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NOTATIONS

Dans tout ce rapport, on adoptera les notations suivantes :

* A,j Bir = )A1B3r (notation d'Einsæin).
J

* Ai6y B1;yr (indice j non affecté par la sommation impliciæ).

* A:B (produit contracté de deux ænseurs).

(A:B)i.io'o = A,jn Bro,o si A et B sont des tenseurs d'ordre 4.

(A:B)t = A,jn Bp si A est un tenseur d'ordre 4 et B est un tenseur d'ordre 2.

* u.y = ui vi $roduit scalaire de deux vecteum).

* VER pour volume élémentaire repésentatif.

* Cluster: mot anglais signifiant groupement que nous utiliserons comme appelation

pour notre modèle.
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Innrùuction

Un matériau composite est un matériau hétérogène : les Mtons, les plastiques

armés, les papiers synthétiques, ou les métaux renforcés en sont des exemples. Comme

leur nom I'indique, ils sont composés de plusieurs constituants de façon à améliorer les

qualités du produit désiré, surtout en ce qui concerne ses propriétés mécaniques,

thermiçes, ou diélectriques. On utilise essentiellement les matériaux composites obtenus

par renfort de fibres ou de particules, isotropes ou anisotropes ; ils sont généralement

constitués de deux ou plusieurs matériaux ayant des propriétés mécaniques différentes :

une matrice ou liant, et des renforts sous forme de panicules ou fibres (inclusions).

Iæs matériaux composites, et en particulier les matériaux renforcés par des fibres

(isotropes ou anisotropes), sont de plus en plus utilisés dans certains secteurs industriels

(aéronautque, spatial, automobile, etc. ...) où les progrès æchnologiques nécessiænt de

combiner des propriétés (mécaniques, thenniques, diélectriques, ...).

Les fibres sont en général des composés de matériaux dont les liaisons

inæratomiques sont foræs et stables. Elles sont le plus souvent à base de verre, de silice,

de bore, d'alumine, de graphiæ, ou de polymères spéciaux. On ciæ:

- I'oxyde d'aluminium

- le carbure de silicium

- l'oxyde de silicium

qui sont caractérisés par leur légèreté, leur rigidité et leur dureté. Toutefois, ce type de

matériaux casse facilement, et c'est pour cette raison d'ailleurs que leur utitsation comme

matériau de structure est très limitée. Pour remédier à ce problème, ces fibres sont

intégrées dans une matice faite d'un autre matériau; cette matrice lie ente elles les fibres

et assure la solidité de I'ensemble. Les matrices sont le plus souvent constituées de

matières plastiques, de métaux, ou de cérarniques. l,a résisunce mécanique et la rigidité

d'un composiæ dépendent avant tout du matériau du renfort, mais la matrice apporte ses

propres qualités. Divers paramètres influencent le comportement des matériaux

composites:
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- la fraction volumique des différents constituants,

- leur morphologie,

- I'orientation et lia nature des composants (fibres et matrice),

- la répartition des fibres.

C'est pour cela que les sffcialistes de la conception peuvent choisir avec certaine liberté,

à la fois la composition, et la stnùcture inærne des matériaux.

Les matériaux composiæs permettent dans de nombreux cas de relever le double

défi de I'amélioration des performances mécaniques, et de I'allégement de certaines

structures. Pour la conception de ces structur€s, et ceci du fait même du grand nombre

d'hétérogénéités présenæs, on ne peut recourir à une étude directe. Dans les méthodes de

prévision des propriétés mécaniques des matériaux composites, on substitue au matériel

réel un matériau homogène équivalent (en un sens qu'il faudra préciser), qui a le même

comportement au niveau macroscopique.

Les matériaux composiæs les mieux connus sont sans doute les composiæs à

fibres longues, pour lesquels les méthodes de prévision des propriétés mécaniques ne

manquent piu et donnent de bons résultats. Dans ces composites, les fibres sont alors

bidimensionnelles. De plus, les fibres sont pratiquement toujours alignées, et les seules

données nécessaires pour caractériser complèæment ces composites sont les propriétés

mécaniques des différents constituants,la fraction volumique des fibres ainsi que le type

de répartition géométrique dans le plan perpendiculaire aux fibres (voir Christensen,

r979).

Une autre catégorie de matériaux composites est celle des composiæs à fibres

courtes ou à particules. Les études les plus avancées et les plus prometteuses

actuellement, portent sur les composites Aluminiurn/Alumine ou Aluminium/Carbone,

mais surtout Aluminium/Carbure de Silicium,le carbure de Silicium étant introduit soit

sous forme de "whiskers", soit sous forme de particules. Un autre intérêt de ces

composites est de pouvoir être uansformés par alliage, forgeage, laminage, selon les

propriétés naditionnelles. Des æchniques spécifiques sont envisagées pour la réalisation
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de ces produits, telles par exemple que I'insertion dans I'Aluminium par voie liquide et

pressage (procédé "squeeze Casting"). Les additions de particules ou de "whiskers" ne

sont d'ailleurs pas seulement employées avec des matrices métalliques, mais également

dans des composiæs Résine/Verre par exemple.

Pour les matériaux composiæs à fibres courtes, outre I'aspect frni de la longueur

des fibres qui va donner naissance à des variations rapides des champs de contraintes et

de déformations élastiques, on note une foræ inhomogénéité dans I'aspect géométrique

des fibres ainsi que dans leur orientation.

L'aspect géométrique du composiæ dépend bien sûr du processus de fabrication

retenu, et les matériaux à prendre en compte vont du composiæ à fibres alignées jusqu'à

celui où les fibres sont orientées de façon aléatoire dans I'espace. D'autre part" la

répartition géométrique des fibres, qui conditionne les interactions entre fibres voisines,

est cette fois à considérer dans I'espace entier. Il est bien évident que la prise en compte

de tous ces paramètres est délicate à réaliser de façon simultanée. Cependant, pour

répondre à un cahier des charges bien défini, il est nécessaire de connaîte I'influence de

chaque paramète définissant le matériau sur son comportement. Il s'agit donc de fournir

aux spécialistes de calcul des structures une loi de comportement homogénéisée

représentant la réponse d'un élément de volume considéré comme macrohomogène.

D'autre part, pour la prévision de tenue en service des structures composites, il est

essentiel d'évaluer les contrainæs locales dans chacun des constituants et à I'inærface

entre fibre et matrice, pour préciser les limiæs d'emplois de æls matériaux en évitant la

rupture ou la décohésion. Ceci n'est toutefois possible que sur des bases théoriques

solides qui permettent de prévoir I'effet de chaque variable sur les performances du

produit. Comme les matériaux sont examinés en tant que matériaux hétérogènes, on

pouffa alors considérer que les progrès qui ont eu lieu dans ce domaine sont à la base du

développement des méthodes utilisées pour étudier le comportement des composites.

Ainsi, grâce à l'étude de "l'hétérogênêité, élémentaire" faite par Eshelby (1961), mais

limitée aux milieux faiblement dilués, et au-delà des modèles simples de Voigt (1889)'
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Reuss (1929) (qui en fait, ainsi que I'a montré Hill (1952)), fournissent des bornes

supérieure et inférieure pour les constrntes élastiques effectives, se sont développées des

méthodes statistiques systématiques qui font inærvenir I'ensemble des fonctions de

corélations des constanæs élastiques des constituants (Krôner, 1980).

Iæs premiers travaux significatifs fournissant des estimations autres que celles de

Voigt et Reuss, sont I'oeuvre d'Hershey (195a) et de Krôner (1958), qui ont utilisé en

élasticité le schéma auûocohérent introduit précédemment par les physiciens en mécanique

quantique (théorie des champs moyens). L'utilisation s'est élargie ensuite à d'autres

domaines (viscoélasticité, plasticité). D'autres modèles, basés sur la méthode

autocohérente, ont été développés par Molinari et al. (1987), Ahzi et al. (1990), Canova

et al. (1992), Molinari et Tdth (1994) et Tdth et al. (1994) dans le cas des matériaux

polycristallins.

Paratlèlement, des méthodes variationnelles plus performantes que celle de Hill

(1952\ er dues à Hashin et Shtrikman (1962,1963) et Walpole (1966, 1969), ont permis

de ressener les bornes obtenues à partir des modèles de Voigt et Reuss.

Iæ schéma autocohérent et la méthode de Mori-Tanaka sont deux méthodes basées

sur les travaux d'Eshelby (1957) qui permettent d'évaluer le comportement d'une

hétérogénéité en la remplaçant par une pr,édéformation (libre de contrainte) d'un milieu

homogène. Ces deux méthodes, et d'autres qui seront présentées dans le paragraphe I.2,

ne s'intéressent qu'à une seule hétérogénéité, les interactions entre hétérogénéités étant

décriæs par un choix approprié du milieu qui entoure chaque hétérogénéité. Leur mise en

æuvre est simple et légère, et leurs résultats sont intéressants pour une première

approche. Ces méthodes ont permis de mettre en évidence plusieurs phénomènes

intéressants concernant la variation des modules d'élasticité en fonction de l'élancement

des fibres, leur fraction volumique ou les caractéristiques des différents constituants.

Toutefois, par leur principe même, ces méthodes ne pennettent qu'une prise en compte

très approchée des interactions entrc hétérogénéités et ne peuvent rendre compte d'effets
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géométriques faisant intervenir plusieurs hétérogénéités (recouvrement de fibres par

exemple).

Les modèles de réseaux périodiques permettent d'introduire des informations

géométriques tês riches sur la disposition des fibres, parfois même plus riches que celles

dont on peut courirmment dispos€r piu des moyens classiques d'observation. Une théorie

bien fondée, prolongée par des résolutions par éléments finis, permet théoriquement

d'obænir des résultats précis sur les propriétés élastiques des composites, et à défaut

d'expressions analytiques simples, permet d'effectuer des études paramétrées sur

I'influence de divers paramènes géométiques ou matériels. Peyroux et Suquet (1990) ont

utilisé cetæ méthode pour étudier I'influence de la fraction volumique, de l'élancement et

du recouvrement des fibres (paramètres géométriques), ainsi que I'influence du rapport

des modules d'Young des phases (paramères matériels) sur l'élasticité du composiæ. Ils

ont effectué une étude plus approfondie du recouvrement, paramètre non pris en compte

dans le schéma autocohérent ni dans la méthode de Mori-Tanaka, et ont trouvé une forte

influence de ce paramètre sur le module longitudinal du composiæ (les autres modules

étant peu affecté). Cet effet justifierait donc une mesure précise du recouvrement moyen

des fibres. Ces auteurs ont trouvé que les méthodes d'éléments finis s'étaient avérées

lourdes etcomplexes à mettre en æuwe.

Une autre méthode, utilisant des développements en séries de Fourier des

fonctions périodiques, pennet de modéliser les répartitions périodiques de fibres. C-ette

méthode est décrite dans le paragraphe I.4.2.Le, choix des vecteurs de base permet de

prendre en considération le recouvrement des fibres et leur fraction volumique. Les

conditions de périodicité sont ici prises automatiquement en compte dans le

développement en séries de Fourier et il n'y a pas de maillage à réaliser, mais la

programmation reste délicate.

Dans ce travail, nous nous intéressons essentiellement à la déærmination d'une loi

de comporæment homogénéisée, pour un matériau composite à élasticité linéaire constitué

de deux ou plusieurs phases différenæs.

10
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Dans le chapiue I, on rappelle certains râsultats dhomogénéisation qui concernent

plus précisément le passage du niveau microscopique au niveau macroscopique. On

aboutit à des relations donnant les caractéristiques élastiques du composiæ en fonction de

celles des différents constituants, si I'on connaît les tenseurs de localisation dans chaque

phase. On présenæ aussi les différenæs méthodes qui permetænt d'obænir ces tenseurs :

le schéma autocohérent,lia méthode de Mori-Tanaka,le modèle de la sphère composite ou

du cylindre composite, le modèle à trois phases, le schéma différentiel,

lhomogénéisation asymptotique de milieux friodiquas, et le développementen séries de

Fourier ...

Dans le chapitre II, nous présentons une nouvelle méthode, susceptible de prendre

en compte la répartition spatiale du renfort ou des inclusions. Ce modèle part, non pas

des interactions entre une inclusion et le milieu homogène équivalent, mais plutôt des

interactions, entre une inclusion du volume élémentaire représentatif de la répartition

spatiale des inclusions, et I'ensemble des inclusions.

Dans le chapitre III, nous ferons des applications dans le cas de plusieurs

répartitions d'inclusions sphériques isotropes. Iæs résultats seront comparés avec ceux

obtenus par les méthodes qui sont pnésentées dans le premier chapitre.

l 1
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Chapitre I : Ettdc biblbgraphiryc

Ll. INTRODUCTION

Nous présentons dans ce chapitre deux types de méthodes, qui pennettent

d'obænir les caractéristiques élastiques du composite en fonction de celles des différents

constituants. Les méthodes du premier type négligent les interactions entre fibres, ou elles

les décrivent par un choix approprié du milieu qui entoure chaque fibre. Elles ne font

intervenir que le taux de remplissage des renforts dans la matrice et leur comportement

élastique respectif, certaines d'entre elles prenant en compte, toutefois, la forme des

renforts. Pour tenir compæ de la répartition des inclusions dans la matrice, on présente un

deuxième type de modèles, plus complexes à mettrc en place, mais permettant de rendre

compte des effets géométriques faisant intervenir plusieurs fibres (répartition spatiale des

fibres, recouvrement des fibres par exemple).

Nous commençons par un rappel de certains résultats d'homogénéisation qui

concernent plus précisément le passage du niveau microscopique au niveau

macroscopique. On aboutit à des relations donnant les caractéristiques élastiques du

composite en fonction de celles des différents constituants.

I.2. PRINCIPES DE BASE EN HOMOCÉNÉIS^I,TION

On considère un milieu D élastique linéaire infini et homogène, de tenseur

d'élasticité CM (dans le cas isotrope de module de cisaillement pM, de module d'Young

EM, de module de compressibilité kM et de coefficient de Poisson vM), constituant la

matrice. Une infinité d'inclusions élastiques de formes ellipsoidales sont noyées dans la

matice. On note C le tenseur d'élasticité d'une inclusion (dans le cas isotrope on

introduit les de modules de cisaillement pI, module d'Young EI, module de

compressibilité kI et le coefficient de Poisson vI).

14
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L2.1. Description micro et macro du composite

Un matériau composite peut" de façon générale, êre considété comme un matériau

à (N+1) constituants, la matrice étant la phase 0, les N autres phases constituant le

renforcement. l,orsqu'on cherche à obænir les caractéristiques élastiques d'un matériau

hétérogène, on utilise classiquement un chargement de type conditions aux limites

homogènes au contour. On impose alors sur la surface extérieure âV du composiæ des

déplacements u(aV) ou des efforts g'(aD de la forme :

(I-1a,b) u(âV;=p." ou Cn(âV;=P.o

où E et ! représentent respectivement les tenseurs de déformations et de contraintes

macroscopiques, donc unifoflnes.

E (ou D étant imposé, la résolution théorique (mais impossible à réaliser en

générale) du problème élastique correspondant fournit I'expression des champs de

contrainte et de déformation locaux. Sous un de ces chargements, les champs de

déformation et contrainte microscopiques sont perturbés par la présence des

hétérogénéités. On notefa, en chaque point M($ de D, g($ et e(lÉ) les champs de

contraintes et de déformations. Ces champs locaux sont reliés aux champs

mircroscopiques par des relations de moyenne :

(I-2a,b) < g(t)> = E et <g(D>=E

où < . > désigne I'opération de moyenne sur le milieu D de volume lDl, opération définie

par:

(r-3) q f 2= 
1*1lott^,ot

Dans le cadre de l'élasticité linéaire où nous nous plaçons, les contraintes et

déformations microscopiques sont reliées par : gG)-C{x):gG) ou g($=SG):g($. Ces

champs locaux sont reliés aux champs macroscopiques par :

(I-4a,b) eG)={($:P et sG)=BG):E

où 400 et B.G) sont des tenseurs de localisation du quatrième ordre. La loi de

15
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comportement macroscopique permet alors d'obtenir le ænseur d'élasticité C"ff (ou S"f)

du matériau composiæ par:

(I-5a) < g > = C"tr : E si on impose une déformation E

(I-5b) ( e ) = 5eff ; I si on impose une contrainte I

où les tenseurs effectifs sont donnés par:

(I-6a,b) C"ff =(C($:A(D) et S"tr =(StllUtrl)

On définit qK et gK comme étant les contraintes et défonnations moyennes (on les

qualifiera de microscopiques par rapport aux grandeurs macroscopiques E et D sur la

phase K:

(I-7a,b) gK= <g1Q0>r et gK= <EG)>r

où < . >6 désigne I'opération de moyenne sur la phase K considérée, opération définie

( r )r= frf*. r(ddr

Dans cette dernière expression, lO*l désigne le volume du domaine Dr contenant la

phase K.

Le passage au niveau macroscopique se fait ensuiæ par la moyenne sur tout le

volume des grandeurs g(t) et gG) G-2a,b), ce qui peut encore s'écrire en fonction de gr

etgK:
N N - N

(I-9a,b) P= Lfrgl et E= Lfrd = )frql:gl
[=0 I=0 I=0

où f1 désigne la fraction volumique de la phase I. La dernière équation est obtenue en

utilisant la loi de comportement élastique de la phase t : d - C : eI-

Le rôle joué par la phase 0 (matrice dans un composiæ) est particulier, c'est

pourquoi les deux équations précédenæs sont écrites de la façon suivante :
N N

( I -10a,b) E=foeo*I f rgt  et  E=foeo:go+)f1QI:gI

I ce qui permet d'éliminergo et d'obænir :

G-t t )  E =co:E*Èr,(qt  -$}et

De même, en écrivant cette fois (I-9ab) sous la forme :

par:

(r-8)
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N
E=foSo:oo+ l f rg l :o l

I=l

(où SI est la matrice de souplesse de la phase I, inverse de CI), on obtient :

(I-12a,b)

(r-13)

(r-17)

(r-18)

N
E = So:E * Err(St -S"),nt

N
E=fooo+l r ro l

I=l

s"ff=s.*Èrr(st-s.}E

Si maintenant, paf une méthode quelconque on peut exprimer gf et gI sous la forrne :

(I-14a,b) eI = C:E et oI = BI:E

on pouffa déduirc (FtretS"tr de Q-l1) et (I-13) :

(I-15a,b) cerr =C" *Èr,(cl -co):nl
I=1

[æ tenseur AI (respectivement S) est la moyenne sur la phase I du tenseur de localisation

des déformations AG) (respectivement des contraintes BG)) défini en chaque point M($

dans (I-4a) (respectivement dans (I-4b)). Ces tenseurs AI et U dépendent de la

microsuucture et de I'hétérogénéitÉ, du matériau composiæ.

Nous verons dans les prochains paragraphes des méthodes visant à déærminer

les tenseurs A et B : la méthode d'Eshelby, la méthode de Mori-Tanaka et le schéma

autocohérent à l-siæ ....

Auparavent, rappelons brièvement quelques propriétés concernant les tenseurs de

localisation.

De (I-14a,b) on tire (g)=(A:E)=(A):E, et on peut procéder de même pour les

contraintes, ce qui donne :

(I-16a,b) (A)=I  et  (B)=I

où I est le tenseur identité symétrique d'ordre 4 défini par :

r,jr,r =â(u"uu +ô1ô;r)

avec \ est le symbole de Kronecker.

De plus les tenseurs d et S sont reliés par la relation :

BI =gI:AI:S"tr

I-es relations que nous venons d'établir serviront de base à tout ce qui va suivre.
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l.2.2.Utilisation de ces résuttats dans le cas de composites "réels"

I-es rclations (I-l5a,b) permetænt donc d'obtenir les caractéristiques élastiques du

composite, et ceci dès que I'on connaît les tenseurs de localisation de chaque phase. Mais

I'obtention du tenseur 4J, par exemple, suppose que I'on puisse obænir la déformation

moyenne gI dans la phase I qui comporte deux parties : I'une due à I'effet de

I'hétérogénéité de la phase I, I'autre représentant les interactions de toutes les autres

phases. Pour un composite réel, le problème de la déærmination exacte de d (et donc de

gI) est en général impossible du fait même du grand nombre de phases en présence. On

peut néanmoins proposer la démarche suivante. Il s'agit de mettre en évidence certains

paramètres géométriques et de définir ainsi des familles de fibres. Une famille peut, par

exemple, contenir des fibres de matériau de forme identique, toutes alignées dans la

même directon. læ problème se réduit alors au calcul du tenseur 1$ correspondant aux

différentes familles de fibres, et les sommations dans (I-15a,b) deviennent des

sommations sur les familles de fibres. Ce point sera expliqué en détail dans le Chapitrell.

Le problème est donc mainænant de savoir déærminer les tenseurs de localisation

des contraintes et des déformations. Répond6f;t à ce besoin plusieurs méthodes, qui vont

être détaillées dans les deux prochains paragraphes, distinguant les deux types de

techniques dont nous avons déjà parlé en innoduction de ce chapitre.

I.3. HOMOGÉNÉTSNNON DES IUITÉNHUX POLYPHASÉS

nÉsonnoNNFs
Iæs différenæ techniques d'homogénéisation qui vont être recensées et exptquées

dans cette pafiie de façon non exhaustve, vont nous pennette de cerner tour à tour leurc

possibiliés et leurs faiblesses, le fil conducteur étant la complexité de la méthode

employée et I'importance des hypothèses.
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I.3.1. Apprcximation de Voigt et Reuss

Læs méthodes les plus rudimentaires sont la méthode de Voigt (1889) pour

I'approche en déformation et sa duale en contrainæ : la méthode de Reuss (1929). Pour la

première, I'hypothèse faiæ consisæ à considérer une déformation constante dans tout le

composite, c'est à dire que dans toute phase I, on a gI=E. [æ ænseur AI est donc partout

réduit au tenseur identité, et I'estimation correspondante pour le tenseur de rigidité du

composiæ est la moyenne arithmétique des tenseuns de rigidité de chaque phase :

(I-19a)

Pour la méthode de Reuss, I'hypothèse faiæ est d{ partout, et on obtient alors :

gïIr = cM +,ào(r' -s")

Sirr =S" *àr,(St -S")

#M<kutr<( l - f )kM+fk l

ffiv.SPerr<(l-f)PM+fPI

Ces deux modètes simples ne font intervenir que le taux de remplissage des

renforts dans la matrice et leur comportement élastique respectif. Ils fournissent des

bornes supérieure et inférieure pour les constanæs élastiques effectives, ce que nous

allons voir dans le prochain paragraphe.

L3.2. Méthodes variationnelles

La détermination des bornes sur les modules d'élasticité utilise les théorèmes

variationnels de l'énergie. Dans une approche en terme de déplacements,le théorème de

l'énergie poæntielle totale permet de trouver les bomes supérieures, alors que le théorème

de l'énergie complémentaire pennet, dans le cadre d'une approche en contraintes,

d'accéder aux bornes inférieures.

Hill (1952) a démontré que I'approximation de Reuss et celle de Voigt

représenænt respectivement les bornes inférieures et supérieures. Donc dans le cas d'un

mélange isotope de deux phases isotropes, on a:

(A-1eb)

(I-20a)

(r-20b)

Plus généralement, pour un mélange globalement isotrope de constituants localement

r9
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(u-t)-t < k.tr .(k)

(u-t)-t < p"n <(p)

On remarque que EIEM / (l - f)EI + fEM minore effectivement le module d'Young Eetr

du matériau global, grâce àlarelationlinéaire llE=(tl:p)+(l/9k) qui transmet les

inégat i tés données par I 'approche de Reuss l /k" t r=(t l* ' )+( t t -D/kM) et

Ll l t " t r  =( f  l f r t )+(t f  -0/pM).Mais on notera que fEI+( l - f )EM ne majore pas

forcément gerr. 1s coefficient de Poisson étant relié à k et p par la relation

2y = (3k -2tt) / (3k + [r), on ne peut en donner d'encadremenL

Si connaissant les proportions volumiques des phases supposées isotropes, on

sait que l'ensemble est isotrope (les formes des phases pouvant être quelconques mais

leurs orientations étant alors distribuées aléatoirement de façon à garantir I'isotropie du

mélange), on dispose de bornes plus resserrées que celles de Voigt et Reuss, étabtes en

premier par Hashin et Shtrikman (1962,1963). Elles ont éé généralisées par Walpole

(1966,1969,1970), Willis et Acton (1976), Willis (1977), Krôner (1977), Laws et

Mclaughlin (1979). Dans le cas de deux phases, les relations s'écrivent de la façon

isotropes on a :

(I-2Ia)

(r-21b)

suivante:

(r-22a)

(r-22b)

avec

(r-23a)

r,l
t !

J I
I t
! lrl

min(k",k6) S k"" S max(k.,k6)

min([r",Fu ) < p"rr < max(!r",[ru )

kI  -kM
k  =kM+f

a

(r-23b) ku  =kM + f

t+(1-r)  kt  - f*
rî\r-.r;" 

+3;"
kI  -kM

r+(1-Dffi
et si (FI - p"Xkt - k")à 0, alors (Hashin et Shtrikman, 1963) :
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(r-24a)

(r-24d)

I t"=FM*r 
pt-f l : :o

l + ( l - f )  -
, ru -  312
t L ' l  1 0

fl*OW-*srrq
(I-24b) lrr = FM * f

r+(r-t)ffi,.'+.#h'
oo si (PI -p"Xnt -t")(0, alors (walpole, 

iirl:"
(r-zk) F"= l rM* f p ' -p

l + ( l - f )  -
M 312p}r+f-î-

F*tkÇW
l ru = [rM *, Pt - ï [ , ,o

l+i l - i r f r
, , M  r -, - l l 0

F.tF.8il
avec identité entre les deux versions pour les bornes sur p dans le cas où kI=kM

_.g9o_rytq!i!fll!-é:__e"!lg$-c_glipr). 
On notera la similitude formelle entre toutes ces

expressions avec seulement des variations dans un numérateur. Nous signalons que des

relations plus compliquées sont disponibles dans le cas de phases plus nombreuses

(Hashin et Shtrihnan,1962,1963, Walpole, 1966). [æs bornes de Hashin-Shtrikman-

Walpole sont les plus resserrées possibles à partir des seules informations concernant les

concentrations et lTsouopie locale et globale.

I-e rôle symétrique joué par les deux phases mérite d'êre signalé : en changeant kI

en kM, pI en pM et f en (1-f), on ne fait que changer k" en k6 d'une part, et lra en Fu

d'autre part, ce qui laisse I'encadrement de Hashin-Shtrikman-Walpole inchangé. Une

ælle offration laisse également inchangées les bornes de Voigt et Reuss. De telles bornes

seront donc insensibles au fait qu'une des phases est en inclusion dans I'autre, par

exemple. Des travaux de Stolz et Zaoui (1991) pennettent de mettre à profit une ælle

information morphologique pour obtenir des bornes encore plus resserrées et sensibles à

iJ
l t
i \
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cette inversion de répartition. De façon générale, on peut construire des bornes d'autant

plus proches que I'on a une information précise sur la distribution des phases, au moins

fonnellemenL Les travaux de Krôner (1977,1980a), par exemple, ont introduit la notion

de désordre gradué et ont donné I'expression des bornes coffespondantes. Les bornes

élémentaires, celles de Voigt et Reuss, celles de Hashin-Shrikman-tWalpole, entrent alors

dans un cadre commun plus vasæ.

Parmi les divers travaux effectués dans le cas des fibres, nous citons d'une part

ceux de Hill (1964) et Hashin (1965), effectués dans le cas des fibres de différents

diamètres réparties au hasard, mais avec une répartition donnée en volume, d'autre part

ceux de Hashin et Rosen (1964), dans le cas de fibres de diamètres identiques réparties

suivant un arrangement hexagonal. Ces auteurs ont trouvé, pour un matériau

macroscopiquement isotrope transverse, un encadrement des cinq modules effectifs

indépendants : le module de compression latérale (sans déformation longitudinale, défini

par K=k+p/3) Kzt, le module de cisaillement latéral ILzt,le module de cisaillement

transversal lln,le module d'Young longitudinal, et le coefficient de Poisson transversal.

Les bornes de Hashin-Shtrikman-\Valpole ne sont pas très resserrées quand

I'hétérogénéité du comport€ment est forte, d'où la nécessité d'autres modèles qui nous

fournissent une loi de comportement homogénéisée représentant la réponse d'un élément

de volume considéré comme macrohomogène. C'est ce que nous allons voir dans les

prochains paragraphes.

I.3.3. Milieu dilué

Si, dans un milieu hétérogène, la phase inclusionnaire est extrêmement diluée

dans la matrice, on peut alors négliger les interactions entre éléments de phase

inclusionnaire. Dewey (1947), en se basant sur la solution d'élasticité donnée par

Goodier (1933), a obtenu, dans le cas d'une dispersion de sphères par exemple :
r-I - 1M

ç e f f  = k M - f  ^ :

1 r  x I - k M
r î --  

1M *âu"

(I-25a)
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(r-2sb) p" f f =pM+ f

p}r+T--tO--

F-t1m*3um
lorsque f tend vers 0. on notera que ces expressions correspondent aux bornes de

Hashin-Shtrikman données au paragraphe pr,écédent (ku et pJ développées au premier

ordre au voisinage de f=0. De plus, I'expression de peff 61 encone comprise entre les

bornes de Walpole lorsque 1pI-ptvt)(kt-LM) est négatif, puisqu'alors le faisceau des

bomes est plus large que celui donné par les expressions de Hashin-Shtrikman. Le cas

particulier d'une dispersion de sphères rigides dans un fluide incompressible conespond

à pI et kM tendant vers I'infini, et conduit immédiaæment à la loi établie par Einsæin

(1911) : p"rr = U"(t..,' it). 
Remarquons que si on change kI en kM, pI en pM et f en

(1-f), on obtient I'autre borne de Hashin-shrikman (ku, Fu) au premier ordre du

voisinage de f=0.

Ce modèle est plus performant, mais limité aux milieux faiblement dilués. Nous

présentons dans les deux prochains paragraphes deux modèles complémentaires plus

satisfaisants que ce dernier.

I.3.4. Modèle de la sphère composite

Hashin (1962) a considéé une sphère composite contenant un noyau sphérique de

phase isotrope, de comportement défini par kt et pI, entourée d'une couche concentrique

de phase isotrope de comportement défini par kM et pM. Le rapport des rayons du noyau

et de la sphère (a/b) est fixé pour chaque sphère composite, le rayon extérieur b étant

quelconque. Sous I'action d'une pression uniforme, cette sphère se contracte en restant

de forme sphérique, et la variation de volume peut être calculé exactement ; elle

conespond à une compressibilité globale de la sphère composite donnée par :

k@mp=kM+t * t - l l ' , ,

1+( l - r )*
rM + iuM

(r-26)
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On notera qu'elle est indépendanæ de pI et qu'elle est identique à la compressibilité k" des

bomes de Hashin-Shtrikman.

Considérons maintenant un corps homogène de compressibilité kcomp et de

module de cisaillement quelconque, soumis à une pression uniforme sur sa surface

extérieure ; il règne alors à I'intérieur une pression uniforme. Une région sphérique

quelconque sinrée dans ce corps subit donc une contraction qui est identique à celle de la

sphère composiæ précédente, puisque les compressibilités sont les mêmes. On peut donc

substituer à la sphère du milieu considéé une sphère composiæ de même volume sans

que rien ne soit changé dans le reste du corps. Cette opération peut ensuite èl.r:e réfitÉe

dans un autre domaine sphérique de rayon quelconque, et ainsi de suiæ jusqu'à

substitution complèæ du milieu homogène par des sphères composites analogues, mais

de différents rayons extérieurs. Ce processus aboutit à un milieu hétérogène ne contenant

que la matrice et la phase inclusionnaire avec une fraction volumique f=(a/b)3. Ce milieu,

qui peut d'ailleurs êre périodique ou non, a une structure fractale (les sphères composites

s'échelonnent jusqu'à des tailles infiniment petiæs) dont le "remplissage apollinien" décrit

par Mandelbort (1977) donne une bonne idée et suggère une construction en deux

dimensions. La compressibilité de ce milieu hétérogène de stnrcture complexe est donc

connue exactement, puisque s'ss1 leff=kcomp par construction. On notera le rôle

dissymétrique joué par les deux phases dans I'expression de lCtr. L'expression obtenue

rend compte de I'influence de la distribution des phases. Remarquons enfin que le

raisonnement qui a été tenu s'applique quelle que soit la taille et la forme du milieu

hétérogène, et qu'il s'étend de même pour des comportements non linéaires. Il est

également valable pour des composantes élémentaires non sphériques, pourvu que la

forme extérieure soit telle que I'on puisse effectuer les substitutions successives et que la

forme du noyau intérieur soit ælle que, compte tenu des propriétés mécaniques des deux

phases, la forme extérieure se transforme de façon homothétique sous I'action d'une

pression uniforme.

Comme la compressibilité trouvée ici est urre valeur exacte, et qublle est identique
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à chacune des bornes de Hashin-Shtrikman pour le module de compressibilité selon la

nature de la phase en inclusion (on obtient l€tr=ku si les inclusions sont plus molles que

la matrice), il en résulæ que ces bornes, qui n'utilisent que les concentrations et

l'isotropie, ne peuvent être plus resserrées, sans quoi des cas particuliers exacts seraient

en dehors de I'encadrement, ce qui est la démonstration la plus simple de leur optimalité.

Il n'est par contre pas possible de ænir le même raisonnement pour calculer le

module de cisaillement de ce milieu particulier, carl'application de conditions aux limiæs

en cisaillement conduit à déformer une sphère homogène en ellipsoide alors quTl n'en est

pas de même pour une sphère composite, ce qui rend impossible le processus de

substitution précédent. Hashin (1962) a toutefois proposé des bornes établies en

imposant contraintes ou déplacements de cisaillement à la surface de la sphère composiÛe,

à la manière de Reuss et Voigt, mais ne donnant pas forcément un encadrcment meilleur

que celui de Hashin-Shtrikman-\ilalpole. Des bornes réellement plus resserrées ont pa.r

contre été obænues par Hervé, Stolz etZaottr (1991) pour I'assemblage de sphères de

Hashin en utilisant le fait qu'une des phases est en inclusion dans I'autrc.

Hashin (1962) a donné I'expression de p"n dans les deux cas limiæs : faible e1

forte concentration. A faible concentration, le résultat est celui du milieu dilué (I-25a,b) [
I

à foræ concentration, lteff a I'expression suivante : Ivante: I

7-5vM +z(+- . " " )Ë 
\(r-27) p"ff = pI -(l -r{pt -p")

1s(1-vM)

Le modèle de la sphère composite a été appliçé par Hashin et Rosen (1964) dans

le cas des cylindres de longueurs infînies noyés dans une matrice isotrope, puis par Hill

(1964), Hashin (1966), en considérant une fibre cylindrique de rayon a, entourée d'un

cylindre de matrice de rayon b. Ces deux rayons sont reliés à la fraction volumique des

fibres par la relation : f=(a/b)2. Ils ont déærminé les expressions de quatre modules

d'élasticité indépendants du matériau composiæ : le module de compression latéral Kzg

(K=k+p/3), le module de cisaillement longitudinal p12, le module d'Young longitudinal,

et le coefficient de Poisson transversal, en trouvant les solutions exactes de trois
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à chacune des bornes de Hashin-shtrikman pour le module de compressibilité selon la

nature de la phase en inclusion (on obtient k3rr=ku si les inclusions sont plus molles que

la matrice), il en résulte que ces bornes, qui n'utilisent que les concentrations et

I'isotropie, ne peuvent être plus resserrées, sans quoi des cas particuliers exacts seraient

en dehors de I'encadrement, ce qui est la démonstration la plus simple de leur optimalité.

Il n'est par contre pas possible de ænir le même raisonnement pour calculer le

module de cisaillement de ce milieu particulier, car I'application de conditions aux limiæs

en cisaillement conduit à déformer une sphère homogène en ellipsoïde alors qu'il n'en est

pas de même pour une sphère composite, ce qui rend impossible le processus de

substitution précédent. Hashin (1962) a toutefois proposé des bornes établies en

imposant contraintes ou déplacements de cisaillement à la surface de la sphère composite,

à la manière de Reuss et Voigt, mais ne donnant pas forcément un encadrement meilleur

que celui de Hashin-Shtrikman-\Malpole. Des bornes réellement plus resserrées ont par

contre été obænues par Hervé, Stolz etZaoui (1991) pour I'assemblage de sphères de

Hashin en utilisant le fait qu'une des phases est en inclusion dans I'autre.

Hashin (1962) a donné I'expression de perr dans les deux cas limiæs : faible et

forte concentration. A faible concentration, le résultat est celui du milieu dilué (I-25a,b) ;

à foræ concentration, p"tr a I'expression suivante :

(r-27)

Le modèle de la sphère composite a été appliqué par Hashin et Rosen (196a) dans

le cas des cylindres de longueurs infinies noyés dans une matrice isotrope, puis par Hill

(1964), Hashin (1966), en considérant une fibre cylindrique de rayon a, entourée d'un

cytndre de matrice de rayon b. Ces deux rayons sont reliés à la fraction volumique des

fibres par lg relation : f=(a/b)2. Ils ont déærminé les expressions de quatre modules

d'élasticité indépendants du matériau composite : le module de compression latéral Kzg

(K=k+g/3), le module de cisaillement longitudinal p12,le module d'Young longitudinal"

et le coefficient de Poisson transversal, en trouvant les solutions exactes de trois
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problèmes délasticité de la cellule cylindrique :

- traction uniforme,

- cisaillement longitudinal,

- compression hydrostatique latérale.

Ayant mis en évidence quatre modules indépendants, il reste à en exprimer un

cinquième, par exemple le module de cisaillement transversal. Toutefois, aucune solution

analytique exacte n'a étÉ obtenue au problème de cisaillement transversal de cellule

élémentaire cylindrique. L'expression du module de cisaillement sera donnée par le

modèle à trois phases abordé dans le paragraphe suivant. Précisons que ces résultats ont

été trouvés en supposant que les fibres ont des longueur infinies. Russel (1973) a

déærminé les expressions des cinq modules indépendants dans le cas de fibres isotopes

de longueurs finies et parallèles entre elles, plongées dans une matrice isotrope, en se

basant sur les travaux d'Eshelby (1957).

On verra dans le prochain paragraphe que I'expression de 1t"tr est donnée par le

modèle à trois phases de Chrisænsen et Lo (1979), qui complèæ le modèle de la sphère

composiæ de Hashin donnant I'expression de l*tr.

I.3.5. Modèle à trois phases

Ce type de modèle se propose de prendre en compte le rôle différent joué par la

matrice et la phase inclusionnaire dans le cadre d'une approche autocohérente, afin de

pallier I'insuffisance du modèle autocohérent dit "à deux phases". Il a été proposé à

I'origine par Frôhlich et Sack (1946) qui ont modélisé les propriétés macroscopiques des

fluides visqueux contenant des sphères élastiques rigides ; ils ont pu obænir la viscosité

effective en utilisant le modèle à tois phases. Mackenzie (1950) a repris le modèle à trois

phases de Frôhlich et Sack (1946) en considérant des cavités sphériques entourées de

matrice, le tout plongé dans un matériau homogène infini. Puis ce modèle a êté de

nouveau remanié par Kerner (1956), Van der Poel (1958), et Smith (1974). C'est

Chrisænsen et [-o (1979,1986) qui ont résolu complèæment ce problème en se basant sur
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les résultats d'Eshelby (1956). Ces auteurs ont étudié aussi le problème plan des solides

avec des inclusions cylindriques en utilisant le même modèle. Iæ modèle à trois phases a

été développé depuis par plusieurs auteurs ; son application est actuellement limitée au cas

de biphasés avec deux phases isotropes, les inclusions éunt soient des sphères soient des

cylindres de sections circulaires et parallèles.

L'hypothèse de base consiste à considérer que les déformations moyennes dans le

noyau et I'enveloppe d'une sphère composite de Hashin (représentative des teneurs

volumiques et des propriéés mécaniques du biphasé) plongée dans le milieu homogène

équivalent, sont celles qui règnent dans la pha.se inclusionnaire et la matrice au sein du

milieu hétérogène. On peut remarquer que le fait de considérer qu'une inclusion est

entourée de matrice dans son voisinage immédiat, et non de matériau homogénéisé

comme le suppose le modèle autocohérent (voir paragraphe 1.3.7.), semble tout à fait

naturel lorsqu'il y a une phase de matrice.

Dans ces conditions, la compressibilité du matériau homogénéisé peut être

obtenue indépendamment de son module de cisaillement et coihcide avec celle du modèle

de la sphère composite de Hashin (voir paragraphe précédent). Elle est également en

accord avec les bornes de Hashin-Shtrikman, puisque I'on a remarqué, lors de la

première substituton, que la déformation moyenne de la sphère composiæ plongée dans

le milieu de compressibilité kprr, était identique à celle de la sphère homogène dont elle

avait pris la place. Chrisænsen et Lo (199,1986) en ont déærminé la solution exacte ; la

déformation n'est cette fois plus uniforme dans I'inclusion, et I'on retrouve la solution

d'Eshelby lorsque noyau et enveloppe, ou matrice et enveloppe, ont les mêmes

caractéristiques mécaniques, ou encore lorsque la taille du noyau est baucoup plus petite

que celle de la sphène composite (dans ce dernier cÀs, les relations de localisations de

matrice à enveloppe et d'enveloppe à noyau tendent vers celles d'Eshelby). A partir des

moyennes des déformations obtenues ainsi dans I'enveloppe et le noyau, le module de

cisaillement effectif est donné par la solution de l'équation quadratque suivante (dans le

cas des inclusions sphériques) :

n
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(r-28) {"*l

-2s2(4-r)n,rs"

" 
= .(f; - r)t+ + svM )nrr '!ot3 -r[tr(Ë - t)n, + zn,q, 

]r' 
'' - ,t (ft- r)n,r"'

. x(r+ - t)(-r * (u" )')n,r - (7+ svM )nzn,

et où la fraction volumique O* 
"t):iTns 

f=(a/b)3, avec

n, =(+e-SovMvl)(Ë 
Ù.t4(vl 

-zvM)+3s(2vl -u')

n,='u'[Ë-'). ' [Ë..)

q, = *(s - lovM) *(7 -5u")
f , f ," t t  

/  \

Ce modèle prévoit bien un comportement dissymétrique et il redonne le cas de

foræ dilution (I-25b) pour f ændant vers 0. Ses prévisions se situent entre les bornes de

Hashin-Shtrilcnan-Walpole ; elles sont inchangées si I'on considère une condition portant

sur les contraintes ou sur l'énergie (Christensen et Lo, 1979,1986), plutôt que sur les

déformations. L'expression du module de compressibilité est celle obtenue par le modèle

de la sphère composiæ de Hashin (1962), et elle est donnée par la relation (l-26).l-e,

résultat (I-28) est une estimation du module de cisaillement effectif du modèle de la

sphère composiæ.

Dans le cas de cylindres parallèles de longueurs infinies, Chritensen et Io (1979,

1986) ont dévelop$ le même modèle, à partir des travaux effectués par Hermans (1967).

.r"[Ë)*c=o

où

^ = -(u+ - t)t. - svM )nrr '1ot3 -t[r{Ë - r)n, * rn,n,]r"' + 2s2(4 - r)n,r"'

- r(Ë - t}r - r2vM * r(n")')n ; + +(t- rovM )nzr,

" 
=,(Ë - r)tr - svM )nrrr'/3 +,[rr("t - t)',, + zn n 

]r7 
n

. rr("+ - t)t, - v')nzvM r *|F+ rsvM)nzrr
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La méthode consiste à considérer un modèle cylindrique à trois phases. Dans ce modèle,

la cellule cylindrique élémentaire est entourée d'un cylindre de grande dimensions,

constitué par le matériau équivalent homogénéisé et possédant donc les propriétés

effectives homogénéisées du matériau composite. Ce cylindre est soumis sur ses

frontières extérieures aux conditions de I'essai de cisaillement transversal. Ce modèle

donne une expression du module de cisaillement transvemal lrzr du matériau composite,

te cinquième module manqwmt dans le modèle du cylindre composiæ.

Ces deux derniers modèles pennettent de déterminer les modules effectifs pour les

inclusions sphériques et les fibres cylindriques de sections circulaires. Mais ils ne sont

pas applicables aux inclusions ellipsoidales. Nous allons voir deux Âutres méthodes

(Mori-Tanaka et autocohérente) applicables aux inclusions ellipsoi'dales ; elles sont basées

sur la modélisation d'Eshelby (1957) qui part de la solution du problème de I'inclusion

hétérogène, mais se limiæ aux milieux faiblement dilués. Nous la présentons, toutefois,

en détail, car elle a étéla base des deux méthodes (autocohérente et Mori-Tanaka) qui

seront détaillées plus loin.

I.3.6. Méthode d'Eshelby

I.3.6.1) Solution générale du problème

Soit D un corps solide élastique, homogène, isotrope et supposé infini, libre de

tout chargement. On considère une région I de ce corps, appelée inclusion, que I'on

soumet à une déformation libre homogène, c'est à dire à un processus provocant une

déformation g* sans apparition de contraintes. Une dilatation thermique ou une

déformation plastique localisée induiæ par une élévation de température, peuvent par

exemple être considérées comme des déformations libres. Quel que soit le phénomène

considéré, la égion I, si elle était isolée, se dilaterait "librement" de g*. Ici, le matériau

autour de I va gêner cette déformation, créant des champs de contraintes et de

déformations élastiques, C.G) et g(L), que I'on recherche. Il n'y a donc pas
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d'hétérogénéité élastique du matériau mais une hétérogénéité de prédéformation d'un

milieu homogène.

Eshelby (1957) a proposé une démarche "physique" pour fouver les expressions

des champs de déformations et contraintes en fonction de la déformation libre g*, que

nous présentons ci-dessous en quatrc étapes.

On considèrc que la déformation libre g* est donnée sous la forme g*G)CeIG),

où 0IG) est la fonction caractéristique de I'inclusion définie par:

(r-ze) e'er = {â ît'-i
1ère $taps : On réalise une coupure fictive I'autour de I. On isole I et on le soumet à la

défonnation libre homogène g*. On a alors :

(r-30)

équations dans lesquelles qt est la contrainte dans I'inclusion, gI est la déformation

élastique dans I'inclusion, et g[ est la déformation totale dans I'inclusion.

2ème 6tate : On impose à I toujours isolée, une déformation élastique (-g*) afin que

I'inclusion reprenne sa forme initiale I. Ceci peut se faire en appliquant une densité

surfacique de force dF, définie par : dF=-Co:g*:dsn, oùgo désigne le tenseur

d'élasticité du milieu considéré.Iæs champs s'expriment alors de la façon suivante :

[oI =o
lJ =o
l im =e.

fot = {o:e*
l ; =-;
lto=o

(r-31)

3ème 5bps : On replace I'inclusion dans le milieu infini D et on "rétablit" la continuité

de matière entre D et I. L'inclusion est toujours soumise à la densité de force dF et les

champs de contraintes et de déformations dans I'inclusion ne changent pas.

4ème 56pç : On "relâche" la densité de force d!, ou, ce qui revient au même, on

applique sur la frontière de I une densité de force G dE). On crée alors des champs de

contraintes et déformations élastiques supplémentaircs dans tout le milieu. Pour cette

étape, I'expression de la contrainæ g($ est donnée en chaque point par :
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(r-32) oi:G) = Cfikr(uh1 - eilelO)

où uG) est le champ de déplacement solution, et où on a utilisé la symétrie de C'.

I-es équations d'équilibre conduisent alors à:

(I-33) Cfikr uhu = Cîjkre[ ni ôa,

où ô3, est la "fonction de Dirac" sur la frontière âI de I, de normale unitaire extérieure n.

Cetæ équation (I-32) peut aussi êre considérée comme l'{uation d'équilibre d'un milieu

homogène, soumis sur ôI à une distribution de forces : fi = C$u eL n:.

On nore par gl(-dn) h déformation élastique dans I'inclusion due à (-dF). Pour

calculer cette quantité, on utilise le tenseur de Green G du problème d'élasticité.

Rappelons que g est un tenseur donnant au point 5 le déplacement dg provoqué par

I'application d'une force ponctuelle dF, appliquée au point 5', les deux points se

trouvant dans un même milieu homogène infini.

Dans le problème de I'inclusion, dF est répartie sur la surface âI de I'inclusion :

(I-34) doift) = GilG - I )d[(x )

Pour le problème étudié, le champ u s'obtient en intégrant cette relation sur la frontière

extérieure âI de I :

(I-35) ui(x) = JC,:to 
- l')(-o;rn.)dl'

AI

où oir est la contrainte induiæ par (-dE) sur âI.

Si le milieu est isotrope, le tenseur de Green s'exprime de la suivanæ :

(I-36) G,.i( 
'' I ôii I l-' a',|,,r - E ) = æ[F;l - ro-ffitlt - - r,1;

Par ransformation intégrale de volume de (I-35), on obtient:

expression dans laquelle : 
,

(I-38a,b) Y(D=llu-u'loo û. ô(ù=Jg
ïr -r t lu-^l

En écrivant que elG)=|(or,;trl-u;,i(D), on obtient alors le résultat obænu par

3l
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Eshelby (1957) concernant les inclusions de forme ellipsoïdaler pour lesquelles il est

possible de calculer explicitement les intégrales de volume Y(g) et O(l). Dans ce cas

particulier on arive à :

(r-3e) efl(-oE) = sijuel

où rl est le tenseur d'Eshelby, qui est un tenseur du quatrième ordne constant. Les

expressions de ce tenseur pour diverses formes d'inclusions se trouvent dans Mura

(1987) er dans Nemat-Nasser et Hori (1993). On notera, fait remarquable, que la

déformation dans I'inclusion est constante.

Pour la configuration de létape quatre, on a alors :

[ot  =eo:({- I ) :g-
t - -

(I-40) lgt = (J - I):e-
ler = S:e*

qui représentent les champs de déformations et contraintes que I'on recherchait

1.3.6.2) Méthode de I'inclusion équivalente

Les résultats précédents concernent les cas où la région I étudiée a les mêmes

caractéristiques élastiques que le milieu qui I'entoure. Pour pouvoir traiær le cas d'une

hétérogénéité élastique, Eshelby (1957) a remplacé le problème avec hétérogénéitÉ' par un

problème dans un milieu homogène ayant subi une déformation localisée.

On considère une hétérogénéité, de matrice de rigidité e, occupant une région

ellipsoidale I d'un milieu D supposé infini dont le tenseur d'élasticité est Co. On soumet

le milieu à une défosnuion macoscopiqueE Ge champ de déplacement u se çompose

comme u=E.X à I'infini). Eshelby se ramène au cas d'une inclusion soumise à une

déformation libre g* dans un milieu homogène soumis à p, l'équivalence entre les deux

problèmes étant établi si gt est choisie de façon à ce que les champs de déformations et

contraintes aient les même expressions dans les deux situations.

Problème 1 : Hétérogénéité élastique

La problématique est la suivante : trouver le champ de déplacement u satisfaisant les

relations:
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(r-41)

(r-42)

où g($ et gr(À) représentent respectivement la déformation élastique et la déformation

totale.

Problème 2 : Problème d'inclusion soumise à une déformation libre g*

dans un milieu homogène soumis àE.

Ce problème peut aussi s'énoncer d'une manière similaire : trouver y tel que

o'(x)=ç":(e(v)-g-+E)
, -

g (r)=ek)-s"+E
tT

g (*)=e(v)+e
l f i  \
(e (d) = E
\ /

Iæs deux problèmes sont équivalents à la condition que les déformations et les containæs

soient les mêmes dans les deux cas, et ceci en chaque point x de D.

La condition gr(r) = g'r(I) dans D/I imptique que g(g) = g(v), et la condition

o(l) = o'(l) y est alors satisfaiæ (on rappelle que g* est uniforme et non nulle dans I,

nulle à I'extérieur de I).

La conditon gr(I) = g't(*) dans I implique également que 9(g) = €(v), et la
t

condition o(l) = q (l) donne :

(I-43) g(s)=[g'-clJ-t'co:g* -E

Or dans le problème 2, les relations (142) pennettent d'écrire :

[q(r) = c(r):(e(g)+ E)
ls(d=e(s)+E
letk)=g(u)+E
[(e'G))= e

[c'(d = c":[([ - I)'e- + El
{e'G)=(I- [) :s-+E

[t'ttd 
= e(v)+ E = e(u)+ E = ̂ s:g* + E

(r-44)

La relation G-39) nous donne alors :

(r-45) s. = [(ç' - e')'I -eft'(et - t"}u

relation qui peut aussi se mettre sous la forme :

(r-46) c":[G - I)'s* * E] = cl:[û:e- + E]
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On notera que cette expression traduit le fait que la déformation et la contrainte dans

I'inclusion, pour le problème homogène 1, sont reliées par la loi de comportement

g' = CItg', loi de comportement proprc à Ïhétérogénéité du problèmel.

En portant alors (I-45) dans les équations (I-42) ou (I-44), on obtient après

quelques manipulations :

(r-47) 6I = 
[I + g:g":(cl - e")]-t'e

où So est le tenseur de compliance : So=Co-l.

I.3.6.3) Calcul du tenseur d'élasticité effectif

La détermination du tenseur d'élasticité du matériau composite nécessiæ de

connaître le tenseur de localisation des déformations AI. Eshelby (1957), pour le calculer,

fait I'hypothèse que les inclusions dans le matériau composiæ réel se comportent de la

même façon que si elles étaient seules isolées dans le milieu infini, ayant les mêmes

propriétés que la matrice, et soumises à une déformation macroscopique E. Dans ces

conditions, le calcul de la déformation moyenne dans I'inclusion se fait en considérant

que eo, élasticité du milieu qui entoure I'inclusion, est égale à eM, élasticité de la matrice.

La relation (I-45) nous fournit alors :

(r-48) gr = [I + g:gM:(eI -etl-t'g

d'où

(r-4e) At = 
[I+g:gM:(Çt-ç")]-t

Il vient alors :

(r-so) gerr =ÇM +r,(Çt -ÇM)'[l+g:5M:(ÇI -g")]-t

Dans le cas d'un milieu hétérogène contenant plusieurs phases différentes (la

matrice et N autres constituants de constantes élastiques CI), il convient de dissocier le

problème en autant de familtes de renforts (une famille de renfort est constituée par des

inclusions de mêmes constantes élastiques, de même forme et de même orientation), et

d'effectuer les opérations de localisation sur chaque famille de renforts. L'expression de

Ctff sera donnée par la relation suivante :

34



Chapitre I : Etudc bibliographiryc

(r-s1)

r Le passage à la dernière équation est fait en considérant que le tenseur de

localisation est le même pour tout€s les inclusions d'une même famille. Donc la

sommation dans cette équation porte sur les familles d'inclusions I, fr étant la fraction

volumique de la famille d'inclusions notée Fr. On note que I'on ne dispose pas de

renseignemenB supplémentaires sur la répartition des inclusions.

Dans le cas des inclusions ellipsoïdales plongées dans une matrice isotrope, les

exprcssions de petr et kPtr sont données par :

(l-52a'l leff = 1M

cerr = cM + 
Èn(t' 

- e")'[t+ g:gM:(cl -Ç')]-'

1  f ,  k l - k M'-'w
lreff = Py .,t *  

7  
"  

P I - P M'-'w(r-s2b)

Cetæ méthode a été, généralisée par Nemat-Nasser et Hori (1993), mais reste

toujours limitée aux milieux faiblement dilués. Læs méthodes qui seront présentées dans

les deux prochains paragraphes sont basées sur ces travaux, et apparaissent plus

performanæs que cette dernièrc.

1,3.7 . Méthode autocohérente

Le modèle autocohérent a été innoduit dans le domaine de la mécanique par

Hershey (1954), et a été, développé par Krôner (1958), puis par Budiansky et $[u

(1966), comme un moyen pour modéliser le comportement des matériaux polycristalins.

L'extension de ce modèle aux milieux multiphasés a été faiæ par Hill (1965) et Budiansky

(1965). Il consisæ à remplacer les interactions entre une hétérogénéité particulière

(l'inclusion) et le milieu réel environnant, par celles existant entre une inclusion et un

milieu homogène qui a les propriétés du matériau composite.

On se propose dans ce paragraphe d'introduire le problème de I'inclusion

hétérogène (la formulation générale du problème sera détaillée dans le chapitre tr) ; en se
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basant sur la technique du tenseur de Green, on calcule les charnps de déformation et de

contrainte.

Considérons un milieu D homogène infini de constanæs élastiques eeff et de

volume V.Iæ milieu contient une inclusion I de volume Vr, de fraction volumique f1, et

de constanæs élastiques QI supposés uniformes dans V1. En I'absence d'inclusions, le

milieu de constanæs élastiques Ceff est sollicité par un système de forces surfaciques

créant dans tout le milieu homogène une déformation uniforme E. L'équation intégrale

proposée par 7æ,ller et Dederichs (1973) permet de trouver le champ de déformation

locales ek) répondant à ce problème :

(r-53) e1G) = B,j * Jlt:oft-l )ôCn oG')eo,',(x')dl '
v

où
t  1 l  ,

(I-54) r1n(l- x ) = 
A[G",5G 

-l

&u-"G) est donné ici par:

(r-ss) ôcu,""G) = (c[",,' -ciî|,)etgl

où la fonction 0I(*), donnée par la relation (I-29), est la fonction indicatrice de

I'inclusion I.

L'équation intégrale (I-53) est appelée équation L.S.D. par Krôner (1980b). La

solution exacte de cette équation pour une inclusion quelconque est encore tÈs complexe

et difficile à déduire en général. La résolution du modèle autocohérent à un-siæ suppose

les déformations g(D uniformes dans les inclusions. Johnson (1983) a utilisé

I'approximation de Born qui consiste à remplacer eil@) dans I'intégrale par le champ

uniforme qj. M"i. cette approximation a montré que la méthode n'est valable que pour de

faibles pourcentages du renfort dans la matrice.

On notera ̂ CIkr-, la différencr (Ch-" -Cîf;*), et en tenant compte de (I-55),

l'équation (I-53) devient :

(r-s6) e1G) = Eij *.[ri:otu-"')^clu,-n OlG')eo'o(l )dr
v

L'intégrale sur V peut être réduiæ à une intégrale sur le volume V1 puisque la fonction

) + Gq,riG - *') + G6si(x - *' ; + Gx,n (a - r')l
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eIG) s'annule en dehors de V1 Léquation (I-56) s'écrit alors :

(r-s7) exG) = Eij * Jrlog 
-ë')^clkh" eorlx';dx'

V1

En supposant que la déformation est uniforme dans I'inclusion I (ce qui est vérifié à

posteriori), on obtient :

(r-58) eiiG) = Eij * Jr]i"ru 
- *';d*'Âct* 

" 
tL'

V1

Eshelby (1957) a démontré que I'intégrale dans cette expression est une constante

indépendante de x, pour x € Vr, donc gG) est uniforme (et notée gI) dans une inclusion

ellipsoidale isolée (voir aussi Faivre, 1964). On pose :

(r-5e) rlÏo =dr,iofr-*';d*' =fJ,drrotr-*'1d*'d*

La déformation dans I'inclusion est donc solution de :

(I-60) elii = Ei: +ftf*rlClr"'efi

La relation (I-60) nous pennet d'obænir le tenseur de localisation de déformation

N de I'inclusion I. En remplaçant I'expression déærminée du tenseurAl dans la relation

(I-15a), on obtient:

(r-61) gerr = Ç' + f,(Çt - e"),[t -Io'(e' - ç"u)l-'

On voit donc, d'après (I-61), que la solution du problème d'inclusion hétérogène se

ramène également à la déænnination du tenseurftr. On constate que le ænseurS (donc

le tenseur de localisation des déformations AI) est fonction des composantes élastiques

C"tr. L'expression (I-61) nous donnant le calcul du tenseur d'élasticité du composite

C"tr, qui est par ailleurs fonction du tenseurl$, fonction lui même de Ç"tr, ne peut être

résolue numériquement que par un procédé itératif. Dans un premier pas de calcul, on

peut injecter dans I'exprcssion de AI pour obænit Ceff des constantes élastiques initiales

obtenues par exemple à partir de la loi des mélanges proposée par Voigt (I-19b). Quand

les solutions obtenues n'avoisinent pas les coruitantes élastiques injectées, on calcule de

nouveau les constantes C"tr en introduisant les solutions obtenues dans I'expression de

C"tr. On répète le même processus jusqu'à convergence. On peut adopter le critère de

convergence suivant:
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,t.^\ f(cirfi,",-cefr(n-r)X.ifr,",-cirilrt"-rl;1ttz
1i-o27 l l 

-.

L "Ûo "ijkl J

où "n" est le nombre de pas dans le processus itératif et e un nombre petit devant 1.

Dans tous les cas, quelle que soit la loi de départ prise dans le calcul itératif, même

lorsque les valeurs de départ sont celles de I'inclusion ou de la matrice (C"tr=QI ou

C"tr=CM), les résultats doivent converger vers des valeurs de constanæs élastiques

équivalentes similaires. Le nombre d'itérations pour la convergence sera d'autant plus

faible que les valeurs de départ de C"tr sont proches des valeurs recherchées.

Pour un milieu hétérogène contenant plusieurs phases différenæs, la matrice et N

autres constituants de constantes élastiques gI, il convient de dissocier le problème en

autant de familles de renforts (une famille de renforts est constituée par des fibres de

même constantes élastiques, de même forme et de même orientation), et d'effectuer les

opérations de localisation sur chaque famille de renforts. L'expression de C"ff sera

donnée par la relation suivante :

cerr = Ç' + 
it,(e' 

- e")'[l - ro'(Ç' - g"u)]-'(r-63)

où f1 représentera la fraction volumique correspondant à chaque famille de renforts de

telle sorte que :

Èt, = 
à(+) 

= f , f étant la fraction volumique totale des renforts.

Ce problème traité est en fait un cas particulier d'un problème plus général

d'inclusion plastique et hétérogène, proposé par Berveiller et Zaoui (1982) et repris par

Berveiller, Fassi-Fehri et Hihi (1986). Une région de volume Vr d'un matériau subissant

à la fois une déformation inélastique et ayant des modules élastiques différents rentre dans

la catégorie d'une paire d'inclusions hétérogènes et plastiques. [æs transformations de

phase, par exemple en font partie, ou encore les problèmes d'inclusion plastique. Dans ce

dernier cas, la matrice et I'inclusion ont les mêmes constantes délasticités (9=eM).

Lhétérogénéité ne provient que des déformations pla.stiques. La solution de ce problème
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élémentaire a été obænue par Eshelby (1961) lorsque la matrice est élastique, Pub Krôner

(1961), Willis (1970) et Mura (197I) ont généralisé la solution d'Eshelby au cas où la

matrice a subi une déformation plastique homogène.

Budiansky (1965) a trouvé I'expression du module de cisaillement effectif ; dans

le cas des sphères rigides, cette exprcssion est la suivante :

(r-64)

Notons que p"ff s'annule quand f=0.5 dans le cas des cavités sphériques, et

devient infini quand f=215 dans le cas des inclusions rigides. Dans les autres cas

(inclusions ellipsoïdales de même aspect de forme et parallèles), on a :

I r," nouro <f <?
p" f f  = l t - * t  

I

["" p"*3<r<l

p"ff=pM+fffi

perr =kM +, 
(t1-tlt)t"m

k'tr +f sun(tl -k*t)

(I-65a)

(r-6sb)

avec
^ 4-5v"tr . l+v"ff
ùrzr2=''( i-n.rr) ' ùi ' j j=tæ-

Wu (1966) a résolu simultanément ces deux équations (I-65a,b), et a étudié I'effet de

forme des inclusions en utilisant le tenseur d'Eshelby pour les sphéroides. Walpole

(1967) a étendu cette théorie au matériaux anisotropes, et a proposé des séries

d'approximations convergentes. Kneer (1965) et Morris (1970) ont calculé les modules

élastiques des polycristaux où la distribution de I'orientation des monocristaux est

développée en séries dharmoniques sphériques généralisées (æxture cristallographique).

Signalons que le cas isotrope transverse incompressible a étÉtrutÉ par Gilormini

(1992a,b) pour des phases isotropes ellipsoidales de révolution d'axes parallèles, à partir

du ûenseur dEshelby correspondant calculé par Gilormini et Vernusse (lD2).

L'hypothèse de base de ce modèle, (milieu extérieur hétérogène remplacé par le

milieu homogène équivalent), n'est pas non plus complètement satisfaisante, car elle
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place I'inclusion dans un milieu plus "raide" que le milieu éel, et notamment ne permet

pas de prendre en compte la déformation de la zone de matrice entourant I'inclusion (cette

zone est en effet plus "souple" que le milieu homogène équivalent). Nous allons présenær

dans le paragraphe suivant une méthode qui prend mieux en compte la déformation

moyenne réelle de la matice.

I.3.8. Méthode de Mori-Tanaka

Elle a été introduite par Mori et Tanaka (1973), puis appliquée au cas des

matériaux composiæs par Takao, Chou et Taya (1982) et par Breban et Baptiste (1990).

La démarche va êue décriæ dans ce qui suir

On considère toujours le même composite où les inclusions sont toutes identiques

et alignées, et on le soumet à une déformation macroscopique E Du fait de la présence de

nombreuse inclusions, la déformation moyenne dans la matrice peut se décomposer en la

déformation E et en un tenne de pernrrbation de la façon suivante :

(r-66) gM =  E+ËM

!M étant la moyenne dans la marice des pernrrbations dues à toutes les inclusions, et gM

la moyenne des déformations dans la matrice. On s'intéresse maintenant à une inclusion I

particulière. Dans cette inclusion, la déformation moyenne EI peut s'écrire sous la forme :

(r-67) gI = E +EM +EI = gM +ËI

où ÉI est un terme de flucuration par rapport à gt.

Dans la méthode de Mori-Tanaka, on considère que la déformation de chaque

inclusion dans le maériau hétérogène est égale à celle qui s'y produirait si elle était seule

entourée de matrice avec pour déformation imposée à I'infini la valeur gM.

Afin de déærminer gI, on utilise la méthode précédemment décrite de I'inclusion

équivalenæ, en rcmplaçant I'inclusion I dans le milieu homogène infini de caractéristique

élastique CM et soumis à une déformation macroscopique 9M = E + ÊM.

D'après (I-48), on en déduit eI en fonction de gM par:

(r-68) st = 
[I + g:gM:(cl - cM)]-''eM

40



Clupitre I : Ende bibliographirye

On pose:

(I-6e) tt = 
[I + g:gM:(cI - et )]-'

On utilise ensuite la relation de moyenne (I-lta) pour aboutir à :

(r-70) e=[rrl+r,II]:eM

d'où

(I-zl) ,r'r = [rrl+ f,rl]-t:E

Q représente le ænseur identité, donné par la relation (I-17).

Soit

(r-72) sr = 1I:[frI+ f,II]-r:E

équation qui nous donne le tenseur de localisation des déformations, /S.

Le même raisonnement appliqué aux containtes conduit au tenseur de localisation

des contraintes, $:

(r-73) oI =wl:[fr1+rrwl]-t:E

avec:

(I-74) WI = CI:TI:$M

Les relations (I-72) et (I-73) nous fournissent alors les expressions recherchées de Ceff et

S"tr:

(I-75a) cerr =cM +fr(et -eM):II:[rr1*rrrtft

(I-75b) serr =5n +rr(Sr -SM):wl:[frl+frwr]-t

(si on a plusieurs familles d'inclusions en présence, on fait une sommation sur toutes les

familles d'inclusions). On remarque ici que la relation donnant C"tr est parfaitement

expliciæ et ne nécessiæ donc aucun traitement numérique particulier, contrairement à

celle du modèle autocohérent décrit dans le paragraphe I.3.7. Mais elle présente le risque

de mener à une matrice de modules non symétrique lorsqu'il y a au moins deux phases

inclusionnaires, à cause de la non symétrie du tenseur de localisation (hormis le cas des

sphères).

Pour le cas simple d'un biphasé avoc une dispersion isotrope dans une matrice

isotope, on obtient les deux relations suivantes :
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F*tF.8rrt
où I'on reconnaît les expressions de bornes de Hashin-Shtrikman k" et pn (quand

(pt - fr"Xkl - kM)> 0), et où I'on retrouve donc aussi, dans la formulation de lp4 la

compressibilité de la sphère de Hashin (voir paragraphe 1.3.4). Si on change kI en kM, pI

en pM et f en (1-f), on obtient ks et [16, ce qui illustre les rôles dissymétriques joués par la

matrice et la phase inclusionnaire dans ce modèle. On peut remarquer également que si

(frt - frtXkl - kM) est négatif, ce modèle donne bien une valeur de p"tr comprise entre

les bornes de Walpole, car dans ces conditions, le faisceau est plus large que si

(frt - p"XkI - kM) est positif, comme on I'a signalé dans le paragraphe 1.3.2. Ceae

correspondance avec les bornes optimales est également vraie dans les cas isotropes

transverses (Weng, L992).

De façon générale, le comportement déduit du modèle de Mori-Tanaka n'est pas

toujours situé entre les bomes, comme par exemple, dans le cas d'une dispersion isotrope

d'inclusions ellipsoidales de révolution, d'après Qui et Weng (1990).

Benveniste (1987) a proposé une nouvelle approche du modèle de Mori-Tanaka,

en considérant une double inclusion, constituée par une inclusion ellipsoïdale V laquelle

contient une autre inclusion ellipsoïdale I. Cetæ double inclusion est plongée dans un

domaine uniforme infini de matrice. [.es ænseurs délasticités de I'inclusion I et de la

partie V/I sont respectivement CI et CM. Dans cette nouvelle approche, I'expression de

Çeffe$ donnée par:

çe r r=k t * f  
k ' - k Ï , - ,

1+( l -D kt  - f " , ,

rM +iuM

p.ff=pM+r ut-TI , ,*
l . ' ( l-r i f t

. . M  . _
' . 110

gerr = cMrfl+ r,(g -l):(AI
L-  r \ -

(I-76a)

(r-76b)

(r-77)

avec

(r-78)

- {I'],[I + rrr:(Al - t)-']

At =[Ç" -cr]-l.eu =[I-SM,gI]-t
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Une autre méthode basée sur la solution des milieux faiblement dilués, tenant

compte de la connexité de la matrice et des inclusions, sera présentée dans le paragraphe

ci-dessous.

I.3.9. Schéma différentiel

Le modèle différentiel a été proposé à I'origine par Roscoe (L952,1973), qui a

étudié la viscosité des sphères rigides en suspension, et les propriétés des composites

avec des constituants élastiques et viscoélastiques. Son application aux matériaux

composites et aux solides avec des micro fissures a été fuæ par Boucher (1974), puis

reprise par Mclaughlin (1977), et Cleary et al. (1980). Nonis (1985) a enfin proposé

une extension de ce modèle au cas de plusieurs phases inclusionnaires. Hashin (1988) I'a

appliquée aux matériaux fissurés, puis elle a été développée par Chrisænsen (1990),

Nemat-Nasser et Hori (1990) et Zimmerman (1991). D'autres travaux en géophysique

ont été faits par Sen et al. (1981), et Sheng et Callegari (1984).

On se propose d'utiliser la solution pour des inclusions fortement diluées, que

I'on connaît précisément, pour traiær les cas où la concentration est élevée. L'idée

consiste à ajouær peu à peu de la phase inclusionnaire en utilisant à chaque étape

I'approximation diluée pour homogénéiser le milieu hétérogène avant l'étape suivante. En

ajoutant à chaque étape une quantité infinitésimale de la phase inclusionnaire, Mclaughlin

(1977) a montré, sans résoudre les équations différentielles, que la fraction volumique

totale des inclusions est reliée au paramètre n par : f = l-e-Î. Norris (1985) avait

utilisé le schéma différentiel avec q-f, au lieu de r1=-1n11-f). cetæ méthode a donné un

module effectif normalisé par exp(20 en dessous de la borne inférieure de Hashin-

Shtrikman. Dans le cas des inclusions sphériques identiques, plongées dans une matrice

isotrope, les modules de compressibilité et de cisaillement vérifient les deux {uations

suivanæs (Mclaughlin, 1977, Norris, 1985) :

I dk"tr _ (rt.tr + +p'rrXtl - t"tr)
FTq 

=@(I-79a)
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(r-7eb)

Ce système de deux équations différentielles du premier ordre couplées et non

linéaires (puisque kerr et peff inærviennent dans les deux équations) doit être traité

numériquement pour obænir lftr(fl et p"ED à partir des conditions initialer 1prr1Q)=kM et

p"tr(0)=pM. On notera ici encore une dissymétrie satisfaisante du modèle.

Zimmerman (1991) a trouvé une solution analytique de ces deux équations dans

les deux cas limiæs importants : sphères rigides et vides sphériques.

Dans le cas de sphères rigides, on a:

I dpen _ (tst"tr+zop"trXpl-p"tr)

ff.-Al 
=

(I-80a)

(r-80b)

(I-8la)

u"ff I

ïM=æ

ketr _ 4 2(l-svM)(p"o'l-"t

r,æ-=3-t(læ)tFJ
alors que dans le cas des vides sphériques, on a :

(r-81b)

Christensen (1990) a intégré les équations différentielles (I-79a,b) dans le cas

particulier d'une matrice incompressible (vM=0.5). Les solutons obtenues étaient en

accord avec les équations (I-80a,b).

On peut montrer que le schéma différentiel donne bien une compressibilité et un

module de cisaillement compris entre les bornes de Hashin-Shtrikman-Walpole (voir

Mclaughlin,l9TT).

Nous présenûons ci-dessous, brièvement, une autre façon de déterminer les

modules équivalents.
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I.3.10. Notion de tenseur de polarisation

Une autre manière d'accéder au tenseur de localisation 1$ est celle proposée par

Hill (1964), puis reprise par de nombreux auteurs (Walpole, 1969, Dederichs etTnlle\

1973, Willis, 1983, ...), dans laquelle le problème traité est celui d'un milieu homogène

avec précontrainte 3 appelée tenseur de polarisation, que nous présentons brièvement.

Nous raisonnons ici à déformation macroscopique p imposée, et considérons toujours

une hétérogênéité,I noyée dans un milieu homogène infini D.

Le problème hétérogène à résoudre est le suivant : trouver un champ de

déplacement u satisfaisant aux conditions aux limiæs (ici <,gGD>=E), tel que :

(r-82) {c 
= cM:eG)

[o = CI:g(s)

(r-87)

où

[g=0  dans  D/ I
{
It = ÂC:e(u) dans I

g(s) = go($ - Jfe 
- l' ):t(l')dl

D

dans D/I

dans I

o étantun champ aub-quilibé (div(o)=0).

On le remplace par le problème suivant : trouver un champ de déplacement u

satisfaisant aux conditions auK limites, tel que : o{:9(g)+I partout avec

(r-83)

Avec cette notation, !G) s'écrit alors :

(r-84) lG) = g ol(x)

o étant un champ statistiquement admissible. L'inuoduction de I éviæ le recours à une

prédéformation libre Ê*, qui peut sembler un peut artificielle. L'écriture de l'équaton

d'équilibre conduit à :

(r-8s) C,iuo.,,i (t; = -t*,o (r)

Le champ u peut alors être calculé comme le champ de déplacement induit par les forces

de volume rU,rG). On utilise à nouveau le tenseur de Green pour obænir l'expression de

u en fonction de l, puis après quelques calculs, on obtient l'équation intégrale suivante :
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(r-86) Ilir,, = 
â[o,*,u 

+Gisl +Giljk +c;,,*]

En utilisant la relation !(l) = ôÇ:gG), l'équation 0-80) devient :

!G) = oe:{e"G) - Jrtr - x')'gk')dx 
}

Ë= 
nlr+5.2r2

(r-88)

En moyennant cette équation sur I, on peut alors obænir une expression de 3(x) en

fonction de go, ce que I'on recherchait.

Des méthodes statistiques systématiques ont permis d'aborder le problème de

façon générale en introduisant des fonctions de corrélation des modules élastiques qui

décrivent complèæment la structurc ; ces méthodes restent ûoutefois complexes. Nous les

présentons brièvement ci-dessous.

I.3. 1 1. Méthodes statistiques

En mécanique des fluides, Batchelor et Gr€en (1972) ont dévelopff une méthode

basée sur la densité de probabilité (qui est fonction de la distance relative entre deux

inclusions sphériques). Ils ont pu obænir une expression de la viscosité effective, à

I'ordre de P, d'un matériau constitué par des particules sphériques (qui peuvent être de

différenæs tailles ou non) en suspension dans un fluide Newtonien, où f est la fraction

volumique des sphères (f << l). Ils ont fait I'analogie en mécanique des solides ; c'est le

cas des matériaux constitués par une matrice incompressible, dans laquelle sont noyées

des sphères rigides identiques. Ils ont déærminé dans ce cas très particulier de haute

dilution le module de cisaillementeffectif du matériau :

(r-8e)

On remarque que cette formule généralise la formule obtenue par Einstein (1911) :
r ref f  s

fr6= r+;r

Dederichs et7ælher (1973) ont introduit des fonctions de conélations des modules

élastiques, pour avoir une description statistique du composite, puis ces méthodes ont été
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développées par Willis (1977) et Krôner (1980). Ces méthodes statistiques

systématiques, quoique exactes, sont longues et fastidieuses.

Récemment, Buryachenko et Kreher (1995) ont proposé une nouvelle méthode

qu'ils ont appelé MEFM (Multiparticle effective field method), basée sur la théorie des

fonctions à variables aléatoires et sur les fonctions de Grcen, applicable aux matériaux

composites constitués par une matrice homogène, dans laquelle sont noyées d'une façon

aléatoire des inclusions de formes ellipsoïdales. Cette méthode est une suite des travaux

développés par Buryachenko et Lipanov (1986), et Buryachenko (1987).

I.3.12" Comparaison entre ces différents modèles

Nous avons donc exposé dans ce paragraphe plusieurs méthodes de calcul pour

ésoudre le problème de la déærmination des constantes élastiques équivalenæs d'un

matériau composite.

Pour pouvoir les analyser, nous nous proposons d'étudier, pour un matériau

composite constitué de sphères noyées dans une matrice, leur comportement en fonction

de la fraction volumique de sphères dans la matrice. I-es valeurs des constanæs élastiques

équivalenæs obtenues par chacune de ces méthodes seront comparées entre elles afin de

dégager certaines remarques.

Nous avons écrit un logiciel qui utilise le schéma autocohérent à l-site pour

calculer le tenseur d'élasticité d'un matériaux composite, où on a une ou deux familles

d'inclusions de formes ellipsoidales. Le logiciel utilisant la méthode de Mori-Tanaka est

bâti sur la même archiæcture et utilise des sous-progrirmmes communs.
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- - ̂  - - Mori-Tanaka= Hashin-Shfrikman
- o - Autocohérentàl-site

20 40 60
f (Vo)

Figure I.l : Comparaison des différents modèles dans le

cas d'un mélange isotrope de sphères rigides.

La figure I.1 représente la variation du module de cisaillement effectif pen

(normalisé par le module de cisaillement de la matrice), en fonction de la fraction

volumique de sphères rigides, obænu par les différenæs méthodes qui ont éé décriæs ici.

Le coefficient de Poisson de la matrice est pris ici égal à0.2. Tous les ésultats sont bien

entendus compris entre les bornes de Hashin-Shtrikman-Walpole, et I'on observe d'une

part la corncidence entre le modèle de Mori-Tanaka et la borne inférieure et d'autrp part la

proximité entre les prévisions du modèle différentiel et du modèle à tois phases.
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Figure I.2 : Variation du module de cisaillement effectif

(normalisé par le module de cisaillement de la matrice) en

fonction de la fraction volumiques de vides sphériques.

La figure I.2 représente la variation du module de cisaillement effectif pefr

(normalisé par le module de cisaillement de la matrice), en fonction de la fraction

volumique de vides sphériques, obtenu par les différents modèles qui ont été décrits ici.

Le coefficient de Poisson de la mafice est pris ici égal à 0.2. On remarque sur cette figure

que le schéma autocohérent donne un seuil de percolation à 507o de fraction volumique,

et que cet effet ne se reproduit pas dans les autres modèles. On observe aussi que le

modèle autocohérent prédit une évolution du module de cisaillement équivalent de façon

presque linéaire, ce qui n'est pas le cas des autres méthodes. On constate également une

coihcidence entre le modèle de Mori-Tanaka et la bome supérieure de Hashin-Shtikman
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et que les résultats des trois modèles Mori-Tanaka, uois phases et différentiel sont

proches.

Les prévisions des différents modèles du comportement des matériaux

hétérogènes qui ont été exposées ci-dessus sont comparées avec les résultats

expérimentaux de Walsh et al. (1965), sur la figure L3 dans le cas de vides sphériques.

Le coefficient de Poisson de la matrice est pris égale à 0.193. On peut faire les mêmes

constations que sur la figure 1.2 en ce qui concerne le modèle autocohérent à l-site

(comporæment presque linèaire jusqt'à50Vo et seuil de percolationàSO%).I-e modèle de

Mori-Tanaka coincide avec le modèle de la sphère composite et la borne supérieure de

Hashin-Shtrikman. Ces trois modèles donnent des résultats supérieurs à ceux prédits par

le modèle différentiel qui sont en accord parfait avec les mesures expérimentales

(Zmmermen, 1991). Les résultats expérimentaux nous permettent de faire les remarques

suivantes : le modèle de Mori-Tanaka et de la sphère composiæ surestiment les modules

équivalents dans le cas des vides sphériques, et le modèle différentiel prédit de meilleurs

résultats et le schéma autocohérent à l-site n'est pas adapté pour les milieux

inclusionnaires, mais adapté aux matériaux polycristallins. Signalons que Chrisænsen

(1990) a trouvé un accord remarquable ente les prévisions du modèle à rois phases et les

mesures exffrimentales de Thomas (1965) pour une dispersion de sphères rigides dans

une matrice incompressible, et ce jusqu'à des concentrations élevées, le modèle

différentiel étant relativement satisfaisant pour des concentrations assez faibles, celui de

Mori-Tanaka sous-évaluant nettement les résultats et le modèle autocohérent à l-site

divergeant à partir d'une teneur de N%.
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Figure I.3 : Module de compressibilité effectif (normalisé

par le module de compressibilité de la matrice) obænu par

différents modèles et mesures exffrimentales dans le cas de

vides sphériques.

Tous ces modèles ne font intervenir que le taux de remplissage des renforts dans

la matrice, leur comportement élastique respectif, et la forme des renforts. Mais ils ne

tiennent pas compte de I'effet de la répartition spatiale des inclusions dans la matrice. Une

répartition ordonnée ou désordonnée des renforts dans la matrice contribue aussi à la

modification du comportement macroscopique du matériau En plus des interactions entre

une inclusion I et le milieu homogène équivalent (dans le cas du modèle autocohérent à 1-

site), il existe aussi des interactions entre I'inclusion considérée et son voisinage

immédiat, constitué d'un certain nombre d'inclusions, et formant un réseau autour de

cette inclusion.
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Le reproche majeur que I'on peut tout de suiæ faire à ces méthodes, c'est qu'elles

négligent complèæment ou prcnnent incomplèæment les interactions ente les inclusions

en ne considérant qu'une seule inclusion dans un massif infini de matrice lors du calcul

de AI. Ceci sera d'autant plus vrai que la fraction volumique des inclusions sera éIevée,

ce qui imposera des inæractions entre inclusions plus marquées. C'est pourquoi dans le

paragraphe qui suit nous allons voir un deuxième type de méthodes, qui, elles, prennent

en considération ces interactions.

r.4- HOMOGÉUÉISAUON DES rvmrÉnHux POLYPHASÉS

û,asrrellns À sTRUcTIJRE pÉnronreuB

Si la forme des renforts, leur comportement élastique respectif et leur taux de

remplissage dans la matrice influent sur le comportement macroscopique du matériau

composite, leur répartition ordonnée ou désordonnée dans la matrice contribue également

à la modification de ce comportement. En plus des inæractions entre une inclusion I et le

milieu homogène équivalent (dans le cas du modèle autocohérent à un-siæ), ou avec la

matrice (dans le cas du modèle de Mori-Tanaka), il existe aussi des inæractions entre

I'inclusion considérée et son voisinage immédiat constitué d'un certain nombre

d'inclusions, formant un réseau autour de cette inclusion. En tenant compte de ce

voisinage, on représente à la fois I'anisotropie morphologique du milieu (forme des

inclusions), et I'anisotropie due à la épartition spatiale des hétérogénéités dans le

composiæ. Nous présentons dans ce paragraphe les méttrodes qui tiennent compte de ces

effets.

Nous avons à caractériser le comportement d'un matériau hétérogène et

globalement anisotrope, où les hétérogénéités sont réparties de façon périodique, de

ffriode petite devant les dimensions du milieu. Ia Ériode spatiale caractéristique du
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milieu est appelée cellule de base et sera notée Y dans la suiæ. Si I'on sait donner une loi

de comportement du matériau sur Y, il est clair que I'on poulra, par périodicité, éændre

cette loi de comportement à tout le milieu. On peut donc, dans le cas de milieux

périodiques, limiter le domaine d'étude à Y, et on cherchera des champs microscopiques

de déformations et de contrainæs qui soient Y-t'riodiques.

Conformément à ce que a été vu au paragraphe I.3, pour obtenir la loi de

comportement du matériau sur Y, il suffit de connaître le tenseur de localisation des

déformations. Pour atteindre ce tenseur dans le cas de milieux périodiques, on propose

dans ce paragraphe quelques modèles : homogénéisation asymptotique, séries de Fou-

rier ....

1.4.1. Homogénéisation asymptotique

La méthode d'homogénéisation asymptotique s'est développée sur des bases

mathématiques rigoureuses utilisant le principe des méthodes variationnelles introduiæs

par Hashin et Shtrikman (1962, 1963). Cette méthode a été développée dans le cas des

matériaux composiæs par plusieurs auteurs æls que Suquet (1982). Parmi les travaux les

plus importants, ceux deIéné (1984) qui a su rcgrouper les résultats essentiels au calcul

des constantes élastiques équivalenûes d'un matériau composiæ constitué de un ou

plusieurs renforts et d'une matrice. La méthode d'homogénéisation asymptotique a la

caractéristique principale suivante : elle n'est applicable qu'à des structures ordonnées

périodiques. Son domaine d'application est donc limité, mais les résultats que I'on peut

rencontrer dans la littérature montrent que c'est une méthode qui reproduit les résultats

expérimentaux obtenus au sein de différents laboratoires. Nous allons donc exposer dans

ce paragraphe les principes du développement de cette méthode.

Considérons un matériau composite constitué d'inclusions réparties selon un

réseau périodique et noyées dans un matériau élastique représentant la matrice. Iæ

matériau occupe dans son état non déformé une région D de I'espace rapporté à un

système d'axes orthonormés (O,x1,x2,x3). Associons à chaque point 4 du matériau
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hétérogène un volume représentatif de la géométrie des inclusions et de leur répartition

spatiale. La figure obtenue à partir d'une période P quelconque du matériau est la cellule

de base Y. On rapporte la cellule de base Y à un système d'axes (O,yl,y2,y3). Il apparaît

ainsi deux échelles, I'une macroscopique liée au matériau composite, et I'autre

microscopique liée à la cellule de base Y.

On montre que les coefficients homogénéisés sont obtenus après résolution de six

problèmes (voir paragraphe I.4.1.1) délasticité posés sur la cellule de base,la résolution

de ces six problèmes étant effectuée par un code éléments finis, et la déterrnination des

coefficients homogénéisés se fait par un calcul de moyenne des coefficients de chacun des

constituants et des contraintes correspondant aux six problèmes. Le problème à résoudre

est donc le suivant : on suppose que la cellule Y, représentant le milieu périodique, est

soumise à un chargement qui induit des déformations et des contraintes macroscopiques

E et E. Dans la méthode présentée ci-après, on impose la valeur E. On recherche alors

EO) etg, champs de déformations et de containtes microscopiques Y-périodiques qui en

résulænt. On note g le champ de déplacements associé à EG).

On décompose alors gGÙ de la façon suivante :

(I-90) s(s)=E+e($

où g(y) est une fluch,ration locale de la déformation autour de la valeur moyenne. De plus,

les grandeurs g(u) et E sont reliées par la relation : E, = ( 9G) >v. L'équation (I-90)

moyennée sur Y donne alors : < g(y) )y = 0 et g(D étant Y-périodique, le champ de

déplacement y est Y-Ériodique.

D'autre part, l'écriture des densités d'effora sur les faces opposées de Y montre

que les contraintes normales aux faces, g..n (où g désigne la normale à la face

considérée), sont opposées sur des faces opposées.g.n est donc Y-antipériodique.

Iæ problème élastique à ésoudre sur Y peut alors s'écrire sous la forme :

on cherche le champ de déplacementu, solution du sysÈme :
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(r-e1)

[divo = o
j oU = Ciin (eufu) + En) = Cijn eu(u)

l.(e(D)v = E
avec les conditions aux limites:

y Y - périodique
o.g Y - antipériodique

Ayant supposé que le milieu présenæ une structure périodique, les coefficients

Ci;n(d sont alors des fonctions périodiques de la variable d'espace Â. La période est

supposée très petiæ devant les dimensions du milieu. La structure périodique non

déformée occupant la région D de I'espace rapporté à la variable d'espace I de dimension

caractéristique V, désignons par v la dimension d'une période dans le matériau réel, la

quantité q=vA/ représentant alors un petit paramète du problème.

Ainsi posé, le problème (I-91) admet une solution unique en (g,u).En un point

M(t), le champ u s'obtient en intégrant (I-90) en posant u = E y + y. Il est donc défini à

un champ de déplacement rigide près qui traduit la position de la cellule Y dans le

"pavage" Sriodique du milieu. I-e taiæment de ce problème passe par une résolution de

type étéments finis, que I'on peut qualifier d'exacte, à condition toutefois que le maillage

de Y soit suffisamment raffiné. On voit alors tout I'intérêt de la prise en compte des

conditions de périodicité : dans le cas qui nous intéresse, la caractérisation du matériau

hétérogène, le problème se limite à l'étude d'une hétérogénéité (ou de quelques

hétérogénéités), permettant ainsi d'avoir accès aux champs de contraintes et de

déformations microscopiques avec une précision relativement grande.

I.4.1.1) Problème élémentaire

Dans la méthode d'homogénéisation asymptotique, on cherche s'il existe G",f)

limiæs Or (eq,el) lorsque q tend vers 0 ; la loi de comporæment homogénéisé sera la

relation qui lie go et go. On cherche alors pour (gn,gn) un développement asymptotique

à double échelle G,9 de la fonne :

(I-s2) sq(r) = uo(r)+n ut(1,IF...

où uo est le déplacement macroscopique.
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En calculant le gradient de gn, on obtient le développement asymptotique de gtl ;

(r-e3)

où

(r-e4)

avec

e'(d = e(sq)= e"(&r)+ n e'(&rF...

tf (u'r) = eij*(uk ) * t',r(u**t)

(r-es),0,(o.) = +[ry. ryJ o,,,,(o,, = +[ry. ry)
En utilisant la loi de comportement oq(x) = Cq(l):gq(l) = e(v}e(sq), on obtient le

développement de g!1.

En écrivant la condition déquilibre et en identifiant les puissances successives de î, on

obtient plusieurs problèmes sur la cellule de base : à I'ordre -1 de 11, l'équation en

Gt,g",f) correspond aux problèmes locaux.

Le problème (I-91) est linéaire par rapport à la déformation imposée E. On peut

donc écrire E, déformation macroscopique à priori quelconque, sous forme d'une

combinaison linéaire de déformations macroscopiques élémentaires, résoudre

successivement les six problèmes élémentaires, puis former la solution finale par la

combinaison linéaire des six solutions élémentaires. On obtient alors :

(r-e6) ul(l,y)=*Fwh+tltr

où Wh désigne la déformation macroscopique élémentaire dans la direction kh, et wh la

solution en déplacements du problème (I-91) po$ avec E=Wkh.

Ainsi, gll représenæ le champ de déplacement microscopique sur Y, induit par

une déformation macroscopique de dilatation pure dans la direction I l. Pour gtr2, la

déformation macroscopique impo$e est un glissement pur dans le plan 12.

Le problème à résoudre se transfonne en un problème classique de calcul des

structures par la méthode des éléments finis avec conditions aux [miæs de périodicité et

forces extérieures appliquées. Il ne reste alors qu'à dériver l'équation (I-96) par rapport à

la variable de position pour trouver I'expression du tenseur de localisation des

déformations A. Et lorsque les six fonctions gkh sont obtenues à partir de ces
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résolutions, on atteint le tenseur d'élasticité effectif par un calcul de moyenne sur Y (en

faisant la moyenne dego surY) :

(r-e7)

1.4.1.2) Utilisation de symétries

Dans ce paragraphe, et sans vouloir rentrer dans les détails de la résolution

numérique même du problème (I-91), on indique quelles sont les simplifications qui

peuvent être portées lorsque la cellule de base présenæ des symétries matérielles. On se

limiæra ici à la présentation du cas d'une symétrie par rapport à un plan, et on renverra le

lecteur à la thèse de Léné (1985) pour plus de détails. La cellule est définie

géométriquement par Y=I-Y1,Y1[x]-Y2,Y2[x]-Y3,Y3[, et elle présenæ une symétrie par

rapport au plan Yr=0. On peut alors ne prendre en considération que la moitié Y'=l-

Y1,Y1[x]-Yz,Yz[x]0,Y3[ de la cellule de base en donnant les conditions aux limites

appropriées. On convient de noær P le plan de symétrie, P1 ot P1' les plans d'équation

y:ty1, et P2 et P2' les plans d'équation y=*yz. [æs conditions aux limiæs sont alors les

suivantes:

* us{ sur P, conditions de périodicité "classiques" sur (Pr,Pr') et (P2,P2') pour

les problèmes élémentaires en E=Wll ou !=yzz ou F.=W33 ou F=W12,

* u1=s2=Q sur P, conditions de périodicité "classiques" sur (Pr,Pr') et (P2,P2')

pour les problèmes élémentaires on F=Wl3 ou E=V/23.

On a donc pu réduire le nombre de conditions de périodicitÉ,et le domaine détude

a été divisé par deux. On peut alors effectuer le calcul plus rapidement, ou bien avec un

temps de calcul et une taille de problème équivalents, utiliser un maillage plus rafflrné.

Suivant le type de cellule étudiée, il peut se faire que I'on arrive, par des considérations

de symétries multiples (autour de plans médiaæurs...), à ne plus avoir de conditions de

périodicié à écrirc.

Cetæ méttrode est prolongée par des résolutions par éléments finis. Cependant,

cifi = (.u*0)" * ("0,"0H)"
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d'après Peyroux (1990), les méthodes d'éléments finis se sont avérées lourdes et

complexes à mettre en oeuvre. C'est pourquoi nous présentons ci-dessous une méthode

basée sur des développements en séries de Fourier, plus aisée à manipuler que celle-ci.

L4.2. Séries de Fourier

Ce modèle a été utilisé au départ par Afzali et Nemat-Nasser (1979), qui ont

estimé les modules élastiques d'un métal contenant des vides de formes sphériques

distribués d'une façon périodique. Dans leurs calculs, ils ont tenu compte de I'effet des

inæractions entrc les particules adjacentes, de la taille des vides, mais non de la forme des

vides. En comparant avec les résultats des autres modèles (Mackenzie, 1950, Eshelby,

t957) qui ne prcnnent pas en compte les effets des inæractions, ils ont remarqué que ces

effets deviennent importants quand la fraction volumique des vides devient grande.

Cependant,les résultats qu'ils ont donnés n'étaient pas exacts.

Nemat-Nasser et Taya (1981, 1985) ont repris cette méthode, et en utilisant le

concept de la déformation de transformation (déformation libre ou eigenstrain), ils ont

obtenu une équation intégrale en ce tenseur, dans le cas des vides sphériques. Ils ont

résolu cette équation intégrale par trois méthodes différentes : la première (1) est une

approximation simple, qui consiste à remplacer dans l'équation intégrale la déformation

de transformation par sa valeur moyenne dans I'inclusion ; la deuxième (2) s'effectue en

approchant la déformation de transformation par un polynôme de coefficients inconnus,

calculés par la méthode de Galerkin ou par une approche variationnelle ; la troisième (3)

donne une solution complète, plus exacte que les deux autres, en faisant un changement

de variable, qui permet de transformer l'équation intégrale en un système d'équations

algébriques linéaires de la nouvelle variable. Nous avons calculé I'eneur relative des deux

premières méthodes par rapport à la solution complète ù30 7o de vides sphériques : pour

la première, on trouve une efieur relative de2.73 7o s\t le module de compressibilité, et

de 10.23 % (si on a un cisaillemnt pure, et de 0.2 % si on a un cisaillement simple) sur le

module de cisaillement ; pour la deuxième méthode (avec un polynôme de degré 2),
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I'erreur relative est de 0.45 Vo sur le module de compressibilité, et de 10.3 7o (si on a un

cisaillement pune, et de ÙVo si on a un cisaillement simple) sur le module de cisaillemenr

Nemat-Nasser et al. (1982) ont étendu ce modèle aux cas des inclusions

sphériques quelconques, modèle que nous présentons ci-dessus en détails.

Soit un matériau hétérogène à structure ffriodique : le tenseur d'élasticité Ck) est

donc une fonction périodique en 4=(x1,x2,x3)
(r-e8) e(x+ nnsn)= C(x)

où nn est un entier arbitraire et où les vecteurs êp sont des constantes qui déærminent la

période de la structure.

On considère un milieu infini homogène de tenseur délasticité CM, contenant des

inclusions distribuées ffriodiquement. La cellule de base Y est supposée de forme

parallélépiffdique et contenant seulement une seule inclusion. La région occupée par cette

inclusion est notée I, de volume Vr. La contrainte dans la cellule est donc donnée par :

(r-ee)

où E est la déformation macroscopique imposée à la cellule de base.

Les équations d'équilibre nous donne :

I"f 
="ï[("o +eu) dansY/I

["î 
= clo(Eo + eo) dans I

(r-100)

Les conditions arD( limiæs à la surface de I'inclusion se raduisent par :

J*PY"tEp 
+eo)l =o dansY/I

lftt+"tEkr 
+ekr[ = o dans I

[[.f"("" 
*ro)* -cf,o(no +eo)-]n. = o 

sur ârI '
[ " i 

-ul =o
(r-101)

où tr est le vecteur unitaire dans la direction normale extérieure à la surface ôI, et où les

quantités u-' et '+' désignent la valeur de la quantité immédiaæment proche de la surface

âI, respectivement à I'intérieur et à I'extérieur de I'inclusion.

Pour ésoudre les équations ci-dessus, on introduit la déformation de transformation dans
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I de la manière suivante

(r-102)

cil*,("o * Ên - ,[) = ctuo("o +,o) dans I

et

tL  =o dansY/ I

Avec cetæ définition, la 2ème équation de (I-100) devient :

(I-ro3) *["f"(tu *€n -{)]= o dans I
J _

ou encol€ :

(I-lM) ." =âtl* ="t 
&l'cil"ryi=cili,;{ dansl

Vue la périodicité spatiale, il est avantageux de développer les composantes de

déplacement ur(tr), et les composantes de la déformation de transformation eLG), en

série de Fourier comme suit :

(I-tos) u.(x) = Ï û* (Ë) etg r
op=--

(r-106) ele)= i ê|,(€)"i9r
np=-æ

oi €n = 
# 

(p =r,2,3)et i = .FT

Les coefficients de Fourier, dans les relations (I-105) et (I-106), sont donnés par :

(r-lo7) ûrg = 
Il{"*,r; 

e-i9'rdx

(r-ro8) êil(g)= 
Ii{'t,4; 

e-ierdx

Après substitution dans (I-lM), on obtient alors:

(r-10e) û.(g) = -iN*i(g)c#., ê;(g)q,

et en portant cette expression dans (I-105), on a :

(r-110) u*(r) = -i t rv*,(g)c$'," ê|(€)Ën "'Ë''op=--

où

(I-l l l) N.iG) = [cf;o6,E,l-'
L'équation (I-104) peilnet de déærminer les composantes de la déformation :
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(r-rr2) e*(d= i ei*"6eil(g)'t3'
ï96--

. r -
ou  n= {nnnn  f l

(r-1 13)

avec vM le coefficient de Poisson de la matrice.

Substituons la relation (I-108) dans la relation Q-112),ce qui donne :

(r-r 14) ,:.(Ë) = 
Ë.Ë_r,*"6{'h(r')r-'€('-o')d*''- 'Tg6--

Cetæ solution correspond aux résultats d'Eshelby dans le cas d'un milieu élastique à

structures périodiques.

La relation (I-102) peut s'écrire de la façon suivante:

(I-115) E'o = Ai.iueil(l)-eu(x) dans I

et c'est alors une équation intégrale en e[6;.

Portant la relation (I-115) dans (I-102), on arrive à:

(I-116) n=[Ç"-cr]-r:c]r

Si la matrice et les inclusions sont isotropes de contanæs de Lamé, respectivement, (1,M,

pM), et (II, p), on a:

(r-117) A,jn =ffi(ô;1ôir +ôoôs)+

Intégrons (I-115) dans I, et utilisons la relation (I-114), on obtient l'équation intégrale (en

eilGll suivante:

(r-ns) Ejr =a,o,cJrro-$ T e:*"(g)*d*(t')"-'Ë'('-'')d*'' ' ' lg;--

où

(r-lre) 4 =+{'iG)or

ei*"(g) = â(**(9)6, + N,,(Ë)e*)cg","en
= 
#{r-(ô;o6- 

+ô;-6")+ Êi(ô*E- * o*6')}
t €iËr€.€" . vM Ë.;Ër *-IT-T-l$-p''n"
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On ésout l'équation intégrale (I-118) par trois méthodes.

* Approximation simple : pour une première approximation, on remplace dans la

relation (I-l1S) E*G) par sa valeur moyenne dans I'inclusion, notée E*, et on intègre

l'équation (I-109).On aura alors :

(I-120) n,, = (Ai;u - s,,")cfi

où

(r-121)
+æ

S,jn =
nD=-æ
nrr0

avæ

(r-r22) P(g)=fte"(Ë)s"(-9,
(I-123) s"(g)= Je3'À oa

I

* Approximation en polynôme : on approctre eLG) par un polynôme de degré K,

de la façon suivante :

(r-rz4) eiO=àr;*,*

æavec r={[.frJ .[.AJ .[.eJ oùd1 est une distance "convenable" dans la

direction xi.

Substituons cette équation dans la relation (I-ll8) pour obænir un système d'équations

linéaires 
"n 

eit que I'on pourra résoudre par la méthode de Galerkin ou par une méthode

variationnelle.

* Solution complèæ : réécrivant la relation (I-115) en tenant compte de la relation

(I-114), on peut facilement réduire cette équation intégrale à un système d'équations

linéaires, d'inconnuer E;.(g) définies par:

(I-r2s) E;',(g)= i1'î',,r; e-ig'rdx

Si on multiplie la relation (I-115) par e-i9'r et si on intègre sur le volume Vr, on obtient :

(r-126) Era(d=AiioEil(!)-r i e'o(9a(l-g)nt(g)
ïgo=--

où



Chapitre I: Etude bibliographiEte

(r-127) a(d=#

La solution de l'équation (I-126) étant trouvée, l'équation (I-125) donne :

(I-128) Ei = Bi*tol

On aboutit à un système linéaire d'une infinité d'équations avec une infinité d'inconnues

46 Comme I'a signalé Nemat-Nasser et Taya (1981) et Nemat-Nasser et al. (1982),

cetæ méthode est lourde à mettre en æuvre, ce qui n'est pas le cas de la première, qui

donne de plus de bons résultats.

On rappelle que la cellule Y est soumise à la déformation uniforme E, et par

conséquent à la contrainte uniforme f=CM:E, l'énergie de déformation étant donnée par

la relation suivante dans I'absence d'inclusion :

(r-rzs) wô = * [oi",, oa = ];v;qeo"  
'z*  {  {

et dans la présence d'inclusion par:

(r-130) * = +{"Ë(t" * ru -'ilX",i * 'u) or

Sachant que g-{ dans Y/I et que u1=0 sur âY, l'équation (I-121) peut être écnæ comme

suit (Nemat-Nasser et al., 1982) :

(r-131) w" = v/o - |rtvt"icî
où f = Vr / lYl est la fraction volumique de I'inclusion. D'un autre côté, pour la cellule

homogène avec les propriétés effectives C"tr, lénergie de déformation s'écrit :

(r-132) % = jrlvlcfifleoe-

En comparant les deux relations (I-131) et (l-132), on obtient l'équation qui permet de

déterminerÇetr;

(I-133) cirûEkrEij = CilLEnEii - rclfoeoei

Inversons l'équation (I-120), et remplaçons g* (exprimé en fonction de E) dans (I-133).

Cela nous donne :

(r-r34) 
[qn 

- cil + rc[fu(nmnkr - r.*[']"oE,j = 0
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Puisque cette équation est waie pour un E arbitraire, nous concluons que :

(r-13s) q[ =cil -oil","(o"'* -r,'*)-'

Cetæ formule a été utilisêe par Nemat-Nasser et al. (1982) pour estimer les modules

effectifs fteff sl peff drun milieu élastique isotrope dans lequel des inclusions sont

distribuées d'une façon périodique.

Cette méthode a été êændue par Iwakuma et Nemat-Nasser (1983), pour des

inclusions ellipso'rdales, distribuées périodiquement dans une matrice homogène isotrope.

Elle a été utilisée par Accorsi et Nemat-Nasser (1986), pour déterminer les bornes

élastoplastiques des matériaux composiæs à structures périodiques, puis, par Nemat-

Nasser et Hori (1992), pour déærminer les bornes des constantes élastiques des

matériaux composites à structures ffriodiques. Récemment, elle a été appliquêe par

Nemat-Nasser et at. (1993) dans le cas des solides contenant des fissures distribuées

d'une façon périodique.

Les conditions de périodicité sont ici prises automatiquement en compte dans le

développement en séries de Fourier et il n'y a pas de maillage à réaliser, mais la

programmation reste délicate. Nous présentons dans le prochain paragraphe d'autres

méthodes d'homogénéisation des milieux périodiques, mais leurs applications, comme

nous allons le voir sont limitées.

I.4.3. Autrrcs modèles

Nunan et Keller (1984) ont proposé un modèle pour calculer les propriétés

effectives d'un milieu isotrope dans lequel sont distribuées des inclusions sphériques

rigides, de façon périodique. En utilisant la solution fondamentale périodique des

équations délasticité classiques, ils ont obtenu une équation intégrale en force de traction

fiG) = oilnl exercée par la matrice sur la surface des sphères rigides. La résolution de

cette équation intégrale a permis de trouver une expression du tenseur d'élasticité effectif,

donnée par la relation suivante (Nunan et Keller, 1984) :

(I- 136) cfirûru = IMôijïu + pM (yr: * r:, ) * 
ù j-, t""n* )os
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où ltM et pM sont les constantes de Lamé de la matrice, s1 Tij est un tenseur de

cisaillement constant, défini par :

(r-137) o,(r+rP) = ui( l )+y, i r jP,  E € D,p e Z3

Pour un réseau qui présenæ une symétrie cubique, le tenseur d'élasticité Cfifj! est donné

par I'expression suivante :

(r-138) cifr = (lt * uMr)o',oo + zpM(r +p)riju + 2pM(a -F)ôuo

où ôi3n=1 si i=j=ft=l et ôiin=0 si i*j*k*I, et où c, F, et T sont fonctions de la fraction

volumique, du coefficient de Poisson de la matrice, et des paramètres caractérisant la

configuration périodique. Ils sont déærminés par les relations suivantes :

f" 
= *Jt.,ri' - xrrrll)os

(r-r3e) 
lU=*Jt. rrl'+xrrf2)os

[r 
= Jxzrj'os

(o, F, et T sont calculés en utilisant la méthode de Galerkin) où les fonctions f1t" sont

et Sp un vecteur du réseau réciproque, défini en fonction des vecteurs de base (br,bz,bs)

du éseau réciproque par:

(r-r42) SP =prbr  +pzbz+pghg,  p= (pppz,pùet

Sangani et Lu (1987) ont repris le modèle de Nunan et Keller (1984), en appliquant la

méthode de distribution de singularité développée par Zuzovsky, Adler et Brenner (1983)

à l'équation d'élasticité (I-138) obtenue par Nunan et Keller (1984). Leur méthode

consiste à employer la solution fondamentale singulière périodique de l'équation (I-138),

pour construire la solution du problème en prenant des dérivés successives de cette

solution fondamentale, et en ajoutant la condition de continuité du déplacement et de la

définies par:
(r-14O)

avec

(r-141)

pMfYfvikfi-"ds = ôt^yn, y e âI
AI

ffJ"-t+æisr(r-y)l
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force de traction à la surface des particules sphériques. Ainsi ils ont éændu le modèle de

Nunan et Keller à des inclusions sphériques quelconques.

Rodin (1993) a proposé une nouvelle méthode de calcul des propriétés élastiques

effectives des matériaux composites constitués par des inclusions sphériques distribuées

d'une façon périodique dans une matrice. Il s'est basé sur la méthode de I'inclusion

équivalenæ (Eshelby, 1957, Mura, 1987), entre I'inclusion et I'inhomogénéitÉ, d'une

part, d'autrc part en négligeant I'effet de la fluctuation de déformation de transformation

dans I'inclusion I par rapport à la moyenne, que lbn note par é-(x) :

(I-143) 9.G) = E* + Ê-G)

Avec cette hypothèse, il obtient un système d'équations linéaires en déformation de

polarisation dans I'inclusion I :
l - r ] f 1  . 1 1(r-rm) eI: LE 

+ f, t,r' * > r(n" )'T' .| 
= C"'LE + fr I'r' + > I(8" )'I' - f I' I

où Tt est la déformation de polarisation définie par:

(I-145) tt = Jg-G)dr = vr E*
V1

et où E est la déformation uniforme appliquée à I'infini au milieu. ̂ l est le tenseur

d'Eshelby. f(gu) est le tenseur d'interaction enfie les inclusions I et J, donné par :

(r-146) r(n")= #{ d*,u,t, 
dr or

avec Ru le vecteur qui relie les centps des inclusions I et J. K(r,y) est défini par :

(r-t47) Kûkr(&y) = -â[or,*(l,y)+Gjp,qiG,y)]Cpqn

GG,$ est le tenseur de Green donné par la relation suivante :

(r-148)

La ésolution du système (I-144) 
"n IJ (J=l,...,N) pennet de calculer le tenseur

délasticité effectif du matériau composiæ à partir de l'équation ciaprès :

(I-14e) p=CM'(E-itfl)=c"rr:E

"U 
(d est la déformation de polarisation moyenne, telle que :

6
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(r-1s0) (d=*;r'
I-e reproche majeur que I'on peut tout de suiæ faire à ces méthodes, c'est que

leurs applications sont limitées aux inclusions sphériques (le modèle de Nunan et Keller

est limité aux sphères rigides).

1.4.4. Comparaison entre ces modèles

Nous avons exposé dans ce paragraphe plusieurs méthodes de calcul pour

résoudre le problème de la déærmination des constantes élastiques équivalenæs d'un

matériau composiæ à sructure périodique.

- tl - Nemat-Nasser et al.
- -^ -  .Sanganie t lu

br..
- - E - - E. F. Brockenbrough et al.
- -+ - -E .F .Rod in

à

"3

f(Lo) 
40

Figure I.4 : Module de cisaillement effectif (normalisé par

le module de cisaillement de la manice) dans une direction

principale de symétrie cubique.

0.5

20

Tous ces modèles tiennent compte de I'effet du taux de remplissage des renforts dans la
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matrice, de leur comportement élastique respectif, de la forme des renforts et également

de la répartition spatiale des inclusions dans la manice.

Nous nous proposons d'étudier, pour un matériau composite constitué de sphères

noyées d'une façon périodique dans une matrice élastique homogène infinie, le

comportement de ces différentes méthodes en fonction de la fraction volumique des

sphères. Les valeurs des constanæs élastiques équivalenæs obtenues par chacune de ces

méthodes seront comparées entre elles afrn de dégager certaines r€marques.

La figure I.4 repésente la variation du module de cisaillement effectif (normalisé

par le module de cisaillement de la matrice) dans une direction principale de symétrie

cubique en fonction de la fraction volumique de vides sphériques, répartias sur un réseau

cubique simple, obtenu par les éléments finis (Brockenbrough et al., 1992 et Rodin,

t993), par le modèle de développement en séries de Fourier (Nemat-Nasser et al., 1982),

par le modèle de Rodin (1993), et par Sangani et Lu (1987). I-es coefficients de Poisson

de la matrice et celui des inclusions sont pris égaux à 0.3. On rcmarque que les modèles

analytiques de Nemat-Nasser et al. (1982) et de Rodin (1993) donnent des résultats très

proches de ceux calculés par éléments finis, et que le modèle de Sangani et Lu surestime

le module de cisaillement équivalent à forte concentration. Ceci s'explique par le fait que

ce modèle diverge quand la fraction volumique des inclusions se rapproche de la fraction

volumique maximale correspondant au réseau périodique considéré (elle est égale ù 52 Vo

dans le cas du réseau cubique simple). Ces auteurs, pour trouver les modules équivalents

à fortes concentations, ont utilisé des formes asymptotiques des coefficients a, p et y.

68



Chapitre I : Etude bibliographirye
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Figure I.5 : Module de cisaillement effectif (normalisé par

le module de cisailtement de la marice) dans une direction

principale de symétrie cubique (avec pllpM40).

Puisque le modèle de Sangani et Lu donne des valeurs supérieures à celles

prédiæs par les autres modèles dans le cas de vides sphériques, nous allons le æster dans

le cas d'un réseau cubique centré d'inclusions sphériques, avec le rapport pVpM=40 et un

coefficient de Poisson de la matrice égal à 0.3. La figure I.5 représente la variation du

module de cisaillement effectif (normalisé par le module de cisaillement de la matrice)

dans une direction principale de symétrie cubique, en fonction de la fraction volumique

des inclusions sphériques, obtenu par le modèle de Rodin (1993), et par Sangani et Lu

(1987). On constate que le àodèle de Sangani et Lu donne là aussi des valeurs

suffrieures à celles pédiæs par le modèle de Rodin.

2010 706050
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I5. CONCLUSIONS

Nous avons exposé et examiné dans ce chapitre plusieurs modèles

d'homogénéisation des matériaux composiæs élastiques. Il semble donc que le choix

d'une de ces méthodes soit fortement lié, à la fois à la finesse avec laquelle on peut

décrire le matériau, au temps que I'on souhaiæ consacrer au calcul, et à la précision

attendue. La méthode de Mori-Tanaka sera plus adaptîn à des évaluations rapides des

caractéristiques mécaniques. Pour des études paramétriques, les méthodes de

développement en série de Fourier (si le paramètre est le recouvrement des fibres)

conviennent bien car elles autorisent un stockage de certains tenseurs inærmédiaires. [-es

autres modèles sont tês limités : le modèle de Nunan et Keller n'est envisageable que

pour des sphères rigides, le modèle de Rodin et celui de Sangani et Lu que pour les

inclusions sphériques. Par contre, I'homogénéisation asymptotique permet de faire une

étude plus fine, pennettant I'accès aux contraintes et déformations locales. Enfin, pour

des fractions volumiques élevées, le recours aux éléments finis est justifié. Mais ces deux

méthodes rcstent lourdes à mettre en æu!re.

Ce chapitre nous a permis de nous familiariser au formalisme des problèmes

d'inclusions et va à présent servir de base pour introduire une nouvelle formulation qui

peur être considérée comme une extension des problèmes classiques d'inclusions. En se

basant sur les travaux de Tnller et Dederichs (1973) et sur le problème de la paire

d'inclusions hétérogènes et plastiques dévelopÉ par Fassi-Fehri (1985) et Berveiller et

al. (1987), nous avons mis au point un formalisme de calcul qui prend en compte les

interactions entre inclusions. Nous I'avons appelé méthode du cluster. Son avantage

réside dans sa souplesse et dans les résultats semi analytiques fournis dans les situations

les plus simples. Avec ce modèle, nous avons pu étudier les effets de la répartition

spatiale des inclusions dans la matrice sur les propriétés macroscopiques des matériaux

composites. L'objet du prochain chapite sera la présentation de ce modèle.
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tr.l. INIRODUCTION

Nous avons vu dans le chapitre I que le modèle autocohérent à l-site, pour le

calcul des coefficients élastiques équivalents d'un matériau composite, ne fait intervenir,

dans le calcul du tenseur de localisation des déformations AI, que la fraction volumique

des divers constituants, leurs caractéristiques respectives.

L'effet de la forme des inclusions confèfe au matériau composite un

comportement aniso6ope dû à la morphotogie de I'inclusion (ellipsoïdale par exemple)'

Mais la répartition spatiale des inclusions dans la matrice, dont le modèle autocohérent à

l-site ne tient pas compte, contribue aussi à la modification du comportement

macroscopique du matériau. En plus des interactions entre une inclusion I et le milieu

homogène équivalent du modèle autocohérent à l-siæ, il exisæ aussi des interactions'

quoique souvent faibles à petite fraction volumique, entre I'inclusion considéée et son

voisinage immédiat constitué d'un certain nombre d'inclusions.

En tenant compte de ce voisinage, on représente à la fois I'anisotropie

morphologique du milieu (forme des inclusions) et I'anisotropie due à la répartition

spatiale des hétérogénéités dans le composiæ. Fassi-Fehri (1985), dans son étude sur les

matériaux composiæs, a proposé une méthode autocohérente dite à N-siæs (en prenant les

idées de base du modèle autocohérent à l-siæ) : au lieu de partir des interactions entr€ une

inclusion unique et le milieu homogène {uivalent, elle considère les inæractions entre
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une ,,cellule hétérogène élémentaire" et le milieu homogène équivalent recherché' cetæ

cellule est alors constituée d'une inclusion et de ses premiers voisins, et elle est située

selon l,anangement spatiale "tripériodique" du matériau. cette façon de procéder n'est

pas correcte et n'a pas apporté de grandes corections par rapport à la méthode

autocohérente à l-site. Nous ferons un rappel de cette méthode autocohérenæ à plusieurs

siæs dans ce chaPitre.

Tnlletet Dederichs (1973) ont formulé le problème d'élasticité hétérogène en une

équation intégrate similaire à l'équation de Lippman-schwinger-Dyson en mécanique

quantique. En se basant sur ces tfavaux, nous développons deux formalismes de calcul

que nous appelons la méthode du clusær pour le premier et la méthode du cluster-

autocohérent pour le second. La différence entre ces deux méthodes réside dans le choix

du milieu de référence considéé :

- C'est la matrice dans le cas d'un composiæ chargé d'inclusions' Elle

ffouvent des applications dans les problèmes bien sûr de matériaux composites' mais

aussi dbndommagement (inæraction entre précipités, des fissures "')'

- c'est le milieu homogène équivalent pour la méthode du cluster-

autocohérent (avec par exemple une application toute naturelle aux matériaux

polycristallins ).

Dans ce chapitre, nous rappelons d'abord l'équation intégrale de zelfer et

Dederichs (1973). Une fois cette formulation générale exposée' nous présentons tout

d,abord la méthbde du clusær qui fera I'objet de deux parties différenæs : I'une concerne

des inclusions ellipsoïdales, et l'autre expose une combinaison de la méthode de Mori-

Tanaka avec celle du clusær (méthode du cluster-Mori-Tanaka). Dans le chapitre TlI, nous

comparerons les résultats obtenus par ces deux méthodes avec ceux déduits des autres

modèles approchés cités dans le chapitre I. Ensuiæ on présenæ le modèle du cluster-
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autocohérent que nous appliquerons à un matériau composiæ tissé constitué de fibres

longues dans les trois directions orthogonales'

rr.2- FORMT,]LATToN CÉr.IÛRALE DU PROBLÈME ÉmsuQun

onseproposedansceparagraphed' introduireleproblèmedel ' inclusion

hétérogène. En rappetant tout d'abord sa formulation générale et en utilisant la technique

du tenseur de Green, on calcule le champs de déformation et de conEainte'

ll.2.l.Équation intégrale pour les milieux hétérogènes élastiques

considérons un milieu continu fini de frontière ôV' non déformé dans un état

initialnaturel(contrainæsnulles).Sionlesoumetàl'actiondesforcesextérieures(de

densité volumique F) en imposant à la surface ôV une répartition mixte d'efforts (de

densité surfacique Tf et de déplacement uf ;, te milieu sera en équilibre sous le siège de

contraintes 61; et d'un champ de déplacemort ui continu sans vide ni recouwemenl

L'applicationdelarelationfondamentalededynamiquesetraduitpaf:

t- 
t équilibre des forcest o,j,j * F, = O

(tr-1) 
1- téquilibredesmomentsto'j =o" (en I'absencedecouples)
t

et le rcspect des conditions de frontière nécessiæ :

(tr-2)

(gs : normale unitaire exérieure à la surface âV)'

Pour compléter l'étude, il faut préciser la loi de comportement du matériau' La

déformation élastique g(D est associée à la conrainte locale g(D par la loi de Hooke

locale délasticité utisotroPe :

f 
nout les efforts: ognt = f;

[no* le déplacement: ui = Ul à la frontière âV

(tr-3) oi5G) = Ciir,rG)enG)
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oùCp(Ddésignelescomposantesdutenseurd'élasticiéenx.

Dans le cas d'un matériau homogène' Ci;nG) ne dépend pas de l en général' et

C11i1(x) possède les syméties suivantes :

(tr-4) Crjn = Cj*r = Cijn = Cn,j

La déformation infinitésimale est définie par :

(tr-s) e1G) = 
|[o,,i(D+ 

u;,iG)]

où uG) est le vecteur déPlacemenL

onconsidèrelecasd,unmil ieuinf in i ,cequi imposequelescondi t ionsde

frontière (tr-2) sont rejetées à I'infini' et on note :

[-poo, lescontraintes: 06(-) = E1 uniforme

(tr-6) 'l 
- r^^ Âat^n'rinnc. ç..(oo) = E', uniforme

[-pour les déformations: eii(-) = Ei; u

Nous considérons doénavant le deuxième type de condition à la limiæ.

Nous cherchons un système d'équations portant uniquement sur la déformation

eG). En reportant (II-5) dans (II-3)' on obtient :

(tr-7) ogG) = CijnG)ut,t(x)

qui dans (tr-l), en l',absence de forces volumiques, conduit au système d'équations aux

dérivées Partielles :

(tr-8) [cro(l)u*lG)],, 
= o

Nousconsidéronsmainænantunmilieuderéférencehomogènedetenseurd'élasticitéCo.

Le tenseur d'étasticité local se décompose en la partie constante Co et en une partie

fluctuante ôCG) :

(tr-e) ÇG) =Ç" +ôÇG)

Substituons la relation (tr-9) dans l'équation (II-8), et on obtient une équation de

type Navier:
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(tr-10) C$uunr G) + [Ocs*rtr; o*,1G)],, = o

Ceciconstitueunsystèmed,équationsauxdérivéespartiellesdontlesinconnues

sont les ui(4)1i=r,z,t;, Qu'il faut résoudre en tenant compte des conditions de frontière à

l'infini (II-6), et où le terme [&tioG)oçrG)],, 
peut être considéré comme une

distribution de forces volumiques fictives. une résolution avantageuse de (II-10) fait

appelàlaæchniquedutenseurdeGreenQpourlemilieuinfinideconstantesd'élasticité

eo:GmG.5)représenæledéplacementdanslemilieudansladirectionk,aupointx

quelconque, lorsqu'une force unité ft = ôio'ô(Ë - / ) 
"tt 

appliquée en un point C dans la

direction de l'ære m. Gkm est symétrique par rapport à k et m' Il est solution de l'équation

suivante:

cfiHck",,jr(r-i )+ômô(r-L ) =o

avec comme condition auxiliaire son annulation àl'ffini'

ô1s1est le tenseur de Kronecker, et ôG-x) est la disuibution de Dirac à uois dimensions

dontlespropriétéspennettentd'écrirelasolutionde(tr-10)ainsi:

ui(x) = uî G) * 
J, 

oo,, - i {0c.." 6f I o''" t/'1,,, ui

(tr-11)

(tr-12)

(tr-13)

où uïG) est une solution de l,équation homogène associée, et dc est l'élément de

volume (d[, = dxi dx! dxi;, xi,x i,,x\ étantles coordonnées cartésiennes du point d. Il

convient d'indiquer ici les relations entrB les dérivées partielles porgant sur GuG-l)' à

savoir:

G6,;G-i l=ftcnG-i '= -*GsG-t' l  = -Go'' '(x-t )

on a alors : Gi1,;1(Ë- l' ) = Go,rYtl - l'l'
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En intégrant r,équation (tr-12) par parties et en annulant f intégrale de surface du fait des

propriétés de G à I'infini ' on obtient :

G-14)
ui(r) = uÎG)+ JG6'1(l-i læ*'-"t/lo"'"t/lol

Soit, pour le gradient de déplacement' en utilisant la relation (tr-13) :

. r t

G-15) 
u1;G) = uiiG) + IG"'''iG 

- o'loc*'o(i )e'"G )dl

Aprèssymétrisationparrapportà"ii"et"k'1"'onaboutitàuneéquationintégrale'

similaireàcelledeLippman-Schwinger-Dyson(L.S.D)enmécaniquequantique:

où go est une déformation uniforme crée dans tout le m'ieu homogène (go) par la

déformation uniforme p appliquée au milieu infini' t est le tenseur de Green modifré

défrni Par:

1a-17)
r,;o =[co,,ilt,i]t*,]

où on a noté par des accolades fermées tmn) la partie syméuique du tenseur par rapport

-. 
"i;T;: intégrare (Ir-16)' apperée **"* "-^t:":Ï::::::::''un

proposée sous ce$e forme pæ zeteret Dederichs (19?3). Dans ce qui suit on propose

une solution de cetæ équation intégrale pour trois rypes de matériaux' Nous rappelons

d,abord les propriétés du @nseur de Green modifré, car elres vont être utilisées de façon

importante dans les développemens qui vont suivre'

17

,

eiie) = rT * ]"routJr"*Tti 
#
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11.2.2-Propriétés de I'opérateur de Green modifié

D'après François, Pineau et Zaoui (1991), sous des conditions très générales'

l,opérateur de Green modifié t(4-I) se décompose en une paftie singulière Eo' dite

locale, et une partie régutière lp' diæ de distance' telles que :

(tr-18)

ou f (l,i ) 
aecroitcomme 

#'et 
où Eo(l) est un simple tenseur du quatrième

l4-4 |

ordre. L'intégrale de Io dans un ellipsoïde est unifome (et nulle dans une sphère) si le

point x est à l'intérieur de l'ellipsoïde. ce sont ces propriétés remarquables qui sont à

l,origine de la simplicité de la solution du problème d'Eshelby pour une inclusion

ellipsoïdale en milieu infini (nommment de I'unifomité de la solution à I'intérieur de

I'inclusion).

L ,exp l i c i ta t ionana ly t iquedetpourunean iso t rop ieque lconquen 'es t

malheureusement pas possible. En revanche son expfession est simple dans le cas

isotrope et pour un milieu infini. Pour ce cas très particulier' les expressions Eo et E'

sont connues analytiquement' et sont données ci-dessous'

I-e tenseur de green s'écrit en effet :

[r(r,u') = 4(^'i).u"(+) r,\
lu:et = s' o(o,i) = u' t(l' - iD

(tr-le)

0
ukl

:it€* 
+ ?P)ô1 + (lt + P) ri rjl

=,,;E3r0 +fu{<3ko 
+po;ôuôo +e(k' +zpo)Itu}

(tr-20)
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(tr-21)Fih=ffi{tlro*p0)ôÛôu-3(3k0+p0)(r.r,oo+r*1ôo)
-6p0li ju+15(3k0+p0)rirjrkl-]tr*o+zpo)(rrr,ôn+rirrôir+rrr*ôo*tt*or,))

* - * '
avec !

F-I I

[:t- SOLUTI9NS APPROCHÉES DE L'ÉQUATION nqTÉCRAL,n

Dans ce paragraphe, nous proposons de résoudre l'équation intégrale (II-16) en

distinguant le cas d'un composiæ chargé d'inclusions de celui d'autres matériaux æl un

polycristal.

Figure II.1 : Représentation schématique d'un milieu

inclusionnaire.
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II.3.l. Milieux inclusionnaires

L',équation intégrale (tr-16) a été utilisée par Fassi-Fehfi (1985)' Berveiller et al'

(1986, 1987) et Fassi-Fehri et al. (1989) pour résoudre le problème particulier de la paire

d,inclusions. Ils ont pu obænir une solution approchée pour les déformations moyennes'

en considérant un milieu inflni de constantes élastiques co conænant deux inclusions I et

J, de volume respectivement V1 et Vy et de constantes élastiques e et g, qu'ils ont

supposées uniformes d*|Vt 
"fV'. 

La solution exacte de cette équation pour une

inclusion quelconque est encore très complexe et difficile à déduire en générale' Johnson

(1983) prendra l'approximation de Born qui consiste à remplacer eG) dans I'intégrale

par le champ uniforme E. Mais ceffe approximation a montré que la méthode n'est valable

que pour de faibles poufcentages du renfort dans la matrice' La méthode autocohérente'

pour simplifier le problème, prend une inclusion noyée dans le milieu homogène

équivalent de contanæs élastiques C"tr' et corsidère que la déformation est uniforme dans

l'inclusion. Nous avons vu dans le chapitre I que cette méthode ne donne pas de bons

résultats à grande fraction volumique des inclusions (quand le rapport du module de

l,inclusion paf rapport au module de la matrice est très grand ou très faible)' Dans le cas

général,la résolution exacte de l'équation intégrale nécessiæ le recours à des méthodes

numériques complexes ou à un développement de E(C) sous forme polynomiale

(Moshovidis et Mura, 197 5).

II.3.1.1) Problème de I'inclusion multiple

On considère un matériau composiæ élastique constitué par une infinité

d,inclusionsplongéesdansunematricehomogèneetinfinie(voirfigureII. l).Les

constantes élastiques des inclusions sont notées QI, celles de la matrice eM' Les

inclusions sont supposées de formes ellipsoidales' La géométrie d'une inclusion I est

caractérisée par les demi-longueurs principales ar, h, q, et des trois angles d'Euler, et par

la position du centre.
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Dans ce cas de matériaux et avec les notations ci-dessus, on a :

(\-22)

où la fonction eIG), donnée par la relation (l'2g)' est la fonction indicatrice de

I'inclusion I de fraction volumique f1'

substituons la relatio n (ll-22) dans l'équation (II-10), l'équation de type Navier

devient:

(tr-23)

En substituant la relation F.n) dans (tr-16), on obtient :

(n-24) eiiG) = elj + 
àJr*"t^-iuci''" 

erG )e'o(iloi

En tenant compte des propriétés de la fonction eJG), qui s'annule en dehors des VJ'

l,intégrale sur R3 peut être réduiæ à une sommation sur des intégrales sur les volumes vl'

L'équation (tr-24) s'écrit alors :

ôÇ(D = 
Ë,(t' 

- e')eI{D = !lç'e'el

e1G) = rlj + 
àJl",t 

- i Ucl,'' e" (r' )di

cfiuunre). 
L!,o.U" 

ol(x) ui,1(o,],, = o

(tr-25)

Les défonnations et les contraintes dans les inclusions I (I=1' "' 1oo) n'ont

aucune raison d'être uniformes dans les volumes vt, même pour des inclusions de

formes ellipsoidales.Ici réside la difficulté majeure du problème- Une approximation plus

intuitive et justifiée par Moshovidis et Mura (1975), consiste à remplacer' dans les

volumesVldel'équation(tr.25)(dontlasolutionexacteesttèscomplexeetdifficileà

déduire en générale), eE) par les valeurs moyennes de e(tr) sur ces volumes' définie

par:
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(tr-26)

L'uniformité des contraintes dans une inclusion isolée dans un milieu infini' a été

démontrée par Eshelby (1957). Les calculs de Nemat-Nasser et Taya (1981)' et Nemat-

Nasser et al. (1982) dans le cas des inclusions sphériques réparties d'une façon

périodique, ont monté qu'en supposant les déformations et contraintes uniformes dans

les inclusions, on commet une elreur relatve de quelques pourcen6 (ù SOVo de vides

sphériques elle est de[.S[osur le module de cisaillementet de0'277o sur le module de

compressibilité). Et puisque nous sommes tês intéressés par l'évaluation des contrainæs

et déformations moyennes dans les différentes phases' nous utiliserons donc cette

hypothèse, qui sera æstée en comparant les résultats de note modèle à différents résultats

analytiques ou numériques. On note par gI (respectivement gI) la déformation

(respectivement la contrainte) dans l'inclusion I' [æ domaine occupé par cette inclusion

sera noté I et son volume V1'

Considéronslarelation(n-22).Ils'ensuitimmédiatementque:

(n-27) &i.iu(r) =
si 1e mauice

sireinclusionl

dans I'inclusion, l'équation
Suiæ à I'hYPothèse de

intégrale (tr-25) devient :

r' = +J,te)dr

I'uniform

Io
I

[lctg" =cluu - cio

ité de la déformation

(tr-28)

oùlasommationporæsurl'ensembledesinclusionssetrouvantdanslamatriceinfrnie.

Enexaminant(tr.28),onremalquequel'uniformitédetadéformationn'estpasréalisée

dans l,inclusion, sauf si I'on considère une inclusion ellipsoidale isolée' En faisant la

e.,,(d = eg" + 
â[{.,,r(^-i )ti )rcl;n 

eh
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moyenne de la déformation dans I'inclusion I définie par la relation (II-28)' on obtient

alors:

aCIrSn eirrlo + IrH,'
J=l

(tr-2e)

avec:

(tr-30)

^I
vmn

rfl,u = 
t{lt -,(r - r')or'oa

Notonsquelesinteractionsdel'inclusionlaveclesautresinclusionssonttenues

en compte dans les tenseurs d'ordre O fu (|*I)'Ces tenseurs d'interactions peuvent être

calculés quand la forme et la positon des inclusions sont connues' Les termes ftr sont en

général pépondéran6 par rapport aux termes fU (I*J). D'après une étude faiæ par Fassi-

Fehri (1985), les tenseurs tU ont un comportement en 1/R3 et l/R5 (R est la distance

entre les centres des deux inclusions I et J), donc on peut raisonnablement limiær les

interactions au proches voisins. L'évaluation des termes fU est donnée dans I'Annexe A'

Les relations (II-29) constituent un système d'équations avec un nombre infini

d,inconnues gJ. Nous avons développé deux méthodes pour résoudre ce sysÈme

d'équations, que nous présentons dans le paragraphe suivant'

II.3.1.2. Méthodes de résolution

une méthode autocohérente (valable en milieu dilués)' appelée N-sites' a été

proposée par Fassi-Fehri (1985), puis reprise par Berveiller et al' (1986) et Fassi-Fehri et

al. (1989) en utilisant la solution du problème de la paire d'inclusions hétérogènes' Au

lieu de partir des inæractions entrc une inclusion unique et le milieu homogène {uivalent'

une cellule hétérogène érémentaire est défini, constituée d'une inclusion et de ses premiers

voisins sinrés dans le milieu homogène équivalenr E[e consiste à prendre comme milieu

de référence le milieu homogène équivalent (CP+q' et de prendre e9= E'
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Figure II.2 : évolution du module de cisaillement effectif

(normaliséparlemoduledecisaillementdelamatrice)'en

fonction de la fraction volumique f, calculé à partir du

modèle autocohérent à l-site et du modèle autocohérent à

N-sites (Berveilleret al. 1986).

Berveiller et al. (1986) ont effectué les calculs pour des inclusions sphériques

réparties selon un éseau cubique centré, en limitant les inæractions aux huits premiers

voisins (sommets du cube). [,a matrice et les inclusions ont été supposées isotropes' de

modules de cisaillement respectivement [rM et FI, et de même coefficient de Poisson

v=0.2.

n . t  /

- - ; '4 '
0.0
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r r I  - r t M  -  -

La figure II.2 montre, pouf un facteur d'hétérogénéité (défini Par 
!1f,-) 

de

10O, l'évolution du module de cisaillement effectif (normalisé par le module de

cisaillement de la matrice) en fonction de la fraction volumique f des inclusions

sphériques, évaluation obtenue à partir du modèle autocohérent à l-site et du modèle

autocohérent à N-siæs présenté par Berveiller et al. (1986)' On observe que les ésultats

obtenus à partir du modèle autocohérent à N-siæs sont tês proches des résultats obtenus

à partir du modèle autocohér€nt à l-site. Nous voyons que le modèle autocohérent à N-

siæs pésenté par Fassi-Fehri (1985), Berveiller et al. (1986) et Fassi-Fehri et al' (1989)

n'apporte donc pas de grande correction au ésultat donné par le modèle autocohéfent à 1-

site. L,hypothèse de base de ce modèle, (milieu extérieur hétérogène remplacé par le

milieu homogène équivalent), n'est pas complètement satisfaisanæ' car elle place les

inclusions dans un milieu plus "raide" que le milieu éel, et notâmment ne pennet pas de

prendrc en compte la déformation de la zone de matrice entourant I'inclusion (cetæ zone

est en effet plus "souple" que le milieu homogène équivalent)' Les résultats de cette

méthode sefont comparés avec ceux de notre modèle dans le prochain chapitre (voir

figure m.10). c'est pourquoi nous avons développé une nouvelle méthode décrivant de

façon plus satisfaisante le comportement des milieux inclusionnaires, méthodes qui vont

être présentées dans les paragraphes suivants'

II.3.1.2.1) Méthode du cluster

Elles'appliqueauxcasd'inclusionsell ipsoidales,distribuéesd'unemanière

périodique (voir figure II.3) ou non périodique (voir figure II'1) dans une matrice

homogène infrnie. La méthode du cluster consiste à prendre comme milieu de référence la

matrice (Co=CM).
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VER

+
Ematrice

Famille F3 Farirille F2

Figure II.3 : Représentation schématique d'un milieu

inclusionnaire périodique constitué par trois familles

d'inclusions.

rr'3'1'2'1'1) Cas des milieux p'ériodiques

a) Présentation de la méthode

Les relations (tr-29) constituent un système d'équations avec un nombre infini

d,inconnues gJ. Comme dans Canova et Ll. (I992), le problème peut être éduit à un

système de N équations à N inconnues en considérant un ensemble d'inclusions (N

inclusions), constituant un volume élémentaire repésentatif (vER), repésentatif en effet
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à la fois de l'anisotropie géométrique et mécanique de chacune d'entre elles, et de leur

répartition mutuelle. Le vER, contenant donc N inclusions et reproduit par périodicité'

pennet ainsi de remplir tout I'espace (voir figure II-3)' Par exemple' le volume

é[émentaire représentatif dans le cas d'une répartition de sphères en cubique simple' est

constitué par un cube contenant une seule sphère en son centre (figure tr'4)' On associe à

chaque inclusion K=I,...,N dans le VER,la famille (notée Fd d'inclusions obænue par

périodicité. Cetæ famille est aussi notée par K.La fraction volumique de I'inclusion K

dans le vER est notée par fK et est égale à la fraction volumique de la famille K dans tout

lespace. [.es inconnues sont les déformations gK dans les inclusions (K=1,.-.']ù. (II-

29) peut êne réécriæ comme suit :

Les sommations dans cette équation introduisent des séries infinies d'inclusions'

On obtient une soluton approchée de la manière suivante : à chaque inclusion I' on

associe une sphère s(I,Rc) de rayon R" et de centrc confondu avec celui de l'inclusion I

(voir figures tr.5 et tr.6). On note par C(I,Rc), ou plus brièvement paf CI' le cluster des

inclusions qui ont leur centre dans S(I,R"). ù réduit la sommation dans (tr-31) à une

sommation finie qui prend seulement en compte les inclusions ayant leur centre dans le

cluster cr. Si on définit par clj I'intersection du cluster G avec la famille d'inclusions F5,

nous avons, comPte ænu de (II-31) :

gI = go + !, fu :lcl:g1+...."+-)fu:ÀcN tgN
l4 Jeh.t

gI = go + !fu:ÀÇr:gt+...+- lfu:ÀcN:gN
J.Qr JeCns

(tr-31)

pour I=1,...,N.

(n42)

pour I=1,...,N.
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Inclusion

Matrice

a

Figure II.4 : Volume élémentaire représentatif d'une

disribution de sphère en cubique simple'

Iæ clusær correspondant à la répartition pésentée sur la figure II.3 est schématisé

en deux dimensions sur la figore tr.5. La figure tr.6 représenæ schématiquement en deux

dimensions, le cluster colrespondant à la répartition de sphères sur un réseau cubique

simple. Dans la méthode du cluster on considère que la déformation de chaque inclusion

dans le matériau hétérogène ast égale à celle qui s'y produirait si le clusær sphérique de

cette inclusion était seul, entouré de matrice élastique homogène infinie, avec pour

déformation imposée à l'infini la valeureg (voif figure II.7) qu'on va déærminer ci-apÈs'

88



Chapitre II : ScMnwducluster

Famille F3 Famille Fl Famille F2

Figure II.5 : Représentation schématique du cluster de

rayon R" dans le cas d'une distribution de trois familles

d'inclusions et du volume élémentaire représentatif (VER)'
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VER 1'
l"

urututr .-I Inclusion centrale I

Figure II.6 : Représentation schématique du cluster de

rayonR*danslecasd'unedistributiondesphèressurun

réseau cubique simple. Le petit cube au centrc de la figure

est le volume élémentaire représenatif (VER)'
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Figure| | .7:Représentat ionschématiqueducluster

{uivalent.

La constanæ d'intégration go qui apparaît dans la relation (tr-31) peut êtfe reliée à

la déformation macroscopique p appliquée à I'infini (Molinari et El Mouden, 1995)' On

note par d> la valeur moyenne de f, définie par :

(tr-33)

où BG,R) est une sphère de centre X et de rayon R. Nous supposons I'homogénéité

statistique. Par conséquent, la définition de la valeur moyenne <f> ne dépend pas du

(r) = $g_ pk"Jllr,ui
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centre 5 de la sphère B(LR). En faisant la moyenne de l'équation intégrale (II-16), on

obtient I'expression suivante :

(tr-34) Emn = e$" + (Il"ii*ôcii"ro)

où "*" désigne le produit de convolution. Compte tenu des propriétés du tenseur de
Green modifié l,ooi.ift -I'), I'opération de moyenne donne :

(tr-35) (L"i1*ôci:oto) = -Eg"tj (æ,:o rr)

Pour une matrice isotope définie parles modules de cisaillementet de compressibilité pu

et kM, Eo est donné par la relation (II-20).

Les inconnues sont les déformations eK dans les inclusions (K=1,..., N). Avec

ces notations, la constante e0 peut etre exprimée, en utilisant (tr-34) et (II-35), de la

façon suivante :

G-36) Êo = E+u": jr*ÂcK:gK
K=l 

-'

En substituant cette relation dans la relation (II-32), on obtient un système linéaire

d'équations dont les inconnues sont les déformations eI :

(tr-37) 9I = E + _IIu:Âcr:gr+...+ lfu:lcN:gN + por È,r*ac*rg*
JeC11 JeCnq K-=l

pour I=l,.....,N,

avoc

(tr-3s) acfn -"fo _ cil

La convergence de la solution est étudiée dans le paragraphe II.3.1.2.1.b (voir El

Mouden et Molinari, 1995).

Substituons (I-14a) dans (II-37), et en considérant que E est arbitraire, on aboutit

à un système linéaire de N équations, où les inconnues sont les tenseurs de localisations

l$ :
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Chapitre II : ScMnu du cluster

(tr-3e) AI =I+ !Fu:ÂCr:Al+.. .+
JeC'

pour I=1,....,N,

où I est le tenseur unité symétrique d'ordre 4 défrni dans (I-lZ).

On remalque ici que la relation donnantCbtrest parfaitement expliciæ, puisque les

tenseurs ilJ et ÀCI ne dépendent pas de Ctff. Par conséquent, le calcul de eeff n"

nécessiæ donc pas d'utiliser une méthode itérative, contrairement au modèle cluster-

autocohérent décrit dans le paragraphe IL3.2.

Pour déærminer les composantes des tenseum de localisations AI;n (I=1,...,N, N

étant le nombre d'inclusions contenues dans le VER), nous calculons les tenseurs Iu en

utilisant les coefficients qlvt de la matrice ; les composantes de fIJ sont trouvées

numériquement dans un repère macroscopique (voir Annexe A). Une fois les

composantes des tenseurs de localisations de déformations f,I (I=1,...,N) obtenues après

résolution du système d'équations (II-39), nous en déduisons, pour une fraction

volumique totale f donnée des inclusions (c'est-à-dire pour des fractions volumiques fs

k=I,...,N de famille d'inclusions Fd, le tenseurdélasticité du matériau composiæ à

patir de la relation (I-l5a), qui peut s'écrire :

Efu:lcN:AN + g'r I r*lcK:AK
JeC^ K=l 

--

(tr-40)

b) Étude de la conyergence de la méthode

Dans ce paragraphe nous allons démontrer et vérifier, sur des répartitions simples

de sphères, la convergence de la méthode pour une taille croissanæ du clusær @l Mouden

et Molinari, 1995).

gerr =cM +Èt,(tt -Ç")'at
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Clupitre II : Sclréna du cluster

Pour une inclusion I et un rayon R", nous considérons une partition de la famille

ft d'inclusions telle que:

(tr-41) Fi = Cri u Cx , Cti n Ôo = g

où C1 a été défini dans le paragraphe (II.3.1.2.1.1.a) comme I'ensemble dTnclusions de
la famille Fi qui ont leur centre dans la sphère S(I, R"). Cetæ dernière a un rayon R" et

son centrc est confondu avec celui de I'inclusion t Qi représente quant à lui I'ensemble

des inclusions dont les centres se trouvent à I'extérieur de la sphère s(I, Rc).

Pour des grandes valeurs du rayon du cluster R", pour justifier le remplacement

du système d'équations (II-31) par (II-32), il faut prouver que le tenne de la forme
!lu:ôCi:ei est négligeable. C'est le cas si on monte que :

Jeô1;

(tr-42) *15_ )fu = o- -s 
Jeô1i

Ces résultats deviennent, en tenant compte des propriétés bien connues du tenseur de

Green modifié f(* - *') ,
(tr-43) Jfg-*' ;d*'=g (reS)

Sc

pour x appartenant à la sphère S (l'intégration est faite sur le complémentaire de la sphère

S, définie par : Sc = R3 - S).

Si on démontre la relation (il-42) pour la famille dinclusions F1, cette relation

sera vérifiée pour toutes les familles d'inclusions R. On considère alors une inclusion J
appartenant à 4r, son centle se trouvant donc à I'extérieur de la sphère S(I,&). On note

Par Ç)r le cube qui se reproduit par périodicité à partir du VER, dans lequel se trouve

I'inclusion J (voir figure tr.8).
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Clupitre II : Sclrénw du cluster

Volume élémentaire représenrarif (VER)

0 cn

fâ,
^

Fl=Cr1 U Cn

Figure tr.8 : Repré.sentation schématique de partition de la
famille d'inclusions F1.

A panir de (tr-30), on a:

t  - ( -  t  t \  , \pu.. = ' f l  [p,".(r-r-fOl' lOr-n"'r v, i\i r , )
Pour des grandes valeurs de R",l'approximation suivante est justilïée:
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Chapitre II : Schénu du cluster

u-44) 'lo.
où 29 est le centre de lTnclusion J.

Puisque v/oJ est égal à la fraction volumique f1 de la ramitte d,inclusions F1, on
peutécrire:

(tr-45)
à,:" 

=rtù
JeÔ1

Quand R" est tês grand, le volume ô = 
In, est confondu avec sc=R3_s(I,R") .

JeC11

Ainsi, dans la relation (tr-45), ô peut être remplacé par Sc, où s est la sphère s(r,R.).
Par conséquent la démonstration de (n4Drésulæ de:

(tr-46)

qui apparaît comme une conséquence direcæ de (tr-43), puisque 6 e S.

Maintenant, nous allons vérifier que la solution approchée converge, quand
R"-â+oo' pour plusieurs distributions d'inclusions sphériques, en étudiant la variation
des modules effectifs dans les directions principales de symétrie, en fonction du rayon du
cluster &' Lors de notre calcul, nous avons remarqué que la convergenoe est rapide pour
les faibles fractions volumiques des inclusions. on note que pour & < a, le cluster
contient une seule inclusion, et que les résultats sont identiques à ceux prédits par la
méthode de Mori-Tanaka (la démonsûation est donnée dans l,Annexe B), qui donne un
comportement isotope.

Sur la figure II.9, nous étudions la variation du module de cisaillement effectif
(normalisé par le module de cisaillement de la matrice) dans une direction principale de
symétrie cubique en fonction du rayon du cluster R", pour la fraction volumique fd).5 de

ru = flre - xr)dx = +#fu:k -x )dr

it!a* 
- *';d*d4

, )
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Clnpitre II : ScMnu du cluster

sphères rigides distribuées sur un réseau cubique simple. on remarque une convergence
à partir deR"-2a, où a est la distance enûe les centres de deux inclusions voisines. on
s'aperçoit aussi que la convergence est rapide pour les faibles fractions volumiques.

Mori-Tanaka
..oô ..ooo...e..o...o...o.* 533

f=0.2--o-@--ooo--@-o-- .o

Figure II.g : Convergence de la méthode du cluster pour
des valeurs croissantes du rayon R" du cluster. on
considère une distribution de sphères rigides sur un réseau
cubique simple.

La figure II-10 représente, pour une distribution de vides sphériques sur un
réseau cubique centré, la variation du module de cisaillement effectif (normalisé par le
module de cisaillement de la matrice) dans une direction principale de synétie cubique en
fonction du rayon du clusær R., pour la fraction volumique f=O.60. On note bien une
convergence à partir deRt-2a,où a est la distance enûe les centres de deux inclusions
voisines.
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0.40

0.30

0.20

0.10

0.00

Figure II.l0 : convergence de la méthode du cluster pour
des valeurs croissantes du rayon R" du cluster. on
considère une distribution de vides sphériques sur un
réseau cubique centé.

La figure II.ll met en évidence, pour un réseau tétragonal p (c=2a=2b),ra
variation des modules de cisaillement effectif (normatisé par le module de cisaillement de
la matrice) dans les directions principales de symétrie en fonction du rayon du cluster R*,
pour la fraction volumique f=o.25 de sphères rigides. on s'aperçoit d,une convergence
toujours à partir de R.=la, où a est la distance entre les centres de deux inclusions
voisines.

:L
lir

"l-
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Chapitre II : Schénu du cluster

.ooo--o--@ o .o.@
pTInt^

ooo'-o-.6 -oo-o .  -o _@

rl'l rp" =Éf[È^
Mori-Tanaka

f=0.25

0.00

Rc/a

Figure II.l I : Convergence de la méthode du cluster pour

.ï J::ï :ffiîïïî ;.J,,iJl: #.iJ Jl î'j,#
tétragonal p (c=2a=2b)

La variation du module de cisaillement effectif (normalisé par le module decisaillement de la matrice) dans une direction principale de syrnétie cubique, en fonctiondu rayon du clusÛer R"' est étudiée sur la fïgure tr.12. une distribution cubique centrée
de 3ovo de sphères rigides et de 3}vode vides sphériques est considérée. on remarque
également une convergence à partir de R"-2a,où a est la distance eno.e les cenftes dedeux inclusions voisines.

1.60

r.20

0.80

0.40
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Clwpitre II : Schénw du cluster

:t

b-

Figure II.l2: Convergence de la méthode du clusær pour

des valeurs croissantes du rayon & du cluster. Une

distribution cubique centrée de 30Vo de sphères rigides et

& 30Vo de vides sphériques est considérée.

c) Quelques cas particuliers

Dans le cas d'une maille élémentaire unique dans laquelle chaque inclusion joue le

même rôle (c'est le cas par exemple des réseaux CS, CC, CFC, orthorhombique...), la

déformation dans chaque inclusion est identique. Nous avons alors une seule famille

d'inclusions F1 et une seule inconnue gl. La figure II.4 montre le cas d'une distribution

des inclusions sur un réseau cubique simple. L'équation de localisation (tr-37) devient

alors :

i,,%oo' Ao <) -o- -G @,æooo o

(n-47) el = E+ ! pt l .6çt.el +Eo:f. ÂCl:el
JeC,
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Clupitre II : Schénw du cluster

Dans le cas de deux familles d'inclusions F1 et F2 (les inclusions sont différentes

soit par leur orientations, etlou par leurs tailles, etlou par leurs propriétés mécaniques :

Cr*C21,la figure II.13 (voir aussi les figures II.14 et II.l5) montre le cas d'une

distribution des inclusions sur un réseau cubique centré. Dans ce cas, il y a deux

inconnues gl et92 à déærminer.

Famille

Famille 2

Matrice

Figure II.13 : Représentation schématique en deux

dimension d'une distribution de deux familles d'inclusions

Fr et Fz sur un réseau cubique centré.
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Chapitre II : Sclténw du cluster

L'équation de localisation (tr-37) s'écrit alors :

(tr-48)

( 2

ler = E+ )IrJ:lcl:et * Iftt;LÇ2:g2 +Eo: )r*ÂcK:gK
J lecr, leC, K=l
\2
I e2 = e + ) r2I :lcl : gl + ! 12 I : LC2 :92 + Eo : _! r*lÇ,K: gK

I t4r1 tec, K=1--

Matrice

Famille 1

Figure II.14 : Repésentation d'une distribution de deux

familles d'inclusions F1 et F2 sur un réseau cubique centré

présenté sur la figure tr.17.
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Chapitre II : Schénu du cluster

Famille 2

Matrice

Famille

Figure II.l5 : Représentation du volume élémentaire

représentatif de la distribution des deux familles

d'inclusions F1 et F2 sur un réseau cubique centré présenté

sur les figures II.13 et II.14.

d) Schéma de résolution numérique

Nous avons écrit un autre logiciel qui utilise le schéma du cluster pour calculer le

tenseur d'élasticité du matériau composite, pour une et deux familles d'inclusions

ellipsoidales réparties sur les réseaux périodiques suivants : cubique simple, cubique

centé, cubique à face centré, hexagonal, tétragonal P et I, orthorhombique P, I, C et F.
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Chapitre II : Schénw du cluster

Nous présentons dans ce paragraphe I'organigramme du programme pennettant le

calcul des constanæs élastiques effectives d'un composite par le schéma du cluster.

L'algorithme est présenté sur le schéma tr.1. I convient de calculer pour tous les grains :

[9 les tenseurs fu (expression tr.30) en prenant pour le comportement

du milieu de référence le tenseur délasticité de la manice ;

[9 h déviation des propriétés ÂCI par rapport au milieu de référence en

se servant de (tr-38) ;

[F les tenseurs de localisations $I, en résolvant le système d'équations

0r-3e);
lF bs propriétés élastiques ç"tr à partir de (tr-,10).
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,

+
fu = ru(CM)

I

I

= C I -

t

Tenseurs aI(cM)- \ -  ,

= l

Schéma tr.l : Algorithme de la méthode du cluster

II.3.1.2.1.2) Cas des milieux aléatoires

La méthode du cluster peut s'appliquer aussi aux milieux inclusionnaires

aléatoires. En substituant les relations (II-34) et (II-35) dans la relation (II-29), on

obtient:

(tr-4e)
I=l K=1

pouf I=1,...,*-.

Les relations (tr-49) constituent un système linéaire d'équations avec un nombre

infini d'inconnues gf. On obtient une solution approchée de la manière suivante : On

considère un volume V du milieu infini (V doit êre suffisamment grand pour représenter

le milieu inclusionnaire infini), et à chaque inclusion I du volume V, on associe une

sphère S(I,R") de rayon R" et de centre confondu avec celui de I'inclusion I (voir figure

+æ +æ
gI = E+ ltu:ÂcJ:gJ +Eo: lr*lgK:gK

t
N

rr(ÇI -çM):nIÇ"tr =QM +

r05



Chapitre II : Sclténu du cluster

II.16). On note par Cr, le cluster des inclusions qui ont leur centre dans S(I,R"). On

réduit la sommation dans (II-49) à une sommation finie qui prend seulement en compte

les inclusions ayant leur centre dans le cluster Cry. (voir II.3.l.2.l.L). L'équation (tr-49)

devient :

Cluster CT

Figure II.16 : Représentation schématique d'un milieu
inclusionnaire non Sriodique, et du cluster de rayon R".

Volume V
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Chapitre II : Schéttw du cluster

(tr-s0)

pour I=I,...,N, N étant le nombre d'inclusions contenues dans le volume V.

Dans le même ordre d'idées que les deux méthodes que nous venons de

développer, nous avons combiné la méthode du cluster avec celle de Mori-Tanaka, et

nous avons appelé cette nouvelle méthode : cluster-Mori-Tanaka.

II.3.1.2.2) Méthode du cluster-Mori-Tanaka

Comme la méthode du cluster, celle-ci s'apptque aussi aux cas d'inclusions

ellipsoidales distribuées d'une façon périodique ou non périodique dans une matrice

élastique homogène infinie. Mais elle est plus adapt& aux milieux inclusionnaires où les

inclusions sont réparties par paquets dans la matrice homogène élastique infinie (voir

figure tr.19), ce type de matériaux qu'on I'appellera matériaux clusters isolés (le bambou

par exemple a ce type de structure). Iæs paquets doivent être suffisamment éloignés les

unes des autres pour pouvoir négliger les inæractions entre inclusions se trouvant dans

des paquets différenæs.

Nous avons vu au premier chapitre que la méthode de Mori-Tanaka permet de

mieux prendre en compte la déformation moyenne réelle de la matrice, mais elle néglige

les effets des interactions entre inclusions, et par conséquent, ne tient pas compte de la

répartiton spatiale des inclusions dans la matrice. Dans ce paragraphe, nous proposons

une combinaison de la méthode du cluster avec la méthode de Mori-Tanaka, cette

nouvelle méthode pennettant de considérer les inæractions entre inclusions. Au lieu de

partir des inæractions entre une inclusion unique et la matice, on reprend la méthodologie

du cluster en définissant un volume élémentaire représentatif (VER), contenant N

inclusions et reproduit par périodicité dans la matrice infinie. Cet ensemble d'inclusions

est alors représentatif à la fois de I'anisotropie morphologique des inclusions et de leur

N
gI =E+ !fu:ÂCr:gr+...+ Ifu:acN:gN +E0: lr*lCK:gK

JeC11 JeC61 K=l
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répartition spatiale. Elle consiste à prendre comme milieu de référence la matrice

homogène de tenseur d'élasticité CM (C"=CM).

fr..3.1.2.2.1) Cas des milieux périodiques

a) Présentation de la méthode

On considère toujours le même composite constitué par une matrice homogène de

constantes élastiques eM, dans laquelle sont noyées une infinité d'inclusions élastiques

de formes ellipsoidales de constantes élastiques ÇI (I=1,...,1æ) selon une distribution

arbitraire, et on le soumet à une déformation macroscopique E. Du fait de la présence de

nombreuses inclusions, la déformation moyenne dans la matrice peut se décomposer en la

déformation E et en un tenne de perturbation :

(r-51) gM =  E+ÉM

gM éunt la moyenne dans la matrice des pernrrbations dues à toutes les inclusions, et gM

la moyenne des déformations dans la matice. On s'intéresse mainænant à une inclusion I

particulière. Dans cette inclusion, la déformation moyenne gI peut s'écrire sous la forme :

(r-s2) gI = E+EM +Ét = g* +Ét

où gr est un terme de fluctuation par rapport à g".

On obtient une solution approchée de l'équation (n-31) de la manière suivante : à

chaque inclusion I, on associe un cube C(I) de centre confondu avec celui de I'inclusion I

(voir figure II.l7 dans le cas du réseau cubique simple). On note par C(I)' ou plus

brièvement par Cr, I'ensemble des inclusions qui ont leur centre dans C(I). On réduit la

sommation dans (tr-31) à une sommation finie qui prend seulement en compte les

inclusions ayant leur cenhe dans le clusær C1.

Dans ta méthode du cluster-Mori-Tanaka, on considère que la déformation de

chaque inclusion dans le matériau hétérogène est égale à celle qui s'y produirait si le
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Clnpitre II : Scltéttu du cluster

cluster cubique était seul, entouné de matrice, avec pour déformation imposée à I'infini la

valeur gM.

Si on définit par C\ I'intersection du cluster C1 avec la famille d'inclusions F3,

l'équation (tr-31) devient alors :

( t r -53) gI=gM+ )ru:aCl:g1+.. .+ l ru: lcN:gN
J.Qr I.QN

La relation (I-l0a) nous pennet d'écrire :

(tr-s4) u=['-È,*)r" *Ë,'.r*

En remplaçant eM dans (II-51), on obtient:

qui peut également s'exprimer de la manière suivante :

(tr-56) g'=?LE*l[ >r"'}o.'-lrl,r'* .ff lr"}rq" -Srl,r"
tM- L[râ1t ) 

- t"-l- L\.r.E* ) 
- '"-l

N
où fy = I - Lfr, est la fiaction volumique de la matrice-

K=1

En substituant la relation (I-l4a) dans (II-56), on aboutit à un sysême linéaire

d'équations en tenseurs de localisations de déformations AK (K=, ...,N) :

(tr-sz) er =fir+l[,à1"'):^çr -tt}^'* .[hSu)'orn -tt}^.

où I est le tenseur unité symétrique d'ordre 4 déflni dans (I-17).

109



Clnpitre II : ScMttwdu cluster

Une fois les composantes des tenseurs de localisations de déformations AI

(I=l,...,N) calculées en résolvant le système d'équations (II-56), nous en déduisons le

tenseur d'élasticité du matériau composiæ à partir de la relation (tr-40).

On remarque ici (comme dans le cas du schéma du cluster, et de Mori-Tanaka)

que la relation donnant Çttr est parfaitement expliciæ et ne nécessiæ donc aucun traitement

numérique particulier. Cependant, elle peut présenter le risque de mener à un tenseur

d'élasticité non symétrique (comme la méthode de Mori-Tanaka) dans le cas où il y a au

moins deux phases inclusionnaires du fait de la non symétrie du tenseur de localisation

(hormis dans le cas des sphères), ce point sera vérifré dans les travaux qui vont suivre.

Nous allons vérifier la convergence de cette méthode quand la taille du cluster

augmente. Des comparaisons avec la méthode du clusær et les autres méthodes du

chapitre I seront faites dans le prochain chapitre.

b) Vérification de la conyergence de la méthode

Mainænant, nous allons donc vérifier que la solution approchée converge quand

la taille du cluster cubique augmente, pour plusieurs distributions d'inclusions

sphériques. Pour ce faire, nous étudions la variation des modules effectifs dans les

directions principales de symétrie, en fonction de la taille du cluster (nombre de grains

contenus dans le cluster). Lors de notre calcul, nous avons remarqué que la convergence

est rapide pour de faibles fractions volumiques des inclusions. On note qu'à I'ordre 0, le

cluster contient une seule inclusion, et que I'on retrouve alors la méthode de Mori-Tanaka

qui donne un comportement isotrope.
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Figure II.l7 : Représentation schématique du cluster

cubique, dans le cas de une distribution de sphères sur un

réseau cubique simple. Le petit cube au centrc de la figure

est le volume élémentaire représentatif (VER).

La figure II.18 rcprésente, pour une distribution cubique centrée de vides

sphériques, la variation des modules de cisaillement effectif (normali'sé par le module de

cisaillement de la matrice) dans une direction principale de syméfie cubique en fonction

Inclusion centrale I
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du nombre de couches prises en compte dans le cluster cubique Ga lère couche contient 9

grains,6 2ème en contient 35, et 6 3ème en contientgl ...), pour la fraction volumique

f=0.60. On noæ bien une convergence à partir de la deuxième couche.

t2
Nombre de couches

Figure tr.18 : Convergence de la méthode du cluster-Mori-

Tanaka pour des tailles croissantes du clusær cubique. On

considère une disribution de vides sphériques sur un

réseau cubique centé.

11,3.1.2.2.1) Cas des milieux à dusters isolés

On considère un matériau composite élastique constinré par une infinité de paqueB

(ou de clusærs) isolés d'inclusions ellipsoidales élastiques de tenseurs d'élasticité C,

=4
ts
h.
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plongées dans une matrice élastique homogène infinie de tenseur d'élasticités eM (voir

figure tr.19). On suppose que chaque paquet d'inclusions contient N inclusions. La

relation (tr-29) s'écrit :

(tr-s8)

pour I=1,...,N.

N
gI=eM+l Iu :ÂcJ:g I

J=1

cluster isolé d'inclusions

Figure tr.19 : Représenation schématique d'un matériau inclusionnaire

constitué par des inclusions réparties suivant des clusters isolés.
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cluster isolé d'inclusions

Figure II.20 : Représentation schématique du cluster équivalent

correspondant au milieu inclusionnaire constitué par des inclusions

réparties suivant des clusters isolés.

Les relations (tr-58) constituent un système linéaire d'équatons avec un nombre

fini d'inconnues gI 1I=1,N). En remplaçant gM donnée par la relation (II-54) dans les

relations (II-58), on obtient:

(tr-se)
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qui peut également sbxprimer de la manière suivante :

(tr-60)

En substituant la relation (I-14a) dans (II-60), on aboutit à un système linéaire

d'équations en tenseurs de localisations de déformations AK (K=, ...,N) :

,'=*u*È(r''oe'-ftrle'

(tr-61)

où I est le tenseur unité symétrique d'ordre 4 défini dans (I-17).

Signalons que I'organigrarnme de cette méthode est semblable de celui de la

méthode du cluster, et que le logiciel utilisant cette méthode est bâti sur la même

architecture que celle du cluster, et en utilise beaucoup de modules (voir schéma tr.1).

II.3.2. Matériaux potycristallins : Méthode du cluster-autocohérent

Dans le cas des matériaux polycristallins et des matériaux composites à fibres

longues et de sections rectangulaires, réparties suivant une structure périodique. Les

tissages volumiques multidirectionnels sont caractérisés par le nombre de directions de

tissage : 2D,3D,4D, etc. On présente sur la figure n.2I la structure du tissage 3D, où

les fils sont disposés suivant trois directions orthogonales. Le vide restant entre les fibres

est rempli de matrice. la fîgure II.22 repésenæ la cellule de base correspondant à cette

structure. Signalons que dans ce type de matériaux les fibres ne sont pas complètement

entourées de matrice. Nous proposons dans ce paragraphe une méthode autocohérente

pour homogénéiser ce type de matériaux composiæs et les matériaux polycristallins.

^'=*t*È(ru,oe'-filla'
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a) Présentation de la méthode

On considère un matériau composiæ élastique consttué par plusieurs phases de

fibres longues de sections rectangulaires. Les constantes élastiques des phases sont

notées QPI. Ces différentes phases sont réparties suivant une stmcture périodique.

Associons à chaque point x du matériau hétérogène un volume représentatif de la

r,épartition spatiale des différentesphases constituant le matériau La frgure obtenu à panir

d'une période quelconque du matériau est la ce[ule de base. Le problème à résoudre est

donc le suivant : on suppose que la cellule de base, repnésentant le milieu t'riodique, est

soumise à un chargement qui induit des déformations et des conEaintes macroscopiques

E et E. Dans la méthode présentée ci-après, on impose la valeur E. On recherche alors

gG) et g, champs de déformations et de contraintes microscopiques qui en résultent

Figure tr.2I :Strucnrre d'un composite 3D.
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î '

1 : Bagrættês dans la direction I
2 : Baguettes dans la direction 2
3 : Baguettes dans la direction 3
4 : Mauice remplissant les vides
enft les baguettes

Figure II.22: Cellule de base correspondant à la strucnrre 3D.
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Chapitre II : Sclténw du cluster

Comme dans I'homogénéisation asymptotique des milieux périodiques,lorsque la

cellule de base présente des symétries matérielles, on peut ne prendre en considération

qu'une partie de cette dernière. Le domaine d'étude est léduit, et on peut alors effectuer le

calcul plus rapidemenL ou bien avec un temps de calcul et une taille de problème

équivalent, utilisé un maillage plus raffiné.

On réalise un maillage dans les trois directions orthogonales de la cellule, on

affectera ensuite, pour chaque élément les propriétés mécaniques des fibres ou de matrice

suivant la position de l'élément considéré dans la cellule, celle-ci contient donc NE

éléments. I-es constanæs élastiques des éléments sont notées Çt. Dans la cellule de base et

avec les notations ci-dessus,la relation (tr-9) donnant ôC(d devient:

(n-62)

où la fonction 0I(x), donnée par la relation (I-29), est la fonction indicatrice de l'élément

I de fraction volumique fr, et NE est le nombre d'éléments dans la cellule de base.

En substinrant la relation (tr-62) dans l'équation intégrale (tr-16), on obtient :

(tr-63) ei;G) = ef + 
àJr*",t 

- r')^ci,ho er(x')eo'o(4')dx'

Dans la sommation de cette équation, les éléments J se touvant à I'extérieure de la cellule

de base son déduit par ffriodicité à partir des éléments de la cellule.

En tenant compte des propriétés de la fonction 0J (x), qui s'annule en dehors des

Vy, I'intégrale sur R3 peut êûe réduiæ à une sommation sur des intégrales sur les volumes

V;. L'équation (tr-63) s'écrit alors:

ôc(D =Ë(t'-Ç')e'G) = Ïaç'e'G)

(tr-64) eijG) = el + 
r{l,t*,u 

-E')^cih" e,'o{x')dl
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Les déformations et les contraintes dans les éléments I (I=1, ...,NE) n'ont aucune

raison d'être uniformes dans les volumes Vr. Chiu (1977) a démontré que les

déformation et les contraintes ne sont pas uniformes dans une inclusion

parallélépipédique rectangle noyée dans un milieu homogène infini. Ici réside la difficulté

majeure du problème. Une approximation plus simple, consiste à remplacer, dans les

volumes Vy de l'équation (II-64) (dont la solution exacte est très complexe et diffrcile à

déduire en générale), ge) par les valeurs moyennes de gG) sur ces volumes, déf,tnie

par:

(tr-6s)

Puisque nous sommes très intéressés par l'évaluation des contraintes et

déformations moyennes dans les différentes phases, nous utiliserons donc cette

hypothèse, qui sera æstée en comparant les résultats de notre modèle à différents Ésultats

analytiques ou numériques. On note par gI (respectivement g1l) la déformation

(respectivement la contrainte) dans l'élément I. Iæ domaine occupé par cet élément sera

noté I et son volume V1.

Considérons la relation (tr-62). Il s'en suit immédiatement que :

t'=+dre)dr

(tr-66) ôc1nG) =

Suiæ à I'hypothèse de l'uniformité

intégrale (tr-64) devient :

(

l0 si x É élément I
I
[lCln =Cli.in -Cio si x e élément I

de la déformation dans les éléments, l'équation

e$' + 
Ë,[{t""(' 

- 
"')o'')

(tr-67) er"(r) = lci,n eJu
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où la sommation porte sur I'ensemble des éléments se trouvant dans le milieu infrni. En

exarninant (II-67), on rcmarque que I'uniformité de la déformation n'est pas réalisée dans

les éléments, même si I'on considère un élément parallélépipédique rectangle isolé. En

faisant la moyenne de la déformation dans l'élément I définie par la relation (II-67), on

obtient alors :

(tr-68)

avec:

(tr-6e)

^ I
'flln ei,o + Ir#,ti lcl;u eir

J=l

r#,' = 
t{{.,,,r(r-r')d1'aa

Notons que les inæractions de l'élément I avec les autr:es éléments sont tenues en compte

dans les tenseurs d'ordre 4IIJ (I+J). Ces tenseurs d'interactons peuvent être calculés

quand les tois dimensions et la position des éléments sont connues. Nous signalons que

les termes tII sont en général prépondérants par rapport aux termes tlr (I+J).

Lévaluation des termes fu est donnée dans I'Annexe A.

Les relations (tr-68) constituent un système d'équations linéaire de NE équations

à NE inconnues (la sommation dans l'équation introduit une série infrnie d'éléments) en

considérant un ensemble d'éléments (NE éléments), constituant la cellule de base. La

cellule de base, contenant donc NE éléments et reproduit par périodicité, permet ainsi de

remplir tout I'espace. On associe à chaque élément K=I,...,NE dans la cellule, la famille

(notée Ffl d'éléments obtenue par périodicité. Cette famille est aussi notée par K. La

fraction volumique de lélément K dans la cellule est notée Par fr et est égale à la fraction

volumique de la famille K dans tout I'espace. [æs inconnues sont les déformations gK

dans les éléments (K=1,...,NE). (II-68) peut être réÉciæcomme suit :

(tr-70)

pour I=1,...,NE.

gr =go + !ru:lCl:gl+......+ lru:lcNE'eNE
JeR Jehte
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Les sommations dans l'équation (II-70) introduisent des séries infinies

déléments. On obtient une solution approchée de la manière suivante : à chaque élément

I, on associe une sphère S(I,R.) de rayon R" et de centre confondu avec celui de

l'élément I (voir figure 11.23). On note par C(I,Rc), ou plus brièvement par Cr, le cluster

des éléments qui ont leur centre dans S(I,R"). & réduit la sommation dans (tr-70) à une

sommation finie qui prend seulement en compte les éléments ayant leur centre dans le

cluster Cr. Si on définit par Crj I'intersection du cluster Clavec la famille d'éléments Fi,

nous avons, compte tenu de (tr-68) :

Dans la méthode du cluster autocohérent, on considère que la déformation de

chaque élément dans te matériau hétérogène ast égale à celle qui s'y produirait si le cluster

était seul entouré de milieu homogène équivalent (M.H.E) avec pour déformation

imposée à I'infini la valeur E (voir figure n.n). Donc cetæ méthode consiste à prendre

comme milieu de référence le milieu homogène équivalent (M.H.E), de tenseur

d'élasticité le tenseur d'élasticité effectif du matériau composite (Co=C"D. Dans le cas

étudié ici, on aura aussi go= E L'équation (tr-71) devient alors :

(tr-71)

pour I=l,...,NE.

(n-72)

avec

(tr-73)

(rr-74)

pour I=1,...,NE.

gI =go + )fu:ÂCl:g1+...+ )fu:leNE'eNE
JeC11 JeC61g

AI =I+ ! fu: lçr:Ar+.. .+ IFU:ÀCM:AM
JeC11 JeCX\rE

sI =E+ )ru:aCl:g1+...+ lI 'u:ÂCre:gNE
JeC11 JeCnrlg

^c[u =CIi;n -Cifi

En y substituant la relation (I-14a), on obtient un système d'équations en tenseurs de

localisations de déformations AK (K=l,...,NE) :
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1'

M.H.E

x
4

Ëlément central ICluster C

Figure tI.23 : Représentation schématique du cluster de

rayon fu dans le cas d'un maillage tridimensionnel avec

des éléments parallélépipédiques rectangles. Le cube au

oentrc de la figure est la cellule de base.
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Clupitre II : Schhrw du cluster

Pour déterminer les composantes des tenseurs de localisations AIi;n (I=1,...,NE,

NE étant le nombre d'éléments contenues dans la cellule), nous calculons les ænseurs fu

en utilisant les coefficients $tr du milieu homogène équivalent ; les composantes de 1u

sont calculées numériquement dans un repère macroscopique (voir Annexe A). La

résolution du système d'équations (II-74) nous fournit alors les composantes des

tenseurs de localisations de déformations AI (I=I,...,NE) à partir desquelles nous en

déduisons le tenseur d élasticité du matériau composite à panir de la rclation 0-6a) :

(tr-7s) Cerr = ffrct,Ât
I=1

-  / N E  \
où Ât=AI/l tAK | (d'après Ahzi (1995), les tenseurs de localisation des

t - - t

\K=l l

déformations doivent ête normalisés à droite pour que la condition (I-16a) soit réalisée).

Notons que les tenseurs d'interactions tIJ (et les tenseurs ÂCI) dans cette

méthode dépendent du tenseur d'éla.sticité effectif (inconnu). Par conséquent, on utilise

une méthode itérative pour le calcul des constanæs élastiques du matériau composite.

Dans le premier pas de calcul, nous injectons dans fu les solutions Cftr du problème à

l-site. Nous en déduisons les composantes des tenseurs 4J en résolvant le système

d'équations (n-74). À partir de (II-75), (pour des fractions volumiques f1où k=l,...,NE

de famille d'éléments Ff, les valeurs Oe Cfifr peuvent êne déærminées. Nous réinjectons

ces valeurs dans tu pour obtenir de nouvelles valeurs des tenseurs AI et de nouvelles

valeurs pour Cfiffr teles que les différences enûe les nouvelles et les précédenæs valeurs,

en valeur relative, deviennent inférieures à une valeur fïxée à I'avance, de manière à ce

que le processus itératif converge. Ces calculs sont possibles numériquement en adoptant

le critère de convergence défini par la relation (I-62).
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Chapitre II : ScMruducluster

b) Etude de la convergence de la méthode

Nous étudions dans ce paragraphe la convergence de la méthode du cluster-

autocohérent. Pour un élément I et un rayon R" du cluster, nous considérons une

partition de la familleFi d'éléments telle que :

R=Cr rvCr ,  ,  C l rnôo=g

où Cr aété, défini précédemment comme I'ensemble d'éléments de la famille Fi qui ont

leur centre dans la sphère S(I, R"). Cetæ dernière a un rayon R" et son centre est

confondu avec celui de l'élément I, de la forme d'un parallélépipède rectangle. On définit

par ôli I'ensemble des éléments dont les centres se trouvent à I'extérieur de la sphère S(I,

R" ) '

n
ffi

ctt
^

ctt

I
I Volume élémentaire représentatif

F, =crru 4l

Figurc 11.24 Représentation schématique de la partition de

la famille d'éléments F1.
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î '

Figure 11.25 : Représentation schématique par couches

d'un composiæ unidirætionnel.

î '

Figure II.26: Représentation schématique de la cellule de

base du composite unidirectionnel pésenté dans la figure

I.25.

2
+

r:mn
h f

hnn
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Clupûtre II : Schénu du cluster

On considère un élément J appartenant à Crr, son centre se trouvant à I'extérieur

de la sphère S(I,R"). On note par QJ le cube qui se reproduit par périodicité à partir de la

cellule de base, dans laquelle se trouve lélément en forme de parallélépipède rectangle J

(voir figure n.24). La démonstration de la convergence de la méthode est la même que

celle pour la méthode du cluster présentée dans le paragraphe II.3.1.2.1.b.

Nous allons vérifier que la solution approchée converge, quand R. + æ, pour un

matériau composite à matice époxyde-fibres de verre unidirectionnels (voir figure II.25

et26). La fraction volumique des fibres est de ffi%o.Onétudie la variaton des modules

effectifs dans les directions principales de syméries en fonction du rayon du cluster R..

On remarque une convergence à partir de &=5, , où c est la distance entre les centres de

deux éléments (parallélépipédiques rectangles) voisins. On note que pour R" < a, le

cluster contient un seul élément, et on rctrouve le modèle autocohérent à l-site qui donne

un comportement isotrope. Nous comparons les résultats obtenus par la méthode du

cluster-autocohérent aux valeurs théoriques obtenues à partir des relations suivantes (voir

Berthélot, 1992):

- le module d'Young longitudinal Er (dans la direction des frbres), obéissant à la loi des

mélanges:

(tr-76) El = f iEI +(1-f i)EM

- le module d'Young Eansversal El tel que :

(n-77)

Ces valeurs sont de plus comparées aux résultats obtenus par la méthode des cellules

proposée par Aboudi (1991) (voir figure n.27). La méthode des cellules est présentée

brièvement dans I'Annexe C.

La première remarque que I'on peut lout de suite faire au vu de cette figul€, c'est

que la méthode du clusær-autocohérent converge quand la taille du cluster augmente, et

que la méthode à I'ordre 0 donne les résultats de la méthode autocohércnte à l-siæ qui

+=#.H
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prédit un comportement isotrope (Er-one=Er-r). Pour le module d'Young transversal, la

valeur vers laquelle la méthode ænd coihcide avec les résultats d'Aboudi et la valeur

analytique donnée par la relation (n-77). Pour le module d'Young longitudinal, notre

modèle converge vers une valeur légèrement inférieure à celle prédiæ par le modèle

d'Aboudi avec un écart de 87o, et de ll%o par rapport à la valeur obtenue par la relation

(tr-76). On peut conclure que notre méthode donne des résultats très proches de ceux

obtenus par la méthode d'Aboudi. L'avantage de la méthode présentée ici est sa facilité de

mise en oeuvre, notamment pour des répartitions de fibres dans les trois ou quatre

directions de I'espace où la méthode d'Aboudi ne peut s'appliquer.

organisation schématique du programme et récapitulatif de

méthode

Nous avons écrit un logiciel qui utilise le schéma du cluster-autocohérent pour

calculer le tenseur d'élasticité des matérialD( composiæs à fibres tridirectionnelles de

sections rectangulaires. Le programme fait un maillage dans les trois directions

orthogonales de la cellule de base. On peut y faire varier le rayon du cluster jusqu'à

obæntion des valeurs stables des différents modules équivalents du matériau composite.

Le code à l'ordre 0 donne les résultats du modèle autocohérent à l-siæ.

Le calcul des propriétés élastiques effectives du composiæ par la méthode du

cluster-autocohérent se déroule suivant I'algorithme présenté sur le schéma 1I.2. ll

convient donc de déærminer pour tous les éléments :

[P les tenseurs fU (expression tr.30) en prenant pour le comport€ment

du milieu de référence le tenseur d'élasticité effectif déterminé à I'itération "i" ;

[F la déviation des propriétés ÂCf par rapport au milieu de référpnce à

partir de (tr-73) ;

[F bs tenseurs de localisations A[, en résolvant le système d'équations

F-74);

c)

la

tn
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lF h nouvelle approximation des propriétés élastiques eifrl avec (tr-75) ;

UP h dernière éape consiste à vérifier la convergence de la solution. Le

critère adopté ici est basé sur la comparaison de Ctff dans deux itérations

successives. Le processus d'itération est arrêté quand la condition (I-62) est

vérifiée.

GI
È

9+o
ô0
Êa
€30
a
b
O
Ê20
!o

.- j -

J.

,

- l-site

t-a-

- a - cluster
O Aboudi

+ <E>
x <l/E>

500

-+----( l-

1m0 1500 2m0
Nombre d'éléments

2500

Figure n.27 : Convergence de la méthode du cluster-

autocohérent pour des valeurs croissantes du nombre

d'éléments contenus dans le cluster. On considère un

composite unidirectionnel (Vene (M!époxyde).
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Solution du problème à l-siæ

C.tr = Cïtr

ffl = rl(qi")

t

^C| =çt -çïtr

I

Tenseurs RI(c"tr)

I=1 . . . . .N

cîf, = fr1çI'Âf

c"tr = Çifr

SchémaI[2 : Algorithme de laméthode du cluter-autocohérent

Critère de convergence définie
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It4. CONCLUSIONS

Nous avons pésenté des modèles simples et semi analytiques :

- Le premier et le second constituent les méthodes du cluster et du cluster-Mori-

Tanaka, applicables aux cas des inclusions ellipsoidales distribuées d'une manière

périodique ou non périodique dans une matrice élastique homogène infinie. Les

applications des deux dernières aux inclusions sphériques seront faiæs dans le troisième

chapitre. Nous comparerons alors les résultats obtenus par ces deux méthodes avec ceux

obtenus, d'une part par les différenæs méthodes analytiques exposées dans le premier

chapitre (Mori-Tanaka, trois phases, séries de Fourier, ....), d'autre part par des modèles

numériques (étéments finis). La deuxième méthode est adaptée surtout aux matériaux

inclusionnaires constinrés par de paquets isolés d'inclusions.

- le troisième est la méthode du cluster-autocohérent, applicable aux matériaux

potycristallins et aux matériaux composiæs à fibres longues et de sections rectangulaires,

réparties suivant une structure périodique. Nous avons appliqué cette méthode à un

matériau composiæ unidirectionnelù60Vo de fibres de verre, les résultats obtenus ont été

comparés favorablement avec des résulats analytiques.

Dès à présent, on peut remarquer qu'un avantage non négligeable des trois

méthodes proposées réside dans leur souplesse, et dans les résultats semi analytiques

fournis dans les situations les plus simples.
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Clnpitre III ' Applicuions oux irælusions spMrtEres

IILI- INTRODUCTION

Pour valider notre modèle, et le modèle de Mori-Tanaka généralisé, nous allons

comparer dans ce chapitre les résultats obtenus par noûe façon de faire avec ceux déduits

des méthodes approchées, citées dans le premier chapitre, et par des méthodes

numériques (éléments finis). Nous ferons aussi des comparaisons avec les résultats

expérimentaux. Nous allons étudier la variation des modules effectifs en fonction de la

fraction volumique des inclusions, pour des répartitions spatiales particulières. Les

applications, dans ce chapire, seront limitfus aux inclusions sphériques. Nous étudierons

aussi les effets de la répartition spatiale des inclusions sur le comportement global des

matériaux composites.

ITI.L CAS DES MATÉRIATIX BIPHASÉS

III.2.1. Méthode du eluster

On considère un matériau composite biphasé, constitué par des inclusions

sphériques de rayons et de t€nseurs délasticité identiques, noyées dans une matrice

élastique linéaire homogène isotrope infinie. Dans nos calculs,l'interaction d'une sphère

avec les sphères voisines est tenue en compte dans I'approximation simplifiée de la

méthode du cluster, décriæ dans le précédent chapitre. Dans une maille élémentaire ou

volume élémentaire représentatif (VER), chaque inclusion joue le même rôle ; la
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déformation est alors identique dans toutes les inclusions. Par conséquent, nous avons

une seule famille d'inclusions F1 et une seule inconnue gl, gui sera déterminée en

résolvant l'équation linéaire F-47). Plusieurs cas particulierc vont être examinés dans ce

qui suit.

/-

sÀt'
---' lX-

-a,-K-

- -+--Cluster
- â - Nunan and Keller

20
f (Vo)

Figure III.1 : Module de cisaillement normalisé dans la

direction principale de symétrie cubique pour une

distribution cubique simple de sphères rigides. Les

résultats obtenus par la méthode du cluster sont comparés

avec les résultats analytiques de Nunan et Keller (1984).

b
Q ) -
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a) Distribution de sphères sur un réseau cubique simple

On étudie une distribution de sphères sur un éseau cubique simple. Notons que

pour cette distribution la fraction volumique maximale d'inclusions est de 52Vo.l-e

volume élémentaire repr€sentatif pour cette répartition estconstitué par un cube contenant

une seule sphèrc en son cente (voir figure tr.4).

Dans un premier exemple, nous considérons une distribution de sphères rigides

sur un réseau cubique simple. Ce problème a été, résolu analytiquement par Nunan et

Keller (1984). Remarquons que, pour des inclusions rigides, l'équation (II-47) est

indéterminêe, crr les composantes de Âqt sont infinies et les composantes de la

déformation 91 dans les inclusions sont nulles. Cependant, nous avons résolu le

problème des inclusions rigides en prenant un ̂ Cl suffisamment grand. La convergence

de la solution a été vérifiée dans le chapitre précédent (figure tr.9). Sur la figure IlI.l,

nous prrésentons la variation du module de cisaillement effectif (normalisé par le module

de cisaillement de la matrice) dans une direction principale de symétrie cubique, en

fonction de la fraction volumique des sphères rigides. Le coefficient de Poisson de la

matrice est pris égal à 0.3. Les résultats de notre modèle apparaissent très proches de

ceux prédits par la méthode de Nunan et Keller (1984), jusqu'à 40Vo de sphères rigides.

Signalons que ce modèle présente des problèmes de convergence à foræ fraction

volumique, ce qui explique la légère différence après 30% d'inclusions par rapport à la

méthode du cluster. Pour palier à ce problème, les auteurs ont calculé les paramètres

définies par (I-139) asymptotiquement.

On compare maintenent les résultats du cluster avec les résultats obtenus par le

modèle autocohérent à l-siæ, par le modèle à trois phases ( de Chrisænsen et L,rr,,1979)

et par le schéma différentiel (voir figure III.2). Rappelons que dans ces trois méthodes,

aucune hypothèse d'une disuibution ffriodique est faite. Les résultats de la figure Itr.2

montrent clairement que le modèle autocohérent à l-siæ est non adapté au matériau

considéré, car il ne tient pas compte de la connexité de la matrice avec les inclusions : il

ty
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considère que les inclusions sont noyées dans le milieu homogène équivalent, plus

"raide" que le matériau réel, et ne pennet de prendre en compte la déformation de la zone

de matrice entourant I'inclusion (cetæ zone est en effet plus "souple" que le milieu

homogène équivalent). Les deux autres modèles, pennettânt de mieux rendre la

déformation moyenne réelle de la matrice, donnent des résultats proches de ceux de notre

méthode. Cependant, ces deux méthodes conviennent bien pour les distributions

isotropes de sphères, alors qu'ici nous avons considéré une distribution de sphères sur

un réseau cubique simple. La légère déviation par rapport aux résultats du cluster, vient

du fait que I'anisotropie cubique est faiblement différenæ de I'isotropie.

cluster
1-siæ

J
(

ts
o .

- -*--3phases(C-L)

,*r'?:É:
- 4 N

20 40
f (7o)

Figure tIL2; Comparaison des ésultats de la méthode du

cluster avec ceru( de la méthode autocohérente à l-siæ, du

modèle à trois phases et du schéma différentel. Une

distribution de sphères rigides sur un réseau cubique

simple est considérée.
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Figure III.3 : Comparaison de la méthode de Mori-Tanaka

aveæ la méthode du cluster pour une distribution de sphères

rigides sur un réseau cubiçe simple.

La figure Itr.3 montre que la méthode de Mori-Tanaka surestime globalement le

module de cisaillement effectif dans ce cas taité (sphères rigides distribuées sur un réseau

cubique simple). Nous avons vu dans le premier chapitre que les résultats prédits par le

modèle de Mori-Tanaka corncident avec les bornes inférieures de Hashin-Shrikman dans

le cas des distributions isonopes de sphères rigides. Or ici on a considéé une distribution

de sphères rigides sur un éseau cubique simple, donc les résultats obtenus par la

méthode de Mori-Tanaka ne constituent pas des bornes inférieures pour ce matériau.
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Le même type de résultats est présenté sur la figure ltr.4 pour une distribution de

vides sphériques sur un réseau cubique simple. Les résultats obtenus par notre modèle

corncident avec ceux obtenus par Nemat-Nasser et al. (1982) avec la méthode des séries

de Fourier que nous avons présentée dans le premier chapite.

1.00

0.80
= \ \ .

!i-'t

"3

0.60

0.40 -A
* - - - -

0.20
- . - Cluster
- - O - - Nemat-Nasser et al.
--*-- SanganietLu

0.00 20
f (vo) 

40 60

Figure III.4 : Variation du module de cisaillement

normalisé dans la direction principale de symétrie cubique

de vides sphériques sur un éseau cubique simple. Les

résultats de la méthode du clusær sont compar,és avec ceux

de Nemat-Nasseret al. (1982) et Sangani et Lu (1987).

Rappelons que cette méthode tent compæ des interactions entre inclusions, par

conséquent de la épartition spatiale considérée ici. Nous comparons aussi les résultats

0
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obtenus par Sangani et Lu (1987), qui surestiment légèrement le module de cisaillement

effectif à foræ fraction volumique. Ceci pourrait venir du fait que le modèle présenté par

Sangani et Lu (1987) diverge quand la fraction volumique des inclusions est proche de la

fraction volumique mædmale (égale ù527o pour le éseau cubique simple). Ces auteurs,

pour atteindre les fractions volumiques maximales, ont complété le modèle par des

formes asymptotiques des paramètres û" p etl(relatons I-139).

r - Cluster
N- -Rodin

+ - - E. F. Rodin
- - O - - E. F. Brockenbrough et al"

a\

f (Vo)

Figure III.5 : Module de cisaillement normalisé dans la

direction principale de symétrie cubique pour une

distribution cubique simple de vides sphériques. Les

résultats obtenus par la méttrode du cluster sont comparés

avec les résultats analytiques de Rodin (1993) et les

résultats obtenus par éléments finis de Brockenbrough et

al. (1992) et Rodin (1993).
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Clapitre III : Arylications oux inclusions sphériEtes

Pour le même matériau, nous comparons sur la figure Itr.5 les résultats du cluster

avec les résultats analytiques de Rodin (1993), et les calculs par éléments finis réalisés

par Rodin (1993) et Brockenbrough etal^ (1992). On remarque un parfait accord entre les

différentes valeurs obtenues ce qui démonne clairement lefficacité de notre méthode pour

ce cas particulier.
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Figure III.6 : Comparaison des résultats de la méthode du

cluster, pour une distribution de vides sphériques sur un

réseau cubique simple, avec les modèles de Mori-Tanaka,

autocohérent à l-site, à tois phases et différentiel.

La figure trI.6 permet d'analyser les résultats prédits par notre modèle avec ceuK

prédits pæ les méthodes citées dans le premier chapitre (Mori-Tanaka l-site, trois phases

+
H-l

"L

100
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Clapitre III : Applicuions a$x inclusions sphériEtes

et différentielle). Notons que les mêmes remarques qui ont été faiæs pour la figure III.2

concernant I'adéquation de ces méthodes d'homogénéisation peuvent être faites ici. On

constate de plus que les résultats de la méthode du cluster corncident avec ceux du modèle

différentiel. Cetæ corncidence est un hasard puisque le matériau étudié par le schéma

différentiel n'est pas de stmcture cubique simple. On s'aperçoit que le seuil de percolation

prédit à 50% d'inclusions par la méthode autocohérenæ à l-site, n'est reproduit par

aucune méthode. Cela confirme que le comportement donné par ce modèle est loin du

comportement Éel du matériau composite.

Nous pensons qu'il est intéressant de comparer les résultats prédits par notre

méthode avec les résultats expérimentaux. La figure III.7 montre les valeurs

exffrimentales de Walsh et al. (1965) pourle module de compressibilité, comparées avec

les résultats obænus par le schéma différentiel (Zimmerman, 1991), et les résultats

fournis par notre modèle pour une distribution de vides sphériques sur réseau cubique

simple. Cependant, la distribution spatiale exacte des vides dans le matériau réel est mal

connue (est-ce bien un matériau avec vides sphériques sur un réseau cubique simple dont

on s'est servi au cours des expériences ?), et certainement n'est pas exactement la

répartition considérée dans la méthode du cluster. Notons que, pour une distribution

d'inclusions sphériques de même rayon sur un réseau cubique simple, la fraction

volumique maximale est de 527o. Cetæ resuiction limiæ la comparaison entre les ésultats

du cluster et les valeurs expérimenales.
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Figure III.7 : Comparaison des résultats de la méthode du

cluster, pour une distribution de vides sphériques sur un

réseau cubique simple, avec les ésultats expérimentaux.

Ces résultats sont aussi comparés avec ceux obtenus par le

modèle auûocohérent à l-site et différentel.

b) Distribution de sphères sur un réseau cubique centré

Dans ce paragraphe, nous considérons une distribution de sphères sur un réseau

cubique centé. Notons que pour cetæ distribution la fraction volumique maximale

d'inclusions est de 687o.
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Figure III.8 : Comparaison des résultats de la méthode du

cluster avec les résultats analytiques de Rodin (1993) et

numériques de Brockenbrough et al. (1992). Une

distribution de vides sphériques sur un réseau cubique

centée est considérée.

Pour une distribution de vides sphériques sur un réseau cubique centré, on peut

étudier sur la figure m.8 h variation du module de cisaillement effectif (normalisé par le

module de cisaillement de la matrice) dans une direction principale de symétrie cubique,

en fonction de la fraction volumique. Le coefficient de Poisson de la matrice est pris égal

à 0.3. Les ésultats obtenus par notre modèle corncident parfaiæment avec les résultats

analytiques de Rodin (1993) et les résultats numériques (éléments finis) de

Fr
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- - o - - E.F. Brockenbrough et al.
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Chapitre III : Applications aux inclusions sphériques

Brockenbrough et al. (1992), ce qui démonue encore I'efficacité de notre modèle pour ce

cas ûaité.
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Figure III.9 : Comparaison des résultats de la méthode du

cluster avec les résultats analytiques de Rodin (1993) et

Sanagani et Lu (1987), pour une distribution cubique

centrée de sphères élastiques, avec différentes valeurs du

rapport pI/pM (0.05, 5 et 40).

Nous allons comparer, pour différentes valeurs du rapport p.VU.M (0.05, 5 et 40),

sur la figure III.9, notre modèle avec les méthodes analytiques de Rodin (1993) et

Sangani et Lu (1987), pour une distribution des inclusions sphériques sur un réseau

cubique centé. On remarque sur la figure que nos résultats corncident avec ceux de
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Clnpitre III : A.pplications aux inclusions sphériques

Rodin (1993), pour les trois valeurs de pI/pM. On remarque aussi que le modèle de

Sangani et Lu surestime encore dans ce cas les modules effectifs pour les fortes fractons

volumiques, quand le rapport pI/pM est grand (40). Comme nous I'avons déjà signalé,

cette surestimation peut venir du faiæ que ce modèle diverge à forte fraction volumique,

auquel cas les modules sont obtenus asymptotiquement.

n

li.i
o-t

30 40
f (Io)

Figure m.l0 : Comparaison des résultats de la méthode du

cluster avec les résultats de la méthode autocohércnte à N-

siæs (Berveiller et al., 1986) dans le cas d'une distribution

de sphères élastiques (pVpM =101), sur un réseau cubique

centré.

. . o - - N-sites (Berveiller et al., 1986)
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Nous avons signalé au deuxième chapite que la méthode autocohérenæ à N-siæs

proposée par Fassi-Fehri (1985), puis reprise par Berveiller al. (1986), Fassi-Fehri

(1989) n'a pas apporté de grande correction au résultats donné par le modèle autocohérent

à l-siæ (voir figure II.2). Ces auæurs ont limité la portée des inæractions aux premiers

proches voisins. Sur la figure m.l0 on compare les résultats obtenus par cette méthode

avec ceux prédits par notre modèle. À toræ fraction volumique ce modèle surestime le

module de cisaillement équivalent. En augmentant la porté des interactions ce modèle

converge-t-il vers la solution réelle ?
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Figure m.l1 : Comparaison des ré.sultats de la méthode du

cluster avec les résultats de la méthode de Mori-Tanaka.

Une disribution de sphères rigides sur un réseau tétragonal

P est considétêg.

145



Clupitre III : Applicwions aux inclusions sphértEtes

c) Distribution de sphères sur un réseau tétragonal

Finalement, pour terminer cetæ partie de comparaison avec les autres méthodes,

nous avons considéré une distribution d'inclusions sphériques rigides sur un réseau

tétragonal P, avec la relation entre les dimension de la cellule de base c=2a=2b. Sur la

figure III.11, nous avons étudié les variations des modules de cisaillement effectif

(normalisés toujours par le module de cisaillement de la matrice) pi[f et pTl =pif (ot'

les indices l, 2, 3 représentent respectivement les directions a, b, c) dans les directions

principales de symétries, en fonction de la fraction volumique de sphères rigides. On

remarque un comportement global anisotrope qui s'accroît quand la fraction volumique

des inclusions augmente. Cette anisotropie n'est pas prédiæ par le modèle de Mori-

Tanaka, qui donne un comportement isotrope.

Les résultats de la méthode du cluster ont été trouvés proches des différents

résultats analytiques ou numériques. Nous ferons toutefois des commentaires plus

approfondis en conclusion de ce chapitre. Reste à comparer maintenant les ésultats de la

méthode du clusær-Mori-Tanaka ; c'est l'objet du prochain paragraphe.

III.2.2. Méthode de cluster-Mori-Tanaka

Dans ce paragraphe, nous allons comparer la méthode du cluster-Mori-Tanaka

(qui est une combinaison de celle du cluster et de celle de Mori-Tanaka), avec la méthode

du cluster. Rappelons que pour ce modèle, le clusær est un cube, contenant un certain

nombre d'inclusions qui interagissent avec I'inclusion se ûouvant en son centre. Les trois

figures (trI.12, 13 et 14) de ce paragraphe permettent de montrer les différences entre la

méthode de Mori-Tanaka et celle du cluster-Mori-Tanaka, et de mettre en évidence

I'amélioration qu' a apportée cette dernière qui tient compæ de la répartition spatiale des

inclusions dans la mafrice.
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- o - Cluster-Mori-Tanaka
--+--Cluster
--a--Mori-Tanaka
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Figure m.lz: Comparaison des résultats de la méthode du

cluster-Mori-Tanaka avec ceux obtenus par la méthode

Mori-Tanaka et par la méthode du clusær. Une distibution

de sphères rigides sur un réseau cubique simple est

considérée.

La figure In.12 compare les Ésultats du clusær-Mori-Tanaka avec les résultats

obtenus par la méthode du cluster et ceux obtenus par la méthode de Mori-Tanaka, pour

une distribution de sphères rigides sur un réseau cubique simple. On constate que les

résultats du cluster-Mori-Tanaka sont lègèrement inférieurs à ceux de Mori-tanaka, et un

peu supérieurs à ceux du cluster.
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Pour une distribution de vides sphériques sur un réseau cubique centé, on

regarde sur la figure III.I3 les nésultaæ de la méthode du cluster-Mori-Tanaka, ceux du

cluster, ceux de Rodin (1993) et ceux de Mori-Tanaka. On remarque encore une bonne

corélation entre la méthode du clusær-Mori-Tanaka et la méthode du clusær. Les calculs

analytiques de Rodin fournissent également des valeurs quasiment identiques à celles de

nos deux méthodes, ce qui démontre leur validité.

!F\
q)

- 0.4
--\t 

*\ . \
- - \û

0.2

o*o
V -'Go-

\ \

- o - cluster-Mori-Tanaka
--+--Cluster
.--x--Rodin
- o - Mori-Tanaka

30
f (7o)

40

Figure Itr.13 : Comparaison des résultats de la méthode du

cluster-Mori-Tanaka, pour une distribution de vides

sphériques sur un réseau cubique centé, avec les résultats

de la méthode de Mori-Tanaka et du cluster. Ces ésultats

sont aussi comparés avec ceux de Rodin (1993).
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Dans le cas d'une distribution de sphères élastiques (avec un rapport de

pVpM=40) sur un éseau cubique centré,la figure m.l4 permet de constater une légère

amélioration apportée à la méthode de Mori-Tanaka, en combinant la méthode du cluster

avec cette dernière.
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Figure m.14 : Comparaison des résultats de la méthode du

cluster-Mori-Tanaka avec les résultats analytiques de Rodin

(1993) et les résultats obænus par la méthode du cluster et

de Mori-Tanaka, pour une disribution cubique centrée de

sphères élastiques, avec la valeur du rapport pVplt =46.
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Donc, si la méthode du cluster-Mori-Tanaka apporte un plus de façon générale à

celle du Mori-Tanaka, enu€ celle du cluster et celle du clusær-Mori-Tanaka, laquelle vaut-

il mieux utiliser ? Pour les cas examinés dans ce paragraphe (inclusions sphériques sur un

éseaux cubique simple ou cubique centré), aucune conclusion ne se dégage de façon

frappante, d'autant plus que le coût en calculs est sensiblement le même. Cependant, c€ffi

méthode a un avantage sur la méthode du clusær dans le cas des milieux inclusionnaires

où les inclusions sont réparties en clusters isolés dans la matrice homogène élastique

infinie.

Cependant,la souplesse de la méthode du clusær nous pennet de I'appliquer à des

matériaux composites multiphasés. Dans le paragraphe suivant, nous pésentons son

application à un triphasé constitué de vides sphériques et de sphères rigides.

III3- CAS DES VT^ITÉruAUX TRIPHASÉS

Dans le cas de deux familles d'inclusions Fl et Fz Qes inclusions sont différentes

soit par leur taille soit par leurs propriétés mécaniques : Cr +Ç2 soit par leurs répartitions

spatiales), la figure tr.13 (et également les figures tr.14 et tr.15) montre le cas d'une

distribution de deux familles d'inclusions sur un réseau cubique centré. Dans ce cas, il y

a deux inconnues gl et 92 à déterminer, obtenues en résolvant le système linéaire

d'équations (II-48).

La figure III.I5 représenæ une étude de la variation du module de cisaillement

(normalisé) du matériau composite, dans une direction principale de symétrie cubique, en

fonction de la fraction volumique de vides sphériques, pour différentes valeurs de la

fraction volumique de sphères rigides. On remarque que les effets des vides sphériques

dans la chute du module de cisaillement globale sont tês significatifs pour les grandes

valeurs de la fraction volumique de sphères rigides.
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Figure m.15 : Module de cisaillement effectif (dans une

direction principale de symétrie cubique) pour un matériau

triphasé constitué par rure distibution en cubiçe centrée de

vides sphériques et de sphères rigides.

Les résultats présentés sur la figure m.l6 correspondent quant à eux à une

distribution des inclusions sur un réseau cubique simple ; nous pouvons construire la

structure de ce matériau en plaçant les sphères des familles F1 et Fz alærnativement sur

les noeuds d'un réseau cubique simple. Dans ce matériau, chaque sphère d'une famille

est entourée de six sphères de I'autre famille. Iæ réseau spatial est CFC et la base

comprend une sphère de la famille Fr (par exemple) en 000 et une sphère de la famille F2

en ll2ll2 Llz.Iæs résultats de la figure illustrent, quand on les comparc avec les résultats
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de la figure III.I5, les effets de la distribution spatiale des inclusions. Ces effets serons

étudiés dans le paragraphe suivanL
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Figure III.16 : Module de cisaillement effectif (dans une

direction principale de syméuie cubique) pour un matériau

triphasé constitué par une distribution en cubique simple de

vides sphériques et de sphères rigides.

Iu.4. EFFETS DE LA NÉPN,NTTTTON SPATIALE ST.JR LES MODULF,S

ÉeumLENTs

Dans ce paragraphe, nous allons essayer d'étudier les effets de la répartition

spatiale des inclusions dans la matrice, en représentant la variation des modules

équivalents d'un matériau composiæ biphasé en fonction de la fraction volumique des

f Vides (7o)
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inclusions. On considérera les différenæs épartitions suivantes : cubique simple, cubique

centrée, cubique à face centrée, orthorhombique I (b--1.2a, c=1.5a). On représente par

des indices l, 2, 3 respectivement les directions principales de symétries a, b, c du

volume élémentaire représentative. [æs inclusions sont des vides sphériques ou des

sphères rigides. Ces applications ont été faiæs avec la méthode du cluster, le modèle

cluster-Mori-Tanaka ayant prédit des résultats semblables. Nous ne disposons

malheureusement pas de ésultats des autres modèles (qui décrivent les matériaux

composites à structure périodique) pour ces différenæs répartitions spatiales, lesquels

nous auraient permis de statuer sur la validité de nore modèle.

1.00

0.80

>a 0.60
!F
o- o.4o

0.20

0.00

l3È
---r--- cFc-'-.: -: ffi:lilTffiT:[13]

\\..* - ô - Orthorhombique(23)'nË.*n-
'.. i:t:.lrn._

'-.ùl
ii j:î.F

0 l0 20 f vo)30 
40 so

Figure III.17 : Illustration des effets de la distribution

spatiale de vides sphériques, pour différenæs épartitions.

Les indices L,2,3 représentent resp. les directions a,b,c du

VER.
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Nous avons étudié la variation des modules de cisaillement effectifs (normalisés

par le module de cisaillement de la matrice), dans les directons principales de symétries,

en fonction de la fraction volumique des sphères. On constate un comportement global

anisouope pour certaines répartitions (tétragonales et orthorhombiques), qui augmente

sensiblement avec la fraction volumique. On s'aperçoit aussi d'un écart entre les modules

des différenæs répartitions qui augmente avec la fraction volumique. Sur la figure m.17

(représentant des distributions de vides sphériques), l'écart maximal est de 3OVo entrele

réseau cubique simple et le réseau orthorhombique, et de 32% entre le réseau cubique

simple et la répartition orthorhombique sur la figure III.I8 (donnant la variation du

module de cisaillement en fonction de la fraction volumique de sphères rigides).
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Clwpitre III : Applicuiow auxiaclusions spMri4tes

m5- coNcLUsIoNs

Dans ce chapitre, nous avons comparé nos ésultats avec ceux obtenus par les

autres modèles cités dans le premier chapitre de ce travail, avec ceux déterminés par la

méthode des éléments finis et avec des résultats exffrimentaux. Nous avons constaté que

les modèles de Mori-Tanaka, trois phases et différentiel semblent être plus proches de la

Éalité que le schéma autocohérent à l-site. Nous avons aussi remarqué une très bonne

conélation entre les prévisions de la méthode du cluster avec les résultats exffrimentaux

de Walsh et al. (1965) et avec les résultats des modèles analytiques (Nemat-Nasser et al.,

1982, Nunan et Keller, 1984, Rodin, 1993) ou numériques (Brockenbrough et al., 1992,

Rodin, 1993) qui tiennent compte de la répartition spatiale des inclusions dans le

matériau. L'avantage de notre modèle réside dans sa souplesse et dans les résultats semi-

analytiques fournis dans les situations les moins compliquées. La simplicité du modèle du

cluster nous a permis d'étudier plusieurs répartitions spatiales de sphères.

Nous avons combiné le cluster avec la méthode de Mori-Tanaka, en prenant les

idées de base de la méthode du cluster, et celles de Mori-Tanaka : au lieu de prendre une

inclusion entourée de matrice homogène infinie, nous avons pris un ensemble

d'inclusions (dont les centres se trouvent dans un cube) entourées de matrice homogène

infinie. Nous avons ainsi apporté une conection significative à la méthode de Mori-

Tanaka, qui ne prenait pas en compte la répartition spatiale des inclusions dans la manice.
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Conclus ions

Dans ce travail, nous avons développé de nouvelles méthodes permettant, à partir

de la solution du problème d'inclusions multiples hétérogènes, de prendre en compte les

effets de la répartition spatiale des inclusions sur les propriétés effectives globales. Ces

méthodes élargissent les champs d'applications des problèmes classiques d'inclusions

dEshelby. Elles font apparaître expliciæment la conrrcxion enre inclusions et matrice :

(1) clusær : applicable aux cas d'inclusions élastiques de formes ellipsoidales

distribuées t'riodiquement ou non périodiquement dans une matrice élastique homogène

infinie. Dans le cas d'inclusions sphériques, les résultats prédia par cette méthode sont

en très bonne corrélation avec les résultats obtenus par les modèles d'homogénéisation

des matériaux composiæs à structurcs périodiques, et avec les résultats expérimentaux.

Ces calculs ont été étendus à des situations plus complexes prenant en compæ des

populations d'ellipsoides distribuées périodiquent dans une matrice homogène isouope

infinie.

(2) cluster-Mori-Tanaka : elle est la combinaison entre la méthode du cluster et

celle de Mori-Tanaka ; son domaine d'application est le même que celui de la méthode du

cluster. Les résultats de cette méthode dans le cas des milieux inclusionnaires

périodiques, sont proches de ceux de la méthode du cluster. Cetæ méthode est adaptées

au milieux inclusionnaires constitués par des inclusions réparties en clusters isolés dans

une matrice élastique homogène infinie

(3) clusær-autocohérent: applicable aux matériaux composiæs à fibres longues et

de sections rectângulaires, réparties suivant une structure périodique. [-es résultats de

cetæ méthode ont été comparés favorablement à de.s Ésulaa analytiques.
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Conclus ions

L'avantage de ces méthodes proposées réside dans leurs facilités de mise en

oeuvre, et dans les résultats semi-analytiques fournis dans les situations les plus simples

et leurs rapidités.

Il est évident que pour obænir des résultats simples et pratques, nous nous

sommes restreints aux hypothèses classiques usuelles des problèmes d'inclusions :

- déformation élastique et comportement constants par morceaux,

- forme ellipsoidale ou parallélépi$dique rectangle des inclusions,

En théorie, ces restrictions limitent le champ d'applicaton des résultats obtenus,

mais permettent cependant de traiær un grand nombre de problèmes.

Nous pensons que les résultats présentés dans ce travail ouvrent un large champ

d'investigations micromécaniques et structurales qui permettent d'apporter un nouveau

développement aux phénomènes d'endommagement (interaction entre précipités, entre

fissures ....).
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Annexe A

Calcul des tenseurs d'interactions fu par la méthode

de la transformée de Fourier

L'évaluation du tenseur fu pour un milieu anisotrope est complexe à cause de la

présence du tenseur de Green, qui, pour un tel milieu ne peut se calculer expliciæment

pour une anisotropie quelconque. Une méthode numériquer pour le problème d'une

inclusion etlipsoidale (évaluation de In), a été proposée par Kneer (1965) et reprise par

Mura (1973), Laws (1977\ et Ghahremani (1977) : elle consiste à utiliser la transformée

de Fourier du tenseur de Green G et à intégrer sur I'espace de I (conjugué de $. Fassi-

Fehri (1985) lors de son étude de la paire d'inclusions, et Berveiller et al. (1987) ont

ut'rlisé une méthode analogue pour le calcul des composantes du tenseur Lu dans le cas de

deux inclusions ellipsoidales dans un milieu anisotrope. Nous donnerons dans cette

Annexe les résultats de UJ dans le cas de deux inclusions sphériques. Et nous

présenterons aussi les calculs de gu dans le cas de deux inclusions parallélépipédiques

rectangles, obtenus en utilisant une méthode de calcul qui a été développée pour des

cubes par Adams et al. (1989).

Dans le cas de deux inclusions sphériques de rayons respectivement a et b, pour

un milieu isotrope caractérisé par les constantes élastiques F, V, Berveiller et at. (1987)

ont calculé les composantes du tenseur fIJ analytiquement, en considérant un repère

orthonormé R(O,x1,x2,x3) tel que I'axe Ox3 passe par les centres 01 et 02 des deux
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sphères. On note par R la distance entre les centrcs des deux inclusions I et J. On désigne

par V54/3 æb3 le volume de la sphère J. Les composantes non nulles de tIJ sont

données par les relations suivantes si I*J :

rrïrr = rlnz =#ufu(r - +n. ?o')
r%n=rfzrr=##(-t.30')
rrïrg = rlzn =r#rr = rtrlzz =## (, -tr)

(A- I ) ql2 n = rllzr =rtrrrzt =rrurrz= 
#6(r 

- zu. 3ot)
rrïa =rrïrr =rsïrr =riLr =#;fu(r*u -?r')

rlzn = ûttz = ûzzt = rllsz =# rfu (r * n -? r')
rgra=#;fu(**au*fo')

où P2=(a2+b2)/R2

On remarque que l#o = 0 quand il y a trois indices différents, ou quand il y a

trois indices identiques, mais différena du quatrième.

Si I=J, on a :

(A-2) rlTo =muft, {r<o-5v)Iryr -ô,iôo}

Dans le cas de deux inclusions parallélépipédiques rectangle, on donnera ci-

dessous I'expression du tenseur d'interaction l,ll, défini par la relation (II-30), qui est la

partie syméfique du tenseur ftr* tdenni ci-dessous). Soient Â1, Â2, À3, les dimensions

du parallétépipède rectangle I, et Â'1, L'2, L'3, ceux du parallélépipède rectangle J. On

note par Ro la distance entre les centres des deux inclusions I et J. ftr* est donné par la

relation suivante :

(A-3) yH-* =+f1) I avv v â, iG)Je-its.rdx Je-iE.r'dx'\n-J, Innrj - 
y,\.3;t/* vs^n^j "mj 

V1 vy
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En introduisant les cosinus directeurs de f, qu'on notera f., le tenseot (t2ôo,i)

s'exprime uniquement en fonction des angles 0 et g en coordonnées sphériques. On note

par k le module de k, défini par la relation : k = k I.

Après utilisation de la transformée de Fourier du tenseur de Green, I'expression

Oe TÏu devient (voir Adams et al., 1989) :

(A-4) Tf"," =+#itoioerinen(o,e)rirn(*'ô*)

où

(A-s) F(0, e) = (;À' T {.*,.01,,n(} r,a,r).i"(* )c 2Â,k) sin(} r,o,n)

avec: r=I.Ro,Êt Xt=sinOcose, Iz =sin0sinq, Ig =cos0

Pour calculer F(0,9) on pose :

(A-6) s ='i"(fx,r,t)sin(jr,o;n) (i=r,2,3)

Si peut s'écrire sous la forme :

(A-z) s, = j[.o,(âr'(o, - ̂ i)k)- *.(]x,(^r + ̂ i)k)]

Onnote:

, \  o=](a,-a;) ,r i=j(1,*a;)
(A -8 )  '  ' z \  I

ce qui permet d'écrire Si sous la forme plus simple :

1 .

I 
(A-e) s1 =f[cos(ôi?cik)-cos(ôs1k)]

Avec ces notations, on obtient :

,i'(| x,ain)'i"(i r,a;t)sr"(j r,oâ* )) S
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cos(ck) Sr Sz Sg = [ Qr-Qz-Q+Q+-Qs+Q6+Q7-Qs]/8

où

(A-r1)

avec

Q, = cos(ctlcos(ôrlrt)cos(ôrrrt)cos(ôrrrt)

Qz = cos(ct;cos(ô,?c,t)cos(ôrrrt)cos(nrrrn)

Q, = cos(ct; cos(ô,x,r) cos(nrx2r<) cos(ôrxrt)

(A-10) Qc = cos(ctlcos(ô,r,r<)cos(nrr2t)cos(nrrrt)

Qs = cos(ct; cos(n,?c,t) cos(ôrr rt) cos(ôrxrt)

Qu = cos(ct;cos(n,?(1t)cos(ôrrrt)cos(nrrrk)

Qz = cos(ct<;cos(n,11r<)cos(nrr2t)cos(ôrrrt)

Après quelques manipulations tigonométriques I'expression de Qr devient:

Qs = cos(ck)cos(n,I,k)cos(nrrrk)tot(nrxrt)

o, =*È,,*(oit)

9l =t+ôr?(1 +6rX2+ô3I3

9lr="+ô1I1 +62X2-ôrIs

9l =.+ô1I1 -6rXr+ôrI3

(A-12) 9l =.+ ô,I1 -6rXr-ôr1t

ql = 
"-ô,?(, 

+62X2+ô3?(3

9â=t-ôr I ,  +62X2-6rXt

ql =.-ôr?(, -6rXr+ô3I3

9l =t-ôrx, -6rxr-ôrr,

De la même façon, on obtient Qz qui a I'expression suivante :

(A-13) a, =*à'"'(oir)
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(A-r4) a, = *Ë"",(n1*)
où les Of sontobtenus en remplaçant ô2 ptr tlz dans I'expression de qf .

(A-ls) o, = *È'"r(ait)
où les Of sont obtenus en remplaçant ô, ptr Tlz et ô, par î, dans I'expression de ql.

(A-16) o, = âÈ'"r(uit)
où les gf sont obtenus en remplaçant ôl ptr Tlr dans I'expression de ql.

(A-r7) a, = *à'"r(rft)
où les lf sont obtenus en remplaçant ô, ptr Ir et ô, par 1, dans I'expression de ql.

(A-18) a, = +à,*(rlt)
où les e I sont obtenus en remplaçant ôr ptr Ir et ô, par 12 dans I'expression de ql.

(A-re) a, = *à'"r(uit)
où les gf sont obtenus en remplaçant ô, par tlr et ô2 par îz et ô, par îr dans

I'expression de qf .

L'expression de F(0,q) devient alors :

(A.20)F(0,Q)=ffiT,o,-Qz-Ql+Q+-Qs+Qo+Qz-a,}Ë

Dans cette expression de F(O,g) on aura des intégrales du typet i*:{S) dk.I-e calcul
6k"

de ces différentes intégrales se fait aisément en utlisant la formule suivante :

+æ(A-21) T#*=W-âry-+ry.*[#*,
quand 11 ænd vers 0. En faisant des développements limités des fonctions cos et sin au

voisinage de 0, on touve :
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(A-22) T#*=*îren(a) 
=#tol'

0

d'où I'expression de la fonction F(0,9) :

F(o,e) = ffi+{p,nr - p,nr -ÈHt, * ilnr;,(A-23) \h'tuzt\5' '-Ëur.$nf 
.Èp't'-Ët*p)

En portant cette relation dans I'expression (A-4) pour calculer les tenseurs Tl-,:,

le calcul des tenseurs d'interactions ffl"1; se fait par symétrisation du tenseur yf*: t

(A-24) r#",: = f[ri-, * rl"".i *rH"j, *yh,,]
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Annexe B

Comparaison de la méthode du cluster avec
le modèle de Mori-Tanaka

On considère une population dïnclusions sphériques. Nous allons montrer, pour

deux familles d'inclusions, que la méthode du cluster à I'ordre 0, coihcide avec le modèle

de Mori-Tanaka.

Figure Bl : Repésentation schématique des clusters de

deux inclusions, dans le cas d'une répartition périodique de

deux familles d'inclusions.

Cluster
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La figurc Bl, monte une distribution spatiale ffriodique des deux familles de

sphères élastiques F1 et F2. Dans la méthode du cluster à I'ordre 0, chaque cluster

contient une seule inclusion, donc on a : Cp = C2r =@ (Cr, = CrÀFz) ; |gs relations

(tr-57) se éduisent à :

[ [t*(r -fr)Eo:ôcr]:gr - frpo:ôcz;g' =E
(B-1) l-i.t"rociJ*f-*,t-r")no'ôc2l:e2 =E

L- t t -  t -  \  ' ' -  -  t -

Dans le cas des inclusions sphériques, on a : ftr = -Eo (voir Annexe A).

D'un autre côté, le modèle de Mori-Tanaka, dans le cas d'un triphasé, nous

fournit les deux relations suivantes :

fo l  = gM _E":ôCl:el(B-2) lË'=?'_;"',;Ët;,

Nous avons vu, dans le premier chapitre (I-5a), que la déformation moyenne dans la

matrice eM est reliée à la déformaton macroscopique E par la relation suivante :

(B-3)  E=(d=f ig l  + f292+( l - f i - f z )gM

Par conséquent, sM peut êre éliminée dans les relations (B-2). Apès quelques

manipulations algébriques simples, on obtient un système d'équations identique à (B-1).
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Annexe C

Méthode des cellules

Aboudi (1983) a proposé la méthode des cellules (voir aussi Aboudi, 1991) pour

homogénéiser les matériaux composiæs, constitués par des fibres parallélépipédiques

rectangles, identiques, de dimensions finies, homogènes isotropes de constantes de Lamé

(?',I,pI), noyées dans une matrice homogène isorope de constantes de Lamé (?rM,pM).

Ces fibres sont distribuées d'une façon périodique. Ce modèle appliqué à un matériau

composite unidirectionnel représenté sur les figures 11.25 etII.26, donne I'expression de

la matrice délasticité du matériau composite, notrfu Ci, :

cî, = 
[Cr, * h. )2 (ÀI + zpl 11]'M + 2pM )
++hrh-(Fl -pMX?tI +pI - lM -pM)l l  a

cï, =[ttt, * h-)2IIIM + 21iltr, + ?rMh^XFth- * pMttr)]l I

cï, = (hr + h-)[ilhr(]uM + 2pM) + ]rMtr-{il + zpll]l I

cfs = (hr +h,n)2(II +zpIXIM +2pM;/ I

Cï =pIpM(hr + h-) / ([rlh. + pMhr)

c[u=(.î,-cir)rz

avec

^ = (hr +trtrl)[nr{}uM +2pM)+h-(}ul +2pI)]
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F P*ésumeî: de la thèse ! ** "..*

i,a modélisation du comportement mécanique des t"tb.iu* hétérogènes est un thème

impoi"tant et classique en mécanique des milieux continus- Son importance est liée au rôle croissant

joué aujourd'hui par les matériaux composites au besoin de comprendre leur comportement pour

les concevoir et le.s utiliser de façon optimale. Cela a bien sfu suscité de nombreux travaux de

recherche et plusieurs modèles ont déjà été développés ; c'est dans ce contexte que se situe le travail

(uniquement théorique), que nous avons développé. Nous avons proposé trois variantes d'une

nouvelle méthode.(diæ du 'ctuster') pour prédire le comportement homogénéisé des matériaux

hétérogènes. Il se limite au ca.s de l'élasticité linéaire, prernière étape naturelle en ce domaine, et

restreint dans ses applications aux composites présentant une structure périodique. ..

Il s'agit de prendre en compte la répartition spatiale des hétérogénéités en considérant pour

chacune d'entre elles un voisinage'suffisament vaste contenant un grand nombre d'hétérogénéités

(clusær) en interaction. Le problème est d'abord formulé sous la forme d'une équation intégrale,

comme cela est maintenant classique, et frois nouvelles solutions approchées sont avancées. EIIes

se disûnguent par le comportement de référence et la déformation associén, et constituent autant de

variantes du modèle d'hornogénéisation proposé, dénommées respectvement 'cluster' (avec

comportement de ia matrice et déformation auxiliaire), 'cluster-Mori-Tanaka'.(avec

comportement et défonnation moyennë de ia matrice) et 'cluster-autocohérent' (avec

comportement effectif et défonnation globale imposée).

Iæs deux premières varianfes prévilégient la présence d'ur.,u phase de matrice continue et

seront donc appliquées à des composites inclusionnaires, alors que la dernière.çera réservée à

certains composites à fibres longues. Si chacune de ces apprn+hes s'applique clairement au cas des

composites périodiques,l'extension à des milieux aléatoires a été évoquée pour la méthode du
rcluster'- Le comportement homo gênéiÉ étant déflni par la limite obtenue lorsque |x taills du cluster

croft (des analyses de convergence ont été présentées).

Cette étude a clairement montré I'effet de la répartition spatiale des hétérogenéiÉs sur le

comportement élastique effectif du composite. Iæs comportements préws se comparent très

favorablement aux résultats expérimentaux de la littéranre et sufiout aux prédictions des modèles

destinés aux cornposiæs périodiques.

MOTS-CLÉS : Matériaux composites - Milieux héérogènes - Milieux périodiques -

t
i

fr

l

i i

Homogénéisation - Approximation autocohérente - Micromécanique - Étæticité.




