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NOTATIONS

Dans tout ce rapport, on adoptera les notations suivantes :

* ABy = ZAij By (notation d’Einstein).
j

* Ay Bk (indice jnon affecté par la sommation implicite).

* A:B (produit contracté de deux tenseurs).

(A:B);imn = Ajja Bucmn 81 A et B sont des tenseurs d'ordre 4.

ijmn
(A:B)ij = Ajja By si A est un tenseur d'ordre 4 et B est un tenseur d'ordre 2.

* uw.v=u;v; (produitscalaire de deux vecteurs).

* VER pour volume élémentaire représentatif.

*  Cluster : mot anglais signifiant groupement que nous utiliserons comme appelation

pour notre modele.
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Introduction

Un matériau composite est un matériau hétérogene : les bétons, les plastiques
armés, les papiers synthétiques, ou les métaux renforcés en sont des exemples. Comme
leur nom l'indique, ils sont composés de plusieurs constituants de fagon a améliorer les
qualités du produit désiré, surtout en ce qui concerne ses propri€tés mécaniques,
thermiques, ou diélectriques. On utilise essenticllement les matériaux composites obtenus
par renfort de fibres ou de particules, isotropes ou anisotropes ; ils sont généralement
constitués de deux ou plusieurs matériaux ayant des propriétés mécaniques différentes :
une matrice ou liant, et des renforts sous forme de particules ou fibres (inclusions).

Les matériaux composites, et en particulier les matériaux renforcés par des fibres
(isotropes ou anisotropes), sont de plus en plus utilisés dans certains secteurs industriels
(aéronautique, spatial, automobile, etc. ...) ol les progres technologiques nécessitent de
combiner des propriétés (mécaniques, thermiques, diélectriques, ...).

Les fibres sont en général des composés de matériaux dont les liaisons
interatomiques sont fortes et stables. Elles sont le plus souvent i base de verre, de silice,
de bore, d'alumine, de graphite, ou de polyméres spéciaux. On cite : |

- I'oxyde d'aluminium

- le carbure de silicium

- l'oxyde de silicium
qui sont caractérisés par leur 1égereté, leur rigidité et leur dureté. Toutefois, ce type de
matériaux casse facilement, et c'est pour cette raison d'ailleurs que leur utilisation comme
matériau de structure est trés limitée. Pour remédier a ce probléme, ces fibres sont
intégrées dans une matrice faite d'un autre matériau; cette matrice lie entre elles les fibres
et assure la solidité de l'ensemble. Les matrices sont le plus souvent constituées de
matieres plastiques, de métaux, ou de céramiques. La résistance mécanique et la rigidité
d'un composite dépendent avant tout du matériau du renfort, mais la matrice apporte ses
propres qualités. Divers paramétres influencent le comportement des matériaux

composites :
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- 1a fraction volumique des différents constituants,

- leur morphologie,

- 'orientation et la nature des composants (fibres et matrice),

- 1a répartition des fibres.
C'est pour cela que les spécialistes de la conception peuvent choisir avec certaine liberté,
a la fois la composition, et la structure interne des matériaux.

Les matériaux composites permettent dans de nombreux cas de relever le double
défi de I'amélioration des performances mécaniques, et de 'allégement de certaines
structures. Pour la conception de ces structures, et ceci du fait méme du grand nombre
d'hétérogénéités présentes, on ne peut recourir a une étude directe. Dans les méthodes de
prévision des propriétés mécaniques des matériaux composites, on substitue au matériel
réel un matériau homogene équivalent (en un sens qu'il faudra préciser), qui a le méme
comportement au niveau macroscopique.

Les matériaux composites les mieux connus sont sans doute les composites a
fibres longues, pour lesquels les méthodes de prévision des propri€tés mécaniques ne
manquent pas et donnent de bons résultats. Dans ces composites, les fibres sont alors
bidimensionnelles. De plus, les fibres sont pratiquement toujours alignées, et les seules
données nécessaires pour caractériser completement ces composites sont les propriétés
mécaniques des différents constituants, la fraction volumique des fibres ainsi que le type
de répartition géométrique dans le plan perpendiculaire aux fibres (voir Christensen,
1979).

Une autre catégorie de matériaux composites est celle des composites a fibres
courtes ou A particules. Les études les plus avancées et les plus prometteuses
actuellement, portent sur les composites Aluminium/Alumine ou Aluminium/Carbone,
mais surtout Aluminium/Carbure de Silicium, le carbure de Silicium étant introduit soit
sous forme de "whiskers", soit sous forme de particules. Un autre intérét de ces
composites est de pouvoir étre transformés par alliage, forgeage, laminage, selon les

propriétés traditionnelles. Des techniques spécifiques sont envisagées pour la réalisation
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de ces produits, telles par exemple que l'insertion dans 1'Aluminium par voie liquide et
pressage (procédé "Squeeze Casting"). Les additions de particules ou de "whiskers" ne
sont d'ailleurs pas seulement employées avec des matrices métalliques, mais également
dans des composites Résine/Verre par exemple.

Pour les matériaux composites 2 fibres courtes, outre I'aspect fini de la longueur
des fibres qui va donner naissance 2 des variations rapides des champs de contraintes et
de déformations élastiques, on note une forte inhomogénéité dans I'aspect géométrique
des fibres ainsi que dans leur orientation.

L'aspect géométrique du composite dépend bien stir du processus de fabrication
retenu, et les matériaux A prendre en compte vont du composite 2 fibres alignées jusqu'a
celui o les fibres sont orientées de fagon aléatoire dans l'espace. D'autre part, la
répartition géométrique des fibres, qui conditionne les interactions entre fibres voisines,
est cette fois & considérer dans l'espace entier. Il est bien évident que la prise en compte
de tous ces paramétres est délicate A réaliser de fagon simultanée. Cependant, pour
répondre 3 un cahier des charges bien défini, il est nécessaire de connaitre I'influence de
chaque parametre définissant le matériau sur son comportement. I1 s'agit donc de fournir
aux spécialistes de calcul des structures une loi de comportement homogénéisée
représentant la réponse d'un élément de volume considéré comme macrohomogéne.
D'autre part, pour la prévision de tenue en service des structures composites, il est
essentiel d'évaluer les contraintes locales dans chacun des constituants et a l'interface
entre fibre et matrice, pour préciser les limites d'emplois de tels matériaux en évitant la
rupture ou la décohésion. Ceci n'est toutefois possible que sur des bases théoriques
solides qui permettent de prévoir l'effet de chaque variable sur les performances du
produit. Comme les matériaux sont examinés en tant que matériaux hétérogenes, on
pourra alors considérer que les progres qui ont eu lieu dans ce domaine sont a la base du
développement des méthodes utilisées pour étudier le comportement des composites.
Ainsi, grice A I'étude de "I'hétérogénéité élémentaire” faite par Eshelby (1961), mais

limitée aux milieux faiblement dilués, et au-deld des modeles simples de Voigt (1889),
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Reuss (1929) (qui en fait, ainsi que 1'a montré Hill (1952)), fournissent des bornes
supérieure et inférieure pour les constantes élastiques effectives, se sont développées des
méthodes statistiques systématiques qui font intervenir 1'ensemble des fonctions de

corrélations des constantes élastiques des constituants (Krdner, 1980).

Les premiers travaux significatifs fournissant des estimations autres que celles de
Voigt et Reuss, sont I'oeuvre d'Hershey (1954) et de Kroner (1958), qui ont utilisé en
élasticité le schéma autocohérent introduit précédemment par les physiciens en mécanique
quantique (théorie des champs moyens). L'utilisation s'est €largie ensuite a d'autres
domaines (viscoélasticité, plasticit€). D'autres modeles, basés sur la méthode
autocohérente, ont ét6 développés par Molinari et al. (1987), Ahzi et al. (1990), Canova
et al. (1992), Molinari et T6th (1994) et T6th et al. (1994) dans le cas des matériaux
polycristallins.

Parallclement, des méthodes variationnelles plus performantes que celle de Hill
(1952) et dues 2 Hashin et Shtrikman (1962, 1963) et Walpole (1966, 1969), ont permis
de resserrer les bornes obtenues 2 partir des modeles de Voigt et Reuss.

Le schéma autocohérent et la méthode de Mori-Tanaka sont deux méthodes basées
sur les travaux d'Eshelby (1957) qui permettent d'évaluer le comportement d'une
hétérogénéité en la remplagant par une prédéformation (libre de contrainte) d'un milieu
homogene. Ces deux méthodes, et d'autres qui seront présentées dans le paragraphe 1.2,
ne s'intéressent qu'a une seule hétérogénéité, les interactions entre hétérogénéités étant
décrites par un choix approprié du milieu qui entoure chaque hétérogénéité. Leur mise en
ceuvre est simple et 1égere, et leurs résultats sont intéressants pour une premiére
approche. Ces méthodes ont permis de mettre en évidence plusieurs phénomenes
intéressants concernant la variation des modules d'élasticité en fonction de I'élancement
des fibres, leur fraction volumique ou les caractéristiques des différents constituants.
Toutefois, par leur principe méme, ces méthodes ne permettent qu'une prise en compte

trés approchée des interactions entre hétérogénéités et ne peuvent rendre compte d'effets
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géométriques faisant intervenir plusieurs hétérogénéités (recouvrement de fibres par
exemple).

Les modeles de réseaux périodiques permettent d'introduire des informations
géométriques trs riches sur la disposition des fibres, parfois méme plus riches que celles
dont on peut couramment disposer par des moyens classiques d'observation. Une théorie
bien fondée, prolongée par des résolutions par éléments finis, permet théoriquement
d'obtenir des résultats précis sur les propriétés élastiques des composites, et & défaut
d'expressions analytiques simples, permet d'effectuer des études paramétrées sur
l'influence de divers parametres géométriques ou matériels. Peyroux et Suquet (1990) ont
utilisé cette méthode pour étudier l'influence de la fraction volumique, de 1'élancement et
du recouvrement des fibres (paramétres géométriques), ainsi que I'influence du rapport
des modules d'Young des phases (paramétres matériels) sur I'élasticité du composite. Ils
ont effectué une étude plus approfondie du recouvrement, paramétre non pris en compte
dans le schéma autocohérent ni dans la méthode de Mori-Tanaka, et ont trouvé une forte
influence de ce paramétre sur le module longitudinal du composite (les autres modules
étant peu affecté). Cet effet justifierait donc une mesure précise du recouvrement moyen
des fibres. Ces auteurs ont trouvé que les méthodes d'éléments finis s'étaient avérées
lourdes et complexes A mettre en ceuvre.

Une autre méthode, utilisant des développements en séries de Fourier des
fonctions périodiques, permet de modéliser les répartitions périodiques de fibres. Cette
méthode est décrite dans le paragraphe 1.4.2. Le choix des vecteurs de base permet de
prendre en considération le recouvrement des fibres et leur fraction volumique. Les
conditions de périodicité sont ici prises automatiquement en compte dans le
développement en séries de Fourier et il n'y a pas de maillage 2 réaliser, mais la
programmation reste délicate.

Dans ce travail, nous nous intéressons essentiellement 2 la détermination d'une loi
de comportement homogénéisée, pour un matériau composite  €lasticité linéaire constitué

de deux ou plusieurs phases différentes.

10
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Dans le chapitre I, on rappelle certains résultats d'homogénéisation qui concernent
plus précisément le passage du niveau microscopique au niveau macroscopique. On
aboutit 2 des relations donnant les caractéristiques €lastiques du composite en fonction de
celles des différents constituants, si 1'on connait les tenseurs de localisation dans chaque
phase. On présente aussi les différentes méthodes qui permettent d'obtenir ces tenseurs :
le schéma autocohérent, la méthode de Mori-Tanaka, le modele de la spheére composite ou
du cylindre composite, le modele 2 trois phases, le schéma différentiel,
'homogénéisation asymptotique de milieux périodiques, et le développement en séries de
Fourier ...

Dans le chapitre II, nous présentons une nouvelle méthode, susceptible de prendre
en compte la répartition spatiale du renfort ou des inclusions. Ce modele part, non pas
des interactions entre une inclusion et le milieu homogene équivalent, mais plutdt des
interactions, entre une inclusion du volume élémentaire représentatif de la répartition
spatiale des inclusions, et 'ensemble des inclusions.

Dans le chapitre III, nous ferons des applications dans le cas de plusieurs
répartitions d'inclusions sphériques isotropes. Les résultats seront comparés avec ceux

obtenus par les méthodes qui sont présentées dans le premier chapitre.

11
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Chapitre 1 : Etude bibliographique

L1- INTRODUCTION |

Nous présentons dans ce chapitre deux types de méthodes, qui permettent
d'obtenir les caractéristiques élastiques du composite en fonction de celles des différents
constituants. Les méthodes du premier type négligent les interactions entre fibres, ou elles
les décrivent par un choix approprié du milieu qui entoure chaque fibre. Elles ne font
intervenir que le taux de remplissage des renforts dans la matrice et leur comportement
élastique respectif, certaines d'entre elles prenant en compte, toutefois, la forme des
renforts. Pour tenir compte de la répartition des inclusions dans la matrice, on présente un
deuxi¢me type de modeles, plus complexes  mettre en place, mais permettant de rendre
compte des effets géométriques faisant intervenir plusieurs fibres (répartition spatiale des
fibres, recouvrement des fibres par exemple).

Nous commengons par un rappel de certains résultats d'homogénéisation qui
concernent plus précisément le passage du niveau microscopique au niveau
macroscopique. On aboutit 2 des relations donnant les caractéristiques €lastiques du

composite en fonction de celles des différents constituants.

1.2- PRINCIPES DE BASE EN HOMOGENEISATION

On considere un milieu D élastique linéaire infini et homogéne, de tenseur
d'élasticité CM (dans le cas isotrope de module de cisaillement pM, de module d'Young
EM, de module de compressibilité kM et de coefficient de Poisson vM), constituant la
matrice. Une infinité d'inclusions élastiques de formes ellipsoidales sont noyées dans la
matrice. On note CI le tenseur d'élasticité d'une inclusion (dans le cas isotrope on
introduit les de modules de cisaillement p!, module d'Young EI, module de

compressibilité k! et le coefficient de Poisson Vi).
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1.2.1. Description micro et macro du composite

Un matériau composite peut, de fagon générale, étre considéré comme un matériau
3 (N+1) constituants, la matrice étant la phase 0, les N autres phases constituant le
renforcement. Lorsqu'on cherche 2 obtenir les caractéristiques élastiques d'un matériau
hétérogene, on utilise classiquement un chargement de type conditions aux limites
homogenes au contour. On impose alors sur la surface extérieure dV du composite des
déplacements u(dV) ou des efforts g,(dV) de la forme :
(I-1a,b) y@V)=Ex ou  gn(0V)=Zn
ot E et T représentent respectivement les tenseurs de déformations et de contraintes
macroscopiques, donc uniformes.

E (ou 2) étant imposé, la résolution théorique (mais impossible a réaliser en
générale) du probléme élastique correspondant fournit l'expression des champs de
contrainte et de déformation locaux. Sous un de ces chargements, les champs de

déformation et contrainte microscopiques sont perturbés par la présence des

hétérogénéités. On notera, en chaque point M(x) de D, g(x) et g(x) les champs de
contraintes et de déformations. Ces champs locaux sont reliés aux champs

macroscopiques par des relations de moyenne :

(I-2a,b) <gx)>=E et <gx)>=Z
ol <. > désigne l'opération de moyenne sur le milieu D de volume ID|, opération définie
par:
a-3) <f>= ]1'15[ J f@)adx

Dans le cadre de 1'élasticité linéaire ol nous nous plagons, les contraintes et
déformations microscopiques sont reliées par : g(X)=C(x):£(x) ou £(x)=8(x):9(x). Ces
champs locaux sont reliés aux champs macroscopiques par :
(I-4a,b) £x)=AK)E et o(X)=BXx):x

ot A(X) et B(x) sont des tenseurs de localisation du quatri¢me ordre. La loi de
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comportement macroscopique permet alors d'obtenir le tenseur d'‘élasticité C°ff (ou Seff)

du matériau composite par :
(I-5a) <g>=Ceff: E si onimpose une déformation E
(I-5b) <g>=S8¢f: 3  sionimpose une contrainte &

ot les tenseurs effectifs sont donnés par :
(1-6a,b) C =(CxrA@) et S =(Sx}BR)

On définit gK et gK comme étant les contraintes et déformations moyennes (on les
qualifiera de microscopiques par rapport aux grandeurs macroscopiques E et Z) sur la
phase K :

(I-7a,b) oK =<g(x)>k et gK=<g(x)>k

ol < . >k désigne l'opération de moyenne sur la phase K considérée, opération définie
par:

@-8) <f>g= IDI_KI fo, Fx)0x

Dans cette derniére expression, [Dg| désigne le volume du domaine Dy contenant la
phase K.

Le passage au niveau macroscopique se fait ensuite par la moyenne sur tout le

volume des grandeurs g(x) et £(x) (I-2a,b), ce qui peut encore s'écrire en fonction de gk

etgk:
N N N
(I-9a,b) E=Yfe e Z=Yfo'=) fiChe
I=0 1=0 1=0

ob f; désigne la fraction volumique de la phase L. La derni®re équation est obtenue en

utilisant la 1oi de comportement €lastique de la phase I: gl =Cl: gl
Le role joué par la phase 0 (matrice dans un composite) est particulier, c'est

pourquoi les deux équations précédentes sont écrites de 1a fagon suivante :
N N
(I-10a,b) E=fe°+Yfiel e  Z=f,C%:e°+) fC:e
I=1 I=1

ce qui permet d'éliminer £° et d'obtenir :
N
(-11) Z=C%E+ ) fi(Cl-C°)e'
i=1 :

De méme, en écrivant cette fois (I-9a,b) sous la forme :
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N N
(I-12a,b) E=f,8%:0°+Y fiShe! e z=f,c°+) fio

I=1 I=1
(ot ST est 1a matrice de souplesse de la phase I, inverse de CI), on obtient :

N
(I-13) E=§2+3 f(8'-8°)d’
1=1

Si maintenant, par une méthode quelconque on peut exprimer g! et gl sous la forme :
(I-14a,b) g'=A"E o ¢ =B:Z

on pourra déduire Ceff et Seff de (I-11) et (I-13) :

(I-15a,b) Ceff = C° + 12‘: fl(gl _C° ): Al et Seff — §° 4 g fI(SI —s° ): B!

Le tenseur Al (respectivement BY) est la moyenne sur la phase I du tenseur de localisation
des déformations A(x) (respectivement des contraintes B(x)) défini en chaque point M(x)
dans (I-4a) (respectivement dans (I-4b)). Ces tenseurs Alet B! dépendent de la
microstructure et de 'hétérogénéité du matériau composite.

Nous verrons dans les prochains paragraphes des méthodes visant & déterminer
les tenseurs A et B : la méthode d'Eshelby, la méthode de Mori-Tanaka et le schéma
autocohérent 2 1-site ....

Auparavent, rappelons bri¢vement quelques propriétés concernant les tenseurs de
localisation.

De (I-14a,b) on tire {g)=(A:E)=(A):E, et on peut procéder de méme pour les
contraintes, ce qui donne :

(I-16a,b) (A)=1 et (B)=1

ou ] est le tenseur identité symétrique d'ordre 4 défini par :

1-17) I = %(siksjl +80;)

avec & est le symbole de Kronecker.

De plus les tenseurs Al et BI sont reliés par la relation :

(I-18) B' =ChAlS

Les relations que nous venons d'établir serviront de base 2 tout ce qui va suivre.
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1.2.2. Utilisation de ces résultats dans le cas de composites ''réels'’

Les relations (I-15a,b) permettent donc d'obtenir les caractéristiques élastiques du
composite, et ceci dés que l'on connait les tenseurs de localisation de chaque phase. Mais
l'obtention du tenseur Al par exemple, suppose que l'on puisse obtenir la déformation
moyenne g! dans la phase I qui comporte deux parties : l'une due 2 l'effet de
1'hétérogénéité de la phase I, l'autre représentant les interactions de toutes les autres
phases. Pour un composite réel, le problkme de la détermination exacte de Al (et donc de
gl) est en général impossible du fait méme du grand nombre de phases en présence. On
peut néanmoins proposer la démarche suivante. Il s'agit de metire en évidence certains
parametres géométriques et de définir ainsi des familles de fibres. Une famille peut, par
exemple, contenir des fibres de matériau de forme identique, toutes alignées dans la
méme direction. Le probléme se réduit alors au calcul du tenseur Al correspondant aux
différentes familles de fibres, et les sommations dans (I-15a,b) deviennent des
sommations sur les familles de fibres. Ce point sera expliqué en détail dans le Chapitre]l.

Le probléme est donc maintenant de savoir déterminer les tenseurs de localisation
des contraintes et des déformations?ol{épondéffft A ce besoin plusieurs méthodes, qui vont

étre détaillées dans les deux prochains paragraphes, distinguant les deux types de

techniques dont nous avons déja parlé en introduction de ce chapitre.

13- HOMOGENEISATION DES MATERIAUX POLYPHASES
DESORDONNES
Les différents techniques d'homogénéisation qui vont &tre recensées et expliquées
dans cette partie de fagon non exhaustive, vont nous permettre de cerner tour a tour leurs
possibilités et leurs faiblesses, le fil conducteur étant la complexité de la méthode

employée et I'importance des hypotheses.
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L.3.1. Approximation de Voigt et Reuss

Les méthodes les plus rudimentaires sont la méthode de Voigt (1889) pour
l'approche en déformation et sa duale en contrainte : la méthode de Reuss (1929). Pour la
premiere, 'hypothese faite consiste a considérer une déformation constante dans tout le
composite, c'est A dire que dans toute phase I, on a gl=E. Le tenseur Al est donc partout
réduit au tenseur identité, et 'estimation correspondante pour le tenseur de rigidité du

composite est la moyenne arithmétique des tenseurs de rigidité de chaque phase :
N

(I-192) C{f=cM+ Y f(c'-c)
I=1

Pour la méthode de Reuss, I'hypothése faite est gl=X partout, et on obtient alors :
N
(A-19b) S§f =sM+ Y fi(S' - SM)
I=1

Ces deux modeles simples ne font intervenir que le taux de remplissage des
renforts dans la matrice et leur comportement élastique respectif. Ils fournissent des
bornes supérieure et inférieure pour les constantes €lastiques effectives, ce que nous

allons voir dans le prochain paragraphe.

1.3.2. Méthodes variationnelles

La détermination des bornes sur les modules d'élasticité utilise les théorémes
variationnels de 1'énergie. Dans une approche en terme de déplacements, le théoréme de
I'énergie potentielle totale permet de trouver les bornes supérieures, alors que le théoréme
de 'énergie complémentaire permet, dans le cadre d'une approche en contraintes,
d'accéder aux bornes inférieures.

Hill (1952) a démontré que l'approximation de Reuss et celle de Voigt
représentent respectivement les bornes inférieures et supérieures. Donc dans le cas d'un

mélange isotrope de deux phases isotropes, on a :

LM

(1-20a) i f‘;kE Sk < (- DM 1]
LM

(I-20b) Hi < peff < (1-F)pM +f!

-l + M

Plus généralement, pour un mélange globalement isotrope de constituants localement
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isotropeson a :
(I-21a) (k1) <k < (k)

(-21b) () <o < (u)
On remarque que EIEM / (1- £)E! + fEM minore effectivement le module d'Young E°ff
du matériau global, grice 2 la relation linéaire 1/ E =(1/3p)+(1/9k) qui transmet les
inégalités données par l'approche de Reuss 1/k°T 2 (f / kI)+ ((1 —f)/ kM) et
1/ peff Z(f/ul)+((l—f)/ uM). Mais on notera que fE! +(1—f)EM ne majore pas
forcément Eeff. Le coefficient de Poisson étant relié a k et u par la relation
2v =3k -2u)/ (3k + ), on ne peut en donner d'encadrement.

Si connaissant les proportions volumiques des phases supposées isotropes, on

sait que l'ensemble est isotrope (les formes des phases pouvant &tre quelconques mais

—— s

leurs orientations étant alors distribuées aléatoirement de fagon 2 garantir 1'isotropie du
mélange), on dispose de bornes plus resserrées que celles de Voigt et Reuss, établies en
premier par Hashin et Shtrikman (1962,1963). Elles ont été généralisées par Walpole
(1966,1969,1970), Willis et Acton (1976), Willis (1977), Kroner (1977), Laws et

McLaughlin (1979). Dans le cas de deux phases, les relations s'écrivent de la fagcon

suivante :
(1-22a) min(k,, k) < k° < max(k, k)
(1-22b) min(p,,Hp) < P < max(,,ip)
avec
I M
_M k -k
(I-23a) k, =kM+f n g
1+(1=-f)——7—
kM + guM
I M
M k' -k
(I-23b) k, =kM+f on g
1+(1- f)-——4—
kM + 3}.1,1

etsi (ul -uM )(kI - kM) >0, alors (Hashin et Shtrikman, 1963) :
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1_,M
(1-242) Hp=pM+f bk —
1+(1-f) H T
uM+
T, 10
pM " okM 4 gy M
I_, M
(1-24b) My =M +£ o
1+(1-f) H *3‘/2
M,
o+ 10

TR
ou si (ul - uM)(kI - kM) <0, alors (Walpole, 1966) :
M

I_
(1-24c) Mo =pM+£ -k
1+(1-f) H
M 3/2
o+ 10
+
pM " okl +8uM

I_. M
1-24d) y =pM+£ = L‘I_MM
1+(1-1) 3773
1 10

+ e —
pl " okM 48yt

M,

avec identité entre les deux versions pour les bornes sur | dans le cas ol kI=kM {

(incompressibilité, en particulier). On notera la similitude formelle entre toutes ces

expressions avec seulement des variations dans un numérateur. Nous signalons que des
relations plus compliquées sont disponibles dans le cas de phases plus nombreuses
(Hashin et Shtrikman, 1962, 1963, Walpole, 1966). Les bornes de Hashin-Shtrikman-
Walpole sont les plus resserrées possibles 2 partir des seules informations concernant les
concentrations et l'isotropie locale et globale.

Le rdle symétrique joué par les deux phases mérite d'étre signalé : en changeant kI
en kM, ulen puM et f en (1-f), on ne fait que changer k, en ky d'une part, et [, en
d'autre part, ce qui laisse I'encadrement de Hashin-Shtrikman-Walpole inchangé. Une
telle opération laisse également inchangées les bornes de Voigt et Reuss. De telles bornes
seront donc insensibles au fait qu'une des phases est en inclusion dans l'autre, par
exemple. Des travaux de Stolz et Zaoui (1991) permettent de mettre & profit une telle

information morphologique pour obtenir des bornes encore plus resserrées et sensibles a
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cette inversion de répartition. De fagon générale, on peut construire des bornes d'autant
plus proches que I'on a une information précise sur la distribution des phases, au moins
formellement. Les travaux de Kroner (1977, 1980a), par exemple, ont introduit la notion
de désordre gradué et ont donné I'expression des bornes correspondantes. Les bornes
élémentaires, celles de Voigt et Reuss, celles de Hashin-Shtrikman-Walpole, entrent alors
dans un cadre commun plus vaste.

Parmi les divers travaux effectués dans le cas des fibres, nous citons d'une part
ceux de Hill (1964) et Hashin (1965), effectués dans le cas des fibres de différents
diametres réparties au hasard, mais avec une répartition donnée en volume, d'autre part
ceux de Hashin et Rosen (1964), dans le cas de fibres de diametres identiques réparties
suivant un arrangement hexagonal. Ces auteurs ont trouvé, pour un matériau
macroscopiquement isotrope transverse, un encadrement des cinq modules effectifs
indépendants : le module de compression latérale (sans déformation longitudinale, défini
par K=k+11/3) K3, le module de cisaillement latéral o3, le module de cisaillement
transversal |12, le module d'Young longitudinal, et le coefficient de Poisson transversal.

Les bornes de Hashin-Shtrikman-Walpole ne sont pas trés resserrées quand
I'hétérogénéité du comportement est forte, d'oi la nécessité€ d'autres modeles qui nous
fournissent une loi de comportement homogénéisée représentant la réponse d'un élément
de volume considéré comme macrohomogene. C'est ce que nous allons voir dans les

prochains paragraphes.

1.3.3. Milieu dilué

Si, dans un milieu hétérogéne, la phase inclusionnaire est extrémement diluée
dans la matrice, on peut alors négliger les interactions entre éléments de phase
inclusionnaire. Dewey (1947), en se basant sur la solution d'élasticité donnée par

Goodier (1933), a obtenu, dans le cas d'une dispersion de sphéres par exemple :

I_M
(1-252) K =M KT

kM +%uM

1+
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I_, M
(1-25b) e =pM 4 f hob
I+ TP
M
o+ 10

pM oM guM
lorsque f tend vers 0. On notera que ces expressions correspondent aux bornes de
Hashin-Shtrikman données au paragraphe précédent (k, et jy) développées au premier
ordre au voisinage de f=0. De plus, l'expression de peff est encore comprise entre les
bornes de Walpole lorsque (uI-uM)(kI-kM) est négatif, puisqu'alors le faisceau des
bornes est plus large que celui donné par les expressions de Hashin-Shtrikman. Le cas
particulier d'une dispersion de spheres rigides dans un fluide incompressible correspond

a I et kM tendant vers l'infini, et conduit immédiatement 2 la loi établie par Einstein

(1911) : peff =pM (1 +%f ) Remarquons que si on change kI en kM, ulen pMet f en
(1-f), on obtient l'autre borne de Hashin-Shrikman (ky, pp) au premier ordre du
voisinage de f=0.

Ce modele est plus performant, mais limité aux milieux faiblement dilués. Nous

présentons dans les deux prochains paragraphes deux modeles complémentaires plus

satisfaisants que ce dernier.

1.3.4. Modé¢le de la sphére composite

Hashin (1962) a considéré une sphére composite contenant un noyau sphérique de
phase isotrope, de comportement défini par k! et pl, entourée d'une couche concentrique
de phase isotrope de comportement défini par kM et uM. Le rapport des rayons du noyau
et de la sphere (a/b) est fixé pour chaque sphere composite, le rayon extérieur b étant
quelconque. Sous l'action d'une pression uniforme, cette sphere se contracte en restant
de forme sphérique, et la variation de volume peut étre calculé exactement ; elle

correspond 2 une compressibilité globale de la sphére composite donnée par :

kI _ kM
(1-26) keomP = kM + f T
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On notera qu'elle est indépendante de p! et qu'elle est identique  la compressibilité k, des
bornes de Hashin-Shtrikman.

Considérons maintenant un corps homogene de compressibilit€ keomP et de
module de cisaillement quelconque, soumis 2 une pression uniforme sur sa surface
extérieure ; il regne alors 2 l'intéricur une pression uniforme. Une région sphérique
quelconque située dans ce corps subit donc une contraction qui est identique a celle de la
sphere composite précédente, puisque les compressibilités sont les mémes. On peut donc
substituer 2 la sphere du milieu considéré une sphere composite de méme volume sans
que rien ne soit changé dans le reste du corps. Cette opération peut ensuite étre répétée
dans un autre domaine sphérique de rayon quelconque, et ainsi de suite jusqu'a
substitution complete du milieu homogene par des sphéres composites analogues, mais
de différents rayons extérieurs. Ce processus aboutit 4 un milieu hét€rogéne ne contenant
que la matrice et la phase inclusionnaire avec une fraction volumique f=(a/b)3. Ce milieu,
qui peut d'ailleurs étre périodique ou non, a une structure fractale (les spheres composites
s'échelonnent jusqu'a des tailles infiniment petites) dont le "remplissage apollinien” décrit
par Mandelbort (1977) donne une bonne idée et suggere une construction en deux
dimensions. La compressibilité de ce milieu hétérogene de structure complexe est donc
connue exactement, puisque c'est keff=kcomp par construction. On notera le role
dissymétrique joué par les deux phases dans I'expression de keff, L'expression obtenue
rend compte de l'influence de la distribution des phases. Remarquons enfin que le
raisonnement qui a été tenu s'applique quelle que soit la taille et la forme du milieu
hétérogene, et qu'il s'étend de méme pour des comportements non linéaires. Il est
également valable pour des composantes élémentaires non sphériques, pourvu que la
forme extérieure soit telle que 1'on puisse effectuer les substitutions successives et que la
forme du noyau intérieur soit telle que, compte tenu des propriétés mécaniques des deux
phases, la forme extérieure se transforme de fagon homothétique sous l'action d'une
pression uniforme.

Comme la compressibilité trouvée ici est une valeur exacte, et quelle est identique
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A chacune des bornes de Hashin-Shtrikman pour le module de compressibilit€ selon la
nature de la phase en inclusion (on obtient keff=kj, si les inclusions sont plus molles que
la matrice), il en résulte que ces bornes, qui n'utilisent que les concentrations et
l'isotropie, ne peuvent étre plus resserrées, sans quoi des cas particuliers exacts seraient
en dehors de I'encadrement, ce qui est la démonstration la plus simple de leur optimalité.

1l n'est par contre pas possible de tenir le méme raisonnement pour calculer le
module de cisaillement de ce milieu particulier, car 1'application de conditions aux limites
en cisaillement conduit 3 déformer une sphére homogene en ellipsoide alors qu'il n'en est
pas de méme pour une sphere composite, ce qui rend impossible le processus de
substitution précédent. Hashin (1962) a toutefois proposé des bornes établies en
imposant contraintes ou déplacements de cisaillement  1a surface de la spheére composite,
3 la maniere de Reuss et Voigt, mais ne donnant pas forcément un encadrement meilleur
que celui de Hashin-Shtrikman-Walpole. Des bornes réellement plus resserrées ont par
contre &té obtenues par Hervé, Stolz et Zaoui (1991) pour I'assemblage de sphéres de
Hashin en utilisant le fait qu'une des phases est en inclusion dans I'autre.

Hashin (1962) a donné 'expression de peff dans les deux cas limites : faible e
forte concentration. A faible concentration, le résultat est celui du milieu dilué€ (I-25a,b)
a forte concentration, peff a I'expression suivante :

7-5wM +2(4-5vM)“—;

R

Le modele de la sphere composite a été appliqué par Hashin et Rosen (1964) dans
le cas des cylindres de longueurs infinies noyés dans une matrice isotrope, puis par Hill
(1964), Hashin (1966), en considérant une fibre cylindrique de rayon a, entourée d'un
cylindre de matrice de rayon b. Ces deux rayons sont reliés 2 la fraction volumique des
fibres par la relation : f=(a/b)2. Ils ont déterminé les expressions de quatre modules
d'élasticité indépendants du matériau composite : le module de compression latéral K3
(K=k+/3), le module de cisaillement longitudinal 1,2, le module d"Young longitudinal,

et le coefficient de Poisson transversal, en trouvant les solutions exactes de trois
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A chacune des bornes de Hashin-Shtrikman pour le module de compressibilité selon la
nature de la phase en inclusion (on obtient keff=kj, si les inclusions sont plus molles que
la matrice), il en résulte que ces bornes, qui n'utilisent que les concentrations et
l'isotropie, ne peuvent étre plus resserrées, sans quoi des cas particuliers exacts seraient
en dehors de 'encadrement, ce qui est la démonstration la plus simple de leur optimalité.

Il n'est par contre pas possible de tenir le méme raisonnement pour calculer le
module de cisaillement de ce milieu particulier, car 1'application de conditions aux limites
en cisaillement conduit 2 déformer une sphere homogene en ellipsoide alors qu'il n'en est
pas de méme pour une sphére composite, ce qui rend impossible le processus de
substitution précédent. Hashin (1962) a toutefois proposé des bornes établies en
imposant contraintes ou déplacements de cisaillement 2 1a surface de la sphére composite,
a la manilre de Reuss et Voigt, mais ne donnant pas forcément un encadrement meilleur
que celui de Hashin-Shtrikman-Walpole. Des bornes réellement plus resserrées ont par
contre été obtenues par Hervé, Stolz et Zaoui (1991) pour I'assemblage de spheres de
Hashin en utilisant le fait qu'une des phases est en inclusion dans l'autre.

Hashin (1962) a donné I'expression de peff dans les deux cas limites : faible et
forte concentration. A faible concentration, le résultat est celui du milieu dilué (I-25a,b) ;
a forte concentration, peff a l'expression suivante :
7-5vM +2(4 - 5VM)$—;

15(1-vM)

(-27) peff =pf - (- D' -uM)

Le modzle de la sphere composite a été appliqué par Hashin et Rosen (1964) dans
le cas des cylindres de longueurs infinies noyés dans une matrice isotrope, puis par Hill
(1964), Hashin (1966), en considérant une fibre cylindrique de rayon a, entourée d'un
cylindre de matrice de rayon b. Ces deux rayons sont reliés 2 la fraction volumique des
fibres par la relation : f=(a/b)2. Ils ont déterminé les expressions de quatre modules
d'élasticité indépendants du matériau composite : le module de compression latéral K3
(K=k+u/3), le module de cisaillement longitudinal 112, le module d'Young longitudinal,

et le coefficient de Poisson transversal, en trouvant les solutions exactes de trois
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problémes d'élasticité de la cellule cylindrique :
- traction uniforme,
- cisaillement longitudinal,
- compression hydrostatique latérale.

Ayant mis en évidence quatre modules indépendants, il reste & en exprimer un
cinquidme, par exemple le module de cisaillement transversal. Toutefois, aucune solution
analytique exacte n'a été obtenue au probléme de cisaillement transversal de cellule
élémentaire cylindrique. L'expression du module de cisaillement sera donnée par le
modgle 2 trois phases abordé dans le paragraphe suivant. Précisons que ces résultats ont
été trouvés en supposant que les fibres ont des longueur infinies. Russel (1973) a
déterminé les expressions des cinq modules indépendants dans le cas de fibres isotropes
de longueurs finies et paralleles entre elles, plongées dans une matrice isotrope, en se
basant sur les travaux d'Eshelby (1957).

On verra dans le prochain paragraphe que l'expression de peff est donnée par le
modgle 2 trois phases de Christensen et Lo (1979), qui compléte le modele de la sphere

composite de Hashin donnant l'expression de keff,

1.3.5. Modgtle a trois phases

Ce type de modele se propose de prendre en compte le rdle différent joud par la
matrice et la phase inclusionnaire dans le cadre d'une approche autocohérente, afin de
pallier I'insuffisance du modle autocohérent dit "a deux phases”. I a été proposé a
l'origine par Frohlich et Sack (1946) qui ont modélisé les propri€tés macroscopiques des
fluides visqueux contenant des spheres élastiques rigides ; ils ont pu obtenir la viscosité
effective en utilisant le modzle 2 trois phases. Mackenzie (1950) a repris le modele a trois
phases de Frohlich et Sack (1946) en considérant des cavités sphériques entourées de
matrice, le tout plongé dans un matériau homogene infini. Puis ce modele a €té de
nouveau remanié par Kerner (1956), Van der Poel (1958), et Smith (1974). Clest

Christensen et Lo (1979, 1986) qui ont résolu complétement ce probléme en se basant sur
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les résultats d'Eshelby (1956). Ces auteurs ont étudi€ aussi le probléme plan des solides
avec des inclusions cylindriques en utilisant le méme modele. Le modele & trois phases a
été développé depuis par plusieurs auteurs ; son application est actuellement limitée au cas
de biphasés avec deux phases isotropes, les inclusions étant soient des spheres soient des
cylindres de sections circulaires et paralleles.

L'hypoth&se de base consiste a considérer que les déformations moyennes dans le
noyau et I'enveloppe d'une sphere composite de Hashin (représentative des teneurs
volumiques et des propriétés mécaniques du biphasé) plongée dans le milieu homogeéne
équivalent, sont celles qui régnent dans la phase inclusionnaire et la matrice au sein du
milieu hétérogeéne. On peut remarquer que le fait de considérer qu'une inclusion est
entourée de matrice dans son voisinage immédiat, et non de matériau homogénéisé
comme le suppose le modgle autocohérent (voir paragraphe 1.3.7.), semble tout a fait
naturel lorsqu'il y a une phase de matrice.

Dans ces conditions, la compressibilité du matériau homogénéisé peut Etre
obtenue indépendamment de son module de cisaillement et coincide avec celle du modele
de la sphere composite de Hashin (voir paragraphe précédent). Elle est également en
accord avec les bornes de Hashin-Shtrikman, puisque 1'on a remarqué, lors de la
premidre substitution, que la déformation moyenne de la sphere composite plongée dans
le milieu de compressibilité keff, était identique a celle de la sphére homogene dont elle
avait pris la place. Christensen et Lo (1979,1986) en ont déterminé la solution exacte ; la
déformation n'est cette fois plus uniforme dans l'inclusion, et I'on retrouve l1a solution
d'Eshelby lorsque noyau et enveloppe, ou matrice et enveloppe, ont les mémes
caractéristiques mécaniques, ou encore lorsque la taille du noyau est beaucoup plus petite
que celle de la sphere composite (dans ce dernier cas, les relations de localisations de
matrice 3 enveloppe et d'enveloppe 2 noyau tendent vers celles d'Eshelby). A partir des
moyennes des déformations obtenues ainsi dans I'enveloppe et le noyau, le module de
cisaillement effectif est donné par la solution de 1'équation quadratique suivante (dans le

cas des inclusions sphériques) :
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eff \2 eff
(1-28) A(”M) +2B(”M)+c=0
ol
. 1
A= s(uu— - )(4 - 5vM f1°/ 3 [ 3(£M—- )112 +2nNs ]fm + 252($_M - l)nzfm

I
- 50(.::_ - 117 -12vM + 8 )n2f +4 7-10v )ﬂz'ﬂs

p! M 10/3 u! 113 MI 5/
B=—2(u—M—1)(1—SV Jnuf103 +2 63(H—M— )n2+2nm3 f —252(u—M-1)n2f 3

+ 75(:—:4 - 1)(3 = vMn,vMs + %(-7 +15vM)n,n,

[ M\, £10/3 ! 13 ! 5/3
c=4 M (-7 +5vM)n,f192 -2 63 W—l N, +2nms [f7/3 - 252 M—M—l n,f

+ 25(;1—M - )(—7 +(WM )2 )nzf —(7+5vMnyms

et ol la fraction volumique des inclusions f=(a/b)3, avec

n; =(49 - 50vMv )u‘—;-l)wsﬁ%(vl —2vM)+35(2v! — vM)

M, =5v‘(5—;—8)+ 7(—&%+4)
n3=:—;(8—IOvM)+(7—5vM)

Ce modele prévoit bien un comportement dissymétrique et il redonne le cas de
forte dilution (I-25b) pour f tendant vers 0. Ses prévisions se situent entre les bornes de
Hashin-Shtrikman-Walpole ; elles sont inchangées si 'on considére une condition portant
sur les contraintes ou sur 'énergie (Christensen et Lo, 1979, 1986), plut6t que sur les
déformations. L'expression du module de compressibilité est celle obtenue par le modéle
de la sphere composite de Hashin (1962), et elle est donnée par la relation (I-26). Le
résultat (I-28) est une estimation du module de cisaillement effectif du modele de la
sphére composite.

Dans le cas de cylindres paralleles de longueurs infinies, Chritensen et Lo (1979,

1986) ont développé le méme modele, 3 partir des travaux effectués par Hermans (1967).
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La méthode consiste A considérer un modele cylindrique a trois phases. Dans ce modele,
la cellule cylindrique élémentaire est entourée d'un cylindre de grande dimensions,
constitué par le matériau équivalent homogénéisé et possédant donc les propriétés
effectives homogénéisées du matériau composite. Ce cylindre est soumis sur ses
frontieres extérieures aux conditions de l'essai de cisaillement transversal. Ce modele
donne une expression du module de cisaillement transversal 13 du matériau composite,
le cinquiéme module manquant dans le modele du cylindre composite.

Ces deux derniers modgles permettent de déterminer les modules effectifs pour les
inclusions sphériques et les fibres cylindriques de sections circulaires. Mais ils ne sont
pas applicables aux inclusions ellipsoidales. Nous allons voir deux autres méthodes
(Mori-Tanaka et autocohérente) applicables aux inclusions ellipsoidales ; elles sont basées
sur la modélisation d'Eshelby (1957) qui part de la solution du probléme de l'inclusion
hétérogeéne, mais se limite aux milieux faiblement dilués. Nous la présentons, toutefois,
en détail, car elle a été 1a base des deux méthodes (autocohérente et Mori-Tanaka) qui

seront détaillées plus loin.

1.3.6. Méthode d'Eshelby

1.3.6.1) Solution générale du probléme

Soit D un corps solide élastique, homogene, isotrope et supposé infini, libre de
tout chargement. On considere une région I de ce corps, appelée inclusion, que l'on
soumet 2 une déformation libre homogene, c'est & dire a un processus provocant une
déformation g* sans apparition de contraintes. Une dilatation thermique ou une
déformation plastique localisée induite par une €lévation de température, peuvent par
exemple &tre considérées comme des déformations libres. Quel que soit le phénomene
considéré, la région 1, si elle était isolée, se dilaterait "librement” de §*. Ici, le matériau
autour de I va géner cette déformation, créant des champs de contraintes et de

déformations élastiques, G(X) et £(x), que l'on recherche. Il n'y a donc pas
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d'hétérogénéité élastique du matériau mais une hétérogénéité de prédéformation d'un
milieu homogeéne.

Eshelby (1957) a proposé une démarche "physique” pour trouver les expressions
des champs de déformations et contraintes en fonction de la déformation libre g*, que
nous présentons ci-dessous en quatre étapes.

On considere que la déformation libre £* est donnée sous la forme g*(x)=§*91(1),
ot 81(x) est 1a fonction caractéristique de l'inclusion définie par :
sy 4!

1ére étape : On réalise une coupure fictive I' autour de I. On isole I et on le soumet 2 la

déformation libre homogene £*. Onaalors:

(I1-30)

équations dans lesquelles ol est la contrainte dans 1'inclusion, g! est la déformation
élastique dans l'inclusion, et gIT est 1a déformation totale dans I'inclusion.

2¢me ¢tape : On impose 2 I toujours isolée, une déformation €lastique (-¢*) afin que
linclusion reprenne sa forme initiale I. Ceci peut se faire en appliquant une densité
surfacique de force dF, définie par : dF =—C°:g*:dsn, od C° désigne le tenseur

d'élasticité du milieu considéré. Les champs s'expriment alors de la fagon suivante :

g'=—Co¢"
(I-31) g =-¢
eT=0

3eme ¢étape : On replace l'inclusion dans le milieu infini D et on "rétablit" la continuité
de matiere entre D et I. L'inclusion est toujours soumise  la densité de force dF et les
champs de contraintes et de déformations dans l'inclusion ne changent pas.

4éme gtape : On "reldche” la densité de force dE, ou, ce qui revient au méme, on

applique sur la frontiere de I une densité de force (-dE). On crée alors des champs de
contraintes et déformations élastiques supplémentaires dans tout le milieu. Pour cette

étape, l'expression de la contrainte g(x) est donnée en chaque point par :
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(1-32) 03 (%) = Cia(uges —€10' ®)

ob u(x) est le champ de déplacement solution, et ol on a utilisé la symétrie de C°.

Les équations d'équilibre conduisent alors 2 :

(1-33) C Uy 3 = Ci €4 1; 8y

ob 8 est la "fonction de Dirac” sur la frontiere ol de I, de normale unitaire extérieure n.

Cette équation (I-32) peut aussi étre considérée comme 1'équation d'équilibre d'un milieu
homogne, soumis sur J1 2 une distribution de forces : f; = Cy, €N i

On note par g!(—dF) la déformation élastique dans l'inclusion due & (—dF). Pour
calculer cette quantité, on utilise le tenseur de Green G du probleme d'€lasticité.
Rappelons que G est un tenseur donnant au point x le déplacement du provoqué par
l'application d'une force ponctuelle dF, appliquée au point x', les deux points se
trouvant dans un méme milieu homogene infini.

Dans le probléme de l'inclusion, dE est répartie sur la surface oI de l'inclusion :

(1-34) du;(x) = Gy(x—x JF,(x )

Pour le probléme étudié, le champ u s'obtient en intégrant cette relation sur la frontiere

extérieure dl de I :

(1-35) u;(®) = [Gyx - )(-0jcni Jdx
ol

’

oll o est la contrainte induite par (~dE) sur dl.
Si le milieu est isotrope, le tenseur de Green s'exprime de la suivante :

(1-36) Gi(x—%)=— 9
y\a =2 _4“"1 x__xf

1 ’
~T6mp(I-v) |l'l I,i,-

Par transformation intégrale de volume de (I-35), on obtient :

_ 1 * _ _l_ * _ A% *
(1'37) ul(_&) = 81“1(1 — V) ejk\P,ijk T eik(b,k ——8“(1 — V) Skk(b,i
expression dans laquelle :
(1-382,b) v@=[l-xlox ¢ e=[Es
I IX—X

En écrivant que eij(g)=%(ui,j(g)—uj’i()_()), on obtient alors le résultat obtenu par

31




Chapitre I : Etude bibliographique

Eshelby (1957) concernant les inclusions de forme ellipsoidale, pour lesquelles il est
possible de calculer explicitement les intégrales de volume ¥(x) et ®(x). Dans ce cas
particulier on arrive a :

(1-39) eff (-dE) = Syt

ou § est le tenseur d'Eshelby, qui est un tenseur du quatriéme ordre constant. Les
expressions de ce tenseur pour diverses formes d'inclusions se trouvent dans Mura
(1987) et dans Nemat-Nasser et Hori (1993). On notera, fait remarquable, que la
déformation dans l'inclusion est constante.

Pour la configuration de 1'étape quatre, on a alors :

(I-40)

qui représentent les champs de déformations et contraintes que I'on recherchait.

1.3.6.2) Méthode de l'inclusion équivalente

Les résultats précédents concernent les cas oi la région I étudiée a les mémes
caractéristiques élastiques que le milieu qui I'entoure. Pour pouvoir traiter le cas d'une
hétérogénéité élastique, Eshelby (1957) a remplacé le probléme avec hétérogénéité par un
probléme dans un milieu homogene ayant subi une déformation localisée.

On considere une hétérogénéité, de matrice de rigidité CI, occupant une région
ellipsoidale I d'un milieu D supposé infini dont le tenseur d'élasticité est C°. On soumet
le milieu 3 une déformation macroscopique E (le champ de déplacement u se compose
comme u=E.x 2 l'infini). Eshelby se raméne au cas d'une inclusion soumise 4 une
déformation libre g¢* dans un milieu homogene soumis 2 E, I'équivalence entre les deux
problémes étant établi si ¥ est choisie de fagon 2 ce que les champs de déformations et
contraintes aient les méme expressions dans les deux situations.

Probléme 1 : Hétérogénéité €lastique
La problématique est la suivante : trouver le champ de déplacement y satisfaisant les

relations :
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o(x) = C(x):(e(u) + E)
g(x)=¢g(u)+E
eT(x)=g(u)+E

(e"(x))=E

(I-41)

ob g(x) et £T(x) représentent respectivement la déformation élastique et la déformation

totale.

Probléme 2 : Probléme d'inclusion soumise & une déformation libre g*
dans un milieu homogéne soumis 3 E.

Ce probléme peut aussi s'énoncer d'une maniére similaire : trouver y tel que
(0 (x)=C°:(e(w)-¢" +E)

g (x)=g(v)-¢ +E

¢ (x)=e(x)+E

L<§'T(z)> =E

(1-42) <

Les deux problémes sont équivalents 2 la condition que les déformations et les contraintes
soient les mémes dans les deux cas, et ceci en chaque point x de D.

La condition g7 (x)= §’T(§) dans D/I implique que g(u)=¢€(v), et la condition
o(x)= g' (x) y est alors satisfaite (on rappelle que £* est uniforme et non nulle dans I,
nulle a I'extérieur de I).

La condition £ (x) = §’T(§) dans I implique également que g(u)=¢g(v), et la
condition o(x) = g' (x) donne :

43  gw=[c°-C]Ce’-E

Or dans le problRme 2, les relations (I-42) permettent d'écrire :
o (x)=C*[(s-Iye"+E]

(1-44) e (x)=(S-1):e" +E
e (x)=e(v)+E=go) +E =S¢ +E

La relation (I-39) nous donne alors :
ws) g =[eo-C)s-c] e -C0)E

relation qui peut aussi se mettre sous la forme :
(1-46) (- Iye" +E]=C"{S:e" +E]
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On notera que cette expression traduit le fait que la déformation et la contrainte dans
linclusion, pour le probléme homogene 1, sont reliées par la loi de comportement
g' = Q_Izgl, loi de comportement propre 2 I'hétérogénéité du problemel.

En portant alors (I-45) dans les équations (I-42) ou (I-44), on obtient apres
quelques manipulations :

@ g=[lres(c o) E

oit S° est le tenseur de compliance : S°=Ce-1,

1.3.6.3) Calcul du tenseur d'élasticité effectif

La détermination du tenseur d'élasticité du matériau composite nécessite de
connaitre le tenseur de localisation des déformations Al Eshelby (1957), pour le calculer,
fait I'nypothése que les inclusions dans le matériau composite réel se comportent de la
méme fagon que si elles étaient seules isolées dans le milieu infini, ayant les mémes
propriétés que la matrice, et soumises A une déformation macroscopique E. Dans ces
conditions, le calcul de la déformation moyenne dans l'inclusion se fait en considérant
que Co, élasticité du milieu qui entoure I'inclusion, est égale & CM, €lasticité de 1a matrice.

La relation (I-45) nous fournit alors :

(1-48) ' =[1+s8M(CT-CM)] B

d'ou

(1-49) Al =[1+5:8M:(C] —cM)[”

1| kvient alors :

(1-50) O = CM +f(C -1+ st -]

Dans le cas d'un milieu hétérogeéne contenant plusieurs phases différentes (la
matrice et N autres constituants de constantes élastiques CI), il convient de dissocier le
probléme en autant de familles de renforts (une famille de renfort est constituée par des
inclusions de mémes constantes €lastiques, de méme forme et de méme orientation), et
d'effectuer les opérations de localisation sur chaque famille de renforts. L'expression de

C*ff sera donnée par la relation suivante :
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a-s1) Co =M+ 3 gy (CT - M+ ssM(c-cM)
I=1

+» Le passage & la dernitre équation est fait en considérant que le tenseur de
localisation est le méme pour toutes les inclusions d'une méme famille. Donc la
sommation dans cette équation porte sur les familles d'inclusions I, f; étant la fraction
volumique de la famille d'inclusions notée Fr. On note que l'on ne dispose pas de

renseignements supplémentaires sur la répartition des inclusions.
Dans le cas des inclusions ellipsoidales plongées dans une matrice isotrope, les

expressions de peff et keff sont données par :

kM
(I-52a) keff = TN
1-f—
M I M
KM+ 38, (K - kM)
M
(I-52b) peff = N
1—f Dk [

M +25,,, (0 - M)
Cette méthode a été généralisée par Nemat-Nasser et Hori (1993), mais reste
toujours limitée aux milieux faiblement dilués. Les méthodes qui seront présentées dans

les deux prochains paragraphes sont basées sur ces travaux, et apparaissent plus

performantes que cette dernire.

1.3.7. Méthode autocohérente

Le modele autocohérent a été introduit dans le domaine de la mécanique par
Hershey (1954), et a été développé par Kroner (1958), puis par Budiansky et Wu
(1966), comme un moyen pour modéliser le comportement des matériaux polycristalins.
L'extension de ce modele aux milicux multiphasés a été faite par Hill (1965) et Budiansky
(1965). 11 consiste A remplacer les interactions entre une hétérogénéité particulicre
(I'inclusion) et le milieu réel environnant, par celles existant entre une inclusion et un
milieu homog&ne qui a les propriétés du matériau composite.

On se propose dans ce paragraphe d'introduire le probléme de l'inclusion

hétérogene (la formulation générale du probléme sera détaillée dans le chapitre I) ; en se
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basant sur la technique du tenseur de Green, on calcule les champs de déformation et de
contrainte.

Considérons un milieu D homogene infini de constantes élastiques Ceff et de
volume V. Le milieu contient une inclusion I de volume V], de fraction volumique fj, et
de constantes élastiques CI supposés uniformes dans V1. En I'absence d'inclusions, le
milieu de constantes élastiques Ceff est sollicité par un systtme de forces surfaciques
créant dans tout le milieu homogene une déformation uniforme E. L'équation intégrale
proposée par Zeller et Dederichs (1973) permet de trouver le champ de déformation

locales g(x) répondant a ce probleme :
(1-53) £(X) =By + [Tija (x — X )8Ciamn(X )emn (x )dx
v

ol
(I-54) Ti(x— l,) = %[Gki,lj (x- E’) +Gy (x - Z') +Gy 5 (x - E’ )+ Gy (x— E' )]
OC 4mn (x) est donné ici par :
(I-55) 8Cyimn(®) = (Chimn = Cifinn 0" ®)
ol la fonction 6I(x), donnée par la relation (I-29), est la fonction indicatrice de
l'inclusion L

L'équation intégrale (I-53) est appelée équation L.S.D. par Kroner (1980b). La
solution exacte de cette équation pour une inclusion quelconque est encore trés complexe
et difficile 2 déduire en général. La résolution du modele autocohérent i un-site suppose
les déformations £(x) uniformes dans les inclusions. Johnson (1983) a utilisé
l'approximation de Born qui consiste 2 remplacer €;(x) dans l'intégrale par le champ
uniforme Ejj. Mais cette approximation a montré que la méthode n'est valable que pour de
faibles pourcentages du renfort dans la matrice.

On notera AC};,, la différence (C}dmn - Cekfm), et en tenant compte de (I-55),

I'équation (I-53) devient :
(I-56) £5(0) = Ej + [Tija (X~ % ) ACkimn 0'(% )€ n (x )dx
Vv

L'intégrale sur V peut &tre réduite 2 une intégrale sur le volume Vg puisque la fonction
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81 (x) s'annule en dehors de V1. L'équation (I-56) s'écrit alors
(I-57) £5(X) =Ej+ [Tiu (X~ X )ACkmy € (x )dx
Vi

En supposant que la déformation est uniforme dans l'inclusion I (ce qui est vérifié€ a

posteriori), on obtient :
(1-58) e5(X) =E + [Tju(x —x )dx ACL, el
Vi

Eshelby (1957) a démontré que l'intégrale dans cette expression est une constante
indépendante de x, pour x € Vj, donc g(x) est uniforme (et notée g!) dans une inclusion

ellipsoidale isolée (voir aussi Faivre, 1964). On pose :

’ ’ 1 ’ 4
(I-59) I = [T —x )dx =V [ JTjux-x)dx dx
Vi Vivi

La déformation dans l'inclusion est donc solution de :
(1-60) e} = By + ThuACkmn€mn

La relation (I-60) nous permet d'obtenir le tenseur de localisation de déformation
Al de l'inclusion I. En remplagant I'expression déterminée du tenseur Al dans la relation
(I-15a), on obtient :
w6 O =CMg(C - CMpI-r (-]
On voit donc, d'aprés (I-61), que la solution du probléme d'inclusion hétérogene se
raméne également 2 la détermination du tenseur [ On constate que le tenseur [T (donc
le tenseur de localisation des déformations Al) est fonction des composantes élastiques
Ceff, L'expression (I-61) nous donnant le calcul du tenseur d'élasticité du composite
Ceff, qui est par ailleurs fonction du tenseur Al fonction lui méme de C°ff, ne peut étre
résolue numériquement que par un procédé itératif. Dans un premier pas de calcul, on
peut injecter dans I'expression de Al pour obtenir C*f des constantes élastiques initiales
obtenues par exemple 2 partir de a loi des mélanges proposée par Voigt (I-19b). Quand
les solutions obtenues n'avoisinent pas les constantes élastiques injectées, on calcule de
nouveau les constantes C*T en introduisant les solutions obtenues dans l'expression de
C*f. On répete le méme processus jusqu'a convergence. On peut adopter le critére de

convergence suivant :
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(C.e.il’gl(n)_cgff(n_l))( eft () eff(n-l)) 12
y

162 ki ja —Cik <
(-62) off (1) eff (D) =¢€
ki Cik

N

ol "n" est le nombre de pas dans le processus itératif et ¢ un nombre petit devant 1.

Dans tous les cas, quelle que soit 1a loi de départ prise dans le calcul itératif, méme
lorsque les valeurs de départ sont celles de 1'inclusion ou de la matrice (C*F=CI ou
Ceff=CM), les résultats doivent converger vers des valeurs de constantes élastiques
équivalentes similaires. Le nombre d'itérations pour la convergence sera d'autant plus
faible que les valeurs de départ de C*f sont proches des valeurs recherchées.

Pour un milieu hétérogéne contenant plusieurs phases différentes, la matrice et N
autres constituants de constantes élastiques C, il convient de dissocier le probleme en
autant de familles de renforts (une famille de renforts est constituée par des fibres de
méme constantes élastiques, de méme forme et de méme orientation), et d'effectuer les
opérations de localisation sur chaque famille de renforts. L'expression de CT sera

donnée par 1a relation suivante :

1-63) Coff = M + 3 (CT - CM Mi-r(c - e )"
1=1

ot f représentera la fraction volumique correspondant a chaque famille de renforts de
telle sorte que :

N N
Y= Z(—V\-}-) =f, fétant la fraction volumique totale des renforts.
=R =1

Ce probleme traité est en fait un cas particulier d'un probléme plus général
d'inclusion plastique et hétérogene, proposé par Berveiller et Zaoui (1982) et repris par
Berveiller, Fassi-Fehri et Hihi (1986). Une région de volume Vi d'un matériau subissant
3 1a fois une déformation inélastique et ayant des modules élastiques différents rentre dans
la catégorie d'une paire d'inclusions hétérogenes et plastiques. Les transformations de
phase, par exemple en font partie, ou encore les problémes d'inclusion plastique. Dans ce
dernier cas, la matrice et l'inclusion ont les mémes constantes d'élasticités (CI=CM).

L'hétérogénéité ne provient que des déformations plastiques. La solution de ce probleéme
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élémentaire a ét€ obtenue par Eshelby (1961) lorsque la matrice est €lastique, puis Kroner
(1961), Willis (1970) et Mura (1971) ont généralisé€ la solution d'Eshelby au cas ot la
matrice a subi une déformation plastique homogene.
Budiansky (1965) a trouvé 1'expression du module de cisaillement effectif ; dans
le cas des sphéres rigides, cette expression est la suivante :
uM
eff 1- éf
(1-64) pef =:1-3

o pour £<f<1

pourOSfS%

Notons que p°ff s'annule quand f=0.5 dans le cas des cavités sphériques, et
devient infini quand f=2/5 dans le cas des inclusions rigides. Dans les autres cas

(inclusions ellipsoidales de méme aspect de forme et paralléles), on a :

I_ M\, eff

(I-65a) pef =pM 4+ f— (i )‘: —

H +2S1212(u —H )

1 M ff

(1-65b) keff = kM 4 f (kl_k Jee

keff +§Siijj (kI _ keff)
avec

4 - 5v°ff 1o

Simig =Y g =TV
1212 15(1 _ Veff) ijj = g _ veff

Wu (1966) a résolu simultanément ces deux équations (I-65a,b), et a étudié l'effet de
forme des inclusions en utilisant le tenseur d'Eshelby pour les sphéroides. Walpole
(1967) a étendu cette théorie au matériaux anisotropes, et a proposé des séries
d'approximations convergentes. Kneer (1965) et Morris (1970) ont calcul€é les modules
élastiques des polycristaux ol la distribution de l'orientation des monocristaux est
développée en séries d'harmoniques sphériques généralisées (texture cristallographique).
Signalons que le cas isotrope transverse incompressible a été traité par Gilormini
(1992a,b) pour des phases isotropes ellipsoidales de révolution d'axes paralleles, a partir
du tenseur d'Eshelby correspondant calculé par Gilormini et Vernusse (1992).
L'hypothése de base de ce modele, (milieu extérieur héiérogéne remplacé par le

milieu homogene équivalent), n'est pas non plus complétement satisfaisante, car elle
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place l'inclusion dans un milieu plus "raide" que le milieu réel, et notamment ne permet
pas de prendre en compte la déformation de la zone de matrice entourant l'inclusion (cette
zone est en effet plus "souple” que le milieu homogene équivalent). Nous allons présenter
dans le paragraphe suivant une méthode qui prend mieux en compte la déformation

moyenne réelle de la matrice.

L.3.8. Méthode de Mori-Tanaka

Elle a été introduite par Mori et Tanaka (1973), puis appliquée au cas des
matériaux composites par Takao, Chou et Taya (1982) et par Breban et Baptiste (1990).
La démarche va étre décrite dans ce qui suit.

On considere toujours le méme composite ol les inclusions sont toutes identiques
et alignées, et on le soumet a une déformation macroscopique E. Du fait de la présence de
nombreuse inclusions, la déformation moyenne dans la matrice peut se décomposer en la
déformation E et en un terme de perturbation de la fagon suivante :

(1-66) eM=E+E"

§M étant la moyenne dans la matrice des perturbations dues  toutes les inclusions, et eM
la moyenne des déformations dans la matrice. On s'intéresse maintenant A une inclusion I
particuliere. Dans cette inclusion, la déformation moyenne gl peut s'écrire sous la forme :
(1-67) g =E+E" +E =gM+E'

ou §I est un terme de fluctuation par rapport 2 eM.

Dans la méthode de Mori-Tanaka, on considére que la déformation de chaque
inclusion dans le matériau hétérogéne est égale A celle qui s'y produirait si elle était seule
entourée de matrice avec pour déformation imposée 2 l'infini la valeur eM,

Afin de déterminer g!, on utilise la méthode précédemment décrite de l'inclusion
équivalente, en remplagant l'inclusion I dans le milieu homogene infini de caractéristique
élastique CM et soumis 2 une déformation macroscopique eM=E+ §M .

D'apres (I-48), on en déduit ¢! en fonction de §M par :

@68 el =[1+ s (C-cM)[ e
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On pose :
-1
(1-69) T' =[1+8:8M(C" - ™))
On utilise ensuite la relation de moyenne (I-10a) pour aboutir a :
(1-70) E=[f, I+fT M
d'ou
(1-71) eM =[t, I+ £T'] :E

(I représente le tenseur identité, donné par la relation (I-17)).
Soit
(1-72) el =TU[f, I+ T :E
équation qui nous donne le tenseur de localisation des déformations, AL
Le méme raisonnement appliqué aux contraintes conduit au tenseur de localisation

des contraintes, Bl :

1_ wl. Tl
(173) o' = Wh{f, I+f W2
avee @
(I-74) w'=ch.1h:sM

Les relations (I-72) et (I-73) nous fournissent alors les expressions recherchées de Ceff et
Seff ;
(I-75a) Ceff =CM +£,(C! - CMYT!f, 1+, 1‘]"
(I-75b) S = M 4 (ST - M- w[£, I+ W]
(si on a plusieurs familles d'inclusions en présence, on fait une sommation sur toutes les
familles d'inclusions). On remarque ici que la relation donnant Ceff est parfaitement
explicite et ne nécessite donc aucun traitement numérique particulier, contrairement a
celle du modele autocohérent décrit dans le paragraphe 1.3.7. Mais elle présente le risque
de mener 2 une matrice de modules non symétrique lorsqu'il y a au moins deux phases
inclusionnaires, A cause de la non symétrie du tenseur de localisation (hormis le cas des
sphéres).

Pour le cas simple d'un biphasé avec une dispersion isotrope dans une matrice

isotrope, on obtient les deux relations suivantes :
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I_M
(1-76a) R R
1+(1-f)——F—
kM+§uM
1_,M
(1-76b) peff =pM 4 f il S
1+(1-1) H '*3‘/2
My
B+ 10

oM oM gy M
ol l'on reconnait les expressions de bornes de Hashin-Shtrikman k, et ps (quand
(pl —uM )(kI - kM) >0), et od I'on retrouve donc aussi, dans la formulation de keff, la
compressibilité de la sphére de Hashin (voir paragraphe 1.3.4). Si on change kIen kM, pl
en uM et f en (1-f), on obtient ky, et pp, ce qui illustre les roles dissymétriques joués par la
matrice et 1a phase inclusionnaire dans ce modele. On peut remarquer également que si

(ul —uM )(kI - kM) est négatif, ce modele donne bien une valeur de peff comprise entre

les bornes de Walpole, car dans ces conditions, le faisceau est plus large que si
(ul —uM )(kI —kM) est positif, comme on 1'a signalé dans le paragraphe 1.3.2. Cette
correspondance avec les bornes optimales est également vraie dans les cas isotropes
transverses (Weng, 1992).

De fagon générale, le comportement déduit du modele de Mori-Tanaka n'est pas
toujours situé entre les bornes, comme par exemple, dans le cas d'une dispersion isotrope
d'inclusions ellipsoidales de révolution, d'aprés Qui et Weng (1990).

Benveniste (1987) a proposé une nouvelle approche du modele de Mori-Tanaka,
en considérant une double inclusion, constituée par une inclusion ellipsoidale V laquelle
contient une autre inclusion ellipsoidale 1. Cette double inclusion est plongée dans un
domaine uniforme infini de matrice. Les tenseurs d'élasticités de l'inclusion I et de la

partie V/I sont respectivement CI et CM. Dans cette nouvelle approche, I'expression de

Ceff est donnée par :

-1
e cf=cMregs-(at-8) s (at-5) |
avec
@18 Al=[cM-c[ M =[1-sMC]”
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Une autre méthode basée sur la solution des milieux faiblement dilués, tenant
compte de la connexité de la matrice et des inclusions, sera présentée dans le paragraphe

ci-dessous.

L.3.9. Schéma différentiel

Le modele différentiel a été proposé a l'origine par Roscoe (1952,1973), qui a
étudié 1a viscosité des spheres rigides en suspension, et les propriétés des composites
avec des constituants élastiques et viscoélastiques. Son application aux matériaux
composites et aux solides avec des micro fissures a été faite par Boucher (1974), puis
reprise par McLaughlin (1977), et Cleary et al. (1980). Norris (1985) a enfin proposé
une extension de ce modele au cas de plusieurs phases inclusionnaires. Hashin (1988) 1'a
appliquée aux matériaux fissurés, puis elle a été développée par Christensen (1990),
Nemat-Nasser et Hori (1990) et Zimmerman (1991). D'autres travaux en géophysique
ont ét¢ faits par Sen et al. (1981), et Sheng et Callegari (1984).

On se propose d'utiliser la solution pour des inclusions fortement diluées, que
I'on connait précisément, pour traiter les cas oii la concentration est élevée. L'idée
consiste 3 ajouter peu A peu de la phase inclusionnaire en utilisant 3 chaque étape
l'approximation diluée pour homogénéiser le milieu hétérogéne avant I'étape suivante. En
ajoutant A chaque étape une quantité infinitésimale de la phase inclusionnaire, McLaughlin
(1977) a montré, sans résoudre les équations différentielles, que la fraction volumique
totale des inclusions est reliée au parameétre 1 par : f =1-e™". Norris (1985) avait
utilisé le schéma différentiel avec n=f, au licu de n=-In(1-f). Cette méthode a donné un
module effectif normalisé par exp(2f) en dessous de la borne inférieure de Hashin-
Shtrikman. Dans le cas des inclusions sphériques identiques, plongées dans une matrice
isotrope, les modules de compressibilité et de cisaillement vérifient les deux équations

suivantes (McLaughlin, 1977, Norris, 1985) :
1 dkeff (3keff + 4ueff )(kl — keff )
keff dn - (31(1 + 4ueff )keff

(I-79a)
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1-79b 1 oduer (15K 20p )t —pefh)
(I-79b) F dn ~ (6keff +12ueﬂ')u1 +(9keff +8|.1°ff)ueff

Ce systéme de deux équatidns différentielles du premier ordre couplées et non
linéaires (puisque keff et peff interviennent dans les deux équations) doit étre traité
numériquement pour obtenir keff(f) et peff(f) A partir des conditions initiales kef(0)=kM et
peff(0)=pM. On notera ici encore une dissymétrie satisfaisante du modele.

Zimmerman (1991) a trouvé une solution analytique de ces deux équations dans
les deux cas limites importants : spheres rigides et vides sphériques.

Dans le cas de spheres rigides, on a :
- Q173

(1-80a) T ()

M = 1-1)2 off \-06
weoda=h 4(1_2VM)_(1—SVM)(t:)

L
Keff _ 4 2(1 _ SVM) (ueff )—3/5

(1-80b) uw - '§ - 3(1 _ 2VM) u-M

alors que dans le cas des vides sphériques, on a :

3/5 /3
2(1+vM)+(1—5vM)(tif)
3(1-vM)

(I-81a) t_j =(1-£2)

| k3 3(1-‘5""')(11“'“ )3’5
(1-81b) T T L

Christensen (1990) a intégré les équations différentielles (I-79a,b) dans le cas
particulier d'une matrice incompressible (vM=0.5). Les solutions obtenues étaient en
accord avec les équations (I-80a,b).

On peut montrer que le schéma différentiel donne bien une compressibilité et un
module de cisaillement compris entre les bornes de Hashin-Shtrikman-Walpole (voir
McLaughlin, 1977).

Nous présentons ci-dessous, bri¢vement, une autre fagon de déterminer les

modules équivalents.
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1.3.10. Notion de tenseur de polarisation

Une autre maniere d'accéder au tenseur de localisation Al est celle proposée par
Hill (1964), puis reprise par de nombreux auteurs (Walpole, 1969, Dederichs et Zeller,
1973, Willis, 1983, ...), dans laquelle le probléme traité est celui d'un milieu homogéne
avec précontrainte 7, appelée tenseur de polarisation, que nous présentons bri¢vement.
Nous raisonnons ici A déformation macroscopique E imposée, et considérons toujours
une hétérogénéité I noyée dans un milieu homogene infini D.

Le probldme hétérogene a résoudre est le suivant : trouver un champ de

déplacement y satisfaisant aux conditions aux limites (ici <g(W)>=E), tel que :
c=CM:e(u) dans D/I
(1-82)
o=Clg(u) dans I
¢ étant un champ auto-équilibré (div(¢)=0).

On le remplace par le probléme suivant : trouver un champ de déplacement u

satisfaisant aux conditions aux limites, tel que : o=C:£(u)+T partout avec
{I =0 dans D/I

(I-83)
1 =AC:g(u) dans I

Avec cette notation, T(x) s'écrit alors :

(I-84) (%) =16'(x)

¢ étant un champ statistiquement admissible. L'introduction de £ évite le recours 2 une

prédéformation libre ¥, qui peut sembler un peut artificielle. L'écriture de I'équation

d'équilibre conduit a :

(I-85) CiaUij®) = i n (X

Le champ yu peut alors étre calculé comme le champ de déplacement induit par les forces
de volume T j(_)g). On utilise & nouveau le tenseur de Green pour obtenir 1'expression de

u en fonction de T, puis aprés quelques calculs, on obtient I'équation intégrale suivante :
(1-87) e(w) =£°(®) - [T(x—x ):2(x )dx.
D
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1
(I-86) L = '4'[Gik, 1 +Gja + Gy +G jl,ik]
En utilisant la relation T(x) =8C:€g(u), I'équation (I-80) devient :

(1-88) (x) = 89:{§° ®- LG -x yax )dz’}
D

En moyennant cette équation sur I, on peut alors obtenir une expression de T(x) en
fonction de €°, ce que 1'on recherchait.

Des méthodes statistiques systématiques ont permis d'aborder le probleme de
fagon générale en introduisant des fonctions de corrélation des modules élastiques qui
décrivent complétement la structure ; ces méthodes restent toutefois complexes. Nous les

présentons bri¢vement ci-dessous.

1.3.11. Méthodes statistiques

En mécanique des fluides, Batchelor et Green (1972) ont développé une méthode
basée sur la densité de probabilité (qui est fonction de la distance relative entre deux
inclusions sphériques). Ils ont pu obtenir une expression de la viscosité effective, a
l'ordre de f2, d'un matériau constitué par des particules sphériques (qui peuvent étre de
différentes tailles ou non) en suspension dans un fluide Newtonien, ot f est la fraction
volumique des sphéres (f << 1). Ils ont fait I'analogie en mécanique des solides ; c'est le
cas des matériaux constitués par une matrice incompressible, dans laquelle sont noyées
des spheéres rigides identiques. Ils ont déterminé dans ce cas trés particulier de haute

dilution le module de cisaillement effectif du matériau :

) l‘Leff _ é 5
(1-89) =145 +5.21
On remarque que cette formule généralise la formule obtenue par Einstein (1911) :
R .3
oM 1+ 3 f

Dederichs et Zeller (1973) ont introduit des fonctions de corrélations des modules

élastiques, pour avoir une description statistique du composite, puis ces méthodes ont €t€




Chapitre I : Etude bibliographique

développées par Willis (1977) et Kroner (1980). Ces méthodes statistiques
systématiques, quoique exactes, sont longues et fastidieuses.

Récemment, Buryachenko et Kreher (1995) ont proposé une nouvelle méthode
qu'ils ont appelé MEFM (Multiparticle effective field method), basée sur la théorie des
fonctions a variables aléatoires et sur les fonctions de Green, applicable aux matériaux
composites constitués par une matrice homogene, dans laquelle sont noyées d'une fagon
aléatoire des inclusions de formes ellipsoidales. Cette méthode est une suite des travaux

développés par Buryachenko et Lipanov (1986), et Buryachenko (1987).

1.3.12. Comparaison entre ces différents modeles

Nous avons donc exposé dans ce paragraphe plusieurs méthodes de calcul pour
résoudre le probléme de la détermination des constantes élastiques équivalentes d'un
" matériau composite.

Pour pouvoir les analyser, nous nous proposons d'étudier, pour un matériau
composite constitué de sphéres noyées dans une matrice, leur comportement en fonction
de la fraction volumique de sphéres dans la matrice. Les valeurs des constantes élastiques
équivalentes obtenues par chacune de ces méthodes seront comparées entre elles afin de
dégager certaines remarques.

Nous avons écrit un logiciel qui utilise le schéma autocohérent a 1-site pour
calculer le tenseur d'élasticité d'un matériaux composite, ol on a une ou deux familles
d'inclusions de formes ellipsoidales. Le logiciel utilisant 1a méthode de Mori-Tanaka est

béti sur la méme architecture et utilise des sous-programmes communs.
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Figure 1.1 : Comparaison des différents modeles dans le
cas d'un mélange isotrope de sphéres rigides.

La figure .1 représente la variation du module de cisaillement effectif peff
(normalisé par le module de cisaillement de la matrice), en fonction de la fraction
“volumique de spheres rigides, obtenu par les différentes méthodes qui ont été décrites ici.
Le coefficient de Poisson de la matrice est pris ici égal 4 0.2. Tous les résultats sont bien
entendus compris entre les bornes de Hashin-Shtrikman-Walpole, et 'on observe d'une
part la coincidence entre le modele de Mori-Tanaka et la borne inférieure et d'autre part la

proximité entre les prévisions du modele différentiel et du modele 2 trois phases.
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Figure 1.2 : Variation du module de cisaillement effectif
(normalisé par le module de cisaillement de la matrice) en
fonction de la fraction volumiques de vides sphériques.

La figure 1.2 représente la variation du module de cisaillement effectif peff
(normalisé par le module de cisaillement de la matrice), en fonction de la fraction
volumique de vides sphériques, obtenu par les différents modeles qui ont été décrits ici.
Le coefficient de Poisson de la matrice est pris ici égal 4 0.2. On remarque sur cette figure
que le schéma autocohérent donne un seuil de percolation & 50% de fraction volumique,
et que cet effet ne se reproduit pas dans les autres modeles. On observe aussi que le
modele autocohérent prédit une évolution du module de cisaillement équivalent de fagon
presque linéaire, ce qui n'est pas le cas des autres méthodes. On constate également une

coincidence entre le modéle de Mori-Tanaka et la borne supérieure de Hashin-Shtrikman
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et que les résultats des trois modeles Mori-Tanaka, trois phases et différentiel sont
proches.

Les prévisions des différents modeles du comportement des matériaux
hétérogenes qui ont été exposées ci-dessus sont comparées avec les résultats
expérimentaux de Walsh et al. (1965), sur la figure 1.3 dans le cas de vides sphériques.
Le coefficient de Poisson de la matrice est pris égale 2 0.193. On peut faire les mémes
constations que sur la figure 1.2 en ce qui concerne le modele autocohérent a 1-site
(comportement presque lineaire jusqu'a 50% et seuil de percolation & 50%). Le modele de
Mori-Tanaka coincide avec le modeéle de la sphre composite et 1a borne supérieure de
Hashin-Shtrikman. Ces trois modeles donnent des résultats supérieurs A ceux prédits par
le modele différentiel qui sont en accord parfait avec les mesures expérimentales
(Zimmermen, 1991). Les résultats expérimentaux nous permettent de faire les remarques
suivantes : le modele de Mori-Tanaka et de la sphére composite surestiment les modules
équivalents dans le cas des vides sphériques, et le modele différentiel prédit de meilleurs
résultats et le schéma autocohérent 2 1-site n'est pas adapté pour les milieux
inclusionnaires, mais adapté aux matériaux polycristallins. Signalons que Christensen
(1990) a trouvé un accord remarquable entre les prévisions du modele 2 trois phases et les
mesures expérimentales de Thomas (1965) pour une dispersion de spheres rigides dans
une matrice incompressible, et ce jusqu'a des concentrations €levées, le modele
différentiel étant relativement satisfaisant pour des concentrations assez faibles, celui de
Mori-Tanaka sous-évaluant nettement les résultats et le modele autocohérent a 1-site

divergeant 2 partir d'une teneur de 40%.
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Figure 1.3 : Module de compressibilité effectif (normalisé
par le module de compressibilité de 1a matrice) obtenu par
différents modeles et mesures expérimentales dans le cas de
vides sphériques.

Tous ces modeles ne font intervenir que le taux de remplissage des renforts dans
la matrice, leur comportement élastique respectif, et la forme des renforts. Mais ils ne
tiennent pas compte de l'effet de la répartition spatiale des inclusions dans la matrice. Une
répartition ordonnée ou désordonnée des renforts dans la matrice contribue aussi a la
modification du comportement macroscopique du matériau. En plus des interactions entre
une inclusion I et le milieu homogene équivalent (dans le cas du modele autocohérent a 1-
site), il existe aussi des interactions entre l'inclusion considérée et son voisinage
immédiat, constitué d'un certain nombre d'inclusions, et formant un réseau autour de

cette inclusion.
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Le reproche majeur que 1'on peut tout de suite faire a ces méthodes, c'est qu'elles
négligent complétement ou prennent incomplétement les interactions entre les inclusions
en ne considérant qu'une seule inclusion dans un massif infini de matrice lors du calcul
de AL Ceci sera d'autant plus vrai que la fraction volumique des inclusions sera élevée,
ce qui imposera des interactions entre inclusions plus marquées. C'est pourquoi dans le
paragraphe qui suit nous allons voir un deuxi¢me type de méthodes, qui, elles, prennent

en considération ces interactions.

I14- HOMOGENEISATION DES MATERIAUX POLYPHASES
ELASTIQUES A STRUCTURE PERIODIQUE

Si la forme des renforts, leur comportement €lastique respectif et leur taux de
remplissage dans la matrice influent sur le comportement macroscopique du matériau
composite, leur répartition ordonnée ou désordonnée dans la matrice contribue également
A la modification de ce comportement. En plus des interactions entre une inclusion I etle
milieu homogene équivalent (dans le cas du modele autocohérent a un-site), ou avec la
matrice (dans le cas du modele de Mori-Tanaka), il existe aussi des interactions entre
l'inclusion considérée et son voisinage immédiat constitué d'un certain nombre
d'inclusions, formant un réseau autour de cette inclusion. En tenant compte de ce
voisinage, on représente 2 la fois 'anisotropie morphologique du milieu (forme des
inclusions), et l'anisotropie due & la répartition spatiale des hétérogénéités dans le
composite. Nous présentons dans ce paragraphe les méthodes qui tiennent compte de ces
effets.

Nous avons 2 caractériser le comportement d'un matériau hétérogéne et
globalement anisotrope, ot les hétérogénéités sont répartics de fagon périodique, de

période petite devant les dimensions du milieu. La période spatiale caractéristique du
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milieu est appelée cellule de base et sera notée Y dans la suite. Si 1'on sait donner une loi
de comportement du matériau sur Y, il est clair que 1'on pourra, par périodicité, étendre
cette loi de comportement 2 tout le milieu. On peut donc, dans le cas de milieux
périodiques, limiter le domaine d'étude 2 Y, et on cherchera des champs microscopiques
de déformations et de contraintes qui soient Y-périodiques.

Conformément 3 ce que a été vu au paragraphe 1.3, pour obtenir la loi de
comportement du matériau sur Y, il suffit de connaitre le tenseur de localisation des
déformations. Pour atteindre ce tenseur dans le cas de milieux périodiques, on propose
dans ce paragraphe quelques modeles : homogénéisation asymptotique, séries de Fou-

rier ....

1.4.1. Homogénéisation asymptotique

La méthode d'homogénéisation asymptotique s'est développée sur des bases
mathématiques rigoureuses utilisant le principe des méthodes variationnelles introduites
par Hashin et Shtrikman (1962, 1963). Cette méthode a été développée dans le cas des
matériaux composites par plusieurs auteurs tels que Suquet (1982). Parmi les travaux les
plus importants, ceux de Léné (1984) qui a su regrouper les résultats essentiels au calcul
des constantes élastiques équivalentes d'un matériau composite constitué de un ou
plusieurs renforts et d'une matrice. La méthode d’homogénéisation asymptotique a la
caractéristique principale suivante : elle n'est applicable qu'a des structures ordonnées
périodiques. Son domaine d'application est donc limité, mais les résultats que 1'on peut
rencontrer dans la littérature montrent que c'est une méthode qui reproduit les résultats
expérimentaux obtenus au sein de différents laboratoires. Nous allons donc exposer dans
ce paragraphe les principes du développement de cette méthode.

Considérons un matériau composite constitué d'inclusions réparties selon un
réseau périodique et noyées dans un matériau €lastique représentant la matrice. Le
matériau occupe dans son état non déformé une région D de l'espace rapporté & un

systtme d'axes orthonormés (O,x1,x2,x3). Associons 2 chaque point x du matériau
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hétérogéne un volume représentatif de la géométrie des inclusions et de leur répartition
spatiale. La figure obtenue 2 partir d'une période P quelconque du matériau est la cellule
de base Y. On rapporte la cellule de base Y 2 un systeme d'axes (O,y1,y2,y3). Il apparait
ainsi deux échelles, 1'une macroscopique liée au matériau composite, et 1'autre
microscopique liée a la cellule de base Y.

On montre que les coefficients homogénéisés sont obtenus apres résolution de six
problémes (voir paragraphe 1.4.1.1) d'élasticité posés sur la cellule de base, la résolution
de ces six problémes étant effectuée par un code éléments finis, et la détermination des
coefficients homogénéisés se fait par un calcul de moyenne des coefficients de chacun des
constituants et des contraintes correspondant aux six problémes. Le probléme a résoudre
est donc le suivant : on suppose que la cellule Y, représentant le milieu périodique, est
soumise A un chargement qui induit des déformations et des contraintes macroscopiques
E et Z. Dans la méthode présentée ci-aprés, on impose 1a valeur E. On recherche alors
£(w) et g, champs de déformations et de contraintes microscopiques Y-périodiques qui en
résultent. On note y le champ de déplacements associé a £(u).

On décompose alors g(u) de la fagon suivante :

(I-90) ew=E+e®

ol g(y) est une fluctuation locale de la déformation autour de la valeur moyenne. De plus,
les grandeurs g(u) et E sont reliées par la relation : E = < g(w) >y. L'équation (I-90)
moyennée sur Y donne alors : < g(y) >y = 0 et g(y) étant Y-périodique, le champ de
déplacement y est Y-périodique.

D'autre part, I'écriture des densités d'efforts sur les faces opposées de Y montre
que les contraintes normales aux faces, g.n (ou n désigne la normale a la face
considérée), sont opposées sur des faces opposées. g.11 est donc Y-antipériodique.

Le probléme élastique a résoudre sur Y peut alors s'écrire sous la forme :

on cherche le champ de déplacement y, solution du systeme :
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[(divg =0
6 = Cij (€0 (V) + En) = Cipn ()
1-91) {{e))y =E
avec les conditions aux limites:
v Y -périodique
o.n Y —antipériodique

.

Ayant supposé que le milieu présente une structure périodique, les coefficients
Cijia(x) sont alors des fonctions périodiques de la variable d'espace x. La période est
supposée trés petite devant les dimensions du milieu. La structure périodique non
déformée occupant la région D de I'espace rapporté a la variable d'espace x de dimension
caractéristique V, désignons par v la dimension d'une période dans le matériau réel, la
quantité n=v/V représentant alors un petit parameétre du probléme.

Ainsi posé, le probléme (I-91) admet une solution unique en (g,u). En un point
M(y), le champ y s'obtient en intégrant (I-90) en posant u = E.y + y. Il est donc défini a
un champ de déplacement rigide prés qui traduit la position de la cellule Y dans le
"pavage" périodique du milicu. Le traitement de ce probléme passe par une résolution de
type éléments finis, que I'on peut qualifier d'exacte, & condition toutefois que le maillage
de Y soit suffisamment raffiné. On voit alors tout I'intérét de la prise en compte des
conditions de périodicité : dans le cas qui nous intéresse, la caractérisation du matériau
hétérogene, le probléme se limite A I'étude d'une hétérogénéité (ou de quelques
hétérogénéités), permettant ainsi d'avoir acces aux champs de contraintes et de

déformations microscopiques avec une précision relativement grande.

1.4.1.1) Probléme élémentaire

Dans la méthode d'homogénéisation asymptotique, on cherche s'il existe (£°,08°)

limites de (g", (_7“) lorsque 4 tend vers 0 ; 1a loi de comportement homogénéisé sera la

relation qui lie g° et £°. On cherche alors pour (g",g_") un développement asymptotique

a double échelle (x,y) de 1a forme :
(1-92) u"(x) = u°(®)+nu'(xy .

ol y° est le déplacement macroscopique.

55




Chapitre 1 : Etude bibliographique

En calculant le gradient de un, on obtient le développement asymptotique de gN :

(1-93) e"(x) =g(u")=€°(x.y) + ne'(xy .
ol
(194 85(’-"!) = eijx(gk)-'-eijy(gkﬂ)
avec
1 au:‘ X,y duk X,y 1 aul‘ X,y duk Xy
{-95) eijx(g")=§( as(j y) + ’as(l )J et eijy(gk)=§[ agj 3) + ’a(y‘ )

En utilisant la loi de comportement 6™(x) =C"(x):e"(x) = Q(X):g(l_ln), on obtient le
développement de g".

En écrivant la condition d'équilibre et en identifiant les puissances successives de 1, on
obtient plusieurs problé¢mes sur la cellule de base : a l'ordre -1 de m, 1'équation en
(ul,g£°,0°) correspond aux problémes locaux.

Le probleéme (I-91) est linéaire par rapport a la déformation imposée E. On peut
donc écrire E, déformation macroscopique a priori quelconque, sous forme d'une
combinaison linéaire de déformations macroscopiques élémentaires, résoudre
successivement les six problémes élémentaires, puis former la solution finale par la
combinaison linéaire des six solutions €lémentaires. On obtient alors :

(1-96) u}(g,z) = wiiwkb 4 st
ot Wkh désigne la déformation macroscopique élémentaire dans la direction kh, et wkt la
solution en déplacements du problkme (I-91) posé avec E=Wkh,

Ainsi, w!! représente le champ de déplacement microscopique sur Y, induit par
une déformation macroscopique de dilatation pure dans la direction 11. Pour w!2, la
déformation macroscopique imposée est un glissement pur dans le plan 12.

Le probléme 2 résoudre se transforme en un probléme classique de calcul des
structures par la méthode des éléments finis avec conditions aux limites de périodicité et
forces extérieures appliquées. Il ne reste alors qu'a dériver 1'équation (I-96) par rapport &
la variable de position pour trouver l'expression du tenseur de localisation des

déformations A. Et lorsque les six fonctions wkb sont obtenues 2 partir de ces
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résolutions, on atteint le tenseur d'élasticité effectif par un calcul de moyenne sur Y (en

faisant la moyenne de g° sur Y) :

1-97) Cil = (Cijkh (Z))Y t <Ciim" (¥) a;;'{“ >
Y

1.4.1.2) Utilisation de symétries

Dans ce paragraphe, et sans vouloir rentrer dans les détails de la résolution
numérique méme du probleéme (I-91), on indique quelles sont les simplifications qui
peuvent étre portées lorsque la cellule de base présente des symétries matérielles. On se
limitera ici A la présentation du cas d'une symétrie par rapport 2 un plan, et on renverra le
lecteur A la theése de Léné (1985) pour plus de détails. La cellule est définie
géométriquement par Y=}-Y1,Y[x]-Y2,Y2[x]-Y3,Y3], et elle présente une symétrie par
rapport au plan Y3=0. On peut alors ne prendre en considération que la moitié Y'=]-
Y1,Y1[x]-Y2,Y2[x]0,Y3[ de la cellule de base en donnant les conditions aux limites
appropriées. On convient de noter P le plan de symétrie, P, et P, les plans d'équation
y=ty;, et Py et P, les plans d'équation y=ty,. Les conditions aux limites sont alors les
suivantes :

* u3=0 sur P, conditions de périodicité "classiques" sur (Pl,Pl') et (P2,P2') pour

les problémes élémentaires en E=W!! ou E=W?22 ou E=W33 ou E=W12,

* u;=uy=0 sur P, conditions de périodicité "classiques” sur (P,P;) et (P2,P;)

pour les problemes élémentaires en E=W13 ou E=W23.

On a donc pu réduire le nombre de conditions de périodicité, et le domaine d'étude
a été divisé par deux. On peut alors effectuer le calcul plus rapidement, ou bien avec un
temps de calcul et une taille de probléme équivalents, utiliser un maillage plus raffiné.
Suivant le type de cellule étudiée, il peut se faire que I'on arrive, par des considérations
de symétries multiples (autour de plans médiateurs...),  ne plus avoir de conditions de
périodicité A écrire.

Cette méthode est prolongée par des résolutions par éléments finis. Cependant,
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d'apreés Peyroux (1990), les méthodes d'éléments finis se sont avérées lourdes et
complexes A mettre en oeuvre. C'est pourquoi nous présentons ci-dessous une méthode

basée sur des développements en séries de Fourier, plus aisée & manipuler que celle-ci.

L4.2. Séries de Fourier

Ce modele a été utilisé au départ par Afzali et Nemat-Nasser (1979), qui ont
estimé les modules élastiques d'un métal contenant des vides de formes sphériques
distribués d'une fagon périodique. Dans leurs calculs, ils ont tenu compte de l'effet des
interactions entre les particules adjacentes, de la taille des vides, mais non de la forme des
vides. En comparant avec les résultats des autres modeles (Mackenzie, 1950, Eshelby,
1957) qui ne prennent pas en compte les effets des interactions, ils ont remarqué que ces
effets deviennent importants quand la fraction volumique des vides devient grande.
Cependant, les résultats qu'ils ont donnés n'étaient pas exacts.

Nemat-Nasser et Taya (1981, 1985) ont repris cette méthode, et en utilisant le
concept de la déformation de transformation (déformation libre ou eigenstrain), ils ont
obtenu une équation intégrale en ce tenseur, dans le cas des vides sphériques. Ils ont
résolu cette équation intégrale par trois méthodes différentes : la premiére (1) est une
approximation simple, qui consiste 2 remplacer dans I'équation intégrale la déformation
de transformation par sa valeur moyenne dans l'inclusion ; la deuxieme (2) s'effectue en
approchant la déformation de transformation par un polyndme de coefficients inconnus,
calculés par la méthode de Galerkin ou par une approche variationnelle ; la troisi¢me (3)
donne une solution compléte, plus exacte que les deux autres, en faisant un changement
de variable, qui permet de transformer 1'équation intégrale en un systéme d'équations
algébriques linéaires de 1a nouvelle variable. Nous avons calculé l'erreur relative des deux
premilres méthodes par rapport 2 la solution compléte & 30 % de vides sphériques : pour
la premi@re, on trouve une erreur relative de 2.73 % sur le module de compressibilité, et
de 10.23 % (si on a un cisaillemnt pure, et de 0.2 % si on a un cisaillement simple) sur le

module de cisaillement ; pour la deuxi¢me méthode (avec un polyndme de degré 2),
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'erreur relative est de 0.45 % sur le module de compressibilité, et de 10.3 % (si on a un
cisaillement pure, et de 0% si on a un cisaillement simple) sur le module de cisaillement.

Nemat-Nasser et al. (1982) ont étendu ce modele aux cas des inclusions
sphériques quelconques, modele que nous présentons ci-dessus en détails.

Soit un matériau hétérogene a structure périodique : le tenseur d'élasticité C(x) est
donc une fonction périodique en x=(x1,X2,X3)

(1-98) Clx+np2,)=Cx)
oll n,, est un entier arbitraire et oll les vecteurs g sont des constantes qui déterminent la
période de la structure.

On considére un milieu infini homogene de tenseur d'élasticité CM, contenant des
inclusions distribuées périodiquement. La cellule de base Y est supposée de forme
parallélépipédique et contenant seulement une seule inclusion. La région occupée par cetie
inclusion est notée I, de volume V. La contrainte dans la cellule est donc donnée par :

M_ M
oM =CM (B, +e,) dansY/I

(I-99)
I_cl
ol =Cly(By +ey)  dansI
ob E est la déformation macroscopique imposée 2 la cellule de base.

Les équations d'équilibre nous donne :

%[c{;‘kl(ram +ey)|=0  dansY/I
(I-100) aj
a—xJ[C}Jkl (Ekl + €x )] =0 dans I

Les conditions aux limites 2 la surface de l'inclusion se traduisent par :

[cg}ﬂ(lzkl +e ) —CL(By+ey )_]nj =0 .

(I-101)
ol 1 est le vecteur unitaire dans la direction normale extérieure 2 la surface dI, et ou les
quantités "-" et "+" désignent la valeur de la quantité¢ immédiatement proche de la surface

dl, respectivement 2 l'intérieur et a I'extérieur de l'inclusion.

Pour résoudre les équations ci-dessus, on introduit la déformation de transformation dans
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I de 1a maniére suivante :
M _ I
Cuu(E +e, ) = Cijkl(Ekl + ekl) dans I
(I1-102) det
kekl =0 dans Y /1

Avec cette définition, la 2éme équation de (I-100) devient :

(1-103) [Cuu (B +ey —ep)|=0  dansl
ou encore

3 %€,
(1-104) CM 2k M K dans]

ijkl ax ax ijkl 8

Vue la périodicité spatiale, il est avantageux de développer les composantes de

déplacement ug(x), et les composantes de la déformation de transformation e’fd (x), en

série de Fourier comme suit :

= A ig X
(I-105) uk(l) = Z 8, (é) ei&2
n_=-—oo
* i i€
(I-106) e = Y & ()¢t
n =—oo
2%
od &, = An(p) (p=1,2,3) et i=+-1
p)

Les coefficients de Fourier, dans les relations (I-105) et (I-106), sont donnés par :

A 1 —-i€.x
(1-107) U, (&)= u, (x) e 2=dx

)l

(I-108) 8 ()= [l (x) e o 2dx
Apres substitution dans (I-104), on obtient alors :

A - . M At
(I-109) uk(é) - _lNkj(E-’)ijmn mn(g)gp
et en portant cette expression dans (I-105) ona:

&* i&x

(I-110) u, (x)= -1n Z_‘L”Nkj( JcM L &n (6)E, €
ol
(I-111) Ny() =[CMat]”

L'équation (I-104) permet de déterminer les composantes de la déformation :
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(-112) eu®= > Ejonn()eha(8) e

N, =—00
P
n#0

oin=_nn_ et
PP

Bjimn(8) = %(Nks (8)€; + Njo (&) )Chamap
(-113) =>

27168t + b ) + & (Buain + Brn)]
1 Efilmén . WM ik
v

+
1- M §4 I—VM §2

avec VM le coefficient de Poisson de la matrice.

Sunn

Substituons la relation (I-108) dans la relation (I-112), ce qui donne :
-114) ex(8) = S _eem(E) (s ) HE ey
LT ‘

Cette solution correspond aux résultats d'Eshelby dans le cas d'un milieu élastique a
structures périodiques.

La relation (I-102) peut s'écrire de la fagon suivante :
(I-115) Eo. = A klekl(x) €u(x) dans I
et c'est alors une équation intégrale en €y (x).

Portant la relation (I-115) dans (I-102), on arrive & :
-1
(I-116) A=[cM-cI] .M
Si la matrice et les inclusions sont isotropes de contantes de Lamé, respectivement, (AM,

uM), et (AL, ul), on a:
w5 s LS. (% - W0 T)B, B
z(uM_uI)( ikOj1 +Oil Jk)+(uM—uI)[3 lM_xI)_ ( _ul)]

Intégrons (I-115) dans I, et utilisons la relation (I-114), on obtient I'équation intégrale (en

(1'117) Aljk.l =

£ (X)) suivante :

(1-118) Ej = ApgEn(X) - IYI 21 gjm() IE () -it(ax) g,
a%o
ol
-119) &) = o[ €} (x) dx
AR

61




Chapitre 1 : Etude bibliographique

On résout I'équation intégrale (I-118) par trois méthodes.
* Approximation simple : pour une premicre approximation, on remplace dans la

relation (I-118) g*(x") par sa valeur moyenne dans l'inclusion, notée E*, et on intégre

I'équation (I-109). On aura alors :

(1-120) Ej = (Aijkl S )

ol

@-121) Sia = Z”P(E)gijkl(g)
n%0

avec

1-122) P(E) = ﬁgo (&) 0(-8).

(1-123) g,(8)= { e%® dx

* Approximation en polyndme : on approche €g(x) par un polyndme de degré K,

de 1a fagon suivante :
K
(I-124) ef(x)= Ye;
k=0
b 2 V(%)
avec r=,/| 5L 22| 4133 ot d; est une distance "convenable" dans la
d d2 d3
direction x;.

Substituons cette équation dans la relation (I-118) pour obtenir un systéme d'équations
linéaires en a;}k que l'on pourra résoudre par la méthode de Galerkin ou par une méthode
variationnelle.

* Solution compleéte : réécrivant la relation (I-115) en tenant compte de la relation

(I-114), on peut facilement réduire cette équation intégrale A un systtme d'équations
linéaires, d'inconnues Ej (&) définies par :

(I-125) Ex (€)= v Ielk(x)e

Si on multiplie 1a relation (I-115) par e &% ot g on integre sur le volume Vi, on obtient :

(I-126) E;Q(n) = AjuBu(n) - £ 2 gljkl( ) (H—§)E;1(§)

n#O

ol
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(1-127) Q(n)= &(1)

La solution de 'équation (I-126) étant trouvée, I'équation (I-125) donne :

(I-128) €; =E}(0)

On aboutit A un systéme linéaire d'une infinité d'équations avec une infinité d'inconnues
E,"’J (g) Comme I'a signalé Nemat-Nasser et Taya (1981) et Nemat-Nasser et al. (1982),
cette méthode est lourde & mettre en ceuvre, ce qui n'est pas le cas de la premiére, qui

donne de plus de bons résultats.

On rappelle que la cellule Y est soumise 2 la déformation uniforme E, et par
conséquent 2 la contrainte uniforme g°=CM:E, I'énergie de déformation étant donnée par
la relation suivante dans I'absence d'inclusion :

1 1
(1-129) W, =5 i ogE; dx = S[Y|ogE,

et dans la présence d'inclusion par :
_1reMm *
(1-130) v =3l Ol (B +e — £ )(E; +8; ) dx

€

Sachant que £*=0 dans Y/I et que u;=0 sur dY, I'équation (I-121) peut étre écrite comme
suit (Nemat-Nasser et al., 1982) :

(I-131) W, = Wy ~ 21]Y|ogE]

ol f =V;/|Y| est la fraction volumique de I'inclusion. D'un autre cdté, pour la cellule
homogene avec les propriétés effectives Ceff, 1'énergie de déformation s'écrit :

(-132) W, = 2f|YICSIE, E,

En comparant les deux relations (I-131) et (I-132), on obtient 1'équation qui permet de
déterminer Ceff ;

(I-133) CHEyE; = CMERE;; — fICYLELE;

Inversons l'équation (I-120), et remplagons g* (exprimé en fonction de E) dans (I-133).
Cela nous donne :

ff _cM 4 oM -1 =
(I-134) [Cf,-m -CM, + Y (A ~ Suuaia) ]}szij =0

63




Chapitre 1 : Etude bibliographique

Puisque cette équation est vraie pour un E arbitraire, nous concluons que :
(1-135) ceff =M —acM (A - )

Cette formule a été utilisée par Nemat-Nasser et al. (1982) pour estimer les modules
effectifs keff et peff d'un milieu élastique isotrope dans lequel des inclusions sont
distribuées d'une fagon périodique.

Cette méthode a ét€ étendue par Iwakuma et Nemat-Nasser (1983), pour des
inclusions ellipsoidales, distribuées périodiquement dans une matrice homogene isotrope.
Elle a été utilisée par Accorsi et Nemat-Nasser (1986), pour déterminer les bornes
élastoplastiques des matériaux composites a structures périodiques, puis, par Nemat-
Nasser et Hori (1992), pour déterminer les bornes des constantes élastiques des
matériaux composites a structures périodiques. Récemment, elle a été appliquée par
Nemat-Nasser et al. (1993) dans le cas des solides contenant des fissures distribuées
d'une fagon périodique.

Les conditions de périodicité sont ici prises automatiquement en compte dans le
développement en séries de Fourier et il n'y a pas de maillage & réaliser, mais la
programmation reste délicate. Nous présentons dans le prochain paragraphe d'autres

méthodes d'homogénéisation des milieux périodiques, mais leurs applications, comme

nous allons le voir sont limitées.

1.4.3. Autres modeles

Nunan et Keller (1984) ont proposé un modele pour calculer les propriétés
effectives d'un milieu isotrope dans lequel sont distribuées des inclusions sphériques
rigides, de fagon périodique. En utilisant la solution fondamentale périodique des
équations d'élasticité classiques, ils ont obtenu une équation intégrale en force de traction
f;(x) = o;jn; exercée par la matrice sur la surface des spheres rigides. La résolution de
cette équation intégrale a permis de trouver une expression du tenseur d'élasticité effectif,

donnée par la relation suivante (Nunan et Keller, 1984) :
1
(I-136) C%%’Ykl = 7\Msij‘{m + HM('Yij + in) + M f x;(Cyny )dS
ol
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odt AM et uM sont les constantes de Lamé de la matrice, et y; est un tenseur de

cisaillement constant, défini par :
T-137) ui(x+18)=ui(x) + vy}, xeD,peZ’

Pour un réseau qui présente une symétrie cubique, le tenseur d'élasticité Ciej{fl est donné
par I'expression suivante :

(1-138) Cf = (WM + uMy)5,8, + 2uM(1+B)y + 2uM (0~ By

ol dya=1 si i=j=k=1 et 8j0=0 si i#j#k=, et od ., B, ety sont fonctions de la fraction
volumique, du coefficient de Poisson de la matrice, et des paramétres caractérisant la

configuration périodique. Ils sont déterminés par les relations suivantes :

= % [l =xaf})as

B——j(xl +x,f; )dS
¥= szfglds
L dl

A

(I-139)

(o, B, ety sont calculés en utilisant la méthode de Galerkin) ob les fonctions ™ sont

définies par :
(I-140) AMIY| [ vy fmdS = 8ypy, » yeol
)
avec
_ M, M QBQP
@©14)  va(xy) =77 A S gl amise (x- y)]

=/ 4rn uMIYI I_pl M 2uM |§£|4
et SP un vecteur du réseau réciproque, défini en fonction des vecteurs de base (b,ba,bs)
du réseau réciproque par :

(I-142) SP=p;b, +pyby +p3bs, P=(p1,D2.03) € Z°

Sangani et Lu (1987) ont repris le modele de Nunan et Keller (1984), en appliquant la
méthode de distribution de singularité développée par Zuzovsky, Adler et Brenner (1983)
a I'équation d'élasticité (I-138) obtenue par Nunan et Keller (1984). Leur méthode
consiste 2 employer la solution fondamentale singuliére périodique de 'équation (I-138),
pour construire la solution du probleme en prenant des dérivés successives de cette

solution fondamentale, et en ajoutant la condition de continuité du déplacement et de la
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force de traction a la surface des particules sphériques. Ainsi ils ont étendu le modele de
Nunan et Keller & des inclusions sphériques quelconques.

Rodin (1993) a proposé une nouvelle méthode de calcul des propriétés élastiques
effectives des matériaux composites constitués par des inclusions sphériques distribuées
d'une fagon périodique dans une matrice. 1l s'est basé sur la méthode de 1'inclusion
équivalente (Eshelby, 1957, Mura, 1987), entre l'inclusion et I'inhomogénéité d'une
part, d'autre part en négligeant l'effet de la fluctuation de déformation de transformation
dans l'inclusion I par rapport a 1a moyenne, que 1'on note par g*(;) :

(1-143) £ @)=+ ®
Avec cette hypothése, il obtient un systéme d'équations linéaires en déformation de

polarisation dans l'inclusion I :

(1-144) Ch: [E+ls~y + > T(RY )y ] CM: [E+ Syt + Y T(RY)y iﬂ]
J=I J#l - -

ou XI est la déformation de polarisation définie par :
(I-145) Y= e @dx=V E
Vi

et ou E est la déformation uniforme appliquée & l'infini au milien. § est le tenseur

d'Eshelby. I(B_U) est le tenseur d'interaction entre les inclusions I et J, donné par :

(1-146) I(RV)= W j K(x,y) dy dx

avec g” le vecteur qui relie les centres des inclusions I et J. K(x,y) est défini par :

1
(1-147) Kij (5Y) = ~5[Gip.gy & 1)+ Gip.qi (% Y)|Coga

G(x,y) est le tenseur de Green donné par la relation suivante :

1 (3 - 4V)81-' + (xi - y])(xj - YI)

(I-148) Gy(x.y) = 16mu(l-v) lg - y| I’.‘ = ﬂ3

La résolution du syst¢tme (I-144) en f (J=1,...,.N) permet de calculer le tenseur

d'élasticité effectif du matériau composite & partir de 1'équation ci-apres :
M BN/ et
(-149) z=c"(E-J{1))=C"E

ou (x) est la déformation de polarisation moyenne, telle que :
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vs0 (ekyy

Le reproche majeur que 1'on peut tout de suite faire & ces méthodes, c'est que
leurs applications sont limitées aux inclusions sphériques (le modele de Nunan et Keller

est limité aux sphéres rigides).

L4.4. Comparaison entre ces modéles
Nous avons exposé dans ce paragraphe plusieurs méthodes de calcul pour
résoudre le probléme de la détermination des constantes €lastiques équivalentes d'un

matériau composite  structure périodique.

— O — Nemat-Nasser et al.
- -« - - Sangani et Lu

1.0 -- @ - - Rodin
my - - & - - E. F. Brockenbrough et al.
h: N --+--E. F. Rodin
\D.\
\‘ .
= Q\JA
e 05} \91-.:"1
01 "‘\\\_ el
- \‘:\\ A
TR
0.0 : : ' ' ' "
0 20 gty W 60

Figure 1.4 : Module de cisaillement effectif (normalisé par
le module de cisaillement de la matrice) dans une direction
principale de symétrie cubique.

Tous ces modeles tiennent compte de l'effet du taux de remplissage des renforts dans la
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matrice, de leur comportement €lastique respectif, de la forme des renforts et également

de la répartition spatiale des inclusions dans la matrice.

Nous nous proposons d'étudier, pour un matériau composite constitué de spheres
noyées d'une fagon périodique dans une matrice élastique homogéne infinie, le
comportement de ces différentes méthodes en fonction de la fraction volumique des
spheres. Les valeurs des constantes €lastiques équivalentes obtenues par chacune de ces
méthodes seront comparées entre elles afin de dégager certaines remarques.

La figure L4 représente la variation du module de cisaillement effectif (normalisé
par le module de cisaillement de la matrice) dans une direction principale de symétrie
cubique en fonction de la fraction volumique de vides sphériques, réparties sur un réseau
cubique simple, obtenu par les éléments finis (Brockenbrough et al., 1992 et Rodin,
1993), par le modele de développement en séries de Fourier (Nemat-Nasser et al., 1982),
par le modele de Rodin (1993), et par Sangani et Lu (1987). Les coefficients de Poisson
de la matrice et celui des inclusions sont pris égaux a 0.3. On remarque que les modeles
analytiques de Nemat-Nasser et al. (1982) et de Rodin (1993) donnent des résultats trés
proches de ceux calculés par éléments finis, et que le modele de Sangani et Lu surestime
le module de cisaillement équivalent a forte concentration. Ceci s'explique par le fait que
ce modele diverge quand la fraction volumique des inclusions se rapproche de la fraction
volumique maximale correspondant au réseau périodique considéré (elle est égale a 52 %
dans le cas du réseau cubique simple). Ces auteurs, pour trouver les modules équivalents

a fortes concentrations, ont utilisé des formes asymptotiques des coefficients o, B et .
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Figure L5 : Module de cisaillement effectif (normalisé par
le module de cisaillement de la matrice) dans une direction
principale de symétrie cubique (avec p/uM=40).

Puisque le modele de Sangani et Lu donne des valeurs supérieures a celles
prédites par les autres modeles dans le cas de vides sphériques, nous allons le tester dans
le cas d'un réseau cubique centré d'inclusions sphériques, avec le rapport n/uM=40 et un
coefficient de Poisson de 1a matrice égal 2 0.3. La figure 1.5 représente la variation du
module de cisaillement effectif (normalisé par le module de cisaillement de la matrice)
dans une direction principale de symétrie cubique, en fonction de la fraction volumique
des inclusions sphériques, obtenu par le modele de Rodin (1993), et par Sangani et Lu
(1987). On constate que le modele de Sangani et Lu donne 12 aussi des valeurs

supérieures A celles prédites par le modele de Rodin.
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L.5- CONCLUSIONS

Nous avons exposé et examiné dans ce chapitre plusieurs modeles
d'homogénéisation des matériaux composites €lastiques. Il semble donc que le choix
d'une de ces méthodes soit fortement lié, 2 1a fois 2 la finesse avec laquelle on peut
décrire le matériau, au temps que l'on souhaite consacrer au calcul, et a la précision
attendue. La méthode de Mori-Tanaka sera plus adaptée 3 des évaluations rapides des
caractéristiques mécaniques. Pour des études paramétriques, les méthodes de
développement en série de Fourier (si le paramétre est le recouvrement des fibres)
conviennent bien car elles autorisent un stockage de certains tenseurs intermédiaires. Les
autres modeles sont trés limités : le modele de Nunan et Keller n'est envisageable que
pour des spheres rigides, le modele de Rodin et celui de Sangani et Lu que pour les
inclusions sphériques. Par contre, 'homogénéisation asymptotique permet de faire une
étude plus fine, permettant I'acc®s aux contraintes et déformations locales. Enfin, pour
des fractions volumiques élevées, le recours aux éléments finis est justifié. Mais ces deux

méthodes restent lourdes 3 mettre en ceuvre.

Ce chapitre nous a permis de nous familiariser au formalisme des problemes
d'inclusions et va 2 présent servir de base pour introduire une nouvelle formulation qui
peur étre considérée comme une extension des problémes classiques d'inclusions. En se
basant sur les travaux de Zeller et Dederichs (1973) et sur le probleme de la paire
d'inclusions hétérogenes et plastiques développé par Fassi-Fehri (1985) et Berveiller et
al. (1987), nous avons mis au point un formalisme de calcul qui prend en compte les
interactions entre inclusions. Nous l'avons appelé méthode du cluster. Son avantage
réside dans sa souplesse et dans les résultats semi analytiques fournis dans les situations
les plus simples. Avec ce modele, nous avons pu étudier les effets de la répartition
spatiale des inclusions dans la matrice sur les propriétés macroscopiques des matériaux

composites. L'objet du prochain chapitre sera 1a présentation de ce modele.
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Chapitre II : Schéma du cluster

IL1- INTRODUCTION

Nous avons vu dans le chapitre I que le modele autocohérent A 1-site, pour le
calcul des coefficients élastiques équivalents d'un matériau composite, ne fait intervenir,
dans le calcul du tenseur de localisation des déformations Al que la fraction volumique

des divers constituants, leurs caractéristiques respectives.

L'effet de la forme des inclusions confére au matérian composite un
comportement anisotrope df 2 la morphologie de l'inclusion (ellipsoidale par exemple).
Mais la répartition spatiale des inclusions dans la matrice, dont le modele autocohérent 3
1-site ne tient pas compte, contribue aussi 2 la modification du comportement
macroscopique du matériau. En plus des interactions entre une inclusion I et le milieu
homogene équivalent du modele autocohérent 2 1-site, il existe aussi des interactions,
quoique souvent faibles a petite fraction volumique, entre l'inclusion considérée et son

voisinage immédiat constitué d'un certain nombre d'inclusions.

En tenant compte de ce voisinage, on représente A la fois l'anisotropie
morphologique du milieu (forme des inclusions) et l'anisotropie due 2 la répartition
spatiale des hétérogénéités dans le composite. Fassi-Fehri (1985), dans son étude sur les
matériaux composites, a proposé une méthode autocohérente dite 3 N-sites (en prenant les
idées de base du modele autocohérent 2 1-site) : au lieu de partir des interactions entre une

inclusion unique et le milieu homogene équivalent, elle considere les interactions entre
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une "cellule hétérogene élémentaire” et le milieu homogene équivalent recherché. Cette
cellule est alors constituée d'une inclusion et de ses premiers voisins, et elle est située
selon l'arrangement spatiale "tripériodique” du matériau. Cette facon de procéder n'est
pas correcte et n'a pas apporté de grandes corrections par rapport & la méthode
autocohérente 2 1-site. Nous ferons un rappel de cette méthode autocohérente 2 plusieurs

sites dans ce chapitre.

Zeller et Dederichs (1973) ont formulé le probleme d'élasticité hétérogeéne en une
équation intégrale similaire 2 1'équation de Lippman-Schwinger-Dyson en mécanique
quantique. En se basant sur ces travaux, nous développons deux formalismes de calcul
que nous appelons la méthode du cluster pour le premier et la méthode du cluster-
autocohérent pour le second. La différence entre ces deux méthodes réside dans le choix
du milieu de référence considéré :

- Cest la matrice dans le cas d'un composite chargé d'inclusions. Elle
trouvent des applications dans les problémes bien sfir de matériaux composites, mais
aussi dendommagement (interaction entre précipités, des fissures ...).

- Clest le milieu homogéne équivalent pour la méthode du cluster-
autocohérent (avec par exemple une application toute naturelle aux matériaux

polycristallins ).

Dans ce chapitre, nous rappelons d'abord l'équation intégrale de Zeller et
Dederichs (1973). Une fois cette formulation générale exposée, nous présentons tout
d'abord la méthode du cluster qui fera l'objet de deux parties différentes : I'une concerne
des inclusions ellipsoidales, et l'autre expose une combinaison de la méthode de Mori-
Tanaka avec celle du cluster (méthode du cluster-Mori-Tanaka). Dans le chapitre III, nous
comparerons les résultats obtenus par ces deux méthodes avec ceux déduits des autres

modgles approchés cités dans le chapitre 1. Ensuite on présente le modele du cluster-
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autocohérent que nous appliquerons 3 un matériau composite tissé constitué de fibres

longues dans les trois directions orthogonales.

I1.2- FORMULATION GENERALE DU PROBLEME ELASTIQUE
On se propose dans ce paragraphe d'introduire le probléme de l'inclusion
hétérogene. En rappelant tout d'abord sa formulation générale et en utilisant la technique

du tenseur de Green, on calcule le champs de déformation et de contrainte.

11.2.1. Equation intégrale pour les milieux hétérogenes élastiques
Considérons un milieu continu fini de frontiere oV, non déformé dans un état
initial naturel (contraintes nulles). Si on le soumet & l'action des forces extérieures (de
densité volumique F;) en imposant 3 1a surface 0V une répartition mixte d'efforts (de
densité surfacique TS et de déplacement U$), le milieu sera en équilibre sous le sitge de
contraintes o;j et d'un champ de déplacement u; continu sans vide ni recouvrement.

L'application de 1a relation fondamentale de dynamique s¢ traduit par :

— I'équilibre des forces: i +F. =0

1-1)
— I'équilibre des moments: G, =0y (en I absence de couples)

et le respect des conditions de frontidre nécessite :

pour les efforts:  on =T

(11-2)
pour le déplacement : u; = U$ 2 1a frontidre oV

(nS : normale unitaire extérieure 2 la surface aV).
Pour compléter 1'étude, il faut préciser la loi de comportement du matériau. La
déformation élastique £(X) est associée 2 1a contrainte locale g(X) par 1a 1oi de Hooke

locale d'élasticité anisotrope :
1-3) 6;;(®) = Cijra (D)
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ot Cy (%) désigne les composantes du tenseur d'élasticité en X.

Dans le cas d'un matériau homogene, Cij (x) ne dépend pas de x en général, et
Cija(x) possdde les symétries suivantes :
(11-4) Cyua = Cjia = Cije = Cusy

La déformation infinitésimale est définie par :

1
(@-5) eij(g)=5[ui,,-(z)+u,~,i(z)]
ot u(x) est le vecteur déplacement.

On considere le cas d'un milieu infini, ce qui impose que les conditions de

frontiere (II-2) sont rejetées 1'infini, et on note :

—pour lescontraintes: Oy (e0)=Z; uniforme
(II-6)

—pour les déformations: € (00) = Ej uniforme
Nous considérons dorénavant le deuxiéme type de condition 2 la limite.

Nous cherchons un syst®me d'équations portant uniquement sur la déformation

£(x). En reportant (11-5) dans (II-3), on obtient :

@-7) 0 (x) = Cija (X)uy 1 (X)
qui dans (1I-1), en I'absence de forces volumiques, conduit au systéme d'équations aux

dérivées partielles :

(II-8) [Cisn (E)uk.l(l)]'j =0

Nous considérons maintenant un milieu de référence homogene de tenseur d'élasticité C°.
Le tenseur d'élasticité local se décompose en la partie constante C° et en une partie
fluctuante 6C(X) :
-9) C(x)=C° +8C(x)

Substituons la relation (1I-9) dans 1'équation (II-8), et on obtient une équation de

type Navier :
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(1-10) CluaUk,1 (x)+ [Scijm (x)uy (_’E)]’j =0

Ceci constitue un systéme d' équations aux dérivées partielles dont les inconnues
sont les u;(X)i=1,2,3)> 94 51 faut résoudre en tenant compte des conditions de frontiére a

linfini (II-6), et ou le terme [SCijkl(g)uk‘l(g)]j peut étre considéré comme une

distribution de forces volumiques fictives. Une résolution avantageuse de (1I-10) fait
appel a la technique du tenseur de Green G pour le milieu infini de constantes d'élasticité

C°: Ggm(x-X) représente le déplacement dans le milieu dans la direction k, au point X

quelconque, lorsqu'une force unité f, =8;,0(x — X ) est appliquée en un point X' dans la

direction de 'axe m. Gym €5t symétrique par rapport a k et m. I1 est solution de 'équation

suivante :

(-11) C‘i;lekm,,-l(z—L')+81m8(L—x_') =0
avec comme condition auxiliaire son annulation 3 1'infini.

3;m est le tenseur de Kronecker, et 3(x-X)) est la distribution de Dirac & trois dimensions

dont les propriétés permetient d'écrire la solution de (1I-10) ainsi :

(I-12) u;(x)=uf () + j Gy(x-% >{8Cm(z')um,n = )] 9%

ot uf(x) est une solution de 'équation homogene associée, et dx' est 'élément de

volume (dl = dx} dx5 dx3), X1, X5, X3 étant les coordonnées cartésiennes du point x.1

convient d'indiquer ici les relations entre les dérivées partielles portant sur Gii(x-x), 2

savoir :

(1-13) Gki,j(z—z')=a—?‘701d(§-§')=—Bz—eri(l—Z'F-Gm,j'(z—l’)
) j

Onaalors : Gml()_(— _)g') = Gki,j,],(g - )_g').
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En intégrant J'équation (11-12) par parties et en annulant I'intégrale de surface du fait des

propriétés de G 2 l'infini , on obtient

(I-14) 0,0 =8 @+ JGua®- 15, (& Yma® )dx
R3

Soit, pour le gradient de déplacement, en utilisant la relation @-13):

(-15) u; (%)= uf;(x)+ [Guyx—% )5C gmn (& ) Ema (X )dx
3

sation par rapport a"ij" et "k,1", on aboutit 2 une équation intégrale,

Apres symétri
pman-Schwinger-Dyson L.SD

similaire 2 celle de Lip ) en mécanique quantique :

(T-16) ey =€+ | rijkl(z—z’)acm(i)em(z')di
R3

(Ce) par la
odifié

¢ dans tout le milieu homogene

ol £° est unc déformation uniforme cré
déformation uniforme E appliquée au milieu infini. I est le tenseur de Green m

défini par :
(M-17) Tija = [Gki"i}{ij}{kl}

ot on a noté par des accolades fermées {mn} la partie symétrique du tenseur par rapport

aux indices "m,n".
pelée équation L.S.D. par Kroner (1980b), a été

L'équation intégrale (11-16), ap
hs (1973). Dans ¢€ qui suit on

ette forme par Zeller et Dederic propose

proposée sous ¢
s de matériaux. Nous rappelons

une solution de cette équation intégrale pour trois type
d'abord les propriétés du tenseur de Green modifié, car elles vont étre utilisées de fagon
qui vont suivre.

importante dans les développements
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11.2.2. Propriétés de 1'opérateur de Green modifié
D'aprés Frangois, Pineau et Zaoui (1991), sous des conditions trés générales,
l'opérateur de Green modifié [(x-x) se décompose en une partie singuli¢re E°, dite

locale, et une partie réguliere F°, dite de distance, telles que :

. 1:(;&, zs') =E° (z z) + F° (z 5)

E°(x) = E° 5(5’2(_ ) =E° 8(x —.’S’D

ol _F_'°(§, 5’) décroit comme L —, et ol E°(x) est un simple tenseur du quatrieme
X—X

ordre. L'intégrale de F° dans un ellipsoide est uniforme (et nulle dans une sphere) si le

point X est & Iintérieur de 'ellipsoide. Ce sont ces propriétés remarquables qui sont 2

l'origine de la simplicité de la solution du probleme d'Eshelby pour une inclusion

ellipsoidale en milieu infini (notamment de J'uniformité de la solution 2 l'intérieur de

l'inclusion).

L'explicitation analytique de L' pour une anisotropie quelconque n'est

malheureusement pas possible. En revanche son expression est simple dans le cas

isotrope et pour un milieu infini. Pour ce cas trés particulier, les expressions E° et F°
sont connues analytiquement, et sont données ci-dessous.

Le tenseur de green sécrit en effet :

Gij(y_i') =Gij(\5”—"D

(I-19) _ 1 3Kk +70)85 + Bk + 1) 5]

B 8rp(3k + 4u)‘§ - 5'\

Eo = 1
9715030 + 4

(1-20) 0 [-GKO + 08B + 90 + 21 )ia
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1

0 _
l::ijkl

(H-Zl) 815[10(31(0 + 4[10 HE -X
0 04,0 3 (21,0 0
-6p Iijkl +153k"Y +pn )rirjrkrl - 5(3k +2u )(rirlSik + 1'ir16jk + rjrksil + rirk8jl)}

— {(3k° + u°)8ij8kl -33k% + uo)(rierkl + rkrISij)

I3 SOLUTIONS APPROCHEES DE L'EQUATION INTEGRALE
Dans ce paragraphe, nous proposons de résoudre 1'équation intégrale (II-16) en
distinguant le cas d'un composite chargé d'inclusions de celui d'autres matériaux tel un

polycristal.

bt

matrice E inclusions

Figure IL.1 : Représentation schématique d'un milieu

inclusionnaire.
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11.3.1. Milieux inclusionnaires

L'équation intégrale (TI-16) a été utilisée par Fassi-Fehri (1985), Berveiller et al.
(1986, 1987) et Fassi-Fehri et al. (1989) pour résoudre le probleme particulier de la paire
d'inclusions. Ils ont pu obtenir une solution approchée pour les déformations moyennes,
en considérant un milieu infini de constantes élastiques C° contenant deux inclusions I et
J, de volume respectivement Vy et Vj et de constantes élastiques C! et CJ, qu'ils ont
supposées uniformes dans/WeT V;. La solution exacte de cette équation pour une
inclusion quelconque est encore tres complexe et difficile & déduire en générale. Johnson
(1983) prendra I'approximation de Born qui consiste 2 remplacer £(x") dans l'intégrale
par le champ uniforme E. Mais cette approximation a montré que la méthode n'est valable
que pour de faibles pourcentages du renfort dans la matrice. La méthode autocohérente,
pour simplifier le probleme, prend une inclusion noyée dans le milieu homogene
équivalent de contantes €lastiques Ceff, et considere que la déformation est uniforme dans
Iinclusion. Nous avons vu dans le chapitre I que cette méthode ne donne pas de bons
résultats A grande fraction volumique des inclusions (quand le rapport du module de
Iinclusion par rapport au module de la matrice est trés grand ou tr2s faible). Dans le cas
général, la résolution exacte de 1'équation intégrale nécessite le recours A des méthodes
numériques complexes ou a un développement de £(x') sous forme polynomiale

(Moshovidis et Mura, 1975).

11.3.1.1) Probléme de I'inclusion multiple
On considére un matériau composite €lastique constitué par une infinité
d'inclusions plongées dans une matrice homogene et infinie (voir figure IL.1). Les
constantes élastiques des inclusions sont notées CI, celles de la matrice CM Les
inclusions sont supposées de formes ellipsoidales. La géométrie d'une inclusion I est
caractérisée par les demi-longueurs principales ay, by, ¢y, et des trois angles d'Euler, et par

la position du centre.
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Dans ce cas de matériaux et avec les notations ci-dessus,on a :

@-22) s =3 (C - C P = S ACH®
I=1 I=1

o la fonction 6!(x), donnée par la relation (I-29), est la fonction indicatrice de
J'inclusion I de fraction volumique fi.
Substituons la relation (11-22) dans I'équation ([I-10), 'équation de type Navier

devient :

+oco
(II-23) C%muk,l(wLZlAc{m 8'(x) uk,l(z)] =0
= 8]

En substituant 1a relation (II-22) dans (1I-16), on obtient :

+oo ’ ’ ’ ’
(1I-24) ey (® =€+ Y, [Tija(® =% )ACiimn 8’ (% )ema (2 )0x
J=1R3

En tenant compte des propriétés de la fonction 8'(x), qui s'annule en dehors des Vj,
l'intégrale sur R3 peut €tre réduite 2 une sommation sur des intégrales sur les volumes Vj.

L'équation (II-24) s'écrit alors :

kg ’ ’ ’
(I1-25) ey =ef+ X [Tiu-x )AChimn Ema (8 )dX
=1v]

Les déformations et les contraintes dans les inclusions I (I=1, ... +o°) n'ont
aucune raison d'étre uniformes dans les volumes Vi, méme pour des inclusions de
formes ellipsoidales. Ici réside la difficulté majeure du probléme. Une approximation plus
intuitive et justifiée par Moshovidis et Mura (1975), consiste 2 remplacer, dans les
volumes Vj de I'équation (II-25) (dont la solution exacte €st treés complexe et difficile a
déduire en générale), £(x') par les valeurs moyennes de £(X) sur ces volumes, définie

par:
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(11-26) gl = Vl J e(x)dx

L'uniformité des contraintes dans une inclusion isolée dans un milieu infini, a été
démontrée par Eshelby (1957). Les calculs de Nemat-Nasser et Taya (1981), et Nemat-
Nasser et al. (1982) dans le cas des inclusions sphériques réparties d'une fagon
périodique, ont montré qu'en supposant les déformations et contraintes uniformes dans
les inclusions, on commet une erreur relative de quelques pourcents (2 30% de vides
sphériques elle est de 0.3% sur le module de cisaillement et de 0.27% sur le module de
compressibilité). Et puisque nous sommes trés intéressés par 'évaluation des contraintes
et déformations moyennes dans les différentes phases, nous utiliserons donc cette

hypothese, qui sera testée en comparant les résultats de notre modgle 2 différents résultats

analytiques ou numériques. On note par gl (respectivement gl) la déformation
(respectivement la contrainte) dans l'inclusion L Le domaine occupé par cette inclusion

sera noté I et son volume V1.

Considérons la relation (II-22). Il s'en suit immédiatement que :

0 si x € matrice
(I-27) 8Cijua (%)
ACk; =Cljy —Cfn  siX€ inclusion I
Suite 2 I'hypothese de 'uniformité de la déformation dans I'inclusion, 1'équation

intégrale (1I-25) devient :

(11-28) Ean(®) = e?m,+2(j rmj(x;—w_(')dz')Ac{m ek
I=1\J

ol la sommation porte sur 'ensemble des inclusions se trouvant dans la matrice infinie.
En examinant (II-28), on remarque que l'uniformité de la déformation n'est pas réalisée

dans l'inclusion, sauf si I'on considére une inclusion ellipsoidale isolée. En faisant la
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moyenne de la déformation dans l'inclusion I définie par la relation (11-28), on obtient

alors :
(II-29) el, = €m+ ler,{’mij Ac{jk1 e
avec ©

U _ 1 ’ ’
(1-30) o = vl T pglx—% )% dx

Notons que les interactions de l'inclusion I avec les autres inclusions sont tenues
en compte dans les tenseurs d'ordre 4 TV (I#]). Ces tenseurs d'interactions peuvent étre
calculés quand la forme et la position des inclusions sont connues. Les termes [ sont en
général prépondérants par rapport aux termes [U (1]). D'apres une étude faite par Fassi-
Fehri (1985), les tenseurs IV ont un comportement en 1/R3 et 1/R3 (R est la distance
entre les centres des deux inclusions I et 1), donc on peut raisonnablement limiter les
interactions au proches voisins. L'évaluation des termes ['¥ est donnée dans 'Annexe A.

Les relations (II-29) constituent un systéme d'équations avec un nombre infini

d’inconnues g'. Nous avons développé deux méthodes pour résoudre ce systeme

d'équations, que nous présentons dans le paragraphe suivant.

I1.3.1.2. Méthodes de résolution
Une méthode autocohérente (valable en milieu dilués), appelée N-sites, a €t€
proposée par Fassi-Fehri (1985), puis reprise par Berveiller et al. (1986) et Fassi-Fehri et
al. (1989) en utilisant la solution du probleme de la paire d'inclusions hétérogenes. Au
lieu de partir des interactions entre une inclusion unique et le milieu homogene équivalent,
une cellule hétérogéne élémentaire est défini, constituée d'une inclusion et de ses premiers

voisins situés dans le milieu homogene équivalent. Elle consiste 3 prendre comme milieu

de référence le milieu homogene équivalent (Co=Ceff), et de prendre £°=E.
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Figure I1.2 : évolution du module de cisaillement effectif
(normalisé par le module de cisaillement de la matrice), en
fonction de la fraction volumique f, calculé a partir du
modele autocohérent 2 1-site et du modele autocohérent a
N-sites (Berveiller et al. 1986).

Berveiller et al. (1986) ont effectué les calculs pour des inclusions sphériques
réparties selon un réseau cubique centré, en limitant les interactions aux huits premiers
voisins (sommets du cube). La matrice et les inclusions ont été supposées isotropes, de
modules de cisaillement respectivement pM et pl, et de méme coefficient de Poisson

v=0.2.
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I_ M
La figure IL.2 montre, pour un facteur d'hétérogénéité (défini par E—uMi—) de

100, I'évolution du module de cisaillement effectif (normalisé par le module de
cisaillement de la matrice) en fonction de la fraction volumique f des inclusions
sphériques, évaluation obtenue 2 partir du modele autocohérent & 1-site et du modele
autocohérent 2 N-sites présenté par Berveiller et al. (1986). On observe que les résultats
obtenus 2 partir du modele autocohérent 2 N-sites sont trés proches des résultats obtenus
3 partir du modele autocohérent 2 1-site. Nous voyons que le modele autocohérent aN-
sites présenté par Fassi-Fehri (1985), Berveiller et al. (1986) et Fassi-Fehri et al. (1989)
n'apporte donc pas de grande correction au résultat donné par le modele autocohérent a 1-
site. L'hypothése de base de ce modele, (milieu extérieur hétérogéne remplacé par le
milieu homogene équivalent), n'est pas completement satisfaisante, car elle place les
inclusions dans un milieu plus "raide" que le milieu réel, et notamment ne permet pas de
prendre en compte la déformation de la zone de matrice entourant I'inclusion (cette zone
est en effet plus "souple” que le milieu homogene équivalent). Les résultats de cette
méthode seront comparés avec ceux de notre modele dans le prochain chapitre (voir
figure ITL.10). C'est pourquoi nous avons développé une nouvelle méthode décrivant de
fagon plus satisfaisante le comportement des milieux inclusionnaires, méthodes qui vont

&tre présentées dans les paragraphes suivants.

11.3.1.2.1) Méthode du cluster
Elle s'applique aux cas d'inclusions ellipsoidales, distribuées d'une maniére
périodique (voir figure I1.3) ou non périodique (voir figure IL1) dans une matrice

homoggne infinie. La méthode du cluster consiste 3 prendre comme milieu de référence la

matrice (C°=CM).
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Famille F3  Famille F1 Famille F2

Figure IL3 : Représentation schématique d'un milieu
inclusionnaire périodique constitué par trois familles
d'inclusions.

11.3.1.2.1.1) Cas des milieux périodiques
a) Présentation de la méthode
Les relations (II-29) constituent un systéme d'équations avec un nombre infini
d’inconnues g'. Comme dans Canova et al. (1992), le probléme peut étre réduit a un
systéme de N équations 3 N inconnues en considérant un ensemble d'inclusions (N

inclusions), constituant un volume élémentaire représentatif (VER), représentatif en effet
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3 1a fois de I'anisotropie géométrique et mécanique de chacune d'entre elles, et de leur
répartition mutuelle. Le VER, contenant donc N inclusions et reproduit par périodicité,
permet ainsi de remplir tout I'espace (voir figure II-3). Par exemple, le volume
élémentaire représentatif dans le cas d'une répartition de spheres en cubique simple, est
constitué par un cube contenant une seule sphere en son centre (figure I1.4). On associe &
chaque inclusion K=1,...,.N dans le VER, 1a famille (notée Fy) d'inclusions obtenue par
périodicité. Cette famille est aussi notée par K. La fraction volumique de I'inclusion K
dans le VER est notée par fx et est égale a la fraction volumique de la famille K dans tout

l'espace. Les inconnues sont les déformations gK dans les inclusions (K=1,...,N). (I-

29) peut &tre réécrite comme suit :
(I-31) gl =g°+ Y LHACke +.....+ Y LP:ACN:eN

pour I=1,...,N.

Les sommations dans cette équation introduisent des séries infinies d'inclusions.

On obtient une solution approchée de la manire suivante : a chaque inclusion I, on

associe une sphere S(I,R ) de rayon R etde centre confondu avec celui de l'inclusion I
(voir figures IL5 et I1.6). On note par C,R ), ou plus brizvement par Cf, le cluster des

inclusions qui ont leur centre dans S, Rc). On réduit la sommation dans (II-31) 2 une

sommation finie qui prend seulement en compte les inclusions ayant leur centre dans le
cluster Cy. Si on définit par Cy; I'intersection du cluster Cj avec la famille d'inclusions Fj,
nous avons, compte tenu de (1I-31) :
(I1-32) gl=go+ YIU:AC:e +..+ S rU:ACN:eN

JeCpy JeCN

pour I=1,...,N.
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Inclusion

Matrice

Figure IL4 : Volume élémentaire représentatif d'une
distribution de sphere en cubique simple.

Le cluster correspondant 2 la répartition présentée sur la figure I1.3 est schématisé
en deux dimensions sur la figure I.5. La figure IL6 représente schématiquement en deux
dimensions, le cluster correspondant 2 la répartition de spheres sur un réseau cubique
simple. Dans la méthode du cluster on considere que la déformation de chaque inclusion
dans le matériau hétérogene est égale 2 celle qui s'y produirait si le cluster sphérique de
cette inclusion était seul, entouré de matrice €lastique homogene infinie, avec pour

déformation imposée 2 l'infini la valeur g° (voir figure 11.7) qu'on va déterminer ci-apres.
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Figure 1.5 : Représentation schématique du cluster de
rayon R, dans le cas d'une distribution de trois familles
d'inclusions et du volume élémentaire représentatif (VER).
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VER 1 y

Matrice

1 C
Cluster Cy Inclusion centrale 1

Figure I1.6 : Représentation schématique du cluster de
rayon R dans le cas d'une distribution de spheéres sur un
réseau cubique simple. Le petit cube au centre de la figure
est le volume élémentaire représentatif (VER).
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VER 1 y

Pt

Figure I1.7 : Représentation schématique du cluster
équivalent.

La constante d'intégration 0 qui apparait dans la relation (II-31) peut étre reliée &
la déformation macroscopique E appliquée a l'infini (Molinari et E1 Mouden, 1995). On

note par <f> la valeur moyenne de f, définie par :
. 1 ’ ’
(I1-33) ) = lim =5 [fx)dx
R~ 3mR° BQ{,R)

o B(x,R) est une sphere de centre X et de rayon R. Nous supposons I'homogénéité

statistique. Par conséquent, la définition de la valeur moyenne <f> ne dépend pas du
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centre X de la sphére B(x,R). En faisant la moyenne de 1'équation intégrale (II-16), on
obtient l'expression suivante :

(H-34) Emn = Egm + <anu*8Cukl€kl)

ou "*" désigne le produit de convolution. Compte tenu des propriétés du tenseur de

Green modifié Tpp;(x —x ) l'opération de moyenne donne :

(II-35) (anij *Scijklekl> = —E}y <5Cijk1 81:1)
Pour une matrice isotrope définie par les modules de cisaillement et de compressibilité puM

et kM, E° est donné par la relation (1I-20).
Les inconnues sont les déformations ¢X dans les inclusions (K=1,..., N). Avec

ces notations, la constante §° peut étre exprimée, en utilisant (II-34) et (II-35), de la

fagon suivante :

N
(II-36) g° §+g°;K2_1fKAgK:§K

En substituant cette relation dans la relation (II-32), on obtient un systeme linéaire

d'équations dont les inconnues sont les déformations &' :

(W-37) e' =E+ YI'U:AChe!+..+ Y IU:ACN:eN +EO: Zf ACK:gK
JeCyy JeCn

avec
K _ckK M

(I1-38) ACljkl Cgkl—Cljkl

La convergence de la solution est étudiée dans le paragraphe 11.3.1.2.1.b (voir El

Mouden et Molinari, 1995).

Substituons (I-14a) dans (II-37), et en considérant que E est arbitraire, on aboutit
a un systéme linéaire de N équations, ot les inconnues sont les tenseurs de localisations

Al:
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(1I-39) =1+ 21_" Al+..+ YTU:ACN:AN +E°: Zf ACK:AK
JeCy, JeCiy

pour I=1,....,N,

ol ] est le tenseur unité symétrique d'ordre 4 défini dans (I-17).

On remarque ici que la relation donnant Ceff est parfaitement explicite, puisque les
tenseurs ' et AC! ne dépendent pas de Ceff. Par conséquent, le calcul de Ceff ne
nécessite donc pas d'utiliser une méthode itérative, contrairement au modele cluster-

autocohérent décrit dans le paragraphe I1.3.2.

Pour déterminer les composantes des tenseurs de localisations Al ijk1 (I=1,...,.N, N

étant le nombre d'inclusions contenues dans le VER), nous calculons les tenseurs [ en
utilisant les coefficients CM de la matrice ; les composantes de [V sont trouvées
numériquement dans un repere macroscopique (voir Annexe A). Une fois les
composantes des tenseurs de localisations de déformations Al (I=1,...,N) obtenues apres
résolution du systéme d'équations (II-39), nous en déduisons, pour une fraction
volumique totale f donnée des inclusions (c'est-2-dire pour des fractions volumiques fy
k=1,...,N de famille d'inclusions Fy), le tenseur d'élasticité du matériau composite 2

partir de la relation (I-15a), qui peut s'écrire :

N
(I1-40) geff = gM + Zfl (QI - gM ):AI
I=1

b) Etude de la convergence de la méthode
Dans ce paragraphe nous allons démontrer et vérifier, sur des répartitions simples
de spheres, la convergence de la méthode pour une taille croissante du cluster (El Mouden

et Molinari, 1995).
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Pour une inclusion I et un rayon R, nous considérons une partition de la famille
F; d'inclusions telle que :
(11-41) FE=CGul , GGnC;=0
o Cj; a été défini dans le paragraphe (11.3.1.2.1.1.a) comme I'ensemble d'inclusions de
la famille F; qui ont leur centre dans la sphere S(I, R.). Cette derniére a un rayon R, et
son centre est confondu avec celui de I'inclusion L C‘Ii représente quant 3 lui 'ensemble

des inclusions dont les centres se trouvent A I'extéricur de la sphére S(I, R,).

Pour des grandes valeurs du rayon du cluster R, pour justifier le remplacement

du systeme d'équations (II-31) par (II-32), il faut prouver que le terme de la forme
ZLU :8C":g" est négligeable. C'est le cas si on montre que :
Je(:‘ﬁ

@ Lm0 o
¢ Jeéﬁ

Ces résultats deviennent, en tenant compte des propriétés bien connues du tenseur de

Green modifié T'(x - g(_') :

(I1-43) Jra-x)dx =0 (xe$)
SC

pour x appartenant a la sphere S (l'intégration est faite sur le complémentaire de la sphére
S, définie par : S¢=R3 - §).

Si on démontre la relation (1I-42) pour la famille d'inclusions Fi, cette relation
sera vérifiée pour toutes les familles d'inclusions F;. On considére alors une inclusion J

appartenant & én’ son centre se trouvant donc i I'extérieur de la sphere S(I,R.). On note
par Qj le cube qui se reproduit par périodicité 3 partir du VER, dans lequel se trouve

I'inclusion J (voir figure I1.8).
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0 Cn
. (/—'\11

Fl=C, U Cp

Figure I1.8 : Représentation schématique de partition de la
famille d'inclusions F;.

A partir de (II-30),on a :

1 ’ ’
Moy = VI‘{ !Egmijl'l. dx [dx

Pour des grandes valeurs de R, I'approximation suivante est justifiée :
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V 1 V ’ ,
11-44 Y =~ LD~ xp)dx =~ 21| [Tex — dx |d
(II-44) L~y G -xpax VIQJ{QII_(; x )x |dx

ol Xy est le centre de I'inclusion J.

Puisque V/Q; est égal 2 la fraction volumique f; de la famille d'inclusions Fi, on

peut écrire :
(II-45) IIrV=f L ( / L(z—z')dz']dz
Je6 Vi n\a
T
Quand R, est trés grand, le volume O = ZQJ est confondu avec S¢=R3-S(I,R,) .

JGC“
Ainsi, dans la relation (II-45), O peut €tre remplacé par S¢, ot S est la sphere S(I,R,).
Par conséquent la démonstration de (II-42) résulte de :

(I1-46) )Y AN ( J L(z—z')dz')dz =0
Jed Vi I\ gec
11 S

qui apparait comme une conséquence directe de (I1-43), puisque x € S.

Maintenant, nous allons vérifier que la solution approchée converge, quand
Re—+00, pour plusieurs distributions d'inclusions sphériques, en étudiant la variation
des modules effectifs dans les directions principales de symétrie, en fonction du rayon du
cluster Re. Lors de notre calcul, nous avons remarqué que la convergence est rapide pour
les faibles fractions volumiques des inclusions. On note que pour R; < a, le cluster
contient une seule inclusion, et que les résultats sont identiques 2 ceux prédits par la
méthode de Mori-Tanaka (la démonstration est donnée dans I'Annexe B), qui donne un

comportement isotrope.

Sur la figure I1.9, nous étudions la variation du module de cisaillement effectif
(normalisé par le module de cisaillement de Ia matrice) dans une direction principale de

symétrie cubique en fonction du rayon du cluster R, pour la fraction volumique f=0.5 de
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spheres rigides distribuées sur un réseau cubique simple. On remarque une convergence
a partir de Rc=2a, ol a est la distance entre les centres de deux inclusions voisines. On

s'apergoit aussi que la convergence est rapide pour les faibles fractions volumiques.

3 Q <— Mori-Tanaka
9 4o f=0.5
SO0 0O --0-00--00 O
< el
=
= 2 [
Y £=0.2
G--o ~@© -- 000 - -O---0
1 .
O i 1 i 1 I L i 1 I 1 1 ] I 1 1 i I 1 1 1 I 1 1 i I
0 2 4 6 8 10 12
Rc/a

Figure 119 : Convergence de la méthode du cluster pour
des valeurs croissantes du rayon R, du cluster. On
considere une distribution de spheres rigides sur un réseau
cubique simple.

La figure II.10 représente, pour une distribution de vides sphériques sur un
réseau cubique centré, la variation du module de cisaillement effectif (normalisé par le
module de cisaillement de la matrice) dans une direction principale de symétrie cubique en
fonction du rayon du cluster R, pour la fraction volumique f=0.60. On note bien une
convergence a partir de Rc=2a, o1 a est la distance entre les centres de deux inclusions

voisines.
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Figure I1.10 : Convergence de 1a méthode du cluster pour
des valeurs croissantes du rayon R; du cluster. On
considére une distribution de vides sphériques sur un
réseau cubique centré.

La figure I1.11 met en évidence, pour un réseau tétragonal P (c=2a=2b), la
variation des modules de cisaillement effectif (normalisé par le module de cisaillement de
la matrice) dans les directions principales de symétrie en fonction du rayon du cluster R,
pour la fraction volumique £=0.25 de spheres rigides. On s'apercoit d'une convergence
toujours 2 partir de R.=2a, ol a est la distance entre les centres de deux inclusions

voisines.
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Figure I1.11 : Convergence de la méthode du cluster pour
des valeurs croissantes du rayon R; dy cluster. On
considere une distribution de spheres rigides sur un réseay
tétragonal P (c=2a=2b).

La variation dy module de cisaillement effectif (normalis¢ par le module de

cisaillement de 1a matrice) dans une direction principale de symétrie cubique, en fonction

du rayon du cluster R, est étudiée sur Ia figure I1.12. Une distribution cubique centrée

de 30% de spheres rigides et de 30% de vides sphériques est considérée. On remarque

également une convergence A partir de Re=2a, 0t aestla distance entre les centres de

deux inclusions voisines.
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Figure I1.12 : Convergence de la méthode du cluster pour
des valeurs croissantes du rayon R du cluster. Une
distribution cubique centrée de 30% de sphéres rigides et
de 30% de vides sphériques est considérée.

¢) Quelques cas particuliers
Dans le cas d'une maille élémentaire unique dans laquelle chaque inclusion joue le
méme rdle (c'est le cas par exemple des réseaux CS, CC, CFC, orthorhombique...), la
déformation dans chaque inclusion est identique. Nous avons alors une seule famille
d'inclusions F; et une seule incdnnue gl. La figure I1.4 montre le cas d'une distribution
des inclusions sur un réseau cubique simple. L'équation de localisation (II-37) devient

alors :

(11-47) gl =E+ Y IV:AC!:e! +E°:f, ACh:¢!
JeC,
1
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Dans le cas de deux familles d'inclusions F; et F; (les inclusions sont différentes
soit par leur orientations, et/ou par leurs tailles, et/ou par leurs propriétés mécaniques :
Cl#C?), 1a figure I1.13 (voir aussi les figures II.14 et II.15) montre le cas d'une
distribution des inclusions sur un réseau cubique centré. Dans ce cas, il y a deux

inconnues g! et g2 A déterminer.

Famille 1

Famille 2

L Matrice

Figure IL.13 : Représentation schématique en deux
dimension d'une distribution de deux familles d'inclusions
F, et F; sur un réseau cubique centré.
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L'équation de localisation (II-37) s'écrit alors :

=E+ Y I[Y:aChel+ Y rV:Ac2:e?+E°: Zf ACK:eK
(1-48) JeGy, JeC)y

g2=E+ Y I2h:aClel+ Y I?:AC%:e? +E: Zf ACK:eK
JeCy, JeCy,

Famille 2

Matrice

— Famille 1

Figure I1.14 : Représentation d'une distribution de deux
familles d'inclusions F; et F; sur un réseau cubique centré
présenté sur la figure I1.17.
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Famille 2

- Matrice

Famille 1

Figure I1.15 : Représentation du volume élémentaire
représentatif de la distribution des deux familles
d'inclusions F;j et F; sur un réseau cubique centré présenté
sur les figures I1.13 et I1.14.

d) Schéma de résolution numérique
Nous avons écrit un autre logiciel qui utilise le schéma du cluster pour calculer le
tenseur d'élasticité du matériau composite, pour une et deux familles d'inclusions
ellipsoidales réparties sur les réseaux périodiques suivants : cubique simple, cubique

centré, cubique 2 face centré, hexagonal, tétragonal P et I, orthorhombique P, I, C et F.
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Nous présentons dans ce paragraphe l'organigramme du programme permettant le
calcul des constantes élastiques effectives d'un composite par le schéma du cluster.

L'algorithme est présenté sur le schéma II. 1. Tl convient de calculer pour tous les grains :

5  les tenseurs [V (expression I1.30) en prenant pour le comportement
du milieu de référence le tenseur d'élasticité de la matrice ;

5™  la déviation des propriétés AC' par rapport au milieu de référence en
se servant de (II-38) ;

™  les tenseurs de localisations Al, en résolvant le systtme d'équations
{-39) ;

5" les propriétés élastiques C° 2 partir de (I1-40).
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EU = LU(QM)

A__C_I = gl _Q_M

L 4
Tenseurs Al (QM)

(I=1,....N)
4
eff _ ~M A 1_ M)Al
cf=cM+Y f(C'-CM)A
I=1

Schéma II.1 : Algorithme de la méthode du cluster

11.3.1.2.1.2) Cas des milieux aléatoires
La méthode du cluster peut s'appliquer aussi aux milieux inclusionnaires
aléatoires. En substituant les relations (II-34) et (II-35) dans la relation (II-29), on

obtient:

+oo +00
(11-49) gl =E+ Y IP:AC":e! +E°: Y fxACK:e¥
J=1 K=1

pour I=1,...,40c0.

Les relations (II-49) constituent un syst¢me linéaire d'équations avec un nombre
infini d'inconnues gJ). On obtient une solution approchée de la maniere suivante : On
considere un volume V du milieu infini (V doit étre suffisamment grand pour représenter
le milieu inclusionnaire infini), et A chaque inclusion I du volume V, on associe une

sphere S(LR.) de rayon R et de centre confondu avec celui de l'inclusion I (voir figure
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I1.16). On note par Cj, le cluster des inclusions qui ont leur centre dans S(I, Rc). On

réduit la sommation dans (II-49) 3 une sommation finie qui prend seulement en compte
les inclusions ayant leur centre dans le cluster Cy. (voir I1.3.1.2.1.1.). L'équation (IT-49)

devient :

Volume V

Cluster C1

Figure 1116 : Représentation schématique d'un milieu
inclusionnaire non périodique, et du cluster de rayon R..
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N
(I1-50) gl =E+ YI":ACLel+..+ Y IU:ACN:eN +E%: ¥ fACK: eK
K <

JeCyy JeCy K=1

pour I=1,...,N, N étant le nombre d'inclusions contenues dans le volume V.

Dans le méme ordre d'idées que les deux méthodes que nous venons de
développer, nous avons combiné la méthode du cluster avec celle de Mori-Tanaka, et

nous avons appelé cette nouvelle méthode : cluster-Mori-Tanaka.

1L1.3.1.2.2) Méthode du cluster-Mori-Tanaka

Comme la méthode du cluster, celle-ci s'applique aussi aux cas d'inclusions
ellipsoidales distribuées d'une fagon périodique ou non périodique dans une matrice
élastique homogene infinie. Mais elle est plus adaptée aux milieux inclusionnaires ol les
inclusions sont réparties par paquets dans la matrice homogene élastique infinie (voir
figure I1.19), ce type de matériaux qu'on I'appellera matériaux clusters isolés (le bambou
par exemple a ce type de structure). Les paquets doivent &tre suffisamment éloignés les
unes des autres pour pouvoir négliger les interactions entre inclusions se trouvant dans
des paquets différentes.

Nous avons vu au premier chapitre que la méthode de Mori-Tanaka permet de
mieux prendre en compte la déformation moyenne réelle de la matrice, mais elle néglige
les effets des interactions entre inclusions, et par conséquent, ne tient pas compte de la
répartition spatiale des inclusions dans la matrice. Dans ce paragraphe, nous proposons
une combinaison de la méthode du cluster avec la méthode de Mori-Tanaka, cette
nouvelle méthode permettant de considérer les interactions entre inclusions. Au lieu de
partir des interactions entre une inclusion unique et la matrice, on reprend la méthodologie
du cluster en définissant un volume élémentaire représentatif (VER), contenant N
inclusions et reproduit par périodicité dans la matrice infinie. Cet ensemble d'inclusions

est alors représentatif 2 la fois de 1'anisotropie morphologique des inclusions et de leur
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répartition spatiale. Elle consiste 2 prendre comme milieu de référence la matrice

homogene de tenseur d'élasticité CM (Co=CM).

11.3.1.2.2.1) Cas des milieux périodiques

a) Présentation de la méthode

On considere toujours le méme composite constitué par une matrice homogene de
constantes élastiques CM, dans laquelle sont noyées une infinité d'inclusions élastiques
de formes ellipsoidales de constantes élastiques CI (I=1,...,+0°) selon une distribution
arbitraire, et on le soumet 2 une déformation macroscopique E. Du fait de la présence de
nombreuses inclusions, la déformation moyenne dans la matrice peut se décomposer en la
déformation E et en un terme de perturbation :
(1-51) eM=E+g"
_?;M étant la moyenne dans la matrice des perturbations dues a toutes les inclusions, et eM
la moyenne des déformations dans la matrice. On s'intéresse maintenant 2 une inclusion I
particuliere. Dans cette inclusion, la déformation moyenne g! peut s'écrire sous la forme :
(1-52) g =E+EV +E =M+

ou E_I est un terme de fluctuation par rapport  ¢M.

On obtient une solution approchée de 1'équation (II-31) de la mani¢re suivante :
chague inclusion I, on associe un cube C(I) de centre confondu avec celui de I'inclusion I
(voir figure I1.17 dans le cas du réseau cubique simple). On note par C(I), ou plus
brievement par C, 'ensemble des inclusions qui ont leur centre dans C(). On réduit la
sommation dans (II-31) 2 une sommation finie qui prend seulement en compte les

inclusions ayant leur centre dans le cluster C;.

Dans la méthode du cluster-Mori-Tanaka, on considére que la déformation de

chaque inclusion dans le matériau hétérogene est égale a celle qui s'y produirait si le
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cluster cubique était seul, entouré de matrice, avec pour déformation imposée 2 l'infini la

valeur gM.

Si on définit par Cy; Iintersection du cluster Cy avec la famille d'inclusions Fj,

I'équation (II-31) devient alors :

(I1-53) gl=eM+ Yrl:actel+..+ Y IH:ACN:eN
Jey JeGy

La relation (I-10a) nous permet d'écrire :

N N
(TI-54) E= (1 - fong + szgK
K=1 K=1

En remplagant §M dans (II-51), on obtient :

(II-55) el= K|+ YrU:actel+..+ Y rU:ACN:eN

N
I N ] AChe.
(l— Zf J K=1 JeCIl JECIN

qui peut également s'exprimer de la maniére suivante :

(II-56) el=LE+|| T¥}ac!- ffll el | TV EACN - §N1
fm JeCpy Je(On

N
o fyy =1- Y fi, estla fraction volumique de la matrice.
K=l

En substituant la relation (I-14a) dans (II-56), on aboutit & un syst¢éme linéaire

d'équations en tenseurs de localisations de déformations AK (K=, ...,N) :

@57 Al =fl—l+[( ZLUI):AQ‘—f—‘IJ:A%...{( ZFUJ ACN —f— ]AN
M

M JeCyy JeCN

ol ] est le tenseur unité symétrique d'ordre 4 défini dans (I-17).
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Une fois les composantes des tenseurs de localisations de déformations Al
(I=1,...,N) calculées en résolvant le systtme d'équations (II-56), nous en déduisons le

tenseur d'élasticité du matériau composite a partir de la relation (II-40).

On remarque ici (comme dans le cas du schéma du cluster, et de Mori-Tanaka)
que la relation donnant Ceff est parfaitement explicite et ne nécessite donc aucun traitement
numérique particulier. Cependant, elle peut présenter le risque de mener 2 un tenseur
d'élasticité non symétrique (comme la méthode de Mori-Tanaka) dans le cas ou il y a au
moins deux phases inclusionnaires du fait de la non symétrie du tenseur de localisation

(hormis dans le cas des spheres), ce point sera vérifi€ dans les travaux qui vont suivre.

Nous allons vérifier la convergence de cette méthode quand la taille du cluster
augmente. Des comparaisons avec la méthode du cluster et les autres méthodes du

chapitre I seront faites dans le prochain chapitre.

b) Vérification de la convergence de la méthode

Maintenant, nous allons donc vérifier que la solution approchée converge quand
la taille du cluster cubique augmente, pour plusieurs distributions d'inclusions
sphériques. Pour ce faire, nous étudions la variation des modules effectifs dans les
directions principales de symétrie, en fonction de la taille du cluster (nombre de grains
contenus dans le cluster). Lors de notre calcul, nous avons remarqué que la convergence
est rapide pour de faibles fractions volumiques des inclusions. On note qu'a I'ordre 0, le
cluster contient une seule inclusion, et que 1'on retrouve alors la méthode de Mori-Tanaka

qui donne un comportement isotrope.
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Cluster CI

Inclusion centrale 1

Figure I1.17 : Représentation schématique du cluster
cubique, dans le cas de une distribution de spheres sur un
réseau cubique simple. Le petit cube au centre de la figure
est le volume élémentaire représentatif (VER).

La figure I1.18 représente, pour une distribution cubique centrée de vides
sphériques, la variation des modules de cisaillement effectif (normalisé par le module de

cisaillement de la matrice) dans une direction principale de symétrie cubique en fonction

111




Chapitre Il : Schéma du cluster

du nombre de couches prises en compte dans le cluster cubique (la 18r€ couche contient 9
grains, la 26M€ en contient 35, et la 38me e contient 91 ...), pour la fraction volumique

f=0.60. On note bien une convergence A partir de la deuxieme couche.

04r
/ Mori-Tanaka
s 036°- _ _ _
S - -—-—-—-—-—-- - —-——-—-—- @
%:i.
0.2}
0.1
0.0 ——
0 1 2 3

Nombre de couches

Figure I1.18 : Convergence de la méthode du cluster-Mori-
Tanaka pour des tailles croissantes du cluster cubique. On
considere une distribution de vides sphériques sur un
réseau cubique centré.

11.3.1.2.2.1) Cas des milieux a clusters isolés
On considére un matériau composite élastique constitué par une infinit€ de paquets

(ou de clusters) isolés d'inclusions ellipsoidales €lastiques de tenseurs d'élasticité CL
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plongées dans une matrice élastique homogene infinie de tenseur d'élasticités CM (voir

figure I1.19). On suppose que chaque paquet d'inclusions contient N inclusions. La

relation (II-29) s'écrit :
N

(II-58) gh=gM+ Yy rh:ache’
J=1

pour I=1,...,N.

matrice

E cluster isolé d'inclusions

Figure I1.19 : Représentation schématique d'un matériau inclusionnaire
constitué par des inclusions réparties suivant des clusters isolés.
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matrice ﬁM

cluster isolé d'inclusions

Figure I1.20 : Représentation schématique du cluster équivalent
correspondant au milieu inclusionnaire constitué par des inclusions
réparties suivant des clusters isolés.

Les relations (II-58) constituent un syst®me linéaire d'équations avec un nombre
fini d'inconnues g! (I=1,N). En remplagant gM donnée par la relation (II-54) dans les

relations (II-58), on obtient :

N N
(II-59) gl = (—IN—)(E— fog“)+ Y.r:Acte’
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qui peut également s'exprimer de la maniére suivante :

N
@60)  e'=--E+ Z(L”:Ag’ —f—’L}g’
f = fm

M
En substituant la relation (I-14a) dans (II-60), on aboutit 3 un systéme linéaire

d'équations en tenseurs de localisations de déformations AK (K=, ...,N) :

1 N f
(11-61 Al=—T1+ (E”:AQ’ ——JI}A’
) fm JZ=1 fm

ot ] est le tenseur unité symétrique d'ordre 4 défini dans (I-17).

Signalons que l'organigramme de cette méthode est semblable de celui de la
méthode du cluster, et que le logiciel utilisant cette méthode est biti sur la méme

architecture que celle du cluster, et en utilise beaucoup de modules (voir schéma IL 1).

I1.3.2. Matériaux polycristallins : Méthode du cluster-autocohérent

Dans le cas des matériaux polycristallins et des matériaux composites a fibres
longues et de sections rectangulaires, réparties suivant une structure périodique. Les
tissages volumiques multidirectionnels sont caractérisés par le nombre de directions de
tissage : 2D, 3D, 4D, etc. On présente sur la figure I1.21 la structure du tissage 3D, o
les fils sont disposés suivant trois directions orthogonales. Le vide restant entre les fibres
est rempli de matrice. la figure I1.22 représente la cellule de base correspondant a cette
structure. Signalons que dans ce type de matériaux les fibres ne sont pas complétement
entourées de matrice. Nous proposons dans ce paragraphe une méthode autocohérente

pour homogénéiser ce type de matériaux composites et les matériaux polycristallins.
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a) Présentation de la méthode

On considere un matériau composite élastique constitué par plusieurs phases de
fibres longues de sections rectangulaires. Les constantes €élastiques des phases sont
notées CPL. Ces différentes phases sont réparties suivant une structure périodique.
Associons 2 chaque point x du matériau hétérogéne un volume représentatif de la
répartition spatiale des différentes phases constituant le matériau. La figure obtenu A partir
d'une période quelconque du matériau est la cellule de base. Le probleéme 2 résoudre est
donc le suivant : on suppose que la cellule de base, représentant le milieu périodique, est
soumise A un chargement qui induit des déformations et des contraintes macroscopiques
E et I. Dans la méthode présentée ci-apres, on impose la valeur E. On recherche alors

g(u) et g, champs de déformations et de contraintes microscopiques qui en résultent.

y

e et
Q o7

A
D
U T )
e o
ey

Figure I1.21 : Structure d'un composite 3D.
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1 : Baguettes dans la direction 1
2 : Baguettes dans la direction 2
3 : Baguettes dans la direction 3
4 : Matrice remplissant les vides
entre les baguettes

Figure I1.22 : Cellule de base correspondant  la structure 3D.

117




Chapitre 11 : Schéma du cluster

Comme dans 'homogénéisation asymptotique des milieux périodiques, lorsque la
cellule de base présente des symétries matérielles, on peut ne prendre en considération
qu'une partie de cette dernidre. Le domaine d'étude est réduit, et on peut alors effectuer le
calcul plus rapidement, ou bien avec un temps de calcul et une taille de probleme
équivalent, utilisé un maillage plus raffiné.

On réalise un maillage dans les trois directions orthogonales de la cellule, on
affectera ensuite, pour chaque élément les propriétés mécaniques des fibres ou de matrice
suivant la position de I'élément considéré dans la cellule, celle-ci contient donc NE
éléments. Les constantes élastiques des éléments sont notées ClL Dans la cellule de base et

avec les notations ci-dessus, la relation (II-9) donnant 8C(x) devient :

NE NE
I-62) 3C(x) = X,(C' -C°)0'(x) = Y, AC™' ()
I=1 I=1

ot la fonction 6'(x), donnée par la relation (I-29), est la fonction indicatrice de I'€lément

I de fraction volumique fj, et NE est le nombre d'éléments dans la cellule de base.
En substituant la relation (II-62) dans 1'équation intégrale (II-16), on obtient :

+oo ’ ’ ’ ’
(I-63) g5(X) = €3+ 121 Igri,-m(;—z )AC 1 8" (X )€ g (% )dx
=g

Dans la sommation de cette équation, les §léments J se trouvant & l'extérieure de la cellule
de base son déduit par périodicité A partir des éléments de la cellule.

En tenant compte des propriétés de la fonction 6’ (x), qui s'annule en dehors des
V;, l'intégrale sur R? peut &tre réduite & une sommation sur des intégrales sur les volumes

V;. L'équation (II-63) s'écrit alors :

too ’ ’ ’
(I-64) g =€3+ Y [Ty (® —X )ACmn € (x )dX
J=1VJ
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Les déformations et les contraintes dans les éléments I (I=1, ...,NE) n'ont aucune
raison d'étre uniformes dans les volumes Vi. Chiu (1977) a démontré que les
déformation et les contraintes ne sont pas uniformes dans une inclusion
parallélépipédique rectangle noyée dans un milieu homogene infini. Ici réside la difficulté
majeure du probléme. Une approximation plus simple, consiste 2 remplacer, dans les
volumes Vj de 1'équation (II-64) (dont la solution exacte est trés complexe et difficile a
déduire en générale), £(x') par les valeurs moyennes de £(x) sur ces volumes, définie

par:

(I1-65) ¢ =Vij VIJ e(x)dx

Puisque nous sommes tres intéressés par 1'évaluation des contraintes et
déformations moyennes dans les différentes phases, nous utiliserons donc cette

hypothese, qui sera testée en comparant les résultats de notre modele a différents résultats

analytiques ou numériques. On note par gl (respectivement g') la déformation

(respectivement la contrainte) dans I'élément I. Le domaine occupé par cet €lément sera .

noté I et son volume Vi.

Considérons la relation (I1-62). 11 s'en suit immédiatement que :

0 six ¢ élément I
(11-66) &Ciju(x) =
AChy=Cly —C sixeélémentI
Suite 3 I'hypothése de l'uniformité de la déformation dans les éléments, 1'équation

intégrale (1I-64) devient :
(I1-67) Emn(X) = €h,+ Ji(! T ani (5 - z')dz') ACHy €1
=I\J
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ol la sommation porte sur I'ensemble des éléments se trouvant dans le milieu infini. En
examinant (II-67), on remarque que l'uniformité de la déformation n'est pas réalisée dans
les éléments, méme si 1'on considere un élément parallélépipédique rectangle isolé. En

faisant la moyenne de la déformation dans I'élément I définie par la relation (II-67), on

obtient alors :
(II-68) el = e+ lerg,,ij Aci’jkl el
avec ©

U _ 1 ’ ’
(11-69) T8, = v JJTpuy(x-x)ax ax

11J
Notons que les interactions de I'élément I avec les autres €léments sont tenues en compte
dans les tenseurs d'ordre 4 [V (I#]). Ces tenseurs d'interactions peuvent étre calculés
quand les trois dimensions et la position des éléments sont connues. Nous signalons que
les termes ['M sont en général prépondérants par rapport aux termes LIV (I#]).

L'évaluation des termes 'V est donnée dans I'Annexe A.

Les relations (II-68) constituent un systéme d'équations linéaire de NE équations
a NE inconnues (la sommation dans 1'équation introduit une série infinie d'éléments) en
considérant un ensemble d'éléments (NE éléments), constituant la cellule de base. La
cellule de base, contenant donc NE €léments et reproduit par périodicité, permet ainsi de
remplir tout l'espace. On associe A chaque élément K=1,...,NE dans la cellule, 1a famille
(notée FK) d'éléments obtenue par périodicité. Cette famille est aussi notée par K. La
fraction volumique de I'élément K dans la cellule est notée par fi et est égale a la fraction
volumique de la famille K dans tout I'espace. Les inconnues sont les déformations gk
dans les éléments (K=1,...,NE). (II-68) peut étre réécrite comme Ssuit :
(I1-70) gl =g+ Y IP:AC e +.....+ Y LV:ACNE:gNP

JeRy JeFnE

pour I=1,...,NE.
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Les sommations dans l'équation (II-70) introduisent des séries infinies

d'éléments. On obtient une solution approchée de la maniére suivante : 3 chaque €lément

I, on associe une sphére S(I,R ) de rayon R_ et de centre confondu avec celui de
I'élément I (voir figure I1.23). On note par C(I,R ), ou plus bri¢vement par (1, le cluster

des éléments qui ont leur centre dans S(I,R ). On réduit la sommation dans (II-70) a une

sommation finie qui prend seulement en compte les éléments ayant leur centre dans le
cluster C. Si on définit par Cy; I’intersection du cluster Cj avec la famille d'éléments F;,

nous avons, compte tenu de (II-68) :

(II-71) gl=g°+ YrU:AChe ...+ Y ILU:ACNE:gNE
JeCpy JeCINE

pour I=1,..,NE.

Dans la méthode du cluster autocohérent, on considére que la déformation de
chaque élément dans le matériau hétérogene est égale A celle qui s'y produirait si le cluster
était seul entouré de milieu homogeéne équivalent (M.H.E) avec pour déformation
imposée 2 I'infini la valeur E (voir figure I1.23). Donc cette méthode consiste a prendre
comme milieu de référence le milieu homogéne équivalent (M.H.E), de tenseur
d'élasticité le tenseur d'élasticité effectif du matériau composite (Co=C¢ff). Dans le cas

étudié ici, on aura aussi £°= E. L'équation (II-71) devient alors :

(I-72) gl =E+ YILU:AC:e+..+ Y TTACNE:gNE
JeCy JeCINE

avee

(I-73) ACk =Cly —C$i

En y substituant la relation (I-14a), on obtient un systtme d'équations en tenseurs de

localisations de déformations AK (K=1,...,NE) :

(I-74) Al=1+ YIU:AChA+..+ Y IV:ACNE:ANE
JeCy JeCINE

pour I=1,...,NE.
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M.H.E

b ot

Cluster C Elément central I

Figure I1.23 : Représentation schématique du cluster de
rayon R, dans le cas d'un maillage tridimensionnel avec
des éléments parallélépipédiques rectangles. Le cube au
centre de la figure est la cellule de base.

VER
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Chapitre Il : Schéma du cluster

Pour déterminer les composantes des tenseurs de localisations A}jkl (I=1,...,NE,
NE étant le nombre d'éléments contenues dans la cellule), nous calculons les tenseurs 'V
en utilisant les coefficients Ceff du milieu homogene équivalent ; les composantes de I'U
sont calculées numériquement dans un repére macroscopique (voir Annexe A). La
résolution du systtme d'équations (II-74) nous fournit alors les composantes des
tenseurs de localisations de déformations Al (I=1,...,NE) & partir desquelles nous en

déduisons le tenseur d'élasticité du matériau composite 2 partir de la relation (I-6a) :

NE —
(I-75) cf =Y fChA
I=1

_ NE
ol AI=AI/(ZAK) (d'aprés Ahzi (1995), les tenseurs de localisation des
K=1

déformations doivent étre normalisés 2 droite pour que la condition (I-16a) soit réalisée).
Notons que les tenseurs d'interactions [V (et les tenseurs AC') dans cette
méthode dépendent du tenseur d'élasticité effectif (inconnu). Par conséquent, on utilise
une méthode itérative pour le calcul des constantes élastiques du matériau composite.
Dans le premier pas de calcul, nous injectons dans [V les solutions gfff du probléme a
1-site. Nous en déduisons les composantes des tenseurs Al en résolvant le systtme
d'équations (II-74). A partir de (II-75), (pour des fractions volumiques fy od k=1,...,NE
de famille d'éléments Fy), les valeurs de C‘i’f{l peuvent &tre déterminées. Nous réinjectons

ces valeurs dans [ pour obtenir de nouvelles valeurs des tenseurs Al et de nouvelles

valeurs pour Cf'j{fl telles que les différences entre les nouvelles et les précédentes valeurs,

en valeur relative, deviennent inféricures 2 une valeur fixée 3 'avance, de maniere a ce
que le processus itératif converge. Ces calculs sont possibles numériquement en adoptant

le critere de convergence défini par la relation (I-62).
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b) Etude de la convergence de la méthode

Nous étudions dans ce paragraphe la convergence de la méthode du cluster-

autocohérent. Pour un élément I et un rayon R, du cluster, nous considérons une

partition de la famille F; d'€1éments tclle que :

Fi=CHUéIi , Cnnéﬁ =
ot Cy; a été défini précédemment comme l'ensemble d'éléments de la famille F; qui ont

leur centre dans la sphére S(I, R.). Cette derniere a un rayon R et son centre est

confondu avec celui de 1'é1ément I, de la forme d'un parallélépipede rectangle. On définit

par éﬁ I'ensemble des €léments dont les centres se trouvent 2 l'extérieur de la sphere S(I,

R.).

558 22 3% SRR 25 8

B S B £ Sy SR PR SORE SR sz
!
% % SRR

Rc - ’ ]
M.H.E
;
I
* Volume élémentaire représentatif

A
F,=C_UC,

Figure I1.24 : Représentation schématique de la partition de
la famille d'éléments F;.
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Chapitre II : Schéma du cluster

Figure 11.25 : Représentation schématique par couches
d'un composite unidirectionnel.

Figure I1.26 : Représentation schématique de la cellule de
base du composite unidirectionnel présenté dans la figure
I1.25.
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On considére un élément J appartenant a (:"n, son centre se trouvant a l'extérieur
de 1a sphere S(I,R.). On note par Q; le cube qui se reproduit par périodicité 2 partir de la
cellule de base, dans laquelle se trouve I'élément en forme de parallélépipede rectangle J
(voir figure I1.24). La démonstration de la convergence de la méthode est la méme que
celle pour la méthode du cluster présentée dans le paragraphe 11.3.1.2.1.b.

Nous allons vérifier que la solution approchée converge, quand R; — o, pour un
matériau composite 3 matrice époxyde-fibres de verre unidirectionnels (voir figure 11.25
et 26). La fraction volumique des fibres est de 60%. On étudie la variation des modules
effectifs dans les directions principales de symétries en fonction du rayon du cluster R.
On remarque une convergence 2 partir de Rc=5a , oit a est la distance entre les centres de
deux éléments (parallélépipédiques rectangles) voisins. On note que pour R < a, le
cluster contient un seul élément, et on retrouve le modele autocohérent a 1-site qui donne
un comportement isotrope. Nous comparons les résultats obtenus par la méthode du
cluster-autocohérent aux valeurs théoriques obtenues 2 partir des relations suivantes (voir
Berthélot, 1992) :

- le module d'Young longitudinal Ef, (dans la direction des fibres), obéissant 2 la loi des

mélanges :
(II-76) E; =f;E! + (1-f;)EM
- le module d'Young transversal Et tel que :
15 a-f)
(I1-77) E; - E + M

Ces valeurs sont de plus comparées aux résultats obtenus par la méthode des cellules
proposée par Aboudi (1991) (voir figure I1.27). La méthode des cellules est présentée
bri¢vement dans 1'Annexe C.

La premiere remarque que I'on peut tout de suite faire au vu de cette figure, c'est
que la méthode du cluster-autocohérent converge quand la taille du cluster augmente, et

que la méthode 2 l'ordre 0 donne les résultats de la méthode autocohérente a 1-site qui
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prédit un comportement isotrope (Epong=Erans). Pour le module d'Young transversal, la
valeur vers laquelle la méthode tend coincide avec les résultats d’Aboudi et la valeur
analytique donnée par la relation (II-77). Pour le module d'Young longitudinal, notre
modele converge vers une valeur légérement inférieure a celle prédite par le modele
d'Aboudi avec un écart de 8%, et de 11% par rapport 2 la valeur obtenue par la relation
(I-76). On peut conclure que notre méthode donne des résultats trés proches de ceux
obtenus par la méthode d'Aboudi. L'avantage de la méthode présentée ici est sa facilité de
mise en oeuvre, notamment pour des répartitions de fibres dans les trois ou quatre

directions de I'espace ot la méthode d'Aboudi ne peut s'appliquer.

¢) Organisation schématique du programme et récapitulatif de
la méthode
Nous avons écrit un logiciel qui utilise le schéma du cluster-autocohérent pour
calculer le tenseur d'élasticité des matériaux composites 2 fibres tridirectionnelles de
sections rectangulaires. Le programme fait un maillage dans les trois directions
orthogonales de la cellule de base. On peut y faire varier le rayon du cluster jusqu'a
obtention des valeurs stables des différents modules équivalents du matériau composite.
Le code 2 l'ordre O donne les résultats du modele autocohérent 2 1-site.
Le calcul des propriétés élastiques effectives du composite par la méthode du
cluster-autocohérent se déroule suivant l'algorithme présenté sur le schéma IL2. Il

convient donc de déterminer pour tous les éléments :

€ les tenseurs [V (expression I1.30) en prenant pour le comportement
du milieu de référence le tenseur d'élasticité effectif déterminé a l'itération "i" ;
I3  1la déviation des propriétés Ag} par rapport au milieu de référence a
partir de (II-73) ;

€ les tenseurs de localisations A}, en résolvant le syst2me d'équations

(11-74) ;
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5™  la nouvelle approximation des propriétés élastiques CSf avec (I1-75) ;

I3  1ademidre étape consiste A vérifier la convergence de la solution. Le
critere adopté ici est basé sur la comparaison de Ceff dans deux itérations
successives. Le processus d'itération est arrété quand la condition (I-62) est

vérifiée.

60
50 + '
RSN St
[ > -
O 40 A v«
%" o7 — 4 — cluster
; 30 < 1-site 0O Aboudi
z + <B>
5 20 X <1/BE>
B e
> I Te__
10 @ ¢ - ——— - - - __ _.@
O- 1 YR W N FUDSN NN N NN SN NN NN Y SO | | T SN NN N S N SRR NN JUUN B |
0 500 1000 1500 2000 2500
Nombre d'éléments

Figure I1.27 : Convergence de la méthode du cluster-
autocohérent pour des valeurs croissantes du nombre
d'éléments contenus dans le cluster. On considére un
composite unidirectionnel (Verre (60%)/époxyde).
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Solution du probléme 2 1-site

Ceff = Q_‘fff

> -3

r? = P(ce)

2
AQ}1 = QI - g.fff

4

Tenseurs A{(Qeff) ]

(I=1,...,NE)
4

£f = .71
ci= Izlfrg (A4

¥

Critere de convergence définie

N dans (1-62)

non oui

\' 4 ¥

eff _ eff
C™ =Cih

A

Schéma I1.2 : Algorithme de la méthode du cluster-autocohérent
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IL4- CONCLUSIONS

Nous avons présenté des modeles simples et semi analytiques :

- Le premier et le second constituent les méthodes du cluster et du cluster-Mori-
Tanaka, applicables aux cas des inclusions ellipsoidales distribuées d'une maniére
périodique ou non périodique dans une matrice élastique homogene infinie. Les
applications des deux dernieres aux inclusions sphériques seront faites dans le troisieme
chapitre. Nous comparerons alors les résultats obtenus par ces deux méthodes avec ceux
obtenus, d'une part par les différentes méthodes analytiques exposées dans le premier
chapitre (Mori-Tanaka, trois phases, séries de Fourier, ....), d'autre part par des modeles
numériques (éléments finis). La deuxieme méthode est adaptée surtout aux matériaux

inclusionnaires constitués par de paquets isolés d'inclusions.

- le troisiéme est la méthode du cluster-autocohérent , applicable aux matériaux
polycristallins et aux matériaux composites 2 fibres longues et de sections rectangulaires,
réparties suivant une structure périodique. Nous avons appliqué cette méthode 2 un
matériau composite unidirectionnel 3 60% de fibres de verre, les résultats obtenus ont été
comparés favorablement avec des résultats analytiques.

Des A présent, on peut remarquer qu'un avantage non négligeable des trois
méthodes proposées réside dans leur souplesse, et dans les résultats semi analytiques

fournis dans les situations les plus simples.
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IIL1- INTRODUCTION

Pour valider notre modgle, et le modele de Mori-Tanaka généralisé, nous allons
comparer dans ce chapitre les résultats obtenus par notre fagon de faire avec ceux déduits
des méthodes approchées, citées dans le premier chapitre, et par des méthodes
numériques (éléments finis). Nous ferons aussi des comparaisons avec les résultats
expérimentaux. Nous allons étudier la variation des modules effectifs en fonction de la
fraction volumique des inclusions, pour des répartitions spatiales particuliéres. Les
applications, dans ce chapitre, seront limitées aux inclusions sphériques. Nous €tudierons
aussi les effets de la répartition spatiale des inclusions sur le comportement global des

matériaux composites.

II1.2- CAS DES MATERIAUX BIPHASES

111.2.1. Méthode du cluster

On considére un matériau composite biphasé, constitué par des inclusions
sphériques de rayons et de tenseurs d'élasticité identiques, noyées dans une matrice
élastique linéaire homogene isotrope infinie. Dans nos calculs, l'interaction d'une sphére
avec les sphéres voisines est tenue en compte dans 1'approximation simplifiée de la
méthode du cluster, décrite dans le précédent chapitre. Dans une maille élémentaire ou

volume élémentaire représentatif (VER), chaque inclusion joue le méme réle ; la
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déformation est alors identique dans toutes les inclusions. Par conséquent, nous avons
une seule famille d'inclusions F; et une seule inconnue g!l, qui sera déterminée en
résolvant I'équation linéaire (II-47). Plusieurs cas particuliers vont €tre examinés dans ce

qui suit.

3 _
_ D
2r /_/,,/0"
ot
%1 I,XA/
1~
- - 4 - - Cluster
i — A — Nunan and Keller
0 ' N X . i 1 ' " " 1 : " X ' 1 N : : ) )
0 10 20 30 40

f (%)

Figure III.1 : Module de cisaillement normalisé dans la
direction principale de symétrie cubique pour une
distribution cubique simple de spheres rigides. Les
résultats obtenus par la méthode du cluster sont comparés
avec les résultats analytiques de Nunan et Keller (1984).
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a) Distribution de sphéres sur un réseau cubique simple
On étudie une distribution de sphéres sur un réseau cubique simple. Notons que
pour cette distribution la fraction volumique maximale d'inclusions est de 52%. Le
volume élémentaire représentatif pour cette répartition est constitué par un cube contenant

une seule sphére en son centre (voir figure I1.4).

Dans un premier exemple, nous considérons une distribution de spheres rigides
sur un réseau cubique simple. Ce probleme a été résolu analytiquement par Nunan et
Keller (1984). Remarquons que, pour des inclusions rigides, 1'équation (II-47) est
indéterminée, car les composantes de AC! sont infinies et les composantes de la
déformation g! dans les inclusions sont nulles. Cependant, nous avons résolu le
probléme des inclusions rigides en prenant un AC! suffisamment grand. La convergence
de la solution a été vérifiée dans le chapitre précédent (figure I1.9). Sur la figure IIL1,
nous présentons la variation du module de cisaillement effectif (normalisé par le module
de cisaillement de la matrice) dans une direction principale de symétrie cubique, en
fonction de la fraction volumique des spheres rigides. Le coefficient de Poisson de la
matrice est pris égal 2 0.3. Les résultats de notre modele apparaissent trés proches de
ceux prédits par la méthode de Nunan et Keller (1984), jusqu'a 40% de spheres rigides.
Signalons que ce modele présente des problemes de convergence 2 forte fraction
volumique, ce qui explique la légere différence apres 30% d'inclusions par rapport a la
méthode du cluster. Pour palier 2 ce probleéme, les auteurs ont calculé les parametres
définies par (I-139) asymptotiquement.

On compare maintenent les résultats du cluster avec les résultats obtenus par le
modele autocohérent 2 1-site, par le modele 2 trois phases ( de Christensen et Lo, 1979)
et par le schéma différentiel (voir figure II1.2). Rappelons que dans ces trois méthodes,
aucune hypothese d'une distribution périodique est faite. Les résultats de la figure II1.2
montrent clairement que le modele autocohérent 2 1-site est non adapté au matériau

considéré, car il ne tient pas compte de la connexité de la matrice avec les inclusions : il
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considere que les inclusions sont noyées dans le milieu homogene équivalent, plus
"raide” que le matériau réel, et ne permet de prendre en compte la déformation de la zone
de matrice entourant l'inclusion (cette zone est en effet plus "souple” que le milieu
homogene équivalent). Les deux autres modeles, permettant de mieux rendre la
déformation moyenne réelle de la matrice, donnent des résultats proches de ceux de notre
méthode. Cependant, ces deux méthodes conviennent bien pour les distributions
isotropes de sphéres, alors qu'ici nous avons considéré une distribution de spheres sur
un réseau cubique simple. La légere déviation par rapport aux résultats du cluster, vient

du fait que 'anisotropie cubique est faiblement différente de l'isotropie.

5 — & — cluster / /' A
L — O — l-site /
4t --&--3phases(CL) ! g
— O-— différentiel /<> A
. [ , /w
= - PR
3' [ / ”, Vel
% y _,‘,r )./
=. /,’ P
2T /0/ A
: ?;"Q_f’ -
[ = S
[ ’_,405‘
17
0 L L L 1 A i L [l L 1 1 (]
0 20 40 60
f (%)

Figure II1.2 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster avec ceux de la méthode autocohérente a 1-site, du
modele A trois phases et du schéma différentiel. Une
distribution de sphéres rigides sur un réseau cubique
simple est considérée.
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Figure II1.3 : Comparaison de la méthode de Mori-Tanaka
avec la méthode du cluster pour une distribution de sphéres
rigides sur un réseau cubique simple.

La figure II1.3 montre que la méthode de Mori-Tanaka surestime globalement le

module de cisaillement effectif dans ce cas traité (spheres rigides distribuées sur un réseau

cubique simple). Nous avons vu dans le premier chapitre que les résultats prédits par le

modele de Mori-Tanaka coincident avec les bornes inférieures de Hashin-Shtrikman dans

le cas des distributions isotropes de spheres rigides. Or ici on a considéré une distribution

de spheres rigides sur un réseau cubique simple, donc les résultats obtenus par la

méthode de Mori-Tanaka ne constituent pas des bornes inférieures pour ce matériau.
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Le méme type de résultats est présenté sur la figure I11.4 pour une distribution de
vides sphériques sur un réseau cubique simple. Les résultats obtenus par notre modele
coincident avec ceux obtenus par Nemat-Nasser et al. (1982) avec la méthode des séries

de Fourier que nous avons présentée dans le premier chapitre.

1.00
[\,
s e
0.80 T b
: oN
L NS
23' 0.60 [ QA \
= 040} ol T
: *\\
| — @ — Cluster -
0.20 [ -- O -- Nemat-Nasser et al.
- - - & -- Sangani et Lu

f (%)

Figure IIL.4 : Variation du module de cisaillement
normalisé dans la direction principale de symétrie cubique
de vides sphériques sur un réseau cubique simple. Les
résultats de la méthode du cluster sont comparés avec ceux
de Nemat-Nasser et al. (1982) et Sangani et Lu (1987).

Rappelons que cette méthode tient compte des interactions entre inclusions, par

conséquent de la répartition spatiale considérée ici. Nous comparons aussi les résultats
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obtenus par Sangani et Lu (1987), qui surestiment 1égérement le module de cisaillement
effectif A forte fraction volumique. Ceci pourrait venir du fait que le modele présenté par
Sangani et Lu (1987) diverge quand la fraction volumique des inclusions est proche de la
fraction volumique maximale (égale & 52% pour le réseau cubique simple). Ces auteurs,
pour atteindre les fractions volumiques maximales, ont complété le modele par des

formes asymptotiques des paramétres o, B et y (relations I-139).
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1.0R -- % - - Rodin
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Figure IIL5 : Module de cisaillement normalisé dans la
direction principale de symétrie cubique pour une
distribution cubique simple de vides sphériques. Les
résultats obtenus par la méthode du cluster sont comparés
avec les résultats analytiques de Rodin (1993) et les
résultats obtenus par éléments finis de Brockenbrough et
al. (1992) et Rodin (1993).
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Pour le méme matériau, nous comparons sur la figure I11.5 les résultats du cluster
avec les résultats analytiques de Rodin (1993), et les calculs par éléments finis réalisés
par Rodin (1993) et Brockenbrough et al. (1992). On remarque un parfait accord entre les
différentes valeurs obtenues ce qui démontre clairement l'efficacité de notre méthode pour

ce cas particulier.
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0.80 O%% ---A--- 3 phases (C-L)
: \‘:O - - O - - Différentiel
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Figure II1.6 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster, pour une distribution de vides sphériques sur un
réseau cubique simple, avec les modeles de Mori-Tanaka,
autocohérent 2 1-site, A trois phases et différentiel.

La figure II1.6 permet d'analyser les résultats prédits par notre modele avec ceux

prédits par les méthodes citées dans le premier chapitre (Mori-Tanaka, 1-site, trois phases
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et différentielle). Notons que les mémes remarques qui ont été faites pour la figure I11.2
concernant l'adéquation de ces méthodes d’'homogénéisation peuvent étre faites ici. On
constate de plus que les résultats de la méthode du cluster coincident avec ceux du modéle
différentiel. Cette coincidence est un hasard puisque le matériau étudié par le schéma
différentiel n'est pas de structure cubique simple. On s'apergoit que le seuil de percolation
prédit A 50% d'inclusions par la méthode autocohérente a 1-site, n'est reproduit par
aucune méthode. Cela confirme que le comportement donné par ce modele est loin du

comportement réel du matériau composite.

Nous pensons qu'il est intéressant de comparer les résultats prédits par notre
méthode avec les résultats expérimentaux. La figure III.7 montre les valeurs
expérimentales de Walsh et al. (1965) pour le module de compressibilité, comparées avec
les résultats obtenus par le schéma différentiel (Zimmerman, 1991), et les résultats
fournis par notre modele pour une distribution de vides sphériques sur réseau cubique
simple. Cependant, la distribution spatiale exacte des vides dans le matériau réel est mal
connue (est-ce bien un matériau avec vides sphériques sur un réseau cubique simple dont
on s'est servi au cours des expériences ?), et certainement n'est pas exactement la
répartition considérée dans la méthode du cluster. Notons que, pour une distribution
d'inclusions sphériques de méme rayon sur un réseau cubique simple, la fraction
volumique maximale est de 52%. Cette restriction limite la comparaison entre les résultats

du cluster et les valeurs expérimentales.
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Figure IIL7 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster, pour une distribution de vides sphériques sur un
réseau cubique simple, avec les résultats expérimentaux.
Ces résultats sont aussi comparés avec ceux obtenus par le
modele autocohérent a 1-site et différentiel.

b) Distribution de sphéres sur un réseau cubique centré
Dans ce paragraphe, nous considérons une distribution de sphéres sur un réseau

cubique centré. Notons que pour cette distribution la fraction volumique maximale

d'inclusions est de 68%.

141




Chapitre Il : Applications aux inclusions sphériques

1.0% o
e
*
* 0.
i
*
"0\&
* .
= .
2 B
= 05}
Oi -
— 4 — Cluster
- - O - - E.F. Brockenbrough et al.
-~ % - - Rodin
O'OO | llO | 26 | 36
f (%)

Figure II1.8 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster avec les résultats analytiques de Rodin (1993) et
numériques de Brockenbrough et al. (1992). Une
distribution de vides sphériques sur un réseau cubique
centrée est considérée.

Pour une distribution de vides sphériques sur un réseau cubique centré, on peut
étudier sur la figure II1.8 la variation du module de cisaillement effectif (normalisé par le
module de cisaillement de 1a matrice) dans une direction principale de symétrie cubique,
en fonction de la fraction volumique. Le coefficient de Poisson de la matrice est pris €gal
2 0.3. Les résultats obtenus par notre modele coincident parfaitement avec les résultats

analytiques de Rodin (1993) et les résultats numériques (éléments finis) de

142



Chapitre III : Applications aux inclusions sphériques

Brockenbrough et al. (1992), ce qui démontre encore l'efficacité de notre modele pour ce

cas traité.
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Figure II1.9 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster avec les résultats analytiques de Rodin (1993) et
Sanagani et Lu (1987), pour une distribution cubique

centrée de sphéres élastiques, avec différentes valeurs du
rapport W/uM (0.05, 5 et 40).

Nous allons comparer, pour différentes valeurs du rapport p/uM (0.05, 5 et 40),
sur la figure IIL.9, notre modele avec les méthodes analytiques de Rodin (1993) et
Sangani et Lu (1987), pour une distribution des inclusions sphériques sur un réseau

cubique centré. On remarque sur la figure que nos résultats coincident avec ceux de

143




Chapitre III : Applications aux inclusions sphérigues

Rodin (1993), pour les trois valeurs de p/uM. On remarque aussi que le modele de
Sangani et Lu surestime encore dans ce cas les modules effectifs pour les fortes fractions
volumiques, quand le rapport pl/uM est grand (40). Comme nous l'avons déja signalé,
cette surestimation peut venir du faite que ce modele diverge a forte fraction volumique,

auquel cas les modules sont obtenus asymptotiquement.
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Figure IT1.10 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster avec les résultats de la méthode autocohérente a N-
sites (Berveiller et al., 1986) dans le cas d'une distribution
de spheres élastiques (W/uM =101), sur un réseau cubique
centré.
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Nous avons signalé au deuxi¢me chapitre que la méthode autocohérente a N-sites
proposée par Fassi-Fehri (1985), puis reprise par Berveiller al. (1986), Fassi-Fehri
(1989) n'a pas apporté de grande correction au résultats donné par le modele autocohérent
a 1-site (voir figure IL.2). Ces auteurs ont limité la portée des interactions aux premiers
proches voisins. Sur la figure III.10 on compare les résultats obtenus par cette méthode
avec ceux prédits par notre modele. A forte fraction volumique ce modele surestime le
module de cisaillement équivalent. En augmentant la porté des interactions ce modele

converge-t-il vers la solution réelle ?
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Figure III.11 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster avec les résultats de la méthode de Mori-Tanaka.
Une distribution de spheres rigides sur un réseau tétragonal
P est considérée.
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c) Distribution de sphéres sur un réseau tétragonal
Finalement, pour terminer cette partic de comparaison avec les autres méthodes,
nous avons considéré une distribution d'inclusions sphériques rigides sur un réseau
tétragonal P, avec la relation entre les dimension de la cellule de base c=2a=2b. Sur la

figure II.11, nous avons étudié les variations des modules de cisaillement effectif

(normalisés toujours par le module de cisaillement de la matrice) niff et psf =pslf (odr

les indices 1, 2, 3 représentent respectivement les directions a, b, ¢) dans les directions
principales de symétries, en fonction de la fraction volumique de sphéres rigides. On
remarque un comportement global anisotrope qui s'accroit quand la fraction volumique
des inclusions augmente. Cette anisotropie n'est pas prédite par le modele de Mori-
Tanaka, qui donne un comportement isotrope.

Les résultats de la méthode du cluster ont été trouvés proches des différents
résultats analytiques ou numériques. Nous ferons toutefois des commentaires plus
approfondis en conclusion de ce chapitre. Reste 2 comparer maintenant les résultats de la

méthode du cluster-Mori-Tanaka ; c'est I'objet du prochain paragraphe.

I11.2.2. Méthode de cluster-Mori-Tanaka

Dans ce paragraphe, nous allons comparer la méthode du cluster-Mori-Tanaka
(qui est une combinaison de celle du cluster et de celle de Mori-Tanaka), avec la méthode
du cluster. Rappelons que pour ce modele, le cluster est un cube, contenant un certain
nombre d'inclusions qui interagissent avec l'inclusion se trouvant en son centre. Les trois
figures (I11.12, 13 et 14) de ce paragraphe permettent de montrer les différences entre la
méthode de Mori-Tanaka et celle du cluster-Mori-Tanaka, et de mettre en évidence
1'amélioration qu' a apportée cette derniere qui tient compte de la répartition spatiale des

inclusions dans la matrice.
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Figure II1.12 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster-Mori-Tanaka avec ceux obtenus par la méthode
Mori-Tanaka et par la méthode du cluster. Une distribution

de spheres rigides sur un réseau cubique simple est
considérée.

La figure II1.12 compare les résultats du cluster-Mori-Tanaka avec les résultats
obtenus par la méthode du cluster et ceux obtenus par la méthode de Mori-Tanaka, pour
une distribution de spheres rigides sur un réseau cubique simple. On constate que les
résultats du cluster-Mori-Tanaka sont 1¢gérement inférieurs a ceux de Mori-tanaka, et un

peu supérieurs 3 ceux du cluster.
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Pour une distribution de vides sphériques sur un réseau cubique centré, on
regarde sur la figure IT1.13 les résultats de la méthode du cluster-Mori-Tanaka, ceux du
cluster, ceux de Rodin (1993) et ceux de Mori-Tanaka. On remarque encore une bonne
corrélation entre la méthode du cluster-Mori-Tanaka et 1a méthode du cluster. Les calculs
analytiques de Rodin fournissent également des valeurs quasiment identiques a celles de

nos deux méthodes, ce qui démontre leur validité.
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Figure I11.13 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster-Mori-Tanaka, pour une distribution de vides
sphériques sur un réseau cubique centré, avec les résultats
de la méthode de Mori-Tanaka et du cluster. Ces résultats
sont aussi comparés avec ceux de Rodin (1993).
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Dans le cas d'une distribution de sphéres élastiques (avec un rapport de

uY/uM=40) sur un réseau cubique centré, la figure II1.14 permet de constater une légére

amélioration apportée A la méthode de Mori-Tanaka, en combinant la méthode du cluster

avec cette derniére.
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Figure I11.14 : Comparaison des résultats de la méthode du
cluster-Mori-Tanaka avec les résultats analytiques de Rodin
(1993) et les résultats obtenus par la méthode du cluster et
de Mori-Tanaka, pour une distribution cubique centrée de
spheres élastiques, avec la valeur du rapport p/uM =40.
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Dongc, si la méthode du cluster-Mori-Tanaka apporte un plus de fagon générale a
celle du Mori-Tanaka, entre celle du cluster et celle du cluster-Mori-Tanaka, laquelle vaut-
il mieux utiliser ? Pour les cas examinés dans ce paragraphe (inclusions sphériques sur un
réseaux cubique simple ou cubique centré), aucune conclusion ne se dégage de fagon
frappante, d'autant plus que le cofit en calculs est sensiblement le méme. Cependant, cette
méthode a un avantage sur la méthode du cluster dans le cas des milieux inclusionnaires
ot les inclusions sont réparties en clusters isolés dans la matrice homogene élastique

infinie.

Cependant, la souplesse de la méthode du cluster nous permet de I'appliquer a des
matériaux composites multiphasés. Dans le paragraphe suivant, nous présentons son

application 2 un triphasé constitué de vides sphériques et de spheres rigides.

IIL.3- CAS DES MATERIAUX TRIPHASES

Dans le cas de deux familles d'inclusions F; et F (les inclusions sont différentes
soit par leur taille soit par leurs propriétés mécaniques : C! #C? soit par leurs répartitions
spatiales), la figure I1.13 (et également les figures I1.14 et II.15) montre le cas d'une
distribution de deux familles d'inclusions sur un réseau cubique centré. Dans ce cas, il y

a deux inconnues g! et £2 A déterminer, obtenues en résolvant le systtme linéaire
d'équations (I1-48).

La figure III.15 représente une étude de la variation du module de cisaillement
(normalisé) du matériau composite, dans une direction principale de symétrie cubique, en
fonction de la fraction volumique de vides sphériques, pour différentes valeurs de la
fraction volumique de spheres rigides. On remarque que les effets des vides sphériques
dans la chute du module de cisaillement globale sont trés significatifs pour les grandes

valeurs de la fraction volumique de spheres rigides.
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Figure III.15 : Module de cisaillement effectif (dans une
direction principale de symétrie cubique) pour un matériau
triphasé constitué par une distribution en cubique centrée de
vides sphériques et de sphéres rigides.

Les résultats présentés sur la figure II1.16 correspondent quant 2 eux 2 une
distribution des inclusions sur un réseau cubique simple ; nous pouvons construire la
structure de ce matériau en plagant les spheres des familles F; et F; alternativement sur
les noeuds d'un réseau cubique simple. Dans ce matériau, chaque sphere d'une famille
est entourée de six spheres de l'autre famille. Le réseau spatial est CFC et la base
comprend une sphére de la famille F; (par exemple) en 000 et une sphere de la famille F2

en 1/2 1/2 1/2. Les résultats de la figure illustrent, quand on les compare avec les résultats
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de la figure IIL15, les effets de la distribution spatiale des inclusions. Ces effets serons

étudiés dans le paragraphe suivant.
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Figure II1.16 : Module de cisaillement effectif (dans une
direction principale de symétrie cubique) pour un matériau
triphasé constitué par une distribution en cubique simple de
vides sphériques et de spheres rigides.

IIL4- EFFETS DE LA REPARTITION SPATIALE SUR LES MODULES
EQUIVALENTS

Dans ce paragraphe, nous allons essayer d'étudier les effets de la répartition
spatiale des inclusions dans la matrice, en représentant la variation des modules

équivalents d'un matériau composite biphasé en fonction de la fraction volumique des
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inclusions. On considérera les différentes répartitions suivantes : cubique simple, cubique
centrée, cubique a face centrée, orthorhombique I (b=1.2a, c=1.5a). On représente par
des indices 1, 2, 3 respectivement les directions principales de symétries a, b, ¢ du
volume élémentaire représentative. Les inclusions sont des vides sphériques ou des
spheres rigides. Ces applications ont été faites avec la méthode du cluster, le modele
cluster-Mori-Tanaka ayant prédit des résultats semblables. Nous ne disposons
malheurcusement pas de résultats des autres modeles (qui décrivent les matériaux
composites a structure périodique) pour ces différentes répartitions spatiales, lesquels

nous auraient permis de statuer sur la validité de notre modele.
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Figure II1.17 : Illustration des effets de la distribution
spatiale de vides sphériques, pour différentes répartitions.
Les indices 1,2,3 représentent resp. les directions a,b,c du
VER.
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Nous avons étudié la variation des modules de cisaillement effectifs (normalisés
par le module de cisaillement de la matrice), dans les directions principales de symétries,
en fonction de la fraction volumique des sphéres. On constate un comportement global
anisotrope pour certaines répartitions (tétragonales et orthorhombiques), qui augmente
sensiblement avec la fraction volumique. On s'apergoit aussi d'un écart entre les modules
des différentes répartitions qui augmente avec la fraction volumique. Sur la figure II1.17
(représentant des distributions de vides sphériques), 'écart maximal est de 30% entre le
réseau cubique simple et le réseau orthorhombique, et de 32% entre le réseau cubique
simple et la répartition orthorhombique sur la figure II1.18 (donnant la variation du

module de cisaillement en fonction de la fraction volumique de spheres rigides).
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Figure II1.18 : Illustration des effets de la répartition
spatiale de spheres rigides. Les indices 1,2,3 représentent
resp. les directions a,b,c du VER.
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IILS- CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, nous avons comparé nos résultats avec ceux obtenus par les
autres modeles cités dans le premier chapitre de ce travail, avec ceux déterminés par la
méthode des éléments finis et avec des résultats expérimentaux. Nous avons constaté que
les modeles de Mori-Tanaka, trois phases et différentiel semblent étre plus proches de la
réalité que le schéma autocohérent & 1-site. Nous avons aussi remarqué une trés bonne
corrélation entre les prévisions de la méthode du cluster avec les résultats expérimentaux
de Walsh et al. (1965) et avec les résultats des modeles analytiques (Nemat-Nasser et al.,
1982, Nunan et Keller, 1984, Rodin, 1993) ou numériques (Brockenbrough et al., 1992,
Rodin, 1993) qui tiennent compte de la répartition spatiale des inclusions dans le
matériau. L'avantage de notre modele réside dans sa souplesse et dans les résultats semi-
analytiques fournis dans les situations les moins compliquées. La simplicit¢ du modele du

cluster nous a permis d'étudier plusieurs répartitions spatiales de sphéres.

Nous avons combiné le cluster avec la méthode de Mori-Tanaka, en prenant les
idées de base de 1a méthode du cluster, et celles de Mori-Tanaka : au lieu de prendre une
inclusion entourée de matrice homogéne infinie, nous avons pris un ensemble
d'inclusions (dont les centres se trouvent dans un cube) entourées de matrice homogéne
infinie. Nous avons ainsi apporté une correction significative 3 la méthode de Mori-

Tanaka, qui ne prenait pas en compte la répartition spatiale des inclusions dans la matrice.
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Conclusions

Dans ce travail, nous avons développé de nouvelles méthodes permettant, a partir
de la solution du probleéme d'inclusions multiples hétérogénes, de prendre en compte les
effets de la répartition spatiale des inclusions sur les propriétés effectives globales. Ces
méthodes élargissent les champs d'applications des problémes classiques d'inclusions

d'Eshelby. Elles font apparaitre explicitement la connexion entre inclusions et matrice :

(1) cluster : applicable aux cas d'inclusions élastiques de formes ellipsoidales
distribuées périodiquement ou non périodiquement dans une matrice élastique homogeéne
infinie. Dans le cas d'inclusions sphériques, les résultats prédits par cette méthode sont
en trés bonne corrélation avec les résultats obtenus par les modeles d'homogénéisation
des matériaux composites A structures périodiques, et avec les résultats expérimentaux.
Ces calculs ont été étendus 2 des situations plus complexes prenant en compte des
populations d'ellipsoides distribuées périodiquent dans une matrice homogene isotrope

infinie.

(2) cluster-Mori-Tanaka : elle est la combinaison entre 1a méthode du cluster et
celle de Mori-Tanaka ; son domaine d'application est le méme que celui de la méthode du
cluster. Les résultats de cette méthode dans le cas des milieux inclusionnaires
périodiques, sont proches de ceux de la méthode du cluster. Cette méthode est adaptées
au milieux inclusionnaires constitués par des inclusions réparties en clusters isolés dans

une matrice élastique homogene infinie

(3) cluster-autocohérent : applicable aux matériaux composites a fibres longues et
de sections rectangulaires, réparties suivant une structure périodique. Les résultats de

cette méthode ont été comparés favorablement a des résultats analytiques.
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Conclusions

L'avantage de ces méthodes proposées réside dans leurs facilités de mise en
oeuvre, et dans les résultats semi-analytiques fournis dans les situations les plus simples

et leurs rapidités.

Il est évident que pour obtenir des résultats simples et pratiques, nous nous

sommes restreints aux hypotheses classiques usuelles des problémes d'inclusions :
- déformation élastique et comportement constants par morceaux,
- forme ellipsoidale ou parallélépipédique rectangle des inclusions,

En théorie, ces restrictions limitent le champ d'application des résultats obtenus,

mais permettent cependant de traiter un grand nombre de problemes.

Nous pensons que les résultats présentés dans ce travail ouvrent un large champ
d'investigations micromécaniques et structurales qui permettent d'apporter un nouveau
développement aux phénomenes d'endommagement (interaction entre précipités, entre

fissures ....).
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Annexe A

Calcul des tenseurs d'interactions 'V par la méthode

de la transformée de Fourier

L'évaluation du tenseur [V pour un milieu anisotrope est complexe 2 cause de la
présence du tenseur de Green, qui, pour un tel milieu ne peut se calculer explicitement
pour une anisotropie quelconque. Une méthode numérique, pour le probléme d'une
inclusion ellipsoidale (évaluation de I'l), a été proposée par Kneer (1965) et reprise par
Mura (1973), Laws (1977) et Ghahremani (1977) : elle consiste 2 utiliser la transformée
de Fourier du tenseur de Green G et A intégrer sur l'espace de k (conjugué de x). Fassi-
Fehri (1985) lors de son étude de la paire d'inclusions, et Berveiller et al. (1987) ont
utilisé une méthode analogue pour le calcul des composantes du tenseur 'V dans le cas de
deux inclusions ellipsoidales dans un milieu anisotrope. Nous donnerons dans cette
Annexe les résultats de [ dans le cas de deux inclusions sphériques. Et nous
présenterons aussi les calculs de I'V dans le cas de deux inclusions parallélépipédiques

rectangles, obtenus en utilisant une méthode de calcul qui a ét€ développée pour des

cubes par Adams et al. (1989).

Dans le cas de deux inclusions sphériques de rayons respectivement a et b, pour

un milieu isotrope caractérisé par les constantes élastiques W, v, Berveiller et al. (1987)
ont calculé les composantes du tenseur [V analytiquement, en considérant un repére

orthonormé R(O,x1,X2,X3) tel que 1'axe Ox3 passe par les centres O; et Oy des deux
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sphéres. On note par R la distance entre les centres des deux inclusions I et J. On désigne
par V;=4/3 1tb3 le volume de la sphere J. Les composantes non nulles de 'Y sont

données par les relations suivantes si I#] :

-V 1 9

-V 1 3

=57

T3 = Thss =Ty =Tik = 161tR3 H(l )

-5
A

A-1 rg. =ry,. =ry,. =18 1=2v+> )
( ) =l =hin=lan= 16 R3 l»l(l V) SP
4., =14, =18, =1l (+ )
133 =iz =133 =13131 = 161cR3 (1 v) I+v-
-V
Ths=TH =T =Th, = Tom 113 u(l ) (1+V 2)

-V 1
I _ J _ “7
T3333 = TR0 u(l—V)( 8+8v+3p )

o p2=(aZ+b2)/R2
On remarque que Fi?kl = 0 quand il y a trois indices différents, ou quand il y a

trois indices identiques, mais différents du quatri¢me.

Sil=J,ona:

(A-2) rh, = 3_0ﬁ1_){2(4 V)L — 8 |

Dans le cas de deux inclusions parallélépipédiques rectangle, on donnera ci-
dessous I'expression du tenseur d'interaction I“;’kl , défini par la relation (II-30), qui est la

partie symétrique du tenseur ngl (défini ci-dessous). Soient Aj, A2, A3, les dimensions

du parallélépipede rectangle I, et A'j, A';, A", ceux du parallélépipede rectangle J. On

note par R° la distance entre les centres des deux inclusions I et J. ng est donné par la

relation suivante :

(A-3) anij =_\!I_(8__13)I dk knkj Gmn(lﬁ) I e—ikx dx J' e—il_(.y dg’
TN/ g3 Vi A
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En introduisant les cosinus directeurs de k qu'on notera J, le tenseur (szimi)

s'exprime uniquement en fonction des angles 8 et @ en coordonnées sphériques. On note

par k le module de k, défini par la relation : k =k X

Apres utilisation de la transformée de Fourier du tenseur de Green, I'expression
de YI  devient (voir Adams et al., 1989) :
ijkl

- 1 -1 2n ® ) 0
(A-4) Vi =V 527 £ do { d0sinOF(®,9)% X, (k*Gy,, )
ol
g Y 1 1 1
(A-5) F(@6,9)= (X1X2X3) ‘([ {cos(ck)sm(-i-xlAlk)sm(iszzk)sm(-z—x3A3k)

YA ST & UV Y A VRO I | <
s1n(5xlAlk)sm(—z-szzk)sm(iX3A3k)}F

avec: c=%.R% ety =sinBcosQ, X, =sinBsing, X3 =cosd

Pour calculer F(6,9) on pose :
. (1 . (1 , .
(A-6) Si = sm(i xiAik)sm(-z— xiAik) (i=1,2,3)

S; peut s'écrire sous la forme :

A7) S = %[cos(%xi(Ai - A;)k) - cos(—;- i + A )k)]

On note :

1
(A-8) P2

ce qui permet d'écrire S; sous la forme plus simple :
1
(A-9) S; = 5[cos(8ixik) —cos(3;x:k)]

Avec ces notations, on obtient :
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cos(ck) S1 Sz S3 = [ Q1-Q2-Q3+Q4-Qs+Qs+Q7-Qs 1/8

ol
Q -cos(ck)cos( X )cos(82x2k)cos(83x3k)
Q, —cos(ck)cos( X )cos(82x2k)cos(n3x3k)
Q, —cos(ck)cos.(ﬁlxl )cos(nzxzk)cos(83x3k)
(A-10) Q4 —cos(ck)cos( X1 )cos(nzxzk)cos(n3x3k)
—cos(ck)cos( X, )cos( 2x2k)cos(83x3k)
—cos(ck)cos( X )cos( 2x2k)cos(n3x3k)
= cos(ck)cos(n % )cos(nzxzk)cos(83x3k)
-cos(ck)cos( nX, )cos(n2x2k)cos(n3x3k)

Apres quelques manipulations trigonométriques 'expression de Q; devient :

(A-11) Q, 8Zcos( )
i=1

avec
q} =c+8,x, +8,X, +3,X,
qy =c+8x, +8,x, ~ 85,
a3 =c+8,x, ~8,X, +8;%;

(A-12) ql=c+8x, —8,x, -8,%,
qg=c-8,x, +8,X, +3%;
Qg =c=8,%; +8,%, =83,
Q7 =c—8,%; —8,%, +8;1;
gz =c-8x, —8,x, =3,

De la méme fagon, on obtient Q2 qui a I'expression suivante :

1 8
(A-13) Q, =§§cos(qi2k)

ol les qi2 sont obtenus en remplagant 83 par m, dans I'expression de q%.
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(A-14) Q=3 Zcos(q3k)

i=1

ou les q? sont obtenus en remplagant 82 par 1, dans I'expression de q}.

(A-15) = li (afx)
- 43 i=1cos q,
ol les q;‘ sont obtenus en remplagant 82 par m, et 83 par m, dans I'expression de q}.

1 8
(A-16) Q= Ezicos(qisk)

oit les g} sont obtenus en remplagant 8, par 1, dans l'expression de q;.

1 8
(A-17) Q= §_21cos(qfk)

ou les qi6 sont obtenus en remplagant 81 par m, et 83 par m, dans I'expression de q}.

1 8
(A-18) Q,= §Zicos(qi7k)

ou les qi7 sont obtenus en remplagant 81 par n, et 82 par m, dans I'expression de q%.

_13 8
(A-19) Q= Egicos(qik)
ol les qf sont obtenus en remplagant 8, par m, et 8, par M, et 8, par m; dans
I'expression de q;.

L'expression de F(0,9) devient alors :

(A-20) FO,9)=—— j {Q-Q;-Q;+Q4 - Qs+ Qs +Q; - Qs}
(xIX2X3) 0

Dans cette expression de F(8,p) on aura des intégrales du type : j cos(ak) dk. Le calcul

de ces différentes intégrales se fait aisément en utlisant la formule suivante :

) ¢ cos(ok) . _ cos(om) _gsistan) _ o2 cos(an) , @ " cos(ok)
a-21) { s k= 3P 6 n2 6 1 6!1 Tk

quand 7 tend vers 0. En faisant des développements limités des fonctions cos et sin au

voisinage de 0, on trouve :

175




Annexes

o0

3
(A-22) g %‘k—ldk =2 Zsen(@) = iof

d'ou I'expression de la fonction F(8,9) :
8 8 8 8
Fo.0=—— S - Satf - Sl + Saf
(A-23) (X1x2X3) i=1 i=1 i=1 i=1
&1 5P o L6 4 7P % |8
- Shif+ Bt + S -t}

En portant cette relation dans l'expression (A-4) pour calculer les tenseurs y{’mij,

Ie calcul des tenseurs d'interactions I'5; se fait par symétrisation du tenseur Yz :

1
(A-24) i = Z[anij +Yhmij * Yonnji + Yln{mi]
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Annexe B

Comparaison de la méthode du cluster avec
le modele de Mori-Tanaka

On considere une population d'inclusions sphériques. Nous allons montrer, pour
deux familles d'inclusions, que la méthode du cluster 2 1'ordre 0, coincide avec le modele

de Mori-Tanaka.

Cluster

VER

Figure B1 : Représentation schématique des clusters de
deux inclusions, dans le cas d'une répartition périodique de
deux familles d'inclusions.
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La figure B1, montre une distribution spatiale périodique des deux familles de
spheres élastiques F; et F,. Dans la méthode du cluster  I'ordre 0, chaque cluster

contient une seule inclusion, donc ona : G, = Gy =@ (G5 =C NF,) ; les relations

(II-57) se réduisent a :

. 1]. .1 er2..2 _
(B-1) {[1+(1-f1).1§°-8§ )" - £,E0:8C%:¢? =

e?=E
—f,E°:8C":g! +[1+(1- ,)E°:5C? }¢? =E

Dans le cas des inclusions sphériques, on a : 'l = —E° (voir Annexe A).
D'un autre coté, le modele de Mori-Tanaka, dans le cas d'un triphasé, nous
fournit les deux relations suivantes :

1=§M —E°28912§1
2 - §M _Eo:892:§2

(B-2) {

™ _1m

Nous avons vu, dans le premier chapitre (I-5a), que la déformation moyenne dans la

matrice €M est reliée 2 la déformation macroscopique E par la relation suivante :
(B-3) E=(g)=fig +fe2 + (1-f, —f)eM

Par conséquent, eM peut étre éliminée dans les relations (B-2). Aprés quelques

manipulations algébriques simples, on obtient un syst¢me d'équations identique a (B-1).
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Annexe C

Méthode des cellules

Aboudi (1983) a proposé 1a méthode des cellules (voir aussi Aboudi, 1991) pour
homogénéiser les matériaux composites, constitués par des fibres parallélépipédiques
rectangles, identiques, de dimensions finies, homogenes isotropes de constantes de Lamé
(ALuD), noyées dans une matrice homogene isotrope de constantes de Lamé (AM,uM),
Ces fibres sont distribuées d'une fagon périodique. Ce modele appliqué & un matériau

composite unidirectionnel représenté sur les figures 11.25 et I1.26, donne I'expression de
la matrice d'élasticité du matériau composite, notée Ci°j :

Cg, =[(h +h 2 +2uH)(AM +2u™M)
+4hh_ (! ~pM)(AL 4+ pl M —uM)]/ A
Cs, =[(h, +h )2AM +200h +WMh_)'h +pMhy)]/ A
Cg, = (h, +h_)[Nh (WM +2uM)+WMh_ W +2uh)]/ A
Cg, =(h, +h_ YA +2uH)M +2uM)/ A
cs, =puMh, +h_)/(u'h_+puMh,)
Cos = (C:l - sz)/ 2

avece
A=(h, +h)[b M +2pM)+h (W +2u0)]

179



Résumé de la these @

" La modélisation du comportement mécanique des matériaux hétérogeénes est un théme
important et classique en mécanique des milieux continus. Son importance est li€e au rdle croissant
joué aujourd’hui par les matériaux composites au besoin de comprendre leur comportement pour
Jes concevoir et les utiliser 51e fagon optimale. Cela a bien siir suscité de nombreux travaux de
recherche et plusieurs modeles ont déja été développés ; c'est dans ce contexte que se situe le travail
(uniquement théorique), que nous avons développé. Nous avons proposé trois variantes d'une
nouvelle méthode (dite du 'cluster') pour prédire le comportement homogénéisé des matériaux
hétérogenes. 1l se limite au cas de I'élasticité linéaire, premitre étape naturelle en ce domaine, et
restreint dans ses applications aux composites présentant une structure périodique. |

1l s'agit de prendre en compte la répartition spatiale des hétérogénéités en considérant pour
chacune d'entre elles un voisinage suffisament vaste contenant un grand nombre d'hétérogénéités
(cluster) en interaction. Le probléme est d'abord formulé€ sous la forme d'une équatiozi intégrale,
comme cela est maintenant classique, et trois nouvelles solutions approchées sont avancées. Elies
se distinguent par le comportement de référence et la déformation associée et constituent autant de
vaﬁantes du modele d'homogénéisation proposé, dénommées respectivement ‘cluster’ (avec
comportement de la matrice et déformation auxiliaire), 'cluster-Mori-Tanaka' (avec
comportement et déformation moyenne de la matrice) et '‘cluster-autocchérent' (avec
comportement effectif et déformation globale imposée).

Les deux premigres variantes prévilégient la présence d'ur.c phase de matrice continue et
seront donc appliquées & des composites inclusionnaires, alors que la derniére sera réservée A
certains composites 2 fibres longues. Si chacune de ces appro<ies s'applique clairement au cas des
composites périodiques, l'extension a des milieux aléatoires a été évoquée pour la méthode du
‘cluster'. Le comportement homogénéisé étant défini par la limite obtenue lorsque la taille du cluster
croft (des analyses de convergence ont été présentées).

Cette étude a clairement montré I’effet de la répartition spatiale des hétérogénéités sur le
comportement €lastique effectif du composite. Les comportements prévus se comparent tres
favorablerent aux résultats expérimentaux de la littérature et surtout aux prédictions des modeles
destinés aux composites périodiques.

MOTS-CLES : Matériaux composites - Milieux hétérogénes - Milieux périodiques -
" Homogénéisation - Approximation autocohérente - Micromécanique - Elasticité.





