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Dans cette étude on s'intéresse 2 la stabilisation avec estimation de la vitesse de convergence
de systémes bilinéaires.

x = Ax +uBx
xeR* A eRxR*,BeR*xR",uelR

Ces systémes ont un intérét pratique car ils modélisent de nombreux problémes physiques et
théorique car ils constituent une approximation de systémes plus géneraux.

Un des principaux objectifs est de proposer une ou plusieurs stratégies de stabilisation de
systémes non C' stabilisables ne vérifiant pas les conditions de Brockett [3] que nous
rappelons :

x = X(x.u)

théoréme : soit le systéme xeV,ueV

S ouvert connexe de R™ et V’ contenu dans R™

et X : UxY ——=R" de classe C, vérifiant X(0,0) =0

si ce systéme admet un feedback stabilisateur de classe C' dans un voisinage de < R" alors :

(i) le systéme linéarisé n'admet pas de modes incontrolables associés a des valeurs propres
strictement positives.

(ii) il existe un voisinage /° de (0,0) tel que pour tout 3 € 4/°, il existe un contrdle u.(.) défini
sur [0+ qui rameéne de I'état x={ ent=0a'état x =0 en t=co. En d'autres termes, si x(t)
est une solution de x = 2¢(x,u;) vérifiant (0) =3 alors limx(1) =0.

(iii) l'application v : UxR™ ——R"

est surjective sur un voisinage de l'origine de R".

On observe assez facilement que les systémes bilinéaires homogeénes (1) peuvent rentrer dans
cette catégorie de systémes non C' stabilisables.

exemple : X = (: i )x + u(f) -?)x Aetu(0)B= (iwm l-u(-(;)l.‘)
oA+ u(0)B) =2

on montrera que l'ensemble des systémes de type (1) non c, stabilisables est d'intérieur non
vide.



Divers travaux sont parus étudiant la stabilisation des systémes bilinéaires mais avec des
hypothéses restrictives sur A Jurdjevic Quinn [10] puis JP Gauthier et . Kupka [7] (avec
I'hypothese A dissipative).

Dans le cas ou le systéme est non C, stabilisable (il n'existe pas de u,,, continue) on peut

songer a stabiliser le systéme en boucle ouverte (feedback u(t)) (on obtient alors un systéme
non autonome) et en particulier 2 utiliser des feedback périodiques de facon & utiliser les
théories bien connues correspondantes (Floquet - Lyapounov). Cette approche s'est avéréee
peu fructueuse, méme en petite dimension (Arnold).

On peut alors, se référant aux travaux récents de J.P. Pomet et J.H. Coron [B] chercher une
commande dépendant de x et de t périodique en t. Des résultats constructifs ont été obtenus

par ces derniers pour des systémes non linéaires sans dérive du type x = z "u,f (x) et des

=

résultats non constructifs d'existence dans le cas avec dérive. On ne peut donc espérer
répondre directement 2 notre probléme par application directe de ces résultats. I n'en reste
pas moins que la voie des commandes du type u(x,t) reste a explorer dans le cadre des

systemes bilinéaires.

Dans l'optique de la stabilisation par feedback u(x) (non nécessairement ¢') que nous
adopterons dans ce travail, peu de travaux ont été publiés. On peut citer les travaux de P.
Adda [1] qui a donné pour les systemes (1) une CNS de controlabilité en dimension 2, et en
fait des feedback constants par morceaux en s'appuyant sur des considérations géomeétriques
que nous reprendrons.

De méme R. Chabour, G. Sallet, JC. Vivalda [5] ont proposé pour ces systemes une
classification, donnant pour les systémes stabilisables un feedback constant, ou polynomial
ou homogene (la condition de Jurdjevic - Quinn étant réalisée) ou en montrant que le
systéme n'est pas stabilisable.

Un des objectifs de cette thése est non seulement de construire un feedback stabilisant les
systeémes (1), mais aussi de pouvoir agir sur la vitesse de convergence a travers des
parametres de départ (choix des valeurs propres, ou valeur du feedback constant,...). La
méthode du placement de pdles variable s'est avérée trés fructueuse nous permettant d'agir
sur la vitesse de convergence, mais aussi sur le portrait de phase (trajectoires en spirales ou
trajectoires contenues dans un secteur angulaire) et méme dans le cas ou les poéles sont
choisis A partie réelle positive (il n'y a pas alors convergence) nous avons pu dresser un
portrait des trajectoires. Ce dernier résultat relevant plus du domaine ces équations
différentielles que du domaine de stabilisation.

[RS)



La méthode du placement de péle variable exploite la ressemblance existant entre un
systéme bilinéaire homogéne et un systéme linéaire.

Systéme linéaire Systéme bilinéaire
xeR" x eR"?
x=Ax+ub <{AeM_, x=Ax+uBx {AeM_
beR" BeM,,
on pose b(x) = Bx
x = Ax +ub(x)

on reprend alors l'idée du placement de péle pour un systéme linéaire si on choisit alors un

spectre (k,, k,,.......k,) associé au polyndme caractéristique P(k)=k" + Bk +...+p.. On
impose alors au systéme de vérifier :

hypothese de Kalman hypothése de Kalman adaptée

{b,Ab, A%, ......A""b} derangn {b(x).Ab(x).......A""'b(x)}
de rang n pour tout x = 0

Si P est la matrice de changement de base P(x) sera la matrice de changement de base

on considére alors la matrice ligne F'=((a, = B,)) (&, =B, )eeenn. (o, -B)

ol a_,....ar, sont les coefficients du polyndme caractéristique de A



F=F P F(x) = F"P7'(x)

u = F, le feedback est linéaire u (x) = F (x) x le feedback est non linéaire
% = (A + bF)x x=[A+b(x)F(x)] x=M(x) x
=M x
M (x) est une matrice a coeffidents qui sont
M est une matrice a coeffidents constants des fractions rationnelles homogenes de
degré 0 '

d'ot I'idée de passer en coordonnés polaires
pour les calculs

Bien que les idées mises en ceuvre soient simples, il apparait vite que les résultats ne
peuvent étre obtenus qu'au prix de démonstrations assez difficiles (faute d'arguments
qualificatifs) du fait de la relative complexité du systeme bouclé.

Les résultats obtenus sont assez complets et de forme simple, ils portent sur le portrait de
phase, la vitesse de convergence et dans la premiére partie sur la vitesse de cotation.

Il faut remarquer, la grande similitude des résultats obtenus avec ceux du cas linéaire tant
dans la description du portrait de phase, que sur la vitesse de convergence.

Précisons les résultats obtenus :

Spectre fixée aa £ i

Dans cette premiére partie, en plagant les poles sur des valeurs propres du type @ £i les

courbes obtenues sont des spirales (déformeées) qui sont :

- cycliques pour a. =0,
- convergentes vers 0 pour <0,
- divergentes pour o> 0.

On a en outre précisé :

- la vitesse de convergence est exponentielle avec une majoration de la norme du type
[x(t)| < Ke®,
- la vitesse moyenne de rotation sur un tour est de 1 (i.e. que l'on a une pseudo-période

de 27) ; & chaque tour la norme est multipliée par ¢*™*.

Dans ce cas, la ressemblance avec les résultats pour un systéme linéaire de méme spectre est

quasi parfaite (a un difféomorphisme prés des trajectoires).



Ces résultats ont été soumis a la 22me conférence internationale de Marrakech avec pour le
cas o= 0, une démonstration différente se référant a un article de Cima - Libre.

Sile spectre est réel (.B) € IR

Comme dans le cas linéaire, il apparait des directions propres ou le champ est radial, ces
directions propres sont aussi des séparatrices des trajectoires, mais ces droites sont au
nombre de 8 (si & # B) alternées en o et B. Lorsque o et B sont négatifs, les trajectoires sont
de type noeud tendant asymptotiquement vers la direction propre correspondant a la plus

grande valeur propre.

Dans ce cas, on a aussi estimé la vitesse de convergence, qui est exponentielle, avec une
majoration de la norme ([x(t)f) du type Ke** ou o estla plus grande valeur propre.
Donc, dans ce cas, les résultats sont comparables avec le cas linéaire au dédoublement pres

des directions propres.

Conclusion
Les résultats obtenus apparaissent trés simples et trés similaires a ceux obtenus dans le

cas d'un systéme linéaire de méme spectre. Ces résultats étaient peu prévisibles, du fait

d'une certaine complexité du systéme bouclé et surtout des calculs.

3° Contréles constants par secteur

Guidés par la nature du feedback obtenu dans la premiére partie (constant sur les rayons),
on essaie une solution plus simple et plus robuste en choisissant des feedback constants par
secteur. L'aspect intéressant est dans la nécessité (qui apparait dans les calculs) d’adopter

diverses stratégies de controles suivant tr (B).



I Introduction

A. Rappel : théoréme de Kalman ; placement de Poles pour les systémes linéaires

Soit le systéme 2) x = Ax +bu ot xeR"
AeM_,

beIR"
uelR

Définissons un_spectre : c'est un ensemble de n complexes ki, k2, ., ka

SPCCI= {klv k:: ] kﬂ}

qui vérifie la propri€t€ suivante :
ki e Spect = ki & Spect

de telle sorte que le polynéme Pk =(k-kp) (k-k2)... (k-kp)

=k + Bk +B.k LB,

soit un polyndme a coefficients réels.
On a alors le théoréme suivant :

Théorem Kaiman :
Si le systeme (2) vérifie la condition du rang c'est-3-dire si [ famille
(b, Ab, AZb, ...) est de rang n, alors quel que soit le specte (ki, k2, .,
kq}, on peut Touver une matrice ligne F telle que la mamice A + bF ait
pour spectre (ensemble de valeurs propres de A); {ki, k2, .. ka)-
De plus, si les complexes ki sont tous & parde réelle négarive, le

feedback linéaire Fx stabilise le systeme.
Bien que le résultat soit rés connu, on en donne une démonstration compléte et une conswuction

explicite des feedbacks stabilisants, car c'est cette construction qui sera utilisée dans la suite

Démonstraton :

— changement de base forme de compagnon de A



La matrice A ayant pour polyndme caractéristique P, (k) =k +ok™™ + k™ *+...+,, on

considére la famille de vecteurs

e, = A"'b+ A" b+ .+, b

n-1

e, = A" b+ A" b+,

e, =Ab+ab

e, =b

Ceue famille est une base de IR" d'aprés I'hypothése du rang.
Si I'on note P la matrice de changement de base, alors

A'=P'APest de la forme

) 1 0
0 0 0 0
0 0 1
A'=
0
1
_—a‘n —a‘n-l _an-7 _a‘. _
appelée forme compagnon de A.
— constructon du feedback :
0T
0

Dans cette nouvelle base, b’ est de la forme b'= .

0
l

soit alors le polyndme P (k) = (k-k1) (k-k2) ... (k-kq) associe au spectre (ki, k2, ., kn}choisi

P(k)=k"+B_ _ k" +B k" 2+...+B,

et F' la marrice ligne (&, =B, ,....¢, = B))



0 1 0 ]
0o 0 1 0
alors A' + b'F est la matrice 0 qui a pour valeurs propres (X1, ., K}
1
B =B B
A'+b'F =P-l1AP + b'F
d'ot P (A'+bF) P-l = A+Pb'FP-1 = A+bF en posant F = FP-1

a le méme spectre (ky, ., kq}.

1 2 0 1
Exemple Soit A={0 1 0 |etb=|-1 P (A)=(K-k*~k+1])
1 0 -1 0
1 -1 =3
La famille {b,Ab,A’}={-1 -1 ~ltestderang3
0 1 =2
1 -2 -3
onposee’ =b=|-1| e*=Ab+ab=| 0 | & =A'b+aAb+ab= |
0 1 -3
-5 -2 1 1 3 1
La matice de passage P=| 1 0 -ljetP"=—-=1 3 9
-3 1 0 2 -2 2

Si l'on choisit comme spectre (-1, -2, -3) alors P (k) =k’ + 6k> +1lk+6
on a alors F =(-5-12,-7)
etF=FP-1=(6,13,0)

7 15 0
eeM=A+bF=|-6 -12 0 a effectivement pour polyndme
l 0 -1

caractéristique P'(k) =k’ +6k* + 11k +6

Pour les systémes linéaires la technique du placement de pdles donne donc un feedback linéaire
stabilisant le systéme avec une vitesse de convergence et un porzait de phase déterminés au
départ.

Peut-on espérer un résultat de méme nature pour les systemes (1) ?



B. Remarques sur la nature du feedback cherche
1°) Les systemes du type (1) sont souvent non C1 et méme non Cy stabilisables

En effet, s'il existe un feedback C qui stabilise le systeme, alors la marrice A + u(0) B est stable,
mais si B est une matrice de trace nulle et A une matrice de trace positive, alors

(A +u(0) B) =o (A)
et la matrice A + u(0) B n'est pas stable

S Y L P

-1
) avec T (A+uB)=2

— donnons un exemple

1+u
alors A +uB =
1 1-u

donc A + uB n'est pas stable.

— on peut élargir cette classe de sysiemes non C stabilisables

a -b
Plus généralement, si A= (b ) aveca>0
a

1 0
B= avec k>0

a+u -b
alorsM=A+uB =
b a-ku
a pour polyndme caractéristique X - SX +P
avec S=2a+u (l-k)
et P = -uZk + au (1-k) + a2 + b2

Montrons qu'il existe une infinité de valeurs de k pour lequelles Yu e IR S>00u P<0

donc pour lesquelles M a soit une racine réelle positve, soit des racines complexes 2 parte réelle

positve (donc M non stable).

On peut se restreindre 2 k €{0,1].

4

DoncS>0 e u>———=14,
1-k

quant P, son discriminant est posidf et comme k > 0.

P a 2 racines uj et ug vérifiant uy <up

montrons qu'il existe une infinité de k vérifiant (ug < uy). Pour ces valeurs de k on aura :

Yu S(u) >0 ou P(u) <0

~1



210 -a(l-k)++A l—k), 22 VA
< [—} -.-1 >

tok —2k 26 ) 1-k 2x¢
2 2 N
: k) +4 s L+
Rtk Y B SO .
2k(1-k) 4k* (1-k)
. 4
= a-’-(g"' E;z ) >a¥(l-k) +4k(a* + ) = a1+ k)* =1 -k)* -4k(1-k)*> 4k b3 (1 - k)*
= al(dk(k +1)%) 2 4k b*(1-k)*
= a(k+1) 2[b[(1-k)
= k(a+[b)2|b|—-a
= k> IPL—.._E.
[b|+a
bl —a
on remarquera que <l
: bl +a
donc pour toute valeur de k > 0 vérifianc ||Zi —2ck<l
+a

la mamice M n'est pas suable (VusIR)
donc pour ces marrices, il n'existe pas de feedback Cg stabilisant le syseme (2).
On notera doac que l'ensemble des sysiemes du type (1) non Cp swbilisable est d'inénieur non

vide. Cet ensemble est endérement décit dans [4].
nclysion

On cherchera pour stabiliser le systeme (1) des fesdbacks aussi réguliers que possidle (CT) sauf
a l'origine pour préciser le type de fesdbacks recherchés. On peut faire des remarques

géomemiques sur le systeme.
2°) Remarques géomeétriques

Les champs de vecteurs (x — Ax) et (x — Bx) sont stables par les homothédes (Akx =k Ax si

ke IR).

a% La situadon est 2 une homothéde prés la méme le

=

Y long de chaque rayon pour exploiter cetre
propriété. On cherchera de préférence des
feedbacks constants sur chaque rayon donc soit

fex . .
constants par secteurs angulaires, soit des

O

o B x foncdons C~ (sauf en 0), mais homogénes de

Ax degré 0.



—> on notera que dans la méthode que L'on appliquers, le feedback ouvé est en fair une fractdon

ratonnelle homogene de degré 0.

—» en calquant les calculs sur le cas des sysiemes linéaires, nous allons déterminer un feedback u

dont nous étudierons les propriétés.

A. Idée générale

Soir le systeme
X =Ax+uBx (1)

ot xelR", AeM BeM_, uelR,

!

on pose b(x) = Bx
Le sysiéme (1) peut s'écrire x = AX + b(x)u

Cere écrimure du systeme ressemblant & celle des sysiemes linéaires, on essaie d'appliquer la
technique du placement de pdles en touc poinrx, c'est-1-dire qu'en chaque point x on caicule un
feedback u(x) permertant de placer les pdles sur un specTe fixé 2 I'avance (toujours le méme).

C’est cette technique que 1'on appellera placement de poles variable.

On considére alors 'hypothése suivante
la famille (b(x), A b(x), A2 b(x), ..., A%-1 b(x))est de rang n quel que soit x € R* - {0}

[_a mamice A ayant pour polyndme caraciérisaque P, (k) = K+ kTR,
on constuit la marrice de passage (dépendant de x)
P(x) =[A*'B(x) + & A" TB(x)+.. 40, b(x); A, D(R)F A0+ .+, D(X);
Ab(x) +a,b(x) ; b(x)]
Si on choisit comme spectre {ki, k2, ., Ka} le polynome caractérisdque associ€ est
P'(k)=(k-k)k-k,)...(k—k)=k"+ Bk ... +B,
onpose F'(k)=(a, =B, %oy — B.i:---q —B;) (marrice ligne, constante mais F(x) =F.P™(x)

dépend de x)
Le feedback u (x) = F (x).x dépend lui aussi de x. F(x) a'étant pas constante, ce feedback a'est

pas linéaire.

Compte tenu de I'expression de u (x), le systéme (1) devient (1y
% =[A + F(x).xB]x = M(x).x

en udlisant I'associadvité des matrices.



[F(x).x.Bjx =[F(x).x][Bx]
=F(x).x b(x)
=b(x) F(x).x car F(x).xeIR
et (1) peut s'écrire
% =[A+b(x) F(x)]x = M(x)x
On cherche alors 2 émdier le systéme bouclé obtenu. Avant on peut faire quelques remarques sur

la narure du feedback obtenu.

B. Remarques

— Remarque 1 : La matrice M(x) a ses coefficients qui sont des fractions radonnelles

homogenes de degré 0.

On a posé F(x)=F P~ (x)
1
ou P7Y(x) = ————x ‘C,(P(x
(x) e P00 o (P(x))
chaque coefficient de P(x) est linéaire en x donc le déterminant det (P(x)) est un polynéme

homogéne de degre n.

Chaque coefficient de ‘Cy(P(x)) estun polyndme homogéne de degré (n-1)

donc le feedback u(x) = F(x).x est une fracaon radonnelle homogeéne de degré 0
et la mamice M = A +u(x)B est donc une mamice dont les coefficients sont des fracaons

radonnetles homogenes de degré 0 de la varable x = (X;»Xzr---»X,), 1 €0 est de méme de la

mamice M = A + b(x) F(x).
Le systeme bouclé % =M(x).x est donc homogene de degré 1 et donc les rajectoires sont

homothédques et syméTiques par rapport 0.
— Remarque 2 : L'hypothése n'est réalisable qu'en dimension 2.

Dans le cas générique o B est inversible.
L'hypothése de Kalman ; vx =0 (Bx, ABx, A*Bx...)de dimension n pour tout X ne peut éxe

réalisée qu'en dimension 2.

* sur IR? : la mamice A peut avoir
— 2 valeurs propres réelles, mais alors si b(x) est un vecteur propre de A Ab(x), A*b(x)... soat

des vecteurs colinéaires i b(x), le systeme de vecteurs est doncderang 1 #2
—» 2 valeurs propres complexes conjuguées non réclles.
alors Ab(x) ne peut &xe colinéaire i b(x) donc le systeme {b(x), Ab(x)} est effecdvement de

rang 2 pour tout vecteur b(x).

10



* sur IR® : la marrice A admet une valeur propre réelle au moins en reprenant le
raisonnement précédent si b(x) est un vecteur propre, le systeme {b(x), Ab(x), AZb(x)} est de
rang 1 # 3. On peut aussi remarquer qu'algébriquement det P(x) émant homogéne de degré impair

s'annule.
* sur [R* : la marmice A peut avoir des valeurs propres imaginaires conjuguées méme
dans ce cas il peut exister des vecteurs b(x) tels que le systeme {b(x), Ab(x), A2b(x), A3b(x)}

soit de dimension 2, c'est-a-dire génére un plan = R*.

* De facon plus générale, si Bx appartent 4 un sous-espace propre de A, la famille

{b(x), ... Af-lb(x)} est contenue dans cs sous-espace propre.
nclusion

Dans les cas ou B est inversible, I'hypothése de Kaiman en tout point x (de IR"-{0}) n'est

réalisable que dans [R* avec A mamice possédant deux valeurs propres imaginaires conjuguees.

On peut élarair l'ansemble des marrices A pour lesquelles les hvoothéses s'appliquent en faisant

deux remarques

1°) en notant que [Ghraiba these]
"Si le systéme (1) est conmdlabie sur les direcdons, alors il existe un fesdback conswant u,tet que

[A + uoB] soit A specte non réel, il n'est donc pas n€cessaire de se resreindre au cas spA < IR™

2°) mais on peut de fagon plus pragmatique chercher s'il existe uptel que

[A-i:uoB]CC—IR

.Aac BIO
TMy ) ®lo -k

- a+u, c
A=A+uB=
b d-ku,

Polynéme caractérisdque P(X) = X? - AX +det A a deux racines complexes si et seulernent

siA <O



A

a+u,+d—ku, ]2 - 4{(1 +uy (d=-kug)— bc] qui est un polyndme du dewxieme degré

= [(1 -k + 41‘:]uc,Z + [2(1 —k)(a+d)-4(d-ka)]u, +(a+ d)* - 4(ad - be)
= (1+%)y,? = 2fa+d-ka—kd—2d +2Ka]u, + (a=d)* +4be
= (1+ k) 2 + 2a—d[[l+ Ky, +(a=d)* + ¢bc

Ce polyndme ena u, est négadf pour certaines valeurs de u,, & conditon que son discriminant

soit posidf (en effer "a" = (1+ k)*>0)

A, = 4a-d)* (1 + k) -4+ 03 f(a-d)* + 4be]
= -16bc(l+ k) >0 o bc<O

Donc si be < 0, on peut mouver un u, tel que sp(A + u,B) < C~-IR et en appliquant un premier

feedback u, se ramener au cas précedent.

— Remarque 3

La condition Re (sp (M(x)) < 0 n'implique pas que le systeme soit asymptotiquement stable

(méme si M(x) estune mamice homogzne de degre 0).

Pour montrer ce résultat. conswuisons un conme exempie ea sulvant le raisonnement
géoméTique suivant.

Soit M une matice de valeurs propres imaginaires conjuguéss (ex: -1 £ 2i), on déermine un
vecteur xq pour lequetl le champ % = MXx, SOit un vecreur SOrtant par rapport au cercle Ix{= '|t,,:|
On conszuit alors un champ de vecteurs reprodulsant cete situation en tout point x. Pour cela.
on pose 8 = (x,X,) et R, la rodon d'angle 8.

On détermine alors la mamice M(x) =R_; MR, A (

A R-éh“a"}




Calcul sur un exemple : soit M la matrice

-1
M= ! 1) de valeurs propres -1 % 2i, sur les

rajectoires il existe des positions de x pour

. . lesquelles M(x) est un vecteur sortant par

-1
exemple le vecteur xo( L) En effer, ona

<xg, Mxg>=1>0.
2 marrice M(x) est alors égale &
M(x) =R_; MR,
cosf —sin@)

+sin8 cosB

et cosf = (%) ¢ 2% et sinf = det(x.%,) _ %+

Tl VI ol V24 + %3

avec Ry =

3

et donc

1 —X X, FX FX -1
MO=3070 T G

|

<, X -x.‘—xz)

—X, =Xy =X, TXa, X, K. —X T X
etdonc
X7 —35xi -5x} +6x,x, = 3x3
xS+ X2 2T+ X
M) =] .(’1 . X )
5x7 = 6x,%, +3x3 -3xl =2
2(x = x3) 2%+ x3)

avec x = (X,, X).

—. les tre=mes de catte mamice sont des fraczons rdonnelles ea (x;, x;) homog2aes de degre 0.
— les valeurs propres de cetre marmice sont les solutions ce
P(k) = k2 - T (M) k + det M
—(x2+xd)
A +x3)
20(x; + 2x7%3 +X5)
4(x} +x3)?

Les vaieurs propres de M(x) sont donc -1 = 21 quel que soit x, elles sont 3 parae rézlle

=7

-

avec T(M) =

et det(M) = =3.

négatve.

2 , 2 2
. . . 1 x} = 5xIx, +x,x; = 5X3
Aprés avoir calculé x =MX = ——=——7} _ ; - X ;
2(x7 +x3)\ 5% + XXy + 5%, + X

: 1 . 1, 2
on constate que < X,k >= ——=(x; + 2% ¥ %) = =(x #x3)
2(x{ +x3) 2 }

1

-4

) r 1 . 2
Sionpose r=|x{ onadonc —=—sor=e" g
' r 2 ‘

)



Aucune majectoire du sysieme X = M(X)X ne converge vers 0.

Conclusion

L'argument des valeurs propres i partie réelle néganve n'est pas suffisant pour monaer que le
systéme bouclé est stable (méme si les coefficients de M(x) sont des fracdons radonnelles

homogénes de degre 0).
Onu peut faire une auwe remarque limitant le champ des arguments pour obtenir le résultat désiré.

— Remarque 4 : Le systéme n'est pas un systeme linéaire non autonome.

Malgré la forme % = M(x(r)), le sysieme ne peut e considéré comme un sysiéme linéaire non
autonome. En effet, les coefficients de la mamice M dépendeat directement de x(t) ¢ sont donc
liés aux condidons inidales, c'est-d-dire que pour une méme valeur de t si on change de

condidons inidales, les coefficients changent l'ensemble des solutons m'est pas un espace
" TN : (a(t) <)
vectoriei - de plus dans un sysieme lin€aire non autonome de mamice A(0) =kb, V)
(0 d(t

condidon Re (spe A(t)) <0 ¥t a'assure pas la stabilité asymprotnque du syseme.

Apres ces remarques limitant les démonszagons possibles, terminons Sur une remargue meant

en évidence l'originalité du sysieme considéze.

— Remarque 3 : Les matrices A +u (x) Bet A + b (%) F (x) sont distinctes.

Nous avons vu que le sysieme bouclé pouvait s'écrire
x=M(x).x ou  x=M(x).x (1

car en tenant compte de l'associadvité des mamices
M(x).x = (A +b(x) F(x))x = (A +u(x)B).x noté M(x).x
malgré ces égalités, on remarquera que les mamices M(x) et M (x) non seulement sont disdnczes,
mais elles n'ont pas le méme specTe.
Donnons un exemple de consucdon

) 1 -1 1 0
Soit A= B= s
1 1 0 -1

effectuons les conszuctons précédentes en fixant le specore 2 ~1 = 1.
Ona F(x)= NERPE (4x, +4x, ;4% = 4x,)

Y

—4x? = 8x,x, + 4x3

ec u(x) = T3
Xy + X3

-4
o=



=3x7 = 8x,X, + 3X;

. ) — 1 -1 1 0 <
d'ou les mamices M(x) = - u(x) = voTe o, e
1 1 0 -1 1 3x; +8%x,X, = 3X3
X7+ X3

~,2 L w2 22
G —dxx, £X0 =3K+ AKX, = X;

1 -1 Xy X; + X2 X+ X3
et M(x)= + F)=| -~ . "° .. L VT,
1 1 -X, X F AKX, FIx5 X7 T AKXy —OXS

X7+ %2 X; + %3

La marrice M(x) par consmucton a effecdvement pour specue —-1%1, mais pour M(x), on

remarquera que (M) =2

er det(M) =-15+ 547%‘:, (—x,; Txﬂ_)
(xi +x3)°

et donc que le specae de M(x) n'est pas —l Ziet qu'll change avec x.
Cependant les champs M(x).x et M(x).x sont égaux, on a en etfer
-3x) = 9x7x. +3x.x3 - «

M(x).x= _,"-: S .. = M(x)x
M=) X} +5x3x, = 9%,x3 =3%3 x)

Nous avons vu au cours des remarques queiques exemples et conme-exemples. Dans chacun

d'eux les mamices A et B avaient une forme paraculiere

Tl

Nous monrerons pour terminer cene parde que l'on peut 3 ['aide de remarques simples ramener

le cas général a ce type de mamices.

C. Réduction du probléme - écriture simplifiée du systeme

L'écrirure simplifiés du systéme permerxa la réducdon de 6 1 3 du nombre des parameTes
rendant ainsi possible les calculs de la parde II. Compte teau de la remarque n°2, {'érude du
systéme est ramenée au cas modeste du plan (a = 2) et pour une mamice A dont les valeurs
propres sont des complexes Conjugues.

De méme si B a deux valeurs propres résiles non nulles de méme signe, il existe alors un
feedback constant stabilisant le systéme, ainsi que dans le cas ou B a 2 valeurs propres
conjuguées non réelles. Les seuls cas génériques non iviaux restent donc les cas ou B a deux

valeurs propres réelles de signes contraires.

Nous pardroas donc de la sicuagon A a deux valeurs propres imaginaires conjugueses

B 2 deux valeurs propres réeiles de signes conmaires

—
(9]}



Nous allons monrer que I'on peut Touver une base dans laquelle le sysieme (1) ¥=Ax+uBx a
une "dcrirure” simplifiée d'abord par un changement de base puis par un changement de

feedback.

— on peut pour commencer Tavailler dans une base (e1, e7) construée de vecteurs propres de B

d {le base B “ 0
ans une eiue dase = 0 k-_,_

—s en effectuant un changement de feedback u' = uk;

1 0 k.
OnauB =uB' avec B'= k==-—>0
0 -k k.

a c
Dans une telle base A = [b dj mais A a 2 valeurs propres complexes donc bc < 0

— On peut gouver une base &', =re, ¢€,=5¢;

. . (10 (a -0
ou B s'écrira 0 er A

-X {0 d
s
a  =c
En effet dans une telle base A s'écrit | o r
-b d
s
r s ¢ c
On peur alors gouverretselsque =0 =-—¢c = == 5 >0
s r s~

Dans la base (&, ¢',), le sysieme (1) s'dcrit
a -0 L 0Y]

x={! ‘]:— u(
i:(b a ) \0 -X B

— en décomposant u = u, + u,, 0N peut Touver u, tel que

i=a+u =d=-uk=d o u._=g_—a- (k>0doncl+k=0)

i 2[@ 'fj+ u._(é _Okﬂx ()

X

QOn a alors

Compte tenu de toutes ces remarques, nous érudierons dorénavant le systéme (1) sous la forme

a -b 1 0
X = X + U X avec k>0

etb>0



Compte tenu de ceme écrimre, nous allons effectuer dans le démil le calcul du fesdback u(x)

obtenu par la méthode du "placement de poles variable", car nous avons vu que des arguments

plus généraux ne nous permeraient pas de conclure.

0. Placement de péles variable, le spectre choisi étant du tvpe a *i

Nous calculerons explicitement le feedback obtenu noté ug(x), puis nous érudierons la nature

des rajectoires obtenues qui présentent des similitudes avec les majectoires obtenues dans des

systemes lindaires ou les pdles sont placés en &= 1.

C'est-2-dire que les majectoires ont un sens de roradon fixe, que pour & = 0 ce sont des cycles et

qu'enfin pour & < 0, les majectoires convergent asymprodquement vers O avec une rapidite de

convergence directement liée 3 & tandis que pour & >0 les Tajectoires tendent vers oo.
Tourt d'abord calculons u, (x).

A. Calcul du feedback u,(x)

Soir le systéme
X = Ax +uBx

a -b 1 0
avec A = ar B=
b a 0 -k

soit PA(X) le polyndme carac:éristque de A
P =X+, X+a, a, =-x(A)=-2a
o, =det A =a° +b°

Notons P(x) la mamice
[Ab(x) +a,b(x), bix)]

bicc. —ax. X, |
Pix)= ,
bx, +akx, —xX,

ou det P(x) = —b[xf + k] pourx=0

On a aors

» —Xx, —ax, -X,
P (x)

" det P(x) [—bx1 -akx, bkx,—-ix,

Si on fixe le spectre de M(x) & =1
On pose F=F P avec F= (@*+b*=(a” +1), —2a+2a)

d'ou

F(x) =

-1
b(xZ + k*x3)
+2(a - a)(bkx, = ax,)]

[~y # b7 = (& + 1)) + A = a)(=bx, —akx;), = X, (@a’+b*-a*-1)

(D



et
-1 —kx,x, (2% + b* = (& + D) = 2(@ —a)bx; —2ak(@ - 2)x, X,

a, (X)‘—'F(X).X N e R . . X
b(x; +k™x3) | —x x,(a® +b* = = )+ 2(e - 2)bkx; — 2(a — a)ax, X,

d'ou l'on are
-1

——,——;—,-Za—a b—(,:"'kxs - k+lx.x~—a—a2+b:—l
b(x;+k_xg)[( b(—x} + ko) = (k+ Dxyy (<@ = @) )

u,(x)=

Le calcul de u,(x)€tant effectué, on considére le systeme bouclé
X = [A + uu(x)B]x = M(x).x (2)

=[A +b(x)F(x)]x = M(x).x
Monwons que les Tajectoires du sytéme (2) ont comme dans le cas des systémes lingaires un

sens de rotagon fixe.
B. Les trajectoires ""tournent autour de l'origine”’

Nous monmerons ce résultat par des remargues d'ordre géomeésigue. Il se ouvera conrirme dans

la suite des caiculs.

Pour tout vecteur de S (Jx]=1), le sinus de l'angle (% ,x) est donné par

— A C
dcn[M(x).x,x] =det [M(x).x,x] en notant M(x) = l:B D] ou A, B, C, D dépendent de x, mais

comme spect (M(x)) =a =i, A+D=2a et AD-BC=0a*+1(=BC=0).

On a def{M(x).x.x] = =Bx{ + (A -D)x.x, + Cx2

f_ngxq)z LA +D)?-4(AD-BO) &
2B ° 4B :

mais (A +D)* -4(AD-BC)=—¢ ‘

= —-B(x‘ -
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det[M(x).x,x]=—B[(x._-AZ;D 2, :}

mais B ne s'annule pas.
Donc dc:[M(x).x,x] garde un signe constant et neé s'annule jamais quel que soit x vecteur de S1.

Le vecteur M(x).x = xn'est jamais radial.
Compte tenu du caractere symeéTique (par rapport 4 0) des aajectoires, on peut &n déduire que
vx & [R* - {0} le vecteur xn'est jamais radial et le sinus de l'angie (X,x) est de signe constant.

Le champs M(x).x a un seas de rotadon fixe.

Cette remarque nous conduir i Srudier le systéme en passant aux coordonnées polaires (nous

vérfierons d'ailleurs que § a alors un signe conswant).
rcost)

On pose donc x =( ] J
rsin@

le systeme

t=[A+u,(x)Bx 2)
ol u est foncdon de x. mais c'estune fracdon radonnelle homogéne de degre 0.
donc u (x)=u,(8)
 [rcos§) (—sin®
En calculant x =1 . +1
krsme Kcose
et en remplacant dans (2), on obaent
t _ Jcos8] ] o )
- =(cos8, smG)[A + un(e)Bil . J =a+u_(B)cos 8 - ksin” 8) (3)
r ‘ sinf
. , . fcos8] , ,
8 = (-sin e,COSG)[.-\—I-u;(e)B;I T |=b+u(8)-sinBcosB(k + 1)) (L)
L smeJ

nous allons donc érudier le cas & =0 ; monmer que dans c2 Cas les rajectoires sont des cycles,

puis nous monerons comment les aumes cas (e >0, a <0) peuvents'en déduire.

C. Cas particulier . =0

L'objecdf de cene queston est de monaer que les trajecoires sont des cycles, c'est-a-dire

qu'apres un tour, le rayon reprend la méme valeur
v8 r(8+21)=r(8)

dr dt
en remarquant : — = —X—
dé dt do
. _ #ZII dr . _ delz
onpose [ = [: =5 xd8 ={lnr],



mais I peut s'écrire
] 1
[= - —d6
f rf

le but est donc de monmer que [ = In(r(8 +2x)) — In(r(8)) = 0

Ies foncdons t et B sont des foncdons périodiques de période 27.
Donc le calcul de l'intégraie peut se faire sur n'importe quel intervalle de longueur 2z
] 1
I= j - —d6
°org
En tenant compte du caractére homothéaque des rajectoires, on peut faire le calcul sur un demi-

tour (on pourra remarquer quen faic r et § sont des foncdons de période w).

Pour monwer le résultat désiré, il surfit donc de démonter que

1:_[)”%5—@6:[56%9

= 2 +u,(8)[cos” 8 -ksin® 8
soit donc [=F_, Rl )[ > - 0 ] de
—< b+ u,(8){~(k + 1)sinBcos 8]

du
1+v°
—=a(l+0%) =y, (U)l+kv”)  dv
el 0Y) ~ gy (V) DU L+

Onpose u=wn8 dé=

car u éanc une fracdon radonnelle de degre 0.
uy(8) peut s'écrire uy(v).
l

——————[-2ab(—x] + kxd) = (k= D=2 = b = D)x;x. ] ot x =(x,x)
DX, ~K7X3) N - Tt

En effer. uy(x) =—

d'ou il vieat

U (8) = - o _:_lk: T [-2:1':;(—cosZ 8+ ksin®8) —(k + [)(=a* + b* = 1)sin Bcos 9]
et

1 : L Ty , 2 2
u, (V) = —b—(m[—lao(—l #%0%) = (k+ 1)(=a? + b7 = 1)v]

en reportant dans [, on obdent l'expression

(- rab(1 £ V(1 + k2% = (1- k) -2ab(-1 + kv®) = (k + 1)(=a® +b° — V] dy
= BT o + k) + (k- Dy[=2ab(=1+ kv?) = (k + D(=a* + b = D)v| (1+")

soit en réduisant chaque polyndme et en ordonnant les termes



abk v* — k(k + 1)(-a* + b =)V’ +ab(l+ G 40 (k+ D(=a’ #b*—v-ab  dv

I = 1Y 4 > B by ~ B -
E— k*b*u* - 2ab(k + kv’ + [(k +)*(a"+D- 2kb']1r +2abk + v +b” (1+v7)
Remarque
L'objecdf est de monmer que [ =0.
On peut s'assurer de ce résuitat dans un cas pardculier.
a=b=1
Exemple : (cf. exemples)
pt+20' + 60 =20-1 dv
[= l . :
-t =40 + 60T +4u+l (1+V7)
ou on peut encore revenir 4 la variable g
S -an'8+2un’+6un’8-2unb-l o
— mn*6-4mn’8+6un’f+4anb+1
[= [—' —sin* @+ 2sin’ Bcosh + 6sin” Bcos’d — 2sinBcos B —cos B
)= 75in*8 - 4sin’ Bcosh + 6sin” Beos™8 + Lsin Bcos’® = cos™0
_ J—' —sin26cos26 +8sin*Bcos -1 o
= 25in26c0s26 + 4sin” Bcos 8 + 1
1.
: —sin 46 — cos48 r:
[=|%— = d8=10=|F(8)d8
—sin4@+sin” 28 +1 - ©
soit v =sin48 +sin*28+1
% =y'=4cos48 + 2sin26cos28x 2 = 4cos48 +2sin48
= —-{—-i—sin 48 —cos 46}
y' = 1y 1 =
donc F(8) =+ et I = |3, ——+df =——{Injy||*x =0
y J'_z 4y 4[ | ”'z
Dans ce cas partculier, le résultat est donc bien démonume.
— Cas général : calcui de I
[ J'—-abk:'o‘ +k(k +1)(b? =2 = v’ —ab(l +k* +4k)yv* = (k £ (b’ —a’ - Du+ab _dv
T bt — 2abk(k + DU’ +{(k + (@} + ) - 2kb Ju* + 2a0(k + D o' (1+v%)

[ES]
=



_ P(v)
On pose f(v) = ——————Q(V) )

Pour calculer I, on va décomposer la fracdon £(v) en éléments simples

adv, +bko,v | acv, + bku,v SV 04V
biv: +ev+bd bk —(a(k+D)+ev+be 1+
ol Vg, Vy,Va,Vq,0,,0s,6,d  sont  des réels

f(v)=

En idendfant Q(v) et Q1(v) x Qa(v), avec Q,(v)= (bkv” +ev +bd) et
Q.(v) = (bkv® = (2a(h+)) +e)v + be

Q(v) = bide +[bez —bd(2a(k + 1) = e)]v + [b*dk —e(2a(k + ) +e)+ bkc|v?
+{bek — bk(2a(k + 1) +e)]v’ + b7k*V

En idendiiant les coefficients, on a le sysiéme d'équadons

l
== 1
c=1 M

puis b(c-d)e-2abd(k+1) = 2ap(k=1)

2 - — iR i =
doil & = 22(k + )(d = 1) =_2:1(rn Dd(d+1)

c—d R
2a(k = Dd
d-1

Vafle =

Comme 21([(':'1)‘1'6:2:1(&(:—1)_%(_-_1%
d
=23k + 1)(1 - —
( X d—l)

On a aussi

En fair, I'égalité des polynomes fournit le systeme suivant :

N



(deg 4 BK* =b%*
deg3 ~bk2a(k +1)=-2ab(k+ Dk

ldeg2  bkc+bidk+ex(=2ak+D-e)=(k+ )%(a® +1)-2kb*
degl  ebc—bd[2a(k +1)+e]=2abk +1)

ldeg (0) b’dc=b’

dc=1 oy
X 2a(k +1)d Ja(k +1) .
dot{e==—""" 2) ou 2ak+D+e=-
11 (2) ou 2atk+D 1 ©)
bke + bidk —ef2a(k + 1) +e] = (k + 1)*(a® + )= 2k (4)
b:x-é—:- bidk —ef2a(k + ) +e} = (k= D*(@* + 1) = 2Kb° (4)
. da%d(k = .. ,
Si on subsdmue ¢ — b'k(iz—d) ——%—'d&;l—) =(k+1D(a +1)-2%kb”
d (d-1)

soit bi(1=d*)(d - 1)F — 423d*(k = ¥ =[(k = D*(@* =1 - 2607 d(d - 1)

Si on regroupe les termes en "a” ezceux en b’

bi(l+=di)(d—1)* +2kb d(d-1)" = 1a%di (k= )F = (k=@ = Dd(d - D’
b (1 -—d:)[L ~d* - Zd] =(k + 1)1d[4a’d ~(@*+1)(d- 1):]
bik(d-D3(d+ 1) =(k+ L):d[af(d 1) =(d - L):]

(k+D*d*

bikd(d-1)* = [a*(d + 1) +(d = D]

(d+1)?

dc=1 )

o) - 9 -
Soit ea résume <e=—M (2) ou Za(k—:-l)ﬁ-c:——"a—(k—'l-)- )

d-1 d-1

. (k+ D%, s )

b2kd(d -1)* = ————{a*(d +)*+(d-1)" 4
okl Py [+ 1 +(d- 1] (4)

On peut déduire de (4) que d > 0 (en rappelant que k>0)

— Si on décompose les polynomes Q1(v) et Q2(v), on oddeat



s e . 4bldk-é’
Q. (v)=bkv ‘.‘CVﬁ'bd—bki:(VTZbk) ST ]

abidk —e* _ bidk(d - 1) - (k + DPa’d’
4b*c* b,k (d-1)*

on remarque que

aves bdk(d - 1)? = (k+1*a’d* = Q‘di%ﬁ[al(d +)F+(d -1 -at(d + D)7

_(k+D)?*d’
(d+1)°
idk-e® | (kr'd”
b7t (d+ DK

(d-17°

il vieat

(k+1d

m (Q)O et k>O)

On pose A, =

de méme pour Qa(v)

Q.(v) =oicv’ =[2a(k + ) +ejv + be

I Ja(k+D=e)  4bk-(Ra(k+D=+e)’
- bkl (v— 2a(k+1) c) . bck —( afzc’ D+e)
26k Fepe |

-

Calculons de méme

ablck-(2a(k =) +=e)* _[4b*k  fai(m=D17]
4b*k* d d-1)°

(d-17*bk-ald(k= 1) _ (d—Didkb’ —(k+1)7a*d’

) bk (d - 1)"d bk(d - 1)*d?
On dre A = &
=
d'ot A, =dA, (rappel d >0)
et
Q)= bk%: (v+-2-§E)= —:-A,:] avec A, =dA,
2 s +e ) , +

Q,<v>=bk((v_;=&ﬂ>_c) cal| e o =kEbd

: L 2bk : (d+ )bk

1~
=



Retour au caicul de I'intégraie

— Calcul des termes vV, et V

o o= t0 abk? +ab = ab(1 + k& + 4k) + i(—k(k+ D(b* —a* = D)= (k + )(b* =2* = 1))
YTUTQM b +b* =[(k+ P + - 2kp*| + i{2ab(k +1) + 2abk(k + 1]
_2ab(k+ )P —igk D0 -2t =D _
(k+1[o? —a* -1 +i(2a0)]
d'ou l'on are
v, =0 et vy =1
1 (i,
— on adonc
eV 1o+ 0 (Za(k:—L).—cj
f(v)_g._zbkwc,_aduo‘?,_thLc«—aa(k:-u:-ey_ 2T 2 i
7 QW Qv 2 Q.(v) | Q.(v) L+v
d'ou
o
ATV Y
[E(dv = v, In(Q, (v»—(acmo———> Arc tan| —=2K |+ =2 1a(Q, (v
A0k A
i v +D+e
i -1} ' ”
+i acv. + v, (Zalk+ ) e)) ! Arc anj 2bk ——l-ln(l—:-v'):—cs:e
L\ 2 A.bk ! A, 2
I

On muldplie £(v) par v, puis on fait teadre v vers <oe.

On obdent
bkv, . bkv,

— +——=-1=0so0it Y +Uy=1

bk bk
(i,1,1)

Alors dans l'intégrale le terme ea logarithme est égal &

ELLH(Q:(V))+B1-I (Q'z( )) et donc

bl
2 [+=v" 2 v

I:n!—[adu —g&,-' 1 _i_(acuq:*u,(Za(k:—l):—e)) 1 }
L ? Z,A!bk - 2 A:bk‘

23




On s'intéresse donc au calcul de I'expression
h = 2advy, - ev, +d(2acv, + v,(ak+ )+ e)

Calculons les termes v.. Rappelons que : v, +v, =1

Si on considére l'expression de f(v)
£(v) = adv, + bku,v | acv., + bku,v .=V

ry

o oy - b bkv: —(Za(k+D+evrbe LV

L'idendficadon terme i terme du numeérateur avec
P(x) = abk™0* + k(k + 1)(b* —a* = )v’ —ad(1+ K24kt - (k+1)(b*—a* —v+abd

donne le systeme suivant

(degQ  advybc +acu,bk =ab
degl b kov, —adv,(2a(k + 1) +€) + b kdv, +acen. - b ==(k+1)(b* -2, =D
deg 2 adbcu, + acv,bd — bkv, (2alk = 1) = ¢) + adv, bk + bkv4e
+acu,bk —2ab(k + 1) = —ab(l = k* + k)
¢deg3 bikev, —adv,(Qa(k + 1) +e) + b*kdu, + acev.
Shity, bk — (kD@ )+ 2k0T = kik - D(b* -a*=1)
deg4  —Dbkv,(2a(k + 1)+ ) +adv,bk + bkv,e +acv;0k

+2abk(k + 1) = abk”

|deg 3 bk*v, + b v, -b¥k* =0

La ligne3 donne v, + vy =1.

La ligne 0 donne vy +; =1.

On peut remarquer que :

ligne O + ligne 4 =ligne 2 ec ligne 1 + ligne 3 = ligne 3

Donc le systeme est équivaleat a
(0, + 0y =1

Vg + VU, =1
ﬂ
ligne (1)

Llignc (4)

Dans la ligne (4), si on reporte v, =1=V; 2L Uy = l —v,, on Touve

(4) = —bk(l = v,)(2a(k + 1) +¢) +adbk(l = v;) + bkvse + acu.bk
=abk* - 2abk{k + 1)
26



Soit bku,[2a(k + 1) + 2e] +abkv, (c - d) = bk{2a(k + 1) + ¢} —adbk + abk® — 2abk* - 2abk

: oL
ou encore en udlisante:-:j‘%‘_ll_)g
2a(k + _ @) —2a(k ~D)bk
@ o —icor] 2EFD TG o] ke, [ 125 | = D agbic — abie(k + 2
(=D d i-1

On peut simplifier cette ligne abk

4 =

2(k+1)
(d-D

-d=(k+2)

1-d*)  _ 2k+D
i ) d-l

(d + 1)v, -:-(

Rappelons l'expression A calculer h = ady, = 2v, +d(2acv, + 0, Qak+1)+e).

v, =l-v.
Ecrivons-la A ['aide de vy et U,
v, =1-0,

h=2ad(l-v.)—e{l-vy) =+ Zacdv. +dv,(2atk + 1) +e)

,a(k:—l)d_,_

. k+1)d
soit (4) = h =2a(1 —-d)v, — V4- 2 '—‘7:1(( )

~2ad +2
(d-1 (d=1

L feebd o (k= hd
> (d-1) d-1 |

ou eacore h = 2:1{(1 -d)v. -2

. d .
En muldpiiant alors (4) par L on oogent
d+

d , k=D d d> (k=2
v, +(1-d)v, =~ x - -
d-1 d-1)  (d+1) (d+1) d+!

=2(k+1)

en reportant dans h

20k+1) d d>  (k+2)d  , (k+1d
h=2a - - - +d+ -
(d-1 (d+1D @+ (d+D (d-1)

-

soith=2:1k(— Z’d - d + d )—:—d 2—2 -4 2 +1+ ! ]
(d*-1 (d+1 (d-1D (@*-1) d+! d+l (d-1

On mouve ea simplifianc h = 0.



nciysion
dr 1

L'intégrale | —-d8=0
der

et m(r(a-;)) = Ln(r<—§))

T T
ou encore r{+—=) =r(-—=
( 2) ( 2)

Nldg-b'\'ld

De plus, la fonctdon (—;%l est pérodique de période w@. Donc lintégrale calculés sur tout
r

intervalle de longueur 7 est égale 3 O, donc est nulle.
1 s'ensuit {8) = (6 + t) pour toute valeur de 8
et donc r(8 + 2x) =r(8). Les trajectoires sont donc effectivement cycliques.

Monmons maintenant que ce résultac peut nous permerre de conclure dans le cas plus général
a=0.

D. Cas général o =0. (Le specme estfixéd e =i

Considérons le sysieme
x = M(A.a)x (3)

ot M(A.a) = A +u(A,x,a)B
avec u(A.x.c) émant le conmdle fixant le specTe de M = [.—\ +b(x)Flaa=i.

Effeccuons alors le changement de variabie

v=e X
Ecrivons ['équadon vérifiée pary
ona v=-o0ex+e X
=[A-al+u (x)B]y
Sionnote A =A-al
ona
y=[A+u,(0B]y (4)

mais uy(x) = u (e™™y) = uy(y)car uy(x) est homogene de degre 0

o 3 a-a -b a, -b
nremarqueraque A=l S|y avec 3, =a— Q.

Les hypothéses faites sur la matrice A sont encore vyraies pour la mamice A:

- forme de la mamice
- les valeurs propres de Asont celles de A diminuées de c.

(]
0



Donc elles sont aussi complexes conjuguéss.

D'autre part, si 'on considére le systeme de type (1)
j=[A+uBly (1)

et que l'on calcule le feedback v, associé au placement de pdles en ¢ =1, le systeme (1)’ bouclé
s'écrit

y= [‘3\ + UQB]Y "

Si on rappelle les calculs, on a

Vo (y) = =22, 5(~y? + ky3) = (k + 1 —at+b*=1v,v,|aveca, =1~-¢
(=5 ‘c‘yg)[ b=y} +kyd) = (k= 1)(=2; )v.y,] aves a,

On remarque que Vy(y) =u,(¥) = (‘()

donc le systeme (2') y= [:\ V,B v est le méme que le sysieme (4) v —[- - uZBEy.

A noter que le changement de vanable "ne revieat pas” 1 faire @=0, car la mamics Aest
différente de A et dépend de ¢, mais ['érude du syseme (3) est ramenée 2 l'dtuce du svsieme
((2)' qui est du type déja érudie et nous savons que les Tajectoires pour un tei sysierae sont des

cycles
¥R v(B8+27)=y(8)

En revenant 2 la variable x
x(t) =e™v(1)

si (1) est un cycie [y(t)] est bornée donc [x{t)] rend vers = si & > 0 e2 au conmaire :end vers 0 si
o < 0 cs qui monme les résultats annoncss, mais on peut préciser la rapidité de convergeaces
(lorsque a < 0).

Nous allons monter que le temps moyen pour effectuer un tour ¢st de 27 et donc que
B(t+2m)=6()+2

Ce qui nous permetm d'éraplir le lien enre x(t+ 27) ez x(t)

x(t + 27) = x(8(t + 27)) = > Fy(B(1 + 27))
=e® x ™™ x y(6(t) + 2)
=e® x ™™ x y(8(1))

x(t+2xT) =e>™ x x(1)

Donc la rapidit€ de convergence est directement liée 2 & par l'intermédiaire du coerficient e

o

Le but du calcul est donc de montrer que 8(t+21x)— —-8(t)=12x

jple)

-



ou toujours pour des raisons de syméTie des rajectoires
Bt+m)—08(t) ==

8,,-&:1:
= Jdt=rt maisdt=£xd6=3d6
/ a8 5

et comume 8 est une foncton périodique

1—d@ =
8

S—— 3l

=

E1E

E. Estimation du temps mis pour effectuer un demi-iour sur la trajectoire

Considérons donc le sysiéme
¢ =[A+u,Blx ()

et évaluons pour ce sysieme

[: P

Raprelons que 6 =b—u(k =1)sin6 cosd
1

avec u(0) = [ _2ab(—cos 8+ ksin* 8 K +1)(b> =2 —1)sin€ cos8
©) b(cos 6+ k- sin” e)L cos” )=t ( ; ‘
d'ou
Io =1 blCOb 8+ sin” 8]
—ai b- [co: 6 + & sin” 8! '-‘)>.n6u058l 2abi—cos B - ksin"8) — (k + 1) sin 8 cos&(d” -2 -
En posant L = an"8 v - =d6
l+v-

on obuent

"JT of1+ k*v?) n

J_pi 1=K + 07|+ (k + Do[-2ab(-1+ ko) — (k + D=2 -1

oL+ k*v¥]

En posant £(v) =

Qv)

on a déja vu que Q(v) = Q,(v)x Q;(v)
Rappelons la factorisadon de Q, et Q,.
Q) =Q (V) xQy(v)

2, . _ , _© :. 2
Q, (v) =(bkv TCV?’bd)—k[(V?ﬁ) —.-A._]

30
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Q.(v) = (bkv? =[2a(k + 1) +e]v + bc) = bk[(v —M) - Aé}

2bk
avec A, =dA, 4 =—(—k—+-1)—d-
) - (d+1Dbk
dc=1
et d'aume part, nous avons obtenu 2(k + Dad

d-1
Pour calculer J, nous essaierons une décompositon de f(x) similaire
£(v) = adv, + bkv,v  acv, + bku,v

Q) QX

L'idendficadon des deux expressions de f(x) aboudt au syséme suivant :

deg3 bk’ +bk*v, =0

dez?  —bkvy,(2a(k +1)+e)+advu,bk +acv,bk +bkv, = bic*

degl  bicku, +adv, x (=2ak +D)+e)+ b*kdv, +acv.e =0

|deg 0 bcadv, +acv.bd =b

Qu encore

(U, +u. =0 = v, =-Y,
blcw, (~2a(k + 1) = 22) + bi(adv, + c{1 = av,)) = bk

b i, (¢ - d) + avy(=d(2a(k + 1) + &) —ce) = —c2

av, v, =1
\ :

l
On rappelle que ¢ = )

(v, +0, =0

21U, +2V. =1
bk, (~2a(k + 1) — 2e) + bk(adv, + éa —av,) = bk*

2 1
biev, (= d) + vy (-d2a(k + D +e) _i.) = _i

L

Compte teau de ces nowdons, on a

I= L {[:mod - .C_U—] + {acv: + Ul(_____‘la(k Fh*e ):ld}
A,bk 2 2

(OF)
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On rappelle que dans un calcul précédent, on a obrenu

_ (k+1d
b (d+ Dbk
n(d+1
doul= (1: ” 1)3 [T] ot T reste a calculer.
Reste alors i évaluer les coetficients v;.
v, +u, =0
Compte tenu de on peut exprimer T a l'aide de v, et U;.
av, +av. =1

Rappelons que cd = 1, on obdent

2,
T=:m°(d-l)—:-l+d lla(k-:-l)d

Cherchons i calculer v, et .. Pour cela. rappelons les deux derniéres équadons du sysieme &t

remplacons v, par — U, €t av, par 1 —av,.

Ml =
On rappelle que € = —liﬂ
d-1
On obuent
=1 - .
(i) bk'o.(—-la(k s+ 4£<__E]_ o adv, = 22 ) bk
‘ d-1 \ d

2bku, (k + Da
d-1
@ u,(d(d+ 125Kk + Da) = v(ald” - 1)(d = Dbik) = bk(k - %)d(_d -1

(~(d+1D+2d)+ EE(aug(dz ~1)+1)=bk’
a

qui se simplifie par bk

(1 v,(2d(d = +ak+ 1))+ va(d* - D=1 =(k- é)d(d -1

quant 2 la derniére équadon, elle peut s'écrire

. (1-d* Zad(k+1) | 2 2>k +
@ vbk 1-d +wg( ad(k 1):_ (k+1)a)= (k+Da
) d d-1 d-1 d-1

(d+L)=71(k~:-1)
d-n ~ d-l
@ o, (b%(1-d2)d = 1))+ V(20 (k + (d + D) = 2k + Dad

A%
taztcu,(1 dd )+au02a(k+1)

Le systéme vérifié par (U,,1,) est donc le suivant:

iy [oadt@ + D 2a0c = 1+ viaGd+ D= 17 = (k- &)(d ~1yd

S O Dfa%(d+ D? (d=1D?]+ vy(2a*(d + D) = 2ad + D)

pour obtenir la 2me ligne, on a udlisé la reludcn obteaue (p21) (factorisadon de Q(x)

~)

3



:_ (k+ Dd* (A =12
e [2%(d =" =(d-17]

ce qui permet d'éliminer le paramewe b des calculs.

bkd(d - 1)* =

On udiise alors la méthode des dérerminants

decS = d(d + 2a(k + 1) x 2a%(d + 1) +a(d + (d - D (e + D2’ d+ D + (d - 17
=a(k +1)(d + 1){a2[<d + (-1 +4d]+d - 1)‘]]
=a(k + DA+ D2 d =1 +(d=D']

1 d(d +D2atk+1) (k- é)(d - l)di

d'ot vy =——=
det S| + Dfa*(d = D* +(d - D] 2ald-1)

1
detr S

d(k + 1)[4:11@ s +d-D(k- -(11_-)(;11((1 £1)F =(d- 1)31

|

L ’(< ——)(d —Dd a(d=D(d=-D7

det 5[ 2+ 1a 23 d =1 |

de méme v,

-

(16'

(d D*(d —l){((—%)a (d=-1)i

[ WS

_ 22°(d +1)*(d - Dd(k-1)

det S
reste donc i remplacer dans T
T =av,(d = D)+ 2, a(i+l)d+l
soit
T= _L[a(d -Dd(k + 1)[4az(d 1P+ (d-1)(k —}-)(a:(d )7 +d- 1)1]
det S d
2a(k+1)d , 2 2
F2 T P (d+ ) (d-Ddk-1) |+
I (d+1)"(d = 1d( )}
- ad(k + 1)

det

[(d - l)[4a2(d—:— )* +(d-1)k -—1-)(a2(d )P +(d -1)2}, da¥(d+1)* +(k - 1)]:- l

_ad(k+1) (d-17*
d+1 4(d-1)~— -4d + d_l"__,d - k—_ -
S { *( ){( )= K[d-D ]} (d-1% >l 1



-~

T= ____a.d{k h l){-az(d—:- 1):{i‘:§ii£+k(d+ 1)2}"'(‘1' RAC _é)}'-l

dec S

. 12
- ad(k?l){ag(d+l)z{_(d dl) ‘k(d‘l)z}"(d—l)‘(kcé)}’-l

der S
ad(k
dec S
e+ Dk~ Dfai(d D +(@- '] =)

a(c~ (d + D(@*(d + 1) +(d- 1))‘1' d+1

(k——)[ Yd+ 1)t (=Dt

T=— fac-10d+1]=2E20
(d+=D d=+1

puis en remplagant T dans le calcul de J

_md+D d(k+D
(k=Dd d=1

-
it

On 2 bien moneé que le temps moyen pour faire un demi-tour est de «.

Dans le cas du systeme ¥ = (A +u,B)y
et donc dans le svsteme (2), on a bien
=23 ="y

F. Conciusion : Comparaison des résultats avec le cas linéaire
1°) Rappe! des résuitats du cas linéaire

Soit le systiéme
x = Ax )

a -1
1.1. Dans la base de Jordan ot A a sa forme réduite A=(1 aj

p=ap
les coordonnées polaires doanent < .
g8=1
— c'est-a-dire que la vitesse de convergence est consunte (la dérivé= logarithmigue de p est

constante égale 4 &).

— la vitesse de rotadon est constante €gale 1 1

(W)
WF-



1.2. Dans une aurre base y = P~ APy avec x = Py vérifie (1)

— la vitesse moyenne de rotaton sur un demi-four st encore égaledl

— évaluons la viresse de convergence
comme x(t) = x(t,) e

Iyl = o cxcon] < o becol < o[ 1Pyl
donc [ly(t)] € K ™ ou K est une constante

On remarquera que la majoradon donnée par & est la metilleure possible.
En effet, K e®

alors comme x(t) = Py(t) on aurait
[x(f s{PYx K ™

soit e® o] <P x K e**
e’a—a 3t < HP.lK

<o

-2t

Ce qui est impossible pour ¢'< ¢, car alors hm e = 2eo

& donne donc la meiileure idée de la rapidité de convergence.
2°) Analogie des résuitats

2.1. Porwait de pnase
Le sysiéme a le méme porait de phases que dans le cas lingaire. les Tajectoires sont les memes
i un difféomorphisme pres.
2. Vitesse moyenne de rotagon

On a wouvé que la vitesse moyenne pour faire un demi-tour ézait de 1. Ce résultar est donc le

méme que dans le cas linéaire.
2.3. Pour esdmer la vitesse de convergence

On a wouvé [x(t)] € ce™ comme dans le cas linéaire.

Reste 1 monter que dans ce cas aussi & donne la meilleure maloradon possible.
En effer. sl existait &' < o tel que x(t)f sc'e®

)
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en revenant au changement de variable x(t) = y(0) e® ou y(t) 2 une ajectoire cycique on

obdent
[x(e) = [y(D]e™ £ a®"

profsee
mais im e® ™ =0 si o'<a
(-

ce qui est en conmadicdon avec le fait que y(t) est cyclique.
Donc l& encore la meiileure approximadon de la rapidité de la convergence est donnész par &,

Conglysion

Le syseme homogene de degré 1 obtenu aves le placement de pdies variable Axé Ac=t aun
comporiement 1 tous points semblabies 1 un svsteme lindaire (qui aurait le méme specTe) 1 un

difféomorphisme pres.

Au début du chapime [ B 2°), on a remarqué que les différeats types de feedbacks intersssants
pouvant éxe oure les {raczons rafonnelles homogénes de degreé 0 ou constants par MOCIIUX.
[e ler cas résolu, cherchons sil existe des fesdbacks consiants par SECIEUIS anguiaires

stabilisancs le svsteme.
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FIG. 4 - « Spectre » fizé ¢ =1.

1 -1 (10 A=z =3z + 1)
A—<l L)’ B‘(o —1>' ulz) = i+ 13



-
1]

Sgeczze +L/2 = cu - 41




IV. Controles constants par secteurs

Soit le systeme
x = Ax+uBx (L
xeR*
ersp(A)cC-IR
Dans la premiére parte, nous avons exploite les propriéés géomémiques des rajectoires. 1 serait
intéressant de conserver ces propriées
or le long des rayons
s1

<
i

kx
aors Vv =kt = k(Ax + u(x)Bx)
A

v +u(x)By

B

si u(x) = u(y), alors les Tajectoires seront homothédques les unes des aures. Une condinon pour
garder caue propriété est que u SOit Conswnt sur les rayons. Parmi les feedbacks. ceux qui sont
constants par secteurs angulaires peuvent évenruellement répondre au probléme de la
stabilisadon et apporteat une solution simple et robuste pardculierement dans le cas des
sysemes non Cy stabilisables méme si ceue soludon est pius grossiére que celle obtenue dans le

chapize OL

En conservant les notadons de la quesdon précédente, nous monmerons que l'on peut gouver des

feedbacks constants sur des secreurs anguiaires qui swbiliseat le syseme.

R | n ion

a -b (L 0
A= a>0eb>0 B = k=I[RZ
b a 0 -x,

Nous érudierons, compte teau des oojecdrs, le sysieme sous sa forme polaire que nous rappeions

B:a—:—u((l———k)+l+kcoslej
p 2 2

+k)sinze
-

(2)

é=b—u(

Stratésie 2dopté

L'idés poursuivie est la suivante : déerminer un feedback u tel que les majectoires tourneat
autour de l'origine (pour exploiter les propriét€s de symémie) et tel que le champ soit renant par

rapport i la norme euclidieane usuelle, C'est-a-dire par rapport aux cercles dans un premier
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temps nous écrirons les condidons nécessaires pour obtenir de telles rajectoires puis n0us

essaierons de voir dans quelle mesure elles sont suffisantes.
A. Conditions nécessaires a I'existence d'un te!l feedback

1°) Les trajectoires tournent autour de ['origine

1+k

Ona é=b—u( )smze (5>0;k>0)

pour s‘assurer d'un signe consmnt pour 8, on peut par exemple imposer 6 >0 (V1) en gardant

-gsin26>0

(cs qui donne une conmainte de signe pour u en foncdon de 8).
2°) Le champ doit étre rentrant

Pour ceia. calculons le produit scalaire
‘x x='xAx +u'xBx

=a(x} +x3) +u(x} - kx3) en posant x—k
Xs

pour que le champ soit renmant, i faut ‘xx<0

0 faucdonc u(xi-k)<0e= up*cos*8(1-kwan’8) <0
o u(l-kun*8) <0

i

Posons 8, = Arc ta.n(—,l=) (k>0) 8,¢ ]O,Ef
vk 2

La condidon (1~ kwn8) < 0= 1— m“,': <0 o> un’8>un’f,
@n’ 6,

et sur l'intervalle ]—E-,q-lt{
2 2

La condidon devient 8¢ ]—E,-eo[ v ]60,4-5[

1~

On peut noter que les demi-droites d'angles polaires £8,(mod =) forment l'ensemble des points

ol le champ est tangent aux cercles.



Nous obtenons déja des conditons de signes par secteurs angulaires de I'expression (1~ tan” 0k).
On peut alors espérer en prenant |u| assez grand que x X soit négadf dans le secteur
correspondant.

On peut déja récapimuler ces différentes condidons SeCteWr par SECIEUr pour vérifier si elles sont

compadbles.

Secreur 3 "Secteur 2

Secteur $ Secteur 4,

»

sin18<0Q

sin 28>Q

'xBx >0 <Bx'>0
x>

VN

'dcude ast faite sur un demi-tour, les Tajectoires du sysieme émant symeTiques par rapport ao

(si on considére u comme tel).

Ayant donc choisi un sens de rotation (celui de &) qui est la condition prioritaire. dans les
secteurs ou on le peut. c'est-a-dire dans les secteurs ou les conditions sont compatibles, on
essaie de rendre (A + uB) x reatrant en choisissant u.

Dans les autres secteurs. nous choisissons u = 0. Compte tenu du choix de rotation. les
trajectoires continueront i tourner dans le méme sens, mais elles peuvent s'éloigner de

I'origine, nous mesurerons le gain en norme dans ces secteurs par l'intermédiaire de

I'expression p(:"‘) si 8. e[8,,8.].
1

Géomeétriquement, en prenant |u| assez grand (borné) dans les secteurs favorables, on peut
prévoir raisonnablement compenser 'accroissement en norme dans les secteurs

défavorables.



Conclusion

Choix de u suivant les secteurs.

Secreur |

Secreur 2

Secreur 3

Secreur £

sin26>0 donc—-usin20>0=u<0

‘xBx > 0 pour obtenir ‘x x <0 il fautu <0

Ces conditions sont compatibles

u=-cc>0

sin 26 >0 donc —usin20>0eu<0
‘xBx <0 donc ‘xx<0ilfauru>0
Ces condidons sont incormpadbles

u=90

sin28<0;:-usin26>0=u>0
‘xBx <0

Onposerzu=c ¢>0

xx<0e=u>0

sin 286 < Qdoncu>0

incompaables
‘xBx>0 u<0
u=0
/
Secreur ] ,-; Secteur D
i -93 \\ e
bl
u=c u=0 N
Secreur |
Secieur 4
u=0 us=<
_l‘ S
- = 7

Reste donc mesurer les gains de la norme (|x)) dans chacun des secteurs pour déterminer les

valeurs de c, telles que [|x] soit globalement décroissante.



B. Accroissement de p sur un demi-tour
1°) Dans les secteurs ou u est choisi égal i zéro
Dans un tel secteur, le sysieme s'écrit X =AX
[
ou encore < P
)
p=e"p(ty)

Les soludons sont alors (p(ty), 6(ty) valeurs inidales)
8 =br+6(t,)

. . 28~3,)
d'ou l'on dre p en foncdon de 8 p=e’ p(t,)

donc dans un secteur angulaire compris eame 8, et 8, ona:

p8.) _ egéez-&.)

p(8,)

:'*:9:"91) .
soit prB.)=e? p(6.) (i)

2°) Dans les secteurs ou u est non nuf

Dans un secteur compris eame 2 valeurs 8; et 8.,

ona
0(8.) =" p(8,) (iD)

avec

‘ p 9(94)
[(8,,8,)=] —d8=ln——
? E’ p6 p(8,)

Ces deux expressions (i) et (i) permetent de "mesurer” l'accroissement de p sur chacun des

secteurs correspondants.
Reste i démontrer que l'on peut wouver u de telle sorte que "l'accroissement” global de p soit

inférieurd 1 (ESE)- < lj
p(0)

-
—i



C. Etude d'un exemple

Pour comprendre 1a satégie suivie, érudions un Cas partculier ou les calculs sont simples.

_ 1 -1 1 0
Soit l'exemple A= B=
1 1 0 -

Le systeme s'écrit alors : (en polaires)

P _1+ucos28
P

§=1-usin26
1 T
Onnote B, =arcC t:m(—:) =—
Jk ) 4

'xx =xf+x::—:-u(xf—xf_) avec ‘Bx =¥ —X3
= p* +up’(cos, 0) =p~cos28

D'apres I'étude précédente, on a suivant les secteurs

Dans le secteur

‘xBx 20 et sin2=20 u=-<
‘xBx <0 et in2620u=0
‘xBx 20 et sin28 <0 u=c

‘xBx20et in20<0u=0

o Lo W~

On va monger qu'il suffit alors de choisir ¢ suffisamment grand dans les secteurs [ et2
p(1)
p(0)

pour que <l.

Calculons dong le gain obtenu pour p(0) dans chacun des secteurs ou u est non nul.

— secteur [ B E{O,E[
4



Calculons —=1

b hd — o)
= [F R gg=[lzecos2 g
° po 0 1+csin26

Mais la fracdon se décompose

l-ccos26 1 2ccos2f | 1
1+csin20 21+csin28 l+csin20

d'ou
[, =-=[injl+csin 20f]s - [F—

l+csin26

-

En remarquant que dans [O%} 20¢e [0;} et sin2620

=

T
on obaent F——l—— de < x
0 ]+csin2B 4

. L A .
On obtient une majoradonde [, : [ ) n(l+c¢)
Quand ¢ tend vers +eo, on aura donc  lim [, = —°

(e

Certe limite montre que I'on pourra wouver des valeurs de ¢ telles que
[ <K (Kdonne)

-~

T 3T
— secteur 2 6&{;,7{ u=c>0

3

i )
Calculons L= J:,Tllﬁ%—;—ee- de
< l—csin2

I In

1 . e 1
I, = —-é-[ln IL-csin 29”% + E——I — % de

avec le méme type de remarques que précédemment

6&[33—“-[:26&[1:,25{ et sin20<0
2’ 4 2

in

1 T
on aencore | ———dB8<—
5 l-csinl8 4



et finalement [, < —% In(1+c¢) +§

On peut donc choisir la méme valeur que précédemment.
Aprés un demi-tour, calculons le "gain" pour p ={x(t)]

3rn T T
p(m) _ p(n) <T)Xp<z>xp<z)
PO oy p<§> oy PO

En esumant

nous avons fait apparaitre le "gain” sur chacun des secteurs, On peut reporter les différentes

majoragons optenues.

hd ‘t

pm e* xe" xet xe”

p(O)

Soit p(lrc) g gtritiee)

p(0)

montrons qu'alors on peut choisir ¢ tel que p_(_;_; <l
Pl

Il suffit que e* """ <1 soit c>e’-1

On peut donc choisir ¢ de teile sorte que p soit globalement decroissant.

En fait, on peut donner une majoration du meéme type lorsque k = 1, mais a ¢t b sont

quelconques.

T
8, vaut donc encore )

hd JL ] Tn_ )
et 8 =J—_p_de=J4:1.cos.-6u e_:J-;a cc9s-6 N
po o b—usin26 0 b+csin26
1 = de
=——1nb4-c1-a -
2 | | J“’—b csin26
sin20 € [0.1] L gJT dQ Tl
4 b+c  b+csin280 4 b



1 arm
[ £—=Inb+cl+——
et 1 2 [ | b4

in
De méme . =——-1n|b c{-raj—b 79
—csin

i 1 ir 1
et sin28e[-1,0] donc r SF de L
4 b+c ‘3 b—csin20 40D

et L<—tmp-q+2Z

- 2 " b4
et mS-:‘bxe'xe“’xc

p(0)

-I-E——I-E—-I-' |b+cj==tnjb-c}
Scal bl 2
donc ﬂ <1 des que
p(0)
a

—-rt——l-ln|b:—c:l<0
b 2

. PO |
SOlt Inlb'—c'}>grc

5

sic>b ct—b° >e

4

| —

x2 .
Donc, toute valeur ¢ supérieured ¢, = sup (b, I:c ° - b'} )

|-

a
<2
o =(e >+ bz) convient.



T . - :
Pour les valeurs de k = 1 (90 *= {I) la strarégie est a priorl la suivante :

Nous noterons i nouveau .= F-& de
1= h 58
-3, p
et L=| —do
i f p6

Les deux intégrales correspondant aux secteurs ol u est non nul.

D. Cas général, recherche de conditions suffisantes k=l

De méme que précédemment, on calcule le gain sur chacun des secteurs. en s'attardant sur les
secteurs ou u n'est pas aul.

Le calcul de [ et [ monmera que la swatégie u = =C ae convient pas.

On distunguera deux cas (k < 1, k> 1) ou u sera non nul sur un secteur seulement. Malgré cette
restricdon, il sera quand méme possible de dérerminer C (suffisamment grand) de telle sorte que
pim) <1.

p(0)

sur un demi-tour

1°) Calcui de Ijet I

[} Pour 6&[0.8,]0u 8,=Arc tm(#}

u=-¢

(lek) o (1=K
oD ga.-r —7-—COS..9U1-L1 5
I:=‘[:p—éd6=£ d9

b—u(1+k)sin29
9

fl—kj)ra de
+|a-c -
( L2 ’ b—:-c(l' k)sinZB

l+k

L, =—lln‘b+c(
' )

) sin 28,

e




Iz Pour Geee[g,n—eo] u=c>0

ona
=8 0
I, = x —d6 =
- g pé
12 =_% In b_c(l‘:kjslnzeo +(a+c(1;k)j J’;-m—au) 1 fii
2 2 < 2 b—c( : )smze

d9 d6

Si l'on consideére J:L Tt
"b- u(—;—‘jsin 26

-
-

)sin 26> 0 la tracdon est posidve, donc les

comme nowe stratégie est d'imposer 6 =0 —ul
de . .
sont posidves dés que 6, > 8..

RV
l“}nnze
-

inégrales

o b—u(

En conséquence, l'expression

v

alesignede a+ u( >

) dés que |u| = ¢ est assez grand.

et méme celul de u( -

Comme cette expression pread des valeurs infinies avec luj=c.

) 'est.

L'intégrale I ou Ip risque d'éxe positive si u(

En conséquence, contrairement i I'exemple, on est amené par le calcul i distinguer 2cas : k > |
<> 1

ou k > 1, auxquels correspondent deux smatégies différentes.
kL




2°) Majorations de IjetI>

Nous allons estmer I; et I de facon & donner des majoradons aussi fines que possibles pour les

valeurs constantes du conwrdle.

de

—

Pour cela, calculons J = J‘
b-— u( ) sin28

-

Effectuons le changement de variable v = tan®

J' dv =J- dv
bvi —u(l+=k)v+b ° P(v)

J=

P(v) a pour discriminant A = u’(1+k)* = 4b” qui est posidf dés que |uf = ¢ est assez grand

(D 2b ]

L U+k)

Donc P(v) a deux racines notées v’ et v’

S u(l+k)—-~A Coulsk)=vaA
V= —— V' —
2b 2b
1 ‘V—VI
On a alors J(v)==—=In| ~
NA O v=vT

Distdnguons suivant les valeurs de k et les secteurs

sik<l1
u est non nul sur le premier secteur u=-C et

I, = —% ln‘b + c(-l—:—E) sin26,

Jo{55fpor

Plus précisément, calculons [J(v)])" = «/1—_\.- ln{ 1 :” ~ v" X X—
A (an@,-v" v




enremarquantque v' v =1,ona

a 1 |viang,-1_ 1  (l-v'un®
] % _ _ 1 0 - n 0
Ik Ja n]v'taneo—ll Ja (l—v' taneo)

_ e+ -y kP ~db®

avec Vv'= 0
2b
vi<v'<0
—e(l= 21+ k) —db?
e k)+\/;:b(1 0 -46° o
=2 +~
Lorsque c tend vers +eo limv' ==o et V= —'C—%—Q
9]
et limv"'=0 v'= 'b —
s —c(l+k)-yc (I1+k) =+
Onaalors  lim[JW"™ =0 e "™ =+ 11 = In (c)
g mmen c(l+k)

donc [:1 -c (l—zk) | [J(»]E*™  a pour équivalent —%%;—'iz—)lnc

(en avant remarqué VA =c(l= k)
q

N L L+&k) . o L
Comme la premiere intégrale —-_)—lnlb:—c > }smleui a pour équivalent —;lnc

c'est-i-dire un équivalent de méme ordre.

Nous nous limiterons i remarquer que le deuxiéme terme est négaaf

sans perdre sur la rapidit€ de convergence.

et I.S—llnlb+c(l+k)sin260
Sy >

—

sik>1
u est non nul sur le Toisiéme secteur u=C &l

-{“c(l—k)} - a6
2 p b—c(——l:k)sin?.e

b- c(ﬂ) sin 26,
7
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1

+[a - c(-l;—“ﬂ [7(tan 8,) - lim J(v)

4

L= _L ln‘b - c(-k—lg) sin 26,
2 2 2

avec J(tan 8,)—lim J(v) =~ \/151“{::2:0::{
0

2 T

v—-yv

=0

car im In

¥ mst-cm

v-v"

V,zc(1+k)—\ﬁ‘ (1+k) -4b®

0
2b
v'>v' >0
1+k)++/ct (1+%)7 —4b°
el >va; T -3
v":—tzmeq\

Donc J(Umeo)—limj(v)=+\/%ln( - 5
verem « v'+tan 6, )

o) ot
Liencore, lmv'=+ee et Vi 2c(l+%)
T 2b
ﬁ_mv':O
et donc a:—c(l‘k) [I(trmeo)—limJ(v‘)]=c(l—kﬂx— , 1 e
e T 2 ) cll+k)
(I-k) Inc
e X ———
(1+k)y 2

Nous ferons la méme remarque que précédemment et nous nous limiterons a

b—c(ltk)sinleo

I,_—-l-ln
: 2




3°) Synthese : accroissement sur un demi-tour

pourk <1
* | 'accroissement sur un demi-tour

p(m) _ p(m)  p(By) _ 5t=-)
p(0) p(®) p(O)

x "

p(1) < e%(n—a,)——;-m(bﬂmze,(l;—k))
p(O)
pourque%%;-< 1, il suffir que %(n'ao)'%ln(b—:—csinzeo (1—1—k))<0

2

— (R=9y)
c> e’ =0
. l+k
sin28, | —
2
Ziz-a '
, [ g’ v 2b
Toute valeur ¢ supérieure 2 €, =Sup - ,
sin 28, | — l
L2 |
conviendra.
pourk > 1

* [ 'accroissement sur un demi-tour

)
p(m) __p(m) _ p(r=8y) P15
PO P8 o) PO

\
3( porrByrian]
z [
= c:)\ 2 xXea'tl

I's ! ek \

al=x 1.7 M+

._| —-v-e.,)-—un cj ~— |31 28, ~h |
2 2 V2 7

<e-”\-

(S]]
—



pour que %t% <1, il suffit donc de choisir ¢ tel que

E(Leoj—lm(c(ﬂ)mzeo —b)< 0
b\2 2 7

avec Cp =SUD

Donc, dans chacun des cas, k > 1. k < 1, k = 1. on peut ouver un teedback consiant stabilisant

le systéme en suivant la satégie

La siruadon k = 1 semblant &xe un cas frondere.

Dans cette partie, comme dans la précédente. la stratégie choisie étair de considérer des
trajectoires tournant autour de l'origine.

En revenant 2 l'idée du placement de poles variable, nous allons essayer de stabiliser le systeme
en plagant les pdles sur deux valeurs propres réelles négaaves.

Les trajectoires resteront alors contenues dans des secteurs angulaires limités par des droites
correspondant aux directons propres du systeme (X colinéaire i x).

Dans ce cas, nous donnerons aussi une estimadon de la vitesse de convergence.

(O]}
I~



V. Placement de poles varigble avec le spectre fixé i (o, §) réels

1 est nécessaire de reprendre tout d'abord le calcul du feedback correspondant

A. Calcul de upg

On rappelle que dans
X = Ax +uBx (1)

a -b 1 0
ona A= avecb>0 a>0 et B= k>0
b a 0 -k

Le feedback ugg(x) = F(x).x

R . 1 —kx, -X,
avec F(x)=F P (x) ou P (x) =~ : ~

bex] + Kk x3)| —bx, —akx, bkx, —ax,

et F=(a"+b"-af;-2a+a+pH)

On Touve donc

UgB(X) = ~—————7[—kxa(a® = BT —af) + (=22 + o = B)(=bx, —akx:):
' bx{ + k‘x:] ) ' )

. X, |
-x.(a°+b" - af) + (bkx, —ax, )(-2a+a + [3)]( ' J
Lz

Soit
1 v A .
UB(X) = ~ |~k Xa(a% + DT = af) + (=22 & + B)(=Dx; — ke )
‘ b(x; +K"X3) T ' -

—x.X,(a* +b*—af)+ (bkx3 —ax,x.) % (=2a+a+ B)l
Soit encore

UGB = -m[(—za +o+B)b)=xt +led) + x,x (k+ D((a=a)a-P)- b*)]

Soit alors le systeme bouclé :
% =[A+ugy(0BJx = Mlx)x )
pour étudier la forme des Tajectoires nous studierons d'abord les directions propres C'est-d-dire

I'ensemble des vecteurs pour lesquels le champs défini par (2) est radial.



Rgmagg ue 1

Pour une direction propre on aura donc x =rX

mais comme X = M(x)x = M(x)x avec M(x) = A +b(x)F(x).

M(x) a pour valeurs propres c et § donc r vaut ¢ ou B.

Les directons propres correspondent i des Tajectoires particuliéres (droites) et sont des
sépararrices (sur ces séparatrices on a p(t) = ™).

(9]

Remar

Dans le cas ot & et B sont des réels négarifs sur toute direction propre, le champ sera alors

rentrant, nous pouvons alors udliser le théoréme :
Théoreme {W. Hahn - Stability of the Modon] p. 68-65.

Dans le plan pour un systeme polynomial. homogéne, lorsque le champ est renant sur wutes les

direcdons propres, alors le sysieme est stable.

Le systéme (2) X = M(x).x est bien homogéne. nous l'avons déja remarqué, mals il n'est pas
polynomial. Cependant, les coeffficients de la mamice M(x) sont des fracdons ratonnelles qui
ont toutes le méme dénominateur : (‘< + k:xé), donc en tout point X, X est colinéaire au vecteur
M, (x).x ou M, (x) est la mamice dont les coetficients sont les numérateurs des coefficients de
M(x) donc les majectoires de (2) sont les mémes que celles de x = M, (x).x (3). Mais ce
svsteme est polynormial et homogeéne ¢t possede les mémes direcdons propres que (2). De plus.
comme x> +k*x >0, si le champ défini par (2) est rentrant pour une valeur de x. il l'est aussi

pour (3). Le systeme (3) est donc stabie et par conséquent, (2) aussi.

On notera que (Hahn] donne la forme des tajectoires dans les secteurs limités par deux

directions propres suivant le sens du champ sur ces direcaons.

En fait, nous retrouverons par le calcul que le systeme (2) est asvmptodquement siable et nous

préciserons la "vitesse” de convergence.

B. Recherche et classement des directions propres

Pour déterminer ces directons, nous calculerons det(x,x) dans le but de déterminer les vecteurs

pour lesquels x et x sont colinéaires, apres factorisaton de det(x.x) nous déterminerons en fait 4

directions propres lorsque & = 3 et 2 lorsque & = B.



der(x,x) = 0 = detf (A + 14 ()B)x.x| = 0
o det{ Ax,x]+ u(x)detBx,x] =0  par bilinéarité

Mais det(Ax,x) = —b(x? +x3) et det(Bx,x) = (1 + k)(x,X;).
Posons alors @(x) = det[x,x] = =b(x} +x3) + ugy CO(L + k)X, X,

Si on remplace u,(x) par sa valeur calcuiée précédemment, on obuent

[(=2a + @ +B)b(=x; +kxD) +x.x (k + D@*-b* +af-a(a+p))

— (1+K)(x,Xx,)
b(x; +k™x2)

P(x) = =b(x] +X3)—

bix + )} + kD) +[(-2a + e+ Bb(=¢ + kx]) +x, 0 (k+ D(a* - b* +af —ace+BHJ(1 + K(xx,
b(x; +k’x3)

o) =~

Soit en ordonnant le numérateur

6% - (22 = = B)b(l = )xlxy = [B (1 + KTy = (1 + ) (a® - b = af —ace =B

o(x) = -

~(=2a+a+B)bkx.x3 + b7k
b(x; +k*x3)

Le numérateur se factorise sous la forme

N(x) =[x = (1+ k)(a = @)X, X, — bieid [ox? = (1= k)2 = Bix.x; = 9kx 2
[V v o3| ! R 2

On adonc
(ox? = (1+ k)(a — c)x,x, — blex3)(bx{ + (1 + k)@ = P)xx; = bkx:)

b(x7k*x3)

o(x) =~

De cette factorisation on peut déduire que i une valeur propre & sont associées deux

directions
) _—1+R@-mxYiri@-a) +bk b>0
- 2b etk>0

Sur chacune de ces droites, on sait que det(x. ) =0 donc que x = rx.

On peut supposer que r=Ct.

Pour vérifier cela. calculons le produit scalaire (x.x) = (x,(A +uB)x) = (x. Ax) + ux)(x.Bx)
ot (x.Ax)=acx} +x3)et (x.Bx)= X% —kx3

22



mais comme x appartient i une directon propre donnée par
bx? + (1 +k)(a - @)x,x, —bkx; =0 ona

(I+k)a-) (1)

X —kx X, X
b

[T T}

2

d'o (x,X) =a(x] +x3)+ u—(;(—)<—<1 +k)a-a)xx,

avec u(x) = —m[((a )+ (B - ))b(=x} + k) + xx,(k + (@ - a)a - B) - b°)]

mais
(x+ X+ =% + kg +(1+ KHxixE = (¢ — k) + 1+ )X
L a4 b: + .'.1—(1 :
=x{x§(1~:-k)‘><—-——(bg—)- (2

Compte tenu de (1), on peut simplifier u(x) avant de rempiacer

u(x) = - [(e = a)b(=x] +ex3) = b7 (k = Dx;x,

B

b(x] + k*x3)

En reportant on obuent

. v ~ x,‘" -EC(E < - -
LX) =aX] + X)) ———— T (e —a)b(—=x +kx3) = (k + b ™x.x,
() ) b(x;{ +k'.‘<.:)[ ' il ' ']

a(x? + X + k¥x3) - (x; - kxi)[(a —b(=xi = kxd) - (k + l)b:x:x:]

(x,x) == — T
(x{ +K7x3)

Soit en tenant compte de (1)
.[b’:—(a—a)‘} -l-kja-a) [(a-al-kia-2)

|

ax’xi(1+ k) - X, =(x=Dxx
b’ b ) -

(x - K'x)

-

)

(x,%) =

xxX A+K)r . . .

— - alb>+(@a-aw))+@-wo) —~{ax—-a)"-b"

(x; +k™x3) b° [ ( )+ [ H
XXl (1+k)*

x> +k’x}) b’

(b + (a— o) )() = alx] +X3)

En udlisant la reladon (2) obtenue précédemment.
(x,%) = a(x; +x%)

montre que l'on a bien X = ox comme on le supposait.



nclysion

A chaque valeur propre o est associ€ un couple de direcdons propres donné€e par
(bx? + (1 + k)(a — o)x,x, — bkx3) =0
On peut remarquer que dans le cas ou & = B
(bx2 +(1+k)(a = )x,x, — bx3k)*
b(x? +k*x3)

@(x) s'éerit @(x) =—

LA encore A la valeur propre & est associ€é un couple de direcdons propres.

Le plan de phases est découpé en 3 octants délimités par les séparatrices que sont les direcuons

Dropres.

Pour préciser la forme des Tajectoires nous pouvons préciser le “sens de rotadon” dans le secteur

angulaire compris enme deux directions propres.

Pour cela. on rappelle que le déterminant det(x.x) = —0(x) = 8 a le méme signe que sin(x.x).

Si on rappelle la factorisadon de @(x) eten notant
Py(x) =(bx] +(1+k)(a-0)x.x, = bxik)

P_(x) x By (x)

on a det(x,x) = - -
b(xi + kx3)

Donc le signe de det(x.x) est donn€ par le produit P {x) x Py(x).

. X, . :
Sion pose t =— = tan § (compte tenu des coordonnées polaires)
X
1
il nous faut étudier le signe du produit Q, (1) x Qa(t).

avec Q (1) = [-—kbt2 +(l+k)@a-ax+ b] (de méme pour Qy(1))

On sait que Q,(t) possede deux racines t, () et () (car & > 0) de signes contraires (le
produit vaut ——ll(— <0).

Nous noterons t,(c) la racine positve, il nous faut a présent placer les solutions les unes par

rapport aux autres.

Pour cela calculons

Qg (1, (@) = =kbt? (o) + (1 + k)@~ Bt () +b
= [—kbcf(a) + b] +(1+k@-Pr () ==(1+k)a- a) () +(1+ky)a-Pp(a)
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car tj est racine de Qo =0
Qq(t (@) =t (@)1 + k) - B)
et "a"Qq(t (@) = —kbr (a)(1+ k) (a-B)

Rappelons que la valeur propre notée o la plus grande (¢ - 320
donc "a"Qg(r, (ar))est de signe contraire  t,(ct) puisque t,(x) > 0. "a"Qy(t,(e)) <0 et t,(a)est

dans l'intervalle compris entre t,(B) et t,(B).

On a donc le tableau des signes suivant :

c —o0 t,(o) t.(B) (o) L(B) +eo
Qw | - 0 + | + o - | -|
QB([) ' — \ - 0 + I + 0 -
(e X) [+ U= 0 + 0 - 0 =

On peut alors dresser le pormait de phases angulaires sulvant :

\
\
\
A
\
~
~
~
/
/
\5..,—7



Les directions propres associées a o (la plus grande valeur propre) semblent atracaves.

Et dans le cas o & =3

N \ pente R4
/s -
f - -
f -7

// N
\ SREN
-~

oo N A

. N /

\ .
N \/rg,-nl't l‘l(i)

Si 'on compare ces portaits de phases angulaires avec Ceux obtenus dans le cas linéaire, on
obtent des résultats comparables i un "dédoublement pres” des séparamices. L encore. & la plus

grande valeur propre correspondent des direcdons propres arracaves.

Comme nous I'avons vu dans l'inroducdon. dans le cas ot & et B sent négadfs. le svsieme est
slors stable et il serait intéressant d'avoir une idée de la rapidité de la convergence ootenue et de

la comparer avec le cas linéaire correspondant.

C. Estimartion de la vitesse de convergence

On mesure l'accroissement de In (p) sur [8,,8].

Pour donner une estimaton de la vitesse de convergence. nous monmerons gue l'on ootient une
majoraton du type p(t) < Ke™ (on sait déja que sur les directions propres on a p(t) =™, (ou
p(D) = pe™.).

Pour obtenir cette majoragon, on peut €crire

0(8) = ¢'®p(8,) avec I(8) =In pge)
p(8,)
il faur donc évaluer [(8), on désire obtenir une majoraton de [(8) de la forme

[(8)<ar+c

En effet, nous aurons alors
- L7} 3 _m.
p(t)y<e™ xe xp, =Ke

Posons ce but, nous évaluerons [(8) en foncton de 8.
Puis nous calculerons t(8) (le temps en foncton de 'angle polaire) et enfin nous ferons le lien

entre les deux.



1°) Calcul de ()

Rappelons que I(8) = ln-p—(@-
P(8,)
1 dp o P
Onadonc I(6)= |2 ———do=|4,—do
JL p de J “p¢

(pour des commodités de calculs, nous noterons @l'angle polaire intervenant dans le calcul de
l'intégrale)

¢ €[6,.9]
On rappelle que % =a+ ugy(p)(cos’ @ — ksin’@)

et o =b—u,(e)k+ D(sin@cos®)

avec
1

b(cos® @ + k*sin® @)

Uog (@) = [(<2a + c +B)b(—cos ¢ + ksin® @)

+singcos@(k + 1)[(11 -a)a-P)- b:”

a+u g (@)cos’ @ - ksin’ (PLJ

donc I(0) =
etdonc I(O) J’:’b_uaﬁ((p)(k+1)(sin(pcos®)

Ce calcul ressemble par bien des aspects 2 un calcul effectué dans la premiére partie. Cependant,
lorsque le spectre était fixé 4 a*i, la vitesse angulaire @ne s'annulait pas (il n'y avait pas de
directions propres) ce qui n'est pas le cas icl.

C'est-a-dire qu'au niveau des calculs, la fracuon _p_ n‘avait pas de pole réel dans la premicre

PY®
partie, alors qu'elle en posséde 4 ici (dans le cas ou o = P) et donc les deux intégrales se

calculent différemment. De plus, pour terminer le calcul, nous sommes obliges de nous placer

dans un secteur angulaire compris entre deux directions propres.

On doit donc calculer, aprés avoir posé v =tan¢@, soit dv=(1+ vh)de

1) = J-un(m ab(1+ k*v*)(1+v*) - [(—Za +a+B)b(=1+kv) +v((a=o)a—B)—b*)(k + 1)]
~ Junceo) p2(1 + k20?)(1 + v?) - [(—2a +a+B)b(=1+kv?) +v((a —o)a-B)—b*)(k + 1)]
(1-kv?) dv
X
(-u(k +1)) 1+ v?

On sait d'apres B. que le dénominateur se factorise sous la forme

Qu(0) X Qy(V) X (1+v?)
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avec Q, (V) =—bkv* +(I+k)a-a)u+b

N _ an® N(v)
dou 16)= E':%) Qq (1) X Qy(0) X (1+v7)

wan(8)
du= J‘m(%)F(D)dU
La fracdon F(v) posséde 4 péles qui sont les racines de Q, (V) et Qp(0)-
Nous noterons dans l'ordre d'appariton sur [—%—4—%—]

V=@ 5 V=0 5 v =@ ;v =n)
et nous nous placerons sur un intervalle [6,,68] < [arc tan v;,arc an v, ]

| : ’
/“I\( W= 6

e \

N \ : . ;\:(.rc lz(g_,:u;

Compte tenu de ces notatons, F(v) peut s'écrire

e a g + QL
F(v == - + bl
) b'[z(u—ui) 1+v°

=i
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On peut déja calculer ot; et &g en remarquant que
i N@)

T QR0Q

o+ 0

mais Q. (i) = b(1-kv?)+(1+k)(a—a)v avec v =1i
=b(l+k)+(1+k)(a-o)
=(1+k)(b+i(a—a))

Etde méme, Qu(1)=(1+ k)b+i(a-B))
doi Q1) x Qy() = (1+k[b* ~(a-)a-P)|+b2a-c-f)

Et comme
N() = ab(1+ k031 + V) = (1 - kv*) (=2 + &+ B)b = v{l — kv™)(k + D(a-axa-B - b*]

ona N(i)=(+k?[b(-2a+a+B)-i@a-aa=PF)- b*]
=i(l+ k)z[—[(a—a)(a— B)~ b*] - ib(~2a +a+p)|
= Q. (1) % QD)

d'oll ctg+ o i = ib=

L'expression de [ est donc

‘o lanB-v| 1, { @n'8=+l
[(8) = Y —lp—————+—lnf ———
oo |r:m8°—uil 2 lman 8, +1

dans laquelle on peut préciser les coefficients &, i=1,254

o = b*N(t.(@))
T Q) x —b x () — (@) x (L + (e)

o = b*N(t. (B))
27 QU (L (B)) X —b x (t,(B) = t,(B) x (1 + 12(B))

o = b*N(t, (@)
77 Qy(r () x =b x (5, (@)~ ty(@) ¥ (L+ (@)
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o = bN(, (B))
* T Q, (L (B)) x =b x (t, (B) — (B x 1+ (B))

Pour préciser les signes de ces coefficients o, (dans le but de majorer I) on peut calculer
N(v,) = ab(l+ kK*0?)(1 +v}) + u(v,)(1-kv)) x bx (1+ K*v7)

On peut tenir compte du fait que les valeurs v, annulent le dénominateur de F
Qa () x Qy(vy) =0 & b+ ) —u(v) x v (k+1) =0

soit la valeur de u,, pour ces poles v,

b(1+ v’
uch(Di)zL_!—)
v (k+1)
En reportant
N(v,) = b(l+k*v]) a(1+u?)+2&+——w—)—(1—kn?)‘{
) i v (k+1) ]
, e s b(l - kv?) ,
N)=b(l+kv)(l+v)ja+——— (D
)= bl = KU .>[ Ui(k:_m}
mais on a encore Q_(v,) =0 b(l-kv))+ v (k+D@-c=0
Lo
ou Qy(v)=0 ou b(l-ku)+v(1+k)a-31=0
o
donc N(v,) = b(1 + k*u])(1+v]) x{ou suivant que L, est racine de Q, ou de Q,
B

Comme « et B sont négadves N(v,)<0 Vi=12,34
En se reportant alors au tableau de signes de Q, et de Q, on obuent

x>0 ; a,<0 ; ;>0 ; @, <0




2°) Caleul du temps en fouction de &
Sur la trajectoire entre les angles polaires 8¢ et 8, le emps mis i parcourlr cet arc est
1
() = Jj adcp

g
% b —u s (p)sin@cosp(k + 1)

1(0)=

On pose A nouveau L = tan @ dv =(1+v*)do

Cpand b(l+kPv?) L poe
c(e)_Jmas .(o)x QB(D)dD— jm QG(U)dU

On peut encore décomposer la fracdon G(v)

B 1
G(U)—Z;?‘I\’o—

D'ou I'expression de t

tzme UI;
—

10) = Z B

[zme —U|

ou les coerficients 3, sont donnés par

B = b*(1+ k3 ()

P Q@) x =b x (g, (0) = (1 (@)
8. = b (1+ k> (Z(B))

27 Q6 (B) x —b % (t,(B) - (1, (B))
8, = b’ (1 + k*(tf (@)

3T Q,(t () x =b x (¢, (@) = (t(e))
8. = b’ (1+ k(£ (B)))

Q,;(t1 (B)) X =b X (tl(B) - (tg(B))
On a visiblement B, de signe conmaire & &.
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On peut méme préciser le lien enwe les coefficients
b (1 + K} )a 1

P N T (woup)
compte tenu de (1).
3°) Lien enme [ett
Rappelons les résultats :
18)= Y —tln anf-v | 1, @O+l
“~b* jtanf,-v,| 2 \man 0;+l

[(e) z I tanf - L. l

- aouB Itane —ul

] tan6— v,
’t:m@

lrzme U,
|t tan8, — v,

1 |ane+l
{|+—=Iln——7—"—
2 |un 8, +1

d'ou 1(8) = at(G)-Bb {ln

Suivant les secteurs angulaires. nous procéderons 4 une majoragon des termes

I tan 6 — V- - K.(8)
tan 8, — v, -
1o 2280 ¢ (g

tanf, — v,

mi“ie—il—{ =K(9)
tan- 9, +1

On pourra faire une remarque géomeémique. Quelque soit le secteur considéré, compte tenu du

sens de rotation sur les wajectoires, celles-ci ont tendance i s'éloigner des directions propres li€es
a B. (Celles lides & a semblent atracuves). Les majorations ne devraient donc pas poser de

problémes pour K7 et Ku.

) . T ) .. )
Pour le dernier terme, les valeurs i exclure sont 8 = ;-(ﬂ:), mais ces valeurs n'interviennent que

4

du fair du changement de variable v = tan®. Les angles polaires 8= %(ﬂ:)ne provoquent pas de

discondnuité dans les rajectoires.



F te [x(B) -

Si on numérote les secteurs, \ S
~ . \ _/. @

pente (@) *V?

ente 1,(B) =V

On peut remarquer que dans le secteur 5,

8, E{Arctanm,g}

pente [3{@) = V1

. . . T L.
la rajectoire se poursuit pour des valeurs de 6 € [EAIC tan(v,)+ Tt} et sera alors symétrique de

la rajectoire obtenue dans le secteur 1.

L'érude se fera donc dans les secteurs 1, 2, 3 et 4.

4°) Majoration suivant les secteurs

N
N
T LN
— ler secteur 606}—,Arctan(ul){ N
2 = N
N
: L T
Dans ce secteur, 6 est croissant, on a donc | e, N
U!
tanf, <tanb < v, <v, <0< vy <V, Secteur |
tanB, — v, <tanf-v, <V, ~ v, <0
v, =V, tan6 - v, . v, -V, tanf-v,
0<———«< = <1 de méme 0 < < <1
tanf, —v, tanB;—v, tanf, —v, @anb,-v,
On a alors
tan6-v vV, —V
K,(8) = m[————zj et 1n[—‘—-—2—) <K,(0<0
tan6, — L, tan 6y — v,
de méme
tanf-v v, =V
K,(8) = In| ——— et Inf ———1<K,(0)<0
tan8, — v, tan6, — v,
De plus,
2 2
tan“ 0 +1 tan“ 0+ 1
tan’0 < tan® @, = 0<— <1etdonc In———<0
tan“ 6y +1 tan- 8, + 1



‘ol = +—B—a -~ ..'.i ___tan:e+l
D'ol ; (en rappelant I(8) = a(¢(6)) + o (K.(6)+K,(8))+ 21n[m260 +1))

I(e)sw(e)'fﬁ;“[m( L )( S B j]carus—a <0)

tanf, - v, \ an6, - v,

ou encore 1(8) < ct(8) + C (C érant une constante).

— 2nd secteur \’
. - \ V.
Dans ce secteur, 8 est décroissant, on a donc \ / 3, :

v, <tanb<mnb; <v, <0<V, <L,

Secieur 2

v, =V, <@anf—-v, <wand, - v, <0

tan 8 — L. U, = V. . mné - v, v, =V,
= < - = de méme 1< < -
tanf, - v, @anb; -0, tanB, - v, @nd, -V,

1<

On obdent alors

- 1/ _
K:(e) = ln(ﬂe__ui >( et KJ,(G) =Ini tan8 — v, 50
anf, - v; {@ng, —v.

, . " ‘e+1 T+l . T+l
tan- B, <an-B < vy donc um, < U; soit K(8) £ ln(—u;——
tan- 8, +1 tan"8; +1 \ an"8, +1

En reportant

1(8) < az(e)ﬂ'—%m(zn%—i—l)
- 0

soit encore 1(8) € at(8) + C ou C est une constante.

— 3me secteur - \
. —3,-

Dans ce secteur, 6 est croissant, on a donc N

V. <tanf, <tan® <vy <V,
Sectrur !
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0<tanf,—v, <@anf-v, <V; -V,

@anb-v, Vy =V,
2 2
tanf, — v, tanf; -,

1<

soit K,(8) = h{mj vérifie 0<K,(8)< Ln(—"-’;“—j
tan8, - v, i tan 6, — v,

Mais tan6, —v, < tanf-v, <V, -0, <0

0< Y, 7V o an8 - v, <1 donc K,(@)=In
anf, -v, t@anb;-v,

Ln(—”-’—’—”—j <K, (8)<0
tan 8, = v,

De plus, tan”8 <sup(v;,v3) et ln( can"9+1 <In SUP(QEYU§)+1]
) \@n”@, +1 tan~ 9, +1

On aura donc

I(e)San(e)+B‘,°‘1n( Uy =0, | sup(u3,03)+l
b” tzmeo—m [a_n'eo..',.]_

Soit encore 1(8) < at(8)+ C ou C est une constante.

—> 4me secteur /

Dans ce secteur, 8 est décroissant, on a donc S -

v, <0<v; <rnd<tanb, <v,

Secteur 4

0<v, -V, <tanb—v, <tanb, - v,

V, — VU, tanf - v,
= < =<1
anf, —v, tanf,-v,
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—u ) -
o K,(0)=1n| 22970 | verifie o 2% ek ®)<0
tang, — L, Ltaneo—u: }

Vv, ~ L, <and-v, <mnb, -v, <0

tan @ — v, < vy, —V,
tanB, —v, tand; -V,

1< donc

K.(8) = In(—mﬂe——u—‘) vérifie 0 <K,(8) < m(-—%—&—]
tand, — v, tanf, — v,

5 s RS
De plus, tan” 9 < tan~ 8, donc ln(—m—n,——— <0
\tan” g, +1

d'ot 1(6) < aur(8) + B-o mf Dy U
b= lwand,-v.

soit () <ar(B8)+C

Dans tous les secteurs, on obdent une majoraton du type [(8) < at(8)+C,

$O1t ln[ p(:) j < ar(8) + C ou encore p(8) < p(8,) x e® xe™.
P

0

D. Conclusions : similitudes avec le cas linéaire

1°) Rappel dy ¢as linégire

Placement de péle 4 (a.p) B<a<O0.

a O
— dans la base constituée de vecteurs propres x = ( )x

0 B
I _ >3 — B3 2 _ o, 2. lm 2_ 2B
d'ol x, = Xy€ X = X2t et [xi° = x, e +xp3e

et Jx <ol e™™ soit [x] fx,fe™

— dans une autre base ¥ = My avec y =P7'x

vl [Pl < [P ekl e = fyiv < ce”

d'ou |
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— la majoration donnée par ¢ est la plus fine possible,
en effer, si on pouvair écrire Jy(t)] S c'e™* avec a'<o
tat

alors x(t) = P (1) y (t) vérifierait [x(0)] <|Pfxc'e*" ou IxIF <|P|* x ¢ xe

lX(t)" = x(ﬂ).lelm + xgzclﬂl - xglel(u-a')l " xézcl(ﬁ-a')l < ”P"C-Z

mais
Mais comme 3@ " est une expression qui tend vers +oo avec t, une telle majoration est

impossible.

2°) _Comparaison avec les résuitats obtenus

— Nous avons une similitude du pormait de phases avec le cas linéaire au dédoubiement pres
des direcdons propres, y compris pour le sens de roradon. Les directions propres correspondant i

la plus grande valeur propre semblant atracuves.

— nous avons obtenu une majoraton de la norme {|x(t)| de la forme

[x(0)] € Ke™ qui est donc comparable 2 la majoration obrenue dans le cas linéaire.

—montons que dans ce cas encore "on ne peut pas faire mieux”, ¢'est-2-dire qu'une majoration

du type [x(t)| €c'e™* avec a'< o est impossibie.

En effer. si l'on pouvait écrire une telle majoration pour tout t. on aurait x(ne™ ' majoré

indépendamment du temps.

Soit [(8)-a't<0

. B-a 1 [ an*8+1
ais 1(8) = a(®) + ——|K.(6)+ K, (®) | +=In| =5
mas )=o) b~ [ 2(9) ( )] 2 ! tan“8, +1

et [(B)—a't =(a—a')[+ggzg[K:(e)+ K;(e)]-i-%ln tan~ 6+ 1

tan 6, + |

Mais nous avons vu que les termes K.(6), K.(6) ; In tzmj'e-:-l
tan

: éraient majorés par des

o 1
constantes quelque soit le secteur considéré, on obtient alors (¢ - a')t < C" ce qui est impossidle

pour &' < ¢,



CONCLUSION

Malgré le cadre restreint de la dimension 2 et le fait que la stabilisation des systemes
bilinéaires ait déja été étudiée, des résultats intéressants par leur simplicité inattendue
et leurs similitudes avec le cas linéaire ont été obtenus. Bien entendu, ce travail ne
prétend pas étre intéressant au point de vue applications - il apporte toutefois des
résultats beaucoup plus précis que ceux déja connus ; leur simplicité constitue l'intérét
principal de ce travail, a savoir une certaine esthétique mathématique.

La technique de placement de péles variable semblant fructueuse, on peut essayer de

I'étendre dans différentes voies, par exemple :

- 4 des systémes bilinéaires homogenes dans IR"(n > 2) en essayant de contourner,
la difficulté constituée par l'ensemble des x tels que rg (b(x), Ab(x),...., AY7b(x)) est nul
sachant que cet ensemble est de mesure nulle.

- 4 des systémes bilinéaires observeés,

- 4 des systémes bilinéaires non homogenes
x = Ax+u(Bx+d)

- puis a des systémes du type: X = Ax+ug(x)
dans deux directions :

a) si g (0) = 0, comparer la placement de péle linéaire avec le placement de

poles variable (avec la condition (g(x),Ag(x),...,A“"g(x)) de rang n au moins

localement),

b) si g (0) = 0 et g' (0) = 0, en se ramenant au cas d'un systeme bilinéaire

homogene.
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FIG. 1 - « Spectre » fizé a (“.,"'F.
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FI1G. 3 - « Spectre » fizé a (—1,-1).
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STABILISATION, PAR ESTIMATION DE LA VITESSE,

D'UN MANIPULATEUR RIGIDE

§1 INTRODUCTION

On se propose dans ce papier de construire un feedback stabilisant un manipulateur
rigide & travers l'estimation donnée par un observateur. L'équation d'un robot est
classiquement donnée par :

H(q)q +Clq,4)g + t,(q) = ®q)
On supposera que l'on peut observer q, il faut donc reconstruire qa l'aide d'un

observateur approprié.

Dans (1], on nous a proposé un feedbaci et un observateur qui stabilisent en fait le
systéme linéarisé. Nous proposons de travailler directement sur le systéme. Ce plus,
leur stabilisation repose sur un argument mathématiquement incorrect []-comme il

sera moniré dans le paragraphe suivant : 36.

§2 ENONCE DU PROBLEME

A) Equations du systeme
Un manipulateur rigide est un systéme mecanique invariant. Son énerzie
inétique est une forme quadratique définie positive en les vitesses articulaires, soit

1 . .
T(q,q)=;qTH(q)q qeR" g=IR"  H=h)eM,,

en appliquant les équations de Lagrange a ce systéme, on obtient

_dfsT)_3aT
' duldq, ) aq,
mais £=(Hq)i=z hiq;
aQi =t
d(aT) <« . . . < < oy .
d'of_l’ —f —|= hi' A —Liq.
SRSE et g e
3T 1< & dh,
3, 24 zl 3q, Ik
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a

oo s . . 1 PR
il vient Q =Y, hyd,+2, > ; k aq* )44,

j=l =l k=l

soit Q; =H(q)q+C(q,9)q

ou H(q)q+C(q,q)q+7,(q) ==

N s 1 oh; ah. oh,
avec: [C(q.4)ql =q'Ng, N == X~
2 an aq; aq;

Donc, [(C(q,q)q), est un vecteur de IR" dont chaque composante est une

forme quadratique des vitesses, les matrices N! sont symétriques et

vérifient [N(q)] < ¢ VqelR"

Ce vecteur représente les forces de coriolis et centripetes appliquées au systeme.

74(q) est un vecteur représentant les forces de gravite.

(@) est un vecteur de IR" représentant les forces extérieures appliquées au systeme
(moteur, ...).

Comme un robot est un systéme physique, il parait raisonnable de supposer que les
vitesses sont bornées, c'est-a-dire que

la] <B (cette supposition est aussi faite dans (1.

B) En posant

X1=4g
=q

l\)

et g (xy, X7) = —I—I'i(x.t)[C(x‘,x:)x2 + tg(x.l)
u(®  =H'(x)1

Le systéme s'écrit alors



(V3]

§3 CONSTRUCTION D'UN FEEDBACK STABILISANT

Proposition 1

Le systéme (1) ou encore (2) est stabilisé par le feedback
u= H"(xl)rs(x1)+l~:x

ou Fest une application linéaire que l'on explicitera ci-dessous.

Le systdme (2) peut s'écrire (3) avec la paire (A, B) contrdlable.
£ = Ax+Blu+gx,x)]  x=(x,x)€IRT 3)

Lemme 1

soit en posant X, = (X, X]....,x)
Xy =(xi.X3,....X3)

: 1 2 2 a e
et x=(xl,x},x7,x3,...,x7.x}) e IR™
(0 L\ )

0 o]

M

On prend pour matrice A = 4--\O 0) Ae M, .,

0
0
et B= 1 BeM,. .

La paire (A, B) est alors contrdlabie.

* démonstration de la proposition (1)
Il résulte de (2] que le systéme (3) peut étre stabilisé. Nous prosons une

démonstration adaptée au systeme proposé qui est légerement plus simple.



Etape 1

Etape 2

Etapve 3

En effet :

=

La paire (A, B) étant contrdlable, il existe F telle que M=A+BF ait
toutes ses valeurs propres avec parties réelles négative.

D'apres les équations de Lyapunov, il existe alors une matrice S
définie positive vérifiant

MTS+SM=-Q Q étant une matrice
définie positive

On consideére la matrice

- 0
o
0
& de N[Zmln
Lo
0= * 0
1
0 —
e
\\
1y |
0 «
1
0 — !laveca)l
Sy

Cette matrice vérifie les propriétés suivantes
) a0 Ad=A
ii) YFelR_. il existe FeMnxIn telle que
BF = xo™'BF®
soit F=«B 0™'BFo

1D bl <loto] € £

Le feedback u = H™ (x,)T,(x,) + Fx stabilise le systeme
si on pose M=A+BF

Le systeme (3) peut s'écrire

% = Mx = BH™ (3, (Clx;, X,)%,) = Mx + BE(x,,X,)

avec §(x,,X,)=—-H"(x)Clx,,X2)Xs



La foncton V définie par V(x)=x ¢S¢x est une fonction de
Lyapunov

Elle est définie positive et de plus,

V(x) = xT0Sox + X" dSdx
= x"[6SOM + M 0So]x + 2x ' 9SOB(x,,X.)
= —ox"9Qox + 2x OSOBE(xX,,X,)

On remarque que

Soit alors

x"0Qox 2 afox|’ ot a=inf(z'Qz zeS*™)

V(x) < —aalo()|” + 2[00 IS]-joBg(x,, x.)|

si on calcule

.
ona {eBg(x,,x,)

mais §(x,,x,)=-H"(x,)Clx,,x;)x, ou C(x‘_,x:)xzzt

0
| S
- gl(xzvx:)
o
oBg(x,,x,) =0
L.
- gz(x:*x:)
e
: /
I r=2 y -2 N 1= ul®
= — {8 (%, %0) + B0 X)) = R X))

(xf N, (x,)x,

x3 N (x,)x.

on obtient alors

[B(x,0 %) < KisK,

loB&(x,,x,)

x:llz
ou [H'(x)|<K,

et K, =sup(e;) avec [[Ni(x)|<e,

< —%KxK:i x:uz
04



&
o
‘l
mais —
o
fo=| X
a
2
X3
a:
B i 2 i I 1> 1
gou ot = S $ 2y <L bl B
~ o S o o
I
loxi| 2 “:'i rappelons que [x.| < B
on obtient alors [JoB&(x,,x,)| < —I—K:K:gx:ia:i}ox![ < K, K- Blox|
o’

soit [loBE(x,,x,)| € Kox|
et en reportant dans la majoration ce Vix)

V(x) € [-ea+ 2K)SH] Jox{’

. 2K]S]|
en choisissant «)Max(l,——)

a
alemm V(x) < —Clox’ avec C)0

‘ C ' e
\LERES ——ﬁlxuz < -Cx|”
o2

Le systéme tend donc asymptotiquement vers l'origine.

§4 CONSTRUCTION D'UN OBSERVATEUR

Dans ce paragraphe, on se propose de construire un observateur du systéme qui
fournira une estimation de q la technique est semblable 2 celle de 2].
On vérifiera que les hypotheses requises sont celles du systeme

Considérons le systéme (3)
%= Ax +Blu+ g(xq,%7)]

y =Cx



~J

(1,0
avec C= L.0) CeM,,
0
compte tenu des notations décrites dans le lemme (1) et y = x{, on remarquera que la
paire {A, C} est observable.
On définit l'observateur suivant

X

:<—:-B|:u:—g(x1,f<2)—fi(Ci—y)] (4)

en posant e=Xx-Xx
¢ =(A—EQe + Blg(x,,%,) — 3(x,,%,)] (3

Proposition 2

1 existe une application E telle que (4) soit un observateur asymptotique de (3).

Démonstration analogue a la précécente
On remarquera que : g(xy,X,) = glxy,x7) =-H" Hxy UClxy, %9)Rg = Clxy, X3)x2)
i:_‘-;\fl(xl)i: - x:NI(xl)xz\
avec Clxy, %)%, = Clxq,X2)xy = : |
RIN ()% = Ni(x)xy J
soit en remarquant \<-,- Nixp)xs = xINl\xl) = (X5 +X5)" .\Ji(xl)(iz - X)
(N; est svméirique)
lgtx1,%2) = glxy, x| £ KiKal%s + xaff%2 =] (K = sup(ey)
1
< 2K K5 Bl%y — x4
en posant K'=2K;K,f
lg(xy,%2) - glxy, x| S K

s ]
X2 ‘lel

La démonstration se termine comme précédemment, en posant :

. . BT Y
W =e 0S¢e et en montrant W < —¢,fe]”

L'observateur proposé est un observateur asymptotique.

§5 LE SYSTEME BOUCLE

Dans ce paragraphe, on utilise l'estimation des vitesses donnée par 'observateur
précédent pour stabiliser le systeme.



Soit le systéme
{x = Ax+ B[FR +g(xq,X5)]

é = (A —EC)e+ B(g(xq,%2)~g(x1,X2))

Proposition 3
Le systéme bouclé avec l'estimation donnee par l'observateur est G.A.S..

X k=(A+BF)x+B(Fe+g(x1,x2))
Démonstration : on pose € =X-—X . (7
é = (A -EQCe + B(g(x,X,) — g(x,X,))

en posant u(x,e) =B V(x)+W(e) B)0
on peut trouver B (cf. [2]) de telle sorte que u(x,e) soit définie négative.

$6 STABILISATION DU SYSTEME SUR UNE TRAJECTOIRE DONNEE
Dans ce paragraphe on considere une trajectoire de référence g, deux fois dérivapie.
On pose d(t) =q(t)—q,(t)
dt) =gt -g,(t
d(n) =q(n-q,(v
Le systéme que vérifie d est alors

d = -H (q()[C(q.9)q + tg{q)] ~u—gq, (8)
soit en posant di =d
d> = d
Le svstéme devient
i, =d.
)

d, =-H_(x, )[C(x,,.‘q)x2 + rg(x.l)] +u-q,

La démarche du § s'applique
si on pose z=(d{,dl_,df,d§,...,d?,d;) ze R™

on obtient
{i:Az—:-B[u+g(d1,d2)]} (10)

avec les matrices A, B précédemment définies



0 1 3
0 0 0 1)

. ) EO 1) on o0
soit A= : B
0 O . 0

et g(d 0 =—H () Clx 1) + 1,000 4

Prooosition 4
Le feedback u =4, + H™'(x, )[C(x.‘,qr)qr +1,(x, )] +Fz

stabilise le svstéme (10) sur l'origine, donc la trajectoire g (t) qur la trajectoire qr (t) de

référence.

Démonstrations

On applique les démonstrations précédentes. Pour cela, on doit majorer l'expression
oBH™(x,)g(d.,d,)

-~

O

LIH () g(d. 4]
, (04
oBE (g )] = |0

ZH (x5 ),
= :

= é[H"(x,)g(d.l,dz)]z < % K? [g(d._,d:)]z

avec g(d,,d;)= Cx,, %y 0%, = Clx,,q,)q;

ou encore [§(d,,d,)], = xaNi(x)%, g N (x,)q,
= (x, +q.)T N(x,)x; -q,)
= (x, +q,) N,(x;)d,

d'ou llg(dwdz)ﬂz = Eg: <K; ldz +2qriz-ildziz
i=1

1

avec K, = sup (a) et o tel que N () €

On suppose a nouveau g, et x,majorés par une constante f
Jatc, af < KE 48l
lg(di,, d) < 2K, Bldal

soit ll¢BH"(x,)g(d1,d2)

2 1 1.,2 2
s ?KI K3 4Bz||dzl|
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résultat comparable 2 celui utilisé dans le §2. La démonstration se termine de la méme

facon.

De méme que dans le §4, on peut construire un observateur destiné a donner une
estimation de la vitesse x3.

Si le systéme donné est :

d, =d,
d, =g(d,,d.)+u )
y=Cz
ou encore
d = Ad +B[u+g(d,,d,)] (12)
L'observateur choisi est
d=Ad+Blu+gld ,d,)|-E(cd - y) (13)
z=(d,,d.,d,.dx)
z= (-::&::az:a_)
et a: = (&:wa:)

La définition de E donné au paragraphe §4 reste la méme, en posant e = é-d
on obtient
~ 1
e= Ae:—B[g(dz,d:)—g(dz,d:)l (14)
avec gld,.d:)— g(d,d) = ~H7(d, = )[(x;,d; 3,00y #4,) = Clx,dy +4.0d: = 4,)

h(\d-‘ .d:.d:‘,)

avec la composante de rang i

[h(d, d;,dy)] =(q, + &) N(q + A, +d,)-(q, +dy)"N (g, +d.Xq, + dy)
= (24, +d, +d.)"N (g, +d,)Xd, ~d.)
= (x, + 4, + DTN (x,Xe,)

Cette relation permet d'obtenir une majoration similaire a celle déja démontree.
L'observateur choisi est bien asymptotique, et le couplage effectué au paragraphe §5

permet donc de stabiliser le systeme sur la trajectoire q, de référence.

§7 ETUDE D'UN EXEMPLE
Dans cette partie, on étudie le cas particulier d'un manipulateur & deux articulations.
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Ces équations du systéme sont données par l'equation (1)
h, +2h,c, h,+ hlcz}

h, +hc, h,

h;s,(-24,q, - q%jl
h,s,4;

avec H(q) ={

Clq,9)4 {

ou hj et g sont des constantes fonctions des distances, masses et autres parametres.
Les valeurs choisies pour la simulation sont
ho=67 h1=3 hy =34 g1 =43 g2 =30

La notation Cij est utilisée pour cos (qi + gj), pour une trajectoire de référence
q1r = cos (3t)
g2y = sin (5t)

et les conditions initiales x,(0) =(1;0,3]° %,(0)=[1;0,3]"
x:(0) =[L;4]° %0 =[22]
q.(0) =[1,0]°
a.(0)=[0;3]

Le feedback proposé est
u=-§, +H"(x, )[C(x.\,qr)qr +igix)]+ Fz
=(d,,d},d},dd)

avec Z
0 1 0 [0 0)
0 0 10|
A= B: ‘
i 0
| {
0 0 0 1)
Partie 1

[l existe F tel que A + BF ait toute ses valeurs propres a partie réelle negative

0 1
-1 -1 0 Q@ -1 -1
F= alors A + BF =

0 0 -1 -1

. 1 ~1Ti/3
qU.l a pOl.ll' valeurs propres —-—'2
. - . (-2 =2 0 0
E = «B o 'BF® F= ,
0 0 -0 -«



2|ISllk
avec o = max(l, —"—"—)
a
Partie 2
Pour toute matrice définie positive Q, il existe S définie positive, telle que

SM+MTS=-Q

21
i) o
si Q= alors S=0Q.

[@»]
VRN
— N
N

Partie 3

2'Qz =22} +2z,z. + 73 + 225 + 22,2, +2z;
) - ~ Py " 4 N 7 2
22+ 2 +2i+2;£2'Qz<3(z; 23+ 25 7 Z3)

donc 1<€a<3

K, =sup(e,) avec JIN,(x,)| £,

h.s,(-2d,d, - 4
G Clage=] B E
k Risqqs

- Tas . .. 3 R ( 0 ‘h‘S: . 0 1
donc ¢'N(q)q =h;5,(-29,4, ~qz) = N, = \-hss =-h.s,
d'ot |N.]slhs,|x3 £3h,  (s;=sinq,)

N s . h.s, 0
GTN,(q)g =h.s,q; dou Ny = O ]

et [IN,] <fh,s.| <h,
soit K, =sup(h;s,|, 3/h;s;

) =3fh,s,| $3h,

Ky défini par [H™(x)| < K.
{(holh.‘cz) h, +h,c,

(s, =sinq,)
h,+hc,  h, ] :

§8 CONCLUSION
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Le systéme stabilisé est le systéme de départ et non le systéme linéarisé. Le prix a
payer est que l'on doit supposer les vitesses bornées, mais on remarquera que la meme

hypothese est faite dans [1].

De plus, dans (1], l'argument de la stabilisation reposant sur le lemme 1 (p. 10) est

mathématiquement inexact car :

dans la majoration obtenue [X(t)] <oy g(3200-)t

les constantes a; by et « sont interdépendantes ; elles sont définies par les relations :

a< Ikmax|{A +} pour «
I3t < bg pour bg
» | i
e.—\ (t—C)‘ < a, e—a(t—T) pour a,
|

Les constantes dépendent donc de la norme choisie sur l'ensemble des matrices TL.
L'équivalence des normes sur M fixe donc un lien entre a, by et & Peut-on, dans ces
conditions, espérer rendre (a5 by - @) négatis, en alignant le spectre de A™?
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