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Chapitre 1: Introduction

I - INTRODUCTION.

Ces derniéres années, les matériaux composites ont pris un essor
considérable. Dans !’industrie automobile et aéronautique, le matériau
composite permet un gain de poids important tout en ayant des propriétés

mécaniques supérieures aux matériaux classiques.

Pour qu’un matériau puisse étre qualifié de composite, il doit étre
constitué d’au moins deux matériaux distincts séparés par une interface bien
définie. La liaison des deux constituants s’effectue de maniére a ce qu'il y ait

un transfert des contraintes de 1'un vers l'autre.

Divers paramétres influencent le comportement des matériaux

composites:

- le comportement des constituants
- la microstructure

- les interfaces

C’est pour cela, que les spécialistes de la conception peuvent choisir avec une
certaine liberté, a la fois la composition et la structure interne des matériaux
pour obtenir un comportement donné. Cependant, pour répondre a un cahier
des charges bien défini, il est nécessaire de connaitre I'influence de chaque
paramétre définissant le matériau sur son comportement global. Ceci n’est
toutefois possible que sur des bases théoriques solides qui permettent de

prévoir 1’effet de chaque variable sur les performances du produit.

Comme les matériaux composites sont examinés en tant que matériaux

hétérogenes, on peut considérer que les progrés réalisés dans ce domaine sont &
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la base du développement des méthodes utilisées.
Pour prendre en compte les phénoménes et les parametres de la microstructure

ainsi discutés, trois démarches peuvent étre envisagées :

- L’approche phénoménologique qui ne tient pas compte explicitement de la
microstructure et identifie les parametres d’une loi standard classique & partir

d’essais macroscopiques usuels [1].

- L’approche trés physique se contente trés souvent d’analyser des
phénomenes locaux (cdhésion de I’'interface, évaluation des contraintes internes
3 I’interface fibre-matrice par I’intermédiaire de la physique des dislocations

[2D).

- Une autre approche consiste & ne pas décrire le matériau a partir de
considérations macroscopiques, mais a décrire son comportement global a
partir du comportement local et de sa microstructure. Ce type d’approche, plus
riche que les précédentes, évite le recours systématique a I’identification de
paramétres macroscopiques et peut permettre, en plus d’une meilleure
description du comportement pour une microstructure donnée, de résoudre les
problémes inverses d’optimisation de la microstructure pour obtenir un
comportement macroscopique donné. Ainsi, grace a I'étude de I’hétérogénéité
élémentaire faite par Eshelby [3], qui a permis d’illustrer ’importance des
phénomenes de concentration de contraintes d’origine élastique, thermique et
plastique, et au-dela des modeles simples de Voigt [4], Reuss [5] et Hill [6], se
sont développées des méthodes statistiques systématiques qui font intervenir
I’ensembles des fonctions de corrélations des constantes élastiques des
constituants [7]. Des méthodes intermédiaires ont été développées par Kroner

[8], Berveiller et Zaoui [9]. Ces méthodes fournissent des résultats exacts dans
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le cas de matériaux parfaitement désordonnés ; elles sont la base des modeles
autocohérents. Des développements plus récents ont cherché a mieux décrire
les interactions entre inclusions par I’intermédiaire de la solution du probléme
de la paire d’inclusions par Fassi-Fehri [10], ou par I'intermédiaire du modele
A trois phases introduit par Christensen et Lo [11] et développé par Hervé et
Zaoui [12].

La démarche ainsi que les problémes sont maintenant bien cernés. Les
recherches actuelles ont été dirigées surtout pour 1’amélioration de la
performance des matériaux composites. Ceci, en augmentant leur résistance a
I’impact et 2 la fissuration. Dans ce cadre, plusieurs fravaux ont montré que la
maitrise des propriétés et de la microstructure de I’interface renfort-matrice
permet de mieux comprendre et prédire le comportement des composites, et
par voix de conséquence, améliorer leur performance [13-16]. En effet les
propriétés de l’interface sont de la plus haute importance : ¢’est par elle que les
contraintes mécaniques sont transmises de la matrice aux renforts ; en plus,
elle est le siege des défauts et des endommagements dans les matériaux
composites (glissement interfacial, empilement de dislocations, fissuration,
etc.). Citons, en particulier, les travaux de Jianmin Qu [17], qui a montré
’effet d’une liaison imparfaite entre les inclusions et la matrice sur le
comportement élastique global des composites ; il a modélisé la liaison
imparfaite par un glissement entre 1’inclusion et la matrice qui se traduit par
une discontinuité du vecteur déplacement au passage de I’interface inclusion-
matrice. Les propriétés effectives du composite ont été déterminées par

I’intermédiaire du modele de Mori-Tanaka [18].

Dans le présent travail, on s’intéresse au cas ol ces interfaces sont

constituées par des interphases 4 épaisseur faible par rapport aux dimensions
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caractéristiques des renforts et dont les propriétés thermomécaniques sont
différentes de celles des inclusions et de la matrice. La présence de cette
interphase interfaciale modifie profondément les mécanismes de transfert de
charges entre inclusions et matrice et affecte 2 la fois les propriétés
thermomécaniques macroscopiques et les concentrations des contraintes. De ce
fait, elle joue un role fondamental dans les problémes d’optimisation de la

microstructure des matériaux composites.

Durant _1es proc_édés de mise en oeuvre d’un matériau composite, plusieurs
facteurs peuvent contribuer & la formation d’une interphase. En effet, la
plupart des matériaux composites peuvent étre considérés comme des milieux
chimiquement non équilibrés dans lesquels existe un gradient de pote;ntiel
chimique de la fibre  la matrice. Cette différence de potentiel est '€1ément
moteur pour les phénomeénes de diffusion et les réactions chimiques quand le
composite est utilisé a de trés hautes températures (en service ou pendant la
fabrication). Les réactions chimiques prenant naissance a 1’interface sont a
I’origine de la formation des interphases. Cependant, la formation d’une
interphase n’est pas uniquement limitée aux conséquences de la mise en oeuvre
des matériaux composites. Une interphase peut é&tre introduite
systématiquement lorsque les renforts subissent un traitement de surface (dit
ensimage) qui les rend aptes 2 établir de solides liaisons avec la matrice dans

laquelle ils sont noyés.

A I’opposé des matériaux techniques traditionnels, le matériau composite
doit, par ses propriétés, s’adapter aux exigences de conception alors
qu’habituellement celle-ci se trouve adaptée aux possibilités des matériaux.
C’est pourquoi, une interphase, 4 propriétés bien choisies (épaisseur, contantes

élastiques, coefficients de dilatation thermique), peut étre introduite
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délibérément afin d’optimiser le comportement macroscopique pour une
application bien déterminée du composite. C’est dans cette optique que
différentes études ont été menées [19, 20], et qui ont montré que I’introduction
d’une interphase permet d’atteindre un compromis acceptable entre la rigidité
et la résistance i la fissuration et 2 I’impact du composite. C’est le cas, par
exemple, des travaux effectués par Amdouni et al. [21] sur les matériaux
composites a matrice époxy renforcée par des microbilles de verre. Ces
travaux ont montré que ’enrobage des billes de verre par une phase
d’élastomere (_inclusion 3 bas module), améliore la ténacité du composite sans

nuire 2 ses propriétés thermoélastiques.

L’étude micromécanique des composites, contenant une interphasé (ou
enrobage), a suscité un grand intérét chez de nombreux chercheurs durant les
dernidres années. Ainsi, différents modeles ont été mis en oeuvre afin de
montrer 1’effet de I’enrobage sur le comportement thermoélastique global des
composites, ainsi que sur les concentrations des contraintes dans chacune des
phases. En utilisant le modele des assemblages des cylindres composites,
introduit en premier lieu par Hashin et Rosen [22], Pagano et Tando [23] ont
étudié I’évolution du champ de contraintes dans les fibres, la matrice et
1’enrobage en fonction de I'épaisseur, du module d'Young et du coefficient de
dilatation thermique de I’enrobage. Dans le méme but, Benveniste et al. [24]
ont proposé un modele micromécanique basé sur la méthode de Mori-Tanaka
[18] modifiée par I'introduction du modele des assemblages des cylindres
composites. Hervé et Zaoui [10] ont utilisé le schéma & trois phases de
Christensen et Lo [9] pour résoudre le probléme micromécanique d’une
inclusion enrobée sphérique isotrope située dans un milieu infini. Jayaraman et
al. [25] ont étendu le modele de Benveniste et al. au cas ol I'interphase posseéde

un comportement hétérogéne. Récemment, J asiuk et Kouider [26] ont étudié




Chapitre I: Introduction

’effet d’une interphase hétérogene sur le comportement élastique global des
composites 2 fibres unidirectionnelles qui présentent une anisotropie dans le
comportement global. Les propriétés effectives du composites ont été évaluées
en utilisant 2 la fois le mod&le d’Hashin et Rosen et celui de Christensen et Lo.
On voit clairement que les différents modeles sont basés essentiellement sur le
modele des assemblages des cylindres composites (Hashin et Rosen) ou sur le
schéma 2 trois phases de Christensen et Lo, d’ol leur restriction aux cas
d’inclusions enrobées sphériques avec un comportement isotrope ou
éventuellement des assemblages cylindriques qui présentent un comportement

isotrope transverse.

Le présent travail consiste en une approche nouvelle du probleme
d’inclusions enrobées de forme ellipsoidale et de matériaux anisotropes a partir
d’une démarche micromécanique utilisant simultanément 1’équation intégrale et

les opérateurs interfaciaux de 1a mécanique des solides [27, 28].

Le chapitre II est consacré a la résolution du probléme d’une inclusion
enrobée ellipsoidale en interaction avec un milieu homogene infini de
référence. L’étude est restreinte au cas des matériaux a comportement élastique
linéaire et ne présentant pas de discontinuités du vecteur déplacement et du
vecteur contrainte aux interfaces. L’épaisseur Aa de l'enrobage est supposée
petite (Aa/a({(1) devant les dimensions caractéristiques a de l'inclusion. La
définition des propriétés effectives de 1'élément de volume représentatif ne
faisant intervenir que les tenseurs de localisation moyens dans I’inclusion et
1’enrobage, les déformations moyennes dans ’enrobage sont calculées a partir
de I’hypothése d’un champ uniforme selon I’épaisseur de I’enrobage en utilisant

le champ moyen dans I'inclusion. Les équations sont développées dans le cas
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général de matériaux anisotropes et d’inclusions enrobées ellipsoidales avec
une géométrie non homothétique. Elles sont particularisées au cas de matériaux
isotropes et une inclusion enrobée sphérique pour lesquels des solutions
analytiques sont connues. Contrairement 2 ce qui été admis par Walpole [29],
la déformation dans I’inclusion est perturbée par la présence de I’enrobage : le
champ est non uniforme et sa valeur moyenne dans I'inclusion est différente de
celle déduite du calcul d’Eshelby.

En effet, si E désigne la déformation imposée a l'infini et gl 1a déformation

moyenne dans I'inclusion, la formule classique d’Eshelby
gl=E-TY(C°) (C'-C°) €'

est modifiée par des termes additionnels faisant intervenir les propriétés de
l'enrobage et la forme de l'inclusion enrobée au travers uniquement des termes
(c'-c°), (c°-C°), (C1—C€) et les tenseurs TI(C") et T2(C*) qui
désignent l'intégrale du tenseur de Green modifié pour l'inclusion et
linclusion enrobée calculés par rapport & un milieu de référence de propriétés
c* (*= oouc). ( CI, C® et C° désignent les constantes élastiques de

’inclusion, de I’enrobage et du milieu infini respectivement).

Ainsi, le formalisme de l'inclusion enrobée permet une extension des
résultats classiques d'Eshelby au cas ol une interphase est présente entre
l'inclusion et le milieu infini. Les relations de localisation des parties sphérique
et déviatorique données par Eshelby dans le cas d'une inclusion sphérique et de

matériaux isotropes

10
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I k°
£ E
L (kI —k°) kk

gld _ N Ed
PO -p0) Y

deviennent dans le cas d'une inclusion enrobée

Ces expressions analytiques représentent dans le cas particulier ou elles sont
écrites ici, la contribution originale de notre travail traduisant ainsi une

extension des résultats classiques d’Eshelby.

Dans le chapitre III, on rappelle sommairement les techniques classiques
d’homogénéisation qui permettent d’exprimer le comportement élastique
global d’un composite en fonction du comportement de ses constituants et des
tenseurs de localisation des déformations. Dans notre cas, les équations font
apparaitre les tenseurs de localisation de I’'inclusion et de I’enrobage. Ces
tenseurs sont déterminés 2 partir des résultats du chapitre II et ceci en utilisant

une approximation autocohérente qui tient compte des interactions entre

11
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inclusions enrobées. L’application du modele proposé au cas de matériaux réels
fournit des résultats en bon accord avec des mesures expérimentales, aussi bien

qu'avec des résultats déduits a partir d’autres approches.

Une extension du modele au cas thermoélastique est proposée au chapitre

IV.

Pour ne pas trop alourdir le texte principal de calculs et de formules trop
complexes, les différentes techniques de calcul sont développées dans les
annexes A et B.’ 1.’annexe C est consacrée 4 une comparaison avec le probléme
d’inclusion a frontiere mobile [30]. Dans I’annexe D on propose une autre
méthode de calcul des propriétés effectives par 1’intermédiaire du modéle de

Mori-Tanaka.

12
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Chapitre II : Micro-Mécanique de I'Inclusion Enrobée : Cas Elastique

I - MICROMECANIQUE DE L'INCLUSION
ENROBEE : CAS ELASTIQUE.

1. Introduction.

De nombreux problémes de mécanique des solides ou de mécanique des
matériaux sont résolus par les méthodes autocohérentes, qui consistent a
déterminer les lois de comportement macroscopiques des solides a partir des
mécanismes physiques de déformation, a I'échelle microscopique, et de la

microstructure (souvent représentée par des inclusions et une matrice) [1-5].

Appliquée aux composites, la méthode autocohérente présente une facilité
de mise en oeuvre (de point de vue modélisation et temps de calcul) et une
bonne évaluation du comportement effectif global des matériaux. En général,
on passe par deux grandes étapes pour l'application de la méthode

autocohérente :

- Détermination des relations entre champs locaux et conditions imposées
a la frontiere ; c'est la phase de localisation.
- Opérations de moyenne et détermination du comportement effectif ;

c'est la phase d'homogénéisation.

La résolution du probléme de localisation, dans le cadre de la méthode
autocohérente, est basée essentiellement sur la résolution du probleéme
élémentaire de l'inclusion, introduit en premier lieu par Eshelby dans le cas de
l'inclusion plastique et inhomogene [6] et adapté, par la suite, aux divers
problémes de la mécanique par la résolution d'une équation intégrale a partir

des fonctions de Green correspondant 4 un milieu homogene infini de

16



Chapitre II: Micro-Mécanique de I'9nclusion Enrobée : Cas Elastique

référence [6-8]. Ainsi, le probléme d'inclusion constitue un probleme de base
en mécanique des milieux hétérogenes, puisqu'il concerne la situation
élémentaire d'hétérogénéité entre une zone donnée (l'inclusion) et son
environnement (la matrice). De méme, il permet de déduire le comportement

du matériau dans le cas dilué ou les interactions entre inclusions sont négligées.

On se propose dans ce chapitre d'adapter le probléme d'inclusion pour
résoudre le probléme de localisation d'un composite a renforts enrobés. Dans
ce cas, 'hétérogénéité sera décrite par deux inclusions ellipsoidales
concentriques mais non homothétiques définissant l'inclusion I et son
enrobage c¢. La démafche micfomécanique mise en oeuvre est basée, d'une
part, sur 1'équation intégrale, et d'autre part, sur les relations interfaciales

caractéristiques de la topologie d'inclusion enrobée [9, 10].

La définition des propriétés effectives de I'élément de volume
représentatif ne faisant intervenir que les tenseurs de localisation moyens dans
linclusion et 'enrobage (cf. § III), les déformations moyennes dans I'enrobage
sont calculées 2 partir de 'hypothése d'un champ uniforme selon I'épaisseur de
l'enrobage en utilisant le champ moyen dans l'inclusion [11, 12]. Les équations
sont développées dans le cas général de milieux anisotropes et d'inclusions
ellipsoidales, elles sont résolues asymptotiquement en se basant
essentiellement sur 'hypothése d'une couche mince. Dans le cas de matériaux
élastiques isotropes et d'une inclusion enrobée sphérique, des solutions

analytiques sont obtenues.

Enfin, une comparaison avec une solution exacte dans le cas d'une
inclusion enrobée sphérique isotrope obtenue par Zaoui et Hervé [13], permet

de vérifier la pertinence des approximations effectuées dans ce travail.
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MATRICE

ENROBAGE

INCLUSION

Fig. 11-1 : Topologie de l'inclusion enrobée

18



Chapitre II1: Micro-Mécanique de I'Inclusion Enrobée : Cas Elastique

2. Topologie de l'inclusion enrobée.

La topologie de l'inclusion enrobée (fig. I1I-1) correspond a une inclusion
de volume V7 de constantes élastiques C! entourée d'une couche mince d'un
autre matériau de constantes élastiques C° et de volume V¢, I'ensemble est
plongé dans un milieu infini (matrice M) de constantes €lastiques C°.

On se limite au cas de l'élasticité linéaire en petites perturbations (les
phénoménes d'inertie sont négligés). On suppose que la liaison entre tous les
constituants (inclusion - enrobage et enrobage - matrice) est parfaite de telle
sorte que les déplaceménts et les vecteurs contraintes sont continus sur toutes

les interfaces.

3. Equation intégrale.

Nous cherchons les champs de déformations et de contraintes dus a des
déplacements ud = E:x (x €S) imposés sur la surface extérieure (S) de la

matrice, qui créent un champ uniforme (X, E) dans le milieu infini et

homogene.

En se basant sur la loi de comportement locale o(7)=C(7):€(F), les
équations d'équilibre div(c)=0 (en I'absence des forces de volumes) et la
technique du tenseur de Green du milieu de référence C°, on obtient
I'équation intégrale suivante, portant sur le champ de déformations élastiques

e(F) [71:

sij(F)'=Eij—!,I;J‘.’kl(’r’—?') 8C, (P ) Ep(T) dr II-1
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V étant le volume du milieu infini (volume représentatif).
I'°(F —7) est le tenseur de Green modifié reli€ au tenseur de Green usuel

G°(7 —7) du milieu de référence C° par :
I (F—P "—l G (F-7)+G° (F—7PF o-2
ijkl(r_r)_ ) (T )+ Gy (7 r) -

S8C(7) est la fluctuation due a I'hétérogénéité élastique introduite par
l'inclusion et son enrobage. Ainsi, le tenseur d'élasticité local est décomposé en

une partie uniforme correspondant aux constantes élastiques du milieu

homogene de référence et une partie correspondant & la déviation O0C(F) :
C(7)=C°+6C(r) I1-3
Dans notre cas, et avec les notations du paragraphe précédent, on a :

5C(F)=(CI—C°)BI(F)+(CC—CO){GZ(F)—BI(F)} -4

ol les fonctions caractéristiques 81(7) et 62(F) sont définies par:

1sifeV,
Iroy 1
e(r)_{OsiFEVI

2 /= lSlFGVz
e(r)_{OsiFEVz

Dans ce cas, V; désigne le volume de l'inclusion composite

(inclusion+enrobage). On peut également écrire (II-4) sous la forme :

20



Chapitre II : Micro-Mécanique de I'Inclusion Enrobée : Cas Elastique

5C(7)= AC® GI(F)+AC°°{62(F)—91(F)} -6

AC® = (CY-C°) et AC® =(C°-C°) -7

Dans les développements qui vont suivre, le probléme de l'inclusion enrobée
est traité asymptotiquement en se basant sur I'hypothése de la couche mince.

A partir de ce point de vue, on peut écrire en premiére approximation :

62(7)- 6 (F)= 66 (F) I1-8
et :
1
661(r)~2A 39 (’) 11-9

ol a, désignent les demi axes de l'inclusion ellipsoidale et Aa, 1'épaisseur de
l'enrobage suivant l'axe «.
On suppose également que l'inclusion composite (inclusion+enrobage) est de

forme ellipsoidale de demi - axes (a; + Aa;) et on traite le cas general d'une

géométrie non homothétique qui se traduit par le fait que %2— 24 ( i#j)
(4
Ab Ab

N Aa m AV

Aa Ab

Aa _A4b =7 b

a b
GEOMETRIE GEOMETRIE
HOMOTHETIQUE NON HOMOTHETIQUE
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Dans ces conditions on montre que (voir annexe-A) :

5(S) I-10

a‘x
R VIR

Aa
SONF)=p Yo
o o

ol X, sont les coordonnées d'un point de la surface de l'inclusion et 8(Sy) la
distribution de Dirac sur la surface Sy de l'inclusion.

La distance p perpendiculaire de I'origine de l'inclusion a la tangente plane de

sa surface est donnée par :

- 1-11

p:

y—

1
x12 x% x% 2
Gt rt7
q 4 @
En prenant en compte le résultat (1I-10), O0C(r) prend la forme suivante :
2

Aa Xy,
SC(7) = AC0'(F)+ pAC® Z—a—-;[ 5(S;) -12
(04

(04

et en substituant §C(F) donnée par (II-12) dans 1'équation intégrale (II-1), on

obtient pour le champ &(7) :

£;(F) = By — [ [3,(F~P ) AR, £,,(7) 6(F) dr
14

2 113
a
-2]1‘0 (F-7)AC® & (f»)p—-%zz— 5(S,)dr

Gy (14
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Compte tenu des propriétés de la fonction caractéristique OL(7 ) et de la

distribution &(Sg), I'équation intégrale (II-13) devient :

£, (F)=E j I35, (F-7) ACY . &,,(P) dr

I-14
- - Aa,
_2 J- kl(r +) A klmn Emn(r+)p —OLdS

as+ a aa

S{ est la surface extérieure de l'inclusion et ¥* un point de l'interface
inclusion-enrobage vu par l'extérieur de l'inclusion (du c6té de I'enrobage), les
composantes £, (F*) décrivent alors le champ des déformations a I'intérieur
de l'enrobage en un point trés proche de l'interface. Par conséquent, on peut
relier ce champ 2 celui & l'intérieur de l'inclusion en utilisant les opérateurs
interfaciaux de la mécanique des solides. Ceci fait I'objet du paragraphe

suivant.

4. Les opérateurs interfaciaux.

Le champ de contraintes dans la couche varie de maniere complexe. De plus, il
‘existe une discontinuité des champs O et € éu passage d'une interface. Lorsque
I'épaisseur de l'enrobage est faible, on peut admettre raisonnablement que les
champs O ou (et) € sont uniformes selon 1'épaisseur de la couche, si bien que
I'on peut relier les déformations de part et d'autre de l'interface (inclusion-
enrobage) 2 partir d'une formulation simplifiée des équations de champ

(équilibre et compatibilité) conduisant aux opérateurs interfaciaux [9, 10].
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Soit le cas général de deux solides (1) et (2) de constantes élastiques C 1 et

C? séparés par une interface de normale unitaire 72 (fig. 1I-2 ).

(62,€%)
C2
PHASE (1) PHASE (2)
INTERFACE

Fig. I1-2 ; Probléme d'interface dans les materiaux

composites.

On désigne par ( ol el) et (02, €%) les champs des contraintes et
déformations de part et d'autre de l'interface. Comme il a été démontré par
Eshelby, Hill et Walpole [6, 9, 10], ces champs peuvent étre reliés
explicitement au travers uniquement des propriétés élastiques des constituants

de part et d'autre de l'interface et la normale unitaire a l'interface.

En effet, le fait de supposer qu'il s'agit d'une liaison parfaite entre les
deux phases (pas de glissement), conduit a une continuité du vecteur

déplacement

[ui]su}—u;"- =0 I-15
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et une continuité du vecteur contrainte

[ J] J—(O—U_o.l?)n]:() 0-16

ol n; sont les composantes du vecteur normal unitaire.
En un point 7(x;) de l'interface, les conditions de compatibilité du; = u; jdx

et la continuité du vecteur déplacement imposent pour le saut du gradient de

déplacement I'équation suivante :
[“i,j] dxj %(uij —Iuiz,j) dxj =0 -17
et puisque n;dx; = 0, la condition (II-17) est équivalente a :
i,j Ui J

U =4l - ;L n; I-18
(4]

et le saut des déformations [ey] s'obtient par symétrisation de [u, j] par

rapport aux indices i etj

E;: 811—8 l n; +l n; -19
1) 1) i

ol A est un vecteur de proportionnalité (correspondant a I'amplitude du saut),

il est déterminé complétement par la condition (voir annexe-B) :

l —

Le vecteur A peut étre évalué a partir des composantes du champ de

déformation dans chacune des phases, on obtient alors pour le saut des
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déformations les deux expressions équivalentes (voir annexe-B):

1 1 2
€ ij 81] E_]kl (Cklmn Cklmn) Emn m-21
g2~k =P (Cl— Con) &
ij ij— lel kimn kimn) Emn

Cette équivalence est confirmée par l'identité suivante (voir annexe-B) :

2 1 2 _ pl 2
E]kl (Cklmn - C'klmn) g mnpq ijq Piqu 11-22
ot P* (*=1 ou 2) est l'opérateur interfacial qui dépend de la normale 7 &
l'interface au point considéré et des constantes €lastiques C* du milieu (*)
(*=1 ou 2).

On montre que l'opérateur P s'écrit sous la forme suivante (voir annexe-B) :

VR | *_1

ot K1 est l'inverse de la matrice de Christoffel K dont les composantes sont
données par :

%
K, = C;"jkl n;m 1-24

5. Application au probléme de l'inclusion enrobée.

A présent, I'analyse précédente peut étre spécifiée dans le cas du probléme
d'inclusion enrobée ot la phase (1) est décrite par une inclusion entourée par

un enrobage mince qui constitue la phase (2). Ainsi, 2 'aide des équations
(I-21), (-23) et (1I-24), on peut relier les déformations £(7") et £(r7)

26



Chapitre II : Micro-Mécanique de I'Inclusion Enrobée : Cas Elastique

de part et d'autre de l'interface par la relation exacte :

£;(F*) = £;(F7)+ Py (C°, 1) ACE e (F7) I1-25

ol 7~ est un point de l'interface inclusion-enrobage vu par l'intérieur de
linclusion et AC™® = C! - C*.

En premiére approximation, on remplace dans (II-14) et (II-25) le champ
g(7) (¥ € V}) par sa valeur moyenne €l dans le volume V] de linclusion, de

telle sorte qu'on peut écrire £(7 ") sous la forme approchée suivante :

£,(F") = £} + By (C°,71) ACG,, &, I1-26

mn

et en substituant le champ £(F7") par son expression (II-26) dans 1'équation

intégrale (II-14), il vient :

£,(F) = E; j (7 ~F/) AC €l dr

Aa_ x>
=Y, [ D=7 )ACE, &0, p— 284S [-27
o SI a "o
- F)ACE P (CoiyAce ol pA%%a gs
ZJ l(r )ACkmn mnpq( 1) pqrs rsp a ;2_
a S+ c “a

Les champs € ( 7) sont en général difficiles & évaluer. Par ailleurs, dans les

problémes d'homogénéisation pour un milieu dans lequel le tenseur C(r) est
uniforme par morceaux, seules les déformations moyennes d'une phase
interviennent (cf. § II). On se propose, dans le paragraphe suivant, de déduire

de (I1-26) et (I-27) les déformations moyennes dans l'inclusion et
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l'enrobage, ce qui permet par la suite de résoudre le probléme de localisation

~ de l'inclusion enrobée.

6. Déformations moyennes dans l'inclusion et I'enrobage.

I

Les déformations moyennes dans l'inclusion et I'enrobage, notées £ et
€€, sont définies par :
l.j VI Je (7 ) dr
Vx
I1-28
U V Je () dr
el est calculée a partir de 1'équation intégrale (II-27), on obtient :
1 = = I
= E; —ijfi}’kl(r —7') AC,., g drdr
Lviv
1 Aa, x?
__;2 [ 3 | mou(F =F*)dr {ACE 0,0~ 25 dS - 29
(04 Sin- Vi 05 o
! o (F—F*)driAC® P (o, R)ACE €l pila xi ds
_72 j J- ijkl(r —77)dr kimn mnpq( 1) pqrsgrsp e
I « st o

D'autre part, I'épaisseur de l'enrobage étant supposée petite, le calcul de la
valeur moyenne de la déformation dans I'enrobage est effectué en supposant
que le champ £(F) (F €V) est uniforme selon I'épaisseur de l'enrobage et
égal 3 £(F*). Dans ce cas €(F) (¥ €V¢) ne dépend que de la normale nala
frontiere de V; et de ce fait, on en déduit & partir de (II-26) :
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¢ =l +—— J' >a(CS.70) dr » AClS, €], I1-30

Pour résoudre (II-29) et (II-30), nous utilisons, dans la suite, la relation
suivante, qui relie le tenseur de Green modifié a I'opérateur interfacial calculé

par rapport & un milieu de référence de propriétés C° (voir annexe-B)

[ I3, (7* =F) dr = Ty (C°) = By (C. )

1-31
%

ou
TL,(C°) = j IS, (F=7)dr si FeV I-32

est un tenseur classique qui se déduit facilement du tenseur d'Eshelby S [6] par
7l
Siimn = T (C°) Clmn 11-33

Compte tenu de la relation (II-31), 1'équation intégrale (II-29) devient :

1 _ I Io I
&; = Ej — T ( C°) ACpn Emn

Aa,

v ];Jkl(CO)ZJ.p o ds— JP l]kl(Co n)dS (AC klmn mn
a5 a,
I

leaw

Aa, x .
———T (C°)A km(ij mnpq(Cc,n)dS)ACIIfqrs I m-34
o S
+—1-2j Aag xg p (CO,7)ACS® P (C°,7i)dS ACE €
v, e P— ay a %‘ kl kimn “mnpg\ ™~ pqrs rs
I
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et d'apres les propriétés (II-22) des opérateurs interfaciaux

ijl(Co,ﬁ)ACEgm mnpq(Cc n)= qu(Co n)— l]pq(Cc,ﬁ) I-35
on obtient finalement
I
El] ykl(CO)A kimn €mn
1 1 0 ’ Aaa xgc Aaa x2 o I
A ]:'jkl(c )ZJP a -?dS—E-“p a Z— ljkl(c ,1)dsS (A klmn Emn
I o SI o o va SI a
T C°)A A8y % p (0o i) dS)ACE 11-36
——T:,(C°) klmn(;g‘PTa—'cg Bppg (€ ) dS)AC ¢ el _
I
Aa xé C o 0 = I
ZI _2{ Pyg(C".71) = By (C ”)}dSA kimnEmn
Ay

On voit clairement que le premier terme e'=E—-TY(C°) AC™ g! est
classique et tient compte de I'hétérogénéité introduite par I'inclusion. On y
trouve le tenseur classique T! qui intervient dans les formules d'Eshelby-
Kroner des problémes d'inclusion. I est calculé par les techniques habituelles
dans le cas général d'une inclusion ellipsoidale de forme quelconque et pour
des anisotropies quelconques de la matrice.

Les trois derniers termes sont dus & la présence de l'enrobage, ils dépendent
des propriétés mécaniques et de la géométrie de I'enrobage par I'intermédiaire
des constantes élastiques C® et de I'épaisseur Aaq. Ils font intervenir deux

intégrales de surface :

30



Chapitre II : Micro-Mécanique de I'Inclusion Enrobée : Cas Elastique

Aa, x* .
> T Pnpg(C'71)dS 1-37
o S o o
1
2
a. X
Y | p—%%ds II-38
a. a*
o 8 o« "o

avec C* = C° ou C* =C®.
Vu les expressions compliquées de la projection orthogonale p et I'opérateur
interfacial P, la résolqtion directe de ces intégrales de surface nécessite le
recours i des méthodes mathématiques complexes. C'est pourquoi, dans la
suite, on se propose de déterminer ces intégrales en se basant sur I'hypothese
de la couche mince et la relation entre 1'opérateur interfacial et le tenseur de
Green modifié. En effet, on peut étendre l'intégrale sur V. en une intégrale sur

le volume représentatif V en l'écrivant sous une forme utilisant les fonctions

caractéristiques 62 et ! :

Vo= [dr=[{6*(F)-0'(7)} ar 1139
Ve v

En introduisant la forme approchée de 02%(7)-0Y(¥)

x2 Aa.
6%(7)-6'(F) = 86'(F) = 3 p——+ 8(5) I1-40
i i i
il vient :
xl.2 Aaq,
Vi i i

31



Chapitre II: Micro-Mécanique de I'Inclusion Enrobée : Cas Elastique

et en utilisant les propriétés de 6(S; ), on obtient :

v, = ijx 44, 0-42
i § 4

En conséquence, l'intégrale (II-38) n'est autre qu'une forme approchée du
volume V. de I'enrobage.
D'autre part, a partir de la relation (II-31) écrite par rapport a un milieu de

7z 7 L4 P * . .
référence de propriétés C (* =0 ou c), il vient :

Py (C".71) = Thy(C*) - j - (FH—F) dr 1143

ou I'" est le tenseur de Green modifié du milieu C ¥,

En intégrant cette expression sur le volume V¢ de la couche, on obtient :

[Pt i) ar =V, Thy(C")~ [ [ Iu(F* = F) drtar I1-44
A

C

+
et du fait que V, =V, -V, le terme J‘J‘I‘*(F*'—?) dr dr peut étre
[AS

décomposé sous la forme suivante :

Ijﬂ(r —r)dr*dr—J.J‘I‘*(r —7) drtdr— III’""(r 7’) drdr 1-45

LA Y M

Par ailleurs, d'aprés les résultats d'Eshelby concernant l'uniformité de

II’ *(F —F’) dr’ pour une inclusion ellipsoidale, on a :
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jl;;kl(F—F')dr’—ljkl(C*) i FeV,
\%

Lo (F=7)dr=T(C") si FeW

N ey

Par conséquent, il vient :

” ,d(r ~F) drtdr =V, T5/(C")
wh

[ [P =7) drdr =V, Ty(C")
A

ce qui permet d'exprimer (II-45) sous la forme :

JJ]’;}’H(?’*—F) drtdr=YV, ( lﬂd(c) Tju(C ))

VY

I1-46

I1-47

I1-48

Le tenseur T2(C*) est calculé sur le volume V, de linclusion composite

(inclusion + enrobage) supposée de forme ellipsoidale. Comme pour T Icc*),

ce tenseur est classique et se déduit facilement du tenseur d'Eshelby. Notons

également que T 1(C*) dépend de la géométrie de l'inclusion par
l'intermédiaire du rapport d'axes a; /aj tandis que T2(C*) dépend de la

géométrie de l'inclusion composite par l'intermédiaire du rapport d'axes

ai+Aai/aj+Aaj.
Aa,.

i

Dans le cas particulier d'une géométrie homothétique ol

—> ona:
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=L I1-49

et de ce fait l'inclusion et I'inclusion composite ont le méme rapport d'axes et
par la suite T2(C*)=T!(C").
En introduisant (II-48) dans (II-44), on arrive a :

[ Bua(C ) dr =V, T (C) = V(T(C) =T (C7)) I1-50
De méme, l'intégrale de 1'opérateur P sur V¢ peut €tre étenduc en une

intégrale sur le volume représentatif V en introduisant la fonction

caractéristique 60*(7), on en déduit donc :

J ,d(C* fi)dr—J- kl(C*ﬁ)SOI(r)dr II-51

et a partir de I'expression (II-10) de 860(7) et les propriétés de &( 8;), il

vient :
2
j Pu(Ch7i) dr="y [ By (C"7i)—= —pa’S I1-52

o S Ay

D'ou finalement :
2

> [Bu(C i S8 pdS=V, Tu(C)=H(T(C) =T (C)) 52
a

aSI
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Les résultats (II-42) et (II-53) permettent alors d'exprimer les intégrales de

surface (II-37) et (II-38) en fonction de tenseurs connus ; les tenseurs T’ Let T2
calculés respectivement sur les volumes V; et V, de l'inclusion et de I'inclusion

composite et qui se déduisent facilement du tenseur d'Eshelby.

Finalement, avec les résultats précédents I'équation (II-36) devient :

I _ 0
81_1 _Eij z]kl(c )A klmn mn

Vel I I
_—‘7(1:'];'ij (C°)A I(c:l?nnTmnpq(Cc)ACpcqrs rs

v £l 11-54
—_V:—{ l]kl(cc) z_]kl(Co)} lmn mn

I I
+ (L + Ty (C° ) ACy ( Tnpg(C°) = ,,,npq(Cc)) Cre s

On peut également déduire les déformations moyennes dans l'enrobage par

l'intermédiaire de I'équation (II-30) et en utilisant le résultat (II-50) :
TI CC V T2 C¢ TI Ce¢ CIC
€5 = &) +1 T (C) = FHTR(CO) = Tjul ) [AC e, TS5

Les équations (II-54) et (II-55) ont été développées dans le cas général
d'inclusion enrobée de forme ellipsoidale avec une géométrie non
homothétique et une anisotropie quelconque des tenseurs C, leur résolution
permet de déterminer les tenseurs de localisation des déformations Al et AC

dans T'inclusion et I'enrobage et ne nécessitent que le calcul des tenseurs T I et
T2
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Le calcul de T et T2 est classique et déja acquis par de nombreuses études ;
on y exploite notamment trois méthodes valables pour une inclusion

ellipsoidale dans un milieu anisotrope [14, 15, 16} :

- méthode de la transformée de Fourier,
- méthode des fonctions potentielles,

- méthode directe a partir des résultats d'Eshelby.

Dans le cas de deux inclusions ellipsoidales homothétiques qui définissent
l'inclusion I et son enrobage ¢ les tenseurs T I et T? sont équivalents et par

suite les équations (II-54) et (II-55) se réduisent aux formes suivantes :

I _
81] - Eij zjkl(CO)A kimn€ mn

|4

1
- V ykl(CO)A klmn mnpq(CC)ACp(c:grs rs II-56

Ve [ 71
——V—;-{Y:-,-kl(m i (CO)YACH

&5 = gl + Ty (C¢)ACK I1-57

On voit clairement que la solution du probléme de linclusion enrobée
élastique, dans le cas d'une géométrie homothétique (T 2-717), se ramene
uniquement au calcul du tenseur classique T I Dailleurs, cette géométrie
particuliere décrit, par exemple, le cas de deux inclusions sphériques
concentriques décrivant la topologie d'une inclusion enrobée sphérique. On se
propose dans la suite de poursuivre les calculs dans le cas d'une inclusion

enrobée sphérique et de propriétés élastiques isotropes et de déduire de (1I-56)
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et (II-57) une forme analytique des tenseurs de localisation Al et AC de

l'inclusion et de I'enrobage.

7. Cas particulier d'une inclusion enrobée sphérique

et de matériaux a comportement élastique isotrope.

On se propose de déduire de (II-56) et (II-57) une forme analytique des
tenseurs de localisation des déformations A' et A€ dans le cas d'une inclusion
enrobée sphérique et de matériaux isotropes.

Les constantes d'élasticité de l'inclusion, de I'enrobage et de la matrice sont

données respectivement dans le cas isotrope par :
1 _ gl

= A°0;0, + (8,6, +0,0,) I-58

COy = 08,0, +10(8,8,,+8,5;)

ou (AL ul), (A% 1¢) et (A° 1°) sont respectivement les modules €lastiques

de l'inclusion, I'enrobage et la matrice.

Dans les équations générales les différences ACI®, AC®® et AC g'écrivent

sous la forme :
g;l)cl =(Al- A0) Oy +2(.u —-u°)l ijkl
l]kl =(2"=-2°)§, akl +2(u®—p°)l ijkl I1-59

ACl, = (X =2°)3; Sy +2(1" = 1)Ly
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ol Iijkl = %( 0,0 at 0;,0 P ) est le tenseur unité de 4€ ordre.
D'autre part, les tenseurs TY(C®) et T 1(C®) se déduisent du tenseur classique

d'Eshelby et on obtient dans le cas isotrope les formes analytiques suivantes :

0 (4=5v°) 1
Ukl(c) 151°(1 - VO)Il]kl 304°(1—v°) l]6kl I1-60
(4-5v°) 1
Ukl( C%)= 15 0(1 vc)Iz]kl 304(1- %) 1]5kl I1-61

A partir de (II-59) et (II-60), on en déduit :

71 (C0)ACk =((4—5v°)(/11—;t°)_ (A-2°)
ij

15u°(1-v°) 10u°(1-v°)
II-62

__(m-p®) Vs s L24=5VO)u—p),
15u°(1—v°) )Y mn s uo(1—v°) Ljmn

En introduisant le module de compressibilité k = 4 + % U, (II-62) devient .

o (4-5v°)(kI—k°) (K —k°)
l]kl(c )A klmn ( 15#0(1"\/0) IO#O(I—VO)

II-63

2(4=5v0)ut—p®)\s 5 L 24=SVONUI =) )
30 15u0(1-v°)  J U™ 1spl(1-ve) Y™
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ou encore :

0 (1-2v°)(KE—=k°) 2(4-5v°)(pu' —pu°)
l]kl(c )A klmn ( 6‘U. (1- Vo) 3 15# (1— vO) )5116mn

II- 64
2 (4-5v°)
500w )(ll — 1) iy
En introduisant les parameétres & et §° définis par :
o_1 1+v° o_ 2 4-5V° ]
“T31ow P 15 1O 1-65
et en utilisant le fait que :
_3k(1-2vV)
=21+ v) 1-66
(II-64) devient :
1( o (K =k°) _po(u'—p°)
z]kl(cO )A = g(ao k° -B° 11° 61'j5mn
-67
(u'-p°) ﬂ °)y
'BO u ljmn
De méme on a :
_ (k°—k°) (p° H °) s
ukl(CO)A klmn 3(“0 ° ﬁo ‘u 1]6mn
/ I1-68
(u®-up°) u°)
+ o —r—= 0 Il_]mn
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et

c o(K'—K°) 5o
z]kl(C )AG lmn_3(a ( kC ) ﬁ (,lJ.‘u,u )) z]5mn

I1-69
(u! # )
ﬁO
uc

zjmn

Des relations (II-67), (II-68) et (II-69) , nous obtenons pour la déformation

moyenne £ :

a® 1 0 c o 0 C
I (k k)lqa(la)a(la) I ;c
Sij - Eij 3( %O q kg ' %O (k> —k*)

orI_ ;0 C 0 0 c
B —p) 1 q{ﬁ(lcﬁ) B°(1-B }(u “’J el
i q U u° -70

(B —p0) 1~ q{ﬁ‘:(l B°) B°(1- ﬁC} )
( Rl LBt Je

g est un paramétre qui dépend des dimensions de l'inclusion et 1'enrobage et il
est donné par :
3

a
_ .71
1= (a+ da) !

avec a le rayon de l'inclusion et Aa 1'épaisseur de l'enrobage.
La dilatation volumique £,Ick peut tre déduite de (II-70) par :

I aO(kI_kO)
gkk_Ekk—( %0

l1-g|cf(1-a®) oa°(1-af c
+qq{ (o) gl )}(kl_k)]gik

II-72
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ou encore :
I k°
Erk = _ C10 ) 01,C c Ekk
k0+a0(kl_k0)+1qq ak(l a)kcak(l_a) (kI_kc)

On obtient ainsi I’équation de localisation des dilatations volumiques dans le cas
d'une inclusion enrobée sphérique. De la méme maniére, on peut déduire une

équation de localisation de la partie déviatorique qui s’€crit :

y o _ C;;07/1_ROY_ RO,C/1_ RC 1
uo+ﬁo(ul_ﬂo)+qu Beu°(1 .B)#cﬁ.u(l B°) (#I_.‘uc)

d _ | ' u 7

On retrouve ainsi les termes classiques

kO
k° + (Kt —k°)

et
©°
p+po(ut~p°)

obtenus par Eshelby dans le cas du probléme élémentaire de l'inclusion. Ainsi

l'effet de I'enrobage apparait a travers les termes
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qui dépendent de 1'épaisseur et des propriétés €lastiques des trois constituants.

D'autre part, en posant :

Ml = L
— CLO/1_ O ) _ ~OLC/1 — vC
k°+a°(k1—k°)+1 q ak(1 a) ak(]- a) (kI_kC)
q k¢
et
N = 1
. 1_ c;0 1_ 0y)y_RO,HC 1__ (v
#0+ﬂ0(#1_#0)+ qq{ﬁ.u' ( ﬁ )#CB H ( ,B )}([,LI—,U,C)
1'équation (II-70) devient :
I _ pl 1 _ NI
ek =NV E;+5 (M'~N') By 8 I-73
ce qui permet de déduire le tenseur de localisation Al par :
) QY 1 (2 _ Al

On peut également déduire une forme analytique du tenseur de localisation

dans l'enrobage 2 partir de (II-57) et en utilisant le résultat (II-69) :

C4 C( I_ C)
A1§k1=NI(# ﬁu{f a )Iijkl

II-75

1 kS + kI_kc ¢4+ BC I_,,cy
A (s
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Pour vérifier la pertinence des approximations effectuées, on compare les

termes M1( qg)et N I q) a ceux que l'on peut déduire d'un calcul exact dans le

cas d'une inclusion sphérique enrobée obtenue par Zaoui et Hervé [13].

Ce modgle est basé sur le schéma 2 trois phases de Christensen et Lo [17]
qui a été introduit pour mieux décrire les interactions entre l'inclusion et la
matrice, pour les biphasés classiques (inclusion-matrice), et par suite,
améliorer le modeéle autocohérent classique. Pour cela, l'interaction entre
l'inclusion et le milieu homogene équivalent a été remplacée par celle d'une
inclusion enrobée et le milieu homogeéne équivalent, et ou l'enfobage est
constitué par la matrice (fig. II-3) . La solution de ce probléme est basée sur la
résolution des équations aux déplacements de Navier en €lastostatique, d'ou la

géométrie particuliére d'inclusion enrobée sphérique et de milieux isotropes.

INCLUSION MATRICE MILIEU HOMOGENE
EQUIVALENT

fig. I1-3 : Schéma d trois phases de Christensen et Lo
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Les termes MI( q) et NI( q) déduits a partir de la solution exacte de

Hervé et Zaoui [13] sont donnés par :

é
(3k° +41° )3k +4u°)
(3K + 410 )3k +4u° ) +12g(p® — pu°)(k° — k')

Ml(g)=

Nl(q)=225(1—v°)(1-V°)X° x

~4(x° -1)[n'q"? - n*(7-10 ve)]+35m%(1- 1)
A

avee ©

A =[2(4—5v°)c+(7—5v°)AX°](X°—1)+525n2(1— Vve)
[266(v° = V°)g+(1- vo)n3|x°
nl = (49— 50veVE )ic +35(1+ k)(VE —2V°) +35(2vI = 1°)

n? =(7+5V)(1+x)+4(7-10V!)

P =2(1+K)(4=5V°)+T-5V°

o
il

X

'Z:O |'¥:

A=—4|n®-2K(4-5/° )q)[ntq"? - n*(1-10V° )] -126xm?q(1- g

C=-[m+x(1-5V)q|4n'q"P +*(T+5* )|-126x7%g(1~ g% )
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Dans le cas ou

(uI =150 GPa,v1 =0.2),
(1€ =15 GPa,v¢ =0.2)
(1° =1.5 GPa,v° =0.2),

les valeurs de M Lig) et N1(g) obtenues par la présente approche et celles
déduites des formules exactes de Hervé et Zaoui sont reportées dans les figures
(II-4) et (I-5) en fonction de q. '

On constate que les deux modeles donnent pratiquement les mémes résultats

jusqu'a un rapport _A;a_ =20%.

L'avantage de la méthode simplifiée présentée ici réside dans le fait
qu'elle peut s'étendre par voie numérique aux cas d'inclusion enrobée

ellipsoi‘dale et de matériaux anisotropes.
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—o— Solution exacte(Hervé et 2aoui)
—o— Modéle proposé

c.o0{ - ——+n-—————
0.7 0.8 0.9 1

FiG. 11-4 : Comparaison du facteur N I (q) déduit a partir du
modéle proposé d celui calculé par la solution exacte pour

différentes valeurs de q.
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—o— Solution exacte (Hervé et 2aoui)
—o— Modéle proposé
0.03————
0.025¢1 7
~~  0.02¢ .
= : i
0.0157 .
0.0 ——mmr———————"—""—"
0.7 0.8 0.9 1

FiG. I1-5 : Comparaison du facteur MY( q) déduit d partir du
modéle proposé d celui calculé par la solution exacte powr

différentes valeurs de q.
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8. Conclusion

Dans le cas général d'une inclusion enrobée ellipsoidale, avec une
géométrie non homothétique, dans une matrice anisotrope, le probléme de la
détermination des champs de déformations moyens locaux est résolu par les
équations (II-54) et (II-55). Les relation de localisation nécessitent le calcul des
tenseurs T2 et T qui requiert des méthodes numériques dans le cas d'une
matrice anisotrope et d'inclusions ellipsoidales. Dans le cas d'une géométrie
homothétique les équations sont réduites aux formes (II-56) et (II-57) qui

demandent uniquement le calcul du tenseur classique T!.

La comparaison avec une méthode de résolution exacte, dans le cas d'une
inclusion enrobée sphérique et de matériaux isotropes incompressibles, montre
que le calcul des déformations moyennes locales avec 1'hypoth&se d'un champ
moyen selon 1'épaisseur de l'enrobage et en utilisant le champ moyen dans

l'inclusion, constitue une évaluation correcte des effets de 1'enrobage, tout au

moins lorsque _Aaa_« 1.

Le calcul des contraintes moyennes dans l'inclusion et I'enrobage découle

directement de (II-54) et (II-55).
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On peut souligoer I'intérét de ce modele en faisant deux remarques :

- sa facilité de mise en oeuvre ; on précise par 1a que les calculs qu'il

induit ne sont pas plus difficiles que ceux des problemes d'inclusions classiques.

- son originalité ; cela provient du fait qu'on a utilisé simultanément
'équation intégrale et les opérateurs interfaciaux, de méme il présente une
approche nouvelle du probleme d'inclusion enrobée qui a le mérite de
s'appliquer a des inclusions ellipsoidales et de matériaux anisotropes, alors que
le schéma a trois phasés de Christensen et Lo n'a été développé que pour des

inclusions sphériques et de matériaux isotropes.

Dans la suite, nous utilisons les résultats précédents pour calculer les
propriétés effectives d'un matériau composite contenant de nombreuses
inclusions enrobées. Dans ce cas il faut prendre en compte les interactions
entre ces derniéres, interactions qui sont évaluées par l'intermédiaire d'une
approche aurocohérente dans laquelle une inclusion enrobée est plongée dans

un milieu infini dont les propriétés sont celles du milieu homogene équivalent.
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Chapitre 111: Approche Autocohérente et Applications aux Composites.

HﬁI[ - APPROCHE AUTOCOHERENTE ET
APPLICATIONS AUX COMPOSITES.

1. Position du probléme.

La résolution du probléme de localisation par la solution du probléme
élémentaire d'une inclusion enrobée en interaction avec un milieu homogene
de propriétés élastiques C°, nous a permis de relier les déformations
moyennes dans l'inclusion et l'enrobage 4 la déformation macroscopique
imposée a l'infini. On peut directement utiliser ces résultats pour déduire le
comportement global dans le cas dilué (faible concentration d'inclusions
enrobées), par contre, dans le cas non dilu¢ il faut tenir compte des
interactions entre inclusions enrobées et ceci en utilisant une approximation

autocohérente.

On se propose, dans ce chapitre, de déduire le comportement élastique
global d'un matériau composite constituant un milieu élastique infini composé
de trois éléments différents, d'une matrice dont les caractéristiques mécaniques
sont représentées par le tenseur CM et d'inclusions de forme ellipsoidale dont
les caractéristiques mécaniques €lastiques sont représentées par le tenseur c.
Chaque inclusion est entourée d'une couche mince qui constitue l'enrobage et
dont les propriétés élastiques sont désignées par C°. On suppose €galement que

I'inclusion composite (inclusion+enrobage) est de forme ellipsoidale.

On note par V le volume total du milieu élastique, Vi le volume total des
inclusions, V¢ le volume total de 'enrobage et Vi le volume de 1a matrice de

telle sorte que V =Vi+ Ve +Vm.
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En introduisant les tenseurs de localisation reliant les champs locaux aux
chargements mécaniques, les relations de moyenne de Hill-Mandel permettront
de déduire le comportement effectif global du composite. Ceci permet
d'obtenir une extension de la méthode d'homogénéisation classique aux cas de
matériaux 2 trois phases. Les tenseurs de localisation sont évalués a partir
d'une approximation autocohérente qui consiste a faire un choix particulier du
tenseur C° décrivant la “matrice” et 2 limiter, dans le cas de la méthode
autocohérente 2 un site, les interactions entre constituants a celles entre une
inclusion enrobée ellipsoidale et le milieu homogene équivalent considéré

comme matrice.

Les équations obtenues a partir de la formulation autocohérente sont
appliquées pour déduire l'effet de I'enrobage sur le comportement d'un certain
nombre de matériaux réels. La confrontation des résultats obtenus avec des

mesures expérimentales aussi bien qu’avec d'autres approches permet de tester

la validité du modele proposé dans ce travail.

2. Rappels sur les techniques d’homogénéisation

Si on applique au milieu élastique une déformation d'ensemble E a la
frontiere du volume élémentaire représentatif, elle sera égale a la valeur

moyenne volumique des déformations locales au sein du composite :

(. =
E, =V“[£ij(r) dr 118

ol £(F) est la déformation microscopique au point r du composite.
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La contrainte d'ensemble X résultant de I'application de la déformation E est

la moyenne sur le volume V de la contrainte locale o (7 ) dans le composite :

1f .
5= !, o, () dr 102

Les coefficients de comportement homogénéisés seront les coefficients qui
relient la moyenne E sur le volume V de la déformation locale £(F) a la
moyenne X de la contrainte locale o(7) :
— eff .
Zij - Cijkl Ey Im-3
Dans ce cas, C désignent les constantes élastiques effectives du matériau
composite.

D'autre part, on peut écrire d'apres la linéarité du probléme pour le

comportement élastique lin€aire :
ot A est le tenseur de localisation des déformations.
En appelant ! 1a déformation moyenne dans la phase <<inclusions>>, £€ la

déformation moyenne dans la phase <<enrobage>> €t eM celle dans la

matrice, on peut écrire a partir de (III-1) :

V. V V.
—Lgl CeC 4 MM .
E. Ve +V£+V8 I11-5
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On pose :
fl= —‘é fraction volumique de la phase <<inclusions>>.
f ¢ = —“—/;— fraction volumique de la phase <<enrobage>>.

W . . .
M= —%}4— fraction volumique de la matrice.
etona: fl+ fC+ fM=1
Avec ces notations, (III-5) devient :
_ fl l, fepcy MM
Ej=fe&;+fe+f¢; I11-6
De méme pour les contraintes, si on désigne par X la contrainte
macroscopique, o! 1a contrainte moyenne dans la phase <<inclusions>>, o° la

contrainte moyenne dans la phase <<enrobage>> et oM celle dans la matrice,

ona:

Zy = flo + feof + fMoyf | 1117

A partir de (III-4), on peut écrire :

I _ 4l
£j = Ay Bu
-8
&5 = Ajjuy Eu
Par ailleurs, la loi de Hooke permet d'écrire :

I _ ol gl
G‘J = Cijkl gkl -9
ofj = Cgk, £5 I1-10
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et compte tenu de (III-8), on a :

6} = Cis Aktmn Emn

aI-11
Gz'cj = ykl Alimn Emn
De méme dans la matrice, on a :
qul &y nI-12
D'apres (1II-6) :
elf = 7vr{ a8 = I K50 B .13
et
o} = %ﬁc}}}d(lm —flat - foAc )E,., IMI-14

des relations (I1I-7), (III-11) et (III-14), nous déduisons pour 2

M |
Z ( ijmn + f ( ijkl Cijkl ) Aklmn +f c(Ci(_;'kl l_]kl ) Aklmn)Emn 0I-15

relation qui permet d'obtenir les constantes €lastiques C®T sous 1a forme :

I
ukh, Con + 1 (G Cot) Abtmn + 1 (Cg = Clia) A, TI-16
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On obtient ainsi 2 partir d'opérations de moyenne classiques, basées sur le fait
que les déformations et les contraintes macroscopiques sont les moyennes des
champs locaux correspondants, une forme générale du comportement effectif
dans le cas de milieux & trois phases. Cette relation fait intervenir les
caractéristiques mécaniques des divers constituants composant le matériau
hétérogene ainsi que leur fraction volumique. Cette forme est fonction aussi
des tenseurs de localisation A! et A® des déformations moyennes dans les
inclusions et les enrobages dont la détermination s'effectue & partir d'une

approche autocohérente.

3. Approche autocohérente.

L'Approche autocohérente (ou méthode self-consistente) consiste a
calculer les coefficients élastiques équivalents d'un matériau composite
contenant des inclusions enrobées de forme ellipsoidale noyées dans une
matrice en considérant l'interaction entre une hétérogénéité qui est l'inclusion
enrobée et le milieu équivalent au milieu hétérogéne initial. Ce milieu

homogene a les propriétés élastiques équivalentes C eff

Matériau composite 2 Matériau homogene équivalent
renforts enrobés contenant une inclusion enrobée

Fig. III-1 : Schématisation du modéle self-consistent.
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On voit alors que la détermination des tenseurs de localisation Al et A, par
I'approche autocohérente, se raméne a utiliser les résultats du probléme de
linclusion enrobée hétérogene, traité au chapitre II, dans lequel il suffit de
remplacer dans les équations C°® par C*™ qui représente, dans ce cas, le
milieu homogene équivalent. Par conséquent, les équations (II-54) et (II-55)

deviennent :

=E.— U,d(ceff )JAC]

l ij Imn€ mn
Yol (Ceff ) ACS C°)ACE
V ljkl( ) kimn mnpq( ) pqrs rs
__V;{ ljkl( )- ykl( )} lmngmn -17

ff I
+(Iijmn l(Ce )A klmn)( mnpq(cc) mnpq(Cc)) Ci]rsers
€ ='e}j+{ Uk,(CC)——( T2, (C°)- I;}H(CC))} clk el 1MI-18

ot AC'=C"—C* et AC®=C°-C*™"
et dont la résolution permet de déduire les tenseurs de localisation Al et A€
par :

Ab s ={ L + T2, (CT)AC,

t]rs ypq pqu

+(Iijmn (Ceff)A klmn)( mnpq(cc) mnpq(cc)) CIIJqus I-19

+ij1( i (€A ""’Pq(cc)+( Tipg(C7) = ]:}Pq(ceﬁ))) ACpqrs
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Alipg = {umn (ukl(cc) ?( Tia(C°)~ ukz(Cc)))ACk,m,,}A,Im,pq I1-20

Les formules (III-19) et (III-20) donnent les tenseurs de localisation
moyens dans l'inclusion et I'enrobage dans le cas général de matériaux
anisotropes et de renforts ellipsoidaux. Ces renforts sont représentés par
l'intermédiaire de deux inclusions ellipsoidales concentriques et non
homothétiques définissant les inclusions et leur enrobage. Cette représentation
est I'une des plus générales. En effet, si on désigne par a, b et ¢ les parametres
de forme de Iinclusion ellipsoidale et par Aa, Ab et Ac les épaisseurs de

l'enrobage correspondantes, on peut traiter les cas :

- d'une géométrie homothétique par l'intermédiaire du probléme
d'inclusions enrobées sphériques ot @ =b =c et Aa = Ab = Ac. Ainsi on
décrit l'inclusion enrobée sphérique par deux paramétres géométriques ; a le

rayon de l'inclusion et Aa 'épaisseur de I'enrobage avec A:.«L

- de fibres longues enrobées ot a =b {{¢, Aa = Ab et Ac=0, c'est le
cas d'une géométrie non homothétique ol la fibre longue enrobée est décrite
par trois paramétres géométriques ; a et ¢ les paramétres de forme de la fibre

et Aa 1'épaisseur de 'enrobage.

Dans chaque cas, on teste la validité du modele en le comparant a des
résultats expérimentaux aussi bien qu’aux résultats obtenus a partir d'autres
approches. Auparavant, il parait cependant intéressant de présenter des
solutions analytiques dans le cas de milieux isotropes et d'inclusions enrobées

sphériques.
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4. Cas d'un composite isotrope a inclusions

enrobées sphériques : solution analytique.

Dans ce cas, les propriétés élastiques des constituants se réduisent aux

constantes rassemblées dans le tableau ITI-1.

Matrice Inclusion Enrobage

Coefficients de " aM .M 1 1 16 ¢
Lamé A%, A1 H

Tableau I11-1. : Propriétés élastiques des constituants isotropes

du composite.

Le matériau composite contient des inclusions enrobées caractérisées par les

constantes isotropes C et C® telles que :

Coy = A° 8 8y +2 1 Iy M1-22

Les constantes de la matrice supposée isotrope s'écrivent également de la méme

maniére ;

Chy =AM 8, Sy +2 uM m1-23

ou I est le tenseur unité de 4€ ordre.
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Nous nous proposons de chercher les solutions ceff (et ey du milieu

homogene équivalent telles que :

ff _ qeff ff |
Ceff = 41T 8, 8, +2 et Iy 1124

Pour cela, nous cherchons une forme analytique des tenseurs de localisation
des déformations Al et A€ déduits, dans le cas homothétique, du systéme

d'équations suivant :

I _ ff
8ij - Eij zjkl(ce )ACklmn mn
f Ceff ACS C* ACIC
f l]kl( JACK mn mnpq( ) pqrsgrs II1-25
_def7t (co)-Th (o) AC
ji ijkl ykl lmn mn
& =Ly + Thy(C)ACK 1, L I11-26

Avec I'hypothése de la couche mince, on a :

v,
fo_ Yo _q4a 1127

h V1 a
La forme analytique des tenseurs de localisation Al et AC est déduite de celle

obtenue au chapitre II, ot il suffit de remplacer C° par C*f, on obtient ainsi:

I _ a1 1 I :
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C
Ay =N (u +B (u —u )) "

uc
I11-29
L1 (et k) (o4 B0 =)
§ [M ( k© —-N ue 61’j 5kl
ou
I keff
M L et Aa ek (1ot )~k (1-a)] 11 e
K + ot (kt -k )+ 3 e (k> —k%)
| ‘ueff
N = A c eff 1— eff eff 1— c
ety ot (1 peff) 43 a{ﬂ (1= ) - B uc(1-p }(ul i)
uc
On obtient ainsi les deux termes classiques
keff ‘ueff
keff + aeff(kl _keff) ueff +ﬁeff(‘ul _”eff)

obtenus dans le cas d'un matériau composite a deux phases.

On voit clairement que l'effet de 1'enrobage apparait a travers les termes

3

cpeff 11 _ ~eff y _ Heffrcr1 — AC
ziza{ak (1-a ;cca k(1 a)}(kl_kc)

c,eff ;1 _ peff y__ peff,,cr1_ARC
3?{” (1-P Lc” pe(l ﬁ)}(ul_uc)
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qui dépendent de 1'épaisseur de I'enrobage et de ses propriétés élastiques.

4.1- Expression de 1°T et pet,

Pour pouvoir décrire le tenseur Cef il suffit de déterminer AT et
1 A partir de (III-16), (IM-21), (I1-22) et (1-23), C*T prend la forme

suivante :

c;j.f,ﬁn = {AM-+.fI[(AI_—/lM)MI +%(MI—NI)(A1I —uM)]
+ f°|:(l° — M) M1p° +%(MI¢° ~ Nly®)(u - puM )]}b‘,.jamn I11-30
+2[uM + fhut = uM)N+ fo(u 'uM)NIWC]Iijmn

et d'apres (III-24), nous déduisons pour AT e poff .

A'eff/= AM +f1|:(2.1—lM)MI+%(MI—NI)([11—,U.M)]

I11-31
7o 00 = plge + S04 — NIy (1S -uM)]

peff = My (Lot yMONL 4+ o (e — uM)Ny* I1-32

ckrat (oK) e _pOHB(H — i)
kC. uc

¢
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Les relations (III-31) et (II-32) sont des équations de second degré en
At et . Leur résolution permet de connaitre le comportement effectif

global du composite 2 trois phases pour des fractions volumiques données des

inclusions et de I'enrobage.
On peut également écrire (II-31) et (I1I-32) en fonction uniquement de la
fraction volumique des inclusions et I'épaisseur Aa de l'enrobage.

En effet, 4 partir de la relation (ITI-27) on en déduit que :

fC=3 éag o 111-33

ce qui permet d'écrire (III-31) et (II1-32) sous la forme suivante :

)‘eff =AM+fI{|:(lI_AM)MI+%(MI_NI)(uI_uM):|
’ 1I1-34
+348] (1o - M )hlge + S(M19° ~ Ny (4 ]|

et = M il =N+ 352 0 —pNyel s

Les résultats analytiques ainsi obtenus seront comparés par la suite aux
résultats numériques obtenus par la méthode décrite dans le paragraphe

suivant.
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5. Méthode numérique (cas général).

Contrairement a la méthode analytique exposée précédemment, celle ci est

valable dans le cas le plus général du composite :

- forme des inclusions enrobées ellipsoidale avec une géométrie non

homothétique.
- comportement local anisotrope.

Les coefﬁc;jents élastiques effectifs du composite sont déterminés a partir
de 1'équation (III-16) qu'on écrira d'une maniere détaillée en considérant les
expressions (II-19) et (I1I-20) des tenseurs de localisation A! et A ét en
utilisant le fait que dans le cas d'une inclusion enrobée ellipsoidale les fractions
volumiques des inclusions et de 1'enrobage sont reliées par :

Aa Ab Ac I
fo = (a ", )f 36

On obtient ainsi :

b ¢
[I+(TI(C°)+(A“ Abb ACC)_I(TZ(CC)—TI(CC)))ACIC:”

{1+ T2(Cetf ) AC! +(1+ Tl(ceff)Ac°)(:r2(c°)— TI(CC)) ACE 11-37

ceff = cM +fI{ACIM +(‘;" +4b, AC)ACCM

+( Aaa + Abb + Acc )(TI(Ceff)ACCTI(CC) + (TI(CC) - TI(Ceff))) ACk }"1

oll ACM=cl_cM ACM = cc - cM

65



Chapitre I11: Approche Autocohérente et Applications aux Composites.

On pourra remarquer que la relation (III-37) est une équation implicite en
ceft puisque ce tenseur figure dans les deux membres de 1'égalité. Pour
résoudre cette équation, on utilise la méthode d'itération qui consiste, en
général, a partir d'une solution approchée pour aboutir ensuite a la solution
réelle. Dans un premier pas de calcul on peut injecter dans l'expression de Al
et AS, pour obtenir C®f, des constantes élastiques initiales, par exemple, 2

partir de la loi des mélanges obtenue par Voigt (AI =A®=1I):

Ceff — M 4 fI{ACIM +(‘;“ ‘}?” ACC)Ach} 1138

Quand les solutions obtenues n'avoisinent pas les constantes élastiques injectées,
on calcule de nouveau les constantes C® en introduisant les solutions obtenues
dans l'expression de ceft. On répete le méme processus jusqu'a convergence.

On peut adapter le critére de convergence suivant :

(Cef )2 (Ceff )2

(Ceff )2 <e I11-39

ol n est le nombre de pas dans le processus itératif et e un nombre petit

devant 1.

Les données nécessaires 2 la résolution numérique se présentent de la maniére

suivante :
Parameétres Les demi-axes de Les épaisseurs de
géométriques l'inclusion ellipsoidale| 1'enrobage
@b c Aa, Ab, Ac
Propriét€s [Tenseurs d'ordre 4 des constantes élastiques
mécaniques I M
k c' ct c
Parametre
de précision e
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Approximation de _Voigt
calcul de CE
a partir de ITI-38

iter=0

Calcul des tenseurs
TGl ) et T (Cler

Calcul des tenseurs de localisation
Al et A°

iter=iter+1 |

Calculde CEL,; 3 partir
de T-37

Test de convergence
F(iter,iter —1)<e

Non

Algorithme 1: Détermination des propriétés effectives

du composite d trois phases.
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5.1 - Confrontation des deux méthodes (cas d'un matériau

isotrope a renforts enrobés sphériques).

Le calcul numérique est effectué pour le composite a trois phases dont les

propriétés mécaniques des constituants sont données par :
uM =15 GPa vWM=0.2
u¢ =15 GPa ve=02

u! =150 GPa vi=0.2

et pour un rapport —Ac—f—l =10%.

Les figures (III-2) et (III-3) représentent les variations des modules
effectifs en fonction de la fraction volumique des inclusions sphériques. Sont
reportés sur les figures les résultats obtenus par la méthode analytique
(formules (ITI-34) et (IMI-35)) et les résultats numériques obtenus par la

méthode d'itération.

On remarque que dans tous les cas, les courbes correspondant aux
résultats numérique sont confondues avec celles obtenues a partir des calculs
analytiques. Les calculs numériques sont ainsi vérifiés dans le cas des
composites isotropes a renforts enrobés sphériques par la méthode analytique

développée.
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Résultats numériques
O Résultats analytiqu

30—

20

0702 04 06 08
Fraction volumique des inclusions

Fig. 111-2 : Evolution du coefficient de Lame A en fonction de la
fraction volumique des inclusions.

Résultats numériques
O Résultats analytiques

50— ——

40+ -
30
ueff I
20t

10t

00— 02 04 06 08
Fraction volumique des inclusions

Fig. II-3 : Evolution du coefficient de Lame |. en fonction de la
fraction volumique des inclusions.
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Afin de vérifier la pertinence des approximations effectuées dans ce
travail, le modele proposé est utilisé pour déterminer le comportement effectif
global des matériaux composites réels a trois phases. Les résultats obtenus sont
comparés avec des mesures expérimentales et des résultats déduits a partir
d'autres approches (théoriques ou numériques).

On traite deux types de matériaux composites :

- les mousses syntactiques et les composites a base d'une matrice d'époxy
et de billes de verre enrobées par une couche d'élastomere. Ces
matériaux contiennent des inclusions enrobées sphériques et présentent un

comportement isotrope.

- Les composites 2 fibres longues enrobées qui présentent une anisotropie

dans le comportement global.

6. Application aux mousses syntactiques

Pour réaliser des matériaux poreux insubmersibles et ayant une trés haute
résistance aux pressions hydrostatiques, on utilise des microbilles creuses de
verre pour le renforcement du composite. Les microbilles creuses ont des
diameétres faibles et contiennent un gaz inerte. Elles sont obtenues par passage
de poudre de verre dans une zone chaude. Les gaz contenus dans le verre
s'expandent et les microbilles molles gonflent en contenant leur gaz. Un
refroidissement fige alors le verre de la paroi sous pression de gaz inerte. Ces
micro-ballons sont trés légers et ont une résistance mécanique élevée. Ils

peuvent &tre combinés avec différentes résines (époxydes, polyester, etc.).
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On désigne sous le nom de mousses syntactiques des matériaux composites
constitués de charges creuses entiérement noyées dans une résine. Ces
inclusions sont généralement formées de microballons de verre, dont le
diamétre varie entre 5 et 200 micrometres, avec une épaisseur variant de 1 a
3% de leur diametre. Ceci confére a ces matériaux une faible masse volumique
(de 0.5 4 0.3 g/cm3 ) qui favorise leur utilisation dans les domaines varié€s,

notamment dans la construction de structures sous-marines.

Ces matériaux, utilisés essentiellement pour alléger des véhicules ou des
conduits destinés a travailler pendant des séjours prolongés en immersion, a
des profondeurs pouvant atteindre 6000 m, sous une pression hydrostatique de

600 Bars, courent des risques d'endommagement dus a plusieurs facteurs :

- écrasement des microbilles entrainant une forte variation de la densité du
matériau,

- rupture par traction ou cisaillement des microbilles engendrant des
cassures a 1'échelle macroscopique,

- pénétration de I'eau a travers la matrice entrainant un gain de poids du

matériau.

On comprend donc 1'intérét que portent les fabricants de ces matériaux
aux études qui peuvent apporter une meilleure compréhension de leur
comportement et, par voie de conséquence, une amélioration de leurs

performances.

La compréhension du comportement des mousses syntactiques a suscité
l'intérét de plusieurs chercheurs. Citons en premier lieu Deruntz et Hoffman

[1] qui proposent une étude macroscopique basée sur une série d'essais
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mécaniques au cours desquels ils observent toujours un comportement élastique
linéaire suivie d'une modification brutale du comportement. Ils expliquent ce
changement de comportement par I'apparition de ruptures de microbilles et de
décohésion verre-résine. Plus récemment, des modeles micromécaniques basés
sur la technique d'homogénéisation des milieux a trois phases et, dont la
résolution s'effectue par la méthode des éléments finis, ont ét€ proposés afin de

prédire le comportement de ces matériaux [2, 3].

On se propose dans ce paragraphe de déduire a partir du modele proposé
le comportemeﬂt effectif des mousses syntactiques en fonction de la fraction
volumique des billes de verre creuses et 'épaisseur de la couche du verre. Les
résultats obtenus sont comparés, d'une part, aux résultats théoriques et
expérimentaux de Huang et Gibson [4], et d'autre part, aux résultats obtenus
par une technique d'homogénéisation des milieux périodiques proposée par

Ben Hamida et Léné [5].

Dans le composite nous sommes en présence de trois phases : de la résine
qui constitue la matrice, des microbilles composées de verre qui constitue dans

ce cas l'enrobage et du gaz inerte qui décrit les inclusions.

La résine et le verre ont un comportement élastique linéaire. Ils sont
supposés homogenes et isotropes. Le gaz inerte étant un fluide, on prendra
dans les équations les coefficients C! nuls (on neglige la compressibilité du gaz

inerte contenu dans les billes creuses).

Le comportement du matériau composite est fonction de la fraction

volumique des microbilles dans la résine, les caractéristiques mécaniques des
constituants et du rapport Aa/a (Aa étant 'épaisseur de la couche du verre et

a le rayon intérieur des microbilles).
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Fig. I11-4 : Micrographie des billes de verre creuses utilisées

dans les composites (a) intactes, (b) endammdgées [4].
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6.1 - GComparaison avec les résultats théoriques et

expérimentaux de Huang et Gibson.

Dans un travail récent, Huang et Gibson ont proposé un modéle
micromécanique basé sur la solution du probléme d'une inclusion sphérique
creuse située dans une matrice infinie isotrope obtenue par Lur'e [6]. Les
interactions entre inclusions ont été négligées et leurs résultats ne sont valables
que dans le cas de milieux dilués.

Effectivement, dans le cas d'une matrice en résine époxy contenant des
billes de verre éreuses; les résultats de leur modéle ne s'accordent avec leurs
mesures expérimentales du module de Young que pour des fractions
volumiques d'inclusions enrobées ne dépassant pas 0.1 (Fig. 11-5). En
reprenant les propriétés et paramétres définissant le matériau (rappelés dans le
Tab. III-ﬂ donnés par Huang et Gibson, nous avons calculé le module de
Young équivalent a partir du modele proposé dans ce travail. La figure (III-5)
représente simultanément les résultats des mesures de Huang et Gibson, leurs
calculs théoriques ainsi que les valeurs obtenues a partir du modele proposé
dans ce travail.

On observe que le modele proposé fournit des résultats en bon accord

avec les mesures expérimentales, y compris dans le cas de milieux non dilués.

Verre Polyester Adl a
U(GPa) 28.5 1.75 0.017
v 0.23 0.4

Tableau I11-2 : Paramétres mécaniques du matériau étudié
par Huang et Gibson.
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Module de Young(gPa)
w

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Fraction volumique des billes
de verre creuses

Modele de Huang et Gibson.

+++ Mesures expérimentales de Huang et Gibson.
---- Modéle proposé dans ce travail.

Fig. 111-5 : Module de Young en fonction de la fraction
volumique des billes de verre creuses.
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6.2 - Comparaison avec une méthode par éléments finis.

Le comportement macroscopique des mousses syntactiques a été étudié
par Ben Hamida et Léné [5] en utilisant une approche micromécanique basée
sur les techniques classiques d'homogénéisation des milieux périodiques. Cette
technique est basée sur des développements asymptotiques a double échelle et 1a
résolution du probléme sur la cellule de base s'effectue par la méthode des

éléments finis.

Sur 1a figure (III-6) nous avons reporté les résultats concernant le module
de Young homogénéisé par la méthode des éléments finis et ceux obtenus par
le modele proposé dans ce travail. On constate que les deux méthodes

fournissent des résultats en bon accord.

On pourra remarquer que, dans tous les cas, la fraction volumique des
billes de verre creuses n'intervient pas dans le changement de rigidité du

composite (passage d'un milieu moins rigide que la matrice & un milieu plus

rigide et vice versa). Ce changement n'est fonction que du rapport Aa/a.

Notons également que la méthode par éléments finis rencontre, dans ce
type d'applications, des difficultés liées d'une part au fait que les problemes a
résoudre sont tridimensionnels, d'autre part au fait que 1'épaisseur du verre est
trés faible par rapport a la taille de la cellule et impose par conséquent un
maillage assez fin du domaine. Ainsi, le calcul par éléments finis demande un
logiciel performant et un temps de calcul considérable. Par contre la méthode
exposée dans ce travail est directe et facile 2 mettre en oeuvre. Les résultats
peuvent étre déduits directement a partir des solutions analytiques qui

demandent uniquement une résolution d'une équation de second ordre.
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—O— Modéle proposé
— — - Méthode par éléments finis

P IR
0.6 0.8 1

[} 1 I 1 1 1 | 1
0 0.2 0.4
Fraction volumique des billes creuses

Fig. I11-6 : Variation du module de Young homogénéisé en
fonction de la fraction volumique des billes de verre creuses

pour différentes valeurs du rapport Aaja.
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7. Mécanismes de renforcement des réseaux polyépoxy.
7.1 - Renforcement par une phase d'élastomere.

Les réseaux polyépoxy constituent un champ important d'investigation
dans le domaine des matrices pour matériaux composites, compte tenu de leurs
propriétés thermiques et mécaniques. Cependant, leur mauvaise résistance au
choc et a la propagation des fissures limite leurs applications. Pour pallier ce
probléme, différentes voies de renforcement de ces résaux ont été explorées.
La méthode la’' plus répandue consiste en l'introduction d'un élastomere
(inclusion a bas module). Ainsi, différents travaux ont été menés afin d'étudier
les performances du composite (matrice d'époxy contenant des particules

d'élastomere) [7-9].

Ces travaux ont montré, d'une part, que la contrainte au seuil
d'écoulement du matériau renforcé diminue lorsque la fraction volumique de
la phase d'élastomere dispersée augmente, ainsi les microparticules
d'élastomere favorisent l'aptitude a la déformation plastique.

D'autre part, ces mémes travaux ont montré que I'augmentation de la fraction
volumique de la phase d'élastomere dispersée améliore la résistance a la
fissuration. Ceci a été mis en évidence par le fait que le facteur d'intensité de
contrainte critique et le taux de restitution d'énergie élastique sont fortement

améliorés.

La démarche, ainsi que ces phénomenes, sont maintenant bien cernés. le
seul probléme qui demeure est la chute du module de rigidité provoquée par
I'incorporation des particules d'élastomeres (inclusions a bas module). L'idéal
serait bien entendu un matériau qui posséde a la fois de bonnes propriétés

mécaniques et une bonne ténacité.
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Chapitre 111 : Approche Autocohérente et Applications aux Composites.

7.2 - Renforcement par des billes de verre.

La voie qui est couramment utilisée pour augmenter la rigidité des
réseaux polyépoxy est l'introduction de renforts dont le module est supérieur a
celui de la matrice et plus particulierement les billes de verre. La littérature
montre que les propriétés des composites élaborés dépendent de nombreux
paramétres tels que la nature et la fraction volumique des renforts et bien
entendu la nature de la matrice. Le probléme qui se pose dans ce genre de
renforcement est 'adhésion charge-matrice. En effet, dans la majorité des cas,
la rupture des :composites s'amorce a l'interface charge-matrice car les
contraintes locales y sont plus importantes que la contrainte appliquée a la
matrice. | . '

Différentes voies ont été recherchées afin d'améliorer la ténacité de ces
composites. La méthode la plus souvent employée est I'amélioration de
l'adhésion charge-matrice en utilisant des agents de couplage. Cependant, il a
été montré que l'utilisation de ceux-ci ne peut pas homogénéiser la répartition
des contraintes locales présentes autour des charges, qui deviennent plus aigués
lorsqu'une contrainte extérieure est appliquée au composite.

On voit alors qu'a partir de ces deux mécanismes de renforcement on a
un gain d'une propriété au détriment de l'autre. En effet, I'introduction des
particules d'élastomére permet d'obtenir un composite qui a une bonne
résistance a l'impact et la fissuration mais avec un faible module de rigidité,
par contre, l'utilisation des billes de verre permet un gain de rigidité mais une
perte de ténacité. C'est dans cette optique que 'on introduit dans la matrice

deux types d'inclusions :

- Une inclusion & haut module pour accroitre la rigidité.

- Une inclusion 2 bas module pour améliorer la ténacité.
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[y BILLES DE VERRE - PHASE ELASTOMERE
(INCLUSIONS RIGIDES) | INCLUSION MOLLE
GAIN DE RIGIDITE GAIN DE TENACITE
MAIS MAIS
PERTE DE TENACITE PERTE DE RIGIDITE

ASSOCIER LES DEUX MECANISMES

BILLES DE
VERRE

ENROBAGE —
D'ELASTOMERE

Fig. IlI-7 : Mécanismes de renforcement des matvrices époxy.
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Chapitre I1I: Approche Autocohérente et Applications aux Composites.

7.3 - Association des deux modes de renforcement.

On a vu que l'utilisation de chaque mode de renforcement des réseaux
polyépoxy conduit & un gain d'une propriété au désavantage de l'autre. L'idée
est de trouver un compromis entre la rigidité du composite et sa résistance a
l'impact et a la fissuration et ceci en associant les deux mécanismes de

renforcement.

Dans ce but, Amdouni et al. [10] ont montré que I'enrobage des particules
de verre par une coucHe mince d'élastomére permet d'obtenir un composite
plus résistant a I'impact et a la fissuration sans perte des propriétés €lastiques.
Ceci a été mis en évidence expérimentalement par le fait que le facteur
d'intensité de contrainte critique et le taux de restitution d'énergie €lastique

sont fortement améliorés par l'introduction de I'enrobage d'élastomere.

Comme application, on compare nos résultats a ceux obtenus
expérimentalement par Amdouni et al. pour le module de Young de ces

composites. Les matériaux de base retenus pour cette comparaison sont les

suivants :
- Matrice d'époxy EM =2.9 GPa vWM=0.4
- Particules de verre E' =73 GPa vi=0.2
- Enrobage d'élastomére E® =10 MPa V¢ =0.499

Tous ces matériaux sont supposés isotropes et parfaitement élastiques.
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La figure III-8 montre I'évolution du module de Young en fonction de la
fraction volumique des particules de verre pour différentes épaisseurs
d'élastomeére. On observe que le modele fournit des résultats en bon accord

avec les mesures expérimentales de Amdouni et al.

¢  Résultats Exp. (AAimdouni et al.)
- Modéle proposé

12 71 } I ) ) } ) 1 T } T T T
8__ e
—
s |  lela=0%
5,0 I e
’——’&;’
Lol 7
O 1 1 [l } 1 [} 1 lrll [l } 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4

Fraction volumique des particules de verre

Flg. II1-8 : Module de Young en fonction de la fraction

volumique des particules de verre.
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8. Cas des fibres longues enrobées.

Dans un travail récent, Jasiuk et Kouider [11] ont étudié l'effet d'une
interphase hétérogéne sur le comportement effectif global des composites
renforcés par des fibres unidirectionnelles. Les fibres sont supposées de forme
cylindrique 2 base circulaire. Chaque fibre est enrobée par une interphase dont
les propriétés élastiques varient entre celles de la matrice et celles de la fibre
avec deux types de variations : linéaire et en puissance. En utilisant a la fois le
modele d'Hashin et Rosen [12] et celui de Christensen et Lo [13], ils ont évalué
les constantes élastiques effectives du composite a trois phases et illustré leur
résultats analytiques. par deux cas : carbone/époxy et verre/€poxy

(fibre/matrice).

Le modele d’'Hashin et Rosen est basé sur la méthode des assemblages des
cylindres composites. Celle-ci a €té introduite pour décrire le comportement
effectif des composites unidirectionnels qui présentent une anisotropie dans le
comportement global. Comme son nom lindique, cette méthode suppose que le
composite est représenté par une collection de cylindres composites qui
remplissent entierement I'espace du volume représentatif (Fig. III-9). Ainsi, le
probléme consiste a déduire le comportement effectif du composite a partir
uniquement des modules équivalents du cylindre composite. Par conséquent,

les résultats ne sont valables que dans le cas des milieux dilués.

Afin de généraliser cette méthode au cas des milieux non dilués,
Christensen et Lo ont introduit l'approximation autocohérente pour tenir
compte des interactions entre cylindres composites. Pour cela, ils résolvent le
probléme d'un cylindre composite en interaction avec le mileu homogene

équivalent qui a les propriétés effectives du composite.
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Fig. 111 -9 Modéle des cylindres composites.

En reprenant les propriétés et parametres définissant les matériaux
(carbone/époxy et verre/époxy) étudiés par Jasiuk et Kouider, nous avons
calculé les modules effectifs de ces composites a partir de I'équations (III-27) -
et en utilisant I'algorithme 1 du calcul numérique. Les fibres de carbone ont un

comportement isotrope transverse décrit par cinq paramétres indépendants :

E}“ =214 GPa, E% =14 GPa (modules de Young axial et transverse)
vk =0.25, V.Ir = (.2 (rapports de Poisson axial et transverse)

G}\ = 8 GPa (module de cisaillement axial).
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La matrice d'époxy et les fibres de verre ont un comportement isotrope dont

les propriétés élastiques sont données respectivement par :

EM =3.5GPa, vM =0.35 et E! =69 GPa, v! =0.2.

Dans chaque cas, I’interphase est supposée avoir un comportement isotrope
avec des constantes élastiques données par :

b
J Prldret v° TV
a 2

1

Eczb—a

ol a et b désignent les rayons de la fibre et de la fibre composite
(fibre+enrobage) respectivement. Les constantes P et O sont évaluées a pértir

des conditions suivantes :
enr=aona: ES=E'etenr=bona: ES = EM,

Les modules de cisaillement effectifs axial et transverse déduits a partir de
notre approche et celle de Jasiuk et Kouider sont représentés en fonction de la
fraction volumique des fibres dans les figures (III-10) et (III-11). Tous les

calculs sont effectués pour un rapport Aaq- =10%. On observe que les deux

modeles fournissent des résultats en bon accord.

Ainsi, cette comparaison nous a permis de valider le modele dans le cas
d'une géométrie non homothétique qui décrit la topologie des fibres longues

enrobées.
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—o— Modéle Geo. (Jasiuk et Kouider)

—— Modéle proposé

0 ; ] | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8

Fraction volumique

Fif III-10 : Module de cisaillement axial en fonction de la
fraction volumique des fibre (verrelépoxy Aaja = 10%).

—o— Modéle proposé
5 Modéle Geo. (Jasiuk et kouider)
4 | -
3 I ]
ff

5

G" - L _
1 .
0 | | I

0 0.2 0.4 0.6 0.8
Fraction volumique

Fif. I11-11 ;: Modlule de cisaillement transverse en fonction de la
fraction volumique des fibre (carbonelépoxy Aaja = 10%).
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8. Conclusion.

En se basant sur les techniques classiques d’homogénéisation des mileux
hétérogenes, le comportement élastique global du composite a trois phases est
déterminé en fonction des propriétés mécaniques des constituants et des

tenseurs de localisation des déformations des renforts enrobés.

Les tenseurs de localisation sont déterminés en utilisant le formalisme de
l'inclusion enrobée (chapitre II), ceci par l'intermédiaire d'une approximation
autocohérente. Les équaﬁons sont développées dans le cas général de matériaux
anisotropes et de renforts enrobés ellipsoidaux avec une géométrie non
homothétique. Elles sont particularisées dans le cas de matériaux isotropes et
d'inclusions enrobées sphériques pour lesquels des solutions analytiques sont

obtenues.

L'application du modele aux cas de matériaux réels a montré un bon
accord avec des résultats expérimentaux, aussi bien qu’avec ceux déduits a
partir d'autres approches. Dans la suite on propose une extension du modele au

cas thermoélastique.
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Chapitre I'V: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.

I[V= EXTENSION DU MODELE PROPOSE
AU CAS THERMOELASTIQUE.

1. Introduction.

Les matériaux composites utilisés comme éléments de structure dans les
domaines de haute technologie (les industries aérospatiales, automobiles...),
sont soumises dans de nombreuses situations a des sollicitations thermiques tres
importantes et les constituants de ces composites ne se dilatent pas de la méme
maniére. Cette différence dans les coefficients de dilatation thermique
engendre des contraintes thermiques qui peuvent conduire & une plastification
ou une rupture totale. Ceci justifie alors la nécessité de détermine.r le
comportement thermoélastique des composites a partir des caractéristiques
thermomécaniques des constituants. Ainsi ont vu le jour plusieurs approches
micromécaniques qui ont cherché a montrer l'effet de chaque variable

(fraction volumique, la morphologie, I'orientation et la nature des composants)

sur le comportement thermomécanique global des composites.

Dans 1'état actuel des travaux, différents modeles ont ét€ mis en oeuvre
afin de montrer l'effet d'une interphase sur la répartition locale des
contraintes. Ces travaux ont montré que l'introduction d'une troisiéme phase a
l'interface fibre-matrice et dont les propriétés sont bien choisies (modules
élastiques, coefficient de dilatation thermique et I'épaisseur) modifie
profondément la distribution des contraintes thermiques dans la fibre et la
matrice [1, 2]. Citons, par exemple, les travaux théoriques de Gardner et al.
[3], qui se sont intéressés particulidrement aux composites a base de fibres de
carbone et une matrice d'époxy, subissant une variation de température en

I'absence d'un chargement mécanique.
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En utilisant un modele micromécanique basé sur la méthode des cellules
introduite par Aboudi [2], ils ont montré que l'enrobage des fibres de carbone
par une phase d'élastomére conduit 2 une nette atténuation des contraintes
thermiques dans chacune des phases et par voix de comséquence une
amélioration de la résistance du composite a la fissuration.

Le but de ce chapitre est de généraliser le probléme de I'inclusion enrobée
élastique au cas thermoélastique. L'étude concerne le cas général d'inclusions
ellipsoidales et de matériaux anisotropes. Elle est basée sur l'utilisation

simultanée de 1'équation intégrale et les opérateurs interfaciaux.
2. Position du probléeme.

On se propose de déduire le comportement thermoélastique global ainsi
que les concentrations des contraintes d'un composite a trois phases subissant
un chargement thermomécanique. La premiére est décrite par des inclusions de

fraction volumique f I et de constantes élastiques CT et de coefficients de

dilatation thermique o, 1a seconde est constituée par l'enrobage de fraction
volumique f€ et de constantes thermoélastiques C¢ et . La troisiéme est
une matrice de propriétés C M ep oM,

Les propriétés locales étant clairement définies, nous cherchons a
identifier la loi de comportement globale reliant les contraintes
macroscopiques X aux déformations correspondantes E et a la variation de

température AT . La recherche de cette loi de comportement est de la forme :

£ f
2 = C;kl( = 4 AT) v-1

qu'on peut également écrire :

ﬂeff AT ol ﬁeff l]kl a;,{f

2:ij i jkl ij
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Cft ot offf désignent les propriétés thermoélastiques effectives du

composite.

Rappelons qu' & partir d'opérations de moyenne, dans le cadre de la
méthode d’homogénéisation classique (cf. § III), le comportement é€lastique

effectif du composite est donné par :

eff _ Irc c
Cl_]mn ljmn +f ( ijkl — l_]kl ) Aklmn +f (G; ijkl — ykl) Aklmn Iv-2

Par ailleurs, les relations établies par Levin [4] peuvent étre étendues au cas de

matériaux a trois phases, on obtient ainsi :
eff _ oM 141 I _ M C AC ¢ _nM
i =By + [ Aju(Buy—Ba )+ fAu (B —Biy) Iv-3

C _ M
ol ﬂ klakl’ i = Gy et /3 zjklakl

Les tenseurs de localisation des déformations A et a sont définis par :

— Al I =

el et £° sont les déformations moyennes dans l'inclusion et I'enrobage.

Connaissant le comportement local, défini par les tenseurs C'et [3*
(*=LcouM), il ne reste qu'a définir les tenseurs de localisation A*a”
(*=Iouc) pour en déduire les modules effectifs. Les contraintes locales

découlent directement de (IV-4).
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3. <Tenseurs de localisation des déformations.

Les tenseurs de localisation mécanique A et thermique @ sont déterminés a
partir de l'équation intégrale dont la résolution s'effectue en utilisant
l'approximation autocohérente. Cette méthode consiste a calculer les
coefficients effectifs du composite en remplagant les interactions entre une
inclusion enrobée et le milieu réel environnant par celles entre une inclusion
enrobée et le milieu homogeéne équivalent qui a les propriétés Ceff ot peft

(Fig. IV-1).

Pour cela, on considére une inclusion de volume Vj, de constantes

thermoélastiques CI et B entourée d'une couche supposée mince de volume

V. et de constantes thermoélastiques C° et B¢, I'ensemble est plongé dans un
milieu infini de propriétés Ceff et Beff. Le milieu subit sur sa frontiere S une

variation de température AT et une contrainte X ou une déformation E.

MATERIAU COMPOSITE MATERIAU HOMOGENE EQUIVALENT
A TROIS PHASES CONTENANT UNE INCLUSION ENROBEE

Fig. IV-1 : Schéma autocohérent pour le comportement

thermoélastique.
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Chapitre 1V: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.

A partir de la loi de comportement locale o(7)=C(F )e(F)—p(F )AT, les
équations d'équilibre et la technique du tenseur de Green on obtient 1'équation

intégrale suivante, portant sur le champ des déformations thermoélastiques

g(r)[5]:

£;(F)=E; j 1) [8Byg (7 JAT = 8Cyyy (P )€y (P )]dr  IV-5

V étant le volume du milieu infini et I'(F—7) le tenseur de Green modifié.

Dans notre cas,on a:

SC;ju (7 )=( Chy—~Celh )M (7)+(Chy—Ci)56'(F) V-6

8By (F)=(B BT )61 (7 )+(BS—B5 )56'(F) V-7

ol les fonctions caractéristiques 81(7) et 561(F) sont définies par :

IsiFreV lsireV
Iiz) = I Iy = c
e(r)_{OsiFeVI %0 (r)"{OSi‘r’ch Iv-8

Dans les développements qui vont suivre, on suppose que l'inclusion composite
(inclusion+enrobage) est de forme ellipsoidale de demi-axes (a; + Ag;). On
traite le cas général d'une géométrie non homothétique (Aa; [a; + Aa /a .).

D'apres (II-10), on a :

A
56'(F)=p Yy, 2 7 Za 5(5,) = 21,,6(51) Iv-9
(04

a a
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Aaa x(zx
avec xa =p —'a—— 5
a aa

Les a; désignent les demi-axes de 'inclusion ellipsoidale et Aa; 1'épaisseur

de l'enrobage suivant 1'axe (i), les X, sont les coordonnées d'un point de la

surface de l'inclusion et &( ;) la distribution de Dirac sur la surface Sy de

l'inclusion. La projection orthogonale p est donnée par :

1
=(x12/a1 +x2/a,2 +x /a,_?)_—z_ IV-10

A partir de (IV-5), (IV-6) et (IV-8) et en utilisant les propri€tés de OL(F) et
6(Sy), 'équation intégrale (IV-4) devient :

&;(F)=E;+ f Lyg(F=7) [(BY = B VAT = (Cliyy ~ it ) (7)] dr

IV-11

+ Y [Ty (F=F) [(BG = BET VAT (G = Gt ) (P )| 145

as+

S{ étant la surface extérieure de linclusion et 7' un point de l'interface

inclusion-enrobage vu de l'extérieur de l'inclusion (du c6té de I'enrobage). Les
composantes €, (FT ) sont celles du champ des déformations termoélastiques
a l'intérieur de 'enrobage en un point trés proche de l'interface.

Puisque I'enrobage est a faible épaisseur, on peut relier ce champ a celui a

I'intérieur de l'inclusion en utilisant les opérateurs interfaciaux.
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En effet, le saut des déformations thermoélastiques a travers l'interface

inclusion-enrobage vérifie la condition de compatibilité suivante :

. _ 1
El-j(r )—Sij(r )_f(}“inj +)Ljni) IV-12

ol 7~ est un point de linterface vu de l'intérieur de l'inclusion et 7 la

—

normale extérieure a l'interface. A est un vecteur quelconque car (IV-12)
décrit 1a discontinuité de € admissible au passage d'une interface.

A partir des équations d'équilibre & I'interface
[O'ij(?+)— O'ij(F‘)} n;=0

et les lois de comportement dans chacune des phases
0,;(7") = Ciygn(F") - B;AT
Ojj (f_) = Cinklskl(F—) —ﬁ,-IjAT

on détermine complétement le vecteur A par :
— -l | == I
A = Kty [(Chgn = i JEmn(T )+ (B ~By)AT| Iv-13

ot K-1 est l'inverse de la matrice de Christoffel K dont les composantes

sont données par :
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Chapitre IV: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.

Ky = Gjunjm IV-14

En substituant )“i par son expression (IV-13) dans la relation (IV-12), on

obtient pour le saut des déformations :

£;(7* )= &;(F) = Py [( Chimn = Climn )€ (F~) + (B = —By)AT| IV-15

En premiére approximation, on remplace dans (IV-15) et (IV-11) le champ

g(r) (r € Vp) par sa valeur moyenne el sur Vi L'expression (IV-15) devient

Syl 1
&;(7") = g;+ By [(Cklmn Climn)Ern + (B~ Bi)AT| Iv-16

et en substituant emn(F+ ) par son expression (IV-16) dans 1'équation

intégrale (IV-11), on obtient :

£;(F)= j I, (7 -7) [ABLAT - ACL, €}, ar
_ I
+ 2 [ Ly (F =7 | ABGAT — ACS oty | 24 IV -17
Q Sii-

= _F I I I
+ Z _"I:jkl(r -7")A klmn mnpq[Aﬁ AT~ AcpcqrsgrsAT] Xo. ds

aSI+

ol Aﬂl;‘_ﬁl_ﬁeff’ Aﬁc=ﬁc_ﬁeff, Aﬂlc=ﬂl—ﬂ°,
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AC =l -, AC®=C°-C®ft et ACIC =CT-C°

I'et £° du champ €(F) sont calculées a

A ce stade, les valeurs moyennes €
partir des équations (IV-16) et (IV-17), ce qui conduit au systtme d'équations

suivant :

% J [ Gy (F-P) [ABYAT - Gy, ,67,, | drar
VV

. I
[ Ty (F =¥ )dr | ABGAT - A, 80, ] 2odS IV -18
Wi

1

1
*W%i{

(Co,7)| ABIS AT - ACK £ L xS

+
ljkl(r —F")dr A pgrsErs

klmn mnpq

+
|.._.
M
R —
._.<"—;

S I
=ity J 14(CO.71) dr [ACK, . €1, — ABlS AT IV-19

En utilisant les mémes techniques de calcul introduites dans le concept de
l'inclusion enrobée élastique (cf. § II), les équations (IV-18) et (IV-19)

deviennent :
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Chapitre [V: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.

ImnEmn ]

I _ ff 1
£ = E; + U,d(ce )[AﬁklAT AC!

pqrs rs

f £ I I
f ykl(ce )A klmn mnpq(cc)[A'BPflAT AC, 8 ]

IV-20

mnmn]

; (T8 (€)= Thy( ) [ABSAT - ACK

(L. +T!

ijmn l_]kl(Ceff)A klmn)( mnpq(Cc) T;npq(cc))[A ICAT ACE ¢ ]

pqrs rs

8(1: = EI +( 1]kl(cc)_§—( ljkl(cc) zjkl(Cc)))( lmn mn _Aﬁlg:AT)
IvV-21

Dans le cas d'une géométrie homothétique ou T2 =TI les équations (IV-20)

et (IV-21) se réduisent aux formes suivantes :

I _ ff I 1
&l = E; + T, (C) [ ABYAT - AC

klmn mn]

f° £ I I
s T (CF ) A T ( C° [Aﬂ AT —AC,,, & rs] IV-22
L Lo (g £t I I
fI (Ejkl(cc) z]kl(cc )) [A CAT ACk?mn mn
& = £} + Thy (C°)(AC €1, — ABEAT) Iv-23
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Chapitre IV: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.

La résolution des équations (IV-20) et (IV-21) permet d'obtenir une forme
générale des tenseurs de localisation thermomécaniques A*, a’ (=louc) dans le
cas général de matériaux anisotropes et d'inclusions enrobées ellipsoidales avec

une géométrie non homothétique :

A1+ T2 (C)ACTH{(1+ TV () ACe (T (C°) - T (C°))

IV-24
+%(T1(Ceff JACeTY(C®)+TY(C®)-TI(CH ))) o
I ' :
=Aju Ay IV-25

A' = {T2(ceff)ABI -((r +’T1(ceff)ACC)(T2(CC)— T'(C?))
_%(Tl(ceff)ACcTI(cc)_F TI(CC)_ TI(Ceff))] Aﬂlc}—l

I

AC = {1 + (TI(CC - % (T2(C° )-TL(Ce ))] ACIe }AI IV-26

C

o = {al +(TI(C° ) —%(TZ(C" )-TY(C® )))(ACIcaI ~ Aﬂlc)} IV-27
Cc
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Chapitre 1V: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.

Rappelons que TI(C*) et T?(C*) sont des tenseurs classiques qui se déduisent
facilement du tenseur d'Eshelby. Le tenseur TY(C*) dépend de la géométrie
de l'inclusion par l'intermédiaire du rapport d'axes q; /a ; (i # j), tandis que le
tenseur T2(C*) dépend de la géométrie de l'inclusion composite par
l'intermédiaire du rapport d'axes (a; + Ag; )/( a; +Aaj )(i # j). Dans le cas

d'une croissance homothétique ot Ag;/a; =Aa i /aj, l'inclusion et 1'inclusion

composite ont le méme rapport d'axes et par suite TH(C*)=T%(C*).
4. Application.

On se propose dans ce paragraphe de déterminer les contraintes
thermiques moyennes dans chacune des phases, dans le cas ol le matériau subit

une variation de température AT en l'absence d'un chargement mécanique
(X =0).

On désigne par ol, 6¢, oM les contraintes thermiques moyennes dans
linclusion, l'enrobage et la matrice respectivement. A partir de la loi de

comportement locale et des relations de localisation (IV-22)-(IV-25), on

obtient :
I ff ff I
o} {Cu,d (AL SE, B +ayy) - }AT IV-28
— ff ff
0% ={ Cuy (A el Bty +351) - e lar IV-29

oil Seff (Ceff )
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Chapitre 1V: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.

et du fait que = = 0, on déduit pour oM :

-1
M _ I c
O =1= (fi+ 1) [fiolj + chzj] IV-30

Comme application, on traite le cas de composites unidirectionnels qui
présentent une anisotropie dans le comportement global. Ainsi les équations
(IV-28), (IV-29) et (IV-30) sont appliquées au calcul des contraintes
thermiques pour les composites tungstene/carbone/nickel et
SiC/carbone/aluminate de titane (fibre/enrobage/matrice). Les résultats obtenus
(tableau IV-2) sjontrcomparés a ceux déduits d'un modele type Mori Tanaka,
basé sur un assemblage de cylindres composites introduit par Benveniste et al.
[1]. De méme, ces résultats sont comparés a deux modeles [2, 3] utilisant la
méthode des cellules introduite par Aboudi [2]. Tous les calculs sont effectués
pour une fraction volumique des fibres f 1-0.4 et Aa/a=1.3%. Les
propriétés thermomécaniques des constituants de chaque matériau sont

regroupées dans le tableau (IV-1).

EA  ET  vA T GA  af ot
Constituants (GPa) (GPa) (GPa) (10-6/0C) (10-6/0C)
fibre de tungsténe 345 345 0278 0278 135 5.0 5.0
enrobage de carbone 34.48 34.48 0.202 0.202 14.34 3.3 33
matrice de nickel 214 214 0311 0.311 81.6 133 13.3
fibre de SiC 431 431 0.253 0.253 172 4.86 4.86
enrobage de carbone 34.48 34.48 0202 0.202 1434 3.3 33
matrice d’aluminate 96.5  96.5 03 0.3 37.1 9.25 9.25
de titane

TableaulV-1: Propriétés mécaniques des constituants.
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Chapitre IV: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.

Contrainte moyenne suivant 1'axe des renforts (MPa)

AT =1°C Fibre Enrobage Matrice
Modele proposé 1.792 0.499 -1.245
Référence [1] 1.721 0.376 -1.175
Référence [2] 1.826 0.412 -1.247
Référence [3] 1.?44 0.401 -1.163

tungsténe/carbone/nickel

Modele proposé 0.537 0.214 -0.374
Référence [1] 0.556 0.147 -0.380
Référence [2] 0.583 0.157 -0.399
Référence [3] 0.564 0.163 -0.376

SiC/carbone/aluminate de titane

TableaulV-2 : Comparaison des contraintes axiales calculées
d partir du modéle proposé avec celles déduites

des réfeérences [1-3].
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Chapitre 1V: Extension du modéle proposé au cas thermoélastique.
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Conclusion générale

CONCLUSION GENERALLE,

Dans de nombreuses situations, une couche mince située a I’interface
inclusion-matrice et dont les propriétés thermomécaniques sont différentes de
celles des inclusion et de la matrice, est présente dans les matériaux
composites. Elle résulte d’opérations d’ensimage ou de réactions chimiques ou
physiques entre 1’inclusion et la matrice conduisant a la formation de nouveaux
composés. La présence de cette interphase interfaciale (ou enrobage) modifie
profondément les mécanismes de transfert de charges entre I'inclusion et la
matrice et affecte a la fois les propriétés effectives du composite ainsi que les

concentrations des contraintes.

En se basant sur I’équation intégrale et les opérateurs interfaciaux, nous
avons mis en oeuvre un modeéle micromécanique qui tient compte de la
présence d’une interphase interfaciale dans les matériaux composites. Le

développement de la méthode passe par deux étapes :

- la détermination des tenseurs de localisation des déformations par la
solution du probléme d’une inclusion enrobée ellipsoidale en interaction avec
un milieu homogéne de référence. Ceci a permis d’une part I’extension du
probléme élémentaire de 1’inclusion d’Eshelby, et d’autre part la généralisation
du schéma a trois phase de Christensen et Lo au cas d’une inclusion ellipsoidale

et de matériaux anisotropes.

- I'utilisation d’une approche autocohérente pour déduire le comportement
élastique effectif d’un composite a renforts enrobée (on a également proposé
une méthode de calcul utilisant le modele de Mori-Tanaka). L’extension du

modele au cas thermoélastique se déduit facilement du cas élastique.
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Conclusion générale

Cette étude a clairement montré l’effet de I’interphase sur le
comportement thermomécanique effectif du composite, ainsi que sur Ila
répartition locale des contraintes. L’application du modele au cas de matériaux
réels, a donné des résultats en bon accord avec des mesures expérimentales et

des résultats obtenus & partir d’autres approches.

L’intérét majeur de ce modele consiste a sa facilité de mise en oeuvre,
puisque les calculs qu’il induit utilisent des solutions classiques d’inclusion.
Signalons également que 1'utilisation simultanée des opérateurs interfaciaux et
le tenseur de Green a mis en clair un certain nombre de propriétés

intéressantes pour d’autres classes de comportement des matériaux.

Il est en particulier acquis que les comportements des matériaux
composites dont I’hétérogénéité se manifeste a diverses échelles, se montrent
trés fortement dépendants des conditions de couplage entre constituants. Gérer
les mécanismes d’endommagement des composites en contrblant le
comportement des zones interfaciales constitue donc une facette essentielle de
1’adaptation de leur propriétés aux utilisations. Ce modele est particulierement
adapté A traiter ce probleéme en introduisant des propriétés mécaniques

évolutives a 'interface.

Un autre type d’extension concerne des développements non linéaires liés a
la déformation plastique du composite. Ces deux exemples de comportement
non linéaire sont bien sir & traiter de fagon incrémentale en utilisant

directement la présente approche.
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Annexes

ANNEXE-A

I I
A.1 - Calcul des dérivées de Hl(xi,ai), aa%(xi,ai) et %g—(xi,ai)
i i

L'équation d'un ellipsoide I dans un repére orthonormé, s’€crit :

+—=-1=0

Skt
U K N|U§< N

X
_.7 +
q
La fonction caractéristique définie sur le volume W par :
1,=,_J1sirey
o (’)‘{0 sifeV

peut s'écrire sous la forme suivante :

2
ol (2L +
q

+

Sk,

x2
-1) ou 6D FH-1)
i G
Posons U; =2
a;

= OYU2+U2+U}-1) ou 64D U?-1)
i

Calculons maintenant les dérivées partielles de o

26! 2 il 2_
—5’0_1-(2,-‘% -1) et axi(zi‘,ui 1)
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I

Calcul de 96
da

i

08!  96'oU;  x; 96!

aal B 8U1 Bal B a,lzg-U—l

201 30 U, _ x, 96"
aaz - aUz 8a2 - 6122 8U2

96" 901 dU; _ x3 90"
8a3 B 8U3 3a3 - a% 8U3

D'une mani¢re générale :

96" __x 96"
Ja; ~ ~ a? U,

|

Calcul de gg

1

26" 96! JU; _ 1 36"
3x1 - 8U1 axl B (4]] aU1

26" _36' U, _ 1 96"
8x2 B 8U2 8x2 - ar (9U2

96" _96' JuU; _ 1 90"
3x3 B 9U3 8x3 B as 3U3
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D'une maniére générale :

00! 106
ax,- - E; 9U, A2
|
En éliminant le terme FiA entre les équations (A-1) et (A-2), on obtient :
i
00  a? 90!
A-l) = ——=-——"1—=—
(A-D U;  x 94
0! 26"
A-2) = =q;
( ) aU, t 3x,-
D’ou:
00" x; 06"
o~ a4 o A
Calcul de la variation 50'(F)
Par définition :
96!
i i
I
En substituant . par son expression (A-3), on obtient :
i
I _ N %4, 99 ]
60 (x;,a;) = ;aiAai ox; A-4
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D'apres les propriétés de 6l (F),onall]:

I
%~ —na(s)

i

ol n; est la composante du vecteur normal unitaire et & ( S;) la distribution

surfacique de Dirac.
Avec cette propriété, (A-4) devient :
I Nk
56'(x,a;) = ~LAa;m; 8(S)) A-5
1 l

Calcul de n;

L'équation de l'ellipsoide s’écrit :

~

R Nl*-‘km
+
o5 MINRN
+
8K MIUJRM
._IL

Par dérivation, on obtient :

xl‘;x1+x2‘§x2+x3‘§x3=0
4 4 %

Ce qui permet d'écrire :
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ol

2

) dx1 _| x,

ou dx dx2 et AT —=
dx, a,

a3

d% étant le vecteur tangent a la surface de l'inclusion, par conséquent, le

vecteur normal unitaire 7 est donné par :

. A A 1
= 5= A =p=
o W T
(x14+x2 +x34)
o & a

En conséquence, 7 aura pour composantes :

&>

b

Sk S R
i)

X.
ou n=-—%p A-6
4

<

Avec (A-6), (A-5) devient :

50 (xi, ;)= . p %—aii 5(St) A7
i l
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A.2 - FJorme approchée du volume V, de la couche

En utilisant les fonctions caractéristiques 62 et 61, le volume Vc peut s'écrire

sous la forme suivante :

v, = [dr=[{6*F)-6'F)}dr
v. v

V étant le volume du milieu infini.

Or, avec 'hypothése de la couche mince, on a :

A

a;

6%(7)—0'(F) = 861(F) = 2 —'2 L §(S;)

2 Aa.

dor  V,=[Xp -!2-a. 5(S,) dr
Vi a

Compte tenu des propriétés de 6(S;), on obtient finalement :
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ANNEXE-IB

RB.1 - Saut des déformations au passage d'une interface [2].
p

Le saut des déformations au passage de l'interface s'écrit :

g2 — ¢l (/ln 'y n) B-1

<
c
Nl

li est calculée en fonction du champ el ou du champ g2 de part et d'autre de

l'interface en prenant respectivement le milieu C! ou C? comme référence.

Elle est déterminée complétement par la condition suivante :

Cz]kl 8kl j Cljkl Ekl J B-2

Cette condition s'obtient a partir de la continuité du vecteur contrainte au
passage de l'interface en utilisant les lois de comportement dans chaque phase.
Si on prend C! comme milieu de référence, 1'équation (B-1) permet

d'éliminer le champ €2 dans l'équation (B-2), on obtient ainsi :

Cig € j = Chu (& +Am)n,; B-3

ou encore

( ijkl ukl ) 8kl j Cl_]kl n l B-4
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En posant :

Ky = C,sz mn;
(B-4) devient :
Kik 2’ ( ijkl — l]kl ) ekl j
Ce qui permet de dédui;e )‘i sous la forme suivante:

l K“ nl(klmn )8

klmn
Avec (B-7), (B-1) devient :

2 1 _ 11 1
€i— & —E(Ki n; ”1+K n nl)(cklmn Coimn) Emn

En posant :
P2 —I(K"ln n +K n, n +K n.n, +K-'n n)
ikl = 4 ! I R TRy B By

(B-8) est équivalente a :

1
Ei—&; = ykl (Cklmn Cklmn) Emn

B-8

B-9

B-10
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En prenant C? comme milieu de référence, on obtient I'expression analogue

suivante :
1 _o2__pl 2 _rl 2

B.2 - Propriétés des opérateurs interfaciaux.

L'opérateur interfacial P a été introduit par Hill pour décrire les
discontinuités des champs au passage d'une interface. Il dépend des constantes
élastiques du milieu de référence choisi et des composantes de la normale
unitaire a l'interface. Des propriétés intéressantes de l'opérateur P peuvent

étre mises en évidence par l'intermédiaire des définitions :
1

1
Bijkl = —2—[(6ik —-nn, )njnl +(6; - ninl)njnk + (5jl - njnl)nink
B-13

des tenseurs interfaciaux orthogonaux A et B (ou 5ij est le symbole de

Kronecker) Ces tenseurs apparaissent dans la décomposition suivante :
ti = Akt ta * Bijig T B-14

ol ¢ est un tenseur quelconque d’ordre 2.

D'autre part, 2 partir des définitions des tenseurs A et B, on obtient les

propriétés suivantes :
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Ay + Byjy = %(sikajl +0y0 ) = Ly B-15

AB=BA=0,AA=A, BB=B B-16
De méme, on peut déduire facilement les relations suivantes :

AP=PA=0, BP=PB=P B-17

(BCB)P = B= P(BCB) B-18

Par ailleurs, le saut des déformations au passage d'une interface est décrit par

les expressions équivalentes suivantes :

1 _2_pl (2 _l 2
&;— € =hiy (Cklmn Cklmn) Emn B.19
g2 —¢gl = p2 (C1 ~C2 )81 )

ij ij = “ijkl \~kimn kimn ) “mn

Cette équivalence est confirmée par I'égalité suivante :
PC?-C\)P2=P'-P? B-20

qu'on peut déduire 2 partir des tenseurs A et B. En effet, en utilisant les

propriétés (B-15), (B-17) et (B-18), on obtient :

Pl(C2-C")P? = PY(A+B)(C2-C')(A+B)P?
= PLBC2BP? — PIBC'BP?
B-21
= P'B- BP?

_pl_p2
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B.3 - Relation entre le tenseur de Green et I'opérateur

interfacial.

On se propose de déterminer une relation entre le tenseur de Green G et
I'opérateur interfacial P, ce qui permet par la suite, de décrire la discontinuité
des champs de déformations et de contraintes & partir seulement de tenseurs
classiques déduits du tenseur S d'Eshelby.

Pour cela, on définit le tenseur T par :

Ty (7) = - j Gy y(F —7 )6 (F )dr B-22
) |

V étant le volume du milieu infini.
F est un point quelconque du milieu infini, de composantes (X1,X7,X3).

@'(7) fonction caractéristique définie sur le volume V; de linclusion

ellipsoidale 1.
Pour évaluer le tenseur T(7) nous utilisons la transformée de Fourier du

tenseur de Green G définie par :

Gyy(k) = [ ™7 Gyy(F)dr B-23
Vv

et sa transformée de Fourier inverse :

Gy(F) = [ 7T G (k) B-24
Y
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D'ou :
Gy ;(7) =2im [ 7Tk, G, (k) dk B-25
Ve
Gy, () =412 jezm’?fkjk,éki(l? )dk B-26
Y

Par conséquent, la transformée de Fourier de Gy, jy(7) est —47z2kjkl(§k,- (k).

De méme, la tl'a{nsforrnée de Fourier de la fonction 6'(7) est donnée par :

b(k) = J’ =27k T QL E ) iy | B-27
Vv

Avec les propriétés de la fonction 6L (7), B-27) devient :

O(k)= Ie‘zmlzi dr B-28
| L4

Puisque Tz.j,d( F) est le produit de convolution de G,a.' ﬂ( r) et de la fonction

6'(7), on peut alors utiliser les propriétés de la transformation de Fourier, et

nous obtenons pour la transformée de Fourier de T'(7) [3] :
Ty (k) =47k kG, (k)O(k) B-29
D'ol inversement :

Ty(F) = |27 472k Gy (K )O(K )k B-30
Ve
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Les intégrales (B-30) sont calculées dans le cas général d'une inclusion
ellipsoidale de demi - axes a, b, c. Pour cela on passe de l'inclusion sphérique

de rayon a par le changement de variables suivant :

~ _ b
k(k ky, s ) = R (ka2 e, §k3 )

B-31
~ s, a_ a
r(X1, X2, x3) — R(xb —b'x2’ ‘Ex3)
Le changement est effectué de telle sorte que k.F=K.R.
Pour ce qui est des éléments de volume nous avons :
2
dr=2Car o a=2Ldk B-32
a b.c
et comme k.7 = K. _., il vient immédiatement de (B-28) que :
7 _b.cs 5
6(k)=76(K) B-33
avec
8(R)= [eUmRRiR B-34
sphére
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La fonction é( K ) est bien connue, elle est donnée en fonction du module

du vecteur K et le rayon de la sphire par :

é(ff): 2;2 sm(27tKa)—ZI;r3Kacos(27tKa) B.35

D'autre part, les composantes G~k,- ( k ) de la transformée de Fourier du tenseur

de Green vérifient le systéme linéaire suivant :

47> CygkkiGm(k) = Gim B-36

avec C" les propriétés élastiques d'un milieu de référence.
En introduisant les cosinus directeurs de kK qu'on notera ¥ j» (B-36) devient :

47[2C;;klx_]x1kzélon(]z) = 6lm B-37
En posant :
CouXiZ = My B-38

(B-37) devient :

M;; (47T2k2(;]on) = 6,'m B-39
ou encore :
(47%k%Gy ) = M} B-40
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On voit alors que les M,:,-l ne dépendent que de la direction de k etil en va de

méme du facteur intervenant dans 1'intégrale (B-30) :

4n2klkjéki (];) = XJZIMIZI B-41
ce qui permet de réaliser séparément l'intégration sur le module de K.

Ty (F) = j AQy M j K2dK X™KuRG( K ) B-42
: 0

ot dQ2 est I'élément d'angle solide et u = cos( K,R).
L'intégrale sur K est complexe. cependant X j lek, est réel et seule la partle

réelle de l'intégrale sur K doit donner une contribution finale non nulle. Nous
laissons donc de coté sa partie imaginaire. Comme 5( K) est une fonction
paire de K, il vient que :
Re j K2dK 2"KuRG( K )
0 +oo B-43
=% J‘szngmkuRg(Ig)

En se reportant a I'expression (B-35) de é( K ), nous voyons que (B-43)

comprend deux termes correspondants aux intégrales suivantes :

2inkur Sin(2nKa) _ |1si luR| 1 )
JdK 7K 0siuR| ) 1 B-44
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j dK ™R o052 tKa ) = [5(u+— )+6(u——= )] B-45

Avec ce résultat, (B-42) devient :

Tya(F) =7 Jdﬂx,xz

W< B-46

W =%

Le premier terme dans (B-46) donne une intégrale sur les orientations de k

telle que |u| = cos(K, R) et une seconde intégrale sur celles telles que [u|= R

. a

@ est I'angle le long des cercles |u|= 't

D'une autre fagon, la premiére intégrale s'effectue sur la surface comprise

entre les cercles u = 2 etu= -2
R R’

En reprenant l'expression (A-1) de iy ( r) et en symétrisant suivant les

indices (i, j) et (k,1) on obtient :

= dy = -1 -1 -1 _1
1 jl (4
1 a 1 1 1 -1
“167R §‘i¢(lszMki Mg + XMy + XMy )
=2
B-47
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Lorsqu¢e R—aona: r=r*.

Par conséquent, |u| = cos(K,R)— 1 c’est a dire IE

_a_fl -1
I
| =
~u| ~
b—l

—

ou encore : 7.7 — 1, ceci est équivalenta } — 7.

et d’apres I’expression (B-38) de M,; :

M —la matrice de Christoffel K.

De méme, §dd§ — 47, et puisque :
2 (= )3da)

(ot d@ est I’élément d’angle solide ellipsoidal).
(B-47) devient :

. -1 -1 -1 -1
I

abc
(@R A+ BT

1 -1 -1 -1 -1
-7 (nmMig +nmMyg + X My” + 2520M;)
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Or :
TL,(CY) =—1—jdw(x.x M o ME + 2 Mt + Mgt ) %
ijkl 16 7 JAU ki 1249 it 4] IART JAKT

abc
(a27(12 + bzx% + c2)5§ )3/2

oy 1 -1 -1 -1 ~1
Bja(1, €)= 5 (njmMyg: +mmMy; + XXMy + X M)

D’ot finalement :

J.rz‘jkl(;:+ — P )dr = Tjy(C") = Py (R, c)
Y
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Autre méthode.

Considérons un milieu infini de constantes €lastiques C* contenant une
inclusion ellipsoidale de constantes élastiques C I et de volume i

A partir des résultats classiques de la littérature , le champ €lastique est donné

par :

£;(7) = Ey— [ Ty(F =) (Climn = Citn) € A B-48
i

ot &l estle champ uniforme 2 I'intérieur de I'inclusion, I" * est le tenseur de
Green modifié calculé par rapport au milieu de référence c'.

Les champs £(7T) et £(F~ ) peuvent étre déduites a partir de (B-48) par :

£;(7*) = E jrk,(r —¥)(CL ~Cp )el dr
B-49
81']'(?_): J kl(”_—r)(cklmn C;:lmn) 8}1de
Y

. —_—— - =— = _ 7l . .
Puisque 7~ € V, Injkl( FT—-r)dr = Y;'jkl( C") est uniforme, on obtient
Vi
I

ainsi :

£;(F) =€} = E; = Tjg(C") (Cmn — Cotmn) Enm B-50
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A partir de (B-49) et (B-50), on obtient pour le saut des déformations :

3,']'(7+)_ 8,'1'(?_) = Y;'JI'kl(C*)_ J‘[;kl(F+ —r')dr (Clglmn —Cltlmn) ErInn
Vi

B-51

D'autre part, €(F") et £(F~) peuvent étre reliées en utilisant les opérateurs

interfaciaux :

— —-— _ * I t 3 I
&;(F7)—&;(F") = Byg(C", 1) (Citn = Cgomn) Emn B-52

Finalement, a partir de (B-51) et (B-52) on obtient :

Pijkl(c*,ﬁ) = T;yl'kl(c*)— J‘E;kl(7+ —7')dr B-53
i
ou
[ L7 =7) dr = Thy(C")~ Byy(C".70) B-54
1
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ANNEXE-C : COMPARAISON AVEC LE
PROBLEME D’INCLUSION
A TFRONTIERE MOBILE.

Le probléme des frontieres mobiles [4] a été introduit pour décrire des
situations dans lesquelles la microstructure du matériau €volue par
l'intermédiaire du mouvemeht des interfaces séparant les constituants, c'est le
cas, par exemple des transformations de phase par diffusion et précipitation,

recristallisation primaire et secondaire, transformation martensitique etc.

Le travail consiste, par une approche micromécanique, d'incorporer le
déplacement des interfaces dans 1'étude des matériaux hétérogenes, et ceci par
une généralisation des problémes d'inclusions en incluant explicitement
l'évolution de la géométrie de l'inclusion par l'intermédiaire du déplacement
de l'interface inclusion-matrice.

La démarche micromécanique mise en oeuvre dans le probléme d'inclusion a
frontiere mobile, fait apparaitre, en plus du tenseur classique T I un tenseur
dd au déplacement de l'interface inclusion-matrice et qui n'est autre que la

dérivée de T par rapport aux demi-axes de l'inclusion ellipsoidale et il est

donné par :
ar _1 (7'~ 1'%
da, a,

sans sommation sur l'indice o.
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Ainsi, si on désigne par (a, )a=1,2 3 les demi-axes de l'inclusion ellipsoidale,

par le mouvement de l'interface inclusion-matrice, I'ellipsoide se transforme
en une autre ellipsoide de demis-axes (a, + 4a ), _; 5 3-

On a : schématiquement :

On voit clairement que le probléme d'inclusion enrobée et celui d'inclusion a
frontiére mobile sont décrits par la méme topologie, d'ou l'idée de comparer
les deux approches.

En effet I'hypothése de la couche mince nous permet d'utiliser des
développements asymptotiques en fonction de I'épaisseur Aa,, et d'exprimer le

terme T2(C*)—TY(C") sous la forme approchée suivante :

T(C*)-TH(C") = T(C",a, + Aay)~TH(C",a,) = ZaTI(C)Aa

En conséquence, l'intégrale de surface (II-37) devient :

TI(C*)A

Z_[P(c*,ﬁ) pdS=V,TY(C")- VZ

ozsI o
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et les équations (II-54) et (II-55) prennent les formes suivantes :

_E (TI(C")+28TI ITAC) pq )ACIOEI

- —‘;&TI (C°)AC®T(C°)ACTe!
I

<

—VC{TI (C¢)-TY(C)}ACT !

F(I+TH(C)AC )2 oA )A LACKE!

g, 1 aT'(C*
=gl b {VTI(CC) DR : )Aaa}ACICsI

Les formules du probléme d'inclusion enrobée ainsi exposées, il apparait
clairement que, comme pour le probléme d'inclusion a frontiere mobile, les
champs de déformations moyens dépendent, pour leur calcul, de la

oT!
connmssance des tenseurs T 1 et a

aa

Notons également que dans le cas d'une géométrie homothétique, qui

prend le nom d'une croissance homothétique dans le contexte d'inclusion a
| WPalv

frontiére mobile, il a été montré que z Ta(C ) Aa, =0, et de ce fait on

retrouve les équations (II-56) et (II-57) qui donnent les champs moyens dans le

cas d'une géométrie homothétique.

129



Annexes

ANNEXE-D : NMODELE DIE
MORI-TANAKA

Rappelons que 1’approximation autocohérente a été introduite pour tenir
compte des interactions entre inclusions et d’évaluer le comportement effectif
dans le cas de milieux non dilués. Ceci est réalisé en remplagant les
interactions entre inclusions par celles d’une inclusion et le milieu homogéne

équivalent.

Dans le méme but, le modele de Mori-Tanaka a été¢ développé. Il consiste
a relier le champ des déformations a I’intérieur de I’inclusion a celui dans la
matrice par la résolution du probléme élémentaire d’une inclusion en
interaction avec un milieu homogene infini qui a les propriétés de la matrice,
et de déduire, par la suite, le comportement effectif du composite a partir des

techniques d’homogénéisation classiques.

On se propose ici d’utiliser le modele de Mori-Tanaka pour déduire le

comportement élastique effectif d’un composite a renforts enrobés.

Appliqué au probleme de I’inclusion enrobée, le modele de Mori-Tanaka
consiste 2 relier les déformations moyennes dans 1’inclusion et I’enrobage aux
déformations dans la matrice a partir du formalisme de 1’inclusion enrobée
(chapitre II) ou il suffit de remplacer la déformation macroscopique E par la

déformation €M dans la matrice et C° par cM,
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+ E =fI€I+fCSC +fM8M

On obtient ainsi les équations suivantes :

el = M l(CM)A

y lmn mn
f CM)A cM TI (CC ACIC
f kl( kimn” mnpq ) pgqrs rs
fo [l M
_E{Tkl(cc) l]kl(c )} C'klmn mn
M I
+(I+ ykl(C )A )( mnpq(cc) mnpq(cc))ACpcqrs rs
_ I I i
Ez?j - gt'j + 7;:ikl(cc ( l]kl(cc) l_]kl(cc ) ) Cklmn mn
fe
ot ACIM =Cl-CMet ACM =C°-CM.
On peut également écrire (D-1) et (D-2) sous les formes suivantes :
I _ AIM
&; = Ajii €k = Afi Ex

D-1

D-2

D-3
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ou

M _ 2 My ACIM
Ajjrs = {I+ J:'J'pq(c )Acpqrs +

+(I

ijmn

F TR (CH)ACEE, )(T2,,,(C°) - T

C c
mnpq mpg (€ )) ACpgrs D-4

I
pars
b

7 Ty (CM)ACE,, T (C°) +( T

C | M Ic
Imn"mnpq inq(C )—’Iszq(C ))) AC

pqrs

M _ I S (2 I I ™
g = {Iijmn + (zjkl( c®)- Tc(ﬂ'jkz( Ct)- T;jkl(cc)))ACk?mn}Amnqu'S

Par ailleurs, les contraintes et les déformations macroscopiques sont les
moyennes des grandeurs locales correspondantes
— laI C~C M M
E;j=fg;i+fei+ g D-6

et
% = floj + feof + Moy D-7

Compte tenu des expressions (D-3), (D-6) devient :

E=[flaM 4 o AM 4 fM[] eM D-8
ou encore .
-1
eM=[fTAM+ feaM o+ MI|E D-9

}—1
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De méme, en introduisant les lois de comportements locales, (D-7) devient :

=[f1CLAM 4 fo CoAM 4+ M CM | M D-10
En substituant €M par (D-9) dans (D-10), en obtient finalement :
-1
= [FICTAM + foCoA™M & PMCM |[ fIAM + fA™M+ M| E - D11

relation qui permet de déduire le comportement effectif du composite sous la

forme suivante :
Ceff [fICIAIM + chcAcM + chM ][fIAIM + fCACM +fM[J D-12

Application : cas de milieux isotropes incompressibles a

renforts sphériques.

On se propose de déterminer le module de cisaillement effectif dans le cas
d’inclusions enrobées sphériques et de matériaux isotropes incompressibles
pour lesquels :

£, =0et vI=v°=vM=-é—

Dans ce cas, on déduit des résultats du chapitre II une forme analytique des

tenseurs A™ et AM qui s'écrit

AIM — 5”

2ul +3uM +18““(u 1)(pl - uc)
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ACM__ 2u1+3‘uc AIM
= ——_—5uc

De (D-12), nous déduisons pour y®T :

I c
[J.eff =,UM "‘fIHl:(/JI _#M)+3liza(2.u5;3,u )(,Llc _luM)j|

ol

M
H= O

M
2pt+3 M2 1 (uM —u1)+§-%(5#7— (12t +3pC)+3(u" - p°))
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