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Jt' l  o t at i  on s e t C orre n t ion s

On a essayé d'uti l iser une notation claire et la plus farni l ière possible à la communauté de

chercheurs en modélisation géonrétriqure. Les notations les plus uti l isées sont énumérées ci-

dessous:

S, T surfaces à traiter de pararnètres respectifs (u,v) et (s,t)

Ns, Nr vecteur unitaire normal à S et T respectivement

C courbe d' intersection de paranrètre r

H application homogène définie cle R+ clans Ri

$h,fh,Çlt représentation hornogène des surfaces S ,T et de la courbe C

Bl"(u) ième polynôme de Bernstein de degré rn

Nl(u) 1ème çon.1ion cle base B-spline constitué cle polynôrnes de degré m

Vf gradient de la fonction réelle f

f, , f" dérivées partielles de la fonction f(u,v)

<A, B> produit scalaire

A^B produit vectoriel

ô(u,v) fonction distance orientée entre deux surfaces

t ] désigne une matrice ou un vecteur

t ]- I matrice inverse

det([. ]) déterminant d'une matrice

[ .  ] t  désigne le transposé d'une rnatrice ou d'un vecteur

l l  l l  nonrre euclidienne



INTRODUCTION

La modélisation géométrique est un aspect fondarnental de la conception et fabrication

assistée par ordinateur (C.F.A.O), son objectif est de représenter des objets volumiques ou

surfaciques. Son développement est motivé par le besoin des industriels d'améliorer les

processus de conception et de fabrication, de rédLrire le temps et le coût de production. Divers

secteurs al lant de I 'aLrtomobile à I 'aéronautique jusqu'au cinéma ne peuvent plus se passer de

cette technologie, qui perrnet la visualisation sur un écran ou I 'exécution de plans, mais aussi

diverses fonctions évoluées tel les que l 'exécution de calcr"r ls relati fs à la dynarnique,

cinématique, mécanique des mil ieux continus, ou la transrnission de données à des outi ls

d'usinage à commande nurnérique.

Les approches utilisées par un système de nrodélisation géornétriqr.re sont de deux classes

différentes, qui cohabitent parfois au sein d'un même systèrne. La première construit un objet

par combinaison booléenne de volurnes sirnples: c'est la représentation par arbre de

condtruction (CSG: Constructive Solid Geornetry). La deLrxiènre construit un objet par

assemblage des faces constituant sa peau, c'est la représentation par lrontières (B-Rep:

Boundary Representation). Ces surfaces peuvent être des surfaces planes, des surfaces de

révolution, des quadriques ou mêrne des surrfaces gauches. Les exigences en créativité et

interactivité de la modélisation des surfaces ont fait que le modèle Nurbs est devenu un

standard.

Pour qu'un objet soit défini de façon précise et complète, il est nécessaire de déterminer les

courbes et surfaces qui le délirnitent. Le calcul cles courbes d'intersection de deux surfaces et la

construction des surfaces de raccordement sorlt donc des opérations f,ondamentales lors de la

construction d'objets volumiques.

Le calcul d'intersection de deux surfhces est une opération délicate lorsque ces surfaces sont

des surfaces gauches, ce qui nécessite la rnise en oeuvre d'algorithrnes complexes. En effet, le

degré d'une courbe d'intersection entre deux surfaces paramétriques est beaucoup plus élevé

que le degré des surfaces. Une courbe d'intersection entre deux carreaux bicubiques peut être

représentée parune équation algébrique de degré 324. En général, i l  est presque inrpossible de

trouver une représentation pararnétrique donc explicite de I ' intersection



Dans cette thèse, on traite le problèrne d'intersection de deux carreaLrx de surfaces. Les courbes

de petites tai l les ainsi que les intersections tangentiel les sont les principales difÏ icultés à

surmonter. Nous proposons de développer les deux principales rnéthodes (subdivision

récursive, suivi), et d'apporter une réponse aux questions suivantes.

- améliorer les deux modules définissarrt la rnéthode de subdivision récursive: arrêt des

subdivisions et séparabil i té de deux surfaces, et troLrver Lrne irnplantation optimisée.

- en partant des récents travaLrx sur la notion de fonction distance entre deux surfaces,

on développera cet ourt i l  pour résoudre les problèmes des courbes d' intersection de petites

tai l les et celui d'analyse locale au voisinage des points d' intersection tangentiel le

- contrôler la densité des points à calculer par courbe pour que ces points constituent

une bonne représentation de la courbe recherchée et trouver r"rn procédé permettant de calculer

un point avec un coût réduit.

Dans le premier chapitre, noLls rappelons les notions de base sur le rnodèle de représentation

Nurbs. Nous faisons égalernent un tour d'horizon des algorit l intes de traitement sur les courbes

et surfaces Nurbs. Dans le deuxièrne chapitre, nous exposons les principales méthodes

disponibles: subdivision récursive. suivi,  substitut ion. Nous développons ensuite séparérnent les

deux premières méthodes dans les chapitres II I  et IV, la troisièrne est similaire à la deuxième.

Finalement, dans le chapitre V, nous discutons les résultats et les détai ls techniques de

I' irnplantation de ces méthodes.



7. COURBES ET SURFACES PARAMETRIQUES



Introduction

1.1. lntroduction

Les courbes et surfaces sont des élérnents fondamentaux de la modélisation

géométriques d'objets complexes. La forme paramétriqr"re est la plus utilisée pour représenter

ces entités géométriques, une courbe est représentée à I'aide d'un pararnètre et une surface à

I'aide de deux. Le rnodèle B-spline rationnel non uniforme ou Nurbs (Non-Uniform-Rational-

B-spline) est un modèle paranrétrique qui offi'e de larges possibilités de création et de

modif ication, i l  est actuellement le principal modèle uti l isé en C.F.A.O. Son intérêt essentiel

concerne la représentation des quadriques et I 'unif ication qu' i l  réal ise entre ces formes et les B-

splines décrivant des formes gauches.

Les rnéthodes de calcul d' intersection étudiées dans cette thèse sont principalement applicables

au modèle Nurbs et ses sous classes: rnodèle de Bézier et B-spline; i l  est donc important

d'exposer leurs propriétés fondamentales. En efTet, ces rnéthodes font un appel de manière

intensive aux opérations de base sur les courbes et surfaces, à savoir la subdivision et le calcul

de la posit ion ou des dérivées en Lrn point. Leurs perfbrnrances sont donc forterxent inf luencées

par ces opérations, qr,r i  doivent s'effectuer avec rapidité et précision

L'algorithme de Boehnr est le principal algorithnre permettant d'effectuer ces opérations. Nous

exposons donc cet algorithrne et ses difïérentes variantes qui sont les algorithmes de De

Castel jau et de Cox-De Boor. L'algorithrle de Florner est aussi une solution pour effectuer ces

opérations, son uti l isation nécessite la conversion des Nurbs vers la base canonique. Cette

approche pennet une réduction considérable dr-r tenrps d'exécution. L'algorit l inre de Boehm

sera utilisé pour effectuer cette conversion

l l



Définition et propriétés

1.2. Définition et propriétés

Une courbe ou surface Nurbs est une forme polynomiale rationnelle par morceaux,

construite d'une succession de polynôrnes rationnels de même degré. Ces polynômes se

raccordent entre eux en des points de façon à ce que la continuité en ces points soit d'ordre

inférieur au degré.

1.2.1. Fonctions de la base B-spline

Une fonction B-spline est construite à part ir d'une succession de polynôrnes de rnême

degré, qui se raccordent entre eux en des points de façon à ce que la continuité en ces points

soit d'ordre inferieur au degré. Ces points de raccordenrent sont appelés des noeuds, I'ensemble

des noeuds est appelé séquence nodale. La définit ion mathématique de ces fonctions fait appel

à la notion de différence fractionnée [LEO 9 | ], on se contente de donner la relation récurrente

de Cox-De Boor qui permet de les évaluer:

L2

( l . l )
u i +n r+ l  -  u

N i * r . r u - r ( u )  s i  m>0
u i + n r + l  -  u i + l

où {u; , i . . }  est  une su i te  rée l le  cro issante,  e l le  est  d i te  la  séquence nodale des fonct ions {N; , r } .

Un noeud peut se présenter plusieurs fbis dans sa séqr"rence, des dénorninateurs de la relation

(1.1) peuvent donc s'annuler, la converrt ion 0/0:0 est adoptée.

L'ordre de mult ipl ici té d'un noeud caractérise le nornbre d'occurrence de ce noeud dans la
séquence nodale, ainsi un noeud ui est de rnLrlt ipl ici té pt si:  et, = tt i+t =...  =tt i+!- l

Une séquence nodale est dite uniforrne si les noeuds sont équidistants.

Propriétés

On reprend les principales propriétés des fonctions de la base B-spline [LEO 9l]:

- les fonctions de la base B-spline sont posit ives ou nulles.

- une fonction N6.* est identiquement nulle en dehors de l ' intervalle [ud,urd+rn+ l]
- dansun intervalle [u6,u6+1] bien défini,  seules les fonctions (N,.,, . i  =cl -m. . . , ,1)

non nulles. 
u

- partition de I'unité: I N,.r(,,)= I Vrr e1,,,,,t,,,*,1

- en un noeud ,, ; ;  mult ipl ici té pr, les fbnctions non nulles cle la base B-spline

différentiables de classe m-u. En dehors des noeuds. el les sont indéfinirnent différentiables.

l ' _ .  [ t s iu ;  <u<u1*1

l * ' .0(u)=10 u,, , .u,
{

l * , . * (u)  =  , ,  
u  -  u '  

N; . , , , -1( - r . r )  +
I  u i +m -  u i



Défi nition et propriétés

-  dans  l e  cas  pa r t i cu l i e r  o r ' r  l a  séq r - rence  noda le  U  es t  de  l a  f o rn te  { 0 ,0 . , 0 ,1 ,1 , . . , 1 }

où 0 et I  sont des noeuds de mult ipl ici té (rn+l). Les fonctions de la base B-spline coïncident

avec les fonctions de Bernstein, elles sont données explicitement par:

B,,,,,(tt)= N,,,,,(t)= C!,1t'(l- tt)"'-' V rr e[0,t]

1.2.2. Courbes Nurbs

Une courbe Nurbs C est définie par Lrne fortne pararnétriqure donnée par:

c [",Ê]
k

lvt ' ,P,N,.,,,(t) (l 2)
t = 0

t
s-

)_ t t ' ,  
N  1 . , , , ( t t )

l = l t

La transformation C est définie par la structure de donnée suivante:

- deux entiers m et k où rn est le degré et k (0 < m < k) un entier contrôlant le nombre de

morceaux composant la courbe C (k-nr morceaux ar-r plus)

- une suite de points caractérist iques {Pi, i=0, .. .k} dans I 'espace 3D, dite réseau de points de

contrôle.

- une suite {w;, i=0 ...k} de réels posit i fs, dits poids associés aux points caractérist iques. Ces

poids sont des coefTicients de pondération qui permettent de faire varier I'influence de chaque

point caractéristique.
-  une séquence nodale non uni for rne de la  fbr rne {cr .c t , . . .c r ( ,up1*1, . .  ,uk,F,g. . . ,F}  où les

noeuds extrêmes c{, et 0 sont de rnult ipl ici té (nr+l)

D'après la relation de la part i t ion d'unité des fbnctions B-spline, si tous les poids wi sont égaux

à 1, alors le dénominateur de C(u) est égal à l .  La courbe C est dans ce cas une B-spline non

rationnelle.
n

C(u )= )P ,N , ' ( u )  ( 13 )

Toute courbe Nurbs peut être représentée par une courbe B-spline dans l 'espace homogène

4D, on notera Ch représentation homogène cle la courrbe C.

Ch est une courbe B-spline non rationnelle cle même degré et cle rnênte séquence nodale que la

courbe C, elle est définie par I'application suivante:

Cn: [a,B]--------âR'

u-----------)i1"N,.',{r'; 
(l 4)

t3



Déhnition et propriétés

Les points caractérist iques de Ch sont donrtés par.

ph  = ( t v , \ , t u , )= ( t v , x , , t t , , y , , t t ' , z , , t t ' , ) ' . i  =  0 ,1 , . . . , k

Pour voir la relation entre ces deux représentations, on rappelle la définition de la fonction

projection orthogonale H définie par:

H: Rt xR' -----------+ R'

(x,y,z,*) ------+(I  ,L ,1) 
(  I  5)

www

La fonction H permet de passer du réseau caractérist ique cle Ch à celui de C par la relation

suivante:

H (P , " )=P ,  Pou r i=0 . . . . n  ( 16 )

De même C et Ch sont rel iées par :

c(u)=H(c" (u) )  vue[ " ,Ê]  , l7 )

Propriétés

- cornportement local: sur un intervalle non vide [r.r,1,u6+1], la courbe C est un polynôme

rationnel de degré m où seuls les poirrts {P.;: j :d-rn,.. . ,d} ont une inf luence. La rnodif ication du

reste des points caractérist iques n'a aucLrne inf luence darrs cet intervalle.

- enveloppe convexe: sur chaque intervalle non vide [u4,u6+; ],  le morcear.r de la courbe C

correspondant est entièrernent inclus dans I 'enveloppe convexe des points caractérist iques {P;:

i =d -m, . . . , d ) .
- Invariance par transformation affine: poLrr toute transformatiorr affrne A dans I'espace R3, on

I  * ,A( P, )N,., ,  (u)
a la relation suivante: A(C(u)) = --

lw N' , , (u)
u e [a .B]

I  
- j u

- différentiabil ité: la courbe C est indéfininrent différentiable entre chaqr.re paire de noeuds

disjoints. En un noeud de multiplicité 1r, elle est cle classe rl-pt (pt<rn)

Cas particulier: courbes de Bézier



Définition et

Si  Ia  séquence nodale U est  de la  for rne 10,0,  ,0 ,1,1, . . .  , l )  où les noeuds 0 et  I

sont de mult ipl ici té (m+l), alors la courbe C est forrnée d'un seul morceau. Les fonctions de la

base B-spline coïncident avec celles de la base de Bernstein.

Dans ce cas. C est une courbe de Bézier rationnelle.

1.2.3. Surfaces Nurbs

Un carreau, Nurbs S est une surface paranrétrique définie par Lrne transformation de la forme

suivante.

k l

t I w,-, P,-, N,-,,,(u)N,-,,(t')
(  I  8 )

( te)
i =0 j=0

où Sh est la représentation homogène cle S. Elles sont rel iées par les mêmes relations que les

courbes:
H(Sh(u,t'))= S'(rr,v) et P,:J -(tr,.,l',.,,tt',.,) V i,i

Cas part icul iers: si les deux séquences rrodales U et V sont de la nrênte fbrrne que pour les

courbes de Bézier. Dans ce cas, S est cl i t  un carreau de Bézier rationnel.

S :la,Blxlp, v]-------+ /13

' k t

I I w,., N,.,,,(tùN,.,,(t ')
i =0  i =0

La transformation S est définie par la stnrctrtre de dorrnées suivantes:

- quatre entiers rn, n, k, loù les deux prerniers sont les degrés respectifs selon la première et la

deuxième direction. k et I  sont respectivernent le nornbre de subdivision du dornaine selon la

première et deuxième direction. S est forrnée de (k-rn)(l-n) rnorceaux au plus.

- un réseau de points caractéristiques

{P11 :  i =0 , . . .  ,m .  j : 0 , . .  n }

- une matrice de poids correspondants aLrx points du réseau caractérist iques:

{w; .1:  i :0 , . . .  , rn .  j :0 , . . .  n  l
- deux séquences nodales de la forrne:

IJ:{cr,ct,.. cx,,u,-'-,* 1,...uk,8,Ê....p I

Toutes les propriétés décrites pour les courbes sont valables poLrr les carreaux.

De la même manière, une représentation honrogène des carreaux Nurbs est donnée par:
It ln

Sl ' (u,u)  = I  I  o , ' ] r * ' .0  (u)N. ; . r  (v)
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1.3. Algorithmes de base

L'utilisation des Nurbs corrme rnoc'lèle de représentation des courbes et surfaces

nécessite la mise en oeuvre d'algorithmes. pour effectuer un certain nombre d'opérations de

base, à savoir:
- évaluation d'un point sur une surface ou des dérivées part iel les en ce point

- subdivision d'une Nurbs

- conversion vers le modèle de Bézier rationnel

- insert ion d'un noeud dans une séqr.rence nodale

Les algorithmes développés à cet effet se distin{.rLrent en deux approches difiérentes:

- L'algorithme d' insert ion de noeud de Boelrrn est Lrn or"rt i l  de base pour effectuer toutes

les opérations ci-dessus. C'est une généralisation cle I 'algorithnre de Castel jar"r pour le rnodèle

de Bézier et de I 'algorithrne de Cox-De Boor pour les B-spline.

- L'algorithrne de Horner permet d'efTèctr"rer des opérations d'évaluation sur des formes

polynomiales écrites dans la base canonique. la conversion des Nr.rrbs vers cette base permet

d'utiliser cet algorithme.

L'objecti f  de ce paragraphe est d'abord de rappeler les algorithrrres classiques (Boehm, Cox-De

Boor, De Castel jau), ensuite de montrer comment chercher une représentation rnatriciel le des

Nurbs en utilisant les algorithrnes précédents.

1.3.1. Algorithme de Casteljau

L'algorithme de Casteljau est le principal algoritlirne pour le rnodèle de Bézier, il permet

d'effectuer toutes les opérations citées ci-dessus. C'est un algorithrne sirnple qui met en

évidence les relations l iant le polygorre caractérist iqLre et la courbe ou le carrear-r qui lui est

associé. On décrira dans la suite I 'algorithnre pour les courbes, qu'on généralisera ensuite pour

les carreaux.

L'algorithme

Soit C une courbe de Bézier de degré nr déflnie par un réseau caractérist iques {P1 : i :0...  m}.

Pourune abscisseu donnée(ue[0,1]), le point C(u) est calculé par l 'algorithme de Castel jau de

la manière suivante:

-P ;

= ( l  -  u)Pit  l  +, . ,P,t*- , l

= 0 , . . . ,  m

=  1 , . . .  ,  n t

= Q , . . , m - r

l 6

f'l
{
lP . '
I '

I
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Le point courant recherché C(u) est égal au dernier point calculé q;" Pour schématiser cet

algorithme, on représente les points intermédiaires sous la forme dLr schérna tr iangulaire

suivant:

l ) t i l' l )

Subdivision d'une courbe de Bézier'

L'algorithme de Castel jau est aussi un outi l  de sr-rbdivision de la coLrrbe C au point C(u) en

deux courbes C, et C6 de même degré. Les l loints caractérist iques de ces sous-courbes sont

donnés par le sclrétna tr iangulaire ci-dessus. La courbe C, est définie par le côté gauche du

triangle:

Poo, P;, Pot ,P;"- ' ,Ri"

De même, la courbe C4 est définie par le côté droit du tr iangle:

Po"r, P,nr-' , Prr"-t. P,l,_, , P,l,

Dérivées d'une courbe de Bézier

L'algorithme de Casteljau permet ar-rssi de déterrniner les dérivées successives de C par:

C'(tr)= m(Pr"'-' - Pu-17

C"(rr)- m(m-l)1P' '-z -2Pil-2 + Iï ' - ' )

Dans certaines applications, on a parfois besoin de la posit ion courante ainsi que des dérivées

successives en même tenrps. L'algoritlrnre de Casteljau ofÏre un moyen rapide pour résoudre ce

problème.

Généralisation de I 'al_qorithme aLrx carreaux de Bézier

L'algorithme de Castel jau appliqué aux carreaux est une généralisation de l 'algorithrne applique

aux courbes.

t7



Algorithmes de base

Soit S un carreau de Bézier de degré (m,n) défini par son réseau caractérist ique {P1; . i j }  En

un point (u,v)e[0,t]2, S(u,v) est calculé en appliquant I 'algorithnre de Castel jau aux (m+1)

l ignes de la matrice de points caractérist iques, on obtient ainsi (m+l) points. Ces points

forment le réseau caractérist ique d'une u-isoparanrétr iqr-re sLrr S. Ensuite on applique

I'algorithme à ces points pour donner f inalernent Ie résultat recherché.

En init ial isant les points {P,ln = l ' , . , . i , j } ,  I 'algorithnre de Castel jau pour les carreaux s'énonce

par le schéma suivant:

t 8

Pijn = (1- u)P,rlr '()+ uR,!-,I ' f)

pd\' = (l -')P,ll.i-r + un,\)'.,'f,r

l: =l' '*
ot - r l t  =U. . . . ,m- r

l j=o"n
. l r  =  l ,  ,n

ou I
l j=0 ,  ,n - r

Le point recherché S(u,v) est égal au dernier point calculé I o.o

L'algorithme est décrit  en traitant d'abord les (r l+l) l ignes (direction de u), le rnêrne résultat est

obtenu en commençant par les (n+l) colorrnes (cl irection cle v) Le coût de calcul de S(u,v)

dépend du choix de la direction de traiternent, ce coût est réduit en choisissant Ia direction du

plus faible degré.

Dérivées partielles:

De la même rnanière qLre pour les courbes, les dérivées part iel les du carreau S sont données en

fonction des points intermédiaires de I 'algorithrne de Castel jau par:

S,,(rr,v)= m(Prllft' - P;:;'')

,S,.(tr,v)= u(P{.'rn-' - Pnrn-t1

s,,,,(rr,v)= m(m - l)7p,-z'n - 2 P,lli" * t1i1;''')

.s,,u(tr,t ')= ntn(Pr"'r-t 'n-t - p,ttt-t 'n-t - l1'. 'r-t 'n-t + [)ttt-t 'n-t)

S,,,,(rt,r')= n(n - l)(P;;'-' - 2 P,i.','n-' * l';";''-t)

Subdivision

La subdivision d'un carreau peut être une subclivision en deux ou quatre soLrs-carreaux. Les

Iignes de découpe sont des l ignes isoparanrétr iques, selon la ;rrernière otr la deuxième direction.



Aleorithrnes de base l 9

Les sous-carreaLrx obtenus forment une par-t i t ion du carreau init ial,  i ls sont tous de même

degré.

Pour découper S selon une u-isoparamétrique u*, on applique I 'algorithrne de Castel jau à

chacune des (m+l) lignes du réseau caractéristiqr-re de S. On obtient ainsi les deux réseaux de

points caractéristiques des deux sous-carreaLlx. De la rnême manière por-rr découper S selon

une v-isoparamétrique v*, on applique I 'algorithme de Castel jau à chacune des (n+l) colonnes

du réseau caractéristique de S. Por,rr faire une décoLrpe en quatre sous carreaLrx, on applique

simultanément ces deux décompositions.

On a présenté l 'algorithrne de Castel jau pour des courbes et surfaces de Bézier non

rationnelles. La génér'al isatiorr au nrodèle de Bézier rationnel s'effectue en travail lant dans

l 'espace hornogène, et en appliquant elrslt i te la translbrmation ltornogène ar-r résultat obtenu

1.3.2. Algorithme de Boehm

L'algorithrne de Boehm permet d' insérer des noeuds dans la séquence nodale et de

calculer les nouveaux points de caractérist iques, tout en laissant la forrne de la courbe

inchangée. I l  perrnet ainsi une nouvelle part i t ion clu dornaine pararnétrique.

L' insert ion d'une valeur peut être répétée jusqu'à ce que sa nrult ipl ici té soit égale au degré.

L'al-qorithme

Soit C une courbe B-spline de degré rn définie par son réseau caractérist ique {Pi :  i=0,...  ,k}

et  sa séquence nodale U: tu i  :  i=0, . . .  ,k+rn+l  ) .

Pour insérer pr fois (pt<rn) une valeur u (ue [u,1,ur6+1[) dans la séquence nodale U, I 'algorithme

de Boehm est décrit  par le schéma suivant:

P.r
I

où

= o lp i ' - l + ( l  -  
" i ln, i , r

u  -  u i
crl =

I u i + n r + l - r  -  u i

l r  =  1 , . . . ,p r
e t  

l t  =o- rn+r , . . . ,d

Les points intermédiaires de ce schéma algorithrniqLre sont représentés par le schérna suivant.
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Po_,,

P,i'-,,*,, Pj'

P,t

Les points qui y figurent sont les nouveaux points caractéristiques la courbe L,

insertions de la valeur u.

Conversion vers le modèle de Bézier

Po Pk

cecraprès p

Considérons le cas où les noeuds ur,1 et u6+l sont disjoints et de rnult ipl ici té rn. Rappelons que

les fonctions de la base B-spline qui ne s'annulent pas sLrr I ' intervalle [u6,ufl+tJ sont

exactement les fonctions de la base de Bernstein définies sur cet intervalle Ainsi les points

caractérist iques {P;: i :d-m,... ,d} sont exacternent les points caractérist iques de la courbe de

Bézier définie sur [u6,u6+ 11.
D'après cette constatation, toute coLtrbe ou surface Nurbs peut être représentée par une suite

de courbes ou carreaux de Bézier rationnelles. Ceci s'effectue en insérant suflisamment de fois

chaque valeur nodale dans sa séquence nodale, jusqu'à ce qu'el le atteigne Ia mult ipl ici té

maximale.

1.3.3. Algorithme de Cox-De Boor

L'algorithme de Cox-De Boor est aux B-spline ce que I 'algorithrne de Castel jau est aux

Bézier. Il permet, d'évaluer Ia position et les dérivées en Lrn point courant d'une courbe ou

surface B-spline, de les subdiviser en courbes ou sous-carreaux de mêrne degré.

Cet algorithme est une application de I 'alqorit lrnre de Boehnr. Pour une valeur donnée, i l

consiste à l ' insérer suff isamment de fois dans la séquence nodale jusqu'à ce qu'el le atteigne une

multiplicité égale au degré.

= 
"lP,' 

I * (t -ol' )t',1-,1P.r
I

où crl =
I

u -u i

u i + m + l - r  -  u i

l r=1 , . . . ,m- ! r
e t  

l t  =o -m+r ,  , c l
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Remarques

- on peut voir la ressemblance avec I'algorithrne de Casteljau

- de la même manière I'algorithnre est généralisé aux surfaces Nr.rrbs

- I 'algorithme de Cox-De Boor traite les courbes et surfaces B-spline non rationnelles. Pour des

Nurbs, l'algorithrne doit s'effectuer dans l'espace homogène, ensuite appliquer une

transformation homogène.

1.3.4. Représentation matricielle

Les courbes et surfaces Nurbs sont des fornres polynorniales par morceaux, i l  est donc toujours

possible de les écrire dans la base canonique L'al-qorithme de Horner pennet d'effectuer des

évaluations rapides sur des courbes ou surfàces écrites dans cette base.

La conversion d'une base vers la base canonique nécessite le calcul d'une matrice de passage.

Le rnodèle de Bézier est écrit  dans la base de Bernstein, la matrice de conversion

correspondante est connue explicitement. Les fonctions B-spline sont définies par la relation

récurrente de Cox-De Boor, la nratr ice de conversion correspondante nécessite un calcul à

I 'aide de la relation précédente.

Modèle de Bézier

Soit C(u) une courbe de Bézier écrite solrs sa fbrrne habituelle:

,t,

C.Qr\= | P,8,.,,,çtt1
1=0

elle peut encore s'écrire sous une fornre usuelle

C Q )= [ r ][r ] = lt'll u,,,llu I
où

[i,]= lpo,p,, J,,,,1'

lB,,,Qt!f= l^8n.,,,(rr;,1)r.,,,(tt). ....1),,,.,,,(t4fi

r - . ' r  f .  L , 1 1
LU )= l t , t t , t r ' ,  J t  J

[Mm] est la matrice de conversion de la base de Bernstein à la base canonique, el le est donnée

de façon explicite par:

2 l
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l1-t1c',,,L'1 sii>.j
ll'lt ' = |'" 

l0 lttlrantanl

Pour une surface de Bézier S, elle s'écrit sous sa forme usuelle:
t n n

S(z,v)= | 2 1r8,.,,,(,t)13,.,(t,)
i=0 ./=0

une représentation matricielle de S est de la forrle suivante:

S(rr, v)= la,,,1t r1)'r f r]l 4 t', I ]
= 1u lr I u,,,]' I nll ur,,)lv' )

Modèle B-spline

On considère C une courbe B-splirre non rationnelle de degré nr, el le peut s'écrire donc comme

une suite de courbes de Bézier de mêrne degré. On propose de chercher la représentation

matriciel le de chaque morceau de C défini sLrr Lrn intervalle [ud,r,t+t]

Les fonct ions de la  base B-spl ine non nul les sur  cet  in terva l le  sont  {Ni , r .  i :d-m, . . . ,d} ,  e l les

constituent une base de I 'espace polynorl iale de degré rn. La matrice de passage de cette base à

la base canonique peut être évaluée en uti l isarrt la relation récLrrrente de Cox-De Boor. Avant

d'effectuer cela, on effectue un changerlent cle paramètre pour ranlener chaque rnorceau de C

comme une fonction définie darrs le donraine pararnétrique nortttal isé [0,1] ([0,1]2 pour les

carreaux):
i l  - I l d

r  e [0,  t )  er  t t  e1u,, , t , , ,* , )
Il (t+t 

- ll d

Cette nonnalisation

IGRA e2].
On définit des fonctions tel que A,.,.(t)= N,.,.(rr) et on écrit ensuite

canonique:

A,.,(t)= a!, + a).,.t + a!.,t' + '.+tr',.,.t' '

Pour calculer les coeft icients {nl., l ,  on écrit  la relation de Cox-De Boor l iant ces fonctions:

t -

I t  s iO<  t  <  I
A ;  6 ( t )  =  l ^r ' \ ' \  '  

l 0  a i l l eu r

A i . r ( t )  -  ( uo  -  u i  ) + t ( ua * t  -  ua  )  A i . , . - l  ( r )  +
u i+ r '  -  u i

du paramètre rend I 'algorithme de conversronplus stable numériquement

ces fonctions dans la base

( u i * , * l  - u , l * l ) - t ( u . l + l  - u c l )  
o ,  / + \^ r + l . r ' - l \ r /

t l i + r . + l  - L l i + l
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En rernplaçant cette relation dans la lorme canoniqrte de A,.,.(t), on obtient ensuite les relations

suivantes:

23

a J =
I , r

u - u  n  u - u  o
.  T - d  ,

u i + r - u i  l ' r - r  [ 1 1 * r * 1 - t l 1 * 1  r + r ' l - l

( u a  - u i ) a i . r _ ,  + ( u u * r  - u . r ) a ; l . l l ,  
* t u i * , . * t  

- u i * t ) a i l * , . , . - ,  - ( u u * t  - u u  ) l i l * i . r _ ,
s iO  <  j  <  r  -  I

Ui+ r  
-  t l i

U d + l  - t l d  ^ r - 2  t l 4 . ' 1  - u . 1  
^ r - l

l , * ,  - *  " i . r - t  
-  

* r * , 1 * ,  
" i . t - t

t l 1 1 r a 1  - t l 1 a 1

s l  . l  = 0

s i  j = 1 - 1



Conclusion

1.4. Conclusion

Le modèle Nurbs est aujoulcl'hui le principal rnodèle de représentation des courbes et

surfaces paramétriques, la souplesse de création et de modification sont ses avantages majeurs.

On a exposé les propriétés et les algorithrnes de traiternent disponibles sur ce modèle, el les

seront utiles pour les méthodes de calcul d'intersection. Les performances de ces dernières

dépendent en effet des algorithmes effectuant les opérations de base sur les courbes et surfaces.

Nous avons présenté le modèle Nurbs cornnle une généralisation des modèles de Bézier et B-

spline. Il est un outil idéal pour représenter de manière unique formes gauches et quadriques.

Cependant, i l  n'apporte pratiquenrent r ien à la nrodélisation des formes gauches. Son principal

avantage, par rapport aux deux autres rnoclèles, est la possibi l i té de faire varier le poids d'un

point de contrôle pourr rnodif ier la courbe ou la surfàce correspondante sans modif ier ce point.

Les algorithmes de calcul d' intersection sont des opérations complexes, qr"r i  nécessitent un

appel aux opérations d'évaluation et cle dérivation beaucoup plLrs coùteuses que pour le modèle

non rationnel. La conversion des Nurbs vers la base canonique permet de réduire

considérablement le coût de ces opérations. Cependant, el le s'accornpagne d'une certaine perte

de précision, l 'évaluation par I 'algorithrne de Horner est une opération moins stable que par

I 'algorithme de Boehrn. Ces erreurs sont beaucoup moins irnportantes que les erreurs commises

dans le calcul d'intersection.

Dans la suite, on expose le problèrle d' intersection de deux surfàces pararnétriques

quelconques. La propriété de I 'enveloppe convexe est requise pour certaines rnéthodes.

21



2. PRINCIPATES APPROCHES DU PROBLEME
D'INTERSECTION



Problèrne d'intcrsecl ion

2.1. Problème d'intersection

Historiquement, la rnodélisation géométrique a été caractérisée par le développement

des techniques de construction des courbes et surfaces. Ainsi, ont été développé

successivement les modèles de Bézier, B-spline et Nurtrs. Ces techniques, dites de

construction, ne constituent pourtant qu'une étape de la conception d'un objet. Il est souvent

nécessaire de faire des traitements et des retouches pour aboutir au résultat f inal, ceci a conduit

à la mise en oeuvre d'opérations de traitement de ces objets. La recherche des courbes

d'intersection et la constnrction de surfaces de raccordement entre deux surfaces sont ces

principales opérations.

Le calcr,rl d'intersection de deux surfaces est I'opération traitée dans cette thèse. Elle intervient

tant au moment de la constnrction d'une surfàce, lorsque son dornaine paramétrique doit être

restreint, que lors de la recherche d' interfërerrce avec d'autres objets. El le intervient aussi dans:

- la simulation et contrôle du processus de fàbrication

- la visualisation

- la génération d'objets par élérrrents f inis
- la reconnaissance des fornres

Dans un système de rnodélisation surfacique, une surface peut être représentée sous une forme

paramétrique ou algébrique. Les algorithnies de calcul d' intersection de deux surfaces

dépendent donc de leurs représentatiorls irrternes, le problèrne se pose airrsi sous trois forrnes

différentes:

- les deux surfaces sont paranrétr iques, I 'ensenrble d' intersection est solution d'un systèrne de

trois équations à quatre inconnues:

(2  t )

où (x,(z,v)yr(u,t,),zr(tr,v)) et (xr(.s,/),y,(.r,/),:,(.r,/)) sont les représentations paramétriques des

deux surfaces.
- les deux surfaces sont décrites implicitenrent (sLrrfàces algébriques), le problème revient à

résoudre un système de deux équations à trois inconnues.

Iq t*, Y,z\ = o
Ir,  (*,  y,z) = o

(2 .2 )

f  
* , (u,  v)  -  x ,  (s,  t )  -  0

j  v , (u,  v)  -  Y,  (s,  t )  = 6

Ir , (u,  v)  -  z , (s,  t )  = 6

où f1(x,y,z) et f2(x,y,z) sont les représentations algébriqtres des der.rx surfaces
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- les deux surfaces ont des représerrtations internes difTërentes (algébrique- pararnétrique),

I 'ensemble d' intersection est solution d'une équation à deux inconnues

flx(u,t,) St(u,v),2(rr, v))= 0 (2 .3 )

où f(x,y,z) et (x(rr,r,);\tt;,),2(tt,t,)) sont respectiverrrent les représentations algébrique et

paramétrique des deux surfaces.

Notons que dans ces trois situations, le problèrne consiste à résoLrdre Lrn système d'équations à

un seul degré de liberté. La dernière situation est particr.rlièrernent avantageuse, du fait du

nombre réduit de pararnètres et d'éqLrations à gérer. Parmi les techniques de résolutions,

certaines consistent à ranrener le problènre à cette situation (c.-à-d. une équation algébrique et

une paramétrique) en convertissant la représentation de I'une des deux surfaces.

Malheureusement, ces techniques aboutissent généralement à la résolution d'une équation de

degré très élevé, ce qui l i rnite cette approclre au traiternent de cas sirnples

Dans cette thèse, on traite la prenrière fbrrne d'intersection où les deux surfaces sont

représentées paramétriquemerrt. Ce rnode de représentation, le rnieux adapté pour rnodéliser

des formes complexes, entraîne la fbrr le d' intersection la plus cornpliquée vu la tai l le des

systèmes à résoudre. Les principales teclrniques développées à cet effet appartiennent à trois

classes importantes: subdivision, suivi et substitut ion.

Dans la suite, on décrira les principes et les dernières solutiorrs proposées poLlr ces méthodes,

pour montrer enfin les avantages et les I ir l i tat ions de chacune de ces trois approches.
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2.2. Méthode de subdivision récursive

La méthode de subdivision récursive est I 'une des prentières approclres proposées pour

résoudre le problème d'intersection entre deux sufaces paramétriques [CAR 82]. Dans sa

forme générale, la méthode opère par déconrposition récursive du problèrne en sous problèmes

plus simples; el le est aussi dite méthode de "diviser pour régner" (divide and conquer). Les

surfaces àtraiter sont subdivisées en soLrs-carreaux jusqu'à ce qu' i ls puissent être approchés par

facettes planes. Ces facettes fortnent une approxirttatiort linéaire par morceaux des surfaces

originales, qui les remplacent dans des traiterrrents délicats tels qLre le calcul d' intersection et la

visualisation. L'évaluation de I'intersection de ces facettes donne un ensemble de segments qu'il

faut ranger pour fonner à leur tour une approxirnation l inéaire par morceaux de I 'ensemble des

courbes d'intersection.

La méthode génère por-rr chaque surface Llne structure d'arbre quaternaire, où les racines sont

les deux surfaces à traiter et les noeuds vicles des solrs carreaux ne participant pas à

I ' intersection. Les feuil les correspondent aLrx sous-carreaux approchables par facettes planes et

contenant, en général, des branclres de courbe cl ' intersection

L'algorithme de la méthode se présente sous une fbrrne récursive, un niveau de subdivision est

un niveau d'appel récursif A chaque niveau de subdivision, seules les régions susceptibles de

contenir des branches de courbes d' intersection sont prises en compte Un f i l tre, dit  test de

séparabilité, est utilisé à cet effet pour éviter de traiter les zones dépourvues d'intersection. La

condition d'arrêt de l'algorithnre est qr"re les sous-carreaux restant soient approchables par

facettes planes, un test dit d'arrêt cle subdivision est développé à cet effet. Ce test perrrret de

décider si un sous-carreau nécessite des subclivisions supplérlentaires ou s' i l  a atteint l 'étape

finale, dans ce cas i l  servira à évaluer une intersection élérnentaire.

La méthode est étroitement liée aux modèles de surfaces de Bézier et B-spline, les tests de

séparabil i té et d'arrêt de subdivision étant dépendants de la propriété de I 'enveloppe convexe de

ces surfaces. [HOU 85] a développé un algorithme pour des surfaces différentiables; des

solutions approximatives sont proposées pour les deux tests de la méthode. Dans la suite, on

présentera I'algorithrne général et les différentes possibilités d'irnplanter les deux tests de la

méthode.

2.2.1. Algorithme général

Les deux surfaces traitées sont décornposées sirnultanément en arbres quaternaires. A
chaque niveau de subdivision, on ne conserve que les souS-carreaux susceptibles de contenir

des branches de courbe d' intersection. L'algorithrne aboutit  ainsi à la formation de couples de
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sous-carreaux suff isanrment plats et inrpl iqués clans I ' i rrtersection. Le calcul de I ' intersection de

ces couples donne un ensemble de segnrents approchant les courbes d' intersection. Tout

segment obtenu doit être rangé dans une liste correspondant à la courbe qui le porte, le résultat

final et une liste de courbes. elles rrrêrne listes de seqments.

On décrit la forme générale d'un algorithrrre de subdivision récursive pour le calcul

d'intersection de deux surfaces pararnétriques quelconques S et T. On r-rtilisera les deux tests

suivants:

- si S et T sont disjoints: ce test de séparabil i té doit pernrettre de détecter si ces deux surfaces

ne se coupent pas.

- si S est assimilable à une facette: ce test d'arrêt de subdivision doit permettre de savoir si S

est assimilable à une facette ulane selon une certaine tolérance.

AI goritltnte Su bdivi s i on _Ré ct r rsi ve (5, T)

déhut

si S c/ T sotrl rton di.s.joittt.s

nlors si .S e.sl approchaltle pur./ircctta phurc

alors si T est approchohle yrr.fttcctte plcrrtc

olors calculer l'ittlcr'.scctittt de.s./hcetla:; crpprochurtte.s clc S et 
'[

ranger Ie ré.wltqt oltluttr

sinon stltcJivisu' 
'f 

ctt .sotr.s-cut't'coux {Ti i:1,2,3,J}

St t bcl iv i si on, l?é c r t t's' i va (5, T' ) {i : l, 2, 3, I }
sinon sthclivi.scr S cn xttrs-ccrrreurx !Si,i 1,2,3,11

si T e.çt crpprochablc pur'.fhcetlc plurc

nlors &rltdivisiott llactu'.sit'a(Si,'l ') ii 1,2,3,11

sinon srrbdivisar 
'l- 

atr .sotr.s-c'ot'reotN i'l-i,i , 1,2,3,11

S t r hcl i v i.s i ot t _ llé c t r r'.s i ve ( S 1,'1. ) {i,j -. l, 2, 3, J }

tn
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2.2.2. Séparabilité

La méthode de subdivision récursive est sélective, dans la mesure où la recherche doit

se limiter aux zones susceptibles de contenir des branches de courbes d'intersection. A chaque

niveau de subdivision, I'algorithrne aboutit à la fonrration d'un cerlain nombre de sous-carreaux

de plus en plus plats'. Les paires dont on peut détecter une disjonction triviale sont éliminées

des étapes de subdivision ultérieures.

La décision de rejeter une paire de carreaux disjoints est effectuée par un test de séparabilité.

Dans ce test, on construit pour chaque carreau un volume englobant. Si deux englobants de

deux carreaux sont disjoints, alors ces deux carreaux sont nécessairement disjoints. Comme les

surfaces traitées sont des surfaces pararnétriques à tendance rectangulaire, les parallélépipèdes

rectangles sont les englobants les plus adaptés; on appellera ces volumes des boîtes. La

vérif ication de la disjonction de deux boîtes est sirnple et rapide.

Les tests de séparabil i té uti l isant des boîtes different dans la rnanière de constnrction de ces

dernières. Les techniques uti l isées se dist inglrent en deux classes:

- la première dépend de la propriété cle I 'enveloppe convexe et de la notion de points

caractérist iques [CAR 82]IYEN 9l] Une sr.rrfhce vérif iant cette propriété est à I ' intérieur de la

boîte englobante de son réseau de points caractérist iques, les boîtes calculées de cette manière

seront dites des boîtes minmax.

- La seconde est une approche plus générale. el le consiste à construire des boîtes englobantes

indépendamment du type de surfaces. IHOU 85] utilise des boîtes orientées dans un repère

défini par trois des quatre somnrets du carreau traité. Dans ce repère, [HOU 85] construit la

boîte englobant les quatre sommets du carreau, ensuite il élargit cette boîte d'une certaine

valeur pour englober Ie carreau. IBAR 90] uti l ise le r lême principe que le précédent. Les

vecteurs tangents aux 4 sommets dr,r carreau sont utilisés pour calculer une valeur

d'élargissement de la boîte obtenue Le résultat obtenu n'est pas nécessairernent un englobant

de son carreau. IFIL 86] uti l ise une valeur d'élargisserxent garantissant un englobant.

2.2.3. Arrêt des subdivisions

Au cours du procédé de subdivision récursive, un soLls carreaLr atteint l'étape de

subdivision finale s'il est approchable par une ou deux facettes planes selon une certaine

tolérance. Ces facettes servent à calculer directement un éventuel segment approchant un arc

de courbe d'intersection.
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A chaque niveau de sr.rbdivision et à chaque solrs-carreau susceptible de contenir des points

d'intersection, la méthode effectue un test d'arrêt de sr.rbdivision Un sous carreau qui réussit ce

test est un carreau assimilable à une facette plane, aucLrne subdivision supplémentaire n'est

nécessaire pour ce sous carreau.

La méthode de subdivision récursive peut être irnplantée de deux manières, dépendantes de Ia

façon d'effectuer le test d'arrêt des subdivisions:

subdivision adaptative:

Les différentes zones d'une surfhce sont sLrbclivisées en fonction de leurs propriétés

géornétriques, seuls les sous-carreaux n'ayant pas encore atteint un cer-tain caractère plat seront

subdivisés. Un test de planéité et de l inéarité des courbes de bord sont uti l isés à cet effet pour

savoir si un sous-carreau est assirni lable à une facette plane.

Les surfaces vérifiant la propriété de I'enveloppe convexe permettent un test d'arrêt utilisant les

points caractérist iques [CAR 82] Si le réseau de points caractérist iques d'une tel le surface est

assimilable à une facette plane, alors la srrrface I'est aussi Pour des surfaces quelconques,

IBAR 90] IHOU 85] évaluent le vecteur nornral et tangent sLrr Lrne gri l le de points dans le

domaine paramétrique. Si la variat ion angulaire clu vecteur normale ne clépasse pas une certaine

tolérance, alors la surface est considérée assez plane. De rnême si la variat ion angulaire du

vecteur tangent sur un bord ne dépasse pas une certaine tolérance. alors ce bord est considéré

linéaire.

subdivision uniforrne:

A chaque surface, on calcule un niveau de subdivision maximale. Ces niveaux

garantissent qu'après subdivision uniforme, chaque sous-carreau est assimilable à deux triangles

(selon une certaine tolérance). Tous les sous carreaux finals sont du même niveau de

subdivision.

La méthode de subdivision uniforme peut effectuer inutilernent un certain nombre de

subdivisions, mais el le permet d'éviter tous les tests de planéité et de l inéarité de bord qui sont

coûteux en temps de calcul.

Le niveau de subdivision maximale d'un carreaLr est calcr"r lé en uti l isant un théorème qui permet

de majorer la distance maximale entre urr carreau et le quadri latère passant par ces quatre

sommets[Fl l  86]. Le calcul de ce niveau de subdivision nécessite une rnajoration de ses

dérivées secondes. Ces majorations sont difïrci les à calcurler pour des surfaces rationnelles ou

de degré élevé.
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2.2.4. Conclusion

Pour des surfaces vérif iant la propriété de I 'enveloppe convexe. le polygone des points

caractéristiques converge vers la surface originale. Ainsi avec un niveau de subdivision avancé,

la rnéthode promet une solution corrrplète et précise. Mais ceci entraîne une prolifération de

données à garder en mérnoire, par suite la rléthode devient lente et peu adaptée à des

utilisations dans le conteste interactifl De nrême, avec un niveau de subdivision limité. la

méthode peut entraîner des mauvaises identif ications de I 'ensenrble d' irrtersection, oublier des

courbes de petites tai l les.

Ces l irnitat ions pratiques font que la rnétlrocle est abanclonnée pour cl 'autres r léthodes tel les que

la nréthode de suivi.  En effet, la nréthode de subdivision appliquée à un petit  niveau est un

excellent moyen pour éviter la recherche dans des solrs carreaux disjoints. Ainsi c'est la

méthode uti l isée pour calculer des points cl ' intersection nécessaires à I 'ut i l isation de la méthode

de sr.rivi.

La nréthode peLrt être considérablernent anrél iorée en rlocl i f iant Ies tests de séparabil i té et les

tests d'arrêt des subdivisions. Norrs avons décrit  les prirrcipes d'un algorithrne de subdivision

récursive, et montré les différentes possibilités d'eflectLrer ces deux tests La fbrrne adaptative

de la rnéthode est la prernière approche uti l isée, el le eftèctue un nrinimurn de sr.rbdivision. Mais

avec tous les tests d'arrêt de subdivision coûteux, la rnéthode est ralentie. La lorme uniforme

nous parait une solution intéressante, puisque la condit ion d'arrêt de cette méthode est

d'atteindre ce niveau maxinral. Nous al lons continuer dans ce sens de façon à pouvoir améliorer

le calcul des niveaux de subdivision.
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2.3. Méthode de suivi

La méthode de sr.rivi est la deuxiènre rnéthode développée dans cette thèse, elle traite

des surfaces paramétriques differentiables Son princi lre consiste à choisir d'abord un certain

nombre de points de départ sur les dif iërentes courbes d' intersection, ces points sont appelés

points germes. A part ir de chaque point gernre, la nréthode calcule séquentiel lement une suite

de points sur la courbe d' intersection passant par ce point. Ce procédé de suivi peut être

comparé à une promenade le long d'une courbe d' intersection, tout en rnarquant les traces des

pas. Ainsi, les courbes d'intersection sont représentées par une approximation linéaire par

morceaux, donnée par la suite de points ordonnés obtenus par la nréthode.

EIle est le sujet de la plus part des travalrx r 'écents sur le problèrne d' intersection, sa rapidité et

sa précision font d'el le la rnéthode la plus traitée Parnti ces travaux, ott citera [BAJ 88] qui

propose une généralisation du procédé de suivi.  Etant clonné que le problèrle d' intersection

sous ses trois fornres se ramène à la résolution d'un systèttre d'équations à un seul degré de

liberté, i l  peut donc être forrnulé sous Lrne fbrnte comnttlne.

On retiendra [LUK 89] qui a donné une borrne fornrulation Inathérnatique du problème de

calcul du point suivant pour le procédé de suivi.  Le contr 'ôle du nontbre de point calculé sur

une même courbe est Lln problème important, on se r'éfërera aLlx travaux de [OZS 89][LLIK

8el[BAJ Sel.

La diff iculté majeure de cette métlrode est cle trouver toLrtes les courbes d' intersection, le choix

des points germes est alors d'une importance capitale. En efÏet, i l  est essentiel de déterminer un

point de départ sur chaque conrposante connexe de l 'ensernble d' intersection, sinon certaines

courbes seront oubliées dans le résultat final. Ce problèrne est généralement supporté par une

méthode de subdivision IBAR 90], ou bien par Lrne rléthode d' isoparatrrétr ies [OZS 88]. En

fait, la difÏiculté majeure est I'or-rbli des courbes d'intersection des petites tailles et fermées.

ISED 89] a proposé un algorithrne de test d'atrsence de ces cottrbes, la subdivision des surfaces

jusqu'à un certain niveau permet de n'avoir que des cottrbes ol lvertes

Le procédé de suivi suppose que la tangente à la courrbe reclterchée soit toujours bien définie,

ce qui I imite la val idité de la rnétlrode à des courbes régulières. La présence d'un point singulier

rend le procédé de suivi classique sujet à l'échec au voisinage de ces points, d'où I'importance

du calcul préalable de ces points. Les recherches sur ce su.iet se sont rnultipliées depuis

I ' introduction de la notion de fonction distance entre deux surfaces paramétriques [CFIE 89].

L'étude de cette fonction permet d' identitrer la structure locale aux voisinages de ces points,

el le permet également d' identif ier les courbes cle petites tai l les.
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Dans la sLl i te, on décrira le procédé de suivi d'une courbe d' intersection régulière. Puis on

exposera les recherches concernant la fonction distance entre deux surfaces paramétriques.

2.3.1. Procédé de suivi

Le procédé de suivi d'une courbe d' intersection régLrl ière C consiste à chercher

séquentiel lement une suite de points sLrr cette courbe: à part ir d'r.rn point germe connu, dans le

sens de la tangente à C, on cherche un point d' intersection voisin. A parrir de ce dernier et

toujours dans la mêrne direction, on cherche un autre point d'intersection. Ce procédé itératif

est répété jusqu'à ce que la courbe C soit entièrernent parcourue; on appellera le dernier point

calculé point courant et Ie point recherclré point suivant. Le résultat f inal est une suite de

points d' intersection ordonnés, qui constituent Lrne approxirnation l inéaire par morceaux de C.

Le procédé de suivi se ramène au problènre de calcul d'un point suivant, toLrt en contrôlant

I 'espacement des points consécutifs obtenus par la nréthode. Ce calcul est effectué dans [BAJ
89] en deux étapes par une rnéthode dite de pr'écl ict ion correction La prerrr ière est effectuée en

construisant une courbe voisine de la courbe d' intersection au point courant. En se déplaçant

sur cette courbe d'une certaine valeur cl i te pas de suivi,  on obtient une estirnation d'un point

suivant. La seconde est une étape de correction, el le calcule i térativement la valeur exacte d'un

point suivant à part ir de I 'estimation obtenue par l 'étape pr'écédente

IBAJ 88] a donné une forrnulation générale clu procédé de suivi,  qui se ramène toujours à la

résolution d'un systèrne d'équations à un degré de l iberté (n équations à n*l inconnues). I l

effectue l 'étape de prédict ion en constnrisant Lrn développement de Taylor d'ordre 3. Le pas de

suivi est choisi heurist iquerlent de fhçon à ce que la contribution du troisième terrne de la

courbe approchante soit infërieure alr ( l /5) du seconcl et clu prernier tenl le.
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ILUK 89] donne une bonne fornrulation du problèrne d' intersection de deux surfaces

pararnétriques. I l  propose de constnrire en chaque point courant, Lrne éqr.ration supplémentaire

dépendante du point courant et du pas de suivi. Ceci perrnet de ramener le problème à la

résolution d'un système d'ordre 4. Le pas de suivi est calculé adaptativernent en chaque point

courant, pour cela il approche la courbe par son cercle oscullateur. Cette valeur est ainsi

choisie de façon à ce que la distance nraxinrale entr.e I 'arc de cercle entre deux points

consécutifs et la corde reliant ces deux points ne dépasse pas une certairre tolérance.

2.3.2. Fonction distance orientée

Le procédé de suivi décrit  précédernrnent suppose un certain nombre de condit ions sur

la courbe recherchée. La direction de son engaqenrent est calculée comme sa dérivée première,

cette direction doit être définie en tout point. De nrêrle, 1;our chaqLre courbe. un point germe

doit être connu.

L' introduction de la notion de fonction distance entre deux surfàces pararnétriques au problèrne

d'intersection à perrnis d'appréhender la strLlcture locale et globale de I 'ensemble d' intersection.

Un ensemble de points signif icati fs découle des propriétés de cette fonction, ces points sont

soit des points d' intersections tangentiel les soit des points intérier,rrs de courbe d' intersection

ferrnées. Dans un chapitre suivant, on développera cet outi l  et on rnontrera les propriétés de

ces points importants.

Les points d' intersection tangentiel le sont des extrenra de cette fbnction. IMAR 89] uti l ise la

méthode de Newton-Raphson pour calculer'  I 'errsernble de ces points Ceci pernret de découper

les courbes d' intersection en ces points qui sont la cause de l 'échec du procédé de suivi.  Cette

méthode présente beaucoup de dif i icultés l lrat iques: la fonction distance n'est pas connue

explicitement, une approximation init iale de ces points n'est pas donnée.

IKRI 92] a décrit  les propriétés inrportantes de la fonction distance. I l  a proposé d'uti l iser le

théorème d' indice d'un charnp de vecteurs plan pour localiser ces points. Cette localisation sert

à calculer une estimation init iale Dour un calcul i térative à I 'aide de la rnéthode de Newton-

Raphson.

2.3.3. Conclusion

Nous avons exposé le principe du procédé de suivi des courbes régulières, et montré

qu'i l  se ramène au problèrne du calcul du point suivant. L'ut i l isation des courbes approchantes

est une bonne amélioration de la r léthocle Ellc . 'qarantit  une bonne approxirnation init iale du
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point suivant. Le choix du pas de suivi ainsi qLre l 'ordre de la courbe approchante sont les

principales questions aux quelles i l  f ,aut réponclre.

Nous avons décrit brièvement la notion de la fonction distance orientée et celle de I'ensemble

des points signif icati fs qui en décor.r le. Dans un cl iapitre suivant, nous al lons étudier plus en

détai l  cette fonction afin de pouvoir bien identif ier l 'ensenrble des points signif icati fs.
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2.4. Méthode de substitution

Initialement, la rnéthode de substitLrtion traite le problème d'intersection d'une surface

algébrique et une surface pararnétrique. Par substitution des coordonnées de la surface

pararnétrique dans l'équation de la surfàce algébrique, on obtient une représentation de

l ' intersection par une courbe algébriqLre ( inrpl icite) dans le plan. Cette courbe est ensuite

résolue (explicitée) par un procédé de suivi.

Ceci est le principe original de la rrréthode tel le qu' i l  est décrit  dans [FAR 86]. La nréthode peut

s'adapter aux autres formes d'intersection par des techrriques de conversion entre les deux

modes de représentation de surfaces. Ainsi, quand les deux surfaces sorlt paramétriques, la

conversion de I'une des der-rx vers sa forme algébrique permet de s'adapter aux conditions de la

méthode. De même, quand les deux surfaces sont algébriques, i l  faut chercher une

représentation paramétrique de I 'une des deux surfhces. Notons que cette dernière conversion

n'est pas toujours possible, alors que I ' i rnl l l ici t isatiorr [SED 85] est une opération possible pour

toute surface pararnétrique polynonriale et rationnelle

La représentation de I ' intersection par une courbe algébrique clans le plan est avantageuse pour

les points suivants:

- le procédé de suivi d'une courbe est plus simple dans le plan que dans I 'espace. En effet, i l  est

moins diff ici le de gérer une équatiorr à deux variables que de gérer un système à plusieurs

équations.

- i l  est possible de constnrire urre approxinratiorr paranrétr ique et polynorniale par morceaux

d'une courbe algébrique IWAG 88], ce qui pernret d'obtenir une représerrtation cornpacte et

faci lement uti l isable pour des traitertrents ultérieurs.

- la technique de transforrnation rationnelle quadratique des coorclonnées permet d'examiner la

structure de la courbe au voisinage des points d' intersection tangentiel le [WAG 87].

Une fois une représentation algébrique de I ' intersection est obtenue, i l  faut pouvoir identif ier et

représenter l 'ensemble de toutes les courbes conrposantes de I 'ensemble d' intersection.

2.4.1. Représentation explicite d'une courbe algébrique plane

La descript ion explicite d'une courbe algébrique plane est généralernent effectuée par

un procédé de suivi,  sinri laire à celui décrit  pour les courbes spatiales. Le problènre de calcul

des points germes et I ' identif ication des voisinages des points singuliers sont les principales

diflicultés à sunnonter.

J I
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[FAR 86] propose de découper les courbc's cl ' i rrtersection en branches de courbes ouvertes et

monotones, les points de décoLrpage sont des points oir la nornrale est col inéaire aux axes. Ces

points sont solutions d'un systènre de deux équations à deux inconnues:

La résolution de ces systèmes n'est pas une o1lération sirnple, IFAR 86] urt i l ise pour cela la

technique de la réstr l tante. Cette techniqLre consiste à él inriner des variables d'un systèrne et

ramener le problèrne à celui de la recherche des racines d'un polynôme à une seule variable.

Cette approche oflre une possibi l i té de déterrniner I 'ensenrble de toutes les courbes

d'intersection. Ceperrdant, el le ne pernret pas de traiter des systèrnes même de faibles degrés.

Pour une surlace pararnétrique bicr-rbique, son intersection par un plan entraîne la résolution

d'un systèrne dont la résultante est de degré 15, ce degré augnrente à 66 pour une quadrique.

Ceci cause des problènres de stabil i té et d'ef l lcacité, la méthode est ainsi restreinte à des cas

limités.

IKRI 90] propose la mêrne déconrposit ion cle I 'ensenrble d' intersection, mais une approche

différente pour calculer ces points de cléconrposit ion. I l  ut i l ise dans un premier temps la

technique de subdivision récursive pour calculer Lrne approxirnation de ces points, ensuite i l

effectue un calcul plus précis par une nréthocle i térative.

2.4.2. Représentation impticite d'nne surtace paramétrique

I l  et bien connLr que la fornre pararnétrique cl 'urre surface est sor.rhaitable pour calculer

des points courants, tandis que la fbrnre irnpl icite est avantascuse polrr sar,oir si un point est

sur cette surface. I l  est parfois uti le cle disposer des deux repr'ésentatiotts.

La conversion du rnodèle pararnétrique au rroclèle algébrique per.rt s'effectuer de façon exacte

pour toute courbe ou surface pararrrétr ique polynorniale et rationnelle. En ce qui nous

concerne, la descript ion irnpl icite d'une surface consiste à él iminer les deux paramètres d'un

systèrne de trois équations pour obtenir la représentation irnpl icite.

La résultante de ce systèrre est la fbrme inrpl icite recherchée, IHOF 93] decrit  les techniques

d'él irnination uti l isées en rrrodélisati  on géornétriq ue.

{s.  t r 'v)  = o

Ig (u ,  v )  =  0
[g.,  (u, v) = o

t*tu, v) = o

f* tu,v)-x=0
Jv{u,v)-y=o
Iz (u ,v )  -z=0
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Les représentations obtenues par ces rléthocles pelrvent être réductibles, c'est à dire d'r"rn degré

plus élevé que le degré effecti f .  Cette réductibi l i té est due à une dépendance des équations du

système.

Comme dans le cadre de la méthode de subdivision récursive, on évalue I ' intersection pour des

facettes planes approchant les surfaces à traiter. Dans le cadre de la rnéthode de substitution,

des techniques de recherche d'une descript ion irnpl icite approxirnative ont été développées.

[CHU 89] propose une méthode de recherche d'une approxinration locale en r.rn point donné de

la forme implicite d'une courbe ou surfàce pararlétr ique. Cette fbrrne atteint un ordre de

contact prescrit auparavant.

2.4.3. Conclusion

La rnéthode de substitr-rt ion est intéressante si les surfàces sorlt  représentées différernrnent, et si

les degrés des surfaces sont petits Pour cles surfàces paranrétriques. il far"rt effectuer la

conversion de I 'une des deux surfàces vers Ie rnodèle algébriqLre Cette conversion donne en

général des équations de degrés élevés, ce qui rencl Ia rnétlrode suiette alrx erreLrrs nurnériques.
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2.5. Synthèse

Les techniques de résolution du problèrne d' intersection de deux surfaces se sont

développées durant ces dernières décennies, el les sont déjà irnplantées dans divers systèmes

commerciaux. Le systènre CIMPLEX, développé par Autonration Technology Products, est

comrnercial isé depuis 1986: i l  ut i l ise une rnéthode hybride combinant les principes des

méthodes de suivi et de subdivision récursive. Cependant, les difficultés à surmonter restent

encore nombreuses. même si de considérables efïor-ts sont investis dans le problème.

L' impossibi l i té de représenter expliciternent I 'ensemble des courbes d' intersection fait que les

solutions données par ces rnéthodes ne sont qr-re des approxirnations l inéaires par morceaux de

la solution.

Les rnéthodes de résolution du problème d' intersection de deux surfhces paranrétr iques les plus

importantes sont la subdivision récursive, suivi et sLrbsti tr-rt ion. Nous avons exposé les diverses

possibi l i tés de les uti l iser ainsi que les dernières arnéliorations apportées à ces rnéthodes.

Les rnéthodes de suivi et de substitut ion sont sirni laires par le fàit  qLre les deux cherchent

I ' intersection par un procédé de suivi.  Cette dernière se ranrène à la résolLrt ion d'une équation

algébrique dans le plan, ce qui est très avantageur Cependant, el le nécessite que les deux

surfaces soient représentées differernnrent (algébrique et paranrétr ique)

Notre objecti f  dans cette thèse est d'appofter des améliorations aux deux principales méthodes

de suivi et subdivision récr"rrsive. La conrplexité de ces traitements entraîne des temps

d'exécution irnportants. un de nos prenriers objectifs et de réduire ces temps d'exécutions. Ces

deux méthodes, même si el les opèrent de fàçons différentes, ont tolrtes les deux des difÏ icultés

à traiter les cas des intersections tangerrt iel les et d' identif ier les courbes de petites tai l les. La

fiabi l i te de ces méthodes est donc Lrn problèrne qui reste posé: notre deuxième objecti f  est

d'apporter une solution à ce problèrne.

Le problème de représentation de I ' intersection par une approxirnation l inéaire par morceaux

est commun aux deux rnétlrodes: notre troisiènre objecti f  est de trouver une approximation

sufÏisamment représentative avec un nombre de points réduit.
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3.1. lntroduction

Dans la descript ion du principe de la rnéthode de subdivision récursive, nous avons

montré qu'el le est définie par les deux tests de séparabil i té et d'arrêt des subdivisions.

L'arnélioration de ses performances doit passer par une étude de ces deux tests, ainsi que de la

façon d'effectuer les subdivisions et d'organiser les données.

Un test de séparabilité est un filtre pour la nréthode: il sert à éviter le traitement des zones

dépourvues de courbes d'intersection. Les boîtes minmax sont les englobants les plus utilisés

dans le traitement de surfaces vérifiant la propriété de I'enveloppe convexe. Ces boîtes,

calcr,rlées dans un repère bien choisi, permettent une arnélioration de la méthode. Le choix d'un

tel repère doit être judicieux, Ies boîtes calculées après changement de repère sont dites boîtes

minmax orientés. On donnera un algorithme contbinant les avantages de ces deux approches.

Ces boîtes sont efï icaces et assez sinrlr les à calculer, mais el les dépendent du modèle de

surfaces traitées. Les boîtes par approxirrration sont Llne solution pour des surfaces

quelconques, on exposera donc Ia r léthode décrite dans IFIL 86], qui calcule de boîtes non

orientées. Comme pour les boîtes minmax orientées, on proposera une rnéthode similaire

calculant des boîtes par approxirnation orientées.

Un test d'arrêt de subdivision sert à décider si une zone nécessite des subdivisions

supplémentaires ou bien qu'el le est approchable par facette plane. La rnéthode peut être

implantée, en fonction de ce test, sous une fbrrle adaptative ou unifonne.

La forme adaptative dite classique est la première fbrrne utilisée, nous allons exposer donc les

différentes opérations nécessaires pour I'inrplanter. La forme uniforrne, développée plus

récemment par [FIL 86], nous parait une solution intéressante puisqu'el le permet d'éviter des

tests d'arrêt coûteux. Nous allons dorrc redéfinir la notion de niveau de subdivision de façon à

optimiser cette méthode. On montrera ensuite corîment calculer ce niveau en uti l isant la

conversion vers la base de Tchebychev et en estirnant I'effet de la projection orthogonale pour

les surlace rationnelles.
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3.2. Iesfs de séparabilité

Un test de séparabilité sert à éviter d'exécuter des tâches de calcul d'intersection

coûteuses pour des paires de sous-carreaux dont Ia disjonction peut être décidée rapidement.

Cependant, il ne doit pas être un traitement plus coûteux que ce qui il est censé éviter; pour

cela, il faut utiliser des englobants aussi fins que possibles, faciles à calculer et à traiter.

Un bon test de séparabil i té permet de détecter la disjonction de deux sous carreaux

rapidernent, ce qui permet un gain de temps et d'espace ménioire nécessaire pour stocker les

structures d'arbres engendrées par la méthode. Un mauvais test entraîne des sr"rbdivisions

supplémentaires inutiles et par suite, une perte de temps et d'espace mémoire.

43

Les surfaces paramétriques définies sur des pavés

donc des englobants bien adaptés pour efÏèctuer

développera les deux méthodes corlstrLlction de

approxirnation.

3.2.1. Boîtes par enveloppe convexe

à tendance rectangulaire, les boîtes sont

tests de séparabil i té. Dans la suite, on

boîtes: par enveloppe convexe et par

sont

des

ces

Une surface vérifiant la propriété de I'enveloppe convexe, est complètement englobée

par I'enveloppe convexe de son réseau de points caractéristiques. Cette enveloppe peut servir

pour un test de séparabil i té. rnais les traitements résultants constituent Lrne tâche lourde et

délicate. Pour ne pas passer beaucoup de ternps dans le traitentent de tels volumes, on uti l ise

des volumes plus gros mais plus sinrples à uti l iser.

Les boîtes minmax sont les englobants les plus Lrt i l isées, el les sont calcr.r lées à part ir des points

caractérist iques. Elles peuvent être calculées dans un repère bien choisi et favorisent ainsi des

englobants plus fins.

3.2.1.1. Boîtes minmax non orientées

Une boîte minrnax d'une surface, vérif iant la propriété de I 'enveloppe convexe, est le

plus petit  paral lélépipède rectangle contenant son réseau de points caractérist iques. Elle est

calculée en cherchant les extrema de I'ensernble de ces points, selon chaque direction du repère

réel.
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Figure 3.1: Boîte nrinnurx d'rrnc cotrrbc dc Bézicr cle dcgré 3

Le test de séparabilité à I'aide des boîtes nrinnrax (non orientées) est un test sirnple et rapide.

Cependant, i l  peut être inefi icace clans cer-tains cas (f igure 3.2); les boîtes minmax orientées

tentent de traiter ces cas.

3.2.1.2. Boîfes minmax orientées

Les boîtes minmax décrites précédernrnent sont calcLrlées darrs Ie repère réel. Un

changement de repère pollrra produire des boîtes plus fines et plus proches de leurs surfaces,

par suite un test de séparabil i té plus intéressant.

l-------7

x '

Figrrc 3.2 :Ecltec d'un tcst dc séparabililé ii I'aidc dcs boîtes rninrnax non orientée.

Pour calculer la boîte minrnax orientée d'une surface dans un repère donné, on transforme tous

ses points de contrôle dans ce nouvearl repère La boîte minrnax non orientée, calculée dans ce

repère, est la boîte recherchée. De mênre, por"rr etïectuer le test de séparabilité à I'aide des

boîtes minmax orientées dans un repère donné, on transforme les deux réseaurx de points

caractéristiques dans ce nouveau repère. On y effectue ensuite le test de séparabilité par les

boîtes minmax non orientées.

L'uti l isation des boîtes minmax orientées doit s'effectuer dans un repère bien choisi. Une

solution optimale garantissant la plus f lne des boîtes rninmax nécessite un traitement

lit:-
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cornpliqué, ce qui r isque de rendre le test de séparabil i té coûteux. De plLrs, un repère qui réalise

Ia plus fine des boîtes minnrax polrr une surface, ne l'est pas nécessairement pour I'autre

surface. Pour cela, il est souhaitable d'effectuer ce test dans un repère associé à la première

surface. En cas d'échec, il faut recommencer avec un repère associé à la deuxième surface.

La recherche d'une bonne orierrtation pour un carreau est une opération délicate, qui peut être

par:fois sans un réel intérêt. On prend une solution pratique et sirnple, cherchant cette

orientation à part ir des 4 sommets du carreau. [-es directions de ce repère sont calculées selon

une moyenne des directions des segments joignarrts les 4 sornrnets du carreaLr.

3.2.1.3. Algorithme fusionnant les deux approches

Le test de séparabil i té à I 'aide des boîtes minnrax orientées est un test coûteux. I l

nécessite d'abord de rechercher un bon repère pour la prernière surface, de transformer chaque

point de contrôle de chacune des deux surfàces. ensuite d'effectuer le test de séparabil i té à

I 'aide des boîtes mirrnrax non orientées. En cas d'échec. i l  faut recommencer ce traitement en

inversant le rôle des deux surfaces.

Avant d'effectuer ce test, il est inrporlant de s'assurer d'une disjonction triviale à I'aide des

boîtes minmax non orientées. Dans la suite, on décrit I'algorithrne d'un test de séparabilité

combinant les avantages de chacune des deux nréthodes précédentes.

{5

Algori thm e Te.s t D e Sc pct ra b i I i t é (5, 7-)

début

calarler BS et BT hoîle:; ntirurtcrx ttotr oriutléa.s da S' at 
'l

si BSnBTT@

olors cherchct'une ot'iutlulicttt clc S

calculct' BOS et BO'I' hoîte .s mittnrcrx oricnléc.s' dc S al 
'l'

si BOS,'II)T*A

nlors chercher ttttc ot'icttlutiott de 
'l'

calculcr BOS' ct llO'7' hoîlas mittrrtux orictttées de S el T

si BOS'nBO7-'t@

nlors {S cl 7' .çottl cott.t'idëréc.s ttttt cli.s.irtittlcs ct scr(rtl

fi'ailécs dqn.s lq .vilc de I'ulgoritltnteI

sitton cn'rêl

sittott ot't'êt

sinon arrcl tclisiottcl ittrr tt'it'iulc)

n.
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3.2.2. Boîfes par approximation

Pour éviter d'effectuer des surbdivisions à I'aide de I'algorithme de Boehm, il faut

pouvoir rendre le calcul des boîtes englobantes indépendant des points caractéristiques. Les

boîtes obtenues par approximation constituent une solution à ce problèrne.

Dans la suite de ce paragraphe, on désigne par:

- S(u,v) une surface différentiable de classe deux, et définie dans un dornaine DS de la forme

DS=[uo.uo +h]x[vo.v,, +k], où h et k sont des réels posit i fs et petits (DS est un petit  pavé).

- T1 et T2 deux tr iangles obtenus par subdivision de DS par une de ses diagonales.

- L(u,v) une surface bi l inéaire définie sur chacun des tr iangles T1 et Tr , el le est de la forme

suivante:

3.2.2.1. Boîtes par approximation non orientées

On suppose L définie par ( l) coinciclant avec S aux 4 sornrnets clu dornaine de cléfinit ion DS, la

distance maximale entre ces deux surfàces peLrt être majorée par Lrne valeur ô:

l ls (u,v)-  L(u,u) l l .  ô  vu.v e DS (3 2)

où ô est donnée dans IFIL 86] en fonction cl 'une majoration des dérivées secondes de S par:

L' inégali té (3.2) perrnet de construire fàci lement une boîte englobante de S de la manière

suivante.

- construire la boîte {Po,Pt} englobant les 4 sonrmets de L.

- élargir cette boîte de la valeur ô selon chaqr,re direction du repère réel. On obtient ainsi la

boîte définie par {P0-(ô,ô,ô), Pt+(ô,ô,ô)}

.  fou+bv+c  Vu ,veT l
L(u .v )  =  {'  

[ a 'u+b 'v+c '  Vu .v  e  T r
(3  t )

u  =  
* ,h2M,  

+2hkM,  +  k2M- ;  ;

M, =*rll#,*",11 M2 =Tïll^^,,,",1i Mi =T:rll#,,,",11
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La quali té de la boîte obtenue dépend de la valeur de ô qui doit être petite. En pratique, pour

une surface définie sur le carré r.rnité, après un niveau de subdivision n, la valeur de ô devient

rapidement petite:

h=k= ( l l Z ) t l

ô  =  ( l / 8 ) . ( l  l 2 )2 "  (N ,11+2Nz t1  +N41 )

Le calcul de M1, M2 et M3 est un traiternent coûteux, rnais il sera eflectué une seule fois pour

chaque surface.

3.2.2.2. Boîfes par approximation orientées

On désigne par A. B, C et D les quatre sonu)rets de S L est I 'approximation bi l inéaire de S sur
le dornaine DS = [u,r.u,, + h]xIr,, , ,r, , ,  + k] et ayant pour soutnlets:

L(u r ,vo )=  A-W L(u , , , v { )  +k )  =  B+W

L(u , ,  +1 ,v , , )  =  C+W L(u , ,  +1 ,v , ,  +  k )  =  D-W

où le point  W est une rnoyenne clonnée par:  W = y 'otA -  B-C + D).

On peut voir que les quatre son'rnrets de la surface L sont dans un ntêtle plan, c'est donc est

une surface plane.

(.-

i l

i

'  
S (  t t . r ,  )

| - ( u , v )

B

De la même manière, il est possible de ma.jorer la distance nraxirnale entre les deux surfaces S

et L par une valeur ô:

+7
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l ls1u,v)-  L(u,u) l l .  ô  vu,r ,e D (3 3)
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où ô est donné dans [FIL 86] par

s  =  f ( r tM1  +  2 l r kMr  +k2M3)

', '*'|#l l#l l#l) ', *il#l l#l l#D ', *,|#l l#l l#l)
Une boîte orientée englobant S est constrr-rite dans un repère ayant deux vecteurs portés par le

plan de la surface L. On la constnrit de la rnanière suivante:

- dans le plan porteur de L, cherclrer un lectangle englobant les 4 somrnets de L. On note

{Po,Pt} deux sommets opposés de ce rectangle

- la boîte est construite dans un repère cl'origine P11 défini par les vecteurs directeurs du

rectangle. On élargit ce rectangle de la valeur'ô selon clraque direction du nouveau repère, on

obtient ainsi une boîte orientée définie par lP11-(ô,ô,ô) , Pl+(ô,ô,ô)).

La quali té de la boîte obtenue dépend de la valeur de ô qui doit être petite; cette valeur devient

rapidement petite avec quelques subdivisions.

La boîte obtenue est d'autant f ine que ce rectangle est petit ,  on n'a pas développé de rnéthode

de construction du rectangle {P6,Pr }

Conclus ion:

Les performances de la rléthode de subdivision récursive dépendent du test de

séparabil i té uti l isé. Celui-ci doit détecter aussi tôt qr,re possible la disjonction de deux sous-

carreaux. Les deux approches de construction des boîtes englobantes uti l isées par ces tests

sont traitées dans ce paragraplre; la prenrière est dépendante de la propriété de I 'enveloppe

convexe; la deuxième est valable pour des surfhces différentiables.

Nous avons développé I 'approche classique Llt i l isant les points caractérist iques et la propriété

de I'enveloppe convexe, pour en faire Lln test conrbinant les avantages des boîtes minmax non

orientées et cel les orientées. Les points caractérist iques des sous carreaux doivent être

disponibles, ce qui fait  que la nréthode est très gourmande en espace mémoire. En ce qui

concerne la deuxièrne approche, son but n'est pas de généraliser Ia rnéthode, puisque

pratiquement les seules surfaces r"rt i l isées en C.F A.O vérif ient la propriéte de I 'enveloppe

convexe. Nous I 'avons développée pour rendre le calcul des englobants indépendants des

points caractéristiques et du type de surfaces.
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La subdivision des surfaces de Bézier (resp B-spline) peut s'effectuer par un algorithme de De

Castel jau (resp Boehrn), ou sinrplement en subdivisant les donraines de définit ion. Dans ce

dernier cas, les points caractérist iques des soLrs-carreaLrx ne sont pas connus, ce qui nécessite la

construction des boîtes englobantes par approximation. Cette façon est intéressante puisqu'el le

permet d'éviter, de garder en mérnoire des structures de données imponantes, et les calculs dus

aux subdivisions. Cependant, el le rrécessite une évaluation des quatre sommets des sous

carreaux traités.

Cette descript ion des avantages et inconvénients respectifs des deux approches ne nous permet

pas de choisir. Une cornparaison des perfornlances doit s'effectuer par une implantation.

+9
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3.3. Iesfs d'arrêts des subdivisions

Un test d'arrêt de subdivision per-rt être effectr.ré de façon à ce que la méthode soit

adaptative ou uniforrne. La forme adaptative, classique, nécessite d'effectuer un test de planéité

et de linéarité des courbes bords. Nous allons nrontrer ces tests pour des surfaces vérifiant la

propriété de I 'enveloppe convexe. La fornre unifonre nécessite le calcul d'un niveau de

subdivision maximale pour chacune des deux surfaces. Nous allons définir ce niveau de façon à

ce que, selon chacune des deux directions du domaine pararrrétr ique, la subdivision soit

uniforme.

3.3.1. Subdivision adaptative

La subdivision adaptative consiste à appliquer url test d'arrêt à chaque niveau de

subdivision, et à chaque sous-can'eau Ce test efïèctue Lure analyse geonrétrique du sous-

carreau traité, pour savoir s' i l  est assinri lable à une facette plane selon une certaine tolérance.

Cette méthode effectue un minirnum de subdivisions pour atteindre le résultat f inal, son

problème essentiel est de déterrr iner quel plan et quel contoLrr choisir pour approcher un

carreau. Pour ce faire, les notations suivantes seront adoptées:

S: un carreau défini par ses points caractérist iques {P11) et vérif iarrt la propriété de I 'enveloppe

convexe.
rP: plan porteur d'une fàcette approxir lat iorl  de S. definie par un point de passage A et un

vecteur normal N.

J: droite porteuse d'un segment approchant Lrne courbe frontière de S, el le est définie par un

point de passage A et un vecteLrr directeur trnitaire U.

3.3.1.1. Iesf de planéité

Au fur et à mesure que le niveau de subdivision avance, l 'enveloppe du réseau

caractérist ique (P;;) devient une bonne approxirnation de S. C'est un moyen simple pour

calculer un plan approchant lrr. I'r-rtilisation de points sur S nécessitarrt des opérations

d'évaluation coûteuses.

Pour trouver lp à partir du réseau de contrôle, deux solutions sont envisageables.

- la première consiste à chercher '':' con'ulre le plan qui passe le rnieux au sens des moindres

carrés à travers Ie réseau des points caractérist iques. Si '  est défini par Lrn point de passage A
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et un vecteur normal unitaire N, cette rnéthode revient à nrinirniser la sornnre suivante par

rappo r tàAe tN :

f tanu N;z G 4)
i . j

C'est une solution optinrale mais coûteuse en temps de calcul.

- la seconde est une solution pratique qui ut i l ise seulenrent les quatre points extrêrnes du réseau

caractéristique. Le quadrilatère fornré par ces points devient une bonne approximation de S au

fur et à mesure que le niveau de subdivision avance. On prend le plan ,r défini par un point de

passage A barycentre de ces points, et le vecteur N orthogonal aux moyennes, selon les deux

directions, des côtés du quadri latère.

Une fois qu'un plan approchant ' : 'du carreau S est clroisi,  le test de planéité devient simple: i l

suff i t  que tous les points caractérist iques soient à urre distance de '  ne dépassant pas une

certaine tolérance donnée e:

APly  N<e V i , j  (3s )

Cette condition garantit qr.re la distance maxirnale entre S et I 'enveloppe convexe de {P1} ne

dépasse pas e. La distance maxinrale entre S et le plan P peut être largernent inférieure à e, d'ou

la difï iculté de choisir e.

3.3.1.2. Test de linéarité des bords

Si le test de planéité est effectué avec succès. un test de l inéarité de courbe doit être

appliqué à chacune des qLlatre courbes frontières de S. Ce test permet de savoir si ces courbes

sont assimilables à des seqments. selon une cer-taine tolérance e.

Pour tester la l inéarité d'une courbe C. la l lropriété de I 'enveloppe convexe est encore uti l isée

pour chercher un segment approchant. Une fbis que ce se_sment est choisi,  le test de l inéarité

devient sirnple. I l  suff i t  que tous les points caractérist iques {P1} de C soient à une distance de

ce seqment inférieure à la tolérance e.

l lne, " ùll=' vi (3 6)

Cette inégali té est une contrainte fbrte. el le fait  assirni ler le r 'éseau de contrôle de C à un

segment approchant à e prés. La courbe C est à I ' intérieur de I 'enveloppe convexe de son

réseau de contrôle, el le est assimilable à ce segnrent à une certaine tolérance e1 (e1 < e ).

5 l
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Ce test de l inéarité est un test simple, i l  dé1lend du bon choix du segrnent approchant. Comme

pour la planéité, deux solutions sont envisageables pour ce choix:

- la première consiste à choisir le segnrent por-té par la droite qui passe le rnieux au sens des

moindres carrés à travers les points de corrtrôle de C. Cette nréthode revient à minimiser la

somrne suivante par rapport à A et U:

52

I teei  , .  u)2
i

(3 7)

- la seconde est une solution pratiqr.re qui consiste à approcher une courbe par le segment

joignant les deux points extrêrnes du réseau de contrôle. C'est une solution simple et rapide

3.3.2. Subdivision uniforme

Une surface de Bézier rationnelle a en général une courbure assez uniforme. I l  est

parfois avantageux de lui appliqr.rer une sr-rbdivision uniforrr ie, qui gararrt i t  une approximation

triangulaire selon une certaine tolérance. Ceci s'efïèctue en évitant tous les tests coûteux de

planéité et de l inéarité.

La rnéthode de subdivision uniforr le consiste à calculer pour chaque surface, un niveau de

subdivision maximal. Ce niveau garantit  qu'apr'ès subdivision unifbrrrte, chaqLre sous carreau est

approchable par deux fhcettes tr iangulaires selorr une certaitte tolét 'ance e. L' idée de la rnéthode

consiste à majorer la distance maxinrale entre Llne surfàce est une approxintation plane ayant

ses sommets sur cette surface. Si cette distance est infërieure à une ceftaine tolérance, alors la

surface est considérée assirnilable à cette approximation plane. Une rnajoration de cette

distance a été donnée dans [LAN 79]. ensuite considérablement rédr,r i te dans [FIL 86]

Au lieu d'effectuer r-rne subdivisiorr unif,on'ne, on définira le niveau de srrbdivision rnaximal

comn'le un couple d'entiers, oùr chacun corresponcl au rrontbre de subdivision maximal selon une

direction du domaine paranrétr ique. L'obtentiorr de ces norttbres nécessite le calcul des

majorations des dérivées secondes de la surfàce corrsidérée. Ces majorations peuvent être

difiiciles à obtenir, notamment pour des surfaces de degrés élevés. ou pour des surfaces

rationnelles. La conversion vers la base de Chebychev et I 'ut i l isation des propriétés de la

fonction projection orthogonale pernretterrt d'apporter une solution au problèrne.
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3.3.2.1. Niveau de subdivision

Soit S(u,v) une surface différentiable de classe deux définie sur un domaine DS:[O,1]2,

à valeurs dans I 'espace euclidien de dinrension donnée. Dans notre cas, le dornaine est choisi

unitaire pour des raisons de sirnplicité, la surface S est dans I 'espace euclidien de dirnension 3

ou 4.

Soit (cr,B) un couple d'entiers qui désignera le niveau de subdivisron. Après a subdivisions

récursives selon le paramètre u et B subdivisions récursives selon v, le dornaine DS est découpé

en pavés rectangulaires de taille égale à 2-dx2-0. A chacun cle ces pavés, on effectue une

subdivision par I 'une de ses dia-qonales ( la prernière par exemple), ce qui entraîne une

triangulation uniforrrre du dornaine DS.

Dans la suite, T désignera un de ces tr iangles

Soit L(u,v) une surface définie sur le dontaine DS, tel le que sa restr ict ion sur cl iacun des

triangles T est une application bi l inéaire coinciderrte avec la surfàce S aux trois somnrets de T.

(3  8 )

L(u,v) est une surface tr iarrgr-r laire par nrorceaux, c'est Lrne approximation l inéaire par

morceaux de la surface S. Cornrne la subdivisiorr est unifornte, la surfàce L est continue et ne

présente pas de trous, ce qr,r i  n'est pas le cas pour la sUbdivision adaptative.

I

l - (  u .v  )

t ;
. - ' - - - -

I
l i i
l l i

Figure 3.3 : triangul:t l iort d'unc surljtcc pitrantétriqttc

L est une approximation de S à e près si la distance maximale entre S et L ne dépasse pas la

tolérance e:

[ t - (u ,v )  =au+bv+c  V( ' , v )  e  T

{  L (u i  , v i )  =  S(u i ,  v1 )  pour  i  =  l ,2 ,3

l (u ; ,v ; ) i  =  1 ,2 ,3  sont  les  so t t tn re ts  de  T

l---

l

--- ----r-- ---ï--
r l
I _.i
1 r
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l lS(u1,vr ; -L(u2,v2) l l  <  e vr  c  D
V u1 , v1 ,u r , v r  €T

(3 e)

Comme pour I ' inégali té (2), on peLlt ma.jorer la distance maxir lale entre S et L par :

l lS(u,vv-L(u.") i l=*(+N4r +#vr *{rv3y ( i  r0)

Pour que le niveau de subdivision (a,B) garantisse une approxirnation tr iangulaire à e près de S

parL, i l  faut que le couple (a,0) vérif ie I ' inégali té:

i r*M,*.aN{, ++Mi)<e (3 r)
8  

' f  Z c  '  
l t r + l l  

'  - t J l 1

I l  reste à trouver une valeur poLrr c( et B en fbnction de la tolérance r:

- si M1:0: aucune subdivision selon u n'est nécessaire, puisque la surface

cette direction. On prend ainsi a:0 et on résout I ' inégali té précédente en B.
- si M3:0: aucune subdivision selon v n'est nécessaire, puisque la surface

cette direction. On prend ainsi B:0 et on résout I ' inégali té précédente en a.

a
2 P >

linéaire selon

linéaire selon

- si M1*0 et M3*0. on pose À:N41/N43 et Za--},.ZB et on résout I ' inéquation suivante en p:

- f  r t ,  +2ÀMr +À2N,r-q;

3.3.2.2. Majoration des dérivées secondes d'une surtace

Le calcul du niveau de subdivision maximal d'une surface S nécessite le calcul des

majorations de ses dérivées secorrdes. Ces rrornbres doivent être calculés une fois pour toutes

avant de lancer la rnéthode de subdivision. i ls peuvent être stockés avec la stnrcture de la

surface pour des traiternents ultérieurs. Le calcul exact de ces valeurs rrécessite le calcul des

dérivées partielles troisièmes, de leurs racines et l'évaluation des dérivées secondes en ces

racines. Ce traitement est évident pour des surfaces de degré inférieur à 3, mais il se complique

avec I'augmentation du degré.

Des solutions approxinratives doivent être prises. mais il faut que les valeurs trouvées soient

assez proches des valeurs exactes. Pour cles surfaces de Bézier non rationnelles, ces nombres

peuvent être majorés en r.rt i l isant la propriété de la part i t ion cle I 'unité des fonctions de la base

de Bernstein:
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M = Iîax
I  i ' 0 . .m -2 ; j ' . 0 . .

M^ = max
z  i : 0 . . .  m  -  l ,  j : 0 . .

"{' 
,'r - r) llt,.,

" - '{'" 
' ll', * r,, -

,{, ,', 
- rr llPi * z,i

-  2Pi  
*  t , .1  

* il)
+P.

I , J

l

P
t , J

P.
r+

-2P.
I. n -

- p
I , j  

^ i , j+ l

,1+t  
+Pi ,1

) t, 
',r

Ces rnajorations peuvent être beaucoup l l lus grandes que les valeurs exactes, notamment pour

des surlaces de degré élevé. La conversiorr de la base de Bernstein vers la base de Chebychev

permet d'exploiter les propriétés de ces dernières et de donner des rnajorations meil leures ISFD

921 Après conversion de la surfàce S vers la base de Chebychev, on peut écrire ses

coordonnées sous la forrne:
l n n

x(u,v)= I  I  t , . ,C, (2u -  l )C, (2v-  l )
i=0  j=o

où x(u,v) est la prerrr ière coordonnée cle S(u,v) et C1 la i ièrne çsnç1ion polynoIrr iale de la base

de Chebychev:

C i ( * )=  cos ( i . a rcos (x ) )  avec  -  l s  x  <  |  e t  i >0

Des majorations des dérivées secondes de x(u.v) sont données dans [SHE 92] par:

M. = max
r  i : 0 . . .m ; j : 0 .

t?|3 -\

^ n , 1 1

=:>. ) lr , , l i ,1i '  -  r;
1 u  2 l  ' t t  I
"  l = 0  t = 2

= 4i 71,, ,1 '  j '  ( i  r i  )-  L ' / l t " t l  "
, - t  , - l
I - l

A n t l l

=lF Flt, , lr 'u'-t).  L /  L l l  t . l  I '
) . 1 = 2  t = t t

fllr -,

3.3.2.3. Effet de la fonction projection homogène

Les dérivées partielles d'une surfàce rationnelle sont des formes compliquées à calculer

et à gérer, ce qui rend diff ici le I 'opération de calcul des rnajorations de ces dérivées. Une

approche proposée dans [FUH 92] calcule le niveau de subdivision dans I 'espace homogène, où

les surfaces sont polynomiales. Ensuite, el le cherche une estirnation de I 'effet de la fonction

projection homogène sur la distance entre la surface et son approxirnation tr iangulaire.

L' idée de la méthode consiste à chercher une tolérance ô en fonction de la tolérance a de façon

à ce que, si un niveau de subclivision (a,B) garantit  une tr iangulation cle Sh à ô près, alors ce

niveau garantit  une tr iangulation à e près de la surfàce originale S. Dans la suite, on désigne
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par Llt la surface définie de la mênre rnanière que L, et coTnciclant avec Sh aux sommets des

triangles T obtenus après (cr,B) subdivision uniforrne du domaine DS. On a donc:

l l tnfrr,vr)-Lr '(rz,"r l l l  .a vrc D
Vu1 ,  u7  ,  v1 ,V2  €  T

En appliquant la transforrnation horlogène à cette irrégalité, on obtient:

l l " f  t"  (ur ,v,  ))  -  H(L" (u, ," ,  )) l l  = l lsf  r ' ' r  ,  vr )  -  L(urz, ' ,  l l l  = t

Les relations entre s et ô sont décrites dans IFUH 92] par'

,=j
t

ou

oe----
J1 + rD 'e ' 0<a< r '

r<e<2 r

2 r  <e

il  ̂  tlr  =  sup l l r , , l l

ot

+cc

.  ^ t  I( l ) = t n f  1 c )  |  e t
' . 1  L  t ' l  J

Pour résumer, si (a,B) garantit  une approxirnation tr iangLrlaire cle Slt à ô près, alors i l  garantit

une approximation tr iangulaire de S à e près

Conclus ion:

Un test d'arrêt des subdivisions est un élérlent irnportant dans un algorithrle de subdivision

récursive, la méthode se présente sous deux fbrnres. La fbrrne adaptative subdivise une surface

en fonction de sa courbure locale, el le effectue ainsi un rninirnurl de subdivisions. Mais avec

tous les tests de planéité et de l inéarité, el le tend à être consornnratr ice en ternps de calcul. El le

est dépendante de la propriété de I 'enveloppe convexe des surfaces uti l isées.

La seconde forme est unifornre, elle pennet d'éviter tous les tests de planéité et de linéarité des

bords. Cette approclre ne nécessite pas de disposer des points caractéristiques, elle est

particulièrement avantageuse pour des surthces à courbure unifornte. La rnéthode peut être

lente si le niveau de subdivision calculé est grand, el le peut efÈctuer une sur-subdivision de

certaines zones des surfaces traitées. Nous avons défini le niveau de subdivision comme un

couple d'entier où chacun corresponcl à urre direction du dorrtaine parantétr ique. Ceci est

part icul ièrement avantageux qr,rand i l  y a une différence de planéité entre les deux directions.
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3.4. Conclusion

Après avoir décrit  le principe général de la rnéthode, on a développé diverses

possibi l i tés de I ' implanter. Ces implantations dépendent de la procédure subdivision d'un

carreau, de la procédure de séparation de deux sous-carreaux et de la procédure d'arrêt des

subdivisions.

La séparabilité peut s'effectuer par des boîtes nrinnrax, ou des boîtes obtenues par

approximations. Les premières sont calculées à partir du réseau de points caractéristiques. Les

secondes calculées par approximation, el les sont indépendantes du nrodèle de surfaces. On a

développé ces deux méthodes en proposant d'efÏèctuer le calcul des ses boîtes dans des repères

bien choisis. Ceci permet de rendre le test cle séparabil i té plus eflcace dans les situations où les

surfaces ne sont pas à tendances paral lèles aux axes du repère réel.

L'arrêt des subdivisions peut s'effectr,rer aclaptativernent ou uniformérnent en calculant pour

chacune des surfaces un niveau de subclivision rlaxir lal.  De la nrêrne nranière, la prernière est

dépendante de la propriété de I 'enveloppe convexe, la seconde est valable pour des surfaces

quelconqr.res. On a développé la notion de niveau de strbdivision pour que la sr,rbdivision

s'effectue indépendamment selon chacune des clerrx directions clu donraine paranrétr ique.

La subdivision des surfaces de Bézier (resp B-spline, Nurbs) peut s'effectuer par I 'algorithrne

de Casteljau (resp Boehrn), or"r sirnplernent en subdivisant leurs domaines de définition. Dans ce

dernier cas, les points caractéristiques des sor.rs-carreaux rle sont pas connus, ce qui nécessite la

construction des boîtes englobantes par approximation et le calcul des niveaux de subdivision

maximaux pour les tests d'arrêt de subdivision

Cette façon est intéressante pr-risqu'elle perrrret d'éviter de garder en mérloire des structures de

données importantes, et les calculs dus aux subdivisions Cependant, el le nécessite une

évah"ration des quatre sommets des sous carreAux traités. Le coùt de ces évaluations est réduit

en utilisant I'algorithme de Horner.

Enfin pour résumer, Ia rnéthode de subdivision récursive se présente sous deux formes

adaptative ou unifornre. La fornre aclaptative est intéressante pour des surfaces à large

variat ion de courburre, el le est dépendante de la propriété de I 'enveloppe convexe. La forme

uniforme est intéressante pour des surtàces ii courbure assez unifbrnre. elle est valable pour des

surfaces quelconques (différentiables).



4. METHODE DE SUIVI



Introduction

4.1. Introduction

La méthode de suivi est actuellenrent la technique, de calcul d' irrtersection de deux

carreaux de surface, la plus prometteLrse. Apres avoir clonné sa description générale dans le

deuxième chapitre, on a soulevé les principales diff icultés à sunlonter. I ' identif ication des

courbes fermées et des points d' intersection tangentiel le, le choix du pas de suivi et de I 'ordre

de la courbe approchante qu'on entend traiter dans ce chapitre.

Le procédé de suivi d'une courbe régr-rlière se rarrrène au problènre de calcul du point suivant,

tout en contrôlant I'espacement des points consécutifs. Ce calcr-rl est généralement effectué en

deux étapes de prédict ion et de correction: la correction calcule i térativernent Lrne valeur

précise à part ir d'une estirrat ion dé.ir i  calculée par l 'étape de prédict ion Les courbes

approchantes introduites par IBAJ 88] sont calculées conrnre un dér,eloppenrent de Taylor de

la courbe recherchée, el les garantissent une bonne approxirnation clu point srr ivant. Nous al lons

décrire en détai l  la constnrction de ces courbes: le problènre du choix du pas suivi et I 'ordre de

la courbe approchante sont les questions auxquelles i l  faut répondre.

La notion de fonction distance entre deux surfàces paramétriques constitLle I 'outi l  fondamental

permettant d' identif ier les courbes ferrnées et les intersections tangentiel les. Un ensemble de

points signif icati fs, qui découle des propriétés cle cette fbnction doit être calculé. IKRI 92] a

défini ces points comnle des extrerna de la forrct ion distance; i l  a uti l isé la notion de I ' indice

d'un champ de vecteurs pour les isoler clans cles petits pavés; ensr-r i te la méthode de Newton-

Raphson pour les calculer i térativernent. Cette approche présente des problèrrtes pratiques et

théoriques dus au fait que ces extrerna ne sont pas définis de façon explicite.

Nous al lons exposer les détai ls et les proprietés de cet outi l  pour définir ensuite I 'ensernble des

points signif icati fs cle façon explicite. Leur calcul incl ispensable sera faci l i té par cette définit ion

et par une méthode fondée sur la techrrique de subdivision récrrrsive
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4.2. Procédé de suivi

Le procédé de suivi est I 'opération pernrettant de calculer séquentiel lement une suite de

points sur une courbe d' intersection. I l  se ranrène à un problèrne de calcul d'un point

d'intersection voisin à partir d'r,rn point déjà connu. Ce calcul s'effectue en deux étapes de

prédict ion et de correction: une esti lnation est calculée sur une courbe approchante, ensuite

corrigée par une rnéthode itérative.

On commence ce chapitre par une descript ion mathénratique de la construction des courbes

approchantes. On montrera la stratégie pris pour le choix dr"r pas de suivi et de I'ordre de la

courbe approchante.

4.2.1. Courbe approchante

Une courbe approchante à la cour.be d' intersection C, en un point courant C;, est

construite comme son développernent de Taylor d'un cefiain ordre en ce point, el le perrnet de

calculer une approxirnation d'un point suivant. Cette approxirnation doit être donnée dans

I'espace et dans les dornaines paranrétr iques des deux surfaces S et T, i l  faut donc construire

cette courbe approchante pour clracune des trois représentations paramétriques de C.

4.2.1.1. Courbe d'intersection régulière

En un point d' intersection régulier, la courbe d' irrtersectiorl  passant par ce point adrnet une

représentation pararnétrique vérifi ant:

' l ' ( s ( r ) .  r ( r ' ) )  ( 4  I  )

I ,  on choisira r abscisse curvi l igne de la courbe C

Les courbes planes (u(r),v(r)) et (s(r),t(r)) sont appelées coordonnées pararrrétr iques de la

courbe C(r), dans les dornaines des surfhces respectives S et T. Orr démontre faci lernent que

ces trois représentations pararnétriques sont autant dif lérentiables que la rnoins différentiable

des deux surfaces (annexe l).

Pour déternriner une courbe approchante, on suppose que C est assez différentiable, et on écrit

ensuite ses trois prernières dérivées en fonction cle la base de Frenet l t .n,bJ :

60

(  xr ' " r )
t l

c t t )  =  
|  

t - t r )  
l = s ( t r ( r ) .  

v ( r ) ) =

[ ' t ' r  J
où r varie dans un certain intervalle rée
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C' ( r )  =  1

d;
L (r) = -;- = KII

or

C" ' ( r )  =  9 ( *O)  =  K ' i l  +x1 tb -  rcT)'  
d r '

où rc et t désignent la courbure et la torsion de la courbe C au point C(r). On rappelle les

relations de Frenet-Serret l iant les vecteurs de la base de Frenet.
d t - d b - d n i -
-  =  K t l .
dr dr dr

4.2.1.2. Calcul des coefficients des courbes approchantes

Pour calculer une estinration cl 'un point suivant. une courbe approchante doit être

construite pour chacune des trois représentations de la courbe C, de façon à connaître ses

coordonnées paralnétriques et sa posit ion dans I 'espace. Ainsi. en un poit l t  courant Cj, les

courbes approchantes d'un certain ordre n sont clonnées par les sontntes de Taylor suivantes:

(4 2)

(4  3 )

l
+ - r - u

2
I

+ - r - v
2

( r )  =  s ,

( r )  =  t ,

( r )=C

t
lu
1
I

l v
t

1,,
{
I
I r ;
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(4 s)

+
I

( 4  4 )

Pour déterminer ces courbes approchantes. i l  est nécessaire de chercher leurs dérivées jusqu'à

I 'ordre n souhaité. Pour I ' instant, on suppose que les dérivées de C jusqu'à I 'ordre n sont

connues, et on cherche par suite les dérivées des coordonnées paramétriques Lt. v, s et t .

Par dérivation d'ordre n par rapport à r de la fbrrnule (4.1), on obtient:

C t t  =  S , , u t t  + S ' , v l t  + v l t - l

C n = T t s n * I t t t * t Y t t - l

Vn-l dépend des dérivées part iel les de S et cles clérivées jusqu'à I 'ordre n-l de u, v

V/n-l dépend des dérivées part iel les cle T et cles clérivées jusqu'à I 'ordre n-l de s, t .
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Pour calculer les dérivées

forme:

6 n  _  y t t - l

utt ( resp v'r ; ,  on écrit  la prernière équatron

=  suu t r  +  S ' v .  (4 .6 )

dur systèrne (4.5) sous la

Ensuite, on effectue le produit vectoriel de (4 6) par S, ( resp S,, ):

(Ct t  -  Vn- l )  A Sr ,  = S, ,  n  S ' ' t t  "  (4  t )

(C"  -  vn - I )  Â  Su  =  S '  n  S , , v ' r  ( 4  8 )

Pour calculer un (

ut t

où i désigne I ' indice de

^ I l  _
S _

resp vn ), on peut prendre:

[ (a"  
-  vn-r  )  ̂ .  t ,  ] ,  . . , ,
[S,, ,. S,, ],

la plus grande

1,." -
L5\  ̂5u I

coorclonrtée de S,,"S,, en valeur

Vn-  l )  , . .  S"  
] ,

De la même manière, les dérivées srr et trr sont données par

absolue

(4 e)

(4  r0)1,."-1tr7rr-r)"T]-lrJII- lr."-1v'-ry"\1,
E

. l l  -

où i désigne I ' indice de la plus grande coot'donnée de Tr"T, en valeur absolue.

Maintenant que les dérivées des coordonnées pararnétriques u, v, s et t  sont déterminées, on

cherche les dérivées de la courbe C. La prertt ière dérir,ée peut être calcr.r lée faci lement en

fonction des deux vecteurs normasx aux cleux surfàces Pour une cor.trbe régulière, C'(r) est

unitaire et col inéaire au produit vectoriel cle ces deux normales. Son sens est déterrniné par le

sens de traversée de la courbe C:

/ - t -  L  N r ^ N ,
t- - -l-;--------------ï

l lN'" N' ll
(4 rr)

Le signe + désigne le sens de parcout's choisi sttr la cottrbe C(r).
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Ns c'

-'-s

-Nt

i

T

Figure { .  I  :  En un point  c [ ' in lcrscct iorr  l ransvcrsulc .  NS. N-f .  C '  lo l rncut  unc basc.

En un point d' intersection régulier. Ies vecteurs Ng, N1 et C' fbrnrent Lrne base dans I 'espace.

Chaque vecteur dérivée Ct' de C(r) peut s'écrire darrs cette base sous la forme:

Cn  =  anNs  +  gnNr  *X , ,C '  ( 4 .12 )

où an,  Fn et  Xn sont  des réels  donnés par :
d u  = (  V " - ' ,  N ,  t

0, ,  = ( 'w" - ' ,N ' ,  >  (4  13)

Xu  = (C" 'C '>

dn, 0n sont connues de façon explicite, puisqr.re les vecteurc yrt- l  et W'r- l  sont déjà calcules,

les Xn sont par contre rnoins évidentes à trouver. Les relations du (4.2) permettent de calculer

ces derniers pour les ordres inférieurs our égaLrx à 3:

n=1 ,  T l  =<C ' ,C '>=  |

n :2 ,  XZ  =<  C" ,C '>=  0

n=3 ,  X3  =<  C" ' ,C '>=  -K2

L'ordre de la courbe approchante, uti l isé dans un algorit l inre de sr-r ivi est normalernent f ixé une

fois pour toutes. L'ordre 0 consiste à prendre le dernier point calculé comme estirnation du

point suivant ILUK 89] Ceci signif ie que les courbes approclrantes ne sont pas uti l isées.

L'ordre I consiste à prendre la droite tangente comme courbe approchante, c'est I 'ordre le plus

implanté, car i l  est sirnple à réaliser. IBAJ 88] a uti l isé I 'ordre 3 qui ofÏre une meil leure

approximation init iale dur point suivant
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J.. . . . - - , , , , , - . - - - ordre I

ordrc 2

ordrc 3

courhc d ' in tcrsect i ( )nc.i+ r

Figure -1.2: Courbes approchalltcs d'orclrcs 0. l. 2 ou -i.

Notons que plus I 'ordre augmente, meil leure est I 'approxirnation init iale, mais le coût

augmente. Un compromis doit donc être pris entre le coût en calcLrl et la quali té de la solution.

On détai l lera après avoir fait  un choix du pas de suivi,  I 'ordre qu'on va uti l iser.

4.2.2. Pas de suivi

Dans ce qui précède, on a décr. i t  la construction d'une courbe approchante d'un ordre

donné et en un point donné. En se déplaçant sLlr cette courbe d'une certaine valeur "pas de

suivi", on obtient une estimation d'un ltoint suivant. Ce pas est une valeur qui doit être bien

choisie, de façon à contrôler la distance entre les points consécutifs por.rr obtenir une bonne

représentation de la courbe recherchée

C2
CI

\

I

I
Figurc 4.3- I 'estinratiou du point suivant cst cl 'arrt:rrrt loin rlc lu valcrrr c.\ itctc quc lc pas clc suir i cst grand.

- exemple de ntauvaise cortncrion.

Le choix du pas de suivi doit s'effectuer en fbnction des propriétés géornétriques locales de la

courbe d' intersection et de la quali té de la solLrt ion f inale souhaitée. Une petite valeur donne

une bonne approximation init iale d'un point suivant (f igure 4.3). mais el le entraîne le calcul d'un

nombre irnportant de points d' intersection. Alors qu'une grande valeur pelrt entraîner un échec

du procédé de suivi,  ou Ltne ntauvaise connexiorr de cleux courbes d' intersection voisines.
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Un pas f ixe est la solution la plus sir lple et la plus implantée INAD 90], el le ne nécessite aucun

traitement. IBAJ 88] propose un choix de façon à ce que la contribution du second et du

troisième terme de la courbe approchante ne dépasse pas le l i lO du premier terme. Ces

solutions pratiques ne t iennent pas compte des propriétés géométriqLres intr insèques de la

courbe recherchée, el les ne permettent pas de contrôle du procédé de suivi.

ILIIK 89] a proposé un choix adaptati f  calculé en fonction de la valeur exacte de la courbure

locale de la courbe traitée; pour cela il approche localerrrent la courbe par son cercle

oscullateur. IOZS 89] a proposé un choix sirni laire. Ces deux dernières proposit ions n'uti l isent

par les courbes approchantes

Nous considérons que la rneil leure manière de contrôler I 'espacement des points représentati fs

sur la courbe d' intersection C est de choisir le pas de suivi tel qLre:

Si C;, Ci+t désiSnent respectivement le point coLrrant et le point suivant. alors le pas de suivi

est choisi de façon à ce que la déviation nraxintale entre I 'arc cle courbe d' intersection joignant

Ci et C;+1, et le segrnent [Ci ,  Ci+l],  ne dépasse pas une certaine tolérance (f igure 4.4)

A une étape donnée du procédé de suivi,  Ie point suivant n'est pas encore connu. Le calcul de

cette déviation rnaximale est donc inrpossible, ce qui nous atnène à prendre le choix suivant:

La déviation maximale entre I 'arc de la courbe approchante entre C., et Ci+ l ,  €t le segment

joignant ces deux points ne clépasse pas une certaine tolérance. e i  * t  désigne une

approxirnation du point sr.r ivant Ci+ I sur la cottrbe approchante (f igtrre 4 4)

ï+ l

Courbc d ' intcrscct ion

Courbc approchrinte

Figurc -t.-l: Principcs clc cltois dtt pas dc sttivi

Le théorème de l 'annexe 2 permet de rnajorer la distance rnaxirnale entre la courbe approchante

et le segment joignant le point courant et I 'estirnation du point str ivant. on obtient ainsi

I ' inésali té suivante:

b )

ci
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sup llô,t,.r-L(r)ll . +,i ,,:yl- ll4,r,,',,11g . r i r j " '  i l  U L r t < r < r i l l d r '  l l

où L(r) désigne la paramétrisation l inéaire du segment 1C1,Ô1+ tJ

Le choix de la courbe approchante Ci(r) d'ordre 2 nous permet d'écrire:

sup llô,t,r- L(rli l . l ' l l lc,l l = *'1'.g<r i r i  l l  J  '  ' r r  
8  - l  l l  - l l l  8  - l

Cette distance maximale ne doit pas dépasser urre certaine tolérarrce epas fixée par I'utilisateur,

le pas de suivi est ainsi donné par:

(4 t4)

Maintenant qu'un pas de sr.r ivi est clroisi,  on calcule une estinration cfi .r point suivant en évaluant

les séries de Taylor de second Cr(r), u1(r). v'1(r), si(r ')  et t ;(r) arr Point I ' i

Remarque

Dans les cas extrêmes de la courbure rc de C ( r -+ 0 ou K -)cc ), le choix du pas de suivi r1 par

la relation (4.L4)peut ne pas être très jucl icieux. Pour cette raison, on choisit deux constantes

pour l imiter le dornaine de variat ion cle r '1:
r'rin ( fj S r,uu* (4. I 5)

où r,-,.,in et r,nu* sont donnés par:

r
n l i l l  

-

4.2.3. Calcul exact du point suivant

L'estimation du point suivarrt obtenu l lar les cleux étapes précédentes sert de valeur

init iale pour un calcul i térati f  et prrécis clLr point suivant. Ce calcrr l  revient à résoudre un

système de 3 équations non l inéaires à 4 inconnues Deux solutiotts sont possibles, la première

revient à fixer un des quatre paramètres, ensuite à résoudre urr systèrrre de 3 équations à 3

inconnues IMIC 92]. La seconde consiste à r'ajouter une éqtration srrpplérnentaire, ensuite

résoudre un système de 4 équations à 4 inconnues [LUK 89]. C'est cette dernière solution

qu'on adopte, car la f ixation d'un paramètre pose un problèrne de choix, pour lequel aucune

solution n'apparaît clairement.

Nous avons l imité I 'ut i l isation de la nréthocle aux courbes ré-r:ul ières de façon à garantir le

succès du calcul des courbes approchantes et dtr l loint suivant

I ut oas
I - | -------:-r f l lâ \  -  

r i
I  K rnirr
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4.2.3.7. Formulation de la méthode

Le point suivant C3+1 est un point d'intersection, il est donc solution d'un systèrne de 3

équations non linéaires à 4 inconnues.

S(u,v)-T(s,t):0 (4 16)

Une équation supplérnentaire est donc nécessaire pour rendre cette résolution possible, el le est

déterminée en cherchant le point C;*1 dans un plan orthogonal à la tangente à la courbe C au

point C;. Ce plan est situé à une cer-taine distance ô du point coLlrant. el le sera calculée plus

tard en fonction du pas de suivi.

On peut voir que le point recherché C1+1 est

[ .  t ( u , v ) -  C  i ,C '  t =  ô

{  
'  

' '  ( 4  17 )

[ . t t s , t ) -C1 ,C . ,  
>=ô

N1

./., ,
(.<ls

Figure 4'5: Recherche drr poirrt  stt ivant dlt t ts t t t t  pl i t t t  si t tré l i  t t t tc cl isl l t t tcc- t i  c[11 ;161nt cotlral l l

solution de deux équations supplémentaires

Comme une seule de ces der.rx équations est sulï isante pour résottdre le système (4.16), on

choisira l 'équation concernant la surfàce la plus régulière. En tàit,  i l  est plrrs prudent de se

déplacer sur une surlace régulière, le choix de la surface de plus faible degré permet d'éviter le

coût de traitement supplénrentaire. Pour frxer les idées. on prendra dans la suite la première

équation. Le point C1+1 est choisi solution cl 'un système déterrniné de 4 équations non l inéaires

à 4 inconnues:

1-i
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Jstu. 
v) - r(s,,) 

:
L. t (u ,v ) -CL,a j  

t=  U
(4 r8)

Pour bien définir le point Cj*1, i l  faut déterntiner une valeur de la distance ô du point courant

au plan définissant le point suivant. D'après la construction de I'estirnation du point suivant sur

une courbe approchante d'ordre 2 par'.

ô.  =C,* r :C.* f r tc l  (4 .19)r - i + l  - - J ' ' J " . i  ' 2 ' . i  - . i ' " " '

Sur la f igure précédente, on peLtt voir que le nrodule de la projection de ce point sur la

tansente à C en C; est égal à O = 
l l ' ic', l l  

=' i

Une fois que le point recherché est bien défini par le systèrne (4 l8), i l  faut déterrniner la valeur

de ce point. Ceci revient à résouclre un système non linéaire cle 4 équations à 4 inconnues (u,v,s

et t).  Pour simplif ier les notations, on cléfinit  I 'application F darrs R4 par:

Ainsi la recherche du point suivant C;.,.1 revient à résourdre le systèrrre non l inéaire

F(w)=0  (420)

On uti l ise pour cela la rnéthode classique de Nervton-Raplrson, partant d'une valeur init iale

calculée par les relat ions (4.4) et(4.14 ) .  Le schértra c lassiqtre est  donné par:

F.  DSxDT c R4

w =  (u , v , s , t )

R4

* ( '  =  1 , ro ,uo, r " , t "  )  <Jonné

Awi  =- f lacob(F) ( ,u i ) ]  
'  

F1r" '1

* i * l=wi  +awi  v i=o. l  .

(u,v)  -  T(s, t ) ;< S(u,v)  -  C; ;Cr  t  -ô l

(4 .2 t )

4.2.3.2. Condit ions d'arrêt

l) Le schéma itérati f  de Newton-Raplrson (4.21) doit continuer jusqu'à ce que chacune des

coordonnées de p(*i) soit nr.r l le selon une cenaine tolérance d'arrêt Les condit ions

mathématiques qui garantissent la converqence cle la suite (rvr) sont délicates à vérif ier. On

imposera que la suite l l*t*, 
- wil l  = l l l r ,vi l l  soit décroissante poLlr détecter les cas de

divergence de I 'algorithrne, I 'algorithnie sera interrompu dès qtle cette condit ion n'est pas

vérifiée.
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2) Si au cours des itérations, Lu1 des pararnètres Lr, v, s, or.r t  quitte son domaine de variat ion, on

doit arrêter I 'algorithnre. Cela si_qnif le que le dernier point calculé est urn point voisin de

I'extrérnité de la courbe traitée. Ce point est calcu[é en cherclrant l ' intersection de la courbe

bord atteinte avec la seconde surface.

3) La matrice jacobienne de F doit être inversible à chaque itération, ceci n'est pas vérif ié dans

les deux situations suivantes:

- à I 'approche d'un point d' intersection tangentiel le, la rnatrice jacobienne devient singulière, ce

qui empêche le bon déroulernent de I 'algorithrne. Nous avons l irnité I 'ut i l isation du procédé de

suivi décrit dans ce chapitre, aux courbes régulières afin cl'éviter cette situation.

- si lepoint courant est régulier, le rang de la nratr ice jacobienne de F est au moins égal à 3. La

singularité de cette matrice est due à un nrauvais choir de la fbnction supplémrentaire. Cette

situation peut être résolue en changeant le 1)as de suivi ou la surface Lrt i l isée dans l 'équation

supplémentaire.

4) Un test d'arrêt doit être effectué pour ér, i ter un suivi internrinable sur des courbes ferrnées,

ce problèrne ne se pose pas si on calcule toLrs les points signif icati fs.

Conclus ion:

Nous avons présenté un procédé de suivi pour le calcul d'une courtre d' intersection régulière

entre deux surfaces pararnétriques, et rnontré que le problènre se rantèrre à un problèrne de

calcul du point suivant. En chaque point courant, on eflectue une analyse de second ordre, ce

qui permet de choisir un pas de suivi et de calculer une estiniat ion du point suivant. Cette

estimation sera ensuite corrigée par la rnéthode itérative de Nervton qr-r i  calcr-r le la valeur exacte

du point suivant.

Le pas de suivi est cl ioisi en chaque point courant. i l  est calculé en tenant compte de la

géométrie intr insèque locale de la courbe cl ' intersectiort Ce choix garantit  une bonne

représentation linéaire par morceaux de la courbe reclterclrée

Cette rnéthode oflre un rneil leur corrtrôle du procédé cle suivi por,rr des courbes régulières. La

présence d'un point singulier sur une courbe cl ' intersection peut passer inaperçue, tout en

réussissant à effectuer un suivi à priori  correct. La probabil i te de tonlber sLrr un point singulier

est petite.

Des précautions supplémentaires doivent être prises pour le traiternent des courbes singulières,

ça sera le sujet des deux paragraphes suivants.
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4.3. Définition et propriétés des points significatifs

La notion de projection orthogonale d'un point sur une surface sera introduite dans le

début de ce paragraphe. c'est un otrt i l  indispensable pour définir clairernent la fonction distance

orientée entre deux surfaces paramétriques On étr.rdie ensuite le charnp de vecteurs gradient de

cette fonction, la notion d' indice d'un chanrp de vecteurs plans. Les propriétés découlantes de

cette étude nous permettrons de définir un ensemble de points i txportants dits points

significatifs.

4.3.1. Préliminaires

4.3.1.1. Projection orthogonale d'un point sur une surtace

A est un point quelconqLle darrs I 'espace et T une surtàce différentiable cléfinie sur son domaine

pararnétrique DT.

Soit (s,t) un point du dornaine DT de la surfàce T tel que (s.t) est un mininrul 'n de la fonction

définie de DT dans R par:

(s, t) -----------+lle - 11s. t yll2 g 22)

Comme T est une fonction continLte sur le clonraine compact DT, alors I 'existence du point (s,t)

est assurée pour tout point A. Notons que (s,t) rt 'est pas nécessairelrtent unique.

A

Ts
T(s,t) '

Figure 4.6: projection orlhogonllc cl 'urt lroiut sur uttc surfttcc.

Si ce rninirnum (s,t) n'est pas atteint sur le borcl de DT. alors i l  est solution clu système:

N

Tt
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Dans cette situation, la droite passant par les points A et T(s,t) est orthogonale au plan tangent

à la surface T au point T(s,t).  On dit que le point T(s,t) est la projection orthogonale du point

A sur la surface T, et que le point (s,t) est I ' i rnage de la projection orthogonale du point A sur

la surface T.

Remarques.

- Comme le domaine de T est borné, la projection orthogonale d'un point A sur la surface T

n'est pas toujours assurée.

- Si un point admet une projectiori  ortho{.ronale slrr Lrne sLrrface, alors cette projection n'est pas

nécessairement unique.

Fonction projection orthogonale :

La fonction projection ofthogonale de la surface S sur la surface T, notée h est définie par:

h: DS-------- DT

(u, v) -------+(s, t ) tel que

(s,t) correspond à la projection ofthogonale clu point S(u,v) srrr la surface T.

Cette fonction est r.rt i le pour la définit ion de la fonction distance orientée Ô On peut voir sur

les exemples I et 2 (ci-après) qu'el le n'est pas toujours bien définie. On étudiera dans la suite

des cas où elle est mal définie ou indéflnie. Ceci n'aflecte pas nécessairentent I'efÏicacité et la

rigueur de la rnéthode, car I 'r .rt i l isatiorr des fbnctions h et $ aura contme but d'appréhender la

structure de I 'ensemble des courbes d' intersection et non de les rechercher

Pour tout point (u,v) de DS où h est bien défrni, h(u.i , ;  est solution clu systènte

avec  ( s , t )  €  DT  (4 .?4 )

Comrne la normale Nr à T est orthogonale aux dérivées paft iel les T, et T,. alors la droite

passant par S(u,v) et T(s,t) est col inéaire à la nonttale N1.

Propriétés de la fonction h:

7 l

/ .  
t ( u , v ) -T ( s , t ) ,Ts ( s , t )  >=  Q

l .  S (u , v ) -T (s , t ) ,T1  ( s , t )  >=  0

l) h est une fonction définie en tout l loint de DS, sauf clans les dettx cas stt ivants



Définit ion et propriétés dcs points siglt if icati ls
'72

- I 'ensemble des points de T les plus proches d'un point S(u,v) est inf ini,  la présence de ces

points ne pose pas de problèrne. [KRf 92] a dérnontré que pour une surfàce différentiable de

classe deux, ce type de points ne peLlt janrais être un point d' intersection.

- la projection orthogonale de S(u,v) sur T n'existe pas, ceci signif ie que le point sur T le plus

proche de S(u,v) est atteint sur le bord de DT. On dit dans ce cas que (ur,v) est un point bord.

La présence de ces points ne caLlse pas de problèrne, car i ls peuvent être calculés faci lement, en

cherchant I ' intersection des courbes de bord de cltacune cles surfaces par rapport à la seconde.

2) En un point d' intersection régulier, la fonction h est bien définie dans un certain voisinage de

ce point. On peut démontrer qu'el le est une fois de moins difÏërentiable que la moins

différentiable des deux surfaces S et T (annexe 3).

Evaluation de h en un point :

Pour des surfaces quelconques, la valeur de la fbrrct iorr h en un point ne peut être donnée

explicitement, son existence n'est mênte pas assurée Cependant, une évah,ration i térative à

l 'aide de la méthode de Newton-Rallhson peut être fàite en résolvant le systèrne (4.24). Une

approximation init iale de la valeur cle h en un point est donrrée en uti l isant la rnéthode de

subdivision récursive.

Exernple l :
T

Figure 4.7:  escnrple de point  adnlet t l l l t  unc in l ln i lé  dc pro jcct iorr  o i l l togol ta lc

La surface S représente un plan passant llar le centre de la sphère T. Tor.rt point de T est la

projection orthogonale du centre de T. le pararnètre de DS correspondant à ce point a une

infinité d'images par la fonction projectiorr ortlrogonale.

Exernple 2:

S

T

a

Figr r re  J .S :  excn tp lc  c lc  po i t t t  r t ' i t c l t t t c l l t l t l l  i t r t c t l t l c  p ro . iec l io r t  on l togona lc
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Le point Q de la surface S n'a pas de prcrjecticln orlhogonale slrr la surface T, c'est un point

bord. Une projection orthogonale existe sur un prolongerrent corrt inue de T.

4.3.1.2. Fonction distance orientée Q

La fonction distance orientée ô de la surfàce S par rapport à la surface T, est une

fonction réelle définie dans le dornaine DS de S. Pour tout point (u,v) de DS oir la fonction h

est bien définie, $ fait  associer la distance de S(ur,v) a sa pro.jection or-thogonale T(h(u,v)) ô

(u,v) est ainsi donné en fonction de lr(r-r.v) par:

Ô (u ,u )  =<S( t r , v ) -T (h ( t r . r ' ) ) ,N  1  (h ( t r , v ) )>  ( 4  25 )

où N1 désigne le vecteur nornral unitaire à la surfàce T

Propriétés .

- la valeur de $ en un point nécessite la clonrrée de la valeur cle l t  en ce point, les der.rx fonctions

ont donc le rnême dontaine de définit ion

- comme pour la fonction h, une valeur de $ ne peut être donrrée expliciternent. Cependant, une

évaluation peut s'effectuer en un point donné par une rnétlrode itérative.

- la valeur absoh-re lô(u,v)l  est la distance euclidienne de S(u,v) à sa projection orthogonale

T(h(u,v)) sur T. Le signe de $(u,v) déternrine si le point S(u,v) est d'un coté ou de I 'autre de la

surface T.

-unecorr rhe de n ivccru c(ceR) est  I 'ensenrb le des l lo in ts  de DS solut ior rs  de l 'équat ion:

$(u,v):c (4 26)

Ceci correspond à I 'ensemble des points sur S. situés à une distance constante c par rapport à

leurs projections orthogonales sur T.

- les courbes de niveau zéro $(u,v):O correspondent à cles courbes d' intersection.

- une courbe de nivear-t est dite fernrée si elle ne coLrpe pas un bord du domaine DS de S, et que

son image par la fonction h est une courbe fermée dans le dorttairre DT.

Différentiabilité:

Soit (u,v) un point de DS où $ est bien définie et (s.t) son image par la fonction h. La dérivée

part iel le par rapport à u de $ en (u,v) est donnée par:

Qu  = (S , , - I ' ,N1  >+  <S- t ' o f t  t  g ' 27 )
( )u

l 5
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Le second terme est nul puisque S-T est col inéaire à Nt, de ntênre T. ' ,  est orthogonal à N1. On

obtient donc:

Ôu  (u , v )  =<  Su 'N ' t ' ( s '  t )  >  ( 4 ' 28 )

De la même rnanière, on obtient:

Ô"  (u ,  v )  =<  Su  ,  N ' r '  ( s '  t )  >  (4 '29 )

Les dérivées secondes sont données Dar:

Ô , , , r  = (  Suu 'N t  t  *  .  S , ,  'NT . , ,  t

Ô rn ,  =<  S , , r ,  ,N t  >  +  <  S ,  .N t . ,  t  
,O . rO ,

Ôur '  =<  S , , , , .NT  t  * '  S , , 'NT . r  t

ô , , . ,  = .  S r , , , ,N1  >  +  <  S r  ,  NT . , ,  t

Tous les termes sont connus sauf les dérir 'ées de N1 par rappor-t zi u et v. On trouvera dans

I'annexe 4 plus de détai ls sur le calcul des clér ' ivées seconde de t| .

4.3.1.3. Champ de vecteurs VQ

Le gradient de la fonction distance orientée $ est le chanrp de vecteurs plan qui à tout point

(u,v) de DS où la fonction h est bien défrnie fait associer:

Le vecteur Vô(u,v) est orthogonal à la courbe de niveau passant par ce point, i l  est toujours

dirigé vers les courbes de nivear.rx supérieurs.

74

vô(u .) = [. ï:lli "] ilill:: ;ll .) (4 3 )
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u

Figure 4.9: Courbcs dc nivcaux ct chilnlp dc vectcurs gradicnl dc la fonction distânce

On appellera point cri t ique un zéro dr.r chanrp de vecteurs V$ La notion de I ' indice d'un champ

de vecteurs nous permettra de voir le rôle de ces points pour I ' identif ication des courbes

d'intersection fernrées.

Indice d'un champ de vecteurs

Soient V un chantp de vecteurs quelconqire défini dans le plarr et y une courbe fermée

orientée dans le plan ne passant par aucun zéro de V. En parcourant la courbe y dans son sens

positif, le champ de vecteurs V est aninré d'un mouvement de rotation continue. Après avoir

parcouru toute la courbe y, le charnp de vecteurs peut avoir accornpli r.rne ou plusieurs

rotations. Ce nornbre de rotation appelé indice de V sur y est donné par I ' intégrale:

ind. , (v)=+f*o) ' - r l ,dx (4i2)
, n  y  1 .  + r1 l -

où X et V sont les coordonnées de V.

La principale propriété de I ' indice réside dans le théorèrne suivant:

Théorème l: IARN 88]

Sous les condi t ions sur V et  y c i tées c i -dessus Si  I ' indice du champ de vecteurs V sur la

courbe y est non nul, alors i l existe au rnoins un point crit ique à I ' intérieur cle y

On cite les deux propriétés irnporlantes de I ' i rrdice. Elles se déduiserrt tr ivialenrent du théorème

précédent.

- Propriété l :  I ' indice du champ de vecteurs V sur la courbe y est constant par déformation

continue de y, tant que cette courbe ne passe pas par un point cri t iqrre



Définit ion et propriétés des poinls significrtt i ls

- Propriété 2. L' indice du chanrp de vecteurs V sur la courbe y est constant par déforrnation

continue du charnp de vecteurs, tant que la courbe ne passe pas par un point cri t ique du

vecteur déformé, le ternps que dure cette défbnnation.

Pour vérifier I'existence d'urie courbe d'intersection fermée dans une zone, on vérifie I'existence

d'un point cri t ique à I ' intérieur de cette zone. D'après les deux propriétés précédente, I ' indice du

champ de vecteurs V$ est un entier quri per-rt être calculé à 0.5 près. IKRI 92] utilise cette

propriété pour localiser les points cri t iques, i l  propose de subdiviser le dornaine de la fonction

$ en un certain nombre de pavés rectangulaires et égaLrx. Si I ' indice du charnp de vecteurs V$

sur le bord de I 'un de ces pavés est non nul, et si la fonction $ est bien définie à l ' intérieur de ce

pavé, i l  y existe alors au moins un point cri t ique

4.3.2. Points sig nificatifs

Les points signif icati fs constituent r.ur nrinirnurn d' infbrrnations nécessaires pour

identif ier toutes les corrrposantes corlnexes cle l 'ensenrble d' intersection. ainsi que I 'ensemble des

points d' intersection tangentiel le dits poirrts singuliers On défrnira cet ensemble de points:

cri t iques, singuliers et NC (nonnale col inéaire)

4.3.2.1. Points critiques

Un point cri t ique (u,v) est un extrenrunr de la fonction distance orientée Ô, où le champ de

vecteurs v$ est nul. I l  vérif ie le systèrne suivant:

Comme les dérivées part iel les de S sont orthogonales à N5 (S.,^Sr, /  Nt), alors les vecteurs

nonnaux N5(u,v) et NT(s,t) sont col inéaires L' ir lporlance de ces points réside dans le résultat

suivant:

Théorènre 2:

Si la fonction $ est bien définie à l ' intérieur d'une courbe d'intersection fermée, alors i l

existe au moins un point cri t ique à I ' intérieur de cette courbe ou sLlr cette courbe.

La démonstration de ce théorèrne est une conséquence évidente du théorèrne de I ' indice. On

peut dist inguer deux cas:

{Ouf  
u ,v )  =<Su(u ,v ) ,N t (s . t )  >=  o  

(o  r r )
lÔu1r ,v )  

=<  Su( r r , v ) ,NT(s , t )  >=  I

où (s,t) est I ' image de (u,v) par la fonction pro.iection orthogonale h
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- Sur une courbe d'intersection fermée non singulière (figure l0.a), le champ de vecteurs V$

fait au moins un tour entier.

- Sur une courbe singulière (figure l0.b), il existe une courbe de niveau voisine, non singulière

et fermée. Le champ de vecteurs V$ fait un tour au moins sur cette courbe.

i la
\--

/ '
.- 

-==---.-t-__\

V

--l

..[>-+L=_ ,---f--

a t
,.,.1tt

,^+
- -  l

Figure 4.10: Exenrplcs dc courbcs d'intcrsection ferntées.

Dans les deux cas I ' indice de V$ est non nul. d'oir I 'existence d'un point crit ique à intérieur de

toute courbe d'intersection fermée.

4.3.2.2. Points NC( normale colinéaire)

Le théorème précédent nécessite que la fonction $ soit bien définie à intérieur d'une

courbe d'intersection fermée, ce qui n'est pas facile à vérifier. Pour cela, on définit une classe

de points indépendamment de la fonction distance orientée, ces points partagent la même

propriété que les points critiques.

(u,v) un point de DS est un point à normale colinéaire (NC) s'i l  existe un point (s,t) de DT tel

que la droite joignant les points S(u,v) et T(s,t) soit orthogonale aux plans tangents des deux

surfaces en ces points. On déduit de cette définition les deux propriétés caractéristiques

suivantes:

T(s,t) est une projection orthogonale de S(u,v) sur la surface T.

S(u,v) est une projection orthogonale de T(s,t) sur la surlace S.

On caractérisera un point NC par le systèrne suivant suivantes:

[ <  
S (u , v ;  -  T ( s , t ) ,T r ( s , t )  >=  0

J.  
t tu ,v )  -  T(s , t ) ,T ,  (s , t )  >= I

l .  S , ,  (u ,v ) ,Nr (s , t )  >= 0

L.  Su (  u ,  v ) ,  Nr  (s ,  t )  >= 0

(4.34)

Les deux premières équations signifient que la droite passant par S et T est orthogonale à T,

les deux dernières équations signif ient que la normale à S et col inéaire à la norrnale à T.
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Un point critique est par définition un point NC, la réciproque est vraie si Ia fonction projection

orthogonale h est bien définie en ce point. Le théorèrne précédent a pour objectif d'identifier la

présence de courbes d'intersection fennées, il nécessite que la fonction projection orthogonale

soit bien définie. Ceci ne peut être vérifié pratiquernent, ISED 88] avait énoncé un théorème

similaire indépendant de la notion de fonction distance.

Théorème 3 ISED 88]

Si deux surfaces différentiables se coupent suivant une courbe fermée, et si la variation

angulaire du vecteur nonnal unitaire sur chacune des deux surfaces ne dépasse pas 90o, alors il

existe un point NC à I ' intérieur de cette courbe.

La condit ion sur la norrnale signif ie que pour chaque surface. la variat ion angulaire de la

normale ne dépasse pas 90". Ceci errtraîne que tout point d'une surface est la projection

orthogonale d'un point au plus sur I'autre surface. Mais cela ne signifie pas que Ia fonction

distance orientée est bien définie à I ' intérieur de la cor"rrbe d' intersection fermée.

4.3.2.3. Points singuliers

Un point singulier est un point d'intersection critique. la fonction $ est bien définie en ces

points et elle vérifie le systèrne suivant:

(4  3s)

Un point singulier est un point oir les surfhces se collpent tangentiellement, les normales aux

deux surfaces en ce point sont colinéaires. La tangente à la courbe d'intersection passant par ce

point ne peut pas être détenninée cornme la droite parallèle au produit vectoriel des deux

normales aux surfaces S et T, ce qui rend le procédé de suivi décrit dans le chapitre I

impossible.

Un point singulier (u,v) est dit d'ordre n si une au moins des dérivées partielles d'ordre (n+l)

de $ en ce point est non nulle, et si toutes les dérivées d'ordre infërieur ou égale à n sont nulles.

La tangente à la courbe d'intersection en ces points n'est pas unique. Si (I,p) désigne une

direction possible, alors elle est solution de l 'équation.

[Ô (u ,u )  =<  S (u , v ) -  T ( s . t ) ,N (s , t )  >=  0
I

{  Ôu  (u , v )  =<  S , ,  ( r r ,  v ) .  N (s ,  t )  >  -  o

lO "  ( u , v )  =<  S r ,  ( u ,  v ) .  N (s , t )  >  -  o
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t + l
t 1 i r ,n+ t - i

( n  +  l ) l 6n+16 -  0 (4.36)

(4 37)

; -=e i ! (n+ l - i ) ! ôuiev n+ l -  i

I l  est possible d'avoir donc (n+l) directions de la tangente à la cor,rrbe d' intersection en ce

point.

Cas part icul ier. points singuliers sirnples

Un point singulier simple est un point d'ordre l. L'étude des ordres supérieurs s'effectue de la

même rnanière, mais le calcul des points correspondants est beaucoup plus diff ici le que celui

des points simples. II  est nécessaire d'enregistrer poLrr chaque point singulier son ordre de

singularité, et les directions possibles de la tangente en ces points. Dans la suite, (), ,pr) désigne

les directions de la tangente en un point singulier simple, el les sont donc solirt ions de

l'équation:

r2ôuu + 21.pt$,,., +;.r2$r..,, = g

trois cas sont à dist inguer:

- deux solutions réelles: ceci signif ie I 'existence de deux tangentes différentes à la courbe

passant par ce point, autrement la courbe se coLlpe d'el le même

- une solution double. cette situation est similaire à la précédente, sauf que la tangente en ce

point est unique; Ia courbe se coupe el le rnênre tangentiel lement.
- aucune solution: ceci signifie que la cor"rrbe passant par ce point se réduit à un point

d'intersection isolé.

i

Figure 4.1 I  :  lcs trois possibi l i tés cl 'uuc singular i té sinrple

Conclus ion:

La notion de fonction distance orientée entre deux surfaces paramétriques est un outi l

indispensable pour appréhender la structure globale et locale de l 'ensemble d' intersection.

Après avoir présenté les irnpoftantes l troltr iétés qui découlent de l 'étude de cette fonction, on a
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défini I 'ensernble des points signif icati fs. Leur calcul est nécessaire pour un bon déroulement du

procédé de suivi des différentes courbes d'intersection.

Les points signif icati fs sont définis comme des sous classes des points NC Ils sont ainsi tous

solution d'un systèrne d'ordre 4 d'équations non l inéaires et explicites. Cette définit ion explicite

est intéressante, car elle permettra de laciliter le calcul de ces points.



Calcul des points significatifs

4.4. Calcul des points significatifs

L' introduction de la notion de fbnction distance orientée a permis de défïnir I 'ensemble

des points signif icati fs. Le calcul de ces points est indispensable pour résoudre les diff icultés

majeures de la méthode de suivi.  La définit ion irnpl icite de la fonction distance orientée $ et Ia

complexité des systèmes à résoudre forrt que ce calcul est une tâche délicate

La technique itérative de Nervton Raphson pernret une résolution locale des systèmes

d'équations non l inéaires, cependant, el le nécessite la donnée d'une approxirnation de chaque

racine. IMAR 89] I 'a uti l isée pour calculer I 'ensemble des points singuliers; i l  fait  appel à

chaque itération à des évaluations de la fbnction projection orthogonale, qr.ri à son tour fait

appel à une évaluation itérative par la nrêrne techrrique. L'algorithrne est ainsi cornplexe et

sensible aux erreLrrs numériques. alrcLure solution n'est appot-tée au problème des

approximations init iales. [KRI 92] a poursuivi la rnêrne stratégie que [MAR 89], i l  a proposé

d'uti l iser les propriétés de I ' indice du charrrp de vecteurs V$ pour calculer Lrne estimation des

points singuliers et cri t iques. On a déjà vu dans un paragraphe précédent que cette technique

ne garantit  pas Lrne solution globale et présente des difÏcultés d' irnplantation.

Dans ce paragraphe, on décrit  la stratégie prise por"rr le calcul des points signif icati fs,

el le sera faite en deux étapes: localisation et calcul exact. On uti l isera la r léthode de Newton-

Raphson dans cette der.rxièrne étape, cette teclrnique est reconnue par la qLral i té de sa solution

et de la rapidité de sa convergence. Cependarrt, la présence cl 'une racine rnult iple ou la donnée

d'une mauvaise approxinration init iale l teut entraîner l 'échec de cette rnéthode. On se l irnitera

au traitement des points singuliers sinrples, afin d'assurer au nrieux la convergence des calculs

en ces points.

Le calcul d'approxirnations des points significatifs doit s'effectuer avec efficacité, l'oubli d'une

approximation d'un point signif icati f  entraîne I ' ignorance du point correspondant. Les points

signif icati fs sont tor-rs des points NC. ces derniers sont déflnis par un système d'équations

explicites. La technique de subdivision récursive est parfaitement adaptable au problèrne de

localisation de ces points: el le nous garantira une solutiorr cornplète au problème. On

développera dans la suite cette adaptation de la subdivision récursive au problème de

localisation des points NC, et montrera ensuite la rnéthode de Newton-Raphson pour le calcul

précis des points recherchés.

4.4.1 . Calcu I d'approximation

La détermination des points signif icati fs, qui rre sont pas des poirrts d' intersection,

permet de subdiviser les courbes d' intersection en branches ottvenes, puis de calculer des

8 l
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points germes sur ces branches. Le calcul exact de ces points n'est pas nécessaire, une

approxirnation parfois même grossière suffit dans certaines situations (figure 4.12).

VO

LI

Figurc J l2 :  la  locul içr t ior r  dt r  l lo int  i r r tér icr r l  d ' r ruc cotr r t rc  fcrnréc cst  suf l ls iur tc

Contrairement aux points cri t iques et NC. non seulenrent les points singuliers doivent être

calculés avec précision, mais i ls nécessitent également la déterrr i ination de leur ordre de

singularité et les directions des courbes passalrt en ces points. Le calcul d'approxirnation de ces

points doit être assez précis, af in d'assurer au mieux la convergence de la procédure de calcul

exact.

En tenant compte de ces propriétés. c'est à dire qu'un point signif icati f  à I ' intérieur d'une courbe

fennée ne nécessite pas un calcul eNact. et qrr 'un point singulier doit être calculé avec précision.

Notre stratégie poLrr calculer une approxirnation de ces points, consiste à él irniner

récursivement les zones ne présentant pas de points NC.

4.4.1.1. Test d'absence de poinfs NC

Pour effectuer un test d'absence cle points NC entre deux surfaces pararnétriques, on

cherche si une des 4 équations du systènre définissarrt urr point NC ne peut pas être nulle. Pour

cela, on uti l ise une technique sinrple s'appliquant à des tbnctions polynorniales rationnelles

définies sur des pavés de Rn. Pour savoir si une forrction réelle./' est non nulle sur un pavé de

Rn, on évalue son domaine de variat ions par de sinrples opérations arithrnétiques sur des

intervalles. Si 0 n'est pas dans ce dorlaine, alors la fonctiorr./  ne peut pas être nulle.

Por,rr effectuer un test d'absence de points NC, on associe à chacune des quatre équations du

système (4.34) une fonction polynorniale de DSxDT vers R. A chacune de ces quatre

fonctions, on applique la technique précédente Si une de ces fonctions est non nulle, alors les

surfaces S et T ne présentent aLrcun point siunif icati f '

vi
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Les dérivées partielles Su, S\,, T., T, peuvent être consiclérées contme des sr-rrfaces à part. Pour

chacune de ces surfaces, ainsi que S et T, on construit une boîte englobante. Dans chacune des

quatre équations du systèrne (4.34) définissant un point NC, on remplace chacune de ces six

surfaces par sa boîte englobante. Après évaluation par des opérations arithrnétiques simples, on

obtient un domaine de variat ion de chaque équation.

4.4.1.2. Localisation par subdivision récursive

La technique de subdivision récursive appliquée au problèrre de calcul d' intersection

entre deux surfaces, présente la propriété d'être stable et eff cace. Avec qr-relqr"res modifications,

on adapte cette techniqr.re au problèrne de localisation des points NC. Ainsi à chaque niveau de

subdivision, au l ieu d'él irniner les paires de sor,rs carreaLrx disjoints par un test de séparabil i té,

on él imine les paires de sous carreaLrx ne présentant pas de points NC.

Figrr re - t .  I3 :  lcs derr . r  concl i l ions d 'arrôt  < lc  la  locul is l r t ior t  p l t r  subcl i t is ior t  réct t rs tvc

Comme le but de ce traitement n'est pas Lrn calcLrl exact, la méthode sera appliqr.rée jusqu'à un

certain niveau f ixé d'avance. Ce niveau doit être choisi de façon à ce que la tai l le du domaine

d'un carreau finale soit assez petite pour fournir une approxirnation suffisante de ce point. Les

points intérieurs de courbes d' intersection fèrnrées rre nécessitent pas un calcul précis, la

méthode doit s'arrêter dès qu'une paire de sous carreaux ne présentant pas de point NC ne

part icipe pas à I ' intersection. Ceci est ef lectué par un test cle séparabil i té à chaque niveau de

subdivision.

'  - +  l - - - -
l ;\' :
- i

i :
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Al g orith nte Loca I i sat i rt t P oi t t I s S i 54 r r i.fi c a I i /.s ( S, 7 )

début

si (rton absence poittt NC etttre S ct 
-l)

alors si (S et T non clisjoirtts)

tlors si ( taille de DS srpét'iutu'ci lu tctillc mirtimole)

alors Subdiviser Scrr 51, ù, S:, Jj

Stbcliviser 7'ett T1, 
'f2, 

7-3, T1

Loccrli.çcrtiottl)oittt.sSigrti./icotifs(Si, Tr) { i, j :1..1 ,t
sinon { p'entlrc tut poirrl cla I)S cottuttc ultproxintcttiut itritiolc}

sinon { tnt ltoittt sittgtrlicr (ilt centt'c d'tttta hotrc'lc elc petile laille}

sinon { absence clc poirtls signi/icoti./.: I

tn.

La localisation des points NC par élinrination est sûrenrent une opération plus facile et plus

efl icace que celle de calcr"rl direct des points significatifs résultants de la fonction distance

orientée $.

4.4.2. Calcul exact

La méthode de localisation décrite dans le paragraphe précédent. permet d' isoler les

points NC dans des pavés de tai l les plus au nroins petites. Un point NC localisé dans un pavé,

de tai l le supérieure à la tai l le minirnale et ne contenant aLrcun point d' intersection, est

susceptible d'être à I ' intérieur d'une courbe d' intersection ferntée De tels points ne nécessitent

aucun traitement supplémentaire.

Pour un point NC localisé dans un pavé de tai l le nrinir lale, un calcul exact est nécessaire pour

déterrniner sa valeur et sa catégorie exacte. Si ce point est un point d' intersection, alors i l  est

singulier. Sinon i l  est cri t ique oLl NC tout sinrplernent, i l  est probablenrent à I ' intérieur d'une

courbe d' intersection fennée et de petite tai l le

Le calcul exact d'un point de cette dernière catégorie peut être effectuée itérativement, en

prenant comme approxirnation init iale le centre du par,é contenant ce point. La fonction F

définie par:

( 4  38 )
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résolue par la méthode de Newton-Raphson. Nous avons remplacé dans les deux dernières

équations du systèrne (4.34) le vecteur N1 par Tr^Tt , ceci reste valable pour toute surface

régulière.

Comme on s' intéresse aux points sinrples, la résolurt ion par la rnéthode de Newton est

suff isante, à condit ion que le point de départ soit assez proche du point recherché.

Le cas de singularité d'ordre supérieur pelrt être traité par la rrrétlrode de Newton modif ié ou

par la rnéthode de rninirnisation.

Conclus io l t :

Nous avons développé r.rn algorit lrrre hybride de calcul cles points signif icati fs, capable

de traiter avec efi ' icacité les cas de singularités sir lples et isolées Cet alqorit lrme combine d'une

part I 'eff icacité et la stabil i té de la technique de subdivision récursive. et d'autre part la rapidité

et I'exactitude de la méthode de Nervton-Rapltsort

La technique de subdivision récursive est r.rt i l isée pour él iminer les zones ne présentant aucun

point signif icati f .  Cette subdivision s'arrête une fois qu'une approxirnation sufÏ isante de ces

points est obtenue. Ceci perrnet d'éviter des calcr.r ls coûteux pour des points signif icati fs qui ne

sont pas des points d' intersection. A la f in de cette étape, les points singuliers ou les points se

trouvant à I ' intérieur d'une courbe cl ' intersection de petite tai l le sont localisés dans des pavés

d'une tai l le (petite) f ixée d'avance. Les points si ' .rnif icati fs se trou\ '?lr l t  à I ' intérieur d'une courbe

d'intersection (assez grande) sont localisés dans des paves nc' contenant aucun point

d'intersection.

Seuls les points singuliers et les points NC, se trouvant à I ' intérieur de courbes d' intersection

fermées et de petites taille, nécessitent un calcul précis. La rnéthode de Newton-Raphson

permettra d'effectuer ce calcul dans le cas oir ces points sont des solutions sirnples et isolées du

système définissant un point NC.
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4.5. Calcul des points germes

Un point germe est un point qr-relconque sLrr une courbe d' intersection, i l  est le point de

départ du procédé de surivi qui déterrrrinera la courbe d'intersection passant par ce point. Un

seul point germe est sufi isant par coLrrbe d' intersection, une courbe sur laqLrel le aucun point n'a

été détecté sera absente du résultat f inal I l  est l tossible de trouver plusieurs points germes sur

une même courbe; i l  faut donc prendre des pr'écautions pour ér, i ter des calculs deux fois sur

une même branche, et pour faire la bonne connerion des différentes branches

4.5.1. Méthode des courbes isoparamétriques

Avant I ' introdurction de la notion de fbnction distance orientée, les points germes étaient

souvent calculés par la méthode des courbes isopararlétr iqr-res Un certain nombre de courbes

isoparamétriques équidistantes est choisi sl lr  Lrne surfàce, le calcul de I ' intersection de ces

courbes avec la seconde surface donne utt cc'rtain nombre de points gertxes.

Cette méthode oflre une solution cornplète dans les situations où les courbes d' intersection

sont assez grandes. Cependant, el le pr'ésente cles diff icultés à trouver une solution complète,

notatnment en présence de courbes d' intersection de petites tai l les ou de points d' intersection

isolés. Une augmentation du nonrbre de courbes isopararnétriques peut dirninuer le r isque

d'oubli  de certaines courbes, mais el le ralentira la niéthode dans des situations où le calcul des

points germes est évident.

Figure {. l. l : cxcurll les cl 'éclrcc clc la nrithoclc dcs courbcs isopatatttétriqucs

Le problème des courbes de très petites tail les et des points isolés ne pourra pas être résolu

eflicacement par cette rnéthode. La figLrre précédente rnontre un exemple d'échec de la

méthode d'isoparamétriques à détecter un point germe sur les courbes cr et P, alors que sur la

courbe ô, la méthode entraîne le calcul d'un nombre irnportant de points germes inuti les.

. A



Calcul des points gernlcs

4.5.2. Méthode des points significatifs

La méthode des points signif icati fs consiste à choisir en fonctiorr des situations le

nombre et I 'emplacement des courbes isoparamétriques; el les seront choisies parmi ces trois

cas.
- les isopararnétriques de bords sont choisies dépendarnrnent pas des points signif icati fs, el les

permettent de calculer des points gennes sur les courbes d' intersection ouvertes. Ce calcul est

fait en cherchant I'intersection des qlratre courbes de bord de chacune des surfaces avec la

seconde surface.

- en chaque point cri t ique ou NC, on prerrd une isopararnétrique selon une des deux directions.

Le choix de ces isopararnétriques pennet de décor-rper les cor.rrbes d'intersection probablement

fermées et entourant ces points, par suite trouver des points genres sur chacune ses courbes.

- en chaque point singulier, le découpage de la courbe passant par ces points permet d'obtenir

que des courbes oir les points singuliers ne puissent être qu'aux ertrémités

Conclus ion:

La déterrnination des points signif icati f t  permet de résoudre de façon globale et efftcace

le problème de calcul des points germes. Le calcul de ses points nécessite le calcul de

I ' intersection courbe/surface, la combinaison de la rnéthode de subdivision récursive et de

Newton nous permet de résor.rdre efllcacernent ce problèrne dans les cas d'intersection non

tangentielles.

La décomposit ion des courbes d' intersection aur points signif icati fs, permet une solution

complète au problèrne des points gernres. Cependant, les points obtenus par cette rnéthode ne

sont pas toujours uti les. Un point germe obtenu à I ' intérier.rr d'une courbe oLrvefte est inuti le, la

courbe d'intersection entourant un poirrt NC ou critique n'est pas nécessairernent fermée. Il est

donc nécessaire d'él iminer ces points inLrt i les



Conclusion

4.6. Conclusion

On a développé un algorithrne de suivi,  qui est un prolongement des travaux de [BAJ

88] pour le procédé de suivi et de IKRI 92] pour I ' identif ication de la structure locale et

globale de I 'ensemble d' intersection. Cet algorithrne promet d'effectuer un procédé de suivi

rapide et adaptatif, d'identifier les courbes d'intersection fernrées et la structure de I'intersection

voisinage des points singuliers.

La première famil le de problèrnes concerne le procédé de suivi,  c'est à dire le calcul des points

d'une approximation l inéaire d'une courbe d' intersection. Cette approxirnation doit être à la fois

rapide et représentative, ce qui inrpose un contrôle de la distance entre chaque paire de points

consécutifs. L'ut i l isation d'un développement de Taylor d'ordre deux en chaque point courant

est un moyen eff icace pour le calcul du pas de suivi et d'une approximation du point suivant.

Après avoir étudié la notion de forrct ion distarrce, on a cléfini I 'enserrble des points signif icati fs

comnte des sous classes de I 'ensenrble des points NC Ces derniers sont définis,

indépendamment de la fonction distance orientée, par Lrn systènre d'équations explicites. La

localisation de ces points est ainsi réalisée par Llne procédure de subdivision récursive qu'on a

adaptée au problèrne.

Le calcul exact des points signif icati fs ne concerne que des points singuliers ou des points à

I ' intérieur de cor.rrbes fernrées de petites tai l les. On a efïectué ce traitement à I 'aide de la

méthode de Newton Raphson, ce qui sLrpl)ose qLre ces points soient cles racines sirnples et

iso lés.
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5.1. lntroduction

Lors de l 'élaboration d'une techniqr-re nouvelle, la réalisation pratiqLle est essentiel le

pour val ider les concepts proposés. Elle permet souvent de révéler des aspects ignorés lors de

l'étude théorique, ou de mettre en évidence les conséquences réelles des détails négligés.

L'expérimentation permet d'estimer dans quelle mesure une proposition est valide, ceci est

d'autant plus vrai en informatique ou en conception d'algorithrnes part icul iers. C'est pourquoi,

après avoir développé les spécif ications des rnéthocles de suivi et de subdivision, i l  est

indispensable d' irnplanter les solutiorrs décrites dans les chapitres II I  ,  IV et de les confronter à

des cas réels.

Un algorithme de subdivision récursive est défini par les tests d'arrêt et de séparabil i té. Les

diverses possibi l i tés offerles d'effectuer ces deux tests nous permettent d' irnplanter la méthode

selon plusieurs versions. Le paragral lhe suivant noLrs montre sLrr quelques exemples les

avantages et les inconvénierrts de chacutte des irt t l t lantations.

Contrairement à la rrréthode de subdir, ' ision porrr laquelle i l  lal lait  cort lparer entre diverses

versions, I ' implantation de la rnétlrocle cle suivi est ef lectuée pour vérif ier la val idité de nos

proposit ions concernant le calcul dr.r pas de suivi,  de la procédure dr-r calcul du point suivant, de

la procédure I ' identif ication et du calcul cle I 'ensemble des points signif icati fs.

Le problème d' intersection de deux surr-faces Nurbs se ramène au problèrne d' intersection de

deux surfaces de Bézier rationnelles, les surfaces uti l isées dans les exernples qui suivent sont

toutes des Bézier rationnelles ou non. L'écriture de nos programmes en C++ noLls a permis de

développer des programmes coutls et l isibles. Les ternps d'exécution sont donnés en secondes

CPU sur une station de travail  SUN Sparc équipée du systèrne Unix.
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5.2. lmplantation de la méthode de subdivision récursive

La méthode de subdivision récursive peLrt être irnplantée sous deux formes, qui

diftrent par la manière d'effectuer le test d'arrêt des strbdivisions. La première effectr,re des

subdivisions adaptativement en forrct ion de la courbure locale des surfaces traitées. Un

minirnum de subdivisions est effectué, mais un test d'arrêt coûteux est sol l ici té avant chaque

subdivision. La deuxième calcule un niveau de subdivision rnaximale pour chacune des deux

surfaces. Elle permet ainsi d'éviter des tests d'arrêt coûteux, nrais elle peut effectuer beaucoup

plus de subdivisions qu' i l  n'est nécessaire. Ceci constitLre les avantages et les inconvénients

évidents de chacune des deux approches. nrais ne noLrs pernret pas de savoir dans quelle

mesure une approche est plus avantaseLrse rpre l 'autre. Seule une irnplantation expérimentale

nous permettra de con'lparer leurs perfor-urances

Le test de séparabil i té peut s'effectuer à I 'aide des boîtes rninnrax (orientées ou non), des boîtes

par approximation (orientées ou non). La cornbinaison cle ces différentes possibi l i tés de test de

séparabil i té avec Ies deux possibi l i tes de la rnetlrode nous penlret d' irnplanter la rnéthode sous

diverses fonnes.

5.2.1 . Méthode adaptative

La méthode adaptative est la rnéthocle classicpre. nous l 'avons irnplantée en uti l isant des

tests de planéité et de l inéarité sinrples Les points du réseau caractérist iques sont uti l isés

comme i l  est décrit  dans le chapitre II [ ,  une rnênre tolérance est r"rt i l isée polrr ces deux tests. Un

carreau vérif iant la condit ion d'arrêt est assinri lable, selon la tolérance donnée, par deux

facettes triangulaires passant par ses qLlatre son"rmets.

Pour effectuer les tests de séparabil i té, nolrs avons uti l isé successivement des boîtes minmax

non orientées et orientées. Les boîtes orierrtées sont implantées de la rnanière décrite dans le

chapitre III, un repère associé à un carreau est calculé à partir des quatre points extrêmes du

réseau caractéristique. Le test de séparabilité à I'aide des boîtes minmax orientées est effectué

successivement dans les repères associés à chacun des deux carreaux à tester. Les exernples

suivants sont uti l isés pour i l lustrer les cl i f férerrces entre ces cleur implantations.

Pour une même tolérance d'arrêt e:0. |  .  les tableaur suivants représentent le nornbre de

subdivisions effectuées sur chacune cles cleux surfàces, le nornbre de segnrents obtenus par

chacune des deux rnéthodes ensuite Ies terlus cl 'executiotts
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Sur les exetnples I  et  2,  la rnéthode ut i l isarr t  les boîtes nt i r t r t tar or ientées est de 1.6 à 3 7 fois

plus rapide que Ia méthode classique. L ' rr t i l isat ion des boîtes nt i r t r t tar or ierr tées permet de

réduire le nombre de subdivis ions efJ-ectuées sur '  les deux surfaces. ntais el le ne s 'accompagne

pas nécessairentent d 'une réduct iolr  dtr  tenrps d'exécut iort  El le peut t r têt t te entraîner un

ralent issement de la rnéthode (erertrple 3 )

En effet, les boîtes rninnrax orientées peLrverlt être irttér-essarrtes si les deur surfaces sont en

moyenne à tendance non paral le les ALrx A\es du repere r 'éeI Pour cela.  i l  farr t  inrplanter ce test

de séparabi l i té de façon à ce qrr 'un chanqenrent de repère rre soi t  ef lectué que si  les deux sous-

carreaux testés vér i f ient cette condit ion Prat iqrrenrent,  nous avons implanté ce test  de façon à

ce qu'un changement de repère ne soi t  ef lectLle que si  la var iat ion angulaire entre la normale

moyenne à un carreaLt et  le t rois ième axe dLr repère réel  soi t  contpr ise entre 30 et  60 degrés.

5.2.2. Méthode u n iforme

L' i rnplantat ion de la nréthocle cle subdivis ion urt i fbr t t te rrécessi te le calcul  des

majorat ions des dér ivées secondes de chucune des cleux surf t tces trai tées Ces rnajorat ions

servent d 'abord à calculer les nivearrr  de srr [ rdiv is iot ts r t tar intAles, errst t i te ei  construire des

boî tes  eng lobar ' l tes  par  appror i rnat io r r  L ' r r t i l i sa t ion des l lc t i t t ts  c le  cont r 'ô le  (3  l2 )  por r r  ca lcu ler

exenrple I boî tes nt inntar boîtes rninrtrax orientées

nbde subdivis ions de S l 3 l 73

nb de subdivisions deT 427 189

nb de seqments r22 t22

temps d'exécution 986 698

exentple 2 boîtes rt t i t t t t tax boîtes nrinmax orientées

nb de subdivisons de S 1293 l l l

nbde subdivisons deT t32 i t 7 l

nb de seqments 14 71

temDs d'exécution 4611 9 i l

exertrple 3 boî tes r r t inr t tax boîtes rninmax orientées

nb de sr-rbdivisions de S 0 0

nb de subdivis ions de T 149 149

nbde seqments 258 258

temps d'exécution 236 325



tn i lhodc sr rbd iv is ion

ces majorat ions est faci le,  r ïa is les valeurs f l 'oLr\ ,ées sont plus grarrdes que les valeurs réel les.

Nous avons ainsi  implanté une procédure de conversion cle la base de Bernstein vers la base de

Tchebychev, les valeurs trouvées (3. l3) apres cette corrversion sont plus pet i tes par rapport

aux valeurs trouvées par la rnéthode précédente

La rnéthode de subdivision uniforrne eftèctLre des subclivisions sur les dornaines pararnétriques

et non sur leurs déf in i t ions, el le pernret airrs i  c l 'évi ter de garder en rnérnoire des structures de

données i rnpor lantes et  le coùt en calcul  de I 'a lgor i thnre de subdivis ion de Castel jau ou de

Boehrn. Par contre,  el le nécessi te d 'évaluer les quatre sornr lets de chaque sous carreaux pour

la construct ion des boîtes par appr-or i r lat ions Nous avons i rrrplanté cette méthode en

effectuant successiventent ces ér, 'a l rrat iorrs l )ar-  I 'a lgor i t l rnre cle Castel_iau et  de Horner,  une

réduct ion du temps d'exécut ion est apportee aux trois erernples l t receclents

Cette réduction est d'autant plus inrltor-tante qLte les clegrés cles surfaces sont élevés, la

conversion vers la base canonique et l 'ut i l isat ion de I 'a lgor i thnre cle Horner sont prof i tables.

Cependant,  i l  faut noter une cer- taine l )erte de ; l récis ion clue à cette conversion et  à I 'a lgor i thrne

de Horner,  I 'erreLrr  colnnr ise reste torr t  c le rrrêrne negl igeable par rappol l  à la précis ion at teinte

par la rnéthode.

A chaque niveau de subdivis iort ,  la rnéthode uni fornre ef ïectue hui t  évaluat ions, alors que la

méthode adaptat ive ef ï-ectue deur subdivis ions (coùt subdivis iort=coùt évaluat ion par De

Castel jau).  Af in d 'ér, i ter  ces ér 'a lrrat iorrs.  nous a\/ons i r lp lanté la r lét l rocle uni forrne en

effectuant des subdivis ions sLlr  les surfaces. le test  de séparat iorr  est  ainsi  ef tèctué à I 'a ide des

boîtes minmax. L 'exécut iorr  de cette r léthode a rnontré une récluct ion corrsidérable du ternps

d'exécut ion.

temps d'exécution ér ,a l r ra t ion t )ar  De Caste l ia t r eva lua t ion  l )a r  Horner

exerntl le I 9421 6295

exenrple 2 27278 l r l 8 8 8

exemple 3 t l l 149

tenrps d'exécution par srrbdiv ' is ion de la strLrcture

des sur-faces

par subdivis ion des dornaines

Daranrétr iques

exernple I 6269 2s445

exenrple 2 9295 29798

exemple 3 i00 53.s



Imnlantation de la nrétltode dc subdivision récrrrsive

En fin de notre analyse sur l ' imlrlantation de la méthode de subdivision, la version

uniforme est beaucoup plus lente que la version adaptative. Dans notre étude théorique, nous

avons espéré de meilleurs résultats avec la nréthode unifonne. Nous I'avons améliorée en

utilisant des subdivisions uniformes selon chacune des deux directions du domaine

paramétrique, et en calculant des nrajorations cles dérivées secondes après conversion vers la

base de Tchebychev.

En fait, les défauts de la méthode unifornre sont dus à la valeur utilisée pour majorer la distance

maximale entre une surface et son approxinration et aux valeurs des dérivées secondes qui ne

sont pas calculées exactement. Il faut tout de même noter ses atouts rnajeurs: indépendance du

modèle de surfaces uti l isé. et continuité de la solution obtenue.

9-l
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5.3. lmplantation de la méthode de suivi

L' implantation de la métlrode de suivi nécessite d'eflectuer trois irnportantes opérations,

qui  sont le calcul  des points gennes, des points s igni f icat i fs et  du point  st t ivant.  Ces opérat ions

s'ef fectuent de façon simi laire en deur étapes. ce qrr i  a faci l i té leur réal isat ion La prernière

calcule une approxirnat ion du point  recherché, el le est ef Ïectuée par une rnéthode de

subdivis ion récursive ou par constrLtct ion c ' l 'une courbe approclral t te poLtr  t r r t  point  suivant.  La

seconde calcule une valeur plus précise, elle est effectuée par la rléthode de Nervton-Raphson

en résolvant un systènte d'équat ions non l inéaires d'orclre 3 pour les points germes ou d'ordre 4

pour les deux alr t res Pour Ltn l ron dérouler lent de ces o1térat ions. Ltn certain nombre de

tolérances doivent être bien choisies

Choix des tolérances

- tolérance d'arrêt  du procédé de calcul  i térat i f 'c l 'urr  point  suivant,  ses coordonnées cartésiennes

sont  données se lon cet te  to lérance l l rès  On a u t i l i sé  des va leurs  a l lant  j t rsqu 'à  l0e-  12.

-  to lérance d'arrêt  du procédé de calcul  i terat i f  d 'un point  s ingul ier,  nous avons ut i l isé la même

valeur que la précédente tolérance.

-  la rnême tolérance que les précédentes est ut i l isée par la procédure de calcul  i terat i f  d 'un point

d ' intersect ion d'une courbe et Ltne surface.

-  la  to lérance de cho ix  du pas de su iv i .  on a t  u t i l i sé  c les  v 'a leurs  a l lant  lusqu 'à  l0e-  l ,  la

convergence moyenne est de 2 à 3 itérations

95

-  to lérances de l i r l i tat ion du dott ta ine de v 'ar iat ion

contrôle du pas de suiv i .  On a ut i l isé des i 'a leurs

courbure (8 l0e-2 ,  I  l0e+2)

Ordre des courbes approchantes

de Ia courbure locale,  ceci  est  fa i t  pour un

arbi t raires pour rninir t t iser et  majorer cette

Le second ordre est ut i l isé por.rr  la corrstructron cies courbes al l l l rocl tantes. puisqr,r ' i l  permet un

choix ef frcace du pas de suiv i .  Pour le cornparer avec les autres ordres. on a inrplanté la

méthode en ut i l isant successivenrent l 'ordre 0.  1.2 et  i .  Avec une valeur f lxée de la tolérance

du pas de suivi, on a rernarqué qtre la conversence rnoyenne est de 2 itérations pour les ordres

l ,  2 ou 3,  alors qu'el le est de 3 i térat ions poLrr I 'ordt 'e 0.

Ceci  nous montre que I 'ordre 3 n'est  pas l l lus intéressant que le second ordre du point  de we

convergence, puisqu' i l  nécessi te beerucoup l t lus de calculs L ' i r t t l l lantat ion de I 'ordre I  nécessi te

le calcul  de la dér ivée seconde de la cour lre c l ' i r r tersect iort  poLtr  l )et 'ntet t re le calcul  du pas de

suivi ,  son coût est  alors équivalert t  i i  celui  t le I 'orcl t 'c  f
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Localisation des points NC

La localisation des points NC s'effectue à I 'aide d'une ntéthode de subdivision récursive bien

adaptée au problème. Nous I 'avons inrplantée pour le traitement de deux surfaces de Bézier

non rationnelles, le test d'absence de point NC est ainsi faci l i té par le fait  que les surfaces et

leurs dérivées part iel les peuvent être rerrplacées par leurs boîtes minmax. L'ensemble de tous

les points NC sont localisés par cette nréthode, nrais ceftaines zones localisées peuvent être

inuti les. Ceci est conséquence du fait que le test ut i l isé est une condit ion trop restr ict ive. Pour

él irrr iner ces zones, on a compacté les zones adjacentes et él inriné celles touchant un bord du

donraine paramétrique.

Nous avons également él inriné les zorres pour lesquelles i l  est faci le de vérif ier qu'el les ne sont

pas entourées par une courbe d' intersection. On efïectue cela en cherchant I ' intersection des

deux isoparamétriqLres orthogonales et l) i lss?lntes par le centre de ces zones, avec la seconde

surface. Si une isopararnétrique coupe la sec,oncle surlace err rt toirts de deur points, alors cette

zone sera rejetée.

La localisation doit s'effectuer pour isoler tous les points NC dans des pavés de tai l le plus au

moins grande selon la catéeorie. On a uti l isé une tai l le rninirnale égale à 0.1, le temps

d'exécutiorr de cette procédure aLrgnrente cle façon corrsidérable en fonction de cette tai l le.

Perfonnances et cornparai son

Vu la diversité des situations et de Ia stnrcrure cle I 'ensemble d' irrtersection, I ' inrplantation de la

méthode de suivi nous a confronté à cerlaines dift lcultés techniques qu'on n'a pas réussies à

bien traiter:

- chaque branche de courbe doit être suivie Lrne et une seule fois.

- allx points sirrguliers, le ltrocédé de suivi lleut échouer ou zigzaguer autour de ces

points.

Les exemples uti l isés dans ce pararrral lhe sont effectués en adaptant notre irnplantation à une

situation bien précise. Le tableau suivant rrontre les ternps d'exécutions du procédé de suivi et

celui de calcul des points signif icati f .s sur certains exenrples.

temDS d'exécution procédé de suivi calcul des points importants

exenrole 4 300 680

exenrple 5 l l 0 190

exenrple 6 échec
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L'exécution de la rnéthode de suivi a échoué sur I 'exenrple 6, les deux points singuliers de bord

sont mult iples. Le résr"r l tat sur I ' inrage correspondante est obterru par la r léthode de subdivision

récursive. A part aux voisinages des points singuliers, cette dernière méthode perrnet

l 'obtention d'une solution. alors que la nréthode de suivi nécessite le succès du calcul des points

significatifs.

D'après notre expérirnentation, le procédé de suivi est Lrne opération très rapide capable de

donner une solution d'une très grande précision et en un temps très favorable à une uti l isation

interactive. Le calcul des points signif icati fs occLrpe une part considérable du temps d'exécution

total de la méthode de suivi,  i l  peut être inuti le dans certain cas. Cependant, i l  constitue un

traitement essentiel pour développer Lrn algorithrle cornplet. Le ternps d'exécution total reste

très petit  par rapport à celui de la nréthode de subdivision. Le tableau suivant nous permettra

de comparer les performances en tenrps des cleur rnéthodes de subdivision récursive et de suivi

sur un certain nombre d'exemples où les deux aboutissent à un résultat contlt let.

temps d'exécution nréthocle de subdivision

classiclr"re ( l0e-2)

nréthode de sLriv' i  (  l0e-7)

exemple I t4410 I  200

exemple 3 I  t40 580

exemole 4 i  t 20 980

exemple 5 t0440 300

Les deux rnéthodes sont exécutées avec des tolérances différentes, I ' r .rt i l isation d'une même

tolérance (10e-7) aurait entraîné des tenrl ls d'exécution excessif i  pour la prernière. Malgré

cette différence de précision, la solution de la rnéthode de suivi est obtenue en un temps réduit

jusqu'à 34 fois moindre (exernple 5) qr-re par la rrrétl tode de subdivision récursive.



Conclusion

5.4. Conclusion

L'étude pratique a permis de valider nos résultats sur les deux rnétl iodes et d'évaluer

leurs performances. Elle a pernris égalenrent de soulever quelques difiicultés pratiques

concernant notamment la rnéthode de sr"r ivi pour laquelle. i l  a eté difï ici le d'organiser le procédé

de suivi aux points singr-rliers.

La méthode de subdivision récursive efl lcace pour les cas d' intersection non tangentiel le et

quand la précision souhaitée est faible. El le est plus perfornrante sous forme adaptative, les

boîtes minmax orientées constitr,rent urre arnélioration des perforrr lances dans la plupart des cas

traités. La forrne uniforme s'est rér,élée plus Iente rnêrne en arnéliorant Ie calcul du niveau de

subdivision, son principal avantage est son indépendance par rapport au rnodèle de surface

uti l isé.

La rnéthode de suivi pefmet I 'obtentiorr d'une solutiorr avec Lrne 1lrécision et vitesse

considérable par rapport à la précédente. Le calcul cles points signif icati fs constitue une étape

relativement lente, qui pérral ise par Ia suite cette r léthocle lorsque alrcurl de ces points n'est

nécessaire. Cependant, i l  constitue un traitenrent essentiel pour le développement d'un

algorithrne complet et effrcace.



CONCLUSION

Le calcul d' intersection de deux surfaces est I 'une des opérations les plus dif l ici les lors

de la modélisation d'objets complexes par des carreaux de surfhces. Les méthodes de

subdivision récursive et de suivi sont les principales solutions disponibles pour le traitement de

ce problème. Elles sont déjà irnplantées dans divers systèrnes. rnais de nornbreuses diff icultés

demeurent encore nral traitées ou non prises en compte Notre objectifl, toLlt aLl long de ce

mémoire, a été de proposer une amélioration à ces deux approches. La représentation de

l ' intersection, Ie traitement des intersections tangentiel les et des courbes fèrrnées de petites

tai l les, les temps d'exécutions sont des dif ' l lcultés communes aux deux rnéthodes et auxquelles

nous avons essayé de rernédier.

La méthode de subdivision r 'écursive est Lrne rnéthode etl lcace lorsque la précision

souhaitée est faible et en absence cl ' intersection tangentiel le. El le se trouve confrontée à des

obstacles dus à sa lenteur lorsqr.re cette précision devient élevée et aLrx r isques d'erreurs aux

zones singulières. Les tests de séparabil i té et d'arrêt de subclivision sont les deux points

essentiels que nous avons développé l lour arlél iorer cette rnéthode.

Le test de séparabil i té peut s'effectuer à I 'aide de boîtes minrnax ou des boîtes obtenues par

approxirnation. Les prernières sont uti l isées lorsque les points de contrôles sont connus à

chaque étape de I 'algorithme, un changernent cle repère judicieur permet de rendre ce test plus

efi icace. Nous avons développé un algoli t lrnre de séparabil i té Lrt i l isant des boîtes minmax dans

des repères bien choisis, cette soh-rt ion a montré une accélération cle la nréthode dans la plupart

des cas. Quand aux boîtes obtenues par appro\inratiori ,  el les sont solr-rt ions au problème de

séparabil i té lorsque la stnrcture des sous carreaux n'est pas disponible. Nous avons montré

comment les calculer de façon orientée.

En fonction du test d'arrêt de subdir, ' ision. la rnétlrode se présente soLls Lrne forme adaptative ou

uniforrne. La deuxiènre fornre 1trésente I 'avantage d'être indépendante du rnodèle de surface

uti l isé; el le permet d'éviter les cor' i ts cle subdivision et de rédr,r ire I 'espace rnémoire nécessaire.

Nous avons amélioré la définit ion du rr iveau de subdivision et nrontré comrnent calculer ce

niveau.

La rnéthode de sr-rivi est Lrne méthode beaucoup plus rapide et plus précise que la

précédente. Cependant, elle présente cles risques d'oubli d'urte partie de la solution (courbes

fermées et points isolés) ou d'échec aux points singuliers. Le développernent du procédé de



suivi et le traiternent des intersections tarrgerrt iel les et cles coLrrbes fèrrlées sont Ies qLlestions

abordées pour améliorer cette méthode.

Le calcul d'un point sur une courbe et le contr 'ôle de la densité des poirrts à calculer sont les

points abordés pour le développerrent clu procédé de suivi.  L'r.rt i l isation des courbes

approchantes de second ordre nous i l  perrl is de trouver un choix adaptati f  du pas de suivi,  et

d'élaborer une procédure rapide de calcul du point suivant.

Le traitement des courbes singulières ou fermées a été rendu possible par I ' introduction de la

notion de fonction distance orientée et des points signif icati fs. Le calcul de ces points est une

opération délicate et nécessaire pour le traitement de ces diff icLrltés. L'étude des propriétés de

la fonction distance nous a pennis de définir I 'enserlble des points signif icati fs comme des sous

classes des points NC. Ces derniers sont décrits par Lrn systèrne d'équations explicites, ce qui a

permis de développer une procédure de localisation de I 'ensernble de ces points. Cette

procédure, fondée sur le principe de la rnéthode de subdivision récursive, permet de localiser la

globali té I 'ensemble des points recherchés.

Un calcul précis de ces points n'est ef lecttré <1ue pour les poirrts singuliers ou entourés par une

courbe de petite tai l le, ce qui a perrnis cl 'éviter cles calculs inuti les

L' implantation de ces solutions nous a pernris de valider nos proposit ions, de comparer

les perf iorrnances des deux méthodes, et cle t irer les constatations suivantes:
- Malgré I 'amélioration de la rnéthocle de subdivision r:nifornre, el le s'est montrée

considérablement lente par rapport à la rnéthode adaptative. La seule arlél ioration constatée

sur cette méthode est I 'ut i l isation des boîtes rninmax orientées.
- L' implantation du procédé de suivi des cotrrbes réqulières penret I 'obtention rapide de la

solution avec une précision élevée.
- La localisation des points signif icati ls peut être qlobalement traitée par notre procédure de

subdivision récursive. Cependant. sa prise en cornpte constitue Lrne part considérable du temps

d'exécution.
- Les points singuliers sont calculés avec eflcacité lorsqu' i ls sont simples et isolés, les autres

cas nécessitent des traitements plus cornlt l iqués

Pour f inir,  ces solutions, r,al iclées sur Lur certain norlbre d'exemples, ne sont pas

infai l l ibles et de nornbreux points clenreurent encore non traités. Les intersectiorls tangentiel les,

d'ordre supérieur à un peuvent être traitées par des nréthodes de nrinir l isation, alors que celles

le long d'une courbe entière nécessitent cles traitenrents plus conrpl iqués et une adaptation du

procédé de suivi.

Mêrne si Ie procédé de suivi proposé noLrs permet un contrôle de la densité des points calculés,

une représentation compacte de I ' i rrtersection n'est pas donrrée. I l  est nécessaire de trouver un

moyen pour l isser ses points et obtenir rrne représentation conrpacte du résLrltat.



suivi et le traitement des intersections tangentielles et des courbes fermées sont les questions

abordées pour améliorer cette méthode.

Le calcul d'un point sur une courbe et le contrôle de la densité des points à calculer sont les

points abordés pour le développernent du procédé de suivi. L'utilisation des courbes

approchantes de second ordre nous a pennis de trouver un choix adaptatif du pas de suivi, et

d'élaborer une procédure rapide de calcul du point suivant.

Le traitement des courbes singulières ou fermées a été rendu possible par I'introduction de la

notion de fonction distance orientée et des points significatifs. Le calcul de ces points est une

opération délicate et nécessaire poLrr Ie traitement de ces difficultés. L'étude des propriétés de

la fonction distance nous a permis de définir I'ensernble des points significatifs comme des sous

classes des points NC. Ces derniers sont décrits par un système d'équations explicites, ce qui a

permis de développer une procédure de localisation de I 'ensemble de ces points. Cette

procédure, fondée sr.rr le principe de la rnéthode de subdivision récursive, permet de localiser la

globali té I 'ensemble des points recherchés.

Un calcul précis de ces points n'est ef lectué que pour les points singuliers ou entourés par une

courbe de petite tai l le, ce qui a perrl is d'éviter des calculs inuti les

L' implantation de ces solutions nous a perrnis de valider nos proposit ions, de comparer

les performances des deux rnéthodes, et de tirer les constatations suivantes:
- Malgré I 'amélioration de la rnéthode de sLrbdivision uniforme. el le s'est montrée

considérablernent Iente par rapporl à la rnétlrode adaptative. La seule arrrél ioration constatée

sur cette méthode est I 'ut i l isation des boîtes minrnax orientées
- L' implantation du procédé de suivi des courbes régulières permet I 'obtention rapide de la

solution avec une précision élevée.

- La localisation des points signif icati fs peut être globalement traitée par notre procédure de

subdivision récursive. Cependant, sa prise en compte constitue Lrne part considérable du temps

d'exécution.
- Les points singuliers sont calculés avec eflcacité lorsqr.r ' i ls sont sir lples et isolés, les autres

cas nécessitent des traitements plLrs cornpliqués

Pour f inir,  ces solutions, val idées sur un certain nombre d'exemples, ne sont pas

infaillibles et de nombreux points demeurent encore non traités. Les intersections tangentielles,

d'ordre supérieur à un peuvent être traitées par des rnéthodes de rninirnisation, alors que celles

le long d'une courbe entière nécessitent des traiternents plLrs compliqués et une adaptation du

procédé de suivi.

Mêrne si le procédé de suivi proposé nolrs pernlet un contrôle de la densité des points calculés,

une représentation compacte de I ' intersection n'est l las donnée. i l  est nécessaire de trouver un

moyen pour l isser ses points et obtenir une représentation compacte du résr.r l tat



Les erreurs dues à I 'ari thrnétique des nombres en virgule f lottante ont un eflet sur la précision

de la solution, notamment pour la méthode de suivi oir tous les calculs sont i térati fs. Ce sujet,

non abordé dans cette thèse, nécessite d'être exploré pour pouvoir contrôler les erreurs

commises lors du calcul d' intersection.



Annexe 1

Dilférentiahilité d'une courbe ù'intersection entre ilux surfttces poromélriques:

Théorème

Soient S(u,v) et T(s,t) deux surfàces difTérentiables et (ug,vg) (sO,tO) les coordonnées

paramétriques d'un point d' intersection non tangentiel le et n'appartenant au bord d'aucune des

deux surfaces. Alors la courbe d' intersection passant par ce point adntet une représentation

paramétrique dans le voisinage de ce point, cette représentation est autant différentiable que la

moins différentiable des deux surfaces.

Détnonslraliort

La dérnonstration est un résultat du théorèr'rre de la fonction implicite, pour cela on définit  une

fonction g par:

(p .  (u ,  v .  s ,  t )  - - -_-+S( Lr .  v)  -  T(s ,  t  )

Le point d' intersection considéré est régulier, on peut donc extraire des 4 vecteurs Su(u6,vg),

Su(ug,vg), Tr(sg,t6) et T1(sg,t6) une base dans l 'espace, sinon notre point est un point

d'intersection tangentielle.

Maintenant, sltpposons que les 3 prerl iers vecteurs forntent cette base. La fonction

différentiel le de q par rapport à u, v et s en (1r0, u0 ,tg) est inversible

ôu .1 , . 5e  =  (Su ,S " , -T , )

Il existe donc un voisinage de tg dans lequel (u, v, s) dépend de façon différentielle de t (de

classe la classe de la moins différentiable des deux sr"rrfaces).



Annexe 2

Mnirtration ile la distnnce entre une courbe ct ltt corile.joignnnt les eutrénités de ln courbe:

Thértrème

Soit 1[a,b]-+Rn unefonction cle classe '2 et l( t) une paramétrisation l inéaire du

segment définie par les points f(a): l(a) et (b): l(b).

On a alors:

sup. l l r f  , t  -  l ( t ) l l  < l tu -  u l t  sup l l r " l t ;1;a< t<b  E  a< l<b

Déntonslraliort

On pose les fonctions suivantes:

e(t):f(t)-l(t) et s(t):e(t) e(t)

Alors s(a):s(b)=O entraîne I 'existence d'un nrarinrurn t11 de [a,b] en lequel :

s'(tg)=0, e'(tg).e(tg):0

Par développement l imité de e(t) en ts, on obtient:

e ( t ; = e ( t o ) + e' ( t 1y ) ( t - t g ) * 
J,t,, 

( r - x ) e " ( x ) clx

En efïectuant le produit scalaire de cette é_qali te par e(tg). on obtient.

e( to )  e ( t )  =  e ( to )  e ( to )  +e( t11 I  f , '  r t  -  r )e " (x  )dx
. r 0

Sans perte de générali té, on suppose que t0 est dans [a,l /2(a+b)], et on prend t:a ( notons

Que e"(t)=1'(t) ).On obtient ensuite:

-e ( t0 )  e ( to  )  =  e ( , , , )  f . '  (a  -  x ) f  " ( x )c l x
' r o

Ceci entraîne:



1"(to)ll.llfl (a - x)r"r.lo.ll
..:T!ollr"r,{lli r. - '.ro'.ll
= I  , rp.  l l r" t t l l l t tg -  a)2

/  a < t < b

= j.:T!ollr"1tyflq11u - o))2

= *": ipol l t"(t) l l (b 
- u)2



Annexe 3

Différe nti ah il ité I e I a -fo tt ct i o rt p ro j cc ti tt tt orî h o g o n u I e h :

On garde toujours les rnênres conditions sur les surfaces S et T, et on rappelle Ia fonction h

définie par:

h: DS-------------+ DT

(u, v) -------+(s, t)

tel que T(s,t) soit la projection orthogonale du point S(u,v) sur la surface T.

Théorème

La fonction h est différentiable sur tout ouvert où el le est définie. el le est même de

classe.

(m,n) = inf { classe de S. classe de T rnoins I }

Démonslroliort

Soit (u6,vg) un point de DS et (sg,t6) son irnage par la fbnctiorr h.

La surface T étant supposée régulière, en toLrt point (s,t) la farni l le {Tr, T1,N1 } est l ibre.

On uti l ise le théorèrne d' inversion locale, poLrr cela on considère la fonction:

(p : ( s, t, w ) ---------------+ T( s, t ) + rvN 1 ( s, r )

Le point S(ug,vg) se projetant orthogonalement en T(sg,tg) sur la surface T, est situé à une

certaine distance w6 de T(sg,tg) dans le sens de la nornrale N1(sg,tg).

On a donc:

<p (so , t g ,wg  )  =  S (u1y ,  v1y  )

Puisque T est régulière, le jacobien de rp .

Jacob ien (<p )  =  (T * , l ,N l  )

est inversible en tout point. I l  existe donc un voisinage de (sg,tg,rvg ) dans lequel (p est

inversible:

( s , t ,w )  -  ( p - l (S (u , v ) )

Ceci entraîne que (s, t) dépendent de fàçon dif lerentiable de (u,r,),  et aussi de classe (m,n)

avec:

(m,n)  :  in f  {  la  c lasse de S ,  c lasse de T nro ins I  } .



Annexe 4

Calcul rles iérivées pnrticlles l'ordrc 2 de lu.fonction distunce orientée Q

D'après la valeur explicite des dérivées prernières de la fonction distance orientée $:

Ô u  = <  S " , N ,  t Ô,.  = .  S , , ,  N '  t

On peut donner les dérivées part iel les seconde par:
ôuu =(  Suu,  N,  > + < S, , ,  N. , . . , ,  >

Ôuu  = (  Suu ,  N ,  >  +  <  S , , ,  N . , . , .  >

Ô* ,  = (S , , ,N ,  >  +  <S" ,N , , ,  >

ô, ,  =(  S* ,  N,  > + < S, , ,  N. ' . ,  >

Où tous les termes sont connLrs sauf les dérivées part iel les N1.. ' ,  et NT.u. Ces dernières

peuvent s'écrire en fonction des dérir,ées cle s et t par rapport à r.r et v:

N-  -N-  d t *N-  4
oll ou

Nr.u = N,. 
" 
! l  * N.., *ov ov

Maintenant, il reste à calculer les dérivées de s et t par rappoll à u et v Pour cela, on écrit le

système définissant I ' i rnage de (u,v) par la fbnction h :

= K- '1 .  S, , , I  >  ,  (  S , , , t ,  t ] '

où (s,t):h(u,v) , h est supposée bien défirr ie err (u,v).

Par dérivation du systèrne précédent par rapport à u, on obtient:

f . s  -T  d t - t  d t .T  
>+<s -T .T  

t l t *T  { r=0

]  
' du  ' du  "du  "du

I  ^  - ds  -d t  ^  - -  ds  -  d t
l <S  - ' I  -  -T  -  

. T .  >+<S-T .T  
-  

+T - - - -  > -0
L  

' du  ' du  ' du  "du

f .  S(u,v)  -  T(s , t ) , I (s ,  t )  >= 0

L.  S(u,  v)  -  T(s ,  t ) , I  (s ,  t )  >= 0

Ce qui entraîne:

I ar a, "l'

Ld"'d"l

Où la matrice carré K est donnée par:
Ku= ( I ' I t - <S -T .T t i '  j  =  s '  t



De la même manière, l tor,rr déterminer les clérivées de s et t  par rapport à v. On dérive par

rapport à v le système défirr issant lr(u,v), et on obtient enstt i te:

- - T

lds  d t l
l ; , ,  |  =K - ' [ 'S ' , I > ' <S ' , ' T ,  t ] '
LOV OVJ
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Résumé:

Le calcul des courbes d'intersection de deux carreaux de surfaces est une opération

délicate et indispensable pour la représentation d'objets solides en CAO. Ces courbes peuvent

être complexes; les méthodes existantes ne nous permettent de représenter l'intersection que

par des listes de points ou de segrnents. Les dfficultés à surmonter sont le traitement des

intersections tangentielles, les courbes de petites tailles et la représentation de l'intersection.

Dans cette thèse, on étudie les dew principales méthodes de subdivision récursive et de suivi'

Après avoir étudié le principe de la première méthode, on développe les dewc modules de

séparabilité et d'arrêt des subdivisions qui la définissent. On implantera la méthode sous

dffirentes formes pour lesquelles on montrera les avantages et inconvénients.

En ce qui concerne la méthode de suivi, on propose un procédé de suivi des courbes

régulières. Ce procédé tient compte des propriétés géométriques locales de la courbe

recherchée et pramet un résultat rapide. On dévelappe également Ia notian defonctian

dîstance orientée entre deux surfaces pour pouvoir traiter les intersections tangentielles et les

courbes fermées de petites tailles.

Mots clés:
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