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Introduction

Ces dernières décennies I'analyse des phénomènes de stabilité et de

bifurcation en mécanique non linéaire a mobilisé un grand nombre de

chercheurs aussi bien en mécanique des structures qu'en mécanique des

fluides . Cela est dû, à la forte utilisation de ces modèles dans des domaines

à caractère industriel.

En statique, le calcul non linéaire des structures minces de type poutres,

plaques et coques est dominé par les méthodes de résolution incrémentales-

itératives ou méthodes de prédiction-correction, dont la plus populaire est la

méthode de Newton-Raphson. La plupart des algorithmes de détection des

points de bifurcation, du mode de bifurcation et de branchement sur les

solutions bifurquées ont été développés dans cet esprit. Or ces méthodes sont

coûteuses en temps de calcul et nécessitent un utilisateur averti pour

contrôler le déroulement des calculs. Pour ces raisons, on a étudié àMETZ

une autre technique qui associe une méthode de perturbation et une

technique d'éléments finis (Méthodes Asymptotique-Numériques). Le

premier travail significatif de cette association a êté proposé par N.Damil et

M.Potier-Ferry (1990), ce qui a montré la simplicité et I'efficacité de la

méthode. Plus tard, plusieurs applications ont été réalisées pour mettre en

évidence les performances de la méthode (L. Azrar, B. Cochelin, N. Damil

et M. Potier-Feny; L993), (B.Cochelin, N.Damit et M.Potier-Ferry; 1993,

L994), (B.Cochelin, 1993), (E.H.Boutyour, B.Cochelin, M.Potier-Ferry,

1e94).

En dynamique, des méthodes numériques de calcul des points de bifurcation

de Hopf et de solutions périodiques ont été utilisées dans des situations

géométriques particulières, soit dans des domaines de révolution (Y.

DEMAY er G. IOOSS, 1985) ou dans des bandes infinies (P. LALJRE et Y.

DEMAY, 1989). Mais on trouve peu de travaux sur des méthodes



numériques applicables dans des situations génériques ( comme la méthode

des élèments finis).

Notre objectif dans ce mémoire de thèse est de suiwe I'esprit asymptotique-

numérique des procédures appliquées en statique (thèse de B.Cochelin,

1994), (thèse de E.H.Boutyour, 1994). Ici, on essaye d'adapter ces

procédures au calcul des solutions périodiques de certains problèmes

conservatifs ou dissipatifs et à la détection des points de bifurcation de Hopf

en vue d'application à des systèmes dissipatifs à grand nombre de degrés de

liberté.

Ce document comprend deux parties:

La première partie qui est composée de frois chapitres permetera de tester

l'applicabilité des méthodes asymptotiques numériques au calcul des

solutions périodiques en temps. Le premier chapitre, fait l'objet d'une énrde

bibliographique, dans laquelle sont expliquées les particularités et les

caractéristiques propres de solutions périodiques de différents modèles

dynamiques non linéaires. Ainsi, il y a un rappel détaillé des méthodes

analytiques envisageables pour la résolution des problèmes proposés. Il

s'agit de la méthode de Poincaré-Lindstedt et de la méthode des échelles

multiples. Le deuxième chapitre présente une méthode asymptotique-

numérique et les différentes étapes permettant de ramener la résolution d'un

problème non linéaire d'équilibre à la résolution d'une succession de

problèmes linéaires. Cette résolution nécessite I'inversion d'une seule

matrice. Aussi, on rappelle les applications de cette méthode en statique

pour les modèles poutres, plaques et coques. Diverses techniques

d'accélération de convergence comme les approximants de Padé (ttrèse de B.

COCHELIN, 1994) ou la transformation d'Euler (M.8. DADFAR et J.F.

2



GEER, 1987) sont également rappelées. Dans le troisième chapitre, on

calcule les solutions périodiques à I'aide du système Maple par la méthode

de Poincaré- Lindstedt, en choisissant deux équations conservatives simples,

x+x-x3 =0; x+x+xa= 0 avec les condit ions init iales:

x(0)-e et  x(0)=0,

et l'équation de Van der Pol, x +x = e(l-xz)i.

Les séries périodiques de ces équations sont calculées jusqu'à un ordre êlevé,

en utilisant le système de calcul formel Maple, qui nous a permis d'établir

des relations de récurrence. Puis, elles sont améliorées par les techniques

citées au chapitre II. Ces exemples simples fournissent les premiers tests en

vue de I'application des méthodes asymptotques-numériques aux problèmes

dynamiques, ainsi qu'une évaluation de I'efficacité des diverses techniques

d'amélioration de la convergence.

Dans la deuxième partie qui est aussi constituée de trois chapitres, on

s'intéresse au calcul numérique des bifurcations de Hopf. Le chapire quatre

décrit d'une manière détaillée la théorie de la bifurcation de Hopf qui est

illustrée par divers exemples tirés du livre de R. SEYDEL, (1981). Dans le

chapitre V, sont présentés des algorithmes de type asymptotiques-

numériques pour détecter les points de bifurcation de Hopf. Ils sont

comparables à ceux utilisés en statique ( thèse de E.H.BOUTYOUR, 1994).

En effet, nous définissons un indicateur de bifurcation dépendant de deux

paramètres et qui permet de détecter ces points de bifurcations. Nous

proposons aussi des techniques asymptotiques-numériques pennettant de le

calculer. L'efficacité de ces algorithmes est testée sur des équations

différentielles ordinaires à petit nombre de degrés de libertés. Le chapitre



VI fait I'objet d'une description complète des équations aux dérivées

partielles de Naviers-Stokes admettant une non linéarité quadratique, en

signalant les méthodes asymptotiques-numériques envisageables pour le

calcul des solutions stationnaires, la détermination des points de bifurcation

de Hopf et des solutions périodiques bifurquées.

4



PREMIERE PARTIE

VIBRATIONS NON LINEAIRES ET

CALCULS DE SOLUTIONS PERIODIQUES

PAR UNE METHODE ASYMPTOTIQUE.NUMERIQUE



ChAprçrc69: rappels sur lævibrations non linéaires

r) RAPPELS SUR LES VIBRATIONS NON LINÉAIRES

I-1) Introduction

En sciences pour I'ingénieur, la plupart des problèmes de vibrations sont

non linéaires. En effet, les forces de rappel ne sont pas proportionnelles au

déplacement, les amortissements ne sont pas proportionnels à la vitesse et la

prise en compte exacte de la géométrie conduit à des relations non linéaires.

Toutes ces non linéarités font apparaître des bifurcations, des résonances,

des mouvements périodiques, non périodiques, chaotiques,. -....

Les vibrations non linéaires jouent un rôle très important dans I'analyse de

plusieurs problèmes en mécanique, en élecromécanique, en mécanique des

fluides et en électricité. Ces problèmes concernent des oscillations libres,

forcées ou auto-entretenues. C'est pour cela, que ces dernières décennies, on

a étendu l'étude de ce domaine, en utilisant de nouvelles méthodes

d'approches analytiques, numériques. Nous renvoyons le lecteur à quelques

papiers traitant ces problèmes dynamiques non linéaires: L.K.Forbes

(1989); S. Talwar et N.N. Sri, (1992).... . . . . . .

Dans ce chapitre, on va rappeler quelques propriétés fondamentales

concernant les oscillations libres, forcées ou auto-entretenues, ainsi que les

différentes méthodes analytiques d'approximation. On mettra I'accent sur la

recherche de solutions périodiques et on se limitera dans ce premier

chapitre à des exemples simples à un degré de liberté.

l-Z) Systèmes conservatifs et vibrations libres

Dans cette partie, on se limite aux systèmes conservatifs à un seul degré de

liberté, dont les solutions s'expriment sous forme d'intégrales elliptiques.

6



e 9: rappels sur lævibrations non linéaires

L'équation différentielle régissant les vibrations libres avec une force de

rappel non linéaire s'écrit:

#.F(x)= s

où x est le déplacement et F est la force de rappel non linéaire.

Pour les faibles déplacements, on peut approcher la fonction F(x) par un

développement de Taylor:

F = Kx * K'x2 + K'x3 *.

En effet, la première approximation de Hooke n'est pas toujours suffisante:

souvent le déplacement x croit plus vite que I'effort F, puis survient la

rupture en R (fig I-1).

Figure I-1.

Pour mieux comprendre I'influence de la non linéarité, considérons deux

modèles conservatifs simples non linéaires dont la solution est classique.

On étudie d'abord les mouvements du pendule simple (figure I-2) relâché

sans vitesse à partir d'un angle initial em.

7



ehAWTf?E9: rappels sur lævibrations non linéaires

Figure I-2.

Bien entendu, le pendule aura un mouvement périodique, 0(t) oscillant

entre les valeurs extrêmes *0-. Ce mouvement est décrit par l'équation

suivante:

J( i  +mgLsin0=0, (I-1-a)

ou pour 0 assez petit,

Son énérgie potentielle,

Wr=mgL(I-cos0),

passe par un mærimum lorsque le pendule atteint son amplitude maximale

0=æ (f ig I -3) .

On trouvera d'auEes exemples comparables dans l'énrde des vibrations

moléculaires, en électricité, en optique, en physique atomique, etc..



CnnWT f<e9: rappels sur lesvibrations non linéaires

Figure I-3.

Généralement, il y a peu d'équations non linéaires dont on connaisse la

solution générale. C'est le cas de l'équation (I-1) qui donne, Ptr intégration :

*C*l '= mgl(coso -  coso.) .
2 ' ,d t '

On peut résoudre cette équation en cherchant le temps t en fonction de 0:

ffi*=ffo,=

où f0 est la période du pendule pour des petites oscillations.

Lorsque g varie entre 0 et 0*, on décrit un quart de la période, on peut

donc évaluer la période T en intégrant cette dernière relation entre 0 et 0^.

Avec les changements de variables e = 0^ (pou simplifier les notations) et

.e e
sin 

| 
= sin 

I 
sin (P, on obtient

2rc T

sin2
13

9-rin'9
22

9

sin2$-sin2|

I - sin2 lsnz gTo4



ehAÆTf?E 9 : rap Pels su r les u tbf@

Cela.signifie que la période est inconnue et dépend de l'amplirude e. C'est

une loi générale des systèmes non linéaires. On peut déterrniner donc une

forme analytique approximative de cette période en faisant un

développement de

au voisinage de 0. On aura donc:

I _ sin2 9rrt"2 <o

Ce qui monEe que T est une fonction analytique de e.

Pour e assez petit, on obtient une approximation:

r(e) - lb(l - hr' .&e4+..........)

r -Ts- ( '  , t  + |sin2 |sinz e * â sina lsino s*. . . . .)dç

=Tn( I  -  !  r r r2 9 *  2 r i r4 9+.. . . .  . . . . .  ) .
4 '2 64 2

(r-2)

Lorsque, I'amplitude e s'approche des valeurs *æ, la période T(e) tend

vers I'infini ou la pulsation co(e) =2tclT(e) tend vers zéto' On peut le

comprendre en observant la forme des trajectoires dans le plan de phase:

Figure I-4-a: Plan de phase de l'équation (I-1-a)

10



'KE9: sur lesvibrations non linéaires

On remarque d'après la figure G-a) que les solutions périodiques existent

lorsque I'amplitude balaye I'intervalle ouvert f-n,nl..Lorsque e tend vers

n,la trajectoire périodique s'approche des deux points d'équilibres instables

tlE, ce qui fait tendre la période vers I'infini. On peut se demander si la

valeur extrême E = rE correspond au rayon de convergence de la série

entière (I-2) et si cette série donne des valeurs approchées de la période dans

tout f intervalle où la solution périodique existe. On verra au chapitre Itr

que ce n'est pas le cas, mais qu'une bonne approximation peut être obtenue

par d'auEes techniques.

Considérons toujours I'exemple du pendule simple, mais cette fois-ci, les

mouvement sont gouvernés par l'équation approximative de linéarité

cubique (I-l-b). Après certains changements de variables, on peut écrire

cette équation sous la forme:

i+x-x3=0,

avec les conditions initiales suivantes: x(0) = e, x(0) = 0.

limités par les valeurs *1 au lieu de

tend vers I'infini ou la pulsation tend

(r-3)

Dans ce cas, les oscillations périodiques sont données par I'expression:

T(e) = 413 ,  où  c=gz

VL

e4.T

Dans le nouveau plan de phase (I-4-b), les mouvements périodiques sont

tæ. Donc, on peut dire que la période

vers 0, lorsque e tend vers la valeur l.

1 l



ehAWTf?E9: rappels sur lesvibrations non linéaires

Figure I-4-b: Plan de phase de l'équation (I-3).

Maintenant, on va traiter un autre problème engendrant aussi des

oscillations périodiques de période inconnue T(e): une masse m est fixée au

milieu d'un fitr tendu (figure I-5) de tension initiale T et de longueur L.

r -L
I  - V J  - L- 

L/2 L/2

figure I-5.

Pour un déplacement vertical

correspondante dans le fil est:

y de la massem, la contrainte o

o=E W.r'-t-/

Le déplacement y conduit à une tension variable (I+A o) du fiI, où E est le

module d'élasticité et A est I'aire de la section transversale. La force de

rappel exercée sur la masse m dans la direction y est 2$+Ao)sin0, où

L/)

T2



3hAWTKE9: rappels sur lesvibrations non linëaires

Si le déplacement y est suffisamment petit par rapport à L, on obtient,

(I-4-a)

L'équation différentielle du mouvement peut être approchée par:

mji + 2y(T +Ao)sin0 = 0 (r-4-b)

En injectant (I-4-a) dans (I-4-b), on obtient:

sino =+-#+o(ys).

4T 8AEy+#y*#y3 =o

Avec les transformations suivantes:

" 4T 8AE
O)o=n,  U=6- ,  T=Cùt ,

1y=G*,

l'fuuation (I-5) s'écrit:

x+x+x3=0

Pour définir complètement le mouvement,

initiales:

(r-5)

(r-6)

on a besoin de conditions

x(0)  = g;  * (0)  = g

13



ehAW'tKE9: rappels sur lesvibrations non linéaires

Une étude des trajectoires dans le plan de phase montre que l'équation (I-

6)admet des solutions périodiques pour tout e.

Figure I-6: Plan de phase de l'équation (I-6).

où A(e) = ez +e4 l2

La période de ces solutions dépend aussi de I'amplitude , et elle est donnée

par I'intégrale inconnue:

r(e) = oJ' dx ^4
où c =i + e2t

, X 4c-x- -T

L'étude de deux systèmes conservatifs à un degré de liberté a montré que

ces systèmes possèdent des familles continues de solutions périodiques. La

période de ces mouvements dépend de I'amplitude, ce qui est caractéristique

des systèmes non linéaires. Il est donc intéressant de disposer de techniques

pour calculer les solutions périodiques d'équations différentielles et les

périodes correspondantes, qui soient aussi applicables pour des systèmes non

intégrables. La plus simple de ces techniques est la méthode de Poincaré-

Lindstedt, qu'on va présenter maintenant.

t4
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I-3)'Méthode de Poincaré-Lindstedt

Considérons l'équation différentielle simple suivante que I'on peut obtenir à

partir des deux exemples faités dans le deuxième paragraphe.

i i+a2ox*ex3 =0. (r-7)

Cette équation peut être résolue d'une manière rigoureuse par

I'intermédiaire des intégrales elliptiques, mais si on perturbe ce système,

I'analyse exacte serait impossible. On est donc tenté de chercher autres

méthodes.

pour la recherche des solutions périodiques approximatives de ce problème,

on peut appliquer la méthode de Poincaré-Lindstedt [34] et 1441, qui

consiste à chercher les mouvements périodiques de période inconnue et à

développer cette période sous forme d'une série entière. En introduisant

cette série dans l'équation différentielle (I-7), on détermine par

identification les coefficient des différents termes du développement.

Remarque: Cette technique a êtê appliquée à plusieurs problèmes de

physique et de mathématiques. Par exemple, Keller (1968) I'a adaptée à des

sy s tèmes d'équati ons différentielles ordinaires.

onavuquelapér iodeT(e)oulapulsat ionco(e)=ZnlT(e)dépendent

analytiquement de I'amplinrde e (voir paragraphe l-2). L'idée donc est de

chercher co(e) sous forme polynomiale de e. Également, on développe

I'inconnue x(t,e) en série entière de e. On peut visualiser <o(e) dans

l'équation (I-7) au moyen du changement de variable sur le temps

T = o(e)t, qui permet de ramener la période variable à une période frxêp,

15
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par exemple 2r. Pour qu'on puisse mieux comprendre, on opère ce

mécanisme sur cet exemple, qui devient:

co2x+to t^+€x3=0.

Prenons les conditions initiales t=0, .r = h, i = 0.

Supposons e est petit et posons:

x(t,e) = xo(t) + exr(r) +ezxr(r)+ o(e3),
(r-e)

or2 (e) = 0)20 + €olt (Ao ) + eztor(Ao ) + O(€3 ).

où les x,(t) sont des fonctions de période 2æ et ro, des coefficients à

déterminer.

On reporte (I-9) dans (I-8), on trouve une séquence d'équations

différentielles li néaires :

à I'ordre zéro, on obtient :

i io+xo=0,

dont la solution, en tenant compte des conditions initiales s'écrit:

xo(t) = Ao cosT.

Les termes contenant e en facteur donnent:

(r-8)

ii, + x, = -.pt@rxo + *03).

16
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En développant le second membre de l'équation (I-10), _on arrive à

l'équation différentielle suivante :

^oAn3 ,
x,+x, =-fff@r *f,A20)cot"-;ftcos3r, (I-l l)

qui a pour solution:

x,(t) = Ar cos(t - er) - 
#,t, 

*+)cost . 
#"os3t.

x
Les deux conditions initiales xl = it = 0 pour t=0 donn 

"mt 
(*' k

A^3Ar=-ft "r er=0.

'f?E9: 
rappels sur lævibrations non linëaires

Le second terme de xr(t) n'est pas périodique, c'est le terme séculaire

(initialement, Poincaré avait développé cette méthode pour I'asronomie; les

périodes étant très longues à notre échelle humaine, les termes séculaires

n'avaient pas la même importance). La suppression de ce terme, revient à

I'annulation du terme contenant cosr en facteur dans le second membre de

l'équation (I-11), ce qui imPlique:

3An2 ,- \  
4 3

or = -"+, par suite xr(t) =-ffi(cost-cos3t).

En ce qui concerne les termes contenant eZ eofacteur on a:

l2t",*,à

x2 * x2= - 
# 

(orriir * ol2xs + 3x2txo ).

t7
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Après développement des formes trigonomériques du deuxième membre de

(I-12),la solution obtenue en éliminant le terme séculaire dans I'expression

est:

xz= .+(cost-cos5t), @z= 
#

Donc, la solution approximative générale tronquée à I'ordre 2 s'écrit:

x(t, e) = Ao cos I - Ar#l(cos t - cos 3t) -

e2 A^4o, 
ffi 

(cos r - cos 5t) + o(e3),

0'2(Ê)- ro' *]d,0" 
#e2 

+o(e3).

On cherche des solutions périodiques pour e suffisamment petit, plus

précisément pour,

j .  
"  

<<r,
32as"

on peut alors arrêter le calcul à I'ordre 1, ce qui conduit à

É = , .  
3Anz

(ùo' + 
;rp 

e'

L

It
j

c'est à dire que

l 8
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T2
To',

I

;Æ
4cù0"

On en déduit, d'après cette dernière expression, qu'une augmentation

d'amplitude entraîne une diminution de la période. Mais, si e est négatif on

aura le conraire: la période croit quand I'amplitude croit.

Pour analyser soigneusement la série entière (I-2), on a besoin d'un grand

nombre de termes de la série, ce qui n'est pas facile à trouver

manuellement. Pour cette raison, on a utilisé le système de calcul formel

Maple (voir chapitre Itr).

I-4) Oscillations simples non linéaires en régime forcé

Ici, on s'intéresse à l'étude des oscillations périodiques d'un problème

amorti avec une excitation harmonique de pulsation 0), de période

T - 2n / ol. L'équation s'écrit alors:

x + x - e(-ci - bx3 + esincot), (r-13)

où e 2 0, O)> 0, C, b, t sont des constantes réelles que nous supposons

non nulles et "e" désigne le rapport de I'amplitude de la force d'excitation à

la masse de I'oscillateur.

On va étudier les solutions périodiques de (I-13) lorsque al est voisin de un,

c'est à dire proche de la fréquence propre de l'équation (I-13) lorsque

€ = 0. On pose donc

(D2=l+ep,

l9
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ce qui amène (I-13) sous la forme :

x + co2x = e(-ci + Fx - bx3 + esincot), (r- 14)

On ramène classiquement [46] l'énrde de cette équation différentielle (I-14)

à des équations d'amplitude de la forme suivante :

( ?

J Fut - càz - ciluar (ar2 + azz) -o
t ? ^^

f 
rut + }uz - <])vur(arz + azz)= -e

(r-1s)

(r-16)

(r-17)

On montre qu'à toute solution (a'a2) de (I-15) correspondra, pour e

suffisamment petit, une solution T-périodique x(t) de la forme :

x(t) = al cosot + ar sincrlt + o(e) .

Pour donner la signification des amplitudes at et à2, on introduit

I'amplitude A> 0 et sa phase g telles que,

ât = ACOs9, âZ = AsincP,

ce qui donne avec (I-15) ,

<frlorou - rltupn + *gzsz + cz/,z - e2 = 0, 
G-18)

tss="-1(F-Cfluetl.

20
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(I-18) fournit que

a
I

B = rl)ba2r  \ À .
'1

par suite

(r-1e)+ (s26-z - 
"2)V2,

co(e) = 1 + f $lruet 
l_z-t e(e2 A-z - 

"t)% 
+ 0(e2 ). (I-20)

Le graphe de cette fonction dans le plan (ol, A) porte le nom de courbe de

réponse du système régi par (I-13).

On pose

u=(+)%1è(4b1

D'après les figures (I-7) qui vont suivre, lorsque e > ë, il existe des valeurs

de o pour lesquelles l'équation (I-20) possède trois solutions T-périodiques,

phénomène qui n'a pas son équivalent dans le cas linéaire (b=0).

A

D
o

E
c.

Figures I-7-a, b, c, d.

2T
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On remarque que chaque valeur de ar comprise entre (D1 et C02 correspond

à trois valelus de A, c'est à dire à trois solutions périodiques. En effet, si on

augmente graduellement la pulsation (D, I'amplitude A saute brusquement de

B à C pour continuer. En diminuant crl nous repassons par D, C et E d'où

I'amplitude saute brusquement en D puis continue à décroîne. La branche

instable BE représente des mouvements qui ne peuvent pas se produire.

I-5) Systèmes dissipatifs et oscillations auto'entretenues

I-5-1) Généralités

Jusqu'à présent, nous n'avons parlé que de vibrations libres et forcées qui

sont le plus couramment rencontrées. Il nous reste à voir une autre catégone

de vibration, que I'on appelle auto-entretenue et dont nous allons

commencer par donner la défrnition et quelques exemples.

Les systèmes oscillants auto-entretenus engendrent des oscillations

périodiques de durée illimitée, en empmntant l'énergie nécessaire à des

sogrces d'énergie continue. Ce sont les véritables générateurs d'énergie à

variations alternatives, seuls commodément utitsables, avec les machines

toumantes. La machine à vapeur est un système altematif auto-entretenu :en

fonctionnant, elle ouvre et elle ferme I'accès de la vapeur dans le cylindre .

Un autre exemple d'oscillations auto-enfietenues est donné par la sonnerie

électrique (fig I-8). L'oscillateur est une plaquette de fer L portée par une

lame métallique élastique AB fixée en B et placée devant le noyau de fer N

d'un électroaimant E. Dans la position d'équilibre 0, un contact électrique

souple existe en C entre L et le circuit d'une pile P. Lorsqu'on ferme

I'intemrpteur r, le courant aimante le noyau de E, qui attire L et ouvre le

circuit .Lorsque L s'éloigne de N, rappelé par l'élasticitê de AB, vient

toucher C et, malgré l'attraction de N, porusuit son chemin vers la droite en

22
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vertu de la vitesse acquise, le courant dans E n'arrive pas aussitôt à sa valeur

limite par suite de I'auto-inductance dans E. Lorsque L revient vers Ia

gauche, l ' intensité du courant a augmenté :pour une même position x,

I'attraction sur L est plus grande quand L se rapproche de N que lorsqu'e11e

s'en éloigne. Le travail fourni au vibreur durant une période par la force

d'attraction F est représentée par I'aire intérieure au contour du (fig I-9); il

est positif.

Figure I-8. Figure I-9.

Donc, dans une vibration auto-entretenue, la force alternative qui maintient

le mouvement est crée par le mouvement lui même. Quand la vibration

cesse, la force alternative disparaît. Par contre, dans une vibration forcée, la

force alternative existe indépendamment du mouvement, et elle persiste

même si l'on supprime le mouvement vibratoire.

En électricité, les vibrations auto-entretenues sont encore plus impoftantes

qu'en mécanique. Une vibration auto-entretenue sera représentée par le

circuit d'une lampe triode en régime oscillatoire. La batterie est la source

permanente d'énergie et la résistance négative est appliquée par la grille

(figure I-10).
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I-5-2) Oscil lateur de Van der Pol

Pour répondre à la condition ci-dessus, imposant I' introduction d'une

résistance négative, on considère le circuit CLR (figure I-10) branché entre
les bornes Bi et Bi du circuit de plaque d'une triode. L est couplée par

induction mutuelle M avec I'inductance L', ce qui produit entre B, et B,

une tension de grille sinusoïdale de pulsation égale à celle du circuit
oscillant. On admet que la forme d'une caractéristique Iu(Vs) de la triode

soit celle de la figure(I-11), au voisinage de son point d'inflexion A, que

nous supposons être le point de fonctionnement.

Figure I-10. Figure I-11.

Une variation Â/o du courant s'accompagne d'une variation ÂV, entre Bi et

Bi et d'une variation A/ du courant dans L. L'équation de la triode [33]

s'écrit donc:

AV AV-
ÂT"=T.=*p#-a(ÂVr)3,

l l

Â
ÂV" = -R^I - LÈ;(^I)' tension entre Bi et B'2

B t

L
B2

+-
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Ac

Â
ÂV, = -MË(^I) tension variable de grille entre B1 et 82, M

l'inductance mutuelle qui couple L et L'. Pour comprendre la provenance

des autres paramètres, on renvoie le lecteur à [36].

La loi de Kirchohff appliquée au circuit oscillant en tenant compte des

équations ci dessus donne:

s3 L+uM ^ M3,d s2
L#(Âr) + ((R + âî -3uî(Ë(^I))\fu(^I) +
' 

Fl*(u)=o'Ë(1* r.'., ur

Sous une forme condensée on a:

ti - A(1- Bu2;u + (D2u = 0, (r-2r)

- -1(R+t*N),
L '  cRi

3aÀ434ro,t er
dt

A

B_

ou

En effectuant le changement

devient

de variable y = u"lE , l'équation (I-21)

##-#,t-r')**v=o

Avec les variables adimensionnelles T=o)t et A/co=e on réécrit:

-  ( l+-
Lc '  &

I -e( l  -y\y*y=0 .

25
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L'éqùation (I-22) porte le nom de Van der Pol (1926). Elle.conduit à un

exemple très simple de ce qu'on appelle une bifurcation de Hopf, si on le

met sous la forme suivante:

j i+y -ey-y2! .

Pour s < 0, toutes les trajectoires convergent vers le point d'équilibre y=0

(figure I-12-a): en effet les deux termes du second membre correspondent à

des forces dissipatives. Pour € > 0, la force représentée par le terme linéaire

eyestant i -d iss ipat i f .Danscecas, l 'équi l ibrey=0devient instableet toutes

les trajectoires convergent vers le cycle limite (figure I-12-b). C'est cette

transition d'une dynamique stationnaire à une dynamique périodique qui est

appelée bifurcation de Hopf ( voir aussi chapitre IV).

Figure I-12-a. Figure I-Lz-b.

On rencontre également cette équation dans l'étude de certains problèmes

mécaniques, dont on va présenter un exemple.

I-5-3) Un système mécanique gouverné par l'équation de

Van der Pol

Une masse m est en contact avec une coulToie animé d'une vitesse constante

v (figure I-13-a) et elle est retenue par un ressort obéissant aux lois de
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l'élasticité linéaire. Elle est en équilibre dans la position o d.ans laquelle la

force tangentielle de frottement - que nous supposons être une fonction

connue de la vitesse de glissement (figure I-13-b)- est opposée à la force de

rappel du ressort. Une petite perrurbation se produit si à I'instant initial on

lâche sans vitesse la masse dans une position, distincte de o, mais voisine. Si

x est I'abscisse de la masse comptée à partir de sa position d'équilibre, t le

temps, le mouvement est donné par une équation de la forme:

f igure l- l3-a: système mécanique
gouverné par l'équation de Van der Pol

figure l-13-b: force de frottement en
fonction de la vitesse de glissement.

Après des approximations et des changements de variables, on obtient

l'équation gouvernante de Van der Pol.

I-5-4) Résolution par Ia méthode des échelles mult iples

Considérons par exemple le mouvement d'un oscillateur harmonique, avec

dissipation visqueuse linéaire. Après changement de variable on obtient le

problème:

x(0)=1 ,*(0)  = Q.x+Zei+x=0;
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Pour e inférieur à 1, la solution exacte est donnée par:

On constate d'après la solution ci dessus, que le terme 2eir a deux effets:

-variation de la pulsation en fonction du paramètre t, mais qui garde sa

valeur à I'ordre 1;
-variation de I'amplitude qui se trouve multipliée par exp(-et), facteur

dont I'effet ne joue qu'après un temps long de l'ordre s-r.

Le principe de la méthode des échelle multiples est de chercher I'inconnue

comme une fonction de deux variables de temps, par exemple le temps t lui-

même et le temps long tr=Et. Ces deux variables de temps seront

considérées comme des variables indépendantes. On peut aussi, introduire

d'autres définitions de ces variables pour tenir compte par exemple de

l'évolution de la pulsation, en posant:

T = Et temps long,

I = co(e)t temPsmodifié

où

co(e) = 1 + (ùzE2 + co3e3 +. (r-23)

On chercher la solution x(t, e) sous la forme de séries [a0]:

x( t ,  e)  = xo(r l ,  t )  + ex l ( r l ,  t )+. . . . . . . . . ' . .  ( r -24)

où xo sont des fonctions de t et q.

Appliquons cette méthode à I'oscillateur de Van der Pol:

x(t) = exp(-et) cos{,t  -  t '>/ 'r l .
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X+x=e( l -x2) i . (r-zs)

D'après I'hypothèse d'indépendances des deux variables, la dérivée par

rapport à t suiwa la règle suivante:

aaa
==@(r) -+€; .
dt dn d7

Substituons (I-23) et (I-24) dans (I-25), on obtient donc une séquence des

équations aux dérivées partielles:

4g * X., - 0. G-26-a)
E"*xo-0'

#* 
xr - -z# + (1 - *02)*, G'26-b)

fu- ^ ôt*, )2- fu G-26-c)
æ*xz--zffi-#-Zazaq,
+(1 - *o'X*. 

Sl 
- 2xsx1*

La solution générale de (I-26-a), s'écrit:

x0 .= A0 (1) cos Tl * Bo (t) sin n. Q-27)

Avec la solution (T-27) et l'équation (I-26-b), l'élimination des termes

séculaire nécessitent les conditions suivantes:

-zB!o+(r- ry)Bo=o,
z^:o-(1- ry)Ao=0.

(I-28-a)

(r-28-b)
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On pose p=a2 -Ao'+8s2, et en retranchant (I-28-a) de (I-28-b), on

obtient:

p'-p( l- |ol=0, (r-ze)

I'intégration de (I-29) donne:

,4
a-- -7,

1+(  ,  - l )e- '
â,9-

où ae est I'amplinrde initiale.

D'où le résultat à la première approximation:

x(t ,e)= z2 iTcost+O(e).
(1 + (i- -L)e-Êt1/z

â,n-

L'interprétation de ce résultat est la suivante:

- si as =2,larajectoire dans le plan de phase (x,x) est un cercle de rayon

2 appelé cycle limite;

- si as +2la trajectoire tend asymptotiquement vers le cycle limite.

I-6) Conclusion

Dans ce chapitre, on a étudié les solutions périodiques de certains problèmes

non linéaires conservatifs ou non conservatifs, en signalant les méthodes

approximatives de résolution. Ces méthodes consistent à chercher les
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solutions périodiques sous forme de séries entières en fonction d'un certain

paramètre. Pour analyser ces séries soigneusement, on a besoin d'un nombre

suffisamment grand de termes, ce que nous allons faire au chapitre III, à

I'aide du logiciel Maple.
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rr) METHODE ASYMPTOTIQUE-NUMÉRTQUE (M.A.N)

II-1) Introduction

L'idée de la méthode asymptotique-numérique est de coupler des

développements en séries entières avec la méthode des éléments finis.

La première initiative significative concernant cette méthode a êtê celle de

N.Damil et M.Potier-Ferry (1990), afin d'analyser le flambage des

structures élastiques imparfaites. Cette méthode amétore la théorie classique

du postflambage ou de la bifurcation perturbée (Koiter (1945), Thompson

and Hunt (1984), Budiansky (1974), et Potier-Ferry (1987)).

D'un point de vue numérique, on peut ainsi calculer un grand nombre de

termes de séries entières avec une seule inversion de matrice. La méthode

asymptotique-numérique a êté appliquée à un nombre croissant de modèles:

structures élastiques, mécanique des fluides visqueux, structures plastiques.

Au sein du LPMM cette thèse est la première tentative d'applications aux

problèmes dynamiques.

Cette procédure transforme la résolution du problème non linéaire en celle

d'une succession de systèmes linéaires. Elle rend le calcul plus rapide et plus

fiable, contrairement aux méthodes incrémentales-itératives qui sont

difficiles à automatiser et sont coûteuses en temps de calcul. Quatre types de

problèmes ont été testés pour cette méthode: calcul d'une branche

fondamentale quelconque, calcul d'une branche bifurquée, calcul de

bifurcation perturbée et détection de points de bifurcation (figure tr-l).
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solution bifurquée

solution perturLÉe -$ point de bifurcation

solution fondamentale

ll-2) Présentation de la méthode asymptotique-numérique

ll-2-l) La technique de perturbation

En partant de la fonctionnelle mixte d'Hellinger-Reissner (Azrar et al,

lgg3), on montre que pour une grande classe de modèles, de plaques, de

poutres, et de coques, les équations d'équilibre peuvent s'écrire sous fonne

d'une équation fonctionnelle avec une non linéarité quadratque:

LU+Q0,U)=2,F (tr-1)

où L est un opérateur linéaire, Q un opérateur quadratique, U un vecteur

mixte dont les composantes sont le déplacement u et la contrainte o, Âest

un paramètre de chargement et F un vecteur de force représentant le

chargement extérieur.

On suppose que I'on connût (Io, X,6 une solution initiale du problème (tr-l),

telle que la branche de solution au voisinage de ce point admette une

représentation analytique. Cette méthode de perturbation permet de

représenter les branches de solutions sous la forme de séries entières par

rapport à un paramètre de contrôle "a", que I'on définira par la suite.

33
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U(a)-Us+aU1 +a2U2+

À(a)- l "s+al r  +a2)"2+

(II-2-a)

(rr-2-b)

En reportant ces séries dans le problème (tr-l), on obtient une séquence de

problèmes linéaires mixtes :

ordre l:

L ,U,  = I rF

ordre 2:

LrU ,  =?uzp -  Q(Ur,Ut  )

ordre 3:

L,Ur = I rF -  2Q(Ut ,Ur  )

ordre n:
n-1

L,Uo = ÀnF -  I  Q(Up,  U, , -p  )
. P=l

où 4 est l'opérateur tangent au point Us, défrnt paï

L,  ( . )  = L( . )  + 2Q(Uo , .  )

Tous ces problèmes admettent le même opérateur tangent , sont simples et

condensés. Mais il reste à définir le paramètre "a" pour déterminer la

représentation des branches de solutions.

Le choix optimal du paramètre "a" dépend du problème à résoudre. Jusqu'à

présent, au moins trois possibilités différentes ont été testées.
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a) On prend le paramètre "a" comme f incrément de charge I-À0, c'est à

d i re  a=À- lo ,

b) on prend "a" comme la projection de I'incrément de déplacement u-uo

sur le vecteur r, (M.Potier-Ferry, 1987), a=<h(u-uo),ur),

où (.,.) est un produit scalaire et h est un opérateur de type rigidité.

c) on peut prendre "a" comme somme de la projection définie au b) avec la

projection de f incrément À - Ào sru Àr. On a alors,

a= < u - uo, uL > +(L - ?us ))\.

Ce roisième choix est pratique pour éviter les branches de solutions

contenant des points limites en force et en déplacement. Nous renvoyons le

lecteur à (B.Cochelin, 1994).

En introduisant les développements asymptotiques (II-2), dans ces

définitions, on obtient une suite d'équations scalaires à chaque ordre pil une

identification croissante des puissances de "a". Pour illustrer notre propos,

on considère la dernière définition de "a". Le problème complet à I'ordre n

pour n supérieur où égal à 2 s'écrit alors:

L ,Un = IoF -  > tq f  Uo,  Un-p )
P=l

1un, t t1 )  *X ' rX '1=  Q

(tr-4)

Il-2-2) Résolution par éléments finis

On présente la méthode dans le cas le plus simple qui est le calcul d'une

branche non linéaire quelconque.

Cette branche s'obtient en déterminant les vectelrs déplacements et les

coefficients fo des séries (tr-2) à partir des équations linéaires mixtes (tr-
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4). Afin d'utiliser la méthode classique des éléments finis en déplacement

(Azrar et Al ,1993), il est commode de retourner à des systèmes en

déplacement pur. Donc, chaque problème linéaire mixte est transformé en

un problème pur en déplacement un, découplé de l'équation donnant la

contrainte On. Après discrétisation, le problème en déplacement s'écrit:

lxr(uo)l[ro] = Ào [F] + lr;'l

l,rl 'furl+1.r1,, =o
(tr-s)

où K1(Uo) est la matrice de rigidité tangente au point Uo, F est le vecteur

de chargements extérieur s et Font est un vecteur qui dépend des solutions

aux ordres inférieurs IJ., 1<r< p.Larésolution de (II-5) revient à celle

du problème suivant à chaque ordre:

Tous ces problèmes admettent la même matrice de rigidité Kr(Uo) qui est

assemblée et triangulée une fois pour toute.

II-2-3) Calcul de la branche bifurquée

Le développement asymptotique de la branche bifurquée est effectué au

voisinage du point de bifurcation qui est singulier. Tous les problèmes

obtenus admettent une matrice de rigidité non-inversible. Dans certains cas

particuliers, la branche fondamentale dépend linéairement de )" et on

monfie que la branche bifurquée est solution de l'équation fonctionnelle

suivante avec une non linéarité quadratique (Azrar et Al, 1993):

fxrtuot]|""1=lro*l
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LU + (À - À")LU + Q(U, U) = 0 (tr-6)

où L et L sont des opérateurs linéaires, Q est un opérateur bilinéaire

symétrique, 1, paramètre de chargement et Àc la charge de bifurcation.

Les inconnues de l'équation (tr-6) au point de bifurcation 0, À" s'écrivent:

U=aV +a2v2+.

À=I"*âc1 +azc2+.

(II-7-a)

(rr-7-b)

où "a" est la projection de U sur le mode de flambage V et les vecteurs Vo

pour p > 2 vérifient la condition d'orthogonalité:

'Vo,Vr >= 0 Pow toû P>2 (tr-8)

En injectant les séries (tI-7) dans le problème non linéaire (tr-6), en tenant

compte de la condition d'orthogonalité, on obtient une succession de

systèmes linéaires à chaque ordre de "a", possédant la même matrice non-

inversible.

La discrétisation par éléments finis des problèmes linéaires en déplacement

V(p) pour chaque p, donne:

lv(1)lr [V(nl] = o

où K1 est la matrice de rigidité au point de bifurcation qui est singulière.

On introduit alors le multiplicateur de Lagrange k et on réécrit le problème

sous la forme equivalente suivante où la matrice est symétrique et inversible.

tr,l[V(r)]= [Ftn)]
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Maintenant, il suffit d'inverser une seule matrice pour calculer tous les

vecterus.

lI-2-4) Calculs de bifurcation perturbée

Le premier calcul numérique de branches de bifurcation perturbée par une

méthode asymptotique-numérique a été réalisée par N.Damil et M.Potier-

Ferry (1990). On sait qu'une structure avec imperfection perd sa stabilité au

point limite, ce qui donne une grande importance à la détermination de ce

point de flambage. L'utilisation de la méthode asymptotique-numérique pour

ce geffe de problème avec défaut nécessite I'introduction d'un paramètre

supplémentaire dans les développements en séries. Ainsi, la non linéarité de

l'équation d'équilibre se ramène à une suite de problèmes linéaires ayant la

même matrice de rigidité. Une application de cette technique au flambage

des coques cylindriques a étê réalisée dans la thèse d'Azrar (1993).

L'utilisation d'une discrétisation mixte (élément finis + séries de Fourrier)

conduit à une algèbre complexe mais gérable qui montre toute la puissance

de la méthode asymptotique-numérique. Pour plus de détails sur le calcul

numérique de ces développements dépendant de deux paramètres, nous

renvoyons le lecteur à la thèse d'Azrat (1993).

II-2-5) Détection des points de bifurcation

On détecte ces points sur une branche de solutions linéaire ou non linéaire,

en inroduisant un indicateur de bifurcation scalaire dépendant du paramètre

[ï,, ].''l[:.'']=[:.'']
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de chargement. La méthode asymptotique-numérique pennet de déterminer

une représentation de cet indicateur et du vecteur déplacement sous forme

de séries entières. En injectant ces séries dans l'équation d'équilibre

perftrrbée et linéarisée en un point de la branche fondamentale, on obtient

une séquence de problèmes linéaires admettant la même matrice de rigidité.

La discrétisation d'équations linéaires en déplacement à chaque ordre permet

de déterminer un grand nombre de termes de séries entières. L'indicateur de

bifurcation déplacement à chaque ordre permet de déterminer un grand

nombre de termes de ces séries entières. L'indicateur de bifurcation s'annule

aux points de bifurcation ou aux points limites. On trouvera les détails de

cette méthode dans la thèse de E.H.Boutyour (L994). Un autre algorithme

pour déterminer cette fois-ci les points de bifurcation de Hopf de problèmes

dynamiques sera présenté au chapitre V de cette thèse tout en restant dans le

cadre de la méthode asymptotique-numérique.

II-3) Exemples d'applications

Pour mettre en évidence et montrer I'efficacité de la méthode asymptotique-

numérique, plusieurs applications ont été réalisées récemment sur des

modèles de plaques, de poutres, de coques et des problèmes dynamiques

(voir chapitres III et V) . Le comportement asymptotique de ces exemples

dépend du choix du paramètre "a". En effet, le rayon de convergence varie

d'une manière significative en fonction de "a". A titre d'exemple, la coque

cylindrique en appui simple sur deux côtés et chargée au milieu par une

force concentrée. Les développements sont effectués au voisinage d'un point

choisi au milieu de la courbe (figure n-D.Pour plus de détail sur ce sujet,

regardons la thèse de B.Cochelin, (1994).
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ô,=!z+!v
4 1  4 5
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Figure II-2: comportement des solutions asymptotiques pour divers choix du

paramètre de développement "a".

Il y a d'autres exemples, Qui montrent aussi I'influence forte du paramètre

de développement sur le rayon de convergence: une plaque carrée encastrée

sur ses quatres côtés et chargée en flexion, nous renvoyons à la thèse de

B.Cochelin (199a).

Comme sur la figure II-2,le développement asymptotique en fonction du

paramètre "a" diverge toujours au-delà d'une valeur critique de "a". Cette

valeur correspond au rayon de convergence de la série et qui est

indépendante de I'ordre de la troncature. Cette limitation est fréquente dans

les méthodes asymptotiques. Pour cela, on peut utiliser différentes

techniques pour accélérer la convergence de séries entières.
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II-4) Techniques d'amélioration d'une série

II-4-1) Généralités sur les approximants de Padé

L'approximation d'une fonction par une fraction continue a été utilisée

depuis les travaux d'Euler. En 1892, H.Padé, avait développé dans sa thèse

[a2] des études sur les fractions rationnelles sous forme de table, sans

indiquer une sffatégie automatique et précise. La seule contrainte sur ces

approximants, consiste à trouver un dénominateur et un numérateur qui

soient premiers entre eux, afin d'éviter les défauts (une racine identique ou

presque identique au numérateur et au dénominateur). On trouvera dans

(Baker er Graves-Moris, 1981), (Brezinski, 1980) des descriptions détaillées

des approximants de Padé et de leur façon d'utilisaton. Ces derniers ont un

rôle très important dans l'accélération de la convergence de séries entières .

De plus, ils donnent des informations sur toutes les singularités existantes.

Par définition, l'approximant de Padé d'une fonction est une fraction

rationnelle dont le développement de Taylor à un certain ordre coïncide

avec celui de la fonction en question. Plus exactement, considérons la

fonction f(x) développable en série entière au voisinage de x=0:

f  (x)  = i .n*o ,
n=0

où les coefficients

L'approximant de

deux polynômes:

cn sont connus.

Padé aux ordres L et M, noté P[L,M] est le rapport de

4 l

PtL.Ml - ao *arx*.... . .*arx_L 
,r  L ! ' r ' r l  

l  +  b rx+ . . . . . . +b rxM 
'
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en sorte que f ( x) - P I L,M J = O( rL*M*' ).

Pour illustrer cette notion, on considère la fonction,

f(x)=16r(1+x)= - -+. + -+-

Le développement de Taylor admet un rayon de convergence égal à 1.

I'approximant de Padé associé Pl2,2l, est donné par:

* *  !* t
P12,2]=ffi

6

Cet exemple nous montre I'efficacité des approximants de Padé qui

pennettent d'obtenir de bonnes approximations de la fonction bien au delà

de rayon de convergence (voir figure II-3).

*iu4

Figure II-3.
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}J-4-2) Utilisation des approximants de Padé dans les -M.A.N

llr-4-2-l) Réorganisation de la représentation de la fonction

vectorielle U(a)

On va discuter comment utiliser les approximants de Padé dans notre

méthode asymptotique-numérique. Pour cela, reconsidérons la fonction

vectorielle U(a) suivante.

u(a) = av(l) + azv (2)+... . .  ( tr-9)

Nous proposons d'orthogonaliser les vecteurs V(p) à I'aide de la procédure

de Gram-Schmidt. Le principe consiste à construire une base orthogonale

V'(p) à I'aide des vecteurs V(P):

p

V(p) = Iankv' 1k;
k=1

^. \  -  k- .v(P)& Dour l<kcpou Gp-=ff i  I

cpP=1etgn l  =g

Dans la base orthogonale construite, l'équation (tr-9) devient:

u = Iatr,{a)v (j)
j=l

æ

f; (a)
i=j

Gr-10)

Ensuite, on remplace chaque série scalaire f;(a) par son approximant de

Padê, qui est:
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i -  . - -1 . .  ao j+a la+.  +a l r la l j
Pi [L: / M; l(a) 

=

Les Mi + L; + I coeffrcients de cette fraction rationnelle se calculent à partir

des équations de Padé suivantes (Baker and Graves Morris, 1980).

cjt-lr,t*t cjt-u*z cJL
: :

clt_M+Z cjt_l,t*g cJL+t

cjr cjr*r cjL*vr

bjvr

bjrra-r

bjr

cJL+1
i

CJL+2

cjt*t,t

Par suite, on a:

ajs - cjs

a j r=c j r *b j rc jo

aiz = ciz *bjrcjr + bjzcjo

min(Li,Mi)

aiL=cjr-  *  )bj ic j l - i
, i=l

Alors, I'approximation de la fonction vectorielle U(a) s'obtient après

troncature à un ordre N fixé à I'avance:

u(a) = Èuir,[], I rr,r,ltalV 0) GI-l1)
j = l  

J L

où les tr[t, lMi] sont des approximants de Padé et les V'(j) sont les

vecteurs orthogonaux définis auparavant.

Pour montrer la performance de ces approximants, on a travaillé sur divers

exemples de strucnrres minces (plaques, poutres et coques) avec des
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géométries complexes et des chargements divers. Les résultats obtenus pzr

cette technique étaient améliorés par rapport à la série dans la majorité des

problèmes de plaques et poutres (voir figure II-5, post flambage d'une

plaque). Par contre les fractions rationnelles ont apporté peu d'améiioration

au post-flambage des coques cylindriques (flgure II-4). Cela est dû à ]a

présence des pôles qui provoquent ce comportement. Ce dernier résuitat a

été confirmé dans la thèse d'Azrar (1993).

Figure tr-4: Représentation de la branche bifurquée par les séries et les approximanB

de Padé conespondant. L'amélioration n'est pas systématique.

lI-4-2-2) Réorganisation de Ia représentation de la fonction

scalaire I(a): technique de projection

Parfois, I'application directe de I'approximant de Padé à la série I(a) se

révèle insuffisant. On utilise donc une nouvelle représentation du paramètre

T
. q l

T
I
ï

7 a  I

l_
,o l '
I
Tr8+

I
T' t i
I

,.7
T
I
I

, "  I-T
I

T

,L

POINT SINGULIE

45



e HApgT RE 99 m éthod e asq m pto tiq u e- n u mériq u e

I(a), moyennant la projection de l'équation (II-6) suivant une certaine

direction choisie par le chercheur, par exemple le mode V(1). En tenant

compte des formules (II-10) et (II-11), cette reformulation donne souvent

d'excellents résuitats (N. Damil, M. Potier-Ferry et B. Braikat, 1994),

(B.Cochelin, N. Damil and M. Porier-Ferry, 1994) ( voir figure tr-5).

< Q(U(a) ,  Q(a)) ,  V( i )  >
I (a)  -  I .  =

< LU(a),  V( l )  >
(rr-12)

|  < a a

(<

t 2ÇA

| 000

.900

;c0

400

3C0

200

r00

0

Figure tr-5: Amélioration des séries à l'aide d'approximants de Padé et la

nouvelle représentation (II- 12), Pour une plaque en flexion.

Mais, on verra au chapitre III que cette opération est non performante dans

certains cas de systèmes dynamiques.
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II-4-3) Autres techniques

Plusieurs techniques sont citées par Milton Van Dyke (1974), pour

améliorer les solutions sous forme de séries: transformation d'Euler qui

cherche à envoyer les singularités les plus proches de I'origine à f infrni

(pou les détai|s, nous renvoyons le lecteur au chapitre III), complétion de

séries (E.M.Anderson and James F Geer, 1982),-.......

A nofe connaissance, ces techniques d'amélioration n'ont jamais été traitées

dans un grand code de calcul par éléments fînis. A I'avenir, on pense suivre

cette direction de recherche.

II-5) Conclusion

On a essayé dans ce chapitre de résumer les Eavaux réalisés au laboratoire

dans le cadre des méthodes asymptotiques-numériques. Nous dominons

maintenant un grand nombre de techniques, certaines d'entre elles étant

immédiatement utilisables dans les grands codes d'éléments finis à usage

industriel (thèse de B.Cochelin, 1994).

L'objectif de cette thèse est d'étendre cette méthode à des problèmes

dynamiques de vibrations non linéaires et de bifurcations de Hopf.
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ilD SOLUTIONS pÉRTOUQUES U'ÉqUA,TTONS

um'rÉnTNTIELLES oRDINAIRES

ru-l) Introduction

Dans ce chapitre, on applique une méthode asymptotique-numérique pour

calculer les solutions périodiques d'équations différentielles ordinaires. Il

s'agit d'adopter les méthodes décrites au chapire tr à une nouvelle classe de

problèmes: les oscillations non linéaires des systèmes conservatifs et non

conservatifs.

Nous avons rappelé au chapitre deux les principales techniques utilisées au

sein de LPMM pour le calcul des positions d'équilibres des structures

élastiques. Les méthodes asymptotiques-numériques consistent dans un

premier temps à chercher une famille de solutions sous la forme d'une série

entière, ou plutôt, d'une série entière tronquée à un certain ordre fixé à

l'avance. Le cas échéant, on essaie d'améliorer cette représentation

polynomiale, deux techniques ayant étê utilisées jusqu'à présent:

remplacement des polynômes par des approximants de Padé, utilisation d'une

technique de projection.

NoUe but dans ce chapitre est de tester ces procédures pour le calcul des

solutions périodiques des problèmes de vibrations simples. I-es séries entières

sont obtenues avec I'aide du logiciel Maple par la méthode classique de

Poincaré-Lindstedt [3a] et t441. Il s'agira donc principalement de tester

I'efficacité des techniques d'accélération de convergence.

Nous testerons d'abord I'efficacité des deux sEatégies qui se sont révélées le

plus efficaces en statique des stnrctures: d'une part le remplacement des séries

enûères par des approximants de Padé, d'auEe part la technique précédente

améliorée par une méthode de projection. Au paragraphe (trI-3-5), nous

présenterons de plus un changement de variable destiné à envoyer à I'infini la
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singularité la plus proche de I'origine dans le plan complexe: il s'agit de la

transformation d'Euler [5a] qui a été appliquée récemment à l'équation de

Van der Pol [1] et à d'auffes équations [1a]. Cette technique est la première

initiative au sein du LPMM, et on pense I'adopter plus tard dans un contexte

de calcul par éléments finis.

Nous considérons ici trois exemples: l'équation de Van der Pol, qui a un seul

cycle limite et les deux équations conservatives suivantes:

i+x-^3 =0,

x+x+*3 =0,

(m-1)
(m-2)

avec les conditions initales: x(0)=€ , *(0) = g,

qui possèdent des familles de solutions périodiques paramèrées pa.r la donnée

initiale e.

A plus long terme, notre objectif est d'appliquer les meilleurs procédures à

des systèmes plus complexes gouvernés par des équations aux dérivées

partielles: écoulement fluide-structure. On présentera au chapitre (V) une

première tentative en ce sens.

III-2) Cadre de l'étude

Dans ce chapitre, on s'intéresse à l'étude des mouvements périodiques des

équations conservatives (m-1) et (m-2) et du cycle limite de l'équation de

Van der Pol. On a vtt au chapitre I que ces systèmes engendrent des solutions

périodiques de caractéristiques différentes. En effet, l'équation (m-1) admet

des solutions périodiques pour lel inférieure à 1, pil contre celles du problème

(trI-2) existent pour tout e (voir les figures concernées au chapitre I).
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L'oscillateur de Van der Pol conduit en définitive à un mouvemgnt périodique

indépendamment des conditions initiales, qui est donné par:

T+x = e(l -xz)it  ;  x(0) = a(€), x(0) = 6, (r-3)

où a(e) est I'amplitude du cycle limite.

On va chercher maintenant ces solutions périodiques sous forme de séries

entières par le développement asymptotique de Poincaré-Lindstedt, en

utilisant le système de calcul formel Maple, qui va nous permettre de trouver

des relations de récurrence. Ensuite, on va améliorer ces séries polynomiales

par les techniques citées dans le chapire tr.

III-3) Application de la méthode asymptotique-numérique arD( équations

conservatives

III-3-1) Principe de la méthode

On a rappelé au chapitre I pourquoi les mouvements périodiques d'un système

non linéaire ont une période dépendant de I'amplinrde. Pour les équations

étudiées ici, cette période T et la pulsation a-ZnlT dépendent du

paramètre "e" et il est bien connu [a6] que la fonction e + T(e) est une

fonction analytique. On cherche donc T(e) sous la forme d'une série entière

en "r". L'inconnue x(t,e) peut également être développée en série entière de

Ê, mais il est commode d'effectuer un changement de variable temporelle

r = o(e)t pour se rzrmener à des fonctions de période fixee. Cette méthode de

calcul d'une famille de solutions périodiques est appelée méthode de

Poincaré-Lindstedt ( voir les détails au chapitre I). Nous allons maintenant

I'appliquer pour obtenir une première représentation numérique en tronquant

des séries entières.
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III-3-2) Représentation par les séries entières

En exploitant le changement de variable t = co(e)t, la nouvelle inconnue

y(t,e) est de péiode 2n :

Y(t,e)=x(t,e)'

Par suite, les équations (Itr-1) et (Itr-2) deviennent respectivement:

ol21e;y+y+y3=g' y(0)= e, y(o) = O . @-5)

On cherche les solutions de (Itr-4) et (m-5) sous forme de séries entières:

o2 (e) = tI + ole + rc,rez +........ , @-6-a)
4

y(t, e) = eyr (t) + ezy r(t)+ @-6-b)

où les fonctions 2æ-périodiques li(t) et les constantes o)i sont à déterminer.

En injectant les séries @-6) dans l'équations (m-4), respectivement (m-5)'

puis, on identifie suivant les puissances de "e", on obtient une séquence de

problèmes linéaires en ]i;

coz1e;y+y-y3=0; Y(Q)=e, Y(0) = 0 ,

Ir+lt =o

)(0) = 1

Y(0) = 0

(r-4)

@-7-a)
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iz*!2=-rtit
l2(o) - o

l2(o) - o

pour p supérieur ou égal à 3,

(m-7-b)

p-1
ïp * yp = -;à tiïp-l + rF(vt '. . ... ,Y n-z)
yp(o) = o @-7-c)
Yp(0) = 0

36(yr yp_) si3xP

ot F(Yr Y p-) 
= 

] 
lctyl,..  . . ,y p_2, 

- ,â, si 3 | p

avec G une fonction à plusieurs variables, donnée par la formule:

p-2 p-2 .
ç(tr vp-z)= . . 4 , "vrt j lk* .. I .! i lk" .t '  

Q, i<k)=I-. ,  ( i<i)=l

i+i+k=p i+2k-P

r = tl est un nombre d'indication. Si r=1, les formules (ro-7) proviennent de

l'équation (m-4) et si r=-1, sont celles de l'équation ([-5)'

Pour déterminer les coefficient (Di, la solution y(t,e) doit être Ztt-

périodique. Autrement d.it, chaque yi(t) doit êUe Zn-périodique. Cette

condition évite I'apparition du terme lcos(r) appelé terme séculaire, qui lui

même provient du terme sa cos(T) existant dans le second membre des
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formules (m-7). En tenant compte de ceux-ci, La résolution des problèmes

linéaires à I'aide du système Maple donne les formules de récurrence

suivantes:

Ozi+t=0

et les Yi(t) sont tels que

Yzi(1) = o

pour i=0,1,2,

pour i=l,2

i

Yzi*r(x)
j=0

dvêc !2ia1; des valeurs numériques vérifiant:

I
\-î
LYzi+t,i = v
j=0

A travers la manipulation du logiciel Maple, on a déterminé les expressions

exactes des deux développements o2(e) et y(t,e) jusqu'à I'ordre élevê32.

Commençons par l'équation (m-4) qui a des solutions périodiques pour lel

inférieure à 1. Les expressions des séries o2(Ê) et y(t,e) de coefficients

arittrmétiques exacts s'écrivent:

n 1 o_ 3 .4_ 9,6_ 1779,9_ 5643 .10_co'(e)-l-ât" -frr- -fr,r- -ff i,"- -We-- -

ffierz -ffi er4 - ffir16 * o(r18),

y(r, e) = ecos(t) .*(-cos(3t) + cos(t)) + e5(mhcos(5t) -
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3 ,,- 2?
ft cos(3 ù + fficos(t)) + o(e7 ).

On désigne ces séries respectivement par (Itr-8-a) et (m-8-b).

Passons maintenant à l'équation (Itr-5) qui a une solution périodique pour

toute valeur de la donnée initiale €, les séries o2(e) et y(t,e) à un certain

ordre s'écrivent:

.o2(e)=r+ 1r'-&ro *h3u -ffit\ *ffir10 -

ffi'r2 *#ffi ,14 - ffir16 * o(r18),

y(t, e) = e cos(r > * $<"os(3t) 
- cos(t)) + ,5 (#cos(St) -

3 )? -1

ft cos(3 11 + fficos(t)) + E' (fficos(7t) -

3 ,F  \ .  297 / , r_ \  547
Zsh totl5t) + â*cos(3t) 

- 
fficos(t)) + o(ee ).

Que l'on désigne aussi par ([-9-a) et @-9-b).

III-3-3) Une nouvelle représentation utilisant les approximants de Padé

III-3-3-1) Principe de la représentation

C'est une technique qui "accélère la convergence d'une série entière", en la

remplaçant par une fraction rationnelle, voir les détails dans le chapitre deux.

A titre d'exemple, nous considérons la fonction suivante:

f(a)= ̂W Gtr-lo)
I  l+Za

On peut approximer cette fonction par sa série de Taylor tronquée à I'ordre 3,
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f(a)= 1 -3l2 a +39132 & +o631 (m-11)

Le rayon de convergence de cette série est égal à Il2. Mais si on utilise

I'approximant de Padé P[l/ l](a) qui est équivalent asymptotiquement à (m-

11)

f(a)= ffi+o(a3),
(r-12)

on obtient une bonne approximation au delà du rayon de convergence.

Cet exemple nous montre I'utilité et I'efficacité d'une fraction rationnelle.

Mais dans certains cas, ces approximants de Padé ne sont pas très efficaces

(L.Azrar et Al, 1993). Parfois, leur choix ni évident ni arbitraire. En effet, il

faut chercher la meilleure stratégie. C'est ce qu'on va discuter maintenant.

On rappelle que les équations Cftr-4) et (Itr-l) sont équivalentes, ainsi que les

équations (m-5) et (m-2).

III-3-3-2) Application des approximants de Padé à l'équation (III'1)

D'après la figure (I-4-b) du chapitre un, on voit que les solutions périodiques

n'existent que pour des valeurs de lel comprises entre 0 et 1, et que la période

T(e) tendvers l ' in f in ioulapulsat iono(e)=2nlT(e) tendverszéro,

lorsque e tend vers un. Sur la figure (m-l), on a Eacé la série o)2(e) (Itr-S-a),

tronquée aux ordres 12, 16, 18, 20,24 et28.Il apparaît que le rayon de

convergence est proche de 1 (R = 0.99).
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u.'à,.st I L

f w" te/

l.'

6r'u"\,'" LO

x4tt\i,a ,{t

,fa-t\.rz 't 9

gn-"L,^.-rz tq 
-

Ot.'c\".{-' 
LY\-

Figure III-1.

Dans ce cas, la représentation par séries entières permet donc d'obtenir la

famille de solutions périodiques presque en entier. Il reste seulement à

préciser la valeur limite (e = I ) et à montrer que la pulsation tend vers 0

quand e tend vers 1. Dans un premier temps, on a cherché les zéros de la

série 1112(s) tronquée à I'ordre 24, qui s'annule pour une valeur assez éloignée

de s=1, exactement égale à 1.15. Puis, on a construit  une séquence

d'approximants de Padé ayant la forme PIN / NXe), (où N est un entier qui

appartient à I'intervalle [6,16]), à partir de la série de Taylor co2(e).La valeur

s = I est estimée en cherchant les zéros de la séquence d'approximants de

Padé. [æs résultats sont donnés sur la table l.

On observe la convergence numérique de ce procédé, I'erreur étant inférieure

àl"L pourN supérieur à 10.
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PADES ZEROS DES
PADES

N=6 1.023

N=8 1.014

N=l  0 1.009

N=l  2 1.007

N=1 4 1.005

N=1 6 1.003

Table 1

III-3-3-3) Réorganisation de la solution périodique de l'équation (III-2)

par les approximants de Padé

On a vu que cette équation admet une solution périodique pour chaque valeur

de I'amplitude e. Ceci va nous pousser à approfondir son étude analytique en

faisant'intervenir les techniques citées au chapitre deux. De plus, on va

comparer tous les résultats analytiques avec ceux obtenus numériquement

(solutions supposées exactes) par la méthode de Runge-Kutta d'ordre 4.

La série périodique y(r,e) (Itr-9-b) est de période 2n. De plus quel que soit

I'entier i, on a ].(T4tr)=-yi(î), donc il suffit d'étudier le comportement de la

fonction y(t,e) sur I'intervalle [0,tt]. Sur ce domaine, le rayon de

convergence R de (Itr-9-b) ne dépend pas d'une manière significative de la

variable t. Il est voisin de e = 1. Ce rayon de convergence est obtenu de deux

façons différentes: en traçant la série y(t,e) à différents ordres pour

différents valeurs numériques de T. A titre d'exemple regardons les figures

fr-Z-a, b. On a obtenu aussi cette invariance du rayon de convergence en
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fonction de T, en cherchant les singularités les plus proches de I'origine dans

le plan complexe de certains approximants de Padé-

2.5

2

r d  1 . 5

e
I

0.5

0
o 0.2 0.4 0.6 ,  0 .8 1 1.2 1.4

Figure 13,-2-a: représentation de la série y(t, e ) aux ordres 11, 13, 75 et I7 pour T=0.8.

ordre 17

ordre 15

adre 13

ordre I I

0

-4.4

q r  - 0 . 8

d
-1 .2

-1 .6

-2

ordre ll

q&e.s 13, 15, l7

0 0 .2  0 .4  0 .6  e  0 .8  1  1 .2  1 .4

Figure Itr-2-b: représentation de la série y(t, e) aux ordres 11, 13, 15 et L7 pour T=3.

Afin d'améliorer le domaine de validité de la série x(t,e) = y(1,e), on adopte

la technique des approxirumts de Padé.
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Dans un premier temps, on explicite (m-9-b) dans la base orthogonale

{cos(kt ) ,  keN.} :  
!

x(t, e)=y(r, s) = Lr"*' fr i+r (e) cos((2i + 1)t) (m-13)
i=0

æ

où fzi*r (e)
j=0

L'orthogonalisation est définie par le produit scalaire des fonctions 2æ-

périodiques:

< f,g ,1frf çr1g(t)dr,

où f et g sont deux fonctions Zn-péiodiques.

Deuxièmement, on remplace chaque série fzi*r(e) par une fraction

rationnelle P21a1lLrr*t I Mzi*t]tel. Comme la variable temporelle t dépend

de e (t = ol(e)t), on représente donc la série co2(s) par la fraction rationnelle

PIL lM](e). Par conséquent, la nouvelle représentation de (Itr-l3) obtenue à

un certain ordre N (impair) fixé à I'avance par rapport à e est:

(N-1)/2

x(t ,e)  = y( t ,e)  -  I r t t * tPr i+r [Lzi+r  lMzi*r ] (e)cos((2i+l ) t )  (m-14)
i=0

où t=.,ffiltut](e)t.

Les ordres Lzi*r, M2i*1, L et M de chaque approximant de Padé doivent être

choisis par l'utilisateru. Notre stratégie "optimale" adoptée est la suivante.

Pour e suffisamment grand et N=2m+1, On a:
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" eP1[m/ m](e) est d'ordre s, 1ttr-14-1)

e3P3[m -2lm](e) est d'ordre e, Cltr-l4-b)

r-*1P^*t[0 / m](e) est d'ordre e, (Itr-l4-c)

et le Padé prevenant de la pulsation P[* / m](e) est d'ordre 1. (m-14-d)

Donc on garde que les termes d'ordre inférieur ou égal à m+l dans la série

(m-14), et on supprime les termes d'ordre supérieur.

Avec cette procédure, on a pu augmenter le domaine de convergence e=l de

la série x(t,e), jusqu'àune valeur dans le voisinage de e=30. On voit cette

amélioration en comparant pour différentes valeurs de la variable t, la formule

analytique (ftr- 14) avec les valeurs numériques (exactes) obtenues par la

méthode de Runge-Kutta (frgures III-3-a, b, c, d).

50

30

o

" {  10
Ix

-10

-30

-50

Padé sur x(0.8,8 ):  procédé ( l l l -14) I

série à I'ordre 13

l \

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I
I

o 10 20 ,  30 40 50

Figure ltr-3-a: Validité des solutions asymptotiques (série à I'ordre 13, procédé (m-14)

avec m=6) par comparaison avec une solution numérique ("exacte"). t=0.8.
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50

30

10

-10

-30

-50
1 '0  20 e  30 40 50

Figure trI-3-b: Validité de la solution asymptotique (procédé (UI- 14) avec m=6) par

comparaison avec une solution numérique ("exacte"). t=1.
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Figure trI-3-b: Validité de la solution asymptotique (procédé (m-14) avec m=6)

comparaison avec une solution numérique ("exacte")- t=1-5.
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50

30

l  ro
(t
x

-10

-30

procédé (l l l-14)

série à I'ordre 13

'exacte'

-50 '  , '  "  '- -o  
10 20 .  3o 40 50

Figure ltr-3-d: Validité des solutions asymptotiques (série à I'ordre 13, procédé (Itr-14)

aveC m=6) par comparaiSOn avec une solutiOn numérique ("exacte"). t=3.

Cet exploit est dû peut être à la belle syméUie que présente ce système et à

I'uniformité des termes de I'expression (trI-14) qui ne présentent pas de

déphasage entre eux. Car, on verra par la suite que la présence de ce

phénomène de déphasage empêche une telle amélioration.

Vu I'effic acité de cette procédure, on en a essayé d'autres sur cette solution

périodique x(t,e)(par exemple, on a choisit les ordres Lzi*t, M2ia1, L et M en

sorte que toutes les formules (Itr-14-â, b, c, d) soient equivalentes à 1, lorsque

Ê est assez grand), mais on n'a obtenu aucune amélioration du domaine de

validité de la solution.

62



e HA WT f?E 99? so I u tio n s p é ri od i q u es d' éq u a ti o n s d iffé re n ti e I I es o rd I n a i res

III-3-4) Amélioration de la pulsation de l'équation (III-2) grâce à une

technique de projection

III-3-4-1) Util isation des approximants de Padé

La détermination du rayon de convergence de la série (III-9-a) est le point

primordial pour analyser la pulsation. Ce rayon de convergence apparaît au

point de divergence de la série aux ordres i 2,74, 16, 78, 20, 24 et 28. Il est

presque égale à la valeur 1 (figure Itr-4).

wLLt)
SÂ-cJ-rr'

gra-r\^f ,t q

orvc,7s- À !-

oa.-oVr-c- / 6

O-,r-o\r.-c- L O

o.r-c\n-e. 2'9

6'r.oV<t Zr{

Figure III-4: Comparaison de la série (o2 (€) aux ordres 12,14,16, 18, 20,24 et28.

Pour améliorer ce domaine de convergence de longueur 1, dans un premier

temps on a pensé aux approximants de Padé. L'utilisation de ces derniers sous

la forme PIN / N](e), où N est un entier naturel, donne une expression qui

coincide avec les valeurs numériques-exactes de Runge-Kutta au moins

jusqu'à e= 40. Regardons, par exemple la figure (m-5).
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5000

4000

3000

2000

1 000

0

Padé (6/6)

'exacte'

série tronquée à l'ordre 12

0 16  32  e  48  64  80

Figure Itr-5: Comparaison des valeurs numériques "exactes" de ro2(e), sa série tronquée à

I'ordre 12 et son Padé P[6 / 6](e).

ll[-3-4-2) Réorganisation de la pulsation à I'aide d'une technique de

projection

Comme ces approximations rationnelles PIN / N](e) adoptées pour la

pulsation tendent asymptotiquement vers une constante, lorsque N tend vers

I'infini, il existe certainement une valeur de t, pour laquelle ces approximants

divergent de la solution "exacte". A cet effet, on redéfrnit la pulsation ro(e)

en fonction de e: on réutilise l'équation (m-5) qu'on projette sur le mode

cos(t) (solution de l'équation pour e=0),

(r ' tr ly+y+y3,.ost)=o Gr-1s)

où <.,.> est le produit scalaire des fonctions 2n-périodiques.
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On en déduit, donc que:

co2(e)=-('*il;iî"), (rtr-16)

où y(t) est donné par (Itr-14).
t<

Cette demière représentation @-16) augmente encore le domaine de validité

de la pulsation par rapport à son approximant de Padé P[N / N](e). Ceci est

peut être dû au fait que la formule (m-16) ne tend plus asymptotiquement

vers une constante pour € assez grand. Par exemple, si on tronque la série

o)2(s) à I'ordre L2, on trouve que le Padé Pl6 16] coincide avec la solution

numérique (exacte) jusqu'à e = 40 (figure Itr-s), alors que I'expression (III-

16) obtenue par projection, augmente le domaine de coincidence jusqu'à une

valeur infinie (figure m-6).

8.000 105

7.OOO 1os

6.000 1os

5.000 105

4.000 1os

3.000 1os

2.000 1os

1 .000 105

0

'exacte '

\

procedé (lll-16) .
\ >\ , ,

a

a
a

.J
Padé (6/6)

a -  t '

20o 400 € 600 800 1 000

Figure ltr-6: Comparaison des valeurs numériques de roz(e), son Padé P[6/6](e) et la

formule ([-16) obænue par le procédé (m-14) et la technique de projection-
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Comme dans les éfudes précédentes concernant l'équilibre des structures

élastiques, la technique de projection est bien plus effrcace que I'application

directe des approximants de Padé.

III-3-O Utilisation de la transformation d'Euler

tII-3-5-1) Description de Ia transformation

Cette technique consiste à chercher la singularité la plus proche de I'origine et

à l'envoyer à I'infini. Si on considère que la fonction i_ u-ro à une
n=0 rr

singularité er e - es, âlors en posant s=s t (e-€s), on obtientune nouvelle

série en s qui s'écrit sous la forme Ë U"r" et qui converge pour e assez grand.
n=0

Généralement, on cherche la singularité la plus proche de I'origine par

plusieurs méthodes lz4l.Ici on se limitera aux approximants de Padé.

III-3-5-2) Application à la pulsation de l'équation (III-2)

On commence notre analyse par la détermination d'une séquence de Padé

p[N / N](e) avec N=12,14,16. la position de la plus proche singularité de

I'origine d'une fonction analytique détermine le rayon de convergence de la

série. Puisque or2(€) est une fonction réelle de e, toutes les singularités non

réelles forment entre elles des paires complexes conjuguées. Pour le Padé

Pll2 t L2l(e) tous les pôles sont localisés au voisinage de I'axe imaginaire

(figure m-7). Par suite le domaine de convergence de la série (Itr-9-a) est

limité par la paire complexe conjuguée:

où R=1.014et  a=nl2 'e = Retia
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R désigne la distance entre I'origine et la singularité la plus proche de

I'origine, et 6x est I'angle enûe l'axe réel et cette singularité. On remarque que

la valeur de R trouvée à partir du Padé est très proche de celle obtenue en

traçant la série (ttr-9-a) à différents ordres.

Figure trI-7: Les singularités du Padé (l2ll2)

Connaissant les deux singularités e = Retto, on pose le changement de

variable qui les envoie à I'infini:

s(e) = crtr-17)
{Rt - 2Re cos a" + e2

,tl
Pour a, = rr t 2, (trI-VD devient,

s(e) = (r-18)

La formule (Itr-18) vérifre en plus les deux conditions suivantes:

s(0)=0 (l'origine reste fixe) et s(infini)=l.

En exprimant e en fonction de s on obtient:

s2R2e-r-;z'
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On reporte la formule ci-dessus dans

tronquée à I'ordre 24. On trouve, à I'aide

représentation du carrê de la pulsation:

la série co2 (e) - f t ,t + o(e6 )

du système Maple une nouvelle

+ o(s6) , (r-1e)

où les ô. sont les nouveaux coefficients déterminés à partir des oi d'une

manière convenable. Théoriquement, pour que la série initiale converge pour

s suffisamment grand, il faut que la nouvelle série Cltr-l9), admette un rayon

de convergence proche de 1. Cette condition est réalisée, en effet, puisque le

rayon de convergence avec la nouvelle variable s est R = 0.99. En pratique,

la nouvelle série (III-19) augmente un peu le domaine de convergence, voir

figure m-8. Mais I'approximant de Padé P[1,2/ 12]1s) de cette série coincide

avec la solution exacte jusqu'à e = 300 (figure m-9), alors que le domaine de

validité était limité à €=40 sans la transformation d'Euler.

Figure ltr-8 :Comparaison des valeurs numériques "exactes" de coz(e) et des séries cù2(e),

û)2(s) tronquées à I'ordre 24.
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série tronquée à l'ordre 24 en s

série tronquée à l'ordre 24 en e
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Figure III-9: Représentation des valeurs numériques "exactes" de olz(e) et les

approximants de Padé correspondant P[12 / 12](s), PUz t12](e), où e = s2R2 / (1 - s2).

III-4) Application de la méthode asymptotique-numérique à l'équation

de Van der Pol

III-4-1) Calcul par le développement asymptotique

En adoptant les transformations utilisées précédemmetrt T = ol(e)t et

)(t,e)=11t,e), l'équation (I[-3) devient :
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On cherche le cycle limite de (Itr-10) sous la forme d'une série enûère:

co(e) = o0 +eo,l +r2rr+""" " '

a(e)=a0+€41 *rZur+""

y(r ,e)=yg(c)+eyr(t)  +ezyrçr)r . . .  
(11I-11)

où coi, ai sont des constantes et yi(t) sont des fonctions 2æ-périodiques. On

reporte (III-11) dans (III-10), on obtient une séquence d'équations

différentielles linéaires en yi,

à I'ordre

ïo*Y0=o

Y6 (0) = aO

Yg(0)=0

(trr- 12-b)

Pour p supérieur ou égal à 2, on a la formule de récurrence,

0

(III-12-a)

à I'ordre I

fU, 
* y1 = (1- rsz)i's - 2crr1Ïs

Jv1(0) 
= at

lY1(o) 
= o

i,p * yp = (t - vo2)r.p-t - nji",rn-i-t - .l .,rn-,

Yp(0) = âp

!'p(0) = 0

(Itr-12-c)
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telle que Bp, Lp et Cp vérifient les sommes,

Bp=

cp=

I _

.9 ,,rn-,
p

iàtitp-i

.I',on-,

Pour déterminer les coefficients constants ai et 0)i, orl élimine les termes

séculaires <tcos(r)>> et <<Tsin(t)" qui proviennent des termes en cos("c) et

sin(r) de derniers membres de (trI-12). De cette façon on a calculé les

coefficients exacts des séries (m-11) jusqu'à I'ordre 24 à I'aide du système

Maple. On ffouve que:

'zi+l= uzi*l= o'

alors que les yi(t) sont de la forme:

2i
y.,, (r) = I yc; t cos((2j +1)t),

i-r j=0 
2ttJ

2i+L
Y zi+r= j\rt rr+Lj sin((2j + l)t)'

où yhj sont des constantes qui vérifient:

2i+l
I_ (2j+1)y2i+t,i=0.

j=o 'J

Les séries obtenues et choisies à un certain ordre sont données par:

7 l
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or(e) - I - #r' *ffita .ffitu -ffi0e8 +o(elo),

1 c _ 1033 
e4 - 1019689 . ,6 *a(e) - 2+ 

*e" 5szg6o 55738368000
99355t2276699 - 

"g * orclO r
Mt  

- rL ' \ o  
) t

y(t,e) = 2cos(t) + e(Jsin(t) - 
]sin(3t) ) 

+ rz ç*cos(5t) +

3r
* 

cos(3t) - 
Ë 

cos(t)) + O(e3 )

On caractérise ces séries respectivement par les notatons (Itr-l3-a), (trI-l3-

b) et (m-13-c).

Ill-4-2) Utilisation des approximants de Padé

NoEe objectif est d'améliorer les séries (m-11), en utilisant une procédure

d'approximants de Padé comparable à celle établie auparavant.

Numériquement, on a évalué le cycle limite x(t,e) par la méthode

numérique de Runge-Kutta en prenant les résultats numériques de la période

et I'amplitude confirmés par M. Urabe, (1967) et C.W. Clenshaw (1966).

Ces résultats ont été trouvées par des méthodes itératives classiques

(table 2).
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Ê a(e) T(e)

1 2.008619 3.331643
2 2.019891 3.814937
3 2.0?3304 4.429547
4 ?.02296? 5.101761
5 ?.021 s08 5.806115
6 2.019830 6.530937
7 2.01821 5 7.269873
I 2.0167 47 8.019088
9 2.O15440 8.776092
10 2.O14285 9.539184
11 ?.o13?64 10.3071 54
12 2.012359 1 1 .0791 10

Table 2.

l[l-4-2-l) Analyse de la pulsation

Afin d'étudier la période, on cherche la valeur du paramèûe e où la série

(m-11-a) diverge. Pour cela, on Eace (III-11-a) aux ordres 12, 14, 16, 18,

2O et 24 (figure Itr-10). Par suite, on constate que le rayon de convergence

a lieu en Ê = 1.88. Pour augmenter ce domaine de convergence, on calcule

la fraction rationnelle P[l2112)(e). Cette dernière coincide avec les valeurs

exactes @unge-Kutta) jusqu'à e = 6 (figure m-l1).

Ill-4-2-2) Analyse de I'amplitude

L'investigation de la série (Itr-ll-b), se fait de la même façon que la

pulsation. En effet, on trouve que le rayon de convergence est autou de

l.g3 (figure III-12), alors que le Padé P[LzlLz](e) I'augmente

approximativement jusqu'à e=8 (figure m-l3).
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w ia )

p^-cLn-i ùc

g,r--r:Vrr LV

1rrvcW2.{Ç

un-c\n-l ,t i-

ùn-c\n-i / 6

Figure ltr-10: Comparaison de la série Ol(e) / 2 aux ordres 12,14,16, 18, 20 et24.

N

OJ
a

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

série tronquée à I 'ordre 24

Padé(12112)

f=
'exacte'

10 12

Figure ltr-l1: Comparaison entre les valeurs numériques de co(e) 12, sa série de Taylor

d'ordre 24 et son Padé P[12 lLz](e).
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o+- cLu- '{ L

g,a-aLr..c- Lù

gvr-c''Lra I S

3 -L

Figure m-Lz: Comparaison de la série a(e) aux ordres L2,74,16, 18, 20 et24.

Padê(12|12)

10
'exacte'

série à l'ordre 24

2+
0 2.7 s.s 8.3

Figure ltr-13: Comparaison entre les valeurs numériques de a(e), sa série tronquée à l'ordre

24 et son Padé P[12 | lz](e).
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2.032

L2.024
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2.016

2.008
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III-6-3) Analyse de la solution périodique

Ici, on propose d'étudier le rayon de convergence de la série (m-13-c) en

fonction de la variable t. Comme y(t,e) est Ztc-périodique et vérifie

y(r+ r;,E)=-y(t), il suffit d'étudier le comportement de la série dans

I'intervalle [0,æ]. Sur ce domaine, on trouvera à I'aide des approximants de

Padé que le rayon de convergence dépend d'une manière significative du

temps t. Il varie entre 1.5 et 1.8.

Pour améliorer ce domaine de validité de la série, on applique la même

démarche qu'auparavant. On réécrit (Itr-l3-c) dans la base orthogonale

{(cos(kt), sin(kt)), k e N* } Oe ta façon suivante:

y(t,e) = Cr(e)cos(t) + f ezi+t(Sai*r(e)sin((4i + 1)t) +
i=0

Saia3(e)sin((4i + 3)t)) *Zt" (C+i-r(e)cos((4i - 1)t) +
i=1

Ca1a1 (e) cos((4i + 1)t)) , (rII-24)

où les fonctions Czi*r(e) et S2ia1(Ê) sont des polynômes en €.

La représentation de (W-24) par des approximants de Padé est définie par

la substitution des polynômes C2i..1(e) et Szi*r(e) respectivement par les

fractions rationnelles Pzi*rlLzr*, / Mzi*r](e) et P'zi+t[rzi*rn"r'zi*r](€)'

Puisque, la variable t dépend de e (1= or(e)t, on remplace 6;(e) par le

Padé PIL lM](e). L'expression analytique obtenue donc par ces

approximants à un certain ordre N (impair) fixé à I'avance, est donné par:

y(t,e) = Pr[Lr / M1](e)cos(t) +
(N-1)/2

I t" (Pot-r[L+i-r / Mai-1](e) cos((4i - 1)t)
i=l

+Pai*1[Lai+r / Mai+1](e)cos((4i + 1)t)) +
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(N-1)/2

i szi*t (P'+i*r[L+i+r / M'+i+t]ttl
i=0

sin((4i + 1)t) + P'+i*r[l 4i,J lM'+i*r](e)sin((4i + 3)t)) (Itr-25)

La complexité de cette formule (trI-25) empêche de trouver le bon choix

des ordres des Padés en question. Malgré, cette difficulté on a pu

sélectionner deux stratégies "optimales", qu'on va présenter maintenant.

PREMIERE STRATÉGIE

Pour e suffisamment grand et N=2m+1, on a:

Pr[m/m](e) est d'ordre 1,

eP'r[m / m](e) et eP'3[m / m](e) sont d'ordre e,

e2p3[m -2 t m-2)(e) et e2P5[m -2 | m-2](e) sont d'ordrë 82,

e3p's[m -Z lm](e) et e3P'z[m- 2lm](e) sont d'ordre €,

€-Pz--r[O / m -Z](e) et emP2-*r[O / m - 2](e) sont d'ordrê E2 ,

e'*lP'i^+r[O/m](e) et e-+lP2m+t[0/m](e) sont d'ordre e,

et P[m/m](e) est d'ordre 1.

Autrement dit, dans la formule (III-25) les facteurs de cos((2i+l)t)

( i-1,2,3,...) sont d'ordre E2 et ceux de sin((2i+1)t) ( i=0,1,2,...) sont

d'ordre e. De plus, on tronque le calcul à I'ordre m+1.

Cette procédure s'est révéhée moins efficace relativement à celle adoptée

pour l'exemple (III-2). Cela est dû aux fonctions cos((2i + 1)t) et

sin((2i+1)t) qui s'alternent dans l'expression concernée (frI-24), et qui

provoquent un comportement non unifonne au cycle limite à partir d'une

certaine valeur de e. Nous observons ce phénomène dans le plan de phase

(figure Itr-14).
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4

3

2

1
I

n i
i

;-  l *
I-2r

-$ :

Figure Itr-14: Læ cycle limite y(r,e) pour deux valeurs de e dans le plan de phase.

Malgré tout, Cette stratégie double presque le domaine de validité quelle que

soit la valeur de la variable t. A titre d'exemple regardons les figures (Itr-

15-a, b) lorsque N=13.

4 .8 Padé sur x(0.8,e ): lormule (l l l '25)+

1 ere stratégie

série pour m=6

\
\

exactê

2.8  e  4 .2 5.6

Figure Itr-l5-a: Validité des solutions asymptotiques par compiuaison avec une solution

numérique "exacte". Pour t=0.8.

Pro

E

6 3 .6

i
v 2.4

1.2

1.4 7
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4.5

Padé sur x(1 ,e): formule (l l l-25) +

1 ere stratégie

'exacte '

série pour N=13

0 1 .4  2 .8  E 4 ,2  5 .6  7

Figure III-15-b: Validité des solutions asymptotiques (série donnée par (Itr-13-c) à I'ordre

13, la première stratégie de Padé avec m=6) par comparaison avec une solution numérique

"exacte". Pour t=1.

Afin de prouver que cette amélioration très réduite par rapport au deuxième

exemple conservatif n'est due ni à la stratégie précédente ni à I'ordre de

troncature, on propose maintenant une autre procédure génétale qu'on va

tester sur la formule (III-25) pour N=17, c'est à dire pour m=8.

3.6
g)

. -  2 .7
x

1.8

0.9

DEUXIEME STRATÉGIE

Dans ce cas, lorsque e tend vers I'infini et N=2m+1, les fractions

rationnelles vérifient:

Pt[m/m](e) -) I

eP r[m/ m](e) et eP g[m/ m](e) + e,

e2Pr[m -2lm](e)  et  e2Pr[m-Zl  m](e)  + l ,
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e3P'5 [m - 2 lm](e) et e3P z [m - 2 | m](e) -+ e,

€-P2*-1[0 / m](e) et emPr**r[0 ] m](e) + L,

,m+lp'r-+r[0 / m(e) 
"1 

,m+1p'2m+r[0 / m](e) + e,

et  P[m/m](e)  + 1,

en sorre que dans la formule (Itr-25) tous les coeffîcients de cos((2i+1)t)

(i=0,1,...) tendent vers 1 et ceux de sin((2i+1)t) tendent vers € (i=0,1,...).

Pour illustrer ce dernier cas, on choisit par exemple N=17 pour deux

valeurs de t (figure ITI'16-a, b).

2.6

formule (l l l-25) + 2eme stratégie

série pour N=17

'1'
'exacte'

0 1 .4  2 .8  e  4 .2  5 .6  7

0.8

figure ltr-16-a: Validité des solutions asymptotiques (série donnée par (Itr-l3-c) à I'ordre

LT,Lapremière stratégie de Padé avec m=8) par comparaison avec une solution numérique

"exacte". t=0.8

6.2
û)
@. 4.4
o
x

-1
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-
x

7

5.6

4.2

2.8

1.4

0

G 
formule (l l l-25) + 2eme stratégie

r I'exacte'
série pour N=17

0 .1 .4 2.8  e  4 .2 5.6 7

Figure Itr-16-b: Vatidité des solutions asymptotiques (série donnée par (m-13-c) à l'ordre

IT,lapremière stratégie de Padé avec m=8) par compa-raison avec une solution numérique

("exacte"). t=1.

On constate que la première stratégie conduit à une meilleure amélioration

relativement à la deuxième.

Finalement, afin d'espérer une bonne amélioration à ce cycle limite on a

utilisé la technique de projection sur plusieurs fonctions, mais nous n'avons

pas trouvé de moyens d'améliorer les résultats précédents.

Iil-s) Conclusion

D'après cette étude, on conclut que ces démarches asymptotiques-

numériques donnent de bonnes approximations des solutions périodiques des

problèmes dynamiques énrdiées. Pour l'équation (I[-2), cette procédure est

très efficace: on est capable de mener les solutions périodiques jusqu'à une

valeur très élevée de e, alors que le rayon de convergence est autou de

e=1. On a également remarqué que la Eansformation d'Euler peut être une
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bonne technique d'accélération de convergence. Pour l'équation (Itr-1), les

solutions périodiques existent jusqu'à e=1. On peut obtenir cette valeur

limite comme pôle d'un approximant de Padé. Avec l'équation de Van der

Pol cette procédure n'est pas très efficace car la transition entre les

trajectoires de forme elliptique et les oscillations de relaxation conduit à un

grand changement dans la forme de la trajectoire. Néanmoins I'approximant

de Padé augmente le domaine de validité au moins d'un facteur deux.

Dans les systèmes pratiques, corlme les échangeurs de chaleur, les solutions

pourquoi nous présenterons aux chapitres V et VI des méthodes pour

déterminer les points de bifurcation de Hopf et les solutions périodiques qui

émergent à partir de ces points.

périodiques apparaissent souvent par une bifurcation de Hopf. C'est
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DEUXIEME PARTIE

RAPPELS ET CALCULS DES

POINTS DE BIFURCATION DE HOPF

PAR UNE METHODE ASYMPTOTIQUE.NUMERIQUE

83



IV) RAPPELS SUR LA BIFURCATION DE HOPF

IV-1) Introduction

On va aborder maintenant une notion tout à fait fondamentale dans l'étude

des systèmes dynamiques. Pour cela nous considérons I'oscillateur de Van

der Pol, réécrit de la manière suivante:

X+x=ex-x2i . (IV-1)

Comme on a vu au chapitre I, pour g<0, I'origine x=0 de cet oscillateur

(ry-l) est stable (donc attracteur), mais il devient instable pour e>0 et cède

alors la place à un autre attracteur appelé cycle limite (voir figure IV-l)'

pour e=0, I'oscillateur linéarisé est dans un état de stabilité marginale: il n'y

a plus à proprement parler d'attracteur dans le plan de phases et chaque

condition initiale engendre alors une orbite pafticulière (figure IV-l).

e<0

Figure IV-1.

Pour bien faire apparaître ce changement dans la nature de la solution de

Van der Pol, on représente une propriété typique, par exemple l'élongation

maximale en fonction de e (figure IV-2). Le phénomène essentiel est

I'apparition pour e>0 d'une et une seule solution périodique stable, ce qui

coihcide avec la perte de stabilité de la solution stationnaire'
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Propriètè

cycle limite stable

êquilibre instable

l_ >e

Figure l\I-2' 
.

Ce passage d'une dynamique stationnaire à une dynamique périodique se

retrouve dans beaucoup de systèmes dissipatifs de dimension quelconque

finie ou infinie. C'est ce passage qui se naduit mathématiquement par une

bifurcation de HoPf.

Dans ce chapitre, on va rappeler les caractéristiques fondamentales de la

bifurcation de Hopf, que I'on illustrera par des exemples à deux ou à trois

dimensions. De plus, on va discuter la stabilité des branches de solutions

périodiques ou stationnaires qui apparaissent par cette bifurcation de Hopf'

ainsi que la méthode analytique de I'Alternative de Fredholm envisageable

pour |e calcul de ces branches périodiques. Pour plus de détails, on poura

se-reporter à (Iooss G. et Joseph D'D', 1980)'

IV-2) Théorie de bifurcation de Hopf

IV-2-l) Un exemple de bifurcation de Hopf

Le but de ce paragraphe est de confirmer les propriétés fondamentales' d'un

très grand intérêt pratique pour identifier une bifurcation de Hopf' Pour

cela, on considère I'exemple simple suivant (seydel R., 1981):
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(rv-2)

L'étude montre Que x=y=Q est la seule solution d'équilibre de (IV-2) (point

stationnaire). La matrice Jacobienne

(e -1)

t t ,
U e)

a pour valeurs propres e t i. L'équilibre est stable pour e < 0 et instable

pol]r r > 0, c'est à d.ire, qu'il y'a un changement de stabilité au point t = 0'

Pour construire le cycle limite, on utilise les coordonnés polaires P' 0 avec

x-Pcos0,  Y-Ps in0,

on les reporte dans l'équation , on obtient:

pcos 0 - pôsin 0 - -psin0 + pcos0(e - p2)

psin 0 + pôcosO - pcos0 + psin 0(e - p2) '

Multiplions la première équation par cosO et la deuxième équation par sinQ

et ajoutons les deux équations différentielles, on obtient:

p=p(e-p\ '

De la même manière, en multipliant la première équation par sinO et la

deuxième Par cosO, on trouve 0 = 1'
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Pour p=^6 on a p=0. Donc il y a une orbite périodique pour e >0, telle

qo" ,oo amplitude croît avec ^6. Sa période est ici indépendante du

paramètre.

D'une manière gênérale,le cycle limite obtenu par une bifurcation de Hopf

en gn point sc non nul, possède deux propriétés cardinales dans le voisinage

de e": l'amplitude du cycle limite est proportionnelle a lt 
- ,"lO' , c'est à dire

croît comme la racine carrée de l'écart au point de bifurcation. Par ailleurs,

la période des oscillations varie peu au voisinage de la bifurcation.

lY-2-2) Théorème de bifurcation de Hopf et interprétations

On va donner maintenant le théorème génêral de la bifurcation de Hopf qui

a êté établi en t942 par E.Hopf, dans le cas d'un espace de dimension n.

Théorème1,

I - Considérons l'équation différentielle:

g = F(a,u)
dt

où U e Rn et "a" paramète de bifurcation

(rv-3)

2- Soit U*(a) une branche de solutions stationnaires et soient les valeurs

de la matrice Jacobienne

K(a) = {+,u*(a),a) (i, j  = ,,......., o)}.
Lo*j '  

6

Classons les en sorte que

ReÀ, 2 Rel,^
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Commentaires sur le théorèmeL

Afin, de comprendre mieux ce théorème, visualisons le mouvement des

valeurs propres 1",(a) dans le plan complexe (rappelons que les I,(a), sont

les valeurs propres de la matrice Jacobienne, pour "a" voisin de a"). La

condition (a) suppose I'existence d'une paire particulière de valenrs propres

simples qui satisfait Ir(a. )=Tz(a.) = ior". D'après la théorie de

perturbations des valeurs propres simples (Kato, 1966), il existe pour a assez

petit (ici, a.=0) un seul couple de valeurs propres l,r(a), Lr(a)=l,r{a)

voisines de *i@c. Si la Jacobienne dépend de a de façon assez régulière (par

exemple analytique), la valeur propre î,r(a) dépend aussi de a de façon

assez régulière (par exemple analytique). On notera le développement

correspondant de la manière suivante:

1,, (a) = Ë âno, = ico" + aot + O(a2 ).
n=0

88

3- Supposons qu'il existe une valeur a, telle que

a- Re 1,, (a. ) = 0,

b- ReIi(a.) * 0,

c- 0r=l6l,r(ar) + 0,

d-  Re^j(u.)<0 ( i=3, . . . . . . . ,n) '

Alors, ac est un point de bifurcation de Hopf, c'est à dire, il y a naissance de

cycles limites en (U*(a.),u.) et la période initiale (de I'oscillation

d'amplitude nulle) est
) r
L a v

. l- l

c (D
c
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Donc le nombre complexe 01 est égal à l.i(a.). La condition (b)

s'écrire Re o, * 0.

Elle assure que la valeur propre traverse I'axe imaginaire

transversale (voir Figure IV-3). Ce nombre o;1 jouant un rôle

dans l'étude de la bifurcation de Hopf, nous I'identifierons à

vecteurs propres.

peut alors

D'après la condition (d) et le théorème de Liapunov la solution stationnaire

est stable quand a est d'un côté de la valeur critique et elle devient instable

quand a passe de I'autre côté.

e(À)

Figure tV-3.

Calcul de o1 en fonction des vecteurs propres

On garde toujours les hypothèses du théorème de Hopf. Pour simplifier le

raisonnement, on suppose dans la suite que la solution stationnaire est IJ=0,

et que la marice Jacobienne en ce point s'écrit:

K(a) - Ke + aK1 + O(a2), dans S(R') (ensemble des applications linéaires),

où tico" sont valeurs propres simples de Ko.

Nous commençons par définir les vecteurs propres.

de façon

important

partir des

Notations:

Dans la suite on désigne Par:
- (U,V) est le produit hermitien dans Cn,

(?rU,V )  = ) r (  U,V )  et  (U,)rV )  =-)"(U,V )
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- K* est I'adjoint de K appartient à S(C",C") est définie par :

(  KU,V )  = (U,K.V )

Introduisons les vecteurs propres normalisés \, W*s tels que,

Kosb = ico"\, K*0w*0 = -i(D"vy'*o, (w1, w*o )=1'

La théorie des pernrbations prédit un vecteur propre V/(a) tel que,

w(a) = wo t awl + o(a2 ), (wl,'w*o )=o'

On reporte la formule ci-dessus dans

K(a)W(a)  = o(a)W(a) '

puis on identifie suivant les puissances de "a", On obtient:

(Ko - ico")W, + K,Wo = o,Wo.

Ce qui donne le nombre complexe or en projetant la formule ci-dessus sur

Vy'*o:
o,  = (Kr\ ,W*o).

IV-2-3) Une application du théorème de llopf

Il s'agit de montrer qu'on peut vérifier "facilement" les conditions du

théorème de Hopf.

On considère le modèle de Pontryagin d'une machine à vapeur, dont les

détails sont donnés dans le livre de B.D.Hassard et Al, (1981).
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l*, = *,
{ *, = (sin(x1) cos(xr ))h2 - sin(x1 ) - uz GV-4)

L^r  = K(cos(x1) -  P)

où K, p, a des paramètes.

On prend "a" commê paramètre de bifurcation.

Si K<0 et 0 < p < 1, on a le point stationnaire:

X* = (arccos(p), 0, 
rtl

La matrice Jacobienne de (fV-3) au point stationnaire Xx est:

(o 1 o \
lË-rrP :u z'{PQ-'zYrzl
[ trt-rz1rtz o o )

L'équation caractéristique de cette matrice s'écrit:

t '3  +at1.( ; -p)À- 2k^,{p(1-pz)=0.  ( IV-5)

pour que la bifurcation de Hopf ait lieu, il faut qu'au point de bifurcation

àc, GV-5) admet deux racines complexes conjuguées imaginaires

(Àr,z(a") - +icoc) et la troisième doit être réelle négative (Is). Le polynôme

général cubique qui s'annule en ces points s'écrit:

lê -xrt? + co.2l. - I3ol"2=Q.

Par suite, on trouve:
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ac = -2kP3t2, L\r(â") = *iolc - +i(â - p)rtz,et À3(a") = -a.'

Le vecteur propre associé à la valeur propre * i(Dc est

V(a.)= (1, i{D., ik1t' ').

La différenciation de (IV-5) donne,

f. (u) - -L t (3 +2a I tu + (al" / 7ù2), et on en déduit que,

'  - '  
)=_1r l+ ia. /c0" . ,Ir (a" ) = ?"2 (a", z ,l + çu, t ffi)'

Re(l,r (a" )) = -+(1 + (a. L") ')-1 < o.

On conclut que le point a=àc est un point de bifurcation de Hopf' En ce

point il y a une perte de stabilité. Pour à1às, |a solution stationnaire est

instable et pour à)a.s, elle est stable.

IV-3) Stabilité des branches de solutions périodiques

IV-3-1) Discussion sur I'instabilité et conséquences

On a vu qu'un point de bifurcation de Hopf relie la solution stationnaire avec

le cycle limite. Ces solutions sont parfois stables ou instables, elles dépendent

du problème en question. En particulier, la stabilité de la solution

stationnaire dépend de I'hypothèse de Hopf (b) et change au point de

bifurcation de Hopf. Dans cette section, on va discuter la stabilité des

solutions périodiques. Pour plus ample détail nous renvoyons le lecteur à

(R.Seydel, 1981) et à (Iooss G. et Joseph D'D', 1980)'
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On rappelle que dans la suite, on représente toujours les solutions stables ou

instables par une propriété en fonction du paramètre de bifurcation "a". Si

on est en dimension n, cette propriété est un scalaire, que I'on choisit

convenablement, soit x1(ts) pour un ts et un indice k, 1<k(n, soit par

I'amplitude de xr(t).

Sauf cas exceptionnel, on ne rencontre que deux cas de bifurcation (figure

IV-4): orbites périodiques stables encerclent l'équilibre instable (a), et

orbites périodiques instables encerclent l'équilibre stable (b). Par définition

le cas (a) est appelé bifurcation sur-critique, alors que (b) est appelé sous-

critique. Dans le cas (a) l'échange de stabilité se trouve entre les branches

périodiques et stationnaires. En plus l'amplitude croit continûment en

augmentant "a". C'est le cas pour l 'équation de Van der Pol (voir

introduction). Un exemple de bifurcation sous critique peut être obtenu en

changeant le signe des termes non-linéaires dans cette équation

Figure IV-4.

Dans le cas sous-critique, des effets intéressants peuvent apparaître. En effet,

il peut conduire à un saut d'amplitude instantané (voir figure fV-5), car,

quand "a" dépasse a",brusquement, I'amplitude fait un saut et prend une

grande valeur finie. Ce genre de saut à partir de l'équilibre stable à une

large valeur de I'amplitude de la solution périodique stable est appelé "perte
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brutale de stabilité". De plus pour chaque valeur "a" dans I' intervalle entre

al (point tournant) et ac (bifurcation de HopO, i 'orbite périodique instable

et i'orbite périodique stable coexistent. En outre, ce cas peut évenrueliement

impliquer le phénomène d'hystérésis (figurelV-6); Quand on augmente

progressivement le paramètre de bifurcation "â", la transition entre point

d'équi l ibre et cycle l imite se produit  en a = ar. La transit ion inverse,

obtenue par diminution de "a" , intervient en revanche pour a= alc.
. .  ;

t t .

P r o r r i - i ù u c' l

tT.qi.rL*ù'k-

, r  '  +  0 0 ^
r tcVJ!-,lxràudutlw- ù

- -?  -  - - ' - '  >ç

4#F^r'.'I
Jog.l-L"r
6lc"['Lr-

v . . cL(

Figure IV-5.

Propriété

ac

Figure [V-6.

-i,t-t0{

solution stableZ
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Donô une bifurcation de Hopf sous-critique est qualitativement très

différente d'une bifurcation sur-critique. Elle peut conduire à I'apparition

d'oscillations d'amplitude finie ou de phénomènes d'hystéresis.

On conclut cette section, par deux exemples à deux dimensions avec d'autres

cas de bifurcations de HoPf.

IV-3-2) Exemples d'oscillateurs aYec des bifurcations de Hopf

Ici, on donne deux exemples inspirés du livre de (R.Sydel, 1981):

Le premier est un modèle simple des impulsions des nerfs dû à Fitz Hugh,

x=3(x+y-  x3 |  3+a1

y=-(x -0.7 +0.8y) /3

L'analyse de ce modèle donne les courbes de la figure.(Iv-7). Elle clntient

des orbites périodiques (stables et instables), des solutions stationnaires et

deux points de bifurcation de Hopf, qui sont sous-critiques avec perte brutale

de stabilité. Les deux régions stables sont petites:

-1.473<a<-1.403

-0.346<aS4.336

Lorsque, le paramètre "a" passe le point de bifurcation, I'amplitude atteint

immédiatement son niveau maximal. La sinration représentée dans la figure

(IV-7), où deux points de bifurcation de Hopf sont connectés par des

branches d'orbites périodiques, n'est pas rare.
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Le deuxième exemple représente le modèle CSTR (Continuous stined tank

reactor),

x = -x  + Da( l -  x)exp(y)

!  = -y  + B.Da( l -  x)exp(y)  -  Fy '

Da=a nombre de Damkohler.

Dans la figure (IV-8), on voit une branche de solutions stationnaires avec

deux points de bifurcation de Hopf. Ici, les deux points sont aussi connectés

par une branche d'orbites périodiques. Cet exemple exhibe un point sous-

critique et un point sur-critique. A droite au Point de Hopf 'la perte de

stabilité n'est pas brutale', alors qu'au point de Hopf à gauche 'la perte de

stabilité est brutale'. La branche stationnaire admet deux points tournants qui

sont proches I'un de I'autre avec une différence en "a" de Âa = 0.0005'

Figure [V-7.
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Jusqu,à présent, on s'est intéressé seulement à I'existence des points de

bifurcat ion de Hopf et à la stabi l i té des solut ions périodiques qui

apparaissent. MaiS, on a pas discuté, comment on les calcule analytiquement'

Pour le point de bifurcation de Hopf, une réponse sera donnée dans le

chapitre v. En ce qui concerne ]e calcul des solutions périodiques' on va les

traiter tout de suite.

IV-4) Calcul

point de

asymptotique de Ia branche périodique à partir du

bifurcation de ÉIoPf

IV-4-L) RaPPel

Dans cette Partie, on va calculer

équation différentielle autonome

d'une solution stadonnaire'

# = F(a, u).

la branche de solutions périodiques d'une

obtenue par bifurcation de Hopf à partir

97

(rv-6)



?HAWTKE gI/: rapPels sur la btfurcatio

Supposons que le spectre de D"F(O,0) est constitué des deux valeurs propres

simples tior" et d'autres valeurs de partie réelle négative. Cette hypothèse

permet la persistance d'une solution stationnaire pour "a" voisin de 0

(conséquence du théorème des fonctions implicites). Dans la suite on suppose

que U=0 est la solution stationnaire, telle que:

(Hl) F(a,O) = 0 pour "a" voisin de 0,

(Hr) F est analyûque aussi au voisinage de zéro, d'où

K(a) = DoF(a,0) =Ko + aK1 + azK2+

Or, par hypothèse *ico" sont deux valeurs propres simples de IG. Alors

d'après la théorie de perturbations dans Rn, la matrice K(a) admet aussi

deux valeurs propres simples o(a) et 6(a). De plus, elles sont analytiques

e n t t a t t ,

o(a)  -  i t "  + o la + oraz +. . . . .  . . . . . . .  .  . '

w(a) = v/o + wru +w"az +.. . . . . . . . ,

où V/(a) est le vecteur propre de K(a) qui, pour a=0 vérifie

(Ko- io l " ) \=0,

(ru) $neo(a)a=o 
= Reor * 0.

Si Reor > 0, alors la solution U=0 est stable pour a<0 et perd sa stabilité

pour æ>0 (a voisin de 0). Si on désigne par \ry' le vecteur propre de

I'adjoint fG. qi vérifie:

98



eHApwKEW: sur la bifurcation de

(Ko* + ico.)Wo* = 0, (V/o,V/o*) = 1,

alors par un calcul simple (paragraphe|Y-2-2), on trouve que,

o, - (Kr\,Wo*)

LV- -Z) Calcul asymptotique du cycle bifurqué

Au chapifrs TTT, on a calculé les solutions périodiques de certaines équations

différentielles ordinaires par la méthode de Poincaré-Lindstedt. Par contre

ici, on propose de calculer la famille de solutions périodiques de l'équation

différentielle (IV-6) au voisinage du point de bifurcation de Hopf par un

développement asymPtotique.

Comme la période est inconnue, on fait donc les changement de variables

suivants pour se ramener à une solution périodique de période 2n,

s - û)r er u(r) = u(l) = v(s). GV-7)'o) '

Par suite, l'équation (IV-6) devient:

t#= F(a'v)' (rv-8)

Alors on cherche la branche de solution périodique en fonction d'un certain

paramètre e par le développement asymptotique suivant:

V(s) = IVo(s)ee
pà1

sr
o-o"

p>1
a=)aoeP

p>1
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où les \ (s) sont des fonctions 2n pénodiques et les op, ap sont des

constantes à déterminer. On velra bien que le calcul des fonctions \ (s)

(p>1) et des constantes inconnues (p>0), nécessite l'utilisaton des conditions

suivantes d'Alternative de Fredholm.

On suppose que l'opérateur K0 admet +iO" comme valeurs propres

simples, de vecteurs propres associés WO, et %, et qu'il est tel que

tkito ,keZ- {1,-1}} ne soient pas valeurs propres'

rl

Soient To = o. .fr 
- Ko un opérateur différentiel et f une fonction continue,

périodique. Alors l'équation

TeV = f, (IV-10)

admet une solution périodique V de classe Cl si et seulement si

cr=Ê=0, (w-11)

où "=fili"tr{.),}vo*)e-bds, 
(rv-12)

P = +lj" tt tr ), !vo* )"t'dr. (rv- I 3)

Dans ce cas, il existe une solution périodique unique V=Qf vérifiant (IV-l1)'

où f est remplacé pal V et Q est un opérateur linéaire continu'

Si f(s) est réelle, il suffit d'annuler soit cr, soit I "- 
les deux expressrons

sont coniuguées ("ule pour les calculs e
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Maintenant, on reporte (fV-9) dans (IV-8), puis on identifie les puissances

de €, en utilisant le développement de Taylor de F:

v2
F(a,V) = F(a,0) + D,oF(a,0)V + Dv2F(a,0);* '

=Kov + aKrv + azKrv +

*Fo,  (V,  v)  *  Fo,  (V,  V,V)+. . . . . . . . . . '

+aF'2(V,V)+.

On obtient alors une séquence d'équations linéaires admettant le même

opérateur différentiel non inversible Ts:

à I'ordre 1

tV=0' (IV-1a-a)

à I'ordre 2

ToV,=arKrVt- t ,*+Sz(Vlvr) '  ( IV-14-b)

à I'ordre 3

tv, = azKrT - o)z* -r zFuz(Yl'Yr)+ !0, (v' T ' V, )' (IV- 14-c)

à I'ordre n
dV

To\=an-rKrÏ-on-rff+Rn-r' (rv-14-d)

où Ro-1 dépend des termes d'ordres inférieurs à n-l'

La solution réelle du système (rv-15-a) simple et elle s'écrit à une constante

près:

101



ênnÆ'ff<E9'V: rappels sur la bifurcation de

\ (s) - 
"ov/o 

+ 
"-o%

crv-15)

En revanche, les équations (IV-14-b, c, d) admettent des solutions si et

seulement elles vérifient la condition (rV-l1) du théorèmeZ. En effet,

à I'ordre 2,

en utilisant les conditions exigées par I'Alternative de Fredholm, on trouve

que:

orâr  - i {D,  =9,  d 'où â1 =(D1 =0,

v, ( s ) - (Z|o 
"- 

Ifu )-t S, (W0, Wo ) "'t' 
- 2Ko-1Fw(W0, % ) -

(2iio 
"+ 

Ko )-t Fo, (wo, % ).-to.

Il vaut mieux aussi faire le calcul à I'ordre 3 pour avoir un résultat non

trivial pour a et û),

à I'ordre 3,

de la même façon, on obtient:

-azor * itDr=

fi f;Trror( \ ( s ), v, ( s ) ) + sg ( \ ( s ), \ ( s ), \ ( s ) ), wo* ) e-i'ds

=(4F02(V/0, Ko-tF, (W0, % ll + 3%3 (v/0, wo,wo )

ûF*{lo,{2ico" - K0rtqr(w0,v/o)),w0.). (ry-16)

On continue la détermination de o)p, âp, Vn(s) et on montrerait ensuite que

azp+t=@2p*l= 0, yp>_0. pour plus de détails concernant ce calcul, nous

renvoyons le lecteur à Qooss G. et Joseph D. D., 1981).

On a donc une méthode constructive pour obtenir la branche périodique

U(t)=y1s) de (IV-6) au voisinage du point de bifurcation avec:
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lvtrl 
- e\ (s) + ,'Yr(s) + o(e3 )

]a=arez+o(ea)

f r=6"* @rE2 +o(ea)

W-5) Conclusion

Les bifurcations de Hopf ont donné lieu à un grand nombre de travaux,

motivés par l'étude des systèmes dynamiques et de la transition au chaos. On

peut citer le cas d'une bifurcation de Hopf double (deux paires de valeurs

propres complexes conjuguées Eaversant simultanément I'axe imaginaire, ce

problème est traité par G.Iooss, 1975) ou I'interaction entre une bifurcation

de Hopf et une bifurcation stationnaire (Cette étude a été fait par

W.F.Langford, (1979)) ou de bifurcations dégénérées (deux valeurs propres

simples traversent I'axe imaginaire, mais non strictement. Par exemple,

E(0) = 6'(0) = ("(0) = 0, €"'(0) * 0, où 6 est la partie réelle de I, ce

problème est traité par H.Kielhofer, 1979), ainsi que de nombreuses

applications.

En revanche, il y a peu de Eavaux sur l'étude des bifurcations de Hopf par

des techniques numériques génériques coûIme la méthode des éléments finis.

pour cela, nous détinirons au chapitre V un indicateur de bifurcation de

Hopf qui pouna permettre la détection numérique de points de bifurcation

de Hopf pour des systèmes à grand nombre de degrés de libertés. Nous

proposons aussi des techniques asymptotiques-numériques Permettant de le

calculer. Puis au chapitre VI, on va présenter un premier pas vers

I'application de ces techniques asymptotiques-numériques aux équations aux

dérivées partielles de Navier-Stokes.
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Vl ùÉTERMINATION DES POINTS DE BIFURCATION DE

HOPF PAR UNE METTTODE ASYMPTOTIQUE-

NUMÉRIQUE (M.A.N)

V-1) Introduction

Nous avons vu au chapitre Itr que les méthodes asymptotiques-numériques et

les approximants de Padé pennettent de trouver de bonnes représentations

des branches de solutions périodiques. Or ces solutions périodiques

apparaissent souvent .par une bifurcation de Hopf pour les problèmes

dissipatifs: c'est souvent le cas pour les instabilités des écoulements Ia3] ou

pour les problèmes d'interactions fluide-structure [39] dont l'étude va être

abordée prochainement au laboratoire. D'un point de vue pratique, il est

souvent suffisant de détecter le seuil d'instabilité, I'ingénieur cherchant à

éviter les zones post-critiques où la vibration se développe de façon

importante.

Notre objectif est de mettre au point des algorithmes pour déterminer des

points de bifurcation de Hopf qui soient applicables à des résolutions

numériques d'équations aux dérivées partielles. Pour le flambage des

stnrctures minces, ces algorithmes existent et sont utilisés dans les grands

codes de calculs de structures. Des algorithmes de type asymptotique-

numérique ont été proposés au laboratoire (E.H. Boutyour, B' Cochelin, M'

potier-Ferry, 1994), dont nous allons rappeler le principe sur un système à

un seul degré de liberté. Considérons I'exemple d'une barre rigide, dont

l,extrémité inférieure mobile est retenue par un ressort de torsion élastique

k, et qui est soumise à une force verticale 7v exercée sur la partie supérieure

de la bare.
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Figure V- l: Modèle à un seul degré de liberté.

L'équation d'équilibre de la barre s'écrit:

k0- i l s in0-0

Cette équation admet une solution fondamentale 0 = 0 et une solution

bifurquée A=k?/lsin0 qui se coupent au point de bifurcat ion ((0=0,

)"-kl/). Pour caractériser ce point de bifurcation, on cherche à résoudre

une équation perrurbée et linéarisée autour de 0 - 0:

(k / I -  1)A0 -  AF

où A1t représente une force perturbatrice horizontale appliquée à

I'extrémité de la barre selon la direction x, et A0 est la réponse en terme

d'angle. On détermine donc les points de bifurcation comme les zéros de la

fonction Ap(l) pour A0 frxé. La fonction A1t(1") est donc un indicateur

de bifurcation, qui représente la rigidité du système en fonction de la charge

t .

I
ï

I
I

Jp
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Ces travaux ont donc permis d'utiliser un indicateur de bifurcation Att()")

qui s'annule aux points de bifurcation ou aux points limites de systèmes à

grand nombre de degrés de libertés. On trouvera dans la thèse de E.H.

Boutyour, (lgg4) la définition de cet indicateur Att(h),les détails de la

méthode asymptotique-numérique permettant de calculer numériquement

cette fonction, ainsi que des tests qui montrent I'effîcacité de cette démarche.

Dans ce chapitre, nous allons proposer une méthode comparable pour la

détection de bifurcation de Hopf. Dans ce cas, la pulsation c) des vibrations

près du seuil d'instabilité est aussi une inconnue. Nous allons donc

rechercher f indicateur de bifurcation comme une fonction de deux variables

p(a,or), "a" étant le paramètre initial du problème et or étant la pulsation

des petites oscillations. Nous étudierons les propriétés de cette fonction, nous

établirons une méthode de calcul de cette fonction et de caractérisation des

points de bifurcation. L'efficacité de cette démarche sera testée sur des

équations différentielles à petit nombre de degrés de libené.

V -2) Une caractérisation des points de bifurcation de Hopf

V-2-1) Principe de la méthode

On considère l'équation différentielle suivante dans Ro:

du _,
a' 

= F(u' a)'

où ''a, est un paramètre de bifurcation. La

stationnaire (pil exemple U=0) est caractérisé

associé qui s'écrit:

(v-1)

stabilité d'une solution

par le problème linéarisé
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#= K(a)u,

où K(a)=$$ f o, ul.

(v-2)

Notre objectif est de chercher une valeur critique a" telle que toutes les

valeurs propres de K(a") ont leur partie réelle négative, sauf deux, qui ont

cette partie réelle nulle (voir chapitre W). Lorsqu'une valeur propre reelle

change de signe, il y aura une bifurcation de solutions stationnaires. C'est le

cas étudié au laboratoire par E.H.Boutyour (1994). Lorsqu'une paire de

valeurs propres imaginaires traverse l'axe imaginaire pur en *iOrc, il y

apparaît des solutions périodiques dont la pulsation sera au départ voisine de

o.. C'est ce qu'on appelle une bifurcation de Hopf'

Un point de bifurcation de Hopf ac pour le système (V-1) est donc

caractérisé pat l'existence d'un couple de valeurs propres imaginaires pures'

soit par I'existence d'une pulsation (Dc (cO" e R) et d'un mode propre

complexe u" (u" € Cn) tel que

K(a.)u. : io)"u" (v-3)

En statique, les grands codes de calculs de structures permettent d'étudier la

stabilité des solutions d'équilibres en étudiant la matrice de rigidité tangente

( dans les cas considérés, elle est syméfique). Pratiquement, on cherche le

plus petit pivot de cette matrice ou on regarde le signe du déterminant qui

s'obtient facilement dans une méthode de décomposition de CROUT. Il

n'aurait pas été évident d'appliquer une technique de ce type pour des

bifurcations de Hopf parce que la matrice n'est pas symétrique et parce que

la caractérisation (V-3) fait apparaîfe deux paramètres réels ac et cÙc.
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C'est pourquoi nous avons cherché à définir un indicateur de bifurcation de

Hopf, comme E.H.Boutyour (1994) a défini un indicateur de bifurcation

statique. On introduit donc une force de perturbation harmonique ayant une

pulsation donnée or. Le problème perilIbé et linéarisé est le suivant:

#=K(a)u-t'ft ' ' '
(v-4)

où il est un vecteur de C" représentant la forme de la perturbation et /, est
U

un nombre réel représentant I'intensité de cette perturbation.

Bien sûr une solution de (V-4) sera harmonique et son amplitude u

(u(t) = ueiot) vérifie:

K(a)u-icou =Wt (v-5)

En gros, I'idée sera de chercher I'amplitude de la perfurbation p(a,or), puis

les zéros de cette fonction p(a,co) pour caractériser la bifurcation, cornme

en statique. On veffa néanmoins qu'il faudra modifÏer I'algorithme statique

car la fonction p(a,co) est ici une fonction de deux variables a et o). Donc

l'équation p(a,co)-Q devrait posséder des branches de racines a(co) ou

o(a). Mais on verra que I'indicateur !r(a,ol) possède des propriétés

particulières.

V-2-2) Un algorithme de suivi de valeurs propres ?

Un point de bifurcation ac de Hopf pour le système (V-1) est donc

caractéris é pat l'existence d'un couple de valeurs propres imaginaires pures'

soit par I'existence d'une pulsation (Dc (ol. e R) et d'un mode propre

complexe u" (u. € Cn) vérifiant (V-3).
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Une idée aurait été

Lr(a)  ,  . . . . . . ,  ) " r (a)

de suivre numériquement les valeurs propres A'r(a),

de la matrice K(a), qui obéissent à l'équation

K(a)u(a)  =  À(a)u(a)

D'après la théorie des perturbations de valeurs propres (Kato, 1966), les

éléments propres À(a), U(a) dépendent de manière analytique de "a" tant

que la valeur propre est simple. Il était donc parfaitement envisageable de

suivre ces éléments propres par une technique asymptotique-numérique'

Néanmoins, pour un grand système, il était exclu de les suivre toutes' Il

aurait également été dangereux de n'en suivre qu'une ou deux, car le mode

instable pour a=àc ne provient pas forcément de la continuation du mode le

moins stable Pour â1àc.

Mais cette idée de suivre numériquement quelques éléments propres avait un

inconvénient plus grave dans un cadre analytique-numérique' En effet' il

arrive que des branches de valeurs propres se coupent (figure Y-2)' ce qui

fait apparaître des valeurs propres multiples qui sont au moins d'ordre deux'

Figure V-2: évolution des valeurs propres complexes'
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Le comportement de ces valeurs propres au voisinage de I'un- de ces points

exceptionnels aB est qualifi é par des groupes cycliques qui se forment en

obéissant à la loi de permutation. Le nombre d'éléments de chaque goupe

Gr s'appelle période et est noté P. Or les valeurs propres ne sont plus des

fonctions analytiques près de a6, mais se représentent par des séries entières

de (a - ar )1/P'

In (a) - Às * crloh (a - as;1/P a o,zra'2h (a - ae 12tP a

où ar  -exp(27c i /P) ,e t  I r= Io(ar )

K(a")u1 = -(Dcu2

K(a" )uz = (D"ur

YheGp

La gestion numérique de ces branches de valeurs propres n'aurait donc pas

été facile. C'est pourquoi nous avons choisi de chercher directement la

valeur critique, en ignorant l'évolution complexe des valeurs propres avant

I'instabilité.

V-2-3) Un indicateur de bifurcation de llopf

Commençons par transformer le problème de valeurs propres complexes

(V-3) en un problème ne contenant que des nombres et des vecteurs réels. A

cet effet, on introduit les parties réelles et imaginaires du mode u":

Uc=Ul+ iU2 (v-6)

En reportant (V-6) dans (V-3) on obtient deux systèmes réels en ur et u2

(V-6-a)

(v-6-b)
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que I'on réêcnt sous forme matricielle:

f(a",cD")V" = 0, (v-7)

ou

Avec les transformations ci dessus, on est artivé à caractériser le point de

bifurcation de Hopf par un problème réel à deux paramètres dont la

d.imension 2n est doublée par rapport à (V-1). On cherche à déterminer un

couple de nombres réeis (a", olr) et un mode U . Rt" vérifiant le système

linéaire (V-7).

Ici, on caractérise notre point de bifurcation de Hopf en considérant le

problème linéarisé et perhrbé suivant:

f (a, ol)V(a, co) - P(a, ro)f , (v-8)

où f un vecteur constant donné dans R2n , et p(a, or) I'intensité de la

perturbation, qui dépend des deux paramètres a et a. Le système (V-8)

comporte deux inconnues V(a, a)eR2' et p(a,co)eR. Pour que (V-8)

admette une solution unique, il faut imposer une condition supplémentaire

car nous avons 2n équations pour 2n+l inconnues. Une telle condition a

souvent été proposée dans les méthodes asymptotiques-numériques'

L'utilisateur s'arrange pour trouver la bonne condition qui pourrait mieux

réaliser les résultats espérés (voir chapitre tr). Notre choix est semblable à

celui adaptée en statique. C'est une projection du vecteur inconnu V(a,a)

sur la direction V(0,0) vérifiant l'équation (V-8) en a = 0) = 0, c'est à dire:

:1",] e'[ ""=[;)
[+K(a)

f (a, crr; = ;
L-col
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f( 0, 0 )V ( 0, 0) - 1t( 0, 0 ) f (v-.e)

Autrement d,it, si la matrice T(0,0) est inversible' on pose les relations:

< V(a,o),V(0,0) >= cte =( f(0,0)-1f,V(0,0) >, (V-10)

la constante cte étant choisie par exemple en sorte que

I t(0,0) - l  -

En résumé, au lieu de chercher à résoudre l'équation (V-3) caractérisant les

bifurcations de Hopf, nous définissons un indicateur de bifurcation p(a,ol)

par (V-g) et (V-10), le vecteur fe R2n étant choisi arbitrairement. Il reste à

voir comment cet indicateur peut permettre de définir le point de

bifurcation de HoPf.

v-2-4) Propriétés de I'indicateur de bifurcation F(a'al)

Théoriquement, la recherche du couple (a., {D" ) vérifiant le système (V-3)

est équivalent à trouver (a" , o), ) tel que Fr(a. ,0. ) = 0 dans l'équation (V-

8). Comme p(a,co) est une expression réelle qui dépend de deux

paramètres, les solutions (a.,{D") ne devrait pas êfe isolées' Ainsi, pour

déterminer le couple a et OJ d'une manière unique, it faudrait un système à

deux équations en a et CO. Le théorème ci dessous montre comment on Peut

résoudre cette difficulté.
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Théorème1:

Soit f(a,or) une matrice d'ordre 2n déftrl.€ Pâr,

:",1
où K(a) est une matrice carrée d'ordre n. Soit f e R2n tel que

cte =1 fI ( 0, 0) f ,v ( 0, 0) >* 0.

Alors I'indicateur de bifurcation

valeurs exceptionnelles de a et 0l -

que

p(a,co) est bien défini, sauf pour des

C'est une fraction rationnelle de al telle

p(a, co) = num(a, to) / den(â, @),

num(a, or) = ldet(K(a) 
- ioll)12 > 0.

(v-11)

(v- 12)

où num(a,ol) et den(a,at) so@

La formule (V-11) montre que les zéros de l'indicateur p(a,co) coincident

avec les zéros de la fonction num(a,co) - sauf dans les cas exceptionnels où

le dénominateur den(a,co) s'annule en même temps que num(a,or)-' La

formule (V-12) esr la propriété essentielle de I'indicateur. En effet le

numérateur num(a,cO) est toujours non négatif, car c'est le module au caré
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d'un,nombre complexe: trouver les zéros revient à annuler la partie réelle et

la partie imaginaire de det(K(a)-icol), ce qui fournit bien dêux équations

pour les deux inconnues a et ar.

Les fonctions à annuler p(a,ol) ou num(a,o) n'ont donc que des racines

doubles. C'est ce qui explique qu'il est possible de déterminer deux nombres

réels, le paramète a et la pulsation al, à partir d'une seule équation scalaire

F(a,al) = 0.

En pratique les valeurs critiques pourraient être caractérisées par les

conditons de racine double (figure V-3):

(v-13)

Figure V-3: Un paraboloide qui illustre les zéros de num(a,or).

En partant de l'équation (V-8) et en Posant

[âlu* tu,.o) = o
lou

[.H,",.o)=o

, --(Y,;), 
" 

, =('À)'ù ur ,uz,rPr 12€ Ro'
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on arrive aux deux systèmes suivants:

(v-14)

Multplions les équations (V-14) par K(a), et substituons l'une dans I'autre.

On obtient donc deux problèmes séparés et indépendants dans Rn.

l<*' 
(a) + or2l)u, = IrBr(a, co)

{ 
'  (v-ls)

Itr2<al 
+co2l)u, = FBr(a,ar)

où gr(a, rrr,)= -afz+ K(a)f, et gr(a,<o) = aTr+ K(a)fz.

On désigne par Uir et Uiz les composantes des vecteurs U1 et U2.

Alors la résolution des équations (V-15) par la méthode de Cramer donne:

Ur'(u, or) = p(a, to) ' ' --ti(::'-T )* 'Gt(K'(u) + o2I) '

lJz'(u,to)=F(a,tlffi,

V(a,co)=t(u,t)#,

où / est le vecteur vérifiant' o =(o^'r) avec i eft'n)'

[K(a)U, 
+arU, = Ff,

{

f 
K(a)U, - tU, = Vf ,

i ell,nf

i efl, n]

où /tl et Ai z pour i efl,n] sont les déterminant obtenus en résolvant les

systèmes (V-15) par la méthode de Cramer. Ils dépendent des deux variables

aet 0). Par suite le vecteur solution du système CV-8) s'écrit:
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La condition (V-10) imPlique que,

< V(a,co),V(0,0) >= llV(0,0)il2 = Utu,tlffi'

par suite on en déduit que I'indicateur de bifurcation est une fraction

rationnelle en co:

F(a,co)=llv(o,offfi. ry-16)

On en déduit que,

[ r (a,o l )=0 <+ num(a'o)=0

sauf si le dénominateur < A(a,ol),V(0,0) > est nul'

On remarque pa.r ailleurs que,

det(K2 (a) + or2l; = det((K(a) + ioilXK(a) - ioil))

=det(K(a) +iorl)det(K(a) - icol)

=ldet(K(a)-itol)12 >0

Posons donc

num(a, or) = ldet(K(a) - icol)12

Donc une bifurcation de Hopf se caractérise par un zéro de la fonction

num(a,co), qui est toujours positive ou nulle. Il s'ensuit que toute valeur

(a.,cD.) qui annule ce numérateur réalise aussi un minimum de !a fonction

num(a, co) et satisfait donc les deux équations:
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ânum, \
Ë(a" ,@")=o

H(a",or")=o

Démonstration

l) Comme num(a, co)=det(K2(a) + co2l) et K(a) est une matrice cafiê

d'ordre n indépendante de 0), on peut remarquer facilement que num(a,cO)

est un polynôme pair de degré 2n en a.

1) La fonction num(a, ol) définie par CV-12) est 1n polynôme pair de degré

2n en ro.

2) Supposons le vecteur f choisi en sorte Que f2=Q ( on aurait les mêmes

résultats si f1=Q). Alor's le dénominateur den(a,co) est aussi un polynôme

pair de degré 2n-2 en o)

3) Supposons de plus que la matrice K(a) est une fonction affine du

paramètre "a". Alors p(a,CO) est une fraction rationnelle aussi par

au paramèEe "a", num(a,CO) et den(a,rO) étant des polynômes en a et en

co. Ces polynômes se mettent sous la forme:

num(a, co) = û)2n + P2 (a)o12"-2 +.. . .  +P2n (a),

den(a, or) = Qr (a)co2n-Z + Qg (a)o2n-4 +. . . ..*Q2.,-r (a),

(v-17)

(v-18)

où Prl(a) sont des polynômes de degrés 2i en "a" et Qzi-r(a) sont des

polynômes de 2i-1 aussi en "a", Pour i e[1,n].
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2) Dlaprès la démonstration du théorèmel, den(a,ar) est un produit

scalaire, que l'on peut écrire comme solnme de deux tennes:

den(a,  or)  =< À(a,  o) ,  V(0,0)  >
n

=2trtta,to)u1i(0,0) + Nz(a,co)uz'(0,0)), (v-19)
i=1

où Uri10,0;, Uzi(0,0) sont les composantes du vecteur V(0'0) qui

dépendent de f, et où dr, Nz sont les déterminants définis dans la

démonstration du théorèmel et qui interviennent dans la solution des

équations (V-15)

Si on prend pæ exemple f2=Q, on trouve à partir de l'équation (v-15-b) que

U2i(0,0;=0 pour tout i e [1,n]. Par suite, den(a,to)se réduit à:

Il reste donc à chercher le degré en û) des déterminants l$t. A cet effet,

regardons la forme matricielle détaillée de l'équation (V-15-a)'

den(a,or)
i=1

grr (a) + o)z En@). 
" 

gtn ça)
Éàiul szz@) + a,. . . . : r"  (u,

gor (a) gnz@) g* (a) + a2

(v-20)

-url

Y"
Uro

(v-21)
Ittt (u)

I h'(u)=ul :
Lh" (a)

où gij (a) et hi (a) sont des fonctions en a' indépendantes de la variable or'

Il est donc clair que les Ar sont des polynômes pairs de degrés inférieurs ou

égaux à2n-2en o. Par conséquent, den(a,co) est un polynôme pair de

degré 2n-2 en to.

Si f1 = 0, on fait le même raisonnement, et on obtient le même résultat'
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3) Supposons en outre que K(a) dépend linéairement de a. Dans ce cas, les

fonctions gi;(a) et hi(a) sont polynomiales en a, telles quê |e degré de

chaque gu(a) ne dépasse pas 2 et celui des h1(a) est égal à 1.

En tenant compte de ces propos et avec une démonstration par récurrence

sur ]a dimension du système matricielle (V-21), on trouve que le num(a,or)

et le den(a,ro) sont des polynômes en a et en crl, donnés par les formules

explicites (V-I7) et (V-18) du théorème2. Par suite, p(a,co) est une

fraction rationnelle de a et de or.

Conséquences fondamentales du théorème2:

1- En faisant le développement de Taylor au voisinage de G)=0, du

polynôme (v-17) sur le polynôme (v-18) jusqu'à I'ordre 4n-2 ( cet ordre

est exactement égal à la somme du degré de (V-17) et celui de (V-18) en 61),

on obtient I'expression analytique:

lr(a,<o) = us . mo)2 + ffi (D4 +
R^ (a)

+Ëfttt4n-2 +o"(o4"), (Y-22)

où les Q2o-r(a), Pro(a), Roo-r(a), sont des polynômes de degrés

respectivement 2n-1, 2n, 4n'3,.... en "a".

On peut donc remarquer facilement que les coefficients du polynôme $r-22)

en û), sont des fractions rationnelles qui sont équivalents respectivement à

"a", !la, llas ,.....,1 | a4o-3, lorsque "a" est suffisamment grand'

2- Dans la suite, on essaiera d'identifier les fraction rationnelles (V-16) et

(V-22) à partir d'un polynôme à deux variables lequel awa êtê obtenu par

une technique de perrurbation. Il est donc important d'évaluer le nombre de
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monômes qui sont nécessaires pour identifier exactement la fraction (V-16).

Ce nombre "NM" s'obtient facilement à partir de (Y-22) en développant au

voisinage de a=0les facteurs des puissances de la variable to. De plus si n est

la dimension du problème alors,

NM-(4n- I )+(8n-5)+(1 2n-9)+.. -.. . . . . .+( 8ot - 8n + 3)

= 2n(4n2 -2n +l).

On peut conclure que si la dimension n du problème est assez grande, on

dewa calculer un nombre énorme de monômes.

3- Les conséquences 1) et 2) vont nous guider pour la stratégie numérique

applicable à une série entière à deux paramètres. Bien entendu, cette

stratégie sera construite par une procédure d'approximants de Padê

consistant à transfonner la série entière à deux paramètres sous forme d'une

fraction rationnelle.

pour ces raisons, on va calculer maintenant I'indicateur de bifurcation par

un développement en série entière.

v-3) Calcul de I'indicateur de bifurcation par une méthode

asymptotique'numérique

v-3-1) Représentation de I'indicateur par des séries entières

La résolution du système (V-8) et (V-10) par la méthode de Cramer (voir

démonstration du théorèmel) a montré que si la matrice K(a) est une

fonction analytique de " a", alors le vecteur V(a,A) et I'indicateur P(a,A)
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sont des fonctions analytiques de a et o), le plus souvent des fractions

rationnelles.

Dans un premier temps, on se propose donc de chercher V(a,al) et p(a,ol)

sous la forme de séries doubles en a et 0)

v(a,cD) = Ëiaiojv(i, j) = Ëiu'-ir:v(i - j, j) (Y-23-a)
i=0 j=0 i=0 j=0

F(a,co) = Ii,aicojp(i, j) = iiat:oJp(i - j, j) (v-23-b)
i=0 j=0 i=0 j=0

Or, puisque K(a) est une fonction analytiqu e de a, on peut écrire que

K(a)=Ko+f i r  +azKr+.

où, les Ki (i=0,1 ,2,.........) sont des matrices connues. Ce qui donne

[Kn o l  l-o I l  [Kt o ].  r[Kz o lr(a,crr) = 
L;" Kol*tL-t o.l*ulo^ *,1*u" Lo 

- 
*r.l*"""'

soit

f(a,co) = Lo + olM +al.r + uzLz+...""""

Donc, généralement on Peut écrire:

æ

f (a ,co)=olM+)a i1- ,
i=0

M et L, étant des matrices indépendantes de a et co'

Remarques:
-" Ko inversible" est équivalent à" Lo inversible".
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-pour balayer I'axe imaginaire, on poura développer des séries entières au

voisinage de a=@0 (c'est à dire @ëa-@6), et on remplaceta Lo par

L, * @oM, figure (V-4).

Figure V-4.

Si on reporte (Y-23-a) et (V-23-b) dans (V-8), on obtient une séquence

d'équations dont la résolution demande I'inversion d'une seule matice L6;

à I'ordre 0

à I'ordre a

à I'ordre ar

à I'ordre arrl

L'V(O,0) = p(0,0)f ,

LoV(1,0) - p(1,0X - LIV(0,0) '

LoV(0,1) = p(0,lX - IVIV(0, 0),

LoV(l,1) = p(1,l)f - MV(l, 0) - L1V(0, 1),

(Y -24-a)

(v -24-b)

(Y-2a-c)

(v-24-d)

à I'ordre aP o)q

P

LoV(p,q) = p(p,qX - MV(p,q - 1) - It,t(n 
-i,q),

l = l

V(p,-1)  -  Q.
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Pour résoudre ces problèmes, on tient compte de la condition

d'orthogonalité qui se réduit à:

< V(i, j),V(0,0) >= 0, i+j>g et tt(g,0) = 1'

Cette condition va nous pennettre de déterminer tous les coefficients p(i' j)

pour i+j>0. En effet:

à I'ordre 0: V(0,0) = L:lof

e t  P(0 ,0)=1,

(Y-25-a)

à I'ordre a: on trouve successivement

Pour résoudre les équations à I'ordre aPo)q, posons:

P

Fn,o = MV(P,q - 1) + )L,v1P 
- i,q)"

i=1

Alors (Y-24-d) devient

L'V(P,q) = !r(P, qX - X,o'

Tous les termes des séries entières (Y-23) sont alors obtenues par les

équations (V-25-a) ainsi que pal les équations suivantes.
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Pour p+q>O,

(v-25-d)

V(p,q) = p(p,q)V(0,0)- Fto[,o

V-3-Z) Représentation

approximants

I'indicateur de bifurcation par des

Padé

V-3-2-1) Principe de la représentation

On a vu que la fonction p(a,co) est une fraction rationnelle des deux

variables a et co. Il est donc tout à fait naturel de retraiter la série (V-23-b)

en la remplaçant par. un approximant de Padé, comme cela a étê fnt avec

succès pour des bifurcations stationnaires. Jusqu'à présent au laboratoire on

n'a utilisé que des approximants de Padé pour des fonctions d'une seule

variable. Pour une fonction d'une variable, un approximant de Padé est

défini par les degrés des deux polynômes au numérateur et au dénominateur.

Même dans ce cas plus simple, ces choix doivent être faits avec soin

(B.Cochelin, N.Damil, et M.Potier-Ferry, 1994), (chapitre III de cette

thèse). Bien entendu, ce choix est encore plus délicat avec deux variables. En

effet il n y a pas une unique approximation rationnelle pour ces séries

doubles. Chaque auteur propose sa propre méthode suivant les conditions et

les propriétés imposées par le problème en question. Nous renvoyons le

lecteur à (J.S.R.Chislorn, 1973). On peut donc utiliser différentes techniques

ou en inventer d'au6es. A cet effet, on va proposer maintenant une stratégie

simple dont on testera I'efficacité pour des exemples à deux ou à trois

dimensions.

P(P'q) = 
*fu'X,o'(L-'o).v(o'o) 

>'

de

de
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En gros, notre technique consiste à réécrire la série double (V-23-b) sous la

forme suivante:

où fr(a) sont des polynômes de la variable a'

Après on remplace les fonctions scalaires fr(a) par les fractions rationnelles

convenables, qu'on note Pj[L, ln{.,]ta). Ainsi la formule (Y-26) devient:

F(a, co) = i f. (a)coj
j=0 :

p(a,co) = 
ât,[ti 

/ Mi]c"x'r

(v-26)

(Y-27)

On obtient donc un polynôme en co dont les coefficients sont des fractions

rationnelles en "a". Pat suite, on retransforme (V-27) sous la forme d'un

approximant de Padé par rapport à or. On désigne ce nouvel approximant

par p[L / M](a,co) où L et M sont les degrés respectifs du numérateur et du

dénominateur par rapport à la variable 1l). Le choix des ordres

Li, Mi, L, et M n'est ni évident ni arbitraire, il se fera en tenant compte

des résultats énoncés aux conséquences du théorème2.

v-3-2-2) Une stratégie pour représenter I ' indicateur de

bifurcation à I'aide d'approximants de Padé

Nous présentons ici une stratégie d'approximants de Padé qui conduit à la

solution exacte donnée par (V-16), lorsque la matrice K(a) est une fonction

affine de "a" et le vecteur f est choisi tel que par exemple la composante

fz=g. Selon ce choix de f, on trouve automatiquement à I'aide d'un calcul

sur le logiciel Maple que les représentations (V-23) en séries entières sont
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paires en o (i.e., tous les coefficients p(i,j) de (Y-23-b) sont nuls, lorsque

j est impair). Par conséquent les formules (V-26) et N-27) deviennent:

p(a,co) = f fr,1a)co'j,
j=o

p(a, ro) - Ënr,[t zi tM,f1a]D2j.
j=o

Po[2n l2n- 1](a) soit  d'ordre "a",

Prl4n-3 | 4n-21(a) soit d'ordre lla,

Po[6n - 6 t 6n- 3](a) soit d'ordre lla3 ,

Pu[8n - 9 / 8n - a](a) soit d'ordre Llas ,

(v-28)

(v-2e)

En outre, selon les résultats du théorème2 et ses conséquences, on peut

tronquer la série (V-28) à I'ordre N=4n-2 par rapport à ar et on choisit les

ordres Lzi et M2; ( e [0,N l2]) de la formule (Y-29) de telle façon que

pour "a" grand:

j=0

j=1

j=2

i=3

(V-30-a)

(v-30-b)

(V-30-c)

(v-30-d)

j=N/2 e*[+n2 - 6n + 3 | 4n2 - zn](a) soit d'ordre 1/aN-1. (V-30-e)

Finalement, on retransforme la formule (Y-29) obtenue par la procédure

(V-30), sous la forme du nouvel approximant de Padé PIL|M](a,ol)

vérifiant L=Zn et M=2n-2 par rapport à la variable or. Autrement dit, pour

co grand

Pl}n l2n-2](a,co) est d'ordre cù2. (v-31)

On verra plus loin dans les exemples à deux ou trois dimensions que cette

stratégie conduit toujours la série (V-23) à la fraction rationnelle exacte de

I'indicateru de bifurcation (V-16)
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V-3-3) Quelle stratégie pour un système à grand nombre de

degrés de libertés?

La stratégie précédente (V-30) et (V-31) est une première application sur

des exemples à petits nombres de degrés de libertés. Dans ce cas, elle va se

rêvêler efficace. Mais notre objectif est de la tester à des systèmes à grands

nombres de degrés de libertés. Il s'agit des problèmes dissipatifs

d'interaction fluides-structures. A priori, I'application directe de cette

stratégie ne serait pas automatique et évidente pour ces grands problèmes'

En effet, la difficulté apparaîtrait lors de la fransformation des séries (V-23)

sous forme de fractions rationnelles. Plus exactement, cette stratégie

nécessite un grand nombre de termes des séries entières (V-23), c'est à dire,

si on est en dimension "n" (n est suffisamment large), la série en a et en o)

doit comprendre 2n(4nz -Zn+l) coefficients (voir conséquences du

théorème2), ce qui serait délicat à gérer. Pour cela, on va essayer d'adopter

d'autres stratégies, dans le but de réduire les ordres exacts Li, Mj, L, et M

des approximants de Padé de la stratégie (V-30) et (V-31). On verra bien

que ces stratégies réduites sont aussi efficaces pour les mêmes exemples à

deux ou à trois dimensions. En élaborant des progralnmes en langage Maple,

on a pu traiter plusieurs exemples, en utilisant ces nouvelles stratégies.

En résumé, afin de metEe en évidence I'efficacité de ces stratégies réduites

pour trouver les points de bifurcation de Hopf, on a traité plusieurs

modèles, parmi lesquels on va en présenter quatre exemples à 2 ou 3

dimensions. I-e calcul sera fait par trois façons différentes dont deux ont été

citées auparavant: d'une manière exacte, on utilise I'indicateur de bifurcation

défini par (v- 16) ou le num(a'co) = det(K'(a) + û)2I)' Et

approximativement, on adopte la représentation de l'indicateur de
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bifurcation donnée par les approximants de Padé (autrement dit, par

I'application de la stratégie (V-30) et (V-31) ou d'autres plus réduites à la

série CV-23-b) de p(a,ol). Une fois, que I'on a obtenu p(a,ol) sous forme

d'une fraction rationnelle par I'une ou I'autre méthode, on cherche les points

de bifurcation de Hopf à travers la résolution du système (V-13). On

rappelle que ce système est obtenu à partir du numérateur de la fraction

rationnelle p(a,o).

Tous les calculs qui vont suiwe, ont étê réalisés au moyen du logiciel Maple.

V-4) Exemples d'aPPlications

V-4-1) Premier exemPle

A titre d'application reconsidérons I'exemple déjà traité au chapitre IV, tel

que le cycle limite stable entoure l'équilibre instable avec une amplitude

proportionnelle à (a- a")rtz:

La matrice Jacobienne au point stationnaire (0,0):

(a -1 \
K(a) = 

[r  +").

Les points critiques I â" = 0, tD" = +1

trouvons ces points par les méthodes suivantes citées auparavant. Ici, f est

choisi égal à (1,1,0,0).

{*=-r+x(a 
-*2 -y2)

Lt=*+y(a -x-vz)
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Calcul direct du point de bifurcation de Hopf

Pour calculer ce point, il suffit d'exprimer le numérateur de la fraction

rationnelle exacte (V- I 6),

num(a,co) = crl4 + Z(az -1)co2 +(a2 +l)2, (v-32)

après, on résout le système (V-13) suivant qui donne simplement le point de

bifurcation de Hopf (0,1).

f ôlu* (u, co) = 4ari.2 + 4a(a2 + 1) = g
lâu
{

| âlu* tu, û)) = 4or3 +  ol(az - 1) = o
L âor

Utilisation de Ia stratégie (V-30) et (V-31)

La dimension du problème est deux, on tronque donc la série double (Y-23)

à I'ordre N=4n-2=6 par rapport à ol:

lr(a,r,r) = l + az + (-l + 4a2 - 4aa)al2 + (4a2 -8aa + l2a6 - 16a8;ol4+

(4a2 -l2aa +24a6 - 40a8 + 60a10 -84ar2)co6 + or{co8). (v-33)

On détecte notre point de bifurcation en appliquant la stratégie avec les deux

procédures principales (V-30) et (V-31) à la série (V-33). Finalement, on

trouve I'approximant de Padé Pl4l2](a,ol) qui est bien égal à la fracton

rationnelle trouvée par le calcul exact, son numérateur étant donné par le

polynôme N-32).
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V -4-i2) Deuxième exemple

Ici, nous reprenons I'exemple traité analytiquement dans le chapitre W:

x--y
j '= sin(x )cos(x)22 - sin(x ) - aY

-)
ù=#(cos(x) - l  l2)

{ J

Le point stationnaire est: X*=(arccos(l l2) '0'"1î) '  et la matrice

Jacobienne au point stationnaire X.:
:

(o t o

K(a) =l+ -a ElL
[ -10 0

D'après l'étude analytique faite dans le chapiUe IV, cet exemple a pour

points critiques: ac = ̂ ,16 I 3, ac - "16 t Z -

On va essayer donc de trouver ces points critiques, en utilisant la formule

exacte (V-16) de p(a,o) et sa représentation par les approximants de Padé '

Dans cet exemple, on choisit f, telque f=(1,0,0,0,0,0)'

Calcul direct du point de bifurcation

En faisant, le calcul de I'expression exacte (V-16) de I'indicateur de

bifurcation, on obtent:

p(a,co) = , (V-34)
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où num(a,(D) = t6 * (u2 -3)a4 + (-{oa +9 | 4)az +3 t 2'

On a \ r que les points de bifurcations de Hopf se caractérisent par les deux

équations (V-13):

La résolution de ce système à I'aide du système Maple donne exactement les

points critiques trouvés. analytiquement.

Remarque importante

On peut remarquer facilement que si le terme Qro-r(a) du dénominateur

(V-18) est une constante, c'est à dire, ne dépend pas de rra'r (ici,

ern-r(a)=3t2 etn=3), alors les facteus des puissances de la variable o dans

la formule (Y-22) ne sont plus des fractions rationnelles, ils deviennent des

polynôme en "a". Dans ce cas, I'utilisation de la stratégie ne nécessite pas le

passage par la première procédure (V-30). En fait, on passe directement à

I'application de la deuxième procédure (V-31); qui est ici égale à

P[6 / 4](u,co). C'est ce qu'on va voir maintenant.

Padé

La stratégie (V-30) et (V'31)

Ici, on est en dimension n=3, donc il suffit de tronquer la série double (V-

23-b) à I'ordre N=4n-2=10 par rapport à co. Plus exactement, on doit

calculer 16 coefficients tt(i, j) de la série scalaire (V-23-b). Par suite on a:

f$,",(D) 
= 2,o4a-^[-6o'2 -o

i
f$,",o) 

= 6ar5 + (4u2 -r2)a3 +2?^l-ea+g l4)co -- 0
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p(a,or) = I +(-.f6a | 3)a2+ (-l + (.16 | 2)a)a4+(13 | 6 - (r746 | l l)a

*u21o6 + Q*(a)or8 * Qto(u)orlo + ou{4r12), (v-35)

où Qr(a) --17 l4+(241t12)"1-6a-(13 t3)a2+(^6 l3)a3,

e1o(a) - 205 | 24 - (377 | al)&a+ (51 | | 36)a2- (35 | 1Ù\f6a3 + Q | 3)u4.

D'après la remarque importante, on ignore la procédure (V-30) et on adopte

directement la procédure (V-31) pour la série (V-35). Comme c'ét31t

attendu, on retrouve la fraction rationnelle (V-3a) obtenue par le calcul

direct. En conséquence, on obtient notre point de bifurcation de Hopf

cherché ac = 46 | 3, ac - "16 | 2.

Stratégies réduites

On garde toujours la série (V-35), mais tronquée respectivement aux ordres

8 et 6 par rapport au paramètre co. Ensuite, on remplace successivement la

procédure (V-31) d'ordres exacts (L=6, M=4) par les Padés d'ordres

réduits: P[4 t 4](u,ol) et Pl4 t2](a,co). Au moyen des systèmes (V-13)'

vérifiés respectivement par les numérateurs de ces nouvelles procédures, on

trouve toujours le point de bifurcation de Hopf ac-^El3' (Dc= 
"16tz'

Mais avec le Padé le plus réduit Pl? l}f(u,co) on ne détecte plus notre

point de bifurcation. Pour cette raison, on ne réutilise plus ce genre de Padé

dans les exemples qu'on va traiter par la suite. Cette fois ci, pour trouver

par exemple I'approximant de Padé d'ordres réduits Pl4l2](a,or), on a

calculé seulement 7 coefficients p(i, j) de la série scalaire (V-23-b) au lieu

de 16 exigés par la procédure (V-31). Un point très utile en pratique,

surtout poru les problèmes à grand nombre de degrés de libertés'
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V-4-3) Troisième exemPle

Soit le système de W.F.Langford (voir E.Hopf' 1948):

X=(a- l )x-y+xz

y=x+(a- l )y+yz

i=az-(*2 +yz +r27

Les points d'équilibre sont: *0*(0,0,0) et *1*(0,0,a).

-La matrice Jacobienne au point -x0*:

(" - I  - I  0 ' )
K(a)=l I  a-I 0l

[ooa)

les valeurs propres de la maEice sont: IOt = a et L0z,z = a-l+ i'
À  - ^  -  Apuisque 

f tn.Cfoz,z(a))^=r= I > 0, alors x0* est linéairement stable pour

a<l et linéairement instable pour æ>l (théorème de Liapunov). Mais pour

"a" voisin del, il n'y a pas de solution stable car Nt est positif au point a=l.

s'écrit:- La matrice Jacobienne au Point xl*

(r"-r -r 0 
I

a)=l 1 Za-r o I
[o o -^)

K(
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et admet les valeurs propres: ?'1r (a) = a et )Jz,z(a) =2a- 1 + i.

)
On a Se.tilz,z(a))^=uz=210, 

par suite, xl* est linéairement stable pour

0<a<112, mais il est linéairement instable ponr a<0 ou a>112. Dans ce cas,

(a" = | 12,o. = 1) est un point de bifurcation de Hopf'

On peut écrire K(a) sous la forme: K(a) = K0 + aK' où

Comme Ko est singulière, on effectue le changement de variable a + a - 1,

qui nous permet de se ramener à une matrice inversible, exigée par la

méthode asymptotique-numérique. Nous renvoyons le lecteur au paragraphe

(V-3). Avec cette transformation, on obtient la nouvelle représentation

matricielle suivante:

K(a) - Ko + aK' où

K6 est non singulière et (a. - -l | 2,@"= 1) est le nouveau point de

bifurcation de Hopf, que l'on va retrouver maintenant. Ici, f est égal à

(1,0,0,0,0,0).

(-t -1 ol r o ol.'=[.: ;' :J "'"'=[: ::,,l

-{:'1,] "'[l ll,]
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Calèul direct du point de bifurcation de llopf

On commence toujours par le calcul du numérateur de la fraction

rationnelle exacte (V- 1 6):

num(a,co)=co6 +(9a2 +10a+l)cr la +(24aa +56a3 +56a2 +24a+4)a2+

L6a6 + 64as +ll}aa +172a3 + 68a2 + 24a + 4, (V-36)

puis, on cherche les solutions du système (V-13), qui donne exactement les

point de bifurcation de Hopf cherchés.

Calcul du point de bifurcation de Hopf par les approximants de

Padé

Utilisation de la stratégie (V-30) et (V'3L)

La dimension du système est trois, on tronque alors la série double (V-23-b)

à I'ordre N=10 par rapport à o; par exemple à I'ordre 8 I'indicateur a

pour valeur:

p(a,or) = (1 + a + a2- a3 + a4) + (l^4a2 +|-ut *2aa -!^t)a2 +

+-10"*Tr' *]p' -T"o *lu\coa +(-+" *1u'-za3 +

2aa +1}"t -Yuu *T"')co6 +o.{co8)' (V-37)

L'adoption des procédures (V-30) et (V-31) à la série (V-37) tronquée à

I'ordre l0 par rapport à (D nous permet de ramener cette série en une

fraction rationnelle de a et de or semblable à celle trouvée exactement, et
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dont" le numérateur est donné pæ le polynôme (V-36). En outre, on

retrouve bien noffe point de bifurcation de Hopf (a" = -l12,@" = 1). Mais,

malgré le petit nombre de degrés de libertés de ce système (n=3), ces

procédures ont exigé le calcul de 186 coeffîcients p(i, j) Ae la série scalaire

de a et de or (voir conséquences du théorème2). C'est pourquoi on va

essayer maintenant de réduire les ordres exacts de ces procédures.

Stratégies réduites

Notre objectif consiste à choisir des ordres plus petits que ceux de la

srrarégie (V-30) er (V-31), sans modifier le principe de la démarche suivie.

a) Ici, on préserve le comportement asymptotique de la procédure (V-30)

(a, 1/a, 11a3,.....) tout en réduisant les ordres exacts L, et Mr. Puis, on

remplace le couple d'ordres exacts (L-6, M=4) de la procédure (V-31)

respectivement par les couples d'ordres inférieurs (L=4, M=4) et (L=4,

M=2). Ces changements conduisent à des fractions rationnelles telles que la

résolution des systèmes (V-13) donne le point de bifurcation de Hopf

(a" = -l | 2,o" = 1). Pour trouver par exemple le Padé réduit Pl4 / 2f(a,a),

on acalculé seulement25 scalaires p(i,j) de la série scalaire (V-23-b) au

lieu de 186 exigés par les procédures (V-30) et (V-31). Résultat très

important au point de vue pratique, surtout pour les systèmes à grand

nombre de degrés de libertés.

b) Pour

changé

par:

j=0

réduire encore le nombre des scalaires p(i' j) calculé au a),

le comportement asymptotique de la procédure (V-30-a, b, c,

Po[Lo / Mo](a) tend vers a,

ona

d, e)
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j=1

j=2

j=3

PrlLr/ Mr](a) tend vers 1/a,

Po[Lo lMo](a) tena vers lla,

Pu[Lu / M6](a) tend vers 1/a,

j=N/2 P*[L* / MN](u) teoa vers 1/a,

lorsque a tend vers f infini.

(v-38-b)

(V-38-c)

(v-38-d)

(V-38-e)

En quelque sorte, ce choix est inspiré du résuttat (V-30); on a gardê' le bon

comportement asymptotique des deux premiers termes (Lo - M0 = 1,

Mz-Lz=l), mais à partir de j-2, on a modifié ce comportement

asymptotique en I'alignant sur le second terme j=l (M+ -L4= 1 au lieu de

3, etc). Pour la deuxième procédure (V-31), dans un premier temps on

remplace les ordres exacts de la fraction rationnelle Pl6 l4](a,o) par

I'approximant de Padé Pl4t )(u,ol), ensuite par le Padé Pl4l2](a,ol)'

Ainsi, par cette séquence de procédures, on transforme la série double (V-

37), enune fraction rationnelle de deux paramènes, qui donne aussi le point

de bifurcation de Hopf, en résolvant le système (V-13). Ici, le nombre de

coefficients p(i,j) nécessaire pour recalculer P[4 /Z](a,ol) est strictement

inférieur à25; nombre de coefficients calculés en a).

V -4-4) Quatrième exemPle

On considère |'exemple suivant à trois dimensions (voir Hassard B-D. and

Al ,  1981) :

i= iu(-Y

j '=x*aY

i t -  -y +xy

r37



?HAWTK?EV:datermlnation des poinE de bfurc

(0,0,0) est le point stationnaire.

La matrice Jacobienne en ce point est:

(a - l  o )
K(a)=lL a 0 |

to o -r)

Les valeurs propres sont: )'t -- -1, )'z,E = a * i.

)
Comme fr eeCÀr,3))^=o = 1 > 0,

donc le point d'équilibre est stable pour a<0, et instable pour a>0 (théorème

de Liapunov). Par suite, (0,1) est le point de bifurcation qu'on va essayer de

détecter maintenant. Le vecteur f est choisi comme (1,1,1,0,0,0).

Calcul direct du point de bifurcation de Hopf

On procède de la même manière qu'auparavant; c'est à dire on explicite le

num(a,co) de la formule (V-16):

num(a,cr l)=o16 +(Zaz -1)ol4 +(a4 +4a2 -1)ol2 +a4 +2a2 +L, (V-39)

après, on résout les deux équations de (V-13), ce qui conduit bien aux points

cherchés.

Padé

Iltilisation de la stratésie (V-30) et (V'31)
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Le système a pogr dimension n=3, on arrête donc la série double (V-23) à

I'ordre N=10 Par rapport à ol. Par exemple à I'ordre 8 on a:

p(a,or)=1+ ?^'-tuo *fi^'*c+ *Tu'-\* *#uu -#^'

)co2 +(-3* Tu, -ff* *#uu -ffiur +
olllu u')ara +o"{co6). (v-40)

L'adoption des formules (V-30) et (V-31) de la stratégie à la série (V-40)'

nous donne une fraction rationnelle dont le numérateur est exactement le

polynôme (V-39). Bien entendu, on retrouve facilement le point de

bifurcation de HoPf (a. = 0,or. = 1).

stratégies réduites

Ici, on réutilise les démarches a) et b) du troisième exemple, on retrouve

notre point de bifurcation de Hopf (a. = 0,0r" = 1)'

En résumé, on arrive toujours à détecter le point de bifurcation de Hopf par

routes les méthodes proposées. Mais, avec la stratégie (V-30) et (V-31) on

retrouve en plus la fraction rationnelle obtenue par le calcul direct.

V-5) Conclusion

pour la détection des points de bifurcation de Hopf, on a élaboré une

méthode analytique dans le cadre de la méthode asymptotique-numérique,

qui s'est montrée efficace pour des exemples à deux ou à trois dimensions.

En statique, des méthodes comparables avaient étê testées dans un contexte
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de calculs par éléments finis sur des exemples avec un préflnmbage linéaire

(une plaque élastique en compression uniaxiale) ou non linéaire (arc

circulaire). Dans ce cas, ces méthodes ont étê efficaces, peu coûteuses en

temps de calcul et d'un emploi très facile. C'est pourquoi nous essayons

d'appliquer les techniques de perturbations présentées ici à des problèmes

d'écoulement de fluides visqueux discrétisés par éléments finis. Au chapitre

VI, on présentera une étude encore incomplète.
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VI) APPLICATION DE LA M.A.N AUX EQUATIONS DE

NAVIER-STOKES

VI-l) Introduction

L'étude expérimentale d'écoulements de fluides nous montre son évolution

variée et désordonnée dans le temps et I'espace. Ces canctétistiques

conduisent à des phénomènes complexes, à des bifurcations successives, à des

turbulences, au chaos déterministe ou indéterminisme,.........

Les phénomènes d'instabilités qui résultent de ces écoulements peuvent avoir

deux caractères différ'ents: les instabilités locales de caractère convectif

(Huerre et Monkewitz, 1990) n'ont généralement pas une dynamique

propre, elles se comportent en amplificateurs de bruit; c'est ce qu'on

observe dans les couches limites et les couches de mélange. I1 y a aussi les

instabilités absolues, dont certaines ont une dynamique intrinsèque peu

sensible au bruit extérieur. Les travaux concernant ces instabilités ont été

détaillées par plusieurs auteurs, par exemple Monkewitz (1988), Chomaz et

Al (1987).

L'écoulement de sillage autour d'un cylindre est I'exemple le plus typique

des écoulement absolument instables. L'étude expérimentale montre que à

partir de la valeur 45 du nombre de Reynolds, l'écoulement stationnaire (fig

VI-1-a) devient globalement instable, et donne naissance à un régime

oscillatoire caractérisé par I'apparition des tourbillons de Von Karman (fig

VI-l-b). Ce phénomène oscillatoire a été identifié expérimentalement,

comme étant une bifurcation de Hopf (Mathis et Al, 1984) et l'équation de

Landau décrit d'une manière satisfaisante I'amplitude des oscillations

(Strywski et Streenivasan, 1990). Le seuil d'apparition de I'allée de Von

Karman a de plus êtê rclié avec succès à la présence d'une région

absolument instable suffisamment grande (Monkewitz, 1988); (Hanneman et
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Oertel, 1989). Des résultats similaires ont pu être obtenus pour d'autres

écoulements. On trouvera une bibliographie extensive sur ce sujet dans

Huerre et Monkervitz (1990).

(a)

Figure VI- l: Sillage derrière un cylindre dans un écoulement d'huile; (a): Re=32,

écoulement stationnaire, (b): Re=65, écoulement osciilatoire.

A notre connaissance, on n'a jamais détecté le seuil d'apparit ion

d'écoulement stationnaire instabie ou point de bifurcation de Hopf par des

méthodes analytiques-numériques pour les équations d'écoulement des

fluides visqueux. C'est pourquoi dans ce chapitre on proposera des méthodes

asymptotiques-numériques qui soient applicables à la résolution de ce type

de problèmes. Dans un premier temps, on présentera le calcul asymptotique

d'écoulement stationnaire en développant la vitesse et la pression en série

entière par rapport au nombre de Reynolds. Ensuite, on va discuter la

détection des points de bifurcation de Hopf existant sur une branche de

solution stationnaire et on présentera aussi les aspects théoriques d'un

algorithme de calcul. De plus, on parlera du calcul de la solution bifi:rquée

périodique par l'alrernative de Fredholm. La détermination numérique des

(b)

t42



,r4pl. KEÉ:applicatign de Ialvt.A.N auxéqua

solutions stationnaires pæ les méthodes asymptotiques-numériques a été faite

avec succès (A. Tri, B. Cochelin et M. Potier-Ferry, 1994) pour les

problèmes suivants: écoulement d'un fluide autour d'un cylindre, autour de

deux cylindres et autour d'une cavité. Mais, le calcul effectif de points de

bifurcation de Hopf n'a pas encore été té,alisê' à ce jour.

VI-2) Formulation du problème de Navier'Stokes

Les équations de base d'écoulement d'un fluide visqueux incompressible sont

données par l'équation du mouvement, l'équation de continuité, l'équation de

conservation de masse et les conditions aux limites. Si on désigne par

Ui=Ui(x,t) la vitesse, la conservation de la quantité de mouvement donne

l'équation:

o(+*uru',)-ri3,:=P{ (vr-l)

où p = p(x,t) et fi désignent respectivement la densité et les forces

volumiques La contrainte TU moyennant le symbole de Kronecher ôi; s'écrit:

t.. = -pô.. +2ttd..-U  f  TJ  .  U
(vI-2)

où p est la pression, p le coefficient de viscosité et dU est le taux de

déformation:

d,j = (u,,j +u j,) | 2 (vr-3)

A partir de la loi de conservation de la masse,

continuité d'un fluide incompressible:
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'  U i , i=0 (vr-4)

Notations:

-x1 (i=1,2,3) sont les coordonnées spatiales et t le temps.

- 0; signifie dérivée partielle par rapport à x1.

Par suite, les équations de Navier-Stokes sont obtenues en inffoduisant (VI-

Z) et (VI-3) dans (VI-l) en utilisant (VI-4). Après introduction de quantités

sans dimension, on obtient:

âu,- t
ât *tu,,u*U,U',,+P,i=4 ryI-5)

où R" est appelé nombre de Reynolds.

Pour appliquer la méthode des éléments finis, on projette (VI-5)

(respectivement l'équation de continuité (VI-4)) sur les fonctions wi nulles

sur la frontière f (respectivement sur la fonction test b). On obtient les

formulations variationnelles nécessaires pour la méthode de Galerkin:

[**,oo * |. (nlu'o * u:u'i + p,, )w,dQ= Jf,w,dQ, (vl-6-a)
tdt '  * '--" o

(vr-6-b)

En appliquant le théorème de Green on arrive à la forme faible des

équations de Navier-Stokes.

J uu',ocl = o.
o
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Jbu,,,dÇr = o
o

(vr-7-b)

On peut écrire ces équations sous les formes condensées suivantes:

[**LU+Q(U,U)+D(P)=Pjd t  '< \ - , - / -  - \ r /  
f f I_g)I

[S(U) = s

où L(.), D(.), S(.) sont des opérateurs linéaires et Q(.,.) un opérateur

quadratique non symétrique tels que:

du I âtl.Ë,w)=Jî, *,m,
c)

1
< L(.),w )= L t .) i , iw; idQ,

O A e

< D(.),w )= J(.)wi,ido,
ç,

< Q(.,U),w >= JU1(.)1;w,dÇ),o

( F,w >= Jf,w,dÇ),o

< S(.), ! 2= J b(.),,,0O.
o
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Le produit scalaire est le produit scalaire au sens de I] (A):

< v, v/ ,= J Yw,do.

Si on suppose que F=0 et on impose la condition de Dirichlet sur la frontière

f :
U = ÀUo, (vr-e)

où À est un paramètre Uu une valeur donnée.

On est donc arrivé à chercher la vitesse U et la pression p vérifiant le

problème suivant:

#. LU + Q(U,U) + D(P) = O dans L'(O)

dans L'(O)

sur f

S(U) = g

U=ÀUa

VI-3) Application de la

VI-3-1) Représentation

séries entières

(vr-10)

M.A.N aux équations de Naviers-Stokes

de l'écoulement stationnaire par des

Maintenant, on va essayer de trouver analytiquement l'écoulement

stationnaire du problème d'équilibre associé au problème (VI-10) sous

forme d'une série entière.

Soient Uo, po et Ào une solution stationnaire du problèmeCVl-10).

Les branches de solutions stationnaires passant par ce point s'écrivent:
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"  U-Uo+aU, +a ' lJr+ (VI-11-a)

(VI-11-b)

(VI-11-c)

où 'ra" un paramètre de type longueur d'arc défini par l'équation

supplémentaire suivante,

<u-uo,ur >+(À-Às)À, =a (vI-12)

où <.,.> est le produit scalaire ordinaire dans Rn ou dans un espace

fonctionnel.

En reportant (VI-l1) dans le problème stationnaire correspondant à (VI-10)

et dans (VI-12), on obtient une séquence d'équations linéaires:

A I'ordre 1

L,(U,)+D(p,)=0 dans L2(Cr)

S(Ur)=0 dans IJ(A)

Ur = fuUa sur f

(  Ur,Ul  > +)r?r  =1

pour n22 on a la relation de récurrence

n-l
Lr(un) + D(po) = -"E;Q(u'un-r) dans L2(Ç2)

S(U')=O dans L2(O)

Uo = IoUu sur f

(  Uo,f I ,  )  *Àrî ,o = Q
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où L1 est I'opérateur tangent défini par:

L, ( .)  = L(.)  + Q(uo , .)  + Q(. '  uo )

Si on pose la transformation W' = Ui - À,Û,

où Û représente un prolongement de Uo dans O, on obtient:

A I'ordre 1

L, (V/,) + D(p, ) = -I,L, (Û)

S(Wr) = 0

Wr =0

< Ur, Ur ) +)vrz - |

L t (Wn)+D(pn)=-Àn

S(V/,) = 0

W" =0

(Uo,Ur )+ l , r lo  =0

dans L'(O)

dans L2(Çl)

sur f

A l'ordre n22, on a la relation de récurrence:

^ n-l - 4- ---
L.(Û)-i^Q(w- +i,-Û,w- - + l.- -u)

L  r - 1  I  
- f - '  

n - f  n - f
t - l

dans Û (a)

sur f

La résolution de ces problèmes linéaires a êté faite par la méthode des

éléments finis dans une base à divergence nulle proposée par Crouzeix-

Raviart (A. Tri, B. Cochelin et M. Potier-Ferry, 1994). Car, tous les

problèmes linéaires admettent la même matrice tangente.

Il n'est pas toujours possible d'obtenir toute une branche de solutions

stationnaires de la manière définie ci-dessus, même en réorganisant la série

grâce à I'introduction d'approximants de Padé. On a donc été amené à

introduire une méthode de continuation (voir thèse de B. Cochelin, 1994)
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qui permet de réitérer la technique ci-dessus et de défrnir ainsi.la branche de

solutions comme une séquence de séries entières. Cette méthode est aussi

opérationnelle pour les équations de Navier-stokes (voir A.Tri, B. Cochelin

et M.Potier-Ferry, 1994)

Nous passons maintenant au point de bifurcation de Hopf.

VI-3-2) Détection des points de bifurcation de Hopf

On a vu au chapitre V, qu'on peut détecter les points de bifurcation de Hopf

en cherchant les zéros de I'indicateur de bifurcation du problème linéaire et

perturbé suivant:

Dans notre cas, K(a) désigne la matrice Jacobienne au point de départ

obtenue à partir du problème suivant:

f(a,co)V(a,ro) - P(a,or)f ,

(r(u) oil )
où f (a,al)=l  l .

[-col K(a)/

(vr-13)

On suppose connue sous forme de séries la solution stationnaire de (VI-13)

qui contient le point de bifurcation de Hopf en question:

f#.LU+Q(u,U)=0 dans f(o)
1
[U - ÀUo sur f
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Uu'= iu"U"'
n=0

æ-
l " ' = )  an l 'a ^ L t n

n=0

æ
!-

D s = )  a n o tf a .{-J ^ n
n=0

alors  K(a)  =L+Q(U. t , . )+Q( . ,Ur t ) . .

Sous ces hypothèses, il,suffit d'appliquer ies meilleures procédures établies

au chapitre V qui permettent de calculer I'indicateur de bifurcation sous

forme d 'une f rac t ion ra t ionne l le  approx imat ive

p(a, ol) - num(a, co) / den(a, ot), ensuite la detection du point de bifurcation

de ce problème. L'application numérique de ces techniques à des problèmes

d'écoulements esr en cours (thèse de A.TRI, en préparation). Un résultat est

présenté sur la figure VI-3.

Figure VI-3: Représentation de p(a,co) par un approximant de Padé pour or=0' Application

/ \n ,u ' :o)

pcinta& bi$u,,u.."flon
it.:.tlunn.-tc\----

au problème de couefte-TaYlor.

150



VI- 3-3) Représentation de la solution bifurquée par des séries

entières

Dans ce paragraphe, on va présenter une représentation des solutions

périodiques de période inconnue des équations (VI-9) et (VI-10) à partir du

point de bifurcation de HoPf.

pour cela, on ramène le problème (vI-10) à un problème de période fixée,

en posant les changements de variables suivants:

s = (0t, V(x,s) = U(x,t)- U"'(x) et q(x,s) = p(x,t) - p"t(x),

où x e Ç), {D =Znl T est la pulsation des mouvements périodiques.

Le problème (VI-10) devient alors,

t*  + K(a)V+Q(V,V) +D(p) = 0 dans L2(Q)-- dr

s(v)=O dans L2 (O) (VI-14)

V=0 sur f

où K(a) est l'opérateur linéaire défini auparavant par:

K(a) = L + Q(u"' , .)  + Q(.,u" '  ) .

Si (a",co.) désigne le point de bifurcation de Hopf trouvé, alors le

développement en séries entières des solutions bifurquées périodiques du

problème (VI-13) au voisinage de ce point s'écrit (Iooss G. et JOSEPH D.D,

1980):
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V = Ieovo ffI-l5-a)
n=1

€.
q = >engn ryI-ls-b)

n=1

€ 
ffI-Is-c)@-o"  -  

LÊo@o
n=l

g
î-  4" -  ) tnun ry I - l5-d)

n=l

où o" et ac sont connus. Pour b0, les coefficients âi,oi sont des constantes

à déterminer, et Vi, pi,sont des fonctions 2æ-périodiques à calculer.

Posons 4 = oo$+ r(a") et Ao = 
#)"="^.

En reportant (VI-15) dans (VI-14), on obtient une succession d'équations

linéaires admettant le même opérateur différentiel q singulière:

A I'ordre 1

ToVl+D(pr)=0

S(Vr)=0

Vr=o sur f

A I'ordre 2

ToVz + D(pz )  = -arAovr -  t ,  
*-  

a(Vr,vr )

S(Vz)=0

Vz=O sur f
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A I'ordre n, n supérieur ou égal à 3

qV" a D(p" ) = -ao-rAo\ - tn-,

S(Vo)=0

Vo =0

où Ro-, dépend des éléments d'ordres inférieurs à n-1.

9( +n
ds n-r

sur f

Pour la résolution de cette succession de problèmes linéaires, on la projette

sur la base à divergence nulle afin de découpler le vitesse V et la pression p.

Puis, éventuellement on pourrait calculer les coefficients ai , Oi par les

équations supplémentaires de I'alternative de Fredholm (Voir chapitre tV)

en utilisant un calcul par éléments-finis.

VI-4) Conclusion

Dans ce chapitre, on a montré comment les méthodes asymptotiques-

numériques sont applicables au calcul de solutions périodiques en temPs des

équations aux dérivées partielles. Il s'agit des systèmes d'écoulements

visqueux incompressibles. La mise en oeuvre numérique de ces méthodes

n'était pas prévue dans le cadre de cette thèse, mais elle est en cours au sein

du laboratoire.
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Dans ce travail, nous avons présenté une étude sur les équations

différentielles ordinaires admettant des solutions périodiques ou des points

de bifurcations de Hopf. Pour cette étude, nous avons appliqué des

techniques approximatives dans I'esprit des méthodes asymptotiques-

numériques qui n'avaient êté appliquées jusqu'à présent qu'en statique. A

priori, elles sont faciles à utiliser, puisqu'elles ramènent la résolution du

problème non linéaire à celle d'une succession de problèmes linéaires, que

nous pouvons résoudre à l'aide du système Maple'

Nous avons commencé notre test sur des équations différentielles

conservatives ou dissipatives à un seul degré de liberté. Le domaine de

valid.ité d'une représentation en séries entières des solutions périodiques est

toujours limité par le rayon de convergence. Grâce aux techniques discutées

au chapitre deux, on a pu augmenter ce domaine de validité. En effet, pour

le système conservatif (III-2), on a mené les solutions périodiques jusqu'à

e = 40 en utilisant les approximants de Padé et à une valeur infinie grâce à

la technique de projection. La transformation d'Euler a pu augmenter le

domaine de valid.ité de ces solutions d'un facteur de e=320. En revanche,

avec l'équation de Van der Pol, la procédure n'est pas tellement efficace:

elle ne fait que doubler le domaine de validité par rapport à celui des séries.

La solution périodique (cycle limite) de l'équation de Van der Pol apparaît

par une bifurcation de Hopf au point e=0 caractérisant la perte de stabilité

de la solution stationnaire ]=Q. Généralement, ce point de bifurcation ne

peut être obtenu analytiquement pour les problèmes dissipatifs à grand

nombre de degrés de liberté. Les écoulements de fluides visqueux ou les

instabilités fluide-elastiques observées dans les échangeurs de chaleur

fournissent des exemples de bifurcation de Hopf pour des systèmes réels.

C'est pourquoi nous nous sommes intéressés dans la deuxième partie à la

détection des points de bifurcation de Hopf par des algorithmes attachés à la

r54



méthode asymptotique-numérique. Ces points sont détectés alors au moyen

d'un problème linéaire et perturbé dépendant de deux paramèues réels, et

qui se prête bien à la résolution par les techniques de développements en

séries entières. On introduit un indicateur de bifurcation qui est ensuite

calculé par des séries entières de deux variables. Ensuite, nous avons

caractérisé les points de bifurcation de Hopf à partir de cet indicateur. On a

également montré que I'ind.icateur est en réalitê une fraction rationnelle de

ces paramètres. Les séries peuvent donc être remplacées par des

approximants de Padé et conduire à la valeur exacte de I'indicateur. On a

également montré que des "stratégies réduites", c'est à dire des stratégies qui

utilisent moins de termes dans la série, permettaient aussi de determiner le

point de bifurcation de HoPf.

Dans cette thèse, I'efficacité de ces procédures a été testée sur des problèmes

à petit nombre de degrés de liberté. Il n'est pas surprenant que nous ayons

réussi à reconstruire ainsi I'indicateur: il est en effet bien connu que la

procédure de Padé perïnet de trouver une fraction rationnelle à partir de

son developpement en séries. Mais il est déjà interessant d'avoir établi

I'interêt des "stratégies réduites", qui permettent de calculer le point de

bifurcation de Hopf à partir d'un nombre réduit de termes de la série.

L'application à des problèmes à grand nombre de liberté fait I'objet d'une

autre thèse ùy1g;1z, mais il serait prèmaturé de présenter des conclusions.

Il n'est pas impossible qu'il faille adapter les méthodes présentées ici. Quoi

qu'il en soit, I'un des prolongements les plus intéressant de cette thèse est

I'exploitation des idées présentées ici pour l'étude des bifurcation de Hopf

pour les problèmes continus. Mais on peut aussi envisager d'autres

prolongements en restant dans le cadre des équations différentielles

ordinaires, par exemple en étudiant les itérés d'application ou des

bifurcations secondaires à partir de solutions périodiques........
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