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RESUME

Cette these comporte deux parties indépendantes.
La partie A étudie 'existence de solutions u du probleme

u=20 sur [
u >0 sur §2.

Au —|Vul?+ Alul/P =0 sur Q
() {

ol {2 est un ouvert de R* et p > 1, g > 1 et A > 0. Le cas d’'un ouvert quelconque est
envisagé, mais les principaux résultats sont obtenus dans le cas d'une boule de R™.

La partie B concerne la recherche de solutions positives du probleme

Au=auP sur
u=20 sur I, (1.1)
Ou — 4,q sur Iy,

on

ova>0p>1,9>1; I'get I' formant un recouvrement de la frontiere I' de
l'ouvert £ de R™. n est le vecteur unitaire normal & T’ orienté vers 'extérieur.
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INTRODUCTION DE LA PARTIE A

Le probléme étudié dans cette partie est issu de 'article de M. Chipot et F. Weissler
[CW] ot1 I'on considére le probléme parabolique

ur =Au— |Vul?+ulff'u, t>0 20
u(t, y)y =0, t>0, yel

u(0, x) =®(x) z€

{2 C R™ est un ouvert borné de frontiére réguliere I et p et ¢ sont des réels qui vérifient
p>1 q¢g>1.

De fagon générale nous nous intéresserons ici & 'existence et au nombre de solutions
du probleme stationnaire

(Pr) u=20 sur I

{ Au— [Vul?+ MuP =0 sur 2
w>0 sur §2.

Des résultats concernant ce probléme ont été donnés par P. Quittner dans [(2]. II établit
les résultats suivants:

Théoreme. 1) Siq > p. il existe un réel Ao > 0 tel que le probléme (Py)
a) n'a pas de solution si A < Mo,
b) a au moins une solution si A = Ay,

¢) a au moins deux solutions st X > Xg.

¢
4

oo n+2 . . n
2)Sip< — (dans le cas oun > 2 ) et ¢ < min{2,
n—2 n
tel que le probléme (Py) a aw moins une solution si A > Ag.

}ood existe un réel Ay > 0

oy n+2 .
On peut remarquer que dans le cas ¢ > p la condition p < 5 qui jouc un role dans
n—2

le probleme sans le terme gradient n'intervient plus ici (voir par exemple (FLN] ).

En utilisant la théorie du degré de Leray-Schauder, nous obtenons le résultat suivant
dans le chapitre VI

Théoréme VI.2. Soit p > 1, q > 1. Supposons d’autre part quen < 2 ou quen > 3
n+ 2
et p < .

5 Il existe alors Mg > 0 tel que, si A > Ag, le probléeme (Py) admet au moins
n—2

une solution dans C**(Q).



La majeure partie de cette étude est cependant consacrée au cas particulier olt  est
une boule de R™ de rayon R. La technique de Gidas, Ni et Nirenberg (voir (GNN] ) montre
que dans ce cas les solutions de (P,) sont radiales; aussi sommes nous amenés a étudier le
probleme suivant

u”’(r) + 2220/ (r) — [u/ (M) + Au(r)]P =0 pour0<r <R

>0 sur [0; R
(Pr) u (0) =0
u(R)=0

o1 u est une fonction de C?([0; R))

Rappelons en premier que le probleme similaire & (Pg), mais sans le terme correspon-
dant au gradient

u”’(r) + 2=/ (r) + Au(r)/P =0 pour0<r<R

/ u>0 sur [0; R
(PR) u (O) =0
u(R) =0

) . n+2 .
a une unique solution lorsque n < 2 ou lorsque n > 3 et p < —- Si par contre on
n —

n-+2 )
suppose n > 3 et p > ——

> (Pg) n'a pas de solution. On trouve une démonstration
n [—

de ce résultat dans l'article de A. Haraux et F. B. Weissler [HW]. On peut cependant le
retrouver en utilisant la transformation utilisée dans le chapitre IV de cette these.

En ce qui concerne le probleme (Pgr), la principale méthode utilisée dans [CW] consiste
a étudier les solutions de

w(r) + 2=/ (r) = [u/ (1) 4+ Au(r)P =0 pour r >0
(Pa) u(0) =a oua>0
u'(0) =0

en faisant varier a.

Rappelons ici quelques résultats établis dans [CW] et qui seront cités soit parce qu’ils
seront utilisés par la suite, soit parce qu’ils situent les différents cas qu'il restait & étudier.

Dans ce qui suit la numérotation des propositions et lemmes correspond 3 celle de

[CW].



La proposition 4.4 précise le comportement d’une solution u de (P,).
Proposition 4.4. Pour tout a > 0 il existe une unique solution mazimale de (P,), u
appartenant & C*([0; R.|).

De plus
1) v/ <0 sur0; R.[;
2) stu>0 sur [0: R, alors Ry =+ et lim u(r)= lim u'(r) = lim u”(r) =0.
r—400 =400

r——+00

Comme dans [CW], nous appelerons z(a) le premier zéro, s'il existe, de la solution u
de ( P,), et si u > 0 sur [0; +o0 nous poserons z(a) = +o0c. On a alors la proposition 4.5
de [CW] qui donne les premiers renseignements sur la fonction z

Proposition 4.5. L’ensemble {a > 0: z(a) < +oc} est ouvert et z est continue sur
cet ensemble; de plus liu(l)z(a) = +0ocC.
a-—

Le fait que ling) z(a) = +oc est démontré a partir d’'une majoration de |[u/(r)|: si
a—r

0 <7 < z(a) alors
[/ (1) < V2N (p+ 1) aPTH/2,

Les résultats qui suivent sont alors établis en dimension n < 2 ou en dimension n > 3

n+2 .
lorsque p < Ils concernent successivement les valeurs de p et ¢ pour lesquelles
1 — 2
2p 2 . n+2 . .
q < Cg = et ¢ > p. La condition p < provient de ce que le probleme
p+1 p+1 n—2

sans terme gradient

Au+ AMu|? =0 sur Q
(1) w=10 sur [
u>0 sur €2

+2

=

. . n ] . . . .
n'a pas de solution lorsque p > 5 Nous verrons quen fait et. contrairement a ce gue

r — 2
n-+2
n—72

Vou pourrait croire, le probleme avee gradient peut avoir des solutions lorsque p >

9

A) Tout d’abord le cas ol ¢ <
p+1

2n p_

alors, pour tout A > 0, on a lmsupa 7 2{a) < +x
P a——+

Proposition 4.6. Si ¢ <

et lim z(a) =+
a—r 420

Ce résultat est obtenu en constatant que, si u est solution de (,), la fonction v,

i 1 et L g
définie par v, (r) = — u(r a” "z ) vérifie

23

n—1 Py _ ,
" . — a3 Plul]? + Awa|” =0

(2) ’U(IL, + -

[



ainsi que v,(0) =1 et v,(0) = 0. On compare alors, lorsque a — 400, v, avec la solution
w de

w” + 2=y’ + AwlP =0
(3) w(0) =1
w'(0) =0

2p
+1
a, quel que soit R > 0, au moins une solution. Le corollaire 5.10 de [CW] démontre
méme que si, de plus, n = 1 la solution est unique.

Les propositions 4.5 et 4.6 permettent de conclure que si ¢ <

le probléeme (Pgr)

2
B) En ce qui concerne le cas ¢ = —% I'égalité (2) permet de montrer le lemme
D

suivant:

—p-1

Lemme 4.7. Si ¢ = — 7 alors, pour tout a > 0, z(a) =a~ = z(1).

Ceci montre que si 2(1) est fini alors z(a) est fini quel que soit a et z définit une
bijection strictement décroissante de ]0; +ac[ sur |0: +oc.

Lorsque n = 1 intervient alors la valeur A, ;.

1 2p P
)‘p, 1= ’ 3 .
p+1\(p+1)

En effet 1'équation
(4) u’ — |9+ MulP =0
admet deux solutions du type .

u(r)y =kr~ @1

lorsque A < A, ;. une seule lorsque A = A, | et aucune si A > A, ;. L'équation (4
1 p, | i p. ¥

étant autonome, une application du théoreme de Cauchy montre alors que si A < A, ; une
solution u de (P,) est strictement positive sur [0: +oc[ ( voir figure 1).

D’autre part, le théoréme 1.3 de [CW]| montre que si A > A, | alors z(a) st fim

4

quel que soit a > 0. 11 en résulte que si g = I le probleme (Pr) a une solution unique

lorsque A > A, | et aucune solution si A < A, .

2 o
Lorsque ¢ = P in > 1 'équation
p+

-1
u = |+ AP =0

(5) u” +



-z
wir)z K r 8=y

—,

a des solutions de la forme

si et seulement si A < A, ,, o

(2p)"
(p+ )P+ (2p — np + n)P

/\n..p =

La question se pose alors de savoir si lorsque n > 2 la valeur A, , est. de méme que pour
n = 1. la valeur critique pour laquelle le comportement de z change. La proposition 5.6
wontre seulement que si A < A, ¢ alors z(a) =4+ (A, 1 <Ay 0 ).

Un article ultérieur de M. Fila et P. Quittner. [FQ] montre que si A > A, ,, alors z(a)
est fini, le cas ol A = A, , n'érant pas encore ¢elairei.

Nous montrons dans le chapitre IV qu'en fait cette valeur A, , ne détermine pas le
changement de comportement de z. Plus précisément

Théoréme IV.1. Soit ¢ = et
p+1

A) n=2

ou

B) n>3 etp< 5.

n—2

LN

'\\V



Soit u solution de

u” + 2=y — W+ ANuP =0 sir>0

(IV.2) u(0) =a
u’(0) = 0.
]1;1 gm’ste alors un réel X, ,, Ay, < An, p tel que, quel que soit A\, A > An, p 5 2(a) est
ni.

Remarquons que le probléme de 'existence d’une valeur critique pour A et de sa valeur
éventuelle n’est pas encore résolu.

2
C) Lorsque q > )-fl et sin < 2ousin>3etp< 2t la relation (2) permet de
1

n—ia

démontrer le lemme suivant de [CW]:

Lemme 5.2. limsup ot z2(a) < +oc et sia est suffisament petit z(a) est fini.
a—+o0

- B .
a' "7 et done que, si ¢ > p,

Q-

De plus le lemme 5.1 de [CW] montre que z(a) > A~
lim,— 400 2(a) =+oc et sig=p linllnf z(a) > ATa.
a—r+0Q

De ces lemmes 5.1 et 5.2 on peut déduire que
1) si q = p il existe un réel Ry tel que (Pr) a au moins une solution si R > Ry et aucune
st R < Ry;
2) siq > p il existe un réel Ry tel que ( Pp ) a au moins deux solutions si R > Ry; au
motns une st B = Ry et aucune si R < Ry.

]

On voit donc que le cas restant principalement a éclaircir est celui ou < g <p.

p+1
Ceci occupe les chapitres II et III du présent travail.

Dauns le chapitre II, nous nous intéressons au cas n = 1 et nous démontrons les résultats
sulvants:

Théoréme 11.3. Soit

2 : \
pl < q < p et uq solution du probléme ( P, ).Pour tout

a> 0, u, s’annule en un point z(a) et il existe Ry > 0 indépendant de a tel que z(a) > Ry.
De plus

1) sig=p, lim z(a) =+4oc;
a—-+00

2
2) st P
p

<qg<p, lm z{(a) est un réel.
1 <1 I,G_’+m()

Théoréme 11.4. 1) Si q = p il existe un réel Ry > 0 tel que

a) st R < Ro, (Pr) n'a pas de solution;



b) si R = Ry, (Pr) a au moins une solution;

¢) st R > Ro, (Pr) a au moins deuz solutions.

2
2) Si p—fl < g < p, il existe des réels Ry et Ry, 0 < Ry < R tels que

a) si R < Ry, (Pr) n'a pas de solution;
b) si Ro < R < Ry, (Pr) a au moins une solution;

¢) st R > Ry, (Pr) a exactement une solution.

-

Dans le chapitre III, nous traitons le cas ol I < g < pavec soit n =2, soit n > 3

et p<

5 et nous démontrons principalement les théoremes suivants:
n—2

2
Théoréme 111.1. Soii

n
p1<q<pavecn=2oun23etp<——9. Toute
n_

4

solution u, de (P,) s’annule en un point et si z(a) désigne le premier zéro de u, il existe
desréelsx et 3,0 < 0 < « tels que

limsup z(a) = « et liminf 2(a) = 8.
a——4o0 a—+o0

Théoreme II1.2. Il existe des réels Rg et Ry, 0 < Ry < Ry tels que sur une boule
de rayon R le probléme (Pr)

a) n'a pas de solution st R < Ry

b) a au moins une solution si Ry < R < Ry;
¢) a une solution unique si R > R;.

On voit done qu'il reste a traiter le cas ou

2p n n+2
<q<p n=>3Jet <p <
p+1 1=p. 7= n—‘.Z"p n—2

Un article récent de J. Serrin. Y. Yan et H. Zou [SYZ| donne des résultats numériques
obtenus sur ordinateur qui montrent apparition de nouveaux comportements pour
I'application z lorsque ces dernieres conditions sont remplies.

Enfin dans le cas ¢ > p nous obtenons le résultat suivant sans supposer la condition
n+ 2

n—2

p <

Théoreme V.1.. a) Si g > p > 1, il existe un réel A > 0 tel que, pour toute solution
uq de (P,), a > A implique z(a) < +00.



b) Il existe un réel Ry > 0 tel que si R > Ry le probléme

(w(r) + 20/ () — W/ (P)|7+ Au(r)? =0 sir >0
u>0 sur [0; R

) w'(0) = 0

| u(R) =0

a au moins deuz solutions.



CHAPITRE 1

PROPRIETES GENERALES

Nous démontrons dans ce chapitre quelques résultats qui seront utilisés par la suite.

I.1) CONTINUITE ET DIFFERENTIABILITE DE u« PAR RAPPORT
AUX PARAMETRES

Considérons le probleme
u” + 2=y’ — plu’|7+ AuP =0 pour r > 0
(Pa, A ) u(0) =a
u'(0) =0

avec a>0; A>0: p>0.

D’aprées [CW] on sait qu'il admet une solution que nous noterons ug, i, .. Soit
[0; da, , [ Vintervalle maximal sur lequel elle est définie et [0; z(a, A. p)[ celui sur lequel
e, , w > 0. Dans la suite, ag, Ao, po étant fixés et « > 0 on posera

T =lag — a: ag + a[x]Ag — @; Ag + a[x]uo — : po + af

On a alors les deux théoremes suivants qui seront utilisés plus loin.

Théoréme I.1. Soit usy, rg, 1o SOWtion de (Pay, 2o, o) et B 0 < R < dag. g, po- 11
existe v > 0 tel que si (a, A, p) appartient a I,,, alors uq, a, . est définie sur [0: R] et [’
application définie sur o x [0; R] qui a (a, A, p. r) associe uq. x, u(r) est continuement

différentiable sur cet ensemble .

Théoreme I1.2. Avec les notations qui précédent, soit (aog, Ao, po) tel que
2(ag, Ao, po) est fini. Il existe un réel o' > O tel que si (a. A\. p) appartient & T,
alors z(a, A, u) est fini et z est continuement différentiable sur L, .

En ce qui concerne le théoréme 1.1 de continuité et de différentiabilité seul le terme
n ~

v/ (r) empéche d’appliquer les résultats habituels. Aussi pour montrer la continuité

(respectivement la différentiabilité ) de Vapplication qui a (a, A, u, r) associe u, x, ,(7)
on doit procéder en deux étapes. Tout d’abord on montre qu’il existe un réel R, > 0 tel
que sur Z,, x [0; R;] elle est continue (resp. différentiable) puis on applique les théoremes

9



classiques de continuité et de différentiabilité par rapport & des parametres et a la valeur
initiale.
Tant pour la continuité que pour la différentiabilité, nous ne traiterons que la premiére

étape qui utilise le théoréme de point fixe avec parameétres cité plus loin et le lemme 1.3
qui en résulte.

On voit que la solution de (P, », ) vérifie

u(r) =a+ for v(s)ds
(L.1) ,
o(r) = —— S"—l(,ulv(s)|q _ /\lu(s)|7’)ds
]

= 1

avec u’ = v. C’est cette transformation que nous utiliserons pour la démonstration.

Lemme 1.3. Soit A une application de RF™® dans R qui o
(r, z. y, ) = (71, m2, ..., Tk, T, Y, $) associe A(my, 72, ..., Tk, I, Y. S), con-
tinue et localement lipschitzienne par rapport a x et y. Considérons le probléme

u'(r) + n; 1u'(r) + A(m. u(r), W'(r), ) =0
(Pr.',a) “(()) =a
u'(0) =0

Soit o et ag fixés: il existe alors des réels cv et Ry tels que st |[r—moll S @ etla—ao| < e le
probléeme (Pyr. ) a sur Uintervalle [0: R4] une solution unique notée ur . et Uapplication
définic sur T, x [0; Ry] qui ¢ (7, a. ) associe ur, o(r) est continue ( I, = {(x; a) tels
que |7 — 7| < et la—aol < a} ).

Enoncons tout d’abord le théoréeme de point fixe avec parametres (Cf Dieudonné,
Eléments d’analyse, tome 1 ) que nous utiliserons dans la démonstration du lemme 1.3 qui
suit.

Théoréme de point fixe avec parameétres. Soient P et £ deux espaces de Banach,
Py et Ey deuz boules de P et £ de centres py et g, de rayons respectifs o et 3 (P est Lespace
des paramétres ). Soit o une application continue de Py x Eqo dans € vérifiant les deux
conditions suivantes

1) il existe un réel k, 0 < k < 1 tel que pour tout p de Py, e et ¢’ de Ey on ait

e—elle

le(p. €) = #p. e <k

2) lle(p. eo) — eolle < B (1 —k).

Alors il existe une application unique f : Py — Eq telle que pour tout p de Py on ait
;,:*(p, f(p)) = f(p), et de plus f est continue.

10



Démonstration du lemme 1.3. Considérons
u(r) =a +/ v(s)ds
0 .

(1.2) 7
v(r) = Tnl_l/ —s"_lA(n, u(s), v(s), s)ds
0

On voit que ur o est solution de (I.2) et que uj , = v. Définissons les ensembles et

I'application ¢ intervenant dans le théoréme de point fixe.

a) P=RF1 p=(r, a)et|(r o)l =sup{|m], |m|, ..., |7kl lal}; Py est la boule
ouverte de P de centre (mg, ag) de rayon o« > 0 (on a done Py = Z,).

b) U est l'espace des fonctions réelles définies et continues sur [0; Ry] et ||ully =
sup  [u(r)|
OSTS_RI

E=UxU; |[(u, v)|le =sup{llullu. |[v]lu} et Eo est la boule de centre eg = (X, Yp)
de rayon g = 2a ol Xg et Yy : [0: Ri] — R sont définies par Xo(r) = aq. Yo(r) = 0.

¢) Définissons ¢ = (¢, ¢2) : Po x Eg — & par

cilm. a. X YY) =a+ [, Y(s)ds
(1.3) ‘

e a. X, YY) = ,—lr[()' —s""TA(7. X(s). Y{(s), s)ds
Montrons que ¢y et gy et doue ¢ sont continuces.

Quels que soient (7, a. X. Y) et (7. @/, X'. Y') de Py x Ey on a

lei(m a. X, Y)(r) — (7' dc XL Y| S la—dl+ RONY =Yl

done
||<p1(7r. a. X.Y)-g(x'. d. X" Y')H <la—d|+ R X Y)— (X" Y)|e (4

d’apres la définition de la norme dans &.
Quels que soient (7, a. X. Y) et (7. a’. X'. Y') de Pyx Eyon a
lealm. a. X Y)(r) — gl o/ XY (1)
< Igag(ﬂ'. a. X. YY) = pa(m. a. X7, Y’)(r)l
+ Jpa(m a X' YN (r) =l as X7 Y')(r)|
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L’application A étant continue sur R**3® Vensemble d’applications Az , ou
|z} < |ao]| + B, ly| < B est uniformément équicontinu sur

Io x [0; Ry] = {(m, a, ) tels que |7 — mo|| < @, |a —ao| < a et s € [0; Ry

Donc si ¢ > 0 est fixé il existe n > 0 tel que pour tout couple (z, y) tel que |z| <
lao| + B, [yl < B, les inégalités ||r — 7’| < n et |a — a’| < n impliquent |4, ,(r, a, s) -
Az (7, d, s))| < o. On en déduit que dans ces conditions

rnl_l / —3""1<A(7r, a, X'(s), Y'(s), s)—A(', &/, X'(s), Y'(s), 3)>d3
0

< 0& (1.5)
n

D’autre part A est localement lipschitzienne par rapport & = et y donc il existe K > 0
tel que (m, a) appartient & Py,s & [0; Ry} et (X, Y) & Eg implique

|A(r, @ X(s), Y(5), 5) = A(r, a, X'(s), Y'(s), s)| < K[|(X. V) - (X', Y)]

Finalement on en déduit

R .
(1.6) |ea(m. a. X. Y)(r) — ga(n, @', X', Y')(7)| < 71(0+A'||(X, Y) - (X', V)|, )
Ceci démontre la continuité de ¢.
: o 1 L :
Montrons maintenant que les conditions 1) et 2) avec k = 5 du théoreme de point
fixe sont vérifiées pour )
13 n 1
Ry, < inf { n , —’;?, 5‘} (I?)
Q’A(T{', a, a, O)‘ 2 =

. Cherchons tout d’abord une valeur de R pour laquelle la condition 1) est réalisée.

De l'inégalité (1.4) on déduit pour = = 7’ et a = a’

”991(7:,(1, X. Y)-o(r, a, X',

SRIX, Y) - (X Y)le

—

done, si R < =

l\.')

1 /
H(pl(w, a, X, Y)—op(r, a, X', Y') < §”(X, Y) - (X', Y)Hg

Les inégalités (1.5) et (1.6) donnent pour 7 = 7’ et a = o’
R
lga(m, a. X, Y)(r) — pa(m, a, X', Y)| < #K”(x, Y) - (X', Y,

12



puisque l'intégrale de (1.5) est nulle.

n
En prenant R, < Y obtient donc

1
|g02(7r, a, X, Y)(r) = oa2(m, a, X', Y')| < EH(X’ Y) - (X', Yl)“a
Pour que la condition 1) soit vérifiée il suffit donc que
. n 1
R, < 1nf{ ﬁ’ 5}

Etudions maintenant ||¢o(p, eo) — eol| lorsque (r, a) appartient & Z,, = F.

Rappelons que quel que soit r € [0; R, ] on a Xo(r) = ag et Yo(r) = 0 et que Ey est
la boule ouverte de £ de centre (X0, Y5), de rayon 3 = 2a. Tout d’abord Yy = 0 donc

ei(r, a, Xo, Yo) = (l+/ Y(s)ds = a et ||p1(n, a, Xo, Yo) — Xo|| = |a - ao| < g
0 &

Nw

puisque @ =
Ensuite
. Xo, Yo)(r) = Yo(r) =¢a(m, a, Xo, Yo)(r)

1 T
=Tn—1/0 —-s""YA(r. a. a. 0)ds

puisque, pour tout s de [0; Ry], Xo(s) =a et Yo(s) =0.

A
(3]
3
=

et la condition 2)

On en déduit que ||<,92(7r, a. Xg, Yy) — YOH < %\A(r, a, a, 0)

. o PR {11 ..
du théoreme de point fixe est vérifiée si — A(w, a. a, O)‘ <p 5 soit si

n
ng
A(r, a, a. 0)‘

Ry <
2

Ceci conduit a Uinégalité (1.7) ci-dessus.
g

Démonstration du théoreme I.1. Examinons la continuité; elle résulte directement
du lemme 1.3 car (I.1) et (I.2) amenent & prendre
Az (A, oz, y) = Azl — plyl?
On voit que A est continue sur R*. D’autre part elle est localement lipschitzienne par
rapport a x et y en effet supposons |z | < 3, |yl <8, Al <8, |ul < B on a alors
AN 2, 4) = A 5 )| = Aol = 1217) = 1ol = 151

<\ lalP = 12| = lul [l = '
<BpBe-2+Bq87 y -1y

13



Etudions maintenant la différentiabilité.

D’apreés ce qui précéde u et v’ = v sont continues par rapport & (a, A, p,r) donc
'application qui & (a, A, u,r) associe u,, A, .(r) est déja continuement différentiable par
rapport a r

Les calculs étant semblables dans les autres cas, nous montrerons seulement que
l'application est continuement différentiable par rapport & u. Notons u la solution de
(Pa, A, u) oU (a, A, p) appartient & Z,. Soit (a, A, u + €) appartenant aussi & Z,, (on
prend € # 0); nous écrirons la solution de (P, », ,+c) sous la forme u + eu.. Nous mon-

trerons alors que lorsque ¢ — 0 la fonction u. admet une limite uniforme sur l'intervalle
[0; Rl]

u et u + eu, vérifient respectivement les systemes

u(r) = a+ f; v(s)ds

or) = = /0 5 (lo(s)17 - Alu(s) ) ds
et

(u+eu)(r) =a+ for(v + eve)(s)ds

(v + eve)(r) = T.nl—1 /Or sl ((u +€) [(v+ ev)(s) Iq — A |(u+ fue)(.s')|p> ds

et, d'apres la continuité de (u, u') = (u, v) par rapport aux parametres, lorsque ¢ — 0,
eu. et ev. tendent uniformément sur {0; R} vers 0.
En effectuant les différences ligne par ligne on en déduit
u(r) = [; ve(s) ds

(g {Fewdl) == = /0 { (1 +€)
- ’\( l('u+e'u€(s)|p - |u(b)|P) }(1.5‘

(v+ 6v,,)(.s')|q - u v(s)'q

L’application qui & x associe |r|? est dérivable sur R car ¢ > 1: sa dérivée est
I’application x — g |x|7"" sgn(z) ol sgn(z) désigne le signe de z.
On a alors en utilisant le théoreme des accroissements finis d’une part

q q
(1+ ) |0+ ev)(s)| = pfols)

=pu (l(v + eve)(s)'q - lv(s)lq ) + €|(v+ eve)(s)|*

14



= 1 h(e, 8) € ve(s) + € |(v+ eve)(s)|

ou
q-1 ;
19 { he, 5) = ~q |nle, 9" sen(ne, 5))
n(e, s)étant compris entre (v + ev.)(s) et v(s)
n et h sont de plus des fonctions continues de € et s puisque ¢ > 1.
D’autre part
/\< |(u+ euc(s)|” — |u(s)|” )
= A k(e, s) € u.(s) ou

m(e, g)r—lsgn(m(e, b))

(1.10) { ke, s) =p

m(e, s)étant compris entre (u + eu.)(s) et u(s)
m et k sont aussi des fonctions continues de € et s puisque p > 1.

Ceci conduit finalement a

ve (1) = 7"%‘ ’s”"l (u h(e. s) wve(s)+ |(v+eve)(5)|q — Ak(e. s) u.(s) )ds

0

Le systéme

we(r) = [ ve(s) ds
v (r) = ;ni_l- Or.s'"_l <,u hie, s) ve(s)+ ](u-{—eve)(s)|q - Ak(e. s) u.(s) )(l.s'

est du type (1.2) étudié dans le lemme 1.3 avec a =0 ;71 = (A, p. €) et

AN, poe, x, y, 8)=p hle, s) y+ |(v+€v,,)(s)|q — Ak(e, s) x

On voit aisément que A est continue par rapport aux différentes variables et qu'elle
est localement lipschitzienne par rapport a x et y; d’ou le résultat.

Démonstration du théoréme 1.2. Il suffit d’appliquer le théoreme des fouctions
implicites en effet, d’apres ce qui précede, la fonction (a, A, u, r) — u(a, A, p. r) est
U . —
différentiable et si u(a, A, u, ro) =0, T(a, A, i, To) # 0. De ceci résulte qu'il existe
or

une fonction différentiable z d’'un voisinage Z,, dans R telle que, pour tout (a. A. p) de
Z., u(a, A, g, r) =0 si et seulement si r = z(a, A, p).

15



I.2) COMPARAISONS ENTRE DIVERSES SOLUTIONS

Lemme préliminaire I.4. Soit f une fonction continue de [a;b[ dans R et dérivable
sur |a; bi.

Si 1) f(a) >c
2) f(r) = c implique f'(r) >0
alors f > ¢ sur |a; b|.

Démonstration. On a f(a) > ¢ donc il existe un intervalle [a; a[ inclus dans ]a: b
sur lequel f > ¢. Supposons qu'on n’ait pas f > ¢ sur Ja: b; il existerait alors un intervalle
laiay] inclus dans Ja; b[ tel que f > ¢ sur Jaiai[ et f(a;) = ¢. Ceci impliquerait alors
f'(ay) €0 d’ott une contradiction avec 'hypothese 2). ///

Lemme préliminaire I.5. Soit f une fonction continue de [a; b] dans R, dérivable
sur [a; b[.

St 1) fla) =c
2) f(r) = ¢ implique f'(r) > 0
alors f > ¢ sur Ja: bf.

Démonstration. On a f(a) = ¢ donc f'(a) > 0 et il existe £ > 0 tel que f > ¢ sur
Ja:a + <[. On termine alors comme dans la démonstration précédente.

Notations. Appelons up p . la solution de

u” + 2=ty — [T+ AuP =0 sur [R; 4]
(PR, D, (L) ’U.(R) =dad
w'(R)=D

ouR>0,D<0eta>0.

S’il existe un réel supérieur & R qui annule up p, , on le note z(R. D. a): sinon on
pose z(IR, D. a) = +2x.

Proposition 1.6. Soit 0 < Ry < Ry et Dy < Dy < 0: on note uy = up, p,. o ¢t

Uy = Uy, Dy, o S0 2(Ry, Dy, a) < +< et 2(Ry, Dy, a) = 4+ il existe un récl R > R,
tel que w (R) = ua(R) (voir la figure 1 ci-dessous).

Démonstration. Comme 2(R3, Da, a) = +oc, uy > 0 sur [Ry; +>c[ et on sait
dapres [CW] que  lim wua(r) =0
r—+0C

16



P\. r P\‘{.‘(ﬂp\ ‘?(R‘lpia

Considérons 'application
p: [Ry: 2(Ry, Dy, a)] = RU {+oc}

qui a r associe le réel p(r) tel que ua(u(r)) = wi(r) si r < z(Ry, Dy. a) et telle que
,U.(Z(Rl, D[, (J.)) = 4o¢.

p est bien définie et continue sur [Ry; z(Ry, Dy, a)|en effet uy et uy sont des bijections
continues décroissantes de respectivement [Ry; z(Ry, D1, a)[ et [Ra: +oc[sur ]0: a]. De
plus g est dérivable sur |Ry; 2(R). Dy, a)] puisque g = uy™! o u; ot que uy’ # 0 sur
|Rai+oc]. u(R)) = Ry et Ry < Ry done p(Ry) > R,.

Raisonnons par 'absurde et supposons que u(r) # r pour tout r > Rj; cela entrain-
erait u(r) > r pour tout r de [Ry; z(Ry, Dy. a)[. D’autre part uj(p(Ry)) < uj(Ry) car
uy (p(Ry)) = uh(Ry) = Dy et uj(Ry) = Dy . Montrons qu'on a alors uh(u(r)) < uj(r)
pour tout 7 de [Rq: z(Ry, D), a)] puis que ceci constitue une contradiction.

En dérivant la relation wu, (u(r)) = wu(r) par rapport a r sur lintervalle
|Ry; 2(Ry, D). a)[ on obtient

(*) uy (p(r)) w'(r) = ui(r)

sur ce méme intervalle. Soit f définie sur [Ry; z(R,, Dy, a)[ par f(r) = u}(r) —uy(u(r));
f ost continue sur [Ry; z(R,, Di, a)| et dérivable sur |Ry; z(Ri, Dy, a)|

On a f(Ri) = u|(R1) — uy(u(R1)) = Dy — Dy donc f(Ry) > 0. Supposons qu'il
existe vy de |Ry; z(Ry, Dy, a)f tel que f(r;) = 0. On en déduit u'(r,) =1 d’apreés (*) et
fl(r) = wi(r) — uy (u(r1))

17
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Soit a = uj(r;) = uj(u(r1)) et B =u1(r1) =ua(p(r1)). On a

uf (r) = =2a+|al? — AGP

uf (u(r) = 2=+ al? - AP,

On a supposé p(r) > r pour tout r de [R1; 2(R1, D1, a)|, donc en particulier pu(ri) >

, . n-—1 n-—1 n—1 n-—1
et d'autre part a < 0 donc, successivement > , — a > - a et
T1 p(r1) T1 p(ry)
f'(r1) > 0.
On obtient d’aprés le lemme préliminaire I.4. f > 0 sur lintervalle

[R1; 2(R1, D1, a)|. Le fait que uj(u(r)) < ui(r) et donc que y'(r) < 1 si r appartient &
[Ri; 2(Ri, Dy, a)] implique alors que

Z(R], D], a.)
/ p'(s)ds < z(Ry, Dy, a) - R;
Ry

S01t encore

p(z(Ry, Dy, a)) < u(Ry) + z(Ry, Dy, a) - Ry
ce qui contredit le fait que u(z(Rl, Dy, a)) = 400 et que uz > 0 sur [Ry; +oc].

Remarque. 1lest clair que dans les conditions de la proposition 1.6 les représentations
graphiques de u; et u; ne peuvent étre tangentes, puisque, u; et u; vérifiant la méme
équation différentielle, elles seraient confondues ce qui est incompatible avec B} < R et

D, < D;. La représentation graphique de us coupe alors celle de u; en un deuxiéme point
et il existe R’, R’ > R tel que u(R') = uz(R’).

Dans ce qui suit nous considérons le probleme

w4+ 22y — T+ AufP =0 sir>0
(P.) W/ (0) =0
u(0) = a.

Soit z,(a) le premier zéro, s'il existe, de la solution u, de (P,). Si u, > 0 sur [0; +<[, on
pose zn(a) = +oc.

Nous comparons maintenant z,(a) et zi(a) lorsque n > 1.

Proposition 1.7. Soit u,, solution de (P,); sin > 1 alors u, > uy sur |0; z1(a)[ et
zn(a) > z1(a), cette derniére inégalité étant stricte si z1(a) est fini.

Démonstration. u, et u, définissent des bijections de, respectivement, [0; z(a)[
et [0; z,(a)[ sur ]O; a]. Considérons la bijection u de [0; zi(a){ sur [0; 2,(a)| définie par
un (u(r)) = ui(r) (voir figure 2 ci-dessous ).

18
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pir)
Figure 2.

On voit facilement que p est continue sur [0: z;(a)[, dérivable sur |0; z;(a)[ et que si
0<r<zi(a),
uj(r)

up (1(r))

Montrons que. pour tout r de ]0; zi1(a)[, u(r) > r. Pour cela on établit qu'il cxiste
g > 0 tel que sur [0: e, g’ > 1 et ensuite que g’ > 1 sur [0; z1(a)[. Il en résultera alors,
¢tant donné que u(0) = 0, que p(r) > r pour tout r de ]0; z;(a)[ et méme qu'il existe des
réels n > 0 et v > 0 tels que p(r) > r+ 1 pour tout r de ]J0 + v; z1(a)[: la proposition en
découlera.

wir) = (1.11)

Démontrons tout d’abord que p est dérivable en 0.
—AaP

n

t, et uy sont C? sur leur ensemble de définition, u/,(0) = u}(0) = 0 et «//(0) =
(voir par exemple la proposition 4.4 de [C.W]); on peut donc écrire

r2

wi(r) =a+ 3-1/]’(0) + rzg(r)

2 r .
() = a + T 0) 4 420) ()

avec lim f(r) = l_in%) g(r) =0.

r—

Comme u, (p(r)) = w(r) on en déduit

w3 (r) _ ui(0)/2 + g(r)
72 u(0)/2 + f(,u(r))
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et on obtient puisque p > 0 sur [0; z;1{a)|

un) _ i) e
2 = =
(112 e O

-

¢ est donc dérivable en 0. Montrons maintenant que u est C* sur [0; 21(a)[; il suffit

_uy(r)
ul, (u(r)

pour cela d’étudier, lorsque r — 0, le quotient d’apres (I.11), puisque seule la
continuité en 0 peut tomber en défaut.

u{ et ul, étant C! sur leur ensemble de définition on a
wy (r) = ruf(0) + rgi1(r)

w, (u(r)) = pu(r)un (0) + p(r) fi(u(r))
avec ,11_'11(1) fi(r) = }ig})gl(r) = (.

On a donc
ul ()

up, (p(r))

_ o w0) i)
p(r) ul(0) + fi(p(r)

En utilisant (7.12) on trouve alors hm 1 (r) = /n, d’olt il résulte que p’ est continue en 0.

wi(r) =

Il existe done £ > 0 tel que, sur |0; [, ' > Let u > r (car u(0) =0).

Montrons maintenant que u’ > 18
qu'il existe un réel ro, 0 < rg < 21(a).
alors la fonction h définie sur ]0: 2 (c

ir [0: z;(a)[. Raisonnons par 'absurde et supposons
tcl que p'(ro) =1let g’ > 1sur [0: ro[. Considérons
)| par

h(r) = u, (u(r)) — ui(r).
On a
(1.13) W (1) = ) (u(r) i (r) — uy(r).

' > 1 sur {0 rp[ impligne A > 0 sur ce méme intervalle: on le voit en utilisant (111
ot le fait que «f(r) ot uf, (p(r)) sont négatifs : 4’'(ry) = 1 implique d’autre part h’(rg)
wp (p(ro)) —uy (ro) dapres (1.13) et uy, (u(ro)) = ) (ro) (d'apres (1.11) ) soit encore h(ro)
0.

~—

On a u, (p(ro)) = ui(ro) et uy(p(ro)) = w)(ro). Les expressions de u,, (u(u))) et
tn (1(70)
( ) ( 0)

, ., . e . ! ° v/
! (ro) données par I'équation différenticlle montrent que u;, (/1,(7'0)) = uy(ro) —
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Comme u,, (14(ro)) < 0 on en déduit uls (u(ro)) > uy(ro). On aurait alors A'(ro) > 0 d’apres
(I.13), d’ol1 une contradiction puisque h > 0 sur ]0; ro[ et h(ro) = 0.

On a donc montré que ' > 1 sur [0;2;(a)[ ce qui termine la démonstration d’aprés
ce que nous avons dit plus haut. ///

1.3) SENS DE VARIATION DE L’APPLICATION z ET CAS D’ UNICITE
DE LA SOLUTION DU PROBLEME (Pr) SUR UNE BOULE

Le lemme 4.7 de [C.W.] montre que lorsque ¢ = p%’_’—l ona z(a) = a~®~Y/2(1); et donc
en particulier si z(1) est fini 'application z est strictement décroissante. La proposition
suivante généralise en un certain sens cette propriété.

Proposition 1.8. On suppose que

n<?2

(I14) ou ,n+2
n>3 etp<

n—2

]

a 2p , :

1) Siq < —:—]—I il existe un réel ag > 0 tel que, sur Jag: +oc[. z cst strictement
p

décroissante.

2p
T il existe un réel ag > 0 tel que, sur)0: agl, 2z est strictement décroissante.

2) Siq >
P

Démonstration. Soit u,, x , la solution de
w’ + 2=y — 1T AuP =0 sir >0
([)u., A, /1.) IL/(O) =)
u(0) =a
et 2(a. A, u) le premier zéro de u = u,, A, , 37l existe.

Rappelons d’abord que. lorsque les conditions (I.14) sont vérifiées. z(a. A. 0) est fini

quel que soit a et A et que application g — z(1. A.p) est dérivable en 0 (Voir le théoreme
y |
[.2)). On sait d’apres [CW] que si L'on pose v,(r) = Zu(ra” ") alors v, est solution de
a

w4+ ety — al™ T P )T+ AP =0 sior >0
P es,) a'(0) = 0
) y -
uw(0) =1

On a done avee la notation qui précede v, = ul’ N =
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2
P 1 ) on sait d’aprés la proposition

Dans le cas ¢ < P T (respectivement q >

4.6 et le lemme 5.2 de [C.W.] que si a est assez grand (respectivement assez petit ) alors
z(a, A, 1) est fini. Supposons que ceci est réalisé. On a alors uq, », 1(2(a, A, 1)) =0et

ve(r) =0 si ra~ i = z(a, A, 1) d’apres la définition de v,.

On en déduit _ N
a” T z(1, A, a7 7P) = 2(a, A 1)

En différentiant par rapport & a on obtient

% a0 1) = 221, 0, a5 (L )t

_~/<1 A, aqﬂw— p) 1 -1
‘)

4

().., ' 1 qp+q=3p- w1 \ANp—1 —p-
(1 A a‘l‘p_—iﬂ> (qli__ _p)a 2l . _:,:(17 A7 GQ%I—p)p a” 2 l_
()u 2 2

4

2p 2
Envisageons maintenant les deux cas ¢ < et ¢ > .
p+1 p+1

9

. 2p . p=l_ oz, .
1) Soit ¢ < ——. Si a — +oc, z(l, A, a9z ”) — 2(1. A. 0) et — étant continue
p+1 3

par rapport aux variables

0z S 0z
(1 A af ) ~ Za, a0,
();1 o
p -1 (;-—nl-.'l) 1
D’autre part. en +oc, a T est prépondérant par rapport a a R équivaut a
. , . 2p
-p—=1>gp+q—-3p—1 ecta g< .
p+1
. , i Jz _
[l existe done un réel ag tel que, si a > ao, 5 (a, A, 1) est du signe de
da

(1 0) 2ty

¢’est a dire strictement négatif . z est done strictement décroissante sur Jag: +c.

2) Lorsque ¢ > r la démonstration est du méme type:

sia— 0t z(l. A, aqf—‘;—l_”) — 2(1, A. 0) et
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0z p+1 0z
ef5=—-p) _, Y©
(1, A, a?2 ) 3;1(1’ A, 0).

o
EnOt, a” 2_91 est prépondérant par rapport a a e équivaut & —p—1 < gp+q—-3p—1
soit a q > P
p+1
Il existe donc un réel ag > 0 tel que si 0 < a < ag —8—~(a, A, 1) est du signe de
a

—1 —p-1
—3(1. A, 0)p2 a "z

donc strictement négatif . z est donc strictement décroissante sur l'intervalle |0; aqf. ///

Corollaire. Siq < % il existe un réel Ro, Ry > 0 tel que si R < Ry le probléme
(Pr) a une solution unique
Démonstration. (Voir figure 3 ci-dessous ) D’apres la proposition 4.5 de [CW] on
sait que
(L_(Y)— 1)/2

BRIV vy

done a < g implique z(a) > L’application z est strictement décroissante

T V2N p+ 1)
sur |ag; +oc| et on sait aussi d’apres la proposition 4.6. que liI_’I_l z(a) = 0: il existe
a—+2oC
ay > qo tel que z(a)) < ———=—=. Sur ]0: a1] on a alors z > z(a): de plus z définit
2A/(p+ 1)

une bijection strictement déeroissante de [ay; +oc| sur]0: z(a;)]. Soit alors Ry = z(a,).
pour tout 2 < IR il existe alors un réel unique a tel que z(a) = R. ///

sV

Figure 3.
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CHAPITRE I1

2
ETUDE DU CAS ijl < ¢ EN DIMENSION 1

II.1) PRINCIPAUX RESULTATS; PROBLEME AUXILIAIRE (Pj)

Dans l'article de M. Chipot et de F. Weissler les propriétés de I'application z sont
étudiées en faisant varier a pour les solutions du probléme

T~ (M) + Alu(r)P=0 sir>0,
(P,) u(0) =a
u’'(0) = 0.
Le point de vue change ici. Supposons que u( (a)) 0, posons u( )) —b (on
sait que b > 0 d’aprés [C.W.] ) et considérons la fonction v définie 51 [0: z(a)] par
v(r) = u(z(a) = r). On a alors v/(r) = —u'(2(a) - r) et v"(r) = u’(z(a) — r) donc v est
solution de I'équation différentielle v/ (r) — [v'(r)|?7 + Av(r)|P = 0 sur [O z(a)] et de plus

Nous allons faire varier b dans le probleme (P})

o' (r) = ()T Ale(P)P =0 sir>0  (IL1)
() w(0) =0
v'(0) =b

2p . ,
orh>0et _{{ 7 < q. Les solutions de (P)) seront notées uy,.
p

Notation II.1. Nous noterons [0: s, [ I'intervalle maximal d’origine 0 sur lequel (v, v})
est définie. sy, peut étre un réel ou +oc.

Proposition I1.1. L ‘ensemble des réels r. 0 < r < s, tels que vy (r) > 0 est un
intervalle contenant 0.

Démonstration. Supposons v,(rg) = 0, on ne peut avoir v,(ry) = 0 car alors v, = ()
sir [0; +>[ Fapres le théoréme de Cauchy-Lipschitz: on a done v”(ry) < 0 d'apres (I1.1).
De méme , r > rg ¢t v,(r) = 0 impliquerait v”(r) < 0. On a donc v, < 0 sur |rg: s3] en
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appliquant le lemme 1.5 avec f = —v'; @ =ro; b= s et ¢ = 0. v, admet donc au plus un
seul zéro. ///

Notation II.2. Notons [0; ys[ le plus grand intervalle d’origine 0 sur lequel v; > 0
avec éventuellement y, = +00.

On a donc v, > 0 et v, > 0 sur [0;3s[ et sur cet intervalle I'équation (I1.1) ci-dessus
s'écrit v’ — v’ + MP = 0.

Remarque II.1. Si, dans le probleme (P,), u(z(a)) = 0 et u/(2(a)) = —b, alors la

fonction v correspondante est solution de (P,) avec z(a) = y,.

Concernant le probleme (P/) nous démontrons les théoremes I1.2 et I1.3.

2
Théoréme I1.2. Soit

p
<qgetn=1.
p+1 ¢r

Il existe une valeur critique by et un réel Ry > 0, tels que, vy étant solution de (P})

1) sib > by alors v > 0 sur Uintervalle mazimal [0: sy[ sur lequel vy est définie et donc
Ub = Sbs

item 2) si 0 < b < by alors v}, a un unique zéro yp sur [0: sp| et vy < O sur Jyp: sp[; de
plus yp est borné inférieurement par la constante Ry indépendante de b:

I . / .
3) vp >0 sur [0: spol, Yoy = Sy, LM vy =400 et lim vy, = +3¢.

T—3bg r—shg

Le point le plus important dans la démonstration de ce théoreme est le lemme I1.6.
Celui-ci montre que si b est assez grand {v'(r)]9 est prépondérant par rapport a |u(r){?
1 &
dans I'équation différenticlle.

Remarque I1.2. Sib > by ona lim 1,(r) = +2¢ d'apres les lemmes I1.7 ot 118, On

F—s5p

peut alors avoir

-soit lim vy (r) = +¢

r—sg

-s0it linm vp(r) = @ ol @ est un réel.

r—4dp
Le lemmne I1.12 montre que sir tend vers sy, alors vy, (1) tend vers +x. On établit
alors le théoreme 11.3.

Théoreme 11.3. Les conditions et les notations étant celles du théoréeme I1.2 on u:

1) s1q>p, sp, =+ et lim y =+x:
l)—-qb()
9

=

2) st 7 < q < p, S, est fint et Bm gy, = sp,.
p

b—vhn

Le théoreme I1.4 donne les propriétés qui en résultent pour 'application z (dépendant

de «).

()
4]



Théoréme I1.4. Soit < g, n=1. u, étant la solution du probléme (P,), pour’

<p
p+1
tout a > 0, u, s’annule en un point z(a) et il existe un réel Ry > 0 indépendant de a tel
que z(a) > Ry. De plus

1) sig>p, lim 2(a) =+o0;

a——+00

1 < q<p, 113_1 z(a) est un réel strictement positif (égal au nombre sy, du
a—r1+0oC

théoréme I11.3).

2
2) si =2
p

Le théoréme II.5 en déduit le nombre de solutions du probleme (Pg).
Théoréme I1.5. 1) Siq> p et n =1, il existe un réel Ry > 0 tel que
a) si R < Ry, (Pr) n'a pas de solution;

b) si R = Rg, (Pr) a au moins une solution;

¢) st R > Rg, (Pr) a au moins deux solutions.

2p
p+1

2) St <g<petn=1, il emiste des réels Ry et Ry, 0 < Ro < R, tels que

a) si R < Ry, (Pr) n'a pas de solution;
b) si Ry < R < Ry, (Pr) a au moins une solution;

¢) si R> Ry, (Pr) a cxactement une solution.

I1.2) CROISSANCE STRICTE DE CERTAINES SOLUTIONS DU
PROBLEME (F})

Le lemme IL6 montre que si b est asscz grand (supéricur a by) v, est strictement
croissante sur U'intervalle [0: s,[ sur lequel elle est définie. Le lemme [1.8 prouve alors que
Penserble des réels b pour lesquels vy est strictement croissante est un intervalle fby: +cf.
Lorsque 0 < b < by, v, admet un maximum en y,. Le lemme L9 montre que la fonetion
m définie sur |0: bo[ par m : b — vs(ys) est une bijection strictement croissante de [0z bol
sur |0: +ocf.

A

Lemme I1.6. Soit ¢ > 1 il cxiste alors by, by > 0, tel que b > by implique v}, > 0
P

sur [0; sp].



Démonstration du lemme I1.6. Soit ¢’ un réel tel que

2P g <qn2 (I1.2)
p+1

o1 gA2=inf{q,2}.

2
l<q'<2donc‘2—q’<‘.2———fi—.Onaalors

2
D’apres (I1.2) on a P
p+ p+1

p+1

()
2p
)=

2 —-¢"Vp< (2 =
(2-q)p<( )

<4q.

On en déduit
)” (2= = e

Il existe donc un réel g tel que si x> g

74 2

7 M

P 2-d :
2_¢)L(4)P>0 (I1.3)

Soit by tel que by > gV 1 olt 1o V 1 = sup{xo, 1} et b > by. Considérons I'ensemble

’

1
S = {r tels que r < sp, vy >0 ct vy > 3(1){,)‘7 sur [0:r[ }.

&

’
S contient 0 car v)(0) = v;?(0) > v} (0). D’aprés sa définition S est done un intervalle
0: Al. Nous allons montrer que A = sp ; on aura donc ¥y, = $5. Supposons A < s,. D’apres
| ) 1
, L ¥ q .
la définition de S, vj > 0 et v > 3(v;)" sur [0: A[. vy est done croissante sur [0: Af ct

v > by sur cet intervalle. Sur [0: A{ on a vy > v,7 soit encore

1—q’ . 12—=q'7/
2vp Tl > Lo [/ "> v

En intégrant entre 0 et A on obtient

2—q’ 2—q' , . — 0 et 1 _
2 (v, T (A) - b )> vp(A) car vp(0) =0 ct v (0) = b

2—-¢
Comme vy (4) = (v})7(A) — A(vs)P(A)

et donc vp(A4) < : v,',Q_" (A) car ¢’ < 2.

2 2—q')-
v(4) > v (4) = Mz=) w A

2 —
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19 A ¢ A .
v (4) > 2 9( ) d’apres (I1.2) et (I1.3); on obtient alors une contradic-

et donc v} (A) > 5

tion avec la définition de A . /]

Lemme I1.7. Concernant les solutions vy, de (P,) on a Ualternative suivante:

1) soit il existe un réelrg, 0 < ro < ys tel que vj'(ro) = 0 et dans ce cas yp < sp et
vy <0 sur]ro;ys);

2) soit on a vy > 0 sur [0; ys[ et ceci implique alors y, = s ct lim vp(r) = 400.

'r—vs;
Démonstration. Sur ]0:y,[ on a v) — v, + Av) = 0 done
(I1.4) wl — qud o+ apl T, =0

1) Supposons d’abord qu’il existe un réel ro, 0 < ro < s, tel que vf(ro) = 0. Si vy/'(r1) =0
avec rg < 1 < ¥ alors d’aprées (IL4) v (r) = =Ap v27' v{(r) < 0. On en déduit que
vy < 0sur |ro; ys[ d’apres le lemme 1.5 en prenant f = —uy et a = ro. Montrons maintenant
que yp < sp. Raisonnons par 'absurde et supposons y, = sp.

a) Regardons d’abord le cas yp = sp = +oc.

D’une part vy étant décroissante et positive sur [ro; +oco[ on aurait 7_121_100 vi(r) =«

ol «v est un réel positif ou nul et v, aurait une limite finie ou infinie. Mais d’autre part
on ne pourrait avoir lim w,(r) = +o0c puisque il existerait alors des réels r et J tels
r—420

que sur [ry; +xx[. ) < 3 < 0 dapres (IL1) et ceci contredirait lihl_l vp(r) = a. On
r—+4o0

ne pourrait avoir non plus  lim wy(r) =+ oll v est un réel strictement positif positif car
r—+42c

p

87

.. . . . . 7] : ) I

ceci impliquerait  lim v, (r) = 0 et on aurait pour r assez grand v, (1) < —x\(;) d’on
r—+c 2

encore une contradiction avee  lim vy (1) = 0.
r—4

b) Regardons maintenant le cas oll g, = sp est fini.
On a alors nécessairement lim vp(r) = +2> ou lim v (r) = +aoc. Mais. comme
r—=—us r=le
vy < 0 sur |ros yof, vp, est décroissante sur [ro; g et done majorée sur cet intervalle par
) . . . ] .
un réel V. On ne peut donc clairement avoir lim v (r) = +oc. ot lim wp(r) = +2¢
= ib r—Yb
r
est aussi impossible puisque Ton a. sirg < 7 < . / v (8)ds <V (r —rg) et un(r) <
Jrq
U[,(Tu) + 1% (7’ — I'U).
2) Supposons maintcnant que vy > 0 sur [0: [ Comme vy (0) > 0 on ne peut
. \ : / .
avoir alors vp(ys) = 0. On a done g = s,. Montrons que lim »,(r) = +oc. Supposons
T8}

d'abord que s, est fini; v, étant strictement croissante sur [0: y[, on ne peut avoir que

lim vy(r) = +>c ou lim v (r) = «, « étant un réel. Le deuxieme cas ne peut avoir
Ty Ty
lieuw car on aurait aussi lim vy(r) = 8 ol § est un réel et on pourrait prolonger u,

r=14b
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au dela de y,. Supposons enfin s, = +00. v, étant strictement croissante sur [0: +oc|
. . . / N ’ .
lim w(r) = +2¢ et on ne peut avoir ln;Ln vp{r) = « ou « est un réel positif car on
: T—T0C

r—42c

aurait alors lir_‘l_l vy (r) = —~ d’apres (I1.1).
(A el )

Lemme II.8. Si v}, > 0 sur [0;sy[ alors vy, > 0 sur [0:sp] pour tout b tel que
b>b. L'ensemble des réels b tels que vy > 0 sur [0z sp] est un intervalle [by: +c[: de plus
lim vy (1) = 43¢ et v >0 sur [0y, (.

Démonstration. Comme v/, > 0 sur [0:s,/], vy est strictement croissante sur cet
b :
intervalle et on peut distinguer les deux cas suivants:

1) lim wy(r) =+

r-—s 1'%

2) lim vy (r) = 071 v est un réel et done  Hm vy, (1) = +a¢. Soit p: [0:y[— R la

TSy, r— %y
fonction qui a r associe le réel p(r), s'il existe, défini par vy (p£(r)) = vy (r) (voir les figures
let 2).
Il est clair que dans le cas 1) p(r)est toujours défini puisque vy est alors nne bijection
de [0: sp[ sur [0: +ocl.



Dans le cas 2), u(r) pourrait ne pas étre défini que si’on avait vp(r) > lim vy (r) = a.

Sps
vy (vb—] (a)) serait alors fini; la suite de la démonstration montre qu’en fait ce cas ne peut
se présenter et que y est définie sur [0; ys|.

Soit
@ : [0~ R

r i vh(r) — v (u(r)-

Montrons que ¢ > 0 sur U'intervalle inclus dans [0; y,| sur lequel ¢ est définie. On a
©(0) = vp(0) — v (0) =b— b donc ¢(0) > 0.

Supposons qu'il existe 79 , o €]0; ¥, tel que ¢ > 0 sur [0;79[ et ¢(rg) = 0. On aurait

alors
{ up(r0) = vpr (pu(ro))
vp(r0) = vy (11(r0))

L’équation différentielle étudiée étant autonome, v, serait translatée de vy et on ne pourait
avoir v,(0) = vy (0) = 0.

Dans le cas 1). on a alors lim vp(r) > lim vy, (u(r)) > 0 done y, = s,
r—uys

T—Yp
Dans le cas 2) ol lim vy (r) = o et lim v, (r) = +o00 , p ne peut étre définie
TSy r—8y
seulement sur un intervalle [0: R[ strictement inclus dans [0; yp[: en effet, comme nous
Iavons dit plus haut, ceci impliquerait que v} (Ub_l(a)) soit fini et on ne pourrait avoir
pour tout 7 de [0: R[ ¢(r) > 0 c’est a dire v, (r) > vy (/.1(7’))

i est done définie sur [0: ys[ et

lim wp(r) > lim v (p(r)) >0

r—ys r—yp
d’on yp = sp.
Dans les deux cas on a donce yp = sp.

L’ensemble des réels b tels que vy > 0 sur [0: s3] est done un intervalle du type
Jbo: +a2c[ou [bo: +x[. Montrons que ¢’est le 2°7*¢ cas qui est réalisé.

- R4 . . !
Si ce n'était pas le cas, on awrait yn, < S, et pour r tel que yp, < 1 < Spy. vy, < 0.
(vp, vp) étant continue par rapport a b, en prenant b assez proche de by et b > by. on aurait
encore v, (r) < 0 d’oit une contradiction.

’ . " .
Du lemme I1.7 résulte alors directement que v, > 0 sur [0; sp,[ et que

lim v, (r) = +0o0.

r=9bq
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Supposons que cela soit faux. Il existerait alors un réel ag n’ayant pas d’antécédent par m
et ceci impliquerait z(ap) = +o0 ce qui contredirait le fait que, pour tout a > 0, z(a) est
fini d’apres la proposition 5.11 de [CW]. Enfin pour tout a > 0 z(a) est fini; il en résulte
que I'image par m de ]0; bo{ est ]0; +o0[. ///

Démonstration du théoréme II.2. D’apres la proposition 4.5 de [CW] rappelée
dans l'introduction on a le résultat suivant:

*) lim 2(a) = +o0.

a—0Qt

La démonstration de cette proposition utilise la majoration

27 (p+1)
a 2
(p+1)

lug(r)] <

qui implique en particulier
**) lim ul(z(a)) = 0.
a—0F

*) est un résultat

Soit ¢ application définie sur |0; +oc[ par ¢(a) = o/, (z(a)). L’application réciproque
de i est m en effet (b) = vp(yp); il en résulte que ¥ est strictement croissante d’apres le
lemme I1.9. De **) on déduit lli1(1)1+ vp(ys) = 0 puis de *) [lilgl 2(vp(ys)) = +2¢

— i h — +

On obtient donc

lim y, = +¢ (I1.5)
b—0

puisque on peut écrire 1, = 2(vp(yp))-
Etudions maintenant la limite inféricure de y,, lorsque b — bo™. vy > 0 sur [0: sp,:
done, par continuité par rapport a b. pour tout £ > 0 il existe 3 > Q tel que bg —n < b < by

implique v > 0 sur [0: sp, — [ 4’0l yp > sp, — <. On en déduit
lim yp > spy > 0. (I1.6)
b—by -

De méme, la continuité de vj par rapport a b implique celle de application b — y,. De
(I1.5) et (I1.6) on déduit alors que lorsque b appartient a ]0: bo[ . ys» cst minoré par un réel
strictement positif A. Ceci démontre le 1) et le 2) du théoreme I1.2. Les deux premieres
affirmations du 3) résultent directement du lemme ILS; la derniere sera démontrée par le
lemme I1.12.

11.3) LIMITE DE 2(a¢) LORSQUE a — +x

I1.3) a) Lemmes de comparaisons entre v'9(r) et v?(r).
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Le lemme II.10 qui suit va permettre une comparaison précise des roles des termes
v"1(r) et vP(r) dans 1'équation différentielle.

2
Lemme I1.10. Soit ¢ > p—fl et v solution de

v =T+ AP =0 surf0; sp|
v(0) =0
v'(0) =b

q Iq

0 v v . _

S’il existe ro, 0 < ro < yp, tel que (—;)/(ro) =0 alors — est strictement croissante sur
v v

ro: ys[ et donc yp = sp.

Démonstration.
Sur ]0;ys| on a

v quaT Db — P ylatl) a1 " . 117
. = = . ; ) —
( v o e (quv —pv°). (I1.7)

U/([
S'il existe ro de |0; ys| tel que (——;}—)/(ro) = 0 alors
v

(qu"v = pu"?)(ry) = 0. (11.3)

On a douc

v

(T)”(ro) = ( T (qu"v + @'V — 21)11'1)"))(7'0). (I1.9)
v v

Sur [0:yp[ 0" = v — AP et done v = qu' @Dy — Apur= 1y’

En remplacant dans (I1.9) " par qu'9~'o” — Ap v~ ¢/ on obtient

AN p'a=!

’ 2 - : "

—} (ro) = (ro) (q‘ VN = Apge? o+ g = 2p0 )(ro)
ur yp+l

I(] . )
N ( 7+l >("o) ('1'"" e(qu'™%) = ApguP + qu” — 21”’") (ro)
l/’ "

“ . « . )
L'égalité (IL8) permet de remplacer guv”o(rg) par pv'(ry) on a alors

AN ' , a1 2
(F) (rg) = o ) (ro){ pqv’™® — Apg v* + pg v (1—) - a) (ro)

d'on
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(%;)/’(7'0) = quz_:l (To) (v/q — AP + ( _ g)vﬂ) (TO)

1
p
v’ " 1 2
= PQW(TO)(U (TO)(I_J =3 + 1))
puisque v” — v'? + AvP = 0 sur [0; ys[.

Finalement on trouve

(C) r0) = L2 ro) (4 (04 1) - 20)

2

4

1 ct (qv”v — pv™)(ry) = 0 impliquent respectivement
P

q>

q(p+1)=2p>0 et v'(ry) > 0.

On cn déduit
v’

"
s el vy v
Cette inégalité montre que si (—;) (ro) = 0 alors (—p) est strictement positive sur |rg: ys|.
v v
V' !
Ceci résulte en effet directement du lemme LS en prenant f = (—p—) ,a =719 b=
v

yp. et ¢ = 0.

1q q
.. N . .
Le fait que (—17) > 0 sur |ro;ys| implique que
]

est strictement croissante sur

Jroiys]. Le fait que yp est alors égal a s, résulte alors de ce que. vp étant croissante sur
[0 ys[. il en est de méme de v qui ne peut done pas s’annuler en 4. ///

'q
v _ L
Lemme I1.11. Si b < by alors — est strictement décroissante sur |0; yp|.

)

- V/(I '/q
. o~ . . U / v X
Démonstration. S'il existait rg. 0 < ry < s, tel que (—p) (ro) = 0 alors — scrait
v U
strictement croissante sur |ro; yp{ (d’apres le lemume I1.10) et 'égalité (I1.7) impliquerait
v > 0 sur [ro: ys[. On ne pourrait done avoir v'(yp) = 0 sachant que v’ > 0 sur |0: ;.

W lq
o o e1es s
Comme lim —p(r) = 4+ la seule possibilité cst done que
r—( Y

décroissante sur [0:yy[. ///

soit strictement

q
?)bO
P
T)b()

Du lemme II.11 résulte que est décroissante sur [0:sy,[. Dans le cas contraire
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UI aN "/
vb"p) (ro) > 0 et pour € > 0 assez petit
bo

il existerait en effet un intervalle ry tel que (

’q

/
v
bo — £ < b < by impliquerait <Lp) (ro) > 0 d’ol1 une contradiction avec le lemme II.11.
Uy

D’apres le lemme I1.8

T r—rsbo

lim vy (r) = +oo on en déduit alors lim v, (r) = +oc. On
—8bg

a démontré

’q
Lemme IL12. 20 g décroissante sur |0; sp,[ €t lim vy, (1) = +o0c.
’Ubop T—3bg
u! q
Le fait que —°— soit décroissante et Iégalité
UpoP
14 )
Yoy )= o (IT.11)
VpoP UpoP
. . 'Ut/,l . . . 2 . _
impliquent que : Op décroit aussi sur 0; sp[. Lorsque ¢ > p‘_[_—”l la limite lorsque r — sy,
y Ubg
de "i ne peut étre que 0 . Si ce n'était pas le cas, comme vy > O sur J0: sy, [, on aurait
o vy
en effet  lim b"p (r) =« avec a« > 0. De (II.11) on déduirait alors

r—sug~ Ubg
/7 q
. Uho
lim —=(r)=A+ .

I=5by 'L’hop

Il existerait alors A 00 < A < s, tel que si A < r < sy,
"
v
(r) > a
Vb

200 >

/q

U—h”—(7) <A+ 2v
P =Ly
Uho

On aurait alors sur | A: sp,[

2p

2
", A o P+l e -
QUho Vb = PV~ = qetn, """ — p(A 4 200) 7 a7

2, . " ;2 . eyl g
Comme ¢ > —f—l et lim  w, (1) = +2¢, (quy, vy —puy, ) (1) scrait strictement positif
T Shg
/o
D)
bo \'/ .
—2)(r) : ol une

P

pour r assez grand. D’apres I'égalité (I1.5) il en serait de méme de (
Uhg

contradiction avee le lemme I1.12.



On vient de démontrer
/q

. Up

Lemme 11.13. lim 0

TSy Ubop

(r)y=2A

I1.3) b) Démonstration du théoréme 11.3.1)

Rappelons la partie du théoreme I1.3 correspondant au cas ¢ > p.

Théoréme I1.3.1) Si q > p alors sp, = +00 et lim yp = +o0.

b—bo

,U/ q

Démonstration. Du lemme II.13 résulte que lim b"P (ry=2MA
T—3py~ Ubg

V. a

,Ubop
A+ 2. On a alors pour r > ry,

7 9
. . . . . . . Uy
Soit € > 0. étant décroissante il existe rg tel que sy, > r > 1 immplique —Lp(r) <
Voy

T /
/ Uboﬂ (s)ds < (A + 5)%,(,. —10)

ro Ubo q

Si p = q, on en déduit

1
U (T) < g (1) - cOF) T (r=10)

Si ¢ > p, on a alors

1 _r 1—-£ 1
1_—B ('Ubo : 4 (T') — Ubo 1 (T'())) < (/\ + 5) q (T' - I'U)
q

SOt encore
P

s By p L
b () < g T (o) + (1 - a)u +)i(r = o)

Dans les deux cas ces inégalités montrent que s, = +o¢ et done que  lim g, = +o¢ en

h—bg

utilisant la continuité des solutions v, par rapport a b. ///

I1.3) ¢) Démonstration du théoréme 11.3.2)

2p
Rappeclons d’abord la partie du théoreme I1.3 correspondant au cas 1
p

<qg<p

2
Théoréme I1.3.2) Si —L

) . .
< g < palors sy, est fing ct B yp = 5, .
.1 0 o 0
p+1 h—bq



/1 q
Ubo

Upo P

Le fait que sp, est fini résulte de ce que est décroissante sur [0;sp,[ et

/1 9q
v 1 2
. b = .
lim —°~(r) = A. On a alors v;, > A7v? donc v, explose en temps fini.
p 0 bo o
T—38pg, 'Ubo
La démonstration de la deuxieme partie du théoreme II. 3. 2) se fait en écrivant (voir

la figure 5 ci-dessous )

Yo = 8bo = (Us = 15) + (15 = p6(N)) + (06(n) = poo (N)) + (o (V) — 53,

ol
v, ?
a) 1 est I'unique réel de |0; yp[ tel que Lp(rb) = A ; Pexistence et 'unicité de rp
0! ! v;’)/q
résultant de lim —2=(r) = +oc, = () = 0 et —> strictement décroissante sur ]0; y,;
r—0 1P vpP upP
b) ps(N) et py, (N) sont définis par vy (ps(N)) = us, (pbo(N)) = N ol N est un réel des-
tiné a tendre
vers +2o¢.
Remarque. De ['égalité

¢
vy vy
upP upP

et de 'unicité de rp résulte que, pour b < by, v admet un maximum unique atteint cn ry,.
Cette remarque sera utilisée dans le chapitre III.

La majoration de y, — sp, nécessite la démonstration des lemmes 11.14 a 11.16.

Lemme I1.14. lim (1) = + .
b—bg

Démonstration. Soit N un réel fixé. montrons quil existe & > 0 tel
que by — & < b < by implique vy(r,) > V. Soit 7’ le réel tel que vy, (1’) = N + 1.

7 q I q
v s
b . . b L
Ona ==(") > A+ ot &' > 0 en cffet == est décroissante sur ]0:y, [ et
Ubg 7 Uy
ul
. ¢
lim ——(r) = A
r—Yby Vho'
ol
oy . s / ! . .. .
En utilisant la continuité de b — =) et de b — v, (') on voit quil existe =, = > 0
oy’
tel que by > b > by — £ implique
14
v ,
2oy > A4z
”bl’

o (r') >N



N becee oo - -

]

1
] ]
| ]
. 1
I i
L
! ]
! |
o
1 t
i |
by

|
|
1
|
)
i
[}
[

|
I
!
|
Y

Poo(N] 76 GalM Yo Sy, ’
Figure 5.
U/’I
L application r — —”—p(r) étant décroissante sur |0: y,[, on aura r, > 1’ . Lapplication
b

r— uy(r) étant croissante sur J0: y,[ on obtient vy(ry) > vp(r’) > N. ///

Soit N, N > 0 fix¢; d'apres le lemme précédent, il existe un réel b(V) tel que
b(N) < b < by implique v, (rp) > N.

Lemme 11.15. Soit N un réel, N > 0, et b(.N) défini comme ci- dessus. b tel que
b(N) < b < by et po(N) le réel tel que vy, (p;,(N)) = N.

On a alors
1 1

(L—-1)-Av NuTh

Ty — /)b(N) <

Il en résulte que pour tout & > () fixé il existe Ny tel que si N > Ny, b(N) < b < by implique
’7‘1, - pp(N)| < e.
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'U/q 149
Démonstration. L’application —"—p est décroissante sur [py(N); r5]. On a donc Y
Ub 'pr -
/
U - . Vd LY :
Aet —5 > A7 sur [p6(N); 7). En intégrant cette derniére relation sur [py(N); 5] on obtient
Up 1

1 1
i () -

a (Tb)> > A (ro — po(N))

Uy

d’ou le résultat puisque v (pb(N)) =N.///

Lemme I1.16. Avec les notations ci-dessus  lim (y, — 13) = 0.

b—bo ™~
n'q

Démonstration. Soit b < by. Par définition de ry, 7(‘1'1,) = A ct, comune sur |0; y[
/i 1479 v
v v y , _ ,
—tA=— v (rp) = 0 et v’ atteint son maximum en ry,.
v )

: : ’ L / ,2,/(1.1)) .
Soit [ry:71p + «] le plus grand intervalle d'origine r, swr lequel v > 5 Si7

v (1)

-

apparticent a cet intervalle v(r) > v(r,) + (r—ry) -

et comme v (r) = v"(r) — AP (r)

on a alors

" 1 U/(T(,) ?
V(Y < v(ry) = Al e(ry) + (r—1,) - 5
, v'(r
< 0y /\(u"(m o () = ) - Y,
v’ ; , . .
Cowmue —p—(rb) = A, cn remplagant '7(rp) par Av” (1) dans Pexpression ci-dessus. on
v
obtient )
v (ry
.”//(7.) < “/\‘])Up_l(l'b) . (,. _ "b) . r)I
ry+a
Onav'(ry+a)=1v(r)+ / v (s)ds et done
rp
/
v'(r Ap :
vy + ) = (9 b) < '(ry) - EI‘ ot l("h)”l’/’,("b)
d'on . 5
" <

= Apur=i(r,)

En utilisant le lemme I1.14 on dédnit que si b — by_ alors « — ().

!
uAry, , .
Onav'(r+a) = (‘) I ). D’autre part, pour tout réel 3 tel que rp+ o < rp+a+3 < e
on a - ‘
v(ry + a+ 3) 2> v(ry + «)
o' (ry + a4+ 3) <0 (ry + ).

39



Du fait que v est croissante sur [ry; ys] et que v’ est décroissante sur cet intervalle, il résulte
que st g > 0 est tel que

< tasrnt+tat+n<y
alors v’ (ry + a+ 1) < v’ (rs + 7).
v'(rp)

5 et vy (yp) = 0 on en déduit que y» — (r» + @) < @ et donc
que 4, < 1, + 2. On obtient donc ) hi% yp—15=0.///

Comme v'(ry + ) =

Fin de la démonstration du théoréme I1.3.2)

On écrit Yo — $5, = (Yo — 75) + (16 — Ps(N)) + (06(IN) = by (N)) + (P (N) — 5p,) 0l
P (V) est défini par vy, (pbo (N)) =N.

Soit € > 0 fixé.
Montrons qu'il existe a, a > 0, tel que by — o < b < by implique |yp — sp,| < €.

On choisit d’abord Ny tel que N > Np implique |pp, (V) — 53| < 5. Le lemme 1115
montre qu’on peut trouver Ny tel que si N > Ny, il existe ag(N), ag(N) > 0 pour lequel

bo — (N) < b < by implique |rp — pe(N)| < -Z

<

D’apres le lemme 11,16, il existe ap > 0 tel que b— vy < b < by implique |y, — rp| < 1

Soit alors M = sup{Ny.N;}. En utilisant la continuité des solutions de 'équation
différentielle par rapport a b, pour tout N > M on peut trouver as (V) tel que a0 > 3 (V)

implique [pe, (V) — pp(N)| < £. Les 4 inégalités sont réalisées des que N > M et que «

vérifie 0 < « < inf {(10(]\/'), vy, v (N)}. D’oi1 le résultat.

Démonstration du théoréme II.4. On a vu (cf. lemmes I1.9 et 11.16 ) que, pour
0 < b < by, Vapplication b — m(b) = wp(ys) est continue et strictement croissante de
]0: bo[ sur ]0: +oc[. On a done lim =2(a) = lim y,. Les assertions du théoréme I1.4 en

a—+0oc b—bgy -

résultent. ///

Démonstration du théoréme I1.5. Les assertions du théoreme I1.5 découlent
directement de celles du théoreme I1.4 4 'exception de 2) ¢) qui utilise en plus la proposition

1.8 2). Celleci énonce que, si ¢ > - ;_ .

strictement décroissante. Comme z est continue sur [ag; +oc[ et que ligl z(a) est fini, il
a—r120

, il existe un réel ag > 0 tel que, sur J0; aof, 2 est

existe un réel RY tel que z < R| sur [ag; +oo[. D’autre part z est strictement décroissante
sur |0; agf et lin%)z(a) = +oc: il existe donc un réel a; < ap tel que z(a1) > R} et pour
a—

tout R > z(a;) 'équation z(a) = R a une solution unique. ///

40



CHAPITRE III
2
CAS OU szl < q < p EN DIMENSION n

III.I) PRESENTATION DES RESULTATS

Dans ce chapitre nous étendons les propriétés vues au chapitre II aux solutions de

u’ + 2! — /19 + AfulP =0 pour r >0

(Po) u (0) =a
w (0)=0
dans le cas
n <2
ou et p_2-i]~)_l <g<p. (I11.1)

n>3 etp< X
Concernant les solutions u, du probleme (FP,) on a le théoreme suivant:

Théoréme II1.1. Si (III.1) est vérifié alors toute solution u, de (P,) s’annule en
point et si z(a) désigne le premier zéro de u, il existe des réels x et 3, 0 < 3 < « tels que

limsup z(a) = « et limint z(a) = 3.
a—+2C a—+x

Le théoreme I11.2 en donne les conséquences concernant le probleme (Pg) sur une
boule By, de rayon R dans R™. Rappelons que le probleme (Py) défini dans I'introduction
est le suivant:

u"(r) + 2L/ (r) — W ()] + Mu(r)P =0 pour 0<r <R

u>0 sur [0: R[
(Pr) u (0) =0
u(R) =0

Théoréme I11.2. Supposons (II1.1) vérifié. 1l existe des réels Ry et Ry, 0 < Ry <
Ry tels que sur une boule de rayon R le probléme (Pgr)

a) n'a pas de solution st R < Rq ;

b) a au moins une solution si Rg < R < Ry;
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¢) a une solution unique st R > R;.

La démonstration du théoreme IIL.1 se fait en décomposant lintervalle sur lequel
ug > 0 en deux parties. Sur la premiére (correspondant a la proposition II1.3 qui suit), on
montre que si le réel a, est assez grand et si @ > a; on peut comparer u, avec une fonction
ttz sur l'intervalle sur lequel a; < u, < a, 4z étant solution de

i ' =2 [T+ AulP =0
(P;) u(0) =a
u'(0) =0

Il résulte de cette comparaison qu’il existe un réel Rq tel que a > a; et u,(r) > a; implique
r S R().

Remarque. Les propriétés des solutions iz sont analogues a celles des fonctions u,
2,

¢tudices dans le chapitre IT puisque seul le coeflicient de |u']? change et que

] <g<p
Sur la deuxieme partie on utilise le comportement asymptotique de u, étudié dans la
proposition II1.4.

Proposition IIL.3. Il existe des réels Ay > 0 et Ry > 0 tels que st A} < ay < a et st
R est le réel tel que u,(R) = aq alors

0<R_<_R0. (1)

De plus pour tout ay, a; > Ay, il existe un réel Dy < 0 ( Dy dépendant de a; ) tel
que, R étant défint comme ci-dessus,

Do < u,(R) 0. (2)

(voir figure 1).
Proposition III.4. On suppose (III.1) réalisé. Soit R > 0. D < 0. a > 0. Pour
toute solution de

u + 2=y — W+ AulP =0 sur [R; +oc
(PH, D, u) u (R) =aqa
u' (R)=D

il existe un réel R’ dépendant de R, D et atel que u(R') = 0.

Dans la démonstration de la proposition I11.3, les lemmes I11.5 et I11.6 donnent des
propriétés concernant les solutions 4, de (P,), le lemme IIL.7 concerne les solutions u, de
(P,) . La démonstration de la proposition II1.4 utilise les lemmes II1.8 4 III1.11. L’idée
de la démonstration de la proprié¢té 111.4 est d’étudier le comportement asymptotique des
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Figure 1.

solutions u, strictement positives comme dans l'article de J. Serrin et H. Zou [SZ] : la
démonstration étant ici plus rapide (en particulier grace aux lemmes II1.8 et I11.9).

Rappelons enfin le théoréme suivant démontré au chapitre I.

Théoréme 1.4. On suppose

n <2
ou Lo
n -4 2
n>3 e p< —.
n—2
. 2p . . .
1} St q < 1 il existe un réel ag > 0 tel que, sur Jag: +3<[. = est strictement

déecroissante.

=~

2)8iq> , il eaxiste un réel ag > 0 tel que, sur0; agl. z est strictement décroissante.

p+
Démonstration du théoréme I11.1. Soit A, défini par la proposition IIL3. a; > A,
et u, solution de (P,) ol a > a;. La restriction de wu, a [R: +2¢[ est alors solution de

(P Do)

a” + 2= — [+ AP =0 sur [R:+oc|
(PH, D, (Ll) ’lL(R) =,
u'(R) =D

o1 0 < R< Ry, Dy < D < 0 d’apres la proposition II1.3. En utilisant la proposition I11.4
on voit qu’il existe un réel z(RR, D) tel que u, (z(R, D)) = (). z est continue sur le compact
[0; Ro] x [Dg; 0] done il existe des réels o et 7', 0 < ' < « tels que, pour tout couple
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(R; D) de cet ensemble, 5’ < z(R; D) < . 1l en résulte qu'il existe des réels a et 3 tels
que
limsup z(a) = « et lim_{i_nf z(a) = .

a——+ 00 a

De plus 8 > 0. Ceci résulte de la comparaison de u, avec la solution @, de

) w — W+ AP =0
(Pa){ u(0)=a
u’'(0) =0.

Si Z(a) est le plus petit réel r strictement positif tel que @, (r) = 0, on a en effet, d’apres
la proposition 1.7 du chapitre I, z(a) > Z(a) quel que soit a > 0. Comme le théoreme I1.4
montre que lil}_l Z(a) est un réel strictement positif, on en déduit que 4 > 0. ///

a—-1roQ

Démonstration du théoréme III.2. L’application z est continue sur |0; +oc,
liminf z(a) = 3 avec > 0 et lin(l) z(a) = +oo donc il existe un réel Rg, Ro > 0, tel que,

a—+20

pour tout a de ]0: +oo[, z(a) > Ro. Ceci prouve le a) et b). Démontrons alors le ¢) cn
utilisant le théoréme 1.4 cité ci-dessus. Soit ag le réel tel que z est strictement décroissante
sur ]0; agl. En utilisant maintenant le fait que application z est continue sur J0; +oc{ et

que limsup 2(a) = « ol v > 0 on voit que z est majorée par un réel Ry sur [ag; +oc[. Soit
a—42C
ay < ag tel que z(a}) > Ry ( af existe puisque lin(l) 2(a) = 400 ). z est alors majorée sur
a-—

[} +>c[ par Ry: z étant une bijection strictement décroissante de |0; a}[ sur |z(a}): +x,
pour tout R > z(a}) il existe un réel a unique tel que z(a) = R et de plus a €]0; a|[. Ceci
démontre le ¢) en prenant R, = z(a}).

I11.2) ENCADREMENT PARTIEL DE «

Démonstration de la proposition II1.3.

Démontrons tout d’abord que si a; est fixé, a; > 0, il existe un réel Do, Dy < 0 tel
que si a > a; et si R désigne le réel tel que ua(R) = a; alors Dy < u,(R) < 0 (ce qui
correspond a 'inégalité (2) de la proposition IIL3) .

Considérons pour cela la fonction notée 4, solution de

. u’ — W]+ AP =0
(P.) § u(0)=a
u'(0) =0

Les propriétés de la fonction i, ont été étudiées au chapitre II. On sait qu’il existe un
réel z(a) tel que i, (2(a)) = 0. Soit v définie comme dans le IL1 par v(r) = @a(2(a) - r);
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Figure 2.

on a alors

v'(r) = —tig (2(a) — 1) (¥)

Soit v/(0) = b. On a alors b < by ol by est la valeur définie au théoreme I1.2. Nous
utilisons alors le lemme II1.6 démontré ci-dessous (page 45):

Lemme II1.6. 1) Soith et b deux réels tels queO < b < b; si0<r <y, O<r' <y
et vp(r) = vy (') alors vy(r) > vy, ().

Ce lemme implique que si b < b et v (1) = wp(r’) = a; avee 0 < r’ < g, alors
w(r') < U{,O(r).
vy (vb_l(al)) < 1){,0 (vb—ol(al))

(voir figure 2 ci-dessous ).
Notons —Dy le réel vy, (r) (ol Dy <0 ).

On a done
0 < v(r) < =Dy (+%)

ot I—L:L('I_L;l((l.l)) > Do d'apres (¥) et (**). On déduit alors de la démonstration de la
proposition L7 vue au chapitre I que u;(u(fl(al)) > Dy (puisque u, et i, correspondent
respectivement a des solutions en dimension n et 1) soit encore w),(R) > Dy. Ceci démontre
I'inégalité (2) de la proposition II1.3.

Montrons maintenant qu’il existe un réel a; pour lequel U'inégalité (1) est réalisée.
Concernant les solutions a, de (FP,)

) u =2+ AP =0
(P.){ u(0) =a
u'(0) =0
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nous utiliserons le lemmme suivant

Lemme II1.5. Soit D < 0, il existe un réel a; > 0 tel que pour tout a’ > a; il existe
a, a > a’ pour lequel 1, vérific les propriétés suivantes (voir figure 3 ci-dessous ):

1) si g est le réel tel que tq(rg) = a’ alors @, (ro) = D;
2) st ay < i(r) <a’ alorsul(r) < D.

Démonstration du lemme II1.5. D’apreés le chapitre II, il existe Z(a) tel que
. (2(a)) =0.

Dans la démonstration nous utiliscrons les fonctions v, définics par vs(r) = @a (2(a) —r)
qui vérifient

V() =2 W@+ Aw(r)P=0 sir>0 (II1.2)
(P}) v(0) =0
v (0)=0b ou b= —il(3(a)).

Le coefficient de |v’(r)|¢ étant —2 au lieu de —1, nous utiliserons les propriétés démontrées
au chapitre II.

Rappelons que by est le plus petit réel strictement positif tel que v, explose en temps
fini. D’autre part, si 0 < b < bg, v; atteint son maximum pour r = 1 ol 7 est l'unique

1q " 19
, v A . L,
réel tel que —"F(rb) =5 ctona la relation —I,’, +A=2 —"—p (cf. la remarque précédant le
v 2 v Up
b

b
lemme II1.14).

Etablissons tout d’abord le lemme suivant:
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Lemme II1.6. 1) Soitb etb’ deuz réels tels que 0 < b < b; si0 <1 <y, O <1’ <y
et mp(r) = vp (r') alors vj(r) > v, (7).

2) Soit a et @’ deuz réels tels que 0 < @’ < a, $1 Wa(T) = G (F') alors 4, (F) < al, (7).

Démonstration. v;(0) > v, (0) donc si on avait v, (r) < v, (r'), il existerait deux

ol *+ . / / - _ . IN ot oo (o N e ? (d Ne

réelsrpet 0 <r <ret0<r] <7, tels que vp(ry) = vy (r)) et vy(ry) = v, (r]); ce
qui constituerait une contradiction avec le théoréme de Cauchy.

Dédnisons en le 2). (Voir figure 4 ci-dessous ) Soit done 0 < a’ < a, et considérons
les fonctions v, ct vy définics par vp(r) = @4 (3(a) — r) et vy (1) = iy (;7((1’ ) — ). D'apres
le lemme IL9 on a b’ < b puisque a > o/, d'oul en utilisant le 1) v, (r) > v, (') lorsque
vp(r) = ve: (I'). On a alors —a (7) > —al, (7') si @, (F) = Ga (7). ///

On sait que, si 0 < b < bg, v, (r) atteint entre 0 et yy son maximum pour r = 7} et

Wl

VP
[0; 4] et déeroissante sur [ry; 2(a)]. On a la relation suivante similaire & celle pour les
fonctions vy, :

que (rs) = A. Il existe done un réel que nous noterons r, tel que |@,| est croissante sur

lal |4
T ()=
“

A .
3 (I11.3)
Du lemme I11.6 résulte alors le corollaire

Corollaire. 1) Soit b et b deuz réels tels que 0 < b’ < b < by, on a alors vy(rs) >
/
Uy (T ).

2) Soit 0 < a’ < a on a alors i, (1) < L, (rer)
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Démonstration du corollaire. On sait d’aprés le lemme 11.9 que si b > b’ alors
vp(ys) > ver(yw). 1l existe donc un réel r tel que vy (ryy) = vp(r) et par le lemme II1.6
vy (ry) < wvp(r) d'ou v, (ry) < vp(rs) puisque 7, est le réel pour lequel v} atteint son
maximum. Le 2) en résulte car @, (r.) = —v;(ry) et 4% (rar) = —vf, (rw).///

Fin de la démonstration du lemme III.5. On sait que bliin vp(rp) = 400
—rby—
(d’apres le lemme I1.14) donc on a aussi liI_'l_’l Uo(re) = +o00; d’autre part d’apres le
a—rTOo0
corollaire précédent 'application a — |, (r,)| est strictement croissante et il en est alors
de méme d’apres (I111.3) de a — 14(7,), il existe alors un réel a, tel que
. D7
1) 4a,(ra,) = /\—l et donc

4

4z, (ra,) =D (I11.4)
d’apres (IIL.3);

4
5\ - |D| =
2) sia > ag, tg(ry) > v et @, (r,) < D.

P

g, correspond d’aprés sa définition & une fonction notée v, oll by < by et, en utilisant
le corollaire précédent et (II1.3), on voit que ds est le seul réel a pour lequel v/, admet un
minimum égal a D.

1
Posons a; = —— (voir figure 5 ) et montrons que si @’ > @, les conditions 1) et 2)

P
du lemme IIL5 sont vérifiées c'est a dire qu'il existe a > a; tel que
1) si rg est le réel tel que @, (ro) = a’ alors @), (ro) = D;
2) si 2y < i,(r) < a alors @), (r) < D.

Appelons i, la fonction correspondant a vs,. s est solution de

w =2 )+ AulP =0

(P){ lim u(r) = +oc

r—0Q*t

u(Spy) =0

[0 sb,| étant comme au chapitre II 'intervalle maximal sur lequel vy, est définie . @, est
croissante sur |0; sp,] d’aprés le théoreme I1.2.3).

Soit enfin @ la solution de
i u” =2 W]+ AlulP =0
(Par. p) g u(0)=d oi1d > ay
@' (0)=D
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avec q < p.

Pour la suite voir la figure 5.
Si roo est le réel tel que

lico(Too) = Uay (Tap) = @1

on a g, (o) < 5,(ra,) ; en effet @z, correspondant & vy, oll by < by et oo & vy, Si
Vo () = vy, = @, alors d’apreés le lemme II1.6 vy (r) > véz (r') et donc dg, (reo) < %, (Tay)-

. » ’ ~ / /
Soit enfin r__ le réel tel que () = a’, on a 7y < ro et comme
=/ . . ce 1 i (! i
g est croissante sur ]0; sp,], Ga (Th) < Uoe(Teo) < D.

On a donc
oo (0. ) = @(0) = a
L (rl.) <a'(0)=D

d’apres la définition de 4.

@ correspond a une fonction vy, et b < bp; en effet si r et r’ sont les réels tels que
Up(T) = by (r') = a’ alors vy(r) < v, (') et donc b < by d’apres le lemme IIL6 1).

Ceci montre qu’il existe des réels 7 et R tels que @(R) = 0 et @' () = 0. Soit @(F) = a;
on a alors @, (r) = a(F+r) pour tout r pour lequel @, (r) est défini puisque @, et & vérifient
la méme équation différenticlle autonome et que @(7) = @, (0) = a. On en déduit que

si rg est le réel tel que i, (ro) = a’ alors @, (ro) = D car @(0) =a’, «/(0) =D (II1.5)
(d’apres les deux dernicres égalités définissant le probleme (P, p) ). Ceci démontre le 1)
du lemme IIL.5.

Enfin, montrons que si a; < @,(r) < o, 4,(r) £ D. On a a,(ra,) = D = @,(ro)
et 1,(ry) = a' > dg,(ra,). Comme i;, est la seule fonction dont la valeur minimale de
la dérivée est égale & D. on déduit du corollaire du lemme II1.6 que a > @2, De a > a»
résulte alors d’apres le lemme IIL6 2) que

si ryoest le réel tel que (1) = @a, (ra,) alors @/ (ry) < D (I11.6)

(en effet on a

ij’:—l-_g (rﬁz) = D

dapres (I111.4) ). Comme 4., est décroissante sur [0; 7,], croissante sur [r,. Z(a)] on déduit
alors de (1I1.5) et (IIL.6) que a; < 14,(r) < o' implique @/,(r) < D.

Lemme II1.7. Soit D < —1. Si le réel a| est assez grand alors on a 'un des deux
cas sutvants lorsque a > al:

a) u,"Ha)) <1

bj ua " a)) > 1 et sir est tel que v > 1 et ug(r) > a} alors u(r) < D.
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Figure 5.

Démonstration du lemme IIL.7.. L'idée est de montrer que si a} est asscz grand
alors:

1) si uq > af sur [3:1[ il existe ro de [3;1] tel que u/,(ry) < D;
2) les conditions 7 > 1, w/,(r) = D et ua(r) > af impliquent u”,(r) < 0.

Cherchons af pour que 1) soit réalisé.  Nous nous placons dans le cas on
D < u(3) <O0etu, > a}sur [5:1]. Soit [2:a [ le plus grand intervalle dextrémité
5. sur lequel D < w),. Remarquons que si ), < 2D sur [3: [ on a alors o« < 1. Cette
condition implique en cffet que si r apparticnt a [:ﬁ « | alors

D(r — é)

ot =
S
+
)

U (1) <ug(

<2 D

—~

)

r—

o

On nc peut alors avoir «« > 1 car la relation w) (r) < 2 D(r— %) SIIr [% v | impliquerait
cn partieulier
1
ul (1) <2 D(1 - 5)
<D
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Supposons donc .

=3
v
|

D<u,(r) <0 et uq(r) >aj (II1.7)

La premicre relation de (II1.7) implique 2 > — qui combinée avec la deuxieme donne
r

/ —
2D < uagr) puis —2(n-1) D > I l'u;(r).
De l'égalité
n-—1
ul(r) = =Tl (r) + ()] — M(r)

et de (II1.7) on peut donc déduire qtie sir > 5 alors
u’(r) < =2 (n—1) D+|D |7 = Xd}”.
La condition «”(r) < 2 D est donc réalisée pour r > ; si
—9n—-1)D+ |Dl“-Xa\’ <2D
soit si —2n D + |D} < A a}” ou encore

4> (M)#

Remarquons maintenant que si aj est choisi tel que (II1.7) implique w,, (1) < 2D alors
les conditions dn 2). plus fortes que celles de (II1.7), entrainent ), (r) < 0 puisque D < 0.

Il suffit done pour que 1) et 2) soient vérifiées que

, —2nD + |D|9\ 5
4> (20Dl

Montrons maintenant que 1) et 2) entrainent bien gque Uon a soit a) soit b) si a > af.
Considérons alors a > d) et supposons u,~H(a}) > 1. Cette derniere inégalité implique
w, > af sur 351 et il existe d'aprés 1) un réel rg de [5:1] tel que w(ro) < D. Soit
' le réel défini par w, (') = of, wontrons que u, < D sur [ro; /]. Comme d’apres 2)
r> %, (r) =D et u,(r) > af impliquent w;(r) < 0 il suffit d’appliquer le lemme 1.4 en
prenant f = —wl,, a=ro. b=1/. ¢ = —D pour obtenir que si u,"'(a}) > 1 et si 7 est tel

que 7 > 1ot u.(r) > af alors ul (r) < D.

Fin de la Démonstration de la propriété II1.3. Nous démontrons maintenant
que si a; est assez grand, il existe un réel Rg pour lequel a > a1 et uy(R) = a; implique



R < Ry. Remarquons que si r > 1 et u/(r) = a avec a < 0 on a successivement
n—1

2 a,

SR

—a- la|? > (n — 1)a — |a|?. On a alors

n—1

a —|af! > -2 |a? (I11.8)

des que
1
lal? > (n = 1)(—a) soit |a| > (n—1)7-T.

Onprend D = —(n—1)77 , ) = sup{aj,d;} (ol a] et @, ont été définis respective-
ment par les lemmes I11.7 et II1.5 ) et a > a;. Deux cas peuvent alors se présenter.

1) Soit le réel R tel que u,(R) = a; est inférieur ou égal & 1.

2) Soit ce méme réel R est supérieur & 1. Seul ce deuxiéme cas cst a étudier: on doit
démontrer qu'il existe un réel Ry indépendant de a tel que R < Ry. D’apres le lemme II1.7
sir > 1et ug(r) > a; alors ul (r) < D. Posons u,(1) =a’, on a a’ > a; puisque 1 < R et
d’autre part
W (1) < —=(n = 1)7T. (I11.9)

a

On peut alors trouver d’apres le lemme I11.5 a.a > a; tel que

1) si ig(r) = alors @, (r) = —(n — 1)71 (I11.10)

1
2) siay < @a(r) <a’ alors u4(r) < —(n—1)71
u, est une bijection décroissante de [1; R] sur [ay;a’]. (Voir la figure 6 ci-dessous )
Soicnt 7y et 73 tels que 4z (72) = a’, @z(r3) = a et soit u Uapplication de [1: R] dans {7»: 73]
définie par s (pu(r)) = ua(r). p est au moins de classe C? sur [1; R] puisque g = i, ™" o ug.
On a pour tout r de [1; R]

i (u(r) 1 (r) = ug(r) ([11.11)

Montrons que pour tout r de [1; R] on a ul(r) < aj(u(r)).

Soit f définie sur [1; R] par f = 4} opu —u,. Il en résulte que
Fi(r) = ag(u(r)) pw'(r) = uq(r) (I11.12)
On a en premier lieu u), (1) < —(n— 1)7T d’apres (IT1.9) et @} ( u(1)) = —(n— 1)7T

d’apres (I11.10) donc f(1) > 0. Montrons que si ro apparticnt a [1; R[ et f(ro) = 0 alors
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Figure 6.

f'(ro) > 0. f(rg) =0 implique a5 (u(ro)) — uL(ro) =0 ct p'(ro) =1 d’apres (IIL.11). La
relation (II1.12) devient alors

f'(ro) = ug(u(ro)) — ug(ro)

Posons o = u/ (rg) = @ (u(ro)) et aa(u(ro)) = na(ro) = J

On a alors : _
al(u(ry)) =2 Jo|? — AgP

w’(ro) = —% a + Jal? = A3

et done f'(ro) > 0 d’apres la relation (IIL3). Le lemme préliminaire L4 implique alors
que, si r appartient a [1; R[, f(r) > 0 soit encore

0 > as(u(r)) > u (r). (II11.13)

Montrons maintenant que -1 <ry — 7.

On a ue(l) = a’ et uy,(R) = a, done 1 =u'(a’), R =u;'(a) ct

ay “ !
; -1 5 3 = .
R_1= /“/ (ug')'(s) ds = /ﬂ, m "

173
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De méme
- N / e 1 d
T3 — Fo = ——ds
U e %(@3 ()
Posons u,(r) = s, on a alors, d’apres la définition de u, Gz (u(r)) = s soit

{u;l(s) =r
iz (s) = p(r).

Comme, d’apres (I11.13), pour tout r de [1; R|
0 > az(u(r)) > u,(r)
on obtient si s appartient a [a;;a/]
0 > as(az'(s)) > ul(uz'(s))

et donc

On a alors puisque a; < a’

a) l i (3] 1 l
P — f < —_— 3
/af !, (u;l(s)) “ L af (g l (s)) “

soit R —1 < 73 — 7. On sait que la fonction qui a « associe Z(a) tel que 11(:2(a)) = () est
continue et lim Z(a) est un réel . Il existe donc Ry tel que si a > ay alors 73 — 7y < Ry

a—+0oc
et
a>ay impligjue R—1< Ry soit R<1+4+Ry. ///

II1.3) COMPORTEMENT ASYMPTOTIQUE D’UNE SOLUTION

STRICTEMENT POSITIVE

La démonstration de la propriété I11.4 utilise les lemmes [I1.3 a II1.10 qui donnent des

encadrements asymptotiques des solutions de

a4+ 2=y — [T+ duP =0 sur [0+
(Pr. p.b) w(R)=h

u (R)=D ouD <0

dans le cas ol elles seraient strictement positives sur [R; +oc[.
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Lemme II1.8. Soit

n<2
ou
‘ n+2
n>3 etp<it
ainsi que ’ fl < ¢. Supposons que u est une solution strictement positive sur [R; +oo| de
u’ + "T_lu’ —T+ P =0 sir>R
(Pr. D,b) u(R)=">5 oub>0

u'(R)=D ot D <0

Il cxiste alors des réels p et C, strictement positifs tels que r > p implique u(r) <
-2
CIT';:T.

Démonstration du lemme III.8. On sait d’apres le lemme 5.2 de [CW] que, les
conditions portant sur n, p et ¢ ci-dessus étant réalisées et si a est assez petit, les solutions
1, de

w” + 2=y — W7+ MulP =0 sur [0:+oc]
(Pa) ‘IL(O) =a
W'(0) =0
. vy (r- 1)
admettent un zéro z(a) et qu'il existe C tel que z(a) < C a2 l

Soit u solution de (Pr p,s). Si v > 0 sur [R:+xc[ il existe alors d’aprés la propriété

[.6 du chapitre I un réel Ry. R < Ry < z(a) tel que u(Ry) = ug(Ry).

D’autre part u(z(a)) < a (voir figure 7).

]

SCINS] P Pl C C \7 T
De 2(a) < C a™ 3 = on déduit que T < et a < )
z(a) 2(a)

. . . 1 g
Il en résulte que si a est assez petit u(z(a)) < ————— done il existe p tel que r > p
Z{a)? T

2

implique w(r) < Cyrert.

Lemme I111.9. Soit
n<2

ol
n>3 etp<

n
n—:2

l))

4

ainst que < q. Si u est une solution strictement positive sur [R; +oc[ de
w + 2=y — [T+ Au? =0 sir>2 R
w(R) =5 owb >0
w'(R)=D ow D <0

(W]
<t



| ]
' ]
! 0
J i u
[} 1 -

: 7
R Ro x (a) v

Figure 7.
(p+1)

il existe Co > O et p > 0 tels que v > p implique |0/ (r)] < Car v T
Démonstration du lemme II1.9. Voir l'article de J. Serrin et H. Zou [SZ]

Lemme II1.10. Soit o > 1 ¢t u vérifiant

lim u(r) =0, v+ T <0 etu> Osur[R; +0o0]
r

r—<4oc

[64

Il existe alors des réels Cs et p tels que u(r) > Cs rl= sir > p.

Démonstration du Lemme II1.10. On remarque tout d’abord que quel que soit
C la fonction v définie par v(r) = C r'=* vérifie v"/(r) + £v'(r) = 0 si r > 0. Soit C tel
que v'(R) = u/(R).

Soit f définie sur [R;+oc[ par f(r) = v'(r) — ¢/ (r). Ona f(R) = 0. Supposons que
Ry > Rect f(R))=0. On a alors

u’'(Ry) < Fu/(Ry)
v"(Ry) = F2v'(Ry) = FT(;'UI(RL)

d’on f'(R,) = v'(Ry) — u”(R;) > 0. D’apres lc lemme préliminaire 1.5 on a donc sur
[R;+oc] f > 0et ' <v'. Onen déduit

+o0 +oc
/ u'(s)ds < / v'(s) ds pour tout r > R.
Puisque lim u(r) = lim wv(r) =0 il enrésulte u(r) > C r'=>. ///
T—4oc r—-4o0
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Démonstration de la proposition IT1.4. D’aprés le lemme II1.9, il existe des réels

p>0et Cz >0 tels que r > p implique |u/(r)| < C; PR

On peut donc écrire pour tout r > p

u'(r) = sz(T)T—}%i

avec —1 < m(r) < 0.

On a alors iy
ap.
[/ (r)|? = Cp? m(r)|?r™ =1
/
u'(r -2
(r) = Cym(r)rer.
2 . =2p . . . _aprn)
q > 1 implique que en +oo le terme en r7-' est prépondérant sur celui en r~ -7 .
p
Pour tout € > 0 il existe alors p’ > p tel que r > p’ implique
/
u'(r
W4 e <o
Pour r > p’ on a d’autre part
n—1

u(r) + uw'(r) = W' (n)]? + Alu(r)P = 0

et donc en ajoutant membre & membre

nEET L) + AP <o.

u”’(r) +
Comme n > 2 on peut alors appliquer le lemme II1.10 avec « =n+¢ —1 > 1 et il existe
un réel p” > p’ tel que r > p” implique C3 r27"~% < u(r).

Si r €]p”; +oc], on obtient donc

2

C3r?™" ™ <u(r) < CyroT.

2 . . .
Si n = 2 ceci implique alors que, pour tout € > 0, p— < € ce qui est impossible.
p —

Si n > 3 la méme relation entraine que, pour tout € > 0, n+¢ —2 > 1—:—1 et donc

n . .
5 il existe R’ > R tel que

n

p > 5. llen résulte que, sin =2ousin > 3etp <

wW(R) =0.///

-
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CHAPITRE 1V

ﬂ)
NOUVEAUX RESULTATS DANS LE CAS g¢= fl
p

Dans ce chapitre nous étudions lorsque ¢ = les solutions u, de (%)

u” + 2=y — /|7 + AufP =0 pour r >0
(Pa) U (0) =a
u' (0)=0

z(a) désignant toujours le premier zéro, lorsqu'il existe, de u, ; si ug > 0 sur [0; +oof on
pose z(a) = +oc. Rappelons que z vérifie la relation z(a) = o~ 2(1) et que donc, soit
z(a) = +o00 quel que soit a > 0, soit z(a) est fini quel que soit a > 0 ct z est une bijection
strictement décroissante de [0; +oo sur [0; +oc[ ( Cf. le lemme 4.7 de [CW] ). La valeur
de X intervient dans le comportement de la fonction 2. Le IV.1) étudie le cas o n = 2

puis celui pour lequel n > 3 et p < ~ i 5 le IV.2) celuiou n > 3 et — < Z -i_— g
IV.1) CAS OU p< 25
A) UNE CONJECTURE INFIRMEE
Dans leur article , M. Chipot et F. Weissler ont montré que si g = i_ I et p < —>

" équation

nEl ) = )+ Au(R)P = 0

(IV.I) u’ (r) +

-2
admet une solution de la forme u(r) = kr7 7 si et sculement si A < A, p, 011

. (2p)”
p+ 1)Pt1(2p — np + n)P
p

Anp =

-2
En dimension 1 cette équation ne dépend pas explic 1tement de r et si u(r) = kr?=1 en est

une solution , il en est de méme de u(r) = k(r + ¢) 771 75T oi1 ¢ est une constante réelle.

Il résulte alors du théoreme de Cauchy que si A < Ay, le probleme (Pgr) ne peut avoir
de solution en dimension 1. M. Chipot et F. Weissler montrent aussi, et la proposition 1.7
du chapitre I le prouve , que si A < Ay, le probleme (Pgr) n’a pas non plus de solution en
dimension n,n > 1.
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Dans un article plus récent, M.Fila et P. Quittner démontrent que si A > A, , alors z(a)
est fini quel que soit a; mais le probleme demeure de savoir si ’on peut avoir simultanément

une solution de ’équation (IV.1) de la forme u(r) = kr#=T et z(a) fini.

Remarquons cependant que,lorsque 'on étudie le probléme similaire & (P,) sans le

\ : . n n+2 . .
terme correspondant & |Vu|? on a toujours, si <p<—,a la fois une solution
n—

—~2 =
de la forme u(r) = kr?=T et z(a) fini. On est ici dans un cas semblable puisqu'on a le
théoreme suivant:

2

Théoréme IV.1. Soit g = —2— et
p+1

A) n=2

ou

B) n>3etp< 5.

Soit u, solution de

' + 2=y — T+ AulP =0 sir>0

(Pa) u(0) =a
u'(0) =0
Il existe alorsun réel A, . AL, < An p tel que, quel que soit A, A > X, z(a) est fini.

Remarque IV.1. Lorsque A = A, ,, il existe une seule solution de (IV.I) de la forme

u(r) = kr71 (d’apres la démonstration de la proposition 5.5 de [C.W]) et sa représentation
graphique coupe celle de la solution de (P,) quel que soit a; ceci résulte de la propriété 1.6.
Dans le cas ol Ay, » <A < An p léquation (IV.1) a deux solutions distinctes de la forme

u(r) = kr#T dont les représentations graphiques coupent celle de la solution de (P,).

Démonstration. Nous transformons tout d’abord le probléeme (P,) puis nous
étudions successivement, les cas n =2 et n > 3.

B) TRANSFORMATION EN UN SYSTEME AUTONOME

Comme dans l'article [FQ] de M. Fila et P. Quittner, utilisons la transformation

—ru’
A(t) =
X(t) -
(IV.2) Y(t) = r2up—!
r(t) = et

59



Pour l'autonomie de la démonstration, nous reprenons les calculs et certains
résultats de [FQ] dans les propositions IV.2 et IV.3.

On trouve d’abord puisque r/(t) = r(¢)

—(ru' + r*u"u + u'r?u’
)

X'(t) =

ru? — ru'u — r2u’u

2

u
"

(ru’ )2 ru’ riu

u u U

2 —
= X2+ X - T ((=u)T - - (n l)u’).
u T

Finalement on obtient
X'(t)= (2= n)X + X2+ \Y — X781 Y7,

D’ autre part Y'(t) = 2r2u? " L+ (p— 1) wP 72U v
/

=r? ! (2 + r(p-— l)%)
=Y(2 - (p- l)X).

Enfin, si u vérifie de plus u(0) = a et «/(0) =0 alors

Y{i) n
i = lim =0, d’apres 2) et i = —.
t_ljr_l}x Y{(t) t—IEI—I%)o X(t) =0, d’apres (IV.2) et L—l’lg}ao X0 "
Yt r2uP~! ru?
Cette derniere égalité résulte de ce que (*) = —=——" 05,81t — —o<,r—0
/Y(f) —T‘% w
u'(r u? (0 n—1 uw'(r
et ) — = (©) puisque v + uw = |u|T = AuP et lim () _ u”(0).
r n r r—0 1
Résumons ces résultats dans la proposition suivante:
Proposition I1V.2. Soit u solution du probléme
u"(r) + ——”:lu’(r) — ' (P9 + Au(r)P=0 sir>0
(Fa) u(0) = a

u’'(0) = 0.

Si Vapplication (X, Y) :] =20, +00[— R? qui at associe (X(t), Y (t)) est définie par (IV.2)
alors (X, Y) est solution du systeme autonome

() =2 ~-n)x + ¥+ Ay - rr_z*quiﬁ
(IV.3)

y'(t) =y(2— (p—1)z)
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et on a les conditions suivantes en —o0

(IV.4) lim Y(#) = lim X(t)=0, lm Ye _n

t——00 t——00 t——00 X(t) A

Rappelons encore (d’apres un lemme de [FQ] ) qu’une trajectoire de (IV.3) située pour
t = to a 'intérieur du premier quadrant reste dans ce quadrant pour £ > #g et qu’il existe

. . . . . n
une seule trajectoire venant de l’origine, sa pente étant —.

A
IDEE DE LA SUITE DE LA DEMONSTRATION DU THEOREME IV.1.
L’application z étant ouverte, il suffit de se placer dans le cas o A = A, ;. Sil'on

démontre que dans ce cas z(a) est fini, il en résultera qu'il existe un réel /\;’p < Anp tel
que, pour tout A > A, ,, z(a) est encore fini quel que soit a > 0.

Pour ne pas surcharger 1’écriture nous laisserons A dans les calculs.
: 2 2p _L_
Soit f(z,y) =2 —=n)x + 2+ y— zriys et g(z,y) =y(2— (p— 1)z)

N
3 r

7
Z x
P~ Figure 1.
: : 2
Remarquons en premier que g(z, y) =0siy=0ousir = o
Nous allons étudier 'ensemble I' défini par z > 0, y > 0, f(x,y) =0.
Lorsque n = 2 cet ensemble [' est une demi-parabole définie par x > 0 et
- 2 2
y = o —iT qui coupe donc la droite d’équation x = en un seul point (Voir
(AMp+1) 7
la figure 1).
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n @
n-2 2 <>
p—1

Figure 2.

On situe alors lorbite O du systéme (IV.3) correspondant a l’application
t— (X(t), Y(t)) par rapport a I'. On montre que O

4

a) est située au dessus de T lorsque 0 < X(¢) <

T en remarquant que sur la partie

correspondante de T le champ de vecteurs est ”vertical et orienté vers le haut”,

b) coupe la droite d’équation x = au dessus de T' (en étudiant par linéarisation

p-
le champ de vecteurs autour du point d’ intersection de I' avec cette droite),
¢) puis que X(t) explose en temps fini (Voir figure 1).
2
p—1

I - T (voir figure 2). On
b

2 o .
montre ensuite que, pour 0 < X(t) < T O est située au dessus de I', puis que pour
p —_—

X'(t) > 0ct Y'(t) < 0. on en déduit alors que X(t) explosc en temps fini.

Lorsque n > 3 ce méme ensemble I' est tangent a la droite d'équation r =

(pour A = A, ,) et situé dans le demi-plan défini par x <

2

X(t) > :
p—1
Proposition IV.3. Soit A = A, , et = fixé, x > 0, f(x, y) admet alors un unique

- r?
minimum pour y = h(r) =

ptt

(Mp+1)) 7
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Ce minimum vaut

m(z) = f(x, h(z)) =z (n— 2)(p; 1:1: - 1) (IV.5)

~

Le champ de vecteurs (f(a:, v), (g9(x, y)) a sur la demi-droite définie par

2 2

’ . 7 et y > 0 un seul point singulier A de cordonnées (z1, y1) avec x; = —

Tr =

et y1 = h(z1).

1 -
Démonstration de la proposition IV.3. —(z, y) = A — r%yr_ﬁ donc
ay p+1
of 2 0 z?
Bzi(a:,y)<03i0<y< ud uetgjj(x,y)>05iy> =T
Y AMp+1)) ? Y (Ap+1)) *
;1:2
L’application y — f(x, y) admet alors un unique minimum pour y = —-
(Ap+1) ~
11 vaut
£ AP+ D)5 -
f(;z:, < w):(2—n);l:+a;2< (f ) H_lp X
(Ap+1)) 7 AP(p+ 1)
Or
N (2p)?
P (p+ 1Pt (2p —np +n)p
done . 5
L el 2p
AP )P = —————
(p * ) 2p—np+n
et
AP (p + N5 —p _2p—p(2p—mp+n) 2p—2p° +np’ —np _ (o 1)(E B 1)
AF(p+1)'Ts 2p 2p 2
On obtient donc finalement
. n -1
flz, h(@) = (2 - m)z + 2%(p - 1)(5 - 1) —z (n—2) (p —r 1).
Le fait que le champ de vecteurs ( f(x, y), (g(=x, y)) a sur la demi-droite définie par
2 ) 2
T=_—TY > 0 un seul point singulier A de cordonnées (z,, y1) avec r; = ) et
p— D —
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y1 = h(z1) se déduit aisément de ’expression de m(z). Ceci termine la démonstration de
la propriété IV.3. /l/

Dans 'ensemble £ défini par 0 < z < p271 et y > 0, ona g(z, y) > 0. Si on consideére

une orbite définie par une application t — (X;i(t), Yi(t)) passant dans cet ensemble
pour t = to on a a priori trois comportements possibles puisque le champ de vecteurs

(f(:v, y), (g(z, y)) n’a pas de point singulier dans & :

2

1) soit lorsque t — «a ( avec @ = +o00 ou « réel ) Yq1(t) — +oc, et X () < 5= pour
t 2 to;
. . ) 2
2) soit 'orbite coupe la droite d’équation z = p—

3) soit cette orbite admet pour point limite le point singulier du champ de vecteur de

2 b
cordonnées ( , h( ))
p—1 p—1

Notons d’abord que le cas 1) ne peut avoir lieu en effet en utilisant les expressions de

/
X1 (t) et Y{(t) données par (IV.3) on en déduirait que hm 1‘; ,((i)) )‘.

un réel ¢y, tg < t; < a, tel que ¢ > ¢ implique —1%1) < 3. En considérant ensuite ¢, tel

Il existerait alors

que t; < t; < v et par intégration entre ¢; et ¢z, on auralt alors

Ly Lo
/ Y{(s)ds < / Xi(s)ds
6 iy

S0it Yl(t-_)_) - Y[(t[) + X](tl) < X1(t2).

Comme tlim Yi(t2) = +oc, on en déduirait tlim Xi(t2) = +oc d’ou une contradiction
puisqu’on a supposé que pour t > tg X;(t) < ﬁ.
C) ETUDE DU CASn=2

D’apres la proposition IV.3, quel que soit x > 0 la fonction y — f(z, y) admet un

unique minimum et il vaut
. z?
f (:II, — _pit = 0.
(/\(p + 1)) P

puisque n = 2. L’ensemble défini par x > 0, y > 0 et f(z,y) = 0 est donc une demi-
2

parabole définie par £ > O et y = h(z) = —7- Deplussiz > 0,y > 0 et

(Ap+1)) *

y # h(x) alors f(x, y) > 0.
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2
3 Porbite O définie par l'application t — (X (t), Y (¢)) est
donc au voisinage du point O au dessus de la demi-parabole.

) n
Cornmethm XH - X

Le champ de vecteurs (f(z,y),9(z,y)) s’annule en deux points du quart de plan défini

>0,5>0: 00,0) et A ——, b —2
parz >0,y >0: 0(0,0) e g (p_l) :

Sio<z< p—ET et y = h(x), alors f(z, y) =0et g(z, y) > 0, la trajectoire définie par
2

p—1

1) ou avoir pour point limite le point

I'application ¢ — (X(t),Y (¢)) ne peut donc que couper la droite d’équation x =
2

en

un point d’ordonnée strictement supérieurea h(

A. Montrons qu’ en fait ¢’est la premiére possibilité qui a lieu.

Pour cela, étudions la différentielle du champ de vecteurs (z, y) — (f(z, v), g(z, v))

au voisinage du point A d’abscisse z; = - et d’'ordonnée y; = h(x1).

LINEARISATION DU CHAMP DE VECTEURS

Ona f(r,y) =z + \y — IP%%U# donc
Y Yy !

of 2p  po1 1 af 20 _—p
—(r =2 _ rpe+l 1 t_'" =/\_ rrrlyp+l
S y) =2 = LB o (e y) = A ey
o2 _ I
Il_p_let/\_)\Q’p_(g)+1)P+1
p prl p+1
done A(‘l)+l)= (#) et (/\(p+1)) Po= (;‘%) .
7

On en déduit y; = h(z,) = e
(Ap+1) 7

2
2
(F‘T) 4 (p+ 1)P+1
P . ’

p

Montrons que
of

0
c‘)_a:(xl’yl) = E)%(flfl; y1) =0.

— hizpyor K _ 92 P& h(z)mr
Ona y; = h(z,) or 8_3:(“1:’ h(zx) —23,<1—p+1x Fth(x)?+ )



p+1

p+1
et comme h(z) = z2( ) on trouve

8f Ny _ D p—_?l_ p21p+1 _
%(.r, h(L))—Zaz(l . TPHILPY )—0

d’ot

0
%(Jfl,yl) =0.

. .. 3]
D’autre part y — f(r;, y) atteint son minimum pour y = y; donc ?’}i(acl, y) =0.
oy

.0 4 + 1\t 0
On a de méme ({)—Z-(:;El,yl) = —;__—]-(Bp—) et ‘673(;131,?]1) = 0.
On obtient donc
of of
dr Oy 0 0
A o () = ( a_(pr1\PH
9 9 -4 (=) o
Jdr Oy
. s ) 2
Montrons qu’alors la trajectoire coupe la droite d’équation r = : en un point
p _

d’ordonnée strictement supérieure a y;j.

Considérons Uensemble £ du plan défini par
O<x<uzieth(r) <y <y

et posons
a=xr—1x,, b=y—-1y.

Soit d’autre part h'(x;) = C| la pente de la tangente & la parabole au point d’abscisse z;.
On voit géométriquement ( voir figure 3 ci dessous) que. lorsque (r. y) appartient a &',

a
Ensuite , 'expression de
of 9 0 0
dxr Oy _ +1
dg g (z1,11) = (_p_:_(%l)p 0)
or Oy
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] A

—

2 “x
P-1

Figure 3.

montre qu’il existe € > 0 tel que d’une part —e < a < 0 et —e < b £ 0 impliquent puisque
f>20sur €

Cs (a+b)

< f(. ———
0 < f(xy + a, y1+b)<4Cl(1+C’1)

o1l

—4 ; 1 p+1 ;
c, <p+ ) dg

= = 7\,
p—1 D (');v( Ly
d’autre part
a C-z
t)

&

g(x1+a, y1 +b) >

(IV.6)

Lorsque (. y) appartient a £ et que —e < a < 0 et —e < b < 0 on a donc d’apres
(IV.5)
a C-z

4C,

C,

C b<0, et f(: , - s
aCy<b<0, et f(xr+a yl+b)<4CH(l+C1)

(a+aCy) <

et finalement

g(xy +a, y1 +b) 00
20
f(zy+a, yr + )
en utilisant (IV.6).

On en déduit qu’une trajectoire du champ de vecteurs ( flz, v), g(z, y)) passant
pour t = to par un point (x, y) appartenant & £ et tel que

—e<a<0et —e<b<Oolla=zxz—1x1, b=y—u
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1 B A%

e

Figure 4.

()

r4

(voir la figure 4) coupe pour £; > ty la droite d’¢équation @ = en un point d’ordonnée

strictement supérieure a 1.

Les trajectoires du champ de vecteurs ne pouvant se couper, il en résulte que la
K)

4]

trajectoire @ coupe aussi pour une valeur #, de t la droite d’équation = = en un
1 p—

point d’ordonnée strictement supérieure a y; = h(r;) (voir la figure 4).

Si X (t) > 1, g(X(t) Y(t)) <0et f(X(t), Y(t)) > 0 sauf si Y(t) = h(X(t)); done,
pour t > t}, d’'une part Y (t) < Y (#|) et d’autre part X est strictement croissante. La
premiere équation de (IV.3) montre alors qu'il existe des réels v et z2 , v > O et T3 > 0
tels que si x > 1z, alors f (;L'(t), y(t)) > ax?. On en déduit que X explose en temps fini T

et 2(a) = eT.

D) ETUDE DU CASn >3 ET p<

n
n—ua

Proposition IV.4. Soit A = A, . La courbe T" définie parx >0, y >0, f(x, y) =0
admet une tangente en tout point. Une demi -droite définie par x = ¢, y > 0 coupe I en

2
1poz'ntsic=—1,2pointssz'n—2§c<lﬁ, Ipoint si0<c<n-—2.
p_ —
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h-2 2
p-1

Figure 5.

D’autre part T est la réunion des graphes Uy et Iy de deuz fonctions hy et hy. T'y =
{(x, y) tels quex >0y >0, f(x, y) =0 ety < h(r)}

[y ={(x, y) tels quec >0y >0, f(z, y) =0 ety > h(x)} (voir la figure 5).

Démonstration. D’une part f(x, 0) = (2—n)z+z2 donc f < O sur |0; n—2[et f > 0
sur Jn—2; +oc{. D'autre part, d’apres la proposition IV.3, pour x fixé, x > 0, l'application
y — f(x, y) admet un unique minimum en y = h(z): il vaut m(z) = x (n —2) (L;l xr— 1).
Ce minimum est strictement négatif si 0 < z < p—z—l, nul six = p% et strictement positif
six > ﬁ Unec demi-droite définie par £ = C, y > 0 a donc en commun avec [’

-unpointsi0<C<n-—2ousi C = p%l
- deux points sin—2< C < p—iT
2

- aucun point si r > —

S

Ensuite, si 0 < z <

et y # hiz), g—;u y) # 0.

EnﬁnenA( 2 ; h( 2
p—1 p—1

)) on a puisque

m(z) = f(x, h(z)) = @—n)z + 2*(p-1)(5 - 1)

&

%%”(L) —(2-n)+2

n-—-2
p—1 (p——l)( 2 )zn—2

p—1
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n i P
h-2 %:; Z K
Figure 6.
of (2 . 2 W\ 20t aue
Comnie 9 (p— T h(p— 1)) =0 ¢t que
om s 2 _Ofr 2 2 of r 2 2 2
7).‘7(1)— 1) N ;5.';(1)—1’ h(‘p— l)) +E),T/(p— 1 h(p—l))h (p— 1>)

il en résulte que

%(pil; h(pfl)) £ 0.

. . . Om )
Ceci montre qu'en tout point M (zr;y) de T tel que y > 0. soit T(I\I) # 0. soit
oar

-)

) : :
%(1\-’[) # 0. Il existe donc deux fonctions hy : [n — 2: pTzl] — R et hy : [0 =1 —R

telles que f (£, y) = 0sict seulement si y = hy () ou y = hy(x) et vérifiant les conditions

suivantes:

2
] alors h(x) < h(x);

Dsin—-2<z<

~

2)si0<z< I alors h(x) < hy(x);

3) h(z2) = hi(2y) = ha(G2y):

De plus hq est différentiable en 0 en effet f(x, y) = (2—n) t + Ay + o( Vit + yz) et
n—2

P On peut aussi vérifier que A (n —2) = 0.

donc h3(0) =
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Comme TI' est différentiable en (z1, y1), il existe z}, 0 < =} < z; tel que Az est
décroissante sur [z}, zi].

Considérons maintenant la trajectoire O correspondant a t — (X (t), Y(t)). Elle est
n—2

A
d’apreés la proposition (IV.2). g étant continue, pour tout € > 0, il existe

au dessus du graphe I'y de hs dans un voisinage du point O car on a h5(0) =

. Y({) n
n > 0 tel que si € < z < z{ alors g(z, ha(z)) > 1. Comme d’autre part 0 < z <
implique f(z, ha(z)) = 0; la trajectoire O reste ensuite strictement au- dessus de Ty
lorsque 0 < X(t) < z}. Enfin r{ < X(¢) < z, implique g(X(t), Y(t)) > 0 et donc
Y (t) > ho(z}) (voir figure 6).

ct

O coupe alors la droite d’équation £ = xz; puisque sur cette droite le seul point
singulier du champ de vecteur est A(:z:l, ho (:zl)) et que ho(z1) < ho(x}) (rappelons que
d’apres le 3) ci dessus hq(x;) = h(x;)). On termine comme dans le cas de la dimension 2
en remarquant que si X(t) > x, alors f(X(t), Y(t)) > 0 et que g(X(t), Y(t)) < 0 ce qui

implique que Y (¢) est borné puis que X (¢) explose en temps fini T , 2(a) = e7.

(3]

IV.2.)) CASOU n>3 et -2 <p< 22,

n—2 n~2

Nous démontrons le théoreme suivant pour lequel le cas

(n>3
) n+ 2
<
n—2_p n—2
q= 2p
L p+1

est un cas particulier.
Théoréme IV. 5. On considére uy solution de

' + '_VL;'_]._u/ _ lullq + /\|u!P =0 s17>0
(Py) u(0) =a
u'(0) =0

n+2
5 sin> 3.

avec p <
n —

Sil < q < 2 il emiste A\g, Ao > 0 et a :JAg; +oo[— R tels que si A > Ao alors
ux(a(N)) = 0; de plus )\lil-}I_]. a(A) =0.
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Remarque. D’apres la proposition 5.5 de [CW],sin >3 et p> -2s et ¢ = .

; p+1
I’équation

n—1
u” + —r—u’ — |7+ AufP =0

a une solution de la forme u(r) = kr1 quel que soit A > 0. De méme que dans le IV.1)
la représentation graphique de cette solution coupe lorsque A > Ag celles de (P,) quel que
soit a.

L’argument de la solution qui suit a été trouvé indépendamment par Hulshof.
Démonstration Soit v; : [0; +oo[— R lapplication définie par v(r) = wux(tr).

v, vérifie alors v} (r) = tu) (tr) et v} (r) = t* u} (tr).

Onadoncsir>0

v (r) |

4 Littr) - PO Ay =0

ou encore
-1

vy (r V(1) = 9l (r)|7 + A v, (r)? = 0.

1 )
Soit t > 0tel que M2 =1. Onat = ﬁ donc A — +oc implique t — 0 et t277 —

puisque 2 > q.

v est done solution du probleme noté (P,  ,) dans le chapitre I avec A = 1 et
i = t%79; c’est A dire que v, vérifie

n—1 .
{4 = ] [ =0
(Pa. 5 ) 1(0) =a
v,(0) =0
. e . . . n+2
La fonction z définie au chapitre I est continue par rapport & a, Aet p.et , pour p < 5
n—2

z(a, 1. 0) est fini quel que soit a strictement positif; il existe done un réel po, po > 0, tel
que 0 < g < po implique 2(a, 1, ) < +oc.

. 1 1 1 1 .
Si0 <279 < pp, alors 0 < t < mupTs et - > ———. Comme A = — on obticnt
i T=7 t2
miug 7
1

/\>—"—.,.

miug2-9

Si0 < t279 < pg alors z(a, 1, t277 est fini et v, (z(a, 1, tz_q) = (); on a alors. d’apres
la définition de vy, uy (t z(a, 1, tz_")) =0. C’est & dire que z(a, A\, 1) =t z(a, 1, *79) est
fini.
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Enfin si A\ — +o0, t — 0 et t279 — 0 donc z(a, 1, t279) — 2(a, 1, 0) et
tz(a, 1,t277) — 0. C’est & dire finalement

lim z(a, A, 1) =0
A— =400

1
d’ol le théoréme en prenant Ay = —et a=2(a, A 1). ///
po*=4

73



CHAPITRE V

UN RESULTAT SURPRENANT LORSQUE p > n +§
n —
On sait que si u, est solution de
" n—1, .

u'(r) + —u (r)+ AMu()|P=0 sir>0
u(o) = a ,a>0
u'(0) =0

n+2 .

avecn > Jetp > 5 alors u, > 0 sur [0; +oc[. On peut se demander si ce comportement
n—2

est modifié en rajoutant le terme —|u'(r)|? dans I'équation différentielle ci-dessus. Le
théorcme ci dessous répond par affirmative a cette question.
Dans ce qui suit on étudie les solutions u, du probleme (F,)

uw(r) + £#lu’(r) — (T + Au(r)P =0 sir>0
(Pu) u(0) =a
u'(0) =0

On a alors le théoréme suivant:

Théoréme V.1. a) Soit u, solution de (P,). Siqg > p > 1 et si A > 0 est

assez grand, pour tout a > A il exmiste un réel z(a) tel que u, (:(a)) = 0; de plus
lim z(a) = +oc.
a-—4+2C

b) Il existe un réel Ry > 0 tel que si R > Rq le probléme (Pg)

w(r) + S (r) = ' (r)| + Au(r)P =0 siT >0

u>0 sur [0; R
\Fr) w/'(0) =0

u(R)=0

a au moins deuz solutions.
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Démonstration. On compare les solutions u, du probléme (F,) avec la solution i,

du probleme suivant
u”’(r) = 2{u/(r)|? + Alu(r)P =0 sir>0

(P1) u(0) =1
w'(0) =0

dont on sait qu’elle s’annule en au moins un point de ]0, 0o . On appelle 2(1) le plus
petit réel positif r tel que @;(r) = 0.
Lemme V.2. Soit ry > 0, on a alors liril (r1) = +o0.
a—1+0Q

Démonstration du lemme V.2. On sait en effet d’aprés le lemme 5.1 de [CW] que

pour tout r > 0
ul(r) > —Aias.

On en déduit que
/ ul(s)ds > —Aiabr
0

et donc que wu.(r) > a — rida Pour que u.(r) > a’ soit réalisé, il suffit que
a— rl/\%a{% > a’. Comme - < 1, ligl a— 7'1/\%(15 = 400 d’ou 'existence de aqg. ///
q a—-ro0
Soit maintenant a; > 1 et u,, Vapplication de [0, 2(1){ dans [0, +oc[ qui & r associe
le réel pq, (r) tel que ay(r) = uq, (Ha, (1)). (voir Figure 1).

L’application p,, est bien définie en effet on sait que si uqa, > 0 sur [0, +oc| alors

lim u,, (r) =0.
r——+o00
On a deux cas:

21

@y (r) > g, (pa, (1));

1) soit, pour tout r € [0,
(V.1)

2) soit il existe un réel r € [0; 2(1)[ tel que @1(r) = ug, (Ka, (r)). On désigne alors par
r9 le plus petit de ces réels.

Examinons successivement ces deux cas.

Montrons d’abord que dans le premier cas on a z(a;) < +oc.
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|
t
\
r 5 fa(r) -
Figure 1.
Soit @’ < 1 et @;(F) = g, (i, (7)) = «/. On peut alors écrire que
{ F=a7'(d
oy (F) = uq, ~' ().
D’autre part #;(0) = 1 et wa, (ia,(0)) =1 d’olt
{ 0=1a7'(1)
tay (0) = Uq, —1(1)-
On cn déduit alors que
F= 'al_l((z') —a7' (1) = / (111_1)/(3) ds
1
et que
. - - SN,
s (7) = pan(0) =z (@) = w30 = [ @2 (9 s
1
ou encore ,
“ 1
7= S Y ds (V?)
/1 ay (' ()

et
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o (7) = 1 (0) = /1 L4 (v3)

(A (ut;ll (3))
Si 41(r) = s alors d’apres la définition de u,,

Ua, (Nal (7’)) = Uy (T) =S,

c’est a dire
r=1a;"'(s) et pa,(r) =u;'(s). (V.4)

D’apres (V.1), pour tout 7 tel que 0 < 7 < Z(1), 0> @j(r) > ul, (pta, (7))

donc
0> @} (a7'(5)) > ta, (2, "1(3))
et
1 1
PRI W gy ey .
ul, (ua'(s) ~ a@i(ay'(s)

En intégrant cette relation entre 1 et a’ et en tenant compte du fait que 1 > a’, on a alors
d’apres (V.2) et (V.3)

Hay (T) = pa, (0) <7 clest & dire g, (F) < q, (0) + 7.

Lorsque a’ — 0, 7 — 2(1), et pq, (F) est donc majoré par u,, (0)+ 2(1), ce qui implique
z2(a)) < pa,(0) + 2(1).

Montrons maintenant qu’il existe un réel A tel que a > A implique z(a) < +2¢.
D’apres le lemme V.2, il existe un réel A tel que, sia > A, u, (z(al)) > ay. Sir' est le réel
tel que uq (r') = a;, on a alors u,'(r’') < u,,’(0). La proposition 1.7 du chapitre I montre
alors, puisque il ne peut exister un réel r, vérifiant 0 < r < z(a1) et ua(r) = uq,(r) (voir
la figure 2) que z(a) est fini.

Dans le deuxiéme cas, on désigne par ry le plus petit des réels r positifs tels que
ay(r) = ual'(ual(r)). Posons m = sup @j(r); on a mn < 0 en effet @) est continue

r€[ry; 2(1)]
sur [0; 2(1)], @} < 0 sur J0; 2(1)] et r2 > 0.

Voici 'idée de la démonstration. u, vérifiant (P,), désignons tout d’abord par u, :
[0; 2(1)] — R Papplication qui & r associe le réel pq(r) tel que u, (ua(r)) = 1, (r).

On montre que I'on peut trouver A > 0 tel que pour tout a > A (voir figure 3)

a) g (pa(r2)) < ug, (pa, (r2)) = @y (r2)

b) r3 > 13 et ul, (a(r3)) = @1 (r3) < m implique u; (pa(rs)) < @y (rs).
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R e

% (ay) re | 2 (a) r

Figure 2.

4

o /“a.,(n_) ,i(zl) /;q(ra.) r

Figure 3.

De a) et b) on déduira alors que u), (¢a(r)) < @{(r) si r > 2 et on concluera comme
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dans le premier cas.

Nous verrons qu’en fait (voir figure 3) le a) est réalisé si u, (pa, (r2)) > as.

D’autre part, pour le b), si nous notons

{a = Ug (pta(r3)) = @
B = u, (pa(rs)) = @) (rs)

le b) est réalisé si

n-—1

Ha (T3)

B+1817 - Aa? < 20817 - Aa?

c’est a dire si
n-—1

ta(Ts)

161 < |81

et finalement L

pars) > T (V.5)

Comme |G| > |m] et que r3 > rp, (V.5) est réalisé si
n—1
fa(r2) > TmpT (V.6)

Comme i1 (ry) = ta (fa(r2)), pour que (V.6) soit vérifié, il suffit d’avoir
n—1 - -
ua(]?n,'q—-l—) > 'll.1(7'2) (Vl)
On peut choisir d’apres le lemme V.2 un réel A’ tel que a > A’ implique (V.7).

Montrons maintenant que si A” est assez grand alors a) est vérifié c’est a dire que
/ !
Uy (/.La(T;z)) < Ug, (iu'ul (7'2)).

Tout d’abord, d’apres le lemme V.2, il existe un réel A” tel que a > A" implique
Ua (fta, (T2)) > a1 (voir figure 4).

Considérons 'application pa,;q : [0; ta,(r2)] — R qui & r associe le réel pq,.q(r) tel

que g, (1) = ta(ftay;a(r)). L'application pq,;o peut s'écrire uz' o ua, et donc pa,;q est
dérivable sur ]0; pq, (r2)[; on a sur cet intervalle

";1(7') = u;(ﬂal;a("'))ﬂle;a(r)- (V.8)
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Soit d’autre part
f [0 pra, (r2)] = R

lapplication qui a r associe

Fr) =g (1) = wg(pay;a(r))-

f est dérivable sur 105 g, (12)[ et

fl(r) = 'lL::l (7) - U‘Z (:u‘ulﬂl(r)) !lill,(‘b(r)'

Ona f(0) = u), (0) — ), (fta:a(0)) = =t} (fta,;a(0)) donc f(0) > 0.

Supposons f(r;) = 0. On aurait alors u:ll (ry) = u, (ua‘;u) (ry) = 3 on 3 est un réel.
D’autre part d'aprés (V.8) ), .,(r4) = 1. On obtient alors

F'(re) = ug, (ra) = ug (ftay;a(ra))

Si 'on pose
Ua, (T4) = ua(,ual;a(m)) =

alors
" n-1 q P
l, (r) = =B+ 18 - ha
" . n-—1 q P
tg (May;a(re)) = —mﬁ + |B]* = Aek.
ay;a
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Figure 5.
Or po,;a(rs) > ry (voir figure 5).

On en déduit en utilisant le lemme 1.5 que f > 0 sur [0; ga, (2)[. La condition a) est
donc réalisée si a > A”.

On choisit alors A} > sup{4’, A”} pour que a) et b) soient simultanément vérifiés.

En reprenant une démonstration semblable & celle que nous venons juste de faire, on
déduit alors que u, (pa(r)) < @)(r) si r > r . Nous sommes alors ramenés au cas 1.
Ceci démontre le théoreme V.1 a). Le b) résulte alors de ce que allir(l) 2(a) = . lim 2(a) =

+20.///
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CHAPITRE VI

EXISTENCE DANS LE CAS D’UN OUVERT QUELCONQUE

VI.1.) POSITION DU PROBLEME ET PRINCIPAUX RESULTATS

§) est un ouvert borné de frontiere 2 de classe au moins C** et on suppose que

n+2

1<p< ;q>1 ;A>0 eta>0

n—2
On recherche une fonction u de C?(f)) solution du probléme (Py)

(Py) u=0 sur 9

{Au— |[Vul? + Au? =0 sur 2
u>0 sur .

Ce probléme est relié au suivant noté (P.)

Au—a|Vul?+u? =0 sur
(P) u=0 sur 0f2
u>0 sur 2.
On ale

Théoréeme VI.1. Soit p > 1, ¢ > 1. Supposons d’autre part que n < 2 ou que n > 3

n+ 2 ) . . )
et p < —+—9 Il existe ag > 0 tel que st 0 < a < ag alors (P.) admet au moins une
n—

F

solution dans C**(Q).
De ce théoréme résulte alors le théoreme VI.2.

Théoréme VI.2. Soit p > 1, ¢ > 1. Supposons d’autre part que n < 2 ou que n > 3
2 . \ \ .
nt 5" Il existe alors Ao > 0 tel que, st A > Ao, le probléme (P, ) admet au moins

et p <
n—

une solution dans C>*(Q).

La démonstration du théoréme VI.1 utilise la théorie du degré de Leray-Schauder et
en particulier le résuitat suivant :
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Théoréme d’homotopie. Soit B un espace de Banach, U un ouvert borné de B et
A > 0. Soit K : [0, A] x B — B une application continue et compacte qui a (a, ) associe
K(a,z) = Ku(x). Sideg(I — Ko;U;0) # 0 et 0 ¢ (I — K,)(3U) quel que soit a [0, A]
alors pour tout a vérifiant 0 < a < A on a deg(I — K,;U;0) # 0 et K, a au moins un
point fixe dans U.

Définissons maintenant K et B.

Soit L l'application réciproque de —A avec condition de Dirichlet au bord de Q.
L définit une application de C%*(Q)) — C%=(Q).

Le probleme
Au—alVul?+uP =0 sur Q
u=20 sur 02

s'écrit alors u = L(—a|Vu|? + uP) et enfin (I — K,)(u) = 0 olt K,(u) = L(—a|Vu|? + uP).
Dans ce qui suit nous montrerons que 'on peut prendre u dans CH*(Q).
Soit C' le cone des fonctions continues, positives ou nulles sur €.

On sait d’apres un article de D.G. De Figueiredo, P.L. Lions et R.D. Nussbaum. [FLN],
qu'il existe r et B, 0 <7 < R , tels que si Uy = {u € C tels que 7 < [ul|1,»(Q) < R} alors
deg(I — Ko;Uy;0) # 0. Ky a donc au moins un point fixe u et © € C*(Q). Ce résultat est
obtenu A partir d’une estimation a priori de [Jul| = (Q).

Pour tenir compte du terme a|Vu|? dans le probleme (P,) nous travaillons dans
Vespace B = Ch(Q) des fonctions C! sur  dont les dérivées partielles du premier ordre
appartiennent & C% *(€), « appartenant a ]0; 1].

CY () est l'espace des fonctions u continues sur ) telles que

Ju(x) — u(y)|
|ulla=  sup —————
(z0)€0?, oy 1T~ Yl

est fini.

C% *(Q) est muni de la norme
lullo,a = leell Lo 2y + el

CY *(Q) est muni d'une structure d’espace de Banach grice a la norme || u |1, « ol

lulh, «=lu ||L°°((2) + lfél%xn | Diu ”L°°(Q) + 1??5}(1; | Diu o, o -
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1) Soit F, : Cb*(Q) — C°Q) définie par F,(u) = —a|Vul|? + [ul?. D’aprés le
lemme V1.3 qui suit F,(CY *(Q)) c C% *(Q)

2) On a L(C® "‘(Q)) - C’z’a(Q).
3) Soit 4 I'injection canonique : i: C% *()) — CV *({)).
K, est alors définie par: K, =io0Lo F,.

Le fait que K, est bien définie et compacte résulte du lemme V.3 ainsi que des
théoremes A et B qui suivent.

Lemme VI.3. Soit B une boule de _centre O, de rayon R de C* *(Q). F,(B) est
alors incluse dans une boule B’ de C% *(Q) et F, est uniformément continue sur B.

Théoréme A. Soit Q un ouvert borné et I-régulier. L'injection canonique
i: CH*(Q) = CY*(Q) est continue et compacte.

Théoréme B. Il eziste une constante K > 0 telle que si u € C*() alors
| Lo, o< K [l u o

V1.2) CONTINUITE DE L’APPLICATION F, : C1+=(() — C% *(Q}).

Lemme VI1.3. Soit B une boule de centre O, de rayon R de CL2(Q). F.(B) est
alors incluse dans une boule B’ de C% *(Q) et F, est uniformément continue sur B.

Démonstration du lemme VI1.3.
On a

I Fa(u) = Fa(v) [lo,e

- “ — a(|Vul? = [Vu]?) + |ul - w“ + H—a([Vu|" ~ Vo)) + Juf? ~ ;w“

L>= ()

< |aj {“ |Vu|? - |Vv +|||Vu|q—|Vv|q”a}+|| |ul? — |v|P +|||u|”—|v|””u.

I ||L°°((z) ||L-=°(Q)
< sup{l, |a}} {H |Vul? — |Vu|? ”L°°(f‘t) + [[|Vul? - |Vv|"”a
N P e
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Il suffit donc de montrer que les applications Gy et G2 de C1*(Q) dans C%(Q) qui
a u associent respectivement Gy (u) = |Vul? et Ga(u) = [u}? sont uniformément continues
sur les boules de centre 0 de rayon R de C'' ()

n
Soit F; : R® — R l'application qui & = (ry,..., z,) associe (Z(xi)2)% et
i=1]

F; : R — R celle qui & = associe (xz)g. On peut alors définir des applications F; et
F, de respectivement (C’O""(Q)> et C%*(Q) dans C%*(Q) par

(fl(u))(x) = (.7-'1(u1,..., un))(x) = F (ul(;r),..., un(J:))

et

(F2(w))(z) = F2(u(z));

_\n
(C’O"’(Q)) étant muni de la norme

el =, ua)ll n= sup [luillco. (g
(cova(sz)) (c:O-a(Q))

1<ikn

On peut alors écrire

gl:= Jﬂ 0‘7(% Qb ==]ﬁ o1

ol V:Che(Q)) — (CO'“(S )) et i est U'injection de C*(Q) dans C%=(Q).

Il est évident que i est uniformément continue. Il en est de méme de V. Montrons
que F| et F, sont uniformément continues sur les boules de ravons R de leurs ensembles
de départ.

De facon plus générale, nous allons montrer que, si F : R® — R ( R™ étant muni
de la norme x|l = sup (|zi], ..., |z.])) est une application de classe C''. on peut définir
<

1<i<n

une application

Fi (@) - @)
par

(fl(u))(r) = (.Fl(ul,..., un))(z) =F (ul(u:), ..., un(r))

qui de plus est uniformément continue sur toute boule de rayon R de

(CO"‘(Q))n.
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Tout d’abord, considérons une boule Bg de R™ de centre 0 et de rayon R. Il existe
alors des constantes K et C telles que

1) si x € Bp alors [F(z)| < K;;
2)siz € Bretye€ Bralors |[F(z) - F(y)| < C |z —y].

n

Soit d’autre part Br la boule de centre 0, de rayon R de (CO’O‘(Q))

Si u appartient & Bg, on a alors, pour tout z de Q, |F(u(z))] < K; et pour
rel,yedr#y

|F(u(z)) — F(u@®))] < Cllu(z) — w()|
<C Ilull(

] )ﬂlx —yl®
C’O,a(n)

Ceci montre qu’alors F(u) appartient & C%=(Q).
Montrons maintenant que F est uniformément continue sur Bp.
Si u et v appartiennent & Bg, on a
| F(2e) = F(v) [l 1002y = sup |F(u(z)) — F(v(z))]
e
< € sup Ju() - ()]

re

SOW=l )

Majorons ensuite [|[F(u) — F(v)|la-

On a successivement

F(u(x) = F(o(@)) = F(u() + F (o))

Al%('U(yHt(u(w)—u(y))>dt B Al(fi_lt?(v(y)“(v(‘”)"'”(y)))dt

/01 g_f: (u(’y) +t (u(x) - u(y))) (ui(z) - ui(?])) dt

_ /O‘ gTF; (v(y) +t (v(z) — v(y))) (v,-(;c) - Ui(?j)) dt’
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/(;1 gj: (u(y) +t (u(x) - U(y))) (uz(x) —ui(y) —vi(z) + vi(y)) dt

_ /01 {g_ii: (u(y) + ¢t (v(x) — v(!/))) - gf: (u(y) + ¢ (u(x) — u(y))) } (vi('x) - Uz’(y)) dt’

Majorons les valeurs absolues de chacunes des deux intégrales.

En ce qui concerne la premiére, F étant de classe C!, il existe une constante C; telle
oF

(')l',;
D’autre part, pour tout ¢,

que, sur Bp, < Cy quel que soit i.

() = wi(y) = vilx) + vi(y)] < flu =]
(cova(n)

i )" lz —yl|*.

La valeur absolue de la premiére intégrale est donc majorée par

nCi|u — vl -
(co. a(§2)

)" = yl*.

Pour la deuxiéme intégrale on utilise le fait que F est de classe C'. Pour tout o > 0
il existe € > 0 tel que si [z — y| < ¢ alors

OF , _OF

o, - ox; ()

< .

t étant compris entre O et 1, on a

|v(y) +t (v(x) - u(y)) — uly) —t (u(r) — u(y))l < 3le = ufl L= (Q).

Donc si ||v — ul| 1~ (Q) < % alors, quels que soient et y de 2, on a

('U(ill) +t (U(;L‘) — ‘U(;I/))) - gi (u((/) +t (u(;L') - u(y)))‘ < (.

oF

(?.’L'i

Enfin [v;(2) — vi(y)| < llvllale — yI*.

L=(§2) < % on obtient

Finalement si |jv — u

F(u(x)) = F(v(x)) = F (u(y)) + F (v(y))

<nC II'u—vII( )n [ =y|* +allvfalz—y|*.

LT (P)
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Ceci montre que F définit une application uniformément continue de (C’O’“(S_)))
dans C%*(Q).

Les applications G; et G2 sont donc uniformément continues sur les boules de centre
0 de rayon R de C1 (). /]

VI.3) DEMONSTRATION DES THEOREMES V1.1 ET VI.2

Fin de la démonstration du théoréme VI.1. D’aprés la démonstration du
théoreme 2.1 de [FLN], on sait que:

1) il existe des réels r et R, 0 < r < R tels que si
Uy ={uecC%Q)telsque r < |lullo <R}

alors deg (I — Ko; U1;0) # 0 et d’autre part si [julo est égal & r ou B u n’est pas solution
de (P§);
2) il existe un réel C tel que quelle que soit la solution ug de (Pf)

(Fy) u=20 sur 90

{Au+u”=0 sur {2
uw>0 sur

| Vuollo < C. Comme toute solution ug de (Pj) appartient & C% *(Q) et qu'il existe une
constante K telle que [|u]l2, o € K||lullo, « on en déduit qu’il existe une autre constante C
telle que |luoll1, « £C.

Soit alors )
U=U;n{ueC"*(Q) tels que |Julli, o <C}.

Montrons qu'il existe un réel A strictement positif tel que si a appartient a [0; A] alors
0¢ (I - K,)U).
Si u appartient & OU on a |ullo = r, |lullo = R ou [Jul; . =C.

Supposons qu'il existe une suite (€n,un), 7 € N de ]0;+00[x (C"*(2) N V) telle que
lim e, =0¢et

n—+o0o
Aup — €,|Vun|? + |un|? =0 sur Q2
(P! ) { Up =0 sur 99
Uy >0 sur {2

La suite (un) serait alors bornée dans C" *(Q2) ainsi que la suite —€,|Vun|? + [u,|?
dans C% *(€1) d’apreés le lemme V.3. Soit || — €,|Vun|? + [un/Pllo, « < C'.

La suite u, = L(—en|Vun|” + Iunl”) étant alors majorée dans C* * on pourrait en

extraire une sous-suite convergente dans C!» *. Soit 4 la limite de cette sous suite; @ serait
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alors solution de (Fj) avec I'une des conditions ||l = 7, |@llo = R ou lzll1, « = C d’ou
une contradiction avec le 1) ci-dessus.

Toutes les conditions du théoréme d’homotopie sont donc vérifiées et le théoreme VI.1
est démontré.

Démonstration du théoréme VI1.2. Sil'on pose & = tu alors % est solution de

AT — at!IVET+ TP T =0 sur Q.

1 Bos
a t'=7 =1 équivaut a t = (é) T et atlr = 1
A chaque solution u, de (P,) pour a € [0; A] on associe ainsi une solution @y de (Py)
N
Ol\l/\Z)\O avec/\(): Z .

Remarque. Dans le cas d'une boule de rayon R, on sait ( voir [CW]) que le probléeme

2 2
pl avecsoit n < 2soitn>3etp< n+2.

(Pr) a toujours une solution dans le cas ¢ <

La méthode employée ici dans le cas d’un ouvert quelconque ne permet pas de conclure 3
un tel résultat lorsque les conditions ci-dessus sont vérifiées.
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ON A CLASS OF NONLINEAR ELLIPTIC PROBLEMS WITH NEUMANN

BOUNDARY CONDITIONS GROWING LIKE A POWER

M. Chipot an F. Voirol

Université de Metz
Département de Mathématiques
Ile de Saulcy, 57045 Metz-Cedex 01
(France)

1. Introduction

Let §2 be a bounded open subset of R™ with boundary T'. This paper is concerned
with the problem of finding u positive solution to

Au=qau? in .

u=0 on T, (1.1)

P
S =u? on [,

where a, p, ¢ are positive constants such that p, ¢ > 1. Ty, T'; are two portions of the
boundary T" that we will assume to be disjoint and covering T, n is the outward unit normal
to . Moreover, we will assume that Ty has a positive superficial measure. We refer the
reader to [C.F.Q.] for the case where I} = I.

The above problem models the equilibrium of the temperature « in a domain Q. It is
assumed that cooling is provided at a rate proportional to u? inside the body and a flux of
heat is entering the boundary through I'; at a rate u?. The other part of the boundary is
maintained at a constant temperature. The question is then to determine if an equilibrium
can be reached by the temperature inside the body.
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2. The one dimensional case

In this section we consider the problem of finding u > 0 such that

v’ =au? on (0,L),
(2.1)
w(0)=0 , u/'(L)=ui(L).

where p, ¢ > 1, a > 0.
In this case the situation is complete and we have the following result:

Theorem 2.1 : The problem (2.1) can be described through the following cases.

(1) If 2¢ > p+1, then the problem (2.1) has for any L > 0 a unique nontrivial solution.

(2) If2q=p+1,
for a < q the problem (2.1) has for any L > 0 a unique nontrivial solution,
for a > g the problem (2.1) has no nontrivial solution.

(3) If 2¢ < p+ 1, then there exists L* > 0 such that
for L < L* the problem (2.1) has no nontrivial solution,
for L = L* the problem (2.1) has a unique nontrivial solution,
for L > L* the problem (2.1) has two nontrivial solutions.

Proof of (1) : We introduce u,, the solution of the Cauchy problem

uy, = aul,,
ul,(0) = m.

where m is a positive constant and we denote by [0,/l,,) the interval where the solution
exists.
Then we set

b(m,r) = Zgg:; V (m,r) € (0,400) x (0,Ln). (2.3)

We claim that for any m > 0 the function
r — b(m,T)
is decreasing on (0,l,,). Indeed if we mutiply the first equation of (2.2) by «/, we obtain

1l pu_ @ pH1v/
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Integrating between 0 and r we get

Lo,y 1 o P!
3Um(T) = 3m" = p+ Tm (7
hence
(1) = 12+ 2Lzt ) (2.9
So, we deduce
N Um(T) 5 —2q 20 pi1-24
b(m,r) = ) \/m Um (1) + —— o —— Uz, (r). (2.5)

u being clearly increasing on (0.ln) it follows since p + 1 — 2¢ < 0 that r — b(m,7) is
decreasing on (0, [,,). Next, let us establish the following lemma:

Lemma 3.1 : Let > 0 and (m,r) € (0,400) x (0,l,,). Then, (maE;—l,ra‘%l) €

(0, 400) x (0,1 %_1) and one has

b(rnn%l,ra—p-;—l) = o b(m, ) (2.6)
Proof of Lemma 3.1: Consider
5(t) = ot (T 1), (2.7)
One has . .
s'(t) = a Tl (a"Tt) (2.8)
s"(t) = aPu! (o' T t) = o’ aul ((tLrt) = as”(t). (2.9)
So, s(t) satisfy
§" = asP,
s(0) =0, (2.10)
$'(0) = ma T,
and by the uniqueness of the solution of the Cauchy problem
S=U  p1 l LB = a” ;llm (2.11)

Next, we have

Bl el s'(ra="T) (+1-20) ul (7)
b(ma - , TxY _2-—) = —_——Ll_— = 2 -
si(ra="7) Um(T)

which gives (2.6). From (2.6) we deduce easily that for r fixed the function
m — b(m,r)
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is decreasing. First note that for m’ > m one has, since the trajectories of the system (2.2)
cannot cross,

Um(r) S (1), Up (1) < Uy (7)

and thus
Lo > b (2.12)

So, for r > 0 fixed, b(m,r) is defined on some interval (0,m,). Next, m’ > m can be
written as -

m' =ma"T (2.13)

for some « > 1. Then, since b is decreasing in r and by (2.6)
b(m', 1) < b(m/,ra” ) = b(ma™F ,ra” T ) = o= T b(m, 1) < b(m,T).

and the result follows. We are now in a position to establish (1). First remark that by
(2.12),
lim I, (2.14)
m—0
exists. We claim that this limit is +00. This follows clearly from the continuous dependence
in m of the solution to the Cauchy problem (2.2) and from the fact that for m = 0, the
solution is 0 and defined on the whole real line.
Thus, given a L, one can find mm > 0 such that L < [,,. If b(m,L) = 1, then u,,
provides us with a solution to our problem. If b(m, L) > 1 one can select & > 1 such that

b(m(yf‘;, La—%l) =T b(m,L) = 1.

Then, due to the fact that b is decreasing in r

b(mnl%,L) < b(m(.vﬂ's—l, La'f’;—l) =1 < b(m,L). (2.15)
But due to the continuity of the map m — b(m.L) one can find mg € (m. ma%l) such

that
b(mo,L) =1

and u,,, is solution to our problem. In the case where b(1n, L) < 1 one proceeds the same
way selecting o < 1.

To see that uniqueness holds, assume that we have two distinct solutions u;, ug to
(2.1). Then,

my = uj(0) # ub(0) = my

and we cannot have
b(mh L) = b(m2> L)

Thus, uniqueness follows.
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Proof of (2) : So, we assume 2q = p+ 1 and as above we introduce u., the solution to
(2.1). In this case (2.5) reads

() m? a
)= Vo T e (2.16)

Since u,, is increasing, r — b(m,r) is decreasing on (0, l,,). Moreover, we claim that

lim uy,(r) = +00. (2.17)

r—lm
Indeed the above limit clearly exists. Moreover, (u, v) = (um, ul,) is solution to the system

u =,

v = auP, (2.18)

u(0) =0, v(0)=r1n.

u, v are both increasing and have a limit. If [, < 4+oc, and lim,—;,, um(r) < +oc then,
due to the first equation of (2.18) lim, _;, u,. (r) < +oc and so does lim,—,,, u,, (r) which

is impossible. If now l,, = +oc, and lim,_;  u,,(r) < +2 then ul, (r) and thus u/,(r)

™m
are unbounded which contradicts the fact that u,, is. So, in all cases we have (2.17). It
follows from (2.16) that for any r > [,,

b(m.7) > lim b(m.r) = g (2.19)

r—lm q
Thus, when a > ¢ the problem (2.1) cannot have a solution. (The case a = q gives rise to
no solution due to the fact that w,,(r) is unbounded when r — 1,,,).
When a < q, then, clearly, for any 1 we can find a unique L,,, such that

b(m,L,,) = 1. (2.20)

Now, it is easy to check that if u; denotes the solution to (2.2) corresponding to m =1
then (compare to (2.7)-(2.10)), v(t) = aul(a%lt) satisfies

v/ =av? on (0, a'%lLl)
v (e~ BT L) = o

Thus,
Ugq (t) = a1¢1(ap+t) , Lea= a~ T L. (2.

Q]
SV
8%
g
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It follows that for any. L > 0 there exists a unique a such that
L=a"%1, (2.23)
and uqe is the unique solution to (2.1). This completes the proof of (2).

Proof of (3) : So, we assume throughout this part that 2¢ < p + 1. We introduce as
before the solution u., to (2.2). Recall that we have (see (2.4))

2a
p+1

uBr(r). (2.24)

Up (1) = \/m2 +

So, in order for u, (L) to solve
wl (L) =uld (L)

it needs to be a root of the equation

2
F(u) = u®? — @t = (2.25)
p+1
We have
F'(u) = 2qu*™! — 2au? (2.26)
hence F'(u) = 0 if and only if u equal
r = (Ly==, (2.27)
a

Thus, F is increasing between 0 and T starting from the value —m? and decreasing after T
going to —oc when u — +oc. So, in order for the equation (2.25) to have a root we need
to have

F(r)>0 (2.28)

which reads after an easy computation
9y o5ttm 1— 2_(1 > m? 2.29
G- Ly e me (229)

So, in order for u., to be a solution to (2.1) we have to restrict m to satisty

2
0<m< M=y~ 2L 34 (2.30)
a p+1

In this case (2.25) has two roots
Ri(m) < 7 < Rao(m) (2.31)
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which coincide with 7 in the case where m = M. Going back to (2.24) we have

ul (r
mf ) =1 (2.32)
\/ ﬁ‘_’—lufn‘" (r) +m?
hence integrating (recall that u!, > 0)
d
i = (2.33)

/um(r)
2a
0 a_ p+1 2
\/p 15 +m

Then it is clear that um, is a solution to (2.1) for L = Ly(m), L2(m) where

ds

my= [
Li m =/ s
0 \/%Sp+l + m?2

i=1,2. (2.34)

Since every solution to (2.1) is a solution to (2.2) for some m, when m varies the numbers
L;(m) are going to run over all the possible values for L. So we need to study the functions
Ly(m), Ly(m). Let us start with Lo(mn).

Lemma 2.2 : The function L, is a decreasing function of mn on (0, M|. Moreover,

T ls ,
lim Ly(m) =4+ , Ly(M)= / _ i . (2.35)
m—0 0 \/ ——pi‘_‘l sPHL 4 p?2

Proof of Lemma 2.2 : First, since when m increases the graph of F' goes down one has
R;(m) isincreasing with m . Ry(m) is decreasing with m. (2.36)

So, if m > ' one has

1 1
<

: : >
\/ p—i‘_‘l sP+l 4 n? \/ p—fl sPHL 4+ /2

and integrating

Ra(m) ds Rz(m) ds
Ly(m) = ' < :
2(m) /0 \/_@_,,-p+l +m2 /0 \/_zi_s.p+l + n’2
p+1° p+1:

Ra(m')
< / \/ ds = Ly(m). (2.37)
JO =<4 _ g :



Thus, Lo is decreasing. On the other hand

Ro(m) > 7 (2.38)
so that - p
Lo(m) > / i : (2.39)
0 \/ z% sP+1 4+ m?
Letting m — 0 one obtains
lim0 La(m) = 400 (2.40)

since
/ ds
[ 2a _
0 ;-f-l- 5P+1
diverges (347'i > 1). This concludes the proof of the lemma 2.2.

Next we turn to the study of L,. We have

Lemma 2.3 : Whenm — ()

Ri(m)~mi , Ly(m)~m!5. (2.41)
In particular
lim0 Li(m) = 4+ (2.42)

Proof of Lemma 2.3 : First, note that when m — 0 any limit value of R, (rn) must
satisfy
2a

42q p+1 _ o 4
u“? — U =0 2.43
! p+1 ( )
so that bt 1

U = 0 or u = (p—‘)zl—)p+l—2q. (244)

inee 2XL S 4
Since e > o

1 . :
Byt (it < o > Ry(m)

L

and the only possible limit value for Ry(m) is 0 so that

limo Ry(m) =0. (2.45)
Going back to (2.25) we have
2
Ry (m)* - pflRl(m)p+l -m?=0
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or
2a

p+1

Since, limy,—.g R1(m) = 0 we deduce that when m — 0

Ri(m)*{1 -

Ry(m)PH1=%0} = m?, (2.46)

R1(m)?% ~ m? (2.47)

and thus 1
Ri(m) ~ m3. (2.48)

Going back to the definition (2.34) we have

Ri(m) ds
0 \/;%SPH + m?
Changing of variable -i.e. setting
2a L2 =2
U= ( ) i rrig=Cmeris (250)
p+1
we obtain
1 Cm P+ Ry (m) 1
Li(m) = ———~ / —
cmi=71 Jo uptl 41
2
i (m) 1 /(’m e du (2.51)
= _ —_—_—, 2.5
m Cm”»TRi(m) Jo wrtl + 1
Since when m — 0 , L
Cm™ 7 TR |(m) ~Cms~ 71 =0 (2.52)
we obtain B
Ly(m) ~ %Z ~ ! (2.53)

which concludes the proof of the lemma 2.3.
Let us show

Lemma 2.4 : Let us denote by L!(m) the derivative of L; with respect to rn. Then one
has

1

2 2q
1 — ——)Li(mn) + mLi(m) = (1 - )}, i=1,2. 2.54
(= o) Lalm) +mLi(m) = ( p+1){qR?_, _aRf_q} (2.54)
Moreover,
liHllw Li(m) =400 , linllw Ly(m) = —o0 (2.55)
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Proof of Lemma 2.4 : Going back to (2.51) one has

. Cm™ 73T Ry(m) du
Cm!~ 71 Li(m =/ __du
m) 0 Vurtl 4+ 1

Hence differentiating with respect to m

Cc(1- Z%I)m"v'%Li(m) + le_#Lg(m)

= — (Cm™ 71 Ry(m))’

V(Cm 7 Ry(m))r+t +1
= — e C(= ——m~ "7 Ry(m) + m~ 77 R!(m)).
\/’%Ri (tn)Pt! + m?2 p+1
Since

R;(m)% = 2 Ri(m)P*! + m?

1 p + l T

(2.57) reads after pulling out Cm~ 71

2 ' , _m , 2 Ri(m)
(1= ) Lulm) + mE{(m) = i (Rim) = = =2 1)
= {mR{(m)Ru(m) ™" = — < R(m)" ")
Derivating (2.58) we obtain
, _ m
Bi(m) = gR;(m)?9~1 — aR;(m)P
so that ‘ .
Rl = T g

qR;(m)?-t —aR;(m)®»  qR;(m)?9-! —aR;(m)P

(2.56)

(2.57)

(2.58)

(2.59)

(2.60)

(2.61)

Replacing into (2.59) we obtain (2.54). Now when m — 7 then R;(n) — 7 where qu¢~! -

auP~1 vanishes. Since
Ri(m) < T < Ry(m)

we see passing to the limit in (2.54) that (2.55) holds.

Next we have :

Lemma 2.5 : On (0, M) the function L, is decreasing until a value 0 < mg < M and

then increasing until M.
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Proof of Lemma 2.5 : Due to the lemmas 2.3, 2.4 it is enough to show that at a.
point where Lj(m) = 0 then L{(m) > 0 so that m could only be a minimum. For that,
differentiating (2.54) we obtain

2 2q 1
(1- —y 1)13'1('fn)+13'1(m) +mLy(m) = (1- —" 1){qR¢{—1 —aR’;‘q}l'
2q 1 q—2 p—q—1y pt
=—(1 ) {g(¢ - 1R " —alp-qRY "}’ (2.61)

T+ (R - aRyY

It is clear from (2.57) that at a point where L] (m) = 0 one must have
Ri(m) >0

then (see (2.61)) at a point where L(m) = 0 the sign of LY(m) is given by the oposite
sign of {q(q — 1)RI™* — a(p — q)RE~""'} so that L”(m) > 0 if and only if

aq-1)R{? —alp- R, <0 (2.62)

or 1
ag-1) _ Ro+\"% (2.63)

a(p —- q)

(Note that ¢ < p since 2¢ < p+ 1 < 2p). Next, going back to (2.54), at a point where
Li(m)=0
1

2 2q
1——)Li(m)=(1- . 2.64
( p+1) 1(7’1) ( p+l){qR¢{——l_aRzl)—q} ( )
Clearly
Rl(rn) "
L[(’I7L) = / . ds > R[(m) - ds = Rl(m)l‘q. (265)

So at a point where Li(m) =0

24y R

K)
"R e (1 -
p(m) -3t qR{™' - aRY™Y

1—
( ot

which reads also

) )
1— -2 V{g—aRPT1"2y < (1 = 21
(1= —lg— el ) < (1= =L
of 1 +1-2
b— p+1-2 D — 4q
— Rp q < —=
p+1{’1 att) } P+ 1
ol — +1-2
= {g-aBf" T <PH
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_ptl-2q
p—1

— < aRETI7% (2.66)

So we will be done thanks to (2.63) if

qlg—1) p+1-2q
_.—< _— ———
) p—1

or equivalently

p+l-2¢  gq¢-1) _ .. (-1,  (p+1-29
p-1 1 (p—1q) a1 (p—q)} o (p—q) )
This will be true if
1 < q
p-1 (p-q)

which is true since ¢ > 1. Combining the information of the different Lemmas we see that
the curves L; and L, look as below

V

M .
Then, clearly for

L<L*"= inf L,
(0, M)

the problem (2.1) has no solution. For

L=L"= inf L,
(0,M)

it has a unique solution and for

L>L*"= inf L,
(0,M)
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it has exactly two solutions.

3. The higher dimensional case

In the case where 2g = p+ 1, we have a similar result to the one dimensional case :

Theorem 3.1 : Assume that 2¢ = p+ 1. Then, if a is large enough, the problem (1.1)

cannot have a nontrivial solution.

Proof : Let us denote by v a smooth vector field such that
v=n on It , |v<1.

Multiplying the first equation of (1.1) by u and integrating over Q we get
a/ wPtl dr =/ Auu dx =/ V- (Vuu) dz — | |Vul? dx
Q Q Q Q

ou ‘
= —u do(x) — / Vul? dx
/. 5 e
=/ wItl do(x) —/ IVul? de.
r, Q

do(x) denotes the superficial measure on T.

/ |Vu|? d:zr-l—a/ wPtt dx :/ wIt do(x).
Q Q r

Hence

Next, remark that

/ ul*t do(z) = / V- (utly) dr = (q+1)
I Q

Q Q

Hence,

[ wttdo@ <@+ [ wvid e+ [ ur d
| Y Q Q

where C' denotes the norm L*(Q)-norm of V- v, i.e C = |V - V|x.

Using the Young Inequality

62

. 1
2 2
ab < -2—(1. + ——262b

we obtain
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1)e? 1
/ uIt! do(z) < Mﬁ—/ |Vu|? dz + -(U_T/ u?? dr
r, 2 Q 2¢¢ Jo

4

2
+&— u? dr + —C’~/ u?? dz. (3.7)
2 Q 262 0]

Due to the Poincaré Inequality one has for some constant K

/u2 d:lL'SK/Wul2 dx
Q Q

so that we derive

(I'*'l 902}/up+1 dr (38)
€ Q

/ udt! do(x) < ‘2{((1+ D + CK}/ |Vau|?
r

since 2q = p + 1. Combining this with (3.3) and selecting € such that

(q+1)
5 1 2

4

+CK} =1

we obtain for some constant C

a/u”“deC/u”H(tr
Q Q

hence a contradiction when a is large enough, u # 0.

In the case where 2¢q < p + 1, then, as in the one dimensional case we can show that
the problem (1.1) can fail to have a solution when the size of { is too small.
More precisely let us show :

Theorem 3.2 : Assume that 29 < p+ 1 and p < Zfé
is small enough the problem (1.1) cannot have a nontrivial solution.

Proof : Consider for instance for € € (0, 1]
Q =(-11)""x (06 , Ti=(-1,1)""x{0} (3.9)

and denote by u = u, the solution to (1.1) corresponding to £2 = 2.. Recall that by (3.2)
one has

/ | V2 dx+a/ wPt dr =/ uit! do(z). (3.10)
Q ) ry
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Next, remark that due to the Young Inequality

/ uq+1 / __uq+1 dr
Fl a’l"n
U

2q d.lf}

(/ WP dp)FT QA ). (3.11)

2 1
(g + 1)? 3
we obtain for some constant C
1 .
—/ |Vul? da:-f-a/ Pt dr < C’(/ uPtl dx) e = |0~ = (3.12)
2 Jo 0 Q

Thus, if we denote by |u|,+, the usual LP+1(Q)-norm we get for some constants

il < clQl, (3.13)

/“ Vul? dx < Clul??, Q' 7. (3.14)

Next, from the Sobolev embedding Theorem we know that there exists a constant C such
that

2., <C IVv|? dzx (3.15)
P Q

for any v € H'(Q,) vanishing on 9Q;\I';. So, extending u = u. by 0 outside of £2 = (), we
derive

ul?,, gc/ Vuf? d (3.16)
Q

Combining (3.14) and (3.16) we obtain

uf2y) < Clul2s, Q51 (3.17)

and if u # 0
1 < Clul2% 2|Q[l T,
Hence by (3.13)
1 < Ol 07 = clo|i- 7 (3.18)
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and a contradiction when |Q| = |[Q] is small enough.
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