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RESUME

Cette thèse comporte deux parties indépendantes.

La parbie A étudie I'existence de solutions u du problème

(Pr)

o i r  Oes t  unouve r t  deR"  e tp )  I , q )  1e t  À  >  0 .  Lecasd 'unouve r t  que l conquees t
envisagé, mais les principaux résultats sont obtenus dans Ie cas d'une boule de R".

La partie B concerne la recherche de solutions positives du problème

(1 .1 )

oir a ) 0, p > 1, ,Ç ) 1; fo et f1 formant un recouvrement de la frontière f de
I'ouvert 0 de R'. 'n est le vecteur unitaire normai à f orienté vers I'exbérieru.

( Lu - lVrln * Àlulr : 6 sur Q
I  u:0 sur  f
( ' u>0  surCI .

I  
L,u: aue sur O,

I
1  u :0  sru fo .
I
|  f i :  'n  sur  l t ,

iv



TABLE DES MATIERES

PARTIE A

ETUDE D'UNE EQUATION ELLIPTIQUE SEMI.LINEAIRE
AVEC UN TERME GRADIENT

INTRODUCTION DE LA PARTIE A

CHAPITRE I

PROPRIETES GENERALES

I.1) Continuité et différentiabilité de rr par rapport arx paramètres

i.2) Coniparaisons crntre cliverses solutions

I.3) Sens cle variation de I'application z et cas d'unicité

tle Ia solution du problème (P6) sur une boule

()

16

2T

I I .1 )

I I .2 )

rr.3)

Prirrcil>arx résultats: ltrr>bk':rrre auxiliaire (Pf )
Croissance stricte clc t:ertaincs solutions du problèure (Pj)

Limite <le z(rl krrsquc a --+ *:c

CHAPITRE Ii

ETUDE DU CAS }! < TI EN DI\'IENSION 1
n*  1

CHAPITRE III
) n

CAS OU
n+I

24

26

32

III. 1 ) Pr(rscrrtation des résultats

III.2) Encadrernent lrartiel de u

III.3) Comportement asymptotique d'une solution stricternent positive

4 I
^ À==

54



CHAPITRE IV

NOWEAUX RESUI,TATS DANS LE CAS
2p

q : p+r

IV.l) Cas oir p a -!-
n -2

58

bd

59

A) Une conjoncture infirmée

B) Transformation en un système autonome

C) Etude du  cas  'n :2

D) Etude du cas rr, ) 3

IV.2) Cas or) n ) 3 ct -i='n , -2
m -L j

<p<'ffi

CHAPITRE V
n*2

UN RESULTAT SURPREIIANT LORSOUE p ) -------  n -2

64

68

7I

t +

vr.1)
vr.2)
vr.3)

CHAPITR,E VI

EXISTENCE DANS LE CAS D'UN OUVERT QUELCONQUE

Position clu problème et principaux résuitats

Ccrntinuité de I 'application Fu: Cr+u((-)) --* C0'"(O)

Dé:monstration des théorènres VI.1 et VI.2

83

ùjJ

89

PARTIE B

ON A CLASS OF NONLINEAR ELLIPTIC PROBLEIVIS WITH NEUIVIANN
BOUNDARY CONDITIONS GROWING LIKE A POWER

l. Introductit>rr

2. The one dinrensional case

3. The higirr,r climensional r:a,s<:

93
104

vl



INTRODUCTION DE LA PARTIE A

Le problème étudié dans cette partie est issu de I'article de M. Chipot et F. Weissler
[CW] oir I'on considère le problème parabolique

(  , t r :  Au  -  lVr ln  * lu ln - tu ,  t  >  o ,  u  €  f )
I
I
(  u ( t ,9 ) :0 ,  ,>0 ,  y€ f
I
I
I  u(0. .r)  :  O(r) e e Q

O c R" est un ouvert bortté cle frontière régulière f et p et 17 sont des re.els qui vérifient
p>r ,  q> 1 .

De façon générale nous u.olls intéresseron^s ici à I'existence et au nonrbre cie solutions
drr pr<lblènre stationnaire

(  A, tL  -  lVt r lq  *  À lu l r  :  P sur  o
(P . r )  { u :0  su r f

[ , , >0  s ru { ) .

Des résultats concernant ce problème ont été donnés par P. Quittner dans [Q2]. Il établit
Ies résultats srrivarrts:

Théorème. 1) S'i q > p. ,il eristr: u,rr, ré.cl À0 > 0 tr:l q,ue l,e probl,ème (px)

u) rt'u pos rle solu.t'iort,.si À ( À0,

b) u, utt rnoin.s u,rt,e soltrti,ort, s'i À: Àu,

c) u tut mor,Tt;; dcux soltttiorn :;i À > Àn.

r t  -L ) .  n I ' ) .
2 )  S ip  a  =  

(du , rn l c . cu , soùn )2  )e tq<n r i u {2 , " - ' 1 ,  i l , t : x i s t r : u r t , r t c : lÀu  )0
I t - _  

'  
T l .

tcl que. k: yrohli:rrtr: (P1) u, utr rnryin.s uTLe. sohûion .si À ) À0.

On lrt'rtt rcIIIar(lller r,1tte rlatrs k, r'trs q > pla t'orrtlition p ( 
'#rSri.lrrrc 

rrn rôk' <laru

It'1>rtllrli 'nte salls lc tt:rtrtr: gratli<'nt n'intr:rvient phrs ici (voir pzrr exetrrl)h [FL)i] ).

En rrtilisant la th<ixrri<r drr rk:grri rlc Lcrav-Schaudcr, norm obtcnorls lc résrrltat srrir,ant
darrs I<: t'ha1>itre VI

Théorème VI .2.  Soi tp  > l , , l>  I .  Su,pposons t l 'u ,u t r r : ,po, r t  qu, r :n  12 ou que,n 2: l
n  - L )

rt p 1:. II cri.stt:. u.lors Àa1 > 0 tel que, si À ) À0, le. p'roltlème (\) ttdrnt:t u,u, rrLoi,rrs'  r t '  - '2
ttrt,r: solu,tiort. rlarrs C2'* (O) .



(  u"(r) + f i l (r)  -  l , r '1"; ;n + Àlu(r) lo :0 pour 0 1r I  f t
(Pn) { 

tl,t o sur [o; Æ[
\  r ! /  

l z ' ( o ) : g
I z(r?) : ç1

(  r"(r)  a dut(r)  + Àlu(r) lo :  0 pour 0 I  r  I  f t

(Ph) 
J T,ioT : n 

sur [o; R[

I u(Æ) : 61

La majeure partie de cette étude est cependant consacrée au cas particulier où O est
une boule de R" de rayon R. La technique de Gidas, Ni et Nirenberg (voir [GNN] ) montre
que dars ce cas les solutions de (P1) sont radiales; aussi sommes nous amenés à étudier le
problènre suivant

où u est rme fonction de C2([0; ^R])

Rappelons en premier que Ie problème similaire à (Pn), mais sans le terme correspon-
dant au gradient

a une unique so lut ion lors<1ue n . -2oulorsque 'n  '  Setp 1# Si  parcontreon

srrppose n ) 3 et p ) 
#,(Pfi) 

n'a pas cle solution. On trouve une démonstration

de ce résuitat dans I'article de A. Harau.x et F. B. Weissler [HW]. On peut cependant le
retrouver en utilisant la transformation utilisee dars Ie chapitre IV de cette thèse.

En ce qui concerne Ie problème (Pp), la principale méthode utilisee dans [C\M] consiste
à étuclier les solutions de

(  d ' ( r )  I  l 'u t ( r )  -  lu ' ( r ) lq  + Àlu(r ) lo  :  0  pour  r '  )  0
(P " )  

{ z (0 )  
: a  r> i r a>0

I  u'(o; : I

en faisant varier a.

Rappelons ici cluelques résultats établis dans [CW] et qui seront cités soit parce qu'ils
seront utilisés par Ia strite, soit parr:e r1r'ils situent les différents cas qu'il restait à étudier.

Dans ce qui suit la numérotation des propositions et lemmes correspond à celle de
lcwl.



La proposition 4.4 précise ie comportement d'une solution u de (P").

Proposition 4.4. Pour tout a > 0 iI eriste une unique solution manimale de (P), u
appartenant à C2 ([O; n"D

De plus
1)  u '  <0  sur  ]O;  R" [ ;
2) s iu )0 szr [0;  R"[  a lorsRo:*æ et  

" Izuu(r )  
: " I f " "u ' ( r1 : , I i tu"( r ;  :9 .

Comme dars [CW], notrs appelerons z(a) le premier zéro, s'il existe. de la solution u
d" ( P"), et si z ) 0 srir [0; +co[ nous poserons z(a) : *oo. On a alors la 1>roposition 4.5
de [CW] qui donne les prenriers renseignements sur Ia fonction z

Proposit ion 4.5. L'ensemble {a> 0: z(a) < +oo} est ouuert et z est co'ntin'ue sur
cet ensernble; de plz.s lirn. z(a) : -u*.

Le fait qu" 
JItà :Gi : *,:c est clémontré

0 ( r' ( z(a) alors

l r r ' ( r ' ) l  S \Æ^l@ + r )  n@+L)/ t

Les r('sultats rlui suivent sont alors établis en rlinrersion n ( 2 ou err tlinrension n ) 3
_  n *2
klrscltte p < 

,, _ 2. 
ILs concerrnent successiverrrent les valerurs de p et q l)olrr lesqrrelles

à part ir d'une majoration de lz'(r) l :  si

2p 2p
t l  1 - - : - l  q :  - - - : -  e t'  

1 ; * I  p+ l
satLs tr,'rtrte grirdient

(1 )

(l > p.La r:ondition p ( 
#provient 

de ce ttrre le lrroblèrrre

( Aat. - Àlulr ' : 11 slr o

{ , r :0  s r r f
t r r )O  s ruo

rr'a 1)irs drr solrrtion k>rsrlrrt' p >'+. \otts vcrr()IIS <1u't)tt fait ct. <'olttririreru(rrrt à ('e (lue
I l - :

I '<rrr p<rrlrrait <'roire. le prolrlè-'ure ?rv()c grritl icnt lrtrttt rlv<lir tlts soltttiotrs krrs<1rte: p > !J:.
I t - !

A) Trlrt <l'abord kr r:ers or\ 17 ( 
,h

) n

Proposition 4.6. Si t1 < + tilo'rs, Ttrrur tou,t À > 0, rtrt. u\itttr,,1r,r? z(tt) < +x:
It + t r1.-l.x:

r : t  l i rn z(r t)  :  Lr*.
0-+aa

Cr: r(rsrrltat cst obtenu

défirric pàr rr., (r') : L ,r(, ,,

err r:<ltlstirtattt <1trc'. si
- - \  t . f '? M'rlIIe

'u est soltttiort rk' (P,,). In fonction uo

( r \ ,, ': * 
+ 

u'* - rrali!-Plut l 'tt * Àl,uolr' : g



(3)

ainsi que u"(0) : I et uj(0) :0. On compare alors, lorsque a * *oo, ua avec la solution
ur cle

Les propositions 4.5 et 4.6 permettent de conciure 
2p

que si q < 
;;1le 

problème (Pn)

a. quel que soit E ) 0, au moins une solution. Le corollaire 5.10 de [CW] démontre
môme que sf, de plus, n : L Ia solution est unique.

B) En ce qui concerne le cas n 
2' r": 

ffi 
I'égalité (2) permet de rnontrer le lemme

srdvant:

Le rnme 4 .7 .  
2p  

; -  n (n r r  t o tÉ  o .>  0 -  - ' - t  - r+  /1 \5 i ,  q :  
,  -  

a lors ,  pou,r  to t t t  a  )  0 ,  z(a)  :  a-" - i -  z(1) .

Ce<:i nrotttre clue si z(1) est fini alors z(a) est fini cluel que soit tr c:t z définit une
bijer:tion strictement décroissante de ]0; +,ccI sru ]0: +cc[.

Lorsque rt. : I intervient alors la valeur Àr. r,

Àp,r:h(6fu),
En eftt:t I'équation

(1) u" -  1'u'1' t  * Àlule :  g

arlnrt't rlerux sohrtions rlu tylre

tr(r ')  :  kr- #

lors<1ue À ( Ào, I. llllt) setrle k;rsque À : Àn. I et illlclllrc si À ) Àp. r. L'rlrluation (4)
titant aut<lttorne, rrtte aplrlir:atiott <lu tlxlorèrrte de Ciurt:ll rmrntre aklrs rlrrt-: si À ( À,,. i lrrr(r
sohrt iorr,u r le (P") est str ictenrerrt 1>osit ive sur [0: +-[ (voir f igrrre 1).

D'atttrr: part. Ie théorème 1.3 de [CW] montre que .sr, À > À,,, r u,lo'rs z(u) t:st .ft,rr.'i,

ryu:I tlut: so'it tt> 0. Il cn résrilte quc si ,r: 
h 

kr lrrobli:urc (Pp) ?r une sohttiori unirSrt:

Iors<1tre À > Àp, I et au(:llne solttl:ion si À < Ir, r.

Lrrrs<1rc q: 4 <,t n, ) 1 I'é<luatiorr
p+  r

(5) u" + 
' ' '  

,1 u'  -  l r i ln * Àlule :  g

( *" + n:Jwt* Àlrulr  :  g

{ u.'(o) : 1
[ ,'"(o; : g



F r o n c l a f t

-
u-( r )  -  K

- L
(Fr

Figure 1

a rle's solutions de Ia filrtrre
:

rr(r ') : kr'-r '-

si et seulenrerrt si À < Àr,. ,, <)il

À n . p
(2p)"

(1r + l ;z+t (2p - np I n)t '

La questiorr se pose alors de savoir si krrsclue rt. ) 2 la valetrr À,,. ,, est. dcr rtrôInc, (luc lx)ur
rt:1, la r,aleru cri t i t lue i torrr lari lrel le le t '<-rrtrportentettt  r le z <' l tattge. La 1;roltt tsit ion. '-r.6
rrrorrtre serrl<'nrcnt <ptc si À < À/,. 1 ir iors zQt) : +:c ( Àp. r ( Àp., ).

Un artir:ie ultérierr dc \,I. Fila et P. ()uittncr. [FC)] IIX)IItre que si À > À/,. ,, alors z(c)
t'st firri. le t:as oir À : À;,. ,, Il'titartt lttrs (rll('ore â'lairrti.

Nt>us nrontrors dirrls Ie <:ha1>itre IV <1tr'ett fait cettter vale:ur Àr,. , lle tléterlttitie lras lc
<,hartfieurertt de t'otnportenrettt cle z. Plus 1>rét:iséttrcIrt

Théorème IV.l. Srit tt - 
'2P 

= r:t'  u *L

A )  n ' : 2

o.u

B )  n )3c tn1 - rL ; .t  t l - J



Soit u solution de

(rv.2)

II et:i.ste alors un réel
firvi.

Remarquons que le problème de I'existence d'une valeur critique pour À et de sa valeur
éventuelle n'est pas encore résolu.

C)  Lorsqueq> :+  e ts in  (2ous in  )  3e tpa f f i l a re la t ion  (2 )permetde
P+ t

démontrer Ie lemme suivant de [CW]:

Lemme 5.2. linrsupaSr z@) < *oc et si a e.st suffisament petit z(a) est fini.
A++OO

De phrs le lemme 5.1 de tC\M] montre que z(a) > À-+ al-f et donc c1re, si q > p,

l in t . -aoo z(a) :  *cc et  s i  q :  p  
l ig+S 

z(a)  > À-a.

De ces lerunes 5.1 et 5.2 on peut déduire que
1) :;i q : p il eriste un réel Ro tel que (Pù a au mo'ins une solution si R > Ra et aucune

s iR lRs ;
2 )  s i q>  p  i l eùs te ' un ré .e lRo  t e l  que (Pp )  o ,  aumo ins  t l euxso lu t i ons  s iR )  Ro :  eu

rno'irt,s 'urte si R : fto et uut:un.e si R 1 Ro.

On voit cionc que Ie cas restant principalement à éclaircir est celui ,,; ?- { q < p.
p+  r

Cr:r:i o<:cupe les c:hapitres II et III du pri:serrt travail.

Dans Ie chapitre II, nous nous intéressons au cas n : I et nous démontron-s les résultats
suivants:

Théorème II.3. Solt 
2?. ( q ( p etuo solution r lu problème ( P.).Pour tout

p+  L
rr ) 0, llo s'annltrle en u,n Ttoint z(a) et il existt: Æo > 0 inrléTtendant de a tel que z(a) > Rçy.
De 'p lus

1) si  q: p, 
, I1; z(a) :  1* '

. 2p
2) si -= - 1 11 1p, I irn z(a) est un ré.el .'  

n * I  6 1 + f ô c

tfreo.e-e II.4. 1) Si q: p iI eriste un réelÊo > 0 tel que

u) si R ( Â0, (Pn) rta pas de solut'ion;

(u"  *n l 'u ' - lu ' ln  *Àlz l r :3  s i , r )  0
I
{  u (0 ) : o

I( u'(0; : s.

À!-, o, À!*,, < À"-,, tel que, quel que soit À, À > À!*, o , z(a) est



b) si R: Ë0, (Pù a au moins une solution;

c) si R ) fi0, (Pn) a au moins deux solutions.

)m

2) Si + < q < p, il existe des réels Rs etRr, 0 ( Ro ( R1 tels que'  p+r

a) si R ( Ro, (Pp) n'a pas de solution;

b) si Ro < n < Rt, (Pù a uu moins une solution;

c) si R ) Rr, (Pù a eractement une solution.

Dans lechap i t re l l l .  nous t ra i tons  Iecaso i  
2S,  

<  q< pavecso i t  n :2 ,  so i t  n )3
p+  L

n
et p ( 

;- 
et nous démontrors priucipalement les théorèmes suivants:

Théorème l r r .1 .  s "ù  
h< 

q  <p auecn:2  oun23 e tp .  
# .  

Toute

soltùion. uo rle (P") s'a,n,ntr.Ie. en, un, poin,t e.t si z(a) dé.siqne le premie.r zé.ro tle uo iI eriste
dcs réels u e.t p ,0 < 13 1 a tels que

linrsrtp z(o") :  a et l imrnf z(u) : A.
o _ * æ

Théorème III.2. II existt: des 'réels Ro et J?r, 0 ( Ro 1 Rr teLs que sur 'u'ne boule
de ra'yon R le'problèrne (P1-)

u) n'u pus de solutiort si Ii ( /?o ;

b) a rnt 'muins u,rte sohttirnt. s'i Rç1 < R < Rt;

c)  u  une soLut ' iorL 'urL ique s i  R> Rt .

On voit clonr: rru'il restr: à traiter le cas oit

2 ,p  -  T t  n *2

f r<q1p. 'n .>  
le t  

r_Z 
<p <, tL_,2

Urr article récent rle .J. Serrin. Y. Yan et H. Z<>u [SYZ] dorme des ri:sr.rltats nurnériclues
obterurs sur <lrdinateur clri rnontrcrnt I'allparition dt: rurttveaux s)nllrortt:urents lx)ur
I'application z lors<1re ces derniè:res conclitions sont remplies.

Enfin dans le cas q > p nous obtenons le résultat suivarrt sans supposer Ia r:ondition
n*2

P  <  ' n -2 '

Théoreme V.1.. u) Si q > p > I, ' i l  eriste un réel A > 0 tel que,'pour toute solution
'uo de (P"), o > A implique z(u.) ( *co.



b) II eriste un réel Âo ) 0 tel que si R > Ro le problème

u"(r)  4 @)-u'çr)  - lut(r) lq + Àu1r;u:  g s i  r  )  0

z>0

z ' (0 )  :9

z(.R) : g

szr [0; Æ[

a au moins deux solutions.



CHAPITRE I

PROPRIETES GENERALES

Nous démontrons dans ce chapitre quelques résuitats qui seront utilisés par la suite.

I.1) CONTINUITE ET DIFFERENTIABILITE DE u PAR RAPPORT
AUX PARAMETRES

Considérons le problème

"  *  "= . r l l t  -  t t lu ' lo  *  À lu l r  :6  poru  r  )  0

(P", .r. ,,)

avecû>0 ;  À>0 :  p l ) 0 .

D'après [CW] on sait qu'il admet une solution que nous noterons ua, À. rr. Soit

[0; d.", r. ,,['intervalle maxinral sur lequel elle est définie et [0; z(a. À, fr)[celui sur lequel
ua, À, u ) 0. Dans la suite. o0, À0, ps étant fixés et o ) 0 on posera,

Tn :fao - a, ao * cv[x]Àn - r.r;  Ào * o[x]ps - ry: Uo * a[

Orr zr alors les deux théorèmes suivants qui seront utilisés phrs krin.

Théorème I.1. Soit uoo, Ào, r,o solutiort de (P.o, Ào, /,o) et R. 0 < f i  l  don, xo, ,n. I l
eriste rr ) 0 tel que si (a. À, p) appartierû àTu, olor,s rro. À. ,, est tléfirtie sur [0; 1?] erl I'
applir:atio'n détirùe sur To x [0; /?] qu,i à (r, À, F, r) rusocie ua. \, u(r) est rnntirntemt:rt,t

diJférentiable sur cet ensemble .

Théorème I.2. Auec les nota,tions qui pré,cèdent, soit Qtç1. À0, po) tel qu,e
z(c,o, À0, p,6) est firû. II existe 'un. réel a' > 0 tel que si (u. À. p.) uppo,rtient t\ T,,,,
ulors z(u, À, ir) est fini et z est corùinuemerû diJJére'ntiuble su.r To,.

En ce qui concerne Ie théorènre L1 de contimrité et de clifférentiabilité seul le ternre
' n - I  

t r  t  ^  r

ï"'?) 
empêche tl'appliqucr les résultats habituels. Aussi pour montrer Ia continuité

(respectivenrent la différentiabilité ) de l'application qui à (n, À, pr, r) associe uo, r, u(r)
on doit procédc.r en derrx étapes. Tout cl'abord on montre qu'il existe un réel /?r > 0 tel
que snr T* x l0; rl1] elle est continue (resp. différentiable) puis on applique les théorèmes

(o) :u

' ( 0 )  :0{t



classiques de continuité et de différentiabilité par rapport à des paramètres et à la valeur
initiale.

Tant pour la continuité que pour la différentiabilité, nous ne traiterons que la première
étape qui utilise le théorème de point fixe avec paramètres cité plus loin et le iemme I.3
qui en résulte.

On voit que la solution de (P", r, p) vérifie

( / .1)

avec z' : u. C'est cette transformation que nolls utiliserons pour la démonstration.

Lemme I.3. Soit A une applic.ation de RË+3 dans R qui ri
( r ,  t r .  ?J,  .s)  :  (zc1 .  n2,  . . . ,  'Fk.  tD,  !J ,  s)  associe A(nr ,  7T2,  Tk,  :x1 A.  .s) ,  con-
tirtu,e et localemertt lipschitzienne pur rapport t\ r et;y. Con.sidérons le'probLème

u(r) ,  'u ' ( r ' ) ,  t ' )  :  0
(P".")

Soit no et as f ixé.s: i l  eùste o.lors des réels a et Rl tels que si l l r-rnl l  < .r et la-asl l  d le
problèrne (Pn, ,,) ù sur l'in,terualle [0: /?1] 'une sol'ution urùque notée 'u.n, u et I'açtplico.tiort
dl.f irne sttrTo x [0; Rrl qui i t  (r,  u. r) associe u,n, o(r) est continue (T-: {(t t ;  a) tr: Is
q'ue llr - "ll < u et lu - iaol < a\ ).

Enonçons tout d'abord Ie theorème de point fixe avec paramètres (Cf Dieudonné.
Elénrents cl'analyse. torrre 1 ) clre nors utiliserons rlans la déntonstration du lemnte I.3 qui
suit.

Théorème de point fixe avec paramètres. Soiert.tP et t deux e.spu.r:es de Ba'nrtr:h,,
Ps et E6 deur bo'ules deP e.t t de ce.rùres'ps et €çy, tle rollo'ns respectifs a et p (P est L'es'pur:e
de.s poramè,tres ). Soit ç u'ne o,:p'plit:ation corùinue de Pç1 x Eç1 du,'ns t uéri,fiant les deux
r:o'nditions suiu ante s

1 )  i l e r i s t e ' un rée | f r , 0<À<  1  t c : I  r pe  po r t r t ou , t p  de  P , r ,  e  e te t  de  Eç1  on ,u i t

l lç@. ,.) ç(p. " ') l lu 
< * l le - el l l6

2) l lçb, eo) - enl ls < / ,  (1 - A).

Alors iI eriste u,rt,e upplinûion uniqu,e f : Po - Eo te.l,le que pou'r t,out p de Po rtn rût
/  , , ,  , \  ? ,  \

l\u, .f (ù) -- Ttù, r:t dr"'pltr,s f cst rnn'tirnt't:'

l " f r l : r l * . [ {u(s)ds

I  , ,r, :  *,-, lo' 
,"- '(r lr(r) lq - Àlz(s) V)a,

Iu" ( r )+n - lu ' ( r )+A(n.
) ' r
)  u (0 )  : a

| ru'(O; : 6

10



Démonstration du lemme I.3. Considérons

(r.2)

On voit que u,r, o est solution de (1.2) et que uf, o: u. Définissons les ensembles et
I'application cp intervenant dans le théorèrne de point fixe.

a) P :  g' t+l  ,  p: (n, a) et l l  (n, o) l l  :  srrp{ lz '1, l rzl ,  . . . ,  ln 'ol ,  lol} ;  Ps est Ia boule
ottverte de P de centre (n'0, ao) de rayon rr ) 0 ( on a d<>nc Ps :To).

b) Z/ est I'espace des ft>nctions réelles définies et contimres sur [0: R1] et llrllu :
sup l"(r) l

0 S r (  R 1

t :U  xU:  l l (u .  , ) l la :  tup{ l l " l la r ,  l l r l l u }  e t  Eo es t  labor t le  de  cent re  r :6 :  ( ,Ys .  Y)
derayor r  0 - -2u  où ,Yoe tXr : [0 :  /?1 ]  -Rsor r t t i ( : f i n ies l )a r& , ( , ' )  -ao .  X r ( r )  :0 .

c) Définissons ,,, : (çt, ç.2) : Rt x Eo - t par

I ,or: a* lo u4)trs

1r,", 
: 

# Io' 
-r-- 'A(n, u(s), u(s), s)ds

I  v ' {" .  a,  X. Y)( ' )  :  û * . l ' ,1Y(s)ds

\  r r (" .  o, .  X.  y)( , ' )  :  Fl-  . l ; ' - r '  
'A(r ,  X(.r) .  Y(s),  s)r i .s

Ilontrotts (llle .p 1 rrt .p2 et donc .p sorrt corttinucs.

Qrrt'ls tlu<: soient (n, o. X. Y) ct (n'l. ttt. X'. Y') de P0 x fi1 orr a

l ç ,6 .  r t .  X ,  y ) ( r )  -  ç r ( r ' .  r r ' .  x ' ,  Y ' ) ( r ) l<  l . r , -a ' l  +1?,  l l y  -Y ' l lu

donc

l lp ' ( " .  a .  x .  Y)-ç1(r ' .  r t ' .  x ' .  Y ' ) l l  S l "  -u ' l+  n, l l (x .  \ ' ) - (X ' .  Y ' ) l l t  (1 .4)

d'après Ia définitiorr de la norrnc dans t.

Quels  <1tre so icnt  Qr .  u .  X.Y)  t ' t  ( i r ' .  t r ' .  X ' .  Y ' )  t ie  P i l  x .Es r )n i I

lçr (n.  o.  x.  Y)(r )  -  çz(r ' .  r t ' .  x ' .  v ' ) ( , ) l

+ lçrî. tr. .  x' .  Y')(r) - ç.z1r'.  t t ' ,  X'. r ')(r) l

(1.3)

r . l
)u'l
\ ' l)"'l
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L'application A étant continue sur p'b+3 l'ensemble d'applications Ar, s otr
lrl < lool + 0, lyl ( B est uniformément équicontinu sur

T .x l } ;  Rr ]  :  { (n ,  o ,  s )  te l sque l l z ' - ro l l  1o , ,  l a -ao l  <oe t .ç< [0 ;  Ær ]

Donc si a ) 0 est fixé il existe 11 > 0 tel que pour tout coupie (e, g) tel que lrl <
laslf ,1t, lAl < 0,les inégali iés l ln - r ' l l  1q et lo - o'l ( 4 impliquent lA", o(n, a, s) -
A,, r(n', a', s))l < o. On en déduit que dans ces conditions

I  t  î r
L+ |  -r"- ' (n6, a,  X'(s),  Y'(r) .  s)-AQr' ,  a ' ,  X'(s),Y'(r) ,  r)) , r . r l  5 o& 1r.s;
l f , r - ,  JO  \  \  . /  \  \  / '  \  / ' - / /  

l -  
-  

n  \ - - - l

D'autre part A est localement iipschitzienne par rapport à r et y donc il existe K > 0
tei que (n, o) appartient à Ps,s à [0; n1] et (X, Y) à Eo impiique

lA(", a, X(s), Y("), .s) - A(r, a, X'(s), Y'(t), r) l  < ft l l  (X, Y) - (X' , Y') l l ,

Firralement or1 en décluit

( / .6) lç1r^. u. x.  y)(, ' )  -  çz(r ' ,  a ' ,  X' .  Y')(r)  |  S +("+,nl l (X. 
y) -  (x ' .  y ' ) l l r )

Ceci dénmntre Ia r:ontirruité de cp.

\Iontrons maintenant que les conclitions 1) et 2) avec k : + clu théorènre de point
fixe sont vérifiées pour

n, ( inr{ nH +,i} eT)tzla(r., , .  a. o)l '  2K' 2 J

. Chercirons tottt d'abord une valetu de .Rr pour laqueile la condition 1) est réalisee.

De I ' inégali té (I.4) on dédrri t  poru 7r : Tt et o: el

l l",t", a. x. Y) - çt(n, u. x', Y') l l  = o' l l(x, v) - (x', Y') l l ,
1

donr'.  si I i  < :.
-  t '

a

l l " , t",  t t .  x, y) - çr(n, u, x' ,  y ') s ] l l tx, 
y) - (x' ,  y ') l l ,

Les in<igalités (I.5) et (I.6) donnent pour 7r- : Tt et e: et

lç.16. . .  x, Y)(r) - ez(n, a, x' ,  Y') l  sl"t t  (x, Y) - (x' ,  Y') l l ,'  ' t  -  
n ,

T2



puisque I'intégrale de (I.5) est nulle.

En prenant ,, a 
# 

on obtient donc

1

lç"(n, a, x, y)(") -  çz(tr,  a, x ' ,  y) l  < , l l t t ,  Y) - (x' ,  v ') l l ,

Pour que la condition 1) soit vérifiée il srrfrt donc que

R 
.  ^ (  n  1 l

r<rnr\O,r I

Etrrdions maintenant l lç@, "u) 
- e6ll lorsque (zr, o) appartient àTo: po.

Rappelons que quel que soit r e [0; ,?1] on a Xe(r) : o0 €t Yo(r) : 0 et que E6 est
la boule ouverte de t de centre (Xo, Yo), de rayon 0 : 2a. Tout d'abord Yo : 0 donc

ç t (n ,  {1 ,  X6,  yo)  :  
" *  I ,  

Y( .s )ds :  a  e t  l lp , ( r ,  a ,  Xo,  Yo)  - ,Yo l l  :  1n-  on l  <  
|

prrisqrre o: È.
Ensuite

ç.zkr. a, Xs, %)(t ') - Yo(r) --çz(tr, d,, Xs, yo)(")

:  =1 ,  [ '  - . r^-ra(n.  a.  a.  o)r /s
r " - r  Jo

puis<1r<,.. pour tor-rt.s de [0; .R1], Xg(s) : o €t Y6(s) :6.

On cn dérluit que l lrr(rr. u. Xo. Yo) - voll S +1O6, 
o. n. 0)l ct la t 'onclit ion 2)

rlrr tlrécrrèure, rle point fixe est vérifiér 
Rr | ' ' | 1

,  r i  i i ' l r ( "  a.  a.  0)1.0i  soi t  s i

nra-L- 
zla1", ,,. a. o)l

Ceci conduit à I'inégalité (I.7) ci-dessus.

Démonstration du théorème I.1. Examinons la continuité; elle résulte tlirecternent
du lcrurre L3 car (I.1) et (I.2) anrèrrernt à prendre

A :  (À.  F,  r ,  u) , -  À l r le  -  P lYlq

On voit que .4 est r:ontinuer sur R't. D'atttre part elle est localement lipschitziennc par
rapl>ort à r et g en effet supposorn 1,, | < 0, lals /?, lÀl < 0, lttl 1 p ona alors

lrt^, p. r, ,y) - A(À, ltr, .1, ùl: l. l(t"t" 
- l,r ' lr) - u(fuf - l i lr)

< lÀ lll"l" - l"'l"l lulllul" -lv'l'l
< 0 p  gn-L@ - .x ,1+ 0  q  7q- r l ,u  -  y , l
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Etudions maintenant la différentiabilité.

D'après ce qui précède u et u' : u sont continues par rapport à (a, À, F,r) donc
I'application qui à (4, À, p,r) associeu,o, r, p(r) est déjà continuement différentiable par
rapport à r

Les calculs étant semblables dars les autres cas, nous montrerons seulement que
I'application est continuement différentiable par rapport à p. Notons u la solution de
(P", .r, u) où (a, À, p) appartient à To. Soit (a, À, p * e) appartenant aussi à Z. (on
prend e * 0); nous écrirons la solution d" (P", À, p+.) sous la forme u * eu,.. Nous mon-
trerons alors que lorsque e -* 0 Ia fonction z. admet une Iimite uniforme sur I'intervalle

[o;  Àr] .

u et u * eu, vérifient respectivement les systèmes

(  " ( r ) :  
a*  f iu( .s)d.s

I
\  t  f '  . /  \

[  ,( ' )  :  i -  J, 
s"- '(r lu(s)lq - Àlu(s)Y )a'

et

!r" 
* eu,)(r)

[  
{ ' ,  *  eu. ) ( r )

et, d'après la cont
e:u, et eu._ tertdent

En effectuant

[  " ' ( ' )  
:

( / . 8 )  
{  

( ' +  eu '

t

:a *  I {@+ eu . ) (s )d .s

:  
# Iu'  

,"- '  ( tr  + €) l(u * er.)(s) lq - À l(u r e' t t , i1.s1le) as

inrrité de (2, d) - (r, ,) par rapport aux paramètres. iorsque e - 0,
urriformément sru [0; J?t] vers 0.

les clifférences ligne par ligne on en déduit

.l '[ u,(s) rts
1 f ' ()(,) u(r) : # Jr,"-' t tu +,) l{, *.,.)(.')l ' - pl,,(.'ylq

- À( l fu+ o'r,(r) lo - lr(r) lo ) i , ,"

L'application qui à r associe lrlq est <iérivable sur R car q > 1; sa dérivée est
I'application r r_' q lrln- 

I sgn(r) otr sgn(æ) désigne le signe de :r.
On a alors en utilisant Ie théorème des accroissements finis d'rtne part

I  r q  I  t q
fu, + e) l(u + eu.)(s)l  -  r lu(s)l

l ,C"ll '  ) * .t(u + eu.)(s)1":  ,  ( l (u + eu.)(s) lq -

L4



h(e,  s)  e  u . (s)  +  u l (u+ eu. ) (s) lq

(1 e) { 
oU, s) : -t l 

In(e, s)lo-' ,gr,1r,(., ,))
I n(e, s)étant compris entre (u * eu.)(s) et u(s)

n et h sont de phrs des fonctions continues de e et s puisque q> L.

D'autre parb

x(  l tu*eu. (s ) lP  -  1 , , ( .s ) lo  \
\  

r .  " \  , t  |  \  / t  
/

:  À k(e, s) e uu(s) oir

: l t

oir

(1 .10)

m el k sont aussi des fonctions continues de e et .s puisclre p )

Ceci conduit finalement à

{r r r ,  s) :p l rn( . ,  s) lo- ' rgr , ( - ( . ,  " ) )
I nr(e, s)étant compris entre ('u * ez.)(.s) et

d.s

. ' " - '  ( ,  h(e.  .s )  r , ' . (s )  +  l (u  + eu. ) (s) l ' t

'u(s)

l .

TT
t : , ( 7 ' ) :  - - -  ,  I

r " - '  J  0

Lc' svstèrne:

(  u , ( r ) :  J j  u .  ( ,s )
)
\ ] f
I u. (r') : ---= I
\  I ' ' ' - '  , lo

est rhr tvpe (/.2) ét

A (À ,  p ,

" " - t  ( ,  h (e .  s )  u . (s )  +  l (u  +  eu . ) ( " ) ln  -  À  À, (e .  s )  , r . { r )  
)2 . ,

udié

€ ,  J t

darr-s le lenurre I.3 avec o : 0 ; r : (À.

u,  s) :  p .  h(e,  s)  'a  *  l@ + r , r , l ( r ) ln

\
À À:(r .  .s) rr .  ( .s) )r / .s

/

e) et

À À'(e, .s) r

On voit aisénrent que A est continue par rapport aux différentes variables et r1r'elie
est krcalernent lipschitzienne par rapport à :r et y: d'oir le résultat.

Démonstration du théorème I.2. Il sufiit d'appliquer Ie théorènre des font'tions
implicites en effet, d'après ce qui précède, la fonction (o, À, p, r) * u(a, À. p. r) est

r-liJftirentiable et si z(4, À, F, ,u) : 0, 
#(4, 

À. lt, ro) I 0. De ceci r(:sulte qu'ii existe

une f<rnction différentiablc z rl'un voisinage Z." dans R telle que. pour torrt (o, À. p) de
Tu, u(a, À, lt, r) : 0 si et seulement si r : z(a, À, p).
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r.2) coMpARArsoNS ENTRE DTVERSES SOLUTTONS

Lemme préliminaire I.4. Soit f une fonction continue de fa;bl dansP. et dériuable
sur la:b[.

Si 1) f(a) > c

2) f(r) : c implique .f'(r) > o

alo'rs f > c sllr)";bl.

Démonstration. On a /(a) > c donc il existe un intervalle [a;a6[ incius dans ]a: à[
srulequel  f  >c.  Su1>posornqu'ot tn 'a i tpas f  >csru]a:b[ ;  i lexisterai ta lorsuninterval le
]o;ur] inclus dars ]a: b[ tel clue / > c sur ],r;n,[ et /(o1): r. Ceci impliquerait akrrs
f'@t) ( 0 d'oir une contradiction avec I'hypothèse 2). lll

Lemme préliminaire I.5. Soit f une fonctiort corr,tinu,e de fa; bl do,n,s R, dériuable
s z r  [ a : b [ .

Si 1) f(a) : s

2) .f (r) : c i,m.plirrue f'(r) > o

olors .f > c s'ur ]cl b[.

Dé rnons t ra t i on .  Ona  l@) :  cc l onc  T '@)>  0e t  i l e x i s t es>  0 te l q r re . /  >csu r
]c:ru * e [. On terminc alors c:onune dans la démonstration prd:cédentcr.

Notations. Appekrns uR. D.,. la solution cie

(  d'  + l=) i l  -  l /10 * Àlulr  :  g srr [R:+ccI
(Pn .  o .  , , )  {  u ( I l )  :  2

I u'(/?) : ,17

o i r l ? )0 .D (0e to>0 .

S'i l  erxiste un rét: l  stt l>(:r ietr à I l  qrr i  annule tLR. D.,. on lrr notc:(1?. D. a): sinon orr
l rosr :  z( I l .  D.  u) :  * , )c .

P ropos i t i on  I . 6 .  S r r i t 0  (  R r  {  R2  e t  Dz  l  D r  10 :  o 'n ' r t . o t r :  L t . t :  t rR r ,  t ) 1 .4  ( t
u .2: '12rr , ,  r ) .2 , , r .  S i  z(R1,  Dr .  a)  < +, :c  e. t  z(R2,  D2,  u. ) :  * )c  i l ,  c ' t is t r :  un,  r ( . r :1 ,  R> Rr
tcl qu.t. u1(Il) : ttz(R) (uoir lu hqu,n: 1 ci-dcsso'us).

Dérnonstration. Cornrne z(Rz, D2, o,) :  *oc, uz ) 0 sur [1?2;*:c[ et <ln sait
<l'a1>ri,s [CW] rprc lirl u2(r') : Q
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K
Figure 1.

?( R', D'
rd )

Considérons I' applir :at ion

F  :  [R r  z (R1 ,  D r ,  , r ) ]  *  R  U  {+oc }

clrt i  a r associe Ie réel p(r) tc, l  que u2(pr(r)) :  'ut(r) si r ( z(Rt, Dt. n) et tel le qle

P ( t (R r ,  D t ,  a ) )  : 4 - .

p est bien tléfinie et contiruter srrr [Il1; z(Ær, D1, o)[en effet ?/l et ?r2 sont des bijections
cortt intu:s <l(x;roissatttrs <l.e rc'sper:t ivcrnrent [I t1 , z(Rr, Dt, o)[ct [ ,R2: *:cIsru ]0: a]. Dr:
p l r rs  p cst  c lér ivable sr r r  ]R1;  z(Âr .  D1,  a) f  pu isque F: 'u '2-  

I  e  r . r , r  o t  (1 Ic  t t .z '  *  g  sru

] i ?z ;+cc [ .  p (À r )  :  Ru  c t  R r  (  R2  t l ouc  p (Rr )  )  Ê r .

R.aisonnotu par I'absurde et supposons (lue p(r) # r' porlr torrt r' ) Rr i cela entrain-
era i t  p( r )  >  r  pour  tout  z 'de [ . ]?1;  z(Rr ,  Dt .  o) [ .  D 'aut re par t  L t !2(U(Rr))  < , , i ( ,R1)  r :ar

"1r(l(nr)) 
:  uL(R.z) - D,2 et ui(R1) - D1 . \ Iorrtrons clr 'orr a, alors 

"r(p(r)) 
< uî(r ')

ptrrrr tout r de [R1 : z(R1, Dt. a)[ 1>uis clue cet ' i  r :onstitue une rx>ntradir.t ion.
En dérivant Ia relation uz(p(r)) : ur (r') par rapport à r' sur I'intervalle

l l?1;  z( r11 ,  Dr ,  o) [on obt ier r t

( * )  ur (p(r ) )  1 t ' ( r '1  :  u ' r ( r )

sur ce nrôrnc intervalle. Soit /  défirr ie srr [1?1; z(Rr, Dt, a)[par .f  (r):  
"\(r) 

-u'rQt(r)):

/  cst continue stu [R1; z(1?1 , Dr, a)[et dérivablc sur ]R1; z(Rr, Dt,, a)l

Orr a /(nr) :  zi(f tr) - u,!2Qt(Rt)) :  l t  -  D2 donc l(R1) > 0. Supposons qu' i l
ex is tc  11 de lR;  z(Rr ,  DL,  a) [  te l  que / ( r1) :0 .  On en dédui t  p ' ( rù :1 d 'après (* )  e t

T' ( ,  t)  :  ul  (r t)  -  ui1,r1rr ))
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Soi t  o  :u1( r t ) :u '2 (p . ( r r ) )  e t  g :? r r ( r l )  :u " (p ( r r ) ) .  on  u

(  " ' { (rr)  
:  -+o+ loln -  ^pP

t

t "i (p(')) : -ffio+ lalq - ^PP'

On a supposé p(r) > r pour tout r de [.Rr; z(Rt., Dt, a)[, donc en parbiculier p(r1) > 11

et d 'autre part  a < 0 d.onc, successive*"nt  
t - l  

> 
n-r  n ' - l  n ' - r

,fr(rr) > 0. 

< U d'onc, succes 
ry m, 

--Ç-a ) ---7- a et

On obtient d'après le lenme préliminaire I.4. f
[ .R1; z( .R1, Dr,  a) l .Le fa i t  que zl20t@) <u\(r)  et  donc quepr ' ( r )  (  l  s i  r  appart ient  à
[^R1; z(R1 , Dr, a)[ implique alors clue

(  t '+  rJ i l  - l /1 t  *À lu l r :g  s i  r  )  o

{  t r ' (O;  :  g

I  u(0) :  a.

D r ,  a )

p'(s)ds < z(Rt., Dr, o) - Âr

soit encore

u (z (R r ,  D t ,  o ) )  S  p (R )  *  z (Ry ,  D r ,  o )  -  Ê r

1's <1rri  contrexl i t  le fait  que p (r{nr, Dr, 
")) 

*oo et que ?,2 ) 0 sur [Rz;+oc[.

Remarque. Il est clair que dans les conditions de la proposition I.ii les représentati<lns
graphiquex de u1 et r.t2 ne peuvent être tangentes, puisqss. 21r s1 z, v6s163nt 1a, rnerns
équation différentielle. elles seraient confondues ce qui est incompatible avec R1 ( Rz et
Dz 1 Dr. La représentation graphique de ?r2 coup€ alors celle de u1 en un deuxième point
trt il existe R', R' > R tel clue u1(ft') : tt2(Rt).

Darrs ce rlui suit nous r:clnsidérons le problème

(P'.)

Soit 2",(a) le premier zéro, s'il existe, de la solution u," de (P,). Si u", ) 0 sur [0: *cc[, on

lrose 2""(n) : *oc.

Nous cornparons rnaintenarft z^(a) et 4(a) lorsque n ) l.

Proposit ion I.7. Soit 'un solution de (P.); sin> L alorsu,,.) u1 sur ]0: z{o)l et
zn(t) ) z1(tr"), cette dernière inéqulité étu,nt stricte si z{o") est finL

Démonstration. u1 et z". définissent des bijections de, respectivement, [0; z1(a)[
et [0; z.(a)[ sur ]0; a]. Considérons la bijection pr de [0; z1(a)[ sur [0; z-(a)l définie par
u'^(p'(r)): zr(r) (voir f igure 2 ci-dessous ) '
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Figure 2.

Orr voit faci lemerrt ( lue p est r:ontinue srrr [0: z1(a)[. dérivable sur ]0; r,(o)[et qrre si
0< r ' l z r ( a ) ,

t ,  \  t l ' r ( r )
p' \ r ' ) :  - ; - -

u; \p ' \ r  )  )
( 1 .11 )

Ilontrons que. pour tout r de ]0; z1(a)[, p(r) > r. Pour cela on étabiit clr'il cxiste
s > 0 tc l  qr te  sur  [0 :  e [ ,  p ' )  1et  er rsu i te  que p/  )  1su [0 ;  , r (a) [ .  n  en résu] tera akrrs .
i:tartt dorrrté que p(0) : 0. clue p(r) > r' porlr tout r de ]0; zt@)[ et mênie qu'ii t'xiste dcs
r i r c r l s17 )0e r t u ) } t e l sc l uep ( r )> r *qpou r tou t rde ]0 *u , z r ( t r ) [ : l ap ropos i t i one r r
rlér:oulera.

Démorrtrrlns torrt d'abord cllle /, est <lérivable en 0.

u", et u 1 Sorlt C2 sur leur ensenrllle cle dtifinition. u;(O) : ui(O) : 0 et u'lçt-11 :

(voir 1>ar exenrl>le Ia 1>ropositiori 4.4 de [C.W]); on 1>eut rl<>nc écrire

(  . .  1 2

J  
r r r ( r )  :o *  

Tu ' , ' (0 ) * r2g( r )
)  , ,2  / " . \

[ , , , . ( r ( r ) )  
- -  u* Tui( t )  + r '2(r)  f  (p?))

aver: linr .f (r) : ,|Ir5.a(r') 
: tl.

Comme 
"-(p(r)): 

' trr (r ') on cn dâll it

- ÀttP

p2(ù  
:

7.2

u'{(0)12 + g?)
ui(t))12 + TA'@)
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et on obtient puisque p > 0 sur [0; tr(a)l

(LL2)  11* PO- : ,@-:
r -o ,  

=V/ j (o) :

pr est donc dérivable en 0. ùIontrons maintenant que pr est Ct sur [0: zt(a)l; it suffit

porr cela d'étudier, lorsque r - 0, le quotient :;yk cl'après (/.11), puisque seule la
u ; \p \ r  )  )

rrcntinuité en 0 peut tomber en défaut.

ut, et utn étant Cl srr leur ensemble de définition on a

( i1Q) :  ru l (o)  + rst( I ' )
{

[  ,1,(p(' ')) :  p(r) 'u'!(o) + p(r) .f  ,(p?))

avq;  l im f r ( r ) :  i ïàg ' ( r ) :  
O.

0n a donr:

1t ' ( r )  :  t ' / " ( " ' )  
"u',"(p,(r))

_ r  u i l (0 )  + .q r ( r )
p(r) 'u ' iQ) + / ,(p( ' ' ))

Err rrtilisant (/.12) on trouve alors lim p' (r) : /n, d'oir il résulte que 1r' oi^t (:ontinlre en 0.

I l  r .x is tc  r ioncr  > 0 t<- ' l  que.  sur  ]01 a[ ,  p '>  I  e t  p  )  r ' (car  p(0)  :0) .

\Iorrtrorrs maintenant qrre p' > 1 str [0: z1(a)[. R.aisonnons par I'absurr]e et srrpposons
r l r r ' i l < r x i s t c rmr ( r r l r o .0 (  r s . - - 21 (a ) . t e l r l t c , p ' ( r s )  : l c r t  l t ' > I  s ru [0 :  r ' o [ .  Cons i< l é ron^s
akrrs la fbnction h rklf irr irr sru l0: z1(c)[par

l r ( r )  : ,1 , , (p ( r ' ) )  -  u !  ( r ) .

Orr a

( / . 13 ) h'  ( r1  :  i , ' , (p( r ) )  /  ( r )  -  i iQ) .

l t '  > I srrr [0: r '0[ ir ]rpl i(yrc h > 0 sru r '<'môm<'irrt<:rval lc: on le voit cn rrt i l isant (I.11)
ct lc fnit  t lrc u',(r ')  r ' t  u, ' , ,(p(r)) sorrt rxig:rt i f is :  p'(re) : I  irrrpl i<1te cl 'atttrcr ptrrt h'(r6) :

, i l ( t t?'u))-1, '(r11) t l ' ;r1;r i 's (I .13) t:r r/ , ,(p.(rr,)) :  ,r '  (rs) (d'aprt:s (I. i1) )soit el lcore ft(16) :

0 .

orr ir .  r, , ,(1t,(r, ,)):  ?,r(r '0) ç,t t l ' , ,( l(r 'o)) -- 'u\(, 'o). Lcs expressiorn de ui(p(rs)) et

r l(Q'1)rl<rrulr ' :csparl 'érlrat ioltr l i f f t i rclrt icl letuontrent r l tx: 'ul, ' ,( f(to)) :  t l i?ù-ff i ,r ;(p(to)).
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Comme 
"!^(p?ù) 

( 0 on en déduit u'l1t?ù) > ,'1,(ro). On aurait alors h'(rs) > 0 <i'après
(I.13), d'or) une contradiction puisque h > 0 sur ]0; rol et h(rs) : 6.

On a donc montré que p,' > I sur [0; tr(n)l ce qui termine Ia démonstration d'après
ce que nous avons dit plus haû. lll

I .3) SENS DE VARIATION DE L'APPLICATION z ET CAS D'UNICITE
DE LA SOLUTION DU PROBLEME (PR) SUR UNE BOULE

Le lemme 4.7 de [C W.] montre que lorsquc-, Q: # n" a z(a) : a-@-r)/" t(t); et clonc
eu particuiier si z(1) est fini I'application z est strictement décroissante. La proposition
suivante généralise en un certain sens cette propriété.

Proposition I.8. On, suppose que

(  n<2

( r . r4)  {  

-  
ou 

n*2
| . r ,23 

c tp< 
n_2

) r >
1) S'i, t1 < , i,l cxiste u,n, 'récl eo

u*  I
dt3.t:roi,ssrmttti.

) .n

2 )  S iq
7 r * l '

Dérnonstration. Soit u,,. À. ,, ler solution de

(  t / '  + ' - t - J t /  -  U , l / 1 ' r  *  À l r r l r  : 9  s i  r ' )  0
( /1 , .  . r .  p)  {  u ' ( t t ;  :  11

I  u(0)  :  11

et z(rr. À, p) le premier zéro <le u : u(1.l .  , ,  s ' i l  existe.

Ra1>pelon-s d'abord c1tte. Iorsque lc's conclitions (I.14) sont vérifiées. :(c. À. 0) e:t fini
tlttel <1tre soit c et À et qrte I'application pr--. z(l À.p) r:st drlrivalrle en 0 (\irir Ie thtlorr:'rue

I.2 ). On sait d'a1>rè's [CW] clre si I 'orr pose uo(r): ! ,r(r ' ,r- iy '1 ol,,rs 1r., est sohrt iorr r le
Q,

(  i l '  *  ' ' 7 . t  , r '  -  r (# - r l t /p*  À l r r l r '  :11  s i  r '  )  0
(P  , .p . ,  . , )  {  , , ,1g ;  :  çy.  

l ,  À ,  n t - - î -  P .  

1 t  u ( 0 )  :  1

On a dorx- 'av(\r  la rxrtat iotr  r l r r i  1, l rér:è,J.e u,": . r , .  
^.  oo4-,
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Dans le cas q . 
# 

(respectivement q, 
# 

) on sait d'après Ia proposition

4.6 et Ie lemme 5.2 de [C.W.] que si a est assez grand (respectivement assez petit ) alors
z(a, \, 1) est fini. Supposons que ceci est réalisé. On a alors zo, s, r(z(a, À, 1)) : 0 et

uo(r) :0 si ra-B : z(a, À, 1) d'après la définit ion de uo.

On en déduit
a-+z( l ,  À,  a ' t#-P) :  z(a,  À,  1)

En différentiant par rapport à a on obtient

f ia.À. 1) : #,(t, À, aq+-,) (r+ - n)an+-v-Ln-4

-= ( t .  À .  aqe+-u )P l  
l u -Ç- r

\ /2

:#(t ^ nq*-,)(t+-n)"*=# -.(r, À, aq*-,)+o#

Erlisageons maintenant lcs clcu-r czrs U a et q ) 
#

1) Soit ,t < :!- Si n--- *oc, z(t, r, as#-r') * z(1. À. t l) ct 3 étant c.. 'r inrrcrp+ l  \  /  /  0p
par râpport attx variabkrs

*( t  À.  , r , r#- , , )  -  3( t ,  À.  o) .
Olr  \  /  (Jp '

.  
p  I  q p - t t ' : t p  I

IJ itutrc 1>art. r'tt *:c. rtT rxt prtil>ontlérant l)àr ràJ)port Èr a-----T-- rirprivarrt à

-p - I> ( tp lq -Jp -1  e tà  , t<  
] ! -

/ )+  r

Il existcr rlonc un récl as tcl rlrc. si c ) ,ru.'#(rr, À. 1) cst rlu sigrrt, r lc

-'(r ̂  o) +,,*
r''est à tlire stric'tenternt négatif.. z est clortc strictctrtertt rlécroissarlte sltr 1co: *rc[.

2) Lors<1rrcr e ) y+rè lzr clénrorrstration cst rlrr rnêrrrc tvp<::

s i  r r , - - -  0* ,  r ( r .  ,1 ,  eq*-n)  *  z(1.  À.  0)  c : t
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ôt /. , aq#_p) __. p(r,
a, \ t '  

n '  
/  op

a _ !  
-  e " -  I  .  q p +  q - 3 o -  |

En 0+, 11--'T- est prépondérant par rapport à a---'=t-
2p

so r taQ)  _ .
D +  L

II cxiste clonc un réel rzo > 0 tel que si 0 < o a oo 
fftn, 

À. 1) est du signe cle

7  r D - 1  - D - l- '(1.À,n)' i"-

dt>rtc strit:tenrent négatif . z est donc strictement décroissante sur I'intervalle ]0; oo[. lll

Corollaire. Si q < ft, d exi,stc un réel I?o, Ëo > 0 tel que si Ê < Iio le .problème

(Pp) u une sol'ution uuitlue .

Démonstration. (Vtrir figure 3 ci-dessous ) D'après la proposition 4.5 de [CW] on
sait que

À, 0).

équivaut à -p- 7 < qp*q-3p- 1

, r -(2-r) /2
z(r t )  >

t l t l t t t , r t ( r ro in rp l i r 1 r rez ( t r )> !# .L ,app l i t . a t i t l nzes ts t r i c . t e r r t t . r r t c1éc ro i ssa t t t e
1/2ÀlQ + r)

srtr ]as; *oc[ ct r>n sait aussi cl 'aprè:s la proposit ion 4.6. ,1lr" 
"IÏ_ 

z(a) :0: i l  existe

r l g te I t 1 r t e : ( r r ) . # 'Su r ] 0 : r l 1 [ o r raz t , I o r sg )zQ t1 ) : dep l r r s : t j é f i n i t
1/2Àl@ + t)

bi je:<rt i<>n str i t ' tenrerut dé<rroissantcr der [ , r t ;  +-[  sur]0: z(ol) ] .  Soit  alors -Ro: z(o1).
trrrtt Il < n0 il oxiste akrrs un réel rtnicltrc a tel quc z(a) : R. I I I

{ t 1  )

I I I IC

IX ) l l r

\

Y"")
n-Q-r11,

rtffir
K. = 7{o,)

Figure 3.
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[.1) PRINCIPAUX RESULTATS; PROBLEME AUXILIAIRE (Pâ)

Dans I'article de lvl. Chipot et de F. Weissler les propriétés de I'application z sont
étudiees en faisant varier o Dour les solutions du problème

CHAPITRE II

ETUDE DU CAS Z < q EN DIMENSIoN 1
p+  L

(  r "  - lu ' ( r ) ln  +Àlu( r ) lP :0  s i  r  )0 ,
{z (o) :a
I u'(o; : e.

(P")

Le point <le vue cltange ici.  Supposons que u(z(a)) :  0, posorrs u'(r(r)) :  -b (on
srtit <1tte ô > 0 d'après [C.W ] ) et considérons Ia fonr:tion u définie sur [0: z(o)] 1>ar
r . ' ( r ' )  :  u(z(u)-  r ) .  or r  a  a lors  u ' ( r )  :  - t /  (z(a)-  r )  e t  u"( r ' )  :  d ' (z(a)-  r )  c l<xrc u est
solutiort de l 'ér|rat ion différentiel le u"(r) - lr ' (r) lq + Àlu(r) lp :0 sur [0; z(a)] et de phrs

N<>tts allons fair<:

(P{)

f  L ' (z(a))  :  u(0) :  a

)  u ' (z (a ) )  :  u ' (0 )  :  0

I  ' (o )  :  t ' ( z (a ) )  :  0

I  u ' (0)  :  -Lr t  (z(4))  :  6 '

varier b dans Ie problème (P;)

(  u " ( r )  -  1 r , " ( t ) l (  +  À lu ( r ) ln :11  s i

{  r r ( { ) )  :11

I  u ' ( t t ;  :6

r  )  0  ( I i .1 )

<rùr ô > 0 ei --2! ; ( q. Les sohrtions de (Pj) scr<lnt notées u6.
1 ) *  I

Notation II.1. \orrs noterons [t): .s6[l ' intervaller merxinral d'origin<,.0 srr krlrel Q;1,. u!,)
<st rléfinic. .s6 pcut irtrc un r<icl orr *oc.

P ropos i t i on  I I . 1 .  L ' en , sen th l nd r : s ré .e l s r . 0 (  r  I  s1 , t e l . sq rn r ; t , ( r ' ) ) 0  es tu r t .
'trt,tcru u,ll,r: mrt,ten.rnû 0.

Démonstration. Sttpposons u',ft): 0, on ne pr-'ttt avoir tr6(rir) : 0 r-'ar alors r.r1, : 0
srrr [0: *x;Irl'apri:s k: théorèrru: dc Cau<:try-Lipsr:hitz: r>n a donc u"(t'o) < 0 <l'après (II.1).
D t : t t r ôu re , r ' )  r ' 11  a tu ! ,Q ' ) : 0 i r np l i que ra i t  u " ( r )  <0 .  Onadonc  uL<0  su r ] 16 ;  , s6 [  r r r r
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appliquant le lemme I.5 avec T : -u'; a : ro; b : $ et c : 0. uf admet donc au plus un
seulzéro. l l l

Notation II.2. Notons [0; Ub[Ie plus grand intervalle d'origine 0 sur lequei uL > 0
avec éventuellernent gr : *'co.

On a donc uf ) 0 et u6 ) 0 sur [0; yul et sur cet intervalle l'équation (II.1) ci-dessus
s'écrit 'ùtt - utq * ÀuP : 0.

Remarque II.1. Si, dans le problème (P"), u(z(a)):0 et u'(z(a)) - -b, alors Ia
fonction u (:orrespondante est solution de (Pi) avec z(a) : y6.

Concernant Ie problème (Pi) nous démontrons les théorèmes II.2 et II.3.

Théorème II.2. So,i, t  
2? 

: 1 q et n: r.
p+  L

Il eriste. 'une ualeur criti,rlue bo et un réel Ro > 0, tels qu.e, ub étrm,t solution de (Pl)

1) ,si b 2 bs alors u'u > 0 su,'r I'interuulle maximal l0: s6[ sur Le.quel u6 est définie et donc
' ! lb : sb;

itern 2) si 0 < b < bo u.lors u', u" u"n. u,niqu,e zéro Ub su'r [0: s6[ et u!, < 0 .su'r)ltr: t,,[; d"
plu,s y6 est borné irt.fériurernerft 'po;r lo, utnstu.rtte. Rç indépen,tlurût: de b:

J) u'1" ) 0 s'ur [0: s6nl, yun:.r0", 
, .ql] ]" 

uLn: *,oc ef 
, . \ t t ;n 

,un : *rÇ.

Lt' 1>oitrt lc pltts inrportnnt clans ltr rlônronstrzrtion citr ce tlti'oràrmt' <'st k' lenrnx' II.6.
Cchti-r'i ntontre <1ttc si b crst zrsscz gratrtl lu/(r)lv est pr(:pondérzrnt par ral)lx)rt à lr:(r)lP
tltrrn I'i.r1ttntiou différcnticlk,.

Remarque II.2. Si b > às ol l  zr l im ui(r) :  *x t l 'a1>rès lcs lemmcs II.7 ct I I . ,- ' t .  On

1;<'ttt iriors tlvtlir

-soit l inr u6(r ') :  *)c
r . - - J 6

-soit litu u6(r') : (r ol' l (r t 'st ttn rôcl.
r . + s b

Lc lcnunc II.12 tuontr<'c1ttc si r-tcltd V(.rrs.$6o tr iors t. '6n(r ') t t 'nt l  r, trrs *)c. On ( ' tabl i t

alors lc th(r;rt'lrxr IL3.

Théorème II.3. Les utrtii,tio'ns et les rt,otutzorn étrt"rt,t u:l,le.s du tlt,é.or'è:rne. II.2 oTt, u:
1) si q ) p, s1,u : *Dc ,,f  

, j t ;T 
:Vh: +æ:

2n
/) ,si. -:! - I t1 1 p, :ib, t:st .fi.rti r:t litu llb : sbo.

1) + I tl-,)o

Ler th(xrrème II.4 <lonn<-' les lrropriétés <1ri en résultent pour I'a1-r1;lication .z (dépclrdant
<le ru).
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Théorème II.4. Solt 
2?: 

1q, n:L. ?lo étant la solution d,u problème (P"), pour
p+  L

tout a ) 0, uo s'annule en un point z(a) et il eriste un réel Ro ) 0 indépendant de a tel
que z(a) ) Eo. De plus

1) si .  q 2 p, 
"I1;z(a) 

:4eo-

2) ti 
# 

< q <p, 
"Iri- 

z(a) est un réel strictement positi.f (ésal au nombre .s6o du

thé.orème II.3).

Le théorème II.5 en déduit le nombre de solutions du problème (Pri).

Théorème I I . 5 .  1 )  S iq )  p  e tn : I ,  i I  e r i s te  un rée l ,Ro  >  0  te l  que

a) si R ( Ro, (Pp) n'o' pas de solutzon:

b) si R: .R0, (Pn) u u'u moin.s une solution:

c) si R ) Ro, (Pù u o,u, moins deur solutions.

2)  S i  ry-  1 t I  1p r : t r t :  I  ,  i l  er is te  d,es réels  Ro et  Rr ,  0  ( .Ro (  R1 tc l .s  que
p+  L

a) si R ( Â0, (Pp) rt''a pas de solution';

b) si Ro < n < Rr, (Pn) a ou, rnoi'ns une soLution:

c1 sz R ) Ilr, (Pa) a r:xo,r:temt:Ttt une soht'tio'n.

T.z; CRoISSANCE STRICTE DE CERTAINES SOLUTIONS DU

PROBLEME (Pl)

Le lerpte II.tj nxrntre (llre si b est zrsscz grzrnd (supérieur à b1) u6 est strictt'ntcnt

<:roissalte sur I'intervalle [0: .s5[ sur lcxltc'l elle est di:finic. Le lt,nrnrr: Ii.8 prouver alors clttc

I'trrmglrtrle des r<lels b 1>9rrr fu,srprt'Ls 1.16 (,st strir:tertrerrt <'roissartttr tst ttrr irttt'rvalle'[b6: +rc[.

Lrrrsclle 0 < b ( bs. u1, adnnrt rtrr nraximllnr É)II !Jt,.Le lerrnnre II.9 nxlntro clue l;r frlttctiott

nr <léfirrie sru ]t): [r11[ palnr,: b +-, r:t(!]t) est trx-' bijer;tiorr strictement croissantt: <ie 1t): b0[

sru ]0 :  +co[ .

Lernme I I .6 .  Soi t r t , :+  iLcr is te  ukt rsbr ,  br  )  0 ,  te lqur :b>t t1  impl , i t luc t / , ,>0
p+  L

.srur [0;.s6[.



Démonstration du lemme II.6. Soit q/ un réel tel que

1q '<qA2
2p

p+7
(rr.2)

o i rqA2: inT{q ,2 } .

D 'après ( I I .2 )  on  u  
2 ! .  

<q '<2donc  2 -q '<2-
p+  I

27t
p+7

On a alors

u!,(o) : lt

(2 -q ' )p<(2
2p 2p

---= 
/t/ - ----:-- \ ,1.

p+1"  p+L

On en déduit

"IT_ f; - t (+Y . *(2-{)n: *oc.
II existc clorrc un réel ro tel que si r ) zo

i -x(+Y"Q-n')p >o ( / /  3)

St r i t b l t e l queô1  ) . r 0V1où : roV1 :su ,p { r s , l } e tâ>ô1 .Con*s idé ron^s l ' en -se t t t b l c r

S:  { ,  te ls  que r ' (  sa ,  uL> 0  e t  u ' {  , ' r l rL ) t ' s ru  [0 : r [  ] .

S <,onticrrrt 0 r,ar uf(tl) : ,i,n(0) > l,Ln (0). D'aprè:s sa <kifinition 5 est tiotx' rrtt itttt'rvallt:

[0;A[. )'iorn zrllons nrontrcrr <1to A : .eù, i on alrra donc ya : .sl. Sttllposolls -4 < .sr,. D'a1;rès

Ia définit ion r le S. uto > 0 ct uf; t  j( , , [)o sur [0lA[ uf est dt>rr<' r 'roissall t( 'srr [ t):A[ ct

u'u > \ sru cet intervalle. Sru [0:A[ on a ui > ]u'rq soit crtt'ore

2 . ,Lt-n' ' u'l > ,L i.c. l+ ' ,L'-o'l ' , ,L
En intégrant entre 0 et A on olrtient

=Z= . bL'-n' (A) - b'2-'t ')> ,t,(A) car u6(0) :0 cr
2 -d  \

ct cl<rrrc ,a(A) . 
* 

.rL'-n' (A) r:aruI' < 2-

Comnre u'l@) : (u))çq- À(u6)e(A)

u,l @) > rn (A) - ^(+1n.rr Q-,t ') 'n 1A1
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et donc u'l.;+) r'Ln!rA) , 
''on'-lA) 

d'après (II.2) et (II.3);
tion avec Ia définition de A lll

on obtient alors une contradic-

1)

Lemme II.7. Concertrant les solutions u6 rle (Pi) on a l'altentatiue suiuante:

soit il existe un réel rs, 0 ( ro 1'go tel que u'{(ro) :0 et dans ce cas Ab 1 st, et
, ' ;  <0 su, r )16;7161;

2) soit on a u'6' > 0 str l0; Au[ et cec.i implique alors 96 : sb ct lim_ ui(r) : *oo.
r _sb

Démonstration. Sur ]0: llu[ on à u'l - + Àulpu: 0 donc

,',!' - qr'J-tr! + Àpu[-r u'o : g

l o
ub'

(r r.4)

1) Supposons d'abord qu' i l  existe un re-el rç1, 0 ( r 'o 1lJbt tel que u' l?o) : 0. Si u{(r1) : g

â,ve{r r'61 ( r'1 ( y6 aiors cl'après (II.a) u'lt(rr) : -Àp uPu-L u'uQ) < 0. On en clécluit que
u'l < 0 sru ]rs;ga[d'a.près lc lemnte I.5 cn prenant J : -u{ et a: ro. }Iontrons maintcnant
(lue 3/ô ( sa. R.aisorrnons par I'absrude et supposons 'yb: sb.

a) Rc,gardon-s d'abord le cas !)b: sb: +cc.
D'rure part r.'f étarrt rlérrroissante et positive sru [rs; *,oc[ on atrrait 

,.I+t"" 
ul(r'; : ,t

oir rr est un réel positif ou uul et 14, aurait ttne linrite firtie <>u irrfinie. llais d'autre part
on ne pourrait avoir 

,.lint- 
,o(t) : *co lnisque il existerait alors des reeis r'2 et d tels

t l t t t :  s t1ç [7 ' r ;  +- [ .  u i !  <  !  (  0  d 'a1; rès ( I I .1)  e t  cct ' i  t ront rcd i rzr i t , I ï t " "u f ( r ' )  : , t .  On

ne pourrait avoir non phrs 
,Iîr"" 

u6(r) :1 oir 1'c'st un réel strictement positif positif r:ar
/ \ D

t 'c:r ' i  i rupl i<luerzrit  
, ITr- 

, t 'n1r'1 :0 ct ot i  atrrait l)our / 'assez grarl i l  uf(r) < -À(l) d', ; ir
\ 2 1

('rr('()r(' uncr t'olltrndir:tir-ltt avct' 
, 

l irn uf (l ')

lr) Rcgarrlons ntaitrtc'ntrttt ic r'as <'rit 171,

On a alors nrlrcessairem<'nt lim ua(r')
t . _  U b

c'1, < 0 sru ]re: !)tl, u'o est décroissante stu
un réel V. On ne p<'ttt <lon<' clairemernt

est trttssi intpossible ptûscltre I'otr a. si l's

l r , ( r ' o )  +VQ '  - r ' u ) .

2) Supposons nziintcnant rlre' r.'1j > 0 srrr [0: yt[. Commc ui(t)) > 0 on nc peut

avoir ttlrrrs uLAt) : 0. On a rlonc lJh : sb. \'ftrntrons (ille 
,.lj:rn fi,(r) 

: 4ax . SttpPosons

rl'abr>rd cllle.sb est filri: ul ritant strictentent croissante srlr [0; llr,[, on ne peut ar,nir cltter
linr u1,(r) : *)c ou lim rrl,(r) : (\, (v étant rm r(el. Le deuxième cas ne peut avoir

r+!lt, t'-ut,

licru r.ar on aurait tr.ussi lirn u6(r') : /J oir /1 t:st un rérl et ott pourrait prolonger tt.,

: 0 .

: .so cst fini.

:  * :c  ou i inr  r r l ( r ' )  :
I'..- !lt'

Iri,; ll,,I et <lottc rrrajorée
avoir l im ui(r) :  *)c,

t ' .+ ! lb

f '
I  r '  1.  t11,.  /  rr i ( .s)r /s <

, l  ro

*.rc. )Iais. ('()nnle

sru t'et intervalle lrar
ct l im u6(r) :  *5c

t ' - -  Yb

V (r '  - r 's) et u6(r ') (
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{\,

; ( r l

Figure 1.

S b '

arr tlela rle lia. Srrpposons enfin .s6 : *oo. ut, étant strictenent croissante sur [0: +æ[
lirrr u6(r') : *cc c:t on nc pcut avoir linr u'1,(r) : rv oir n est un réel positif car on

r * * : c  r - { oc

zrrrrait alors i im u' l(r7 : -cc d'trprè:s (II .1).
r '+f  :c

Lemme II.8. Si ut,, ) 0 .sur [0:.s1,,| ulors u'o > 0 .szr [0: .s1,1 pou.r tou.t b tcl qrtr:
b> b'. L'r:nsrrnblt:  des'ré.c. lsb tel,s que ul, ) 0 .sur [0; .sr ' [  t :st un. in.tc'rual,k' .  [ôo:*>c[: rk: pl,rn

_.lirrr t'no(r') : * >c et, u!!n ) 0 s,r [0: .s6n [.
7 . - $ l l n

Démonstration. Corunc, u!,, ) 0 srrr [0: s1,, [. r;1,, erst strictt'nu'ttt croissante sllr ('(')t

intcrrvallc ct on pcrrt rlistirtgtrcr lc,s dctLx <:as strivants:

1) I i t t t  r. t1,,(r) :  +:c
f + s b ,

2) lirn u6,(r) : rv oil rv est urr r(:<:l ct dorxr linr uf, (r) : *rc. Soit p : [0: tir,i--- R la
t ' - s b t  r + i b ,

frrrtr:tion clri à I'nssocit-, k: r('el p(r'), s'il cxiste, rléfini pâr r,16,(p(,')) : W(r) (vrtir les figrres
1c t2 ) .

Il est r.lair rlre rlans Ie cas 1) 1l(r)est tortjotrrs tl(:firri pttisrlttc t.r1,, 1'sf alors tlttc triit 'r 't ion

dc [t): .s6, I srr [0: +cc[.
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Dans le cas 2), tt(r) potrrait ne pas être défini que si I'on avait uo(r) > ,\,rr'(r) 
: o.

,L(rr-t (a)) serait alors fini; Ia suite de la démonstration montre qu'en fait ce cas ne peut
se présenter et que pr est définie sur [0; yo[.

Soit
P : [o;9r'[ - '  P

r ,-, u'6(r) - uL'1t(r)).

llontron^s que p ) 0 sur I'intervaile inclus dans [0;yal sur lequel g est définie. On a

p(o ) :  , i (o )  -  u '6 , (o ) :b -b '  donccp(o )>0 .

Supposons qu'il existe ro , r'o e]0; ya[, tel que g > 0 sur [O;re[ et p(ro) : 0. On aurait
alors

I tt6(rs) : ub'01(ro))

I ri(tu) : uL,\t(rù)

L'équation différentielle étudiée étant autonome, u6 serâit trarrslatée de l'ô, et on ne pourait
avoir u6(0) : u6,(0) :11.

Dans Ie cas 1). on a alors 
,.!r; 

,;1r1 > ,Iir, 
,,'r, (u(r)) > 0 dorrc lJb : st).

Dans ler cas 2) oir 
,[l,rr,(r) 

: r.r et 
,\q,uL,(r) 

: *co , F tre peut être définie

seulenrent slrr Lln iutervalle [0: n[ strictenrent inchrs dam [0: ya[; en effet. tnnune nolls
I'avons dit plus haut, r:eci inrpliquerait clue uf (ro-t(o)) soit fini et on ne pourrait avoir

l rorrr  tcru, t  7 ' {s [0:  Rlçî)  > 0 c 'est  à dire ,L?) > uL,(p(r)) .

pr cst <lonc définie sru [0: lltl et,

' I Ï] ui(r) > 
'IÏ l  ' t '6'(P'(r)) t o

d'tlit t71, : '56.

Dans les deux cas oll a d<lnc gb: sb.

L'ensermble des réels à tels c1rc u!, > O srr [0: .s1,[ est rlont' ttn intt:rvaile clu type

]bo; +ccIou [ô6; +:.[. ]Iontrons clue <:'trst l(r2"''" r:zrs qui cst ri 'aiis('.

Si  cr,  n 'étai t  pas le cas, on artrai t  l l t ,o 1.s6n ct pol l r  r  tc l  r l t tc l l to 1/ '  (  .s l ,o.  r , ' io < t) .

(u6, ul,) <lrtant cr>nt imre pàr ràpport i\ b, en prL'nàIIt b assez pro<:he tle be et b > ho. <ln atrrait

err()()rc u'1rQ) < 0 d'clir une <:otttradictittn.

Dtr leuurte II.7 résulte alors direr:tement que uf'o ) 0 sur [0; saoIet quc'

linr ul," (r) : +oo.
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Supposons que cela soit faux. Il existerait alors un reel c6 n'ayant pas d'antécédent par rn
et ceci impliquerait z(a6) : *oo ce qui contredirait Ie fait que, pour tout a > 0, z(o) est
fini d'après la proposition 5.11 de [CW]. Enfin pour tout a > 0 z(a) est fini: il en résulte
<1ue I'image par rn de ]0; bo[ est ]0; +æ[. lll

<ians I'introduction on a le résultat suivant:

*) l im z(o) : +co.'  
a - 0 ' f

La démonstration de cette proposition utilise la majoration

lu',(r)l <

qui irnl>lique en particulier
* * )  l i rn  z l (z (a ) )  :  g .

' a - O i -  ' " '

+) cst un résultat

Soit ri,' I'applir:ation d(rfinie sur ]0; *ccIpar (t(a,) : u,!"(z(tt)). L'application réciJrro<lue
de yr est rn eII effet rn(ô) :'ur,(yr,), il en résultcr qlle r/ est strictentent croissante d'après le
lcnurrt: II.9. Dc **) on déduit 

,,[tàr* 
,u(yr) : 0 puis cle -) 

ul3' 
z(ut('yo)): +cc

On olrtir:nt dorrc

o[T' 'n : *cc

1>tt isrl t te on pettt écrire ' ! lb : z(ub('ub)).
Etudiorrs ntaintc'ntrnt Ia lirnite irrfti.rictrre de y6 lorsque b * bo-. uiu ) 0 sur [0: .s6o[;

don r ' .  1>a r< ro r r t i nu i t épa r ra l>p r l r t àô .po r t r t ou t c>0 i l ex i s t e rT )0 te l r p rebo - r l <b<ô0
irrr lr l i t l r tc u'r> 0 sur [0: sbo c[ d'oir I t  ) st,o - s. Ort cn dérlrr i t

l inr r/a ) sao ) 0.
ô-ôo 

-

De nrerrre, la r'<lntinrrité de uf par rapport à b inipliqtre celle tle I'application b - Vt. De
(II.5) et (II.ti) on rlérhrit alors rlte krrs<1tt<'ô appartit'nt z\ ]0: bu[, yu t'st minoré par un réel
stricteruent positif A. Cet'i clérnontre le 1) et le 2) rlrr théorènre II.2. Les tlerrx preruières
affinuatioris du 3) résultent dinx:tcnn-'rtt rltr lcntnxr II.8l la derrnièrc sr:rzr dénulrtri:e par Ie
Iernnre II.I2.

II.3) LIMITE DE z(u) LORSQUE o - *cc

II.3) a) Lemmes de comparaisons entre iq(r) et ul'(r).

Démonstration du théorème II.2. D'après la proposition 4.5 de [CW] rappelee

(/1.5)

(1/.rj)

2^  (p 'F  r )
=-'----'--=() 2

(p+ 1)
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Le lemme II.10 qui sttit va permettre une comparaison précise des rôles des termes
u'q(r) et ue(r) dans I'équation différentielle.

Lemme II.10. Soit q, 
2! 

. et u solution d,e
p+  L

S' i l  er isters,0 (  ro l !Jd,  te l  t lue f  * l ' f r r l :0 
alors!  

"r t  
str ictement,  cro ' issante sur

lro: ?lt l et donc ?Jb : sb.

Démonstration.

Sru  l0 ;u6 [  on  a

,u" ]  , ,  t lu t ( t - t )  t : "  t :P -  pt f - l . , r r (q* I )  u tk t - l )
( } ) '  :  

?  
:  

uu* , ' (q { 'u -7 t t : ' ' 2 ) '  
( I I ' 7 )

S' i l  cx istc r0 de ]0;yol  tc l  ,1re ($) ' t , ' r l  :0 alors

(t1t:" tt - p)'2)(t'u) : 0. (11.,-c)

On tr rlorx:
, r l ' l  , ,  , , l q -  |

(o) 
'(, 'u) : ( 

,."* 
. (t1u"'u * r1u"u' - 27n'D"))(rs). (1/.9)

Srr r  f t ) :  I t l  u t t  :  u " t  -  Àr r1 'e t  r lo l l< '  r r " '  :1171t \ ' t - I )u t t  -  Àput ' - Iu '

En rrrmplar;ant r l t rns ( I I .9) t" '  1) 'àr qutq-t 'u" -  À7l ut ' -  I  r , , 'o lr  obt i t .nt

( , t " 1  1 " ,  /  u " l - l \ .  /  2  r , , _ t  r r  \  t )  t ,  n  t  . -  r  l \ ,  ,
( ; )  ( ' ' , , )  :  ( f i1) ( 'u)  ( ' r '  ' ) " t - t  t ) "  t :  -  Àpr1t ' t ' t : '  +  t1 t / ' t : '  -  21t t : ' ' : "  

) ( r 'o)

/  / q \  /  , .  . . \
:  

(Ë)  ( r ' , )  ( , y / ' t : ( t1 / ' t - '21  -  Ày1t :P  r  11 t / '  -  21 , , i ' ) ( , ' u )

L'égalité (II..3) ptrrntct tlc x,tnlrler<'t'r qut'00'o) ltar pu''2(r'1;) orr a alors

( ' '1) ' t ,o l  :  (+) ( , . , , ) (yy, i ' ,  -  Àut nr '+ pt t  , , " ( : - l ) ) , , r ,
\ , u /  

\ ' \ ' /  
\ , ; r ' * t 7 '  \  

' '  \ / . ,  t l l I

t l ' r>ir

(  , / '  -  l r l l '  + ÀuP :0 surfO;s6[
(  u(0)  :0

I u'(o) : b
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(ff)" {ro) : rn#('o) (r'n - ÀuP. (; - 'U)r")Vrl

: onffirro) (,"(ro) (; - ; . t))

prrisque u" - u'Q * ÀuP : 0 sur [0;yo[.

Finalenient on trouve

, u ' q r , , ,  ,  1 ) ' q  u " ,  , /
(  

, ,n  /  
(7 'o)  :  

up+t  
( ro l  

\q

) o t

q > + t't (qutt u - pu'})(ro) : 0 impliquent respectivemerrt
P+  t

(p+1)  -4 , )

q (p+  I )  -2p>  0  e t  u ' t ( ro )  >  0 .

On en déduit

(ff)" t o),, (1/ .10)

Ccttc inégzrlité nr(xr.tre qrrc si {ff) 'erl: 0 alors (#'cst strictemcnt positivc sur ]r0: y6[.

Ccci résuitc crr cfk't directcmcrrt clu lcnuuc I.5 cn prenant .f - (t\' , (L : T'o. b -
\u ,  /

J/t . trt t: : ().

Lc fait r1re, ( 
#) '  

,0 srrr ]ro;yal inrpl icluc ,Urr. !  est str ictenrernt croissante

]ri,,yr,]. Le fait (llre l/ô rst alors (:gal à.sa résulte a,lors rle ce (1re. ua étant croissante

f0, yr,[, il t:tr est rlc nrôure tle uf clri ne 1><,'trt douc pas s'annule,r ert y6. lll

Lemme II.11. S'i. l) < bç okt'rs 
'/1 

,,rt strit:tcnte'rt,t tltit:ro'issun.tt: stn']0;yr[.
T:P

Démonstration. S'i l  r:xistait r0. 0 ( ro ( y6, tt: lqrrc ( !) 'eO: 0 alors { .crait

strictemcnt rrroissantc sur lro ln,[ (d'a1>rès le lcnune II.10) ct l'égalité (II.7) irnpliclrerait
u't > O str [ l '6:yr,[. On nt:1>oturait t iont: zrvoir r."(ra) :0 sachaut <1ttc r: '  > 0 sru ]0:y6i.

SI IT

sur

c.'u'. l irr, 4(r,) : *:c
t . _ t )  Up

r lér:roisszrrrtrr ; ;11r )0: Ur[. I  I  I

Drr lernnr<: II.11 résrrltc,. rlre

[a ;;qrrrle 1t<.rssibilité cst dom: ,rru, \ soit strictt,nrcnt

la

"6n-* ('st
, ,  bo

dér:roissante srrr [0: .s6u [.
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il existerait en effet un intervalle re tei que f 
q)'(ro)') 0 et pour s > 0 assez petit-  

\ u b o P / '

bo - €< b < ô6 implique 'rait (4)'t-l > 0 d'oir une contradiction avec le lemme II.11.
\ traP '/

_lim uf"(t) : *oo on en déduit alors lim u6o(r) : +oc.
r - ' 9ôo  -  t - sào

est décroissartte szr ]0; s6o[ et l im uao(r): *oc.
" . -sbO

D'après le lemme II.8

a dénrontré

o r l  Q

Lemme If.12. "bo
,uoo

On

( / / . 11 )

Iiruite: lrrrsrluc r -- sbo

O sur ]0: .s6o [, on arrrait

brs

. t  q

Le fait que A. soit clécroissante et I'égalité
. , '  Pubo

t, I tI

"ho r  \  
' l ro

A : -
UboP  UboP

. ,. 
'u'r'

irrrl>ii<lrrcnt <1re -39- dét:n>it arrssi sru ]0;.s6[. Lors<1re q > ]!= lo'  
l )6oP

(le --h- rrc'1>errt être rlue 0 . Si <'e n'était pas le cas. corrrn).e u'{o }
l l lro p

, r l  I

cneffrrt l i rrr 
St"i  

:  (Y âvec rr ) 0. De (II .11) ontlé<iuirait a
r.-rr,o - Uùo

o r l  I

, l i ï :  . ï ï , , ,  
:À+cr

I l c x i s t c ra i t  a l o r s  4 .0  <  A< .s1 ,n  t e l r 1 r c r s i . 4  <  r ' < . s6n

(  2 , ,  ,  " ! !n  , , ' r ,  , ,
'  t l û o ? '  

-

I(
| ,,( 

' '

t ; i l (r) <À*2rv'

Orr arrrai t  ahrrs srrr  ]A:,s6nI

,ptl!,rrttt,,, - pr)1,,r'2 ) tyytt1,,l '+t - lr(À * 2rr) i , ',,,,ï .

Conrmer q> 
#,n,.  ] î :  

r ,1, , , (r ' )  :  +3c ,( , t r , ' , luu1,u-p'ut1,u!)(r ' )  scrai t  str i r : te1rc1t 1;esi t i f

lx)rlr r ass(rz gran<I. D'après I'i.galité (II.l l) i i err serait tlcr nrênre a" (4)'(r') : rl ',rir um-.. 
1.,1r,, /,

<:orttraclir:tion av<lr: Ic lcrrunr. II.12.
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On vient de démontrer

" J q
Lemme II.L3. l im "oo (") :  À

r+s60 -  l )boP

I I .3) b) Démonstration du théorème II.3.1)

Rappelons la partie du théorème II.3 correspondant au cas q ) p.

Théorème I I .3 .1)  S i  q> p u lors  sbo :  *æ et  l im !6:*æ.'  ' 6 o -D _

, ,J q

Démonstration. Du lenme II.13 résuite que 
tU * 

(r') : À

, , !  Q . , , !  Q

Soit e > 0. "oo= étant décn>issante ilexiste rs tel eue s6o )'r ) r'6 irnpiiqu" JLir'; <
uboP 

- 
t)boP

À + e. On a alors porrr r' ) r1;,

f f  , , 1

|  :+(s)rts < (À + :)* 1r'  - r 'o)
J ,s utroî

Si p : q, or). en déduit 
I

u6o ( r )  <  ubo (7 '0 )  '  
" (À*a)  

*  ( r ' -16) .

Si 11 > p. oll a alors

I  /  l - r ,  '  l - P

1 p  \ r . ,ôo  
, ,  ( / . /  -  , , ; : ; ( , . , , ) )  <  (À  +  a) ; ( r  -  r0 )

q

soi t  t ' t t< : r l rc
t - t ' '  r - i ( r , , )  +  ( t  -  4 )1 ,1  + : ) i1 r . -  r ' , y )r)ô. ' t  (  l ' )  (  t :6,,  

'  

\  17 /

Dars les <letx (:as ('es inégalit<is ntotttrcnt (ll lc.ibo : *:c ct t-lonr',t,r*,,ItuT .r/r, : *:c t:tr

rrtil isarrt Ia continuité rles solutions r.'5 pâr rnlport à b. I I I

I I .3) c) Démonstration du théorème II.3.2)

Rirl>p<rkrru d'abord la 1>artic <lu th(nri:uxr II.3 tnrrcspondant au ,,n" 
j! 

I 11 { p
p *  1

Théorème II.3.2) Si 
]+ 

l-t1 1p ulo'r.s.s1,n e.st.f i .r t , ' i  r : t  l iur lJb: sh,,.
1l + r b-bn

:i(t



^ , t  q

Le fait que sôo est fini résulte de ce que 3 est décroissante sur [0; s6o I et
vbo

t q

lim 4 trl : À. on a alors ,Lo 2 ^i ,i, donc u6o explose cn temps fini.
r+s6o ?rboip 

\  /

La démonstration de la derrxièrne partie du théorème II. 3. 2) se fait en écrivant (voir
Ia figure 5 ci-dessous )

?td - sao : (tJt - ra) * (ru - n(N)) + (po(n) - poo(N)) + (pu,(rv) - .sao)

<lir
o r l  I

a) 16 est I'urique re.el rle ]0;.rla[ tel <1re 3=(,'ù - À I i'erxistence et I'ruricité <le 16

, , ! 1  , , ( 4  t , ! Q
résrrl tant de l inr:!(r ')  :  *cc, 3=(yo):0 et 3- str içtement t lét:roissante srrr ]0:y6[;r - 0  D b P '  

'  
I t 6 P  " ' - '  t ) 6 P

b) pa(N) et pao (N) sont définis l)ar ub (fo(ru)) : u6o(yt6,(N)) : N oir N est rrn réel des-
tinô
vurs *:c.

Remarque. De l'égaliti.

tendre

<lt t ' i l  t rx ist t '  : .  ;  > 0

, , i l  , , t  qt 'h  ,  \  t ' 1 ,
I  t \  -

I )6 / I )
'I)61)

et de I'trnicit(r rie r'6 résultc (ilrc. poltr b < ô0, uf atlnret un maximunr unirlrre attcint (.rr f1,.
Cette r('ruarqlle sc:ra utilisée dans Ie c:hzrpitre III.

Ler tnajoratiolr tle '!Jb - sho né'ccssite la tlénx>nstration dc,s lenunes II.14 à II.1tj.

Lemme I I .14.  
, l i rn  

u5(16)  :  * )c .

Démonstration. Soit ^/
tlttc fu; - J < 1, < b6 implirgte 116(r'1,) >

I Q

Ori a lL1r. ,y > À + . ,  o i r  €,
r t ,  1 )  

'

"  f ) { }

' , , 1  q

l i ln ""o (r ' )  :  À.
r - ! i l , o ' ùho l )

Eu uti i isartt Ia <'otrt i tut i té r le /r -

tt'l rltre lb > b ) bg - s inrl>lir1x'

urr r(trl fixé. trurtttrons rpr'ii existcr r > 0 tcl
i / .  Soit r ' l  kr r(:el t6rl  r lre r1,,r(r ') :  -V + 1.

" l  
' l

> 0 : rrrr cflet 3; t:st tl<jr:roissrrnte sltr ]0: r71,,, I t 't
l ) l ro[ ,

* r ' ,  
t ' t  t k ,  l t  -  u t , ( t ' ' )  o r r  vo i t

l !  1,lt 
'

u1, ( r ' )

' ) n
o t

A . f  L

] Y
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Figure 5.

L'ap1-rl icati<,rn r '-* t t , ' l  t i taut dtlr<'roissanter sur ]0:.y1,[,  on àrlra / 'ô ) r ' '  .  L'a1>lr l ictrt ion
t) 1rl) 

'

r--- ut,Q') étant r;roissante srrr ]0://r, [  on olrt ient ?. '{,(rô) ) u6Q't) > N. l l l

Soit N. N > 0 fixé; tl'après le lcrune préc'érlent, il existe un r(,el b(N) tel qrrc:
lr(N) < b < bo impliqrrc u1,(r1,) ) ^Iy'.

Lemme II.15. Soit N urt r'(.cL, J > 0, cf b(.r/) dr:.t'i,rû coTnrne r:i- rle.ssu..s. b tcL qu,r:
lr(N) < ô < bo et pt,(N) le réel tel q'ue ur,(pô(li)) : V.

On u olo'rs

r '6 - p6(N) <
I t ,( -  -
' q

Il en, ré.sulte que pour tout e > 0 kré il eriste N1

l ra -p r , (N ) l  <e .

1

1) 'À i  r \ r i - t '

tel qrt"e..si.l/ > /Vr, b(N) < b < lts i'ntplique
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Démonstration. L'applicat ion\est décroissante sur [p6(N);ra]. On a donc 
''rt- 

>
,  

"  
u 6 P  

L '  ! ' \  
"  

'  v J -  
l ) b P  

-

À et { > ÀË sur lpa(lf);16]. En intégrant cette dernière relation sur [p6(N);16] on obtient
u b q

L  (  1  / -  r n , ' , \  L  ,  ' \  - 1 ,
s-  1  [ - - : r (pr , ( rv ) )  

-  - -z l ( t 'a )  
l2À ' ( r ' r , -p r , (n i ) )

q -  
L  \ U 6 a  1 ) 6 a  /

<l'orr le résultat puisclue ua(po(nf)) : N. lll

Lemme II.16. Auec les notatzons ci-dessus lim (y6 - r.r,) : 0.
U*ôo

Démonstration. Soit b < bs. Par rléfinition dc r 
u"! ' \ \

r, .  ^ (, 'a) :  À t ' t .  conuuc srrr ]0,.y0[
nl l  , r lQ

- + À - 
"- 

. i' Q'1,) : 0 et u/ atteint sott ntaxitullrl en 16.'pP 'ùI'

* cv] b pltrs grarttl intervallc d'origirx) r'ô sru lc'c1rrr:l r,' > {P. Si r

i t t tervalkr rr(r) > t, ,(r1,)* (,  - , ' r ,) 4P ct r:ouurrc u" (r ')  - p"t(r)- Àu]'(r)

t / ' ( t ' )  < , " t ( r ' 1 , ) - , 1 ( , , ( r r , )  +  ( r  -  r r , )  .  
' " ! ' r ' ) ) n

< u"t (r t)-  À(r, ' (r 'a )  * put '-r  ( , . , , )( , .  -  r ' i , )  .  fP)

,  r l ' l

Crturuc - (r'rr) : À. r:rr rcnrplaçartt, u'q(r'6) par Àu/'(r'6) dans I'c,xl;nrssiorr r.i-rlt,ssrrs. on
r t ?  

'  " '

olrticnt

u"  ( t ' )  S  -Àpt1u-  ' ( , ' , , )  .  ( , ' -  r ' r , )  .
u ' (r '1,)

Soit [r'6; r'6

appartient à <'ct

cut it irlors

cl.'oir

Err utilisartt k: lenurrc

Ot t  a  u ' ( r '6  *2)  :
ona

2

orr a u'(r '6 * r-v) :  u'(r1,) * 
.1, 'o'  

t / ' (s), lst,t  dr 'r '

, ' ( , 'a+,ù:ry (  r : ' ( r '6) -  
T , . ' r ' - r1t '1,) ,r2 t : ' ( r1,)

et < -- 
]-.

À p u t ' -  ' ( r ' u ) '

I I .14 rrn <kidrr i t  quc si  1.1 -  I ts- rr . iors rr-- '  0.

u ' ( r '1 , )-ï D'tlutrc lrrrrt, 1.lt-rtr tottt rt'rcl 1/ tcl rlur rb + (r 1 r ' r l t t l J  {  y 6

uQ '6 *u *  3 ) )u ( r6 *u )

I  ( r ' 6  +  t  *  p )  S  r /  Q '6+  ( v ) .
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Du fait que u est croissante.sur Lru;Aul et que u/ est décroissante sur cet intervalle, il résulte
que si ?o > 0 est tel que

ra l ra*a (16*a*q3go

a lo rs  u " ( ra*a+r l )  <  u " ( r t+ rù .

Corune , ' ( r , ,+,ù:+ et  u '1,@6):0 onen dédui t  eueua -  ("a+ a) l  ctet  r ionc
2

que yô 1 ,a + 2a. On obtient donc 
u 

lim _W 
- rd :0. I I I

Fin de la démonstration du théorème II.3.2)

onéc r i t ?Jb -sbo : ( ' t l u - r a ) * ( r o -po (N ) )  + (p r ( l r ) - puo (N) )  + (p r " ( l r ) - . s6n )  o r )
pr,"(N) est défini pàr uôo (rr,"(N)) :1".

So i t e>0 f i xé .

ivlontrons qu' i i  existe u,û> 0. tel que bs -cr ( b < bo implique l?h- taol < e.

On r:hoisit d'abord tVo tcl que N > N0 implique lpa"(l/) -.rool < i. L" Ienmrc II.15
nrontre qu'r>n peut trouver N1 tel que si N t^lrt, il existe ao(N), ao(N) > 0 pour lcrlur:l

bo - rv(i /) < ô < ôs inrpl ir lu. l , 'o 
- pa(i l) l  .  

;

D ' ap r i ' s l e l cmmeI I . 16 . i l ex i s t e r v l ) 0 te l q r reô -cv1  <b<bs imp l i q r r c l ya - r ' o l  a î .

Soit alors i\[ : sup{N1;. N1}. En utilisant la contintrité des solutions cle I'équati,ir
différentielle 1>tu rapport à D, poru tout N ) 1try' on 1>eut trouver cr2(N) tel que cr > r.r2(N)
impli<1re lpr,"(., \)- pr(N)l < i .Les 4 inégali tés sont réalisees dès clre.À/ ) Ài[ et (gre û
v i r r i { i r , :0  < r r  (  iu f  { r rç1(N), , r , , . r2(N)}  D 'or)  le  résul ta t .

Démonstration du théorème II.4. On a vu (cf. Icmmcs II.9 et II.1ô ) que; porlr
0 < b ( bo, I'application b r* rrt,(b) -- u{'Ua) est continue et stricternerrt croissante de

]0; lroIsru ]0; +-[. on a dorrr,. , I ïr* z(u.): 
rI i l  

gr,.  Les assert ions du théorème IL4 en

résrrltent. ///

Démonstration du théorème II.5. Les assertiorrs clu théorème II.5 découlent
directement de celles du théorèrne IL4 à I'exception de 2) c) qui utilise eri plus Ia propositiori

I.8 2). Celle+i énonce c1ue, si ,l , 
h, 

il existe un ré'el {rs ) 0 tel que, sur ]0; as[, z est

strir:tement décroissante. Cormrne z est r:ontinue srrr [c6; *ccIet que 
"ITt""z(c) 

est fini, il

existe un ré.cl ,R', tci (1le z < l?/, sur [ao; +oo[. D'autre parl z est strictement décroissante
sur ]0; as[ et lirz(o) : *cc: iI existe donc un réel ar ( no tel que z(n1) > Rî et 1>our

torrt Ii > z(ar) I'équation zQr) : Il a trnc sohttion vnqtrc. I I I
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CHAPITRE III

) m

CAS OU 
-i; 

< q <p EN DIMENSION
p +  L

III.I) PRESENTATION DES RESULTATS

Dans ce chapitre nous étendons les propriétés vues au chapitre II aux solutions de

(  u "  + "= , tLL ' - l r ' l n  *À lz l z :g  pour  r  >  0

{  u (0 )  :a

Iu ' (0 )  :9
/ p  \
\ t  a J

datu Ie cas
(  n<2

{u, r  _  n  
. t#<q<p.

In23 e t  p1, , - ,2
(r r r.r)

Ciln<:t':rnattt les solutions uo tlu problème (P") on a le théorème suivant:

Théorème III.1. Si (III.1) est uérifié. alors toute sohûion'uo de (P") .r'unn.ule en
po'irt , t  e.t,  si,  z(o) dé.sirtn,e. Ie.pre.mie.r zé.ro de.uoil  eriste des'rée.lsu e.t p ,0 < 01ct tels que

lirnsrtp zQt') :  rr r: t  l int i l f  z(o) : p.
t t+*  >o  d- t  )C

Lc théorènx' III.2 en tkrnrle les rr>rrsécllences concernant le problènre (Pp) slrr urre
lr<-lttle Brr tle rayorr Ii dans R". Rapl;elors clue le problènre (Pr,; défini dtrru I'introdut:tion
('st l( 'srr ivant:

(Pn)

(  i l ' ( r )+  " ; tu , ' ( r ' )  -  l r ' ( r ) l q+À l 'u ( r ) lp :0  p . ' r  0 (  r  (  l ?

J  u>0  s ru [O:  I l [

I  u '  ( t l ;  :11

I u(/?) : 6

Théorème III .2. Su,pposort,s (II I .1) ué.ri f ié. I l  eriste de.s rée.lsRo ctRr,0.--P-o I
'R1 

tels que nlr unc boule de rayon R Le problème (Pp)

o,) rf u, pus rle solutirtrr, si R l Ro :

b) o" otr, moins urte solutiort siP.s 1 R 1Rt;

4L



c) a une solution uruique si R > Rr.

La démonstration du théorème III.I se fait en décomposant I'intervalle su lequel
uo > 0 en deur parties. Sur Ia première (correspondant à la proposition III.3 qui suit), on
nrontre que si le reel a1 est àssez grand et si a ) ay on peut comparer ?ra avec une fonction
ù6 slrr I'intervaile sur lerluel n1 < 'tla 1a , ù5 étant solution de

-  (u" -2 lu t l t *À lz l r ' :6
( P o )  (  t l ( O )  : ;

I u'(01 : s

Il résulte de cette cornparaison qu'il existe un réel Ro tel que a ) ar et u.(r) ) or irnplique
r . (  Ê0 .

Remarque. Lss propriétés des solutions ûa sont analogues à celles des fonctions u,@

étucliées rlans lc t:hapitrc II puis<|rc seul le coeflicient cle lzlle change et que 
# 

< q < p

Stu la cleuxième partie on utilise le comportement asymptotique <le u" étudié dans la
proposit ion III .4.

P ropos i t i on  I I I . 3 .  I l e . r i s t e .  des ré .e . l sA t )0  e tRs )0  t e l s  que  s iA r l a l  1o  e t s i
R est Le rée.L tel que u,,(R) : er alors

O<R(Eo .  ( 1 )

De pl;us'pou,r tout tr,y, tL1 > A1, i l  exi.ste un ré.cl Do 10 ( Do dépcn,dun,t dc a1 ) td
quc, R étant dé.fi'ni corlm.e ci-dessu,s,

Do 1'uL(n) < o.

(voir f igruer 1).
Proposition III.4. Ort. su'p1tose (III.1) ré.u"lisé. Soit R > 0. D < 0.

toutc soltttiort, de

( i l '  + tt=Ji l  - lu' | , ,* Àlzlr :  11 .sur [,R:*:c[
(Pn .  n .  , , )  {  u  (R )  : 11

Iu ' (n;  :P

r r )

rr ) 0. Pou,r

il e.riste. u.n, ré.e.l R' d,é.pentlun.t rlr: R, D et atel, ryte u(Rt):0.

Daus la démonstratir>n de Ia proposition III.3, Ies lcnimes III.5 et III.6 donnent <les
propriétés r:oncernant les soltttirlrls ù., de (P"), le lemme III.7 concerne les solutions uo de
(P,,) . La rlémonstration rlc la proposition III.4 utilise les lemmes III.8 à III.11. L'idee
dc Ia démonstration rlc la propriété III.4 est cl'étudier Ie comportement asymptotique des
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Figure 1.

soltttions uo strictement positives conuue dans I'article de J. Serrin
clélxrrrstrtrtion étant ici phrs raltide (en particulier grâr:e arx lemnres

Rappelons c'nfin Ie théorème suivant démclrrtré au c'hapitre I.

Théorème I.4. O'n s'uppose

(n12

I 
- 

o1.I
\  n *2
l r , >3  t : tD<  

'

t  
-  '  n -2

et H. Zou [SZ] : Ia
I I i .8  et  I I I .9) .

2tt
1 )  S i  q

décro'i,ssnn.tr:.

) t t

2) S'i q > -+, il ct:istr: u,n. rér:l ae ) 0 tr,:l qur:,.szr]0; rr.11l, z cst strictcrrr.cn,t dér:roissurt,tt:.
n *  I

Démonstration du théorème III .1. Soit A1 défini prar la proposit i t>n III .3. 01 ) A1
et ?r.. sr>lution de (P,,) oir a > c1. Ltr restriction rlc 'u., à [Il: *cc[ cst ak>rs sohrtion dcr
(Pn . r t , , , , )

(Pn ,  o ,  , , , )

oir 0 < .R ( Ro, Do 1D < 0 d'après la proposit iou III .3. En uti l isant Ia proposit ion III .4
orr v<rit r1u'il existe rtn ré.el z(R, D) tel <1ue u.(z(R,D)) : 0. .z cst r:ontintte sru le <:ompar:t

[0; Ro] x [Do, 0] rl<lnr; il eixiste clr:s reels nt tlt pt . O < {)t < rrl tcls (Ilc, portr torrt rrruple

(  t '  + "1. ' , r '  -  l /1u * Àl, lz :  11 srrr [ /?: * ' :c[
{  ru(1?) :  11'

I  u'(R1 : P
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(  , t"  -  lu ' ln + Àlulr :  g
(P " )  {  u (0 )  : a

I u'(o; : ç1.

(R; D) de cet ensemble, 0' < ,(R; D) S a' . Il en résulte qu'il e.xiste des réels a et /3 tels
qlle

l j : :g z(a):  o et  l iminf  z(a):  P'

De plus P > 0. Ceci résulte de la comparaison de uo avec ia solution uo de

Si z(o) est le plus petit reel r strictement positif tel que A"(r) : 0, on a en effet, d'après
la proposition I.7 du chapitre I., z(a) > Z(a) quel que soit a > 0. Comme le théorème II.4
nrorrtre que lim ?(o) est un réel strictement positif, on en déduit que it > 0. I I I

a_toO

Démonstration du théorème III.2. L'application z est continue sur ]0; *-[,
linrirrf z(a,) :,6 avec P > 0 et lilr z(a) : *oo donc il existe un réel Ro, Ro > 0, tel c1ue,
a-+æ û, -U

pour torrt o de l0: **[, z(a) > Rç1. Ceci prouve lc a) et b). Démontron-s alors Ie c) cn
utilisant le théorème I.4 cité ci-dessus. Soit os Ie reel tel que z est strictement décroissante
sru ]0; a6[. En utilisant rnaintenant le fait que I'application z est continue sur ]0; +':c[ et
,t,", 

1iïï1, 
z(ru) : o ot'r (t ) 0 ort voit tlue z c-'st nujorée par rm réel Æ2 sur [cro; *'cc[. Soit

tt', < rts tel clue zQt'r) > /?z ( n/, existe puisque jgà rttl : *oo ). z est alors tuajorée sur

[a!: +:cIpar I i2: z étant rrne bi jection str ictement décroissante de ]0; o', I  srrr ]z(a\): *-t,
porrr t<rrrt R> z(atr) i lexiste un réel a, unique tel que z(a): Ret deplus a e]0; a"[. Cct: i
dénrontre lc c) en prenant Rr: z(tt \).

III.2) ENCADREIVIENT PARTIEL DE tI

Démonstration de la proposit ion III .3.

Dérnontrons tout d'abord que si {r1 est fixé. a1 > 0, il existe un réel Do, Do < 0 tel

clue si o ) al et si It riésigne Ie reel tc'l qtre tr"(R) : ri,r alors Do 1,1f,(R) ( 0 (ce rlui

rrrrrespond z\ I'inégalité (2) dc la proposition III.3) .

Cr-rruidérolls pour cela la fonction ttotére uo sttlution de

L<:s propriétés de la fonction uo ont été étudiees au chapitre II. On sait qu'il existe un

rnel z(a) tel que u"(z(a)): 0. Soit u cléf inie comme dans le II .1 par u(r) :  u"(z(a) - r);

-  (  , r "  -  lu '1v  *  À l t r l t '  :9
( P , , )  {  u ( 0 )  : 1 1

I u'(o; : ç1



^r: k) > r,r,( r,)

Figure 2.

orr a zrlors
u ' ( r7 :  - t / , , (zQL)  -  r )

Soit L"(t)) : 6. On zr alors ô ( às r>ir ôe cst la valeur définie arr théorènrc, II.2. Norrs
rttilisoru aklrs ie lenrme III.6 d(xnr>ntré ci-<iessous (page 45):

Lernme III .6. 1) Sri l t ,b etht deu,rré.el.stel.s Ete\ <bt 1b: siO < r < !Jt, O < r '  < trt , ,
r: t  t :1,(r ')  - u1,,(r ' t)  ulo'rs u', ,Q') > u'r,(r ') .

Ce leuune inrl ; l i r lrx'r l t tc si b < ôo et t t6o(t) :  uo(r '):  o, l  ave(:0 < r ' '  (  y1, akrrs
u'6Qr) < r:fu(r ') .

u ' 1 , (uo  ' ( u , ) )  <  r , f "  (u ; ' ( a r ) )

(voir figure 2 t'i-dessorn ).
Nototrs -Ds le rér' l  ul,n(r ')  (oir D0 < 0 ).

ott a d.nc 
t) S L' i(r ')  1 -Do

( * )

( * * )

et tt , ,(r l"r(a1)) ) Do t l 'a1>ri:s (*) 
"t 

(**). On dédrri t  alors dr: la détuottstratir>rt <le Ia

1rr<rlrosit ion I.7 r 'ue arr chapitre I qrre u',r(ui '(u,)) > Ds (prrisrgle ?r,, r ' t  [ , ,  r 'orresl;ourk'rrt
r-trslrt:r:tivcutcnt à dcs soltttiotts c:tr diureusirln 'n, et I ) soit etrr:orc t,,(R) ) Ds. Cq:i tklttxrtttrct
I'inégalité (2) de Ia prolrosition III.3.

lftrntrons nraintenant <1r'il cxistc ttn rôel c1 t)r)lr k:quel I'in(rgalité (1) est rtialisée.
Conr:ernant les solutions ù.. de (P.)

_ ( 'u "  -21 'u t l ' t
( P " )  {  u ( 0 )  : 1 1

I  z'(o; : 11
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q.

a!

Lt

Figure 3.

rrous utiliserons Ie leuune suivant

Lemme III.5. Soit D < 0, il eùste un réel dr ) 0 tel que pou,r tout a' ) ô,r il eriste
o, tt) a' potr leqteLù,o uérifir: Les propriétés su,iuantes (uoi,r.figu,ru J ci-rlessou,s ):

1) si rs est le ré.el te,l qu"e uo(rs) : trt o,lors t/.(rs) - D :

2) sz a1 < û.(r ')  I  a' alors u'.(r) !  D.

Démonstration du lemme III.5. D'après le chapitre II. il existe 2(a) tel rluc'
u . , ( z (o ; )  : 6 .

Dans la démonstration rroris utiliscrons lcs fonctions ur, définics par u6(r) : û"(Z(u) -r)

clri virrifierrt

(  u " ( r )  -  2  l u ' ( r ) l q  +  À lu ( r ) l o  :  0  s i  r  )  0  ( I I I . 2 )
(P { )  (  u ( t ) )  : 6

I  u ' io ;  :6  oùb:  -u t " (z (a) ) .

Le r;oeffrr:ient <le lr'(r)lq étant -2 au lieu cle -1, notts utiliserons les irropriétés tlém<>rrtrées
arr chal:itre II.

Rappelons que bs est le plus petit réel strictement positif tel que ub explose en teml>s
fini. D'autre part, si 0 < b ( bo, r.rj, atteint son maximum pour r : rb oir 16 est I'unirluc

, J Q  À  ,  
o " '  o ' t ' l

r( 'cl tcrl qu" $(rù:; et on a Ia relatir" 
t 

*À: Z:!= kf.. Ia remarque précédant le

lenune II. i4).

Etablissons tout d'abord le lemme suivant:



I
I
I

I
I

I

I

ûvt

&'ntr) t

, , ( , 1
que :f (ro) : À. Il cxiste dorrc

Ub,

[0; r"] ct dé<:roissantc sur [r'o;
fonctions u5 :

I'u'^V , À
,4 \r") : ,

Du Ieuune III.6 résulte alors le rxrrollaire

ï!;G') qrto (.) ) lrf, ( r, )

( /1/ .3)

LemmeI I I . 6 .  1 )  So i t be tb ' t l e tmrée l s te l sq ' ue \<b t  1b ;  s iO<  r  1 l h ,O  1 r t 1 ' 116 ,
r:t  u1,Q') :  ut,,(rt) olors u'r(r) > ,L,U' ').

2) Soit o, et at tleux 'réels tels q'ue 0 < a' I a, si u"(f) : ûo,(i') olors t',,(r) < 1",(f').

Dérnonstration. ui(O) > ui,(O) donc si on avait u'uQ) < u',,(r'), il edsterait tlerx
réc l s11  c t r {  . 0 (11  ( r e t0 . - - r ' r < r ' , t e l sc l l r e r . 16 (11 ) : ub , ( r i ) t du | î r ) : u l , ( r i ) ;  r . r :
rlri r:rlrstituerait unc contraciiction avc'c Ie théorè:nre cle Cauchy.

Dédrrisons en Ie 2). (Voir figrrr<: 4 r:i-dessous ) Soit donr: 0 < a' ( c. et r:onsi<lérons
Its f<rnctiolrs rrb ct u6, cléf i .nics par r.16(r ') :  A"(Z(a) - r) ct t ;6,(r) : ' t l r , ,(Zç,11- r ') .  D'après
le lenrnre II.9 on a b' < ô puisque u > {L', d'r>ù en utilisant le 1) ui(r) } uto,(r/) brsclre
u6(r )  : 'ud, ( r ' ' ) .Ot t  a  a lors  -u ' "C)  )  -ù 'o , ( r - ' )  s i  'ù . ( r . )  -  [Lo,?t ) .  l l l

On strit qtte, si 0 < b ( bo, ui(r') atteirtt entre 0 et y6 sorr nnxinrurrr porlr r: r'b eT

rrn réel que nou^s noterons ro tel que lùil c:st r:rr>issantc) sur

z(")1. On a la relatiort suivantc sirrrilairc à <:crllc 1>our les

Corollaire. 1) Soit b r:t b' deur réels
,1,?a,) .

2) Soit 0 1 at 1 o. on u u,lors [t',,(ru) <

< b' < b ( ô0, on u ulors uL?a) >te,Is que 0

'Urr t \To'  
)
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Démonstration du corollaire. On sait d'après le lemme II.9 que si b > b' alors
ut(Au) > ua,(Au). Il existe donc un réel r tel que ub'(rb') : ao(r) et par le lemme III.6
uL,(rb') < uL(r) d'or) ul,("a,) < uL(ra) puisque 16 est le reel pour lequel uf atteint son
rrraxinrum. Le 2) en résulte car t 'o(ro): -uL(rù et ùto,(ro,): -uL,(rb,).l l l

Fin de la démonstration du lemme III.5. On sait q"" 
,jfr_ 

uu(ro) : *oo

(d'après Ie lemme II.i4) donc on a aussi 
"I1; 

û.(r") : *ooi d'autre parb d'après Ie

corollaire precédent I'application a, r- lt'"(r.)l est strictement croissante et il en est alors
de même d'après (III.3) de a '- ûo(r.), il existe alors un ræI a2 tel que

r) ta,(ra,): l?lf 
", aor,.

^P 
d6,Q"r ) :D ( I I1 .4 )

d'après (III.3);

2) si o ) a2, tioQ'") t Pll û il.(r.) < D.
^ p

?io" corr€sporrd cl'après sa cléfinition à une fonction notee u6; or) h, < bn et, en utilisant
le curclllaire précérlcnt et (III.3), orr voit rlre n2 est Ie seul ré.el o porr k:r1rel u'o adnret un
nrininrum égal à D. 

o

Posons nr : Pli (voir figure 5 ) et montrons que si a' > ity les conditions 1) et 2)
À t

clu lemme III.5 sont vérifiees c'est à dire qu'il existe a ) ô4 tel que

1) si rs est le re.el tcl que uo(rs) : c'alors ù'o(rs): p'

2) si r i1 (,r7.,(r) ( a/ alors ù'"(r) < D.

Appelons ùoo Ia fonction correspondant à 1)bo. 'ùæ est solution de

[0; .s6o [ étant (ronrn]e au ciraltitre II I'intervalle maximal sur lequel uôo est définie . ù/- est
<:roisstrnte sur ]0;.s6o] d'après Ie théorèmc II.2.3).

Sr>it enfin ù la solution de

o i t  a ' >  n 1

( , r " -2 f t l [ t *À l , le :g
_l

(P-) ( I iur u(r) : *cc
I  r . - O r
I
\ T r ( s 6 o )  :  g

-  (  u"  -2 lu '1"  + Àlu l r  :  ç1
(P.,, n) { z1o; : ,,'

I a'(o; : 2
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avæ, q < p.

Pour la suite voir la figure 5.
Si r- est le reel tel que

ù""(ro") - taz(r6") :  û,1

on a rr'*(r-) < t'ur(ru"); en effet lrô" corr€spondant à uo; oir bz < bo et too à u6o, si
ur ,o( r ) : 'ub-" :  ô1 a lorsd 'après le lenrmeI I I .6ut6o(r )> r ' r r ( r / )  e t  doncù ' " " ( r - )  <  u 'u"Uu) .

Soit enfin r! le reel tel que ù-("!) : a', on a rl < r- et comme
z/* est croissante sur ]0;.s6o], u/-(rL) < u'*(r"o) < D.

On a donc

d'après la dclfinition de'0.

't7 correspontl à une frrnction u6 et b ( bo; en effet si r et r/ sr)rrt les reæls tels que
ir6(r) :  u6,,(r ') :  n' alors uL?) < ,Lo(r ') et donc b < ôo d'après Ie lemmc III .6 1).

Cqri montrc' c1u'il existe des re,els f et E teh que u(I?) : 0 et t]/(r) : 0. Soit tL(t) : ,'
on a alors ù"(r) : r7(f *r) poru tout r pour lequel u"(r) est défirri puisclue ir, et ù vérifient
Izr nrômc, érluation différcnticllc ar,utonorne et que ll(f) : fi"(0) : c. On en déduit cluc:

si I ' rr t :st k'r i<' l  tel qtte ù..(rg) :c'alors ù|,(tu) :  D car l l(0) :  1'.  i '101 : p QII.5)

(rl'aprè's lc's cletrx tlernit:res tlgalités d(:finissant le problènle (P",, o) ). Ceci rlémontre k'1)
riu hrnune III..5.

I a*(r'à : ù(o) : a'
\ t'-(r!) < a'(01 : P

Errfin, ntorttrons <1ue si à1 I iL,,(r') < u'. i/"(r)
et r7,,(rs) : rlt ) uur(rlr). (l<>ttrrut: ù,r, tist la scrttle
Ia tlérivéc cst égak' à D. ort clétlrrit rltt corollzrirc rltt

résriltc, akrrs <l'après lc lcnrnrc III.6 2) quc

< D. Ott zt t /o"(r 'ur) :  D : uL(ro)
fr>ttr:tion d<;nt la valetr rnininrale r,le
I<,rnnrc III.6 r|rc a ) à.2. De a ) r-r2

s i  r '1  cst  le  ree l  te l  <1rc 'ùo(r '1) : ' t tar ( r , . " )  a l t t rs  ù ' , , ( r r )

(en r:ffct orr a
ù'u"( 'r,r) :  D

rl'après (III.1) ). Comnre rif. est rlér'roissante srr [0: r.,]. croissant(r slr
rr lrrrs r le (II I .5) ct (I I I .6) <1rc r11 <t7,"(r) S a' irnpl i<1vc'u', ,(r) < D.

<D (r r r.6)

l ' , ,. 2(a)l on déduit

on a L'ttn rles deu,xLemme III.7. Soit D < -1. Si, Le ré.r:lrt', est assez qran,d nl,ors
tns suiurtrtts lorsqu"e e > rl'r:

a)  u ,u -  t (o i )  S  1

b) u,,- r(,ri) > I et si r r:.st tel qu(. r ') I et u"(r) > a\ alors u'"(r) < D.
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4g

a!

\Dl?
Ài

Pir. y'c rn

Démonstration du lemme III.7.. L'idee est dc rnorrtrer que si a/, est asscz gra,nd
aklrs:

1)  s i  uo > a ' ,  sru [ j ,  t [ i l  ex is te 16 de [ ] ;1 ]  te l  que u l ( r11)  < D:

2) ks r:ottt l i t ions r > j ,  t / , ,(r):  D et 'u,.(r) > a" impliquent d'.(r) <0.

C-lrr:rchorts e'L lx)rlr (1le 1) soit rôalisé. Nous nous plaçons dan*s Ic ('irs oir
D S ,r i ,( i)  ( 0 et tL,, ) a',  sur [] , t ] .  Soit [ j ;n [e plus grand intervalle cl 'extrénrité
j.  srrr lerl trel D 1ru',, .  Renrarrlrer1s (1le si u'!  < 2D sru [ j :rr Ien a al6rs rr ( 1. Cette
<lotxiitiorr iurlrlirltx: r:n cfft.rt <1uc si r apl;articnt à []:rr ] akris

t/,,(r) .r',,(;) + z nç - f,1
<z oç -l)

On ttc'lrcttt irlors avoit rr ) 1 <'zrr la r<rlation il,,(r) <

ctt lrart ir: t t l icr
I

t .çt)  <2 D(i  -  ;).  ' 2 '

<D

2 D(r ' - i )  . ' r r  [ j ; , r  ]  i rupl i<1u,rai t

DU



Supposons donc.

De l'égalité

2D <  
t , l ( r )  

p , r i ,  _2(n_
r

et u.(r) 2 a',

l )  D>  -n ' ; ' r ' " ( r ) .

+ lDl . , ,  ;

1
r )  - .- 2 ' , D 1u '^ ( r ) <0

1- qul
r

(rrr.7)

La première relation dc (III.7) implique 2 2 combinée avcc la deuxième donne

et tle (III.7) on peut don<: rlétluire <1ue si r

t l ,(r) < -2 (n,-

La <rrrntlitiorr ul(r) < 2 D est dotx' réalistr

-2 (n -1 )  ,+

soit si -2n. D * lDl'r a À n'1p oll (!Il('or(l

, , i>(

t t l  \  n - I  Iu ' l? )  :  - - to ( lu'"(r)l' - Àuf,(r)

al<lrs

+p f - Àu', '

r r> js i- !

-À , r ' r l ' <2D

-r

!
. )  r

D

)I  I I

tlq
I

)+
T

r ) -

1 )

p(l

lD

nLD-2

R<'rnarqrrons maintenant qrrc si n/, est r:hoisi tel que (III.7) implique t/,i,i) ( 2D aiors
ics <.<rnri i t ions cirr 2). phrs fortes r lre cel lrs de (II I .7). r:ntraincnt i l j (r) < 0 prt istpre D < 0.

Il srrffit clonr' 1-rour rlue 1) et 2) soient v(rrifiées cluer

" i  
t  (  

-2nD-+ lDl ' t  
) Ï

\iorrtrons nraintc.niurt <1rc 1) ct 2) entraincnt ll iett <1ttc I'oII tt s<lit at) soit b) si a ) a!.

C<rrrsid('rolr-s aktrs rL ) rrt, r:t su1>1;r>solls ?ra t(ui) > 1. Ccttc dcrnii:rt: irxlrgalit(: inrJ>lique

tL , ,  >  rL ' ,  s r r r  [ j ;1 [  e t  i l  ex is te  r l ' après  1)  r r r r  rée l  r '6  , le  [ j ;1 ]  te l  <1re  r r l , ( r '6 )  <  D.  So i t

r' ' lr: rri<,I tléfiui par u,.(l ' ') - ,t. '1, rrlotttrolLs tltxt zf, ( D sru [r0; ,']. Cottrntc d'après 2)

r ' > j . r / , " ( r ) : D e t , u , , , ( r ) à a !  i r r 4 r l i r $ r e n t t L l i ? ' ) < 0 i l s r r f f i t r l ' a p r P l i c $ t e r l e l e m m e l . 4 e n

l l re,rr i r r t  . f  :  - t / , " ,  u, : ' r '1t .  I t :  T ' ' .  ( ; :  -D pr lr t r  olr ternir  t l t te si  t rr , -r(a 'r)  > 1 et s i  r  est tel

( luc r ' )  I  ct  u, ,(r)  > a' ,  zrkrrs u'"(r ' )  < D.

Fin de la Démonstration de la propriété [I.3. Nous démontrons maintenant

r11e si 41 €st assez grand, il existe rtn réel R6 potrr leqrrel a ) al et u"(R) : ar impliqrte

51



Â < Ro. Rema,rquons que si r )
n  - ' l

-o - l c lq>(n -1 )a - lo lq .

I et u!"(r) : o àvec a ( 0 on a successivement

On a alors

û.- > d ,
r

-  la ln  >  -2 lo ln (1//.8)

oes qlre

lo ln  >  (n  -  1 ) ( -o )  so i t  l c t l  >  (n -  1 ) ' -T .

On prend D : -(n- 1)a- , ar : slp{a/r. ô1} ( otr al et ô4 ont été définis respective-
ment par les lemmes III. 7 et III. 5 ) et a ) a 1 . Deux cas peuvent alors se présenter.

1) Soit le reel rt tel que z"(.R) : or est inférieu ou égal à i.

2) Soit ce même reel .R est supérieur à 1. Seril ce deuxième cas est à étudier: on doit
dérnontrer qu'il existe un réel /?i1 indépendant de a tel que .R ( Ro. D'après le lemme III.7
si r à 1 et zo(r) ) a1 alors d,(r) < D. Posons zr"(1) : a/, on à o' >{rr plùsque 1 ( /? et
d'autre part

u ' * ( t )  <  - (n -  t ) ;=

n - I

r

On peut alors trouver d'après le lemrne III.5 ô. d ) ar tel que

1) si r-r,-,(r ')  :  rt , '  alors ir 'u?) : -(n,- 1);-

(r r r.e)

( / / / .10)

2) si a1 < t76(r ') ( rr, /  zrlors ù'oQ) < -(n - 1);--

?r. est r-ure bijer:tion <lécroissante de [1:.R] srr [rta;o,']. (Vrrir la figrrre 6 ci-dessorrs )
Soicnt i2 ct f :t tels quc ùa(f z) : et , ùa(iù : o r ct soit p I'applir:ation tlc [1: .l?] dan^s [r:2: ij]
tléfinie par ù6(p.(r)) : ru"(r). p cst au moins de r:lasse C2 str [t; n] ptrisquc F: tio-L o tl. .

On a pour tout r de [1; /?]

ù'6fu(r)) P'' (r) : u'',,(r)

lvlontrors quc porrr tout r dc [1; /?] on ad"(r) <ùtuQt(r)).

Soit. /  définie sur [1;.R] par f :  ù'ao p,-t lo. I l  en réstr l te r i l te

( I  I  I .1r)

f' (r) : û||fu'?)) p'(r) - u'/,(r) (I I I .12)

On a en premier  l ieu z i ( l )  <  - (n  -  1) . - t  d 'après ( I I I .9)  û  u 'o(p( l ) )  :  - (n-  1) ' , - i
d'après (II I .10) donc /(1) > 0. Montrons que si rs appart icnt à [1; /?[ crt /(rs):0 alors
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1ÀÀ

(^ rL (  ; ( r f 1

Figure 6.

. f ' ( r u )  >0 .  / ( r s )  : 0 i r np l i q r r c t t ! ( p ( r6 ) )  -  u ' o ( ro ) : 0e t  p ' ( r ù :1d ' z rp rès ( I I I . 11 ) .  La
rclatiorr (III.12) <levient alors

.f ' (ro) : ti l1t(ro)) - 4(rs)

Posrr r rs  o:  t t 'o( ro) :  ùâ(p(ro))  e t  ù"(p(r6))  :  uo(ro)  :  ,J

Otr a akrrs
(ù ' ! , (P ( r6 ) )  : 2 l ' v l ' /  -  À i J ,
t

[  , ,111, 'u)  -  - 'J  rY 1 l rv lo  -  ; ; i l

ct dorr<' . f 'Q'u) > 0 <l 'après la relation ( i I I .8). Le lenuuc,l>r( ' l i rninairc'I .4 iut lr l i r lrc' iLkrrs
rlu:. si r trppart icrnt à [1; R[,./(t) ) 0 soit cncorc

o > ù'"0t?))

\Iorrtrorls lrnintenarrt cluc R - | I r.3 r'2.

On  a  z " (1 ) :  r r ' e r t  r r , , ( IÙ )  :  û ,1  c lon t :  l : 10* t (o ' ) ,  R -  t L ; t  ( a1 )  c t

f o t  f o '  1
R- t :  

J, , ,  
(rr . - ' ) ' ( .s) , l t :  

J, , ,  u, ,1u-, ,1rrr t ls

a-

oJ

fi.;
I
I
I
I

I

I

I

I

I

I
I

I

I

I

I

I

I

I
I
I

I

I
F
I

I
I
I
I

I
I
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De même

f3 - f2: /" '  -- j^ o,' 
J o, u!u@;r çs1)

Posons u"(r): .s, on a alors, d'après Ia définition de pr, ta1t(r)): s soit

I  u; ' (s)  :  '
\  t ; ' ( s )  :  P ( r ) '

Comme, d'après (II I .13), pour tout r de [t;R[

0 > ù!6Qt(r))

on obticnt si s appartient à [or; o'l

o >t lu( 'ù . ; ' ( . ' ) )  >  z i (u . - r (s) )

et donc 
1 I

eGO> 4G;rGD
On a, al<lrs prdsqrre a 1 ( r.r/

/" '  ,  
1, 

.r  ,J. ,
J u, u',,(tLi '(.r)) '" '- - 

J,,, 't/"çuu \r//

so i tR -1< f : t -  i 2 .Onsa i t c l r e l a fonc t i onqu iàcassoc iez ( c )  t < , l que r7 (Z ( r l )  : 0es t

corrtinrre et linr i(o) est un réel . II existe donc R1 tel cltte si à ) .t,t alorsi f:t - r.t I Rr
o _ * c c

et
rL)  t t1  i rup l i<1ue R- 1 (  -R1 so i t  R < I  +  h.  I  I  I

III.3) COMPORTEIVIENT ASYMPTOTIQUE D'UNE SOLUTION
STRICTEMENT POSITIVE

La dénxrrrstration der la propriété III.4 utilise Ies lenunrrs III.,q à III.10 <1tti dotrnellt des
en<ra<lreurents asyrnpt<lticlttes tk's solutions tle

(  d ,  + dt  -  \ i l1 ' t  *  Àr I ,  :  0  sru [0 ;* rc [
(Pn ,n ,n )  {  u ( / ? )  : }

(u ' (n ;  :2  ' i rD(0

dars Ie r:as oii elles seraient strictement positives sur [/?; +'ro[.
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Lemme III.8. Soit
(  n<2
t -
(ou

In>3 etp<#
2p

ainsi que 
;" , 

< q. SupposoTrs que u est une solution strictement positiue sur lR; *æf de

(Pn ,  o ,  a )

Il e.ùste alo'rs des réels p et C1 strictcment positz.fs tcls que r' > p implique u(r) <
- 2

C, r i -  .

Démonstration du lemme III.8. On sait d'après le lemme 5.2 cle [CW] que, les
ccrnditions portant sur n., p et q ci-dessus étant réalisees et si a est assez petit, les solutions
'uo dc

(P")

arirrn't tcrrt urr zéro :(c) et c1r' i l  existe C tel qrre :(a) < C ,,,-!* .

Sr>it u soltt t ion t le (Pp,p,a), Si u ) 0 sru [R:+)o[ i l  existc alors r l 'apri.s la prol;r iété
I.6 drr chapitre I un r(rel fr0. R < Ro S z(a) tel clue u(R11) : r,"(f t0).

D'arrtre 1>art u(.(u)) ( a (vrr ir f igruc 7).

(  u."  + " ; ' , r '  -  l t t t l ' r  *  Àl1lr '  :9 srrr  [ t ) :+oc[

t::r3, :'r,

Dt' z(a) 1C rt l+ t l tr  r l( ' t l l i t  ,1tt" ,r# <

II en rr isrr l te qrrr: si c est asscz petit  u(zQt))

irrr lr l i r lr te rr(r) < Cg;*.

Lemme III.9. Soi,t

2tt
tt'irt.si tlttt: -.- I q. Si,

I t - l  r

C /  C  \ " î
- r - .  e t  t t  (  (  , r -  I3( ( r )  \  r ( ( r /  /

(:'
< .+-- r lorr<' i l  cxistrr 1.r tei r lrr r '> /)

z \ r t )  n  t

[  : , , : '

In>:]
tt r:st u"Tt.t: .sol;utiort,

( d' + u=)u' - lr
{  t r ( / ? )  : 6

I u/(Il) : P

de

pl 11 I  - ! -. . , '  l '  -  
t t  _ . )

strictr :rru :rt,t 1to sititr t:,szr [/?; *cc I

' l ' t  +Àu t ' :o  s ' i r ' )  f t
o î th>O
où D <0

Di)



Figure 7.
z (a l

il t:riste C.z > O r:t p ) O tels (tue r' > p i,rn4tlirl'ue li (r)l S Cr,'-f*.

Démonstration du lemme III.9. Vrir I'arti<'lc dc ,1. Serrin et H. Zou [SZl

Lemme III.10. Soit tt ) I ct u. ué'r'iliant

, I T t " r r ( r )  
: 0 '  u "  + ! " ' <o  e t t L  '  0su r [R : * ' co [

II erisf,e. nlo'rs des réels Cs et p teLs que u,(r) 2 C,t rr-o si r ) p.

Démonstration du Lemme III.10. On remarque tout d'abord
C Ia frrnc:t i6n u définie par u(r) :  C rr-o vérif ie u"(r) + iut(r):0 si
r lre rr '( /?) :  u'(R).

Soit /  définie sur [.R;*oc[ par T?): ut(r ')  - t /(r).  On a /(r?) :

Rr ) Æ ct . f(Rr) :  0. On a akrrs

(  u"(Rt)  < 6r '1nr i
)

\  u"(R) : f iu' |(R,; :  f ful(.I?r)

d'<ri.r ./'(l?r) : u"(Rù - r"(R,) > 0. D'apri:s Ic lemme préliminaire

[/?; +oo[ .f > 0 et ut <ul . On en déduit

[** u'qr1 ,t, < [** ,'çr1r/s p.ur tout r ) rù.
J ,  J r

Puisqrre ,Iti." u(r) :,If." u(r) :0 il en résrrlte 'tr(r) > C ,t-" . I I I

que quel que soit
r ) 0. Soit C tel

0. Srrpposons cllre

I .5 on a r l<ln<; st tr

ôo



Démonstration de Ia proposition III.4. D'après ie lemme III.9, il existe des réels
p > 0 et Cz) 0 tels que r > p implique lu'(r)l S Czr-#.

On peut donc écrire pour tout, r ) p

u'(r1 :  C2m(r)r-#

avec -1 < rn(r) < 0.

On a alors
f  , r ( p+ l )

I  lu'(,) lq : Czq l^(r) ln r--ïî

\  " ' ( ' )  :czm(r) r#.
\ r

-  2 p  .  r .  - 2 p  -  , r ( p +  r )
,l , 

fr 
implique que en *oo le terme en rl=r est prépondérant sur celui en r-Ër-.

Pour tout 6 > 0 il existe alors p' > p tel qlle r > p/ implique

uui 
(r) 

+ fu'(r\ ls < o.

Porrr r ) pt on a d'autre part

t t /  \  
' n ' - I

u" (r) I  
'J---- '  

11t(r) - lu'(r) lq + Àlu(r) lp : 0

et clonc en ajoutant membre à membre

, , L c - 1

u" (r) I J--!-!----' u'(r) + Àlz(r) lo < 0.

Crrrnnrer n,) 2 on pettt alors applicluer Ie leurnre II I .10 avec û:TL* e - 1 > 1et i l  existe
rrn rer-'l p" > p'tel que 'r ) p" inrpliqrre C372-"-' < t(r).

Si r e)p"; *,rc[, on obticnt donc

ç " r2 -n -e  <  u? )  <  C1 r3  .

S i  n :2 cec i  inr .p l iquealors quc,  pour tout  €)  0 ,  -J  .  (  e  cequiest  impossib le .
p -  L

Si n > 3 la mênre relation entraine que, pour tout e ) 0, n * e - 2 > iT et donc

p> h .  I l en  résu l teque ,  s i  n :2ous i  n )  Se tp  <  - " "_ r ,  i l eds te  R '>  R te l  que

u(Â' )  :0 .  l l  I

o /



CHAPITRE TV

NOUVEAUX RESULTATS DANS LE CAS
2p

u _ _'  p+r

(P")

z(n) désignant toujours le premier zéro, lorsqu'il existe, de zo ; si.uo ) 0 sru [0; *oo[ on

pose z(a) : *oo. Rappelons que z vérifie la relation z(a) : o-T z(1) et que cloncr, soit
z(u): *oo quel quc soit a ) 0, soit z(a) est fini cluel que soit a ) 0 ct z est une bijection
strictement décroissante de [0; *co[ sur [tl; +cc[ ( Cf. le lemnte 4.7 de [C\M] ). La valeur
de À intervient dans le conrportemerlt de la fcrncti<ln z. Le IV.l) étudie Ie czrs où n:2

p r r i sce l t t i  po t t r l ec lu t t l  n  )  3  e tp  a := ;  l e IV .2 )  ce lu i t>ù  r r .  )  3  . t  
#1p<#

ry. l )  CAS OU p < h

A) UNE CONJECTURE INFIRMEE

Derns lcur articlc . It. Chipot et F. Weissler ont mo ' 2p
Dt rcques lÇ :  

" "1  
e tp<

I ' é<qttation

Dans ce chapitre nous étudions lorsqu e q : J+ Ies solutions z, dc (P")
D +  L

(  u "  +n=Lu t - lu ' l n  *À lu l r :9  po ' r  r  )  0

{z (0 ) :a
Iu '(o) :s

t r /  \  7 t  - l  
, ,  ,u \ rJ  u  \ r ' )  -  l u ' ( r ) l n  +  À lu ( r ) [  :  g

T'

'n

n - 2

UV.I)

- 2

a<lnrct une sohrtion dc la frrrrnc u"(r): k:ri- si ct sctilentent si À ( À,".r, oir

\ _
A n , p

(2p)o

fu, + t;o+t (2'p - np I n)n

Err dinrension I cette équation ne dépencl pas explir:itetuent de r et si u(r) -- kr# en est

rrne solution , il en est cle ntêrrre cle u(r) : k(r * c)a oit c est ttne constante reelle.

II résrrlte alors du theorème de Cauchy qrre si À ( Àr,p Ie problème (Pa) ne peut avoir

de s6lution en climension 1. IvI. Chipot et F. Weissler montrent aussi, et la proposition I.7

du r:hapitre I Ie prouve , que si À ( À1,p le problème (Pn) n'a pas non plus de solution en

dinrerrsion n. 'n) l .
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Dans un article plus récent, M.Fila et P. Quittner démontrent que si À > À,",o alors z(a)
est fini quel que soit a; mais le problème demeure de savoir si l'on peut avoir simultanément
une solution de l'équation (IV.l) de Ia forme u(r) : krfr et z(a) fini.

Remarquons cependant que,lorsque l'on étudie le problème similaire à (P") sans le

terme correspondant à lVrln on a toujours, si 
#<p 

<#, à la fois une solution

de la forme u(r) : kr# et z(a) fini. On est ici dans un cas semblable puisqu'on a le
théorème suivant:

Théorème IV.L. Soi,t  o: 
'O 

",'  n * l

A )  ' n : 2

ou

B) n , )3  e tp<h.

Soit uo solution de

ut  - l r l ' l c  *À l t r l r :9  s i  r  )  0
(P")

I l e r i s t r :  a l o r sun rée lÀ ! - , r ,À ! ^ ,  p1À" - ,  r t e l que ,  que lqueso i tÀ ,  À>  À1 . .  p ,  z (u )  es t f i r t i .

Remarque IV.1. Lorsque À - À.,,, 1,, il existe une seule solution de (IV.I) de Ia fornre
- 2

u(r) : kr;f (d'après la dém<instration de Ia prol>osition 5.5 de [C.W]) et sa représentation
grtrl>lr.iclre collpe celle de Ia solutir>n de (P") cluel <1ue soit a; <:er:i résulte de Ia propriété I.6.
Darrs le cas oir À!^, u < À ( À,,, o l'éclration (IV.l) a deu-x solutions distinctes de la forme

u(r) : krii dont les représentations graphiques coup<;nt r:elle de la stilution ,1" (P").

Démonstration. Nous transfcrrmons tout d'abord le pr<lblème (P") puis nous
étudions successivement les cas n :2 et n ) 3.

B) TRANSFORMATION EN UN SYSTEME AUTONOME

Comme dans I'article [FQ] de lvl. Fila et P. Quittner, utilisons la transformation

(rv.2)

( i l '+-r
{  r r (0)  :  a
I u'(o; : ç1

['"':+
l^:;':;',*-'



Pour I'autonomie de la démonstration, nous reprenons
résultats de [FQ] dans les propositions IV.2 et IV.3.

On trouve d'abord puisque rt(t) :7ç11

- ( ru '+ r2u" )u*u ' r2u '

les calculs et certains

x'(t) .)'tr

12 z.t'2 - rLL' Lr - r2u" ?.t,
o

IJ'

/ ru' \2 rrl ' T2?'r"
- t t-  

\ ; i  
- ; -  

"
:  x2 + x  - ' ! (  , -u , lq  -  ÀuP -  (zr  -  1)  r \

r r \ '  ,  " )

Finalement on obtient

X'(t) : (2 - n.)X + X2 + ÀY

D' arrtre part Y'(f) : 2r2 4P-L

-  1 i2  ,1 ' - '  (z  + r '  (p  -\

-Y (z  -  (p-  1)x)

Enfin. si ,u vtirifier de phrs u(0)

y;Ti

- l) uP-'z ttt r-

: oe t r r ' ( { ) )  : 0ak r r s

-  XpT i

, ,
* r "  l p

. r  l l  \
L ) -  I' u /

, j t : r ,-Y(t) 
: , I t : t"X(t) :0. d'auès (IV.2) ct

Cette derrrière égalité résulte de ce qu" +g : t'{: :
/ L \ . , )  - t ;

,  r r ' ( r ' )  , u t ' (O )  .  t t  n -1
ct .- -^ plusqrrc u + ut :  la' le - Àut'  crt

T' TL I'

Résunrots <:es résultats dats la 1>roltosition strivante:

Proposition IV.2. Soit'Lt solutiort, d'u problèrne

, .  Y( t )
IIII). =;-;-:it - - *  X \ t )

-# Or.  s i  r  - -  - f ,c .  r ' -  0

, .--9:t1,,(o).

rL

À

(P.)
(  u " ( r ) I  "= , t  u ' ( r )  -  l u ' ( r ) l q  +À lu ( r ) lo :g  ' ; i r  )  0

{  z(0) :  , ,

I  u'(o; : 11.

Sil 'application(X, y) , l-co, +oo[* Pd2 qtù i t , t .  nssocie (X(l),  Y(t)) est défi,n, ie7xr(1V.2)
ulors (X, Y) est sohûion du, s'ystème. o,uton,ome

( ,v'(t) : (2 - n)r * 'r ') + \y - ,#',,#
(/v.3) {

I  y '(r)  :  y(2 - (p - i )")
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et on a les conditions suiuantes en -æ

(rv.4)

Rappelons encore (d'après un lemme de [FQ] ) qu'une trajectoire de (IV.3) située pour

t : to à I'intérieur du premier quadrant reste dans ce quadrant pour I ) to et qu'il existe

une seuie trajectoire venant de I'origine, sa pente étant 2
À '

IDEE DE LA SUITE DE LA DEMONSTRATION DU THEORE]VIE IV.l.

L'application z étant ouverte, il suffit de se placer dans Ie cas oir 1 - Àn,r. Si I'on

démontre que dans ce cas z(a) est fini, il en résultera qu'il efste un réel À!.,, < À,,.o tel
que, pour tout À > À!^,p,2(a) est encore fini quel que soit n ) 0.

Pour ne pas surcharger l'écritule nous laisserons À dam les calculs.

So i t  / ( r ,  A ) :  Q - r ) : r  *  12  +Ày -  , # r#  e t  g ( r , ' a ) : 'U (Z - (p -  t ) " )

Figure 1.

,li l,." Y(t) :,jgLX(t) : s, ,IT"" H::

Remarcltrons en premier que g(,r, 'll) :0 si g : 0 ou si t, : 
fi.

Notrs allons étudier l'en^senrble f défini par u > 0, ll > 0, l(2, ll) :0.

Lorsquen :2ce tensembIe fes tunedemi -parabo ledé f in iepar I>
,.2 2

qui coupe donc Ia droite d'équation * : =- en un seul point (V<lir

} fp+ 1)) .Ë'  
-  

P- L

la figure 1).

z
a
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Figure 2.

On situe alors I'orbite O du système (/V.3) correspondant à I'application
f '-- (X(f), y(t)) pàr rapport à f. On montre <1re (2

)
a)  cst  s i tuéeaudcssus dcf  lorsc lue0 < X( t )  <  

"_,  

enremarquant  questu lapar t ie

correslx)rr(lante tle f lc rtharup de vecteurs est "vertii:al et orienté vers le ltattt".

b) <:orrpe Ia droite d'équatior | .D : :- att desstrs de f (en étudiant 1>ar linéarisation
' p -  L

Ie chanrp de vecterus arrtour du point d'intersectir>n de I avec cette drrlite),

c) puis que X(t) expkrse en tentps fini (Voir figure 1).

Lorsque rr, ) 3 r:e rrrêrne ensentble f est tangent à la ciroite d'écluation .r: -:-
p - I

,
(porrr À : À",, o) et situé rian^s Ie demi-plan défini par :r < 

,, _ 1 
(voir figruer 2). Orr

montre ensuite que, pour 0 < X(r) S :-, (2 est situee u,-, ,r"rr',tr; dc f , pttis cltrc potrr
p -  L

)
X(t) > -:-, X'(t) ) 0 et y'(t) < 0. <>n err déduit alors cluc X(f) expbsc) en tr:rnps fini.

p -  L

Proposition IV.3. Soit À - ^n,, et z tiné, :r ) 0, f (:t. 'y) otlmet u,Iors u,rt u,ruique.

l o

(À(p + 1))#
mirûmum poury -- h(x) :
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*(r) : f(r, n(")) : æ (n - D(+" - t)

Le champ d,e uecteun (/i", a), b@,ù) . sur la d,emi-d,roite d,éfinie par

,
r : -J- et y ) 0 un seul point sinqulier A de cordonnées (xt, Ar) au€c t,1 :

p -  L

et  Ut  
- -  h(" r ) .

Démonstration de la proposition fV.3. %@, ù :
dy '

à f  12  A f  .

û(",  v)<osio<u< 
Ur;;p"t  

ur@.a) >osis>

Ce minimum uaut

f ( .

Or

. 1 2 p _ r
À _  - rF Iuo- r  doncp+r

r -
,  .  p - l - l

(À(e  +  t ) )  P

( , i (p + 1))+

(rv.5)

p- l

12
L'application g -' f @, 'g) adrrtet alors un uniclue minirnum pour y :

Il vaut

.  ,  p - i - l

(À (p  +  t ) )  P ) : , ,  
- r t ) x  + , , , (

12
.  ! ,  .  \  P - l - l
^ P \ p + L )  P  - p

. lÈ@+ 1) t+;  I

A n . p

(2p)P

(r + t;o+t (2p - np + n.)n

tlonc

et

, ! u  . ' 4  2 P
^P (P-r r/ '  : 

,p_npT;

'  l ,  . . P l t
^ e l p +  L )  e  - p 2p -p (2p -n .p *n , ) 2p - 2p2 *'np2 - np

2p
: (p - r ) ( ; -1) .

'  I ,  .  r  l * l
^ P \ p +  r )  P

0n obtient donc finalement

f  ( r ,  h(r)) :  (2-  , ) r*r2(p-t)( \ r - t )  : "  @-2) (+.-  1) .

Le fait que Ie champ de vecteur, (/{,r, a), b@, y)) 
" 

sur la demi-clroite définie par
,2

, :  
f i ,  

y>  0  unseu lpo in t  s ingu l ie r  Adecordonnées  ( r t ,u )  âvec ic1  :  
, r_ r " t

2p
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At: h(rr) se déduit aisément de I'expression de m(r). Ceci termine la démonstration de
la propriété IV.3. ll I

Dans I'ensemble t défini par 0 < r < h "t U ) 0, on a g(r, y) > 0. Si on considère
une orbite définie par une application f r-r (Xr(t), Y1(t)) passant dans cet ensemble
pour f : to on a à priori trois comportements possibles puisque le champ de vecteurs
/ \
(T@, a), b@, g) ) n'a pas de point singuiier dans t :

1) soit lorsque ;-- o( avec rr: *oo ou a réel ) yl(t) --+ *oo, et X1(t) < ft  0o,,,
t ) t 6 ;

2) soit I'orbite coupe Ia droite d'équation 
": *

3) soit cette orbite admet pour point limite ie point singulier du champ de vecteur de
,  '  1  2  t  /  2  . \( : o r0on r rees  [  . ,  n [  . ) 1 .\ 2_ r  ' p_L ' /

Notons d'abord que Ie cas 1) ne peut avoir lieu en effet en utilisant les expression^s de

Xi(t) erYl(t) tlomées par (IV.3) on en tlérluirait que 1im +*: ?. tt existerait alors
r *o  z \  i  ( I /  ^

rrn riel tr, to ( t1 ( n. tel que t > f 1 implique 
{8 

a *. nn consi<iérant ensuite t2 tel

cltre f r 1t.z ( a et par intégration entre f 1 et t2, on aurait alors

so i t  Y1( tz )  -  y , ( t r )  *  Xr ( f  r )  S  Xr ( tz ) .

C-.onune lim Yr (tr) : *oc, cln err dé<luirait lim XJtz) : *oc d'oit une contradictiort
L _ u  t _ t t

prris<1tr'ort a supposé que pour t ) t6 Xr(t) a #.

C)  ETUDE DU CAS n , :2

D'après la proposition IV.3, quel que soit r > 0la fonction U * f (x, g) admet un
unique minimum et il vaut

/ . f 2 \

f l ' ' ,---4, l :o'
\ (,t(p + t)) , I

prris<1rrc rt, : 2. L'ensentble défirri par ;x > 0, y 
a,.9 ", 

f @,A) : 0 est donc une demi-

paral><>le défirrie par r ) 0 et U -- h(r): ;--.,È.!. De plus si e > 0, y ) 0 et
(rb + 1)) -

'y * h(t:) alors .f(r, a) > 0.

" tJ(") a, s fr', 
xi(s)ds
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comme l im 
Y( t )  :? :2  t ' ,

r+_oo ffi 
: 

À 
: 

À 
I'orbite O définie par I'appiication t --* (X(t),Y(t)) est

donc au voisinage du point O au dessus de la demi-parabole.

Le champ de vecteur. (,f (", A), g(r,g)) s'annule en deux points du quart de plan défini
(  )  t  r  r \

paru )0,U > 0:  O(0,0)  et  Al  +,n{- : -1 1.'  
\P-L ' \P-r / )

Si 0 < r < {, et y - à(r), alors f(x, ù : 0 et g(x, y) > 0, la trajectoire définie par

I'application t + (X(t), Y(t)) ne peut donc que couper la droite d'équation , : 
,!1"n

rrn point d'ordonnée strictement supérieure U n(*) ou u.roi, pour point tiûrite le point

A. Montrons qu' en fait c'est Ia première possibilité qui a lieu.

Pour cela, étudions la différentielle du champ de vectetus (e, y) --, (T@, u), g@, ù)

au voisinage du point A d'absciss€ 11 : J- et d'ordonnée gr : h(rr).
p -  L

LINEARISATION DU CHA]VIP DE VECTEURS

On a /(r : ,  !J) :  12 + ÀU - *#y# don"

u*a, u) :2x - ff .*u* * H@, a)-À- L,*a#.

À:Àz, r:ffi
: (tft)o"t ('rip+1))"P: (#)'. '

L l  -

donc À(p + 1)

On en dirduit yt :  h(r r) :

2- e t
n -  1
v

'xl

(À(p + 1))+

( , "
r . o - r )  4  / p *112+ r

/o \o * t  (P -1 ) ' \  P  /
\ r + t7

IVlontron^s que

ffar,vt) : fia,, vr) : o'

ona s1 :  h( . r r )  *  
H(r ,  

h(z))  :zu( t  -  J  . r#â(r )Fh)
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et coûIrne h(r) : * (+)o*t or trouve

l r (r ,h("))  
:zx(r-J -r#r#e-l f)  :o

d'où

Hr"r, yr) : o.

D'autre part l l * f @r, y) atteint son minimum pour A: Ar aon" !(rr, yr) :0.

0n a de mê'r, 
ùq , 4 . f ry1)u*t 

"t 
â"

ef i@r,! ! r ) : -p_r,  p /  f i@r,vr)  
:0.

On obtient donc

(û ff),'" lr':):(-*(h)*' :)
\à'  ou /

t
lvlontrons qu'alors Ia trajectoire coupe Ia droite d'équation , : 

;-j 
en rlu Jrrtint

d'ordonnéer stricternent supérieure à y1.

Considérons I'etueurble t' dtr plan défini par

0 < ;u (:r1 et à(:r) < l t  1 !/ t

et posons
0 : : t : - l l l l ,  b : y - ! l t .

Soit d'autr6: part h'(,r1) : Cr la pcrntc de Ia tangcnte à la parabole atr poittt tl'trbsr:issc;r:1.

On voit géclrnétrirlrement ( voir figure 3 r;i dessclus) <1re. lorstltte (r. y) appartient à t/,

h
1 q Cr .  eV.5)
Q

En"suite , I'expression de

/ Ôr a/ \

l:* H) 
o"u'l) :( -*(h)^' 3)



z
P-4 Figure 3.

nrorrtre qu'il existe e > 0 tel que d'une part -e < a < 0 et -e < b < 0 impliquent puistlue

f>0su r t

o l l

tl'autre plart

Lorsque (r,
(ry.5)

uC1

et finalentent
g( r r+a , h+b)
f  ( : n1 *  a ,

"+>2Ct
?lr * o1

en rrtiiisant (IV.6).

On en déduit qu'une trajectoire du champ de vecteurs

pour t : to par un point (*, 'y) appartenant à t' et tel que

-e  <  a (  0  e t  - e  (  b  <  0  o i l  o :  n  -  r r t

o < /(zr * a, at+ b) < *&"J 
(a+ b)

-4  /p+  l \o * t  0s ,
C . , : - - - ( '  I  : ;a ( . r r ,  y r )

p - r \  p  /  0 .x

g@r + t r ,  !J1*  u l  ,  *  Qv.6)

g) appartient à t et que -e ( a ( 0 et -e < b < 0 on a donc d'après

C', u, Ct
< b < 0, et /(:r1 * o. y, + b) < 

*nîZJ(u* 
aC1) . 

É

(r{,, ù,

b:U-Ar

s@, Y)) Passant
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Figure 4.

(voir la figrue 4) coupe potrr f 1 ) to Ia clroitc ci'équartion tt : 
2 

cn un ooint ci'ordonnée
" t - n

strir:tcrncnt supérieuxr à y1.

Les trajectoires du charnp de vecterus ne p()uvant se couper, il en résulte que la

tra,jcr:toire (? cclupe aussi pour unc vaictr f/, rlc t la droitc d'équation t : 
;:1en 

un

point d'ordonnée strictenrerrt supérieure à y1 : h(,tt1) (voir Ia figure 4).

Six( r )  >r : r ,  s (x f t ) r ( t ) )  (0er  f  (x i l . r ( t ) )  >0sauf  s iY( t )  :n (x( t ) ) :donc.
" \  " t  " \  " /  \  " / '

p<rrrr t > t\, d'une part Y(t) SY(t') et d'autre part X est strictement cr<>issartte. La
prerrrière équation de (IV,3) nrontre aiors qu'ii existe des réels u et .r2 , r,y ) 0 et :rz > 0
tels que si z >:r2 alors f (r(t),y(t)) > criu2. On en <iéduit que X expkrse en tenrps fini ?
et z(a,) : eT .

D) ETUDE DU CAS n. ) 3 ET p <
n

n -2

Proposition IV.4. Soit À- ),,, o. Lo cotrbel définie par r > 0, y > 0, T(*, 'y) :0
admet une tangente en tout point. Une demi -droite définie par r : c, 'g à 0 coupe I ert

, .2
1 poirû si c : +, 2 points si n - 2 1 c < - , 1 point si 0 3 c < 'n - 2.'  p -7 '  P -L '
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Figure 5.

D'uutre purtl est Ia réurt'ion dr:s oraphe.s f 1 cl fz de deur fo'ru:tions h1 et h2. 11:

{(;r, y) te.Is t1u,e:r ) 0 y } 0, f (*, 'y) :0 et'y < h'(:r)}

f2 : { ( : r ,  y ) te l squer>0y  )0 ,  / (2 ,  U)  :0  e tu }  h ( " ) }  ( ' uo i ' r l akoure5) .

Démonstration. D'une part ./(:r, 0) : (Z-n)r+'f donc.f ( 0 sur l}i n-2let / > 0
sur ]n.- 2; +oc[. D'autre part, d'après Ia proposition IV.3. porr ru fixé, :r > 0, I'application

t1 ,- f (:t:, y) admet un unique minimum en 'y : h(r); it vaut 'rn(z) : r (n'- 2)(+, - t).

Ccr rrrirrirmrrnest strictenrent négatif si 0 ( r < f1, nul si *: h et strictement positif

si :r ) fr. Unc demi-droite définie par r : C,'!J > 0 a donc en colnmun avec f

-  r rnpo in t  s i  0  <  C < 'n -  2  ou  " i  ç  :  f i

-  de rxpo in tss iz -2<Cah

- aucun point si r > fr.
Ensui te,  s i  o (  r .  j ]^er u *  nçù, 

H@, 
y) *0.

Enfin 
"" 

o(ht h(3ù n' u puisqrte

m(r) :  f  ( r ,  h ( r ) ) :  (2 -n) r  *  i2 (p-  t ) ( i  -  t )

*ç) : r, - n) +, h(p- r) (E) :, -
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Z  - 4

F-r
Figure 6.

cor r rnrc  ! ( :  . :  h ( - : - ) )  :  o  * t  c rue
Uy  \p  -  L  ' p  -  I ' /

ùrn1 2 1-ù. f  1  2 ^r  2 \ \ * ' I f  J  r - t  2  r \^ , /  2  r '
, i r ' \o-  t  ) :  ù*( . .o-  1 '  

n \o-r l ) *  
U\o-  1 '  

n( r r -  
1 ' )  )n \o- t1 l

il err résultc clue
0Jt  2  , r  2  r \
É(t- 'h lp-))+ '

Cec in r t l n t r e r1 t l ' en to r r t po in t t r I ( . t : y )de f t e l que l />

*OOl  +0 .  i l ex i s te  t i on t :  d t : r r - x  f bnc t i ons  h ,1  : l n , -2 :  # l -  R r r t  â2 :  [ 0 ;  , * ]  
-  R

Uy '
tcllcs cluc./(.1, !l) :0 si ct seulcrtrtcnt si lJ: ht(r) ou ll: h,.z(.,:) ct vérifiant lcs <;ottditiotts
srûvantes:

1)  s i  n  -2  <,  .  
ha lors  

h1(r )  <  f r . ( r ) ;

,
2) s i  0 < r  < 

r_ ralors 
à(:r)  < hz@);

3) h(#) :  hr(h):  hr(#).

De plus h2 est différentiable en 0 en effet f @, A) : (2 - n) :r * À11 + o(

d<-rnc â1r(0 ) : 
n 

?2. On peut aussi vérifier que h'r(n - 2) :0.
^
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Comme f est différentiable en (rr, Ur), il existe E\, 0 < rl < e1 tel que à2 est
décroissante sur [r", r1].

Considérons maintenant la trajectoire (2 correspondant à t -+ (t(t), y(t)). Ele est
n  - )

au dessus du graphe fz de hz dans un voisinage du point O car on a h!2(0) : 
ij 

et

, .  Y(t)  n ,
, 

li1" 
ffi 

: j d'aRrès Ia proposition (IV.2). 9 étant continue, pour tout 6 ) 0, il existe

r7>  0  te l  ques ie  (  r  1 r \  a lo rsg ( r ,  h r ( " ) )  )  4 .  Commed 'au t re  par t  0  1 r  1 r t ,
implique /(r, hr(r)) : 0; Ia trajectoire (? reste ensuite strictement au- dessus de f2
lors<1rre 0 < X(t) 1 *\. Enfin rl 1X(t) < 11 implique g(Xçt1,Y(t)) ) 0 et donc
Y(t) > hz(r\) (voir figure 6).

(? coupe alors la droite d'équation t : rr puisque su cette droite le seul point
singulier du champ de vecteur est A(r1 , hr(rr)) et que hz@) < hz(r'r) (rappelons que
d'après le 3) ci desstrs h,2(r1) : h(rr)). On termine comme dans le cas de Ia dimension 2

en remarquant que si X(t) ) rr alors /(x1t1, y(t)) > 0 et que.s("(r), v(t)) ( 0 ce <1ui

inrplicluc que Y(t) cst borné puis clue X(t) explose en tcmps fini T , z(a) : eT.

IV .2 . )  CAS OU n)  3  e t  h  Sp< # .

Norn démontrons le théorème sui'rant pour lequel le cas

n)J

2p
(l: -----

p +  L

est un r:as particulier.

Théorème IV. 5. On considère'us solution de

s i r>0

n  n *2

n - ' 2<P<  r r - 2

I u" + r.lut - lt l lt * Àlzle : I

{  ar(0) :  2

I  u ' (o;  :6
(P^)

aaec p < s in )3 .
n. *2
'n -2

Si L < q < 2 iI eriste À6, Às )

"i 
(.(À)) : 0; de plu" 

ÀIT"" 
rr(À) : g.

0 et c :lÀe; *oo[* R tels que si À ] Às o,Iors
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2p
Remarque. D'après laproposition 5.5 de [CW], si n ) 3 etp > # et q -

I'équation

u"  a?  -L  u t  -  lu t l s *  À lu l r  :  g

a une sohrtion de la forme u(r) : kr# quel que soit À > 0. De même que dans le IV.l)
Ia représentation graphique de cette solution coupe lorsque À > Ào ceiles de (P") quei que
soit a.

L'argument de la solution qui suit a été trouvé indépendamment par Hulshof.

Démonstration Soit ut : [0; *oo[-' R I'application définie par u1(t) : 'ux(t ).
us vériûe alors uj(r) : tut^(tr) et u!' (r) : t2 u'l(tr).

Onadoncs i r )0

W + 
n' . "  t  r , , r " ,  -  lu l (T) ln + Àlu ' ( r ) lp :  0

72  
'  

t 2 r  " t \ ' /  tS

()u encore

u'r'(r) +'- 
L 

ri?) - rz-tlu!(r')ln + Àt'21u1(r)lp : 0.
T

Sr>it t > 0 tel que Àf2 : 1. On a t : +donc À + *oc implique t -, 0 el t2-'t --- 0
\/^

prrisqrre 2 > q.

?/6 est donc sohrtion du problème noté (P1",.r, p; dans Ie chapitre I avec À : 1 et

H: t'2-'1: c'est à dire que u1 vérifie

(  , ,  r t - 1

I  ut -r  i ' i  -  t2-ql ' ' r ln + l ' , lP :  0
(Po.  x .  r )  

{  u1(0)  :  a

I ui(o) : o

La forrction z définie au chapitre l est continue par rapJ)ort à a. À et p.et . poru e a'#,

z(o, 1. 0) est fini <1rel <1ue soit o strictement positif; il existe donc un réel ps. p,s > 0. tel
{ luc 0 I t t  1p6 iurpl iquc z(a, 1, p) < *co.

Si 0 < t2- '1 <Fo, alors 0 < t < muo*

.1
À ) --_--'

m?t'g'-

Si 0 < t2- ' t  aps alors z(a,  L, t2-( t  est  f in i  et  , r ( r ( , r ,  L, t ' -n) :0;  on a alors.  <l 'après

la définit ion clc u1, u^(tr1n, I, t '-\):0. C'est à dire qtre z(a, À, 1) : t z(a, t, tz-'r) est

fini.

p+ 1

"t 
1 > --f , .  C'mrne À : - l  on obti .nt
t Tn'LLoti tz
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Enfin si À -' *oo, t -- 0 et t2-s + 0 donc z(a,I, t2-c) - z(a, L,0) et
t z(a,, 1, t2-'t1-* 0. C'est à dire fi.nalement

I im z (a ,  À ,1 )  :0
À+*oo

1

d'oir le théorème en prenant Ào : Ë et o : z(a, À, L). ll I
l f , o 2 - o
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(P,,)

On a alors le tliéorème suivant:

Théorème V.1. o,) Soit
ùssez qrarld, pou,'r to'ut tt

"Iïr"" 
z(a) : aso.

CHAPITRE V

un sohttion dr: (P,,).
il eriste 'un réel z(a)

nt2
TORSQUE p >-  n -2

S ' i q>p> Ic t
te l  que u, , (z(o))

On sait que si tro est solution de

(  , , ,  t  r t ' - 1

l  r" (r) +':-:d (r) + Àlu(r) lo : o si r > 0

I  t r ( o )  : a  a )0
( u'(0) : ç1

avec rù ) 3 et p > lj:alors uo > 0 sur [0; +,ro[. Ori peut se rleunnder si ce conrportement-  ' n . - z
erst nxrdilié ern rajoutant le terme -lr'(r)le dans l'écltation différentielle ci-dessus. Le
thérlrirure <:i dcssorrs répr>nd par I'trffirttrative à cette qtrerstiou.

Dans ce qui suit on étudie les solutiorls u., du problènre (P")

UN RESULTAT SURPRENANT

{  t 'e)  + e+ i le)  - l l ( r ) lc  a }21(7 ' )e:  Q s i  r  > 0
{  t r (O) :  11

I u'(o; : i i

s iA>
- Q.' de

O esl,
phts

b) Il eriste un. réel Ro > 0 tel qte si R > Ro Le'prohlèrne

( u,'(r) + @i (r) - ft l  (r)lc -r- )21(2-)r : Q

(Pn)  { ,>oI u'(o) : s
I z(r?) : s

u, au moins deur solutions.

(Pn)

.s i r>0
szr [0; R[

74



Démonstration. On compare les solutions uo du problème (P") avec Ia solution r71
du problème suivant

(a)
( u" (r) - Zlu'(r)le + Àlu(r) lo : 0 si r ) 0

{z(0) :1
I u'(o; : s

dont on sait qu'elle s'annule en au moins un point de ]0, oo[ . On appelle Z(1) le plus
petit reel positif r tel que û1(r) : g.

Lemme Y.2. Soit 11 ) 0, on a alors l i4r ("t):  +*.

Démonstration du lemme V.2. On sait en effet d'après le leurme 5.1 de [CW] que
pou r tou t r ) 0

u 'o( r )  >  -À i  o i  .

Orr en déduit que
f r

I ri"(s) ,Js > -Àà aÊ r
Jo

et rlonc tlre u,"(r)

a -11Àà , t l  >a ' .  Co t ru t t e  ?  a t .  l i r n  a -  r rÀ tnoÊ : *ood 'où l ' ex i s t ence  deas .  l l l
q  a++æ

Soit nrainternant n1 ) 1 et LL.,, I'application de [0, Z(1)[ dans [0,*oo[ qui à r associe
le recl p.,(r ')  tel que ur(r ')  : 'u,.,r(f",(r)). (voir Figure 1).

L'applicati<>n po, est bien définie en effet on sait que si 'uo, ) 0 sur [0, +oc[ akrrs
l in u..,  (r) :  0.

r + + O O

On a detrx cas:

1) soi t ,  pour tout  r  € [0,  Z(1)[ ,

t t ' r ( r )  )  r lo,(p",  ( r ) ) ;  (Y.1)

2) soit i l  existe trn réel r € [0; Z(t)[tel que u'1(r) :u'o,0r",(r))-On <lésigne alors par

12 le phrs petit rle ces réels.

Examinons sttccessivement ces cleux cas.

Montrons cl'abord que clans Ie premier cas on a z(n1) ( *oc.

, o



alors ecrlre queSo i t  o ' (  l  e t  t 71 ( i )

D 'aut re par t  ù1(0)  :

Orr cn déduit alors <-rue

et qtre

ou encore

î t t )  / .o, f  r)

Figure 1.

n p<:rrt

- t (,,,') .

d'oir

,  
- t  ( t ) .

, r n r (p , , r ( t - ) )  :  u . ' .  o

I  r  :  ù; t (u ' )
I  P' '  ( t-) :  r lal

I  et 'uo, (p", (0)) :  t

I  o :  ù l t (1)
I po, (o) : ,.,

(a1 ' ) ' (s )  d .st :ù r t ( , r ' )  -u i t (1 )  :  [ "
J t

Ir.,(F) - For(O) : 'u;,t (t, ' ') - ' tr|,r (r) : 
l :

(u ;1) ' ( . r ) , ts .

(v.2)----: - ds
r i l ,  (ùt  ' ( .s))
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t r " , (F)- t to , (0) :  [ "  , ,  , ! r , -as.J t a;(u;i G))

Si u1(r) : s alors d'après la <léfinition de /ro,

(v.3)

u o , ( F o , ( " ) )  :  û 1 ( r )  : 5 ,

c'est à dire

r : ûf I (s) et F.,(r) : u;,i (s). (v.4)

D 'après  (V .1) ,  pour  tou t  r  te l  que 0  <  r  <  Z(1) ,0 )  t ' t ( r )>u ' . , ( f r " , ( r ) )

donc
o )  ù ' r (a i '  ( " ) )  s  ? ta t ' ( , r " , - t ( " ) )

et

arcilo'46a'1
En intégrant <:ette relation entre 1 et a/ et en tenant compte du fait que 1 ) o/, on a akrrs
d'aprè:s (V.2) et (V.3)

p" , ( i )  -  Fo, (O) < i  c 'est  à  d i re  p"L(r )  I  Fo, (O) + t .

Lo rsq r re  u t - -0 .  i  - - -  i ( 1 ) .e : l  po . , ( i )  es tdoncma jo répa rp " , (0 )+Z(1 ) .  t : equ i imp l i<1ue
z (ay )  <  p . ,  (0 )  +  t (1 ) .

Ilontrons nraintenant <1r'il existe un ré.el A tel que a > A impliclre z(a) ( *:c.
D'après Ie lemme V.2. il existe un réel A tel que, si a ) A, u.-(r(ut)) ) at. Si r/ est le reel
tel clrre uo(r '):  ert on a alors uu'(r ')  q uor'(O). l ,a proposit ion I.7 du chapitre I montre
alors, puisque il ne peut exister uu riel r, vérifiant 0 < r < z(ay) et z.(r) :'It,or(r) (voir
la figrre 2) que z(a) est fini.

Dans le deuxième cas. on designe par 12 le plus petit des réels r positifs tels que
-' / \ '/ ,r)). P<lsons rru : sup 'u'r(r); on à rn ( 0 en erffe,t rii est continueU r ( r )  -  ' u " ,  

\ F " r \ '  t  ) '  r 6 [ r 2 ; z ( t ) J

srr r  [0 ;  Z(1) ] ,  iL \  <0 sru l0 ;  Z(1) l  e t  12 ]  0 .

Voici I'idée de la démonstration. 'uo vérifiant (P"), désignons tout d'abord par pro :

[0; z(t)] + R I'application qui à r associe le reel p."(r) tei que u"(p"(r)) : û(r).

On montre que I'on peut trorrer A > 0 tel que pour tout a > A (voir figure 3)

a) 'u'ojt"(rr)) z- 'LL'., , .(p",(rù) : t \(rz)

b) rr ) 12 et ,'"(p.(rs)) : tt7(rs) S nr, implique u'!(rr"("a)) < ù'iUù.
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Figure 2.

7(-tl l 'o.(rzl

Figure 3.

De a) et b) on déduira alors que u',(p"(r)) < t't(r) si r ) 12 et, on concluera comme
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dans Ie premier cas.

Nous verrons qu'en fait (voir figure 3) le a) est réaiisé siuo(p,.,r("r)) > ot.

D'autre part, pour le b), si nous notons

I  o: u"At"Uz)) : û,r(rs)
I P : u'"At'?t)) : tr'\(rz)

le b) est réalisé si

c'est à dire si

et finalenrent

n - 1
-  ' "  

;  
- ;0 

+ WY - ÀcP < 2l7l '  -  ÀaP
F " \ h )

m - 1

lp l  < lBln
Fo\rs)

n -L
p" \ rù  >  

Wlnr -
(v5)

Conrme l,ti | > l-l et que r3 ) 12, (V.5) est réalisé si

p.(rz), #' (Yo)

Cornme t71(r2) : tto(po(rr)), po,rr que (V.6) soit vérifié, il srrffit cl'avoir

^(#) > r 'r(rz) (v'7)

On peut choisir d'après le lemnte V.2 urr réel A' tel <1re a > A' impli<1ue (V.7).

Nlontrons maintenant clre si A" est asse,"z grand alt>rs a) est vérifié c'est à dire clre

u ' , (p . ( r r ) )  I  u ,ar '  (u" , î " ) ) .

Tout d'abord, d'aprè:s ie lenrme V.2, ii existe un réel A't teI que o > A" implique
'uo(F.,r(".r)) > a1 (voir f igure 4).

Consiclérom I 'application Fat;a:10; ttor("r)] * R qui à r assor: ie le reel For;o(r) te|
que u.,r(r) :  uu(For,"(")). L'application por;a peut s'écrire uor ott. . ,  et donc po,;a est

dérivable su l0; F"r(r2)l; on a sur cet intervalle

d"r ( r )  :  u 'o(por ,o( r ) )  p 'or , . ( r ) .  (Y.8)



u..(;-.je

4"1

4

lt*n

l - c , ( r "1  f ^ , ,q ( r )

Figure 4.

Soit d'autre 1>art

I'a1>plication cluri à r associe

/ : [0: p", (r2)l '-* R

f  ( r )  :  u ' . , ( r )  - , t ' o (po , , " ( t ) ) .

/ est dérivable sLu ]0; /r,, (r2)[ ct

. f ' (r)  :  t l ,Q) - u' l (p' , , , , ( t ' ))  t t ' , , , , , , (r) .

On a / (0)  -  r /o , (0)  -  u . 'n(pu, , . , (0) )  -  -u ! " (po, ,o(0))  donc / (0)  > 0.

Supposons "f(rn) 
:0. on arrait alors z!,(r,r) :  r/ .(p,,, ,) (rr) :  i l  oir / i  est urr rt ' rel.

D'atttre part d'après (V.8) F',,r, , ,(r1): 1. On obtient alors

. f '  ( r , t )  -  r t ' | , ( r , t )  -  r t ' l (p . . , ,  
" ( r , r ) )

Si I'on pose

alors

u. , ,  ( ra )  :  ua(pa1, . ( rn ) )  :  o

I
I

I

I
I
I
I
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11 Io,(r.)

Figure 5.

Or pro,,.(r.r) ) 14 (voir f igue b).

On en déduit cn utilisant le lemrne I.5 que f > 0 sru [0; F"rQ2)[. La con<lition a) est
donc réalisê si a > Att.

On choisit alors A1 > sup{A', A"} pour que a) et b) soient simultanément vérifiés.
En reprenant ttne démonstration semblable à celle que nous venons juste de faire, on

dédrrit alors que il"(p"(r)) < t\(r) si r ) 7, Nous sornmes alors ramenés au cas 1.
Ceci démontre le theorème V.1 a). Le b) résuite alors de ce que jt31r(tr) :.IïL z(rl:

+æ.l l l
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CHAPITRE VI

EXISTENCE DANS LE CAS D'UN OUVERT QUELCONQUE

VI.l.) POSITION DU PROBLEME ET PRINCIPAUX RESULTAIS

0 est un ouvert borné de frontière â(-) de classe au moins C2,o et on suppose que

-  n , *2
I<pa" ._2  ;q>  1 ;À>0  e ta )0

On recherche une fonction u de C2((t) solution du problème (Pr)

(Pr)

Ce problème est relié au suivant noté (Pj)

(P:)

Ona le

Théorème VI.l. Soit p ) I, q > 7. SupposoTttt d'autre part qte n. I 2 ou que n ) 3

e tp l ' + : .  I l e r i s t eoo  )  0  t e l t pe  s i 0  S  a l  ao  a to r s  (P [ )  adme taumo insune'  ' n -2
solution dans C2,- (()) .

De ce théorènre résulte alors Ie theorème VI.2.

Théorème VI .2.  Soi tp)  L ,  q> L Supposons d 'aut repar t  quen12 ou que n à 3

ct p 1 
"= 

. II eri.ste o,lors Às > 0 tel que, si À ) À0, Ie problème (Px) atlmet uu moins'  n . - 2
une solution dans C'''(f)).

La démonstration du théorème VI.l utilise la théorie du degré de Leray-Schau<ler et
en particulier le résultat suivant :

(L" - lVu ln*ÀzP:0 s , ro
\ u-- 0 sru ôo
(u>0 surO.

(  L " -  a lVu lq  *  uP  :0  su r  Q

\ 
'u :0 sur âo

lu>O s ruQ.



Théorème d'homotopie. Soit B un espace de Banach, IJ un ouuert bomé ile B et
A> 0. Soit K: [0,4] xB --* B une application continue et compacte qui à(o,r) associe
K (a , r ) :K . ( r ) .  S i deg ( I -Ko iU ;O) *  0  e t0  4Q-K ) (Aq  que lqueso i t a€  [ 0 ,A ]
alors pour tout a uérifiant 0 ( a I A on a deg(I - KoiU;O) * 0 et Ko a au moins un
point fixe duns U.

Définissons maintenant K et B.

Soit .L I'application réciproque de -A avec condition de Dirichlet au bord de 0.
,D définit une application de C0''(CI) -- C2''(0).

Le problème

I  A,u -  a lYulq *  uP :0 s ' r  CI
L u :0  sur  ôf )

s ' éc r i t  a lo rs  u :  L ( -a lVu , l q  *  ' u r )  e t  en f i n  ( /  -  K " ) (u ) :0o i r  K " (u ) : I ( -a lVu f  +un \ .

Darrs ce qui suit rnus nrontrerons que I'onpeut prendre u daru Ct'.'(S)).

Soit C le cône des fonctions continues, positives ou nulles sur O.

On sait cl'après un arbicle de D.G. De Figueiredo, P.L. Lions et R.D. Nussbaum. [FLN].
qu' i l  existe r et r?, 0 < r ( Ë, tels que si U1 - 

{u < C tels que r < l lul lr-(O) < /?} alors
deg(I - Ko;t ir;0) *0. Ko a dorrc au moins un point f ixe'ru et z € C'(f)).  Ce résultat est
obtcnu à part ir d'une estimation à priori  de l lul lr-(()).

Pour tenir u>mpte drr terme alVulq dans le problème (Pj) nous travaillons dans
I'espact-' B: CL''(0) dc's frxrctions Ct sru f) dont les dérivées partielles clrr premier orclre
a1>partiement à C0' '(fl), .r appartenant à ]0; 1[.

C0,*1S-l; est I'espar:e des fonctions u r:ontimx:s sur O telles qrre

l l  ,  l l . , :  sup lu(r) - z(Y)l

G,ùesti,  ,+u l,  - 'ul*

est fini.

C0' '(0) est muni de la norme

l l r l lo , ,  :  l lu l l l -1r iy  + l lu l l - .

Ct''(f)) est muni d'une structure d'espace cle Banach grâce à la norme ll u 111,. oir

l l  u l lr ,  o: l lu l lr ,-to) +,1ro?", l l  Dnu l lr,-(o) +,?,%, l l  Dtu l lo, -.
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1) Soit Fo: Cr, '(0) --* Co(R) définie par F"(u) : -alVulq +lulp. D'après le
lemme VI.3 qui suir F"(Cl' "(CI)) c C0' .(R)

2)  On a  L(Co, . (R) )  c  C2 ' ' (R) .

3) Soit i l'injection canonique : i : C2' '(f,)) -- Cr,.(CI).

K, est aiors définie par: I{o : i o L o Fo.

Le fait que K" est bien définie et compacte résuite du lemme V.3 ainsi que des
théorèmes A et B oui suivent.

Lemme VI.3. Soit B une boule de centre O, de rauon R de Cr,"(CI). F.(B) est
alor.g incluse dans une boule B' de Co, o(O) et Fo est uniformément contimte sur B.

Théorème A. Soit Q un ouuert borné et l'régulier. L'injection canonique.
l:  C2'-(f i)  * Ct' ' (s)) est continue et compacte.

Théorème B. Il eriste un.e constante K

l l  L" l lz, o1 K l l  " l l .  
.

vI.2) CONTINUITE DE L'APPLICATION 4 : Ct+u(f l) -* C0' .(f)).

Lemme VI.3. Soit B une. boule de centreO, tJe rolJon R de Ct'.(O). F"(B) est
alors inr:Iu.se dans un,e boule B' de Co, o(f-)) et Fo est uniformément con,tinue sur B.

Démonstration du lemme VI.3.

Ona

ll r"(") - F"(u) llo,.'

:  l l  -  a( lvulo - lvr;n; * l t l  -  l , l " l l  ._,^\  * l l - ' ( tvuf - lvr lo) * l t lp -  l r l " l ll l  . '  |  /  |  |  r ' 1 ; 1 _ 1 ç 1  
l l  

- \ r  ' - r  |  " t , t ' r ' - r  , " '  
l l o

s l" l  { l l  lv" l ' -  lvr ln l l r-1s)) + l l lvulc -  lvr lnl l*}* l l  l " lo -rr , lol l r-1s,) + l l l r lo -  l r lol l . , .

< sriJr{1, lal i  { l l  to"t ' -  lvu;n l lz,-ror + l l lvula - lvr lnl l . '
t

+ll  lz lP - l r lol l r*(o)* l l l r ln -  l r l " l l . )
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Il sufrt donc de montrer que les applications gr et Çz deCr''(0) dans C0,o(0) qui
à z associent respectivement Ç{u): lVulq et Çz(u) : lulp sont uniformément continues
sur les boules de centre 0 de rayon.R de Cl'.(O)

Soi t  Fr :  R- -+ R I 'appl icat ion qui  à r  :  ( r r , . . . , rn)  associe ( f f " r l r ;g *
i :1

Fz : R + R celle qui à r associe (r21Ê. On peut alors définir des applications â et
F2 rJerespectivement (C0''(t)))" et Co,'(O) dans C0,.(e) par

( r t ( " ) ) ( r )  :  (7Qt1 , . . . ,  u * ) ) ( " )  :  4  ( r r ( " ) , . .  . ,  u - ( r ) )

et
(F2(t t))  (")  :  F2(u(t))  ;

/  ^  -  \ n .

(C''"(CI),) étant nruni de la rrorrne

l l r , l l  1 ,^^ . , . \ .  :  l l ( r t , .  . - ,u . , " ) l l r . . "  .^ . \^  :  . lyg l lz ;116:o, , ,1oy.
( co , - (o ) /  ( c ;o , . t n l J  r< i< , .

On peut alors écrire

Çr :F toVe t  Ç ' t - -Fzo i .

o i r  V :  Cr ,o(O) - -*  (Cn, , , (0) ) "  e t  r .  est  l ' in ject ion rk :  Cr , ' ( ( - ) )  c lans C0, . (O) .,  \  , /

II est (rvident que z est unif<rnuénre-.nt continue. Il en est de nôme der V. Il<lntn>ns
quer f1 et F'2 sont uniform(:ment continrtes sur les boules cle ravons -R de lerus ersenrbles
de départ.

De fa<;on plus générak:, nous allons montrer <1re, si -F : R' * f[ ( R" étant mlni
de la norme l l" l l  :  

, i1p,( lrr l ,  
. . . ,  lr , l)) est une application de classe Cr. on peut définir

une application
/  , ,  -  \ 2

f  :  
\C " '  

* (O) )  - *  C ' ' " (O)

par

( f t ( " ) ) ( r )  :  (F1 (u ,1 , . . . ,  un ) ) ( " )  :  & ( " r ( r , ) , . .  . ,  un ( : r ) )

qui de plus est uniforméntent continue sur toute b<lule de rayon R <le
/  ^  -  \ ? z

(c"' " (o),)

86



. Tout d'abord, considérons une boule B p de R' de centre 0 et de rayon R. n existe
aiors des constantes K et C telles que

1) si r € Bn alors lF(e)l S K;

2) s i  r  € Bn et  s €Bp alors lF ' (")  -  F(ùl  S Cl l*  -a l l .

Soit d'autre part Bnlaboule de centre 0, de rayon.R de (Co'.çCl))"

Si z appartient à Bn, on a alors, pour tout r de CI, lf(z(r))l 5 K; et pour
re0. Uen,r*y

lr(z(r)) - r("@))l s c l l"(r) - u,(ùll
SCl lu l l r  _ \ . lz  -a l '

(\""'"(.rll

Ceci nrontre qu'alors -F(z) appartient à C0'"(O).

lvlontrons maintenant que -F est uniformément continue sru Bp.

Si u et u appartiennent à Bp, on a

l lF(t t)  -  F(r) l l r .-rCIt -  sup lF(Tr(z)) -  r(u(,r)) l
t €o

( C sup l l"(") - u(r) l l
-r€o

<Cl l"-ul l r  _ \ .
(\c,o,*(())f

\Ia,jorr>ns ensrrite l lF(") - .F(r)l l-.

On a srrccessivement

l r1"1,y; 
- r(u(z)) - r("(y)) + F(,r(u))l

l, ' #(,rrl + r (u(,r) - ,çv\) at - I,' ff(,ro+ r (u(r) - ,rv)))ztl

l , '  ,#(,çol +t (u(r)-,rv))) (un@) -u;(f l) at

- 
l,' #(,rr, + t (u(r) - ,(ù)) (,,t,1 -,,(ut) atl
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- 
I"' {#(,(yl + t (u(z) -,(ù)) - 

#('(at + t (u(x)-,ts))) 
} (,,,", -,,(ut) atl

IVlajorons les valeurs absolues de chacunes des derx intégrales.

En ce qui concerne la première, F étant de classe Cr, il eiste une constante C1 telle
lôF lque, sur O *, 
15; I 

S C1 quel que soit i.

D'autre parb. pour tout i,

l , ,o( ') - , 'o(u) - u;(r) * u;(y)l s l l" - , l l  
(c", .(o)) l* - yl*.

La valeur absolue de la prerlrière intégraie est donc: urajorée par

nCl l lu  -  r l l  r  _  \  ̂  l ,  -y l .
(co, "({))J

Prltrr la dt:rxième intégrale on utilise Ie fait que F est de classe Cl. Pr>ur torrt rr ) 0
il existe e > 0 tel que si l:r - yl < e alors

lùF, ,  AF.  . l
| ,"', t." - ,)rr 

(u) 
| 
< rv'

t (':taut <trtrrrl>ris crrtrc 0 ct l. orr a

lu (ù+ f  (u( , r )  - , , (a ) )  -  u (y)  - t (u( : r )  -u(y) ) l<  r1 ; ' , -u l l1 . - (O) .

D<rnc si l lu - ul lr ,-({)) < ft  alors. qrrels r lre soient x ( ' t  l l  <le $). on a

l#(,rr+ t (u(r) -,(v))) - #,(,o+ r (u(,r) -,,(y))) 
| . "

Errf in lu;(:r)  -  rn(a)l  S l l r l l . lz -  yl" .

Finalernent si llu - ullt.*(O) < i on olrtient

I  r (z(r)) - F (u(r)) - r ("@)) + F (u (y)) 1 nct  l lu - ' l l ( . r " ,  * t ry ) -  l ' r -  !J l "  + t t  l lu l l . l 'u  -  v l '
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Ceci montre que -F définit une application uniformément continue au (Co'"(n))
dans Co''(n).

Les applications Çt et 9z sont donc uniformément continues sur les boules de centre
0 de rayon ,R de Cl' '(O). I I I

vI.3) DEMONSTRATION DES THEOREMES VI.l ET VI.2

Fin de la démonstration du théorème VI.l. D'après la démonstration du
théorènre 2.1 de [FLN], on sait que:

1) il existe des réels r et R,0 < r < -R tels que si

O1 : {u € Co(O) tels que r < l lzl lo < ^R i

a lo rsdeg  ( I -Ko ; I / r ;0 )  l 0e t  d 'au t repar ts i  l l u l l ges téga là rou .R un 'es tpasso lu t ion
de (Pj);

2) il existe un réei C tel que quelle que soit la solution z6 de (Pj)

(  A, t r , I  uP :0 sur O
(Pd) { u: o sur ôf)

( r r>0  sur f )

llVThll6 ( C. Comme toute solution z6 de (Pj) appartient àC2, *(f)) et qrr'il existe une
r:onstante /( tclle que llzll2, . < I(ll"ll0, ct orr en déduit qu'il existe une autre constantc C
telle cltre l l"ull,, ,, I C.

Soit aiors
(J : (Jt  n {z e Ct ' ' (O) te ls que l l r l l , ,  *  < c}

Vlotttrons <1r'il existe un réel A strictement positif tel que si a appartient à [0:A] alors
o ê (r - Ko )(âu).

S i  z  appa r t i en t  à  0U  on  a  l l " l l o :  r ,  l l z l l 6 :  I l  o t t  l l r l l t , , , :C .

Supposons qu' i l  existe une suite (en,u.n),n, € N de ]0;*ooIx (C' ' '1Sl; a 0U) tel le que

, ITt"6" 
: o et

(  Lu- -  enlVunlq i  I 'u^1n : ,  s1r f )
(P:^)  

\  u^:0 sur ôCl
(u - )0  su r f )

La suite (z,o) serait alors bornee dans Ct' "(f)) ainsi que la srrite -e.nlYunlq * lu,nf
dans Co' o(0) d'après le lemme V.3. Soit l l  - ., lYu.ln + lz.lPllo, o 1 C' .

La suite rtr,t : L(-e*lvunln * l"*lo) étant alors majorée dans C2' o on pourrait en

extraire une sous-suite convergente dans Cl' o. Soit u la limite de cette sorn suite; u serait



aiors solution de (Pj) avec I'une des conditions llAllo : r, llùll0 : .R ou llallr, . : C d'où
une contradiction avec Ie 1) ci-dessus.

Toutes les conditions du theorème d'homotopie sont donc vérifiées et le théorème VI.1
est <lémontré.

Démonstration du théorème VI.2. Si I'on pose d: tu alors u est solution de

Lu - atl-slvZlq I tr-P 1 : 0 sur O.

a t t -q:  1 équivaut à r  :  (*)È 
" t  

à t t -p:  (*)  
*

A <:Iraque sohrtion u," rle_(P!) pour a e [0;,4] on associe ainsi une solution t.l de (p.l)

o i rÀ>Ào avecÀ i1  : f1 )o
\A)

Remarque. Dans Ie cas d'une boule de rayon Æ, on sait ( voir [CW]) que le problème
(Pn) utoujours une solution dans le t-:as q < 

2l 
= avec soit n 1 2soit z ) 3 et, a'* 

2 
.'  

P+ I  '  -  
n -2 '

La méthode employee ici clans le r:as d'un ouvert clrelconque ne permer pas de conchre à
un tel résultat lorsque krs conditions ci-dessus sont vérifié'cs.
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ON A CLASS OF NONLINEAR ELLIPTIC PROBLEMS WTTH NEUMANN

BOUNDARY CONDITIONS GROWING LIKE A PO\MER

NI. Chipot an F. Voirol

Université de ùIetz
Déparbement de Mathématiques

IIe de Saulcy, 57045 ùIetz-Cedex 01
(France)

1. Introduction

Let f) be a bounded open subset of R- with boundarv f. This paper is concerrnerd
witli the problen of finding z positive solution to

(1 .1 )

where a, P, Q are positive constants such that p, q > 1. fo, f 1 are tw<l portions of the
boundary f that we will assume to be disjoint and covering f . n. is the outward unit normal
t<l f. Nloreover, we will assume that fo has a positive superficiai measure. 

'We 
refer the

reader to [C.F.Q.] for the case where f I : f.

The above problem unrdels thc eqrilibrium of the tenrperature 'u in a domain Q. It is
assumed that cooling is provided at a rate proporbional to zp inside the body and a flux of
heat is entering the boundary through f i at a rate zq. The other part of the boundary is
maintained at a constant temperature. The question is then to determine if an equilibrium
can be reached by the temperature inside the body.

ç  
A,u:  aun in  A.

I
{  

, ,  : 0  on  f o ,

I  y:  un on rr,
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2. The one dimensional case

In this section we consider the problem of finding u > 0 such that

( ut' : atlP on (0, r),
I

{  (2 .1 )

I z (0 ) : g  ,  u ' ( L ) : uq (L ) .

whe rep ,  e )  1 ,a )0 .
In this case the situation is complete and we have the following result:

Theorem 2.1 : The problem (2.1) can be described through the following cases.

(1) If 2q > p* 1. then the problem (2.1) has for any L ) 0 a unique nontriviai solution.

(2 )  I f  2q :  p  *  L ,
for  a  (qtheproblem (2.1)  has for  any L>0 aunique nontr iv ia lso lut ion,
for o ) q the problem (2.1) has no nontrivial solution.

(3) If 2q < p * 1, then there exists L* > 0 such that
for L < Z. the problem (2.i) has no nontrivial solution.
for .L : .L* the problern (2.1) has a unique nontrivial solution,
lor L > .L* the problem (2.1) has two nontrivial solutions.

Proof of (1) : We introduce 2,," the solution of the Cauchy problern

(  u [ :  ouP," ,
I
I
{  2 " . (0 )  : 6 .  (2 .2 )

I
\ u',-(01 : ^.

where rn is a positive constant arrd we denote by [0,l"-) the interval where the soiution
exists.

Then we set
o r l  (  n \

b(rn.r) :  
, f f i  

Y (m,r)  e (0,*oo) x (0,1, , ' ) .  (2.3)

V/e claim that for ànv 'm, ) 0 the function

r --. b(m,r)

is decreasing on (0,1,,). Indeed if we mutiply the first equationof (2.2) l>y u,lwe obtain

I r ^ . a \ t :  o  ( c f i * l 1 1
, \u i l  

:  
p+ I \u ï ; - ) .



Integrating between 0 and r we get

I  , r ,  I  j  a

i"i7(,1 - i*' : ;fi",i' ç,1
hence

u!,-(r): ,l*, + fu"!ir?). (2.4)
So, we deduce

b(m,r):m: . (2.5)
zbe ingc lea r l y i nc reas ingon (0 .  1 , , ) i t f o l l owss incep+1 -2q<0 tha t r *b ( rn , r ) i s
decrea^sing on (0, /,,"). Next, let us establish the following lemma:

Lemrna  3 .1  :  Le t  o  >  0  and  ( * , r )  €  (0 , *oo )  x  (0 , / , , ) .Then ,  (ma# , ro -Fz )  a
(0, +oo) x (0,In 

ort, ) and one has

bQno# , ro-#) :  , rÈEzb(m,r ) .  (2 .6)

Proof of Lemma 3.1: Consider

s(t) :  m6'(rtF,t ') '  (2'7)

One has
s'(t ;  :  n+rr lk"Tù (2.8)

s" çt1 : op u!,',,ça# t) : 6,zrytk@+ ù : asp (t). (2.g)

So, .s(t) satisfy

(  s t t  :  asP,

I
{  s(0) :  s '  (2'10)
I

[. ,r'(o) : n*# ,
and by the uniqueness of the solution of the Cauchy problern

s :  t - r ,  ç r  .  I  p * r  :  o -#Ln .  (2 .11 )

Next' we have 
,t -.c--!r , / \

b(mu#,r 'a-#) :$Ç1:,rWW
st\ra---t ) u;n\r )

which gives (2.6). From (2.6) we deduce easily that for r fixed the function

m -  b (m, r )
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is decreasing. First note that for m' > rn one has, since the trajectories of the system (2.2)
cannot cross,

u,.(r) < u-,,(r) , u| (r) < ul,(r)

and thus
lrn ) Irn,. (2.I2)

So, for r ) 0 fixed, b(m,r) is defi.rred on some interval (0, rn,). Next, rn' > rn can be
written as

*, : mo+- (2.13)

fcrr some cr ) 1. Then, since ô is decreasing in r and by (2.6)

b (m! , r )  <  b (m ' , ro -4 ) :  b (mo#,161-4 )  :  o#b(m, r )  <  b (m, r ) .

and the result follows. We are now in a position to establish (1). First remark that by
( ,  1 ) \

jgto l,- (2.14)

edsts. We claim that this limit is *oo. This follows clearly from the continuous dependence
in nt <>f. the solution to the Cauchy problem (2.2) and from the fact that for m : 0, the
solution is 0 and defined on the whole real line.

Thus, given a tr. orre cari f ind rn ) 0 such that L I ln,. I f  b(m.L) :1, then u,,,
provides us with a solution to our problem. If b(m, L) > L one can select cr ) 1 such that

h (n taP . . , La -# )  :  nÈ .P . -b (m ,L )  : 1 .

Then. due to the fa<:t that b is dec:rea-sing in r

bQnn# ,L )<b (m,a# ,L . " -Ç ) :  r <b ( rn , , L ) .  ( 2 .1b )

Brrt drre to the continuity of the map m, - b(m..L) one can find m4 € (m..m.a# ) such
that

b(rn6, L) : I

and 'u",,o is solution to oru problenr. In the case where b(rn, L) ( 1 one proceeds the same
way selecting rr ( 1.

To see that uniclueness holds, assume that we have two distinct solutions u1, u2 to
(2.1) .  Then.

r r l l : u i (o )  * "LQ) -TTr2

and we cannot have
b(^r ,  L)  :  b(mz,  L) '

Thus, uniqueness follows.



Proof of (2) : So, we assume 2q: p * 1 and as above we introduce ?Lrn the solution
(2.1). In this case (2.5) reads

b(m,r) : "Tl'! :
u;n\r )

(2.16)

(2.17)

/t 1 c)\

Since un, is increasing, r -b(m,r) is decreasing on (0,1","). Moreover, we claimthat

l im u-(r) :  *oo.
T + L m

b(rn . r )  t  ,g r^  b(m,r ) :

Irrdeed the above limit clearly exists. Nloreover, (u,r) : (tl,n,ul) is sohrtion to the system

-  u 1

:  ALtrP,

0 ) :0  ,  u (0 ) : yn .

(2.18)

u, u are botir irrcreasing and have a limit. If. l,- < *oc, aud lim.,-;,^ u,-(r) ( *oc then,
due t<r the first eclration of (2.18) lim,.-1^ u!r!-(r) ( *oc and so does lim,*t.,zt'n,(r) which
is in4>ossible. If rx>w l,n : *oc, art<l linl,-1^ 'u,,(r) ( *:c t[e1 Trff,(r') a1d thls 'ul(r)

are urtbourtdc:d whic:h contradir:ts tlte fact that'u,," is. So, in all cases we have (2.I7). It
follows fronr (2.16) that for any r ) I,n

|l: ,
F

V'
Tlrrrs, wlx:n a) rl the problenr (2.1) r:annot have a sohrtion. (The r:ase e: q gives rise tcr
n<> s<rlrrtir>n duc to the fact that u,,.(r') is rrnbounded when r - 1,,,).

Wlurn u z-e, then, clearly. for anv r/l we can firxl a unirlre tr",, srrr:h thzrt

b( rn,  L ' , )  :  1 . (2.20)

Now, it is easy to check that if ur denotes the solutit>n to (2.2) correspr>nding to rn : I

then (cornpare to (2.7)-(2.10)), ,(t) - f t?r1 1a#tl satisf ies

-Ç  L )

(2.2r)
I 

t/' : aun on (0, o

I
]  

u(o):o

[  , ' ( . ' -  *  r r )  :  . ,Q.
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Thus,
uoo(t): û.rr 'ça#t1 L o n  :  o - *  L r . (2.22)



It follows that for any. L > 0 there exists a unique o such that

L :  a-4  L t  Q.zz)

and uoo is tire unique solution to (2.1). This completes the proof of (2).

Proof of (3) : So, we assume throughout this part that 2q < p * I. We introduce as
before the solution u,n lo (2.2). Recall that we have (see (2.4))

u!,(r):ffi. e.24)
So, in order lor u,"(L) to solve

u!,-(L) : u,l-(L)

it needs to be a root of the eouation

F(u)  :  u2n -  JLtLn+t  -  rn2 :0 .  (2 .25)

We have
F' ( t f i  :2qu2q-r  -  2auv (2.26)

iretrce F'(u) : 0 if ernd oniv if 'u eqlal

r {. ---J:
r : ( : ) n - t - zc .  ( 2 .27 )' o '

Tlrrrs. F is increasirrg between 0 and r starbing from the value -m2 and decreasing after r
going tr> -cc when z ----+ *oc. So, in order for the equation (2.25) to ltave a root we nc:erl
to hav<:

F(r) > 0 (2.28)

wlr.ich rea<ls after an easy (jornputation

(1, .3- , -ng-  3-)  2*r .  (2.2g)
n  p+  L

So, in order for u,n to be a solution to (2.1) we have to restrict nr. to satisfy

o<rn1M:ç\ f f ig-  4-1+ (2.30)' e , '  -  p+L '

In this case (2.25) has two roots

R lQn)  < r<  Rz(m)  (2 .31)
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which coincide with r in the case where m: M.. Going back to (2.24)we have

u|.(r)
- 1_ T

#"#'Q) + m2

hence integrating (recall that zl > 0)

(2.32)

lu"^'n -  t .

ds
(2.33)

Then it is clear that u,n is a soiution to (2.1) for

2?z sP+t
P+L

* m 2

L:  L r

f R.'('n)

L,(^) : 
Jo 2?; sP+t * m2

7'f  I

(rn), L2(rn) where

.  i : I r 2 .
ds

(2.34)

Sinceevery scl lut ionto (2.1) is asoltt t iottto (2.2) f<rr sorue rn, when rnvaries the numbers
Li(nt) are going to run over all the possible values f<>r L. So we need to study the functiors
L1Qn.), L.2(rn). Let r.r,s start with L2Qrt,).

Lemma 2.2 : The function .t2 is zr, de<:reasing function of rn on

d.s

(0, À/]. Nloreover.

j iglrz(rn) : *oc L.2@r) : 
Io"

(2.35)

Proof of Lemma 2.2 : First. sirrce whc:tt rn in<,rreaseis the grapli of ,F goes dowrr r>ne has

fu(rn) is iur:reasing with rrl . R2Qn) is de<,reasing with Tn. (2.36)

So. if nt > nt' orre has

and integrating

f  Rz(rn)

rr@): 
Jo l,'"'*'

1,,*"'*''

2a .p* I
p + l  "

: Lz(rn'). (2.37)



Thus, .tz is decreasing. On

so that

Letting m --- 0 one obtains

since

the other hand

R2(m) > r

diverges (+ t 1). This conclucles tire proof of the lemma 2.2.

Next we turn to the study of. Lt. We have

Lemma 2.3 : When rn -- 0

RJm)- rn ï  ,  L r ( * ) - * r - i

In partic:ular

Proof  o f  Lemma 2.3 :
satisfu

j ,g;r '(rr,): 1-*

First, note that when nt + 0 any linrit

,tr2n - 'o 
,o*, - op+r

so that 
n r- 1

t r : 0  o 1 u : ( + - : ) P + r - 2 q .
za

Sirrce # , I
1P-+  

1  
; r+ r  

- zs  
)  çQ  y+ rz t  :  r  ) I l r ( rn )'  2u  '  '  ' a '

and the only possible limit value for .R1(rn) is 0 so that

J$o nr (rn) : o.

Goirrg l>ack to (2.25) we have

Rr(*) 'n - J*nr(*)r* '  -  m2 : o

(2.44)

(2.45)

99

Lz(m), 1""

I\or'(*) 
: *oo

ds

| #t ' * t  *  m2

valtre of

(2.38)

(2.3e)

(2.40)

(2.41)

(2.42)

R1(rn) rnust

(2.43)



or
n1(m)2e {t - + Rr(m)n+t-zo} : m2p+r

Since, lim","*0.R1(rn) : 0 we deduce that when m --' 0

Rr(*)2'  -  Tn2

V/ul+l + I

Crn- # R, (r,r)

(2.46)

(2.47)

(2.48)

(2.4e)

(2.50)

(2.52)

(2.53)

) ,  i  :  I , 2 . (2.54)

and thus
h(m)

Going back to the definition (2.34) we have

Lr(m) : [R'( ' ' )
Jo

I

p + t  R r ( n t )  |' uu

Changing of variable -i.e. setting

. 2 a  r  ' J
t r : (  _ ) i a m - p = s

p +  L

we rtl l tairr

t
-  T n q .

- 2
:  l JT f t rP+  L  S

Llen): 
,;_F .[, , ' ' "

_ /?r (rn)
'tn

')

;Cm 
7Fr Rr (rn)

I
J O

du

Silu'rr wlrrrt rn --- 0

we obtain

v/1p+r I 1
(2., 'r1)

Crn-#n,( - ) -  Cmi- ; ï  -o

r  ,  .  I t r ( r n )  r - r
L lQn)  ry  - - l ! -1  - r rù i - '

rn
which concludes the proof of the lenuna 2.3.

Let tts show

Lernma 2.4: Let rts denote l>y L|(m) the derivative of ,tl with resper:t t,o tn. Then one
has

a - 
h)Li(rn) 

*rnL'n(*):(r - 
#){

lloreover,

) : *  
L" ' (^ ) :  *oo

I

,ral-' - aR?-q "

)::r, 
L'2(rn) : -oo

t

r00

(2.55)



Proof of Lemma 2.4: Going back to (2.51) one has

cm'-# ro@): 
Iot*-# 

p'ç',"y

Hence differentiating with respect to 'rn

Sin<:c

(2.57) reads after pulling out Cm-h

2
(1  - -  -  

)L ; ( r r t ) * rnL ' r ( rn )'  p+ r '

du

c(L -  ] -1*-# rn@) *  cml-h Li@)'  
P *  I

1: -em-#Rr(m)) '
tf Q*-A Æ;(rn))r+t .u 1

m2:  -ce-a -m-t-#nn(-)+ *-#niç"y1.
t l  *-rn'(rn)n+t * nt'2 P+ L

Rn(*)to: 
f t1^r(my+r 

*m2

JN
(2.56)

(2.57)

(2.58)

ffi{ni-')-;'+pt
{mR'n(m)Rn(*)-n -  }  o,(rn)t-n} (2.b9)

Dcrivating (2.58) we obtain

R'r(m') : (2.ôo)
qRi(m)zt-t - u'R;(rn)n

so that

mrr(m): -' : n'!n)"r; 
#n'!:l'l ' .'  

e l t t lm)za-r  -  aR;(m)n OR;(rn)z t -L -  a fu; (m)n
(2 .61 )

Replar:ing into (2.59) we obtain (2.54). Now when 'nL -+ r then .R; (rn) - r where quq-r -

au'P-r vanishes' Since 
R1@t) 1r 1 Rz(m)

we see passing to the limit in (2.54) that (2.55) holds.

Next we have :

Lemma 2.5 : On (0, fuI) the function .t1 is decreasing until a value 0 ( m,o I Iu[ and
then increasing until M.
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Proof of Lemma 2.5 : Due to the lemmas 2.3, 2.4 it is enough to show that at a.
point where L\(*) : 0 then L'i(*) ) 0 so that m couid only be a minimum. For that,
differentiating (2.54) we obtain

(t - 
th)4@)* L'1(m) +mL'l(q: (1 - 

hrt# atr-qY

: -(1 - JS=l----1---==r- {q(,r - 1)nî-' - a(p - q)Rl-c-r}R\ (2.0i)p + t '  (qnn-, - aR| . )-
It is clear from (2.57) that at a point where Li(*): 0 one must have

R'r(m) > o

tlrcrr (see (2.61)) at q. point where L\(rn) : 0 the sign of Li(nt) is given by the oposite
sign of {q(q - l)RI- '  - a(p - q)RT-n- r} so that L' i ,@) > 0 i f  and only i f

q(q -  l )RI- '  -  a(p -  q)R|-n- '  < 0

q(q - L)_ 
I py+t-2q .

a(p -  q)

2q < p + I < 2p). Next, going back to (2.54), at(No te tha tq (ps in r : e
L'r(rn.) :  g

Clcarly

So at a pcrint where L'r(rn) :11

which reads also

a - ih)I1(rrt): 
(1 - 

hrr6*Al

(2.62)

(2.63)

a point where

(2.64)

:  r?r ( rn) t -n .  (2 .65)
1 R 1 ( r n )

LtQrt) :  
Jo

ds
>  R t (m)

OT

(r - 
iîLl?r(rn)1-Ç 

( O - ft1tt qRqL-t  -  aRPr-q

G-h){q- o11or+r-201

'#{q - art!'+r-zc} (

<=+ {q - oBT*l.-'o}

W

<(1-  
'o  

)'  p+L '

P*L -2q
p+L

-p+ l -2q-  
pL

'4sP+L 
+ , r2

r02



€+ n-o* , , t  ' . 'n  . -a1!+r-zo.
p- l

So we wiil be done thanks to (2.63) if

q (q -1 )  o * l - 2q

fp-A 
<q- '  p- r

or equivalently

p*r-2q 
< o-n ln-r , )  :o{ ! -  q ! ,  r@+r-2q\

p-L (p-q) rp-qî\:u{fff i i t '
This will be true if

+ <J-
p -  L  \ p -q )

which is true since q > 1. Combining tlie information of the difierent Lemmas we see that
the curves -L1 and ,L2 look as below

(2.66)

rl

Then, clearly for

the problem (2.1) has no solution.

l'1

L<L*

For

L :  L*

: inf. Lr
(o, ùr)

: inf .Lt
(o ,M)

L> L*:,JS,r,

i03

it has a unique solution and fcrr



it has exactly two soiutions.

3. The higher dimensional case

In the case where 2q: p * 1, we have a similar result to the one dimensional case :

Theorem 3.1 : Assume that 2q : p * 1. Then, if a is large enough, the probiem (1.i)
cannot have a nontrivial solution.

Proof : Let us denote by u a smooth vector field such that

L / : n  on  f r  '  l ' l <7 '  ( 3 ' 1 )

ÙIultiplying the first equation of (1.1) by z and integratirrg over () we get

a Iun+r,u:  I  L ,uur tx :  Iv . (vzr)  dr-  [ lvu l2 r t r
Jç  Ja  Ja  Jn '

f Ô'u f: 
/r,fiu 

rlo(t) - 
/rlvulz 

rln

: I uq+L do(r) - [ lvul2 dr. (3.2)
J r '  Jo '

do(r) denotes the srrperficial measure on f.

Henr:e

I vr,l' d"r r a [ ,,0*' d..r : I uq+L do(,r). (3.3)
Jç  Js t  J r ,

-\ext, rcmark that

t  uq+Ldo ( r ) :  IV . ( t r q+ rv ) c l r : ( q *  r )  [ t l qY t r . uù r+  [  u t+ t v .ud r .  ( 3 .4 )
J r ' ,  Js t  Js t  Jsz

Hence,

t  t f+L do(r)S(q +D fuqlVzl  cI r*C I  uu+] r i ' r  (3.b)
/ r ' ,  Js t  J  s t

where C clenotes the norm ^L*(O)-norm of V .u, i .e C : lV. "1.".

Using the Young Inequality 
-z 1

ab < 
iaz * #b' (3.6)

we obtain
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I,,uo*, do(,) =ry flr,f or*Ç lnurn a,

Ce2f  ,  C  f+ 2 Jn"' 
dr + fr Jnu2o 

dr. (3.7)

Due to the Poincaré Inequality one has for some constant ,K

I u' a* < K I lvul2 d,x
Ja  Ja '

so that we derive

f  uq+t  r to(r )  < *1(qt  
t )  

+ c I i l  [  l ru l '  d . ,  +,Q* 
L,  C' ,  t

Jr ,  
'  -  

t t -  2 - '  
Jst '  { f  + f r }  JnuP+r 

ar  (3 '8)

since 2q:p+ i.  Combiningthis with (3.3) and seiecting e such that

i,**cK\:1
we obtain for some constant C

o I  uo* 'd*<c Iu,* '  *
Jn Ja

lrence a contradiction when n is large enough, u # 0.

In the case where 2q 1p * 1, then. as in the one dimensional case we can show that
the problem (1.1) can fail to have a solution when the size of 0 is too snall.

lvlore preciselv let us show :

Theo re rn  3 .2 :  Assume tha t  2q1 'p *1and  p<# ,  when  n )3 .  Then ,  i f  t hes i zeo f  C )
is small enough the problem (1.1) cannot have a nontrivial soiution.

Proof : Consider for instance for e € (0, 1]

Ou  :  ( - 1 ,1 )n - t  x  ( 0 ,e )  ,  f r  :  ( - 1 ,1 )æ- t  x  { 0 i  ( 3 .9 )

and cienote by z : zn the solution to (1.1) corresponding to O : O... Recail that by (3.2)
one has

I lvrrl' dr * u I up+r a* : I uq+L do(r). (3.10)
Jç '  Js t  J r ,
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Nexb, remark that due to.the Young Inequality

t uc+t d^(r) : [ !un*' 4,
Jr,  Ja dtn

:  (q* t )  [  uoP o,' J a  d rn

< (,1+ D{+ f,v,f a, * fi lnu'n *}
52 f  , - ,2 '  . '  

f  I  up+t  dr )or lc r t t - ; * ] .  (3 .11)S (q + 1){T 
Jnlvul" 

o" * # .Jn

Cornbining with (3.10) and selecting

.  . 62  I
(q+1)T: ,

we obtain for some constant C

t= 
[  to,t t  t lx * a I  un*L dt < cç [  ,r+'  dr)#lf) l t -# (3. i2)

2 Jrr '  
- ' ' '  ' -* " 

/o 
* * r .-t . /r,  *

Tlurs, if we clenote by lulp+r the usual .Le+t(O)-norûr s/e get for sonle <-'onstants

l"l iI i < clCIl, (3.13)

I lrul' ct:x < clzr"liri, lcllr-fr. (3.14)
Jç

Next, from the Sobolev embedding Theorem we know that there exists a constant C sur:h
tl iat

l , , l i * ,SCl lVul2rh (3.15)
Js t r '

f t r rany  u  e  H t (O1)van is i r i ngondCI r \ f l .  S<1 ,ex te r rd ingz :u .  by0ou ts ideo f  O :O.  r ve
derive

lul'r*, <c I lvul dr (3.i6)
J t7

Combining (3.i4) and (3.16) we r>l>tain

lrll*, s cluliîLlCIl'-;* (3.12)

andi fu+0
r s cll|:rîr'1sr1'-;l .

Hence by (3.13)

i  < clol  #lol ' - ;3fr  :  c lCI lr- f i  (3.18)
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and a contradiction when lf)l : lO.l is small enough.
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