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La concurrence internationale, le marché où l'économie d'échelle a remplacé l'économie
d'envergure, une demande de plus en plus forte de qualité, ont conduit à des systèmes de fabrication
de plus en plus sophistiqués. Les maîtres mots sont désormais automarisation, intégration des
fonctions de I'entreprise, flexibilité, c'est-à-dire capacité de passerrapidement d'une fabnication à une
autre, et modularité, ce qui facilite la restnrcturation des systèmes de fabrication.

La conséquence de ces évolutions est une complexité croissante des systèmes de fabrication et de leur
commande, ainsi que des coûts toujours plus élevés de leurs composants (machines à commande
numérique, chariots fi loguidés, stockeurs automatisés, robots, etc... ).

Cette évolution a rendu nécessaire le renforcement de la phase de conception préliminaire,
encore appelée "étude papier". Cette étude papier englobe I'ensemble des activités qui vont de la
spécification des produis que I'on veut fabriquer à la spécifrcation du système qui sera chargé de cene
fabrication. Elle contient, sans pour autant s'y limiter,la spécification fonctionnelle, la modélisation et
l'évaluation du comportement du futur système.

De nombreux outils existent pour aider à la spécification fonctionnelle. Le plus connu, SADT, est
dérivé de IDEFO. Il fournit un cadre dans lequel s'effectue la description fonctionnelle désirée.
L'approche est de type hiérarchique, et les descriptions données sonr essentiellement qualitatives.

La modélisation est, dans la pratique, la description des ressources choisies et de leur agencement.
Elle se présente sous forme de catalogues, de plans d'agencement, de descriptifs.

L'évaluation du fonctionnement se fait alors essentiellement par simulation. Les langages de
simulation sont nombreux (plus d'une centaine), mais les plus connus restent WITNESS [29,36],
SMAN [38] (successeurde SLAM) et SLAMtr t391. Ils permerrenr de traduire le modèle sous forme
d'un programme dont les entrées représentent le contrôle. L'exécution du programme rend possible,
si ce programme représente fîdèlement le système, la connaissance du comportement de ce système
sous différentes hypothèses de contrôle. D'autres possibilités s'offrent, dans certains cas, pour
évaluer le comportement du système : il s'agit de méthodes d'analyse marhématique. La théorie des
files d'attente [08], les chaînes de Markov, l'algèbre Max-Plus [05], la programmation linéaire, la
programmation dynamique sont applicables dans certains cas. Malheureusement, ces méthodes
nécessitent souvent des simplifications excessives du modèle, ou encore --c'est le cas des files
d'attente-- conduisent à des résultats très éloignés de la réalité, conséquence des hypothèses qui les
sous-tendent.

On aura observé que le passage de la spécification fonctionnelle à la modélisation, puis de la
modélisation à l'évaluation, nécessitent un changement d'outil, donc entraîne une perte de temps
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importante, avec de plus un risque accru d'erreurs dues aux transferts d'informations. En d'autres

tennes, la manière d'agir actuelle en conception préliminaire ne va pas précisément dans le sens de

I'intégration des tâches.

Les membres du projet SAGEP ont été amenés à rechercher un outil capable de supporter à la

fois la spécification fonctionnelle, la modélisation et l'évaluation des systèmes de production. Le seul

outil existant semble être les réseaux de Petri. Ils permettent en effet une spécification fonctionnelle

non ambiguë, sont bien adaptés à la modélisation du comportement, sont de bons outils de simulation

et, au moins pour ce qui concerne les réseaux de Petri élémentaires, offrent des possibilités d'analyse

mathématique.

Les premiers systèmes de production étudiés au sein du projet SAGEP sont les ateliers flexibles. De

taille relativement réduite (généralement moins d'une dizaine de machines et moins d'une vingtaine de

types de produits), ils ne posent pas de problème de taille du modèle lorsqu'on utilise les réseaux de

Petri élémentaires.

L'objet de cette thèse est l'évaluation des systèmes de production et en paniculier des systèmes

discrets. Nous nous plaçons dans le cas d'une production répétitive (c'est-à-dire à fonctionnement

cyclique). Pour la modélisation de ces systèmes, nous utilisons essentiellement les graphes

d'événements qui constituent une classe particulière des réseaux de Peni.

Dans le cadre des graphes d'événements déterministes, ce travail porte sur I'optimisation des

ressources. Ce problème se justifie par le fait que les jetons d'un graphe d'événement représentent les

ressources de transport d'un système de production (chariots, palettes, ...) qu'il s'agit d'utiliser au

mieux. L'objectif est de maximiser la productivité avec un nombre de ressources de transport aussi

réduit que possible.

Dans le cas des graphes d'événements à temporisations stochastiques, I'objectif est d'atteindre des

performances moyennes données avec un nombre de jetons aussi faible que possible. Au passage,

nous établissons des bornes du temps de cycle moyen pour un marquage donné, et nous proposons

une méthode effrcace pour accélérer la simulation.

Dans la suite, nous avons appliqué ces résultats à quelques exemples de systèmes de production

répétitifs.

Le travail que nous présentons dans ce mémoire est organisé en cinq chapitres principaux.

-3-



Le chapitre L est consacré à une présentation générale des réseaux de Petri et en particulier
des graphes d'événements déterministes et stochastiques. Les notions de bases, ainsi que les
propriétés de ces graphes intéressantes pour l'évaluation du comportement des systèmes, sont
données.

Dans le chapitre 2, nous étudions I'optimisation du marquage des graphes d'événements
déterministes. Après avoir présenté les méthodes déjà développées, nous proposons une méthode qui
nous pennet d'obtenir une solution exacte avec un algorithme de type "Branch and Bound".

Les chapitres 3 et 4 concernent les graphes d'événements à temporisation stochastique. Le
chapitre 3 s'attache à l'évaluation des performances de ces graphes. Nous présentons une méthode
de simulation efficace, ainsi que de nombreuses bornes du temps de cycle moyen. Nous donnons
ensuite des bornes du temps de cycle moyen lorsque les temps de franchissement des nansitions sont
générés par des variables aléatoires bornées ou qui suivent des lois parriculières : loi uniforme, loi
exponentielle et loi normale. Nous établissons des propriétés sur les comportemenrs asymptotiques
des graphes en fonction de leur structure.

Le chapitre 4 constitue un complément au chapitre 3. Il concerne I'optimisation du marquage
d'un graphe d'événements stochastique. Nous proposons plusieurs heuristiques qui consistent toutes
à déterminer une solution dans le cas déterministe et à ajouter des jetons dans les places adéquates
aussi longtemps que le temps de cycle donné n'est pas atteint. Une des méthodes utilisées est basée
sur I'analyse perturbationnelle.

Le dernier chapitre (chapitre 5) est consacré à I'application aux systèmes de production
répétitifs (iob-shop, systèmes d'assemblage, système Kanban) des résultats précédents.

-4 -



CHAPTTRB

I0tat Cie Ioarû

-5-



1.1. INTRODUCTION

Les réseaux de Peui ont été inuoduits en 1962 par I'allemand Carl Adam Petrt [41]. Ils

constituent un outil puissant de description des systèmes concurrents et parallèles évoluant dans le

temps de façon discrète, déterministe ey'ou stochastique. Ils permettent une modélisation simple des

systèmes de production à des fins d'analyse mathématique ou de simulation. Pour la simulation, on

utilise souvent des réseaux de Petri complexes et généralement pauvres en propriétés maùématiques,

comme par exemple les réseaux de Petri colorés ou à prédicats. Pour I'analyse mathématique, des

réseaux plus simples, mais riches en propriétés (comme par exemple les graphes d'événements) sont

utilisés. On les appelle réseaux de Petri élémentaires.

La première partie de ce chapitre est consacrée à des rappels de définitions concernant les

réseaux de Petri, leurs règles de fonctionnement, leurs propriétés qualitatives et leur temporisation.

Nous présentons ensuite un cas particulier de réseaux de Petri : les graphes d'événements. Nous

expliquons les différents modes de fonctionnement des graphes d'événements, puis nous définissons

les graphes d'événements stochastiques et nous proposons différentes bornes de leurs temPs de cycle

moyens.

I..2. LES RESEAUX DE PETRI

1.2.1 Notions de base

lJn réseau de Petri (RdP) est un graphe orienté bipani dont les noeuds sont des places et

des nansitions. On peut définir un RdP comme un quadruplet R - (PrT,F,a) où :

P est I'ensemble fini des places, P = (pt,p2,...,Pn).

T est I'ensemble fini des transitions, T = (31,t2,...,t6).

TnP=4.

F est I'ensemble des arcs reliant les places aux transitions et les transitions aux places,

Fc(TxP)u(PxT) .

a : F + IN (ensemble des entiers naturels) est la fonction de valuation des arcs.

Si I'arc (p,t)e F, on dit que la place p (resp. la transition t) est une place d'entrée de la transition t

(resp. une transition de sortie de la place p) et inversement. Dans la suite, nous utilisons les notations

suivantes:

t' (resp. 't) est I'ensemble des places de sortie (resp. d'entrée) de la transition t.

p' (resp. 'p) est I'ensemble des transitions de sortie (resp. d'entrée) de la place p.

Graphiquement, les transitions sont repÉsentées par des barres et les places par des cercles.
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Marauage :

Les places d'un RdP peuvent contenir des jetons. Elles sont alors dites marquées. Le

marquage d'un RdP est une fonction M : P + IN qui, à chaque place pe P, fait correspondre le

nombne de jetons (marques) qu'elle contient

Un réseau de Petri marqué est un RdP muni d'un marquage. Formellement, on peut définir

un RdP marqué comme étant un couple (R,M) où R = (P,T,F,a) est un RdP et M une fonction de

marquage. Dans la suite, M est représenté par un vecteur colonne de n composantes tel que 14 ième

composante de M représente le marquage de la place p1. On notera ltt[o le marquage initial du RdP. La

figure 1.1. est un exemple de RdP marqué.

Dans cet exemple le marquage initial est Mg = (1,0,1,1) et la valuation des arcs est la suivante :

a(pl,tl) = a(tl,p2) = a(p2,t3) =a(pt,tD = a(t2,p3) = a(t3,p+) =a(p+,t+) = I

a(pg,tg) = a(q,pt) =2

Dans la suite, lorsque la valuation sera égale à 1, nous ne la ferons pas figurer sur le schéma.

Principe de lonctionnement :

Dans ce paragraphe, nous montrons comment peut évoluer un RdP à panir d'un marquage

initial.

Une transition t est/ranchissable (ou tirable) pour un marquage M si et seulement si :
M(p)>a(p, t ) ,  Vpe' t

Fig. l. l . : RdP marqué.



En d'autres termes, une transition est franchissable si chacune des places qui la précèdent contient un

nombrre de jetons au moins égal à la valuation de I'arc qui la relie à la transition.

Le franchissement ou mise à feu d'une transition t consiste à retirer a(p,t) jetons de chaque

place pe't et à ajouter a(t,p) jetons dans toutes les places p€ t'. Ainsi, à partir du marquage M, le

franchissement d'une transition t conduit au nouveau marquage M'défini comme suit :

si la place p € 't

si la place p € t'

sinon

La figure 1.2. nous donne un exemple de franchissement d'une ransition.

p3

Avant franchissement de t. Après franchissement de t.

Fig. 1.2. : Franchissement d'une transition.

Dans cet exemple, t est franchissable car ses places d'entrée pt etpzcontiennent toutes un nombre

suffisant de jetons. Après franchissement, un jeton a disparu de la place d'entrée p2, deux jetons ont

dispanr de la place p1, et il y a un jeton de plus dans les places de sortie P3, p4 et p5.

Circuit élémentaire :

Dans la suite, la notion de circuit élémentaire est souvent utilisée. Nous allons donc la définir.

On appelle circuit élémentaire tout chemin qui relie un sommet à lui-même et tel qu'en le

parcourant, on ne rencontre pas deux fois le même sonrmet.

p4

p5
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1.2.2 Propriétés qualitatives

Nous présentons dans cette partie les propriétés liées à la dynamique des Rdp et qui sont
essentielles pour I'analyse du fonctionnement des systèmes de fabrication. Toutes ces propriétés sont
liées au marquage initial et concernent I'absence de blocage du système ou I'accumulation de jetons
dans certaines places.

Réseau de Petri borné :

Un RdP marqué (R,Mo) est k-borné s'il existe un entier positif k tel que, pour rour marquage
M accessible à panir du marquage initial Mg, et pour toure place p du graphe, M(p) < k. Aurrement
dit' si un RdP est bomé pour un marquage I\46, le nombre de jetons dans chaque place est inférieur ou
égal à k quel que soit le marquage aneignable.

On dit que le réseau est sain si k=I.

Réseau de Petrt vivant :

Un RdP marqué (R,Mo) est vivant si, quels que soient la nansition t et le marquage M
accessible à partir du marquage IVtg, il existe une séquence de franchissements qui, partant de M,
conduit à un marquage qui permet de franchir la ransition t.

Le fait qu'un RdP soit vivant exclut donc les blocaees.

Les deux propriétés des réseaux de Petri que nous venons de définir sont des critères
indispensables au bon fonctionnement des systèmes de fabrication qu'ils modélisent. Si I'une ou
I'autre de ces propriétés n'est pas vérifiée, ou bien le système consomme un nombre infini de jetons,
ou bien le système se bloque après un nombre fini de franchissements. En terrnes de systèmes de
fabrication, nous dirions que les en-cours croissent indéfiniment ou que le système s'arrête pour
cause de blocage.

Réseau de Petri réversible :

Un RdP est réversible si, quel que soit le marquage M atteignable à partir du marquage initial
Mo, Mo est aneignable à panir de M. En d'autres terrnes, il existe une série de franchissements qui
permet de rcvenir au marquage IVIO en panant de M.
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On peut remarquer que les trois propriétés précédentes sont indépendantes les unes des autres.
Par exemple, un RdP réversible peut-être vivant ou non et borné ou non.

Réseau de Petri persistant :

Un RdP est persistant pour un marquage Mg si, pour tout couple de transitions
franchissables, le franchissement d'une des deux transitions ne rend pas I'autre infranchissable. Cela
signifie qu'en cas de conflit entre deux transitions, le choix qui est fait sur I'ordre des
franchissements n'a aucune conséquence sur la possibilité de franchir ces transitions. Dans I'exemple
de la figure 1.3., le RdP est persistant si Mg(p1) est au moins égal à 2. Si Mg(p1) est égal à l, les
transitions tl et t2 sont toutes les deux franchissables, mais si I'on en franchit une, I'autre est
infranchissable et le réseau n'est pas persistant

Fig. 1.3. : RdP persistant ou non suivant Mou

Pour qu'un RdP soit persistant, il suffit que chaque place n'ait qu'une seule transirion de sortie. Mais
comme le montre I'exemple de la figure 1.3., cette condition n'est pas nécessaire.

1..2.3 Outils d'analyse

Matrice d'incidence :

Pour faciliter I'analyse des réseaux de Petri, nous inroduisons des notations matricielles. On
appelle matrice d'incidence, la matrice A = (ai1)i=t,...r j=l_..,m définie de la façon suivante :

-10-



I  a{t ; ,ni)  si  t ;  e 'pi
I

uij = .l - a(pi, t;) si t; e pi pour i=l,...,n et j=l,...,p.

L0 
sinon

On définit également Lamatrice d'incidence avant 4+ = 1ai1+) par :

uij* = { 
a(t1,Pi) si t; e 'p1 

pour i=1,...,û er j=1,...,6.
L U srnon

etlamatrice d'incidence arrière ,{- = (aij-) par:

(

aii =.1 a(p1,ti) si t i  e pi 
pour i=l,...,n et j=1,...,1n.' 

L 0 sinon

D'après ces définitions, nous avons :

A = A+ - A- et aij = aij+ - aij , pour i=l,...,n et j=l,...,n .

Une colonne de la matrice d'incidence correspond aux modifications apportées aux places lors

du franchissement de la transition correspondante. En effet ail* indique le nombre de jetons ajoutés

dans la place pi et aij le nombne de jetons enlevés de la place pi lors du franchissement de la transition

t;. Mais la matrice d'incidence est indépendante du marquage. Elle ne nous donne donc aucun

renseignement sur la possibilité de franchir ou non une transition donnée.

Pour I'exemple de la figure 1.1., nous avons les matrices suivantes :

^=l;' ; :' 3l
L: ;::J

foooz1 flrool,  r l  o o ol _=lo 0 t olo-=lo 1o ol et o-=lo o z ol
L0olol Lo0ol j
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La première colonne de la matrice A signifie que le franchissement de la transition tl a pour
conséquence d'enlever un jeton de la place p1 et d'en ajouter un dans la place p2.

Equation fondamentale :

Considérons une séquence de transitions franchissables o. On peut lui associer un vecteur
colonne o- appelé vecteur caractéristique,dontla jèmecomposanre correspond au nombre de
franchissements de la transition t; dans la séquence o. Alors, nous avons l'êquation fondamentale
suivante:

M-Mo+A.o- ( l . l )

où - I\49 est le marquage iniriat.
- 6 est le vecteur caractéristique de la séquence de franchissements o.
- M est le nouveau marquage obtenu à partir de Mg et après que la séquence de

franchissements o ait été exécutée.

Exemple.'Considérons l'exemple de la figure l.l. Si on part du marquage Mo= (1,0, l, l) et si
on franchit les transitions (q, tt,tz,t3,tz,t4),on obtient le marquage M suivant :

-1  0
0-1
l -2
01

Il est important de remarquer que cette équation fondamentale nous donne uniquemenr le
marquage final obtenu après une séquence de franchissements, mais qu'elle ne nous permet pas de
vérifier si cene séquence est franchissable. En effet, si on reprend I'exemple précédent, on peut voir
que la séquence de franchissements (t4, t3, tl, t4, tz,tz) n'est pas admissible, mais l'équation
fondamentale nous donne le même marquage positif que dans I'exemple précédent car le vecteur
caract&istique est le même.

Marquages atteignables :

A panir d'un marquage Mg d'un RdP, nous pouvons atteindrc plusieurs marquages (sauf cas
de blocage) suivant la séquence de transitions que I'on choisit de franchir. Il est possible de
représenter ces différents marquages par un arbre des marquages atteignables. Dans cet arbre,
les noeuds représentent les marquages obtenus et les arcs les transitions franchies. L'arbre des

illtlil'lf.ll
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marquages atteignables pennet de mettre en évidence certaines propriétés d'un RdP, conrme par
exemples:

. Un RdP est k-borné si et seulement si tous les marquages ne contiennent que des nombres
inférieurs ou égaux à k .

. Une transition t est mofte (i.e. jamais franchie) si aucun des arcs du graphe des marquages
n'est marqué à t.

On obtient le graphe des marquages atteignables en fusionnant les noeuds de I'arbre des

marquages atteignables qui correspondent au même marquage.

Exemple d'arbre des marquages atteignables et de graphe des marquages

atteignables :

On considère le RdP de la figure 1.4.

Fig. 1.4. : Exemple correspondant à I'arbre des marquages

atteignables de la figure 1.5.

L'arbre des marquages atteignables et le graphe des marquages atteignables qui lui correspondent,
sont donnés respectivement par les figures 1.5. et 1.6.
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Mo= (

i , /
'/

/

tut l= (0,1,1)

1,0,1)

\

\,

\

Mf= (2,0,0)

vr)

.J
M7=

"l
T

o

(0,0,2) 1,0)
J,'
= (1 ,

t4

(0,2,0)

.'J
2_
5

ML= (1,0,1)
=Mo

(déjà atteint)

Vtl= 1t"O,t;-- Mo
M 3= (zo'o)

-Mi
(déjà atteint)

(déjà atteinO

M l= (0,1,1)
=rl

Mf = (1,1,0)

=M22
(déjà atteint) (déjà atteint)

Fig. 1.5. : Arbre des marquages atteignables correspondant au RdP de la figure 1.4.

\=  
(1 ,0 ,1 )

vrl = (0,1,1)
\

tr42 = 12,0,0)

Fig. 1.6. : Graphe des marquages atteignables correspondant au RdP de la figure 1.4.

t3
I

l"
t
= (1,1,0),"f,

/l
/ I'o

U?=(0,2,0) J
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Mais le nombre de marquages accessibles peut-être infini si le réseau n'est pas borné et dans ce
cas il est impossible de construire I'arbre des marquages atteignables. Murata [35] a développé un
algorithme qui permet de construire un arbre de couverture qui possède un nombre fini de
noeuds. Pour cela, il introduit un nouveau symbole ol, qui correspond à "l'infini". L'algorithme est le

suivant:

1. A partir du marquage initial Mg, on crée tous les noeuds successeurs qui correspondent à
des marquages accessibles à panir de Ittlo par le franchissement d'une transition. Si un de ces
marquages est strictement supérieur à M9 (i.e. M(p) 2 Mo(p), V pe P et M * Mg), on
remplace par o toutes les composantes de ce marquage qui sont strictement supérieures aux
composantes correspondantes de Mg.

2. Pour chaque nouveau marquage M :

2.1. S'il existe sur le chemin de Mg à M un marquage identique à M, alors on ne crée pas
de successeur au marquage M et on retoume en2 (M est marqué "déjà atteint").

2.2. Si à panir de M aucune transition n'est franchissable, M n'a pas de successeur et on
retourne en 2 (M est marqué "blocage").

2.3. Sinon, on prolonge I'arbre en créant tous les noeuds successeurs de M en respectant
les règles suivantes :

Pour chaque successeur M' de M :

- Une composante co de M reste une composante crl pour M'.
- Si il existe sur le chemin de MO à M un marquage M" rel que M'(p) ) M"(p)
V peP et M'+ M", alors on remplace par o toutes les composantes de M'qui

sont supérieurrs aux composantes de M".

On retourne en2.

Le RdP de la figure 1.7. est un exemple pour lequel le nombre de marquages arteignables est
infini. On voit cependant que I'arbne de recouvrement est fini.
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Fig. 1.7. : RdP avec un nombre infini de marquages aneignables.

L'arbre de couverhrre qui lui correspond est :

Ml

,u4= (0,0,1)
(blocage)

- (

t3r l

(0,1,1)

Ml - (l,co,o)
(déjà atteinQ

Ml = 1o,co,t)

Él
I
t

V{ = 10,ol,l)
(déjà aneinO

%

/

/
- (1,01,0)

t,,
t

1,0,0)

\

vr? =

I

Fig. 1.8. : Arbre de couverture correspondant au RdP de la figure 1.7.

On retiendra que les arbres de couvernrre sont flnis mais contiennent moins d'informations que

les arbres de marquages aneignables. Cependant un arbre de couvErnrre pennet de dire :

(i) qu'un RdP est borné si aucun des marquages obtenus ne contient de ol ;
(ii) qu'un RdP n'est pas vivant si il existe une transition te T telle qu'aucun des arcs du graphe

des marquages n'est marqué à t.

Lorsque le réseau est borné, I'arbre de couverture (resp. le graphe de couverture) est I'arbre

d'atteignabilité (resp. le graphe d'aneignabilité).
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Invariants :

p-invariant :

un vecteur ligne X de dimension n tel que Xi e IN+, pour i=l,...,n, est appelé un
p-invariant ou p-semi-flot si x.A = 0, où A est la matrice d'incidence.

Exemple :

Fig. 1.9. : RdP ordinaire.

La matrice d'incidence associée au RdP de la figure 1.9. est la suivante :

f r -1 ol
l -1  I  0 l

A= l  I
l0 t-t l
L-r 0 1J

et pour obtenir les p-invariants de ce réseau, il suffit de résoudre les équations suivantes, déduites de
l'équation matricielle X.A = 0 :

[  
* t  -  x2-x4  =Q

. l  - * t *x2*x3-0

L -*g +x4 =0

Les p-invariants sont donc de la forme t[ = (x2+x3, x2, x3, x3).

On peut définir le support de chaque p-invariant X. C'est I'ensemble des places auxquelles
est associée une composante non nulle du p-invariant. On dit que le support est minimal si et
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seulement si il ne contient pas d'autre support de p-invariant que I'ensemble vide et lui-même. Dans

I'exemple précédeng les p-invariants minimaux sont les suivants :

- )( = (1,1,0,0) et son support est {p1,p2} ;
- X' = (1,0,1,1) et son support est [p1,p3,p4].

La propriété suivante est une propriété importante associée aux p-invariants. Soit X un

p-invariant et Mg le marquage initial d'un RdP. Alors, quel que soit le marquage M accessible à panir

de I\49, on a la relation suivante :
tX.M -  tX.Mo ( r .2)

Ce résultat est la conséquence directe de l'équation fondamentale (1.1) et de la définition des p-

invariants. La relation (1.2) est une relation de conservation. Elle signifie que le nombre de

jetons pondéres par les coefficients d'un p-invariant est constant au cours de l'évolution du RdP.

De plus, tout p-invariant peut s'écrire comme une combinaison linéaire entière de p-invariants à

suppons minimaux.

t-invariant :

Un vecteur ligne Y de dimension m tel que Y1 e IN+, pour i=l,...,m, est appelé un

t-invariant ou t-semi-flot si A.Y = 0, où A est la matrice d'incidence.

De la même façon que pour les p-invariants, on associe aux t-invariants un support qui est

I'ensemble des transitions auxquelles est associée une composante non nulle du t-invariant.

Si on reprend I'exemple de la figure 1.9., pour déterminer un t-invariant Y, il faut résoudre le

système:
Yt-Yz=0
-Yt+ Y2 =0

Yz-Y3=0
-Yt+Y3=0

Les t-invariants sont donc de la forme Y = (yl,yl,yt) et le support minimal unique est (1,1,1).

Soit o une séquence de franchissements et o- le vecteur caractéristique correspondant. Si 6 est

un t-invariant et M0le marquage initial, alors le marquage M obtenu en appliquant o est le marquage
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initial lttlo. Ce résultat découle immédiatement de l'équation fondamentale (1.1) et de la définirion d'un
t-invariant.

1.2.4 Temporisation

Si I'on considère que franchir une transition modélise le fait d'exécuter une opération
particulière, alors le franchissement d'une transition ne peut pas être instantané. On doit pouvoir lui
associer la durée de I'opération conespondante. Ramchandani [48] fut le premier à introduire les
réseaux de Petri temporisés. Dans son modèle appelé RdP T-temporisé, on associe une durée à
chaque franchissement de transition. Mais il existe aussi des rÉseaux de Petri où la temporisation est
associée aux places et non aux transitions : c'est le cas du modèle étudié par Sifakis [53]. Ces réseaux
sont appelés réseaux P-temporisés, et dans ce cas les jetons ont un temps de séjour minimal dans
chaque place. Comme I'a montré Sifakis ces deux modèles sont équivalents. Dans la suite, nous
considérons toujours que nous avons un RdP T-temporisé. Nous donnons la définition suivante des
réseaux de Petri temporisés.

Un RdP est temportsd si à chaque transition t est associé un remps p(ù déterministe ou
stochastique. Ce temps p(t) correspond au temps nécessaire pour franchir la transition t.

Les conditions de tir d'une transition sont les mêmes que pour les réseaux de Petri sans
temporisation, mais le franchissement se fait en trois étapes :

- le franchissement de la transition est d'abord initialisé et les jetons disparaissent des
places d'entrée en suivant les règles énoncées précédemment;

- puis la transition est active pendant un temps F(D et les jetons sont "gelés" dans la
transition;

- et enfin le franchissement de la transition est terminé, la transition se désactive en
fournissant les jetons nécessaires aux places de sonie suivant les règles énoncées
précédemment.

Dans la suite, on notera parfois 01le temps de franchissement de la transition t.

Exemple :

Dans cet exemple, le paramère ou la quantité entre parenthèses qui suit une transition représente le
temps de franchissement de cene transition.
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Fig. 1.10. : RdP temporisé.

Si I'on part du marquage initial Mg = (1,0,1,0).

à lTnstant 0, les transitions t1etB sont franchissables et on choisit de les franchir;

à I'instant 2, t2 est en cours de franchissement et t3 a terminé son franchissement. On obtient
le marquage M1 = (0,0,0,1). Cependant, si I'on considère qu'un jeton reste comptabilisé

dans sa place initiale tant que la transition n'est pas franchie, on peut écrire M1 = (1,0,0,1) :

c'est la convention que nous retiendrons dnns toute la suite ;

à I'instant 3, le franchissement de t2 est fini et le marquage est M2 = (0,1,1,1). Les

franchissements de t1 et t3 peuvent débuter;

- à I'instant 4, q est franchie et le marquage est M3 = (1,0,1,0). Le franchissement de t2 peut
commencer, et ainsi de suite ...

Nous faisons également I'hypothèse qu'une transition ne peur pas être franchie si elle est déjà
en cours de franchissement (même si elle est franchissable). On peut modéliser très facilement cerre
contrainte en introduisant sur chaque transition une boucle de réentrance, (ou self-loop) comme le
montre la figure l. 11.

Fig. l.l l. : Boucle de réentrance.
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La place appartenant à cette boucle est inoccupée pendant toute la durée du franchissement de la

transition. Il faut noter que cene place n'est pas représentée dans la matrice d'incidence du réseau car

le franchissement de la transition associée à cette boucle, ne change pas le marquage de cette place.

Dans la suite, nous ne faisons pas apparaître cette boucle de réentrance mais nous en tenons compte

dans les calculs.

Dans la suite, nous admettrons aussi qu'une transition est franchie aussitôt qu'elle est franchissable.

1.3. UNE CLASSE PARTICULIERE DE RESEAUX DE PETRI : LES
GRAPHES D'EVENEMENTS

1.3.1 Définitions et propriétés

On appelle graphe d'évônements (GdE) un réseau de Petri particulier dans lequel chaque

place possède une et une seule ransition d'entrée et une et une seule transition de sortie, c'est-à-dire :

card(P') = card ('P) = 1, V Pe P'

Par rapport aux RdP généraux, les graphes d'événements ont une propriété importante qui est

I'absence de conflit entre les transitions. En effet, une transition franchissable pour un marquage reste

franchissable tanr qu'elle n'a pas été tirée. Plus loin, nous donnerons des propriétés importantes des

graphes d'événements à temporisations déterministes et stochastiques.

Connexité :

Dans la suite, la notion de connexité est très importante pour les GdE. Nous allons donc la

définir.

Un GdE estlortement connexe s'il existe un chemin orienté qui relie tout sommet (i.e. place

ou transition) à tout autre sonrmet.

Propriétés :

Les GdE possèdent des propriétés qui nous pennettent de vérifier plus facilement que dans le

cas des RdP, si ils sont bornés etlou vivants. Le premier résultat est dû à Commoner et al. [13].
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Pronriété 1.1 :

Dans un GdE, le nombre de jetons dans tout circuit élémentaire est invariant au cours de son

évolution, quelle que soit la séquence des transitions franchies.

Cene propriété traduit la relation de conservation (1.2). En effet, Hillion a montré dans [24], que les
circuits élémentaires dans un GdE sont des p-invariants minimaux et inversement. Si on reprend
I'exemple de la figure 1.9. qui représente un GdF, les p-invariants minimaux sont { = (1,1,0,0) et
[' = (1,0,1,1) et les circuits élémentaires qui leur correspondent sont :

y=(tt,pt,t2,p2) et T =(tl,pt,t2,p3,t3,p4)

Par conséquent, le nombre de jetons dans les places {pr, pz} et {pt, p3, p4} est invariant.

Dans le cas de GdE fortement connexes, nous avons également le corollaire suivant:

Corol la i re 1.1 :

Un GdE fortement connexe est borné si son marquage initial est borné.

Ce corollaire est une conséquence immédiate du fait que toute place appartient au moins à un circuit
élémentaire et que le nombre de jetons dans un circuit élémentaire est invariant. Donc chaque place ne
peut pas contenir plus de jetons que n'en contient le circuit élémentaire auquel elle appartient.

La propriété qui suit, également due à Commoner et al. [13], est importante pour mettre en
évidence la vivacité des GdE.

Propriété 1.2 :

Un GdE est vivant si et seulement si le marquage de tout circuit élémentaire est strictement

positif.

Cette dernièrc propriété peut aussi se formuler de la manière suivante dans le cas d'un GdE fortement
connexe : il y a blocage au bout d'un temps fini si et seulement si I'un au moins des circuits
élémentaires ne contient aucun jeton à lTnstant initial.
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1.3.2 Graphes d'événements déterministes

Nous savons que s'il y a au moins un jeton dans chaque circuit élémentaire d'un GdE fortement
connexe, il n'y aura pas de blocage et le GdE va se comporter de manière cyclique en régime
permanent. Il est donc intéressant d'examiner la longueur des cycles. C'est ce que nous faisons dans
cette partie. Nous nous intéressons également au fonctionnement "au plus tôt" pour obtenir les
performances maximales du graphe, ainsi qu'au fonctionnement périodique. Ce fonctionnemenr "au
plus tôt" est classique dans les systèmes de production où I'on effectue les opérations aussitôt
qu'elles sont possibles. Dans toute la suite, nous supposons que les GdE sont fortement connexes.

Ternns de clcle :

Soit f I'ensemble des circuits élémentaires d'un GdE. Pour chaque circuit élémentaire y € f,

on peut définir le temps de cycle de ypar :

C(v) = tt(Y)
M(Y)

où - p(9 est la somme des temps de franchissement des transitions de y, i.e. p(y) = Ip(t).
t€T

- M(y) est le nombre de jetons contenus dans 1, i.e. M(y) = IM(p). Rappelons que, en cas
p€Ï

de franchissement d'une transition, les jetons impliqués restent comptabilisés dans les places

d'entrée jusqu'à la fin du franchissement.

Comme le nombre de jetons est invariant dans un circuit élémentaire, ce temps de cycle C(1)
caractérise le circuit élémentaire y.

Si fe I. est tel que C(f) = Max C(T) pour tous les ye f, alors y* est appelé circuit critique
et C(f) = C* est le temps de cycle du graphe d'événements. Le temps de cycle représente le

temps moyen séparant le passage de deux jetons successifs en un endroit quelconque du graphe. On
peut aussi noter que ce sont les circuits critiques qui définissent la "vitesse de fonctionnemenr" du
GdE.

Remarque : Nous avons supposé qu'une transition ne peut pas être tirée tant qu'elle est en cours
d'exécution. Ceci est modélisé par une place de réentrance associée à chaque transition. Un circuit
élémentaire l formé de la place de réentrance et de la transition, et contenant un seul jeton, esr donc
créé pour chaque transition te T. Par conséquent, C* = C(f ) > Max{p(t), te T}.
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Exemple :

La figure 1.10. est un exemple de GdE déterministe pour lequel nous allons pouvoir calculer le temps
de cycle.

Le circuit élémentaire ïl esr défini par (tl, pt,tz,pt er son remps de cycle C1 est égal à 
'!t - o.

1
Le circuit élémentaire T2 est défini par (tl, pt,t2,p3,t3, p4) et son temps de cycle cz est égal à
t+3+2  ^
T=t '
Le GdE constitué des circuits élémentaires Tt etn apour remps de cycle Cx = Max(C1,CZ) = 4, er
son circuit élémentaire critique est Tl.

Fonctionnement au plus tôt :

Pour calculer les performances maximales du système, on peut s'intéresser au fonctionnement
qui consiste à franchir une transition dès qu'elle est franchissable. Il s'agit du mode de
fonctionnement au plus tôt.

Dans son étude du fonctionnement au plus tôt des graphes d'événements remporisés,
Chrétienne [l2] a montré que le régime permanent, obtenu après un nombre fini de franchissements,
est K-périodique, c'est-à-dire que la période de fonctionnement s'établit sur K franchissements
successifs de toutes les transitions. On a donc les résultats suivants dus à Chrétienne :

Théorème 1.1 :

Si on utilise pour un GdE temporisé le mode de fonctionnemenr au plus tôt, alors on obtient un
régime K-periodique au bout d'un nombre fini de franchissements de transitions.

Théorème 1.2 :

Si on utilise pour un GdE temporisé le mode de fonctionnement au plus tôr, alors le régime
périodique obtenu au bout d'un temps fini de franchissements de nansitions a une fréquence de
franchissernent des transitions égale à :

^1
^ = - c*

où C* = Ma:r C$, pour tous les ye f.
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De plus, dans l'hypothèse d'un fonctionnement au plus tôt, il existe ng et K tels que pour tout
n 2 ng et pour toute transition t, on a l'équation suivante :

St(n+K) = St(n) + K.C*, V n à n6, V teT

où St(n) est I'instant d'initiation 6u nème franchissement de la transition t.

(1 .3)

Remarcues :

(i) La K-périodicité signifie que le marquage du graphe redevient identique à lui-même pour la
première fois après un temps K.C*.

(ii) Dans le cas où tous les circuits critiques du graphe fortement connexe contiennenr un seul jeton,

le fonctionnement est simplement périodique (K=1).

Fonctionnement oériodique :

Le mode de fonctionnement périodique est un mode de fonctionnemenr entièremenr défini
quand le temps de cycle C et les premiers instants d'initiation des franchissemenrs des transitions
St(l), V te T, sont connus. Ramchandani [48] et Ramamoorthy et al. ï471onr monrré qu'il est

toujours possible d'obtenir une performance fixée à conditions qu'elle obéisse à la condition indiquée

dans le théorème suivant.

@!:

Une condition nécessairc et suffisante pour pouvoir aneindre un régime périodique de période C

est que C soit supérieur ou égal à C*.

Dans le cas d'un fonctionnement périodique de période C, nous avons la relation suivante :

S t (n )=St ( l )+ (n - l ) .C ,  v teT ,vn2r  (1 .4 )

Cette rclation est la conséquence de la définition du æmps de cycle : pour obtenir un temps de cycle
C, il faut que le ternps séparant deux initiations successives d'une même transition soit égal à C.

De plus, le mode de fonctionnement périodique de période C est réalisable si et seulement si la
rclation suivante est vérifiee :

S.p( l )  + p(.p) s Sp.( l )  + C.Mo(p) V pe P
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Si on additionne ces inégalités pour toutes les places d'un circuit élémentaire y, on obtienr :

C>C(y)=m(y)/Àtlo(y)

Cette inégalité étant également vérifiée pour le circuit élémentaire critique, on a C > C*. D'après le
théorème 1.3., il existe donc un régime périodique de période C poor rout c > c*.

1.3.3 Graphes d'événements stochastiques

Les temps de franchissement des transitions des graphes d'événements stochastiques (GdES)
sont générés par des variables aléatoires de distribution quelconque. On peut considérer que la suite
de variables aléatoires (X1(l), Xt(2), ..., Xt(n),...), où X1(i) correspond 4u ième temps de
franchissement de t, est une suite i.d.d. (independent identical distribution), c'est-à-dire que les
variables aléatoires X(i) sont indépendantes et de même loi. Par convenrion, Xt(i) = 0, V i<0 et
Sr(i) =0, V i<0. De plus, nous supposons que les séquences {X(i)}i=1,..,-, pour tour reT, sonr
mutuellement indépendantes.

Dans la suite, I'index i est souvent omis et nous utilisons Xs pour définir le temps de
franchissement de la transition t. Lorsque le premier et le second moment de X1 existent, nous notons
m1Sâ mo/€nne et ol Son écart-type, c'est-à-dire mr = E[Xt] et of = E[(Xrm)Z].

Notion d'ergodicité :

On dit qu'un processus stochastique (XJ est ergodiqze si et seulement si la limite suivante
existe et si elle est finie :

um f"  Ps
r-)+-, Joxrot =,lT-t[*r] '*'"

Ps
où X = Y signifie que X et Y sont égales presque sûrement, c'est-à-dire que I'ensemble des points
pour lesquels il n'y a pas égalité (i.e. X(ol) * Y(or)) esr de probabilité nulle.

Ceci signifie que les moyennes temporelles et probabilistes convergent vers la même valeur finie avec
la probabilité l.
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Ergodicité du processus de marquage :

Trajecnire:

Une trajecoire o d'un réseau de Petri temporisé est une suite de couples (Mn,dn)

6p=((Mg,dg),(M t,dt ), . . . ,(Mn,dn),.. .)

où Mn représente 1s nème marquage atteint à partir de Ir{O et dn la date du nème 1i4nç6issement de la
transition dont le franchissement fait passer du marquage Mn-t au marquage Mn. On note Q

I'ensemble des trajectoires d'un réseau de Petri temporisé stochastique.

Processu,s de marqnge:

L'ensemble des marquages à I'instant ô, M(ô,co) pour o€ Ç), définit un vecteur aléatoire noté

M5. La ième composante de ce vecteur aléatoire définit la variable aléatoire marque de la place p1 à
I'instant ô. La suite des vecteurs aléatoires constitue un processus aléatoire (l\4ô), appelé processus de

marquage.

Ergodicité:

Le processus de marquage (M6) esr dir ergodique si :

M* = 
ug1 *[ur,o, TulL E(Mo )

avec M*e (IR*)" et M*1 < +oo.

Le vecteur M* est appelé vecteur de marque moyenne en régime permanent.

D'après Florin et Natkin [20], sous I'hypothèse d'ergodicité du processus de marquage nous
avons conservation de la marque moyenne en régime permanent, cela signifie que pour tour
p-invariant X, nous avons :

tX.M*- X.Mo.

Cela signifie que la somme des maryues moyennes pondérées par un p-invariant est constante et égale
à la somme des marques initiales pondéÉes par le p-invariant
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Ergodicité du processus de franchissement :

P ro ces sus de franchis semerx :

Soit N(t3,ô,o)), j=1,...,m, le nombre de franchissements de la transition tj dans I'intervalle [0,ô]
pour une trajectoire co. Pour chaque transition ti, à I'instant ô, I'ensemble des valeurs N(t3,ô,ol) pour
o€ C), avec leur probabilité, définit une variable aléaoire noté N(q,ô).

Nous définissons le vecteur aléatoire N6 de dimension (m,l) par :

N6=(N(t1,ô), N(t2,ô), ...,N(t*,ô))

La suite des vecteurs N6, pour ôe [0,+".1, constitue le processus de franchissement (Nô).

Ergodicité :

Le processus de franchissemenr (N6) est dit ergodique si :

**=ulL*rrg-ry
avec N*e (IR*)'et N*i<+oo.

Le vecteur N* est appelé fréquence moyenne de franchissement des transitions en régime perrnanent.

Equation de rêcursivité (ou éauation d'évolutionl:

Comme I'a montré Chrétienne [12], les instants de mise à feu des transitions peuvent être
déterminés par l'équation récursive suivante :

StG)  = _MaI . {S. ( r - rue(( t , t ) ) )  +  X. ( r<-Mo(( t , t ) ) ) }  (1 .6)
teen(t) -

où - en(t) représente I'ensemble des transitions qui précèdent immédiatement la transition r, i.e.
te en(t) ea 3 pe 't tel que r€'p.

- (t,t') représente la place qui relie la transition t à la ransirion r'.

- S(k) est I'instant du début du kème franchissement de la ransition t en régime pennanenr.
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Temps de cycle moven

Baccelli [03] a montré que si pour chaque transition t le processus {X1(i)}1=1,..,-, âssocié aux
temps de franchissement, est ergodique, stationnaire, si X(i) est intégrable pour i > 0 (i.e.
I'espérance de X(i) existe), si le GdE est fortement connexe et si son marquage initial est borné, alors
il existe une constante n tel que

J3i+Tur3iY=', vter. (r .7)

n représente la période moyenne de franchissement d'une transition en régime pennanent et aussi
appelé temps de cycle ,noyen.

Dans un GdE à temporisations stochastiques, le temps de cycle moyen est le temps moyen
séparant deux passages successifs d'un jeton en un point quelconque du graphe lorsque le régime
pennanent est établi. On peut remarquer que lt ne dépend que du nombre de jetons dans chaque
ckcuit élémentaire. Dans la suite, on note r(Mo) le temps de cycle moyen obtenu à panir du marquage
initial I\fu.

Borne inférieure du temos de cvcle moyen :

Dans cette partie et dans la suivante, nous allons encadrer le temps de cycle moyen par une
bome inférieure et une borne supérieure.

La borne inférieure suivante d'un GdES est due à campos et ar. [10] :

(1 .8 )

'tD(Mo) représente le temps de cycle d'un GdE déterministe obtenu en remplaçant les variables
aléatoires associées aux franchissements des transitions par leurs moments d'ordre un. par
conséquent" dans le cas d'un GdE déterministe, nD(Mg) = æ(Mo).

Cette borne à I'avantage d'être facilement calculable lorsqu'on a la liste de tous les circuits
élémentaires, car elle ne dépend que des temps moyens de franchissement des transitions.
Malheureusement, cette borne est très éloignée du temps de cycle moyen dans de nombneux cas.
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Bornes sunérieures du temns de cvcle moven :

Borne basée sur les premiers moments :

La borne supérieure d'un GdES suivante esr due à Campos et al. [10].

r(Mo) = I-,
teT

(1.e)

Cette borne est tnès facilement calculable car elle ne dépend que des temps moyens de franchissement
des transitions, mais elle ne tient pas compte de la structure du réseau.

Borne de Laftit et al. [32] z

Pour cette borne un nouveau mode de fonctionnement est défini : le mode de fonctionnement
contraint (MFC). Nous partons d'un marquage initial Mg et nous appliquons au GdE le mode de
fonctionnement au plus tôt en bloquant les jetons dès qu'ils atteignent une place marquée pour Mg.
Avec ce mode de fonctionnement, nous revenons périodiquement au marquage initial, car il n'est pas
possible de franchir une transition pour la (n+l;ème fois avant que toutes les autres transirions soient
franchies pour la nème 96i5. Par construction, le temps de cycle moyen obtenu à panir de M6 et
lorsque le mode de fonctionnement est contraint, est supérieur au temps du cycle moyen avec le mode
de fonctionnement au plus tôt à panir de I\,I0. On obtient donc la borne supérieure suivante :

n(Mo) S æpn:ç(Mol = rfrurq. frtr)'l
LzeZ I

où - Zest I'ensemble des chemins orientés vérifiant les deux propriétés suivantes :
* I'origine et lbxtrémité du chemin sont des places marquées.
* il n'existe pas de place marquée entre I'origine et I'extrémité du chemin.

- tt(z) est la somme des variables alâtoires associées aux transitions de z.
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Exemple de chemin z :

Dans cet exemple les chemins appartenant à Z sont :

(p t,tl,pz,tz,p 3 ), (p4, t3, p 5,t4,p 6,t2,p 3 ) et (pl,tq,p 6,tz,p 3)

On peut ajouter que cette borne est difficilemenr calculable dans la pratique. En effet, il faut
déterminer tous les circuits élémentaires et utiliser un programme de simulation pour calculer cette
borne.

Exemple .' Reprenons le graphe de la figure 1.10, avec des temps de franchissement stochastiques.
Nous posons :

X, = { 
1,1 avec une Probabilté 0,8

' 
L 0,6 avec une probabilité 0,2

X, ={ 
2 avec une Probabilité 0,6

' 
| 4,5 avec une probabilité 0,4

X" = f 
L5 avec une Probabilité 0,5

' 
| 2,5 avec une probabilité 0,5

On a donc IDI = l, rnZ- 3 ët m3 = f.

Borne inférieure : La borne inférieure calculée avec (1.8) est

r(Ms) ' oD(ruro) = 
"*{1L#:),Ï2,L, 

,rl= o
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Bornes supérieures :

* La borne supérieure de campos et al., calculée à panir de (1.9), est la suivante :

æ(Mo)<æl( tu to)= )m,  =6
teT

* Borne supérieure de Laftit et al. :

Les chemins appartenant à Z sont:

(p t,t2,p2,tt p t ), (p t,t2,p3) et (p3,t3,p+,tt,p t )

et la bome est æ(Mo) < rpn:ç(Mo) = E[Max(Xr + X2,X2,X1+ X3)] = 4,I5

Par conséquent 4 < æ(Mo) < 4,45

I.4. CONCLUSION

Nous avons passé en revue dans ce chapitre les éléments de base de la théorie des réseaux de

Petri et leurs propriétés essentielles. Nous avons examiné en particulier les graphes d'événements.

L'intérêt des réseaux de Petri et, entre autres, des réseaux de Petri temporisés, est qu'ils sont

actuellement les seuls à offrir à la fois un outil de description suffisamment fin du comportement des

systèmes discres et un moyen d'évaluation analytique riche de leur compoftement.

Nous avons consraté que, dans le cas déterministe, il est possible d'analyser le comportement

des RdP et en pafticulier des GdE. Par contre dans le cas stochastique, des difficultés subsistent.

Dans la suite, nous proposons des propriétés nouvelles de ces réseaux.

Dans le chapitre suivant, nous nous intéressons à un problème particulier, important pour

I'analyse des systèmes de production, à savoir I'optimisation des performances dans les graphes

d'événements déterministes.
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2.I. INTRODUCTION

Le problème posé dans ce chapitre est très important pour l'étude du comportement des

systèmes de production. Notre but est de trouver le marquage initial d'un GdE fortement connexe qui

minimise une somme pondérée des marquages des places (i.e. un critère linéaire p-invariant), et qui

permette d'obtenir un temps de cycle inférieur à une valeur donnée. Ce problème se justifre par le fait
que les jetons d'un RdP représentent les ressources de nansport d'un système de production
(chariots, palettes, ...), lesquelles sont en général très coûteuses.

Dans ce chapitre, plusieurs méthodes sont pÉsentées. La première développée par Hillion et

Proth [25] ramène le problème à un problème de programmation linéaire en nombres entiers, pour

lequel une heuristique est fournie. La deuxième méthode résout ce problème de programmation

linéaire à I'aide du logiciel OSL. Malheureusement, pour appliquer ces deux méthodes, il est
nécessaire de rechercher tous les circuits élémentaires du GdE, et leur nombre peut être très important
même pour des réseaux de taille modeste. La troisième méthode (algorithme d'ajustement),

développée par Laftit et al. [32], permet d'obtenir rapidement une solution approchée. Nous
proposons une quatrième méthode qui nous pennet d'obtenir une solution exacte avec un algorithme

de type "Branch and Bound". Elle nous permet également d'obtenir plus rapidement une solution

approchée, tout en donnant le pourcentage d'erreur ma,ximal par rappoft à la solution optimale.

Rappelons que nous supposons dans notre travail que le franchissement d'une transition ne
peut pas débuter si la transition est en cours de franchissement.

2.2. DEFINITION DU PROBLEME

Le problème d'optimisation du marquage initial peut être défini de la façon suivante :

Trouver un marquage initial Mg e INIP I qui soit solution du problème d'optimisation (P) suivant :

où - C est le temps de cycle que I'on veut aneindre. C doit être superieur au Max{p(t), teT}.

- æ(Itt[o) est le temps de cycle obtenu avec le marquage Ntg.

- t(J = (ul, u2, ..., ulpl ) e (IR+)l P I est un p-invariant, c'est-à-dire un vecteur à composantes

positives dans lequel 1n ième composante repÉsente la pondération de 1a ième place du graphe

d'événemenm et tel que la somme des nombres de jetons contenus dans chaque place,

pondérés par ces valeurs, soit invariante pour toute séquence de franchissements.

I vtini-ir.r f(Me) - tU.Mo
I
j sous la contrainte :

L r(Mo) < c

-34 -



Dans ce problème, la quantité l/C peut être considérée comme le débit ou la productivité que
I'on veut aneindre ou dépasser dans le système de production modélisé. Le problème d'optimisarion
du marquage consiste donc à atteindre une performance donnée en minimisant rU.À,Ij, qui représente,
dans les cas qui nous intéressent (voir paragraphe 2.4.1),les en-cours du système de fabrication
considéré.

D'après Laftit etal. [32],les propositions suivantes sonr équivalentes :

(i) Mg permet d'obtenir un temps de cycle inférieur ou égal à C en
mode de fonctionnement au plus tôt.

(ii) C est supérieur ou égal à C* = Max C(y), c'est-à-dire
C > tt(Y)/Na6(fl pour tout 1e f.

(iii) n existe un fonctionnemenr périodique tel que :

S.p(l) +p(.p) < Sp.(l) +C.lttto(p), V peP.

(2 .1 .a )

(2 .1 .b )

(2 . r .c)

(2.2.a)

(2.2.b)

Nous cherchons donc un marquage dans I'ensemble des marquages qui vérifient (i), (ii) ou (iii).

2.3. PROPRIETES DE LA SOLUTION OPTIMALE

D'après Laftit et al. [32], en mode de fonctionnement périodique, il existe une solution oprimale
au problème (P) telle que:

(i) S(1) e ( -p(t) ,C - tr(t) l, V teT
(ii) Me(p) < 2, V peP

D'après (2.2.b), il existe une solution optimale au problème (P) telle que Mg(p) <2,V pe P, c'est-à-
dire telle que chaque place contienne 0, 1 ou 2 jetons. Mais il est possible de transformer le graphe
d'événements en un graphe équivalent ayant la même solution optimale et tel que Mo(p) S 1, V peP.
Ce gnphe existe et la transformation à effectuer est la suivante :

Pour chaque place pe P, on crée une transition fictive de temps de franchissement nul et une place p'
cornme indiqué dans la figurc 2.1.

Situation initiale. Situation après ransformation.
Fig. 2.1. : Transformation d'une place.
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On notera P, I'ensemble des places p' ajoutées. Après transformation, on a donc Mo(p) < 1,
Mo(p') < I et Vb(p) > Mg(p'), V peP et V p'eP5.

Laftit et al1321, ont également démontré que le marquage Mg = (1,...,1) (Mo(pù = I pour
i=l,...,n) est un marquage qui permet d'obtenir un temps de cycle inférieur ou égal à C si
C ) Max {p(t), te T } .

Remaroue : Nous avons supposé qu'une transition ne peut pas être tirée tant qu'elle est en cours
d'exécution. Ceci est modélisé par une place de réentrance associée à chaque transirion. Un circuit
élémentaire y1 formé de la place de réentrance et de la transition, et contenant un seul jeton, est donc
créé pour chaque transition te T. D'après (2.1.b), nous savons que pour atteindre un temps de cycle
C, il faut que C > c* - Max(p(y)/]v1(T)) pour ye f. on doit donc avoir C > p(yù = p(t) pour rour
te T, d'où C à Max{p(t), te T}. Par conséquent, la condition C 2 Max{p(t), te T} est une condition
nécessaire et suffisante d'existence d'un marquage Mg tel que r(Mg) < C.

2.4. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTION

2.4.1 Méthode des circuits élémentaires (HP)

Formulation :

Cet algorithme a été développé dans le but de minimiser les en-cours (ou moyens de transport)

dans un atelier flexible. Les GdE qui modélisent un atelier flexible à fonctionnemenr cyclique ont la
particularité suivante : le nombre de places d'entrée d'une transition est égal au nombre de ses places

de sortie. Cela implique que la somme des coefficients d'une colonne de la mauice d'incidence esr

nulle. Dans ce cas, le vecteur s = (1,...,1) est bien un p-invariant. Par conséquent, dans le cas d'un

atelier flexible le problème (P) à Ésoudre est le suivant :

Minimiser f(Mo)= te.Mo = fVts(l)
peP

sous la contrainte :

r(Ms) < C

La fonction à minimiser repÉsente bien le nombre d'en-cours.
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D'après (2.1.b), une condition nécessaire et suffisante pour atteindre un temps de cycle C, est que
Mo(9 > P(T)/C' pour tous les circuits élémentaires 1e f. Or Mo(y) esr un nombre enrier, et on peur
donc réécrire la condition précédente de la façon suivante :

M^(v) > f ptyltrvro(T/ . I  
C I  no*touryef

où fxl représente le plus petit entier supérieur ou égal à x.

Le problème (P) est donc équivalent à:

Minimiser f(Mo)-'".M0 = fVts(n)
p€P

sous la contrainte :

Mo(y) = fry1 pour tout y e r

Il est possible d'écrire le problème précédent entièremenr sous forme marricielle de la manière
suivante :

Minimiser IUofpl
p€P

sous les contraintes :
O.Me à b
Mo(p) e IN, pour tout p e P

où - La matrice O = (o,r) pour i=l,...,retj=[,...,n, est définie par :

^.. _ll si la place p; appanient au ième circuit élémentaireo i i  =1
" 

L 0 sinon

- r désigne le nombne de circuits élémenuires.

- Le vecteur b = (bf pour i=l,...,r, est défini par bi = [p(fi)/Cl, ce qui correspond au

nombre minimal de jetons nécessaires dans le ième sircui1 élémentaire pour obtenir un temps
de cycle inférieur ou égal à C.

Mais d'après (2.2.b) il est toujours possible de se ramener à un problème qui admet une solution
optimale dans laquelle chaque place contient au plus un jeton. On peut donc réécrire le problème
comme suit:
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Minimiser Ivtotpl
peP

sous les contraintes :
\

O.Ms > b
Mg(n) e {0,1}, pour tout p € P

Heuristique de résolution :

Dans cette heuristique, on procède par itérations successives à panir d'un marquage initial nul,

c'est-à-dire Mo(p) = 0, pour tout pe P. A chaque itération, le marquage total du GdE est augmenté

d'un jeton. Les places qui appartiennent au plus grand nombre de circuits élémentaires ayant les plus

faibles degrés de liberté, sont remplies en premier.

Définit ion :

On appelle degré de liberté d'un circuit élémentaire i e {1,2,...,r} la quantité dl définie par :

n
d1  = )o i ; - b1

j=l

n

Ioti représente le nombre de places 6u ième circuit élémentaire et bl représente le nombre minimal
j=1

de jetons que doit contenir 1s ième circuit élémentaire. d1 est donc d'autant plus grand que le nombre

de possibilités de placement de cet ensemble minimal de jetons est grand. A la limite, si d;=Q 11 ss1

nécessaire de placer un jeton dans chaque place, ce qui résout le problème pour ce circuit.

Algorithme

0. On crée la matrice O = (oiil pouri=l,...,ret j=1,...,n, où

^ -11 si la place pi appartient au iète circuit élémentaire
O ; ; = {
" L o sinon

On crée le vecteur b = (bù pour i=l,...,r, où bi = [p(fi) / Cl.

MO(pil = 0 et rg(i) = i pour i = 1,...,n.

rg(i) est le nutnéro dc la place qui correspond à 1a ième colonne de O.

n
1. On calcule les degÉs de libené dl pour i=I,2,...I ! di = 

IoU 
- 0,.

j=l

-38-



2. On classe les lignes de O et les éléments de b dans I'ordre croissant des valeurs des d1.

3. Pourj=1,2,..,,r, on calcule:

fÂln, = 
oYil,tq telqueff oti = o,f

Si q n'existe pas, on pose q = r+1.

ki-l représente le nombre d'éléments consécutifs de Ia ième.rolonne de O, pris à partir du
premier élément, qui sont égaux à I. Notons qu'il existe au moins une colonne j telle que

ki>I, sinon le circuit correspondant à la premi,ère ligne ne contiendrait aucune place.

4. On cherche k tel que : k = Max k;.
j=1,...,n '

I r-r l
5. on détermine I'ensemble J = .lj telque flo,i 

- 1 | .
L i= l )

J correspond à l'ensemble des places qui appartiennent au plus grand nombre de circuits
élémcntaires ayant les plwfaibles degrés de liberté.

On choisit j e J, er on ajoute un jeton dans cene place, M0(prg6y) = 1.

6. Pour i=1,2,...,r, on fait : b1= bi - oij.

On dimtnue de I les degrés dc liberté des circuits éIémentaires qui contiennent Ia place prey.

7. On supprime hjème colonne de O er on décrémente n de 1 (i.e. n = n - 1).

8. On supprime les lignes i de O telles que h < 0 et les élémenrs correspondants de b.

On supprtme de Ia matrice O les circuits élémentaires contenant un nombre sffisant de
jetons.

Pour k = j,...,r, rg(k) = rg(k+l).

Si p est le nombre de circuits supprimés, on décrémente r : r = r - p.

r représente le nombre dc circuits élémcntaires qui ne contiennent pas sffisamment de
jetorc.

9. Si r > 0, on rctourne en l, sinon fin.
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Il est possible d'adapter cette heuristique au problème @) même lorsque le p-invariant n'est pas

le vecteur e. Lc problème (P) peut donc s'écrire de la façon suivante :

Minimiser IorVto(p)
p€P

sous les contraintes :

O.M6 > b

Mg(n) e {o,t}, Pour tout P e P

(2.3)

Dans ce cas I'algorithme de résolution est semblable au précedent, I'ensemble J est le même, mais la

place j choisie dans J est la place qui possède le coefficient du p-invariant le plus petit, c'est-à-dire :

uj = Min ui

Nous appelons HP* cette heuristique basée sur la méthode H.P.

Exemple :

Pour ce GdE, nous cherchons à obtenir un temps de cycle de 10, en minimisant le critère tu.Mg où u

est le p-invariant suivant : ru = (4,3.,Lp-,|,L,L,1,2).

I-es circuits élémentaires de ce GdE sont :
(pr,tt,p2,tz,P3,t4)

(p btl,p 2,tz,p 4,t3,p 7,t s, p 9, t4 )
(p l,t l,p 2,t2,p4, t3,p g, t4 )
(p l,t 1,p5,t6,P6,t5,P9,t4)

TT
^lz

T3
Tq

to(10)

Fie. 2.2. : GdE temoorisé.
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Première itéruion :

Etape 0 : La matrice O est donc la suivante : (4\o '' o

fr  r r ooooq
I
l l  I  0  I  0  0  1  0

O= l-  
I t  

I  0  1 0 0 0 1

Ll  0001100
tb = (2,4,3,4) et Mg = (0,0,0,0,0,0,0,0,0).

Etape 1 : Le vecteur d des degrés de libené est: t = (1,1,1,0).

Etape 2 : Ia matrice O devient :
I

0
0
0

"ll0001
1100
1010
1010

00
00
10
0l

et rb = (4,2,4,3).

E tape3 :  k t=5

k2=k3=}<4=k7=k3= l

ks=ke=9:.4

k=5

J={1}  d 'où i=1

t! = (3,1,3,2).

et M0 = (1,0,0,0,0,0,0,0,0).

Etaoe 4 :

Etaoe 5 :

Etaoe 6:

Etape 7 : On supprime la première colonne de O.

foool loo
I
I l  I  0  0  0  0  0

o=1, o r o o I ot -
Ll  010001 le n=8.

Etape 8 : Rien n'est modifié car tous les éléments de b sont positifs.

r = 4 et rg(i) = i+l pour i=1,...,8.
/t'

Etape,9 : On retourne à l'étape l.

Dewiènu itération :

Euoe 1 et 2: td = (0,1,1,1) donc la matrice O n'est pas modifiée.
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Eape3.4et5:  ;= {4,5,8} etcornmeurg(4)=urg(S)= I  etu1g13) =Z,onchois i t j  =4

et Mg = (1,0,0,0,1,0,0,0,0).

Etape 6: t$ = (2,L,3,2)

l .0oolootl
lr  I  o o o o ol

EtapeT:  O=1,  
0 1 0 I  0  t l  

e t  n=7'
t l
11010010. l

Etape 8 et 9 : Rien n'est modifié car tous les éléments de b sont positifs.

r=4 et rg(1) = 2,rg(2) = 3, rg(3) =4,tg(4) = 6, rg(5) =7,t9(6) = 8, rg(7) =9'

On retourne à l'étaPe 1.

Troisièrrc ftératbn:

Etape I et 2 : td = (0,1,1,1) donc la matrice O n'est pas modifiée.

Etape3.4et5:  1= (4,71etcommeurg(4)= l  eturg(z) =2,onchois i t j  =d

et M0 = (1,0,0,0,1,1,0,0,0).

Etape 6: t! = (1,1,3,2)

[oooool]
Ir  I  o o o ol

EtapeT:  O=1. ,  .  
-  

.  -  . l  e t  n=6.
r^  0 1 I  0  1 l

[ to1o1oJ

Etaoe 8 et 9 : Rien n'est modifié car tous les éléments de b sont positifs.

r  = 4 et  rg( l )  = 2, tg(Z)= 3,  rg(3) = 4, tg(4) =7,t8(5)= 8,  19(6) = 9 '

On retourne à l'étaPe l.

Qtnrièmeitérubn:

Etape I et 2 : td = (Q,1,1,1) donc la matrice O n'est pas modifiée.

Eape3 .4e t5 :  J=  {6 }  donc j  =S

et Mg = (1,0,0,0,1,1,0,0,1).

Etape 6: tb - (0,L,2,2)

-42-



frroool
FtapeT.Se to :  O= l t  0  1  I  0 l  b=(1 ,2 ,2 ) ,n=5e t r=3 .

l rolol l
rg( 1) = 2, rg(2) = 3, rg(3) = 4, rg(4) = 7, rg(5) = 8.

On retourne à l'étape 1.

Cinquième itératbn:

Etape t et 2: td - (1,1,1) donc la matrice O n'est pas modifiée.

E tape3 .4e t5 :  J=  {1 }  donc  j  =  I

et  MO = (1,1,0,0,1,1,0,0,1).

Etape6: tb = (0,1,1)

EtapeT.8ete:  o=f:  1 l : l  b-( l , l ) ,n=4err=2.
L010l l

rg(1) = 3, rg(2) = 4, tE(3) = 7, rg(4) = 8.

On retourne à l'étape 1.

Sixième itération :

Etape 1 et 2 : td = (1,1) donc la matrice O n'est pas modifiée.

Etape 3 .4e t5 :  J  =  [2 ]  donc  j  =  2

et M0 = (1,1,0,1,1,1,0,0,1).

Etaoe 6: t6 = (0,0)

Etaoe7.8 et9: r= 0etl 'algorithme estterminé.

La solution optimale trouvée par cette heuristique est M0 = (1,1,0,1,1,1,0,0,1) et la valeur du

critère est 13.

2.4.2 Mlthode dloptimisation linéaire

Cette méthode nous permet d'obtenir la solution exacte de notre problème. La formulation du

problème est la même que dans la méthode précédente (2.3).La résolution se fait en utilisant un

algorithme de programmation linéaire en nombre entier. Nous avons utilisé la librairie OSL

(Optimization Subroutine Library) qui nous a permis de développer un programme performant.
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Malheureusement le nomb're de circuits élémentaires devient très rapidement important. Il est

possible déviter ce problème en remplaçant les contraintes par :

S.p(l) + p(.p) < Sp.(l) + C.Mo(p), V pe P

Le nombne de contraintes est donc réduit au nombre de places, mais par contre le nombre d'inconnues

a augmenté du nombre de transitions du fait de I'introduction des S(1).Le problème (P) s'écrit de la

façon suivante:

Minimiser I uo*o (p)
p€P

sous les contraintes :

s.p(l) + p('p) < sp. (1) + C.Mo(p), pour tout p e P

Ms(n) e {o,t}, pour tout p e P

51(l) e [-p(t),C -p(t)], pour tout t e T

Le problème à traiter est alors un problème de programmation linéaire à variables mixtes.

Si on reprend I'exemple de la figure 2.2., O.S.L. nous donne comme solution optimale

M0 = (2,0,0,1,2,0,1,0,0) et comme valeur du critère 13.

2.4.3 Méthode d'ajustement

Dans cette heuristique, on procède par itérations successives à partir d'un marquage initial

réalisable. A chaque itération, le marquage total du graphe d'événements est réduit d'un jeton. Le

choix de la place contenant ce jeton doit répondre à deux objectifs fondamentaux : réduire au

maximum la valeur de la fonction objectif et réduire au minimum le degré de libené du système. Le

degré de libené du système est défini ci-dessous.

Définitisr:

Le degré de liberté d'une plnce p, à partir d'un marquage Mg et lorsque I'on veut obtenir

un rcmps de cycle C est :

dl(Ms, P,C) = Min [to,r, - ry)
lero\ C )

où fo est I'ensemble des circuits élémentaires pitssant par la place p.
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[dt1Vtg,p,C)J correspond au nombre mærimal de jetons qui peuvent être enlevés de la place p sans

que le temps de cycle du système soit supérieur à C. Par conséquent, plus dl(Mg,p,C) est grand, plus

il est intéressant d'enlever un jeton de la place p.

La vartation du degré de liberté du GdE obtenu lorsqu'on enlève un jeton de la place p

est donné par la quantité :
Var(p) = ! uo. (al(Mo, q, C) - dl(M1, q, C))

qeP

où M1 est le marquage obtenu à panir du marquage Mg en enlevant un jeton de la place p.

Finalement, la place p, dans laquelle on enlève un jeton, est la place qui vérifie :

Var(p) = Min 
Var(q)

up qeE(Me) uq

où E(I\{O) est I'ensemble des places dans lesquelles il est encore possible d'enlever un jeton, c'est-à-

dire E(Ms)=( p lpeP et dl(Ms,p,C) > 1 l.

Le choix de cette place correspond bien à un compromis entre les deux objectifs initiaux : réduire au

ma:<imum la valeur de la fonction objectif et réduire au minimum le degré de liberté du système.

Remarques :

(i) Si la place p choisie ne contient pas de jeton, il faut déterminer un marquage M1 accessible à panir

de ltdo et tel que Mr(p) > 1.

(ii) La solution obtenue est une solution approchée et non une solution exircte.

Algorithme

1. Soit M6 un marquage initial réalisable (un marquage réalisable est donné par M6(p) = I,

V pe P)).

2. Si card{E(Mo)} = 0 (i.e. dl(\do,p,C) e [0,]), V p€P), alors le marquage I\49 est solution

du problème. On va en 6.

3. Si card{E(\{O)} > 0 (i.e 3 peP telle que dl(lt4g,p,C) > l), on cherche la place p*eE(Mg)

ælleque:
Var(p*) = Min 

Var(q)
up* qeE(Mo) uq
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4. Si N,Io(p*) 2 1, on modifie le marquage Mg:
MO(p) = Mo(p), V peP, p*p*

IttIo(P*) = \[o(P*)-l

Sinon, on détermine un marquage M1 accessible à partir du marquage MO et tel que

Mr(p*) > I et on modifie le marquage 1146 :
Mo(p) = Mr(p) , V pe P, p*p*

It4o(P*) = Mt(P*)-1

5. On retourne en 2.

6. Fin

Exemple

Reprenons le GdE de la figure 2.2., et appliquons lui I'algorithme d'ajustement.

Premtère itéræion :

Etaoe I : On part du marquage initial Mo(pù = I pour i=l,...,n.

Etaoe}: Le vecteur dl où la ième sqrnpssante correspond à dl(Mg,p;,10) est :

61 = (0,9; 1.,25; 1,25; L,75;0,9i 0,9; 1,95; 1,75; 0,9).
Par conséquent E(Mg) = [ 2,3, 4,7,8 l.

Etaoe 3 : Pour les places appartenant à E(Mg), on calcule Var(pù/upi.

Numéro de la place 2 3 4 7 8

Var(pù/uo 3.53 6.6 3,05 3,5 5,1

D'où P* - nO'

Etape4:  M0 = (1 ,1,1,0,1,1,1,1,1) .

Etape 5 On retourne àI'étapeZ.

Detuiènæ itération :

Etaw?: Le vecteur dl est :

dl = (0,75; 0,75; 1,25; 0,75; 0,9; 0,9; 0,95; 0,75; 0,9).

ParconséquentE(VIg)= { 3 }.
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E t a p e 3 :  D * = D ? .

Etape4:  M0 =  (1 ,1 ,0 ,0 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ) .

Etape 5 : On retourne àl'êtape 2.

Troisième itération:

Etape 2 : Le vecteur dl est :

61 = (0,25; 0,25;0,25;0,75; 0,9; 0,9; 0,95; 0,75; 0,9).

Par conséquent E(Mg) = @.

On va à l'étape 6 et fin.

Le marquage trouvé par l'algorithme d'ajustement est M0 = (1,1,0,0,1,1,1,1,1) et la valeur du critère

esr 13.

2.4.4 Méthode par séparation et évaluation (Branch and Bound)

Cette méthode nous permet d'obtenir une solution optimale ou une solution dont on sait évaluer

un écart maximal à I'optimum. L'algorithme que nous avons développé est un algorithme de type

"Branch and Bound". Nous considérons le GdE transformé, c'est-à-dire le GdE dans lequel nous

avons ajouté des places fictives (voir figure 2.1) de telle sorte que M6(p) < I pour tout p€ P. Ce

graphe est également appelé GdE étendu.

I-e principe dun algorithme du type "Branch and Bound" est de construire un arbre constitué de

noeuds. A partir de chaque noeud sont créés des noeuds fils. Dans notre cas, à chaque niveau de

I'arbre, le marquage d'une place supplémentaire est décidé. Comme le marquage d'une place ne peut

être que 0 ou 1, chaque noeud aura deux fils. Dans un algorithme de type "Branch and Bound", une

borne inférieure et une borne supérier:re de la solution optimale sont calculées à chaque noeud. Il est

alors possible d'éliminer certains noeuds en se basant sur ces valeurs. Dans la suite, nous expliquons

de quelle façon ces bornes sont calculées.
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2.4.4.1 Solution optimale

Nous partons d'un réseau pour lequel aucun marquage n'a été décidé.

Initialisation du t'Branch and Bound" :

Pour utiliser I'approche "Branch and Bound", il faut créer un noeud mère (appelé racine) à
partir duquel sera construit I'arbre. Pour cela, nous choisissons une transition t261e, que nous
supposons quelconque pour I'instant, et posons que 5116ro(1) = 0, c'est-à-dire qu'à I'instant 0, le

franchissement de la transition tzéro commence. Par conséquent, il faut que chacune des places
appartenant à't2âq contienne au moins un jeton. Nous posons donc nnO(p) = 1 pour tout p€'tzéro.

Pour le noeud racine, les places dont le marquage est déjà fxé sont donc les places pi€'tzéro et leur

marquage est Mo(pi) = 1. La borne supérieure correspondant à ce noeud est calculée à I'aide de
I'algorithme d'ajustement, comme nous I'expliquons dans la suite.

Passaee d'un niveau au niveau suivant :

Lorsque nous passons d'un niveau au niveau suivant, nous marquons une place
supplémentaire. Nous notons Pf I'ensemble des places pour lesquelles on a déjà fixé le marquage au
cours des étapes précédentes du "Branch and Bound" et, pour p€ Pf, MO(p) est le nombre de jetons

que contient la place p (ce nombre est 0 ou 1).

Pour chacun des noeuds créés au dernier niveau de l'arborescence, on sélectionne pxe P \ Pf. L'ordre

dans lequel les places nouvelles sont introduites dans I'arborescence est donné plus loin. Partant de
p*, nous créons deux fils (ou descendants) du noeud considéré. I-e premier consiste à compléter le
marquage paniel correspondant au noeud précédent en faisant MO(p*) = 0, et le second en faisant
Mo(p*) = I (voir figure 2.3).

feuille de I'arbre

rvb(p*) 

/ \,0.,=,
noeud fils I noeud fils 2

Fig. 2.3. : Création de deux noeuds à oartir d'un feuille de I'arbre.

Pour chaque nouveau noeud, nous calculons une borne inférieure et une borne supérieure de la
solution optimale du problème (P) (voir le paragraphe 2.2) dans lequel le marquage de certaines
places est dcjà fixé : nous notons ce problème (P*). Si la borne inférieure est supérieure à la plus

petite des bornes supérieures calculées jusqu'à présent, nous éliminons ce noeud. En effet, dans ce
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cas, il n'est pas possible d'obtenir la solution optimale du problème (P) à partir de ce noeud. La borne

supérieure est la plus petite des bornes supérieures calculées précédemment. Nous précisons ci-

dessous la manière de calculer ces bornes.

Calcul de la borne sunérieure :

Nous calculons pour chaque noeud une borne supérieure du problème (P) et non pas une borne

supérieure du problème (P*). Mais si la plus petite des bornes supérieures du problème (P) calculées

précédemment (bsup-min) est inférieure à la borne inférieure du problème (P*), cela signifie que la

solution optimale du problème (P*) est supérieure à bsup-min. Par conséquent, la solution optimale

de (P*) est supérieure à la solution optimale de (P). Dans ce cas, nous pouvons abandonner cette

branche de I'arbre.

Pour le calcul de la borne supérieure du problème (P), nous avons utilisé l'algorithme

d'ajustement présenté dans la partie 2.4.3. Cette borne peut être différente pour chaque noeud car

I'algorithme d'ajustement est une heuristique qui dépend du marquage initial que I'on se donne et,

dans notre cas, le marquage initial ne modifie pas les places déjà marquées. La borne supérieure

donnée par cette heuristique est de rès bonne qualité.

Le calcul de cette borne supérieure est basé sur le graphe initial, avant décomposition, et non sur Ie

modèle étendu. Par conséquent, nous ne considèrons pas les places de P5 et d'après (2.2.b) nous

savons qu'il existe une solution optimale dans laquelle chaque place contient au maximum deux

jetons. Le marquage initial réalisable Mi, à partir duquel nous développons I'algorithme d'ajustement

est le suivant :

Si pe't26., Mi(p) = I

Si, pour pe P, il existe p*e Pf tel que (P*)' = p'et Mg(p*) = 0 alors

Mi(P) = Mo(P) si PePf

Mi(P) = I si Pe Pr

Sinon Mi(p) = 2

(2.4.a)

(2.4.b)

Q.a.c)

(2.4.d)

Rappelons que M0 est un marquage partiel qui ne concerne pas les places de APf.

La relation (2.4.a) vient du fait que le franchissement de t2ge débute à I'instant 0 et que les places qui

précèdent cette transition doivent contenir un jeton.
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Pour les relations (2.4.b) et (2.4.c), si p*e Pf et N,I6(p*) = 0 alors MO(p*') = 0 car MO(p*') < Ir{O(p*)
(où pr.' est la place fictive ajoutée avant p lors de la transformation du graphe), donc M1(p*), qui est
la somme des marquages de ces deux places, est égal à 0. De plus, les places p qui précèdent la même
transition que les places précédentes, n'ont donc pas besoin de contenir plus d'un jeton. En effet, si
Mi(p*) = 0, alors la transition qui suit p* n'a pas commencé son franchissement à l'instant 0 et par
conséquent S1p*1.(l) = Sp.(l) > 0. D'après (2.2.a), nous avons également :

s .p ( l )Sc_p( -p )

+  C- t r ( ' p ) -S .p ( l )>0
:+ C - tt( 'p) - S.p(l) + Sp.(l) > 0 carSp.(l) à0
:+ S.p(l) + tr('p) < Sp.(l) + C

Donc si M(p) = 1, la relation S.p(1) + p('p) < Sp.(l) + Mi(p)C est vérifîée et on peur toujours obtenir
un temps de cycle inférieur à C. Par conséquent, il n'est pas nécessaire que les places qui précèdent
(p*)' contienne plus d'un jeton.

Les autres places contiennent au maximum deux jetons, d'où la relarion (2.4.d).

Calcul de la borne infêrieure :

Pour le calcul de la borne inférieure du problème (P*), nous avons utilisé deux fois la méthode
du simplex. Le calcul de cette borne est également basé sur le graphe initial et non sur le modèle
étendu. Dans un premier temps, nous avons résolu le problème de minimisation suivant :

Minimiser luo*o
peP

(2.s)

(2.5.a)

(2.5. b)

(2.5.c)

(2.s.d)

(2.5.e)

(2.s.f)
(2.s.e)

(2.s.h)
(2.s.i)

avec p'  vPeP

s i  3  p  e ' r /  pePf  e t  Mo(p)  =0

sinon

Si p e' t"61e, xp = 1

Si pour p, 3 p* e Pf tel que (p *)' = p' et Mg(p*) = 0 alors,

xo=Mg(p) ,  s ipePf

0 3 xO < l, sinon

Sinon

MO(P) 1xp 12, s i  P e Pf

0 3xo 32, sinon

o.o s sp.( l )-S.o(

I s,,.- (1) = o
.l o=st(r)<c-ot,

[ -e , .St ( l )<C-0, ,

l )+C.xO <C+0.

où 0s = p(t), pour tout t€ T.
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La solution du problème d'optimisation (2.5), nous donne bien une borne inférieure pour le problème
(P*) car nous avons relaxé les contraintes du type xp€ {0,1,2}, en prenant xpe [0,2].

L'inégalité de gauche de la première contrainte (2.5.a) vient de la relation (1.5), et est nécessaire pour

que le temps de cycle que I'on obtient soit inférieur à C.

L'inégalité de droite de (2.5.a) permet de réduire I'ensemble des solutions admissibles, car si cette
inégalité n'est pas vérifiée nous n'obtenont pas une solution optimale. En effet, si pour pe P

Sp.(l) - S.p(l) + C.xp > C + 0.0
alors Sp.(l) + C.(xp - l) > S.p(l) * 0.p et (xp)' = xp-l perrnet également d'obtenir une solution

admissible qui donne une valeur du critère plus faible.

Les contraintes (2.5.b) et (2.5.e) proviennent de la définition de la transition t76rp.
Lorsqu'une transition est en cours de franchissement, les jetons sont comptabilisés dans les places

d'entrée de la transition. De plus, si I'instant d'initiation du tirage d'une transition est négatif, cela

signifie que la transition est en train d'être franchie, mais que son franchissement n'est pas terminé à

I'instant 0. Donc, les places qui précèdent cette transition sont toutes supposées contenir au moins un
jeton. Par conséquent, si une place pour laquelle le marquage est fixé ne contient pas de jeton, la

transition qui la suit n'a pas commencé son franchissement, et on a donc la contrainte (2.5.c).

La contrainte (2.5.d) vient de la formule (2.2.a) et concerne les transitions qui ne sont pas précédées

d'une place dont le marquage est fixé à 0.

Les contraintes (2.5.0 et (2.5.g) s'expliquent de la même façon que dans le calcul de la borne

supérieure, c'est-à-dire que comme MO(p*) = 0 alors MO(p*') = 0 car MO(p*') S MO(p*), et donc

xpr,, qui est la somme des marquages des deux places, est nul. De plus, les places qui précèdent cette

transition n'ont pas besoin de contenir plus d'un jeton pour que I'on obtienne un temps de cycle

inférieur à C (voir explication des contraintes (2.4.b) et (2.4.c) de la bome supérieure).

Les contraintes (2.5.h) et (2.5.i) proviennent du fait qu'il existe une solution optimale qui contient au
maximum deux jetons par place (2.2.b) et que les places pe Pf contiennent au minimum It{O(p) jetons.

Dans un deuxième temps, nous avons utilisé les résultats obtenus lors de la résolution de ce
premier problème, pour améliorer la borne inférieure. Notre but est de forcer le plus grand nombre de

variables possibles à des valeurs entières. Pour cela, nous avons ajouté au problème (2.5), les

contraintes suivantes :

r ''l

l Io, l
a. D'après la définition du temps de cycle, I + | correspond au nombre minimum de jetons

l - l
nécessaires dans le circuitlpour obtenir un temps de cycle inférieur à la valeur C. On pourrait ajouter

lacontrainte I*o = lë | oou, tous les circuits élémentaires (où xp, peP, sont les solutions du
per lcl
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problème (2.5) et obtenir ainsi une meilleure borne. Mais leur nombre étant trop élevé, on essaie de
déterminer ceux qui sont les plus importants.

Pour chaque place p*e P, on cherche un circuit élémentaire critique passant par cette place,
f  o.\

c'est-à-dire le circuit yp*c fp*, tel que 
oà. |..0 

-f,J 
soit minimale (où Fp* est l'ensemble des

circuits élémentaires passant par la place p*). On ajoute ensuite la contrainte suivante :

I*o = 
f+.l, pour toutes res praces pep.p€Tp 
l ' l

où yp est le circuit élémentaire critique "au sens précédent" de la place p.

(2.6)

Cette contrainte supplémentaire ne modifie en rien le fait que I'on obtient une borne inférieure, car on

a simplement ajouté une contrainte nécessaire pour que le temps de cycle C soit aneint.

b. Dans un deuxième temps, on ajoute des contraintes sur des chemins et plus uniquement sur
des circuits. Pour les chemins, nous avons la proposition suivante :

ProDosition 2.1 :

En régime périodique, le nombre de jetons nécessaires dans un chemin o = (t1, pt, t2,..., tn-1,

Démonstrarton:

D'après la formule (1.5), nous avons en foncrionnement périodique :

S,, (l)+ er, S Stz (l) + C.Ms(p1)

S,, (1) * 0,, . Sts (t) + C.Mo(pz)

,r,-, 1r;* 0,n-, S Sh (l)+ C.M6(pn-1)

En additionnant ces inégalités, on obtient :

S,, (l) + I0,, < S,,' (l) + C. Iiutotp,)
i=I,..,n-l i=I,..,n-l
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Or d'après (2.2.a), Sh(l) < C - 0q,, d'où

S,, (t) + I0,, < c - 0,n + C. I vro (p, )
i=l,..,n-l i=I,..,n-l

et par consQuent,

S,,(l)+ I0,, s C+C. Irurotp,l
i=I, . . ,n i=I, : . ,n- l

D'après (2.2.a), on a également 51,(1) > -01,, d'où

(2.7)

-0,, * Io,, < c+c. Ivrotp,)
i=1,..,n i=I,,.,n-l

er Io'<c+c. Ivrotp,)
i=2,.. ,a i=l. . . ,n- l

On adonc

Io',
Itutotp')t=?=5!-l

i=1,.. .n-l

Or les M(pil , pour i=1,...,n, sont des nombres entiers, par conséquent,

I Ie' I
IMo(pi)>l+#li=r,..,n-r 

L 
t 

I
c.Q.F.D.

Corol la i re 2.1 :

Dans le cas où tl = tzéro le nombre de jetons nécessaires dans un chemin o = (tl, pt, t2,..., tn-I,

I rr' I
pn-t,h) pour obtenir un temps de cycle inférieur ou égal à c est au moins égal à | 

i=t,",n - epsilon I

L c 
- çPr.el'l

en Égime périodique, où epsilon est une valeur infiniment petite mais non nulle.

Démonstration:

Si t1 = t26p, alors Sh(l) = 0 et la formule (2.7) devient

Io' < c+c. Iiurotp,l
i-I,..,n i=I...,n-l

Io,,
er )vtotpr;2i=t" 'n--1

i=1,..,n-l
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Par conséquent

c.Q.F.D.

En tenant compte des résultats précédents, on procède de la manière suivante. Pour chaque
place p dont le marquage n'est pas encore fixé (i.e. péPf), et pour chaque transition t, on détermine le

nombre de jetons manquant dans le chemin qui relie la transition t à la transition 'p, pour obtenir un

temps de cycle inférieur à C à panir du marquage M6 défini par :

Mr(p)={ toro l  s iPePr

L U Srnon

Pami tous ces chemins, on choisit celui dans lequel il manque le plus de jetons pour obtenir un temps

de cycle inférieur à C à panir du "marquage en nombres réels" donné par le premier simplex. Pour

chaque place peP! on ajoute donc la conminte suivante :

Si t* est la transition où commence le chemin qui a été choisi €t op ce chemin auquel on a ajouté la

place p et la transition p' (voir figure 2.4.), plusieurs cas peuvent se présenter :

- si t* = p', le chemin op est en réalité un circuit, et on peut donc déterminer exactement

le nombre de jetons nécessaires dans ce circuit pour obtenir un temps de cycle moyen inférieur à C.
Iu(o)l

Ce nombre esr 
| 
-a 

l= 
e.

t261q, d'âprès le corollafte2.l, pour atteindre un temps de cycle C, il faut au
I
I
I

I
epsilon ljrtonr dans le chemin op.

I
J

- sinon, d'après la proposition 2.1, on sait que sur le chemin op, il faut au moins

D'où la contrainte supplémentaire pour le problème (2.5) :

Ivrorp,)=l,=r}--"o,uonli=,...,n-, 
I c I

- s i t *=

I r''
I teo.

mornsA = I  - -

L'

I*o ) A, pour tous les chemins op, pÉPf.
9€op
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>h
Fig. 2.4. : Exemple de chemin oo = (t*. .... .p,-p.-p,.)

En résumé, ce second problème de programmation linéaire esr le problème (2.5) auquel
on a ajouté :

- pour toutes les places peP, la contrainte (2.6),
- et pour routes les places pGPf, la contrainte (2.8).

La borne inférieure de chaque noeud est donc donnée en résolvant ce deuxième problème de
prognunmation linéaire par la méthode du simplex.

Remaroue : Si un des problèmes de programmation linéaire n'a pas de solution, cela signifie qu'à
partir du marquage des places appartenant à Pf et quel que soit le marquage des autres places, nous ne
pouvons pas obtenir la solution optimale. Par conséquent, ce noeud de I'arbre est abandonné.

Détection de solutions non optimales :

Pour diminuer le nombre de noeuds créés, nous avons développé un test supplémentaire pour
vérifier si à partir d'un noeud donné, nous pouvons toujours obtenir une solution optimale. Ce test
est basé sur la proposition 2.2.

Proposition 2.2 :

Soit une place p, dont le marquage est fixé à I (MO(p) = l). S'il existe un chemin o qui relie la
transition 'p à la transirion p', Qui ne passe pas par la place p, et tel que Mo(pù = 0 pour toutes les
places pi appartenant à o, alors quel que soit le marquage des autres places, on ne peut pas obtenir
une solution optimale du problème (P) à panirde ce marquage.

Démorstuion:

On note o = ('P, Pt,tz, P2, ..., tn, pn, p') le chemin qui relie la transition 'p à la transition p. et qui
ne passe pas par la place p. D'après I'hypothèse, on a IttO(pil = 0, pour i = 1,..,n.
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Pour pouvoir franchir la transition p', pn doit contenir un jeton. Mais comme le chemin o ne contient

pas de jetons, pour que le marquage de pn soit supérieur ou égal à 1, il faut avoir précédemment

franchi la transition 'p. Or si la transition'p est franchie, un deuxième jeton apparait dans la place p

(le premier jeton n'a pas encore disparu de la place p, car'p n'a pas été franchie). On franchit ensuite

successivement les transitions V,t3,..., tn et on obtient le marquage M(pr) = M(pz) = ... = M(pn-r)
= 0, M(pn) = 1 et M(po) = 2. Après le franchissement de la transition p', on revient à une

configuration équivalente à la configuration initiale, c'est-à-dire M(p) = I et le chemin o est vide.

Par conséquent, lorsque p' peut être franchie, on a toujous M(p) = 2. On peut donc conclure que la

place p contient un jeton en trop et que quel que soit le marquage des autres places, on ne peut pas

obtenir une solution optimale au problème (P) avec cette configuration.

c.Q.F.D.

Exemple :

Fis. 2.5. : Exemole de marouase non-ootimal.

o = (t0, pt,tz,p2,t3,, p3, t1).Le jeton dans la place pg, n'est pas nécessaire, car pour franchir t1 il

faut avoir franchi h, et donc un deuxième jeton apparaîtra dans la place po. Par conséquent, la

solution optimale ne peut pas êre atteinte avec ce marquage.

Choix de la racine de l'arbre :

Pour optimiser I'algorithme, nous choisissons une ransition t266 particulière. Le choix de cette

transition est fait de telle sorte que la somme des coefficients du p-invariant qui correspondent aux

places de 't26p, soit la plus grande possible. En d'autres tennes, on cherche la transition t telle que

Ionsoit maximale. De plus, si deux transitions conduisent à la même valeur de la somme
p€' t

précédente, on choisit la transition qui possede le plus de places d'entre.

L'intérêt de choisir cette transition est de forcer à I le marquage des places ayant un fort coefficient

du p-invariant. Ainsi on obtient une borne inférieure pour les noeuds des niveaux suivants de

meilleure qualité que si on choisissait une transition quelconque.
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Classement des places :

Il faut également déterminer I'ordre dans lequel les places sont marquées. Nous nous occupons
d'abord des places pc Ps (Ps est I'ensemble des places p' qui sont ajoutées lorsqu'on transforme le
GdE pour que lv[o(p) < I pour tout peP) puis, une fois que le marquage de toutes ces places esr fixé,
et si la solution optimale n'est pas obtenue, nous considérons les places p'€ Ps.

Le marquage des places qui précèdent t2!1e est fixé à la création de la racine de I'arbre. Les autres
places pe P\Ps sont classées par ordre décroissant de la valeur du coefficient de leur p-invariant
respectif. En d'autres tennes, p1 précède p2 dans le classement si upr>up2.Par conséquent, à chaque

niveau de I'arbre, le marquage d'une place supplémentaire est fixé en respectant I'ordre de ce
classement. L'intérêt de marquer les places suivant cet ordre est le même que pour le choix de la
transition tzéro. En effet, il nous permet d'obtenir une borne inférieure de bonne qualité

Exemple :

Nous reprenons I'exemple de la figure 2.2., et nous cherchons la transition t26p, c'€st-à-dire la

transition telle que Iuo soit maximale.
t

Numéro des transitions I 2 J 4 5 6

Iuo
p€ ' t

4 3 2 4 2 I

Par conséquent, tzéro = tl ou q. Mais comme rois places appartiennent à 't4 et seulement une
appanient à 't1, alors tzéro = 4.

Les places du noeud racine du "Branch and Bound" dont le marquage est déjà fixé sont p3, pg er p9,
et leur marquage est l.

Les places dont le marquage n'est pas encore connu, seront ensuite marquées par ordre décroissant
du coefficient de leur p-invariant Dans cet exemple, I'ordre est :

{ pt, p2, p4, p5, p6 ,pz }

Aleorithme de calcul du marauape ontimal :

1. Initialisation

1.1. On cherche la transition tzêroêT telle que :

Iuo =yT luo
pet t ré .  

t= t  
pa t t
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1.2. ni = nombre de places qui précèdent t24e.

1.3. On classe toutes les places pe P : en premier, les places qui pÉcèdent la transition

t26p, puiS les autres places de P, par ordre décroissant de la valeur du coefficient de

leur p-invariant. C'est-à-dire que si cl(i) est l'indice de la place classée sn ième

position, alors :
- pour i=1,...,ni, pcl(i;e't éro,
- pour i, j e {ni+l,...,tr}, si i < j alors up"r,n > up"r6;.

1.4. On crée un noeud racine pour lequel les places dont le marquage est fixé, sont les

places qui précèdent t2irc et MO(p) = 1 si P€'tzero. Le marquage des places Pê'tzêro
n'est pas encore fixé.

1.5. On calcule la borne supérieure de ce noeud à I'aide de I'algorithme d'ajustement et

bsup_min est égal à cette valeur.

1.6 Pf = {pc(t), Pcl(2;, .--, Pcl(ni)}.
Pf est l'ensemble des places dont on a déjà fîxé Ie marquage au cours des étapes

précédentes du "Branch and Bound".

L .7  n iv  =  1 .

niv conespond au niveau de l'arbre que I'on considère.

2.Tantqu'il reste au moins un noeud

Z.L. pr = pf r-r Ip"t(ni*r)].

2.2. Pour tous les noeuds de niveau niv :

2 .2 .L .Pour j=0e t1 :

On crée dew roeuds fils à panir de ce noeud mère

2.2.1.1. Mo(pc(ni+r)) = j.

2.2.1.2. Si j=0 et si il existe une places p€Pf telle que Mo(p) = I et un

chemin o qui relie la transition 'p à la transition p', et tel que :

I  Peo
{
I si p1 e o alors pi € Pf et Mo(pi) = 0

alors on retourne enZ.l.l.

On teste si à partir de ce noeud,, on peut obtenir une solution

oqtimale.

Sinon on continue.
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2.2.1.3.  Si  n i  = lp l  -  z :

- On utilise I'algorithme d'ajustement pour déterminer la valeur
des deux dernières places.

- On calcule la valeur du critère vat = f(Mo) = rU.Mo.

- Si val < bsup_min, bsup_min = val et on garde en mémoire
le marquage.

- On retourne en2.lJ.

Sinon, on résout le problème de minimisation (2.5).

2.2.1-4. $i une solution existe, on obtient une borne inférieure binf 1.

Sinon, on retourne en 2.1.1.

2.2.1-5. si binf-l < bsup-min, on résout le problème de minimisation
(2.5) avec les contraintes supplémentaires (2.6) et (2.S).

Sinon, on retourne en 2.1.1.

2.2.1.6. si une solution existe, on obtient une nouvelle borne inférieure
b in f  2 .

Sinon, on retourne en 2.1.1.

2-2.1.7. Si binf-2 < bsup-min, on calcule une borne supérieure bsup à
I'aide de I'algorithme d'ajustement.

Sinon, on retourne enL.l. l.

2-2.1-8. Si bsup < bsup-min, alors bsup-min = bsup er on garde en
mémoire le marquage.

2.2.1.9- si binf-2 < bsup-min, on crée le noeud fils de niveau niv+I.

2.2.2. On détnrit le noeud mère.

2.3.  n i  = ni  +1.

niv = niv +1;
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Exemples :

Premierexemple

Nous rePrenons I'exemple de la figure 2.2. Nous avons déterminé précédemment t2616,
tzéro= t4. Les places sont marquées dans I'ordre suivant :

{ p3, pg, p9, pl, p2,p4, p5, p6 ,p7 }

On crée le noeud racine pour lequel le marquage est :
( t r t r  l  r t r t r t r t ,  l ,  I  )

où ' signifie que le marquage de cette place n'est pas encore fixé. On calcule la borne supérieure de ce
noeud bsup_min = l3 et le marquage corespondant est Mo = (0,1,1,1,1,2,1,1,1).

A partir de ce noeud, on crée deux nouveaux noeuds : pour le premier MO(pr) = 0 et pour le second
Mo(pr) = l. Pour ces deux noeuds, on calcule la borne inférieure. Pour le premier, le problème (2.5)
n'a pas de solution, on abandonne donc ce noeud. La borne inférieure du second est égale à 13 et
n'est pas inférieure à bsup-min, on abandonne également ce noeud. Il n'y a plus de noeuds, et la
solution est celle qui correspond à bsup-min = 13, c'est-à-dire lvlg = (0,1,1 ,l,l,2,rJ,r).

Racine
I\4g = (.r., 1,.,.,.,., l, 1)
bsup-bsup_min=13

I/bQ) = Q It4o(pr) = I

I\46= (0,.,1,.,.,.,., 1,1) I\46= (1,.,1,.,.,.,.,1,1)
Le problime (3.5) n'a pas de solution, La borne inférieure est égale à 13
on abandonne ce noeud. et elle est égale à bsup_riin, on

abandonne ce noeud.

Fig 2.6. : Schéma correspondant à I'algorithme du "Branch and Bound"
pour I'exemple de la figure 2.2.

Deuxième exemple

Nous considérons un exemple de RdP généré aléatoirement comprenant 12 transitions et 28
places.

La transition t2{1q de ce GdE est t2. Les places qui précedent cette transitions sonr p4, p5, p6. Les
places sont marquées dans I'ordre suivant :

{ p+, p5, p6, p8, p2,p2t, pll, p7, p2g,pzT, pl6, p3, pl3, plo, pri,p25,p20,pr2,

Pl4, P24, P26, PL7, P9, Pl8, plg, p22 ,pl,p23 |
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bsup min = 241

/ \
0/ \1

/ \
de binf 228,89Pas

Mo(p8 )

Nb(pz)

r6(Prt)

On crée le noeud racine pour lequel le marquage des places p4, p5 et p6 est 1. On calcule la borne

supérieure de ce noeud, bsup-min= 241.

L'arbre de la figure 2.7 nous montre la création des premiers noeuds. Lorsque le problème (2.5) n'a
pas de solution, on écrit qu'il n'y a pas de borne inférieure et on abandonne ce noeud. Si la borne

inférieure n'est pas inférieure à bsup-min, on barre la borne inférieure et on abandonne également ce
noeud. Lorsque la bsup-min est modifiée, sa nouvelle valeur apparait sur I'arbre. Les valeurs 0 ou I
qui apparaissent sur les arcs représentent la valeur que prend le marquage de la place fixé au niveau

considéré.

Nb(p,/
/

228,89 228,89 228,89
,' 

'. bsuit nin ,' 
'.

+ 238

\

Fig 2.7. : Arbre corresoondant à I'algorithme du "Branch and Bound".

Nous donnons les niveaux suivants de cet arbre dans le tableau 2.1. éIimI correspond au nombre de

noeuds abandonnés lorsque le problème (2.5) n'a pas de solution, c'est-à-dire lorsqu'il n'y a pas de

borne inférieure, et élim2 correspond au nombre de noeuds abandonnés lorsque la borne inférieure

est supérieurc à bsup_min

235,94

/ \
/ \

239,59 238,67
/ \  . / \

{ \r /  \rr\/\
)3+,59 2v,59 )7WI JXsg

228,89

8,89
\

\1
\
228.8e

, l

, l

, l

i\
, t

, l

, l

D t
f t

, t

, t

, l t

| 17

\
22

/
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Tableau 2.1 : Niveaux 6 à 14

Niveau éliml élimz bsup-min Nombre de

noeuds restant

6 1 4 236 8

7 5 8 236 8

8 9 l3 236 7

9 16 l3 236 7

10 19 20 236 4

l l l 9 24 236 4

t2 l9 29 236 3

13 22 3 l 236 I

t4 23 32 236 0

La solut ion opt imale est  Mg = (L,2,1,0,0,1,1,0,0,2,1,1,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,2,0) et  la

valeur du critère est236.I-e temps de calcul est de 21 secondes.

2.4.4.2 Solution approchée

Notre but est d'obtenir rapidement, dans des problèmes de grande taille, une solution

approchée, dont on connait la distance maximale à I'optimum. Pour résoudre ce problème, nous

proposons deux modifications de l'algorithme précédent :

- Soit modifier le test sur la borne inférieure.
- Soit éliminer des noeuds lorsque leur nombre est trop important.

Modifrcation du test sur la borne inférieure :

Dans I'algorithme précedent, on change uniquement le test sur la borne inférieure, c'est-à-dire

que si la bome inférieure est supérieure ou égale à (bsup-min x (1-para/100)) le noeud considéré

n'est pas qéé. Le paramètre para est fourni par I'utilisateur et indique le pourcentage d'erreur

maximal de la solution trouvée à lbptimum, qui est autorisé.

Cette méthode nous assure I'obtention d'une solution approchée, pour laquelle on a fixé le

pourcentage d'eneur maximal.

-62-



Elimination de noeuds :

Dans cette seconde méthode, on fixe un nombre maximal de noeuds à chaque niveau de I'arbre.
Lorsque tous les noeuds d'un même niveau sont créés, on teste si le nombre de ces noeuds est
supérieur à une valeur fixée. Si c'est le cas, on élimine les noeuds qui ont les plus grandes bornes
inférieures jusqu'à obtenir le nombre maximal de noeuds autorisés.

Pour déterminer la distance maximale de la solution trouvée à I'optimum, on garde la valeur de
la plus petite borne inférieure qui à été éliminée. Le pourcentage d'erreur maximal est le suivanr :

où - b est la valeur de la plus petite borne inférieure éliminee.
- v est la somme des nombres de jetons contenus dans chaque place pondérés par les

coefFrcients du p- invariant

Contrairement à la méthode précédente on ne connait pas, au début de la simulation, I'erreur
maximale que lbn obriendra.

Il est possible de combiner ces deux méthodes. Ainsi, si le nombre de noeuds reste important
avec la première méthode, la seconde permet d'éliminer des noeuds supplémentaires et on obtient
rapidement une solution proche de la solution optimale.

2.5. RESULTATS NUMERIQUES

Pour tester ces différentes méthodes, nous avons fait tourner de nombreux exemples avec les
différents algorithmes. Ces exemples ont été générés aléatoiremenr de la façon suivante. Nous
générons d'abord un GdE fortement connexe, puis le temps de franchissement de chaque transition
est généré par une variable aléatoire de distribution uniforme sur [0,20]. I-e critère p-invariant est la
somme des p-invariants élémentaires et nous choisissons d'atteindre un temps de cycle
C = Ma:c{p(t), teT} + 0,1.

Pour les exemples de petite taille (lp I < Z0), toutes les méthodes donnenr de bons résultats,
sauf dans certains cas la méthode HP* (voir tableau 2.2). Ceci esr dû à la complexité des graphes
générés aléatoirement et au fait que HP* a été développée spécifiquement pour les modèles de
systèmes de production cycliques..

('-i)x 1oo
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Tableau 2.2 : Exemples de petite taille d P | < 20)

Méthode du "Branch and Bound"
Valeur exacte Valeur aoorochée à98Vo Valeur aoorochée à95Vo

N Valetr Temps Valeur Temps Vo
d'erreur

Valeur Temps 7o
d'erreur

I 75 75 2 0 75 2 0
2 69 5 69 - t t

J 0 69 1" 0
3 68 6E I 0 68 0
4 t2 ) t2 , 0 T2 2 0
5 )1 1 27 I 0 27 0
6 IE 2 IE z 0 IE 2 0

Pour les problèmes de taille supérieure (20 < lP | < 60), toutes les méthodes (à part la méthode

HP*) donnent des résultats proche de I'optimum (voir tableaux 2.3).La méthode du "Branch and

Bound" est un peu moins rapide lorsqu'il s'agit de trouver I'optimum.

If lp l l r l l r l

vletnooe
HP{.

Metnode
d'opti.  l inéaire

Ivléthode
d'aiustement

VaIeur Temps 7o
d'erreur

Valeur Temps Valeur Temps Vo
d'erreur

I L7 U 22 75 I 0 15 z" 75 0
2 IE IO l9 84 I 2L,74 69 I 69 0" 0
J 20 L2 l 5 90 t 32,35 68 2" 68 0" 0
4 l1 6 6 t2 I 0 L2 2 12 0" 0
5 13 7 10 3 l 0 14,81 27 I 27 0" 0
6 10 6 6 1E I 0 18 2 18 0

N lp l l r l l r l

Methode
HP*

MCthode
d'ooti. l inéaire

Méthocle
d'aiustement

Valeur Temps Vo
d'erreur

Valeu Temps Valeur Temps Vo
d'erreur

'J4 t4 297 lE6 l 7 7 ,14 17'J7 5 t737 I U
z 4L IE 334 2432 8 19,51 2035 5" 2W8 2 3.10
3 45 zo 324 2563 25 6 ,13 z4t5 L7" 2484 z" 2,66

4 44 24 84 663 3 t7 . t3 566 3 566 2" 0
5 55 35 IOE r0E9 3 10,45 9E6 z 987 5" 0 ,10
6 36 L7 253 1947 E 8,41 1796 7" IEE9 1 5 , lE
7 4 20 3L9 26t3 L 4 10,40 254E E 254E z" 0
E 39 l 9 132 974 4 4,84 929 8" 943 I I ,51
9 51 24 439 3555 I9 20,35 2954 10" 3055 4 'J,4'Z

l0 M t9 502 400E zo" 13,16 3542 7" 3545 I 0,08
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If

Méthode du "Branch and Bound"
Valeurexacte Valeur aoorochée à98Vo Valenr approchée à95Vo

Valeur Temps Valeur Temps Vo
dterrerrt

Valeur Temps 7o
d'erreur

I 1737 7 ' , 1737 z', 15 0 L7'57 0 '01 0
2 2035 23' , 2035 7' 55 0 2035 0 '54 0
3 2415 28', 24t5 s', 43 0 2415 0 '56 0
4 566 lh 45' 575 o '02 1,06 572 0 '04 1,06
5 986 3h 39' 987 0 '13 u, l 987 0 '03" 0,1
6 7796 23', 1796 10 ' 0 IEOz z ' ,42 o,33
7 2548 2h 15' 2548 45', 0 2548 '50" 0
8 929 lh 20' 929 25', 0 929 z ' ,03 0
9 2954 Lh 42', 2954 0 '04 0 2954 0 '06 0
r0 3542 l h l 5 ' 3542 23', 0 3545 0 '04 0,085

Lorsque le nombre de places (et surtout de circuits élémentaires) est plus importants, la méthode
d'optimisation linéaire ne nous donne plus de solution. Par contre, il est toujours possible d'obtenir la
solution optimale avec l"algorithme du "Branch and Bound". La méthode approchée du "Branch and
Bound" nous pennet d'obtenir rapidement des solutions pour lesquelles on connait le pourcentage
d'erreur maximal par rappon à la solution optimale, contrairement à la méthode d'ajustement qui nous
donne simplement une valeur approchée. De plus dans de nombreux cas, I'erreur réellement obtenue
avec cette méthode approchée est inférieure à I'erreur ma,rimale autorisée.

2.6. CONCLUSION

La méthode HP* et la méthode d'optimisation linéaire ne donne pas de bons résultars lorsque le
nombre de circuits élémentaires du GdE est important. L'explication pour ce qui concerne FIP* a été
donnée plus haut. Pour sa part, la méthode d'optimisation linéaire ne donne pas de résultat lorsque la
taille du problème est trop importante. Par contre, la méthode d'ajustement nous permet d'avoir, quel
que soit la taille du système, une solution approchée de bonne qualité et en un temps très rapide.

A I'aide de la méthode du "Branch and Bound" que nous avons développée, nous pouvons
obtenir une solution optimale du problème d'optimisation du marquage, même pour les problèmes de
grande taille. Malheureusement, dans le cas des systèmes de grande taille, le temps nécessaire pour
obtenir cette solution est assez important. Une des solutions pour améliorer cet algorithme est de
diminuer le nombne de noeuds créés en améliorant les bornes dans le "Branch and Bound". Mais dans
ce cas, le calcul des bornes est plus long et le temps d'exécution est similaire aux résultats déjà
obtenus. Cette méthode nous pennet également d'obtenir rapidement des solutions approchées pour
lesquelles on connait le pourcentage d'eneur maximal par rapport à la solution optimale. Ceci esr rrès
intéressant pour les problème de grande taille, car les méthodes qui existaienr jusqu'à présenr, nous

Pennettaient d'obtenir des solutions approchées, mais ne nous donnaient aucune indication sur la
distance par rapport à la solution optimale.
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CHAP]ITRE 3

Les graphes do êvênements
sû@chastflques a

tsvaluaûfl@n dlu G@mûp@rtemnent

-66-



3.I.. INTRODUCTION

Ce chapitre concerne l'évaluation des performances des graphes dévénements stochastiques
(GdES). Comme il n'est pas possible d'utiliser les circuits élémentaires pour évaluerle comportement
des GdES, la notion de temps de cycle devenant caduque dans ce cas, nous travaillons sur les
équations d'évolution, les conditions d'ergodicité et les bornes des performances.

Ce chapitre se divise en huit paragraphes principaux. Dans le deuxième paragraphe, nous
présentons une méthode efficace pour accélérer la simulation des GdES en utilisant Ies équations
d'évolution.

Dans le paragraphe suivant, nous présentons des propriétés élémenraires du temps de cycle
moyen. Ces propriétés sonr particulièremenr utiles dans I'analyse des GdES.

Le quatrième paragraphe est consacré aux propriétés de superposirion (voir Xie [57]). Nous
considérons un GdES dans lequel les temps de franchissement des transirions sonr générés par la
superposition (ou addition) de deux séquences de variables aléatoires. Nous metrons en évidence des
propriétés importantes de ce système. Plus paniculièrement, nous montrons que le temps de cycle
moyen est sous-additif, c'est-à-dire qu'il est inférieur à la somme des temps de cycle des deux
graphes d événements obtenus en affectant à chaque transition une des deux séquences de variables
aléatoires correspondantes.

Dans le paragraphe suivant, nous donnons une borne inférieure du temps de cycle moyen d'un
graphe d'événements quelconque.

Dans le sixième paragraphe, nous définissons un mode de fonctionnement contraint et nous en
dérivons une borne supérieure du temps de cycle moyen. Puis, partant des propriétés précédentes de
superposition et des deux premiers moments des variables aléatoires, nous obtenons plusieurs bornes
supérieures du temps de cycle moyen. Ces bornes supérieures convergenr vers le remps de cycle
moyen déterministe lorsque les variances des variables aléatoires représentant les temps de
franchissement des transitions décroissent. Nous donnons ensuite des bornes supérieures du temps
de cycle moyen lorsque les temps de franchissement des transitions sonr générés par des variables
aléatoires de lois paniculières : loi uniforme,loi exponentielle et loi normale.

Le paragraphe suivant est consacré aux GdES dans lesquels les temps de franchissement des
transitions sont généés par des variables aléatoires bomées.

Le dernier paragraphe concerne les propriétés asymptotiques des graphes d'événements
stochastiques. De nouvelles bornes supérieures du temps de cycle moyen sont obtenues à I'aide de la
théorie des grandes déviations. A partir de ces bornes et des Ésultats existanrs, nous établissons des
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propriétés sur les comportements asymptotiques du graphe d'événements en fonction de sa structure.
Ces résultats sont ensuite appliqués aux lignes de transfert.

Dans tout ce chapine, nous supposons que les GdES que nous considérons sont forrement
connexes. Pour chaque GdES, nous supposons également que les temps de franchissement de
chaque nansition te T sont générés par une suite de variables aléatoires i.i.d. (independent idenrical
distribution) non négatives {X(i)}i=1,..,-, où X(i) correspond 4u ième 1çmps de franchissement de la
transition t. De plus, nous supposons que les séquences {Xt(i)}i=1,..,-, pour tout reT, sonr
mutuellement indépendanæs.

3.2. EQUATTON D'EVOLUTION ET SIMULATION

3.2.1 L'équation d'évolution et son utilisation

Dans un graphe d'événements stochastique GS = (G,M6,(X(k))), les instanrs d'initiation des
franchissements des transitions sont définis par l'équation d'évolution, aussi appelée équation de
récursivité, suivante :

St(k) = 
,15îël { s.(t -Mo((t,t))) + X.(h-tvlo((r,t))) } (3 .1)

où - en(t) représente I'ensemble des transitions qui précèdent immédiatement la rransirion t (i.e.
en( t )=  {  s /seTe ts .  n . t *01) .

- (t,t') repnésente la place qui relie la transition t à la transition t'.

Cetæ équation permet le calcul des instants dinitiation des franchissemen$ des transitions en fonction
des instants d'initiation des franchissements des transitions en irmont et du marquage initial. Comme
I'ont montré Commoner et al. [13], si chaque circuit élémentaire contient au moins un jeton il est
possible de trouver une séquence de transitions s tirable à panir du marquage initial Mg et telle que
chaque transition y apparaisse une seule fois. Nous notons cette séquence s = (ty111,ty(2),...,tv(m)),
où v(i) est I'indice 4s 1a ième transition de la séquence s. Par conséquenr, lorsqu'on calcule Sç<il(k)
pour i = 1,...,rD et k > 0, les termes qui se trouvent dans le second membre de l'égalité (3.1), c'est-à-
dire Sju61(k') et Xru.)(k'), où k' = k-Mg((ty61,tv(r))) er tv6) = T, sonr tels que k' < k ou k' = k er
j < i. Il est donc possible de calculer les StG) dans I'ordre suivant :

Str(rl(1), Str,(z)(1),..., Stu(.)(1), Stutrl(2), St*,(z)(2), ..., St"(-)(2), ..., St,(r)(k), Stu(z)(k), ...,
St,(-)(k), " '
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Exemple :

On considère le GdES de la figure 3.1.

Fig. 3.1. : GdES fortement connexe.

s = (tl, 4, tz, t3) est une séquence de transitions tirable à partir du marquage initial Mg = ( I ,0,0, 1 ,0)
et telle que chaque transition apparaisse une fois et une seule dans cette séquence. Par conséquent, à
I'aide de l'équation (3.1), les S(k), pour t€ T et k>0, peuvent être calculés dans I'ordre suivant :

str(1), Sq(1), stz(1), srs(l), str(2), sq(2) stz(2), srg(2), ...,Srr(k), Sq(k), stz(k), s,r(k), ...

3.2.2 Principe de simulation

La simulation des GdES que nous présentons dans ce paragraphe est basée sur l'équation
d'évolution. Le but de cette simulation est de déterminer le temps de cycle moyen d'un GdES. Pour
cela, à faide de l'équation d'évolution, nous calculons les valeurs S(k) et nous utilisons I'ergodicité
du temps de cycle moyen (voir relation 1.7 du chapitre 1). Cette approche conduit à une simulation
plus rapide que la technique classique de simulation à événemenrs discrets.

Algorithme

1. On choisit le nombre K de cycles de simulation (plus K est grand, meilleur est le résultat
moyen obtenu).

2. Ondétermine la séquence de transitions s = (tv(t),tv(2),...,tv(mù rirable à panir du marquage
initial Ndo et telle que chaque transition apparaisse une seule fois dans cette séquence.

3. On initialise S(k) à zéro pour tout te T er tout k < 0.

Nons considérons des franchissements d'ordre négatif ou nul pour pouvoir initialiser
l' uttlis atio n de l' é quatio n d' évo lutio n ( 3 . 1 ) .
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4.Pourk=1àKfa i re

4.1. On génère les variables aléatoires X(k) pour tout t€T.

4.2. Pour t - tv(t) à tylp; faire

St(k) = Max { StG-I{o((r,0)) + X1ft-M6((r,0)) }
reen(t)

5. Le temps de cycle moyen est æ(I\rt6) = 
t'"!f'r(*).

K

3.3. PROPRIETES ELEMENTAIRES DU TEMPS DE CYCLE MOYEN

Nous donnons dans ce paragraphe des propriétés élémentaires mais essentielles du temps de
cycle moyen d'un graphe d'événements stochastique GS = (G,Mg,{X(k)}).

Pronriété 3.1 : (Commoner er al [13])

Si Mr et M2 sont deux marquages tels que chaque circuit élémentaire contient le même nombre
positif de jetons d'un marquage à I'autre, c'est-à-dire Mr(y) = Mz(y) > I pour rour y€ f, (où f est
I'ensemble des circuits élémentaires), alors M1 et M2 sont mutuellement aneignables.

Partant de cette prcmière propriété, nous pouvons démontrer la propriété suivante du temps de
cycle moyen.

Propriété 3.2 :

Si M1 et M2 sont deux marquages tels que chaque circuit élémentaire contient le même nombre
positif de jetons d'un marquage à I'autre, c'esr-à-dire Mr(y) = Mz(T) à I pour rour Te f, alors

r(Mr) = æ(Md.

Démonstrarton:

a) Montrons que æM2) S r(Mr)

D'apÈs la propriété 3.1, M1 est atteignable à panir de Mz. Par conséquent, il existe une séquence de
nansitions s telle que le franchissement de ces transitions nous pennet d'atteindre le marquage M1 à
partirdu marqua$eMZ.
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Partons du marquage MZ et considérons le mode de fonctionnement suivant que nous appelons mode

retardé (MR). La première transition de s est franchie. A la fin de ce franchissement, la deuxième

transition de s est mise à feu. A la fin de ce franchissemenL la troisième transition de s est franchie et

ainsi de suite. Toutes les transitions de la séquence s sont donc franchies une à une et le marquage M1

est atteint à I'instant :
nr

r = I lx,trl
teT k=l

où ns est le nombre de fois que la transition t apparaît dans la séquence s.

Après I'instant t, le mode de fonctionnement "au plus tôt" est utilisé, c'est-à-dire le mode

fonctionnement qui consiste à franchir une transition dès qu'elle est tirable. On note Sf ftl I'instant

d'initiation 4u kème franchissement de la transition t obtenu avec le mode de fonctionnement MR.

On considère le GdES GS*=(G,MI,{Y(k)}) où pour tout k > 0 et teT, Y(k) = Xr(k+nù et Silt<; est

I'instant dinitiation 4u lème franchissement de la transition t obtenu avec le mode de fonctionnemenr
"au plus tôt". D'après la définition de GS*, nous avons :

sl t t+nt)=Si(k)+t ,  vk>o etv teT

Comme {X(k)}r.=r,..,æ sont des séquences mutuellement indépendantes de variables aléatoires i.i.d.,

nous avons :

slpr ps nlsifr.ll
L im " t l ^ '  =  L im,  ; '  

- ,  
=æ(Mr ) ,  V teT

k+- k k+- k

D,où r-i,r, 
sP(t) = Lim 

s?(t + nt) = Lim si(t) + t
k+-  k  k-+-  k+n,  k+-  k+n,

=Limffu.l* 'l
k+-L k k+n,  k+nr l

= æ(Mr)
Or r(Md est le temps de cycle moyen obtenu à panirdu marquage M2 en utilisant immédiarcment le

mode de fonctionnement "au plus tôt" et St(k) est I'instant dinitiation 4u kème franchissement de la

nansition t avec ce mode de fonctionnement. De plus, Chrétienne |21a montré que le mode de
fonctionnement "au plus tôt" permet d'obtenir le temps de cycle moyen minimal, et que :

sr(k)<sf t t ) ,  vk>o et  vteT

Par conséquent,

1iln st(k) s Lim !lG) ,  V teT
k+- k k+- k

et donc æ(Md < n(Mr).
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b) Montrons que æ(M2) > æ(Mr)

Pour montrer cette inégalité, il suffTt de raisonner de la même façon que pour la démonstration de la

panie a. En effet, d'après la propriété 3.l,M2est aussi atteignable à partir de M1, et en utilisant les
mêmes argrrments que précédemment, on obtient æ(Mz) > æ(Mt).

Par conséquent, æ(M1) = r(MZ).

c.Q.F.D.

Pronriété 3.3 : (Commoner et al [3])

Si Mr et M2 sont deux marquages tels que Mr(y) < Mz(y) pour tout ye F, alors il existe un

maquage M aneignable à panir de M1, tel que M S M2, c'est-à-dire M(p) < Mz(p) pour tout peP.

Erps,iétélé:

Si Mr et M2 sont deux marquages tels que Mr(9 SMzQ) pour tout ye f, alors n(Mr) > æ(Md.

Démonstration:

D'après la propriété 3.3, il existe un marquage M atteignable à partir de M1, tel que M < M2, c'est-à-

dire M(p) < Mz(p) pour tout peP. D'après la propriétê3.2, on a également que r(M; = r(Mr). Par

conséquent, d'après la propriété de monotonie du temps de cycle moyen par rapport au marquage
initial [04], r(M) < r(M) = n(Mr).

c.Q.F.D.

3.4. PROPRIETES DE SUPERPOSITION

Dans ce paragraphe nous présentons les propriétés de superposition de deux graphes

d'événements stochastiques développées par Xie [57]. Nous considérons un GdES dans lequel les

temps de franchissement de chaque transition sont générés par la superposition (ou addition) de deux

séquences de variables aléatoires. Nous montrons que les instants d'initiation du franchissement des

transitions sont sous-additifs et, à partir de cette propriété, nous établissons des propriétés de

superposition sur les mesures des performances des GdES. Nous généralisons ensuite ces propriétés

dans le cas où le temps de franchissement de chaque transition est une combinaison linéaire de

séquences de variables aléatoires.
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3.4.1 Propriétés de superposition des instants d'initiation des
franchissements des transitions

On considère deux séquences de variables aléatoires i.i.d., non négatives,

tx?rtl )k=1,..,-, er on pose :

xr (k)=x l ( t )+xf1t ; ,  VteT et  vk

tXl(k))f t=1,. . ,- ,  et

(3.2)

On considère également trois graphes d'événements stochastiques GS, GS1 et GS2, possédant la

même structure et le même marquage initial Mg, mais tels que les temps de franchissement des

transitions ne sont pas générés par les mêmes variables aléatoires.

GS = (G,Mo,{X(k)})

GS1 = (G,t\40,tXl(k) ))

GS2 = (G,Mo,tX?tt l l l

Le théorème 3.1 montre que les instants d'initiation des franchissements des nansitions sont

sous-additifs.

T-hésritue3l:
t 1

St (k )<S i (k )+Sf (k ) ,  V teT  e t  Vk (3 .3)

où - St(k) est I'instant d'initiation 6u kème franchissement de la transition t pour le graphe GS.

- Slftl est I'instant d'initiation 6u 1ème franchissement de la transition t pour le graphe GSi

( i=1,2).

Dénnnstration:

Comme dans le paragraphe 3.2.I, nous déterminons une séquence de transitions s tirable à partir du

marquage initial lttlo et telle que chaque transition apparaisse une fois et une seule dans la séquence.
Nous notons cette séquence s = (ty11;,ty(2),...,tv(m)), où v(i) représente I'indice 6s 14 ième transition

de la séquence s.

Nous démontrons le théorème 3.1 par récurrence sur t et k. Nous savons gue Stn(r) (1) = S|",,, (t) =

S,2",r, tf) = 0, et par conséquent I'inégalité (3.3) est waie pour k=l et t=tv(l). Nous supposons que ce

résultat est vrai pour tout couple (t,k) pour lequel le calcul de S1ft), à I'aide de l'équation d'évolution

(3.1), peut êre effectué avant le calcul de Sg,(k*), où t*=tv(i*). C'est-à-dire que pour tout couple (t,k)

tel que :
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- soit k € { 1,2,...,k*-1} et te T,
- soit k = k* et t e {ty111,ty(2),...,tv(i*-t)},

I'inégalité (3.3) est vérifiée. Nous voulons démontrer que cette inégalité est vérifiée pour le couple

(t*,k*).

D'après l'équation d'évolution (3. 1),

Ssr,(k*) = _Y_g:.{sr(k 
* -M6((rt t))* xr(k * -rvrs((qt *)))}

îeen(t*) r

Si teen(t*), ou bien Mg((t,t*)) = 0 et te Ity11;,tv(2),...,ty11*-l)], ou bien Mg((t,t*)) + 0 et

k*-Mg((t,t*)) . k*. Par conséquent, d'après I'hypothèse de récurrence, nous avons :

s"(k * -vte((t,t.))) < sl(k - -Mo((r,r -)))* s?(k - -Ms((t,t *))), v r e en(t*)

D'où, d'après l'équation précédente et la définition de Xr(k),

51* (k*) < -_rvrax .{sl(t - -uo 1(.,, *)))+ sf (r< * -Me((t, t *)))
teen(t*) (

+ xl(k.-Me((r,t.)))* x?(k. -vrs((qt.)))]

et 51*(k*)< rvra* {sf(t*-Ms((c,t-)))*xl(k--vre((t,t-)))}
T€en([*) [ 

'

* _l1r_%.{s?(r. - -nao1(r,, *)))+ x?(k. -rvrs((t,t -)))}
teen(t*) t

L'équation d'évolution (3.1) appliquée aux graphes GSI et GS2, nous donne également

sl.(t*) = 
,y"1.,tti(t 

- -ruro1(.,, *)))+ xi(r< * -rvre((r,t.)))), pour i = 1,2

Par conséquent, Srr,(k*y < S,1,.1k*) + S?.(t*).

c.Q.F.D.

Remarque : Le théorème 3.1 ne nécessite aucune hypothèse sur les variables aléatoires représentant
les temps de franchissement des transitions. En particulier, il n'est pas nécessaire que les variables

aléatoires soient mutuellement indépendantes, stationnaires et ergodiques.

3.4.2 Propriétés de superposition des temps de cycle moyens

On suppose que les temps de cycle moyens des graphes GSI et GS2, définis dans le

paragraphe précédent, existent. On les note æ1(Mg) et æz(Mo) respectivement. Le théorème suivant

montre que le temps de cycle moyen est sous-additif.

-74  -



L[éqf,èue3z:

Démonstration:

D'après le théorème 3.1, nous avons :

æ(Ms)<æ1(Ms)+æ2(Ms)

S,'(k) '=sl(n)*s?'(k) ' ,  vter er vk
kkk

et d'après la propriété d'ergodicité des GdES, si on fait tendre k vers I'infini, on obtient

æ(Me)<æ1(Ms)+12(Me)

c .Q.F .D.

Exemple :

Considérons le GdES de la figure 3.1.

Pour le graphe GSI = (G,Mg,tXlttl)), le temps de franchissement de la transition ti, pour

i=|,...,4,est représenté par la variable aléatoire X|. Les lois de probabilité des variables aléatoires

sont les suivantes :
- Xlest de loi exponentielle de moyenne 1,5.

- X\ etXl sont des constantes égales à 2 et 1 respectivement.

- X| est de loi normale de moyenne 3 et d'écart-type 0,2.

GS2 = (G,Mg,tX?ftl)), où Xf représente le remps de franchissement de la transition ti pour

i=1,...,4. Nous avons :
- Xf est de loi exponentielle de moyenne 1,5.

Xl etXl sont des constantes égales à 1,5 et 2 respectivement.

- Xf est de loi normale de moyenne 4 etd'écart-type 0,3.

On suppose que Xf et Xf , pour i=1,...,4, sont des variables aléatoires indépendantes.

GS = (G,Mo,(Xr(k)))  où Xt(k)=Xl( f . )+Xf { t ) ,  V teT et  Vk.Onadonc lesloisdeprobabi l i té

suivantes :
- X1 est de loi Erlang de paramènes 2 et 1,5.
-X2etX3 sont des constantes égales à 3,5 et 3 respectivement-
- Xa est de loi normale de moyenne 7 et d'écart-type 0,361.
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Les temps de cycle moyen de ces graphes ont été évalués par simulation, et leurs valeurs sont :

ær(MO) = 4,58'

æz(MO) = 5,506'

r(MO) = 10'014'

Par conséquenr, nous avons bien n(Mg; < r1(Mg) + æ2(Mg).

3.4.3 Autres propriétés de superposition

On peut considérer d'autres mesures de performances des GdES, comme par exemple :

* Le nombre moyen de jetons en attente dans chaque place pe P (on ne considère

pas le jeton qui est en cours de franchissement) , c'est-à-dire :

* Le ratio d'utilisation de chaque transition te T, c'est-à-dire :

u(Ms,t) ="t1+l:ocr1(s)ds, v ter

or(Mo,p) = 
Jg+l_Ïo(M,tpl-op.rsl)os, 

v p e p

où - Mt est le marquage à I'instant s.
( t si la transition t est activée à I'instant s_o1(s)= l  . ,-  
LU  $non

Pour ces mesures, on peut également établir des propriétés de superposition pour les graphes GS,

GSI et GS2, définis dans la partie 3.4.1. On suppose que les temps de cycle moyen des graphes

GS1 et GS2 existent et on les note æl(Md et rz(lttto) respectivement.
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Théorème 3.3 :

r i )  ' Ï ' .= , - l  * .^? ,  vteT\ ' ' '  u(Mg,t)  u ' (M6,t)  u ' (Mg,t) '

où - rnt = EtXd 
"t 

-[ = t[*i] (i=r,2).

- u(Mg,t) est le ratio d'utilisation de la transition t du graphe GS.

- uilMg,t; est le ratio d'utilisation de la transition t du graphe GSi (i=1,2).

(i i) æ(Mo).ol(Mo,T) < 11(M9).011(tuto,T) + æ2(Ms).o2(Mo,y), V y e f

où - o)(Mo, y) = I or(Mo, p) .
peÏ

- o{Mo,p) est nombre moyen de jetons en attente dans chaque place pe P de GS.

- ol i(Mo,T) = )ol i l tvtg,p) ( i=1,2).
p€ï

- oti(Mo,p) est nombre moyen de jetons en attente dans chaque place pe P de GSi (i=1,2).

Démonstration:

(i) D'après la définition de nr0\{o), ml et u(M6,t), nous avons les relations suivantes :

æ(Mo)=,.tg+
k

Ix,til
m, = lim i=l

' k+ - k

k

Ix'til
u(Mg, t )=  l im i= l=

k+- Sr(k)

Par conséquent, r(Mg, = 
ffi.

Pour les graphes GSI et GS2, on obtient également :

r r (Mo)=,- l - l  ,  e t  r2(Me)= r { ,  VteT
u'(Mg, t) u" (Mg, t)
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En remplaçant ces tennes dans la relation qui constitue le théorème 3.2, on a bien :

mr = ,- l  *J-,  vteT.
u(Mg,t)  u ' (M6,t)  u ' (Mg,t)

(ii) D'après la définition du temps de cycle moyen r(Mo) et de co(Mg,p), c'est-à-dire le nombre

moyen de jetons en attente dans la place p, æ(Mg)co(Mo,p) correspond au temps moyen d'attente

cumulée de jetons dans la place p sur une période de temps de longueur æ(M0).

D'après la définition de æ(Mg) et du ratio d'utilisation de la transition t, c'est-à-dire u (M6,t),

r(I\dO)u(M6,t) correspond au temps moyen d'utilisation de la transition t sur une période de temps de

longueur r(MO). Ceci représente également le temps moyen pendant lequel un jeton est en cours de

franchissement de la transition t sur la même période de temps.

Comme le nombre de jetons dans chaque circuit élémentaire est invariant et qu'un jeton est soit en

attente devant une transition, soit en cours de franchissement d'une transition, on a l'égalité suivante :

f r (Ms).o(Mo,p)+ ! r (Ms).u(Mo,t)  = æ(Mo).Ms(Y),  V y e f
peY t€Y

D'après la démonstration de (i),

æ(II4O).Y (Mg,t) = m1, V te T.

Par conséquent,

æ(Ms) .o (Mo,T)+ I . r=æ(Mo) .Mo(T) ,  Vyef  (3 .4 )
teY

Deplus,conrmeXt(k)=Xl (k )+xf l t l ,V teTetVk,a lorsmt=ml  +m?,VteT,e tonobt ient :

æ(Me).o{Mg,T) = æ(Me).Mstr) -  )m} - I t?, V 1e r
teT t€T

En utilisant le théorème 3.2, nous avons :

æ(Ms).@(M9,T)<r1(Ms).Mo(v)- I* l  +æ2(Ms).Mo(v)- I -?,  v 1e r

Si on applique (3.4) aux graphes GS1 et GS2, nous obtenons :

r(Mg).al(Mo,1) < n1(M9).col(Mo,T)+ 12(M9).012(Mo,T), v 1 e r

c.Q.F.D.
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C.srclla,irc3l:

( i )  u(Ms,r )>u in{u l (Ms, t ) ,u2(Mo, t ) } ,  v teT

( i i )  o(Mo,T) 'or l (Mo,Y;+ol2(M9,1) ,  V le f

Démonstration:

(i) D'après le théorème 3.3, nous avons :

*l+ 'nf VteT

mt = , - l  *  -*? .  vteT
u(Mg, t )  u ' (Mg, t )  u ' (Mg, t )

Commemt=ml  +m?,  VteT,

mt<
u(Mg,t)

Parconséquent, u(Mg,t) > Min{ul1Mg,t;,u2(Mo,t)}, V t e T

(ii) D'après le théorème 3.3, nous avons :

r(M6).ot(Mg,T) < n1(Ms).o11(Mo,T)+æ2(Ms).ol2(Mo,T),  V y ef

Comme tt(Mg) > 7t(M0) pour i=1,2, alors :

æ(M6).or(Mg,T) < o(vro).(ot(Mo,Y) +ot21tvte,y)), V 1 e I '

et par conséquent, or(Mg,T) . tl(Mo,T; + or2(M9,1), V y e f

c.Q.F.D.

3.4.4 Généralisation

Dans cette partie, nous considérons la superposition de GdES dans lesquels les temps de

franchissement des transitions sont générés par une combinaison linéaire d'ensembles de séquences

de variables aléatoires.
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Soient n séquences de variables aléatoires i.i.d., non négatives, {Xl(t) }k=I,..,-, pour tout te T, et

n coefficients positifs cr,i pour i = 1,...,n. On considère le GdES GS = (G,lvlg'{X(k)}) où,

n
Xr (k )= )a tx [ { t ) ,  V teT  e t  Vk

i=1

Avec les mêmes raisonnements que dans le cas de deux séquences, on obtient les propriétés de

superposition suivantes.

LXéqxiEr-lJ,:

( i )  sr (k)s ia1s[1r .1,  VteT et  Vk
i=1

( i i )  æ(Mo)<fcr iæi1Ms)
i= l

( i i i )  mt  =$o,  , - l  v teT
u(Mg,t) 7=t 

'ut(Mg,t)

( iv) or(Mo,T).r(Mol < iol t i (Mo,T)).r i (Mo), V 1e f
i=l

où - Slttt esr I'instant d'initiation du kème franchissement de la transition t pour Ie graphe

GSi = (G,Mo,tXl(k)  ) )  ( i=1, . . . ,n) .

- æ(Mo) est le temps de cycle moyen du graphe GSi (i=1,...,n).

- -l =t[*l] ( i=1,...,n).

- ui(Mg,t) est le ratio d'utilisation de la transition t du graphe GSi (i=1,...,n).

-  coi(Mo,T1 = )ot i { t t tg,p) ( i=1, . . . ,n) .
p€ï

- cry(lrh,p) est nombre moyen de jetons en attente dans chaque place peP de GSi (i=1,...,n).
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C.gIs!!siIs'3Z:

(i) u(M0,,)=,y1"tui{vrs,t)}, v ter

( i i)  cD(Mo,ï) = f rt1vto,yl, v 1e f
i=1

3.5. BORNE INFERIEURE DU TEMPS DE CYCLE MOYEN

La borne inférieure que nous donnons dans le théorème 3.5 est une amélioration de la borne

inférieure (1.8) donnée dans le chapitre l.

LhésÈtur-3,s,:

où : - t*(9 est la transition telle QU€ I trll*iyl = Ma*(mt)
t€Y

- p*(y) est la somme des temps de franchissement des transitions appartenant à 1à l'exception

det* (T) , i .e .  P*(Y)= I  Xr
tey,t*t*(Y)

Démonstration:

On considère le circuit élémentaire T = (tl, pt, t2,...,ts, ps, tt). Nous avons les relations suivantes :

S, ,  (n)  + X,,  (n)  < S,,  (n + Ms(Rr))

s1, (n + Ms(Rr)) * Xtz (n + Me(pr)) < s,r 1n + Ms(Pr) + M0(p2))

s,, 1n * tuts(p1)+...+Mo(ps-r)) + X,, (n + Ms(p1)+...+Mo(Ps-r)) < sr, 1n + Ms(Y))

et par consÉquent,

s
51, (n + Ms(T)) - S,, (n) = Ix,, (n + Ms(Pr)+...+Mo(pi-r))

i= l
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De plus, nous avons :

Sq (n) + X,, (n) < 51, (n + 1)

s,, {n *tuto(y) - l) +X,, (n + Me(ï) - 1) s str 1n + Ms(T))

D'où' 
Mo(r)

S1, (n + Me(r)) - 51, (n) ) Ixq (n + i - 1)
i=1

En combinant les relations précédentes, nous obtenons :

I s Mo(r) I
s1, (n + Mo(t)) - st, (n) = t* j lxq (n + M6(p1)+...+Ms(pi-1)), I*,, 

(n + i - t) 
i

LÈl i=l )

Nous prenons I'espérance des deux membres de I'inégalité, et nous avons

I  -  - ' l
E[Ss, (n + Mo(Y)) - St, (n)J

l- l' , Mo(r) ll
> El rvrax I I "r, 

(n + Ms(Pr)+..-+Mo(pi-r)), I*,, (n + i - t) | |
L l.i=l i=l ) )

|  (s  Mo( t )  l l
= t[*,, (")]* nl vra,.I Ix,, (n + Ms(pr)+...+Mo(pi-r)), E*,, 

(n + i - t) 
| |- 

L [i=z i--2 ) J

Comme les variables aléatoires Xti(k), pour k > 0 et tieT, sont i.i.d., nous avons :

r[s,, tn + Ms(t)) - s,, (n)] t srr, * Ef vr* {È",,,t'fÏ,,,',}l
L li=2 i=l ) )

D'après I'inégalité de Jensen,

r[s,, tn + Ms(t)) - s,, (n)]t 6tr + r[vra:r {rrtv r t1),(Ms(T) - rl*,, }]

> e[vrax {r,tr t t1) + m,,,vro(y).-q }]

Si on fait tendre n vers I'infini, nous obtenons :

r(Ms).Ms11l > e[vrax {u(r \ t1) + m,, ,Ms(Tl.-q }]

Et Par conséquent 
I f u(1\ tr) + m,, * llr(Mo ) > r 
luax tTilL, "',, iJ
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Si on choisit t1 = t*(y), et comme I'inégalité précédente est vraie V 1e f, nous avons :

c.Q.F.D.

3.6. BORNES SUPERIEURES DU TEMPS DE CYCLE MOYEN

3.6.1 Borne supérieure basée sur un mode de fonctionnement

contraint

Dans ce paragraphe, nous présentons une borne supérieure basée sur un mode de

fonctionnement contraint (MFC), dans lequel les transitions sont temporairement bloquées. Nous

définissons ce mode de fonctionnemenr et démonrrons des propriétés de ce mode de fonctionnement,

puis nous en dérivons une borne supérieure du temps de cycle moyen.

Le mode de fonctionnemenr conrrainr (MFC) est défini de la façon suivante. Partant d'un

marquage initial Mg, on détermine I'ensemble Tg c T des transitions franchissables. Ces nansitions

sont franchies immédiatement. Soit rt I'instant où la dernière transition de Tg termine son

franchissement. pendant la période (O,rt), aucune transition ne peut commencer à être franchie. A

l,instant rl un nouveau marquage Mt est obtenu. On note T1 I'ensemble des transitions franchissables

à panir de M1. ces transitions sont immédiatement mises à feu. A I'instant 12, toutes ces transitions

sont franchies et on obtient un marquag€ M2, et ainsi de suite. Finalement, on obtient une séquence de

marquages {Mi}i=0,t,... qui apparaissent à I'instant ti et qui permettent de franchir un ensemble Ti de

transitions. Avec ce mode de fonctionnement, nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 3.6 :

La séquence de marquages {Mi}i=0,1,... ainsi que les ensembles de uansitions {Ti}i=0,t,..., sont

K-périodiques après un temps fini, c'est-à-dire qu'il existe trois entiers positifs ig, J et K tels que :

- Mi = Mi.'J et Ti = Ti+J, Pour i > ig,
- chaque transition est mise à feu K fois dans chaque séquence de J périodes consécutives, i.e'

chaque transition apparaît K fois dans la séquence {Ti, Ti*t, ..., Ti+J-l }, pour tout i > ig.
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Démorstration:

On peut remigquer que les séquences de marquages (M1)i=g,1,... et de sous ensembles de transitions

(Tili=0,t,... sont indépendantes des temps de franchissement des transitions. Par conséquent, si on se

place dans le cas déterministe où Xt = 1, V teT, on obtient les mêmes ensembles'

Cependant, dans ce cas, le MFC est le même que le mode de fonctionnement "au plus tôt". Ml est

atteint à I'instant i et Ti est I'ensemble de transitions franchissables à I'instant i. D'après Chrétienne

[2],le mode de fonctionnement "au plus tôt" est K-périodique.
c.Q.F.D.

On peut remarquer d'après la démonstration précédente, que les séquences {Mi}i=0,t,... et

(Tili+,f,... peuvenr être obtenues au moyen de la simulation du GdE déterministe. En fait, Ie MFC

est un processus de renouvellement quand la K-periodicité est atteinte. L'intervalle de renouvellement

est I Ti, Ti+J], pour i > iO. Dans cet intervalle chaque transition est franchie K fois. Par conséquent, le

temps de cycle moyen obtenu avec le MFC est

La valeur exacte de cene borne est donnée dans le théorème suivant.

Lbéqilme:lJ:

Comme lt*(Mg) =

olvrs)s I

DÉwnsggise:

Si r*(MO) est le temps de cycle moyen obtenu avec le MFC, il est évident que æ*(MO) > æ(Mo).

Nous devons donc montrer que :
. r ioil'l l- I

æ*(tvts)=i t  el  uaxx,I'Ki i  
L,.q I

, pour tout i à i0, et que Îi+t - Îi = 
YT*r, 

nous avons :

Elcitl - ci] 
et c'esr une borne supérieure de æ(M9).

K

is+J- l  is+J- l

t io+J - r io  = f ( t i * r -11)= I  yg< * ,
i=iO i=ig t= t i

is+J-l I  I

,I. 'LYtl *'J

' 
,=i" ur x, I = *' Ër''[uîi', ]

et par consftuent,

r*(Mo)=+r[
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3.6.2 Bornes dérivant des propriétés de superposition

Dans cene partie, nous supposons que le premier et le second moment des variables aléatoires

qui représentent les temps de franchissement des transitions existent. En utilisant les propriétés de

superposition du temps de cycle moyen, nous donnons dans le théorème 3.8 une borne supérieure du

temps de cycle moyen.

LXégrèEe.-LE,:

æ(Mo) = yS

Démorutration:

On considère deux séquences de variables

tx?fr.l )k=1,..,- définies de la façon suivante :

aléatoires i. i .d., non négatives, tXl(k))k=1,..,- et

xl t t l=ElX(k) l=mr

x?tr. l=(xr(k)-mù*

On définit les GdES suivants :

GSl  = (G,Mo,{Xl (k) } )

cS2 - (G,Mo,{x?tr.lt l

GS3=(G,Mg,tx?(k)))  où x l t t l=xl( t )+xl{ t ) ,  vteT et  vk

de temps de cycle moyen rt(\{o), æ2(M0) et æg(NIg) respectivement'

D'après le théorème 3.2,on a I'inégalité suivante :

ra(Mo) < r1(Mo)+ r2(Me) (3 'S1

Pour tout teT et pour tout k, on a également :

X(k) < mt + (X(k) - mù+ = xl(t<) + x?ttl = xf tt)

d'où æ(Mo) S æg(Mo).

Si on combine ce$e demière inequation avec la rclation (3.5), on obtient:

æ(Mo)<n1(Ms)+12(Mo).

(.>.,)
| "t l* Io,
l*ottl ) 

rcr

où (x)+ = Ma,x (0,x)
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GSl est en fait un GdE déterministe. Par conséquent, le temps de cycle moyen de GSI est le suivant :

I r-,)
rr(Mo) = *"ll tel Ir.tl ruro(y) |

\ /

II'",)
D,où æ(Mo) < tnt"3{ t€r 

l+æ2(Me)t" 
Itortlj

1r.6)

Il resæ à démonner que :

æ2(Ms) = 
à",

D'après la borne supérieure proposée par Campos et al. (1.9), nous avons :

æ2(Ms) = It[*?l
teT 

'

or'[("r-'["?])']='[{*?)']-('t.tl)',0, v,er

d'où (r[*?])' = r[{*l)']= r[(t', - *,).f 
]= 

E[{", -,",)'] = (o1)2

Nous avons donc

r[xf ]< ",
et æ2(Me) = Io,

t€T

En combinant les relations (3.6) et (3.7), nous obtenons :

Ir*,]
r(Ms) < tntq{ t€T l* Eo,t" 

ltotrlJ 
ter

c.Q.F.D.

(3.7)
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Exemple :

Considérons le GdES suivant.

Fig. 3.2. : GdES fortement connexe.

Le temps de franchissement de la transition t1 pour i=1,...,4, est représenté par la variable aléatoire

Xi. Xt, Xz,X3 sont des constantes égales à I,2 et I respectivement. X4 est de loi exponentielle de

moyenne E[X+] = 1.

Le temps de cycle moyen de ce graphe, évalué par simulation, est tr(Mg) = 2,130.

Le temps de cycle moyen du graphe déterministe associé à ce graphe est

I*,
rp(Mo)=MaxlET; :=M 

( t+z+ l+1 ' ^  I
, ïer- Mo(y) 

'*tî 'L'Z'l'll=2

La borne supérieure donnée par le ùéorème 3.8 est

æ(Mo) < æo(Mo)+ )o, = 3
teT

Remarque : Cette borne supérieure du temps de cycle moyen décroît quand les écarts types des

variables aléatoires décroissent. Par conséquent, lorsque les écarts types des variables aléatoires

tendent vers zéro, le temps de cycle moyen converge presque sûrement vers le temps de cycle

déterministe (i.e. le temps de cycle calculé lorsque les temps de franchissement des transitions

correspondent aux moyennes des variables aléatoires). C'est un Ésultat que nous attendions.

Il est possible de généraliser ceci. Ainsi, le théorème 3.9 montre que le temps de cycle moyen d'un

GdES converge vers celui d'un autne GdES si I'espérance et la variance des temps de franchissement

des ransitions du premier graphe convergent vers ceux du second graphe.
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Théorème 3.4 :

Soit n*(Mo) le temps de cycle moyen du graphe d'événements stochastique

GS* = (G,Mo,{xifr.l }) et soit 5 = )var(*, 
-xi). Nous avons :

teT
Limæ(Mo)=æ*(Mo),  ps
h+0

Démonstrarton:

a) Montrons que Limn(Mo) < n * (Mg) :
h+0

On considère deux ensembles de variables aléatoires i.i.d., non négatives {Xlttl}p=1,..,- et

t x?ttl )k=1,..,- définies de la façon suivante :

xlttl = xi(t)

x?ttl = (x,1r)-xirri)*
Avec le même raisonnement que dans le théorème 3.8, on peut montrer que

r(Ms) < r x (Mo) * l{v"(*, - *i)

Ce qui implique Oue 
frqæ(Mo) 

< æ * (Mo).

b) Monnons que Limæ(Mo) ) æ * (Mg) :
h+0

On considère deux ensembles de variables aléatoires i.i.d., non négatives IXlttl]k=1,..,* et

t x?ttl )k=1,..,- définies de la façon suivante :

xlftl = X(k)

x?frt = ("i<ol-x,(k))*
Avec le même raisonnement que dans le théorème 3.8, on peut montrer que

7ç*(Ms) < r(Mo) * l,/v"(", - *l)
t€T

Ce qui implique que 
[,j37t(Mo) 

> r * (Mo).

Par conséquent, 
fiqr(Mo) 

= æ * (M0), ps.
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Il est possible d'améliorer la borne supérieure du théorème 3.8, en choisissant de façon

différente les deux séquences de variables aléatoires qui sont utilisées dans la démonstration de cette

bome. On obtient alors les bornes suivantes :

Lhésr3$ei!J0:

( i )  æ(Mo)<

où æz(MO,Z) est le temps de cycle moyen du GdES dont les temps de franchissement sont générés

par les séquences de variables aléatoires {(Xr(k)-zù+}ç=1,..,-, où zs est une constante positive,

Z = (zl,22, ...,2m), et m est le nombre de transitions.

( i i )  æ(M0)<

Démonstration:

(i) Nous considérons deux séquences de variables aléatoires i.i.d., non négatives {Xl(k) )k=I,..,- et

t x?ttl )k=1,..,- définies de la façon suivante :

xllt; = ',
x?tr.l = (X(k)-z)+, rvac zlconstante positive-

On note æi(MO,Z) le temps de cycle moyen du GdES dont les temps de franchissement sont générés

par (Xtttl )k=1,..,- etn*(Mg,Z) le temps de cycle moyen du GdES dont les temps de franchissement

sont générés par {X*(k)}k=1,..,-, où X* (k) = Xl(tl + X?tf<1.

Les z6 pour tout te T, sont des constantes, d'où

2,,
æ1(Vtg,Z)= t"t*:t iÏ; :' 

T.t Mo(y)

D'après le théorème 3.2, on a æ*(Mg,Z) S rlQvlg,Z) + n2(Mg,Z), V Z.

De plus x*(k) = zr*(X(k)-zù+ 2 Xr(k), v teT et v k, d'où æ*(Mo,z)>æ(Mo).

- t,r.]l
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l -
I
II par conséquenr æ(Mo) < '=èi:^f* (tuto' z) = 

"--^:iïn{** # . 
" t*o''l}

(ii) D'après la bome supérieure de Campos et al. (1.9), on a

n2gvrs,z)< \r[{x, - r,)*], v z.
teT 

'

|z" -l
par conséquent n(Me ) = r=èl:..,,-,1 +r ftri 

* ; e[{x, -', ). ] | .
avec zi2o t 

rsr 
,  

".e.F.D.

Remarque : Si on poSê 21 = mb pour tout t€ T, on obtient la borne du théorème 3.8.

coro l la i re  3 '3 '  
(  .  . r ' l

æD(M0) < î(M0) < rD(Mo). J:ttàrf(x, 
- ',).li

I*,
où -'rD(Mo)=ytS6

t_l
- f. = lzl.r2 m,,V t e T et Ir, = rp(vr6).vro(y), v T. rl

l l  t€T )

Démonstration:

L'ensembleE est une restriction de I'ensemble /,=(Z=(21,22,...,2m) où z3à0 pour j=1,..,m) aux

élémens æls que :

2"t
te Ï  s rp (Mg) ,  v1e f .
Mo(Y) '
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D'où r(ivfs)s'=qf;!-,^1{**# * 2 r[(x' - "',. ]]
aveczi>O t 

- 
)

l , . , l

#f{'"(to;+ )r[(*, - ,,).1] = oo(tuto)+

Remaroue: Cette nouvelle borne montre que les variables aléatoires représentant les temps de

franchissement des transitions qui n'appartiennent pas au circuit élémentaire critique ont peu d'effet

sur le temps de cycle moyen de tout le système. En effet, en prenant, pour ces transitions, de grandes

valeurs pour 21, I'effet sur le second terme de la borne supérieure des variables aléatoires représentant

les temps de franchissement de ces nansitions est faible, alors que le premier terme n'est pas modifié.

Æt{à'l(x,-",,.]}
c.Q.F.D.

Exemple.' On considère le GdES de la figure 3.2.

Le temps de cycle moyen de ce graphe, évalué par simulation, est 7r(M0) = 2,130.

Le temps de cycle moyen du graphe déterministe associé à ce graphe est np(I\49) = 1,.

On a donc f, = {Z=(zL,zZ,z3,4) où 212 I pour j=1,3,4, z2> 2 et zI+zZ+23+24< 6l

La borne supérieure donnée par le corollaire 3.3 est
| , .,'l

î(Mo) < 'rD(Mo). J:ttàr[(*, 
- ',).Ji

I  1 .  . - ' l ' l=r* 
,Jlf=rlE[(x+ 

-rq)' 
)J=r+ exp(-2) =2,135

Alors que la borne supérieure donnée par Campos (1.9) est

?r(Mo)s )m, = J
teT

3.6.3 Cas particuliers

Dans cette partie, nous donnons des bornes supérieures du temps de cycle moyen obtenues

lorsque les temps de franchissement des nansitions sont générés par des variables aléatoires de lois

particulières : loi uniforme, loi exponentielle ou loi normale.
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CsrgllaircS{:

Si les temps de franchissement des transitions sont générés par des variables aléatoires de

distribution unifurme sur [a6bl, pour tout te T, alors nous avons les bornes suivantes :

l>4,. 1
(i ),r(Mo) =,=,,.ïl!_,,', I ys #, . àm I

avec a,Sz,<b, [ )

l (a1+ u,)
(ii) r(Mo)=ySï6.à+

Démonstration:

(i) D'après (ii) du théorème 3.10, nous avons

|Z" 'l
'r(Mo) =,=1llllf ,^'Jygft* IE[{x, -").]f

ave,c zi20 |. 
'= ̂  

)

Comme les variables aléatoires X1 sont de distribution uniforme, nous avons zr€ [ar,bd pour tout

teT.

De plus E[{x, - r,).]= E[(x, -rr)/x, > z,].n{x, > ,,}

-br - z, 
.b, 

- z, = \b-:- 
zr)2,

2  
'b1 -a1  

Z . (U ,  -a r )

parconséquent æ(Me)s - .-rnr- . {r*4.>H}-" t - z=G|.]r.l | ïJi- r"rotg â+2.(b, - u,) I
aveca,Sz,Sb, [ )

(ii) Cette borne est établie à panir de (i), en posant pour tout teT, z1= mr = 
+

c.Q.F.D.
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Exemple :

Considérons le GdES de la figure 3.1. Les temps de franchissement des transitions sont générés par

les variables alâoires de distribution uniforme suivantes :

X1 est de loi uniforme sur [2;4].
X2 est de loi uniforme sur [0,5;l].
X3 est de loi uniforme sur [3;4].
X+ est de loi uniforme sur [3;5].

Le temps de cycle moyen de ce graphe, évalué par simulation, est æ(lvlg) = 7,415.

Le temps de cycle moyen du graphe déterministe associé à ce gaphe est æp(N4g) =7,25.

La borne supérieure de (ii) du corollaire précédent, est :

tt*(M0) = Max(1 ,25 ; 7) + 0,6875 = 7 ,93'7 .

Corol la i re  3.5 :

Si les temps de franchissement des transitions sont générés par des variables aléatoires de

distribution exponentielle de moyenne rn6 pour tout t€ T, alors nous avons les bornes suivantes :

|>"/'l(i) T (Mo) = 
:rllrte]v.tm+ fm'extt fr)f
âvec zi>O t )

I*,
(ii) r(Mo)= 

YSfu 
+exp(-l). )m,

Démonstration:

(i) D'après (ii) du théorème 3.1O nous 

îir I
æ(M0) = r=qllr,^iVS*tA* Ir[(x, -',,.]|

auecz i>O [ -  

-  r s r  
)

De prus, 
"[(", 

- 
",)*] 

= E[(x, - r)tx, > z,].n{x, > 
",}(__Ll

= mr.expl 
mt )
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Et en combinant avec (ii) du theorème 3.7,

r(Mo) = 
;:jb"h{*-# 

+ )m, ex{ t)}

(ii) Cette borne est obtenue à panir de (i), en posant pour tout t€ T, z1 = ms.

c.Q.F.D.

Exemple :

Considérons le GdES de la figure 3.1. Les temps de franchissement des transitions sont générés par

les variables aléatoires de distribution exponentielle suivantes :

X1 est de loi exponentielle de moyenne l.

X2 est de loi exponentielle de moyenne 0,5.

X3 est de loi exponentielle de moyenne 2.

& est de loi exponentielle de moyenne 3.

Le temps de cycle moyen de ce graphe, évalué par simulation, est n(Mo) = 5,04.

Le temps de cycle moyen du graphe déterministe associé à ce graphe est rp(l\49) = d.

La borne supérieure de (ii) du corollaire 3.5 est :

E*(Mg) - Max( 3,5 ;4 ) + exp(-1).6,5 = 6,39.

Nous considérons maintenant des variables aléatoires de distribution normale. Comme ces

variables aléatoires peuvent être négatives, nous considérons un GdES dont les temps de

franchissement des transitions sont générés par :

rr. = (x1\* (3.ay^t_ t / r t /  ,

où Xi est une variable de loi normale de moyenne ms et d'écart tlpe o1.

/  * \ *  ! i

Pourque (Xi) et Xf aient presque la même densité de probabilité, nous supposons Que m1)) o,1,

pour tout t€ T.
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Corollaire 3.6 :

Si les temps de franchissement des transitions sont générés par des variables aléatoires X1,
définies par la formule (3.8) et de paramètres (m6o), pour tout te T, alors nous avons les bornes

suivantes:

l>^,-l(i) r(M') = 
"=<*!-.r,1 y*rmt. à''r[?)lâv€c zizU t J

I-,
(ii) æ(Mo)=y$fu.#;",

où - f(x) =O(x) - x.(l-Y(x)).

- O(x) est la densité d'une variable aléatoire de distribution normale centrée réduite, c'est-à-

dire o(x) =*"*of-4]
^tZn  ̂ t_ 2)

- V(x) est la fonction de répanidon d'une variable aléatoire de distribution normale centrée

réduite, c'est-à-dire Y(x) = 
J^ O1tpt.

Démonstration:

(i) D'après (ii) du théorème 3.10, nous avons

l>^ . .lr(Mo) = ,=<Il,r-,r,lyg *b* ;E[{x, - ",).]f
avec zi>O L 

'-^ 
)

It suffit donc démontrer que e[{x, - rr).] = r, t[T)

La densité de la variable aléatoire Xs, qui est de loi normale de moyenne ms et d'écart tlpe 06 est :

e(x)= ' 
(tr.=et)'l

offi"*1-tt-" J j
t  

. . [ x -mt  )
o r  \o t  )
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Par conséquent,

e[{x, - 
",)*] = JÏ* - ",)*q{*)a*

=J*-(*-,,)*.(t)o-

= h ï,-(x - z, )r s{+(t)' l.-
On fait le changement de variables y = 

?, 
et on obtient :

(ii) Cene borne est obtenue à panir de (i), en posant pour tout t€T, z1= m1.

E[{x, -,,).] = 
#J+(x.o, + m, - z,).exp(-i.')*

= #J+,...0(-i.')* * (',',,)Jâ,fr *'(-i.')0.

=#[-'*(-;.')]â,

Comme O(x) est la densité d'une variable aléatoire, nous avons l_*O(x)dx 
= t,

et r[{x, -,,)*] = ft"*pl +tt)"J.(,* -,,)[, -lïq.p.)

=",'(f)*,* -",{' .[f))
= " , ' [ Ë )

Eten combinant avec (ii) du theorème 3.6,

n(r"ro) 3 o-,!nr -..{r*ë* yo,r[.=*,1]
"ll;:;î'[rer 

tvto(r) d+ 
' 

I o1 ))
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Remaroue : Si on pose 21 = rnr * n.or, alors la borne (i) du corollaire 3.6 devient

I I(-, + n'oi) Ir(Mo) = I3âlySfuF * à''t,",1 (3.e)

De plus, si on observe les valeurs de la fonction f(.) données dans le tableau 3.1, on peut remarquer

qu'elles convergent rapidement vers zéro.

Tableau 3.1 : Valeurs de la fonction f.

n 0 I 2 J 4

f(n) 0,398 0,083 0,008 0,001 0.000

Pour n>3, le second tenne de cette bome supérieure, c'est-à-dire )orf(n), est suffisamment petit
teT

pour que les variables aléatoires représentant les temps de franchissement des transitions appartenant

à un circuit élémentaire ayant un temps de cycle moyen faible, aient peu d'impact sur le temps de

cycle de tout le système.

Par conséquent, en prenant nS3, on obtient une borne supérieure de très bonne qualité :

I I(., + n.o1) I
r(Mo) s Min {uok+ )o,r(n)fo<n<3 | rel' Mo(T) ,:.r 

' ' 
It --- )

Exemple :

Considérons le GdES de la figure 3.1. Les temps de franchissement des transitions sont générés par

les variables aléatoires de distribution normale suivantes :

X1 est de loi normale de moyenne 6 et d'écart-type 0,1.

X2 est de loi normale de moyenne 3 et d'écart-type 0,1.

X3 est de loi normale de moyenneT etd'écart-type 0,3.

X+ est de loi normale de moyenne 10 et d'écart-type 0,2.

Le temps de cycle moyen de ce graphe, évalué par simulation, est 7t(M0) = 16,15.

Le temps de cycle moyen du graphe déterministe associé à ce graphe est æp(Mg) = lS.
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Pour n = 0, la borne supérieure obtenue est :

æ*o(Mo) = 16 + 0,398x0,7 = 16,28.

Pour n = l, on obtient,
æ*l(Mo) = 16,5 + 0,083x0,7 = 16,56.

Pour n = 2,
r*2(Mo) =!7 + 0,008x0,7 = 17,01.

Pour n = 3,
r*3(Mo) = 17 ,5 + o,@0x0,7 = 17,5.

Par conséquent, la borne supérieure obtenue est :

n*(Mo) = Min (æ*01Mg;,æ*tg\4g;,r*2(Mo),æ*3(Mo)) = 16,28

3.7 . CAS OÙ TBS TEMPS DE FRANCHISSEMENT DES
TRANSITIONS SONT BORNES

Dans cette partie, nous présentons des bornes du temps de cycle moyen, lorsque les temps de

franchissement des transitions sont générés par des variables aléatoires bornées. Cette situation est

classique dans les ateliers de fabrication. Nous supposons que V te T et V k, a1 < X(k) < br.

LheqIèus,-.lf,L :
I*r Iu,

(i)'r(Mo) = yjËfu = yjrt'r,r,
Iu,

(i i) r(Mo)< 1v1rv t€I-

1er Me(l)

Démonstration:

I- t
11 ya1ler- est une borne inférieure de æ(Mg) d'après (1.8) et Xt(k) > as, V te T et V k, d'où

T€r Mo(Y)

mr ) âr, V teT. Par conséquent,

I ', Iu,
, r (Mo)2Y4ç te l ->Mq$, .

1eI'Me(1) 1er Ms(1)
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(ii) Considérons le GdE pour lequel les temps de franchissements des ransitions sont égaux à bl pour

Iu'
tout t€ T. Son temps de cycle est æ*(Mo)= 

}I5fu. 
or Xt(k) < bt, V te T et V k, par

Iu'
conséquent r(Mo) S æ*(Mo) = r(Mo) = y$rr,r*,

c.Q.F.D.

Les nouvelles bornes proposées dans la suite de cette partie découlent des propriétés de
comparaison stochastique développées par Baccelli et Liu [04] et des propriétés de superposition. Les
propriétés de comparaison stochastique sont basées sur les relations d'ordre stochastique innoduites
par Stoyan [55]. Dans la suite, nous utilisons uniquement la relation d'ordre convexe et la relation

d'ordre forte, que nous notons $.* et <s respectivement.

Déf in i t ion :

Deux variables aléatoires X et Y satisfont Ia relation d'ordre convexe (resp. relation

d'ordre forte ), c'est-à-dire X Sic* Y (resp. X Srt Y ) si

Etf(x)l < Elf(Y)l

pour toute fonction f : IR + IR convexe, non décroissante (resp. toute fonction f : IR + IR non

décroissante), et telle que Elf(X)l et E[f(Y)] soient définis.

Une condition suffisante, basée sur le critère de coupe de Karlin et Novikoff, est donnée dans la
propriété 3.5. Deux variables aléatoires X et Y de fonctions de répanition F et G, et dont les premiers

moments sont finis, satisfont le critère de coupe de Karlin et Novikoff :
- si ElXl < ElYl,
- et sïl existe une valeur e finie, telle que :

F (s )SG(s ) ,  Vs< t  e t  F (s )>G(s ) ,  Vs>e .

Pronriété 3.5: (Stoyan [55])

Deux variables aléatoires X et Y qui satisfont le critàe de coupe de Karlin et Novikoff, satisfont
également la relation d'ordre convexe, c'est-à-dire X Sc* Y.
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La propriété suivante, due à Baccelli et Liu [04], montre que le temps de cycle moyen est non-
décroissant par rapport aux temps de franchissement des transitions en respectant l'ordre convexe.

Prooriété 3.6 : (Baccelli et Liu [04])

On considère deux graphes d'événements stochastiques GS = (G,M0,{X1(k)}) et
GS* = (G,Mg,{Ys(k)}) de temps de cycle moyen r(MO) et r*(Mg). Si Xr(k) 3ic* YtG), V te T et
V k, alors æ(MO) 3 æ*(Mg).

Des théorèmes dérivant des propriétés précédentes et donnant de nouvelles bornes supérieures
du temps de cycle moyen sont donnés dans la suite.

Théorème 3.12 :

Soient deux GdES GS = (G,Mo,{X(k)}) er GS* = (G,M6,{Y1(k)}) tels que :
- V teT et V k, ar ( Xs(k) < br,

- V teT et V k, Y(k)e {at,brJ, Pr(Yr(k) = aù = O, = \ 
- sr 

et Pr(Y(k) = bù = 1 - pt.
D t - â t

Si r(Àtlo) est le temps de cycle moyen de GS et r*(Iv[g) est le temps de cycle moyen de GSx, alors
7r(M0) S r*Mo)

Démonstration:

D'après la propriété 3.6, il suffit de monrrer que X(k) <icx Yr(k), V te T er V k.

Soit Fi la fonction de répanition de X1(k) (elle est la même pour tous les k car les variables X1(k) sont
i . i .d.) ,

| .0  
s i sca l

F t (s )= j  * { * , fn l= t }  s ias<s<b t

L  I  s i s2b ,

Soit Gl la fonction de répartition de Yt(k),

Io  s iscal
Gt(s) =.1 O, si a, S s < bt

L l  s i s>b j

On a donc F(s) = Gt(s) sur l-o",at[ U lbt {-[, et sur [at,bt[, Gt(s) est constante sur [0,1] et F1(s) est
croissante et continue sur [0,1]. Par conséquent, il existe, pour tout te T, e1e [ar,bt] tel que

F(s )<G(s )  Vsceg

F(s )>Gt (s )  Vs>eg

-  100-



Par conséquent, d'après le mitère de Karlin et Novikoff, X(k) Sisx Yt(k), V te T er V k, et donc
æ(Mo) S æ*(Mo) d'après la propriété 3.6.

c.Q.F.D.

Exemple :

Nous considérons le GdES de la figure 3.1. Les temps de franchissement des transitions sont générés
par les variables aléatoires bornées. Nous avons utilisé des variables aléatoires de loi normale, que
nous avons tronquées sur un intervalle [at,bt].

X1 est de moyenne2,22 et bornée sur [1,4].
X2 est de moyenne2 et bornée sur [,3].
X3 est de moyenne 3,88 et bornée sur [2,5].
X+ est de moyenne 5,21et bornée sur [4,6].

Le temps de cycle moyen de ce graphe, évalué par simulation, esr 7r(M0) = 8,23.

Les variables aléatoires de GS* définies dans le théorème 3.12, sont donc :

I t avec une probabilité pr = 0,59
Y ={^ 

L 4 avec une probabilité 1- p1

% = { 
I avec une Probabilité P2 = 9,5

' 
L 3 avec une probabilité 1- p2

I Z avec une probabilité p3 = 0,37
Yr  ={' 

L 5 avec une probabilité 1- p3

n^ _l 
4 avec une probabilité pq =0,4

-+ 
L 6 avec une probabilité 1- pa

et le temps de cycle moyen de GS*, évalué par simulation, est n*(Md =8,64.

Théorème 3.13 :

Si on considère les mêmes GdES que dans l'énoncé théorème 3.l2,on a

I., ,
r(Mo) < rE n (M0) 5 y* "t--* y (bt -mtxmt - at)

1er Ms(1) ,?, br -at

où æ(lttlo) et æ*(lvlg) sont les temps de cycle moyen de GS et GS* donnés dans le théorème 3.12.
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Démonstration:

D'après (ii) du théorème 3.10, et on posant 21= rD1*=p[YtG)], V teT et V k, nous avons

I*i
7r * (Mo) = yS rîe. à'[(u 

- -î[]

Il suffit donc de montrer que V te T et V k,

IDt* = mt
f  , ,  - rn l )* l -  (ut  -m,Xm, -ar) .

etE[ (Y '  ' t  
)  b t -a t

a) Montrons euÇ rr\* = rng

mt*=ElY(k)l = at.Pr(YrG) = a) + b1.Pr(Y(k) = 6r;
= ar.pr + b1.(1-p)

= a,.9t 
-mt * ar.(t- 9, - *,I = -,

b r  - â t  \  o t  - a t  
)

tf" _,,,î)..l _ (u, - m,Xm, -a,)
b)MonnonsqueElr  _  - t  

J  b t_at

r[(o -'î).] = r[(t, - *,)*] = (r - p,Xb, - mt)

_ (m, - a,Xu, - m,)
bt  -a r

c.Q.F.D.

Il est également possible d'améliorer la borne supérieure du théorème 3.13 en choisissant de

façon adéquate les séquences de variables aléatoires qui sont utilisées dans la démonstration de cette

bome (comme pour le théorème 3.8). On obtient les bornes suivantes :

LléqrÈrur--3,l4 :

Si on considère les mêmes GdES que dans l'énoncé théorème 3.12, on a

r(MdSr*(Mo)<?a(Mo)

| >^' /,. - \/*
ou E(ra6 ) = r=r1l!,,,',.| y* #, .,>rff 

[
avoc zi>O L J
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Démonstration:

On considère deux séquences de variables aléatoires i.i.d., non négatives, {Vlttl}g=1,..,- et

t Vr2ttl lk=I,..,- définies de la façon suivante :

Yf lt; = 2,

v,2ftl = (Y(k) - zù*, îvec zlconstante positive appartenant à [at,bt].

On définit deux graphes d'événements stochastiques GS r * = (G,Mg, { YJ(k) }) er

GSz* = (G,Mg,{vr2fr.l }) de temps de cycle moyen nr*(Mo) et æ2*(N4g).

En suivant le même raisonnement que dans la démonstration du théoÈme 3.13, on obtient

æ*(Mo) < E(Mg)=

c.Q.F.D.

Cette borne supérieure peut facilement être obtenue en résolvant un problème de programmation

linéaire.

3.8. COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES D'UN GdES EN
FONCTION DE SA STRUCTURE

Ce paragraphe concerne les propriétés asymptotiques des graphes d'événements stochastiques.
De nouvelles bornes supérieures du temps de cycle moyen sont obtenues à I'aide de la théorie des
grandes déviations. A partir de ces bornes et des résultats existants, nous établissons des propriétés

sur les componements asymptotiques du graphe d'événements en fonction de sa structure. En
particulier, des conditions suffisantes pour que le temps de cycle converge vers une valeur finie

lorsque le nombre de transitions croît, sont mises en évidence. Ces résultats sont appliqués aux

systèmes de production et nous démontrons que la productivité d'une ligne de transfert décroît vers

une valeur strictement positive lonque le nombre de machines augmente.

3.8.1 Nouvelles bornes supérieures du temps de cycle moyen

Nous faisons I'hypothèse qu'il y a au plus un jeton dans chaque place, c'est-à-dire N{o(p) < I,
pour tout pe P. Si cette hypothèse n'est pas vérifiée, il est possible de transformer le graphe en un

graphe équivalent en ajoutant des places comme dans la panie 2.3 du chapitre 2.
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Nous allons réécrire l'équation d'évolution (3.1), et pour cela nous introduisons de nouvelles

notations. Considérons un chemin élémentaire p = (h,pl,tl,...,Pr,tr) reliant la transition tg à la

transition t1, tel que la première place contienne un jeton et que les autres places soient vides, c'est-à-

dire Mo(pl) = 1 et Mq(p1) = 0 pour i=Z,...,r. Nous notons Y I'ensemble de ces chemins

élémentaires. Nous définissons également les notations suivantes :

- p- représente la première transition du chemin p€Y.
- p+ représente la dernière transition du chemin peY.
- p* est I'ensemble des tansitions internes au chemin p€Y, c'est-à-dire :

p *= { tep / t *p -e t t l t p+} .
- y-(t) est I'ensemble des transitions qui peuvent être connectées à t par un chemin appartenant à

Y, c'est-à-dire :

u-(0 = {  seT la peY avec P-= set p+- t  } .
- u+(t) est I'ensemble des transitions que la ransition t peut atteindre par un chemin appartenant

à Y, c'est-à-dire :

u+( t )  =  (  seT /1  peY avec  P-= t  e tp+=5 ) .
- Y(t,s) est I'ensemble des chemins de Y qui relient la transition t à la transition s, c'est-à-dire :

Y ( t , s )=  {peY lP '  = tê tP+=s  } .

Remaroue : On considère que toutes les transitions possèdent une boucle de réentrance (t,p,t) avec

p'='p = t. Par conséquent, pour tout t€T, (t,p,t)eY(t,t), teu-(t) et tev+(t).

Comme I'ont montré Baccelli et Liu [04], l'équation d'évolution (3.1) peut se réécrire de la façon

suivante:

Sr(k) = 
-Yg^,{srtk 

- 1) + A.,,(k)}
reu-(t) -

où - Ar,,(k) = Max .{p(p,k)}peY(t,t)-

- p(p,k) = Xp-(k - 1)+ )xr1t1
SeP*

Par convention, A1,i(k) = -"o si teu'(t). Par consquenL

(3.10)

si t e v-(t)

srnon
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Dans la suite, nous utilisons les propriétés de comparaison stochastique que nous avons
introduites dans le paragraphe précédent. De plus, en utilisant la théorie des grandes déviations,
Baccelli et Konstântopoulos [02] ont déterminé la borne supérieure suivante :

T-Xésxènr.l*ls :

S'il existe une variable aléatoire X telle que :

Ar,r(l) Sst X, V r,te T.

Alors,

7t(Id0) < f

où  -T= in f  {  x>ElX l /h (x )> log(w)  }
- !r = yi{,*o(u.{t))}

- h(x) = 
BIE{..o 

- roe(e[..r(*')])]

La fonction h(x) est appelée transformée de Cramer-Legendre de X. De plus, h(x) est une fonction
convexe et non négative, qui aneint son minimum en E[X], avec h@[X]) = 0.

Dans le théorème 3.16, nous donnons une borne supérieure du temps de cycle moyen qui est
plus proche du temps de cycle moyen que celle du théorème 3.15.

Théorème 3.16 :

Si il existe une variable aléatoire X telle que :

Ar,(1) Sicx X, V t,teT.

Alors,

tt(Ittlo) < f
où y est défini par l'équation (3.11).

Comme I'ordre S51 implique I'ordre Siç1, le théorème 3.16 nous pennet bien d'obtenir une borne
supérieure du temps de cycle moyen qui est plus proche du temps de cycle moyen que celle du

théorème 3.15.

La démonstration de cette propriété est donnée dans I'annexe 1.
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En utilisant des arguments semblables, on peut obtenir la borne supérieune suivante.

Théorème 3.17 :

ST existe une variable aléatoire X telle que :

p(p,l) Sic* X, V peY.

Alors,

æ(Mo) < T

où - tr(p,1) est défini par l'équation (3.10)

- T= inf { x > ElXl / h(x) > log(W) }
l -  I- !{ = tvtgl f cara(Y(t,t))f

teT Lrer )

- h(x) = tg6t r - r"s(r[..r(*']il1

3.8.2 Comportement asymptotique en fonction de la structure du
GdES

Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement d'un GdES lorsque le nombre de
transitions de ce graphe tend vers I'infini. Nous donnons des conditions suffisantes sous lesquelles le
temps de cycle moyen tend vers une valeur finie lorsque le nombrre de ransitions du graphe tend vers
I'infini.

Soit { GS(n), n>0 } une séquence de GdES fortement connexes définis de la façon suivante :

GS(n) = (cn,u6,{*l fnl})

où Gn est la stnrcture de GS(n) défini par I'ensemble de transitions Tn et lbnsemble de places Pn.

Nous faisons les hypothèses suivantes sur cette séquence de GdES :

H1 : Pour tout n>0, le GdES Gn est un sous graphe 61 6n+1, c'est-à-dire 1n s 1n+l s1
pn c pn+l.

H2: Le marquage des places communes à deux GdES est identique, c'est-à-dire

tntfitpl = Mfi*l(p), pour tout p€F et pour tout n>0.
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H3: Le temps de franchissement des nansitions communes à deux GdES est identique,

c'est-àdire Xlftl = Xl*l(k), pour tour teTn, pour tout n>0 et pour tout k>0.

Par consequent, d'après H2 et H3, I'indice n pour le marquage initial et les temps de franchissement

des transitions peut être ignoré. Nous notons donc lt{o le marquage initial et X1(k) la variable aléatoire

représentant le kème temps de franchissement de la transition t. Bien sûr, pour tout n>0,

Vtô(p) = Mo(p), pour rour p€Pn, et Xl(t<) = Xr(k), pour tout teTn et pour tour k>0.

Nous supposons que le temps de cycle moyen de GS(n) existe pour tout n>0, et nous le notons
æn${o). D'après la propriété de monotonie du temps de cycle moyen, avec le respect de la stnrcture

du graphe [04], nous avons :
ær(Mo) < æz(Mo) < rt(Mo) < ...

Une condition suffisante pour que le temps de cycle moyen converge vers une valeur positive

finie ou une valeur infinie, quand n tend vers I'infini, est donnée dans la suite.

Théorème 3.18 :

Si les hypothèses Ha et H5 sont vérifiées,

tI+ : Il existe une variable aléatoire finie X, telle que :
p(p,l) Sicx X, V peYn et V n>0.

H5 : Il existe un entier positif W, tel que :

I  ca ra (vn{ t , t ; ) .Y7 ,  V teTn  e tVn>0.
teTn

Alors,
rn(Mo) <T V p0

où y est défini par l'équation (3.11), Yn etYn(t,t) sont définies de la façon que Y et Y(t,t) du

paragnphe 3.8.1, mais à panir du graphe GS(n).

Remarque : Il est souvent rès difficile de vérifier les hypothèses [I+ et H5. Nous allons donc établir

dans la suite, des conditions plus resrictives mais plus faciles à vérifier.
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Nous supposons que les temps de franchissement des transitions sont bornés par une variable

aléatoire finie au sens de I'ordre convexe, c'est-à-dire :

X(l) Sic* €, V te yTn.

Une condition suffisante pour que I'hypothèse FI+ soit vérifiée est que tous les chemins de Yn soient

bornés en longueur. De plus, si chaque transition est connectée à un nombre fini de places, alors

I'hypothèse H5 est également vérifiée.

LbésrirrrJljl:

Si les hypothèses Fk, Hz et H8 sont vérifiées,

FI6 : Chaque transition a au plus K1 places d'entrée, c'est-à-dire :
card(en(D) S Kl, V teTn et V n>0.

Hz : Il existe une variable aléatoire finie (, telle que :

X(l) Sic* Ë, V teuTn.

Hg : Il existe un entier positif K2, tel que :
L(p) < K2*1, V peYn et V n>0.

Alors,
æn(Mo) S inf { x > Kz.E[Ë] /h(x) >K2.log(K1) ], V n>0

où - L(p) correspond au nombre de transitions appartenant au chemin p.
- h(x) = 

;gE{..r 
- K2.rog(E[*p(6.e)])].

Démonstration:

Soient Êt,Ez, . . . ,  EK2, des var iables aléatoires i . i .d.  te l les que Er =g E. On pose

X = Ër  +Ez+. . .  + €rz.

D'après la définition de p(p,1) (voir 3.10), nous avons :

p(p,1) = xo-(0)+ Ixr(l), pour tout p€Yn.
s€p*

D'après les hlpothèse H7 et Hg et la mutuelle indépendance des variables aléatoires X6

tr(p,l) SicxX.
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D'après les hypothèse Fk et H3,

!  cara(vn(t, t))s(K1)Kz =v/,  V teTn etV n>0.
teT'

Par conséquent, le théorème 3.18 implique que :

n (Mo)< in f  I  x>ElX] /h (x )>K2. log(K1)  ] ,  Vp0

avec -EtXl=Kz.E[Ë]

- h(x) = 
BIE{*t 

- K2.rog(r[*p(É.e)])]

c.Q.F.D.

Remaroue : L'hypothèse Hg dépend du marquage initial Mo. Par conséquent la valeur K2 peut être

réduite si le marquage initial Mg est remplacé par un marquage M atteignable à panir de It4O.

En s'appuyant sur la remarque précédente, nous avons généralisé le théorème 3.19 et nous

montrons que sous des conditions suffisantes facilement vérifiables, le temps de cycle moyen est

borné lorsque le nombre de transitions tend vers I'infini.

Théorème 3.20 :

Si les hypothèses Fk, Hz et Hg' sont vérifiées

Hg' : Il existe un entier positif K2, tel que :

ff isK2' 
vÏefnetvn>o'

Alors,
æn(Mo) < inf { x >K2.E[(] /h(x) >K2.log(K1) ], V p0

où - L(f) correspond au nombre de transitions de 1.
- fn est I'ensemble des circuits élémentaires de GS(n).

La démonstration de cette propriété utilise le lemme 3.1 suivant que nous démontrons dans

I'annexe 2.

- 109-



Lemme 3.1 :

Pour tout GdE de stnxcture G et de marquage initial l\tlg, les deux propositions suivantes sont

équivalentes.

(i) Il existe un marquage M atæignable à partir de MO et un nombre positif K tels que :
L (p )<K+1,  VpeY(M) .

(ii) n existe un nombre positif K tels que :
L (Y)  . * .  vye f

Mo(Y)

où Y(M) est I'ensemble des circuits élémentaires p = (t0,pl,t1,...,pr,tr) reliant la transition t6 à la

transition t1, t€ls que seule la place p1 contienne un jeton, c'est-à-dire Mo(pr) = 1 et Mo(pù = 0 pour

i=2,. . . , r .

Démonstration du théorème 3.20 :

D'après I'hypothèse Hg'et le lemme 3.1, il existe un marquage M'atteignable à panir de Mg tel que :

L (p)<K2+1,  VpeY(M' )

On considère un autre marquage M" avec M"(p) = Min (M'(p),1 ), pour tout pe P. Les hypothèses

H6, Hzet Hg sont aussi vérifiées dans le GdES (Gn,M",tX(k))).On note lE'(M') et n'(M") les

temps de cycle moyen des GdES (Gn,M',{Xr(k)}) et (Gn,M",{X(k)}) respectivement.

D'après le théorème 3.19,

tt'(M") S inf { x > Kz.E[€,] /h(x) > K2.log(K1) ], V p0

et d'après la monotonie du temps de cycle moyen par rapport au marquage initial, nous avons
n'(M') S n'(M").

De plus, comme M'atteignable à partir de Mg, nous avons nn(It{o) =n'(M').

Par conséquent,

rn(Mo <inf { x>Kz.E[€,] /h(x) > K2.log(K1) ], V p0.

c.Q.F.D.
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3.8.3 Exemple : Iignes de transfert stochastiques

On considère une ligne de transfert stochastique, constituée de r machines en série (Mt, M2,

..., Mr) séparées par r-1 buffers (Bt, 82, ..., Br-l). Les capacités respectives de chaque buffer sont

CbCz,..., Cr-l.Le temps de traitement sur chaque machine Mi est générés par une séquence de

variables aléatoires {Xi(k)}r.=r,..,- où X(k) représente le kème lsmps de traitement de la machine Mi.

Cette ligne de uansfert est représentée par la figure 3.3.

lvt(X1) w(J{ù M(Xr)

--'O -rl
Br(cr) B'(Cù Br-t(Cr-1)

Fig. 3.3 : Ligne de transfert stochastique.

Le fonctionnement de ce système est le suivant. Un produit provenant de I'extérieur du système

est chargé dans le système et passe sur la machine M1. Quand le traitement du produit par M1 est

terminé, le produit est transféré dans le premier buffer B1, si celui-ci n'est pas plein, c'est-à-dire s'il

contient au plus C1-1 produits. Sinon, il reste sur la machine M1 et cette machine est bloquée jusqu'à

ce qu'un produit quitte le buffer 81. Le produit passe ainsi sur toutes les machines et quitte le système

après son passage sur la dernière machine. Le fonctionnement de ce système peut être modélisé par

un GdES (voir figure 3.4).

or;

Fig. 3.4 : GdES associé à une ligne de transfert stochastique.

Dans ce GdES seulement r transitions sont temporisées à une valeur strictement supérieure à 0. Il

s'agit des transitions représentant les temps opératoires. Les temps de franchissement de chaque

transition sont générés par une suite de variables aléaoires {X(k)}1ç=t,..,-, où X1ft) est donné par :

- Xfi(k) =Xfi(k) = 0, V i=I,...,r et V k
- Xti(k) =Xi(k), V i=l,...,r et V k
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On note GS = (G,M0,{Xi(k)}) ce GdES. Il est fortement connexe et comporte 2r-l circuits

élémentaires:
- r circuits modélisant le fonctionnement des machines. On les note T( M i),

1(Mil = (1i, Oi t;, P;, fi, Ii, l). Ils contiennent tous un seul jeton.
- r-1 circuits modélisant les buffers. On note y(Bi-r) le circuit élémentaire modélisant le buffer

Bi-t et contraignant la machine Mi, t(Bi-f ) = (fi-I, Qi-l, li, Oi, ti, Pi, fi, Fi-I, fi-f). Il contient

Ci-1+1jetons.

T-Xés.r3!qel,Zl :

On considère le GdES GS = (G,M0,{Xi(k)}) défini précédemment. S'il existe une variable

aleatoireX telle que:

Alors,

où  -T= in f  {  x>r .E lX l /h (x )> log(3)  }

Xi(l) Sic* X, V i.

tt(Mo) < Y

- h(x) = 
Bg5{*t 

- r.rog(E[exp(x.e)])]

Démonstration:

D'après la propriété de monotonie du temps de cycle moyen en fonction du nombre de jetons, nous

avons simplement à considérer le cas où Ci = 0, pour i =1,...,r-1. dans ce cas le GdES GS est

équivalent à celui de la flrgure 3.5.

Fig. 3.5 : GdES associé à une ligne de transfert stochastique sans buffer.

On considère le cas où MoGù = 1, pour i =1,...J, et Mo(p) = 0 pour toutes les aunes places p. Pour

ce marquage, A1,1(1) 36* Ç1+(2+ +(r, V I et t, et où (1 =sr X, pour i =1,...,r.

De plus, nous avons 
f 

.l

w=MTI lcard(Y1t,t))f = 3.r€r ua )

q , t  P l  i ,  q  
;P2 t ,
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Par conséquent, d'après le théorème 3.15,

tt(Mo) sT= inf { x > r.ElXl / h(x) > log(3) }

avec h(x) = 
;lE{*t 

- r.rog(E[exp(x.e)])]

c.Q.F.D.

3.9. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons donné une méthode efficace pour accélérer la simulation des

GdES en utilisant les équations d'évolution. Cette méthode sera notamment utilisée dans le chapitre

suivant.

Nous avons mis en évidence des propriétés de superposition, et nous avons en particulier

montré que le temps de cycle moyen est sous-additif. A partir de ces propriétés et des propriétés de

comparaison stochastique de Baccelli et Liu, nous avons obtenu plusieurs bornes supérieures du

temps de cycle moyen. Plus particulièrement, nous avons obtenu une borne simple qui converge vers

le temps de cycle moyen déterministe, lorsque les écart-types décroissent. Comme les écart-types sont

souvent petits dans les systèmes réels, ces bornes peuvent être utilisées pour obtenir une évaluation

rapide du temps de cycle moyen. La borne proposée dans le corollaire 3.3 montre que les variables

aléatoires représentant les temps de franchissement des transitions qui n'appartiennent pas au circuit

élémentaire critique, ont peu d'effet sur le temps de cycle moyen de tout le système.

Nous avons ensuite appliqué ces méthodes à des GdES dont les temps de franchissement des

transitions sont générés par des variables aléatoires de lois particulières : loi uniforme, loi

exponentielle ou loi normale, puis aux GdES dans lesquels les temps de franchissement des

transitions sont générés par des variables aléatoires bornées.

Dans la dernière partie nous avons étudié le comportement asymptotique des graphes

d'événements stochastiques. De nouvelles bornes supérieures du temps de cycle moyen ont été

obtenues à I'aide de la théorie des grandes déviations. A partir de ces bornes et des résultats existants,

nous avons établi des propriétés sur les comportements asymptotiques en fonction de la stnrcture du

graphe d'événements, pour lesquelles les hypothèses sont faciles à vérifier. Ces résultats ont ensuite

été appliqués aux lignes de ransfert.
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4.I. INTRODUCTION

Ce chapitre concerne I'optimisation du marquage d'un graphe d'événements stochastique. Il

constitue un complément au chapitre 2, qui ne concernait que les GdE déterministes. Le problème

d'optimisation du marquage consiste à atteindre un temps de cycle donné tout en minimisant un critère

linéaire p-invarianr

Dans le deuxième paragraphe, nous rappelons la formulation du problème d'optimisation du

marquage d'un GdES.

Dans le paragraphe suivant, nous établissons d'importantes propriétés du critère p-invariant en

fonction du marquage. En particulier, nous montrons que le critère p-invariant est non décroissant par

rapport au marquage initial. Nous montrons également que le critère optimal est non croissant par

rapport aux temps de franchissement, au sens de I'ordre stochastique. Nous démontrons ensuite que

le critère p-invariant atteint son minimum lorsque les temps de franchissement des transitions sont

détemrinistes.

Dans le quatrième paragraphe, nous établissons des conditions d'atteignabilité d'un temps de

cycle donné en nous basant sur I'existence d'une borne inférieure et d'une borne supérieure du temps

de cycle moyen.

Dans le dernier paragraphe, nous proposons plusieurs heuristiques. Elles consistent toutes à

déterminer une solution dans le cas déterministe et à ajouter des jetons dans les places adéquates aussi

longtemps que le temps de cycle donné n'est pas atteint. La première, développée par Proth et al.

[45], utilise les circuits élémentaires. Nous proposons deux autres heuristiques qui nous donnent une

solution proche de la solution optimale. Nous utilisons I'analyse perturbationnelle (AP) pour

identifier les places dans lesquelles les nouveau( jetons sont ajoutés à chaque itération.

4.2. RAPPEL DU PROBLEME

problème d'optimisation du marquage initial d'un GdES peut être défini de la façon

Trouver un nurquage initial Mo e INIP I qui soit solution du problème dbptimisation (P) suivant :

Minimiser f(Mo) - 'U.Mo

sous la contrainte :

r(Me) < C

Le

suivante:
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où - C est le temps de cycle moyen que l'on veut atteindre. C doit être supérieur au

Ma:c{E[Xt], te T], car une boucle dont la place contient initialement un jeton est associée à

chaque transition.
- tr(Mg) est le temps de cycle moyen obtenu avec le marquage IvIg.
- t[J = (ul, u2, ..., ulpl) e (R+;lP I ttt un p-invariant.

4.3. PROPRIETES

Dans ce paragraphe, nous présentons des propriétés de base du critère p-invariant f(Mo). La

première propriété montre que si M1 est une solution optimale du problème d'optimisation du

marquage d'un GdES, alors tout marquage aneignable à partir de Mt est aussi une solution optimale

de ce problème.

Prcrriélê-4J:

Si M1 et M2 sont deux marquages tels que chaque circuit élémentaire contient le même nombre

positif de jetons d'un marquage à I'autre, c'est-à-dire Mr(9 = Mz(T) > 1 pour tout le f, (où I' est

I'ensemble des circuits élémentaires), alors f(Mr) = f(Mz).

Démonstration:

Si M1(y) = Mz(T) pour tout yef, d'après la propriété3.1, M1 et M2 sont mutuellement atteignables.

Et comme U est un p-invariant, d'aptès la relation (1.2) du chapitre 1, nous avons :

f(Mr) = rU.Mt = tU.M2 = f(Mz)

c.Q.F.D.

La propriété 4.2 montre que le critère p-invariant est non décroissant par rapport au marquage

initial.

Progriêtê 4.2:

Si M1 et M2 sont deux marquages tels que Mr(l) < MZ(y) pour tout 1e f , alors

f(Mr) < f(Mz).
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Démorctration:

Si M1($ < Mz($ pour tout ye f alors, d'après la propriété 3.3, il existe un marquage M aneignable à
panir de M1 tel que M < M2, c'est-à-dire M(p) < Mz(p) pour tout peP. Comme U est un vecteur à

coefficients positifs et d'après la propriété 4.1, nous avons :

f(Mr) = f(M) = rU.M < r[J.Mz = f(Mz)

c.Q.F.D.

La propriété qui suit utilise les propriétés de comparaison stochastique que nous avons

introduites dans le chapitre 3. Nous les rappelons ici.

Rannel  :

Deux variables aléatoires X et Y satisfont la relation d'ordre convexe. c'est-à-dire

X <;sy Y si

Etf(X)l < Etf(Y)l
pour toute fonction f : IR + IR convexe, non décroissante, et telle que E[f(X)] et E[f(Y)] soient
définis.

Prooriété 4.3 :

Soient deux GdES de même structure GSl = (G,.,{X(k)}) et GS2 = (G,.,{Y1(k)}) er soit M1
(resp. Md la solution optimale du problème d'optimisation du marquage de GSI (resp. GS2). Si

XsS iç1Y6 V teT ,

alors

f(Mr) s f(Mz).

Démonstration:

On note ær(Mo) (resp. rz(Mo)) le temps de cycle moyen de GSI (resp. GS2) obtenu à partir du
marquage initial Mg. D'apÈs la définition de M1 et M2, nous avons rr(Mr) < C et nz(Mù 3C.

D'après la propriété 3.6 (voir Baccelli et Liu [04]), on a rr(Mz) <rcz(Mz) < C. Par conséquent, M2

est aussi une solution du problème d'optimisation du marquage de GSl. Mais comme M1 est la

solution optimale de ce problème, on a nécessairement f(M1) < f(Md.

c.Q.F.D.
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Propriété 4.4 :

Si M5 est la solution optimale du problème d'optimisation du marquage d'un GdES

GS = (G,.,tX(k))) et Mp est la solution optiçnale du problème d'optimisation du marquage du GdE

déterministe correspondant GD = (Ç,.,{m1}), alors

f(Ms) > f(Mo).

Démonstration:

Nous avonS mr - Etx1l Sicx Xt, V t e T. Donc d'après la propriété 4.3, f(Mp) S f(Ms).

c.Q.F.D.

Cette propriété montre que le critère p-invariant atteint son minimum quand les temps de

franchi ssement des tran sitions sont déterministes.

4.4. ATTEIGNABILITE DU TEMPS DE CYCLE MOYEN

Dans ce paragraphe, nous donnons des conditions d'atteignabilité d'un temps de cycle donné

C. Nous donnons également une condition nécessaire et suffisante d'atteignabilité d'un temps de

cycle égal au maximum des moyennes des variables aléatoires représentant les temps de

franchissement des transitions. Nous notons c* ce maximum, c'esr-à-dire c* = 
\[l(mt).

T-hésr3!Er--4*l :

n(Md>C*,VIv to

Démonstrarton:

Nous savons que æ(N46) > ro(Mo) pour tout marquage Mo (où æo(lvb) est le temps de cycle moyen

du problème déterministe). De plus, æp(Md > C*, et nous avons donc æ(Mg) > C*, V I\40.

c.Q.F.D.

Par conséquent, une condition nécessaire pour atteindre un temps de cycle moyen C est que
C > C*'= Max(mr)

teT 
'
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Le théorème 4.2 nous donne une condition suffisante pour que la solution optimale du
problème d'optimisation du marquage du GdE déterministe GD = (G,.,{mr}) soit aussi solution

optimale pour le GdE stochastique GS = (G,.,{X(k)}).

MqtèEf,.J"A:

Soient M5 la solution du problème d'optimisation du marquage d'un GdES

GS = (G,.,{Xt(k)}) et Mp la solution du problème d'optimisation du marquage du GdE déterministe

correspondant GD = (G,.,{m1}). Si

Démonstration:

D'après le corollaire 3.3 du chapitre 3, nousavons 
,læ(vrp) < nD(MD). #itàE[(xr 

_,,).Jl

Par conséquent,
r(MD) < rp(Mo) + C -  æp(Mp)

<c

Mo est donc une solution du problème d'optimisation du marquage de GS. Or d'après la propriété

4.4, f(Ms) > f(Mo). De plus, M5 est la solution du problème d'optimisation du marquage de GS,

d'où f(Ms) < f(Mp). Par conséquent, f(Ms) = f(Mp).

c.Q.F.D.

Nous considérons dans la suite un marquage initial particulier qui est un multiple d'un autre
marquage. Nous notons n.Mg ce marquage (avec ne IN). Mg est le marquage des places qui

n'appartiennent pas à des boucles de réentrances. Ainsi, le marquage n.M6 affecte un jeton à chaque
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place appartenant à une boucle de réentrance, et n.Mg(p) jetons à chaque place p n'appartenant pas à

une boucle de Éentrance. Nous avons obtenu la borne supérieure suivante.

IIéqèlus-Ll :

Démonstration:

La démonstration de ce théorème est basée sur un mode de fonctionnement contraint (FC). Ce
fonctionnement est le suivant. Chaque transition te T est mise à feu n fois consécutives à partir de

I'instant où elle peut être franchie. Cela implique évidemment qu'il y ait au moins n jetons dans
chacune des places d'entrée d'une transition franchissable.

Avec ce mode de fonctionnement, les jetons qui ont franchi une transition restent bloqués dans les
places de sortie tant que la transition t considérée n'est pas franchie n fois.

On note R1(k) I'instant où la transition t débute s4kème série de n franchissements en mode FC. Cet
instant correspond également à I'initiation du (n.(k-1)+1)ème f.-.hissement de la transition t en mode
FC. Parconséquent, nous avons :

RrG)> S(n.(k- l )+l) ,  V teT, V b0

où S(k) I'instant d'initiation 6u 1ème franchissement de la transition t avec le mode de fonctionnemenr

au plus tôt.

On considère le GdES GS* = (G,Mo,{Yt(k)}), où :

n
v.(k) = !x,(n.(t - t)+ i)

i=l

Y(k) représente le temps nécessaire pour effectuer la kème série de n franchissements de la rransition t
en mode FC. Un jeton dans GS* reprÉsente un lot de n jetons dans le GdES initial.

Nous notons Q(k) 1s kème instant d'initiation du franchissement de t dans GS*. Pour tour t€ T, Q(k)
coihcide avec R1(k), c'est-à-dire QtG) = Rr(k), V te T.

Le temps de cycle moyen de GS* existe par définition. Nous le notons nn(ùIo). Nous avons :

rc(n Ms) s æp(rvre). 
;:[{àr[[*à.,,-, 

-,,).]]
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æn(Me)=lS+
= Lim 

Rt(k)
k+- k

> Lim 
S,(n.(k - l)+ l)

k->- k

,  r.n,fs,(t.(t 
-r)* t). n-(t - r)+ rl

="*^l;(k-r)+1 
k I

D'après le corollaire 3.3 et comme E[Yr(k)] = r.rn6 nous avons :

æn(Mo) = 
J:Ê{"'o(ruro) 

+ >E[(v. - " ",,.]]

Par conséquent,

æ(n Ms) =,,:Ë{""ruo) + 
àr[(+ 

_,,I]]

f- l(, " \.ll< 'rD(Mo) . *L1àrl[ ;)x,rtr-', 1 lf
lrer [\. 

I' t<=t ) ))

c.Q.F.D.

Nous pouvons déduire de ce théorème le corollaire 4.1 qui montre qu'en augmentant le nombre

de jetons dans le GdES, on obtient une borne supérieure qui se rapproche du temps de cycle moyen

du problème déterministe.

C.oællabsL.'l:

æ(n.Ms) < rp(Ms)* )$
,.ï{n

Démorstraion:

En posant, pour tout teT, z1= rr\ dans la formule du théorème 4.3, on obtient :
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r(n.Ms) < rD(Mo). 
àr[[*Ë*,,n, 

- -,)-]

< æD(Mo). 
à"[l*àxr(k) 

-,",1]

) * )
t€

) *  )
t€

< ro(Mo

< ro(Mo

,/u
Ot

.Æ-

I
teT

I,
teT

-[*-1,.,r-';

Corollaire 4.2 :

Soit le marquage Mg = (n, r, ..., D) = n.lpt, où lp| est le vecteur dont toutes les composantes

sont égales à 1. Alors,

n(Mo) sc.+)_fr

Démonstration:

D'après le corollaire 4.1, nous avons :

æ(Mo) s re(1;4).à#

Mais, avec un jeton dans chaque place, le temps de cycle moyen du problème déterministe est égal à

Cx. Par conséquent,

r (Mo)<C**I
teT

c.Q.F.D.

c.Q.F.D.

Le corollatre 4.2 montre qu'il est possible d'approcher C* d'aussi près que I'on veut avec

suffisamment de jetons. Le théorème 4.4 nous donne une condition nécessaire et suffisante

d'aneignabilité d'un temps de cycle minimal C*.

Ir
.6.
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LhésrèEos,lJ, :

C* est aneignable si et seulement si il existe t*e T tel que

*(*,'. = TT*,)= t (4.1)

De plus : (i) Si cette condition est waie, æ(n.lp) = C*, V n > 1.

(ii) Sinon, æ$ao) ) C*, V Mo.

Démorstration:

a) On suppose que (4.1) est vérifiée.

Soit Mg = n.l|Pt. Le nombre de jetons dans chaque circuit élémentaire T est supérieur ou égal au

nombre de transitions L(1), c'est-à-dire Mo(y) > L(0, pour tout ye f. Par conséquent :

I I*, I I I*,1
Prl x,* > Ma* t'T f > nlX,* 2 Ma* ttr L

|. 
' 1er M6(1)l 

t 
' TeI' L(r) 

,J
> pr{x,. > tvta*x,}

t  teT 
' )

= l

Par conséquent, d'après la propriété 19 de [50], nous avons :

æ(n.lp1) = æO(n.ltp;) = C*, V n > 1

b) On suppose que æ(It46) = C*. Montrons que (4.1) est vérifiée.

D'aprrès la définition de C*, il existe une transition t'€ T, telle que :

a- = yç(mt)= Dr, = r[xr]

Or æ(Mo) à æp(Mo) > C*.

Par conséquent, d'après I'hypothèse, æ(Md = rp(Md = C*

D'après la propriété 19 de [50], nous avons pour la boucle de réentrance contenant t' :
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I I*'l*1"'=Ys*rl='
Ce qui implique:

*(*,, = TT*,)= t
c.Q.F.D.

4.5. DIFFERENTES METHODES DE RESOLUTION

Dans ce paragraphe, nous présentons plusieurs méthodes pour résoudre le problème

d'optimisation du marquage d'un GdES défini dans 4.2. Dans le paragraphe précédent, nous avons

montré qu'il est toujours possible d'atteindre un temps de cycle moyen inférieur à une valeur donnée

C avec un nombre fini de jetons si C > C*. Par conséquent, pour C > C*, le problème d'optimisation

du marquage admet une solution.

Les différents algorithmes que nous proposons dans ce chapitre se présentent tous de la même

façon. Ils se divisent en deux parties (voir algorithme l). La première panie consiste à calculer la

solution optimale du problème déterministe obtenu lorsqu'on remplace les variables aléatoires

associées aux franchissements par leur moyenne. Pour cela, nous utilisons un des algorithmes

présentés dans le chapitre 2 (et notamment I'algorithme d'ajustement). La seconde partie de ces

algorithmes est un processus itératif. A chaque itération, un nouveau jeton est ajouté dans une place

tant que le temps de cycle C n'est pas atteint.

Algorithme I

L. Première parrte; Calcul d'une solution initiale.

l.l. On détermine la solution optimale

lorsqu'on remplace les variables

fio|êilI€ n\.

1.2. On pose Mg = MD.

Mp du problème d'optimisation déterministe obtenu

aléatoires associées aux franchissements par leur

2. Dewièmc partie; Amélioration du temps de cycle moyen.

2.1. On évalue le temps de cycle moyen r(Mo) du GdES (G,M0,(XIG))), à I'aide de

I'algorithme de simulation présenté dans le paragraphe 3.2.2 du chapitre 3.
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2.2. Si r(1VIo) < C, on vaen2.4, sinon on continue.

2.3. On détermine la place p* dans laquelle on ajoute un jeton, i.e.\{00*) = M6(p*)+1.

On retourne en2.l.

2.4. l-e, marquage Mo et le temps de cycle moyen tE(Mg) sont retenus.

Le principal problème de cet algorithme est de choisir la place dans laquelle le jeton est ajouté.

proposons dans la suite différentes méthodes pour déterminer cette place.

4.5.1 Méthode des circuits élémentaires (méthode P-X)

Cene méthode a été développée par Proth et Xie [45]. Le but est de choisir une place qui

correspond à une petite valeur du coefficient du p-invariant et qui appartient à un maximum de circuits

élémentaires ayant des temps de cycle déterministes importants. Pour cela, à chaque étape du

processus, on détermine le circuit élémentaire du graphe déterministe (G,Mo,(mr)) qui a le plus
grand temps de cycle moyen. En d'autres terrnes, on cherche T*€ f, tel que :

F  
/ F  

\
Lmt [ à*, I

t€T* = M"*l t.r IMo(T*) rer I Ms(1; ;
\ /

On détermine ensuite I'ensemble F * des places appartenant à f qui ont le plus petit coefficient du

p-invariant. Par conséquent, si u* = 
lÉil 

uo, alors F * = {p€ f / up = u*}.

Puis, on détermine le circuit élémentaire Tt qui a le plus grand temps de cycle déterministe parmi les

circuits appartenant à f- {f } et tel que I'intersection des places appartenant Tl avec F * soit non vide.

Pour cela, on cherche yl€ f-{f }, tel que :

I*, I L'n,')
terr - Ma:c | ,.t I
Mo(yr) l.r-{r.}l Mo(T) |

ynP**@ \ )

puis, on détermine 1A€f-{'y*,T1}, tel que :

I-, I I-,')
-W-= Ma,r | ,.r I
v1s(tz) rer-{r*,rr}l vto(Y) |

1nP*ayr*A\ /
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On recommence cette opération jusqu'à ce qu'il n'existe plus de circuit élémentaire

Te f-[f,ï,...,Tp], tel que ynP *ny1n...nyr+ 6.

La place p* dans laquelle nous ajoutons un jeton est une place appartenant à F *ny1n...nyo.

A$ortthme 2

l. Première panie.' Calcul d'une solution initiale (cf. algorithme 1).

2. Dewième oarrte; Amélioration du temps de cycle moyen.

2.L. On évalue le temps de cycle moyen rc(Mg) du GdES (G,1v10,{XrG)}).

2.2. Si æ(MO) < C, on vaen2.4, sinon on continue.

2.3 . On détermine la place px dans laquelle on va ajouter un jeton.

2.3.1 Pour chaque circuit élémentaire 1ie f, on calcule le temps de cycle déterministe :

I - t
^ _ r€Ti
"i 

- 
MævJ

2.3.2 On classe les circuits élémentaires dans I'ordre décroissant des valeurs des c1

rg(i) est I'indice du circuit élémentaire qui se trouve à la ième position dans Ie

classement prëcédcnt.

2.3.3 . l *  =yre(r) ,  u*=}! iXuo, P* = {pef /uo=u*; .

2.3.4 Pour i=2 à r (où r est le nombre de circuits élémentaires)

Si tgli)nP * * @ alors F * = Ttg(r)d *.

2.3. S On choisit p* dans I'ensemble F *,

On ajoute un jeton dans p*, i.e. It4o(p*) = Mo(p*)+l

2.3.6 On retourne en 2.1.

2.4. I.e, maquage cherché est IVIg.
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Exemple

Nous considérons un GdES qui a la même structure que celle du GdE de la figure 2.1. Nous

redonnons ce graphe dans la figure 4.1.

r6

Fig. 4.1. : GdES fortement connexe.

Les variables aléatoireS Xl, Xz,X3, &, Xs et X6 représentent les temps de franchissement des
transitions tt, tZ, t3, t4, t5 et t6 respectivement, et leurs densités de probabilité sont les suivantes :

'  Xl=7(Constante)

.X2

.x3

.&

( 2. exp(-Zx) si x > 0
f2(x) = { ^

L u srnon

I t
f3G)=l t  s ixe[4 '6]

|. 0 sinon

'X5

.x6

I  r  n-r (*)
ra(x) =1 ffi'x*-''exnl-uJ 

si x )o

L 0 sinon

Pr(XS =7) = U2 et Pr(XS =9) = U2

f6(x) est la même que f4, mais avec a.=2 et p = 3
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Nous voulons obtenir un temps de cycle moyen inférieur à 10,1. Le problème d'optimisation du
marquage consiste à résoudre le problème suivant :

I 
rurini-irrt f(Mo) - 'U.Mo

.i sous la contrainte :

| æ(Ms) < 10,1

où tL I  - -  (4 ,3 ,  1 ,2 ,  l ,  l ,  L ,  1 ,2 ) .

Première nanie :

La solution du problème déterministe a été calculée dans le chapitre 2 à I'aide de I'algorithme
d'ajustement. Elle consiste à mettre un jeton dans chacune des places pb p2, p5, p6, p7, pg et pg.
Dans ce cas, n(l\49) = 10 et la valeur du critère f(Md est égale à 13.

Deuxième partie :

I-es circuits élémenaires sont :

TT
T2
y3
^lq

(pt, tl, pz, t2, p3, t4)
(pl ,tt, Pz, tz, P4, t3, p7, t5, p9, t4)
(pr, tt, pz, t2, p4, t3, p8, t4)
(pl, tt, p5, t6, p6, t5, p9, t4)

I\do(Tr) = Z
Mo(}2) = a
Ittlo(yg) = I
I\tIo(T+) = +

Prernière ftéraion :

E tapes le t2 :

Etaoe 3 :

æ(MO)=11,68>C

Cl = 8,75 C2 = 7,62 C3 = 7,5
rg(1)= l  rg (2)=Q rg(3)=2

1*=Trg( l )=Tt

o. = 
lÉïX 

uo = Min{u1,u2,u3} = 1 et

c4 =7,75

rg(4) = l

F*  =  (pg)

Comme il n'y a plus qu'un seul élément dans F * on peut s'arêter car P* ne peut plus

êne modifié. D'où p* = p3 et M9 = (1,1,1,0,1,1,1,1,1).

On retourne à l'étape 1.
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Dewième itération :

Etapes 1et2:  æ(MO) = 11,38 > C

Etape 3 : cl = 5,83 c2 ='1,62 c3 = 7 ,5 c4 ='1,75

rg(1)=4 rg (2)=2 rg (3)=3 rg (4)= l

f  =Trg(D=Tq, u* = Min {ul ,  u5,  u6, u9} = 1,  F* = {ps,  po,}

Pouri =2à ,Yrg(i)nPx =Q parconséquentP* n'est pas modifié.

On choisit p* = p5 et on obtient M0 = (1,1,1,0,2,1,1,1,1).

On retourne à l'étape 1.

Troisièrne itératbn:

Etapes I et2: æ(Mo) = 10,99> C

Etaoe3 :  c l=5 ,83  c2=7 ,62  c3=7 ,5  c4=6 ,2
rg( l )=2  rg (2)=3 rg (3)=4 rg (4)=1

f  =Tg( l )=Yz,  u*  =  1 ,  F*  =  {Pz}

Comme il n'y a plus qu'un seul élément dans P * on peut s'arêter d'où p* - pz et
M0 =  (1 ,1 ,1 ,0 ,2 ,1 ,2 ,1 , I ) .

On retourne à l'étape l.

æ(MO)=10,87>C

Les itérations suivantes sont données dans le tableau 4.1.

Tableau 4.1 : Résultats des itérations 4 à 13.

No itér. cl c l c l ct p* IvIo fMo) r(Mo)
4 5.83 6.10 7.50 6.20 8 ( l .1.1.0.2.1.2.2.1) t7 r0.62
5 5.83 6.10 5.62 6.20 5 ( l .1.1.0.3.1.2.2.1) l8 r0,42
6 5.83 6.10 5.62 5-t7 7 (l .1.1.0.3.1.3.2.1) l9 10.38
7 5.83 5.08 5.62 5 . 1 7 3 (l.1.2.0.3.1.3.2.1) 20 ro-32
I 4.38 5.08 s.62 5. t7 8 ( l .1.2.0.3.1.3.3.1) 2 l 10.28
9 4.38 5,08 4.50 5.17 5 fl.1.2.0.4.1.3.3.1) 22 10.18
l0 4-38 5.08 4.50 4.43 7 (1.1.2.0.4.1.4.3.1) 23 10.16

4.38 4.36 4.50 4A3 8 0.1,2.0,4.1.4,4.1) u 10.15
t2 4.38 4.36 3.t5 4A3 5 fl.1.2.0.5.1.4.4.1) 25 10.11
l3 4.38 4.36 3.75 3.88 3 (1.1.3.0.5.1.4.4.1) 26 10.08

Le marquage solution est Mg = (1,1,3,0,5,1,4,4,1),le temps de cycle moyen est 10,08 et la valeur

du critère f(N{d est26.
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4.5.2 Nouvelles méthodes

Dans cette partie, nous présentons plusieurs autres heuristiques.

Idée générale :

L'idée de ces algorithmes est d'ajouter un jeton dans la place pour laquelle la sensibilité du
temps de cycle moyen au marquage de cette place est aussi grande que possible, tout en augmentant le
moins possible la valeur du critère f(MO). Pour cela, nous évaluons la sensibilité du temps de cycle
moyen en fonction du marquage de chaque place p, noté Àæ(lvlg,p), et définie de la façon suivanre :

Âæ(Mg'P) = n(MO) - 4+(MO,P)

où r+(Mg,p) est le temps de cycle moyen obtenu lorsqu'on ajoute un jeton dans la place p, c'est-à-

dire æ+(Ivlg,p) = æ(Mr) avec M1(p) = MO(p)+l et M1(q) = MO(q) pour tout qeP et qrtp.

Nous déterminons ensuite la place p* qui maximise la quantité 
Âæ(Mo'p) 

où u1, u2, ..., ulpl sonr
up

les coefficients du p-invariant.

Âæ(Mg,p) peut être estimé par simulation. Mais dans ce cas, lP I simulations supplémentaires sonr

nécessaires à chaque itération pour évaluer la sensibilité du temps de cycle moyen en fonction du
marquage de chaque place p, i.e. Âæ(M6,p). Dans la suite, nous proposons deux autres critères pour

le choix de p* qui permenent déviter ces simulations supplémentaires.

Autres critères nour déterminer D* :

L'idée est d'utiliser les informations obtenues lors de la simulation nécessaire pour calculer
r(Mo) (étape 2.1. de l'algorithme 1). Cene simulation utilise l'équation d'évolution (3.1) que nous

rappelons ici.

S(k) = 
,Yft, { 

sr(t-nae((r,D)) + x.(k-Ms(tr,ù)) } (4.2)

où - en(t) représente I'ensemble des transitions qui précèdent immédiatement la rransition t (i.e.
en( t )=  {  s /seTe ts 'n ' t *0  } ) .

- (t,t') repÉsente la place qui relie la transition t à la transition r'.
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Pour chaque transition t€ T, nous notons t(t,k) la transition appartenant à en(t) qui réalise le
maximum de l'équation (4.2) lors du 1ème 6^n.hissement de t, et p(t,k) la place qui connecte la
transition t(t,k) à t. L'équation d'évolution (4.2) se réécrit alors de la manière suivante :

Sr(k) = ft 11jy(k-M0( p(t,k)) ) + Xslqs;(k-Mo( p(t,k)) ) (4.3)

Cene nouvelle équation implique que la transition t attend I'arrivée d'un jeton dans la place p(t,k)

pour commencer gsn ftème franchissement.

Au cours de la même simulation, nous calculons également les valeurs suivantes :

- y(p,k) = 
*$t{o=p(p.,i))

- sitr.l .\{+. . ..{s.(o - vt6((r,t)))+xr(t -rvre((t,r)))}
teen(t)\{t(t,k)} t

- v/(p,k) = 
iit{o=pcp.,il).(sp. (i) - si. til)

Âæl1Ms,t*r=#=kSry

Cene dérivée existe partout, sauf peut être sur un ensemble de mesure nulle.

Y(p,"") représente la probabilité pour que, en régime permanent, la transition qui suir la place p
attende I'a:rivée d'un jeton dans cene place p pour coûrmencer un nouveau franchissement.

Siftl est I'instant où le 1ème lrun.hissement de la transition t commencerait si r(t,k) n'était pas

critique pour ce kème ft4nshissement.
W(p,"") est la moyenne des retards de franchissement de Ia uansition p' dus exclusivement à
I'absence de jetons dans la place p.

Pour chaque transition t*e T, nous considérons également le temps de cycle moyen du GdES
GS1* = (G,Mo,{YVt.(k)}) obtenu lorsqu'on augmente de ô le temps de franchissement de la
transition t*. On a donc Y1*p*(k) = [1*(k)+ô et Y4*(k) = X(k) pour tout t + t*. On note ce temps de
cycle moyen æl(Mg,t*,ô). Par conséquenr, la dérivée de æl1Mg,t*,ô) par rapport à ô, notée
Ânl6v1g,t*;, est définie par:

(4.4)

(4.5)

(4.6)
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Intuitivement, on peut dire que si la valeur de Àæl(Mg,t*) est grande, alors une faible réduction du

temps de franchissement de la transition t* apporte une réduction importante du temps de cycle

moyen. De plus, le fait d'ajouter un jeton dans une place p a un effet comparable au fait de réduire le

temps de franchissement de la transition p' si p est une place d'entrée de p'telle que ? est "souvent"

la transition qui réalise le maximum de l'équation (4.2) au cours de la simulation. On voit donc que

I'efficacité de I'ajout d'un jeton dans une place p dépend de deux facteurs :

(i) la valeur de Âæl(Mg,tx) pour t* = p',

(ii) le nombre de fois ou/et le temps moyen d'attente d'un jeton dans p pour franchir t* = p'.

Suivant que I'on choisit I'un ou I'autre des paramètres, on fera intervenir Y(p,"") ou W(p,-; dans le

critère.

Premier critère : on choisit la place p*eP qui maximise :

W(p,-).Ânl(Mo,p')
tP

Deuxième critère : on choisit la place p*e P qui maximise :

Y(p,".). Âæl (Mo, p')
uP

(4.8)

(4.e)

On peut remarquer que Y(p,"o) et W(p,o") peuvent être obtenus à l'étape 2.1 de I'algorithme 1,

c'est-à-dhe lors de la simulation nécessaire pour déterminer le temps de cycle moyen r(Md. Dans la

suite, nous montrons que la dérivée Aæl(l\46,p') peut être évaluée à partir de la même simulation en

utilisant la théorie de I'analyse perturbationnelle (AP) (voir [28]).

Sensibilité du temos de clcle molen oar rapport aax temps de firanchissement :

Dans cette partie, nous analysons la sensibilité du temps de cycle moyen par rapport aux temps

de franchiss€ment des transitions. Nous donnons en premier le résultat qui nous pennet d'évaluer la
dérivée Ârl(Mg,p') lors de la simulation nécessaire pour déterminer æ(M9) (propriété 4.5). Puis,

nous présentons des résultats généraux de I'analyse pernrrbationnelle des GdES qui nous ont permis

de démontrer la propriété 4.5.

-132-



Pronriété 4.5 :

Sous les conditions de régularité suivantes :

les variables aléatoires à partir desquelles les temps de franchissement sont générés sont
indépendantes,

les Éalisations successives d'une variable aléatoire sont indépendantes dans leur ensemble,
la probabilité pour que deux débuts de franchissement soient simultanés est nulle,

nous avons :

Àæ1(Me,t9Ïl-13

où u,,,*(Mo,k) = j fltt''*'='*] 
+ vt(t't)''*(Ms'k - rvrs(p(t't)))'

u,,r*(Mg,k)
,  V teT

s ik>0

s ik<0

D'après ce résultat, une seule simulation est donc nécessaire à chaque itération pour évaluer æ(Mo),
Y(p,".), tW(p,..) et les lT I vateurs Ârul(Mg,t). Par conséquent, une seule simulation est nécessaire
pour déterminer la place p* dans laquelle est ajoutée un jeton.

Nous allons maintenant démontrer ce résultat. Nous considérons un GdES GS(e) =
(G,Mo,{Xr(k,e)}, où 0 est un paramètre réel. Les temps de franchissement des transitions de ce
graphe sont des fonctions de 0, définies de la façon suivante :

xr(k'0) = ft(zt(k),O), pour tout te T

où f( . , . ) : IR+x IR + IR+ et 4(k) est une variable aléatoire de distribution uniforme sur [0,1].

Pour le graphe GS(O), l'équation d'évolution (3.1) s'écrit :

Sr(k,O) = 
,Yff, { Sr(t-vts((t,t)),0) + Xr(k-Me((r,0),e) }

où S(k,O) est I'instant d'initiation 4u 1ème franchissemenr de la transition r pour le graphe GS(O).

On note t(t,k,O) la transition appartenant à en(t) qui réalise le maximum de l'équation (4.10), et
p(t,k,0) la place qui connecte la transition c(t,k,O) à t. L'équation (4.10) se réécrit donc de la façon

suivante:

SrG,O) = St(t,k,0)(k-Ms( p(t,k,O)), 0) + Xt(t,k,g)(k-M9( p(t,k,e)), 0)

(4.10)

- r33-

(4 .11)



De plus, si æ(M9,0) est le temps de cycle moyen du graphe GS(O), nous avons l'égalité suivante :

J*=ryTg1Y=æ(Me,o),V teT (4 .12)

Les propriétés suivantes viennent de la définition de l'équation d'évolution et des théorèmes 4.1
et 4.2 et du lemme 4.1 donnés par Glassennan et Yao dans [21]. Ces propriétés sont données sous
les conditions de régularité de la propriété 4.5.

Prooriété 4.6 :

Pour tout te T, 0 et k, S1(k,0) est presque sûrement différentiable en 0 sauf peut être sur un
ensemble de mesure nulle, et

as,(hg) (k),g; * 
âSr(t,r,e)(k - 

Yo(p(t,k,0)),0)
a0 

.=fr(r,t ,g)(2111,1,9;(k),0)+ !\r '^ 'v ' i ' \  
ae

Propriété 4.7 :

Pour tout teT, 0 et k, E[S(k,0)] est différentiable en 0, er

(4.r3)

âr(llo,e)nsl*as,jâ,o)', n, v t e r

Malheureusement, nous n'avons pas pu déterminer des conditions nécessaires et suffisantes
d'existence de la limite (4.13). Nous avons simplement établi une condition suffisante d'existence de
cette limite (voir hoù et al. [46]).

,f âs,(r,e)I _ aE[Sr(k,o)]
La0l ae

sauf peut êtne sur un ensemble de mesure nulle

Propriété 4.8 :

Si

lse#'n
existe presque partout, alors pour tout 0, æ(M0,0) est différentiable en 0, er
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Pronriété 4.9 :

S'il existe au moins une transition tteT telle que son temps de franchissement ne peut pas êre
défini sur un support fini, c'est-à-dire Pr{X6ft) à K} > 0, pour tout K>Q, 41o.r pour tout 0, sauf
peut ête sur un ensemble de mesure nulle, 7r(M0,0) est différentiable en 0, et

âr(\h,e)nsl*%grn, v t e r

Nous allons maintenant utiliser ces rÉsultats, en supposant que (4.13) est vérifiée, pour évaluer
Ânl(Mg,t*). La famille de GdES GSI.(O) = (G,l\[g,{Yy1*(k,0)}, où les temps de franchissement des
transitions de ces graphes sont des fonctions de 0, c'est-à-dire Yy1,r(k,0) = ft(zr(k),0,t*), peut ête
définie de la façon suivante :

r,(2,(k),0,,.)={i:îl i]. ' ' :l:;:. ,414)

Nous notons n1*(M9,0) le temps de cycle moyen de GS1*(0) défini par (4JQ. Nous avons donc
æ(MO) = rct*(M',g).

Dans ce cas particulier, on peut remarquer que :

ri(2,(r),e,t*1 = â ft("(!) '0't*) ={ I 
si t = t*

'  d0 [0, sinon

D'après la définition de la dérivée Âæl(Mg,t*) donnée par la relation (4.7), nous avons :

Âær(Mo,,-)=4Plr=o

D'après les propriétés 4.6, 4.7 et 4.9, nous avons :

Ârr(Ms,t.l =lg34p 
lr=o rn, ps, v ter

où ur,r*(Mo,k,0) = l{t1t,k,0;=t*} + ur(r,k,e1,r*(MO,k - M9(p(t,k,O)),e)

Et en 0 = 0, nous avons uq1*(Mg,k,O) = yç1r,(lVl6,k) = 16113;=t*) + ut(t,k),t*(Mg,k-Mg(p(t,k)))

Par conséquent, nous obtenons bien la formule donnée dans la propriété 4.5.
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Alporithme de simulation 3 :

Nous ne donnons ici que la partie simulation de I'algorithme. Les autres étapes se déroulent comme
dans I'algorithme 1.

l. On choisit le nombre K de cycles de simulation.

2. On détermine la séquence de transitions s = (tv(1),tv(2),...Jv(m)) tirable à partir de Mg et telle que
chaque fansition y apparaisse une seule fois.

3. On initialise à 0:

. St(k) pour tout te T et tout k < 0.

' les retards de franchissement de la transition p' dus exclusivement à I'absence de jetons dans
la place p, i.e. W(p) = 0 V peP.

' le nombne de fois où la transition p' attend I'arrivée d'un jeton dans p pour commencer un
nouveau franchissement, i.e. Y(p) = 0 V peP.

' uq,g(Mo,k) = 0, V t1, t3e T et V k < 0.

4 .Pourk= làKfa i re

4.1. On génère les variables aléatoires X(k) pour tout teT.

4.2. Pour t = ty11; à tv(m)

. On calcule I'instant d'initiation du l€me franchissement de t

Sr(k) = Max I St(k-Mo((t,0)) + Xr(k-N{s((r,0)) }
teen(t)

' On détermine t(t,k) (i.e.la transition qui Éalise ce maximum) et p(t,k) (i.e. la place qui
connecte r(t,k) à ù.

. On incÉment€ les rctards de franchissement provoqués uniquement par I'absence de jetons
dans la place p(t,k)

w(p(t,k)) = v/(p(t,k)) + S(k) - si(k)

où Si(k) = 
,.rnlfrfi('r)l 

( S{k-Ms((t,ù)) + X1(k-Ms((t,0)) }

. On incrémente le nombre de fois où t anend I'arrivée d'un jeton dans la place p(t,k)

Y(p(t,k)) = Y(p(t,k)) + I
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. pour t* = tv(l) à tv(m)

ur,,*(Mg,k) = 11r1r,t;=t*] + ut(t,k;,t*(MO,k - Vtg(p(t,t)))

5. n(Mo) = 
tt**t*' 

.

6. Pour chaque place peP

'w(p) = w(p/K
'Y(p) = Y(p)lK
. Aæ10VI0,p') = up.,p.(MO,K) / K

La place p* est la place qui mo<imise (suivant le critère choisi) :

W(p).Âæ1(Mo, p')
up

uP

Exemple :

Nous considérons le GdES de la figure 4. 1. Après la phase déterministe, I\4g = ( 1,1,0,0,1,1,1,1,1) et
f(Ms) = lJ.

Onprend: K=20000.

s = (tl, tZ,t6, t3, t+, t6).

Premier critère :

on choisit la place p* qui ma:cimise ' w(p)'^æl(Mo'p')
up

Prmùèreitération; r(MO) = 11,68 > C

p* = p2 M0 = (1,2,0,0,1,1,1,1,1) f(Mg; = 16

pr u2 trr p4 p5 p6 p7 p8 p9

W(o.-) 4-6823 .1811 0.7549 6.6814 5.68r6 Ln30 0.4138 0.0007 0.4594

Âæl1lvt6,p.; 0.2855 0.1606 0.5011 0_0066 o-o8/.2 o.1226 o-1226 0.501r 0.501l

\Y(p,-).Â,l l (Mo,p') 0,3341 0 , 5 9 8 7 0,3783 0,0220 0,4781 0,1585 0,0507 0,0003 0 , 1 l 5 l
tP
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Dewièmeitération: æ(Mo) = 11,27 > C

px = p5 M0 = (1,2,0,0,2,1,1,1,1) f(Mg) = 17

Trokièrnc itératbn: æ(Mo) = 10,61 > C

p* = p5 M0 = (1,2,0,0,3,1,1,1,1) f(Mg) = lg

Quariènu itérubn æ(Mo) = 10,42 > C

p* = p7 M0 = (1,2,0,0,3,1,2,1,1) f(MO) = 19

Cinquièntc itératiou r(Mg) = 10,38 > C

p* = p5 M0 = (1,2,0,0,4,1,2,1,1) f(Mg) = 29

-138-

p l p, p3 p4 ps p6 p7 p8 p9

W(o.-) 4-28& 10.78500.0136 6-2853 5.28s8 3-2859 0.0000 0_0000 .r979

Aæ1(Mo,p.) 0.1486 0.002r 0.4978 0.0000 0.1371 o.2146 0.2146 0.4978 0,4978

W(p,-) .&r l(Mo,p') 0,1592 0,0075 0,0067 0,0000 0 ,7244 0,7051 0,0000 0,0000 0,2981
uP

p l D, D? D4 D5 p6 p7 p8 p9

W(P,".) 3.6085 10.1071 0.0727 5.6074 4.6073 1.0463 0.2807 0.0007 0.4129

Ârl(Ivlg,p.; 0. r075 0.0204 0.6095 0.0033 0.0725 0.1455 0.1455 0,6095 0.609s

W(p,-) .Âær(Mn,p ' ) 0,0969 0,0687 0,u43 0,0092 0 ,334  0 0,1522 0,0408 0,0004 0,1258
tP

Pr p2 p3 94 ps p6 D1 p8 ps

W(p,o.) 3.4r76 9.9163 0.0945 5.4165 4.4152 0.1942 2.r577 0.0009 0,1894

Âæl(I\lto,p.) 0.09r4 0.044r 0.6754 0.0172 0.0273 0.1255 0.1255 0.6754 0,6754

W(p,-) .Aæl(Mo,p ' ) 0,0780 0,1457 0,0637 0,0465 0,t207 0,0243 0 , 2 7  0 6 0,0005 0,0639
tP

p l u2 p3 p4 ps p6 p7 p8 p9

W(p,-) 3.3799 9.8785 0.1432 5.3788 4.3776 0.9570 0.2678 0.001l 0.1303

^rl(Mo,p.) 0.1317 0.0408 0.7004 0.0011 0.0330 0 . f f i 2 o. f f i z 0.7004 0.7004
lv(p,-;.arr(Mo,p') 0 ,1 I  12 0,1348 0,1002 0,0029 0,1442 0,0633 0,0177 0,0007 0,0456

uP



Sixiùne iteratiou æ(Mo) = 10,31 > C

DI D) p3 p4 ps p6 p1 PR ps

W(p."") 3.3137 9.8124 0.1711 5.3126 43u 0.1870 2.O726 0.001l 0.M09

Âæ11M6,p.; 0.1456 0.0502 0.7355 0.0026 0.0131 0.0411 0.0411 0.7355 0.7355

W(p,-) .&rr(M6,p') 0,1206 0 , 1 6 4 1 0,1258 0,0069 0,0562 0,0076 0,0851 0,0008 0.0150
tP

p* = p2 M0 = (1,3,0,0,4,1,2,1,1) f(Mg) = /3

Septième itératbn: æ(Mo) = 10,15 > C

pr p2 p1 p4 ps p6 p1 p8 p9

W(P,oo) 3.1508 9.&84 0.0220 5.1486 4.1485 0.8715 0.2312 0.0001 0.0993

Âæl(M6,p.; 0,0487 0.0067 0.8174 0,0003 0,0243 0.0687 0.0687 0.8174 0.8174

W1p,-) .aær(M6,p')0,0383 0,0217 0,0180 0,0007 0 ,100  6 0,0598 0,0158 0,0001 0,0405
oP

p* = p5 M0 = (1,3,0,0,5,1,2,1,1) f(Mg) = /4

Huitièrne itéruion; æ(MO) = 10,102 > C

p* = p7 M0 = (1,3,0,0,5,1,3,1,1) fMO) = 25

Neuvième itération; æ(Mo) = 10,09 < C

Le marquage solution est Mg = (1,3,0,0,5,1,3,1,1), n(MO) = 10,09 et la valeur du critère f(MO) est

25.

p l D, p1 D4 ps p6 D1 p8 p9

W(p,-) 3.1025 9.6001 0.0320 5.1003 4.0998 0.1758 1.8760 0.0001 0,040r

Arl1N46,p.; 0.0522 0.0114 0.8544 0.0021 0,0097 0,0458 0,0458 0,8544 0,8544
ri l(p,-).Ârr (Mo,p') 0,ot04 0,0363 0,0273 0,0053 0,0395 0,0080 0 ,0 t59 0,0001 0,017r

t P
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pour le deuxième critère, c,esr-à-dire 
Y(p)'AT-l(Mo'p'), 

nous ne donnons que les résultats
uP

obtenus à chaque itération. Le résultat de la phase déterministe est le même que pour le premier

critère, M0 = (1,1,0,0,1,1,1,1,1) et f(lv[g) = 15.

N" lter. p* M0 t(Mo) æ(Mo)
I p3 I  , 1 ,  l , u , l ,  r , l , l ,  I L4 I  l , 3U
z p5 I  , 1 ,  1 ,0 ,2 ,1  , 1 ,  l , l l 5 10,99
3 p7 (  I  , I ,  1 , U , 2 ,  l , 2 , L , L t6 10,E6
4 p8 L,1 ,1 ,o ,2 ,1  ,2 ,2 ,1 T7 10,61
5 ps l , l , l , u , J , l  ; 2 , 2 , 1 IE lu ,4 l
6 p7 ( I , I , I , U , 5 ,  L , 5 , ' 2 , L t9 10.3E
7 pj 1 ,1 ,2 ,u ,3 ,1  ,3 ,2 , I 20 10,32
8 p8 1 ,1 ,2 ,O ,3 ,1 ,3 ,3 ,1 2T 10,2E
9 ps L , l , z , l ) , 4 ,L ,3 ,3 ,  I  ) 22 10,17
10 p1 L ,1 ,2 ,0 ,4 ,1  ,4 ,3 , r 23 10 ,15
l 0 ps (  1 ,1 ,2 ,0 ,5 ,1 ,4 ,3 ,1 ) 24 IU, tUZ
l l p3 (  l , I , J , U , ) ,  L , + , 5 ,  L 25 10,09

Le marquage solution est Mg = (1,1,3,0,5,1,4,3,I), r(MO) = 10,09 et f(l\40) = 25.

Nous observons que les marquages obtenus dans les deux cas sont différents, mais que les

critères sont les mêmes. Ces deux marquages peuvent d'ailleurs se déduire I'un de I'autre.

4.6. APPLICATIONS NUMERIQUES

Dans cette partie, nous illustrons les heuristiques présentées dans les paragraphes précédents

par de nombreux résultats numériques. Ces exemples ont été générés aléatoirement de la façon

suivante. Nous générons d'abord un GdE fortement connexe, puis la moyenne du temps de

franchissement de chaque ransition est générée par une variable aléatoire de distribution uniforme sur

[0,10]. Nous choisissons ensuite, pour chaque transition, la distribution de la variable aléatoire

représentant le temps de franchissement parmi les disnibutions suivantes : constante, exponentielle,

normale, uniforme, Erlang, Bernoulli.

Le p-invariant retenu pour former le critère à minimiser est la somme des p-invariants élémentaires et
nous choisissons d'atteindre un temps de cycle moyen C = Max(E[Xt], teT] + 0,1.

Nous appliquons plusieurs algorithmes à ces exemples. La méthode IPA1 (resp. IPA2) utilise

I'algorithme 3 en choisissant p* à l'aide du premier critère (resp. du deuxième critère). La méthode

P-X utilise I'algorithme 2. Nous testons également ces exemples avec une méthode narVe. Elle

procède de la même façon que I'algorithme 3, mais elle ajoute un nouveau jeton dans la place qui

maximise s(Mo,p) / uo où s(Mo,p) est la probabilité que la place p soit vide et que la transition qui la

suit ne soit pas en cours de franchissemenl
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Les résultats de ces méthodes sont pÉsentés dans le tableau 4.2. Dans ces exemples, u* est la valeur
moyenne des coefficients du p-invariant. C est le temps de cycle moyen que I'on veut obtenir. Le

symbole * indique les cas où C n'est pas atteint après 30 itérations. Dans ces cas les valeurs du critère
et du temps de cycle moyen obtenues après ces 30 itérations sont données. Dans la sixième colonne,
nous donnons la valeur du critère après la première phase des algorithme (i.e. la phase déterministe).
Nous n'avons pas inclus les cas pour lesquels la solution déterministe est déjà optimale pour le
problème stochastique.

Table 4.2 : Résultats de 39 exemples

Ex . l r t tP t u * c )e te rm. I P A I
Valeur du critère
Métnoae naivdMéthodeP.x I  IPA2

I 35 67 315 18.16 rM35 13514 *t3135. t9.47 *14946- 18.35 132t6
1 25 48 26 13 .10 67 986 *972. t4.21 r'956. 13.68 995
3 16 26 4 12.34 42 43 45 49 43
4 29 59 288 I  1 . 1 0 97t4 ' ,15438, l l .7 l *t5324. t4.90 *t4u0. t2.73 *13465.12.50
) 20 38 n 9.82 284 ',586. 10.01 *47.12.59 *467. 10.77 r ,571.  t0 .14
6 l8 32 7 r5.91 103 r74 *162.16.40 *206. 15.98 t74
7 t2 l 8 4 15.92 34 40 45 73 40
8 20 36 9 I1 .70 209 362 *277. t3.48 *354. 11.98 332
9 30 54 95 14.10 2194 34r5 *2651. t8.t2 *3825.14.t6 y7r
l0 35 68 355 15.56 10251 tt72r r14070.15 .75*1?.R),1 |  5 65 I 1678
l l 28 )) g 9.97 2282 *3336. 11.75 *2728. t4.91 *3072.12.90 *3157. 12.t0
t2 t7 32 9 l 1 . 3 3 153 196 *24,/'. tt.68 2r7 186
r3 33 æ 369 12.t2 10867 *17554- t2-29 *16858.  14. l l *t63&- 13.20 *18387. 12.18
14 22 42 43 9.97 1039 *1843. t0.24 *1358.12.47 *L712. LI.U i 1787. 10.33
l 5 26 45 36 17.45 uo 668 *1088. 17.47 8r2 668
16 35 6 l 76 10.02 2780 *4412. t0.56 *3435. tz.ffi *3970. 11.51 *4109. 10.87
t7 l6 3 l t2 t5.2r 188 280 i 302, 15.40 303 278
l8 33 66 691 t7.46 20358 30304 130864. 20.96 r'31422. 18.81 30754
L9 24 52 89 11.24 2867 4436 *3996- t3.59 *4512- tl.75 4,r',49
20 22 45 g 19.15 1289 r509 *2239. t9.75 r699 l 56 l
2 l 30 50 9 r5 .19 186 189 r92 203 189
22 38 72 3s9 r8.48 l t2M t2769 r l5514. 19.40 *18087. 1849 r29&
23 l9 33 l 9 18.02 r37 t43 16 r43 r43
24 32 56 2 l r7.01 546 w *7621.18.59 738 838
25 24 42 22 1r .96 527 r,936. 12.00 *877.13.6 *86t. t2.t4 *874.12.05
26 24 52 254 12.10 7729 *12E33- 12.17 F10019. 15.95 *11846. 12.70*t2394. t2.26
27 23 39 22 9.29 574 *t266.10.37 *803. 12.95 *875. 12.08 *942.11.49
28 26 54 183 15.14 52æ 7675 *7734- t7 -13 *Rai l  tsM 8480
29 32 59 28 15.36 g3 703 r,738. 15.60 *880. 15.41 703
30 t7 27 7 r3.03 92 l0l *ztt- t3-14 r38 l0 l
3 l l6 3 l l4 9.93 243 *487. 10.38 *4y. t2.74 *425.10.94 *475. t0.37
32 36 65 179 t8.t7 5146 & t l *8035- 19.43 {'EIEE- 19.22 66,84
33 l5 25 8 t7.24 103 155 *223.18.34 l@ r45
34 r3 20 2 14.95 25 39 *67. 14.99 42 M
35 t7 29 6 9.96 l0l r23 {,189. 10.33 147 r23
36 r9 34 l l 16.15 r82 298 *322. t6.23 283 271
37 l3 24 3 13.15 33 57 6l 76 58
38 50 4 16.91 %8 n6 *1422. t6.96 l014 976
39 26 51 95 16.27 26t0 *4t9- t6-40 *3783- 19.t2 *4056- 16.48 4054
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On peut remarquer que les algorithmes IPAI et IPA2 donnent les meilleurs résultats à

I'exception d'un cas. Dans de nombreux cas,la méthode narVe et la méthode P-X n'identifient pas les

places adéquates dans lesquelles il faut ajouter un jeton. On peut noter que la méthode P-X utilise

uniquement le premier moment pour déterminer les places dans lesquelles ajouter un jeton. Par

conséquent, les résultats numériques suggèrent que les informations issues du premier

moment ne sont pas suffisantes.

4.7. CONCLUSION

Dans ce chapitre et dans le chapitre 2, nous avons fourni des solutions du problème

d'optimisation du marquage d'un graphe d'événements déterministe et stochastique.

Dans ce chapitre, nous avons établi des conditions d'atteignabilité d'un temps de cycle donné

pour un GdES.

Dans le chapitre 2, nous avons donné une méthode qui permet d'obtenir la solution optimale du

problème d'optimisation du marquage d'un graphe d'événements déterministe. Nous n'avons pas

d'équivalent dans le cas stochastique. Par contre nous avons proposé deux heuristiques (IPAI et

IPA2) qui nous donne une solution proche de la solution optimale. Elle consiste, à partir de la

solution optimale obtenue dans le cas déterministe, à ajouter des jetons dans les places adéquates

aussi longtemps que le temps de cycle donné n'est pas atteint. L'analyse perturbationnelle (AP) du

temps de cycle moyen avec le respect des temps de franchissement est utilisée pour identifier les

places adéquates dans lesquelles les jetons sont ajoutés.
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5.1. INTRODUCTION

Ce chapitre est consaqé à la modélisation et à I'analyse des systèmes de production cyclique (à

fonctionnement repétitif) dont les temps opératoires sont déterministes ou aléatoires. La particularité

des systèmes de production cyclique est que les différents types de produits sont fabriqués suivant

des ratios donnés qui ne varient pas d'une période à I'autre. Par conséquent, ils sont facilement

modélisables à I'aide de graphes d'événements.

Dans le deuxième paragraphe nous donnons une modélisation de différents systèmes de

production cycliques à I'aide des GdE. Nous présentons notamment la modélisation d'ateliers

flexibles (ob-shops), de systèmes d'assemblage et de systèmes de type juste-à-temps (aussi appelés

systèmes de type Kanban).

Dans le paragraphe suivant, nous considérons le problème d'optimisation des performances. En

particulier, nous minimisons le nombre d'en-cours dans les différents systèmes de fabrication. Pour

cela, nous appliquons les résultats obtenus dans les chapitres 2 et 4 aux systèmes de production

modélisés dans le deuxième paragraphe.

5.2. MODELISATION DES SYSTEMES DE PRODUCTION A
FONCTIONNEMENT CYCLIQUE

Dans tout ce chapitre, nous faisons I'hypothèse d'une fabrication répétitive. Nous commençons

par définir les différentes caractéristiques des systèmes de production fonctionnant sur une base

cyclique. Puis, pour chaque système considéré, nous décrivons les différentes étapes de leur

modélisation.

5.2.1 Définition d'un système de production à fonctionnement
cycl ique

Nous nous plaçons dans le cas d'un système de production composé d'un ensemble de

machines. Chaque produit fabriqué doit subir une série d'opérations élémentaires sur

différentes machines. On appelle routage I'ordre dans lequel les machines sont visitées pour un type

de produit donné. Si on connaît également le temps de passage du produit sur chaque machine, alors

on possède la ganme de fabrtcafion de ce type de produit. Ces temps de fabrication peuvent être

déterministes ou stochastiques.

La panicularité d'un système de production cyclique est qu'un ratio de production, ainsi que

les séquences d'entrée des produits sur les différentes machines sont donnés.
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Dans la suite, nous proposons une modélisation de trois systèmes de production cyclique :

- les ateliers flexibles,
- les systèmes d'assemblage,
- les systèmes Kanban.

5.2.2 Modélisation d'un atelier flexible (iob-shop)

Dans ce cas, chaque type de produit suit une ganrme de fabrication linéaire. En d'autres terrnes,

chaque produit subit successivement une série d'opérations dans un ordre donné. Lorsque le routage

est le même pour tous les types de produits, on obtient unflow-shop,qui est un cas particulier d'un

job-shop. Pour montrer comment modéliser un job-shop dans le cas d'une fabrication répétitive, nous

considérons I'exemple de la figure 5.1.

r i

T2

T3

Fig. 5.1 : Gammes de fab'rication de trois types de produits.

Dans I'exemple de la figure 5.1, I'atelier est composé de quatre machines Ml, M2, M3 et M+. Cet

atelier fabrique trois types de produits différents T1'-T2et T3. Les gammes de fabrication de ces

produits sont :

- Produit de type Tr : Mr(Xr), Mz(Xd, Mr(Xg), M4(X4)
- Produit de type Tz : M+(Xs), Mg(&)
- Produit de type T3 : M1(X7), M+(Xa), Mz(Xs)

où Xi, i=1,...,9, correspond à une variable aléatoire qui représente le temps nécessaire pour effectuer

I'opâation considérée sur une machine donnée.

Pour pouvoir modéliser ce système à I'aide d'un GdE, nous faisons I'hypothèse que le nombre

de ressources de nansport est limité et chaque ressource de transport ne peut transporter qu'un seul
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type de produit. Par conséquent, la ressource de transport suit le produit tout le long de sa fabnication

er est libérée et disponible à I'entrée de la première machine sitôt que le produit est terminé.

Dans la suite, nous n'avons pas modélisé les déplacements des chariots. Il faut savoir que cela ne

modifrerait en rien I'approche proposée et les conclusions que nous en tirons.

La modélisation d'un atelier flexible comporte deux étapes : la modélisation des gammes de

fabrication et la modélisation du contrôle.

Modélisation des sammes de labrication :

Cette étape consiste à modéliser les gammes de fabrication de chaque type de produit à

fabriquer.

Dans notre exemple, les gammes de fabrication de T1çTzetT3 peuvent respectivement être

modélisées par les GdE des figures 5.2,5.3 et 5.4.

Fig. 5.2 : GdE correspondant à la gamme de fabrication du produit de type TÀ.

Fig. 5.3 : GdE correspondant à la gamme de fabrication du Produit de type TA.

tr(Xr) t2(x) bffr)
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Fig. 5.4 : GdE correspondant à la gamme de fabrication du produit de trroe T3.

Les places Pt, P5 et Pz sont appelées places de ressource. Elles permettent de boucler sur

chacune des gammes de fabrication. Par conséquent, dès qu'un produit a terminé sa fabrication, un

nouveau produit est lancé. Les circuits élémentùes constitués pour chaque gamme de fabrication,

sont appelés circuits de fabication. Les jetons dans les places de ressource représentent les

ressources de transport disponibles, et les jetons dans les autres places des circuits de fabrication

représentent les produits en-cours dans I'atelier (c'est-à-dire les ressources de transport plus les

produits)

Comme un circuit élémentaire d'un GdE est un p-invariant, le nombre de jetons dans les circuits de

fabrication est invariant et, par conséquent, le nombre de ressources de transport associées à chaque

type de produit est constant.

L'hypothèse d'une fabrication répétitive impose que, pour modéliser un job-shop, il faut

connaître les ratios de fabrication. Dans notre exemple, nous considérons les ratios de fabrication

suivants:

- 25Vo de produits de type T1.
- 257o de produits de type T2.
- 507o de produis de rype T3.

Par conséquent, pour obtenir une production équilibnée, il faut fabriquer deux fois plus de produits de

type T3 que de produits de types T1 et T2. Pour obtenir ces ratios, il faut dupliquer le circuit de

fabnication correspondant aux produits de type T3.

A ce stade de la modélisation, nous pouvons faire deux remarques importantes :

- Il est possible que deux transitions corespondant à la même machine soient franchies

simultanément. Dans la pratique, cela signifie qu'une machine est utilisée pour Eansformer

deux produits en même temps. Ceci est impossible.
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- Les ratios de production peuvent ne pas être respectés. En effet, dans chaque circuit de

fabrication, les jetons évoluent à leur propre vitesse, laquelle dépend uniquement du nombre

de jetons dans le circuit et de la temporisation des transitions.

Il est donc nécessaire de contrôler le système afin de synchroniser les différents circuits de

fabnication.

Modélisation du contrôle :

Pour pouvoir contrôler le système, il faut connaître les séquences d'entrée des produits sur les

différentes machines. Nous choisissons les séquences suivantes :

- sur M1
- sur M2
- sur M3
- sur M+

T1, T3, T3

T1, T3, T3

Tr'Tz
T1,TZ, T3, T3

Ces séquences respectent bien les ratios de production demandés. En effet, lorsqu'un produit de type

T3 doit passer sur une machine, il apparait deux fois dans la séquence de cette machine alors que les

autres types de produits apparaissent une seule fois.

Pour modéliser ces séquences, nous faisons passer un circuit élémentaire par toutes les

transitions qui correspondent à la même machine, en prenant soin que les circuits de fabrication soient

visités dans I'ordre des séquences d'entrée dans les machines. Ces circuits élémentaires sont appelés

circuits de commande des machines. Ils contiennent chacun un seul jeton et, par conséquent, ils

empêchent les franchissements simultanés de deux transitions du circuit, et donc I'utilisation

simultanée d'une même machine pour fabriquer plusieurs produits. Ils imposent également les

séquences d'entrée des produits dans les différentes machines.

La modélisation complète du job-shop considéré précédemment est donnée par le GdE de la

figure 5.5. Les circuits de commande des machines sont représentés en pointillés.
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Fig. 5.5 : GdE conesErondant à la modélisation complète du job-shop de la figure 5.1.

Considérons le circuit de contrôle de la machine M1. Il passe successivement par les transitions

tt, t7 et t1g qui représentent les opérations exécutées par M1 dans les gammes de fab'rication T1, T3 et

T3. Par conséquent, la séquence dbntrée des produits sur la machine M1 est respectée. Les circuits de

commande des autres machines respectent également lbrdre de leur sQuence d'entrée.
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De nouveaux circuits élémentaires qui ne sont ni des circuits de fabrication, ni des circuits de

commande ont été introduits. Ils sont appelés circuits mixtes et sont formés de parties de circuits
de commande et de parties de circuits de fabrication. Par exemple, T = (t9, pt7, tt2, pl0, tlg, pl5, tl,

p2,t2, pt6, t9) est un circuit mixte. Il faut remarquer que dès à présent, et cela restera wai pour les

modèles suivants, que le nomb,re de circuis mixtes croit très rapidement avec la taille du modèle.

On peut constater qu'un graphe d'événements modélisant un atelier flexible est fortement

connexe. On peut donc utiliser les résultats des chapitres précédents pour I'analyse et I'optimisation

des perfomrances.

5.2.3 Modélisation d'un système d'assemblage

Dans le cas d'un système d'assemblage, la girmme de fabrication de chaque type de produit

n'est plus linéaire. Chaque produit est obtenu après une série d'opérations d'assemblage séparées par

des opérations de transformation des composantes du produit. Nous considérons les gammes de

fabrication de deux types de produis T1 et T2 (voir figures 5.6 et 5.7).

Fig. 5.6 : Gamme de fabrication du produit de type TÀ.

Fie. 5.7 : Gamme de fabrication du oroduit de woe Tr.

-  150-



La garnme de fabrication du produir de type T1 comporte deux opérations d'assemblage réalisées par

Ies machines Ms et Mz. L,opération effectuée par Ms nécessite une composante cl et deux

composantesC2,alorsquel ,opérat ioneffectuéeParMznécessi teunecomposanteC3etune

composante c6. La gamme du produit de rype T2 comporte une seure opération d'assemblage

effectuéeParIamachineMTàpartird,unecomposanteC4etunecomposanteC5.

comme po'r res job_shops, la première étape consiste à modéliser les gammes de fabnication de

chaque type de produit' Pour cela' nous supposons quet"t t*::,tT:::îï:îilft:t;iffi:

:::ffi ffi iiË"i;;;,;; ;; ;#;:''n': " :î:ï:::^*us 
introduisons res Eanslûons

lg,ll et 12 temporisées à zéro qui ne correspondent à aucune operation'

Le modère d,un produit est obtenu en répétant les séquences d'entrée correspondant à une

composante aunnr de fois que re nombre de composantes utilisées pour fabriquer 'e produit' Les

figures 5.g et 5.9 nous donnent les modères correspondant aux produits de rypes T1 et T2

respectivemenL

Eëz)
M7c2 I I lv13
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Fig. 5.9 : Modèle correspondant à la gamme de fabnication du produit de tvpe T2.

Pour modéliser le fait que nous avons affaire à une production répétitive, les places Pt3, Pt+ etP2g

sont ajoutées. Elles permettent de boucler sur les opérations d'assemblage. Ainsi, dès qu'un produit a

été assemblé par la machine M5, une composante Cl et deux composantes C2 peuvent êrre relancées

en fabrication.

Modélîsation du contrôle :

Il faut également connaître les ratios de fabrication des deux types de produirs, ainsi que les

séquences d'entrée des produits sur les différentes machines. Nous considérons les rarios suivants :

- 50Vo de produits de type T1.
- 50Vo de produis de type T2.

Nous choisissons les séquences suivantes d'entrée des produits sur les différentes machines :

- sur M1
- sur M2
- sur M3
- sur M+
- sur M5
- sur M6
- suMT
- sur Mg

Tt, T2

T1

Tr'Tz
T1

T1

T1

TrTz
Tz

Ces séquences correspondent bien aux ratios demandés.

- t52-



A pamir de ces données, et comme dans le cas d'un job-shop, on peut aisément construire le

modèle complet avec les circuits de commande des machines (voir figrre 5.10). On note ici encore la
présence de circuits mixtes, comme par exemple T- (tt, p3, !2,p4,t5,p12,t7,p27, tlt, p20, lz,pls,

t8, p2l, tt).

'ô

t

Pr+

Fig. 5.10 : GdE conespondant à la modélisation complète du système d'assemblage
de la figure 5.7.
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Le graphe d'événements de la figure 5.10 est également un graphe fortement connexe auquel

s'appliquent les résultats des chapitnes précédens.

5.2.4 Modélisation d'un système de type Kanban

Dans un système Kanban, le système de production est décomposé en maille. Chaque maille est

constituée d'un sous système de fabrication et d'un stock de sortie. Le sous système de fabrication

peut être constitué d'une seule machine, ou de plusieurs machines identiques travaillant en parallèle,

ou encore d'un atelier complet. A chaque maille, on affecte un nombre fixé de kanbans. Chaque
produit arrivant dans une maille est attaché à un kanban et ce kanban est détaché du produit quand le

produit quitte la maille. Di Mascolo et al. [17,18] ont montré qu'un système Kanban peut être

modélisé par un GdE. Lafigure 5.11 nous donne une modélisation d'une maille d'un système

Kanban ainsi que ses relations avec les mailles voisines pour un type de produit donné.

\.

-c
Fig. 5.11 : Maille i d'un système Kanban.

La place Qi contient les jetons correspondant aux kanbans libres qui anendent une pièce sortant de la

maille i-1. La place P1 contient les jetons correspondant aux kanbans anachés à des produits en anente
pour passer sur la machine i (incluant le produit qui est sur la machine i). La place R1 contient les
jetons correspondant aux kanbans anachés à des produits en anente pour passer sur la maille suivante

i+1. Finalement, le modèle d'un système Kanban est obtenu en connectant les différentes mailles

entne elles.

Le principe de modélisation est similaire aux deux cas précédents. Dans la figure 5.12, nous

donnons le modèle d'un système kanban avec trois machines et deux types de produits différents T1

etT2. Nous considérons que les deux types de produits passent successivement sur les machines M1,

M2 et M3 mais que leurs temps de passage sont différents. Les séquences d'entrée sur toutes les

R+ll i+tq(xs)
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machines Sont T1, T2. Les ratios de production correspondent à une production de 50Vo pour chacun
des deux tlpes de produits.

P-
t5fi5) t7 '6 to(xo)

Fig. 5.12 : Modèle d'un système Kanban avec trois machines et deux tlpes de produits.

Ce modèle est constitué de trois circuits de commande relatifs à chacune des machines. Chacune des
machines fabrique successivement un produit de type T1 et un produit de type T2. Nous obtenons
également un GdES fortement connexe.

5.3. OPTIMTSATTON DU MARQUAGE DES SYSTEMES DE
PRODUCTION A FONCTIONNEMENT CYCLIQUE

Ce paragraphe est consacré à I'optimisation des performances des systèmes modélisés dans la
partie précédente. Notre but est d'atteindre une productivité donnée tour en minimisant la somme des
en-cours. Comme les modèles obtenus sont des GdE fortement connexes, nous utilisons les
algorithmes présentés dans le chapitre 2 pour les cas détenrrinistes et dans le chapitre 4 pour les cas
stochastiques.

Dans le cas déterministe, Hillion et Proth [26] ont démontré qu'il était toujours possible de
sanlrer la machine la plus chargée à condition de disposer d'un nombre suffisant de ressources. En
d'autrres termes, il est possible que la machine la plus chargée fonctionne sans arrêt. par conséquent,

h  i ^ ; -  R1
R iM,.\

t+Cx+)
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dans le cas déterministe, nous pouvons atteindre un temps de cycle égal au plus grand des temps de
cycle des circuits de commande, c'est-à-dire :

C = MaxC(T)
T€1"

où - f" est l'ensemble des circuits de commande.
- C(f) est la somme des temps de franchissement des transitions appartenant à T pour rour

T€ Ic'

Il est clair que ce temps de cycle est le plus petit que nous puissions obtenir. Il correspond donc à la
productivité ma,ri male.

5.3.1 Optimisation du nombre d'en-cours d'un job-shop

Dans ce cas particulier, le critère que nous choisissons de minimiser est la somme des en-cours
(i.e. des ressources de fabrication) dans les circuits de fabrication du système. Ces en-cours sont
modélisés par des jetons autres que les jetons f,rgurant dans les circuits de commande. Le problème
est donc le suivant :

Minimiser f(Ms)= I  Me(n)= Iup.Mo(p)
peP-P. peP

(Pr) .l sous la contrainte :

æ(Ms) < C

où - C est le temps de cycle que lbn veut aneindre, i.e. la productivité à aneindre.
- P est I'ensemble des places du graphe.
- Ps est I'ensemble des places appartenant aux circuits de commande.

- up esr le p-invarianr défini de la façon suivante ' 
"o 

= 
{ I :l i : i

De plus, les circuits de commande ne doivent contenir qu'un seul jeton. Par conséquent, pour
éviter que ces circuits contiennent plus d'un jeton, nous ajoutons la contrainte supplémentaire
It{o(9 = l, pour tout'}r€ Fs. Le problème se Éécrit de la façon suivante :

I Vtinimiser f(Ms) =

I n€P-P" p€P
(Pz) { sous les contraintes :

| æ(Mo) < c
I vro(T) = 1, Pour tout r e fc

où - Fs est I'ensemble des circuits de commande.
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Dans la propriété 4.1 de [31], Laftit a démontré que si on pénalise de façon importante les
places appartenant aux circuits de commande dans la fonction objectif,les contraintes Nzlo($ = 1, pour
tout TÊ lç, n€ sont plus nécessaires. On obtient ainsi le nouveau problème :

(pg)

Minimiser f(Ms) = I Mo(p) + a. ltr,telpy
peP-P, p€P"

sous la contrainte :

æ(Ms) < C

où c est "grand" (cr = 104, par exemple). Dans ce cas le p-invariant utilisé est le suivant :

l a  s ipeP.
u^  = (u  

[1  s ipeP.

Les différents algorithmes proposés dans les chapitres 2 et 4 ont été adaptés à ce problème
particulier.

Cas déterministe :

On reprend le GdES de la figure 5.5. On considère que les temps de franchissement des
transitions sont déterministes et prennent les valeurs suivantes :

X r=6  X2=8 X l=10  X+=5 XS=10
X6=4 X7=7 XB=z  X9=5

Les temps de cycle des circuits de commande relatifs à chaque machine sonr :

M1 :20 M2 :  18 M3 :  14 Ma: 19

La machine la plus chargée est la machine M1. Nous choisissons donc d'obtenir un temps de cycle
égal à 20 unités de temps.

Nous donnons les résultats obtenus avec la méthode d'ajustemenr et la méthode par séparation
et évaluation.
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. Méthode d'ajustement

La méthode d'ajustement est définie dans le chapine 2.Elleprocède par itérations successives à
partir d'un marquage initial réalisable (on choisit un marquage dans lequel MO(pù = 1, pour tout
pi€P). A chaque itération, le marquage total du graphe d'événements est réduit d'un jeton.

Les Ésultats obtenus en résolvant le problème d'optimisation (P3) avec la méthode d'ajustement sont
donnés dans le tableau 5.1.

Tableau 5.1 : Résultats des itérarions de la méthode d'ajustement.

If iter. p* tr46 après avoir enlevé un jeton dans la place p* )Mo(p)
rcP-Q

I ps l ? l r l 2 l t u ?  l , l , l r l , I , l , l , l r l , I , l , l , I , l , l ,  l , l , l , l l l
2 pl9 l , l , l  , 1 , 0 ,  l ,  1 , 1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,  I  , 1 ,  1 ,1 ,1 ,1 ,0 ,1 ,  I  , l  ,  l , l 11
3 p l 5 I , l ,  l , l , u ,  I  ,  l , l , l , l ,  1 , 1 , I , 1 , 0 ,  I  ,  1 , 1 ,0 ,  l ,  l , l  ,  1 , 1 11
4 p16 (  l ,  l ,  l ,  1 , 0 ,  l ,  l ,  l ,  l ,  l ,  l ,  l ,  l ,  1 , 0 ,0 ,  l ,  1 , 0 ,  1 ,  l ,  l ,  l ,  I u
5 p24 (  I  ,1 ,1 ,  I  ,0 ,  I  ,  1 ,1 ,  l , l ,  1 ,1 ,1 ,1 ,0 ,0 ,  1 ,1 ,0 ,1 ,  1 .1 ,  1 ,0 l l
6 p l 8 l ,  l ,  l ,  1 ,0 ,  1 ,  1 ,  l ,  l ,  1 ,  1 ,  l ,  l ,  1 ,0 ,0 ,  1 ,0 ,0 ,  l ,  I  ; l  ; l ;0 1 l
7 prs 1,1  , l  ,  1 ,0 ,  1 ,  1 ,1 ,1 ,0 ,2 ,1  ,1 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,  1 ,1 ,1  ,  1 ,0 )+ l 1
E p21 1 t  I ,  I ,  1 ,0 ,  1 ,  L , l , l ,0 ,2 ,1 ,  I ,0 ,0 ,0 ,  I ,0 ,0 ,  I  o ;1  ;  l -0 n
9 p l (J ,  I ,  l ,  1 ,0 ,  l ,  l ,  1 ,  I ,4 ,2 ,1 ,1 ,0 ,0 ,0 ,  1 ,0 ,0 ,  1 ,0 ,  1 ,  1 ,0 10
10 PZt (  l ,  I  ,1 ,0 ,0 ,  1 ,  l ,  1 ,  r ,0 ,1 ,2 ,1 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,  1 ,0 ,  1  ,0 ,0 )+ t0
1 l p12 1, l, 1,0,0, 1, l, 1, 1,0;l ;l ; 1 ;0;0;0;1;0,q-l;o, I ;oR 9
t2 ps l ,  l ,  1 ,0 ,0 ,  l ,  l ,  1 ,0 ,0 ,  l ,  1 ,  1 ,0 ,0 ,0 ,  1 ,0 ,0 ,  1 ,0 ;1  ;0 ;0 E
t3 p l (J,  l ,  1,0,0,  l ,  l ,  1,0,0,  l ,  l ,  1,0,0,0,  1,0,0,  1,0,  1,0,0 7

p* est la place de laquelle en enlève un jeton.
+ correspond aux cas où il a fallu déterminer un marquage Mt accessible à partir du
marquage N,lO et tel que Mt(p*) à 1, car N,lO(p*) était nul.

Le marquage obtenu est Mg = (0,1,1,0,0,1,1,1,0,0,1,1,1,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,0). La valeur de la
fonction objectif est f(IVI9) = 40007, en posant c = 104. Le nombre total de jetons esr l l dont 4 sont
des jetons appartenant aux circuits de commande (c'est-à-dire un jeton dans chaque circuit de
commande). Il faut donc 7 ressources de transport pour obtenir la productivité maximale. Elles sonr
reparties de la façon suivante :

- 2 dans le circuit de fabrication des produits de t1rye T1,
- 1 dans le circuit de fabrication des produits de typeT2,
- 2 dans les circuits de fabrication des produits de type T3,

On aurait pu également appliquer I'algorithme d'ajustement au problème (P). Pour cela, il
suffit de partird'un marquage initial tel que :
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- Toutes les places appartenant aux circuits de fabrication contiennent un jeton.
- Une seule place de chaque circuit de comrnande contienne un jeon.

Compte tenu du fait que dans I'algorithme d'ajustement le nombre de jeton dans une place ne peur pils
augmenter et que les places de commande ne sont pas incluses dans le critère, on est assuré que la
contrainte Mo(f) = 1, pour tout T€fç, reste satisfaite tout au long de I'algorithme. Les résultats
obtenus dans ce cas sont équivalens aux résultats obtenus en résolvant le problème (Pr).

. Méthode par séparation et évaluation (Branch and Bound)

La description de cette méthode est donnée dans le chapitre 2. La transition t261s de ce GdE est
t1 (mais on aurait également pu choisir une autre transition car elles possèdent toutes deux places
d'entrée dont une seule appartient à un circuit de commande). Les places qui précèdenr cerre transition
sont pt et ptS. Le marquage des places est fixé dans I'ordre suivant :

- pl et p15,
- puis les places appartenant aux circuits de commande, c'est-à-dire pl3, pl4, p16, p17, plg,

plg, p20, P2t, P22, p23 et p24,
- et enfin les places appanenant aux circuits de fabrication, c'est-à-dire pZ, p3, p4, p5, p6, p7,

P8' P9, pto, pl1 etP]2.

La première étape de cet algorithme est la création du noeud racine pour lequel le marquage des places
pl et p15 est égal à l. On calcule la borne supérieure de ce noeud, bsup-min = 4(f)O'.. (cette valeur est
une borne supérieure du critère f(Mo)) en utilisant I'algorithme d'ajustement (voir ci-dessus).

Les Ésultats des niveaux suivants de I'arbre sont donnés dans le tableau 5.2. Pour chaque niveau de
I'arbre, on donne la place considérée (i.e. la place dont on fixe le marquage). Dans le cas où le
marquage de la place est fixé à 0 et dans le cas où il est fixé à l, on indique :

- le nombrc de nouveaux noeuds créés,
- le nombne de noeuds abandonnés lorsqubn ne peut plus obtenir la solution oprimale (éliml),
- le nombre de noeuds abandonnés lorsque la borne inférieure n'exisre pas (élim2),
- le nombre de noeuds abandonnés lorsque la borne inférieure est supérieure à bsup_min

(élim3).

La borne supérieure est améliorÉe au niveau I et est égale à 40006.
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N" iter pi

I!{n(pi) = 0 Mn(pi) = I

Nombre de

noeuds créés

éliml élim2 élim3 Nombre de

noeuds créés

éliml éhmz élim3

I pr3 I U 0 0 I 0 0
2 p14 0 0 0 0 0 t
3 pl6 I 0 0 0 I 0 0 0
4 pr7 z 0 0 0 2 0 0 I
5 p l 8 3 0 I 0 3 0 0 z
6 p l9 3 0 0 0 3 0 0 0
7 p20 6 0 3 0 6 0 0 3
E pzr 6 0 0 z 6 0 0 2
9 p22 8 0 0 4 8 0 0 6
l0 p27 6 0 0 2 6 0 0 6
11 p24 4 0 0 0 4 0 0 4
t2 p2 4 0 3 0 4 0 0 I
t3 pj 4 0 0 4 0 0 4
L4 p4 3 0 I 0 3 0 0 J

l 5 ps ?, 0 z 0 0 2

Tableau 5.2 : Résultats des itérations de la méthode Branch and Bound.

Au niveau 16 il n'y a plus de noeud et la solution optimale est celle qui correspond à
bsup_min = 40006, c 'est-à-dir€ Mg = (0,1,1,1,1,0,1,0,0,1,0,0,1,0,0,0,0,1,0,1,0,0,0,1).  par

conséquent, il faut 6 ressources de transport pour obtenir une productivité maximale, c'est-à-dire une
ressource de moins qu'avec la méthode d'ajustement. Elles sont réparties de la façon suivante :

- 3 dans le circuit de fabrication des produis de type T1,
- I dans le circuit de fabrication des prrcduis de type T2,
- I dans chacun des circuits de fabrrication des produits de tlpe T3,

Comme la méthode "Branch and Bound" est une méthode exacte, le nombre minimal de jetons pour
obtenir une productivité maximale est 6.

Cas stochastique :

Nous considérons maintenant le cas d'un job-shop dans lequel les temps de fabrication sont
aléatoires. Le problème n'est donc plus de saturer la machine la plus chargée mais simplemenr de
trouver un bon compromis entre le nombre des en-cours et la productivité du système. En d'autres
tennes, nous cherchons à obtenir un temps de cycle moyen donné avec un nombne minimal de jetons.

Ce problème est résolu à I'aide des algorithmes présentés dans le paragraphe 4.5.2 du chapitre 4. Ces
algorithmes se décomposent en deux étapes :
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- Première étape : trouver une solution initiale en résolvant le problème déterministe (nous
utilisons la méthode d'ajustement, car elle donne de bons résultats très rapidement).

- Deuxième étape : à panir de cette solution initiale, augmenter progressivement le nombre de
jetons dans les places appartenant aux circuits de fabrication de façon à diminuer le temps
de cycle moyen du système.

Dans cette deuxième phase, on ne tiendra pas compte des places appartenant aux circuits de
commande. En effet, après la phase déterministe, chaque circuit de commande contient déjà un jeton
et on ne peut donc plus en ajouter.

On considère à nouveau le GdE de la figure 5.5. Les variables aléatoires X;, i=1,...,9
représentent les temps de franchissement des nansitions, et leurs densités de probabilité sont les
suivantes:

I t  I
| :. exp(-;.x) si x 2.  Xl  :  f1(x)  =.1 6 6

| 0 sinon

. X2: Pr(X5 = 6) = U2 et Pr(XS = 10) = U2

.  X3:r3(x) ={p1fo ."- t  *o[-Ë) sixà0 
aveccr =2etg=5

I o sinon
.  X4=5(Constante)

' X5 = l0 (Constante)

| O,ZS.exp(-O,25.x) si x > 0' X6: fO(x) = i ^'
L U Srnon

(r
l -  s i xe [6 ,8 ]' X7: f7(x) = 
1 2

L 0 sinon

[ 0,5. exp(-0,5.x) si x > 0' X8: fg(x) = j ^'
I u srnon

' X9=5(Constante)
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On peut constater que les moyennes de ces variables aléatoires correspondent aux temps de
franchissement utilisés dans le cas déterministe. Nous choisissons d'atteindre un temps de cycle
moyen égal à 20,1 unités de temps.

La solution de la phase déterministe de laquelle nous partons est :

-  M0 = (0,0,0,2,1,0,0,1,1,1,1,0,0,1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0)
- r(Md =22,18 obtenu par simulation,
- le nombre de ressources de transport est 7.

Il s'agit d'un marquage atteignable à panir du marquage déterminé dans le cas déterministe précédent
en utilisant la méthode d'ajustement. Nous passons maintenant à la simulation du problème
stochastique.

. Méthode des circuits élémentaires (méthode P-X)

Le but de cette méthode est de choisir une place qui correspond à une petite valeur du coefficienr

du p-invariant et qui appartient à un maximum de circuits élémentaires ayant des temps de cycle
déterministes importants. On ajoute ensuite un jeton dans cene place.

Les résultats des itérations successives sont donnés dans le tableau 5.3.

Tableau 5.3 : Résultats des itérations de la méthode P-X.

N'itér. p* Mo = (pt,pz,p3,p 4,p5,p6,pj,pg,p9,
p t o , p l  t , p t l )

)vto(p)
rcP-P"

n(Mo)

I p3 o,0 ,L ,2 ,1 ,0 ,0 ,  l ,  l ,  1 ,  1 ,0 E 2 I ,46
2 p4 ( U , U ,  I , J ,  I , U , U ,  I ,  I ,  I ,  I , U 9 21,33
3 p3 (0 ,0 ,2,3,1 ,0 ,0 ,1,1 ,  1 ,  1 ,0 l 0 2L,32
4 p3 u,u ,3 ,3 ,  l ,u ,u ,  l , l ,  l ,  1 ,0 l l 21,231
5 p2 0,1 ,3 ,3 ,  1 ,0 ,0 ,  1 ,  l ,  l ,  1 ,0 t2 2r,229
6 p9 u ,  I , 3 r 3 ,  l  r U r U ,  l , Z ,  l ,  I , 0 13 zo,6l
7 p6 (u ,  1 ,3 ,3 ,  l ,  l , 0 , l , z , l , l ,Q t4 20,609
E p12 u , I , J , J , l ,  l , u ,  I , z ,  I , l . l l 5 zo,6Q9
9 p7 u ,  1 ,3 ,3 ,  l ,  l ,  l ,  l , z , L ,L ,L t6 20,609
l0 p9 0 ,1 ,3 ,3 ,1 ,  l ,  1 , 1 ,3 ,  l ,  l ,  I t7 20,609
I I p2 (u ,2 ; JJJ ,1 ,  l ,  l ,  1 ,3 ,  l ,  l ,  I IE 20,609
t2 p3 l ) ,2 ,4 ,3 ,1 , l , l  , 1  , 3 , I , I , I  ) l9 20,609
t3 p l l 0,2 ,4 ,3 ,1 ,1 ,1 ,L ,3 ,1 ,2 , I \ 20 '2U,44

l4 pl0 o.2.4.3.r . r .  r .  1.3.2.2.  I  ) 2 l 20,44
t5 ps l ) ,2 ,4,3,2,1, l , l ,3 ,2,2,1) 22 2'0,39
l6 P4 o,2,4,4 12 r1,1,1,3,2,2,1 23 20,39
L7 p2 u,  5 ,4 ,+ ,2 ,  L ,  l ,  1 ,5 ,2 ;2 ,  I 24 20,39
IE p3 u;J, ) ,4 ,2,  l ,  l ,  l ;3 ,2,2,1 25 20,39
l9 Pr 1,3 ,5 ,4 ,2 ,1 ,1 ,1 ,3 ,2 ,2 ,1 ) 26 20,12
20 z r S  r )  r +  r z , l ,  L ,  L , 5 , 2 , 2 ,  L  ) 27 20,09
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Dans ce cas, le nombre de ressources de transport nécessaires pour obtenir un temps de cycle moyen
inférieur ù2o,1 est27. ces ressources sont réparties de la façon suivante :

- 14 dans le circuit de fabrication des produis de 6pe T1,
- 3 dans le circuit de fabrication des pnrduirs de tlpe T2,
- 5 dans chacun des circuits de fabrication des produits de tlpe T3.

On peut constater que dans de nombreux cas, le temps de cycle moyen ne diminue que très faiblement
et on peut en conclure que la méthode P-X ne choisit pas toujours la place adéquate.

. Méthode IPAI

Il s'agit de la méthode qui utilise le critère 
w(p)'^7rl(M0'p'). 

Nous donnons dans le tableauup
5.4 les résultats obtenus à chaque itération.

Tableau 5.4 : Résultats des itérations de la méthode IpAl.

No itér. p* Mo = (p t,pz,p3,p 4,p 5,p6,p7,pg,p9,
p l0 ,p l  l ,p l2 )

)Mo(p)
rcP-P.

,t(M0)

I p2 u,  1 ,0 ,2 ,  1 ,0 ,0 ,  l ,  l ,  l ,  1 ,0 8 2L,43
2 p6 u ,  1 ,u ,2 ,1 ,  l , 0 ,  l ,  l ,  l ,  1 , 0 9 z l ,0E
3 p3 u, l  ,  I  ,2 ,1  ,1 ,0 ,  l , l ,  l , l  , 0 l0 20,64
4 p l r u ,  I , 1 , 2 ,1 ,1 ,0 ,  l , l ,  1 , 2 .0 l l 20,47
5 p8 (0 ,  l ,  1 ,2 ,1 ,1 ,0 ,2 ,1 ,L ,2 ,0 t2 20,26
6 p l (  I  r  l ,  1 ,2 ,1 ,1 ,0 ,2 ,1 ,1 ,2 ,0 l3 20,20
7 p7 L,1  ,L ,2 , I  ,1  ,1 ,2 , I  ,1  ,2 ,0 T4 zu,16
8 p lo L ,  1 ,L  r 2 ,1 ,1 ,1 ,2 ,1 ,2 .2 .0 t5 z0 ,L l
9 p l z ,  L  r l  r z , l , I , l  r 2 r l  , z , z , l ) 16 20,08

Le nombre de ressources de transport nécessaires pour obtenir un temps de cycle moyen inférieur à
20,1 est 16. Il faut donc I I ressources de moins qu'avec la méthode P-X. Elles sont réparties de la
façon suivante :

- 6 dans le circuit de fabrication des prcduits de type T1,
- 2 dans le circuit de fabrication des produis de type T2,
- 4 dans les circuits de fabrication des produits de type T3.
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. Méthode IPA2

cette méthode utilise le critère 
Y(p'"')'Â:r1(Mo'p') 

. Les résultats obtenus à chaque itération
uP

sont donnés dans le tableau 5.5.

Tableau 5.5 : Résultats des itérations de la méthode IPA2.

N" itér. p* Mo = (pt,p2,p3,p 4,p5,p6,p7,pg,p9,
Dro.Dr r .orr)

)vto(pl
reP-Pc

tt(M0)

I p l (  1 ,0 ,0 ,2 ,  1 ,0 ,0 ,  l ,  l ,  1 ,  1 ,0 E 21,57
2 p7 (1 ,0 ,0 ,2 ,1 ,0 ,  1 ,1 ,1 ,  1 ,1 ,0 9 21,45
3 p l 0 L ,Q,O,Z r l , 0 ,  l ,  l ,  l , 2 , l , o IO zL, lz
4 p6 L  rU  rU  rZ ,  L ,  l ,  l ,  l ,  l  ; 2 ,  L  rU 1 l 20,E3
5 p3 1 ,o ,1 ,2 ,1  ,1 ,1 , l  , l , 2 , l  ,o TZ 20,26
6 p l ( z , l ) , 1 , 2 ,L ,1 ,  l ,  l ,  l , 2 . I . o l 3 ?,0,20
7 p7 2,o ,1 ,2 ,1 , I ,2 ,L ,1 ,2 ,1 ,o t4 zu, lu
8 p l o ( 2 ,u ,  l , 2 , l , l , z , l ,  1 , 3 ,  1 ,0 l 5 ztJ , l l
9 p l (3 ,0 ,  1 ,2 ,1 ,1 ,2 ,  1 ,  1 ,3 ,  1 ,0 ) t6 20,09

Le nombre de ressources de transport nécessaires est également 16 et leurs répartitions dans les
circuits de fabrication sont les mêmes que pour la méthode IPAI.

5.3.2 optimisation du marquage d'un système d'assemblage

On reprend le GdES de la figure 5.10. Dans ce cas, le problème que nous voulons résoudre est
le suivant:

Minimiser f(Mo)= Iup.Mo(p)
p€P

sous les contraintes :

r(Ms) s C
Mg(y) = l, pour tout y € fc

âveC Up =  (2 , l , l ,  l ,  1 ,  1 ,  l ,  l ,  1 ,  1 ,  1 ,  2 ,1 ,3 ,1 ,  1 ,  l ,  I ,  1 ,2 ,0 ,0 ,0 ,  0 ,  0 ,0 ,0 ) .  up  es t  b ien  un
p-invarianr

Comme dans le cas des job-shops, la contrainte II{O(D = l, pour tout }€ fs peut être enlevée si
on pénalise de façon importante les places appaftenant aux circuits de commande dans la fonction
objectif. On obtient ainsi le nouveau problème :
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Minimiser f(Mg) =
peP-P" p€P"

sous la contrainte :

æ(Me) < C

avec cr = 104.

Comme dans le paragraphe précédent, nous considérons en premier le cas déterministe, puis le
cas stochastique.

Cas déterministe :

On considère que les temps de franchissement des transitions sont déterministes et prennent les
valeurs suivantes :

X t=10  XZ=$ X3=2 X+=1 XS=14 X6=9
XZ =  10  XB=z Xg =7 XtO =  10  Xt t  =  6
Xb X l r=Xtz=0

Les temps de cycle moyen des circuits de commande relatifs à chaque machine sont :

M1 :12  M2:8  M3:14  M+: l
M5:14  Mo:9  M7:16  MA:2

La machine la plus chargée est la machine M7. La productivité ma,rimale que I'on peut aneindre esr l6
et nous choisissons donc d'atteindre un temps de cycle égal à l6 unités de temps.

. Méthode d'aiustement

Les résultats des différentes itérations obtenus avec la méthode d'ajustement sonr donnés dans
le tableau 5.6.
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Tableau 5.6 : Résultats des itérations de la méthode d'ajustement.

Le marquage obtenu est  Mg = (1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,1,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1).  La valeur

de la fonction objectif est f(Mg) = 30012 et -I - up'Mo(P) = 12.
peP-P"

. Méthode par séparation et évaluation

La transition tzéro de ce GdE est t7. On crée le noeud racine pour lequel le marquage des places

pll, pl2 etpNest 1. On calcule la borne supérieure de ce noeud, bsup-min = 30012.

Les résultats des niveaux suivants de I'arbre sont donnés dans le tableau 5.7.La borne supérieure est

optimale dès le premier niveau et n'a donc pas pu être modifiée.

N" itér. p* M0
leP-P"

I p22 I  , 1 ,1 ,1 ,  1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,  l , l ,  l , l  r  l , l  ,  I , l ,  I , l ,  l , o ,  l , l , I ,  I  , I 25
2 p26 I , I ,  I  , I  ,  1 , 1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,  1 ,1 ,  1 ,1 ,  1 ,1 ,  1 ,1 ,  l , l , l  , 0 ,  1 , l , I , o , l 25
3 p12 t ;1 ;1 ;1 ;1 ,1 ,1 ,1  ,1 ,1 ,  1 ,0 ,1  ,1 ,  1 ,1 ,  1 ,1  ,  1 ,  1 ,1  ,o -  1 ,1 ,1 ,0 , I 23
4 p2s I  , 1 , 1 ,1 ,1 ,1 ,  1 ,1 ,1 ,1 ,  1 ,0 ,1 ,1 ,1 r  1 ,  I , I ,  l , I , l , o ,  l , I ,U ,U ,  I 23
5 p24 mt;l  ;1, 1 ;1 ;1,1, 1, 1, 1,0, 1,0,0,0, 1 23
6 p l 5 (  1 ,1 ,  I , l  ,  1 , l  ,  1 ,1  , l  , 1 ,  1  ,0 , l  ,1 ,0 , l ,  l  , I ,  I , I ,  I ,o ,1 ,0 ,0 ,u , I zz
7 p9 (I;ïJ,ï;II, 1;1,0 J, 1;O; l ;I ;0; I ; I, I ; 1 ; i, I,0, L0,-0_?_0_! _1 2T
E p14 I  ,1 ,  I  , l  ,  1 ,1  ,  1 ,1 ,0 ,  1 ,  l ,o ,  l ,o ,o , l  ,  I ,  I  ,  l , l  , l  ,0 ,  l ,O,u ,u , I 18
9 p l8 I,1;ï;I;Ill;L0;rl;0; I ;0;0;1 ; I ;0; 1, l, 1,0, 1,0,0,0! 1 L7
l0 p l3 1,1 ,1 ,1  ,  I  ,1 ,  1 ,1 ,0 ,  1 ,  I  ,0 ,0 ,0 ,0 ,1  ,  I  ,0 ,  l , l ,  l ,o ,  I ,o ,u ,u , l 16
11 p16 1,1,  1,1 ,  1,1,  1,1,0,1 ,  1 ,0,0,0,0,0,  I  ,0,  1,1,  1,0,  12020?,or. . I 15
LZ p20 1,I  ,  1,1 ,  I  , l  ,  1,1 ,0,1,  1,0,0,0,0,0,  1,0,  1,0,  I  ,0,  I . ,0,0,(J, l 13
13 p7 l ,  1 ,  1 ,  1 ,  l ,  1 ,0 ,  1 ,0 ,  1 ,  l ,0 ,o ,o ,o,o,  l ,o ,  l ,o ,  l ,u ,  l ,u ,u ,u ,  I T2
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No iter pi

Ivln(pi) = 0 Mn(u) = I
Nombre de

noeuds créés

éliml élirn2 élim3 Nombre de

noeuds créés

éliml élim2 élim3

I pzr 1 0 0 0 I 0 0 0
2 p22 z 0 I 0 2 0 0 I
3 p23 2 0 0 0 2 0 0 0
4 pu 4 0 0 0 4 0 0 a

J

5 p2s ) 0 z 0 5 0 0 3
6 p27 5 0 0 0 5 0 0 5
7 p14 5 0 0 0 5 0 0 5
8 p l 5 0 0 0 5 0 0 5
9 p20 5 0 0 0 5 0 0 3
t0 p2 7 0 7 0 7 0 0 -

J

I I p3 4 0 I I 4 0 0 2
t2 p4 4 0 ? 0 4 0 0
t3 ps 5 0 2 I 5 0 0
L4 p6 6 0 4 0 6 0 0 2
15 p7 6 ) 4 0 6 0 0 2
l 6 p8 4 0 0 0 4 0 0 3
t7 p9 5 0 0 0 5 0 0
1E p l 0 9 0 J I 9 0 0 5
19 p l3 7 0 4 I 7 0 0 -

J

20 p r5 6 0 6 0 6 0 0 6

Tableau 5.7 : Résultats des itérations de la méthode Branch and Bound.

Au niveau 20 il n'y a plus de noeud et la solution optimale est celle qui correspond à
bsup_min = 30012, c'est-à-dire M0 = (0,1,0,1,1,0,0,0,0,0,2,2.1,0,1,0,0,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0). La

valeur du critère est 30012 et
peP-P"

Cas stochastioue :

Nous considérons toujours le GdE de la figure 5.10. Les densités de probabilité des variables
aléatoires Xi, i= I ,..., I I représentant les temps de franchissement des transitions sont les suivantes :

'  Xl  :  f1(x)  = {  : ' t 'exP(-o ' l 'x)  
s ixào

L U srnon

.  xz: r2(x) ={ nfu 
. '-t  *o(-Ë) six>0 avecr =2etg=4

L 0 sinon
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I  i  s ixe[1,3]'  X3: f3(x)=12
L 0 sinon

. X+=1(Constante)

. X5 = (X*)+, où (X*)+ est une variable de loi normale de moyenne m=14 et d'écart type

o=0,5.

. X6=9(Constante)

f1 s ixe[8,12]' X7: fz(x) = 
1 4

|. 0 sinon

[ 0,5. exp({,5.x) si x > 0
' X8: fg(x) = { ^'

L U Srnon

.  X9=7(Constante)

.  X lO : f1g (x )= fZ (x )  avecc r=2e t9=5

'  X l t=6(Constante)

Les moyennes de ces variables aléatoires correspondent bien aux temps de franchissement utilisés

dans le cas déterministe.

Comme dans le cas des job-shops, nous ne tenons pas compte dans la phase stochastique des

places appartenant aux circuits de commande. Nous choisissons d'aneindre un temps de cycle moyen

égal à 16,l unités de temps.

La solution de la phase déterministe est :

-  M0 = (1,1,1,1,1,1,0,1,0,1,1,0,0,0,0,1,0,0,1,0,1,0,1,0,0,0,1)

- tE(Mo) =20,82 évalué par simulation,

- coût =
peP-P"
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Nous présentons maintenant les résultats de la phase stochastique obtenus avec les méthodes IPAI et
IPA2. Nous ne présentons pas ceux obtenus avec la méthode P-X, car après 30 itérations, le temps
de cycle moyen est seulement égal à 16,82.

. Méthode IPAI

Le critère urilisé rr, 
w(p)'aæl(Mo'p'). 

Les résultats obrenus sonr donnés dans le tableau 5.8.
up

Tableau 5.8 : Résultats des itérations de la méthode IPAI.

lf itér. p* Mo = (pt,pz,p3,p 4,p5,p6,p7,pg,p9,plo,p1 I
p l2,p l3,p | 4,p I 5,p I 6,p I 7,p 1 8,p I 9,p20)

coût æ(Mo)

t p20 (  1 ,1  ,  I  , 1 ,  l , l  , 0 ,1 ,0 ,  l ,  1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,  I  , 0 ,0 ,1 ,  I L4 l y , l  )
z p7 (  l , l , l  , l , l , l  , 1 ,1 ,0 ,1 ,1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,0 ,0 ,1 ,  I l 5 17,84
-
J p2 1,2 ,1  ,1 ,  I  ,  I  ,1 ,  1 ,0 ,  1 ,  1 ,0 ,0 ,0 ,0 ,  I  ,0 ,0 ,1 ,  I l 6 17,30
4 p l 5 l , z , l  , l  , l , l , l , l , 0 , l , 1 , 0 ,0 ,0 ,  l  , 1 , 0 ,0 , I , I  ) T7 L7 ,O l
5 p2 1,3 ,  l , l ,  1 ,1 ,1 ,  1 ,0 ,1 ,  1 ,0 ,0 ,0 ,1 ,  1 ,0 ,0 ,  l ,  1 ) l8 I  O ,UJ
6 p20 (1 ,3 ,  1 ,  l ,  1 ,  1 ,1 ,1 ,0 ,1 ,  1 ,0 ,0 ,0 ,  1 ,  1 ,0 ,0 ,  1 ,2 20 16,66
7 ps (1 ,3 ,L ,1 ,2 ,1  ,1 ,1 ,0 ,  l ,  I  ,0 ,0 ,0 ,1 ,  1 ,0 ,0 ,1 ,2 z l 16,59
E p7 (  I , 5 ,  l , l , 2 , l , z , l , l ) , 1 ,  1 ,0 ,0 ,0 ,1 ,  1 ,0 ,0 ,1 ,2 22 I6 ,36
9 p2 (  1 ,4 ,  I ,  l , z ,  l , z ,  L ,u , l ,  I , u ,u ,u , I ,  I , u ,u ,  l , z 23 r6,29
10 p l 5 (1 ,4 ,  1 ,1 ,2 ,L ,2 ,L ,0 , I ,1 ,0 ,0 ,0 ,2 ,  1 ,0 ,0 ,1 ,2 24 16,25
1 l p l9 (1 ,4 ,  I , l , z , l , z , l ,0 , I ,  1 ,0 ,0 ,0 ,2 ,  L ,Q,Q,z .z 25 16.21
T2 p5 1,4 ,L ,1  ,3 ,1  ,2 ,1  ,0 ,  I  ,  1 ,0 ,0 ,0 ,2 ,  1 ,0 ,o ,2 ,2 26 16,20
l 3 p t8 (  1 ,4 ,  l ,  1 ,3 ,  I , z , l , l ) , 1 ,  I , ( J ,0 ,0 ,2 ,  L ,o , l , 2 , z 27 I 6 , IE
T4 p7 1,4 ,  I ,  1 ,3 ,  1 ,3 ,  1 ,0 ,  l ,  1 ,0 ,0 ,0 ,2 ,  1 ,o ,1 ,2 ,2 ) 28 16,T2
l5 p2 1,5 ,  l ,  1 ,3 ,  1 ,3 ,  1 ,0 ,  1 ,  1 ,0 ,0 ,0 ,2 ,  L ,0 ,1 ,2 ,2 z9 16,09

Un temps de cycle moyen inférieur à 16,l est obtenu après 15 itération. Le marquage obtenu est
M0 = (1,5,1,1,3,1,3,1,0,1,1,0,0,0,2,1,0,1 ,2,2) et le coût relatif à ce marquage est 29.

. Méthode IPA2

cette méthode utilise le critère 
Y(p'-)'Â:rl(Mo'p') 

. Les résultars obrenus à chaque itération
tP

sont donnés dans le tableau 5.9.
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Tableau 5.9 : Résultats des itérations de la méthode IpA2.

N'iter. px Mo = (Pt,p2,p3,p 4,p5,p6,p7,p8,p9,p lo,p l l,
p t2,p 13,p 14,p I 5,p I 6,p I z,p t LD r q.prn)

coût 7r(M0)

I p l 5 ,  l ,u ,  l ,  I ,0 ,0 ,0 ,  l ,  1 ,0 ,0 ,1 ,0 T3 I9,E9z p r8 _121 '  1 r l ,  1 ,1 ,0 ,1 ,0 ,  l ,  I 0,onmT:Tm l 4 L9,T4
3 p7 f.l.r._l--,--l..r,l, l, I, 1,0, 1, I 0,0,0,1,1.0.1: l :0 15 17.89
4 p2 .1  , -2 ,  I  , l  ,  l , l ,  l ,1  ,021 '  I 0,0 ,0 ,1 ,  1 ,0 ,  1 ,1 ,0 16 17.34
5 pl5 1,2 ,L , I ,1 ,  l ,  1 ,  1 ,0 ; l  ;1 u,uru,z, I  ,u,1,1,0 t7 17.07
6 P l 8 r  r ' 2 ,  I , l ,  l , l , l ,  1 , 0 , 1 .  I u,ur0,2,1,0,2,1,0) IE 16,9!
7 p5 (1 ,2 ,L ,1 ,2 ,1 ,1 ,  1 ,0 ,  I  ;1040,2T0"um l 9 r6,92
8 p7 1,2 ,L ,1 ,2 ,L ,2 ,1 ,0 ,1 ,  l ,u, l ) ,o,2,1,0,2, I ,0 20 16,71
9 p2 -l-r 1,_l, I,2,1,2, 1, 0, 1, 1,0,0, 4,2, I :0,2 :T:a 2 l 16,53
10 pl-s r ,  J ,L ,L ,2 ,1 ,2 ,1 ,q ,  l ,  1 ,0 ,0 ,0 ,3 ,1 ,0  r2 , I ,4 22 L6,40
1 l p18 (  1 ,3 ,  1 ,1 ,2 ,1 ,2 ,1 ,0 ,  l ,  I 0,0,0,3,1,0,3;î;0 23 16,38
t2 ps 1,3 ,  1 ,1 ,3 , I ,2 ,1 ,0 ,  l ,  I 0;0;03,Io3m 24 r6.36
t3 p7 1,3,  l ,  1,3,1 i r ,1r0,  I  ;  I 0;0,0;3;I;03;In 25 16,29
t4 p2 _ l  1 ! ]  2L  23 '1 '3 '  1 ,0 ,  l ,  I 0,0,0;3;I;0.3J,0) 26 16,21
t5 p r5 ( l  4 ,1 ,  1 ,3 ,  1 ,3 ,  1 ,0 , [ I ;on-,07;I;0,3,Iô 27 16 ,16
l 6 p l 8 I , 4 ,  l ,  1 , 3 ,1 ,3 ,1 ,0 ,  l ,  l , u,u,u,4,1,0,4,1,0 28 16 ,15
t7 ps L,4,r,1,4,1,3,1,_0r 1,1,o,op7,-rplff 29 T6,T4
18 p2 _l.r-l.r.l, l ,_4,1 ,3,1 ,0, l , I c,0,0,4, r;0;4;1,0 30 16,11
l9 p l s I , ) ,  l , l  ,4 ,  I  ,3 ,1 ,0 ,1 ,  1 ,0 ,0 ,0 ,5 ,  1 ,0 ,4 ,1 ,0 ) 3 l 16,08

Avec la méthode lPAz,le coût est 31. On peut consrater que dans ce cas particulier, la valeur du
qitère est plus faible avec la méthode IpAl qu'avec la méthode IpA2.

5.3.3 optimisation du nombre de kanbans d'un système Kanban

on considère le GdE de la figure 5.12. on note respectivement :

- p7, pg, p9, plg, ptl et p12 les places Rl, R2, R3, R4, R5 et R6,
- p13, pl4, p15, pl6, p17 et ptg les places et, eZ, e3, e+, eS et eO,
- plg, p20,p1t, p22,p23 etpzq les places Fl, F2, F3, F4, F5 et F6.

Dans ce cas, nous voulons optimiser le nombre de kanbans dans le système. Le problème que
nous voulons résoudre est le suivant:

Minimiser f(Mo) = IUofpl
peP-P"

sous les contraintes :
r(Me) < C
Mg(1) = l, pour tout T € Fc
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En effet le vecteur up = (1, 1, 1, 1, 1, l, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,0,0, 0, 0, 0, 0) est bien un
p-invarianr

Comme dans les cas précédents, la contrainte UO(9 = l, pour touty€fç peut être enlevée et on
obtient ainsi le nouveau problème :

Minimiser f(Mg) =
peP-P" p€P.

sous la contrainte :

n(Ms) < C

avec cr = 104.

Cas déterministe :

On considère que les temps de franchissement des transitions sont déterministes et prennent les
valeurs suivantes :

X1=1 XZ= l  X3=1 Xq=2 X5=3 X6= l
Xli 0, pour i=1,...,8

Les temps de cycle moyen des circuits de commande relatifs à chaque machine sont :

M1 :2  l vQ:3  M3:4

La machine la plus chargée est la machine M3. Nous choisissons donc d'atteindre un remps de cycle
égal à la productivité maximale, c'est-à-dire 4 unités de temps.

. Méthode d'ajustement

Les résultats obtenus avec la méthode d'ajustement sont donnés dans le tableau 5.10.
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Tableau 5.10 : Résultats des itérations de la méthode d'ajustement.

tf itér. p* IvIg Iuo(p)
reP-P.

I p l s l ,  l  r  l ,  l  r  l ,  l  r l  r  l  r  l ,  I ,  1 ,  I ,  l  r  l  r  l  r  l  r l ,  I , u ,  l  r l  r  r  r r ,  I l 6
z p2r l ,  l , l , l , l ,  l , l ,  I , l  ,  I , l ,  l , l ,  I , I ,  l , l  ,  I , u ,  l , u ,  l , l ,  I 1E
3 p23 1,1 ,1 ,  1 ,1 ,  1 ,1 ,1 ,1 ,  1 ,1 ,  1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,  1 ,0 ,  l , o ,  l , o ,  I 18
4 p l 0 ,  l ,  I ,  I , l ,  l , l  ,  I , l  ,  I , l ,  l , l  , I , I , l , I ,  1 , 0 ,  l , o ,  l , u ,  I 17
) p l (0 ,  l , l  , 1 ,  l , l , l , l  , 1 ,  1 ,1 ,1 ,0 ,1 ,  1 ,1 . ,1 ,  1 . ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,  I  )+ 16
6 D2, (0 ,0 ,1  ,  1 ,1 ,  l , l , l ,  1 ,  1 ,1 ,  I  ,0 ,  I  ,1 ,1 ,1  ,  1 ,0 ,  1 ,0 ,  1 ,0 ,  I 15
7 p2 (0 ,0 ,1 ,1 ,  1 ,1 ,0 ,  1 ,1 ,  1  ,1 ,1  ,  I  ,0 ,  1 ,1 ,1  ,  I  ,0 ,1 ,0 ,  1 ,0 ,1 )+ t4
E p3 (0 ,0 ,0 ,  L  ,  1 ,  1 ,0 ,1 ,  1 ,1  ,1 ,  1 ,1 ,0 ,  l ,  1 ,1  ,1 ,0 ,  1 ,0 ,  1 ,0 ,  I l 3
9 p3 (0 ,0 ,0 ,1 ,  1  ,1 ,0 ,0 ,1  ,  1 ,1 ,1 ,1 ,1 ,0 ,  1 ,1  ,  1 ,0 ,1 ,0 ,1 ,0 ,  I  )+ t2
10 p4 (0 ,0 ,0 ,0 ,  1 ,  1 ,0 ,0 ,  1 ,  1 ,  l ,  l ,  l ,  1 ,0 ,  1 ,  1 ,  1 ,0 ,  1 ,0 ,  1 ,0 ,  I l l
l l p6 (0,0,0,0,  1,0,0,0,  l ,  1,1 ,  l , l ,  I ,0,  1,1 ,  1,0,  I ,o,  I  ,0,  I l0
tz p5 0,0,0,0,0,0,0,0, l ,  l ,  1, 1, l ,  l ,o, l ,  1, 1,0, l ,o, l ,o, I 9
l 3 Pq (0,0,0,0,0,0,0,0,1,  1,1,1 ,1,1,0,0,1 ,  1. ,0,1,0,1,0,  I  )+ 8
t4 p6 (0,0,0,0,0,0,0,0,1 ,  1,0, 1,1, 1,0,0,2,0,0,1,0, I  ,0, I 7
15 ps (0,0,0,0,0,0,0,0,  I  ,0,0,  I  ,1,  1,0,  I  ,1 ,0,0,  1,0,  l ,o,  I 6

Le marquage obtenu est Mg = (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1). La valeur de la

fonction objectif est f(Mg) = 30006. Le nombre de kanbans nécessaires est 6, ce qui correspond à un

kanban dans chaque maille du système.

. Méthode oar séoaration et évaluation

La transition tzéro de ce GdE est tl. On crée le noeud racine pour lequel le marquage des places

pl et p20 est l. On calcule la bome supérieure de ce noeud, bsup-min = 30006.

Nous fixons ensuite le marquage de la place p19.

- Si N{o(prg) = 0, la borne inférieure est égale à 30006 et elle égale à bsup-min, on abandonne

donc ce noeud.

- Si Mo(prg) = l, la borne inférieure est égale à 35003 et elle supérieure à bsup-min, on

abandonne également ce noeud.

Il n'y a plus de noeuds, et la solution est celle qui correspond à bsup-min = 30006, c'est-à-dire

M0 = (0,0,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1,1,1,0,1,1,0,0,1,0,1,0,1). Le nombre de kanbans nécessaires est

aussi égal à 6.
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Cas stochastioue :

Les densités de probabilité des variables aléatoires Xi, i=1,...,9 représentant les temps de
franchissement des transitions sont les suivantes :

'  x l : f1 (x )= { ïo t - * )  
s i x2o

L u srnon

' Xz= I (Constante)

'  X3=1(Constante)

' x4: fa(x) = { :'t'exP({'5'x) 
si x 2 o

I u srnon

( t
.  xs: fs(x)  =l ;  s ixe[2 '4]

L 0 sinon

' X6: f6(x) = { ïot--) 
si x à 0

I u $non

Les moyennes de ces variables aléatoires correspondent aux temps de franchissement utilisés dans le
cas déterministe.

Comme dans le cas précédent, nous ne tenons pas compte dans la phase stochastique des places
qui appaniennent aux circuits de commande. Nous choisissons d'atteindre un temps de cycle moyen
égal à 4,05 unités de temps.

La solution de la phase déterministe est obtenue avec I'algorithme d'ajustement est la suivante:

- M0 = (0,0,0,0,0,0,1,1,0,1,1,0,0,0,1,0,0,1,1,0,1,0,1,0)
- tr(Mo) = 4,27 évalué par simulation
- le nombre de kankans est 6.

Nous passons maintenant à la résolution du problème stochastique en utilisant les méthodes p-X,
IPAI et IPA2.
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. Méthode P-X

Les résultats des itérations successives de I'algorithme utilisant la méthode P-X sont donnés
dans le tableau 5.11.

Tableau 5.11 : Résultats des itérations de la méthode P-X.

If itâ. p*' Mo = (pt,p2,p3,p 4,p5,p6,p7,p8,p9,
pro,pr r ,prz)

)vto(p)
cP-P.

tr(M0)

I pil (0,0,0,0,0,0,1, 1,0,1 ,  I  ,0,0,0, 1,0,1, I  ) 7 4,r6
2 p-s (  1 ,0,0,0,0,0,1, 1,0,1, I  ,0,0,0, 1,0,1 ,1) 8 4,10

3 p2 9 4,06

13 ps (2,0,0,1,0,0,  l ,  1,0,  l ,  1,0,0,0,  1,0,  1,  I  ) t0 4,04

Dans ce cas, le nombre de kanbans nécessaires pour obtenir un temps de cycle moyen inférieur à 4,05
avec la méthode P-X est 10.

. Méthode IPAI

Il s'agit de la méthode qui utilise le critère 
w(p)'ÀTl(Mo'p'). 

Nous ne donnons que les
up

résultats obtenus à chaque itération (voir tableau 5.12).

Tableau 5.12 : Résultats des itérations de la méthode IPAI.

I{" itér. p* Mo = (pt,p2,p3,p 4,p5,p6,p7,p8,p9,
p l0 ,p l  l ,p l2 ,p l3 ,p l4 ,p l5 ,p l6 ,p t  z ,p t  n )

)Mo(p)
rcP-P.

tr(M0)

I p l6 7 4, I6

2 p l 3 (0,0,0,0,0,0,1,1,0,1, I  ,0, 1,0,1,1,0, I  ) 8 4,10

3 Dtl (0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,0 ,1 ,1 ,0 ,  l ,  1 ,0 ,  1 ,0 ,  I  ,1 ,1 ,  1 ) 9 4,047

Avec la méthode IPAI, le nombre de kanbans nécessaires pour obtenir un temps de cycle moyen

inférieur à 4,05 est 9, soit un kanban de moins qu'avec la méthode P-X.
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. Méthode IPA2

cette méthode utilise le critère 
Y(p"')'Ànl(Mo'p'). 

Les Ésultats obtenus à chaque itération
uP

sont donnés dans le tableau 5.13.

Tableau 5.13 : Résultats des itérations de la méthode IPA2.

lf itér. p* Mo = (pt,P2,p3,p 4,P5,P6,P7,P8,p9,
pl0,pl  l ,p l2,p I  3,pl4,p 15,p16,p I  7,p I  g)

)tuto(p)
reP-P.

tt(M0)

1 pt7 (0,0,0,0,0,0,1,1,0,1, 1,0,0,0, 1,0,1, I  ) 7 4,16

2 p l 8 4,09

3 P4 (  1,0,0,  1,0,0,1 ,  1,0,  l ,  1,0,0,0,  1,0,1,  1) 9 4,06

3 pr 10 4,03

Avec la méthode IPAZ,le nombre de kanbans nécessaires pour obtenir un temps de cycle moyen

inférieur à 4,05 est 10, c'est-à-dire un kanbans de plus qu'avec la méthode IPA2. Mais on peut

remarquer qu'avec seulement 9 kanbans, on obtient déjà un temps de cycle moyen égal à 4,06.

5.4.  CONCLUSION

Ce chapitre a été consacré aux problèmes de modélisation et d'optimisation de systèmes de
production cyclique. Nous avons montré que des graphes d'événements fortement connexes peuvent

facilement modéliser des ateliers flexibles, des systèmes d'assemblage ainsi que des systèmes de type

Kanban.

Comme nous avions affaire à des GdE fortement connexes, nous avons pu utiliser les

différents algorithmes présentés dans le chapitre 2 (pour le cas déterministe) et dans le chapitre 4
(pour le cas stochastique) pour optimiser les performances, c'est-à-dire pour obtenir un temps de
cycle moyen donné avec un minimum de jetons. On peut constater que la méthode P-X qui utilise

uniquement le prcmier moment des variables aléatoires pour déterminer les places dans lesquelles

ajouter un jeton, ne donne pas de résultats satisfaisants dès que le GdE est un peu compliqué.
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6.I. DESCRIPTION DU TRAVAIL

Le travail présenté dans cette thèse concerne I'optimisation des performances des systèmes de
production discrets. Notre étude a porté sur les systèmes de production répétitive (c'est-à-dire à
fonctionnement cyclique). Nous nous sommes placés dans le cas de durées opératoires déterministes,
puis stochastiques. Pour modéliser et analyser le fonctionnement de ces systèmes, nous avons utilisé
un outil bien adapté à l'étude des systèmes cycliques à événements discrets : les graphes
d'événements temporisés fortement connexes.

Dans le cas des graphes d'événements déterministes, notre travail a porté essentiellement sur
I'optimisation des ressources. Il s'agissait de déterminer un marquage initial qui minimise une somme
pondérée des marquages des places (i.e. un critère linéaire p-invariant), et qui permetre d'obrenir un
temps de cycle inférieur à une valeur donnée. Dans le cas des systèmes de producûon, cela consistait
à trouver le meilleur compromis entre deux objectifs contradictoires : réduire au minimum les en-
cours (permettant ainsi, dans le cas des ateliers flexibles, de minimiser le nombre de ressources de
transport nécessaires) et utiliser au maximum la capacité du système de production.

Pour résoudre ce problème, plusieurs heuristiques existaient. Nous avons proposé une méthode
exacte qui utilise un algorithme de type "Branch and Bound". Cette méthode ne passe pas par la
détermination fastidieuse de I'ensemble des circuits élémentaires. Elle nous perrnet également
d'obtenir plus rapidement une solution approchée, tout en donnant le pourcentage d'erreur maximal
par rapport à la solution optimale.

Nous nous sommes ensuite intéressés aux graphes d'événements dont les temps de
franchissement des transitions sont générés par des variables aléatoires de distriburion quelconque.
Dans ce cas I'objectif était double. Dans un premier temps nous avons évalué le comportement des
GdES, puis comme dans le cas des graphes d'événements déterministes, nous avons essayé
d'atteindre des performances moyennes données tout en minimisant le nombre de jetons utilisés.
Comme il n'est pas possible d'utiliser les circuits élémentaires pour évaluer le comportement de ces
graphes, nous avons travaillé sur les conditions d'ergodicité, les bornes des performances et les
équations d'évolution.

Nous avons d'abord développé une méthode efficace pour accélérer la simulation des GdES. Cette
approche utilise les équations d'évolution et permet d'obtenir une simulation plus rapide que la
technique classique de simulation à événements discrets.

Pour pouvoir évaluer les performances des systèmes, nous avons déterminé des bomes du temps de
cycle moyen. Nous avons considéré un graphe d'événements stochastique dans lequel les temps de
franchissement des transitions sont générés par la superposition de deux séquences de variables
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aléatoires. Nous avons mis en évidence des propriétés importantes de ce système. En particulier,
nous avons montré que le temps de cycle moyen est sous-additif. A panir de ces propriétés et des
deux premiers moments des variables aléatoires, nous avons obtenu plusietus bornes supérieures du
temps de cycle d'un graphe d'événements quelconque. D'autres bornes supérieures ont été obtenues
à I'aide de la théorie des grandes déviations, ainsi qu'en utilisant un mode de fonctionnement
contraint.

Nous avons ensuite donné des bornes supérieures du temps de cycle moyen lorsque les temps de
franchissement des transitions sont générés par des variables aléatoires de lois particulières : loi
uniforme, loi exponentielle et loi normale. Nous avons également fourni des résultats dans le cas des
GdES dans lesquels les temps de franchissement des transitions sont générés par des variables
aléatoires bornées.

Nous avons consacré une partie de ce travail aux propriétés asymptotiques des graphes d'événements
stochastiques en fonction de leurs structures. Ces résultats ont été appliqués aux cas particuliers des
lignes de transfert.

Puis comme dans le cas déterministe, nous nous sommes intéressés à I'optimisation du
marquage d'un graphe d'événements stochastique. Nous avons établi d'importantes propriétés du
critère p-invariant en fonction du marquage. En particulier, nous avons montré que le critère
p-invariant est non décroissant par rapport au marquage initial, et que le critère optimal est non
croissant par rapport aux temps de franchissement, au sens de I'ordre stochastique. Nous avons
ensuite démontré que le critère p-invariant atteint son minimum lorsque les temps de franchissement
des transitions sont déterministes. Des conditions d'atteignabilité d'un temps de cycle donné ont été
établies en se basant sur I'existence d'une borne inférieure et d'une borne supérieure du temps de
cycle moyen.

Pour résoudre ce problème d'optimisation, une heuristique basée uniquement sur les premiers
moments des variables aléatoires avait été proposée par Proth et al. [45]. Nous avons proposé deux
autres heuristiques qui nous donnent une solution proche de la solution optimale. Comme celle
développé par Laftit et al., elles consistent à déterminer une solution du problème déterministe obtenu
lorsqu'on remplace les variables aléatoires associées aux franchissements par leur moyenne puis à
ajouter des jetons dans les places adéquates aussi longtemps que le temps de cycle donné n'esr pas

atteint. Nous utilisons I'analyse pernrrbationnelle (AP) pour identifier les places dans lesquelles les
nouveaux jetons sont ajoutés à chaque itération.

Des séries d'expériences numériques, nous ont permis d'évaluer les performances de toutes les
méthodes (exactes et heuristiques) que nous avons proposées dans ce travail.
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Le dernier chapine de ce travail a été consacré à la modélisation et à I'analyse des systèmes de
production cyclique (à fonctionnement répétitifl dont les temps opéraoires sont déterministes ou
stochastiques. Nous avons donné une modélisation de différents systèmes de production cyclique à
I'aide des GdE fortement connexes. En particulier, nous avons présenté la modélisation d'ateliers
flexibles (ob-shops), de systèmes d'assemblage et de systèmes de type Kanban. Puis, à I'aide des
résultats donnés dans les chapitres précédents, nous avons minimisé le nombre des en-cours dans les
différents systèmes de fabrication.

6.2. DIRECTIONS DE RECHERCHE

Pour la suite, nous proposons trois axes de recherche qu'il nous semble intéressant
d'approfondir.

Amélioration des heuristiques d'ontimisation des oerformances

Si on se place au niveau du problème d'optimisation des performances des GdES, les
heuristiques proposées peuvent être améliorées. En effet, dans certain cas, le nombre de jetons à
ajouter dans la seconde phase des algorithmes est rès important. Une solurion à énrdier consisterait à
ajouter un nombre variable de jetons à chaque itération et pennettre ainsi d'approcher plus rapidement
le temps de cycle moyen souhaité.

De plus, pour réduire le temps de simulation nécessaire à chaque itération, il faudrait adapter la
longueur de la simulation aux différentes étapes du problème considéré. On peut noter que la
longueur de la simulation peut être très courte lorsque le temps de cycle moyen est encore très éloigné
de la valeur que I'on veut atteindre, et qu'elle doit être beaucoup plus précise (et par conséquent
beaucoup plus longue) lorsque le temps de cycle moyen est très proche de la valeur donnée.

Adantation des méthodes aux svstèmes de production de tail le importante

Le second axe de recherche proposé est la simplification des modèles. En effet, la taille des
graphes d'événements qui permettent de modéliser les systèmes de production a tendance à exploser
très rapidement. Par exemple, lorsqu'on modélise un atelier flexible composé de deux types de
produits, et si cet atelier fabnique 99Vo de produits de type 1 et seulement IVo de produits de type 2, il
est nécessaire de dupliquer 99 fois le circuit de fabrication du produit I pour obtenir les rarios
souhaités. Il serait donc intéressant d'adapter les méthodes développées pour ne pas avoir à
représenter physiquement ce graphe.
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Extension des résultats aux réseaux de Petri sénéralisés

Nous avons basé notre travail sur I'utilisation d'une classe particulière de Éseaux de Petri que

sont les graphes d'événements. Il serait intéressant d'élargir les résultats trouvés au cas des réseaux

de Petri généralisés. Mais dans le cas des réseaux de Petri généralisés, il se pose déjà le problème

d'arbitrage des transitions en conflits.
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Démonstration du théorème 3.16 :

ST existe une variable aléatoire X telle que :

At,t(1) Sic* X, V r,te T.
Alors,

r(Mo) < T
où 7 est défini par l'équation (3.11).

Pour démontrer ce théorème, nous allons d'abord donner quatre lemmes. Pour cela, nous
introduisons les notations suivantes :

- {ac,r(k)}r=1,..,- Sort des séquences de variables aléatoires i.i.d. mutuellement indépendantes
avec a1,(l) =st At,r(1), pour tout t,teT.

- {h,(k)}t=1,..,æ Sorlt des séquences de variables aléatoires i.i.d. mutuellement indépendantes
avec h,(1) =srX, pour tout r,teT.

- Gr(k), pour tout teT et k>0, est une variable aléatoire définie de la façon suivante :
G1(k) = MgT.{Crfk - 1)+ a",,(k)}

rey-(t) '

- H(k), pour tout te T et k>0, est une variable aléatoire définie de la façon suivante :
Ht(k) = 

_Y11.{H.(k 
- l) + b1,,(k)}

teu-(t) '

Lemme A.l :

St(k) <st G(k), V te T et V b0.

Ce lemme a été établi par Baccelli et Konstantopoulos [û2].

G(k) S1sl H(k), V teT et V k>0.

Lemme A.2 :
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Démonstration:

Nous allons démontrer ce lemme par récunence sur k.

Comme at,(k) et b1,1(k), pour tout r,t€ T, sont des variables aléatoires mutuellement indépendantes
et comme ar,t(l) =st Ar,t(l) Sic* X =st h,r(l), d'après la propriété 3.3.i dans [01], nous avons :

G1(1) = Mq {a".1(l)}<i.* naax {U..,11)} = Ht(t)
teu-(t) '  teu-(t) '

Par conséquent, le lemme est vrai pour k=1. On suppose qu'il est également vét'rfré pour tout k<K.
Nous allons démonter qu'il est aussi vérifié pour K+1.

Nous avons donc :

G(K) <icx Hr(K), V te T

On considère la fonction convexe, non-décroissante f1(X,Y) définie de la façon suivante :

f1 (X,Y)=  Mg. {Xr+y t , t }
teu-(t)

Comme Gt(K), a1,1(K+1), Ht(K) et b1,1(K+1), pour tout I,t€ T, sonr des variables aléatoires

mutuellement indépendantes, d'après la propriété 3.3.i dans [01], nous avons :

Gt(K + 1) = f1(G1(K),at,r(K + 1)) Sic* fr(Hr(K),bt,r(K + l)) = Ht(K + 1)

c.Q.F.D.

Lemme A.3 :

HryTlslTu=r*(*)' Vter

Lemme A.4 :

æ*(Me) Sy

Démonsîation:

On considère la probabilité suivante Pr{Hr(k) < x.k}, pour rour réel x. D'après le lemme A.3, la
relation du lemme A.4 est équivalente à :

L imPr {H, (k )<x .k }=1 ,  V*>T
k+-

Pourdémontrer le lemme A.4, il suffit donc de démontrer la relation précédente.
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On considère un ensemble C(k) de séquences de transitions (tg, tl, ..., CI qui satisfont :

k=t et t1-1eu'(t), V i=1,...,k.

D'après la définition récursive de H1(k), nous avons :

Ht (k) = 
t,0,-.,1îâ., 11y{B(te,..., 

tr )}

k
avec B(tg,...,tr) = )br._,,r, {i) (A.1)

i=1

Comme b'(k), pour tout r,t€ T, sont des variables aléaoires mutuellement indépendantes, d'après le

lemme 3.1 de [01], les variables aléatoires B(h, ..., tt) pour toutes les séquences de transitions

(h, ..., tpe C(k), sont associées.

Pour tout (h, ..., tde C(k), on note B*(tg, ..., tk) la version indépendante des variables aléatoires

B(h, ..., tk), c'est-à-dire que les variables aléatoires B*(b, ..., tk), pour tout (h, ..., tde Cr(k), sont

mutuellement indépendantes et B*(to, ..., tk) =st B(tg, ..., ti). D'après la proposition 3.5 de [01],

Ht(k) <sr - Max- -. .{g 
* (tg,...,t1)}-- (16,... ,rp)eC,(k) '

D'après les propriétés de la relation d'ordre forte, nous avons :

PrtHr(k) < *.k] = *{,,0,...tË.,,.,{, * (t6,..-,tp)} = - ni

-- 
l ln{g 

* (t0,... , tk) < *.k}
(rs,...,tp )eC, (k)

Comme B*(h, ..., td =r1B(tg, ..., tÙ

n{H,1ty<*.k}> l ln{ryts, . . . , tk)<*.k}
(ts,...,tç )eC, (k)

De plus les variables aléatoires h,t(k) sont i.i.d, par conséquent, d'après (A.l) et le théorème de

Chernoff,
Pr{B(ts, . . . , tp)  S x.k}  = 1- Pr{B(t ' , . . . , tk)  > * .k}

=1-exp(-h(x).k+o(k))

Par consQuent,
er{H,1ty < *.k} > II(t - exp(-h(x).k +o(k)))

(to ,...,rk )€cr (k)

= exp(card(c,1t1).tog(l - exp(-h(x).k + o(k))))

= exp(-card(c,1t1).exp(-h(x).t).(1+o(1))) (A.2)
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De plus,
card(C(k)) < card(D.Wk

où w = Ma:c{card("*f,t)}
t e T [  \  " / J

et donc,
cara(C, 1 t;). exp(-h (x). k) s card(T). exp((-tt t *l + tog(w)). k ))

Comme h(x) est une fonction non-décroissante, alors,
-h(x)+log(W)<0, VpT

Ceci implique que
cara(C,1t;).exp(-h(x).k) + 0, quand k -> oo

D'après (A.2), on a

I - imPr {H, (k )<x .k }= f  V*>T
k+-

Démonstration du théorème 3.16 :

D'après les lemmes A.1 et A.2, nous avons :

Elsr(k)l < Elcr(k)l < E[Ht(k)], V te T er k{

De plus, d'après le lemme A.3 :

c.Q.F.D.

c.Q.F.D.

r(Mo)=l'sry=l-sry=r*(Mo), v ter
Par conséquent, d'après le lemme A.4,

æ(Mo) < y
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ANNEXE 2

Démonstration du lemme 3.1 :

Pour tout GdE de structure G et de marquage initial Mg, les deux propositions suivantes sont

équivalentes. On se réfère aux notations de la section 3.8.

(i) Il existe un marquage M aneignable à partir de ÀtlO et un nombre positif K tels que :
L(p) < K+l, V pe Y(M).

(ii) IL existe un nombre positif K tels que :
L (Y)  . * .  vye f .

Mo(Y)

où Y(M) est I'ensemble des circuits élémentaires p = (tg,pl,tl,...,pl,tl) reliant la nansition t6 à la

transition tt, tel que seule la place p1 contienne un jeton, c'est-à-dire Mo(pr) = I et IttO(pil = 0 pour

i=2 , . . . ,1 .

Démonstration:

a. Montrons que (i) = (ii) :

D'après (i), il existe un marquage M aneignable à panir de Mg et un nombre positif K tels que

L(p) < K+l, V peY(M). Par conséquent, il existe au moins fryll places marquées dans chaque
I  K t '

circuit élémentaire % pour le marquage M (fxl représente le plus grand nombre entier supérieur ou

égal à x). Ceci implique que :

Mo(y)=M(ï)=[#l=?, vler

On adonc
L(T) . *, v 1e f.Mo(Y)

b. Montrons que (ii) + (i) :

On considère le GdE déterministe (G,Mo,{Xr(k)}), avec X(k) = 1. D'apÈs (ii), on a :

Irtl ,',..
uax.{ 7.r f =u",.{ ltvl }=*
yer I Me(r) | yer lMe(r)J

tJ
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Le lemme A.5, présenté à la fin de cette démonstration, implique qu'il existe un mode de
fonctionnement périodique, de temps de cyclc K et pour lequel Sr(1) est entier pour tout r€ T.

Comme les temps de franchissement des transitions sont égaux à l, ce mode de fonctionnement
périodique peut être décrit par un modèle discret. Chaque transition est mise à feu au début d'une
période de temps élémentaire t et est franchie à la fin de cette même ffriode élémentaire.

L'étatdu marquage du système est periodique après que la dernière transition alrtété mise à feu, c'est-
à-dire pour tout 1> 10 = Ma:<(St(l), V teT), Mr = Mt+K, où Mr est le marquage à l'instant t. De
plus, chaque transition est mise à feu une et une seule fois sur chaque intervalle de K périodes
[t,t+K-l], pour tout r > r0.

Nous allons montrer (i) par contradiction. Supposons qu'il existe un chemin (tl,pl,t2,...,pn,tp) avec
n>K+l et tel qu'à I'instant Tg, Mso(p1pl et Mto(pil=Q, pour i=2,...,n. Comme les placeS p2, ...,
pn-f sont vides à I'instant t, le temps nécessaire pour franchtt tZ, ..., tn est égal à la somme des temps
de franchissement des transitions, c'est-à-dire à (n-l). Mais comme n>K+I, au moins une des
transitions t2,..., tn ne peut pas être franchie dans I'intervalle [tg,rg+K-1]. par conséquent, ceci esr
en contradiction avec le fait que chaque rransition est franchie au moins une fois dans I'intervalle de
temps [tg,rg+K-l]. On a donc L(p) ( K+1, V peY(M).

c.Q.F.D.

Lemme A.5 :

Soit un GdE déterministe (G,M0,{X1G)}), avec X1(k) = rnr. On suppose que les temps de
franchissement des transitions sont des nombres entiers. Pour tout nombre entier K tel que :

il existe un mode de fonctionnement périodique, de temps de cycle C et pour lequel S1(l) est enrier
pour tout t€T.

La démonstration de ce lemme utilise la généralisation du théorème suivanr de Farkas-Minkowski sur
la compatibilité des systèmes linéaires [09] qui suit.

II*,1
Y.îlffiicill="
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Théorème A.1 :

Seulement un des deux svstèmes linéaires suivans a une solution.

51  :A .x>b

où les éléments de A, u, b et x sont des entiers.

fu=o
Sz: l  tu.A=0

I tu .b>0

Démonstration du lemme A.5 :

D'après Ramamoorthy et Ho [47], {S(1)} est un mode de fonctionnement périodique de temps de
cycle cr si et seulement si, on a :

S .p( l )+m.p  <Sp. (1 )+C.Mg(p) ,  V  p  eP

ou Sp.(1)-  S.p( l )  = - .0 -C.Mo(p),  V p e P

Ce système linéaire peut-être réécrit sous forme matricielle. C'est-à-dire :
-A.x > b

où - x est un vecteur à composantes entières âvec x1= Sr(1), pour tout teT.
- b est un vecteur à composantes entières avec \ = ffi.p - C.Mo(p), pour tout pe P.
- A est la matrice d'incidence du GdE, définie de la façon suivante :

On considère également le système suivant :

f  u>o
I

Sc : {  - t u .A=0' l

I  
tu .b>0

La solution u qui satisfait les deux premières équations du système Sz est un p-invariant. Dans le cas

des GdE, nous savons que I'ensemble des p-invariants minimaux correspond à I'ensemble des

circuits élémentaires.

On considère le p-invariant minimal u qui correspond au circuit élémentaire y, c'est-à-dire :

f t  s ipey
uP=1 

o sinonL '
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Pour ce p-invariant, nous avons :

tu. b = 
otf*.' 

- ç.r"ro(n)) = 
àt, 

- c.Mo(y) < 0

Comme tout p-invariant est une combinaison linéaire de p-invariants minimaux, le système 52 n'a pas

de solution. Par conséquent, d'après le théorème A.1, le système -A.x à b a une solution entière, et il

existe un mode de fonctionnement périodique de temps de cycle C et pour lequel S(1) est entier pour
tout teT.

c.Q.F.D.
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ents stochastiques et leur utilisation pour

l'évaluation des systèmes de production

Résumé

L'objet de cette thèse est I'optimisation des performances des systèmes de production discrets'

Nous nous plaçons dans le cas de productions répétitives. Nous utilisons les graphes d'événements

pour la modélisation de ces systèmes.

Dans le cas de durées opératoires déterministes, I'objectif est de maximiser la productivité avec

un nombre de ressources de,transport aussi réduit que possible. En terrnes de graphes d'événements,

ceci consiste à minimiser une somme pondérée des marquages des places (i.e- un critère linéaire

p-invariant) sous la contrainte d'obtenir un temps de cycle donné. Pour résoudre ce problème, nous

proposons une méthode exacte qui utilise un algorithme de type "Branch and Bound"'

Dans le cas des graphes d'événements à temporisations stochastiques, I'objectif est d'atteindre

des performances moyennes données avec un nombre de jetons aussi réduits que possible. Pour

résoudre ce problème d'optimisation des jetons, nous proposons deux nouvelles heuristiques qui

nous donnent une solution proche de la solution optimale. Elles utilisent I'analyse perturbationnelle

pour identifier les places dans lesquelles les nouveaux jetons sont ajoutés à chaque itération' Des

séries d'expériences numériques, nous pennettent d'évaluer les performances de toutes les méthodes

(exactes et heuristiques) que nous proposàns dans ce travail. lncidemment' nous donnons une

méthode efficace pour accélérer la simulation ainsi que de nombreuses bornes du temps de cycle

moyen. Nous établissons également d'importantes propriétés du critère p-invariant en fonction du

marquage, ainsi que des conditions d'atteignabilité d'un temps de cycle moyen donné'

Dans la suite, nous appliquons ces résultats à quelques exemples de systèmes de production

répétitifs (ateliers flexibles, systèmes dassemblage et systèmes de type Kanban)'

Mots clés : Réseaux de petri, Graphes d'événements déterministes et stochastiques, Evaluation des

performances, Optimisation du marquage, Analyse perturbationnelle, Systèmes de production'




