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Introduction générale

INTRODUCTION GENERALE

Les codes de calculs ont fait profondément évoluer la conception des

pièces mécaniques au cours des dernières années' Celle-ci fait maintenant

très largement appel à la simulation des procédés de fabrication' afin de

contrôler la faisabilité de la pièce et de s'assurer de I'absence de défauts.

Sans avoir à réaliser I'outillage, le résultat d'une opération telle que

l,emboutissage d'une tôle peut donc théoriquement être prévu' si le

processus de simulation est correctement maîtrisé aux différents stades

d'obtention du produit fini, les risques d'échec sur pièces réelles devraient

être minimisés, évitant ainsi, en particulier, de coûteuses modifications de

I'outillage.

Leslogicielsdecalculdestructuresindustrielsuti l isenttoutefoisdeslois

de comportement où la plasticité est prise en compte à I'aide de modèles

classiques simples. Or, les efforts et la répartition des déformations dans

une opération d'emboutissage de tôles, ainsi que les instabilités pouvant

survenir dans des zones critiques de la pièce, dépendent d'une façon

significative des paramètres rhéologiques du matériau' L'objectif général

de ce travail est donc de proposer une description phénoménologique du

comportement plastique des tôles permettant une meilleure prise en

compte des résultats de calculs micro-macro ou des résultats

expérimentaux.

Le premier chapitre est consacré à une étude bibliographique des critères

de plasticité usuels de la littérature. Nous nous limitons aux critères de

plasticité ort[otrope, en envisageant les améliorations successives qui ont

ê,té proposées depuis l'établissement paI Hill d'un critère de forme
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quadratique. Nous signalons également les insuffisances de ces critères' en

particulier leur inaptitude à décrire corÏectement à la fois les aspects

"niveaux de contraintes" et "cinématique de la déformation" dans le cadre

de la théorie des matériaux standards'

Le second chapitre présente un cadre génétal de description de la

plasticité orthotrope en contraintes planes, qui fait appel à une

représentation en contraintes principales de la surface de plasticité' Nous

établissons en particulier des relations de consistance qui permettent

d'éclairer le passage d'un critère isotrope transverse à un critère

anisotrope transverse. Nous proposons pour ce passage une forme

analytique généralisant les critères antérieurs'

Le troisième chapitre est consacré à la mise au point et à I'analyse du

modèle. Nous proposons une extension du critère isotrope de Drucker au

cas de l'isotropie fansverse puis de I'anisotropie transverse' dans le cadre

de la modélisation établie au chapire II' Nous analysons ensuite le rôle

des paramètres introduits dans le modèle, en confrontant celui-ci avec des

résultats de calculs dhomogénéisation et des résultats expérimentaux'

formage obtenues avec le présent modèle dans le domaine de I'expansion'

Nous analysons le rôle des paramètres du matériau, en particulier ceux

qui interviennent sur la forme de la surface de plasticité et qui' en plus de

l,écrouissage et de la sensibilité à la vitesse de déformation, contrôlent le

processus de localisation. Des comparaisons avec des courbes limites de

Enfin, nous énrdions dans le chapiUe IV les prévisions de limites de

formage experimentales sont également discutées.
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CHAPITRE I

ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

I.1 INTRODUCTION

Un critère de limite élastique ou critère de plasticité définit, pour un

élément de volume dans un état donné, I'atteinte du régime plastique sous

la forme d'une relation entre les composantes 6ij du tenseur des

contraintes :

f (o i i )=0 (r-  1)

La fonction f est appelée fonction de charge et la surface de plasticité

définie par la relation (I-1) est également appelée surface de charge' Si

l'état de contraintes est tel que f (o1i) < 0, le matériau obéit à un

comportement élastique (domaine d'élasticité). Si l'état de contraintes

vérifie la relation (I-1), le matériau est en chargement plastique. Il subit

alors le phénomène d'écrouissage, de telle façon qu'à chaque instant une

relation du type (I-1) soit vérifiée. Toutefois, la structure interne du

matériau évoluant, il apparaît que I'on doive prendre en compte un

certain nombre de variables internes dans I'expression de la fonction de

charge. La surface de plasticité doit donc être écrite, pour tenir compte

de l'écrouissage, sous la forme :

f (o i j ,sr )=0

où les ap désignent les variables internes, dont l'évolution dépend de

I'histoire de chargement plastique. L'évolution de la surface de plasticité

peut être complexe : dilatation, translation, rotation, déformation- Si la

surface se dilate de façon homothétique, l'écrouissage est isotrope, et une

variable interne scalaire permet de caractériser l'écrouissage. Si la

surface se translate sans changement de forme ni de taille l'écrouissage est

cinématique, et une variable interne tensorielle (représentant le " centre "

de la surface) caractérise l'écrouissage.

La surface initiale e|le-même peut êûe isotrope ou anisoEope. L'isotropie

peut être envisagée pour un matériau idéalement recristallisé par

àxemple. L'isotropie de la surface sera conservée par déformation

(r-2)
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plastique si l'écrouissage lui même est isotrope. Il apparaît toutefois en

règle générale que I'isotropie est détnrite par déformation plastique et en

particulier par le procédé d'élaboration ayant conduit au matériau étudié,

dont l'état qualifié " d'initial " correspond en fait à une histoire thermo-

mécanique complexe. Ainsi le laminage conduit à des matériaux sous

forme de tôles, dont " l'état initial " est orthotrope de par le processus

d'élaboration qu'ils ont subi.

Nous nous concentrons dans ce chapitre sur l'étude des critères de

plasticité orthotropes proposés dans la littérature. I1 est clair que leur

utilisation dans des calculs impliquant l'écrouissage du matériau nécessite

que I'orthotropie ne soit pas détruite par la déformation plastique subie,

ce qui sera vérifié le plus simplement en supposant I'isotropie de

l'écrouissage. Cette hypothèse peut être raisonnable pour les tôles

embouties, tant que les déformations plastiques d'emboutissage induisent

des évolutions de texture relativement faibles par rapport à la texture

initiale de laminage, et que les trajets de déformation restent relativement

linéaires.

Nous présentons, successivement, les critères de plasticité dans le cas

partic;Her de I'isoUopie, puis dans le cas plus général de I'isotropie

t uoru"rre (anisonopie normale) et enfin dans le cas de I'orthotropie.

Nous rappelons ensuite le principe du tavail plastique mærimal, ainsi que

les propriétés de convexité de la surface de plasticité et de normalité des

incréments de déformation plastique qui lui sont attachées.

Enfin, nous discutons I'aptitude des critères de plasticité orthotrope à

décrire les résultats théoriques ou expérimentaux, en mettant en évidence

certains insuffisances qu'il conviendrait de pallier'

I-2-1 Généralités

Ces critères expriment que l'atteinte du régime plastique est obtenue pour

des états de contraintes vérifiant la relation (I-1), indépendamment de

I'orientation du repère dans lequel sont appliquées les contraintes Par

rapport à un quelconque repère matériel. On peut donc aussi bien
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exprimer l'équation de la surface de plasticité en fonction des trois

contraintes princiPales 01,02,63 :

f  (or ,cz,ot )=0

f( I r , l2 , I3)=0

f(Jz,Jg)=0

(r-3)

(r-4)

où 11= Tr(o)=o* ,b= I[(rr(o))2- 
rr(o2)] = 

ltorr2- 
oi;oii ] et

Is= detlolsont les rois invariants, solution de l'équation caractéristique:

-À3+I11,2-I21,+I3=0. Les invariants 11, 12, 13 peuvent être remplacés, de

façon équivalente, par :

11= Tr(O)=Okk,

1c l
l'2= j-Tr(o') = 

iorjotj 
,

tr(o3) - OgOir0rci

pour les métaux ductiles, I'expérience montre que I'addition d'un état de

contraintes hydrostatique ne modifie pas les conditions de l'écoulement

plastique, pour les niveaux de contraintes hydrostatiques usuels. On peut

donc ne tenir compte que de la partie déviatorique du tenseur des

contraintes, s = o - 
àtt 

I dans I'expression de la fonction de charge, et

ré-exprimer le critère sous la forme :

1
;
5

1
I ' r= -'3

1- silsgsn.1- l
î 

sijstj ot J3= -un." J2= L

(r-5)

(r-6)

Tr(sz; = Tr(s3; =

Il est commode de se référer à une représentation dans les æres (o1 , oz,

o3) (ou espace de Haigh-Westergaard) pour obtenir une interprétation

géométrique des critères de plasticité isotropes. Pour des matériaux

insensibles à une pression hydrostatique, ces critères sont représentés par

des cylindres ayant pour axe I'axe hydrostatique ^ de cosinus directeurs



(1/\b , ll.''13 , 1/{ 3), et dont il suffit d'étudier la trace dans le plan
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déviatoire, d'équatiorl ot + 6z* 03 = 0' La f igure I-1

représentation d'un critère de plasticité isotrope dans I'espace

Westergaard.

i l lustre la

de Haigh-

Figure I-1 Représentation d'un critère de plasticité isotrope dans

I'espace de Haigh-Westergaard, pour un matériau insensible à

une sollicitation hydrostatique.

I-2-2 Critère de Tresca (1864)

Le premier critère encore utitisé actuellement pour les matériaux

métalliques a été proposé par Tresca en 1864. Ce critère posrule que la

limite d'élasticité est atteinte lorsque la contrainte de cisaillement

maximum atteint une valeur critique k. La surface de plasticité est donc

déterminée par :

Max

La constante k est une mesure de la limite élastique en cisaillement; elle

peut aussi être détenninée par un essai de traction uniæriale, pour lequel

- 621';l 62 -'r ltLlo, - 
",1] 

-o = o (I-7)Ii t"
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la limite élastique og est êgale 2 k. Ce critère colrespondant à un

matériau isotrope insensible à la pression hydrostatique, il peut être

exprimé en fonction des invariants J2 et J3 , Sous la forme :

f  (Jz,J : )= 4Jz3 -TI  J l  - lOÊlrz  +g6k4Jz -64k6=0 ( I -8)

Sa représentation dans I'espace de Haigh-Westergaard correspond à un

prisme droit d'axe Â ayant pour base un hexagone régulier dans le plan

déviatoire (Figure I-2) .

I-2-3 Critère de Von Mises (1913)

Le critère de Von Mises (1913) revient à considérer que la fonction de

charge ne dépend que de I'invariant J2. La surface de plasticité s'exprime

sous la forme :

f  (Jz) =!z-  k2 = 0 (r-e)

La constante k est une mesure de la limite élastique en cisaillement; elle

est aussi liée à la limite élastique en Eaction/compression uniaxiale oo Par

la relation 60 = { g t Sa représentation dans I'espace de Haigh-

Westergaard correspond à un cylindre d'ære A à base circulaire de rayon
.,[ t dans le plan déviatoire (Figure I-2).En utilisant I'expression

développée de J2, o1l peut également représenter la surface de plasticité

par les équations :

(  or-oz)2 + (  oz-  c ,z)z + (oe -  6t  )z  -  6*  =o

ou

( o*-oy )2 + ( ov

(I-10)

- 6r)2 + ( oz - o* )2 + 6( o*r2 + oyrz * 6r*2 ) - 6k2 = 0

dans les axes principaux de contraintes ou dans des axes quelconques,

respectivement.

Ce critère peut être interprété en considérant soit que l'énergie élastique

de cisaillement atteint une valeur critique, soit que la contrainte de

cisaillement sur les plans octaédriques, d'équation x1*12*;s=0 dans les
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axes principaux de congaintes, atteint une valeur critique.

I-2-4 Critère de Drucker (.1949)

Un critère isotrope dont la trace dans le plan déviatoire se situe entre

lhexagone de Tresca et le cercle de Von Mises a été, proposé par Drucker

Og4gt. Il fait intervenir une combinaison des invariants J2 et J3, Qui

s'exprime sous la forme :

f  (Jz,  J3 )  = QJù3 [ t -  .  (Jz2tJz3) ]  = [ t  - (4c127)]  oe6 = g ( I -  11)

où os désigne la limite élastique en traction / compression uniædale ou

équibiaxiale. La condition de convexité de la surface est vérifiée pour

c 3 914. La figure I-2 reprêsente les surfaces de plasticité dans le plan

déviatoire, coffespondant aux trois critères précédents.

Figure I-2 Représentation dans le plan déviatoire, de la surface de

plasticité corespondant aux critères de Von Mises, de

Tresca et de Drucker.

I

I

I

I

I
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I-2-5 Critère de Mazilu (1985\

Une forme particulière du critère proposé par Mazilu (1985)' en ne

tenanr pas compte de l'anisotropie de l'écrouissage introduite dans le

modèIe, s'exprime :

f  (Jz,  J3)  = ZJz - -"[' #)l =on, 
['

(r-12)

(r-14)

Cette fonction de charge permet également de reproduire des surfaces de

plasticité intermédiaires enffe celles de Tresca et de Von Mises.

Ce critère se présente formellement comme une extensron non

quadratique du critère de Von Mises, sous la forme :

f  -  lor -  or l '*  lo,  -  o3l '  *  lo,  -  or l*  -  2o0m - 0 G-13)

Barlat et coll (1991) ont montré que la fonction de charge ainsi définie

peut effectivement être exprimée en fonction des invariants J2 et J3,

I'expression obtenue étant de la forme :

3J2ry(0)-2ot=O

(r^r \
où 0 = arccosl 

t3/,ztz 
I repère la position angulaire du point représentatif

\ /  Jr- )
du déviateur des contraintes dans le plan déviatoire.

I-3-1 Généralités

L'isotropie transverse (ou I'arrisotropie dite normale) représente un cas

particulier de I'orthotropie, correspondant à I'existence d'une direction

privilégiée z, toutes les directions perpendiculaires à z étant équivalentes

du point de 1rae des propriétés mécaniques. Ce cas est présenté séparément
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en raison des modélisations spécifiques auxquelles il a donné lieu.

Différents critères ont en effet été développés, avec pour objectif de

rendre compte du comportement plastique des tôles sollicitées en

contraintes planes , en supposant la tôle isotrope dans son plan. Les

critères décrits ci-dessous s'appliquent donc pour des états de contraintes
planes (o* ,oy ,o*y) dans le plan normal à z-

De façon équivalente, ces critères peuvent être exprimés en fonction des

contraintes principales 01 et o2 indépendamment de I'orientation des

directions principales, puisque le matériau est "isotrope dans le plan

(x,y)".

Dans le cas particulier décrit ci-dessus, le critère orthotrope de Hill

(1948) se réduit à I'expression :

or2*  oz2 *r (  or  -  cz)z-(  1+r  )  oo2 = 0

10

ou (r-rs)

(  1  + 2r  ) (  or  -  où2+ (  or  *  or) '  -2  (1+r)  oo2= 0

où os représente la limite élastique en traction uniaxiale, et r est un

coefficient caractérisant I'anisotropie normale. Ce coefficient représente

le rapport des vitesses de déformation '/r, perpendiculairement à la

direction I de traction uniaxiale, la direction 2 appartenant au plan (x'y)

et 3 = z désignant la direction normale.

Au cours des années 1970, plusieurs critères ont été proposés afin de

rendre compte de façon plus satisfaisante d'un certain nombre de

résultats expérimentaux, en particulier pour des matériaux, tels que

I'aluminium, ayant un coefficient d'anisotropie r inférieur à I'unité. Ces

différents critères correspondent à des expressions homogènes, non

quadratiques des conEaintes.
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I-3-3 Critère de Hosford (1972)

Ce critère se présente comme une extension non quadratique de la

première présentation donnée dans (I-15) pour le critère quadratique de

Hill. n s'exprime sous la forme :

lo,fl *l"rl' +rlo1 - ozf - (1 + r)ofl = s ( r -  16)

11

Le critère non quadratique de Hill (1979) correspond à un critère

orthotrope applicable uniquement dans le cas où les axes principaux des

contraintes coihcident avec les directions d'orthotropie. I1 s'exprime par :

f lo, -orl^+elor -o, l* *hlo, -orl '* alzor-62-orl '+ 
G_17)

bl}or- e - o,l* * clzo, - o1 - orl' - oôn = o

En fait, ce critère a étê principalement utilisé dans deux cas particuliers

conespondant à un état de contraintes planes avec isotropie transverse, à

savoir :
avec a=b=ç=Q et f=g : on retrouve le critère de Hosfotd (1972).

avec 4-f=f=g=0 on obtient :

(1 + 2r) lo1 - o| '  *  lo,  * or l '  -  2( l  + r)ofr -  0 ( I-18)

Cette forme du critère se présente comme une extension non quadratique

de la seconde présentation donnée dans (I-15) pour le critère quadratique

de Hill.

I-3-5 Critère de Bassani (1977)

Ce critère corespond à une extension à deux exposants m et n de la

forme (I-18) du critère non quadratique de Hill. Son expression est

donnée par :

lo, *ozl' +*(t+2r)ofi-*lo, -ozl' = otlt +ft(r +zr)] G-le)
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Budiansky (1984) a développé une représentation en coordonnées polaires

de la surface de plasticité pour un matériau
à un état de conEaintes planes. La surface
forme paramétrique par :

Xr = 
W= s(o)cos(o)

(r-20)

o"=9, = g(o)sin(o)xz = 
-u,

où or et oz sont les contraintes principales, g(0) est une fonction

représentant le rayon polaire du point courant de la surface de plasticité

normée par ou et os, qui sont respectivement les contraintes d'écoulement

en traction équibiaxiale et en cisaillement, et 0 I'angle polaire associé. Un

schéma de cette représentation en coordonnées polaires est donnée sur la

figure I-3.

az-6t

Représentation en coordonnées polaires de la surface de

plasticité pour un matériau à isotropie Eansverse sollicité

à isotropie transverse soumis
de plasticité est décrite sous

zos

Figrue I-3

en contraintes planes.
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La condition de convexité de la surface de plasticité s'exprime par

I'inégalité suivante :

g2 + 2g'2 - g g" > 0

13

La contrainte de traction uniaxiale Ou est obtenue avec Ot=Q dans les

équations (I-20), ce qui donne :

o,r= 2 or B(OJ sin(Oj - 2 oag(O") cos(OJ $-22)

où I'angle polaire 0u correspondant à la traction uniaxiale est lié au

rapport des contraintes 06 et os par :

(r-zt)

(r-23)

(I-24)

(r-25)

La contrainte de traction uniaxiale ou étant prise comme contrainte

équivalente O, les containtes principales s'expriment finalement par :

tg(0u)=5=Y (0< 0r<rc l2)
os

or__Xg(O)s in(O-0u)
o=_@

or_ Xg(O)s in(O+0")
o=@

où X=$
o

Enfin, une condition relie le coefficient d'anisotropie r, le paramètre Y et

les valeurs de g et de g' pour 0 = 0u ; cette condition s'écrit :

g'(e") _Y2 -r-2r

s(e") 2Y(1 + r)

Par conséquent, le racé d'une surface de plasticité à I'aide du critère de

Budiansky nécessite la connaissance des paramètres X, Y, f, 0o et de la

fonction g(e). Budiansky a proposé d'utiliser pour g(0) un développement

en série de Fourier sous la forme suivante:
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s(0) (r-26)

qui, en prenant suffisamment de termes, permet a priori d'obtenir une

surface de plasticité rendant compte avec précision des points

expérimentaux ou des résultats de calculs d'homogénéisation.

Pour g(0)=1, les relations ci-dessus se réduisent à celles qui

dans le cas du critère quadratique de Hill (avec [=

s'appliquent

y=^11 + 2r) ou celui de Von Mises (avec X=l et Y=r/3). Les fonctions

non quadratiques proposées par Hill (1979) et par Bassani (1977)

représentent aussi des cas particuliers de la formulation de Budiansky.

I-4-1 Généralités

L'orthotropie correspond à un cas particulier d'anisotropie, pour lequel

le matériau présente trois plans de symétrie orthogonaux. Si I'on suppose

a priori une extension quadratique du critère de Von Mises, qui fait

intervenir une expression isotrope de la forme S:s, SouS la forme s:B:s @
étant un tenseur d'ordre 4) les 81 composantes de B se ramènent de par

les symétries Biip=Bijn=Bj*r=Bnij, à 21 coefficients indépendants dans le

cas général de I'anisotropie, et à 15 coefficients indépendants si I'on tent

compte de I'indépendance vis-à-vis d'une sollicitation hydrostatique. Le

cas particulier de I'orthotropie conduit finalement à 6 coefficients

indépendants. On obtient alors le critère quadratique de Hill (1948)'

présenté ci-après, dont la principale limitation est liée à sa forme

quadratique. Une formulation beaucoup plus générale a étê proposée par

Boehler (1982).

Ce critère constitue une extension quadratique du critère de Von Mises

qui s'exprime dans les axes principaux d'orthotropie (x,y,z), en fonction
,de 6 paramèfes F,G,H,L,M,N et d'une contrainte équivalente k, sous la

forme :



Chapitre I : Etude bibliographique 15

2f =F (ou" -o"")z + G (c,rr-c**)Z + H (o**- orr)'

+ 2L orr' * 2M or*2 + 2N oxy - k2= 0 (r-27)

Dans le cas parûculier d'un état de contraintes planes (O^, O' O*r) dans

le plan principal d'orthotropie (x,y), le critère devient :

( G+H I o/- 2H o*ov + ( F+H ) or' *2N o*r'- k2= 0 (I-28)

I-4-3 Critère de Gotoh (1977)

A partir de la théorie générale de Hill (1950), Gotoh (1977) a proposé

une fonction de charge du quatrième ordre pour décrire la plasticité

anisotrope d'une tôle métallique. Dans le cas de l'orthotropie, les

conditions de symétrie ont pour conséquence que la fonction de charge

s'écrit pour un état de contraintes planes (O* , oy, o*r) dans le plan

principal d'orthotopie (x,y) sous la forme suivante:

f  =  Ao (o*  *  o r ) t

où x et y désignent les axes correspondant aux directions d'orthotropie.

Le premier terme dans I'expression de la fonction de charge f dépend de

la pression hydrostatique et il est nul (Ae-Q) quand le matériau est

incompressible.

I-4-4 Critère de Boehler (1982)

Dans de nombreuses publications Boehler propose' à partir d'une

formulation en invariants, un critère général rendant compte d'une

anisotropie initiale aussi bien qu'induite. Dans le cas d'un matériau

initialement orthotrope soumis à une prédéformation en chargement

proportionnel (par exemple une tôle mince laminée) une forme réduite de

ce critère a été proposée (1982) :

. [o,ol 
+ Aro]o, + 4olol + Aoo*ol + A5of 

'l 
g-tnl

L.(Ruol + Aro*o, + n,ol).], * AsrXy, J
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où ( est le tenseur des contraintes, B le tenseur de prédéformation et M

le "tenseur de structure" initial du matériau (par exemple M =vt @vt,

dans le cas d'un laminage parallèle à vr).

Dans ce critère, les termes en (t2Ç et (tr(2) décrivent la partie isotrope

du critère initial. L'écrouissage isotrope induit est pris en compte pal B.

Les rermes en (u2f"tÉl et (tr(trlil) Oecrivent la partie orthotrope du

critère initiâl et l'évolution de son degré en fonction de É. Le terme en

ltr(tr(p) décrit l 'anisotropie induite par B et le terme en (trM(t.(B),

le couplage entre l'orthotropie initiale et I'anisotropie induite' Les

cOefficients ai, bi, ci, di, ei, fi, h et w Sont des cOnstantes matérielleS.

I-4-5 Critères de Barlat et Lian (.1989) et Barlat et Coll (.1991)

La consgrrction de ces critères s'appuie sur I'observation que le critère de

Hosford (équation (I-13)) s'exprime, pouf un état de contraintes planes,

sous la forme :

T6

l -1

*L- 3 * u,*p * àzffit + urrrzp + aqfrz + ast Élfr-]"tal
-[, 

* brtrp + bz.@ + brtr2B + b+qp2 + bs4 ̂ æ 
]o', I

[", * crtrÉ + crtrNg + crtr2p + cotr2N{p + cstrptrfufp + 
"utÉ']otfVfç 1* 

[Uo + drrrÉ + drtrillp + drtr2p + dotr2ÛIp + drtrptrilfp + dut É2 ]1,e"fVfe J

*[.0 
+ ertrÉ + e2rrrvrp * 

"r^fp']"(o(p I (r_30)

lto * frt{ + rrtrtÇtp + rrfip2 ]ttrt'rpr(pl
= 2k2(r * n.ffi-t* * oÉt)

r = lorl '  * lorl^ * lot - orl^ - 2ot = Q

ou, dans des axes quelconques ( x,Y )

(r-3r)

r = lKr - Krl* * lK, + Kzl^ * lzrcrl- - zoi = 0 (I-32)
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O * + O ,  O r i - O a
avecKr=-=T

m=lor-o, 1et Kz=tr|.--J *oiv-l z r

L'extension proposée pour un matériau orthotrope sollicité en contraintes

planes s'exprime, dans les axes d'orthotropie x et y (Barlat et Lian,

1989):

f = alKr - K,l' * alKl + K,l' + (2 -a)l2K2l' - 20il = 0 G-33)

avec Kt =
o* + ho,

17 ffi-z-zet Kz=l l l  ^  r  |  *P'oiy
Y\ 2 )

où h et p sont des paramètres utilisés pour transformer linéairement l'état

de contraintes, et décrire ainsi I'anisotropie de la surface de plasticité.

Une généralisation au cas d'un état de contraintes quelconque appliqué à

un matériau orthorope a ensuite été proposée par Barlat et coll (1991).

I-4-6 Critère non quadratique de Hill (.1990)

Dans le cas d'un état de contraintes planes (O*, Oy, O*r) dans le plan

d'orthotropie ( x,y ), Hill (1990) a tout d'abord envisagé de ré-exprimer

son critère quadratique (équation (I-28)) dans le repère principal des

contraintes. L'équation (I-28) se réécrit, après changement de repère :

t7

(o 1 +o22 +(o I r)z (a r o z)2
-zu<o? -" 221cos2u+b(o 1 -o2 12 "or2 

2u - (2o12 = g

(r-34)

où t est la limite élastique en cisaillement parallèlement aux directions x

et y, o est la limite élastique en traction équibiætiale, cr = (x,1) = (y,2) est

I'angle entre les directions d'orthoropie et les directions principales de
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contraintes, et a et b sont des constantes qui s'expriment en fonction des

paramètres F,G,H et N apparaissant dans I'expression (I-28)' On

ieconnaît, en faisant a=b=O dans l'équation (I-34), le critère quadratique

applicable à un matériau à isotropie transverse. En s'appuyant sur

I'expression non quadratique (I- 18), Hill propose la généralisation

suivante, applicable au cas orthoEope :

lo, * orl '  + (o I r)^ lo, - orl ' (r-35)

+lof + d[^"nt{ -za(o21 - 
"7)+ 

b(o1 - or)' cos(2c)}cos(2cl)

- (2o) '= g

Nous reviendrons plus longuement dans le chapitre II sur les raisons qui

justifient la gênéralisation faisant passer de I'expression (I-18) pour un

critère à isotropie transverse à I'expression (I-35) pour un critère

orthouope.

I-4-7 Critère de Karafillis et Boyce (1993)

Le critère de Karafillis et Boyce (1993) s'appuie Sur les deux extensions

du critère de Von Mises, exprimées par :

0,(s(o))= (sr  -  sr) tn *  (S,  -  sr) t*  + (Sr -  s , ) t*  =2Y2k ( I -36)

et

18

qz(s(o))- s,'* * Sr'n * Sr2* =*lflz uzY (r-37)

où Si=gi(o) sont les valeurs principales du déviateur des contraintes et k

est un entier supérieur ou égal à 1. En remarquant que, lorsque k tend

vers I'infini, ces deux expressions conduisent respectivement aux surfaces

conespondant à la borne inférieure (critère de Tresca) et à la borne

supérieure (cf. figure L-2),les auteurs proposent tout d'abord d'utiliser

un "mixage" de ces deux fonctions, de la forme :

zZk

0(s(o))=(1-c)Q1(S(o))*'fu0'(S(o))=2Y2k(I.38)
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où c e[0,1].L'anisotropie est introduite en utilisant un tenseur d'ordre 4

pour transformer la description de l'état de contraintes, sous la forme :

S =Lo

19

Le tenseur  S est  a lors  u t i l isé dans I 'express ion ( I -38)  en

remplacement de S.

On montre, dans le cas de matériaux polycristallins dont chaque cristal

obéit à la loi de glissement de Schmid, que l'état de contraintes qui

provoque un écoulement plastique donné est celui qui développe le plus

grand travail plastque, comparé à celui de tout état virtuel de contrainte

ne violant pas le critère de plasticité (cf., par exemple, François et coll,

1991). Cette propriété rejoint le principe du travail plastique maximal de

Hill décrivant le comportement des matériaux qualifiés de standard. Le

principe du travail maximal conduit à la double propriété de convexité de

la surface de plasticité et de normalité attachée à I'incrément dep (ou à la

vitesse ép) de déformation plastique, qui s'expriment :

(r-40)deP

(r-3e)

(r-41)

ou, en fonction des composantes des tenseurs,

= dl.g ou €P = I+
do do

ou èB=ië., ooijdefi - o^rË

où dl, (ou i;, patfois appelé multiplicateur plastique, est un scalaire

positif, dep ayant le même sens que n/ao, c'est à dire que la normale

extérieure à la surface de plasticité. Ainsi, la fonction de charge f joue le

rôle d'un potentiel plastique qui détermine, en direction et en sens'

l'écoulement plastique.

Une extension du principe du travail maximal, colrespondant à la

STANDARDS GENERALISES
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normalité généralisée ou aux matériaux qualifiés de standard généralisés,

consiste, en s'appuyant Sur la thermodynamique des processus

irréversibles, à adjoindre à la toi de normalité (I-40), la loi suivante,

portant sur les variables internes Ot et les forces thermodynamiques X1

associées:

Ainsi, dans l'hypothèse d'un écrouissage isotrope, en notant p la variable

interne scalaire d'écrouissage et R la force thermodynamique associée,

supposons que la fonction de charge soit exprimée sous la forme :

f(oi1) = O(oi:) - R - oo = 6 - R - oo (r-43)

où os et 6;=O(o1;) sont les limites élastiques initiale et actuelle (souvent

associées à un état de traction uniaxiale); (p(oi:) est une fonction

homogène de degré un des contraintes. Il s'ensuit, d'après I'identité

d'Euler, que :

dcrn =-ot*

"ij#=o(o1)

"uffi=

(I-42)

(I-44)

(r-45)

(r-46)

ou

D'autre part, les équations (I-41) et (I-42) se ré-expriment :

dp=-dl.#=Ot

def =o^rt= ot**

Il s'ensuit, en combinant les équations (I-44), (I-45) et (I-46)' que :

ot de$ = 6;dp (r-4t)

où la variable interne p, homogène à une déformation, est généralement

notée ep, déformation plastique équivalente conjuguée de la contrainte
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équivalente 6. La relation (I-47), connue sous le nom d'équivalence du

fiavail plastique, permet de déterminer I'incrément de déformation

plastique dp = dEp associé à un critère de plasticiÉ particulier' Ainsi' en

par tantducr i tèredeVonMisesexpr imésouslaforme:

/ \ lT-
o(ou)=6=r/Ët,po (r-48)

on obtient :
(r-4e)

Afin d,estimer la capacité des critères de plasticité usuels à décrire le

comportemenr des matériaux orthotropes - principalement des tôles

métalliques - nous examinons un certain nombre de résultats de la

littérature, colïespondant Successivement aux cas d'un comportement

isotrope, puis d'un comportement à isotropie transverse' avant de passer

au cas général de I'orthotroPie

I-6-1 Cas de f isoropie

La figure I-4 montre les résultats obtenus par Barlat (1987) à partir d'un

calcul d'homogénéisation s'appuyant sur le modèle de Taylor (1938) et

Bishop et Hill (1951), pour des matériaux isotropes de suucture cubique

(c.c.) ou cubique à faces centrées (c.f.c.). Dans les deux cas, les surfaces

de plasticité initiales obtenues se sinrent entre celles de Von Mises et de

Tresca, I'aplatissement de la surface observé au voisinage de la

déformation plane et du cisaillement (pal rapport à la surface de Von

Mises) étant plus accentué dans le cas du matériau c'f'c', pour lequel le

nombre de systèmes de glissement est moins grand'

Une autre présentation pour un matériau de stnrcture c'f'c' est donnée Sur

la figure I-5, emp*oié" à Barlat et Lian (1939). La re-nré.sentation

adoptée colrespond à différentes sections de la surface de plasticité dans

2l
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l,espace e4,"ttA,o-tA, par des plans correspondun 
,U 

différentes

valeurs de la containte de cisaillement normalisé", S="*'A (6 désignant

la contrainte de tracton uniaxiale). En raison de I'isotropie, x et y sont

des axes orthogonaux arbitraires dans le plan des contraintes planes

appliquées. La courbe pour S=0 corresp.ond à la surface tracée dans les

axes de contraintes principates (6/f'A (figure I-4-a).

n <

0 .0

-  u - 5

I
I
I

-  1 . 0  - 0 . 5  0 . o  0 . 5  1 . 0  1 . 5

( b )

Figure I-4 Représentation des surfaces de plasticité calculées avec le

modèle de Taylor, pour un matériau c.f.c (a) et c.c. (b)

(d'après Barlat 1987)

La représentation de la figure I-5 montre en outre un couplage entre

congaintes normales et contrainte de cisaillement, qui se manifeste par un

changement de forme des sections lorsque S varie.

Finalement, Barlat et Lian (1989) obtiennent un excellent ajustement des

surfaces calculées en utilisant le critère de Hosfod (1972) avec m=6 pour

un matériau c.c., et m=8 pour un matériau c.f.c..
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Figure I-5 Représentation de la surface de plasticitélour différentes
sections dans I'espace o**Æ, orr16,o*r16 pour un matériau

c.f.c. (d'après Barlat et Lian, 1989).

Des résultats expérimentaux obtenus pal Chan (1985) sur des tubes en

acier sollicités en traction plus pression interne et présentant un

comportement quasi-isotrope fournissent des résultats comparables

(figure I-6). Chan (1985) propose d'utiliser le critère de Drucker (1949)

pour rendre compte de la surface obtenue.

- 600

o {00400
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:  '  t - 2  t * ' l

r ir '  .962

r : r . . o E

-  -  Yd l l t6

-  8 i l h o È H l l l

- . -  0 r 4 l . t  ( C  '  l . r 5 )

\

l \
il
i ,

zoo 100 5(n !l{10

h la l  s t r r ! .  J [ '  ) f '

4(xt t(m

A r i a l  S È r ! : 5 ,  - r  .  f i P r

Figure I-6 Comparaison des surfaces de plasticité obtenues à I'aide des

. critères de Von Mises, Drucker et de la théorie de Bishop-

Hill, avec des points expérimentaux, pour deux niveaux de

déformation plastique. (d'après Chan, 1985).
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Ces différents résultats montrent donc l'insuffisance du critère de Von

Mises, pour rendre compte de façon précise de la forme des surfaces de

plasticité des matériaux isotropes. La prise en compte du troisième

invariant apparaît nécessaire pour être en mesure d'obtenir des surfaces

de plasticité intermédiaires entre celles de Von Mises et de Tresca,

conformément aux résultats présentés ci-dessus. On notera à ce propos

que les critères de Hosford (1972) et de Drucker (1949) conduisent à des

surfaces de plasticité qui sont très proches.

I-6-2 Cas de I'isotropie transverse

Les résultats expérimentaux sont souvent représentés en utilisant en

première approche des valeurs moyennes des contraintes d'écoulement et

du coefficient d'anisotropie r, obtenues pour différentes orientations dans

le plan de la tôle. Un exemple classique de I'insuffisance du critère

quadratique de Hill (1948) pour décrire le comportement plastique

observé sous différents trajets de chargement est fourni par l'aluminium,

qui, bien qu'ayant une valeur moyenne du coefficient d'anisotropie F

inférieure à I'unité, présente un rapport contrainte équibiaxialel

contrainte uniaxiale (ou/oJ proche de 1. Afin de rendre compte de ce

comportement, Parmar et Mellor (1978) proposent d'utiliser la forme (I-

18) du critère non quadratique de Hill, avec m=1,8. Toutefois, cet

ajustement sur les résultats expérimentaux ne prend pas en compte

d'autres trajets de chargement, particulièrement la déformation plane et le

cisaillement, pour lesquels les niveaux de contraintes d'écoulement sont

partculièrement bas.

Une autre analyse a êté effectuée par Mliha-Touati (1985) sur la base de

résultats obtenus par Hecker et Stout (1983) sur un aluminium

commercial présentant une valeur moyenne du coefficient d'anisotropie

r=0,59. La frgure I-7 monre les points expérimentaux de Hecker et Stout

(1983), ainsi que les prévisions du critère quadratique de Hill (1948) et de

la formulation de Budiansky (198a), dans laquelle g(0) est pris égal à :

g(o) = 1 + a[cos(2q -cos(60)] (r-50)
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Figure I-7 Comparaison des surfaces de plasticité obtenues à I'aide des

critères de Hill et de Budiansky avec des points

expérimentaux empruntés à Hecker et Stout (1983)

(d'après Mliha-Touati, 1985).

Les points expérimentaux conduisent à un "aplatissement" de la surface de

plasticité près de la déformation plane et du cisaillement. Cet

aplatissement est pris en compte par la fonction g(0) donnée par (I-50).

On observe également qu'alors que le critère quadratique de Hill (avec

r<1) sous-estime le rapport (ou/ou), la fonction g(0) donnée par (I-50)

permet une meilleure estimation de ce rapport.

Des résultats expérimentaux obtenus par Mesrar (1991) sur différents

aciers conduisent à des conclusions comparables (figure I-8). On observe

un faible niveau de contraintes en déformation plane, et, cette fois-ci, une

surestimation du rapport (ob/ou) avec le critère quadratique de Hill'

lorsque le coefficient d'anisotropie moyen f est supérieur à I'unité.
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Figure I,8 Comparaison des surfaces de plasticité de quatre aciers

obtenues à I'aide du critère de Hill quadratique (-) avec

des points expérimentaux à deux niveaux de déformation

équivalente, (d'après Mesrar' 1991).

I-6-3 Cas de I'anisotropie ransverse

Le principal élément à prendre en compte lorsque I'on considère

I'anisotropie transverse concerne I'influence de I'orientation de la

sollicitation sur le niveau des contraintes d'écoulement. Les aspects

cinématiques de la déformation et les niveaux de contraintes sont liés à la

description de la surface de plasticité par le biais de la loi de normalité.

Ainsi, on obtienr avec le critère quadratique de Hill (1948) I'expression

suivante pour la contrainte de traction uniaxiale os dans une direction

l*=<
==:-\.'\  \ .\  \ \

t  l !

' r )) ,

//
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faisant un angle cr avec
direction de laminage) :

ocr =

la direction x d'orthotropie (en pratique, la

rqo(t * h))à (r-s1)

{* 
rro' cr, + reo ros2 cr * rsres 

"or2 
2a+ ra5(r6 + res)sin2 +f

où rg, r45 et r9g sont les coefficients d'anisotropie mesurés lors d'essais

effectués respectivement à cr=Oo, 45" et 90o de la direction de laminage.

La figure (I-9) montre, dans le cas d' aciers austénitiques et austéno-

ferritiques étudiés par Makinde (1986), les valeurs expérimentales des

contraintes d'écoulement pour différentes orientations, et les prévisions

obtenues avec le critère quadratique de Hill (1948) en utilisant les valeurs

expérimentales de rg, r45 et r99. On observe une très forte surestimation

des variations de oo avec I'orientation, lorsque les paramètres du critère

de Hill sont ainsi identifiés à partir des valeurs du coefficient

d'anisotropie.

Figue I-9 Variation de la contrainte de taction uniaxiale en fonction

de I'angle cL entre la direction de traction et la direction de

laminage pour des aciers austénitiques et austéno-ferritiques,

o
q

3

trl

z
H

tr
F
z
o
(J

A n g l e  ( D e g n e e )

(d'après Makinde, I 986).
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I1 est clair qu'inversement une identification des paramètres du critère à

partir des valeurs des contraintes d'écoulement en traction uniaxiale selon

différentes orientations conduirait à une forte sous-estimation des

variations de ro avec I'orientation. D'autres exemples conduisant aux

mêmes conclusions seront discutés au chapitre trI'

Ce chapitre récapitule les principaux critères de plasticité utilisés dans le

cas de la mise en forme à froid des métaux. Les propositions faites au

cours des vingt dernières années ont eu pour objectif de mieux décrire le

comportement observé expérimentalement ou calculé par des méthodes

d'homogénéisation. Toutefois, on peut attendre des progrès dans ces

descriptions phénoménologiques' qui manquent encore de souplesse pour

rendre compte, à la fois, de la forme des surfaces de plasticité et de

I'influence de I'orientation de 1a sollicitation sur les contraintes

d'écoulement dans le cas d'un comportement anisotrope tansverse'
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CIIAPITRE II

MODELISATION DE LA PLASTICITE ORTTIOTROPE
EN CONTRAINTES PLANES

II-1 INTRODUCTION

La modélisation des surfaces de plasticité proposée par Budiansky (1984)

offre une grande souplesse pour décrire le comportement des matériaux à

isotropie transverse (ou anisotropie normale) sollicités en contraintes

planes. Il s'agit toutefois simplement d'un cadre général, à f intérieur

duquel il est nécessaire de spécifier la forme analytique de la fonction

g(0) décrivant l'évolution angulaire du rayon polaire du point courant sur

la surface de plasticité normalisée (cf. $ I-3-6).

Nous proposons ici d'étendre le formalisme de Budiansky (1984) au cas

de I'anisotropie dans le plan de la tôle, en faisant intervenir I'angle entre

les directions principales de contraintes et d'orthotropie, qui est sans

signification physique dans le cas de I'isotropie transverse.

Nous reprenons tout d'abord le formalisme de Budiansky avec quelques

modifications relatives à la normalisation de la surface et au choix de la

contrainte équivalente. Nous étendons ensuite cette approche au cas de

I'anisotropie transverse, en établissant en outre les expressions des vitesses

de déformation découlant de la loi d'écoulement associée, dans le cadre de

la représentation choisie pour la surface de plasticité. Enfin, nous

établissons des relations de consistance vis-à-vis de I'orthotropie, et

proposons une extension analytique pennettant de passer d'un critère à

isotropie transverse à un critère orthotrope, tout en respectant les

conditions de consistance préalablement définies.

La présentation la plus usuelle consiste à exprimer l'équation de la surface

de plasticité sous la forme :

d'écoulement associée
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0(or,oz)=o (r-1)

où or et 6z sont les deux contraintes principales non nulles agissant dans

le plan normal à la direction d'anisotropie et O est une mesure de

contrainte équivalente. L'isotropie dans le plan (1,2) implique, en

supposant en outre I'absence d'effets Bauschinger' que :

0(or ,oz)  = Q(oz,or)  = Q(-or , -oz)  ( I I -2)

Les conditions de symétrie (II-2) sont illustrées schématiquement sur la

figure tr-1.

Figure II-1 '' 'Représentation schématique des états de contraintes planes

équivalents vis-à-vis de I'atteinte de la limite élastique,
pour un matériau à isotropie fansverse ne présentant pas

d'effets Bauschinger.

La loi d'écoulement associée prescrit que les vitesses de déformation

(tt,tr) dans les directions (1,2) vérifient :

€1 do, * €, do, = o GI-3)

pour tout incrément (dor , doz) tangent à la surface. D'après l'équation

(tr-l), ces incréments sont tels que :

Sao,*#oor=o
(II-4)

La comparaison des équations (II-3) et (II-4) conduit alors aux

expressions :
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où i est le multiplicateur plastique. Les expressions (II-5) représentent

un cas particulier de I'expression générale de la loi de normalité,

tr=i# er=i3E-' dcz
(r-s)

(rr-6)

(rr-8)

(rr-e)

(r-10)

(r-11)

Un changement de variable défini par :

xrr W i x2=W (rr-7)

est maintenant envisagé. Les équations (II-1) à (II-4) se ré-expriment

alors de la façon suivante :

,ù = i ,%ou

v(*r,xz)= I

V(*r, xz) = V(*r,-*z) = V(-xr, -xz)

(er + e2) dx1+ (e1 - €2) dx, = Q

$a*,*$o*r=odxl ' dxzet

où ( dxr,dx2), avec dx1=(do1+ dor)l\o et dx2=(dor- do2)12o, désigne un

incrément tangent à la surface dans I'espace (xr,x). On notera que la

contrainte équivalente o reste bien sfir constante pour de tels incréments.

II-2-2 Choix d'une description pararnétrique de I'isotropie transverse

La présentation finalement adoptée pour décrire I'isotropie transverse

correspond à une représentation paramétrique de l'équation (tr-8), de la

forme :
xr=xr(O) ; xz=xz(0) (rr- 12)

où le paramètre e est choisi comme étant I'angle associé à la
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représentation polaire défrnie par :

x1=g(0) cos(e) ; x2=g(0) sin(O) (rr-r3)

Dans I'expression ci-dessus, g(0) représente le rayon polaire d'un point

cogrant de la surface de plasticité dans I'espace (xr,xz). Cette formulation

suit donc la même démarche que celle proposée par Budiansky (1984).

Une première différence porte sur le fait que x1 €t x2 sort normés par la

même contrainte o dans l'équation (II-5). D'auffe part, cette conEainte o,

choisie comme mesure de contrainte équivalente, sera identifiée avec la

contrainte en traction ou compression équibiaxiale. Ce choix offre

I'avantage que cette définition de contrainte équivalente pourra être

conservée dans le cas d'un matériau à anisotropie transverse, sans faire

référence à une quelconque orientation par rapport aux directions

d'orthotropie, puisque les directions principales de contraintes dans le

plan de chargement sont indéterminées pour cette sollicitation.

Les conditions d'isoropie transverse avec l'hypothèse d'absence d'effets

Bauschinger, préalablement exprimées par (II-2) et (II-9) deviennent :

g(e)=g(-e)=g(0+kc) (rr- 14)

de sorte que la surface de plasticité est symétrique par rapport âuX il(es x1

êt xz. Par ailleurs la condition de convexité de la surface de plasticité

implique que, pour toute valeur de 0,

g2 + 2 g'2 - g g" 2 0

avec g'=dg/dQ. Quelques valeurs particulières de g(0) sont données par

g (kæ )= 1 pour  une t ract ion/compression équib iax ia le;
' t '  

rrne traction/cor riale etg(nl4+knt2)-(V)(ou/o) pour une traction/compression unia:,
2

g(nt2+krc)=(tto) pour un cisaillement pur, où oo et t désignent

respectivement les contraintes en traction/compression uniaxiale et en

cisaillement pur.

(rr-15)
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II-2-4 Expressions des vitesses de déformation

Il convient maintenant d'exprimer les vitesses de déformation à partir de

la représentation polaire définie par les équations (tr-12) et (tr-13). Un

incrément de contraintes (dxr,dxz) tangent à la surface de plasticité est,

d'après (tr-13), lié à I'incrément angulaire d0 sur la surface de plasticité,

par :

dx1=1g cos(0))'d0 ; dxz-(g sin(O))'d0 (II-16)

En remplaçant dans l'équation (II-10), on obtient :

(er + eù(e cos(0))'+(er - ezxg sin(O))' = 6 (II-17)

de sorte que les vitesses de déformation vérifient :

e1+ ë2= i (g sin(0))' ; ë1- ë2= - [ G cos(0))' (II-18)

où î, est un multiplicateur plastique. Nous introduisons maintenant la

vitessê de déformation équivalente e conjuguée de o, qui est donnée par :

og = otë1 + o2È,, (rr-1e)

En utilisant le changement de variables défini par l'équation (fI-7), la

vitesse de déformation équivalente e se ré-exprime sous la forme :

e= xr(rir + Èù + x2(€1 - Éz) (rr-20)

En remplaçant (xr;xz) et (èt + ëz;èr- à) par leurs expressions (II-13) et

(tr-18) respectivement, on obtient :

?"=ëlg2 (II-21)

Les vitesses de déformation plastique s'expriment finalement, en utilisant

(tr-18) et (tr-21), sous la forme :
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e, e(0)s in(æ |  4+0)-  g ' (O)cos(n |  4+0)
T _
è ^,lZ g'

ë, e(0)cos(æ / 4+ 0) + g' (O)sin(n | 4+0)
: -
è "12 g"

II-2-5 Coefficient d'anisotropie normale

(rI-22)

Il peut être utile de déterminer le coefficient d'anisoEopie normale défini

par le rapport des vitesses de déformation transversale et normale au plan

d'isotropie dans un essai de uaction uniaxiale,

7 = 82183 (rr-23)

D'après la condition d'incompressibilité plastique, on a : i4=-(ër+é1) ,

d'où :

r = - È'rl(èt+è'r) (IT-24)

En utilisant les expressions des vitesses de déformations e1 et èz fournies

par (tr-22), nous obtenons une relation entre le coefficient d'anisotropie
r, la fonction g(0) et sa dérivée pour 0=n/4, correspondant à la traction

uniaxiale:

(rr-25)
1+r g(n l4)

II-3 SURFACE DE PLASTICITE ET LOI DIECOULEMENT

ASSOCIEE . CAS DE L'ANISOTROPIE TRANSVERSE

JI-3-1 Différentes représentations de la surface de plasticité et de la loi

d'écoulement associée

Les critères de plasticité orthotrope sont le plus souvent représentés sous

la forme d'une relation entre les composantes du tenseur des contraintes

de Cauchy dans les ues (x,y,z) correspondant aux directions principales

d'orthotropie. Pour un état de contraintes planes dans le plan (x,y), le

critère de plasticité orthotrope s'exprime alors sous la forme :
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f (o* ,oy ,o*y)=o (rr-26)

où (o* , oy , o*r) désigne les contraintes dans le plan (x,y) et o est une

mesure de contrainte équivalente. L'orthotropie dans le plan (x,y)

implique, en Supposant en ouEe I'absence d'effets Bauschinger, que :

f  (o* ,  oy,  o*y )  =f  (  o* ,  oy, -oxy )  = f  (  -o* , -oy,*oxy )  GI-27)

Les conditions de symétrie (n-27) sont illustrées schématiquement sur la

figure tr-2.

X:

Figure fI-2 Représentalion schématique des états de contraintes planes

équiva{ents vis-à-vis de I'atteinte de la limite élastique,
pour un matériau à anisotropie transverse ne présentant

pas d'effets Bauschinger (représentation dans les æres

d'orthotropie).

La loi d'écoulement associée prescrit que les vitesses de déformation
(é*,êy,ê*r) dans les axes (x,y) vérifient :

e*do* + erdo, + 2e*rdo*y = 0 (rr-28)

pour tout incrément (dO*,dOr,do*r) tangent à la surface. D'après

l'équation U-26), ces incréments sont tels que :

a .  
l f  l f

#oo.+ffdoy+trdo*r-o, x y

La comparaison des équations (tI-28) et (n-29)

expressions :

(rr-2e)

conduit alors aux
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.  i  â f
;2ë*y = ÀAl GI-30)

xy

Comme dans le cas de I'isotropie transVerse, plusieurs autres

représentations peuvent être envisagées. Les représentations détaillées ci-

dessous conduisent finalement à une représentation en coordonnées

polaires de la surface de plasticité, qui généralise celle présentée dans le

cas de I'isotropie transverse.

L'état de contraintes est tout d'abord spécifié par les composantes

principales or et 62 et par I 'angle cr = (x,1) = (y,2) définissant

I'orientation du repère principal des contraintes par rapport aux

directions principales d'orthotopie. Les équations (Il-26) à (II-29) se ré-

expriment alors de la façon suivante :

.  i  â f  
, i ët * -  ÀË ;  €y= 

dO
x y

Q(or,c2,u. )=o

0( or, Ç2,s,)=0( ot, o2,-cr )=0( oz, 6r,nl}!a. )=0(-or,-c2,+a-)

e11do11 + è22do2z+ 2e12do12 = 0

3Q- 6o,* jQ- oo, *49 dcr= o
dot 'dcz 'dc l

(rr-31)

(rr-32)

(rr-33)

(rr-34)

où (é11 ,È,22,èe) sont les composantes de vitesses de déformation dans les

axes principaux de contraintes et (dorr , dozz, dotz) sont les incréments

de contraintes tangents à la surface de plasticité dans I'espace (on ,6zz ,

6n).Par contre, dans l'équation (II-34) les incréments tangents à la

surface sont représentés par les incréments des composantes principales

dor et doz et par I'incrément angulaire da.

La figure tr-3 illustre les conditions de symétrie données par les relations

(rr-32).
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&*-"'$*-=
Figure tr-3 Représentation schématique des états de conEaintes planes

équivalents vis-à-vis de I'atteinte de la limite élastique, pour

un matériau à anisofopie transverse ne présentant pas

d'effets Bauschinger (représentation dans les axes de

contraintes PrinciPales).

Un calcul analytique simple fournit les relations suivantes entre les

incréments présentés sous la forme (dott, dozz, dorz) ou sous la forme
(dor, doz, da) (Hill, 1980) :

dorr - dor ; dozz= doz ; do:z= (ot- oz) da (II-35)

de sorte que la loi de normalité (II-33) peut être ré-exprimée sous la

forme :

è11do1 + ë,22do2+2èp(ot-oz) dcr = 0 (rr-36)

Une nouvelle représentation peut être obtenue à partir du changement de

variables défini par :

or *orxr= T
or-or

X , r = T' 2 6 (rr-37)

où, comme dans le cas de I'isotropie transverse, la contrainte équivalente

o sera choisie comme la contrainte de traction équibiaxiale. L'ensemble

des équations décrivant la surface de plasticité et la loi d'écoulement

associée se met alors sous la forme :

V(xr ,xz,cr)= l  ( I I -38)

V(xr , xz , cr)=ry(x1 , x2 ,-o)=V(xz , x1 ,æ12*u.)=V(-xr ,-x2 ,tG) (II-39)

(êrr+ èn) dxt+ ( érr - èù dx2 + 4ë12x2dcr = 0 (II-40)
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9[.6*,* Pv o*, * P o*= o
dx t 'dxz 'dc l

(II-41)

où dx1=(do Èdoù12o, dx2=(do r-doz)l2o et dû représentent les

incréments tangents à la surface de plasticité dans I'espace (xt,xz). De la

même manière que dans le cas d'un matériau à isotropie transverse, la

conEainte équivalente o reste constante pour de tels incréments.

La représentation finalement adoptée pour décrire I'anisotropie

transverse correspond à une représentation paramétrique de l'équation

(II-38), de la forme :

xr=xr(0,0) ; xz=xz(O,o) (rr-42)

où le paramètre e est choisi comme étant I'angle associé à la

représentation polaire définie par :

x1=g(0,cr) cos(O) ; x2=g(0,cx,) sin(O) (II-43)

Dans I'expression ci-dessus, g(0,o) représente le rayon polaire d'un point

courant de la surface de plasticité dans I'espace (xr,xz). Cette formulation

peut être considérée comme une extension de celle proposée par

Budiansky (1934) dans le cas plus restictif de I'isotropie transverse (ou

anisofiopie normale), où I'angle cr n'a pas de signification physique.

Les conditions de symétrie orthotrope avec I'hypothèse d'absence d'effets

Bauschinger, décrites dans les différentes représentations précédentes par

les relations (tr-27) ,U-32) et (tr-39), s'expriment maintenant par:

g(0,4) - B(0,-a) = g(-O,rdT!a) = g(O+krc,ta) (rr-44)

Pour chaque valeur=de s, la surface de plasticité est symétrique par

rapport à I'origine, en raison de I'hypothèse d'absence d'effets

Bauschinger. De plus, la surface de plasticité pour nl2lu se déduit de
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celle pour ta par symétrie par rapport aux âXes X1 ou X2. En particulier,

la surface elle-même est symétrique par rapport à ces axes pour a=hcl4.

La figure tr-4 iltustre la description en coordonnées polaires de la surface

de plasticité correspondant à la présente modélisation.

-0.5 0

or lo

Figure tr-4 Représentation en coordonnées polaires de la surface de

plasticité dans I'espace des con6aintes principales (ot, oz).

Les lieux limites sont paramétrés par I'angle cr enge les

directions d'orthotropie et les directions principales de

contraintes.

La convexité de la surface de plasticité, représentée sous la forme d'une

fonction g(Q,cr), est assurée quand la condition suivante :

gz + z(ôg/ôe)z - g (àzglàe2) > 0 (rr-4s)

39

1 . 5

0.5

t1v 0

b

0.5

est satisfaite pour toute valeur de 0 et a. Quelques valeurs particulières de

g(0,ç1) sont données par g(rrc,61)=1 pour la contrainte en

traction/compression équibiaxiale; g(nt 4+krc,o)=($)(o61/0) pour la

contrainte en traction/compression uniædale et g(nl2+ktc,a+nl4) = (10/o)

1 - - - - - -  c r = 0
-  g = z l J
_ _ _ _  u = ! Q
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pour un cisaillement pur, où ocr est la contrainte en traction/compression

uniaxiale à un angle 6p de I'axe x d'orthotropie et T6x est la contrainte en

cisaillement pur à un angle cL de I'axe x (o1=-6z=xs" à I'angle ailEl4 )'En

uti l isant les notations de Hil l  (1990), c'est-à-dire luettr 'pour les

contraintes en cisaillement respectivement à 0" et 45" de I'axe

d'orthofiopie, on obtient t I o = g(n/Z, tcl4) et 1'l o = g(ttl2, 0).

II-3-4 Expressions des vitesses de déformation

Il convient maintenant d'exprimer les vitesses de déformation à partir de

la représentation polaire définie par la fonction g(0,o). En prenant la

différentielle de l'équation (II-42) et en remplaçant dans

l'équation (II-41), on obtient :

# k,de+(# * . # k + ff)ocr =o (II-46)

où d0 et do sont maintenant utilisés pour représenter les incréments

tangents à la surface de plasticité. L'équation (II-46) devant êEe vérifiée

quel que soit le couple (dO,dq,), les dérivées partielles doivent donc être

liées par les relations suivantes :

w= à * - t /
7às.

,_rAr)-('-%, (rI-47)

Il résulte de la comparaison des équations (II-40),([-41) et (f-47) que :

(rr-48)

En utilisant les expressions de x1(0,cr) et xz(0,cr) donnéeS par (tr-43) on a:

êrr + Érr= itG sin(o))

,*tA , *r/o '*%o_(r-ra

en- 4z=- i*,r cos(o)) (rr-4e)
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zÈn= 
h['" ttI t ( g cos(o)) - cos(e) $ ( g sin(e))] ( #) 

= -#, #,

où le multiplicateur plastique l" peut être déterminé, de la même façon

que dans le cas de I'isotropie transverse, à partir du principe

d'équivalence du travail plastique défini par oè - 01 èrr + 6zèzz. En

utilisant le changement de variables défini pat l'équation (II-37) et les

expressions des vitesses de déformation données par (II-49), on obtient :

?"-ë lg2 (r-s0)

L'utilisation des équations (II-49) et (II-50) conduit finalement à

exprimer les vitesses de déformaûon par :

Ecc
g cos(æ I  4+0)+ u%,(n l4+0)

(rr-51)

41

2g

Le choix de la fonction g(0,o) devra être tel que l'indétermination

observée dans I 'expression de la vitesse de gl issement Ètz

(équation (tr-51)) soit levée, c'est-à-dire que [(f Isin(e)Xag(e,a)/Ao)]

prenne une valeur finie pour 0=kæ. Ce point sera discuté plus loin, et une

condition de consistance liée à I'analyse d'un état de contraintes

équibiaxial permettra de préciser cette valeur.

Les vitesses de déformation étant maintenant déterminées en fonction du

rayon polaire g(O,s), il est possible de déternriner un certain nombre de

quantités |iées à la cinématique de la déformation, en particulier I'angle p

entre les axes principaux de contraintes et de vitesses de déformation, les

directions éventuelles de vitesse de déformation nulle, le coefficient

g s in(æ I  4+0)- ,%,cos(æ l4+0)
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d'anisotropie ro en traction uniaxiale et le coefficient fo inEoduit par

Barlat et Richmond (1987) pour quantifier la déformation de glissement

dans un essai de traction uniaxiale "hors-axes".

L'orientation des æres principaux des vitesses de déformations peut tout

d'abord être déterminée. Notons par elet e2 les composantes principales

de vitesses de déformation, et par B I'angle entre les æies principaux de

con6aintes et de vitesses de déformation. Ces trois quantités sont reliées

aux composantes de vitesses de déformation dans les axes principaux de

contraintes,e11, e22et èp,par les formules de changement de repère:

811+ç'22= \+è2; En- Ezz= (è1- e2)cos2B ; 2ètz- (é1- ê2)sin2B (II-52)

En utilisant les expressions (II-49), on obtient :

tan2B_2ètz|(érr-ezz)=P%ùl{z,i" 'w}([-53)

Les directions de vitesse de déformation nulle présentent une importance

particulière dans un certain nombre de problèmes d'instabilité. Leur

existence est assujettie à la condition que les vitesses de déformation

principales aient des signes opposés, ou que l'une d'elles soit nulle. On

monffe facilement que leur orientation est définie par :

cos2(ry-B) = - ( ë, + ii2) / (er - ëz) (rI-54)

où V désigne I'angle entre la direction principale de contraintes associée à

or et la direction d'extension nulle. En utilisant les équations (tr-51) et

(tr-52), il s'ensuit que :

cos2(V - F) _ ô(esine) / â0 - (r-ss)
cos 2p ô(g cos 0) / ae

Le coefficient d'anisotropie ro-- ènl (ët1ea), mesurant le rapport des

vitesses de déformation transverse et nonnale pour un essai de traction

uniaxiale dans la direction 1, faisant un angle ot, avec I'axe x

-g sin e + (ôg / A0)cos e

d'orthotropie, est, d'après les équations (tr-51), donné par :
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- f c -
1+ro

(ôe / ô0)(zr /  a, cr)

e@ | 4,a)
(rr-56)

(rr-57)

La caractérisation de l'écoulement plastique en traction uniaxiale dans la

direction définie par I'angle cr peut être complétée par la détermination

du paramère 1.o=g' lëri introduit par Barlat et Richmond (1987) pour

quantifier le glissement dans une sollicitation hors-axes (a* kæ l2). Ce

paramètre, déterminé à partir des équations (II-51), est égal à :

fo=

II-3-6 Relations de consistance

En plus des conditions de symétrie résultant de I'orthotropie et de

I'absence d'effet Bauschinger (II-44), I'hypothèse d'un comportement

plastique ortho6ope conduit à plusieurs autres relations devant être

ue.ine"r par la fonction g(Q,s), qui vont être explicitées ci-dessous. Tout

d'abord, les directions principales de contraintes et de vitesses de

déformation colncident lors d'une sollicitation dans les axes d'orthonopie.

En d'autres termes, trz doit être nul pour Cr = kzc/Z' et donc, d'après

l'équation (tr-51) :

cr=kæ t2=0
(rr-58)

D'autre part, pour un état de Uaction ou de compression équibiaxiale' le

même état de vitesses de déformation, avec x et y comme directions

principales de vitesses de déformation, doit être obtenu quel que soit

I'angle s considéré pour spécifier les directions principales de

contraintes. Autrement dit, les équations (II-52) doivent être vérifiées

pour cette sollicitation (c'est à dire pour 0=kæ) en considérant une

iotation F=-cr pour passer des directions principales de contraintes aux

directions principales de vitesses de déformation, et ceci quel que soit

I'angle çx. Si I'on tient compte des conditions de symétrie (tr-44), il suff,rt

d'exprimer ces relations de. consistance pour 0=0. En utilisant les

équâtions (II-a9) pour expiimer (èrr+ ën),(4r-ën) et 2Èn' et en

remarquant que (e1+e2) et (é1- Ë2) peuvent être déterminés à partir de ces

I  ô g(e,s)
s in 0 ôa
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mêmes équations en considérant la valeur q,=0 pour spécifier les

directions principales de contraintes, on obtient :

g(0,4)=g(0,0)

â g(0,cr)
ae

1 â g(0,cr)
2s in  0  ôa

cos2g
U = C [ = u

(rr-se)

_ â g(0,cr)
0=0- ae 0=o=osin2a

On remarque que la première de ces équations colrespond à la

normalisation des âxes X1 èr x2 par la contrainte de traction / compression

équibiaxiale o (équation (II-37)), de sorte que, d'après (II-43)'

g(0,cr)=g(0,0) doit en outre être égal à I'unité.

Une description des surfaces de plasticité orthotropes s'appuyant sur le

formalisme mis au point dans ce chapitre nécessite que I'ensemble des

conditions représentées par les équations (II-44),(II-58) et (II-59) soient

respectées. La construction de fonctions g(0,cr) respectant ces conditions

peut s'appuyer sur une extension d'une fonction g(0) représentant un

comportement avec isotropie transverse. I1 est utile, pour construire une

telle extension, de remarquer que le critère de plasticité quadratique de

Hill (1948) peut être mis sous la forme :

g(0,s)-2 = cos20 + (o / r)2sin20 - 2asin6cosgcos2o + bsin20c otz2a (II-60)

où les deux premiers termes du second membre colrespondent à la

description de l'isotropie transverse, et où a et b sont des paramètres sans

dimension caractérisant I'anisotropie transverse. De façon comparable,

l'extension proposée par Hill (1990) pour le critère non quadratique du

même auteur (Hill,l979), s'exprime sous la forme :

= lcos 0l' + (o / t)*lsin 0f (rr-6r )s(o,af'
*2t-(nrz) (-2a sin 0 cos 0 cos 2u +b sin2 e cos2 za)



Chapitre tr : Modélisation de la plasticité orthotrope en contraintes planes 4 5

Nous exprimons également le critère de trois composantes proposé par
Barlat (1989) équation (I-33) sous forme paramétrique tout en respectant
les conditions de consistance, la fonction g(0,o) se met sous la forme
suivante:

2oig'(e, s) = (rr-62)-.(l)'. É ) ' lA - Bl' lA + Bl' + (2 - a)lBl '

avec A - cos 0(1 + h) + sin 0 cos 2cr(1 -  h)

Considérons plus généralement une fonction g(0) représentant un
comportement avec isotropie transverse. Cette fonction g(0) doit vérifier
les conditions de symétrie (II-14), ainsi que la condition de normalisation
g(kæ)=l et la condition g'(U,Tclz)=0 traduisant l'absence de points anguleux
pour 0=?,ttl2. Considérons de plus I'extension au cas anisotrope transverse
définie par :

g(0,a)-- = g(e)-* - 2asinecos2n-l0cos2cr + bsin2p ecos2q2cr (II-63)

où n, p et q sont des entiers positifs. On vérifie alors que les conditions de
symétrie (tr-44) et de consistance (II-58) et (II-59) sont automatiquement
satisfaites en utilisant l'équation (II-63). On remarque en particulier que
g(0,n/4) s'identifie à g(0), la surface de plasticité pour a-nl4 étant,
comme celle pour I'isotropie transverse, symétrique par rapport aux zxes
x1 ot x2 (cf. $tr-3-3).

En plus du choix de la fonction g(0) qui reste ouvert, cette extension
présente une plus grande généralité que les équations (tr-60) et (tr-61),
dans lesquelles les exposants n,p et q sont égaux à I'unité. On analysera au
chapitre III I'impoftance de cette généralisation, qui permet de contôler
I'influence de I'orientation de la sollicitation sur les niveaux des
contraintes d'écoulement.

cos 0(1 -  h)  + s in 0 cos Za( l  + + 4pz sin2 o sinz 2a
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rI-4 CONCLUSION

La description des surfaces de plasticité orthotropes et de la loi

d'écoulement associée présentée dans ce chapitre diffère radicalement des

présentations habituelles, qui s'appuient sur une expression de la fonction

de charge dans I'espace des contraintes exprimées selon les directions

d'orthotropie. La présentation adoptée ici privilégie au contraire une

description dans I'espace des contraintes principales, à laquelle il convient

d'adjoindre la connaissance de I'orientation des directions principales de

contraintes par rapport aux directions d'orthotropie. cette présentation

perïnet une comparaison plus immédiate avec les essais de laboratoire,

dans lesquels I'orientation de la sollicitation (particulièrement en traction

uniaxiale) est un paramètre-clé de la caractérisation de I'anisotropie

ffansverse.

L'approche suivie a de plus conduit à clarifier le passage de I'isotropie

transverse à I'anisotropie transverse, par l'établissement de relations de

consistance liées à la symétrie orthotrope, et à proposer pour ce passage

une fonction de charge qui généralise les modèles existants.
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CHAPITRE III

MISE AU POINT ET ANALYSE DU MODELE

III-1 INTRODUCTION

Le modèle présenté au chapitre II permet de généraliser un critère de

plasticité à isotropie transverse au cas de l'anisotropie transverse. Afin

d'obtenir une description analytique complète, il reste à préciser la

fonction g(0) associée au cas de I'isoropie transverse.

Les différentes approches que nous avons envisagées pour décrire la

fonction g(0) sont discutées. Nous nous appuyons sur les tendances

obtenues expérimentalement, ou par calcul d'homogénéisation, pour

choisir finalement une extension du critère isotrope de Drucker, dont les

conséquences sont discutées.

Le modèle permet de pallier nombre des insuffisances constatées avec les

critères de plasticité usuels, coillme nous le montrons à partir de résultats

expérimentaux obtenus soit dans l'équipe de recherche ou en

collaboration avec le LEDEPP (centre de recherche de la société

SOLLAC), soit issus de la littérarure, ainsi qu'à partir de résultats de

calculs d'homogénéisation de la littérature.

Comme celà avait été proposé par Budiansky (1984) dans sa formulation

de I'isotropie transverse, nous pouvons envisager pour la fonction g(0) un

développement en série de Fourier, de la forme :

g(0) = )a1cos(2iO) (m-1)
i=0

Les conditions de symétrie .et d'absence d'effets Bauschinger

(équation tr-l4) sont automatiquement satisfaites par ce développement en

série.

47
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Les cinq premiers termes (n=4) sont pris en considération pour obtenir

une souplesse suffisante. On considère d'autre part que uois quantités

adimensionnelles sont accessibles à I'expérience : le coefficient

d'anisotropie en traction uniaxiale r, et les rapports de contraintes (ou/o)

et (t/o), où o, ou et I sont respectivement les contraintes de traction

équibiaxiale, de traction uniaxiale et de cisaillement. Ces données,

auxquelles il convient d'ajouter la condition de normalisation g(kæ)=1,

fournissent un système de quatre équations :

a4*a11a2*a3*a4=l

aO-at+az'a3*a4-il6

t ; /
fi-à2+la4=( TZXoulo)

(rrr-2)

u"zu,=(&/)("il)l/o.ul

La résolution de ce système conduit aux valeurs suivantes :

âo* à4=I[t +^n("A) .(%))

â1 = à[,*("t-%)('"AQ'+r)) 
-:(%)]

àz =;['- &(""/) . (%)]

à3 =*['- (tlX"/X /r, *,)) - (%)]

L'introduction du terme correspondant à i=4 laisse un degré de liberté

supplémentaire. Il est possible, afin de tester les possibilités de ce

développement en série, d'approcher un certain nombre de critères

usuels, pour lesquels les rapports de contraintes (oo/o) et (t/o)

s'expriment en fonction de r par les relations suivantes :

(rrr-3)
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Critère quadratique de Hill (.1948)

(1+2r) (oroz)2 + (or+oz)z - (26)z =0

""/=w; %- %rrz'
Critère de Hosford (.1972)

t lo, - orl- + lo,l- + lorl* - 2o* = o

(rrr-4)

(rr-s)

""/ =l(u *,rf/^ % - /tt * z^-,,)/^

Critère non quadratique de Hill (.1979)

(L + zt)lor - c.21' * lor * orl* - (2o)' - 0
(rrr-6)

'"/= 
ftr(L+r1l/^ %- /o*z')/^

Les figures III- 1 et III-2 montrent, respectivement pour le critère
quadratique de Hill et pour le critère de Hosford, les fonctions g(0)
"exactes" et celles obtenues par développement en série de Fourier. Dans

chaque cas, le coefficient a4 a été choisi de façon à obtenir un bon
ajustement pour n/4 < 0 < nlL, c'est-à-dire entre la traction unia,riale et le

cisaillement. On observe alors, pour les fortes valeurs de r avec le critère
quadratique de Hill, et pour le critère de Hosford que les courbes ne sont
pas correctement reproduites pour 0 < 0 < tcl4, c'est-à-dire entre la
traction équibiaxiale et la traction uniaxiale, et que donc davantage de
termes seraient nécessaires dans le développement en série. La difficulté
serait alors de dégager une méthode d'identification des paramères
faisant appel à des données plus nombreuses. Le développement en série
nous a semblé peu convaincant, etaété abandonné.
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I

0.9

0.8

0.7

bo
0.6

0.5

0.4

0.3

22.5 45 67.5

Q (degre)

@

èo

0.9

0.8

0.6

0.5

r=l m=8 aa= 0.005

Fourier
Hosford (1972)

22.5 45

0 (degre)
67.5 90

Figure m-2 Comparaison entre les fonctions g(e) colrespondant au
critère de Hosford, et à un ajustement par développement

r =0.5 a+= 0

Hill quadratique

r= l  aa=0 .001

r =2 a a= 0.005

=4 a += 0.009

Figure III-1 Comparaison entre les fonctions g(e) colrespondant au
critère quadratique de Hill, et à un ajustement par
développement en série de Fourier.

o.7

en série de Fourier.
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III-2-2 Extension du critère de Drucker au cas de I'isoEopie transverse

Le critère de Drucker (19a9) est un critère isotrope, faisant intervenir les

deuxième et troisième invariants du déviateur des contraintes. Comme

nous I'avons vu au $ I-6.1, il permet de rendre compte de façon très

satisfaisante de surfaces de plasticité qui, dans le cas de I'isotropie, se

situent souvent entre les prévisions du critère de Von Mises et du critère

de Tresc a. La surface de plasticité de Drucker est décrite par l'équation
(I-11). Il est possible, dans le cas d'un état de contraintes planes, de

présenter ce critère sous la forme d'une fonction g(0)' par un calcul

analytique simple ou à partir de considérations géométriques dans I'espace

de Haigh Westergaard (cf. Annexe I). On obtient le résultat suivant :

(t - k)g(e)-6 = (.0s2 0 + 3 rin2 e)3 - k cos2 0(cos2 0 - 9 r in2 e)2 GII-7)

avec k=4cl2l. Un critère pouvant être envisagé pour décrire un

comportement avec isotropie transverse s'obtient à partir de (III-7), sous

la forme :

(1 -k)g(e)* =(cosz0+ - k cos2 e(cos2 e - B sin2 e)' GIr-8)

où A et B sont des constantes positives sans dimension. Les trois

paramètres k, A et B apparaissant dans l'équation (m-8) peuvent être

déterminés en connaissant les trois quantités adimensionnelles : r, (oo/o)

et (t/o) (cf Annexe tr).

III-2-3 Forme générale du modèle

C'est la forme (m-8) de la fonction g(0) que nous avons retenue dans la

suite de cette étude. Ainsi, I'expression générale pour le cas de

I'arrisotropie transverse est donnée par l'équation (tr-62), dans laquelle

g(0) conespond à I'expression (III-8). Le modèle est donc représenté par

les équations :

51

e sin2 e)3

(l - t;d6g(0,sf* = [r(e)]du - 2asin0cos2n-r0 + bsin2p 0c0s2q 20 (rr-e)
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avec

(t  -  k)g(e)* = F(0) = (cos2 e + Asin2 0l - kcos2 e(cos2 e - Brin2 e)2

Comme celà est détaillé dans I'annexe III , la détermination des
paramètres peut être effectuée de la façon suivante : tout d'abord, les
valeurs de k, A et B peuvent être obtenues à partir des valeurS r45, (o+s/o)
et (t/o) correspondant à des essais où les directions principales de
contraintes sont à 45o des directions d'orthotropie (t désignant la
containte de cisaillement pur parallèlement aux axes d'orthotropie c'est-
à-dire o1 = -o2 = t à I'angle a=nl4). Les coeffTcients a et b caractérisant
I'anisotropie transverse sont ensuite obtenus en fonction des valeurs de rg
et r9g et des paramètres m, n et p. Le choix des exposants m, n, p et q
conditionne l'évolution du lieu limite dans I'espace (or,oz) lorsque cr
varie, comme celà sera discuté au $ Itr-3-3.

III.3 COMPARAISON DU MODELE AVEC DES RESULTATS
EXPERIMENTAUX OU DES RESULTATS DE
C LCULS D'HOMOGENEISATION

Nous confrontons maintenant les prévisions du modèle à un certain
nombre de résultats théoriques ou expérimentaux, comme celà a été
envisagé au chapitre I pour les critères de plasticité usuels de la
littérature. En même temps, nous essayons de dégager I'influence des
différents paramètres introduits dans le modèle, afin de guider le choix de
ces paramètres et de mettre en lumière les améliorations apportées par la
présente description. Comme dans le chapitre I, nous procédons par
étapes successives, en envisageant le cas de I'isotropie, puis de I'isotropie
transverse et enfin I'anisotropie transverse.

III-3-1 Cas de I'isotropie

Nous avons déjà signalé au $ I-6-1 que le critère de Drucker (1949)
permet d'obtenir des surfaces de plasticité intermédiaires entre celles de
Von Mises et de Tresca, de façon comparable au critère de Hosford
(1972). Afin de confÏrmer I'aptitude du critère de Drucker à décrire, en
particulier, les surfaces de plasticité initiales obtenues par calcul
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d'homogénéisation par Barlat et Lian (1989), les prévisions du critère de
Drucker sont reportées sur la figure III-3 sous la forme de différentes
sections de la surface de plasticité dans I'espace (o**/o, o'yylo, o*r/o) par

des plans correspondant à différentes valeurs de la contrainte de
cisaillement normalisée, S=oxy/o. La comparaison avec la figure I-5

confirme que le critère-de Drucker décrit de façon très précise les
résultats du calcul d'homogénéisation, de manière tout-à-fait comparable
au critère de Hosford (1972). On peut donc considérer que le critère de
Drucker constitue un point de départ bien adapté aux extensions
successives qui sont analysées maintenant.

Figure m-3

-1  -0 .5  0  0 .5  1  1 .5

oxx/  o

Représentation du critère de Drucker (1949) pour
différentes sections dans I'espace oË/o, c,yylc, c.xyl6. Cette
figure est à rapprocher de la figure I-5.

III-3-2 Cas de I'isotropie transverse

La figure III-4 fournit une comparaison des prévisions du critère
quadratique de Hill (1948) et du présent modèle (équation (m-8)), pour
quatre matériaux modèles ayant pour valeurs du coefficient d'anisoû'opie
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s = o.e/V'
s = o,a= 

o-s//

Equ. (  A- lV-1

s = 0.544 
y'

S =  O r r l 6
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noffnale, r=0,5; r--l;r=2 €t r=4. Les valeurs des paramètres A et B dans

l'équation (trI-8) sont liées par la relation B=3A, de façon à obtenir A=3

et B=9 dans le bas isotrope (r=1). De plus, la valeur k= 0,3 a été choisie

pour obtenir des surfaces convexes pour toutes les valeurs de r.

On observe, en plus de -l'aplatissement des surfaces de plasticité au

voi}inage de la déformation plane et du cisaillement, une plus faible

influence du coefficient r sur le rapport de contraintes (o/ou) avec le

présent modèle qu'avec le critère quadratique de Hill. Cette tendance va

dans le sens des observations expérimentales signalées au $ I-6-2.

0 0.5

o" /  o
. l

Figure m-4 Surfaces de plasticité prévues pour des matériaux avec
isotropie transverse, pour différentes valeurs du
coefficient d'arri sotropie normale r.

La figure m-5 reprend les points expérimentaux obtenus par Hecker et

Stout (1983) sur un aluminium commercial présentant une valeur

moyenne du coefficient d'anisotropie f=0,6. Les prévisions du critère

quadratique de Hill (1948) et du présent modèle (équation (Itr-8)) sont

également reportées. I-es paramètres k, A et B du présent modèle ont été

déterminés à partir des valeurs de (o/oJ, (o/t) et r estimées à partir des

résultats de Hecker et Stout (1983), puis leurs valeurs ont été légèrement

modifiées afin d'assurer la convexité de la surface de plasticité obtenue.
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On constate une prévision bien meilleure qu'avec le critère quadratique
de Hill, l'écart maximal sur les valeurs de contraintes étant de 1,37o en
cisaillement pur alors qu'il est de l47o avec le critère quadratique de Hill.

ALUMINIUM lIOO

- - - - - - ï - - -

l \
\
t
t
I
I
I
,
I
,

I

--- Hil l quadratique

Modele eq.(Itr-8)

* Pts experimentaux
(Hecker & Stout (1983)

/ i
I

0.5

o2l  o

Figure III-5 Comparaison des surfaces de plasûcité obtenues à I'aide du
critère de Hill et du présent modèle avec des points
expérimentaux empruntés à Hecker et Stout (1983).

III-3-3 Cas de I'anisotropie transverse

Afin d'analyser le rôle des paramètres introduits pour "passer" d'un
critère à isoropie transverse à un critère à anisotropie transverse, nous
considérons tout d'abord un matériau modèle ayant pour coefficients
d'anisotropie rs-2, t+s=3 et 196-1 selon des directions de traction à 0o,
45o et 90o, respectivement, de la direction de laminage. Les coefficients h
A et B sont tout d'abord déterminés en considérant le comportement du
matériau obtenu lorsque les directions principales de contraintes sont à
45" des directions d'orthotropie (cr=rcl4).En imposant la condition B=34
et en fixant une valeur de k assurant un aplatissement de la surface de
plasticité près de la déformation plane et du cisaillement pur, tout en
préservant la convexité de la surface, la valeur du paramètre A est alors
déterminée à partir de la valeur de ra5. Les paramètres d'anisotropie
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transverse a et b étant déterminés en fonction de r0, f90 et des exposants

ffi, r et p, il nous reste à analyser le rôle de ces exposants, ainsi que de

I'exposant q, sur les variations des contraintes d'écoulement en fonction

de I'orientation de la sollicitation.

Le rôle de ces exposants peut être discuté à partir des figures III-6 à

m-8 , qui montrent l'évolution de la contrainte de taction uniaxiale oa

en fonction de I'orientation.

\
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0 22.5 45 6't.5
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Figure Itr-6 Influence de I'exposant m sur la variation de la conEainte
de raction uniæriale en fonction de I'angle a.

L'influence de I'exposant m est mise en évidence sur la figure III-6. On

observe pour des valeurs de m inférieures à 3, le comportement

classiquement obtenu (par exemple, avec le critère quadratique de Hill), à

savoir qu'avec :ry6) r0 > r90 on obtient Oo > OgO ) O+s . Le minimum de

Oa est par contre changé en un maximum pour des valeurs de m

supérieures à 3, pour lesquelles on obtient oas ) oo ) O9s. Enfin, une

singularité est observée pour m=3. Le comportement habituellement

observé correspond au premier cas ( oo ) oso ) o45 pour ru) ro> rg0).

Compte-tenu de la souplesse apportée par le choix des exposants n et p,

nous avons fixé dans toutes les simulations de surfaces de plasticité la

valeurdemà2.
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Le rôle des exposants n et p est analysé sur la figure III-7. L'évolution
observée pour n=p=l est très proche de celle qui serait obtenue avec le
critère quadratique de Hill (1948), c'est-à-dire que la prise en compte
d'un coefficient k "d'aplatissement" de la surface joue un faible rôle sur
l'évolution de os, et plus généralement, sur l'épaisseur de I'anneau généré

dans le plan des containtes principales (or,oz) lorsque cr varie.

57

1.2

=r:iif:i
n=2;p= l
n=2 ;p=2
^ - 1 ' - - ?

F\.*-.\- 
' 'P-'

\ 
-\-a-=------

\ .  
- - -  - - -  -  

. /
\ ,  

--__l:: 
i :==É:_

\'.. , /
\ \ ' .  , ' '  , /

^  \ ' - .  . ' ' ' '  , ' /T o  = z  \ ' - ' - , - . -  -  -  
, /

i '=1 \/
t * = l

K=0.25  ;B=3A; rn=2 ;q - l

I . l

I

b'
-* 0.9
b-

0.8

0-7

0.6

0 22.5 45 67.5 90

Cr (degre)

Figure m-7 Influence des exposants n et p sur la variation de la
contrainte uniaxiale en fonction de I'angle cr.

Une augmentation de I'exposant n conduit à un rapprochement des deux
contraintês og et o90, sans modifier sensiblement la forme de la courbe
Oa(cr), qui conserve un minimum marqué au voisinage de Cr=45o. Par
contre, une augmentation de I'exposant p ne modifie pas les valeurs
relatives de oo et de o9e, ûIâis conduit à une forte augmentation du
minimum de os observé pour a = 45". Lorsque I'on choisit des valeurs
de n et p toutes deux supérieures à I'unité, on combine les deux effets,

c'est-à-dire que I'on obtient à la fois un rapprochement des deux

contraintes Og êt 699, et une augmentation de O+s.

Le paramètre q ne modifie pas les valeurs relatives de oo, ols et o9s, mais

son augmentation conduit à un "évasement" de la courbe O" (Cr)
(Figure III-S). L'évolution obtenue avec 9=1 correspond au
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comportement généralement observé.

22.5 45 67.5 90

Ct (degre)

Figure III-8 Influence de I'exposant q sur la variation de la conrainte
uniaxiale en fonction de I'angle cr.

Nous analysons maintenant cinq aciers, pour lesquels les résultats obtenus
pour différents trajets de chargement nous ont été fournis par le
LEDEPP. Les essais correspondent à des tractions uniaxiales selon les
directions à 0o, 45o et 90' de la direction de laminage, à des tractions
planes (déformation plane) à 90" de la direction de laminage sur
éprouvettes larges, et à des expériences de gonflement hydraulique dont
les résultats ont été analysés de façon à obtenir le comportement sous
sollicitation équibiaxiale au pôle. Les courbes o-e de ces cinq aciers ont
été reconstituées à partir d'un ajustement selon une loi polynomiale de
degré 6 donnée.

Les courbes o-e pour les différents aciers, et les coefficients
d'anisotropie mesurés selon les trois directions de traction sont reportés
sur les figures trI-9 (a), (b), (c), (d) et (e) et dans le tableau III- 1,
respectivement. Les aciers IF, ES et Solphor présentent une variaton du
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(r+s < ro < r90). Pour ces trois aciers, la courbe o45 est au dessus des
autres, les courbes o0 et oso étant peu différentes. Le classement attendu à
partir du critère quadratique de Hill, oo ( o90 , n'est respecté que pour
I'acier Solphor, mais l'écart observé dans le cas des aciers IF et ES est
très faible. Les aciers à dispersoides et Solpress présentent une variation
monotone de ra (ro ( r+s'< rqg) assez peu marquée, et les courbes de
traction sont proches les unes des autres. Les courbes de traction
équibiaxiale se situent toutes nettement au dessus des courbes de traction
uniaxiale, l'écart relatif étant plus faible pour I'acier à Dispersoïdes qui
présente la plus faible valeur du coefficient d'anisotropie. Les courbes de
traction plane présentent en général un taux d'écrouissage plus fort puis
plus faible que pour les autres essais. Toutefois, les essais de traction
large conduisent à des gradients de contraintes et de déformation
importants selon la largeur et sont donc les moins fiables vis-à-vis de
I'identification de la loi d'écrouissage.

Tableau III-1 Valeurs du coefficient d'anisotropie mesurées sur les cinq
aciers.

On peut donc estimer que l'écrouissage est comparable quel que soit le
trajet envisagé, de sorte que les surfaces de plasticité associées aux
courbes o-e pour différents trajets, et pour des niveaux croissants de
déformation équivalente, obéissent raisonnablement à un écrouissage
isotrope. Plutôt que de choisir la définition de déformation équivalente
associée au critère de Von-Mises, il est plus logique de se référer aux
résultats expérimentaux, et de Eacer les surfaces de plasticité à un niveau
donné de travail plastique. Nous comparons, sur les figures III-10 (a),
(b), (c), (d) et (e) et trI-l l (a), (b), (c), (d) et (e) , les surfaces de
plasticité correspondant, respectivement, au critère de Hill quadratique et
au modèle proposé (équation (III-9)). Les points expérimentaux
correspondant à un niveau donné de travail plastique sont également
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Acier rf) f 4 i rqô r

IF 2.09 1.94 2.18 2.19
ES 1.84 1.35 2.21 1.69

Solnhor 1.68 r.42 1.85 1.6, , ,
Soloress 1.92 2.03 2.59 2.15

Dispersoides 0.96 1.07 t .24 1.09
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reportés. La détermination des paramètres du modèle a été effectuée de la
façon suivante : les paramètres k, A et B étant déterminés en faisant
intervenir la conrainte en cisaillement pur (qui n'est pas mesurée), cette
dernière a êté estimée à partir des trois équations A-tI-1, A-II-2 et A-II-3
de manière à se situer près de la limite de convexité, et obtenir ainsi un
aplatissement des surfaces au voisinage de la déformation plane. Les
exposants m, n, p et q ont dans tous les cas été pris égaux à2,2,2 et I,
respectivement, et a et b sont donc obtenus à partir des deux valeurs de 16
et res . Les valeurs des paramères sont récapirulées dans le tableau m-2.

Acier k A B a b
IF 8.28-2 4,381 15.119 -9.38-2 0,403
ES 0,4467 3,11.6 6,2554 -5.898-2 0,635

Solphor 0,4269 3,'.7 6 7,348 -3,1,18-2 0,337
Solpress 0,315 4,452 t0.14 -9,778-2 0,147

Dispersoides 0,223 3,165 t .267 -8.t48-2 t .3E-2

Tableau m-2 Valeurs des paramètres intervenant dans le modèle
. proposé (équation (Itr-g)) pour les cinq aciers.
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Figure m-9 Courbes O-e obtenues sur les cinq nuances d'acier, en
Eaction unia,riale pour les tois directions à 0o, 45o et 90"
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Pour le modèle proposé (équation (III-9)), nous constatons sur la figure

(m-11), en plus de I'aplatissement de la surface de plasticité au voisinage

de la déformation plane et du cisaillement, une diminution de l'épaisseur

du domaine annulaire engendré dans I'espace des contraintes principales

(or,oz) lorsque cr varie :'celà est du au choix des exposants n et p

supérieurs à I'unité. En particulier , les variations de la contrainte

uniaxiale sont fortement diminuées par rapport aux prévisions du critère

quadratique de Hill, comme celà est mis en évidence sur les figures

I[-I2 (a), (b), (c), (d) et (e). Nous obtenons ainsi des variations beaucoup

plus proches de I'expérience tout en observant' comme avec le critère

qrraAiatiqrre de Hill, des évolutions qui obéissent aux inéquations

àocos0<oa5 lorsque r45(rs(res (aciers IF, ES et Solphor); ou os(oa5(oee

lorsque r6(r45(res (aciers à dispersoides et Solpress)'
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Un tel comportement est observé sur de nombreux aciers. La figure

ru-13 reprend les résultats présentés sur la figure I-9 pour des aciers

austénitiques et austéno-férritiques étudiés par Makinde (1986). Nous

avons ajouté les prévisions obtenues avec le présent modéle avec
p=n=p-2 et q-1, qui fournissent un meilleur accord avec les points

expérimentaux que le critère quadratique de Hill.

les coefficients d,anisotropie selon les trois directions de traction sont

reportés dans le tableau III-3.

ACIER ro f4 i rqo

AUSTENITE 0.55 1, .L] 1.5

AUSTENO-FERRITIQUE
Sl.S%ofenite)

0.36 t .36 0.53

AUSTENO-FERRITTQUE
flSVofenite\

0.39 1.58 0.51

Tableau m-3 Valeurs du coefficient d'anisotropie r.

g 22.5 45 67.5 90 ,
C[ (degre)

Figure m-13 Variations de la contrainte de traction uniaxiale en

fonctibn de I'orientation o pour des aciers austénitiques et

austéno-férritiques.
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Nous présentons enfin sur les figures III-14 à m-18 des comparaisons

avec des calculs d'homogénéisation effectués par Lege et coll. (1989). La

fonction de distribution des orientations cristallographiques a êtê choisie

comme donnée d'entrée pilr ces auteurs pour déterminer' à I'aide de la

théorie de Taylor-Bishop-Hill, les variations de rs, oo / o6 et fo en

fonction de I'orientation. On constate (Figures III-15 et III-16) que notre

modèle fournit une bonne description des surfaces dans l'espace des

contraintes (O**/O ,ç,yyl1, O*y/O), avec un couplage fort entre contraintes

normales et contraintes de cisaillemenl De plus, le critère quadratique de

Hill et la surface de plasticité utilisée par Lege et coll' (correspondant au

critère à trois .o-poruntes de Barlat et Lian (1989)) surestiment les

variations de oo @igure III-17) et de fs (Figure III-18), qui mesure le

glissement observé lors d'une traction hors-axes (équation (tr-57))' A

partir de ce résultat, on peut prévoir en particulier des cornes

d,emboutissage moins prononcées, dans I'essai d'emboutissage d'un godet,

avec le présent modèle où les meilleurs ajustements ont été obtenus avec

n=p=2,qu'avec le critère quadratique de Hill'

Alliage 2008-f4
+ + + 

8:B|ST#"E & ar.,re8e)
Equ.( A-III-3 )
Hill quadratique
Critere de trois comPosantes
(LEGE & a1.,1989)
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Figure IU-15 Représentation de la sudace de plasticité pour différentes

sections dans I'espace (Oxx/O , oyyl6, o*y/o) poul I'alliage

2008-T4. (d'aprés Lege et coll. (1989)).
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Figure m-16 Représentation de la sudace de plasticité pour différentes
sections dans I'espace (Oxx/O ,6yyl6, O*y/O) pour I'alliage

2008-T4 (équation (A-tV-3)).
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Itr.4 CONCLUSION

La description du comportement plastique orthotrope, dont les

caractéristiques générales avaient été développées au chapitre II, a été

complétée dans ce chapitre par le choix d'une fonction décrivant le

comportement isotrope transverse. Cette fonction s'appuie sur une

extension du critère isotrope de Drucker. Ainsi, la modélisation proposée

nous a conduit à construire un critère de plasticité orthoEope comme une

extension pas-à-pas d'un critère isotrope au cas de I'isotropie transverse

puis de I'anisotropie transverse. Cette modélisation permet d'analyser de

façon simple I'influence des paramètres sur I'atteinte de la limite

élastique, avec un découplage enre les paramètres introduits pour décrire

la surface de plasticité dans I'hypothèse d'isoEopie transverse (ou lorsque

les directions principales des contraintes sont à 45o des directions

d'orthotropie) et ceux décrivant I'influence de I'orientation de la

sollicitation sur les contraintes d'écoulement.

Dans le cas de I'isotropie transverse, le modèle, qui comporte alors trois

paramètres, pennet d'obtenir un aplatissement de la surface de plasticité

au voisinage de la déformation plane et du cisaillement, tout en imposant

le rapport contrainte équibiaxiale / contrainte uniaxiale (o/ou) et en

respectant la valeur du coefficient d'anisotropie normale r obtenue en

traction uniaxiale.

Dans le cas de I'anisotropie transverse, le modèle est susceptible de rendre

compte d'une faible dépendance des contraintes d'écoulement en fonction

de I'orientation de la sollicitation, tout en respectant les valeurs du

coefficient d'anisotropie rs mesuré ou calculé en traction uniaxiale selon

les d.ifférentes orientations utilisées habituellement : 0", 45o et 90"' A

notre connaissance, seul le critère de Karafillis et Boyce (1993), est

également susceptible d'autoriser une telle souplesse.
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CHAPITRE IV

APPLICATION A LA PREVISION DES LIMITES DE

FORMAGE DES TÔT,BS

LeS prOCédéS de fOrmage des metaux' notamment t emoouussaËç uç5

tôles, corespondent à des processus complexes où intervient un grand

nombre de paramètres difficiles à cerner et à maîtriser. Par là même, il

va de soi qu'une connaissance approfondie du matériau et de sa

formabilité est nécessaire pour I'utiliser dans des conditions optimales et

pour raûonaliser les procédés de mise en forme'

Le calcul, malgré des moyens puissants et des modélisations de plus en

plus précises, ne pennet pourtant pas encore de prévoir à coup sûr la

valeur et la localisation des déformations. La prévision des déformations

limites fait couramment appel à la courbe limite de formage (CLF)

initialement proposée par Keeler (1965) et pal Goodwin (1968). Cette

courbe représente, dans un diagramme e1, e2 (où Et et Ez sont
'respectivement la plus grande et la plus petite des déformations

principales dans le plan de la tôle), les déformations limites obtenues soit

à I'apparition de la striction, soit à la rupture de la tôle, pour des chemins

de déformation quasi-|inéaires (c'est-à-dire en maintenant le rapport

P= ezl er aussi constant que possible).

Nous exposons tout d'abord dans ce chapitre les principales approches

théoriques visant à obtenir une prévision des limites de formage à

striction. Nous étudions ensuite, dans le domaine de l'expansion

(correspondant à des déformations et et Ez toutes deux positives) les

limites de formage prévues par une analyse de localisation en prenant en

compte les influences de l'écrouissage, de la sensibilité à la vitesse de

déformation et de I'anisotropie normale du matériau ou, plus

généralement, de la forme de la surface de plasticité. Enfin, nous

confrontons les prévisions théoriques de notre modèle avec des résultats

formage métaux, notamment I'emboutissage

expérimentaux.
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La première analyse de bifurcation est due à Hill (1952). L'instabilité

correspond à I'apparition d'une striction localisée, qui se produit le long

d'une ligne d'extension nulle, inclinée d'un angle V par rapport à I'axe de

plus grande contrainte principal€ or. Cette ligne n'existe que dans le

domaine du rétreint, c'est-à-dire pour P= ezl er<0' La striction se produit

lorsque les forces normale et tangentielle à cette direction d'extension

nulle deviennent stationnaires. En utilisant le critère de Von Mises avec

écrouissage isotrope et la loi d'écrouissage de Hollomon 6 = KEn, le

critère s'exprime simplement Par :

Ê 1 * Ê 2 = 1 (w-1)

ce qui représente l'équation analytique de la CLF dans le domaine du

rétreint.

En utilisant la théorie de l'écoulement, une approche de bifurcation ne

pennet pas de prévoir les limites de formage observées dans le domaine

de I'expansion (p>0). Stôren et Rice (1975) ont utilisé la théorie de la

déformation afin d'obtenir des limites de formage dans ce domaine. Ces

auteurs notent que les équations de la théorie de la déformation

permettent en fait de modéliser I'apparition d'un point anguleux sur la

surface d'écoulement. Cette analyse de bifurcation a été ré-examinée par

Hutchinson et Neale (1978).

L'analyse est faite en cherchant si, dans une bande de localisation de la

déformation, la vitesse de déformation peut être différente de celle du

reste du matériau. L'écriture des équations d'équilibre et de compatibilité

fournit alors, classiquement, un système linéaire homogène (de deux

équations à deux inconnues) dont le déterminant doit être nul pour avoir

une solution non triviale pour le saut de gradient de vitesse. On obtient en

particulier, dans le domaine de l'expansion où I'angle de la bande de

localisation minimisant la déformation critique est nul, I'expression

suivante de la déformation t1 à bifurcation :
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3p'+n(z+p)2 (rv-2)

Afin d'obtenir des limites de formage dans le domaine de l'expansion,

tout en utilisant la théorie de l'écoulement avec une surface sans points

anguleux, Marciniak et coll. (1967,L973) ont considéré un matériau à

deux zones, chacune homogène mais d'épaisseurs différentes' pour

expliquer la localisation de l'écoulement plastique. Hutchinson et Neale

(1978) ont étendu I'analyse à tout le domaine allant de la traction

uniaxiale à I'expansion équibiaxiale, en supposant le défaut incliné

initialement d'un angle V(0). La localisation de la déformation commence

dès le début du chargement, en s'accélérant fortement au cours de celui-

ci. Les déformations limites sont définies coillme les valeurs obtenues

dans la zone "homogène", lorsque la déformation équivalente dans la zone

de sous-épaisseur tend vers I'infini, ou lorsque celle-ci atteint une valeur

critique associée à un critère de rupture ductile (Ghosh, 1978).

Le défaut d'épaisseur est caractérisé par le facteur f :

(rv-3)

où hô et hB sont, respectivement, les épaisseurs initiales de la zoîe

homogène et de la zone de striction. On impose une trajectoire de

déformation rectiligne à la zone homogène, soit :

P -eilei = Cte (rv-4)

Les axes I et 2 sont les axes principaux de contraintes et de vitesses de

déformation. L'inclinaison de la bande évolue au cours de la déformation,

selon l'expression suivante :

GV-5)

,-hô-hBr -  
h â

ran v = tan ry(o) exp[(r - p)rî ]
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En notant n et t les directions normale et tangentielle à la bande, les

conditions d'équilibre entre les deux zones s'écrivent :

oTnhu = olohb

ofi,hu = olrhb

L'équation de compatibilité des déformations dans la direction t est :

defl = 4gu (rv-7)

Ces équations, complétées par la loi de comportement du matériau,

permettent d'obtenir les équations gouvernant le processus de localisation

de la déformation. Leur résolution donne la déformation plastique

cumulée eb dans la zone de striction en fonction de la déformation Ea

dans la zone homogène. L'angle initial V(0) est choisi de façon à

minimiser la limite de formage eu. Dans le cas de I'isotropie tansverse,

cet a:rgle est égal à 0 dans le domaine de I'expansion, ce qui correspond à

I'analyse initiale de Marciniak et coll. (1961, 1973).

De nombreuses. études ont été effectuées en considérant différentes

surfaces de plasticité avec écrouissage isotrope (Parmar et Mellor (1978),

Lian, Thou et Baudelet (1989)), ou en prenant en compte I'influence d'un

écrouissage cinématique (Tvergaard (1978), Dudzinski et Molinari
(1985)). L'influence de la forme de la surface de plasticité est très

importante dans le domaine de I'expansion, coûtme cela est illusré sur la

figure (IV-1).

Une interprétation qualitative de cette influence a été donnée par Sowerby

et Duncan (lg7l). La condition de compatibilité (dei = del pour V=0)
implique que le chemin de déformation dans la zone b dévie

progressivement vers la déformation plane au cours du processus de

localisation (po - deT I de\ + 0). Pour une valeur donnée de

déformation équivalente, cette évolution vers la déformation plane

conduirait à une augmentation de la plus grande contrainte principale of .

Autrement dit, la déviation du trajet de déformation conduit à un effet

stabilisant dans l'équation d'équilibre, qui s'exprime ofhb = olha pour

(rv-6)

V=0. Ferron et Mliha-Touati (1985) ont montré, à partir d'une analyse
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linéaire de localisation, que la courbure de la surface de plasticité

intervient explicitement dans l'équation de localisaton qu'ils ont établie,

ce qui traduit bien I'influence de la forme de la surface de plasticité. Lian

et coll. (1989) ont choisi d'introduire le rapport de contraintes P=otps/ou

pour rendre compte de cet effet (06 et o1o, étant respectivement la

contrainte de traction équibiaxiale et la plus grande contrainte en

déformation plane). La figure (IV-2) montre que pour des valeurs

données du coefficient d'écrouissage et du coefficient de sensibilité à la

vitesse de déformation, la déformation limite en traction équibiaxiale

augmente lorsque le coefficient P augmente.

u.o

(-
- 1

n l
LJ.1r

OB

0./- .. 0.6
a2

Figure tv-l Courbes limites de formage calculées avec le critère de

von Mises (r=1); le critère quadratique de Hill (r=0.5 et

r=2); le critère non quadratique de Hill, équation (I-18)'

(d'après Ferron et Molinari' 1989).

Dans le cas du rétreint la mise en oeuwe numérique est plus complexe

puisqu'il faut alors chercher I'angle \t(0) minimisant la limite de

formage. Toutefois, la sensibilité des limites de formage à la forme de la

surface de plasticité est très peu marquée dans le domaine du rétreint.

Chan et coll. (1984).et Lian et Zhou (1939) ont montré' en supposant le

défaut d'épaisseur aligné selon la direction d'extension nulle, qu'un

critère de déformation en épaisseur peut alors être établi,

N =022

M=0.02
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indépendarnment de la surface de plasticité. La déformation critique en

épaisseur ne dépend alors que de n (coefficient d'écrouissage), m

(coefficient de sensibilité à la vitesse de déformation) et f (taille du

défau|. On retrouve le critère de Hill (équation (W-1)) avec m=0 et f=0.

L'erreur introduite dans cette analyse ne dépassant pas 2Vo pat rapport à

une analyse exacte, il semble inutile d'étudier plus en détail I'influence du

choix de la surface de plasticité dans le domaine du rétreint. De plus, les

prévisions théoriques sont généralement en bon accord avec I'expérience

dans ce domaine.

a = Q . 2 2  m = O . O 1 2  F O = O ' 9 8

ô Â

a

ç
J

,

I

u . <

I |  1 n|  ô 6. 0 0 a ) q{  t E a 2 ô

Figure 
'fV-z 

Influence du rapport P = orp, / ob sur la limite de

formage en Eaction équibiaxiale, (d'après Lian et coll,

1989).

Une analyse de pernrrbation a étê effectuée par Dudzinski et Molinari

(1991) afin d'éviter le caractère artificiel du défaut introduit dans les

analyses de localisation. A chaque instant du processus de déformation,

une perrurbation est appliquée. La croissance ou la décroissance de la

pernrbation traduit la stabilité ou I'instabilité de l'écoulement. Un faible

taux de croissance de la perturbation est obtenu en expansion, montrant le

caractère instable de l'écoulement, même si aucune bifurcation n'est
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prévue. Les limites de
valeur critique du taux

alors définies à partir du choix d'une

de la perturbation.
formage sont
de croissance

Nous analysons maintenant les limites de formage prévues à partir d'une

approche de localisation utilisant le modèle de plasticité décrit dans les

chapitres fI et III. Nous nous limitons au cas de I'expansion, pour un

matériau à isotropie transverse et à écrouissage isofope. Le matériau est

viscoplastique, et vérifie une loi multiplicative de la forme

o = K( to *  t )nè ' .

IV-3-1 Mise en équations

Dans le cas étudié I'angle ry minimisant la limite de formage est nul- On

considère donc un défaut géométrique de taille f, perpendiculaire à la

direction de plus grande contrainte or. Les équations d'équilibre et de

compatibilité sont données respectivement par :

où
On
soit

olh' = olhb

Ael = 69!

A( désigne I'incrément de la variable 6 an cours d'un

impose un chemin de déformation radial dans la zone

e=ffi=Cte=pu

(w-8)

pas de calcul.

homogène a,

(w-e)

Le calcul est piloté par le choix d'un incrément Aef . La valeur nominale

0a de I'angle 0 sur la surface de plasticité est connue en fonction de pa à

partir de la relation suivante, obtenue à partir des equations (tr-22) :

^ - gcos(0 +æ / 4) + g'sin(0 + æ / 4)
Y - gsin(0 +n I 4)- g' cos(0 +n | 4)

(ry-10)
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et I'incrément de déformation équivalente dans la zone a se calcule à

I'aide de (lI-22) :

A€= "l-zg2 Le, ( IV-11)
gsin(O + n I  a)  -  g 'cos(O +æ |  4)

on peut ainsi déterminer la force normale Fa = olha à la fin du pas de

calcul. La résolution consiste alors à déterminer les valeurs du rapport de

vitesse de déformation pb - LeT / Aef ou, de façon équivalente, la

valeur de I'angle 0b sur la surface de plasticité, pendant le pas de calcul

considéré, de façon que Fb = olhb soit égal à F" à la fin du pas. On utilise

une procédure itérative sur 0b, qui est nécessairement compris entre 0a et

0p, (angle corespondant à la déformalion plane)'

Les déformations limites ont été définies dans la zone a, lorsque Â€f tend

vers l'infini (en pratiqug le calcul est arrêté lorsque Aef I Aei > 50).

Nous avons également envisagé la possibilité d'une rupture ductile dans la

zoîe b, qui surviendrait alors que la localisation serait encore peu

développée. Une telle situation peut se rencontrer lorsqu'on s'approche

d'un état de traction équibiaxiale (Ghosh, 1978). Nous avons pour celà

utilisé le critère de rupture ductile de Cockcroft et Latham (1968)' qui

s'exprime par l'équation :

e f

io(ot  /  o)  de = C
0

(w-12)

où o=ob et s=eb désignent la conuainte et la déformation équivalente dans

la zone b, or = ol est la plus grande conuainte principale dans la zone b,

rr est la déformation équivalente à ruprure et C est une constante. La

valeur de la constante C a êtê, choisie en supposant que la déformation à

rupture en déformation plane, €lfps, est connue. En utilisant les définitions

de contrainte équivalente et de déformation équivalente associées à un état

de confaintes équibiædales, on monffe alors que la constante C, pour un

matériau insensible à la vitesse de déformation, est liée à K par la

relation :

o{ , [ ( ro 
*  prr rp, )n* t  - rô. t ]c

K
(rv- 13)
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avec P = + - ^l-ze(ap,)rin(eo, + n I a).
o

Dans toutes les simulations présentées ci-après, la taille initiale f du défaut

a étê prise égale à lVo.

La figure (IV-3) montre, pour un matériau de Von Mises insensible à la

vitesse de déformation, f influence de I'exposant d'écrouissage n. On

observe globalement une augmentation des limites de formage associée à

une augmentation de n, le rapport des déformations limites en traction

équibiaxiale et en déformation plane tendant à diminuer lorsque n

augmente.
0.7

0.6

q)

0.5

0.4

0.3

0.2

0.1

0

e2

Figure IV-3 Influence de I'exposant d'écrouissage n sur la CLF en

exPansion.

L'effet stabilisant de la sensibilité à la vitesse de déformation est

déformation

o=K(eJe)n

t,= 0.002

qualitativement comparable à celui de l'écrouissage (Figure (IV-4)).
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(,

0.7
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0.3
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Figure W-4 Influence de la sensibilité à la vitesse de défonnation m sur

la CLF en exPansion.

Cette influence est d'abord mise en évidence dans le cas d'un matériau

isotrope obéissant soit au critère de Von Mises, soit au critère de Drucker

(Figure (fV-5)). Les limites de formage plus faibles obtenues avec le

critère de Drucker s'expliquent par l'aplatissement de la surface de

plasticité au voisinage de la déformation plane, c'est-à-dire par la valeur
plus faible du rapport P = olps / ou.

L'influence du coefficient d'anisotropie observée en utilisant le critère

quadratique de Hill (194S) est visualisée sur la figure (IV-6). De |a même

façon que précédemment, les limites de formage plus faible obtenues

lorsque r augmente sont dues au fait que P diminue lorsque r augmente.

En utilisant le critère à isoUopie transverse colrespondant à l'équation

(m-8) avec B=3A (cf. les surfaces de plasticité représentées sur la

figure (III-4)), on obtient pour différentes valeur de 1, les CLF

m = 0.05

o =K( e,+ e )n

Ê, = 0.002

n=0.2
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présentées sur la figure (IV-7). L'influence de r est alors nettement

diminuée, les variations de P étant elles-mêmes nettement moindres

qu'avec le critère quadratique de Hill.
0.6
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0.4

qf 0.3

o.2

0 .1

0

0.3 0.4 0.5 0.6

è
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le critère de Von-Mises, et avec le
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.."'7
. , . .  /

. . t t  , /
. r t  t /
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: ' / /  .n,7 /  o=K(e,+e)
/ E"= o.oo2

, /  n  =Q.2
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Figure ry-5 CLF calculées avec
critère de Drucker.
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Hill quadratique

/i:; r=0 .5
t =  I
r=2
t =4

0.3 0.4 0.s

e2
0.80.70.60.1

Figue fV-6 CLF calculées avec le critère quadratique de Hill, pour

différentes valeurs du coefficient d'anisotropie normale r.
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Figure IV-7 CLF calculées avec le présent modèle, pour différentes

valeurs du coefficient d'anisotropie normale r.

Afin de mettre en évidence cette influence du paramètre P, nous avons

porté sur la figure (IV-8) les déformations limites en traction

équibiaxiale en fonction de P, en prenant les valeurs utilisées par Lian et

coll. (1989), n=0,22; m=0,012 et f=0,02.
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Figure IV-8 Influence du raPPort

r . t  t . l5  1 .2  1 .25
P= O,or /  O,o

P = o1p, / oo sur les limites de

Modele k=0.3 B=3A
Hillquadratique

+ Points d'apres Lian et coll 1989
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formage en traction équibia,riale.
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Les courbes obtenues en faisant varier le coefficient de r dans le critère

quadratique de Hill et dans notre modèle fournissent des résultats qui se

recoupent parfaitement avec ceux de Lian et coll. (1989). Le rapport P,

qui mesure en quelque sorte une surcontrainte associée au chargement de

trajet de déformation dans la zone de sous-épaisseur, joue un rôle

stabilisant essentiel dans le développement de la sEiction dans le domaine

de I'expansion.

IV-3-4 Rôle de la rupture ductile

Les simulations ont également été effectuées en utilisant le critère de

rupture ductile, corespondant à l'équation (IV-12). Avec un coefficient

d'écrouisSage n=0,2, et en supposant que la déformation à rupture en

déformation plane Ê1sps est égale à 0,8 (valeur moyenne obtenue par

Ghosh (1916) sur des tôles d'acier), les limites de formage ne sont

influencées par I'intervention de la rupture ductile que lorsque celles ci

dépassent la valeur de 0,6 en traction équibiaxiale. C'est le cas pour les

faibles valeurs de r avec le critère quadratique de Hill (figure IV-9), ou

pour des fortes valeurs du coefficient de sensibilité à la vitesse de

déformation. Les limites de formage sont alors plus basses au voisinage

de la traction équibiaxiale.

0.5

,ri 0.4

0.3

0.2

0.1

0

0.8

Hill quadratique -..'
r=0 .5

o=KÊ"+e)n
Eo= 0.002
n=0 .2

equation (Il/-12)
sans critere de

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

e2

Figure W-9 Influence de la ruptue ductile sur les limites de formage

calculées dans le domaine de I'expansion.
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Les figures IV-10 comparent des CLF expérimentales obtenues par

chargement "dans le plan", empruntées à Hecker et Stout (1983)' avec

celles calculées avec le critère quadratique de Hill, et avec le présent

modèle. Dans la mesure où nous ne disposions pas de I'ensemble des

paramètres rhéologiques du matériau étudié par Hecker et Stout, nous

avons procédé de la manière suivante : dans les simulations de la

figure IV-10-a, nous avons utilisé les deux surfaces de plasticité de la

figure III-5, en faisant appel à la loi d'écrouissage viscoplastique établie

par Mliha-touati (1985) sur une même nuance d'aluminium- Dans la

figure IV-10-b, nous avons utilisé les paramètres déduits d'une étude de

Ilahi et coll. (1981), en utilisant le coefficient d'anisotropie moyen, la loi

d'écrouissage et une surface de plasticité déduite des résultats

expérimentaux de ces auteurs. Dans les deux simulations, nous

remæquons que la CLF prévue par le modèle a une allure proche de celle

déterminée par Hecker et Stout, mais qu'elle est plus basse, ce qui peut

s'expliquer par une valeur trop faible du coefficient d'écrouissage utilisé

dans les calculs. Par contre, I'accord concernant la forme de la CLF est

compatible avec une estimation correcte du rappo{ P= otp, / O6 avec le

présent modèle, alors que celui-ci est surestimé avec le critère

quadratique de Hill.

Sur la figure IV-l1, nous présentons des CLF expérimentale et calculées,

pour un acier ES qui a un coefficient d'anisotropie moyen I =I,92 , êt

dont les caractéristiques d'écrouissage ont été estimées selon la loi de

Hollomon. Les points expérimentaux ont été déterminés à partir d'essais

de gonflement hydraulique en utilisant des flans circulaires et elliptiques,

de différents rapports d'ellipticité. I-es CLF calculées avec le critère de

Hill ou avec le présent modèle sont proches, les surfaces de plasticité

corespondantes étant elles-mêmes peu différenæs. En outre, celles-ci se

situent toutes deux en dessous des points expérimentaux. Toutefois, il

convient de remarquer que les limites de formage sont sensibles à un

"effet de structure", et dépendent du mode de chargement hors-plan

appliqué pour leur détermination. Cette influence des conditions aux

limites, et le caractère non-intrinsèque des CLF a êtê discuté en

particulier par Zeghloul et Ferron (1'993). De ce fait, les CLF

déterminées dans thypothèse d'un chargement plan présentent un intérêt

pour estimer la résistance du matériau à la striction, mais l'analyse du
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processus de mise en fonne ne peut être évitée pour accéder aux limites

de formage effectivement observées, même si, dans le cas présent de

I'acier ES, la différence entre CLF expérimentale et calculées est assez
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peu importante.
0.8

0 7

0 ( r

0.-5

cd 04

0.3

0.2

0 . t

0

ALUMINIUM

n n l'o =K( t.+ t ) è
o" = o'034
n = 0.305
m  =  0 . 0 1 6
d aprcs Ml i l ra-Touat i  (  1985)

FI i l l  quadrat ique

N4rxjclc k=0.37 A=2.54 8=6.9'l

Courbe linrite experirnentale
d apres Hecker & Stout ( | 983)

0. r 0.2 0.3 0.5  06  0 .7  0 .8

0.2 0.3 0.4
E2

(b)

o.4

E2

cù

0.8

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2

0 .1

0
0.80.70.60.50 .1

Figure tV-10 Comparaison des CLF, expérimentale et calculées, dans le
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IV-4 CONCLUSION

Les influences du coefficient d'écrouissage, de la sensibilité à la vitesse de

déformation et de la forme de la surface de plasticité sur les courbes

limites de formage (CLF) ont été étudiées dans le domaine de I'expansion

dans le cas de f isotropie transverse. En plus des effets stabilisants de

l'écrouissage et de la sensibilité à la vitesse de déformation, les effets

associés à la forme de la surface de plasticité sont très important' Le

paramètre P, qui représente le rapport entre la contrainte de déformation

plane et la contrainte équibiaxiale, permet de caractériser I'effet

stabilisant associé au changement de trajet dans la zone de striction, qui

contrôle la forme de la CLF en expansion. Les effets associés au choix de

la surface de plasticité, ou à la valeur du coefficient d'anisotropie r,

peuvent être interprétés en considérant ce paramètre' Dans le cas de

I'aluminium, il est bien connu que le critère quadratique de Hill surestime

le niveau de la CLF en expansion. Par contre, nous avons montré qu'un

assez bon accord pouvait êfe obtenu à partir de la modélisation que nous

avons établie, ce qui est compatible avec une estimation correcte du

rapport P, celui-ci étant sruestimé avec le critère quadratique de Hill'

Enfin, I'apparition de la rupnre ductile peut, dans certains cas, contrôler

les limites de formage au voisinage de I'expansion équibiaxiale'

Acier ES +
i  = 1.92 +

+
+

T

++
+ t-i

,tl
+-.

n
O = K t

n = 0 . 2 2

Hill quadraÙque
Morjele k=0.06 A=4.84 B4.

* Pts experimentaux
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CONCLUSION GENERALE

Nous avons développé dans ce travail une description de la plasticité

orthotrope faisant appel à une représentation de la surface d'écoulement

dans I'espace des contraintes principales. Cette approche pelmet de

construire de façon cohérente un critère orthotrope comme une extension

d'un critère isotrope au cas de I'isotropie transverse puis de I'anisotropie

transverse. On obtient de cette manière une interprétation claire du rôle

des différents paramètres introduits dans le modèle, certains décrivant la

condition seuil dans I'hypothèse d'isotropie transverse, et les autres

décrivant I'influence de I'orientation de la sollicitation sur les contraintes

d'écoulement.

plus précisément, I'approche envisagée a permis de construire le critère

de plasticité comme une extension du critère isotrope de Drucker, qui fait

intervenir le deuxième et le troisième invariants du déviateur des

contraintes. Il est ainsi possible (1) d'obtenir un aplatissement des surfaces

de plasticité au voisinage de la déformation plane et du cisaillement; (2)

d'imposer le rapport des contraintes en traction équibiaxiale, traction

uniaxiale et cisaillement indépendamment du coefficient d'anisotropie

mesuré en traction uniaxiale; (3) de contrôler I'influence de I'orientation

de la sollicitation sur les contraintes d'écoulement. Les possibilités ainsi

offertes conduisent à des améliorations uès substantielles dans la

description des surfaces obtenues expérimentalement ou par calcul micro-

macro.

Une application du. modèle a été présentée concernant la prévision des

limites de formage des tôles dans le domaine de I'expansion. Nous avons
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montré, dans I'hypothèSe de f isotropie transverse, que la prise en compte

d'améliorations réalistes concernant la forme de la surface de plasticité

permet une meilleure prévision des limites de formage, qui sont souvent

surestimées avec les critères quadratiques de Von Mises ou de Hill. Cet

effet est lié de façon directe à I'estimation du rapport entre la contrainte

de déformation plane et contrainte de traction équibiaxiale, qui est

lui-même souvent surestimé avec les critères de plasticité usuels.

Une suite logique de ce travail, en cours de réalisation au sein de l'équipe

de recherches, consiste à implanter le modèle dans des codes de calcul, en

vue d'application à des problèmes d'emboutissage. Les résultats escomptés

concernent une meilleure prévision des efforts, des répartitions des

déformations ainsi que des effets spécifiques à I'anisotropie transverse'

tels que les cornes d'emboutissage.
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ANNEXE I

REPRESENTATION PARAMETRIQUE DU CRITERE DE DRUCKER

La description paramétrique du critère de Drucker (1949) donnée par

l'équation (trI-7) peut être obtenue à partir d'un calcul analytique, ou de

considérations géométriques dans I'espace de Hai gh-Westergaard.

D'après les équations (II-7) et (II- 13), les contraintes principales sont

données par les relations suivantes :

ot=
o
6Z_

o

{ze(o)sin@ t a + e)

"l-ze(o)cos{.r" I  a + e)
(A-r- l)

L'équation (III-7) est obtenue analytiquement à partir de (I-11) en

exprimant les deuxième et troisième invariants du déviateur des

contraintes Jz et J3 en fonction des contraintes principales pour un état de

congaintes pla:res, puis en remplaçant les contraintes principales par leurs

expressions (A-I-1).

On peut également obtenir l'équation (III-7) à partir des relations

suivantes, déduites de considérations géométriques dans I'espace de

Haigh-Westergaard :

3J2 - (og) ' ( .or2 o + 3 sin2 e) (A-r-2)

Jr' / Jrt = (4 I 27) cos2 3q = (4 | 27) cos2 39' (A-I-3)

cos2 g' = cos2 0 / (cos2 o + 3 sin2 e) (A-I-4)

Ou I'angle g désigne la position angulaire du point représentatif du

déviateur des contraintes dans le plan déviatoire 7E pt rapport à la

projection d'un quelconque des axes principaux, et 9'=9+(2k+l)nl3
représente la position angulaire du même point par rapport à la
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projection d'une quelconque des
(Figure A-I-l).

directions de traction équibiaxiale

Q=Proj. P N=Proj. M
Proj. X t 9' \

S=Proj. R

Figure A-I-1 Représentation géomérique dans I'espace de Haigh-

Westergaard.

L'équation (III-7) est obtenue en combinant l'équation (I- I 1) et les

équàtions (A- I-Z), (A-1-3) et (A-1-4) , et en utilisant I'identité

coS39' = 4coS2(P' - 3cOStP'

53
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ANNEXE II

IDENTIFICATION DES PARAMETRES DE LA SURFACE DE

PLASTICITE DECRITE PAR L'EQUATION (III-8)

(CAS DE L'ISOTROPIE TRANSVERSE)

La fonction g(0) donnée par l'équation (III-8) fait intervenir les trois

paramètres k, A et B. Sachant que le rapport entre les contraintes en

cisaillement pur et la contrainte de traction équibiaxiale est donné par

r]c,= g(nl}),le coefficient A s'exprime sous la forme :

A = (1 - k)rrr (%)' (A-II-1)

Le rapport entre les contraintes de traction équibiaxiale et uniaxiale'

%" 
= 

%re.* t4)l 'est donné Par :

(A-rI-2)

Enfin, le coefficient d'anisotropie r, déterminé à partir de l'équation

(TI-25), s'exprime sous la forme :

. = (A-tr-3)

En résolvant le systéme constitué par les nois équations (A-tr-1), (A-tr-2)

et (A-II-3), nous pouvons déterminer les trois paramètres k, A et B en

fonction des trois quantités mesurables expérimentalement

lo I t),(o / 6o) et r. Dans le cas où seuls des essais de traction sont

disponibles, on peut supposer que A et B sont liés par une relation telle

qu" n=9 quand A=3 (cas de I'isotropie); une valeur positive entraîne un

aplatissement de la surface au voisinage de la déformation plane et du

cisaillement. L'analyse de résultats expérimentaux montre que

l'introduction d'une valeur de k= 0,2'0,3 fournit souvent un bon accord

avec I'expérience.

( * ) ' 64(r - k)
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ANNEXE Itr

IDENTIFICATION DES PARAMETRES DE LA SURFACE DE
PLASTICITE DECRITE PAR L'EQUATION (M-9)

(CAS DE L'ANISOTROPIE TRANSVERSE)

La fonction g(0,cr) donnée par l'équation (III-9) fait intervenir 9
paramètres : les trois paramètres k, A et B introduits pour décrire

I'isotropie transverse, et les six paramètres m, il, P, q, a et b décrivant

I'influence de I'orientation de la sollicitation.

Sachant que le rapport entre la contrainte de cisaillement parallèlement

aux axes d'orthotropie et la containte de traction équibiaxiale est donné
a /  |  ' ^  ,  r \  r  ^ ^ .  ,  ,  ^  r  t t a -  - '  - ' , -  - -

par 1/6- g@ l2,n | 4), le coeff icient A dans l 'équation (III-9)

s'exprime, corlme précédemment, par la relation (A-il-l). De même, le

rapport entre les contraintes de traction équibiaxiale et uniaxiale pour

a.-nl4est donné p* o/^ - ^l-z/ rnduit à-  /v45 / l r t (n l4,n l4) ]  
'ceq. 'cc

l'équation (A-II-2), et le coefficient d'anisotropie r45 êst donné par
(A-II-3). Les valéurs des paramètres k, A et B peuvent donc être

identifiées à partir des essais à cr=æ/4, selon la méthode proposée dans le

cas de I'isotropie ftansverse.

Dans le cas d'une orientation quelconque le rapport entre les contraintes

de traction équibiaxiale er uniaxiale, 
%" 

= t\(re'- 
| 4,uy est

donné par :

64(1 - k)
(A-trI-1)

En particulier,

-  k(B -  t ) ' ] ' 'u

91

[ * ) ' =

t[,o 
- 1)3 - k(B - t)' ]''u- 2nt 6[2r-n a cos 2 u - Z-Pb cos2q ro]]t

_2mt6lzt-" a-z-poll"
( * ) ' =

tt,o + 1)3
64(1-  k)
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[ * ) ' =

{[,o.
r) '-r1n-r;2]* 'u * 2nrol2t-n a+2-Po]lu' '

(A-rtr-2)
64(1-  k )

[ * ) ' =

(A+r)'-t1n-t1'
64(1 -  k)

En outre, le coefficient d'anisotropie rs, déterminé à partir de l'équation
(tr-56), s'exprime sous la forme :

(n + t)2(n -r)-(k/3XB - tXB+3)+(z'l2/*)r[22-n(n -l)acos2o -2t-rpbcm2r 2u]
(A-rrr-3)

ztl*rFtzt/3)(B-l)(B+3)-(z'i'?/*)r[2ro12n+m-2)acos2u -zn(2p-m)ucos2rzu]

où K = [(o + r)3 - k(B -r)' 1t-(mro)

En particulier,

tgo = (A-Itr-4)

(A + 1)2 (A - 1)- (k /  3xB - 1)(B + 3)
1q5- ,1n.tf -  (2k /  3XB - 1)(B + 3)

l û =

)bl2(A +t)2 -(2k / 3XB-lXB + 3)- (z''z/*)r[zuo (2n +m-2)a-2-n(2p- m

(A + l)2 (A - r)- (k / 3XB - IXB +3)+(z'l2/o')r[-2to (n - l)a- ztn pb]

Io=
(A + l)2(A - 1)- (k / 3)(B-l)(B +t)+(z'l2/m)*[rt '(n -l)a- rto Èl

B + 3)- (z'l'/*)r[-2tr012n+ m - 2)a- 2-n (zp- m)u]2(A+1)2-(2k l3)(B- l ) (

[tn * 1)3 - k(B - t;z 1(ntol 
-2d2[zr-'acos2q -2-P bcos2q

Enfin, Le paramèrcf o-àn(rr, donné par l'équation (tr-57), est égal à :

(r^,' I ̂ )lzt-o a - zt-p qb cos2q-t 2 o] sin 2a

z"lfo= (A-m-5)



' Les paramètres d'anisotropie transverse a et b sont obtenus en fonction

des valeurs expérimentales de 16 et r99 et des exposants m, n et p à partir

des équations (A-Itr-4). L'influence des exposants m, n, p et q est discutée

au $ III-3-3.
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ANNEXE IV

REPRESENTATION DE LA SURFACE DE PLASTICITE DANS
L'ESPACE (o* I o,oy / o,o*y / o)

Dans le cas de I'isotropie transverse, nous exprimons la fonction
paramétrique g(0) en fonction des contraintes dans I'espace normalisé
(O* I O, Oy / O,o*y / O) correspondant à des axes quelconque dans le
plan de la tôle par l'équation suivante :

(A-rv-1)

100

(r - k, = 
[(r? * ̂ K7)' - n rî(rÎ - rlrG)')

o-+oy
avec: K1 = 

â-

Kz=

sachant que :

cos2 e =
(or+o2)2 (o*+or ' ) '

l. ,"s J 
=[ 2"s J

(o t -o2)2  (o* -ov)2+

t ,"s J 
=-rt;fsin2 0 =

De même, dans le cas de I'anisotropie transverse nous pouvons exprimer
la surface de plasticité dans les directions principales d'orthotropie x et y
suivant la représentation (tI-26). La fonction g(0,4) peut se mettre alors
sous la forme suivante :

(o*  -  oy)2

(A-IV-2)
2

(r - k)*t6 = 
[(*l 

+ er<])3 -

-2 ar:1"-tKg ( rc? * rc71-r z-"t

avec: K3 = 
Ç5

sachant que : cosz 2a =

r?(r? - BKTf ]''u (A-rv-3)

bKle(y''|" (r? * rc71..rz-ot' [Kzl \

(o*-or) '+4o2*,

(o*-or) '+ao!,,
(A-Itr-4)
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