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RESUME

On propose une description simple de l'espace-temps en présence de
gravitation, en s'inspirant de la mécanique des milieux continus.

Dans tout repére galiléen un événement est repéré par des coordonnées
Xo, X1, X2, X3, ot Xq (réel) est le temps du repére, et ou X;X72X3
(imaginaires purs) sont les coordonnées d'espace.

L'accroissement du temps propre d'un mobile est par hypothese
ds? = ( djj + 2€j )dXdX; (1)

gij est appelé tenseur de déformation de l'espace-temps par analogie

avec la mécanique des milieux continus.

Pour une masse attractive ponctuelle,

K
€00 =-—
00 r

K

€11=€p=E3; =

€= 0 pour i#]
K produit de la masse attractive par la constante de gravitation.

La condition d'Einstein SJ ds = 0 conduit 2 un mouvement de la

planéte voisin du mouvement newtonien. La perturbation relativiste par
rapport a ce mouvement est étudiée en détail.

La formule (1) conduit a distinguer les effets du premier ordre (sur
lesquels un consensus semble étre établi entre les auteurs) et le calcul
de l'avance des périhélies des plandtes ou le point de vue est original.



INTRODUCTION

Nous essayons d'apporter une contribution 2 un domaine de recherches
immense.

A titre d'illustration, le livre de M™¢ Tonnelat [2] contient 491
références bibliographiques.

Notre originalité a été de nous inspirer des méthodes de la mécanique
des milieux continus ( Résistances des matériaux, Mécanique des fluides)
pour aboutir, nous l'espérons, & un exposé un peu plus simple de ces
difficiles questions.

Ainsi, soit au changement de coordonnées orthogonales de la mécanique
des milieux continus

Yi=0jX] (1,j=1,2,3) (1

Xi, ¥i, Gjj tous réels
okiokj= dij (2)

(en d'autres termes, Q.jj est un tenseur orthogonale)

(1) correspond dans l'espace-temps a
Yi=BjjX] 1,j=0,1,2,3)

X, réel (c'est le temps du repére galiléen R)

X, X, X, imaginaires purs (X; = Xy, X, = ixg, X3 = iX3)
Y, réel (c'est le temps du repére galiléen R)

Y1 Y2 Y3 imaginaires purs (Yl = iyl, Y2 = iy2, Y3 = iy3)
Boo est réel, Bo; Boz Bos Bio B2o B3o imaginaires purs

Bij (i,j=1,2,3) sont réels.

BkiBkj = 8ij (3



en d'autres termes, ﬁij est un tenseur orthogonal.)

En mécanique des milieux continus [1], en l'absence de déformation de
la matiere

d1* = dxjdxj = dyjdy; i=12a3) (4)
dl est la longueur d'un segment infiniment petit.
En relativité, en l'absence de champ de gravitation
ds? = dX;dXj = dYidY;  (i=023) (5)

ot ds est le temps propre d'un mobile de mouvement défini par dXgy dX;
dX, dX3 dans le repere R, ou de mouvement défini par dYgdY;dY;dYs

dans le repere R' .

En mécanique des milieux continus, lorsque la matiére a été déformée,
on connait la formule

a1’ = (8jj + 2€ij)dXdX; (6)
€ij est le tenseur de déformation de Green.

L'étude développée dans le présent mémoire est d'appliquer a
l'espace-temps en présence de gravitation la formule analogue a (6)

ds’ = (8jj + 2€ij)dXidX; )
et de montrer que la formule (7) permet de retrouver :

a) Les effets du premier ordre, prévus également par d'autres
théories.
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b) L'avance du périhélie des planétes en se servant du calcul des

perturbations relativistes.

Le caractére tensoriel de la relation (7) montre I'invariance de cette

relation pour tout changement de repére galiléen.

La formule (7) est plus simple que celle de Schwarzchild [2]
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TEMPS PROPRE EN L'ABSENCE DE GRAVITATION

1) TENSEUR METRIQUE

Nous commengons par introduire dans ce paragraphe le tenseur
métrique dont le role est fondamentale en relativité generale

Considérons un repére R quelconque muni d'une base (el, e2, e3 )

(repére orthonormé ou repére curviligne).
. _) —9 v .
Soient deux vecteurs A et B de composantes contravariantes A; et B;.

Nous avons :

23 —n 2 —>=
A B.= AieiBj Cj= Ai Bjeiej = g‘] Ai B]

Les g; forment les composantes d'un tenseur métrique.

Définition :
Le tenseur métrique est le tenseur symétrique du second rang
dont les composantes sont les produits scalaires des vecteurs de

bases.

2) GEODESIQUE

Dans un espace euclidien, on peut choisir un systtme de coordonnées

rectilignes valable pour tout I'espace.

-
Le transport parallele d'un vecteur V se définit facilement. Ses

composantes  V; i = 1 a 3) demeurent constantes au cours du
déplacement.
av,= Yigg =0 , (1)

ox;
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Le transport paralléle est possible dans toutes les directions de l'espace
euclidien.

Dans un espace de Riemann, on ne peut pas rapporter l'ensemble de cet
espace a un systéme de coordonnées rectilignes. Le transport parallele
des vecteurs est beaucoup moins facile a définir.

La variation des composantes V; (i =1 a 3) dans un déplacement
quelconque s'écrit :

_9
AV = dVie, +Vde; .

Dans un espace de Reimann, ce n'est plus que dans certains
déplacements particuliers que les composantes d'un vecteur restent
inchangées. On peut donc envisager un déplacement infinitésimale ds du
vecteur V parallélement a lui méme, si la condition (1) est vérifice.

L'ensemble des déplacements successifs ds dans l'espace de Reimann
définira des lignes particuli¢res. Ces lignes sont appelées géodésiques de
l'espace de Reimann.

3) METRIQUE D'UN ESPACE :

Un espace est dit avoir une métrique géométrique si on possede un
moyen de mesurer l'intervalle séparant deux points infiniment voisins.

L'intervalle ds~ entre deux points infiniment voisins sera donc :

d82 = d—S) d—S> = &jj dX; dXJ

4) ESPACE DE RIEMANN

Un espace de Riemann est un espace métrique défini par un tenseur
métrique symétrique gi; (i, j = 0 A 3) dont les 10 éléments indépendants
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sont des fonctions continues et différentiables des coordonnées et ou
l'intervalle élémentaire ds entre deux points infinement voisins est, par
définition, fourni par la forme quadratique

ds® = g; dX; dX;
6) TRANSFORMATION DE GALILEE
Soient deux référentiels R(O x| x; X3) et R'(O' x1' x2' x3') tels que :

O'x, coincide avec Oxi
O'xé (respectivement O'Xal) est parallele a2 Ox; (respectivement Ox3)

VX

Le repére R' est en translation rectiligne uniforme de vitesse v par
rapport au repére R (2 xo = 0, O' coincide avec 0).

Soit M, un point quelconque de l'espace, dont les coordonnées sont
(X1, X5, X3) dans le référentiel R, les coordonnées du point M dans le
référentiel R' sont (X, Xy, X3)-

Nous avons :

Xy =X - VKo
X3 =X3
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Cette transformation de coordonnées est appelée transformation de
Galilée.

La transformation de Galilée (2) prédit que la vitesse de la lumiere sera
différente dans les deux référentiels R et R

En effet :

supposons qu'en O se trouve une source de lumiére se propageant a la
vitesse c. La position d'un point de Ila surface d'onde (on concideére que
l'espace est homogéne) sera définie par le vecteur

— -
OM=r1

La vitesse d'un point de la surface d'onde sera dans le repere R,

—
ot n est le vecteur unitaire dans le repere R. Cette méme vitesse sera,
dans le repére R' ( qui est en translation par rapport au repére R ),

- -
n

.-)
OM =c¢ v

donc différente de c.

Une série d'expériences dies a Michelson et Morley [15] a montré que
la vitesse de la lumiere était la méme dans toutes les directions. Par
conséquent, la transformation de Galilée appliquée aux systémes €n
translation rectiligne uniforme de vitesse v non négligeable devant ¢
n'est pas correcte et doit &tre remplacée par une transformation qui
laisse invariante la vitesse de la lumitre et qui, aux vitesses faibles
redonne la transformation de Galilée.
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Einstein a montré que ces concepts induisaient une révision complete
de notre approche du temps et de I'espace et qu'en particulier le temps
ne peut &tre uniforme et unique, mais doit €tre li€¢ au référentiel en
mouvement. Clest la relativité restreinte.

" Toutes les lois physiques doivent &tre exprimées de maniere
identiques dans tous systemes en translation rectiligne et

1

uniforme
Principe fondamental établi par Einstein.

6) TRANSFORMATION DE LORENTZ

Il faut donc reconsidérer trés soigneusement le passage d'un référentiel
3 un autre pour lever la contradiction vue dans le paragraphe précédent,
c'est-a-dire, le résultat de la transformation de Galilée, la vitesse de la
lumiére n'est pas constante dans les deux référentiels en translation
rectiligne uniforme.

Considérons donc deux référentiels R et R' en translation rectiligne
uniforme suivant l'axe Ox; (& la vitesse v) et ayant méme origine a
l'instant x5 = 0 . A cet instant, une source de lumiere fixée en O émet un

éclair lumineux.

Un observateur se trouvant dans le référentiel R verra donc une onde
sphérique se propager a la vitesse ¢ et le front d'onde sera décrit par
I'équation [6] :

2 2_2
CXyg

FY

+

»
N

+

by
w

il

Cet observateur définit donc dans son propre repere R, les coordonnées
(X1, X3, X3) de l'onde et également le temps de I'expérience.

Un autre observateur lié au repére R' verra aussi se propager une onde
sphérique a partir de son origine 2 la méme vitesse ¢ (la vitesse C est
invariante) et le front d'onde sera décrit dans le référentiel R' par
1'équation
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2 2 2 _ 22
X{© +X5 +X3 =CXg

Cet observateur, lui aussi, définit dans son propre repére les
coordonnées (X, Xy, Xz) de l'onde et le temps Xq de l'expérience.

Nous devons donc chercher la transformation faisant passer de
(x1, X3, X3) (repere R) a (x1' , x2' , x:;) (repere R’), de fagon que le principe
de la relativité restreinte soit vérifi€ dans les deux référentiels, et qui
pour v faible devant la vitesse de la lumiere redonne la transformation
de Galilée (2).

Cette transformation est

Xy = X3
(3)
X3 = X3
v
= *
c
Soit en posant Y= 1 c=1
2
1- v
Xy = ¥ (X1 - VXg) ou x1=y(x1+vx0)
X2 = X, X9 = Xo
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Xg = ¥ (xg - VX1) Xo = ¥ (Xo+ VXq)

Lorsque la vitesse v est faible devant la vitesse de la lumiére, 7y tend
vers 1 et la transformation de Lorentz (3) devient alors la
transformation de Galilée (2).

7) TEMPS PROPRE EN L'ABSENCE DE GRAVITATION

Le paradoxe du voyageur de Langevin, est bien connu, ainsi que celui
des jumeaux. Il sont dus au fait que le temps propre d'un mobile differe
du temps du repére Galileen servant de réference.

Le temps propre d'un point matériel M au sens relativiste est, par
définition, le temps marqué par une horloge H accompagnant ce point
dans son mouvement ; ce mouvement est rapporté a un référentiel
galiléen R. Il peut &tre quelconque, rectiligne ou non, uniforme ou varié..
L'horloge H doit étre de méme construction que les horloges Hj, Hy, Hj,
fixes dans R et servant a mesurer le temps dans ce référentiel. Par
hypoth&se, aucun champ de gravitation n'existe dans R.

Les horloges H;, Hy, Hj... au repos dans R sont synchronisées au moyen
de rayons lumineux suivant le procédé bien connu en relativité : deux
horloges H; et H; fixes dans R sont synchronisées si un rayon lumineux
issu de H; 2 linstant xg; (marqué par H;) atteint a un instant Xo; (marqué
par H; ) égal a

X + _;ii_j_

ou dj; est la distance entre H; et H; et ol c est la vitesse de la lumiére. On

doit admettre qu'en chaque point de R se trouve une horloge de méme
construction que H;, H,, Hj, ces horloges étant toutes synchrones. Le
temps Xo d'un événement quelconque est le temps marqué par l'horloge

de R qui coincide avec cet événement .
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Dans n'importe quel mouvement, le temps propre s du point matériel M
et le temps x, du référentiel R vérifient la relation :

1 - ——-dXO

qui découle du principe de la constance de la lumieére dans tout
référentiel galiléen [5]. v désigne la vitesse de la lumiére dans R ; ce
point M décrit une courbe dont l'origine est l'événement A (2 I'instant
xg1 dans R) et dont l'extrémité est 1'événement B (2 l'instant xgy, dans R ).
On en déduit pour les temps propres correspondants :

82-31S X02 - X01

Plagons nous dans un référentiel R' animé d'un mouvement uniforme
par rapport a R et choisi de fagon que A et B se produisent en un méme
point géométrique de R' i des instants différents dans le temps de R'.
On a alors :

x(', est aussi le temps propre d'un point matériel allant de A & B par un

mouvement rectiligne uniforme. Voici quelles conséquences en tirait
Langevin [7].

"La loi d'inertie peut encore s'exprimer comme loi du temps
propre maximum et elle nous apparait comme liée de facon
nécessaire aux conclusions suivantes dont l'aspect semble plus
paradoxal encore que celles relatives a la simultanéité et a la
contraction apparente réciproque des corps en mouvement.”

Imaginons deux portions de matiere dont les lignes d'univers se
croisent en deux événements A et B, c'est-a-dire qui se séparent en A
pour se- retrouver e€n B mais l'une se meut entre A et B d'un mouvement
rectiligne et uniforme tandis que l'autre a un mouvement varié subit
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des accélérations. Tl résulte de ce qui précéde que l'intervalle de temps,
la durée de la séparation, mesuré par la seconde est moindre que pour
la premiére. Et, si nous admettons, conformément au principe de
relativité, qu'aucune autre mesure du temps n'est possible, il en résulte
que la seconde a dans lintervalle moins vieilli que la premiere. On peut
déduire, de 13, des conséquences amusantes qui ne sont en opposition
avec aucun fait expérimental.

Un peu d'attention montre d'ailleurs, que la mise en oeuvre de cette
possibilité de ralentir le cours du temps, grice a une agitation
suffisante , obligerait a réaliser des vitesses de méme ordre que celle de
la lumidre : elle ne présente par conséquent aucun intérét pratique.

8) METRIQUE DE SCHWARZSCHILD
Dans le cas d'un champ statique produit par une masse a symétrie

sphérique, Schwarzschild a montré qu'il est possible de calculer
rigoureusement les gij qui sont solutions de la relativité générale.

La métrique de Minkowski pour l'espace vide dans un systéme de
coordonnées yi , Y2, Yy3est

ds? = dt2 - (dyi)? i=152:3 4

Dans un systtme de coordonnées polaires r , 6, ¢ et le temps t et avec le
changement de coordonnées suivant :

yi1 =1 cosd sinb

y, = 1sin¢ sin@
y3 =T c0sO

(4) prend la forme suivante
ds2 = d2 - 12462 -r2sin20d¢2 - dr? (5)

On peut s'arranger, par un changement de coordonnées approprié, a
n'avoir que des composantes de la forme gji non nulles, c'est a dire pas
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d'effets transverseaux, et les composantes non radiales doivent Eétre les
mémes que celles de l'espace vide.

Le ds2 d'un espace a symétrie sphérique prend la forme

ds2 = evdt2 - r2d62 -r2sin20d¢? - ehdr2 6)

eV et eM sont des fonctions de r seulement.

eV et eh, il faut tenir compte que dans le cas du champ

Pour calculer
ble en dehors de la

gravitationnel, la densité d'energie du champ est fai
masse gravitationnelle elle méme, ce qui donne :

eV =eb-MA(1 - 28 )eb
r

a=GM

b est une constante.
Pour r trés grand, le champ est alors nul, et

métrique de Minkowski (4), cest-a-dire eb = leteV =1

on doit retrouver la

eV =eb-A (1 - 229eb
r

ce qui exige que b est nulle
donc

ev=1-22=¢l
r

et la métrique de Schwarzschild (6) s'écrit

ds2 = (1 -2 2 )dt2 - 2d62 -r2sin20d¢2 - (1 -2 2 y1dr2 (N
. r
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CHAPITRE 11

TENSEUR DE DEFORMATION DE L'ESPACE-TEMPS

1) Tenseur de déformation de 1'eSpaCe-temMPS & .cocooiiivmmrrisemercmisseansssnsnees:

2) e vérifie les conditions de compatibilité CONtractees...........ovveeerurirneeee:

3) Approximation quasi-galiléenne de la métrique de Schwarzschild.27
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TENSEUR DE DEFORMATION DE L'ESPACE-TEMPS

Nous limitons nos considérations aux cOrps d'épreuve, planétes et
photons, soumis au champs de gravitation d'un corps centrale, soleil ou
terre.

Considérons le systtme de coordonnées uj.
- .
Un vecteur de l'espace-temps U de coordonnées uj est tel que up est

réel (coordonnée du temps) et u; up U3 imaginaires purs (coordonnées

de l'espace).
Un scalaire tel que u; u;est reel.

Un tenseur t; de la forme w;u;est tel que too soit réel, ty; to2 to3 tio, 20,
t3p imaginaires purs G,j=143) réels.

Clest le cas du tenseur de déformation de l'espace-temps €j; que nous

allons introduire dans ce chapitre.

Nous pouvons choisir des axes dans lesquels €; est diagonal.

€;;dXidXj est un scalaire, donc réel.

1) Tenseur de déformation de l'espace-temps :

Nous définissons le tenseur de déformation de l'espace-temps (par
analogie avec la mécanique des milieux continus) did a la présence d'une
masse attractive M par :
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—E 0 0 0T
¢ K

— 0o — 0 0
€= r

0 0 E 0

’ K

0 o 0 —

L r

o K est le produit de la masse M par la constance de gravitation G, dans
un systeme d'unité ou la vitesse de la lumiére est égale a 1.

Le tenseur de déformation de l'espace-temps défini ci-dessus est un
tenseur diagonal, les seules composantes non nulles sont

K
€p0=- =
T

K
€11=€pn =833 = T

Soit, par exemple, une plandte d'orbite circulaire (rayon r) gravitant
autour du soleil S a la vitesse V.
Nous avons :

2
v -
T

A~

. 2
—zi,sou Ks=vT.
T

Dans des unités ol le temps est la seconde, les longueurs ainsi que K

s'expriment en secondes.

Nous avons pour le soleil K = 4.95 10° sec
et pour la terre K, = 1.4807 10-11 sec

D'autre part, un point de l'orbitre terrestre a la distance 15 du soleil,
avec
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6
R, = 150 10° Km =9 L9 - 500 sec
300 000

Les valeurs propres du tenseur de déformation de l'espace-temps
définies ci-dessus (en valeur absolue) sont égales a

Ks —99109
Rs-¢

De méme, un point de la surface de la terre ou

R, = 6400 Km = 6400 =0.0213 sec, nous avons :
300 000

K 7.1010
R,

La principale justification de ce choix de &£ est qu'il conduit
approximativement  au mouvement newtonien des planétes.

Nous allons utiliser le tenseur de déformation de I'espace-temps défini
ci-dessus pour expliquer et retrouver d'une facon plus simple :

a) Les effets du premier ordre en posant :
ds® = (3ij + 2€;) dX;dX; (1)
Ces effets sont : la vitesse de la lumiére a la distance r du soleil, les
déviations des rayons lumineux, les marches des horloges et le décalage
vers le rouge.
b) L'avance des périhélies des planétes en décomposant le

mouvement de chaque planéte en un mouvement non perturbé auquel
en ajoute les perturbations relativistes.



26

Dans ce chapitre et le chapitre III, nous ne nous intéressons qu'au ds’
donné par la formule 1 .

Ce n'est que dans le chapitre IV que nous allons étudier en détail les
perturbations relativistes.

Reprenons I'expression de d82 formule (1).
ds? = (8ij + 2€;) dXidXj
X est réel. Clest la coordonnée du temps.

XX, X3 sont les imaginaires purs. Ce sont les coordonnées de l'espace.

Posons
Xo = X0,
X1 = ixl,
X, = ix2
X3 =ix3
avec i2 = -1 et nous pouvons écrire le ds? comme suit :

ds® = (1 + 2€q0)dx2 - (1 + 2€;)dx? -(1 + 28,,)dx2 - (1 +2E33)dxF (D)
2) £ vérifie les conditions de compatibilité contractées.[ 1]
Comme s'il s'agissait d'une déformation infiniment petite, nous

remarquons que les composantes du tenseur de déformation de l'espace

temps vérifient les conditions de compatibilitées contractées :

Eij,nn + enn,ij = ein,jn + ejn,in (3)
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Pour vérifier la condition (4), nous tenons compte des quatres

conditions suivantes :

a) Dans les problémes gravitationnels, on a trés souvent a considérer le

cas d'un champ statique produit par une masse sphérique (cas du soleil),

la dérivée par rapport au temps de 1? est nulle, c'est a dire > o (1—) =0
Xg F
2 2 2
b)A(l)=Oavec A= d + i +a
r ax? 9x3 ax2

c) €,=€x3n=E33=-&p

d) €j; =0 pour i j

Nous nous limitons a la démonstration d'un seul cas puisque les mémes

raisons de preuve se répétent pour chaque cas.
Démontrons par exemple les équations (3) pour i =0, j =0.

€00,0n €1n,00 = €0n,0n + €0n,0n = 2€0np,0n N = 0a3

or
€00,00 = €00,00 * €00,11 +€00,22 F €00,33-

€00,0n = 0 puisque

800,00 = 0 (condition a) et €00,11 +£00,22 + 800,33 = O (condition b)
€aa,00 = 0 (condition a)

€00,00 = 0 (condition a)

donc les équations (3) sont vérifiées pour i=0,j=0
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i=0, j=1
eOl,nn + 8'nn,Ol = eOn,ln + 8ln,On
i=0, j=2
€02,0n + €nn,02 = €0n,2a + €20,0n
i=0, j=3
€03,00 + €1n,03 = €0n,30 + €31,0n
i=1, j=1
S11,1111 + Snn,ll = 8ln,ln + 81n,ln
i=1, j=2
€12,0n + €an,12 = €120t €2n,1n
i=1, j=3
€13,00 + €m0, 13 = €in,3n + €3n,1n
i=2, j=2
€22,mn t €n,22 = €m,on T €20,21n
i=2, j=3
€23,0n + €n0,23 = €20,30 + €30,2n

i=3, j=3
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€33.00 + €n0,33 = €30,30 + €30,30

3)Approximation quasi-galiléenne de la métrique de Schwarzschild

Pour comparer notre métrique a celle de Scwarzschild (formule (7)

chapitre 1), nous allons faire une approximation quasi-galiléenne de la
métrique de Scwarzschild.

Rappelons que la métrique de Schwarzschild s'écrit

ds2 =(1-2 a )dt2 - r2d 62 -r2sin20d¢2 - (1 - 2 a )-1dr2 (4)
T T

Effectuons le changement de variables suivant

r=(1+ )2 (5)
21‘1
Nous avons donc
dr=(1- 2Ha+ 2
r = ( T X P )dr)
et
(1 --2-)2
(1 _ 2 g_) — 21‘1
T a
1 +-=)2
( 21y )
et la métrique (4) s'écrit
(1 -2-)2
ds2 = 21 d2 - (1 + 2-)2(dr;+d62 r2sin20d¢?) (6)
(1 +2-)2 2ry
21‘1

Posons .
X1 =11 8in0 coso
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X7 =y sin@ cosd
X3 = 1] cOosH

X1, X2, X3 représentent le systéme rectiligne d'axes de coordonnées de

meme origine que le systtme de coordonnées polaires 1, 0, ¢

Dans le systtme t, X1, X2, X3 le ds2 (6) s'écrit

(1 --2-)2
ds? = 211 " g1+ 2MdErdd+dxy) (D
(1 +__a__)2 21y
211

si 1| est suffisament grand

(1+ 2 y=1+22

2r I
1 - 2 )2
o 1-24
1 + _a 32 I
( i )
et le ds2 (7) s'écrit
ds? = (1 -2 2)de2 - (1 + 2 &) (dx? +dx} +dx)) ®)
Iy Ty
d'apres(5)
LS I 1 =1-2
r a T
1( + =2 1
( 2r1)

En d'autres termes, dans l'approximation quasi-galilléenne, on peut
approximer 11 aretle ds2 (8) s'écrit

ds2 = (1 - 2% ydt2 - (1 + 2 -:—)(dxf +dx2 +dxl) 9)
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sachant que a = K , K est la constante de gravitation, nous remarquons
que la métrique que nous avons introduit dans ce chapitre n'est autre

que l'approximation quasi-galiléenne de la métrique de Schwarzschild.



32

CHAPITRE IlI

LES EFFETS DU PREMIER ORDRE

pages
1) Vitesse de la lumiére a la distance 1 du soleil ... 33
2) Déviation des rayons IUIMINEUX ......oceveueuemimimsnisniemcssssunsmsssmsissensssseenes 34
3)  Marche des NOTLOZES ......ouevuuecririmrmimsssssessenissssemssms s 37
3.1) Temps marqué par des hOrloges .......ccowvereriinsinccucmsusminnenseneene 37
3.2) Horloges placées a différentes AEUAES oeveeeeeerreeieeecieeiereneannaeens 37

4) DECAlAZE VETS 1€ TOUZE ..oovrvvrvmnraerseemmsriisnssssessesisess st st s 40



33

LES EFFETS DU PREMIER ORDRE

Dans ce chapitre nous allons utiliser le tenseur de déformation de
l'espace-temps défini dans le chapitre II pour retrouver les effets du
premier ordre, c'est-a-dire la vitesse de la lumiére a la distance r du
soleil, la déviation des rayons lumineux, la marche des horloges et le
décalage vers le rouge. :

I) Vitesse de la lumiére a la distance r du soleil

Considérons le champ de gravitation créé par une masse possédant la
symétrie sphérique (cas du soleil). Le ds2 au voisinage de cette masse
est

ds2 = (1 + 2€40)dx2 - (1 + 2€1)dxF + (1 + 2€,,)dx2 +(1 + 2€33)dx3) (1)
or, nous avons vu au chapitre II que €1 = €2= €33

La variation du temps propre (1) s'écrit

ds2 = (1 + 2€40)dx2 - (1 + 2€11)(dx? + dxZ +dx3) (2)

Dans le cas d'un rayon lumineux, la condition ds = O [3] entraine
K
dx2 +dx2 +dxZ 1 + 280 _ 12y
dxg 1 + 2811 1 + IS—
r
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12K
soit (41)% = r
dxo 142

-1|W

avec C = g_l'__
dXO

et puisque K est assez petit devant l'unité, nous obtenons
r
c=1-28 3)
r

Cette valeur de la vitesse de la lumiere a la distance r du soleil, en

négligeant K devant 1'unité, est en accord avec l'hypotheése que nous
r

avons faite au début de ce chapitre ( vitesse de la lumiere est prise
égale a l'unité infiniment loin de la masse attractive)

II) Déviations des rayons lumineux [12]

Soit D; une surface d'onde.

Considérons des sphéres S, S', S"...respectivement centrées aux points A,
A', A"...de D; et ayant respectivement pour rayon c(A), c(A"), c(A")... ou
c(A) désigne la vitesse de la lumiere en A, c(A") désigne la vitesse de la
lumiére en A’ ..

L’enveloppe des sphéres S, S, S" ... est une surface d’onde D, voisine de
D,.

dc
ay

Le rayon uABv est perpendiculaire en A 2 D, en B a D,. Donc entre A et

L’angle entre les deux surfaces d’onde D; et D, au voisinage de A est

B sa tangente a tourné d’un angle tres petit
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Soit un rayon lumineux venant de l'infini allant vers l'infini en passant
prés du soleil.

Nous calculons la déviation totale de l'infini a l'infini de ce rayon
Jumineux : c'est I'angle des asymptotes.

-

o0

Considérons dans l'espace euclidien un photon de masse nulle
qui se déplace en passant 3 la distance R du corps de masse M
qui crée le champ de gravitation.

On a:

11 vient d’aprés 1’expression (3) de ¢ :
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2
dy” __ 9 0K
=K —

(x2+y2)3/2

y

Pour des rayons passant au voisinage du soleil, nous avons y=R.

2
dy” _g__ R
e CaR2)

Nous calculons le demi-angle de déviation % des rayons lumineux par

rapport a la droite d’équation y = R.

d 2
2o
_ 2KR dx

(x2+R2)3/2

2]

H
O ey

Soit

N R
I
7~ | =

L’angle des asymptdtes a donc pour valeur o.
o =4 K
R

o vaut en secondes d’arc 1,76” , déviation conforme au calcul d’Einstein,

et confirmé par l’expérience [5].

3) Marche des horloges [8]

3.1) Temps marqué par les horloges
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On se limite a D’évaluation du temps propre marqué par une horloge
fixe (HF) au point x, constante €t X3, X3 nulles.

L’équation (1) se réduit a

ds = (1 JSr )dxg (4)

Soit en intégrant (7)

sgp = (1 -—Er)x0+A (5)

A étant une constante.
syp est le temps marqué par I’horloge fixe.

Xp est le temps du repére de Copernic, c’est aussi le temps de !’infini,
c’est-a-dire le temps marqué par des horloges (toutes identiques)
placées a l’infini.

L’horloge placée dans le champ de gravitation retarde par rapport a
I’horloge placée a linfini.
La relation (5) montre aussi que le temps propre s’écoule d’autant plus
lentement que le potentiel de gravitation est grand.

3.2) Horloges placées a différentes altitudes

Un phénomeéne se produit en A de durée Asgpa, mesuré par l’horloge
fixe en A et de durée : Axga = Axgaz - AXgay dans le temps du repére de
Copernic, ol AXgay, AXga2 sont les temps dans ce méme repére du début
et de fin du phénomene qui se produit en A.

Nous avons d’aprés (5)

As
Asgra -1 . K (6)
AXOA I'A

Un autre phénoméne se produit en B, nous avons de méme :
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Asgpp - . K (7)
AXOB I's

Supposons qu’une onde électromagnétique (rayon lumineux) soit
envoyée de A en B, le phénomeéne se produisant en A est par exemple, le
passage d’une période de cette onde électromagnétique; soit de méme le
phénomeéne se produisant en B par le passage d’une période de cette
onde électromagnétique en B, alors :

AXOA = AXOB (8)
En effet,
si nous suivons un photon se propageant sur O0X, dans 1’onde

électromagnétique (nous devons admettre qu’il est alors toujours en
phase avec 1’onde), nous avons d’apres (1)

(1- 2—f)dx§ (1« 2-'§ )dx,2= 0
Posons dx; = dr et approchons (1 - Z—Er)'1 a (1 + 2—?)

dxg= (1 + 2—'§ )dr ©)

Par intégration de (9)

Axg = f (1 + Z—Er)dr
8

Axga = AXga2 - AXpal
Axgg = AXgp2 - AXgB]

Or, d'aprés (8), nous avons Axgp = AXgp
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Nous déduisons de (9) et (10)

A_JLS A =1 + K——A———B-r il (10)
ASHFB 'a s

pour g =Ta+u U <<Ty
(10) s’écrit

ASHEA - 1. K4~ (11)
ASHFB N

La relation (11) nous permet de calculer la variation du temps propre
marquée par ’horloge fixe en un point, a partir de celle marquée par
une autre horloge fixe en un autre point.

Application :

Le point A est a la surface de la terre.

, . . R m £

La force d’attraction est proportionnelle a mA2 T m, étant la masse de
TA N

la particule en A et my la masse de la terre.

Nous avons

_namy
mAg—G D)
I'a
m: -1
g=G2T= —I,f— en sec
TA A

et d'apres (14)

ASHFA _ 1. gu
Asyrp

2z . 2 '1
g étanf exprimé en sec , u en Sec.
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s 1 -2 -1
ol bien en prenant g en msec , u €n m et ¢ en m.sec

ASHFA _ 1. g U
Asyrs c

ce qui pour u = 1lm

ASHFA = 1- 10-16
ASHFB

Bien entendu, l'écart par rapport & 1 est infime. Il a cependant pu étre
mis en évidence expérimentalement..

4) Décalage vers le rouge

Nous avons vu dans le paragraphe précédent que le champ de
gravitation joue un rble 1Inportant dans l'écoulement du temps propre.,

En effet la relation (4) : =1 - —)dxo montre qu'une horloge placée

dans un champ de gravitation retarde par rapport a une horloge
horloge placée loin de ce champ. Ce phénomeéne permettra d'expliquer
un autre phénoméne, aussi important, connu Sous le nom de décalage
vers le rouge.

Considérons un atome dans un champs de gravitation. La fréquence V

de l'atome est le nombre de vibration par unité de temps-propre, c'est-

a-dire : = dN , dN est la variation de vibration.

ds
Cette fréquence peut s'écrire en fonction de la fréquence de ce méme
atome placé loin du corps créant le champs de gravitation. En effet

dN dx

V= —=0 =V, 1+— 12

dxg ds ( ) (12)
K

Soit en posant @ = — ® est le champ de gravitation
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V=V, (1 +|D)) | (13)

~

La fréquence propre augmente donc a 'approche des corps créant le
champ de gravitation et diminue en s'¢loignant de celui ci.

Supposons maintenant qu'un rayon lumineux soit émis d'un point A ou
le potentiel de gravitation est @, arrive en un point B ou le potentiel de

gravitation est ®,. Exprimons la fréquence de ce rayon lumineux en A

en fonction de celle en B.
En A, nous avons

V=V, (1+ |@)]) ou Vo=V, (1-|@;) (14)
En B, nous avons
V,=Vy (1+|®;))

=V, (L +|@) (- [@)])
=V, (1+ |@,|-|®)]) (15)

Supposons par exemple qu'un spectre de raies soit émis par un atdme
se trouvant sur le soleil (c'est le point A). Ce spectre, sur le soleil, a le
méme aspect qu'un spectre émis par un atdme identique sur la terre.
Par contre si l'on observe, de la terre, le spectre émis par l'atdme se
trouvant sur le soleil, ses raies seront décalées par rapport aux raies de
méme spectre sur terre.

En effet
V,= V(1 +|®;-|2)) (16)
avec <I>T=-—Kl et <I>S=-—I'—(—5-
Rt Rg
K K K
Vo=Vl +—2T - 28y)y=V, (1-—=3 17
2 1( R R, ) 1 ( R, ) (17)
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La fréquence V, enregistrée sur la terre est inférieure a la fréquence

V,; inversement, la longueur d'onde 7\.2 est plus grande que 7\1, c'est

pour cette raison qu'on parle de "Décalage vers le rouge”.
D'aprés la derniére formule nous trouvons :

7\'1' 7\'2
A

=-210°

Cette valeur a été confirmée par l'expérience [16].
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CALCUL DES PERTURBATIONS

1) Introduction

En relativité générale, 1’avance du périhélie des planétes est déterminée
en se servant de la solution de Schwarzchild, c’est-a-dire, en assimilant
le champ de gravitation du soleil a celui d’une masse au repos possédant
la symétrie sphérique.

Nous devons donc comparer la solution des trajectoires Einsteinniennes
2 celle que prévoit la théorie de Newton pour expliquer, et donner
I’avance des périhélies des planetes.

L'expression de cette avance, que nous allons revoir dans le paragraphe
I de ce chapitre, est [2]:

AQy = _ ORr radians.

rmc2(1+e)

Nous exposons ici une autre méthode, a notre avis tout aussi
satisfaisante. Elle consiste a considérer que, dans un systéme d’axes
centrés au soleil, le mouvement de chaque planéte peut étre décomposé
en un mouvement non perturbé auquel on ajoute les perturbations diies
aux effets relativistes.

Les composantes du mouvement non perturbé obéissent au formalisme
de Newton.

Dans ce chapitre, nous allons calculé les perturbations relativistes pour
déterminer l'avance des périhélies des planétes.
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L’action stationnaire appliquée 2 la variation du temps propre ds nous
permettra de déterminer les équations des trajectoires elliptiques des
planétes en fonction des composantes perturbatrices p; et p;.

La résolution numérique de ces équations nous donne les composantes
perturbatrices en fonction de I’angle polaire de rotation, le rayon de la
trajectoire s'exprime en fonction des composantes non perturbées et des
perturbations, au périhélie le rayon atteint son minimum, nous utilisons
ensuite ces composantes pour déterminer 1’avance du périhélie des

planétes.

2) Avance des périhélies des planétes (méthode connue)

La solution des trajectoires Einsteinniennes est (2]

2

du2° +u0=9i2n- +3§-2m—u§ | (1)
do, h

=1
UO—rO

Cette solution est a comparer a celle que prévoit la théorie de Newton :

2
d7ug _,_uO._.G_IE 2)

d(pg h2

C’est donc le terme 3(—3——12B U02 qui peut conduire a un écart avec les
c

prévisions Newtoniennes.

L’équation (2) admet la solution :
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1

— (1
—(ive) (1 + e cosQg)

Ug =

Si le terme supplémentaire des équations (1) déduites de la relativité
générale est tel que :

2 2
c h

nous pouvons chercher une solution de la forme :

1

(e o) >

Uy =

Avec % = (1-€)Q,

£ étant une constante trés petite devant 1.
A partir de cette solution approchée, nous déduisons 1’avance des
périhélies des planétes donnée dans les livres de relativité générale :

AQy = —BF  radians )

rmcz( 1+e)

3) Equations des trajectoires.

Le tenseur de déformation de l'espace-temps que nous avons introduit
dans le chapitre II est un tenseur diagonal. Les seuls composantes non
nulles sont :

K
€00 ="~ —
T

K
€1=€xn=8E3= N

Les autres composantes sont nulles.
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La métrique définie par la formule (1) du chapitre II devient :

ds® - (1- 2— )dx2 - (1+2——)(dx1+dx2+dx) (5)

Nous supposons que le mouvement des planétes s'effectue dans un plan.
Soit ox;x, ce plan .

=(1.2_'f)dx02-(1+2_5r )(dx2+ dx2) (6)

En divisant (6) par dxy, nous obtenons :
12
(1 2—— 1+2-— (x1+x2)) (7)

Tenant compte de la petitesse de —5, nous faisons un développement
r

limité a l'ordre 2 en ——f de (7)

En fait, nous négligeons tous les termes en (—5 Y n> 2.
r

ds K x2

X5 3 K(p2.x2).1 K _1(x2,%2)?
dxg — 5 > (x1+x2) (x1+x2) (8)

La trajectoire de chaque planéte s'obtient a partir de :

0f ds=0 ©)

appliqué a lintervalle élémentaire ds (8)
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En effet, les extrémales passant par deux points A et B doivent Etre
B

telles qu'elles rendent stationnaires I'intégrale J' ds.
A

X

AZ

5 (2 = K %Ky - %y - 3 K ,8xy + %0xy ) +
0] r r

% —é (x2 +x2) Or +—r—— Sr— ——(x1 +x2)(x18x1 +x26x2 ) (10)

X;0X4 + X,0Xp
r

Or r2=x 2 +xZ soit Or =

X18X1 + XQ6X2
r

dans (10)

Remplagons Or par

2
o ——x Ox, X Ox -3——x5x +§— X+ X X, 0X +—'S—
(dxo) r31111 r112r3(12)11r
x18x1 -l()‘(12 +)-(22 ))(.18)(.1 +—-ISX28X2 -)(.28X.2 -3 —KX.28X.1 +—3— ——&(5(12 +
2 r2 r 2 3
K2 i .- C oy ® .
x2)x, 0%, 4—Tx28x2-§-(x$+x§)x28x2 (11) .
r
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Or
B
SJ' Sj (—) dx, _j 8( Hodxo | (12)
A
B B
Dans la suite, l'intégrale j f(x) dx est notée tout simplement J f(x)
A A

Appliquons (12) 1 (11)

2

j —K—S—X18X1 ')(-18)(.1 '3—5'_)(.18)(.14'2- -——};'().(124')'(22) X18X1 +—KT X18X1
r r r
- 1— ()-(12 + ).(22 ))('15)(-1 + —%XzSXz -)(.28)(.2 -3 —lS )(.26)(.1 + §_ __I’; ().(12 +
2 r r 2
2 - L] L] L]
x2)X,0%, +—KT X, 0%, - ;— (X2 + X2)X,0%p= 0 (13)
r

Conformément aux conditions, aux limites, nous avons :

Jx(A) = Oxp(A) = 0
(14)
Ox,(B) = Oxx(B) = 0

Explicitons les intégrales :

~ [ %m8%m = — [ dm&tm = [ %mem | + | imxm = [ XmOxm

—J3-I£fm5x'm = —J3£x'm—d—-6Xm =j-—d—(3-l-<-Xm)SXm
r r dxo dxo r
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] 1. d
j-z-(x'f 4+ 22 ) im&im = —}-ja[(x'f + %2 )sim | 8xm

avec m = 1 ou 2.

(13) s'écrit alors :

" K vood o Ke v 8 TK 2 2 'K?

O+ X+ — B ——Xy)+ = — (X) +X5) Xy +— X4t

J. {o 3 1 X1 dxo( ‘r 1) 2 .r3( 1 2) 1 °r4 1

1 d ['2‘ o 2 ] S K, - d " Xp-

— — (X + X5 °)X xi+{ —Xx5+ x5 + 3K +

2dx0(1 2)1} i {°r3 2 2 dx0(°r)
. 2 .

3 'K p2, 32 K© 11_[-2 Y ] B

Ee—"-?(x1 +X2)X2+ﬂr4 X2+§'dx0 (X1+X2 )X2 }6)(2—0 (15)

L'intégrale (15) est nulle quelques soient le et 5x2_ Nous obtenons
deux intégrales, l'une en 87&1 et l'autre en 8x2.

La premiére intégrale en 5x1 est :

2

K - d K 3 'K, 2,2 'K

Xy + X F—— B LX) S — (X7 + X)) Xy +— Xy +

J‘ {° 3 1 1 dXO( T 1)) 2 ’r3( 1 2) 1 °r4 1
1 d [-2 0-2 l] 6
— — | (XZ+ X5 °)X =0 16
2dx0(1 5 °)Xq } X1 (16)

L' intégrale (16) devant &tre nulle pour des variations arbitraires de la

coordonné 8x1, nous en déduisons :

" K - d , X4+, 83 ‘K, 22 ‘K2
a—?x1+x1+3KT(-,—Jr—)+-2—:—§(x12+x22)x1+°—T X +
r 0 r r
1 d [.2 2 ]
——{(X2+ X5 )X%q] =0 17
2dx0(1 5°)%4 amn
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La deuxi¢me intégrale en 6x2 :

L] 2

K - d , Xory, 3 'K r2, 22 K
J. {—- 3x2+x2+3K—dx (—= . ) + > —3 3(x1 +x2)x2+—° 7 Xo +

r 0 r r

1 d IR v 8 _

— | (Xf+ X X =0 18

2dx0[(1 2 ) 2]} X2 (13)

Or (18) est vraie quelque soit 6}(2 , ce qui donne :

° o ° ° 2

K - d Xo- 3 "K,22, 2 K

— X, + X9 + 3 K— + = X5+ XE)Xo+—— Xo +
3 2+ X dxo( —=) 5 °r3( §+X3) Xz S 2

& aresg sl -o (19)

N

4) Introduction des composantes perturbatrices diies aux

effets relativistes :

Le mouvement de chaque plandte est considéré perturbé (perturbations

diies aux effets relativistes) ; nous le décomposons en un mouvement

non perturbé et en des composantes perturbatrices.
Ces composantes perturbatrices étant trop faibles, on peut négliger leur

carré.

Nous posons :
X1 =¥1+h
X =Y2%+ P2

X, X, coordonnées du mouvement perturbé des planétes
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y; Y2 coordonnées du mouvement non perturbé
p, p; composantes perturbatrices

2 2

2_ 2 _ 2 2
avec r'=X{ +X5 fg =Yy +Y;

2 2
=(y; +pp)° + (y2 + p2)

Comme nous l'avons précisé ci-dessus, nous avons négligé les carrés de
p; et de ps.

= 1§ (1 +nYPL4nd2P2) avecn =23 (20)
e rg

Portons dans les équations (17) et (19) ( les expressions de r, r2et r3 )

(17) s'écrit

I’3(‘,()’1"'91)' Ps(,(Y12P1+Y1Y2Pz)+Y1+I51+3Kag—(y—1)+
Fo ro Xo To

3 K (y2.4 19 [y 25297, =0 .
> 'r03'(y‘ +y2)y1+ro yi+ 2 dxg (Y {+°Y5° )Y 21)

et (19) s'écrit :

.2(,(3'2 +p2) - (Y1YZP1+V2P2)+Y2+P2+3K (y2)+
o r0 dxe To

2
K (y2+¥8) o+
Mo ro

3 1 d
L = 22
> - - Yo + 2 dxg [(yx+yz)y2] (22)

Pour développer les équations différentielles (21) et (22) nous utilisons
les résultats newtoniens.
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5) Résultats Newtoniens :

Nous postulons dans la suite la validité de la loi de Kepler, c’est donc la
planéité des trajectoires

Dans le plan de la trajectoire, définissons un systtme de coordonnées
-
polaire (rg, @¢) issues de 'origine o. Soit € un vecteur unité suivant la

—_
direction radiale et n un vecteur unité perpendiculaire a cette direction.

V>

M(rq.¢)

OM = ro
y1 = 10€08(9Pg)
Yo = 18in(@g)

Au point M de la trajectoire, s’exerce une accélération I' dirigée suivant

le rayon OM, et la force d’attraction est proportionnelle a hi% sur une
o
direction radiale.
F=ml =-SMD (23)
)

I1 en résulte :
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ae K
Y1 =- 37 Y1
Mo
(24)
s K
Y2= - 3. %2
o

Il est facile de démontrer que les équations qui déterminent les
trajectoires d’une masse soumise aux forces de gravitations, déduites de
la mécanique Newtonienne sont :

dup ,y,=X (25)
dog * h?
r2 9% _ (26)
Xo
Up =+ , h%=Kry(l+e)
o
L’équation (26) représente la loi de Kepler.
L’équation (25) admet la solution :
1
up(Po) = ——— cos(Pg) + —~—— 27)
’ m(1 Tm(1+€) 0 Im(1+e)
= Im(1+€)
ecos(Pg)
e est I'excentricité de I'ellipse
Nous introduisons la constante Eg telle que
2 L2 .
Yi .Y K
Eg=14+12. 2 28
g= -+ , (28)
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Eg correspond a l'énergie totale de la masse en mouvement en absence
des effets perturbateurs.

g= — (—2—) (29)

calculée en Qo= O puisque Eg est une constante du mouvement.
Les dérivés dans les équations (21) et (22) sont des dérivées par

rapport au temps, nous les transformons en dérivées par rapport a
l'angle de rotation Q.

_d9o df _; 2df

= (30)
dXO dXO d(po d(po
dxg dxg d(p(‘;g ®dx, d@go
2
=02 ud 9 on?ul —8 sin(gp)-
30 1ve) T P dg,

6) Formes réduites des équations de la trajectoire:

Les transformations (30) et (31) appliquées aux équations (21) et (22)
donnent :

K. K> e'sin’ (@)
- 3— - sin( Qg)cos( PgIp2+ 4 — T rm(l +¢) 5
ro o (1+cos(@y))
c1e2 2. .
+ ,.Ka. e - 1 cos(gy) = (32)

1+cos(Pg)
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2 .
Krm(:-.l-e) d P: ) Z—I:,(Te sin((po)dp2 F— Pg (1-3sin2((p0))p2
o d@g ro d@, Fo
. 2 .
-3——— sin( Qg)cos( Po)p1 -4 K4, (1 + e)e sin(Qg) e+cos((p0)2
Mo Mo (1+cos(@g))
e 2 2. .
K e”""-"1 .
+ S =0 33
"t 1+cos(Pp) in(@o) (33)
—_
Multiplions les équations (32) et (33) par — 0 )
Kr, (1+e)

et sans nuire 2 la généralité de la solution, nous posons
U=-P1L et v=_P2
o L2 K ° o o K o

Les équations (32) et (33) deviennent aprés toute simplification

U, _e'sin(@y)  dU 1-3cos*(Qg) U .3 Sin( Qo) cos( 9o)
d(pc‘,z 1+e°cos(Qy) do, 1+e’cos(Qg) 1+e"cos(Qg)
o 3.2 2
+ de sin ((Po) 2+ e’ -1 - COS((p()) =0
(1°+°e°cos(@y))” (1"+e’cos(9y))
(34)
a2V e'sin(@,) dVv . 1-3sin’(Qg) sin( @g) cos( )
-2 . + V-3 U
d(pg 1+e°cos(@gy) d@, 1+e’cos(@p) 1+e°cos(Qg)
o s o 2
| 4 31N(@0) (B4 °°S(2(p°))+ e -1 sin(@,) = 0
(1+e’cos(9g)) (1+e°cos(@g))
(35)

Posons:
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e’sin(Qy)
1+e’cos(Qg)

1-3cosz((p0) -
By =—
1+e’cos(@g)

1-3sin%(®p)
B, = ;
1+e°cos(Py)

sin( Qq) cos( Qo)

C=3
1+e°cos(@g)
o i 2 2
Dl =4 ¢ sin ((Po) 2+ e -1 COS((pQ)
(1+e°cos(Pg))” (1+e’cos(Qg))
o o 2
D,=-4e sin(@,) (e+ cos(2¢o))+ e”-1  sin(@o)
(1+e’cos(@y)) (1+e’cos(y))
Les équations (32) et (33) s'écrivent
d?u du
— - 1j— +BU-CV+D;=0 (34)
d@g do
2
dV A, 9V L B,V-CU+D,=0 (35)
2 d
dg, ®o

Nous utilisons la méthode des différences finies pour résoudre les deux
équations différentieclles aux dérivées partielles (34) et (35)

d®U _ UG-D-2U@)+UG+1)
doZ AQS
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v _ U(i)-U(i-1)
dQq AQq

d®V _ V(i-1)-2V(i)+V(i+1)
do2 AQE”

dV__ V(i)-V(i-1)
d@g AQq

Portons ces expressions dans (34) et (35)

Uli+1)=2U(1)-U-1)+AgeA ,()(UGW)-U(-1))-402(B,(DUM-CHOV() + Dy(i))
V(i+1)=2V({)-V(i- D+a0A () (V(Q)-V(i-1))-A0E (B () V(i)-CHU )+ D,(i))

Nous déterminons les solutions de ce systéme en utilisant la méthode

itérative avec les conditions initiales suivantes

U@o)=0U1)=0
V(@O0) =V(1) =0

7) Déplacement du périhélie des planétes :

En chaque point de la trajectoire elliptique, le rayon s'écrit en fonction

des perturbations:
2
r'=r@+2(y1p1+y2p2)+P{+P3 (36)

Au périhélie, le rayon atteint son minimum, la dérivé ad(pTr s'annulle et
0

I'équation (36) donne
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dr dry dp; dp, , dy; dy, dp, dp,
=19 +(>’1 +y,—= + =P +——P2)+ P1 +Pp2 =
dgg dg, dog do, do, o [0 dgg dg,

pour un mouvement non perturbé nous avons :

Y1 =1p€08Qg

Y2 = IosinQg

rg = rp(l+e)
1+ecos@g

et les dérivées par rapport a l'angle de rotation de y;, yp €t ro sont

dl'() _ CSiIl(pO
dog 1+ecosQ

dy; esin@QycosPg .
=T - 1psin
dog 0 1+ecos®g 0s1n®Po

. 2
g—y—z' = ro———J—eSIn @ + l'OcOS(pO
dog 1+cos@g

Au voisinage du périhélie nous avons :
©o = 2n + AQg AQqg « 2%

donc cos@qy= cos(2m + AQ, ) =1

et

sin@g = sin(2x + AQq ) = AQg

faisons l'approximation nécessaire au voisinage du périhélie

(37)
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drg e e
0~ 1 AQq = fmr_;gA(Po

d(po 1+e

dy; e

dY1 o 1,-8 AQq- TgAQy = - T A
oy 7t ®o- T0AQg T+e ®o
dy, e 2

24 = 1,—AQy +Iy=T

dg Mo 00 ¥ m=Tm

dpy
Dans la relation (37) ous négligeons p; GP1 ¢ P2
d(Po d@o

De cette équation nous déduisons l'angle polaire AQg de la planéte non

perturbée, lorsque la planéte perturbée atteint son périhélie.

Ago = -(3RL o +p2)/ (rm 72 %{;—2) radians (38)

En fonction de U et V

dy n_ e , dv i
AQy = ( o0 +V) ( Q Teo + d(po) radians (39)

2 chaque révolution de la planéte s'ajoute donc une avance A@ de son

périhélie.
Ap =A@ Rl
'm

En secondes d'arc, nous obtenons:

180"3600A(p (40)

Ag' =
T
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Ceci est l'avance du périhélie pour une révolution de la planéte. Si T est
la durée de cette révolution exprimée en jours sidéraux, l'avance
séculaire exprimée en secondes d'arc sera représentée par:

A est, en jours sidéraux, la période de révolution de la terre autour du
soleil A vaut 365 jours.

D'aprés l'équation (39) nous pouvons donc, en utilisant le résultat de la
résolution des équations différentielles aux dérivés partielles (34) et

(35), calculer l'avance du périhélie des planetes.

Nous avons fait les calculs pour les trois planétes Mercure, Mars et
Vénus.

a) PLANETE MERCURE

Pour la planéte Mercure nous avons

T = 88 jours
rm = 153.33 sec
e = 0.206

Le calcul sur ordinateur nous a donné
A@o = 218.5 secondes d'arc par siécle.
V = -63

KV

AQ =A@y +——. = 44.5 218.5 secondes d'arc par sicle.
T,
m

b) PLANETE VENUS
Pour la planéte Vénus nous avons

T = 224.7 jours
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m = 356.666 sec
e = 0.0068

A@( =6.49 secondes d'arc par siécle.
V=-14.

KV

A@ = AQg +—. = 13 secondes d'arc par siccle.
I
m

¢) PLANETE MARS
Pour la planete Mars nous avons

T = 689.98 jours
rm = 690 sec

e = 0.0934
Le calcul sur ordinateur nous a donné

A@g = 3.97 secondes d'arc par siecle.
V = - 31.55

KV

A@ = A@g +——. = 2 secondes d'arc par siccle.
I
m

Nous résumons ces résultats dans le tableau suivant

AQ AQ
e Im(sec) | T (jours) (O] V Calculé| Observé
Mercure |0.206 [153.33188 218.5 |-63 44 (43.05f 0.45
Vénus 0.0068(356.66{224.7 | 6.49 (-14 13 84 + 438
Mars 0.0934]690 689.98|3.97 |-31.55 2 1" 34

AQ est l'avance du’ périhélie en secondes d'arc par siécle.
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Dans la suite nous donnons les courbes représentants la variation des
composantes U et V en fonction de l'angle de rotation Qo.
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Plan te Mercure
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Plan te V nus
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Planéte Mars
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V.CONCLUSION

Nous avons voulu simplifier l'approche traditionnelle de la relativité
générale par l'introduction de coordonnées complexes de l'espace-temps.

Cette méthode nous a conduite 4 des résultats connus pour les effets du
premier ordre. Pour l'avance des périhélies des planétes, le calcul des
perturbations relativistes est necessaire pour retrouver les valeurs
admises.

Les relations

ds® = ( &j + 2ejj )AXdX;

€ij,on + €m,ij = €in,jn + €in,in

5[ ds=0

sont invariantes dans tout changement de repére de l'espace-temps
complexe, et sont donc parfaitement valables du point de vue relativiste.
Elles sont en accord avec l'expérience.
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
PARAMETER (MH=203)
DIMENSION PHI(MH),T1(MH),T2(MH),T3(MH),T4(MH),T5(MH) -
DIMENSION T6(MH),T7(MH), T8(MH),T9(MH),T10(MH),T11(MH)
DIMENSION T12(MH),T13(MH),T14(MH),T15(MH),T16(MH)
DIMENSION T17(MH),T18(MH),T19(MH)
DIMENSION U(MH),V(MH)
DIMENSION  A6(MH),PHIO(MH),APHIO(MH),A4(MH),A5(MH)

o

Open(1,file="X1',status="unknown’)
Open(2,file:'XZ',status:'unknown')
Open(3.file="X3',status="unknown’)
Open(4,file="X4' ,status='unknown')
Open(5,file="X5',status="unknown’)
Open(6,file="X6' ,status="unknown")
Open(7,file="X7',status="unknown’)
Open(8.file="X8',status="unknown’)
Open(9,file="X9',status="unknown’)
Open(10,file="X10',status="unknown’)
Open(11.file="X11",status="unknown’)
Open(12 file="X12' ,status="unknown')

RM=356.666
XK=4.962E-6
E=0.0068
NEI=202
NEN=NEI+1
PI =4.d0*Datan(1.d0)
PI12=2.d0*P1
WRITE(*,*)PI2
dph=(2.*PI)/200.
A=-2.5
C CONIn
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U(1)=0.
U®2)=0.
V(1)=0.
V(2)=0.

DO 1 I=1,nen
phi(I)=dph*float(I- 1)
write(2,' (2E25.15)")phi(I)

continue

DO 2 I=1,NEN
T3(1)=2.*E*SIN(PHKI))
T4(@)=1-3*(COS(PHI(I)))**2
T2(I1)=1.+E*COS(PHI(I))
T1(N)=T3(I/T2(D)
T6(I)=1-3*(SIN(PHI(I)))**2
TSM)=T4(I)/T2(I)
T7(N)=T6(I)/T2(1)
T8(I)=3*(SIN(PHI(I)))*(COS(PHI(I)))
TIM=T8(I)/T2(1)
T10(I)=4*E*(SIN(PHI(I)))**2
T12(D=(E**2-1)/((T2(1))**2)
T11(M=T10M/(T2(I))**2)
T13(D)=-A/T2(T)
T14(D=(T12(0)+T13(1))*COS(PHI(I))
T15D)=T11(D)+T14(1)
T16(I)=-4*E*(SIN(PHI(I)))*(e+COS(PHI(I)))
T17(M=T16(D/(T2(1))**2)
T18(D)=(T12(D+T13(1))*SIN(PHI(I))
T19)=T17(M)+T18()
CONTINUE
DO 8 I=1,NEN
write(2,'(2E25.15)")phi(I),A3(I)
write(3,'(2E25.15)")phi(I),B3(I)
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write(4, (2E25.15)")phi(I),B4(I)
write(5,'(2E25.15)")phi(I1),C1(I)
write(6,' (2E25.15)")phi(I),D1(I)
write(7,' (2E25.15)")phi(I),E3(I)

c write(8,'(2E25.15))phi(1).F3(D)
CONTINUE
C
C
DO 3 I=2,NEN-1

U(I+1)=2*U@)-UJ-1)+T 1D *DPH*(U(I)-U(I-1))-
& ((DPH)**2)*((T5I)*(UD)-
& (TOM*(VID)+T15(D))
V(I+1)=2*V0)-VI-1)+T1{I)*DPH*(V(I)-V(-1))-
&  (DPH**2y*((TTM)*(V(I)-
&  (TOM*UM+TIND)
3 CONTINUE
c
DO 4 1=1,NEN
write(11,'(8X,I3,2X,2E25.15)")I,phi(I),U(I)
write(12,'(8X,13,2X,2E25.15)"),phi(I), V(1)
4 CONTINUE
Ad4=(RM/XK)*(E/(1.+E))+((V(202)-V(201))/DPH)-U(202)
A5=-(U(202)-U(201))/DPH
A6=-V(202)
A7=-(XK/RM)*(U(202))*((U(202)-U(201))/DPH)
A8=-(XK/RM)*(V(202))*((V(202)-V(201))/DPH)
PHIO=(A5+A6+AT+ARB)/(A4)
APHIO=(180./PI)*(3600.)*(365./224.7)*(100)*(PHIO)
WRITE(*,*) APHIO=",APHIO

STOP
END
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