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PREMIERE PARTIE: INTRODUCTION
ETUDE DE DIVERS PROBLEMES
SUR DES OUVERTS ONDULES

Dans la pratique, les matériaux ondulés sént d'un usage assez
fréquent: téles ondulées, boites alimentaires, disques... Les
ondulations sont présentes en généfal pour renforcer la rigidité
de 1l'objet, et elles lui conférent une structure périodique.

Notons w,, 1'intérieur en dimension deux de la section droite des
ondulations, ol pu caractérise 1l'épaisseur et n le nombre
d'ondulations. Nous supposons que cet ensemble est constitué par
une succession de demi-couronnes de rayon moyen R (R et n sont
donc liés par la relation 4nR=L, L est la "longueur" de o, qui
est constante).

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons & 1l'équation
thermique stationnaire -Au,,=f (ueH!, feL? donnée) sur trois
ouverts ondulés. D'abord en dimension deux sur w,,, puis en
dimension trois sur la téle ondulée et la boite alimentaire. Nous
supposons l'@paisseur et le rayon moyen des ondulations petits
devant les dimensions de 'l'ouvert. Nous cherchons alors le
comportement de u quand l'épaisseur puis le rayon moYen tendent
successivement vers 0 dans cet ordre. Le fait que les domaines
considérés dépendent de u et de n, nous contraint & un changement
de variables. En dimehsion deux tout d'abord, nous constatons que
la ligne médiane de w,, a un longueur constante quand n varie, L
étant constant. Les nouvelles variables sont, de fagon assez
naturelle, l'abscisse curviligne s mesurée sur la ligne médiane
et la distance par rapport & cette derniére multipliée par un
coefficient adéquat (soit r ce nombre) pour que le nouveau
domaine obtenu ne dépende plus de 1l'épaisseur. Notons * la
fonction * dans laquelle le changement de variables précédent a
été effectud. En cherchant la nouvelle équation vérifiée par u,
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4 partir de 1l'équation variationnelle f quVde=jm“fvdx,

associée & -Ay,,=f, nous obtenons une equatlon du méme type,

c'est & dire, une équation ol il n'y a dans le premier membre que
les termes (du,,/ds)x(dv/ds) et (du,,/dr)x(dv/dr) affectés des
coefficients convenables. Le second membre, quant & lui, ne pose
pas de probléme. Aprés nous étre assurés que les nouvelles
- fonctions (i.e. obtenues aprés le changement de variables) sont
aussi réguliéres que les premiéres, il nous est possible de
trouver une bonne estimation de u,,, si £ vérifie une condition
de majoration. Nous en déduisons que um—l;ﬂlhm ne dépend pas de
r et vérifie une équation différentielle du.second ordre. Si f
est continue sur un ouvert fixe contenant ¢,,, nous démontrons en
plus que ﬁ",converge fortement dans H'! vers u,,, et la moyenne'de
Gw,sur 1'épaisseur converge aussi fortement dans H' vers la méme

limite. Cette limite vérifie 1'équation: -(82u,,/9ds2) (s)=f(M), M
étant le point de la ligne médiane d'abscisse curviligne s. Nous

donnons aussi un résultat concernant la norme dans H' de Wun=Uon,

cette derniére fonction étant u,, dans laquelle le changement de

variables inverse a été effectué. Nous étudions ensuite la limite

quand n tend vers +», ou quand R tend vers 0. Avec la derniére
condition sur £, nous trouvons que la température converge dans

H' fort également vers la fonction solution de 1l'é&quation:

- (3*00/352) (5)=£(25/7,0) .

En ce qui concerne la tdéle ondulée, elle est considérée comme
l'adhérence de 1'image de u,, par des translations de vecteur zK,
avec 0<z<1l, 1 étant une des dimensions de la tdle (l'autre étant
L). La méme idée que dans le cas précédent prévaut pour 1le
changement de variables: les nouvelles variables sont celles
décrites dans le cas u,, et la derniére, 2z, qui ne subit pas de
changement. Nous adoptons les mémes notations que dans le cas
précédent. Pour l'équation vérifiée par u,, et pour les limites,
les résultats sont trés semblables au cas w,,. En particulier, 1la
limite de qm quand l'épaisseur tend vers 0, ne dépend plus de r,
et vérifie 1'équation:-(82Uc/0s2) (S,2)-(02Un/d22) (s,2)=F£(M), M
étant le point de la surface -médiane correspondant & s et a z.
Et la fonction uy, vérifie ici:
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- (020g0/082) (5,2) —(02Uy/022) (s,2)=£(2s5/m,0,2) .

Quant 3 la boite alimentaire, elle est 1'adhérence de 1'image de
o, par des rotations d'angle variant entre 0 et 27, autour d'un
axe A orienté situé dans le plan de w,, & la distance R,>2R des
diamétres communs des demi-couronnes (R, est donc le rayon moyen
de la boite, supposé fixe). Pour le changement de variables, un
-point M de la boite é&tant choisi, nous nous ramenons & &, en
coupant la boite par le demi-plan P de bord A, passant par M. Un
de ces demi plan de bord A noté P, est choisi arbitrairement. Les
nouvelles variables sont alors ceiles déja mentionnées pour o,
et 1'angle 0 de la rotation d'axe A qui transforme P, en P. Nous
adoptons les mémes notations que pour 0@v Pour 1l'équation
vérifiée par u,, et pour les limites de cette fonction, les
résultats sont encore trés semblables & ceux trouvés dans les cas
précédents. La fonction u, vérifie ici 1l'équation:

= (820y0/9S2) (S,0) = (Ro2) 1(82100/002) (s,0)=f (25/7,R,c0s0,R,sinb) .
Dans le deuxié&me chapitre nous considérons & nouveau les
problémes précédents, mais nous nous posons la question de
l'interversion des limites. C'est & dire nous cherchons d'abord
la limite de ﬁw quand n tend vers +o (ou quand R tend vers 0).
Dans les trois cas de figure (o,,, tdle, boite) nous donnons une
bonne estimation de W, dans H', comme au chapitre 1. Nous
montrons sans difficulté que U, la limite de u,, quand n tend
vers +», ne dépend pas de r. Par contre, pour trouver 1l'équation
vérifiée par u, nous nous heurtons au produit de deux suites
convergeant faiblement dans Lz et il n'est pas possible de
conclure. Pour lever la difficulté nous utilisons une méthode
d'homogénéisation dans la direction des ondulations. Nous
trouvons ainsi un seul nouveau coefficient défini & 1'aide d'une
fonction auxiliaire, elle-méme solution d'une équation
différentielle d'ordre deux. La limite u,. vérifie aussi une
équation différentielle d'ordre deux définie & 1l'aide du
cbefficieﬁt.homogénéisé. Nous montrons ensuite que la convergence
a lieu dans H' faible. Pour la limite quand 1l'épaisseur tend vers
0, nous cherchons d'abord la -limite du coefficient homogénéisé.
Nous en déduisons la convergence de U, dans H' faible vers la
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fonction u,, trouvée au chapitre précédent. L'interversion des
limites est donc bien vérifiée, mais les convergences n'ont lieu
dans ce cas que dans H' faible.

Au chapitre trois, nous nous intéressons au probléme de
1'élasticité d'une tdéle ondulée. Nous souhaitons utiliser les
. résultats de la théorie linéarisée des coques. Le modéle retenu

(celui de Koiter) exige que la surface moyenne soit définie par

une fonction de classe (?. Cette condition nous contraint &
abandonner le modéle de tdéle défini au chapitre 1,‘ car 1la
succession de demi-cercles pour la ligne-médiane de o, fait
subir une discontinuité & la dérivée seconde. Nous choisissons
donc une ligne médiane qui ressemble & la précédente sans en
avoir 1l'inconvénient cité: une sinusoide d'amplitude 2R et de
période 4R. Nous supposons en plus la tdle d'épaisseur constante
2e, et nous étudions la géométrie de la surface moyenne. Dans la
théorie de Koiter il suffit de connaitre le déplacement de chaque
point de 1la surface moyenne pour que le déplacement soit
parfaitement déterminé. Ensuite nous écrivons les équations de
l'élasticité 1linéarisées et nous montrons 1l'existence et
l'unicité du déplacement dans le cas général d'une coque dont 1la
surface moyenne est assez réguliére.

Nous cherchons alors la limite du déplacement quarid 1'épaisseur
tend vers 0. Nous montrons que cette limite existe, qu'elle est
unique et vérifie une équation différentielle du quatriéme ordre
et que la convergence est forte dans H' dans le cas général. Les
résultats pour la tdle sont donnés en écrivant e=eR, pour pouvoif
étudier le probléme de 1l'interversion des limites. Nous cherchons
ensuite la limite du déplacement quand R tend vers 0 (ou quand
le nombre des ondulations tend vers +w). Nous trouvons une limite
nulle et une convergence faible dans H'. ” '

Nous é&tudions enfin la question de 1l'interversion des limites.
Nous cherchons donc la limite du déplacement initial quand R tend
vers 0. Nous trouvons 13 encore une limite nulle et une

convergence faible dans H'.
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PREmlﬂﬂk(ﬂiAPrFREk.

ETUDE DU PROBLEME THERMIQUE SUR DES OUVERTS ONDULES

- RESUME: Les matériaux ondulés sont d'un usage assez fréquent dans
1'industrie: tdle ondulée, boite alimentaire, disque... Ils sont"
périodiques, et une section droite des ondulations, dont
1'intérieur en dimension deux est noté u,, ol u caractérise
l'épaisseuf et n le nombre d'ondulations, est supposée étre
constituée d'une succession de demi-couroﬁﬁés, de rayon moyen
commun. L'épaisseur de ces matériaux, ainsi que le rayon moyen
des ondulations, sont trés petits par rapport aux dimensions de
la structure. Nous sommes donc amenés & étudier des problémes de
limite, quand ces quantités tendent vers 0.

Nous étudions ici 1'équation thermique stationnaire -Au=f,
d'abord en dimension deux, puis sur la téle ondulée, enfin sur
la boite alimentaire. Nous nous intéressons au comportement de
u quand l'épaisseur tend vers 0, puis quand le rayon moyen des
demi-couronnes tend vers 0. Nous avons donc besoin d'estimations
de la fonction sur le domaine considéré. Mais ce dernier dépend
de 1l'épaisseur et du rayon moyen, que nous faisons tendre
successivement vers 0. Ainsi nous sommes amenés & des changements"
de variables sur les trois ensembles considérés, pour avoir
affaire a des ouverts qui ne dépendent ni de 1'épaiséeur, ni du
rayon moyen: cela revient & aplatir les ondulations en les
étirant, et & effectuer une dilatation dans 1le sens de
l'épaisseur.

Si f est assez réguliére, la limite, quand 1l'épaisseur tend
vers 0, ne dépend plus de 1l'épaisseur, dans 1les trois cas
considérés, et vérifie une équation du deuxiéme ordre. De plus
la convergence est forte, et la moyenne de u sur 1l'épaisseur
converge aussi vers la méme limite. .

Avec des conditions de réqularité plus fortes pour f, nous’
obtenons le méme type de résultats, quand le rayon moyen tend
vers 0.
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A. EN DIMENSION DEUX

I. PROBLEME. EXISTENCE DE LA SOLUTION.

=~

Le plan étant rapporté & un repére orthonormé direct (0,,1,3), la
. ligne médiane du matériau est une succession de demi-cercles de
rayon R>0, situés alternativement dans le demi plan y>0 et dans
le demi plan y<0. Les centres de ces demi-cercles sont les points
Op(2pR,0) avec 0<p<2n-1, et n donné dans N. Les intersections de
ces demi-cercles avec 1l'axe d'équation y=0 sont 1les points
A, ((2p-1)R,0) avec 0<p<2n et n de N'. La longueur apparente L>0
est donnée, et est liée au nombre n de périodes par la relation:

(I.1) 4nR=L
(c'est a dire qu'il y a un nombre entier de demi-cercles). La
longueur réelle de la ligne médiane est nL/2 (et non L), et L est
la mesure de la projection de cette ligne médiane sur 1l'axe des
x.

L'épaisseur du matériau est pR, ol u appartient a j0,1[ et est
"destiné & tendre vers 0". Nous définissons le domaine w,, occupé
par le matériau, et les ensembles D,, et A,, par:

(T.2) Dyn={M(x,0): AM <(uR)/2 ou AM <(pR)/2 }
(I.3) ©up={M(x,y): R-(uR)/2 <OM <R+(uR)/2 et (-1)Py>0}\Dy,

(I.4) Ay=0u\ (0unl Dyn)

Interprétation graphique: R est 1le rayon moyen, D,, est
l'ensemble des deux bords droits, A,, le bord arrondi de
Wyn. (cf:fig.1 ou iest un vecteur directeur de (0Ox) et j de (oy)) .
Nous notons oy (resp. wy) la partie de la k'*™ période située au-
dessus (resp. en-dessous) de l'axe des x. '
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e

D,

Figure 2:L'ouvert o,,.
Toutes les fonctions utilisées sont définiégrsur 1'adhérence de
u“n.

Nous considérons le probléme suivant:

Soit f é&tant une fonction donnée de L?(w,,), trouver u,, de H'(wu)
telle que:

{(I .4) =Au,=f sur oy,
1(1 .5) =0 sur Dy,
| (1.6) aum,/an—o sur Ay,.

ol # est la normale extérieure a A,,.

Si 1l'on interpréte ce probléme comme un probléme thermique
stationnaire, cela signifie que 1le bord ondulé est isolé
thermiquement, que la température est imposée sur les bords
droits, et que 1'on a fait un changement d'échelle de température

-~

pour se ramener a la condition u=0 sur les bords droits.
Soit V,, l'ensemble défini par:

(I.7) Vyo={Vv € H'(w,;,) t.q. v=0 sur D, }

THEOREME AI.l1: Le probléme défini par (I.4), (I.5), (I.6),
"admet une solution unique dans V,.
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Preuve: Le probléme donné est équivalent au probléme:
Trouver u,, de V,, telle que:

(1.8)| Vu,,Vvdxdy

@y @pn

fvdxdy VveV,,

L'espace V,, est un espace de Hilbert pour la norme du gradient'
et le théoré&me AI.1l est alors une conséquence du théoréme de Lax-
Milgram. _ ‘ B

II. CHANGEMENT DE VARIABLES.

Nous nous intéressons 3 la limite de u,, quand p tend vers 0,
(c'est & dire quand 1'épaisseur du matériau est de plus en plus
fine), puis quand n tend vers l'infini (c'est & dire quand les
oscillations deviennent de plus en plus nombreuses ou de moins
en moins hautes, puisque la longueur L est constante). Nous
allons donc effectuer un changement de variables de telle sorte
que l'ouvert sur lequel sont définies les fonctions ne dépende
plus ni de g ni de n. _
on introduit les nouvelles notations, l'abscisse curviligne s
mesurée sur la ligne médiane de o,, & partir de A, ,la distance
du point & la ligne médiane p affectée du signe + si le point est
au-dessus de celle-ci, - dans le cas contraire et r=p/uR (voir
la figure 2). Les nouvelles variables seront r et s.

Figure 3: signe de p.
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Nous définissons les ensembles et fonctions suivantes:

(II.1) @ =.]0, nL/2[x]~%, %[ domaine des variables s et r.

(II.2) 05 = ](2k- 3=(=1)TyqR, (2k- 1=(=1)'ynR[x]-%, %[
2 2 .
pour i=1 ou 2, et 1 <k < n

(II.3) Vo = {veH'(Q) t.q. v=0 sur les bords s=0, s=nL/2}

L

[ a=1 si s € ](2k-2)nR, (2k-1)7R[
(IT.4)4 pour 1 <k < n
a=-1 si s € ](2k-1)7R, 2knR[

(II.5) @n(s,r)=1l+pran(s)

Cela étant posé, nous voulons par un'changement de variables,
transformer o,, en Q. Pour cela nous allons d'abord expliciter
comment on peut transformer chaque demi-couronne w;; (cf. fig.1)
en le rectangle Qig.

Soit donc M(x,y) appartenant a ;.
Pour ramener l'origine Open Oy.; si i=1, Ox.; si i=2, nous posons:

(II.6)1 x= x'+(4k-3~-ap)R , y'=y

Puis nous exprimons x' et y' en coordonnées polaires. Nous
obtenons, si j=2k-2 pour i=1, j=2k-1 pour i=2.

[ x'= -@,0;Mcos(s/R)
(I1.6)>1 ’
ly'= ojMsin(s/R)

Nous exprimons ensuite O;M en fonction de p:

(II.6)3 OjM = R +app

La présence de a, dans cette formule est due & la convention de
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signe pour p et au changement de signe de la courbure entre i
et wyx. Et enfin:

(II.6)4 p = HURr

Alors les expressions de x et y en fonction de s et r sont:

(x = (4k-3-a,)R - Rﬁncpncos(s/R)
(IT.7)4 .

ly

Re¢nsin(s/R)

e

Par ce changement de variables w,, devient Q.

A @k-1yTR
of— T I f “lrr
iR 217R @R / 2k R @nyTR_ 2nTR
¢ S
s BT Ry nk nzx

nNin nan
Figure 4:L'ouvert Q.

Nous avons

"aplati"®
droits.

l'ouvert o ,, en "tirant" sur ses bords

Nous noterons J,x(.) la dérivée partielle de . par rapport & x.

THEOREME AIIl: Le probléme (I.4), (I.5),
équivalent au probléme :

(I.6), est
: trouver uy,, de Vi

telle que:

, _ _ L L )
(II1.8) fn ( #zﬁzarumﬁrv + 7E?sum@sv)drds = jnﬁmvgndrds, VYvev,

Les symboles =~ signifiant qu'on a effectué le changement de
variables dans les fonctions.

Preuve: Calcul du Jacobien b(x,y)/D(s,r):
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Nous avons, a partir de (II.5): 9¢,/0r = pa, sur oig.

Nous en déduisons en utilisant (II.7), sur chaque ouvert oj:
dx = a,;cpnsin(s/R)ds - Rucos(s/R)dr
dy = ¢,cos(S/R)ds + Rua,sin(s/R)dr

D'ol l'expression du Jacobien:
D(x,y)/D(s,r) = Rugn

Ce nombre est strictement positif si u appartenant & jo0,1f[.

Appelons v la fonction v dans lagquelle le changement de variables

défini par (II.7) a été effectué. C'est a dire:
v(s,r) = v((4k-3-a,)R - Ra,9,cos(S/R), Rg,sin(s/R))

Calcul de dv/Jx et Jv/dy en fonction de dv/ds et dv/dr.

Nous avons, en vertu de ce qui précéde:

dx/ds anpnsin(s/R), 9dy/ds = ¢,cos(s/R)

ox/or

-Rug,cos(s/R), dy/dr = Rua,sin(s/R)
Nous en déduisons:

av/ds

(6v/9x) apppsin(s/R) + (3v/dy)¢encos(s/R)
dv/dr = -(dv/dx)Rucos(s/R) + (3v/3y)Rua,sin(s/R)

Nous obtenons alors:

A a‘s’xg—: sin(§) - SX x=cos (§)
ov av_1 s ov 5 &n

3y = EEXG:'cos(ﬁ) + 37 uRSIn(R)
Nous avons ainsi:

Vu. VW —[a—x—ﬂ-51 (R) g& chos(R)]x[a— sin(%)-%%xﬁicos(%)] +

+ (§2xL cos(§) +38x@sin(g) x(FIxL cos (£)+3¥xdasin(g) )
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_dudv_1 , dudv_1
= 95 s ot aroruTrz

Nous en déduisons:

(I1.9) fo Vu, ,Vvdxdy= f PR ( ;‘:—;2 0,u,,0,v+ (pi 9,u,,0,v) drds
. Y.} n

(II.10) fo fvdxdy= fo_funT/pR(pndrds
wo

d'ol l'équation (II.8), aprés simplification par uR.
Dans quels espaces se situent les nouvelles fonctions?

Notons | 1 ,, (respect. [ 13) la norme de - dans L2 (w,,) (respect.
dans L2(f1)). Nous remarquons alors que (I Vi ,,)? est &gal au 1°
membre de (II.9) dans lequel on remplace u,, par v. Or u est dans
]J0, 1[, r dans ]-1/2, 1/2[ donc:

(I7.11) —L ¢ On 3

<
2u2R2  u2R2  2u2RR

et

win

<1<z
®,

De plus: 3,v=), ,0.,V|g, et 3,v=), ,0:vla,,

car il n' y a pas de saut pour les nouvelles variables. D'ol:

2 -2 2 3 -2
(1r.12) Sp.RIIV vig < Vvl < mnv via

pour uR assez petit. Donc Vv est dans H'(fl) si et seulement si v
est dans H'(o.) .

De méme (I fl ;)% est le 2™ membre de (II.10) dans lequel on
remplace v par £. On obtient ici:

(II.13) %pRnZ‘an < I£R, s %pRITMI%
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Donc f est dans L2 (1) si et seulement si f est dans L2 (wuy) - D'ol
le théoréme. [ |

REMARQUE A.II.2: FORME FORTE DU PROBLEME (II.8). Le probléme
(I.4), (I.5), (I.6),est éguivalent au probléme:

Trouver u,, de H'(l) telle que:
- 1 - -
(II1.15) u,,=0, pour s=0 ou s=nL/2

(II.16) 9.u,,=0, pour r=-% ou r=%

III.LIMITE DE .l_l,m QUAND 4 TEND VERS 0 AVEC n CONSTANT.

Nous donnons ici d'abord deux théorémes, avec des conditions de
régularité différentes sur f, puis des résultats concernant 1la
convergence en moyenne, et 1l'expression de 1la 1limite en
coordonnées cartésiennes.

THEOREME A.III.1: Soit ﬁm,la solution de (II.8). Si f vérifie:
(x11.1) | £l 4y < C(UR) 2 avec C indépendant de u et de R,

alors la famille {fm" # € 10,1 } admet un point d'accumulation
fon tel que:

1) fun~fon dans L2 (Q) faible, quand p+0, & une sous-famille prés,

2)u, = Uy, dans H'(Q) fort, quand g - 0, Uy, défini de maniére
unique par:

(III.2) U, ne dépend pas de r

(III.3) Ugn(0)=Uen(mL/2)=0

X
(III.4) _ d2ue_ [ %
ds2 _520,,dr
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Le résultat (III.2) signifie que la température u ne change pas
sur les rayons de o, pour p trés petit. Quand u tend vers 0, o,
devient isolant, dans la direction des rayons.

PREUVE: a)En remplagant Vv par W, dans (II.8), il vient:

(111.5) |, (% (3,3,,) u(pi (3,8,,) ) drds= 7,,T,,0,drds
n

et & cause de 1'inégalité de H&lder et de (II.11):

lyo = 3 o}
EIV upnlz < EITpnlnuupn"Q

et grdce a 1l'inégalité de Poincaré et & (II.13):
IVuldas dedl,, /(ur)"?

Si (III.1) est réalisée, u,, est alors une famille bornée de
Iﬂ(ﬂ): on peut donc en extraire une sous-famille, notée encore
W, qui converge vers u,, dans H'(Q) faible quand g tend vers 0.
Mais u,, est aussi une famille bornée de V; qui est un espace de
Hilbert, nous en déduisons que u,, est aussi dans Vj.

b) On a aussi: 1-u/2 < ¢, < 1+u/2, qui prouve que ¢, tend
vers 1 dans L°(Q) fort quand p tend vers 0.

La famille des f,, pour les i de la sous-famille des u,, choisie,
est bornée dans L2 (1) d'aprés (II.13) et (III.1): on en extrait

une sous-famille, notée encore f,,, qui converge dans Lz (n)
faible vers fq,, quand p tend vers 0. D'ol:

(III.6) J‘ £,nvendrds - Fo,&drds VY v € H ()
a ]

Maintenant nous multiplions (II.8) par u2?R? et nous remplagons
V par u,, qui est dans Vy. Il vient:

fn[‘Pn(araun) 2 + (u2R?/9n) (as‘—lu.n) 2]drds = ﬂszIn?unﬁun‘Pndrds
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En utilisant (II.1l1) nous pouvons écrire: -

Ham, 12, @) < p2R? [ oFuallunpndrds

En ce qui concerne le membre de droite de cette inégalité, nous
savons que: -

f,n est bornée dans L2 ()

u,, est aussi bornéé dans L2 ()

¢n est bornée dans L°(Q)

~

En passant & la limite quand u tend vers 0, dans la derniére
inégalité, il vient donc:

| 8.y, | L2 () ~ 0, quand u—0

Oor, comme J,u,, - J,Us, dans L2 (N) faible, nous avons aussi:
1 8raen 1, (o) < lim infl d:uun 1, ()
Nous avons ainsi:

Orlon = 0, d'old (III.2) et

dryn = d:Uon, dans L2 (N) fort, quand p tend vers 0

Et en prenant v dans H;(]o,nL/z (), qui ne dépend pas de r, nous
obtenons la forme variationnelle de (III.4), par passage a la

limite dans (II.8), en utilisant (III.6) et le fait que u,
converge vers u,, dans H'(Q) faible.

~

Cc)Reste & régler la question de la convergence forte.

Appelons z, l'intégrale suivante:

Ze = [ {28 (un—tion) 12 + —J9: (Uyn=Ton) 17 }drds
n “ n

D'une part, nous avons:

2, 2 In {zprge [ (Bun=Uon) 12 + —(Pe (Uun—Ten) 12 }drds
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Soit ehcore, si p est assez petit:
2 %!n{[ar(l_lu.ﬂ'l_lon)]2 + [as(aun-ﬁon)lz}drds

D'ol, en utilisant 1'inégalité de Poincarsé:

(I11.7) 2z, > % | uya—u,, 'H'(n)

D'autre part, nous pouvons écrire, la fonction U,, ne dépendant
pas de r:

2, = f #;!ﬁaruun[ar(ﬁun‘aon) ] + (p_lasaun[as (ﬁun'l_lon) ]}drds
n n
- fﬂ {0 + (1/9n) as‘~—1on[as (au.n"ﬁon) ]}drds

D'ou, grédce & (I1I.8):

Iﬂ (uy.n Ugn) prdrds - fn(l/‘Pn) 3sUon[ds (uun Uon) 1drds
Alors en utilisant (II.11) et 1'inégalité de Holder, il vient:

z, £ (3/72) E“_n ILZ (n)lﬁun_ﬁon ILz (a) +

+ In[l' (¢n) -1]asﬁon[as (ﬁun'aon) ]Jdrds + Inasﬁon[as (ﬁun"_lon) ]Jdrds
Soit enfin:

(IIT.8)2y < (3/2)1 Fon |, )| TpnTn | o *

+ 1 1-(gy) ! IL.(Q)I dsU,n IL2 (n)' 9s (Uun=Uon) ILz @ *

+ Inasaon[as (Gu.n‘l—lon) ]drds

Le premier terme du deuxiéme membre de cette inéquation tend vers
0 avec u, car fm,est bornée dans L2 (1) indépendamment de u, et
Uyn converge vers u,, dans L2 (Q) fort, gradce au théoréme de
Rellich et au 2) du théoréme A.ITI.1.

Le second membre de cette inéquation tend aussi vers 0 avec u,
car ¢, tend vers 1 dans L°(1) fort, et “m converge vers ug, dans
H'(Q) faible.
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Le troisiéme terme du second membre de (III.8) tend aussi vers
0 avec u, car ﬁ,m converge vers u,, dans H‘(n) faible.

La convergence forte en résulte, compte tenu de (III.7). |

COROLLAIRE A.IIT.2: Soit u,, la solution de (II.8). Si f est
continue sur 1l'adhérence de w,,, pour un_g donné de )]0, 1[ {

et si £ ne dépend ni de u ni de R, alors u,, converge dans H'(Q)
fort vers u,, définie de fagon unique par: (III.2), (III.3) et

(III.9) _ d2ue,

ase = fon(s,0), sur Q

PREUVE: Nous appliquons le théoréme précédent, aprés avoir montré
que f“n -+ fon dans L2 () fort, quand u - 0.

Par hypothése, f est continue sur l'adhérence de w,, donc | f]
< M sur o4, avec M indépendant de u, et f vérifie (III.1).Donc
d'aprés le théoréme précédent, nous avons (III.2) et (III.3).
Montrons encore (III.9). Sur 1, nous avons, d'aprés (II.7):
fun(s,r) = £l (4k-3-a,) R-Ra,g,cos(s/R), Repsin(s/R))

A cause de la continuité de f nous pouvons écrire:

fun(s,r) - £l (4k-3-a,)R-a,Rcos(s/r), Rsin(s/r)), quand g - 0,

en chaque point. Posons alors:

(ITII.10) fon(s,0)= £l (4k-3-a,)R-a,Rcos(s/r), Rsin(s/r))

C'est la valeur de f au point d'abscisse curviligne s de la ligne
médiane de w,,. On montre alors, en utilisant la continuité
uniforme de f sur w,,, que:

fun - fon dans L2 (0) fort, quand u -+ 0. D'od (III.9). [
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COROLLAIRE A.III.3:convergence en moyenne: Soit u,, la solution
de (II.8). Si f est continue sur l'adhérence de w;,, pour un pu
donné de ]0_, 1[, et si f ne dépend ni de p ni de R, alors la
moyenne de u,, sur ]-0,5; 0,5[ converge vers u,, quand i tend
vers 0, dans H'(]0, wL/2[) fort.

PREUVE: Notons I=]0, nL/2[,et | .|, 1la norme de . dans L2 (I).

Nous avons alors:

1/72_ - 2 2 1/2 _ -

|4 [ u,u.dxi _dlUm| - “[ a U ar _ dlien |2ds
ds ds 1 0 ds ds
=172 -1/2

1/2 - -
=J""’2 [J’ [ ds W d_uon] dr| 2 ds
(] -172 ds

SI [as aun _i_u.on 2 drds
1}

ds

<1V - Vi g

D'ol le résultat. [ |

PROPOSITION A.IIXI.4: RETOUR AUX COORDONNEES CARTESIENNES: Avec
les hypothéses du théoréme A.III.1, p étant choisi dans ]0,1[,
u,, désignant 1la fonction u,, dans laquelle on a fait 1le
changement inverse de celui décrit par (II.7), on a:

(III.11) ”1/2| Vu,, - Vu, l,m - 0 quand pu - 0

PREUVE: Application de (II.12) pour 1l'appartenance de u,, a
H'(w,n), et pour le résultat. |

EXPRESSION DE u,, EN FONCTION DE x ET y. Posons:
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A(;)= I:[I: Ton(t,0) dt |dz

Alors (III.3) et (III.9) impliquent:

(III.12) Uen(s) _ 2A(ML/2) .g - A(s)
7L

La formule (II.7) permet de calculer s en fonction de x et vy,
et par suite ug,(x, y). On obtient:

Sur o, Uen(X,y) est é€gal & son expression donnée par (III.1l2)
dans laquelle on a remplacé s par:

X = (4k-4)R
b4

(III.13) s(x,y)= - R.Arccotan [ ]+ (2k-1) 7R

Sur oz, Uen(x,y) est égal a son expression donnée par (III.12)
dans laquelle on a remplacé s par:

(III.14) s(x,y)= R.Arccotan _K_:_LiK:ELB] + (2k-1)7R

y

IV.LIMITE DE U,, QUAND n TEND VERS +» (donc R -+ 0)

Nous donnons ici un seul théoréme, groupant 1l'étude de la limite
de u,, et 1l'expression de cette 1limite en fonction des
coordonnées cartésiennes x et y, et ici seul x intervient.
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THEOREME A.IV.1l: Soit w,= ]-L, 2L[ x ]-L, L[. Si f est continue
sur o, et ne dépend ni de pg ni de R, alors u,, converge dans
Hi(]0, wL/2[) fort, quand n - +®© , vers U, défini par:

(IV.1) _ d?ue(s) _ f(2s/m, 0) sur )0, nL/2[
ds2

(IV.2) Ueo(0) = Ugo(mL/2) = O
Et en notant ug,(x) = ﬁoo(nx/Z) pour x=2s/m, nous avons:

(IV.3) _ [% ] 232U, (X)

dAx? =f(x, 0) sur )]0, L[

(IV.4) ue(0) = u,(L) =0

PREUVE: La relation (III.9) implique, puisque u,, appartient a
Hy(10,7L/2():

xL/2

QU = fon(S, 0)Uen(s)ds
- |Lz(0’ wry2) "o En(S: 0)en(s)

Et en utilisant les inégalités de H®lder et de Poincaré, et la
continuité de f sur ©, nous obtenons:

|d—g°n < C avec C indépendant de n.
s 1rLz2(0, nL/2)

Donc, & une sous-suite prés, u,, converge dans HZ,(]O, mL/2([)
faible vers u,.

Pour démontrer (IV.1l), nous considérons le point M d'abscisse
curviligne s de 1la 1ligne médiane de w,. Ses coordonnées
cartésiennes sont, pour i=1 ou 2:

((4k-3-a,) R-a,Rcos(s/R), Rsin(s/R))

Cherchons la limite de ces coordonnées quand n tend vers +». Nous
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avons: -

3+ay,
2

(2k - )IR < s < (2k-1++)

Nous en déduisons:

2% + (1+@)R < 4kR < 22 4 (34q,)R

Et quand n tend vers +w, alors R tend vers 0 et les coordonnées
en question tendent vers (2s/m, 0). 2Ainsi du fait de 1la
continuité de f, nous avons:

fon(s, 0) - f(2s/m, 0) quand n-+®©, en chaque point.

Et du fait de la continuité uniforme de f sur o,:

fon(s, 0) - £(2s/m, 0) quand n-+», dans L2 (0, wL/2) fort.

D'od (IV.1l), en passant & la limite dans les deux membres de
l'équation suivante:

7L/2 7L/2

s = Io Fon(s, 0) vds Vv e H\(]O, nL/2[).

du,, dv d
0 ds ds

Pour la convergence forte, méme démonstration que pour 1le
théoréme A.III.1. |

B. EN DIMENSION 3: TOLE ONDULEE.
I. PROBLEME
Nous assimilons la tdle ondulée & 1'adhérence de T,,, partie de
R’ engendrée par le déplacement de w,,, perpendiculairement a son
plan, sur une distance de 1. Ainsi on a:
(T.1) Tuyn = w4y X )0, 1

(I.2) Zuyn = Dun X )0, 1[: partie du bord droit horizontal de T,,.

(I.3) Ayn = Tun \(Tun U Jyn) : reste du bord de T,,.
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Figure 5: 1l'ouvert T,,.

Nous considérons le probléme suivant: f étant une fonction donnée
de L2 (Tu.), trouver u,, de H'(T,,) tel que:

If(I.4) - Ay, = £ sur T,
{I (I.5) Wy =0 sur [,
l

(I.6) du,/ofi = 0  sur A,

Le probléme donné est semblable & celui étudié dans le paragraphe
A. Les démonstrations s'adaptent facilement et ne seront en
général, pas écrites.

Soit V,, l'ensemble de fonctions défini par:

(I.7) Vuo ={v € H'(Ty) t.q. v = 0 sur [, }

THEOREME B.I.1l: Le probléme (I.4), (I.5), (I.6) admet une
solution unique dans V,,

PREUVE: Voir théoréme A.I.1l. Nous avons ici: u,, solution de:
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(1.8) [ Vu,Vvdxdydz =[ fvdxdydz Vvev,,
[ Y]

II. CHANGEMENT DE VARIABLES.
Nous effectuons le méme changement de variables qu'au A, avec les
mémes notations pour 1les fonctions. Pour les ensembles, nous
noterons:
(IT.1) T =0 x ]0, 1

(II.2) Vr ={v € H'(T) t.q.v=0 sur ]-%,%[x{0,mL/2}x]0,1[}

Nous noterons aussi | .l ,, 1la norme de . dans L2 (T,,)
et | .1 ; 1la norme de . dans L2(T).

THEOREME B.II.1l: Le probléme défini par (I.4), (I.5), (I.6) est
équivalent au probléme:
trouver u,, de Vi telle que:

1 - — -— -
(II.3) fﬂ —”—;?R—zaru,m RY e (p—nasu,masv + ¢n0,u,n0,v)drdsdz =

= n7:‘“,5/(;),,drds , Wevy

PREUVE: la méme que pour le théoréme AII2, avec:
—_ M —
(IT1.4) m pRIV V% s |VV2, < _p_}_?uv vz

(II.5) m pRIZ, Iz s I£13, < M pRIE, I}
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III. LIMITE DE ﬁm QUAND u TEND VERS 0 AVEC n CONSTANT

Le théoréme A.III.1 se transforme en:

THEOREME B.III.1: Soit u,, la solution de (II.3). Si f vérifie:
(rxr.1) | £l ,, < c(uRr)? avec C indépendant de p et de R,

alors la famille {f,,, #€]0,1[} admet un point d'accmulation f,,
tel que:

2)Uyn - Uen dans H'(T) fort, Uy, défini de manidre unique par:
(III.2) Uy, ne dépend pas de r
(III.3) Uon(0,2) = Uen(mL/2,2) = O

- - 1/2_
(III.4) _ O2uon _ 92Ugn _ fon(s,r,2z)dr

0sz =~ 0dz2 I-vz

De méme, du corollaire A.III.2, nous tirons:

COROLLAIRE B.III.2: Soit u,, la solution de (II.3). Si f est
continue sur l‘'adhérence de T,,, pour un_p donné de O, 1f

et si f ne_dépend ni de u ni de R, alors u,, converge dans chr)
fort vers u,, définie de fagon unique par: (III.2), (III.3) et

(III.5) _ 82Ugn _ 92U

5es P = fon(sS,0,2), Sur T
s z

Et le corollaire A.III.3:
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COROLLAIRE B.III.3: CONVERGENCE EN MOYENNE: Soit u,, la solution
de (II.3). Si f est continue sur 1l'adhérence de w,,, pour un p
donné de )]0, 1[, et si f ne dépend ni de u ni de R, alors la
moyenne de uy,, sur }-0,5; 0,5[ converge vers u,, quand u tend
vers 0, dans H'(]0, mL/2[ x ]O, 1[) fort. §

Quant & la proposition A.III.4, elle devient:

PROPOSITION B.III.4: RETOUR AUX COORDONNEES CARTESIENNES: Avec
les hypothéses du théoréme B.III.1, u étant choisi dans }0,1[,
u,, désignant 1la fonction u,, dans 1laquelle on a fait 1le
changement inverse de celui décrit par: (II.7), on a:

(ITI.6) u”QIVh”,- Vuen Im, -+ 0, quand u-0

IV. LIMITE DE u,, quand n tend vers +

Le théoréme A.IV.1l s'écrit ici:
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THEOREME B.IV.1: Soit Tg— WX ]0, 1[. Si f est continue sur T,
et ne dépend ni de u ni de R, alors u,, converge_dans
Hl(]0, nL/2[ x ]0, 1[) fort, quand n -+ 4o , vers u“,deflnl par:

(IV.1) _92uye(s,2)_ 82Us(S,2)
dsz - 0z2

=f(2s/m,0,2) sur J0,nL/2[x]0,1[
(IV.2) Ue(0, 2) = Ug(7L/2, 2Z) = 0 sur ]O, 1f
Et en notant ug(x, 2) = U (Tx/2, Z) pour x=2s/m, nous avons:

(IV.3) _ [a ] 29205, _ 924

Ix2 S22 = f(x,0,2z) sur ]0, L[ x ]0, 1

(IV.4) Ug(0, 2Z) = Ue(L, 2) = 0 sur ]O, 1

C. EN DIMENSION TROIS: BOITE ALIMENTAIRE

I. PROBLEME.

Nous revenons & l'ouvert u,, défini dans la partie A. Soit R,>2R
un réel donné et A la droite d'équation y=R,, et orienté par 1I.
Alors l'ouvert de R3®, noté Bun, est la partie de R® engendrée par
les rotations de u,, autour de A et d'angles O appartenant &
[0,2n[. Par définition, la boite alimentaire est 1'adhérence de
Bun et le réel R, en est le rayon moyen.

Cun est la partie de la frontiére de B,,, provenant de D,.

Bin = Byn \(Bun U Cy) le reste du bord, frontidre latérale de Byun
(voir fig.4).

Nous considérons le probléme suivant: f étant une fonction donnée
de L2 (B,,), trouver u,, de H'(B,,) tel que:

{(I.l) - Ay, = £ sur By,
1(1.2) W, = 0 sur C,
L

(I.3) duy,/of = 0 sur A,



1> partie, 1= chapitre: PB THERMIQUE SUR DES OUVERTS ONDULES. tierm:uies

EN DIMENSION TROIS:BOITE ALIMENTAIRE. page:27

Comme pour le paragraphe B, nous ne mentionnerons que les points
spécifiques a4 ce probléme.

Soit Wy, 1l'ensemble de fonctions défini par:

(I.4) Wyn ={v € H'(B,;) t.q. v = 0 sur C }

THEOREME C.I.1: Le probléme (I.1l), (I.2), (I.3) admet une
solution unique dans W,

PREUVE: Voir théoréme A.I.1, avec ici:

(I.5) fB Vu,,Vvdxdydz= fB fvdxdydz ¥ v €W,
(%] (]

X

Figure 6:1'ouvert B,,
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II. CHANGEMENT DE VARIABLES. -
L'idée est de couper B,, par un demi plan P, de bord (0,x), et de
retrouver ainsi ., & une translation prés.

Appelons m le projeté orthogonal d'un point M sur 1le plan
(x0z) .Les nouvelles notations sont:

l'abscisse curviligne s mesurée dans P, comme dans A.II,
le nombre r défini dans P, comme dans A.II,
* 0: une mesure de 1l'angle ({Ox), [Om)), comptée autour de (0Ox).

n:la distance du point M au cylindre moyen d'axe (0x) et de

~

rayon R,, affectée du signe + si M est & l'extérieur de ce
cylindre et du signe - dans le cas contraire.

Les nouvelles variables sont s, r et 0.
Les formules de changements de variables sont alors:
pour se ramener & W,,, dans P,:

(II.1) y=(n+R,)cosB, z=(n+R,)sinb.

Puis, en s'inspirant du A formule (II.7):

[ x
(IT.2)1
ln

(4k-3-ap)R - Ra,p,cos(s/R)

Rppsin(s/R)

Soit encore, en condensant les deux étapes:

X = (4Kk-3a,)R - R[apturjcos(s/R)
(I1.3) |y= [R(l-an/.tr)sin(s/R) + R, ]cose

z= [R(l-anur)sin(s/R) + R, ] sin0.
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Posons: N

(II.4) B = Q x )0, 27[

{ c = {0, nL/2} x ]-%, %[ x Jo, 2u(
(II.5) i Yo = ]0, mL/2[ x 1-%, %[ x {0}
(

Yar = 10, WL/2[ x ]-%, %[ x {2m}

(II.6) Vg = {v € H'(B) t.q. v=0 sur C, et vI = v| , }
2%

Alors on démontre que Vg est un espace de Hilbert. Nous notons
de maniére analogue & ce qui précéde . la fonction . dans
laquelle le changement de variable (II.3) a été effectué, | .l
la norme de . dans L2(B,), et l.lg 1la norme de
L2 (B) .Introduisons encore la fonction:

un
. dans

(II.7) ¥n(sS) = ¢n(s)Rsin(s/R) + R,

THEOREME C.II.1l: Le probléme défini par (I.1), (I.2), (I.3) est
équivalent au probléme:

trouver u,, de V3 telle que:

(II.8) !a (—}%‘z—aruﬂn v+ -'J'—asu,masv + ‘LLG Uund,v)drdsdd =

I ;fm?np,,wndrdsdq: , YWevy

PREUVE: la méme que pour le théoréme A.III.2, avec:

(II.9) m pRIV VI3 < Vv, < p_‘jenv V2

(II.10) m pRIZ, 2 < I£12, < M pRIZ, I3
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III. LIMITE DE I-J,m QUAND u TEND VERS O AVEC n CONSTANT

Notons d'abord:
(III.1) ¥, = R, + Rsin(s/R)

Le théoréme A.III.1 se transforme en:

THEOREME C.III.1: Soit u,, la solution de (II.8).
Si £ vérifie:

(rxx.2) Il ., < c(ur)2 avec C indépendant de u et de R,
AN

alors la famille {fw, 4€)0 ,1[} admet un point d'accmulation
fon tel que:

1)f4n = fon dans L2 (B) faible, quand g - 0, & une sous-famille
prés,

2)w, - U dans H'(B) fort, U, défini de manidre unique par:
(III.3) u,, ne dépend pas de r

[ Wen(0,0) = Upn(nL/2,0) = 0 sur ]O, 27(

(III.4)1 _ _
uml = Uq, I
Yo Yo
(III.5) 3 | ¥.0u 1 J2u v
. u 1l Uon _ =
- a_s[ “as ] T Vs @81 )., fon¥edr

Pour la preuve, notons ici que: ¥, = ¥y, dans L°(B) fort.

De méme, du théoréme A.III.2, nous tirons:
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COROLLAIRE C.IIX.2: Soit u,Ln la solution de (II.15). Si f est
continue sur 1l'adhérence de B,,, pour un_u donné de )0, 1[,

et si f ne_dépend ni de p ni de R, alors u,, converge dans H'(B)
fort vers u,, définie de fagon unique par: (III.3), (III.4) et

(III.6) _E[Wdhbn ] ;o 65531_ Eon(s, 0, 0) Yo(s)

Et le corollaire A.III.3:

COROLLAIRE C.III.3: CONVERGENCE EN MOYENNE: Soit um,la solution
de (II.3). Si f est continue sur 1l'adhérence de Bun, pour un pu
donné de )]0, 1[, et 51 f ne dépend ni de_u ni de R, alors la
‘moyenne de u,, sur ]-%, %[ converge vers u,, quand p tend vers
0, dans H' (JOo, nL/2[ x JO, 2n[) fort.

Quant & la proposition A.III.4, elle devient:

PROPOSITION C.III.4: RETOUR AUX COORDONNEES CARTESIENNES: Avec
les hypothéses du théoréme C.III.1, u étant choisi dans ]0,1[,
Ugn de51gnant la fonction u,, dans laquelle on a fait 1le
changement inverse de celui décrit par (II.3) on a:

(III.7) u”2|th,- Vugn Iw, - 0 quand u - 0

IV. LIMITE DE u,, quand n tend vers +w

Le théoréme A.IV.1 s'écrit ici:
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THEOREME C.IV.1: Soit B, 1' ouvert obtenu & partir o,, de 1la
méme fagon que By, & partir de o,,. Si f est continue sur B, et
ne dépend ni de p ni de R, alors u,, converge dans

Hl()0, mL/2[ x )0, 2w[) fort, quand n - +®© , vers U, défini de

maniére unique par:

(IV.1)_ 32%ue _ _1  92ue _ f£(2s/m, R,cos®, R,sind)

ds? R,2 002
[ Weo(0, 0) = Uy (nL/2, 6) = 0 sur ]0, 2m[
(IV.2){
\ Qoo = l_-loo
Yo Yor

Et en notant ug,(x, 0) = U, (mx/2, 0) pour x=2s/m et ¢=RO, nous
avons:

(Iv.3) _ [2 ] 202Uoo _ 92Uoo =f (M) avec M(x, RycosB, R,sinf)
m ox?2 d¢?

(IV.4) ug(0, 0) = ue,(L, 6) =0 sur ]0, 27[

Figure 7: Cylindre
limite
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DEUXIEME CHAPITRE: -

INTERVERSION DES LIMITES EN THERMIQUE

INTRODUCTION: Dans ce chapitre, nous nous intéressons encore &
l'équation thermique stationnaire: -Au = f, définie sur 1les
ouverts particuliers déja utilisés: o,,, en dimension deux, T, et
Bun, en dimension trois, respectivement: téle ondulée et boite
alimentaire. Cette fois, pour chacun des trois cas envisagés,
nous cherchons d'abord la limite de u quand le nombre des
ondulations n tend vers 4o, les dimensions de 1l'ouvert restant
fixes. Pour cela, nous utilisons les changements de variables du
chapitre I, pour avoir affaire & des ouverts qui ne dépendent
plus de n. Une des difficultés rencontrée, est la limite du
produit de deux suites convergeant faiblement dans L2. Pour la
lever, nous utilisons une méthode d'homogénéisation. En effet,
nous rencontrons des fonctions périodiques dans une direction
seulement: celle qui correspond aux ondulations.

En dimension deux, pour mettre en oeuvre cette technique, nous
employons la méthode des échelles multiples. Nous découvrons
ainsi un seul nouveau coefficient, défini & 1'aide d'une fonction
auxiliaire notée y,. Ensuite, nous montrons que la "température"
converge dans H! faible, vers 1la solution de 1l'équation
homogénéisée, qui est une équation différentielle d'ordre deux.
La question de la limite quand "1'épaisseur" tend vers 0 ne pose
alors pas de problémes particuliers: nous obtenons la méme
fonction qu'au chapitre 1, aprés avoir fait tendre d'abord
1l'épaisseur vers 0, puis le nombre d'ondulations vers 1l'infini.
Nous vérifions ainsi l1l'interversion des limites.

En dimension trois, que ce soit pour la téle ondulée ou pour la
boite alimentaire, 1la méthode d'homogénéisation nous fait
utiliser les mémes fonctions auxiliaires yx, et 1le méme
coefficient homogénéisé qu'en dimension deux. Nous pouvions nous
y attendre, car les ondulations sont, dans chaque cas, dans une
direction seulement. Nous démontrons encore la convergence dans
H® faible de la "température" vers une fonction, solution d'une
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équation différentielle d'ordre deux. De méme qu'en dimension
deux, la question de la limite quand "l'épaisseur" tend vers 0
ne présente pas de difficultés, et 1'interversion des limites est

encore réalisée.
A.INTERVERSION DES LIMITES EN DIMENSION DEUX.

I. NOTATIONS. PROBLEME,

Nous utilisons les notations suivantes, L et R étant deux réels
strictement positifs donnés (L longueur et R rayon moyen de
l'ouvert ondulé w,,, d'"épaisseur" uR):

(I.1) a = ]0, wL/2[(x]~%, 5[ domaine des variables s et r.
(I.2) wo, =]1-L, 2L[x]-L, L[ domaine des variables x et y.
(I.3) Vg = {veH‘(n) t.qg. v=0 sur les bords s=0, s;nL/Z}

-_an(s)=1 si s€](2k-2)7nR, (2k-1)7R[
(I.4) avec ke€{l;...;n}
an(s)=-1 si s€](2k-1)nR,2knR[

(—on(S.r)=l+uran(S)
(I.5)}| _ pour presque tout (s,r)en
¢n(s,r)=1-ura,(s)

b

Les nombres R et n sont liés par la relation:
(I.6) 4nR = L

Nous noterons 0d.*, respectivement dxy*, la dérivée partielle de

-~ Y

* par rapport & x, respectivement par rapport & x et & y.
Soit * une fonction donnée, définie sur v, ou sur W, Nous notons
*,n la fonction obtenue a partir de * avec les changements de

variables définies par: ch.IA (II.7).

Soit d'autre part le probléme:
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trouver u,, de V; telle que: -

(I. 7)f( ¥ 55 3V+ au d,v) drds= fofun‘_f(pndrds Vvey

zztpnr s“un"s

La question qui nous préoccupe ici est de chercher la limite de
ﬁ,m quand R tend vers 0, ou quand n tend vers +», u &tant

constant inférieur & 1/2, puis la limite de la fonction obtenue
quand g tend vers 0.

La fonction ¢, est périodique en s. C'est la raison pour laquelle
nous utilisons une méthode d'homogénéisation dans la direction
des s. Dans ce but, nous introduisons, en posant S=s/R:

(I.8) I = Jo,2m(x]-%,%[, domaine des variables S et r.

Définissons, sur l'ensemble des fonctions de H: (I), périodiques
de période 2m en S, la relation R par:

VRW « w-v est une fonction de s seulement
Soit maintenant V; 1l'espace fonctionnel défini par:
(I.9) Vi = {v: VEH*(I), périodique de période 27 en S}/R
Nous considérons V; muni de la norme suivante:

lvl; =182 +lovi?

]1/2
L2 (I) L2 (1)

Alors V(I) muni du produit scalaire associé & cette norme est un
espace de Hilbert.

Selon l'habitude, nous considérons les fonctions de s et de r
comme des fonctions de s, S et r périodiques en S. Ainsi, en
posant:

@(S,r) 1 + ur, sur ]0,w[x]-%, %[
(I.10) ¢ de période 27 en S
¢(S,r) =1 - ur, sur ]m,2n(x])-%, %
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nous avons: -

(I.11) on(s,r) = ¢(s/R,r)

II. LIMITE DE I-J,m QUAND n TEND VERS 4.

THEOREME A.II.1: Si f est continue sur o,, alors u,, converge,
quand R tend vers 0, dans H'(Q) faible vers la fonction notée
We. Cette dernidre ne dépend pas de r, et est définie de
maniére unique par:

- bdsUe(s) = 2nf(2s/m, 0) sur ]0, wL/2|
(I1.1)| _ _
Wo(0) = uw(nL/2) =0

avec:

(II.2) b, = fl b(—S’lT)as(s-x“)der

et x, la solution unique de 1l'équation variationnelle:

1

(5. 5y 9s(8~w)dgvidrads = o,

(I1.3) [ 20(S,)3(S-1,) v +

PREUVE:
1°)EXISTENCE D'UNE LIMITE FAIBLE.

Nous démontrons, comme dans ch.I preuve du théoréme A.II.1, que
ﬁ,m est bornée dans H'(n) , indépendamment de R. Il en est de méme
pour ﬁ,m dans Vp. Comme cet ensemble est un espace de Hilbert,
nous en concluons que, a une sous-suite prés, 1_1,,,, converge, quand

R tend vers 0, dans Vp, faible, vers une fonction notée

provisoirement us.

(II.4) u, - ue, dans H! (1) faible, quand R-0.

2°)u, EST INDEPENDANTE DE r.
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En remplagant v par u,, dans (I.7), il vient:

(II.5) _1 J‘ ®n(0,0y,) 2drds + ,[ 1 (9suy,) 2drds= .[ £unlun@ndrds
a a

K2R? a®n

or, nous avons: | rl <1/2, p<1 et | «f =1, donc: 1/2 < ¢, < 3/2.
De plus: £,,(N1) est inclus dans f(w,) qui est borné indépendamment
de R, car f est continue sur o,.
Il s'ensuit:

(II.6) R} I aﬁgnILqm < C, avec C, constante indépendante de R.
et comme agyn - drue dans L2 () faible, nous avons:

(II.7) I a,-U. I L) < lim inf I arﬁ,m lL’(n) = 0, d'aprés (II.6).
D'od Jdru, = 0, ce qui prouve que u, ne dépend pas de r.

3°)QUELQUES RESULTATS SUR ¢, ET ¢,.

Notons d'abord que @, est une fonction de L2(]0,7nL/2[),
périodique de période mR. Donc elle converge vers sa moyenne, sur

une période, dans L2(]0,nL/2[) faible, quand R - 0. Nous avons
donc:

a, = 0 dans L2(]0, nL/2[) faible, quand R - 0.
Et comme a, ne dépend pas de r, nous pouvons encore écrire:
(II.8) a, = 0 dans L2(Q) faible, quand R - 0.
En effet, constatons d'abord que pour toute fonction v de L2 (0):
ﬁ%vdr est dans L2 (]0,nL/2[) car:
J3/3(J}2 var) 2ds<[ v2drds, d'aprés 1'inégalité de Holder. Donc:
I&%vdrds=f¥”an(fﬂzvdr)ds - 0, quand R -+ 0, d'aprés (II.8).

De plus, puisque a,> = 1 sur )0,nL/2[, alors a, ne converge pas
dans L2 (]0,nL/2[) fort.
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or ¢, = 1 + ure,, et donc, d'aprés (II.8): -
(IT1.9) ¢, = 1 dans L2 (Q) faible, quand R - 0.
Et cette convergence n'a pas lieu dans L2 () fort.

Alors, pour déterminer u. nous pouvons penser, en considérant
(I.7), & prendre une fonction test v dans f)(]O,ﬂL/Z[) ne
dépendant que de s. Mais de cette maniére nous avons affaire au
produit de deux suites, 9,u., et 1/¢,=¢n/(1-u2r2), qui convergent
dans L2 (1) faible seulement. Nous ne pouvons donc rien en déduire
concernant le comportement de ce produit. Nous allons donc mettre
en oeuvre une méthode d'homogénéisation, qui 1léve cette

difficulté.
4°) METHODE DES ECHELLES MULTIPLES.

Nous cherchons un développement de ﬁm” & priori sous la forme
suivante:

(I1.10) wn(s,r) = u’(s,S,r) +Ru'(s,s,r) + R2u®(s,S,r) + ...
avec u périodique de période 27 en S

Il faut noter que la forme forte de (I.7) est, sachant que v est
nulle pour s=0 et s=nL/2:

1 - 1,- -
(II.11) - “_zR—zar(‘Pnaruun) - as(‘p_nasuu.n) = funPn, sur 0
Pn 0r1,,=0 pour r=-% ou %

Rappelons encore la formule:
(II.12) 9s(%(s,s/R,r)) = (R'9g% + 98) (s,s/R,r)

Nous avons donc:

9ruyn = d,u® + RI;u' + R29,u? + ...

~

dsuun = R19gu° + 35u° + dgu' + R(Aguz + Ju') +...
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9s (9 '0suum) = R2g(97'9gu°) + R'[Ig(9 ' (dgu'+dsu°)) + d5(97'95u°) ]

+ 35 (9 ' (Oguz+dsu’)) + ds5(9'(dgu'+dsu)) + ...

Par identification des coefficients de RK dans (II.11), o U, a
été remplacé par son expression donnée en (II.10), nous obtenons,
pour k=-2 dans (II.11)1 et k=0 dans (II.1l1);:

= [J.-za,-((pa,-uo) = as(‘p-1asuo) =0
(IT.13)
pd.u° = 0 pour r=-% ou %

Nous considérons ces relations comme des équations en S et r, 1la
variable s jouant le réle de paramétre.

En multipliant les deux membres de (II.13); par v quelcongue de
Vi et en intégrant sur I, il vient:

[(- B30, (93,u°) v - dg (@ 'dgu°)v)dSdr = 0

D'olu, en appliquant la formule de Green:

[+ (4293,u°d, v+9 19 gu°dgv) der-j’er.'zq: (3ru,) andS“IYs(P'1 (dgu,) ngvdr=0

en notant:

Ys (respectivement y;) le bord de I correspondant & S=0 ou 2%
(respectivement r=-% ou %),

i(ng,n,) le vecteur unitaire normal au bord de I et dirigé vers
l'extérieur de I.

Alors, les intégrales sur yg et y, sont nulles respectivement, a
cause de la périodicité des fonctions et (II.13),. Nous en
déduisons:

(II.14) II(p'zq)a,.u°8.-v + ¢ '9gudgv)dsdr = 0, Wvev,.

La fonction ¢ étant bornée par 1-u/2>0 et 1+u/2, le réel u étant
constant strictement positif et plus petit que 1/2, nous en
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concluons que la forme bilinéaire définie par le premier membre
de (II.14) est coercive. L'application du théoréme de Lax-
Milgram, nous permet alors de conclure & 1l'existence et &
l'unicité de u°. Une solution évidente de (II.14) étant u°=0 dans
Vi, c'est donc la seule solution de cette équation. Cela signifie

que u® est une fonction de s seulement.
(II.15) u°(s,S,r)= u’(s)

En continuant notre identification des coefficients de RK, nous
obtenons, pour k=-1 dans (II.11); et k=1 dans (II.1ll),, et en
tenant compte du fait que u® ne dépend pas de S:

- ”-zar(‘Paru1) - as(¢-1asu1) = as(‘ansuo) =0
(II.16)
¢d.u' = 0 pour r=-% ou %

Comme précédemment, nous multiplions les deux membres de (II.16);
par une fonction v quelconque de V;, et nous intégrons 1l'égalité
obtenue sur I. En appliquant la formule de Green, les intégrales
sur le bord de I sont nulles pour les mémes raisons que pour le
calcul de u®°, et nous obtenons:

(IT.17) fI(u'zqﬁru’arv + ¢ 19gu'dgv)dsdr = -IIq>'1asu°asvder, Wev;.

La forme bilinéaire définie par le premier membre de (II.17) est
la méme que pour (II.14), donc est coercive. Le second membre de
(IT1.17) définit une forme linéaire continue sur V,. Le théoréme
de Lax~Milgram nous donne encore l'existence et l'unicité de u'.

Nous remarquons maintenant que x, vérifiant (II.3) est défini de

maniére unique dans V;. En effet, il est facile de voir que
(II.3) s'écrit encore:

(II.18) II(u'charx,‘arv + ¢ '9gx,85v)dsdr = Iqu'asvder, Yvev;.
L'existence et 1l'unicité de x, s'en déduisent comme pour u', les
équations (II.17) et (II.18) étant trés semblables.

Montrons alors que u' peut s'écrire sous la forme:

(II.19) u' = -x,9,u® dans V|, soit u'(s,S,r) = -x,(S)dsu’(s) + a'(s)
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En effet en multipliant les deux membres de (II.18) par dsu°, qui
ne dépend ni de S ni de r, il vient:

(1I.20) jI(u'%a,(-xﬁasw)a,v + ¢35 (—xu0su°) dsv)dSdr
= -II¢-1asu°asvdsdr’ vve‘vl.
Alors, en comparant avec (II.17), nous en déduisons (II.19),
grdce & l'unicité de u'.

Avant de continuer d'identifier les coefficients de RK dans

~

(II.11), nous allons nous intéresser a f,m. Nous savons que, voir
ch. 1 A (II.7):

(IT.21) ?:‘,m(s,r)=f((4k-3-an)R-R(an+p.r)cos(s/R) , R(1l+apur)sin(s/R))

avec: (2k-3/2-a,/2)mR < s < (2k-1/2-a,/2)7R

et -5 < r < %
Le premier encadrement montre que:
2s/m - 2R £ (4k-3-a,)R < 2s/w

Nous en déduisons:
(I1.22) (4k-3-a,)R -+ 2s/m, quand R-O0.

Et comme f est continue sur o,, nous avons, en observant (II.21):
(IT1.22) fu.(s,r) - £(2s/m,0), quand R-O0.
Ainsi, f,,(s,r) peut s'écrire:
(IT1.23) fu.(s,r) = £(2s/m,0) + £(R), avec £(R) - 0, quand R-0.
Alors, en identifiant les coefficients de R* dans (IT.11), on -\iu,.
a été remplacé par son développement donné en (II.12), il vient,

pour k=0 dans (II.1l1), et k=2 dans (II.11),, compte-tenu du fait
que u° ne dépend que de s:
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-u-zar(q’aruz) -dg (‘P-1asu2) -dg (‘P-1asu1) "ans'uo
(II.24) -9 '9sgu'=£ (2s/7,0) ¢

¢d.u? = 0 pour r=-% ou %

Selon la méthode déja utilisée, nous multiplions les deux membres
de (II.24)y par une fonction v quelconque de V|, et nous
intégrons sur I. En appliquant la formule de Green, il apparait
des intégrales sur le bord de I, qui sont nulles pour des raisons
analogues aux cas précédents. Nous obtenons alors:

(II.25) [, (u2%p3:u%dv + (p"&suzasv)der- =

jI(¢4asnfv-¢”(asnf)as(xu)v-¢4agﬂasv+f(2s/n,0)¢v)der, Yvev;.

Le premier membre définit une forme bilinéaire coercive, comme
précédemment. Le second membre est une forme linéaire continue
sur V; s'il prend la méme valeur pour deux éléments de la méme
classe d'équivalence. Nous sommes donc assurés de l'existence et
unicité de u? dans V|, pourvu que la condition de compatibilité
suivante soit vérifiée:

[1007(1-9x,) 8s:u° + fo)dSdrK(s) = o0,

pour toute fonction K(s), ne dépendant que de s.
Cela s'écrit encore, en tenant compte de (II.2), et du fait que
flwder=2n:

(II.26) -b,d5:u°=2nf(2s/m,0), sur )0,nL/2(

$°) EXISTENCE ET UNICITE DE u°.

Pour cela, montrons d'abord que b, est strictement positif.
Nous obtenons un autre expression de ce nombre en remplagant v
par x, dans (II.3), ce qui est possible vu que cette fonction est
dans V;. Il vient:
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(I1.27) (B 293r(S=xu)0rxp + 9 10 (S-%u)dgxu)dSAr = 0
I

Et en retranchant membre & membre (II.2) et (II.27), nous
obtenons: :

(II.28) by = [1[#7%93r(S-xu)3r(S-xu) + 9 '5(S-xu)dg(S-xu) 1ASAr

Comme ¢ est bornée par 1/2 et 3/2 et u constant dans ]0,1[, nous
avons:

(I1.29) b, 2 ¢ I s-¢, 1%, avec cC>o0.

La fonction yx, étant périodique, il est clair que S-yx, ne peut
étre nul. Nous avons donc bien:

(II.30) b, > 0

Nous obtenons la forme variationnelle de (II.26) en multipliant
cette équation par v de HL(]0,nL/2[), et en intégrant sur
l'intervalle J=]0,nL/2[. Il vient:

(II.31) IJ b,dsu%dsvds = 2anf(2s/n,0)vds, VveHy (]0,nL/2([).

Du fait de (II.30), la forme bilinéaire définie par le premier
membre de cette équation est coercive. De plus, la forme linéaire
définie par le deuxiéme membre est continue sur Hy(]0,7L/2[).
Comme cet ensemble est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire usuel, le théoréme de Lax-Milgram nous donne 1l'existence
et 1l'unicité de vu°.

IL ne reste plus qu'd montrer que u,, converge dans H' () faible
vers u°.

6°) AUTRE CONVERGENCE,
En s'inspirant des travaux de F. Léné (cf. [24]), posons:
(IT.32) 05 = (1/¢n)0sUun
La fonction ¢, é&tant bornée dans L°(1) par des nombres

strictement positifs indépendant de R, et a;;m étant borné dans
L2 () indépendamment de R (voir (II.4)), nous avons:
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(11.33) log | Laga) ¢ C indépendant de R.
Nous en déduisons, L2 (fl) étant un espace de Hilbert, l'existence
d'une fonction o de cet ensemble, telle que, & une sous-suite
prés:

(II.34) o5 - o, dans L2(N) faible, quand R-0.
Cherchons encore la relation vérifiée par o. Pour cela nous avons
besoin d'un résultat plus précis concernant f,,. La fonction f
étant continue sur w,, nous en déduisons que:

(II.35) fu,(s, r) - £(2s/m,0), dans Lz (N) fort, quand R-0.

Maintenant, en prenant comme fonction test dans (I.7) un élément
de H(10,7L/2[), qui ne dépend que de s, il vient:

(II.36) [,0:9svdrds = jn%,m«p,,vdsdr, wweb(jo,nL/2[).
En passant & la limite quand R tend vers 0, grice a (II.9),
(II.34) et (II.35), nous obtenons:

(II.37) [q0dsvdrds = [of (28/m,0)vdsdr, WveD(]0,nL/2[).

La forme forte s'écrit:

(II1.38) -9s([*o0dr) = £(2s/m,0), sur ]0,7L/2[.

7°) FIN DE LA DEMONSTRATION: METHODE DE L'ENERGIE.
Nous considérons la fonction:
(I1.39) wt(s,r) = Rw(s/R,r) = s - Ry,(s/R,r), sur Q.
En appliquant la formule de Green a (II.3), nous obtenons:
=f 1 [8r(1%93r(S-%4)) + 35(9'dg(5-x,)) )vdSdr +

+ jyrp.'cha,(s-x,,,)n,vds + Iqu;"as(S-x“)nsvdr = 0, Wev,.
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Nous trouvons ainsi la forme forte de l'équation définissant yx,:

Or (1293, (S—xu)) + 85(97'9g(S-xx)) = 0, sur I
(II.40)
93, (S-x,) = 0 pour r=-% ou %

En remplagant S par s/R, s variant dans ]0,7L/2[, et en utilisant
la périodicité de yx,, il vient:

R2u20, (9ndrWh) + 35((1/9n)dsw') = 0, sur O
(II.41)
¢ndrwR = 0 pour r=-% ou %

Remarquons que (II.39) nous permet d'écrire:

(I1.42) w*(s,r) - s, dans H'(Q) faible et Lz (N1) fort, quand R-0.
Nous choisissons alors comme fonction test dans (I}7):

(II.43) v = qwt, avec ne@(]O,nL/Z[), ne dépendant que de s.

Nous obtenons ce faisant:

(I1.44) [ [go0edrTunde (n) + —3:Tunds (MW*) Jdrds = [ Eemmwtdrds

De plus en multipliant (II.41); par nu,,, et en intégrant sur A,
nous obtenons:

(II.45) fn [R—}Fa,(¢na,w") + as((pinaswﬂ)]nﬁ“ndrds =0

La formule de Green nous permet d'écrire, en nous rappelant que
u,, est nul pour s=0 et pour s=mL/2:

1 = 1 - . wt -
(II.46) ILRz—uz"’"af"’Ra'("u“") 3w 35 (Uyn) ] drds+ fy—r%numnrds=0

L'intégrale sur y, est nulle du fait de (II.41),. Alors, par

-~

différence membre 3 membre entre (II.44) et (II.46), il vient:



1*= partie, 2*= chapitre: INTERVERSION DES LIMITES EN THERMIQUE it juiiesss

A: EN DIMENSION DEUX. page:46

(II.47) [qo [(@n) " (Bstun) W' = (9n) ' (3sw*) Uyn)dsndrds = [ Emommwidrds
Appelons:

(II.48) Ny = (9n) " (3:W")
Alors N; est une fonction périodique en s, de période 2nR. Donc

elle converge vers sa moyenne sur une période dans L2 (1) faible.
Donc, nous avons:

(II.49) Ng - (2ﬂ)4I;¢4as(s-xu)d8dr=(2n)4bu, dans L2 (1) faible,
quand R-0.

Et en passant & la limite dans (II.47), en tenant compte de
(Ir.4), (I11.9), (I11r.34), (Ir.35), (II.42) et (II1.49), nous avons
en général affaire au produit de deux suites qui convergent,
1'une faiblement, 1l'autre fortement. Nous sommes donc en mesure
de conclure quant & la convergence du produit. I1 vient donc:

(I1.50) [, [os - (27) 'b,us)dsndrds = [qf(2s/m,0)nsdrds

Soit, en intégrant par parties sur [0,7L/2] le premier membre de
cette équation et en utilisant (II.38), il vient:

(I1.51) =[52({8:[4%[0s - (2m) 'bue]drinds = -[T/2(3,[[Y3,0dr]nsds
Cette équation doit é&tre vraie pour toute fonction n de

©(10,7L/2[). Nous obtenons donc, aprés simplification et en

remarquant que b, ne dépend ni de r ni de s et que u, ne dépend
pas de r:

(II.52) -[%o0dr + (27) 'bdsue = 0, sur ]0,nL/2[.
D'od, en dérivant par rapport & s et en utilisant encore (II.38):
(IX1.53) f(2s/7,0) + (2m) 'bdgue = 0, sur ]0,wL/2[.

En comparant avec (II.26) et (II.1l), nous avons donc, i cause de
1l'unicité de u®, 1'égalité u’=uc~uu. |
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III. LIMITE DE ﬁp QUAND u TEND VERS 0.

PROPOSITION A.III.1l: Nous avons les résultats suivants:
(ITI.1) x, — 6, dans V; faible, quand u-0
(ITT1.2) b, = 2w, quand u-0
(III.3) W - U, dans H1 (]0,7L/2[) faible, quand u—0

La fonction us de H}()0,7L/2[)est définie de maniédre unique
par:

(IIX.4) -Ods:ium(s) = £(2s/m,0) sur ]0,nL/2]

En comparant avec ch. 1 th.A.IV.1 nous immédiatement:

COROLLAIRE A.IXI.2: Nous avons l'interversion des limites:

III.5) lim (lim u = lim (lim u
( ) %33( im Uyn) 1#’3(%33 Uyn)

Remaquons que dans le membre de droite les convergences ont lieu
dans H' fort (cf. ch.1 A.), tandis que dans le membre de gauche,
elles ont lieu dans H' faible.

PREUVE DE LA PROPOSITION A.III.1l: Pour X,, nNous remarqguons que
l'équation (II.3) s'écrit aussi:

(III.6) II(u’Z(pa.-xuarv + ¢ '9gx,85v)drds = J'I(p"'asvdrds, VYvev,
Et en remplagant v par jx,, nous obtenons:

(III1.7) [ (w29 (Brau)? + 9 (dgxu)?)drds = [197'dgx,drds
Or nous savons que ¢ est borné par 1/2 et 3/2, et pour u<1/2 nous
voyons que le premier membre de cette équation est supérieur a

d y lﬁh, avec C>0 et indépendante de u. Nous avons alors:

dx, l%l < [197'0gx,drds
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Or, d'aprés 1l'inégalité de H&lder, nous "avons, comme ¢ ' est
inférieur a 2:

(III.8) ¢ '9gx,drds < c'lx, |, , avec C' indépendante de u.
I sXu sy,
Nous en déduisons:
(III.9) Ixﬂl\h < C, avec C indépendante de pu.

L'espace V; étant de Hilbert, nous en déduisons l'existence d'une
fonction x, de V;, telle que, & une sous-suite prés:

(ITI.10) %4 — %o, dans V; faible, quand u-0.
D'autre part, il est facile de voir que:
cu 3 3.y, Iiz (1) < [1 (29 (3rxu) 2 + @' (dgx,) 2)drds, avec c>o0.
Et donc d'aprés (III.7), (III.8) et (III.9), nous pouvons écrire:
(ITIT.11) p.'zl O Xu Iiz (I) < C, avec C indépendante de pu.
Nous en déduisons que:
(III.12) d:x, - 0, dans L2 (I) fort, quand u-o0.
En utilisant (III.10), nous avons alors:
(III.13) 3%, = O

Ce qui prouve que %, ne dépend pas de r.
Rappelons que:

~

®(S,r)=1+ur si S appartient a ]0,nw[
®(S,r)=1-ur si S appartient a jw,2n[
Cela montre que:

(III.14) ¢ -~ 1, dans L2 (I) fort, quand u—0.

Alors en prenant comme fonction test dans (II.3) une fonction v
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de D(]0,27[), qui ne dépend pas de r, nous obtenons:
(III.15) [;97'95(S-x,)dgvdSdr = 0

Nous avons encore affaire au produit de deux suites qui
convergent l'une dans L2 (I) fort et 1l'autre dans L2 (I) faible.

~

Ainsi, en passant & la limite dans (III.15) et en utilisant
(III.10) et (III.1l4), nous avons:

(III.16) [ 8g(S-xo)dgvdsdr = o0, wed(]0,2n[).

Et comme toutes les fonctions en présence ne dépendent pas de r,
nous avons aussi:

(IIT.17) [¥3g(S-x,)dsvdsS = 0, WveD(]o0,2m([).

Nous en déduisons, aprés avoir intégré par parties:
(ITII.18) Odg2(S-Xo) = O sur ]0,2nw[.

Soit encore, en intégrant sur )0,2n[:
S-x.=aS, dans V;, avec a constante.

Mais la périodicité de yx, nous montre que cette fonction est
nulle dans V;. Nous en déduisons (III.1).

En ce qui concerne b,, nous pouvons passer & 1la limite

directement dans (II.2). Nous obtenons (III.2) en utilisant
(ITI.1) et (IXII.14), la mesure de I étant 2.

Quant & u,, nhous montrons d'abord qu'elle est bornée dans
H'(]0,mL/2[). En effet, en multipliant (II.1); par ue et
intégrant sur ]0,mL/2([, nous obtenons, & cause de (II.1);:

J’;L/Zb“(asﬁ‘m)zds = 2"I;L/2f(25/11,0)1_1“ods

Nous obtenons donc, en utilisant 1'inégalité de Hdlder et (III.2)
pour u assez petit:

— 2 — [ - )
| ue | H'(10,7L/2[) < duyel 12(]0,nL/2[)* 2vVec C indépendante de pu
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Nous en déduisons: -

(II1.19) lu. | < C, avec C indépendante de pu

H* (]O,nL/2() =

I1 existence donc une fonction de }Q(]O,HL/Z[) notée U, telle
que, & une sous-suite prés:

(III.20) U — U, dans H'(]0,7L/2[) faible, quand u-0.

Alors, en passant & la limite dans les deux membres de (II.31),
en utilisant (III.2) et (III.20), nous obtenons:

(III.21) [T23udsvds = [I/2f(2s/m,0)vds, VveH)(]0,nL/2[).

Cette é&quation n'est autre que la forme variationnelle de
(III.4). |

B. EN DIMENSION TROIS: TOLE ONDULEE.

I. Probléme.

Nous utilisons 1les notations suivantes, 1 é&tant un réel
strictement positif constant (L et 1 sont les deux dimensions de
la téle ondulée T,,):

T=0a x ]0,1[, domaine des variables s, r, et z.
(I.1)| T*'=]0,nL/2(x]0,1[, domaine des variables s et z.

Ty = {0,nL/2}x]}0,1[ et TY = )0,nL/2([x{0,1}
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= { v € H}(T), t.q. v=0 sur les bords s=0 et s=nL/2}
(I.2)| Vyo = { Vv € H1 (T'), t.qg. v=0 sur les bords s=0 et s=nL/2}

& = {v € 8(1), t.q.:
vV & support compact inclus dans ]0, wL/2([x[0, 1]}

La structure étant périodique dans la direction des s, nous
allons, comme dans 1la paragraphe A, utiliser une méthode
d'homogénéisation dans cette direction. Nous utilisons les mémes
ensembles notés I, cellule de base et V|, espace des classes
d'équivalences pour R des fonctions de H'(I), périodiques dans la
direction des s de période 2w, voir A(I.9).

Soit * une fonction définie sur ©,x]0, 1[, nous notons *,, celle

obtenue & partir de f avec les changements de variables définis

par ch.1 A(II.7).
Soit d'autre part, le probléme défini par:
trouver u,, de V; telle que:
(1.3) ("’"a o7+ & a 3,v+9,0,4,,0,%) drdsd
7 OrludeV U, ,0.v+¢,d,u, 0,V) drdsdz

z“pn%z

f'f Vo drdsdz Vv e v,

La question qui nous préoccupe ici est de chercher la limite de
im quand R tend vers 0, ou quand n tend vers +o, u &tant supposé
constant inférieur & 1/2, puis la limite de la fonction trouvée
précédemment quand g tend vers 0.

II.LIMITE DE u,, QUAND R TEND VERS 0.

Nous obtenons le méme type de résultats que dans A.
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THEOREME B.IXI.1: Si f est continue sur 1l'adhérence de
WeX]0,1[, alors 1-1,‘,, converge, quand R tend vers 0, dans H! (T)
faible vers la fonction notée u,.. Cette derniére ne dépend
pas de r, et est définie de maniére unique par:

(2ﬂ);'b,as.1_1“.,(s,z) -az.ﬁ,‘u(s,z) = f(2s/7,0,2), sur T'

(IT.1) | uw(0,2) = Uw(nL/2,z) = 0, sur ]0,1]

Jy,(s 0) = 9,We(s,1) 0, sur )0,mL/2[

(II.2) b, = s (S-x,)dsdr

! (S, r)
et x, la solution unique de l'équation variationnelle:

) _
(II.3) fl ST0(S,T)3r(S1u) v + ——a(p(s 5 s(S-Xu)asV]drdSv;egl,

Preuve: La démarche est le méme qu'au paragraphe A.
1°) EXISTENCE D'UNE LIMITE FAIBLE.

Nous démontrons, comme dans ch.I preuve du théoréme B.II.1l, que
ﬁm,est bornée dans H'(T), indépendamment de R. Il en est de méme
pour ﬁm dans V;. Comme cet ensemble est un espace de Hilbert,
nous en concluons que, & une sous-suite prés, ﬁm,converge, quand

R tend vers 0, dans V; faible, vers une fonction notée
provisoirement ue.

(II.4) u, - W, dans H! () faible, quand R-0.
2°)u, EST INDEPENDANTE DE r.

En remplagant v par u,, dans (I.3), et en utilisant le fait que
¢n est bornée supérieurement et inférieurement par des nombres
strictement positifs, nous obtenons:

(I1.5) R! I ajanllq,,s C, avec C, constante indépendante de R.

et comme aﬁyn - Jd/ue dans L2 (1) faible, nous avons:

(II.7) l aru. I L@ < lim inf I 8,.1-1,,,, IL'(Q) = 0, d'aprés (II.5).
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D'ol &rue = 0, ce qui prouve que u, ne dépend pas de r.

3°) EXISTENCE ET UNICITE DE u.
L'équation variationnelle vérifiée par u,., s'obtient en
multipliant (II.1l)y par une fonction v quelconque de V;i, et en
intégrant 1'égalité trouvée sur T'. Il vient, en appliquant 1la
formule de Green:
(II.8) [q ( (27) b, 00,005 V+3,Uyed,v) dsdz - [ (27) "'b,0s0,engvdz
S

- fT&aJyduvds = IT.f(ZS/n,O,z)vdsdz

Les intégrales sur les bords de T' sont nulles du fait de (II.1)s3
et de la nullité de v sur T';. Nous obtenons donc:

(II.9) [qo ((27) b, 000V + 9,u,08,v)dsdz = [pi1£(28/m,0,2)vasdz,
VVGVT|.
Le nombre b, étant strictement positif (démonstration analogue &
la partie A), la forme bilinéaire définie par le premier membre
de (II.9) est coercive. La forme linéaire définie par le deuxiéme
membre de (II.9) est continue sur V;.. L'existence et l'unicité
de u,. en résulte par application du théoréme de Lax-Milgram.

4°) AUTRE CONVERGENCE

Examinons encore le comportement de g; défini comme en A(II.32).
Nous avons, comme au paragraphe A:

(II.10) o5 - o, dans L2 (T) faible, quand R-0.

Pour trouver la relation vérifiée par o0, nous prenons comme
fonction test dans (I.3) un élement 1 de &7, défini par (I.2).

Nous obtenons, n ne dépendant pas de r:
(II.11) IT(osasn + §n0Und.n)drdsdz = ITf,mcp,,ndrdsdz

Nous voulons passer d la limite dans cette équation. Nous avons,
¢n étant défini par A(I.S5):
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(II.12) ¢, = 1, dans L2 (T) faible, quand R-O0.

La démonstration est la méme qu'au paragraphe A.
Nous avons aussi, comme en A(II.35):

(Ir.13) f,, - £(2s/m,0,2), dans L2 (T) fort, quand R-0.
Cherchons encore la limite de ITwnaﬁ%Tazndrdsdz, quand R tend vers
0. Nous remarquons ici que ¢,0;u,, est borné dans L2(T),
indépendamment de R. Donc, & une sous-suite prés:

(II.14) ¢ndu,n — 01, dans L2 (T) faible, quand R-0.

Pour déterminer o1, nous choisissons une fonction test { de (T).
nous avons alors, ¢, ne dépendant pas de z:

jT%az (Qn) {drdsdz = —jTtpnﬁ,maszrdsdz
Alors, en vertu de (II.4) et dQ_théoréme de Rellich, la suite ﬁw,
converge dans L2 (T) fort vers u.. Et en utilisant (II.12), nous
avons:
- [ p¥nUund,{drdsdz -~ - [ puued {dzdrds = [ pld:udzdrds, quand R-0.
En comparant avec (II.14), nous pouvons écrire:

(II.15) @,0;Uun = O,U4e, dans L2 (T) faible, quand R-0.
Ainsi, nous avons:

(II.16) IT¢naj@mazndrdsdz - ITaijazndrdsdz,lquand R-0.

~

En passant & la limite dans les deux membres de (II.11), nous
obtenons, en vertu de (II.10), (II.12), (II.13) et (II.16):

(II.17) IT(oasn+8ﬂLﬁzn)drdsdz = ij(ZS/n,O,z)ndrdsdz, et
avec n,=-1 si z=0 et n,=1 si z=1.

En appliquant la formule de Green, nous avons, 1 s'annulant pour
s=0 ou nL/2, et u. ne dépendant pas de r:
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(II.18) -fT(aso+azzu.)ndrdsdz + IT,z(azu..)nzndsdr
=vaf(25/ﬂ,O,z)ndrdsdz, vne€t..

Et la forme forte de cette équation s'écrit:

-3;(J¥2,0dr) - dpu. = £(2s/7,0,z), sur T'.
(II.19)

d;ue = 0, pour z=0 ou 1.

5°) FIN DE LA DEMONSTRATION.
Il ne reste plus qu'd montrer que EMFUQ- Pour cela nous nous
servons encore des résultats du A.
Nous considérons la fonction w! définie par A(II.39). Nous avons
ici:
(II.20) w® - s, dans L2(T) fort, quand R-0.
Et nous choisissons comme fonction test dans (I.3):

v = qwt, avec ned(T').

Nous obtenons ce faisant:

(I1.21) IT [Rz_‘];;‘Pna;'ﬁunar(an) + %asﬁunas(ﬂwk) +‘Pnazﬁunaz(7\wk) Jdrdsdz

=[ T-f',m(p,,nw“drds

De plus, en mutipliant A(II.41), par nu.,,, et en intégrant sur T,
nous obtenons:

(II.22) [T [R}TB,(%a,w") + as(alr“—aswk)]nﬁ“ndrdsdz =0

La formule de Green nous permet d'écrire, en nous rappelant que
U, est nul pour s=0 et pour s=rnL/2:
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(II.23) [ i [%‘7,- 3, wRd, (NTyn) + ﬁasw"as(nﬁmj]drdsdz+

narwR = -
faT..L—RZ“Z NYynnds=0

avec 0T,., bord de T correspondant & r=-% ou %,
et n.=1 si r=% et n=-1 si r=-%

L'intégrale sur y, est nulle du fait de A(II.41l);. Alors, par
différence membre & membre entre (II.21) et (II.23), il vient:

(II.24) {0 (®n) " (sUun) W* = (@n) "' (8sW") Wsn] s +9n9:Uund; (nW*) }drdsdz
= IT?:‘“ntp,,andrds

Nous définissons N; comme en A(II.48). En utilisant A(II.49),
nous montrons que:

(II.25) Ny - (27) 'b,, dans L2 (T) faible, quand R-0.

En effet, la propriété A(II.49) montre que Ng; est bornée dans
L2 (Q), indépendamment de R. Or, la norme de N; dans L2 (T) est
égale au produit de 1 par la norme de cette fonction dans L2 (Q),
car elle est indépendante de z. Elle est donc bornée dans L2 (T)
indépendamment de R. Par suite elle converge, & une sous-suite
prés, vers une fonction de L?(T) que 1l'on détermine en
choisissant des fonctions tests qui ne dépendent pas de z. D'ol

le résultat (II.25).

Examinons le comportement de Aﬂ=fT¢pnazﬁ,maz(an)drdsdz, quand R
tend vers 0. Comme w® ne dépend pas de z, nous avons:

A=[ T(p,,a,ﬁ,m (9.1)whdrdsdz

Et d'aprés (II.15) et (II.20), nous pouvons écrire:

(IT1.26) A, - [Ta,u.(a,n)sdrdsdz, quand R-O0.

Maintenant, en passant & la limite dans (II.24), en tenant compte
de (II.4), (II.10), (ITI.13), (II.25) et (II.26), nous avons en
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général affaire au produit de deux ou trois suites qui
convergent, une seule faiblement, toutes les autres fortement,
dans L2(T). Nous sommes donc en mesure de conclure quant & la
convergence du produit. Il vient donc:
(II.27)IT{[os-(2n)4bﬂb]&gﬁsaﬂh3ﬂndzdrds=fo(ZS/n,O,z)nsdrds
Soit, en intégrant par parties par rapport &4 s et z dans le

premier membre de cette équation et en utilisant (II.19),, il
vient, u, et b, ne dépendant pas de r:

(II1.28) -[p,{8s[[fosdr - (2m) 'byue]+sd;:uc}ndsdz =

~[ pd8s[ [*0dr+3,us]nsdsdz

Cette équation doit étre vraie pour toute fonction n de D(T').
Nous obtenons donc, aprés simplification:

(II.29) -[%o0dar + (27) 'bdsuo = 0 sur T'

D'oQd, en dérivant par rapport & s et en utilisant encore (II.9):

(II.30) f(2s/m,0,2z) + (27) 'bdgue + ;U= O, sur T'.

Cette relation, avec (II.19), et le fait que u. s'annule pour s=0
ou nL/2, montrent, en comparant avec (II.1) que uu=ﬁwn a cause
de l'unicité de u. ||

III. LIMITE DE u,, QUAND u TEND VERS 0.

Comme au paragraphe A , nous avons le résultat suivant:
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PROPOSITION B.III.1l: Nous avons les résultats suivants:
(III.1l) % — 0, dans V; faible, quand u-0
(III.2) b, —» 27, quand u-0
(III.3) Vo - ﬁo., dans H: (T') faible, quand u-0
La fonction ue de Hy. est définie de manidre unique par:
~3g1Uw(S,2) -0;:Uw(s,z) = £(2s/m,0,2) sur T!

(III.4) _
d;4 = 0, pour z=0 ou 1

En comparant avec ch. 1 th. B.IV.1l, nous avons immédiatement:

COROLLAIRE B.III.2: Nous avons l'interversion des limites:

II.5 i im U = 1i im U
(1 ) lim (1i£um) l‘{gg (1im )

Nous remarquons 13 encore que les deux premiéres convergences,
démontrées au chapitre 1, ont lieu dans H' fort, alors que les
deux derniéres n'ont lieu que dans H' faible.

Preuve: En ce qui concerne (III.1) et (III.2), elle est déja
donnée au paragraphe A.

Pour (III.3) et (III.4), nous considérons la forme variationnelle
de (II.1), déja écrite en (II.9). Nous démontrons alors, comme
au paragraphe A que U, est bornée dans H! (T'), indépendamment de
h. Nous en déduisons l'existence d‘'une fonction, notée uw, de Vi
telle que, & une sous-suite prés:

(III.6) U — uw, dans H! (T') faible, quand u-0.

Et en passant & la limite, quand u tend vers 0, dans les deux
membres de (II.9), nous obtenons:

(III.7) jT, (OsUwdsV + G;Uwd;v)dsdz = IT,f(2s/1r,O,z)vdsdz, Yvevy.
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En écrivant la forme forte de cette équation, la fonction U
s'annulant pour s=0 ou nL/2, nous obtenons exactement (III.4).
||

C.EN DIMENSION TROIS: BOITE ALIMENTAIRE

I.Probléme.
Nous avons défini la boite B,, et 1l'ouvert B,» au chapitre 1 C.
L'ouvert de R® noté B, est celui obtenu, & partir de ,, de la
méme maniére que By,, & partir de w,,.

Nous utilisons ici les notations suivantes:

F_B= N x ]0, 2n[, domaine des variables s, r et 0.
(I.l)
B'= 10, mL/2([(x]0, 2n{, domaine des variables s et 0.

—

Yo = ]0, mL/2[ x {0}, bord de B': 6=0
Yar = 10, wL/2[ X {27}, bord de B': 0=27

(I.2)| ys = {0, nL/2} x ]0, 2m[, bord de B': s=0 ou nL/2

~

A(ns,n,) : vecteur unitaire normal & au bord de B!
et dirigé vers l'extérieur

Yo = 10, wL/2[x{-%,%}x]0, 2m([, bord de B: r=-% ou %

S

p—

Vg ={v € H'(B) t.q. v=0 pour s=0 et s=rL/2, et Y yo=Vlyae}
(I.3) |Vg={Vv e}ﬂ(B') t.qg. v=0 pour s=0 et s=7nL/2, et'wy;ﬂﬂyh}

G={v € &(B) t.q. v & support compact
inclus dans ]0,nL/2[X[0,27] et Vv~V y2e}

(I.4) ¥n(s) = @n(s)Rsin(s/R) + R,, et R<R,/4

Soit * une fonction définie sur B,,, nous notons *,, celle définie
sur B, 3 partir de *, & 1'aide du changement de variables écrit
ch.1 C(1I.3).



1** partie, 2*= chapitre: INTERVERSION DES LIMITES EN THERMIQUE . icrt juiterss

B: EN DIMENSION TROIS: BOITE ALIMENTAIRE. page: 60

Soit d'autre part le probléme défini par: -
Trouver u,, de Vg tel que:
(I.5) [ (.‘Enlllna..ﬁmarv+ﬂnasﬁmasv+ﬂna,ﬁma.v)drdsd6=f £nven¥ndrdsde
8 W2R? Pn ¥n B

VVGVB

La question qui nous préoccupe ici est de chercher la limite de
ﬁm,quand R tend vers 0, ou quand n tend vers +», u &tant supposé
constant inférieur & 1.

II. Limite de u,, quand R tend vers 0.

Nous obtenons le méme type de résultats que dans A, ou B.

THEOREME C.II.1: Si f est continue sur l'adherence de B,,
alors u,, converge, quand R tend vers 0, dans }{(B) faible
vers la fonction notée Uyo. Cette dernlere ne dépend pas de
r, et est définie de maniére unique par:

- (27) 'bB8s1Uue(s,2) -R;20,:Uue(s,2) =
f(2s/n,R,cos0,R,;sinB), sur T!
(II.1) | Ww(0,0) = Uw(mL/2,0) = 0, sur ]O,2n

BeUue(s,0) = JgUue(s,2m) = 0, sur }0,mL/2[

avec:
(II.2) b, = f ma (S-x,) dSdr
et x, la solution unique de 1'équation variationnelle:

(II.3) f A9(S,T)0r(S) v + s isdg (S-x,)asv]drds\_;egl,

Preuve: La démarche est la méme qu'aux paragraphes A et B.

1°) Convergence faible.
Nous avons ,comme dans ch.l C, preuve du théoréme C.III.1:

U,, bornée indépendamment de R dans H!(B), donc dans Vg, qui est
un espace de Hilbert, pour la norme usuelle de H!(B). Donc, il
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existe une fonction de Vi, notée u,, telle que, & une sous-suite
prés:

(II.4) u,, - U, dans H: (B) faible, quand R-0.

Nous avons toujours ¢, compris entre 1/2 et 3/2. Nous en
déduisons, d'aprés (I.4), que Y, est bornée inférieurement et
supérieurement par des nombres strictement positifs. Il s'ensuit,
comme en dimension deux:

(II.5) IR'1 aﬁ;m IU(m < C, avec C indépendante de R.

L'indépendance de u. par rapport & r en découle.

2°) EXISTENCE ET UNICITE DE ﬁpn

Pour cela, nous écrivons la forme variationnelle de (II.1). Il
vient en multipliant les deux membres par v de Vg, en intégrant
sur B', et en appliquant la formule de Green:

(IT.6) | g ((27) 1b,0 50,00 sV+R, 28,108, V) dsdB - Ys(zn) b, dsu,ensvd0

-Ro'zfy eyl vds = IB ,£(2s/m,R,c0s0,R,sin0) vdsdo

olUY2ry
L'intégrale sur ys est nulle car v s'annule sur cet ensemble. Et
celle sur y,uy;; est aussi nulle, car:

Ue Vvérifie (II.1)s,

v est dans Vg et donc a des traces égales sur y, et yu

ne=-1 si 0=0 et n,=1 si 6=2w.

Nous obtenons donc:
(I1.7) [g, ((2m) 'b,0sUuedsV + Ry 29,U,ud,v)dsdd =
= IB,f(ZS/n,Rocose,RosinB)vdsdB, VYvevg.
Il est alors clair, comme dans le cas de la téle ondulée, que la
forme bilinéaire définie par le premier membre de (II.7) est
coercive, b, étant strictement positif. La forme linéaire définie

par le deuxiéme membre de (II.7) est continue sur V.
L'existence et 1l'unicité de u,. en résulte par application du
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théoréme de Lax-Milgram.
4°) AUTRE CONVERGENCE

Nous définissons encore o; comme en A(II.32). Nous avons, cemme
au paragraphe A:

(II.8) o3 - 0, dans L2 (B) faible, quand R-O0.

Nous cherchons 1la relation vérifiée par o. Pour cela, nous
prenons comme fonction test dans (I.5) un élement n de &,
défini par (I.3).

Nous obtenons, n ne dépendant pas de r:
(II.9) IB (¥rosdsn + l"n-1‘Pnaaay.nae'n) drdsdf = IBfun(Pn"’nﬂdrdez

~

Nous voulons passer a la limite dans cette équation. Nous avons,
¢n étant défini par A(I.5):

(IT.10) ¢, - 1, dans L2 (B) faible, quand R-O0.

La démonstration est la méme qu'au paragraphe A.
En observant (I.4), nous constatons que:

(II.11) ¥, @ R,, dans L2 (B) fort, quand R-O0.
Nous avons aussi, comme en ch.l th. C.IV.1:

(II.12) f,, = £(2s/m,R,cosB,R,sind), dans Lz (B) fort, quand R-0.
Nous avons besoin encore de la limite de IB¢n4¢4%ﬁwﬁ.¢drdsd9,
quand R tend vers 0. Nous remarquons ici, comme pour la téle
ondulée, que <p,,a.a,,,. est borné dans L2 (B), indépendamment de R.
Donc, @ une sous-suite prés:

(IT.13) ¢,0yuu;n = 09, dans L2 (B) faible, quand R-O0.

Pour déterminer o4, nous procédons comme au paragraphe précédent,

¢n ne dépendant pas de 0. Nous choisissons une fonction test { de
B(B), et nous avons alors:
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) B(p,,a.ﬁ,u,( drdsdf = -jB%ﬁ“,,a,c drdsdf
Alors, grédce & (II.4) et & (II.10), nous avons affaire au produit
d'une suite convergeant dans L2 (B) fort et d'une autre suite
convergeant dans L2 (B) faible. Nous avons alors:
-,’B.;nﬁ,m.‘?.:drdsdﬂ | Bﬁ,,,.,a.('df,‘drds = ,"BIS.ﬁ,pdCdrds, quand R-0.
En comparant avec (II.13), nous pouvons écrire:

(IT.14) @n0,Uyn = deUue, dans L2 (B) faible, quand R-O0.
Ainsi, nous avons, en utilisant (II.11) et (II.14):

(II.15) J'Btpn"(pna.ﬁ,ma,ndrdsde - R°'1jBa,'f1,wa.ndrdsd6, quand R-0.
Nous pouvons maintenant passer & la limite dans les deux membres
de (II.9). Nous avons affaire ici au produit de plusieurs suites
dont une seule converge dans L2 (B) faible, les autres convergeant
dans L2 (B) fort. Nous obtenons ainsi, en vertu de (II.8),

(II.10), (II.11), (II.12) et (II.15):

(I1.16) [g5(Re03sN+R, '9,ueden) drdsdd =
= Rofo (2s/m,Rec0s0,Rosin0®) ndrdsdd, VneSh..

A l'aide de la formule de Green, nous avons, 7 s'annulant pour
s=0 ou 7wL/2:

(I1.17) -IB(aso+R°'za..u.,)ndrdsd6 + dyUanyndsdr =

YollY2rx

= IBf (2s/m,R,c0s0,R,sin0) ndrdsdd, Vneli..

Et la forme forte de cette équation s'écrit, u. ne dépendant pas
de r, et 1 ayant les mémes traces sur y, et sur yy:
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-3¢ ([*0dr) - R,%9,:ue = £(2s/m,R,cos0,R,sinf), sur B'.
(II.18)
Osle(S,0) = dyuu(s,2w) = 0, sur ]O0,nL/2([.

5°) FIN DE LA DEMONSTRATION.

Il ne reste plus qu'a montrer que ﬁysu,. Pour cela nous nous
servons encore des résultats du A.

Nous considérons la fonction wt® définie comme en A(II.39). Nous
avons ici:

(IT1.19) w? - s, dans L2 (B) fort, quand R-0.

Et nous prenons comme fonction test dans (I.5), la fonction v
définie par:

= nwt, avec neD(B').

Nous obtenons alors:

(II.20) IB [RESred Tunde () + 095,00, (nw®) +

+ %&,ﬁma.(nwk)]drdsdﬂ = [EumPntnnwidrdsde

Nous multiplions maintenant A(II.41), par nu,,, et en intégrant
sur B, nous obtenons:

(II.21) [ H(QndW) + as(l‘p—asw")]nﬁ,,_ndrdsde =

[Rz“z

En appliquant la formule de Green, et en multipliant par R,, nous
pouvons écrire, en nous rappelant que Gm est nul pour s=0 et
pour s=mL/2:

whd, (nuyn) + L«3sw"¢"33('m-.l,m) ]Jdrds+

(I1.22)Ro [ [gozd -

u-r

R°fy %‘fi{—zwknﬁmnrdsd6=o, avec n,=1 si r=% et n,=-1 si r=-%
r
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L'intégrale sur le bord y, est nulle du fait de A(II.41),. Alors,
par différence membre & membre entre (II.20) et (II.22), il
vient:

(II.23) IB[%QnGrﬁunar(wR)ﬂ + %‘(asa‘m)wkasﬂ - (pin(aswk)ﬁunasﬂ

+ %:‘Ta.ﬁunae(nw")]drdsde = § gEun@n¥anwtdrdsde

~

En vue de passer a la limite quand R tend vers 0, dans les deux
membres de cette équation, nous allons étudier le comportement
de chaque terme dans les mémes conditions.

Pour 1le premier, nous allons d'abord é&tablir un résultat
concernant w®. La formule A(II.39) nous permet d'écrire:

(II.24) 9.w! = - RO xu(s/R,r)
La fonction 0J.x,(S,r) étant périodique élément de L2(I), il
s'ensuit que d,x,(s/R,r) est borné dans L2 (B) indépendamment de
R. Ainsi, nous pouvons écrire, d'aprés (II.24):

(II.25) W?/R borné dans L2 (B) indépendamment de R.

Nous avons, en appliquant 1'inégalité de H&lder, sachant que
¥n—-Ro=Rsin(s/R):

[g|Rsin(s/R) PnR2p M3, wh3, 4y, ldrdsadd < Rl 3, w*/R | I 8:u/R1

L2 (B) L2 (B)

En considérant (II.5) et (II.25), nous pouvons écrire:

(II.26) [gRsin(s/R) ¢nR2p"23,wh3,1,,drdsd® —» 0, qguand R-0.
Soit maintenant N; défini comme en A(II.48). En utilisant
A(II.49), nous montrons que:

(II.27) Ng = (27) 'b,, dans L2 (B) faible, quand R-0.

La démonstration est semblable & celle écrite pour la relation
B(II.25).
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Examinons encore le comportement de An=IB¢n'1(p;,a.ﬁma. (nw*) drdsde,
quand R tend vers 0. Comme w® ne dépend pas de 6, nous avons:

A=S B‘l’n-upnaoﬁun (don) w'drdsas

Et d'aprés (II.14), (II.11) et (II.19), nous pouvons passer a la
limite quand R tend vers 0 dans A,. En effet, nous avons affaire
au produit de trois suites, dont deux convergent dans Lz (B) fort
et la derniére dans L2 (B) faible. Il vient:

(II.28) A, - jBRo"a,u..(a.n)sdrdsde, quand R-0.

Maintenant, en passant & la limite dans (II.23), en tenant compte
de (II.8), (Ir.4), (II.10), (II.11), (II.i2), (II.19), (II.26),

=~

(II.27) et (II.28), nous avons encore affaire & trois suites,
dont deux convergent dans L2 (B) fort et la derniére dans L2 (B)
faible. Nous obtenons ainsi:

(II.29) IB{[Roas-(211)'1b“u¢]asn+R°'1sa.u.,a,n}dsdrde =

IBf (2s/7m,R,cos0,R,5inb) Rnsdrdsdd

Nous intégrons par parties par rapport & s et 6 dans le premier
membre de cette équation et en utilisant (II.18)4, il vient, en
nous rappelant que u., ne dépend pas de r:

(II.30) =[5, {8s[J%osdr - (27) 'buc]-Ry?sd,1ue}ndsal =

-IB 10s( I'{’y,odr+Ro'za.,u°] nsdsdo

Cela doit é&tre vrai pour toute fonction n de H(B'). Nous avons
obtenons donc, aprés simplification:

(II1.31) -[%o0dr + (27) 'bdsue = O

D'od, en dérivant par rapport a8 s et en utilisant encore
(IT1.18)4:
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(I1.32) f(2s/m,R,cosB,R,sinf) + (27) 'b,ds:ue + Ry 23,:ue= 0, sur B'.

Cette relation, avec (II.18); et le fait que u, s'annule pour s=0
ou nL/2, montrent, en comparant avec (II.1l) que u.~u,., a cause
de l'unicité de u. |

III. LIMITE DE ﬁp QUAND u TEND VERS 0.

De méme qu'au paragraphe précédent, nous avons le résultat
suivant:

PROPOSITION C.III.1: Nous avons les résultats suivants:
(ITI.1) %, = 0, dans V; faible, quand u-0
(III.2) b, - 27w, quand u-0
(III.3) We - Uw, dans H:(T') faible, quand u-0
La fonction uw de Hg est définie de maniére unique par:
-941Uon (S, 0) =Ry 280,10 (S,0) =F (25 /7,R,cos0,R,sinbd) , sur B!

(III.4)| _ _
Ol (S,0) = OyUm(s,2m), sur ]O0,nL/2[

En comparant avec ch. 1 th. C.IV.1, nous avons immédiatement:

COROLLAIRE C.III.2: Nous avons l'interversion des limites:

III. 1i lim u = lim (lim u
( 5) lim ( im un) im (1im u,n)

PREUVE: Nous procédons comme au paragraphe précédent.
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Pour (III.3) et (III.4), la forme variationnelle de (II.1l) est
écrite en (II.7). Nous démontrons alors, comme au paragraphe A
que 1-1“. est bornée dans H!(B'), indépendamment de u. Nous en
déduisons l'existence d'une fonction, notée uw, de Vs telle que,
d& une sous-suite prés:

(III.5) U - U, dans H!(B') faible, quand u-o0.

Et en passant a8 la limite, quand u tend vers 0, dans les deux
membres de (II.7), nous obtenons:

(III.6) [g,(9suwdsv + Ry 20,uped,v) dsdd =
= J'B,f(2s/1r,R°cose,Rosinﬁ)vdsde, YvEVs:.
En écrivant la forme forte de cette équation, la fonction uw

s'annulant pour s=0 ou 7L/2, nous obtenons exactement (III.4).
| |



1*~partie, 3*=chapitre: ELASTICITE D'UNE TOLE ONDULEE. tole, Juillot 94

INTRODUCTION. page: 69

TROISIEME CHAPITRE: 7
ELASTICITE D'UNE TOLE ONDULEE

INTRODUCTION: Dans ce chapitre, nous désirons étudier 1le
comportement limite d'une tole ondulée, considérée comme un
modéle limite de coque, quand 1l'épaisseur tend vers 0 et quand
le nombre d'ondulations tend vers l'infini. Avec la définition
de la tdle donnée au chapitre 1, la section droite de la surface
moyenne est une succession de demi-cercles, et la courbure change

=~

brutalement quand on passe de 1'un & l'autre . Donc la fonction
définissant la surface moyenne n'est pas de classe 82, et les
résultats de 1'élasticité des coques ne s'appliquent pas. C'est
pourquoi nous choisissons ici, pour la section droite de 1la
surface moyenne, une autre courbe ressemblant & la précédente
mais n'en ayant pas l'inconvénient mentionné: une sinusoide de
période 4R et d'amplitude 2R. Nous supposons en plus, la téle
d'épaisseur constante 2e.

Le modéle de coque retenu est celui de Koiter. Dans cette
théorie, il suffit de connaitre le déplacement de chaque point
de la surface moyenne pour que le déplacement soit parfaitement
déterminé. Nous étudions donc d'abord la géométrie de la surface
moyenne. Puis nous é&crivons 1les équations de 1'élasticité
linéarisées et nous montrons 1l'existence et 1l'unicité du
déplacement dans le cas général d'une coque dont la surface
moyenne est assez réguliére.

Nous cherchons ensuite la limite du déplacement quand 1l'épaisseur
tend vers 0, cette derniére étant supposée petite devant 1les
autres dimensions de la tdle. Nous montrons que cette limite
existe, qu'elle est unique et vérifie une équation différentielle
d'ordre 4 et que la convergence est forte. Nous donnons d'abord
la démonstration dans le cas général d'une coque, et nous
écrivons les résultats spécifiques & la tédle, aprés'avoir posé

e=eR, pour pouvoir étudier le probléme de l'interversion des limites.
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Nous cherchons ensuite la limite du déplacement quand R tend vers
0. Nous trouvons une limite nulle et une convergence faible.

Nous nous intéressons enfin, a la limite du déplacement initial
quand R tend vers 0. Nous trouvons 1la encore une limite nulle et

uns convergence faible.

I. GEOMETRIE DE LA SURFACE MOYENNE.

Nous nous inspirons ici des travaux de P. G. Ciarlet et B. Miara
(cf. [12]) pour les notations et les démonstrations.

Nous supposons la téle de largeur L et de longueur 1. Pour n
entier naturel non nul, représentant le nombre d'ondulations,

nous posons, comme dans le chapitre 1:

(I.1) R

L/4n

Appelons S la surface moyenne. Notons:

(I.2) o ]0,L[%x]0,1[, domaine des variables x et z.
Nous supposons que la section droite de S est une sinusoide de
période 4R et d'amplitude 2R. Un repére orthonormé direct
(0,1,3,K) de R® étant fix&, notons § 1l'application définie par:
- 3
(I.3)¢: o =-R
X

(x,z) » M(x, Rsiniﬁ, z)

La surface moyenne S est alors l'image de o par §. Nous

remarquons que § est de classe 82 sur o; nous pouvons alors
définir les composantes des diverses formes fondamentales de S,
les symboles de Christoffel, ainsi que 1les tenseurs des
déformations et de changements de courbure, qui sont
indispensables pour l'étude de 1'élasticité de la téle.

Dans tout ce chapitre nous noterons d.*, la dérivée partielle de
* par rapport & t, et di.*, la dérivée partielle d'ordre deux de
* par rapport & t et a t'.

Vecteurs tangents et normal.
Les deux vecteurs d, = d,§ et d, = 9,§ sont tangents & S au point
M(x,z). On a, en notant 'X la transposée de la matrice X:
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= n X = ~ = m2 _ . MY
ayx t(l,iCOSﬁi,O), azax =0, axax = t(O,-— Zﬁ51n2T,0)

(I.4) -
t(ololl)l 9,8, = 058, = 0

a;

Nous remarquons que a, et 3, sont orthogonaux.
Posons maintenant:

— 2 3 ,
- = axxaz ., ] '.
as W, solt 1ici:
(I.5)
LcosTX. -1
&3 = {(——2—=8 0)
2 X | 1/2 ! n2 X | 1/2
2 2
| (1+—4COS R ) (1+TCOS 2R )
z
ny
—
ax
M
- —>
-
IA:\_> ax
a’

Figure 1: La surface moyenne 8.

Dans tout ce qui suit, les indices grecs prennent leurs valeurs
dans {x,z} et les indices latins dans {x,z,3}, et nous adoptons
la convention de sommation des indices répétés.

Le produit scalaire de deux vecteurs u et v de R® sera noté u.v.

La base &', commode pour les produits scalaires, est définie par:
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al.a; = &, soit ici:

(I.6) T cosTX_
=X __t 1 2 2R o e T _—_ . =3 __ =
a” = ( 92 X ’ T2 X ’ )I a” Az; a” =as
22— 22—
1+TCOS 2R l'fTCOS 2R

Premiére forme fondamentale de S.
Elle est notée (as), et est utilisée pour calculer les longueurs
de courbes tracées sur S. Nous avons ici:

=d

Qs = d4.ap, soit ici:
(I.7)
TX

T2
Axx = 1+_40052ﬁ'

Nous avons aussi:

2 TX
(I.8) a = det(ag) = 1+7r°°5’zR

Et 1'élément d'aire ds est alors:
(I.9) ds = a'’2dxdz

Nous notons que a est une fonction de x. n

Deuxiéme forme fondamentale de S.
Ses composantes covariantes sont notées (b,), et nous avons:

(I.IO) baB= a3oasaa, soit iCi: be— I} bxz=blx=bzz=o

Nous calculons encore les a®® définis par:

(I.11) a®® = 3%. 3%, soit ici: a*™= 1/a, a?*= 1, a®*=a*=0
! ’

Les composantes mixtes de la seconde forme fondamentale de S sont
alors: '
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(I.12) bl=aPb,, soit ici: b§=m372—, bi=bi=bi=0

La seconde forme fondamentale de S est utilisée pouf calculer des
courbures sur S. ||

Troisiéme forme fondamentale de S.
Elle est notée (cg,), et nous avons:

s, X
m'sin?
2R

Cxz=C;x=C;,=0
16R£a£ [4 XZ X Zz .

4

(I.13) cq = bibg, soit ici: cy=

Symboles de Christoffel de S.
Ils sont notés I'jy et sont définis par:

Ihe=a*®.0zd,, soit ici:

(I.14)
msinTX _costX
X _ 2R 2R
Da=- 8Ra , tous les autres sont nuls.

II. EQUATIONS DE L'ELASTICITE.

1°) Hypothéses.

Nous supposons les coefficients de Lamé du matériau constituant
la téle, A et u strictement positifs, ce qui est le cas en
pratique.

(IT.1) A >0, p >0

Nous posons:

(II.2) O = {M(§(x,2)+x’83(%,2)): (x,z)€w et |x3|<e}
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Ainsi, 0 représente la téle qui est donc d'épaisseur 2e (voir
fig:2).

Notons I'* et I', (voir fig. 2) les faces définies par:

Tt = {M(§(x,2)+x3d3(x,2)): (X,2)€0 et x=te}

{M(F(x,2)+x°d3(x,z)): x=0 ou L et |x’|<e}

e
o
"

Nous supposons la tdle soumise & des forces intérieures 34 Q0 et

4 des forces de surfaces appliquées sur les faces ondulées T+.
Nous la supposons aussi fixée par les faces planes T,.

Nous supposons, d'autre part, que les déplacements sont assez
petits pour que les équations linéarisées soit valables.

Nous utilisons ici les travaux de John et Koiter sur les coques.
Le premier a montré cf. [12] que si 1'épaisseur est assez petite,
c'est & dire si elle est infériere au dixiéme du minimum du rayon
de courbure normal de S, alors les contraintes intérieures i la
coque sont approximativement planes, et 1les contraintes
paralléles a la surface médiane sont des fonctions
approximativement linéaires de 1'épaisseur. C'est ce dque nous
allons supposer.

Le second cf. [12] suppose en plus que tout point situé sur une
normale a la surface médiane, reste, aprés déformation, sur la
normale & la surface déformée. Il montre alors que le champ des
déplacements de la coque est déterminé parfaitement par la seule
connaissance du champ des déplacements de la surface médiane.
Nous allons donc é&tudier ces derniers: c'est un probléme
bidimensionnel sur o.
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RV

Figure 2: La tdle ondulée.

2°) Equations.

Nous notons u® les trois composantes covariantes du déplacement
d'un point de la surface moyenne. Plus précisément, pour tout
(x,2) de v, u®(x,2z) = u%(x,z)ad'(x,2) représente le déplacement du
point M(§ (x,2)) de la surface médiane S.

Nous définissons l'espace fonctionnel dans lequel nous allons
travailler par:

(IT.4) V(w)= {ve(H?(0))?xH? (0) t.g. v;=dv3/dNi=0 si %x=0 ou L}

Remarquons que dv3/dn=0 si x=0 ou L signifie 9,vz=0 si x=0 ou L.
Les conditions v;=dvs3/dni=0 si x=0 ou L, traduisent simplement le
fait que la téle est fixée sur ses bord droits, I,.

Calculons maintenant en fonction de A et pu, les b%° Qui jouent
un réle analogue aux coefficients d'é@lasticité:
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pIBsT — 41”’ aasa"a + 2u(aa’asd + a“as’) ’ soit ici:
x+2#

PO = 8u (A+p) P72 4rp
(A+2p)az '’ (A+2p)a

bxzxz=bzxxz=bxzzx=bzxzx._2 M
a

pr222=8K 1‘_;“: , tous les autres sont nuls.

(II.5)

Calculons encore yqg,(V) et Ya(Vv), les composantes covariantes du
tenseur des déformations et de changements de courbure
respectivement. Nous avons:

[ Yaa (V) = eqa(V) = T3V, = beVvi, avec ey (v)=%(3,vetdavs)
soit ici:
3ainXaaaTX 2 aintX
m3sinszcossx m2sinsg

(IT.6) Yxx (V) =0xVy+

8Ra Vx T TZRal7z V3

Yxz (V) = Yux (V) = ey (V)

Yz(V) = 9,;v;

De méme:

(II.7)1 Yaa(V)= OusVs - I'%d,vs + bi(3sv, — I'%v,) + bg(F4v, = T'9ve) +

(O.bf + Tabf ~ I'%bs) vV, = CasVs

Soit ici:
n’sing—gcos% n‘sinz%
r2sintX n3cosTX smisin2 TXcos™X

2R 2R 2RCOS3R
+t sRa? - OVx t| gmEa— * F3RIaT? Vx
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nzsin§§
(II.7)3 Yxz (V) =Y (V) =0x,vs + “arRa’>’? 9,V

(IX.7)4 Ypz (V)=0,,Vs

Nous remarquons que 1les deux tenseurs vyq,(Vv) et Yi(v) sont
symétriques en a et B.

L'interprétation géométrique de ces tenseurs est la suivante:
Si une particule de la surface moyenne est au point M avant la
déformation, nous notons M sa position aprés la déformation due

~

au déplacement u®, c'est & dire MM=u®. Nous avons alors:
- N - -
OM (x,2)= ¢(x,2), et donc (cf.(I.3)) 3, = 9,OM

Par analogie nous posons:

—

= =2 = a a
a, = d,.0M et az = =252 —
a

Les vecteurs a, sont tangents au point M & la surface moyenne
déformée.
Nous avons alors, avec des notations évidentes:

Yas (U%) = ;z'(aas - ag) et Yp(u) = beg = beg, voir [2], page 106.

Cela étant précisé, le déplacement u® vérifie 1'équation:
(II.8)1 B(u®,v) = L(v), WWEeV(0)

La forme bilinéaire B(u,v) étant définie par:
(II.8); B(u,v)=j'm[eb"3°"y,,,(u)ya3(v)+%ib""°°'r,,,(u)'rag(v) ]a*dxdz

et la forme linéaire L(v) par:

(II.8)3 L(Vv) = fup.vdxdz

Le vecteur p se définit 4 1'aide d'une intégrale sur 1'épaisseur,
et rend compte des forces intérieures et de surface appliquées
4 la tdéle. Nous posons:
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(II.8)s p = p'&;
Ainsi, le produit scalaire p.v est égal a p'vi (cf. (I.6)).
Posons pour simplifier:

(II.9) A‘p(u,v)=b"3""<p,,,(u)cpag(v), avec ¢=y ou Y.
Il est 3 noter que, dans cette écriture, la lettre ¢ n'est qu'un

symbole et est distincte de 1'application §.
Nous remarquons alors que, compte-tenu de (II.5):

(II.10) A¢(u,v)=&‘{i;‘:‘” [ ‘p""(u;?""(v) + 922 (U) @2 (V)] +

+ Tii'zuT)a[(Pxx(u) P2z (V) + @2z () Pxx(V)] + i_”@xz(u) Pxz (V)

Alors (II.8); s'écrit encore:
(II.11) IQ[eAY(uF;v)+%;Ay(uF;v)]a“qudz = [, P-vdxdz, VVeV(o)

3°) Existence et unicité de u°®.
Nous définissons d'abord une norme sur V(w) de la maniére
suivante:

(Ix.12) Iv lyey = (Ive 1, +1v, 13, +1vs 13,)12

en notant | v; |  , 1a norme usuelle dans H*(w). L'espace V(v), muni

du produit scalaire 1ié & cette norme est alors un espace de
Hilbert.

Nous supposons en outre que la forme linéaire L est continue sur
V(w); c'est le cas si, par exemple p est dans L2 (v)3. Nous avons
alors le résultat suivant:
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Proposition II.1: Le probléme défini pour tout e, 0<e<R ,par:

trouver u® de V(w) tel que (II.8); soit réalisée
pour tout vde V(w),

admet une solution unique dans V(o).

Preuve: Celle que nous allons donner s'applique dans le cas
général d'une coque, d'épaisseur 2e, dont la surface moyenne est
définie par une application § de &2 (v), o étant un ouvert borné
connexe de R?, et fixée sur une partie y,x[-e,e], de son bord, ol
Yo est une partie du bord de v de mesure strictement positive
(cf.(II.3)).

1°)Continuité de B.
Nous avons:

(II1.13) IB(u,v) lsfw[elAY(u,v) I+e3_’ Ay (u,v) | 1a*dxdz

Notons C;, un majorant des valeurs absolues des b*®*? sur w; un tel

nombre existe puisque § est dans &3 (0) (cf. (I.3)). Alors
d'aprés la formule (II.9) nous avons:

(I1.14) [ap(u,v) | < €1 Z10,0(u)gas(v) |

Notons maintenant C;, un majorant des valeurs absolues des
coefficients des fonctions v; ou de ses dérivées partielles dans
les expressions des y, et des Y, (voir (IT.6) et (II.7)); un tel
nombre existe car § est dans 83 (u).

Nous avons alors !B(u,v)| qui est inférieur & un nombre fini,
noté p, d'intégrales sur v de fonctions du type:

cicilellgl
ou f (respect. g) représente une composante de u (respect.v) ou
une de ses dérivées partielles. Alors d'aprés 1l'inégalité de

Hélder, nous avons:

Iulfl|g|dXdZ Slflo'.lglol, SIUIV(“)IVIV(.,)
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Nous pouvons donc écrire:

(II.15) lB(u,v) I < pC lu Iv(,) | v Iv(,)
Ce qui prouve que B est continue sur V(e).

2°)Coercivité de B.

Pour cela nous allons utiliser une inégalité de coerciviteé
concernant A, (v,V), plus précisément:

(IT.16) Aw(v,v)zqu 9% (v), avec C indépendante de A, u et e.
En effet, nous avons, (t,;) désignant un tenseur symétrique:

a®ar’t ,te = (a%®tee)2 2 0

Et il existe une constante C,>0, ne dépendant ni de A, ni de gy,
ni de e, (en fait C, ne dépend que de §) telle que:

a“(x,z)a“(x,z)twt“ 2 Cotgates, (Voir [12] p.6 preuve du lemme 1).
Alors (II.5), avec (II.1l) montrent que:

(II.17) b ,tes > 4uCotastas
Cette derniére inégalité implique (II.16), gréce a (II.9).
Remarquons ici, que dans le cas de la téle ondulée, 1'inégalité
(II.16) s'écrit:

(I1.18) Ay(V,v) 2 4p(1+m2) 3 (Ze%(v))

En effet, (II.10) nous permet d'écrire:

by 2
Rg(v,v) = Tgihte 2m00 4 gf (v + SR 2 o (v

8
+ _g‘PJZ(z (v)

Mais nous avons:
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22V) g, (v) = (22 4 g, (v)y2 - (2el¥) 2 (o, (v))2
> - 2@l )2 1 42 (v)

Nous pouvons alors écrire:

2 2
Agv,v) > RO Sl gt vy - AR S 4 g2 vy
+ 8—gtp§z(v)
2
> aprB) g2, (vy) + B2 g2, (v)

car: 8u(A+u)-4Au = 4iu + 8uz2 4u(A+2u)

Ainsi, nous avons:

Ap(v,v) > ap(ul) 4 g2 (v) + 2000V)

- a

Nous savons que (1+m2?) est un majorant de a=l+m2cos? (mx/R),
nous en déduisons (II.18).
En revenant au cas général, la formule (I.8) nous donne:

a = &a,23,2 - (3x.d;) 2
Les vecteurs &, étant linéairement indépendants, nous voyons donc
que a est strictement positif sur w, qui est compact. Nous avons
donc, compte-tenu de la régularité de §:

(IT.19) a 2 a, > 0

Y

Ainsi, grdce a (II.8), (II.9), (II.16) et (II.19):
(II.20) B(V,V)2 Cu(ao)*f (ex (vis(v)) + &% (Ya(v)) laxdz.

En supposant e assez petit, nous avons e>(e3?/3), d'ol:
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B(V,v)2 (€3/3)Ch(a0) ’Z0 [ yua(v) 12, + | Yy(v) 12.]
(II.21) ab Yae (V) 0,0 aB( ) o,
avec C>0, constante indépendante de e.

Avec les hypothéses sur V(w) écrites en (II.4), P.G. Ciarlet et
B. Miara ont montré dans [12], lemmes 2-5, pages 7-9, que:

{50 Lya(v) 12, + 1 Yq(v) 12,1172,

est une norme sur V(w) équivalente a lvly,, défini par (IT.12).
Alors (II.21) montre que B est coercive.

Et la proposition II.1 est une conséquence du théoréme de Lax-
Milgram. [ |

ITI. Limite de u® quand e tend vers 0, cas général.
Nous faisons d'abord la supposition suivante:
(III.1) u = e?u,, A = e?1,, avec u, et A, indépendants de e.

Cela correspond au fait que le matériau devient de plus en plus
rigide quand e tend vers 0.
Nous supposons en plus que:

(III.2) p=ep,, avec p, indépendant de e, et p, élément de L2 (0)3.

Posons encore:

o _
A¢ = ezA(p

- 3 %
(ITI.3)| By(u,v) = J'u[eAi’Y(u,v)+eTA-‘i.(u,v)]a dxdz

Lo(Vv) = [updvdxdz

Notons que A° (u,v) est simplement A¢(u,v) dans laquelle A et u
ont été remplacé respectivement par i, et p, (cf. (II.5) et
(I1.9)).
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Alors l'équation (II.8); s'écrit encore:
(III.4) Bo(u®,v)= e3Ly(V), VVEV(0)

Le sous-espace de V(w) suivant, va jouer un réle important:
(III.5) V'(0)={VEV(0), t.q. Ya(Vv)=0, Y(a,B8)}

Nous avons alors 1le résultat suivant, valable dans le cas
général, comme pour la proposition (II.1).

Proposition III.1: Sous les hypothéses (III.1) et (III.2), la
famille de fonctions u® converge, quand e tend vers 0 dans
(H! (0) ) 2xH2 (0) fort, vers la fonction notée u°, définie de
maniére unique par:

(III.6) u® € V' (o)

(II1.7) [, A%(u°,v)a”7dxdz = 3[ povdxdz, VeV’ (o)

Preuve: 1°)Convergence faible:
Elle se déduira facilement du fait que u® est bornée dans V(o),
indépendamment de e. C'est ce que nous allons montrer.
En remplagant v par u® dans (II.21) et en utilisant (III.1), il
vient:

(III.8) epod u® |l %) < B(u%,u®), avec C>0 indépendant de e
Mais nous avons:

B(u®,u®) = L(u®) = epro.uﬂdxdz, d'aprés (III.2).

Alors en utilisant trois fois 1'inégalité de H5lder, nous pouvons
écrire:

(III.9) B(u®,u®) < 3eMaxd pll,, lutl .,
1
Alors (IIX.8), (III.9) et (III.2) montrent gue:

(I1r.10) lu®l 3%, < C, avec C>0 indépendant de e.
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V(w) étant un espace de Hilbert, nous en déduisons 1l'existence
d'une fonction notée u°, appartenant & V(w), telle que, & une
sous-suite prés:
(III.11) u® - u°, dans V(w) faible, quand e-0.
2°)Détermination de u°.
Nous constatons d'abord que les coefficients des v; ou de ses
dérivées partielles dans (II.6); et (II.7); sont des fonctions

continues sur w, vu la régularité de §. Nous avons alors, en
vertu de (III.11):

Yas (U®) — Ya(u®), dans L2 (w) faible, quand e-0
et

Yo (u®) bornée dans L2 (w), indépendamment de e.

Alors en simplifiant les deux membres de (III.4) par e, et en
passant & la limite nous obtenons, grace & (III.3):

(III.lZ)ij;(uﬂv)aﬁdxdz = 0, Wev(ae).
En remplagant v par u°, qui est dans V(w), nous obtenons:
(III.13) j'wA?{(u",u°)a"’dxdz =0

Mais d'aprés (II.16), dans laquelle nous avons remplacé A, u, ¢
et v respectivement par 1,, u,, v et u°, et (II.19) nous avons:

IQA°Y(u°,u°)a'/’dxdz_ 2 cxlya(u) 13,

Cette inégalité, avec (III.13), nous permet d'écrire:
(III.14) yu(u®) = 0, V(a,B)

Ce qui prouve (III.6).

Pour obtenir (III.7), il ne reste plus qu'a diviser les deux

membres de (III.4) par e, et & passer & la limite, en ayant pris
soin de prendre v dans V' (w).

3°)Existence et unicité de uf.
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Remarquons d'abord que V'(w) est un espace de Hilbert.

En effet, les trois applications y, sont linéaires et continues
-de V(w) dans L2 (w). Par conséquent le noyau de chacune d'entre
elles est un sous-espace fermé de V(w). Donc V' (w), intersection
de ces derniers est aussi un sous-espace fermé de V(w). Par
suite, V'(0) est aussi un espace de Hilbert, pour le méme produit
scalaire que celui de V(o).

Remarquons encore que sur V'(w), une norme équivalente a celle
définie en (II.12) est:

[ZC v (v) 13 I Yaa(v) 13,0 77550F1 Yog(v) 13,072

car v est dans V' (w).
Maintenant, pour démontrer l'existence et 1l'unicité de u®, nous
allons montrer que la forme bilinéaire définie par le premier
membre de (III.7) et notée B', est coercive. Comme Po est dans
L2 (w)?, la forme linéaire L, est continue sur V'(v). Le résultat
désiré est alors une conséquence du théoréme de Lax-Milgram.
Nous pouvons écrire:

B' (v,v)= [ AL (v,V)a*dxdz

Or, en remplagant dans (II.16) A, u et ¢, respectivement par Ai,,
o et Y, il vient:

Ap(V,V) 2 C#angYEB(V). avec C>0

D'ou, en multipliant les deux membres par a* et en intégrant sur
w, il vient, gréce & la derniére égalité et a (IT.19):

B'(v,v) 2 C'Zl Yo (v) 12., avec €'>0, Wvev' (o)

Ce deuxiéme membre représente aussi c"l vl §,,, avec ¢">0. D'oa la
coercivité de B'.

La fonction u® étant unique,nous voyons que toute la famille u®
converge vers cette limite.

4°)Convergence forte.

En utilisant (III.1), la formule (II.21) nous permet d'écrire,
avec C>0 qui ne dépend pas de e:
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(I111.15) ed v |l §.y < B(V,V), WeV(0)
Soit en remplagant v par u®-u°, nous obtenons:
(II1.16) ed u®-u® | §., < B(u®*-u°,u®-u°)
Nous avons alors, grédce a la bilinéarité de B:
(ITT.17) ed u®-u° | §,, < B(u%,u®-u®) -~ B(u° u®-u°)
Examinons chacun des deux termes du deuxiéme membre de cette
inégalité.
Pour le premier, nous avons:
(IX1.18) B(u®,u®*-u’) = L(u®*-u°)

~

Et grdce a (III.2) et & 1'inégalité de H®lder, nous pouvons
écrire:

(IIT.19) B(u®,u*~u®) < e luf-uil,.Ip}lo,.

En ce qui concerne le second, nous utilisons le premier membre
de (II.11) dans laquelle nous remplagons u® par u® et v par u®-u°.

-~

En nous rappelant que les y,(u®) sont nuls, il vient, gréce &
(III.3);:

(IIT.20) B(u°,u®-u°) = (e/3)IGA%.(u°,u°-u°)a”2dxdz

Ainsi, (III.17), avec (III.19) et (III.20), nous permet d'écrire:
(I11.21) lu*-u® 1§, < duf-uil,, I pil 0,a=C' [ A} (U, ut-u®) a"2dxdz

Il ne reste plus qu'ad montrer que chacun des deux termes du
deuxiéme membre tend vers 0 avec e.
Pour le premier, nous savons que:

(ITI.22) u® - u° dans V(w) faible, quand e-0.

Donc, d'aprés le théoréme de Rellich, nous avons:
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(III.23) uf - u} dans L2 (w) fort, quand e—~0.

Le premier terme du second membre de (III.21) tend donc bien vers
0 avec e.

Pour le second, en considérant les formules (II.7),, (II.9) et
(II.5), nous voyons que A%(u&tﬁﬂﬁ)auz est une somme finie de
termes, chacun étant le produit de trois fonctions: la premiére
continue sur o et indépendante de e, la deuxiéme (respec. la
troisiéme) dépendant de u} (respec. uf-uj}) et de ses dérivées
partielles, jusqu'a l'ordre 1 pour i=a, et 2 pour i=3. Autrement
dit, chaque terme de cette somme peut étre considéré comme le
produit d'une fonction de L2 (w), qui ne dépend pas de e, et de
uf-uf, ou d'une de ses dérivées, précédemment définie.

Alors, d'aprés (III.22), nous constatons que:

(III.24) [ Af(u°,u-u°) a'2dxdz - 0, quand e-o0.

Maintenant, il est facile de voir que (III.21), (III.23) et
(III.24) entrainent:

(III.25) u® » u°, dans (H'(w))2xH?(w) fort, quand e-O0. [ |
Interprétation géométrique du déplacement limite.
En reprenant les notations de 1l'interprétation géométrique des

tenseurs de déformation et de changement de courbure donnée au
paragraphe précédent, nous avons le résultat suivant:

Remarque III.2: Pour chaque point M de la surface moyenne, il
existe un vecteur $(M), tel que:

a; = 3d; + ©(M)x3;
(III.27)
3 (M) = a™[(9,ud+blul) - (9 ud+biul) &,+% (9,ul-9,ul) 3]

Cette remarque est une simple application au déplacement limite
u® d'un résultat plus général (voir (2] 2.3 p.107). Dans ce cas
u® vérifie y,3(u®)=0; nous en déduisons la forme simple donnée ci-
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. . . - o o =2
. du repére (M, 3a;) au- repere (M,a
dessus. Ainsi on passe P ( ’ i ) ( 4 i ) par une

-
translation de vecteur MM=u®, suivie d'une rotation de vecteur

(M)

IV.CAS DE LA TOLE: LIMITE DE uk QUAND e=tR et & TENDENT VERS 0.

Dans le cas de 1la téle ondulée qui nous intéresse plus
particuliérement, nous voulons chercher la limite du déplacement
quand 1l'épaisseur tend vers 0, puis quand R tend vers 0. En
dernier 1lieu, nous nous penchons sur 1le probléme de
l'interversion des limites. Nous sommes ainsi amenés, pour tenir

compte des réalités physiques, & considérer l'épaisseur e et le
"rayon" R liés de la maniére suivante:

(IV.1) e = g¢R, avec 0<e<l1

Nous écrivons alors le déplacement u® sous la forme uk et dans ce
paragraphe, nous cherchons la limite de ut quand ¢ tend vers O,
R étant constant.

Les relations (III.1) et (III.2) s'écrivent ici:

A=(eR)%X,, p=(eR)%u,, A, et p, indépendants de ¢ et R
(IV.2)
p=¢Rp,, Po indépendant de & et R

Les formules (III.3) deviennent:

o __
A% = (eR)223

(IV.3)| Bo(u,v) = Iu[eRA°Y(u,v)+-(ﬂ§_°A§-(u,v)]av’dxdz

Lo(Vv) = provdxdz

Rappelons que A (u,v) est simplement Ay(u,v) dans laquelle A et
kb ont été remplacé respectivement par A, et p, (cf. (II.5) et
(IT1.9)).

Et 1l'équation (III.4), donnant le déplacement, s'écrit ici:

(IV.4) Bo(uk,v)= (eR)3Ly(V), Vvev (o)
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Nous remarquons que l'espace V' (w) dépend ici de R (cf. (II.6)).
Nous le notons donc sous la forme suivante:

(IV.5) Vk(w) = {veV(w), t.q. yYa(V)=0, V(e,B)}

En appliquant les résultats du paragraphe précédent, nous pouvons
immédiatement écrire:

Proposition IV.1: Sous les hypothéses (IV.2), la famille de
fonctions uk converge, quand € tend vers 0 dans
(H! (0))2xH? (0) fort, vers la fonction notée uR, définie de
maniére unique par:

(IV.6) uR € V(o)

(Iv.7) [, A%(uﬂ,v)a”qudz = 3f povdxdz, WveVi(w)

La remarque (III.2) s'écrit ici, compte-tenu de valeurs
particuliéres des formes fondamentales de la surface moyenne:

Remarque IV.2: Pour chaque point M de la surface moyenne, il
existe un vecteur & (M), tel que:

aj = 3; +>5(M)x5i, avec:
(IV.8)
(M) = a-%[azu%ax' (axua}"'b:URx) az"‘axugaS]

Notons encore la remarque suivante qui donne une indication sur
Vi(w):

Remarque IV.3: Le sous-espace Vk(w) n'est pas réduit a la
fonction nulle.
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Preuve: En effet, en considérant (II.6);34, nous choisissons v,,
vx et vz vérifiant les conditions suivantes:

1°)v; ne dépend que de x, est définie sur ]0,L[ avec L=4nR, sa
restriction & ]0,2R[ est dans (]0,2R[), et est périodique de
période 2R. Ainsi v, appartient a H: (0) et v,(0)=v,(L)=0.

2°)vy=-20xv;, nous voyons donc que vV, est dans H! () et
Vvx(0,2)=v,(L,z)=0.

3°)vs définie par:

4Ra'/? ”’smggc 12I§
vi(x,2) =" 20,.v; + SRa (-20,xv;) ], si x#2kR
nzslnz—ﬁ avec k€{1,...,n}
vz(2kR,2) = 0

Comme v, est dans i)(]o L{), nous avons 1135 v3(%,2z)=0, et du fait
de la périodicité 132}& v3(x,2)=0. Il en est de méme de d,vs et d,vs,

car v, est dans 9(jo, L[). La fonction vz est donc dans H2(w) et
vérifie v3(0,2z)=v3(L,2)=0,v3(0,2z)=38,vs(L, z)=0

Alors la fonction v—(vx,vz,v_w,) ainsi deflnle, appartient a v(oe),
et vérifie:

Y22(V)=0, & cause de 1°),

Yxz(V)=0, & cause de 2°),

Yxx(v)=0, & cause de 3°).

Cette fonction v, qui n'est pas nulle, est donc bien dans Vk(w).
n

V. LIMITE DE uf QUAND R TEND VERS O.

Remarquons d'abord que les uf; sont les composantes covariantes
du déplacement ul, c'est a dire que uR est égal a uRi'. or les
vecteurs 3' dépendent aussi de R (cf. (I.6)). Dans ce paragraphe,
nous allons donc nous intéresser séparément i la limite, quand
R tend vers 0, de uR,, et 3 la limite, dans les mémes conditions,
des composantes de 3' dans la base fixe (1,3,K). Nous avons alors
le résultat suivant:
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Proposition V.1: Si les hypothéses de la proposition IV.1
sont réalisées, et si les py; sont majorées dans L2 (w)
indépendamment de R, alors:

(V.1) (uf,,ufs) - (0,0,0), dans V(w) faible, quand R-O.

(V.2) les composantes de ufR dans la base (i,3,K) tendent
vers 0 dans L2 (w) faible, quand R tend vers 0.

Preuve: 1°)Estimation de uf.

Nous supposons que R est fixé, strictement positif, vérifiant
(I.1). Il est clair aussi que 1l'écriture uR désigne le triplet
(uk,,uk,,uk), comme cela est indiqué dans (II.4).

Nous avons démontré aux paragraphes II et III que (cf. (II.18),
(III.3) et (III.4):

(v.3) luk ly.y < ¢, avec C=3(1+m2) 2 (44,) 'Max | pil,,.

Nous voyons ainsi que C ne dépend pas de R. Et comme uk - uf dans
V(o) fort, quand e¢-0, nous avons:

(V.4) TuR 1y, < 1im inf(luk 1 y(.,)

Et donc d'aprés (V.3), nous avons:
(v.5) luk 1y, < ¢, avec C indépendant de R.

V(w) étant un espace de Hilbert, il existe un é&lément de V(o)
noté ul, tel que, & une sous-suite prés:

(V.6) uR - u8, dans V(w) faible, quand R-0.
2°) Détermination de us.

Nous allons d'abord utiliser le fait que y4(uR)=0, pour tout R>0.
Examinons donc les expressions données en (IT1.6)2,3,4- Il est clair
que, en vertu de (V.6):

Yxz (UR) = ey, (ud)
(V.7) dans L2 (w) faible, quand R-0.

Yzz (uk) — d.ud,
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Nous en déduisons, en vertu de y.,(uf)=0: -

(V.8) ex,(u8) = du8, = 0

Le fait que y(uf) soit nul ne peut étre utilisé sans un autre
résultat. En effet, la fonction a étant majorée par 1+m2, le
coefficient de uf; dans l'expression de y,(uk) (cf. (II.6);) a une
norme dans L2 (w), supérieure ou égale &a:

CR"[j'msinz('lrx/ZR)dxdz]”2 = CR'[mes(0)/2]"2, avec C>0.

Cette expression tend vers ®», quand R tend vers 0. Nous ne
pouvons donc pas déterminer le comportement du terme en uk
dans Yy (ukl). Il en est de méme du terme en uf,.

~

Nous déterminons ug, et u% en utilisant & nouveau (IV.7) ol nous
avons remplacé v par uf qui est bien dans V(o). Il vient:

(V.9) [ A% (uR, w)a'2axdz = 3[ ,Poukdxdz

C'est & dire, en utilisant (II.10), et en multipliant les deux
membres par R‘:

(V.10) fw R* {l——LSi‘fz(ﬁz+”° (Y3 (uf)a32 + YZ,(uR)a'?) +

8Aolo
(Aot2u,)a

172 0 (UR) Yz (UR) + 8poa™V/2Y%, (uR) ydxdz = 3] uR"pouRdxdz

Nous allons maintenant chercher la 1limite de chacun de ces
membres quand R tend vers 0.

En utilisant 1'inégalité de Hdlder, le second membre de (V.10)
est alors le produit de R* par trois termes bornés en vertu des

hypothéses et de (V.5): il tend donc vers 0 avec R.

En considérant (II.7)2,3,4, le premier membre de (V.21) est une
somme finie d'intégrales sur v de termes du type:

R™ (x) U U2 avec
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m élément de {0,1,2,3,4}, -
{(x) fonction continue sur o, bornée indépendamment de R,

U,, une fonction uf; ou une de ses dérivées partielles, jusqu'a
l'ordre 1 si i=B, et 2 si i=3. La relation (V.5) montre alors que
U, est bornée dans L2 (0) indépendamment de R.

Nous voyons donc que tous les termes de la somme constituant le
premier membre de (V.10) convergent vers 0, sauf peut-étre ceux
correspondant a ufuf;, (uk)2 et (uk)?, provenant de Y% (uf).

Or, le premier est affecté de la fonction, notée f(x):

X X X L, TX

3 — 2_ —_—

) [ﬂ cos2R Sm1°sin COSZR] w*sinz >
<

+ 8, (Ao"'l-‘o)
ga’’¢ 32a”‘ ) 16a’”/

Aot2Ho

, avec C=

Il s'agit d'une fonction périodique, qui converge dans L°(w)
faible *, quand R tend vers 0, vers sa moyenne sur une période.
Or cette derniére est nulle, car:

JRE(x)dx = -[Rf(2R-x")dx' = -[R:f(x)dx,

du fait des propriétés des fonctions sinus et cosinus.
De plus, d'aprés le théoréme de Rellich et (V.6), nous avons:

uk, - ul,, dans L2 (w) fort,

gquand R-0.
uly - u%, dans L2 (w) fort,
Donc nous avons:

ukuly -~ uud, dans L'(w) fort, quand R-0.

Nous en déduisons que 1l'intégrale comportant ufuf, dans 1le
premier membre de (V.10), tend vers 0 avec R.
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c[” COSIR , _>TSIN'IRCOSTR] 32 avec oo Bholhotiio)
g8a”/¢ 32a%¢ ) ’ Aot2l,

Cette expression, compte-tenu de sa périodicité, converge dans
L°(w) faible * vers sa moyenne sur une période, notée m;. Cette
derniére n'est visiblement pas nulle, nous avons méme my>O0.

Et d'aprés le théoréme de Rellich et (V.6):

uf, - ud, dans L2 (w) fort, quand R - 0. Donc:

(uk)2 - (u8,)2, dans L'(w) fort, quand R-0.

L'intégrale contenant le terme en (uf)2, dans le premier membre
de (V.10) converge donc, quand R tend vers 0, vers: mlu§ |2,

Pour le terme correspondant & (uf)2 dans 1'intégrale du premier
membre de (V.10), le raisonnement est le méme. Il est affecté de
la fonction:

C(16a?) "2sin*(mx/ (2R))a32, avec C=8uq(Astio) (Ao+21s) "

périodique et converge donc, dans L°(w) faible *, vers sa moyenne
sur une période, quand R tend vers 0. Or cette moyenne, notée my,
n'est pas nulle. Nous avons méme m;>O0.

Et d'aprés le théoréme de Rellich et (V.6), nous avons:

ufs = u%, dans L2 (o) fort, quand R-O0.

Et donc:

(ufs)2 - (u%)2, dans L'(w) fort, quand R-0.

Dans le premier membre de (V.10), 1l'intégrale contenant (ufs) 2
converge donc, quand R tend vers 0, vers: ml u$ 132,

Ainsi, en passant & la limite dans les deux membres de (v.10),
nous voyons que:

(v.11) mug 13, + mduk 12, = 0, avec m>0 et m>0.
’ . 2

Nous en déduisons:
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(V.12) u§, = u&% = 0, sur o.

Et nous avons donc:

uf, - 0, dans H! (w) faible,
(V.13) quand R-0.
uf; = 0, dans H2? (0) faible,

Les relations (V.8) et (V.13) nous permettent alors de déterminer
ug,. En effet, elles montrent que:

(V.14) 0,u8, = o,ud, = 0
Nous en déduisons que u$, est constante sur w. Et comme cette
fonction doit étre nulle sur le bord x=0, pour tout z de ]0,1]
nous avons donc:

(V.15) u§, = 0
Et donc:

(V.16) uR, - 0, dans H! (0w) faible, quand R~0.

Les relations (V.13) et (V.16) constituent alors (V.1).

Remarquons encore que, la limite de uf, étant unique toute 1la
famille uf; converge vers cette limite.

3°) Limite des composantes de u&éi dans (1,3,X).

D'aprés (I.6) et (I.8) nous constatons que la composante sur i
de uRd' est égale a:

A cosTX
uk, 2 2R .
a + alll JE;

Nous avons, en suivant un raisonnement déja utilisé dans cette
preuve:
-1

a’', périodique, donc converge vers sa moyenne sur une période
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dans L2 (0) faible, quand R tend vers O,

uf, - 0, dans L2 (w) fort, quand R~+0, d'aprés le théordme de
Rellich et (V.13).

Le premier terme de la composante sur I converge donc vers 0 dans
L2 (o) faible.

Pour le second terme de cette composante, la démonstration est
la méme en remplacgant a’! par la fraction précédent ufk , qui se
comporte de la méme maniére que a™ quand R tend vers 0, et uf,
par ufk, qui tend aussi vers 0 avec R, dans Lz(w) fort. Le
deuxiéme terme de la premiére composante de uf;d@a' converge donc
aussi vers 0, quand R tend vers 0, dans Lz (w) faible.

Nous en déduisons donc que la premiédre composante de uf3!
converge vers 0 dans L2 (w) faible.

En ce qui concerne la composante sur j du déplacement, elle est
égale a:

TeosTX
2a2Rqu_a1 uls

Comme précédemment, chacun de deux termes de cette expression est
le produit d'une fonction périodique, qui tend vers sa moyenne
sur une période dans Lz (w) faible, quand R tend vers 0, et d'une
fonction qui tend vers 0 dans L2 (w) fort, quand R tend vers 0,
a cause du théoréme de Rellich et de (V.1). Ils convergent donc
tous deux vers 0 avec R, dans L2 (v) faible. Il en est donc de
méme pour cette deuxiéme composante de ufd'.

~

Quant & la troisiéme composante du déplacement, elle est égale
& uk;, qui tend vers 0 dans H!(w) faible. La relation (V.2) est
bien démontrée. ‘ | |
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VI. LIMITE DE uk QUAND e=eR et R TENDENT VERS 0.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons & la 1limite du
déplacement uk, tel qu'il est défini par (IV.4), quand R tend
vers 0, & étant constant. La remarque du début du paragraphe V
concernant les composantes du déplacement dans une base fixe est
encore valable ici.

Nous avons la résultat suivant:

Proposition VI.1: Si l'hypothése (IV.2) est réalisée et si
les p, sont bornés dans L2 () indépendamment de R alors:

(VI.1) uk - 0, dans V(w) faible, quand R-O0.

(VI.2) chaque composante de utd' dans la base (1,3,K) tend
vers 0 avec R, dans L2 (w) faible.

Nous avons donc:

(VI.3) lRi_.Hmk = lni~B“ (lianuk)
Preuve: 1°) Estimation de uk.
L'inégalité (III.10) s‘'écrit ici:

0,0

(VI.4) luly., < c, avec C=9(1+n2)2(4u°)”M§x| pi |

Nous voyons donc que C est indépendant de R. V(w) étant un espace
de Hilbert, nous en déduisons l'existence d'une fonction de
V(w), notée ub, telle que, & une sous-suite prés:

(VI.5) uk - ub, dans V(w) faible, quand R-O0.
2°) Détermination de us.
Nous allons d'abord démontrer que les y,(ub) sont nuls.
Pour cela, nous remarquons que (IV.4) s'écrit aussi, en
simplifiant par eR, et en remplagant v par uk:

(VI.G)IQ[A“’Y(uk,uk) + %A%(uk,m) la'2dxdz= e2R? [ poukdxdz,

Dans cette équation nous voulons faire tendre R vers 0. Nous
avons:
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(VI.7) Y (uk) borné dans L2 (w), indépendamment de R.

Cela provient de (VI.4) et du fait que l'application définie par:

(301 ya(v) 12, + 1 Yop(v) 12,017

est une norme sur V(o) équivalente a celle définie en (II.12) et
utilisée en (VI.4).

~

Alors (VI.7) montre que, grdce & l'inégalité de Hdlder, et &
(II.10) dans 1laquelle A, u, ¢, u et v ont été remplacé
respectivement par A,, io,, Y, uk et uk:

(VI.8) IQA%(uhﬂm)a”dedz,est bornée indépendamment de R.
De plus, 1l'intégrale du second membre de (VI.6) est bornée
indépendamment de R. En effet, d'aprés 1l'inégalité de H&lder,
nous pouvons écrire:

(VI.9) [, poukdxdz < lIpilo, tuyl,,

Et le résultat annoncé vient de ce que p!; est borné dans L2 (0)
indépendamment de R, par hypothése, et de (VI.4).

Maintenant, en faisant tendre R vers 0 dans les deux membres de
(VI.6), il vient:

(VI.10) IQA?Y(uk,uk)a”zdxdz -+ 0, quand R-0.
En wutilisant (II.18), ol u, ¢ et Vv ont été remplacé
respectivement par pu, , Y et uk, nous pouvons écrire, a étant
minoré par 1:

Cjuﬁyﬁshm)dxdzs IQA;(uknﬁ)a“dedz, C>0 indépendant de R.

Nous avons donc, grdce a (VI.10):

(VI.11) ye(uk) - 0, dans L2 (w) fort, quand R-0.
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En observant les égalités (II.6), nous constatons que, gréce &
(VI.5):

Yxz (UR) = ey (ub)
(VI.12) quand R-0.

Y2z (Uk) - 9;(ub)

Ainsi en utilisant (VI.11), nous avons:
(VI.13) ey (ub) = 0 et 9,(ud) = 0

Pour déterminer u% et u%, nous revenons & (VI.6), que nous
multiplions par R2, et nous faisons tendre R vers 0.

D'aprés (VI.9) et (VI.10) les termes provenant de
IQA°(uan)a“dedz et de 1l'intégrale du second membre ont une
limite nulle quand R tend vers 0. Et nous avons:

(VI.14) e2R*f A% (uk,ut)a2dxdz - e2mlus 12, + e2md uts 12,
(‘) Y [ r
quand R-0.

La démonstration est la méme que celle donnée au paragraphe
précédent dans la preuve de la proposition (V.1) 2°). En effet,
nous avons ici uk qui converge dans V(w) faible vers u$, et
1'expression de A% est la méme dans les deux cas.
Nous en concluons que:

(VI.15) ub, = uyy = 0, sur .

Et comme au paragraphe précédent, les relations (VI.13) étant
semblables a (V.8), nous avons:

(VI.16) us, = 0, sur o.

Les relations (VI.4), (VI.15) et (VI.16) montrent bien (VI.1)

3°) Limite des composantes de uk3' dans (1,3,K).

La relation (VI.2) se démontre comme au paragraphe précédent. N
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DEUXIEME PARTIE: INTRODUCTION

ELASTICITE D'UNE PLAQUE ~ PERFOREE

Les problémes de plaques de faible épaisseur sont des problémes
importants, et ont déja été l'objet d'investigations de la part
de plusieurs auteurs. Par exemple, P. G. Ciarlet dans [10] s'est
intéressé a cette question et a donné des résultats mathématiques
dans les cas linéaires et non linéaires. D. Caillerie, quant a
lui, dans sa thése [6] a étudié le comportement d'une plaque
mince 3 structure périodique. Et D. Cioranescu et J. Saint Jean
Paulin dans [14] ont travaillé sur des structures de type
grillage.

D'une certaine maniére, nous pouvons dire que cette deuxiéme
partie a pour origine deux articles.

*L'un de D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin [13] qui traite
de 1'élasticité d'une plaque rectangulaire, perforée de trous de
section carrée, avec des conditions de Dirichlet sur le bord
latéral extérieur et de Neumann sur le bord des trous. Ces
derniers sont répartis de fagon périodique, la période étant
notée ¢, et ils sont éloignés 1l'un de l'autre d'une distance
égale & ée¢. Chaque période est 1l'homothétique d'une cellule de
base notée I;, incluse dans un carré de cété 1, le rapport étant
¢. Les auteurs de cet article ont cherché la 1limite du
déplacement quand successivement e, ¢ et enfin § tendent vers 0,
dans le cas ol les coefficients d'élasticité du matériau sont

tous du méme ordre de grandeur.

*L'autre de D. Caillerie [5] qui étudie 1'élasticité d'une plaque
d'épaisseur e, non nécessairement perforée, avec des conditions
de Dirichlet sur le bord latéral. Le paramétre e étant supposé
petit devant les autres dimensions de la plaque, l'auteur de cet
article se préoccupe de la limite du déplacement quand e tend
vers 0 dans le cas ol les coefficients d'élasticité ont des
ordres de grandeur différents. Trois hypothéses distinctes (pour
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les coefficients d'élasticité) sont alors envisagées. Elles font
aboutir pour la limite du déplacement quand e tend vers 0, & des
équations de membranes pour la premiére, & des équations de
plaques minces pour la seconde et pour la troisiéme & des
équations de plaques épaisses.

L'idée est alors de reprendre 1le probléme de 1la plaque
rectangulaire perforée de D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin,
avec des conditions de Dirichlet sur le bord latéral extérieur,
et de Neumann sur le bord des trous. Mais nous supposons, cette
fois, les coefficients d'élasticité d'ordre de grandeur différent
4 la maniére de D. Caillerie, et notre objectif est d'étudier la
limite du déplacement quand, dans cet ordre, les paramétres e,
¢ et enfin § tendent vers 0. Pour la limite quand e tend vers 0,
nous constatons que les résultats obtenus par D. Caillerie sont
encore valables pour la plaque perforée.

Dans le premier chapitre, nous écrivons d'abord les équations de
1l'élasticité linéarisées sur la plaque rectangulaire perforée.
Puis nous effectuons une dilatation dans le sens de l'épaisseur
pour travailler dans un ouvert qui ne dépend pas de e. Nous
obtenons ainsi de nouvelles é&quations vérifiées par 1le
déplacement u¥, avec les coefficients d'élasticité afj,, qui
peuvent dépendre & priori de e. Mais ce changement de variables
nous invite a prendre comme nouveau déplacement
a¥=(u¥qi/e,u¥;/e,ud;) et & écrire chaque af;; comme produit d'un
nouveau coefficient ajjum qui ne dépend plus de e, et de
e"(oij(e)oj(e))'. Dans cette derniére expression, n est un entier
compris entre -3 et 1, et les fonctions oj(e), avec 1<j<3 ne
dépendent que de e et sont des fonctions bornées sur un
intervalle du type ]0,e,[, e,>0. Nous montrons alors que 0%
converge dans H' faible vers une fonction notée 0% , quand e tend
vers 0.

Dans le deuxiéme chapitre, nous supposons que 1/0; tend vers 1 et
que oy(e) et o3(e) tendent vers 0, quand e tend vers 0. Ces
hypothéses nous permettent de montrer que (0%,/0¢,0%,/04) converge
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dans un espace particulier vers une fonction notée (%;,1%;). Et
la fonction (u%,,0%,,0%;) vérifie un systéme différentielle
d'ordre 2; les nouveaux coefficients d,ijs; qui y apparaissent sont
définis & partir des aj;, et vérifient une relation de coercivité
gqui permet de conclure quant & l'existence et 1l'unicité de
(48,08, 0%3) . Si de plus les ajj, ne dépendent pas de x3 (variable
décrivant la plaque dans. son épaisseur), nous montrons que
(03y,14%,,0%;) ne dépend pas non plus de x3 (cas des membranes).
Aprds avoir posé 0%3;=0%3, nous écrivons les équations vérifiées
par U# et en donnons une forme commode en utilisant dij, famille
obtenue en prolongeant d,igj.

Nous étudions ensuite le limite de %, quand & tend vers 0. Nous
supposons que les ajjy, he dépendent pas de x3, sont ¢ périodiques
dans les deux directions x; et x;, et que les a:,-k., sont bornés
dans L°, indépendamment de €. C'est alors un probléme
d'homogénéisation. Nous montrons qu'il existe un prolongement de
U & 1l'intérieur des trous, qui converge dans H) faible vers une
fonction notée U8 qui vérifie une équation différentielle d'ordre
deux. Les coefficients bf,-kh qui y apparaissent sont définis a
l'aide de fonctions auxiliaires %!'P, elles-mémes solutions
d'équations différentielles d'ordre deux. la famille bfjkh étant
coercive, nous en concluons que la fonction U3° existe de maniére
unique dans H}.

En ce qui concerne la limite de (¥ quand § tend vers 0, nous
commengons par chercher celle des |I;l 'bé;,, dans le cas ol 1les
dijus» sont constants. Nous trouvons des nouveaux coefficients
notés b, définis & 1'aide des a*,,-k,,, mais qui ne constituent pas
une famille coercive. Nous avons tout de méme un résultat de
convergence pour U, mais dans un espace plus vaste. Pour cela
nous supposons que certains coefficients bf,-kh sont nuls sur un
intervalle du type ]0,8,[, 6o,>0 (cette condition est réalisée en
particulier si 1les ajjm sont des constantes de Lamé). Nous
montrons alors que U3 converge fortement dans ce nouvel espace.

Au chapitre trois nous supposons que 1/0y tend vers 1/07 et que
0, et o3 tendent vers 0, quand e tend vers 0. Nous montrons alors

que 0¥3 ne dépend pas de x3 et peut étre considéré comme un
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élément de H2; d'autre part la limite 0% est un déplacement de
Love-Kirchoff, c'est & dire ﬁ%‘,=u},—x;(aﬁ8‘3/arx¢) avec u} é&lément de
H'. La fonction (u},u},a3s) est alors solution d'un probléme
bidimensionnel. Les équations différentielles caractérisant cette
fonction sont d'ordre 4, et dépendent de nouveaux coefficients
notés c,. Ces derniers définis & 1'aide des ajjy constituent une
famille coercive. D'ol l'existence et l'unicité de (u},u},6%s).
Si de plus les ajjy ne dépendent pas de x3, alors nous posons
u;~u¥, et 0G¥;=u¥;. Le probléme dé&finissant u® est alors la
conjonction de deux problémes plus simples. La fonction u$; est
solution d'un systéme différentiel d'ordre 4, et (uq,u$,)
solution d'un systéme différentiel d'ordre deux, 1les deux
systémes é&tant définis & 1l'aide des ci,,-

Pour la limite quand ¢ tend vers 0, nous nous penchons d'abord
sur (u¥¢,ud;). Ce cas ressemble beaucoup & celui des membranes et
est résolu de la méme maniére. Il existe donc un prolongement de
(u¥y,u;) & 1'intérieur des trous qui converge dans (H})2 faible
vers une fonction notée (u$’,u$%). Cette dernidre est solution
d'un systéme différentiel d'ordre 2 défini & 1'aide de nouveaux
coefficients notés encore bﬁg,., qui constituent une famille
coercive. Il s'ensuit que (u3°;,ud’;) existe de maniére unique.
En ce qui concerne u¥3, nous utilisons aussi une méthode
d'homogénéisation. Nous trouvons qu'il existe un prolongement de
u¥3; & 1'intérieur des trous qui converge dans H2 faible vers une
fonction notée u¥’; solution d'un systéme différentiel d'ordre 4.
Celui-ci est défini & l'aide de nouveaux coefficients notés 625,.
qui vérifient une propriété de coercivité, d'ol l'existence et
1'unicité de u®;.

Pour la limite de (u$%,u$’;) quand § tend vers 0, nous cherchons
d'abord celle de |I;l 'bf,. La encore, c'est un probléme qui
ressemble & celui des membranes et qui se résout d'une manidre
analogue. La famille limite bj, n'est pas coercive et 1la
fonction (u$’,u?’) converge fortement dans un espace particulier.
Pour ce dernier résultat nous supposons certains des bﬁh. nuls
sur un intervalle du type ]0,6,[, §,>0 (ce qui est le cas si par
exemple les ajj, sont des constantes de Lamé). Reste & étudier la
limite de u%;, quand § tend vers 0. Dans ces conditions chaque
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coefficient sont |I;l"'%6%, converge vers 6%,. La famille limite
est coercive, et nous en déduisons la convergence de u3’; dans H?
fort et 1'existence et l'unicité de la limite.

Pour la commodité de la lecture, un rappel des principaux
résultats a été inséré i la fin de chaque chapitre.
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PREMIER CHAPITRE:
RESULTATS PRELIMINAIRES

RESUME: Dans ce chapitre, nous considérons les équations de
1'élasticité linéarisées, sur une plaque rectangulaire perforée
par des trous de section carrée. Nous la supposons horizontale.
Les conditions aux bords sont celles de Dirichlet sur le bord
latéral extérieur, et de Neumann sur le bord des trous, les faces
supérieure et inférieure étant soumises & des forces bien
définies. Nous nous intéressons d'abord & 1la limite du
déplacement u quand l1l'épaisseur e tend vers 0. Pour cela, nous
effectuons sur les variables une dilatation verticale, de fagon
a4 travailler sur un ouvert qui ne dépend pas de e. Nous supposons
que les coefficients d'élasticité du matériau sont d'ordre de
grandeurs différents. Nous montrons alors que (u;/e, u/e, us)
converge dans H! faible et que le tenseur des contraintes
correspondant converge dans L2 faible. Pour préciser davantage
ces limites, il nous faut faire des hypothéses supplémentaires,
et distinguer plusieurs cas. Ce sera l'objet des chapitres
ultérieurs.

I. PRESENTATION DU PROBLEME.

1°)Notations

Nous utilisons les notations de D. Cioranescu et J. Saint Jean
Paulin cf. [13].

Si Ly et L; sont deux nombres réels strictement positifs tels que
Ly/L; soit un nombre rationnel, nous considérons l'ouvert o de R2
défini par:

(I.1) o =]0, Ly[x]0, L[

La cellule de base I, le "trou" carré T;, et la partie occupée
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par le matériau I;, sont définis pour § de ]0,1[ par (cf. fig.
1l):

I = ]-!51 %[x]-%l ;5['
(I.2)| Ts = [— 128, 1=8yxp_ 1=8, 1=4,

2 2 2 2
Is = I \ Ts
2y

16

'/T
%
Ts -
0 1 Z4

Figure 1:L'ouvert I.

Soit e un réel strictement positif tel que Ni=L;/e et N2=IL,/¢
soient des entiers.

L'ouvert ® est recouvert de fagon réguliére par des pavés
homothétiques a I, le rapport étant e. Ces pavés, au nombre de
Ni.N2, sont perforés par des carrés de cdété ¢ (1-§). Aucun de ces
trous ne rencontre le bord dw de w. Appelons

(I.3)| ws. la partie occupée par le matériau
ts. 1l'ensemble des trous, soit t; = 0 \ wg.

Considérons maintenant les parties de R® définies par:

05, = wgx)-e/f2, e/2]

(I.4)] 0° = wx]-e/2, e/2[

TS, = tax]-e/2, e/2(

La plaque perforée ou grillage, est alors considérée comme
1'adhérence de 0§,, 1'ensemble des trous étant T§, . L'ouvert N°® est
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alors l'enveloppe convexe de §,. Voir figure 2, ces différents
ensembles.

l/ Z, 2 /, \ e

Figure 2: L'ouvert 0j,.

Introduisons encore:

(I 5 r? = ch{elz}l rg = “)ch{-e/Z}
-5) = dux]-e/2, e/2[

Les faces supérieure et inférieure de Qf sont alors
respectivement I§; et I'f,. Le bord latéral extérieur de la plaque
est T¢.

Dans tout ce qui suit, les indices grecs sauf § et ¢ prennent
leurs valeurs dans {1, 2}, et les indices latins dans {1, 2, 3}.
De plus, nous adoptons la convention de sommation des indices
répétés.
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2°)Equations -
Introduisons l'ensemble de fonctions suivant:

(I.6) H§, = {v € H1(Q§,): v=0 sur T}

Nous supposons H§, muni de la norme usuelle des espaces H?, qui
en fait un espace de Hilbert.

Nous considérons alors les équations de 1'élasticité linéarisées,
la plaque étant supposée fixée par le bord latéral extérieur rIe.
Nous envisageons donc 1le probléme avec les conditions de
Dirichlet sur Ij, et Neumann sur les bords des trous 9T (°).
C'est a dire:

Trouver G$* de H§3, tel que:

- EQ—[é?uh(Z) 9 (%% ] = F§ dans 0§,
Zj dzp

(1.7) )
&z (2z) —2-(0%%) n3 = & sur If
aZh
&5ajkn(2) —2—(G8%) n, = 0 sur JT§
aZh
avec:

43" (z)=(G%y(z),08%(2),08%5(2)) le déplacement du point z=(21, 22, 23),
afjkn(2) les coefficients d'élasticité de la plaque au point z,
Fe(z)= (Ff(z), F$(z), F§(z)) les forces volumiques au point z,

G* = (Gf*, G$*, G§*) les forces surfaciques appliquées a r§:, au
point z=(z,z;,te/2).

( a) cette derniére hypothése est nouvelle par rapport au travail de D. Caillerie.
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PROPOSITION I.1: Si F® est dans L2 (0%3, et G*, & dans
12 (w)3, et si la famille des &{jxn vérifie les -conditions
suivantes:

(I.8) afjn = &fikn = &%, VY (i,3,k,h) € {1,2,3}*

(I.9) I € R”, V (75;) € R%: T{j=Tji, V 2 € Qf,,

afjin (2) TijTin 2 74575

alors le probléme (I.7) admet une solution unique.

Preuve: Ecrivons (I.7) sous forme variationnelle. En multipliant
la premiére équation par v; de H§,, et en intégrant sur 0§, il
vient en appliquant la formule de Green:

a%jun (=2 (08%) 19¥idz [ &% 0 __(i8%) vingdo
j aTS, 9z

- f &f3un —9—(T8Y) ving dzidz; = fng_f“i’vidz

En notant e;;(v)=%(dv;/dz; + dv;/dz;) pour v de Hi (0%)3, le tenseur
des déformations, et compte~tenu des deuxiéme et troisiéme
formules de (I.7), la formule (I.10) est encore équivalente a:

(1'11”92 é?jkhekh(ﬁﬁ'k) €jj (v)dz = Ing.f‘?vidz + II‘S{ (’;‘;‘*vidz1dzz

ol II“Ef G§{tvidzidz;, = II‘ff G§'vidz,dz, + -[1"3; G} vidzidz;

Alors la coercivité (cf.(I.9)) de la famille afjim, 1l'inégalité de
Korn et les hypothéses concernant les F{ et les Gf*, permettent
d'appliquer le théoréme de Lax-Milgram, et de conclure quant a

l'existence et l'unicité de 4% dans H§,3. |

Autre écriture de (I.7): le probléme est encore équivalent a:
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Trouver {i# de H§>3 tel que:

L(&S'ij) + Ff = 0 dans 0§,.
az,-

(I.12) )
3%3n3 = G§f* sur T§,t.
844Ny = 0 sur OJT§,.

G845 = afjumewn (1Y)

II.ETUDE DES LIMITES, QUAND e TEND VERS 0.
1°)Changement de variables.

En vue de travailler sur un ouvert qui ne dépend pas de
1'épaisseur e nous effectuons d'abord le changement de variables
suivant:

(IT.1) %X, = 2, , %3 = 23/e
De cette maniére 0§, se transforme en Q; = 0},, 9° en O = O, T§,
en T, = TL, I'§f en I'y, = T}, et I't en I',. Et une fonction h
définie sur 0§, (respectivement sur 0°) est transformée en une
fonction h définie sur 0; (respectivement sur Q1) par:

(II.2) h(xy, X%, X3) = ﬁ(xh Xz, exs)

Nous noterons di(*), la dérivée partielle de * par rapport a x;,
et Jdij(*), la dérivée d'ordre deux par rapport a Xj et xj.

Dans ces conditions le systéme (I.12) s'écrit:

04(0%%,) + e 33(0%43) + F§ = 0 sur Q,,

0343 n3 = Gt sur TI§,
(II.3)

0% ng = 0 sur 9T,
O‘S'ij = a?,-k,,a.,(us'k) + e’! a‘,’jk;{a;(uS'k)

ud* = 0 sur I,
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Remarquons e afjwm, u?, F§, Gi* dépendent non seulement de x mais
J 1¢ ]

aussi de l'épaisseur e.

Notons encore:

(II.4) Hs, = { Vv € H1(Qs) t.q. v=0 sur Iy}

Nous supposons cet espace muni de la norme usuelle sur H:, qui
en fait un espace de Hilbert.

2°)Probléme de convergence.

Nous posons:

(II.5) Q8 = (uly/e, uly/e, uly)

Nous nous inspirons du travail de D. cCaillerie (5] pour 1la
proposition suivante, en particulier pour les conditions (II.7).

(II.6)

(II.7)

PROPOSITION II.1: Si les hypothéses suivantes sont réalisées:

e2Fg, eF§ sont bornées dans L2 ()
indépendamment de e
eG3*, G§* sont bornées dans L2 (u)

agse = Sabtre aSese = Qap3e
e3og (e) e<oi(e)oz(e)
- a e = Qqp33
agss = _Ba33 ags33 a8
€03 (e) €04 (e)oz(e)
- = a
al;z = €33 asiz = a333
o3 (e) 0z (e)oz(e)

oj(e) est une fonction bornée de e.

les ajjxn ne dépendent pas de e, vérifient les
symétries usuelles des coefficients d'élasticité et
la relation de coercivité:
» 9. =
dmeR", V (7ij) € R”: Tiji=Tji @ijknTijTkn 2 MT{jTij

alors Q% converge dans H;? faible, 3 une sous-suite preés,
vers une fonction notée 03%.
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Preuve: Recherche d'une estimation & priori sur les déplacements.
La démonstration est classique, mais nous la rappelons pour 1la
commodité de la lecture. :

Pour cela, nous choisissons v de H; 3, et nous multiplions 1la
premiére équation de (II.3) par v, pour i=B, et par vs/e pour
i=3. Nous intégrons chaque égalité obtenue sur ;, et nous en
considérons la somme. Elle est égale a:

(I1.8) [, [9a(0¥'sa) vy + €7'35(0%43) Vs + Ba(03%) (Vs/e) +
+ e '93(08%3) (Vs/e) + Fivg + F§(vs/e)]dx = 0

En intégrant par parties, en nous rappelant que v est nulle sur
Iy, et que o¥Fng 1l'est sur 9dT;, nous obtenons:

(I1.9) | 05 [08%.0Vete '08%303ve+e 108%5,8,vi+e 208%393v3]dx
-Iric[e”a?'un;vs + e %0843n3v3]dxidx,; = [, [Feve + F§(vs/e)ldx

En vertu de (II.3);, l'égalité précédente s'écrit encore:

(II.10) Iﬂa [08%qas (V) +2€ 085,043 (V) +e 208%53e33 (V) Jdx =
= j'ns [F§vs + F§(vs/e))dx +f1..§ (e 'GEtv,+e 2GS vy ) dxydx,,

Par ailleurs (II.3), s'écrit:

08 = afjp0,uls + afjz.0q4uls + e'afjudsud, + e'a§zzdsuly
soit encore cf. (II.5):

08j = eafjs0,08% + afj3.0,08%5 + afje30303% + e’'afjs39;08%

qui peut encore s'écrire, en vertu de la symétrie des afjkn:
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(II.11) aS'i,- = ea?j“eaa(QS') + 2a?,-3,e¢3(ﬁ3') +~e'1a$j33e33(ﬁ8')

En remplagant dans (II.10), et en multipliant par e2,il vient:

e2 [, 1[eazs,08, (0F) + 2alss,e,3(08) + e 'afsssess(08) Jew (V) +
+2e ' [eag,e0,, (U8) + 2af;m,ee3(0f) + e 'afszess(03) Jeas(v) +
e?[eafs e, (AF) + 2afs3e,3(08) + e'afsszess(QF) Jess(v)}dx =

= e2[q, [FivatFi(vs/e) Jdx + e?[, [e7Ggivate 2CEtvs]dxidx,

Notons a(u,v) et b(v) respectivement le premier et le second
membre de cette équation, qui s'écrit donc:

a(u,v) = b(v), Vv € H?

Si nous prenons 0%, qui est élément de H; 3, comme fonction test,
nous obtenons:

Iﬂg [e3ags,0,0 (08°) €05 (08Y) + de2afps,e,3(08°) eqg (05 +
+2eagszess (08°) e, (059 + deafspzess (G3%) e3(08Y) +
+ 4agszess (08*) e, (03*) + e lafizess(08*)ess(08) Jdx = b(as)

Les conditions (II.7) nous permettent alors d'écrire:
a(as, a§*) = ‘[95. AjjkhTijTkndX
avec (T1ij) tenseur symétrique défini par:

Tas = €03(08°) /[01(€) ], Ta3 = €3(0F)/[02(e)], 7133 = e33(05*)/[03(e)]
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Nous avons alors, en utilisant la coercivité des ajju:
n;, ©i(e) o1(e) o2(e)  oz(e) os(e) o3(e)
< b(as)

Comme 1les oj(e) sont des fonctions bornées, 1'inégalité
précédente entraine, gradce a l'inégalité de Korn:

(II.13) N | ag I?h 5 < b(a8), avec N indépendante de e.

Considérons maintenant b(0%). A 1'aide des conditions (II.6), en
utilisant 1'inégalité de HSlder et la continuité de 1'application
trace, nous constatons que:

(II.14) b(as) < M | as IH&3' avec M indépendante de e.
Alors (II.13) et (II.14) nous donnent:
(11.15) | as IH&3 < C, avec C indépendante de e.

Hs, étant un espace de Hilbert, 1la proposition est bien
démontrée. [ |

Remarque II.2: Les conditions (II.7) excluent le cas simple
ol les afjm (ou les &fm) sont des constantes de Lanmé,
indépendantes de e. Par contre elles n'excluent pas le cas ol
les constantes de Lamé dépendent de e.

En effet, si A et u étaient des constantes de Lamé du matériau
indépendantes de e, nous aurions:

afinn = a%z = a%ssz = A + 2
e — — —-—
ajizz = afyzz = ajaz = A

e — — —
afzz = afyz = afz = p
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Les coefficients qu'on ne peut obtenir a partir des précédents
par les symétries usuelles, sont nuls.
Nous devrions alors avoir:

p = afqz = a2/ (e’otf)
Or si u était indépendante de e, 1l'é&galité précédente

entrainerait: oy = Cc/(e¥?), C constante indépendante de e, ce qui
contredit le fait que o1 est bornée. ]

Ecrivons encore un résultat utile pour la suite, issu directement
de (II.12), (II.14) et (II.15). Nous avons en effet:

_I eqs (0891

IA

L2 (n5) < Co1(8)

(II.16) | | ez(as9l

IA

Lz (Q5.) Coy(e) C indépendante de e

| e33 (08!

IA

Coz(e)

L2 (Qs.)

Recherche d'une estimation & priori sur les contraintes.

En vue de déterminer la limite G2 de fagon précise et de montrer
son unicité, ce qui impliquera que toute la suite converge, nous
allons maintenant nous intéresser au tenseur des contraintes et
a son comportement quand e tend vers 0.

Les relations (II.7) et (II.11) impliquent:

e2o(e) os.as=aa8~,o‘e"’°'(——')'ﬁg. +2 aaBSo—ej"‘(——Ms‘ +aaB33er'(—)-ﬁg.
o1(e) oz2(e) o3(e)
(IT.17)| eoz(e) 03",3=aa31.-§10.(g§:.).+2 aa33,Q7»o_(ﬁ_3~')_+aa333§':3-(ﬁ—s')-
oi1(e) oz(e) o3(e)
03 ( e) 08¢33=a331°_e_10_(ﬁ_s'.)-+2 3333°eJeiQ_g})_+a3333eJ3.(ﬁ_3.)_
o1(e) oz(e) os(e)

Ces expressions nous invitent & poser:

(II.18) 3884 = e20q(e)08%; 08%¥3 = eoyx(e)oldysz; 8%% = o3(e)oldss
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PROPOSITION IXI.3: Sous les hypothéses de la proposition II.1,
la suite 8% converge, & une sous-suite prés, dans L2 (Qs)°
faible vers une fonction notée 88°. ,

PREUVE: Les formules (II.16), (II.17) et (II.18) nous montrent
que, pour tout couple d'indices (i,j):

(I1.19) | &%)l < C, avec C indépendante de e.

L2 (6¢)
D'ol la proposition. n

~

Une relation entre les 8%;; se trouve en réécrivant (II.10) &
l'aide de (II.18):

(II.20)[n [%S;aseag(V)'i' za_j_‘faseﬁ(vn Qg;zseﬁ(v)]dx =
Se

= j'ns [e2Ffvy + eF§v3]dx +II‘§ [eGstv, + G§*vi)dxydxp, V v € Hg?B

Pour préciser davantage 0% et 82, il nous faut des hypothéses
plus fines sur les fonctions oj(e). C'est 1l'objet des chapitres
suivants ol nous envisageons des hypothéses différentes pour les
Oj .
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RECAPITULATION DU CHAPITRE I:
RESULTATS PRELIMINAIRES

Equations initiales:

Trouver {i%* de H§3, tel que:

z;éfuh(z) %Zh(ﬁfl)] = F§ dans 0§,: plaque perforée
j

Ll

a53un (2) 2 (G¥%) n3 = G§* sur I'§*: bords supérieur, inférieur
aZh

a5qjkn (2) 2 (G8%) ngy = 0 sur JT§ : bords des trous
aZh

G3% = 0 sur I's: bord latéral extérieur de la plaque

Dilatation verticale:

= h définie sur 0§,
> X,=2,, X3=23/e, et h(x,, Xz, X3)=h(xi,X;,ex3) e . i
h définie sur a},=0;,
Nouvelles notations:

» 4% = (uly/e, uly/e, uly)

Limite quand e tend vers 0:

Si:

e2Fg, eF§ sont bornées dans L2 (Q)
indépendamment de e
eG§*, G§* sont bornées dans L2 (v)
azsye = Aasye/ (€307 (€)) agz,3 = 2.3/ (e201(e)oz(e))
> | ages = awss/ (eoi (e)) az;3s = a3/ (eoi(e)oz(e))

ag3z3 = a,333/ (02(€)03(€)) ais3z = ea,ss/ (o2 (e))
les oj(e) sont des fonctions bornées de e.
les ajjn sont indépendants de e, vérifient les symétries
usuelles des coefficients d'élasticité et constituent une
famille coercive

alors:

» Q% — Q8 dans Hs;3 faible, & une sous-suite preés
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CHAPITRE DEUX:
Cas DES MEMBRANES

RESUME: Dans ce chapitre, nous supposons que les fonctions 0j
vérifient les conditions particuliéres (I.1) ci-dessous: nous
sommes alors, quand l'épaicsseur e tend vers 0, devant un cas de
membrane. Nous obtenons pour le déplacement transformé&, une
limite unique vérifiant une équation du second ordre. De plus,
la composante verticale ne dépend pas de X3.

Si nous supposons en plus que les coefficients d'élasticité ne
dépendent pas de x3, c'est 3 dire que le matériau est homogéne
sur chaque verticale, il en est de méme des trois composantes de
la limite. Nous sommes devant un probléme bidimensionnel, dont
nous donnons une formulation simple.

Nous cherchons ensuite la limite du déplacement précédemment
trouvé quand la période € tend vers 0: c'est un probléme
d'homogénéisation en dimension deux. L'équation homogénéisée est
encore une équation du second ordre, qui s'écrit simplement en
fonction de coefficients bﬂ” définis sur la cellule de base.

Enfin nous étudions les limites, quand le coefficient § tend
aussi vers 0, dans un cas particulier. En ce qui concerne la
limite des |Is1"'bf;,,, nous obtenons une famille bfjp qui n'est pas
coercive. Cette situation nous pousse & introduire un nouvel
espace fonctionnel, dans 1lequel 1le déplacement converge
fortement. Le déplacement limite vérifie un systéme différentiel
d'ordre deux.

I. HYPOTHESES PARTICULIERES.
Les équations de membranes sont obtenues en supposant que:

(I.1) i%m(I/Oz(e)) = 1; L%m oi1(e) = 0; i%m o3(e) = 0 .

Ces conditions sont valables pour tout le chapitre.
Posons encore:
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(I.2) Ht (0s.) = {Vv € H! (0s,), v=0 sur do} -
II. LIMITES QUAND e TEND VERS 0.

Cette étude et la démonstration sont inspirés des travaux de D.
Caillerie [5), en faisant les modifications nécessaires dues a
la présence des trous. Les hypothéses sur les données sont
analogues & celles du chapitre précédent. Les seuls changements
consistent & supposer que la suite G§* (et pas seulement une
sous-suite) converge dans L2 (w) faible, et que eF§ converge vers
0 dans L2 (0) faible.

PROPOSITION II.1: Si les conditions (I.1l) sont réalisées et
si:

e2F; est bornée dans L2 (Q)

eF§ converge vers avec e, dans L2 (0) faible

(II.1)
eGy* sont bornées dans L2 ()
G§* converge vers G$!, quand e—0, dans L2(w) faible
alors:
63%3=0
(II.2)

6‘3‘33/03 S & dans 12 (1%, 50, (Hl(s)) ') faible

Les limites g3 et 834; vérifient:

0s8%% = 0 dans Qg

0,8%% + d3q3 = 0 dans 0,
(I1.3)
gs n3 = G§* sur T},
8%% ng = 0 sur 9T,

833 ng = 0 sur 90T,

Preuve: Dans ch. 1 (II.20) nous choisissons v de H;? tel que
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vi=0. Nous pouvons alors écrire: -
[, 0%mea (V)dx = o1(e) [-(1/0z(e)) [ 83uwds(va)dx +

+ j'n‘s‘e2 Fivedx + [ 1.,itec,i*vadmdxz]
En nous servant des hypothéses (I.1) et (II.1), et du fait que
88,3 est bornée dans L2(fl5,) (cf. ch. 1 (II.19)), nous pouvons
passer a la limite dans 1l'équation précédente. Nous obtenons:
IQ&GS;BeaB(V)dx =0
soit encore en appliquant la formule de Green:

-f n‘s‘c?.;(aS“,,;)v,,dx + f oT; 8%%sngvedx'= 0

Cette équation est valable pour tout couple (vq,Vv,) de H; 2. Nous
en déduisons (II.3)y et (II.3),.

Considérons maintenant vs; définie par:

V3=f:3h(x1r X2, y)dy avec h de L2 (]-%, %[, H}(uvs)).

Nous voyons alors que vs; est dans Hs;,. En remplagant v par
(0,0,v3) dans la formule ch. 1 (II.20), il vient:

(II.4) fna.[ (6%3/02) aav3+(63‘33/03)h]dx=jn5.eF§V3dx +fr§‘G§*V3dx'

En multipliant par o03, et en passant & la limite, il vient,
compte-tenu de la formule (II.19) du ch. 1 et de (II.1):

[, 0%3hdx = 0, ¥V h € L*(]-%, %[, Hi(vs))-

Nous en déduisons alors 8%%3=0 sur f;,.

En passant & la limite directement dans (II.4), compte-tenu du
fait que 0%, converge dans L2 (fl;,) faible, nous constatons que,

pour toute fonction h de L2 (]-%, %[, Hi(ws)):
fﬂ; (6353/03)hdx tend vers une limite finie quand e-o0.

Ce qui prouve que 38%3/03 converge vers une fonction notée gz dans
L2(1-%, %(, (Hl(uws))') faible. Alors, & partir de la formule
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(II.20) du ch. 1 dans laquelle nous avons choisi v,=0 et v3 dans
Ca (92.)NHs,, nous avons, en utilisant (II.1):

(II1.5) In& (88°30,vy + Q303v3)dx = Irthg*V:r,dX', Y vz € Gz (s, ) NHy,

Nous en déduisons, par application de la formule de Green:
-fn&(aaasz,; + 03q3)vidx + [ aTa‘ag'dn,v;;,de fr.g'qg,n;v;:,dx' = frz.GS*v;:,dx'

D'ol nous déduisons (II.3),;, (II.3)s, (II.3)s, ce qui achéve 1la
démonstration. | |

PROPOSITION II.2: Dans les mémes conditions que 1la
proposition II.1, nous avons:

143%=0

O8a/or ~ 8% dans L2 (1-%, 5[, Hi(os)) faible

(II.6)

485 ne dépend pas de x3
et peut étre considéré comme dans Hi} (wg,)

Les fonctions 0%,, 083, 8%,;, gqs vérifient les relations:

83%i = daiguesu (U8Y) + daip3ds03%
(I1.7)
dyigj = Qqipj - _2ai333338]
a3333

Preuve: Dans les relations ch. 1 (II.16), nous passons a la
limite quand e tend vers 0. Les hypothéses (I.1) entrainent:

eaB ( ﬂgt) = 0
Alors e;1(03*)=0 montre que 03y ne dépend que de x, et de xs.

De méme ey;(1%)=0 montre que 03; ne dépend que de x; et de xs.
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Et e)2(G8)=0 entraine alors que 03, et G%*; ne dépendent en fait
que de x3. Ces fonctions sont nulles sur I',. Nous en déduisons
(I1.6)5.

De la méme maniére nous voyons que (3% est indépendant de x3.
Les mémes formules ch.l (II.16) impliquent:

(II.8) | [eqms(03)]1/0¢ | < cC

L2 (Qg.)
Notons W = Lz2()-%, %[, H}(ws))? muni de la norme définie par:

2
Iviy = Ins (VaVe + 05VedgeV,) dx.

ce qui munit W d'une structure d'espace de Hilbert.

Nous avons aussi 1'inégalité de Korn suivante:

(11.9) clv iy s [ Fleaml, o 1"

Alors la relation (II.8) montre que (Q34/0¢, 038%/0,) est bornée
dans W. Nous pouvons donc en extraire une sous-suite qui converge
dans W faible vers un couple de fonctions noté (%4, u3%), quand
e tend vers 0. D'ou (II.6);. '

Pour montrer (II.7), nous utilisons ch.1 (II.17); en tenant
compte des notations ch. 1 (II.18). Remarquons que aszz est non

~

nul & cause de la coercivité des ajju. Il vient:

e33(08) /o3 = [0%%3 - as3u(e,,(08)/0y) - 2a3s3(e3,(03') /0z) ] /assss

Et en reportant dans ch. 1 (II.17),,;, nous obtenons:

88%j = [@ajyu — agj33a33,4/ A3333) €, (Q3*) fO1 +
+ 2[Q@gjus — agj3zaszs/assss] (e,3(03°) /o2) + a,j3388%3/asss

D'ol (II.7) en passant & la limite. |

~

Reste & prouver que la limite (034, 8% 03%) existe de maniére
unique.
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PROPOSITION II.3: Le probléme défini par (II.3) et (II.7)
admet une solution unique dans:

M = [L2(]-%,%(, Hi(vs)) 12X Hi(ws).

Preuve: Cherchons d'abord la forme variationnelle du probléme.
Nous multiplions (II.3)4 par v, de L2 (]-%, %[, H}(ws)), et (II.3),
par vsz de H} (ws.) (identifiée & un élément de L2 (]-%, %[, H} (ws))
indépendant de x3), et nous intégrons les deux équations sur f,:
[ ;. [ (B80%a) Vo + (3a88% + 33a3) vsldx = 0,
soit avec la formule de Green:
- Ina (63%430pVe + 83330,v3)dAx + | a,I.‘h(aS‘agn,,v,l + 88%3n,v3)dx' +

+ Iri‘q3n3V3dX'= 0

~

Grdce & (II.7) et les relations (II.3)3,45 nous pouvons alors
écrire:

(II.10) In;,[(d“"*“e"‘(ﬁs') + dgg,30,08%) €gs (V) +
(Qa3,u€,u (U3°) + dg3,30,08%) dgvi]dx = IQG.(G? +G§") vsdx!

Pour terminer la démonstration de la proposition II.3, nous
utilisons le résultat auxiliaire suivant:

LEMME 1II.4: La famille d,i; est coercive dans 1le sens
suivant:

il existe un réel d,>0 tel que, pour tout tenseur symétrique
(7i;) non identiquement nul et vérifiant r33=0, on a:

(IT.11) daigjTaiTej 2 do(TasTas + Ta3Ta3/4)

Admettons provisoirement ce lemme et poursuivons la démonstration
de la proposition II.3.

POsons: Tg=eq(08') et T,3=0,03%. Alors le premier membre de (II.10)
ol v, a été remplacé par 483 et v; par a3y, s'écrit:
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In&daisj'raifsjdx -
A l'aide aussi de 1'inégalité de Korn (II.9) et du lemme II.4,
nous voyons que la forme bilinéaire définie par le premier membre
de (II.10) est coercive. De plus, le deuxiéme membre de (II.10)
définit une forme linéaire continue sur M. Alors le théoréme de
Lax-Milgram, nous donne l'existence et l'unicité de la solution
du probléme défini par (II.10), ce qui achéve la démonstration
de la proposition II.3. ||

PREUVE DU LEMME II.4: Choisissons (7ij) un tenseur symétrique
vérifiant 733 = 0, et nous définissons 6;; de la maniédre suivante:

Oas = Tas, 0a3 = Ta3/2, 033 = =(Q3308Tas + A33037Ta3) /A3333
Alors nous avons:

QaiBjTaiTej = QagyuTo8Tyu + 2de3,uTa3Typ + da3suTa3Tsy

= QuayuTasTyp = (Q2a833Q33,u/33333) TasTyu +

+ 2 (Qa3,u — @0333233,,/@3333) Ta3Tyx + (Aa33x — Aa3332333.7 A3333) Ta3T3y

=a08,u0280,s =~ @33,u[ (Aa833Tas + Aa333Ta3) /A3333] 7,4 + 4243,,0030,, -

= ag333To3[ (A3, Ty + @333T3) /@3333] + 48033,0030,3

=aag,“6a36,u + 333”‘93391“ + 4aa3,“6,,36,“ + 23,,333903933 + 4a,,33“9.,39,,_3+

+ a3333033033 + (A3308Tes + A3323Ta3) B33

=aa3,“9a36,u + 2&33,“9336'“ + 4aa3,“0,,36,, + 4a,3339¢,3633 +4a,33“9,39u3+
+a3333033033 = a;jn0i;jOkn
Et nous pouvons donc écrire, la famille des a;j, étant coercive:

daiBjTaiTBj 2 meijeij 2 m(TasTas + 76703/4)
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ce qui achéve la démonstration du lemme II.4. |

Puisque nous avons cherché des limites quand 1'épaisseur e tend
vers 0, il est légitime d'envisager le cas particulier ol les
coefficients ajju ne dépendent pas de xs.

REMARQUE II.5: Si les coeffici%nts ajjxh Ne dépendent pas de
X3, alors il en est de méme de u$,.

En effet, dans ce cas les d;js; ne dépendent pas de x3. Considérons
alors le probléme:

Trouver (u;,uz,usz) de Hi} (ws )3 tel que:
(II.12) I”S. [ (Qasyueyu () €gs (V) + dag,30,uzees (V) + dg3,p€,u (U) Aavs
+ da_v,,3a,u3aav3]dx = ‘{0)5 (cs* +G§ ) vsdx', Vv € H} (0, ) 2

Ce probléme admet une solution unique, compte-tenu de 1la
coercivité des d,ijsj. Prenons w, de L2(]}-%, %[, Hi(vws)) et ws de
Ht (ws,) . Alors la fonction v, = [%w,dx; est &élément de H} (ws ). En
prenant vs=wz; et en remplagant v; par son expression en fonction
de w; dans l'équation (II.12), nous obtenons (II.10). Donc la
solution de (II.12) est aussi solution de (II.10); par
conséquent, la solution de (II.10) ne dépend pas de xs. [ |

Autre écriture du probléme (II.10).

Nous allons donner ici une écriture plus commode du premier
membre de (II.10). Nous constatons d'abord que les dg,, vérifient
les symétries wusuelles des coefficients d'élasticité. Les
formules (II.7) montrent que:

dagye = daayu = dyuas

De plus, les termes dgsu, des3, da3ss sont définis par (II.7).
Nous prolongeons alors cette famille en posant:
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diigj = daisj, G3sj = Gazsj, Qaizs = daiss,

diezs = dg3ss, dszij; = dijjzz = O

De la sorte, la famille &ﬁu vérifie les symétries souhaitées.
Appelons maintenant S la fonction sous le premier signe somme de
(IT1.12), soit:

S = dasyue,u(u)eqss (V) + dis,30,uz€qs (V) + dizue,u(u)devs + di3,30,U30,V3

Les fonctions u et v sont é&léments de H} (ws), donc ne dépendent
pas de xX3. Nous avons alors en conséquence: -

d,uz = 2e,3(u), 9,vi = 2e,3(Vv), et S peut encore s'écrire:

(I1.14) S = duueu(u)ew(v) + 2d%,3e,3(u)ewm(v) + 2di,,e,,(u)es (V)

+4di3,3,3 (ui €.3(V)
Définissons par ailleurs le "tenseur des déformations" &;; par:
(II.15) &4i(V) = &ia(V) = esi(V) et &s;(v) = 0, V v € H} (0)
Développons maintenant l'expression ah‘khékh(U.)éij(V) . I1 vient:
Afjknéun (W) &i5(V) = S + Aiznern (u) &s3(V) + dYj338i; (V) &s3(u) +
d3333833 (u) &33(V)
Mais nous avons:
A%3kn&in () 833 (V) + QY3384 (V) &s3(u) + diassész(u)éss(v) = 0
4 cause de (II.13) et (II.15). D'old: S = d}jméum(u)&;;(V)
Il ne reste plus qu'a poser:
(II.16) G%% = a3y

ce qui revient & changer le nom de la troisiéme composante de la
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solution de (II.10). Le probléme (II.10) s'écrit alors:

trouver % de Hi(ws)?, tel que:
(I1.17) [, Qtinén(08)&j(v)dx = [, (Gff +GF)vsdx, V Vv € H} (us)?

Cette équation nous permet d'écrire la forme forte du probléme
définissant u%:
trouver U3 de H} (ws)?, tel que:

Oaldasknéin (G891 = 0
-~ * Sur s,
(II.18) | Oda[dazknin(08)] + G$* + G§* = 0

d$jnén (48 n; = 0 sur dts

Remarquons encore que la famille ah“ est coercive. En effet, si
(1ij) est un tenseur symétrique d'ordre deux non nul tel que
T33=0, nous avons:

AfjkhTijTkh = degyuTasTyp + 44Gs,3TasT,3 + 4di3,37437,3

car djj;, est nul dés que (i,j) = (3,3). Alors en considérant le
tenseur (t;;) défini par:

(IX.19) tep = Teg €t taz = 2743
nous avons, en tenant compte de la définition des Qjju:
A jknTijTkn = dasutost,s + 2das,stast,s + das,stast,s
= dgisjtaitsj
D'aprés (II.11), nous pouvons écrire:
A1jknTijTun 2 do(tastes + tastas/4)
Nous avons donc prouvé:

(II.ZO) = m;>0, v (Tij)*o ¢ Tij=Tji et 733=0, a‘ljkhrijfkh 2 myTi;Tij
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IITI.LIMITES QUAND e TEND VERS 0. -

L'objet de ce paragraphe est 1'étude du comportement de ﬁ?'quand
la période ¢ du matériau tend vers 0. C'est un probléme
d'homogénéisation pour un systéme de trois équations & trois
inconnues, posé sur un domaine plan perforé. Pour le résoudre,
nous utilisons la méthode de l'énergie (cf. Bensoussan, Lions,
Papanicolaou [1] et L. Tartar ([36]), et des opérateurs de
prolongement pour tenir compte des perforations.

Selon l'habitude, pour tenir compte de la structure périodique
du matériau, nous considérons chaque fonction définie sur oy,
comme une fonction de (x,y), avec y=x/e¢, périodique de période
1l dans les deux directions en y. On a alors (x,y) élément de
0g.XIz (o0 I~I\T; est 1la partie de 1la période de base
correspondant au matériau (cf. chi, (I.2)).

Adoptons les notations suivantes:

dj(v) = 9dv/dx;, V v € H (wsxIs)

&Yj(v) = %(9vi/0x; + 9vj/d%;), V VvV € H? (05 xIg)?
(III.1)

oY(v) = 9v/dy;, V v € H (wsxIs)

&j(v) = %(dvi/dy; + 9v;/dyi), YV VvV € H (05,xIs)3

f3 = GY + G} et f, = 0 sur o
(III.2)

£ = fd Ws.

(IIT.3) V; = {v€eH! (I;)/v périodique de période 1,
de moyenne nulle}

L'espace V; est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
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-~

associé a la norme: -

1oYv | + oy |

L2 (1) L2 (Is)

Compte~-tenu de la périodicité et de la faible épaisseur ‘du
matériau constituant la plaque, nous supposons, pour tout ce
paragraphe, que:

les &fjx, ne dépendent pas de x3
(III.4)| les &fjx, sont &¢I périodiques

les c‘iﬁjkh sont bornés dans L°(w;,) indépendamment de ¢

La premiére hypothése deA(III.4) implique que 43 ne dépend pas
de x3 (cf. remarque II.5); la seconde est posée dans le but
d'utiliser une méthode d'homogénéisation, elle est réalisée en
particulier si les &{j, sont constants; nous avons besoin de la
troisiéme pour une bonne estimation de 0%, elle est réalisée en
particulier si les &;j;; sont constants.

Remarquons que (III.4),; implique, avec (II.7); et (II.13), 1la
périodicité des djju. Nous é&crivons alors:

(III.5) dijn(x) = Qijm(x/e)

Nous avons le résultat suivant:
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PROPOSITION III.1: Soit U3 la solution du probléme:
Trouver 4% de Hi} (ws)? tel que:

raﬁa‘n + £} = 0 sur wug,

(IXI.6)| o%jnj = 0 sur dty,

- -~ *
0%j = dijkn€n (18"

Supposons que:
(III1.7) f; » £} dans L2 (w) fort, quand e-0

Soit (a,p) appartenant & {1,2,3}2\{(3,3)}. Nous définissons

II**, fonction & trois composantes, par :
(II1.8) II*P(y) = Ypdka, OQ &ka est le symbole de Kronecker
Soit x° appartenant & V;* la solution du probléme suivant:
(111.9).Lha”mén(x“ - Py &Yj(v)dy = 0, ¥V v € V3
Soit b’ij,p, la famille définie par:
(III.10) blijyp = IIJaijkhélh(Hap - x®)dy

Alors il existe un opérateur de prolongement p* appartenant
a L(H} (ws), H}(w)) tel que:

(ITI.11) p*(434) - (39 dans Hi(w) faible, quand e-0.

ol U3° est l'unique solution du probléme:

9% (b%iaknetn (08°)) = -1I41£9, sur o
(II1.12)
u3° = 0 sur Jde

PREUVE: Nous noﬁs inspirons en partie, d'une démonstration donnée
par F. Léné dans sa thése (cf. [24]).

1°) Existence et unicité de x°P.
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Remarquons que II*? définie par (III.8), peut dépendre de y3, mais
que &4 (II*®*) n'en dépend pas. Les indices a et p étant fixés,
montrons que la fonction correspondante %* existe de maniére
unique. :

Le probléme est donc, d'aprés (III.9):

-~

trouver %% appartenant & V;?® tel que:
(III.13) fIsaijkhélh(xap)é‘n'j(V)dY = IIsaijkhélh(Hap) &fj(v)dy

La famille ahm étant coercive, il en est de méme de la famille
dijm. Nous avons donc, &¥3(v) é&tant nul:

m‘ll é!] (V) I L2 (IJ)I é!] (V) l L2 (IS) < IIGaijkhélh (V) é!] (V) dy

La fonction v étant périodique, 1'inégalité de Korn s'applique,
et donc la forme bilinéaire définie par le premier membre de
(III.13) est coercive. Quant a& la forme linéaire définie par le
deuxiéme membre de (III.13), elle est continue sur V;*. Nous
pouvons donc appliquer le théoréme de Lax-Milgram, qui nous donne
l'existence et 1l'unicité de x®P.
2°) Estimation d priori de u3*
Remarquons d'abord que U$* vérifie (II.17); soit:

Im& &ﬁjkhé’éh(ﬁﬁ')é’{j (v)dx = Im&f:;V;dx V v € H! (wg,)?
Et en remplagant v par u$ qui est dans Hf (w5 ), il vient:

fo

5 aﬁjkhéﬁh (flg‘) &%; (ﬁg' )dx = ‘[05 fividx

D'aprés la coercivité des djjm, et le fait que &%(d%) soit nul,
nous pouvons écrire:
mf,, &% (8) &f; (a8 ) ax < [ og A% jknékn (G8*) &%; (48" ) ax
En utilisant 1'inégalité de Korn, nous avons:
cmyl Gge | Hi(og)s S m1j'm.éij(u3')éij(u3‘)dx

Enfin 1'inégalité de Hdlder entraine:
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Iﬁ);.f3v3dx < f3 | L2 (ua.)l ug | L2 (0s,) -
D'aprés l'hypothése (III.7), f3 est majorée dans L2 (ws,) de fagon
indépendante de e. Les trois derniéres inégalités écrites
entrainent alors:

(ITI.14) | &3 IH1(05)3 < C, constante indépendante de €.

2°) Prolongement de u3:

Puisque 034 est dans H1 (w;), et que U vérifie (III.14), nous
savons (cf.[1l] et [24]) qu'il existe un prolongement de cette
derniére 3 v tout entier, noté p*(1%), tel que:

| p* (G3*) | < d s |

Hl(m)3 Hl(m)3

Donc, en utilisant (III.14), nous en déduisons:

(I11.15) | p*(G3) | c

HI(Q)S <

3°) Convergences faibles

D'aprés (III.15), comme H!(w)? est un espace de Hilbert, il
existe une sous-suite de p* (%), notée encore p* (43", qui converge
dans H! (0)3 faible vers une fonction notée u.

(ITI.16) p*(439; - @; dans Hi(w) faible, quand e-0.

Montrons maintenant que U3° = d. Pour cela é&tudions le tenseur
des contraintes o%;, et la fonction f*. Ces derniéres étant dans
L2 (0s,) , nous pouvons donc les prolonger par 0 & 1l'intérieur des
trous. Nous notons, selon l'usage, respectivement G%; et f* ces
prolongements.

Alors (III.6); peut encore s'écrire:
(IXI.17) O%(8%) + £f% = 0 dans o

Mais nous pouvons écrire:

Vol b s o) =10 ) e (gy, = T Qtmem@d) Ty,

Or les dij, sont bornés dans L°(uws ), et U8 est borné dans H? (ws,) .
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Les égalités précédentes nous permettent alors d'écrire:

(1x1.18) 1o C, avec constante indépendante de e.

. <
ol s oy 2
L'espace L2 (0) étant un espace de Hilbert, nous en concluons:

(III.19) 9% — Ois dans L2 (w) faible, & une sous-suite prés.
e + 0

En ce qui concerne f*, nous avons: f} = f; '
’ 1 1
s

avec st fonction caractéristique de 1l'ensemble wg, qui est
périodigqhe sur . Donc, elle converge vers sa moyenne Sur une
période dans L2 (w) faible. Cette moyenne étant égale a |I;l/I11l
= |I4;|l, en utilisant (III.7), nous avons alors:

(r11.20) I = !Is!£} qans 12 () faible.
€ =+ 0

Et en passant & la limite dans la forme variationnelle de
(III.17) nous déduisons:

(III.21) O%§(dis) + |Isl£f9 = 0 dans o

Avant de chercher une relation entre 0i; et 0, nous avons besoin
d'un résultat concernant les fonctions x%.

4°) Forme forte du probléme (III.9)

Réécrivons (III.9) en utilisant la symétrie des ainh. Il vient:

I1

saijkhélh(xap - ) d¥vidy = 0, V v € V;?

Cette équation s'écrit encore:

It

saiakhélh(xap - [I*P)d%vidy = 0, V v € V;3

Soit, en utilisant la formule de Green:

-IIJaZ[aiakhélh(xap = II**) Jvidy + IaIsaiakhéZh(xap = I*P)nyvidy'= 0
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Les intégrales sur le bord extérieur de I; sont nulles du fait de
la périodicité des fonctions; il ne reste alors que les
intégrales sur le bord du trou, pour le deuxiéme terme de la
précédente égalité. Cette derniére doit étre vraie pour toute
fonction de V;?. Le probléme (III.9) est donc équivalent a:

trouver x* de V3 telle que:

A% [Aiaknln (x® - II*’)] = 0 sur I,
(ITI.22)| _
diaknélh (x* =~ I*)n, = 0 sur JTs

5°) Lien entre 4;; et u.

Soit @I une fonction définie par (III.8) et x la solution
correspondante du probléme (III.9). Posons:

(III.23) w*'(x) = ew(x/e) = II(x) - ex(x/e) sur wg
Pour alléger un peu l'écriture, nous n'écrirons pas les exposants
® chaque fois que la compréhension du texte n'en sera pas
altérée; ils sont fixés une fois pour toutes pour tout ce 5°).
Remarquons que: &6, (I*P(y)) = %(8kabhp + Skpbha) = &k (IP(x))
Maintenant x-II vérifie (III.22);, d'old en posant y=x/e:

€95 {diakn (x/€) [e&fn (X (X/€)) = %(S6kabhp + Sipdha) 1} = O

Cette égalité est vraie sur w;, & cause de la périodicité des
fonctions x. Nous en déduisons:

02 (Aiakn(x/€) (& (O (x)) - e&n(x(x/€))] = 0 soit encore:
(IIT.24)1 OF[Qiakn(x/€) &M (W (X)) ] = O sur ws,
En procédant de la méme maniére avec (III.22);, nous obtenons:

(IIT.24); Qiaxn(%/€) & (W' (X)) Ny = O sur dt,,
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La fonction x(y) est dans H! (Is). Donc, les traces sur les bords
paralléles extérieurs de I; étant les mémes, x(x/e) est dans

~

H! (ws.) - On peut donc prolonger cette fonction & l'intérieur des
trous en une fonction de H! (w), eI-périodique: notons encore
pP'(x(x/¢e)) ce prolongement.

Nous pouvons définir alors le prolongement de w* & v tout entier
par:

p*(w*(x)) = II(x) - ep*(x(x/¢))

La fonction p*(x(x/¢e)) étant périodique sur o, elle converge
faiblement dans L2(w): elle est donc bornée dans L2 (0)
indépendamment de €. L'égalité précédente nous permet donc

d'écrire:

(ITII.25) p*(w*(x)) - II(x) dans L2 (w)? fort, quand e-0.

Nous choisissons alors comme fonction test dans (II.17):

Vv = ¢w' avec ¢ élément de B(m) et p=y pour que w* ne dépende pas
de x3. Il vient:

Iﬂs. diakn (X/€) &y, (043) 0% (pw5) dx =I0&f3(pw§dx
Cette équation peut encore s'écrire:
(III.26) J'm& dijun (X/€) &cn (08°) &% (w*) pdx +
+ IQ& Qiakn (X/€) &k (03 w50%pdx = Iua.fz.(pwgdx

En multipliant (III.24)4, par ¢ud%, et en intégrant sur s, nous
obtenons:

[ 05,95 Qiakn (x/€) & (w* (x) ) J@liyAx = 0

d'ol, gréce a la formule de Green et & (III.24);:
[ o5, Biakn (x/€) & (W (X)) 95 (pl85) dx = ©

Ce qui peut encore s'écrire:
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(III.27) [, dijn(xX/e) &k (w* (x))&Y;(08") gdx +

st‘aiakh (x/e) & (w* (x))0849%pdx = 0

~

Alors en soustrayant membre & membre (IIXI. 26) et (IXII.27), nous
trouvons:

(I11.28) [, [diakn(X/€) & (08) (@) w5 -
- diakn (x/€) &ln (w* (%)) 35(9) U8%1dx = [ Fipwidx
Posons alors:

(III.29) N%j(x) = dijun(x/e)&h (W (x))

La fonction N%; est eIs-périodique et appartient & L2 (ws). On
peut donc prolonger cette fonction &4 o tout entier par 0 a
l1'intérieur des trous. Notons ﬁﬁj ce prolongement: c'est a
nouveau une fonction eI-périodique de L2 (0), et donc nous pouvons

écrire, en posant Njj(y) = N%j(ey):

(III.30) Ny; - LIl"fIﬁij(y)dy = IIaNij(y)dy dans L2 (0) faible.
g -

Ecrivons encore (III.28) en utilisant 1les différents
prolongements introduits:

(III.31) [ [8%p* (v*)id3(e) — N4p* (48):d3(e)Jax = [ Fiep* (w*)idx

-~

Et en passant a la limite quand ¢ tend vers 0, en tenant compte
de (III.16), (III.19), (III.20), (III.25) et (III.30):

[ol®ialida(e) = ([ Nie(y)dy)Qida(e)ldx = [ | 14 fiplidx
D'ol, en utilisant (III.21), et le fait que ¢ est nulle sur Jdo:
[ 1-0a(8:0L) + aﬁ[UhNia(Y)dY)ﬁi]de = = ,93(3i4) pIlidx

Soit, 1l'intégrale sur I; ne dépendant pas de, x et II; étant une
fonction polyndéme:
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[, [=%ifa(Mi) + (flgha(Y)dY)aﬁ(ﬁi)]¢dx =0-

Mais nous avons: G,95(I1*;) = Gicbiafe, = G, et donc, 1l'égalité

précédente devant étre réalisée pour toute fonction ¢ de z)(m),
il vient:

aav = (IIaNia(Y) dY) a:(ﬁl)

Soit encore:

(III1.32) 8a = ([ Nun(y)dy)en(R)

~

Reste encore a calculer 1l'intégrale sur I;. Nous avons:
fIaNij(Y)dY = JIaaijkh(Y)élh(w)dY

= [, din (Y) & (™ (y) = x™(y))dy

= b%;,, d'aprés (III.10)

Ainsi en utilisant encore (III.21) et aussi (III.32), nous
obtenons:

35 (B'unisein (1)) = -1I51£9 sur o,

ce qui avec la condition 4 = 0 sur Jdv montre que 0 vérifie les
mémes conditions que u$° cf.(III.12). Quand nous aurons prouvé
que (III.12) définit U3° de maniére unique, nous pourrons en
conclure que cette derniére est égale a u.

6°) Existence et unicité de ufo
Montrons d'abord que la famille bfj,, est coercive au sens

suivant:

il existe un réel M>0 tel que, pour tout tenseur symétrique non
nul (t;;) vérifiant t33=0, on a:

(III.33) bjmtijtum 2 Mtjti;

Pour cela donnons une autre écriture de bﬁm. Nous avons d'aprés
(III.10):
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bfjap = fIaaijkh(Y)éZh(Hap - x*®)dy -

IIaarskh (y) &ln (II%° - x%P) &.i8s;dy
Mais drsinérifsj = drsunéls (I'); d'ol:
bfjep = IIaarskh(Y)éZh(Hap - x%) &Y (O')ay

Dans (III.9), nous pouvons prendre x'! comme fonction test. Il
vient:

0 = [, drskn(y) &0 (I - x*) &% (x') ay

Soit, par différence membre & membre des deux derniéres égalités
obtenues:

(III.34) bljsp = [ Grein(y) & (0P - x™) &% (I -x'))dy

Soit maintenant un tenseur symétrique t;; d'ordre deux, non nul,
tel que t3z3 = 0. Nous pouvons écrire, gréce a (III.34):

bljaptijtap = [, drsin(¥) [taplln (1P = x*) ] [ti;8k (I ~x'))ay

Cette écriture nous invite & poser Ty, = t &L (II*P - x®*). Il est
clair que nous avons ainsi défini un tenseur symétrique d‘'ordre
deux.

Vérifions encore que: 733 = top€5(II* - x%) = 0

En effet, %® ne dépend que de y; et y,, donc &%&(x®) = 0

et &4 (II*") = §3.83 * 0 dans le seul cas ol (a,p) = (3,3), ce qui
est exclu.

Nous pouvons donc écrire:
(III.35) bIé.japtijtap = IIsarskh(Y) TkhTrsdy 2 m1II87kthhdY
d'aprés la coercivité de la famille aﬁm cf. (II.20).

Démontrons, par l'absurde, que la deuxiéme intégrale de (III.35)
est strictement positive. Supposons donc que:

(III.36) V (k,h)%(3,3), T = tepelh(I® - x*®) = 0 sur I;
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Pour (k,h) = (1,1) par exemple nous avons:

Y (tapx®1) = 0Y(tylI?") sur Is, soit encore:

(III.37) tapx®1 = tapypbar + a(y2) sur I

A cause de la périodicité de %, ceci implique que: t;3;=ti3=0.
Prenons maintenant (k,h)=(2,2); nous obtenons:

A cause de la périodicité de x®, ceci implique que tp=ty=0.

Avant de considérer 1le cas (k,h)=(1,2), remarquons que les
égalités (III.37) et (III.38) entrainent:

tix'? + tax? = "% + taPYy + a(y2)

(III.39)
tx'% + tax?'s = I3 + tull?; + B(yv)

ce qui implique:
&2 (ti2x™ + tax®') = &p(tdl' + txII¥) + d¥a(yz) + VB (y1)

Mais en prenant maintenant (k,h)=(1,2) dans (III.36), nous
obtenons:

&2 (tix'? + t21x?') = &2 (telI? + tx*)

Ce qui, en comparant avec l'égalité précédente nous donne:
d¥a(yz2) + 9YB(y1) = 0

soit encore: d¥a(y;) = -9YB(y3) = C, constante et par conséquent:
a(y2)=Cy.+d; et B(y;1)=-Cy;+d;, ol les d, sont des constantes.

En remplagant a par cette expression dans (III.39); et en se
rappelant que IiP=yy6,,, nous avons:

tiax'% + t2x® = tiays + Cy: + 4



2==partie,2*= chapitre: CAS DES MEMBRANES - plaque2a juillet94

III. LIMITE QUAND e TEND VERS O. page:141

La périodicité des %®" a pour conséquence: C = =-ti;.

En remplagant maintenant B dans (III.39);, nous obtenons:
tix'% + tax®2 = teyr + teyr + 4

La périodicité des %® implique donc t4,=0

Pour résumer, nous avons donc montré que l'hypothése:
taplln (I - x®) = 0 sur I;, pour tout (k,h), entraine t;;=0.

ce qui contredit 1le fait que (t;;) est un tenseur non
identiquement nul.

Il est donc clair que:

V (ti;)#0 tel que: ti; = t;; et ts3 = 0 : bfj,tijteyp > O
Soit alors la fonction £ définie sur R®xR® par:
E(tij, tap) = bfjgptijte

De cette maniére nous avons une forme bilin&aire continue sur
R®, muni de la topologie définie par la norme: lt | 2 = t;jt;;

Sur la boule unité de R%, la fonction £ admet donc un minimum M>0
qu'elle atteint.
On a ainsi, pour tout tenseur (t;j) non nul:
bfjptijtap/l t 1 2 > M, c'est a dire:
bfjaptijtap >Mtlz = Mt;jti;
Et donc la famille bfj,, est bien coercive.
Multiplions (III.12); par v; de H}(w), et intégrons 1l'égalité

obtenue sur o. En utilisant la formule de Green, sachant que u$°
est nulle sur dov, il vient:
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(III.40) |, bfjapllp (18°) &% (V) dx = l151f fvidx, V v € Hy(e)?

C'est la forme variationnelle du probléme (III.12). Le théoréme
de Lax-Milgram donne l'existence et l'unicité de G3°, & cause de
la coercivité des bfj. [ ]
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IV. LIMITE QUAND § TEND VERS 0.

Dans ce paragraphe, nous étudions la 11m1te de u?’ quand § - 0.
Cette fonction étant définie & 1l'aide des h,w, qui dépendent de
§, il nous faut d'abord étudier la limite de ces nombres, quand
6§ tend vers 0.

PROPOSITION IV.1l: Soit h,m définis par (III. 10) 81 les d”m
sont constants et ne dépendent pas de §, et si (£8,) désigne
la matrice inverse de (dggn), alors nous avons:

(IV.1) IIJ I_-1bairs - h?irs:;i(aairs = aainfkshthrs).r
sans sommation sur B8 et B défini par B=2 si a=1, B=1 si a=2.

De plus les bfjs vérifient:

(IV.2) bfars = b1z = bisz = bsas = bfjes = 0

Remarquons que les &Um sont constants et ne dépendent pas de §
dans le cas particulier ol les &fjy, verifient ces conditions.

Preuve: L'idée de la démonstration se trouve dans [13].

Nous allons d'abord nous intéresser au comportement des éh(xm),
quand § - 0.

1°) Limite de &Y;(x'P)

~

Cherchons une estimation & priori de &Y;(x'?). D'aprés (III.9),
nous avons:

fIsaijkhélh(xlp) &Yj(v)dy = )1, dijkni1SnplYj(V)dy, V Vv € V3

En prenant xw comme fonction test dans 1! égalité précédente,
nous obtenons en vertu de la coercivité des dum-

m [, &0 (x'P) &Y (x'P)dy < [q dijieeli(x'P)dy

Comme les d”m sont constants et ne dépendent pas de 6§,
l'inégalité de H®lder appliquée au deuxiéme membre de la
précédente égalité donne:

ml &0 (x'") T ()l &™) Vpa(q,) < 1T 15 Letix'®) 1, (g,

(i,3)+(3,3)

Cette inégalité est du genre:



2==partie,2*chapitre: CAS DES MEMBRANES  Plaquebjuin

IV. LIMITE QUAND § TEND VERS 0. page:144

aiz + aj? +...+ ap? < ClI; [V2(ay + ap +...+ ap)2
Or nous savons que:(1/n) '(a; + a» +...+ a,)? < a2 + asz +...+ an?

Et comme a,= é¥j(xlp) |L2 T est un nombre positif, nous pouvons
donc écrire, la mesuré Ae‘&; valant §(2-6),:

(Iv.3) &Y (x'P) IL’(I;) < ¢c6Y2, avec C indépendante de §.

Nous allons remplacer la cellule de base Iy par un ouvert plus
commode noté Y;, dans la définition des %'? et dans (IV.2). Cela
est possible 3 cause de la périodicité des x'P et des &Y;(II'P).
Nous choisissons donc:

v = -k, ¥0E, A
Ys={y €Y: ly, |<§/2 ou ly, |<6/2}
(IV.4) Hs = { y € Y: |y <§/2}
Vs ={y € Y: ly, I<§/2}
Ks; = H;NV;

Alors Ys; est la partie occupée par le matériau, H; et V; les
parties respectivement horizontale et verticale de Y;, et K;
l'intersection de ces deux-13a (voir fig. 1). :

Ays
1 J/vs
.//r
K
S[2 //
’/
0 N 1 N
A
\
\
Ks

figure 1: L'ouvert Y

Pour trouver les limites souhaitées, nous allons effectuer des
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changements de variables affines qui transforment H;, V;, et K;
en Y.
Pour Hsg les formules sont:

(IV.5) y'1 = y1 et y'2 = y2/6
Si ¢(y1, Y2) est définie sur H;, nous avons:
ey, Y2) = @(y'1, 6Y'2) = qu(¥y'1, Y'2)
Nous pouvons alors écrire:
[, {180 (x'P) 1 (y1,¥2) Y2ayndys = [ {[&Y;(x'®) 1 (y'1, 8y "'2) }26dy +dy "2
Or, en vertu (IV.3):
| &Y; (x'P) le (Hs) < c§\2
Nous avons ainsi:
(xv.e) Tefix®uly. gy < ¢
Dans cette écriture il faut comprendre
(875 (x"P) 1 (Y"1, y'2) = [&;(x'P)1(y'1,6Y"2)
L'estimation (IV.6) prouve donc que, & une sous-suite prés:
(IV.7) &j(x'")s - hif dans L2 (Y) faible, quand § - oO.

~

De plus, & cause de la périodicité de x'?P en yy, et du fait que
x'P est indépendant de ys:

(Iv.8) [yhifdy' = [yhi8dy'= o

Avec un travail et des notations semblables sur V;, nous pouvons
écrire:

- (IV.9) &Y;(x'*)y = vif dans L2(Y) faible, quand § - O.

(IV.10) vaigdy' = J‘Yvigdy'= 0
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2°) Limite de |I;|"'b{j, -
Nous savons que (cf: (III.10)):
bfip = IIJaijkh[Jklshp - & (x'P) 1dy
= 18wy - [y Qijumél (x'P)ay

Et comme les anu. sont supposés constants, en décomposant
1'intégrale sur Y & l1'aide de H;, V; et K;, nous trouvons:

bl = Isldijp - (IHJ + IV

.~ Ik, Qiinéln (x'P) dy

Soit encore:

(IV.11) [T,] b,’sjlp = &,-jlp - 'I::::'T (IHJ + IV - fKa)aijkhéZh(xlp)dy

§

Nous voulons trouver la limite du membre de droite quand § tend
vers 0.

Occupons nous d'abord de 1'intégrale sur K;. Nous avons, en
utilisant 1'inégalité de H&lder, M étant un majorant des |d;jql:

IA

|Im6i;khézh(x‘°)dy| 8M 1 & (x®) |2 ! 2 112 (k)

Et en vertu (IV.3):

| IKaaijkhéZh(le)dY | cs'/2xs

IA

[

Ainsi, en passant 34 la limite, nous voyons que:

1
I T4

(IV.12) j'KsaijkhéZh(xlp)dy - 0 quand § - 0.

Voyons maintenant l'intégrale sur H;. Nous avons:

1 A o ) - ~
N .[Hadijkhe{h (xP)ay = ol [ yQiineh (x'P) ydy*
En se rappelant que |I;l = 6x(2-§), nous obtenons, gréce a

(IV.7):
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(IV.13) _1
lI;I

[, Qi@ (x'P)dy  ~ Suij = %dijwfyhifdy' quand 6-0.

Notons, pour alléger un peu l'écriture:
(IV.14) H = th{ﬁdy' et VI = ij{gdy-

Donnons une forme plus élaborée de Syjj. Nous pouvons écrire, en
vertu de (IV.8), et des symétries des djju:

(IV.15) Syij = %dijeHiR = %dij22HI8 + dijioHI® + d;;3HY
Un travail analogue pour 1l'intégrale sur V; donne:

( ) |%5_| IvsaijkhéZh(xlp)dY - Syij = %&ijkhjyv{gdy' quand 6-0.
Iv.1l6

Svij = %dijiViR = %dijnVif + &i;12Vi8 + d;jusvis

Alors d'aprés (IV.11), (IV.12), (IV.15) et (IV.16), nous avons:
(IV.17) b, = dijip = (Swij + Svij)

2°) calcul de by,

Pour cela nous choisissons, comme fonction test de (III.10),

v=(¢, 0, 0), avec ¢ qui ne dépend que de y, et de classe 8. Les
&Yj(v) donnent ici seulement &Y;(v) = %d¥p, tous les autres sont
nuls. En divisant par 6§ nous obtenons:

6-1IIaa12khélh (x'P) 3%p (y2) Ayrdy, = 6-1f16a12kh6kl6hpa¥@ (y2) dydy2

Notons A(§) et B(§), respectivement le premier et le second
membre de cette égalité. Nous avons alors, pour B(§):

B(6) = 6-1”1{5 + IV; - le)ampa’é@(Yz)ddez

= Ai2p {67 [9(8/2) -9(-6/2)1 + 9(%) -0 (-%) - [@(6/2) ~0(=6/2)1}

or:[0(8/2)-0(=6/2)1 _ [0(8/2)~0(0)1 4 , [0(=6/2)=0(0) 1 s _ 2y (0
5 5/2 * -§/2 A



2*=partie,2"chapitre: CAS DES MEMBRANES  plaquezb,juins

IV. LIMITE QUAND § TEND VERS 0. page:148

De plus: ¢(%) -¢(-%) = 0 du fait de la périodicité de ¢. Donc:

(IV.18) B(&8) - d12,,0%9(0) quand & ~ 0
Examinons maintenant A(§). Nous avons:

= g1 + - & lp

A(8) = &y, + [y, = [g,)Qanélh (x'P) 330 (v2) dyrdy.
Nous allons transformer Hg et V; en Y, pour donner la limite de
A(8§) quand § tend vers 0. Il vient, grdce au changement de
variables y1=y'q, Y2=6y'2 :

(IV.19) §7'[p dranéla (x'P) @' dy=/ yd1ain [&%n (x'P) w1930 (8Y '2) Ay "1dy "2
Montrons maintenant que:

(IV.20) J¥@(8y'2) — d%p(0), dans L2(Y) fort quand § - 0.
(o, ;Z[X[-;il ;i] - R

(6, y'2) = 0% (8y'2)
du fait de la régularité de ¢. Traduisons cela en (0, y'3).

En effet, l'application: est continue

Pour £>0 fixé, il existe §(y'2)>0 et >0 tels que: si (§, y')
vérifie 0<6<6§(y'z) et ly'-y'; l<n, alors |d%p(Sy')-0%p(0) l<e

Nous recouvrons ainsi le compact [-%, %] par des ouverts du type:
ly'2-m, y'2tn[. Nous en extrayons un recouvrement fini, dont les
ouverts correspondent aux réels y';; et aux nombres n;, 1<i<n; par
suite, en posant 6,= min{é(y'zi), 1<i<n}, nous avons:

V (6,¥'): (6 € 10, &[, y' € [-%, %]) = |3¥p(sy')-d%(0) | < ¢

Alors nous avons: IY (0%9 (8y'2) -0%¢p (0))2dy'dy', < €2. Nous avons
donc prouvé:

Ve>0, 35,>0: V5 (6 € 10, &l = 13%p(8y'2)-3%0(0)) |, yy<e)
D'old (IV.20).

Ainsi d'aprés (IV.7), (IV.14) et (IV.20), en passant 3 la limite
dans (IV.19), nous obtenons:
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(IV.21) 5-1Ima12khélh(xlp)a¥q’dy ~ di2nHiROY%9 (0) quand & - o.

En ce qui concerne l'intégrale sur V; nous avons ici, les
formules de changement de variables étant y =8y'y, y.=y'::

871 Grznetn (x'P) AYpdy = [ ydracn (&t (x'P)v18%0 (Y'2)dy 1dy "2
Et en passant & la limite, grédce a (1IV.9):
(IV.22) §'fy dianela(x'P)3%dy — [y draaviRd¥edy' quand § ~ o.

Quant & 1l'intégrale sur Kg;, nous pouvons écrire (méme
démonstration que pour (IV.12)):

(IV.23)6'1IKaa12khélh(xlp)8§quy - 0, quand § - O.

Alors (IV.18), (IV.21), (IV.22) et (IV.23), nous permettent
d'écrire:

(IV.24) [diaHIE = d121519%9(0) + [y di2nviBdtedy* = 0
Nous en déduisons, en utilisant (IV.15):
(IV.25) %d15H3 + di2i2HIB + dizsHB = %dipp

Pour é&valuer Sy, nous choisissons comme fonction test de

(III.10), v=(0,¢,0), ¢ ne dépendant que de y; et de classe &'.
Des calculs analogues a ce qui précéde donnent ici:

(IV.26) %dinVi§ + diaViB + dpsVi8 = %dezp

Dans ces conditions (IV.11), (IV.12), (IV.13), (IV.1s6), (IV.25)
et (IV.26) entrainent:

(Iv.27) |Z50""bfyp = biap = 0
3°) calcul des autres bfj;.

Nous choisissons ici successivement v=(0,0,¢) puis v=(0,¢,0) avec

¢ de fh(Ia), périodique, ne dépendant que de Y. Les calculs
précédents donnent ici, avec (IV.25):
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e

di212HIB + %d120Hi8 + disHY = %Ay,
(IV.28) | Q12HIB + %d5oHI8 + dpsHYE = %dpp

dsai2HIB + %dzpH8 + dsppsHY = %dsap

Nous constatons ainsi que le triplet (H!B, %H}®, H)) est solution
d'un systéme 1linéaire de trois équations & trois inconnues.
Montrons que ce dernier admet une solution unique, c'est i dire
que la matrice (&nn) est inversible. En effet, considérons le
tenseur symétrique d'ordre deux (7ij) tel que: les 7 ne soient
pas tous nuls, tous les autres étant nuls. La famille a”u étant

coercive, il existe un réel m>0 tel que:

-~

dijkhTijTkn = MTjTj; soit ici:
4d1212T12T12 + 4d2122T1T22 + 8821371723 + Q222722722
+ 4d223T20T23 + 4dasasTasTos 2 Mi(T122 + T2 + T32)
D'ol, en posant 2731=T4, 2723=T3, T22=T>:
d1112T12 + 2d212T1T2 + 282123TiTs + Qp222T22 + 23523T,T3 + Ap3p3T322 m'TiTy

Ainsi, il est clair que la forme quadratique définie par 1le
premier membre de 1l'inégalité précédente est de rang 3. La
matrice associée, soit (djzj2) est donc inversible.

Soit (ff) sa matrice inverse. En utilisant les symétries des d;j
le systéme (IV.28) montre que:

(HY, %H®, H®) = %(£hdonip, hdanips £hdanip)
Et nous avons alors, en s'aidant de (IV.15):
(IV.29) Sui = %dgizfhdanip

Choisissons maintenant des fonctions tests, pour (III.10), qui

ne dépendent que de yji. Plus précisément nous allons prendre
successivement v=(¢, 0, 0) puis v=(0, ¢, 0) enfin v=(0, 0, ¢)

avec ¢ de 81 (1;), périodique, ne dépendant que de y;. Des calculs
semblables & ce qui précéde donnent ici:
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A1 VIR + VI8 + davi8 = Xdng,
(IV.30) | %81211VIR + di212VI8 + dipi3ViR = %d121p

%disnVIE + dizVIB + dizisVi8 = %dgsp

La matrice (dii1j), comme (dzizj), est inversible. Donc le triplet
(%3vig, vi8, Vvi8), solution du systéme précédent, existe de maniére
unique. Et si (fh) représente la matrice inverse de (djiyj), nous
avons ici:

(5vi8, Vi, Vi8) = %(fhdmip, £hdinip, Lhdinip)

Et donc, gréce a (IV.16):
(IV.31) Svai = %deitEhndinp

Ainsi les relations (IV.17), (IV.28), (IV.29), (IV.30) et (IV.31)
nous donnent:

bfitp = %(d1ip = QrizkE&dzntp)

bfip = %(daitp = d2inEihdinip)

La formule (IV.l1) est alors une écriture condensée des deux
derniéres lignes. Pour trouver (IV.2), remarquons que les bfjip
peuvent encore s'écrire:

bfie = % (diiwfhdinp = driafahdanip) , car dpinfh=6in
(IV.32)

fitp = % (d2ianfdhdanp = QzikEindinp) , car dzinfé=6in

Alors en utilisant la premiére, puis la deuxiéme de ces formules,
nous obtenons:

fi22 = %(dpnthdmz = dnatédanze)

b1 = % (dzaféhdant - dz2iEindinn)

Comme les matrices (f§) sont symétriques, nous avons des
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expressions opposées pour bfj;; et pour bHy;. Or ces nombres sont
égaux. Nous en déduisons donc bien leur nullité. La démonstration
est la méme pour les autres égalités de (IV.2). [ |

Nous remarquons que le coefficient bf;; en particulier est nul.
Cela implique que la famille des (b{;n) n'est pas coercive. En
effet, pour un tenseur symétrique (t;;) ol tous les t;; sont nuls
sauf t,;, nous avons:

bYjmtijtn = blaztiztiz = 0
Nous ne pouvons donc trouver un réel m>0 vérifiant:

bfjntijtn 2 mtyaty;

La famille des b{j, n'étant pas coercive, nous ne pouvons pas
démontrer que la suite U3° converge dans Hi(w)?. Il est tout de
méme possible de donner un résultat de convergence mais dans un
autre espace. Auparavant, montrons une condition de coercivité
vérifiée par les coefficients bfi1q, b$1s, bliz, b3z, bSos et bSsas,
les seuls qui soient peut-é&tre non nuls.

Lemme IV.2: Sous les mémes hypothéses que la proposition
IV.1, nous avons la condition de coercivité suivante:

Il existe un réel m; strictement positif, tel que, pour tout

tenseur symétrique (t;j), vérifiant ty;=t3;3=0, les relations
sulvantes sont réalisées:

mp (th + tis)

m(t%, + t&)

b1t + 4bfystites + 4bfsstis

v

b%22t3; + 4blstaotyy + 4bfsstds

v

Preuve: Nous allons utiliser 1la coercivité des aijkh et 1la
définition des bf{;;, donnée en (IV.1).

Nous savons qu'il existe un réel m; strictement positif tel que,
(7ij) étant un tenseur symétrique quelconque vérifiant 733=0, nous
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avons: -
(IV.34) QijnTijTkn 2 MT{jTij.
Soit alors (t;;), le tenseur symétrique défini par:
(IV.35) tee=Ta (pPas de sommation en a) et t,i=27,; si a+*i.
Nous avons alors:
(IV.36) QijwnTijTen= Aunth + 2dstitis + 2dnetutee + 2dnatnta +
+ 2dustyts + dipisth + 2distietis + 2dsetetes +
+ 2dpstists + digeth + 2dizatietse + 2distitas +
+ dzzotd + 2daaastartes + dasastds
Notons: Db(tij;) le second membre de cette é&galité. Alors
1l'inégalité (IV.34) montre que:
(IV.37) b(tij) 2 m(th + td + ti/2 + tis/2 + ti3/2).
Nous en déduisons que la forme bilinéaire symétrique b est
définie positive. Si nous notons A sa matrice, nous avons alors,
en notant 'T la matrice transposée de T:
(IV.38) b(tij;) = ‘TAT

en posant:

di11r dinz dyqiz dnzz duzs tn
diz11 dyziz diziz dizz diszs tis
A= | dignn dinz Edizez dizzz iz E| et T = | ty;

dz211  daz13 idaz212  dazzz  daz23

dzz1y  daziz Hidaziz  dazze  dazs i ts




2"‘partie,2‘“chapitre: CAS DES MEMBRANES  Ptaquezbjuin9

IV. LIMITE QUAND § TEND VERS 0. page:154

Entre les barres verticales ombrées se trouve la matrice (d,iy;),
qui joue un réle important dans la suite.
La démonstration consiste maintenant, & reconnaitre bfy;;, b3z et

bf313 comme des cofacteurs, & un coefficient multiplicatif positif
prés, de &1313, 81113 et &1313 dans la matrice A.

Cherchons donc le cofacteur de djsz;3, noté X. Il est égal a:

dynr dinz duzz dugs

dia11 Edi2rz di2z2  dizes i

da211 #idaz12 dazz2  dazes i

da31q didpziz  dazzz  dazaz i

En développant ce déterminant par rapport aux é&léments de 1la
premiére colonne, nous obtenons:

di1iz  dnzz diszs
X = dyndet(dzizj) = dinz | daarz dazzz  dogs +

dzz12  dzzzz dazs

di11z  duzz dizs diz  dpz  dygzs
+ daz11 [diztz dizzz dizzs | - dasi [diz1z dizzz  diazs
dzz12  dzzzz  daszs dzz212  dz22  dazes

Nous notons:

(IV.39) [daxzn): cofacteur de daen dans la matrice (dziy;)

En développant les derniers déterminants par rapport aux éléments
de leurs premiéres lignes nous obtenons alors:
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X = dundet(daiz;) = (dinz(dizizldinz + dgiz[dizz21dize +
+ dinza(dizzz]dnzs + da211[d2212] 1112 + do11[Ga2221d1122 +

+ Q2211 [d22231d1123 + Az311[Azz12) i1z + Aasi1[dz322) 1122 + Az311[dz323) dyezs)

La matrice (am,-) étant symétrique, nous avons aussi la relation
suivante concernant (ff,), sa matrice inverse:

(IV.40) (ffn) = (det(daiz;)) ' ([d2i2;])

En comparant la derniére écriture de X avec (IV.1l), nous voyons
que:

(IV.41) X = 2det(dziz;)bhin

Appelons maintenant Y le cofacteur dans A de dj;;3. Nous avons:

dins  diziz dizzz diszs
dinz  Edirz dizzz dizs

dot1  Hdez1z dazzz  dozzs

~

da3rn  Hidasiz dzgze daps i

En développant par rapport aux éléments de la premiére colonne,
nous obtenons:

dizrz  dizzz  dizzs

Y = - djzdet(daizj) + diz | etz daazz Az +

dpiz  dasz Aoz

diziz dizzz disas dizrz  dizzz  dizzs
- dzon |diz1z dizzz dizzz | + dasn [diz dizze dizas
daz12  da2  dases da212  d2zz  daazs

Alors, en développant par rapport aux éléments des premiéres
lignes:
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Y = - alnudet(a?.izi) + (digr2(daz12)diziz + dinz[drzz2]dis +
+ di2[dizes]diss + dazi1[dz212]dizt2 + dz211[dazz]diszz +
+ dap11[dz223]dizzs + dasii[dzsi2)diziz + dzz11[dasze]disze + daseq [daszs]diszs)
Nous obtenons donc ici, en comparant avec (IV.1l):
(IV.42) Y = - 2b%yzdet (dziz;j)

Notons maintenant Z le cofacteur de &n” dans A. Nous avons, en
utilisant la méme méthode de calcul:

di313 diz12  dizzz  diszs
dizrz  fHdi212 iz dizes

daais  #dz21z dz2z2  dozes

dp3y3  ifidpziz  daz2z  da3z3

Le développement par rapport aux éléments de la premiére colonne,
donne ici:

diziz  dizzz dizs
Z = dizisdet(daizj) = Qiziz | aziz Qo222 doppz | +

dzziz  daszz  da3zs

diz1z dizzz iz diziz  dizzz  disz
+ A1z |diz1z Quzzz diazs - danz [di21z iz dizas
da3z  daszz  dazs da21z A2z dazzs

Et enfin, en développant ces déterminants par rapport aux
€léments des premiéres lignes:
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Zz = dpisdet(daizj) - (dizi2(d1212]d1312 + diziz[drzz2]diszz +

+ dyzia(diazs)diszs + Qoa13[Q2212) 1312 + da213[d2222)dis22 +

+ da213[d2223]d13zs + Azsi3(dzsr2]diziz + Qosis[das221disz2 + dosis[dases]dizas)
Nous obtenons donc ici, en comparant avec (IV.1):

(IV.43) 2z = 2b?313det(&2izj)

La matrice A étant définie positive, il en est de méme de son
inverse A''. Il existe donc un réel m' strictement positif tel
que, pour tout couple de réels (X%,Y):

X

Yy
[%x,¥,0,0,0]Aa°" [ 0 | > m'(x2+y2)

0

0

D'aprés 1les calculs précédents, cette relation est encore
équivalente a:

(IV.44) 2(det(dzizj) /det(A)) (bfsizx2 = 2bfnsxy +bfiny2) = m' (x2+y2)
Nous remarquons ici que, les matrices (d;i;) et A é&étant définies
positives, leurs déterminants sont strictement positifs.

Soit maintenant, (ti;) un tenseur symétrique vérifiant 1les
conditions du lemme IV.2. En posant:

(IV.45) x = -2t43, ¥ = ti1 et my = m'det(A)/det (dyizj)
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et en remplagant ces valeurs dans (IV.44), nous obtenons 1la
premiére inégalité du lemme IV.2.

En ce qui concerne la deuxiéme inégalité de ce lemme, nous
remarquons que les indices 1 et 2 jouant des réles symétriques,
la démonstration précédente s'adapte sans difficulté. |

Avant de donner le résultat de convergence de 1%, introduisons
la notation suivante:

(IV.46) Wy = {veL2? (w),03VEL2 (0), V.n,=0 sur Jdw}

L'espace W, est alors un espace de Hilbert pour le produit

~

scalaire associé & la norme du graphe:

(IVaa7) hv g = (D2, o +law 2, )"

Alors la norme choisie sur H=WixW;xH!,(0) est définie par,
v=(Vy,Vz2,v3) é€tant un élément quelconque de cet espace:

(Iv.47) bv | = [z 1 v, 'iz(u) + | 3%, 'iz(m) + | 9%vs l"ll_‘,((.))]"2

Nous avons alors la proposition:
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PROPOSITION IV.3: Si les conditions suivantes sont réalisées:
(IV.48) les &ﬁm sont constants et ne dépendent pas de §
(IV.49) 38,50, V5€]0,80[: bfr11=bir13=bl22o=b%223=0
(IvV.50) f§ — f3, dans L2 (w) faible, quand 6-0

alors il existe un é&lément de H, noté U tel que:

(Iv.51) % - (%° dans H fort, quand 6§-0.

De plus, U% est l'unique solution du probléme:

[ *
trouver u? de H tel que:

b%1119% (&1 (%)) + 2b%1139% (&13(4%)) = o

(IV.52) | b32220%(85(1%°)) + 2b330%3 (&35 (0%°))

]
o

sur o
bf1130% (851 (G%°) ) + 2b%330% (815 (08°)) +

+ b82239% (85 (%)) + 2b3s2303(&3(0%°)) = f£3

La condition (IV.49) peut sembler contraignante, mais elle est
vérifiée en particulier dans le cas ol les ajju sont des
constantes de Lamé. Voir la remarque ci-dessous.
Preuve: Pour cela, comme pour la remarque suivante, nous nous
inspirons du travail de D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin cf.
[13].

1°) Estimation de uso.
Nous posons d'abord, quel que soit le coefficient bﬁuﬁ

(IV.53) |I;|-1bfjkh = b?jkh + ijkhl avec ijkh—'o, quand §-0

Nous utilisons maintenant (III.40), ol nous remplagons v par u®.
Il vient, les b{j, étant constants:

(IV.54) |50 'bdjipf 8% (08°) &35 (G®) ax = [ £30%°dx
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Compte-tenu de 1l'hypothése (IV.49), cette &galité s'écrit:
(IV.55) fmfgﬁggdx= |Ia|'1fw[bf111é’1‘1(ﬁ3°)é’1‘1(ﬁ3°) +4bf1138% (03°) &3 (G8°) +
+ abfszefs (18°) &f3(08°) + blapd% (18°) 8% (48°) +

+ 4bfy38%, (U8°) 835 (18°) + 4bisysels (U8°) 8% (18°)

+

+

+ 4b{2128%, (13°) &%, (4%°) + 2bf8% (18°) &5, (13°)

+

+ 4bf1238% (0%°) 853 (1%°) + 4bdi38%, () &%3 (18°)
+ 8b{3238%3 (%) &35 (4%°) Jdx

Nous remplagons alors les bﬁm par leurs expressions données en
(IV.53). En utilisant la lemme IV.2, nous pouvons écrire:

(IV.56) fu_fgﬁﬁgdx > my( | &4 (i%°) 'izm) + | &% (4%) Ii,(m) +

+ | &35 (%) Ii,(m) +1eg) 13, ()) * B[ &% (3%°) &%, (1) ax +
+ 4Bfisf &% (0%) &3 (W) ax + 4Bl3isf &% (08°) &% (W°) ax +

+ Bloaf 85 (0%) &% (1) dx  + 4Bfesf &% (48°) &l (08°) ax +

+ 4Bfssf &35 (08°) &35 (U8°) dx + 4Bfa1af (8% (18°) &%, (U8°) ax +

+ 2B{122f (&%1 (18°) 85 (U8°) dx + 4Bfrzsf &% (08°) &35 () ax +

+ 4Blars[ 8% (U8°) &5 (08°) dx + 8Bissf  &%5(08°) &% (18°) ax

Alors, comme Bfi;; tend vers 0 avec §, nous avons:

(IvV.57) IB{111] < mp/20, pour § assez petit

Nous en déduisons:
(IV.58) (mp/20)] &% ({18°) IZL,(Q) + Biin[ &h (3°) &% (i°)ax > o

De méme, puisque Bfj;;3 tend vers 0 avec §, nous pouvons écrire:
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(Iv.59) 14B{;13]1 < my/20, pour § assez petit

=~

D'ol, gréce & l'inégalité de H6lder:

(IV.60) | 4Bf113fmé’1(1 (ﬁgo) é%; (ﬁ%o) ax| <

< (mp/20)l &% (G3°) | | &% (02°) |

L2 (0) L2 (o)
Nous pouvons alors écrire:
(Iv.61) (mp/20) (1 &% (38 13, ) +1eh(®) 13, ) +
+ 4B/ & (0°) &l (W) ax 2 (m/20) (L &fi(88) 1], ) +
ety 13, ) - 1eh @) I pa (o) 18508 1o, ()
Nous avons donc:
(IV.62) (me/20) (l&h(i®) 12, . +1&ls(i) 12, ) +

+ 4B‘1’113Iué’{1 (ﬁ%°)é’1‘3(ﬁ%°)dx 2 0

Nous pouvons répéter le méme raisonnement pour tous les autres
termes du deuxiéme membre de (IV.56), sauf pour celui qui
contient B{;;. I1 n'y a pas, en effet, de terme du type:

ml &%, (43°) Iiz(m)’ qui le permettrait.

Nous obtenons donc, pour § assez petit:

(IV.63) [ f30%3dx 2 (mp/2) ( | & (43°) Ii,(u) + 1 &% (18°) li,(u) +
tlefie) 13, ) +1eh@®) 13, ) + 4Blad e(i8) 12, )

Rappelons que &Y3(v) est égal & %90%vs et &(v) a %93vs. Alors, en
utilisant (IV.47); et 1'inégalité de Poincaré dans la direction
des x, pour &%(0%°), il existe une constante C strictement
positive et indépendante de §, telle que:

(IV.64) [ £30sdx2d i | f{+4Bf21z| &% (u) | i, (o) Pour § assez petit
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Alors d'aprés 1'inégalité de H&lder, nous pouvons écrire:

(IV.65) dise Ii"{ + + 4Bind &% (i3°) 12 <18l | G35 |

L2 (w) L2 (0) L? (o)

L'hypothése (IV.50) implique:
(1Iv.66) | £3 IL,(Q) < M, indépendant de §

Il nous faut remarquer maintenant que la coercivité de la famille
bﬁm implique bjs;, strictement positif. Il en est de méme pour
B{>;2. Les deux inégalités précédentes nous permettent alors
d'écrire:

18 12 <M G |
(IV.67) H H

Nous voyons alors qu'il existe deux constantes C et ¢!
indépendantes de § telles que:

| G | gsc
(IV.68)

Blawd 8%2(88) 13, () s C

Nous en déduisons, H étant un espace de Hilbert, 1l'existence
d'une fonction de H, notée U, telle que, i une sous-suite prés:

(IV.69) 4% -~ 4%, dans H faible, quand 6-0
2°) Détermination de ue.
Pour cela, nous allons passer a4 la limite quand § tend vers 0
dans les deux membres de (III.40). Nous remarquons, au préalable,

que la fonction test v de Hl(w)3 est aussi dans H.

La relation (IV.68); montre que, sauf pour {k,h}={1,2}:
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(IV.70) &, (8%°) — &, (U%¥), dans L2(w) faible, quand § - 0

Nous pouvons donc passer & la limite dans tous les termes du
premier membre de (III.40), sauf dans celui contenant bi,.
Nous réglons ce cas-1d de la maniére suivante: 1l'inégalité de
Hé6lder nous permet d'écrire: '

(IV.71) Blar2f,8%2(88°) &ha(v)ax < Blod &52(88) 1, ()} &(v) 11,
Nous en écrivons le second membre sous la forme:
(Bf212) VA ef(88°) 1, (u)] I &fa(v) 1, (0) (Bf212) /2
Le terme entre crochets est borné dans L2 (w) indépendamment de
6 d'aprés (IV.68),. Et comme Bﬁn tend vers 0 avec § (cf. (IV.1)

et (IV.53)), nous en concluons que:

(IV.72) B{z,zjué’{z(ﬁ?)éa‘z(v)dx - 0, quand 6§-0

-~

Ainsi, en passant & la limite quand 6§ tend vers 0 dans les deux
membres de (III.40), nous obtenons:

(IV.73) [ £3085vsdx= bl [ &% (58°) %1 (V) dx + 2bfyi3f &% (38°) &% (v) dx+
+ 2bfsf @3 (UF°) &f1 (V) dx + 4blsisf &% (I8°) &3 (v)ax +
+ bief 8% (UF) &% (v)dx  + 2b%psf &% (I%°) &%s(v)ax +

+ 2bfsf &35 (U%) & (v)dx + 4b3syf &% (I%°) &¥s(v)ax

Cette égalité é&tant vérifiée pour toute fonction v de H3(w)3,
nous en déduisons la forme forte, écrite en (IV.52).

Nous multiplions alors la i®*™ égalité de (IV.52) par v;, avec Vv
quelconque de H. En intégrant sur o, en faisant la somme membre
d membre des trois égalités obtenues, et en intégrant par parties
nous obtenons exactement (IV.73), car v, s'annule sur la bord de
© dans la direction des x,. Nous voyons donc que (IV.73) est
encore valable pour v quelconque de H. Cet espace é&tant un
Hilbert, le lemme IV.2 nous donne alors l'existence et 1l'unicité
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de U% dans H, par application du théoréme de Lax-Milgram.
3°) Convergence forte.

Nous noterons a, la forme bilinéaire symétrique définie par le
second membre de (IV.73), et X; l1'intégrale:

(IV.74) X; = ao(U3°-u8°,us*-u°) + josfjkhéﬁ,.(ﬁ%")é’;,-(ﬁ?)dx
Nous allons d'abord calculer X;, dans le but de montrer que cette

expression tend vers 0 avec §, puis en minorant X; nous
montrerons le résultat souhaité. Nous pouvons écrire:

(IV.75) ao(u3°-08%,i°-u°) =a,(18%,08°) - a,(2u8°-U%°, Ug°)

Soit encore, en vertu de (IV.73), la fonction 233°-u$° étant dans
H:

(IV.76) a,(u-us,ie-u°) = a, (0%, us’) - fuf§(2ﬁ8°3-ﬁ%°3)dx

D'oll, en remplagant cette expression dans (IV.74), il vient en
utilisant (IV.53) et (III.40):

(IV.77) X5 = qu§ﬁ2°3dx - [ £3(205-08%) ax

Nous pouvons maintenant passer a la 1limite dans X;. Pour la
premiére intégrale, nous sommes en présence d'un produit de deux
suites dont 1l'une converge dans L2 (w) faible cf. (IV.50), et
l'autre, grdce au théoréme de Rellich et a (IV.69), dans L2 (w)
fort. En ce qui concerne la deuxiéme intégrale, nous pouvons sans
difficulté passer 3 la limite. Nous voyons alors que:

(IV.78) X; - 0, quand é-0
Nous allons maintenant minorer X;. Pour cela, nous utilisons a
nouveau le fait que B{xd &% (%) |i,(w) est strictement positif.
Notons alors:

(Iv.79) A = {{1,1},{2,2},{1,3},{2,3}}

Et, en remarquant que, par (IV.49) et (IV.53) tous les Bfy, sont
nuls sauf B{;; qui est positif, nous avons:
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*oo % *ao_* . ~ * aX s%a0
Xs = ao,(u®-us®,us’-ul°) +((i'j)’z(k'h”“.B,,khfueﬁh(u%°) &l (us®)ax
Alors, grédce & (IV.53) et & (IV.68), la somme indiquée par le
symbole sigma tend vers 0, avec §. En utilisant la lemme IV.2,
la convergence forte en découle. | |

Remarque 1IV.4: Si 1les ajjy sont des constantes de Lamé
indépendantes de §, alors 1les égalités (IV.49) sont
réalisées, c'est a dire:

bfa11 = bins = bz = bz = 0

PREUVE: Nous remarquons d'abord que, les ajj,;, étant des
constantes de Lamé&, la formule (II.7); nous montre que tous les
dizej sont nuls sauf djy;.

Alors la formule (III.10) nous permet d'écrire:

(IV.80) bij, = I151di0, - fIaaijkhélh(xﬂ)dY
Nous avons alors besoin de renseignements supplémentaires sur
x'2. Nous utilisons donc la définition de cette fonction écrite
en (III.9). Les fonctions sous le signe somme étant périodiques,
nous choisissons la cellule de base symétrique en y; et y,: par
exemple Y; défini en (IV.4). Nous cherchons maintenant des

symétries sur les composantes de x'?. Nous avons donc, si les ajju
sont des constantes de Lamé:

(IV.81) [y dijméla(x'?)&Yj(v)dy = 2din2fy 8Y2(v)dy, Vvev;?

Cette égalité est équivalente a:

(IV.82) [y iz (3fv1+d¥vz)ay = [y, (drmdx'atvy + duz2d¥x’iofvy +
+ 1212 (Vx'8+3%x %) (BYvz+3%vy) + Qys03d¥x'30Yvs + dz2id¥x 3OV, +

+ A2220¥x'90%v2 + do323d¥x'39%vs)dy, Wvev,s
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Dans cette égalité nous effectuons le changement de variables:
y2=-y'2. Nous obtenons, en notant *(yi,y'2)=*(y1,-Y'2):

(IV.83) [y r212(=3"2v1+3YV,) Aysdy 'o=/y, (d11nd1x'T0YV1 - d1220"2x '30Yv +
+ d4212(3Y2'8-8"2x %) (8Yv2=0Y3v1) + di3130Yx'30YVs - azznaﬁ"?ayi-\-’zv *

+ A22228"2%'33"2V2 + Q2323972%'39"2vs) dyrdy 'z
Si nous posons w;=-vz, qui est ‘aussi dans V;, alors la relation
précédente doit étre vraie pour toute fonction (vy,w;,v3) de V;3.

I1 est clair alors que (-x'%,%x'%,-x'§) vérifie (IV.82). Nous en
déduisons:

x'1(y1,-¥2) = -x"%(y1,¥2)
(Iv.84) | x'8(v1,-v2) = x'3(y1,Y2)
x%(y1,-¥2) = -x"%(y1,¥2)

Un travail semblable sur la variable y;, nous donne:

x'%F(-y1,¥2) = x%(y1,v2)
(Iv.85) | x'8(-y1,Y2)

x'3(-y1,¥2) = -x"%(y1,¥2)

-x'%(¥1,Y2)

Ces résultats ont pour conséquence:
1 = 1 = 1 - 1 =
(1v.86) [y dfxfiay = [y ofx'ay = [y dx'iay = [y a¥x'iay = o
Or, nous avons, d'aprés (IV.80), pour {i,j}=#{1,2}:
bfj1z= IYS[aij11a¥x1f+aijz_za¥x15+aij12 (a¥x15+35x'7) +aii1381x1§+aijﬂa§x1§] dy
Il est alors clair que: bf;; = Iysanna\'quy = 0.

Il en est de méme pour les autres égalités de (IV.49). |
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RECAPITULATION

DU CHAPITRE II:

MEMBRANES

Hypothéses: 1;31\ 1/02(e) = 1; 135" o1(e) = 0; le;&n o3(e) = 0\

Limite quand e tend vers 0:

Si:
_e1F§ est bornée dans 12 ()
eF§ converge vers 0 avec e, dans L2 (1) faible
eG;?! sont bornées dans L2 ()
g G§* converge vers G$¥, quand e~0, dans L2 (w;) faible
afjxn ne dépend pas de 2z3

en posant:

daigj = Qgisj - _2ei333338j
a3333
eisj = Gaigjsr d3a8j = da3sj, daize = dais3s
»

dSezs = dsss, dszij = dijzz3 = 0
&q4i (V) €ia(V) = eqi(Vv) et éx;(v) =0, Vv € H} (v)

f3 = G§* +G3 et f, = 0 sur o

alors:

> (0%%/0y, Q§%/0z, Qf%5) converge dans (L2 (]-%, %[, H}(ws))]12xH}
faible, vers G3 de (H# (w)]?®, définie par:

3 (d}junein (08*)) = £; sur ws,

a?jkhékh(ﬁS')nj = 0 sur dtg,
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Limite quand ¢ tend vers 0. -
Posons:

» V; = {veH! (I;), v périodique de période 1,
: de moyenne nulle}

» A% (%) = Qijun(x/€)

Si:
les &§{jy, ne dépendent pas de x3
les &fjy, sont eI périodiques

les djju; sont bornées dans L°(ws) indépendamment de e

fs - f% dans L2 (0) fort

en posant:

» M’ (y) = ypéi pour: (1,p) de {1,2,3}2\{(3,3)}

» x'? de V;3 la solution du probléme:

I1

» bfjip, la famille définie par: bfj, = fIsaijkhéZh(Hlp - x'P)dy

Sijwetn (x'P - TP &Yj(v)dy = 0 V v € V2
» G%° 1'unique solution du probléme:
9j (b’i;ip81p(18°)) = £§ sur o
G%° = 0 sur do
alors:
» il existe un prolongement p* de L(H}(ws), Hi(w)) tel que:

p* (484) - U8% dans Hi(w) faible, quand e-0.
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Limite quand § tend vers 0.
Notons: W, = {V€L? (0),d3VEL2 (0), V.Nn,=0 sur du} et: H=WyXWyxH,(w)

L'espace H est muni de la norme:

vl , = 2 x 2 x 2 172
H [a}:‘.lv,,le(m) +'a"v"|L2(m) +|a.,V3|Lz(0)]
Si:
les ai,-kh sont constants et ne dépendent pas de §

(£%) désigne la matrice inverse de (dggn)

alors:

> | Is | -1bailp nd b.pjlp=!§ (&a“p - aaigkffhaghlp) ¢ sanssommatiomsurB et B définipar8=2si a=1,

8=1si a=2.
avec: bfaip = bfizz2 = bfsz2 = bfis = bfiz = 0

Si en plus:

» 36,50, V8€10,680[: biai=bias=bf22=b{223=0
(réalisé si les ajju sont des constantes de Lamé)

» £3 - f3 dans L2 (0) faible, quand § tend vers 0
alors:
» U3° - 8° dans H fort, quand § tend vers O.

La fonction 118° est définie de maniére unique par:

b$1113% (851 (88°) ) + 2b%1139%(&f3(0%°)) = o
b82220% (85, (U%°) ) + 2b8239%(853(4)) = 0

> . . sur o
bf1139% (851 (u8%) ) + 2b%31395(&%3(UR°)) +

+ b32230% (85, (08°)) + 2b3s230% (&% (U%°))

|
Hh
o

—
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TROISIEME CHAPITRE:
Cas DES PLAQUES MINCES

Résumé: Dans ce chapitre nous adoptons d'autres hypothééés
concernant les fonctions oj(e). Elles nous conduisent dans un
premier temps & des résultats de plaques, minces ou épaisses.
Puis en affinant les hypothéses sur les o;(e), nous sommes amenés
a4 des équations de plaques minces pour la limite du déplacement
quand 1l'épaisseur e tend vers 0. Celle-ci vérifie des équations
différentielles d'ordre quatre. Dans ce cas encore, si les afjn
ne dépendent que des variables horizontales, il en est de ménme
de la limite. De plus, le probléme limite est la conjonction de
deux problémes distincts. En effet, 1les deux premiéres
composantes vérifient des équations d'ordre deux, analogues au
cas des membranes, tandis que la troisiéme vérifie une équation
d'ordre quatre.

En ce qui concerne la limite quand ¢ tend vers 0, nous reprenons
les résultats des membranes pour les deux premiéres composantes.
Pour la troisiéme, nous donnons une autre démonstration, mais
elle s'inspire de ce qui a été fait pour les membranes; la limite
vérifie une équation d'ordre quatre.

Il en est de méme pour la limite quand § tend vers 0. Les
résultats des membranes s'appliquent pour les deux premiéres
composantes, et la démonstration doit étre remaniée pour 1la
troisiéme. La limite de cette derniére vérifie encore une
équation d'ordre quatre.

I. Cas des plaques.

Nous partons encore du probléme (II.20) du chapitre 1, mais nous
supposons cette fois:

(I.1) lim(1/0y) = 1/03;  lim(os(e)) = 0

Notons encore, comme au ch. 2 (I.2):
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" Hi(ws,) = {veH'(ws, ), v=0 sur du}

H$ (ws, ) {VeH?(ws,) , V=04v=0 sur de}

PROPOSITION I.1l: Si les hypothéses (I.1) sont réalisées et
si:

eF§ - 0 dans L2 (1) faible, quand e—~0

e2Fg = 0 dans L2 (1) faible, qguand e—0
(I.2)
eGz'* = gi dans L2 (w) faible, quand e-0

G$* = g3 dans L2 (w) faible, quand e-0

alors, quand e tend vers O0:

8%3/0, = q, dans Lz ()-%,%[; H!') faible

8%53/03 - q3 dans Lz (]-%,%[; H?') faible
(I.3)
683 — 0 dans L2 (f;,) faible,

68 — 0 dans L2 (fl;,) faible, si de plus lgg(oz(e))=0

.

De plus:

0s(83%s/07) + 93g, = O dans 0,
0,0s + 0303 = 0 dans 0,

(I.4)(| qin3 = g{ sur T},

(8%%/01)ng = 0 sur 9T

dsne = 0 sur 0Ts,

b

PREUVE: Dans ch.1 (II.20), nous supposons vi3=0. Il vient:
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(I.5) -‘In&[(as'as/m)eas(v) + (8343/02) d3Ve)dx =
= f n&ez Fivedx +j'1..§. eGStv,dxdx,
Posons alors pour w, de L2 (]-%,%[; HY(vs)):
X3
Va = [ We(X1,%z,t)dt

Nous avons dans ce cas v, élément de H;,, que nous remplagons dans
(I.5) par son expression précédente. Puis nous passons a la
limite quand e tend vers 0, en nous rappelant que (cf. ch.1l
proposition II.3) 634; —~ 83%; dans L2 () faible quand e—+0, & une
sous-suite prés, et en utilisant les hypothéses (I.1) et (I.2).
Nous en déduisons (I.3); et (I.3), en multipliant par o, avant de
passer & la limite.

En prenant v, élément de C: (s.)NH;, dans (I.5) et en passant a la
limite, nous obtenons:

(I.6) In&[(ag‘as/obeas(v) + Qu03Ve]dx = frg.gzvadx'
Soit encore, d'aprés la formule de Green:
- jn&(as(aszs/o:) + 93q,) Vodx + jaTs‘(ag‘,s/o:)nsv,dx' + [ pp Qansvedx'=

= g gavedx!

Cette équation &tant vraie pour tout (vi,v3) de (82 (qs;)nHs)?2,
nous en déduisons (I.4)3, (I.4)3 pour i=a et (I.4),.

Pour obtenir les autres résultats annoncés, nous revenons encore
d la formule (II.20) du ch. 1, ol nous supposons Vv,=0. Il vient:

(I.7) [q, [(8%:3/0z)davs+ (83%3/03)35vs)dx = [, eFivsdx +[ 4, 65" vsdx!

De la méme fagon que précédemment, pour ws de L2 (]-%,%[; Hi(w))
posons:

X3
V3 = IOW3(x1,xz,t)dt

La fonction d,vs est alors dans L2 (]-%,%(; H!(0)). En remplacant
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dans (I.7) la fonction vs; par cette expression intégrale, et en
passant 4 la limite, en tenant compte de (I.2) et (I.3),;, nous
obtenons (I.3),. Alors (I.3)3 est une conséquence (I.3);.

Maintenant, en prenant vz élément de Gz(n&)nH& dans (I.7) et en

~

passant & la limite, nous obtenons:
(I.8) [q, (dadavs + qsd5v3)dx = [ gividxidx;
Soit en utilisant la formule de Green:

-J ;. (9.0 + O3q3) Vzdx + [ 3T, daVindx' + [ rt, Qsnzvzdx'= [ rs, gividx'

Cette relation est vraie pour toute fonction vs de ez(n&)nH&.
Nous en déduisons (I.4),, (I.4)3 pour i=3 et (I.4)s. |
II. CAS DES PLAQUES MINCES: LIMITE QUAND e TEND VERS 0.

Dans toute la suite de ce chapitre nous supposons (I.1l) réalisé
avec:

(II.1) lig(oy(e)) = 0

PROPOSITION II.1l: Si les conditions (I.1), (I.2) et (II.1)
sont réalisées, alors la limite faible de 0% dans Hl(n&)
déja notée 0% est un déplacement de Love-Kirchoff, c'est a
dire: ,

(II.2) 083 est indépendant de x3 et peut étre identifié i un
' élément de HZ(ws,)
(IT.3) 6%, est du type 08, = u} - x39,(0%'3) avec u} de H}(w)
De plus:
(II.4) u, = 035 = 9,(Q%3) = 0 sur Jdu
Citre = (Qabyu=28i3Lijaj3,s) /01 00 (£5j)=(aiz3)

(II.5)
ag.ds = casyv[eyv (u') = x3avv (ﬁg.B)]
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PREUVE: D'aprés les estimations & priori ch.1 (II.16), nous
avons:

| ez3(adyl < Coz(e)

L2 (Qs) ~

Or, quand e tend vers 0, oz(e) tend vers 0 et Q%3 tend vers 03;
dans H! (N;,) faible. Donc:

| 83(as3) | < lim inf | 83(ass) |

L2 (QSC) 0

L2 (Qg)

D'ol la premiére partie de (II.2).

En utilisant la méme méthode avec | e,;3(089)l 105,y < Coz(e), nous
avons:

(II.6) Od.(023) + 93(0%,) = 0 dans (g,

Nous obtenons ainsi (II.3) et la deuxiéme partie de (II.2) (cf.
Ciarlet-Destuynder [11]).

Considérons maintenant les formules (II.17)2.3, du chapitre 1. En
tenant compte de (II.18) du méme chapitre, nous pouvons écrire:

aq3p3[2e43(08*) /02] + ag3zz[e33(08) /03] = 83%3 = ag,e[e,, (03°) /01]

8843 - azs,e [€,,(0Q3*) /04q)

assss3[2es3(08°) /0] + azszz[ess(08) /o3)

2eq3(03) /o,
D'ou: (aj3j3) |2ex3(08*) /0, | = (633 - aizele,e(03)/01])
es3(03*) /o3

Soit, en notant (f;;) la matrice inverse de (aj3j3):

2e3(08) /o,
2e;3(08%) /o | = (£i5) (833 - ajz, [e, (0Q3*)/01])
es3(08) /o3

Et en remplagant dans la formule (II.17); du chapitre 1:

8% = ags,e[€,0(08) /01] + Ai3fij (0853 - ajse(e, (08')/01])
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-

Alors en passant a la limite, moyennant (I.3):’
03 = Ausre@ye (08°) /01 = agsisfijajs,eye (Q8') /0]

En utilisant (II.3), nous en déduisons (II.S5). [ |

PROPOSITION II.2: Sous les hypothéses de la proposition II.1,
en posant:

N = Cii,.e, (u') - c%.9,.(033)
(II1.7)

Cohyc (x1,%2) = [% %8 2ci,. (x)dxs

le déplacement (uj, uj, 0%3) est la solution unique du
probléme:

Trouver (uj, uj, 03'3) de [HY(ws)]2xH?(ws,) tel que:

JNls/01 + gi + gz = 0 sur s,

(II.8) .
8asNZs/07 + %04(9: - 92) + g3 + gi= 0 sur o,
’_ . e, — . —
u, = 083 = 9,(0%3) = 0 sur Jdo
Nlsn,/o) = 0 sur dtg,
(II.9)

9s(N%/0l)n, = -%(g: - gz)ny sur Jt,,

NZing/o] = 0 sur Oty

g

PREUVE: Cette démonstration, s'inspire de celle de D. Caillerie

[5], en faisant les modifications nécessaires pour tenir compte
des trous.

En multipliant les deux membres de (II.5), par x}', et en

intégrant rapport & x; sur ]-%, %[, nous obtenons exactement
(IX.7), si 1l'on pose:

Nas = [%, x§7188%.dxs
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Maintenant en prenant v, dans H}(ws;) (donc indépendant de x3)
comme fonction test dans (I.6), nous avons:

[ s, (Nas/OV) €as(V)dxidxy = [s gavedxidx,
Soit, en ayant recours a la formule de Green:
= Jo, (9Nas/0i)Vadxidxz + i (Nis/01)ngvedt = [ givedxidx

Cela étant vrai pour toute fonction (vy,Vvz) de [H%}(ws ) ]2, nous en
déduisons (II.8)y et (II.9):.

De méme dans (I.8) nous allons prendre vz dans H%(wg) .
Remarquons alors, a cause de la régularité de x3, que:
0av3 = 043(X3V3) .

Nous obtenons:

IQG.Qaad(sts)dx = ‘[1"3. gividx' soit encore:

= q,, 9398 (xsv3)dx + | rg, ¥sdan3davsdx ' = I rj, 9ivsdx'
Nous en déduisons, gréce a (I.4)1 et (I.4)s3:
[ o, (980%%us/01) x39avsdx + [ 05, 5(9 = 9a)davsdx'= [rc givsdx"
Mais nous avons: ﬂ’y, X305 (03%)dx3 = as(m x308%dx3) , d'ol:
(II.10) [, (3gNis/07) davsdx"
= Jop, [(95 + 93)Vs - %(ga - ga) davs)dx’
Soit encore, en appliquant la formule de Green:

(I1.11) - [, (3uNi/07)Vvsdx' + [0 (3eNZs/0}) novsdt

=fu& [(93 + g3) Vs + %0,(gz - Ja) vs]ldx' -~ Iat&%(gz - gz)ng.vidt

Cette équation étant vraie pour toute fonction vs; de H3(w; ), nous
en déduisons (II.8); et (II.9)s.
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De plus, en multipliant (I.4), par x3 et en intégrant sur
l'intervalle ]-%,%[, nous obtenons (II.9)4.

Montrons encore l'existence et 1l'unicité de (uj, ub, 023).
Pour cela écrivons d'abord 1l'équation variationnelle vérifiée par
cette fonction. Nous avons démontré précédemment:

[ o5, (Nas/ol)eas(V)dxidx, = [, (ga + ga) Vedxrdx,

De plus, la formule (II.10) nous permet d'écrire, gréce a
(IT.9)4:

-f (N2s/01) Ogavsdx' =[  [(g% + g35)Vvs - %(gs - ga)d.vsldx®
Wg s,

~

Alors, la somme membre & membre de ces deux &galités, vraie pour
tout (vy,vz,vs) de [HYy(ws)]?xH}(ws), constitue 1'équation
variationnelle vérifiée par (u}, u}, @%3). Notons a(u,v) 1le
premier membre, et b(v) le second.

La forme 1linéaire b(v) est continue sur [HY(ws)]2xH(0s,) .
Montrons encore la coercivité de la forme bilinéaire a(u,v),
définie sur l'espace précédent. Le théoréme de Lax-Milgram nous
donnera alors le résultat escompté.

Nous avons, compte-tenu des formules (II.7):

O1a(V,V)= [g [Cite€as (V) €ye (V) = X3Cins€as (V) 3,eV5 = X3Cisye (BasVs) €ye (V)
+ X3 Cisy6048V3T,eV3]dx

Soit encore:

oja(v,v) = [, Cutve € (V) = a(X3V3) 1 (V) = 3,0 (x3v3) JAx

Admettons provisoirement le lemme suivant. Il sera démontré a la
fin de ce paragraphe.

LEMME II.3: La famille ci,, définie par (II.S5) est coercive
au sens classique: il existe un réel m., strictement positif,
tel que pour tout tenseur symétrique (7,), non nul, on a:

(IT.12) Cap,eTasTye 2 McTasTas

Nous avons donc, en posant T.=€g (V) = Jgg(X3v3):
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o'{a(v,V) 2 m‘ﬁ | €48 (V) — OJas(X3V3) Isz (Qs.)
or:
| eqs (V) = Oas(x3v3) | e (a,) = l egs (V) | T2(es) * (12) "l 9gavs | 3.2 (05.)

3
car: [o euw(V)das(xsVs)dx = [, eu(V)Baavsdx' ([ x3dxs) = 0

Et en utilisant les inégalités de Korn et de Poincaré, nous
avons:
avec C>0 et 031>0

a(v,v) 2 (¢/o))[z=lv, 1z + vzl

H2 (05.) H2 (05) )

L'expression entre crochets est le carré de la norme de v dans
[HY (wg,) ]2xH (05.) . D'oll la coercivité de a(u,v). |

Cas ol les &afjy, ne dépendent pas de z3.

Alors les a;jj et, par suite les ci,,, ne dépendent pas de x5 (cf.
(IT.5)), ce qui implique:

C:IIE"{ = cg;y( = I'{!'/l xscdsv((x1lx2)dx3 = 0
(I1.13)

1 - 22 _ 1
CaBﬂ - C;Bﬂ et CdBy( - '—1_2' caB,(

Adoptons les notations suivantes:

u, = u¥ et G%3; = ud
(II.14)

he = 0j(gst+gs) et hy = 12x0i[gi+g; + %3.(9i-92) ]

Alors la proposition précédente montre que u$ est solution du
probléme:
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Trouver u$ de [H}(ws )]2xH{(w;) tel que:

08 (Cisy0€,0(Ud)) + hy = 0 sur o,
- 0as(Cisye0,0 (U8)) + hy = 0 sur w

ud; = d4(u¥s) = 0 sur duw
(II.15)

Cisye©y0 (USI N 0 sur Jdtg,
Casye046 (UB)Ng = 0 sur dty,

OalChsye0ye (U%) INg = 6X07(gs-ga) N, sur dts,

La forme variationnelle de ce probléme est:

trouver uf de [H{(ws)]2xH(ws) tel que:

(I1.16) [, Ciorers (U8) 08 (VIAX' + [, Cinyedye (u8)) daa (V5) dx =

= [ us, (BaVa + 12x07[ (g5+93) Vs = %(gi-9a) davs]}dx', Ve[H} (05 ) 12 xHf (0s.)
L

PREUVE DU LEMME II.3: Nous allons d'abord donner une écriture
matricielle des cg,. La coercivité de cette famille se déduira
ensuite de celle de la famille des ajjum-.

Cherchons donc une autre écriture des cg,,. Nous constatons que,
(Tqes) étant un tenseur symétrique quelconque:

(II.17) CopeTasTye = Cr11T11? + 4C1212T122 + Cp2T222 + 2C1122T11T22 +
+ 4c1112T11T12 + 4C2212T22T12
Soit, en posant T7Y%=T, Sans sommation sur a, et T%=2Tq S1i a#B:
(IT.18) CogyeTasTye = CrnT 112 + C12127 Y22 + CpT %2 +

+ 2C1122T T h + 2ot Wt + 2c921 %7,
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La matrice associée a la forme quadratique définie par le second
membre de (II.18) peut s'écrire, l'ordre des variables étant 1Y,

Tha, Tha

e ——

Cit11 C112 Cni22
C = C1211  C1212  Cr222

C2211  C2212 C2222

Montrer que la famille cg,, est coercive revient alors & montrer
que la matrice C est définie positive.

Rappelons la formule (II.5):
Catys=(1/01) (Qasye—2usksLindnzve) , avec (fin)=(awzns) "’
Il nous faut maintenant utiliser une matrice associée & 1la
famille ajjw. Nous avons, (tj;) étant un tenseur symétrique
quelconque:
(IT.19) ajjuntijtin = anntn? + danptnty + 2anpztut, +
+ dainstntis + danastntas + 2anstintss + dapt?2 +
+ dapptipty + 8ajziztiatiz + 8azastiatas + 4ajasztiatss +
+ axptn? + 4apstatis + 4azastatas + 2azsstptss +

+ 4aiziztiz2 + 8agzztiztys + 4asssztiztsy + 4azstsa? +

+ 4azaztytss + aszsastss?

La famille a;j, étant coercive, nous pouvons écrire:

(II.20) V(t;jp), tij=tji: ajjumtijtun 2 mty;ty;

Comme précédemment, nous posons: t§i=t;; (sans sommation sur i)
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et ty;=2t;; si i#j. La relation (II.20) s'écrit alors:
(IT.21) annth2 + 2appthth + 2anzpthith + 2amst ity +
+ 2apzthitys + 2ansthitys + 2apti? + 2apt it bt
+ 2apistiatis + 2agstioths + 2apsstiotys + azeth? +
+  2azistihtis + 2azp;zthtbs + 2azpsththss + apsiztizi+
+ 2apxptistys + 2a;ps;tistls + azxstis? + 2agszthstys +
+ azsztis? 2 m(thi2+tha2+tizz+t 2 /2+t 32 /2+t 432 /2)

La matrice associée & la forme quadratique définie par le premier
membre de cette relation s'écrit, l'ordre des variables é&tant

th, th, th, tiz, tbs, tis:

— —

ay anmz Az *az  anzs  ans
*

a11 a1z a2 *aiz Qs azs
*

az211  Azz1z2 a2z *azz  Azz  aess

A'= Akdkdkkkkkkhkdhkkkk kkkkkkkkkkhkkkkkN
aist a2 aizzz *asz  azzs Ak
* .
az11  aziz  Aazzz *azz Az axss
*

asz31r  aszz  asszz *assyz  aszs Az

Les symboles * partagent cette matrice en quatre matrices carrées
d'ordre 3. Du fait de la symétrie de A', en notant 'A, 1la
transposée de la matrice A;, nous pouvons les appeler:

A A

A A;

Remarquons que: A3’1=(fi,-). Nous avons alors:

(II.22) € = (1/0}) (A - ‘AA37'A;)
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Soit maintenant un tenseur symétrique non nul (tY%) donné.
Définissons t\i3z, tbY;, t% et les notations suivantes par:

th
— — th
th tys
th
(I1.23) X1 = | ty |, Xs = - As7A% = | ti3| et X =
ty
tt tss
L L tys
tss

Avec ces notations, la premier membre de (II.21) s'écrit: 'XA'X.
Donnons une autre forme de cette expression. Nous pouvons écrire:

XA'X = TX4AXy + 'Xi'RpXs + "X3A0Xy + 'X3A3X:
Soit encore, en remplagant X3 par - AquQX1 (cf. (II.23)):
XA'X = "XGA1Xy - UXi'A0A AKX - XitAtA3T'ANX) + X tArtAsz 'AsAsT'ALX,
Ou encore, la matrice A; étant symétrique:
TXA'X = XiAXy - '™Xq'AxAzT'AnX
Nous avons alors, en utilisant (II.22):
(II.24) *™XA'X = X, (A - tAéA3'1Az)X1 = (07) 'X,CXy
Remarquons que l'inégalité (II.21) peut encore s'écrire:
(II.25) "XAX > m(t412 + th? + th432 + t4%2/2 + t%2/2 + ti32/2)
C'est & dire, & cause de (II.24): |
(I1.26)"X1CXy 2 (m/0)) (th12+t 52+t 832 +E 4,2 /2+E Y32 /24t 432 /2)

D'od enfin:

(IT.27) *™XCXy 2 (m/o7) (412 + t422/2 + tby,2)
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Ce qui prouve que la matrice C est définie positive. [ |

ITI. CAS DES PLAQUES MINCES: LIMITE QUAND & TEND VERS 0.

Comme pour le cas des membranes, nous adoptons les hypothéses et
notations suivantes valables pour tout le paragraphe III:

.

les &fjw, ne dépendent pas de x3
(ITI.1)| les &f;;, sont eI périodiques

les ci,e sont bornés dans L°(ws,) indépendamment de @

—

oY (v) = 0dv/9x; et dY(v) = 9v/dy;, V v € H1 (ws XxIs)
),'(j(V) = 82v/ (axian)
d2v/ (dyidy;)

%[(03(Vve) + O§(Va)], V V € HY (w5, xI4)2

V v € H2 (0g Xx1s)
(III.2)| 9Y;(v)

ez (V)

ela(v) = %[0%(ves) + (Ve)]l, V VvV € H2 (w5 XIg)2

Casye (X) = Cag,e (X/€)

Vi = {Vv€H! (Is), v périodique de période 1,
de moyenne sur I; nulle }
(III.3)
W; = {veH2 (I;), v périodique de période 1

de moyenne sur I; nulle}

Nous remarquons maintenant que 1le probléme (II.15) est 1la
conjonction des deux suivants:

Trouver (u$j, u$) de Hjz tel que:
raﬁ(c;,,,,ef.(u? )) + hg = 0 sur wg

(III.4)| cipe€le(ud* )ng = 0 sur dtg,

u, = 0 sur Jdu

8crestlecassi (parexempleles afj khSontconstants.
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Trouver u$ de H! tel que:

- a:B(caB'yo 5. (ugi)) + h3 = 0 sur Ws,

CisreOre (US5)Ng = 0 sur dt,,
(III.5) .
0a[Chsye07 (US5) INg = 6X01(gg—ga) Ny Sur Jdtg,

uds = 9,(ufs) = 0 sur Jdo

Le probléme (III.4) est semblable & celui des membranes. Les
démonstrations se transcrivent sans difficulté, et par analogie
avec la proposition III.1 du chapitre deux; nous avons donc:

PROPOSITION III.1: Soit (u}, u%) appartenant & H}?2 1la
solution du probléme (III.4).
Supposons que:

(III.6) h, - hi dans L2 (w) fort, quand &-0
Nous définissons I’ fonction & deux composantes par :

(III1.7) O (y) = Y.6a avec 6§, symbole de Kronecker.
Alors le probléme suivant admet une solution unique:
Trouver % de V;2 telle que:

(III.8) fIacaB,.eZ',(x" - I*')ekg(v)dy = 0, V v € V;2
Soit bly,, la famille définie par:

(III.9) bise = [gCasc.€¥ (I - x™*)dy
Soit d'autre part uf§ 1l'unique solution du probléme:

9% (baee,e (u8°) = =1IsIh2 sur o

(III.10)
uly = 0 sur Jow

Alors il existe un prolongement ©p* appartenant
L(Ht (ws) ,H3 (0)) tel que:

(1]

(ITI.11) p*(u%,) - u$l dans Hj(w) faible, quand e-0.
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En ce qui concerne le probléme (III.5), nous avons la proposition
suivante:

PROPOSITION III.2: Soit u® appartenant a H?{ la solutlon du
probléme (III.5).
Supposons que:

g: - g% dans H'(u) fort, quand £-0
(III.12) .
gi -+ g% dans L2 (w) fort, quand e-0

Nous définissons I§* par:
(ITI.13) I¥*(y) = %y,v,
Alors le probléme suivant admet une solution unique:

Trouver x°° de W; telle que:

(III.14) II Cagye0%e (X3 - I§") 0% (V)dy 0, Vv ew

Soit 6%g,, la famille définie par:
(ITI.15) 60310 fIacascﬁ?. (II3* - x3°)dy

En notant h$= 11m h; et uff de H3(w) 1l'unique solution du
probléme:

Trouver ud} appartenant a H3(w) tel que:

(III.16) 0% (088,00% (u89)) = |Islhg sur o

ud = 9,(ud) = 0 sur Jdo

Alors il existe un prolongement p* de L(H% (ws ), H3(w)) tel
que:

(ITII.17) p*(u®;) — u8l dans Hi(w) faible, quand e-0.

PREUVE: Elle ressemble & celle de 1la proposition III.1 du
chapitre 1.
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1°) Existence et unicité des y°'. -
Remarquons que W; est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire associé & la norme:

= y
| v lWl P | 8% (v) IL,(IJ)
La relation (III.14) nous donne:

(III.18) [ CasyedYe (%87)O% (V) Ay =f Casede (I§") % (v)dy, V v € Wy
Or la famille des cj,, est coercive. Donc la forme bilinéaire
définie par le premier membre de (III.18) l'est également sur W;.
Le second membre de (III.18) définit une forme linéaire continue
sur W;. D'aprés le théoréme de Lax-Milgram appliqué & (III.18),
l'existence et 1l'unicité de %§', &lément de W;, est acquise.

2°) Estimation a priori de u$
Posons d'abord:

(I11.19) g% = gf

Maintenant remarquons que les conditions (III.5) impliquent:

) CipyeO%s (U%5) 0% (V3)dx' = 12x01[  [(g3+g3) Vs - % (gi-g;)dkvs]dx'
0g, Wg,

Cette égalité est vraie pour toute fonction vs de H%(ws, ), donc
en particulier pour u$;. Nous pouvons donc écrire:

[ os, Canredls (usf) 3% (usg)dx’ = 12x01] o, [ (95+93) U8 = %(ga-ga) uss)dx’

D'aprés la coercivité des ci, et 1l'inégalité de Poincaré,
l'égalité précédente implique:

me lusgl?

H2 (05,) < Jo,, CisveOas(uds)dls(ud)dx’, avec m:>0
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Donc, gréce a 1'inégalité de Hélder:

(IT1.20) mc lus |3 < 12xo]l gi+g3 lL,(%)I us | +

H2 (wg,) L2 (wg,)

+ 6xol gi-g; | | O%uss |

L2 (ws.) L2 (ws,)

Or, nous avons: | gi+g3 | L2 (05,) S | g3+g3 | L2 (0)
éme: | gi-g; | | gt-qg; |
De méme: | gz=Ye L2 (0s.) < 1 gg=9gq Lz (o)

Alors, les hypothéses (III.12) nous permettent d'écrire, grace
a (III.20):

(I11.21) lugs | o]

H2? (vs,) <

3°) Prolongement de us.

La fonction ud§ vérifie la relation (III.21). Il existe donc un
prolongement p* de L(H% (ws,), H3(w)) tel que:

POk (Pt () Tpa (o) < W OLuE) 1p, ) s ©
(III.22) | 13a(p*(u&)) Iy, () s Waa(uE) 1y, .\ <cC
Por(ud) Dpa gy < Mol s, < C

4°) Convergence faible

Comme H%(w) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
associé a la norme:

—_ X
|VIH=(<.)) -5laa3(v) lL?(m)
les estimations précédentes (III.22) ont pour conséquence la
convergence de p*(u®) dans H%}(w) faible, au moins pour une sous-
suite, vers une fonction notée Q. C'est a dire:

(III1.23) uds - 0 dans H? (0s) faible, & une sous-suite prés.

e =0
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Posons maintenant, pour des raisons de commodité:

(III.24) Oq = Cip,e05e (US) sur oy,

5°) Convergences de o,; et hi.

Les deux fonctions o, et hy étant a priori dans L2 (us, ), nous les
prolongeons par O a 1l'intérieur des trous. Notons ces
prolongements respectivement &, et Hjs.

Alors la relation (III.5); nous permet d'écrire:

(IIT.25) = 0%(Gq4) + A = 0 sur o
Or nous avons, d'aprés (III.21) et (III.1)3:

I&as ILz ® = IO'aB ILz © = I C&syeafo(ugi)l L2 (o <C
() (0s.) (0s.)

avec C indépendante de e.

L2 (0) étant un espace de Hilbert, nous en déduisons, & une sous-
suite prés:

(III.26) G4 — G4 dans L2 (w) faible, quand e-0.

En ce qui concerne h§ et g}, nous avons: Hj=hsx et g*=gt
w5, X050 s

avec yx fonction caractéristique de w; . Alors, comme pour la
formule (III.20) du ch. 2, nous pouvons &crire, gréce a (II.14)
et (III.12):

§% - |I;19°% dans L2 (0) faible quand €-0
(II1.27)| Ky - |I;1h§ dans L2 (@) faible, quand e-0

h§ = 12x03[g%+g% + %3%(9%-9%) ]

Alors, en considérant la forme variationnelle de (III.25) et les
derniéres convergences établies, nous voyons que:
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(III.28) - 0%(0a) + |Islhg = 0 sur o.

6°) Lien entre &, et 1.
Les raisonnements de la fin de la démonstration sont trés
semblables & ceux déja effectués au chapitre deux. Nous en
rappelons les grandes lignes en insistant sur ce qui est nouveau.

Donnons d'abord la forme forte du probléme (III.1l4):

Trouver % de W;, telle que:

—

O%s[Casyedye (x5” = I§") ] = 0 sur I,

(IIT.29)| O¥[Capye0ye (X3 - II§') In, = O sur IT;

Casye0ye (X3° - I§")ng = 0 sur 9Ty

Soit II 1'une des fonctions définies par (III.13) et x la solution
associée de (III.1l4).
Nous posons:

(ITI.30) w*(x) = e2w(x/e) = II(x) - e2x(x/e) sur ws
La fonction II - yx satisfait les relations (III.29).

Nous avons donc, grdce a y=x/e, aux dérivées partielles d'ordre
deux de II et & la périodicité de gx:

038 [ Casye (X/€) 0,6 (W (X)) ] = 0 sur wy,
(III.31) | 93[Casye(y/€),0(W)INg = 0 sur 3ty

Cagye (X/€) 3,6 (W)ng = 0 sur dt,

La fonction yx(x/e) étant dans H2(ws), nous pouvons donc 1la
prolonger & 1'intérieur des trous en une fonction périodique
appartenant 3 H2 (o). Soit p*(x(x/¢)) ce prolongement. Ce dernier

est borné dans L2 (0), a cause de la périodicité. Nous définissons
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alors: -

(III.32) p*(w'(x)) = IO(x) -e2p*(x(x/e)), sur o
Il est alors clair que:

(III.33) p* (W (x)) -voll(x) dans L2 (w) fort et dans H’(m) fort
£

Si ¢ est un élément quelconque de f)(m), nous prenons comme
fonction test dans 1'équation (II.16) Vv,=0 et vi3 = ¢w* qui est
bien dans H%(ws,) . Nous obtenons:

(III.34) Iua Capyo0)su05s (pW* ) dx "=
= 12x01f, [ (g¥+g3) ew' - %(gi-ga) Bi(pw') Jdx"
En multipliant (III.31); par ¢@u$;, et en intégrant deux fois sur
ws., il vient, compte-tenu des autres relations de (III.31):

(III.35) j'w Cipre0reW Ok (puds)dx' = 0

Par différence entre (I1I.34) et (III.35), nous obtenons:

] 05, Cabve (87pu85) w*djspdx "' - | ma'cas,.(ai‘.W‘)u%aésfde' +
+ [ gg, Casve (370u85) [05@d5w" + qwdfeldx' -

- ‘[05 CisyeOreW* [0Xp05uds + diufsdfeldx' =

=12x01[, [(gi+g3) ow* - %(gi-ga) i(ew*) 1ax’

Remarquons que cette équation s'écrit encore:
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(III.36) [, cas,.(a,,u83)w‘a spdx' = [ c,,s,.(a,.w')ugg,a spdx' +

+ 2jw5.c;3,,ax°ussa pofwedx'~- zj cama X wdXpdfusidx ' =
= 12xo01[ | 5, [(95+93) ow* = % (gz-ga) (w*3ae+edgw*) Jdx!'

I1 nous faut maintenant é&valuer 1la convergence de chaque
intégrale constituant (III.36). Dans ce but nous posons:

(III.37) Nig = Chg,e0% (W*)

Cette fonction est dans L2(ws;) et eI-périodique. Nous 1la

prolongeons par O & ® tout entier, et nous notons R ce

prolongement. A cause de la périodicité, ce prolongement converge

dans L2 (0) faible vers sa moyenne sur une période, c'est & dire

vers |I|'1fIN,‘,3dx'. Nous avons donc, en posant Ng(y) = Nig(ey):
(ITI.38) RNi{ — szNasdy dans L2 (w) faible quand e-0.

Ainsi 1'équation (III.36) s'écrit encore, en utilisant les
différents prolongements introduits:

(III.39) J' G oap® (W) Ofgepdx"' - J' Nisp® (uds) 0Xgepdx' +
+ 2f 0as020d(p* (w'))dx' - 2f Nisdapdf(p* (udy))dx' =

= 12x0if, [(§'3+38) 9p* (w') - %(F%-F2) (P* (w*) 3le+9dip* (w*)) Jdx'
Alors les résultats (III.26), (III.27), (III.33) et (III.38) nous
permettent de passer & la limite dans la derniére équation
écrite. Nous avons en effet, grdce au théoréme de Rellich,

toujours affaire au produit de deux fonctions dont 1l'une au moins
converge dans L2 (w) fort. Il vient:

[ ,CasllO%pdx’ - [ ”I Nogdy]0dgsedx' +
+ ZdeasaﬁcpaﬁIIdX'- ZI,‘,[IISNade]aNaEﬁdx' =

= 12xo7|1;ljm&[(g°§+g°i)«v11 = %(g%—9%) (I03¢+9a3d) ) Jax"
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Dans le premier membre, nous intégrons deux fois par parties dans
les deux premiéres intégrales, et une fois dans les autres. La
fonction ¢ et ses dérivées s'annulant sur dw, les intégrales sur
do sont nulles. En utilisant la méme méthode pour le deuxiéme

~

membre, nous obtenons, grédce a (III.27) et (III.28):

[ {93 (dasll) - aZB[(IIJNade)ﬁ]}‘PdX' -

- 2[,02(0asdi) @ax" + 2[ O3{[[] Nesdy]did}edx’ = [ (3%s0as)pllax’
Or: Oz (Gall) = (0304s)II + 2(3304s) GBIl + Gapdzell

et: 203(0,050) = 2(053as) OBl + 28430511

Et comme IIaN"BdY ne dépend pas de x, il vient:

= [y (0adafl) @dx' + [ (f Nasdy](9a50)pdx' = 0

Cette égalité doit étre vraie pour toute fonction ¢ de @(u),
nous pouvons donc écrire:

(III.40) Ggsdai (M) = [[f,Nasdy]as(R)
La fonction II est une II}* définie par (III.13). Nous avons donc:
Oas (I3°) = % (84,880 + Sanbe,)
Calculons encore l'intégrale de (III.40). Nous avons:

[1Nasdy = [ Case. (¥) &Y, (w* (ey))dy

[ 1,Casc. () 3% (I (y) = x3*(y))dy = Gas,

L'égquation (III.40) s'écrit encore compte-tenu de ces deux
derniers résultats:

3,0 = 683,030, soit encore en utilisant (III.28):
(ITI.41) 9% (6%,00.50) = |I51n8

Nous avons aussi 0 = d,0 = 0 sur dw, car QU est dans H%(v).
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Nous pourrons en conclure que 0 est égal a uf3, si nous montrons
l'existence et 1l'unicité de uf§ défini par (III.16), ce que nous
allons faire maintenant.

7°) Coercivité de la famille 6%,.
C'est a cette condition que u3§ existera de maniére unique.

Donnons d'abord une forme plus commode de 6£h,. Nous avons, a
cause des dérivées d'ordre deux de I:

Base = [1,Concnd¥ (¥ - x¥') Y, (I$) Ay

Maintenant dans (III.14) nous remplagons v par xI¥, qui est dans
W;. Il vient:

[ 1,Caeen0 (I8 = x¥°) 3% (x8%)dy = ©

=~

D'ol, en faisant la différence membre & membre des deux derniéres
égalités:

(III.42) Bage = [ Copend% (I3 = x3') 3 (I - x3°)ay

Soit alors (7T,) un tenseur symétrique, non identiquement nul.
Nous pouvons écrire:

62310105110 = IIscnotvazv[ (H};o = xi’) Tvo]arp[ (Hgs - xgs) Tqs]dy
Posons t,, = 9Y,((I3* - x¥)7,,]. Nous obtenons ainsi un tenseur

symétrique, et comme la famille cg.,, est coercive, nous pouvons
écrire:

(
(III.43) GaseTasTye 2 Mefy, Z(aY, [(IF - x3*)T,0]}2dy
Montrons que 1l'intégrale du membre de droite est strictement

positive si 1'un au mons des 74 n'est pas nul. Si cela n'était
pas, nous aurions, pour tout couple ({,v):

ot [ (¥ - x3°)7,,] = 0 pp sur I;
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Soit:

(III.44) (II3* - x3°)7,6 = az¥a + b, a, et b étant des constantes.

En effet: si dY,f = 0, V ({,v) alors:

oYy f

0 d'ol f = a(y2)y: + b(y:z), mais:
dYof = 0 d'ol d¥a(y2) = 0 et donc:

a(y2) = a; qui ne dépend pas de y,
et 9%f = 0 d'ou d%b(yz2) = 0 et donc:
b(yz)=azy, + b avec a; et b indépendants de y,.
On a donc démontré:
si: V ({,v), 9,f = 0, alors £ = azy, + b
ce qui prouve (III.44). Mais alors:
X5°Tye = I§°7,4 + Agye + Db
Un au moins des 171,, n'étant pas nul, 1l'égalité précédente
contredit la périodicité des x3¥’, le second membre n'étant pas
périodique, compte-tenu de (III.13). L'intégrale de (III.43) est
donc bien strictement positive. Ainsi:

(III.45)683,0TaaT,e > O, V (7o) Symétrique, non nul.
Considérons alors la fonction numérique g définie sur R*, par:
9(Tas) = O8sy0TasTye

Visiblement g est continue sur R* muni de la topologie associée

4 la norme | 7 | = (71,74)* Sur la sphére unité, compacte, elle
admet un minimum m«>0, qu'elle atteint.

Pour (7.) tenseur symétrique non nul, nous avons donc:
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g(tes/ 17 1) 2 me, soit: 623,.},,311,. > me -
Cv ity

Nous avons donc bien la relation de coercivité cherchée:

(IIT.46) 635,0TasTye = MeToaTas, V(7o) Symétrique, non nul. o |
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Nous cherchons d'abord la limite de |I;l'bé,,. Vu 1'analogie avec
le cas des membranes, nous avons immédiatement:

PROPOSITION IV.1: Soit les b, définis par (III.9). Si les
Cag,u SOnt constants et ne dépendent pas de §, et si (f&)
représente la matrice inverse de (Cecs.) » alors:

-11.8 — 8
(IV° 1) l Is | bapyﬂ. I bgpyﬂ.—% (Capyll._cﬂpst f(chvylL)
6§ -0 sanssommatiorsur 8 avecB8=2si a=1,8=1si a=2
De plus, deux seulement des bd,x sont non nuls:
- 8
b1 = L(crin - cnzfdcan)

(IV.2)
b2 = %(cap = ca21.£8,C1v22)

La remarque déja faite dans le cas des membranes est encore
valable ici: la famille bl,, n'est pas coercive du fait de 1la
nullité de bf;;. Cela nous contraint & utiliser les espaces
suivants:

Les normes sur W, et H sont définies respectivement par:

v I = (lv liz(m) + 1 9%v |iz(u))”2, YVEW,

lv Iy =(21v, lsz(m) + 1 8%v, liz(m)]vz, V(vq,Vv;) €H

(IV.4)

L'espace H est un Hilbert pour le produit scalaire associé a
cette norme.

Nous avons alors le résultat suivant:
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(III.10). Si les hypothéses suivantes sont réalisées:

—
les cq,, sont constants et ne dépendent pas de §

(IV.5)| 38,50, V6€]0,68,[: bdri1 = b =0

hg - hg, dans L2 (0) faible, quand 6-0

que:
(IV.6) (u?R,u®®) - u,, dans H fort, quand -0

la fonction u, &tant 1l'unique solution du probléme:

~

Trouver u, appartenant a H tel que:

(IV.7) | =05(bhnef1(u,) = hj

-3 (b%2225, (ug) = h3

e

PROPOSITION 1IV.2: Soit (u},u?) 1la solution du probléme

alors il existe un élément uy,=(u?f,ud®}) appartenant & H tel

Comme pour le cas des membranes, la condition (IV.5);
réalisée si les ajjy, sont des constantes de Lamé.
démonstration n'est pas reprise ici.

est
La

PREUVE: Celle donnée pour la proposition IV.3 du chapitre 2

s'adapte aisément.

Remarquons que le lemme IV.2 du méme chapitre 2 s'écrit ici:

(IV.8) bfy1 > 0, b% > O

Pour montrer bi;;y > 0, nous utilisons 1la matrice définie

positive:
C11n Ci2 C1i22
c = Cian §#C1212  Ci222 i

Cz211 iC212 C2222 it
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Entre les barres verticales ombrées se trouve la matrice (Caas) -
Nous allons développer le déterminant de C par rapport aux
éléments de la premiére colonne. Il vient:

C1112 C1122| |C111z Cuzn
det (C) = ciumndet (Ca2s) = Cra1n [Ca212 C2222 | + Cz211 |Ci212 Ci22

Soit encore:
det (C) = cyndet (Cae2s) = C€1211C2222C1112 + C1211C2212C1122 +

+ C2211C1222C1112 — C2211C1212C1122

Notons ([czz] le coffacteur de cp dans la matrice (cCpqe)- Nous
voyons alors que:

det (C) = cyndet (Caes) = Cr2n1[Ci212]Ci112 = crz1lcCizzz]lenze -

= Ca1{crzz2]C1112 = ca211[Ca22]C1122

Nous obtenons donc:
det (C) = bfindet (czu2s)

Les deux matrices C et (cp2s) étant définies positives, il
s'ensuit que leur déterminant est strictement positif. Il en est
donc de méme pour bfji.

La démonstration est la méme pour b%;,,>0. | |

Pour la troisiéme composante du déplacement nous étudions d'abord
la limite des coefficients 6%,,. Nous avons le résultat:

PROPOSITION IV.3: Soit les 6%, définis par (III.15). Si les
Cqs,e SONt constants et ne dépendent pas de §, alors:

i 1  Cqp22C2 Ces11C
IV.9 I I I 166 -+ 69 = c - ( aB2 2v90 + aB11C11,0
( ) §1 Oasye aBye aBye 2 Caz C1111 )
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PREUVE: Nous suivons dans les grandes lignes celles donnée dans
le cas des membranes.

1°) limite de 3, (x5") quand § tend vers 0.

La relation (III.14) permet d'écrire:
I1
D'ol en remplagant v par x}, qui est dans W;, en se rappelant que

la famille c.,, est coercive, et en utilisant 1l'inégalité de
Holder, nous avons:

acas,zafz(xﬁ')als(v)dy = IIJCas,;afz(Hi')als(v)dY' Vvew

mF 1) V(g < © 12 Tpa gy Vo0 ) 1 pa g

avec C un majorant des Ic“ﬂ|, qui sont constants.
Mais | 1 IL2(15)=[6(2-6)]%' Nous avons donc, pour tout (y,§):

(Iv.10) 1 3% (x5") ILZ(I;) < c§*%, avec C indépendante de §.
Nous utilisons les mémes notations, et les mémes raisonnements
que dans le paragraphe IV du chapitre deux; nous travaillons en

particulier sur le méme ouvert en croix appelé Y;.

Sur H;, nous avons en vertu de (IV.10):

Y v % fa .
1 8Y (x8") IL2 () < C8%*, soit:
(Iv.11) 1 3Y, (%8 )« IL,(Y) <cC
Donc, L2 (Y) étant un espace de Hilbert, & une sous-suite prés:

3%, (x5")n = h%y, dans L2 (Y) faible, quand &§ - 0.

Jyhfidy' = [yhisdy' = o

(IV.12)

Les deuxiémes relations de (IV.12) proviennent de la périodicité
des x3t.

De méme sur V; nous avons, la convergence ayant lieu & une sous-
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suite prés: -
% (x3")v = v¥;, dans L2 (Y) faible, quand § - 0.

(IV.13)
IYVEEdY' = vaﬁdY' =0

Nous écrivons alors:

(Iv.14) |I1517%6%, = case - II;I"(IHJ + IV; - IKJ)[CaBeanp(X.’Sl)]dY

Les termes du type lI;l*I convergent tous vers 0, du fait de
(IV.10) et de 1'inégalité de H&lder. Examinons les autres. Nous
avons:

| T6 171 g, Catesd¥, (x30) Ay = 61T517"f yCana, [3Y, (x3°) Jndly”

125 17 Cannsd?, (x3) Ay = 61T517"f yCane, [3Y, (x3°) Jvdly”

Et comme |Is| =§(2-6), nous avons grédce & (IV.12) et (IV.13):

’_.
I I5 IH Casepan (XS! ) dy - ;chasyzh dY'

;icaBZZI Yhﬁdy '
§ =+ 0

(IV.15)

I Itf | 1IV caBOpaZp (st) dy - szcaBﬂVﬂdY

K ;zcaBHIYV“dY '

S

2°) Evaluation des seconds membres de (IV.15).

Pour cela, dans (III.14) nous remplagons v par ¢ qui ne dépend

que de y; et de classe §2. En divisant par §, nous obtenons:

(Iv.16) ¢ 1."1 C11a8038 (x3*) Y1 (@) dy = & II C11a893s (II¥*) 3Y1 (@) Ay

Nous décomposons les intégrales sur I; en IH + IV IK;‘ Les
intégrales sur K; ont une limite nulle, & cause de iIV 5) et de
la régularité de ¢.

Or: c11480% (I3*) = cyiye
Pour le second membre de (IV.16) nous obtenons donc:
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' sz % -
§ g enedhi(e)dy = 5'1011,J_5/2[I_;53¥1(‘P)dY1]de

= 0 car ¢ est périodique
y y s
8 [y Crmedfi(@)dy = §enef o 1) SYi(e)ayrldyz
%
= &lcny] 3 [3Y(0) (6/2) - 3Y(9) (=6/2)1dy2

= c11,: 57 [8Y(9) (6/2) - 8Y(¢) (-6/2)]
Or, nous avons déja démontré (voir ch.2: preuve de la proposition
IV.1), que cette expression converge vers dYi(¢) (0)cyy,;, quand §
tend vers 0. Et donc:

(IV.17) §'fy cndi(e)dy = 3Yi(e) (0)cnye quand 6 ~ 0.

Quant au premier membre de (IV.16), nous avons, pour l'intégrale
sur H;:

871 g,C11a0% (x3*) M1 (@) Ay = [yC11a8[3Us (x3') Jud¥1 (o) (¥Y)ay"

Cette expression tend vers cn“fyhaah(¢)dy', d'aprés (IV.12).
Pour l'intégrale sur V;, nous avons:

5'1IVJC11asaXs(X§‘)aY1(‘P)dY = [yCna[9% (x3') 1vdY1 (@) (SyY)dy"

Nous voyons que cette expression tend vers (c1111j'Yvﬁdy' )oY1(9) (0),
en utilisant (IV.13) et le fait que:

dY1(9) (86yY) - JYi(¢) (0) dans L2 (Y) fort, quand 6§ - 0.
(cf. ch.2 (IV.20))

Nous obtenons ainsi:
Criaf yhikY1 (@) Ay + (cunfyviidy')dYi(e) (0) = 8Yi(e) (0)ciiy
Cela doit étre réalisé pour toute fonction ¢ de 82 (I;)nw;, donc:

(Iv.18) C1111IYVﬁdY' = Cliye

Pour des résultats complémentaires, nous prenons ¢ comme fonction
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test dans (III.14), de classe €2 et qui ne-dépend que de y,. Des
calculs analogues, qui ne sont pas repris ici, donnent:

(IV.19) c22f yh¥bdy' = c22,
De plus, la coercivité des cg,, implique cy1171 et ¢z non nuls.

I1 est maintenant facile de voir que (IV.9) est la conséquence
de (IV.14), (IV.15), (IV.18) et (IV.19). |

PROPOSITION IV.4: Soit u3 la solution du probléme (III.16).
Si les cg,; sont constants et ne dépendent pas de 6§, et si:

(IV.20) h§ - h3 dans L2 (o) faible, quand 6-0
alors ud¥ converge dans H%(w) fort vers la fonction u$ définie

de maniére unique par:

0% (038,:0% (u¥%) = h3 sur o
(IV.21)
ud = d3(u¥) = 0 sur 49 (w)

PREUVE: 1°) Coercivité de la famille 6%,
Nous remarquons d'abord que 63, peut s'écrire:

(IV.22) 6%, = 630" + 620"

. Ca,0C1111_— CaB11C1150
avec: 6%,,' = (—2B
abve ( 2ci1 )
et: 6%, = (SebxeC2222 ~ Cas22Co2e
Y 2C2222

Maintenant, un calcul facile montre que:
(IV.23) 6%19' = 6%112' = 622’ = 6%2" = 6%12" = 62" = 0
Nous allons alors démontrer que chacune des deux familles, 6%,,"'

et 6%,," est coercive. Nous nous servons du fait que la famille
Casye ©St coercive. Cela signifie:
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Imc>0, V (tes) #0, tas=tes: Casetast,e 2 Mctostes -
Cette inégalité s'écrit encore, en posant:
tl'as = tag Si a=B, et t'y = 2t, si a=B,
(IV.24) cant'n? + caznt'zn? + ci21t'22 + 201t "'t +
+ 2cit itz + 2cnt'at'iz 2 me(t'n2 + 2 + t'422/2)

Nous en déduisons que la matrice, notée déja C, associée & 1la
forme bilinéaire définie par la premier membre de (IV.24) est
définie positive. En écrivant C nous trouvons, 1l'ordre des
variables choisi étant (t'y,t'2,t'2):

C1111 Cimz2  Cn22
C = C1211 Ci212  Ci222

C2211  Cz2212 C2222
[ _

Notons: [Ca,e] le coffacteur de cg,, dans la matrice A.

Nous avons alors:

6%212'= %[c2222]/c1111
(IV.25) | 6%222'= -%([c212]/c11n

6%22'= %([ci212]/c1n

La matrice C étant définie positive, il en est de méme de son
inverse C''. Nous pouvons donc écrire:

0
(0,x%,y)c* x | 2 m'(x2+y?2)
Y

Soit, en tenant compte de (IV.25), et du fait que C est
symétrique:

2C1111(6%222' %2 + 6%212'y2 - 26%222'Xy) 2 m'detC(x2+y?)
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En remarquant que la coercivité de la famille cg,, implique:
c1111>0, et en remplagant dans 1l'inégalité précédente x par 71 et
Y par -27Ty;, (T4) étant un tenseur symétrique non nul donné, il
vient:

(IV.26) 0%22"' 7222 +460%212" 7122 +40 9222 " T12T22 2 m'detC (1222 + 47122) f2Cq111

D'ol, en tenant compte de (IV.23), la coercivité de la famille

2310 '.
De méme, nous avons:
[

Bf11"= %[cr212) /Caz22

(IV.27) | B6%212"= %[ci1111/c2222

6%112"= -%[crz2]/c222

La matrice C' étant définie positive, nous pouvons écrire:

(x,y,0)c’ Y | 2 m'(x2+y?)

Soit, en tenant compte de (IV.27):

202222 (6%212"%x2 + B%111"y2 - 26%112"xy) 2 m'detC(x2+y?)
La coercivité de la famille cg,, implique aussi: c;;2>0, et en
remplagant dans 1'inégalité précédente x par -21¢; et y par 71,
il vient:

(IV.28) 611" 7112 +4D%212" 7122 +406%112" 712711 2 m'detC (1112 + 47122) /2Co2

D'ol, en tenant compte de (IV.23), la coercivité de la famille

bgByO " .

Appelons m3 le plus petit de m'detC/2c;;; et de m'detC/2cqig.
Alors la somme membre & membre de (IV.26) et (IV.28), compte-tenu
de (IV.23), nous donne:

(IV.29) B%11711240%2227222 +46 92127122 +46 94127127 11+40 $222T 127 222

m3(T112 + 47422 + 722)
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d'ol la coercivité de la famille bg,. -
Montrons maintenant que nous avons aussi:
(IV.30) 38,>0, V6€]0,80,[, V(Tas)€R?, Tog=Tga,
(B&re/ 1 T6!) TaaTye 2 (m3/2) TasTas
En effet, nous pouvons écrire:
(IV.31) (62sye/ Ts!) TasTye = [(6aye/ 1 Ts1) = 63v017asTye + B3yaTaaTye

Supposons maintenant que (7,) appartient & la boule unité de R%,
pour la norme (T.Tq)*. Nous avons alors, d'aprés (IV.9):

36,>0, V86€10,80[, |[(6%,/!151) - 625,.)rasr,.ls(m3/32)agolr“r,.l
Soit encore:
| [ (638ye/ | T51) = 6%8y0) TasTye ! < mg/2
Nous pouvons donc écrire:
(Basve/ 1 Ts1) = B36e) TasTys 2 -m3/2
De plus, nous avons d'aprés (IV.29):
G280 TasTye 2 M3TapTas = M3
Par addition membre & membre des deux derniéres égalités écrites,
il vient, pour §€]0,6,[ et pour (7.,) appartenant i la boule unité
de R%:
| I51 '688,0TasT,e 2 m3/2

Maintenant, si (7,) est un tenseur symétrique non nul
quelconque, nous appliquons ltinégalité précédente a
(Tas/ (TasTag)®), qui appartient bien & la boule unité de R*. Nous
en déduisons (IV.30) pour un tenseur (T7.) symétrique non nul
quelconque. Il est clair que 1l'inégalité de (IV.30) est encore

vraie si (74) est nul.
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2°) ESTIMATION A PRIORI DE ugs. -
La forme variationnelle de (III.16) peut s'écrire:
(Iv.32) | 0(62,,,./II;l)a,.ﬁ8°3aandx = [ hivax, VVEH2 ()

En remplagant v par U dans la relation précédente, en
choisissant § dans )0,46,[, en utilisant (IV.30) et 1'inégalité de
H6lder pour le second membre, il vient:

(IV.33) (m3/2)} | 8,s018° |2 <Ingl | G35 |

L? (o) L2 (w) L? (0)

Par hypothéses, la fonction h§ converge dans L2 (w) faible; elle
est donc majorée dans cet espace indépendamment de §. De plus,
d'aprés 1'inégalité de Poincaré, nous savons que J | 8,508 'iz(u)
peut étre considére comme la norme dans Hi(w) de u$%.

La relation (IV.28) montre alors l'existence d'une constante C>0,
indépendante de § et vérifiant:

(Iv.34) | &3¢ | <c

Hi(w) =

3°) CONVERGENCE DE ;.

L'espace H2(w) étant de Hilbert, l'estimation (IV.34) nous permet
d'écrire que, au moins pour une sous-suite:

(Iv.35) 43%°; - (8%, dans H2(w) faible, quand 6-0
Pour déterminer {18%, nous allons passer & la limite dans les deux
membres de(IV.32). En effet, en utilisant (IV.9) et (IV.35) pour
le premier membre, et (IV.20) pour le second, il vient:

(IV.36) [ 636,00,008330svdx = Iuh§vdx, VYveEH?S (0)
La forme forte de cette équation variationnelle n'est autre que

(IV.21).

4°) CONVERGENCE FORTE
Nous pouvons écrire, d'aprés (IV.30), pour § suffisamment petit:
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(IV.37) Iu(6f,3,,/II;l)a,.(u9°3-u3°3)aa3(u3°3-u8°3)dx >

2 (ms/z)‘RI aas(u303-u8°3) [ iz ()

Le premier membre de cette inégalité s'écrit encore:
(IV.38) [ (63sye/1Ts1)0,4u8%00s (us-ud’s)dx -
= [, (Basge/ 1 T51)3,,uts04 (uds-uf) dx

La deuxiéme intégrale de cette expression tend vers 0 avec § &
cause de (IV.9) et de (IV.35).
Quant & la premiére, d'aprés (IV.32) elle est encore égale a:

) o D3 (ud’s-ud®) ax

Sous le signe somme, nous avons le produit de deux fonctions:

h$ qui converge vers hj dans L2(w) faible par hypothéses (cf.
(IV.20)), et u¥’3-u8® qui tend vers 0 avec § dans L2 (w) fort, gréce
& (IV.35) et le théoréme de Rellich. Nous voyons ainsi que la
premiére intégrale de (IV.38) tend aussi vers 0. Il en est donc
de méme du premier membre de 1'inégalité (IV.37). La convergence

forte en résulte. ||
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RECAPITULATION DU CHAPITRE DEUX:
PLAQUES MINCES.

HYPOTHESES: lim  1/o; = 1/01, lim) oz(e) = lim os(e) = 0

LIMITE QUAND e TEND VERS 0:

Si:

—e2F§ - 0, dans L2 (1) faible, quand e-0
eF§ - 0, dans L2 (1) faible, quand e—0
eG§* - g dans L2 (w) faible, quand e—0

G$* - g3 dans L2 (w) faible, quand e-0

alors la limite faible de 0% dans H! () dé&ja notée 03 est un
déplacement de Love-Kirchoff, c'est & dire:

» Q%3 est indépendant de x3 et peut étre identifié a un
€lément de H%(w)

» 0%, est du type 0%, = ul - x39,(0%3) avec u} de H)(w)
Et en posant:

— e ) |
> Casyr = Qagye—agsizfijajs,e o1 (£ij)=(aisj3)

Nis = Cil,.e,, (u') - Ci,.9,,(0%s)

> | Chie(x1, %2) = [% 38" "%cis,(%)dxs

Hf = {v € H*(uws,) et v = 0 sur dou}
|

le déplacement (uj, u), 03'3) est la solution unique du probléme:
trouver (uj, u}, 03%3) de (HY)2xH} tel que:
dsNs/01 + ga + gz = O sur o

3asNZs/07 + %34(9z - 9a) + g3 + g3= 0 sur wg,
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ul = a8 = 3,(0%3) = 0 sur Jo
Nlin, = 0 sur at,,
(3sNZ/07)ng = =%(gs - g;) sur ats,

NZng/o; = 0 sur Jtg,

Cas ol les &f;, ne dépendent pas de 2zs.

Avec les notations suivantes:

u; = u et Q%3 = uf

he

01(g: + gz) et hy = 12x0i[g} + g3 + %3.(9% - g92) ]

Alors u? est solution du probléme:

Trouver uf de [H:(ws)]2xH?(ws) tel que:

98 (Casye@y (U8)) + hy = 0 sur g,
- Oas(Casye0,(ud) + hz = 0 sur oy,
u; = doudy = 0 sur Jdo

Cas €y (U8 = 0 sur Jt,,
Cagyed,:u¥ng = 0 sur dtg,

8a(Cisye9,,u5) Ny = 6x07(gs - gz) sur Jty,

LIMITE QUAND & TEND VERS 0.

Soit: V;={v€H!(I;), v périodique de période 1,
de moyenne nulle sur I;}

Wy = {Vv€eH2 (1I;), v périodique de période 1
de moyenne nulle sur I;}
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Si: ' -
» les &fjm ne dépendent pas de 2z3 et sont périodiques dans les
deux directions horizontales,
» si les cf,, dont bornés dans L°(ws;) indépendamment de e,
» si h, - h§ dans L2 (w) fort, quand e-0,
si g - g% dans H'(w) fort, quand e-0,
si g§ - g¥¥ dans L2(w) fort, quand -0,
> Cagye (X) = Capyr (X/8)
alors,
1°) en posant:
» I (Y) = Y.6a,
» x'* de V|2 la solution du probléme
[1,Cameefe(x = I*)efg(v)dy = 0 Vv € V2
» b%s,, la famille définie par: bls, = fIf%hzen(H” - x'Y)dy
» udl 1'unique solution du probléme:
9% (bls,ce,: (us°) = -1I;1hg sur o

u?) = 0 sur do

il existe un prolongement p* de L(H} (ws ), Hi(w)) tel que:

p* (u®,) - uf? dans H} (v) faible, quand e-0.

2°) en posant:
» I (y) = %y,
» x3* de W; la solution du probléme:
[ 1,Ca8 e (x3" = ') 3L(v)dy = 0, V v €W,

» 6%4,, la famille définie par: 6%, = IIJC“,.BZ. (I - x3t)dy
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» ud$ l'unique solution du probléme: -
3%s (688,e0% (u89)) = 1I5In3 sur o

u = 9q4(ud) = 0 sur Jdo

il existe un prolongement p* de L(H%(ws ), H3(w)) tel que:

p* (u®;) — u¥ dans H3(w) faible, quand e-0.

LIMITE QUAND § TEND VERS 0.

Si les cg,; sont constants et indépendants de §
et si h{ - hj, dans L2(w) faible, quand § - 0

alors:

1°) Pour les deux premiéres composantes, nous posons:

» (£ff,) matrice inverse de (cgs.)

> Wo = {V€EL2 (0): d,VEL?2 (0) et v.n,=0}, muni de la norme:
bvlg = (Ivig, +lawlE, )7

nous avons:

- 8 .
» [T51"bs,,. = b3, = %(Capyr — Capsc£lCauye) Sans sommation sur B,
avec B=2 si a=1, B=1 si a=2

» (uf) converge dans (WjxW;) fort vers la fonction (uf) définie
par:

Y(bhnen(us) = -hj
sur o

-hZ

03 (b3222€2; (us®)
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2°) Pour la troisiéme composante, nous avons:

1 (Cas22C22y: 4 _CaB11Ci1ye
Z

156 -
> 11 e = Blne = Cane - F (7 Ciin

» u¥} converge dans H%(w) fort vers u$) définie par:

323(623“ :z (ud)) = h; sur o [
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