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PREMIERE PÀRIIE:

DE

IIIITRODI'CTIO}I

PROBLEUESETUDE

STIR

DIVERS

OIryERTSDEg ONDULES

Dans Ia pratique, les matériaux ondulés sont drun usage assez

fréquent :  tô Ies ondulées,  bo i tes a l imenta i res,  d isques- . .  Les

ondulations sont présentes en général pour renforcer la rigidité

de Itobjet, êt el les lui confèrent une structure périodique.

Notons ôr^ Itintérieur en diroension deux de Ia section droite des

ondulations, où p caractérise lrépaisseur et n le nombre

drondulations. Nous supposons que cet ensenble est constitué par

une succession de demi-couronnes de rayon moyen R (R et n sont

donc l iés par Ia relation 4nR=Lr L est Ia rr longueurrr de r. l-  qui

est  constante) .

Dans le premier chapitre, nous nous intéressons à lréquation

thernique st,ationnaire -Au-:6 (uettl , f.eLz donnée) sur trois

ouverts ondulés. Drabord en dirnension deux sur ôpnr puis en

dimension trois-Jui la tôIe ondulée et Ia bolte al imentaire. Nous

supposons Itépaisseur et Ie rayon moyen des ondulations petits

devant les dimensions de Irouvert. Nous cherchons alors le

comportement de u quand Irépaisseur puis Ie rayon moyen tendent

successivement vers O dans cet ordre. Le fait que les domaines

considérés dépendent de p et de n, nous contraint à un changement

de variables. En dirnension deux tout drabord, nous constatons que

Ia l igne médiane d,e opn a un longueur constante quand n varie, L

étant  constant .  Les nouvel les var iab les sont ,  dê façon assez

nature l le ,  I tabsc isse curv i l igne s  mesurée sur  Ia  l igne médiane

et la distance par rapport à cette dernière urult ipl iée par un

coeff icient adéquat (soit r ce nombre) pour que Ie nouveau

domaine obtenu ne dépende plus de lrépaisseur. Notons I fa'

fonction * dans laquelle le changenent de variables précédent a

été effectué. En cherchant Ia nouvelle équation vérif iée par ù,



lère partie: rNtRoDUcTrolI. Therm:juit lel994 page: 2

à partir de lréguation variationnelle Jrun.Vu^Vvdx:f"rrfvdx,
associée à -Âu-=3, nous obtenons une équafion du mêne-t1pe,

c'est à dire, une équation où i l nry a dans Ie prenier nembre que

Ies termes 1ô-u-7ôs) x (Aîlôs) et (AùÉn/Ar) x (AîlAr) af fectés des

coefficients convenables. Le second menbre, quant à Iui, ne pose

pas de problène. Après nous être assurés que les nouvelles

fonctions (i.e. obtenues après le changement de variables) sont

aussi régulières que les premières, iI nous est possible de

trouver une bonne estimation de ûpn, si 
-f 

vérifie une condition

de najoration. Nous en déduisons gue û*=tl$ ù- ne dépend pas de

r et vérif ie une éguation différentielle du--second ordre. si f

est continue sur un ouvert fixe contenant opnr nous démontrons en
plus ÇJue ûs, converge fortement dans Hi vers 

-u*, 
et Ia moyenne de

ù- sur ltépaisseur converge aussi fortement dans Hl vers la mêne

l in i te .  Cet te  l in i te  vér i f ie  l réquat ion :  - (ôz-uon/As" )  (s )= f  (M) ,  M

étant le point de la l igne rnédiane dtabscisse curvil igne s. Nous

donnons aussi un résultat concernant Ia norme dans Hl de u--u*,

cette dernière fonction étant 
-uon 

dans laquelle Ie changenent de

variables inverse a été effectué. Nous étudions ensuite la limite
quand n tend vers F, ou quand R tend vers O. Avec la dernière

condition sur f, nous trouvons que la tenpérature converge dans

Hl fort égalenent vers la fonction solution de 1téquation:
-1ôz too7ôs2  )  ( s1  =g  1 r=  ln ,o )  .

En ce qui concerne Ia tôIe ondulée, elle est considérée conme

Ifadhérence de lrimage de n- par des translations de vecteur zR,

avec Ocz<I,  I  étant une des dinensions de la tôIe ( I tautre étant

L). La même idée que dans le cas précédent prévaut pour Ie

changement de variables: les nouvelles variables sont celles

décrites dans Ie cas o- et la dernière, z, qui ne subit pas de
changement. Nous adoptons les mêmes notations que dans Ie cas
précédent. Pour Iréquation vérif iée par tnn et pour les l inites,
les résultats sont, très senblables au cas û,,.n. En particulier, Ia
Iinite de 

-u- 
quand ltépaisseur tend vers 0, ne dépend plus de r,

e t  vé r i f i e  1 réqua t ion : - (ôz t * /ôs . )  ( s ,z ) - (ôz i ^ lô2 , )  ( s ,z l= f  (Y I l  ,  ! i
étant, le point de Ia surface'nédiane correspondant à s et à z.

Et la fonction ùoo vérif ie ici:
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- (Azuoo /As " )  ( s  r z l - (Az ioo lAz . )  ( s  r z l = f  ( 2s l n ,o , z l  .

Quant  à Ia  boi te  a l imenta i re,  e I Ie  est  l radhérence de l r inage de

ôFn par des rotations drangle variant entre O eE 2t, autour drun

axe A orienté situé dans le ptan de oÉn à la distance Ro>2R des

diarnètres communs des demi-couronnes (R" est donc le rayon moyen

de la bolte, supposé f ixe). Pour le changement de variablesr ur

point M de Ia boite étant choisi, nous nous ramenons à ût,!n en

coupant Ia boite par Ie demi-plan P de bord A, passant par M. Un

de ces demi plan de bord Â noté Po est choisi arbitrairement. Les

nouvelles variables sont alors cel les déjà mentionnées pour tùpn

et lrangle 0 de la rotat, ion draxe À qui tra4,Fforme Po en P. Nous

adoptons les mêmes notations que pour o,!n. Pour I t équation

vérifiée par i,,,,. et pour les linites de cette fonction, Ies

résultats sont encore très semblables à ceux trouvés dans les cas

précédents. La fonction ùoo vérif ie ici lréquation:
-  (A  rûoo /As r  )  ( s ,  0  )  -  (R" t  ) ' 1  1ô . too7Ae2  )  ( s ,  0  )  : f  ( 2s  I  r ,  Rocoso ,  R"s ino  )  .

Dans Ie deuxième chapitre nous considérons à nouveau les

problèrnes précédents, mais nous nous posons Ia question de

Ir in tervers ion des l in i tes.  Crest  à  d i re  nous cherchons drabord

la tinite de i- quand n tend vers {o (ou quand R tend vers 0).

Dans les trois cas de f igure (opn, tôle, bolte) nous donnons une

bonne estination de t,,,r dans Hl, conme au chapitre 1. Nous

montrons sans difficulté que ûp., Ia linite de 
-upn 

quand n tend

vers l€r  ne dépend pas de r .  Par  contre,  pour  t rouver  l téquat ion

vérifiée par 
-ur., 

nous nous heurtons au produit de deux suites

convergeanÈ faiblement dans L2 et i l  nrest pas possible de

conclure. Pour lever la diff iculté nous uti l isons une uréthode

drhonogénéisation dans la direction des ondulations. Nous

trouvons a ins i  un seul  nouveau coef f ic ient  déf in i  à  I ta ide drune

fonct ion auxi l ia i re ,  e l le-même solut ion drune équat ion

di f férent ie l le  drordre deux.  La l i rn i te  ûu.  vér i f ie  auss i  une

équat ion d i f férent ie l le  drordre deux déf in ie  à I ra ide du

coeff icient homogénéisé. Nous montrons ensuite que Ia convergence

a l ieu dans Hl faible. Pour Ia l inite quand Itépaisseur tend vers-

o, nous cherchons drabord la.-I init ,e du coeff icient homogénéisé.

Nous en déduisons Ia convergence de ûn dans Ht faible vers la
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fonction 
-roo 

trouvée au chapitre précédent. Lt interversion des

Iimites est donc bien vérif iée, mais les converçtences nront l ieu

dans ce cas que dans Hl faible.

Au chapitre trois, nous nous intéressons au problène de

IréIast ic i té  drune tô le  ondulée.  Nous souhai tons ut i l iser  les

résultats de Ia théorie l inéarisée des coques. Le nodèIe retenu

(celui de Koiter) exige que Ia surface moyenne soit définie par

une fonction de classe €2. Cette condit ion nous contraint à

abandonner Ie modèle de tôIe défini au chapitre L, car la

succession de deni-cercles pour la ligne ".'sédiane de ô,rn fait

subir une discontinuité à Ia dérivée seconde. Nous choisissons

donc une ligne nédiane qui ressemble à Ia précédente sans en

avoir lr inconvénient cité: une sinusoide dtanpli tude 2R et de

période 4R. Nous supposons en plus Ia tôIe drépaisseur constante

2è, et nous étudions Ia géonétrie de Ia surface moyenne. Dans Ia

théorie de Koiter i l  suff i t  de connaitre Ie déplacement de chaque

point de Ia surface moyenne pour que le déplacement soit

parfaitement déterrniné. Ensuite nous écrivons les équations de

IréIast ic i té  l inéar isées et  nous montrons l rex is tence et

Itunicité du déplacement dans le cas général drune coque dont la

surface moyenne est assez régulière.

Nous cherchons alors la liurite du déplacement quartd I | épaisseur

tend vers O. Nous montrons que cette l inite existe, gUreIIe est,

unique et vérif ie une équation différentiel le du quatrièrne ordre

et que la convergence est forte dans H1 dans le cas général. Les

résultats pour la tôIe sont donnés en écrivant e=eR, pour pouvoir

étudier le problème de It interversion des l imites. Nous cherchons

ensuite la linrite du déplacernent quand R tend vers 0 (ou quand

Ie nombre des ondulations tend vers +æ). Nous trouvons une l inite

nulle et une convergence faible dans Hl.

Nous étudions enf in  Ia  quest ion de I t in tervers ion des l i rn i tes.

Nous cherchons donc Ia l inite du déplacenent init ial quand R tend

vers O. Nous trouvons 1à encore une l inite nulle et unq-

convergence faible dans Hl.
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PREIVIIER CHAPITRE:

ETIIDE DU PROBLEIVTE THERMTQUE SUR DES OIIVERTS ONDIILES

RESWE: Les natériaux ondulés sont dtun usage assez fréquent dans
lr industr ie:  tôte ondulée, bol t ,e al imentaire,  d isque.. .  I ls  sont
périodigues, et une section droite des ondulations, dont
I I intérieur en dimension deux est noté ô,s.r où tt caractérise
I | épaisseur et n le nombre d I ondulationsr-.. 

"=t 
supposée être

constituée drune succession de demi-couronnes, de rayon moyen
conmun. Lrépaisseur de ces rnatériaux, ainsi que le rayon noyen
des ondurations, sont très petits par rapport aux dinensions de
Ia structure. Nous sonmes donc anenés à étudier des probtènes de
linite, quand ces quantités tendent vers O.

Nous étudions ici ltéquation thermique stationnaire -Âu=f,

drabord en dimension deux, puis sur ra tôre ondurée, enfin sur
Ia boite alimentaire. Nous nous intéressons au comportement de
u quand rtépaisseur tend vers o, puis quand le rayon moyen des
derni-couronnes tend vers 0. Nous avons donc besoin dtestimations
de Ia fonction sur le dornaine considéré. Mais ce dernier dépend
de lrépaisseur et du rayon moyen, guê nous faisons tendre
successivement vers 0. Ainsi nous sonmes amenés à des changenents
de variables sur res trois ensembres considérés, pour avoir
affaire à des ouverts qui ne dépendent, ni de lrépaisseur, ni du
rayon moyen: cela revient à aplatir res ondulations en res.
étirant, êt à effectuer une dilatation dans Ie sens de
I |  épaisseur.

Si  f  est  assez régul ière,  Ia l i rn i te,  quand l tépaisseur tend
vers 0,  ne dépend plus de I tépaisseur,  dans les t ro is cas
considérés, et vérif ie une équation du deuxiène ordre. De prus
la convergence est forte, êt la moyenne de u sur rrépaisseur
cônverge aussi vers la même linite

Avec des conditions de régularité plus fortes pour f, nous'
obtenons re même type de ré_surtats, quand re rayon moyen tend
vers  0 .
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A. EN DIUENSION DEUX

I. PROBLEIIE. EXISTENCE DE LA SOLUTION.

Le plan éÈant rapporté à un repère orthonormé direct (oo,i, j) ,  Ia
l igne médiane du natériau est une succession de demi-cercles de
rayon R>0, situés alternativement dans Ie derni plan y20 et dans
Ie deni plan ySO. Les centres de ces demi-cercles sont les points

oo(2pR,o)  avec 0<p<2n-1,  e t  n  donné dans N.  Les in tersect ions de
ces deni-cercles avec lraxe dtéquation y=o sont les points

ap((zp-r )Rr0)  avec 0<p<2n et  n  de I f .  La lonqueur  apparente L>0
est donnée, et est l iée au nombre n de périodes par la relation:

( I . 1 )  4nR=L

(crest  à  d i re  qur i l  y  a  un nombre ent ier  de deni -cerc les) .  La
longueur  rée l le  de Ia  l igne nédiane est  nL/2 (et  non L) ,  e t  L  est
la mesure de la projection de cette l igne nédiane sur lraxe des
x .

Lfépaisseur  du matér iau est ; . rR,  où p appar t ient  à  lO,1[  e t  est
[destiné à tendre vers orr. Nous définissons le domaine o- occupé
par le matériau, et les ensembles D1,,n et Apn par:

(T .2 )  D r "= tM(x ,o ) :  Ao ! t  3 ( t tP . l  12  ou  AJ t !  s (pR l  12  )

( I . 3 )  r , r -= {M(x ,y )  :  R - (pn )  / 2  <Op l {  <R+(pR)  /2  e t  ( -1 ) r y>O} \Dpn

(f .4) Àpn:-opr.,\(t^lpnu Dpn)

Interprétation graphique: R est Ie rayon moyen, Dpn est
Irensemble des deux bords droits, Apn Ie bord arrondi de
rDpn .  ( c f  : f i g . l  où  i es t  un  vec teu r  d i rec teu r  de  (Ox )  e t  J  de  (Oy ) ) .
Nous notons o11 (resp. r^lzr) Ia part ie de la kih période située au-
dessus ( resp.  en-dessous)  de l raxe des x .



1* partie, 1- chapitre: PB THERMIQIIE StlR DES OWERTS ONDULES.'*-;".*

A. EN DIUENSION DEUX page: 7

t hpgnoa"

+

o
o

q''.

Figure 2zLrouvert onn.

Toutes les fonctions uti l isées sont définies sur lradhérence de
Opn.

Nous considérons le problème suivant:

Soit f ét,ant une fonction donnée de Lz(opn) r trouver upn de ttl(ropn)
te l le  que:

(f.4) -Âunn=f sur on,l

( I .5)  ur r , :O sur  D-

( I .6)  ôup"  lô f r=o sur  A^.

où il est Ia normale extérieure à Àpn.

Si I I on interprète ce problèrne conme
stat ionnai re,  ce la s ign i f ie  que Ie
therniquement, que Ia température est
droit,s, êt que lron a fait un changernent,
pour se ramener à Ia condit ion u=0 sur

Soi t  V^ I rensemble déf in i  par :

(T .7 )  V rn= {v  e  H i (onn )  t . q .  V :O  su r  Dpn  }

un problème thernique
bord ondulé est isolé

imposée sur les bords
d | échelle de température
Ies bords dro i ts .

TNEOREUE AT.1 :  Le-adrnet une solution
problèrne défini par
unique dans V-.

( r .4 )  ,  ( r .5 )  ,  ( r .6 )  ,
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preuve: Le problème donné est équivalent au problème:

Trouver u- de V- tel le que:

( r. 8 ) /,*vrr"vvdxdy 
= 
I,*tu*o" Yvevrn

Lrespace Vpr, est un espace de Hilbert pour Ia norme du gradient

et le théorème ÀI.1 est alors une conséquence du théorène de Lax-

Mi lgram. I

II. CIIAIIGE!,IENT DE VARIABLES.

Nous nous intéressons à la linite de u,tn quand p tend vers 0,

(crest  à  d i re  guand l tépaisseur  du matér iau est  de p lus en p lus

f ine) ,  pu is  quand n tend vers l r in f in i  (crest  à  d i re  quand les

oscil lat ions deviennent de plus en plus nombreuses ou de moins

en moins hautes, puisque la longueur L est constante). Nous

allons donc effectuer un changement de variables de tel le sorte

que lrouvert sur lequel sont définies les fonctions ne dépende

plus n i  de p n i  de n.

On introduit les nouvelles notations, lrabscisse curvi l igne s

mesurée sur Ia ligne médiane de orn à partir de A" , Ia distance

du point à Ia l igne rnédiane p affectée du signe + si Ie point est

au-dessus de celle-ci, - dans le cas contraire et r=p/t/R (voir

Ia  f igure 2) .  Les nouvel les var iab les seront  r  e t  s .

F igure 3:  s igne de P.
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Nous définissons les ensembres et fonctions suivantes:

( I I .1 )  O =  10 ,  t t l l 2 tx l - t ,  t t  domaine  des  var iab les  s  e t  r .

( I I .2 )  O i r  =  I  (2k -  3 - ( -1 )  i1z rn ,  
ek -  1 - ( -11 i ) r rR [x ] -à ,  +L

22
pour i= lou2 ,e t1<k<n

( I f  .3 )  Vo ' :  1veHl1n)  t .q .  V=O sur  les  bords  S=0,  s=nL/2 I
c-.1

( r r .4)
on=1 s i  s  €  ) (2k-2 lnR,  (2k- l )zRt

pour  1<k<n
cn=- l  s i  s  €  l (2k- l )z rR,  2knR[

( I I .  5 )  On (s , r )  = l *p r c , r ( s )

cela étant posé, nous vourons par un changement de variables,
transformer ôrm en n. Pour cela nous al lons drabord expliciter
comment on peut transforrner chaque demi-courol lnê ô;1 (cf .  f ig.r)
en Ie rectangle Oir

Soi t  donc M(x,y)  appar tenant  à o;1.
Pour  ramener l ror ig inê ogen 021-2 s i  i=1,  021-1 s i  L=2,  nous posons:

( f f . 6 ) t  x=  x t+ (4k -3 -an )R  ,  y r=y

Puis nous exprimons xr et yt en coordonnées polaires. Nous
obtenons,  s i  )=2k-Z pour  i=1,  j=2k- t  pour  L=2.

( r I . 6 )2
x r=  - cnO. ;Mcos (s /R)

Y r=  o jMs in ( s /R )

Nous exprimons ensuite O;M en fonction de p:

( I f  . 6 ) c  O i M  =  R  + o n p

La présence de on dans cette fornule est due à la convention de
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signe pour p et au changement de signe de Ia courbure entre o11
et r,121. Et enfin:

( I r . 6 )4  p  =  pRr

Alors les expressions de x et y en fonction de s et r sont:

( x :  ( 4 k - 3 - c n ) R  -  R a n g n c o s ( s / R )
( r r .7){

I y  :  Rgns in ( s /R )

n.Par ce changement de variables or,., devient

ntk n2k

r::louvert n.

rraplati tr 1r ouvert, oÉn en rrt irantrr sur ses bords

Figure

Nous avons
dro i ts .

Nous no terons  ôr ( . )  la  dér ivée  par t ie l le  de .  par  rappor t  à  x .

TUEOREME A I I1 :  Le  p rob lène  (1 .4 )  ,  ( I . 5 ) ,  ( I . 6 ) ,  es t
équivalent au problème : trouver up^ de Vs tel le que:

(rr.8) /o f7Sa.-uu,.,ô,î * -#"Onnô"î)drds = JoEn*rndrds, VTevo

Les symboles 
- 

signif iant quron a effectué Ie changement de
var iab les dans les fonct ions.

(2k-1[rR

nll rt21

Preuve :  Ca lcu l  du  Jacob ien  D(x ry ) /D (s r r ) :
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Nous avons, à part ir de (II .5) z ôgnlôr = Fltn sur {0;1.

Nous en déduisons en uti l isant (TI.7,, sur chaque ouvert o;1:

dx :  cngnsin(s /R)ds -  Rpcos (s /R)  dr

dy = gncos(S/R) ds + Rpansin(s/R)  dr

Droù l rexpress ion du Jacobien:

D(x ry ' )  lD (s r r )  =  R l r çn

Ce nombre est str ictement posit i f  si p appartenant à lOrl l .

Appelons î Ia fonction v dans laquelle le changement de variables
dé f i n i  pa r  ( f I . 7 )  a  é té  e f fec tué .  C res t  à  d i re :

î 1s , r )  =  v (  ( 4k -3 - cn )R  -  Rcngncos (s /R ) ,  Rgns in ( s /R )  )

calcul de ôvlôr et ôvlôy en fonction ôe ôi lôs et âî1ôr.

Nous avonsr ên vertu de ce qui précéde:

ôx lôs  =  ongns in ( s /R ) ,  ôy l ôs  =  gncos (s /R )

ôx l  ôr  = -R,rgncos (s /R) ,  ôy |  ôr  = Rpcnsin(s /R)

Nous en déduisons:

ôv1ôs  =  (ôv /ôx l cngns in (s /R)  +  (ôv lôy )gncos (s /R)

ôv lô r  =  - ( ôv l ôx )Rpcos (s /R )  +  (ôv l ôy )Rpcns in ( s /R )

Nous obtenons alors:

ôv  -  ô î - cn  - : - , s ,  ô î - :  s
-^ -  Iox os en ;in 1fi1 $|x^:cos (fr)

3î = 3:,.# cos 1fil + $fxftsin rsr
Nous avons ainsi:

v..vv =,3Ë'* sin1ft1-3Ë'à".'(Ël r',3Ë'f;î sin1fi1-3i'fr""=(Ër r +

+ r3:,# cos1fiy *,.ft,tn(Ë) r'r3:'# cos1fiy *$':,.fift=t.(Ër :
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= 3Ë'3Ë'#. $Ë'*'*tu'
Nous en déduisons:

(zr.s)/*vurovvdxd,y=lou*(bur*ral*,at*+ô,ur,ô"vldrds

( rr. 1 o, I.,,tn*o"= [ oZ r;w ng dr ds

droù l réquat ion  ( I I .8 ) ,  aprés  s iu rp l i f i ca t ion  par  pR.

Dans quels espaces se situeut les nouvelles fonctions?

Notons I ' l  - (respect. I ' l  o) la norme de - dans Lr (opn) (respect,.
dans L. (n) ) . Nous remarquons alors que 1l Wl -12 est égal au ler
menbre de (rr.9) dans leguel on renprace uÉn par v. or p est dans
lo ,  1 [ ,  r  dans  l -L |2 ,  L l2 l .  donc :

(rr.rrr#r#r& et SrLe

De plus, ô{=Er,*A"7lor. et ôrr=Er,*Arrlor,*

car  i I  n f  y  a  pas de saut  pour  les nouvel les var iab les.  Droù:

(rï.1ù 
lrrnllv vll:o < lvnlSr, t 

+lv7!a

Pour;rR assez pet, i t .  Donc î  est  dans Ht(n) s i  et ,  seulernent s i  v
est  dans Hl(onn) .

De nêne 1l f l , ' ,12 est Ie 2è"8 nenbre de (II.1o) dans lequel on
remplace v par f .  On obt ient  ic i :

(rr.t3l jrrnlrr ,lA s ltll* s Irrn!"r"!â
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Donc f est dans L2 (n)
le théorène.

si et seulement si f  est dans L2 (r^lpr,). Droù
I

théorènes, avec des conditions
puis des résultats concernant
Irexpression de Ia l in i te

RE!,IARQIIE À.II.2z FORI,IE FORTE DU PROBL I,IE (II.8). Le problème
( I . 4 ) ,  ( I . 5 ) ,  ( I . 6 )  r es t  égu i va len t  au  p rob lè rne :

Trouver û,. de nt(n) tel le que:

( rr . 14 ) -ô,. (Ctr."^) - ô" tfra""-y = lp.Qn, dans o

( I I .15)  ûrn=O, pour  s=0 ou s=t tL l2

( I I .16)  ô1û-=9,  pour  r=- \  ou r=à

ITI.LIUITE DE . u- QUAIID p IEND VERS 0 AVEC n CONSTAITIT.

Nous donnons ici drabord deux
régrularité différentes sur f ,
convergence en moyenne, êt
coordonnées cartésiennes.

TEEOREI IE  A . I I I . 1 :  So i t  û -  l a  so lu t i on  de  ( f I . g ) .  S i  f  vé r i f i e :

( f l f  . 1 )  l d  -  <  C(pn )1 /2  avec  C  indépendan t  de  p  e t  de  R ,

arors ra farnir le {-fpn, t,  € lorl l  ]  adnet un point draccumulation-f* 
tel que:

l) lÉn+on dans L2 (n) faible, quand F.o, à une sous-famil le près,

2)tpr, - û* dans nl(n) fort, quand p - o, 
-uon 

défini de manière
unique par:

( I I f  .2)  
-u*  

ne dépend pas de r

( r l r .  3)  u*(o){ -  (nt1z7=s
,

( I r I .4)  -  d ,É-  , *= [  l -a ,
dsz J ' t r i "

de
Ia
en
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Le résultat (I I f .2) signif ie gue Ia température u ne change pas
sur les rayons de r,l- pouryr très petit. euand p tend vers O, o,ul
devient isolant, dans Ia direction des rayons.

PREWE: a)En remplaçant  î  par  ù, ' ,  dans ( I f  .g) ,  i l  v ient :

(tzz.t) 
/" 

(L1rrp, (ô,u,,") '.+(ô"8p,) 2l drds=[oârprnendrds

e t  à  cause  de  l r i néga1 i té  de  Hô lde r  e t  de  ( I I . 11 ) :

f tv u*,1â . j !?r"!ollE*,llo

e t  g râce  à  l r i néga l i t é  de  Po inca ré  e t  à  ( I I . 13 ) :

fvu , . ,Josddn, . le ln l l tz

Si  ( I I I .1)  est  réa l isée,  ù^ est  a lors  une fan i l le  bornée de
nl (n) : on peut donc en extraire une sous-farni l le, notée encore
tpn, qui converge vers t- dans Hî(n) faible quand p tend vers o.
Mais ù- est aussi une famil le bornée de Vs qui est un espace de
Hilbert, nous en déduisons que 

-uon 
est aussi dans Vs.

b) On a aussir L-tt l2 S gn S L+1t12, gui prouve que gn tend
vers 1 dans L"(n) fort quand p tend vers O.

La famirre des iÊ- pour res p de ra sous-fanil le des 
-u- 

choisie,
es t  bo rnée  dans  L ,  (n )  d rap rès  ( f f . 13 )  e t  ( f I I . l ) :  on  en  ex t ra i t
une sous-famil le, notée encore 7*, qui converge dans L" (n)
faibte vers 

-f*, 
quand p tend vers O. Droù:

( IIr . 6 ) 
Jo 

=*r.urds - v  î  e  H l (n )

Maintenant nous nult ipl ions (If .8) par FzRz et nous remplaçons
î par t- qui est dans Vg. fI  vient:

Jor-îata=

Inton(ôrùrn). + (tt"R, /pn) (ô"trrr,; z ldrds = ItzRrJnl,,.-u,,,.gndrds
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En uti l isant (II.11) nous pouvons écrire:

âl a.ur, I i" tnl s ;rzpz Inl-t-tndrds

En ce qui concerne le membre de droite de cette inégalité, nous
savons que:
Ï- est bornée dans L2 (n)

tnn est aussi bornéé dans L" (n)

gn est bornée dans f,"(n)

En passant à la l inite guand p tend vers O, dans Ia dernière
inégali té, i l  vient donc:

lô .up"  l r , "  (n)  
*  o ,  quand p- '9

oE, conme ôrt- - ô.t*, dans L, (n) faible, nous avons aussi:

I A'û* | r,. (n)

Nous avons ainsi:

ô "u *  =  0 ,  d roù  ( I I I . 2 )  e t

ôr-unn - ô.-u*, dans Lz (n) fort, quand p tend vers O

Et ,  en prenant  î  dans H3( lO,nLl2 [ ) ,  gu i  ne dépend pas de r ,  nous
obtenons Ia  forme var ia t ionnel le  de ( I I I .4) ,  par  passage à Ia
l imi te  dans ( f  I .8)  ,  en ut i l isant  ( I I I .6)  e t  Ie  fa i t  ç Iue 

-up, .

converge vers ton dans Hî(n) faibre.

c)Reste à rég1er Ia question de la convergence forte.

Appelons zr L, intégrale suivante:

,n = I n 
tp*g;f a, (ùr^-û*) l' * -4rla" (û--ù*) l z ldrds

Drune part ,  nous avons:

", , I n 
tjçra, (ùr.-ù*) l, * -ft" (û--ù*) 1z ldrds
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Soit encore, si  p est assez peti t :

., > \l t tô, (-um--u*) l ' + 1ô" 1ùrr-t*) I2 )drds'n

Droù, en ut i l isant l t inégal i té de poincaré:  '

(IIr. z) zr > \ | û,ur--u- I 
", 

(n)

Drautre part, nous pouvons écrire, ra fonction ton ne dépendant
pas  de  r :

"n 
= ln trr+ff,""un[ôr(û---uon) ] * 

,]a",run[ôr(û--ù*) ]]drds

Jn to + (1/p") ô"t*Jô" 1ùrn--uon) I )drds

Droù ,  g râce  à  ( I I .g ) :

zr = I n 
-t- 

ltnn-û*) gndrds - In { r/o^) ôrûon[ô, (ù--ùon) ] drds

A lors  en  u t i l i san t  ( r I .11)  e t  I r inégar i té  de  Hô lder ,  i l  v ien t :

z r  3  (3 /2 ) l  
- f , r , ,  

lL ,  (n ) l -u , .n -ùo , .  l r , ,  (n )  +

* In[ 1- (çn) -1]ôr-o*tô" 
(ù--ùon) Idrds + Jnô"ù*1a, 1-u--t*) ldrds

Soit, enfin:

( I I I .  B lz ,  3  (312) t  8 , , , ' .  lL ,  (n ) lû , , , . -ûon l r , ,  (n )  +

+  |  r - ( çn ) ' t  l r , " (n ) la rùon  1" ,  (n ) l  ô r1ù- - -u* ;  l r , ,  (n )  +

* Inôrù"n[ôr(i_-i ' .,) ]drds

Le prenier terme du deuxième membre de cette inéguation tend vers
9 avec ,r, car 

-f- 
est bornée dans L, (n) indépendannent de ,r, êt

u,,,i converge vers 
-uo,., 

dans Lt (n) fort,, grâce au théorène de
ReI I i ch  e t  au  2)  du  théorène À. I I I .1 .

Le second membre de cette inéquation tend aussi vers o avec p,
car gn tend vers 1 dans L"(n) fort, êt ù- converge vers Ë* dans
Hl (n )  fa ib re .
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COROLTÀIRE À. I I I .23 Soi t  t -  la  so lut ion de ( f f .8) .  S i  f  est
continue sur lradhérence de opn, pour un_p donné de 10, 1[,
et si f  ne dépend ni de p ni de R, alors u- converge dans Ht (n)
fo r t  ve rs  u *  dé f i n ie  de  façon  un ique  pa r :  ( I I f . 2 ) ,  ( I I I . 3 )  e t

(rrr .e) = - f * (s ro ) ,  
su r  od2ton

dsz

Le troisiène terme du second nembre de
o avec p, car t- converge vers ù* dans

La convergence forte en résulte, conpte

( I I I .8)  tend auss i  vers
H î (n )  f a ib re .

t enu  de  ( I I I . 7 ) .  I

de la l igne
continuité

PREtrvE: Nous appriquons re théorème précédent, après avoir nontré
ÇIue lrn - 

-f* 
dans L2 (n) fort, quand p -, O.

Par hlpothèse, f est cont, inue sur lradhérence de olpn, donc I r l
<  M sut  oxnr  avec M indépendant  de , r ,  ê t  f  vér i f ie  ( I I I .1) .Donc
drap rès  l e  t héo rène  p récéden t ,  nous  avons  ( I f I . 2 )  e t  ( I I I . 3 ) .

Mon t rons  enco re  ( I I I . 9 ) .  Su r  O ;1 ,  nous  avons ,  d rap rès  ( I I . 7 ) :

- f -1s , r1  
=  d  (A f -3 -an )R-Rongncos (s /R) ,  Rgns in (s /n ) )

A cause de Ia continuité de f nous pouvons écrire:

- f -1s , r1  
{  e (  1+ f - f -on )R-cnRcos (s / r ) ,  Rs in (s / r ) )  ,  quand  ; r  -  O ,

en chaque point. Posons alors:

( I I I . 10 )  l * ( s , 0 )=  f (  ( a f - g - cn )R -cnRcos (s l r ) ,  Rs in ( s / r ) )

Crest  Ia  va leur  de f  au point ,  drabsc isse curv i l igne s
médiane de opn. On montre alorsr ên uti l isant la
uniforme de f sur 6u,y que:

7a ,  -  1o , ' .  dans  L2  (n )  f o r t ,  quand  p  -  o .  D roù  ( I I I . 9 ) . T



1* partie, 1" chapitre: PB TIIERMIQUE SIIR DES OIMR'TS OI\DIlLES.rhj,ru.

À. EN DITIENSION DEUX page: 18

COROLLAIRE A.III. Szconvergence en moyenne: Soit t,,. la solution
de ( I I .8) .  S i  f  est  cont inue sur  l radhérence de opnr  pour  un p
donné de l0_,  1 [ ,  e t  s i  f  ne dépend n i  de p nLde R,  a lors  Ia
moyenne de u- .sur  l -0r5 i  0r5[  converge vers u*  guand p tend
ve rs  0 ,  dans  H ' (10 ,  r L l 2 l l  f o r t .

PREWE:  No tons  f=10 ,  t rL l2 [ re t  |  . l  r  I a  no rme  de  .  dans  L2  ( I ) .

Nous avons alors:

I

PROPOSITION À.IIT.1Z RETOUR AUX COORDOIfTTEE.S CARTESTENNES: Avec
les  hypo thèses  du  théo rème A . I I I . 1 ,  p  é tan t  cho i s i  dans  lO ,1 [ ,
uon désignant la fonction uon dans laquelle on a fait le
changement ,  inverse de ce lu i  décr i t  par  ( I I .7) ,  on a:

(rrr.11) pt"l  vr- - vu* l- -r e quand p - o

PREII9E:  Àppl icat ion de ( f I .12)  pour  I tappar tenance de uon à
Ht( r , l - ) ,  ê t  pour  le  résul ta t .  I

l* t li""l - fuo"..;, = .;;"'[ "* f;* ui - *il'u=
=l'0"' I I',: ,'r[ 

t" o- - duJ^ ] u' 
I " 

ds

Js  t  ds  J

s lV-u , ,n -V-u* loz

Droù le résul tat .

EXPRESSION DE um EN FONCTfON DE x ET y. Posons:
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." [  [ '  
-r-( t ,o) dr lu"A(s)= 

Jo I  1o I

ÀIo rs  ( I I I . 3 )  e t  ( I I I . 9 )  i np l i quen t :

( I r r .12) t*(s)  =Y.s -  A(s)

La formule (II .7) perrnet de calculer s en fonction de x et y,
et par suite uorr(X, y) .  On obtient:

Sur  ôtkr  u*(xry)  est  égal  à  son express ion donnée par  ( I I f  .12)
dans laquelle on a renplacé s par:

Nous donnons ici un seur théorène, groupant 1rétude de la l inite
de ù*, et I I expression de cette l irnite en fonction des
coordonnées cartésiennes x et y, et ici seul x intervient.

( r r r .13)  s (x ,y )=  -  R.Àrccot " "  [ . - .@ l *  (2k-1)nR
tYJ

Sur ozkr  u*(x ,y)  est  égal  à  son express ion donnée par  ( I I f  .12)
dans laquelle on a rernplacé s par:

( I I I .14)  s (x ,y )=  R.Àrccot " " [# l *  (2k-1)nR Itv l

IV.LII{ITE DE û* QUAUO D TEND VERS +oo (donc R + 0}
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TEEOREUE À. Iv . l :  Soi t  ôo= l -L ,  zL l  x  l -L ,  L [ .  g i  f  est  cont inue
sur 60 et ne dépend ni 

- 
de p ni àe R, alors ùon converçte dans

Hé( lO,  nL l2 l l  for t ,  quand n + { {  ,  vers uoo déf in i  par :

( r y .1 )  _  dzùoo(s )  _  f , ( 2s l t r ,  o l  su r  JO,  t rL /2 t
dsz

( IV .2 )  
-uoo (O)  

:  ùooQrL l2 )  =  O

Et  en notant  uoo(x)  = ûool tx lz)  pour  x=2s/n,  nous avons:

( rv .3)  _ [3 ]  "%Ïoo(x)=f  (X,  o)  sur  lo ,  L t

( I V . 4 )  u o o ( O )  =  u o o ( L )  =  Q

PREIIVE:  La re la t ion ( I I I .9)  impl ique,  pu isque uon appar t ient  à
Hlc  o  ,nL l2 l l  z

2  
, rL l7  _= l ^  f - ( s r  0 )uon (s )ds

L2 (0 ,  nL l2 )  Jo

Et en utirisant res inégarités de Hôlder et de poincaré, êt la
continuité de f sur ôo nous obtenons:

|4* |I  ds  I  L ,  (0 ,  rL l2 l  
-

Donc, à une sous-sui te près,  ù* converge dans Hlf io,  rL l2 l l
faible vers too.
Pour démontrer (rv.1),  nous considérons le point  M drabscisse
curvirigne s de ra l igne nédiane de opn. ses coordonnées
cartésiennes sont, pour i=l ou 2:

(  (ak-3-cn)  R-anRcos(s /R) ,  Rs in (s /n )  )

Cherchons Ia linite de ces coordonnées quand n tend vers {o. Nous

| ËË-l
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avons:

(2k-# lnR(s< (2k-$f

Nous en déduisons:

+ * ( l+c^)R < arn s + * (3+cn)R

Et quand n tend vers {or alors R tend vers o et les coordonnées
en quest ion tendent  vers (Zs ln,  0) .  A ins i  du fa i t  de la
continuité de f, nous avons:

Eon(s,  01 -  f  (2s l r ,  O)  quand n+f€,  en chaque point .

Et du fait de Ia continuité uniforme de f sur 6o:

- fon (s ,  
01  -  f  ( 2s /n ,  O l  quand  n+*o r  dans  Lz  (O  ,  nL l2 )  f o r t .

Droù ( rv . l )  r  êD passant  à ra r imi te  dans res deux membres de
l téquat ion su ivante:

rLl? il12

I
Jo  ds  ds*s  

=  
Jo  

fon (s ,  o )  v  ds  V  v  e  H l (10 ,  nL lz l l  .

Pour ra convergence forte, mêne démonstration que pour re
théorène A. f f l . ] . .  I

B. EN DIIIENSION 3! ÎOLE oNDULEE.

I. PROBLEI.TE

Nous assini lons la tôIe ondulée à l tadhérence de Tpnr part ie de
R3 engendrée par le déplacenent de ô,rnr perpendicurairenent à son
plan, sur une distance de I .  Ainsi  on a:

( f  .1 )  Tr . ,  =  0m X 10,  f  t

(T.21 Ay, = Dr.r ,  X 10, l [ :  part ie du bord droi t  hor izontal  de T-.

( I .3)  1\r '  = 1- \ (Trn v A*l :  reste du bord de T-.
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nsn

Figure 5: l touvert Tnn.

Nous considérons Ie problène suivant: f étant une fonction donnée
de Lz (Tp.) , trouver u- de Hl (Tnn) tel que:

( I .4 )  -Au-=çsurTun

( I .5 )  upn =  0  sur  n -

( I .6)  ôu-/ôi l  = O sur l { rn

Le problème donné est senblable à celui étudié dans Ie paragraphe
A. Les démonstrations sradaptent facilernent et ne seront en
généra1r  pês écr i tes.

Soit Vpn lrensemble de fonctions défini par:

( r . 7 )  vs ,  = t v  €  H1(T , t1 )  t , . q .  V  =  0  su r  n -  )

TEEOREUE 8 . I . 13
solution unique

Le problène
dans V-

( r .4)  , (r .  s) , ( f .6 )  adnet  une

PREWE: voir  théorène À.r .1.  Nous avons ic i :  u-  solut ion de:
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I
( r. 8 ) I r*rurJvdxdydz 

= 
I rr,tn*dydz 

Yv€vun

II. CEAIIGE!,TENT DE VARIABLES.

Nous effectuons Ie même changement de variables qurau A, avec les
mêmes notations pour les fonctions. Pour les ensernbles, nous
noterons:

( I I . 1 )T=Ox l0 ,  I t

(TT .2 )  V r  = t v  €  H l (T )  t . q . v=0  su r  ) - r , r l x {0  ,TL l2 t x )0 ,1 [ ]

Nous noterons aussi I  . l  -  Ia norme de . dans L, (Trn)
et |  . l  1 Ia norme de . dans L2 (T) .

PREWE: Ia mêrne que pour Ie théorène ÀfI2, avec:

(rr.4) n pR[V l'l| s lv'4i" t #[v 
t|l?

I

TEEOREI-IE B.II.1: Le problèrne défini par
équivalent au problème:
trouver u- de V1 tel le que:

(rr.3) /o ( r',#il.,r,,nô,.î * rla,tnnô"î +

( I .4 ) ,  ( r .5 ) ,  ( r .5 )  es t

g"ô.uunô.v) drdsdz =

= JoEnnt9ndrds, Vîev1

(rr.s) m pnll?n,llI s [fll'?r" s /tt pRll?u"il?
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III. LIUITE DE ùÉn QUAIID F TE![D VERS O AVEC n CONSTÀ!ïI

Le théorème A.I I I .1 se t ransforne en:

TEEOREME B . I I I . 1 :  So i t  Ënn  l a  so lu t i on  de  ( I f . 3 ) .  S i  f  vé r i f i e :

( I I r . 1 )  l f l  -  <  C (pR; t /a  avec  C  indépendan t  de  , r  e t  de  R ,

a lors  la  fami l te  { - fp1,  t  €JOr 1[ ]  admet  un point  draccnulat ion 
- f *

te l  gue:

2)ùpn - t *  dans Hl ( t )  for t ,  ù*  déf in i  de nanière unique par :

( I I I .2)  
-uon 

ne dépend pas de r

( I I I . 3 )  
- uon10 ,z1  

=  t onQrL l2 , z )  =  Q

( r r r . 4 )  -  Q . - r on  -  ô r l on  =  [ t " - r on (s , r , z )d r-  
ôsz  ôzz  J  _ rn

De même, du corol la i re A.ITT.2,  nous t i rons:

ôsz ôzz

COROLLAIRE B . f I I . 2 :  So i t  û r ' .  I a  so lu t i on  de  ( I I . 3 ) .
continue sur lradhérence de Tpn, pour un-,J donné de
et si f ne_dépend ni de p ni de R, alors u- converge
for t  vers u*  déf in ie  de façon unique par :  ( I I I .2) ,

( r i l . s )  -  ô ' ù *  -  A t - . t *  =  
- f o r ,  

( s , 0 ,2 ) ,  su r  T

Si  f  est
10 ,  1 [ r
dans  H ' (T )
( I I I . 3 )  e t

E t  I e  co ro l l a i r e  A . I I I . 3 :
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COROI,I,AIRE B.III.3z COI;II|ERGENCE EN I,IOYENNE: Soit Tlrrr Ia soluTion
de ( I I .3) .  S i  f  est  cont inue sur  l radhérence de opnr  pour  un p
donné de I0r_ 1[ ,  et si f  ne dépend ni de ,r ni_ de R, alors la
moyenne de upn.sur  J-0r5 i  0r5[  converge vers u*  quand p tend
ve rs  O ,  dans  H ' ( JO ,  nL l2 l  x  10 ,  l t )  f o r t

Quan t  à  Ia  p ropos i t i on  À . I I I . 4 ,  e I Ie  dev ien t :

PROPOSITION B.IIf . lz RETOUR AUX COORDONNEES CARTESIENNES: Àvec
Ies  hypo thèses  du  théo rène  B . I I I . 1 ,  p  é tan t  cho i s i  dans  lO ,1 [ ,
uon désignant Ia fonction uon dans laquelle on a fait Ie
changement  inverse de ce lu i  décr i t  par :  (TI .7) ,  on a:

( r r r .6)  p t " l  V. r -  -  Vuon l -  r  0 ,  quand p-o

IV. LIUITE DE tm guand n tenô vers +æ

Le  théo rène  À . IV .1  s réc r i t  i c i :



ÎEEOREME B.IV.1: Soit To= ôox 10, 1t._ Si f  est continue sur 
-To

et ne dépend ni de ,! ni de R, alors u* converge-dans
Hà(10 ,  rL l2 [  x  ] 0 ,  l t )  f o r t ,  guand  n  - r  {o  ,  ve rs  u *  dé f i n i  pa r :

(w'1)-*%"1: ,z l  -  Q-" ioo(s,z l  =f  (2srn,o,z)  sur  lo , t t l r2 [x ]0,1[

(TV .2 )  
-uoo (O,  

z l  =  
- t l ooQrL /2 ,  

z )  =  Q  su r  lO ,  I t

Et  en notant  uoo(X,  z)  = ûoo!rx /2,  z)  pour  x=2sl t t ,  nous avons:

( rv .3)  _  [  a  l  ra '=uoo _ 4ooL r  r  ôxz  ôzz= f  (x 'o ,z )  sur  l0 '  L t  x  l0 '  f  t

( IV .4 )  t oo (o ,  z l  =  ùoo (L ,  z ) :  O  su r  JO ,  I t
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C. EN DIUENSION TROTSs BOITE AIJI!,IENTAIRE

I. PROBLEME.

Nous revenons à rrouvert r^r- défini dans la partie À. soit Ro>zR
un réel donné et A la droite dréquation y=&, et orienté par I.
Àlors rrouvert de R3, noté Bpn, est ra partie de R3 engendrée par
res rotations de o,,,, autour de Â et drangles 0 appartenant à
lo,2tr l .  Par déf in i t ion,  Ia boi te al i rnentaire est  I radhérence de
B- et le réel Ro en est le rayon moyen.

c- est Ia partie de ra frontière de Bpn, provenant de D-.

Â*, = É- \(Bm U C-) Ie reste du bord, frontière latérale de B-
(vo i r  f i g .4 )  .

Nous considérons le problèrne suivant: f étant une fonction donnée
de Lz (Bm) , trouver u- de Hl(e-) tel que:

( I .1 )  -Au-= fsurB-

( I .2)  urr ,  = 0 sur C-

( I .3)  ôu-/ôi l  = O sur Â-
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Cornme pour Ie paragraphe B, nous ne roentionnerons gue les points
spécifigues à ce problèrne.

Soit Wrn lfensenble de fonctions défini par:

( r . 4 )  4 -  = t v  €  H l (g r . , )  t . q .  v  =  o  su r  c -  )

TEEOREME C. I .1 :
solution unique

Le  p rob lème  ( f . 1 ) ,
dans !{pn

( r .21  ,  ( I .3  )  admet  une

PREWE: Voi r  théorène 4. I .1 ,  avec ic i :

( r. 5 ) I 
"*vurnvvdxdydz= 

I 
",,tr*oro, 

Y v €wua
t

Figure 6: I I ouvert B,m
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II. CEAIIGEUENT DE VÀRIÀBLES.

Lridée est de couper B- par un demi plan P. de bord (Orx), et de
retrouver ainsi op6, à une translation près.

Appelons m Ie projeté orthogonal drun point M sur Ie plan
(xOz) .Les nouvelles notations sont:

'  I rabsc isse curv i l igne s  mesurée dans P.  comme dans A. I I ,

'  le nombre r défini dans P. conme dans À.II,

'  0 :  une  mesure  de  l rang le  ( tOx ) ,  [On) ) ,  co rnp tée  au tou r  de  (Ox ) .

'  r1 : Ia  d is tance du point  M au cy l indre moyen draxe (Ox)  et  de
rayon Ro, affectée du signe + si M est à lrextérieur de ce
cylindre et du signe - dans le cas contraire.

Les nouvelles variables sont s, r et 0.

Les formules de changements de variables sont alors:
pour se ramener à op' dans P.:

(  I I  .  1)  y= (q+I t " )  cosO t  z=(q+&) s inO .

Pu is r  ê r  s r i nsp i ran t  du  A  fo ru ru le  ( I f  . 7 ) :

I  x  =  (4k -3 -cn )R  -  Rcngncos (s /R)
( r r .2){

t t l  =  Rgns in (s /R)

Soit encore, êD condensant les deux étapes:

x  =  (4k-3cn)R -  RIan+r r rJcos(s /R)

y= [  n ( l -cnpr )s in (s /R)  +  &  J  cosO

,=  [  * ( l - c ; r r )s in (s /R)  +  &  ]  s inO.

( r r .3)
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Posons:

( I I . 4 )B :Ox l0 rZ t r l

( r r .5)

Q = t0 ,  rL /2 \  x  ) - r ,  ,T ,  x  lo ,  2nt

To :  10,  nL/21 x  1- t ,  \ t  x  t0 )

Tzr  =  10,  nL/21 x  ) - r ,  \ f ,  x  {2nI

( I I . 6 )  VB  =  
{n  

.  H l (B )  t . q .  v=0  su r  C ,  e t  v l  =  . r l  
},  l yo  l f z r ,

Arors on dénontre que vs est un espace de Hilbert. Nous notons
de manière analogue à ce qui précède ; ra fonction . dans
raquerre le  changement  de var iab le ( r r .3)  a  été ef fectué,  I  . l  -
Ia norme de . dans Lt (Brn), êt |  . l  .  Ia norme de . dans
L.  (B) . In t roduisons encore Ia  fonct ion:

( r I . 7 )  ûn (s )  =  Qn (s )Rs in ( s /R )  +  Ro

TEEOREME C. r f .1 :  Le  p rob lème dé f in i  pa r  ( I .1 )  ,  (T .2 ) ,  ( I .3 )  es t
équivalent au problème:

trouver ùr. de Vs telle que:

(rr.s) /B t$a,"U-ô,.v + fia"ùn^a"'v + fiia.-unnô.Ç)drdsdo 
=

I r-t-îqngndrdsdg, Vîevg

PREWE: la même que pour Ie théorène À.TII.Z, avec:

(rr.s) rn pRlV vX:" s !vdi, t #[v 
ttr3

t
(rr.10) m pnll?u 

"|'13" 
s llfll'r" s ar pnll?r,,ll3
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III. LII|ITE DE t ,' QUÀ}ID p TEND VERS O AVEC n CONSTÀIWP

Notons drabord:

( I I r . 1 )  So  :  &  +  Rs in ( s /R )

Le théorène A. I I I .1  se t ransforme en:

TEEOREI iE  C . f I I . 1 :  So i t  
-u -  

I a  so lu t i on  de  ( I I . g ) .
s i  f  vér i f ie :

( f l f  .2)  |  t l  -  <  C(pR)1/2 avec C indépendant  de p et  de R,

a lors  Ia  fan i l te  {7 ' , ,  , /€JO ,1t }  admet  un point  draccmulat ion
l* tel que:

l)-f , tn - -for, 
dans t. (B) faible, quand p -+ o, à une sous-famil le

p rès ,

2)-upn -  t *  dans Hl (B)  for t ,  û*  déf in i  de manière unique par :

( I I I .3)  
-uon 

ne dépend pas de r

I  t * (o,e)  = t *QrLl2,0)  = O sur  10,  2nI
( r r r .  4  )  {

t -I  u* l  =t* l
I To | 'lzt

Pour la preuve, notons ici que! ûn - $o dans L"(B) fort.

De même, du théorène A.TIT.2,  nous t i rons:



COROLLAIRE C . I f I . 2 :  So i t  
-u -  

l a  so lu t i on  de  ( I I . 15 ) .  S i  f  es t
cont inue sur  l radhérence de 8;16r  pour  un_p donné de lor l [ r -
et si f  ne_dépend ni de p ni de R, alors unn converge dans Hl(B)
fo r t  ve rs  u *  dé f i n ie  de  façon  un igue  pa r :  ( I I I . 3 ) ,  ( I I I . 4 )  e t

(rrr.6) - 3J *Æd" l_ h *f = t*1s, o, 0) ùo(s)
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Et  I e  co ro l l a i r e  A . I I I . 3 :

coRoLr.ArRE c.rrl.3z cotwERcENcE EN I,I.2YENNE: soit ûun Ia solution
de ( r r .3 ) .  s i  f  es t  con t inue sur  r radhérence de  Bpnr  pour  un  p
donné de l0r  1[ ,  et  s i  I  ne dépend ni  de_p ni  de R, alors la
moyenne de unn sur )-r, \ l  converge vers ùon quand p tend vers
O,  dans  H ' (10 ,  rL l2 l  x  10 ,  2 t r t l  f o r t .

Quan t  à  Ia  p ropos i t i on  A . I I I . 4 ,  e I Ie  dev ien t :

PROPOSITION C.III.4z RETOUR AUX COORDONMES CÀRîESI^E'MES: Àvec
Ies  hypo thèses  du  théo rè rne  C . I I I . 1 ,  p  é tan t  cho i s i  dans  10 ,1 [ ,
uon désignant Ia fonct, ion ùon dans laquelle on a fait ie
changement  inverse de ce lu i  décr i t  par  ( I I .3)  on a:

( r r r .7)  1r" ' lFu^ -  Vuon l -  -+ Q quand I r  -  o

IV. LIMITE DE 
-uon 

quanô n tenô vers +oo

Le  théo rène  A . IV .1  s téc r i t  i c i :
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TEEORE!{E C.IV.l:  Soit Bo lr ouvert obtenu à part, ir
même façon gue B,' à partir de r^l-._ Si f est continue
ne dépend ni de ,r ni de R, alors uon converge dans_
FI i (10,  n l l2 l  x  J0,  2n l l  for t ,  quand n + fo  ,  vers uoo
manière unique par:

l lor {e
sur Bo

défini

la
et

de

( rv .1 ) -  ô .ûoo -  1  ô tûoo =  f  (2s l r ,  fucoso,  Ros ino)
ô s z  R o 2  ô 0 2

I  too1O,  0 )  :  -uooQrL l2 ,  
0 l  =  Q sur  10 ,  2 r l

( rv .2){
t  

- .oo l  
= ùool

lvo lvr ,

Et en notant  uoo(x,  e)  = 
-uooQrx l2,  

0 l  pour  x=2sl t t  e t  ç=p6,  nous
avons:

( r v . 3 )  -  12 ' 1  
zôzuoo  -  f uoo  = f  (M)  avec  M(x ,  Rocosg ,  Ros ing )

L r  I  ôxz  ôç ,

( IV .4 )  uoo (0 ,  0 )  =  uoo (L ,  0 )  :  0  su r  lO ,  Zn l

Figure 7:
l in i te

Cyliudre
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DET'XIEIIE CII.APITRES

LII,IIIES Err ÎEERUIQUEIIITERVERSION DEg

INTRODUCTION3 Dans ce chapitre, nous nous intéressons encore à

lréquation thernigue stationnaire: -Âu = f, définie sur les
ouverts particuliers déjà uti l isés! ôpnr en dimension deux, T- et
Br.n, en dinension trois, respectivement: tôle ondulée et boite
alinentaire. Cette fois, pour chacun des trois cas envisagés,
nous cherchons drabord Ia l iuriÈe de u quand le nombre des
ondulations n tend vers F, Ies dimensions de lrouvert restant
fixes. Pour cela, nous uti l isons les changements de variables du
chapitre T, pour avoir affaire à des ouverts qui ne dépendent
plus de n. Une des diff icultés rencontrée, est Ia l irnite du
produit de deux suites convergeant faiblenent dans L2. Pour la
lever,  nous ut i l isons une méthode dthomogénéisat ion.  En ef fet ,
nous rencontrons des fonctions périodiques dans une direction
seulement: celle qui correspond aux ondulations.
En dinension deux, pour mettre en oeuvre cette technique, nous
employons Ia néthode des échelles nultiples. Nous découwrons
ainsi  un seul  nouveau coeff ic ient ,  déf in i  à l ra ide drune fonct ion
auxil iaire notée 1n. Ensuite, nous montrons que ra rrtempératurerl

converge dans Hl fa ib le,  vers Ia solut ion de I féquat ion
hornogénéisée, gui est une équation différentielle drordre deux.
La quest,ion de Ia l inite quand ttlrépaisseurrr tend vers 0 ne pose
arors pas de probrèmes particuliers: nous obtenons ra nêrne
fonction qurau chapitre 1, après avoir fait tendre drabord
lrépaisseur vers O, puis Ie nombre drondulat ions vers I r inf in i .
Nous vér i f ions ainsi  I r interversion des l in i tes.
En dinension trois, que ce soit pour ra tôre ondurée ou pour ra
boi te ar imentaire,  ra néthode drhomogénéisat ion nous fai t
utir iser res nêmes fonctions auxil iaires xr et, re même
coefficient honogénéisé guren dinension deux. Nous pouvions nous
y attendre, car les ondulations sont, dans chaque cas, dans une
direction seulement. Nous dénontrons encore la convergence dans
Hr faible de la rrteropératurerr vers une fonction, solution drune
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équation différentierre drordre deux. De-même guren dimension
deux, la question de la l imite quand rrlrépaisseurrr tend vers O
ne présente pas de diff icultés, et lr interversion des l inites est
encore réal isée.

A.INTERVERSTON DEg LTUITES EN DI}TENSION DET'X.

I. NOTÀTIONS. PROBLEME.

Nous uti l isons res notations suivantes, L et R étant deux réels
stricternent positifs donnés (L longueur et R rayon moyen de
lrouvert  ondulé r . lp6,  drrrépaisseurrr  ,JR):

( r .1)

( r .2  )

( r .3)

( r .4  )

(r .  s) pour presçlue tout (srr)eO

Les nombres R et n sont l iés par la relat,ion:

( I .6 )  4nR :  L

f l  =  10 ,  t rL l2 t x l -à ,  \ l  doma ine  des  va r iab les  s  e t  r .

oo  = l -L ,  2L [x ] -L ,  L t  doma ine  des  va r iab les  x  e t  y .

Vs -  tv€Hl(n)  t .q .  V=0 sur  les bords s=O, s=t rL/2\

l-
I  o " ( s ) :1  s i  se l  (2k -2 )nR,  (2k -1 )z rR t
I  avec  ke { l ; . . .  i n }
I  cn ( s )= -1  s i  se l  ( 2k -1 )nR ,2knR I
l_

f -q^ (=, r)  =l*pron (s)
I
l_6" f 

=, r) =l-rrran (s)

Nous noterons ôr*, respectivement ôry*,
* par rapport à x, respectivement par

Soit * une fonction donnée, définie sur
Ir, la fonction obtenue à partir de *

va r i ab les  dé f i n i es  pa r :  ch . fÀ  ( I I . 7 ) .

Soi t  drautre par t  Ie  problème:

la dérivée partielle de
rappor tàxe tày .

Oo OU SUf trl;grr nOUS nOtOnS

avec les changements de
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trouver u' de Vg telle ques

( r .7 ) I o, 
Lu*"ulu,a'u* 

l,a'u*,ô'7) 
aras= [ o7,r,:.,g ndrds v I e vo

La question qui Dousr préoccupe
t,,'. quand R tenô vers o, ou
constant inférieur à Llz, puis
quanô p tend vers O.

ici  est de chercher Ia l inite de
quand D teud vers {€r tt étant
la linite de la fonction obtenue

La fonction gn est périodique en s. crest, ra raison pour laquelre
nous uti l isons une néthode drhomogénéisation dans la direction
des s.  Dans ce but ,  nous in t roduisons,  êD posant  S=s/R:

( I . 8 )  I  =  fO ,2n l x ) - \ , r | ,  dona ine  des  va r iab les  S  e t  r .

Déf in issons,  sur  r tensemble des fonct ions de Ht  ( r ) ,  pér iod iques
de pér iode 2r  en S,  Ia  re la t ion R par :

vRr.r .. w-v est une fonction de s seulement

Soi t  na intenant  Vs I respace fonct ionnel  déf in i  par :

( I . 9 )  V1  =  { v :  v€H1  ( f ) ,  pé r i od ique  de  pé r iode  2n  en  S } /R

Nous considérons V1 muni de Ia norme suivante:

lv l l  =  1 lô"v lT" f r l  + lôrv l i r t r l  l tz

Alors v(I) nuni du produit scalaire associé à cette norme est, un
espace de Hilbert.

seron lrhabitude, nous considérons les fonctions de s et de r
comme des fonctions de s, s et r périodiques en s. Ainsi, ên
posant:

f -ots,r l  =1+pr,  sur
I
f_o(s,r)=1-pr,sur

I  0 ,1T tx ) - , , \T ,
g de période 2n en S

)n ,2 r l x ) - \ , r r l
( r .10)
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nous avons:

( I .11 )  en(s ,  r )  =  9  (s /R ,  r )

II. LIuITE DE ûÉn QUÀIID D ÎE![D vERg +co.

PREWE:

1o) EXISTENCE DTI'NE LIIIITE FAIBLE.

Nous dénontrons, conme dans ch.I preuve du théorèrue A.fI. l ,  çlue-u- 
est bornée dans Hl(n) , indépendamment de R. rr en est de nêne

pour 
-u- 

dans vg. comme cet, ensenbre est un espace de Hilbert,
nous en concluons ç[ue, à une sous-suite près, t- converge, guand
R tend vers o, dans vg faibre, vers une fonction notée
provisoirenent u..

( I f  .4)  ùnn -  l ror  dans Hl  (n)  fa ib le ,  quand R+0.

ÎEEOREME À.II.1: Si f  est continue sur 
-oo, 

alors t, ' .  converçte,
quand R tend vers O, dans Hî(n) faible vers Ia fonction not,ée
tn.  Cet te dern ière ne dépend pas de r ,  e t  est  déf in ie  de
manière unigue par:

avec:

(rr.2) bp = I,  ,Tq!t 's(s-rr.)dsdr
et  Xr  Ia  so lut ion unique de 1téquat ion var ia t ionnel le :

( r r .3 l  I r#r(s,r)ô.(s-xr)ô."v + O$t=(s- lp)ôsvJdrds 
= o,
W6\/r

2o)u. ESI MDEPENDÀIITE DE r.
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En remplaçant,  î  par ù- dans ( I .z) ,  i l  v ient :

( r r .5 )  1  [on (ô .ùpn)2drds+  [  r  (ô " tp )zdrds=  f  E -ù -pndrds
Ë2R2Jo  Jo  9n  Jo

or r  nous  avons :  l r l  <L l2 t  F lL  e t  l cJ  =1 ,  doncz  L /2

De plus: 
-r.1n1 

est incrus dans f (oo) qui est borné indépendamment
de R, car f est continue sur 

-oo.

f l  s rensu i t :

. l  r
( I I .6)  R- t  I  Arûpn l r ,<o l  S C,  avec C,  constante indépendante de R.

et comme ôrip" - ôru. dans L. (n) faible, nous avons:

l - l l l
( I I . 7 )  |  ô r r : .  l l , ( o )  S  l i r n  i n f  I  A r t . , '  l . , co ,  =  o ,  d rap rès  ( I I . 6 ) .

Droù ôrlr.  = 0, ce qui prouve que uo ne dépend pas de r.

3o)QUELQUES RESULTÀTS gUR gn ET 6n.

Notons drabord que cn est une fonction de L, f i  O rrL/21) ,
périodique de période nR. Donc elre converge vers sa moyenne, sur
une pér iode,  dans Lr  ( lo ,nL l2 l )  fa ibrer  guând R -+ o.  Nous avons
donc :

cn  -  0  dans  L .  (10 ,  rL /21 )  f a ib le ,  quand  R  +  O .

Et comme cn ne dépend pas de r, nous pouvons encore écrire:

( I I . 8 )  cn  -  0  dans  L "  (n )  f a ib le ,  quand  R  -+  O .

En ef fe t ,  constatons drabord que pour  toute fonct ion v  de Lz (o) :

I ' - ! r j rua= est  dans L ' ( l  o , rL /2 l l  car :

IE ' tz ( |1- t , j rvar\zds<Jovzdrds,  draprès I  I  inégaI i té de Hôrder.  Donc:

Iocnvdrds=l}Ltzan(11- l r j rvar)ds -  o,  quand R + 0,  draprès ( I I .g) .

De plus,  pu isquê on2 = l  sur  JOrnLl2 l ,  a lors  cn ne converge pas
dans  L2  ( l  O , t rL l2 l )  f o r t .
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or  gn  =  1  +  l t ten t  e t  donc ,  d raprès  ( I I .8 ) :  -

( I I .9 )  gn  -  1  dans  Lr  (n )  fa ib le ,  guand R -  0 .

Et cette convergence nra pas l ieu dans L2 (n) fort.

Alors, pour déterminer u. nous pouvons penserr êD considérant
( I .71 ,  à prendre une fonct ion test  v dans 0( t  O , t rL l2 l l  ne
dépendant gue de s. Mais de cette manière nous avons affaire au
produit de deux suites, ô"û- et l/gn=qnl (1-tt"Ê21 , qui convergent
dans L, (n) faible seulenent. Nous ne pouvons donc rien en déduire
concernant le comportement de ce produit. Nous allons donc nettre
en oeuvre une rnéthode drhomogénéisation, qui lève cette
di f f icul té.

I O ) UETRODE DES ECEELLES UULTIPIJES.

Nous cherchons un développement de 
-u-, 

à priori sous Ia forne
suivante:

( I I . 10 )  ù -1s r r ;  =  uo (s ,S , r )  +Ru l1s rS ,E )  +  R2u2 (s rS , r )  +  . . .
avec uk périodique de périod,e 2r en S

fl faut noter que la forme forte de (T.7) est, sachant que v est
nul le  pour  s=0 eE s:nL/22

l -  ' '  ^  1^-
(II.11) | trrit l t(9"ô'up") 

- A8(ff.u.1 = fpngnr sur o

L pn ôrù-=O pour r=-à ôu à

Rappelons encore la formule:

( f I . 12 )  ô r (0 ( s , s /R , r )  )  =  (R - lAso  +  ô "0 )  ( s , s /R , r )

Nous avons donc:

Arurr" = ôruo + Rô.ul + RzAru2 +

^J

ô"û -  =  R ' îôsuo  +  ô "uo  +  ô=u l  +  R(ô=uz  +  ô "u l )  + . . .
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ô"  (ç- lô"uu, . )  :  R-2ô"  (g '1ôsuo)  + R-1 [ôs (ç-1 1ô=ul+ô"uo1 1 r  ô"  (g-1ôsuo)  ]

r  ôs (9 ' t { ô "u .+A ru l11  +  ô r (9 -11ô ru l+ô ruo ; y  +  . . .

cat ion des coef f ic ients  de Rk dans ( f I .11) ,  où t -  a
par  son express ion donnée en ( f I .10) ,  nous obtenons,

ns  ( r r . 11 )1  e t  k=O dans  ( r I . 11 )2 :

t t -zôr(gôruo)  -  as (g-1ô=uo)  = o

"uo 
= 0 pour t=-9, ou â

Nous considérons ces relations conme des équations en s et r,
variable s jouant Ie rôIe de paramètre.
En uru l t ip l iant  les deux membres de ( I I .13) l  par  v  quelconque
V1 et en intégrant sur I ,  i I  v ient :

J,  ( -  r t -zôr(gô"uo) v -  ôs (g- lôsuo) v)  dsdr = o

Droù, en appliquant la forroule de Green:

l  r {u- 'vA"uoô.v+g-1ô"uoôrv) dsdr- I r . r -2g (ôruo) n"vds-Jï=g-t  (ôsuo) n=vdr=o

en notant:

Ia

de

Ts (respectivement T.) Ie bord de I correspondant
(respectivernent r=-\ ou L),

i l(nsrnr) le vecteur unitaire normal au bord de I et
l r ex té r i eu r  de  I .

à S=0 ou 2tt

dirigé vers

Alors, res intégrares sur T5 et y,. sont nurres respectivenent, à
cause de la pér iodic i té des fonct ions et  ( r r .13)2.  Nous en
déduisons:

( I I .14)  J r (p -zgôruoôrv  +  g- ra"uoô"v)dsdr  =  o ,  Vvev1.

La fonction g étant bornée par L-pl2>o et L+1t12, le réer p étant
constant strictenent positif et plus petit que Ll2, nous en
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concluons que Ia forne bitinéaire définie par le prenier menbre
de ( I I .14)  est  coerc ive.  Lrappl icat ion du théorèrne de Lax-
Milgrarn, nous perrnet alors de conclure à I I existence et à
I tun ic i té  de uo.  Une solut ion év idente de ( I I .14)  étant  uo=O dans
Vr,  crest  donc Ia  seule so lut ion de cet te  équat ion.  CeIa s ign i f ie
que uo est une fonction de s seulement.

( I I .  15 )  uo (s ,S , r )=  uo (s )

En continuant notre identif ication des coeff icients de Rk, nous
ob tenons ,  pou r  k= -1  dans  ( I I . 11 ) r  e t  k= l  dans  ( f f . 11 )2 ,  e t  en
tenant conpte du fait que uo ne dépend pas de S:

( r r .16) f 
- u''r,(eô.ul) -

I

l_oô"ut 
: o pour

ô= 19-1ô=u11 -  ôs  (  g ' lô "uo)  =  e

r=-\ ou L

corrme précédemnent, nous nult, iprions res deux nembres de (rr.16)1
par une fonction v quelconque de V1, êt nous intégrons lrégalité
obtenue sur r. En appriquant la formure de Green, les intégrares
sur re bord de r sont nurres pour les nêmes raisons que pour le
calcul de uo, et nous obt,enons:

( I r .  171 I  r lu-zvô.ulôrv + g '14=ulôsv) dsdr = -11g-1ô"uoarvdsdr,  vv€v1.

La forne bil inéaire définie par Ie premier menbre de (rr.17) est
la mêrne que pour (rr.14), donc est coercive. Le second membre de
(I I .17) déf in i t  une forme l inéaire cont inue sur V1. Le théorène
de Lax-Mirgran nous donne encore lrexistence et lrunicité de ul.

Nous remarquons maintenant gue xr vérif iant (rr.3) est défini de
manière unique dans V1. En ef fet ,  i I  est  faci le de voir  que
( I I .3 )  s téc r i t  encore :

(rr .18) J,  ( t t '?gôr7'ôrv + g- lôs1,.ôsv)dsdr = Jrg-1ô=vdsdr,  Vv€v1.

Lfexistence et  l tunic i té de Xr sren déduisent comme pour ul ,  Ies
équat ions  ( I I .17)  e t  ( I I .18)  é tan t  t rès  semblab les .
Montrons alors que ul peut srécrire sous la forme:

( I I .19 )  u l  =  - Ipôsuo  dans  V1 ,  so i t  u t (s ,SrE)  =  -Xr (S)ô"uo(s )  +  t î1s1
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En effet en nult ipl iant les deux membres de (II .18) par ô"uo, qui
ne dépend ni de S ni de r, i I  vient:

( r r .20)  I r  Ot '2qô"( -xpô"uo)  ô.v  + g- lôs ( - Ipô"uo)  ô"v)  dsdr

= -Jrç-1ô"uoô"vdsdr, \fu6\rr.

Alo rs r  êD  conparan t  avec  ( I I . 17 ) ,  nous  en  dédu isons  ( I I . 19 ) ,
g râce  à  l r un i c i t é  de  u l .

Àvant de continuer dtidentif ier les coeff icients de Rk dans
( I I .11) ,  nous a l lons nous in téresser  à 

- f - .  
Nous savons guê,  vo i r

ch .  1À  ( I I . 7 ) :

( I I  .  2 1 ) 1- ( r,  r) =f ( ( 4k-3-an) R-R (cn+prr) cos ( s/R), R ( l+cn1.rr) sin ( s/n) )

avec :  (2k -3  l 2 -a " /  2 ) r rR  S  s

e t - l c r< ,

Le premier encadrement montre que:

2s / r  -  2R  <  (4k -3 -on )R  <  2s ln

Nous en déduisons:

(T I .22 )  (4k -3 -on )R  -  Zs l r ,  quand  R+0 .

Et  comne f  est  cont inue sur  
-oo,  

nous avons,  en observant  ( I f  .21) :

( I f . 22 )  Î ^ ( s , r )  -  f ( 2s l n ,O l ,  quand  R+0 .

Ains i  ,  7- (s ,  r )  peut  s  |  écr i re :

( I I . 23 )  Ï - 1s , r ;  =  f  ( 2s l r ,O )  +  e (R ) ,  avec  e (R )  -  0 ,  quand  R+O.

Alorsr  êD ident i f iant  les coef f ic ients  de Rk dans ( I I .11) ,  où 
-u-

a été remplacé par  son développernent  donné en ( I I .12) ,  i I  v ient ,
pou r  k=O dans  ( I I . 11 ) r  e t  k=2  dans  ( I I . 11 )2 ,  compte - tenu  du  fa i t
que uo ne dépend gue de s:
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' l ô "u l  
)  -g '1ô" ,uo

- g ' l ô r s u l  : f  ( 2 s  I  t t ,  o l  g

Selon la néthode déjà uti l isée, nous nultiptions les deux membres
de ( f I .24)t  par une fonct ion v quelconque de Vr,  et  nous
intégrons sur r. En appliquant ra formure de Green, ir apparait
des intégrales sur re bord de r, gui sont nulres pour des raisons
analogues aux cas précédents. Nous obtenons alors:

(rr .25) Jr  (p '29ôru2ô.v + 9 '1ô=u2a"v) dsdr =

I  1 (  o-1ô" 'uov-e- l  (ôr ,uo) ôs (xn) v-g-14"u1ô=v+f (2s I  n,  o )  gv) dsdr,  Vvev; .

Le premier membre définit une forme bil inéaire coercive, conme
précédemment. Le second membre est une forme linéaire continue
sur V1 s I il prend Ia mêrne valeur pour deux élérnents de la nêrne
classe dréquivalence. Nous sonmes donc assurés de Irexistence et
unicité de u2 dans v1, pourvtr que Ia condition de compatibil i té
suivante soit, vérif iée:

I r to ' t ( l -ôs1p)ô5 ,uo  +  fg ldsdrK(s )  :  0 ,
pour toute fonct ion K(s),  ne dépendant que de s.

cela stécr i t  encorer êD tenant compte de (TT.2l ,  et  du fa i t  gue
f -odSdr=22:

( I I . 26 )  - bpôs ,uo=2 t r f  ( 2s l n ,O ) ,  su r  lA , rL /21

5") EXISTENCE ET ITNICITE DE uo.

Pour cela, montrons drabord que bu est strictenent positif.
Nous obtenons un autre expression de ce nombre en rempraçant v
Par I r  dans ( I I .3) ,  ce qui  est  possible vu que cette fc inct ion est
dans  Vs .  I I  v ien t :

l -r '6,(çô,uz) -ô= {q-1ô=u2y -ôs (o
I( r r .24)  |
I
l_oô"uz 

= o pour r=-\, ou t
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( IT .27)  J r  ( t t -zgô" (s - t r )  ô rXr  +  g - lôs (s - tp )ôs1r )dsdr  =  0

Et en retranchant menbre à nenbre (II.2) et (TT.27,, nous
obtenons:

( r r .28)  b r  =  laT .u-20ô" (S-xp)ô . (S-xp)  +  9 -1ôs(S- lp )ôs(S-xr )  ldsdr

Comme g est  bornée par Ll2 et  312 eE p constant dans 10,1[ ,  nous
avons:

( I I .29 )  bp  )  c  I  s -1 ,  I  f ,  avec  c>0 .

La fonction Xr étant périodique, i l  est clair que S-Xr ne peut
être nul. Nous avons donc bien:

( r I .30 )  bp  >  o

Nous obtenons la forme var iat ionnel le de ( I f .26) en mult ipt iant
cette équat,ion par v de Ht ( I O ,nLl2l) , et en intégrant sur
I  I  in te rva l le  J : l0  , rL l2 l .  I1  v ien t :

( r I .31)  I "  bna" . toô"vds  =  Zr [  , f  (2s /n ,0 )  vds ,  VveHro  ( )O ,nL /2 t )  .

Du fa i t  de  ( I I .30) ,  Ia  fo rme b i l inéa i re  dé f in ie  par  le  p rern ie r
rnembre de cette équation est coercive. De plus, la forme linéaire
déf in ie par Ie deuxièrne mernbre est  cont inue sur Hto( lOrnLl2l l  .
comme cet ensembre est, un espace de Hilbert pour re produit
scalaire usuel, le théorème de Lax-Milgrarn nous donne IIexistence
et  l tun ic i té  de  uo .

IL ne reste plus qutà montrer que 
-u- 

converge dans nl(n) faible
vers uo.

6 o ) AUTRE COI{VERGENCE.

En sr inspirant des t ravaux de F. Léné (cf  .  L24l ' ) ,  posons:

( I r .32 )  o "  =  ( l /qn )ô r t -

La fonction gn étant bornée dans L"(n) par dqs nombres
strictement positifs indépendant de R, et, ôrù- étant borné dans
L" (n)  indépendamment  de  R (vo i r  ( I I .4 ) ) ,  nous  avons :
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(u .33)  lo "  l r , " (n )  3  c ,  c  indépendant  de  R.

Nous en déduisons, L2 (o) étant un espace de Hirbert, lrexistence
drune fonction o de cet ensemble, telle Çtrue, à une sous-suite
près :

( I f .34)  o"  -  o ,  dans  L ,  (n )  fa ib le ,  quand R-0 .

Cherchons encore la relation vérif iée par o. Pour cela nous avons
besoin drun résurtat plus précis concernant 

-fr,r. 
La fonction f

étant continue sur 
-oo, 

nous en déduisons que:

( r I .35)  
- fs , (s ,  

r )  -  f  (2s ln ,e l  ,  dans  L ,  (n )  fo r t ,  quand R*0 .

Maintenant, en prenant comme fonction test dans (T.7) un élénent
de  O( )o ,nL l2 l ) ,  qu i  ne  dépend que de  s ,  i I  v ien t :

( I I .36) Inorô"vdrds = InE-9n.rasdr,  Vve0f io,rL/z l l  .

En passant,  à la l in i te quand R tend vers O, grâce à ( I I .9) ,
( I I .34 )  e t  ( I I .35 ) ,  nous  ob tenons :

( I r .  37)  Inoô"vdrds  =  I  n t  {zs1o,  0 )  vdsdr ,  Vve0 ( )o  , rL l2 l )  .

La forme forte srécr i t :

( r I .38 )  -ô " (J16odr )  =  f  (2s l r ,o )  ,  su r  lo ,nL l2 l .

7", FIN DE LÀ DEUONSTRATIONs UETEODE DE LrENgRcfE.

Nous considérons la fonction:

( I I .39 )  r f  ( s , r )  =  Rw(s /R , r )  =  s  -  RXn(s /R , r ) ,  su r  O.

En appl iquant la formule de Green à ( I f .3) ,  nous obtenons:

- I -  ta '  (p -zqô, (s - t r )  )  +  ôs  (p -1ôs  (s -p)  )  l vdsdr  +

* I f  r t t - 'gôr(s-p)nrvdS 
* Jï=g-tôs(s-Xp)n"vdr = o,  Wer/r .
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Nous trouvons ainsi Ia forme forte de ltéquation définissant 1n:

l - t .  tr '"ô' (s-Ir) ) + ôs (ç' lôs (s-xr) ) = o, sur r
( r r .4o)  |

L*t'(s-rr) 
: o Pour r=-\, ou â

En renplaçant S par s/R, s var iant  dans )O,trLl2l ,  et  en ut i l isant
Ia périodicité de X,rt iI vient:

I  n 'zu-26,"(qnôruf  )  + ô"(  (1/pn) ô"qf  )  = o,  sur o
( r r .41 )  |

| çnôruf = o pour t=-9, ou t
t_

Rernarquons que ( f I .39)  nous pernet  d técr i re :

( IT .421  u f  ( s , r )  +  s ,  dans  H l (n )  f a ib le  e t  Lz  (O)  fo r t ,  quand  R-0 .

Nous  cho is i ssons  a lo rs  conme fonc t i on  tes t  dans  ( I . 7 ) :

( I I . 43 )  v  =  r l r . f ,  avec  q€0 ( )O ,nL /21 ) ,  ne  dépendan t  que  de  s .

Nous obtenons ce faisant:

(rr. 44f /, fl-**enô.tpnô, (tthf) * 
fa,U*ô" 

(q$f) I drds = fs-fpngnrlddrds

De prus en mult ipr iant  ( r r .41) l  par r1-u-,  et  en intégrant sur o,
nous obtenons:

(rr.4s) I, f+rA.(ç,.,ô.rd) + ô"fff"of ) lr1-u-drds = o

La formure de Green nous permet drécrire, êD nous rappelant que-u,- 
est nul pour s=O et pour s=nL/22

(rr.46) /[n#t"A'.hfA," (qu,,n) +-lrnA,,.fA, (q-u,,,,) ] drds+ / r$, 
n-u-n,ds=o

Lr in tég ra le  su r  T r  es t  nu l l e  du  fa i t  de  ( I I . 41 )2 .  À lo rs ,  pâ r
d i f f é rence  membre  à  membre  en t re  ( r r . 44 )  e t  ( r r . 46 ) ,  i l  v i en t :
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(TT.47 )  Jn t  (çn) -1(ô"ù^)of  -  (çn) -1tô"of  
lû^1ô"qdrds = In lp, . ,9"qddrds

Appelons:

( r r .48 )  Ns  =  (9n)  -1 (a rh f )

ÀIors N" est, une fonct,ion périodique en s, de période 2nP.. Donc
eIIe converge vers sa moyenne sur une période dans L, (n) faible.
Donc, nous avons:

( r I .49 )  Ns  -  Qn) '1 l rg '1ôs (s - fp )dsdr=  (zn l -1bu ,  dans  L2  (n )  fa ib le ,
guand R*0.

Et en passant à la l inite dans (IT.47), en tenant compte de
( I r .4 ) ,  ( r I .9 ) ,  ( I f  .34 ) ,  ( I f  .35 ) ,  (TT .42)  e t  ( r f  .49 ) ,  nous  avons
en générar affaire au produit de deux suites qui convergent,
Irune faiblement, Irautre fortement. Nous sonmes donc en mesure
de concrure quant à la convergence du produit. rr vient donc:

( r I .  so)  Jn  Ios  -  (Zzr )  - lbnu . ]ô"qdrds  =  In f  es ln ,0 )  r l sdrds

soitr ên intégrant, par parties sur lo,trLl2l re premier membre de
cette équat, ion et  en ut i l isant,  ( I I .38),  i l  v ient :

( I I  .  s1) -  l i ' t? {ô"1! t1 j21os -  lzn) 
- lbru. l  

dr}qds = -  l |Ltz $ 
"7 [ ! l212odr]qsds

cette éguation doit être vraie pour toute fonction q de
0( t o ,rLl2ll . Nous obtenons donc, après sirnplif ication et en
remarquant que bn ne dépend ni de r ni de s et gue uo ne dépend
pas de r :

( I I .52)  -J lxodr  +  (2 r l '1b , r1su .  =  O,  sur  lo , rL l2 l .

Droù,  en  dér ivan t  par  rappor t  à  s  e t  en  u t i r i san t  encore  ( r r .38) :

( f  I . 5 3  |  f  ( 2 s l t r  , O )  +  ( 2 f i \ ' l b t l } r r l l o  :  O ,  s u r  ) O , n L l 2 l .

En conparant  avec  ( r r .26)  e t  ( r r .1 ) ,  nous  avons  donc ,  à  cause de
Itunic i té de uo, t tégal i té uo=u.=ùr. .  I
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III. r.IltITE DE ûp. QI'ÀIID p TEND VERS 0.

PROPOSITfON A. I I f .1 :  Nous avons les résul ta ts  su ivants:

( f l f  .1)  7 , t ,  -  O,  dans V1 fa ib ler  Çuand p+Q

(I I I .2)  b ,  + 2f i ,  Quand P,- rg

( I I I . 3 )  t n  -  t * ,  dans  Hr  ( l  O ,nL l2 l )  f a ib le r  euand  ;1+e

La fonct ion 
-u-  

de Hl ( lo , t tL /2[ )est  déf in ie  de nanière unique
par :

( I I I . 4 )  - ô " , ùo .1s1  =  f  (  2s l n  , o )  su r  )O , rL l 2 l

En comparant avec ch. 1 th.A.IV.l nous irunédiatenent:

coRoLLÀrRE A.rrr .2:  Nous avons rr interversion des r in i tes:

(rrr.s) t i_$ (rig u-) = t$ f I i*$ tn^)

Remaquons que dans le menbre de droite les convergences ont Iieu
dans Ht  for t  (c f .  ch. l  A. ) ,  tandis  que dans re membre de gauche,
e l les ont  l ieu dans Hl  fa ib le .

PREWE DE LÀ PROPOSITION À.rII .13 Pour Xu nous remarquons que
l réqua t i on  ( I I . 3 )  s t éc r i t  auss i :

( r r r .6)  I  r lu 'zv}"Xyôrv + p- lôs1rô=v) drds = I re '1ô=vdrds,  Vvevl

Et en remplaçant v par Ip, nous obtenons:

( I r r .7 )  I r ( .u - ,9 (ô rxù .  +  9 -1  (ôs lp )z )d rds  =  J r9 - lôs ludrds

or nous savons que g est borné par Ll2 et 312, et pour p<Llz nous
voyons que le prenier membre de cette équation est supérieur à
d Xn lTr, avec C>o et indépendante de p. Nous avons alors:

d rn I T, s f-e'tô=lndrds
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or, draprès It inégali té de Hô}der, nous -avons, cornme g-l est
in fér ieur  à 2:

( I I f  .8)  I rO' lô=tndrds < Ct l  7 ,  I  Vr ,  avec Cr  indépendante de p.

Nous en déduisons:

( I I I . 9 )  , t ,  l v ,  S  C ,  avec  c  i ndépendan te  de  , r .

Lrespace V1 étant  de Hi lber t ,  nous en déduisons l rex is tence drune
fonct ion Xo de V1,  te l le  guê,  à  une sous-sui te  près:

( f I I . 10 )  Xp  -  1 ,o ,  dans  V1  fa ib le ,  quand  p -O .

Drautre par t ,  i l  est  fac i le  de vo i r  que:

ep-4 ô,x, | 1,. trl
Et  donc  d raprès  ( r r r .7 ) ,  ( r r r .8 )  e t  ( r r r .9 ) ,  nous  pouvons  éc r i re :

(rr l .11) p-4 ô,Xr I  i "  t r l  S c,  avec c indépendante de p.

Nous en déduisons que:

( I I I . 1 2 )  ô r 1 p  -  O ,  d a n s  L 2  ( f  )  f o r t ,  q u a n d  p + O .

En u t i l i san t  ( I I I .1O) ,  nous  avons  a lo rs :

( f I I . 13 )  ô .X ,o  =  O

Ce qui prouve gue Io ne dépend pas de r.
Rappelons que:

g (S , r )=1+ r r r  s i  S  appa r t i en t  à  l 0 , r [

g (S , r )=1 - r r r  s i  S  appa r t i en t  à  ) n ,2n l

CeIa nontre que:

( I I I . 14 )  g  +  1 ,  dans  L2  ( I )  f o r t ,  quand  , r -O .

Alors en prenant conme fonction test dans (rr.3) une fonction v
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de 0( )o r2n l l  ,  qu i  ne .dépend pas  de  r ,  nous  ob tenons:

( r I r .15 )  I1O- rôs (s -Xr )ô=vdSdr  =  o

Nous avons encore affaire au produit de deux suites qui
convergent l rune dans L" ( f )  for t  et  l rautre dans L2 ( f )  fa ib le.
Ainsir  êD passant à la l in i te dans ( f I I .15) et  en ut i l isant
( I I I .10 )  e t  ( f l f . L4 ) ,  nous  avons :

( r r r .16 )  J rô=(s - lo )ô=vdsdr  =  o ,  Vve0  (1o ,2n l )  .

Et comme toutes les fonctions en présence ne dépendent pas de r,
nous avons aussi:

( r r r .17 )  I t ' ô r (s -Xr )  ô=vds  =  o ,  Vve  ( )o ,2T . )  .

Nous en déduisons, après avoir intégré par parties:

( I I I .18 )  ôs r  (S- Io )  =  0  su r  )O,2n l .

So i t  encorer  êD in tégran t  sur  )O,2 t I .

S-Xo=aS, dans V1, avec a constante.

Mais ra périodicité de xo nous montre que cette fonction est
nu l le  dans  V1.  Nous en  dédu isons  ( I I I .1 ) .

En ce qui concerne bn, nous pouvons passer à Ia tinite
d i rec tement  dans  ( r r .2 ) .  Nous ob tenons ( r r r .2 )  en  u t i r i san t
( I I f . l )  e t  ( I I I .L41 ,  Ia  mesure  de  I  é tan t  2n .

Quant à ûn, nous montrons drabord qurelre est  bornée dans
Hr  (  I  O ,nL l2 l )  .  En  e f  f  e t ,  êD mut t , ip l ian t  ( I I .1 )  r  par  ùn"  e t
in tégran t  sur  )O, rL lT l ,  nous  ob tenons,  à  cause de  ( I I .1 )2 :

Ilt''nn( ô"t".) 2 ds = zr lf,Ltzt (2s / n, o ) tr.ds

Nous obtenons donc, en ut i l isant l r inégar i té de HôIder et  ( r r r .2)
pour p assez pet i t :

I t , ' '  f  Î r ' f  :o  , t rL /2 l l  
<  d  ù , "  l r , t ( l  o , t tL l2 l l ' avec  c  indépenat " t "  de  , r
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Nous en déduisons: -

( r r r .19)  l -u , r .  lH ,g  o , t rL l2 l )  3  c ,  avec  c  indépendante  de  p

rl existence donc une fonction de Hl(lo rrLlzll notée 
-uo. 

terre
ç[ue, à une sous-suite près:

( r l r .2o)  ûp .  -  ùe . ,  dans  t t l f io , rL l2 l l  fa ib le ,  quand p+o.

Alorsr êD passant à ra t in i te dans res deux membres de (rr .31),
en  u t i l i san t  ( I I I .2 )  e t  ( f f l .2O) ,  nous  ob tenons:

( r r r .21)  J l t l zô" r *ôsvds  =  I ,L tz f  es / r ,o )vds ,  VveHl  f io ,nL lz l l  .

cette équation nrest autre que la forme variationnelle de
( r l r .4  )  .  I

B. EN DIUENSION TROIS: TOLB ONDULEE.

I .  Problène.

Nous uti l isons les notations suivantes, r étant, un réel
strictement positif constant (L et I sont les deux dinensions de
Ia tôle ondulée Ts,) :

t-
I  T  =  O x  JOr I I ,  domaine  des  var iab les  s ,  t ,  e t  z .
I

( I . 1 )  |  f  t = l  O ,nL l2 [ x ]O , I [ ,  dona ine  des  va r i ab les  s  e t  z .
I
I  t !  =  {O,nL l2 }xJ0 , l I  e t  T t ,  =  )O, t t l ' . l 2 [x {O, l }
1_
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at ,  =  {  v  €  H,  (T) ,  t .g .  y=Q sur  les bords

VT ,=  t  v  €  H t (T t ) ,  t . q .  v=0  su r  l es  bo rds

€i ,= tv  e f f ( r ) ,  t .q . :
v à support, compact inclus dans lO,

s:0

s=0 et

et s=rLl2I

s=tLl2\( r .2)

nL l2  [ x IO,  1J  ]

La structure étant périodigue dans la direction des s, nous
alrons, conme dans la paragraphe A, uti l iser une néthode
drhomogénéisation dans cette direction. Nous uti l isons les mêmes
ensenbles not,és T, cel lule de base et vt, espace des classes
dréquiva lences pour  R des fonct ions de n1(r ) ,  pér iod iques dans la
d i rec t i on  des  s  de  pé r iode  2n ,  vo i r  À ( I . 9 ) .

soi t  *  une fonct ion déf in ie sur ôoxlo,  t [ ,  nous notons r-  cerre
obtenue à partir de f avec les changements de variables définis
par  ch .1  À( I I .7 ) .

Soi t  drautre par t ,  Ie  problène déf in i  pars

trouver u- de V1 tel le que:

TI .LTUITE QrrAlrD R TEND VERS 0.DE 
-Up,i

(r' 3 ) [r' uL*uu*a'v.fii.st oô",?*Q,,ô Fu,a;ù drdsdz

La questiou qui Dous
ù,', quand R tend vers
constant inférieur à
précêôennent quanô p

préoccupe ici
0, ou quand n
L l2 ,  pu is  Ia
tend vers O.

=[r?rrvord.rd.sdz Vl e v,

est de chercher Ia l inite de
tenô vers *æe p étant supposé
linite de Ia fonction trouvêe

Nous obtenons le même type de résultats que dans À.
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Preuve: La démarche est le nême qurau paragraphe A.

l c ) E X T S T E N C E  D r t N E  L T U T T E  F A T B L E .

Nous dénontrons, conme dans ch.I preuve du théorène B.II.1, Ç[uê-u- 
est, bornée dans Hl (f) , indépendarnrnent de R. II en est de nême

pour [*,. dans V1. Comme cet ensemble est un espace de Hilbert,,
nous en concluons ç[ue, à une sous-suite près, ù^ converge, quand
R tend vers 0, dans v1 faibre, vers une fonction notée
provisoirement u..

( I I .4)  û-  -  uor  dans H1 (n)  fa ib le ,  guand R+0.

2o)u. ESI INDEPENDAIIÎE DE r.

En rempraçant î  par 
-unn 

dans (r .3) ,  êt  en ut i l isant le fa i t  que
9n est bornée supérieurement et inférieurement par des nombres
strictenent positifs, nous obtenons:

l l

( I I .5)  R-1 |  ô" i -  11,111 S C,  avec C,  constante indépendante de R.

et comme ô"û- - ôru. dans L" (n) faible, nous avons:

IEEOREI,IE B.II.13 Si f  est continue =rrt Irad.hérence de
r . lox lor l [ ,  a lors  

-u-  
converge,  quand R tend vers O,  dans n l ( f )

faible vers la fonction notée ùn. Cette dernière ne dépend
pas de r, et est définie de manière unique par:

-  (2n ' ) ' 1b$A" , -u * . ( s rz )  -ô3 ,ûp .  ( s , z l  =  f  (  2s ln rOrz l  ,  su r  T l

( r r .1 )  |  ù , , . (o ,z )  =  ùr .QrL l2 ,z l  :  0 ,  sur  Jo ,1 [

_ôr -u r " (s r0 )  
:  ôù , . ( s r l )  =  o ,  su r  )o ,nL l2 l

(rr.2) bp = 
/ , *F*ilps 

(s-xÉ) dsdr

et Xr Ia solution unique de ltéguation variat ionnelle:

(rr. 3 I I, hr(s, r) ô,"(s-rr) ô,.v + *O-#t= (s-lp) ôsvluturo;J;

( I I .7 )  |  ô . r r .  l r , (o )  S l in  in f  I  t * -  l r , ,o ,  =  0 ,  draprès ( I r .5 ) .
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Dtoù ô"u. = O, ce qui prouve que uo ne dépend pas de r.

3"! EXISTENCE ET I'NTCTTE DE 
-u,!..

Lréguation variationnelle
nu l t ip l ian t  ( I I .1 ) r  par  une
intégrant 1tégalité trouvée
formule de Green:

vér i f iée  par  tn ,  s rob t ien t
fonction v quelconque de V1,, êt
sur Tr.  I I  v ient ,  €D appl iguant

(rr. g) Jt , ( en) 
' lurA"ûr.ô"v+ô.-un ô.v) dsdz I*, tzo) 

-1b,,ô"t*.n"vdz

11,ô . -un nrvds =  I * , r  Qs ln ,o ,z )vdsdz

Les intégrales sur les bords de Tr sont nul les du fai t  de ( f I .1)3
et de Ia nul l i té de v sur Tr" .  Nous obtenons donc:

( I r .9 )  J*  ,  ( (2n)  ' lu rAruu.ôsv  +  Az-uÉ,ô2v)dsdz  =  I *  f  (2s l r  ro ,z )vdsdz ,

Vv€V1, .

Le nombre b, étant strictenent positif (démonstration analogue à
la partie À), la forme bil inéaire définie par Ie premier membre
de ( I I .9)  est  coercive.  La forne l inéaire déf in ie par Ie deuxième
membre de (rr .9)  est  cont inue sur v1, .  Lrexistence et  l tunic i té
de tn en résulte par application du théorème de Lax-Milgram.

to) ÀUTRE coNvERcENCE

Examinons encore re cornportement de o,  déf in i  conme en A(rr .32).
Nous avons, conme au paragraphe A:

( I I .10 l  o ,  -  o ,  dans  L .  (T)  fa ib le ,  quand R-0 .

Pour trouver Ia reration vérif iée par o, nous prenons conme
fonc t ion  tes t  dans  ( I .3 )  un  é Iement  q  de  €? , ,  dé f in i  par  ( I .2 ) .

Nous obtenons, q ne dépendant pas de r:

( r r .11) I r {o"ô"r l  + gnôJr,^ô.q) drdsdz = I*- f -gnqardsdz

Nous voulons passer à Ia l inite dans cette équation. Nous avons,
gn  é tan t  dé f in i  pa r  À( I .5 ) :

en
en
Ia
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( I I .12)  gn  -  1 ,  dans  L t  (T)  fa ib le ,  quand R-0 .

La démonstration est Ia mêne gurau paragraphe À.
Nous avons  auss i ,  conne en  A( I I .35) :

( I I .13)  l -  - .  f  (2s l t r 'o rz l  ,  dans  L ,  (T)  fo r t ,  guand R*o .

Cherchons encore la linite de f lgnô.tpnô.r1drdsdz, quand R tend vers
0. Nous remarquons ici que gnôzus, est borné dans Lt (T),
indépendamment de R. Donc, à une sous-suite près:

( I I .14)  gnô. t r^  -  o1r  dans Lz (T)  fa ib le ,  quand R-+0.

Pour déterninêE 01, nous choisissons une fonction test ( de 0(f).
nous avons alorsr gn Dê dépendant pas de z:

Ilgnô. 1u^; (arasaz = -f .1,gn-upnô.(drdsdz

Arorsr ên vertu de (rr .4)  et  du théorèrne de Rel l ich,  la sui te u-
converge dans L" (T) for t  vers 

-un 
.  Et  en ut i r isant (rr .12),  nous

avons:

-I1e.u-ôz(drdsdz * - J*tnæ.fazdrds = Irfa.,t"6zdrds, quand Rro.

En comparant avec ( I I .14),  nous pouvons écr i re:

( I I .15) E.ô+- -  ô. i r , ,  dans Lt  (T) fa ibte,  quand R-0.

Ainsi ,  nous avons:

(ff  .16) IrOnôr-unnô.qdrdsdz * J*ô.ù*ô.qdrdsdz, quand R+o.

En passant  à Ia  l in i te  dans les deux membres de ( I I .11) ,  nous
ob tenons r  ên  ve r t u  de  ( f I . 10 ) ,  ( I I . L2 l ,  ( I f . 13 )  e t  ( I I . 16 ) :

( I f  .  1Z )  J f  (oô rq+ô .u .ôz1 )d rdsdz  =  J * f  (2s l t t ,O ,z ) r l d rdsdz ,  V r leG,

avec Dz=- l  s i  z=O êt  n .=1 g i  z=L.

En appliquant la fornule de Green, nous avons, I srannulant pour
s=0 ou nLl2, êt u. ne dépendant, pas de r:
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( If . 18 ) -Jf (ô"o*ô.ru.) qdrdsdz + Jf , (ô.u.) n.rldsdr

=  J t f  (2s ln ,o ,z )  qd rdsdz ,  VqeÇ, .

Et Ia forme forte de cette équation srécrit:

-^ .  l - -a ,  (11- l j roa4 -  ô2,u.  = f  (  zs l r ,o ,z) ,  sur  T, .
( r r .1e)  I

[_4.u. 
= 0, pour z=O ou l.

5o) rrN DE LÀ DEMONSTRÀTION.

rr ne reste plus gurà montrer que tp.=lto. Pour cela nous nous
servons encore des résulÈats du A.
Nous considérons la fonct ion # act in ie par À(rr .39).  Nous avons
ic i :

( f f  .2O) r i l  -  s,  dans Lt  (T) for t ,  quand R*0.

Et nous chois issons conme fonct ion test  dans ( I .3) :

v  =  qd ,  avec  qe01 t '1 .

Nous obtenons ce faisant:

t  1 ^ e i ,  â  r - , x r  ,  1 : -  a . - .( I r .21)  
J ,  tpr - rZvnsns,rnvrr , r -  )  *  

Ët ' "n  nô"(qhf  )  +gnô. t .nô. (qhf  )  ldrdsdz

=J-Epr,gnrllildrds
- T

De plus,  êD nut ipt iant  A(I I .41)r  par lûp. ,  et  en intégrant sur T,
nous obtenons:

Gr.22l IT fufi"ô"(çnô'"r,|) + a.tfrô,of ) lrli-drdsdz - o

La formule de Green nous permet, drécrirer êrt nous rappelant que
t^ est nul pour s=0 et pour s=nLl2z
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(rr. 23 ) / T tffrE A"hfô' (q-u*^) * #"ofô" (q-us,) I drdsdz+

f eg,+qù_n"ds=o
J AT.. R" 'r

avec ôT", bord de T correspondant à r=-L ou à,
et nr=1 si r=L et n.=-1 si r=-L

Lt intégrale sur yr  est  nul le du fai t  de À(I I .  L lz.  Alorsr paE
d i f fé rence nembre  à  membre  en t re  ( I I .21)  e t  ( I I .23) ,  i I  v ien t :

(TT.z4l  I* t  t  (ç") ' t  (ô"t-)uf  -  f  en) ' l  (ô"hf  ) -u-1ô,r1+9na.ùp,.Ar(qhf )  )drdsdz

= IfPnqnrlr'fdrds

Nous dé f in issons  Ns cornme en A( I I .48) .  En u t i t i san t  A( f I  .491 ,
nous nontrons que:

( I I .25)  Ns  -  (2 t t ) -1b ,  dans  Lr  (T)  fa ib le ,  quand R+0.

En ef fet ,  Ia propr iété A(I I .49) montre que Ns est  bornée dans
L" (n), indépendanment de R. Ot, la norme de NB dans L, (T) est
égale au produit de I par Ia norme de cette fonction dans Lt (O),
car elle est indépendante de z. EIIe est donc bornée dans Lt (T)
indépendarnment de R. Par suite elle converge, à une sous-suite
près, vers une fonction de L, (T) que Iron déternine en
choisissant des fonctions tests qui ne dépendent pas de z. Droù
Ie  résu l ta t  ( I I .25 ) .

Examinons le comportement de À"=Irgnô.û-ôr(qhfldrdsdz, quand R
tend vers O. Cornme tfl ne dépend pas- ae z, nous avons:

Ar,:I *onô.ûpn ( ô.rl 1 darasaz

Et  d raprès  ( I I .15 )  e t  ( I I .20 ) ,  nous  pouvons  éc r i re :

( I I .26) Àr, ' .  + Jtô. , r . (ô.q)sdrdsdz, quand R-0.

Maintenant,  en passant à la l in i te dans ( I I .24l ,  en tenant compte
de  ( I I .4 ) ,  ( I I .10 ) ,  ( I I .13 ) ,  ( I I .25 )  e t  ( I r .26 ) ,  nous  avons  en
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général affaire au produit de deux ou trois suites qui
convergent, une seule faiblement, toutes les autres fortement,
dans L" (T). Nous sommes donc en mesure de conclure quant à la
convergence du produit. I1 vient donc:

(TT. .27)  JT t Ios-1Zn] - lb ru . lô " r1+sô.u .ô . r1 ]dzdrds=Jr f  (2s l t r ,0 ,z )qsdrds

Soit, en intégrant par parties par rapport à s et z dans le
premier membre de cette équat ion et  en ut i l isant ( I f .19)1,  i I
vient, u. et bn ne dépendant pas de r:

( r I .28)  -J r ,  {ô . IJ f6osdr  -  (Zn) '1bnu. ] *sô2,u .s ] ldsdz  =

-I1, 'ta" l Jt6odr+ôz,u.l lsdsdz

cette équat ion doi t ,  être vraie pour toute fonct ion q de 0(T') .
Nous obtenons donc, après s impl i f icat ion:

(f l .2g) -J?6oar + Qr)-1b,LAsu€ = O sur Tl

Droùr  ên dér ivant  par  rappor t  à  s  et  en ut i l isant  encore ( r r .9) :

( I f  . 3 0 )  f  ( 2 s / n , O , z )  +  ( z f i \ - l b , , A s r u o  *  ô 2 r u o =  O 7  s u r  T r  .

cette relat ion,  avec (rr .19)z et  re fa i t  que u.  srannule pour s:0
ou ttLl2, nontrent, en comparant avec (rr.1) que U.=-un , à cause
de l tunic i té de 

-up..  
I

I IT .  L IUITE DE

Comme au paragraphe

QUÀDID ,r TEND VER8 0.

nous avons Ie résultat suivant:

ùu.

À ,



PROPOSITION B.III .13 Nous avons les résultats suivants:

( I I I .1)  Xr  -  O,  dans V1 fa ib ler  Ç[uand p-+9

( I I I .2)  b ,  + 2T,  {uand P' '+g

( I I I .3)  tp .  -  -ue. ,  
dans Hl  (T, )  fa ib ler  Çuând p+Q

La fonction Ëo. de H1, est définie de manière unique par:

[ - t " , r r *  ( s , z )  - ô . , - up  ( s , z )  =  f  ( 2s l r ,O ,z )  su r  T l
( r r r .4)  |

|-ô 
.qr. = 0, pour z=0 ou I

1èæ
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En comparant avec ch. I th. B.rv.l, nous avons irnnédiatement:

coRoLrJArRE B.rrr .23 Nous avons l r interversion des l iur i tes:

( I I I . s )  I in  ( I l$  n - )  =  I im ( I tS  ùn" )

Nous remarquons 1à encore que les deux premières convergences,
démontrées au chapitre L, ont lieu dans Ht fort, alors çIue les
deux dernières nront l ieu que dans Hi faible.

Preuve :  En  ce  qu i  conce rne  ( r r r . 1 )  e t  ( r r r . 2 ) ,  e l re  es t  dé jà
donnée au paragraphe A.
Pour  ( I I f . 3 )  e t  ( I I f . 4 ) ,  nous  cons idé rons  l a  f o rme  va r ia t i onne l l e
de  ( r r . 1 ) ,  dé jà  éc r i t e  en  ( r r . 9 ) .  Nous  dénon t rons  a ro rs ,  conme
au paragraphe A que 

-uu. 
est bornée dans Ht(Tt), indépendamnent de

t r .  Nous en déduisons r rex is tence drune fonct ion,  notée 
-uo. ,  

de v1,
te l le  guê,  à  une sous-sui te  près:

( I I f  .6)  
-up.  -  -u6. ,  

dans Ht  (T, )  fa ib le ,  quand p- '0 .

Et en passant à la l inite, quand p tend vers o, dans res deux
membres  de  ( I f .9 ) ,  nous  ob tenons:

( I I I . 7 )  I * ,  { ô " . r -ôBv  +  Azuooô .v )dsdz  =  J f  r f  ( 2s l r ,O ,z )vdsdz ,  Vv€ \ r1 , .
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En écrivant Ia forme fort,e de cette équation, la fonction to.
srannulant pour s=O ou t tL l2,  nous obtenons exactement ( I I I .4) .

I

C.EN DII,TENSION TROIS3 BOITB AI,IUENTÀIRE

I .Problème.
Nous avons déf in i  Ia  bo i te  

-Bnn 
et  l rouver t  Bpn au chapi t re  1C.

Lrouvert de pl noté Bo est celui obtenu, à part ir de ôo, de Ia
même manière que Bpnr à partir de orr.

Nous ut i l isons ic i  les notat ions su ivantes:

( r .  1 )I O x  10 ,  2 t t l ,  doma ine  des  va r iab les  s ,  r  e t  0 .

=  J0 ,  t r L l 2 [ x ]O ,  2TT ,  doma ine  des  va r i ab les  s  e t  0 .

yo  =  10 ,  nL l2 l  x  {0 } ,  bo rd  de  Br :  0=0

lz t  =  10 ,  nL l2 l  x  {2T} ,  bo rd  de  Br :  0=2r

ys  =  t0 ,  nL l2 \  x  10 ,  2n l ,  bo rd  de  Br :  s=0  ou  rL /2

i l (n"rn ) :  vecteur uni ta i re normal à au bord de Br
et  d i r igé vers I rextér ieur

_Tr  
=  10 ,  nL /2 tx t - t ,L l x lO ,  2Tr t ,  bo rd  de  B .  r= -Lz  ou  à

B_

B l

(T .2 '

( r .3)

( I . 4 )  Sn (s )  =  en (s )Rs in ( s /R )  +

Soit * une fonction définie sur
su r  B ,  à  pa r t i r  de  * ,  à  l r a ide
ch .1  c ( I I . 3 ) .

l î ,  
=r . ,  € Hî(B) t .q.  v=0 pour s=o et  s=rLl2,  et  v l ïo:yïzr)

I
lV r ,= { . r  

€  H l (Br )  t .q .  v=O pour  s=0 e t  s=rL l2 ,  e t  v lyo=v l ïz r }
I
l€Ë,={v  €  g (B)  t .q .  v  à  suppor t  compact

L  
inc lus  dans  JO ,nL l2  [  x  t  O ,2n  ]  e t  y  yo=y  y2r ]

&, et  RcRo/4

Bp., nous notons T- cel le définie
du changement de variables écrit
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Soit drautre part le problène défini par: -

Trouver t- de Vs tel que:

( r' 5 ) f (9"$.ô ru,,nô.v+$r'6r;*ôrv+!Dn6r-11^ô, v ) drdsa0 = f lrrvgngndrdsd0
Js ' ; 12112 '  gn  -  - ' -  

t n  
'  

l s  - '

VveVg

La question qui Dous préoccupe ici est de chercber la l inite de-upn 
Ç[uaDd R tend vers 0, ou quand n tend vers *ær p étant supposê

constant inférieur à 1.

II .  Linite de upn quand R tend vers O.

Preuve: La démarche est la mêne quraux paragraphes A et, B.

1"1 Convergence faLble.
Nous avons ,conme dans ch.1 c ,  preuve du théorène c. r r r . l :

u- bornée indépendamment de R dans Ht (B), donc dans vs, qui est
un espace de Hi lber t ,  pour  la  norme usuel le  de H1 (B) .  Donc,  i I

Nous obtenons Ie même type de résultats que dans À, ou B.

TEEoREttE c.rr .13 s i  f  est  cont inue sur rradhérence de Bo,
alors 

-u,,, '  
converge, quaqd R tend vers o, dans Hî(e) faibiè

vers ra fonction notée ur.. cette dernière ne dépend pas de
r,  et  est  déf in ie de manière unique par:

( r r .  1)

: prr-1bpA",-ur.(s, z) -S,2ô.,-u,,. (s,zl =

f  (2s l t r rRocos0,Ros in0) ,  sur  T f

tn "1Or01  =  ûu .QrL l2 ,0 l  =  0 ,  su r  Jo ,21r l

_ô rûn  
(s ,0 )  =  ô rùp . (s ,2n)  =  o ,  su r  lo ,nL l2 l

'iïÏ. 
rl br = | , re!;t= (s-xp) dsdr

eE xr ra sorut ion unique de l téquat ion var iat ionnel le:
1 1  1 _( r r .3 l  l ,  ùp(s, r )ô," (s-xr)ô.v  + qf -s-* t 's (s- l r )ôsv ldrds,  = 0,

WeVr
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existe une fonction de Vs, notée u., telle guê, à une sous-suite
près:

( I I .4)  t -  -  l ror  dans Hr (B) fa ib le,  quand R-0.

Nous avons toujours gn conpris entre Ll2 et 312. Nous en
déduisons, draprès ( f .4) ,  ç lue ûn est  bornée infér ieurement et ,
supérieurement par des nornbres strictement positifs. I l sfensuit,
conme en dinension deux:

r - l
( I I . 5 )  I n - t  ô r -u -  11 . , , 4  .  C ,  avec  C  indépendan te  de  R .

Lrindépendance de u. par rapport à r en découle.

2"1 EXISTENCE Elr IINICITE DE upo.

Pour cela,  nous écr ivons la forme var iat ionnel le de ( I I .1) .  I I
vient en nultipliant les deux membres par v de vs,r êD intégrant
sur Br, et en appliquanÈ Ia formule de Green:

(rr.6) J" , ( (2nl -tbrôr-ur.ôrv+Ro-2ô.-un 
ô.v) dsd0-Jr" (2zr) ' lbrô"û*.n"vdO

-&-zIyorïzrAoù,."novds = I", t (2slnrRocos0 rRosin0) vdsdo

Lt intégrare sur y.  est  nul le car v srannure sur cet  ensembre. Et
celle sur TouT21 êst aussi nulle, car:
ûn  vér i f i e  ( I I .1 )3 ,
v est dans Vs, et donc a des traces égales sur To et Tz,
no=-1 s i  0=0 et ,  n =1 si  0=2n.

Nous obtenons donc:

(rr.7) J" , ((znl -tu,,arûr"asV * Ro-2ôo-u,..Arv)dsdO =

= I " , r  (2s l r ,Rocos0,Ros in0)vdsdO,  Vv€vs , .

rr est arors clair, comme dans le cas de ra tôre ondurée, que la
forme bil inéaire définie par le prenier membre de (rr.7) est
coercive, bn étant strictement positif. La forme tinéaire définie
par Ie deuxième nembre de (II.Z) est continue sur Vs,.
Lrexistence et  r runic i té de ûn en résurte par appr icat ion du
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théorème de Lax-Milgram.

{") ÀUTRE CO!ûVERGENCE

Nous définissons encore os conme en À(II.32). Nous avons, comme
au paragraphe A:

( I I .8 l  o r  -  o ,  dans  L t (B)  fa ib le ,  quand R+0.

Nous cherchons Ia relation vérif iée par o. Pour cela, nous
prenons conme fonction test dans (I.5) un éIenrent q de €1,,
dé f in i  pa r  ( r .3 ) .

Nous obtenons, q ne dépendant pas de r:

(rr.9) J" (ûno"ô"1 + Sn-lgnô.-upnô.1) drdsdO = Ig-frngnrfnqdrdsdz

Nous voulons passer à Ia l imite dans cette équation. Nous avons,
gn  é tan t  dé f i n i  pa r  A ( I . 5 ) :

( I I . 1O)  gn  -  1 ,  dans  L t (B )  f a i b l e ,  quand  R+0 .

La démonstration est Ia même qurau paragraphe A.
En observant, (I .41 , nous const,atons que:

( I I . 11 )  f n  -  & ,  dans  L2  (B )  f o r t ,  quand  R-0 .

Nous avons auss i ,  cornme en ch. l  th .  C. IV. l :

( I I .12)  f -  -  f  (2s l t r rRocos0rRosin0) ,  dans L.  (B)  for t , ,  quand R. .+0.

Nous avons besoin encore de la l inite de fgÛn'1gnôr-u-Arqldrdsd0,
quand R tend vers 0. Nous remarquons ici, conme pour la tôre
ondulée, çlue gnô.ùr. est borné dans L, (B), indépendamment de R.
Donc, à une sous-suite près:

( I I .13)  gnô. t r .  -  o1t  dans Lr  (B)  fa ib le ,  quand RrO.

Pour déterrninêE 01, nous procédons comme au paragraphe précédent,
9n ne dépendant pas de 0. Nous choisissons une fonction test ( ae
D(g ) ,  ê t  nous  avons  a lo rs :
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I"onô.t^(drdsd0 = -Iggnûp,.,ô.(drdsdo

Alors,  grâce à ( I f .4)  e t  à  ( f I .10) ,  nous avons af fa i re  au produi t
drune suite convergeant dans L" (B) fort et drune autre suite
convergeant dans L" (B) faible. Nous avons alors:

-I"+r,û-:cfdrdsd0 * - Jrtnæ.(d0drds : tBiJ.ùndcdrds, quand R*0.

En comparant  avec ( I I .13) ,  nous pouvons écr i re :

( f f  .14)  gnô.-urn -  ô .ùp. ,  dans L,  (B)  fa ib le ,  quand R-+0.

À ins i ,  nous  avons r  ên  u t i l i san t  ( I I . 11 )  e t  ( I I . 14 ) :

(rr. 15) I"Vn-19nô.t-ôrrldrdsd0 * &-tJeôrtn"ôrqdrdsd0, quand R-0.

Nous pouvons naintenant passer à Ia t irnite dans les deux menbres
de ( I I .9) .  Nous avons af fa i re  ic i  au produi t  de p lus ieurs su i tes
dont une seule converge dans L" (B) faible, Ies autres convergeant
dans  L t  (B )  f o r t .  Nous  ob tenons  a ins i r  êD  ve r tu  de  ( I I . g ) ,
( I I . 10 ) ,  ( r I . 11 ) ,  ( I r . 12 )  e t  ( I I . 15 ) :

( I I .15)  J"  (Rooôrq+no' rô.u.ô. r1)  drdsdO =

= R"I 

"t 

(2s I r, Rocos0 , Rosin0 ) rldrdsd0 , Vq e€[, .

A l ra ide de la  formule de Green,
s=O ou  tL l2z

(  I I .  17 )  -J"  (ô"o+no-zôe,u. )  r ldrdsdO +

nous avons, q srannulant pour

I rourrr',u'rçrldsdr 
=

Et,
de

= Jgf  (2s lnrRocos0rRosin0)  r1drdsd0,  Vq€€[ , .

Ia forme forte de cette équation srécrit ,  u. ne dépendant pas
t, et q ayant les mêmes traces sur To et sur y2r:
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|  -a "1J?sodr )  -  Ro 'Zô . ,u .  =  t (2s l r rRocos0rRos in0) ,  sur  Br .
( r r .18 )  |

f .u . (s r0 )  
=  ô ru . (s r2 t t )  =  0 ,  sur  lOrnL l2 l .

5O' FIN DE LÀ DEUONSTRâTION.

II ne reste plus qutà montrer que ûp.=u.. Pour cela nous nous
servons encore des résultats du À.
Nous considérons Ia  fonct ion # aéf in ie  comme en A( I f .39) .  Nous
avons ici:

( I f . 19 )  l f l  -  s ,  dans  L " (B )  f o r t ,  quand  R-0 .

Et nous prenons conme fonction test dans (f.5), Ia fonct, ion v
déf in ie  par :

v :  qd, avec r1e01a , 1 .

Nous obtenons alors:

(rr.20) / ̂  tfuo"a.-ux,'A' (qhf ) * $ia"t-a" (q#) +,B

+ 
fip.t-ô. 

(qhf) ldrdsd0 = JsE-çngnrlrildrdsdo

Nous nulÈiplions maintenant A(II. 1)1 par r1-u-, êt en intégrant
sur B, nous obtenons:

(rr.21) I" t forA.(çnô..uf) * ô"$-4"*11 1q-u-drdsdO:0

En appliquant Ia formule de Green, et en nultipliant par Ro, nous
pouvons écrirer ê[ nous rappelant que urrn est nul pour s:O et
pour s=rLl2z

(rr. 22) *" /, ttrfrô.dô. 1r1-u-) * #lfô, 1r1-u-) I drds+

R^f #qt-n.dsd0=0, avec nr=1 si r-l et Dr=-1 si r:-\- - J  
Y '  

R I P -
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Lt in tégra le sur  Ie  bord y .  est  nu l le  du fa i t  de A( I I .41)2.  A lors ,
par différence membre à nembre entre (fI .20) et (TT.22, '  i l
v ient :

(rr.23l /rrffienô.-u^ô,(#)1 . $î(ô,ûr.)ufô,q 
- 

#(ô"!,f)ûp,ô"rl
+ $rôrû-ô. (qqf ) ldrdsdO = JgE-QnEnqdarasa0

{tn

En vue de passer à Ia l inite quand R tend vers 0, dans les deux
membres de cette équation, nous allons étudier Ie comportement
de chaque terne dans les mêmes condit ions.

Pour Ie prenier, nous al lons drabord établir un résultat
concernant  qf  .  La formule A( I I .39)  nous perrnet  drécr i re :

(TT .24 )  ô rq f  =  -  Rô rX , , ( s /R , r )

La fonct ion ôr1n(Srr )  é tant  pér iod ique é lérnent  de L.  ( I ) ,  i I
s rensui t  que ôr1n(s/Rrr )  est  borné dans L,  (B)  indépendamment  de
R.  À ins i ,  nous  pouvons  éc r i re ,  d rap rès  (T I .24 l z

(fI.25) .r, f /n borné dans Lt (B) indépendarnment de R.

Nous avons, êD appliquant It inégali té de HôIder, sachant gue

Vn-R"=Rsin ( s/R) :

I" Insin(s/R) **'zu-zqôrufarux,.larasae < Rl ô.r"f/R I trz (B)l ô"-u,rnlR I 1z 1n)

En cons idérant  ( I I .5)  e t  ( I I .25) ,  nous pouvons écr i re :

( r I .26)  I "ns in(s /R)  çnR'zp 'z1ôrr r fôrù-drdsd0 -  0r  quand R+0.

So i t  ma in tenan t  Ns  dé f i n i  conme en  À ( I I . 48 ) .  En  u t i l i san t
A ( I I . 49 l  ,  nous  mon t rons  que :

( I I . 27 )  Ns  J  (2 t r ) -1bn ,  dans  L .  (B )  f a ib le ,  quand  R-0 .

La dénonstration est semblable à cel le écrite pour Ia relation
B(rr .2s l  .
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Examinons encore Ie comportement de 4.=Jgûn'1gnô.ù^ô. (qd) drdsd0,
quand R tend vers 0. Cornme rlf ne dépend pàs de 0, nous avons:

\= J gtn' I gnô.-urr, ( ô, e ) darasaO

Et  d rap rès  ( I I . 14 ) ,  ( I I . 11 )  e t  ( I I . 19 ) ,  nous  pouvons  passe r  à  l a

linite quand R tend vers 0 dans Arr. En effet, nous avons affaire

au produit de trois suites, dont deux convergent dans L" (B) fort

e t  Ia  dern ière dans L"  (B)  fa ib le .  I l  v ient :

( I I .28)  Ar ,  *  IgRo- lôru. (ô.n)  sdrdsd0,  quand R+0.

Maintenant ,  en passant  à Ia  l in i te  dans ( f I .23) ,  en tenant  compte
de  ( r r . 8 ) ,  ( I I . 4 ) ,  ( I I . 10 ) ,  ( r I . 11 ) ,  ( I r . 12 )  '  ( I I . l e ) ,  ( I I . 26 ) ,
( I ,T .27 )  e t  ( f I . 28 ) ,  nous  avons  enco re  a f fa i re  à  t ro i s  su i tes ,
dont deux convergent dans L2 (B) fort et la dernière dans L" (B)

faible. Nous obtenons ainsi:

(TI .2g)  JB{  [Roos-  1zn)  
- îbuu. ]ô"q+Ro- lsô.u.ôrr1 

]dsdrdO =

I rt 1zs1n rRocos0, Rosin0 ) R"rlsdrdsd0

Nous intégrons par parties par rapport à s et 0 dans le prenier

membre de cet te  équat ion et  en ut i l isant  ( I I .18)r ,  i I  v ient r  êh
nous rappelant que u. ne dépend pas de r:

( I I .3O) - Ig,  {ôr IJ!16osdr -  (Zn) ' lbrr : . ] -Ro'zsô.,u. ]qdsdO =

-J" r ô, ç Jl 'aodr+Ro'2ôr,u.l qsdsd0

CeIa doi t  ê t re wra i  pour  toute fonct ion 11 de D(Bt) .  Nous avons
obtenons donc, après sinpli f ication:

( I I .31) -J lsodr + (2nrr-1b.Asrr .  = o

Droù, en dérivant par rapport à s et en uti l isant encore
( I I . 1 8 )  1 :
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( IT.32l  f  (2s l r rRocos0rRosin0l ,  +  (2f i ' ) -1bnô" ,u.  + Ro-2ô. , rs= g,  sur  Br .

Cette relat ion,  avec ( I I .18)z et  Ie fa i t  ç lue u.  srannule porr  s=0
ou ttLl2, montrent, en comparant avec (II.1) que u.=ta., à cause
de l runic i té de tp. .  I

Irr. LI!,IITE DE ûÉ. QUAIID ,r TEI{D VERS 0.

De même q.u I au paragraphe précédent, nous avons le résultat
suivant:

PROPOSITION C. f I I .13  Nous avons  les  résu l ta ts  su ivants :

( I I I . 1 )  X p  -  O ,  d a n s  V 1  f a i b l e r  Ç u a n d  p + Q

( I I I .2 )  bn  -  2 f i ,  quand p '+9

( I I I .3 )  
-up .  

-  ùp ,  dans  Hr  (T t )  fa ib le r  quand p-+9

La fonction ûo. de Hs, est définie de manière unique par:

En comparant avec ch. 1 th. C.IV.l,  nous avons inrnédiatenent:

COROLLÀIRE C. I I I .2 :  Nous avons l r in tervers ion des l in i tes:

(rrr.5) t_i$ rrls û-t = tls rl*i$ Ë-t

PREWE: Nous procédons conme au paragraphe précédent.
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Pour  ( I I I . 3 )  e t  ( I I I . 4 ) ,  l a  f o rme  va r ia t i onne l l e  de  ( I I . 1 )  es t
êcrite en (ff .7). Nous démontrons alors, comme au paragraphe A
que ùn est bornée dans Ht(Bt), indépendamnent de p. Nous en
déduisons rtexistence drune fonction, notée 

-uo., 
de vs, tel le Çluê,

à une sous-suite près!

( f I I . s )  upo  -  uso l  dans  H l  (B t )  f a ib le ,  quand  p+0 .

Et en passant à Ia l inite, quand p tend vers O, dans les deux
membres de ( I I .7) ,  nous obtenons:

( f I I .5)  fg ,  (ôru*ô"v + Ro-zô.uo.ôrv)dsd0 =

=  Je  r f  ( 2s ln ,R"coso rR"s ino )vdsdo1  vv€Vg , .

En écrivant la forme forte de cette équation, Ia fonction 
-u-

srannulant  pour  s=0 ou tL l2 ,  nous obtenons exactement  ( f f l .4) .
I
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TROISIEME CEAPITRES

ELASTICITE DI T'NE TOLE ONDULEE

INTRODITCTIONs Dans ce chapitre, nous désirons étudier le

conportement l inite dtune tole ondulée, considérée comme un

nodèle l inite de coque, guand ltépaisseur tend vers O et guand

Ie nombre drondulaÈions tend vers I ' in f in i .  Avec la  déf in i t ion

de la tôIe donnée au chapitre 1, la section droite de la surface

moyenne esÈ une succession de demi-cercles, et Ia courbure change

brutarement, quand on passe de lrun à lrautre . Donc ra fonction

déf in issant  la  sur face moyenne nrest  pas de c lasse 8" ,  e t  les

résul ta ts  de l ré Iast , ic i té  des coques ne s tappl iquent  pas.  Crest
pourguoi nous choisissons ici,  pour la section droite de la

surface moyenne, une autre courbe ressembrant à ra précédente

mais nren ayant ,  pas r r inconvénient  ment ionné:  une s inusoide de
période 4R eÈ drarnpli tude 2R. Nous supposons en plus, la tôIe

drépaisseur  constante 2e.

Le nodèle de coçlue retenu est cerui de Koiter. Dans cette

théorie, i l  suff i t  de connaitre re déplacement de chaque point

de la surface moyenne pour que Ie déplacenent soit parfaiternent

déterniné. Nous étudions donc drabord la géornétrie de la surface

moyenne. Puis nous écrivons les équations de rrérasticité

l inéar isées et  nous montrons r rex is tence et  r tun ic i - té  du

déplacernent dans re cas générat drune coque dont la surface

moyenne est assez régulière.

Nous cherchons ensuite Ia l inite du déplacement quand 1répaisseur

tend vers 0, cette dernière étant supposée petit ,e devant les

autres dimensions de la tôIe. Nous nontrons que cette t inite

ex is te,  gure l le  est  un ique et  vér i f ie  une équat ion d i f férent ie l le

dfordre 4 et que la convergence est forte. Nous donnons drabord

Ia dénonstration dans Ie cas générat drune coque, êt nous

écrivons les résultats spécif iques à Ia tôIe, après avoir posé

e=eR, pour pouvoir étudier Ie problème de Irinterversion des lirnites.
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Nous cherchons ensuite Ia linite du déplacement quand R tend vers

O. Nous trouvons une linite nulle et une convergence faible.

Nous nous intéressons enfin, à Ia l inite du déplacement init ial
quand R tend vers 0. Nous trouvons Ià encore une linite nulle et

uns convergence faible.

I. GEOMETRIE DE LÀ SIIRFÀCE I,TOYENNE.

Nous nous inspirons ici des travaux de P. G. Ciarlet et B. Miara
(cf .  t12l)  pour les notat ions et  les dénonstrat ions.

Nous supposons la tôle de largeur L et de longrueur 1. Pour n
entier naturel non nul, représentant Ie nombre drondulations,
nous posons, conune dans le chapitre 1:

( I .1 )  R  =  L /4n

Appelons S la surface moyenne. Notons:

(T .21  o  =  l 0 rL [ x ]0 r1 [ ,  doma ine  des  va r i ab les  x  e t  z .

Nous supposons
période 4R et
(o , î , J ,R)  de  R3

( I .3 )  i :  ô

(x ,  z l  r ' f

que Ia section droite de S esÈ une sinusoïde de
dtamplitude 2R. Un repère orthonormé direct

étant f ixé,  notons d l rappl icat ion déf in ie par:

gr

M(x, nsinffi, z )

La surface moyenne S est alors Irinage de ô par d. Nous
remarquons çIue i est de classe Sz sur 6; nous pouvons alors
définir les composantes des diverses formes fondamentales de S,
Ies syrrnboles de Christof f el, ainsi que les tenseurs des
défornations et de changements de courbure, gui sont,
indispensables pour I rétude de I té last ic i té de Ia tô le.
Dans tout ce chapitre nous noterons ô,'t, Ia dérivée partielle de
* par rapport  à t ,  êt  ô j j , * ,  Ia dér ivée part ie l le drordre deux de
* par rapport  à t  et  à t r .

Vecteurs tangents et normal.
Les deux vecteurs â, = ôr@ et â. = ô.i sont tangents à S au point
Y|(x,zl . On ar êD notant tX la transposée de Ia natrice X:
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I  t ,  = '1r,!cosfË,ol , ô,â, =
( r .4)  |

L t .  
= t10,0,11 ,  ô .â,  = ôrâ,

Nous remarçluons que â, et â, sont
Posons maintenant:

d, ô,â, =.(0,- f,f isinff;,ot
= Q

orthogonaux.

f-r, 
= -*#, soir ici:

(r. s) I
l - |"",ffi
|  â ,  =  t 1 -

L-" 
'1r{co 

szffi-11r2 
'

- 1

,o)
1rÇcos zL1tz

Figure 1s La surface moyeDDe 8.

Dans tout ce qui suit, les indices grecs prennent reurs vareurs
dans {x rz }  e t  les  ind ices  la t ins  dans  {x ,z r3} ,  e t  nous  adoptons
Ia convention de sommation des indices répétés.
Le produit scalaire de deux vecteurs u et v de Rs serd noté u.v.

La base âi, conmode pour les produits scalaires, est définie par:

--
a.
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fi 'I){

tcoszE-

æ '  

o ) î  â z : â z P  â 3  = â 3

Prenière forne foudamentale de S.
Er le est  notée (aos),  et  est  ut i l isée pour carcurer les rongueurs
de courbes tracées sur S. Nous avons ici:

r
|  .or  :  âo.  âs,  so i t  ic i  :

( r .7)  |

I .r, : tfieos.#, âzz=1r âxz=âzx= o
l_

Nous avons auss i :

( r .8)  a = det(ans) = r{cos. f f t

Et  I t é Iémen t  d 'a i re  ds  es t  a lo rs :

( r . 9 )  ds  =  a t l zdxdz

Nous notons que a est une fonction de x.

Deurième forne fondanentale de g.
ses composantes covariantes sont notées (bcs), et nous avons:

nz sin5
(f .10) baa= â3.ôsâo, soit ici :  brr=-7n"VzA, brz=bzr=bzz=0

Nous ca lcu lons encore les aoB déf in is  par :

( I . 11 )  aoB  =  ân .â8 ,  so i t  i c i :  axx=  L la ,  a rz=  L ,  azx=axz :g

Les composantes nixtes de Ia seconde forme fondamentale de S sont
a lo rs :

t-
|  â t .  â i  =  6 i i ,  so i t  i c i :
I

( r .6 )  |r--- '16'=.(+

L- 
'lSes'TF '



n.  s in*
(f .12) bÊ=aBobon, soit,  ici :  bl-a=ær#, bl=!l=!!=g

La seconde forme fondamentale de S est uti l isée pour calculer des
courbures sur S. I

Troisiène forme fondamentale de S.
EI le  est  notée (cos) ,  e t  nous avons:

nasint Tx
( I . 13 )cos :bàb re , so i t i c i : " " , * # tCxz=Czx :Czz :o l
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es autres sont nuls.

I I .  EQUÀTIONS DE LTELASTICTTE.

1o )  E lpothèses.

Nous supposons les coeff icients de Lamé du matériau constituant
Ia  tô Ie,  Â et  p  s t r ic tenent  pos i t i fs ,  cê qui  est  le  cas en
prat ique.

( r r .1)  l

Nous posons:

( I I .2 )  o  =  tM(d(x ,z )+x3â3(x ,z l ) z  (x ,z le r^ r  e t  l t ' lSe l

Slmboles de Cb
I ls  sont  notés

l-rÊt=â'
( r .14 )  |

I
I
I ll*=-
L_

in is pa

tous I

r i s to f fe l  de  8 .
I[s et sont déf

. ôgân ,  so i t  i c i :

zr3sinp"o=ffi
F,

I
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Ainsi, d représente la tôre qui est donc drépaisseur 2e (voir
f igz2l  .

Notons f t  e t  Io  (vo i r  f ig .  2)  Ies faces déf in ies par :

( r r .3  )
tM(d  (x ,z )+x iâ3  (x ,z l l  z  ( x ,  z )  e r , r  e t  t ' =+e)

tM(d(x ,z l+x3â3(x ,z l ) z  x=o  ou  L  e t  l t ' lSe)

Nous supposons la tôle soumise à des forces intérieures à o et
à des forces de surfaces appriquées sur les faces ondurées rt.
Nous la supposons aussi f ixée par les faces planes Fo.

Nous supposons, drautre partr gue les déplacements sont assez
petits pour que res équations l inéarisées soit,  varabres.

Nous uti l isons ici les travaux de John et Koiter sur les coques.
Le premier a montré cf .  [12]  que si  r répaisseur est ,  assez pet i te,
crest à dire si elle est infériere au dixième du minimum du rayon
de courbure normal de S, alors les contraintes intérieures à la
coque sont approximativement planes, êt res contraintes
pararlères à la surface nédiane sont des fonctions
approxinativernent l inéaires de lrépaisseur. crest ce que nous
al lons supposer.

Le second cf. [12] suppose en prus que tout point situé sur une
nornare à ra surface rnédiane, reste, après déforrnation, sur la
normare à la surface déformée. rl montre alors que le champ des
déplacenents de Ia coque est déterniné parfaitement par Ia seule
connaissance du champ des déplacenents de la surface nédiane.
Nous alrons donc êtudier ces derniers:  crest  un probrène
bidirnensionnel  sur 6.

[:
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r:

Figure 2:  La tôIe ondulée.

2" ,  Eguat ions .

Nous notons ue; les trois composantes covariantes du déplacement
dtun point de Ia surface moyenne. Prus précisérnent, pour tout
(x ,z l  de  r^ r ,  ue(x rz )  =  ue i  (x ,z lâ i1xrz1  représente  Ie  dép lacenent  du
po in t  M(@(x ,z ) )  de  la  su r face  méd iane  S .

Nous définissons lrespace fonctionnel dans lequel nous allons
travai l ler  par:

( I I .4 )  V1a l1=  tv€ (H1 (o )  ) , x t t2  ( r , r )  t .q .  v ;= f l y3 l ! f r=g  s i  X=0  ou  L )

Remarquons que ôv37ôfi=O si x=0 ou L signifie ôrv3=0 si x=0 ou L.
Les conditions vi=ôvtlôfi:O si x=o ou L, traduisent simprement re
fai t  que Ia tôIe est  f ixée sur ses bord droi ts,  Fo.

calcurons naintenant en fonction de t et p, res 5cBra iui jouent
un rôle analogue aux coeff ic ients dtéIast ic i tê:
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covariantes du
de courbure

(rr .  s)

r^cBor - 4lp ^aEbsDls -  
f f i -adapt 

+ 2p(aûeaûo + a-a8o) ,  soi t  ic i :

hxxxx - 9tt ()'+tt' l -, bszz=bzz,o- ALA-L' -  -(T+zpla. '  
(W

bxzxz-bzxxz-bxzzx-bz ̂ .r-?lt

Calculons encore ycs (v) et Trs (v)
tenseur des déforurations et
respectivement. Nous avons:

Tcg(v) = eca(V) -  f lsvo -  bcgv3,

so i t  i c i :

Tr, (v) =ôrvr+
nr sinfftc"=}Ë

8Ra

avec eoa (v) =\1ôovr+ônvc)

TX
T a sLn2p

-Frv3(r r .6)

Y'.  (v)

Y . .  (v )

De mêne:

( f  I . 7 )  r  Tos  ( v )  =

Soi t  i c i :

y . ,  (v )  =  exz  (v )

ô.Y,

ôoavs - lflsôrv3 +

(ôob8 + reobfl

bfl (ôsvo - I|svo) +

- rflBbâ) v, - ccgv3

b[ (ôovo - rfnvo) +

(TI .7  )z  Trr (v)  = ôrrv3 +

nz s in*
+ 2p5r# ôrv'

zr sinffico=TË
8Ra

, I o'"o=tf;
- [ 

-51;;srz- '

oari.r 
2RG

GRGr 
-vi -ôrvl

rzzzz_8p (I+p
y -

sr5sin,lË"o=ffi I
ffil 'x
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z ' s in *
(TT.7 ) I Tr. (v) =T., (v) =ôr.vs + 

71;srê ôrv,

(TT.7 ) c T.. (v) =ôr.v3

Nous remarç[uons çfue les deux tenseurs yca (v) et ï"a (v) sont
s1métriques en o et B.

Lr interprétation géonétrique de ces tenseurs est la suivante:
si une part icule de Ia surface moyenne est au point M avant ra
déformation, nous notons lt  sa poait ion après ra déformation due
au déplacement ue, crest à dire l fr=u". Nous avons alors:

o Î  1x , z ) :  $ ( x , z ) ,  e t  donc  ( c f  .  ( f  . 3 ) )  âo  =  ôoOî

Par  analogie nous posons:

+ = :

ân = ô.oii et âr : lxx3z- 
t â,xâ. I

Les vecteurs ;" sont tangents au point 
-t ' t  

à ra surface moyenne
défornée.
Nous avons alors, avec des notations évidentes:

los(u")  = L(âoa -  âcs)  et  TaB(ue)  = Ëcs -  bcs,  vo i r  12) ,  page 106.

ce la étant  préc isé,  re  déplacenent  ue vêr i f ie  r réquat ion:

( f I . 8 ) t  B (ue , v )  =  L ( v ) ,  VveV( r , r )

La  fo rme  b i l i néa i re  B (u ,v )  é tan t  dé f i n ie  pa r :

( I I  .  8 ) z B (u, v) :J 
" 

I  eboEooyoo (u) ycs (v) +!1UoB"lfpo (u ) T"s (v) 1 a%dxdz

et  Ia  forme l inéai re L(v)  par :

( I I . 8 ) t  L ( v )  =  I " p . . t d *d "

Le vecteur  p se déf in i t  à  I ra ide drune in tégra le sur  l répaisseur ,
et rend compte des forces intérieures et de surface appriquées
à la  tô le .  Nous posonss
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( I I . 8 )4  p :  p i â i

À ins i ,  l e  p rodu i t  sca la i re  p . v  es t  éga l  à  p i r i  ( c f  .  ( I . 6 )  ) .

Posons pour  s inp l i f ier :

( rr .  9 ) Àç (u, v) =boÛoogro(u) goc (v) , avec g=T ou T.

I l  est  à  noter  guê,  dans cet te  écr i ture,  la  le t t re  g nrest  qurun
symbole et  est  d is t incte de I tappl icat ion S.
Nous remarquons a lors  guê,  cornpte- tenu de ( I I .5) :

( r r .10 )  AQ(u 'v )= tff ir i*f*P * e..(u)p..(v)l +

+ 
1Y*21r1 ^[ 9, '  (u) 9..  (v) * Qrr(u) q* '  (v) ]  * $o'.  (u) q' .  (v)

ÀIo rs  ( I f . 8 ) t  s réc r i t  enco re :

( r I .  11) I "  t "a,  (u",v)  *Ëot(u",v)  1a1/zdxd,z = J"p.vdxdz, vvev(r , r )

3o)  Ex is tence
Nous déf in issons
suivante:

( I I .12 )  l v  l v ( " )  :

et  un ic i té  de ue.
drabord une norme sur  V(o)  de Ia  manière

(  l v ,  11, .  +  lv .  11, .  *  l v3  l i , . l , t ,

en  no tan t  l v i  11 , "  I a  no rme  usue l l e  dans  Hk ( " ) .  L respace  V ( r , l ) ,  r nun i
du produit scalaire f ié à cette norme est alors un espace de
Hi lber t .

Nous supposons en outre que Ia forme linéaire L est continue sur
V( t t )  I  c res t  Ie  cas  s i ,  par  exemple  p  es t  dans  tz  ( r ,1 ) r .  Nous avons
alors le résul tat  suivant:
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Proposi t ion I f .13 Le problène déf in i  pour  tout  e ,  O<ecR ,par !

t rouve r  ue  de  V (o )  t e l  que  ( I f . 8 ) r  so i t  r éa l i sée
pour tout v de V(o) ,

admet  une so lut ion unique dans V(o) .

Preuve:  cer le  que nous ar lons donner  s tappr ique dans re cas
généra l  drune coque,  dtépaisseur  2e,  dont  ra  sur face moyenne est
définie par une apprication $ ae €r 1-o1 , r^r étant un ouvert borné
connexe  de  Rz ,  ê t  f i xée  su r  une  pa r t i e  yox [ -e re ] ,  de  son  bo rd ,  où
To est une part ie du bord de ô de mesure str ictement posit ive
( c f  .  ( r I . 3 )  ) .

1o )Con t inu i tê  de  B .
Nous avons:

( r r .13)  le (u ,v )  lsJ" te lar (u ,v )  l * l  lay lu ,v )  |  la%dxdz

Notons c1,  un majorant  des vareurs absorues des bnBod sur  
-o ;  

un te l
nombre ex is te puisque 0 est  dans €r  ( , ,1)  (c f  .  ( r .  3  )  )  .  Arors
d rap rès  Ia  fo rmu le  ( I f . 9 )  nous  avons :

( r I .14 )  IAE(u ,v ) ,  .  CroS lQoo(u)94(v )  |

Notons maintenant cz, un rnajorant des valeurs absorues des
coeff ic ients des fonct ions v;  ou de ses dér ivées part ie l les dans
res  express ions  des  yos  e t  des  Tns  (vo i r  ( r r .5 )  e t  ( r r .7 ) ) ;  un  te r
nombre existe car @ est dans er (6).
Nous avons arors In1u,v1 |  qui  est  infér ieur à un nombre f in i ,
noté p,  dr intégrales sur t^ l  de fonct ions du type:

crcSl f  l ls l

où f  ( respect.  g)  représente une composante de u (respect.v)  ou
une de  ses  dér ivées  par t ie l res .  À lo rs  d 'après  t ' i néga l i té  de
HôIder,  nous avons:

I " l r l lg laxaz <  l r  lo , "  l9  lo , .  s  lu  1r , " ,  l v  lv<"1
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Nous pouvons donc écrire:

( r r .15 )  In (u ,v )  |  .  pc  lu  1y1 .1  l v  1y1"1

Ce qui prouve que B est continue sur V(r,r) .

2o lCoerc iv i té  de  B .
Pour cela nous aIlons uti l iser une inégalité de coercivité
concernant À*(vrv),  p lus précisérnent:

( I I . 16 )  Aq (v , v )>pCoxe  ç3s (v ) ,  avec  C  indépendan te  de  l ,  p  e t  e .

En effet, nous avons, (tos) désignant un tenseur symétrigue:

aûBaootootog = (ao8torlz > o

Et  i I  ex is te une constante Co)O,  ne dépendant  n i  de t ,  Di  de p,
n i  de e,  (en fa i t  Co ne dépend que de $)  te l le  que:

aoo(x rz)aso(xrz) toatca 2 Cstqstqs,  (vo i r  t12 l  p .6 preuve du lemne 1) .

À Io r s  ( I I . 5 ) t  avec  ( I f . 1 )  non t ren t  que :

(fI .17) bnBootootcs 2 4pCetastog

Ce t te  de rn iè re  i néga l i t é  i r np l i que  ( I f  . 16 ) ,  g râce  à  ( I I . 9 ) .

Remarquons ic i ,  que dans re cas de la  tôre ondurée,  r r inégar i té
( I I .  16 )  s ' éc r i t :

( I r . 18 )  ÀO(v , v )

En  e f fe t ,  ( I I . 10 )  nous  pe rme t  d réc r i re :

Ao(v,v) : W, ry + p3.(v) | * %t *+ e..(v)l

* {,ei, t")

Mais nous avons:
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*{ I)  e. .(v) = l t (MP * e..(v))z -  (e" 'Jv) )z -  (0. .(v))21

Nous pouvons alors écrire:

A*  (v ,  v )

* {01. t"l

car :  9p() ,+p, ) -4 lp  = 41. t t  t  81tz  -  Ap,(L+2t t )

À ins i ,  nous avons:

Ag  ( v , v )

Nous savons que (L+rz )  est  un majorant de a=l fn2cosz ( t tx/Rl  ,
nous  en  dédu isons  ( I f .18 ) .

En revenant au cas générar,  la fornure (r .g)  nous donne:

a  =  â r zâ .2  (â r . â .1  z

Les vecteurs ân étant l inéairement indépendants, nous voyons donc
que a est str ictement posit i f  sur 6, gui est compact. Nous avons
donc, cornpte-tenu de Ia régularité de $:

( I I . 19 )  a2âo )o

A ins i ,  g râce  à  ( I I . g ) ,  ( r r . 9 ) ,  ( I I . 16 )  e t  ( I I . 19 ) :

( r r .2o)  B (v ,  v)  )  cp ( .o) t " I r . l  te" !  (v ie  (v)  )  *  
I ,T  

(T is  (v)  )  I  dxdz.

En supposant  e  assez  pe t i t ,  nous  avons  e2(er  13) ,  d roù :
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, - r  ^ . .1 - " (v ,v )2  (e" l31cp1ao) l /2oEr t  t ïoc(v)  lB , .  +  l ï "s (v )  tB , " l( r r .21)  |
l_avec 

C)0, constante indépendante de e

Àvec les h lpothèses sur  V(r^r )  écr i tes en (TT.4 l  ,  p .G.  Ciar le t
B. Miara ont nontré dans lL2l ,  Iernrnes 2-5, pages 7-9, que:

t "T t  lyos(v)  13, .  +  tT"s(v)  13, )11/2 ,

est  une norme sur  V(r^r )  équiva lente à lv  ly1"y
Alors ( I I .21)  montre que B est  coerc ive.
Et  Ia  proposi t ion I f .1  est  une conséquence
Mi lgram.

et

dé f i n i  pa r  ( I I . 12 ) .

du théorème de Lax-
T

I I I .  L in i te  de ue quand e tend vers O,  cas génêra l .

Nous fa isons dtabord Ia  supposi t ion su ivante:

( I I I .1)  F = ê-Zl .Lo,  I  =  e-ZLo,  avec Fo et  Âo indépendants de e.

cera correspond au fait que le rnatériau devient de plus en plus
rigide guand e tend vers O.
Nous supposons en plus que:

( r r r .2)  p=êpor  avec po indépendant  de e,  e t  po érénent  de Lz ( t^ r ) r .

Posons encore:

fo" = e2
le

( I I I .3 )  
I  

Bo(u ,v)

L"" (.') =
= I ,  f  "a i  

(u,v)  **oi (u,v)  1aÉdxdz

IrPovdxdz

Notons  que A[ (u ,v )  es t  s imp lement  Ar (u ,v )  dans
ont été rernplacé respectivement par lo et Fo
( r r .e)  ) .

laquelle t et p
( c f .  ( r I . 5 )  e t
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Alo rs  1 téqua t i on  ( I f . 8 ) r  s téc r i t  enco res

( I I I . 4 )  Bo (u " , v ) :  EsLo (v ) ,  VveV( to )

Le sous-espace de V(r, l) suivant, vâ jouer un rôIe important:

( I f f  . 5 )  V ' ( o )= {veV(o ) ,  t . q .  Tcs (v )=0 ,  V (c ,B )  }

Nous avons alors Ie résultat suivant,, valable dans Ie cas
généra l ,  conme pour  l a  p ropos i t i on  ( I f . 1 ) .

Preuves 1o)Convergence fa ib te:
El re se dédui ra fac i rement  du fa i t  que ue est  bornée dans v( ro) ,
indépendamment de e. crest ce que nous arrons montrer.
En  remp laçan t  v  pa r  ue  dans  ( r r . 21 )  e t  en  u t i r i san t  ( r r r . 1 ) ,  i l
v i en t :

( I I f  .8)  e ; , lod u"  I  T<" t  s  B(ue,ue; ,  avec C>0 indépendant  de e

Mais nous avons:

B (ue ,ue )  =  L (u " )  -  eJ "po .uedxdz ,  d ' ap rès  ( I I f  . 2 ) .

A lors  en ut i l isant  t ro is  fo is  I  t  inégal i té  de HôIder ,  nous pouvons
éc r i re :

( I I f . 9 )  B (ue ,ue )

A lo r s  ( I I I . 8 ) ,  ( I I I . 9 )  e t ,  ( f f I . 2 )  mon t ren t  que :

( I I I . 1O)  l u "  I  11 "1  S  C ,  avec  C>0  indépendan t  de  e .

P ropos i t i on  I I I . 1 :  Sous  l es  hypo thèses  ( I I I . 1 )  e t
fani l le de fonctions u" converge, quand e tend
(Ht  ( r^ t )  )  2xH2 (ô)  for t ,  vers Ia  fonct ion notée uo,

manière unique par :

( I f I . 6 )  uo  €  V t  ( r , l )

( I r r .7)  J"  Ai(uo,v) al tzdxd,z = 3Jr,rpovdxdz, VveVr (ro)

( I I I . 2 |  ,  I a
vers 0 dans

déf in ie  de
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V(r,t) ét,ant un espace de Hilbert, nous en déduisons lrexistence
drune fonction notée uo, appartenant à V(ûr), tel le ç[ue, à une
sous-suite près:

( I I f . 11 )  u "  -  uo ,  dans  V (o )  f a ib le ,  guand  e*0 .

2c)Détern inat ion de uo.
Nous constatons drabord que les coeff icients des v;
dé r i vées  pa r t i e l l es  dans  ( I I . 5 ) t  e t  ( I f . 7 ) i  son t  des
continues sur 

-o, 
vu Ia régularité de 0. Nous avons

ve r tu  de  ( f I I . 11 ) :

ycs(ue)  *  TqB(uo) ,  dans L,  (o)  fa ib le ,  quand e*0
et

Tos(u") bornée dans Lt (r^l),  indépendamment de e.

ÀIors en s impl i f iant  les deux membres de ( I f I .4)  par
passan t  à  l a  l i n i t e  nous  ob tenons ,  g râce  à  ( f f f . 3 ) :

ou de ses
fonctions
a lo rs r  ên

e,  e t  en

( I r r .12)  IôAi (u?v)aÉdxdz = o,  Vvev(r , r )  .

En rernplaçant  v  par  uo,  qu i  est  dans V(o) ,  nous obtenons:

( r r r .13)  J"o i (uo,uo)a%dxdz = o

Mais  draprès  ( r r .16) ,  dans  raque l re  nous  avons  rempracé l ,  F ,  g
et  v respect ivement par lo,  Fot , l  et  uo,  et  ( f f .19) nous avons:

J"o i (uo ,uo)a%dxdz >  coE,  l log(uo)  13 , "

Cet te  inéga l i té ,  avec  ( I I I .13) ,  nous  permet  d récr i re :

( I f I . 1 4 )  y o s ( u o )  :  O ,  V ( c r B )

Ce qu i  p rouve  ( I I I . 6 ) .

Pou r  ob ten i r  ( I I I . 7 ) ,  i f  ne
membres  de  ( I I I . 4 )  pa r  e r ,  e t
so in  de  p rend re  v  dans  V t  (o ) .

3o )Er i s tence  e t  un i c i t ê

reste plus qutà div iser les deux
à passer à Ia l in i te,  êr  ayant pr is

de uR.
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Remarqrions drabord que Vr (o) est un espace de Hilbert.
En effet, les trois applications f4 sont l inéaires et continues
de v(o) dans L2 (r^r) .  Par consêquent le noyau de chacune drentre
el res est  un sous-espace fermé de v(o) .  Donc v,  (o) ,  in tersect ion
de ces derniers est aussi un sous-espace ferrné de v(ro). par
suite, vt (ô) est aussi un espace de Hilbert, pour re même produit
sca la i re  que  ce lu i  de  V (o ) .
Remarquons encore gue sur vt (r, l)  ,  une norme équivarente à cel le
dé f i n i e  en  ( I r . 12 )  es t :

t "T (  |  ïos(v)  |  6 , "*  t  T"s(v)  t  6 , " )  l1 t2=[Àl  T.s(v)  l$ , " )1 /2 ,
car v est dans Vt (r^r) .

Maintenant ,  pour  démontrer  l rex is tence et  r run ic i té  de uo,  nous
allons montrer que Ia forme bir inéaire définie par le premier
membre de ( r r r .7)  e t  notée Bt ,  est  coerc ive.  comme po est  dans
L ' ( t ^ l ) t ,  I a  f o rme  l i néa i re  Lo  es t  con t i nue  su r  v ' (o ) .  Le  résu l ta t
désiré est arors une conséquence du théorème de Lax-Mirgran.

Nous pouvons écrire:

B '  ( v , v )  =  Ja ,A i ( v , v )  ahdxdz

or ,  en rempraçant  dans ( r r .16)  l ,  l r  e t  g ,  respect ivernent  par  lo ,
po  e t  T ,  i I  v i en t :

a|(v ,v)  >  cpo"TTie(v) ,  avec c>o

Droù, en murtipriant res deux membres par a% et en intégrant sur
û) ,  i l  v ien t ,  g râce  à  la  dern iè re  éga l i té  e t  à  ( f f .19) :

B| ( v , v )  )  C tn4 l  T r s ( v )  | f , , " ,  avec  c |>0 ,  VveVr ( r , l )

ce deuxième membre représente auss i  cr t l  v  lÇ," r ,  avec cr>o.  Dtoù
coerc i v i t é  de  B t .
La fonction uo étant uniquernous voyons que toute la fanitre
converge vers cette l inite.

{c}Convergence for te .

En u t i r i san t  ( r r r .1 ) ,  l a  fo rnure  ( r r .21 )  nous  permet  d réc r i re ,
avec C>0 qui ne dépend pas de e:

Ia

u"
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( I I I .15 )  ed  v  l i r " t  S  B(v ,v ) ,  Vvev1r , r1

Soit en remplaçant v par u"-uo, nous obt,enons:

( I I I .16)  ed  u ' -uo  l?<"1  S B(ue-uoru" -uo)

Nous avons alors, grâce à Ia bil inéarité de B:

( r r l .17)  ed  u" -uo  |  0<"1  S B(u" ru" -uo)  -  B(uo ,u" -uo)

Examinons chacun des deux termes du deuxième menbre de cette
inégal i té.
Pour le premier, nous avons:

( I I f .18 )  B(u" ,u " -uo)  =  L (ue-uo)

Et grâce à (rrr .2)  et  à rr inégal i té de Hôlder,  nous pouvons
êcr i re:

( I f r .19 )  B(u" ,u " -uo)  <  e  lu l -u?  lo , "  l p l  l o , "

En ce qui concerne Ie second, nous uti l isons le premier mernbre
de ( I I .11) dans laquel le nous remplaçons uê par uo et  v par ue-uo.
En nous rappelant que les Tcs(uo) sont nuls, iI vient, grâce à
( r r r .3)r :

( r r l .2o)  B(uo ,u" -uo)  :  (e l l l  J "À i (uo ,ue-uo1a l /zdxdz

À ins i ,  ( I I I .L7 ) ,  avec  ( f f l . 19 )  e t  ( I I I .2o ) ,  nous  permet  d réc r i re :

( r r r .21 )  lu . -uo  lÇ1"1  s  d  u | -u?  lo , "  l p i  to , r -c ,J "A i (uo ,ue-uo1a l / zdxdz

rl ne reste plus qutà montrer que chacun des deux termes du
deuxième membre tend vers O avec e.
Pour le premier, nous savons que:

(flT.zzl uê - uo dans V(r,l) faible, guand e+O.

Donc, draprès Ie théorème de Rel l ich,  nous avons:
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( f I I .23)  uf  -  u t  dans L2 ( r . r )  for t ,  quand e+0.

Le prenier terme du second menbre de (II f .21) tend donc bien vers
0 avec e.

Pour  le  secondr  êD considérant  les formules ( f I .7)1,  ( f I .9)  e t
(fr.5), nous voyons que À|(uR,ufi ' -uP)a1l2 est une sonme finie de
ternes, chacun étant le produit de trois fonctions: Ia première
continue sur o et indépendante de e, Ia deuxiène (respec. la
troisiène) dépendant de u? (respec. u1-u1) et de ses dérivées
par t ie l les,  jusqurà l rordre 1 pour  i=cr  e t  2  pour  i=3.  Àutrement
dit, chaque terrne de cette sonme peut être considéré conme le
produi t  d fune fonct ion de Lz(r^ l ) ,  qu i  ne dépend pas de e,  e t  de
uf-ufr ou drune de ses dérivées, précédemment définie.
Alors ,  draprès ( f l f .22)  ,  nous constatons que:

(  I I r .  24 )  I "A i  (uo,  ue-uo1 a1lzdxdz *  0 ,  quand e-0.

Ma in tenan t ,  i I  es t  f ac i l e  de  vo i r  que  ( I I I . 2L l ,  ( f I I . 23 )  e t
( I f I . 24 )  en t ra inen t :

( I f I . 25 )  u "  *  uo ,  dans  ( t t l ( o )  12xn21o)  fo r t ,  quand  e+0 .

Interprétation géonêtrigue du déplacement l inite.

En reprenant les notations de It interprétation géométrique des
tenseurs de déformation et de changement de courbure donnée au
paragraphe précédent, nous avons Ie résultat suivant:

Remargue lff.2: Pour chaque point M de la surface moyenne, iI
existe un vecteur ô( l , t ) ,  te l  que:

t=
l a i  

-  â ;  +  ô (M)xâ i
( r r r  .271 |

ll f ul : a-h[ (ô.ul+b!ul) â,- (ô,u!+bfu!) â.+t (ô,u!-ô.ug) âr]

Cette remarque est une sinple application au déplacement l irnite
uo drun  résur ta t  p rus  générar  (vo i r  121 2 .3  p .1o7) .  Dans ce  cas
uo vérif ie yor(uo)=o; nous en déduisons la forme sirnple donnée ci-
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dessus; Ainsi  on passe du repère (M, âi)  au repère (Mrâi)  par une
translation de vecterrr lfr=ro, suivie drune rotation de vecteur
ô (M)

IV.CAS DE LA TOLE: LI!!fTE DE ul QUÀIID e=eR et e ÎENDENT VERS O.

Dans Ie cas de la tôle ondulée qui nous intéresse plus
part icul ièrement, nous voulons chercher Ia I inite du déplacenent
quand lrépaisseur tend vers O, puis quand R tend vers O. En
dernier l ieu, nous nous penchons sur le problème de
l r in tervers ion des l imi tes.  Nous sonmes a ins i  amenés,  pour  ten i r
compte des réali tés physiques, à considérer Irépaisseur e et Ie
rrrayonrr R l iés de la rnanière suivante:

( IV .1 )  e  =  eR ,  avec  0<e<1

Nous écrivons arors re dépracement u" sous ra forme uR et, dans ce
paragraphe, nous cherchons la l inite de uR quand e tend vers o,
R étant constant.
Les  re l a t i ons  ( I I I . 1 )  e t  ( I I I . 2 )  s réc r i ven t  i c i :

( rv .2 )

Les  fo rmu les  ( I I I . 3 )  dev iennen t :

( rv .3 )

p=1eR)-zFo,  lo  et  ; . lo  indépendants de e et  R

indépendant de e et R
lT= 

r,nr -'r",

Ll:t*Po' Po

l-

I  
oi  = (eR) zA,

I  
ao(u,v) = JrfrRAi(u,v)*Soî(u,v)

L""(") 
= Irpo.rd*d"

l asdxdz

dans laquelle I

I t o  ( c f .  ( I f . 5 )

Rappe lons  que  A [ (u , v )  es t  s imp lemen t  a * (u , v )
It ont été renplacé respectivement, par lo et
( r r .e)  ) .

et
et

Et  I ' équa t i on  ( f f l . 4 ) ,  donnan t  I e  dép lacenen t ,  s réc r i t  i c i :

( IV .4 )  Bo (uÊ ,v )=  (eR) . I . " ( v ) ,  Vv€V( ro )
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Nous remarquons ç[ue I tespace Vt(r , r )  dépend ic i  de R (cf .  ( f f .6)) .
Nous le notons donc sous la forme suivante:

( ry .5 )  Vh(o )  =  {veV(o) ,  t .q .  Tcs (v )=0 ,  V(c ,B)  }

En appriquant les résurtats du paragraphe précédent, nous pouvons
imrnédiatenent écrire:

La remarque (rrr .2)  srécr i t  ic i ,  cornpte-tenu de valeurs
particurières des formes fondamentares de ra surface moyenne:

Notons encore la remarque suivante qui donne une indication sur
Vh (r^t)  :

Remargue rv.3:  Le sous-espace vh(o) nrest  pas rédui t  à ra
fonct ion nul le.

Renarque IV.Z! Pour chaque point M de la surface
existe un vecteur ô(M),  te l  que:

l-
t -

l . i  =  â t  +  ô (M)xâ i ,  avec :
( rv .8)  |

[1f 
ut = a-h[ô.u&â,- (ô,ufu+bluRx) âz+Axu!â3]

moyenne, i l

Proposi t ion IV.1:  Sous les
fonctions u[ converge,
(H t  ( r ^ t )  1a1gz  (o )  f o r t ,  ve rs

manière unique par:

( rv .6)  uR e vh( r^ r )

hypothèses (TV.2)
quand e tend

la fonction notée

, la faroi l le de
vers 0 dans
uR, déf in ie  de

( Iv .7 )  J "  a | (uR,v ;a l l zdxdz  =  3J"povdxdz ,  Vvev [ ( r , r )
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Preuve3 En ef fe t r  êD considérant  ( r r .6)2,s ,4 i  nous chois issons vz,
v, et v3 vérifiant les conditions suivantes:

lo)v .  ne dépend gue de x ,  est  déf in ie  sur  JO,L[  avec L:4nR,  sa
res t r i c t i on  à  Jo ,2R[  es t  dans  0 ( ]0 ,2R [ ) ,  ê t  es t  pé r iod igue  de
pér iode 2R.  Ains i  vz appar t ient  à  Hr  (ar )  e t  v . (0)=v. (L) :0 .

2olvr=-zô^y., nous voyons donc que vx est dans H. (o) et
v r (0  , z )=Yx (L rz l=9 .

3o )v r  dé f i n ie  pa r :

v3(x,z) +1', ,çl-zô^,v, * 
nrsinrrËcosr*E 

(-zô^v. l  l ,  s i  x*2kR
nzs in i p  avec  k€ { l r . . .  r n }

v3 (2kR ,z )  =  0

Comme v .  es t  dans  0 ( tO ,L [ ) ,  nous  avons  f i $  r ,  ( x , z l=O,  e t  du  fa i t
de ra pér iod ic i té  l jg t rvs(x ,z)=o.  r r  en est  de même de ôrv3 et  ô .v3,
ca r  vz  es t ,  dans  O( :o ,L [ ) .  La  fonc t i on  vs  es t  donc  dans  Hr (o )  e t
vé r i f  i e  v r (0 ,  z l =vz (L , z ) : ô rV3  (O ,z )=ô rv3  (L , z l=g

Àlors la  fonct ion v=(v 'v . rv3)  a ins i  déf in ie ,  appar t ient  à  v( r , l ) ,
e t  vé r i f i e :

T . . ( v )=O ,  à  cause  de  1o )  ,
Trz  (V)  =0,  à  cause de 2 o )  ,
T r r ( v )=O ,  à  cause  de  30 ) .

ce t te  fonc t i on  v ,  gu i  n res t  pas  nu l l e ,  es t  donc  b ien  dans  v t (o l ) .
I

v. LIIT|ITE DE uR QUAI{D R TEND VERS O.

Remarquons drabord que les uR; sont les composantes covariantes
du déplacement  uR,  crest  à  d i re  que uR est  égal  à  uR;â i .  or  res
vecteurs â i  aépendent  auss i  de R (c f .  ( r .6) ) .  Dans ce paragraphe,
nous arrons donc nous intéresser séparénent à la r irnite, quand
R tend vers 0, de ufl ; ,  €t à la t inite, dans les mêmes condit ions,
des composantes de â i  dans ra base f ixe ( i ,J ,R) .  Nous avons arors
le résultat suivant:
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Proposit iou V.13 Si les hlpothèses de Ia proposit ion IV.l
sont réalisées, et si les pl sont najorées dans L" (r^r)
indépendamment de R, alors:

(V.1)  (u f ln ,uRl)  J  (O,  O,  O)  ,  dans V(r^r )  fa ib le ,  guand R*0.

(V.2)  les composantes de uR dans Ia  base (1,J ,R)  tendent
vers 0 dans L. (r. l)  faible, quand R tend vers 0.

Preuve3 1c)Est imat ion de uR.
Nous supposons que R est f ixé, str ictement posit i f ,  vérif iant
( f . 1 ) .  11  es t  c la i r  auss i  que  l réc r i t u re  uP  dés igne  Ie  t r i p te t
(uR 'uR. ,u&) ,  conme ce la  es t  i nd iqué  dans  ( I I . 4 ) .
Nous avons démontré aux paragraphes I I  e t  f I I  que (c f .  ( I f . lB) ,
( I I I . 3 )  e t  ( I I I . 4 ) :

(V .3 )  |  uR  I y1 "1

Nous voyons ainsi que c ne dépend pas de R. Et cornme ul - uR dans
V(n)  for t ,  quand e-0,  nous avons:

( v .4 )  I uR  1y1 "1

E t  donc  d rap rès  (V .3 ) ,  nous  avons :

( v .5 )  l uR  l v r " l  S  c ,  avec  c  i ndépendan t  de  R .

v( t t )  é tant  un espace de Hi lber t ,  i r  ex is te un érénent  de v( r , r )
noté u8, tel que, à une sous-suite près:

(V .6 )  uR  -  u8 ,  dans  V (o )  f a ib le ,  quand  R-0 .

2 " ,  Dé te rn ina t i on  de  u8 .

Nous a l lons drabord ut i l iser  le  fa i t  gue Tcs(uR1=9,  pour  tout  R>0.
Examinons donc les express ions données en ( r r .6 lz ; ,4 .  r r  est  cra i r
guê ,  en  ve r tu  de  (V .6 ) :

yr. (uR) - er, (u8)
dans L,  ( r , l )  fa ib le ,  quand R*0.

y.. (uR) - ô.u8'
(v .7)
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Nous en déduisonsr êh vertu de Tos(uR1=o.

(V.8) er.(u8) = ôzu8z :  0

Le fait gue y"(uR) soit nul ne peut être utirisé sans un autre
résultat. En effet, Ia fonction a étant majorée par Ltrz, Ie
coef f i c ien t  de  u fu  dans  l rexpress ion  de  y r " (uR)  (c f .  ( f I .6 )2 )  a  une
norme dans Lt  ( r^ l ) ,  supér ieure ou égale à:

CR-r I f "s in .  ( rx lzR ldxdz l1 t2  =  CR-1 [mes (a l  l2 )1 t2 ,  avec  C>0.

cette expression tend vers æ, guand R tend vers o. Nous ne
pouvons donc pas déterminer le comportement du terme en uR3
dans y*r(uR). fI en est de même du terme en uRr.

Nous déterninons uÇ et uQ en uti l isant à nouveau (Tv.7) où nous
avons remplacé v par uR qui  est  b ien dans Vh(r , r ) .  I I  v ient :

(v.9) I "a i (uR,uR) a1l2dxdz = 3JrpouRdxdz

cres t  à  d i re r  ê r1  u t i r i san t  ( r r .10) ,  e t  en  mul t ip l ian t  les  deux
membres par Ra:

(v.10) / 
" 

* tffifrf tÏi, (uR) a-3/z + T!.1uR1auz1 +

ïr, (uR)T.. (uR) * Bp,oa'1tIf i .(up) )dxdz = 3J"Ropoupdxdz

Nous al lons maintenant chercher la
membres quand R tend vers O.

En  u t i l i san t  I t i néga l i t é  de  Hô lde r ,
est alors le produit de Ra par trois
hypo thèses  e t  de  (V .5 ) :  i t  t end  donc

linite de chacun de ces

Ie second membre de (V.10)
termes bornés en vertu des
vers 0 avec R.

En considérant  (T.T.7 lz ; ,4 ,  re  prenier  nembre de (v .21)  est  une
sonme f in ie  dt in tégra les sur  o de termes du type:

nt( (x) U1U2 avec
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m é Iénen t  de  t  0 ,  1  , 2  , 3  , 4 \  ,

((x) fonction continue sur 6, bornée indépendamment de R,

Un, une fonction uR; ou une de ses dérivées part iel les, jusgutà
r fordre 1 s i  i=8,  e t  2  s i  i=3.  La re la t ion (v .5)  montre a lors  que
Ua est bornée dans Lt (ro) indépendaurment de R.

Nous voyons donc que tous les termes de Ia somme constituant le
premier membre de (v.10) convergent vers o, sauf peut-être ceux
correspondant  à uRufu,  (uRr)z  et  (uRl) . ,  provenant  de T l r (up l  .

Or ,  Ie  prern ier  est  a f fecté de la  fonct ion,  notée f  (x) :

J nrcoss snssinzSËcosïËl 
"t:1",:Ë . avec q= B,rrqlro+po)-2qæ#** f f i@,  

^o+zt to

I I  s ragi t ,  drune fonct ion pér iod ique,  qu i  converge dans L"(o)
faible *, quand R tend vers 0, vers sa moyenne sur une période.
Or cet te  dern ière est  nu l le ,  car :

J i * r  ( * )  dx  =  -J i * r  (2R-x ,  )  dx  '  =  -J le f  (x )  dx ,

du fait des propriétés des fonctions sinus et cosinus.
De prus,  dtaprès re théorèrne de Rerl ich et  (v.6),  nous avons:

uR, * uÇ, dans L, (r^r) fort,
quand R+0.

uÈ * u&3, dans L, (<,1) fort,

Donc nous avons:

uR^ufu -* u&u8:, dans r,î(") fort, quand R+0.

Nous en déduisons que I t intégrare comportant uRufu,  dans le
premier mernbre de (V.10),  tend vers 0 avec R.
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) o'"o=ff; 5z5sin.ffico=$ff1 2
1-- -5pz ' r  

16 a- l ' : ,  avec 8po ( lo+po)
Wc-

cette expression, compte-tenu de sa périodicité, converge dans
L'(r, l)  faibre * vers sa moyenne sur une période, notée n1. cette
dern ière nrest  v is ib lenent  pas nul le ,  nous avons même m1)0.
E t  d rap rès  l e  t héo rème de  Re l l i ch  e t  (V .6 ) :

uR,  -  uÇ,  dans Lz ( r , l )  for t ,  quand R *  0 .  Donc:

(uR . ) r  -+  (u&) r ,  dans  f , l ( r , l )  f o r t ,  quand  R-0 .

Lrintégrare contenant le terne en (uR")r, dans re premier membre
de (V.10)  converge donc,  quand R tend vers O,  vers:  m1l  u& 13,"

Pour  le  terme correspondant  à (uRl) .  dans l t in tégra le du premier
membre de (v .10) ,  Ie  ra isonnement  est  re  même. r r  est  a f fecté de
la fonct ion:

c  (  re  a2)  
-2s ina 

(nx l  (2R1 ;  6-srz ,  avec C=8l ro ( lo+1ro)  Q,o+2tr ,o , ) -1

périodique et converge donc, dans t '(ro) faible *, vers sa moyenne
sur une période, quand R tend vers o. or cette moyenne, notée m2,
nrest  pas nu1le.  Nous avons même rn2)0.
Et  d faprès Ie  théorème de ReI I ich et  (V.6) ,  nous avons:

uRs * u&3, dans L, (r, l)  fort,  quand R+0.

Et  donc:

(uRr ) .  +  (u8 r ) r ,  dans  f , l ( o )  f o r t ,  quand  R-0 .

Dans  re  p remie r  nembre  de  ( v . ro ) ,  I r i n tég ra re  con tenan t  (uRr ) ,
converge donc,  quand R tend vers O,  vers:  nz l  uq 13,"

A ins i r  ê r  passan t  à  l a  l i n i t e  dans  l es  deux  nenbres  de  ( v .10 ) ,
nous voyons que:

( v .11 )  n1 l  u8 ,  13 , .  *  nz l  u8 r  13 , "  =  o ,  aVec  r r1>O e t  n2>0 .

Nous en déduisons:
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(v .12)  u& :  u&

Et nous avons do

|_op, - o,
(v .13  )  I

Lue 
- o'

=  0 ,

nc :

sur o.

Ht  ( t ^ r )  fa ib le ,

H2 ( r , l )  fa ib le ,

dans

dans
quand R+O.

Les re la t ions (V.8)  e t ,  (V.13)  nous permet tent  a lors  de déterminer
uÇ.  En ef fe t ,  e l les montrent  que:

(v .14)  ô.u8,  = ôxu8z = o

Nous en déduisons que uÇ est constante sur o. Et conme cette
fonct ion doi t  ê t re nul re sur  re  bord X=0,  pour  tout  z  de lor lL
nous avons donc:

(V .15 )  u8 .  =  O

Et  donc:

(V.16)  uR.  -  0 ,  dans H.  ( r , r )  fa ib le ,  quand R*0.

Les  re la t i ons  (V .13 )  e t  (V .16 )  cons t i t uen t  a lo rs  (V .1 ) .

Remarquons encore gue, la lirnite de uRi étant unique tout,e ra
famil le uR1 converge vers cette l inite.

3 " )  L in i t e  des  conposan tes  de  uR;â i  dans  ( l r j r f t .

Dfaprès ( r .5)  e t  ( r .8)  nous constatons que ra composante sur  i
de uR;â i  est  égale à:

ft frx

4- * tj,r"r"* 
"qa  a " -

.Nous avons, êD suivant un raisonnement déjà uti l isé dans cette
preuve:

â'1, périodique, donc converge vers sa moyenne sur une période
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dans L2 (ô) faible, guand R tend vers O,

uR, -+ O, dans Lt (o) fort, guand R-+Or dtaprès Ie théorème de
Re l l i ch  e t  ( v . 13 ) .

Le premier terme de la composante sur i converge donc vers o dans
L2 ( r , r )  fa ib le .
Pour le second terme de cette composante, Ia démonstration est
Ia même en remplaçant a-l par la fraction précédent uRr , qui se
comporte de Ia même manière que a-l quand R tend vers o, et uR,
par uFs, qui tend aussi vers O avec R, dans L, (<^l) fort.  Le
deuxième terme de la prenière composante de uR;âi converçte donc
aussi  vers O,  quand R tend vers O,  dans Lz (ô)  fa ib le .
Nous en déduisons donc que ra première composante de uR;âi
converçJe vers 0 dans Lt (r^l) faible.

En ce qui concerne ra composante sur J du déplacement, erre est
éga le  à :

1""=ffi-E- uRx - eir- "ru

Comme précédernnent, chacun de deux terrnes de cette expression est
le produit drune fonction périodique, qui tend vers sa noyenne
sur une pér iode dans L,  (o)  fa ib le,  quand R tend vers 0,  et  drune
fonction gui tend vers o dans Lr(r,l) fort, quand R tend vers o,
à cause du théorèroe de Rerr ich et  de (v.1).  r rs convergent donc
tous deux vers o avec R, dans L, (t^l) faible. rl en est donc de
rnême pour cette deuxiène composante de uR;âi.

Quant à ra troisième composante du déplacement, erle est égare
à uR. ,  gu i  tend vers  o  dans  Èt ( ro )  fa ib le .  La  re la t ion  (v .2 )  es t
bien dérnontrée. I
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VI. IJI!,IITE DE uR QUA}ID e=eR eI R TENDEIflT vERs O .

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à la rinite du
déplacement uR, ter  gu' i l  est  déf in i  par (rv.4),  quand R tend
vers 0, e étant constant. La remarque du début du paragraphe v
concernant les composantes du déplacenent dans une base fixe est
encore valable ici.
Nous avons Ia résultat suivant:

Propos i t ion  v r .1 :  s i  r rhypothèse (Tv .2)  es t  réar isée  e t  s i
res pl sont bornés dans L. (to) indépendamment de R arors:

(V I .1 )  uR  -  O ,  dans  V (o )  f a ib le ,  quand  R-O.

(VI .2)  chaque composante de uEâi  dans la  base ( i ,J ,R)  tend
vers 0 avec R,  dans L,  ( r^ l )  fa ib le .

Nous avons donc:

(vr.3) \i_grun = 
\r_p (I.!5nuR)

Preuve:  1o)  Est inat ion de uR.
L ' i néga I i t é  ( I I I . 1O)  s réc r i t  i c i :

(V r .4 )  I  uR  I  v r " l  S  C ,  avec  C=9  (  L+nz )z  (  p ) - t "? *  t  p l  I  o , .

Nous voyons donc que c est indépendant de R. V(to) étant un espace
de  H i l be r t ,  nous  en  dédu isons  l rex i s tence  d rune  fonc t i on  de
V(o ) ,  no tée  u6 ,  t e l l e  guê ,  à  une  sous -su i te  p rès :

(V I . 5 )  uâ  -  u6 ,  dans  V (o )  f a i b l e ,  quand  R -0 .

2 " ,  Dé te rn ina t i on  de  u6 .
Nous  a r rons  d rabo rd  démon t re r  que  res  yos (u6 )  son t  nu rs .
Pour  ce ra ,  nous  remarquons  que  ( r v .4 )  s téc r i t  auss i r  €D
s imp t i f i an t  pa r  8R ,  e t  en  remp laçan t  v  pa r  uA :

( v I .  6 )  I " f a i  ( uh ,u t )  +  € tR t  A | { , r n ,uA )  l a1 /Zdxdz=  ezRz  I " poundxdz ,

Dans cet te  équat ion nous voulons fa i re  tendre R vers o.  Nous
avons:



l*partie, 3*chapitre: ELASTICITE D|UNE TOLE ONDIILEEe rob,Jui,hl.

"-

(VI .7)  T"s(uR) borné dans Lt  ( r^r ) ,  indépendaument  de R.

CeIa prov ient  de (Vf .a)  e t  du fa i t  que I rappl icat ion déf in ie  par :

t"l ( I ïna (v) | 3," + t T,a (v) | 2o,) lltz

est  une norme sur  V(o)  équiva lente à ce l le  déf in ie  en ( I f .12)  et
u t i l i sée  en  (V I . 4 ) .

A lors  (VI .7)  nontre guê,  grâce à l r inéga1i té  de Hôlder ,  ê t  à
( I I . 10 )  dans  l aque l l e  I ,  F t  g r  u  e t  v  on t  é té  remp lacê
respectivement par lo, Fot T, ufr et uR:

(vr.8) I"ai(uh,ufr) a1t?dxdz, est bornée indépendamment de R.

De p lus,  I t in tégra le du second membre de (VI .6)  est  bornée
indépendamment  de R.  En ef fe t ,  d 'après I ' inégal i té  de Hôrder ,
nous pouvons écrire:

(v I .9)  I rpounaxd.z < |  pà I  o , "  I  uRi  I  o , "

Et re résultat annoncé vient de ce que pi est borné dans L2 (ô)
indépendamment  de R,  par  hypothèse,  e t  de (VI .4) .

Maintenant, en taisant tendre R vers o dans les deux membres de
(V f  . 6 ) ,  i I  v i en t :

( v I . 10 )  I ra i (uR ,uÂ)a1 lzdxd ,z  -  0 ,  quand  R*0 .

En ut i l isant  ( I I .  18 )  ,  où l r ,  g  et  v  ont  é té rernplacé
respectivement par Fo , !  et ul,  nous pouvons écrire, a étant
minoré par  1:

cI;Bvâr(uR)dxdz= Jroi(uÊ,ut) a1t?dxd,z, c)0 indépendant de R.

Nous  avons  donc ,  g râce  à  (V I .10 ) :

(V I .11 )  Yas (uR)  -  0 ,  dans  L ' ( t o )  f o r t ,  quand  R-0 .
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En observant les égali tés (II .6), nous constatons guê, grâce à
(vr .  s)  :

quand R-+0.

Ains i  en  u t i l i san t  (V f .11) ,  nous  avons :

( V I . 1 3 )  e r . ( u 8 )  :  Q  e t  ô . ( u ô )  =  Q

Pour déterminer u\ et ub, nous revenons à (VI.6), que nous
mult ip l ions par Rz, et  nous faisons tendre R vers O.
Dfaprès (Vf.9) et  (VI .10) les termes provenant de
I"Ai(uRruR)al/zdxd,z et de lrintégrale du second membre ont une
linite nulle quand R tend vers O. Et nous avons:

(v r .14 )  e  zRaJ"A | (uR,uA1a l /2dxdz  -  e2mi l  uh  13 , "  +  ezmz l  ubr  13 , .
quand R-0.

La démonstration est ra même que cerre donnée au paragraphe
précédent dans Ia preuve de la proposi t ion (v.1) 2"1.  En ef fet ,
nous avons ici uR qui converge dans v(o) faible vers ut, et,
Irexpression de À| est Ia même dans les deux cas.
Nous en concluons que:

(V I .15)  u6r  =  ub  =  0 ,  su r  ô .

Et conme au paragraphe précédent, res rerations (vr.13) étant,
semblab les  à  (V .8) ,  nous  avons :

(V I .16)  uL  =  0 ,  su r  û , .

Les  re ra t ions  (v r .4 ) ,  ( v r .15 )  e t  ( v r .16 )  non t ren t  b ien  (v r .1 )

3o l  L in i te  des  composantes  ôe  uÊ;â i  dans  ( i rJ r t ) .

La reration (vr.2) se démontre conme au paragraphe précédent. I

[-vr, (uE) - e'. (u6)
(vr .  12 )  |

l_v..{un) 
- ô'(u6)
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DEUXIE!{E

ELASTICITE

PâRTIE:

D I I'NE

INTRODUCTION

PLAQUE PERFOREE

Les problèmes de plagues de faible épaisseur sont des problèmes

irnportants, et ont déjà été lrobjet drinvestigations de Ia part

de plusieurs auteurs.  Par exenple,  P.  G. Ciar let  dans t lOl  srest

intéressé à cette question et a donné des résultats mathématigues

dans les cas l inéaires et  non l inéaires.  D. Cai l ler ie,  guant à

lui, dans sa thèse t6l a étudié Ie comportement dfune plague

mince à structure périodique. Et D. Cioranescu et J. Saint Jean

Paulin dans t14l ont travail lé sur des structures de type
gr i l lage .

Drune certaine manière, nous pouvons dire que cette deuxième
partie a pour origine deux articles.

*Lrun de D. Cioranescu et  J.  Saint  Jean Paul in t13l  qui  t r" i t "

de I téIast ic i té drune plaque rectangulaire,  perforée de trous de
section carrée, avec des conditions de Dirichlet sur le bord

Iatéral extérieur et de Neurnann sur le bord des trous. Ces

derniers sont répartis de façon périodique, Ia période étant

notée e,  et  i ls  sont éIoignés l run de l rautre drune distance

égale à 6e. Chaque pér iode est  l rhomothét ique drune cel lu le de
base notée 15, incluse dans un carré de côté 1, Ie rapport étant

e. Les auteurs de cet article ont cherché Ia l inite du

déplacement quand successivement e, e et enfin 6 tendent vers O,

dans le cas où les coeff ic ients dtéIast ic i té du matér iau sont

tous du même ordre de grandeur.

*Lrautre de D. Cai l ler ie [5]  qui  étudie I téIast ic i té drune plaque

drépaisseur e, non nécessairenent perforée, avec des conditions
de Dirichlet sur Ie bord latéral. Le paranètre e étant supposé
petit devant les autres dinensions de la plaque, lrauteur de cet
article se préoccupe de Ia limite du déplacement guand e tend
vers O dans Ie cas où les coeff ic ients dtélast ic i té ont des
ordres de grandeur différents. Trois hypothèses distinct,es (pour
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Ies coefficients dtélasticité) sont alors envisagées. EIIes font

aboutir pour Ia linite du déplacenent quand e tend vers O, à des

éguations de nembranes pour Ia première, à des éguations de
plaques minces pour Ia seconde et pour la troisiène à des
équations de plagues épaisses.

Lridée est alors de reprendre le problèrne de Ia plaque

rectang:ulaire perforée de D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin,

avec des conditions de Dirichlet sur le bord latéral extérieur,

et de Neumann sur le bord des trous. Mais nous supposons, cette
fois,  les coeff ic ients drélast ic i té drordre de grandeur di f férent
à Ia nanière de D. Cai l ler ie,  et  notre object i f  est  drétudier la
Iinite du déplacenent quand, dans cet ordre, les paranètres e,
e et enfin 6 tendent vers O. Pour Ia l inite quand e t,end vers O,
nous constatons que les résultats obtenus par D. Cail lerie sont
encore valables pour Ia plaque perforée.

Dans Ie premier chapitre, nous écrivons drabord les équations de
ItéIasticité l inéarisées sur Ia plaque rectangulaire perforée.

Puis nous effectuons une dilatation dans le sens de 1répaisseur
pour travailler dans un ouvert qui ne dépend pas de e. Nous
obtenons ainsi de nouvelles équations vérif iées par le
déplacenent uF, avec les coeff ic ients d 'é last ic i té al j rn,  qui
peuvent dépendre à priori de e. Mais ce changernent de variables
nous invite à prendre comme nouveau déplacenent
g8'=luFrleru*2leruFr) et à écrire chague aiirr, conme produit drun
nouveau coefficient aijn qui ne dépend plus de e, et de
en(o i (e )o i (e ) ) '1 .  Dans ce t te  dern iè re  express ion ,  n  es t  un  en t ie r
compris entre -3 et  L,  et  les fonct ions ot  (e)  ,  avec 1Sj<3 ne
dépendent que de e et sont des fonctions bornées sur un
interval le du type l0reo[,  êo)0.  Nous nontrons alors que t t r
converge dans Hl faible vers une fonction notée tF , quand e tend
vers  0 .

Dans Ie deuxiène chapitre, nous supposons que 1/o2 tend vers I et
que or(e) et or(e) tendent vers 0, quand e tend vers 0. Ces
hlpothèses nous pernettent de nontrer que (tF1 lolrti?.2loll converge



2HE PARTTE: rrlrRoDttcrrou. ptaquel jui t te04 page :103

dans un espace particulier vers une fonction notée (ûFrrûF.). Et
Ia fonction (ûSr,ûF2,tS3) vérif ie un systène différentielle
drordre 21 les nouveaux coefficients dals; Çui y apparaissent sont,
définis à partir des ai;6 et vérif ient une relation de coercivité
qui permet de conclure quant à lrexistence et ltunicité de
(ûFr,ûF2,tS3).  Si  de plus les a; . ;6 ne dépendent pas de x3 (var iable

décrivant Ia plague dans son épaisseur), nous nontrons çIue
(ûFrrûF2rtS3) ne dépend pas non plus de x3 (cas des menbranes).
Après avoir posé tF3=fipr, nous écrivons les équations vérif iées
par ûF et en donnons une forme commode en uti l isant â!irn, famille
obt,enue en prolongeant dcigj.

Nous étudions ensuite Ie l irnite de ûF, quand e tend vers 0. Nous
supposons que les a;;kh ne dépendent pas de x3, sont e périodiques
dans les deux directions x1 et xzt et que les â!;1.n sont bornés
dans L', indépendamment de G. Crest alors un problène

dthonogénéisation. Nous nontrons quti l existe un prolongement de
ûr à rtintérieur des trous, gui converge dans nl raiure vers une
fonction notée ûts qui vérif ie une équation différentielle drordre
deux. Les coefficients b{trr, qui y apparaissent sont définis à
I fa ide de fonct ions auxi l ia i res XtP, el les-mêmes solut ions
dtéquations différentielles drordre deux. Ia farnil le b{.ip, étant
coercive, nous en concluons que Ia fonction ûts existe de nanière
unique dans Hl.

En ce qui concerne Ia liurite de ûf quand 6 tend vers O, nous
conmençons par chercher celle des l15l-lbf;s.,, dans Ie cas où les
âÎi.n sont constants. Nous trouvons des nouveaux coefficients
notés bÎ iu, ,  déf in is à I 'a ide des â! ;6,  mais qui  ne const i tuent pas
une fanil le coercive. Nous avons tout de même un résultat de
convergence pour û8o, mais dans un espace plus vaste. pour cela
nous supposons que certains coefficients b{irr, sont, nuls sur un
intervar le du type l0r6o[,  6o)0 (cet te condi t ion est  réal isée en
particurier si res aijrn sont des constantes de Lané). Nous
montrons alors que û8" converge fortement dans ce nouvel espace.

Au chapitre trois nous

02 et, q tendent vers 0,
que tFr ne dépend pas

supposons que Llot tend vers 1/oi et que
quand e tend vers 0. Nous nontrons alors
de Xs et peut être considéré comme un
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éIénent de H3; dfautre part la liroite tS est un déplacement de
Love-Kirchoff , crest à dire t$n=r.1-*r(ôt$r/ôxn) avec ul étenent de
Hl.  La fonct ion lu l rutrOF3l est  a lors solut ion drun problène
bidirnensionnel . Les équations dif f érentielles caractérisant cette
fonction sont drordre 4, et dépendent de nouveaux coefficients
notés ciBr.. Ces derniers définis à lraide des a;;6 constituent une
fan i l le  coerc ive .  Droù I tex is tence e t  l run ic i té  de  (u l ru [ r tF3) .
Si de plus les âijn ne dépendent pas de X3r alors nous posons

{=uFn et tF3=uF3. Le problène déf inissant uF est alors la
conjonction de deux problèrnes plus simpres. La fonction uF5 est
solut ion drun système di f férent ie l  dIordre 4,  et  (uF11uF2)
solution drun systèure différentiel drordre deux, les deux
systèmes étant déf in is à l ta ide des clsrr .
Pour la l inite quand e tend vers o, nous nous penchons dtabord
sur (uFrruFz). Ce cas ressemble beaucoup à celui des menbranes et
est résolu de Ia nêne manière. II existe donc un prolongenent de
(uF1ru}2) à l r intér ieur des trous qui  converge dans (Hl) ,  fa ib le
vers une fonction notée (u8orruSoz). cette dernière est solution
drun système di f férent ie l  drordre 2 déf in i  à l ra ide de nouveaux
coefficients notés encore bfr,., qui constituent une fanirle
coercive. rr s'ensuit que (u8o1ru8o2) existe de uranière unique.
En ce qui concerne uFr, nous utirisons aussi une néthode
drhomogénéisation. Nous trouvons quti l existe un prolongement de
u$s à tt intérieur des trous qui converge dans H3 faible vers une
fonction notée uto3 solut,ion drun système différent,iel drordre 4.
Celui-ci est défini à Ifaide de nouveaux coefficients notés 6fsr,
qui  vér i f ient  une propr iét ,é de coerciv i té,  droù l rexistence et
I tunic i té de u8o3.
Pour ra l imite de (u8o1ru8o2) quand 6 tend vers o, nous cherchons
d I abord celle de I l, | ' lbfrr, . La encore, c I est un problène qui
ressemble à celui des membranes et qui se résout drune manière
analogue. La farnirle linite blcr. n I est pas coercive et la
fonction (u8o1ru8o2) converge fortement dans un espace particulier.
Pour ce dernier résultat nous supposons certains des birr. nuls
sur  un in terva l le  du type J0r6o[ ,  6o>0 (ce qui  est  le  cas s i  par

exenple les a;;6 sont des constantes de Lané). Reste à étudier la

rinite de u8ol, quand 6 tend vers 0. Dans ces condit ions chaque
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coeff icient sont l16l-16Ê816 convêFge vers 63sr.. La fanil le l inite
est coercive, et nous en déduisons la convergence de uf3 dans H!
fort  et  l rexistence et  l runic i té de Ia l i rn i te.

Pour la eonnoditê de la lecture, uD rappel des priacipaur

résultats a été insér6 à la fin ôe chague cbapitre.
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PREMIER

RESI'LTATS

CHÀPITRE:

PRELTMINAIRES

RESUI|E3 Dans ce chapitre, nous considérons les équations de
ltélasticité l inéarisées, sur une plaque rectangulaire perforée
par des trous de section carrée. Nous Ia supposons horizontale.

Les conditions aux bords sont celles de Dirichlet sur Ie bord
Iatéra1 extérieur, et de Neunann sur Ie bord des trous, les faces
supérieure et inférieure étant soumises à des forces bien
définies. Nous nous intéressons drabord à Ia l inite du
déplacement u guand lrépaisseur e tend vers O. Pour cela, nous
effectuons sur les variables une dilatation verticale, de façon
à travailler sur un ouvert qui ne dépend pas de e. Nous supposons
que les coefficient,s drélasticité du natériau sont drordre de
grandeurs différents. Nous montrons alors que (ur/e, uzle, ur)
converge dans H1 faible et que Ie tenseur des contraintes
correspondant converge dans L2 faible. Pour préciser davantage
ces l inites, i l  nous faut, faire des hypothèses supplérnentaires,
et  d ist inguer plusieurs cas.  Ce sera I tobjet  des chapi t res
ul tér ieurs.

I. PRESENTÀTTON DU PROBLEIIE.

1" ) Notations

Nous utirisons res notations de D. cioranescu et J. saint Jean
Pau l in  c f .  [13 ] .
Si Lr et L2 sont deux nombres réels strictenent positifs tels que
\lLz soit un nombre rationnel, nous considérons Irouvert r^l de B,z
déf in i  par:

( f  . 1 )  ( ,  =  lO ,  L1 [ x ]0 ,  Lz t

La cellule de base I, le trtroux carré T5, et, la part ie occupée
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par Ie natér iau 16, sont déf in is pour 6 de 10,1[  par (cf .  f ig.
1 ) :

!h{Dl, hdlbt 9a

(r.2,[i,
= )-+, \ tx)-\ ,  \1.
= [_ 1-=6, t-=61 x 1_'22

= f \Ta

1 -6 ,  1 -6 r
2  2 '

Figure  l :L rouver t  I .

Soi t  e un réel  str ictement posi t i f  te l  que N|=L1/e et  N?=Lzle
soient des ent iers.
Lrouvert û) est recouvert de façon régulière par des pavés
homothétiques à T, le rapport étant e. Ces pavésr âu nonbre de
Nl .N?,  sont  per fo rés  par  des  car rés  de  cô té  e  (1 -6) .  Aucun de  ces
trous ne rencontre le bord ôr,l de r,l. Àppelons

Ia partie occupée par Ie matériau
Irensemble des trous, soi t  t5.  = (ù \  oe. .

maintenant les parties de R3 aétinies par:

=  û )e .x ] -e /2 ,  e l2 l

=  (ùx ! -e12 ,  e l2 t

=  t6 .X) -e12 ,  e l2 l

La praque perforée ou gril lage, est arors considérée conme
Itadhérence de of . ,  r rensemble des trous étant Tt . .  Ltouvert  oc est

( r .3 , { ï :

Considérons

l-n;.
( r .4  )  I  ne

l-".

1:L rouver t  I .
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alors lrenveloppe convexe de Ot.. Voir f igure 2, ces différents
ensembles.

Introduisons encore:

=  ô6 .x {e l2 l  f t ;  =  ôô .x { -e l2 }
=  ôorx l -e |2 ,  e l2 l

\ èti,

t r"'

(r.s) { If

Les faces supérieure
respectivement ff, et ft".
est  r ! .

et inférieure
Le bord latéral

de nt. sont alors
extérieur de la plaque

Dans tout ce qui suit, Ies indices grecs
leurs valeurs dans {1,  2L et  les indices
De plus, nous adoptons Ia convention de
répétés.

sau fde teprennen t
Ia t ins  dans  {1 ,  2 ,  3 } .
sommation des indices

\

Figure 2:  Lrouvert  Ot. .
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2 o I Eguations

Introduisons lrensemble de fonctions suivant:

( I . 6 )  H t .  :  { v  €  Hr  (O t . ) :  V=O su r  f ! }

Nous supposons Ht. muni de Ia norme usuelle des espaces Hr, qui
en fait un espace de Hilbert.

Nous considérons alors les équat ions de IréIast ic i té I inéar isées,
ra praque étant supposée fixée par re bord ratérar extérieur rB.
Nous envisageons donc le probrèrne avec les conditions de
Dirichret sur 13, et Neumann sur res bords des trous ôTt. (") .
Cres t  à  d i re :

Trouver û8'de Ht"3,  te l  que:

( r .7 )

avec:

û8 ' (21=(û8 i  ( z )  ,û t ! ( z )  , t8 ! (z )  )  Ie  dép lacement  du  po in t  z : (z r t zz tzs l  t

â1 l r r , (z )  res  coef f i c ien ts  d 'é las t i c i té  de  la  p raque au  po in t  z ,

F "1z ;=  (F f (z ) ,  F2p1 ,  F ! (z )  )  Ies  fo rces  vo lumiques  au  po in t  z ,

ë"t = (é1., é2r, ê5t) Ies forces surfaciques appliquées à fff, au
po in t  z= (z t , z2 ,+e l2 l  .

- frrâÎr*,(z) * (tti) l
âfsrr,(z) ô (US',) nt = ë1'

ôzn

âlatnr(z)  ô (u8i)  Dc = o
ôzn

- Fî dans ot,

sur Ptj

sur ôT$.

"). . t t"  dernière hypothèsc est nouvettc par rôpport au travait de D. cait terie.
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pRoposrÎroN I.13 si Fe est dans Lz (o")3, et ê*, êe- dans
L, (")t, et si Ia fanil le des âfiru, v'erif ie les -tonditions
suivantes:

( r .8 )  â Î jn :  â l tn  :  â Î jn r ,  V  ( i , j , k ,h )  €  {L ,2 ,3 }1

( r .9 )  3  f i  e  R* ' ,  V  ( r i i )  e  Re :  r i i= r j i ,  V  z  €  o t . ,

âf i r r ,  (  z)  r  i i ry6 > f r r ; ; r ; ;

alors Ie problène (T.7) adrnet une solution unique.

Preuve: Ecr ivons (1.7) sous forme var iat ionnel le.  En mult ip l iant
Ia prenière équation par v; de Ht., et en intégrant sur Ot, iI
vient en appliquant la formule de Green:

( r . 10) / nr.ut,rn 
t#(t8i) ,f'u. - / rrit"" $, (uri) Vinodo

- /rSl 
ttt* 

a*(É8"k)vin3 dzrdzz = I ntFfv;dz

En notang e i t (v )=à@vi /ôz i  +  ôv i /ôz i )  pour  v  de  H1 (o" )3 ,  le  tenseur
des déformations, êt compte-tenu des deuxiène et troisièrne
fornules de (r .7) ,  ra formure (r .10) est  encore équivarent,e à:

( r. 11) Ig5.âTirr,err, (û8"r) eii (v) dz = Ig;.Ffu;az + Jrff ê!'v;dz1dz2

où IpSt êltvidz1dz2 = Ip3. ëf-vidz1d,z2 + Jrt. ëf-v;dz1dz2

Alors  ra  coerc iv i té  (c f  .  ( r .9 ) )  de  ra  fan i r le  â Î j r r , ,  I r inégar i té  de
Korn et les hlpothèses concernant res FÎ et les ëft, permettent
drappriquer le théorène de Lax-Mirgram, et de conclure quant à
l rex is tence e t  l tun ic i té  de  û8 'dans  Ht .3 .  I

Àutre écr i ture de (r .? l :  re probrème est encore équivalent à:
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( r .12 )

Trouver û8' de Ht.3 tel que:

-9 (u8',r) + Ff : o dans o!..
crz j

68"i3n3 = ëft sur 1t.r.

ô8';ano = 0 sur ôTt..

6i8"ii = âf;6es, (û8")

II.ETUDE DES LI!.!ITES, QUAIID e TEND VERS 0.

1c)  CbaDgenent  de var iab les.

En vue de travail ler sur un ouvert qui ne dépend pas de
Itépaisseur e nous effectuons dtabord Ie changement de variables
suivanÈ:

( I I . 1 )&=zq rX3=z t l e

De cette nanière Of. se transforrne en O5. = nl.,  Oe en O = O1, Tt.
en T6. = Tl., fff en ft. = fl:, et fE en fo. Et une fonction É
définie sur nt. (respectivement sur n") est transformée en une
fonction h définie sur O5. (respectivernent sur O) par:

( I I . 2 )  h ( x r  t  x z ,  x r )  :  Ë ( x r  t  x z t  ex3 )

Nous noterons ô i (* ) ,  Ia  dér ivée par t ie l le  de *  par  rappor t  à  x i ,
e t ,  ô i i ( * ) ,  ta  dér ivée dtordre deux par  rappor t  à  x ;  e t  x ; .

Dans  ces  cond i t i ons  Ie  sys tème ( f . 12 )  s téc r i t :

ôo(o8 ' ;n)  + e- l  ôr (ot ' is )  + Ff  = g sur  O5.

o8';3 n3 = Glt sur Ft.

o8';s ns = 0 SUr ôT5.

o8' i j  = ai j*oôn(u81) + e-l af i6ôr(u8'r)

u8 ' - 0su r I o

( r r .3)
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Remarquons que aljrn, u8', FÎ, Gft dépendent non seulement de x mais
aussi  de l répaisseur e.
Notons encore:

( f f .4 )  l I5 .  =  {  v  €  Ht (Oe. )  t .q .  v=O sur  fo }

Nous supposons cet espace muni de la norme usuelle sur Hr, qui
en fait un espace de Hilbert.

2o)Problème de convergeDCê.

Nous posons:

( I f .5 )  t8 "  =  (u8 i /e ,  u8"2 le ,  u83)

Nous nous inspirons du travail de D. cairrerie tsl pour la
proposi t ion suivante,  en part icul ier  pour les condi t ions (rr .z) .

PRoPosrrroN rr .13 s i  res hypothèses suivantes sont réal isées:

( r r .6)

( r r .  7  )

alors t8'
vers une

^ eqcBrc

aEsar =

a5rrr = 
ËË

l-", r,8,
I
L""E '

eFl sont bornées dans

Gf sont bornées dans

L2  (n )
indépendamment de e

L 2  ( ô )

aisr. =

aEgrs =

âaB3e

dto-iT-q o-tGI
ôa835
-

e o 1  ( e )  o r  ( e )

aErrr =#ËTæf

oi (e)  est  une fonct ion bornée de e.

Ies â;16 nê dépendent  pas de e,  vér i f ient  les
symétr ies usuel les des coef f ic ients  dréIast ic i té  et
Ia  re la t ion de coerc iv i té :

€  R+ ' ,  V  ( r i i )  e  Re :  r i i = r  j i  a ; ; 6 r ; . ; r 16  >  Dr ; ; f ; ;

converge dans H6.! faible, à une sous-suite près,
fonction notée t8'1.
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Preuve: Reebercbe ôrune estination à prLori-sur les déplacements.

La démonstration est classique, mais nous Ia rappelons pour la
cornrnodité de Ia lecture.
Pour cera, nous choisissons v de H6.3, et nous ururt ipt ions la
prenière équation de (II .3) par vs, pour i=8, et par vt/e pour
i:3. Nous intégrons chaque égalité obtenue sur Od., et nous en
considérons Ia somme. EIIe est égale à:

( I I .  I  ) Jnr. [Aû (o8"Ba) vs + e'îôs (o8.st) vs * ôq (o8!n) {rvs/ el +

+ e- lô3(o8Is) (vsle) + FEvs + F (vslel  ldx -  o

En intégrant par parties, en nous rapperant que v est nulre sur
Io, et que o8';sns lrest sur ôT5., nous obtenons:

( II. 9 ) Jnr. Io8"s.ôrvs+e-1o8's3ô3vg+e-1o8! nô ov3+e-2o8!sô3v3] dx -

-Ir!" Ie-lo8t3n3Vs -t- e-2o833nsv3]dx1dx2 = Jnr. IF[vs + F!(v3le) ]dx

En  ve r tu  de  ( f f . 3 )2 ,  I t éga l i t é  p récéden te  s réc r i t  enco re :

( f I .  10)  Jnr .  Io8"66eqs(v)  +2e-1o8!neæ(v)  +e 'zo8Tresr  (v)  ]dx :

= Jnr. IFfivs + Fl(v3le) )dx +J"t. Ie' lcEtvn+e-2c!tv31dx1dx2,

pLçEl. dlh 9l

Par  a i l l eu r s  ( I I . 3 ) c  s réc r i t :

o8';1 = af;soônu8t + af;3oôou8'3 + e-lat;6ô3u8'o

so i t  enco re  c f .  ( I I . 5 ) :

o8'ij = eat;gnônttt + af.;3oôat8! + af;6ô3t8'n +

qui peut encore srécrire, êD vertu de

+ e'1af;33ô3u8!

e-1af;3sô3t8!

ta syruétrie aes aijn:
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(II.11) o8';; : eaf;6ne4(t8") + 2af;3neo(tg") + -e'laf;se33(t8")

En rempraçant dans (rr .10),  êt  en rnul t ip l iant  par ezr i r  v ient :

e, Jne. { [ eafisr.er, (t8") + 2a!B.e.r (tt') + e-lalsrres (t8.) ] eos (v) +

+2e-1[eafur.er. (t8") + 2a!33rerr(t8') + e-1a!333e33(t8.) ]ed(v) +

e-2Jea!3r.er. (t8") + 2a!33.e.r(t8.) + e-la!s3e33(t8.) lesE(v) )dx =

= ez Jnr. Irf ivs+rl(vrle) ]dx + e.Irl. 1e-lcfitvn+e-2cltv31dx1dx2

Notons a(urv) et b(v) respectivement re prernier et le second
membre de cette équation, ÇIui srécrit donc:

a (u ,v )  =  b (v ) ,  V  v  €  H6 . t

si nous prenons t8', qui est érérnent de H5.3, comme fonction test,
nous obtenons:

Jnr. I e3 alsreê16 (t8') eos (t8') + Aez âEs3.ee s (t8") ens (tt') +

r2ea!s33ecr (û8') eos (tt") + 4eafus3es3 (t$') e6 (t8') +

+ 4afu33ers (t8') ea3 (t8') + e'ra!3s3e3r (t8. ) e33 (tt. ) l dx = b (tB. )

Les condi t ions (T1.7) nous permettent arors drécr i re:

a ( t8 ' ,  t8 ' )  :  In r .  a i j rnT i j rkhdx

avec (ri i) tenseur s1métrigue défini par:

ra1  =  eor ( t t ' l  l l , o r (e )  l ,  ra3  =  ea3( t8 ' l  l t oz (e )  J ,  r t3  =  e33( t t i ) / to r (e )  l
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Nous avons alorsr ên uti l isant Ia coercivité des â;16:

( rr . 12, / 
"ï,4#xe"al-trl 

+ tuJ#ïxesr-t91. + sffii*qfràl u*=

< b ( t8 ' )

comme res oi(e) sont des fonct ions bornées, rr inégal i té
précédente entralne, grâce à It inégalité de Korn:

( r r .13)  N lo8"  I  z * .3  <  b ( t8 ' ) ,  avec  N indépendante  de  e .

considérons maintenant b(û8') .  A I ta ide des condi t ions (rr .6)  r  ên
ut i l isant I r inégal i té de Hôlder et  la cont inui té de l rappl icat ion
trace, nous constatons que:

( r I .14 )  b ( t8 " )  <  M lO8 .  l l f u . r r  avec  M indépendante  de  e .

A lo rs  ( I I .13 )  e t  ( I I .14 )  nous  donnen t :

( I I .15)  |  t8 ' |  

" r . .  
S  C,  avec  C indépendante  de  e .

H6" étant un espace de Hilbert, ra proposition est bien
démontrée.

En effet,, si Â et p étaient des constantes de Larné du matériau
indépendantes de e, nous aurions:

airrr = aizzz = âllll = I + 2p

af rzz  =  a f t r l :  a izs t=  I

a i z rz=a i r6=a î tz t= t t

Remarque I I .2s Les condi t ions ( I f .Z)  exc luent  le  cas
où les af.irr, (ou les âlirr,) sont des const,antes de
indépendantes de e. par contre el les nrexcluent pas le
les constantes de Lané dépendent de e.

sinple
Lamé,

cas où



Ecrivons encore un résultat uti le pour
de  ( IT .L2) ,  ( r I .14 )  e t  ( I I .1s ) .  Nous

[, "", 
(tsI I L. (oa. ) 

< cor (e)
I

( r r .16 )  I  I  e "s ( t8 . ) l  L '  (n r " )  <  coz (e )
I

l ]  " r r ( t8 ' ) l  L ,  (oa . )  <  cor (e )

2n parlre, 1" chapitre: RESULTATS PRELIMINAIRES. pb.Er, r'*.e.
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Les coefficients quron ne peut obtenir à partir des précédents
par les synétries usuelles, sont nuls.
Nous devrions alors avoir:

P = aizrz = antzl  (e3o?)

or si p était indépendante de e, Irégalité précédente
entralnerai t !  ot  :  c l  (e312),  C constante indépendante de e,  ce qui
contredit, Ie fait Çue 01 est bornée. I

Ia suite, issu directement
avons en effet:

C indépendante de e

Recbercbe ôrune est imat iou à pr ior i  sur les contraintes.

En rnre de déterminer la l inite t8'de façon précise et de montrer
son unicité, ce qui irnpliquera que t,oute Ia suite converge, nous
a1lons maintenant nous intéresser au tenseur des contraint,es et
à son comportement quand e tend vers 0.

Les  re la t ions  ( I I .7 )  e t  ( f I .11)  inp l iquent :

l-
| ", 

o1 (e) o8ir=soerr9.JÉJ-*2aag36go (t8. ) +aaBrresr (tt')

I  o t  ( " )  oz (e )  o r (e )
I

(rr. 17) | eo2 (e) o8'6=a6rrgro (t8' ) +za63.ese (tt ' ') +a633ess (t8' '  )

I  o r  (e )  oz  (e )  o r  (e )
I
I "r 

( e) o8'33=633r69rcJÉJ-*2a333.93e (t8') +a333r.e3r (t8')

L 
or  (e)  oz(e)  or (e)

Ces expressions nous invitent à poser:

(rr .18) ô8is = e2or(e) ot 'ns ' .  a8' . r  = eo2(e) oï ' "s i  ô8'-  = o3(e)ot lg
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PROPOSITION
Ia suite ô8'
faible vers

I I .3:  Sous les hlpothèses de
converge, à une sous-suite

une fonction notée ô8'.

Ia proposit ion If .  1r^
près,  dans Lt  (Oa.  ) '

PREWE:  Les  f o r rnu les  ( I I . 16 ) ,  ( I f . 17 )  e t  ( I I . 18 )  nous  mon t ren t
gue ,  pou r  t ou t  coup le  d r i nd i ces  ( i r j ) :

( r r . 19 )  l ô8 " i j l  1z  ( o6e )  <  c ,  avec  c  i ndépendan te  de  e .

Droù  Ia  p ropos i t i on .  I

Une re lat ion entre les 68 ' i j  se t rouve en réécr ivant  ( I f  .1O) à
l r a i de  de  ( I I . 18 ) :

|  ^ '
(rr .20 ) I  ̂  t$tïue", (v) + zûof 

"*(v) 
+ €3t.r. (v) I dx :

'  
O6.

= Inr.  lezFf ivs + eF8vrJdx +Jrt .  [eGEtvo + Gfv3]dx1dx2, V v € H6"3

Pour préciser davantage t8' et 68', iI nous faut des hypothèses
p lus  f ines  sur  les  fonc t ions  o ; (e ) .  Cres t  I 'ob je t ,  des  chap i t res
suivants où nous envisageons des hypothèses différentes pour les
o . ; .
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RECAPTTUIÂTION DU CHAPITRE T:

REST'LTATS PRELIMINATRES

Equations init iales:

Trouver t8'de Ht"3, tel que:

Ç-tâÎ;n (z) q- (ûsi) I  = Fî dans o!. :  ptaque perforée
oz j  c lZn

âfurr,(21 â (û8i) nr = ëft sur F!.t: bords supérieur, inférieur
ôzn

âlcirrr(z) A (û8i) na = O sur ôT!.: bords des trous
ôzn

û8'1 - g sur I!: bord latéral extérieur de la plaque

Di latat ion ver t ica let
> xa=za, x3=z3l e, et h (xr, xzt xr) =É (xr, xz, eXr) fr acrinie sur ot.

h déf inie sur Ol"=oe.
Nouvelles notationss

> t8. : (u8!/e, w8.2le, u8"3)

Linite quand e tend vers O:
S i :

e"FE,  eFl  sont  bornées dans L2 (n)
indépendamrnent de e

eGEt, Glt sont bornées dans L2 (ô)

âEsrc :  àa; , ,e l  (erof  (e)  )  âEsr3 = a.as$l  (e .or(e)o2(e)  )

âErss = ao311sl (eo| (e) ) alr ls = aa'f j t l  (eo1(e) or(e) )

a lsr  = aosss l  (oz(e)or(e)  )  a l r ls  = eaosr /  (o i  (e)  )

les o; (e)  sont  des fonct ions bornées de e.

Ies a;;p, sont indépendants de e, vérif ient les s1métries
usuerres des coef f ic ients  dtérast ic i té  et  const iÈuent  une
fauri l le coercive

a lors :

> t8 ' -  t t '  dans l fu.r  fa ib le,  à une sous-sui te près
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CEÀPITRE DEUX:

UEIIBRÀNESDES

RESUME: Dans ce chapitre, nous supposons que res fonctions o;
vér i f ient  les condi t ions par t icu l ières ( r .1)  c i -dessous:  nous
sonmes a lors ,  quand l répaisseur  e tend vers o,  devant  un cas de
membrane. Nous obtenons pour re dépracement transformé, une
linite unique vérif iant une équation du second ordre. De plus,
Ia composante vert icale ne dépend pas de x3.
s i  nous supposons en p lus que les coef f ic ients  dtéIast ic i té  ne
dépendent pas de xs, crest à dire que le matériau est homogène
sur chaque vert icale, i l  en est de nême des trois composantes de
Ia l imite. Nous solnmes devant un problème bidinensionnel, dont
nous donnons une formulation sirnple.

Nous cherchons ensuite Ia l inite du déplacement précédemment
trouvé quand ra période e tend vers 0: cIest un probrèrne
drhomogénéisat ion en d imension deux.  Lréquat ion hornogénéisée est
encore une équation du second ordre, gui srécrit  simplement en
fonct ion de coef f ic ients  b6;"p déf in is  sur  ra  cerru le de base.

Enf in  nous étudions tes l in i tes,  quand le  coef f ic ient  6  tend
aussi  vers o,  dans un cas par t icu l ier .  En ce qui  concerne la
r imi te  des l t5 l -1q6;"0,  nous obtenons une fami l le  \o ; "o qui  n ,est  pas
coercive- Cette situation nous pousse à introduire un nouvel
espace fonctionnel, dans requer re dépracenent converge
for tement .  Le déplacement  l i rn i te  vér i f ie  un système d i f férent ie l
d ro rd re  deux .

I .  HYPOTHESES PARTICULIERES.

Les équat ions de membranes sont  obtenues en supposant  que:

(  I .  1 )  
l à r  f  1 / o2  (e )  )  =  L ;  I i n  o1  (e )  :  0 , . o : ( e )  :  o

ces condi t ions sont  varables pour  tout  te  chapi t re .
Posons encore:

I im
e-0
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( T . 2 )  H l  ( o e . )  =  { v  €  H 1  ( r , l a . ) ,  v = 0  s u r  ô o }

II. ITIUITES QUÀllD e TEND VERS 0.

Cette étude et Ia dénonstration sont inspirés des travaux de D.
Cai l ler ie [5] ,  en fa isant les nodi f icat ions nécessaires dues à
ra présence des trous. Les hypothèses sur les données sont
analog:ues à celles du chapitre précédent. Les seuls changements
consistent à supposer que Ia suite Glt (et pas seurernent une
sous-suite) converg'e dans Lt (r. l) faibre, êt que eFl converge vers
0 dans L,  (or)  fa ib le.

ptaç.æ2a jui t Leg4

PRoPosrrrol{  r r .1:  s i  les condi t ions (r .1)  sont réar isées et
s i :

| ."tE est bornée dans L2 (n)
I
I  "f t  

converge vers avec e, dans Lr (ro) faible
( r r .1 )  |

| "CEt 
sont bornées dans L" (r^r)

I

|  
"t t  

converge vers G!t, quand ê-0, dans L2 (o) faible
t_

ô813:g

68"l l , lo3 -  
9r  dans L2 6 -r , \ t ,  (Hl(r ,16.)  )  ' )  fa ib le

e*0

es çB et ô8';; vérif ient:i r

( r r .2)

Les l in

a lo rs :

( r r .3)

ôsô8 'os :0dansO5.

ôsô8'6 + ôrgr = o dans o5.

gr nr - clt sur It.

ô8'ns n6 : g sur ôT6.

ô8'6 nn : O sur ôT6.

Preuves Dans ch.  1  ( I I .20)  nous chois issons v  de H6.3 te1 que
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V3=0. Nous pouvons alors écrire: -

Iç1r.ô8"ooecg (v) dx : or (e) L- Gl oz(e) ) Igr"ô8""rôc (vo) dx +

* Jnr..rFfivsdx * f"f.""!tvodxldx2l

En nous servant  des hypothèses ( I .1)  e t  ( I I .1) ,  ê t  du fa i t  que
ô8'd est  bornée dans L,  (Oa.)  (c f  .  ch.  1  ( I f  .19)  ) ,  nous pouvons
passer à Ia l inite dans ltéquation précédente. Nous obtenons:

Iç1r.ô8'oeeoa (v) dx = o

soit encore en appliquant la formule de Green:

-Jnr.Ar (ô8'"s) vndx + 161r.ôgïonsV.dX r = 0

Cette équation est valable pour tout couple (vrrvz) de H5.!. Nous
en  dédu i sons  ( I f . 3 ) r  e t  ( I I . 3 )4 .

Considérons maintenant v3 définie par:

vE= f  " t h ( *1 ,  xz ,  y )dy  avec  h  de  L r ( ) - \ ,  , 1 ,  t t l ( r oe " ) ) .
J 6

Nous voyons alors que vg est dans lk.. En remplaçant v par
(0 ,0 ,v3 )  dans  la  fo rmu le  ch .  1  ( I I .20 ) ,  i I  v ien t :

( rI . 4 ) J nr. | (68"6 | o{ ôov3+ ( ô8fu /o3) h I dx=Jnr. eFlvrdx +J 

"r.cltvrdx'
En nultipliant par ozo3, et en passant à Ia tinite, iI vient,
compte- tenu de  Ia  fo rmule  ( I I .19)  du  ch .  1  e t  de  ( I I .1 ) :

I ' r .ô8 !shd ,x  =  o ,  V  h  e  Lz  ( ) - \ ,  2T . ,  n l (os . )  ) .

Nous en déduisons alors ô81r=g sur O5..

En passant à ra r i rn i te directement dans (rr .4) ,  compte-tenu du
fait que ô8'6 converge dans Lt (oa.) faibre, nous constatons gue,
pour  tou te  fonc t ion  h  de  L ,  ( ! - \ ,  L . l ,  H f  ( r , r5 . )  ) :

Inr . {a8"r /o3)hdx tend vers une l i rn i te f in ie quand e-0.

ce qui prouve que ô8!/o3 convêrge vers une fonction notée q3 dans
Lr ( ) - \ ,  \ t ,  (H l ( roe . ) ) ' )  fa ib le .  À Io rs ,  à  par t i r  de  la  fo rmu le
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(TT.20) du ch. 1 dans laquelle nous avons choisi vc=O et v3 dans

€,  (nr . ) f lHe. ,  nous avonsr  êD ut , i l isant  ( f f  .1) :

(II .5) Inr. {ag""rôov3 + grôrvr)dx = I1;.Gttv3dxt, V vr e €z (o5.)f lH5.

Nous en déduisonsr par application de la fornule de Green:

--[ne" (ôq68'6 + ôtgr)V3dx * Jôrr.ô8'6nov3dx,* Jrâ.Sn3v3dx' = frâ.Gltv3dx'

D roù  nous  dédu i sons  ( I f . 3 )2 ,  ( I f . 3 )3 ,  ( f f . 3 )5 ,  ce  qu i  achève  I a
démonstration. t

P reuve :  Dans  res  re la t i ons  ch .  I  ( r r . 16 ) ,  nous  passons  à  ra
l in i te  quand e tend vers o.  Les hypothèses ( r .1)  ent ra inent :

ens (t8') = O

ÀIors e11(t8')=0 nontre que t8'1 ne dépend que de x2 et de x3.

De même e22(t8')=0 montre que tt '2 ne dépend que de x1 et de x3.

PROPOSITION II.2: Dans les mêmes condit ions que Ia
proposi t ion f I .1 ,  nous avons:

t-
I o8i=s
I
I  os i7o1 -^ûs" .  dans L" ( ) -2 ,  \1 ,  HT(( . '6 . ) )  fa ib te
I e+0

(rr .6) I
I
I Og"r ne dépend pas de x3

L"a 
peut être considéré comme dans HI (r^re.)

Les fonct ions ûgi ,  t t ! ,  ô8ï i ,  6 vér i f ient  les relat ions:

l-
I a8'"t = d.iepesr(ût'1 + dn;s3ôstg!

( r r .7)  |
I do1gi = âci8j aûj33a$Bj

L 
aglll
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Et e12(t8')=g entralne alors que t8'1 et t8"2 ne dépendent en fait,
que de x3. Ces fonctions sont nulles sur fo. Nous en déduisons
( r r .  6 )  1 .

De la nêne manière nous voyons que t8! est indépendant de x3.

Les mêmes formules ch.1 ( I I .16) impl iquent:

( I r .81  |  tess ( t8 ' )  J lo l  a  L .  (Oe . )  s  c

Notons  ! {  =  Lz  ( ) - r ,  \L ,  H l ( r , re . ) ) ,  mun i  de  Ia  norme déf in ie  par :
2

lv  ls  = Jne" (vovn * ôsvrôsvq)dx.

ce qui  munit  Vù drune structure drespace de Hi lbert .

Nous avons aussi  I t inégal i té de Korn suivante:

( r r .e)  c  lv  lu  < f  & lecs(v) l  L ,  (nr .  ) ) r , ,

Alors Ia relation (If  .8) montre que (t8i/o1 , 18"2/o1) est bornée
dans I{. Nous pouvons donc en extraire une sous-suite qui converge
dans I{ faible vers un couple de f onctions noté (û8i, ù9".) ,  quand
e  t end  ve rs  0 .  D roù  ( I f . 6 )2 .
Pour  mon t re r  (TT .7 ) ,  nous  u t i l i sons  ch .1  ( I I . t 7 )3  en  tenan t ,
compte des notat ions ch.  1  ( I I .18) .  Remarquons que a3333 est  Don
nul  à  cause de Ia  coerc iv i té  des a; ;6 .  I I  v ient :

e33( t8 ' l  los - -  
tô8!s  -  â33rp(e, r ( t8 ' )  lor l  -  2asssr(e3n( t8 ' l  /oz l ) lastss

Et  en repor tant  dans ch.  1  (TT.L711,2,  nous obtenons:

ô8ij = [ ânjrr, - âaj$a33 ,rl assst] ern (t8' ) / o1 +

+ zlaajÉ - aaj i '3a]f,psl arrrr l  (e]3(t8') loù + ao;33ô8!t lants

Droù  ( I I . 7 )  en  passan t  à  l a  l i n i t e .  I

Reste à prouver que Ia l inite (û8'1, û9., tSi) existe de manière
unique.
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PROPOSITIOI I  I I .33 Le problène déf in i  par  ( I I .3)  e t  ( f I .Z)
adnet une solution unique dans:

! r [  =  [L " ( l -+ r \L ,  H I ( r , l e . ) ) ] . x  H I ( r ^ re . ) .

Preuve: Cherchons drabord Ia forme variat ionnelle du problèrne.
Nous  nu l t i p l i ons  ( I I . 3 ) r  pa r  vn  de  L " ( J - \ ,  â t ,  HT (oô . ) ) ,  e t  ( I f  . 3 )2
pa r  v3  de  H | ( t oa . )  ( i den t i f i ée  à  un  é l émen t  de  L r ( ) - \ , 9 r1 ,  H I (ô6 . ) )
indépendant de x3), et nous intégrons les deux équations sur f l63:

Jnr . [  (ôBô8ïB)vc *  (Aaôg' r l  +  ôr{ r )v3]dx = o,

soit avec la formule de Green:

Inr.{a8"orôsv6 * ôt '6ônv3)dx + Jrrr.(ô8'osn6v. + ôg'6nov3)dx, +

+ Ip'.gsn3v3dyr= o

Grâce  à  ( r r . 7 )  e t  l es  re ra t i ons  ( r r . 3 ) t i , s  nous  pouvons  a lo rs
écr i re :

( r r .1o)  Jnr"  [  (dqBrÉer , r (û8 ' )  +  d"sr3ô, t8 ! )  e4(v)  +

(do3rrê,p(û8") r rrcr3ôrt8ï)ônvrldx : I"r.  {cf +c3-)v3dxl

Pour terminer ra démonstration de ra proposit ion rr.3, nous
uti l isons Ie résultat auxil iaire suivant,:

LE!,t!,tE II.4 s La famille d.isi est coercive dans Ie sens
suivant:
il existe un réel do>O tel ç[ue, pour tout tenseur s1métrique
(ri l) non identiquenent nul et vérif iant r33=O, on J:

( I I .  1 1 )  d a ; s ; 1 6 ; f  s ;  2  d o ( r o s r o s  +  t 6 t a 3 l 4 l

Admettons provisoirement ce lernrne et poursuivons la démonstration
de  Ia  p ropos i t i on  I I . 3 .
Posonsr  rqs=êqg(û8 ' )  e t  r6=ôr t8! .  ÀIors Ie  premier  membre de ( I I .10)
où v. a été remplacé par û8'3 et v3 par t8!, srécrit :
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f ç1r.dnie I rs;13;dX

A l f a ide  auss i  de  l r i néga1 i té  de  Korn  ( I I . 9 )  e t  du  l emme TT .4 ,
nous voyons que la forme bilinéaire définie par le premier membre
de ( I f .10)  est  coerc ive.  De p1us,  le  deuxième nenbre de ( I f . lO)
définit  une forme l inéaire continue sur M. Àlors Ie théorène de
Lax-Milgram, nous donne Irexistence et lrunicité de Ia solution
du problème déf in i  par  ( r r .1o) ,  ce qui  achève la  dénonstrat ion
de  Ia  p ropos i t i on  f f . 3 .

PREWE DU LEMME rr.4: choisissons (ri i) un tenseur symétrique
vér i f iant  r33 = 0,  et  nous déf in issons 01; de la nanière suivante:

OaB = TaBt 0d = ral l2,  0rr  = -(âJsnaTas I  assOra3) lassss

Alors nous avons:

dq; gl ra1f s j : dcBrpr aBT rtr i 2dùrpî 6T rr * ddgp T a3T sy

àqgrpT ssT ry 
- (aoel3â3r,. I aSS=S) T 69T ry *

2 (ansrtt - êcasâ33 rpl a3'33'3) T a3î rr + ( aotr - âo333â3sspl aslll) T a3r3r

=â6srp0as0rÉ - ê33rr[ (acsttrcg * aa333fdl /a3gliltrtt t 4a6rp060rp -

- âo3llf6[ (arrrrTrp f â333p13p) /argr] + 4aa33p0a30;6

=â6srp0qs0rp * ê33rp0sr0rr * 4aa3rr0a30rt t 2a63306033 * 4âa33p0a30g+

i a33s0330rr f (â33cslos * aga3ra3) 033

=âqsrÉOqs0 rn I 2à33.,p0330r* +

*a33330330$ = ai ikhOt. iOrrt

pouvons donc écr ire,  la

dq ;s ; rq ; fs ;  >  u rO; ;0 ; . ;

4a6rr060r* * 4a63r0o0rr +4a63r060,6+

fani l le  des a; ;6  étant  coerc ive:

>  n ( roBrqg  +  t s ras l l l

Et nous
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ce qui achève la démonstration du leurme II.4.

Puisgue nous avons cherché des tinites guand Irépaisseur e tend
vers 0, ir est légitine drenvisager le cas particurier où res
coefficients â;;6 nê dépendent pas de x3.

En effet, dans ce cas res do;s; ne dépendent pas de x3. considérons
alors le  problème:

Trouver  (u1,u2ru3)  de H|  ( r , le" )  t  te l  que:

( I f  .  12)  J" r .  [  (dcgrperp(u)  eos(v)+ do6r3ôru3ecs(v)  *  dcarpêrr (u)ôovg

*  d6 r3ô ru rônv r ldx  =  f r r . { c f  +c t - ) v3dx r ,  V  v  e  H I (od " ) .

ce probrène admet une solution unique, compte-tenu de la
coe rc i v i t é  des  da ig j .  P renons  wo  de  Lz  f i - à ,  \ 1 ,  HT  (ô6 " ) )  e t  w3  de
Hi (r^re.). Arors la fonction vn : Jtswodx3 est érérnent de HI (oa.). En
prenant v3=w3 et en remplaçant v; par son expression en fonction
de ! r r ;  dans I téquat ion (TT.L2I  ,  nous obtenons ( r r .10) .  Donc ra
solut , ion de (TT.L2)  est  auss i  so lut ion de ( I f  .  10)  ;  par
conséquent ,  la  so lut ion de ( I f .10)  ne dépend pas de x3.  t

Àutre écr i ture du problène ( I I .10) .

Nous al lons donner ici une écriture plus commode du premier
rnembre de ( r r .10) .  Nous constatons drabord que les dns. ,É vér i f ient
les symétr ies usuel les des coef f ic ients  dréIast ic i té .  Les
formules (TT.7)  montrent  que:

d " g r r = d g q r p = d 7 p c g

De plus,  les ter rnes ddq, ,  dcs, r3r  dds3 sont ,  déf in is  par  i f f  .Z1.
Nous prolongeons alors cette fani l le en posant:

REI{.ÀRQI'E II.5 3
X j ,  a lo rs  i l  en

Si  les coef f ic ients
est de mêrne de ù8'n.

â;;16 nê dépendent, pas de
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â3oaj = dæej, 4r, = dois3,

â3 r i ; =â i j 3=o

De Ia sorte, la fani l le â!i* vérif ie les s1métries souhaitées.
Àppelons maintenant S Ia fonction sous Ie prenier signe somme de
(TT .L2 )  ,  so i t :

g : diarrerp(u) ecs(v) f di,sr3ôrureae(v) f d!3"re,*(u) ônv3 + dfur3ôrurônvl

Les fonctions u et v sont élénents de H|(r, la.), donc ne dépendent
pas de x3. Nous avons alors en conséquence:

ôru3 = 2e?3(u)  ,  ôny3 = 2e6(v) ,  e t ,  S peut  encore srécr i re :

( If . 14 ) S : âisrÊêrr (u) eos (v) * 2âi,sr3err (u) eas (v) + 2â:6rnerr(u) e6 (v)

+4âfur3er3 (u) e6 (v)

Définissons par air leurs le rrtenseur des déformationsrr êi j  par:

( I I . 15 )  êo i ( v )  =  ê i a ( v )  =  ec t ( v )  e t  ê33 (v )  =  0 ,  V  v  e  H l  ( û , )

Développons maintenant I I  expression âÎtuêrr, (u) ê;; (v) .  I l  vient:

â1 i r .nêrr ,  (u)  ê ; ;  (v)  :  S + â3tnerr , (u)  ê33(v)  + â! ;33ê; ;  (v)  ê33(u)  +

â3rsrêcr (u) ê33 (v)

Mais nous avons:

â3trr,êrr, (u) ês (v) + â!;sê;.;  (v) êrr (u) + â3333ê33 (u) ê33 (v) = e

à  cause  de  ( f I . 13 )  e t  ( I I . 15 ) .  D roù :  S  =  â ! j r r , ê r r , ( u )ê ; ; ( v )

I I  ne reste p lus qutà poser :

( r r .15t  ùst  = û87

ce qui revient à changer le nom de la troisiène composante de la

l-4,r, = dcisi,
( r r .13)  |

f3.le 
= do3s3,
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so lu t i on  de  ( I I . 10 ) .  Le  p rob lène  ( I f . 10 )  s - réc r i t  a lo rs :

trouver û8" de HI (r^le.) 3, tel que:

(II. 17) J"r. âT;11,êrr, (ù8T êi j (v) dx = Joa. (cf +ct-) vsdx, V v e HI (ôô. ) 3

Cette éguation nous permet drécrire la forme forte du problène
déf in issant  t8 ' :
trouver ù8" de HI (oe" ) I , tel

|  ô . tâeu*ê6(û8 ' ) l  =  o
I

( r r .18) l  ôoJâfup. ,ê1r , (û8") l  +  Gr
t^
Lâ!,*nu.n1û8";n; 

= o sur

que:

SUf (ù5.

+Gt -=Q

ôte.

Remarguons encore que Ia fani l le â1;s, est coercive. En effet, si
(r i l )  est un tenseur symétrique drordre deux non nul tel que
f 33=o, nous avons:

âl in r i jTkh : â[srrr.srrn + 4â!sr3fasfr3 * 4âi3r3r6rr3

ca r  â1 ;p ,  es t  nu l  dès  que  ( i r j )  =  (3 ,3 ) .  A lo rs  en  cons idé ran t  I e
tenseur  ( t i i )  déf in i  par :

( I I . 19 )  t cg  =  l as  ê t  t 6  =  2Ts3

nous avons, êD tenant cornpte de Ia définit ion des â!;pr:

âl lu,r i jTkh = d,asrptqgtrn* 2dggrrtastrg + dq3r3tdtrs

= dq;slta;tg;

D rap rès  ( I f . 11 ) ,  nous  pouvons  éc r i re :

âTtu,r i jrrn à de(t6stas + ta3ta3/a)

Nous avons donc prouvé:

( I I . 2O)  3  m1>O,  V  ( r ; ; ) *O  .  t i j - - t  j i  e t  133=0 ,  â i t r r , r i i r r r r  i  m l r i ; r 1 ;
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Ltobjet de ce paragraphe est lrétude du conportement de û8. quand

Ia période e du natériau tend vers O. Crest un problène

drhomogénéisation pour un système de trois équations à trois
inconnues, posé sur un donaine plan perforé. Pour le résoudre,
nous ut i l isons la néthode de l rénergie (cf .  Bensoussan, Lions,
Papanicolaou t1l  et  L.  Tartar t36l) ,  êt  des opérateurs de
prolongement pour tenir cornpte des perforations.

selon rrhabitude, pour tenir compte de la structure périodique
du matériau, nous considérons chaque fonction définie sur (ù6.r

conme une fonct ion de (x,y) ,  avec y:x le,  pér iodique de pér iode
1 dans les deux directions en y. On a alors (x,y) élénent de
o6.xf6 (où I5=f\T5 est la partie de Ia période de base
cor respondant  au  na tér iau  (c f .  ch l ,  ( I .2 )  ) .

Adoptons les notations suivantes:

( r r r .  1)

=  ôv lôx i ,  V  v  €  Hr  (o5 .x I5 )

=  \ ( ôv i l ôx i  +  ôv i l ôx i l ,  V  v  e  H r  ( oe "x re )  3

=ôv lôy i ,  V  v€H1  ( r , l 5 . x l 5 )

=  f  (ôv ; l ôy i  +  ôv i l ôy i l  ,  V  v  e  H l  (û )e "x re ) !

( r r r .2)
Cf+Cf -ê t fn=9suro

ttl 
"r.

( f I I . 3 )  Vs  = tvenr Gel lv périodique de pér iode L,
de moyenne nulle)

l-oc"'
I 
ut""'

I 
tTr"t

Lul, r"l

l-,, =
Ltl 

=

Lrespace V1 est  un espace de Hilbert, pour le produit scalaire
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associé à la norme:

I a1v | 
"" 

(rr) + | ô|v I r,,  (ra)

Compte-tenu de la périodicité et de Ia faible épaisseur du
rnatériau constituant la plaque, nous supposons, pour tout ce
paragraphe, que!

( r r r .4 )

âf;6 ne dépendent pas de x5

âf.;6 sont ef périodiques

â!;6 sont bornés dans L'(oa.) indépendamment de e

La première hypothèse de (IIf .4) irnplique que û9. ne dépend pas
de X3 (cf .  remarque I f .5) ;  Ia seconde est  posée dans le but
drut i r iser une uréthode drhomogénéisat ion,  erre est  réal isée en
particurier si les âf;16 sont constantsl nous avons besoin de Ia
troisièrne pour une bonne estimation de û8', elre est réarisée en
part icul ier  s i  les â; ;6 sont constants.

Remarquons  que  ( I I f  . a )2  imp l i que ,  avec  (TT .7 )2  e t  ( f f  . 13 )  ,  l a
périodicité des â1;.n. Nous écrivons alors:

( I I I . s )  â î t r r , ( x )  =  â i jn  , x le l

l-'"=
I 

res

[_res

Nous avons le résultat, suivant,:
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PROPOSITION I f I .13 Soi t  û8 ' Ia  so lut ion au proUfème:
Trouver û8' de HT (r.re.)t tel que:

t-
| ô[o'is + fi = O sûE 1.15.
I

( I I I . 6 ) l  o ' i j l l j  =  0  su r  ô t5 .
I
I
I  o" i  = â! ;6ê6(û9')
l_

Supposons que:

( I I I .7)  f i  t  f |  dans Lt  ( r , l )  for t ,  quand e '+0

So i t  ( a ,p )  appa r tenan t  à  { L ,2 ,3 }2  \ t  ( 3 ,3 )  } .  Nous  dé f i n i ssons
IIaP, fonction à trois composantes, par 3

(III .8) I l"pr(y) :  ypdk", où 615 êst le syrnbole de Kronecker

Soit I tP appartenant à Vrs Ia solution du problène suivant:

( I r I . 9 )  I 1 râ i ; s ,ê [6 ( I , "P  -  t r "p )êY t (v )dy  =  o ,  V  v  e  v , r

Soi t  b6 i j "p ,  la  farn i l le  déf in ie  par :

(f I I .  10) b6i j"p = I1râi.;s,ê[6 ([ 'p - I"P) dy

Arors ir existe un opérateur de prolongement p' appartenant
à  L (H I  ( t oe " ) ,  Hô  (o )  )  t e l  que :

( I I I . 11 )  p ' (ûg " i )  -  tSo i  dans  H l  (o )  f a ib le ,  guand  e .+0 .

où û8o est, Irunique solution du problème:
l-
|  ô I (u ' rn .hê[h (û8o)  )  =  -  l r ,  I  rg ,  sur  o

( r r r  .Lz l  I
| ûBo = o sur ôr,l
l_

PREWE: Nous nous inspirons en partie, drune dérnonstration donnée
par  F .  Léné  dans  sa  thèse  (c f .  t24 l ) .

1",  Ex is tencE et  uu ic i té  de 1aP.
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Remarguons que trap définie par (II I .8), peut dépendre de ys, mais
que ê[6(tr4n1 nren dépend pas. Les indices a et p étant f ixés,
montrons que Ia fonction correspondante X"P existe de manière
unigue.
Le  p rob lème es t  donc ,  d rap rès  ( f l f . 9 ) :
trouver I"p appartenant à Vtr tel gue:

(r I I .  13) I1râi;6ê[6(l 'P)êTi (v)dy = Irrâtrrr ,êtrr,( tr"p) ê{;  (v)dy

La fanil le â!.;11, étant coercive, i f  en est de même de la famil le
âr l rn .  Nous avons donc,  ê I r (v)  é tant  nu l :

n1l ef;1v1 |  r , ,  (1r11 eT; 1t '1 I  
" ,  

(rr)  s I1râi;6ê[r,  (v) êYr (v) dy

La fonct ion v  ét ,ant  pér iod ique,  t t inégal i té  de Korn s 'appl ique,
et donc la forme bi l inéaire définie par le premier membre de
( I f I .13)  est  coerc ive.  Quant  à Ia  forme l inéai re déf in ie  par  Ie
deuxième menbre de ( I I I .13) ,  e l le  est  cont inue sur  Vr3.  Nous
pouvons donc appliquer Ie théorène de Lax-Milgram, qui nous donne
I rex i s tence  e t  I t un i c i t é  de  1aP .

2" ' )  Est inat ion à pr ior i  de û8 '
Remarquons  d rabo rd  que  ûg '  vé r i f i e  ( I I . 17 ) ;  so i t :

J " r .  â Î i nê [ ,1û8 '1e f ; ( v )dx  =  f r r . f r v rdx  V  v  €  H1  (oe . )  t

Et en remplaçant v par t8' qui est dans Hl (toa.), i I  vient:

J"r. â!trr,ê[r,(ûg') êTj (û8')dx = f"r.fr.rrd*

Draprès Ia  coerc iv i té  des â! ;6 ,  ê t  Ie  fa i t  que ê ls(û8.)  so i t  nu l ,
nous pouvons écrire:

nrIrr .êTi  (û8')  êTj  (û8.)  dx < I"r .  â i i rnêlh(û8.)  ê i j  (ût . )dx

En ut i l isant l r inéga1i té de Korn,  nous avons:

cnr l  û8'  I  t11r 
1rr .1 ,  

< nrJr,re.êi i  (û8'1 e; ;  (û8')  dx

Enf in I ' inégal i té de HôIder entralne:

ptaque2ajui t te€4
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f r r . f r . t rdx  <  I  f3  l t rz  ( r r . ) lû8 '1 t r ,  ( r , rc . )

Draprès l rh lpothèse ( I I I .7) ,  f3 est  majorée dans L.  ( r , ra")  de façon
indépendante de e. Les trois dernières inégalités écrites
entralnent alors:

( r r r .14)  |  û9"  I  H l (oa . )3  s  c ,  cons tan te  indépendante  de  e .

2o! Prolongenent de û8.

Puisque û8' t  est  dans H1 (oe") ,  et  que û8'  vér i f ie ( I I I .14),  nous
savons (cf . [1] et 124)) gu'i l  existe un prolongement de cett,e
dernière à o tout  ent ier ,  noté p ' (ûD, te l  que:

I  p '1û9. )  I  s ,  1611 ,

Donc,  ê l r  u t i l i san t  ( I I I .L4) ,  nous  en  dédu isons :

( r r r .1s)  lp .  1û8.)  ls ,  1"1,  
< c

3o) Convergeuces faibles

D I  après ( I f  I .  15) ,  conme Hl (ûr)  s est  un espace de Hi lbert ,  i l
existe une sous-suite de p'(û8') , notée encore p'(ûD , gui converge
dans Hr (<,1) 3 faible vers une fonction notée ù.

( I f I .16)  p ' (û8 ' ) i  -  ù i  dans  Ht (o )  fa ib le ,  quand e-+0.

Montrons maintenant que t8o = ù. Pour cela étudions Ie tenseur
des contraintes o'i1, êt la fonction f '. Ces dernières étant dans
L" (r, le.), nous pouvons donc les prolonger par 0 à lt intérieur des
trous. Nous notons, selon lrusage, respectivement 6'i j  et fr ces
prolongements.
A lo rs  ( I I I .6 )1  peu t  encore  s réc r i re :

( r l r .17 )  ôË(ô ' i s )  +  f i  =  0  dans  o

Mais nous pouvons écrire:

l6 ' ; s  lL ,  ( r , r )  
=  lo ' i s  1 " ,  ( " r . )  

=  lâ î tuc [ , (û91  lL ,  ( " r . )

Or les â! ;1;  sont bornés dans L'( r , le.) ,  et  û8'est  borné dans Ht (r , le.) .
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Les égalités précédentes nous pernettent a'lors drécrire:

( I r I .1g)  I  ô " ;s  l  
L "  ( r , r )

Lrespace L, (ro) étant un espace de Hilbert, nous en concluons:

( I I f  .19) 6 ' iB -  à i t  danr L,  ( r , l )  fa ibte,  à une sous-sui te près.
e+0

En ce qui concerne E', nous avons: f1 = f iXrt.,

avec X.-  fonct ion caractér is t ique de l |ensemble n6.r  qu i  est
périoaiff ire sur ô. Donc, el le converge vers sa moyenne sur une
pér iode dans L,  ( r^r )  fa ib le .  Cet te moyenne étant  égale à l f5 l7 l f  I
=  l l 5 l ,  en  u t i l i san t  ( r I I . 7 ) ,  nous  avons  a l o r s :

( r r r . 20 )  i l  r  l r e l r ?  dans  L2 (ô )  f a i b l e .
o+0

Et en passant à la l inite dans Ia forme variat ionnelle de
( I I I . 17 )  nous  dédu isons :

( I I I . 21 )  ôË  (à i s )  +  l r e  I  e Î  =  0  dans  û )

Àvant de chercher une relation entre ài; et ù1 nous avons besoin
drun résultat concernant les fonctions I"P.

{o)  Forue for te  du problène ( I I I .9)

Réécr ivons ( I I I .9)  en ut i l isant  Ia  symétr ie  des ât i rn .  I I  v ient :

I1râ i ;p . 'ê [6(X 'P -  [an)ô]v1dy = o:  V v  € Vr3

Cet te équat ion srécr i t  encore:

'  i iornê[ ' ( I , "p  -  [ "P)ô[v ;dy = 0,  V v  € Vr3J ro(

Soi t ,  êD ut i l isant  la  formule de Green:

-lrrôl[âiop,ê[, (X'P - I I tp) ]vidy + I61râiop,êtrr,(I ,"p - [aP)nqVidyr= o
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Les intégrales sur Ie bord extérieur de f5 sont nulles du fait de
la périodicité des fonctionsl i l  ne reste alors que les
intégrales sur Ie bord du trou, pour le deuxième terrne de la
précédente égalité. Cette dernière doit être vraie pour toute
fonct ion de V13. Le problène ( I I I .9)  est  donc équivalent à:

trouver I"P de Vrr telle que:

-  [aP) ]  = o sur  15

II"P) no = 0 sur ôT5

5o l  L ien  eu t re  ô ; ;  e t  ù .

Soi t  t r  une fonct ion déf in ie par ( I I f .g)  et  X Ia solut ion
correspondante du problène ( I I I .9) .  Posons:

( I I f  .23 )  uÊ(x )  =  8n(x le l  =  I I ( x )  -  e1$ le l  su r  ô5 .

Pour alléger un peu ltécriture, nous nrécrirons pas res exposants
ap chaque fois que Ia cornpréhension du texte n I en sera pas
al térée; i ls  sont,  f ixés une fois pour toutes pour tout  ce 5ol .

Remarquons que: êtrr,(II"P(y) ) = \ (61s66p * 6rpdr,") = êtr,(tran(x) )

Ma in tenant  1 - I I  vér i f ie  ( f I I  .221r ,  d roù  en  posanE y :x /ez

eô ! {â ;n6$ le l  teê [ r , ( f  ( x /e ) )  -  r (666 ;p  i  6 rpdr , " ) ] ]  -  o

cette égarité est vraie sur ô6.r à cause de ra périodicitê des
fonct ions I .  Nous en déduisons:

ô I (â in r r , , x le l  tê [6 ( I I ( x ) )  eê [ r , ( t ( x /e  ) ) ]  =  0  so i t  encore :

( I I I  .241t ôI lâtorr ,  ( .x le lê[ , ( r iÊ (x)  )  ]  = O sut {rr5.

En procédant, de la même nanière avec (rrr.22lz, nous obtenons:

(  I I f  .241z â;n6 (x/e )  ê[ ,  (w. (x)  )  no = o sur ôt5.

ptaqueZajui t te04

l-tXf âiorr,êtrr, (r"P
(rrr  .22]-  |

Lâtntncln 
(r'P -



2\nrte,2*chapitre: CAS DES MELBRANES ptaquezajuitteg4

III. LII,IITE QItÀllD e TEIûD VERS 0. page:136

La fonct ion 1(y)  est  dans Ht  ( Ie) .  Donc,  les- t races sur  les bords
para l lè Ies extér ieurs de 15 étant ,  les mêmes,  X, (x le)  est  dans
Hr (oe"). On peut donc prolonger cette fonction à l t intérieur des
trous en une fonction de Hr (o), ef-périodique: notons encore
p ' ( I  $ le l  )  ce pro longement .

Nous pouvons définir alors le prolongenent de r,rÉ à r,l tout entier
pa r :

p' (r t '  (x) )  = tr(x) ep' (X (x/e ) )

La fonct ion p"(X$le)  )  é tant  pér iod ique sur  û) ,  e l le  converge
fa ib lement  dans Lz (û)) :  e l le  est  donc bornée dans L2 (ô)
indépendamrnent de e. Ltégali té précédente nous permet donc
d  |  éc r i re :

( f  I f  . 25 )  p '  ( t i *  ( x )  )  -  t r ( x )  dans  L2  (ô )  r  f o r t ,  quand  e -0 .

Nous chois issons a lors  conme fonct ion test  dans ( I I .17) :

v: gf avec A élérnent de CI(") et p=y pour que v* ne dépende pas

de  x3 .  I I  v i en t :

J"r. â;66 (x/e ) êkh (û8') ôà(qw'i) dx =lr,re.f39w!dx

Cette éguation peut encore srécrire:

( r r r . 26 )  L .  â ; ; 6 ( x /e )êkh (û8 IêT i ( v ' ) çdx  +
,  ( ù 6 .  , r À , ,  r

+ J"r. â;o6 (x/e ) êkh (û8T w';ôlgdx = Joe.f3pwldx

En mult ip l iant  ( I I I .24)1 par gû8' ; ,  et  en intégrant sur ô6.,  nous
obtenons:

J r r . t l [â in r r ,  , x le lê [ , (w*  (x )  )  19û8 ' idx  =  o

d foù ,  g râce  à  Ia  fo rnu le  de  Green e t  à  ( I I I .24 l2z

f 
"r.â,nr, 

$l el êtrr ' (vr' (x) ) ôI (qû8'i )dx = o

Ce qui  peut encore srécr i re:
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sTr.27') f 
"r.âri*n 

8l el ê[r, (w" (x) ) êit (û8') gdx +

L. âion (x/e ) ê[r, (rif (x) ) û8'iôIedx = o' t )6 .

Alors en soustrayant membre à menbre ( I I I .  26) et  ( I I f .27l ,  nous
trouvons:

( r r r .28)  r " r .  [â tn .n  (x /e  )  êp ,  (û8" )  A I  (q )  * i

-  â inrn ,x le l  ê[r ,  ( r iÉ (x)  )  ôI(p) ûg' i  ]dx :  I " r . f rew3dx

Posons alors:

( r I I .29)  N ' i . i ( x )  :  â i j rn  G le)ê t r r . ' (ue  (x )  )

La fonction N'tj est ef5-périodique et appartient à Lz (r, la.). On
peut donc prolonger cette fonction à ô tout entier par O à
I I intér ieur des trous. Notons f i j  ce prolongement:  cIest  à
nouveau une fonction el-périodique de L2 (r,l), et donc nous pouvons
écr i re r  ê r  posant  N i i (y )  =  N ' i j (ey ) :

( r r r .3o )  f  i j  I r l -1 I r f r t t ( y )dy  =  I l rN i i ( y )dy  dans  L ,  ( ' )  fa ib te .
a + O

Ecrivons encore ( I I I .28) en ut i l isant
prolongements introduits :

Ies différents

( I r I .31)  r " [6" inp" ( r * ) iô I (E)  -  f r Iæ' (ûsT ia l (ç )  ]dx  :  J " f tçp ' ( r t ' ) ;dx

Et en passant à la limite quand e tend vers O, en tenant cornpte
de  ( I I I .16 ) ,  ( I r I .19 ) ,  ( I I r .2o l ,  ( r I I .25 )  e t  ( I I I .30 ) :

I " tô i " t r iô I (o )  ( I l rN in (y )dy)ù iô I (q )  ldx  :  J " l  r5 l  t ;9 t r ;dx

Droùr  ên  u t i l i san t  ( I I f .2 I l ,  e t  Ie  fa i t  que g  es t  nu l le  sur  ôo :

I " t -a l (ô i . t r i )  +  ô I [  ( I l ru in (y )dy)ù i ]  ] çdx  =  -J "AI (ô ;n )  ç I I ;dx

Soit, lr intégrale sur 15 ne dépendant pas de, x et II; étant une
fonction polynône:



2*pafite,2*chapine: CAS DES MEMBRÀNES ptaque2ajuittee4

IfI.  IJII. I ITE QUAIID e TEND VER8 0. page:138

I " t -ô i ' ô I ( t r i )  +  ( I l rN in (y )dy )ô I (ù i )  l gdx  =  o

Mais  nous  avons :  ô inô ! ( t rq i )  :  ô ;a6 ;sdqr :  ô r ,  e t  donc ,  I tégat i té

précédente devant être réalisée pour toute fonction g de 0("),
i I  v ient :

à., = ( I  lrNio (y) dy) ôâ (ùr )

Soi t  encore:

( I I I . 32 )  ô , ,  =  ( I 1 rN rh (y )dy )ê [ r , ( ù )

Reste encore à calculer l t intégrale sur 15. Nous avons:

I r r " t ,  (y)  dy = I1râ, i ,n  (y)  ê [ ,  (w)  dy

= I1rârrrn (y) êtrr, (tr" (y) - x" '(y) ) dy

= bdi  j " ,  d t  aPrès ( I I I .  10)

À ins i  en  u t i l i san t  encore  ( I f I .21)  e t  auss i  ( I I f .32 l  ,  nous
obtenons:

ô[ (b61h;sêir, (ù) ) - - | 16 | rg sur o,
ce qui avec Ia condition ù = 0 sur ôn montre que ù vérif ie les
mêmes conditions que ù8o cf. (III. L2). Quand nous aurons prouvé
que ( I I I .12) déf in i t  ù8o de manière unique, nous pourrons en
conclure que cette dernière est égale à ù.

6 o ) Existence et unicité aE irgo

Montrons d I abord que Ia fanil le bfirr, est coercive au sens
suivant:
iI existe un réel M>0 tel guê, pour tout tenseur symétrique non
nul  ( t i t )  vér i f iant  t33=0, on a:

( I r r .33 )  b f ;6 t ; ; t6  >  Mt ; ; t1 ;

Pour cela donnons une autre écriture de bfiro. Nous avons draprès
( r r r .10)  :
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bfj"p = f 1rât;.t (v) êh (tr"P - r"P) dY

= J rrâ"".rt (y) êtrr' (["p - I"p) 6ri 6"idY

Mais ârsndr i6sj  = â."rnêI"( t r i i ) ;  droù:

bfj"p = I1rAr"16 (y) ê[' (tr"p - r'p) êI" 1IIi 
j 
1 ay

Dans (IIr.9), nous pouvons prendre Xii conme fonction test,. II
v ient :

o = JI5A""h (y) ê[, (tr"p - I"P) êL (l i i) ay

Soit, pâr différence membre à menbre des deux dernières égalités
obt,enues:

(rrr .34) h6j"p = I1rA""rn(y)êtrr , ( I I "p -  xan)êf"( I I i i  - l i j )ay

Soit maintenant un tenseur s1métrique t;; drordre deux, non nul,
te l  que tss  =  0 .  Nous pouvons écr i re ,  g râce  à  ( I I I .34) :

bf;"pti;t.o = f lrArrrr,(y) tt"pêIr,([ap - I 'P) ] [t i jêfs(tri j  -t i i) ]ay

Cette écriture nous invite à poser rkh = t.pêtrr,(["P - I"P). I1 est
clair que nous avons ainsi défini un tenseur slnnétrique drordre
deux.
Vérif ions encore que: T33 = t"pêIr(Ilan - 1an1 = Q

En effet, XtP ne dépend que de yr et yz, donc êIr(t"p) = o
et êI3(I Iae) = 636630 * 0 dans Ie seul  cas où (a,p) = (3,3),  ce qui
est  exclu.

Nous pouvons donc écrire:

( I I I .35) bf ; . r t ; ; t "o = f  1râr"rr ,  (Y) rrnrr"dy > mlJrrr6r6dy

draprès  Ia  coerc iv i té  de  Ia  fan i l le  â i ;6  c f  .  ( I f  .2O) .

Démontrons, par l rabsurde, ç lue Ia deuxiène intégrale de ( I I I .35)
est strictement positive. Supposons donc que:

( I I I .36)  V  (k ,h )  * (3 ,3 )  ,  l kh  :  t rpê I r t ( I lan  -  1ae)  =  Q sur  15
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Pour (k ,h)  :  (1r1)  par  exemple nous avons:-

ôT(t"pltpr) = ôT(t" i l"Pr) sur 15, soit encore:

( f f f  .37)  t "pX"Pr  = t "pYp6"r  + c(Yz)  sur  15

A cause de la périodicité de XtP, ceci irnpl ique que: t11=t13:o.
Prenons maintenant  (krh)  =(2 12)  i  nous obtenons:

( III . 38 ) t.p1'Pz = t"pyp6"z + B (yt ) sur 15

A cause de la périodicité de X"P, ceci iurpl ique que t22=t5=0.
Avant  de considérer  le  cas (krh) : (L ,21 ,  remarquons que les
éga l i t és  ( r r l . 37 )  e t  ( r I I . 38 )  en t ra l nen t :

ce qui iurplique:

ê\z( t rzx1z +tux21) = êTz(trz l l l2 + t21I I2 l1 + ôlo(y2) +ôTB(yr)

Mais  en  prenant  ma in tenant  (k rh )  = (L ,21  dans  ( I I I .36)  ,  nous
obtenons:

êlz(tnxlz t i-:r,x?l) = êIz (trzlll2 + t21II21)

Ce qui, êD comparant avec ltégalité précédente nous donne:

ô \a (yù+ô IB(y r ) -o

soi t  encore:  ô la(y2) = -ôTB(Yr) = C, constante et  par conséquent:

c(y2)=Cy2+d2 et  B(yr)=-Cyr*dr,  où les dn sont des constantes.

En reurplaçant a par cet te expression dans ( I f I .39)r  et  en se
rappelant que IIIP=ypdr", nous avons:

E'rzl-1zt + Enrz1t: ttzYz + cYz + da

f Errx", I i-ztxllr = ttzl l lzt + t21II211 + c(Yz)
( r r r .39)  |

*"xt" 
i Eztxzlz = ...,,'o122 + t21II212 + B (yr)
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La périodicité des 1ae a pour conséquence: -C = -trz.

En remplaçant maintenant B dans (III.39lz, nous obtenons:

E12X,1?z t Ez,t1z1z: trzYr + ttzYr * dt

La périodicité des 1aR iurplique donc trz=O

Pour résumer, nous avons donc montré que lrhylgothèse:

t"pêtrr,(I lan - 1ae1 = 0 sur 15, pour tout (krh), entralne t;1=0.

ce qui contredit Ie fait que (ti i) est un tenseur non
identiguement nul.

I1 est  donc clair  que:

V  ( t i i ) *O te l  que :  t ; ; :  t ; i  e t  t33 :  O  :  b f ; "o t ; ; t "p  )  O

Soit alors la fonct,ion E définie sur R8xRB par:

E (ti i , t"p) = bf;"ot;.;t"o

De cette manière nous avons une forme bilinéaire continue sur
R8, rnuni  de Ia topologie déf in ie par Ia norme: l t  l .  :  t i j t i j

Sur Ia boule unité de R8, la fonction E admet donc un mininum M>0
qure l le  a t te in t .
On a ainsi ,  pour tout  tenseur ( t i i )  non nul :

b f ; "p t i ; t "o7 l  t l 2  2M,  c res tàd i re :

bf;"pt;;t"p 2 d t I z = Mt;;t;;

Et donc Ia famille 4;"e est bien coercive.

MutÈ ip l ions  ( I I I .L2 l r  par  V i  de  Hû(o) ,  ê t  in tégrons  I réga l i té
obtenue sur o. En uti l isant la formule de Green, sachant que t8o
est nul le sur ôo, i l  v ient :



2*par1rte,2* chapitre: CAS DES MEMBRAI\ES

III. IJIUITE QUAIID e TEND VERS 0.

ptarye2ajui t te04

page :142

( r r r .40) I "  uf ; "oeàotû8'1êTi  (v)  dx =

Crest Ia forne variat ionnelle du
de Lax-Milgran donne Irexistence
Ia coercivité des bfi"p.

I  15  |  J r f f v ;dx ,  v  v  €  H l  (o )  r

problène ( I I I .L2 l .  Le théorème
et lrunicité de û8o, à cause de

T



2*parne,2nchapitre: CAS DES MEIVIBRAIYES ptaqr.p2bjuine4

IV. LIIiITE QIIAIID 6 TEÀTD VER9 0. page:143

rv. LrurTE QUATID 6 TEND VERS 0.

Dans ce paragraphe, nous étudions Ia linite- de tgo, quand 6 - O.
Cette fonction étant définie à l taide des bf;10, gui dépendent de
6, i I  nous faut drabord étudier Ia l inite de ces nombres, quand
6 tend vers 0.

Remarquons que les d;;6 sont constants et ne dépendent pas de 6
dans Ie cas part icul ier où les ât;6 verif ient ces condit ions.

Preuve:  Lr idée de Ia  dénronstrat ion se t rouve dans t131.

Nous al lons d'abord nous intéresser au comportement des ê{;(ItP),
quand 6 - 0.

1 " )  L in i t e  Oe  êY i ( I tP )

Cherchons  une  es t i na t i on  à  p r i o r i  de  êT t ( f t p ) .  D rap rès  ( I I f  . 9 ) ,
nous avons:

I1 râ i ; 6ê [6 ( l t p )êT i ( v )dy  =  J1 râ r i r661166pê{ ; ( v )dy ,  v  v  €  v r3

En prenant XtP comne fonction test dans lté-gali té précédente,
nous obtenons en vertu de Ia coerciviÈé des ô;;6:

nr I r rcY,  ( r tp)  eYi  ( l tP)  dy < I1râ i ;10ê{ j  (x tP)  dy

Cornme les ârl.^ sont constants et, ne dépendent pas de 6,
If inégali té de HôIder appliquée au deuxième membre de la
précédente égali té donne:

n i  e { ; ( l tp )  |  r , ,  ( r r1 l  ey ,1 t to ,  |  

" "  
( r r )  <  c1  l15  l t ' 2B |  êT ; (x tp )  I  r , "  ( ro )

( i , j ) * (3 ,3 )

Cette inégalité est, du genre:

PROPOSTI rON IV .1s  So i t  b f i " "  dé f in is  par  ( r I I .10) .  ç i
sont constants et ne dépendent pas de 6, et si (ffr,)
la matrice inverse de (tlsrsr,), alors nous avons:

( Iv. 1) | f5 | ' lbnirs - Hi.s=L (âoi., - ân;3rff6ârn.r) ,
sans sonmation sur B et B défini par B=2 si o:1, B=L

De plus les bf;r" vérif ient:

(TV.2) boz"" = hot22 -- -t*SZZ = bolz3 = botæ = O

Ies â;;p,
désigne

s i  c :2 .
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â 1 2  +  a 1 2  + . . . i  a n 2  3  C 2 l I 5  l 1 l ? ( a t  f  â 2  * . . . f  ê n ) 2

O r  n o u s  s a v o n s  q u e : ( l / n ) - t ( " t  *  â 2  i . . . *  â n ) 2  (  â 1 2  +  a t 2  + . . . *  a n 2

Et comme a1J ê{.;(Xtp} lr.r rr-, est un nombre posit, if , nous pouvons
donc écr i re,  Ia nesurë dëot5 valant 6(2-6) r :

( r v .3 )  l cy r11 te1  1 " ,  ( r r )  s  c61 t2 ,  avec  c  i ndépendan te  de  6 .

Nous al lons remplacer Ia cel lule de base. 15 par un ouvert plus
conmode noté Y5,  dans Ia  déf in i t ion des 1tn et  dans ( IV.2) .  CeIa
est  poss ib le  à cause de Ia  pér iod ic i té  des XtP et  des êf l1 [ tn1 .
Nous choisissons donc:

( rv .4)

r  =  ) - t ,  \ l t l - \ ,

Y6={y€Y:  l y t

H6=ty€Y:  l y t

V6=tyey :  l y .

Iq = H51V5

, t

|  <e 1z ou ly ,  |  <e 1zy

|  <e 12,1

lca lzy

Alors Y5 est Ia partie occupée par le matériau,
parties respectivement horizontale et verticale
lr int ,ersect, ion de ces deux- là (voir  f ig.  1) .

H5 et
de  Y6 ,

V5 les
et Iq

f igure 1:  Lrouver t  Y

Pour trouver les l inites souhaitées, nous al lons effectuer des
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changements de variables affines qui transforment Ifu, y6, et K6
en Y.
Pour H5 les forrnules sont:

( f v .s )  Y t r  =  y r  e t  y ' z  =  yz l6

Si g(Yr,  yz) est  déf in ie sur l I5,  nous avons:

g (Yr ,  Yù :  g (y ' r ,  6y tz )  =  gx (y t r ,  y ' z )

Nous pouvons alors écrire:

I " r t  têYt  ( l rp )  I  (y r ,  yz l  | zdyrdyz  =  Jy t  têT . i  ( r tP)  I  (y ' r  ,6y 'z l  ) .  6dy ' rdy ,2

Ot ,  en  ve r tu  ( IV .3 ) :

I eïi (rto) | 

", 
("r) < c61t2

Nous avons ainsi:

( rv .6 )  |  c ï i  (x rP)  x  I  r , ,  (y )

Dans cette écriture il faut comprendre

têY; ( r tP ) r l  ( y ' r , y ' z )  =  têY i ( r tP )  I  ( y ' r ,6y ' z )

Lrestimation (IV.6) prouve donc Çlue, à une sous-suite près:

( Iv .7 )  êT i ( I tp ) r ,  -  h l l  dans  L t  (y )  fa ib te ,  quand 6  *  o .

De plus,  à cause de la pér iodic i té de I 'P en yr,  et  du fa i t  que
ItP est indépendant de y3:

( rv.8) I "n lqay'= t"ntBdy,= o

Avec un travail et des notations semblables sur v6, nous pouvons
écr i re:

-  ( IV .9)  êY i ( f tP)v  -  v l?  dans  L2  (Y)  fa ib le ,  quand 6  +  0 .

(rv. 10) J"vtgay' = Ir.'l!dy, = o
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2" ,  L in i t e  ôe  l 15 l - l u { ;1 ,

Nous  savons  que  ( c f :  ( I I f . 10 ) ) :

b f i ,o  = I1rât ; .n [6r tdr ,p  -  ê [ , ( t tp)  ]ay

= I1râ i ;1eaY -  Iy  â ; ;6e[ r , ( l tP)dY

Et conme les âri.r sont supposés constants, en dêcomposant
I r in tégra le sur  Y à l ra ide de H51 V5 et  Ig ,  nous t rouvons:

bf i ,o  = l15 lâ ; ;10 -  ( In ,  *  Jv,  16r)  â i ; r r ,ê [ . ,  (XtP)  dy

Soi t  encore:

(rv.11) 
É 

bfi, ,  = âi i to - 
fo 

(JH, * Jv, Iç)âi. iu,êtrr,(xtp)dy

Nous voulons trouver la liurite du membre de droite quand 6 tend
vers 0.

occupons nous drabord de l r in tégra le sur  K6.  Nous avonsr  €r
u t i l i san t  I ' i néga l i t é  de  Hô lde r ,  M  é tan t  un  ma jo ran t  des  l â ; ; 61 :

l ^ l
I  J*â;;p.,e6.,( l tP)ay I

Et  en ver tu  ( IV .3) :

|  1*4,,*netrn1rrn1ay |  < c6r/2x6

Àinsir ên passant à Ia l ini te, nous voyons que:

( rv .12,  
Ér l  

lçâ i ;p ,ê [ (x tp)ay -  0  quand 6 -+ o.

Voyons maintenant It intégrale sur H5. Nous avons:

i Tïr' Isrâii*'ê[' (ttP) av = 
fr lvâi;6ê[6 (rtp) xdv'

En se  rappe lan t  que l re l  =  6x(2-d) ,  nous  ob tenons,  g râce  à
( rv .7) :



Notons, pour alléger un peu Irécriture:

(rv.14) HIR : IyhlRay' er v[f, = I"v[f,ay,

Donnons une forme plus élaborée de Sx;;. Nous pouvons écrire, êD
ver tu de ( IV.8) ,  e t  des s1métr ies des â i iu , :

( Iv . ls )  Sx i i  =  tâ i i r r ,H[B = àât izzu[ ï  +  â i i rzHl l  +  â; ;sn[

Un travail  analogue pour It intégrale sur V5 donne:

[- :_
_. I Tr.T Jurâtin'êtrr,( l tp)ay -+ svi j  :  tâitrr, Iyrl f iayr quand 6*0.

( rv .16)  I
I
Lrur, 

= Lâiirr,v[B = àâ,irrvll + ârirzvll + â;;13v1!

A lo rs  d rap rès  ( IV .11 ) ,  ( IV .L2 l  ,  ( IV .15 )  e t  ( IV .16 ) ,  nous  avons :
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(rv' 13' 
fu 

Isrâi;6ê[, (ttP) ay + sxi j = tâ,iùJvhlBay, quand d*o.

( IV .17)  bo i rp  =  â i j rp  -  (Sx i i  +  Sv t j )

2"1 Calcul  de bozrp

Pour cera nous chois issons, comme fonct ion test  de (rr l .10),
v=(g,  o,  O),  avec g qui  ne dépend gue de yz et  de c lasse €1. Les
êTi(v) donnent ici seulement êTz(v) = \ôlç, tous les autres sont
nuls. En divisant par 6 nous obtenons:

t 'tJrrâtr.r.,ê[r, (ltP) ôIq (yz) dyrdyz : 6-tJrrâ1r*611d6pôfg (yz) dyrdyz

Notons A(6) et  8(6),  respect ivenent Ie prenier et  Ie second
membre de cette égaf i té.  Nous avons alors,  pour 8(6):

B ( 6 ) = 5-r ( Ine * Jv, Iç) ârzrrôIq (yz) dyrdyz

=  â , . ,0 {6 '1 [ç  (6121  -e?612)  1  +  ç (à )  -e ( - ! )  -  t ç  (6121  -e , -612)  ] ]

o r . l  q (6  l2 l  -q ( -6  l21  1  _  t ' q (6 /2 ) -ç (01 ' t xL  +  to  ( -612) -q (0 )  J ,
6  612  

-  -612  
xLr -ô Ioo(0 )



2\artte,2*chapitre: CAS DES MELBRANES

IV. LMITE QUAIID 6 :[ElrD VERS 0. page :148

De plus:  9( t )  -9(-à) = 0 du fai t  de la pér iodic i tê de 9.  Donc:

( Iv .18)  B(6)  *  â rz rpô Iq(o)  quand 6  -  o

Examinons maintenant A(6).  Nous avons:

À( 6) = 5't {IHe + Jv, - Iç) ârzrr,êtrr, (ttP) ôIç (yz) dyrdyz

Nous allons transformer H5 et V6 en Y, pour donner Ia l inite de
À(6) quand 6 tend vers 0. II vient, grâce au changement de
var iables y1=y I  t ,  yz=6y'z :

( r v .19)  6 - tJn râ rz r r ,ê [ r , ( l t p )q 'dy=Jyâ tz r r [ê [ r , ( x tP) r ]A Iq (6y 'z )dy ' rdy ,z

Montrons maintenant que:

( I v .20)  ô Iq (6y 'z )  -  ô Iç (0 ) ,  dans  L ,  (Y )  fo r t  quand  6  *  0 .

En ef fet ,  r ,appr icat ion,  [0 '  \ l ' l - \ ,  \ )  : .  
R'  est  cont inue

(6 ,  Y 'z )  *  ôJo(6y 'e )
du  fa i t  de  Ia  régu la r i té  de  g .  Tradu isons  ce la  en  (O,  y tz ) .

Pour  e>0  f i xé ,  i I  ex is te  6 (y tz )>0  e t  q>O te ls  que :  s i  (6 ,  y t )
vé r i f i e  o<6<6(y ' z )  e t  l y ' - y ' z  l . t l ,  a lo rs  lô Iq (6y ' ) -ô Iq (o )  l ce

Nous recouvrons ainsi le cornpact l-\, àl par des ouverts du type:
lytz-r l ,  yrz+l [ .  Nous en extrayons un recouvrement f in i ,  dont les
ouverts correspondent aux réels ytzi et aux nombres 11;, lSi<n; par
su i te r  ên  posant  6o= min{6(y ,z i ) ,  lS iSn} ,  nous  avons :

V  (6 ,y , ) :  (6  €  JO,  6o [ ,  y '  €  l . - r ,  t : l  - .  l ô Iq (6y ' ) -ô ]9 (o )  |  <  e

A lo rs  nous  avons ,  I v  (A Iç (6y tz ) -A Ip (0 )  )  rdy t rdy t2  1  ez .  Nous  avons
donc prouvé:

Ve>0,  :160>0:  V6  (ô  €  10 ,  6o [  -  I  ô Iç (6y 'z ) -ô Iq (o )  )  I  r , ,  1y1<e)

D I  où  ( I v .2o)  .

A ins i  d raprès  (TV.7 l  ,  ( IV .14)  e t  ( IV .2O) ,  en  passan t  à  Ia  l i n i te
dans ( IV.19) ,  nous obtenons:

Ptaque2bjuin94
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(Iv.21) 6-tJrrrât..r,êtrr..(ltP)ôIqdy * ârzrr,Hl,RôIq(o) quand 6 -+ o.

En ce qui concerne lrintégrale sur V5 nous avons ici, les
formules de changenent de variables étant yt=6yr1, yz=y.22

6-t Jlrrârr.r 'ê[ ' ,  (x tP) ôIçdy = Jyâ,r.n t ê[.,  (xtP) v] ôIç (y' z) dy' rdy' z

E t  en  passan t  à  Ia  l i n iÈe ,  g râce  à  ( IV .9 ) :

(rv.22) e-tJvrârzrr,êIn(ftP)ôIçay * Jy ârzu..vlfiôJgdy, quand 6 - 0.

Quant à It intégrale sur Ik, nous pouvons écrire (mêne
démonst ra t ion  que pour  ( IV .12) ) :

( IV.23 )  6-1j&Arzrr ,ê[ ,  (xtp) ôIqay - .  o,  quand 6 -  0.

A lo rs  ( fV .18) ,  ( IV .21) ,  (TV.22)  e t  ( IV .23) ,  nous  perne t ten t
d |  écr i re:

(Tv.24) [ârzu,H[B -  ât . ,o lôIq(o) + Iy âln6vl la lpayr :  0

Nous en  dédu isonsr  ên  u t i l i san t  ( IV .15) :

(rv.2s) \ânzzBLï + ârzrznll + â1225n13 = târzrp

Pour évaluer Svlz, nous choisissons conne fonction test de

( I I I . 10 ) ,  v : (O rg ,0 ) ,  g  ne  dépendan t ,  que  de  y r  e t  de  c l asse  €1 .
Des calculs analogues à ce qui précède donnent ici:

(rv.26) Lârzrrvl l  + â,r.| .vlE + ârzrsvlS = târztp

Dans  ces  cond i t i ons  ( IV .  11 )  ,  ( IV .  L2 )  ,  ( IV .  13  )  ,  ( rV .  16 )  ,  ( fV .25 )
e t  ( IV .26 )  en t ra inen t :

1 tTv .27)  l re l ' lb fz rp-hozrp=o

3o, Calcul  ôes autres bf ;sp.

Nous cho is issons  ic i  success ivement  v=(0r0 ,g)  pu is  v=(0 ,grO)  avec

I de €t (tr), périodique, n? dépendant que de yz. Lès calculs
précédents donnent ic i ,  avec ( IV.25):
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( rv .28)
J-â""nlE
| 

â"""1:

Lâttt'HTE

+ \â1222n11 + ârzzrn!! : àârzrp

âz2g.r:L? : \âzztp+ \â2227u12 +

+ e2â3222H1â + ârt5H!3 : Lârzrp

Nous constatons ainsi que le triplet (H12, \n52, H53t est solution
drun systèrne l inéaire de trois équations à trois inconnues.
Montrons que ce dernier adnet une solution unique, crest à dire
que la matr ice (âiztz)  est  inversible.  En ef fet ,  considérons le
tenseur symétr ique drordre deux (r i i )  te l  que: Ies f ;2 ne soient
pas tous nuls, tous les autres étant nu1s. La farnil le â;;s, étant
coercive,  i I  existe un réel  m1>0 tel  que:

â i ; r r , r i j r rn  2  rn11;1r ; ;  so i t  i c i :

4â1212r12rp + 4â21zzr1trz2 + 8â216r z$æ t â2222122122

t 4ô,224rzzTzs t 4â41ar4rzl 2 ll lr (rn + Tzzz + rzsll

D|oùr €n posant 2T21=T1, 2T23=T31 t22=T2?

ârrrzTrz + 2â212zTrTz + 2â,214\Tl * âzzzzBz. + 2â215BzTr i âzszsT*2 nrT;T;

Ainsi, iI est clair que la forne quadratique définie par Ie
premier membre de lt inégalité précédente est de rang 3. La
matr ice associée, soi t  (â iz lz)  est  donc inversible.
Soit (fî i) sa matrice inverse. En uti l isant les symétries des âi;s,
Ie système ( IV.28) nontre que:

(H5|, ,"uL|, Hl!) = ,(ffi,âzr,rp, ffi,âzr,rp, ffr,âzr,tp)

Et  nous  avons  a lo rs r  êD  s ra idan t  de  ( fV .15 ) :

(IV.29) Snoi = lân;21f1fiâ261e

Chois issons maintenant  des fonct ions tests ,  pour  ( I I f .10) ,  qu i
ne dépendent que de yi. Prus précisénent nous alrons prendre
success i ve rnen t  v= (9 ,  O ,  O)  pu i s  v= (O t  g ,  O)  en f i n  v : (O  ,  O ,  g )

avec A de €t  ( r r ) ,  pér iod ique,  ne dépendant  que de y1.  Des ca lcu ls
senblables à ce qui précède donnent ici:
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+ altzvlt  + ait i3vl!  = Lârrrp

+ Alzlzvf + arzl3vl! = Lârzrp

+ Arsrzv|l + Ar3t3vl3 = àârrtp

La natr ice (âr i r ; ) ,  comme (âzizt) ,  est  inversible.  Donc te t r iptet
(âV11, vll, vlB) , solution du systène précéd.ent, existe de manière
unique. Et s i  ( f l i )  représente Ia natr ice inverse de (âr i t ; ) ,  nous
avons ic i :

(àv|q, vll, vlt) = 4(fir,â*,rp, fzlnârntp, f jr,â*,rp)

E t  donc ,  g râce  à  ( IV .16) :

( IV.31) Svni  = àâr i r r f f r ,â1, tp

A ins i  l es  re la t ions  ( rV .17)  ,  ( rV .2g) ,  ( I v .29) ,  ( I v .30)  e t  ( IV .31)
nous donnenÈ:

hoitp : â(ârirp - âtizrfÊ,âzr,tp)

b|t,o : t (âzitp - âztrrf lr,ârr,rp)

La formule (Iv.l) est alors une écriture condensée des deux
dernières l ignes. Pour trouver (rv.2), remarquons que res bfl l,o
peuvent encore srécrire:

[-tâ,,,,.,,ulq
( rv .3o)  |  lârz i lv l l

I
l_àârrrrvll

l-
I  hoirp = â(ârirr fù,ârr,rp -

( rv .  32 )  |
I hot,o = L(âzizrffr,âzr,rp -
t_

Alors en uti l isant Ia prenière,
nous obtenons:

â1;21ff iâ261e) , car â1;11f[,=61,

â2;11ff6â161e) , car â2;21ffr,=61,

puis la deuxième de ces formules,

avons des

l-o,i,,
I
[_ua%rr
Cornme

= L (ârrrrffl,ârr,zz - ârrzrfô,âzr,zz)

: L, (âzzzxfâ,âz6rr - âzzrrf,[,â1,rr )

les matrices (ffr,) sont syurétriques, nous
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ex;lressions opposées pour horzz et pour bf211. Or ces nombres sont
égaux. Nous en déduisons donc bien leur null ité. La déuronstration
est Ia nêne pour les autres égal i tés de ( IV.2).  I

Nous remarquons que le coefficient bf212 en particurier est, nul.
Cela irnpligue que la fanilte des (b|;n) nf est pas coercive. En
effet, pour un tenseur symétrique (ti l) où tous les t;; sont nuls
sauf t12, nous aVOnS:

bt;6t;. ; t1n = blzrztrztrz = 0

Nous ne pouvons donc trouver un réel n>0 vérif iant:

bf;6t;; t1; > mt12t12

La fanil le des bÎ;rr, ntétant pas coercive, nous ne pouvons pas
démontrer que Ia suite û8o converge dans H1o(o)3. I l  est tout de
même possible de donner un résultat de convergence mais dans un
autre espace. Àuparavant, nontrons une condit ion de coercivit ,é
vérif iée par les coeff icients bftrr, bftrr,  blrrr, blzzz, bl2s et b!zæ,
Ies seuls qui soient peut-être non nuls.

Preuve3 Nous arlons uti l iser la coercivité des â,.i*n et la
déf in i t ion des bl jn,  donnée en ( IV.1)
Nous savons guti l existe un réer n1 strictement positif ter que,
(ri i) étant un tenseur symétrique quelconque vérif iant 133=0, nous

Ptaque2bjuin94

Lenne rv.z: sous res nêmes hypothèses que la proposition
IV.1,  nous avons la condiÈion de coerciv i té suivante:

I1 existe un réel m2 strictenent positif, tel guê, pour tout
tenseur s1métrique (ti l), vérif iant t12=t33=0, les relations
suivantes sont réal iséès:

b?rrrti l  + 4bf113trrtu r ab?rttlr 2 mz(tir + tlE)

b}zzz1clz + 4bl25tzztzs * abbzsESs > rnz (t|z + tlr)
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avons:

( I V .  3 4  )  â i i r r , r i i r n  à  I û 1 1 i 1 1 ; 1 .

Soit alors (t i ;) ,  Ie tenseur slmétrique défini par:

( IV.35)  tca=fcc (pas de somrnat ion en o)  e t  tn ;=2ro;  s i  c t i .

Nous avons alors:

( fV.36)  â i  j r r ' r i  j rkh= ârr r r t f t  +  2â1113tr r t6  *  2â1112t ,11t12 + 2â1122t1E;2 t

+ 2â113trrtzr * ârcrrt lr  + 2â1213tratrr * 2â1322t13t22 +

+ 2â133trrtzr * â1212tf2 + 2âp22iu12|u22 + 2â123t12t3 *

+ â2222E12 + 2â,224tzzEzt t âæz:tât

Notons:  b( t ; ; )  le  second membre de cet te  égal i té .  A lors
I t i néga l i t é  ( IV .34 )  non t re  que :

(rv.3z) b(t i i)  > nr(rft + |. ] lz + Etrzl2 + tï/2 + t3312,).

Nous en déduisons que la forme bilinéaire syrnétrique b est
définie positive. si nous notons A sa matrice, nous avons alors,
en notant tT Ia natrice transposée de T:

( I v .38)  b ( t i i )  =  tTAT

en posant:

^ ^
dr l r  drr6 drrrz drrzz drrzr
â ^
clgrr dgrr d6rz d6zz d6zr

t r r

trr

â,zrr ârzrr lliârzrz â,,rr, ârzzr liil et r = | t1.
i : i i i l l l

ârrr, â,r,', !!!ârr,, ârrr.- â*. !!!l I Ezz
: : ! i : : l l

â'.,,, ânrr !!!â.'t. ârrrz â.r* !!!l I t23

A-
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Entre les barres verticales ombrées se trouve Ia matrice (âzizi),
qui joue un rôIe irnportant dans la suite.
La démonstration consiste naintenant, à reconnaitre bftrr, bf113 et
bf313 corune des cofacteurs, à un coefficient nultiplicatif positif
près,  de ârrrr ,  â1113 et  â1313 dans la natr ice À.

Cherchons donc Ie cofacteur de â1313, noté X. I l est égal à:

[ =

En développant ce déterninant, par rapport aux éIéments de la
prernière colonne, nous obtenons:

X = âr r r rde t (â2 ;2 ; )  -  â r r rz

â1.1, ,  â t12 â,1,25

dZZtZ flZZZZ ÛZZZI

ârrtr ârzzz â.r5

dr l r  drrrz drrzz drrzr

ârzrr !!!ârzrz ârrr.- ttr- 
!!!â :::â ê â :: :

d2211 i.iid2212 dzzzz dzzzz i:ti
! : : ! : :â :: :â â â :: :

dz:rr !::dzsrz dzszz dzra !!l

+ âzzrr - dzrtt

Nous notons:

( Iv .39)  [âzrz r , ] cofacteur de ô2126 dans la matrice (âzizt)

En développant les derniers déterninants par rapport, aux éléments
de leurs prenières l ignes nous obtenons alors:

ârrrz ârrzz ârrzr

cltZtZ cItZZZ dtZU

ârtr, ârt, â23.t

âtt tz ârrzz ârrz.

âtrtz ârzzz ârr4

ârrt, ârrr, ârz1a.
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X = ârr r rdet (â2;2; )  -  (âr r rz [ârzrz ]âr r rz  *  âr r rz [ârzzz]âr rzz +

* ârrrztârzælârræ + âzzrr[âzzrzJârrrz + âzzrr lâznzlârrzz +

+ âzzrr lâzzulârræ + âzrrrtâærzlârrrz + âzrrr lâzrzzJârrze + âzrrrtâzræ]â1æ)

La matrice (âzizi) étant synétrique, nous avons aussi Ia relaÈion
suivante concernant (fÊr,), sa matrice inverse:

( rv .4o)  ( f ih )  =  (det (âz iz i )  ) '1 (  [âz iz ; ]  )

En cornparant Ia dernière écriture de X avec (IV.l),  nous voyons
que:

( I v .41 )  X  =  2de t  (âz i z i )  b? r r r

Appelons maintenant Y Ie cofacteur dans À de ô116. Nous avons:

Y= -

1 âdrrrs d6rz d1'3zz drrzr

âttt. i!!ârr,', ârzzz âr.* !!!
a ! ! i  â : : :

dzztt !!!dzzrz dzzzz dzzæ iii::: :::
^  : : : ^  ^  a  ! ! !

dzrrr !!!dzrrz dzzzz dæzr i!!

En développant par rapport aux é
nous obtenons:

lénents de la première colonne,

t  =  -  â1113de t (âz tz i )  +  â r r r z

ârrtz âtrzz ârrzr

âzzrz âzzzz âzzu

âzrrz âæzz ârr23

lt,1r1. 
ârrr;- â6zr

ârrtt 
lttrtr 

ârzzz âtzzr

lâ6t. ârs1- âurt

+ âz:rr

ort aux

â*tz âtrzz

ârzrz ârzzz

âzuz ârzzz

éIénents

ârrzr

t"r1Z?3

âzzu

Alorsr ên développant par rapp
l ignes :

des pr emières
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t  =  -  â1113det(âz iz i )  +  (âr r rz [ârzrz ]âr r rz  + âr r rz [ârzzz]â6zz +

* ârrrzlârzzr]ârrzr + âzzrr[âzzrz]ârrre + âzzrr lâzzzùârszz +

+ âzzrr LâzzaJâgzr + âzrrr[âærz]ârrrz + âzrrr[âz:zz] â16zz + âzErr[âzrzE]ârrzr)

Nous obtenons donc ic i ,  en comparant  avec ( IV. l ) :

( r v .42 )  Y  :  -  2b f113de t (âz i z i )

Notons naintenant Z Ie cofacteur de â1111 dans À. Nous avonsr êD
ut i l isant  la  même méthode de ca lcu l :

z-

Le développement par rapport aux éIérnents de la prenière colonne,
donne ic i :

Z=â66de t (â2 ;2 ; )  - â6 rz

âg,'z â6zz âtræ

âzuz âzzzz ârr4

âær, â1a;zz âzrzr

CttStS CltttZ Clt3ZZ CltlZ

éirrrz !,!ât.t, ârzzz â,',rr i,!
âzz,r 

:i!t"t. 
ârrr:- trt" 

:!:
ârr,, i!!âr.t, ârrr:- â"a !!!

* dzzt - âzrrr

Et enfin, êD développant ces déterurinants par rapport aux
éléments des premières l ignes:

âstz âgzz ârrzr

âtrtz âtzzz ât.zl

âatz ârt1- ârc2t

ârrrz ô13zz â62,

âtzrz ârzzz ârzzr

ârrr, ârrr1- âzzzr
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I  :  â1s13det(âziz i )  -  (âgrzlârzrz]âgrz + âgrzlârzzz]â6zz +

+ ârrrztârzzrlâ6er + âzzrr[âærz]ârrrz + â2213[âzzzz)ârzz +

+ âzzrslâzza)â6zr + âæ6[âærzJâ15rz + âzrrrlâæzzlâ6zz + âz16[âaa]ârær)

Nous obtenons donc ic i ,  en comparant  avec ( IV. l ) :

( I v .43 l  Z  =  2b f313de t (âz i z i )

La matrice A étant définie positive, iI en est de même de son
inverse À't. II existe donc un réel mr strictement positif tel
gue, pour tout  couple de réels (xry) :

I x r y rOr0 rO ]A -1 à  m t  ( xz+Yz1

Drap rès  l es
équivalente à:

ls précédents, cette relation est encore

( IV .44)  2  (de t (âz iz t )  /de t (A)  )  (b f313x ,  -  2b f113xy  +bf t r ryz  )  à  m '  (xz+y2 )

Nous remarquons ici Çlùê, Ies matrices (âztzi) et A étant définies
positives, Ieurs dét,erninants sont strictement positifs.
Soit maintenant, (t i i) un tenseur s1métrigue vérif iant les
conditions du lemne TV.2. En posant:

( IV .45)  x  =  -2 tu lg  ,  Y  =  t r r  e t  n "  =  mrdet (A) /de t , (âz iz i )

[il
calcu
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et en remplaçant ces valeurs dans (IV.44), nous obtenons Ia
première inégalité du lemne TV.2.

En ce qui concerne Ia deuxième inégalité de ce lernme, nous
remarç[uons que les indices 1 et 2 jouant des rôIes s1métrigues,
Ia dénonstration précédente sradapte sans diff iculté. I

Àvant de donner Ie résultat de convergence de û8o, introduisons
Ia notation suivante:

( IV .46)  Wc =  {ve l ,z  (o )  rô [veL,  ( r^ l )  r  V .D.=O sur  ô ro ]

Lrespace Wa est alors un espace de Hilbert pour Ie produit
scalaire associé à Ia norme du graphe:

( rv .4z)r  lv  I rn = (  lv  l i " ( " )  + lô iv  lT ' . tù l ' , '

Alors Ia norme choisie sur H=l{rxl{zxHlo(r, l)  est définie pâr,
v=(vrrvzrVj) étant, un éIénent quelconque de cet espace:

(rv.47)z I  v I  H 
= [oE t vn |  ï .  (")  + t  ôlvn I  ï ,  (")  + |  ôlv3 l  ra, 

."y)r, ,

Nous avons alors la proposition:

Pl,aqreZbjuin94



PROPOSITION IV.3: Si les condit ions suivantes sont réalisées:

(IV.48) les â;.;6 sont constants et ne dépendent pas de 6

( Iv. 49 ) 360>0, V6€l 0, 6o [ : b{211=blz,rs=blzn:b{zæ=o

(Iv .so)  fg  -  f ï ,  dans L"  (o)  fa ib le ,  guand 6+o

alors i I  existe un éIérnent de H, noté û8o tel que:

(IV.51) û8o - û8o dans H fort, guand 6*0.

De plus, t8o est Irunique solution du problène:

( rv .  s2)

trouver t8o de H tel que:

b?rrrôT (êT1(û8o) ) + 2bf11rôT (êTs (û8") )  = o

b2zzzôâ(êâ2(û8o)l + 2bl2:ÆArrcb(û8)) = e

bftrrôT (êil (û8o) ) + 2bf31rôi (êTr (û8.) ) +

_+ 
bl24ôâ(ê52(ù8")) + zbb:Ælaâ(êL(ù8")) = fi

sur o
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La condition (IV.49) peut senbler contraignante, roais eIIe est
vérif iée en particulier dans Ie cas où les aijrn sont des
constantes de Larné. Voir Ia renarque ci-dessous.

Preuve: Pour cera, conme pour ra remarque suivante, nous nous
inspirons du travail de D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin cf.
[13 ] .

1o) Est inat ion ûe træ,

Nous posons drabord, quel gue soit le coefficient b{trr,:

( IV.53) l fe l - tbf t1.n = bl ju,  + Bf i11, ,  avec Bf iu,-g,  quand 6*0

Nous ut , i r isons maintenant (rrr .40),  où nous renplaçons v par ùts.
II vient, les b{;so étant constants:

(rv.  s4) l re l ' ruf i rp loêTp(û8o) êTj  (û8o) dx = I"r Îûfax
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Compte- tenu de l rh lpothèse ( IV.49) ,  cet te  égal i té  srécr i t :

(rv. ss) I"r tûryax= l15l-1J"tb{rrrêTr (ûBo) êir  (ûS.) +4b{113êf1(ûSo) êi3 (û8.) +

abf313êf3 (û8o) êi3 (ûP) + btzzzêâz(ûP) êà2 (û8") +

ab|zztêâz(ûs") êL (ûs.) + ablzæêâr (ûB') êâ (û8o) +

abluzèIztûrl ei, (ûs"l t 2b1122êir (ûs") ê12 (ûBo) +

4b{læêTr tûs"t eL tûrt + 4bt213ê52 (ûr) êi3 (ûBo) +

+ 8b{33êIr (û8") êL (riSo) l.lx

Nous remplaçons alors les bf;6 par leurs expressions données en
( IV.53) .  En ut i l isant  la  lenme TV.2,  nous pouvons écr i re :

( rv.s6) I " r tûs3ax à nz( le i . | (ùr)  1." ,  (")  + le5r1û8.1 l î , "  r" l  +

+ le i r tûs ' )  l l , , ( " )  + !e51ûr"1 l i " ("))  + B{rrrJoêTr(ûr)êir(ûr)dx +

+ aB{r6Joêii (ûgo) êij (ûr) dx + aBicsJoêTj (ûr) êi3 (û8o) dx +

+ a|zzzl aêâz (ûso) êâz (û8o ) dx + aB|zzsl ôêâz (ûBo) êL (ûBo) dx +

+ 4BLæJoêL(ûs") êL(û8.) dx + aB{212J"êiz(ûr) êiz(ûBo) dx +

+ zal122t ,cir (û8, ) êâz(ûBo) dx + asf 13J"êir (û8.) êL (ûso) dx +

+ aB!213J"êiz (û8") êT3 (û8o ) dx + BB13æJoêi3 (û8.) êL (û8o) dx

Alors, conne 8{111 tend vers 0 avec 6, nous avons:

( IV .57 )  lB { r r r l  <  m21ZO,  pou r  6  assez  pe t , i t

Nous en déduisons:

(rv. s8 ) (nzl20)l  êT1(û8o) I  i ,  t r t  
+ g{rrrJ,rêTr (ûBo) êir  (ûBo) dx z o

De même, puisque B{rt tend vers o avec 6, nous pouvons écrire:
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( IV .59)  lag{ r r r l  <  m21ZO,  pour  6  assez  pe t i t

Droù, grâce à I r inégal i té de HôIder:

(rv.50) le a{113J"êTr (ûS.)  ê i3 (û8o) dx I

Nous pouvons alors écrire:

( rv.61) (mzl2o) ( l  ê i r (û8")  |  i ,  ( " )  + |  e i31ût"1 lL"  1"1 )  *

+ aB{rrrJôêTr (ûr) êi3 (ûso) dx } (nlzo) ( l  êi l  (ûr) |  i ,  ("1 +

+ le ï r (û9")  l i " ( " )  -  lc i r (ûe")  1" . ( " )  le i r (ûr)  l r , "q" ; )

Nous avons donc:

,Jv.62l (nzl2o) ( l  êi î(ù8o) |  ï ,  (")  + |  cïr(ûr) |  1, 1"1 ) +

+ aB{rî5JoêTl (û8o) êi3 (ûr) dx > o

Nous pouvons répéter Ie même raisonnement pour tous les autres
termes du deuxième membre de (IV.56), sauf pour celui qui
contient Blztz. I I  nty a pâsr en effet, de terme du type:
nrl  eL1ûS"1 l i"  (") ,  9ui le pernettrai t .

Nous obtenons donc, pour 6 assez petit:

( rv .63)  I " r tùs"3dx 2  (mz l2)  (  lê i r (ûr )  11. ( r )  +  leàz(û9. )  l i , ( " )  +

+ lcïr(ûBo) l i , ( " )  + lcL(ûs")  11,("))  + aB{21r1 cïr tûr l  11,(")

Rappelons que êTs(v) est égal à âôivt et ê!(v) à Lôâvr. Alorsr ên
ut i l isant ( Iv.47)z et  I ' inégal i té de Poincaré dans la direct ion
des xa pour êI.(û8o), i l  existe une constante c strictenent
positive et indépendante de 6, telle que:

(rv.64;J, . . r3û8otdx>dûP |  f t+aa{21/ êiz(û8o) l i ,  ( r ) ,  pour 6 assez per i r
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Alors draprès I r inégal i té de HôIder,  nous pouvons écr i re:

( rv.5s)  dû8" l i ,  *  + aBf iu l  êT2(ûBo) l ï .  t " t  s  I  f l  l r , ,  (o) l  û8.3 l r , ,  ( " )

Lrhypothèse ( Iv.50) impl ique:

( rv .66)  |  f t  l r , .  ( ro )  3  M,  indépendant  de  6

Il nous faut remarquer maintenant que Ia coercivité de la farnille
bfirr, irnplique biuz strictement positif . I1 en est de mêne pour
B{zrz. Les deux inégatités précédentes nous permettent alors
d f  écr i re :

deux constantes C et Cl

Nous en déduisons, H étant un espace de Hilbert, Itexistence
drune fonct ion de H, notée ù8o, te l le guêr à une sous-sui te près:

( Iv.69) û8o -  t8o,  dans H faibte,  quand 6-0

2", Déternination de fiæ.

Pour cela, nous allons passer à la l inite quand 6 tend vers O
dans les deux membres de ( I I I .40).  Nous remarquons, au préalable,
que Ia fonct ion test  v de n3(o)3 est  aussi  dans H.

La  re la t ion  ( fV .6g)1  mont re  que,  sauf  pour  tk ,h l= {Lr2 I , ,

(w.67' I  
o* l Î '  =!d û8' lH

Ln"{rlrt êiz(ûs.) | i, (r) s r.d û8" I H

Nous voyons alors qur iI existe
indépendantes de 6 t,elles que:

[ -rûsor"sc( rv .68)  |

L "i..'rt 
êiz(ûB') I ï, (") s c'
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( fv.7o) êIh(û8o) -  ê[n(ù8o),  dans L,  ( r . r )  fa ib le,  quand 6 -  o

Nous pouvons donc passer à la linite dans tous les ternes
premier menbre de (III.4O), sauf dans celui contenant b{zrz.
Nous réglons ce cas-Ià de Ia uranière suivante: It inégalité
Hôlder nous permet drécrire! r

(rv.71) e{zrzJ"êTz(ûS.)êiz(v)dx < B{zrzl  êiz(ûgo) I  r , ,  (") l  c ir lvy t  r , .  (")

Nous en écrivons le second menbre sous Ia forne:

t
[  (g{r1r)rr1 e1.1ûso1 l r , ,  ( ro) ] l  e i . ( . ,1 l r , ,  ( ,^ , )  (Bizrz l l tz

Le terne entre crochets est borné dans L2 (o) indépendannent de
6 draprès  ( IV .68)2 .  E t  comme 8{212 tend vers  O avec  ô  (c f .  ( IV . l )
e t  ( IV .53) ) ,  nous  en  conc luons  que:

(Tv.72) B{arzJoêiz(ûSo)êTz(v)dx -  0r  quand 6*0

Ainsir êD passant à la tinite quand ô tend vers 0 dans les deux
menbres  de  ( f f f .4o) ,  nous  ob tenons:

(rv. z3 ) I"riûe"sv3dx= bftrrJoêft (ûgo) êTi (v) dx + 2bf113JrêTl (ûgo) ê{3(v) dx+

+ zbftrrJ"ef31û8o1 êTr (v) dx + 4bf313J"êir (û8") êTc (v) dx +

+ bïzzzl aêIz (û8o) êâz (v) dx + zbïzal oêâ2 (ûgo) êâr (v) dx +

+ 2b124! ̂êL (û8") êâz (v) dx + 4bLaIoêL (û8") ê! (v) dx

cette égalité étant vérif iée pour toute fonction v de HT(r^r)3,
nous en déduisons Ia forme forte,  écr i te en ( IV.52).

Nous nurt ipt ions arors ra ih égal i té de (rv.52) par Vi ,  avec v
quelconque de H. En intégrant sur or ên faisant la somme menbre
à membre des trois égatités obtenues, et en intégrant par parties
nous obtenons exactement (rv.73), car va srannule sur Ia bord de
(ù dans ra direction des &. Nous voyons donc que (Iv.z3) est
encore valabre pour v quelconque de H. cet espace étant un
Hi lbert ,  le lemme TV.2 nous donne alors l rexistence et  l runic i té

PtaqueZbjuin94
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ae ûP dans H, par application du théorème de Lax-Milgram.

3ol Convergence forte.

Nous noterons ao la forne bilinéaire s1métrique définie par le
second membre de ( IV.73),  et  )$ I t intégrale:

(rv.74) xe : ao(ùF-ri80,û80-û801 * J"g{i*rêIh(ûS') êTj (ûr)dx

Nous allons drabord calculer X5, dans le but de montrer que cette
expression tend vers 0 avec 6, puis en ninorant & nous
montrerons le résultat souhaité. Nous pouvons écrire:

(rv. 75) ao1û9"-û8o,û8'-û8o) =ao(û8o,û8o) - ao(2û8o-û8o,û8o)

Soit encorer êD vertu de (IV.73), la fonction Zû8o-û8o étant dans
H:

(rv. 76) ao(ûts-û8o,ûSo-û8) = ao(û8o ,û8") J"f i  (2ù8o3-û8o3) dx

Df  où,  en remplaçant  cet te  express ion dans ( IV.74, ,  i I  v ient  en
u t i l i san t  ( I v . 53 )  e t  ( I I r . 40 ) :

Gv.77) &= I"r!ûrra*- Jrr!(2ùso3-û8i)dx 
-- '*rÈèù

Nous pouvons rnaintenant passer à Ia linite dans &. Pour la
prenière intégrale, nous somnes en présence drun produit de deux
sui tes dont l rune converge dans L2 (r , l )  fa ib le cf  .  ( IV.50),  êt
l rautre,  grâce au théorème de Rel l ich et  à ( IV.69),  dans L"(r^ l )
fort. En ce qui concerne Ia deuxièrne intégrale, nous pouvons sans
diff iculté passer à la l inrite. Nous voyons alors que:

( IV.78) ) fu -  0 l  quand 6*0

Nous allons maintenant minorer X6. Pour cela, nous uti l isons à
nouveau Ie fait que B{zr2l êT2(ûSo) l ir ("1 est strictenent positif .
Notons alors:

( IV .79)  A  =  { {1 ,1 }  , {2 ,2 } ,  {1 ,3L{2 ,31}

Et, en remarguant ç[ue, par (IV.49) et (IV.53) tous les B{z11r sont
. nuls sauf B{zrz qui est positif , nous avons:
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xe à ao (ûr-û8o, ûs"-û8'l *,.,,rrà,nrr.^,Bf jrnf oêIh (û8o) êTj (ûBo) dx

Alors,  grâce à ( IV.53) et  à ( fV.68),  Ia sonne indiguée par Ie
slmbole sigma tend vers O, avec d. En uti l isant la lemme N.2,
Ia convergence forte en découle. I

PREWEs Nous remarquons drabord guê, Ies aijnr étant
constantes de Lané, Ia fornule (rr.7)2 nous rnontre que tous
drzci sont nuls sauf drzrz.
Alors la formule ( f I I .10) nous pennet dtécr i re:

( Iv .8o)  b f i rz  =  l15 lâ ; ;12  -  J - râ r r r r ,ê [ . ,  ( t12)  dy

Nous avons alors besoin de renseignements supplénentaires sur
X12. Nous uti l isons donc ta définit ion de cette fonction écrite
en (rrr .9) .  Les fonct ions sous re s igne sonme étant pér iodiques,
nous choisissons ra cellure de base s1métrique en f1 et yz: par
exemple Y5 défini en (rv.4). Nous cherchons maintenant des
s1métries sur les courposant,es d" l l2. Nous avons donc, si les a;;x,
sont des constantes de Lané:

(rv.81) Iyrâi ;6ê[r , ( I12) êYi (v)  dy = 2â1212! 

"rêTz(v)dy,  

Vvevlr

Cette égalité est, équivalente à:

(rv. B2) Iyrâr212(ôlv1+ô{v2)dy = Iyr(âr1rôIrtlôI"r + â1p2ôlyt!ôTrr, +

Ptage2bjuin94
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+ ârzrz G[x1l+ô\r1|) (ôIva+ô!v11 + â1313ô1x1|ôlus + â2211A11iiAJvz +

Remarque IV.{: Si les âi jm sont
indépendantes de 6, alols les
réa l i sêes ,  c res t  à  d i re :

des constantes de
éga l i t és  ( I v .4e )

Lané
sont

b{zrr = bfzrr = blzzz = b{zzr = O

+ â2222,ôly'3ôlu, + â4sô1711ô!v31ay, Vvev,r
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Dans cette égalité nous effectuons le changement de variables:
Yz=-Ytz .  Nous ob tenonsr  êD notan t  l (y t rY tz )=* (y r r -y tz ) :

(rv.83) Iyrâ1212 (-ôvzîr+ôIîz) ayray t 2=l yt(ârrfiôf-xt1ôY.n, - ârnzôvixt'alî, *

+ ârzrz @fi11-6v)-x1ï G{vz-ôvàTr1 + â1313ôAtiaï.r3 - âzztô||xtlav)i, +

+ â2222ôY)-7tlAviv2 + â4BôYiTtlaviîr1 dyrdy, z

Si nous posons Ëz=-Tz, gui est aussi dans V1, alors la relation
précédent,e doit être vraie pour toute fonction (î1,12rî3) de V13.
r l  est  c la i r  a lors que ?-X11,V'1,-V,31 vér i f ie (rv.g2).  Nous en
déduisons:

( rv .84)

Un trava

( rv .85)

f ,'r(vr, -vz)

|  , t l (y r ,  -yz)

l_ttl 
(yr , -yz)

i I  senblable

l-t't(-yr,yz)
I 

*'3( -yr , yz)

3'1(-yr,yz)

-x1tr(yr,yzl

xll,(yr,yzl
-x1l(yr,yzl

sur la variable y1, nous donne:

x11(Y,yzl
-x11(yt,yz)

-x11(yr,yzl

Ces résultats ont pour conséguence!

(Iv.86) I"rA{llfay = I"ra[yllay = I"rôTrtiay = I"rôlxtidy = o

Or,  nous  avons ,  d raprès  ( IV .80) ,  pour  { i , j } * t1 r2 } :

b{ i r z= I y, t â i ; 1 1 ô lxrl+â r irrô!711+ â i i12 I ô1711+ ôIr t I ) +â i i r 3ô f 1 
1l+â 1 ; uô!x13) ay

rI  est  a lors c la i r  que: b{rrz = Iyrârr11ô{f l lay = o.

I I  en est  de même pour les autres égal i tés de ( fV.49).
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RECÀPITT'IÀTION DU CHAPITRE r I :

MEIITBRÀNES

Elpotbèses 3 I;iF Ll ozpl - Li +f. or (e) = 0 i r;iæ or (e) : Q

Limite quand e tend vers 0s

S i :

ezF! est bornée dans L2 (n)

eFl converge vers O avec e, dans L" (n) faible

eG!! sont bornées dans L" (o)

Gf converge vers Glt, quand e-0, dans L, (oe.) faible

_âfig, 
ne dépend pas de z3

en posant:

U.tr, = âaiBj 
#

ditsj = dcigjr d3asj = ddsj, ditrc = dciB3r

â3r, :  dds3, â3ri i  = âi jcr = O

ên i ( v )  :  e ia (v )  =  ec i ( v )  e t  ê33 (v )  =  0 ,  V  v  e  H& (o )

_f3 
= ci- +ci' êt f. = g sur ô

a lo rs :

fa ib le ,  ve rs  t8 '  de  [H t  (o )  ]  t ,  dé f i n ie  pa r :

l - t , , t t ,*êkh(ûB')) 
= f; su3 û)5.

l_âli,rê.r(û8')Dj 
= 0 sur ôt6.
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Linite quand e teud vers o.

Posons:

> V1 = tveHr ( Ie) ,  v  pér iod igue de pér iode 1,
de moyenne nulle)

t  â1 t r r , ( x )  =  â i j r n  $ le )

S i :

a lors :

p ' (û8" i )  -  ûtoi  dans Ht(o) fa ib le,  quand e+0.

I fes âf.;16 ne dépendent pas de x3
I
I  les âf;6 sont ef périodigues

I fes â!;6 sont bornées dans L'(t06.) indépendannent de e
I

Ltt 
* ft dans l,z (r,r) fort

en posant:

>  t r tp r (y )  =  ypdr t  pour :  ( I ,p )  de  {L ,2 ,3 }z  \ t  (3 ,3 )  }

, XrP de V13 Ia solution du problème:

I1râi ;p,êf6(I tp -  t r tp)  êYt (v)dy = o V v € vr3

> û8o lrunique solution du problème:

l-ôi (bt,;,eêre(û8o) ) = f? sur o
I
f t "=osurôr , r
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Linite quand 6 tenô vers O.

Notons! Wc = tveLz (r, l)  rôlveL, (ro), v.no=O sur ôo) et3 H:Wlxtf2xgro(o)

Lrespace H est muni de la norne:

l v  l "  =  [nE lvn l l r t " )  +  lô lvo l ï . ( " )  +  tô lv3  l ,a r61) , , ,

dijrn sont constants et ne dépendent pas de 6

désigne Ia matrice inverse de (âsrar,)

Ptaq.n2bjuin94

S i :

It"=> l

l_ r rPrl

a lo rs :

avec:

bc i t p  *

boztp =

bfi.o=t (âqirp

horzz = bolzz

âo;g1ffi,âg61p) , sanssomatioaurB et e déf inipara=2si c=î ,
B=1 si c=2.

bo3z3=bo tæ:o

Si  en  p lus :

> 360>0, V6€l o, 6o [ : b{211=bl.orblzzz=b{zæ:o
(réalisé si les a;;6 sont des constantes de Larné)

a lo rs :

> û8o * ù8o dans H fort, quand 6 tend vers o.

La fonction û8o est définie de nanière unique par:

t-
I bftrrôT (êTr (û8o) ) + 2bf11rôT (êTr (û8") ) = e
I
I b2zzzôâ(ê52(û8o)l + 2bl22rôâ(ê5r(û8")) = o

> l  su r  o
I bftl3ôi (êil (û8o) ) + 2bf31rôT (êir (û8") ) +
I
I * bSrrrôâ.(ê52(û8") ) + 2bfu4ôâ(êL(û8") ) - fi
I
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TROISTEUE CEÀPITRE3

cÀs DEs PLÀQUES TIINCES

Résumê: Dans ce chapitre nous adoptons drautres hlpothèses
concernant les fonctions oi (e) . Elles nous conduisent dans un
premier temps à des résultaÈs de plaques, minces ou épaisses.
Puis en affinant les hlpothèses sur les o; (e) , nous sonmes anenés
à des équations de plaques ninces pour Ia linite du déplacenent
quand Itépaisseur e tend vers 0. Celle-ci vérif ie des éguations
différentielles drordre quatre. Dans ce cas encore, si tes âf;61
ne dépendent que des variables horizontares, i l  en est de mêne
de la l irnite. De plus, Ie problèure l iurite est la conjonction de
deux problènes distincts. En effet, les deux premières
composantes vérif ient des équations drordre deux, anarogues au
cas des membranes, tandis que la troisièrne vérifie une équation
drordre quatre.

En ce qui concerne la lirnite quand e tend vers o, nous reprenons
les résultats des membranes pour les deux premières composantes.
Pour Ia troisième, nous donnons une autre dérnonstration, mais
elle srinspire de ce qui a été fait pour les nembranesi la tinite
vérif ie une équation drordre quatre.

rr en est de même pour ra rinite quand 6 tend vers o. Les
résurtats des membranes stappliquent pour les deux premières
composantes, et la démonstration doit être remaniée pour ra
troisiène. La tinite de cette dernière vérif ie encore une
équation drordre quatre.

I .  Cas des plagres.

Nous partons encore du problène (rr.20) du chapitre 1, mais nous
supposons cette fois:

( r .1 )  r iÆ(L lo t l  =  L lo i i

Notons encore, comme au

r l$(o3(e)  )  = o

ch .  2  (T .21  z
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Hl(roe.)  :  1veHl(r , re.) ,  v=0 sur ôo)

tt?(ne.) = {veH2(r^le.) , v=ônv=o sur ôrrl}

PROPOSITION f .13 Si  les h lpothèses ( I .1)  sont  réa l isées et
s i :

De plus:

( r .4)

ôs(ô8ïgloi) + ôrgn = 0 dans o5.

ôogn*ôrÇ l r=0dansO5.

girl3 = gT sur fl.

(ôS i r lo i )na=0surôT5 .

g o h c = 0 s u r ô T 5 .

t-

|  "t l  
-  o dans L2 (n) faible, quand e+o

I  er r ;  -  0  dans Lt  (n)  fa ib le ,  quand e*O
( r .2)  I

I  ecfi t  - gâ dans L2 (ô) faible, quand e+O
I
LcE 

- gl dans L, (r^r) faible, quand e+O

alors, quand e tend vers O:

t-
I  A8'61o2 -  9c dans L,  f i  - \ ,41, ;  Hl ' )  fa
I
|  08131q  -  q5  dans  Lz  ( ) - r ,e " l i  H? , )  fa

( r .3)  |
I  a8 l r  -  O dans Lt  (Oe.)  fa ib le ,
I
I  ag'"r - O dans L2 (Oe.) faible, si de
l_

ib le

ib le

p lus  l ig (oz(e)  )=o

PREWE:  Dans  ch .1  ( I I . 20 ) ,  nous  supposons  v3=e .  f I  v i en t :
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( f  .5) .Jnô.[ (68'nsl01)eos(v) + GS"rzlozlôrvn]dx =

= Jnr."" Ffivsdx *I"t.."Fvndx1dx2

Posons  a lo rs  pou r  wn  de  L t  ( l  - \ r \ l , i  HT(o6 . )  ) :
Xr

vc  =  I i " f * l1x2 , t )d t

Nous avons dans ce cas vn élément de H5.1 Ç[uê nous renplaçons dans
(I .5)  par son expression précédente.  Puis nous passons à la
Iinite quand e tend vers O, en nous rappelant que (cf. ch.1
proposition If .3) ô8'i j  - ôt';; dans L2 (Oe.) faible quand e*0, à une
sous-su i te  p rès ,  € t  en  u t i l i san t  les  h lpo thèses  ( I .1 )  e t  ( f .2 ) .
Nous en déduisons ( f .3)1 et  ( I .3)4 en DUlt ip l iant  par 02 avant de
passer à Ia l iurite.

En prenant vn éIérnent de €" (O5.)OH5. dans (I.5) et en passant à Ia
linite, nous obtenons:

(r. 6) Jnr. [ (ô8'"r/oi) eca (v) + qoô3vn] dx = Ip;.9Êvodx'

Soi t  encore,  draprès la formule de Green:

- Jne. (ôg (ô8ïaloi) + ôrgn) vodx + JAre. ltg'ogl oi|DsvndX , * Jrt.gqnsvqdx r:

= IP;.9Ëvndx'

Cett,e équation étant vraie pour touÈ (vr,vz) de ( €. (na. ) f lHe. ) 2 ,
nous  en  dédu isons  ( I .4 ) r ,  ( I .4 )3  pour  i=c  e t ,  ( I .  ) c .

Pour obtenir les autres résultats annoncés, nous revenons encore
à Ia formule ( f I .20) du ch. 1,  où nous supposons vn=O. I I  v ient :

(T.7 ) Inr. l(ô8'6lo2J ônv3+ (ôt\slor)ôrvrJdx = Içlr.eFtvtd* *Jr!.Gfv3dx'

De Ia nême façon que précédennent, pouE w3
posons:

-xj
v3 = J 

"wr 
(xr, x2, t) dt

La fonct ion ônv3 est  a lors dans Lt  ( l - \ r \ t i

de  Lz  (1 -â , \ l i  H?(o )  )

pLçr3r: }dlh 9|

ttl (r,r) ) . En renplaçant
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dans (I.7) Ia fonction v3 par cette expression intégrale, et en
passant  à Ia  l in i ter  êD tenant  compte de ( I .2)  e t  ( f .3) r ,  nous
ob t ,enons  ( I . 3 )2 .  A lo rs  ( I . 3 )3  es t  une  conséquence  ( I . 3 )2 .

Maintenant, en prenant vs éIénent, de €" (Oa.)OHa" dans (T.7) et en
passant à Ia l inite, nous obtenons:

(I.8) Jna. (goônvt + q3ô3v3) dx = I5.;.Slvsdx1dx2

Soit en uti l isant Ia fornule de Green:

Igr.(Aogn + ôrgr)v3dx + Jôrr"gav3nadxr + fp;.gsnrvrdxr= Ip3.9lvrdx'

Cette relation est vraie pour toute fonction v3 de €t (nr.)f lHe..
Nous  en  dédu i sons  (T .4 )2 ,  ( f . 4 )3  pou r  i : 3  e t ,  ( I .  ) s .  I

II. CAS DBS PLAQUES UINCES: LIMITE QI'A!{D € TEND VERS 0.

Dans toute Ia  su i te  de ce chapi t re  nous supposons ( I .1)  réa l isé
avec:

PROPOSIT IO I I  I I . 1 :  S i  l es  cond i t i ons  ( I . 1 ) ,  (T .2 ,  e t  ( I r . 1 )
sont  réa l isées,  a lors  la  l in i te  fa ib le  de t8 '  dans Ht  (Oe.)
dêjà notée t8" est un déplaceurent de Love-Kirchoff, crest à
d i re :

Gr.2l ot"âr?=r.""lJt?î*iï: de x3 er peur êrre idenririé à un

( I f .3)  t8 'n est  du type t8 'n = ul  -  x3ôo(t8 ' r )  avec ul  ae f f l (o)

De p lus :

( I I .4 )  u l  =  t8 '3  :  ôq( t8 '3 )  =  0  sur  ôo

t-
|  . i r r ,  =  (âcgr , -âqB;3 f  ;1â ;1 , )  /o i  où  ( f  i i )  =  (a6 i r )  -1

(rr .  s) |
I  agig = cigr, I  er, (ul) - xlôr, (t8'r) ]
t_

( I I . 1 )  I iÆ(o2 (e ) )  :  e
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PREWE: Draprès les est imat ions à pr ior i  ch.1 ( I I .15),  nous
avons:

I  err(û8') l  l "  (na.)  s co3(e)

OE, quand e tend vers 0, or(e) tend vers O et t8'3 tend vers t8.3
dans Ht (Oa.)  fa ib le.  Donc:

lô3 ( tg '3 )  |  l .  (na . )  3  l i n  in f  l ôg (o8 ' r )  l L .  (ne . )  
:  o

Droù  Ia  p ren iè re  par t ie  de  ( I f .2 ) .

En ut i l isant la même uréthode avec le61O8.yl  1,1e5.1 S Co2(e),  nous
avons:

( I I .  6)  ôq ( t8 '3)  + ô3 ( t8 'q)  = O dans O5.

Nous obtenons a ins i  ( I I .3)  e t  la  deuxiène par t ie  de (TT.2)  (c f .
Ciarlet-Destuynder t11l ) .

Considérons maintenant ,  les formules ( I I .17)2et l ,  du chapi t re  1.  En
tenant compte de (rr.18) du nême chapitre, nous pouvons écrire:

aog r [2es3 ( t8 ' l l où  f  âo l l [ e33 ( t8 ' l l o3J  =  ô t ' a ]  -  âc r r c [e r r ( t 8 . ) / o r ]

ar rsr [2es3( t8"  )  loù *  âsrss[e33( t8 ' I  los j  =  ôt l r  -  â33yc[e, ,  ( t8 .  I  lo ' l

l- --l

|  2err  ( t8 ' )  /o2 |
D foù :  ( a6 i s )12 "u ( t 8 ' ) / o2  |  =  ( ô8 ' i r  -  â i 3 r c Ie r . ( t t . ) / o r ] )

L"tr(û8') lq_)

Soi t r  êD notant  ( f i i )  la  nat r ice inverse de (a6i r ) :

r
t2e,E(t8" ) /o2 |
l 2 .o ( t8 ' )  / o2  |  :  ( f  i i )  (A8 i l  -  â l r r r  1e r .  ( t t ' )  / o r l  )

L"rr( t t ' )  lq)

Et en renplaçant  dans Ia  formule ( I I .17) t  du chapi t re  1:

ô8iB = âcBrc lerr (t t ' )  l  oi r â6;3f ;1 (ôti l  -  aj]r.  [err (t8. ) /or ]  )



2*partre,3*chapitre: CAS DES PLAQIIES MINCES orqrg.' jrdtbg|

If .CAS DES PLÀQIIES UfNCESS LfUITE QUÀ}ID e TEND VERS O. page:175

I

Alors en passant à la l in i te,  moyennant ( I .3) :

ô8ir  :  âqsreêrc ( t8 ')  /oi  -  aa6i3f i jâ;3rcê1c (t8 ')  /oi

En u t i l i san t  ( r I .3 ) ,  nous  en  dédu isons  ( I I .5 ) .

PREWE: cette dérnonstrat ion,  sr inspire de cer le de D. cai l ler ie
[5] ,  en fa isant les modif icat ions nécessaires pour tenir  compte
des trous.

En nul t ip l iant  les deux membres de ( I I .5)z par x! '1,  et  en
intégrant rapport à X3 sur !-\, \1., nous obt,enons exactenent,
( I f .7 ) ,  s i  I ron  pose :

Nls = l\* xt-latosdxt

PRoPosrrroN rr .23 sous les hypothèses de la proposi t ion rr .1,
en posant:

l-
I Nl, : c!!,,e,, (ur) - cl!,,ô,, (t8.s)

( r r .7)  |
I c!Ë,r (xr, xz) = I\n x3*'-2cie,c (x) dx3
l_

le déplacernent (uï, ul, tg.c) est Ia solution unique du
problène:

Trouver (ul ,  uâ,  t8 ' t )  de IHT(r,ra.)  J zxH?(ô6")  te l  que:

I arr'rlrToi + gl + gZ = o sur .o6.
( r r .8)  |

| ôortt lr7oi + \ôn(gl - gi) + gi + 9i= o SUr ô5.
l_

I u| = tg'3 = ôo1tt'3) : o sur ôr,r
I
I nfuno7oi = o sur ôt5.

( r r .e)  |
I Ar(ulrloi)n" = -r(gl - gi)n" sur ôr5.
I
I Nlsn"/oi = O sur ôt5.
t_
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Maintenant en prenant va dans HI(na.) (donc indépendant de xr)
conme fonct ion test  dans ( I .6) ,  nous avons:

J"r. (Nls/oi)ecs(v)dx1dx2 = Ir!. glvndx1dx2

Soit, êD ayant recours à la formule de Green:

J"r. (ABNIB/oï)vodx1dx2 * Jtr. (ule/oi)nsVadt = Jr!. glvndx1dx2

CeIa étant vrai  pour toute fonct ion (vr ,vz) de IHT(oa.) ] r ,  nous en
dédu isons  ( I I .8 ) r  e t  ( I I .9 )2 .

De même dans ( I .8)  nous al lons prendre v3 dans Hft(r , la.) .
Remarquons alors, à cause de Ia régularité de x3, que:
ônv3 = ô6(x3v3).
Nous obtenons:

fgr"gnôo.r(xrvt)ux = Jr!. glv3dxr soit encore:

-I'r.Argnôn (x3v3) dx + I1;.xrgcnsôovsdx t = Jr!. glv3dx t

Nous  en  dédu isons ,  g râce  à  ( I .4 )1  e t  ( I .a ) l :

Isr. (ôaô8""s/oi) x3ônvsdx * I ,r,\(gl 
- 9i) ôov3dx'= Jrl. glv3dx'

Mais nous avons, I \ r  x3ôs(ôg'ss)dxr -  ôs(Jlr  x3ô8'nsdx3) ,  dtoù:

( r r .10)  J " r .  (ôBNiB/o i )ôov3dx l

=  Jor .  t  (g i  +  g i )v r  -  \G i  -  g ; )ônv31dx l

Soit encore, êD appliguant Ia fornule de Green:

( I I .11) I " r .  (ôoeN7ir lo i )v3dxr *  Iaar.  (ôBN3u/oi)  nqv3dt

=J , . re .  t (g i  +  g i )v r  + \ôn{ r , i -  g i )v3 ldx '  Ia t r . \ (g l  -  g i )nov3dt

Cette équation étant vraie pour toute fonction v3 de H1(oa.), nous
en  dédu isons  ( f f .8 )z  e t  ( I I .9 )3 .
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De plusr êD nultipliant (f.4)+ par xs et en intégrant sur
l f in te rva l le  ) - \ , rT ,  nous  ob tenons ( r I .9 ) t .

t tontrons eDcore l rer istence et  l runic i t6 ôe (ul ,  uâ,  t t ' r ) .
Pour cela écrivons drabord 1téquation variationnelle vérif iée par
cette fonction. Nous avons dénontré précédernment:

J"r .  (Hlr /o i )eoe(v)dx1dx2 = J"r .  (g l  + gi)vodx1dx2

De plus,  Ia fornule ( I I .10) nous permet drécr i re,  grâce à
( I I .e )a :

-J"r .  ( l tÊg/oi)ôasv3dx'  =Jûr6.  t  (gï  + gi)vr  -  \Gt -  g;)ôov31dxl

Alors, Ia somme nembre à menbre de ces deux éga1ités, vraie pour
tou t  ( v1 ,v2 ,v3 )  de  IHT( r ^ la . )  ] r xH?(na . ) ,  cons t i t ue  l réqua t i on
va r ia t i onne l l e  vé r i f i ée  pa r  (u l ,  u l ,  t 8 ' r ) .  No tons  a (u rv )  l e
Premier memÈ're, êt b(v) 1e second.
La forme I inéai re b(v)  est  cont inue sur  IHT(r , la" )  ]  rxH?(r , la . )  .
Montrons encore Ia  coerc iv i té  de Ia  forme b i l inéai re a(urv) ,
définie sur lrespace précédent. Le théorèrne de Lax-Mitgram nous
donnera alors Ie résultat esconpté.
Nous avons,  cornpte- tenu des formules ( I I .7) :

oia (v, y1 = If la. I  cigroêas (v) er, (v) - X3c!sr6êcs (v) ôre V3 - x3cisre (ôosvr) erc (v)

f Xl c!sr6ôosv3ôr1v3l dx

Soi t  encore:

o ia (v ,v)  = f  ç1r .c ier ,  Ieos(v)  -  ôcg(xrvr )  ]  [er .  (v)  -  ôrc  (x3v3)  ]dx

Adnettons provisoirement le lemme suivant. f I  sera dérnontré à Ia
f in de ce paragraphe.

MINCES Prr4*:Jtdllcrel

QUAIID e TEND VER8 0.

LEMUE I I .3 l  La farni l le c is,r  déf in ie par ( f I .5)  est
au sens classique: iI existe un rée1 ur", strictement
tel que pour tout tenseur synétrique (ros), non nul,

( I I . 1 2 )  C i s r j f q s l r r  2  m s f n 6 r n g

coercive
pos i t i f ,

on  a :

Nous avons donc, €D posant fqs=êqs(v) - ôos(x3v3):
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oia(v,v)  = ncc> |  ens(v) -  ôcg(xsvs) I  L.  (nr . )

Or :

I  eos(v) -  ôca(xrvr)  I  L,  (nr . )  
= I  ece(v) |  . " ,  

( " r . )  *  (Lz1-t1ôcsv3 I  L.  ("r . )
,

car: f  gr.ene (v) ô.s (xrvr) dx : f  
"r."o, 

(v) ôosv3dx' ( J i trxrdx31 = e

Et en uti l isant les inégali tés de Korn et de Poincaré, nous
avons:

a  ( v r  v )

Lrexpression entre crochets est le carré de la norme de v dans

[H I ( r , l a , ) ] " xH? ( r , r e . ) .  D toù  I a  coe rc i v i t é  de  a (u , v ) .  I

Cas où les âf;6 ne dépendent pas de 23.

Alors les a i ;6  et ,  par  su i te  les c !sr .  ne dépendent  pas de x3 (c f .
( I I . 5 ) ) ,  ce  qu i  i np l i que :

Arors la  proposi t ion précédente montre que u8 'est  sorut ion du
p rob lème:

l- "ffi,. 
= cil,. = I\, X3ccgr<(xr,xz)dxs : g

( r r .13)  |

L "11,, 
= cis,c et c!fr,, = _fu- 

"nr,,

Adoptons les notations suivantes:

t-

| .l = ,rq et t8"5 - u8i
( r r .  14)  I

Ln. 
:  oi(q;+q;) et h3 = l2xoitsi+qr + \ôo(gl-gl)  l
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Trouver  u t 'de  [H l (oe . ) ]2xH?(oô. )  t ,e l  que:

( r r . ls)

ôs(c!6r6err(u8? ) + th = O sur (ù6.

-  ôas(c isrcôrr (u83))  *  h3 = g sur  ô5.

uti : ôn (u83) = Q sur ôr^r

c!,sr6ê10 (u81n = 0 sur ôt5.

c!6reôre (u831n, = g sur ôt5.

ôo 1c;r,rôr, (u8i) I  ns = 6xoi (g;-gi) no sur ôt5.

La forme variat ionnelle de ce problène est:

t rouve r  u8 "de  [H l ( r , re " ) l zxHÇ(o5 . )  t e l  que :

( I I .  15)  I " r .c ier rer ,  (ugJ eos(v)dxt  + I " r .c i r r rôr ,  (u83)  ôos(vr)  dxr=

= Joa. {hovn +  12xo i t  (g i+g i )  v t  -  \ (g l -g i )ônvs l  }dX ' ,  vveJHf  (oa . )  l zxH?( r ,16 . )

PREIIVE DU LE!,IME II.3: Nous al lons drabord donner une écriture
natriciel le des cagrc. La coercivité de cette fani l le se déduira
ensui te  de ce l le  de Ia  farn i l le  des â i j rn .

Cherchons donc une autre écriture des ccgr.. Nous constatons que,
(ros) étant un tenseur s1métrique quelconque:

(fI .17) cnsrsTqsTre = ci l t lr t lz t  Acp1ztlzz t c2222T222 t 2c1p2T11t22 t

* ACyptltT12 * 4C2212t22T12

Soi t r  ên posant  t r *=Tnn sans sommat ion sur  o,  e t  Ttng=2rog s i  c*B:

( f f  .18)  cnsr . fqsf ro = c l t r f  1r2 t  c1212t \22 t  c2222Tl2z +

I 2cy22t lrr lz t 2c1112t lrr Iz + 2c2212t 2zr \z
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cttrz 
"lr.rl

ctztz crzzz I

czztz 
"zzz2)

La natrice
membre de
t \z'  t  2z?

l-""''''
I

c -  
|  c rzr r
I
l"rr'

associée à Ia forne quadratigue définie par Ie second
( I I . 18 )  peu t  s réc r i re ,  I t o rd re  des  va r iab les  é tan t  r ! 1 ,

Montrer que Ia familre cnsr, est coercive revient alors à montrer
que Ia matrice C est définie posit ive.

Rappe lons  Ia  fo rmu le  ( I I . 5 ) :

caBrc:(f/oi) (âcgrr-âcgrsfkrâh3ro), avec (frr,) :  (ar:r,r) -1

I1 nous faut, maintenant uti l iser une matrice associée à Ia
farni l le atjnr. Nous avons, (t i i )  étant un tenseur synétrique
quelconque:

( f I .19)  a i j r t t i . iÈkh = arr r r t r rz  *  4â111ztr r t rz  t  2ay22Erbzz t

f 4a1113trrt6 * 4a116t11t4 t 2a1s3t11t33 f 4ap12t-122 +

* 4a1222t,tztzZ * 8a1213t12t13 f Sal2zrtrztzr f 4al23strztcr #

t a2222t222 t 4àzz,trtzzt6 t 4a224t2zt75 t 2a2;a;3t22t16 t

f 4a1313t132 i 8a136t6tzr t 4a1333t13t33 f 4a2323E232 +

* 4a2333tZCtsr * allllt33z

La fanil le a;.;1; étant coercive, nous pouvons écrire:

( I I .20 )  V( t t t ) ,  t ; ;= t ; i :  a ; ;6 t ; ; t r r ,  2  n t ; ; t i ;

Comme précédenment, nous posons: tTi=ti i (sans sommat,ion sur i)



2*partie, 3*chapitre: CAS DES PLAQUES MINCES prqr3r: jrdrb e

II.CAS DEg PLAQUES UfNCES: L,IMITE QItAllD e IIEND VERS 0. page:181

et  t l ;=2 t , ; ;  s i  i ' . j .  La  re la t ion  ( I I .20)  s técr i t  a lo rs :

( I f  .21)  a r r r r t  l r t  *  2a1112t  Tr t  1z  *  2a1p2t  1 r t  l z  *  2a1113t  l r t  1s  +

+ 2a114L1rtb + 2a11st1rt$ * 2ap12E\22 t 2a1222t1ztlz+

+ 2a126L1ztIr * 2ap5Elztls * 2a133t1ztlr * a2222t122 +

+ 2a22çE lzt I t 2a224t lzt ls t 2a243t lzt lr f a1313t t32 f

+ 2164E1stb * 2a1333t1rt ls * a2323t132 * 2a233'3Llrt lr  +

+  a rs rs t l r z  >  I t r ( t 1 r2+ t l z r+E ! r2+ t \22  l 2+ | -132  l 2+E \s "  l 2 )

La matrice associée à Ia forne quadratique définie par 1e prenier
membre de cet te  re la t ion srécr i t ,  l ,ordre des var iab les étant
t1 r ,  t l z ,  t |z ,  t1 r ,  tà r ,  t lE :

A r :

a t t t t  a t t te  à t12Z *ô113 â t rZ l  â t6 l
*

at2ii at;1Z à1ZZZ *at213 d,tZZS âtZ:l
*

àZZtt dZZ.tZ ilZZZZ *aZZt3 àZZZ3 aZZ33
* * * * * * * * * * * :t * * * * * * * * * * * * * rt * * * * I

â tgt r  â6tZ at3ZZ *ât3t3 âgZl  â6gl
*

âZltt àZltZ ilZSZZ *aæg 175ZS âæll
*

ê33tt âtStZ àISZZ *a$t3 ilSSZS â3tSl

Les symboles * partagent cette matrice en quatre maÈrices carrées
drordre 3.  Du fa i t  de Ia  s lmrét r ie  de At ,  en notant  .Àz Ia
transposée de la matricê 42, nous pouvons les appeler:

[-ot 'arl
Àr : I - I

[-az o'_l

Remarquons que:  A3 '1=( f i l ) .  Nous avons a lors :

(T .T .22 )  C  =  ( r / o i ) (e r  -  tÀ243 ' lÀ2 ;
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Soit maintenant un tenseur slmétrique non nul (t[a) donné.
Déf in issons t l3,  tb: ,  t l3 et  les notat ions suivantes par:

[.;l
[.',-.1 r.q | ::: I(rr.23)x1 =l:]. 

1,x3=-A3'iA2x1 
=l::l ".-=l :;: IL'!'J L'g I .u I

t l
L't'_J

Avec ces notat ions,  la  premier  membre de ( I I .21)  srécr i t :  tXAtX.

Donnons une autre forme de cette expression. Nous pouvons écrire:

txAtx = txrArxr + tx1tA2x3 + tx3A2x1 + tx3A3x3

Soit  encore,  êD remplaçant,  X3 par -  A3-142X1 (cf  .  ( I I .23) ) :

txAtx :  tx1A1x1 - tx l tA2Ar-tAax, -  tx l tA2tAr ' tArx,,  + tx l tÀ2tA3-lAsÀ5-1A2x1

Ou encore, Ia matrice A3 étant symétrique:

txA,x = txrArxr - txltÀ2À3-tArxt

Nous avons alorsr êD ut i l isant ( fT.22) z

Gr.24) txarx = txr(Ar -  tA2A3'1Az)xr = 1oi1tx1cx1

Remarquons que Ir inégal i té ( I I .21) peut encore sfécr i re:

( I r .25 )  tXaX 2  rn ( t l r2  +  | . -bz ,  +  t l s2  +  t \22 /2  +  E ls f  lZ  +  E \z l2 l
!

Cres t  à  d i r e ,  à  cause  de  ( f I . 24 ) :

( r r .2e 1 tx1cx1

Droù  en f i n :

Gr.27; tx1cx1
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Ce qui prouve que la matrice C est, définie positive.

IIf. CAS DES PLÀQITES I|INCES! LI!'!ITE QUÀ}ID e TEND VERS 0.

comme pour re cas des nenbranes, nous adoptons les hypothèses et
notations suivantes valables pour tout Ie paragraphe IIf:

t-
I les âf;6 ne dépendent pas de xg
I

( I I I . 1 )  
I  

l es  â f ;6  son t  e I  pé r iod iques
I

l_Ies 
c!sr, sont bornés dans L'(r06.) indépendamment de e8

t-
I  ôT t " l  =  ôv lôx i  e t  ô { ( v )  =  ôv lôy i ,  V  v  €  H l  (o5 .x f5 )
I
I  AT i  (v )  =  ô"v /  (ôx iôx ; )
I  V  v  e  H2(o5 .x I5 )

(  r I I .  2  )  I  ôY;  (v )  =  ôzv l  (ôy iôy ;  )
I
I  e I . (v )  =  à tôà(vs)  +  ô [ (vn)  ] ,  V  v  e  H1 ( r , ,a .x la )  2
I
|  "X . ( * r )  

=  â tô I (vB)  +  A t r (vo)  l ,  V  v  €  H1 (o5 .x r6)  2
I

L"i.,. 
(x) = ccBre (x/e )

l-

I  Ur = tveHr ( fe) ,  v pér iodique de pér iode L,
I de moyenne sur 15 nulle )( r r r .3)  |
I  Wr = {veHz ( Ie) ,  v pér iodique de pér iode 1

L 
de moyenne sur f5 nutle)

Nous remarquons maintenant que Ie problèrne (rr.15) est ra
conjonct ion des deux suivants:

Trouver (u8i, utâ) de nfz tel que:
t-
|  ôâ("Ar,ref . (ut"  ) )  r  hn = o SUr r . l5.
I

( I I I .4)  
|  

c is , .e | ,  (u t '  )DB = O sur  ôt5.
I

L"t t=osurôo

âc' est t e cas s i, par:xecpt d es â.|e.i 16sont constsnts.
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Trouver u8! de H? tef que:

l-- th(c!s,1ôfc(usi)) * h3 = o suF ô5.
I

rr- . t  _, I  
cf lsr6ôfo(ut i)ns = 0 sur ôt5.

t^^^'" '  
|  ôl Ic!sr.ô].  (u8i) lna = 6xoî(gl-gi)n sur ôt5.
I

L"q :ôo(u t j )  
=osurôo

Le problèrne ( f l f .4)  est  senblable à ce lu i  des membranes.  Les
dérnonstrations se transcrivent sans diff icutté, et par analogie
avec Ia proposit ion IIf .1 du chapitre deuxl nous avons donc:

PROPOSITION ff l .1: Soit (utr, utz) appartenant à Hl. Ia
so lu t i on  du  p rob lè rne  ( I I I . 4 ) .
Supposons que:

( I I I . 6 )  hc  -  h !  dans  L2 (o )  f o r t ,  quand  e -O

Nous définissons II( '  fonction à deux composantes par :

(f f f  .7) trc'n(y) = y,6cc avec 6ac symbole de Kronecker.

Alors Ie problème suivant admet une solution unique:

Trouver 1('  de V1z tel le que:

( I I I . 8 )  I l r cce r ' e f r l l r '  -  I I f ' ) e [ s (v )dy  =  0 ,  V  v  e  v , z

Soi t  bdcg,e,  Ia  fan i l le  déf in ie  par :

( I I I . 9 )  bâs r ,  =  f l r cna r ,e | , (U"  -  X " )dy

Soi t  drautre par t  u8 l  I run ique so lut ion du problème:
l-
I ôi (u*r,re,, (uto ) = - | 15 In; sur ûr

( r r r .10)  |
I u8! = g sur ôr^r
l_

Alors if exist,e un prolongement p' appartenant à
L(HI  ( r , ra . ) ,H t  ( r , r )  )  te l  que:

( f I I .11)  p ' (uo to)  -  u83 dans  Ht ( r , t )  fa ib le ,  quand e- ro .
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En ce qui  concerne re probrèrne (rrr .5) ,  nous avons la proposi t ion
suivante:

PRoPosrrroN rrr.2s soit u8i appartenant à H? la solution du
prob lène  ( I r r .5 ) .
Supposons que:

r-
I  gÊ '* go! dans xl(ro) fort, quand e-0

( r r r .12)  |
I g3 * gT dans Lt (ro) fort, quand e*o
l_

Nous définissons III '  par:

( IrI . 13 ) tr} ' (y) = \y,y"

Arors le problème suivant admet une solution unique:

Trouver 1.' de t{1 telIe que:

( I I I .14 )  I1 rcos , .ô f .115 '  -  [ t ' )ô Is (v )dy  =  0 ,  V  v  e  W1

Soi t  66cs ,e ,  Ia  fami l le  dé f in ie  par :

(r I I .  15) 6Êrr.  = f  l rcoa<,ôI ,  ( [ I '  X}.  )  dy

En notant h3:1iq h3 et u8î de H3 (o) r,unique sorution du
problème: e-o

r
I Trouver u8l appartenant à H6 (o) tel que:
I

( r r r .  ro)  |  ôIe (6âr, .ô1.  (u83) )  = |  r ,  In3 sur o
I
I "St 

: ôn(u8f) = Q sur ôr,r
L-

À lo rs  i I  ex i s t e  un  p ro l ongemen t  p .  de  L (H?  (oa " ) ,  H3 ( r . l ) )  t e l
que :

( f  I I .  17 )  p "  (uo t3 )  -  u83  dans  H3  (o )  f a ib le ,  quand  c *0 .

PREtryE:  Er le  ressembre  à  cer re  de  ra  p ropos i t ion  r r r .1  du
chap i t re  L .
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1ol Er istence et  unic i té des 1. ' .
Remarquons que W1 est un espace de Hilbert pour le produit
scalaire associé à la norme:

lv  l * ,  = nT lô Is(v)  l r , ,  ( re)

La  re la t i on  ( f l f . 14 )  nous  donne :

( I r r . 18 )  f 1 rcos , .ôy .  ( f 5 ' )ôXa(v )dy  = f1 rcoa ,6ôy .  ( [ 5 ' )ôJs (v )dy ,  V  v  e  w1

Or Ia fani l le des cis,r est coercive. Donc la forme bi l inéaire
déf in ie  par  Ie  premier  membre de ( I I I .18)  I test  également  sur  W1.
Le second membre de (fI I .18) définit  une forme l inéaire continue
sur  I {1 .  Draprès le  théorème de Lax-Mi lgram appl iqué à ( I I I .1B) ,
I tex is tence et  l run ic i té  de Xl ' ,  é lément  de W1,  est  acquise.

2"1 Est inat ion à pr ior i  de ut !

Posons  d rabo rd :

( I I I . le )  9*T = 9Tl  
" r .

Maintenant, remarquons que les conditions (III.5) irnpliquent:

J"r .  c ia,eôIs(ut j )ô| .  (v3)dxr :  12xoiJ"r .  t  (g i+gi)  vt  -  \ (g l -g i )ô|v31dx'

Cette égalité est vraie pour toute fonction v3 de H1(roe.), donc
en particulier pour uti. Nous pouvons donc écrire:

J"r. cis,.ôIe (ut!) ôi. (ut31 dx t = 12xoiJ"r. t (gi+gi) u8i - ,rGi-g,)ô!u8jl dx I

Draprès Ia  coerc iv i té  des c ic ,c  et  I t inégal i té  de Poincaré,
I régali té précédente iurpl ique:

I  to" luSi I  I"  ("r .)  = Jrr.  cis,.ôIa(uSi)ôY.(u83)dx',  avec nc>o
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Donc,  grâce à l t inégal i té  de Hôlder :

( r r r .20)  n l  u8!  |  I ,  ( r r . )

+ 6xoil gi-g:" I L, ("e"rl ôàusi I lr ("e.)

ot ,  nous  avons :  lg i+g ;  lL .  ( "u . )  s  lg i+g ;  1 " ,  ( " )

De  même:  lg l -g i  l L ,  ( r r . )  <  lg l -g i  1 " ,  ( r )

Alors,  Ies hypothèses ( I I I .12) nous perrnettent d|écr i re,  grâce
à  ( I I r .2o l  z

( r r r .21 )  I  u f i  lH ,  ( r , re " )  <  c

3o) Prolongement de uti .

La fonct ion u83 vér i f ie  Ia  re la t ion ( I I f .zL l .  I I  ex is te donc un
pro longement  p '  de L(Hi  ( r , re . )  ,  He (o)  )  te l  que:

(TTT .22 )

ôIs (p' (u83) )

ô I (p ' (u8 i )  )

p" (uti) I 
",

I r,, (")
I f,, (r,l)

( r )  <  k l

ôis (u8i)

ôI(u83) I

L" (  t le.  )

l r , r ( " r . )  s  c

L, (roe.)  < C

<c

skl

sk l

utj I

4o) Convergence faible

Comme H%(o) est un espace de Hilbert pour le produit scalaire
associé à Ia norme:

lv  lu ,  ( r )  = À lô Is(v)  l r , .  ( " )

Ies estiurations précédentes (IfI.22) ont pour conséquence la
convergence de p'(u83) dans Hro(ro) faible, au moins pour une sous-
sui te,  vers une fonct ion notée ù.  Crest  à dire:

r rQg -  r \
( I I I . 23 )  uo3  -  *  dans  H t  ( r , l a . )  f a ib le ,  à  une  sous -su i te  p rès .

e -+0
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Posons maintenant, pour des raisons de courmodité:

(IIf.24l cra1 = c!s,rôf.(ut3) sur ô5"

5o) Convergences de oos et h!.

Les deux fonctions ocB et h! étant à priori  dans Lz (ad.) ,  nous les
prolongeons par O à Ir intérieur des t,rous. Notons ces
prolongements respectivement dos et h!.
A lo rs  Ia  re la t i on  ( I I I . 5 )1  nous  pe rme t  d réc r i re :

( I I r . 25 )  -  ôàs (dns )  +  E !  =  I  su r  ô

Or  nous  avons ,  d rap rès  ( I I I . 21 )  e t ,  ( I f f . 1 ) t :

I  ant  I  L ,  (or )= I  ons I  L ,  ( " r . )  
=  |  c !sr .ô f .  (us! ) l  

L ,  ( roa. )  s  c

avec C indépendante de e.

Lt (t l)  étant un espace de Hilbert, nous en déduisons, à une sous-
sui te  près:

( I I I . 26 )  6aB  -  ô4  dans  L ,  ( r , l )  f a ib le ,  quand  e -0 .

En ce qui concerne n3 et gT , nous avons: E3=hll"r. et gt i=gt1"r",

avec Xa^. fonction caractérist ique de ô6.. ÀIors, conme pour la
fo rnu le - - ( I l l . 20 )  du  ch .  2 ,  nous  pouvons  éc r i re ,  g râce  à  ( I I . 14 )
e t  ( I I r .  Lz )  |

t-
I  g t l  r  l r5 lg"T dans L"  ( r^r )  fa ibre quand e*o
I

( I I r .27)  |  h3  -  l r r lng  dans  L ,  ( r^ r )  fa ib le ,  quand e+O
I

I  nt = 12xof [goi+goi + \ai(gî-g%)t
L-

ÀIors,  êD considérant  Ia  forme var ia t ionnel le  de ( I I I .25)  et  les
dernières convergences établies, nous voyons que:
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( I I I . 28 )  -  ô I s (ôcs )  +  l r 5 l n3  =  o  su r  o .

6o)  L ien entre ô4 êt  ù .

Les raisonnements de la f in de la démonstration sont très
semblables à ceux déjà effectués au chapitre deux. Nous en
rappelons les grandes l ignes en insistant sur ce qui est nouveau.

Donnons drabord la  for rne for te  du problème ( I I I .14) :

Trouver 1('  de I{1, tel le que:

(  r r r .  2e )

aXrf cosr6ôre (x5' - tr! ') l  = o sur 16

ô[[cnsrrôr.(X5'  -  E')  ]nn = o sur ôT5

_cosr.ôro 
(Il '  - [5')ns = o sur ôT5

So i t  I I  I r une  des  fonc t i ons  dé f i n ies  pa r  ( I r I . 13 )  e t  X  Ia  so lu t i on
assoc iée  de  ( I I I . 14 ) .
Nous posons:

( I I I . 30 )  t t ' ( x )  =  e2w(x le )  =  t r ( x )  -  22X1y . l e )  su r  o5 .

La  fonc t i on  I I  -  1  sa t i s fa i t  l es  re la t i ons  ( I I f . 29 l .

Nous avons donc,  grâce à y=x/e,  aux dér ivées par t ie l les drordre
deux de tr et à la périodicité de 1:

t-
I  ô I r Icnsr ,  (x /e)ôro ( ! ' , "  (x)  )  ]  =  Q sur  ô5.
I

( I I I . r r )  
|  ô [ [ co r , ,  ( y l e )ô r r (w ' )  Jnn  =  0  su r  ô t . 5
I
| "otr, 

(xl e) Arc (td'' ) ns = o sur ôt5.
l_

La fonct ion X( .x le)  é tant  dans H2 (ôe.) ,  nous pouvons donc Ia
prolonger à l t intérieur des trôus en une fonction périodique
appar tenan t  à  H2(ô ) .  So i t  p ' ( l ( x /e ) )  ce  p ro longemen t .  Ce  de rn ie r
est  bornê dans L2 (o) ,  à  cause de Ia  pér iod ic i té .  Nous déf in issons
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a lors :

( I I I .32 )  p ' ( t iÊ (x ) )  =  t r ( x )  -82P ' (X3 le )1  ,  su r  ô

I l  est  a lors c la i r  que:

(rrr .33) p '  (v,"  (x)  )  *  
_tr(x)  dans l ,z (r)  for t  et  dans ut  (")  for t

e+O

si g est un éIénent quelconque de Otrl, nous prenons conme
fonct,ion test dans lréquation (II.16) va=O et v3 = grt ' qui est
b ien  dans  H1(oe. ) .  Nous ob tenons:

( I I I .34)  f  
" r .c io , rô f .u8 jô is (Er l )  

dx f  =

:  12xoiJ"r .  [  (g i+gi)  qw'  -  \Gi-g;)  AI(er l )  ]dx '

En nul t ip l iant  ( I I f .31)1 par 9u83, et  en intégrant deux fois sur
û)6.r  i l  v ient ,  conpte-tenu des autres relat ions de ( I f I .31):

( I I I .35) f  
" r .cËr, .ôTrvfôIr  

(çu8i)  dx '  = Q

Par  d i f fé rence en t re  ( I I I .34)  e t  ( I I I .35) ,  nous  ob tenons:

f 
"r.cir,. 

(ôf.ugi) w'ôlsçdx' - f 
"r.cirr, 

(ôl.f ) u8iôlsqdx' +

+ r"r.ci., .(ôi.u8!) talqôâr + ôlu'.ô[9]dx'

f 
"r.cio,rôi'u'' 

Jôi9ôâu83 + ôIutiôËrp I dx' =

=12xoiInr.  t  (Vi+Vi) Or* - \Gi-g;) ôI(9u'.)  ldxl

Remarquons que cette équation stécrit encore:



2*parte,3*chapitre: CAS DES PLAQITES MINCES

IIf .CAS DEg PLÀQUES UINCES3 ITIUTTE QUAI{D e page :191

(rrr. 36) f 
"r.cia,. 

(ôf.uti) rtôfsgdx' - f 
"r.cio,. 

(ôlrf ) u8jôlsgdx | +

* 2 I rt..;s,rôfru83ôlgôfw"dx 
| - 2f rr.cierrôfru*ô[gôâu83dx, 

=

= l2xoiJ"r. [ (9i+9i) çw" - |Gi-si) (uôIp+qôàtl. ) ] dx,

I1 nous faut maintenant évaluer Ia convergence de chaque
intégra1e const i tuant  ( I I I .36) .  Dans ce but  nous posons:

( I I r . 37 )  N is  :  c [ s , . ô f6 (un )

Cette fonction est dans L, (ôe.) et ef-périodique. Nous la
prolongeons par O à o tout, entier, et nous notons Nis ce
prolongement. A cause de la périodicité, ce prolongement converge
dans L, (r^r) faible vers sa moyenne sur une période, crest à dire
vers l f  l - lJ rNlsdxt  .  Nous avons donc,  ên posant  Nos(y)  = Nig(ey)  :

( I I I .38)  Nis  *  I - rNordy dans L"  ( to)  fa ib le  quand e-+0.

A ins i  I r équa t i on  ( I I f . 36 )  s réc r i t  enco re ,  êD  u t i l i san t  l es
différents prolongements introduits:

( I r r . 39 )  J "ônup '  (UÊ)ô l s9dx '  J rN i rp '  (u8 j )ô l s9dx '  +

+ 2l 66 ùBAlpôË (p" (u* ) ) dx' 2JôNiBôIqôË (p' (ut j) ) dx' =

= 12xoi f  . .  t  (q1+g '3)  çp ' (w")  -  \ (g"" -g- i )  (p ' (v t )ô [9+9ôIp ' ( r r )  )  ]dx '. ,  ô 6 .

A lo rs  l es  r ésu l t a t s  ( I I f . 26 l ,  ( r I I . 27 l ,  ( I I I . 33 )  e t  ( I r I . 38 )  nous
permettent de passer à la l inite dans la dernière équation
écr i te .  Nous avons en ef fe t ,  grâce au théorène de ReI I ich,
toujours affaire au produit de deux fonctions dont Irune au noins
converge dans L. (ro) fort. f I  vient:

I 
"ônrtrA;rgdx 

' I. f I r5Nosdy 1 ùô[s9dx ' +

+ zJrônBôIçôâtrdx'-  2l  , l  I1run.ay1ô!9ô[ùdx, =

: 12xoi l re lJor. [  (9$+goi) ptr -  \g,}-goi) ( trôIç+eôitr)  )  ]dx,

pbqr3r: ldlb 9,|

TEND VERS O.
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Dans Ie prenier menbre, nous intégrons deux fois par parties dans
les deux prenières intégrales, et une fois dans les autres. La
fonction g et ses dérivées srannulant sur ôo, les intégrales sur
ôo sont nulles. En utilisant la même néthode pour Ie deuxiène
membre, nous obtenons, grâce à (TTT.27'y et  ( I f f  .28):

I " tôIr  (ôostr)  -  ôIg[  ( I r ruoray) ù]  ]edx'  -

2 l  ,Ai(ôa'ôàtr)  gdx'  + 2l  6AU[Irruoray]Aëù]Qdx'  
= I"  {ôIraor)  9trdx '

or:  a|s(ôastr)  :  (ôIedos)I I+ z(ôËôos)ôËtr  + ôaBAâ'tr

et: 2Aà (ôaBaru) = 2 (ôf;ô 
"s) 

ôâtr + 2è aeôf,s[I

Et comme lrrwordy ne dépend pas de x, i l  vient:

I" {ôorôoàtr) çdx ' a I" I I rrNosdy] (4,ôù) pdx' - o

Cette égal i té doi t  être vraie pour toute fonct ion g de 0(") ,
nous pouvons donc écrire:

( I I I .40)  ôaBAaË( I I )  =  [ I1 ru6ay ]4"à(ù)

La fonct ion I I  est  une tr lc déf in ie par ( I I I .13).  Nous avons donc:

ôIs (trlt ) = Lr( 6n,6g. + 6- 6s, )

Ca lcu lons  encore  l r in tégra le  de  ( I I I .40) .  Nous avons :

Ilru.rdy = f lrcne<, (y) e-tAI, (or (ey) ) dy

= f lrcoar, (y) ôI, (tr! '  (y) - x! '(y) ) dy = 61s,.

Ltéquat ion ( I I f .40) srécr i t  encore compte-tenu de ces deux
derniers résul tats:

ô rc  =  6 ls r .ôo [ù ,  so i t  encore  en  u t i l i san t  ( I I I .28) :

( r r r .41)  ô i . (6âs, .ôoâù) = l ra ln l

Nous avons aussi ù = ôcù = 0 sur ôr^r, car ù est dans Ht(r^r).
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Nous pourrons en conclure çlue ù est égal à u8!, si nous montrons
l rex i s tence  e t  l r un i c i t é  de  u8$  dé f i n i  pa r  ( I f f . 16 ) ,  ce  que  nous
allons faire naintenant.

7" ,  Coere iv i tê  ôE Ia fan i l le  6{s ,1.

Crest à cett,e condit ion que u8l existera de manière unique.

Donnons drabord une forme plus courmode de 6frrr. Nous avons, à
cause des dérivées drordre deux de II$B:

6fr,. : f 1rc.or,ô|, ([3' - x!' 1ôf,1IIsnB1ay

Maintenant  dans ( I I I .14)  nous remplaçons v par  Ig8,  gu i  est ,  dans
I {1 .  I I  v i en t :

I rrc.o.,ôf, 1tr1' - x!' ) ôL (x!B) dy : o

Droù, en faisant la différence rnembre à nembre des deux dernières
éga l i tés :

(TTr.42'  6Ê., ,  = r1rc"ec,ô| , ( [3t  -  x! , )aL(tr98 -  Ig8)dy

Soit alors (ros) un tenseur symétrique', non identiquement nul.
Nous pouvons écrire:

6 f ;s r6 rasr re  =  f1 rc .o r ,AY, [ ( [3 t  -  X ! ' ) r r . ]A I r t ( [gB -  fg8) rcg ]dy

Posons t , ,  = ôI , t ( t r l t  X3t)rreJ.  Nous obtenons ainsi  un tenseur
symétrique, et conme Ia famille cnsrr est coercive, nous pouvons
écr i re:

( r r r .43)  6 fs , r ro3r f ,  >  n"J re  ,T tôJ , t  ( [1 .  _  x ! r )  r , r ]  ]2dy

Montrons que lt intégrale du nembre de droite est strictement
pos i t i ve  s i  l run  au  mons des  roB nres t  pas  nu l .  S i  ce la  n té ta i t
pasr  nous  aur ions ,  pour  tou t  coup le  ( ( rv ) :

. 
AT, t (trlt - X!' ) r,.1 = o pp sur 16
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So i t :

(I I f .44) (tr3t - Xlt)trc = anyn f b, an et b étant des constantes.

En  e f fe t :  s i  ô l , f  =  O ,  V  ( ( , v )  a lo rs :

ô {1 f  =  0  d foù  f  =  a ( yz ) y t  +  b ( yz ) ,  na i s :

ô{2f  = O d 'où ôIa(yz)  = O et  donc:

a(y2) = ât qui ne dépend pas de yo

et ô)2f = 0 d'où ôlzb(yù = Q et donc:

b(yz) =d2yz + b avec a2 et b indépendants de yo.

On a donc dénontré:

s i :  V  ( ( r v ) ,  ôYr , f  =  O ,  a lo rs  f  =  anyn  +  b

ce  qu i  p rouve  ( I r I . 441  .  Ma is  a lo rs :

Xl"T.r" = IIStfro + anyn + b

Un au moins des r re nrétant ,  pas nul ,  I tégal i té  précédente
contredit Ia périodicité des Xl ' ,  Ie second membre nrétant pas
pér iod ique ,  compte - tenu  de  ( I I I . 13 ) .  L t i n tég ra le  de  ( f I I . 43 )  es t
donc bien str ictenent, posit ive. Àinsi:

( I f f . 45 )6 f s , . r r s r , 1

Considérons alors Ia fonction nurnérique g définie sur 8,4, par:

9 ( rns) = 6*sr. T aBT rc

Visiblenent g est continue sur Ra nruni de Ia topologie associée
à Ia norne I r |  = (r.srnc)h. Sur Ia sphère unité, compacte, el le
adrneÈ un nininûru r0r)O, gurel le atteint.

Pour (rns) tenseur slnnétrique non nul, nous avons donc:
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9(rnsl lr l) 2 m., soitr Ufu,i??r.,,.  2 m.

Nous avons donc bien la relation de coercivité cherchée:

( I I f .46)  6f ;sr1rqsrr l  à  Drrqgrns,  V(rne)  s1métr ique,  non nul .  I
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Nous cherchons d I abord ra l iuri te de l16 | 
-1br8,.. 

vu r I  analogie avec
Ie cas des membranes, nous avons irnrnédiatement:

PP.oPosrrroN rv.1s soi t  les bfsr*  déf in is par (rrr .9) .  s i  les
cqsrp -sont constants et ne dépendent pas de 6, et si (fc8,)
représente la matr ice inverse de (cr , r , ) ,  a lors:

( IV. 1) | 15 | 
-ttrforp - bSorp=Lz (Corrt -Cnos6f6B,Cs,rrl

d * 0 sanssocnratiocur g avecg=2 si c=l, B=l si c=2

De plus, deux seulement des blsrp sont non nuls:
l-
I  b î r t1  = , (cr r r r  -  c r rzr fcB,cz, r r )

( rv .2)  |
Lrïrr, 

= \(czzzz - czzrcf<', cr,zzl

La remarque déjà faite dans le cas des membranes est encore
valabre ic i :  la  farn i r re  b ls , ,  nrest  pas coerc ive du fa i t  de ra
nur l i té  de b?uz.  ce la nous contra in t  à  ut i l iser  les espaces
suivants:

f-

I  Wc = {ve l ,z( r , r ) ,  ôoveLz ( r , l )  e t  v .nn=6 sur  ô6}
( rv .3)  |

L" 
: W1xW2

Les normes sur wn et H sont définies respectivernent par:

t-

. .  |  |  v I 
"o 

= ( |  v I i ,  (") + I ô[v l l ,  
6y)" ' ,  vver,rn

(rv .4)  |
L l  

v  lH = lnx lvn I  i ,  ( " )  + I  ô lvn I  i .  ( "  l ] , , , ,  v(vr ,v2)  €H

Lrespace H est  un Hi tber t  pour  re produi t  scara i re associé à
cet te  norme.

Nous avons a lors  le  résul ta t  su ivant :
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QnÀlrD 6

PROPOSITION JiV.2: Soit (ug|,u8!) la sotution du problène
(I I I .10).  Si  les hlpothèses suivantes sont réal isées:

t-
I les cnsr. sont constants et ne dépendent pas de 6
I

( rv.s)  |  feo>0, V6e10,6o[ :  b{zrr  = b lzzz =o
I
I U - t l, dans L" (r^r) faible, guand ô-o
l_

alors if existe un élénent uo=(uEfru8t) appartenant à H te1
que:

(IV.6) (u8|,u8t) - l lor dans H fort, quand 6-0

Ia fonction uo étant Irunique solution du problème:

à H te l  que:

( rv .7)

Comme pour Ie cas des membranes, la condit ion (fV.5)2 est
réalisée si les ai irrr sont des constantes de Lané. La
démonstrat ion nrest  pas repr ise ic i .

PREIIVE: Celle donnée pour la proposit ion IV.3 du chapitre 2
sradapte a isément .
Remarquons que le lemme TV.z du nêne chapitre Z srécrit  ici :

( rv .8)  bf t r r

Pour montrer blrrr
posi t ive:

r-r
I  crrrr  crrrz Cttzz I
t lc - | "r,rr !!i",'rt. "t*, !!!ll : : : : ! : l
f_czzrr iiiczztz czzzz 

Zl
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Entre fes barres verticales ombrées se trouve Ia natrice (ca.zs).
Nous allons développer le déterminant de C par rapport aux
éIénents de Ia première colonne. II vient:

l " t t t .  crrzz
det (C) = c1111det (cznzs) - cp,1 lczzrz czzzz

lct t tz cnzu.
i C1ztt lctZtZ Ctæ.

Soi t  encore:

det (C) = c1111dêt (czozù - Cn1pzzzzctttz * cp11c22tzctnz t

i C2211c.12ZZc.tttZ - c21ttct1t1c.tt1z

Notons lcznze) le coffacteur de c2o2s dans Ia natrice (czozs) . Nous
voyons alors que:

det  (C)  = c1111det  (czozs l  -  crzr r tcrzrz lc11lz  -  crzr r Ic , tzzz)c1nz -

- czz,ttl,c1p2z)crrrz - czzttlczzzz)ctnz

Nous obtenons donc:

det (C) = bf111det (cznzs)

Les deux matrices C et (czozs) étant définies positives, iI
srensuit que leur déterninant est strictement positif. II en est
donc de même pour bft1.
La démonstration est Ia même pour b|zzz>O. I

Pour Ia troisièure composante du déplacenent nous étudions drabord
la l iur i te des coeff ic ients 61r, , .  Nous avons Ie résul tat :

PRoPosIT IoN Iv .3s  So i t  les  61s , ,  dé f in is  par  ( I I I .15) .  S i  les
ccBr. sont, constants et ne dépendent pas de 6, alors:

(rv.9) lre l'16fr,. * 63s,. = ccBrc - |fËZ'-2"'n + 
*#ru- )
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PREWE: Nous suivons dans les grandes l ignes celles donnée dans
Ie cas des menbranes.

1o) l inite Oe ôf3(f l ' l  quaaô 6 tend yers 0.

La re la t ion ( r I I .14)  permet ,  drécr i re :

I1rcne,,ô|r(Xl' ) ôIs (v) dy = Ilrcoa,rôYr (trt ') ôIg (v) dy, V v € I{r

Droù en remplaçant v par 1l l ,  qui est dans !{1, en se rappelant que
Ia fanil le ccBr! est coercive, êt en uti l isant I !  inégali té de
Hôlder, nous avons:

rÈ IôI . *u| ' l  | ' , ' '1151 < c |1 laz(re)È lôy, (x5 ' )  l r ,z( re)

avec C un majorant des lcosrsl ,  qui  sont constants.
Ma is  I  r  |  

" r ( ra )= t6 (2 -6 ) lh .  
Nous  avons  donc ,  pour  tou t  ( y ,E) :

( rv . lo )  I  ôY, ( t5 ' )  l1z  
1 r5)  

s  c6É,  avec  c  indépendante  de  6 .

Nous uti l isons les mêmes notations, et les nênes raisonnements
que dans Ie paragraphe IV du chapitre deuxl nous travaillons en
part,iculier sur le nême ouvert en croix appelé Y6.

Sur H5, nous avons en vertu de ( IV.10):

I ôY, (ri') | r,, (nr)

(rv.11) |  ôY, (r5 ' ) r  |  1z 1v) s c

Donc, L2 (Y) éÈant un espace de Hilbert, à une sous-suite près:

l - ty,(t! ')n - hl i ,  dans L. (Y) faible, quand 6 * O.
( rv .  12 )  |

l_Irniiay' 
= Irnllay' = o

Les deuxièmes relations de (IV.12) proviennent de la périodicité
des 1 l t .

' 
De urêne sur V6 nous avons, Ia convergence ayant lieu à une sous-
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suite près:

l-tY, (r!')v( rv .13)  I

l-I""fiav'

r r f i ,  dans L2 (Y)  fa ib le ,  quand 6 -  O.

I"dlav I = o

Nous écrivons alors:

( rv .14)  l re  l -16 ia , ,  :  ca8r !  l r r  l ' t  ( JH,  *  Jv ,  -  I * l  t ccgoeôt rD (Ër )  ldy

Les termes du type lr5l ' lJo convergent tous vers o, du fait de
(rv.10) et  de l t inégal i té de HôIder.  Examinons les autres.  Nous
avons:

I  r r  1  - t f s rcno.oô f  
o (X! t )dy  :  e  I  15  I  - t f " "nu .o tô I ,  (x l r )  lndy '

I  re l - lJurcoaooô|o (r l t )  dy = e l15l ' tJr"or.o T.ô1,0! t )  lvdy'

E t  conme l f5 l  =6 (2 -6 ) ,  nous  avons  g râce  à  ( IV .12)  e t  ( IV .13) :

2",  Evaluat ion des seconds nenbres ôe ( IV.15r.

Pour cera, dans (rrr.14) nous rernpraçons v par g qui ne dépend

que de y1 et  de c lasse Qz. En div isant par 6,  nous obtenons:

( Iv. 16) 6't J rr",1osôIg (XI, ) ôTr ( I ) dy = d-t J rr".1,ogôIc (trlt ) ôft ( I ) dy

Nous décomposons les intégrales sur f5 en Jrr. + Iu. In-. Les
intégrares sur K5 ont une r i ro i te nurre,  à caùËe de- l rv.s i"et  de
la régularit,é de g.

Or: crrnaôIs (trIr ) = cltrt .
Pour Ie second nenbre de (IV.15) nous obtenons donc:

l - '  
-r l  ' tJHr"orro ôlo(x!r, ul 

I  
âJrcos,,hl ldy, = \corzzlyhlldy,

(w' ls) 

|  
lre l- lJurcoeeoôfo (r l t) dy 

J f 
I".*,rvl ldy , = \,cnslrIrv1iay,

L
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6-' J rrr"1,,,, ôYr ( I ) dy = e-' 
"r r,, Il' r',r, I?rrr, ( ç ) ay1 1 ay,

= o câE g est périodique

- \ 6 t z
6'tJvr"r, , ,ôTr (p) dy = 6-rcrr,r  I  -Utl  _r,ra\ (ç) dyr ldyz

*
= 6 '1c11, r  I  -2 ra l  @l  (s  I  z )  -  ôT  @l  ?6  |  z )  I  dvz

=  c f  l r re ' l t ôT  @l  (6 lz )  -  A I (p )  ( -6 lz )  l

or, nous avons déjà démontré (voir ch.2: preuve de la proposiÈion
IV.1),  guê cette expression converge vers ôTr(p)(O)crrrc quand 6
tend vers O. Et donc:

( Iv .17)  6 - tJv r " r r , rô f t  (q )  dy  *  ô f i  (E)  (O)  c r r , r  quand 6  -  0 .

Auant au premier rnembre de ( IV.16),  nous avons, pour I t intégrale
sur lfu:

6-tJrrr" t tosôXe(t l r )  ôTr (9) dy = fy. , ,o,  l .ôYee{)  lxôï  (ç)  (v1) dv '

Cette expression tend vers crrocJyh[[ôIr  (q)dy' ,  draprès ( IV.12) .
Pour lt intégrale sur V5, nous avons:

6- tJv r . t toaôIs ( I1 r )ôTr  ( I )dy  :  Jy" , ,o , tôXc( f3 r )  I vô f i  (ç )  (6y I )  dy '

Nous voyons que cette expression tend vers (crrrr l rv l tayt  )ôf t (ç)  (O) ,
en  u t i l i san t  ( IV .13)  e t  Ie  fa i t  que!

ôh(ç )  (6y l )  -  ôTr (ç )  (o )  dans  L ' (Y )  fo r t ,  quand  6  -  0 .
(c f  .  ch .2  ( I v .20)  )

Nous obtenons ainsi:

c r rosJyh l [ô f i  (p )  dy '  +  (c r r r r l yv l tay , )  ô I r  (p )  (o )  =  ô f t  (ç )  (0 )  c r r , r

Cela doi t  être réal isé pour toute fonct ion g de €r 1t51nw1, donc:

( IV .18)  c r r r rJyv l ldy r  =  c i t r !

' Pour des résultats complémentaires, nous prenons g comme fonction
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test  dans ( I I I .  L4 l ,  de c lasse €,  e t  gu i  ne dépend que de yz.  Des

calculs analogues, qui ne sont pas repris ici,  donnent:

(fV. 19 | czzzzl yhlâdy' = czzr.

De plus, la coercivité des cnsr, inpl ique c1111 et c2222 non nuls.

I l  est maintenant faci le de voir que (fV.9) est Ia conséquence
de  ( I v . 14 )  ,  ( I v . l s )  ,  ( I v . 18 )  e t  ( I v . l e )  .  t

PREWEs lol Coercivité ôe la fanil le 6!s,,

Nous remarquons drabord que 6!sr. peut srécrire:

( IV .22)  63s , ,  =  6 !s , r '  *  63e, . "

avec:63srr t= f f f i )

et: 6Sgrrtt = (cas'sczLj2 
- cas22c22'c 

)' 2czzzz

Maintenant, un calcul facile montre que:

( fv.23) 6f t r r t  = 61rrz,  = 6f tzzt  = 62zzzr,  = 62uzr,  = 6lrzzt t  -  o

Nous allons alors dénontrer que chacune des deux farnil les, 63s,.t
et 6!rrr ' est coercive. Nous nous servons du fait que Ia farnil le
caBrc est  coercive.  CeIa s igni f ie:

PRoPosITroN rv.4 3 soit,  u8l ta solution du problèrne
Si les cnsr, sont constants et ne dépendent pas de

( IV.2O) h3 -  n i  aans Lt  ( ro)  fa ib te,  quand 6.*0

alors u8l converge dans Hâ(o) fort vers Ia fonction
de manière unique par:

( r r r .16) .
6,  e t  s i :

u8l définie

( rv .21) l-tn (6fu,,ôf, (uei)
I
LuBt 

: ôI (u8t) =
hi sur r,l

sur ô (r, l)
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àIa
est,
des

C étant définie posit ive, i l  en est de même de son
. Nous pouvons donc écrire:

l- 
-l

l0 l
I  x  |  >  n ' (xz+yz1
lv l

tenant conpte de ( IV.25),  et  du fa i t  que C est

I xz + 6lztzty. 26lzzzt xyl ) m I det,C (x2 +y2 )

MINCES

QUÀ}ID 6
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3rn >O, V (tag) ra0, tc3=tgc3 C4r6t4ty1 > mctcstco

Cette inégal i té srécr i t  encorer êD posant:

t f c g  =  t a s  s i  a = 8 ,  e t  t r o g  =  2 t 4  s i  Q * B t

( fV .24)  c r r r t t t r r3  t  c2222Et222 t  c1212t '122 *  2c lp2 t t l t t tZZ *

1  Z c y 1 2 L t i 1 t t t 2  t  2 c , 2 2 1 2 t - ' z z t - ' n  2  n  ( t t t t 2  t  t - t z z z  +  t r 1 , 2 " 1 2 )

Nous en déduisons que la matr ice, notée déjà c,  associée

forme b i l inéa i re  dé f in ie  par  Ia  p remier  membre  de  ( fV .24)

définie positive. En écrivant C nous trouvons, Itordre
var iab les  cho is i  é tan t  ( t t r r  , | - ' l z , t t zz )  :

-
l " ," t t  crrrz clzz I
l l

Q : l"rrtt Ctzt2 ctzzz I
l l
l:zzrr 

czztz czzzz_)

Notons3 lcnsrc] Ie coffacteur de cns,. dans la matrice À.

Nous avons alors:

t-
| 6?rrz' = \lczzzzl I crr
I

(Iv.2s) | 6lzzz'= -rlczztz) lcyyt
I
| 62zzz'= \ [crzrz] lc'ttrr
l_

La matrice
inverse c' l

( 0 , x r y )C -1

Soi t r  ên
symét,rique

2c6 (62zzz
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MINCES

guÀnD 6

En remarquant que Ia coercivité de la fanille ccBre inplique:
c1111)0, êt en rernplaçant dans It inégali té précédente x par t22 eE
y par -2tp, (ros) êtant un tenseur symétrique non nul donné, i f
v ient :

( IV.26l  62zzz ' tzz"+46112tr tz"+461zzz ' r lz rzz > mrdetC ( rzz.  *  4rp2l  l2crn

Droù ,  en  tenan t  compte  de  ( IV .23 ) ,  l a  coe rc i v i t é  de  l a  f am i l l e
b8sr. t -

De mêne, nous avonsS

(TV.27 ' , )

61rrr"= \ lc.r : ,ù /czzzz

6lrn"= â [ crrrr ) / czzzz

6 lrrzt'= -2lcrtù / czzzz

La natrice c'l étant définie positive, nous pouvons écrire:

t-l
t l

( x ,y ,o )c -1  
|  v  |  =  r r (xz+yz ;
tl
L'J

Soi t r  êD tenant  compte de (TV.z7lz

2czzzz (6 f212 ' r yz  +  6T r r r t t y "  -  26 f t r z "xy )  2  mrde tC(xz+yz  1

La coercivité de Ia fani l le ccgr. inpl ique aussi:
remplaçant  dans l r inégal i té  précédente x  par  -2rp

i I  v i en t :

( rv-  28)  6f t r r " r  112t461212t ' r  nz +461n2"r  tzr r r  2  r0tdetC ( r  rz

Droù ,  êD  tenan t  compte  de  ( IV .23 ) ,  I a  coe rc i v i t é
blsr. " .

C2222)O, êt en
e t  y  p a r  r 1 1 ,

4r  p . l  l2czzzz

la fani l le

+

de

Appelons m3 Ie plus petit  de mtdeEC/2c2222 et de mrdetC/2cnr.
Alors Ia somme rnembre à mernbre de (rv.26) et (rv.2B), compte-tenu
de  ( fV .23 ) ,  nous  donne :

( IV. 2 9 ) 6 1r r r r r r, É2zzzr zzz + 461212t n2 + 46f 1 12f 12r 1 1f 46 1222r pt 221

mr ( r t t z  t  4 t122  *  Tzzz l
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droù la coercivité de Ia fani l te b!er..

Montrons maintenant que nous avons aussi:

( f v .3o )  360>0 ,  Vde1o ,  ôo [ ,  V ( ras )  €Ra1  Ta '= rsa t

(62s , r l  l re  l )  rayr . .

En effet, nous pouvons écrire:

( rv .31)  (6 f r , .  l l ] . a l ) r6s r ,e  =  l (66os , r l  l 15 l1  -  6 !a , r l rns r ,o  r  6Es , . rqgr6

supposons maintenant gue (rns) appartient à la boure unité de R4,
pour la norme (rogrnc)b.  Nous avons alors,  draprès ( IV.9):

360>0,  V6€10 ,6o [ ,  |  [  (6 f r , r7  l15 l  ;  -  61s , . ) rqs r re  l< ( ro r / t r )  
.p , .  

l ros r r ,  I

Soi t  encore:

l t (61 r , ,  1 l l , 5 l )  -  6 !sn1) ros r ,6  l  <  mt l2

Nous pouvons donc écrire:

(6 f8 , .  1 l t5 l )  -  63s , . ) rosr ,c  2  -n312

De p lus ,  nous  avons  draprès  ( fV .29) :

6 !916 f asf re ) m3f osÎaa : II l3

Par addition membre à nembre des deux dernières égalités écrit,es,
i l  v ient ,  pour 6€1016o[ et  pour (ros) appartenant,  à la boule uni té
de Ra:

l l , l -16 f r r ,  raBr r t  2  w, l2

Maintenant, si (rra) est un tenseur symétrique non nur
querconguê, nous appriquons lrinégalité précédente à
(roal(rcsrns)É),  qui  appart ient  b ien à la boure uni té de R4. Nous
en déduisons (rv.30) pour un tenseur (rns) symétrique non nur
quelconque. rr  est  c la i r  que l r inégat i té de (rv.3o) est  encore
vraie s i  ( ros) est  nul .
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2"1 ESTI!,iATION â PRIoRI Or ûe3.

La forme var ia t ionnel le  de ( I I f .16)  peut  srécr i re :

(rv.32 ) J" (6fr,. I lte | 1ô,rû8o3ôogvdx = Irhpax, VvettS (o)

En renplaçant v par û8or dans la relation précédente,
cho i s i ssan t  6  dans  lO ,6o [ ,  en  u t i l i san t  ( IV .30 )  e t  I t i néga l i t é
Hôlder pour le second membre, i l  vient:

( rv .33)  ( ry12)"q lô"8û8" '  l l , ,  1" ;  s  lh3 l r , ,  ( " ) l  ûr3 1" ,  ( " )

Par hypothèses, la fonction hl converge dans L2 (o) faible; el le
est donc urajorée dans cet espace indépendamment de 6. De plus,
d'aprés If inégali té de poincaré, nous savorls qu_e 

"[ l^a"rûg", 
l i ,  

t")peut être considére cotrme Ia norme dans HÉ(r^l) de [r8o3.

La re la t ion ( IV.28)  montre a lors  I tex is tence drune constante C>0,
indépendante de 6 et vérif iant:

( Iv .34)  lû r  l "B( r )

3o) CONI'ERGENCE DE ùcoj.

Lrespace H3(ro) étant de Hi lbert ,  l rest imat ion (rv.34) nous permet
drécr i re guê, au moins pour une sous-sui te:

( IV.35) û8os -  û8o3, dans H3(,r)  fa ibte,  quand 6-0

Pour déterniner û8o3, nous allons passer à Ia l inite dans les deux
membres  de( IV .321.  En e f fe t r  ê r  u t i l i san t  ( IV .9)  e t  ( IV .35)  pour
Ie prenier nembre, et  ( IV.20) pour Ie second, i l  v ient :

(rv. 36) I"6fls,.Arrt8o3ôosvdx = Irhivdx, Vven3(r,r)

La forme forte de cette équation variationnelle nrest autre que
(  rv .  21 )  .

lo! col{vERcENcE FoRTE
Nous pouvons écr i re ,  draprès ( IV.30) ,  pour  6 suf f isamment ,  pet i t :

en
de
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(rv.37) J" (6ts,rl I rl | ) ô,, 1ugo3-u8o3) ôqg (utsr-u8t) dx 2

Le premier membre de cette inégalité srécrit encore!

(rv.38) I" (6*r,, I l I.e | ) ôreu8o3ôo3 (u8o3-u8o3) dx -

I" tO 6os,, | | 15 | ; ô,.u8o3ôos (u8o3-u8o) dx

La deuxième intégrale de cette expression tend vers O avec 6 à
cause  de  ( IV .9 )  e t  de  ( I v .35) .
Quant à la prernière,  draprès ( IV.32) eI Ie est  encore égale à:

I"n31ufr-u8o) dx

Sous le signe sonme, nous avons Ie produit de deux fonctions:
ht qui converge vers hi dans Lt(ro) faible par hlpothèses (cf.
(IV.20) ), et, uP3-u8o qui tend vers O avec 6 dans L. (r, l) fort, grâce
à ( IV.35) et  le théorèure de Rel l ich.  Nous voyons ainsi  que la
première intégrare de (rv.38) tend aussi  vers o.  r r  en est  donc
de même du prernier membre de I t inégar i té (rv.3z).  La convergence
forte en résulte.
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RECAPITT'I,ATION DU CTIAPITRE DETIX:

PIÀQUES MINCES.

EyPoTEÈsEs3 l ig 1/o1 = Lloi ,  I ig o2(e) :  I iSo or(e) -  o

LIT,ITTE QItÀlID e TEND VERS 0 3

S i :

t8" est un

un

)

problèroe:

r-
|  " r f !  

-  0 ,  dans L,  (n)  fa ib le ,  quand e '0
I
I  ef! - O, dans Lt (n) faible, quand e-+0

| ."Êt - gÊ dans f,z (r,r) faibte, quand e*0
I
I ctt - gl dans L" (ro) faible, quand e*O
I-

a lors  Ia  l in i te  fa ib le  de t8 '  dans Ht  (oa. )  dé jà notée
déplacernent de Love-Kirchoff ,  crest à dire:

> t8'5 est indépendant de xs et peut être identif ié à
é lénent  de Hzo(o)

> t8"n est du type t8'n = ul - x3ôo(tg'r) avec rr l  a. Hl(o

Et en posant:

I  nâr = c[[r ,e,,(ul)  -  cl f i r ,ô,,( t8'r)
I

I

LHi 
= {v € Ha(r^r5.) et v = O sur ôro}

le déplacement (ui ,  u l ,  t8 ' r )  est  Ia solut ion unique du

t rouver  (u l ,  uà ,  t8 . t )  de  (HT) txH i  te l  que:

f-arulr7oi + gl + gn = o sur û)5.

f_ô"sNfrs7o\ 
+ L.ôn(gl - gi) + gi + 9i= o SUF ô5.
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paçte 32O9

l-ul = tg'3 = ôq(t8'3) = o sur ôr,r
I
I nlrt" : o sur ôt5.

| (Aru!r/oi) n" = -\(sl - gi) sur ôt5.
I
I N3.n"/oi = O sur ôt5.
l_

Cas où les âf;p, ne dépendeut, pas de 23.

Avec les not,ations suivant,es:

AI

Tr

u83

h3 = l2xoitgi  + gi + \ô"(gï,  -  9;) l

solution du problème:

lHl(r^re.)  I2xH?(r.16.)  te l  gue:

ôs(c;,sr,err (u81 ) + ho = O suE ô5.

- ôag(cisr,ôr,u83) + hr = 0 sur ol5"

u t i =ôou83 :9su rôo

clhrê,r (u8) n* = 0 sur ôt5.

c!g",ôr,u8in3 : 0 sur ôt5.

_ôn(cie,rôr,u831ns 
= sxoifgl - g;t sur ôt5.

LII,IITE QUNID e TEND VERS 0.

So i t :  Vr= tv€H.  ( fe ) ,  v  pér iod ique de  pér iode L ,
de noyenne nulle sur Ia)

I{1 = tveHz (Ie ) , v périodique de période 1
de moyenne nulle sur Ie)

= u8Ë êt t8'3 =

= oi(gl  + s;)  et

-
l u

l h
l_

rs

uve

"i
h"

uF est

r  uFde

or

ou
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S i :

deux directions horizontales,

si gâ - glt dans Hl(r, l)  fort,  quand e-0,
si gl - g|t dans L2 (r^l) fort,  quand e*O,

a lo rs ,

1o )  en  posan t :

> I l t tn(y)  = y ,6c, r

> Xtt de V1z Ia solution du problèrne

I l r cce , reT r  (X ' t  -  F [ )e [ s (v )dy  =  o  V  v  €  v r2

> b6cs?r ,  la  fami t le  déf in ie  par :  bâsr ,  =  f l rcoerreYs( t r ' l  -  Xt t )dy

> u83 Irunique solution du problène:

[-aË tu*r,,e,, (uto ) = - | rr lH sur o

L"tt=osurôr,r
i I  ex is te  un  pro longenent  p '  de  L(HI  ( r , re . ) ,  H t (o ) )  te l  que:

p'(uoto) -  u83 dans Ht(o) fa ib le,  quand e-0.

2"1  en  posant :

> trIt (y) = \y,yc

I l rcoe,rôYc (x! t  -  [3t)ôIg(v)dy = 0,  V v e w;
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> utg lrunique solution du probtème:
t-
I aI. (6tr,.ô1. (usi) ) = lr, lrrg sur al
I
L"t i=ôn(ut f ) :0  

surôo

i l  existe un prolongenent p' de L(H? (r, le.), H3 (r^r) ) tel que:

p ' (uot r )  -  u83 dans Hâ(r , r )  fa ib le ,  quand e-+0.

LrurTE QrrAtrD 6 ÎEND VERS 0.

Si les cc6r! sont constants et indépendants de 6
et, si h| - hi,  dans L2 (ûr) faible, quand 6 - 0

a lo rs :

1o) Pour les deux premières conposantes, nous posons:

) Wn : {vel,z (r, l) :  ônveLz (r, l)  et v.nq=O}, muni de Ia norme:

lv  f  ron = (  lv l l r ( " )  + lô iv  l 'a" .y) ' , ,

nous avons:

avec B=2 si  c=1, B:1 s i  c=2

par :

ôT (bftrrerr (ugo ) = -hi

sur o
ôl(bl222e2z(u8o) = -hâ
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2") Pour Ia troisiène composante, nous avons:

> u83 converge dans Hâ(o) fort vers u8l définie par:

ôIs(63r,,ôI, (u83) ) = ht sur r,r T
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