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La science des Nombres, en obligeant I’Homme
a raisonner sur des vérités

qui ne sont ni visibles ni palpables,

a la vertu d’élever I’Ame.

PLATON



A ANNE et JEAN



Remerciements.

Qu’il me soit permis ici d’exprimer toute ma gratitude a Georges
Rhin pour avoir accepté de guider mes premiers pas dans la recherche
et m’avoir toujours soutenue et encouragée.

Sa gentillesse et sa disponibilité m’ont été une aide tres précieuse.
Je souhaite vivement pouvoir encore travailler avec lui.

Mes chaleureux remerciements vont & Messieurs Francesco Amoroso
et Michel Langevin qui ont bien voulu étre rapporteurs.

Je suis reconnaissante & Christopher Smyth de l'intérét porté a
mon travail. Nos nombreuses conversations m’apportent toujours
énormément. Je suis tres heureuse qu’il fasse partie de mon jury.

Je remercie Messieurs Maurice Mignotte et Michel Waldschmidt qui
ont accepté d’étre membres du jury.

Je remercie Francoise et Hedi pour leurs encouragements et surtout
leur amitié.

Un merci particulier & Monsieur Daniel Grosjean.

Un grand merci, enfin, & mes parents qui ont vailllamment supporté
les états d’ame de ’apprenti-chercheur...



SOMMAIRE.
PRESENTATION.

CHAPITRE 1 : Spectre de la mesure de Mahler absolue des entiers
algébriques totalement positifs.

1. Mesure sur une famille de polynomes.

2. Les fonctions auxiliaires.

3. La mesure de Mahler.

4. Le spectre de la mesure de Mahler absoiue.

CHAPITRE 2 : Sur la longueur des entiers algébriques totalement
positifs.

1. Le spectre de la longueur absolue.
2. Comparaison de deux mesures de polynomes.

CHAPITRE 3 : Diameétre transfini entier d’un intervalle a extrémités
rationnelles.

1. Définitions et propriétés.
: . o D pr
2. Minoration du diamétre transfini entier de I = [=, =].
q s

3. Majoration du diametre transfini entier.

4. Résultats numériques.

CHAPITRE 4 : Détermination effective d’erisembles de polynomes
de petite mesure.

1. Introduction.

2. Le probleme de Zhang- Zagier.

3. Polynémes totalement positifs de petite longueur.
REFERENCES.

ANNEXES.

.15

. 26
.27

. 38

47
. 48
. 54
. 63
. 66
. 68
. 68
.7
.78

. 80

. 84



INTRODUCTION.

Soit P = agz®+...4aq = ag(r—0q)...(z—y), aoag # 0, un polynéme
a coefficients complexes de degré d > 1. On appelle mesure de
Mahler de P la quantité

d
M(P) = fuo| T max(1, las))
=1
Par le théoreme de Kronecker, on sait que lorsque P est irréductible,
M (P) = 1 si et seulement si F est cyclotomique. Ce résultat suscite
la question suivante :

a-t-on

~inf M(P) > 17
p irréductible

P non cyclotomique

C’est le classique probléme de Lehmer, ouvert maintenant depuis

plus d’un demi siecle.

Schinzel, en 1972, a apporté une réponse partielle a ce probleme. En

se restreignant & ’ensemble des polynoémes P a coefficients entiers,

de degré d, différents de z,  — 1 et totalement positifs (dont tous

les conjugués sont réels positifs), il a montré que :

1+2\/5)d_

M(P)> (

Dans ce travail, nous nous proposons de déterminer explicitement
pour certaines familles de polynomes les éléments de petite mesure.
Considérons un ensemble de polynémes P unitaires a coefficients
complexes dont les zéros appartiennent a un domaine D contenu
dans le plan complexe et g une fonction de D dans R*. La mesure
d’un polynoéme P de cet ensemble sera pour nous la quantité :

M(P) = (H g(e).

a)=0

Nous nous intéressons principalement a trois mesures sur les polynomes
unitaires a coeflicients entiers totalement positifs :
o la mesure de Mahler ou g(z) = max(1, |z|)



e la longueur ou g(z) = |z| + 1

e la mesure notée R, ou g(z) = ¢ + sz, (g,s € N*).
Nous verrons comment cette derniére mesure est directement liée a

T

la majoration du diamétre transfini entier d’un intervalle I = [s, I

avec |ps — gr| = 1.

Pour minorer 1’expression H g(a), nous serons amenés a utiliser
B P(a)=0 )

une technique de fonctions auxiliaires introduite par C.J.Smyth.

Nous choisirons dans chacun des cas un nombre fini de polynémes a

coeficients entiers R;, 1 < j < n et nous chercherons des exposants

réels positifs ¢;, 1 < j < n rendant I’expression min — 9()

z€eD c
IT [Ri(=)|”
J=1

maximale. On linéarise le probléme par rapport aux c; en étudiant la

n
fonction f(z) = logg(z)—)_ ¢;log |R;(x)|. En général, on n’obtient
1=1
pas de solution exacte du probleme d’optimisation considéré. Une
méthode de programmation linéaire semi-infinie en fournit une ap-
proximation numérique qui permet d’aboutir a un résultat. Cepen-
dant, nous rencontrerons quelques exemples de solutions exactes que
nous appellerons fonctions auziliaires exactes.

Dans le premier chapitre, nous rappelons d’abord la notion de mesure
de polynémes puis nous décrivons le principe des fonctions
auxiliaires. Ce principe a été utilisé par C.J.Smyth pour déterminer
les quatre premiers points du spectre de la mesure de Mahler ab-
solue. Des améliorations dans la programmation linéaire semi-infinie
nous permettent alors d’exhiber deux nouveaux points résolvant
ainsi une conjecture de C.J.Smyth.

Le second chapitre est consacré a la longueur. Nous nous proposons
d’établir des résultats analogues a ceux obtenus sur la mesure de
Mahler. Ainsi, nous déterminons les cinq premiers points du spec-
tre de la longueur absolue. Ensuite, nous comparons la mesure de
Mahler et la longueur de polynémes a coefficients entiers appar-
tenant a certaines familles . '



Des résultats généraux sur le diametre transfini entier sont présentés
au début du troisieme chapitre. Notre objectif est d’améliorer les
encadrements connus du diamétre transfini entjer d’intervalles dont
les bornes sont deux élémenis consécutifs d’une suite de Farey .
Nous verrons comment la majoration du diametre transfini entier
de tels intervalles dépend de la minoration de certaines mesures
de polynémes. Les techniques mises en oeuvre dans les chapitres
précédents permettent d’obtenir de meilleures majorations sauf dans
le cas de petits intervalles proches de 0. La minoration du diamétre -
transfini entier repose sur un lemme de Chudnovsky auquel on ap-
plique une construction polynomiale de C.J.Smyth. Les résultats
améliorent les minorations antérieures.

L’étude du spectre d’une mesure conduit tout naturellement & la
recherche de polyndémes ”petits” pour cette mesure. Dans le qua-
trieme chapitre, nous développons une méthode générale pour trou-
ver effectivement tous ces polynémes et nous illustrons le procédé en
'appliquant & la longueur et & la mesure de Zhang-Zagier que nous
définissons par Z(P) = M(P(z))M(P(1 - 2)) pour P & coefficients

complexes .

Nous donnons en annexe : I’exécution en PASCAL d’un programme
d’optimisation ainsi que sa vérification en calcul formel ; une liste
de polyndémes et de leurs exposants pour la majoration du diametre
transfini entier ; un exemple d’utilisation de la méthode du dernier
chapitre pour le probleme de Zhang-Zagier ; une liste de polyn6mes
dont la mesure de Zhang-Zagier est petite ; une liste de polynémes
totalement positifs de petite longueur. En appliquant aux polynémes
de cette liste la transformation 7' (définie dans le premier chapitre),
nous produisons d’autres polyndémes irréductibles totalement posi-
tifs dont la longueur est petite. Enfin, la derniére annexe montre
que l'on peut obtenir des polyndmes totalement positifs de petite
longueur & partir de polynémes totalement positifs de "mauvaise”
longueur en utilisant la transformation T.. Ces deux dernieres an-
nexes mettent en évidence I'importance de la transformation T.



CHAPITRE 1

Spectre de la mesure de Mahler
absolue des entiers algébriques
totalement positifs.

1l doit avoir fallu plusieurs siécles

pour découvrir qu’un couple de faisans ou
une paire de jours étaient des eremples
du nombre deuz.

B.Russell

Apres avoir défini la notion de mesure sur une famille de polynémes,
nous commengons ce chapitre par une partie numérique qui décrit
le principe des fonctions auxiliaires que nous utiliserons dans la
suite.

Le second paragraphe est consacré a la mesure de Mahler dont
nous présentons quelques propriétés.

Ces deux parties nous permettent alors de donner un premier
exemple d’utilisation des fonctions auxiliaires. Nous nous intéressons
a l'ensemble £ des valeurs prises par M (a)ﬁa ou M(a) désigne
la mesure de Mahler de l'entier algébrique « que nous supposons
différent de 0 et de 1, et totalement positif (i.e dont tous les con-
jugués sont réels positifs.).

Nous rappelons un résultat de Schinzel qui fournit le plus petit point

de L : 1+2\/5.

nombre [ tel que £ soit dense dans (I,+00). [ est le plus petit
point d’accumulation connu. Afin d’étudier la structure de £ dans

1+ V5
2

Par ailleurs, C.J.Smyth a établi I’existence d’un

lintervalle [ = 1) , Smyth, en 1981, a déterminé les qua-

tre plus petits éléments de £ en utilisant la technique des fonctions
auxiliaires décrite ci-apres. »

Nous trouvons les deux points suivants de l'intervalle I dont 1’un
avait été conjecturé par Smyth.



1 Mesure sur une famille de polynomes.

Soit D C C et F la famille des polynémes de Clz] vérifiant :
Pz)=0=z¢€¢ D,

Ces familles peuvent étre, par ex=mple, les polyndmes totalement
positifs (dont tous les zéros sont réels positifs), les polynomes totale-
ment réels (dont tous les zéros sont réels) ou les polynémes ayant
tous leurs zéros dans un secteur du plan complexe.

Définition 1.1 Soit M une application de Clz] dans RY.

M est une mesure sur F si pour tout entier d 2 0 et tout réel ¢ > 0,
Pensemble des polynomes P € F tels que M(P) < ¢, deg(P) = d et
P € Z[z] est fini.

Exemples de mesures (liées au domaine D).
Soit P = apz? + ... + ag = ap(z — o1)...(T — ag), apag # 0, un
polynéme a coefficients complexes.
d d
|ao| [T max(1, |ai]) et lao) JT(1 + |ex]) sont des mesures sur les to-
=1 =1
talement positifs et les totalement réels.
d

|lao] D_ a; est une mesure sur les totalement positifs mais pas sur les
=1
totalement réels.

Remarque. :
Si M est une mesure supérieure ou égale a 1 alors log M en est une

également.



2 Les fonctions auxiliaires.

2.1 Principe.

Soit D un domaine contenu dans R ou C. Nous nous placerons tou-
Jours dans ce cas mais on peut envisager un domaine D plus général

contenu dans R".
Soit g une fonction définie, continue et dérivable sur un ouvert dense
dans D. On suppose de plus ¢ positive sur D. Nous considérons

d
dans la suite des mesures M de la forme M(P) = ] g(e;) out P
i=1
est un polynéme unitaire a coeflicients entiers ayant tous ses zéros

aq,...,q dans D.
On désire de facon générale minorer ’expression :

d

ITg(es)

i=1

Soit ¢ = (c;j)i<j<n OU les ¢; sont des réels positifs non nuls. On
choisit des polynoémes & coefficients entiers R;,1 <35 <n, qu
dépendent de la fonction ¢ considérée comme on le verra dans les
applications.
Enfin, soit % la fonction définie pour z € D tel que R;(z) # 0,
1 <5 <n,par:

9(z)

h(z,c) = — .
1:[ |R;(z)|”

Soit e™(¢) = inf h(z,c).
Si les R; ne s’annulent pas en o; pour 1 <i<d,1<j<n,ona:
@) s e o,

T [Ri(es)l®
i=1



et en effectuant le produit pour i=1,..,d

d n

d
[T g(ai) = e TTAT 1R (@)

=1 j=1 i=1

d
or pour j = 1,..,n, [] |R;(e:)| est un entier non nul donc supérieur
’ =1
ou égal a 1.

Par conséquent
d

Hg(ai) 2 6m(c)d.

=1
1l s’agit ensuite de déterminer le nombre m solution du probleme
d’optimisation suivant:

e™ = max ™) = maxmin h(z, c).
¢ (¢c;) =€D

Afin de rendre ce probleme linéaire par rapport aux ¢;, 1 <j < n,
on étudie :

F(2¢) = log h(z,¢) = log g(x) =S ¢; log | B;(2).

j=1

rr%iB f(z,c) est une fonction continue des ¢; > 0. Supposons que
n

Zajcj < ao avec a; > 0 pour 0 < j < n. c appartient alors a
J=1

un compact. Or toute fonction & valeurs réelles continue sur un
compact y est bornée et atteint ses bornes d’ou ’existence d’une
solution au probleme ci—dessus. En général, on ne peut pas calculer
m : on en obtient une approximation numérique qui permet tout
de méme d’aboutir & un résultat. Cependant, nous verrons dans les
chapitres suivants quelques exceptions ou les c; et m sont explicites.
La fonction auxiliaire qui permet de les trouver sera dite fonction
auziliaire ezacte. ,

Si D est un domaine fini, c’est un probleme de programmation
linéaire classique. Or dans les cas qui nous intéressent, D) est in-
fini.

Une méthode de programmation linéaire semi-infinie permet alors



de donner une valeur numérique approximative des ¢; dont on pense
qu'ils sont proches des meilleurs possibles. On a donc aussi une ap-
proximation de m qu’on notera m,.

¢ Premiere étape.

On choisit d’abord un ensemble fini X, de points appartenant a
D. Puis on résout le probleme de programmation linéaire standard
suivant :

max min f(z,c

(c;) w€Xo f( )

sachant que :
n
> a;¢; < do.
j=1

On obtient par la méthode du simplexe une famille particuliere
= (c) et mg = nEn)? f(z,&) .
z€Xo

Ensuite, on calcule m} = min f(z,c%) et Pon a : my <m < my.
b] 0 zeD 9 0
eSeconde étape .

1l faut augmenter I’ensemble des points de D sur lesquels la fonction
est contrélée. Il y a deux fagons habituelles de procéder.

a) Supposons que la fonction f(z,c°) atteigne son maximum au
point t € D.

L’algorithme d’échange de Remez consisterait a remplacer Pun des
points de I’ensemble de départ X, par le point ¢ (des conditions
précises permettent de savoir quel point écarter ; voir [2] ).
Ensuite, on répete la procédure de I’étape initiale sur ce nouvel en-
semble Xj.

Une premiére méthode, inspirée de 'algorithme de Remez, consiste
4 ajouter & X, le point ¢ (sans retrancher d’autre point). Mais cette
méthode a I'inconvénient de converger lentement.

b) La seconde méthode ajoute systématiquement tous les
maxima locaux. C’est cette méthode que nous employons sauf pour



le théoreme 4.3, ol nous utilisons une procédure intermédiaire.

On recommence alors le procédé décrit dans la premiere étape sur
I’ensemble fini X, réunion de X, et des maxima locaux de f(z, ).
On trouve, en général, m; et mj vérifiant :

mgy < mp <m < my < mo.

eEtapes suivantes.

L’opération ainsi répétée fournit deux suites (m;) et (m;) telles que
my<..<m.<m<m; <..<my

On s’arréte dés qu'il y a assez bonne convergence, quand par exem-
)

ple, m; — m! < 107%. Supposons que p itérations suffisent alors on

prend m, = m,.

Remarque .

Le nombre des polynomes, le degré et la taille des coeflicients en-
gendrent divers problemes numériques qui ont des conséquences sur
la précision des calculs. Par exemple, cela se produit :

- quand on ajoute des points dans la programmation linéaire

- quand on évalue la fonction f en un point ; ce qu’on fait en général
par l’algorithme de Horner

- dans la recherche des extrema ; en effet, on doit calculer les zéros
de la dérivée de f. Or, si I’on utilise un programme de recherche de
zéros basé sur 'algorithme de Newton, il faut calculer la valeur d’un
polynéme dont le degré est au moins égal a la somme des degrés
des R;. On remplace alors la recherche directe des extrema par
1algorlthme du simplexe introduit par J.A.Nelder et R.Mead [21],
dont on peut trouver une version en Pascal, appelée AMOEBA
dans [23]. Cet algorithme donne le minimum d’une fonction sans
passer par sa dérivée, ce qui réduit le risque d’erreurs de calcul.

2.2 Exemples.

Nous établissons un résultat déja obtenu indépendamment par G Hohn
et N-P.Skoruppa [17].Ils redémontrent un théoreme de Schinzel [28].
La proposition 2.5 du second chapitre en est une généralisation.



Théoréme 2.1 Pour tout entier algébrique totalement positif a différent
de 0 etdel, ona:

- 5—v3% 1
M(a) > [Niola)| I Nxall — )] 7. (

1+\/5>d

ot d = deg(a) et K = Q(a).

Démonstration.

Considérons la fonction auxiliaire définie pour z > 0 et z # 1 par :

1—-2r

A(z) = —log(max(1, |2])) + rlog |z} + log |1 — 2}?

ou 0 <7 < 3 et notons a = max A(2).
0<z<1

En utilisant le fait que A(z) = A <l), on restreint ’étude de A a
z

intervalle ]0, 1{.
Soit P le polynome minimal de «, de racines a = ay, ..., &4.
Alors

Zd: Ala;) € ad

=1

ce qui conduit a :
M(a) > e |Nisq(a)l [Nk /ol — )7

On cherche donc r pour que a soit le plus petit possible.

On a 1_9
A'(z)zi—— —er

z 1—=2

Par conséquent,

a = min (rlogr + (1 —2r)log(l —2r) — (1 —r)log(l — 1))

0<r<3

a = min_h(r)
o<r<i

10



Une étude rapide montre que la fonction h définie sur 0, %[ atteint

son minimum en rg tel que M =1,1e
~ (1 —2ry)?
5-5
Tg = .
10
On obtient ainsi
()
a=log|- 5

et

Dans [32] , log g(z) est égal a z? pour des résultats sur la moyenne
d’un entier algébrique totalement positif.

En choisissant log g(z) égal & x, C.J.Smyth améliore un résultat de
C.L.Siegel [29] sur la minoration de la trace des entiers algébriques
totalement positifs.

Théoréme 2.2 (Smyth [33])

Si a est un entier algébrique totalement positif alors
Tr(a) > 1,771933deg()
sauf si le polyndme minimal de o est z — 1, 22 — 3z + 1, 2 — 522+

6r—1, 2 — 734+ 1322 - Tz + 1 ou gt — T3 + 14z% — 8z + 1.

Par ailleurs, G.Rhin a considéré une fonction auxiliaire a deux
variables sur D = {z > 0,y > 0,z # L,y # L,z # y}:

log g(z,y) = log, (z)+log, (y)—c1 log |z—y|—c; log(zy)—cs log |(z—1)(y—1)|

(log,(z) = log(max(1,|z|)) afin de minorer la mesure de Mahler
d’un polynéme totalement positif en fonction de son discriminant.

11



Il obtient :
Théoréme 2.3 (Rhin [2{)])

Soit P un polynome quadratfrei de Z[z] unitaire , non divisible par
z et z — 1, de degré d > 2 et dont toutes les racines sont réelles

positives.
V5

Alors, quel que soit le réel § vérifiant 0 < 0 < Soonar
2 H
1 -
M(P) > |disc(P)|TeD (( +2‘/3> 579) .

D’autres exemples seront évoqués plus loin dans ce chapitre ainsi
que dans les deux chapitres suivants.

Remarque. -
Dans le cas particulier ot D = R** et si la fonction auxiliaire f se

compose de z, t — 1, et de polyndmes réciproques @ (i.e Q(z) =
1 . . ,

213 @) (—) ), il est possible de réduire le domaine d’étude de f.
z

En effet, la fonction g définie par g(z) = [f(z) + f(3)] donne une

constante supérieure ou égale a celle de f.

Or, g satisfait a g(z) = ¢ (%) donc il suffit de contrédler g sur [0, 1].
Par conséquent, dans ce cas, sans perte de généralité, nous pouvons
nous restreindre aux fonctions f vérifiant la condition :

f@=1(z) ®

et les étudier sur I'intervalle ]0, 1[.

3 La mesure de Mahler.

Soit P = aor? + ... + ag = ag(z — ay)...(z — ag), aeas # 0, un
polynéme a coefficients complexes de degré d > 1.

12



d
La mesure de Mahler de P se définit par M (P) = |ao| [ [ max(1, jas]).
. =1
La mesure de Mahler d’un nombre algébrique a non nul est égale a
la mesure de Mahler de son polynéme minimal P dans Z[z].
Une autre maniere de définir la mesure de Mahler est la suivante :

1 .
M(P) = exp </O log |P(62”‘)|dt) .

On montre que ces deux définitions sont équivalentes a laide de la
formule de Jensen.

Théoréme 3.1 (Kronecker)
Soit o un nombre algébrique non nul.

M(c) =1 si et seulement si o est une racine de l'unité.
Le théoreme de Kronecker suggere la question :

a-t-on inf M(a) > 17
« non racine de 1

(est le 7 probleme de Lehmer” non résolu a ce jour dont une autre
formulation est : '
existe-t-il une constante absolue ¢y > 0 telle que si P irréductible a
coefficients entiers vérifie M(P) < 1 + ¢ alors P est cyclotomique?
Boyd ([5] et [6]) a déterminé tous les polynomes de mesure de Mahler
minimale pour un degré d fixé, 2 < d < 20. Cette recherche ne lui
a pas apporté de meilleur polynome que celui trouvé par Lehmer
lui-méme :

P::clo—{—a:g——a:’—xs—ms—x4—x3+x+1

et
M(P) =1, 176280...

Cas particuliers.
Un nombre de Pisot est un entier algébrique réel § > 1 dont tous
les autres conjugués ont un module < 1. On note 5 P’ensemble des
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nombres de Pisot.

Un nombre de Salem est un entier algébrique réel 7 > 1 dont les
autres conjugués ont un module < 1 et 'un au moins des conjugués
est de module 1. On note T I’ensemble des nombres de Salem.

On a:
sia € SUT alors M(a) = a.

Nous commencons par rappeler quelques résultats généraux.
D’abord, un théoreme de Smyth de 1971 :

Théoréme 3.2 ([34])
Si o entier algébrique non nul n’est pas racine d’un polynome réciproque
(i.e % n’est pas conjugué de a) alors

M(a) > 6,

ot Oy ~ 1,324717... désigne la racine réelle de 6> — 6 — 1 = 0.
6, est le plus petit nombre de Pisot.

Le probléme de Lehmer se trouve donc lié a I’existence du plus petit
nombre de Salem.

Nous poursuivons par un théoreme de Louboutin (1984) qui améliore
des travaux antérieurs de Dobrowolski (1979) et Cantor—Stauss (1982)

Théoréme 3.3 (Louboutin [20])
Soit o un entier algébrique non nul, non racine de l'unité. Pour tout
€ > 0, i existe une constante D(e) > 0 telle que pour tout d > D(e)

9 log log d ®
M(a)>1+(4—6).< log d )

Notons que cette minoration fait intervenir le degré de a.

Terminons par un résultat important de Langevin [19], dont la
preuve fait appel a la notion de diametre transfini qui sera détaillée
dans le troisieme chapitre :
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Théoréme 3.4 Soit 0 < 6 < 7 et Sy le secteur du plan complexe
tel que jarg(z)| < 8. Alors il existe une constante c(0) > 1 telle que
pour tous les polynomes P & coefficients entiers, irréductibles, non
cyclotomiques, ayant toutes leurs racines dans Sg, on a :

M(P) > ¢(8)%s®

Soulignons que le résultat initial de Langevin porte sur un domaine
plus général que Sy.- En effet, il considére un voisinage V' d’un point
du cercle unité et des polynomes a coefficients entiers ,irréductibles,
non cyclotomiques, sans zéro dans V.

Nous rappelons la démonstration du théoreme car elle donne une
idée de la facon dont on proceéde dans la pratique pour trouver la
constante c().

Démonstration.

Soient A et B deux points du cercle unité symétriques par rap-
port & 'axe réel, non situés en —1.
Soit 6 'angle que fait la droite OA avec la demi droite réelle posi-

tive.
Considérons le domaine D du disque unité limité par les rayons OA

et OB et ’arc AB .

1 .
Pour z tel que |z] = 1, posons # = 2 — z — —. Ceci transforme
z

T’arc AB en un segment Iy = [0,2 — 2 cos 6] strictement inclus ‘dans
I'intervalle [0,4].
Par conséquent, si ¢([) désigne le diametre transfini de l'intervalle /
t(1p) < ¢([0,4]) =1
et d’apres le théoreme d’Okada (voir chapitre 3 page 52), il existe
un polynéme R; € Z[z], unitaire et de degré n, tel que :
max [Ry ()] <1 -

Posons R(z) = z™.R;(2 — z — 1). R est réciproque et on a

max |R(z)| < 1. ’
zEAB

15



Il existe clairement un entier naturel n, tel que :

max |2".R(z)| =a <1
ZEABUOA
Le polynéme A(z) = z"*.R(z) est unitaire a coefficients entiers et
vérifie
' max |A(z)] < a
z€D

d’apres le principe du maximum.

Soit P un polynéme irréductible de Z[z] ayant toutes ses racines «;
dans le secteur Sy. On suppose de plus que P n’est pas cyclotomique
et ne divise pas A (ceci n’élimine qu'un nombre fini de polynomes).
Comme P ne divise pas A, la valeur absolue du résultant de P et de
A est un entier non nul donc supérieur ou égal & 1. On a donc :

deg(P)
1 < |résultant(P, A)| < led(P)|%*). T |A(e)|

i=1
ot cd(P) désigne le coefficient dominant de P.

o Si |o;| <1 alors a; € D et |A(a;)| < a.

e Si|a;| >1alors - € Det

|A(e))] = [of* R(ex)]
1 .
= |a™a?™ R(—)| car R est réciproque
a;
1
= |a{™a™ A=)
a:

Il en résulte que
[Afe)] < ™|

c'est-a—dire, d’apres ce qui précede

1< Jed(P)Pr#e P T oot
Joi|>1
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et finalement

" 1 1 deQ(P)
2(n.4ny)
1< [(—) ? } < M(P)

a

et donc .
1)m

() = (-

a

Remarques.

a) En fait, dans la pratique, si I'on veut déterminer explicitement
la constante ¢(6) pour un secteur Sy donné, on choisit une fonction
auxiliaire du type :

A(z) = 2Ry (2)™...Ri(z)"™*

ou
k
pour j=1,...k, P; € Z[2] , n; entier et 2ng + Y _njdeg(R;) =n |

=1

On pose alors B(z) = |A(2)|" et on substitue 2 la fonction auxiliaire
polynémiale A(z) de Langevin la forme linéaire :

k
log | B(2)| = aolog |2] + ) a;log | R;(2)|
i=1
avec, cette fois,

k
a; ERet 209 + Zajdeg(R]-) =1

i=1

On cherche alors les exposants réels ay, ..., a; les meilleurs possibles

c'est—a—dire tels que max log | B(2)| = b soit le plus petit possible.
2€Sp

On aura alors d’aprés Langevin, M(P) > e~bdo(F),

b) C’est en procédant ainsi que G.Rhin et C.J.Smyth [27] sont par-
venus a calculer de facon explicite la constante ¢(6) optimale pour
neuf intervalles de [0,7[. Ils ont choisi D = {0,1] x [2 — 2cos ]
et log g(z) = log, (x) = log(max(1,|z|). Ils ont conjecturé que la
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fonction ¢(f) est une fonction en escalier sur [0, #[, non croissante et
n’ayant dans chaque intervalle fermé de [0, 7[ qu'un nombre fini de
points de discontinuité.

Dans toute la suite de ce chapitre, on consideére le cas # = 0 : celui
des entiers algébriques totalement positifs.

4 Le spectre de la mesure de Mahler absolue.

C.J.Smyth a étudié I’ensemble £ des quantités Q(a) = M(a) o)
ou « est un entier algébrique totalement positif, différent
de 0 et de 1. }(«) désigne la mesure de Mahler absolue de a.

Remarque.

Techniquement, Smyth [31] a travaillé sur les entiers algébriques to-
talement positifs mais ses résultats sont aisément transposables aux
totalement réels (i.e dont tous les conjugués sont réels) : en effet, si @
est totalement réel alors o? est totalement positif et Q(a?) = Q)2
Il obtient donc des résultats sur le spectre de la mesure des to-
talement réels et des totalement positifs. Une reformulation du
théoreme de A. Schinzel [28] (1972) dans un cas particulier mon-

tre que :

Théoréme 4.1 Pour tout a entier algébrique totalement positif,

a#0,1,
1++v5
9

Ma) 2
et il y a égalité si et seulement si v est racine de 2 — 3z + 1.

Ceci signifie que £ admet L%@ comme plus petit élément .
Nous avons déja donné une démonstration du résultat précédent
dans le paragraphe 2.2. Nous en présentons une seconde.
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Nous utiliserons

Lemme 4.2 Pour0 <y, <1,1 <1 <n,

n n 1 n
IT =wi) <[t = (T w)]
1=1 =1

Il y a égalité si et seulement st y, = y3 = ... = y,.

On pose y = €” et I'inégalité vient de la concavité de la fonction
log(1 — e*) définie sur R**.

Soit K = Q(a) et d le degré de a. « est entier sur Z donc aussi
1 — a. Comme a # 1, la norme de K sur Q de 1 — « est un entier
non nul.

Par suite,

1< |Ngjg(l—a)|=J] M=l JT 11 — i

a;>1 ;<1

donc d’apres le lemme 4.2,

1< M(a). 1—(1‘[ l.l’[a,-)a

a; >1 a; o<1l .

a;<1 ai>1 a; <1

Niele) =[] ai. J] i = (H a,-) M(e)

donc
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Comme Ngjg(a) > 1,0n a

I-S M(a)

A
I
TN
= -
Qe
p—
~—
Al

et finalement, on obtient

ce qui implique

M(e)d >

D’apres le lemme 4.2, 1’égalité se produit quand tous les o; < 1 sont
égaux et tous les o; > 1 sont égaux ce qui signifie : o quadratique et
Nkje(a) = 1. a est donc racine de r2 — bz +1=0. b= 3 convient
et est le plus petit possible et

Q<3i\/5) _ 1+\/5.

2 2

eRappels sur une famille d’entiers algébriques.

C.J.Smyth [30] a introduit une transformation H qui joue un réle es-
sentiel dans ses travaux sur la mesure de Mahler des entiers algébriques
totalement réels :

1
Hr=z—- -
z
4 I’aide de laquelle il construit une suite (3,)>0 en posant
fo =1

But1 > 0 et Hfnyy = Bn

B, est un entier algébrique totalement réel de degré égal a 2".
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Les (3?2 forment alors une suite de nombres vérifiant
B =1
ﬂZ = 5721+1 + 7:31 =2

B2 est un entier algébrique totalement positif de degré égal 3 2"

Donnons quelques propriétés des polynémes minimaux des B2
Considérons la transformation 7' : & un polynéme P totalement posi-
tif de degré d, on associe le polynéme T'(P) réciproque, de degré 2d
et également totalement positif défini par :

T(P)(z) = 2¢.P(z + % —2).

T se déduit bien évidemment de la transformation H.
On appelle n**™¢ descendant d’un polynéme P le polynéme noté
T™(P) défini par

T™(P)(z) = 2@ (P =1 py(p 4 L 2).
z

Le polynéme minimal P, de 2 est le n**™¢ descendant de
Po(r) =z —1. On a donc

a) P, est réciproque pour n > 1

b) deg(P,) = 2

c) Toutes les racines des P, sont dans 10, 400

d) Pour n # m, P, et P,, n’ont pas de racine commune

e)

on on—1 . on—1

Pu(z) = [I(e=87) = [1 (2-B2)(@=8;2) = ] (22—( r1+2)2+1)

=1 =1 =1

C.J.Smyth montre que la suite Q(B2) d’éléments de £ admet un
point d’accumulation [ = 1, 727305... et que £ est dense dans (/, 00).

21



Les quatre plus petits éléments de £ déterminés par Smyth dans

()
5 ,[ | sont :

1,618033...  Q(B2) = 1,685389...
1,710197...  Q(ad) = 1,715534...

pi)
Bs)

o
N
. i
ou on note a,, = 2 cos(—).
n

Il avait conjecturé [31] que le point suivant était Q(aZ,).

On pourrait espérer que les Q(a?) fournissent de petits éléments
de L. Cependant lir_ir_1 Qa?) = 1,9081 > L. De plus, comme 'a

1++v5
9

souligné Smyth, les Q(a2) qu’on rencontre dans ,{] sont

soit de la forme Q(32), soit de la forme Q(32) ou B’ est un point
fixe d’un itéré de H : par exemple, H3a; = —a7 et H*ago = apo.

Nous établissons :

Théoreme 4.3 [1}]
Tous les polynémes P de degré d, d coefficients entiers, unitaires,
totalement positifs vérifient :

10 c,-
Q(P) > 1,720678. ]| | résultant(P, R;)|#.
7=0

En particulier, si P n’est pas divisible par les facteurs irréductibles
des R;, 0<j <10, 0n a:

Q(P) > 1,720678.
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Ici,

Bof) =
Ry(z) =

(x)—;v —7:c + 1322 — Tz + 1

Ri(z) = :c — 1527 + 832% — 2202° + 303z* — 2202 + 832% — 15z + 1

Ry(z) = — 312! + 413z — 314121 4 1526122 — 50187z + 1154102'°
—18903630 + 22262128 — 18903627 + 1154102 — 50187z° + 15261z* — 3141z°
+413z? — 31z + 1

Rs(z) = 2 — 823+ 152 — 8z + 1

Rs(z) = =

R; = (2% — 52% + 6z — 1).(z® — 62 + 52 — 1)

Rg = 2% — 122° + 442* — 672% + 4422 — 12z + 1

Ry = (z* — 7T2® 4+ 142? — 8z + 1).{z* — 82® + 142® — Tz + 1)

Ry = 28 — 1627 + 902° — 2392° + 329z* — 2392° 4 902? — 16z + 1

et
co = 0,32434053 c; = 0,04465951
c, = 0,01656320 cs = 0,00544682
¢y = 0,00233752 cs = 0,00081015

s = 0,20293388 cr = 0,00275460
cs = 0,00073091 = ¢o = 0,00086279
cio = 0,00030659

Remarquons que o2 et o7 ? sont racines de Ry et o, et ag; sont
racines de Rg.

Corollaire 4.4 Les siz premiers éléments de L sont :

Q(8), B3, QB3), Ya?), Qago), ABY).
Ce sont les seuls points de L dans 'intervalle [li;,‘/—g, 1,720678].

Rappelons que £ est dense dans (/,400) ou [ = 1,727305.... -

La démonstration suit celle de C.J.Smyth pour trouver les quatre
premiers éléments de £. On applique la méthode des fonctions
auxiliaires présentée dans la premiére section en prenant le domaine

23



D égal a R*" et log g(z) = log, (z). Les progres réalisés sont dus tout
d’abord au choix des polynémes dans la fonction auxiliaire puis a
trois améliorations numériques dans la programmation linéaire semi-
infinie.

4.1 La fonction auxiliaire.

Les R;, j = 0,...,5 appartiennent & deux familles particulieres de
polynémes. La premiere se compose des descendants de Py = z — 1.
On notera P; = T (Fp).

R; = P; pour 0 < j < 3 avaient déja été utilisés par Smyth. Nous
ajoutons Ry = P, de degré 16.

Notons G = H? la transformation définie pour z > 0 par :
1
Ge=z+—--2.
x

Le point fixe de G est racine du polynéme @y = 1 — 2z dont le
polynéme rtéciproque est Qo = = — 2. La seconde famille est con-
stituée des polyndmes descendants de Qo. On notera @; = T7(Qo).
Nous avons besoin de Rs = Q, = z* — 8z% + 152% — 8z + 1.

Bien que cette nouvelle famille n’intervienne que par un seul de ses
polynémes, celui-ci est indispensable a ’obtention du résultat.

Nous avons vu que a7 est un point fixe d’un itéré de H et oy est
racine de 2% — 52% 4+ 62 — 1 dont le premier descendant est R;.

Le polynéme réciproque de z° — 5z% 4+ 6z — 1 est 2 — 62 + 5z — 1
dont le premier descendant est Hs.

De méme, agp est un point fixe d’un itéré de H et agp est racine de
z* — 72% + 1422 — 8z + 1 dont le premier descendant est Rq.

Le polynéme réciproque de z* — 72> + 14z% — 8z + 1 est z* — 82° +
14z% — 7z 4+ 1 dont le premier descendant est Ryo.

Tout ce qui précéde met en valeur les notions de polynémes descen-
dants ou descendants de réciproques de polynémes dont les zéros
sont des carrés de points fixes de H.
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Pour z > 0 tel que R;(z) # 0, 0 < j <9, la fonction auxiliaire
f(z,c) s’écrit :

f(a,c) = log,(z) = 3 ¢; log | Rj(z)].

7=0
Comme elle contient =, x — 1 et des polynémes réciproques, nous
pouvons imposer f(z) = f(1/z) (%) et restreindre ’étude de f a
intervalle ]0, 1.
La condition (*) devient :

9
2cs+ Y cj.deg(R;) =1

i=0,7#6

4.2 Améliorations numériques.

Nous avons vu que la programmation linéaire semi-infinie est une
méthode itérative.
A chaque étape, il faut :

a) déterminer m>151 f(z,c) pour une famille particuliere de coefficients
x
c = (Cj).
b) augmenter I’ensemble des points sur lesquels la fonction est controlée.

c) évaluer log | Pj(z;)| aux points de controle z;.

Pour a), nous utilisons I’algorithme de calcul AMOEBA qui diminue

le risque d’erreurs de calcul car ici le numérateur de la dérivée a un
degré élevé : 63. '
Pour b), nous choisissons une méthode intermédiaire a celles présentées
précédemment et qui consiste a ajouter les points ou f est suscepti-
ble d’avoir de petites valeurs. Ceci permet d’éviter la saturation et
assure une convergence rapide. Par exemple, a la :° itération , pour
une famille particuliere de coefficients ¢, nous décidons d’écarter les
points y > 0 ne vérifiant pas :

f(y,) < mip f(z,c) +c.
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c) Calcul de f(zo), zo € D.

Considérons un polynoéme P; déduit d’un polynome initial Fj.
Habituellement, on calcule P;(z,) par P'algorithme de Horner.

Ici, pour évaluer log | P;(xzo)|, nous allons profiter de la définition de

P;.
Par récurrence, on montre aisément que :

i
log | Pj(z0)| = ) _ log |z;_k| + log |z; — 1
k=1

avec {
Tpy1 = Tk + — — 2.
Tk

Ce procédé est facile a utiliser et permet de limiter les erreurs de
calcul quand le degré des polynémes et la taille des coefficients de-
viennent élevés.

Dans la programmation linéaire semi-infinie, apres 15 itérations, on

aboutit a :
1,72067858 < ™ < 1,720679

Cependant, I’exactitude des calculs n’est pas garantie, particulierement
pour les zéros de f’ dont le numérateur a un degré 63. Ils ont été
vérifiés par le systéeme de calcul formel PARI [22] avec une grande
précision et finalement, on trouve la constante 1,720678 annoncée
dans le théoreme.

Conclusion.
Tous ces résultats paraissent indiquer que les éléments de £ dans
1+v5

{)

4

solues des 52 ou mesures absolues des carrés des points fixes des
itérés de la transformation H. Cependant, le polynéme x!° —192° +
14328 — 55727 +12312° — 159925 + 12312* — 5572° + 1432% — 19z + 1
(voir Annexe T7) de mesure de Mahler absolue 1,726076 ne semble
pas étre de I'une de ces deux formes.

I’intervalle , l) ne sont que de deux formes : mesures ab-
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CHAPITRE 2

Sur la longueur des entiers algébriques
totalement positifs.

713 bis, est-ce un nombre

pair ou impair ?”

R.Queneau

Soit P(z) = aox? + ... + ag = ao(z — a1)...(z — aq), ap # 0, P # «,
un polynéme a coefficients complexes.

Langevin a distingué trois grandes familles de mesures de polynémes
qui sont pour p > 0:

My(P) = ([ PPty

=

Ly(P) = (Z:O |a:[?)

d
Ry(P) = laol [J(1 + |e[")?

=1

Certains cas particuliers de ces mesures sont bien connus. En effet,

1 .
o My(P) = lir% M,(P) = exp (/ log |P(ez”'t)|dt) et nous recon-
p— 0
naissons la mesure de Mahler de P. '
e D’autre part, L,(P) = L(P) est la longueur usuelle de P

cest—a—dire la somme des valeurs absolues des coeflicients de

P.

Remarques.

a) Ces différentes mesures sont inchangées si 'on remplace P par
P

. 1
son polyndéme réciproque P* défini par :P*(z) = gdes(P) p (—)

T
b) On a toujours L,(P) < Ry(P).
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Nous nous proposons tout d’abord d’établir des résultats analogues
3 ceux obtenus sur la mesure de Mahler dans le précédent chapitre
en examinant cette fois 'ensemble R = {Rl(a)r;@ ou «a est un
entier algébrique différent de 0 et de 1, totalement positif } .
Notre démarche suit celle de Smyth. /5 est le plus petit point de
R. Nous montrons qu’il existe un nombre I’ tel que R soit dense
dans (I, +00). Enfin, nous déterminons les cinq premiers points de

R dans (\/5, .

Nous ferons ensuite la comparaison de la mesure de Mahler et de
la longueur d’un polynéme P & coefficients entiers dans trois cas
particuliers :

o P est sans racines réelles.

e P est totalement positif (i.e toutes ses racines sont réelles
positives).

o P est totalement réel (i.e toutes ses racines sont réelles).

1 Le spectre de la longueur absolue.

Si P est le polynéme minimal d’un entier algébrique totalement posi-
tif, alors Ry(P) coincide avec Ly(P), la longueur habituelle de P.
On convient d’appeler longueur de a, ol a est un entier algébrique
totalement positif, la longueur de son polynoéme minimal dans Z[z].

1
R(a) = Ry(a)#@ désignera la longueur absolue de a et R ’ensemble

des quantités R(a), a comme ci—dessus.
Une autre formulation du théoréeme de Kronecker s’énonce ainsi :

Théoreme 1.1 Soit a est un entier algébrique.
R(a) =2 si et seulement si a est une racine de lunité.

Démonstration.
Pout tout nombre algébrique o dont le polynéme minimal est

P =agz®+ ...+ aqg = ap(z — o)...(x — aq), apaqg # 0,0n a: -

d 1
By()? = jagaal [T (2 il + —) W

=1 lai‘
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: . 1
donc pour a entier , Bi(a) = 2¢ entraine que : 2 + |o;| + |—| =4
o;

pour i=1,..,d ; c’est a dire la;| =1 pour i=1,..,d.
Du théoreme de Kronecker, on déduit que a est une racine de 1.

1

d
Légalité (1) sous la forme Ry(a)? = |aoaq| [| (4 + (Ve — —1—)2>
B =1 \/a

d d d d
et U'inégalité (H(uz + v,-)) > (] ui)i +(IT vi)% (u;,v; > 0), per-
i=1 i=1 i=1 '
mettent aisément d’obtenir le résutat suivant qui donne le premier
point de R :

Théoréme 1.2 Soit « est un entier algébrique totalement positif,
différent de 0 et de 1.
Alors R(a) > /5 avec égalité si et seulement si a est racine de

2 -3z + 1.

Considérons la suite des (3%) définie par C.J.Smyth.
On a:

Lemme 1.3

n

R(BY) =TI +1)¥

A
M=1ethy = ———
0T L A TN
Ce lemme découle du résultat plus général suivant :

Lemme 1.4 Soit Ao un réel positif et posons (3> = v,. Alors st
(Yni)1<i<on désignent les conjugués de v,, on a :

gn n )
[T + Xovai) = (TT(1 + X0)2)™
=1 =0

A

ot /\i+1 = m pOUT’i 2 0.
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Démonstration.

Procédons par récurrence sur n.

2ntl 2"
Ansr = [T (1 + Aovnsri) = TT(L + Aovngri)(1 + AoTmtn i)
=1 =1
271
Appr = H(l + )\0(’)’@4-1,:' + 71:41-1,1') + )‘(2))
=1
2"
An+1 = H(l + )\(2) + /\0(771,1' + 2))
=1
271
Apgr = JT(QA + 20)* + AoYny)
=1
Ansr = (14 202" ﬁ(1+A ) ou N, = o
/ n+1 0 = 0V, 0~ (1 + /\0)2

On utilise ’hypothése de récurrence sur n avec A

1 A
_ gn+1 N Ny LA

Any1 = (14 X) (E)(l + X)) ) ou Ay = (1+ X)?

n+1l
Ausr = (14 20)" (T (L+ X)_,)7)" en posant i = — 1

7=1

n+1 1 — ,

A1 = [(1+ Xo) [T(1 4 25)7] car Aj = Aj_4

J=1
n+1

Apnyr1 = [H (1+ /\1)2 ]2n+1

Ceci acheve la preuve du lemme.

Par ailleurs, comme log(z + 1) < = quel que soit > 0,
pour tout n, on a :

log R(8%) < Z

= A .
Or, la série (Z 5) converge car pour tout < 0,0 < A; < 1.
=0 n>0
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Par conséquent, la suite (R(32))n>0 converge et sa limite vaut
' =2,376841.... Comme pour la mesure de Mahler absolue, I’ donne
une majoration du premier point ¢’accumulation de R.

1.1 Second point de R : exemple d’une fonction auxiliaire
- exacte.

Nous allons établir :

Théoréme 1.5 ([13])

Soit P un polynéme irréductible de Z[z], de degré d et totalement
positif.

Alors, on a :

avec

5\/_+11 V5+3,. 1. ,11/5+63
¢4 = [log(———)]~ 1[ og( 5 ) — Zlog(T)] = 0,005436011...

10

= 79 + 2¢4 = 0, 355699608...
5

Cy = 5 - 264 = 0 161541772...
2

3= 29~ 2¢4 = 0,058093496...

En particulier, si P # z,2 — 1,22 -3z +1,22 — 4z + 1 alors R(P) >
29% et il y a égalité si et seulement si

P=z'—-Ts2+132> -7z + 1.

Corollaire 1.6 Le second point du spectre est 29% = R(5?).
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Démonstration du théoreme.

Soit f(z) = log(z +1) — c; log(z) — ¢z log |z — 1| — 3 log |#? — 3z + 1|
—cylog |22 — 4z + 1].

La remarque du paragraphe 2 du premier chapitre permet d’étudier
f sur ]0, 1] seulement.

La condition (*) s’écrit :

2C1+Cg+2C3+204=1 (2)

Par ailleurs,

1
f(z) = 5 log(a® + 2z +1) — c1 log() — 5 log(* — 22 +1)

) —cslog |z? — 3z + 1| — cylog |2? — 42 + 1|
c’est—-a—dire :

flz) = (5_01_%—C3—C4)log($)+§log(:p+;+2)

1 1 1
—6—210g|a:+——2|—c;3log|x+———3|—c4log|;z;+——4|
2 T z x

Grace a (2), nous pouvons effectuer le changement de variable qui
1

azeRT\{0,1} associey::v—{-;—?é R*\ {0}.

f(z) devient :

1 c v
9(y) = 5 log(y +4) - 5 log(y) — eslogy — 1] — cylog |y — 2],

Cette transformation présente l’avantage de diminuer le nombre
d’inconnues.
On cherche ¢;, ¢ = 2,3,4, pour que :

t 1

2

315

g atteigne son minimum en ——.
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Pour réaliser la seconde condition, on impose que :

J (3’_\/5) —o

2

Finalement, on obtient les ¢; annoncés dans le théoreme.
Le troisieme point yo annulant la dérivée de ¢ vaut :

. 402 + ].063 + 12C4
N 1'—62—263—264

Yo

Or, g(yo) ~ 0,853... > 11log(29). Ceci finit la preuve.

1.2 Les autres points de R.

Si ’on pouvait continuer ce procédé, il conduirait en principe a la
détermination des points successifs du spectre. Or, les polynomes
nécessaires ne se limitent pas & ceux correspondant aux plus petits
points du spectre, comme on peut le constater dans le cas précédent
ou intervient z? — 4z + 1. Et nous n’avons pas trouvé le choix des
polynémes permettant d’obtenir les points suivants.

Par conséquent, nous avons employé des méthodes numériques pour
établir :

Théoréme 1.7 [15]

Tous les polynomes P a coefficients entiers , unitaires, totalement
positifs et non divisibles par z et par les facteurs irréductibles des
R;, 0 <1 <6 vérifient :

6
R(P) >2,36110146 [] | rés(P, R:)|#
1=0
avec
co=0,31784909 ¢, = 0,11621266
¢, =0,03824028  ¢3 = 0,01501114
cs = 0,00575228  ¢5 = 0,00624420
s = 0,00321129
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4T 41322 - T+ 1

Ry(z) = 28 — 1527 + 832% — 2202° + 303z — 22023 + 832? — 15z + 1
Rs(z) = (2° — 52* + 62 — 1)(2* — 62* + Bz — 1)
Re(z) = (2% — T2® + 142* — 8z + 1)(2* — 8% + 142 — Tz + 1)

En particulier,
R(P) > 2,36110146.

Corollaire 1.8 Les points de R dans |2, 2,36110146 | sont :

R(B?) = 57 = 2236067..
R(B%) = 29 = 2320595...
R(a?) = R(a7?) = 2,351334.. = 133
R(B%) = 9415 = 2,353416...
R(a%) = R(og?) = 2,359611.. = 31i

Démonstration du théoréme.

La fonction auxiliaire qui intervient ici est de la forme : pour z > 0

7
flz,c) =log(l+ ) — ) cjlog|R;(z)|-

1=0

avec les c; réels positifs, R7(z) = 2? — 4z + 1 et ¢; = 0,00119514.

Compte tenu de la remarque a la fin du second paragraphe, on
controle f sur ]0,1].
La condition (x) s’écrit :

7
2co+ ) cideg(R;) =1

=1
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Pour assurer une meilleure convergence de la programmation linéaire
semi-infinie, il convient de réduire le nombre de polynémes dans
f(z,c). En utilisant la transformation y = z + L 2, f(z,c) de-
vient : !

1
T2

—cylogly* = Ty° +13y* — Ty + 1| — cslog [y — 5y° + 6y — 1
—cg log |y* — Ty> + 14y* =8y + 1| — ez log |y — 2]

Pour démontrer le théoréme 1.7, on raisonne maintenant sur la fonc-
tion auxiliaire h.

On applique le principe des fonctions auxiliaires en prenant D = R**
et log g(z) = log(4 + z).

Apres 12 itérations, on aboutit aux ¢; annoncés

et

1
h(yrc) = 5 log(4+y) = 5c1logy — calog |y — 1| — calog |y? = 3y + 1]

e™ = 2.3611014748792572

Cependant, la méthode utilisée ne garantit pas I'exactitude des cal-
culs, particulierement pour les racines de la dérivée de h dont le
numérateur est un polynome de degré 16.

A laide de Maple (commande "realroot” ), on parvient a exhiber 16
intervalles & bornes rationnelles I;, 7 = 1, .., 16, de longueur < 10712,
contenant chacun exactement une racine de A'.

On a alors :

min h(y,a) = ,nin - min h(y,a)

On obtient finalement :

min h(y,a) > 2,36110146
y>0

grace au lemme suivant :



Lemme 1.9 (C.J.Smyth [31])

Soit h une fonction deux fois différentiable sur un intervalle I telle
que h" > 0 sur I.

1
Soit 8 € I et supposons que lintervalle h(6) — §(h'(0))2/h”(1) ap-

partienne a [a, b).
Alors

T
min h(y) 2 a

On notera que R(z? —4x +1) = v/6 > 2,36110146 ; ce qui explique
qu’il n’est pas nécessaire d’écarter ce polynome.

Cela termine la démonstration du théoreme 1.7.

Nous nous occupons maintenant de la densité.

Théoréme 1.10 R est dense dans [I', +oo[ ou I = lir_{l R(B%).
nN=—r1+00
Démonstration.

Reprenons une définition et une notation de Smyth.
Soit g : [0, +oo[— IR une fonction positive et o un entier algébrique
de degré d, totalement réel, de conjugués a = oy,..,a4, alors on
pose
1
M) = 53 gllesl)

=1

2
Si liT M,(B,) (respectivement lim My (2 cos(—ﬂ-)) ) existe, elle
n—+0co n

n—+00
sera notée a(g) (respectivement c(g)).
Posons M(g) = {M,(a) ; c entier algébrique totalement réel } .
Ici, un choix convenable pour g est :
g : z — log(l + z?) car alors M,(a) = log R(a?).
La preuve s’effectue en deux parties.
La premiere étape consiste & démontrer que M(g) est dense dans
(a(g), +00) et se base sur le théoreme suivant :
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Théoreme 1.11 (C.J.Smyth [32] théoréme 3 )
Soit g : RY — IRY une fonction croissante, nulle sur [0,1] telle que

c+1
lim gla + )

, =1
z—=o0  g(r)

et
les valeurs de log, g(2k + 1) mol 1 (k € IN) sont partout denses
dans [0,1].

Alors la limite a(g) existe et M(7) = {My(a) ; a entier algébrique
totalement réel } est dense dans (a(g),o0).

On remplace ¢ par ¢* qui vérifiera les conditions du théoreme 1.11

I, .
g(x)—{—g(;) si z>1
9" (z) =
0 s10<z<L1

Comme 3;} ou — 11 est un conjugué de 3, ;, on a:

1,
Mg(ﬂn) :_2_";‘9(

n—1
12

Z[g 20 +g( ! —)]

t

- Mg'(ﬂn)

Donc l’existence de a(g*) entraine celle de a(g) et a(g*) = a(g).

Pour pouvoir appliquer le théoreme 1.11 & la fonction g*, il suffit
d’étudier la densité de I’ensemble F = {log, g*(2k + 1) mod 1 ;
ke IN"}.

En effet, la premieére hypothése est immédiatement vérifiée.

Soit t € [0,1] et € > 0 ; existe-t-il f € F tel que |f —t] <e?
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Cela revient a chercher n et k vérifiant

llog, g"(2k + 1) —t —n| < ¢
le,
llog, g*(2k+ 1) —t' —nlog2| < ¢ (3)
L’uniforme continuité de la fonction logarithme sur [1; +-00[ entraine:
Ye' > 0 dp(e’) > 0tel queVz,y > Olz—y| < n(e') = |log x—log y| < €
On prend n tel que 27" < p(¢€’) et il suffit de trouver k tel que :

lg"(2k + 1) — 27€"| < n(€)

or la dérivée de g* est majorée par —~= - <1 et d’autre part, il
2+5

est possible de choisir & tel que
(26 +1) = (¢97)7'(2"e")| < 1
par conséquent, le théoreme des accroissements finis pour g* sur
|1, +o0o[ donne
lg*(2k + 1) —27e¥'| < 1
d’ou : (2 41
D et <o <)

et donc (3).
Par application du théoreme 3 & g*, on obtient 'existence de a(g*)
et la densité de M(g) sur (a(g*), 00) = (a(g), 00).

La densité de M(g) sur (c(g), 00) se déduit de :
Théoréme 1.12 (C.J.Smyth [32] théoréme 4 )
Soit g : Ry — IRy une fonction telle que }Lrgog(x) =00
et qui satisfait la condition de Lipschitz
l9(z) = 9(y)| < B(A)|z — o
pour z,y € [0, A], pour tout A > 0. '
Alors M(g) est dense dans (c(g),00) , ot
c(g) = 2 /E g(2cos 0)do
0

s
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En effet pour ¢g(z) = log(1 + x?) et A > 0, B(A) = 2 convient.

En conclusion, M(g) ést dense dans (log(l'), +00)
ou log(l') = min(a(g),c(g)). Ceci signifie que R est dense dans
(I',4+00). Ceci acheve la preuve du théoreme 1.10.

2 Comparaison de deux mesures de polynomes.

2.1 Cas d’un polynéme a coeflicients réels n’ayant aucune
racine dans R.

Nous montrons :

Théoréme 2.1 [16/
Tout polynéme P = agz? + ...+ aq, apaq # 0, a coefficients réels de
degré d > 4, sans racine réelle vérifie :

2 2
(1+ Jaol (1+ [ ladl )
L(P) < 22 M(P). il it

2 ' 2

Dans le cas ou P n’a pas de racines sur le cercle unité, ce résultat
améliore 'inégalité suivante :

Proposition 2.2 ( Boyd [5])

Pour P € C[z],

s o) )

En effet, il suffit de voir que, pour z > 0, (1 +v/z)* < 2(1 +z), avec
égalité si et seulement si z = 1.

Démonstration.

Soit P = agx? + ... + ag = ap(z — 1)...(x — ag) € Z[z], apaq # 0, de
degré d > 4, n’ayant aucune racine réelle. ,

Soit 2d; (respectivement 2d, et 2d3) le nombre de racines de P de
module 1 (respectivement de module > 1 et de module < 1). On a
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2(6[1 + d2 + dg) = d

On numérote les racines de sorte que aq,4; = @;, 1 < j < d;,
1 <:2<3.
On a:
d1 d2 d3
L(P) < lao] JT(1 + leal)®. TT(1 + feul)®. TI (1 + lesl)*.
=1 =1 =1

Nous utilisons ici un lemme intermédiaire qui s’obtient facilement
par récurrence.

Lemme 2.3 Sotent x4, ...,z, des nombres réels tous supérieurs ou
égaur a 1 ou tous inférieurs ou €gaux a 1.

Alors .
(1 + xi) < 2n_1(1 + H .’L‘i)

1 =1

s B

2

2
do d3
Par conséquent, L(P) < 221 +2d2=2+2d:=2), | [(1 + ]l + ] Iail)}
=1 i=1

2
L - - M(P) |ad]
’ < 244 1 :
c’est & dire L(P) < lao| ( + 2ol ) (1 + M(P)

2

d3
car |ag| = M(P). [] leil*.
=1

2.2 Cas d’un polynéme a coefficients entiers, totalement
positif. -

Nous obtenons :

Théoréme 2.4 [16]
Soit P € Z[z], de degré d > 1, unitaire , totalement positif et non
divisible par © et  — 1 et soit Po(z) = 22 — 3z + 1 de degré dy = 2.
Alors

5-v6

- ) NG
(M(Po)®. (—L(P—)_) < M(P) < (M(Po»%.( Lr L)
L(Pp)% L(Fy)%

et il y a égalité si et seulement si P est une puissance de Fy.
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L’exemple suivant illustre 'ainélioration apportée a I'inégalité bien
connue

%L(P) < M(P‘) < L(P) (D).

Soit P = % — T2® + 1322 — 7z + 1. Par (1), on obtient
1,81 < M(P) = 8,068... < 29 alors que par le théoreme 2.4, on a
7.59 < M(P) < 9,56.

Démonstration.

Elle découle de deux propositions plus générales présentées main-
tenant.

Proposition 2.5 Soit P € Z[z|, de degré d > 1, unitaire, totale-
ment positif et non divisible par x et x — 1.
Alors pour tout ¢p, 0 < ¢ < 5—’@5, on a:

L(P)d ) (M(Py))% |P(0)[".|P(1)|

0 (g

ot ¢, >0 et c; > 0 ne dépendent que de co.

Proposition 2.6 Soit P € Z[z], de degré d > 1, unitaire, totale-
ment positif et non divisible par x et x — 1.
Alors pour tout ¢}, 0 < ¢j < %, ona:

ﬂ’l) LR PO P

0 (G

ouc), >0 et ¢, >0 ne dépendent que de cp.

Remarques.
a) Si P n’est pas divisible par z et x — 1 alors |P(0)| et [P(1)]| sont
des entiers non nuls

donc
M(P) > ( LP) ) M(P)%
L(Po)®%
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et

o mp) \® .

Lpy > (HE) nipy
M(Py)%

b) Pour ¢ = 0, on retrouve un résultat de Hohn et Skoruppa [17]

qui redémontrent le résultat de Schinzel mentionné dans le para-

graphe 2 du precedent chapitre.
c) Pour ¢, = 0, ceci montre que la longueur d’un polynéme de Z[a:]

unitaire et totalement positif est toujours supérieure ou égale a 5%
(résultat déja démontré dans la troisieme partie).

Démonstration de la proposition 2.5.

ePrincipe de la preuve.

Soient ¢;, 0 < 7 < 2 des réels positifs.

Soit f(x) = log, () — (colog(z + 1) + ¢1log(z) + c2log |z — 1]) la
fonction définie pour z > Qet z # 1. Soit m = rgg f(z).

Tout polynéme P satisfaisant les conditions du théoreme et de racines
(@i)(1<i<d) vérifie donc :

log, () > colog(ai +1) +¢; log(;) + ¢ log [ai — l|l+4m 1<:<d

et en sommant sur ¢, il vient

d d d
log, (] i) > colog( H a;+1))+c; log(JJ(es))+c2 log( H |az—1| )+dm

i=1 1=1 i=1 i=1

ce qui donne

M(P) > L(PY*.[P(0)||P(1)[*.c™

eDétermination explicite de m, cg, ¢1, Ca.
Pour cela, nous imposons deux conditions & la fonction f :

1) f(z) = f(3) pour >0
3+V5

2) f atteint son minimum en 5
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La premiere condition permet de restreindre I’étude de f a I'intervalle
10,1 et fournit une relation entre les ¢; : cg +2¢;+c2 =1 (4).
Sur J0,1[, f s'écrit : f(z) = —(colog(z+1)+c; log(z)+c; log [z—1]).

Le numérateur de la dérivée de f, noté numf’, vaut en utilisant (4) :

numf'(z) = —(1 — ¢;)z” = (1 — 2¢0 — 2¢1)z + ¢

3 —2\/5) o

La seconde condition impose f’ (

1(5-5

Il en résulte ¢; = =

) 2
Puis, en reportant cette valeur de ¢; dans (4), on obtient

V5 — ¢ 5-5
4

=% L C S

—2¢ .

entraine ¢; > 0 et ¢; > 0.

est bien un minimum pour f.

Vérifions que

2
1 —
numf'=—g.(x—3 2\/5)'l(5+2\/5+2%)x+5+2\/5"26°3+\/5_
Or, 5+\/5+2c0>0et5+2\/5—2c03+2\/5200arc0§ 5—\/5.

Par conséquent, f’ admet une unique racine comprise entre 0 et 1
et f y atteint son minimum.

Il reste a calculer m
= £ (325 2 1o (115 4 coton (-
= 5 ) =log | —5 colog | 7=

Ceci termine la démonstration de 2.5.

Démonstration de la proposition 2.6.

Elle est analogue a celle du lemme précédent.

On utilise cette fois la fonction

9(z) = log(s + 1) — (chlog, (z) + ¢ log(s) + ¢ log |z — 1]).
Les deux conditions imposées restent identiques.
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2 5—v5, , 1-=+/5¢

On enldéduit Doy =< T =
) < —= implique ¢} >0 et ¢, >0 .

V5

On vérifie que ¢ atteint bien son minimum en

(&2}

3+V5
2

g (3—%‘/—5> = log(v/5) + ¢ log (‘/5‘1).

et

2

Ceci prouve I'inégalité du second lemme.
Fin de la démonstration.

On a établi que si P € Z[z] est de degré d > 1, unitaire, totale-
fnent positif et non divisible par z et £ — 1,

alors pour tous ¢g et ¢, 0 < co < %, 0<¢ < 7%,

LHVB\Y (L ¢ yep < (L5 L (up) T
(59) (5 =< (57) (57)

2 53 2 55
(a) ®
L(P) y [N 3 .
Comme . > 1 d’apres la remarque c), l'expression (a) est la
2

plus grande possible pour ¢o = # et ’expression (b) est la plus
. . 1] ]- . T . 9 2 o
petite possible pour ¢g = % Finalement, on aboutit a l'inégalité

du théoreme 2.4.
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2.3 Cas d’un polynéme totalement réel.

Nous montrons :

Théoréme 2.7 [16]

Soit P € Z[z], de degré d > 1, unitaire, totalement réel et non
divisible parz, t —1 et x4+ 1. Soit Py = 2% —z — 1 de degré dy = 2.
Alors

V5—1

2 \/§+2
M(P)%. (M) < M(P) < M(Py)%. (M)
Ry (F)% Ry(Fo)®

etilya égalite’ st et seulement si P est une puissance de Fy.

Par exemple, soit P = z* — 422 + 2. Par (1), on obtient
0,43 < M(P) = 3,41... £ 7 alors que par le théoreme 2.7, on a
1,16 < M(P) < 4,03.

Démonstration.

Le principe en est le méme que pour le théoreme 2.4. Aussi nous
n’en donnerons que les différentes étapes.

L’inégalité souhaitée est issue de deux inégalités plus générales énoncées
dans les propositions suivantes :

Proposition 2.8 Soit P € Z[z], de degré d > 1, unitaire, totale-

ment réel et non divisible par x, x — 1 et x + 1.

Vv5—1
2

Alors pour tout ¢, 0 < ¢g < , 0N a :

_Rﬂ) M(Py)% | P(0)[*.|P(1).P(~1)]*
Ry(Po)%

ot ¢c; > 0 et c; > 0 ne dépendent que de cy:

i
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Proposition 2.9 Soit P € Z{z|, de degré d > 1, unitaire, totale-
ment réel et non divisible par z, T — 1 et z + 1.
Alors pour tout ¢j, 0 < ¢y < V5 -2, 0na:

Ru(P) > (—Aﬁ@:) BB PO P(). (-1
M (Pp)

ou c) >0 et ¢, > 0 ne dépendent que de cy.

Les fonctions f et g qui interviennent dans les preuves de ces lemmes
sont

f(x) = log, |e| = (colog(l + |z]) + 1 log |z| + c; log |z* — 1])

g(z) =log(1 + |z]) — (cplog, |z[ + ¢ log|e| + ¢; log |2* — 1)

Afin de déterminer c; et ¢} pour ¢ = 1,2, nous imposons les condi-
tions suivantes :

1) f(z) = f(3) et g(z) = 9(3)

2) f et g atteignent leur minimum en

1+v5

En remarquant d’une part que f(z) = f(—=z) et g(z) = g(—=z), on
peut restreindre I’étude des fonctions a z > 0.

D’autre part, la premiere condition réduit le domaine a l'intervalle
]0,1] et relie les constantes entre elles par co + 2¢; + 2¢c; = 1 et
co+2¢) +2¢, = 1.

La seconde condition entraine que les dérivées des deux fonctions

s’annulent en

_5—\/5_\/25% V5 5-2V6

C = C=———0(

ce qui conduit a :

10 5 10 10
g_V5_5=VE 525 VB
! \?_ 10 2 10 °10°

-1
o < > implique ¢; > 0 et ¢; > 0.

¢ < V5 — 2 entraine ¢, > 0 et ¢, > 0.

est le seul point de ]0,1[ ou les

On vérifie aisément que

dérivées sont nulles.
Enfin, pour aboutir aux inégalités souhaitées, il reste a évaluer
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y <\/52_ 1) g (1 +2\/5) | (1 —-23c0>

o (75 = (M57) (45

Il suffit pour arriver a 'inégalité annoncée dans le théoreme 2.7 de
combiner comme précécemment les résultats de ces deux proposi-
tions.
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CHAPITRE 3

Diamétre transfini entier d’un
intervalle a extrémités rationnelles.

Le parfait mathématicien
est toujours un peu poete.

Weierstrafs

Dans ce chapitre, nous commengons par présenter les définitions
et les propriétés du diameétre transfini et du diamétre transfini
entier d’une partie compacte du plan complexe. Nous verrons qu’en
général la valeur exacte du diametre transfini entier n’est pas connue.
Nous nous proposons de donner des encadrements qui améliorent les
résultats connus.

Le diameétre transfini entier de [0, 1] a été beaucoup étudié, car on
pensait pouvoir en tirer une preuve directe du théoreme des Nombres
Premiers [12]. Pour estimer ce diametre, on se sert de la propriété
suivante : t5[0,1] = t5[0, i]%.

Concernant la minoration (traitée dans le second paragraphe), par
des méthodes reposant soit sur une transformation des polynomes
cyclotomiques, soit sur une transformation rationnelle de l'intervalle
[0, 2], Aparicio [4] démontre successivement que :

t5]0,1] > 0,414213

et
tz[O, 1] > 0,420763

Amoroso [1] combine V'inégalité de Liouville et la théorie des polynémes
orthogonaux pour minorer le diametre transfini entier d’un intervalle
réel. En particulier, il obtient : #5[0,1] > 0,415678.

Nous nous proposons de minorer le diametre transfini entier d’intervalles

r , .
I = [B, -]. Ces résultats améliorent ceux d’Amoroso pour tous les
s

intervalles satisfaisant |ps — qr| = 1 . Pour [0, 1], nous retrouvons la
valeur d’Aparicio.
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Le paragraphe suivant est consacré a la majoration. Apariciovcon-
sidérant sur {0, 1] le polynome
Q(z) = z'(1 — 42)*(1 — 52)%(292% — 11z + 1) aboutit & :

t,]0,1] < 0,429053

Amoroso [1], pour majorer le diametre transfini d’un intervalle réel,
utilise le théoreme de Minkcvski et i1l en déduit , par exemple :
tz[0,1] < 0,424774. Cependant, sa méthode n’est pas effective et
elle ne fournit pas de polynome explicite analogue a celui d’Aparicio.
Nous examinons des intervalles I = [E, 2] avec |ps — gr| = 1. Nous
montrons que la majoration de ¢5(I) est liée a la minoration de cer-
taines mesures de polynomes de Z[z| a racines réelles positives, mino-
ration obtenue a ’aide des résultats du premier chapitre. Signalons
que P.Borwein a été le premier a constater le lien entre diametre
transfini entier et entiers algébriques de petite longueur. '
En particulier pour l'intervalle [0, 1], nous montrons qu’une trans-
formation naturelle des polynémes du théoreme (1.5 ) de [13] four-
nit une suite d’éléments de Z[z] qui constituent les facteurs d’un
polynéme de petite norme sur [0, 3]. Ce polynéme donne donc une
majoration de ¢z[0, ;]. ( les premiers termes de la suite sont z, 4z—1,
50 — 1 et 292% — 11z + 1).

Les valeurs obtenues apportent de petites améliorations par rapport
a celles proposées par Amoroso sauf pour les intervalles [0, 1] avec
k > 10. Mais nous obtenons par notre méthode un polynéme ez-
plicite qui donne une majoration de t5([/).

Le dernier paragraphe donne un tableau de résultats numériques.
Nous y faisons figurer également les résultats d’Amoroso.

1 Définitions et propriétés.

Soit X une partie compacte du plan complexe et P un polynome de
C[z]. On note ||P||x = max |P(z)| et deg(P) le degré de P.
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Définition 1.1 Le diamétre transfini de X est défint par :

. 1
t(X)= inf P||x®
(X)= it (1PIE™)

deg(P)>0

P unitaire

Définition 1.2 Le diamétre transfini entier de X est défini par :

) 1
_ : deg( P
ts(X) = nf (IPIX")
deg(P)>0

Clairement, on a :

a) Si X est fini alors ¢(X) = 0.

b) (X) < ta(X).

c) Si X et Y sont des compacts de C tels que X CY alors
t2(X) < ti(Y).

1.1 Diameétre transfini et conséquences sur le diametre
transfini entier.

Nous donnons des propriétés du diametre transfini d’oit découlent
des résultats intéressants sur le diametre transfini entier.

Proposition 1.3 Diamétre transfini d’une image réciproque [25].
Soit X un compact de C et Qy, Q2 deuz polynomes de Clx] , Q1
unitaire, deg(Q2) < deg(Q1).

On note R"-Y(X)={z €C: R(z) = i) ¢ XY,

T Q2(2)
Alors
Cinf [Qu(e) [ H(X) < HERTHX)Y9) < sup  |Qal2)].4(X).
z€R-1(X) z€R-1(X)

Corollaire 1.4
—a

: b
2) Si a et b sont deuz réels tels que a < b alors t([a, b]) = 1
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Démonstration.

1) Posons X = [-2,2].

Soient C le cercle de centre 0 et de rayon 1, Q(x) = z? + 1 et
Q2(z) = z. Les hypotheses de la proposition précédente sont satis-
faites et R™1([-2,2]) = C.

Il s’ensuit l'inégalité
t([-2,2]) < ¢(C)* < #([~-2,2])

qui entraine que

t([-2,2]) =1

car il est bien connu que t(C) = 1.

2) Posons X = [a, b].

Soient Q;(z) = z® + d 4

po— et Q2(z) =
proposition sont vérifiées et R~!([a, b])
Par conséquent,

. Les hypotheéses de la

a—2>b
= [-2,2].

—t(la, 8)) < 612,27 < p—t([o,b)

b—a —a
et d’apres 1),
b—a

t([avb]) = 4

On peut déduire des travaux d’Okada et de Fekete et Szego [11] les
quatre lemmes suivants :

Lemme 1.5 [25]
Soit X un compact du plan complere symétrique par rapport a l’aze
réel tel que t(X) < t. Il existe une constante k > 0 et pour tout
n > 0,un polynome unitaire P, de degré n, a coefficients reels tels
que

1Py < k"
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Lemme 1.6 (Kakeya)

Soit (P,) une suite de polynomes unitaires a coefficients réels tels
que deg(P,) = n. Alors pour tout couple d’entiers (k,n), 0 < k < n,
il existe une combinaison linéaire

Pn + al,nPn—l + ...+ ak,nPn-k

telle que le polynome obtenu soit d coefficients entiers.
De plus, on peut imposer aux (a; ;) de vérifier l'une des conditions :

0<ai;j<lou—3<a;<3.

Lemme 1.7 Soit X un compact du plan compleze symétrique par
rapport a 'aze réel tel que t(X) > 1.

Alors
‘ tH{X) = tz(X).

Lemme 1.8 (Fekete-Szego [11])

Soit X un compact du plan compleze symétrique par rapport a l’aze
- réel tel que t(X) < 1.

Alors il existe un polynome U unitaire a coefficients entiers tel que

HUllx <1

Corollaire 1.9 Soit X un compact du plan compleze symétrique
par rapport a l’aze réel .

Sit(X) <1 alors t5(X) < 1.

Conséquences pour un intervalle réel I de longueur L
L

1) Si L > 4 alors t(I) =t(I) = I

2) Par contre, quand L < 4, la valeur du diametre transfini entier
n’est pas connue. On peut seulement dire que t5(I) < 1. Il est donc
utile d’encadrer cette valeur ; c’est ’objet des paragraphes suivants
dans le cas d’un intervalle a extrémités rationnelles.



£, 1.2 Propriétés du diametre transfini entier.

Proposition 1.10 Diamétre transfini entier d 'une image réciproque.
Soit P un polynome non constant a coefficients entiers. Pour tout
compact X du plan compleze, on a :
( tz(X)
|cd(P)]

ot cd(P) désigne le—coeﬁ‘icient dominant de P.

< ty(PY(X)) < ty(X) TP

k=)

La démonstration est analogue a celle de la proposition 1.3

Corollaire 1.11
1) tz([a,b]) = tz([a + n,b+n]) a,bER;NEZ

2) (ta([a,b]))? = tz([ab, (2£2)?]) a,bER ;a+bE L.

Démonstration

1l suffit de choisir P(z) = ¢ + n pour le 1) et P(z) = z(a + b — )
pour le 2).

Conséquences

1)

2) Pour a >0

Proposition 1.12 (Fekete [10])
Soient a et b deur réels tels que b —a < 4.

Alors .
b—a b—a\?
< <
4 —_ tZ(["’? b]) — ( 4 )
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Le résultat suivant généralise un encadrement de ¢5([0, a}) obtenu

par G.Rhin [26].

Proposition 1.13 Soient a et b deuz réels tels que a < b, alors

b—a b—a
max(al, [8]) 2 ta(la, b]) Zrn‘"“”((1+4(b—a)’ 4 )

Démonstration.

On obtient la premiere inégalité par le polynéme P(z) = z™.

Posons X = [a b).

tg([a, b)) > 252 vient de t5(X) > t(X).

Montrons rnalntenant que tz([a,b] > ﬁ%

Soit (Py). une suite de polynémes a coefficients entiers telle que
lim_||P, |Z7 = 15(X).

n—

1
Pour z €]a,b], posons y = et définissons @, € Zly] par
zT—a
1
Qn(y) =y ™ Pufat2)
On a alors
|Qn(y)| @ (y)l
= >
HPnHX I?_ba'éxz (ydeg(Pn) 4+b1r:12a;3(2m ydeg(Pn)
or . .
1
n deg(Qn) > t -, = ]_
4+ﬁr_:1§»§26_1_a!Q ()7 2 ([t + )
par conséquent,
PF™ >
4+ =
et ainsi,
b—a
b -
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Ce résvltat fournit des améliorations a certaines minorations d’Amoroso.

[a, b] minoration

[}, 2] | (0,14177085) | 0,15625000

[ 2] | (0,08036980) | 0,09375000

(L,1] | (0,08423303) | 0,08695652

12 0,08284271 0,11111111
5?5

Tableau 1

Les résultats entre parentheéses sont ceux d’Amoroso [1].

2 Minoration du diameétre transfini entier de
I =121
q’ s

L’outil essentiel des minorations d’Aparicio et des notres est le lemme
suivant de Chudnovsky [9)] :

Lemme 2.1 Soit X un compact de C; (T.)n>0 des polynomes de
Z[z] vérifiant :

a) T, et T,, n'ont pas de racines communes pour n # m
b) le coefficient dominant de T, est a, et son degré d,
c) toutes les racines des polynémes T, appartiennent ¢ X

alors X
tz(X) > lim |a,|” @

n—00
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Démonstration.

Soit (Q:)i>o0-une suite de polynémes a coefficients entiers telle que
1
lim [|Qillx™” = ta(X).
=400

Si T, ne divise pas (); alors

1 < [résultant(T,, Q)| = |cd(Tn)|deg(Q‘) H |Qi( )|
Tn(a;i)=0

c’est—a—-dire

1 < [ed(T,)| %@ |Qi|%

et donc

1
= < lQill%-

|an|E

Toute suite de polynémes satisfaisant les hypotheses de ce lemme
sur I fournit une minoration de #;(I). Le probléme revient donc a
construire une bonne famille de polynémes afin que la minoration
soit la meilleure possible. Nous appliquons ce lemme a la suite
(Py)n>o introduite par C.J.Smyth (définie dans le premier chapitre).
Nous constatons alors que cette suite transposée sur l’intervalle

1 a0 . :
[0, -] coincide avec celle utilisée par Aparicio en 1979 qui donne

la meilleure minoration connue de 5[0, 1].

2.1 Une premieére méthode d’Aparicio pour I = [0,1].

Pour avoir une suite convenable de polynémes, Aparicio, en 1978,

procede par transformation des polynémes cyclotomiques. Ainsi,

a partir des racines :vgc"), 0 < k £ n—1, (situées dans le plan

complexe supérieur) du polynoéme z?"*! + 1, il obtient des réels /\2”),

0<k<n-—1,tels que: -
1

1 () _ (%) | =—(n)
m Z en pOS&Ht )‘k = Ty + T
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Il montre alors que les polynémes qui admettent comme racines les

1
MY 46
Construction de ces }l)olynémcs.

2n+ ; — -
Posons fz.(z) =I‘;’;{F—1=$2”—$2n Lpgh24 42—z +1le

polynome dont les racines sont mfcn) et 7MW, 0< k<n-—1.

On a .
/M:Z(mk+%)+l

n
z k=1

vérifient les conditions du lemme de Chudnovsky.

Il nous faut ici un résultat intermédiaire :

Lemme 2.2 Pour tout entier s,
1 1
k
— = F l
2"+ k@+$+ﬂ

ou Fy € Z[z] est unitaire et de degré k.

Une récurrence sur k donne lt-i lemme.
fanl s’écrit alors G, ,(z + = + s) avec G, s € Z[z], unitaire et de
T

degré n.

n 1
En particulier Gn,6($§c )+ — T 6) =0
Ly
donc Gpe = 2" + a2 4+ ..+ ap_1z + a,, a; € Z, admet comme

racines les A}c") + 6.

Par conséquent, son polynéme réciproque .

*s() = anz™ + ... + a;z + 1 admet comme racines les ;‘r
P

n,6

La suite (G, ¢) convient et le coefficient dominant a, de G; ¢ vaut :

n—1
laa| = TT ALY + 6.
k=1

X : -1
Il reste & calculer lim |a,|™*.
n—+o00

Comme [z{™| =1, on a

AP 4 6] = |(207)? + 6™ + 1]
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z? 4+ 62 + 1 s’annule ena=—3—V8et — =—3-}-\/_

Il en résulte

jaul = TLI = )@ = )l = lallfun(5)
k=1

J[=

B ( )2n+1+1
Jim | fon() = Jim R0

d’ou .
nﬁrfm |an| ™ = |af

Finalement, par application du lemme de Chudnovsky on obtient :
1
0,
(0.3 2 7

c’est—a~-dire

B(0.1) 2 (G7—5)f = VR L

2.2 Intervalles de la forme [ = [B, -

En utilisant le résultat de Chudnovsky, nous montrons :

Théoréeme 2.3 [15]

Soient p, T des entiers et q, s des entiers positifs non nuls.

Soit (Pp)n>0 une famille de polynomes de Z[z] totalement positifs
(i.e dont toutes les racines sont réelles positives) et telle que P, et
P,, n'ont pas de racine commune pour n#m.

Supposons que la suite (s|P, ( )|WP_n5)n>0,

( respectivement la suite (q|P, ( )| egzpnj),po )

admette un plus petit point d’accumulation o > 0,
(respectivement 3 > 0).
Alors

1
tz([=, -]) > max(—,
a

58



Remarque :

Si I =1{0,1], alors s|P(—2)| %o est égal & |L(P,)| =3 ot L(P)
v s

désigne la lohgueur usuelle de P. Dans ce cas particulier, on obtient

donc une relation entre le diametre transfini entier de [0,1] et la
longueur des polyndmes totalement positifs.

Démonstration.

La suite (P, )n>o0 du théoreme 2.3 permet de construire une suite de
polynomes (T, )n>0 satisfaisant les hypotheses du lemme précédent
sur I a l'aide de la transformation de |0, +o0o[ dans I qui a z associe
‘= pt+rz
R

On a alors :

eq( Py p —1
To(t) = (st = r)*oP). P, (B f).

Notons que deg(T,,) = deg(P,).

tdeg(Pn)
dominant a, de T,, dont nous avons besoin pour appliquer le lemme.
a, vaut donc :

La limite de quand ¢ tend vers Pinfini fournit le coefficient

a, = s%9P) p (=4
S
£

q
ont méme diametre transfini entier (utiliser la transformation z —

1 — ). Donc le résultat reste vrai en échangeant s et gq.

On remarque que les intervalles [ = [B,C] et J =1 - z,l -
q’ s s

Il résulte du lemme de Chudnovsky la minoration annoncée de t5(I).

A T'aide d’une famille particuliere de polynémes, nous obtenons :
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Théoréme 2.4 [15]

G252 (49 T+ 07
qs
g+s)?

avec Ag = et Ay = > pour ¢ > 0.

(14 X)
Démonstration.

Nous avons besoin d’une suite de polynémes de Z[z] satisfaisant
les hypothéses du théoreme 2.3 sur 1.

Les polynémes minimaux P, des 52 = +,, introduits dans le premier
chapitre, conviennent.

En effet, rappelons qu’ils vérifient :

1

a) Py(z) =z — 1 et P(z) =2*P-D) P _ (2 +~--2)
x

b) P, est réciproque pour n > 1

c) deg(P,) = 2"

d) Toutes les racines des P, sont dans ]0, +oo[

e) Pour n # m, P, et P, n’ont pas de racine commune

f)

Pu(@) = [T@e=m0) = T (a=mm)@=}) = [1 @~ (norit2)e+1)

1l nous faut évaluer le coefficient dominant a,, = s%9(F ").Pn(—_—q) .

s
211—1
lan) = T](¢® + (n=1i + 2)gs + s?)

=1

gn—1 . 271—1
lan| = H [(¢ + 3)2 + ¢5Yn-1,] = (¢ + 3)2 H (1 + Aovn-1,)
=1 i=1 .
ou gs
Ao = -
° T (g +s)
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D’apres le lemme 1.4 du second chapitre, |a,| vaut :

n-—1

lanl = (g + )2 (TL(1 + X0)¥)

=0

gn=1

Finalement, d’aprés le lemme de Chudnovsky, on obtient :

n—1
1

(050 2 (e + 97 lim, TTO+ 2007

=0

chd et Ay = L
(g+s)2 7T 1+ N)?

avec Ag = pour z > 0

Ceci achéve la preuve du théoreme 2.4.

Remarques.
a) Soit g la fonction définie sur R** par :

t
lim |P,(—t2)|Far

n—+00

g(t) =
Le théoreme 2.4 s’énonce aussi :

s Lo fa
n(.5 2 Z=a/D

Proposition 2.6 La fonction g a les propriétés suivantes :

1) o(t) = g(=)

t

Corollaire 2.5

2) glt+7) = (t+ 7).t

Le 1) vient de la réciprocité des polynémes P, ; le 2) de la définition
récurrente des P,.

61



b) Signalons que la minoration ne dépend que des dénominateurs
des extrémités rationnelles de I (et plus particulierement de

s
o= 4242,
s 4
. b
Ainsi, par cette méthode, les intervalles de la forme [g, -] ont la
s
. . . .. Y 2 1
méme minoration que l'intervalle particulier [=, =] oul |ps — gr| = 1.
s

Ceci explique que les améliorations par rapport aux résultats d’Amoroso
portent seulement sur les intervalles de Farey.

12 13 1 4
Exemple : nous obtenons tz([g, 5]\, tz([g, g]) et tz([g, 3]) supérieurs
1 2

ol égaux a 0,1060... alors qu’ Amoroso trouve t([z > 0,061...,

3’3])

4
1) > 0,1647... .

13 1
ta([3, 51) = 0, 1160... et 15((3, 7

Il découle du théoreme 2.4 le résultat suivant :

Corollaire 2.7

(inflg, o)™ 2 (0, 2 (a+9)7 (1 +

En particulier, on a :

1

S

1 1 1
Démonstration. '

R . 12 r N
L’inégalité de gauche s’obtient en considérant sur [1—), -] les polynomes
q's

p—qretr—sz.
Concernant 'inégalité de droite, une récurrence montre aisément

que pour tout ¢ > 0 :

LD
s 9
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Par le théoreme 2.3, on obtient :

. i 1 -1
(D) > (g4 )]+ )7
02 @+ 10+ 75)
c’est—a—dire
1

(1) > (g4 5)7(1 + )

I+2+2
La seconde minoration du corollaire est évidente en posant ¢ = 1.

2.3 Comparaison avec la seconde méthode d’Aparicio pour

I=10,1].
En 1979, pour ses polynomes, Aparicio utilise une transformation
(1 — 4t
rationnelle ¢ de [0, 1] dans lui-méme : ¢(t) = (§—3t)3

Il définit la suite (@, )n>0 par :
QO =1- 5t

Qn=1_1- 3t)2n-Qn—l(¢(t)); deg(Qn) = 2"
Les @, vérifient les hypothéses du lemme 2.1 sur [0, 5.

Nous montrons dans ce paragraphe que, pour l'intervalle [0, i], la
suite de polynémes donnée par Aparicio et la nétre sont identiques.

Dans notre méthode, les T, sur [0, ;] satisfont :
To - 1 bl 5t

T, =(1- 4t)2n.Pn(ﬁ); deg(T,) =2"

Procédons par récurrence pour montrer ’égalité des suites.
Supposons donc que T}, = @,..
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Qn+1 = (1—3t)2n+lQn(%‘Tl__3;1;2)

= (1—:3t)2"+1.Tn(Z§i_—_3‘:;21) par hypothese de récurrence

= (1=5)"" P,(22=%) par définition de T,

(1-5¢)2

- t
Calculons d’autre part P,y ( ——

Punlils) = (@) Plifm+ (&0 -2)

= ()" PRy

- 1-4t t(1-4t)

(ﬂy"*ﬂ Pn(i(ﬂl) car P, est réciproque

1-4t¢ (1-5t)2
Revenons maintenant a Q41 :
n ]. - 4t n+1 t
wrr(t) = (1 =507 (—)" Pt (——
Quan(t) = (1= 57 (T2 P ()

c’est—a—dire
Qnt1(t) = T (2).

La suite de polynomes d’Aparicio et la notre sont donc bien iden-
tiques.

3 Majoration du diametre transfini entier.

Nous nous placons dorénavant dans le cas d’un intervalle I = [S, 7]
vérifiant |ps — ¢qr| = 1.
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Proposition 3.1 [15]

Soient n et N des entiers positifs non nuls.
Sotent b = (bj)1<j<n des entiers strictement positifs et (P;)i<j<n,

des polynomes de Z[z] tels que Zb deg(P;) < N.
1=1

s
— lg + 52| - définie pour x >0

b
] log |P,(=)|*

1=1
et Pj(z) #0,1 <5 <n et telle que m>j{)1h(w,b) =¢e" > 0.

Soit la fonction h(x,b) =

Alors il existe un polynome P dans Z[z] de degré N tel que :

1
IPIIf <e”

-m

Par conséquent, t;(I) <e
Démonstration.
lg + s|
log | P;(2)]

Onae™ <

pour z >0et Pj(z) #0,1<j5<n

zps

:j:ECJ=

Il en résulte | (2)|” < e™V|g+ szl pourz >0 (1)

.
I

Posons P*( H |P;(z)| ; deg(P*) < N.
<

(1) devient |P*(z )I _Nm|q+3x| pour = > 0.

On effectue maintenant un changement de variable pour se ramener

dans /.

p+rx
q + sx

Siz>0alorst = e 1.
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—t
Enfin définissons P(t) = P*(p q)(st — )V,

st—r

On a deg(P) = deg(P*) + (N — deg(P*)) = N.

(1) donne alors :

‘ —qt
|[P(t)| < e™M™g + s,ls%l]\qst —r|N pourtel

cest a dire |P(t)] < e™™ puisque |ps — gr| =1

donc

max | P(¢)| 77 < e

P est explicite et t5(I) < e™™.

Soit P € Z[z] un polynéme unitaire a racines réelles positives o,

d
1 < i <d. La quantité [J(g + sa;) = Ry ,(P) définit une mesure
=1
de P. La proposition précédente montre que la majoration de tz(7)
dépend de la minoration de la mesure R, ;.
Nous exploitons le principe des fonctions auxiliaires développé dans
le premier chapitre pour déterminer m . Nous choisissons le domaine

D égal a R** et log g(z) = log(q + sz).

Détaillons ’exemple I = [0,1].
La fonction auxiliaire qui intervient est de la forme :

7

f(z) =log(z + 1) — colog(z) ~ e1 log |z — 1| = D _ ¢; log | Rj(z)].
1=2

R, =2*-3z+1

Rs = (2° — 522 + 62 — 1)(2® — 62% + 5z — 1)

Ri=z* -T2+ 1322 -7z + 1 -

Rs = (z* = 72® + 142 —= 8z + 1)(z* — 82° + 142 = Tz + 1) -

R = 2% — 1527 4 832% — 2202° + 303z* — 2202 + 83z% — 15z + 1

Ry=z%>—4z+1
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De la programmation linéaire semi—infinie, on déduit
log(m) = 2,3611014

et
t5([0,1]) < e™™ = 0,42353115
Remarque : 1
Comme 5[0, 1] = #5[0, 3], on aurait pu étudier une fonction
auxiliaire sur [0, i] Elle serait cornposée des transformés des R; par
t
=TT soit respectivement
To =t
T1 =5t—1

T, =29t* — 11t + 1

Ts = 30589t° — 34083t° + 15613t* — 3759¢3 + 501¢* — 35t + 1

T, = 941t* — 70313 + 193t? — 23t + 1

Ty = 9811818 —1456351¢7+936448t°— 340465t5+76491t4—10865t3+
952t% — 47t + 1

Ty = 9695818 —1441511174+928579¢5 —338252¢°+76143¢* —10836¢°+
95142 — 47t + 1

T, =33t2 —12t +1

Up=1—4t

Les trois premiers polynémes apparaissent comme facteurs du polynome
cité dans lintroduction et étudié par Aparicio pour [0, 1].

4 Résultats numériques.
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Minoration et majoration de tz(I).

minoration majoration

(0,27334798) 0,28464223 0,28786121 {0, 29069307)

(0, 21095904) 0,21767399 0,22077192 (0,22210898)

(0, 17278874) 0,17701068 0,17937863 (0,18043337)

(0, 14665213) 0, 14947069 0,15199329 (0,15220315)

(0,12752602) 0, 12950020 0,13170886 (0,13173675)

(0,08408791) 0,08473875 0,08605165 (0,08592011)

(0,07190912) 0,07233143 0,07369445 (0,07324779)

(0,05909715) 0,05934001 0,06034833 (0,06000011)

(0,04558513) 0,04569987 0,04620411 (0,04612155)

(0,11954914) 0,16917092 0,17072255 (0,17181856)

(0,06153947) 0,10604672 0,10768567 (0, 10832409)

(0,07255604) 0,12052665 0,12196998 (0,12313371)

(0,08230163) 0,12321607 0, 12546057 (0, 12578497)

(0,05014593) 0,09364456 0, 09490391 (0,09567263)

Tableau 2

Les résultats entre parenthéses sont ceux d’Amoroso {1}.
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CHAPITRE 4

Détermination effective d’ensembles de
polynémes de petite mesure.

On trouve ce qu’on peut,
non ce qu’on veut.

E.Ma:llet

1 Introduction.

Soit D un domaine contenu dans R ou C. Soient F un ensemble de
polynoémes défini comme dans le premier chapitre et M une mesure

sur F.

Nous nous proposons de présenter une méthode permettant de déter-

miner explicitement les polynomes P € Z[z], unitaires, de racines
ay,...,aq appartenant a D, de degré d fixé, vérifiant :

d
M(P) =J] g(e:) < v olt v est un réel positif fixé.

=1

Nous en donnerons deux applications.

Soit a € Z tel que P(a) # 0. Pour chaque choix de a, on veut
trouver une bonne majoration de |P(a)| en fonction de M(P) et de
d, a partir de laquelle on déduira une inégalité sur les coeflicients de
P. Pour cela, nous établissons

Proposition 1.1 Soit a € Z tel que P(a) # 0. Alors il existe des
constantes effectives m > 0 et ¢ > 0 telles que :

1

|P(a)] < (M(P)e™™)%.

Démonstration.
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Soit n un entier supérieur ou égal a 0.
Soient ¢ = (¢;)o<;<n OU les ¢; sont des réels positifs et R;,1 <7 < n,
des polynémes a coefficients entiers qui dépendront de la fonction g
( on peut choisir n = 0) et tels que co + »_ ¢;deg(R;) < 1.

i=1
Enfin, soit h la fonction définie pour z € D,z # aet Rj(z) # 0,
1<j<mn,par:

g(z)
|z — a|®. l:I |R;(z)|~

h(z,c) =

Posons e™©) = inf h(z,c).
. ‘TGD. . -
On impose la condition suivante :

Il existe une constante € > 0 telle que :

g9(z)

Ix_aFleourweDetx;éa (%)

Cette condition garantit lexistence de c avec ¢g > 0 et m(c) > 0.
Sipour 1 <7< d, o; # a et siles R; ne s’annulent pas en «; ,
1<3<mn,ona:
gles) > e i=1,..d
e — | [T 1R;(a)|”
J=1

et en effectuant le produit pour i=1,..,d

d

d n d
[T g(es) 2 € ] le — af. TT(IT 1Rs(es)1¥)

=1 =1 7=1 =1

d
or pour j = 1,..,n, [] |R;(e)| est un entier non nul donc supérieur
1=1 -

ou égal a 1.
Par conséquent,

|P(a)] < (M(P)e ()%,

70



Mais on veut que la majoration soit la meilleure possible donc il faut
1 S

minimiser (M (P)e"™)% ce qui revient a minimiser

1 . D) N . ’ .

- (log M(P) —dm(c)). Or, ceci n’est pas un probleme linéaire en c.

Remarquons que si [P(a)| > B? pour un certain B positif fixé alors

¢ étant fixé, on a :

M(P) > (™) Beo)e,
Par conséquent, il s’agit maintenant de maximiser I’expression
m(c) + colog B, ce qui est un probléme linéaire en c.
Nous décrivons un algorithme qui permet de trouver c et
m = maxm(c) de sorte que la borne de la proposition 1.1 soit opti-

male en fonction de vy (et du choix des polynémes (R;)i<;<n)-

On commence par choisir B; = 1 car |P(a)] > 1. Par la tech-
nique des-fonctions auxiliaires décrite dans le premier chapitre, on
détermine ¢(B;) tel que m(e(By)) + ¢(Bi)olog By = m; soit maxi-
mal. On note v, = e’”‘Blc(B1 % ) ‘

Si 1 > v, m = my et ¢ = ¢(B) conviennent.

Sinon, on répete le procédé en prenant B, = s%, s entier supérieur
ou égal a 2 et on s’arréte des que :

Vs =Y > VYs—1-

On choisira alors ¢ = ¢(s4).
Exemple.

Considérons le cas ou F est I’ensemble des polynéomes totalement
positifs et M la longueur. On obtient ainsi un corollaire du théoreme
1.7 du second chapitre :

Proposition 1.2 Si P est un polynome de Z|z|, unitaire, irréductible
et totalement positif alors

L(P) RV
PO < | ———— | . .
PO < <2,3611014d>

En particulier, si d < 33 et L(P) < 2,3769¢, on a |P(0)] = 1.
(Rappelons que 2,376841 est le plus petit point d’accumulation connu
du spectre de la longueur absolue.)
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2 Le probléme de Zhang—Zagier.

Pour o nombre algébrique, posons
H(a) =log Q(a).

Rappelons que Q(a) = M(a)d€91(°5 désigne la mesure de Mahler ab-
solue de a introduite dans le premier chapitre.

Zhang [36], en 1992, a établi I'existence d’une constante C' > 0

telle que :
He)+Hl—-—a)>C

14+v/=3
2

pour tout nombre algébrique a a ’exception de 0,1,

En 1993, ‘Zagier [35] a rendu effectif ce résultat en montrant :

Théoréme 2.1 Pour tout nombre algébrique o différent de 0,1, —

ona:
Ha)+ Hl—a) 2> -;—log1+2\/g

avec égalité si et seulement si a ou 1 — a est une racine primitive
10*™ de 'unité.

)

+v-3
2

La démonstration de ce théoreme nécessite le lemme suivant ou 'on
retrouve la notion de fonction auxiliaire exacte :

Lemme 2.2 Pour z € C, on a

VB -1 1
log max(1, |z|)+log max(1,|1—z|) > ——=log |2*—z|+ log |2°—z+1
gmax(1, [2])+log max(1, [1-2]) 2 ==& gl 12\/5g|zz|

1. 1+v5
-1
+2 og 5

+mi +3mt

avec égalité si et seulement si z ou'l — z est égal d ™5 ou €73

Démonstration.
Notons f(z) la différence entre le membre de droite et le membre
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de gauche de l'inégalité proposée. Clairement, f(z) — —oo quand

: o . 1+v/-3
z tend soit vers l'infinité soit vers l'un des points 0,1,iT.
D’autre part, f est continue partout ailleurs donc atteint son
maximum en un ou plusieurs points finis. Comme f est harmonique
en dehors des deux cercles |z| = 1 et |1 — z| = 1, le principe du
maximum implique que les maxima sont atteints seulement sur ces
cercles. L'inégalité souhaitée étant invariante par les transforma-
tions z — 1 — z et z — Z, on peut supposer z = ¥, 0 < § < 7.
Posons S = 4sin?-.

2

Distinguons deux cas. ‘
SI0<H<Z (le0<S<1), alors |1 —ef| <1et

f(e*) = —%log(S) + %log(l -S)+ -;—log

En dérivant par rapport a S, on voit que 'unique maximum sur
3-+v5

2
SiZ<f<rw(ilel<S<4), alors |l —e?|>1et

3_
—v5 -1 1
VB—1y 5y 4

1+v5
2

'intervalle [0,1] est atteint en S = (e = %) ou f s’annule.

1+5

log(S—1) + %bg

iy _
f(e ) - 4\/5 2\/5 9
L’unique maximum sur l'intervalle {1,4] vaut 0 au point S = 3 +2\/5
3 -
e =—).
eo="T)

Définition 2.3 Soit P un polynome a coefficients complexes. On
définit la mesure de Zhang—Zagier de P par :

Z(P) = M(P(z))M(P(1 - z)).
On notera la mesure absolue de Zhang—Zagier par :

((P) = (Z(P)) TP,
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Remarque.
A partir de P défini comme ci-dessus, de degré d, on construit un
polynéme Qp & coefficients entiers, de degré 2d en z, en posant :

Qp(z) = P(z)P(1 = z).

On a alors
' ¢(P) =¢(@p)-

Comme Qp est invariant par la transformation z — 1— 2z, Qp s’écrit
en fonction de w = 2% — z et le degré de Qp en w vaut d = deg(P).
On notera Qp(w) = w® + bw® ! + ...+ by

Par conséquent, sans perte de généralité, on peut se restreindre a la
recherche de polynomes de la forme Qp.

Le résultat de Zagier suggere 1'idée d’examiner 'ensemble Z des
valeurs prises par ((P). Grace au théoreme 2.1, nous connaissons
déja les deux premiers points du spectre de Z :

C(32 —z)=1et C(¢10(Z)¢10(1 —z)) = (1 +2\/5)2

oll pro(z) =21 — 22 +22—z+1.

Dans la suite, on se limite & la recherche de P a coefficients en-
tiers, unitaire, irréductible , de racines ay, ..., aq4, de degré d fixé et

vérifiant ((P) < 1,31 .

e Premieére étape.

Selon le principe décrit dans l'introduction, la premiere étape con-
siste & trouver des inégalités sur Qp(a) quand a € Z tel que -
Qp(a) # 0. D’apres la proposition 1.1, on sait que :

Qp(a)| < (C(P)e™)s.
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Expliquons comment on trouve m et co.
Pour 1 < k < n, soient ¢, € E*" et P, € Z[z]. Considérons la
fonction auxiliaire suivante :

f(z,¢) =log, |22 —z| —colog |z* —z —a| - > crlog [Pu(z)Pe(1 —2)|
k=1

définie pour 2 € C\{0,1} tel que z*—z—a # 0 et P(z)Pi(1—2) # 0
pour 1 <k <n.
Remarquons que f peut s’exprimer en fonction de w = 2% — z par :

(1) = log, [l — colog 1w — al = - e log |Qu(w)
k=1
ol Q@ € Z[w).

m(c) est défini par m(c) = Inel(r:l f(z,¢). Comme dans la démonstration
z

du lemme 2.2, il suffit d’étudier f sur |z| = 1. f s’écrit :

£(2,0) = Slogy |2+ — 2|~ Dlog(|s? — 2 — al|; = - —al)
-3 Slog PP A~ AR )l
car sur 2| = 1, [P()]? = P(z).P(%).
Enfin, posons ¢ =2 — z — ! > 0. f devient :

Z

n

Co _ "
g(z,0) = 1og+< -5 log |—az” - (3a+1)z+a’|~ 3 o log |Qu()]
k=1
Par conséquent, m(c) = 0r<ni£14 g(z, c) et il reste a résoudre le probleme

d’optimisation introduit dans le premier paragraphe.

On peut également choisir a algébrique en remplagant dans la fonc-
tion auxiliaire A le terme en w — @ par le polynéme minimal de a
dans Z[w]. Nous avons utilisé ¢ = —5 ou a complexe quadratique.
Ce dernier cas présente I’avantage de fournir deux inégalités sur les
coefficients de Qp.
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Donnons un exemple : choisissons a = ¢ et v = 1,31.
La fonction auxiliaire est de la forme :

h(w) = log, (w) — ¢, log [w| — ¢; log |w + 1] — ¢slog [w? + 1].

Comme décrit précédemment, par la programmation linéaire semi—
infinie, on obtient :

m = 1,04523
¢ =0,00766
cz = 0,15933
[ 3 =1,30486

On a donc
" log(w) > ¢;log |w| + ¢z log jw + 1| + ez log |w? + 1] + m.
ce qui implique

M(Qp) 2 e™.|Qp(0)|”.1Qp(=1)|.1Qp()[*

c’est—a—dire .
> e Qp()

puisque |Qp(0)| et |@p(—1)| sont des entiers non nuls.

Donc,

Qp() < (y.e~™)%s

ce qui donne deux inégalités sur les coefficients de Qp.

¢ Seconde étape.

Pour chaque choix de a, I'inégalité |Qp(a)] < B¢ se transforme
en une ou plusieurs inégalités sur une forme linéaire en by, ..., b4 du

type :
{I(by, ..., by) + constante| < B?

Par exemple, |Qp(1)] < B? entraine |v;| < B¢ en posant
o :1+b1 ++bd
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Nous utilisons par exemple pour le degré 18 : a = 0,1, —1, —%, ?, i"Tl,j.
On en déduit d formes linéaires en by,...,b;, notées vy,...,vqy qui
vérifient des_inégalités. Nous représentons les vy, 1 < k < d, sous

forme matricielle :

U1 by

I
=

+N
Vd bd

ou M et N sont des matrices a ccefficients entiers.
On a alors

bl (%]

H
%
I
=

by V4

Mais la matrice M~! n’étant pas & coefficients entiers, les vy,

1 < k £ d, doivent vérifier des relations de congruences. On désire
définir de nouvelles variables entieres uy,...,ug a partir desquelles
seront déterminés by, ..., by sous la forme :

bl (73]
bd Udq

avec cette fois () et R matrices a coefficients entiers.

Les ug, 1 < k < d, satisfont de nouvelles inégalités linéaires déduites
de celles vérifiées par les vx, 1 < k& < d. Mais on veut que ces
inégalités soient de la forme, pour 1 < k < d:

[e(ugy .oy ug) + €] < fi

ou la matrice des formes linéaires [, sera triangulaire. Aussi, on
prend soin d’ordonner les équations de congruences pour aboutir a
un systeme triangulaire en u,, ...,ug comme ci —dessus.

Pour affiner la recherche des @p, nous appliquons aux polynomes
trouvés plusieurs pas de la méthode de Graeffe (détaillée dans [7]).
Rappelons—la brievement.
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Soit P un polynome de degré d.

Posons
{ Pi(z) = P(Vz)P(=/z)
Pi(z) = Peo1(V7) P (—V/7)

Le calcul de Py s’effectue plus aisément grace a la formule
|  Pi(z) = R¥(z) — 25%(z),
R et S définis par
Pi_1(z) = R(z*) + 25(2?).
Le polynome P, vérifie :
( deg(Pi) = deg(P)

P, est a coefficients entiers

ses racines sont les racines de P élevées a la puissance 2*

| M(P,) = M(P)*
L(Py)
2d
L(Py)

d
22k

< M(P,) < L(P;), on déduit

De I'inégalité connue

e

< M(P) < L(P)7*.

Dans notre cas, pour p, on a :

HOR™ < ar(q)

22k
or M(Qp(z)) = M(Qp(1 - z)) d’o
LB < M(Qe() M@l - ) = QP
Par conséquent, la condition {(Qp) < v implique
L(Qry))*T _

1 —_
22F=1

-
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3 Polynémes totalement positifs de petite longueur.

On applique cette fois’la méthode développée dans le premier para-
graphe pour déterminer les polynomes P € Z[z], unitaires, irréductibles,
totalement positifs et de degré d fixé tels que L(P) soit petit.

La motivation de cette recherche est de trouver de bons polynémes
pour le spectre de la longueur absolue. Ainsi, nous nous limitons
aux polynémes tels-que L(P) < (2,3769) puisque 2,376841... est le
plus petit point d’accumulation connu.

e Premiere étape.

On sait, d’apres la proposition 1.1, que pour a € Z tel que P(a) # 0,
il existe m et ¢ tels que :

|P(a)] < (L(P)e™ ).

La fonction auxiliaire est ici de la forme, pour z > 0 :
f(,¢) = log(z + 1) — colog |z — af — 3" ¢;log | Py ()]
J=1

Pour d = 3,4, 5,6, 7, nous avons utilis¢é a = 0,1,—-1,2, —2.

e Seconde étape.

d
Soit P = z? — bz® ! 4 ...(=1)%, = [I(z — i) o pour 1 < < d,
=1
b, € Net a; € RT™. L’objectif est d’encadrer les b; le mieux possible.
Rappelons que |P(0)| = 1. L’inégalité arithmético-géométrique per-
met alors de minorer chaque b;. En effet, pour 1 <k < d,

d
_ 1 1
1 = (H ai)d e ( H (a,-l...a,-k))c S Ebk
i=1 ai Fai ]
1<, i <k

ou C désigne ( f )
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et donc

(1)sn

En combinant les différentes inégalités de la premiere étape, on
parvient & majorer chaque b, indépendamment des autres. Mais
ces encadrements sont souvent trop larges, ce qui rend ingérable le
nombre de polyndmes trouvés. On se ramene a un systeme triangu-
laire d’inégalités en by, ..., by comme dans le précédent paragraphe.

e Troisiéme étape.

Enfin, la régle de Sturm permet déliminer les polynémes dont les
zéros ne sont pas tous réels positifs.

Finalement, nous obtenons une liste de polynémes de Z[z], unitaires,
irréductibles, totalement positifs, de petite longueur et de degré

d<T.

Remarque.
En appliquant & ces polynémes P la transformation 7' définie dans

le premier chapitre par :
1
T(P)(z) = 2%.P(z + = — 2),
x

nous obtenons des polynoémes T(P) & coefficients entiers, unitaires,
totalement positifs et de degré 2d. Nous ne conservons que les T'( P)
irréductibles et de petite longueur. On trouve ces polynomes dans

Pannexe 6.
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ANNEXE 1

EXECUTION DU PROGRAMME EN
PASCAL POUR LE THEOREME 1.7
DU CHAPITRE 2.

85



khkhkhkhkhkhkAhkkdhhkhkrhkhhkhkrhhkkhkhhkhkhxkddhkhkdrhkhkhhkhkhhdkd chhkhbhkhkhkddhhkhkhkdkahhhhkdbhhhdrhhdbrhkhkhhkhkhdhkhkhohhxkhkk ik

minoration de la longueur absolue=

A KA AR AR I AR AT ATk kR kA bk hkhk kA k Ak ko hk kI A Ak A Ak kb hhhhkhdhhkhkhdkhkkhkhkkkhkhhhkhhkhkkdhhkrhrhdrdhhkhkkhkkk

WO~ umd Wwh

R WNDNNDNNRP PP OOOCOCOCOOO

polynome
polynome
polynome
polynome
polynome
polynome
polynome

ST wN e

poLynome
poLynome
poLynome
poLynome
poLynome
poLynome
poLynome

N ol W

0 1
-1 6
1 -8
-1 1
1 -3
1 -7
-2 1

1
=7 1
-7 1

PAS ZERO (les exposants ont été fixés)

exposant
exposant
exposant
exposant
exposant
exposant
exposant

sNeloloNoNoNe

racines sur ]0,1[ de la dérivée

.024227896479
.183655682393
.227416446996
.266055446873
.391059646556
.544516286024
.715524113342
.005884042695
.6117365159554
.700000003023
.055000001312
.280156952163
.300000008063
.329706701893
.067647538138
.130000004720

PREMIER PAS

.01000000
.01000000
.01000000
.00100000
.00150000
.00010000
.00100000

valeur de La fonction
.0468459548262922
.1270530374790299
.1139639661827519
.1092207752192656
.1266181811889141
.1568537203487950
.1974826531020125
.2429365515908043
.3809811151217920
.3885380343225568
.4574007677841166
.5042069990953366
.5046308274552456
.6743327245935708
.7709426407750205
.7725640949521249

NN NDDNDNDNDNDDDNDNDDNDNDDNDNNDND

2.0468459548262922

nbre de points de controle pour la programmation linéaire : 17
objectif= 2.3647643627498242 )

poLynome
poLynome
poLynome
polLynome
poLynome
poLynome
polynome

N oy WP

exposant
exposant
exposant
exposant
exposant
exposant
exposant

OO OO0

.10999086
.01567505
.012658037
.07185041
.03403471
.00885487
.00000000



racines sur ]0,1](

valeur de La fonction

1: 0.110414077568 2.3593199678499566
2: 0.183115282053 2.4126672627958701
3: 0.218178232567 2.4035647182533591
4: 0.287851193251 2.3650408255299161
5: 0.491259292302 2.3612794137105579
6: 0.590938632360 2.3640813045527793
7: 0.731804821822 2.3697903985052699
8: 1.387069361240 2.3562501499741514
9: 1.699999990120 2.3569767356882207
10 1.967686244420 2.3572637145308465
11: 2.055000001312 2.3615388197628769
12: 2.299999993805 2.3842643181006424
13: 3.009706254349 2.3792673451649023
14: 3.631621027888 2.3646069445555338
15: 4.129999997042 2.3703849466303121
16: 5.270150146484 2.3394449140113068
minoration= 2.3394449140113068

hhkhkkhkhkhkhkhkhkhdhkhkrkhkhkkrhkhhhhkhhkhdhhkhhhkhkhbhkhkrohhhhhkhkdhhhkdhhhkrhkhbhhhhkhkkhbhkhdkdhhhkhkkhrkhkhkhkhkhkhbdhhkhhdhk

DEUXIEME PAS

nbre de points de controle: 18
objectif= 2.3641630503166598

poLynome 1 exposant 0.11267903.
polynome 2 exposant 0.01141240
polynome 3 exposant 0.00683841
polynome 4 exposant 0.08259842
poLynome 5 exposant 0.03542279
poLynome 6 exposant 0.00826771
poLynome 7 exposant 0.00000000

racines sur ]0,1[

valeur de La fonctio

1: 0.123337632554 2.3529397163351131
2: 0.181197562663 2.3829000894866856
3: 0.215750432921 2.3839950771268586
4: 0.277940124765 2.3598420892628637
5: 0.493708013749 2.3640948658010994
6: 0.596993854788 2.3640334153790331
7: 0.702670611973 2.3740395104746699
8: 1.428780256003 2.3651109089689977
9: 1.699999990120 2.3578534057584197
10: 1.987145832589 2.3556021598900108
11: 2.055000005247 . 2.3575951682450666
12: 2.280740571217 2.3770946249648170
13: 3.044517795305 2.3792022206660023
14: 3.643842076482 2.3639416799556105
15: 4.129999952669 2.3715750221688610
16: 4.967440359933 2.3621703790703017
2.3529397163351131

minoration=

Fhkhkhhhkhkdhkhkhkhhhkhkhkhkhhhkhrkhhhhkhkhhdhhhkhhkhdhhhkhhdhkhhkhkhkhhdhkhkhhkhkrohhhhhdhhhdhkrhhkrhdhhhhdhkdhkdkkkhx

TROISIEME PAS

nbre de points de controle : 19



objectif= 2.3628164818693607

poLynome 1 exposant 0.11659724
polLynome 2 exposant 0.01208560
poLynome 3 exposant 0.00779711
polLynome 4 exposant 0.08015033
polLynome 5 exposant 0.03135155
poLynome 6 exposant 0.00856760
poLynome 7 exposant (.00043747

racines sur J0,1[

vaLeur de La fonction

1: 0.124471383528 2.3628054869391037
2: 0.181906399473 2.3933601608244778
3: 0.216507601912 2.3913004815340477
4: 0.285377459391 2.3606555736155135
-5: 0.489585339534 2.3605422296342476
6: 0.595320053467 2.3625923551295469
7: 0.707572520939 2.3724724284559840
8: 1.421976831637 2.3625049981331739
9: 1.699999990120 2.3562577361230563
10: 2.020146309989 2.3548278288402195
11: 2.055000005247 2.3557311899909870
12: 2.296485598305 2.3725307170816643
13: 3.020572475387 2.3738940594171531
14: 3.623754037093 2.3627523918870837
15: 4.129999988167 2.3720468021860020
16: 4.986852765765 2.3610693810761113
minoration= 2.3548278288402195

AkkkkkhkAkhhkhkhkhhkrhAhhkhkhhhkhkhkhbhdhhhhbkhkhkhkhrhkrAhhkhkxhhkhdkhkhhdkhdhdkdkdhhdodkdd ok dkkdhdkkkkkdkkdhdkdhdhdkkikhhkhkk

QUATRIEME PAS

nbre de points de controle : 20

objectif= 2.3622685557949468

poLynome 1 exposant 0.11613585
polLynome 2 exposant 0.0117%442
poLynome 3 exposant 0.00792219
poLynome 4 exposant 0.07509658
poLynome 5 exposant 0.02969316
polLynome 6 exposant 0.01123578
poLynome 7 exposant 0.002038%6

racines sur ]0,1[

valeur de La fonction

1: 0.122779802952 2.3622659040552744
2: 0.181748490283 2.3550890757651622
3:  0.214494968703 2.3969176575817257
4: 0.290609944272 2.3610766231101239
5: 0.483030909608 2.3605558060942564
6: 0.60322138029%4 2.3622682015776408
7: 0.713801661575 2.3672653209667933
8: 1.409908737491 2.3575845823112561
9: 1.693484447340 2.3580162708154946
10: 1.958152553013 2.3618150616193723
11: 2.055000335817 2.3608175858745598



12: 2.299999975220
13: 3.015552215211
14: 3.602577483254
15: 4.129999242707
16: 5.083373413086
minoration=

kkkkkkkhkhkkdkhdkdhhkhhhdhhhhhhrhrhkhkbdhdhdhhrhkkkhhdhbhhdhhdhdhhhdrkddbhrdkhhhxhhkdkdkhhkhhdkhdhkhhdbhkhhkhhhidx

nbre de points de controle :

2.3575845823112561

CINQUIEME PAS

21

objectif= 2.3621782761061834

poLynome
polynome
polynome
poLynome
poLynome
polynome
polLynome

Nound WK R

racines sur ]0,1[

1: 0.125629256863
2: 0.182536281688
3: 0.216706585216
4: 0.282919858578
5: 0.491903990327
6: 0.593030884012
7: 0.707837967273
8: 1.425470481987
9: 1.699999990120
10: 1.942031947545
11: 2.055000020989
12: 2.299086509307
13: 3.034609387063
14: 3.620340059955
15: 4.129999988167
16: 4.966589617048
minoration=

nbre de points de controle :

exposant
exposant
exposant
exposant
exposant
exposant
exposant

[eNeoNoNoNoRoNoe)

2.3564461806967605

SIXIEME PAS

22

objectif= 2.3615764211082748

poLynome
polynome
poLynome
poLynome
poLynome
poLynome
poLynome

N oUW

exposant
exposant
exposant
exposant
exposant
exposant
exposant

OO OOOOO0O

.11730343
.01125552
.00801853
.08022580
.03221924
.00787901
.00211997

.11581000
.01301681
.00675980
.07642314
.02871196
.01187068
.00180170

2
2
2

2
2

vaLeur de La fonction
.3621332461659633
.3907848197341409
.3873099216139460
.3594626648412782
.3599034021638543
.3618042857794922
.3725828132724298
.3619969368890489
.3564461806967605
.3596554460355611
.3613840008444500
.3763182528973486
.3742268176017980
.3621332279941652
.3709530788496675
.3601853117297690

INESESESESESENESECESE SRS SN

.3721380763088302
.3708766766936646
.3622684393265055
.3754560194302010
.3615100147476363

LE R SRR R RS ESE SRR EESRER R R R RS R R RS RRRS SERRRERERRRSRSRRRRRRRRRRRRRSRESRRRRERRER R SRR RS RS



racines sur ]0,1(

valLeur de La fonction

1: 0.122831062970 2.3615742719267804
2: 0.180362398501 2.3945967705321437
3: 0.214507405160 2.3996169885245879
4: 0.292712618053 2.3610363527188808
5: 0.481057228811 2.3601855905993032
6: 0.606638724658 2.3615206811195825
7: 0.708327568288 2.3664581365545993
8: 1.405166663609 2.3615587523562162
9: 1.699028737492 2.3615755598535810
10: 2.054999975818 2.3597112442135064
11: 2.063532449754 2.3596545536302381
12: 2.295999900880 2.3688716236173165
13: 3.001019883123 2.3706910423152505
14: 3.625287852908 2.3615027222363284
15: 4.112673140213 2.3735906440415710
l6: 5.091030099051 2.3608764363679482
minoration= 2.3556545536302381

khkhhkhhhkkhkhkkhkhdhhkhhhkhbhhkhkdbkh bk hkhhkhkhkhkhkhhkhkhhrhdkb kb hkhbhhhhhdbhbhbhkdkdbhrbkhkdrdkhkhdkhkhhkhkhhbhbdkhhhhhdhdhhdi

SEPTIEME PAS

nbre de points de controle : 24

objectif= 2.3614366572256759

polLynome 1 exposant 0.11608074
polynome 2 exposant 0.01268942
polynome 3 exposant 0.00692947
poLynome 4 exposant 0.07657873
polynome 5 exposant 0.02899529
poLynome 6 exposant 0.01152095
poLynome 7 exposant 0.00243541

racines sur ]0,1]

vaLeur de La fonction

1: 0.123217020748 2.3614365830591422
2: 0.180650144136 2.3938652811821892
3: 0.214595496727 2.3979632235651031
4: 0.291825300473 2.3605718139164169
5: 0.481871584212 2.3599262150842360
6: 0.605387476121 2.3614122532372534
7: 0.708598913430 2.3667898741860105 -
8: 1.406850583722 - 2.3614299007137011
9: 1.697834893992 2.3614325152888454
10: 1.958325892857 2.3638338714880094
11: 2.067121666653 2.3614262913970847
12:  2.299959500880 2.3702866121755611
13: 3.006073171326 2.3708705062084245
14: 3.622912912291 2.3613773447720655
15:  4.117422880798 2.3733268548466570
16: 5.081981288365 ¥ 2.3606657180549930
minoration= 2.3599262150842360

khkhkhkkdkdhkhkhkdkdhkhhkhhhkhdhkhkdhdrhhhdkhkhhhdhkhkhkdhkhhkdbkhdhhkhkhkrhbkrhkhhhkhhhhkhhkhhkhhhkrhkhkhkhhhdhkhkhkhbhkhkkhkhkhbhkhhkks



HUITIEME PAS

nbre de points de controle : 25

objectif= 2.3611736068882890
polLynome 1 exposant 0.11610323
polynome 2 exposant 0.01264238
poLynome 3 exposant 0.00650206
poLynome 4 exposant 0.07639762
poLynome 5 exposant 0.03017025
poLynome 6 exposant 0.01143685
polLynome 7 exposant 0.00236180

racines sur ]0,1( vaLeur de La fonction
1: 0.123729620923 2.3611723442248716
_2: 0.180313271197 2.3927306224951297
3: 0.214494968703 2.3977669445481832
4: 0.290190485053 2.3618511348424397
5: 0.483771746813 2.3611578266770157
6: 0.606987433267 2.361108710153413¢%
7: 0.707307074605 2.3660403427218131
8: 1.406889294529 2.3611669096217133
9: 1.697915832534 - 2.3611697807469549
10: 1.958734479632 2.3635126361834015
11: 2.066745551109 2.3611654855849498
12: 2.295990790846 2.3707123510163121
13: 3.012216384437 2.3720128202816494
14: 3.632016851324 2.3610547813655092
15: 4.,113085107509 2.3722550094996921
16: 5.075098005022 2.3603466195286365
minoration= 2.3603466195286365

hhkhkhkhkkhkhkhkhdhhhhhkhhkhkhkkhrhhkhhkhhhhhhdhhkhhhkdhhkhhkhkhhdhkkhhhkhhhhhkhhhhkhhkhhkkrhrbdrrhkxhkdkhkhhokhhhhhkhhh

NEUVIEME PAS

nbre de points de controle :

26
objectif= 2.3611408006030375
poLynome 1 exposant 0.11527032
poLynome 2 exposant 0.01247531
.poLynome 3 exposant 0.00637575
poLynome 4 exposant 0.07650777
poLynome 5 exposant 0.03003488
poLynome 6 exposant 0.01150870
poLynome 7 exposant 0.00241888

racines sur 10,1

vaLeur de La fonction

1: 0.124157792833 2.3611351334655722
2: 0.180269407533 ‘ 2.3920628643164211
3: 0.214351949454 ] 2.3973803241577658
4: 0.290238884193 ‘ 2.3616652227209992
5: 0.483308016654 | 2.3611295427596174
6: 0.607389473781 2.3610628864690462
7: 0.706723092671 2.3659695579691384



8: 1.407895775517 2.3611378251319579

9: 1.697005273933 2.3611328219441979
10: 1.958585902623 2.3636390627738279
11: 2.068325236391 2.3611227414160452
12: 2.295432546534 2.3703861806070511
13: 3.012744832876 2.3717379778451120
14: 3.630136690002 2.3610373120069145
15: 4.109886302625 2.3725021752793748
16: 5.069684186663 2.3611400720828037

minoration: 2.3610373120069145

LR EE AR AR R RS SRR EREE AR R RS EEERER SR R R R R R R R AR X ]

DIXIEME PAS

nbre de points de controle: 28
.objectif= 2.3611064907163204

polynome 1 exposant 0.11621039
poLynome 2 exposant 0.01248900
poLynome 3 exposant 0.00642599
poLynome 4 exposant 0.07648345
poLynome 5 - exposant 0.02001569
polynome 6 exposant 0.01150442
poLynome 7 exposant 0.00238678

racines sur ]0,1][

valeur de La fonction

1: 0.124049242208 2.3611023162593522
2: 0.180304498464 2.3921891453516021
3: 0.214370604139 2.3974097064821010
4: 0.290276527970 2.3616289266994854
5: 0.483443742555 2.3610956777481269
6: 0.607233580520 2.3611063905268753
7: 0.706935449738 2.3660286798050481
8: 1.407798998498 2.3611032431093219
9: 1.697409966644 2.3610990408445137
10: 1.958808768136 2.3635564649527491
11: 2.067723451522 2.3610928279858186
12: 2.295813167656 2.3704367324334816
13: 3.012480608656 2.3717541045732589
14: 3.629641910707 2.3611064537383545
15: 4.110710237217 2.3725966978067394
16: 5.070766950335 2.3611060404292903
minoration= 2.3610928279858186

hhkdkkhhkkhhkhhdhhkhhhhkkkkhhhkkkhkhkkk ok kkkkkk Ak kkkkhkkhkhkkhhkkhkkkkh ko kkkkkkoedkkk kkkkkkkKkk

ONZIEME PAS

nbre de points de controle : 36
objectif= 2.3611014858665022

poLynome 1
polynome 2
polLynome 3

exposant 0.11621269
exposant 0.01248838
exposant 0.00642260



poLynome 4 exposant 0.07048063
polLynome 5 exposant 0.03002236
poLynome 6 exposant 0.01150450
poLynome 7 exposant 0.00239028

racines sur 10,1

valeur de La fonction

1: 0.124061303388 2.3611014870392872
2: 0.180299234824 2.3521800468074409
3: 0.214368531396 2.3974082826536892
4: 0.290265772605 2.3616358089052880
5: 0.483455053046 2.3611014850493879
6: 0.607249990337 2.3611014856535776
7: 0.706947247353 2.3660198406344952
8: 1.407779643085 2.3611014862264890
9: 1.6897086212475 2.3611013855185381
10: 1.958771623884 2.3635679535330926
11: 2.067766436155 2.3611014857101573
12: 2.295775105544 2.37044157966239049
JA3: 3.012480608656 2.3717593253437264
14: 3.629691388636 2.3611014859391609
15: 4.110637537106 2.3725868649655402
16: 5.070766950335 2.3611014858665022

minoration= 2.3611013855185381

A Ak kA A Ak A r kA A A A A Kbk hhkhkhkhkk sk kA Ak khkrhkhkhkkkhkkdkhkdhdkh Xk hkdkhkhkhkhkhkhkhkhhkhkhkrhkhkhdrhkArxhxkhkdhkhkhkhkhkhkhkxxxhhhx

DOUZIEME PAS

nbre de points de controle : 44

objectif= 2.3611014748792572

poLynome 1 exposant 0.11621266
poLynome 2 exposant 0.01248841
poLynome 3 exposant 0.00642259
poLynome 4 exposant 0.07648057
polLynome 5 exposant 0.03002229
poLynome 6 exposant 0.01150457
poLynome 7 exposant 0.00239028

racines sur ]0,1[

valLeur de La fonction

1: 0.124061303388 2.3611014760641880
2: 0.180299234824 2.3921801199097453
3: 0.214368531396 2.39574084805904614
4: 0.290265772605 2.3616358185577349 -
5: 0.483455053046 . 2.3611014748792572
6: 0.607249990337 2.3611014748792572
7: 0.706947247353 2.3660197511434%41
8: 1.407779643095 2.3611014752294169
9: 1.697086212475 2.3611014748792572
10: 1.958771623884 2.3635680137604019
11: 2.067766436155 2.3611014748792572
12: 2.295775105544 2.3704414721156225
13: 3.012480608656 2.3717592565382724
14: 3.629691388636 2.3611014749521038
15: 4.110637537106 2.3725869057458380
16: 5.070766950335 2.3611014748792572

minoration=

2.3611014748792572



ANNEXE 2

VERIFICATION EN CALCUL FORMEL
"DES CALCULS DU CHAPITRE 2
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Racines de la d7érivée de la fonction

h(y) = log(y +4) — >_ b;log |pi(y)| pour y > 0.
=1
avec

po=y+4 - bo =1

pL=y b, = 0.11621266
=y -5y +6y—1 b, = 0.01248841
ps =yt =Ty + 149> — 8y +1 bs = 0.00642259
pa=y—1 by = 0.07648057
ps=y?—3y+1 bs = 0.03002229
pe =yt —Ty® + 132 — Ty +1 be = 0.01150457
pr=y—2 by = 0.00239028

Le numérateur de la dérivée de h vaut :
q= boP6P1P2P3P4P5P6P7 - blPoP’1p2P3P4P5P6P7 - b2P0P1P’2P3P4P5P6P7

—bapop1P2PsPaPsPePr — baPop1P2P3PPsPeP7 — bsPop1P2PsPaPsPeP
—56P0P1P2P3P4P5P8P7 - b7PoP1P2P3P4P5P6P;

A l'aide de Maple (commande "realroot”), on exhibe 16 intervalles con-
tenant chacun exactement une racine de &' :

[ 8524610339 136393765425 L 24780614655 198244917241 ]
68719476736 ° 1099511627776 '137438953472° 1099511627776

235699224675 58924806169 . 159578510289 319157020579]

[1099511627776’ 274877906944]’ [549755813888’ 1099511627776
265783557135 531567114271 667671445197 333835722599]

[549755813888’ 1099511627776]’ [1099511627776’ 549755813888
777271318439 97158914805 . 1547895618963 386973904741]

[1099511627776’ 137438953472]’ [1099511627776’ 274877906944
466484607999 1865938431997, 1076887576231 2153775152463]

[274877906944’ 1099511627776]’ [ 549755813888 * 1099511627776
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2273406305271 284175788159, 1262136079503 2524272159007

[1099511627’776’ 137438953472]’ [ 549755813888 ’ 1099511627776]
3312327021575 414040877697, 997714192133 3990856768533]

[1099511627776’ 137438953472]’ [274877906944’ 1099511627776
2259834360055 4519668720111, 1393858122795 5575432491181

[ 549755813888 1099511627776]’ [ 274877906944 ° 1099511627776

)

On obtient finalement :

rn>i(r)1 h(y) > 2.361101465493619139237121502.
Yy
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ANNEXE 3

POLYNOMES ET EXPOSANTS
UTILISES POUR LA MAJORATION
DU DIAMETRE TRANSFINI

- ENTIER.
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Nous utiliserons les polynomes suivants que nous donnons sur ]0, +o0|
par souci de clarté :

= I

gp=z—1

gz =1z2 -3z +1;

qga =2t =723 4+ 132% - Tz + 1,

g5 = 28 — 1527 + 83x% — 2202° + 303z* — 22023 + 8322 — 152 + 1;
g6 =z — 2

gr=2> -4z +1; qs = z* — 823 + 152% — 8z + 1;

go = 28 — 1627 + 9125 — 2442° + 3372* — 24423 + 912% — 162 + 1.

10 = 16 — 32215 4 435211 — 3352213 + 1642722 — 54324z + 12535620 —
2057122° + 24240328 — 20571227 + 1253562° — 5432425 + 16427z* — 335223 +
435z% — 32z + 1;

qu1 = 23 - 522 4+ 6z — 1;

g1z = 23 — 622 + 5z — 1;

gz =2x* — 7234+ 142? - 8z + 1,

qu4 = 2t —Bed 4+ 1422 — Tz + 1;

q15 = ¢ = 112° + 412* — 6323 + 4122 — 11z + 1;

qis = & — 1527 + 8428 — 22525 4+ 3112* — 22523 4 8422 — 15z + 1;
q17 = 28 — 1225 4+ 442 — 6723 + 442% — 122 + 1;

g1 == £ — 1627 + 9028 — 239z°% + 329z* — 23923 + 9022 — 16z + 1;

Intervalle Polynémes Exposants

0,31 @ e1 = 0,48338493
g2 ¢y = 0,10594217
qa 3 = 0,04256316
qa cs = 0,01444366
gs cs = 0,00303665
q10 c10 = 0,00017926
Q2 c12 = 0,00886819
Q14 c14 = 0,00292343

0,3 a ¢1 = 0,5670744
g2 ¢y = 0,08331792
g3 c3 = 0,02761481
qa cs = 0,01425224
gs es = 0,00384644
q12 c1a = 0,01427487
q14 c14 = 0,00532710
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[0,

q1
q2
q3
G4
qs
q12
914
q17
dis

q1
q2
q3
q4
a5
q12
14
q17
q18

q1

q2

q3

q4

95

q12
qd14
q17

q1
q2
q3
q4
g5
q12
d14

c1 = 0,67508964
cg = 0,05808450
ez = 0,01668214
cq = 0,00874972
cs = 0,00190303
c12 = 0,01655356
c14 = 0,00701595
c17 = 0,00142731
c1g = 0.00094020

¢y = 0,70916853
ce = 0,05026687
c3 = 0,01409470
¢y = 0,00848611
cs = 0,00140945
Ci2 = O, 01677051
c14 = 0,00729181
ci7 = 0,00150446
c1s = 0,00040359

c1 = 0,79642586
¢ = 0,03270471
cz = 0,00856983
cq4 = 0,00572115
¢s = 0,00045969
c12 = 0,01465779
c14 = 0,00666956
c17 = 0,00170126

¢1 = 0, 83446095
¢p = 0,03126779
s = 0,01261633
cs = 0,00043057
s = 0,00217162
c1o = 0,00889793
c1a = 0,00278862
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[0,

[0, 351

15

=
—

one
—

q1
q2
q3
Q4
q10
q12
q14

/)]
q2
43
q4
qs
q12
q14

q1
q2
43
q4
'H
a6
q7
q11
12
q13

4

q2

43

q4

qs

qs

q9
q10
915
q16

c; = 0,86433126
cx = 0,02607403
~c3 = 0,01129660
cq = 0,00029213
Ciop = 0, 00164414
Ci12 = 0, 00697223
c14 = 0,00133136

¢ = 0,88247070
cs = 0,01802650
c3 = 0,005038957
cq = 0,00374429
¢s = 0,00043231
¢12 = 0,00909448
c14 = 0,00500928

¢ = 0,2496€390
¢y = 0,11780320
c3 = 0,03991302
cs = 0,01452753
¢s = 0,00496981
ce = 0,00250449
c7 = (,00251002
c11 = 0,00629510
c12 = 0,00242785
c13 = 0,00121269

c1 = 0,44681315
cy = 0,11174851
c3 = 0,03902039
¢4 = 0,01219496
cs = 0,00578522
cg = 0,00091250
co = 0,00038806
c10 = 0,00025345
c15 = 0,00287499
c16 = 0,00131785
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—
P

e

G led

Wl

N

L Lol
—_—

B
q>
q3
44
ds
a5
q7
qs
d15
q16

q1
q2
q3
q4
g5
de
qr
qs
q15
qi6

q1
q2
g3
94
ds
ds
q7
q15
q16

¢ = 0,27210863
co = 0,12058713
ez = 0,04074475
cq = 0,01304025
cs = 0,00377440
cg = 0,00453351
c7 = 0,00286315
cg = 0,00115298
c15 = 0,00489431
Clg = 0, 00114152

c; = 0,18085238
co = 0,10425872
cz = 0,03415194
cs = 0,00695300
cs = 0,00260149
ce = 0,01115492
c7 = 0,00274602
cg = 0,00175859 -
c15 = 0,00386288
c16 = 0,00004502

¢y = 0,28137387
¢y = 0,12101489
c3 = 0,04229396
cs = 0,01265291
cs = 0,00364489
¢s = 0,00257934
7 = 0,00314759
c15 = 0,00517082
c16 = 0,00286478
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ANNEXE 4

EXEMPLE D’UTILISATION DE LA
METHODE DU DERNIER CHAPITRE
POUR LE PROBLEME DE ZAGIER.
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On choisit de
On a:

avec

et

DO |-

[

16

présenter le cas d = 16.

Ug

%1

= M
0 0 0
_% % —
0 -1 0
1 0 -
-1 -1 2
1 -1 0
-8 0 4
8§ -8 4

N =

104
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0O |-

O b e O = O

e

+ N




Donc

Us
V1

2ug+ 1 \

8vs — V7 + 5V — 15Us + 3Vs — 3U3 — 5V — U1 + 4

18v8v—3v7+%v6 10U+2v4—v3——v2——v1+19

26vs — 6v7 + Lvg + 2us + 4vg + —v3— vy — Bo + 2
28v8—7v7+%v6+%v5+5v4—%v2—%v1+17

22vs — Tur + v + Bvs + 2o + Jv3 — Svp — Luy + 2

6 8 7 9 19
12’08 —4’07 + 5’06 + '5-’05 + 3’04 + v3 — EU2 - iﬁvl + 2

4vg — 207 + tvg + 2us 4 vy + vz — Fvp — vy + 4 ),

Or M’ doit étre a coefficients entiers. En particulier, 5 fois la quatrieme
ligne appartient a Z. On en déduit D'existence de u, € Z tel que
vy = v; + 1 + 2uy. M’ devient :
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MI

2”8 + ].
3 1 1 1 2 3 37
8ug — v7 + {gUs — 15Us T 3V4 = 3U3 — §U1 — FUz + I5

13 1 7 8 87
18vg — vz + 1506 — 755 + 204 — U3 — $U1 — TU2 + 35

261)8 —6’07 + —’Ue-f- %’U5+4’U4 — V3 — Q’U] - —u2 + =

28’08 - 7’07 + %UG + %'U5 + 5’04 - 3'01 — 3U2 + 371'
22”8 —7’U7+ ’l)6+ ’U5+ ’U4+ ’03—‘ 1591)1 2UQ+%
12’08 - 407 + EUG + '2"05 + 3'04 + U3 — %’Ul - %’U,z + 151

1 3 3 2 19
dvg — 27 + 5V + SUs + v+ V3 — fU1 — Fup + ¢

La cinquieme ligne appartient & Z, donc il existe ug € Z tel que
ve = vs + 1 + 2ug. Par conséquent,

2v8+1
1 1 1 2 3 3
8v8—v7+gv5+5v4—-5v3—3v1—§u2+3u6+4

6 7 8
18vg — 3v7 + sUs + 204 — U3 sU1 — Uz 4+ == o

26U8—6U7+—05+- —’U3—-152’01 U2+ U6+16

28vg — Tvy + Svs + dvy — 3v; — 3uy + Tug + 19
22vg — Tv7 + 25505 + gv4 + %v;, %vl — Eug + 2 u6 + 16
12vg — 4v; + —v5 + 3vg + vy — —vl — —u2 +1 u6 + 10
dvg — 207 + §vs + v +v3 — Fvr — Jus + ug + 4
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La seconde ligne appartient a Z donc il existe uy € Z tel que vy = v3+2uy.

Alors
21)8 + 1

S8vg — w7 + 3vs — 2vy — Juy + Jug 4 ug + 4
1808—3v7+§v5+v3—§v1—§u2+%u6+4u4+10

2608 - 61)7 + 15—6’05 + 3’03 -+ —15—2'01 - 15—3’(l2 + '25§U6 + SU4 + 16
M =
28’08 — 7’07 + 51)5 + 5'03 - 3’01 - 3U2 + 7U6 + 10'(14 + 19

22v5 — Tvr + Zus + 5v3 + — 2oy — L2uy + Zug + Juy + 16

12”8 - 4;’07 + 15—41)5 + 4’03 + —%Ul - §U2 + %Ue + 6U4 + 10

dvg — 2v7 + §v5 + 2v3 — %vl — %uz + §u6+2u4+4

A nouveau, la seconde ligne appartient a Z donc il existe us € Z tel que
vs = 2v1 + 3us + 2ug + Sus. Et finalement,

2ug + 1 \
8vg — v7 + ug + us + ug +4 _
18vg — 3vr + v3 + vy + 2uy + dug + 4uy + 6us + 10
/ 26vg — 6v7 + vz + 4vy + Tug + 12ug + 8ug + 16us 4+ 16
M= 28vg — Tvy + Svs + dvs — 3vy — 3uy + Tug + 10uy + 19
22vg — Tvz + dvs + 7v1 l+ 12uy + 15ug + Yug + 24us + 16

12vg — 4v7 + 4vs + 4vy + Tug + 8ug + 6uy + 14us + 10

4’03 - 2’07 + 2’()3 + ’U]I + 2’U2 + 2“6 + 2U4 + 4U5 + 4
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En conclusion,

b
by
b
bs
by
bs
by
by

2ug + 1

Bvg — v7 + ug + ug + us + 4

18vg — vy + v3 + vy + 2uq + Sug + 4ug + 6us + 10

26vg — 6v7-+ 3vs + 4vy + Tug + 12ug + Suy + 16us + 16
28vg — Tv7 4+ dv3z + Tvy + 12uy + 1Tug + 10uy + 25us + 19
22vg — Tvy + dvg + Tvy + 12ug + 15ug + Yuy + 24us + 16
12vg — 4vy + 4v3 + 4vy + Tug + 8ug + 6uy + 14us + 10
4vg — 2v7 + 2v3 4+ vy + 2uy + 2ug + 2uy + 4us + 4.
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ANNEXE 5

LISTE DE TOUS LES POLYNOMES DE
| ZAGIER UNITAIRES
TRREDUCTIBLES EN w = 2? — z ET

TELS QUE
((P) = (M(P(2))M(P(1 - 2)))®® < 1,310 ET
6 < deg(P) < 18.
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deg(P)
6

8

10

12

14

(P)
1,30303332

1,27201964
1,30612136
1,30744782
1, 30855601

1,29554667
1,30729354
1,30797444
1,30824057

1,29419803
1,30014417
1,30061777
1,30176505
1,30338103
1,30482344
1,30502529
1,30545878
1,30572058
1,30730252
1,30836551
1,30933015
1,30942512

1,29736878
1,30153344
1,30350967
1,30367956
1,30397330
1,30451514
1,30518810
1,30989113
1,30990084

1

S Ty

= b e ek el e e e e b e i e

b et et e ek pd e e ped

_— = =

coefficients de Qp

-1

—_ O = N

=N O e O NN N =N L e e

o o=
o

— RN = —

-2

OO OO k= = N W WOty

NN ON O ON

-1

W NN W

DN Nt W -1 O 00

|
o

— = = =

-3
-3

-2

T W =1 =3 =1 v 00 =] GO OO

|
=~ 4

-5
-5
-6
-2
10
-8

-8
—4
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W W b R

|
RN

-7
-7
-8
—6
10
-8

-8
-7

e T e T S Sy Gy Gy W O W WY

-4
—4
-4

-4
-4
—4

—4

-1
-1
-1
-1

-1
-1
-1
-1



16

18

1,29193978
1,29359769
1,29421840
1,29433152
1,29475373
1,29499605
1,29509479
1,29532004
1,29591473
1,29696711
1,29735423
1,29743116
1,29788913
1,29811603
1,29839277
1,29859013
1,29901300
1,29965773
1,29967923
1,29973316
1,29980365

1,29033496
1,29293187
1,29402488
1,29555600
1,29652783
1,29653366
1,29665464
1,29701775
1,29734140
1,29797390
1,29800129
1,29865039

Pt i et et e e e e e el et

L e T I I I T o T T e S S S G U S
f

RN G RN~ DN WNN W

O W N N N O R L R = N

o

= B o DO o = 00 Ot

~E=
N

= WOV WO WN &

b= [ S ) f —
AOOCDOOCD@@%OD“

26
10
16
i0
11

18

10

—-18
-9

=15

-12
-12
—8
-9
-9
-3
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16
11
16
12
15
15
20
20
12
11
16
27
15
19
15
15
12
19
14
14
15

-32
-22

-2
—-26
-15
-25
-25
-22
-19
-22
-15

12
11
12
11
12
12
13
13
11
11
12
17
12
13
12
12
11
13
12
12
12

=31
—26
-12
—11
—27
-22
=27
-27
—-26
-23
-26
-22

CTTTT NI N OT AT OO OTGT OO OT Q1 OOt Ot Ot o

—18
-17
—11
=11
-17
-16
-17

-17"

=17
-16
-17
—16

-1
-1
-1
-1
-1
-1
—-1-
-1
-1
-1
-1
-1



ANNEXE 6

LISTE DE TOUS LES POLYNOMES
 UNITAIRES IRREDUCTIBLES
TOTALEMENT POSITIFS TELS QUE
R(P) = (L(P))®™ < 2,3769 ET
3 < deg(P) <.

LISTE DE POLYNOMES UNITAIRES
IRREDUCTIBLES TOTALEMENT
POSITIFS OBTENUS A PARTIR DE
LA LISTE PRECEDENTE PAR LA
TRANSFORMATION T.
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deg(P) R(P) coeflicients de P

3 9.35133468 1 -5 6 -1
2. 35133468 1 -6 5 -1

4 2,32059578 1 -7 13 -7 1
2. 35961106 1 -7 14 -8 1
9.35961106 1 -8 11 -7 1

6 2. 37397152 1 11 42 67 45 12
9. 37397152 1 12 45 67 42 11 1

7 9, 37241947 1 13 6L 131 136 66 14 1
9. 37241947 1 14 66 136 131 61 13 1
9. 37561145 1 13 61 132 138 67 14 1
9. 37561145 1 14 67 138 132 61 13 1

Polynémes unitaires irréductibles totalement positifs réciproques
obtenus a partir de la liste précédente par la transformation

T(P)(z) = 9P p(z + % —2) et tels que R(T(P)) < 2,3769 ,
12 < deg(T(P)) < 28.

Descendants de P, = 2% — 112° + 4224 — 6723 + 4522 — 122 +'1.

T(P)(z) = 2 + 1 — 23(2"! + z) + 218(2! + 22) — 1118(«° + z3) + 3438(2® +
z*) - 6651(z" + z°) 4 8271z° .
et

R(T(P,)) = 2.36851917

T*(P)(z) = z2* +1-47(z® + ) + 1000(22? + £2) - 12815(c® + 2%) + 111028(22° +
) —691982(x'9 +2%) 43222721 (28 4+ 26)— 11499579(2 7 + 27)+ 31980645 (x ¢ +28) -
70138498(z® + z%) + 122284869(z* + 2'°) — 170366934(z'3 + 2'1) + 19021918312
et ‘

R(T?*(Py)) = 2.37243919
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Descendants de P, = 27 — 13z° + 612° — 1312 + 1362> — 6622 + 142 — 1.

T(Py)(z) = 2* + 1 - 27(2"® + 2) + 30(z'? + 2°) — 1963(z'! + 2®) + 7790(z'® +
z*) - 20307(z° + z°) + 35763(x8 + %) — 4313127
et

R(T(Pz)) = 2.36909353

T?(Py(z)) = 2 +1—55(2%" + =) + 1388(226 + £?) — 21406(=? + 2%) + 226659(z* +
2*)—1754882(z% + 2°) + 10330017(2% +2°) — 47453737(2* +27) +173262134(=2° +
2®) — 509470920(z'° + °) + 1218079238(z'® + z'°) — 2384403588(z'7 + z!!) +
3840194748(2'¢ + z'?) — 5105087439(z*® + z'3) + 5612195685z
et

R(T%(Pz)) = 2.37288714

Descendants de P; = 27 — 1325 + 6125 — 132z + 1382% — 6722 + 14z — 1.

T(Ps)(z) = 2! +1-27(2"® + z) + 308(2'? + 2?) — 1964(z'! + 2%) + 7800(z1* + z%) —
203487(z° + 2°) + 35853(=® + £°) — 4324727
et

R(T(Ps)) = 2.36947892

T*(Ps)(z) = 2 + 1~ 55(z" + 2) + 1388(2® 4 2%) — 21407(=” + £%) + 226691 (= ?* +
z')— 1755354(z%3 + 2°) + 10334285(22? + 2°) — 47480281 (2 +27) + 173382888(z2° +
z®) — 509888110(z'® + 2°) + 1219201054(='® + 2'°) — 2386790644(z'7 + ='!) +
3844259360(z'® + z'?) — 5110666176(z'® + ='3) + 56183927214
et

R(T?(Ps)) = 2.37297565
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ANNEXE 7

EXEMPLES DE POLYNOMES
UNITAIRES IRREDUCTIBLES DE
LONGUEUR ABSOLUE < 2, 3769
OBTENUS PAR LA
TRANSFORMATION T A PARTIR DE
POLYNOMES DE LONGUEUR
ABSOLUE > 2, 3769.
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Les polynomes @;, 1 < 7z < 32, proviennent d’une table de polynomes établie par

C.J.Smyth dans [32].
Nous nous sommes limités aux descendants de degré < 28.

Descendants de Q; = x° — 92* + 2623 — 292% + 11z — 1, R(Q;) = 2, 38395550.

T(Q1)(z) = 20 — 192° + 1432% — 55727 + 12312° — 1599z° + 1231z* — 55723 +
14322 — 19z + 1

et
R(T(Q1)) = 2.36616030

T2(Q1)(z) = 2%° — 39z'° + 675218 — 6892217 + 46538216 — 220782215 + 76302714
1965597213 + 3830062212 — 5696577z + 6499169z1° — 56965772° + 383006228 —
19655977 + 763027z% — 220782z° + 465382* — 68922> + 67522 — 39z + 1

et .
R(TZ(QI)) = 2.37113641

Descendants de Q, = £% — 9z* + 2723 — 3122 + 12z — 1, R(Q:) = 2,40822468.

T(Q2)(z) = z'° — 192° + 1442® — 56527 + 12552° — 16332° + 1255z% — 56523 +
14422 — 192 + 1

et
R(T(Q2)) = 2.37042684

T2(Q2)(z) = 22° — 39z!° + 67628 — 6916217 + 46794216 — 22239225 + T69707z'* —
198498313 + 3870767212 — 5759657211 + 657208520 — 57596572° + 387076728 —
1984983z7 + 76970725 — 2223922° + 467942* — 691623 + 67622 — 39z + 1 -

et
R(T%(Q2)) = 2.37239377

Descendants de Q3 = =% — 9z + 2723 — 322 4+ 13z — 1, R(Qs) = 2,42000140.

T(Q3)(x) = 2'° — 192° + 1442® ~ 56627 + 1260z° — 164125 + 12602* — 56623 +

14422 - 19z 4+ 1

et
R(T(Q3)) = 2.37127192

T?(Q3)(x) = =% — 392'° + 67628 — 6917217 + 4681321® — 2225512!° + 7704862 —
1987485213 + 387635012 — 5768595z + 6582523210 — 5768595z° + 387635028 —
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198748527 + 7704862° — 22255125 + 468132* — 691723 + 6762 — 39z + 1

et
R(TZ(Q;;)) = 2.37256621

Descendants de Q4 = £® — 9z* 4 2823 — 3522 + 15z — 1, R(Q4) = 2,45401945.

T(Q4)(z) = 210 — 192° + 1452% — 57527 + 12892% ~ 1683z° + 1289z* — 5752 +
14522 — 19z + 1
et

R(T(Q4)) = 2.37628624

T2(Q4)(z) = £2° — 392'° + 677218 — 69422'7 + 47088216 — 224320215 + 7779452 —
2009373z!3 + 3922638212 — 5840613z!! + 666587710 — 58406132° + 392263828 —
2009373z7 + 7779453;6 — 92432025 + 470882* — 694223 + 67722 — 39z + 1
et

R(T?(Qs)) = 2.37397984

Descendants de Qs = z6—11z°+4221-6823+4622—122+1,R(Qs) = 2, 37837188.
T(Qs)(z) = 212 — 23211 4 218210 — 11192° + 344528 — 6670z" + 82972° — 6670z° +

3445z% — 111923 + 21822 — 23z + 1

et
R(T(Qs)) = 2.36902518

T%(Qs)(z) = 2 —4723+100022%2 - 128162 +1110532%°—692266z1°+3224669z 18—

11508619217 +3201078221° —702132892°+122426139z%—1705728182 13 +190452423 12—

170572818211 4122426139210 —70213289z° 43201078228 — 1150861927 + 3224669z° —
6922662° + 111053z* — 128162 + 1000z — 47z + 1

et
R(TZ(QE,)) = 2.37255257

Descendants de Qg = £6—11234422%—6823+472%-13z+1, R(Q7) = 2,38273191.
T(Qs) = 2% — 2321 4 21820 — 11192 + 34462° — 667527 + 83052 — 667525 +

3446z* — 111923 + 2182% — 23z + 1

et
R(T(Qs)) = 2.36915149
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TQ(QG) =z — 472 £ 100022 - 12816221 + 1110542 — 69228721 + 3224867218 —
11509735217 +32015001216 - 70224655215+ 122448745214~ 170606715213+ 190491175212 —
170606715x'! 4122448745210 —702246552° +3201500128 — 1150973527 4+ 322486725 —
692287x° + 1110542* — 12816z 4+ 100022 — 47z + 1

et

R(T?(Qs)) = 2.37257069

Descendants de Q7 = 2~ 112°+43z*-7223+50z? - 13z +1, R(Q7) = 2, 39978441.

T(Q7) = =2 — 23z 4+ 2192 — 11312° =- 350128 — 680327 + 8473z% — 6803z> +
35012% — 11312% + 21922 — 23z + 1
et

R(T(Q7)) = 2.37265858

Tz(Q7) =224 4722 4+10012%2 - 128482%1 +1 1}515:1:20 — 69627121 + 3248064.@18 -
11606551217 4+32315692216 —70936483215+1237534322 14— 172476555213 +192598101212 —
17247655521 4123753432210 —709364832° +323156922% — 1160655127 + 32480645 —
69627125 + 1115152* — 12848z + 100122 — 47z + 1
et

R(T2(Q7)) = 2.37361338

Descendants de Qs = 26 —1125+432%-72234512% - 14z +1, R(Qs) = 2, 40395436.

T(Qs) = 1?2 — 2321 4 219210 — 11312° + 350228 — 6808z7 + 84812% — 68085 +
3502z — 113123 4+ 21922 — 23z + 1
et .

R(T(Qs)) = 2.37278278

T?Qg) = £2* — 47223 + 1001222 — 12848221 +11151622° — 6962922 1° + 324826218 —
11607667217 4+32319911216 70947849215 +123776038214—172510452213+192636853 12 —
172510452211 4123776038210 —709478492° + 3231991128 — 1160766727 +32482622° —
6962922° + 111516z* — 1284823 + 1001x2 — 47z + 1
et

R(T?(Qs)) = 2.37363132

Descendants de Qo = 1‘6—11zs+43x4—73g:3+53:c2—15:c+1, R(Q9) = 2,41422382.
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T(Qo) = 2°? — 23z 4+ 219z1° — 11322° + 35102® — 683227 + 85152° — 68322° +
3510z — 113223+ 21927 — 23z + 1
et

R(T(Qs)) = 2.37340273

T?(Qo) = 2?4 — 47273 + 1001222 — 12849221 + 11154222° — 696597219 + 3250408218 —
11617823217 +32354267x'5—7103400621°+1239399142'4—1727502332134+192908845z 12—
172750233211 4123939914210 —710340062° + 3235426728 — 1161782327 + 325040825 —
6965972% + 111542z* — 1284923 + 100122 — 47z + 1
et

R(T%(Qo)) = 2.37376131

Descendants de Qo = z° — 132% + 61z% — 1332* + 14223 — 7122 + 15z — 1,
R(Q10) = 2,383480686.

T(Q10) = z1* — 2723+ 308212 — 1965z + 7812210 — 20404z° + 3598625 — 4342327 +
359862° — 20404z° + 7812z* — 196523 + 30822 — 27z + 1

et
R(T(Q10)) = 2.37003630

T%(Q10) = ¥8—55227+1388226 —214082%° 4226725224 — 1755881223 + 10339246122 —
47512148z% + 173531615220 — 5104122792'° + 122063200028 — 238986923527 +
384954087726 — 51179466212 ° + 5626491551214 — 5117946621213 + 3849540877212 —
2389869235z'1+1220632000z°-5104122792°+1735316 152~ 4751214827 +103392462° —
17558812° + 226725z% — 2140823 + 138822 — 55z + 1

et
R(TZ(QIO)) = 2.37309040

Descendants de @Q;; = =7 — 13z% + 62z% — 135z% + 1402% — 6722 + 14z — 1,
R(Q11) = 2,38035169.

T(Q11) = z'4 = 272134+ 309212 — 197721 + 7871210 — 205642° + 362612% — 4374927 +
36261z° — 205642° + 78712* — 197723 + 30922 — 27z + 1

et .
R(T(Qn)) = 2.37131755

T2(Qq1) = 2% —-55277+1389226 —214442%°+ 227324224 — 1762017223 + 10382717222 —
47738898221 + 174436473220 — 513245201z'° + 122771069228 — 2404153609z 7 +
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387300714526 —514949330321° + 5661297573214 — 514949330313+ 3873007145212 —
2404153609211 +122771069221%—5132452012°+ 17443647323 —4773889827+ 1038271726 —
17620172° + 227324z* — 2144423 + 138927 — 55z + 1
et

R(TQ(QH)) = 2.37360259

Descendants de Qp, = z7 — 1325 + 6225 — 1362% + 14223 — 6822 + 14z — 1,
R(Q12) = 2, 38348066.

T(Q12) = z14— 27213 4+ 309212 — 1978211 + 7881210 — 206052° + 3635128 — 4386527 +
363512°% — 206052° + 7881z* — 197823 + 30922 — 27z + 1
et

R(T(Q12)) = 2.37169828

T2(Q12) = 28 _5527741389226 —21445225+ 227356224 — 1762489234+ 10386985222 —
47765442221 + 17455722722° — 51366239121 + 1228832508z!% — 2406540665217 +
3877071757216 —515507204021° + 5667494609214 — 5155072040234+ 3877071757212 -
2406540665211 +122883250821°—5136623912°+ 17455722723 —-477654422"+ 1038698526 —
1762489z5% + 227356z* — 2144523 + 138922 — 55z + 1
et

(TZ(QIZ)) = 2.37369038

Descendants de Qi3 = z7 — 1325 + 6225 — 1362* + 14423 — 7122 + 15¢ — 1,
R(Q13) = 2,38812841.

T(Q13) = '~ 272'3 4 30922 — 197821 + 7883210 — 206202° + 363942® — 4392527 +
363942° — 206202° + 7883z* — 1978z° + 3092% — 27z + 1 :

et
R(T(Q13)) = 2.37186934

T2 Q13) = 2% —552%7+1389226 —21445225 227358224 — 1762544222 + 10387678222 —
4777076522t + 17458520022° — 51376937021° + 12291416388 — 2407232200217 +
3878288662 —51567737482'% +5669396403z'4 —~ 5156773748213 + 3878288662212 —
2407232200211 +1229141638z1°—5137693702° +174585200:c8—47770765:::7+1038767Sz -
176254425 + 22735824 — 2144523 + 138922 — 55z + 1
et

R(T?*(Q13)) = 2.37371652
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Descendants de Q4 = 2z — 132°% + 622% — 1372% + 14623 — 7222 + 152 — 1,
R(Q14) = 2,39119701.

T(Q14) = 21— 27213 4 309212 — 197911 + 7893210 — 20661x° + 3648428 — 4404127 +
364842°% — 2066125 + 78932* — 197923 + 30922 — 27z + 1
et

R(T(Q14)) = 2.37224892

T?(Q14) = 22855227 +1389226 —214462254+22739024— 17630162234 10391946 2% —
47797309z2! 4 174705954220 — 514186560z'° + 12302634542'% — 240961925627 +
3882353274215 — 5162352485215 + 5675593439z 14 — 5162352485213 + 3882353274212 —
2409619256211 +1230263454x1° —5141865602°+ 17470595428 - 4779730927 +103919462°~
17630162 4+ 227390z — 214462% 4 138922 — 55z + 1
et

R(T?*(Q14)) = 2.37380420

Descendants de Q5 = z7 — 1325 + 6225 — 137z* + 14723 — 7322 + 15z — 1,
R(Q1s) = 2, 39272250.

T(Q1s) = 24— 27213 + 309212 — 19792 4+ 7894210 — 20668z° + 3650323 — 44067z +
365032% — 206682> + 78942% — 1979z% + 30922 — 27z + 1
et

R(T(Q135)) = 2.37232474

T%(Qis) = 28 —~552274+1389226 —2144622° 4227391224~ 17630432234 10392281222 —
4779985022t + 174719174220 — 5142367252'° + 123040755928 — 2409940245217 +
3882916489215 —5163138763x1° +5676471687z% — 5163138763213 + 3882916489212 —
2409940245211 +123040755921°—5142367252°+ 17471917428 -47799850x7+10392281 26—
1763043z° + 227391z* — 214462° + 138922 — 55z + 1

et
R(Tz(Q15)) = 2.37381629

Descendants de Qs = z7 — 1325 + 6225 — 138z* + 14923 — 7422 + 15z — 1,
R(Q16) = 2,39575608. .

T(Q16) = 214 —272'3 4+ 309212 — 198021 +790421° - 207092° + 3659328 —44183z7 +
365932°% — 20709z° + 7904z* — 198023 + 30922 — 27z + 1

et ‘
R(T(Q16)) = 2.37270337
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T%(Q16) = 22855277 +13892%° —214472%5 4227423224 — 1763515223 + 10396549222 —
47826394x%! + 174839928220 — 51465591521° + 1231529375218 — 2412327301217 +
388698110126 —5168717500215 + 5682668723214~ 5168717500213 + 3886981101212 —
2412327301211 4123152937529 —5146539152°4+ 17483992828 — 4782639427+ 1039654926 —
176351525 + 227423z% — 2144723 + 138922 - 55z + 1
et

R(T*(Q16)) = 2.37390387

Descendants de Q7 = z7 — 1325 + 6225 — 1382 + 15023 — 7622 + 16z — 1,
R(Q17) = 2, 39876679.

T(Q17) = x¥* — 27213 + 309212 - 198021 47905210 — 207172° + 3661728 — 4421727 +
36617x% — 2071725 + 79052 — 1980x2 + 30922 — 27z + 1
et

R(T(Q17)) = 2.37279791

T%(Q17) = 28-55227+13892%6 - 214472254 227424224 — 1763543223 +10396907 %2 —
47829176z%! + 174854681220 — 514710729z'° + 1231694400218 — 2412697847217 +
3887634791216 — 5169632930z 15 45683692269z 14 — 5169632930213 + 3887634791212 —
2412697847211 +123169440021°—5147107292°+17485468128—4782917627+10396907° —
176354325 + 227424x% — 2144723 + 138922 — 55z + 1
et

R(T?*(Q17)) = 2.37391787

Descendants de Qs = z7 — 1326 + 6225 — 138z* + 1512% — 7822 + 17z — 1,
R(Q18) = 2,40175500.

T(Q18) = z'4 —27213 + 309212 — 1980z! + 790621° — 207252° +3664128 — 4425127 +
366412 — 207252° 4+ 79062* — 19803 + 30922 — 27z + 1
et

R(T(Q1s)) = 2.37289240

TZ(QIS) = 2855227413896 —21447225 4227425224 — 1763571223 +10397265222 —
47831958221 + 1748694342%° — 51476754321° + 123185942528 — 241306839317 +
3888288481216 - 51705483602 1% 4+ 5684715815214 — 517054836023 + 3888288481212 —
2413068393z +1231859425210—5147675432°4+ 17486943428 — 478319582 7+103972652° —
17635712% + 2274252% — 2144723 + 138922 — 55z + 1

et ‘

R(T?(Q1s)) = 2.37393188
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Descendants de Qo = ' — 13z% + 6225 — 1392 + 1532® — 7822 + 162 — 1,
R(Q1s) = 2,40324077.

T(Q1o) = 21 27213+ 309212 — 198121 +791621° — 207652° + 3672628 — 4435927 +
367262° — 207652° + 7916z* — 198123 + 309z% — 27z + 1

et
R(T(Q19)) = 2.37325100

T Qo) = £28—552%7+138922°—2144822° + 227457224 - 176404223 +1040151022% —
47858261221 + 174988655220 — 51517808421° + 123296032128 — 2415405892217 +
3892262618216 — 5175997945215 4+ 5690767553214 — 5175997945213 + 3892262618212 —
2415405892211 4+1232960321£1°—5151780842°+ 17498865522 — 4785826127 +1040151025—
176404225 + 227457z — 2144823 + 138927 — 55z + 1

et
R(T*(Q9)) = 2.37401741

Descendants de Qi = 27 — 13z% + 6225 — 1392% + 15423 — 80z% + 17z — 1,
R(Q20) = 2,40619590.

T(Qq) = 2 — 27213 + 309212 — 1981211 + 791721° — 207732° + 3675028 — 4439327 +
3675028 — 20773z% + 79172% — 198123 + 30922 — 272 + 1

et
R(T(on)) = 2.37334525

T2(Qz) = 2% —5527"+1389226 —21448225+227458224 - 1764070223+ 10401868222 —
47861043221 + 175003408220 — 51523489821° + 1233125346218 — 2415776438217 +
3892916308216 — 5176913375215 4569179109914 — 5176913375213 + 3892916308212 —
2415776438211 4+123312534621°—515234898z° +17500340825%— 4786104327 +1040186825—
17640702° + 227458z — 2144823 + 138922 — 55z + 1

et
R(TZ(on)) = 2.37403140

Descendants de Qs = z7 — 132° + 6325 — 142z* + 15323 — 7522 + 15z — 1,
R(Qa1) = 2,40324077. ,

T(Qa) = o4 — 27213 + 310212 — 1994z!! 4 7985210 — 209662° + 370912% — 4480127 +
3709125 — 20966z° + 7985z% — 19943 + 31022 — 27z + 1

et ‘
R(T(Q2)) = 2.37488409
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T%(Qa) = 22 —552%7+139020 —214852°%+2280882 24— 1770650223+ 10449249272 —
48111555221 4+ 176014267220 — 518428196z1° + 1241160829x'8 — 243207732227 +
3919793498216 —52131233642% + 5731770611214 - 521312336423+ 3919793498212 —
2432077322211 +1241160829z19—5184281962°+17601426728 —481115552 7410449249z —
177065025 + 2280882* — 2148523 + 139022 — 55z + 1

et
R(T*(Qq1)) = 2.37461113

Descendants de Qg2 = 27 — 132% 4 6325 — 142z% + 15423 — 7722 + 16z — 1,
R(Q22) = 2, 40619590.

T(Q2z) = "4 — 27213 4 310212 — 1994z 4 7986210 — 209742° + 371152° — 4483527 +
3711528 — 2097425 + 7986z* — 199423 + 31022 - 27z + 1

et
R(T(Q22)) = 2.37497750

T%(Q32) = 228 -55227 +1390226 —214852%° +228089x 24— 1770678223+ 1044960722 —
48114337z2! + 17602902022° — 518485010z'° + 124132585428 — 243244786827 +
3920447188216 —5214038794z 15 +5732794157214 — 5214038794213+ 3920447188212 —
9432447868211 +1241325854210—518485010°+ 17602902028 —4811433727 +10449607z° —
177067825 + 228089x% — 2148523 + 139022 — 55z + 1

et
R(TZ(QQZ)) = 2.37462502

Descendants de Qs3 = 7 — 13z% + 632% — 143z* + 15723 — 7822 + 16z — 1,
R(Q23) = 2,40985945.

T(Q23) = z'*— 272134 31021? — 19952 + 7997210 —210212° 4 3722028 — 4497127 +
3722025 — 2102125 + 7997z — 199523 + 310z? — 27z + 1

et
R(T(Qza)) = 2.37541032

L THQa3) = 2855227 +1390226 —21486225 4228122224 1771176223+ 10454188z%% —
4814319922 + 1761616102%° — 5189464702'° + 1242573469z — 243511294627 +
3924997047216 —52202928952% 4 57397448012 ' — 5220292895213 + 3924997047212 —
243511294621 +12425734692° —5189464702°+ 17616161025~ 4814319927 +104541882° —
17711762° + 2281222% — 2148623 + 1390z? — 55z + 1

et :
R(T*(Q43)) = 2.37472211



Descendants de Q24 = z” — 1325 + 6325 — 1432* + 15723 — 792% + 16z — 1,
R(Q24) = 2,41058816.

T(Qa4) = 214~ 27213 4+ 310212 — 1995211 4 7997210 — 210222° + 372242% — 4497727 +
3792425 — 2102225 + 79972* — 199523 + 31022 — 27z + 1

et
R(T(Q24)) = 2.37542522

T2(Qa4) = 2 —552%7 41390226 —2148622° 22812222 — 1771177223 +1045421022% -
48143422221 + 17616299422° — 51895236521° + 124259177528 — 2435155913217 +
392507501526 —5220403809z 15 +57398694 11214 — 5220403809213 + 3925075015212 —
2435155913211 +124259177521°~5189523652°+ 17616299425 — 4814342227+ 1045421025 —
1771177z° + 2281222* — 2148623 + 13902% — 55z + 1
et

R(T%(Qa24)) = 2.37472376

Descendants de Q.5 = = — 132% + 632° — 143z* + 15823 — 8022 + 16z — 1,
R(Qs5) = 2,41204164.

T(Q2s5) = 14— 27213 + 310212 - 1995211 -i_—7998:c1° —210292° + 3724328 — 4500327 +
3724328 — 21029z° + 7998z* — 199543 + 31022 — 27z + 1
et

R(T(Q25)) = 2.3754997

Tz(Qgs) = 22855227 4+13902%6 - 2148622° 4228123224 - 1771204223+ 10454545z %% —
481459632 + 17617621422° — 51900253021° + 12427358802 — 243547690227 +
3925638230216 —52211900872'% + 5740747689214 — 5221190087213 ﬂ-3925638230:c12 -
243547690221 +124273588041°—-5190025302° 417617621425 4814596327 41045454526 —
1771204z° + 228123z* — 2148623 + 1390z2 — 552 + 1
et

R(TZ(Q%)) = 2.37473572

Descendants de Qs = =7 — 132% + 6325 — 143z* 4 15823 — 8122 + 17z — 1,
R(Qs6) = 2,41348988.

T(Qs6) = 2 — 27213 + 310212 — 1995211 + 7998210 — 210302° + 372482% — 4501127 +
3724825 — 2103025 + 79982 — 199523 + 31022 — 27z + 1

et
R(T(Q26)) = 2.37551836
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T?(Qa6) = 228 —55227+13902%° ~2148622°+22812322* ~ 17712052+ 104545682 % —
4814620422 + 1761777472%° — 519009179z + 1242756800z '8 — 2435526459z!7 +
3925728705216 — 5221319239215 + 5740892987214 - 5221319239213 + 3925728705212 —
9435526459211 +1242756800210—5190091792°+1761777472%— 4814620427 +104545682° —
1771205z° + 228123z* — 214862 + 139022 — 55z + 1
et

R(T%(Qa6)) = 2.37473764

Descendants de Q.7 = z7 — 132% + 6325 — 143z* + 159z% — 82z% + 17z — 1,
R(Qa7) = 2, 41493292,

T(Q27) = 214927213 4+ 31022 — 19952 + 7999210 — 210372°% + 3726728 — 4503727 +

372672 — 2103725 + 7999z* — 199523 + 310z% — 27z + 1

et .
- R(T(Q27)) = 2.37559284

T2(Qa7) = %8 —552%7+139022° — 21486225 +228124x % — 1771232272+ 104549032 ° —
48148745221 + 1761909672%° — 519059344219 + 124290090528 — 243584744827 +
3926291920216 — 522210551715 +5741771235214 — 5222105517213 + 39262919202 1% —
943584744821 +12429009052°—5190593442°+ 17619096725~ 4814874527 +104549032° —
177123225 + 228124x% — 2148623 + 139022 — 55z + 1

et
R(T?(Qa7)) = 2.37474960

Descendants de Qo = z° — 1325 + 6325 — 144z + 16023 — 80z% + 16z — 1,
R(Q2s) = 2,41421205.

T(Qos) = 2 — 2723 + 31022 — 19962 + 800820 — 21069z° +37329z8 — 4511327 +
3732925 — 2106925 + 8008z% — 199623 + 310z — 27z + 1
et

R(T(Q2s)) = 2.37585698

T?(Qqs) = 228 —55227+1390226 ~214872%°+228155¢24 — 177167522 +104587912>* —
48172284221 + 17629558422 — 51941382521 4 1243839390218 — 2437820991'7 +
3929624874216 — 5226657910215 45746820085z 14 — 5226657910z '3 + 3929624874z % —
243782099111 +1243839390210 —5194138252° + 1762955842 ~ 4817228427 +104587912° —
177167525 + 2281552 — 2148723 + 139022 — 55z + 1
et i :

R(T?(Qas)) = 2.37482074
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Descendants de Qo = 7 — 132° + 632° — 144z* + 1612° — 8322 + 17z — 1,
R(ng) = 2,41780359.

T(Qq9) = &4 — 2723 4 310212 — 19962 +80092'° — 210782° + 373572° — 4515327 +
373572° — 2107825 + 8009z — 199623 + 31022 — 27z + 1
et

R(T(Q29)) = 2.37596476

T%(Qa) = 22855227 +1390226 —214872254+228156224— 1771704223 410459171222 —
48175289221 + 17631172122° — 51947653421° + 124402272128 — 243823450427 +
3930356532216 — 5227684254215 + 5747968271214 — 5227684254213+ 3930356532212 ~
2438234504211 +124402272121°— 5194765342 +17631172128 - 4817528927 +10459171x° —
177170425 + 2281562* — 2148723 4 13902% — 55z + 1
et

R(T%(Q29)) = 2.37483625

Descendants de Q3 = z7 — 13z% + 6325 — 1442 + 1622 — 852% + 18z — 1,
R(Qs0) = 2,42065395.

T(Qs30) = 21427213 4310212 — 199621 + 8010210 — 210862° +3738128 —45187z" +
3738126 — 2108625 + 8010z* — 199623 + 310z% — 27z + 1
et

R(T(Q30)) = 2.37605762

T2(Q30) = 228 —55227+1390226 —21487225 4228157224~ 1771732223+ 104595292 —
48178071z + 17632647422° — 519533348219 + 124418774628 — 243860505027 +
3931010222216 — 5228599684215 + 5748991817214 — 5228599684z '3 + 39310102222 —
2438605050211 +1244187746210—5195333482° + 17632647425 - 4817807127 +104595292° —
177173225 + 228157z% — 2148723 + 139022 — 55z + 1
et

R(T?(Q30)) = 2.37485011

Descendants de Qz; = z7 — 132% + 63z% — 1442 + 16323 — 87z% + 19z — 1,
R(Q31) = 2,42348431. ;

T(Qz) = x4 —272'% + 31022 - 1996z +80112° — 210942° +3740528 — 4522127 +
3740526 — 2109425 + 8011z* — 199623 + 310z% — 27z + 1
et :

R(T(Qs1)) = 2.37615044
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T?*(Qs1) = 22855227 +1390226 ~ 2148725 4228158224 — 1771760223+ 1045988722 —
48180853z + 17634122722° — 5195901622'° + 124435277128 — 2438975596217 +
39316639122'¢ — 52295151142 '° +5750015363z ¢ — 5229515114213+ 3931663912212 —
2438975596211 +124435277121°-5195901622°+ 17634122725 4818085327+ 1045988725 —
1771760z° + 228158z — 2148723 + 139022 — 55z + 1
et

R(T*(Qa1)) = 2.37486396

Descendants de Q3; = z7 — 132% + 632% — 1452% + 16523 — 8722 + 18z — 1,
R(Q31) = 2,42489209.

T(Qaz) =4 - 27213 4+ 310212 - 199721 + 8021210 — 211342° +3749028 — 4532927 +
3749026 — 2113425 + 8021z* — 199723 + 31022 — 27z +1
et :

R(T(Q32)) = 2.37650271

T4 Q32) = z*8—55227+1390226—2148822% +228190224 = 1772231223+ 10464132222 —
48207156z2! + 17646044822° — 5200007031 + 1245453667218 — 2441313095217 +
393563804916 —52349646992'% + 575606710124 — 523496469923 + 3935638049212 —
24413130952114+12454536672'°—5200007032°+ 17646044828 4820715627 +104641322° —
177223125 + 2281902* — 214883 + 139022 — 552 + 1 et

R(T(Q32)) = 2.37494860
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