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RESUME :

Notre premiére partie correspond & un besoin exprimé par le Commissariat a ’Energie
Atomique, et relatif & la constuction d’un systéme de stockage de dechets. Celui-ci est
constitué d'un dispositif, dit module de stockage, présentant une répartition périodique
des puits et des galeries. Les puits et les galeries sont comblés par des remblais dont
la perméabilité optimale est recherchée, de maniere a limiter les circulations d’eau et les
possibilités de fuite résiduelle de radioéléments. Les excavations constituent alors des drains
qui orientent vers eux les circulations d’eau dans le massif. Les paramétres caractéristiques
du probléme sont la taille de la période, le rapport entre la hauteur du matériau et la
taille de la période, et le rapport des perméabilités des matériaux en présence. Nous
étudions un modele simplifié, puis des modéles complets correspondant a la structure
réelle étudiée, et nous faisons tendre les parametres caracteéristiques de ces modeles vers
zéro suivant des ordres de passages différents selon les choix de phénomenes considérés
comme prépondérants.

Dans notre seconde partie, nous étudions un probléme d’évolution défini sur une plaque
mince perforée périodiquement. Les parametres caractéristiques du probléme sont 1’épais-
seur de la plaque, la période des perforations et le rapport entre cette période et les barres
qui constituent le matériau. Nous faisons tendre ces trois parameétres vers zéro, et nous
donnons les coefficients du matériau limite obtenu. En particulier, on montre que les barres
qui ne traversent pas entierement la période ne jouent aucun role.
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INTRODUCTION

Le présent travail répond & un besoin exprimé par le Commissariat a I’ Energie Atomique,
et relatif & la construction d’un systéme de stockage de déchets.

Celui-ci est constitué d’un dispositif, dit ”module de stockage”, constitué de galeries et
de puits de stockage, avec une répartition périodique des puits et des galeries. Les puits
et les galeries sont comblés par des remblais dont la perméabilité optimale est recherchée,
de maniére & limiter les circulations d’eau et les possibilités de fuite résiduelle de ra-
dioéléments.

A titre d’exemple, lorsque ces remblais sont perméables, les excavations constituent des
drains qui orientent vers elles les circulations d’eau dans le massif. Avec des galeries seules,
les écoulements sont conditionnés par leur grande longueur L, les lignes de niveau étant

alors comprises dans un cylindre horizontal de longueur 3 (dans le cas d’'une symétrie

axiale).

D’une maniére plus générale, si nous notons K¢ et K les conductivités hydrauliques
équivalentes du massif hote et du matériau de remplissage de la galerie, le drainage est

caractérisé par le rapport % Le drainage réalisé par la galerie varie sensiblement avec
G Ke
Kg’

La structure du module de stockage étant périodique, il semble tout indiqué d’en faire

une étude théorique du point de vue de ’homogénéisation. Cette partie des mathématiques
appliquées, qui s’est développée trés abondamment depuis les années 1970, se propose en
effet de remplacer I’étude d’un systéme hétérogeéne dont 'analyse numérique est malaisée
(voire impossible) par celle d’un systéme homogene équivalent, dont les caractéristiques et
le comportement sont voisins de ceux du systeme réel.
Les deux méthodes que nous utilisons dans ce travail sont la méthode des échelles multiples,
et la méthode de ’énergie de Tartar. La méthode des échelles multiples, bien que purement
formelle, a le mérite de donner des résultats moyennant relativement peu de calculs. La
méthode de Tartar, beaucoup plus délicate & mettre en oeuvre, fournit une justification
rigoureuse des résultats obtenus par la méthode des échelles multiples.

ce rapport. Dans le texte, nous noterons n =

En particulier, la théorie mathématique dite " homogénéisation” nous assure que les coef-
ficients limites que nous déterminons sont indépendants des conditions aux bords relatives
aux problemes étudiés, de sorte qu’il nous est loisible de traiter un modele mathématique
plus simple. :

La distance entre deux puits pouvant étre considérée comme trés petite comparée
aux dimensions globales du module, la taille de la période est caractérisée par un. petit
parametre (adimensionnel) que nous notons €.



Le parameétre § est lié au rapport entre hauteur des galeries et profondeur des puits.

Indiquons également que nos résultats sont encore valables dans le cas anisotrope, ce
qui est intéressant si 'on décide par exemple d’utiliser un massif de schiste.

Les trois petits parametres €, § et 7 sont destinés a tendre vers zéro. L’ ordre des
passages  la limite est lié au choix de ceux qui seront considérés comme prépondérants.
Les choix retenus l'ont été aprés consultation avec les ingénieurs du C.E.A., et en particulier
M. Serge Richard.

La présente étude est constituée de trois chapitres, que nous décrivons dans les lignes
qui suivent.

CHAPITRE 1: MODELE AVEC SEULEMENT LES GALERIES.

Dans le chapitre I, on étudie un modele simplifié constitué de galeries, mais sans les
puits qui ne sont pris en compte que dans les parties suivantes.
On considere la taille de la période comme le paramétre prépondérant, que I'on fait donc
tendre le premier vers zéro. Cela fait, on fait tendre les parametres 6, puis 17 vers zéro
(dans cet ordre). Puis, on reprend la méme opération en inversant I'ordre de ces deux
passages. En fait, cela revient & considérer comme prépondérant ou non le rapport des
perméabilités par rapport au parametre 6.

CHAPITRE II: MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.
LA HAUTEUR DES GALERIES EST TRES PETITE PAR
RAPPORT A LA PROFONDEUR DES PUITS.

Dans le chapitre II, on étudie le modéle complet comportant galeries et puits, la hauteur
des galeries étant de l'ordre de €6, c’est-a-dire petite par rapport a la période. La hauteur
des galeries est ici trés petite par rapport a la profondeur des puits. Comme dans le
chapitre I, on commence par une homogénéisation. On considere donc comme phénomene
prépondérant la taille de la période. Puis, on fait tendre les parametres 6 et i vers zéro,
et ceci uniquement dans cet ordre.

CHAPITRE III: MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.
LA HAUTEUR DES GALERIES EST DU MEME ORDRE QUE
LA PROFONDEUR DES PUITS.

Dans le chapitre III, on étudie encore le modeéle complet comportant galeries et puits;
mais la hauteur des galeries est du méme ordre de grandeur que la profondeur des puits.



LA encore, le parameétre ¢ est le premier que 'on fait passer a la limite. Puis, on fait tendre
les parametres é et 1 vers zéro, dans cet ordre.



CHAPITRE 1
MODELE SIMPLIFIE :

ON NE CONSIDERE QUE LES GALERIES.



I) MODELE SIMPLIFIE: ON NE CONSIDERE QUE LES GALERIES.

PRESENTATION DU PROBLEME.

Nous étudions ici la structure représentée sur la figure (1) ci-dessous.
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FIGURE 1: MODELE PHYSIQUE COMPORTANT
SEULEMENT DES GALERIES.
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Cette structure est constituée de galeries cylindriques contenant un matériau de remplis-
sage perméable, I'ensemble des galeries étant noté 0, et d’un massif parallelépipédique
constituant la matrice dans laquelle sont creusées les galeries.

Le massif constitue I’ensemble Qgs , et ’on note

Q=R U U,
ot I¢% représente les interfaces entre Q et 5255
On appelle I's%(resp. I'*°)les faces supérieures (resp inférieures) de 0%°.
On appelle I’ E‘Sla réunion des quatres faces latérales.

Dans tout ce travail, les indices grecs varient entre 1 et 2, et les indices latins entre 1 et 3.

Enfin, les trois parametres caractéristiques de la structure sont la périodicité ¢, le rapport

des perméabilités —K—G =, et le réel 6.
s

Sur cette structure, on considére le probléme tridimensionnel

(— div(K$" 7 H8) =0 sur Q5

— dw(KE&’ vH)=0 sur 02,

(95 = sur I¢%,

€b
(Il) S [[K€5"7 ;’n ]] 0 sur 166,
o €é
K(Ef" 2;7 =g% sur I‘i&
. ﬁflé = sur 1-\86

ou [[ |]] désigne le saut & travers la surface de contact.
Le probleme (I.1) s’écrit

~ div(K*¥" v $8) =0 sur Q°°,
6566

(1.2) KEn 5 1;’ =g5 sur %,
Sﬁf,‘s =0 sur I'g°

avec K€6n Qsé

KE‘SU . Sur iig

- {K‘"”’ sur

et

Ke(z,) = Kén(%



De plus, les coefficients K97 satisfont les hypotheses:

(1) 3o > 0 tel que KjJ6i&; > oy V& ER
(ii) K27 € L®(Y) et sont Y-périodiques ,
ij
11

Y = (01 1) x (Oa 1) x (—57 5)

Le systéme (I.2) admet une unique solution 26 dans H(02%°).
n



11) LES PARAMETRES 7 ET § SONT FIXES —
HOMOGENEISATION (& — 0).

a) DILATATION DU DOMAINE.

La hauteur de ¢ dépendant de ¢, ce qui pose probleme au moment du passage a la limite
en £, nous étudions un probléme équivalent déduit du précedent par un changement de
variables, le nouveau probléme étant défini sur un domaine de hauteur fixe égale a 1.

Soit w = (0, Ly) x (0, L3).
On transforme le domaine Q¢ en le domaine indépendant de €4,

11
Q=wx (—-2-, 5
par le changement de variables suivant:
zZ1 =
29 = T9
z3
zZ3 = E(-S_

Le changement de fonctions correspondant est donné par:

Qi(ml, $27$3) = gi(zla 29, 23).

{5’_);6(.’131, T2, .7)3) = Hza(zh 22, 23)

Le systéme (1.2) devient

¢ P aHeé B aHsé
- (66) 26 (Kgg a ) - ( 6) a3 az )_
OH OHE®
- n n _ Kon Ty —
Hf,‘S =0 sur 'y
aHeé 6H56 .
L ( 6) 33 a -—1MN3 + Ksa a g = g:i: sur F:h.

Les ensembles 2,y et T'; sont définis comme Qb 1“35 et I‘ft‘s , la hauteur de €2 étaht cette
fois de longueur 1.

La structure dilatée est représentée sur la figure (2), et la période de base sur la figure (3).
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FIGURE 2: MODELE MATHEMATIQUE (DILATE) CORRESPONDANT
AU MODELE AVEC GALERIES SEULES.
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FIGURE 3: CELLULE DE BASE CORRESPONDANT AU
MODELE AVEC GALERIES SEULES.



Introduisons 1’espace fonctionnel

V(Q) = {v e H'(Q),v =0 sur To}.

Nous démontrons le résultat suivant:
b) THEOREME I.1

On suppose que (€8)” g5 — g3 dans L%*(w). Quand ¢ tend vers zéro, on a

Hg‘s — Hg faiblement dans V().

La fonction Hg est indépendante de z3 et satisfait le systéme bidimensionnel
homogénéisé suivant

0 n aHg % *
(1.4) - b'z_a(qaﬁ——azﬂ ) =gy t9g- sur w

Hf; =0 sur Ow,

ot les coef ficients homogénéisés sont donnés par :

(1.5) % = / (KT +5—1K§" T )dy.

Les fonctions W,',S (@) sont solutions du systéme tridimensionnel suivant :

( 5(0)
0 5,,6
-@‘Kﬂ 6y )=0 sur Y
(1.6) 3 g OW, 5(‘”
KJz ayJ i =0 sur 'y (Y)
L Wg(a) — Yo st y1,y2  périodique de moyenne nulle,

ot les coef ficients R',-j sont donnés en fonction des Kfj" par

6n
K’Yﬂ - K’vﬁ
) 146
K,,g =6 qu
K =6"1K3)

-6 _ o—2 167
\K33_6 K33

(1) a




PREUVE DU THEOREME 1.1

¢) ESTIMATIONS A PRIORI

Multiplions I’équation (1.3.1) par la fonction Hf,‘s.
On obtient

6 56 OH 56 aHsé aHaS aHeé aHeé
5 n n _
/ K1 B A 825 6za 1dz + (e6)” / o ———dz+ (e6)” / K Bza Ba —dz

BH":‘S OHES
61} £6 —2 n
— (€é) / K, 8 H nads + (€9) / 33 6z3 873 —dz—

—(e6)? / Kgg Hy H€5n ds =0,
Ty

d’out
8H56 aHsé OH 56 OH Heé 6H56
won O PR 1 eyt [ O OB 8)” / 3
/ of BZg 024 z+(6) / 3 52 Bz 0z4 2+ (ed) K 3a Bza 023 Bz T

o OH: OHZ
-2 e gred
+ (€6) / K2 823 e T dz = (e6)” /P . 95 HEds.

Appelons A le membre de gauche de 1’égalité précédente, et B son membre de droite.
Avec

oyt OHZ!
824  0zy '
o 5 , OHZ?

823 - (E ) 623 !

I’expression A s’écrit

ed eé ed
om0V DU /Wpaw /6,,¢6w,,
A= / of 0zg Bza 3 923 Ozo dz Kza 0z4 Oz3 dat

61/)56
/K 33 6Z3 823 d %

soit encore

681/1
617
4= [ TRy G

8



D’apres la coercivité des KZJ ,on a

€b

10H,
4 >a(2 12 ey + 1 7 o ).
D’autre part, on a

B < Ce6) 1 65 Nzl H lly oy

Ici, la constante C dépend de §2, mais (2 est indépendant de ¢.
Puisque par hypothese, on a

(e8) " 'g5 — g} dans L?*(w),

on en déduit 'inégalité
B < C'||H v,

de sorte que

IH? 1) < Cll v Hsénfiz(n)
L OHE?
< C(Z | G e + 1) 5 sy )

< ||Hf,6||vm)-

On obtient donc

(1.8) IH vy < C,
d’ou
OHE
| === l2@< C
0z,
(1.9) a
_,OHZ?
I} (¢6) 3 2@ < C,

ou C est une constante indépendante de € et de §.

Posons 3H€6 8H 5
(2
66 6 6

D’aprés les estimations (1.8) et (I1.9), on a

(1.10) 1€25™) | L2y < C.



d) PASSAGE A LA LIMITE FAIBLE - METHODE DE L’ENERGIE.

D’apres les estimations a priori (1.8), (1.9) et(1.10), on a (aprés extraction éventuelle de
sous-suites):

& . g6 .
(Hp H) faible dans V(£),
oHES OH$
LN faible dans L(9),
0z4 024
(I.11) 4
bl He&
azz —0 fort dans L?(9),
| €56 P faible dans L*(1).
1]
De plus, la convergence forte dans L2(£2) de la fonction an vers la fonction nulle montre
3

que la fonction Hg est indépendante de la variable z3, soit

Hg(zl) 22, 23) = Hg(zla 212)-

Caractérisons la fonction &}.

Multiplions I’équation (I.3.1) par la fonction test
z3
v= (66)/ (21, 22, t)dt
0
avec ¢ dans D(€2). On obtient
aHeé v 56 6'[) 3 66 v
én i - 5"7 Fo) K —dz+
/Q Kap azﬁ 0z dz + (¢0) / +(€0) / 3o 8za O0z3 il

: 8He6
+(€6)—2/K —aa%dz (€8)” /F g3vds,
+

c’est-a-dire

5 * dyp e6 e [
/fe (e 5) / 5—(21,22,t)dt)dz+/ &3 n90(21522,23)d2=/ g:i:(/ <P(21,22,t)dt)d3
0 Za Q ri 0

Faisons tendre € vers zéro.
11 vient

(1.12) £ =

Choisissons maintenant une fonction test v dans D(w), et multiplions par v Péquation
(1.3.1). La fonction v étant indépendante de z3, on obtient cette fois '
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OHE® oy OHE® dv
K577 - &7 A e
/ P s o adz + (g6) / K} 8z3 oo dz = (6)~ /I‘i g5.vds,

c’est-a-dire
/556" —dz = (e§)” / gsvds.
Iy

Faisons tendre € vers zéro.

11 vient
v
én _ * *
/w( %6 dzs)azad —/w(g+ + g% vds,
d’ou
(1.13) Bza / I3 dz3> =g} + g7 sur w.

Caractérisons maintenant £57 en fonction de Hg.

5(A)

Suivant la méthode de ’énergie de Tartar, on introduit la fonction Wy "/, solution du

systeme suivant

( 6(A 6(X

_5—2 2 (K6naW"7( )) § 1_( 6'naW ( ))_

By 33!3 o3 3ya
oW, 6(,\) aWzS(,\)
_ 6—1 K&T] 7 n =0 Y
< a ( 3a 3y ) aya ( ﬁa 8yﬂ ) sur
PR oW, 5(,\)
s 1K1 K1 =0 (Y
33 ays ng + K3 aya Q. 3 sur :l:( )

L W,"S Q) — est y1,ye périodique de moyenne nulle.,

Soit la fonction Wﬁéo‘) définie par
W) (21, 2, 23) = EW‘S('\)( ,23) = WM (y1,12,3).

La fonction W; ) vérifie le systéme suivant

( 56()\) €6(A)

_ -2 8 5,76 _ -1 6 Kgn BW _

(c8) 5 (K33 3Z3 )~ (0) 5 (K2 - )
8 ea(,\) n OW, eé(A)
(114) - ( 6z )" ( pa gy ) = O sur @
e8(X) €6(X)
(eé)'lK‘S"a%—— ng + Kagavgz ng =0 sur 'y
3 a

L W,fé(’\) — 2z est 21,z périodique de moyenne nulle.
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Multiplions le systéme (I1.3) par goW,fa(’\), et le systéme (1.14) par goH;‘s, avec ¢ dans D(w)
(indépendante de z3.)
On obtient

aHeé aweé(/\) BH a(p
K9 dz Ko _n We&(,\)
/ off Bzﬂ g 024 + / of 82,3 024 dzt

HezS ed(N)
/(66) 11— 1 <paW dz+/(56

7 O WM dzt
0zq

a3 a a3 62
H66 e&(A) BH
/ () K a“{; dz + / (€6 Kl 5 g"’ W) dz—
3
aH BHeﬁ aW&:«S()\)
- /F (e6) K11 T WM ngds + / C g 613 dz+
+
5)-2xcin 05" O L wetg 8) 2K WeWngd
+ Q(&7 ) "Kss Bz EPR zZ— (5 ) <P nzds—
’ ed(A € e6(A
_/ K aw » H”Iédz_/ K577 aVV"'I ) 6(10 Heédz
o P* Oz ¥ oz * Oz 0z,
e&(X) aHeé €6(\)
—/ (56)_1K326Wg; . L dz—/ (e&)"lKgZaMg; g;p HEdz—
Q 3 [
eb(N) 6He§ 56()\)
o 3 (s 3
e&(A) H56 e6(X)
/(5)’21{ n W n dz—/(é) K&’aw" g HE%dz+0 = 0.

Toutes simplifications faltes, il reste

OH. OHE®
/ gon L7 D L WetNdz + / (e6) Ko 2 9 L WM,

b Bzg 0za o3 6z3 024
e6(X) e6(N)
(1.15) - / Ko —1— Wy~ O¢ —Hdz — / (e6)~ Kgg"’W Op - Hdz =
azg aza 0z Za
(65)_lgich;6(’\)ds.
| S
Posons o 50
oWy, - oWy
edn(\) __ K577 n 5 1K517 n .
o A +(e0) Kza—p, — o

L’égalité précédente (1.15) s’écrit
Op Op -
€é e6(A) ebn(A) Y¥ 1red g, 1 e e6(\)
W d H, d 6 W, ds.
/6"“’62 ‘T /a 8za M T /r () gi_(p no
Faisons tendre € vers zéro.Avec m(né"('\)) = Y| / nS"(’\)dy, il vient
/ g 9% iz - / ()22 pog, - / (g% + g% )pzads
Q anaza (9] * Bza n w + - ’
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soit

/ (f‘”’z,\)godz—/ m(n‘s"(’\)) H‘Sdz—/(g++g Ypzrds,

soit encore

agsn 0 . .
x / S oz — / EM6ratp — / m(n8N) 2L Hodz = / (93 + 9~ )pzads.
0 aza Q Q Bza w

D’apres (1.13), il vient
/5 godz—/ m(n 60(”) Héd

c’est-a-dire

€7dzs)pdzadz = |

[/ [

3 OH?
/ m(ﬂén('\)) <Pd21 dzzdzs,
5 -4
soit encore ) s
2 8H
£dz3 = m(nfnV) 1 sur w.
Bza

1
2

On pose
s

D’apres (I.13),0n on donc

0 én aHg * *
"Eg(qaﬂ azﬂ):9++g— e
ol les coefficients homogénéisés sont donnés par
a& 6W046
én(a) 8 n” "
5= i) = g [ e+
On obtient finalement le systéme suivant
0 &n aﬂ'g . ox *
H,g =0 sur Ow.

Le systéme qui définit W,""‘S s’écrit de maniére plus simple sous la forme

Ay i 3yj oy, ) o
- 5n OWo )
20 =0 rL(Y
g sur T4 (¥)
W) Ya est 1, y2 périodique de moyenne nulle,
\
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3 l'aide des notations (I.17).
Nous définissons maintenant une nouvelle fonction Xf,(a)
tion de W2 par

Y1, Y2 périodique, définie en fonc-

(1.16) W,‘,S(a) = Yq — xf,(o‘).
Cette fonction vérifie le systeme

§
(0 ponda—xn™)

— — (K =0 Y
J o0 7 By ) -
(1.17) o567 O(Yo — x5 +
Kji__Tyj__i=0 sur I'*(Y)
L Xﬂ(o‘) est y1, y2 périodique de moyenne nulle.

11 faut maintenant prouver la coercivité des qi%.

Pour cela, on démontre qu’on peut écrire ces coefficients sous forme symétrique, et la
coercivité s’en déduit alors aisément.

Les coefficients qi% s’écrivent en fonction des xz(a)

6(a) §(a)
on _/ Kéna ~1 617‘9Wn
q, + 6 K. d

B Y( ~B 3y 3 Bys )dy

8X5(a) 5,,5(@)
— [ (- K — 5T Ky
Y

sous la forme

5() ()
& 80 0Xn 50 OXn
/Y (Ko} — K} o - Ky B -

Autrement dit, on a

5 6 26 3X6(a)
Si on multiplie le systéme (1.17) par xg(ﬁ ), on obtient:

/ fonde —x0™) 0r” dy =0
y ” dy; Ay

On vérifie maintenant qu’on a bien

(Ot)) a( 5(ﬁ)) -
— K&'n Yp — du.
qaﬁ / 0y; Y

En effet,

14



/ 76 O(Ya — Xn(a)) O(yg — x (ﬂ))
Y Yi Yi

____/ K&na(ya Xn( )) Oygp d /‘K@na(ya_xg("‘))axg(ﬁ) i
7 6y.7 ayz 7 Byj 6yz

(a)
/Kéna(ya )6 zdy—O

/ 617 a(ya (a))
/ K&n a(ya (a))dy +/ 611 (ya (a))

p 5(0) ] 6(a)

577(04))

= m(n

:qaﬂ'
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1.2) DANS LE PROBLEME HOMOGENEISE, ON FIXE n ET ON FAIT
TENDRE § VERS ZERO.
PUIS, ON FAIT TENDRE n VERS ZERO DANS LE PROBLEME
LIMITE OBTENU.

1.2.1.) LE PARAMETRE 5 EST FIXE , ET § TEND VERS ZERO.

Nous nous proposons de faire tendre le parameétre é vers zéro dans le probléme homogénéisé
(I.4).

Nous démontrons le résultat suivant:
a) THEOREME 1.2.1

Sous les hypothéses du Théoreme 1.1, on a :
Hg — Hy faiblement dans Hy(w) quand & tend vers zéro.

La fonction Hy est l'unique solution du systéme bidimensionnel :

( BH*) ot 4ot
(1.18) o 0z 9+ T9- surw
Hn = O sur Jw.
Posons
G G G K?’Gﬂn
(1.19) Qag = Kag — Ka3" el
K33

Alors, les coef ficients q.} sont donnés par

(1.20) ¢ = / (@S5 - QS5 6"

(@)

ol les fonctions xq~’ sont solutions du systéme bidimensionnel

*( )
(QGn 6(X - Ya) )

(I.21) 0 sur Y

X:,("‘) est y1, Y2 perlodlque de moyenne nulle,

avec

Y =(0,1) x (0,1).
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PREUVE DU THEOREME 1.2.1

b) ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE SUR x5®.

Introduisons I’espace fonctionnel

V(Y) = {ve H(Y),v est y1,y2 périodique de moyenne nulle.}

Les coefficients qi% étant fonctions de xf,(a), on donne d’abord des estimations a priori sur
5(a)
Xn -

Multiplions le systéme (1.17) par la fonction xf,(a) . On obtient

5(a) 5( ) 5(a)
Y Y

I By 3yz Oyi
solt 5(a) 7. 8(a) 5(@) A 6(c) 5(a) 5. 6(a)
Oxn” Oxn" snOxn . Oxn* 50 OXn " Oxn
K&'fl n d+/6lKTI 7 d+/61K77 n n d-l—
/ A1 dys ?(yg i( Iy 3y, o 3!/3 Y 3:( )33/3 oy, Y
_ Oxn ™ Oz sm OXn 1360 0Xn
+ [ 62KS1ZEN T dy /K”"d+ §TIKET g
./Y 33 Oys Oys T Oyy v Y 39
En posant
awg(a) 9 §(ax)
0y Oy~
awg(a) _ ~18Xf1(a)
O0ys dys

cette expression s’écrit”

/ gon0n fwﬁ“‘) ' _ [ ks ™
oy ou Uy

D’aprés la coercivité des K an’

o ;5](01)
15

L2y < C.

En remplacant %5 par sa valeur en fonction de X3 on a

I 6; lr2(vy < C,
Y
(1.22) e
N6~ lz2¢vy < C,

17



et donc lexistence d’une sous-suite xo® telle que

(1.23) I vy < C.

On a donc les convergences suivantes

( Xg(a) - X:](a)

xn® _ O
0y Oy~

>

é
(1.24) - 3@ _ @
Ovy3 K
é
aXn(a)

——— =0

. Oys

La fonction x;® ne dépend pas de ys.

dans V(Y) faible,

dans L?(Y) faible,
dans L%(Y) faible,

dans L2(Y) fort.
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c) PASSAGE A LA LIMITE DANS I’EXPRESSION DE qi'},

Montrons que K fj" — Kg" dans L2(Y) fort.

On a
s Gn 2 G Gnp2 S G
/Y |K;] — K;;"*dy Z/YS |K;" — K" *dy + /Ys |K3" - Kijnlzdy
G S

G
=0+ |Ki‘§" - Kij"|2mes(Y§5)
<Cs,

d’ou la convergence annoncée.

Caracterisons la limite V,,(a) de 6~

Y3
Prenons la fonction test ¥ = 6 / wdt avec ¢ dansD(Y), ¢ est y1, y2 périodique .

0
Multiplions le systéme(I.17) par cette fonction test, il vient
8X5 a) Y3 s ax5(a)
6| K5 / dt)d / K25 od
/ ﬂ"ayﬁay( pdt)dy + oy, PHT

9 o Y3 5(0)
67 X"I d 5— / én X"T —
+ /Y K3, T By.,( /0 pdt)dy + K3 —5— e pdy =

3 Y3
6/Kgﬂ—/ dtd+/K6d
Y 78%(090);, P

En utilisant(I.24) et en passant a la limite quand é tend vers zéro
Il vient

o *(cx)
O—I—/YKG" Xn gody+0+/ K3G3"Vn(a)cpdy=0+/ny§7gody

Oy~
On obtient:
G G G 3X*(a)
K33V = K1 - KJ dans D'(Y)
6y.,
D’ou
G *(a)
(1.25) V(e = Kog X dans L2(Y)
KSn K3 8
Or
& 5 6 Xg(a)
qo[%:/(K’7 Kz[? By, —\)d
6(a @
én 611 —17-6n9Xn
/ (K% - K° 5Ky
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Quand § tend vers zéro, on obtient

g’ — / (K - KG"aXZ — KSTV,@)dy
Y

D’apres (1.25), il vient

. Gn Gn G .
Goip = / KG" KGnaX N _ K35 Koz _Ks nK 0 )dy
B g G G
¢ 7" Oyy K33’ Kg3' 6y7

Et donc
Gn 1-Gn G'77 G"7 a *(a)

K 'K K
*n __ Gn 38 a3 Gn 3B
= [ (G- =) - (65 - =) )y
? y( b K WS 3, )

Compte tenu de la notation (1.19), q;% s’écrit encore

n ) *(a)
i = [ (@5 - @A

Caractérisons la limite x5*.

Multiplions (I.17) par une fonction ¢ dans D(Y).
En fait, ¢ est donc indépendante de ys.
Il vient

o
én X"l 14 K&n (P
/KJ ayj ayzd / ** Oy; e,

c’est-a-dire

axy> By 57 Oxn > e, dp
Ko =1 d+/51K"” =/Kg" —L dy.
/ P dys Oyy y % dys Oy, "0y

En faisant tendre § vers zéro, on trouve

I g 0 o
Gn X7 P Gn (a) P / Gn 9P
/Kﬂv Bvn Bya,d +/K Va d = Kma dy.

Remplagons V,(* par sa valeur.
On trouve

O™ 8y on KCT Kol 5@ 8 dp
KN d+/K”°‘3— L dy /Kg‘" L dy,
/ Pr dys Oyy 3 (ngl," KSh Oyg )3% T8y

d’ot

u
Ax: @) gy KGn 3(,0
K" KCT K3\ O dy / KS1 - kS =ed) 2 gy —
IX Ksy' k&) oys o, (Kay' = Koy g
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soit

an X0 9
By 6yg By»,

K
K

soit encore @)
anOxn " O

6<p
/ Q51— By, =0,

Oy
/ Q5 bpady =0,

By 8yﬂ 3%
soit enfin
Yvy
I1 vient donc
/ / QGT] a(XTl a) a(P dy =0.
-1 0y

Comme les fonctions X,,( )

et ¢ sont indépendantes de y3, on a

0 o
/ QG" (X" —Ya) Op dy = 0 pour tout ¢ € V(y)
0y
ol
V(Y) = {v e H'(Y),v est y1,y» périodique de moyenne nulle }.
On obtient le systeme verifié par xf,(a) suivant:
B(xn'™ = ya)
Gn 24 —_ 0
(1.26) (Q Oyp )= 0sur,

X;(a)

est y1, y2 périodique de moyenne nulle.

21



d) ESTIMATION A PRIORI ET RESULTAT DE CONVERGENCE SUR Hg-
CARACTERISATION DE Hy.

Multiplions maintenant par HJ le systéme (L.4).
11 vient

"——"dz—/(g++g Hdz.
B

. L 6
D’aprés la coercivité des ggj,0n a

(1.27) IHo N 3wy < Cs:
ot la constante Cs dépend de 6.

. s . . .
Pour cela,nous allons montrer que les coeflicients qa% sont uniformément coercifs.

On a

én *17)
Yap 5 Tos"

Posons
M 6ﬂ = qaﬂ - qaﬂ
Alors,on a
M 2ﬂ P 0.

On peut écrire
& 5
1 1 s
=59 + 5%8 T Map

donc
1 1
qaﬁ:vamg —zqaﬂmazﬁ + zqaﬂmamg + Maﬂxaxg
1 5
2§c|m|2 + (§c|:1r:|2 + M, 5T02p),

I'inégalité étant justifiée par la coercivité des q;'é que nous prouvons dans les pages qui
suivent.

1
Puisque M? op tend vers zéro, on peut choisir § suffisamment petit pour que le terme c|a:|2

M, gﬂzamg reste positif.

En conséquence, on a
on 2
QapTaTp = clz|®

ou ¢ est une constante indépendante de 6.

22



On obtient donc
12l 3y < C,

de sorte que

(I1.28) H} — H; dans Hj(w).

Caractérisons maintenant H,’;.

On multiplie le systeme (1.4) par ¢ € H}(w).

On obtient

OH? o
67) 7 <P — * *
/wqaﬁ 325 azadz /w(g+ +g—)(pdz'

Faisons tendre § vers zéro. )

Il vient OH* 8
*7 n _QO — * *
/wqaﬂ aZﬁ azadz /w(g+ +g—)(pdz’

d’ou le systéme limite suivant

0 «n 3H,"; . .
_ .az(qaﬁ%—) =g +g- swrw

H,’; =0 sur Ow

Montrons maintenant la coercivité des q;% Pour cela, on montre donc que les coefficients

Qgg sont coercifs:

On a
G G G G G G
Ka3nK3ﬁn _ Ka,[gKSZ;’ - Kaf;nK.Bﬂn

Gn Gn
K33 K33

Gn _ 1-Gn
Qop = Kap —
Ecrivons

Gn 1»Gn Gn Gn Gn 1-Gn Gn 1-Gn
Kll K33 _ K13 K31 K12 K33 — K13 K32

Gn Kg;n K:'.Gan
(Qag)aﬁ = Gn 1-Gn Gn -G Gn 1-Gn Gn 1-Gq
K)\"K3y' — Ky3'K3i'  Kgy Kg3' — Ko K3
G G
K33’ K3y’
Pour tout £ € R2, on peut écrire
G 1 Gn -G Gn G Gn -G Gn 4G
Qapbals =%Cn ((KunKasn ~ Ki3' K363 + (K3 Kg3' ~ Koy K5y )&3+
(1.29) 33

G G G
+ (KRS — KGKENa6 + (KSTKS — K KS616).
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Gn : Gn
Notons m,;" les mineurs de (Kij )ij-

L’égalité (1.29) s’écrit

1
Qggfaéa = KGn (mzcznfl +mi1Es + (m3y! +mi; )5152)
33

On a
Gn Gn Gn
_1 1 My —My Mg
( _Gn).. — G Gn _ . Gnp
9T gey(KC, \ a2 T T
WM\ myy  —myy  mgy

De plus, le fait que la matrice (Kg"),-j soit définie positive implique que la matrice

(KG")ZJ Pest aussi.

11 existe donc une constante C telle que, pour tout 17 € R3, on ait

G G
miTn? + moy'ns + m 313 + (m + m13 Ymns — (m21 + m12 7 )ymmnz — (msz + m23 ;)23

> C(n3 +nj +n3).
Choisissons 1 = (&2, —&1,0).

On obtient
m1G1n§2 + My n§1 + (m2 !+ m o 6182 > C(&% + 63),

c’est-a-dire

QSltals > C(E +63).

Montrons maintenant la coercivité des gj.

Multiplions le systeme (I1.26) par la fonction x’:’ﬂ.

On obtient

*(a) *(ﬂ)
3y7

Pour prouver la coercivité des g5, nous allons montrer que ces coeflicients peuvent étre
écrits sous forme symétrique.
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On écrit donc

/Qanf(ya )a(yﬂ(9 ) g

/ ana(ya Xn( ))ayﬁ d / QG

/ Q (a))

aya o *()
-/ <QS’;By fg’g )dy

b *(a)
G G Xn
= [ @S - e =g

= Qs

ISR LY J T *7)
d’ou l’écriture symétrique des g, 5 sous la forme

(a)) 8X*([3)

Oy

@)y 5 )
o = /Q Xn)(yﬁX)y

La coercivité des ¢} s’en déduit aisément.
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1.2.2.) LE PARAMETRE n TEND VERS ZERO DANS LE

PROBLEME LIMITE (L18).

Posons

(1.30) K6 = nK*.

Faisons tendre 7 vers zéro dans le probleme (I.18).

On prouve le résultat suivant:
a) THEOREME 1.2.2

Sous les hypothéses du Théoreme 1.1,on montre que la fonction H* = nHy
est indépendante de n, et vérifie le systéme bidimensionnel :

o ,. OH* .
(1.31) ~ 3y G, ) =9 9T sw e,

H*=0 sur Ow,

ou les coef ficients g, 5 sont donnés par :

Ix* (@
1.32 g = S — Q55—2—)dy,
( ) dap /y(Qﬂ Qoﬁ@yg)y

et sont indépendants de 1.
Les fonctions x*(®) sont aussi indépendantes de 1 et vérifient
le systéme bidimensionnel suivant :

0 s 8(X*(a) — Ya)
-— =0 sur ),
(1.33) By~ (@5 yp )
x* () est 1, y2 périodique de moyenne nulle.
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b) PREUVE DU THEOREME 1.2.2

Ecrivons g
QGn — KS nKa3nK3[3
h p UKéga
KS. K2
— KS a3 38
_nQaﬂ

Estimation a priori sur les fonctions xy r(@)

Mutltiplions le systeme (1.21) par la fonction X,,( ),

11 vient (@) ( ) ( )
[ 2 * O * (04

/QG"] aXn a /Q dy,
y r yp ay'y o 8y7

axn(a) ax*(a) a *(a)
Q3 / Q3 dy.
/yn AT dys By, 7 oy, Y

c’est-a-dire

La fonction x;® est donc indépendante de 1.

D’apres la coercivité des ng, on a

ax*(a) Bx*(a)
Ol||a—zﬁ||2m(y) <C| 8" 23
d’ou
0 :)(a)
2 <C.
[ o
Il vient donc
| Ix; vy < C,
ou la constante C est indépendante de 7.
D’apres (1.20) et(1.30), on a
a *(a)
i = [ (@% - A5y e
s o 1";(04)
d
/ (nQ5s — 1Q3s Bvs )dy
9 * ()
=1 / Q55— Qés X —)dy
_nqaﬂ)
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les coefficients ¢, g ¢tant des coefficients indépendants de 7.

D’apres (1.18), on a
0 ( w OH;

— 2 () =g+,
aya (qaﬁ ayﬂ ) g+ T3
soit
8 ( * 6H77) * + *
soit encore 5 A(nH?)
* 'l7 n . *
dy (qaﬂ dy =94+ +t9-
Posons
H* =nHy.
Alors, on a
* _ o —1gr*
H'r] =7 H ’
et la fonction H* est solution du systéme suivant, indépendant de 7 :
0Ya b ayﬁ * -
H" =0 sur Ow.
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1.3) DANS LE PROBLEME HOMOGENEISE, ON FIXE § ET ON FAIT
TENDRE n VERS ZERO.
PUIS, ON FAIT TENDRE § VERS ZERO DANS LE PROBLEME
LIMITE OBTENU.

1.3.1.) LE PARAMETRE § EST FIXE , ET n TEND VERS ZERO.

Nous nous proposons de faire tendre le parametre 7 vers zéro dans le probléeme homogénéisé
(L.4).

Nous démontrons le résultat suivant:
a) THEOREME 1.3.1

Sous les hypothéses du Théoréeme 1.1, on a:

Hg — H? faiblement dans Hy(w) quand 7 tend vers zéro.

La fonction H? est l'unique solution du systéme bidimensionnel :

2 & aHf

(1.34) B a_zz(q"ﬁ %) =9+ 19~ sur W,

Hé =0 sur Ow.

Les coef ficients qg’z, sont donnés par :

. [ o o250
(1.35) 0 = /Y (RS - K5 22—ty

(a)

ou la fonction xg est solution du systéeme suivant tridimensionnel :
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(1.36)

6(a)

(Ksa(x ya)) -0

Oy;
8 55005 = ya)\
Oyi (Kﬂ ayj ) =0
S(a)
g™ )
J ay]
6(a) _

30

sur Yg
sur Yg
sur TE(Y)

sur I° du coté de Y3

K
3yj
(x 6(a)” -0 sur I®
\ Xg(a) est y1,Y2 périodique de moyenne nulle.



PREUVE DU THEOREME 1.3.1

b) ESTIMATIONS A PRIORI SUR x5® ET CARACTERISATION
DE LA LIMITE DE x5 ( POUR 7 — 0).

Estimations a priori sur x5®.

Multiplions le systéme (1.17) par la fonction Xf,(a).
Il vient 5() = 5(a) . )
(o3 (21 a
/ *51;3X a d —«/Kén Xn
Y 7 ayj Yi
Avec
R =k
on a
ax 5(a) a 5(41) 3x5(0¢)
/ H(mx(YE) + x(Ys)) =5, / i(mx(Y8) + x(¥3)) a;’/ dy.
k4

Les coefficients K ﬁ étant coercifs, on a

6X6(a) 6(a) 6(a) a 8(cx)
IZecrg) + n 122y < C(nll —llacvs) + 155
Yj

X — " —larg)

6(a)

< C'|| l2(v)-

Yj
Or le parametre 7 est strictement inférieur a 1, donc

" ”L2(Y6) T "7” I'Lz(y«S) = C"

”Lz(Y),
J

d’ou

axa(a) 2@
|32y < C“

||L2(Y)7

s0it 5(e)
3Xna -1
r2(yv) < Cn
LA
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On en déduit donc

6(a)
12—l gy < O,
et 5a)
na" aqyey < On 7.
Finalement, on a
axa' ™

I oy lz2rgy < On?,
(1.37) o
22

“L2(Y6) <Cnt.

Développement formel sur xf,(a)

Multiplions le systéme (I.17) par ¢ € V(Y).
On obtient

5(a)
/Y 5 (mx(Y4) + X(Ys)) aX" a(P / 5 (x(Yé) + x(Ys)) wdy,

c’est-a-dire

2@ gy X2 oy Ay Sy
I38/ nK5 -2 d+/KS ——dy /KS d+/KSl dy.
( ) y] 6yz y Y J ayJ ayz G azayz S « ayz
Cette égalité est de la forme
(1.39) nac (x5, ¢) +as(E@, ) = nLa(p) + Ls(p),

en identifiant deux & deux les premiers termes (resp. les seconds termes) des membres de
gauche (resp. des membres de droite) des deux égalités (1.38), et (1.39).

On va maintenant procéder & un developpement asymptotique formel.
A l’aide des estimations a pr10r1 précédentes, on cherche donc x,,( ) sous la forme

On reporte cette expression de xf,(a) dans I'égalité (I1.39).
Il vient

§(a)
a = 0 pour tout ¢ € V(Y),
(1.40) { s(x_1’ ) =0p peV(Y)

5o e y(v).
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(1.41) as(xg ™, ¢) + ac(x*¢?, ) = Ls(p) pour tout ¢ € V(Y),
@ e vy).

(1.42) { as(x3?,0) + ac (0™, ¢) = La(p) pour tout ¢ € V(Y),
V@ e vy,

et pour tout 7 > 2,

6( )
a s @ +a (p =0 ourtoutgoelz Y

xf(a) e V(Y).

Introduisons ’espace fonctionnel
Vs ={pe V(Y),Vy =0 sur Y¢}.

On choisit ¢ = xé_(f‘ ) comme fonction test dans le systéme (1.40).

On obtient
Vxé(a) 0 sur Yg?,

d’ou
X‘S(a) e Vs.

Choisissons une fonction test ¢ de Vs dans le systéme (I1.42).

Le premier terme du membre de gauche est nul.
De plus,
Ls(p) = 0 pour tout ¢ € Vg,

donc
§(ar)

ac(xZy ,¢) = 0 pour tout ¢ € Vs.

( )

La fonction x_*;’ est donc solution de
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ag(x&_(f‘), ¢) = 0 pour tout ¢ € V(Y) (1.44.1)
(1.44) ag(x‘i(f‘),go) = 0 pour tout ¢ € Vg (1.44.2)
X e vs.

En prenant comme fonction test Q= xﬁ_(f) dans I’équation (I.44.2), on obtient

Vxé_(f‘) = 0 sur YS.

En conséquence,
xi(f‘ ) = cte sur Y.

En effet, la fonction xi(f‘ ) appartient & H(Y).
Comme de plus, elle est de moyenne nulle, on a

& =o.

Le développement asympotique commence donc en fait au terme n° Xg(a) .

Choisissons maintenant une fonction test ¢ € Vg dans le systeme (1.41).
Le premier terme du membre de gauche est nul et il reste
§(a)
ac(Xg ,¢) = Lg(p) pour tout ¢ € Vs.

(o)

La fonction Xg est donc solution de

as(xo™, ) = Ls() pour tout ¢ € V(Y)
(1.46) ac (g™, ¢) = Le(p) pour tout ¢ € Vs
X0 ™ € V(Y).

(@)

. . . . 5 .
Par un raisonnement analogue, on vérifie que la fonction x; "’ est solution de

as(3 ™, ¢) = La(p) — ac(xg ™, ¢) pour tout ¢ € V()
(1.47) aG(Xf(a), ) = 0 pour tout ¢ € Vg
X1 e v(Y),

et pour tout 7 > 2, on a

S _
as( @, ) = —ac (X3, ¢) pour tout ¢ € V(Y)
(1.48) ag(xg(a),cp) = 0 pour tout ¢ € Vg
xg(a) e V(Y).
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On désire maintenant donner une formulation forte du probleme (1.46).

La formulation variationnelle de ce probléme est de la forme

ax S() Oy
K520 =* gy /
/ys 7 Oy; Oy ai

(1.49) 4 M@ gy Ay
/1/5 Kﬁ 3211 8yld / nga dy pour tout ¢ € Vg (1.49.2),

\ Xo(a) € V(Y)

4

b

D’aprés la formule de Green, I’équation (1.49.1) s’écrit

0 (5906 ~ya) +, 00 —ya)
/ya 7y: (K oy )P [, K oy, nueds=0.

En prenant une fonction ¢ dans ’D(YE‘?) comme fonction test dans cette égalité, on obtient

(KS————a(X By, ya)) =0 sur YS‘S,
j
et donc 5e)
«
/ KS a(xa—yya)nigods = 0 pour tout p € V(Y),
I8 J
d’ou
5(a)
(1.50) KSM = 0 sur I° du coté de YZ.

ji dy;
Regardons a nouveau la formulation variationnelle du probléme (I.46).

D’apres la formule de Green, 1’équation (1.49.2) s’écrit

6(0) 6(& _ ya)

_/Y % (KSB(X o ya))cpdy—{—/ KS 9(xo

- od
. Oy oy et

6(a) _
+ / KJS Mnitpds =0.
r+(y) 3yj

En choisissant ¢ dans D(Y$) dans cette équation, on obtient

(KS a(Xé(a — Ya) )

=0 sur Y3.
dy;
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En choisissant d’autre part ¢ dans Vg telle que ¢ = 0 sur I%, on obtient

(6(&_

KS(9 ya)ni = 0 sur T¥(Y).

ayj

En conséquence, on a

o 5(a) — Yo
/ KS ﬂ—a—gi)nicpds = 0 pour tout ¢ € Vg.
Is J

Puisque ¢ est dans Vg, on a ¢ = cte sur YS‘s , et donc ¢ = cte sur I, de sorte que

306" = ya)
(I.51) / K3 —ay—inids = 0 du cbté de Y.
Ié J

Pour ¢ non nulle, on a la condition de compatibilité suivante:

30" = ya)
(1.52) / K3 ——-y—nids = 0 du c6té de Y.
I¢ J

6(e)

On obtient donc le systéme vérifié par x," ’ suivant:

( 5(a)
0 6(X - ya) 5
- (K522 ) —9 Y,
3% ( ji ay] ) sur S
9 5900 — ya)
— K S0 TH) =0 sur Y
3yi( Oy ) ¢
A(x0" ™ — ya)
K520 "%, =0 Ty
{ RS sur T*(Y)
5(a) _
RS a(ié—y"lni =0 sur I° du coté de YE
Yj
[[x 5(")]] =0 sur I°
\ xg(a) est y1,y¥2 périodique de moyenne nulle.

c) JUSTIFICATION DU DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE -
ESTIMATION D’ERREUR.

Nous allons montrer que

& [ & i & 1
(1.53) 1@ — 6@ +md D + 7235 + e+ Ny < P
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Posons s s s
§
pf’(a) — Xo(a) + "7X1(a) + ,,72X2(a) R + TIJXJ(Q) +n +1XJ£:11)

Avec v dans V(Y), il vient

nac(x*@ — p0, )+as(X6(a)— 5@ )
= nLc(v) + Ls(v) — (Ls(v) + nLe(®) + 7 nac(x]5Y, v))-

s(a) _ 6(a)

En prenant v = x Pn ~, on obtient

llx*@ = p5@ly (V)2 < (nag + as) (@ — p5l@), x5 — pblady
42 ')
S an+ ”X (@) — pn(a)“V(Y),

donc )
[lx®® — PZ(Q)HV(Y) < CpPth.

Or, on a
Sa é 6 N
@ = (60 +m3 @ + 1% + oo £ X5 ) 12

a j )
< X% — 5| gy + 77J+1”Xj-(|-a1)“H1(Y),
<ot

D’ou la justification du développement asymptotique.

d) ESTIMATIONS A PRIORI SUR Hg -CARACTERISATION DE H?.

On a

3 5(a)
qaﬁ_/(Kaﬁ Kip ay )dy

§(ax)

— /Y(nkﬁﬁx(Yc) 2ax(Ys))dy — (n Sx(Ye) + Rx(vs) 2T

dy,
0y; v

donc le passage a la limite en 7 donne

& 6
Qe ~ op>
avec

X&(a)
qi’b—/ (K35 - K3 )y

- Multiplions le systéme (I.4) par Hg .
On a
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OHS 9H®
/qén—" "dz—/(g++g VH)dz.

D’apres la coercivité des coeflicients qa'[’,, on a

OH 6
eall 5~ ”Lz(w) < el Hpll 22 (w)s
soit
OH?’
155
d’ou
”H6||H1(w) <cp.

En reprenant un ralsonnement deja utilisé dans les pages qui précédent(I1.2.1), on demontre
que les coefficients ¢° op SODt coercifs, ce qui nous assure la coercivité uniforme des qa 5

En conséquence, on a
6
1 Hy e ) < 6

ou la constante c¢ est indépendante de 7.

Par suite, on a
H! — H? dans Hj(w) faible.

On multiplie le systéme (I.4) par ¢ dans D(w).
On obtient 8H5
én 890 _ * *
/qaﬁ 975 azadz /w(gJr + g7 )pdz.

En faisant tendre 7 vers zéro, on obtient

OH? d¢
6% _
/wqaﬂ BZﬂ azadz /(g++g )(sz1

d’ou le systéme limite suivant, vérifié par H ‘.

(qaﬁa )=gi+g*_ sur w

Hf =0 sur Ow
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1.3.2.) LE PARAMETRE § TEND VERS ZERO DANS LE PROBLEME (1.34).

Nous démontrons le résultat suivant:
a) THEOREME 1.3.2

Quand § tend vers zéro, on a:
6—1qg*ﬁ - qzzﬁ,
1 =q2=91=0

O = (K S K§1K33 K31K23
22 — 16 22 T 12 Kis‘lK K K31

K K3 K K
K32 334133 21)

K K33 — K3 K3

avec g5 > 0.

PREUVE DU THEOREME 1.3.2

b) ESTIMATIONS A PRIORI SUR x§'.

Multiplions la premiére équation du systeme (1.36) par xg( @)

On obtient 5@) - 5(0) 5(a)
(67 (84 (a4
D20 gy [ g
v¢ dy; Oui ¢ dyi
Posons
U _ o
3y dyy ’
31!3 33/3

L’égalité précédente s’écrit
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&(a) 5(c) 6(a)
/ K3, %o %0 —0_dy= / K5 —2— Wo
e dy; Oy 0y;

D’apres la coercivité des coefficients K JS“ na
” ||L2(y6) < C(mCSYS) ” ”LZ(Y5)7
d’ol 5(a)
B 1
I o lavgy < cb®.
Par conséquent, on a
ax5(a) N
I By ”L2(Y6) < cbz,
1.54
16~ ay 2 (ve) < cb%.

b) PASSAGE A LA IIMITE DANS LES COEFFICIENTS qg*ﬂ

Les coefficients ¢° ap Sont donnés par

axﬁ(a) s 6 §(a)
= (K5,-K5,2%— —§'K dy
/YS5 af Y8 ay7 38 53/3 )
Par suite, on a
ax6(a) 1 5 lax‘s(a) %
25| <Cmes(Y3) + C|| ||L2(Y6)m€3(Ys) + C||T||L2(Y6)m63(ys)

<C%,

d’ol, quand § tend vers zéro
45— 0,
et
6~ 1q;% - Qaﬁ‘

On dilate maintenant le domaine Yg qui dépend de § en un domaine Yy qui n’en dépend

1
pas.Yy est un cylindre de hauteur 1, et de diametre T

Le changement de variables utilisé est donné par
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vy = ?)
y, = Y2,
Y3 = Y.

Le changement de fonctions correspondant est donné par :

5 5
Xo(gg (Y1, Y2, ¥3) = Xo(a)(yl, Y2, Y3)-

D’apres les estimations a priori (I.54), on a

6x3‘“’ 2 on 9 B Bxé(a)
A0 <
/Yg (( o) +(Z=)2+ (6 o ))dy_ca,

soit
§(a) §(a) §(a)

8 ] 0
/ ((6‘1 Xo.v )2 L+ (HXox yo) + (512X 2 )5dy’ < ¢b,
Yo Ys

d’otu1 les convergences suivantes:

( X&(a)
51 (;,iyo h(ll,a,
()
(1.55) ! Doy _ o
Yh 2
6
5—16X0$§3 0,a
L vh 3
Rappelons que
§7 x5 =671 K35(mesYg —5-1/ K$—=2— + K3y + 6 TK5, -2 )d
ﬁ( ) Yg( 18 4, 8 Byz 38 I )dy
Or s
v =2Z
mes( S) 64,
donc
. _ x5 X0 Xoy,
6 1q&6:64K —6 l/y(Kigﬁ61 6’0+K§ﬁ alo 6 K??ﬁ 6 0)6(1/
(1)
Quand & tend vers zéro, on obtient
* T ,6 6 , *
(1.56) 671q2 — 57 Kas ~ /Y (K$sh? + K33h3° + K3sh3*)dy' = qbg-
1]
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Pour des raisons de périodicité de la fonction xg(a), ona

(1.57) / hPdy’ = 0.
Yo

11 suffit de caractériser les intégrales : / h?’édy' et / hg"sdy’ .
Yo YO

Multiplions la premiére équation du systéme (I.36) par une fonction test ¢ dans V(Y),
trés réguliere et qui ne dépend que de y;.

Il vient 5(a)
Ixo = Oy Op
/ st; 80 0 5= / Kf'a
Y¢S Yj Yi Ye yz
c’est-a-dire
@ e s 0x §(a) dp Al e )
S A0 K JA0 5 S YAQ d / KS = d
/ ( 11 ay ayl + 21 ayz ayl + 31T o a ayl ala Y,

donc
6(a)

— X (1) — / 8X o] 8 — !
/ (Kiql‘s ! OY( )(5 1y1)+Kégl 60,Y (890)(5 1?/1)'*’
Yo n

+ 61K, ’a“’,yf'( 22 (571, ) 6y _/ o)6dy.

Quand § tend vers zéro,on obtient

/y (K hoa(acp)(o +K21h0a(390)(0 +K31h0a(38(p)(0) dy_/ 8901)(0)d

soit

dyp

« [03 (43 6
(52O [ (A" + KGR + KRy = (52)0) [ K
Y1 Y1 Yo

Si de plus on choisit une fonction test ¢ telle que (-687('0)(0) # 0,
1
on obtient, d’apres(1.57):

ST['

(1.58) / (K3 h%* + K5 ha*)dy = K3,
Yo 64"

Multiplions la premiére équation du systéme (1.36) par une fonction test ¢ dans V(Y),
treés réguliére et qui ne dépend que de y; et y3.

Il vient 5(@)
«a

/ Kfiaxo 3_<pdy=/ Kgi?—(e,

% dy; Oy ys Oy

42




soit

/ (KS axg( ) Ay aXo( )a_(p+ Ciges axg(a)?ﬁ
ye UM 8y oy Y dys Oy 31 dys Oy
+671KS %0 dp | o5 X0 Do +672KS oxg 9‘_’1)
13 9y, Oys 2 9y, Oys B dys Oys
Oy _ Op
= KS X + 671K, —)d
/Ysﬁ( 1oy 331/3)
Par suite,
L0358 op., XeS)  dp . _
/ (Kislé ! 60/0( )(6 y3)+ égl 60/Y0( ) ! 111 1’3)+
Yo
axS‘ﬁ’ cp s e 3x3‘$’ e\,
_ Bxﬁ‘ﬁ’ 5<P _ Bxg‘ﬁ’ PN
+6 K5 o =22 ( ys)(é Yyl us) + 62 K3, ) =2 (6 18y3)(6 lyi,y’g))édy'=

6(,0 _ _ -
— S 1,/ ./ 1S o ’
- [ (R&GEIE sh30) + 67 K (D)6 kol o

En multipliant par § les deux membres de ’égalité précédente et en passant a la limite en
6 , on obtient

Q& . o a
| (st ( 22)(0,5) + KEH™ (52) (0.38) + KEH* (520 0,4) ) dy =

0
/ Kgs (0 yg)dy,

d’ou

a o ay O 0
(K5h3 + KSR + K5shg ™) 320, ys)dy = / K1 5.0(0,u)dy.
Y3 Yo Y3

Yo

d

En choisissant cette fois une fonction test ¢(y1,¥3) = yz— fy|§//3| y dans I’égalité précédente,

on obtient

(K5RY® + K3sh9™ + K§3hy®)dy = K33 — 61
Yo
donc, d’apres (1.57) on a:
(1.59) (K5RY® + K5h§)dy = Kiagg.
Yo

On obtient donc d’apres (1.58) et(1.59) le systéme suivant:
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111/ RO dy + K3, /Yho"dy—KalM
1]

/ ho ady + \33 ho ady = I\as 64

En résolvant ce systéme, on obtient

/ vy _ T KSES - KSKS,
v U YT KSKS - KSKS,

/ B2y 7w K§ K3, — 1{1531’5
Yo ~ 64 K3 K3, — K3 K3,

En remplacant ces deux intégrales par leurs valeurs dans l’express‘ion (1.56) de g34, 0n 2

_ ( %S, _ S K§\ K5 — K9 KS _ pes KSKS, — K153K§1)
9ap = gz \FKas = F1s K3 K2, — K5 K3, Y RSKS — K KS,

donc .
fqll 0$
4;2—0a
3 921 =0
. (s g5 KnKs — K35 K3, _ kS s KS K5 — K5 K5
\q22_64(h22 Kegs ks “rS,KS,  PREKS, leinsl)

Montrons maintenant que g3, > 0. On a

*

922 = 64

1(1{g1x111x33 KSKEKS — KSK5 K, + KK Ksy — K KP K3, + K lestn)
K5 K$, — K3 K3,

ou €encore

- T et(’KS

%2 = 275

27 64K KPS — KoKy

D’apres la coercivité des coefficients K S-, on a bien

g3 > 0.

Commentaire:

En faisant tendre les paramétres §, puis n vers zéro dans le probleme homogénéisé, on
obtient donc un probléme limite final bidimensionnel, avec une matrice elliptique.

Si au contraire, on fait tendre les parameétres n, puis § vers zéro, le probléeme limite est
différent, la matrice limite ne contenant alors qu’un seul terme non nul ¢3,, qui est positif.
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CHAPITRE 11

MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.

LA HAUTEUR DES GALERIES EST TRES
PETITE PAR RAPPORT A LA PROFONDEUR

DES PUITS.



II) MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.
(LA HAUTEUR DES GALERIES EST DE L'ORDRE DE &é.)

Nous étudions ici la structure représentée sur la figure (4) ci-dessous.

PRESENTATION DU PROBLEME.

1 %3

1£8/2

l..'

,.--..'..

g

€d/4

FIGURE 4: MODELE PHYSIQUE COMPORTANT GALERIES ET PUITS,

©,L,,-1/2)

(GALERIES BEAUCOUP PLUS PETITES QUE LA PROFONDEUR

DES PUITS).



Nous étudions ici la structure représentée sur la figure(4).
Cette structure est constituée de deux parties parallélépipediques de méme section droite,
posées 'une sur lautre, 'interface entre les deux étant noté X.

La premiere partie, notée et est constituée de galeries cylindriques contenant un
matériau de remplissage perméable, et immergées dans un massif parallelépipedique. La

€
hauteur de ces galeries est de taille 5

La seconde partie, notée £2~, comporte des puits cylindriques d’axes perpendiculaires a
ceux de la premiére partie. La encore, les puits sont immergés dans le massif. La hauteur

de Q™ est de taille %

La réunion des interfaces matériau de remplissage-massif et puit-massif appartenant aux
deux parties est notée [ €b,

Notons
Q8 =t uQ- U U,

On notera I'§ la réunion des quatres faces latérales de Q%,T'~ la face inferieure de 27, et
I'=é+ 1a face supérieure de Q0.

Les trois parametres caractéristiques du probléme sont ¢, 6, 7.

Sur cette structure, on considére le probleme tridimensionnel suivant:

( 8 €d
— —3%—(1(37;)7" =0 dans Q°°
i J
(I1.1) 8 5n 095 TR
K;; 9z, ng = g5 sur I'"*°TUT
6 _ eb
(9, =0 sur I'g°.
Ce systéme s’écrit aussi sous la forme
4 eb
o) 5n 097
— ax, (Ki 5z, 1)=0 dans Q0%
o eb
(Kf;’ 851 )=0 dans Q~
a €d
(I1.2) ﬁ K37 aﬁ =g5 sur T4 U~
€d
(K —L ﬁ” —-l1=0 sur ¥
[[ﬁff]] = 0 sur &
L ﬁff =0 sur- FS‘S.
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I1.1) LES PARAMETRES 7 ET § SONT FIXES — HOMOGENEISATION
(e —0).

a) DILATATION DU DOMAINE.

La hauteur de Q2%+ dépendant de &, ce qui pose probléeme au moment du passage a la limite
en &, nous étudions un probléme équivalent, déduit du précédent par un changement de
variables, le nouveau probléme étant un probléme défini sur un domaine de hauteur fixe.

Nous utilisons le changement de variables suivant:

Si (z1,z2,73) € Q%°F, on pose

21 =T

29 = T2

I3
23 = —.

€b

Si (z1,%z2,z3) € 27, on pose

21 =T

22 = T2

23 = T3

On introduit aussi le changement de fonctions:

3 .
H:;é(zlaz% z3) = ﬁf,é(fﬂl,wz,iva) = Hf;é(ml,wz, E) si (z1,%2,73) € Qo+

95 (21, 22, 23) = g5.(1, T2, T3) si (z1,%2,23) € Q.

Le nouveau probléme s’écrit alors
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(I1.3) «

Hsé

48

— &
— () (K 333 L) - (o) S (g ) -
_ 6H56 ps) 6H65
a aHE(S N
- 3zl( 5 5, —T73)=0 sur Q7 (I1.3.2)
_ JHE® OHES
(e6) KT azz ns + K37 Bzz ng = g5 sur I'F,
aHeé _
Kg;’ Bzz nz = g° sur ',
6He6 aHeé 6H€6
-2 7-6n n 5~ K5’fl K571 a 3,
[[Hff” =0 sur X
\ Hf,a =0 sur I'g.
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STRUCTURE DE LA FIGURE 4.
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Les ensembles 2, 0+ T’y et I'" sont définis comme les ensembles Q%0 Q6+ T8 et T'eé+,
la hauteur de ) étant cette fois de longueur 1.

La structure dilatée est représentée sur la figure (5).
La période de base utilisée dans I’étape d’homogénéisation est représentée sur la figure(6).

On obtient le résultat suivant:
b) THEOREME II.1

On SUPPOSE que :

(I1.4) { (56)_191?. — g3 dans L3(%)

gt —g- dans L*(T7).

Alors, quand ¢ tend vers zéro, on a:

H® — H? faiblement dans V(Q).
n U

La fonction Hg est indépendante de z3 sur QF, et satisfait le systéme
homogénéisé tridimensionnel suivant

( )
9  _snOH .
_g(qij" ’7)—0 sur 2
OH?®
—6n n —
N—_ng =g~ r
(I1.5) 05" 5y e = sur
19 , 16y0Hp\ _sn OH
2 0z, Qap 0z ) =9t~ a5 821 sur X
\ Hg =0 sur I'?,
ot les coef ficients homogénéisés sont donnés par :
6(a) aWcS(a)
II. o — / §T1K ) d
( 6) qaﬁ |Y+| 'yﬁ 6y + 6y ) Y,

et
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5(a)
1 K5TI aVV‘"I

on L | ¢
(I1.7) T b
' owp®

1
e K& _ K51 .
q3_7 IY-‘ /Y"( 33 K’y] 3y—, )dy

Les fonctions W,f ™ sont solutions du systéme tridimensionnel suivant :

( 5(7)
6 P aWn -
- @(Kj?——ayj )=0 sur Y
8(7)
nga—%{g—'—ng =0 sur '~ (Y)
j
8, 5qOWa 0 g OWa'?
_ 5_2-— K6n n _ 5—1 K&n 7 _
6y3 ( 33 ays ) ayS ( a3 aya )
o 3W5(’7) o 8W5(’7)
(II 18) $ o 6ya( 3a ays ) 6ya Ba ayﬁ ) 0 sur
8W5(’Y) aW(S(’Y)
5 Ko Ko =0 Yy
33 5ys n3 + K43 EIR ng sur I'7(Y)
ans(‘Y) _ 6W5('7) 6W5('Y)
5—2K§g—723—n3 + 61K 5:;a na/a+ = K;.Sg a;'j ng/q- sur Xy
(W] =0 sur Ty
{ W,‘,s ™ — Yy~ est Y1, y2 périodique de moyenne nulle.

et la fonction W,;s (3), indépendante de ys, est solution du systeme bidimensionnel suivant :

s W@
(I1.9) dys " P Oy
W,f (®)  est y1,y2 périodique de moyenne nulle.

K —-K =0 sur Y~
38

Remarque

La condition donnée sur la surface ¥ dans (IL.5) est d’un type particulier. De telles con-
ditions sont abordées par Sanchez-Palencia dans son ouvrage ” Non-Homogeneous Media
and Vibration Theory”, en particulier dans le chapitre 13 (par. 4: Heat transfer through
a narrow plate with high conductivity). :

52



PREUVE DU THEOREME II.1

c) ESTIMATIONS A PRIORIL

Multiplions le systeme (11.3) par la fonction Hg‘s.

On obtient
f'Ie‘S OHES 3H56 SHES
6‘2/ k22 5 6—/1{5" OHy”
(E ) 33 3z z+ (8 ) Q4 a3 (923 8Za dZ+
BH 7 6H 3 sy OHS? OHZ?
(11.10) + (e6) / G4+ . o azﬂ Bza 2+
aHeé aHeé
& n ~1 ¢ rreb c rreé
/ K — 52 B, —1dz —/+ (e6)” g5 H, d8+/r'— 9c Hy ds.
Pour (21, 22, z3) € Q%, posons
€é €6
oy, _ OH;
0z4 0z4
ed S
gk = (&6 "1—8H'6’ .
0z3 0z3
L’égalité (I1.10) s’écrit alors
ops° oy o OHEE OHES _1
K577 Kon_—m n _/ € b4 / € HE6 4.
/Q+ Y 0z; azz /Q g BzJ 8z o P + () "g3 Hy'ds + - 9= H, ds

D’apres la coercivité des coefficients Kan’ et si I’'on suppose que

(€6)'g% — ¢} dans L*(%)
gc —g° dans L*(T'7),

on a
b

31,0 OH. -
|| — || 2(Q+)”+|| — ||L2(Q y < CllHy vy,

c’est-a-dire
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OHE

> 5

1,2

donc

de sorte que

(I1.11)

En conséquence, on a

(11.12)
Posons

65677+
(I1.13)

& =

“%2(Q+) +||(e6) 7

n ||L2(Q+) + Z ”

1< (e6)77,

IVHE® 320 < ClIH vy,

I HS vy < C.

( T OHE?
I l2(a+y < C
" 6za
B aHsé
3 lI(ed) ™ an L2ty £ C
Hsé‘
Z I ||L2(Q+) <C.
8He6 aHsé
Ko 1gom
i a (6) 3 623
aHeé
K= sur Q~
7 9z;

D’apres les estimations (I1.12), on a

(I1.14)

{ ||§:6n+“L2(Q+) <C
16587 || L2y < C-
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d) PASSAGE A LA LIMITE FAIBLE - METHODE DE L’ENERGIE.

D’aprés les estimations (I1.12) et (I1.14), on a

( H® — H? dans V/(Q) faible
OHE5  OH!
n . n 2 .
J 520 o7 dans L*(f2) faible
o Hsé
no_, 0 2/0+
23 dans L*(Q™) fort
g50mt — gt dans L*(QF) faible
L g5 — g7 dans L}(Q") faible .

Sur 7, la fonction Hg ne dépend pas de z3 .

Caractérisons les fonctions §f T et Ef .

Multiplions le systéme (I.3) par une fonction test v dans V'(£2).

Il vient

:—:6 56
-2 Bv - ov
@7 [ KB P e0)” [ KO

56
_ d
+ (6) /Kgg o a;;d

o Hs& OH 56
/ g 0 g, / ol vy
Qs 8Zg 024 Q- 523 0z;

:/ (55)_Igivds+/ g% vds,
r+ r=

[ et [ o g ata [ g ot
Q4+

Za

=/ (eé)'lgivds+/ g% vds.
r+ -

Choisissons d’abord la fonction test v dans D(Q2~) dans P’égalité (II.15).

dv
ebn— —
/Q . & o7 dz=0.

En faisant tendre € vers zéro, on obtient

c’est-a-dire

(I1.15)

11 vient

ffn_'gdz = 0
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d’ou

_og™

II.
(I1.16) 97

=0 surf).

z3
Choisissons maintenant la fonction test v = (g6) / (21, 22, t)dt dans I'égalité (I1.15),
0
avec ¢ dans D(Q7).

On obtient
/ £+ (e 6)/ aT(F)(zl,zz,t)dt)dz+/ &° p(21, 22, 23)d+
a o+

+ /Q_ 62:671— (55)8_%(/023 (p(zl,zz,t)dt)dz

_ /P + o ( /O ® plan, 22, 1)dt) ds + /r -(eé)gi( /0 " o, 72,0t ds

Quand ¢ tend vers zéro, on obtient

/ E&HSD(ZD z,23)dz =0,

donc

(I1.17) it =0 sur Q.

Introduisons ’espace fonctionnel suivant:

V@ Q)={ve HI(Q),S—; =0 sur QF,v =0 sur I'}.

Si on choisit v € V*(€2) comme fonction test dans ’égalité (IL.15) , il vient

526n+637”dz + 556"_ g: dz = / sé‘lgﬁ_vds + / g% vds.
Q+ o Q- % ry

Quand ¢ tend vers zéro, on obtient

én+ YU 61]—__ — * *
(11.18) /Q+€°‘ Bzadz+/ & az,dz /Eg_l_vds+/ g* vds.

Caractérisons maintenant les fonctions £3%7 et &, " en fonction de H, 2.

Suivant la méthode de ’énergie de Tartar, on introduit la fonction W,;S ™ solution du
systéeme suivant:
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( 5(7)
0 sn OW,
— Ko —1 =0 sur Y~
Ay, ( J 3yj )
awé(’Y)
K(_STI n — —
B By n3 =0 sur '™ (Y)
§() 5(7)
—o2 L kg Py 5 O Py
693 8y3 8 6
9 W8, s OWR
. -6t K6n = +
(11.19) 4 G K Gm) — o (KELE ) =0 s ¥
3W5("l) 6W5(’Y)
5T K — Ko~ =0 r+
33 ays n3 + K,3 aya ng sur (Y)
aW5("/) 8W5(’Y) 6W5(‘Y)
52 Kén § 1Ko n K9 i _ »
33 a Ys 3+ a3 aya n3/Q+ j3 ayJ n3/Q sur Ly
[[W,fh)]] =0 sur Ly
L W,',S ™ — Y est y1, y2 périodique de moyenne nulle.
Posons o 2
W (2, 23, 23) = 5W6(7)(—1 -3 ,23) = eWS D (y1, 2, ).

€5(v) e8(y)

Multiplions le systéme (I1.3) par la fonction test oW,
par la fonction test @HE’, avec ¢ dans V*(9).

, et le systeme vérifié par Wy,

Il vient
/ K&.,’ 8H55 6 5(7) s +/ K‘Sn aH a(P Wg(.y)d +
ap 8Zﬁ Q+ ob Bzﬁ az
N (66) 1K¢577 aHeé 6W6(7) i N (56) K&' aH aQO W‘S(’Y)d +
o+ 3 525 © Oza 3 523 Ozq

OHZ oWy OHE
+ +(55) 1gin 0 (pawn dz — / (e6) 'K —1 T —1 oW Mnzds—
Q

3a a
& )
8Hf7 W, n(v)

5 ¥ o P

OHE?
—L(e&)_lng 570 <,0W‘S('V)n3ds+/ (e6) 2 K37

OHE! OHZ?
— (e6) 2K <pW5(7)n3ds—/ (e6) 2K 31— 571 <,0W5(7)n3ds—
r+

33 a
5(v) gHES 3W5(’Y) F)
B sn OWn n g, [ gomWa_ Op 99 peog,—
/Q+ Ko 0zg 0zq ‘ q+ % 0z Oz, z
oW BHZ w8
B —1 -6 9Wn T gy — Ko P pres g,
/m (€0) Kz, %5, &* (‘5) B25 Bzg 1
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1,69 OW BHE P Y=
_ 6 1K617 n n _ —2 1-6n n n
Q+ (E ) a3 aza 4 6 dz o+ (56) K33 st '4 823 dz+

_ oWt ~ £6(7)
+/ (€6) 1KZ’§—E)"——90H,‘;6n3dz+ (e8) 'K, 6W Hfl'sn3dz+
2o r+ 3Za

8W€5(’Y)
0z3

OHE® aH€6 £6(7)
+ / K= a(pWE‘S(")d + / K2 waW dz—
- Q-

pH, Sngdz+

€6(7)
/ (e8)2KD aW Hnydz + (56)“21{

Y Bz 0z; Y 0z 0z;

/ Ka,,E)H W ngdz — / ng,,aHe‘ W pgdz—
= -

3 "3z 9z; ¥

W™ dy awf‘s‘”') OHE
— | KO9ZTn Y g, / K7 1
/ - 0z; 0z dz 0z; L4 0z; dz+

W, Wz
6 6 6 €d —
+AKJQ7 57, oH nadz + /_ K3 52, @H:’nzdz = 0.

Toutes simplifications effectuées, il vient

, OHZ® OHE®
/ K O LWz + | (e8) KL O¢ L Wi gz
Qt+

ob GZg 024 o+ Ko Bz 024
- / KS" oWy 9% peog, - (5) TKS n Wy He5 2P g
a+  Pe Bzg Oz " Ozz " 0za i

OHZ b W™ 5
snYn 0P 11re6(v) / én P rres
+ / - K” Bz 8z,W dz - KJ‘ 0z; 8zzH dz

(e6)” gisow,f('”nadw/ gE_<pW,‘,S(7)n3ds.
r+

Posons
6W66('7) _ o €6()
7):56"(7) K577 —é—z—ﬁ'— + (65) lKgZa—z?’ sur Q1
(11.20) J— o
—ebn(y) _ 16 7 -
1}1- Kj‘i _6—2;—— sur Q .
On obtient
§+e6n dp Wsé('r)dz / ,7+66n(7)2"_’. Hebdzy+
024 Q+ & 0z " .
_—eéna_(P_WﬂS('y) _ / 7.5,517(—,)8_(,0 €6
+/Q- & Bz, 'n dz 7 BziH" dz+

_ /r (e8) g W ds + / g° WM s,
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Quand ¢ tend vers zéro.avec My + () = @dy, il vientl:

1

Y|

§+5"—z dz — / 9ﬁy+(n;6”(7))g£Hgdz+
Qt+ 62&

—én 0@ _ o
+ -n 9 . iy — My ("N 164, 4
/Q— & 3%‘27 ‘ Q- Y (m )azi n®

:/g127d3+/ g- z,ds,
b r-

£+6n ‘P’Y) / €+6n¢607dz_/ my+(n+6n(7)) H«Sd +

- 8 - - 6
+/ & (SOZ'Y) _ §i " pb1ydz — /Q_ My - (n; 67](7))?3%Hgdz+

’L

=/gi';_z,yds+/ 9~ z,ds.
z -

D’apres (11.18), on a

c’est-a~dire

+6"cpdz— / m +(n+5"(”) Hédz / & pdz—

. my_ (n;én(W)) g(p H6d2 — 0
Q- 24

et donc, pour tout ¢ dans V*(£2), on a

OH?
- / E3%0dz + / imy+(n+6””))a—s0dz— / &% pdz+
(I1.21) a* z"‘ Q-

v [ - (1) 2 de—O-
Posons

+én _ +6n(7)
o = My+(n,,
(I1.22) { v = By )

-6
qw&q = My (1] TI('Y))

1

L’égalité (I1.21) donne

(]
+én _ +6n_ "M 6H
¥ - q'ya 62 ]

(II.23) !
_s _snOH,
&M =" 5
v L 82,-
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N - -6
Il reste & caractériser £; "

Pour cela, on introduit la fontion de y;, y2 Wf,s @ , définie par

5(3)
_ 0 ( on BW
dys* ** Oya
W,‘]S ®)  est y1,y2 périodique de moyenne nulle.

~ K33 =0 sur Y~

Posons

21 22

W€6(3) (21,22) = EW6(3)(
€

=)

Alors
W§6(3) — 0 dans L2(Y ™) fort quand ¢ tend vers zéro.

Multiplions le systéme (I1.3) par Wy 43

et le systéme vérifié par Wi°® par la fonction
cprlé, avec ¢ dans D(Q27). : ‘

Il vient
(11.24)
/ Kg’é ;:6 BZTZZ(& dz-l—/_ a36£56 a‘g:i@) dz+/_§i—€6W§6(3)%dz_
56 3 € 66
—/Q_ (Kagaaz ° ~ K& azsgodz—/ (xctn 2 . ° —Kgg)g:;H“dz_O
Or,on a
/ K} 8;{ i pdz= | &5 pdz — / K3 6526 pdz,

donc, apres simplification de (I1.24) et passage & la limite (en €), on a

6

/ My - (K, 5" ) m—dz + 0+ §3 gadz—/ My - K33
Q- ya az

ow® 50
_ / My (K5I ~ K B ‘pdz—o
donc
5(3) 6 5(3 §
_5 5n OW, 5o OH, sn OW, sy OH.
" T =My - (Kag 3;‘1 Kag)‘gzal"imY (Ka'[’, 31, 32) BzZ’
dou én 611an(3 &n 6H£
=My (K : - Ny —
3 v (K e~ Hai) g,
— —67)6Hg
T 9z
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En remplacant £3%7 et £;°7 par leurs expressions en fonction de H} (cf (I1.23) ),
I’expréssion (II.18) s’écrit

11.25 +6n 90 0P , / —nOHn Op , _ / . / .
( ) /S;+ qaﬂ aZﬁ 6za z + _ q'LJ BZJ azz z 5 g+(pds + - g_(pds_

Choisissons d'une part, dans (I1.25), une fonction test ¢ dans D(£27).
On a

OH?
[ a5 299 4: =,

Y 0z 0z

d’ou s
— i q_—_5'l OH,
Bzi u sz

)=0' sur °.

D’autre part, la formule de Green appliquée & (I1.25) donne

9 +6n aHg / +6 3H6
- dz + T —Tyngdz—
/m 0za Tap Oz )v aq+ 8 et

& , _syOHY / _snOH?
S A P iAWY 607 dz =
/Q_ 7 a;; o, Yvdz + aﬂ_q vn;dz

=/gitpds+/ g- @ds,
b> r+

d’ou
) OH? _sn OHS _s, OH?
- / (2" 5, ) vdz + / as; "5 onads + / a3, " 5 —Lonads
(I1.26) a+ 0%a Ozp r- 0z 5 7 9z

=/gf;_(pds+/ g~ pds.
b)) r-

Dans (I1.26), on choisit comme fonction test une fonction v dans V(Q) telle que v = 0 sauf
dans un voisinage de I' .

1l vient
OH?®
-6 *
/_ q3j K az: ’U’n3d8 = A_ g—-(pds,

d’ou

OH?

—& * —

(I1.27) Q35 6z: ng =g~ sur ['".

D’apres (I1.27), V’égalité (I1.26) devient:

8 , yonOH} / _gn OHS /
gDy g 720 neds = | g%uds,
/(;+ 7 (925 525 Judz + Eq3j a2, vnads z:g+v s
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pour toute fonction v dans V*(2).
Par suite, on a

OH?
+6n 17 s n — *
.__/ o 9ap 525 )'udz+/q3j’7 o7, Lg_l_vds,
d’ou
1 0 / ton aHg — a* —6n aHg
2 974 4 Bz5 ) =9+ — 434 52, sur 2.
On obtient donc le systeme limite suivant:
( 5
§ , _snOH _
—B_,zi(q” o, —21)=0 sur 2
OH?
_617 n — * 1-\_
10 , 45,0HS, . _5,0H}
2 0z, (q"ﬂ 0zp ) 9+~ 23j 0z; sur 2
| H =0 surI®.

Ce systéme admet une solution unique dans
Va={ve H(Q );u=0 suwIetv/TSeH(Z)}

(voir Sanchez-Palencia:” Non-Homogeneous Media and Vibration Theory”, en particulier
dans le chapitre 13 (par. 4: Heat transfer through a narrow plate with high conductivity).
En effet, si on multiplie ce systéme par v dans V5, il vient

snOHS v sn OHS OHS
i —dz o1 —6n _
/_ sz 62; 92 /_ ds; 82] vnads — /z;q3‘7 az vngds 0,

d’ou

OH¢ dv 1 [ 8 OH®
—én_ "7 = +6n Zn — * *
/_ 0 5, az,-dz 5 /2 B Qap 97 —1)vdz = /zg_,,vds+/r_ g* vds,

c’est-a-dire, en utilisant la formule de Green:

OH® by 1 OHE v |
—én n +6n~""n — * *
/_ i _8zj 6zidz+ 2/ 4o Bzg 6zo‘dz ng}dS—i—/ﬁ g- vds.

Cette derniére expression s’écrit sous la forme
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a(H},v) = L(v).

Considérons le produit scalaire suivant, défini pour I’espace de Hilbert V5 :
Soient u, v deux fonctions dans Vs.

Ou Ov Ou Ov
(u,v)vg = 7 3_z,dz %ads

On définit la norme sur Vs suivante:

=

llullve = (e, u)v; )

Montrons que la forme bilinéaire a est coercive.

Soit v dans Vs.

ov Ov 1 ov Ov
_ 761)__ - +én Y
a(v,v) /Q— % B2, 02 “t3 /zq” 02zp O2a B2

+617

d’apres la coercivité des ng M et %Gj il vient:

ov Ov
a(v,v) > ao“ ||L2(n )+ ) || ||L2(>3)

> mf(ao, )(H ||L2(Q y + ||—||L2(>:))
> inf(oo, 7)”'0”%,
d’on la coercivité de a.

Montrons que la forme bilinieaire a est continue:

Soient u, v dans Vx.

ou v ov
|G(Uav)| < Colla_zi“L?-(Q—)Ha—%”m(n y + ||—||L (2)||—||L2(z)
c1 ou ov
< sup(co, —)(||—||L2(Q—) + ||—||L2(>:))||—||L2(Q—) + ||__”L2()3))
ou 1
SC(” ||L2(Q ) | ||L2(>:)) (|| 2(9 )+|| ||L2(>:))2

< c”u“Vz:Hv”szv

d’ou la continuité de a.
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Montrons la continuité de la forme linéaire L:

IL(v)] = | / g vdz + / g7, vds|
Q_ )
< lg* ez l|vll Lz2-) + gt L2 llvll 2 sy

1
< c(llollZs -y + vl1Z2(sy) 2

ov v L
< C(H"g”%z(n—) + Haﬂiz(z)) ’

{3

< c,”U”Vz:’

d’ou la continuité de L.

D’apres LAX-MILGRAM, on a bien existence et unicité de la solution.
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II.2) DANS LE PROBLEME HOMOGENEISE, ON FIXE n ET ON FAIT
TENDRE § VERS ZERO.
PUIS, ON FAIT TENDRE n VERS ZERO DANS LE PROBLEME
LIMITE OBTENU.

I1.2.1.) LE PARAMETRE n EST FIXE , ET § TEND VERS ZERO.

Nous nous proposons de faire tendre le parametre é vers zéro dans le probléme homogénéisé
(IL.5).

Nous démontrons le résultat suivant:
a) THEOREME II1.2.1
Nous avons le résultat suivant:

Sous les hypothéses du Théoréme I1.1, on a, en faisant tendre é vers zéro dans
le probléme (11.5) :

Hg — H, faiblement dans Vsx.

La fonction Hy est l'unique solution du systéme tridimensionnel

( 0 , _wgOH; N

—Ez(q”"az )=0 sur Q

OH;
3" —Tng =g* sur '™
(I1.28) } Wi Ty T
1 9, . OH: __oH

T 38a, b ggy) TR T gy SR

| Hp =0 sur re.

Les coef ficients q” M et qaﬂ sont donnés par :

*(i)

11.29 i — / K" - KG" Xn_\q
( ) 4;; IY | ( oy, ) Y
et
B
+xn Q°r 9x _~
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(@)

N . * . N . g, . .
ol les fonctions xn ' sont solutions du systéme tridimensionnel suivant :

=0 sur Y~

G —
(I1.31) } K =, — ma=0 sur I(Y™)

1.9 (ana(xi(a) —ya)) _ om0 ~ ya)
20y, FT Oyg 7 dy;

{ X;“I(") est ¥;,y2 périodique de moyenne nulle

sur Xy

(3)

Et la fonction xn " est solution du systéme bidimensionnel suivant :

*(3

(I11.32) ~Oys~ P Oy

X;(3) est y1,y2 périodique de moyenne nulle.

—K:),Gﬂ")=0 sur Y
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PREUVE DU THEOREME II.2.1
b) ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE SUR x5,

Les coefficients homogénéisés obtenus aprés passage a la limite en € sont donnés par (I1.6)
et (IL.7).

.. . . e . ' . 6(i) 10 -
Cependant, nous choisissons ici d’utiliser leurs expressions en fonction de X,,(z), définies de
la maniére suivante:

On pose

(I1.33) X&) =W 4y, sur Y,

et

(I1.34) X = W@ 4y, sur Y-
Xz(g') = —W,f(s) sur Y.

()

Les fonctions Xf, vérifient le systéme suivant:

0 8(ya - Xfl(a) )

~5m B .
——6_%_(Kji By; ) =0 sur' Y
_ ()
Kj7 O —xn ) 3 X1 ), =0 sur It (V)
Yj
. _ () P ()
Kjg'?%’.‘—”—)% KD (Yo 8;@; Jne sur Sy
(I1.35) 4 6(0)3 J
[[(ya — Xn =0 sur Yy
9 rinOa = X0) -
ayi ( Ji Byj ) sur
_ @
ng o Xy ) 5 Xz )ns =0 sur '~ (Y)
Yj
\ Xf,(a) est y1,y2 périodique de moyenne nulle,
et la fonction xf,(3) vérifie le systéme suivant
4 6 6X6(3) 5 _
- (Kop—5— — K33) =0 sur Y
(I11.36) ayﬁ( B 5y, 36)

Xf,(s) est y1,y2 périodique de moyenne nulle.
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Compte tenu de (11.33) et de (11.34), les coefficients homogénéisés s’écrivent sous la forme:

1 O(Wa = X2 ™) | o1 56n0(=X5)
+én _ K6n a n +6 1 K«Sn n d
ot = |Y+| Y+( A 3?/7 36 O0ys ) v
(I1.37) 1 ( _ g O Bxé(a) 5—1K577 axé a) 4
: T Jys o 8"y, )dy
1 5 5 3X6(a)
K n K 7 d
=T Sy e )

D’autre part, on a

_ Bya (a)
0" = 7 I/ (K7 ( )) dy
S S 6(a)
K& - K" dy,
e I/ ( Oy oy W

et

—617 én 6naX6(a)
q3.7 = lY |/ (K3J Ka_y aya )dy

La fonction Xn( *) étant indépendante de y3, on a

—67) én 6176)(6(&)
q3] IY |/ (K3J K’LJ ayi )dy,
d’ou
n 570 5(a)
, ~ K- K dy.
(11.38) i7" = = [, — Ky

Multiplions le systéme (I1.35) par xé(a)

11 vient s s
/ fomdxn” 6Xn(a) e (a) 0 / Zom a(Xn(a) - Ya) @ do
y+ 70 0Oy; ay,- ey 0y; "
axé(a) @

- 5n 000 = Ya) 5(cx) 6n Xn
- Kl —— 2% nad K; ———d
/zy 73 3yj X mads / S ey oy Y

5 3Xn 8(c) 500X 5e),
- K —=—x °‘n3ds+/ K] ———x*“nads

/r () 5 dy; " Sy 73 dy; 7
6(a)

6(a) s
K6’7 dy + / K" dy,

Y+
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c’est-a-dire

Pour (y1,¥2,¥3) dans YT, posons

e oy

Oy, - 0y
L1¢" 6
a,()bn( ) _ 6—16X (a) |
Oy3 0y3

On obtient

Ko7
Y+ 9 ay 0 Yi

= K2 K220 gy,
L*’ ayz y+ / - 6yi Y

o [ @
a¢n( )81/)6( )d +/ KénaXTl( )a 5( )dy

ayi

. I 6
D’aprés la coercivité des K;;', on

$5@ axé(a)
Co(” — 22 vy + 15— 72y -y)
P wé(a) 5(a) N
< C(“ I1Z20v+) + || ||L2(Y )7
c’est-a-dire 5(e) 5(e)
8¢ « Bx ¢
|—— ”L2(Y+) + = ||L2(Y y <G,
dy;
d’out
4 5 §(a)
|—2—ll2qv+) < C
Ay (Y+)
(I1.39) 10x0®
. S 16 <C
167 gz
o g(a)
< C.
17—l <
Un raisonnement analogue montre que
axa(a)
(11.40) | an lzz(v-y < C.
Yy

69



Par suite, on a les convergences suivantes:

(x5® — x;@  dans V(Y)
6™ _ o

By By, dans L2(Y ™)
3 j
§(a) *(a)
Oxn__ _, On dans L2(Y'Y)
Oy Oy
(I1.41) )
_)(';%— —0  dans L*(Yt) fort
3
6—1_"7__ R 74C-)) 2+
315 Vo dans L*(Y™)
5(3) *(3)
\ 3()9(; — 8;; dans L*(Y ™).
v v

¢) PASSAGE A LA LIMITE DANS LES EXPRESSIONS DE ¢/;" ET DE ¢;;"".

Montrons que lorsque é tend vers zéro,on a

K2 — K" dans L*(Y) fort.

j

On a en effet
| G = Grpay
& G ) G
:/ |K2.J.”_Kij"|2dy+/ |Ki;7—Kij"|2dy
Y+ Y-
- s _ gGnp G _ gonp P _ gGup
—/Y;'G |Kz_1 Kzg ' dy.i_/yé"s |K’I,j K‘I.J I dy+L;6 IKz] Kz] I dy+/Y56|

=K} - Kg"lzmes(Y;‘s) + KL - Kg"lzmes(Y;‘s)
= C16 + C26°

G Gni2.,,
K — K;"°d:

Quand 4 tend vers zéro, on a:

/}; |Kfj"l - Kgnlzdy -0,
d’ou
(I1.42) K — K"
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Faisons tendre § vers zéro dans (I1.38).

On a
q_ : / (KGn KGTI Yo i) )dy
S 5" oy )%
donc
* 1.)
1143 o= / K" - kS g,
( ) 4;; Vs I ( Ij 81/[ )dy
De méme, faisons tendre é vers zéro dans (I1.37).
On a
+én _, 1 (K KG"IaX; ) _ KGnv(a))d
e T Y] Jyu Ve T T8 Ty 36 Yn )Y
donc
(I1.44) 4an _ 1 (KGTI KGnax:l ) _ KGnV(a))d
: Qs =7+ Jyu 8 "By, 38 Vn )0Y-
§(a)
Caractérisons la limite Vi de 67} 82;; :
3

_ U3
Prenons la fonction test ¥ =6 / pdt avec ¢ dans D(YT), ¢ est y1,ys périodique.
0

Y3

Multiplions le systéme (I1.35) par la fonction test 1 = 6 / @dt, avec ¢ dans D(Y™T),
0

¢ Y1, Y2 périodique.

On obtient
axé(a) 8 Y3 5 6X6(a)
8 / K& / dt)dy + / K222 —pdy+
v+ PV Byg 3%( wdt)dy 3oy, T
6X (a) F) 5 X(S(a)
K= / dt)dy + 6~ / K7 d
+/ 3y Oys ay‘y( P ) y+ 33 A —a T pay+

3X Y3
+5/ K= —/ dt)d
It Qy; 3.%'( 0 wdt)dy

=6 KSm— 0 ( " d)dy + | KZipdy+6 K‘”’—a—( " dt)d
- Y 14 Y o3P0y _Pai ) 2 Y.
Y+ Yy Y+ Y Yi "Jo

En faisant tendre § vers zéro, on a

*(a)
0+ K <pdy+0+/ K V("‘)cpdy+0 O+/ K 3 pdy + 0,
Y+
donc
6X*(a)

() Gn
K V Ka - K3 8%

dans ©'(Y™),
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d’ou

K KG"T a *{a)

(o) — Xn 2/v+
(11.45) A KG KGn By, dans L*(Y™).

En utilisant (11.45) dans (II.44), on a

G G *®
q+*n _ 1 ( _ gGn9Xn_ Bx,, _ (Ka:;’ B K73n )axn(a) )dy
af lY+| v+ aﬁ ¥8 ay G’n K:,%" ay7 y
c’est-a-dire
Gn r-Gn Gn g Gn *
q+*n _ 1 ((KGT’ _ K3ﬂ Ka3 ) (KG"I K3ﬂ )a (a) )dy
af |Y+ | af Kgg"l 18 K3C:;'317 8y’y )
donc
*(a)
. * G aX
(I1.46) 05" = 7 / (Q - Q% — A =1 )dy.

d) CARACTERISATION DE LA LIMITE x;¥ :

Introduisons ’espace fonctionnel

»
0y3

V*(Y) ={ve H\(Y), —0 surY',v esty,y2 périodique de moyenne nulle. }

Multiplions (I1.35) par une fonction test ¢ dans V*(Y).

1l vient
50 OX") Dy sn X" D
KO22— - dy / K= ——d
/y+ Y O0y; Oy - 0y; Oy Y
= 5n 0P &n O
= | KO Zdy+ / K" L dy,
/)‘/_'— «xl ayz y aza
c’est-a-dire

5(a) 5(a) 5(a)
K517 BX"I 8(P d + 6 K&n aXﬂ 6(/3 d +/ K&‘r] BXTI a(pd
Y-

Oy
k92 4 / K28 4y,
/ ay ay’y + _ Ttai 8?]1‘ Y

Quand 6 tend vers zéro, on obtient

'™ dp G o on @ By
K&n=2n d+/K"V(°‘) d+/K”"—d
/ BY By By, _ 9 Tayy oy Y

Gn 2% 4 / kS 2% 4
/Y+Ka’)'ay7 + _ aza Y.
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D’apres (I11.45), cette expression s’écrit

A gy KSy K53 ax"®), 8y G Oxn'™ By
KX 2P gy 4 / KSn(Zes — 8 dy + / K~ —5—dy
./Y+ PY Bys dyy > G" Kﬁ»f’ Oyp )ay“/ y- 7' Oy; Oy

Oy Oy
= KS1Zay+ / KS1-—"dy,
/y+ *7 Oyy et By Y

c’est-a-dire

Gn Gn Gn

79 ;"7(04) Ay
)6yﬂ 3y7dy ./( G" )

KJn —
v+ ( KGfI

6y7
.7

Cette expression s’écrit

(o)
/ Qg,,ax,, 3(,0 / QSn CPd +/ (KGU6X77 Kcﬂ)%dy=0,
Y

+ 0BT yg 6y Y Oy 7 Oy

soit
" oen 906 ya) dp on 906" — va) Do
I1.47 / Q5 S d +/ KGN e gy = 0.
(11.47) i o oY
En choisissant une fonction test ¢ dans D(Y ~) comme fonction test dans (I1.47),
on obtient @)
Am™ — Ya) Op
KGn 2 An 2] 2 dy =0,
/ -7 Oy; By Y
d’ou
(@) _

(I1.48) ——6—(Kﬁ’7 el ya)) =0 surY .

Oyi Oy;
En choisissant d’autre part une fonction test ¢ dans V*(Y’) dans I'égalité (I1.47), on obtient:

o o *(a) o o o *(a)__ o
_/Y QGn n  —y ))(pdy_/y Y (gGn (xn : Y ))cpdy+

+ Oyy dyp -0y " 9y;
x{a) *(a)
+ / KGT) 3(X — Yo )cpn ds + / KGn_a_(X_—Qson:;dS =(Q.
r=(¥-) dy; Ty 9ys

D’apres (I11.48), on a

*(a) *(a)
_ l/ (QGna(X ya))(pdy +/ KGn B(X ya)son3d3+
(I1.49) = Ot ove o) w

Sy 6yj
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En prenant comme fonction test dans (I1.49) une fonction ¢ dans V* (Y) telle que v =0
sauf sur un voisinage de ' (Y ™), on a

0™ — ya)
KG"—E——"‘— nzds =0
/I‘—(Y—) i3 dy; o

D’ou
(11.50) Ky — y")n3 =0 sur I~ (Y™).

D’apres (I1.50), I’égalité (I1.49) devient:

1 a @y, e
Y

83/’)' 8yﬁ 3y1
d’ou
10, end06™ —a)\ _ an 006" ~Ya)
II1.51 —— "—"——— = K; nd0n Yo Ty.
On obtient le systéme suivant
4 * a
9 a0 — ya) _
_ 2 (KGnAn __T2l) =9 Y
A A i
*(a) _
Kgn___a(Xna : ya)ng =0 sur I~ (Y ™)
(11.52) j Yj
@ +(a)
ya) Gn a(Xn - ya)
—_— by
2 8y (Q ) 6yj sut 2y
L x;;(a) est Y1,V perlodlque de moyenne nulle.

Ce systéme admet une solution unique dans

Vg, ={ve H'(Y™),v/Zy € H'(Zy),v est y1,y2 périodique de moyenne nulle. }

Caractérisons maintenant la fonction x5 :

On multiplie le systéme (I1.36) par la fonction ¢ telle que p(y1,v2,¥3) = P(y1,y2) avec
@ € D(Y). 1l vient

( 61]ax71 )__d =0
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A la limite quand & tend vers zéro, onobtient

anOxn G
| &G —Kw”) dy 0,

0 0
Gn XTI _ 17Gnm _‘e_ —
/__/( va 138 )8yﬁdy 0

Par suite, la fonction xf,( ) vérifie le systéme suivant:

d’ou

KC aX G
(I1.53) ( g5 — —Kag)=0  sw)y

x;';(3) est y1, Y2 périodique de moyenne nulle.

e) ESTIMATION A PRIORI ET RESULTAT DE CONVERGENCE SUR Hg—
CARACTERISATION DE Hj.

Multiplions le systeme (IL.5) par la fonction Hg.
Il vient

OHS OH® dH?® OH?
L q;f"_fl Ldz — / q;f" 2 H)nads — / q;f” 1 Hongds = 0,
- J

0z; 0z; - 0z 0z;
d’ou
BH‘5 OH!? 1 o BH
) 1dz — *Hids— = | =—(q}5"==")Hads - / *Héds =0

c’est-a-dire

3H6 OH!? 1 3H6 8H6 _ .
‘/-qzJ Tdz+ / q+57l /_g* Hgds+Lg+Hgds.

azJ 0z; 2 of 0zp 6za
D’apres la coercivité de qi_jé" et de q:g",
o 8H6 8H? oH?
Cé(" ||L2(n y || n ||L2(z)) < C(” . ||L2(Q—) + ll—&z; lz2sy)
5 3H5 1
< Cl(” ”L2(Q y+H 5= 875 "L2(>3))2’
d’ou

dH?® OH?’
I n”L2(Q )+l 828 72z < Cs.
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On obtient donc
BH J
||—||L2(Q y < Cs

d’ou
1 Hllv < Cs.

La constante Cs depend de 6

Les coefficients q” et gt ﬂ " étant coercifs, on montre, comme précedemment, qu’ils sont
uniformement coercifs, '

donc

(11.54) | 1Hpllve < C,
oll la constante C ne dépend pas de é.

On en déduit le résultat de convergence suivant:
(11.55) H) — H; dansVy faible.

Multiplions le systeme (I1.5) par une fonction test ¢ dans Vs.
On obtient

mOH Op ] OHS dp
A_ qz] BZJ 821 / qaﬁ 8Zﬁ aza _ [ (pdS + Eg* SOdS

En faisant tendre 6 tend vers zéro, on obtient

JOHZ 8p 1 [ 4.nOH: o
I. P —d = " Fds.
as) [ eSSy [ty n s = [ aredst [ oteds

En choisissant v dans D(2~) comme fonction test dans (I1.56), on a
OH, v
1l —dz =0,
/ _ % Bz] 0z; 2=
d’ou

OoH:
9 qf*" ")—0 sur 7.

(I1.57) _52-( i

L égalité (I1.56) devient alors
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*

0 —*naH;zk —xn OH,
/Q— 0z; (qij 0z Jvdz + /): 4ds; 52 vngds+

_.nOHy 1 OH,; dv
I11.58 *n d P
( ) + /r Q3; 5, Lyngds + = - / O e e dz

=/ g:vds+/gfvds.
- b))

En choissisant v dans Vs telle que v = 0 sauf sur un voisinage de I'", 'égalité (I1.58)

devient
—nOHy _
K 5% Lynzds = 9% vds,
d’ou
0H;
—% 7 - -
(11.59) qs; 5%, nyg=g, surl'".

D’apres (I1.58) et (1I.59) , on a

oH; 1 OH; v
—x1) +xn Py _ +
/2(131' 9z; Lunads + 2/ Qap 323 020, dz = /Z)g* vds,

c’est-a-dire, & 1’aide de la formule de Green:

3 OH;
—xn _2 (g = _ +
/ ’UTL3dS / B (92p 97 —1)vdz = /2 g vds,

OH;, 10, yuyOH;

d’ou

—*1] -
T 6zJ g* 2024 B2, et Ozg B2y sur 2.
On obtient donc le systéme vérifié par Hy :
( o, _. BH,‘; 3
BH - -
) qu 57 Tng =g* sur
1 0 +*n6H* _*T,BH*
- )y
2024 op 0z 0) = 0z; sut
(H; =0 sur ro.
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11.2.2.) LE PARAMETRE 5 TEND VERS ZERO DANS LE PROBLEME (I1.28).

Posons
K@ =K S
(I11.60) K¢ = /mKFn
K = /mK®.

Nous nous proposons de faire tendre le parameétre n vers zéro dans le probleme limite
(11.28).

Nous démontrons le résultat suivant:
a) THEOREME I1.2.2

Sous les hypotheses du Théoréme I1.1, on montre que la fonction H* = nHy
est indépendante de 1, et vérifie le systeme :

H*
(qzJ a(,)z )=0 sur {2°
qx. 6H* —nz=g- sur I'”
(I1.61) ) % oz, 9=
1 8 OH™ _,OH*
— 56_250: Q0p dz5 ) =g+ —4s; sz sur >
L H*=0 surI?,
ou les coef ficients q{S’* et q;;; sont donnés par
. ) 3X
11.62 = K;
( 6 ) qz] |Y | / ( )dy’
et
+x _ S BX
(11.63) dop = IE | Js (Q )dy-

Les fonctions x*(®) sont aussi 'mdependantes de 1 et véri fient
le systéme tridimensionnel suivant :

¢ *(a) _
0 (s el g

v-
Oy 9y; o
*(a) _
(I1.64) Kﬁ,g(}—ay—qa—)ng =0 sur ' (Y™)
. J
3(X*( ) — ya) a(X*(a) — ya)
s —KS& vl
2 ay'y (Q ayﬁ ) 73 ayj sur Zy

L x*(a) est y1,y2 périodique de moyenne nulle.
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La fonction x*®) est solution du systeme suivant :

*(3)

2 s Oxn Sy _
(11.65) Oys (KO‘B Mo Kaﬁ) =0 sur Y
*(3)

X est y1,y2 périodique de moyenne nulle.
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b) PREUVE DU THEOREME I1.2.2

D’apres (I1.60), les coefficients qi;*" sont donnés par

_*17 S X'T‘)(Z)
%i; = Y- |/ (77 5 — K By )dy

(11.66) (i)
=n— [ (Kj-Ki—5— xn_) gy,
|Y | Jy- 7 9y
D’autre part, les coefficients q ﬁ T sont donnés par:
9 *(1)
+*n _ GT) Xn
& = 1 ,, (@58 9
D’apres (11.60), on a
nKSnKS7
Gn _ KS a3 B3
Qaﬂ n a T K3
= nQaﬁv
d’ol
(II 67) xn 1 (QS QS ax*(z))d
. qaﬁ nlz | Sy afl ¥B 3,1,/ Y-

Montrons maintenant que les fonctions x,,( @)

*(a)

En effet, d’apres (I1.60), les fonctions x5~ vérifient le systeme

B 00n ™ = ¥a) -
o 77K3$i __L—"—) sur Y
() _
KS 00"~ Ye) nz =0 sur '™ (Y 7)
S
7 N
S a(X*(a) — Ya) s 0(xn n —
O (5, ) = 1K
2 By dyp dy;
L X*(") est y1,y2 périodique de moyenne nulle,

qui peut étre écrit indépendamment de 7 sous la forme:
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(9 (" — ya) _
— — (KSZ2AA Jody
£ ( i o9, ) 0 sur Y
A(x*™ — ya) -
8()( @) — ya) a(X*(a) — ya)
il T e T
x*®  est y;,y, périodique de moyenne nulle.

N . . *(3)
Par un méme raisonnement, on montre que la fonction xy

est indépendante de 7,
et vérifie le systeme

3X*(3)
XS A

*(3)

X est y1, Y2 périodique de moyenne nulle.

Les fonctions Xn( 9 étant indépendantes de 7, on peut écrire

1 oy
+xn s _ s 9Xx d
9;; np:Yl /2 , (Qaﬁ Qs E ) Y

=ng;",
et

3 ax*(i)
;"= (K - K3 d

= nqaﬁ )

ou les coefficients q;;*" et g, sont indépendants de 7.
le systeme vérifié par H, s’écrit alors:

( O0H,

(nqm 9z, ) =0 sur §2
8H* 3
{ 77q3J 9z, —ng =g* sur I’
10 +OHy LOH,
1935 = g} — 143, sur &
T 20274 ( P 025 ) + 3’ 8z_7
(H;=0 su r°.

Posons

H* =nH,.
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La fonction H* est indépendante de 7 et elle vérifie le systeme suivant:

( o , _,OH* _
_ 8_z,~(qij 52 ) =0 sur 2
”*—aH*n =g sur I'™
) 435 oz, 3=9-
10 ,,,0H" _OH*
_ - < * 77 Y — g% — * »
20z, op Bzﬂ) 9+ = 93 0z; sur
| H*=0 surI'°
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CHAPITRE III

MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.

LA HAUTEUR DES GALERIES EST DU MEME

ORDRE QUE LA PROFONDEUR DES PUITS.



III) MODELE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.
1
(LA HAUTEUR DES GALERIES EST DE L'ORDRE DE 5)

PRESENTATION DU PROBLEME.

Nous étudions ici la structure représentée sur la figure (7) ci-dessous.

[

172

©.L,.-1/2)

res, esosa,,
. esem, et {«-

P R et R

e

€d/4

FIGURE 7: MODELE PHYSIQUE COMPORTANT GALERIES ET PUITS.
GALERIES DU MEME ORDRE DE GRANDEUR QUE LA PROFONDEUR

DES PUITS.
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La géométrie de cette structure est analogue & celle de la figure (4), mais la hauteur des

galeries est cette fois fixée, de I'ordre de ~.

La figure (7) rappelle la figure (5), mais il s’agit ici d’'un modeéle physique, alors que la
structure représentée sur la figure (5) est un modele mathématique obtenu par dilatation
3 partir du modele physique.

Soit 2 la structure compleéte.

On note I’y la réunion des quatres faces latérales de (2, et I'™ et 't les faces inférieure et
supérieure de (2.

Les trois parametres caractéristiques du probleme sont toujours &, 6, 1.

Sur cette structure, on considére le probleme tridimensionnel suivant:

( - aii (Kf;’ 83}25) =0 dans
(I11.1) \ K& a;iié ng = gt sur T,

| H =0 sur Ty,
ol

K1, 29,23) = K‘S"(i—l, %2—,:1:3).

De plus, les coeflicients K fj" satisfont les hypotheses:

(I11.2) (i) 3o > 0 tel que KJJ&i&; > ol VG ER
| (41) Kfj" € L*®(Y) et sont Y-périodiques ,
ou

Y = (0,1) x (0,1) X (—%,%).

Y est la période de base représentée sur la figure (8).
On notera encore par Yz, la section horizontale de Y, & z3 fixé.
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172

Cun

\-.‘f--------- acessae

t
'
'
[l
'
t
1
t
'
'
v - oy
[ ’ 1
.
. . [} 4
L] ) N .“
L] ’ N ;
. y
H Il ) 5
H
] , [
. Vi '
P : e
; LRERREIRRES RSt 3 Lt i gl e - -
, , Vs -
’ 2
4 21/
rd ¢ )
4
4
£
-~ 4
’ ....
e’ ..
4 & ;
4 .... :‘
K4 ; ;
. 4 5 .:
‘ i
., H &
‘ % = 1
‘ S =
‘ Teeeyest®
4
4 _4__—————’-'
4
’ 8/4
,
4
’
I'd

FIGURE 8: CELLULE DE BASE CORRESPONDANT A LA
STRUCTURE DE LA FIGURE 7.
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II1.1) LES PARAMETRES 7 ET § SONT FIXES - HOMOGENEISATION
(e — 0).

Introduisons 1’espace fonctionnel

VQ)={ve Hl(Q)’UIFO = 0}.

On obtient le résultat suivant:
a) THEOREME IIIL.1

on suppose que :
(I11.3) g5 — g4 dans L*(I'%).
Alors, quand € tend vers zéro, on a:

H* = H}  faiblement dans V().

La fonction Hg satisfait le systéeme homogénéisé tridimensionnel suivant :

4 )
a én 6HTI
— (g (z3 =0 sur §2,
o 7w 5
II14 4 OH?
(D aJ(as) o = g sur T,
7
{ Hf, =0 sur Tg,

ol les coef ficients homogénéisés sont donnés par :

6(1)

(I11.5) dif(@3) = 1 / (K - K37y

Les fonctions xg(i) sont solutions du systéme bidimensionnel sutvant :
é
) sn G (4)

(I11.6) ~ Oya dys

x®  est y1,y2 périodique de moyenne nulle.

(K5 ~KIN =0  sur Yy
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PREUVE DU THEOREME III.1.

Comme d’habitude, on établit d’abord des estimations a priori sur Hf,“".
On montre que

(I11.7) I1Hllveay < C,
d’ou la convergence

(I11.8) H:® — HY dans V(Q) faible.

b) METHODE DE L’ENERGIE.

Pour caractériser la limite Hg, nous appliquons maintenant la méthode de 1’énergie de
Tartar.

Posons SHES
H€
ebn 6n n
SR e
D’apres ([11.7), on a
(111.9) €55 — €27 dans L2(Q) faible.
L’équation
8
T
obtenue par application d’une fonction test, donne a la limite
e
II1.1 ——==-=0.
(I111.10) oz,
cbn

Caractérisons maintenant la fonction &;°" en fonction de H, $~

7

Suivant la méthode de ’énergie de Tartar, on introduit la fonction W,‘,S (7), solution du
systeme

_ 0 (g aws
(IT1.11) Oyo - 7* Oyp

W,f,S M — Y4 est y1,y2 périodique de moyenne nulle.

)=0 sur Yy,
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Posons

(I11.12) W‘Eé(")(a:l,mg T3) =Ty — »;’W“"(")(:/E—1 %3 z3)-
On montre que
(I11.13) We™ — gz faiblement dans H'((),

(I11.14) w — 8, faiblement dans L*(f)
o 0zq T
et
€6(7)
(III1.15) Qw—a/l— — 0 fortement dans L?(Q2).
3

Multiplions le systéme (II1.1) par la fonction test pWj 8N et le systeme vérifié par WP

par la fonction test @ Hy =6 avec ¢ dans D(1).

11 vient

55(’1) 8 55("/) 8H65
& ¥ 5 sn OW, Oy
/ et (o2 + 55 Wn ™) dz — / K5 Blg CZo * Ba HZ%)dz = 0.

Toutes simplifications faites, il reste

€6(7) o Hsé €6()
/ €e6n 890 We&(’y)d / K&n aI/V”’I 890 Ha6d +/ K617 aW QOd.’E-l‘

ox; ¢ Ozg Ozxq 3¢ 9r, Oz
8H56 6W€6(’y) 6H€6 6W55('Y)
on —
+/ K. 25 Oz, / Ko7 25 Ot pdr = 0.

En utilisant le lemme(1.1) de BRIZZI-CHALOT suivant:

6H€‘5 OH?
ez, 20, 23)—— / fe(yl,yz,mg)dy)— dans Lz(Q) faible
Oz3 |Y| _

Vf¢ e Lz(Q) et y1,y2 périodique.

On obtient a la limite
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5 Op 6(’1) o s
d H.d
/E 3, 21 / (|Y| v K5 Byg dy )6ma T+

W, 5(‘1) aHé
/(lYl/ Ko a d)axs“’d‘”—o

c’est-a-dire

36{511 / s 1 5‘ 5(‘7) oH 6
——t—z. pdxr — Todz +/ — K d dz = 0.
,/n bz; ¥ 961 i Q (|Y| Yo, 31! v) Oz g

D’aprés ([11.10),il vient

s 6(1) 6H5
M =
> |Y| / ﬁj 32/13 ) 61’.1

d’ou
8H"
(II1.16) bn

e —qw 9z,

Il reste & identifieré”

Pour cela, on introduit la fonction W,f ® géfinie par

— 6 (K67I 6W3(3
(II1.17) Bya P Byg

Wg(3) est yi,y2 périodique de moyenne nulle.

3a) =0 sur Yy,

Posons
z 1 132

W£6(3) (z1,%2,%3) = EW6(3)( . , T3)-

On a
Wﬁﬁ(a) — 0 fortement dans L2(R?).

€6(3) e6(3)

Multiplions le systéme (II1.1) par la fonction test ¢Wn """, et le systéme vérifié par Wy,

par la fonction test @HE’, avec ¢ dans D(€).

1l vient

66(3) €6(3) €é
c6 3 Op sn OW. 0H. 0P resy ., _
/ £, + 20 yres)as - /Q (Kfn g~ K§) (ot + 5 Hy)d =0,

d’ou
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56(3) 3H€6 55(3)

@3 93 8:1:a
+/ K‘S"aHe d +/ ke HEdz /K‘”’ awsﬁ(a) a‘p ——HEldz = 0.
e 39 9Ly Pe drg Oz =

Or,on a

ebn 5"76H7616
/K3a 6 QOdIE—/E (,Ddil)-—/QK33—-6'§(pd.'B

En passant a la limite et en utilisant le lemme de BRIZZI-CHALOT, il vient

8W6(3) 8H';Sl &n
/ IY|]I K% B dy) o <pdx+/ﬂ§3 odz—

owi® d¢ 1 OH?
— KT KiMdy)——Hld / — / K84y = pdx =
/{; (ly| Yza ( ,Ba 8yﬂ 3a) ) 6 I — < lYl Yza 33 dy) 81;3 SOd.’L‘ 0)

d’ou

1 6”76(3) 3H5
S Ko go1— 1 / Kol — K
: (|Y|/Y,3( 8- KA %) g+ (1,

c’est-a-dire

6(3) )
517 aW )dy) aH’ﬂ
0zs

3W5<3) OH? OH?
III. on _ 617 n _ 6y )
(I11.18) s IYI / (K3 - K¢ )d,y) 5 = 5

D’apres(I11.16) et (I111.18), on a

OH?
111.19 = g1
( ) & = aj oz,
Introduisons les changements de fonctions
Wg(v) - _ 6(7) + 9y

(I11.20) L e
WE® = & )

(i)

Les fonctions x5, ~ vérifient alors le systeéme:

P L
(Kﬁz a;ﬁ -K;)=0 sur Yy,

est y1,y2 périodique de moyenne nulle.

(IT1.21)

Xf,(i)
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Les coefficients hommogénéisés sont donnés en fonction de x,,( 9 par

617 & aX"?( "
q’u 7(@3) = |Y| K —Koj— — e )dy

(Anlll.22) 9450
Xn

d53(e0) = 7 /Y (k3] - K2y,

z3

d’ou ’expression

6(1.)

— on 617 Xn
(AnIII.23) qu Nxs) = ]YI/ (Kij —Koj—F— By )dy

Le systeme homogénéisé est donné par

( (9H6
- _(qzn( ) ) sur Q)
AnIII.24 4 6H5
J
{ Hg =0 sur I'g.

Pour prouver 'existence et 1’un101te de la solution de ce systéme, on montre la coercivité
des coefficients homogénéisés qzJ 1(z3).

¢) COERCIVITE DES COEFFICIENTS ¢ 7 (z3).

Pour cela, montrons d’abord que ces coefficients s’écrivent sous la forme symétrique sui-
vante:

g5 (z3) =
(II125) 1 Bls — D PYNY ¢
G| K (5 —(y——ayﬂl) + 5k353i) (5am—(yi-a—?;:n—) + 5m353j>dy-
Ya,
En effet, on a
(i)
HESE m / (& - K2 ag" )iy
(IT1.26) ; o
Or

Oki = Skabai + Ok303i,
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donc
5(i)

on _ 1 6n Oxn
qq,_j ('1:3) |Y| /Y_.,:a kJ( k + k303 6 k 6y ) Y
. 1 61] axﬁ(")
= |Y|/ Kkj (6ak(6az - 8y )+5k353z)dy
Ay — x3)
K6" P S . RV ARy Y 3
IYl/ k; a0 + k363 )dy,
c’est & dire
(I11.27) (z3) = 1 Ko § (5 a(y,-—_><,‘;‘“)+6 6 -)d
. qn 3 |Y| Y., km9mi\ Yak aya k303i | QY.
Multiplions le systéme (I1I1.21) par xg(j ).
Il vient
8(4)
67; 3Xn K§n aXﬂ dy =
/ (Ko dyp ) dya V=0
ce qui implique
axé( ) 8x6(j)
II1.2 K Sam (8 — bki) ——dy =0,
( 8) / (6 By ki) e y=0
d’ou
8X5(1) ax5(j)
Ko (8pk — 6k) (bam—=2— — 6m;)dy
/yza m(% 0ys ) Bom = 1)
PO
(I11.29) :——/ K2 (8pk g — 6k)Omjdy
x3 -
o 6(¢)

/ KO 8 (Bks — 5ﬂkg‘ﬂ )dy.

D’apres (II1.26) et (II1.29), on a

g
qZJ Nz3) = Y / K6" 7 6mij (Bki — 6k g;ﬁ )dy

N N
|Y|/ K" (85 k —5ki) (bam e — bmj)dy
Or 5(3) 5(3)
8 ' . a(yi — Xn : )
(56k 3yﬁ bki) = o + k303
ax5(.7) 3(y 5(.7))
- (6am6_ya" - 6mj) = 6am1—8%”— + 6m363ja
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d’ou

B(; 6(i)) Ay, — Xf;(]))

+ 6k303i) (Sam o

ng (.'133) = IYI / Kf:nm (651‘? + 6771363j)dy'

On a donc montré que les coefficients peuvent étre écrits sous forme symétrique.

Nous allons & présent prouver la coercivité de ces coefficients, et ce en trois étapes.
Premiere étape.

Montrons que pour tout £ € R3, on a qzJ g€ > 0.

Ona
Z 7, "§z
~ vl / 2 Z&@ Ej(y’a—y;"’—) + By363;) )(;5, (6ama(yJTi<"()) + 6mads) )i
/ > K TeTmdy,
Yz, k,m
ol

s — x 2O
Tk = Z"Sz —(y—?;;n—) + 81303:)-

D’aprés la coercivité des coeflicients K kfn, il vient

«
e > / reldy > 0
Z P2 YIBZ,;I |

Deuxieme étape.

Montrons que pour tout £ # 0, on a qu &€ > 0.

Par ’absurde, supposons qu’il existe £ € R3 telle que qz 1¢:&; = 0.
D’apres la premieére étape, on a

o
0> & / I l2dy,
71 ., 2

donc pour tout k, on a
T = 0.
Sik=1,ona _
Oy: — Xfr(l))
=Y e X))
i 9ys
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ce qui implique

o .
a—yl(zi:&(yi -x)) =0

d’ou

Z & (yz 6(1) =C.

Autrement dit, on a

3
&y —x3™M) + Zﬁi(yi - =c

=2

Or Z?:z &y — Xf,(i) ) et xf,(l) sont périodiques en y;, alors que y; ne ’est pas, ce qui
implique que

& =0.
Si k = 2, un raisonnement analogue montre que

& =0.
Si k =3, on a 13 = &3 = 0. En conséquence, on a

€ =0 (contradiction.)

Troisieme étape.

Montrons qu’il existe 8 > 0 tel que pour tout £ € R3, on ait
5
q;; &5 > Bk
On le montre pour £ # 0 ( car pour £ = 0, c’est trivial.)

D’apres la deuxieme eta.pe on a q” 7¢:£; > 0 pour tout £ # 0.
On divise par [¢[2 = 3, [€[* # 0.

On obtient § ¢
on St &F
q;; >0
7 1¢] 1€l
&i
Posons 6; = —.
€]
Alors

qf;’0i0j > 0,
16| = 1.

L’expression ) _, g ng 76,0; est une forme quadratique définie sur un compact.
Elle y est continue, et attelnt son minimum et son maximuin,
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soit
0<fB= min|g|=1qf;’9,-0j (car 6 #0)

B < qf}’OiGj pour tout 6 tel que || = 1.
On a donc
& &
0<B< PNt
7 1€l 1€
d’ou

qf}’ﬁiﬁj < B¢,

- ol sy 2 . )
On a donc montré la coercivité des coefficients g;'-
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II1.2) DANS LE PROBLEME HOMOGENEISE, ON FIXE n ET ON FAIT
TENDRE é VERS ZERO.
PUIS, ON FAIT TENDRE n VERS ZERO DANS LE PROBLEME
LIMITE OBTENU.

II1.2.1.) LE PARAMETRE 7 EST FIXE , ET 6 TEND VERS ZERO.

Nous nous proposons de faire tendre le parameétre § vers zéro dans le probleme homogénéisé
(111.4).

Nous démontrons le résultat suivant:
a) THEOREME II1.2.1
Nous avons le résultat suivant:

Sous les hypothéses du Théoréme I11.1, on a, en faisant tendre 6 vers zéro dans
le probleme (I11.4) :

& * .
Hp — Hp faiblement dans V().

La fonction Hy est l'unique solution du systéme tridimensionnel

(D (o O

L@ =0 o,
- (I11.30 OH}
( ) < qz] ($3) amn g:t sur Fi’
3
 Hy =0 sur [y.

Les coef ficients qu 1(z3) sont donnés par :

E) *(1)
_ Gn G'r) Xn
(11131) i) = 7 / (K"~ KKy,

ou les fonctions x:,(z) sont solutions du systéme tridimensionnel suivant :

-2 (KG"BX*(Z)
(I111.32) e * P Oyp

x,‘;(’) est y1,y2  périodique de moyenne nulle

KM =0 sur Yo,
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PREUVE DU THEOREME I11.2.1
b)ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE SUR x5”.

Multiplions le systéme (II1.21) par V@,

On obtient

/ Ko 9Xn__ aXn(Z) 0 g(Z)d _/ Kﬁnaxfl(a) dy
v.. P* dys Oya .

3

D’aprés la coercivité des coeflicients K, ”", on a

F) 6(4) F) 5(1)
ol 2|2, ) < Al Dy
Oyg 3 dyp
ce qui implique
oG
1292 <o
ayﬁ L (YIS) =G
d’on
(I11.33), | XX,y < ¢
ou

V(Yy,) = {v € H'(Yz,),v et y1,y2 périodique de moyenne nulle.}

En conséquence, on a

(I11.34) Xg(i) — X:,(i) faiblement dans V(Y,).

c) PASSAGE A LA LIMITE DANS L’EXPRESSION DE qf;-’ (z3).

Montrons que lorsque 6 tend vers zéro, on a
6 G
(I11.35) Kij” — Kij".

En effet,deux cas se présentent:
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1
Premier cas:z3 dans (—=,0)

2
On a
5 G G G P G
[y -kSay= [ kG- K§Pay+ [ K- KRy
Y. YSe YRS
P G Gs

:‘lKijn - Kijn|2mes(Ya:3

<cé?,
d’ou

/Y |KST — K"|dy — 0.

1
Second cas:z3 dans (0, 5)

On a
6 G G G S el
/ IKijn - Kijnlzdy =/c5 |Kijn - Kijnlzdy + / s |Kijn - Kijnlzdy
Y, YS Y3
S G )
=|Kijn - Kijn|2mes(Yza
<cé,
d’ou

/ |K]" — K2y — 0.

3

D’apres (I11.34) et (I11.35), on a

*(1,)
qun(mg) |Y|/ (KGn KGn ?;7 )dy,

«
d’ou

(D)
(II1.36) 7 (@) = 51 / (kG — gCSn %X _

9 Byq ).

Caractérisons la limite x5 :

Multiplions le systeme (II1.21) par une fonction test ¢ dans D(Yz,).
Il vient

Ay O¢ 4 sn Op
II1.37 / g ta = / K5 2 dy.
( ) 52 Byp Bya? Yo, OYa

z3

Quand 6 tend vers 0, on a
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8x*(i) Op op
KGnZXn _ ZF gy = / K" dy.
/y,a " dys Oya © v, Y

En utilisant la formule de Green, on obtient

8 e g
— Kgl—=1— —K.:") =0
(I11.38) Bya( Be dyg o

.X;‘](i) est y1,y2 périodique de moyenne nulle.

sur Yz,

La coercivité des coeflicients q;‘;’ (z3) peut étre prouvée par un raisonnement analogue a
celui que nous avons utilisé dans la démonstration du théoréme (III.1).

d) ESTIMATION A PRIORI ET RESULTAT DE CONVERGENCE SUR H,‘; -
CARACTERISATION DE Hy.

Multiplions le systéme (II1.24) par Hg .
Il vient

OHS OH?
én n M g — * b
/quj (wa) O0zr; Ox; da /1":!: 93Hyds.

Les coefficients qf;’ (xz3) étant coercifs, on obtient

OH?

06”3—;”%2(9) < d|Hllv,
j

ce qui implique

OH?
“'EE“L%Q) < Cs,
d’ol
H|lv @) < Cs-
La constante Cs dépend de 6.
Les coeflicients qi-s;-7 (z3) étant coercifs, on montre, comme nous ’avons déja fait dans les

pages qui précédent, qu’ils sont méme uniformément coercifs.
En conséquence, on a

|H vy < ¢

ou la constante c est indépendante de é.
On a alors
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H,‘; — Hy faiblement dans V().

Multiplions maintenant le systéme(II11.37) par une fonction test ¢ dans V().

11 vient
n Op
"7 _ *
/ (@ 3) ox ax,d“’_/ri gapds.

Quand 6 tend vers 0, on a

* a .
/ i (T 3) ;pdx = ./ri gipds.

On obtient donc le systeéme limite suivant:

( OH,

- ——(qz"( 3)3 ) sur {2,
I11.39 < OHy .
\ H';; =0 sur Fo.
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II1.2.2.) LE PARAMETRE n TEND VERS ZERO DANS LE PROBLEME(IIL.30)

Nous nous proposons de faire tendre le parameétre 7 vers zéro dans le probléeme limite
(I11.30).

Nous démontrons le résultat suivant:
a) THEOREME II1.2.2

Sous les hypotheses du Théoréme I11.1, on montre que la fonction H* =nHy
est indépendante de 1, et vérifie le systéme :

( 0 OH*
— —(gj;(z3)=—) =0 sur 2,
3:1:,-( J sz)
II1.40 . * «
( ) < Qij($3)__axj ni =gy sur I'*,
(H* =0 sur I'g,

oi les coef ficients g;;(z3) sont donnés par

1 ax)
| o) = [ (kS k5.9,
(III 41) qz](a:?)) IYl /st ( 13 aj aya ) Y

Les fonctions x*®) sont aussi indépendantes de n et vérifient le systéme suivant :

o oy*®
- 5 (e gyﬁ —K5)=0 sur Yay,
«

x*@ est yi,y2 périodique de moyenne nulle.

(I11.42)
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b) PREUVE DU THEOREME II1.2.2

D’apreés (I1.60), les coefficients ¢;;'(z3) sont donnés par
*(1)

qu (1173) |Y|/ (KGn th?n y )dy

( KS’ X:)(z) d
IYI nK. ) Y,

d’ol
*(4)

Oxny
—_ KS KS
qz] ($3) nlYl/ aj 8ya )dy

Montrons que les fonctions Xy, *@ sont indépendantes de 7.
Multiplions le systéme (II1.38) par une fonction test ¢ dans V(Yz,).
11 vient

(i)
/ Kggax" 99 4 _/ kS12 4,
Y. Oyp OYa Yoy . O

*3

D’apres (I1.60), on a

6Xn(z) Op / s Op
KS 22 iy K5 22 gy,
n/Y B dys Bya Yo, 0o

*3

ce qui implique

aXn(l) Oy / s Oy
K3 —dy = K —dy.
/y Pa 0yp OYa Yes ** 0Ya

x3

Par suite, les fonctions x;” sont donc indépendantes de 7. Posons @ = 5,
Cette fonction vérifie le systéme

8 g Ox*®
(I11.43) Yo~ " Oyp

x*@ 4y, y, périodique de moyenne nulle.

(K, - K;S;) =0 sur Yz,

Par conséquent, on a

ax*(z)
— S S
qz] (3;3) nlyl/ ( Ka_‘l aya )dy

=nqj; (z3)-

(I11.44)

le systeme (I11.39) devient alors
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( OHy

3 (77‘1:1(173) a ) 0 sur Q)
OH;
| () gt = o sur T,
\ H:; =0 sur Fo.

En faisant le changement de fonctions suivant
H*=nH,,
c’est-a-dire
-1 *
Hy=n""H,

on obtient le systéme que vérifie la fonction H* ( indépendante de n):

( 9, . OH* '
’87(‘11‘1'(5”3)"39:—_) =0 sur €1,
z 7
. OH* "
(I1I.45) 3 q:j(x:;),a_x?_ni =g} sur ['E,
j _
| H* =0 sur I'y.
COMMENTAIRE:

L’intérét de ce travail est de proposer un modéle mathématique dont le comportement et
les caractéristiques sont proches de ceux du modele réel. De plus, dans le cas du modéle
mathématique, ces caractéristiques peuvent étre évaluées numériquement, alors que de tels
calculs seraient impossibles avec le modéle concret pour des raisons de place memoire.
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INTRODUCTION II

Nous étudions ici des plaques minces perforées, caractérisées par trois petits parametres:
. Pépaisseur de la plaque ( paramétre e ),
. la période des perforations ( parameétre ¢),
. le rapport entre la largeur des barres et la‘ période des perforations (paramétre §).

Les deux plaques étudiées different par la géométrie de leurs sections horizontales.

Sur chaque plaque, on définit un probleme d’élasticité tridimentionnelle, dont la solution
¢¢<® représente le déplacement de chaque point de la plaque dans les trois directions.
Notre but est de faire tendre les parameétres e, € et § vers zéro (dans cet ordre), et d’étudier
les problémes limites obtenus et les fonctions limites qui en sont solutions.

La dépendance par rapport au premier parameétre est étudiée par des techniques de plaques
minces.

Pour passer a la limite suivant le deuxiéme parametre qui caractérise la période du réseau,
on applique une méthode d’homogénéisation.

Dans la troisieme étape, on s’intéresse au parameétre é, en appliquant une méthode varia-
tionnelle.

On étudie d’abord une plaque comportant deux barres horizontales et deux barres verticales
qui traversent toute la période, et huit barres obliques qui ne la traversent pas entierement
(voir figure 3). La nature des coefficients limites obtenus identiques a ceux que ’on obtient
pour une structure semblable, mais sans barres obliques (voir Cioranescu-Saint Jean Paulin
[9]) montre que les barres obliques ne jouent aucun role.

On s’intéresse ensuite a une plaque comportant les mémes barres obliques, les barres
horizontales et verticales étant cette fois beaucoup plus courtes, et assurant la jonction
des extrémités des barres obliques. Cette fois, les coefficients limites obtenus sonts nuls,
ce qui confirme les conclusions issues de 1’étude de la premiere plaque concernant le role
des barres obliques.

Enfin, on vérifie que ces résultats sont encore valables pour un probléme thermique (que
l’on traite ici dans le cas bidimentionnel).



A.PROBLEME D'ELASTICITE : CAS TRIDIMENTIONNEL.

1.PRESENTATION DU PROBLEME

On consideére la structure tridimentionnelle constituée par une plaque perforée, dont les
quatre bords latéraux sont perpendiculaires aux faces supérieure et inférieure, et dont une
coupe horizontale est donnée sur la figure 1.

La cellule de base Y choisie dans le plan de la plaque est précisée sur la figure 2.

On introduit les notations suivantes:

La structure bidimensionnelle perforée, représentée sur la figure 1, est notée we.s . Son
bord extérieur, qui est un parallélogramme, est noté dw.

La réunion de w,s et des trous, notés t.4 est notée w.

La structure tridimensionnelle précitée, notée Q.5, est alors définie par
e e

2’ 2[ e e

De méme, on note Q, =w X | — 5 [ Tees =tesX | — 5,5[,6Te€5 =0tsX | —
Le bord latéral de £, noté I'g, est donne par I'§ = 0w X | —e,el.

La face supérieure ( respectlvement inférieure ) de la plaque est notée 2" .5 ( respectivement

Qes)-

Sur cette structure, on définit le probléme suivant:

Qeeﬁ = Wes X ]

EE[
279"

32¢¢56 o a¢i€6
=t (ajipp——) = e Qe T,
¢ 5 3z, (a kb oz, ) F? dans s x(0,T)
¢t =0 sur T§ x (0,7),
ecé
,3khaa¢k ny = G¢* sur [‘i6 x (0,7,
Zh
¢e56
Qiakh . =0 sur 0T c.s % (0,T),
¢ee&(0) ¢560 dans Qes‘&’
eeb
a¢ (0) ¢€61 dans Qea&a

\

ol les a;jkp sont constants et satisfont les conditions usuelles de symétrie en élasticité.

Posons
V(Qees) = {v € [H (Qees]®,v =0 sur T§}

D’autre part, on fait les hypothéses suivantes:
¢€60 € V(Qeeé)’

3
(JSE&I € (L2 (Qe56)> )

Fe. ‘9;; © € L0, T, (L*(R))°)
gex 96T oo, (L {£5 1)),

ot
4



Les a;jkn sont coercifs, c’est & dire qu’il existe une constante Cy strictement positive telle
que .
Covijvij < a;jkpvijvgr  pour tout v = (v,-j)tel que v;; = vj;

Des théorémes classiques assurent I’existence et 'unicité de la fonction ¢°*® solution du
probléme (1.1), avec

82 ¢e€6
ot?

a¢e56
ot

$°%¢ € L=(0, T, V(Qees)), € L=0,T, (L*(Qees))®), € L=(0,T, (V(Qees)))-

Nous allons étudier la dépendance de ¢ en e, ¢ et § lorsque ces paramétres sont petits.
Dans tout ce travail, les indices grecs (respectivement les indices latins) pourront prendre
les valeurs 1 et 2 (respectivement les valeurs 1, 2 et 3).

D’autre part, et sauf mention explicite du contraire, on utilisera la convention de somma-
tion sur les indices répétés.






FIGURE 2.



DEPENDANCE RELATIVE A L'EPAISSEUR.

(Le parametre e tend vers zero.)



I. DEPENDANCE RELATIVE A L’EPAISSEUR

Dans ce paragraphe, nous fixons ¢ et §, et nous faisons tendre e vers zéro.

I.1. DILATATION DU DOMAINE.

N ) ) 1
Nous allons transformer le domaine Q,..5 en le domaine Q.5 = w.g X ( — 5

1
5) indépendant

de e par une dilatation dans la direction de z3, de la maniere suivante:

Faisons le changement de variables

Posons également

Za =%y pour a =1, 2
23=6—]$3.

{ $%8(21, 20, 23) = €712 (21, T2, 23)

¢§6(21,22, 23) = ¢§€6(331,$2, $3)-

Ceci est valable aussi pour F¥ et G¢.

Avec ces notations, le systéme qui définit ¢**® devient

(I.1)

er+1

ot?

2 1eb
1"a 3

e —_——
0t?

o? qsi& _ 9 ) 9 €

0% — —o
0z, ™" Oz 3

0 Ex) 0 €é

e— 050 — —0
Oz 3 9y, 33

¢56

85°(0)

9¢5°
5 (0)

avec les notations suivantes:

fr
fs

gi
e—l ¢fr60
6_1452,61

60
3

51
5

dans

dans

sur

sur

sur

dans

dans

dans

dans

Qes x (0,T)(1.1.1),
Qes x (0,T)(I.1.2),
Ty x (0,T),
0T.s x (0,T),
Cesx x (0,T).
Qes,

Qes,

Qes,

QE&?



(05 = GijapVap(¢) + 267 aijas Yas (4°°) + e %a;j33733(4°),
fy=F,

f01 _—'GFG,
ga :Ga7
\ g3 :6—1G3.
11
11
{ Tes =tes x (=5, 3)
1
Pi:té = Weg X {Z]:'Q—}




On pose V(Qes) = {v € (Hl(Qeg))s,v =0 sur T'p}.
En prenant r = 2, on établit le résultat suivant:

L2 THEOREME 1

On suppose que

9¢5*° 9¢5"
e? | g5o1 |L2(Q 0o e | = | , et| —* sont bornés indépendamment de e.
‘ 028 120, 9z 1a@.)
Alors,
298 — ¢*% dans L=((0,T),V(Qes)) faiblex,
ou

*eb _ Fxeb
3 _(1)3 (zlvz?,t)
9938

32 (21’22,t)+(b256(217227t)
o

#: = =21

La fonction ®3%est caractérisée par

( 32‘I)§€6 5% ( 1 82@356 )

1
I . | st
g+ om0 ang0:,) = gz H (6T HeT) s we < (0.1)

-1
2

36 =0 sur 02 x (0,T)
@*56
aa; =0 sur 02 x (0,T)
1 02 *x£8
¢ ﬁbr,,gp&%n,, =0 sur Otes x (0,T)
Z P

9 1 0% $35e

a—z'(ﬁb,-nepa—zea—z—)nr =0 sur 6t55 X (O,T)
n P
®3%%(2,22,0) =0 sur wes X {0}
a(p*eﬁ %
8::5 (21,22,0) = / 181 dzy = AS! sur wes X {0}
—3

ou ®i¢! est définie par

28581 338! dans L*(w.s) faible,

et ou
{ brnep = Qrpp — arndeijai30p’

(dij)ij = (aisja)ij -

la fonction ®%%% est nulle.

10



COMMENTAIRE

Le probléme qui définit la déflection ®3°° est un probléme du deuxiéme ordre en temps et
du quatrieme ordre en espace.
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I.3. DEMONSTRATION DU THEOREME 1.

1.3.1. ESTIMATIONS A PRIORI ET RESULTATS DE CONVERGENCE.

€ ¢56
T et ’équation (I.1.2) par 6: . En ajoutant les

Multiplions ’équation (I.1.1) par e

deux égalités obtenues, et en additionnant les termes similaires, on trouve

2 i 2 e S s

+ 62arnaﬂ7rr)(¢ 6)701/9(97566) + 46041’17013')’1'17(‘]566)703(4556) + 2ar1}33733(¢€6)77'1](¢€6)+
+ 4ar3a37a3(¢€6)773(¢56) +de tarz33733(d 66)7r3(¢€6) + e 2aza3 | 133(4%°) | )dz

eb eb
(£, 22 4+ 2 a: +/ (e 20 1 2 255,

Qs6

En intégrant ceci de 0 a t, et en multlphant les deux membres par e?, on obtient

42 0
[ [SrenBEar s dE g

+ arnas (€ea(¢°)(0)) (ezvaﬂ<¢€5><t>)+

+ 4argas (29ea(6°)(1)) (e7a3(6°)(1)) +

+ 207003 (133(8°)() (*ra(6°)(D)) +
(12) + darsas (7a0(°)(D)) (e7r0(6)()) +

+daraas (1as(6°)(D)) (e7-a(67)(0)) +

+ a3 (1(¢)(0)) (1(4°)0)) | 2

//es(f, ¢€6+f3 ¢3 Ydzdr+

[ fyoteactf

ou E(t) est défini par
E(t) —/ (Z |5+ %0 8¢T IO (1) + | et ¢3 9% (1) 2 +

+ arnag (E70(¢°)(0)) (vaﬂ(ase&)(t)) + 4arnas (1ra(6°)(D)) (eraa()(1)) +
+ 207535 (153(8°°)(0)) (1ra(9°)(1)) + 41503 (as(87)(B)) (708X ) +
+ 4e Laraas (’733(4566)(15)) (7r3(¢€6)(t)> + e %a3333 (’)’33(¢€6)(t)) (’733(¢€6)(t))] dz

12
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Appelons A (respectivement B) le premier membre (respectivement le second membre) de
Pinégalité (1.2).
En posant

00p(9°°) = €27ap(%),
B3 (¢°°) = eYas(6%),
033(4°%) = v33(¢°),

le membre A s’écrit

L (Srem g e e D95 (0) 2 +asun i (6°) D65 (6°°)(0)) =

Prenons r=2.

Posons
{w“ =%,
P58 = e2¢%’.

/ (ZI 2 bagntn (65 (00,5 (6)(1) )z

Le membre A s’écrit alors:

Or, d’aprés la coercivité des a;jkn, on a

(1.3)

_2

> 1105 (&)@ ey
2.7

D’autre part, on a

//Q 38¢56 + fae? ¢3 dzd'r+// i38¢f giz ¢3 )dd te EO)

56 a 56 56 B0
/ Qes (=t w 3 // (:Jc d) 8 )dadT—I—ez—é—2

eb
:/ ] dzd'r+/ / g 1.01 ZYi dodr +e E(O)
0 JQes 2

Ona

1’[)56

2 (.47

t
/ 52 1dzdf< / il 155
0 Qs&
< [ 1ratr+3 [ 125 o

2 7;[)56
< . i
= C||fz||Loo(o,T’L2(Q 6) / " Q(st)dT

13



/ / ,- ' ~ dodr
r

- /F , gkt - [ oorone - [ [, st

g O s, +f“-||¢€6<t)||;(ri SMgE O s,y

& a 1 €
+ oI O s + / 120 s b + 5 / ey

Or,ona

SO,y <51 Dl
Sca||€2¢fé(t)||vm,6)
<dalle?¥ii(6°2)EM 2 a.s)
<c'o|8:5(¢°°) 7200
De méme, on a
5 (Ol L2,y < o

car

) =(4£5(0), %5°(0))
=(e®¢25(0),°45°(0))
( ¢e60 2¢§60)

—e ¢560

$5(0

En conséquence,on a

17 (O =[le? 5"

<[le?¢5%|1} V(Qes)
<e.

11 vient

/ / i ¢, —L-dodr
F:l:

< C(Hg [ (orracty) T Ilag‘ ]|Loo(0 TLrE ))> +al|8:(°0) (D22, +

ca
7/0 11635 (6°° )1 2.y dT + -
On a aussi d’apres les conditions initiales:

e2E(0) <
5 <

14



On obtient finalement

B <o [Ifil

T llgt ) )17 %)

Loo(0,T,L2(Q.5)) Loo(0,T,L2(TE; Loo(O TL?(F*))]+

+ ¢l (8N D3 aca ) + o2 / (no,J(é“)(T)nm(g,s) I a0, ) + o

soit

/ ) 2 ! ] 2 a¢e6
B Seu + a6 + 2 | (196N +17%

S (a0 )4
D’aprés (1.3), on a

5 +c02 16:5(6° ) acansy

eé
5c4+c'aue,-,-(as“’)(t)||%z<gw>+c2 / (G e L P

Choisissons a de sorte que ¢p > ¢'a.
Alors, on a

R O Dl + S 1055 Ol

awe&

<K+ K' / (1658 XN a(q0y + 1 (Mg ) -

D’apres le lemme de Gronwall, on a

Z “ (t)“Lz(Qsé) + Z "911(¢€6)(t)HL2(Q€5 < KeX T

ij

donc

2 6 2 <
Zn an (01 120.0) +Zuez,<¢ I (it ) S

Alors, on a
=5
Z | —- a¢ <e,
L°° ((0,1),L2(Qes)) —

soit

||e3 (14.1)

|| <C,
Le{(0,T),L2(Q.
(I.4) ( ( 6))

2 3
” ”L°° ((0 ), L2(Q 6)) < C (I42)

15



De méme, on a

b
Z 1935 (8" (10,19, 1200007) S €

soit
le*vap (6%l e (o riag) S 6 5D
(I.5) levaa (4% 1= (o) S G (152)
||733(¢>6'5)||Lc,o((0 IR (1.5.3)

D’aprés (1.5) et I'inégalité de Korn, on a
290 — ¢*¢% dans L=((0,T), V(Qes))) faible .
De méme, d’aprés(1.5), on a

(1.6) lle?of ||Loo (01).12@0) =

Par conséquent, on a

20l — o1 dans L=((0,T), L*(Q.s))) faible .

1y 1

On a encore ] 5
208 09Tt € L((0,T), IX(s)),

ot ot
et s
05 ~
e? gta — da € HTY((0,T),V(Qes)').
Comme
e 2622
L ((0,1),L2(Qes)) =
on a
3005 -1 :
5 0 dans H'((0,T),V(Qes))-
D’aprés (1.5.3), on a
3€2¢§6 2
2 <
“ 023 ”L (Qes) = € Ca

d’ou a la limite ;
a¢*€
I 323 llL2(a.s) = 0

En conséquence, on a
(L) 358 = ®3°8(21, 20, 1), 33°° € L°((0,T), H' (wes)) et @3%° = 0 sur dw x (0, T).

16



D’aprés (1.5.2), on a
ae2¢56 ae2¢56
155+ 55 ex@en <€,

d’ou a la limite Dgred  pgred
¢§e ¢;€ B
I 0zq + 023 @ =0,

c’est- a- dire

6¢;€6 _ —a¢;e6

Oz 0z,
et donc
a¢*e6
(1.8) $rt = —23 o+ B0 (21, 2, 1),
Avec
(1.9) 328 € L°((0,T), H (wes)) et &2 = 0 sur 0w x (¢, T).

(1.7) et (1.9) impliquent,comme dans Ciarlet-Destuynder, que:

(I.10) 335 € L°((0,T), H*(wes)), 23 =0 et 833‘;5 =0 sur dw x (0, 7).
Enfin on a
3% = 83" (21, 22, 1),
Prl = —23 a;’jj + @20 (21, 29, 1),

17



1.3.2 CRACTERISATION DE &3¢ ET &73.

© Pour obtenir les équations limites qui caractérisent ®3°% et @2, nous allons utiliser une
méthode analogue & celle de Caillerie.

On multiplie I’équation
(D95 Oory _dot _
ot? Oz, 0z3 T

€

par
ez30-(21, 22, 1),

avec 8, dans D([O, Ty, V(w55)>, indépendante de z3,
ou

V(wes) = {v € HY(wes),v = 0 sur dw}.

On obtient

¢56 . b s F;) s /T
0, — e =05 2380, —e——073238; )dzdT = rezsl,.dzdr |
/ /96 23 e 62,,0 7?3 eazsa 323 ) zdT i Qdf ez30,dzdr

soit apres une intégration par partie:

5 eb 0
_/ i (0 230~ (O)dz—/ / ¢ 6
Q. Qes
+/ / eza€5z3—6 dzdr —l—f / 2o 66230 ngpdzdr +
0 8T
+/ / e030, dzdr —/ / €0 8230, n3dsdr =
0 56
:/ / frezs8.dzdr |

eb
_/ e ¢561 O)dz—f / a¢ 2309
56 Q 13 a
/ / e’ot 23 Gdsz + 0+
:6
+/ / eaf.gé’rdzdr —/ / egfz39rdsd'r =
0 Qes 0 F:ks
T
=/ / frez38.dzdr.
0 Q:&

soit encore

18



Introduisons les moments

L’égalité précédente, devient

_/ €361 246, (O)dz—/ /Q 3¢55 a;

T
/ M2 9 dzdr + / Q%%9, dzdr —
We 0 Wes

—/ / eg,:.tzgﬂrdsdr:
o i,
T
=/ / frez38,.dzdr.
0 QEG

Compte-tenu de la relation (1.6), les moments M op €t NEs o sont bornés dans L*° ((0,T), L?(=-s)).
et convergent respectivement vers Mg3 Set N ;2‘5

De méme compte-tenu de la relation (I 11), Q% converge dans L°°((0,T), V(wes) ") faible
vers Qxe®.

En faisant tendre e vers zéro dans (I1.11), on obtient ’équation

(I.11)

(1.12) —0—-0+ / / (M,,fga + Q149 )dz1dzodr =0,

soit

T a]\f*e& T p
-—/ / 1 0,dzdzodT +/ M;ffl ny0-dsidssdr+
¢ We 0 at:b’

Zn
T
+ / Q*¢%0,dz;dzydr = 0.
Wes
Si‘on choisit 6, dans ’D([O,T[,i)(weg)), on obtient

81\4*56
(I.13) ——5;—" + Q=0 danswes x (0,T).
n

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous dans le
probléme limite, nous allons multiplier 'équation (I1.13) par une fonction test

19



0, € D([0, T[, V(wes))-

Il vient
T aM*sé T
—// 5 9dzld22d7-+// Q*%%0.dz1dzdT = 0,
0 We§ z" 0 We §
soit
T
+ / / M*‘586 / / M}efn,0-dsidsydr+
(I14) 0 We g Ot,s

T
+ / Q*%%6,dzdzodr = 0.
0 We §
En comparant les relations (1.12) et (I.14), on obtient
M:;an,, =0 sur Ot.s x (0,T).
Multiplions maintenant par
03(21, 22,t) dans D([O, Ty, H&(w)),(eg est independante de z3)

P’équation

5 s )
.2 &2 ¢S B 6805,, _ o33 _ f.
6t2 62,, 823‘ _

Il vient

” , 0455 965
2 edl _ o3
e o 357" 03(21, 20, 0)dzdr / /{; 5 5 5t ——dzdt+

/ / (eagf,g 2+ 0580)dzdr —/ / 05303n3dsdr — / / 6293n3d8d7
Qes
:-—62/ ¢§ 163(21, 22,0) dzdr—/ / 28(}5 893d~d +
Qe6 Q 6 t
T 085
+/ / eagf, Zdzdr — / / gE03dsdr — 0 =
0 Qes az,,

T
= / f393d2d7'.
0 Qe6

On intégre une deuxiéme fois par parties. On obtient

065

—e* | $5705(21,22,0)dzdr + / 5% = (0)dzdr+
Qe6

+/T/ e2¢568 dzdr—l—/ / 56803dz dz dT—/T/ *g dsd;'—
(I.15) 0 Q. 3 at2 wus 1 2 0 F?:G g3 3 ==

T
= / f303d2d7’.
0 Qes




Or, d’aprés les conditions initiales, on a
€250 — dans L%(Q.5) faible.
Soit d’autre part ¢3°%! définie par:
€298t — 33%%1  dans L*(Q.s) faible.

Faisons tendre e vers zéro dans (I.15).
Il vient

_/ (/2 @;55193d23>(21,z2,0)dzd7'+/ 6603(0)(1 dr+
Wes 1

2 We§

T
/ / @*568 93 dzdt + / / Q*e's%dzldzsz —/ / (g;* + g3 *)b3dsdr =~
Qes Wes 0 We s

/ / f3 dZ3 93d21d22d7'
We§ -1

2

On réintégre deux fois par parties.
On obtient

/ ( / &3 63dzs ) (21, 22, 0)dzdr / @*66(0)093(0)01 dr+
Wes _5 We s
*eb T 2 Fxeb
+/ 34;:; (0)93(0)dzd7'+/ / % 03dzd7'+/ *55803 dzldzodr—
Weg 0 We b

ot? wes
T
//(g + g3 *)83dsdr =

/ / f3 d23 93d21d22dT
We g _%

En prenant ¢ dans D(]0, T[,D(wes)), on obtient ’équation suivante

et 0Qy [T, -
(1.16) atz - 3: = frdzs +(g3* +977%) dans wes x (0, 7).
n

-1
2

En choisissant judicieusement des fonction tests, on établit les conditions initiales et les
conditions au bord des trous suivantes

*€6

nong=0 sur Otes x (0,7T)

(1.17) $:%(0) =0  sur wes x {0}

6@*56 i
(0) = / B350 dz, sur  wes x {0}.

N
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Dans (1.16), on remplace Q’,"f5 par sa valeur calculée en (1.13).
Il vient

52pre6  DIMrES A . .
(1.18) atg " 9z anz =1, fidzs + (93+ +93 )
n T -3

Pour avoir des renseignements concernant le comportement au bord des trous, on multiplie
équation (1.18) par 8 dans D(]0, T{, V(wes))-
On obtient

T 2 F,*€6 T *eb *56
0°®3 OM*E® 96 M
—3 4d» dr+/ / T —dzdr—/ / T On,dsdr =
/0 /wzs o2 0 Ju,s Oz Oz Btes 821’ !

T T
= / / (/ ) f3 dzg)edzld:qdr +/ (93" + g3 *)0dsdr,
0 We s 3 0 Wes

soit

T 2 & *eb. T 2
/ / 0 (I’ 8dz dr—/ / M;;?;G dzdr+
0 Wes We§
T M*s&
(1.19) / / M*ﬂ’—dzdr— / / On,dsdr =
0 Wes Otes 62:1'

T T
= / / / I3 d23 6dzydzodT + / (gF* + g3 *)0dsdr.
0 Wes 0 We g

: a0 ., .
On multiplie par ez3 — ’équation

Oz,

332¢f75 B 9ol B dots

nr

ot? ¢ 0z, Oz3 = fuy

€

et par # I’équation

2 1eb eé &b
623 3 80371_3033

52 B,  0nm T

D’une part on obtient

T a" ed 2
/ / ¢2 23 96 dzdr—l—/ / e? 56 3 o dzdr—
Qes at Qes Zr 277
/ / e‘a‘i‘s z3 n,dsd7+/ / —dzdr—/ / eo’ 323 n3d8dT =
aTz& '7 Q eé azﬂ
=/(; Lgaefn23a—%dzdr.




D’autre part, on obtient

3 0dzdr + / / eos dzdr—
/ /f;,5 6t2 Q 5 37’ az’l
eb eb a9
- eos,0ngdsdr + 043 —dzdr — 0'339n3d3d7' =
0 aTz& Qes 623

T
= / f3fdzdr.
0 er'

Apres intégration par parties, passage a la limite en e, puis une nouvelle intégration par
parties en sens inverse, on obtient

d’une part

T 29 T
d%9 96
M dzdr + / / Qi ——dzdr =0,
/0‘ /L;cg a az’l 0 We s ! az’)

et d’autre part

T 2 F*eb T T
/ / 8;’2 0dzdr + / / Qe (,;99 dzdr — / / (9F* + g7*)0dzdr =
0 We s 0 We s 0 We§
T 3
- / / ( / f;d23>9dz1dzzd7'.
0 Wes —%

La différence des deux égalités précédentes donne

T 2 F*eb T 2
/ / 2 0dzdr —/ / M,’;,f5 i dzdr =
o Ju,, Ot? 0 Juus 0z.0z,

T 1 T :
_ / / ( / f3dz;)Bdzdzdr + / (97" + g5 *)0dzdr
0 We s —% 0 Wes

Comparons (1.19) et (1.20).

Il vient

(1.20)

T n, =0 sur Ot.s x (0,T).



on a donc

1

o*d3et  OPMyE i, M-
atg - az,,é]z, = -1 f3dz +(g; +g;7) dans wes x(0,T)
M,’;‘f.‘sn,- =0 sur Otes x (0,T)
aM*eé
az"T ny, =0 sur Ot.s x (0,T)
(I.21) { ®:%4(0) =0 dans wes x {0}
aq)*e& 3
(0) = / P3etl dans wgs x {0}
1
3
<I>*55 0 sur Ow x {0}
*e6
\ 833; =0 sur Ow x {0}.

Multiplions maintenant par ef,(z1,29,t), avec 8, dans D([O, 1|, V(weg)) I’équation

3
I &2 g8 _ eaain B 9ol /.
ot? 0z, Oz i

On obtient

T 2 1xed do )
et / / 0 ¢; 0,dzdr — e® "’9 dzdr — e 0033 6,.dzdr
s at Qes 02,7 Qes 623

_ 0%*<4 98,
= —¢t /9566 1¢i619r(21,22,0)dz—e4/ /Q‘s 5 o1 -
/ / 2if]86 / / ela 5671(9dsd7—{-0—e/ /
56 azn aTe6
*£8
/ $2°10,(21, 20,0)dz — € / / 0%; 89 T+
56 Q X3 t
05 00~
+/(; /‘;26 Nrfla / / giH dsdr =
T
=/ / efr0r-dzdr.
0 956

Faisons tendre e vers zéro.
1l vient

T 06,
(1.22) -0-0+ / / Ny 0=0,
o We s a

soit

T OGN *eb T
- / / 10, dz dzadr + / N %9.n,dsdr = 0.
0 Wes 0 Otes

Ozy

24
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En particulier,avec 8, dans D ([0, T, D(wes)), on obtient

ONyEs
(1.23) ~ 5, = 0 sur wes X (0, T).
n

Pour déterminer les conditions au bord des trous, on multiplie l’equatlon (1.23) par 6.
dans D ([0, T[, V (wes))-
On obtient

T BN;*;&
—/ / Grdzldzgdr =0,
0 Weg 6Z77
soit

T
(1.24) / / Nzed 06
0 Wes 8

En comparant les deux équations (1.22) et (1.24), il vient

T
/ N,’ff,60,n,,dsd7' =0.
0 Otes

N:f,‘sn,, =0 sur  Otes x (0,T).
Finalement on a le systeme suivant:
ONzes

(1.25) Ozy
N:fn, =0  sur Ot x(0,7).

=0 SUr Weg,

Soit maintenant 6; dans D([O, T[,@(w)), indépendante de z3.
Posons v; = 236;(21, 22, ).
On multiplie par e?v, 1’équation
5
20295 _ eadf’n _ 8o} = f
ot? Oz, Oz n

et par e?vs I’équation
282 §6 _ eao-gfl _ aagg _ f
ot Bz, 0z O

62 d)e&
vrdzdT +/ / vydzdT—
/ /sz s Qes atz ?
T dos e
—el / "’ v;dzdT — €? / / Oais vidzdT =
0 Q.5 azﬂ 0 Qs 623

T T
=/ / e? favadzdr +/ / e? frupdzdr,
0 Q;& 0 Q:&

11 vient




soit

—/ 4¢€61239 (Zl,ZQ,O)dZ—/ (]56612303(21,22,0)(12

¢56 89 / / §6 00,4
z —-dzdr-l—
/ /Q 5 Q 5 at2
; 0z
630552 bi + o f6 29;)dedr—
/ /956 77 : a )
— 62/ / 0':-::;5239in3d5dT =
0o Jr¥i
T
z/ / e? fividzdr.
0 Qe&

Faisons tendre e vers zéro. 1l vient

T .
0:-0—0—0—0+/ (0 + o%5%8;)dzdr — 0,
0 Qc&
soit
(1.26) o =0.

En utilisant les techniques, désormais standard, introduites dans Caillerie[3 ](voir aussi
Cioranescu-Saint Jean Paulin [9 ]), on donne les expressions explicites de o ;%6,N xeb et

*€§ .
Mt

0_*56 baﬂep')’&p((ﬁ*e&)
(1.27) Nag' = bapep70p(2*)
M*s& _ ib 62@;56
™moT 19 Tﬂepazgazp’
ou

(I>*56 — ((DIE(S’@;e&)’
(1.28) bapop = Captp — Gapjadijaize,,
(dij) = (aizja) ™"

En femplagant N,’ffl5 par sa valeur dans (1.25), il vient:

0 e
— az (br'r]0p79p(@ 6)) 0 SUT Weg X (O,T)
7
dreb =0 sur Jw x (0,T)
b,.,,gp'ygp(@”&)n,, =0 sur Ot.s x (0,T),
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d’ou
(1.29) Pt =0 sur wes X (0, 7).

D’autre part, en remplagant M. :;5 par sa valeur dans (I.21), on a aussi:

82@3‘56 1 84(I)§56 3
—b, — *d *+ *+4 .
o2 + 12b "opazraz,,azo@zp _%f:} 23+(g3 + 93 ) SUT We§ X(O’T)
310 =0 sur Ow x (0,T)
x£é
8(;; =0 sur 0w x (0,T)
1 ;e

(1.30) < Eb‘rnepm—nﬂ =0 sur Otes x (0,T)
P

d 1 d* 3¢l

a—n(ﬁbmepm)n,— =0 sur ateg X (0, T)
1
B3%%(21,22,0) = 0 sur wes X {0}
84);56 % *eb1 &bl
5 (21,22,0) = ) &3 dzy = Ag sur wes X {0},
-2

ot ®3°! est définie par

e2®5ft — 939 dansL?(w.s) faible .

La matrice (brye,) étant définie positive, il y a bien existence et unicite de la solution ®%°°

*eb
telle que ®3°¢ dans L (0, T, V(wes)) et a‘gz dans L% (0, T, L*(wes)),
ou
2 8’0
V(w€5) == {'v € H (weg),v = % — 0 sur aLU}.
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DEPENDANCE RELATIVE A LA PERIODE.

(Le parametre ¢ tend vers zero.)



II. DEPENDANCE RELATIVE A LA PERIODE.

Pour § fixé, nous faisons tendre € vers zéro.
Nous prouvons le résultat suivant:

I11.1. THEOREME 2.
D'aprés Duvaut [10], il existe un opérateur de prolongement Q. tel que
Q. € L(H*(wes), H"(w)) pour k= 1,2.
Pour v € L2(0, T, HY(wes)), on définit comme dans Brizzi — Chalot [2] P.v par
(Pv)(t,z) = [Qev(t, )}(2)-

Alors, on a
Pedyd — p3%  faiblement dans L™ (O,T, Hg(‘*’))’

ol, si l'on suppose que
PEASt — A dans L*(w) fort,

3% satisfait le systeme homogénéisé

( 1
IY‘S*l 62@1’;6 8 64@?3(6 lY6*| 2 * *+ *—
= d 0,T
B gt e gz, = T L)y S0 T ) s (00D
®3%(21,2,0) =0 sur w % {0
3
@*6 1
) %—(zhzz,o) = /2 330 dzy = AS sur w x {0}
_1
2
3’ =0 sur Ow x (0,T)
3
*6
. 8:9135 =0 sur Ow x (0,T).

093
Ce systéme admet une solution unique o0 € L™ (0, T, H? (w)) et 61? € L™ (0, T, L? (.)1)

Les coef ficients homogénéisés sont donnés par :

1 /|Yg 1 / o
6 = = (Ll e — bT———édd)
dapep 12( IYI afffp |Y| v af nayTayn Y1aY2
ou la fonction xf;ﬁ est solution du systeme
1/ 9*(xeP — nP) 9%
= [ brug 2 dyidy, =0 sur Yy
12 Jy- 7 0Oyedy, Oy Oy s
x?ﬁ Y — périodique,
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avec

T = SYrYn.

II.2. COROLLAIRE
On a

P4t — 6% dans L°(0,T, (H())?) x L(0,T, H(w)) faible +,
ou
¢g* = q)g*(zlv Z9, t)

&% 8 g*
(,7501 = —z3 (21722,t)'

0z
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IL.3.PREUVE DU THEOREME 2
I1.3.1 ESTIMATIONS A PRIORI SUR &34 ET RESULTATS DE CONVERGENCE.

Donnons des estimations a priori sur 3.
*e6

3
ot

82@*"’6 a@*eis 1 62CI,*56 62 a(b*eﬁ
d b, 3 -
/%6 G o it / s 12 ﬂ””azgaz,,azaazﬂ( ot )dnd=

Multiplions le systeme (1.30) par

11 vient

% * aé*é:& . . 0@*56
:/ (/ . fa*dzs) 33; dzidzy + (37 +937) (9; dz1dzs.
wed T2 Wes

Soit E (resp.F) le premier membre (resp.le second membre) de cette égalité.

On a: -

(92<I>§66 6@;55 1 62@355 b 32@§€6
E={ otz 7 ot )+ -1—2‘/“, , baﬂepazew@zp 5£<62032ﬂ>d21d22
10 aq)*eé 1 9 82‘1') *eb 82¢*66

=2 % dzydzs.
=550l o 1ireo * 357 s "“"azeaz,, D2adzg 177

En effet, on a

0 (b 32¢’§€‘5 82@3‘56) ; b (32q,§55) 32@355 .

BN P D202, DzaBzp) PP DL\ 2402,/ D20 02g
8?‘(1);56 o 82(I)§56

o 2 (20
0290z, 0t \02,02p

(I1.1)

+b

Le second terme du second membre vaut

; 62@*66 o (82@“6)
00eb 5290z, Ot \Bz002p

Alors, ce second membre vaut

b

62‘:};56 2(62¢§eé)
B0 520025 Ot \ 02902,/

de sorte que le premier terme de (II.1) est égal a

o a2¢*56 32@*56
2bagonzy ot (82982,,) 02,025

En intégrant en t, et d’apres la coercivité des bage,, on a
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¢
/ Edr
0

1 3@*56 1 3@*66 t 9 32@565 2
> - 2 s
2 “ “L2(ws§) 2“ ot (O)HL (wes) +C/ 6t] (azaaz,@
1 6@*55 1 acp*€5 Lo a5
(II 2) Z _“ at ”L2(w55) ” (0)||L2(u}z6) +c 0 6t “82 aZ “L (wzé)d
' 1 8@*55 1 acb*€5 02 &3
> —|| ”L"’(usg) 2” T (O)HL?(%&) +C||6z 075 ”L 2(wes) T
a2¢*65
— |l B (O)HL?(%&)
1 aclr"f5 ve
5“ 12 (wes) + €Il 3 sy — @
et
t t 1 . 8@*56 t od
/ FdT:/ / ( f3 ng) ledZQd’T-l-/ / (g + ;—)
0 0 Wes —% a 0 We§
Or, on a
t -;- a *66
fatdz dzdr
/0 /w ( % 3 3) ot
@*
” . f3 dz3”L2(w;5)” ot ”Lz(weﬁ)dT
1 , (1)*55
<3 || i f3 dzs|7 2(w56)d7+ || 22wy 4T
. ) @*56
<w/ S ‘/Hathmmd
et

t a¢*e6
/ / (37 + 957 )—5r—dzdr
0 Wes 6

aq)*aé
/||93 + 95 L2 ll =3, L2 (wes) @7

ot o2 6@*56
< 2 [ 105 4 057 st + 5 [ 1Tt

6(1)*56
L°°(0TL2(w5) /” 5t ”m(w!ﬁ)d
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<Cl l|[-f3 3”L°°(0TL2( )+”g +g3 ||Lc’c’(OTLz(w .5)))+

@*56
+ [ 1

donc

t i aq)*eﬁ
(I1.3) /0 Fdr < K +/0 (= 122 (wes)) AT
D’apres (I1.2) et(11.3) on a:

1 a¢*56
5 (t)“L2(w¢6) + el @5 (D) (es) +

) @* eb 9
<K+ (II 5 (O 2(rg)) 475

soit
*66

a@*sﬁ

125 ey < K [ (1Ol

D’apres le lemme de Gronwall on a

8(13*56

1255 Ol < .
On obtient donc

a&*e&

<
(11.4) 1751 orzsco) < O
soit
*56

(I1.5) 1951y ) S

D’aprés Duvaut [10 ], il existe un opérateur de prolongement Q¢ tel que
QF € £(Hk(w€5,Hk(w€5) pour k=1,2.
Pour v dans L?(0,T, H*(w.s), on définit comme dans Brizzi-Chalot [2] P*v par

(Peo)(t, z) = [Q%v(3, ))(x)-

Il vient
Ped® — 3:°¢ dans L>(0,T, Hg(w)) faible *
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11.3.2 CARACTERISATION DE &3°.

Nous allons utiliser la méthode de 1’énergie de Tartar.

Posons

(I1.6) €55 = b oras
: aB = 127P% 5240z,

et

{ £ sur wes x (0,7)

0 sur wes X (0,7T)

-

Multiplions par v dans L2(0,T, H 2(wes)) le systéme (1.30). Compte-tenu de la notation
(11.6), on obtient

T a2¢;56 T .
z *E d _
/0 /.;5,5 o2 vdzidzedT +/0 /(; ‘Saﬂ 8zaazﬂ 2 dzgdr =

T 3 )
= / / (/ fadzs + (g§+ + g;‘_)> vdzydzedr,
0 Wes ‘_%

soit, aprés prolongement:

89@*55 '
/ / 8t2 ) Xwes vdz1dzodT + / / & = azﬁdzldzzdr_

/ / 1 f3 dzs + (g3 +9; ))vxw€5d21 dzodT.

(I1.7)

Puisqu’on a

€1 <c,
(0,T,L2(w))
Il vient, quand ¢ tend vers zéro:
lYa*l T/ 82@*8 / /
(II 8) lYI " 5t2 vd21d22d7' 12 éaﬁ az azﬂ d21d22d7' =
. v,

- |Yl/ / _%f3dz3+(93 +93 ))’Udzldzgdr,

Il nous faut maintenant caractériser la limite f;% Pour cela, on introduit des fonctions
W;" € H*(Y}") solutions de
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a2WT'I 2
‘/Y b ;. O dyydys =0 sur Y

8
(I1.9) - % Byedy, Dyadys
Wit —am" Y — périodique,
avec
1
7= §y,.y,,.
Posons

ET T z
Wi (z) = e*W; n(_).

Comme d’habitude, il existe un prolongement P*W;™" de Wy °7" qui converge faiblement
dans HZ(w).

Maintenant, on multiplie (IL7) par ¢W; ", et le systéme vérifié par W™ par @3, avec
¢ dans D ([0, T[,D(w)), puis on soustrait les deux égalités obtenues.

1l vient

T 2 & *6 T 2 ETY
a (I’3 eT *560 ((‘PWJS )
/0 / e Vs "dzldzz‘”*/o /wfaﬂ Tonaps, (aidndr

T 82 (I)*eS
_ ebry ((P 3 )d dzodr =
(II.10) /0 /ws& Nag ———3za8zﬁ zydzg

| fdn (T4 7)) eWs "dzdzs,

i
S~
=
e
N
wl—-

ou

ne&r'l 1 iy X a?VVETn
of 12 pbp 0z 98z,,
Or,on a
1, W)
12 %P9 5240z, z40zp
1 o2eiel r OPW,T" 0 oW 0? or dp OW,;™"
= —baggp [ L s L 4 W ny IP s ]’
12 0290z, \" 0240z  0Oza 0z 024028 O0zg 024

et d’autre part
1, PW ed)
12 oho 0240z, 02,02
1 oW 21t dp 0B1e? 8%
= _baﬁep [LP +
12 0290z, |7 024025 0Oza 0z azaazﬁ azﬂ 330,

La différence des premiers membres des deux égalités précédentes s’écrit
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1 9238y OW,TT 8?

12 0240z, 0zq Ozg 024023
1 PWE™  dp OdLes 8%

— —by 6 3 xeby

12 Aér 0290z, = 0z Ozp + 820,62,3¢.3 )

Et donc (I1.10) s’écrit

T 2 & *eb
/ / aa(I;Z W;T"dzld22d7'+
0 We s

T eTn
*56 2 9‘9 6W6 a w ETY _
+ / /w 500 uy T Bradzg s Jdmdadr
Lsé‘

/ 561-71 a(to a¢;e& 0° 14

+
= / / ( f;d23+(g;++g;-))<pwgf"dzldz2dr.
Wes —%

W™+

(I1.11)

*£d _
aza o 52025 93°°)dz1dzodr =

Faisons une premiére intégration par parties.
11 vient

a@;es 8@*66 asD €
— '/l/ET‘T)d —_— ‘/‘/ £Tn
/56 8t (0)(,9(0) § 21 d22 A /66 at at d21d22d7 +

T eT
dp QW 8P
*56 |4 § ) ern

2 Wy _
+/ ‘/‘:’e& ( aza 823 + 62084ﬁ )d21d22d7'

@*56
// e Op 0937 | & 8:°8)dz, dzodr
We§

82(, Ozp 024023

:/ / ( 1f;dz3+(g§++g§_))‘PW§T"dzldz2dr.
Wes -3

On a noté
8@*66

(0) AEM.

Apres prolongement, on obtient

T *eb
er oP<® et
- / PeA® 9(0) X, PTW; " dz1dzs — / / ——EQ’—%—L':PEW "X, s 21 dzodT+
w 0 w

: T e-r
8o OPW,™"
+ e
0 w

_/OT
=/OT

Py
EY7ET _
B7a 82,3 + azaazﬂp W )dzydzadT

Op OP*d3s &% 5
2 Pe®3°°)d
B2 + 520075 350)dz1dzpdr

~56rr](

1

Xw( i f3 dZ3 + (93 + g3 ))QOPSW;TndzleQdT.

2

—
=

€
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Faisons tendre € vers zéro.
11 vient

Y
—/ A51(p(0)| 6III”7dz dzz—/ /6(1)3 8(,0Hm| § leIdZZd‘T-}—
0 w

Y] ot ot Y
8(,0 o1 o 3
/ / §aﬂ( 97 + Bzaazgn Ydz1dzpdT
8 o038 02
~6-r17 Y 4
/ /zm( o + azaazﬁfb $)dz1dzedT

Yy | N
:/ ||Y6'| (/ fgd23+(ga+ +g3 ))(,DH ndZ1d22d7'.
0 w _%

Intégrons une seconde fois par parties.
Il vient

61 l 6l ™ 8@56 -rnl 5| / /62@36 Tnmgj
/A o0 btz + [ ZE ozt [ | St

82 an i 32 ™
/ /éa‘sﬁ 329282 dzldz2d7'—/ /éa%az 375 pdzydzedT—

8 aP1e 0?
~6'rn ¥ 3 ' 4 )
/ /im( 5za 0zp + azaazﬁ(b Jdzdzdr

Yy
= / Y5 / frdzz + (37" +g§_))g0HT"dz1dz2dT.
0 w lYI ——%

En utilisant (I1.8), on obtient

_ Ggo o0®3° 0%
5Tn 6
/ /506905,—,1 gdzdr—/ /iUI( D2 + azaazﬁ% )dzdrT,

a%*é 9% ®3°
_ — ~6‘r17 3 3 d
/0 / gpdsz / / Mm(7, 8za 8z5(p + Brads (p) dzdT,

soit encore
~61
[ [t [ [ g g

Par consequent, on a

soit

8°<I>
— =611
Uﬁ( )82 825
et 92
3 _aébl
5t (0) = A°".
Posons

Q-rnaﬁ = m( K )
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On a

. 62@*6
™ qrnaﬂaz 8z,9

On obtient finalement le systéme homogénéisé suivant

(Ivg1o%est | 5 0'9 bl / -
— *d *+ * ,
lYI 92 Q‘rnOp 821—827182062,, IYI ( _% f3 z3 + (93 + UES )) sur «.0’ X (0, T)
®3%(21,22,0) =0 sur w x {0}
*8 L
\ 6(1) (zl,wo 0) = /2 B351dzy = AY! sur w x {0}
-3
@;‘5 =0 sur dw x (0,T)
*6
B;I); =0 sur 0w x (0,T),

ott AS! est défini par: .
PeASt — ASY dans L*(w) fort.

La matrice (qf_,7 9,) étant définie positive, ce systéme admet une solution unique telle que

5@*6
*§ oo 2 3 oo 27 .
e cL (O,T,Ho(w)) et €L (O,T,L(u)).
Explicitons les coefficients homogénéisés:
On a
1 2W,*
12‘12ﬂ0p lyl v baﬂrna O dy;dyz
1 82(71"9” )
= — bopr 8 ~dy,dy
VT Jy: P oyby,
1 627r9p aZXGP
= N ba ™ma. a. ba T dy,d
V] y;( By T By,
vy o1 82x ¢
=b 1Y X5 dy1dys.

19:1) bar
Boe iy Y| v 71 By, By,
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DEPENDANCE RELATIVE A DELTA.

(Le parametre ¢ tend vers zero.)



III. DEPENDANCE RELATIVE A DELTA

Pour des raisons de simplicité, nous considérons ici le cas particulier ou les constantes
d’élasticité sont des coefficients de Lamé. Prenons donc

a1 = Q2992 = A3333 = A + 21

a1122 = 41133 = 42233 = A

1212 = G1313 = A2323 = U.

Les coefficients a;jkr qui ne peuvent étre obtenus d’aprés les égalités précédentes par les
propriétés de symétrie usuelles en élasticité sont nuls .
Le module de Young est donné par :

£ = M3A+2u)
A p
Comme les a;jn sont des constantes de Lamé, les bypg, sont également des constantes de

Lamé, et un calcul simple donne leurs expressions:

4p(X +
biinn = bazee = A tn) _ N+ 2y

A42p
bigia = bo112 = boyar = brooy = p = T
biiss = baayy = —2K =\
1122 = 02211 = i

tous les autres sont nuls
I111.1. THEOREME 3

Avec les coe f ficients de Lamé précédemment rappelés, on obtient, en faisant tendre 6
vers zéro:

-1 6 *
6 dapep —* 4oBop>
avec

* . * — E
d1111 = 92222 — 12

* . * _ * — * — H_
1212 = 92112 = 92121 = Q1221 = 6

tous les autres sont nuls.
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COROLLAIRE

Soit &% satisfaisant le systéme homogénéisée du théoreme 2.
Alors .
®3% — @} dans L=(0,7T, HZ(w)) faible + lorsque § tend vers zéro,

ot P} est solution de

1

(34 VHTE 1 gt =@+ VB [ et (65 +037)) sur < O.T)
2402502, 02, 1
®3(21,22,0) =0 sur w x {0}
\ 0513(21,22,0)=A§ sur w x {0}
¢; =0 ' sur 0w x (0,T)
\ 3;;3‘ =0 ) sur dw x (0,T),

lafonction Al étant définie par

A' — Al dans L%(w) faible.
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III.2. DEMONSTRATION DU THEOREME 3

I11.2.1. ESTIMATIONS A PRIORI.

Puisque
32 9P

12 l Y I qgﬁﬂp = baﬂé’p I 1/5* I - /Y" baﬂrua 6 dyidy,,
f)

il faut étudier les limites des Xg” .

Les fonctions Xg” sont définies par le systéme

( O (xJ? — n%) v
baﬁru (;6 a )a a dyldy2 = 0 9
Y) YrOYy YaOYp
({IL.1) ] Xg” est Y-périodique,
1
{ 7o = §yoyp

pour toute fonctlon v dans H%(Y}'), périodique dans Y.
Utilisons x s comme fonction test dans ce systéme .

Il vient 2( 90 _ 0 \
O (xs" — %) 8%x
bosr § 6 dy1dys =0,
Yy prv ayrayu ayaa b1942
ou 2.0 2.0 2 ¢ [/
82x% 52y le 2t 92y lr
ba TV é 6 dy,d boz TV Xs dy,d 5
Y} g 0y 0y, ayaayﬂ ey = Yy g 0y, 0y, 3y0,3y y16y2
Oou encore

32X0p 32x9p 2X0p
b 8 S dy,dy,. = / bose, —=5—dyidys.
ve P By-By, Dyadys Y ve 2% By.dyg yreve

Appelons A le premier membre de cette égalité, et B son second membre.
D’apres Pellipticité des bagry, on a

*x
A>a/_2(6yaaﬁy )? dyldy?.

D’apres 'inégalité de Holder, on a de méme

2
B < C(/Y;(baﬂf?p)2dyldy2) (‘/;/6‘ az; (ay:gyﬂ)dyldw) )

d’ol, aprés simplification, l'estimation a priori suivante
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VA1 20,22 >20,01 + )2 =2,0n a

¢
62X5p

1
_IXs <cyr?,
8A1y16A2y2 L2(Yy) - I 6'

ou la constante C est indépendante de é.

Or,on a p
16
vz =6(3+V3- \/5) + 820(1),
de sorte que
32
(III.2) |lmy—"L2(y. <C§.

En conséquence, on a :

6_1 6 - g*
dapop — 4apbp:

Décomposons maintenant Y;* .

On peut écrire

Yy =H; UHF UV, UV UG U602U6; U6sU6; UGS UG;U6GEUNsU Rs.

Les barres horizontales Hj etH;', les barres verticales Vj et V§+, ainsi que les barres
obliques 6}, 62, 63, 61, 63, 6%, 0], et 63 sont représentées sur la figure 2.

R;s désigne les parties du domaine recouvertes plusieurs fois.

Nj désigne les parties restantes (encore non recouvertes) du domaine. On a mes Rs <
C6?% et mes Rs < Cé?, de sorte que les intégrales sur Rs et N sont du type 66(1) .

On écrit donc

168
12671¢% 50, = (3+\/_ - T)bapap

AV Y Y YRR
(II1.3) ( =" Jur - v Ja T e e
329p
+/+/+/+/+/+/—/ aﬁruaadyldy2
o Jot 6¢ JeI Je% JNs R;s

Les deux dernieres intégrales disparaitront lors du passage a la limite en 4. Nous allons
maintenant voir ce qu’il advient des douze autres intégrales par le méme passage a la limite
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II1.2.2. DILATATION DES BARRES.

Barre H; :

11
3 3)
Introduisons le changement de variable

Rappelons que Y = [—5, —] [—

{ Z1=0n

2y2 1 1
2= Ty
et définissons la fonction ¢y- par

¢(y1, yz) = ¢n- (21, 22)-

D’apres (II1.2), on a

6
[ e
Gyl oyl L) = gyRigy e 11205
<04,
donc
0p
( Y 2 ) dy1dy, < Cé,
soit
a2X0p _ 26
/ ( 62{{ ) dzld22 < C§,
y 07
d’ou
O Xap- 8p— 2 :
52 2h{7” dans L*(Y') faible.
1
De méme,on a
32)( - ]
&1 _6—66—1;_ hi5~ dans L?*(Y) faible,
21022

et

2
529 Xen- ;;H' %hgg‘ dans L*(Y) faible,
2
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1 ., . . . s ,
les constantes 2 et 3 n’étant destinées qu’a simplifier 1’écriture des résultats.

On a

2,00

— X
6§71 ba r,,———s-d dy, =
Hy g 6yrayu y16v2

32 0p 5?2 8p 32 8p
=671 / (baﬂll 2 + 2bop12 5 Xs +ba,922 w )dyldy2,

O3y10y-
soit
: 5?2 0p
§71 bosry 5 dy,dys =
H- B8 ayra B Yi1aly2
1 | 62ngﬁl- 162)(2}’{_ 282Xg§1 8
=4 /Y(baﬂ11-—a?-+4baﬂ125 52073 + 4bap226 522 )§d21d22,
et donc
2.0p

61 b

IXs g d
H: aﬂrvayrayy Y1ays

/ (baﬂllhff_(Z) + 2baﬁ12hf5—(z) + baﬂ22hg§_(2))d21d22
Y

= /;, bagrvhi0” (y)dy1dy,

barre Hg".

Introduisons le changement de variable

Comme pour la barre H; , on a, d’apres les estimations a priori:
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a2x0p
_<926_2Ht — 2RTY* dans L%(Y) faible,
1

i T hie+ dans L*(Y) faible
821822 ’

-2 02X6H+ 1,00+ 2 .
6 5.2 §h22 dans L*(Y") faible.
2

Des calculs analogues & ceux effectués pour la barre H; montrent que

1 62Xgp 0p+
- bosry ——=—dy,d bagrvhi? dy1dys.
6 ‘/H;_ 8 3y, 0 Y1ay2 —"‘/Y B TV (y) Yy1aY2

Barre Vy :

Introduisons le changement de variables

_2y1 1 1
{zl‘ s 752
22 =Y.

Comme pour la barre Hi , on a, d’aprés les estimations a priori:
p § ) p

82x28 _
520 Xev= . Looo— qor 12(v) faible,

321 2
L Px e
51 a—:‘%’; — %~ dans L*(Y) faible,
1
x5t~
;;V — 2092~ dans L?(Y) faible,
2
et donc
32 bp
§7? v- baﬁrua a dzydzy — / aﬁruvry (y)dyldyZ
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Barre V6+

Introduisons le changement de variables

_2y1 1
a=—g 5ty
22 = Y.

D’aprés les estimatons a priori, on a

62
g2l Xevt g:"* ~ ;vlf'l' dans LX(Y) faible,
1

a2X6V+ 6p+ 2 .
D207 vi4 " dans L*(Y) faible,

52 Xop
_(9_;2L+ — 21;295"" dans L(Y) faible,
2

et donc

82 0p
5_1/‘/ bo,ﬂ,.,,a 8 dzdzo —)/ baﬁr,,v,.,,"'(y)dyldw
§

Barre 6} :

Le ” centre” T de la barre 3, en fait l'intersection de ses diagonales, a pour ordonnés ay
et ao.

On commence par ramener cette barre au centre de ’étoile, c’est-a-dire T en O(0, 0) Puis,
on procéde & une rotation et des dilatations .

On procéde de maniére analogue pour les sept autre barres obliques, les coordonnées de
leurs centres étant toujours de type :l:al, ia2

Posons
( 24

[}
k= BB vio169)
18 — 73 — 20V/36 + 206
48 — 163
oy = V3 —4V/36+46 -8
\ 16(1 — v3) ,

et notons k', a; etay les limites respectives,lorsque é tend vers zéro, de kg, af etad.

{ a; =
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Introduisons les changements de variables

21 = fs( (n1 —a1)+£(y2+a2))

29 = %(— %(yl —af) + 5(3/2 +ag)).

On a
62X0P
5-1/ bagry —2—dydy; =
6} g ayrayu v1ey2
952 Xap 52 Xop 52 X9P
=5—1/ bapts X 4 2bos1a— X5 4 bogns L X8 Vay, dyy.
0;( 811 Byf 12 0y1 3y2 822 6y§ ) Y1aY2
Or, on a
8xg”_lk axaol \/56 axaal
6y1 N 2 321 2 522 ’
oxy’ £ 6X50} + 1o 3X601
3y2 2 021 2 022 ’
donc
2..9p
571 | bopry—XEdyydy, =
o 77 By,
92 00

& X&ol 3 aZX.sel)

— 12 601 -
_ 5 / bagsr (4 _ 2\/3ky6 3213z2+52 5

32X0p : 62 601 \/_02X601
1 c—1
+ 2bap12 (\/gk 522 —S3 — 2ks6~ 621322 5 622 )
2 09 2.6p 32 09

X561

0
+ baﬂ22 (3k Xoo 6 + 2\/_"366_1 + = )] k6_15d21d22.
8 82 6 1622 62 6 2

D’apres les estimations a priori, on a, lorsque é tend vers zéro:

2X9p.
(— "2"6) . % dans L*(Y) faible,

32 0p
( = (57 62 %) — 6i% dans L*(Y) faible,
1
8%x3h: .
52( 62”6) — 0i% dans L*(Y) faible,

46



et ceci pour tout i= 1,8. En conséquence, il vient

02 0p
6_1 baﬂrua a dyldy2

—

1

L[ om0 2wl 4 630+
Y

+ 2bop1a (VK610 — 2k'910° — \/3035°)+
+ baprz (32619 + 2/3K'615° + g12° ]k’_ldyldy2 =

/ [(k bapil +2v3k%b bap12 + 3K 2bap22)01eP+

+ (=2V/3K'boprr — 4k bagrz + 2V/3K bagas )01+
+ (3bap11 — 2V3bag12 + bap22)b3s p] k' dy dy,.

Barre 63 :
Introduisons les changements de variables
V3 1
z1 = kp (7(3/1 +a3) + 52 — af)),

= 2 (= 2o + 0+ Lo — o).

On a
azxop
-1 8 —
6 0 baﬂru “‘_ayr a‘y‘y dy1dy:
62 0p 82 8p 32 6p
e /0 (baptr 5 = + apra 5 2+ baprr =5, 2 da .
§

Or,on a

8p

axy’ _ _\/_§k,6 aXse’ 1l laxmﬁ

oy 2 0z 2" Bzg
9 o

ox? Oxsz | V3, s

1.
6y2 §k6 321 2 § 322 ’
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donc

2. 0p

_ Xs
571 bopry =———diydys =
62 of ”ay‘rayu 164z

2. 6p

0p
1o ,23 X562 _16 Xsoz 1 o Xso?
=7 /Y [Basn (3% 5 2k 5 Iz N )

2 0P 32 52 0p
Xse2 /39 Xsg2
25, k! ‘ —-1_ %% VY %%
+ 2bagna (VBES 5z T g, T a2 )
5? 0p 2X9p2 32X0p
+ bagaa (K5’ 57 L W) Wt 6_I56%+55 52 — %% )| #67 6dz1dz.

Lorsque § tend vers zéro,il vient

62X9P
6§71 bogry ~—3—dy,d
Lg B 6y‘rayy Yyi1aiy2

—+
1 2 2 2
Z/Y [(3’9' bap11 + 2v3k " boprz + k' baﬂ22)aflep+
+ (—2\/_k'ba;311 + 4k'bopr12 + 2v/3k'b aﬂzz)efgp“l-
+ (baprr = 2V3bapra + 3bag)035° | K dysdys.
Barre 63 :

Introduisons le changement de variables

V3 1 V3 s 1
- L {Y> _ - a )
a1 = kﬁ( g Y1 g¥2t 3 2“‘1)’
1/1 V3 f 1,
Z2—3(§y1+2y2+2 +2 2)
On a
32X9p
671 b r,,—-é—d dyy =
/eg BTV Gy, Y
32X 32 9P 32X90
=61 o =t Zba o b .
6 /02 [bap11 55— By? + B S a +baprr—5—5— By —=2-]dy1dy,

48



QOrona . .
Bxg \/— %Za 4 Lomt 3x62’g
3y1 aZl 2 622 ’
é ]
g _ 1, Mo V3.,
8y2 - 2 5 62‘1 2 622 )
On obtient

62X9p
-1 28 dy dys =
6 Ag baﬂruayrayy Yy14Y2

o2 9p 5? 0p 5?2 0p
1. 129 Xo83 19 Xse2 1 9" Xsg2
- 46 /Y [baﬂll (3k T8z + 23k 0z 322 t 5 922 )
82nga X693 V39 X.saa
. 6 -
+ 2baﬂ12( \/—k +2k587 021029 te 62 022 )
32 9p 62X§0§ 82X69

)] kL 8dz dzs.

12 1 o—1 Il
+ bagra (K 7 — 2Bk T ot =R

Lorsque § tend vers zéro,il vient

2.06p

_ Xs
51 [ bogry—aXS_dy.d
02 BT By, L

p—
1
Z /Y [(3kl2baﬂ11 - 2\/§k'2baﬂ12 + kl2baﬁ22)0$fp+
+ (2V/3K' bagrr + 4k baprz — 2V3k bagaz)83" +
+ (Bagan +2v3baprz + 3bapn)035°| K dysdys.

Barre 0§ :
Introduisons le changement de variables
1 V3
z1 = kg (§(y1 ~af) - —2—(92 - ag)),
1//3 1
2= ('?(yl -ad) + 5(?/2 - 013))-
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62 0p
51 /9 b dyydys =

ozB-rua a
6
_ 82 fp 32 9p azxt‘)p
=461 s [bapr1 ——— By 2 +2170491'za 6 + bapr2—7—5— By2 | dy1dy..
Or on a 6 o0
3Xgp — lk’& 6X59: + ﬁb‘—l angg
ayl 2 021 2 622
) )
ot 5y, X 1,00
33/2 6 21 2 0z )
On obtient
32X9P
671 / baprv m—a—dy1dys =
o 8 57,0y, 14dY2 =
2 0p 52 ép 32
1., 129 Xsop o1 Xsot 3 X563
=3 /Y[b“ml(’“ 57tV 5 622+62 522 —57)
32ng4 Xw* \/_82X604
+ 2bapra (- V3E’ — 2ks! azlaz2+ R — )

GZXGP 6 X694 1 62Xg5
— K =1
+ baﬂ22 (3k 6 QA 2\/—k65 821822 + —62 B2 2 )] k& 6d21d22.

Lorsque ¢ tend vers zéro, il vient

. 32 9P
6 " baﬂrua 8 dyidys
§
—
1
4 /;/ [(k'2baﬂ11 - 2\/§k'2baﬁl2 + 3k'2baﬁ22)9ﬁp+

+ (+2V3k'bap11 — 4k baprs — 2V/3k'bapaz)8is" +
+ (3baprt +2VBbagra + bagrz)587 | K dyr .

50



Barre 63 :
Introduisons le changement de variables

= kg (%(yl +ad)+ ?(3& - ag)),

zZp = %(— ?(yl +af) + ';'(y2 - O‘g))'

N
-

On a
62X90
-1 ba TV —d
6 /0 L y1dys =
32 0p 52 8p 5?2 0p
=5_1/ [bapr1 ——5 Dy2 2 +2baﬂ12a Xa + bap22 6X2 | dy1dys,.
06
Oron a o 0
g 1 Ox 548 _ ﬁa-l Ixsg8
oy 2 ’ 0z 2 0z,
Ox e \/— 3x605 +16 ast
ay2 a 21 2 322 )
On obtient
1 2X2p
- o ru_—d dy, =
O Jop P By,
% ”P s by 3 02X
1, ) ey O Xso3 X605
o Zé /Y [baﬂll (k 0z 2 —2V3K;8™ 021029 te 62 972 )
52X0p 62X595 \/— 32X605
1 c—
+ 2bapra (VBR — 7t ~ 267 5 — s — %)
62 ap a2xgo 1 62X6o
6 1 c— 1 —1
+ baga (3k3 522 AL W A e T h )]k §dz dzs.

Lorsque 6 tend vers zéro,il vient
2. 6p

e )

X8 du.d
™wa Ao Yo
6% of Vay,.ay,, vi

—

1
Z / [(klzbaﬂll + 2\/§k’2baﬂl2 + 3k'2baﬂ22)0§fp+
Y

+ (=2V3k'bop11 — 4k boprz + 2\/-k'baﬂ22)9fgp+
+ (3bop11 — 2V3bagia + baﬂzz)esop] k' dy;dy, -
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Barre Gg :

Introduisons le changement de variables

V3 1
71 = kg (—2—(y1 —aj) + 5(3/2 + af)),

(- 2+ ) + La = o).

On a
_ 5? Op
61 | bapra g o dindn =
&
B 32 00 2 9p 52 9p
=6 1/06 [bapri ——5— By’ . +2baﬂ126 )((9 + bap22 6X2 |dy1dy,.
1)
Oron a
0
e \/_ 6X6$6 1o aXsoG
oy (921 2 822
9
oxr _ 1, Mg V3, O
6y2 o 2 s 6z1 2 822 )
On obtient
] 2 99 -
6~ bogry ——=—dy;d
og B a a yiays =
0p 2
1 23 X.sz xgpe 10 Xses
=_6—1f b kl ! ¢c—1 & el
1 Y["ﬂ“(3 57~ 2V3ks6 6216z2+52 622 )
a2)(0’) a Xops \/—a X o
%, k’2 9 ) e 568 568
+ 2bagr (V3 N B = Pl = —57)
R
05 1c—1__ 79 9 563
+bapn (K —; 7 TR g et 52 832

Lorsque § tend vers zéro,il vient

52

)] kL 6d 2 dzs.



o2 op
5—1 /06 baﬂ‘rua Xa dyldy2

_)
1 2 2 2
7 /| (3K bagns + 205K bogua + K bagaa)fie+
+ (—2V3k'bag11 + 4k bagra + 2V3k' bapas )05+
+ (bap11 — 2V3bapra + 3baﬂ22)€60p] k' dy dys.
Barre 0; :

Introduisons le changement de variables

o1 = b (L — o) — S — o),

zy = '(lg( (y1 — af) + £(y2 - af))

On a
62X9P
-1 ba ru"—Ld dy, =
6 AZ B 9y, 0y, Yiaya
_ 32 6p 62 0p 32X9P
=6 1/"5 [bas11 ——— By’ s +2baﬂl2a 8 +bap22ﬁ]dy1dy2.
Orona
8p 6p
" _ V3, Moy 1., s

6y1 - 7 5 621 2 822
8p

6p

6y2 _—§ s 621 2 322 )
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On obtient

5? 9p
6_1 A" baﬂrua Xa dyldy2

02 52 op 32
1., 597 19 Xeer 1 Xaa?
=3¢ /Y[b"ﬂ”(?”‘ 5z T2V g 522+;53 522 ‘)
62X9p7 X 7 \/—a X 7
_ .2 567 Ve 567 567
+2baﬂ12( \/§k6 Bzf +2k65 0z 16 r4) i 62 622 )

209

12 X | -1 02X§07 3 a X507
+ bagaa (K 5 — 2V/3k}8

2 s 1 =1
a 822 + 52 azg )]k5 5d21d22.

Lorsque § tend vers zéro,il vient
2 0p

1] b

o7 aﬂrua 6 dyldy2
5

—

1
; / (352 baprs — 2v/3k bagz + K beg) 6117+
Y

4 (2V3k'baprs + 4k bagiz — 2V3k'bapn 015"+
+ (bap11 + 2v/3bag12 + 3baﬁ22)97ep] k' ldy1dyz-

Barre 6% :
Introduisons le changement de variables

1 V3
2 = K550 +0d) - S + ),

1/V3 1
Z9 = 3('2—(?!1 +af) + 5(?!2 + ag))-

On a
82X0p
-1 ba TV 2 d =
O Juy e By g,
azxé’p 32X0p 2.0p
=61 bo 4 2b, ba 6 1d
AB[ B11 By + p125 5 + bap22 g2 ] y1dye



Or on a . .
xy 1 Oxs68 N \_/—§6_1 Ox 568
Byy 2 ' 8m | 2 0m

0 6
ax2e V3 aX&Zg +l - aX&Zg
Oy, 2 570z 2 O0zy

On obtient
8

_ 32 14
o /O:Bbaﬂrua a dyldy2

52 0p 52 6p 52
_ 1. 29 Xses _1 9 Xses 3 Y Xeeg X608
=3’ /Y[b“ﬂ“(’“ﬁ 5 PR o Y e ‘)
62X9P 62X258 \/—62X608
- 5
+ 2baﬁ12( \/_k 2k65 621322 T 52 6z )
32X0p 62 gos 1 32
- 1 =1
+ bogaa (34" 570 — VAR b+ )]k bdzydz.

Lorsque 6 tend vers zéro,il vient

2.9

6—1 b dyl d’y2

, 0%x;
o? apTy ayrayy
4

/Y [(k'Zbaﬂll - 2\/§k,2baﬂ12 + 3k'2baﬂ22)0§fp+

+ (42V3K'bap11 — 4k bop12 — 2\/_k'baﬂ22)9?gp+
+ (3bap11 + 2V3bag12 + bamz)asep] ' dyy dys.

e

Autrement dit,on a
12q%50, =(3 + V3)bage,
/ bagru(hES™ + RIT)dy1dy,—

/ baﬁru(UOP— + 'UOP+)dy1dy2—

1
(II1.4) -1 / ((k’2baﬁ11+2\/_ 3k b1z + 3k’ 2bap22)(612° +633°)
Y

+(—2V3k'bap11 — 4k'bapiz + 2v/3k'baga2) (615" + 639°)+
+(3bags — 2vBbaps + bag ) (8357 +053°) ) K dyrdyn
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1
—Z /}‘/ ((3kl2baﬂ11 + 2\/§k12baﬂ12 + k’2baﬂ22)(0%19p 69p)+
+( 2\/—"/' baﬂll + 4k baﬂ12 + 2\/_k baﬂ22)(020p 60p)+
+(bapn — 2v/3bagrz + 3bap2) (635 + Gep)) K dy1dys—
1
—Z/ ((3k’2baﬁ11 - 2\/§kl2baﬂl2 n klzbaﬂ22)(0$fp 70p)+
+(2\/_k baﬂll + 4k baﬂ12 —_— 2\/—’0 baﬂ22)(030p 70p)+
+(bapr1 +2V3bapiz + 3bapz)(635° + 973,,)) K7 dyydys—

1
1 / (K% baprr — 2V3k *bapra + 3K Bag22)(17° + 612)+

+ (23K baps — 4k'bagiz — 2V3E' bap2z)(012° + 635°)+
+ (3bag11 + 2V3bag2 + baﬂ22)(940p 80”)) k'~ dydys.

I11.2.3. CALCUL DES EXPRESSIONS EXPLICITES DES ¢4,

Nous allons maintenant chercher & préciser les valeurs de ces intégrales.
Multiplions par la fonction test ¢ Y-périodique et trés réguliere le probléeme (II1.1).
11 vient

P(xs* — %)
baﬂru

dy,dy, = 0.
Yy Oy 0y 6yaayﬂ y1do2

Aprés multiplication par §7', cette expression s’écrit

5—1 baﬂru 62(Xgp _ 779/)) '8290
Yy 0y:0yy  0Ya0ys

dydy, = 0.

Nous allons partager Ys* en les différentes barres précédentes, puis développer les sommes
placées sous le signe d’intégration .
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Barre Hy
On a

8% (xsf — =) 8%
671 bagry § dy,dys =
/ - g 30y, Oyalys

B 32 8p 2 0p 5? 0p 9?
=6 - (b1111 By? s +2b11126 6 ™ + b1122 aX2 _b110p)5£dyldy2+
62 6p 32 6p 52 op 52
+26~ / (b1211 +2b12128 3 ” + b1222 8X2 — b126p) a—yiai;/;dyldyﬁ
62 0p 32 6p 32X0p 9%
6~ b 2b b —-b —=dyd
+ / ( 22117 5~ T 2212a 8 ” + 02220 —F7 35— By 220p) g2 Yy10Y2
azxep _ 32X9p _
=/;,[b1111 365{ + 467 bi112 8z163i2 +
_ 2xe _ o § 1 1.1
+ 46 2bi1o2— 55— 522 —2SH”  by10,) (-a—y?')(zh 32275 + 15)§d21d22+
62X0p _ a2xap _
2 b H 467 SH
+ /Y[ 1211752 + 121275, 5, +
2.9 2
9 XsH- _ O N, b, 1 161
+ 467 %b1220 522 b129p] (3y13y2)(zl’ 2727 5 + 45)2d21d22
0% x Op 9%y % _
b 4671 SH
+]Y [ 2211 522 2 + 21275 5 +
2.9 52

_ x5l © 6 L, 1.1
+46 2b2222——a§%£— _b220p] (-a_yzi)(ZI’§Z2 - 2 6) d21d22

Quand § tend vers zéro, on obtient

P(xs* — %) &

61 bogry dy dy
H g ayrayu ayaayﬂ nia
_)
_ - _ 1 o? 1
/ [buuhff + 251112’1?’2’ + blmhgé’ - '2'b110p] -a—(';) (yla ——2-)dy1dy2+
Y Y1 )
1 0? 1
8p— 8p— 6p— _ = ' _1
+2[Y [b1211h15™ + 201212k + bi1222h99 2b1‘20p] (—3y13y2)(y1’ 2)dy1dy2+

- - -1 o? 1
+ / [b2211 K 4 2boz12his” + bygaahas™ — "2'b229p] (E—f)(yl, —=)dy1dys.
Y Y2 2
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Autrement dit, on a

P (xg" = %) &y
6—1 ba TV 4
/- BTy By e Byadys P 2

0% 1
] (bapruhll™ — aﬂop)(_m)(yla_'é)dyldw-

Barre H;’ .

Par des calculs similaires, on obtient

P — %)
5§t bagry 8 dy,d
/H; BT By By, Ovadys

—
32
/;/(baﬁruh% ——baﬂep)(a ~0ys )(yla 5)dy1dys.

Barre V-

P(xs" —7%) 0
51 / bogry 8 dyidyy =
et By, Oyadys

62 8p 62 dp 62 Op
iy / ) (b1111 By 2 +2b11126 6 va + bi122—F755— By? 2 bllﬂp) Oy 2dy1dy2+

-1 3% xs? xar 3*xg" &
+26 - (br211—55 By’ 2 +2b1212a 3 s + bi222o—=—— 392 blzgp)a 0, dyrdys+
5 2

02 ép 62 9p 62 bp
461 / ) (ba211 55— 3y’ 2 +2172212(9 3 ” + ba222 75— 6y b220p) 3y 2dy1dy2
2
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B 82X9p_ 82X0p_
:/Y [4672b11m aZ%V + 46~ 1b11128 66V2+

+ 46%b1122 6250;{/ — b1106p) (gz 2 )(21 b _ % + %’ 22)%d21d22
+2/; [45_25121162g:f/_ + 46~ lblzuaazxg;/— +
+ b1222 02;5; b126, ( )(Zl’g_ - % + Z,Zz)édhdzz
+/Y [45—21)221162;05/— +46” 1b2212%>:;€/ +
+ bagos—5 55— 82;(0: — b226p) (%) (21'2- - % + %,22)%d21d22-

" Quand & tend vers zéro, on obtient

O (xg" — %) 8%
6—1/ basrv 8 dy:1d
- 3y By, Oyadup

—

/[blnlvn + 21112055 +
Y
1 0? 1
p— _ _ IPY\(_Z
+ b1122V95 2b110p](8y%)( 2,y2)dy1dy2+
+2/ [512111)11 +251212’012 +
Y

-1 o? 1
+b1222032 - b129p](ay ng)(—i,?h)dyldyrF

+/ [b2211v11 +2bz212’0f2 +
Y
8y

_ 1 1
+ 52222035 - '2-5220,;] (6—y%—)(__2_’ Y2 )dy1dyo.

Autrement dit,on a

i a2(xgp _ ﬂ.Op) 62(,0
) / baﬂru
= ay‘rayu ayaayﬂ

—

1 ) 1
bo( TV 0= _ = o — I\ .
/Y( proviy” — 5b ﬂo”)(ayaayﬂ)( 5> Y2)dy1dy:
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Barre V5+ .

Par des calculs similaires, on obtient

O (xs" — %) ¢
67t bagrv § dy 1 d
/;/6_‘_ B 6yrayy ayaayﬂ Y1ay2

—

1 0% 1
6o+ _ LYY
/Y (b BrvVry 9 aﬂeﬂ)(ayaayﬂ)(2’y2)dyldy2-

Barre 6} :

On a

32(X0p _ ﬂ.ep) 32g0
-1 ba TV d dy1dy, =
; /o B ByrBy,  Oyadys

B 32 9p 32 0p 32 0p 52
=6 1/ (b1111 By 2 -i-2b1112a 8 ” + b2 —F—5— By2 2 —bnep) ay?dyldyﬁ
+267 /(b 291)+2b X t9p+b o x" —-b )62 dyydys +
1211 12120 Oy 1222 7 o 3 ) 126p 3v10ys Yi1ay2
92 9p 32 0p 02 fp 82
+671 /1 (52211 3;(2 -|-2b2212a 6 + bago2 ——5— 02 2 b220p) By 2dy1dy2
06
1 ' 52X§2’1 ' e—1 32x5’5, 3 62)6591
= Z/Y [bllll(ka 52 — 2V/3k36 21073 +5 522 )+
62X0p 62)(0” \/— 32X
1297 X80, 511 0 56, V39 Xsp,
+261112(\/§k 6 52— 2ks 67 8210zy 62 022 )+
' 5?2 X 62X0p 1 82X
2 591 - 50, 59,
+ bz (k5" 5 + VIR 5+ )
8% - 3 3., - ) _
- 4b110p] X ( )( kl 1 %522 + af; ’\g_—k:s 121 - 522 - ag)kg 1dz1dz2+
5 02 o? 82
+ -i— / (1211 (k5 axi"‘ — 2V3E;8 " o Xgil + 5 6’;‘5"1)+
Y 2
62X0P 62X \/§ 62X0p
129°X86, o710 56, V39 Xse,
+ 2b1212 (V3K % 2k4 6 T Pl )+
32)(251 - 32X25 32X501
+ b1222(3k16 a ) + 2\/5]6'55 E® 6 12 4+ — 52 az )
62 - V3 V3., - § _
— 4b120p] X (6y16y2)( k5 ! 2] — —2—622 +a{; Tkg 121 - 522 - ag)k:; 1d21d22
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1 2 0% ><5.91 _, 9 X&ol 30° X601
+Z/Y[b2211(k:s 57 —2\/_’0'5 E® 62+62 522 )-I-

32 9p 92 0p 32
T Dbanra (VRS e _ gyt A0 _Y3 X“’l)+

0z T 922 02,0z, 62 022
82X0p 62X0p 1 azxap
kl2 661 2 k - 501 86,
+ ba922(3 522 —— t V3k6™1 37107 + = Z 022 )—

2o\ 1, - 3 5,1 6 _
— dbyas, ><( )( k! 1——‘/:5z2+a1,‘§k’ Loy — 52 — o)y T dundn.

Quand § tend vers zéro, on a

P(xs" —7%) P
57! / baprv—2 dy;d
8} g dy-0y,  Oyalys O

—

1

i / [blm(k”e}f" — 2V3K'618° + 30297)+
Y

+ 2b1112(V3E 20100 — 2k1618° — /385,°)+
+ brioa(3K'26107 4 2V/3E'615° + 6,07)—

d%p 3. ,— -
_4b110p]( )( k'™ ! +a1;\/3_‘kl 121—0!2)’0’ 1d21d2:2+

2
+ 7 / [bm(k'?oi"f’ 2V/3K'615° + 3029°)+
Y

+ 2b1212(V3R 6177 — 2K'615° — V3635 )+
+ biasa(3K'76}5° + 2V/3K'6}5° + 635°)—

8%y -1 V3,41 -1

—_ 4b129p] (ay ay2)( k 21 + ay; ——2 k - Olz)k dzle2+
1

+7 /Y [b2211(k'20}o" 2V3k'012° + 3639°)+

+ 252212(\/51‘7'20}3’) — 2k'6;5° — V/363,°)+
+ byaaa(3K'26107 + 2V/3R'615° 4 6357)—

o _ 3 3. ,- _
~ 4b22a,| (57 ‘p)( B 1——-£6z2+a1,\é_k’ L2z — an)k Nz dzg =

61



1
4 / [(kl2b1111 +2v3k by112 + 3k’2b1122)éif"+
%

+ (- 2v/3k'by111 — 4k'byina + 2v/3k’ b1122)910p
+ (3b1111 —2v/3by112 + b1122)922 - 4b110p]

2
(g 2)( —k 2y + aa; \g?—’k'_lzl —ag)k'—ldzldz2+

2
+ 4/ [(k' bi211 + 23k % bya1a + 3K’ 1)1222)911 +

+ ( 2v/3k'b1a11 — 4k'b1212 + 2\/_k b1222)912 +
+ (3bi2n1 — 2v/3b112 + b1222)922 - 4b120p]

0? N )
* (aylg?h)( Y +a1;-§—k' 2 — ap)k! Ydzydza+

4/ [(k b2211 +2v/3k % by212 + 3K’ b2222)0

+ ( 2v/3k"bag1y — 4k'b2212 + 2v/3k' b2222)912 +
+ (3b2211 — 2v/3bg212 + 52222)922 - 4b220p]

e\, 1, ,-1 V3. -1 -1
X (—@)(Ek, zZ1 + o1; —z-k, z21 — a2)k, d21d22 =

1 V3, - -
:Z/ Ai (ayl)( k’ 21+a1;—§—k 12’1—&2)’61 1d21d22-|—

2 [ (R G e e

1 A% - V3 .- -
+Z'/YA;2(-67%)(§I€I 12’1 +C¥1;—2—k' 121-0&2)](3' leIdZQ.

Les coefficients Al;,Al, et A}, correspondent, dans cet ordre, aux termes placés entre
crochets dans les intégrales précédentes.
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Barre 6% :

On a

P2 — %)
5§71 bagry 8 dy1dys =
/03 B By by, Oyadys

82 8p 62 6p 32 bp
=61 /;2 (b1111—5—% By? 2 +2b11126 6 ” + bii22—55— By2 2 b119p) By 2dy1dy2+

62 6p 62 8p 62X0p 2
+2671 / (b1211 +2b12123 a2+b1222 By 5 blggp)a B dyidys+

B 32 0p d%x 0p 32 bp o2
4671 p (ba211—55— By $ +2b22123 8 ™ + byooa—7—5— By2 S b3200) 5 553 w5 dyidys =
' 6p 2
1 120 X602 b oe1Pxso, 10 X692
= 4/;/ [51111(3’65 522 2v/3k56~! 9072 +52 822 )+
Ol Ol IO
§-1 286 V< 2
+261112(\/§k 522 — 5= + 2k Bor 5102 6 922 )-I-
32x 32X9p 3 62X0p
20" X9 - 50 565
+ bi122 (K 522 2 4 2/3k5671 97,029 =+ 7522 ) —45110,:] X
% § 1,,- 36 -
(6y )([—k' P 522 - ag; §k'5 lzl + [2—22 + O[‘;)k‘g 1d21d22+
1
2 ,232X§o, - 2X§52 1 8°x35,
+Z/Y [b1211(3k6 5.2 —2V/3k67! 92:022 + 5 0: )+
32ng azxop \/— azx
9 Xeoy | optg- 50, 56,
+ 251212(\/§k 52 —— t2 6t 571075 ¥l 92 —2)+
azxep 32X9P 62X
+ b1222 (k'2 522 6292 + 2v/3k567} Ep 8692 + 5 522 6262) - 4b120p] X
% \/?_) -1 ) -1 \/§5 -1
X (aylayz)(——k'6 7= 5% ol; §k'6 21+ —5 2 + od)ky ™ dzidzat+
1 ’26 X592 ! c— a X692 1 62X602
+4L[b2211(3k5 522 2v/3k56~! 371022 +52 922 ——2 )+
32X0p 32X0p \/— 32)(
129 Xs6, 1 o—19 Xso, 50,
+2b2212(\/§k 522 — 5 + 2k 67t 571025 5z E®) )+
32X0p 62X9p 3 32X00
+b2222(k'2 523 6202 +2\/_k65_16 6602 + 53 692) 45229,;]

ol 6 1. ,- 36 -
(5y )([‘k’ — 572 as; §k'5 Yo 4 i2_—22 + ob)k} 'dzidzs.
2

Quand § tend vers zéro, on a
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O*(xs" =) &
51 / bogry—22 dy,dy
o P y.0y,  Oyadys

—

e e o
Y

+ 2b1112(V3E262%° 1+ 2K'672° — /36307 )+
+b1122(kl2020p+2k \/_020p 20p)__

8% _
—41:1111‘9,9](6 %)(I-k' ! 2 —az,—k 21 + ap)k' ldzldzrl-

+% / [bions (3K26227 — 2V3K 6327 + 0330)+
Y

+ 2b1o2( VK317 + 2K'6737 — V/363,°)+
+ biana (K631 + 2v/3K'613° + 363,°)—

a2so \/§ 1—1 =1 —1
- —Fr )X — ;= k' 'dzid
4b120p] (0y16y2)( 2 k 21 (6N 2k‘ Z1 + Oll) 21 22+

+ i/ [b2211(3k"2930p 2\/_k 0291) 29P)+

+ 2baonz (VIR 011 + 2K'0357 — V/363,°)+
+ boaga(K'2028% + 2/3K'635P 4+ 3627°)—

2
- 4b220p] (a )([—k’_l Z1 — Qg —k' 21 + Oll)k d21d22

1
4 / [(3k’2b1111 + 2V3kbi1yg + 3k'2b1122)93f”+
Y

+ (= 2V3K'byy11 + 4K'by12 + 2x/§k’b1122)033”+
+ (1111 — 2v/3b1112 + 351122)933" - 4b110p] X

2
(G )T e e o

2
+ Z/ [(3’9'21)1211 4 2v/3k % b1a1a + k'2b1222)93f‘°+
Y

+(- 2vV3k'b1o11 + 4k bra12 + 2\/§k’b1222)033”+ :
+ (b1211 — 2v/3b1212 + 3b1222)9§§” - 45120,;] X

><( %y )(ﬁk}—l

1, ,- _
_— 21 — ag; =k' 121 + ay)k' 1d21d22+
0y10y2

2
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1
4 /y [(3’“'2”2211 + 23k byaya + k'252222)93f”+
+ (- 2v/3k'bya11 + 4k'bao12 + 2\/§k"b2222)932p+

+ (b2211 — 2v/3b212 + 352222)923” - 45220,;] X

2
(g 2 )(ikl - 2] — Qg; -k, z1 + al)k,_ld21d22 =

2
%/ A l(gy )(£k1—1 Olz;%k,_lzl +O€1)kl_ld21d22+
1
2 ¢ 3 - 1 _
+4/ A%z(aylay)(ik' - - og; g Yata)k' T dadat
2
i/ A2 (gy2)(§k'_lz1-—a2;§k'—lz1 +a1)k'_1dz1d22.
2

Les coefficients A2,, A3, et A2, correspondent, dans cet ordre, aux termes placés entre
crochets dans les intégrales précédentes.
Barre 63 :

Ona

P(xg" =)
-1 ba TV 8 dyr1dys =
6 /0 g 9y, 0y, Oyadys v

62 ép 82 6'P az bp
=61 03 (b1 a;j +2b11120 8 Y2 b2 - Oy3 ; blw”) dy? 2dy1dy2+
6

_ 02x5r 2 x5’ o

+26 1/03 (br211 55— By’ s +2b12126 8 + bi22o—5—5— B2 3 b129p)a (;9 dyrdyz+
&
82 0p 32 91’ o? bp
Xs b220p) a dyldy2

61 b 2b b
+ /93(221162 + 221231024- 2222 5 By2

1 20 X593 - 6 X503 32X503
—Z/Y[b1111(3k 2 +2/3k;67! 52:075 +32- % )+
2. 0p 52 8p 5?2 9p
Xw3 L Ve V3 X603)+

9"x
_ 12 603 —
+ 261112 ( — V3K BT +2k567! Fo0n T @ 022

a2xep 62X0P 3 azx
+ b1122 (kz a 6203 — 2\/—k, 6§71 9z 860:; 62 826203) — 41)119,,] X

& ) 1, ,- 36
(3y )(ikl 5 z1 + 222 3 —§k"51 1+ \/2— 29 —al)k dzldz2+
1
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2.,6p 1 82 8p

2 29" X0 0 X&a Xso
+Z/Y[bml(3k’ 623+2\/_k66 P 63+62 623)+
o 8
+ 21212 ( — \/ﬁk'282>‘653 + 2k~ P xssy | V30Xt

027 9710z, | 82 022

)+

62X0p 2X9p 32X
+ b1222 (k 522 203 — 2V/3k567? o 060; 6_2 822 6203) - 4b129p] X
8% \/§ ) - V36
*(gpag )T K 57 ofi=gk i s + Y — aDk”

2,00

073 071029

1 9 Xs6, _, %4 1 8%xg5
+ZL[b2211(3k'2 89 +2\/—k55 603 +6_2 603)+

‘ 202X35 X35, . V3 02x
_ k — oog kl -1 603 663
+ 2ba212( V3K, % —— + 2ks6 321622 5 922 )+
2.9 2..6p

, % %y 3 5?2
+ baaga (K2 2200 _ o /Fryst 80 4 o X”ﬁ) —4b22,9,,] x

822 bz a2 52 022
2
Ges =

dy? 2 2 2

Quand § tend vers zéro, on a

s-1 ; 02(X§” _ 7rop) 3290
o T Bydy,  Oyadys

—

i/ [b1111(3klzo30p+2\/—k1039p 30p)+
Y

+ 2b111a(—VBR6317 + 2K'63° + V/363,°)+
+ b1122(kl2030p _ 2kl\/§030p + 3930p)_

0y - -
—4b110p] (3 %)(-\ck' ! 21 —a2,—-k' 121 —a1)k'

2
+ Z/ [b1211(3k'29?f" +2V3K' 6380 1 6357 )+-

+ 2bya12(—V3K'630 1 2K'632° 1+ /36597 )+
+ byaga (k26390 — 2k'V/3K'634° + 36357 )—

¢ 3 — _
—4b129p]( )(\/—kl -1 0(2;——2-16’ lzl—al)k' 1

0y10y2
66

)
—kl ot 1+ =ZzZ9 — - k' Z]_+"'_22'—af

1d21d22+

d21d22+

le d22+

Vet " dzydzs.



+ i / [b2211(3kl29§0p + 23k 930" 30P)+
Y
+ 2byma(—V3K 63" + 2K'675° + v/363,°)+
11

+ b2222(kl2039p - 2k,\/_k’930p + 3030,0)___

& - -
—4b220p] (a 2)(—\/—_“16, ! 21 — Qg ——k 21 — Oll)kl 1d21d22

1
4 / [(3k12b1111 — 2v/3k b111a + k'2b1122)9ff”+
Y
+ (2\/§k'b1111 + 4k'b1112 — 2\/§k'b1122)9§g"+
+ (b1 + 2v/3b1112 + 351122)933'3 - 4b110p] X

2
(?9 2 )(ék'_lzl T ‘%k'_lzl — o)k’ dzydza+

2
+ Z/ [(316'251211 — 2v/3k*bya12 + k’2b1222)9i’f”+
Y
+ (2\/§k'b1211 + 4k'b1212 — 2\/§k’b1222)0i’§”+
+ (1211 + 2V/3b1212 + 3b1222)0§’§” - 4b120p] X
20
1
4 / [(3’9'21’2211 — 2v/3k" % bygys + k’2b2222)0i'f”+
Y
+ (2\/576'172211 + 4k'b2a12 — 2\/§k'b2222)9§3”+
+ (b2211 + 2v/3bg212 + 352222)933') - 4b220p] X
2o\ V3
< (37) 3

ay2 ——k"_l zZ1 — Gy, —-é-k' 121 - al)k d21d22

2
=1/ A3 (a )(—‘/;k'“1 1—a2,——k' Yo — an)k' Nz dza+
4 Jy

oy}
+§/ A1 (651gy2)(£k' - Of23——k'_1zl—<>11)’C'-1‘1’«’1d2’2+
Y
1 &% -
+Z/ A (a 2)(£k’ ! l—ag,'—‘—kl 121—0[1)1{3 d21d2’2

Les coefficients A3;, A3, et A}, correspondent, dans cet ordre, aux termes placés entre
crochets dans les intégrales précédentes.
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Barre 0§ :

On a

O (xs" — %) ¢
5"1/ bapry 8 dy dys =
o " Oy:0ys  Oyadys

32 9p 32 6p 32 op
=61 /(;4 (bi111——5— By 2 +2bl112(9 6 ” + bii22——5— By? 2 b110p)a 2dy1dy2+

4 25 925 x5 O
+2571 ot (ba211 axa + 26 g 5 Xaﬁb‘m ax2 b”"”)a By, Wit

32 9p 62 9p 32 9p
+671 /;4 (b2211 By’ 2 +2b22128 6 ” + ba2oo—F5—5— By2 2 b220p) By2 dyldy2 =
§

1 '2 X594 _, 0 Xao4 3 82X604
—4/[b1111(k o7 + 2v/3k567! 3500 T 0 —— )+

o*x4 0*x35, V3 62x

2 594 -1 68 66

+2b1112(—\/§k15 522 — 7 2](:25 £ 34 +32— 8234)-'_
2. 0p 2. 0p

20%x _,9%x 1 x%
+ iz (385 521 -2 St . 6:4%04) ~ 4bizog] x

&%y 36 3. ,- ) -
(3 2)( Sk 2 \/2_ z9 +a§;-———\g——k'6 Yo+ 5%+ o)k dzydzy+
2 ,29%X50,  -10°Xs6, | 3 "X 56,
+ny[bml(k6 572 +2V/3k;67? rom T8 07 —)+
62X9P 02X9P \/— a2x
29" Xsg - 56 86
+2buia (= VB 55 — 2K o n )t
20°X3 L %5, 1 0%Xsh
+ b1222 (3k 6 6294 - 2\/_’055 B2 660; + = 52 6 6204) 4b129p] X
i ) 36 v3.,- ) -
1 2Xs 0%, 3 82x9”4
RG] a‘i"“ +2vaig TN | 3Ty
a2x00 2X0p \/—62X
29" Xs6 - 56 564
+2b2212(_‘/§k3 922 .3 = 2k:$5 9z 3;2 52 022 )"’
azxé’p 62X0p 32x
+ b (3K 5 57 — 2VBk87" 5 et ) byza,] X
o? - 36 3, ,- 5 -
X (a—yf—)(—z—k's Ya+ \/_Tzz +af; —%k'é Yo+ g%t oYkt " dzydz.
2

Quand § tend vers zéro, on a
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62(X9P _ ﬂ.op) P
61 bopry : d
L“ g ay‘r ayu aya ayﬂ v dy2

5
—

i/ [bllll(k’204"” + 2V3K'615° + 3653°)+

+ 2b1112(—V/3EZ610° — 2K'012° + V/3631°)+
4+ b1122(3kl2040p 2\/_1{: 040p 40p)_

9%y - 3
- 4b110p] ( )( K+ al’—'\é_—k' “a+ az)k'” Ydzydzy+
+ i / [51211(’9'2946" + 2\/—16'940” + 3940P)+

+ 21)1212(_—\/_16’29‘1119’) 040p + \/_040p)_|_
+ bioaa(3K'20%07 — 2V/3K'6129°7 4 6557)—

8% _ _ _
_4b129p](8 6y2)( B +a1;—§k’ L+ ag)k "z dzy

+ 2 [ Tboon k20100 + 2v/3K'015F 4 36,557 )+
4 )y 1

+ 2bgora(—V/3K26LP — 21632 1+ V/36557)+
+b2222(3k’2940” 2\/—klo49p 4op)_

2
—4b229p](3 )( L e = ek dende, =

1
4 / {(kﬂblln — 2V/3Ebyy12 + 3k’2b1122)0‘11f”+
Y

+ (2V3k'bi111 — 4K'bya — 2\/§k'61122)9g”+
+ (8b1111 + 2v/3by112 + 51122)932" - 45119,;] X
o\, 1, ,- 3,,- -
(6 2)(-2-16’ 121 + al;—-\g_—k’ 121 + O{Q)kl ld21d22+
1
+ -4-/ [(k’2b1211 — 23k 3byg12 + k’2b1222)0'11f”+
Y
+ (2\/§k'51211 — 4k'b1212 — 2\/?_)’9'51222)9‘112"4-
+ (3b1211 + 2v/3b1212 + b1222)0§3" - 4b120p] X

82

1
aylayz)( k- 12 +a1,——\/—§k’ 121+0‘2)k' dzydzy+
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1
Z/ [(kl2b2211 — 2\/§kl23b2212 + k’2b2222)0:fp+
Y
+ (2\/§k'b2211 - 4k'b2212 - 2\/§klb2222)9‘1igp+
+ (3b2211 + 2v/3bga19 + b2222)933p - 4b229,,] X

8% - -
(a 2)( k' 1 +0{1;—12_§k’ 121+a2)k' 1d21d22=

1 o\ 1,1 V3,1

= Z /Y A%l (6y%) 2]6’ 21 + ag, —Tk, 21 + 042)16 d21d22+
2 4 8290 1, ,-1 V3 =1 =1

+ Zf A12(m)(§k z1 + ag; —-—2—16 z1+ az)k dz1dzo+
1 o\, 1,21 V3,41 -1

4 Z /Y A%2(§y-%—>(§kl 21+ a5 —Tk' zZ1 + Olg)k, d21d22.

Les coefficients A%, A}, et A%, correspondent, dans cet ordre, aux termes placés entre
crochets dans les intégrales précédentes.
Barre 63 :

Les changements de variables pour les barres 6} et 63 étant les mémes a des constantes

additives pres, on a

_ 52 Op _ n00) §2
6 1/ baﬂru (X6 ) L4 dyldy2
03

ayrayu ayaayﬂ

H
2
i/ A} (g 2)( Kz al;?k'_lzl +a2)k'_1dz1dz2+

2 2 1 ,- - -
+—/ A5 ( a )( k' 1 al;\—/_ék' 121+OL2)]€’ 1d21d2:2+

4 8y10y2 2 2
o2 3 - -
+4/ Azz(ay(p)( =y L —au%k' Y21+ ag)k' Ydz1dz,
2

Les expressions de A3, A%, et A3, s'obtiennentd partir de A};, A], et A}, en rempla.ga,nt

160 16 16 56 58 56
01% 919 ot 6197 par 6397, 635° et 632°.

Barre 68, 67 et 65 :

L’expression limite relative a 6%(resp 6] et 65) s’obtient de la méme maniére a partir de
Vexpression limite relative 3 6%(resp 63 et 63).

On a
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(x5 —7%) 9
-1 2 dyd
d baﬂru 8yrayu ayaayﬂ y1ave

H
R
%/YA?I(E;T?)('?M ata 2,§k' L1 — ay)k' " dzydza+
+§/;/A‘152(-(%2—)(—\§k'_ 214 o 2,%k' lzl—al)k'—ldzldzri-
+i‘/;’Agz (%)(?k'“lzl +a2;%k'_lzl —al)k'_ldzldzg,

O*(xs" —n%) 8
-1 [ d d
s A bagry 3yr5yu ayaayﬂ yi1eve

-—
2
(22 (ikl—.lzl +a2;_§k’ 2] +C¥1)k ledZ2+

N

2 3, 1,,-
Y O AR
Y
e V3 1, -

Al =—= ) (—Kk'" +a2,——k

/Y 22(63/%)( 2

Al
-1
d21d22+

FNy -
N)..<\,

S

Zl + al)k'_ldzl ng,

—

+ -

N

et

(x5’ —7%) ¢
-1 [ du-d
6 /08 baﬂru ayrayy ayaayﬂ Y1 Y2

_)
1 o? 1. ,-1 V3 -1 -1
Z/YAﬁl(-aT% (§k’ z1 al,—Tk' 21 —ag)k d21d22+

2 8 6299 1,,-1 \/g =1 =1

- =k —ay;————k —ag)k’ Tdzidz+
+4/;/A12(8y13y2)(2 R 71 — o) 1dzy

1 8 6290 1,1 \/?_’ -1 1—1

- — (= —ay;——k —ap)k' T dz1dzs.
+4LA22(3y%)(2k 7o 2y — ) z1dzo
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En rassemblant les intégrales sur chaque barre, ’expression

32(X0p _ 7rt9p) %
61 / bogry 6 dyidys = 0
voe BT By By, Oyadys

donne 4 la limite, en utilisant le fait que ¢ est périodique en y; et y, :

/ (bapru(hE™ + h25T) — bage,) (562—5—)(% %)dyldyz + (II1.5)
Y YaO0Yp

+ /Y (baprs(v25™ + vE0T) — bags,) (a—i%‘;—ﬂ)(%, y2)dy1dy2 + (I11.6)

+ -i- /Y Afy (%)(%k,—lzl + ay; ?kl—lzl - a2)k'_1dz1dz2 + (II1.7)

+ % /Y A}2<8512gy2)(%k’_1z1 + aq; gk'_lzl — az)kl_1d21d22 + (II1.8)

4 % /Y AL, (g_;?)(%k"‘zl + aq; ‘/;k"‘zl — ax)k' Mdzydzs + (II1.9)

+ % /Y A%, (%)(%—?_’k’_lzl — ag; %k’—lzl + o)k "M dzydzy + (I11.10)
T /Y A3 62 2§y2)(§k"‘zl i gk ek N dndz + (ITL1)
+ 211./},,432 (%Z—Sg)(gk’_lzl — ag; %k’_lzl + )k dzidzy + (II1.12)
+ % /Y A?1(%>(§k'_121 - az; ‘_%k’—lzl — )k’ dzrdz + (111.13)
+ %LA§2(3512§1/2)(§M—121 — oig; —%k’_lzl - al)k'_ldzldzz + (I11.14)
+ i /Y Ag2<%)(%§-k’—121 — ag; —%k’_lzl — ay)k' T dzydzy + (II1.15)
+ fz ]Y Aty (%?)(%k"‘zl + a1; —?k"lzl + o)k deydzs + (I11.16)
+ i /Y Agz(%)(%k'_lzl + ay; —?k'_lzl + ag)k' M dzydzy + (IT1.18)
+ -i— /Y A% (g—:‘?)(%k'_lzl —ay; ?k'_lzl + o)k " dzydz; + (I11.19)
+ % /Y Aiz(ajjgyz)(%kl_lzl — ay; ?kl—lzl +ag)k' T dzidze + (I11.20)
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2
+%/;/Ag2 (g—y%—)(%k'—lzl —al;ﬁk'_lzl + o)k " dzydzy + (II1.21)
1 o? 3 -
+Z/YA?1 (By—f>(§k’ 121+ 2,§k, 21 ‘—a])k’ 1d21d22+ (III22)
1
2 6 8299 \/3— 1—1 ,1 1—1 -1
=+ ZLA12(aylay2)(7k 21 + a9, Ek zZ] — Oll)k d21d22 + (III23)
1 o? 3
+ Z\/},Agz(ay}o)(—é——kl 121 + 2,—k’ 4l —al)k d21d22 + (III24)
2
+i/ AII (a )(gk’ 121 +a2,——2-k' 21 +a1)k d21d22+ (III25)
Y
2 7 6299 \/'?_’ 1—1 . -1 =1
+ Z/}‘/Alz(aylayg)(Tk A +C!2,—§k 21 +Ot1)k d21d22 + (III26)
1 %o\, V3
+Z/Y,4;2(ay%)(—‘2ck' -1 1+a2,——k' L 4+ a)k rdzydey + (I11.27)
1 ? 1 - -
+Z/YA§1(ay"°)(2k' L al;\/T_k’ L+ a)k' dzydzg + (II1.28)
2 o? 1,,- 3 ,- -
31 /y A§2(3y1gy2>(§k’ n - aj %k’ ‘21 4 )k dzdzy + (111.29)
1 92 1 3
+Z/ AQQ(ayf)(zk' ' —al,—‘g:k' o 4 an)k T dadzy = (II1.30)
Y 2
= 0.

En nous inspirant des choix effectués dans (Cioranescu-Saint Jean Paulin [2]) pour d’autres
types de structures réticulées, nous allons, dans I’expression limite précédente, choisir une
fonction test ¢ de la forme

o(y1,92) = e1(y1)p2(y2),

ott ¢y et g sont des fonctions réguliéres périodiques en y; et yo de période 1.

Etudions en détail les différents termes obtenus.
Pour D’expression (I11.5), on obtient:

/ (baﬂru(h()p_ + hep+) - aﬂ0p) 3 (yl, )dy1 dy2
= ﬂPz(—)/ (bu1ru(REE™ + BT - blwp)a—yg(yl Ydy1dya+
1
0 _ 0 .
2322(5) [ (brara (b5 + HEE¥) = buzop) 52 (o)t

3 _
W( )/ (bazru (K%~ + RE2¥) — bong, )01 (v1 )dy1dys
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Pour ’expression (II1.6), on obtient:
e 1
6p— 0o+ = d
,/.( aprv(vry” +VRT) = aﬂﬁp)ZﬂZEZ;(2ay2) y1dys
8 P1 8p— 6’p+
= ( ) (D117 (V2™ 4+ 020F) = b110,) P2(y2)dy1dys

8 3]
801( )/ b12ru(vep +vap+)_b120p)5%(y2)dyldy2+

52
+ ‘Pl( ) / (5221-1/(”0” + Uep+) - b22op) '&/igz(yz)dyldyz-
2

) 1
Choisissons une fonction test ¢ telle que ¢2(—) a('02( =)= > 902( ) = Lpl( ) =

- ?_"_’l(l) - &1
By "2 dyi
obliques est nulle ((I11.7) & (III.30)).

(= ) — 0. Alors, la somme des intégrales correspondant aux barres

2
1
Choisissons une fonction test ¢ telle que %;;2 (5) #0,et 302(%) = 6802( =)=v1(z ) =
2

a()ol( ) — 82(]91

1 .
i 7 (5) = 0. On obtient

(III31) (b22ru(h0ﬁ_ + hig-{-) - b220p)dy2 =0.

va-

Choisissons une fonction test ¢ telle que

EL(5) £ 0uet oa(3) = 522(5) = GEH) =

6901( ) = g1(3) = 0. On obtient

1
(III32) / . (bllru(vﬁﬁ + v9P+) — bllep)dyl =0.
-2

Grace a la périodicité des fonctions Xg’;;i et xg(',i ,on a

/Yhf;’J'dy:/Yhf;’-dyz/ h""+dy_/ he=dy =0
/ﬁT@=/ﬁf®=f%T@=/%f®=&
Y Y Y Y

Les expressions (I11.31) et (II1.32) deviennent

(II1.33)
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(b2222(h2§_ + hott) — bazg,)dys = 0

~l n|.-

/ (b1111(vff 0p+) - bllop)dy1 =0,

[N

d’ou
(h0p— h0p+)d Yo = Z220p
(I11.34) % s
/2 (vlf + vep-l-)d yp = :110,;'
_..% 1111

Reprenons l’expression constituée par la somme des intégrales correspondant aux barres
obliques. Nous avons déja montré que cette somme est nulle.

En choisissant une fonction test ¢ telle que ¢2(y2) = 1, on obtient

[_% ( 1(A 1)dz2)(a <P1)( K +011)k"—1dz1+

'*'/51 ( ’ (4%, Ail)d?«’z)(a (Pl)(ik' 'y —og)k'” ldz +

P 3
i 1
(I11.35) +/21 ( 21 (A5, & 4% )z, >(a Lpl) LT — ek e
* _i ( i(A )dzz)(a (’01)(—\£k’ )k Ty =
=0. 2 2
Posons '
7 ——?k'—l-*-om (= _%
Yo = —%k'_l _——
V4= "?kl_l —ag = —-%k'_l +
Y5 = ik'_l + ay
| Y6 = igk’_l ) (= é .




Le schéma suivant précise les positions relatives des v;, et l'intervalle dans lequel varie t
pour chaque intégrale.

A_+A AFA

6 2 3
A 5+A 8 A1+A 4
x 1 I i !
LA 7, & v, T,

Dans les quatre intégrales de ’expression (1I1.35), nous faisons les hangements de variables
suivant:

1 ,_
Premiere intégrale: t; = §k’ ‘a+a,
3.,
deuxiéme intégrale: t; = \/T—kl 1y — o,

1. .,
troisiéme intégrale: t3 = Ekl 'y — o,

V3

quatriéme intégrale: 4 = —Z—k'_lzl + as.

11 vient

s i )
/ ( / (AL + Atz ) (2K (- ) %Dzl(t)%’k’_ldt+
Y4 -

Ye % 2 '62(,01 2 -1

+ A2 4 A3))d2 | (=K' (t + a2)) == (t)—=k'k' "dt+
([t At 24)(\/§ (t-+ @0)) 5 ()7
~3 3 2 B

+ ( 1(A?1+A§1)dz2) (2K'(t + 1)) 85221 (t)2k'k' ~ i+
Y2 -3
73 3 2 62(,01 2 -1

+ A8 4+ AT))dz ) (—=K/(t - () ==Kk dt =
" ( _%( 11 11) 2)( 3 ( ag)) o012 (t) 3_

:0,

Faisons une premiére intégration par parties en t.
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On obtient

/_ _(A +A‘;1)dz2 (2k'(t — al))&pl]

o
/__(A +A§1)dz2 k(t+a2)) ]u

+2 /(A + A%)dz 2k(t+a1))3a_t]7+

f [t ) (G- -

L ( /_ _(A +A§1)dz2)(zk(t_al)))%(t)dt_

-5 [l /_ 4+ At 2 (t+-00) 200

/7 -3(2( /_ _(A +A§1)dzz)(zk'(t+a1)))_‘f’1(t)dt_

2

-5 @
=0

Faisons une deuxiéme intégration par parties en t.
On obtient

(/__(A + A7))dz)( k(t a2)))_90_1(t)dt

[(/% (Al + A‘fl)dz2) (2K'(t — 1)) %}_] ‘75+

/__(A +A‘I’1)d22 k(t+ 2))6991] 4

+2 /(A +A§‘1)dz2 (2k'(t + 1))‘9901] +

/__(A +A31)d22 —k(t a2))a_a.t-l]:j_

2
22 (A + 41)d) @K - )] -
el / (A, + A=) fk(t+az>)) |-

- [aﬂ /__(A + A )dz2)( k(t ag))) ]7‘:'_'_
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‘:5 68752 / (A %1)d22)(2k'(t — al))>¢1(t)dt+

Ry / (3 + b)) (s (44 aa))or (et

\/3_ Y4 ot? \/§
352 1 . . ,
72 -1
3 32 1 . , 9 ,
=1l (At + A0 ) (- ) (2)dt =
=0.
Choisissons @1 € D]vs,7s[-
Il vient
2 9 2
%87(( _;(A ﬁl)dzz)(%k'(t-{_az))) =0,
d’olt

2
(/ 1 Ai’l)dzg)(%k'(t + a2))) =net + bg pour tout t € (7¥s,76)-

2

Choisissons @1 € D]va, 1s]-
On obtient alors pour tout t € (74,7s)

T (AL AL )dz) (2K (1-a1)) )+ f(< e 1)d22)(%k'(f+az)))=n4t+b4-

-1
2

2((

Par un méme raisonnement, on obtient

-1
2

1
2 2 2
\/5((/ 1(‘4(151 + AZl)dz2)(\/§kl(t - a2))) = 771t + bl pour tout t € (7lv72)7
-2

et pour tout t € (72,73), on obtient de méme:

2((/_i(A%+A§1)d22)(2k'(t+a1)))+-%(( (A§1+A11)dz2)(\/_k (t— a2))) — 3t +bs.

-1
2
Par ailleurs, on a

Zal a4 + Al )den (S () =76

wl
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et

28/, [, ., 2 .,
5 ([ (Ahrad)dz)(Zok () ) =

(A11+A%1)dz2>(2k’(t—a1)))+% i\

((

Choix des fonctions tests:

1
2

atl = 0 pour tout 7;, et ¢1 = 0 en ~; pour tout i sauf

Premier choix: soit ¢1 telle que

en y4.
On obtient pour t =4 :

0 % 1 4 / 2 a % 2 3
22 ( | (b At (2 (t-on)) + = ( |+ A (5 (t+a2))) =0,
d’ou
ny =0
Un raisonnement analogue montre que
n3 = 0.

3}
Deuxieéme_choix: soit ¢y telle que ;1 = 0 pour tout 7;, et —(;PTI = 0 en y; pour tout i sauf
en vy4.
On obtient pour ¢t = b4 :

o[

)dz) (2Kt — o)) ) + f(( ] (A )dzz)(\/_k (t+a2))) =0,

1 1
2 2

d’ou

by =0.
Un raisonnement analogue montre que

bz = 0.

0 .

Troisiéme choix: soit ¢ telle que %Otl = 0 pour tout 7;, et 1 = 0 en ; pour tout i sauf
€1 ve.
On obtient

n6 =0
Un raisonnement analogue montre que

h = 0.
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. . . 0 )
Quatrieme choix: soit ¢; telle que 3 = 0 pour tout ~;, et 2L _0en ~; pour tout i sauf

en ve. ot
On a
—%—(( %(A’”’ + A3 de) (<Kt + ))) =b
\/g -1 11 11 2 \/5 2 — Y6,
d’ou
b6 =0
Un raisonnement analogue montre que
b = 0.

En resumé, on a obtenu

3 2 , :
_\/__ (/% A11)d22)(—\7§k (t +a2))) =0 pour t € (7s,%6)
( + Afy)dz2)(2k'(t — al)))+

() oz, + 1)) (SH(t 4 02))) =0 pour b€ (3,%)

-1
2

(Irss) § .
=((] (4ah + Al)d=) (= k(t—a2>>)—o pour t € (71,7)

-1
2

2 A8+ AR (2K (¢ + ar))) +

-1
2

+ 7(( (A‘ls1 + Al )dzz)(72—§k'(t - 0{2))) =0 pour t € (¥2,73)-

-1
2

Posons

b t i J 1—1
= [ ([ (Al +Ad)dz) " e,
-3 V-

V3

Avec le changement de variable ¢ = ——2—k'_121 — ay, on obtient

223 —/%( )
7 /7 ( A%y + Ady)dz (%k'(t+azj)dt
"

/ (A%, + Al o) (b (4 o)t

/ L+ Au)dzg) Kz
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( car I'intégrale est nulle pour t € (7s,7)-

Avec le changement de variable = Ek'—lzl + oy, on obtient également

2142/1 / (A ‘}l)d22)k‘l—ld21

- / 17 / (AL + Ady)dz ) (2K (¢ — ar))dt

+ Ady)dz ) (2K (8 — aa))dt.

II
\.

D’aprés (I111.36),0n a

zo3 + 214 = 0.

Par un méme raisonnement, on obtient
zg7 + 258 = 0,
d’ou

(III.37) L(A%l + A%l + A?l + A%l + Ai’l + A?l + AI] + A?l)k,—leI = 0

En reprenant des calculs similaires avec cette fois une fonction test ¢ telle que 1 =1, on
obtient
z18 + 2271 = 0,

et
z45 + 236 = 0,
d’ou
(I11.38) / (AL, + A2, + A3, + Ay + A3, + A4S, + Al + ALK THdz = 0.
Y

Enfin, on a
(II11.39) /;,(A}2 + AL + AL + AL+ AL+ A, + AL+ A§2)kl_1dz =0.

Ecrivons maintenant 1’expression des ¢ en fonction des A;;.
affp J

On a
12?1;10;; =3+ ‘/g)bllep
- / buyru (A9 + KO+ )dys dys—

/buru(vo” + v0e ) dy, dy, —
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1
4

+(—2v3k'b1111 + 2v/3k' b1122)(9wp 59p)+
+(3b1111 + 51122)(919p 5ep)) k' dyy dy,

/((k'251111 + 3k b1122)(918p 50’))

1
—Z/ ((3k'251111+k b1122)(92ep 6‘9”)+
Y

H(=2V3k'by111 + 2V3K'br1gs ) (6257 + 655°)+
+(b1111 + 351122)(920p 60p)) k'™ 1dy1dy2—

1
—Z/ ((3k'2b1111 + k'251122)(9ffp 76”)-*-
Y

+(2\/?_>k'b1111 - 2\/§k'51122)(930p 70”)-%—
+(b1111 + 3b1122)(933” 70p)) K dy1dys—

1
4/ ((k bi111 + 3k’ 51122)(040'0 80”)-!—

+ (2\/—’C bi111 — 2V3k' b1122)(940p 80p)+
+ (3b1111 + 171122)(‘932’J 89’))) K dyy dys,

d’ou
124714, = (3 + V3)bu1e,
- / bis ey (h9P~ + K92+ )dyy dys—
/ bi1ry (022 + 002+ )dyy dy —

1 |
—ny(Ah + AL+ AL+ AL+ AL

+AS, + AT + A% + 32b11p, )k T dz
D’apres (I11.33) et(I11.37), on donc

12g}15, = (3 + V3)b11gp — / br1a2(R9E™ + hatt)dy1dys—

1 -
—'/ bllll('vll +'Ul +)dy1dy2 —Z/ 32b119pk' le,
Y

soit, d’apres (II1.34):

b 1 _
(II1.40) 124310, = (3 + V3)b116, — bi1zs et — br1gp — 7 / 32by14,k' " dz.
ba222 4 Jy
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De méme, on a

12q;20p = (3 + \/g)b220p_
/ bazen(h92= + K0P )dy, dyp—

= [ baaraot o) -
Y

1
—g [ (A + s+ A%+ 8y 4 ARt

+AS, + AT, + A%, + 328359, )K" dz

d’ot
126350, = (3 + V/3)b22ep — / basaa(HSE™ + B2 T )dys dyn—
p+ 1 1—1
— bggn(vn + Y11 )dyldy2 —_ Z 32b229pk dZ,
Y .
et enfin
x biigp 1 -1
(II1.41) 129399, = (3 + \/g)b220p — byagp — b2211 A ~1 32bg9,k" “dz.
1111 Y
On a encore
1 _
(III42) 12‘1;20,0 (3 + \/—)blggp / 32b120pk ldzl.
Détaillons le calcul des coeflicients g4, :
Rappelons que k' = 8
PP q =1 n \/5
On a
. b\ 1_1++V3
12¢731, = 3+ V3)(X' +24) = X Nrog (N +24") - 132 3
12
— 1 ! o
= (AN +2u") T2
4 )
- N + 2/LI
_ (33X +2p)
Ap
12
12¢3500 = 3+ V3)(X' +24) = (X' +2¢4") - Nt
_ a4
N + 2!
_ p(3) +2p)
S v o
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12¢f190 = (3 + ‘/g))‘l — A =N =14+ \/§),\'
=0,

et
12‘]ik212 = (3 + \/5),/ -1+ \/5),/
= 2u.
On trouve donc finalement

F
* % - =
91111 = 92222 12’

(II1.43)

* — * — * —_ * —
91212 = 92112 = 1221 = 92121 = 6’

les autres sont nuls.
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I11.2.4. COMMENTAIRE.

Les coefficients limites obtenus sont les mémes que ceux obtenus par J-Saint Jean Paulin
et D.Cioranescu dans le cas d’une structure comportant les mémes barres horizontales et
verticales, mais pas de barres obliques (voir Cioranescu- Saint Jean Paulin [9]).

Ceci montrent que les barres obliques ne jouent en fait aucun role,et nous allons confirmer
cette constatation en étudiant, dans le paragraphe II1.3, une structure dérivée de celle que
nous venons d’étudier, et ne comportant que des barres obliques jointes a leurs extrémités
par de petits trongons de barres horizontales et verticales.
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II1.3. ETUDE D’UNE STRUCTURE DERIVEE- REMARQUES.

On étudie a présent une plaque dont une coupe horizontale ( resp.la cellule de base ) est
représentée sur la figure (3) ( resp. sur la figure (4)).
On constate que les huit barres obliques sont exactement semblables & celles de la premiére

structure.

En revanche, les deux barres horizontales et les deux barres verticales ne traversent pas
entierement la période.

L’etude de cette nouvelle structure ne différe pas de la précédente en ce qui concerne les
passages a la limites en e et en €. Les calculs concernant le passage & la limite en 6 ne
peuvent par contre pas étre repris sans modification, dans la mesure ol la périodicité
des fonctions xg” , jointe a la longueur des barres horizontales et verticales, entrainait des
simplifications qui n’auront plus lieu ici. ‘

Naturellement, nous ne donnerons dans ce paragraphe qu’une version résumée des calculs
qui ont été nécessaires pour aboutir aux résultats.
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Comme pour la structure précédente, nous considérons le cas particulier ol les coefficients
d’élasticité sont des constantes de Lamé.

Comme nous 1’avons vu, les b}, g6, le sont aussi.
nous établissons le résultat suivant:

RESULTAT DE CONVERGENCE POUR ¢,

Avec les coef ficients de Lamé précédemment rappelés, on obtient, en faisant tendre 6
vers zéro:

671 qaﬂOp — 0.

I11.3.2. RESUME DE DEMONSTRATION.

186
7

Le partage de Y;* en douze barres, et ’expression de 126~ lqg{ﬂe , sont identiques a ce qui
été fait pour la premiére structure (voir (IIL.3)).
Les dilatations relatives a chaque barre sont précisées dans ’annexe.

La mesure de Y;* est égale a 6(; +v3 - —==)+6820(1).

Les estimations a priori, et les résultats de convergence qui s’en déduisent, sont établies
comme pour la premiére structure.

L’expression de 12¢7 54, que nous obtenons est identique & ’expression (I1.4), en remplacant

5
le réel (3 + V/3) par (—2- + V/3).
Les calculs concernant les intégrales sur les barres obliques ne change pas.

En revanche, les simplifications directes relatives aux intégrales sur les barres horizontales
et verticales ne sont plus valables ici, car la périodicité des fonctions x ne peut étre
utilisées sur les barres qui ne traversent pas la période.

On peut néaumoins donner les valeurs de ces intégrales en faisant des choix précis de
fonctions test.
On établit donc que

1
3
bagry(hO8™ + REETVdy, = %baﬂem

B e

/ b"‘ﬁw(”op + Uop+)dy1 = %bo‘ﬂ%'

(X
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Par conséquent, ’expression des ¢* est donnée par
q ) Y qaﬂﬂp

5 3 3 1 _
12q2ﬂ9p = (5 + \/g)baﬂop - Zbaﬂop - Zbaﬂop — Z /Y 32baﬂ0pk' ldz
=(1+ \/g)baﬂOP -1+ \/§)baﬂ0p

= 0.
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B.PROBLEME DE THERMIQUE- CAS BIDIMENTIONNEL.

Nous étudions maintenant une structure bidimentionnelle, dont la géométrie est identique
a celle de la coupe horizontales de la figure (1).

Sur cette structure, nous définissons le probleme thermique suivant:

0 ousb

— ——(a;j—) = f dans wes
33:,-( 7 Oz; )
1)
(]‘) \ aij%uTni = 0 sur 8t56
3
[ u¥ =0 sur

Nous supposons f dans L2((2).
D’autre part, nous supposons les a;; constants, indépendants de ¢ et de §, et tels que

JA > 0,VE€R?,  aiéit; > ALt

Sous ces hypotéses, le probléme (1) a une solution unique u®®.

1. RAPPEL DE RESULTATS D’HOMOGENEISATION

D’apres des résultats classiques d’homogénéisation, nous savons qu’il existe un prolonge-
ment P°u® de u®®, qui converge faiblement dans Hj(w) vers la solution du probléme
homogénéisé

_ g o
(2) % 0z ;0z j

uwb =0 sur w,

=mes(Yy)f dans w

ou les coefficients homogénéisés qu sont donnés par
1 3xj
3 ?. — _/ a;: — a.k_6 d
(3) 9 Y] Yo'( ij i 3yk) Y,

les fonctions xg étant solutions du systéme

4

i_ ..
a0 2 ZY3) g
oy
| X3 est périodique dans Y.

A

(4)

sur Ots
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Nous nous proposons a présent de faire tendre § vers zéro dans le probléme homogénéisé

(2)-
2. ESTIMATION A PRIORI SUR xf; ET RESULTAT DE CONVERGENCES SUR qu.

Multiplions par xﬁ le probléme (4), et utilisons la formule de Green .
166

Puisque mes(Y;) = §(3 + V3 — 7 + 6%0(1), on obtient

(5) |VX£|L2(Y6') S 65%

En conséquence, on a

(6) 6qu — g};, lorsque § tend vers zéro.

Décomposons maintenant Y’ de la méme maniére que pour le probléme d’élasticité.
Alors on a

6! q,J <3+ V3 — #)a,J

_ 1
(7) 6~ (/— /H+ /— /V+ /91 /02 /;3
+/+/+/+/+/+/—C )aika_sdyldgh
07 Jez Jeg Jef Je§ JNs Rs Yk

Les deux derniéres intégrales disparaitront lors du passage a la limite en 6. Nous allons
maintenant voir ce qu’il advient des douze autres intégrales par le méme passage a la limite.

3.CALCUL EXPLICITE DES COEFFICIENTS ¢};

Dilatation des barres.
Barre Hj
Rappelons que Y = [—

11
3% 303
on utilise encore le changement de variable



et le changement de fonction

¢(yl, yz) = dy- (Zl, 22)-

D’apres (5), on a _
|VX§|%2(Y6*) < G4,

donc
J
/ i (a—)y(j)Qdyldyz <Cé,
)
c’est a dire
an -\26
-1 §H bl <
/Y (26 Bag ) 2dz1dz2 <Cé,
d’ou .
~19sm- i- 2 .
2
De méme,on a .
Ixsn- j- 2 .
Bm 2h]™ dans L*(Y') faible,

la constante 2 n’étant destinée qu’a simplifier les résultats.

On a )
j

67t / aik%dyldw
H OYk

&

o} ox;
=61 ==L 4 a0 =28 dy d
Hf (alayl +a23y2) yrevz
ij - axj “\6
_ g1 _9XsH Cos—19XsH-\ 0
= /Y(a,l 821 +a,225 ——622 )2d21d22,

et donc

(a,—l h{_(z) + aio hé_(z))dzl dzs
Y

= ]Y aihy”™ (y)dy1dys.
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Barre H; :

Par des arguments similaires a ceux employés pour la barres H; , on montre que
_ ax} :
§71 / aika—6dy1dy2 — / axhit (y)dydys.
H} Yk Y

Barre Vj :

On montre que

—18X§v— j— 2 .
b a——kvf dans L*(Y') faible
21
O’ . :
—>g—V— —+ 20~ dans L*(Y) faible,
z2
donc
oy’ 0. ap O
-1 - OXs _ 51 19Xy ai2 OXsv
5 /V aingy Ldyidyy = § /Y (a,15 S o )6dz1dz2
et
! -
&1 /v- aika_;lfdyld?h _’/Yaikvi (y)dy1dys.
&
Barre V&+ :

On montre que

ax? :
5_1/ aikg)‘(idyld?h —’/ aixvit (y)dyrdys.
v Yk Y

Barre 0}5 :

On montre que
y]
ang.‘
821

X34
22

— 6% dans L*(Y) faible,
51 — 03 dans L*(Y) faible,

d’ou
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1, ,0xbs V3 ,_10X, V3, Oxhe, . 1. 19Xde, 1, -1
/;/[all(é_ 321 B 2 6 622 )+al2(7k6 821 +§5 622 )]k6 dz
% / [a,-l(k'e}f — V/3019) + ain(k' /361 + 61 )] K1z

Y

=3 / [(Fais + ¥'v/3a)6l? + (~VBais + )6y’ | ' dz.
Y

De méme, on montre

j . ) .
571 [ angbaundys = 5 [ [(VBen + Kl + (o + VBa) P K
i o 3 J,

Barre 63 :
De méme, on montre

SV | |
o / " 6X6 e ; / [(\/gk,a“ k'a,-2)9f1 + (@i + \/gaiz)egj} Kz
A Yk 2 Jy

Barre 6} :

On montre que

J . .

5_1/ aik%dyldyg — -1—/ [(k’ail — \/§k’ai2)9f’ + (\/?:an + aig)Ogj] k’—ldz.
ot Oyr 2 Jy

Le calcul pour les barres 63,6%,07 et 63, est le méme pour 6},67,63 et 63.

Autrement dit,on a

¢;; =3+ V3)a;j — /Y ai(hl™ 4+ BIT)dy — /Yaik(”i_ + vit)dy—
,/ [(k @i + ¥'V3ai2)(6) + 657) + (—VBair + ai2)(87’ + ofj)] K dz—

l\DIo—A

[(VB¥ain + Kain) (67 +697) + (—aa +V3ai)(57 + 67)| k' ™" dz—

[
{

(8)

(VBWai — Kain)(69 + 079) + (an + VBaua) (6 + 07| &' dz

NI'—‘ l\?ll—‘ Mln-l

(Kaix — V3 a)(6 +61) + (V3ai + an)(6§’ +61)| k' dz.
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Nous allons maintenant chercher a préciser les valeurs de ces intégrales.
Multiplions par la fonction test ¢ Y-périodique et trés réguliére le probléme (4).
Il vient

0 0
/‘ axl (Xﬁayl y]) a: dyldyZ — 0

Aprés multiplication par §71, cette expression s’écrit aussi

9 J
6! Y_(akz 321 - ak])'_dyldyZ = 0.

Nous allons partager Y3s* en les différentes barres précédentes, puis développer les sommes
plagées sous le signe d’intégration .

Barre Hj :
On a
_ axi
6 / (a5 En akJ) o 22 dyydy; =
a1 aX&H— —13X6H- _akj( Oy 6 1
/( + akd "0z (3y )(zl’ %2 2+ )dz
/Y(amh{_-kakzhg_ ak])( )( u—-)dz—
= aphi™ — k; "3 dz.
[ (@t = %0 (52) 2 -3)
Barre H;' :
On a
j j+ _ Gkj 1
6~ / (akz By —akJ)a—dyldy2 —>/(ak1h )( )(21,-2)d2-
Barre Vj~
On a

a} . 1
5_1/_(%1 3;31 ‘“‘J)a dyldyz—*/(akw, —aﬂ)( )(—i,zz)dz.
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Barre V6+ :

On btient
ax% 380 ' j+ agj 8go
V6+(akl—aa - akj)a—ykdyldyg — /Y(G,k[’vl )( k)( Z2)d2
Barre 6} :
On a
A}
51t - —
o}(akl 3w ak])a dy1dys
—_—
1 ) .
§/y [(k'“kl + k'VBarz)8y” + (—V3ars + axs)6;’ — 2““’] X
0
X (a?ji)( k' -1 21 +a1,%—§k' 121 + Q)k' le—
1 1.,- 3, - —
§/YA}C X é_y_k (Ek, 121+a1,§k' Yo+ ap)k dz.
Barre 6?2 :
On a .
§1 / (akz - ak;) dyldy2
1 . .
5 /;, [(\/gk’akl +Ea)0? + (—ap + V3ay2)037 — 2akj] X
0 1.,_ -
x (6;)(\—/——k' = ag, 5 T e Tz =
/ A2 x (_\_/—_k' -1 az,%k’_lzl +a1)k'_ldz
Barre 02 :
On a

- ax. Ay

5§t A8 g )—
/og(akl oy a’“’)ayk dyadyz

—

1 . .
E / [(\/:";k'akl - k’akz)e? + (akl + \/§ak2)0§’ bt 2akj] X
Y .

oo\, V3 1
X (8;1)(———16' ! 1—a2,—2-k' 1zl+0q)k: ldz =
_1 s (90, V3 1 -1
_§/yAkx(3yk)(7k 1—a2,——k 21 —aq)k'” ldz.

97



Barre 6} :

On a .
_ ox3 Op
6 1/ ap—% — ap;)——dy, d
02( G0, k])ayk y1dy,

1 ) .
/ (K ks — ¥'VBara)8 + (VBan +ara)6}” - 2a45] x
Y

(|

,—1 \/§ —1 1—1 _
x(ayk)( —k 14 o, —k Tn+ta)k Tdz=

_ 1 4 Oy 1—1 \/3_ —1 1—1
—ELA X(ay )( —k 1+a1,——k Zl—az)k dz.

En faisant le méme calcul pour les barres qui restent, et en rassemblant les 1ntegrales sur
chaque barre, ’expression

_ 0 0
6 1/02(ak1 3); akj)a_;okdyld!h =0

donne 4 la limite, en utilisant le fait que ¢ est périodique en y; et ys :

/Y (ama(Rit + b~ )—ak,)( )(z1,2)dz+ (9.1)

+ /Y (an(vit + 0] — ax;) (%)(—»22)0’{2 + (9.2)

I %/YA}C X (% (;k' L+ o, \f;k'—lzl +ag)k' " ldz + (9.3)
+%/y,4§ x (%)(?k' lzl—ag,zk' Yo +a)k " dz + (9.4)
n %/YAi x (%)(—?k’_lzl — ag,——;—k'_lzl — o)k " dz + (9.5)
+%LA1 x ((%—E)(-;—k'—lzl +a1,——?k'—lzl —ax)k' "l dz + (9.6)
+ .;. /Y A3 % (g_;)(%k'“‘zl — oy, —\g—gk'—lzl +ag)k' " dz + (9.7)
+.;.LA‘,1 x (%’t)(—?k“lzl+a2,%k'—121 —on)k "z 9.8)
+%/yA; x (g;f;)(?k"lzl +a2,—%k’_lzl tak'dz+ (9.9)
+ %/YA?c x (%)(%k'_lzl - al,—gk'_lzl toa)k ldz=  (9.10)
=0.
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En nous inspirant des choix effectués dans (Cioranescu-Saint Jean Paulin)[1] pour d’autres
types de structures réticulées, nous allons, dans I'expression limite précédente, choisir une
fonction test ¢ de la forme

©(y1,y2) = p1(n1 ye2(y2),

ol ¢ et g sont des fonctions réguliéres périodiques en y; et y; de période 1.

Etudions en détail les différents termes obtenus.
Pour Pexpression (9.1), on obtient:

/(akz(h’++h’ )—ak,)( o) (o1, s =
= a(3) [ (anh* + 1) - ;) (G2 ) )z
6’“”2( 2) / (an(hi* + hi™) — az;)ea(z1)dz.
Pour l'expression (9.2), on obtient:
/(ak,(v' +ol” )—akj)(a;)(%,zz)dzz
=523 [ (@l 007 - a)ea(er)de

. 15}
+<p1(§)/Y(a2,(v,J + v] )—a2j)ai;22(22)d2.

Choisissons une fonction test ¢ tel que (,02(%) = (9(,02( ) = 1(1) = as01( ) = 0. Alors,

la somme des intégrales correspondant aux barres obhques est nulle ((9.3) a (9.10)) .

1 1
Choisissons une fonction test ¢ telle que —gi;l(%) # 0,etg02(§) =p1(=) = 6901( )=
2
on obtient
(10) (agz(hH' + h" — ay5)dz = 0.
=1

2

Choisissons une fonction test ¢ telle que %—Z—](%) # 0,etpa(= ) 6<p2( ) = 1(%) = 0.
1

on obtient

(11) (au(v + v{_) — alj)dzl = 0.

_1
2
Gréace 2 la périodicité des fonctions x,+ et Xjy+,on a
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/ hitdy = / hi=dy =0
Y Y

/ v§+dy=/ vg_dy = 0.
Y Y

Les expressions (10) et (11) impliquent que

(12)

1 22
(13) .
2 .
(@]t o] )de =
-1 11

Reprenons I’expression constituée par la somme des intégrales correspondant aux barres
obliques. Nous avons déja montré que cette somme est nulle.

En choisissant une fonction test ¢ telle que @2(y2) = 1, on obtient par les mémes techniques
que dans le cas de Velasticité le résultat suivant:

(14) /(A1+A%+A’{+A‘;+A§+A§+A1+A§)dz=o.

Y
En choisissant une fonction test ¢ telle que ¢1(y;) = 1, on obtient de méme
(15) ‘b£+£+£+£+£+£+£+ﬁw=u

Ecrivons maitenant I’expression de ¢f; en fonction des A;. On a

a;209; a;101;
* 1 J 1 J
azz a
1

- §/ ((A} AT+ AR AT AR AS AT+ AN - 16a,~j)k'—1dz,
Y

Rappelons que

D’apres (14) et (15), on a

* a;009;
¢l =3+ VB — =~ - —— 2

* '_2 G282 G40y
qij = 4035 — - ’
az2 ai
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soit

* 412021
qi1 — a1y ——
(129)
* 12021
oo = Q22 —
ai
* — *
gi2 = ¢31 = 0.

4.COMMENTAIRE:

Comme dans le cas du probléme d’élasticité, les coeflicients limites que nous obtenons sont

les mémes que ceux que nous aurions obtenus en traitant une structure ne comportant pas

les barres obliques.

Comme dans le cas de 1’élasticité, nous reprenons tous les calculs précédents avec la

seconde structure présentant des barres horizontales et verticales qui ne traversent pas

entiéremment la période et les mémes barres obliques que précédemment(voir figure 3).

La encore, on trouve

3 1. 1+3
b

—a,-j —_ -—16(1,']' 8

.5 3
g = (5 +V8)ayj — Jai — 70— 3

soit
ij = 0.
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ANNEEXE : DILATATION DES BARRES.

PREMIERE STRUCTURE ( FIGURE 1):

Barres horizontales et verticales.

Transformation de Hy en Y:

Z1 = yl
P11
5” 2
Transformation de HZ s eny:
2 = yl
+ 1
Y2 5"
Transformation de V5 en Y:
2 1 1
{ =Fn+53
= Y2

Transformation de V& enY

2 1 1
{z1=3y1—3+§.

2y = ksyz

SECONDE STRUCTURE ( FIGURE 3):

On pose
4v/3
ks = ————
3vV3—46
" 24
~ V33 + /3 - 168)
et
o6 18- 7V3 — 201/36 + 206
! 48 — 1613
s TV3—4/36+46—8
012 = .
16(1 — v/3)
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Transformation de H; en Y:

Transformation de H ;’ en Y:

zZ; = k5y1
+ 1
5y2 2

Transformation de V,;~ en Y:

PREMIERE ET SECONDE STRUCTURES:

Barres obliques.

Transformation de Of enY

VR V3
21=k5(§y1+—2—y2—§af+ 2 Ot)
1, V3 1 V3 o8
1=l gty 1+22‘
Transformation de Of en Y
15, V3 5
a3)

VL] 1

z1=k5(7y1+§y2 20t +7
1, 1 V3 \/' 1,
‘_a2 .

n=g(-gntgu-ge 3
Transformation de O en Y
V311 V3
51 = ke(Tgun — gt~ 3o+ )
1,1 V3 \/‘ 1
21—3(§y1+ 2y2+ 5 +§ ajy).
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Transformation de O} en' Y

1 V3 1
Z1 :k5(2y1 -5 Y2 2Otf+ o )

2 9 2
1 /3 1 \/§ 1
Zy = 3 71/1 + §y2 - 2 203)

V3

Transformation de Of en Y

;1 V3 1 V3
7 = k5(§y1 + —2—?!2 + Eag - 7013)

V3 1 V3 s 1,

2= ——2—y1+—y2——

2 2 2
Transformation de Of en Y
ARV | 1, V3
o =ks(5y1+ 592 + §a‘f - —2—a6)
1 V3 V3

22=3(—§y1+—2-y2+ ) 5+2 2)-

Transformation de Of en Y

V3 1 1, V3,
1 = K (Gw = g+ g0f = o)
=1+ L - Lot - Lot
Bt o %2

Transformation de O§ en Y

;1 V3 1 V3

21 = ke(gu = 5 ve 501 - 70‘6)
1,4/3 1 V3 of

a=glgntgnto +2 ).
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