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ETUDE THEORIQUE ET NUMERIQUE

DE PROBLEMES D'HOMOGENEISATION ET

DEPROBLEMESDECoNTRoLABILITEINTERNE

Cette thèse comporte deux parties, dont chacune est une étude d'un problème d'équations

aux dérivées Partielles'

La première est dédiee aux comportements asymptotiques d'une structure élancée présen-

tant une périodicité' Elle est intitulee

COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES D'UNE STRUCTURE ELANCÉE

DEPENDANT DE TROIS PETITS PARAMETRES.

I On y étudie les convergences des petits pararnètres pour un système de Poisson : d'abord

théoriquement sur une tour tridimensionnelle, puis mrmériquement sur une structure bidi-

mensionnelle par une méthode de décomposition de domaines'

La seconde Partie traite de

QUELQUES METHODES NUMERIQUES POUR LA CONTROLABILITE INTERNE

DE L'EQUATION D'ONDES LINEAIRE ET NON LINEAIRE'

On y développe des méthodes pour Ia contrôlabilité interne mrmérique d'équations des

I ondes périodiques, sur systèmeJhnéaires on non, par recuit simulé, gradient conjugué et

Point fixe.
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Introduction des problèmes dthomogénéisation

Les structures réticulés qui font I'objet de ce travail sont appelées "very thin ta'II structures

dans les littératures mathématiques ou mécaniques. Dans cette définition, de nombreux

adjectifs décrivent la structure.

Notre structure est donc élancée : sa profondeur est plus importante que la largeur de sa

base, mais elle aussi mince. Par cet adjectif, on indique que la proportion de matériau

(par rapport au volume dans lequel la structure s'inscrit) est très taible. La dernière

caractéristique de ce genre de structures est la périodicité : on peut reconstruire la structure

à partir d'une période (appelée plus tard cellule de référence).

Ces quelques mots s'appliquent à de nombreux cas, aussi nous limiterons-nous à l'étude

d'une tour particglière. D'autres structures ont été étudiés précédemment, citons entre

autres les travaux de D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin.

La totu étudiée se définit par I'intermédiaire de trois petits paramètres, auxquels on ajoute

un dernier paramètre fixe : la hauteur de la structure. Pour les situer un peu mieux nous

allons les caractériser simplement (ils seront détaillés ultérieurement). Le premier indique

l'épaisseur de la structure, le second reflète le nombre de cellules périodiques et le troisième

reprrésente la proportion de matériau. Le but de ce travail est d'établir le comportement

limite de la structure lorsque ces trois petits para^rrrètres convergent.

Dans ]e premier chapitre, on analyse I'importance de I'ordre de convergence des petits

paramètres sur le comportement limite d'un problème de Poisson. La structure envisagée

ici est tridimensionnelle.

Déjà abordé en domaine bidimensionnel dans les articles de D. Cioranescu et J. Saint

Jean Paulin [CioSJP2] et [CioSJPS], ce problème presente ici la particularité de ne pas

oftir de symétrie entre les variables 1 et 2. A cet égard, les démonstrations proposées

s'appuient non seulement sur les méthodes relatives aruc tours ([CioSJP2] et [CioSJP3])'

mais également auc méthodes utilisées sur les grillages [ciosJPa].

Dans Ie premier chapitre, nols avons regardé le comportement limite d'une tour tridimen-

sionnelle lorsque les divers petits paramètres la decrivant tendent vers 0. La seconde partie



est consacrée à l,étude numérique théorique de la séquence de convergence (e, e,6) sur Ia

structure bidimensionnelle (fig.l), le comportement asymptotique de cette structure étant

prouvé dans [CioSJP3].
Cet objectif est réalisé par utilisation de la méthode des éléments finis dans la résolution

des systèmes d'équations aux dérivées partielles, et d'une méthode de décomposition de

domaines. Cette dernière permettra de résoudre les problèmes d'interface apparaissant

lors de la convergence du paramètre e.

La méthode de décomposition de domaines utilisée a permis de résoudre notre problème

d,interface, la convergence est obtenue en quelques itérations. De plus la spécificité de ce

type de méthodes permet d.'évoluer vers des algorithmes parallèles. Le choix d'une méthode

de relaxation a été dicté par la présence de systèmes différents sur les sous-domaines et la

particularité de notre problème sur I'interface'

Le choix d,une triangulation plus fine a,méliorerait les résultats numériques, mais I'objectif

initial, qui était d'étudier la structure, est atteint avec celle-ci. Aussi peut-on conclure

à l,efficacité de la méthode de décomposition de domaines par relaxation sur l'interface

couplée à un résolution par éléments finis pour ce type de problèmes'



Chapitre L

ETUDE DU COMPOTUTEMENT LIMITE DU PROBLEME DE POISSON

SUR UNE STIIUCTURE TRIDIMENSIONNELLE DEPENDANT

DE TROIS PETITS PARAMETR"ES

l.L Position du Problème
1.2. Cas € << e

1.2.1 Homogénéisation

1.2.2 Convergences i e -> 0, Puis 6 +
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1. Etude du comportement limite du problème de Poisson sur une structure

tridimensionnelle dépendant de trois petits paramètres

Ce chapitre analyse I'importance de I'ordre des convergences sur le comportement limite

d'un problème de poisson sur struture réticulée dépendant de trois petits paramètres.

Abordée en domaine bidimensionnel dans les articles de D. Cioranescu et J. Saint Jean

paulin [CioSJp2] et [CioSJpB], cette structure présente la particularité de ne pas ofirir de

symétrie entre les variables 1 et 2. A cet égard, les démonstrations proposées s'appuient non

seulement sur les méthodes relatives aux tours ([CioSJP2] et [CioSJP3]), mais également

aux méthodes utilisées sur les grillages [CioSJP ]'

l.L Position du Problème

Ce chapitre est consacré à l'étude de la tour tridimensionnelle décrite ci-dessous. Cette

structure réticulée est définie par quatre paramètres différents :

o la hauterr L,

o la longueur d'un côté de sa ba.se e,

L
. le nombre de cellules N dont on dfiuit le petit para,mètre e tel que t : 

F'

.etenfin6caractérisantlaproportiondematériau.

Ce sont ces trois derniers ,!etits" para,mètres que nous étudierons. Sur le schéma suivant

figurent les divers petits pararnètres'

3



d,t2
+

'l

A / 0u"t6 \- 
h\,ti) 

: I dans c'r'"6

r .1 "6  :0  s ru  B '  :  { l ro l | |5 ,ce  :  0 }

6uee6
atih r:  o surl""ô - u'ee6\Be

L

La structure est composrée de murs verticaux reliés par des plateaux horizontaux distribués

périodiquement. Les plateaux présents à la base et au sommet de la tour sont de hautetu

e6l2 tandis que les plateaux internes sont de hauteur ed (hypothèses émises afin de sim-

plifier tes calculs).

Nous étudierons le système de Poisson suivant :

(1 .1 .1 )

où cr.r""6 est la tour, B" sa base et n la normale extérieue à w"t6 .

on suppose que tes hypothèses suivantes sont satisfaites

f f continue de R'3 dans lR
(1.1.2) {  :

I res aai sont constants et vérifient fA > 0 tel que V€ e ]R3, aU&€i 2 A€Ét,'

4



Ces hypothèses impliquent existence et unicité de la solutionu"'6 du problème (1.1.1) dans

Ht(*"'ô).

Notre objectif est d'établir I'influence de I'ordre des convergences des petits paramètres,

ce qui est réalisee par l'étude des séquences de convergence suivantes :

o homogénéisation (e), suivie des convergences convergences de e puis 6, mais aussi con-

vergences de 6 puis e (séquences (e, e,6) et (e,6,e))'

o Ensuite, on considère le cas particulier d'une structure où le nombre de cellules et

l'épaisseur de la tour sont liés (il existe k tel que lee : e). Cette analyse s'intéresse tout

d,abord aux paxamètres e et e, et finit pa^r l'étude du paramètre 6 (séquence (ke : e,6))'

o La dernière séquence étudiée sera (e, e, ô)'

comme précisé en introduction, la convergence du paramètre e est toujours considérée

avant la convergence du paramètre 6.

Remarque : Dans ce chapitre, les indices latins sont à valeurs dans {1,2,3} tandis que

Ies indices grecs sont à valeurs dans {1,2}'

L.2.  Cas e << e

Cette situation signifie que la période est de taille bien inférieure à l'épaisseur.

L.z.L Homogénéisation

Soient

(1 .2 .1 )

{ Ë

:  s1ee6 n t ; (1 -  6)  < , r . f , \

: ssee6 
" 

{-;1 rz 1 -ift- ô)}

: g1ee6 n tl ", l< itt- 
ô))

les différentes parties de la tour, on y distingue la partie perforée arfi"6 des parties

perforées ,Tô.



Soient

ceô -e+

(r.2.2)

les différentes parties de la frontière'

5;06 6Yeo

I geô6 66eeô

ffiNS6ôrroÊ€ô

Les faces visibles des frontières

Dans ce qui suit, nous noterons /l'extension de la fonction .f par 0 dans les trous.

{ l  cr ls T, *r : ; ,  o < ,s < L}

u{l  " ,  l<;,  i t t -6)3,2=1,*r-L}
u { l ' ,  l :  9r, 

i f t  
-  6) S *z s;,  o < ns < L}

{ l  " ,  lS l ,  * ,  -  - ; ,0 (  re < L},

u {l ", É;, - 
i  s,, s -f,G - 6), rs: L},

u{l ' ,  l :T, - isrrs-T$-6), o <rs<L}

{l *, l :92, | *, l< if, 
- 6), o < ," < L}

u { l  " ,  É;,  I  rz 13 i<t 
-  6),  ne :  L},

qeô -uo



Théorème 2.1

L'extension ù,""6

(1.2.3)

de u'"6 par 0 dans les trous satisfait

lri:b 
^ uf dans r/l(cuif) raiute

I tfg, - u6o dans L2(wgô; faibte

où u"f et ufi6 sont solutions de

( t .2.4)

- *"("',ffi) : t dans ar!6

-*,@tW) -6r dansarfiô

6u'f - v5a sur f!ô : Aw36 n\w'!

.,ffi"+ : qrB arWn* sur rt'
u' f . :o  sur{ca-o}

'r,ffirf -o surs!ô

n uffini : o sur '5f6,

où n{ , resp. no , est la nomale extérieure au domain" rt', resp. ut!. La matrice (uoB) est

Ia matfice des coefficients homogénéisés défrnis par

aaga\p
QoF : aa7

Démonstration : Soit

.€î"6 : 
"rrW vi,i el,",3'

On reécrit le système (1.1.1) conrme suit :

(1.2.5) -div{t"6 : lu)e.6f dans c,..r""6.

Par les méthodes classiques, on obtient les estimations a priori

/  l l l " ""ôl l  ntç,2cea1 3 c

\ l€o'"' l"r1r"'ry < c.

7

(1.2.6)



A I'extraction d'une sous-suite près, on en déduit la convergence

(î"0 - €io Lr(r.o) taible.

Soit y"d la partie de la cellgle de base y : ( -;,;)' x (0,1) occupée par le matériau.

(-elZ,el2,l)

(e12,-el2,O) (e12,e12,0)

La cellule rePrésentative Y"6

On notera Xp lafonction caractéristique de I'ensemble 'E'

Soit

Cornme f,,1ce6 est une fonction périodique en sa troisième variable, on a

O(tr, *r) :  
lot 

,"*(*r,*z,as)das

_ It 
si I c1 É;,if, - 6) st uls;

-  
\o si  l11 l<;, l rr l<iO-A.

x,,. ,( . , ,?) - o(., .)  dans tr2 ((-; , i ) ' )  t" iur",

(1.2.7)

on en deduit

(1.2.8) -div {"ô : @(q,u)f dans o'r"ô.

8



Comme pour le problème bidimensionnel traité dans [CioSJP3], on identifie {"6 dans les

trois sous-parties de wt6z

o dans ariô (i.e. les murs verticaux sans trous), on a

u"'6 - u"f dans f/l(c.riô) raiute

avec ut'. satisfaisa"nt

(1.2.e)

. sur la partie centrale assimilable à un matériau feuilleté, on identifie €6ô, limite d.€'"0

dans c.rfi6, par la méthode varitionnelle.

Soit you6, partie centrale de Y"6 ,Ia cellule représentative décrivant la structure de ufit6

x3 G1!2,e(l-6V2,I)

(1/2,-e(1-ô)12,0)

La cellule rePrésentative Yo"6

et W"6 la solution du problème adjoint

*(",,#): 
, dansc''r!6,

l-hb"#):o 
dansYs"ô

I aw'
\""ffry 

: o sur âY6'6 - ({st : o} U {ss : 1})

lW"o - a" gys-periodique de moyenne nulle'

I

(Ll2,e(L-ôY2,0)

(1.2.10)



On vérifie aisément que

(6
t0  su r0<As3-

W.ô-l  
""-2

It  surl- l=rr=t( ,

est solution. On étend cette dernière en une fonction de f/l de moyenne nulle, toujours

appelêe Wu6.

En notant "f# I'extension par périodicité dans la direction gs de toute fonction / définie

sur Y"6. on définit

(1 .2 .11) w"'o(*r,r2,rs) :  e(w'ô(\-?)u +*, d'ans c'r ' "6,'  ' € '  € '

cette fonction appartient à HL(u"6) et vérifie

yyee6 ̂  rs dans f/1(a.r"6) faible.

Remarque : proronger direcre*ffi"foffirtryiô) n'esr pas possible car

Par contre, ce problème est levé si I'on prolonge par périodicité (W'6(gs) - 93) car

(W"6(ys)- ys)(O) : 0 : 1 - 1 : (W"o(vt)- se)(O)'

On multiplie alors le problème (1.1.1) par ÔW"6' avec Q e D(ufi6), on a

1,r.,* (€io*'"' #, . €â.,ow,*' #1 : I,r.,d'x f QW"'o v Ô'

Des termes sont omis car W"tô - o3 est indépendante des variables fr1 et 12, tend vers sa

moyenne nulle et vérifre

6yyee6  -  ^^ - raW"o- -yù r3 l  +  1 :0 - l+1 :0  dansa ; " '6 .
6 : "  6  

te ' ' r - v

On prolonge €s Par 0 ce qui donne

I,r,o'Ç";ow""o #, . €i,"o*"* #1 
: 

I,r,d'x f QWeeox'6' v Ô'

10



On passe à la limite en €, en utilisant les convergences établies t* ât"o et W""6 , on obtient

l,ro'(ry:'#"" + €g',o #",) : I,ro*o("" rz)lÔns Y Ô'

relation où €9'6 - tim(âi"6 X-"o.a) pour i : 1,..,3.

Une intégration par partie et l'utilisation de (1.2.8), donne finalement

€3"ô: o dansorfi6'

ce qui implique dans (1.2.8) qn"

-W : @(rr,rz)l dans c,;fiô,
ora

en remplaçant O(., .) p* sa valeur (relation (1.2.7)), on a finalement

(1.2.r2) -W - 61 dans a''fi6'

Maintenant, por identifier l'équation en ufi6 , on prolonge pax 0 la fonction uee6 6*r" ,ee6 .

Ce prolongement fait perdre de I'information sur ut"ôca,r le prolongement est dans L'(r|o)

et non dans I/1(16o). Mais à l'extraction d'une sous-suite près encore notée ù,""6 , on déduit

de (1.2.6) la convergence

ù'"6 ' u36 dans L2(u56; raiute.

De la convergence de

Eî.0 -lit dans L2(u'6) faible,

on déduit

x,"o(â'6 - €3"6 : 0 dans 'L2(crfiô; ftibl"

cela implique alors, en écrivant ô5"' "r 
fonction des dérivées de u""ô :

/ ôu"tô 0u"t6 v,
l5l^u aï * o'"fifX,6' - o'

Cornme le prolongement a lieu uniquement da.ns la direction des 13, on peut intervertir

prolongement et dérivation en frB (ce n'est pas le cas entre prolongement êrr o3 et dérivation

en 0s), il en résulte que

,"uW*ossls(Hfx,y -0.

11



Comme la matrice (aai) est coercive, le coefficient 433 ne peut être nul I ainsi on a

I$t(HY"'"'l:-HW
On a utilis é(âf,6,on utilise maintenant les relations définissant l":o unfonction des dérivées

partielles de u'"6 : on a

lio - (".u#x,B,Y * G,,#*,B",Y
: o.u#(r,,.,f * G*#x,5ol,

en passant à la limite, on a alors

€To : ".u# * aosl,st(HI",,,],

ce qui donne en remplaçant lg6 t(#Y*,f] 
pax sa valeur :

e|îo:(o.u-ry)W
En substituant $"ô dans l'équation (1.2.L2), on obtient l'équation homogénéisée satisfaite

par ufi6 :

-(o,u - ry)ffi : 6r dans a''f6'

On pose

-(o.u-ry): -tas pour0 e{r,2},

et l'équation homogénéisée s'écrit

62 ".e6-q.86;#; - 61 dans t'rfi6'

Pour actrever la démonstration de ce théorème, on établit les conditions sur la frontière

([CioSJPs]).

on choisit tout d'abord la fonction test s e Hr(w'"6) telle que d : Osur 6'ee6 dans le

problème (1.2.5). Après simplification des conditions de Neumann satisfaites pa,r u'"ô, on a

I,r,*'r- # * I,r.,a' eî"0 # : I,r,dn rô * I,r*dn 1ô v ô'

t2



On prolonge et on passe à la limite en e. En utilisant rtgoeô - 0" et en intégrant par parties,

on obtient

- t d*ry+ô - [ o,#r * [ .0,€3Iôn1, + [- "a,sl"oqngJrt '  drt '  JrBt ofra Jt"f Jr"f

- -  |  dnfô+ t  d*@(æ1,rùrô vô.
Jr{ JrSo

relation otr n! est la normale extérieure au domaine u36. En simplifiant cette relation

grâce à (1.2.9) et (L.2.12), il ne reste que

lrro* $ô+ôn* : - 
Iran Elû 6nl v Ô'

on en déduit, les normales nf et nl étarrt opposees sur ft', que

$o*"* : e}t'"* sur rt'

l .e.

7u'f + / azsasB10ufi6aziffin* : (oru - tr)ffi"+ sur rt6'

Reste à prouver les conditions sans dérivées normales.

On a montré que ll ur.6 llsrp,,e ; S C. En utilisant la continuité de I'opérateur trace et Ie

fait que les ensembles arfd sont sans trous, on montre que

u@T6) - t*@'f) dans f/+(fiô) faible.

La convergence ci-dessus et la périodicité de Xrt' impliquent

(i) 'T +(u"'6)xr:;, - h+(u'6) dans '12(ft'; ruiutu

avec fffô - 16'o nrf .

On remarque que

ù3", (*r, n2, ,-s) -- 
f 

u6"o 1rt, n2, rs)slll {l no 11 9r, | *, - mE É + 
Y m €0"N} n 

"o'o
( 0 sinon;
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(ii)

comme le prolongement par périodicité (dans la direction rs) et les dérivees partielles en

16 peuvent être intervertis, on en déduit que

ùeo'o e 11 : {ô e I'2(u6ô) | # 
e t'2(u661y.

L'estimation (1.2.6) entraîne alors que

ù6"6 - u3ô dans 1l faible,

et I'opérateur trace 1a étant continu, on a aussi

u(ù'o"6) - ^+(u|o) duo" L'(f'f) taible.

pour finir, on remarque que le problème (1.1.1) implique que l'on a

(iii) u@To)xrfo : u(ù:o'6)'

En combinant (i), (ii), (iii), on déduit la condition frontière

h+@f) - ^y@36) sur rt'.

pour alléger les notations, on supprime I'indication ?t. Les autres conditions frontières

sont faciles à établir.

Remarque : La matrice des gop est définie positive, aussi la solution du système (1.2.4)

existe et est unique.
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L.2.2 Convergences : e - 0, puis ô "+ 0 dans le problème homogénéisé

Les domaines ar!6, ,!, ,30 dépendent tous trois de e. Pour travailler des domaines fixes

indépendants de e, on utilise une dilatation par un facteur e-l sur les domaines dans

les directions 1 et 2. Aussi transformet-on wt', , u36,,Si6, 56ô et ft' respectivement

en O!, 08, Sl, ,S$ et f!. Les nouvelles fonctions sont notées Vf6 et Vs'6.

Le système homogénéisé résultant est obtenu de (1.2.4) en appliquant ce changement

d'échelle, on étudie maintenant

(1.2.13)

- ":, *(",u#) - r' *("""H)
- e-L*^@rH) -,h@'#): f(ez1,ez2,zs) dans ol

- u'f,@tffi) : o7ç"21'ez2'zs) dans 03

V36 : 6VÏ6 sur fl

(e-'o,uW + o,sffi)r* : "-'eouW-n* sur rl

Vl6:o sur  {zs-o}

(u'",uff*o0,ffi),f :o sur st

n,uffn*:o sur s3

Théorème 2.2

Soient (Vi6,V;6) tes solutions du système dilaté, alors

où V6 ne dépend que de zs et est solution de

_ 1 
Det(arù 

\ry : (2 -ô)/(0, 0, zs) dans (0, z)
\AgA22 -  Atzù2t l  OZâ

v6(01 - s

ffot:o.

( v:o - vô dans r/1(oô*) taiute
)
\

I Yot ' 6v6 dans L2(Q$) faible.

(1.2.14)
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La démonstration du theorème2.2 nêce.ssite un lemme que I'on établit avec des arguments

semblables à ceux employés dans [CioSJPS].

Lemme 2.3

Soit
'116 :  {ô l  ôtn,  € H|(Ol) ,  dtr , i  :  sur {zs:0}}

n {ôt q,,3 . L,(a3),(**),,,3 . r'(o3)}

n {d I to@) : h+(ô) sur r!}.

Alors, iI existe une constante positive C indépendarûe de 6 telle que, pour toute fonction

ô e '116, on ait

| ôt2 r,.-1t s c (6..1, #r2 .zp!)+ 6' | ffiP ",oi, * T | ffP ",<c,s))'

Démonstration du Théorène 2,2: Tout d'abord, on recherche les estimations a priori

en multipliant le problème (1.2.13) par (Vfô,Vf6,6-rV3ô). On a

D I n'# l27,p,a) . | #lf,1o!) + 6-1 Dl u'W 12",1ss1 3

S C I f  17,p,1 (vi6 lszlo!) + lu;6 lpzlo6y).

En appliquant le lemme et I'inégalité de Poincaré, il vient

Dl u'Hl?,rop . l$l?,rop +6-1 Dl u'Wl?'ro3r

< c ( Dl u'Hl,z1o!) * lffllz1o!) .+la-'ffiI',1nsv )

16



et on en déduit les e.stimations et convergences suivantes

(1 .2 .16)

lVi6 l ; ,p'* lS C

lu'Hl!,p1)< c

l#P",u,113 c

l" 'ffi Pn,u"613 c
vïo - vl dans r/1(o!; raiute

"'W 
- wÊ* dans.L2(oi.; ruiut"

u'ffi ^ wÊo dans.L2(o$; raiute.

En utilisant le Lemme 2.3 on déduit encore

lvfô l2p,ss13 ca(?' # l27zp!) . lff l?,rop . T lW l?,rner )

i.e. en utilisant les estimations (1.2.16)

lVf6 l21,1,,,6y S Co.

De cette dernière estimation, on déduit

u|o -.u3 dans r2(o$).

En utilisant la dernière estimation de (1.2.16), on voit alors que Vsô ne dépend que de la

variable 23.

On remarque aussi que les deux premières estimations de (1.2.16) impliquent ,u" 
ffi 

: O

i.e. Vi ne dépend que de zs.

La seconde étape est consacree à la rectrerche des équations limites. Pour réaliser cet

objectif, on choisit diverses fonctions test voisines des fonctions employees dans [CioSJP3].

Dans la suite de cet exposé, les fonctions test sont écrites sous la forme (g+,g-,gs) ; cela

signifie que I'on applique 9+, 9- et 96 respectivement sur les parties E+,8- et 'Es de

I'ensemble.E.
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(1) on choisl Q - (eÔ+,0,0) où s e o(o\). oo multiplie le système (1.2.13) par (0,

on intègre, on passe à la limite et on utilise le fait qt 
#: 

0. On obtient

[^^ o, o,u*1u#, + o,rffiff : o v ô,
Jau*

i.e.

^pW+o.rffi:0.
En utilisant le fait que Vju ne dépend que de zs, oî obtient

aw\ "o.p# : dans O!.

(2) Soit Q : (th+,r!-,6-Lrho) telle Que d+ :1r- :6rlso - rlt et rb e Hr(O,L),'! - thQs)

et t/(0) : 0. Dans le système (1.2.13), les termes frontière s'a,nnulent, et à la limite, on a

Io" o,"lr,o^ lr or(*uwioffi + *ffi#).

* Ir" 0," I',0^ I-r* o,r(orpwlpk + o"tffik) :

: 
Inod,z f (0,0,2s)û+ * 

I*_d,z f (0,0,2s)1h- * 
Irrd,z f (0,0,2s)ûo v o.

On remplace 4)+, û- et tbo en fonction de ry'

lo' o^ I',0^ Ir or(*uwiuffi * o,,ffiH).

* 1," o^ I-ro^ I-r+ d,z2(aspwlrffi * o"rffH) :

: 
In 

d,z f (o,0,4)i) * 
I*_d,z f (0,0,ts)i) * Irrd,z6f 

(0,0,2s)rb v o.

Les fonctions solls les intégrales en zs îe dépendant que de 23, â,près intégration,on déduit

(1.2.17)



où, par exemple, m(w1,8) : 
'h lr 

o, 
It ro^ 

wIp,et I o! | est ta mesure de

l'ensemble O!.

(3) Pour finir, on construit ç : (ezrÛ+,czrû-,ezr6-Ltfss), telle Que d+ - Ib- : 64so: tlt

avec lt € I/1(0, L), ,b : ,lt(zs) et t/(0) : 0 que I' on I'utilise sur le système (1.2.13).

Donnee en fonction de tfs,la limite est alors

ln o"(o'Bw!B'b * o'"ff'ù * ln o"ba':ffi : o v 4t eHt(l'L)

Comme la fonction Ved est indépenda"nte de zB,la seconde intégrale est nulle. On obtient

ainsi un système de deux équations (r : L,2) dont les inconnues sont

(  [  d,z(w!1+w\r) ,tt
) "ço*

l /  dz(w!2+wlr).
[ /n l  

\  - '  r '

Comme (ouùoi est une matrice coercive, I'unique solution de ce système est

( t  dz(wgz+w;) ' l ' -  -(2zgg'--2tggzr\ [  o'#r
, -  ̂  -^ \  |  /n l  

'u '  '  
\ot to" 

-ar2azL/ Jnt*  ozs
(1.2.18) (\r''Z'ro'l 'f 

f d'z(w91+wlr)'b : -(":::':r-=z:*\ [^^ o'#r v 4''
( /ol 

'  L' '  
\otto" 

- arzazr / Jnt* ozs

Les équations (1.2.17) et (1.2.18) impliquent alors

- Det(ar) !'. (f !'!) : (z - 6)/(0, o, zs).-anazz 
- ar2azr ôz!\ 2 /

Le coefficient du membre de gauche est toujours différent de 0 car (ooi)ri est coercive. Les

convergences (1.2.16) et la troisième équation de (1.2.13) permettent de montrer que

ui?ù - 6vl?ù - av!@s) - 6vô(zs) dans (0,r).

Grâce à la méthode variationnelle, les conditions frontières sont faciles à étabtir. I
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(1.2.1e)

La convergence en ô est sans problème (voir (1.2.14))

limite V solution de

la fonction Vd converge vers sa

sur c;f6 :

- 1 1

:  rzl! - 6)
- fr3.

- Det(oni) 
ry : f (o,o,zs) dans (o,z)

ana2z - o'Pa21 ozj

v(o) : 6

Yol: o.
dzs '

L.2.3 Convergences ô + 0, puis e -> 0 dans le problème homogénéisé

Avant de regarder les convergences, on procède à des changements de variables transfor-

mant les domaines dépendants de 6 en un même domaine

(t" -- ?"12,"12)2 x (0,I).

on utilisera, pa,r exemple, les changements de variables suivants :

sur a.r16 :

{ , ,{t:
- 1 1

- (216)(xz + el2) - e/2
: frst

Soient ,t', oE6, Si, S6 les fonctions et ensembles obtemrs à partir de u!ô, u6ô, 1t', 556 '

Remarque : Ces cha^ngements impliquent une modification de la représentation des

interfaces entre u;fiô et w"!. Lafrontière commune 1r, : 
f,\ correspond maintenant à

la fois à la frontière S!ô, à l'interface 11ô du côré w'! et à I'interf*-" fio du côté c.rfi6 i.e. on

tranaille simultanément uuec ut'@r,f,.,rs), o"!(4,T,rr), o36(rr,T,"") qui correspondent

respectivement à ut' (21, î, rr), u': (ir, -+, );, u6o 1'r, 9, "rr'
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Sur la frontière {rr: -Z}, on a une situation analogue'
z

e(1-ô)/2

e ô
+

Coupe du domaine c.r" dans le plan frL,t2

Le système (L.2.20) ainsi obtenu à partir des deux premières et des trois dernières relations

de (1.2.4) est

-#,@,#) -?h,@,#) - h,@"H)-
-3*@,#) - (o)'h@,#) -3*@"H)-
- *@,#) -?*@,#) -*@,#):
: r(,,,I@ * i) * i,^) dans c.r"

-*@,H)-(i=) #,@'H)-
- (i=) h@,#) - (ii' hQ*H) :
: 6f (zr,(l - 6)22, zs\ dans c''r"

u' f  :o  sur{23-o}

G^H *?"*# *o,"ffi)'f : o sur's!

G-#.(*) n ffi)"f :o s'rsfi'

el2

I
rô)t2

x l

(1.2.20)



Dû anx changements d'échelle, on a aussi les conditions frontières suivantes sur {21 : *;}

( ou'f (n,*T,,"") : u36(^,*T,r")
(L'2'2t) 

I (,,, #.?,,,# +o,,ffi)n+ : @,#.(*) o*ff)"+
Théorème 2.4

Soient (ut',a.!,ufiô) Ies solutions de ((1.2.20) - (L.2.21)). Lorsque 6 tend vers 0, on a les

convergences

(L.2.22) { 't ' ,-^'1 
dans f/ l(ar") faible

t o-t'60 ' '3 dans rrl(ar") faibte

De plus, (ri +u'-) ne dépendent que de 21 et zs, et sont défrnies dans (-e/2,e12) x (0"L)

par

(1.2.23)

(1.2.24)

où Ia matrice (tri)r,j.{t,t} de coefficients

rij : ari 
ry 

pour i,i e {1,3}

est défrnie positive.

La limite ufi dépend z!,22, zs et vétifre

t 02u8

J 
- n"uffi : Î(zr,z2,zs) dnns are

l -^rp*nt:o 
sursfi '

22

(r.2.25)



Ces problèmes sont Liés par Ia relation

(L .2 .26)  u \Qt , * | , r " )  :  a ï (z t ,zs )  sur  {21  : * ; } .

L'équation (L.2.23) est écrite avec lqs variables 21 ot Zs, cela provient du fait que \ et 22

n'ont pa.s les mêmes caractéristiques dans la structure : le paramètre 6 est absent dans la

direction 1.

Comme au pa,ragr aphe 2.2, on a besoin d'un lemme pour démontrer ce théorème. Il se

démontre de manière identique ([CioSJPS]).

Lemme 2.5

Soit

? { .  :  {ô :  (ô+ ,ô- ,ôo)  |  ô+  e  H ' ( r " ) ,  Ô+:0  sur  {zs :  0 } }

n {ô: (ô+,ô-,ôo) | ôo€ ,2(Cl8), (#) e L2(u')}

n {ô:  (ô+,ô-,ôo) |  Ôo(zr,+; ,â)  :6Ô+@r,+f, ,*)  sur s!  î { r r :  L;}} .

Alors, iI existe une constante positive C indépendante de 6 telle que, pow toute fonction

ô e 7{e, on ait

| ôo l?.,@.)= r (o' 
1 

r H 127,1,"1 *o' l W 127,1,"1. T 
l # P"'r,"t)'

Démonstration : On multiplie (1.2.20) p* (u'!,at',26-t$ - 6)ufi6), on a

1,"0" (,"(#)' * ?",,HH * o,"ffiH .
2 au{\uf  4 rou{ç.2 Ôa' faut '

* 
-oorr6;-di- * Trorr\6) + la23 u| a""*

* o,,ffi# .?"*H# . ","(#)\*
* I,"az(,=L(r 

-6)qrr (W)' + 6-tq,2W-W.

+ 6-rq2LW-W .6-r(t - 6)-rqrr(E)\ :

1,"0, (tr'f + (1 - o)116o).



On utilise la coercivité à gauche et la double inégalité

I . t -6<1 lorsqueo.o.I

ce qui permet d'obtenir I'inégalité

Aq# ll2r.,(,.)+ ll ô-'ffi li,r') + ll ffi l 'r,r') +ô-' 
*r;* 112v,1,"1)

s ll / llz,@")ll ut' llp"p"1 + | f lur,"tll ufi6 ll7'p"1

Avec le Lemme 2.5 et I'inégalité de Poincaré, on a

efy# ll2z"(,"\+ ll d-'ff U?,r,') + ll ffi n\"r"; t6-r 
1, # 112v,1,"1)

s cll f lb,@")tDtt ffib,r,"1 *c61,#lln,(,")*"T llHllr'(,"r1

ce qui permet a" aearrir" ,", 
"orrrr"r*ences 

x

('t' - 'i dans frl(cr") faible

(1.2.27) 
1 ,-t 

ô!t' ^ *i dans.D2(cu") faible,
l. " ozz

en particulier, on a ui indépendante de zz i.e

uZ : u"aQ1,zs)'

Maintenant, par continuité de I'opérateur trace, la trace deut est nulle en {zs:0}, ce

qui implique que

oX("r,0) : 0.

Les estimations indiquent aussi que I'on a

( a-ro6e - u6 dæs L2(u") faible

t1.2.28) 
{ , - t*d -Y dans.Lz(or") fa ib le.
l. " 0zo Ôzo

De la continuité de I'opérateur trace et des convergences ci-dessus' on déduit

u3(zr,*9r,"r)  :  a l \ r ,zs) sur {21 :* ; } '



Les convergences établies, on cherche les équations limites grâce à plusieurs fonctions test

choisies dans (1.2.20) (Voir [CioSJPS]).
(1) Premièrement, on prend O : (0,0,6-1d), telleque Ô e Ht(w"), Ô : Ô(zt,z2) et

ô : o sw {22 - *el2}. La limite vérifie

0rrE-q"Pff i  :  f  (zr,22,4) dans c'r" '

avec

(^,H*n-ffi)??t:o sursf'

(2) on choisft ensuite o : (6Ô,0,0) où Ô e D(-el2,el2) telle que / - Q@2). on

multiplie (L.2.20) pil O, on passe à la limite en ô et on utilise (L.2.27). On en deduit

02a1 n- 0.i , ^ }'rj : O.anffi * ^azz U; * or"àrrAr,

En se souvenant que u! : uL(zt,zg), onaul : wI(zt,zs). on obtient des résultats

identiques sur tt1.

(B) soi t ,  :  (d,0, ] t r  -qt t ) ,  te l leque ô e H'( (  
,  i ' ï " (0,z,) )  ,  Ô:  Ô(zt ,zz) ,

ô@t,0) :  0 ,et  , t ,e  c t  ( [ - ; ,ZD,r( - ; )  :0 ,4)  ( ; )  :  L , tb  : . !d : )  Dans (L '2 '20)

multipliée pæ O, on intè$e. Ër [.t*èr a:ux Uoras sàîndlent, et à la limite, iI ne reste

plus que

1,"0"(g*(".# * 2a12wea * ̂ ,ffi) . #@,T^ * 2as2we* + """#)) *

*,1,"0",t,#n uH *,1,"0,ôHn uffi :
1 e , f-  

J."d,zôfQt, i , "")  
* ,  

J,"dz$!f(z1,22,zs) 
v Ô, 1b.

Intègrons les troisième et quatrième termes

1,"0, r #^rH : tQtp 1," o^, I - rd,,,bffi)ôQ,,,ùl?, 
- I,"a,wq,Bffi

1,"0, ô#*uH : tuzB( Io" 0,, It ro^ô#yEez\ti6 
- 1,"a" ô,bq,pffi,
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Ia conditon de Neumann suï .9f permet de simplifier I'intégrale de surface erL qLp. On a

donc

1,.0,(#,(^,#.2apw\ + arcp^). #@,T^ *2as2wl+ ",,Y^))*

+ l2q,u( Io" o^ Itro",ôH),btùl'-, 
- , I,.o,o,t^p& :

: 
I,"d,zôr@r,I,rr) 

* , I,"d,zful.tf 
(21,22,4) v ô, 4).

"*(^,# *2apw\* ^'ffi)-
(t.2.2s) - 

"*(^rwu^ * 2as2wl + "rrffi) +

+ 2qzBffi{"r,9r,rr) : ef (zt,T,rr) u* ( -;,;) x (0, 'D)'

Gràce à la relation (1.2.25), aux conditions limite vérifiées pæ ,h et aux faits que at et w\

sont indépendantes de 22, cette équation se simplifie en
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(4)  Soi t  O -  (6(zz+el2)Ô,0,2(1 -6) ( r r -e lz)ù,

ô - ôQù que I'on utilise dans (1.2.20) : on a
avec $ € f/r((0,r)), d(0) : 0, et

*oaa,:i)ô @,,# *?^,# *o,,ffi)
- Ird,s6(22+ilor^,H *'t^,# * o,,ffi)n[

* 6(zz*;)ô(uo,,H . r?oY*,ffi *?0.,ffi>,1
6(r, + Z>f, t"rr# * "S*r#,ouf 2 ou'f orf , *

+ + zasz- * asVT )ns

r.^o(rr+ilo, ou"f
J"o'6É(o"Ë

^o("r+I)ô ,z or"f
+6É(5an^

ôui
azt -

ozt

2 ôaf 0a'! ,
+ Aar2Ë 

+ or" 
A^ )

,2., ôû9 2 7r"f ,
* 16,)'orrË * /-azz ,r, )

ôze

d,s 6(22 * ?ô (oor,# . f?ol' -r# *'r*rffi n;

d,z2(r - ora(":ito ra-ffi+ (1 - .;1-'q,,W)

+ 2(r - u',ru'';Ii' ( (1 - 6\-'q,,W . (t - 6)-'q,,ffi1

[-.a,2G - 6)(", + i>r fo-W + (1 - o)-' q,,E ) nl
JsB

[^" or2(L - 6)(", + i>f t(l 
- 6)-'q ,rW + (1 - a1-'qrrffi ) nl

rr i

: I,"d,z 6(22 + f,)or{"r,f,{r, - il * T,,rr)
* , I,.d,z 

(t - 6)(r, + f,)ar@r,(L 
- 6)22, zs)Q

on parise à la limite, on a

on déduir arors, ,!:',,îl',-r*:."^ïl*uJ,',#) 

: 0 vÔ'

+ô

T,
T"

* 2a22we* * or"ffi : o drro (-;, f,), to,t')
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que l'on écrira

(1.2.80) w1 : -*"(*,# *."ffi).

Utilisee avec (L.2.29), cette relation implique que

- "*^ (^'# - H@'# * o"ffi) * *H) -
(1.2.81)+ -"*(^,# -?"(.,# * o,,ffi) **ff)*

+ 2qzB ffi{rr,I, rr) 
: ef (zr,l, 'r) '

De même, on a (1.2.31)- Pour u1.

(b) On multiplie (1.2.25) par ôQz) : L et on intègre par parties erL za, en remarquant

que

#,: o' n'uffieT'"'zz) : o

ce qui donne

f

J,"ot r@t,zz,zz)
r }ufi 0L- 

J."a"q'Pù a",

- I" o^ It,o,,n utff)\ - Io" o^ Itrorn utffili:
: - Ir' o^ I'"0"n'ul#Q''l'") - ffi{"'-i''")l'

i.e. on a la relation

(1.2.32) - (*r#Q,,|,"") - aroffi@r,-;, 'r)) : 
I '  ro' 

f(21'22'zs)'

(6) La relation (1.2.2g) est obtenue par addition de (1.2.31).," et (1.2.31)-, puis utilisation

de (1.2.32).

Les conditions aux bords se démontrent aisément.
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Pour avoir existence et unicité, il faut encore vérifier que la matrice

définie positive. On a

(t,;j),i,j.{t,s} est

orzaer \
Iazz Iaszazs I

"u  
' /

t AtZaZt 412(131 \
,  \  l a n _  

" *  

a t g _(::::ï):|" "::a, ":::,,|\"rt ,"t ) 
\or, 

- 
W 

aes - 
,* I

(r i j)r, ie{t,s} :

atzazt
at} -

azz
agzazt

ag! -
422

( : :

Comme (aii) est une matrice définie positive, on en déduit que le coeffcient a'22 est stricte-

ment positif et que la matrice inverse de (461) est définie positive. En notant (bii) la

matrice des cofacteurs (avec bii cofacteur de aii), on en déduit que (ô6r') est une matrice

définie positive. Or on a

I ( asa2z - atzazt atsazz - arzaer \: 
6 \asrazz 

- aszazt assazz - aszazs )

ast \
bn) '

positive.

L im i te lo rsquee+0

Afin de travailler sur des domaines fixes lorsque e convergera vers 0, on effectue Ie change'

ment de variables

Les nouvelles fonctions obtenues à partir de u$ et ufi sont appelées vi ervf ,le nouveau do-

maine est u) et les surfaces sont S+ et So. Le problème obtenu à partir

L (bss:6 
\a,,

coûlme (ba3) est définie positive, on en déduit que la sous-matrt"" (lî: lÏ) ,"0'""""

à partir de la sous-marrice pri""ipd" (hl i::) 
* permutant une fois les lignes et une

fois les colonnes) est également définie positive. 
'Ott 

ett deduit que (ra3)a,i€{r,3} est définie

I 
zl, - z"le

l rlt : ,t.
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de ((1.2.23)-(1.2.26)) par application de ce changement de variables est

(1.2.33)

(1.2.35)

Théorème 2.6

Lorsque e tend vers 0, les fonctions Vf (z!1, 
"L, 

zL) et (Vi + V?)(zl, z's) convergent verc la

même limite u :

(t.2.34)
( uf - u aans L2((-t/2,112) x (-r/2,r12) x (0' r)) faible

I 
(v: ! v:) ^ u dans Ht((-Ll2,rl2) x (0, r)) faible

\2

Cette solution est indépendante des variables zl et z'2, et vétifre

| ffi ffi 
: 2fu,,o,zg) dans (0,-L)

{ tr(o) : s

[fftrl: o
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Démonstration : On multiplia^nt le problème (1.2.33) par (VÏ,Veu), on obtient les

estimations a priori suivantes

i ,W |r,q-g,;1*e,L))< c

lW lzz11-$, |yx(o,r))  < c

i ,  #, I u te à,t)x(-$,f ) x(o,L)) s c

et nous permettent d'établir les convergences

( rï *V' '  2u dans f/r ((-t l2,t/2) x (0',)) faible

I ytv:^:vg - 2{n dans ^r2((- T,T, "(0, r)) raibre,
I e ïr't

cette dernière relation entraine que u est indépendante de zl. De plus u est indépendante

de z!2 car la fonction (Vi + Vl) est indépendante de z!2'

Ponr les convergences en Vf , on utilise la propriété

I  V3 lp U-à,à) "(- à,t) x (o,r)) (

S C( t WU; L,,11-$,$yx1-$,f )x(o,r n + | tuï lr '11-1,11"(o,r)) )

ed, à partir de l'égalité

f"L ,_10Vf r_r _ _rr \  
'1

ut@|, rL,'L) : 
| _io"\Ë(zi,r, rî)) + v3@'r, -i,'!'),

J  - t 2

peut être prouvée par les arguments employés dans la démonstration de I'inégalité de

Poincaré. On en déduit donc que

vi - ,o aans .r2((- T,*, ' (-;,|) " to, r)) raible'

L'obtention des équations limites est réatisee en prena,nt tout d'abord, dens la relation

(1.2.33), la foncrion tæt eQQlr,zf) telle que d e I/r((-t l2,l/2) x (0'I,)) er QQtt,0) : 0,
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ona

Io' 0,, I _, 0,, (("-',-Mp *,,,W) #) .
* 1," 0,, I _ r a,i ((,",W * ",""W) iâ)

: z" lo" 0", I-ror, l-rd,r f 
(z1,r,zs)Q *

7L rÈ
* " Io o"L l_rdzl(f 

(21,T,'r) i f Qr,-l,r 'Do.

et en passant à la limite, on obtient la relation

Io" 0", I-ro'r('-W * '*ffi)ffi: o vô'
qui permet de déduire I'expression de râ :

^ 16 0a lagazz - aea,2s\ 0a
t  :  -ÇarL:  - \ " r t " r ,  -  

" t  " i lQ '

Ensuite, on choisit lafonctiontest @ e fl l((O,r)), d(0):0 et Ô: ÔQil, dans (1.2.33).

Ona
1L r* aV: +v3) ayi +v)1 a$
I  arL l-.dr 'r(r-trrt f f  *rt t f f)M-
Jo J_+ \

: , Io" 
o"r l_rorl I_rd,r f (ez!1,r,2'")g+

+ [^" o"L [r ,*r f f ("r ! r , î , r ' r )  + f(ez!1,- î ,"D0.
Jo J -+

On passe à la limite en e ce qui implique la relation

rL  n*  02ur0ô
I a"L I' d,zlr(rs1ptît * rss

Jo 
-  

J - ;  
'02 [ 'Ôz l

f l r *: n Jo 
orL J_tdzlf(o,o,rL)ô, 

v ô

d'où, en remplaçant ?rl par sa valeur, coûlme u ne dépend que de zlsrl'êquation limite dans

(0,.L) est

-( - ''''l''' * ",,) H 
:4/(0, o,zs).
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De la continuité de l'opérateur trace et des estimations, on déduit que V6" etVi convergent

toutes trois vers la même limite. Les conditions frontière se démontrent facilement.

pour montrer I'existence et I'unicité, on verifie que le coefficient ci-dessus est toujours non

nul. Afin de simplifier les écritures, on notera que le dénominateur est anazz - a12a21 Qtri

est non nul, on calcule le numérateur :

a222(rs1rs * r11r33) :

: -( asra22 - aszazr)(ar1a2z - a112azs) * (assa22 - aszazs)(a1a22 - anazt) :

: -asr&2zatgazz * ag1o2zo'tzazs * ag2a21a1gazz - aszaztatzazs

* agsazzarrazz - assa22o,12a2t - auzazganazz ! a's2a2saL2a2l : a22Det(aa|)'

On simplifie par azz gû est non nul, puisque (aU) définie positive.

Il en résulte frnalement la formule annoncée en (1.2.35). Ce dernier résultat achève la

démonstration du théorème. I

Remarque B : Dans $2.2 et $2.3, on a tout d'abord identifié deux types de coefficients

(ua,i etr6r.), mais le coefficient final obtenu lors de la dernière convergence (voir (1.2'19) et

(1.2.35)) est le même.

1.3 Cas lee:  e

Dans la première partie de ce paragraphe, on suppose 6 fixé. Comme précédemment, on

transforme le domaine dépenda.nt de e (i.e. de ke) par dilatation. On obtient le domaine

O!6 inscrit da,ns (-Llz,Ll2)' x (0,.L) par le changement de variables suivant :

[ ", 
- a.l@e)

1"":  *t

On remarque que, à travers le nombre de cellules, le domaine Ofd dépend encore de e dans
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Soit Ve"ô( zrtz2t"") : ukr,"ô(rrrfr2,frB). Le système (1.1.1) devient

(1 .3 .1 )

- &ù- *,@,w) - rr,)-' *@'w) -
- (k,)-' *("",w) - -#"G*w) :
:. f (kez1,kez2,zs) dans Q!6

ykeô -g surB : { lzoÉt ,ze:oI

({nù,oæff * on ff)ro 
: o sur rk"ô - ao36 \ B.

t 
- 

*^Q*Y) 
: o{z - 6)/(0, 0,2s) dans (0"1)

{ vk61o1 - 6

l#r*): o

Soit yed la partie de la cellule de base Y -- (-Llz,Ll2)' x (0,1) occupée par le matériau'

(112,-ll2,o)

La cellule rePrésentative Ykd

Théorème 3.L

II existe un opératew de prolongementP'6 e E(Ht(Ao'ô),I/t(Okô)) tet que

1L "*
I dzt l" a"r'peôyke6 'vk6(zù dans f/t(0, L) faible,
J-+ r-+

avec Vk6 (zs) satisfaisant

(l12,l,12,l)

(112,112,0)

(1.3.2)



(1.3.4)

Le coefficient homogénéisé est

(I.J.3) qk6 : 6(2 -d)or, - 
I"r,dafivz (t -'o,"W * *"ff)

avec Xkô défrnie par le système ci-dessous

- k-, 9-ôa ÊG.uw) - *-' fi @,w)
- tç-L f,(,",ff) 

- 
*@,W) 

: o dansYk'

(t -' ̂ nW * oroffi)', : o sur oYk6

Xk6 ys - périodique.

Démonstration : On procède ici comme en [CioSJP2]. En multipliant (1.3.1) par Vk'6

et en intégrant, on obtient

lnu,o" (a,B@e)-'#W * asB(ke)-'WW.

+oo3(ke)-'ww+^sff#):
I

: 
ln 'd'z f 

(teez1' kez2' t')vo"o

On utilise I'inégalité de Poincaré sur le terme de droite et la coercivité sur celui de gauche,

d'où l'inégalité

I | (tr)-'# l'",1n*"0,1 * lW l'r,1sr,o1

< c l/ l- lofo lâ (T' Wlz,1e*"'; * lff lr, loo.ov )

s coi(l  r(kr)- 'Wl;,1e*'o; * lT lr,1oo'oy )

ce qui nous permet a" leaoir"

I; 
IWL''1s*"';3c(k)6t

l  r# l;,1e0'o; < c6È
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On peut alors construire un opérateur de prolongement de Ykd dans Y tel que

I v(P6 ù b,"(v) S C lV(d) l7,1vro1

(avec C dépendant de 6), on lui associe P'ô, opérateur de prolongement dans O, tel que

f  ç ,  ôP"6vkeô 
lz,1e*o; s cDlT l ; ,1e0.01

l " '  ôzo  a

) , aP'6vktô , -z lt I avr"t

|  |  T l ; ,1ço' ;  S C I  E lz '1ç*"0; '

on en déduit alors des estimations a priori que

(p"av*,a - ykô dans r/1(o) faible

1* :o 'oo :0 ,  i .e .  vk6 -  vk6(zs)  dans (o , r ) .
I dzo

(1.3.5)

(1.3.7)

Soit

€f"o - (ke)-'oqaY#ô + ousff .

et soit { : ôQs) une fonction test de 2(0,I). En multipliant le problème (1.3.1) Par d,

en intégrant puis en passant à la limite, on obtient l'équation limite

.  ôrrà 1à
(1.s.6) -#rU:ror, 

I_'rarr$"o) 
: ô(2- 6)/(0,0,23) dans (0,r)

Maintenant, on utilise la méthode variationnelle (L. Tartar) décrite en [T]. Soit Wkd la

solution du problème adjoint

-*-h\,u#) -*-'fi{^'#)
- k-r &Q*#) 

-,h!*w) : o dans Yeô

(n-ro,oW + otoff)ro - o sur arkô\1{2, : 0} U {ze : 1})

Woo - U, gls-périodique de moyenne nulle'
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Soit

wn"o("r,22,n) - e(wo6 (rr,or,?) - ?)- . ?)

relation oir I'on note #, comme au $2.1, I'extension périodique dans la direction 313.

On multiplie par €-L(Wke6 - tù le problème enWk"6, on intègre et on déduit alors Ia

convergence

pe6yyke6 - W* : zs dans frr(ok6; faibte.

On remarque alors que I'on a

ow"-: oet Y :1.
E dzs

On pose

(1.3.8) q1"o : @r)-'o."Y * o""ff'

les estimations sur 4f"6 permettent de déduire

i3,o-Qoo(,,,,,):|o'*"(k_,o.,x"-,oory#*aggly*eWl

où flf"o est obtenue à partir d" 4$"' par prolongement'

onmult ip l ie leproblème(1.3.1)pu" ôwk"ô,d € D((0,L)) , ,  Ô- ÔQs) etonmult ip l ie

l'équation (1.8.2) par $Vk"6. En intégrant puis en soustrayant ces deux relations, on a

Inr 
or 4"a%yvn"a - rg'o#ykeô - Inro'f 

(leez1,lcez2,zs)Qyykeï v Ô'

Les fonctions V&rd 
"11ryke6 

sont prolongées grâce à I'opératew P"6, on regarde la conver-

gence en e. L'utilisation de I'équation (1'3'6) conduit à

ln-,a" (- el'o + ekô(rr,"ù#) : o v ô

avec

e*o(rr,"r) : qk6 : 
I"* ay(tc-La,'r# * *"ff).

Comme Vykô : -Xk6 * as, on exprime qk6 en fonction de Xe6, on obtient alors

(1.8.10) qk6 : 6(2-d)or, - 
I"r,as(tc-ro,"# 

*^"ff)'

La démonstration de la coercivité est cla.ssique, le theorème est démontré' I

37



Théorème 3.2

Soit Vk6 la solution du problème homogénéisé (1.3.2). Alors, Iorsque 6 tend vets 0, on a

Vk6 - V da,ns Hr(o,L) fort,

oùV est indépendante de k et vétifie

- Det(a'tù 
ry :2f p,o,h) dans (0,.L)

atazz - a21aP oz!

(1.3.e)  {v(o) :Q

ffir't -0.

Démonstration : Pour conclure, il suffit de calculer le coefficient gk6'

Comme uyyk6 : -Xk6 * ys", or déduit de (1'3'7) que

(1.3.10) { ::" 
l7',1voo1 3 co!'

[ ô-tno' - qk'

Soit Y : (-Lf2,L/2) x (-Ll2,t/2) x (0,1), comme dans [CioSJPS]' on éclate le domaine

Yk6 en

HY : {a ev l ls, l  < f,, Wrl =L,t - | svs s 1}

HY:{aev I ly, l  s f,, WS=T,osursf,}

vlo : {a ev I ls,l < Lr, 
+ < az 3T,o =ss < 1}

v!6 : {a ev I ly, l  < ;, 
- i lvz< -+, o < ss s 1}

et on note Kkd les parties du domaine comptées deux fois. Avec ces notations, le coeffrcient

qÈô peut être écrit comme suit

6-r Ok6 _ (2 - ô)o33 -

(1'3'11) - 6-1 ( [..-* [.,-+ [..-* [,.-- [,)(n-'o.,W * "*ff)or't JHr+ J n; Jvl Jvr- J Ka

On transforme pa,r dilatation chacun de les domaines HY , Hy , V!6 et Vl6 pour obtenir

le cube y. Par exemple, on utilisera les changements de variables suivant pour passer



de Hf; à Y et deY à Hf

al:  ar
aL: vz

,.
oL--,@'-1)+1'

(n:a ' t

I  az: aL

Ir,: !rr;-1)+1,

( ur: u't

l":I';-i'.i
lys:aL

et les changements de variables

(a|:a,

\":?o@'-L'.i
Irâ:r,

pour transformer V!6 enY etY enV!6.

Ensuite, on transforme les fonctions Ô pat changements de variables i'e'

ôn*@|,aL,a) - ô@'r,vL,@lz)(aL- 1) + 1)

ô n - @1, aL, aî : ô(n, vz, (6 I 2)as)

ôv*@'t,aL,vL) - ô@'r,@p)(aL- l, * f,,aL)
ôv - @'r, aL, aL) - ô@'r, @ lz)(aL* ;) 

- 
f,, ai)'

On a les convergences suivantes (les convergences sur les autres domaines sont semblables)

W 
'hl dans L2(Y) taible

W 
- nl dans L2(Y) taibte

u'u#; - nf dans Lz(Y) faible,

On notera que la contribution des intégrales sur Kd tend vers 0 avec 6. De plus, la

périodicité en gr3 implique que toutes les intégrales en uf sur Y sont nulles. En conséquence'

le coefficient limite se réduit-il à

qk : 2ass - l"or[*-'o,,((ry) . (ry)) .

+ tc-,a2s(ry) *(,1 *,;))] - Ld,yass(h{+tt).
39

W- 
rf dans Lz(Y) faible

u'ul:; - ul dans -02(Y) raible

W- 
uJ dans.l2(r) faibte.

(1.3.12)



pour achever ce travail, on va identifier hL et t'* en choisssant diverses fonctions test dans

le système définissant Xk6.

(L) En premier choix, on prend 6-LÔ, avec $ - Ô(w), g3-périodique et continue dans

(0,1). On détermine ainsi les termes en h :

[,.0, (r-,o,,(ry) +x-'o,"(ry) +zasslnJ + r,;) - o,,) - 0,
J Y \

on en déduit

(1 .3 .13)

(2) pour identifier les termes en u on utilise une procédure semblable à celle utilisée dans

I'article [CioSJP ] traitant de grillages. On prend 6-"h,où 1, - 'h(Ar,yz) e 
"'(-t,t)'

dans (1.3.4), on a

qk : ass - 
I"or'r-' (^"(V) + orr(uî + ,t)).

6-LFt I"-3.u#ffirr+ ô-1 Ir-,^.##0, :
: 6-t I o".!a, v û.

Jyr,6 OUa

(1.3.14)

On étudie les intégrales ci-dessus sur les sous-domaines deYk6, on remarque que I'on a

ffirr;,rLt: #^(r;,l\;-;) .;) + ff(r',i)
ffirr;,rLl -, ffi(r',-T)

u,u#i ,a;,a) : ô-1 (t#)(r;,X@L-l) -';) + ,#(r',l)
u-,u#; @;,yL) + t#,(r,,-l) v 4,.

La limite dans le membre de droite de (1.3.14) est

Fs6-' I"r3,,#: Fs6-'Urr* Iry* Iur,* Ir:,)(^"#)
:ryW(,,,-l) .#(,',1))*
+ ff (ffi(',,-;) . #(,,,;)).
* u* / o".Y v 4,.g+O J 7,.1xe OAo



Pour le terme de gauche, on rema,rque que ûn+ : tbn- : tb car tl; est indépendante de 93.

Le premier terme de (1.3.14) donne

r,$# I"-,or^'##,
: r,r * I,,X*1 o,,ffGff) * # 1,,!r*,, ^"W(?W,
* h I",Ior,, .,WGW) . h l"r!r'r,t,,,ffi GW)
* #f,rlool^,WW * *l,rlor't^,W%
* # f"rlool,,,r?.ffi)W * * l,rlonl o,,(?#, #

: I |"on' "'"((Vtffiot * r$'ffi'
* o,,{fflffirol+@l+ùffi)

à la limfte, er comme on va idenrifier les rermes 
"" #(or,-T) " ffi(ot,l) 

qui sont

indépendants, on ne conserve que le terme

-l)) .
- ; ) ) .

- ; ) )  .

+))

r-, I"ooTQ{ #,(r,, *) * q #(r,,
+ te-, I,*T0r H(r,, i) *,; H(r,,
+ /c-1 Irororr(,î Yrl@r,f,) *,; H(rr,
+ /c-1 f" oro,"(,î #LQ,,T) *,; H(n,,

relation où nou^s n'avons écrit que les termes en u (voir [CioSJPl]).
Le second terme du membre de gauche est

u$â Ir-,oo^'##'
:r,P ro I,*,"""w?#i . i l"on,^"?w?%t
* i l,aa'^s#Wt. i I,or'^'9#%t

: l"d,y' ass((ht + 6#;(0) + t#l ffir,



en passant à ]a limite, on obtient des termes en h, qui ne nous intéresse pas ainsi que

des termes en u3 qui sont d'intégrale nulle par périodicité : on ne reçoit donc aucune

information.

En associant les résultats obtenus sur le membre de gauche et sur le membre de droite,

puis en identifiant les termes # ., ff, "utudonne 
finalement le problème

oai ovi

on a le même en I'indice C). La solution de ces systèmes

ln-' l,o' ^'(+)
f *-' l,o' ̂'(+)

ast

2
agz

2 '

r-' 
Ird,s 

a21(u{)

r-' 
l"dry 

a22(u[)

reportée dans (L.3.13) Permet de

tion.

I AStaZZ - AztagZ

2 aya22 - aztdtz

L aszan - agtatz
:

2 aya22 - a2tatz

déterminer le coefficient qfr ce qui clôt la démonstra

I

l,onrfft
l"o, (ul + u;)

1-.4 Cas e << €

On étudie le comportement de la solution du problème de Poisson lorsque le petit paramètre

e, définissant l'épaisseur de la tour, tend vers 0, les deux autres paramètres sont provisoire'

ment fixés. Comme précédernment on change d'échelle afin de travailler sur un domaine

indépendant de e. Le domaine résultant est appelé Q"ô. La fonction, issue de zt"ô, est

appelée

W'"0 ("r, 22, zg) : u"t6 (æt, fi2t fra)

où zo :  ta/e Poqr CI :  l r2 et zs: s".
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Le problème thermique (1.1.1) devient

(1 .4 .1 )

- "-' *(*W) - r, *,(".,W) -
- e-' 

*@tW) 
- 

rh@"T) : v1ezt,ez2, zs) dans o'ô
w".6 : o ,* {l zo l<]i, ", 

: o}

("-'o,uW *o,rff)n,*(ur"ruff *orrff)r, _ o
sur r.ô - ae,ô \ {l ,. E;,zs : o}.

Théorème 4.1

go11ryee6 la solution de (l.aJ). Alors, Iorsque e converge vers 0, on a

(1.4.2) yyeeô - 147e6 dans Hr (er61 faible

avec W"ô ne dépendant que de zs et satisfaisant

(1.4.3)

-ffi,*ftileù,Tl
: | Ç'(rr) | /(0, 0, ze) dans (0, L)

awr6
@(L) 

: s

w'6 (01 : g,

où Ç(23) est Ia section en zs de Qe6.

Démonstration : Soient

( 'u - ^-r - 6147ee6 614ree6I gn" : 
"-'ono"irÀ * "ntff(r.4.4) 

{

It""0 
1,red* : 

Lurd,z1d,z2(u-ro"uW * ^rW).

on multiplie le système (1.4.1) pæ w"u6. Après intégration, la coercivité de la matrice
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(ani)n,i et I'inégalité de Poincaré permettent de déduire res convergences

(1.4.5)

La seconde relation implique que w"6 ne dépend que de 23. Reste à établir les équations
limites.

(1) on choisit la fonction tesr / - ëes) eD([O,r[) que l,on uti[se dans (1.4.1). Après
intégration et passage à la limite, on a

I" 0", ( L,^,d'z1d,z2 o,uulo) #. I" o^ ( L.rd,z1d,z2 *"T) # :
: 

Io" 
or, 

Lu"rd,zd,zz f (0,0, zs)Q v ô.

Une intégration par parties donne alors

yyeeô ̂  yyeô aans At(Or6) faible

o-tôW'"6 . rree- 
ôzo 

uo' dans ̂ 02(o"6) faible

1,reed 1,reô* - 
Lurd,z1d,z2 

(or."uâo * *rT)

dans.D2(o'6) faible.

( AN,.a* -

|  
- 

A 
-l  S,a(zs) | f(o,o,zs)

[ .lr"ô.1.1; - o.

(1.4.6)

(2) Ensuite, on prend successivement les fonctio as ezlQ(zs) et ez2$(zs) en gardant en
mémoire quew'6 - w'6(zs) qnu I'on utilise dans (1.4.r). Après passage à la limite, on
obtient les relations

f t AW"ô \

Jn,dt la'pufi,Ô -' ""fft) : o v ô e D((0,L)).

On a ainsi à résoudre, dans (0, L),le système suivant

- -atsl s"o(r.) | 
aY*
ozs

- -a2s l%(r") | 
aY*
ôzs

[^' In*urd'z(]f6 * an 
Lurd,zuf.

1"" I*r,")d"uî6 + o" 
Lu",,d'2u36
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comme (ou)u est coercive, on peut identifier les intégrar* L d,z(rfi6 (po* c égal
à 1 et 2) : 

JtGs)

( t  d,zur6--
) JËQù
) r

I J*,r"rd'zuf6 : -

( arcazz
\"rr"*

( azsan
\ùLtpn

: )

)

a2g4t

aztat

atgaz

az ta t

I
I

tû@ùtw
t%Qs)tw

En reportant cette solution dans la première équation de (1.a.6) on obtient (1.4.8). Les
conditions frontière se démontrent aisément. I

Homogénéisation: e -+ 0

Théorème 4.2

, Lorsque e --+ 0, on a

14ire6 - 1ry6 dans HL (0, L) faible
', &vec W6 solution de

( _f  t  
1 

pet(aù A2W6 ,^
|  

-  
\b-T+1)f f i@ - (2-ô)/(0 '0,2s) dans(o,L)

(L.4.7) |  awo ,_,I  - (L)  :0
I ozs
( rz6(o) - o.

Démonstration : Le problème (1.4.3) à homogénéiser est unidimensionnel. on remarque
que le coefficient à homogénéiser est maintenant unidimensionnel et que | Ç(23) | est
périodique en e dans sa troisième va^riable. Aussi peut-on appliquer le modèle proposé
dans [BLp] i.e.

W'6 ^ W6 dans a1(0,.0) faible.

et on sait que

l%("") l- | ffi(s) I dans z-(0,.[)faible * .

Le choix de SQ), S e D([o,I[) dans (1.4.3) donne donc à la timire

[' o^ Det(anù ( t' oo \-'awo a6
Jo -  arra2z-"rr"u\Jo Wl)  ar ,  aq:

f L  t f l: 
Jo o^ ( l" * | ffi(s) t )rto, o, zs)ô v ô.



Le calcul de ces intégrales

I'ffi: Ir+* I,'r?* lr'-t ft:r*T _62-!+t
I tt ç/c, c\ 

2

( / 
da lfr(ù l: ô(2 _ 6),

et une intégration pa,r parties conduisent à la relation e.a.l.

Théorème 4.8

Lorsque 6 - 0, on a

W6 - W* dans Ht(0,L) fort

où W* est solution de

( Oet(a,i) A2W*

(r.4.8) 
lt 

@-2r(o'o'4) dans(o'L)

I ozs

I r,lz.1o; : g.

Démonstration : c'est une conséquence triviale de (1.a.2).

L.5 Conclusion

chacun des quatre cas traité aboutit au même comportement limite du problème thermi-
que (1.1.1) :

[ _ Det(atù a2v

(1.b.1) 
ly 

æ:z|(o'o'zs) dans(o'r)

I  o" '
( Iz(0) : 6.

On remarquera toutefois que certaines convergences interméd.iaires différent.
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2. Etude numérique du comportement limite d'une tour
Adaptation de la méthode de décomposition de domaines
Itinterface

bidimensionnelle,

par relæcation sur

Dans le premier chapitre, nous avons regardé le comportement limite d,une tour tridimen-
sionnelle lorsque les divers petits paramètres la décrivant tendent vers 0. Cette seconde
partie est consacrée à l'étude numérique théorique de la séquence de convergence (e,e,6)
sur la structure bidimensionnelle (fis.l), le comportement asymptotique de cette structure
étant prouvé da,ns [CioSJpgJ.

Cet objectif est réalisé par utilisation de la méthode des Eléments Finis dans la résolution
des systèmes d'équations aux dérivées partielles, et d'une Méthode de Décomposition de
Domaines' Cette dernière permettra de résoudre les problèmes d,interface apparaissant
lors de la convergence du paramètre e.

2.L. Systèmes et équations

2.L.1 Géométrie

La structure réticulée étudiée est une tou bidimensionnelle construite à partir des paramè
tres suivants :

o la longueur L,

r la la,rgeur e,

o le nombre de cellules /V définissant le second-petit para,mètre par la relation
It :F

o et la proportion de matériau caractérisé par 6. si 6 est petit, alors la proportion de
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matériau prrSsente dans la structure est petite.

"t*
xl

La tour

Sur cette structure élancée, on constate la présence de barres horizontales (longueur : L,
épaisseur: e6/2) distantesdee(l -ô), liéespardesbarresverticales(épaisseur: e6). on
suppose que les deux barres verticales extrêmes ne sont que d'épaisseur e6 /2.
Lorsque e tend vers 0, cela implique une augmentation du nombre de cellules, l,épaisseur
de la structrue et la proportion de matériau ne variant pas.
Dans un second temps, la convergence de e tend à identifier notre tour bidimensionnelle
avec un fil unidimensionnel' Cette dernière constation nous invitera à travailler sur des
domaines dilatés et ne dépendant plus de ce paramètre.
La dernière convergence (paramètre 6) réduit la proportion de matériau et s,étudie sur un
segment de longueur .L.

sur cette géométrie, on considère re problème de poisson suivant

A / 0u""6 \- 
d\"0, a, ) 

: t dans c..r'"ô

1 t ' " 6 : 0  s u r O A r e e 6

6uee6oijqry : o sur ôar'"6\{cr - o}

o,i reed est la structure dépendante de e, e et 6.
Les coefficients o6r. satisfont

(2.r.2) 443 € IR tels qu'il existe v ) 0 : ati€Éi 2 u€Ét € e lR2

et la fonction / est choisie dans -02(c1""ô). sous ces hypothèses, on a existence et unicité
dans f/l(r.r""ô) po* la solution du problème (2.1.1).

Dans ce qui suit, on étudie les convergences, dans I'ordre, des pa.ramètres e, e et 6.

(2 .1 .1 )
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2.L.2 Convergence du paramètre e

On se place dans le cas où e
comportement limte de la structure, le.s deux paramètres e et 6 sont fixés. Sur la tour, la
convergence de € correspond à l'augmentation du nombre de cellules, augmentation que
I'on constate sur les figures ci-dessous (avec e - {L/2, r/4, L/g} )

rr
Tourà2cellules e-112

La résolution numérique du problème (2.1.1) est effectuée directement par Eléments finis
(Modulef)' Comme e n'agit pas sur les coefficients de la matrice (onj)t,i,on peut remarquer
que seul le maillage change.

Exemple E2.1 :

On considère la matrice

(ooùr, i :  (â T)

et un second membre con^stant f : 400. Les hypothèses (2.1,.2) sont satisfaites, on résout
le problème (2.1.1) dans le domaine ar'"ô qui est I'tu:e des trois tours ci-dess'^s.

Le domains ssf inssrit dans un rectangle de surface 0,1x0,05m2. Les représentations
proposent un tracé des isovaleurs de température. Pour permettre une comparaison des

f!
Tourà4cellules e- U4

Tourà8cellules e-1/8
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résultats, les isovaleurs tracées sont identiques sur cet exemple dans tout le chapitre.

sur (.l""d

1 0.0000
2  0 . 1 1 1 1
3 0.2222
4 0.3333
5 0.4444
6 0.5556
7 0.6667
I 0.7778
I 0.8889
10 1.0000

(F21.1) Tour à 4 cellules,

(F21.2) Tour à 8 cellules.

Exemple E,z.2 :

Le second exemple propose de résoudre le système (2.1.1) avec
ante

Isovaleurs

la matrice anisotrope suiv-

!

(o;ù;,i: (? i)
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On a les résultats suivants

(F22.1) Tour à 4 cellules,

au t  , eed

|  0.25
2 0.50
3 0.75
4 1.00
5 r.25
6 1.50
7 t .75
8 2.00

Isovaleurs

(F22.2) Tour à g cellules.

Remarque : Ce ne sont pas les mêmes isovaleurs que dans l,exemple précédent.

!

Nous avons numériquement étudié la convergence du paramètre e. Comrne il n,est pas
possible de regardet "e = Ott d'un point de vue numérique sur la structure ttr0e6)r., orL
s'intéresse au problème limite (2.1.3) construit dans [ciosJp3] et rappelé ci-d.essous. onpourra ainsi comparer les résultats numériques obtenus avec (2.1.1) sur les structures u.r".6
et les résultats numériques provenant de la résolution de (2.1.8).
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Lorsque 6 a convergé, on obtient le système

(2.1.3)

A r ?u'ft-ù\atifi) : r dansa''!ô

a // a:rzazr\@t _âr_6\(or,  _ 
w )f i ) :ot

6u'f - q6a sur It'

^ ùu"f ^* / at2a211ôuf;6
"njùni : \or, 

- 
T)ffi"* s'r r!6

u' f  :0  sur{o1 :0}
or'f +oniË'T -o sur's!6,

dans c..'fi6

système dans lequel on note :

o u'6 la limite 6u tree6 extension 6u uee6 par 0 dans les trous lorsque e tend vers 0,
t ut' (voir dessin "Les sous-domaines"), resp. c..r"ô, la barre horizontale supérieure, resp.
inférieure, non perforée,

. ,30 la partie médiane anciennement perforée,

. f!6, resp. l!ô, I'interface entre wt' et c.{ô, resp. w.! et w66,

t nl, r€sp' 7ù4-, est la normale extérieure au domaine c..rf6, resp. ar16, dans la direction i
pour  i  :1 ,2 .

Remarque : Dans le système (2.1.3), l'opérateur sur c.rfô est dégénéré et ainsi, on n,a pas
de renseignements sur {21 : 0} pour la fonction ufiô.

2.1.3 Convergence du paramètre e

Le para'mètre e a convergé et le système résultant est (2.1.3). rl reste à rega.rder les
convergences en e et 6' Les trois paragraphes suivants s'intéresse à la convergence de
l'épaisseur e, le paramètre 6 étant toujours fixé.



Le domaine sur lequel nous allons désormais travailler est

('ft

- Dirichlet
- Neumann
----- Conditions de tranfert
- Aucune condition

rEô

Les sous_domaines

sur ces so's-domaines, le système (2.r.8) est partagé en trois sons-systèmes :
o sur ariô (i.e. ar!ô et u.!)

(2.r.4)

- f dans c.r!ô

- 0Iuflwt'

sur âc,r!ô\( {r, :0} n 1.i6)

-h(@'- 
#)#l -6r dansc'{ô

auxquels on ajoute les deux conditions de transfert sur f!ô

(2.1.6) #)ffi"*
la première sera utilisée avec (2.r.4), la seconde avec (2.r.b).

Les conditions de transfert sur r!6 ne sont pas classiques, l,apparition du paramètre ô ne
permet pas de traiter ce problème directement. En effet, ô est prrfuent dans la première
équation de transfert, mais aussi dans le second membre du système (2.1.b). Il ne faut
pas oublier que les domaines ,ïô et uuj sont de lgg"* 6/2 et résoudre le problème en
utilisant un changement de variable , 2i (ex : t2 : 

5zz) 
entraînerait une dilatation infinie

o et sur c.rfd

(2.1.5)

| *ç,,#)
{ "i' 

: o sur {r1

1,,,H,,1 :o

( a"'f + |
1""@"; 

: (o" -

I o"i' : u3ô,



de ces deux domaines lors de la convergence de ô. Finalement la méthode retenue est une
décomposition de domaines. on va mettre au point une procédure itérative qui résout
(2.L.4) avec (2.1.6)r, puis (2.1.5) avec (2.1.6)r.

Le système ((2.7.Q - (2.1.6)) a une solution unique. Mais I'opérateur qui apparaît sur le
domaine w66 aune semi-norme associée qui n'est pas équivalente à la norme dans I/r (r3o).
Comme les démonstrations utilisées par la suite nécessitent l'équivalences de ces normes,
on étudiera le problème approché sans dégénérescence suivant.

2.1.4 Problème approché

on considère le problème suivant non dégénéré en (û+,ù- d)n que l,on peut résoudre
dans 'Flr(c'''t') x HL(w"!) x Hr(w5ô1. Ici, 7 est le coefficient supprimant la dégénérescence.

A r  f f i ,+ t-6 \ " ' i  
* ) :  

r  dansc ' r !6

- #(r#) - #((*,-T)#l -6r dansc.,rô
6û,+:d sur1t '

^ ffi* ^* ( atzaztf ôdoriEni : \or, - T)fr"+ sur r!6
Zt :0  su r { r1  -0 }

d  -0  su r { r1  -0 }

oniffnf,:o sur,s!ô' o r j

æ

@:O 
sur {c1 -L} .

(2.r.7)

Les formes bilinéaires qui apparaisent sont symétriques, continues et coercives pour q réel
positif non nul. Par le théorème de La:<-Milgram, ce problème a, pour chaque 4 fixé, une
unique solution dans I/r(art') x HL(u!) x Hr(wfi6).

Remarque : Alors que dans le système original on n'avait aucune condition explicite
pour z0 sur la frontière {rr:0}, on a placé dans le problème approché gne condition de
Dirichlet homogène sur celleci.

Dans la suite de I'exposé, et afin d'alléger les démonstrations, on étudiera rrniquement le
problème (2.1.8) sui'ant sur les domaines ut' et wfi6 et I'interface r!6. La condition de
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transfert sur I'interface f16 sera remplacée par une condition de Neumann.

(2.1.8)

a r ffi,+t- 
ù\"nt A, ) 

: t dans c.rtô

- #(r#) - #((*, - #)#l:6r dansr,;n6
f f i+ :d  sur f iô

ffi -L / ar2a21\ Adori@ni : \or, 
- 

f )fr"t sur r!6
Z- :0  su r { r1  :Q}

d  :0  sur  { r1  :  g }

aû+ ,onid;r{ - O sur,Sfô

ffi
ù:o  

su r { r1  :1 ' }

tr
a-"; 

: O surflô.

Les théorèmes et démonstrations proposés pour le problème (2.1.8) à une interface s,éten-
dent sans difficulté au problème (2.r.7) à deux interfaces.

Ces notations posées' nous allons établir la convergence, lorsque 4 tend vers 0, de la solution
du problème (2.1.s) vers la solution du problème dégénéré (avec condition de Neumann
sur la frontière l1ô). Dans cette étude, las deux petits paramètres e et ô sont fixés.

Théorème 2.L

Soit
'176 : {Ô | Ôl-.u e HL(uf), ô1-", :0 sur {r1 : 0}}' u ï  -  ' "  ' - T

n {d | ôt -, € î,2(,,,eô\ ( Y\. ,-60 € L"(w$o),ldil, 
-^ € t"(r1o)I

'-30

n {d I n@) = h+(ô) sur r!}.
Lorsque 11 tend vers 0, la solution (ù,d), du problème en rl converge vers la solution
(u"f ,u66) d.u probtème ((zJ.a) - (2.1.6)) avec

+ u, dans ?{6 f ort

{ ï

f f i .
f i luP. ' )1C.



Démonstration : En multipliant (2.1.g) par (zI+,6-rd), on calcule tout d,abord des
estimations a priori. on obtient ainsi, les termes sur I'interface et les termes a'x bords
s'annulent,

f  M+ff i+
J,yo'i a*, ara'+

+ô-1 1.",(r,##. (o,,- #)##l* : I,rrù+d'' * IrYddr'
i.e. en utilisant la coercivité sur res termes de gauche

^,m+ |  ,  Aû+e t fr tn,p1)t ù l",py)+6-1 l(r, - T) | # l?,1.6,1 +,t, | #,?,rr,l
S C(l a+ lpzpf) + ld l7zp6ey)

où C est une constante indépendante de 4.
Pour établir les estimations a priori, le lemme suivant est nécessaire (lemme J.B démontré
dans [CioSJPB])

Lernrne 2.2

Il existe une constante positive C indépendante de 6 telle que pour toute fonction 6 e tl6.
on ait

l  ôl '2"1,6,1s c (oz}, #,p""p5,1 * |  #pr"py1).

En utilisant le lemme 2.2, on obtient a fortiori

lô l 'a,p5o1s c (oz},  ,9*1r",1,6,y * l#l?, ' ,6,y) * r ,  |  #l?,p601,

on obtient ainsi les estimations suivantes, avec C indépendante de 4mais dépendante de 6

, f f
, I a^ l7zp.e'11 C

, æ .
t  6 - lp"p .e1(  C

, Aû+
t 5; b,,1,yy3 C
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et on déduit les convergences suivantes, lorsque 4 tend vers 0,

a dans L2(wfiô; faible

adr*
6 

dans -02(atfi6; faible

tu,t* dans f/r(ari6) faiUte.

Maintenant, en multipliant pa^r les fonctions tests /+ e Ht(wt'), 6-16o e HL(wft6) telles
que

: ô dans ar!6

- 6ô dans o.r"6

e Hr(w"6),

on obtient par intégration

(ad
l '6'
lad
I a-^
l - +(  u '

{i
f ffi+ a6+

Jr"rroni a% ô*nd"

+ 6-1 I,r, (r#,# . (o" - T)##l* -
+ 6-1 Ir.(",, - T)ffit',;a" - I.o,,#ô*n[ds
: 

I,rfÔ+d'* * 1,r66-t76od.-'

les autrqs termes frontières sont nuls. on simplifie I'intégrale de surface, puis en passant
à la limite en 7 grâce aux convergences précédemment établies et en remplaçant ôo 

"t 6+en fonction de @, finalement il vient

t ^ Ôu*t aô ,- , f ( anazrlou*o ô$' :r 
"l' 
nT;.,*;r'' 

- r ) =fr #o'
Jrt' JrBo

Les conditions aux bords se démontrent aisément (une démonstration est offerte en dimen-
sion 3 da^ns le chapitre 1). on retrouve ainsi le problème (2.1.8).

Pour vérifier la convergence forte annoncée, on utilise une inéquation variationnelle et la
méthode décrite da"s [LJ.
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Soit f/ tel que

H : {Ô | q-f e HL@'f), ô,-f : o sur {r1 : o}}

n {ô | hq, e nL@56), ô1_", : o sur {r1 - o}}
n {ô | n(û : h+(ô) sur rf;}.

On introduit les formes

c(u,u): 1,":",W#d*fi,n2* I,r(o,, 
- 

#)H#d*fi,r2 va e,16

c1(uît, ù : I,r',,W # d,r1d,x2 a

* I,r (o" - #)H#d'n1d,n2 * l,rf#ffi,*,.*z v u € H
Soit

En: I,ron'WWd'ri'xz+

* I,r(o"-T)WWdnn'n2'
Remarque : La coercivité de la matrice (ai)a,i implique que En est toujours positif.
On a, en choisissant u : (("T - u+),0-r(luf-,ro)),

=, : I,*",,HW d,rfi,r2 * l,r
-l,r",,ffWd,nnn2-1,,,

o-,(o,,_#)#wd,nnr2

o-,(o,,_#)#wd,rnr2

on remplace la dernière ligne de la précédente relation en utilisant les équations 1 et 2
du problème (2.1.8) vérifiées u* et uP, ce qui implique

E'r : l.*on,Wff d'nfia2 * I,ro-' (or, - #)H$d,rfi,n2
- 
l,r",tff#d,nfi,r2 - 

I.r,o-'(o,, - 
#)H$d,1d,x2,

[ .^rt"l -u+)d,afi,r2 - [ ro?,-uo)d,a6,n2.Jrf Jr"e " 't



On ajoute artificiellement le problème

I,roo'W#d'rn'nz+
* I,ro-'(o,,- #)##d*1d,r2* f,,,

: 
1.": r@ - u[)d'ri'x2 - 

I,r,(r,, 
- u])d,xi,*z

o-'r'##o*,0*,

pour supprimer les termes en rru,rlr,rlr, on obtient

E"r : f,* on,W # d'x1d'n2 * l,r''r'##o*ror, *

* I,ro-' (o,, - T)H#d*nr2 -
- 

I,r f @ - u[)dnd'tz - 
I,r, r@ - u])a'*fi*z -

- l,r""Wffi o"o*' - I,r,o-"'##^o"o*' -
- 1,,,0-' (o,, - #)H# d*nn2

* I,r"'ffiH o"o*' * I,ro-' (o" - #)##d'tfi'r2
- I,r",,ffiH o*ro*, - l,r,o-' (or, - T)##d,r1d,x2,
- 

I,r t@l - u+)d'n6'x2 - 
I,u t@r - uo)d'nsn2'

on simplifie et on remaxque que le terme - 
I,rro-rrrffi# est négatif I en passant

à la limite, on en déduit I'inégalité

s 5 rifl'FE,, S uijloEz S

= Ir^,tfiHd,nfi,æ2 * I,r,o-' (o,, - #)##d*fi,x2
- 

I,r f@ - u+)d'nfin2 - 
I,r, r(o - uo)d'x6't2

- I,r""Hff *'o*' - l,ro-' (o" - #)#H d'r1dn2
< 0 VueH.



Comme I'inégalité est satisfaite pour toute fonction a de H et que .F/ est dense dans 7/ô
pour la norme de'11ô, on en deduit que I'inégalité est waie pour ,u :,t!, dans ?lô. on
en conclut que

lim inf E- :
q+O

l imsupEn
T+O

-0 ,

ce qui implique que

-+0

+ 'u, dans 1/6 fort.

Ceci achève la démonstration du Théorème 2.I.

Grâce au Théorème 2.L, on vient de démontrer que, lorsque 4 tend vers 0, la solution du
problème non dégénéré converge vers la solution du problème dégénéré.

Pour l'étude de la convergence du paramètre e on utilisera le problème (2.1.g) sans dégénê
rescence dans lequel on fixera q. Le comportement limite en e est traité par une méthode
de décomposition de domaines sur un problème découplé comme en ((2J.a)-(2.1.6)) mais
dans lequel on aura introduit le paramètre de non dégénéresn ce r72 (maintenant fixé) comme
dans le problème (2.1.8).

Les paramètres ô et 4 fixés, on regarde la convergence de e.

2.L,5 Changements de variables

Mais avant de poursuiwe et pour travailler sur des domaines d'épaisseur constante, on
effectue une dilatation transformant les domaines c.r!6 et c.66 dépendant de e en les domaines
of et of. L'interface est notée f+. Cette dilatation présente également l,avantage de
permettre de futures comparaisons entre les resultats numériques provenants de l,étude de
e et les resultats précédemment obtenus (Exemples E2.r. et Ez.2).
Afin d'alléger les écritures' on appelle uo, respectivement u+, les fonctions obtenues par
le cha"ngement de variables (elles dépendent encore des para,mètres 17 et 6). On obtient les

{r
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problèmes

(2.1.e)

-*(u,,H): r dansof
LL - :0  su r { r1  :Q }

bn,Hù : o sur ôof \( {r, :o} u r+;

,,,H,î : e-2(o,,-T)ffit surr*

(2 .1 .10)

et

où la matrice (bii) symétrique et définie positive est donnée par

(bri)u :

A / , .ôuo\ -_2 A // ar2azt\âzo\-ù\,t-ù) - 
"-"6((o,, 

- 
ff)d 

:6f dansef
uo -0  su r {c1 :g }

0uo
a- :O 

sur { r1  :L }n403

6u+ : ,tto sur f+.

(  an 
" - tor ,  \

\  e-razt 
"- 'or, ) 

'

(2 .1 .11)

Ces problèmes dilates, toujours perturbés par le paramètre 7 choisi petit, vont faire l,objet
d'une étude théorique puis numérique justifiant l'usage d'une méthode de décomposition
de domaines' Les problèmes sur I'interface (apparition du paramètre 6 fixé) et les systèmes
d'équations aux dérivees partielles qui difièrent suivant le domaine incitent à employer une
méthode de décomposition de domaines pax relaxation sur l,interface [Mef][ev].

2.2. Méthode dtitérations par sous_domaines

2.2,1Définitions

On pose

[ro 
: {u e I/r(O8) | , :0 sur {", _- o}tng}

IV* -  {ue f r l (O|) l  , :0sur  {* r :g} tn i } ,
(2.2.r)
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(2.2.3) o( l+) :  {up+ |  u e ar(O),  a:0 sur {rr  :0}} .

On note

,Â^.\ [u06o,,1 : t n'y#."-,(o,,- #)##* vuevo
(2.2.4\ I ',n8 ,nt

I u*,,*, q : Int ,,H#* vu e v+

les formes bilinéaires, continues et coercives relatives à notre problème. on note (f ,ù+,respectivement (f ,u)o,le produit scalaire dans.L2(of), respectivement LrCIg).
On définit les opérateurs de prolongement :

(2.2.s) {no 
: a(r+) ' vo

I E* r O(I+) - Vr

tels que

(2.2.2)

et

(2.2.6)

(2.2.9) b+(u+,u) :  $,a)+ *  6( f ,Eûu)o _ ho(20, Eoy) Va eV+
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et

( '*o e v+
(2.2.7)  |u*@*ô,a) :o vuevo+

| 
".r 

: , sur f*.

Avec cqs notations, on écrit le système (2.1.8) sous la forme variationnelle sui'ante

(2.2.8) [uo(uo'u)-6(f 'u)s vuefr

I uo = 64+ sur I*

et

{ r3 
:  {ueVol  r_0sur I+}

IVo*:  {ueV+l  o:0sur l+}

IEoô 
Ç vo

\Uo(Uoô,u)  
:  0  Va eVf

lûoô:  ô  s ru l *



où 7 est l'opérateur trace sur I* et (.,.)+, resp. (.,.)6,
resp. Z2(Oo).

qst le produit scalaire de L2(e+),

2.2.2 ftérations par sous-domaines

Pour traiter les problèmes liés ((2.2.8),(2.2.9)), on utilise une procédure itérative qui
détermine alternativement la solution de I'un et l'autre problème. Afin d,assurer la con-
vergence du schéma, on a choisi une méthode de relaxation sur l,interface qui construit
une suite de couples ({"?r,uI}),, éréments de v0 x v+ comme suit.

Soit gs appartenant à iD(l+) donnée, on résout (po* n > I)

(2.2.10)

et

(2.2.rr)

(2.2.r2)

l l , l l3:
l l  " l l l :

I ro@I,a) 
:  6(f  ,a)o

lw9" : @n61u[-1 +

Vu e Vf

(1 - O")zul"_tG gn_ù sur f*.

b+(u|,u) :  ( f  ,u)+ * 6(f  ,Eûu)o - bs(uf l ,Eoja) vu ev+

Dans ce paragraphe, nous allons montrer la convergence du schéma itératif. pour le faire,
on procède en deux étapes. Dans le Lemme 2.3, on montre tout d'abord que, sous certaines
hypothèses, la convergence de la suite (luï)rimplique la convergence de la suite (utr,uI),
vers la solution (u+,uo) du problème ((2.2.g),(2.2.g)). Dans un second temps, sous des
hypotèses appropriées, on vérifie que la suite (72fl)r, converge bien lorsque n tend vers
I'infini' Cette étape est réalisée dans les Théorèmæ 2.4 et 2.5 où l,on y identifiera la
condition que doivent satisfaire les paramètres Orr.

Sur les espaces précédents, on considère les normes

ilt d ilt'
(@,4'D)

bs(u,u) Ya e Vo

b1@,u)  Vu eV+,

: ll Eoô ll3 vd e o(r+)
: bo(Eoô,Eorlt) Vô,1) € O(f+).
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Lemme 2.3

onsupposequ, i Iexisteuneconstante@*instr ictementposi t ivetel Ieque@n>
pour tout n ) 7. Alots, si Tul converge lorsque n tend vers l,infrni, Ia suite ({u?r,,u1}),
converge vers {uo,u+} solution de ((2.2.g),(2.2.g)).

Remarque : L'hypothèse sur O-;r, est satisfaite si la suite (Orr) est constante. C,est le
cas dans les exemples numériques proposés.

Démonstration : Comme o(r+) est un espace de Hilbert, la suite (lul)*est une suite
de Cauchy dans O(l+) et en particulier

-lig- lll t@I - "L) lll : o.

Mais on a aussi, puisque ul et uS satisfont toutes de'x le problème (2.2.L0),

"9"-"o^ 
- Eol@I-"9,)

et, n1, et n tendant vers I'infini. on a

ll "9" 
- 

"?_ llro _ll En(ul, _ 
"g*) llfi 

: lll iluo^ _ ug*) lll2- 0,

cela implique que ("9")^ est une suite de Cauchy dans 1zo qui est un espace de Hilbert.
De la condition d,interface relaxée (2.2.10), on déduit

Qn61u[_, : ilug* - "1,_) 
I @nyul_r.

Comme Or, ) @rnh ) 0 et d est fixé, on a po'r tout n positif

lll 6t"I_, - ^rul,_t lll -- u, lll ilug,- ug_r) lll
1

s o_* lllil4 - "9_r) lll .

Comme 1ul est une suite de Cauctry, le membre de droite tend vers 0, et puisqu e ^lu?r_t
converge, on en déduit que 7uf_, converge a'ssi et que I'on a

ôlim iutr_r: Æ" 
^ru?,t.
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De (z.2.Lr) et (2.2.12), on déduit les relations suivantes

ll "l 
- 

"hlli 
: b+(uI - uh,u* - uh)
_ -bo(u| _ uL, EoiluI _ uL))
sll "?, 

- ul lloll EoiluI _ 
"L) llo:ll 

"9" 
- uo* llo lll z("* _ 

"h) lll,
ce qui signifie que (uf)" est une suite de cauchy dans v+. on en déduit que la suite

I ( {"9",u*})^ converge dans tr/o x 7* vers {A*, A9} I en passant à la limite dans les problèmes
(2'2'10) et (2.2.11) et en utilisant (2.2.L3), on a alors {û+,æ} : {u*,zo}. Le lemme esr
démontré. 

I
Maintenant' pour conclure la démonstration de convergence de la méthode, il faut montrer

I qæ (Tul)^ converge lorsque n tend vers I'infini. Pour y parvenir, on introduit l,opérateur

(2.2.14) F : O(I*) -) o(I+)
q) + Fr! :1w+

avec

(2.2.15) w+ e V+ telle que b+(r+,u) = _bo(wo, Eojr) V u e V+

et

(2-2.16) wo € Vo telle que bo(.o,u) : 0 Vu e Vf , .ywo : rh sur 1.+.

Remarque : si l'on compare (2.2.6) et (2.2.16), on observe que tro _ Eorls vérifie

Iuo(ro,u) : bo(Eoû,a) : o vu evf
l rl : ^ltb : lhol; : ^tu)o sur f+.

Remarque : En regardant (2.2.L5), pour ?, € y6+, on a

b+(r+ ,u) : -ôo( wo , EsTu)

: Q par utilisation de la symétrie de bo dans (2.2.6)

Par unicité dans (2.2.2), on en déduit que w+ : E+ô avec E+ô:d sur f+. comme
(en utilisa^nt (2.2.1\) on a

Frb : lw* :1 'E+ô=ô,



on en déduit ô: Fû et donc w+ - E+Fû.

Les deux remarques indiquent donc que

I (2.2.17) [ 'o 
: Eoth

I r* : E+Frh.

Pour tout O positif, on définit

(2.2.18) Fe : o(r+; o(r+;
rh  +  Feth :O6Fl ,+ (1  -O) t /

Théorème 2.4

II existe une constante o* €]0,11 telle que Fs, pour tout o €10, o.[, soit une contraction
stncte Le.

(2.2.1s) Vo elO,o*[, ]fr(o) < | terre que lll Ferbllls fr(o) lll ,/ lll vrh eo(f*),

la constante O* est déterminée par

@* : m' /' 2(l + oc"Ltm\r'mg),

Ies constantes Cr et Cz dépendent de q et sont indépendantes de 6 ; elles seront précisées
ultérieurement.

Démonstration : La démonstration présentr6e est très voisine de celle produite dans
[MQzh elle n'est rappelée qu'afin de montrer où interviennent les deux paramètres ô et 4spécifiques à notre problème et ainsi estimer le coefficient de contraction ,b(O).
On utilise (2.2.18), cela donne

lll Ferb lll, : lll a6Fû + (1 _ @)rl, lll,
: 0262 lll Frl,lll, + (1 _ o), lll ,b lll, + 2o(1 _ 0)6(((1/ , Fû))).

De (2.2.L2), on déduit alors

lll perl' lll, : @16, ll EoFû ll8 +(r _ o), ll Eoû ll3 +zo(r _ o)6ôo(^Eo û,EoFû).
on veut identifier le terme bo(Eoû,EoFû). pour y parvenir, on choisit ,,u: E+Fis,,
dans (2.2.15) cela donne

b+(.*, E+Fr/t) : -ôo(tro, E,1EJ,.F$).

66



La relation (2.Z.lT) indique que ,,,uo : Eotb, on en déduit

bo(Eor!, EoFl,) _ bo(Eolt, EsTEaFû)

(2.2.20) 
: -b+(w+'E+Ft!)

: -b+(E+Frr,E+F1D (oo utilise (2.2.17) i.e. w* _ E+Flt)
: _ ll E+Frb ll]*,

ce qui donne dans l2 formule précédente

(2.2.21) lll Ferb lll2_ e262 ll EoFrb ll3 +(1 _ o), ll Eorl,ll3 _2o(1 _ 0)6 ll o+erl, llr* .

Les normes ll EoÔ llo "t ll E+Ô ll+ sont toutes deux équivalentes à la norme dans o(f*)
([LM]' [BG]) donc équivalentes entre elles. on a ainsi la relation, por T fixé(le paramètre
4 intervient dans ll . llo p* I'intermédiaire de la forme bo(.,.))

(2.2.22) ,  Czl lE+ôl l+Sl l  Eoôl lo1 cr l lE+ôl l+ vde o(r+)

où Cl, C2 sont les deux constantes positives dépendant de q utilisées dans l,énoncé du
Théorème 2.4.

Dans(2.2.20), on obtient par l'inégalité de cauchy-schwarz

ll E+Frl'll1 : -bo( Esg, EsFrl,) |;ll Eolt lloll EoFrh llo,

puis, de l'inégalité (2.2.22) employée avec g _ Fû, on déduit

ll EoFth llo S Cr ll E+Frb ll+,

cela implique successivement

(2.2.2s) { 
lt e+rl' ll'*s c,ll Eotb llo ll E+F'/ ll+

I ll noprlllo S Cr, ll Eorl, llo .

On applique dans (2.2.21) et on obtient

(2.2.24) lll Ferl,lll' s [@262cî + (1 _ o)r] ll norb ll3 _ 2o(1 _ e)ô ll E+prl, ll? .
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Pour conclure, il ne reste qu'à minorer le terme ll E+Frb ll*, "" 
que l,on fait en utilisant

(2.2.L2), (2.2.15) et (2.2.tT). En effer, si l,on choisit u : E+û dans (2.2.1b), par cauchy_
Schwarz et (2.2.22), on a

ll Eo4tllï: bo(Eotb,Eoû) : bo(wo,Eoû) : bo(wo,EotL+lt)
: -b+(w+,E+rb) : -b+(E+Fû,p+rh)

Sll E+Fû ll+ll E+rb ll+'l

< C, ll E+Frl' ll+ ll Eorlt llo .

Dans (2.2.24), cela donne

(2.2.25) lll Feth lll' s (o262ct + (r - o)' - 2o(1 - o)6cï ll norh ll]o
S (o262ct + (t - o), _ 2o(t _ o)6cil lll,,l, lll, .

Pour k(O), on choisira donc

(2.2.26) k(o) -  (orçorc1+1+ 26cg) _ o(2 +26cg) * r)â.

Pour avoir "fr(O) ( 1',, il suffit de prendre

k(o) < min(r,  (o2 lorcf+1+ 26cB) _ @(2+26ch + r)È)
( min (r, ,;, @rct+ 1 + 26cg)- o (; + 26c; . ;; '

/

Comme on a l'équivalence (O est strictement positif)

(2.2.27) @2@2c1+1+ 26cn-o(2 +26cï)+1)< a .  ^  (?+z,cï)r ssr o<ffi

onchois i t  o*:  / '  Q+26Cï \  ^ .^,-^,*: 
\1, ffi/, 

et ainsi, Pot toute consta,nte O (ou toute
suite de constantes (O")), on a-donc

0 < O < O* implique fr(O) < 1.
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Théorème 2.5

On suppose qu'il existe un @rn,;n > 0 tel que
@min < O,, < O* (où O* est défrni par (2.2.27))

soit vétifrée pour tout n. Alors, pour toute donnée initialego € o(I+ ), Ia suite de solutions
("*,"tD" du ptoblème ((2.2.10),(2.2.L1)) converge verc Ia solution du problème (2.1.g).
De plus, on vérifre

(2.2.28) lll t@I+, - uo) llls r10";...k(oo) lll .y("3 - 
"o) lll vn ) Q,

où k(@*) défrni par (2.2.2G) et y$: eo.

Démonstration : si on considère le shéma itératif ((2.2.L0),(2.2.1L)) pour la suite
(@I*, - u+), (u?,*, - uo)), on a

(  bo("9^*r -  uo,u)  :  o  Vu eV!
I

| il"9*, - uo) : @n61(uI - 
"*) + (1 _ @*)t@I _ u\ sur r*

I  a*(" f* ,  -u*,u)  :  -bo(r l ,+r-uo,Eov) vu ev+.

En regardant les définitions ((2.2.14)-(2.2.16)), on remaxque que

wo : u9n+t-uo
,ut :  uI+r-u+

e tona

Ft@I+r-uo)  -  Fû :  t (u |+t -u+) .

On en déduit que

y(u|+r - uo) - @Ft(uI - 
"o) 

+ (1 _ g,)t@9^_ ?ro)

i .e.

ilu9,,+t - uo) : Fe.^t(ul - 
"o).

on applique le théorème précédent à û : ilug^ -uo) ce qui donne

(2.2.2e) lll 'v ("9+t - uo) lll:|il Fe*t@?,- uo) llls *1e,y lll z("g - uo) lll



ou

où k(o') ( 1 car 0 ( or, < o*. on poursuit le processus de manière réc'rsive, on en
déduit que la suite (7(ulr-uo))^ est convergente. on a prouvé que (lu?,)^converge lorsque
n tend vers I'infini ; ceci achève la démonstration de la convergence de la méthode. I

Remarque : Le paramètre de relaxation O' peut être choisi constant, c,est ce qui est
fait dans la résolution numérique.

2.3 rtérations par sous-domaines de la méthode des éléments finis

Soient O un ouvert polygonal etT1, une famille de triangulations de régulières o ([RT]).
on suppose en outre qu'il existe une constante c > 0 telle que pour toute triangulation
q de 76, on ait

Y = 
" 

vK rriangle de 4,Px

diam -K, h : max hx
Ker6

2sup{p I f ro € K tel que B(rs,p) soit inclus dans K}.

On ajoute l'hypothèse : "aucun des triangles K de 11, ne coupe l,interface f+,,. On aura
donc soit 'K inclus dans of U l*, soit K inclus dans o! U l*, cela se traduit encore par
K n f+ vide ou K n I+ arête de K.
on note 'Sn la décomposition de f+ induite par rtr. La décomposition ,56 est supposée
régulière i'e' il existe une constante C > 0 telle que quel que soit l,intenralle.I de ̂ 96, on
ait

h<Cht

où lz1 est la mesure de I'intenralle .I.

Espace de résolution

On note

(2.3.1) or, : {d e c01r*) | ôt, e p,(I) v.I e ,Sr,, ô:'sur {r1 _ 0}},

où P' est I'ensemble des porynômes sur 7h de degré inférieur ou égal à ,' ( r < 1). on
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définit ensuite les espaces d'éléments finis Lagrangiens conformes

(2.3.2)

{u € Co(R') | u1r € P,(K) vK e fi,, ,u :0 sur{r1 _ 0}}
{u e Vo I u6 e p,(K) VK e r1,}

{u eV+ | u6 e P,(K) yK e r1,},

{uevf  lu :0  sur { r1  :0} }

{aeVf ,  lu :0  sur { r1  -0} } .

Remarque : On travaille encore avec le prblème approché non dégénéré ce qui impose
a :0 sur {r1 : 0} dans la définition de I'espace fir.

on utilisera également deux opérateurs de prolongements définis par

(2.3.3)

p?, , ôn - Vf rel que

@Iùr* - ô, (p\ô)t* : 0 si 0K f'lf+ est vide

PI : Q6 - Vl tel que

bl.ûv* - Ô, blô)r^ : 0 si ô/( î f+ esr vide

L'approximation en éléments finis des problèmes (2.2.10) et (2.2.11) est donnée par les
deux problèmes suivants.

Soit ge,1 € O6 donnée, pour ffi ) L,

(2.3.4)

Trouaer wL,n e Vf telle que

bo(w9^,n,rn) : 6(f ,an)o yun € (vf,o)
',ru?n,n : Q^61w|,_r,o + (l - @*)1.?n_r,n sur I*

et

( Trouuer .ln,n € v{ t"tl" qu"
(2.3.b) 

l 
U*çw[,o,uny : (f ,an)+ V un € (Vdp)

[ô*(r*,o,pIù : (f,pIô)+ + 6(f,p?,ô)o - bo(-?,,n,pIô) v ôeen

Remarque : Le problème (2.8.5) est équivalent à

(2.3.6) fTrouaer 
wTn,n € v{ teltequevaT' ev{

[ô*(r*,o,an): (f,un)+ + 6(.f, pon@ur*))o - bo(r?,,n,ph@no.*)).

V1 :

vr:
vl, h

vr,o :
vf,o :
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Comme dans le cas continu, on veut étudier la convergence de la suite ({ul,n,u|,n})r.
Les démonstrations sont analogues à celles présentées dans le cas continu, l,approche de
la preuve de convergence de la méthode est identique. On commence par supposer la
convergence de la suite (lu?r,^) et on montre alors que ({u?r,n,u|,n}), convergent vers
({uon,u|}) lorsque n tend vers l'infini. on prouve ensuite que la suite (72fl,,r) .or'o"rg"
effectivement (Théorèmes 2.8 et 2.g).

Tout d'abord, on discrétise les opérateurs utilisés précédemment dans le cas continu.
on définit les opératerus discrets Eo,h et Ear,1, issus respectivement de Es et .Ea par

(2.3.7)
Vf tel que

sur Ir
-0  Vun€(Vf ,o)

et

( 'o ,o :  o ; ,  - r

7 
Eo'nô : ô

lbs(Es,hg,ut)

[  "*,n: 
O;, -- ,

7 
E*,nô : ô

lb1(E'1-nQ,u6)

I lll ô lll?: I Eo,nô llï,n
[ (((O, r))n : bo(Eo,nô,Eo,nls)

(2.3.8)

Vf tel que

sur I*
-  0 vu6€(vià.

On introduit

(2.3.e)
V ô,rb € On,

comme norme et produit scalaire sur O1,.
Les démonstrations du cas continu ont nécessité l'équivalence des normes ll . llo et ll . ll+
des prolongements d'éléments de o. Dans le cas discret, on établit les équivalences des
normes par le lemme suivant.

Lemme 2.6

Si 11, est une triangalation réguJière de O. Si ^97r, triangulation de I'+ induite pa,r r1r, est
une décomposition unifotmément régulière de l'interfacel+, alors iI existe deux constantes
cs et ca, indépendantes de h telLes que, pour toute fonction ô de en, on ait

(2.3.10) Cs ll E+,nô ll+,nSlll 4,nô llo,a < Ca ll Eo,nô ll+,r, .
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Lemrne 2.7

on suppose qu'il existe une constante @rnh strictement positive telle que
Or, ) Qm,i,n Vn ) l.

si (1uolr,)n converge lorsque n tend vers I'infrni, alors la suite ({uon,r,u|,*})n converg,e vers
{uon, uI} solution de ((2.2.8), (2.2.g)) disuétisé.

Démonstration : C'est la copie discrète du lemme 2.g, il se démontre pax les mêmes
arguments.

Il ne reste qu'à prouver la convergence (1ufl,)r, lorsque n tend vers l,infni. A cet effet, on
introduit l'opérateur

(2.3.11)

avec

Fn:  O +  O
1, -+ F1r$ :7w[

(2.3.L2) wf eV{ tele que b*(rl,un): -bo@f,Eotun) Vun eV{

et

(2.3.13) wf; e Vf tele que bo(rf ,ua) : 0 Va1, € Vf1,, lw?,: û sur t+.

Remarque :
En utilisant les mêmes astuces que dans le cas continu, on observe que

(2.8.14) {t?' 
: Eo'nlt

I rf : E+,nFnrh.

Pour tout O positif, on définit

(2.3.1b) Fe,h : o1, '+ 06
1b + Fe,nr/-@,6Fub+(1 -O)r/ .

On a le théorème suivant :

Théorème 2.8

Il existe une constante O* €]0,11 telle queVO,,,. €10, e*[, Fs,11 soit une contraction stricte,
i.e.

VO- €10,O.[, ]e(O) < I teLre que lll Fe,n l,lllr, S k(O) lll r/ llln vl,.
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Démonstration : Elle est analogue à la démonstration du théorème 4.2 (voir également
[MQ2]), mais est rappelée dans le but d'identifier @*.
On utilise (2.3.15), cela donne

lll Fe,n b lllï :lll o6Fh1b + (1 - @)rl,lllrh
-  @262 l l lFnh l l l i  +(1 -O),  l l l rb l l l rh +2o(1 _0)6(((1/ ,FnlùDn.

De (2.3.9), on déduit alors

lll Fe,n l, lll|:016, ll Eo,nFnl; ll|,n +(t _ O), ll Eo,n b ll|.n
+ 2O(1 - O)ôbo(,Ao ,nlt, Eo,nBntlt).

Par le,s mêmes arguments que dans le cas continu, on remaxque que l,on a

bo(Eo,nt!, Eo,n,lÛ+,nBn/t) : - ll E+,nFn h llT,n,

ce qui, dans formule précédente, implique la relation

lll Fe,n lt lll2n:o'6' ll Eo,nFnls llï,n +(1 - o), ll Eo,n h llï,n
- 2O(1 - O)d ll E+,nFn b llr*,n .

Le lemme 2.6 a prouvé l'existence de deux constantes positives Cs, Ca telles que l,on ait
(2.3.10), et par la même technique que dans le cas continu, on obtient

(2.8.16) lll Fe,n l'lll? s 1o2o2c! + (1 - o)' - 2o(1 - o)6cl) ll Eo,n h llï,n
< ço2o2c! + (1 - O), _ 2O(1 _ s)6cl) lllrb lll?,

Pour,b(O), on choisira donc

ft(o) - (o, çt2c!+ I + 262c1)_ o(2 +26cî)* r)à.

et I'on aura

(2.3.17)  ,b(O)<1 ss i  0<o<O*=min1r .  z( t+6ci l  1---\-,WI)

Ceci achève la démonstration du theorème.
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théorème 2.9

on suppose qu'il existe un @^6n ) 0 tel que @*in < o,, < o* (o. défrnie par (2.J.lT))
soit vétifrée pour tout n. Alors, pour toute donnée initiale go € O, Ia suite de solu-
tion ({ul,1,u*,o})n du problème ((2.3.b), (2.g.6)) convetge vers ra solution {ufl,u[] du
problème suivant

ITrouuer 
(r[,r|) e Vi xVf teile que

I '

(2.3.18) lbo(wfl'u) 
: 6(f 'an)o v un € (vr,o)

lu*(rl,an) 
: (f ,un)+ + 6U,plô)o - bo(rfl,pIô) v ro e (vf,*)

I zr| - hwl sur r*.

De plus, elle vérifre

(2.3.19) lll ilu?,+r,n - uo,h) lllr,< k(o,)...ft(oo) lll il"8,n _ uo,n) llln vn ) Q,

où /c(O") est défrnie par (2.l.LT) et uï ,n:  go,rr .

Démonstration : on se reportera à la démonstration du Theorème 2.b.

Remarque : Pour choisir numériquement les para.mètres O,r, on peut suiwe la procédure
(décrite dans [MQ2]) q"i construit effectivement la suite. on peut aussi plus simplement
choisir un O constant (inférieur strictement à 1) et regarder si le schéma itératif converge.
si tel est le cas, alors la solution identifiée est la bonne.

2.4. Réalisation numérique

Le programme est basé sur la bibliothèque Modulef (M), toutes les parties concernant
directement la résolution pax éléments finis sont issues des différents modules de la biblio-
thèque sus-citée :
- apnoxx, pour les différents maillages [GM3],
- comaxx, pour les interpolations [GM4],
- thecxx, pour la construction des matrices élémentaires [GMa],
- cobdxx, pour les conditions aux limites [GM4],
- gradxx, pour la rr6solution (méthode de gradient) [GMb],
- trmcxx, pour les graphismes [GM6].
L'autre composante est un ensemble de sous-prograrnmes Fortran (F) conçus pour analyser
les resultats, implanter de nouvelles valeurs (a.ffectations des conditions d,interface) et
vérifier le critère de convergence. Pour assurer les liaisons automatisées entre les différents
mod'les et sous-prograrnmes, un fichier de commande uNIX (u) a été écrit.



2.4,L Algorithme relatif au problème à une interface (2.1.g) (u)

Initialisation par résolution du problème sur o! uu" 
ffi: 

0 sur l,interface f+ (M),

TANT QUE NON(fini) FAIRE

Thi des données obtenues sur f* (U et F),

Calcul de uo6 sur f*

Afiectation des conditions a'x limites relatives à og (F),

Résolution du problème sur O$ (M),

Thi des données obtenues sur l* (U et F),

Calcul de la dérivé" rror*ul. 
â'i

,Ésur f+

Affectation des données concernant les matrices élémentaires (relatif à Ol) (F),

calcul et Assemblage des nouvelles matrices élémentaires (M),

Vérification du critère de convergence (F),

Resolution du problème sur ef; (M),

FTQ.

2.4.2 Algorithme relatif au problème à deux interfaces (z.r.z) (u)

L'algorithme précédent est écrit pour la résolution du problème (2.1.8) à une interface.
Il s'écrit de manière similaire avec deux interfaces. On peut alors traiter le problème de
différentes façons :

o résolution simple : calculs sur O!, 08, f,}1, OB, O+, Oo, ...,

o résolution alternée : calculs sur O! et O1 simultanément, O$, O! et O1, Og, ...,

o résolution simultanée : calculs sur e!, o1, of simultanément, ....

Les méthodes de décomposition de domaines se prêtent aisément à une programation
parallèle et cet algorithme peut être modifié dans ce sens.

La méthode retenue est la première citee et est décrite de manière simplifiee.

76



Initialisation :

Resolution drproblème srrr Q! arrec 
# 

:0 surïïmerfæeT"r(ivt),

Resolution du problème sur Ol uuu" 
ffi:0 

sur l,interface f- (M),
Calcul de ufl sur I+,
Resolution du problème sur O$(M),

TANT QUE NON(fini) EAIRE

Calcul de la dérivée normal 
" % sur lr,

irn
Résolution du problème sur Ol (M),
Calcul de uo', sur f+,
Résolution du problème sur O$ (ivt),

Calcul de la r" ' ù 
-

lérivée normale 
ffi "* r- ,

Résolution du problème sur Ol (M),

Calcul de uoo sur l-,

Re.solution du problème sur O$ (M),

Vérification du critère de convergence (F),
FTQ.

Le calcul de la dérivée normale n'apparaît pas de manière explicite dans I'homogénéisation
théorique, aussi la résolution du problème sur I'interface I+ est-elle réalisée à partir du
sous-problème (les calculs sont analogues sur l-)

I Trouuer .I,n € Vf, tette que V u1, € VI

I a*(r*,o,un) : (f ,on)+ + 6(/, p?,(uur*))o - bo(*L,n,ponrun1i).

Dans les fichiers de données de Modulef, on a,ffecte, sur l+,

9"he - ^-t(^ ar2azrlâr9".r
Ë 

: s-Llo" - 
f)Ën; 

+ 6fp+h,

(po* les modifications sur ff on procède de ma.nière identique).
Le critère de convergence est construit à partir des erreurs relatives, calculées sur les
interfaces l+ et f-, des solutions et de leurs dérivées normales entre deux étapes de
calculs (calcul de l'étape m * L à partir de rn). Le critère d'arrêt numérique est égal
à  1 .10-5 .



2.4,3 Résultats numériques

L'étude de la convergence en e, épaisseur du domaine s'opère après changements d'échelles

($1.5). On travaille donc sur les matrices de rigidité (ôii);i _ ( 
"-r"i|, 

Z-:Z;:)

indiquées ci-dessous.

Exemple Ez.3 :

Poursuivons les calculs de l'exemple E2.L

Configuration e :L
1

" : ,

1
4

(b;i); i (r î) (t$) (r f^)
-c ( at:azt\

"  
- \ o " -  

" -  
) 4 16 64

Le coeffici ent rf supprimant Ia dégénérescence est égal à 0,1, le coefficient 6 vaut 0,56 et

le paramètre O est constant égal à 0.8.

La triangulation, pas très fine (40 pas), offre des résultats somme toute agréables.

Rappelons encore que les isovaleurs sur Of sont à comparer aux isovaleurs sur O* multi-

pliées pax 6.

Les courbes montrent un redressement des isovaleurs lorsque e tend vers 0. C'était

prévisible car le problème limite est une équation différentielle définie sur I'intervalle (0, Z).

(F23.1) Configuration e = I'
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rl
z 3 4 5 6 7

sur O+ sur Oo sur O-
I 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.1111 0.0622 0.1111
3 0.2222 0.1244 0.2222
4 0.3333 0.1867 0.3333
5 0.4444 0.2489 0.4444
6 0.5556 0.3111 0.5556
7 0.6667 0.3734 0.6667
8 0.7778 0.4356 0.7778
I 0.8889 0.4978 0.8889
l0 1.0000 0.5600 1.0000

(F23.2) Configuration e: *

(F23.3) Configuration e: 
I

tr

Exemple 82.4 z

Poursuivons les calculs de I'exemple E,2.2

2 .) 4 5 6 7

Configuration e :L
t

":5
1
a)

(b;i); i (l t) (z ,?) (a;à)
-, I atzazt\

"  
- \o r " -  

"_  
)

7
,

14 31,5
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Le coefficient rf supprimant la dégénérescence est égal à 0,1, le coefficient 6 vaut 0,56, et

le paramètre O est constant égat à 0.8.

Avec la marrice (l â) 
t 
" " 

- 
ï,,les 

calculs n'aboutissent pas (non convergence de la

méthode de gradiànt utifisée pour la résolution du problème sur O!).

sur O*
1 0.25
2 0.50
3 0.75
4 1.00
5 r.25
6 1.50.
7 1.75
8 2.00

sur Oo sur O-
0.14 0.25
0.28 0.50
0.42 0.75
0.56 1.00
0.70 L.25
0.84 1.50
0.98 r.75
l-12 2.00

(F24.1) Configuration e : 1

1
(F24.1) Configuration e = 

5

On constate à nouveau un redressement des isovaleurs.

2.5 Convergence du Paramètre 6

Les paramètres e et e ont été étudiés, il ne reste plus qu'à regarder le comportement

limite du paramètre 6. La structure finale est unidimensionnelle (l'épaisseur e qui est

maintenant "0") et Ie système théorique ([CioSJP3]) résultant des convergences de e et e

!

1 2 3 4 ô 6
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ne dépend plus que du paramètre ô. Il s'écrit

(2.5.1)

- (o,, -

rz61o; - s

{s'1 :
ofrt

atzazr\A2V6 |
tr)æ 

: (2 - 6)/(11,0) dans (0,.1)

C'est une équation différentielle ordinaire.

Dans nos exemples / est constante, et la solution explicite de (2.5.1) est

v6 (rr) : - r@r,ox2 - ôx+ -
-2

* - t'") v6.( atzazt\
l o r r  -
\ 4 r r /

2
azz

En résolvant l'équation différentielle sur le domaine rectangulaire O+, on sera à même de

compaxer le comportement de la structure lorsque le paramètre e est petit (décomposition

de domaines) et le comportement limite théorique décrit par le système (2.5.1) (i.e. e:0).

Remarque : L'équation différentielle (2.5.1) et le système (2.5.2), bidimensionnel et non

dégénéré ci-dessous, ont la même solution

(2.5.2)

/ atzazr \ A2V6-  
lo t t  

-  
. ,  )@

vo(o,nz) :o  Vnz

:a*r (L ' r2)  =  o

?Vo : o sur ôo+\{ {*r:o} u {o1 : L}}.
drz

n2vô
- Cu^'u - (2 - 6)/(21,0) dans O+

oti
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Exemple E2.5 :

o Dans le cas du Laplacien :

1 0.0000
2  0 .1111
3 0.2222
4 0.3333
5 0.4444
6 0.5556
7 0.6667
I 0.7778
I 0.8889
10 1.0000

(F2.4.1) Configuration e :

(F2.4.2) Configuration "e : 0" et 6 : 0,56. hfil

Regardons les résultats sur O* recueillis après convergence d.e la méthode d" ié.o*position

de domaines (F2.4.1) et ceux obtenus par résolution du système (2.5.2) (F2.4.2). Les

graphiques peuvent paraître différents, mais si I'on regarde les isovaleurs, ils ne sont pas si

éloignés que cela. Cette dernière remarque est détaillée ultérieurement.

1
4

2 3 4 D 6 7

I
I .l'l2 4

I
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o Avec ru *utri"" (? i) ,

1 ,l ,i 4 5 6

I 0.25
2 0.50
3 0.75
4 1.00
5 t.25

1.50
r.75
2.00

(F2.4.3) Configuratiorr, : 
I

(Fr .4 .4)  Conf igurat ion "e:0 et  6 :0,56.

On remarque le même phénomène.

Calculons maintenant I'erreur relative produite entre la solution issue de la convergence

de e (noté" ,f ) et la solution Vf du système (discret) limite (en e) (2.5.2), avec 6 : 0, 56.

(o;i); i (r î) (li)
e Ll4 Ll3

( atzazt\

\ot t  
-  

t*  )
4 714

rl"I -Yt' l 'râ
\-1q-1

2,426.t0-2 2,795.70-2

Les erreurs relatives sont petites, ceci achève l'étude de notre structure.
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2.6. Conclusions

2.6.L Sur la structure

L'évolution de la structure au fil des convergences est décrite par les resultats graphiques

présentés au cours de ce chapitre. On y constate I'influence des divers paramètres.

o L,augmentation du nombre de cellules i.e. la décroissance du paramètre e implique une

augmentation de la température dans le domaine. La température maximale constatée en

{", : .L} est voisine de la température observée en {r1 : tr} lors de l'étude du paramètre

e, puis dans la convergence en ô lorsque 6:0,56.

r Le domaine obtenu après convergence de e est composé de trois parties de caractéristiques

distinctes (matrice de rigidité difiérente, dégénérescence d'un des deux problèmes' ...).

La convergence du paramètre e transforme le domaine bidimensionnel en un domaine

unidimensionnel. De ce fait, il n'a.ffecte pas de manière sensible la valeur des isovaleurs

tracées. C'est ce que I'on constate sur les dessins présentés. On remarque aussi un léger

redressement des isovaleurs dû à la dilatation en e des domaines.

o Enfin, la dernière convergence (6) indique le comportement final. Les résultats lorsque e

tend vers 0 sont très voisins des résultats obtenus avec le problème limite en e. La méthode

théorique est ainsi vérifiée de manière numérique, les coefficients homogénéisés théoriques

ont été bien calculés !

2.6.2 Sur la méthode

La méthode de décomposition de domaines utilisée a permis de resoudre notre problème

d,interface, la convergence est obtenue en quelques itérations. De plus la spécificité de ce

type de méthod,es permet d'évoluer vers de.s algorithmes parallèles. Le choix d'une méthode

de relaxation a été dicté par la présence de systèmes différents sur les sous-domaines et la

particularité de notre problème sur I'interface.

Le choix d'une triangulation plus fine améliorerait les résultats numériques, mais I'objectif

initial, qui était d'étudier la structure, est atteint avec celle-ci. Aussi peut-on conclure

sur I'efficacité de la méthode de décomposition de domaines par rela>cation sur I'interface

couplée à un résolution par éléments finis pour ce type de problèmes.
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Conclusions

L'étude de structures réticulées ofhe de nombreuses possibilités tant au niveau du choix

de la structure : tours, grillages, ... qu'au niveau des problèmes d'équations aux dérivées

partielles : thermique, élasticité, ...

Le travail réalisé dans cette première partie de thèse concerne l'étude du comportement

asymptotique de deux structures élancees sur lequel on résout le problème de Poisson.

Tout d'abord, d'un point de vue théorique, plusieurs ordres de convergence des petits

paramètres ont été envisagés. Tout comme en dimension 2 [CioSJP4], les diverses séquences

de convergence ont conduit à un même problème limite bien que les étapes intermédiaires

soient différentes.

Dans un second temps, une étude numérique theorique d'une séquence de convergences

pa^rticulière a étéréalisée en utilisant des méthodes d'éléménts finis et de décomposition de

domaines. Mais avant de résoudre les problèmes discrets, la spécificité des problèmes liés

aux comportements timites successifs nous a contraints à étudier un problème approché et

un problème d'interface peu classique.

La diversité des méthodes de décomposition de domaines offre de nombreuses possibilités

[Le], et dans notre cas, la méthode choisie fut une méthode par relaxation sur I'interface qui

nous a permis de résoudre le problème d'interface rencontré. Les démonstrations proposées

prouvent la convergence de cette méthode.

L'utilisation de ces méthodes de décomposition de domaines est également très intéressante

dans d'autres approches de l'homogénéisation. En effet, I'homogénisation est fréquemment

réalisée sur des structures périodiques. Dans les preuves interviennent alors des problèmes

adjoints dans lesquels on distingue entre autres des conditions de Ériodicité. Ces dernières

peuvent être alors traitées par décomposition de domaines [D]. Ce dernier point fera I'objet

de développements ultérieurs qui permettront, par exemple, d'étudier la séquence de con-

vergence (/ce,6) et ainsi de calculer les coefficients homogénéisés.
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0. Introduction des problèmes de contrôlabilité

La théorie du contrôle est un domaine applicatif pour les mathématiques. Contrôler un

objet, une surfac€, ..., signifie que I'on veut influencer son comportement a,fin d'atteindre

une cible, une position de repos, .... Pour calculer cette influence, diverses méthodes, as-

sociées à diverses techniques mathématiques, ont été développées. Les manières d'aborder
ce problème sont nombreuses, nous nous intéresserons à la contrôlabilité exacte de systèmes

distribués [Lionsl&2], ... .

0.1 Contrôlabilité de l'équation des ondes

Soit O domaine borné de IRN de frontière f de classe C2 et ? positif représentant le temps,

on pose
Q:Qx(0 ,? ) .

Le système d'ondes linéaire est

( o2u  a

læ-Lu:9r  
dansO

lu : g, sur f x (0,?)

initialisé par

( u(*,0) - ,ro(r)
I

1*o,o) - ur(r).(  at .  ,  ,

L'objet du contrôle est d'influencer la solution z du système ci-dessus afin de lui permettre

d'atteindre au temps T l'état que I'on souhaite , par exemple u vérifiera

u(r,T):f f@,?):o p.s.0.

Cette condition caractérise I'exacte contrôlabilité du système au temps ?.
Pour obtenir celleci, on peut utiliser deux types de contrôles :
o le contrôle frontière,
o le contrôIe interne.
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Le premier cité, décrit dans [Lionsl], consiste à résoudre le système avec

(g ' -o

ln, - ' '
Le contrôle, noté u, agit alors sur la frontière. Des développements numériques ont été

abordés dans [GLLl]' [GLt2], []....
Dans ce qui va suiwe, le contrôle interne

(
)9 r :u

\oz :  o '

retiendra toute notre attention.

O.2 Contrôlabilité interne de systèmes périodiques non linéaires

Le domaine O sur lequel on travaille est désormais périodique, I'absence de conditions sur

la frontière allègeant les algorithmes.
On considère le problème

# 
- Az * 1(u) : o.x, dans Q

uet yu périodiques

u(r ,0)  :  uo(r)

#r",0) 
: ,1(r) ,0, zr périodiques .

La fonction / représente une non linéarité (23 par exemple) et ar la partie de O supportant

le contrôle. On notera que si c.,r : f,), alors toute équation, linéaire ou non' est contrôlable

exactement.
Lorsque le système est linéaire, on peut identifier le contrôle par la méthode d'unicité

hilbertienne, appelee H.U.M. et exposée par J.-L. Lions dans [Lionsl].
Des démonstrations s'appuyant sur cette méthode associee à une méthode de point frxe lZl,
permettent d'obtenir I'exacte contrôlabilité pour des non linéarités sympas. Par contre, si

iu ron linéarité est u3, voire supérieure, les résultats théoriques ne sont pas établis.

O.3 Méthodes numériques

Afin de répondre à cette absence, nous nous concentrerol$ sur la recherche numérique de

contrôles. Cet objectif est réalisable grâce à la méthode H.U.M., méthode constructive

identifia^nt le contrôle. ElIe s'adapte aisément aux méthodes de gradient conjugué ([GLL1]

pour le contrôle frontière). Une autre possibilité réside dans la résolution par recuit simulé,

celui-ci permettant, contrairement à la précfiente, de traiter les systèmes non linéaires.

En effet, ces derniers ne sont pas directement solvables par gradient. Mais en utilisant un

point fixe, cornme dans les preuves théoriques lZl, on peut y parvenir.

Ùn autre type de contrôlabilité a également été envisage. Il s'agit d'une contrôlabilité

partielle réalisée sur les moments de u.
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Les développements de ces méthodes sont abordés comme suit.

Le chapitre I relate la contrôlabilité interne. Le contrôle de support O permet de contrôler

d'un point de vue théorique toutes les conditions initiales compatibles avec les hypothèses

du problème. On y regardera les méthodes :
o de gradient conjugué (systèmes linéaires),
r de point fixe (systèmes non linéaires) et
r de recuit simulé.

La seconde partie est consacrée aux contrôles partiels. Si les systèmes linéaires sont

contrôlables en temps continu et pour un temps ? suffisament grand, il n'en va plus de

même d'un point de vue numérique. En effet, lorsque le support c.r ne vérifie pas certaines

hypothèses, la convergence numérique n'est plus assurée.
Si travailler avec un support a; et un temps ? convenables convient aux systèmes linéaires,

le contrôle numérique des systèmes non linéaires s'avère plus délicat. Il apparaît que la

convergence numérique méthode de point fixe est sensible à la linéarisation considérée. Ces

remarques seront développées plus amplement sur des problèmes unidimensionnels. Les

méthodes numériques employées sont les méthodes de gradient et de point fixe. Le recuit

étant mis de côté suite aux conclusions du Chapitre I.

Différents, les Chapitres III et fV tenteront de répondre à la question suiva,nte :
,,Soit u (le contrôle) calculé par contrôle de moments de u (la solution) et ayant pour

support un sous domaine non vide ar aussi petit que I'on veut.
Comment contrôle-t-il la fonction u, ? "

Cette question, tout d'abord abordee en dimension I au Chapitre III, est à nouveau traitée
grâce à la méthode H.U.M.. La variante proposée permet d'identifier un contrôle ne

àépendant que du temps sur chacune des sous-parties de son support. En réduisant la

taille des supports, on s'approche du contrôle ponctuel.
La quatrième et dernière partie aborde cette même question en dimension 2 et expose

l'algorithme de la méthode.

La programmation des algorithmes présentés dans ce travail est réalisée en Fortran 77 et

en C sur stations de travail SUN Sparc IPX.
La visualisation des résultats est réalisée grâce au logiciel Mathematica [M].
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1. Contrôlabilité interne

En contrôlabilité interne, le contrôle, présent sur tout le domaine O, permet de contrôler

d'un point de vue théorique toutes les conditions initiales (homogènes ou périodiques).

Cela permet de tester les divers algorithmes, de vérifier leurs performances et ainsi choisir

les plus performants pour l'étude de la contrôlabilité interne partielle (Chapitre II).

l.L Equation des ondes et Contrôlabilité exacte

Soient O : [0,1] x [0,1.] un domaine de R2, @ une partie de O ouverte non vide portant le

contrôle u,T wnombre positif symbolisant le temps et / une fonction reelle matérialisant

la non linéarité.

Soient Q:Q x (0,T) et  f  :  ôO x (0 'T).

Dans ce qui suit, on va s'intéresser à deux situations différant par le choix des conditions aux

limites imposées. Ces conditions limites seront choisies soit homogènes, soit périodiques'

Le système d'ondes non linéaires homogène s'écrit

(r1.1 )

Le système d'ondes non linéaires périodique s'écrit

/ô2u 02u ô2o, \

\AP 
- 

æ 
- 

W 
+ f@))(*'a't) : a(r'u't)x' dans I

u:0  su r  f

u( t ,A,0) :  ,o(r ,Y) )

#r**r,0) 
: u'(*,r)l 

conditions initiales'

(* -* -*+r(,))(n,v,t)
\A t2  0 r2  0A"  - " / ' ' - '

u et Uu périodiques en r et Y

u(n,a,O) -  uo(æ,a)

#r"ry,o) 
: ur(n,a) uo,urPériodiques'

: a(n,u,t)x, dans Q

(r1.2)
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(r1.3)

On remarquera la notatior: "Xr" ind.iquant que la fonction "uxr" n'agit que sur la

partie ar de O. Cette notation symbolise le contrôle partiet et est utilisée afin d'éviter des

démonstrations redondantes entre les Chapitres I et II'

Dans cet exposé, on veut "contrôler exactement" u solution de I'un ou I'autre système

d'ondes i.e.

Déffnition Dr : Contrôler exactement un système d'équations aux dérivées partielles

consiste à conduire la solution u du système (I1.1) ou (I1.2) de l'état {uo,ur} à I'instant

t : 0 à l'état {0,0} à I'instant t : T. Ceci s'exprime encore pax

Pour T ) O,ttouver un espace H tel que,

pour tout {uo,uL}, il existe un contrôle u e L2(u x (0' ?-)) tel que

la solution u(æ,t) du svstème (I1.1) ou (IL'2) vérifre

u(r,T):#r*,?):0.

Remarque : Atteindre un état {Us,Ul} à I'instant ? s'exprime de manière similaire.

Comme on veut contrôler u, on connaît donc son état initiat (conditions initiales) et l'état

final (choisi) où I'on souhaite la conduirel de ce fait, la fonction u n'est pas I'inconnue des

systèmes (I1.1) et (I1.2).

pour contrôler exactement ces systèmes, on va utiliser Ia fonction u appelée contrôle : c'est

notre inconnue, celleci doit être calculee de manière à contraindre Ia solution z à atteindre

l'état final souhaité.

Ce travail a pogr objectif I'identification et le calcul de fonctions de contrôles ?, susceptibles

de contrôler exactement (I1.1) ou (I1.2).

La première étape consiste à décrire la méthode H.U.M. dans le ca"s du problème d'ondes

linéaires suivant

(r1.4)

lô2u 02u 02"' '| - - 4l(*,a,t) -- u(r,a,t)X, dans Q
\ At2 0n2 0Ar t ' '- '

u(r ,y,0) -  ,o(o,g)
d o ,

#(",g,0) 
:  u'(x,a)

u vérifiant les conditions limites'
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L.2. Méthode H.U.M.

Grâce à la méthode H.U.M. introduite par J.-L. Lions [L1], on dispose d'un outil systématique

po'r prouver I'exacte contrôlabilité de systèmes distribués. Son application réduit I'exacte

contrôlabilité à I'obtention de resultats d'unicité (de type Hohngreen). Avec ces résultats

d,unicité, on peut alors construire des espaces de Hilbert, et démontrer l'exacte contrôlabilité

dans leurs duals.

Cette méthode est remarquable car elle prouve l'existence de contrôles et indique comment

les construire.

Lorsque I'on trayaille sur le système (I1.1) homogène, on rappetle [L1] que ce contrôle

vérifie

(r2.1) ll a ll2p, 1'x10,?)) : 
#1,11 

d ll?,t," ro,rll

où1,1", est I'ensemble des contrôles "exacts" qui amènent u à l'état {0, 0} à I'instant T, i.e.

(I2.2) Ll., : {u e L2(w x (0,?)) contrôlarrt exactement le problème (Il.t)}.

Passons à la construction H.U.M.ienne.

L.z.L Construction du contrôle

On résout tout d'abord un système direct qui ne prend en compte que des données initiales

(Ô2ô 02Ô 02s,
\aF 

- 
æ 

- 
aùl(æ'v't) 

: o dans Q

ô(r,a,o) - Qo(x,v)

#rr,y, o) : ô'@,a)
@ vérifiant les conditions limites,

puis un système rétrograde où apparaît un contrôle donné par le système précédent

(r2.4)

# - # - i#l(r'a't) - -(Ôxà(*'Y't) dans Q
,b(*,Y,?) : o

#r",a,T) : o
r/ vérifiant les conditions limites.

On remarque que d vérifie naturellement la condition d'exacte contrôlabilité (I1.3).
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L.2.2 Déffnition de la méthode

On définit l'oPérateur linéaire

(r2.5) ^{do, ô'} : tfftol,-/(o)}.

Lemme I.1

Sj O est Ie support du contrôLe a,lors I'opérateur Â est défrni positif.

Démonstration : Soient g, g* associés respectivement à {Ô,rlr}, {Ô. ,rlt*} par (I2.3), (12.4),

en notant
alb
7o 

: rbt'

ona

( Àe,, e* ) :< {t/r(O), -, /(0)}, {d.(0), d;(0)} >

1 f
: I ,1"(o)ô.Q)dndy - I (,@Ôi(0)dndY

Ja Jo
I f .-- - I klrtô* - ôirrDil*dydt + | ̂ @,rQ)Ô.(") 

- rbg)ôig\dædv
Jq '  Ja

f f
: I e*pO- + ôô*xàand,yd,t * l^A,6-rltarayat par (I2.3) et (I2.a)

Jq  rQ
f f .: 

JoSt*y,d,æd,vdt 
+ 

Ja(Vb.yÔ. 
- Y,b'yÔ-)atdvdt

( Àe, s* ) : [ ôô-x,dnaaat.
J Q

En particulier, on a la relation

(12.6) l - l re,e>- [ô'x,a*d'ai ] t-  [ '  [62dxdvdt,Jq Jo Jw

dont on déduit : À est semi-défrni positif. En contrôlabilité interne totale (c..' : O), on a

( Âs,, 9.): [ 6'a*ayat,
Jq

ce qui implique que d: 0 pour presque tout {r, Y,t} e Q'

Si le contrôle n'est que partiel, on pose

I  n  1à
ll {do,d'} ll'- llor'*,0***l

94

I

(r2.7)



Le théorème d,unicité de Holmgreen (cf J.L. Lions [L1]) implique que pour tout ouvert

non vide ar C O, il existe un temps ?o tel que pour tout T t To,l'unique solution / du

système (I2.3) telle que Ô : 0 sur (r' est { : 6'

Remarque : Dû à la vitesse finie (égale à 1) de propagation des ondes, en dimension

1 et dans le cas périodique, le temps minimum ?o de contrôlabilité lorsque I'on contrôle

sur , : Ia,b]c est supérieur strictement à (ô - a) (où lo,bl" est le complémentaire dans

O de I'intervalle [o, b]). Pour le contrôle sur le domaine entier, le temps minimum de

contrôlabilité doit être strictement positif (quelle que soit la dimension de O).

Cône de propagagation

+
x

Temps minimum de contrôlabilité
en domaine périodique

On en déduit que ll . llB est une norme dans 2(O) x D(O) pour ? ) To, et on choisit

E - p-(op@'l'lla

comme espaÆe de Hilbert. En notant F le duat de E, on déduit de (I2'7) que

(r2.8)

Soit

(r2.e)

Ît : E + F est un isomorPhisme.

f : {u t , -uoyeF,

alors pour un temps ? suffisamment grand, l'équation

(12.10) Â{do, Ô'l'- : {,rt, -,,0}

a une unique solution {Ôo,Ôtl;.
Or si on utrilise le couple {ôo,ô,} conrme conditions initiales dans le système (I2.3) et si

on impose dans (I2.4) la fonction " - $yr" comme contrôle alors Ia construction de Â

implique

À{do, ô'1 : tffOt,-,r(o)}.



Comme la construction d" {d0, @1} donne par ailleurs

À{do, Ô'} : {ut,-uo},

on a, pa,r unicité de la solution du problème de cauchy (I1.4),

u :V .

A l,instar de û,la solution u vérifie la condition d'exacte contrôlabilité (I1.3).

Remarque : Les estimations, sur O domaine borné de IRt et avec conditions de Dirichlet

homogène sur ôo, montrent que E - L2(Q) x fI-r(A) convient fzl. ceci permet de

caractériser I'espace F, et donc dire quelles sont les conditions initiales contrôlables.

Remarque : La méthode ci-dessus est écrite pour des contrôles partiels sur ar. Elle est a

fortiori waie lorsque I'on contrôle sur le domaine entier : pour contrôler le système (I1'1)

ou (I1.2), il suffit donc de prendre "u : -ô" où la fonction / est identifiée par H'U'M"

L.3. Gradient conjugué pour les systèmes linéaires

Afin de résoudre le problème (12.10), on le réécrit sous la forme variationnelle suivante

( Trouaer e e. E tel que
(I3.1) .

t a nt, d >:( {", -uolt,d > v9,* e E'

On a précédemment montré que ( 4.,. ) est défini positif, on vérifie aisément qu'il est

continu, bilinéaire et symétrique. Ainsi pour ? strictement positif, le problème (I3.1) peut

être résolu pax un gradient conjugué.

1.g.1 Algorithme de résolution des problèmes variationnels fortement ellip-

tiques par gradient corfugué

Avant de développer la méthode de gradient particulière à notre problème, voici rappelée

une méthode plus générale.

soit v un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire (.,.) et la norme ll . ll associée'

Soit o : V x ll -+ IR une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive vérifiant

I 
it existe C > 0 et o ) 0 telles que

( I3.2) l "@,u) 
< C l l  a l l  l l  " l l  

Y0, v eV (cont inui té)

["  l la l l2S a(0,0) V 0 eV (V-el l ipt ic i té) '
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Soit Z : V xV + IR, une fonction linéaire continue.

Alors le problème

(ra.s) {'::*,* 
' 
:, ',telte 

que' panr tout u €'v' on ait

I o(0, u) - L(u)

possède une unique solution dans V (Lax-Milgrarn), solution calculable par la méthode de

gradient écrite ci-dessous.

Initialisation

So i t  0o€V donné,

on calcule gs tel que

(13.4)

Si gs est suffisamment Proche de 0

Alors on prend 0 : 00,

Sinon on Pose wo : go.

Pour n ) 0, on calcule 0n1t, 7n*rt et unarl à partir de 0n, 9n et ur. comme suit.
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Descente

On calcule le coefficient de descente

(r3.5) Pn :
ll g" ll'

a(wnrw',.)

et on pose

(13.6) ïn*r : 0n - Pnwn'

Convergence et nouvelle descente

On calcule grr11 tel que

(9n+ r€V
(r3.7) (

[ (gr,*t, v) : (gn,u) - p"a(wn,u) Y u €.V.

Si grr+r est suffisa'rmment Proche de 0

Alors on prend 0 : ïn+rt

Sinon on calcule

(r3.8)

et on construit

(r3.e)

l l g'+t ll2^ ln:W

lDn*t : qn-fL *'YnUn,

puis on retourne à l'étape "Descente" (n * n, + 1).

La condition (gn+r sufrsa,rrment proctre de 0" (top. 9e) peut s'écrire par exemple

(IB.1o) ffi='
où e est gn réel strictement positif lié à la précision du calculateur utilisé.

Remarque : La convergence est liée au conditionnement de la matrice
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L.g.z Algorithme de résolution par gradient coqiugué du problème de contrôlabilite

interne exacte

Il est inspiré de celui présenté par IGLL] po* le contrôle frontière, et s'applique arDC

systèmes avec conditions de Dirichlet homogène sur la frontière.

Dans cette partie, le domaine O est donc borné da"ns IR'2 (non périodique)'

Tout d'abord, on choisit le produit scalaire sur E : L2(Q) x f/-l(O)

(e,e*\B : [ 
"o"*od,*da 

* [ v r'.u r*Ld,rdg + [ p' p.'d,*d'a
(13.11) 

\ - ' -  ' -  Ja 
-  

Ja- Ja

Vg:  {eo ,a ' } ,  e*  :  {e*o ,e*L}  e  E

où pr est une fonction de Hol(O) telle que

(r3.12)

Initialisation

-LP' : et '

Soient el e t'2(Q, râ e fI-t(O) donnés,

on résout

dans Q

(r3.13) conditions initiales

purs

t02ôo 0'ôo 02ôo\,
\ ôtz or2 ôa2 / r

Ôo(n,a,0) : eo(n,a) 
I

ffa,s,o) : "'@,ù I
Ôo:0  surôQ

nrY ' , t )  :  0

(W - W - Wl(*,a,t) : -ôo(n,u,t)x,
tbo(n,U,T) : O )

#r*,y,r) 
: ol 

conditions finales

dans Q

(r3.14)

On calcule gû :

(r3.15)1

rho:0  surôO.

{g8,gô} e .E tel que

g3@,r) : 
W(",s,O) 

- ut(a,y) dans o
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et

(r3.15)2

Si go est suffisamment proche de 0 : t0,0)

Alors on prend g.: 9nt
Sinon on prend !!o : % ("t (pL). : pà).

Pour n ) 0, on calcule gntLt gnir, Fn*tt un-frt Ôn+t et thn+t à partir de gn, 9-n, ltrn,'tirn,

ôn et {tn pæ le schéma suivant

Descente

On rrésout

! uto{*,a) : uo(n,a) - ,ho(*,Y,O)

t gË(', a) - -ap|{g,ù.

(r3.16)

puls

(r3.17)

On calcule h :

(r3.18h

et

(r3.18)2

( a'6, a'6,
\âtr-æ
6^@,u,7) :  o

â q l t

#(",u,T) = o

6n:O surôO.

{g?",s|] e E e.E tel que

-ôn(r,U,t)X, dans I

(a '6* _a'6,  _* l (n,y, t ) :o dansQ
\a'P 

-æ- 
ua-/

6*@,v,0) : w?,(r,a)

#(",y,0) 
:  wr*(r ,a)

6n:0  surôO,

Wl(*,y,t):

i l@,ù : W(*,u,0) dans o

:  -  rhn(ary,O)

: -ATt+,(r,A),
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puis on détermine le coefficient de descente

(r3 le) 

{

^ _ ll g-"llrl
Yn -  

< - l \u -nru ,n)

lrt n:,1' a*aa * I*lyt',12 
drdv * I*l 

phl' d,rd'v

1il.9" 1 d,rity * 
lnl 

yTà.v1'f,). I dxdv * 
J nl î""0'I)- | dxds

(r3.20)

Convergence et nouvelle descente

Si 9r,*, est su-ffisamment Proche de 0

Alors on prend g : gn+Lt Ô : Ôn+t et 4) - thn+t.

Sinon on calcule

l l o **,ll ','Yn:W

(r3.21)

Ce coefficient calculé, on Pose

et

(r3.22)

9n+L :9n -PnAn
-

Ôn+ t :Ô" -P "Ô"

ûn+L :ûn -Pn6n

( g^*' : 9n - P"7*
{
l r r - 1
( F"+r : ltà - PnFà'

TI g9*, l' ,haa * Irl 
yrr'^+,lz d,xdy * 

Irl 
pt^*,l2 d,ndy

I nlJ' o*0, * 
Inl 

yt',lz d,rdy * 
Irl 

p'* l' d,rd,y

Iw^+r :  
gn ' . r * 'Ynan

[ (pl*t)., : ttt,.+r + 'YnUtL).,

puis on retourne à l'étape "Descente" (n * n + l).

Remarque : Cet atgorithme n'a pa.s été testé sur domaine périodique. Il sera développé

au deuxième chapitre avec un produit scalaire aans L2p.r(O) x If"r(O).

Remarque : Le choix du produit scalaire L2e"r(A) x L2o"r(A) par rapport au produit

scalaire L2e.r(A) x fo-"lr(O) entraîne une dégradation du conditionnement.
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1.3.3 Discrétisation du problème de contrôle

La discrétisation en epace et en temps est réalisée par la méthode des difiérences finies.

Espaces de discrétisation

Sur O domaine quadrangulaire périodique de lR2, on choisit 711:uîe triangulation régulière

(tRT]) de O en quadra.ngles

R: U K
KeTa

où /r. est la longueur de la plus grande arête de T1r. La triangulation 77, vétifre :

(1) chaque élément K de 711 æt d'intérieur non vide,

(2) les intérieurs de KL et K2, éléments distincts deT7r, sont disjoints,

(B) toute arête de K est soit une arête d'un autre élément de T1r, soit une partie de la

frontière de O. En domaine périodique, la seconde alternative de (3) est caduque, on

Iimitera (3) à

(3)' toute arête de K est arête d'un autre élément de Tn'

La triangulation périodique construite est la suivante

(M,M)<o,or

(M,i)=to,i)

(0,0)<r*a,r"rt (M,o)=to,o)

Triangulation périodique

Sur fir, on définit les espaces de discrétisation

(Vo - {"ol  u61* e P1 VK ef i ,}

{e t

l r i *  :  {un l  ,neVn,vnper iod ique} .

L02

(r3.23)



Soit {Sr'j1 i,j=o,..,M-L I'ensemble des M2 sornmets distincts de notre triangulation périodique.

Sur fir, on définit (pn,qn)n le produit scalaire dans fi' par

M - l

(13.24) (pn,qn)n : D h'po(Si'rqh(Si'i) V pn,qn €Vn.
i, i:o

On remarque facilement que ce produit scalaire est une approximation de

I Poqod''aY'
J O

Pour approcher l'espace E (c L2e"r(a) x Lzo"r(n\, on choisit

En: v lu '*vf" .

Rappel : Le choix de

g . :  {eo ,e r }  e  E

et la resolution des deux systèmes d'ondes

( /02ô a2ô. _ a]ql (r.u.r) : o dans Q
| \bF-M-W)\u ' ;e ' ;L)=

(13'25) 
1 ,fr,a,o) : eo(r,a), #r*,a,o) 

: et(t,a)
I
( d et y@ périodiques,

( (ry _ a2rl' _ a'rb)(n,y,t) : _ôx, dans g
| \ atz 0æ2 ôa2 ,

(Is.26) 
1 r@,a,r) : o, ff{*,a,r) : oI
( / et Y/ périodiques,

ont permis de définir I'opérateur Â par la relation

1 r 8.27) Le - {#<ol,-,l,(o)}.

Pour résoudre mrmériquement, on discrétise les relations (13.25), (13.26) et (13.27).
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Approximation des systèmes dtondes

On appelle r le pas de discrétisation en temps. Le vecteur 9h : {"?r,"L} étant donné, on

approche (13.25) pax un schéma explicite aux différences finies suivant

PourP :  0 r . . rP,Pour  i , i  :0 , " ,M - t ,

dph+r (sà,i) _ 2dph(si,i) + fh-r (si,i)
T.

_ dph(si+t,i) + 4;Ph(si-L,i) + ôph(sà,i+\ + fh(si,i-L) - Afh(si,i) _ 0
h2

fn+'périodique

que I'on initialise par

po tu  i ,  i  :Q , . . rM  -L ,

ôI$n,, - ey(si'j)

ôrh(si, i) - ô;r (si ' i) : e\(si, i).
2r

Remarque : Dans le contrôle frontière [GLLI], on avait à estimer le vecteur de contrôl 
" #

En contrôle interne, on utilise seulement le vecteur d qui est déjà connu.

Remarque : Ce problème est bien posé car :

. pour p>!,le schéma (13.28)1 donne {fl+l
o et le système de deux équations à deux inconnues ("" (dil et dtl)) formé des conditions

initiales "(13.28)2" et de l'équation "(13.28)1 pour p :0" est inversible.

On effectue la même opération sur (13.26) et on résout

(r3.28)1

(r3.28)2

(r3.29)l

Pour P : Pt ..t0, Pour i, i  : 0, ", M - L,

ûf+t (Si,i) - zlrPh(Si',i\ + lbl-r (Si,i)
T2

_ ût(si+r,i) + ûPh6i-t'i) + ûl(si'i+r) + ûl(si'i-r) -  lbeh(si',i)
h2

- -ëPh(Si,i)xu

,bon-' périodique

système que I'on initialise Par

pour i , j : 0 ; . . rM-L ,

çf 1st,i1 - g

ûl+L @i;) - $I-r 6i'i) -
2r
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Remarque : Ce problème est bien posé. En effet,

. ponr p 3 P - 1, le schéma (13.29)1 donne ,|î-' 
"t

r le coupte d,équarions { Ï: ::lt 
pour p : 0 

} consrirue un sysrème de deux équarions à---- 
l. (r3.2e)2 )

d'inconnue" ,lt|*t 
"t 

rhl-' qui est inversible.

Approximation de l'oPérateur Â

Soit e1, - {eo1r,"L} eVf" , Vl" , on approche À par

(13'30) Irh'' : Vf"' x Vf" + W" 'Vf"
9h + Itn,,èn : {Àfl,, )â}

où

(13.81) { 
^t. vf,., terreque Àfl(si,i) - 

thth6i'i) -'b;'6i'i) 
vi,i e0,..,M -L

2r
I rl . v{"' te]lle que Àl(.9i'i) : -rltl(s''i).

L'opérateur discret Â6," permet d'approcher le problème (I2.10) par

(r3 3 2) {' :ï::,:,^,; :T:;\,ki ̂ " ::ir,:rI ̂' 
vf" x vf"

où les notations 1 ., . )h, uf; et ul, signifient que

(r333){;i;;îl_,-i,1,?,i,::,,hi,!ii'":'):,,ii^'I;,,i:#:*n
Théorème I.2

Si Ie contrôIe est porté ptr O, L'opératew ilr6,7 ast symétrique et défini positif sur |'espace

Vfu' , Vf" .

Démonstration : Inspirée de [GLL], cette démonstration calque la démonstration du cas

continu.

I Oes relations (13.30), (13.31), (13.32) et de I'unicité du problème de Cauchy discret (discrétisé

I au problème de Cauchy (I1.4))' on déduit

1Lh,rgn,êî")n,: (utn,"îro)n - (rl, 
"ir ')n: 

(À1, 
"iro)n 

+ (Àl,, eir ')n,
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et, avec (13.24) et (13.31), on a

1 ûlh,rghrgi, >n

si'i) \(13'34) : nry (b|$''i) 
-'h;rçst''i) +loqsr,i; - ,l,I(sn,i , 2r /.Lt \ 2, *'''[o(si'i) - '21(sn'itÔ.ht6n'i) 

- Ô;-'(

i, i:o

On va utiliser la formule suivante, valable pour r ( q,

(W-0T-r - \  ru i+L-vî-L n1 :10,,+t-ef- ' , ro. '  - f i . ' :4-r  '
\  +," i )  n-  (Z,uh) r , -  \ -zr  ' 'n)  n-  \  2" '4) ,

* ,f p,(W,,rn)o- o,(or*'-z!l+el-' ,,r)n
P:r

avec B, -- 0q:l* Ur: l pour r <p< g. Cetteformule est l'équivalent discret de la

formule des traPèzes

r'(a)u(a) - o(a)u'(a) - \'(b)u(b) - 0(b)u'(b) * 
I"u 

(r"0 - 0"u)dt.

Dans (13.34)' on obtient alors

1 /t,,6,7e7rrgi, >n

: h2î fW ôi, 6n,, - 
ôiP+r 6i'i) - ô;P 

-L (si'i) rlrn 6,r)2r
i, i=o

* rh2f É pr1 Ûl+r 6i'i) - zûl!gi'i) + Ù'ph-L (sr'i) 
ôi,.60'i)

i,i=o P-Q

+ ôi:+L 
'si,i) - zôi:!!i'i) + ôi:-t (6i'i) 

,brn6o,i)).

Les conditions finales (13.29)2 du schéma rétrograde simplifient cette dernière équation, il

ne reste que

1 ût-h,r%h,9i, >h
t-t 

i 0^( _ ûl+t (sd,i) - zûph(si,i) + ûeh-r (sô'i) 
ôi,. @o,i)(13.35) : rh2 

Pr^'r+^1',r \ 
- 

-

+ ôi:+t6i,i) - zôi:s/''\ + ôi:-r{.sd'i) 44tr0,\).
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De (13.28) et (13.29), on déduit successivement

pourp€0 , . . ,P

relations ou I'on note

Æ,,(Sr.r,t) + f^(Sr-r,
LnôiT6n'i) - \Yh\v t "t'h\" 

h2

pour tout ,Si'i sommet de T1r.

On vérifie aisément que (Ôif,Anhilr, : (AaÔiT,rlt'n)n, ce qui permet de simplifier

l'égalité (13.35) et ainsi obtenir

M _ I  P

1 l\n,,en, eî, >n :,h' D D pofofso'j)Ôi: (sn'j)x1s',i e,y v en, dn e vl"'
i,i:o P-o

Cette relation implique que

P  M - L

(13.37) 1 \rh,,eh,en)n: rh2D0o D td,otsn'i\)2x1'g,,ie,'1 Y q, e Vf"'
p=o i,i:o

et donc I'opérateur À1," est symétrique et défini positif (cu - o) dans vf;"'. I

Remarque : L'algorithme discret est détaillé au Chapitre II.

Comme I'opérateur À1,7 est symétrique et défini positif, on peut utiliser une méthode de

gradient conjugué pour résoudre le problème (I.3.32).
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1.4 Gradient conjugué pour les systèmes non linéaires

L.A.L Méthode du Point fixe

La méthode exposée reprend la construction du schéma de point fixe adoptée par E. Zuanta

[Z] dans sa recherche de contrôles pour des problèmes d'ondes semi-linéaires unidimension-

nelles. Elle ne constitue pas une preuve dans le cas bidimensionnel périodique abordé ici.

Le système non linéaire étudié est

l02u 02u 02u

\atz on2 oaz
u(t ,a,O) -  uo(*,y)
n 4 t

l@,v,0) 
:  u ' (n,Y)

u et lu périodiques;

+ /(")) (*,u,t):  a(n,U,t)X' dans @

(r4.1)

(r4.2)l

uo,ur périodiques

la non linéarité / est continue et continûment dérivable sur lR. Ce problème n'est pas

étudié directement, mais comme en lZl, on linéarise'

Pour tout € e L*(Q), on cherche un contrôle u6 - a€(n,a,t) dans L2(ux (0,?)) con-

duisant la solution zg du problème linéaire ci-dessous de l'état {ro,rt} à I'instant 0 vers

l'état {0,0} à I'instant ?. On linéarise la première équation de (I4.1), on obtient l'équation

(ô'ue _ ô'ue _ 9'"'' \
\ ârz 0æz 

'ffi 
+ g(0"e)(r,u,t) : -/(0) * al(r'a't)x' dans Q

où la fonction g est définie Par

(r4.2)2 g(z) :
s iz t '0

s i  z :0 .

Les relations (I4.2)L et (14.2)2dotées des conditions initiales et de la condition de périodicité

de (I4.1) seront notés plus généralement (I4.2).

Remarque : La linéarisation choisie pax E. Zwzuaest une linéarisation autour de 0, mais

on peut également linéariser autour d'autres états (chapitre II).

Remarque : On contrôle toujours sur O entier, mais on conserve le terme Xr.

z

.f'(0)
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Appliquons H.U.M pour contrôler ce système linéaire.

soit { € r-(Q x (0,")) candidat à être le point fixe, on réalise pour chaque {

o la resolution d'un système direct

(# - 
# 

- 
# + a(€)de) (n,v,t) : o dans Q

(r4.3) lr:1.'a'o) 
: Ôo|@'a)

#r",s,o) : ôlo,u)
ôe et V@g périodiques,

o la résolution d'un système rétrograde

(r4.4)

(# - 
# W+ o(€)de) (n,a,t) : -(ôex,)@,a,t) dans Q

, l te@,u,T) : o

#r*,u,T) : o
tlte .t Vde périodiques,

o la construction de I'opérateu linéaire (qui est défini positif)

(r4.5) ^e{d3, ôt:. - tffrol,-dc(o)}

o on résout ^{d3,ôre} : {uL,-uo} ce qui conduit à I'obtention d'un ue (: -ÔeX,)

qui contrôle (I4.2)y on note uq la solution ainsi construite.

On construit ainsi un opérateur non linéaire K tel que K(€) : ue â,v€c llq solution du

problème (14.2) et vérifiant la condition d'exacte contrôlabilité

ue(r,a,T) : 
#rr,u,T\ 

:0.

Maintenant, si l'opérateur K possède un point fixe (i.e. l((€) : {) alors on peut choisir

aKç)(x,y,t) comme contrôle pour le système (I4.1).

En effet, si I'on regarde de plus près la définition de 9, on a

g(€)ue+ /(o) - f€)uc - ry + /(o)' € 5

et, si I((€) : E: uq,, cette égalité se simplifie pour donner

g(€)ue + /(o) - l(uù,
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(r4.7)

et l'on retrouve le problème (I4.1) pour lequel on a identifié le contrôle.

Pour de plus amples détails, on se reportera aux travaux de E. Zluanta qui montre l'exis-

tence d'un point fixe pour K grâce au thréorème du degré de Leray-Schauder.

Pour obtenir un point fixe de K, on utilise une méthode de Picard où { est cherché comme

limite de la suite 6/c+t - KGk) : uen Lorsque la procédure s'arrête, le dernier contrôle

u€, coruitruit avec { point fixe de l'opérateur K, est le contrôle exact du système d'ondes

non linéaires (Ia.1).

L.4.2 Avec la non linéarité choisie

pour orienter plus précisément I'exposé, on choisit dès à présent la fonction non linéaire.

Soit /o continue et continûment dérivable telle que

(14.6)  T  
+  

fo (z ) :azs

où a est une constante réelle non nulle. Par linéarisation, on construit la fonction continue

(az ! -o  - -2  - :
,  \  |  : azo  s iz l l

g \z ) : \  z
( f l (o) :o s iz:0.

L,4.3 Algorithme discret du point fixe

Sur O x (0,?), on discrétise avec M x M x (P+1) points distincts et on construit un

opérateur Kh,r, discrétisé de I'opérateut K, en approchant le problème linéaire ((I4.3)-

(r4.5)).

On pose

E**t : Kn,r(Êk)

initialisé avec

(r4.8)
0:€o

( -  Go)o- , r '  v  rnrn € 0,  . . ,M,  v  P e-1, . ' ,P+ 1) '
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Poru k ) 0, on vérifie la convergence de la méthode en calculant

P

(r4.e)

(r4.10)

(r4.11)

et

Résid,u(k) :

!{{€n)o,(Êo)o)o
P=O

Si Résidu(k) < e,

Alors le point fixe a convergé (on a trouvé le contrôle)

Sinon on itère.

Remarque : Dans (€\r, I'indice p représente le temps et k indique I'itération de point

fixe courante.

Remarque : On fait ici des itérations de Picard sur € ainsi la résolution par gradient

conjugué des inversions de Â6,7 s€ fait à € fixé. Il en est de même de la résolution des

problèmes en Q et d qui définissent Lh,, :

Soient eo , et e Vf"' , Vf,"' donrtées, on résout les systèmes d'ondes discrets

I((En*')o 
- (En)',(gk+t;r - (Éu)o)n

P=O

Ym,n  €  0 , . . ,  M,Yp  e  0 r . . ,  P

ôe;l, l-2tr^,*+ €i,1, _ &*t,n+ &-tpi f*r+r* f,n,n;- 4f,,,n

T h2

+ ((g*); , ,)2€*,n:0

ô%,n : eo*,n

ô ' * , * - Ô ; ' * : 2 r e L ^ , n

ôor,n : û,n

f*,, : f*,o

Vm,n € 0, . . ,  MrVp € P' . . '  0

Ùte;l,l - ntf*,^ + ttte^-,}, _ rl:e**r,n * Ûf*-t,n * t!e**+r * 4h,n-r - Atbh,n

- h2

+ ((g* );.J 
2 Ûp^,* : -f*,nx-

tbP*,n : 0

4,n:: -rb"*-,,] : o
{fr,n : 48,n

4f*,* : {f*,o.
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L'algorithme discret complet est présenté au chapitre II.

L.4.4 Quelques résultats

Analyse de la stabilité

Avant toute chose, regardons le pas de temps à adopter en fonction de la discrétisation

d,espace. Le tableau suivant est établi avec les données initiales

I 
uo (*,g) : cos(2tr(n + Y))

[,rt(", g) : cos(zr(r + A))

et le domaine O x (0, 
") 

: (0, 1)2 x (0' 2)' 
1

En première ligne figure le nombre de pas "n: LU de discrétisation d'espace, en seconde
,.

Iigne, on rapporte le nombre de pas de temps ", : 
l" 

nécessaire pour calculer Ia solution

discrète du système d'ondes linéaires périodique (I1'2)'

Ces quelques lignes ont permis de vérifier la condition de stabilité du ,lné*t des ondes

annoncée dans [GLL1], on choisira donc

r 1 0,7h (r voisin de 0,7h).

D'un point de vue numérique pour résoudre le problème discret, il faut choisir une discrétisation

en espace permettant de décrire convenablement les conditions initiales. Par exemple, la
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discrétisation modélisant la fonction cos(50zrr) doit être plus fine que celle employée

pour représenter cos(2nn). Comme la discrétisation en e.space va s'adapter aïx condi

tions initiales, il faudra aussi a,ffiner la discrétisation en temps pour satisfaire la condition

de stabilité.

Ces remarques s'appliquent aussi à propos de la taille de la non-linéarité (coefficient a),

plus le comportement est non-linéaire (lorsque a devient grand), plus la discrétisation sera

fine.

Exemple Er.l :

Sur une discrétisation 20x20x40 du domaine Q : Qx (0,?) (où O : (0, 1)2 et T : 1), on

considère l'équation des ondes non linéaires. Le contrôle est porté pax O et les conditions

initiales sont
( uo(*,g) : cos(2rr)cæ(2rg)
{

I t"(", Y) : cos(2nt)cos(hrY)'

On étudie les systèmes non linéaire (I4.3) pour différents coefficients a. Le nombre d'itéra-

tions nécessaires à la convergence de la méthode de point fixe et de gradient est exposé

ci-dessous.

a 0 1 5 10 30 50 100 200
Nb. ité. Point Fixe I 29 30 30 30 30 28 30
Nb. ité. Gradient 3 47 42 70 116 L32 196 479

Remarque : La procédure de point fixe implémentée (voir Chapitre II) est guidée par

Si Rési' i l ,u S e2(:1.10-6)

Alors le point fixe a convergé, on recueille les résultats

Sinon on itère

4 :4*0 .

FSi

Les coefficients B et el introduits conditionnent un nombre minimum d'itérations de point

fixe : pour arrêter le point fixe il faut avoir simultanément

:  1.10-13

: 1.10-6.
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Dans I'exemple ci-dessus, on a pris g :0,5 et e1 : 1.10-a ce qui oblige à effectuer 30

itérations de point fixe avant de vérifier ces deux conditions. En effet, on a

g}oe, : 0,530 x 1.10-a < 1.10-13 1 02eer

Cela explique le nombre quasiment constant d'itérations de point fixe effectué pour obtenir

les deux conditions d'arrêt.

Dans le tableau ci-dessous, on rema.rque que cette méthode permet de réduire le nombre

d'itérations de la procédure de gradient lorsque le coefficient de non-linéarité a devient

grand.

a 10 30 50 100 200
Nb. ité. Point Fixe 5 7 I 15 43
Nb. ité. Gradient 53 83 t24 264 1105

Cette amélioration sera encore plus sensible en contrôlabilité interne partielle.

Les dessins exposés présentent les graphes des fonctions

o u(x,gr, ?) position finale,

. ft{r,y,T) : u*(r,a,T),
â q t

t 
fi(æ,Y,T) 

: ut(t,Y,?) vitesse finale'

Par la suite, et sauf indications contraires, la base des dessins tridimensionnels représente

1e domaine O, les marques indiquant la discrétisation d'espace. Dans les tracés bidimen-

sionnels, l'a:ce des abscisses représentera O.
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4 .
z .

- 2 .

- 7
1o - r
1_0

l_0

(Fr1.1) Position finale u(n,Y,T)

(  1 n
z v

5 - 5 .  1 0

6 .

2 .
- 2 .

z .

- 2 .

- 7
t_0
1 ô

1-0

0 . 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0

(Fr1.1.0) a :0 (Linéaire),

(Fr1 .1 .5 )  o ,  :5 ,

(Fr1.1.30) a :  30,

(F11.1.100) a :  L00,

(Fr1.1.1)
(Fr1.1.10)
(Fr1.1.50)

Q , :  L ,

o:10 ,

a :50 ,
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l _ .
5 .

- 5 .

- 1 0
1 0  - 1 1
1_0

1- I

t-0

(Fr1.2) u,(r,y,T)

0 . 0 0 0 0 1 _

- 0 . 0 0 0 0 1 _

0 . 0 0 0 q
\  |  t l

-D l

: l :  otbor

0 . 0 0 0
0 . 0 0 0 2

- 0 . 0 0 0 2
- 0 . 0 0 0

(Fr1.2.0) a : 0 (Linéaire)'

(F I1 .2 .5 )  a :5 ,

(Fr1.2.30) a : 30,

(Fr1.2.100) o : 100,

(F111.2.1)  a  :  L ,

(Frr1.2.10) a : 10,
(Frr1.2.50) a : 50,
(Fr1.2.200) a - 200.

2 0

2 0
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- 1
t_0

(Fr1.3) Vitesse finale u1(r,y,T)

5 .
2 . 5

- ? q
- 5 .

- 5
1 0  - 6
l_0 2 02 .

- 2 -
- 4 .

1 l- I

l_0 -1_
1 0

1 ^

1_0 -
l_0

l _u  - 5

2 0 Z .  J - U

- z  -  J _ u

q

- 5 .

1 0

1_0

0 . 0 0

- 0  . 0 0

5

2 .  1 0
- 2 .  1 _ 0 -- 4 .  L 0

z -

- 2 .
- 4 .

2 0

(Fr1.3.0)
(Fr1.3.5)
(Fr1.3.30)
(Fr1.3.100)

5

20

o : 0 (Linéaire),

a :  5 ,

o :30 ,

a : 100,

(F111.3.1)

(F111.3.10)

(Fs1.3.50)
(Fr1.3.200)

a:L ,

o :  10 ,

a :  50 ,

a :200 . !

2 0

2 0

2 0
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L.5 Le recuit simulé

L.5.1 Généralités

Le recuit simulé, encore appelé "trempe" par les physiciens, est une méthode stochastique

utilisée pour résoudre numériquement le problème d'optimisation globale [TZ]. L'intérêt de

cette méthode par rapport aux méthodes stochastiques habituelles [BH]' est I'utilisation

de décisions aléatoires qui, comme exposé ci-dessous, permettent à la fonctionnelle de

s'extraire de ses éventuels minima locaux.

Pour une fonctionnelle F définie de IR' dans IR, I'objectif est d'identifier la valeur optimale

Xopt d'un paramètre X défini de IR* dans IR', telle que F(Xontl soit le minimum global

de F.

L'idée est, connaissant Xk, de choisir aléatoirement un état Xk+r proche de l'état Xk.

Cette opération est aléatoire et consiste à modifier légèrement le vecteur Xk. Avec ce

nouvel état Xk+L on calcule F(Xn+1; comme yk+t est proche de Xe, on peut espérer

que .F(Xk+t) soit proche de .F(Xk).

Si I'état yk+L est "meilleur" que son prédécesseur (i.e. F(Xn+1 < F(Xn)) alors on

conserve Xk+r : I'algorithme descend, sinon ?.

Sinon, une décision aléatoire est mise en place pour permettre des "remontées". Ces

dernières sont gérées pax une température K qui, physiquement, contrôle le recuit. On

acceptera une remontée si

Rand,om(O,l) < 
"*e( )

) -
K

F(Xn+r F(XO)
(r5.1)

Cette inégalité signifie que I'on accepte aléatoirement de garder l'état Xktr, de prime abord

moins intéressant que Xk, mais qui permettra peut-être à la fonctionnelle de s'évader d'un

minimum local. Pour que la procédure de recuit converge, la température est diminuée au

cours des itérations : on remontera moins facilement en fin d'exécution.

Algorithme primitif

Accepte(A,F, K) (fonction booléenne)

sia.F <0
Alors Accepte + Vrai

Sinon Accepte + (Rand'om(0,1) < e(-âf)

FSi
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Recuit

Initialiser Xo

Initialiser K

Tant Que Non (arrêt) Faire

m+0

Tant Que (m < Nb) Faire
yk+L * Xk modifié légèrement de façon aléatoire

Calculer F (Xt+t;

Si Accepte(r1Xr+t; - F(Xk), K)

Alors xk * xk+L

rn  ?  m*1

FSi

FTQ

l {+aK

FTQ.

Remarque : Le paramètre o est choisi strictement inférieur à 1 et la température est

modifée toutes les Nb itérations.

L.5.2 Recuit simulé et équations des ondes

Par action d'un contrôle u sur l'équation des ondes, on veut annuler u(t,A,n 
", X(*,A,T)

à un instant ? donné. Pour utiliser le recuit simulé, nous avons choisi la fonctionnelle

(r5.2)
Fu :  IRM 'x lRM '  +  IR

M-L M-r rrl, + u?i)(r,a) H tD+
i=o j:o

où c : (nii)i,i:o,..,M-rs y : (Atùt,j=o,..,M-! représentent respectivement u(rrArT) et
4",

#(r,g,T).On parvient à contrôler l'équation des ondes si
f , I :

min Fo < arrêt.
u€Eæ(Ox(0,r))

(r5.3)
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1.5.3 Notre algorithme - Paramètres et Améliorations

Pour identifier le contrôle u, nous avor$ employé une discrétisation en temps et en espace I

de ce fait, nous cherchons un contrôle approché du système d'ondes (noté également u)

choisi constant pax morceaux sllr tous les petits cubes

lmh,(m+ l )h l  x lnh, , ( rz+ 1)h]  x lpr , (p+ 1)r l  poru n1,,n €O,. . ,M, p e0,. . ,  P.

Remarque : Pour l'équation des ondes linéaires, on peut se contenter de o constant par

morceanx sur (0, 1)2 x fpr, (p + 1)z] (p : 0, .., P), u ne dépend alors que du temps.

Remarque : Que l'équation des ondes soit linéaire ou non n'intervient pas dans la

procédure de recuit, cela n'apparaît que lors des résolutions de systèmes d'ondes. C'est

une grande différence pax rapport à la méthode de gradient exposée auparavant.

f.fne procédure multigrille pour le recuit

Afrn d'accélérer la convergence, nous avons travaillé à la mise en place de grilles de modifi-

cations aléatoires pour le contrôle. Des grilles en temps et en espace ont été implémentées

pour calculer u constant par morceaux sur de gros quadrangles au départ du recuit. Pen-

dant I'exécution, la surface des rectangles diminue. On a,ffine le calcul du contrôle par

changements de grilles. Ces changements sont déterminés en fonction de seuils atteints

par la fonctionnelle F, ils sont irréversibles.

Pour des raisons pratiques, les paramètres M et P de la discrétisation sont des puissances

de 2. On définit ainsi n, le nombre de grilles en espace et nlle nombre de grilles en temps

tels que

(M:2n"

lP  
- -  2n ' .

Sur la double grille (i,k) (i e O..nr, /c e 0..n1), la surface d'un quadrangle (en dimension
.  .M P ,

1) est (# 
" *>. 

I' la frn de la procédure de recuit, la surface d'un élément de (n*,nt)

.M P .ot (fr " z*) : hr.

Remarque : Si lors du choix des grilles, on utilise "trop longtemps" un couple de grilles,

i.e. on attend d'être dans un minimum local arant de changer, le recuit peut ne pas con-

verger vers le minimum global. La solution évidente serait de ne pa.s changer et d'initialiser

avec les gritles de discrétisation les plus fines. Toutefois le nombre gigantesque d'itérations

à effectuer avant convergence confirme la procédrue de gestion des grilles par seuil.
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Remarque : Telle que la procédure est décrite, les grilles en espace et la grille en temps

peuvent évoluer séparément I'une de I'autre. Comme on a choisi d'initialiser des schémas

d'ondes avec les conditions initiales (décrites en $L.5.4 et difiérentes de celles employées

lors de l'étude de la méthode de gradient), le pas de temps doit être waiment plus petit

que le pas d'espace pour assurer la stabilité du schéma d'onde. Aussi, les grilles d'espaces

et de temps évoluent différemment.

Les cycles

Etant donné le nombre élevé d'itérations avant I'arrêt de convergence, il a été nécessaire

d'effectuer des reprises d'exécution [BON]. Par ce terme, nous désignons le redémarrage du

recuit simulé avec comme nouvelles données initiales le contrôle u déjà obtenu, la double

grille (g, gt) sur laquelle le recuit s'est arrêté et une température (fonction des grilles)

plus haute que la température sur laquelle s'e,st arrêté le recuit. La décision de reprendre

le recuit s'efiectue lorsque I'on a testé "mr" modifications successives de u sans en avoir

accepté une (où mr æt défini dans l'algorithme).

La modification aléatoire

Pour changer légèrement le contrôle u, lorsque O est de dimension 2, on choisit aléatoire-

ment:

o un indice de temps t6 (correspondant à la grille 91),

o deux indices d'espace fri et yi sur la même grille g, (on peut aussi choisir deux grilles

différentes, une pour la direction r, l'autre celle en 3t

o et une perturbation.

Formellement cela peut s'écrire :

(r5.4)
u' (r e+t, u j +*, t n+n) : a (û ;'+t, u j +rn, tn+n) * perturbation

pour (1,  m,n) € {0, . . ,  2eæ} x {0, . . ,  2e' l .  x {0, . . ,2s ' } .

Les choix aléatoires sont équiprobables (ils peuvent être régis par d'autres lois de proba-

bitfté).

Soit o un reel positif compris entre (0,1)), on choisit la perturbation de manière équiprobable

dans I'intervalle (-a, o) i.e.

pertubation : o (random(O,l) - 0, 5).(I5.5)
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La température

Les variations importantes de notre fonctionnelle (oo > F > arrêt) obligent à réévaluer le

paramètre K à chaque reprise. En efiet, si K reste grand, on accepte trop de remontées, les

cycles sont trop longs et la convergence trop lente. De même, si K devient très rapidement

petit, les cycles sont très courts et la fonctionnelle peut alors converger vers un minimum

locaI.

Algorithme évolué

Recui,t

u+0

n'tr ç- 0 (mr compteur de changement de cycle)

K  -L

Résoudre le système des ondes avec a

Calculer f'" initiale

Choisir les grilles g, et gt de départ

Tant Que Non (F < arrêt) Faire

rn ? 0 (rn compteur de modification de la température K)

Tant Que (m < Nb) Faire
'u' *- u modifié légèrement de façon aléatoire

Rr6soudre le système des ondes avec u'

Calculer Fo'

Si Accepte(F"' - F" ,K))
Alors Fu + F''

1 )  * ' , \ ) '

rm ?  m* I

Si (F" < Seuil(g,,9ù)

Alors C hanger grilles(g, g)

K :  seui , I ( (gr ,gt)+l)

FSi

Sinon rnr : mr * I (mr compte le nombre de tentatives salul acceptation)

SI (rnr > 50)

Alors K : seuil((gr,gt)+1)

rn r+0

Reprise

FSi
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FSi

FTQ

K + K.a (on change la temPérature)

FTQ.

Remarque : Il faut distinguer le compteur de modification de la température (interne à

un cycle) et le compteur contrôlant I'absence prolongée d'acceptation.

L.5.4 Nouvelles conditions initiales

Soient zo et zl les conditions initiales. La discrétisation suivante

(rb.6) 
{",'rî',I,0,'r::lrT,'1,'0, + rul(r,y)

des conditiorrs initiales peut être employée dans la resolution des schémas d'ondes de notre

procédure de recuit (l'analyse de la stabilité donne r (-0,7h où h est le pas de temps

et r le pas d'espace.)

En changeant la discrétisation des conditions initiales, nous allons améliorer ce rapport.

L'objectif est de résoudre l'équation des ondes discrétisée avec des discrétisations d'espace

beaucoup moins fines.

Remplaçons la seconde équation. Pour identifier ces nouvelles conditions initiales, on

commence par développer u pax une formule de Taylor :

( I5.7) u(r ,a,r)  :  u(r ,a,O) *  ru1(n,y,O) *  r2u11(x,a,0) + o(r3) '

i.e.
u (æ,y , r )  -u (nru ,O)  

:u t (û ,y ,0 )  +  ru11( t ,g ,0 )  +  o t2 )
T

: ur(n,U) * rulr(n,U,0) + o(r2).

on utilise ensuite l'équation des ondes pour identifret u6(n,g,0). on a

("* -  u* - uua r /("))  (r ,a,t)  :  u(r,a,t)

que I'on regarde en t:0. On obtient

utt(n,:y, o) : (r,* + usv - f(") +') (", u, o)
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u( r  -  h ,y ,O)  *  u ( r  *  h ,y ,O)  -  2u(n ,y ,0 )
h2

u( r ,U -  h ,0 )  *  u ( r ,y  t  h ,0 )  -  2u( r ,A ,0)
h2

On en déduit que

u t t ( r ra rD) :
u( r  -  h ,A ,O)  *  u (n  *  h ,U,0)  *  u ( r ,y  -  h ,0 )  t  u (x ,A  *  h ,0 -  4u(n ,y ,0 )

- f@)@,y,0)+u( r ,y ,O) ,

on utilise cette relation dans (I5.7), cela donne

u(r ,Y, r ) :

( Ib.8) :  (uo1t,v) + rur(n,a) -  12 71u1çt,s,0) + u(æ,v,0)

,  -zu(æ-h,U,O)+u(n+h,a ,0)+"@,A-h,Ù+"( " 'U \+r -  ) '

ou

(r5.e)

I'*''*'a'o) :

I 'rr(", v, o) :

Ces conditions ont été utitisées dans tous les exemples numériques presentés dans le para-

graphe $1.5, on remarquera dans ceux-ci que le pas de temps r et le pas d'espace h, sont

liés par la relation

r : h2

Numériquement, le schéma itératif résolvant l'équation des ondes est stable si cette condi

tion est satisfaite.

Cette nouvelle approche réduit considérablement la taille de la discrétisation d'espace par

rapport à la taille de la discrétisation en temps.

Remarque : Les résultats obtemrs avec les conditions initia,les (I5.8) et ceux obtenus avec

conditions initiales (15.6) sont semblables, mais le gain de temps réalisé nous a conduit à

n'utiliser que les conditions initiales (I5.8).
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1.5.5 Résultats

Exernple 81.22

Après phæ de 40.000.000 itérations on obtient la solution ci-dessous.

0 . 0 4
0 . 0

- 0 . 0 - 0 . 0 0 0 1 -

IJ

(Fr2 .1)  u (x ,y ,T) , (Ff l .2) ur(n,a,T).

Ces tracés résultent de la résolution du système (I1.2) doté des conditions initiales

( sin@næ) sin(Atry)

1o(

sur une discrétisation 8x8x32 du domaine (0;0,5)2 x (0;0,5). n

Compte tenu du nombre d'itérations, regardorrs I'influence des grilles et des cycles sur des

problèmes monodimensionnels.

Exemple Er.3: Sur une discrétisation 16x 128 du domaine (0,1) x (0,T) (avec ? : 0, 5),

on initialise I'équation des ondes linéaires par les conditions

: sin(2zrr)

-1 .

Les paramètres du recuit sont 
I

o le coefficient de température o : 0,9,

o l'écart type de la perturbation o :0,2,

o la condition d'arrêt : arrêt : 4.L0-4.

Les grilles utilisees sont décrites dans les deux premières colonnes du tableau suivant i'e.

o les grilles (n*,nt),

o le seuil à atteindre pour passer à la grille suivante.

Les derr:< autres colonnes indiquent le nombre d'itérations nécessaires pour atteindre chaque

seuil.

I "o (")
\  " t ( " )
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(nrrnt) seuil

(a)

mr :50

Nb:  100

(b)

lrùr :10000

Nb: 1000

(1 ,1 ) 5,0.10- 5 496 37 248

(L ,2) 1,5 .10- ' 19 334 79 4L1

(2 ,2) 4,0.LD-z 41 905 126 883

(2 ,3) 8,0 .10- " 68 270 r70 267

(3,3) 1,0 .10- " 106 819 2LO 471

(3 ,4) 9,0.10-" 115 902 248 4Ll

(3 ,5 ) 7,5.LO-" 121 065 289 41L

(4 ,5) 5,0.10-" L27 075 337 833

(4 ,6) 4 ,0 .10 -4 L43 767 387 434

La convergence dans le cas (b) demande plus d'itérations que pour (a), mais elle s'effectue

sans reprise. En utilisant les procédtues de cycles, on peut durcir la procédure (i.e. dimi-

nuer la valeur des paramètres rnr et Nb) de recuit et ainsi converger plus rapidement.
!

Exemple Er.4 :

Avec les mêmes conditions initiales et les mêmes paramètres que ceux décrits dans I'exem-

ple précédent, on étudie maintenant l'influence des grilles (avec les paramètres rnr : 50

et Nb: 100).

(n r rn t ) seuil Nb d'itérations (c)

(1 ,3) 5,0 .10- r 7 922
(1 ,4 ) 1 ,5 .10- r 79 854

(2 ,4) 4,0.L0-2 L79 240

(3 ,4) 8,0.1.0-r 286 258

(3 ,5) 9,0.10-" 424 282
(3,6) 7,5.10-" 440 038
(4,6) 4,0.10-" 519 329

Entre (a) et (c), ce sont les gilles choisies qui diftrent. On remaxque que travailler sur des

grilles plus grosses, i.e. modifier de façon plus importante le contrôle en début de recuit,

permet de diminuer Ie nombre d'itérations.
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En effet, le mode de calcul de la perturbation est identique quelques soient les grilles, mais

son affectation varie suivant les grilles : pour une perturbation identique, la modification

de l,état Xk sera plus importante sur une grille gtossière que sur une grille fine. De ce

fait, les variations de la fonctionnelle F sont plus importantes sur les grilles grossières que

sur les grilles fines. On s'attendait alors à une convergence plus rapide de la méthode de

recuit simulé, cette dernière constatation vient d'être vérifiée numériquement entre deux

séries de grilles.

Et si I'on regarde le problème avec la grille unique (4,6), le calcul demande alors 11.000.000

d,itérations pour atteindre le seuil de convergence (on a autorisé les cycles et pris tous les

autres paramètres semblables à ceux utilisé dans les configurations (a) et (c)) : le choix de

Ia procédure de grilles est vraiment nécessaire'

En conclusion, prend.re d.es grilles grossières en début de recuit simulé réduit sensible-

ment le nombre d,itérations nécessaires pour atteindre le seuil de convergence souhaité, en

conséquence cela diminue de manière importante le temps de calcul : c'est une méthode à

retenir.

pour conclure le recuit simulé sur ondes linéaire, traçons les solutions obtenues :

o la position finale u(æ,T) est en noir,

o la vitesse finale u1(r,T) est en gris,

!

0 .  0 4

0 .  0 3

0  . 0 2

0 . 0 1 _

- 0 . 0 1

- 0 . 0 3

- 0 . 0 4

0 . 0 3

0 . 0 2

0 . 0 1 _

- 0 . 0 1

- 0 . 0 2

- 0 . 0 3

(F13.a) con-figureition (a),
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0 .  0 4

0 .  0 3

0 . 0 2

0 .  0 l _

- 0 . 0 1 _

- 0  . 0 2
- 0 . 0 3

- 0 . 0 4

0 . 0 4

0 . 0 3

0 . 0 2

0 . 0 r _

- 0 . 0 1

- 0 . 0 2

- 0 . 0 3

- 0 . 0 4

(F1a.c) configuration (c), (Fr4.d) con-figuration (d).

Exemple Er.5 :

Avec les conditions initiales décrites dans I'exemple (E1.3), et les grilles de la configuration

(a), on étudie un système d'ondes non linéaires. La non linéarité est "f Q) : 73tt, et le

support du contrôle est a : l0;0,9] : c'est du contrôle interne partiel.

!

0 . 0 4

0 . 0 3

0  . 0 2

0 . 0 1 _

- 0 . 0 1 _

- 0 . 0 2

- 0 . 0 3

- 0 . 0 4

(Fr5.1) non linéaito, ti : [0; 0' 9].

On peut également tracer les contrôles au cours du recuit, et plus précisément, au change-

ment de seuil. Ils sont présentés sur la même figure, la couleur des contrôles de début de

recuit est grise, elle évolue vers le noir pour les contrôles de fin de recuit.
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1 0  L 2 . 5

Contrôles

(Fr5.2) u(r,70r), (Fr5.3) a(LÛh,t).

On peut observer sur ces dernières courbes, la prrésence des grilles ainsi que le support du

contrôle a.' ((F1b.2)).

1.6 Conclusions

Les deux méthodes étudiées :

o point fixe et gradient conjugué (H.U.M.),

o recuit simulé.

Toutes deux permettent d'identifier un contrôle qui, suivant la méthode, satisfait divers

critères et entraîne une convergence plus ou moins rapide et une précision plus ou moins

grande des résultats.

Les résultats présentés comparent la solution u du système générique (I1.2) à I'instant ?, à

l'état final que I'on souhaite atteindre (qui est {0,0} dans tous les exempl,es proposés). En

agissant ainsi, on vérifie numériquement la contrôlabilité exacte. Comme il est impossible

d'obtenir effectivement {0,0} à partir d'algorithmes discrets, on se contente de regarder

l'erreur.

Les méthodes de gradient donnent de très bons résultats tant en "précision" (l'état final

numériquement calculé est proche {0,0}) qu'en rapidité d'exécution (temps calcul et nom-

bre d'itérations). On pouvait s'attendre à une telle précision car la méthode H.U.M. à

laquelle on a adapté une méthode de gradient construit un vecteur de contrôle.

Par opposition, le recuit simulé, procédure "aléatoire", ne construit pas, mais cherche
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un vecteur de contrôle. Elle est moins précise et demande de nombreuses itérations. Si

I'on n'utilise ni la procédure de multigrilles, ni les cycles, la resolution du problème de

contrôlabilité exacte par la méthode du recuit simulé est alors très très coûteuse (en temps)

et par conséquent inapplicable pour la recherche systématique d'un contrôle.

Le Chapitre II, consacré à la contrôlabilité interne partielle, s'intéressera uniquement aux

méthodes de gradient et de point fixe.
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Chapitre II

CONTROLABILITE INTERNE PARTIELLE

2.t Equations et construction H.U.M.ienne

2,2 Discrétisation du problème linéaire

2.3. Positivité de I'opérateur Â6

2.3.1 Construction d'ensembles cr,l sur lesquels À6 est.défini positif
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2. Contrôlabilité interne partielle

Consacré a'x contrôles partiels, ce second volet a,ffine ($2.r, $2.2 et $2.4) les résultats déjà

obtemrs au Chapitre I. En contrôlabilité partielle, certaines contraintes supplémentaires

apparaissent.

Par exemple, lorsque le contrôle est de support O (le domaine entier), on peut contrôler

(dans le cas continu) toutes les données initiates pour toute non linéarité en un ? stricte'

ment positif aussi petit que l'on veut. Dans ce chapitre, la partie est plus difficile car

maintenant ce support n'est plus le domaine entier ; il faut donc choisir un temps de

contrôlabi\tê T suffsa,mment grand ($2'1)'

Le choix du support du contrôle se révèle également primordial ; trop petit ou mal réparti

dans o, celui-ci est susceptible de causer la divergence de I'algorithme ($2'3)'

Pour achever ce trayail, on étudiera plus longuement les systèmes non linéaires' en y

détaillant entre autres le choix de la linéarisation à employer dans la méthode de point

fixe. Cet autre phénomène passionnant est développé au paragraphe $2'6'

2.L Equations et construction H'U'M'ienne

sur Q périod.ique, l'équation des ondes non linéaires périodique est

t02u 02u A2"' \
|  -  -  ++ / (" ) ) (æ,U,t)  :  u(û,A, t )X,  dans O x (0 'T)
\ôtz 0x2 ôa' " ' '/

u et gu periodiques

u(n,A,0) :  , ro(c,Y)
Aqt

#(*,g,0) 
:  u'(r, ,a),,

les conditions initiales {uo,u'} sont périodiques'

Par le contrôle exact (I1.3) de u solution de ce système, on souhaite mener la fonction en

un temps ?, de l'état initial {r0,rt} vers I'état final{O'0}'

(r1.1)
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Comme ce système est non-linéaire, on résout le problème de la contrôlabilité exacte de

(II1.1) par la méthode décrite au Chapitre I et qui se compose d'une méthode de point

fixe lzl et de la méthode H.U.M..

Un bref rappel de la méthode

Avant de commencer H.U.M., on linéarise la première équation de (II1.1) en usant de la

fonction g définie par

, \  [r@-r(ù sizlo
s\z) - 

lr ,(o) '  siz:0.

Soit { € too(O x (0, f)) candidat à être point fixe, on réalise (po* chaque ()

o la résolution d'un système direct

(rr1.2)

(rr1.4)

Comme Àg est

l'équation

(rr1.5)

(# - 
# 

- 
# + a(€)de) (x,v,t) : o dans Q

ôe@,v,O) : ôl@'u)

#r",a,o) : ôl@,u)
ôe.t S nérioaiques,

o la resolution d'un système rétrograde

(rr1.3)

(# - 
# 

- 
# + a(€)de) (',a,t) -- -(ôex,)@,v,t) dans I

,!e@,u,T) : o

#r",u,T) : o
',1,e 

"t ff veriodiques,

o la construction d'un opérateur linéaire semi-défini positif

^e{d8, 4} : tfffol,-de(o)}.

un isomorphisme (Chapitre I), pour un temps ? suffisa,rrment grand,
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a une unique solution {d3, dË}. Comme au Chapitre I, par construction de Âg (II1. ) et

par construction a" {d3,dË} (II1.5), I'unicité de la solution du problème de Cauchy suivant

( 02ue ô'u€, }'ue
\atr-æ-æ
u€( r ,A ,O)  :  uo( r ,A)

#r*,a,o) : ut(n,y)

ua 
"t ff 

périodiques,

+ g(€)"e) (*,a,t): -Ôe,(r,U,t)X, dans Q

(rr1.6)

implique que I'on a

avec

ue : tb€.

u€(r,u,T):#r",u,T):o

o l'étude de la convergence de la méthode de point fixe et, si la méthode ne converge pas

l'évaluation du nouveau candidat 'loint fixe' € - ue.

Temps minimum de contrôlabilité 7'o

Dans ce chapitre, le support du contrôle est ar (+ q, ce qui implique un temps minimum

?o de contrôlabilité. En dimension 1 et en domaine périodique, cela signifie que Ts doit

être supérieur à (b - 
") 

lorsque s - 
la,bl'.

Cône de propagagation

x

Tenrps minimum de conrôlabilité
en domaine périodique

En dimension 2 sur domaine périodique, c'est un peu plus difficile à expliciter. Voici une

façon de I'exprimer.
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Soit .F.lro,yo; le faisceau de droites passant par le point (ro, go) élément de O i.e.

F(,o,uo) - 
{ {o,b) e IR2 loro + b : ao\,

la notation (a, ô) désigne la droite 6'axfb:y".

Soit O#, resp. rrl#, le domaine obtenu de O, resp. c.l, par périodicité.

!o
@'r
!o
nçr

On note R(*o,ao) (@o,yo) e O) la longueur du plus petit segment [(X1,Yù,(Xz,f2)] (de

mesure non nulle) contenarrt le point (ro,yo) et tel que (X1,Y) e u et (Xz,Yz) € w#

soient deux points distincts. On a

o si (as, gs) e O\ar

R(,o,vù: 
1",uy.iÊ[o,,o, { r*,i,}|,., { txt - xz)2+(Y, -Yr)' I axr+b : Y, i : t,2}}

(X2,y2\e@#
(Xt,Yr\#(Xz,Yz)

. Rlca,yo; : 0 si (rs, Uo) e r.

Finalement on pose

R- - sup R(ro,ro).
(ca,ys)€ [0,1]2\ar

En dimension 2 et sur domaine périodique, le temps de contrôlabilité minimal est T0 - R-

où ar est la partie du domaine supportant le contrôle.

Le domaine périodisé
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2.2 Discrétisation du problème linéaire

On note h, resp. r, le pas de la discrétisation en espace, resp. en temps ; on approche

(II1.4) et (II1.5) par les schémas explicites suivants

Soit e;, : {"?,,"L} eV["' xVf"'

(rr2.1)

PourP :  0 , . . ,P ,Pou r  i r i  : 0 , . , ,M  - I ,

ôo(So,i) : eon(Si,i\. Ôr(Si'i) - Ô-L(Si'i) : eh(Si,i), ô;rpériodiquet '  2r

fn+r @n,i) - zfn6t,i) + fn-r (st,i)
q

(Sr+t' j; + fo6t-\i) a fo$l' i+l) * (Si',i -L) -  fh(Sâ,i) _ 0

po t r r p  :  P t . . t 0 , pou r  i r i  : 0 r . . ,M  -L ,

].P*r (gi,i ) _ lbP 
-r (Si.'i \

tb,(Sn,i) : o, 
# 

:0, rrf*lpériodique

l)l+r @i,i) - 21rl6i,i) + ûl-L 6i,i)
T2

_ lbeh(si+r' i) + lbeh(si-r ' i) + lr l(si ' i+r) + 4)ph(si ' i-L) - Aûl(si ' i)
h2

: -ôn(si,i)x,

,ltl-t périodique.

et

(rr2.2)

Remarque : Ces systèmes sont bien posés.

On approche I'opérateur linéaire Â par

(rr2.3)

avec

luh,r z Vf,"' xVf," + V{" xV{"'
e7, + Irn,rgn: {À9, À1,}

( ^

( I I2 ,4){^* .Vf" , te | |equeÀf l (Sd, j ) :Wvi , je0, . . ,M_!
t rl e vf"' terle que Àl(Si'j; - -t o(Si,i),

où {Sr,i1, ,j:o,..,M-Lest l'ensemble des sommets distincts de la triangulation.
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(rr2.5)

(rr2.6)

Maintenant, on approche le problème (II1.5) par

f  Trouaer 96€Vf," ' *Vf" ' tu l leque VLi ,eVf"  xVf,"

I  a  Âo, " "n ,e i r )n :  (u t , " *o )n  -  çuo ,e* t )n .

Lemme II.1

L'opérateur ûrh,, est symétrique et semi-défrni positif sur I'espace Vl" , Vf" .

Démonstration : Par la même technique que pour le Théorème I.2, onmontre que I'on a
V en, gi, e E6 - Vf,"' x Vf,"

P M_ I

1 trh,,eh, ei, > n : rh2 t t \rfnen'j)ôi! qst,iyr{se,i € u}
p:o à,i=o

(relation où Êo: 0, : 
I 

et Êp: Lsi 0 ( p < P), et plus particulièrement

1 [rn,,e.n,e.h )h: ,h'ff ortn(sn'j))'x{si.,ie,} v e1, e F,6.
p:O i,i=O

On en conclut que Â6," est semi-défini positif.

2.3. Condition de positivité pour I'opérateur discrétisé

La démonstration présentée s'applique aux contrôles des systèmes d'ondes périodiques
ainsi qu'aux contrôles des systèmes d'ondes avec conditions de Dirichlet homogène sur la
frontière du domaine O.

2,3.t Construction dtensembles t.l sur lesquels Â1, est déffni positif

Sur la triangulation périodique z6 définie au Chapitre I,

(M,M)<o,o)

(M,i)<o.o

(0,0)<u,r,o @,0)_ro,ol

Triangulation périodique

t
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une condition suffisante sur I'ensemble u pour que Â6 soit défini positif, est que w génère

une barre c,.r* coupant le domaine de part en part. Cette barre, horizontale ou verticale,

sera composée en largeur de deux points contigus de la discrétisation.

XX
XX
XX

. .  XX
XX

w'

Définition D11.1 : Les points voisins de ,St'J, sommet de la triangulation fi, choisie, sont,

modulo la périodicité, les sommets

gn*r,i, Si-t,i, Sn,i+t, Si,i-1.

Déftnition Drr.2 : Un point voisin de c.r est tel que 4 des 5 sommets cités ci-dessolls

gi*l,i , Si-t,i , Si,i+l ) gi,i-l , gi,i ,

appartiennent à t.l avec Si,i e c..r (modulo la périodicité, le cinquième étant le voisin).

Déftnition Drr.3 : On appelle V(ar) I'ensemble des points de 71, obtenu par réunion des

points de c.r et de I'ensemble des voisins de cr.r. On notera

Vu(r ) :  yo  V o  . . .  oV@).

fois

Déffnition D11.4 : Algorithme de génération

Soit c..r une ensemble discret de point de T7r, on pose

uo : r.r)

on construit pour I ) 1

r,)t+r _ V@t) _ Vt+r e)o) _ Vt+l(,.,).
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On dira que a, génère ô s'il existe L > 0 tel que

VL(u1 : , i.

Lemme II.2

Si la partie w génère r.D*, alors w génère Q

Démonstration : Soit (r* une barre horizontale composr6e de deux points de largeur.
Comme c..r* est horizontale, il existe un indice j* € 0,.., M - 1 tel que

(,*:(iJ'si,,i.) ,(U's,i.-r) - Û (ij'r,,,).
i :O i=O l=j* -L i :O

Cela implique que (modulo la périodicité)

(  1gu , t " - r rg i - r , i *1gà , i ' ,S i+L , i * )  C  r *  V ie  0 , . . rM_L
{ '
| .  {Sr , r -  rS i - r , i " - t  rS i , i ' -Lrg i*L, i *  

- t }  
C u*  V i  e  0,  . . rM _ 1,

on en déduit, par définition des voisins, que pour ie0,..,M - 1, les points 1gi'r.+1) et
(St,i'-zl sont des voisins de c..r* i.e.

j '+L .  M - t

v(w*): u (urr',).
l : j*  _2 d:0

On remarque que V(r.) est une barre horizontalede largeur quatre points de discrétisation
sur notre triangulation .

Cela implique que

(  {Sn , i ' ,S l i - l , i *+ l  ,S i , i ' + r ,g i * r , j ' * l y  c  V(a r . )  V i€0 , . . ,M _ l
{ '

[15 l , j . - r ,  S i - r , i ' -2 ,g i , i * -2 ,g i * r , i ' - r ]  C  V( r . )  V ie  0 , , . ,M _L ,

on en déduit que I'ensemble des voisins de V(c.r*) est

j ' + 2  . M - l
v2(,*): U (Ur,',)

L= j ' -3  i=0

qui est une barre horizontale de largeur six points.
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Sur le schéma suivant, on indique la construction récursive des voisins de c,r*.

On poursuit par récurrence, et comme O est discrétisé par M x M points, on en déduit
(en usant de la périodicité) qn"

V'>
M
T, v'(r*):  o.

r

Théorèrne II.3

SiIapæ'tieu portantlecontrôIegénère0, alors ilexisteuntempsTi strictementpositif et
une discrétisation de 0 x (0, ?) (avec 7 7 T,) tel que |'opérateuî l\n,, soit défrni positif.

Démonstration : (inspirée de [GLL]) Sur la triangulationTlr, on a montré précédemment

le Lemme II.1 i.e.

(rr3.1)
P  M _ I

1L1,7ê1rt9nln: h2rt t  Êofn6o' j) 'x1sr,,rry @n e En).
p=o i,i=o

Pour montrer que À6," est défini positif, on montre que I I\h,rêh,gn )n: O implique

qu'i l existe un pas de temps p* € 0, .., ' ; ' tel que I

I f^' (so'i) : Ô{,i : o v,5i'i e o

tdf*'l '(s''i; : ô[ll ')' :0.

De (II3.1), on déduit

( I I3 .2 )  €o6 ' , i )  :  û , i  :0  V ,S i ' i  € ,w,Vp€ 0 , . . ,P .
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Dans le schéma d'onde discret explicite, le terme "foj' - 2ft,i + û,;'" est donc nul
pour tous les pas de temps et pour tous le.s points Si,i de u.
On construit l'ensemble (tr :V(u).Par définition des voisins, tous les points de o.r1\r..'
sont tels que

(rr3.3) fn (s i , i )  -  g  v  s i , i  €uL,vp €  1 ,  . . ,P  -1 .

En effet, le schéma d'ondes discret est

fn+r (st,i ) - zôen(st,i ) + ôl-L (st,i )
T2

_ fh(Si+L,i) + fh(Si-t, i)  + fh(Si ' , i+L) + ôph(Si, i-t) - 4fh(Si, i)  _ ^

et si I'on suppose que si+l'i , Sd-t,i , Si,i+t et Si,i sont dans a.r et que Si,i-t est dans c.rl\r,r
alors l'équation ci-dessus et (II3.3) impliquent que

fh (s i ' i -L )  :  o  pourp  €  1 , . . ,  P  -L .

Par le même procédé, on construit u2 : V'(r) et on a

(rr3.4) fn (S i ' i1  -  g  vs i , i  € , t2 ,vp€2, . . ,P-2 .

On porrsuit par récurrence. Comme on a supposé que o.r génère O, il existe un indice .L
tel que O: Vt(ar) i.e.

( I Ig .b )  fn (S i , i 1  -g  vS i , i  euL :O,Vp€L , . . ,p -L .

Si L < P - L i.e. 2L < P et si la discrétisation en temps et en espace du domaine
O x (0, ?) vérifie la condition de stabilité du schéma d'ondes (Chapitre I), alors l'opérateur
À6,7 est défini positif.

Dans ce cas, le temps minimum de contrôlabilité tL (sur cette discrétisation vérifiant la
condition de stabilité) est

T' : 2Lr'

T

Remarque : On va voir que la réciproque n'est pa.s waie i.e. I'opérateur À;r." peut être
défini positif même si a.r ne génère pa^s O.
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Déftnition D11.5 : Un point ,Si'i borde c.r si il existe un quadrangle I( (de fir) conte-
nant ^9i'i et tel que les trois autres sommets appartiennent à a.r.

Théorème II.4

Soit une discrétisation de Q constitué de M x M- points dis_tincts, avec M pair.

Si /e supp ort u est un ucarré' constitué O" (+ + r) x (+ .l) rcints distincts de ta
triangulation, alors il existe un temps T, tel que 1'opérateul1t6,, soit défrni positif.

Démonstration : A partir de w, on construit uL : V(c.r) I'ensemble des points de 71.,
voisins de cr,.r. On construit de même u2, ..., On arrête la construction lorsque

wL-r  -  yr -L(w)  :  vL(r )  : , tL ,

Par exemple, on a

o o o t r t l t E o o o

E t r E t l t l l o E o

t r t r l t l t t t l o o

t r t t t l t t t t l o

l r t t t t t l l l t

I t t l t t t t t t l

t l t t t t t a t t l

o a t t t t t l l t o

o o t t t t r t l o o

t r o t r l t l t ! t r t r o

o t r o t r t t t o o o o

r @

r r  0 ) l
r r r  ( ù 2

t r r r  1 1 1 3

Par construction des Vl(o) (pour I e 0, ..,L), on sait que les sommets,gd,i satisfont (voir
démonstration de la proposition précédente) :

ÔeoçSt ' i1 :  fo, i  :  0 V Si ' i  e wI,Yp e 1, . . ,P - t .

Pour ,9d'j e ,tL, on étudie la relation

€u*r,j * fi-ui * fn,r*, * fn,i -, - 4fo,i : o.

Si, par exemple, Si-r,i , Si,i , Si,i-r sont éléments de wL, a alors

û*r , i * f i . , i+r :  o '
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On en déduit que fr+r,i : C et û,r*, 
- -C. Des relations semblables peuvent être

écrites pour tou,s les points de 71, bordant c..,' I sur le schéma précédent, on obtient

tr tr o E o-Q r Q o o o o o

o  o  o  o  C r  r  r -Q o  t r  o  o

tr E o-Q r r r r r Q o o tr

o  o  C  !  r  !  r  r  r  . - C  
"  

o

o - Q  !  r  t  r  !  r  r  r  r  C  E

Q  r  r  r  t  r  r  l  r  r  ,  . - C

! t t t t t t a t t t t !

- Ç  r  |  !  r . .  r  I  r  r  r Q

o  C  .  r  r  r  r  r  r  r  . - C  o

o  o - C  r  r  .  r  r  |  .  C  "  
o

t r  o  o  C .  I  I  r  r -Q o  o  E

o tr B o-C r r r Ç E o tr o

t r  o  E  o  o  Q r -Q o  o  B  o  o

Par périodicité, on a
ble a.r*.

C : -C, on en déduit que C -- 0 , on retrouve ainsi I'ensem-

Le support cr,r que l'on s'e.st donné ne génère pffi @*, donc il ne génère pas Q. Par contre
la construction ci-dessus a permis d'obtenir c.r* qui lui génère O. On en conclut eue Â6,"
est défini positif.

2.3.2 Autres exemples

La démonstration ci-dessus est limitative, mais il existe de nombreux ensembles c.r suscep-
tibles de générer c.r*.

Par exemple, en partant d'trn carré û, couwant plus d'un quaxt de O, on obtient @'t.

I
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I

I

f

I

I

I
D

D

tr

I

t

I

I

I

I
J
tr

l l l { t r t r

I I r....-'H

r I H..{

l l H t r D

t l r o t r B t r

I t
J . o D D t r É

o o t r o t r o o

t r t r o o t r t r

t r o t r t r t r

' sommets de co
o soffirêts de la triangulation

- lien entre .,VOiSinS"

Elo*

On peut évider ce carré et ne conserver que la couronne extérieure d'une largeur de deux
points sur la triangulation (cette opération est schématisée ci-dessous). A partir de cette
couronne, on construit les voisins (successifs) du support à l'intérieur et à l'extérieur (en
domaine périodique, il serait préférable de dire à gauche ou à droite de la couronne orientée
trigonométriquement). On retrouve c..r*.

:I
.I
II
;I

:i
T]

iI
tI
tI
II
tI
tI
tI
tI
tI
IT

T . t s f û È Û - -
a r p=-= =-=-

i:=".-
T T r t r t r o t r
+ ô o o o o o
J " t r o t r t r o

i;:::::
c)*

. sofir[ets de or
o soilffiets de la triangulation

- lien entre "VOiSinS"

E û)*

Sur les deux exemples précédents, il e.st sufrsarrt d'avoir t r* dans I'une ou l'autre direction.
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On peut alors réduire la couronne et ne considérer que ses deux "demi-"barres horizontales.
Celles-ci comportent toujours deux points en largeur. Ttacer tous leurs voisins fait encore
apparaître a.r*.

. soflllnets de co
o soffirets de la triangulation

lien entre "voisins"

E û)*

On peut encore remarquer qu'une barre horizontale pleine n'est pas nécessairement intéres-
sante. Aussi peut-on la représenter pax une succession de petits supports carrés d.e taille
3x3 points disposés comme suit:

o tr tr o tr tr o tr o D tr tr tr tr o a SQlnmgtsde W
r r r o p ,' tr tr r r r o tr tr tr o Soffi[etsdelatriangulation
a a H t l t H r H I r l

t l t E - < r H t t t Û - { l t

-lien entre "vOiSinS"

a t t t r o o t r o l r r

t r Ê t r t r Ê o t r o o o t r

sur une discrétisation donnée, le support du contrôle est alors plus grand : le nombre de
points qui le constitue est plus important da"ns le tracé avec le.s carrés qu'avec la barre
pleine. Par contre, le fait de travailler avec des supports disjoints de taille plus petite peut
être moins contraigna.nt que de travailler avec une barre pleine.

Toutes ces représentations génèrent u* et il existe encore bien d'autres façon de l'obtenir.

iII
i;{
:IÏ

lt
;T

tI
tI
II
tI
,I
;I
I
I,+

il"",."
ï ; : : : : "

il iii=;
r;"".""
c)*
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2.3.3 Conditions de Dirichlet homogène sur ôO

Les démonstrations périodiques s'étendent sans peine aux problèmes d'ondes résolus avec
conditions de Dirichlet homogène sur le bord du domaine O : [0,1] x [0,1]. Toutefois, il
y a une différence avec la démonstration présentée : il est souvent nécessaire de centrer le
domaine portant le contrôle.

l t t a t r r . . { t r t r o

l l a t l l l . . ' ' f f t r D

l l f t t ! t s . ' H . . . { t r

l l t f t l t s C H O D

I I I I I T l . . - t r t r D

l l t t l t r D t r t r t r
t t t t l l
À r l t t l
" ï ï ï ï " o D t r o D
- t t J t -U U Ï Ï 8 t r t r t r t r t r I ]

t l
t r D É É o D D D t r D D

t r t r O D t r O t r D t r t r t r

o D o t r o c i t r D t r D t r

r sommets de ol
o sornrnets de la fiangulation

- lien entre .,vOiSinS"

Sur ce schéma, on n'a pas centré le domaine. Comme le domaine O n'est plus périodique,
on ne peut tracer des voisins qu'à droite et en dessous du support crr. On n'arrive donc pas
à générer r..r*. Par contre, lorsque I'on centre ce domaine, schéma suirra,nt, on peut alors
tracer les voisins comme dans le ca^s périodiques, et obtenir ar*. Les astucç pour construire
un support c,r décrites dans le domaine périodique s'appliquent alors de manière identique
sous réserve de "centrer" le support dans O.

Remarque : Les conditions de Dirichlet homogène imposent à la solution du système
d'ondes (I1.1) d'être nulle sur la frontière. En conséquence, il sufrt de générer un c.r|
qui est une barre horizontale, toujours composée de deux points de largeur, coupant le
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domaine en deux mais ne contenant pas les points de la frontière.

! sommets de ol
o soûlrnets de la triangulation

- lien entre ..vOiSinS"

f= o)*
E @*o

Il est à noter que, sur une discrétisation donnée, I'ensemble a.,* doit être inclus dans l,union
des points de u.o et des points de discrétisation de la frontière.
Dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet, on peut construire un grand nombre
de supports générant ar|.

2.3.4 Exemple Err.l

Cet exemple numérique montre que I'absence de c,.r* peut impliquer une divergence des
rrésultats numériques.
Le domaine O considéré est le carré (0,1)2, ce carré est successivement discrétisé par
M : L2, 14, ..., 20 points distincts dans chaque direction. Le temps de contrôle est le
même pour tous les calculs (T : 2),1'ensemble (0, 

") 
est discrétisé en fonction du pas de

discrétisation d'espace i.e. on prend I

h1,:r:m.
Le support a,r du contrôle est un carré dessiné sur 92 points de la discrétisation,en espace.

Les conditions initiales sont

I 
uo@,a) : €xp-4(c-e,') 'sin2(zrr)

I rrt(", y) : sin(2zrr).
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domaine en deux mais ne contenant pas les points de la frontière.

Il est à noter que, sur une discrétisation donnée, I'ensemble ar* doit être inclus dans l'union
des points de ufi et des points de discrétisation de la frontière.
Dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet, on peut construire un grand nombre
de supports générant a.rf,.

2,3.4 Exemple Err.l

Cet exemple numérique montre que l'absence de c.r* peut impliquer une divergence des
résultats numériques.

Le domaine O considéré est le carré (0,1)', ce carré est successivement discrétisé par
M : L2, L4, ..., 20 points distincts dans chaque direction. Le temps de contrôle est le
même pour tous les calculs (T:2),1'ensemble (0,") est discrétisé en fonction du pas de
discrétisation d'espace i.e. on prend

h1,:r:m.
Le support r,.r du contrôle est un carré dessiné sur g2 points de la discrétisation en espace.

Les conditions initiales sont

I 
uo@,g) : exP-4(o-o'5)2 sin2(zrc)

I rrt(",g) - sin(2zrr).
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M

6 7 8 I 10 11
L2 Jdiv. 429 186 151 91 7l
L4 I div. I div. 496 374 186 139
16 I div. I div. I div. L044 402 339
18 I div. I div. J div. I div. 1014 339
20 I div. I div. J div. J div. I div. 2469

Les calculs réalisés avec M : 32 ont confirmé ces résultats :

o divergence avec g : 15 et

. convergence avec g: L6.

Si I'on regarde le tableau suivant, on observe que, même en choisissant un temps de
contrôlabilité plus grand (i.e. un nombre de pas de temps phæ important), cela continue
à diverger.

La discrétisation choisie est 12 x 12 et le support a.r est représenté sur 6x6 points de
discrétisation.

T 2 3 o 10
P 48 72 L20 240

Jdiv. ldiv. ldiv. Jdiv.

Pour une discrétisation donnée, ce contre exemple signale la nécessité numérique de choisir
un support pour le contrôle convenable sur cette discrétisation. !

2.4 Algorithme non linéaire détaillé

C'est la version discrète des algorithmes présentés au premier chapitre, on y mêle le point
fixe des systèmes non linéaires et un gradient conjugué sur les problèmes intermédiaires
linéaires. Notons que les directions de descente sont évaluées avec le produit scalaire
L\.,(a) x L7",(0) discrer

(II4.t) (en,ei,)n: [ "o1,"|oarda 
* [ "rn"]ra*ay 

Ve6,ei € En.
Jn Ja
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Initialisation du point ffxe

(rr4.2)
(o : "gtt

€r :  1.L0-4.

Le paramètre €1, diminué au cours des itérations de point fixe, limite le nombre d'itérations

de chaque gradient en début de point fixe. Ainsi on évite de calculer le contrôle exact
(obtenu lorsque le gardient conjugué va à son terme) pour des candidats points fixes {k
dont on est quasiment sûr qu'ils ne sont pa^s le point fixe.

On suppose calcul6es les k premières itérations de la méthode du point fixe (on connaît

€*), oo calcule la suivante.

Initialisation du gradient

(rr4.3)

on résout

Soient uI, 
"L 

e Vf"'

(rr4.4)

purs

(r14.5)

{ôo}o*,^:  {ef l }* ,n vm,n e o,- . ,M

{ôo}', ,^: {ôo}Â'* : {"L}^,n, {ôor-, périodique
2r

pour p € 0, .., P, pour n"t,rn € 0r.., M

({gu}o*,,)r{ôo}k,* * {Ôo}"l,l - z{Ôo!h',"+ {Ôo}e*-,|'
T2

_ {ôolth+r,^ t {ôo}o*-t,* * {ôolto*,*+t r {ôo}o*,,-, - A{ôo]to^,, - n
tr

{ôo}o+' périodique,

{ rho} ' r  , ^ :0  Ym,n e  0 , . . ,M

{rbtlt'*,+,} : {rlttlrL-,,i : 0, {do}p+r périodique
2r

porrr p € Pr..r0, pour mrn e 0r..,  M

({Eo }r^,^), {rpo}k, * {rbo]to,l,l, - z{rlto\r*," + {rl,o}o^-,1,
T2

_ {tbo}o^+t,^ * {rho]tp*-r,^ * {r/o]tp*,*+t * {rlto]rp*,*-t - A{rbo]to*,*

h2
: -{ôo}P^,nx,

{rl,o}P-' périodique.

148



(rr4.6)

On pose uo : 
% (t" paramètre e1, testant la convergence (formule 13.10)), est trop grand

à ce moment de I'algorithme non linéaire).

Pour q entier strictement positif, on calcule %+r, %*r, 
uq+r, ôq+t et ûq+r àpartir de q,

%, as, Ôq et ûq Par le schéma suivant

Descente

On résout

On calcule gn : {g8,gâ} e En telle que

[ 
{d}^,, - {' lto}h'" -{'bo};'* - {ur}*,n v m,n e 0,.., M

( {gË}-,' : {uolt*,n - {rbo}?*,*.

{60}1r,, : {woo}^,n vm,n e 0,..,M

{6n}h,,: {6n}À'* - {wf,}^,^, {60}-rpériodique2r
pour p € 0, .., P, pour m,n € 0, .., M

(rr4.7)
({gr }k à, {6 n}o^,, * {60}o#,1, - z{6rLh,," + {6n}o, -,A

{6 o}k*r,* + {ôo}k- r,, + {6 o}k *t+{ôn}o*,n.-r  -  4{60] '

{601o*t périodique,

{6q}P*,*  :  o  Vm,n e 0, . . ,M

{6n}-*r' 
: 

{6n}',,-*' : 0, {ûo}p+l périodique2r
pour p € P, ..,0, pour *,: a 0, .., M

({go }o^,*)' {6 n}r*,. * {'b o}o#'l' - z{6 0!k," + {6 o}o"à
T2

-0

purs

(rr4.8)

On calcule 
{

(r14.e)

{6 o}o^+r,* + {6 o}o*- r,* + {6 o}k,^*, + {6 o}o, , - 4{60}o, ,,

: -{60]}'^,nx,

{&n}o-t Périodique.

telle que

I ,ær, ,* - {$o}k'*: {60}*'*
2r

[ {a';},"," : -{6o}l*,n,
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puis

(rr4.L2) P q :

Ce coefficient calculé, on

(rr4.11)

(rr4.L2)

M- l

t (g|tl'^,* + {sâ}'^,*)
m.n:o

," + {iâ}*,n{.f,}*,n)
M _ L

D nill*,n{wf;}^
fmrn=O

détermine

l%*': q

)Ôo t :  
Ôs

l 'b.* 
: I 's

l%*r:  %

Convergence et nouvelle descente

St 
%*, est suffisamment proche de 0

Alors on prend e : fo+r, ô : ôo*, et rb : t/q+r

Sinon on calcule

- ps|lu
7- PsQq

- Po6q
- Po4'

M _ L

D ({g|*t}'^,* + {gâ*r}'^,*)
m.n=O

M _ L

D ruh,* + {sl]t'*,*)
m.n=O

t q -

on pose

(II4.13) uq+L : 
%*, * .fo%

et on retourne à "Descentu" (q - q + 1).

Fin du gradient

Le gradient a convergé, on pose

Vmrn  €  0 , . . ,  M,p€0 , . . rP
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et on calcule le résidu, pour k > 1,

P  M _ I

à_t:. 
({€o*')â,, - {gr)o*,^)'

(rr4.14) Résidu(k) -
P  M _ L

D t (tÊo)'*,,)'
p:omrn=O

puis on regarde le critère de convergence

Si  Résidu I  e2( :1.10-6)

Alors le point fixe a convergé, on recueille les résultats

(II4.15) Sinon on itère

€r :4*0 .

FSi

Les coefficients e1 et B conditionnent un nombre minimum d'itérations de point fixe. En
efiet, pour arrêter le point fixe il faut avoir simultanément

(rr4.16)

Fin du point fixe

2.5 Résultats

Par la méthode H.U.M., connaissant l'état initiat {uo,uL}, on identifie un contrôle permet-

tant à u, solution du système (II1.1) suivant

(ô'u _ 02u _ 9',' 
\

\ ôt2 0x2 ôæ 
+ f ("))(r'a't) : a(r'u't)X' dans I

,0uu et 
6l 

perlodiques en x et g

u(r,y,O) :  uo(x,A)

*rr,g,o) 
: u'(r,u), uo,ur périodi9u6,

I r t  
-  1.10-rg

I t,  :  1.10-6.
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d'atteindre l'état final {0,0} (par exemple). Les résultats presentr5s sont obtenus en
résolvant le système (II1.1) discret

(rr5.1)

{u}9*,* :  {u}%,^ Vm,n e 0, . . ,M

{u}ln,n- {u}*', _ .,,
2f 

- *rn,nl

pour  p € 0, . . ,  P,  pour  mrn e 0r . . rM

I r ",rp p - {u}o#,l - 2{u}'*,* + {"}k-,1
\ lu I rn,n)  

- r

: VfnpX,

{z}e périodique

où I/ - -Ô est le contrôle identifié par H.U.M. et calculé par de gradient(s) conjugué(s)
et point fixe.

On agit de même pour les résultats présentés dans les autres chapitres. On remarquera
que l"'exacte contrôlabilité' est vérifiée en résolvant le problème (II5.1) écrit avec la non-
linéarité exacte.

Exemple E11.2 :

Sur une discrétisation 20x20x40 du domaine Q:Q x (0,T) (où O: (0,1)2 et T: I),
on considère l'équation des ondes non linéaires. Le contrôle est porté pa,r ûr : [0;0, T5l2 et
les conditions initiales sont

cos(2rx) cos(2ry)

cos(hræ) cos(2ny).

Comparables au courbes F1l du Chapitre I, on remarque que les figures F112 (pages sui-
vantes) offrent le même ordre de précision. Par contre le contrôle partiel nécessite plus
d'itérations que le contrôle sur O entier.

o, 0 I o 10 30 50 100
Nb. ité. Pt Fixe 1 28 29 29 29 30 30
Nb. ité. Gradient 489 685 704 762 1067 1011 L243

Ces résultats ont été obtenus en choisissa,nt e1 : 1.10-a et B - 9,5.

Iuo(r 'Y) 
:

I ur(r, v) -

{u}', +r,n + {u}k_r,, + {u}7^,n.+1 * {u}r, ,n_, - a{u}o^,^
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2 .  l _ 0

1 0

(Frr2.1) Position finale u(æ,y,T)

z -

- 2 .

,l

1- r .
- z -

1 0

z -

- 2 . 1_0

1 0

t_0

1 _ .
- r .
- 2 .

- 7
1 0

1 0 -
L 0 1 0 -

J - U

(Fn2.1.0)

(F112.1.5)

(Frr2.1.30)

(Frr2.1.100)

a :0 (Linéaire),

o , :5 ,

a  :30 ,

a : 100,

z

z

Diverge

(Frr2.1.1)
(Frr2.1.10)
(Frr2.1.50)

A: I ,

o :10 ,

o :  50 ,
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(Frr2.2) u,(r,y,T)

0 .  0 0
2 0 5 .  1 0

- q  1 n- ! ' .00n05

0 . 0 0 0 0
5 .  1 _ 0

- 5 .  1 0

0 . 0 0 0
5 .  1 _ 0

:b: ob$or

2 0

2 0

5

5

q .

2 . 5
- 2 . 5

- 5 -

t u -' l n

I U  -

l_0

(Frr2.2.0)
(Frr2.2.5)
(Frr2.2.30)
(Frr2.2.100)

a : 0 (Linéaire),

A  : 5 ,

a:30 ,

a : 100,

Diverge

(Fn2.2.1)
(Frr2.2.10)
(Fu2.2.50)
(Frr2.2.200)

O , :  L ,

a:10 ,

a :50 ,

a :200 .
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0 . 0 0 0
s .  l _ 0

- 5 .  r _0

(Fil2.3) Vitesse finale u1(n,y,T)

0 . 0 0 0 0

- 0 . 0 0 0 0

0 . 0 0 0 0 _
5 .  t _ 0

q

- 6
1 0  - 6
1 0

J-U -

I U

z 2 0

5

4 .
z .

- 2 .
- 4 .

q

2 . 5
- 2 . 5

- 5 .

1 0 -
1 0

1_0 -
1_0

(Frr2.3.0)
(Frr2.3.5)
(Fu2.3.30)
(Frr2.3.100)

a -- 0 (Linéaire),

A :5 ,

a  :30 ,

a : 100, tr

2 z

Diverge

(Frr2.3.1)
(Fn2.3.10)
(Fil2.3.50)
(Frr2.3.200)

O , :  I ,

a:10 ,

a :50 ,

a  :200.
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Remarque : Le calcul réalisé avec le coefficient a : 5 et le paramètre e1 - 1.10-13
(comme seuil de convergence pour tous les gradients conjugués) nécessite 100b itérations.

En ne contrôlant pas exactement les premiers candidats points fixes, i.e. en utilisant
(II4.15) et (114.16), on réduit le nombre des itérations de gradient et donc on diminue le
temps de calcul.

On observe également la divergence de la méthode pour le coefficient de non linéarité
a :2O0.

Compte tenu de la discrétisation faible en e.space et en temps, on ne peut rien en déduire.
Ce phénomène est étudié plus amplement au $2.G.

2.6 Contrôle non linéaire unidimensionnel

Les difficultés rencontrées dans les preuves sur la contrôlabilité des systèmes d'ondes non
linéaires ont suggéré l'étude numérique de ces phénomènes. A partir des démonstrations
unidimensionnelles conçues pax E. Zluanta, on a construit un algorithme (Chapitres I et II)
capable de tester diverses non linéarités sur des problèmes d'ondes périodiques de condi-
tions initiales périodiques quelconques. Si dans le cas linéaire unidimensionnel toutes les
conditions initiales te.stées ont été contrôlées avec succès (en un temps de contrôlabilité
suffisamment grand), il n'en va pas de même dans le cas non linéaire.
Comme le logiciel construit utilise une procédure de point fixe dans laquelle on calcule
par une méthode de gradient, nous allons essayer de regarder ce qui se passe sur divers
exemples.

Dans ce qui suit, les paramètres suivants ne varient pas. Les conditions initiales sont

-- cos(hrx)

: æs(2nr),

le domaine est

O x  (0 ,7 )  :  (0 ,1 )  x  (0 ,2 )

périodique en espace et discrétisé par 40 x 200 points. Le contrôle est porté par la partie
c., : (0;0,4). La non linéarité étudiee est

fQ)  -  a rs  Va,z€ lR.

[ "o(*)
[ , r t ( r )
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Exemple E11.3 : Le coefficient de non linéarité est a : 30 et la linéarisation choisie est

e(€e) - (€e-t) '.

taçons les dérivées en temps et en espace de la solution et les dérivees en temps et en
espace du contrôle (la solution sera tracée ultérieurement (E11.6 )).

4

3

2

L

100 l_50

(Frr3.1) |  u,( t )  lpzloy,

(Frr3.3) (l 
"*(t) 17,s + | us(t) l '""p1)t/,, (Frr3.4) les trois courbes précédentes.

8 0

7 0

6 0

5 0

4 0

3 0

2 0

L 0

8 0

7 0

5 0

5 0

4 0

3 0

2 0

l_0

5 0  1 0 0

(Frr3.5) l r,(t)
200 0

(o - 30)

r57

1 5 0

l6z1o) r

5 0  1 0 0  1 5 0

(Frr3.6) | at(t) 11,z1o;,



I

7 0

6 0

5 0

4 0

3 0

2 0

l_0

8 0

7 0

5 0

5 0

4 0

J

2 0

l_0

u  s 0  L 0 0  1 5 0  2 0 0

(Frr3.7) (l a,(t) l27zo,) + | u{t) l!,p)r/r, (Frr3.8) les trois courbes précédentes.

(a : 30)

Exemple E11.4 :

On ne change que le coefficient de non linéarité i.e. a - 60, on constate que la méthode
ne converge plus.

En suivant l'exécution, on remarque que la non convergence est une non convergence de
la méthode du point fixe.

En effet, les gradients, effectués avec un vecteur fixé (représentant tr rro'r, linéarité), sont
réalisés sur des systèmes linéaires et donc convergent.

Par contre, le résidu, calculé par la formule (II4.14) entre deux itérations de point fixe,
diverge. Comme autre indice de divergence de la méthode de point fixe, on peut observer
l'évolution des modules d'erreur initiale des procédures de gradient (114.6) au cours des
itérations de point fixe.

tr
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Avec la non linéarité f (z) :6023, au cours des itérations de point fixe (a:<e des abscisses),
on trace

L

0 . 8

0 . 6

0 . 4

0 . 2

1

-1_

z

1_

- 3

- 4

- 55 t_0 l_5 20

(Frr4.1) les résidus,

5 1 0 1 5 2 0 2 5

(Frr4.5) des rrésidus,

(Frr4.2) les residus (log.),

2 5

I- t

- 2

- 4

t
t
I
I
I
I
t

I
I

t
I0 5 l_0 l_5 2 0 2 5

(Frr4.3) les modules d'erreur initiale, (Frr4.4) les modules d'erreur initiale (log.).

(o : 60)

Regardons ces mêmqs paramètres avec f (z) :3029

n

0 .

0 .

0 .

- 2

- 4

- L

- L 2

-1,4

3 0 - 1 5

(a - 30)
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0 . 2

0 . r7
0 .1_

0 .L2
0 . 1

0 . 0 7 5

0 . 0 5

0  . 0 2

- 4

- 6

- 8

- 1 0

- 1

-14
3 0

(FII4.7) les modules d'erreur initiale, (Fu4.8) les modules d'erreur initiale (log.).

(a - 30)

On observe une décroissance vers 0 des modules d'erreur lorsque le point fixe ,,converge,,

((Fr4.7), (Frr4.8)) I ce n'est plus le cas lorsque le "point fixe" diverge ((F114.3), (Frr4.4)).
Il se passe les mêmes phénomènes sur les résidus ((Frr4.b), (Fr4.6)) et ((F114.1), (Frr4.2)).

Exemple E11.5 :

On a vu l'influence du coefficient de non linéarité sur la convergence de la méthode. Re.
gardons maintenant l'effet que produit le choix de la linéarisation.

Ci-dessous, un tableau reflète l'importance de la linéarisation utilisée pour le terme non
linéaire de l'équation des ondes (II1.2).

En entrées figurent les différentes linéarisations et les "coefficients non linéaires', a (I .3).
Le résultat est une comparaison de l'erreur

(l (" - 0), l' + I (u - o),l,)ll '

, \

de la solution u à I'insta^nt ? avec l'état finat {0,0} que I'on souhaitait atteindre.

Avec les données initiales précédentes, regardons d'autres linéarisations.
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(") (b) (c) (d) (")

a Gk)' 6tgr-t
€'

I + €,-"( ) '2
2€" +€tc- L

(
\ ) '3

(2€k - €k-L)2

30 6,63.10-o 3,18.10-6 1.,35.1.0-o 4,23.10-6 I div.
40 3,75.1.0-o 2,51.10-r 1,39.10-o 1,81.10-o J div.
50 3,20.10-r I div. 1,79.10-ô 1.05.10-z I div.
60 J div. I div. 5,61.10-o I div. I div.
70 I div. J div. 1,45.10-r I div. I div.

D

Les rrésultats obtenus avec la linéarisation qui semble la plus performante i.e.

e(€e) : ( €e - l  +€e -2 \2
2 )

sont présentrés sur les quelques dessins suivants.

Exemple E11.6 :

Le coefficient de non linéarité est a :30. Avec la linéarisation (c), on a successivement

4

3

2

l_

3 0 0

2s0

200

l_50

l_0

5

I u,(r,t) | (noir)

I u1(n,t) | (poinrillé), 
(FII6'2) I u,(r,t) | (noir)

I u{x,t) | (pointîllé):
(Frr6.1)

Ces courbes sont très voisines des courbes obtenues dans I'exemple (Eu.B). Mais les solu-
tions finales diffèrent. Pour s'en con',raincre, il suffit de regarder :
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linéarisation (c)

- t _ . 4  l _ 0

- L . 5  l _ 0

- 1 - . 5  1 _ 0

- l _ . 7  1 0

- 2 .  1 0

- 3 .  l _ 0

- 4 .  L 0

- 5 .  l _ 0

- 5 .  r _ 0

7 . 5

5 .

2 . 5

- 2 . 5

1 0

1 0

1 0

L 0

i_04o -s .

(Fu6.4) u(r,T)

Pour finir, regardons les résidus et

(Frr6.3) us(n,T)

linéarisation (a),

0 . 0 0 0 0 1

- 5
5 .  1 0

(Frr6.5) u1(x,T)

les modules d'erreur initiale.

linéarisation (c)

(Frr6.2) u(r,T)

2

L . 7 5

1 . 5

1 . . 2 5

l_

0 . 7

0 . 5

0 . 2 5

5 10  l_5  20  25

(Frr6.6) les résidus,

162

(Frr6.7) les résidus (logro),



0 .  0 4

0 . 0 3 5

0 .  0 3

0 . 0 2 5

0 .  0 2

0 . 0 1

0 .  0 1 _

0 . 0 0 s

0 5 1 0 1 5 2 0 2 5

(Frr6.8) les modules d'erreur initiale,

linéarisation (c)

(F116.9)les modules d'erreur initiale (loero).

Exemple E11.7 :

5

4

J

z

l_

Linéarisation (c), coefficient de non linéarité a - 60

4 0

3 0 0

200

1_0 0

I u,(r,t) | (noir)

I u1(r,t) | (pointillé),
I u,(r,t) | (noir)

I u1(r,t) | (pointillé).
(Frr7.2)
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- z

- 4

- 6

(Frr7.1)



z 52 01 51 0
-2

- 4

- 5

- 8

- 1 0

-1_2

- L 4

-1_

- 2

- 4

- 5

- 5

(Frr7.3) les résidus (logro), (Fr7.4) les modules d'erreur initiale (logro). D

Dans ce paxagraphe, I'importance du choix de la linéarisation à été numériquement mise
en évidence. Mais malgré cela, il reste des non-linéarités (coefficient a) pour lesquels la
méthode ne converge pas.

2.7 Conclusions

A partir de la méthode H.U.M., de gradients conjugués et de point fixe, nous avons obtenu
la contrôlabilité exacte de systèmes d'ondes. Tout comme lqs autres types de contrôles
contruits par H.U.M., le contrôle interne partiel nécessite la définie positivité de I'opérateur
linéaire Â employé dans H.U.M. ce qui "limite" le choix de I'ensemble ar C O support du
contrôle.

Les exemples fournis dans ce chapitre concernent des conditions initiales très simples (de
types cosinus ou sinus), les quelques lignes ci-dessous exposent d'autres conditions initiales
(périodiques) nettement moins sympas. 

. \

Le domaine O x (0, 
") 

(avec O : (0, L)2 et T :2) est dicrétisé par 20x20x40 points et le
support du contrôle est cer : [0; 0, 5J x [0; 0, 9]. Sur le système d'ondes non linéaires de non
linéarité a,:5, on obtient les resultats suivants :
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Iuo@,v)
I 't(", s)

Nb. iré. l 
Gradient

I Point Fixe
*"*. I 

Position Finale

I Vitesse Finale

| "o"2 
(zor) cos2 (2rry)

\ cosa(zzrr)
6411

28
4,4.10-7

9,9 .10-6

{ ; 

- tt'-t' s72 + 1Y -o's12 7 6975

29
3,4.L0-7

9,8 .10-6

L'algorithme numérique proposé pour résoudre le problème de contrôlabilité exacte des
systèmes d'ondes non linéaires est satisfaisant : il propose une solution (i.e. un contrôle)
dans de nombreux cas (conditions initiales et coefficients de non linéarité difiérents) et
suggère d'autres procédés de linéarisation. Mais il reste toutefois des non-linéarités numéri-
quement rebelles.

165



Chapitre III

CONTROLE PAR LES MOMENTS

3.1 ldée

3.2. Sur ondes linéaires monodimensionnelles
3.2.1 Méthode H.U.M. sur les moments
3.2.2 Positivité de I'opérateur Â
3.2.3 Quelques résultats

3.3 Régularisation des contrôles
3.4. Astuces et Préconditionnement

3.4.1 Retour sur les définitions D111.1. et D111.2
3.4.2 P réconditionnement

3.5. Sur ondes non linéaires monodimensionnelles

3.5.1 Méthode sur les moments non linéaires
3.5.2 Algorithme discret du point fixe
3.5.3 Resultats

3.6 Conclusions

166

166

168

L72

181

184

187

187

L92

794

t94

198

199

20r



3. Contrôle par les moments

Dans les deux précédents chapitres, nous avions jusqu'à présent resolu un problème de
contrôlabilité exacte, c'est à dire à identifier un contrôle de la fonction z "toute entière".
Par opposition, les Chapitres III et IV vont exposer une méthode, dérivee de H.U.M., eui
détermine des contrôles agissant sur des parties de u solution de l'équation des ondes.
Industriellement souhaité, le contrôle ponctuel de l'équation des ondes n'en demeure pas
moins impossible. La méthode proposr6e ici est motivee par la recherche de contrôles

"quasi-"ponctuels, ce n'est plus de la contrôlabilité exacte, mais les contrôles construits,
ne dépendant que du temps (et de leur support) permettent d'envisager des contrôles de
support très petit.

3.1 Idée

Comme dans les deux chapitres précédents, on considère le système bidimensionnel d'ondes
non linéaires suivant

(ru1.1)

/ô2u  ô2u ô2o, ,

læ 
- 

æ 
- 

d(' ,Y,t) 
:  u(n,a,t)x, dans Q : o x (0,")

u et yu périodiques en n et y

u(t ,y,0) -  uo(r ,A)
4",
-ur(r,g, o) : ut (r,u), uo, ul périodiques.

Remarque : On travaille à nouveau avec des fonctions périodiques sur un domaine O
périodique.

En contrôlant les "moments" de u,, i.e. les fonctions semblables à

(rrr1.2)

et qui ne dépendent plus que du temps, on peut contrôler la fonction u elle-même.
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) J"u(î,a,t) 
cos(2nkx) cæ(2rlv)drdv v k,l

t I #r*,v,t) cos(hrtcr) cæ(hrly)d,rd,y v te ,I



Remarque : On contrôle également les moments en :
o cosinus et sinus,
o simrs.

Notre objectif est de contrôler un nombre fini de ces moments.

Définition D111.1 : "Contrôler des moments" de u solution du système d'équations aux
dérivées partielles (III1.1) consiste à contrôler exactement les moments de u.

En notant

(mn,t)nJ : (mïr"Jr*tn"Jr*"tttr*tn",t)tJ les moments de z,

(*i?)ol - (mî|,*'k"?,rn"kl,m"1,t)*,t les moments de z0

(*iiùu,, : (*ffi,*'k"l,rn"kl,m"1rt)x,t les moments de z1

avec

f
m'nl,t: 

Jnu(r,y,t)cos(2rkr)cos(2trly)drdy 
V/c e 0, ..,K, I e0,..,L

r
m'k",r : 

J nu(r, 
y, t) cos(hr kn) sin(2rly)dndy

f
m"n"J : 

Jnu(r,y,t) 
sin(hrlcn) cos(2trly)drdy

r
m"k",t : 

Jnu(r,y,t) 
sin(2trkr\ sn(hrly)dxdy

contrôler exactement ces moments de u revient à conduire chaque quadruplet de moments
mp,Tde l 'é ta t { * i i , * i i }à l ' i ns tan t t -0à l ' é ta tOà l ' i ns tan t t :T ,e tcec ipourun

nombre fini de k et I entiers positifs.

Définition D111.2 : "Contrôler par des moments" la solution u du système d'équations
aux dérivées partielles (III1.1) consiste à contrôler des moments de u, le contrôle ainsi
obtenu contrôle z dans un sens difiérent de la contrôlabilité exacte.

Cette définition est difiérente de la définition de l'exacte contrôlabilité D1, car ne contrôlant
pas toute la solution, on ne peut prétendre avoir contrôlé exactement z.

La distinction entre Drrr.l et D111.2 se concrétise lors des applications numériques, le
contrôle obtenu par contrôle exact d'un petit nombre de moments peut être moins intéres-
sant que le contrôle un peu moins exact d'un nombre plus grand de moments.
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L'autre particularité de cette technique est de proposer des contrôles ne dépendant que du
temps. Le contrôle souhaité peut être representé ainsi :

A chacun des plots, support wn, æt associé un contrôle t)i ne dépendant que du temps.
Le Chapitre III est consacré à la recherche de tels contrôles pour le problème d'ondes
sur le domaine O de dimension 1. Il s'appuie sur H.U.M. pour résoudre ce problème de
contrôlabilité et numériquement on utilise à nouveau une méthode de gradient conjugué.
Nous rema,rquerons aussi que, contrairement aux chapitres précédents, les systèmes d'ondes
"H.U.M.iens" à résoudre sont des équation difiérentielles.

3.2. Sur ondes linéaires monodimensionnelles

Pour contrôler ces moments, on choisit deux intervalles w. et us" sur lesquels on impose les
contrôles u. et t)" ne dépendant que du temps. Le choix des intervalles sera justifié par la
suite.

Le système d'ondes s'écrit ainsi

(rrr2.1)

r ô2u  02u t .
(E - 

æ)(n,t) 
: u"(t)x," * a"(t)y," dans o x (0,?)

u et yu périodiques en 0

u(x,O) : uo(a)
4",

l@,0) 
: ur(r), uo, ur périodiques.

On note

(*r)n: (m"n,mi)r les moments de u,

(*i")x: (mf ,*Io)n les moments de uo,

(*i)r : (mï,t,*I\n les moments de ul,
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avec

r f

|  *"o: I  u(r,y,t)cos(2rkr)d,æ Vke0,.. ,K
(rrr2.2) | 

'?
| *"0: I ,@,y,t)sin(2nkr)d,x V le e 0,..,K.
\ J O

Remarque : Lqs moments d'ordre 0 en sinus sont nuls.

Lemme III.1

Les systèmes d'équations difrérentielles vérifiés par les moments de u sont
os ik :0

#u,
rnfi(O) :

ffrot

:l w. I u"(t) +

lnuo{ùa* 
:

: 
l,ù@)dt

I u" I u"(t) dans (0, ?)

,x30

- m3',

(rrr2.3)

os ik+0,k<K

(rrr2.4)"

(rrr2.4)8

et

WU, + 4n2k2m'*(t)
f f: u.(t) 

J.""o"(rnkr)dr 
t u"(t) 

J,".o"(rnkx)dn 
daas (0,?)

t ' ^
rn'k@) : 

J nuo 
(r) cos(2rlex)dx : m"no

ff fol : Inû @) cos(2r kr)d,n : mï,t .

#U, + Atr2k2m"o4)
f f: u.(t) 

J,""to(rnkx)h 
+ as(t) 

J,,"ro(rnkx)dn 
dans (0,?)

f ^
r'";(0) : 

Jnuo 
(r) sin(hrtca)d,r : mfo

ff rol : lnù @) sin(hr kr\d.æ - *"kr .
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Démonstration : Pour le systéme (III2.3), on intègre par parties sur Q la première

équation du système d'ondes (III2.1)

1,"r.(r)o* * |,"u"(t)d,n 
: InffiA,q 

- #fn,t)d,r
: lnffir",t)d,r - #U"u@,t)rrr)
_ 0'*6

AP

Pour les autres systèmes (où k +0, k < K), on multipli€, pil exemple, par cos(2zrkr) et

on intègre

I o.@ cos(hrkn)d,r * [ ,,Q) cos(2trlen)d,r
Ju" Jut

: 
Ir# 

- o")(u ' t) cos(2 rkt)d'r

ô2 r f  - \  f: 
Arrl Jn"@,t) 

cos(hrkn)dr) - 
Jr\u(x,t) 

cos(2nkt)dt

Ô2r  f  \  I
: 

Arrl J n"@,t) 
cos(2rkr)dn) - 

J ru(æ,t) 
Acos(2nlct)dt

: 
#(In @,t)cos(2nkQax) + 4n2;c2 

Inu@,t)cos(2trkr)d,n
a2^": 
#(r) + 4tr2t*2rnk?).

La démonstration avec les moments en sinus est identique. Le lemme est démontré. I

3.2.A Méthode H.U.M. sur les moments

La méthode H.U.M. s'applique à notre système d'équations difiérentielles en résolvant

comme à I'accoutumée des systèmes directs :

pour tout k e0,..rK,

(rrr2.5)c
[ #u, + 4n2k2 qi(t) - o dans (0, ?)

{ o;tol : ôf

[ffrr, - ô.n,.
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Tet pour tout Ie eI,..,K,

(rlr2.5)"

A partir des fonctioo" ôtn et ô*, on détermine les contrôles à employer dans les systèmes

rétrogrades. Ces contrôles, exposés de manière brutale, seront justifiés dans le Théorè

me III.2. Le contrôle commun atD( moments en cosinus est

alors que le contrôle cornmun aux moments en sinus est

v"(t) : ô3g)c3. É (ozavt + oi|osfr) (:,"(t))
/c=1

v"(t) : ë3Q)c3. É (O"rArcr + ô"k@si,) {: r,{r))
k=t

(rrr2.6)"

(III2.6),

où

dans (0, T)

("Ê:  t  cos(hr lcr)d,æ V/ce 0, . . ,K

l"r: i"o"çznkæ)d,r
(III2'7) 

1rr: isnenkr)d,x
I  u ' "

ltt 
: 

I,""tn(rnkr)d,n.
On résout alors pour tout k € 0, .., K

[#n 
+ 4n2rc24i3(r) : -v.(t)cÊ - v" (t)cÊ

(III2.8)" lrt'Ê{r) 
: o

lfrr,t:o
et pour tout lc eL,..,K

[#n 
+ hr2te24ti,(r) : -v"(t)sÊ- v"(t)s;

(II I2.8)" lrt"o{r): o

[frrtt:0.
L7L

dans (0, T)



On définit I'opérateur linéaire

(rrr2.e) ^{oo, ot} : tfftol, -v(o)}

avec

(rrr2.10)

Remarque : On introduit artificiellement les fonctions nulles ÔEo, Ô6'et t/fr pour simplifier

la démonstration de la semi-définie positivité de l'opérateur Â. On remarque aussi que les

coefficients Sfi et ,9fr sont nuls.

3.2.2 Positivité de l'opérateur Â

Théorème III.2

Si w. et w" sont des parties ouvertæ de Q de mæure non nulle, alors Â est un opérateut

semi-défrni positif.

et

f *o : {o', o"o}

{  
t t  :  {o " t ,ô " t }

I v : {v" ,o" }

( o* : {ôf ,,ôio,..,ô*}

J t" : {ô3',ôi',",ô'}}
I t'o : {d30, Ôi',",Ô*}
I o"t :  {ô3' ,ôI '  ,  . . ,ô'} ,}

(rrl2.11) I t" - {rlt1,rhT,..,rlt'K}

t v' :  {rb\,rhi,, . . ,r l t"K.}
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Démonstration : Soient g, g* associes respectivement à {O,V}, {O.,Ù.} p* (III2.5) et

(1112.6). On a (en utilisant les fonctions nulles ô6o, ôEt, rlt|.t les coefficients nuls ̂ 9fi et Sfr)

<  I \e re*  >

: 
É, 

t t#to)' -,l,;(o))' {dÊ.(o)' ffon '

. É . r#ro), -,/Ë(o)), {d;.(o), ffro*,
: 

T (Wro>rî,.(') - ffow'trol) * T#ft')d;.(') 
-Yro),iÊ('))

: - T r I,' r# ô"; - ffiw;or1. T lff rrto'' (n - W rr,bi,(nl
- 
T t I,' r#ô"k. - Wrno4 . T lff rrtoî,. (r) - W rr,bn(nl

: 
Io' Çln*' 

r' i,iô"; - +n2 k2 6'{ rr,"olat * Io' \tv"cÊ + v" cf,)ô"; dt

* Ir' \ln*'r'rr,"kô"k- 
- urzk26";rb"ù]at * I"' \{v'si+v"s"ùô";dt

: 
f o' Ç ?'ro"; cÊ + ô'k. sil + v" (ô'' ci + q'; sil)at

: Io' t,à ô";cf,+ ofl.sf;x Dozcn+ ô'*sh)
K

+ (I ô', cf"+ ot. sixl o;c* + 6isi^)]at.
lc:0

En particulier, pour tout e € -8, on a

(rrr2.12)

r T -  K  K

( Âe, e ): 
/.- [,à ôîcf, + ô"nsi)2 + (Dô"oci + qisi!2fat

f' lr^"n" , \* 
K

: 
Jo L\eovo - 

F_ô"kcfr+ôî,sfr)' 
+ (ô3c3. 

E 
ô"kcf,+6"osf)2lat

Tet À est semi-défini positif.
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Théorème III.3

Si les ensembles u.t" et u), sont choisis tels que, pour tout le e L, .,, K, Ia mattice

(rrr2.13) ("J, 3f )
soit de déterminant non nul, alors l'opérateur Â est défrni positif.

Démonstration : L'opérateur Â vérifie (III2.12) ce qui permet de déduire que si

1 i:rg,e ): 0

alors

relations où dÊ et Ô'n ont été définis par (III2.5)" et (III2'5)''

Comme Ie déterminant de (III2.13) n'est pas nul, on sait que Cft ou ^9f n'est pas nul

(pou, Ie e L, .., K). Comme Cfi n'est pas nul, on multiplie la première équation de (III2.5)"

par Cfr (po* /c e 0, ..,K), puis la première de (III2.5)' Pil Sf; (pour k e L,..,I(), on

additionne ces deux relations puis on sortme en k, il en résulte la relation

n2Kn2K(rrr2.15) ffitorca. E ffiro'rct+Ô"ksf,) * 4tr2?^*',trzt+dËsÊ) : 0'

(ilt2.14) It

i.e.

(rrr2.16)

K

ô3c3 + t ô'k@cÊ+ô"k(t)sfr: o vt
&=1
K

ô3c3 + t ô'k(t)cf,+df(t)s; : s,
lc:1

K

Dx'(O'ocfr+ dËsÊ) : o.
lc=1
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De (III2.1a) et (III2.I.5), on déduit

â 2 r  
K  K

o : #(otct +D(ô"kcÊ+dËff)) * 4n2p_n'{o"oc;+Ô"ksi,)

K

:  tr2Dn'@'rcfr + Ô"ksf')
k=l



On poursuit par récurrence et on montre que

K

(III2.17) Dtt'"(Ô'ocfr + Ôï,ïfr) : 0 Vn entier positif.
k=t

Si on regarde ce système, on remarque que I'on obtient une matrice de Van der Monde

( de coefficients a,i: k2) de déterminant non nul, ceci implique que

@"kCÊ + Ô"nsf,) : 0 V k e I,..,K.

En procédant de même avec les coefficients Cf et ,Sf , on déduit

@kcf,+disË) :  o V fr  e L,. . ,K.

On a ainsi obtenu I( systèmes à deux équations et deux inconnues.

1u"1tèrne système (k +0) d'inconnues (ô"k,ô"ù possèdeunesolutionunique (0,0)silamatrice

est de déterminant non nul ce qui est wai par hypothèse. De (III2.14), on déduit alors

que d6 :0 et donc que Â est un opérateur défini positif. I
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Ceci étant établi, on finit la construction H.U.M.ienne.

Comme À est un opérateur défini positif, on en deduit que À est un isomorphisme de

palr+2 r* paK*2.

Soit

( I I I2.18) f  : {@i)n,-(* Io)r}  e P4K*2,

alors que pour un temps ? strictement positif, le problème linéaire

(rII2.1e) L{{Ôou',ÔI"}, {Ôl:,Ô'n"}}x -- {@i,')n,-(*i")n}.

a une unique solution {{ôon',ôI"},{ô'f ,ôL'}}n.
En effet si on Prend le couPle

{{ôon",ôl'}, {Ô'f , Ô'n'}}n
cornme conditions initiales dans les systèmes (III2.5) et si on impose dans les systèmes

(III2.8) les contrôles (1112.6) alors la construction de Â implique les relations ((III2.9)-

(III2.11)) et comme on a également la relation (III2.19) , on en déduit par unicité des

problèmes de CauchY suivants :
pour tout Ie e 0, .., K

pour tout k e 1,.., K

que I'on a

(III2.21) { (*i\n,-(-i")r} -- {{W,ffit,-{,bfr,,t"k}I

urr"c {(*ir)r, -(-i")3} vérifiant la condition d'exacte contrôlabilité pour chacun des mo-

ments.
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IWU, 
+ 4n2tc2m'nft) : -v'(t)cfr-v"(t)cÊ dans (0,?)

{ -;tol : *f

l#rr-*'kL
(rr12.2o)"

tffi(t) 
+ 4tr2te2m'o(t) : -v'(t)sÊ - v"(t)s; dans (0,7)

{ -Ëtol - *Io

[ffrol - rn"k'.
(rrr2.20)"



Positivité de ltopérateur linéaire discret

pour étudier la positivité de I'opérateur linéaire discret associé à Â, on discrétise les rela-

tions (III2.5), (1112.6) et ((III2.9) - (III2.11)).

Approximation des systèmes dtondes

On appelle r le pas de discrétisation en temps. Le vecteur

s : ({("g"), ("1")}n 
eo,..,K,{t"B"l, 

(rl")}0.r,..,r.) . paK*2

étant donné, on approche (III2.5) par le schéma explicite aux différences finies suivant

I no* tout k € 0, .., K, pour P : 0,.., P,
(1II2.22)L 

I 
(ô.)r+, -z(ô"ù, +(ô.)o-' + ttrzk2(ô"n)p : 0

,,

que I'on initialise par

Ino* 
tout /c e0,..,K,

t  ' ' ' ; )o :  (eT)(rrr2'22)2 
lll, '=,rr,-'-kï,1.| 2 r \ -

On discrétise de même les systèmes (III2.5)" pour k et,",K'

On effectue la même opération sur (III2.8) et on resout

pour tout k e 0, .., K, Pour P : P,..,0,

Wi)p+L -2(rhE)P +(r|,ft)p-t + ur2t*ç1ti1n
T2

K
: - [toapcS +f(tot>'cr + @î)osi)]";

K- frorrca . E (ron'u + @î)psi)]";

(rrr2 23)1 

I
que I'on initialise par

(rrr2.23)2

pour tout k e 0,.., K,

(rl'fr)P : o
(bÊ)'- ' : ( ,bfr) '+ '-0,

2r
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On discrétise de même les systèmes (III2.8)" pour k €. t, ", K '

Remarque : On vérifie aisément que tous ces systèmes sont bien posés.

Approximation de ltoPérateur Â

Soit e € R4K+2, on approxime Â définie 4" parr+2 dans lRaK+' put

(rrr2.24)

où

(rrr2.26)

où

k/"ùt - @t"ù-'
2r

-(r|,fr)o

(rrr2.25)

W'ù' - (r/il-'
2r

-@t"ùo

et

(À0, À') : ({^i",rf"}0, {^1", ^1"}, )

Maintenant, on approxime le problème linéaire (III2'9) "Ire: f"

e + L," : ({^g", ̂f }n.',..,r, {^8", ̂F}*.r,..,* )

lTru,tuer 
e € R4K+2 tulleque Ve. e parr+2

\ ttl"t,e.l] : l*u,,e*o] - lrnuo,e*Ll

!t"1")t';0") + !{"8'X";0")
k=0 lc=l

[eo, e*o] + [e1, e*r] Y e,d ç Parr+2.

I no* tout k e 0,.., K,
I
{ ^1" e lR tel que Àfl" :
I
I rl" .lR tel que À[" :

I  no* tout k e L,..,K,
I
{ ^f" e IR tel que Àfl" :
I
I rl" . ]R tel que À1" :

{r:; :(rrr2.27)
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Théorème III.4

Si les hypothèses (III2.13) sont satisfaites, alors I'opérateut 1t', est symétrique et défrni

positif sur lRaKr2.

Démonstration : Des relations (III2.24), (III2.25), (1112.26)' on déduit

[[Â"e,"*]] : [À0,"*o] - [Àr,e.t]

_S 1@,i)t _J,hil-L(ôi.1o _q,1,"yfiff)
(rrr2.28) 

- 
?=o\

.L(ry(d;")o -tpn'W)

On utilise à nouveau la formule des trapèzes (où 0 et u sont des fonctions réelles)

\'(a)v(a) - O(a)u'(a):r'(u)'(b) - o(b)u'(b) * 
I,o 

('"0 - g"v)dt

discrétisée ainsi (r < q)

(ry),. _ (ry),. : (ry),n - (ry)"
*"f o,çff)æ-0,(W1"'

P:r

I
avec Br: gc:à., po: l pour r <p (q. Danslaformule (III2.28), onobtient alors

[[A"e, ".]l : i fW (ôiJP - (,h.àP W)
lc:0

.É(ry(ô;y-(,t"àPW)
lc:1

*,iiurç- khfr)e+t - z('/:ile + kb'n)e-L (ônp
lc=Q P=Q

+ @i1e+t - z(Ôifle + (Ôi")e-r (tfr)r)

*,iiu,(- 
(Û"ùe+t - 2(1!fr)e + Qb"ùe-t @i)o

lc=1P=0

* 
(ôi)P+t - z(ôi{)P + @f)P-L (,/;)").
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Les conditions finales (III2.23)2 du schéma rétrograde simplifient cette dernière équation,

il ne reste que les doubles sommes. Des schémas (1112.22) et (III2.23)' on déduit alors

(rrr2.2e)

pour p € 0, .., P, pour k e 0,.., P

(ôic)p+t - 2(ôic)p + (ôic)e-r 
@,f,)o : _4n2k2(ôinp 4hfr)p

(Irfr)p+L - z(ûcùp + (hilp-L 
(ôi)p

T2

K

: -4tr2tc2(,h"k)p (ôi.1p -lrotrct * I (ron,cr + (ôilpsf)]"xol"t'
l : t

K- lrowca. E (ron'u + @î)psf)ltxo;t'

potrr p € 0, .., P, pour k e 1,.., P

(ôi\p+r -2(ôis)p +(ôi')p-L 
@,"k), : _4n2k2(ôi\o (rl,"k),

kh"ào+t - 2(rl,Ê^)o + (rh')'-' 
(ôi\o

T2

K

: -4n2tc2(,t'k)p (ôi,1o - 
lro"ru * I (tonru + @î)osi)]qto;"1"

l : L

K
- lrotru * I (to;t'ct + (ôilp si)] qro;"1'.

l =L

Cela permet de simplifier l'égalité précédente et ainsi obtenir, pour tout €,€* e p4r(*2,

[[A"s, e.]l :,iurlto"ol'ct. É (totl'ct + @î)o sf)liar;o;l'
p:O l=1 lc=O

P  K  _ K

+ ,D^_^g,lro',>,ct. E (ron,cr + @î)psi)]I,c;ro;"t'
P=O l=1

P  K  _ K

+ ,\Êoltol,ct. E (tol,ct + @î)psi)]Is;ro;"1'
p=0 l=1

P  K  - K

+,l0,lro'or ca * D (ron' u + @î)p si)] Is;to;"1".
p=O 

- 
l=l lc: l



Cette relation implique que

[[a"e,e]t - ,tu,lrovct. 
É 

(to'ol'ct+ toi)"sf;)]'
(III2.30) 

o=o, 
K

*,iooltot>, c t * i (ro'rr u + @o)' sf,)f ,
P=o k=l

on en déduit que I'opérateur Â, défini positif car on a supposé que I'hypothèse (III2.13)

était satisfaite. I

Remarque : L'algorithme discret est détaillé au Chapitre IV.

3.2.3 Quelques résultats

Exemple E111.1:

Sur les données initiales
( uo : cos(hrr + 0,1)

I rt : cos(2nx),

on rega,rde l'influence qu'ont le nombre de moments utilisés et le pa^s h de discrétisation

en espace sur les position et vitesse finale de la solution u du système (III2.1) contrôlés

par les moments. Le pas r de discrétisation en temps est proportionnel à lz et défi.ni par

r : 3hl5 (la condition de stabilté "r < 0,7h" des Chapitres I et II est satisfaite).

Les intervalles supports du contrôle sont

Les deux premiers tableaux indiquent la valeur de la solution u du système (III2.1) au

temps T i.e.

*ST"nn | "!*l

suivant le nombre de moment (colonne) et la discrétisation d'espace (ligne).

2 3 4 o 6
50 1,2.LD-z 8 .6 .10 -o 6,6.L0-r 5,2.10-r 5,3.10-o
100 1,1 .1 .0 - , 7,0.10-r 4,8.10-o 2,6.1.0-ô 2,5 .10- r
200 1.,  1.10- ' 6 ,3 .10- " 4 ,1 .L0- r 1. ,7.10-o 1,6 .10- "
400 1,0 .10-z 5 ,9 .10 -o 3.8.10-" 1 ,8 .10 -o 1,5 .10- "

I 
w. - [0, 50 - 6;0, 50 - 6], 6 : 0,045

[ ," : IO,OZZS - 6;0, 0725 - 61.
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7 8 I t2 15

50 5,4 .10- " 5 ,4 .10 -o 5,4.10-" 5 ,4 .10-ô 5,4 .10- "
100 1 ,6 .10 -d 1,6 .10- " l_ ,4 .10-d 1,4 .10- " 1 ,4 .10 -d

200 6,1 .10- " 5 ,8 .10- " 4,5.L0-4 3,6.10-" 4,6 .10- "

400 5,2.70-4 5,1 .10- " 3,7.L0-" 3,2.10-" 2,3.r0-4

Les degx tableaux suivants indiquent la valeur de la vitesse au temps T i.e.

o,P- l  -  ' r t .P+L

,âY*lTl'

2 3 4 5 6

50 2,3.L0- 2,6.L0-r 2,5.10- ' 2,2.10- 2,2.10- '
100 1,2 .10- r r ,2.10- ' 1,1 .10- 9,2.10-z 9,2.10-z
200 4 ,2 .L0 -o 4,4 .10- " 4 ,3 .10-z 3,9.10- ' , 3,7.10-z
400 2,4 .L0-z 2,3.L0-" 2,3. t0-" 2,1 .10-z 2,r.10-"

I 8 I t2 15

50 2,  1 .10- r 2 ,L .10- ' 2 ,1 .10- r 2,2.L0- ' 2 ,1 .L0-
100 7,6. t0-" 8,0.L0- ' 7,3.10-2 7,2.t0-" 7,z.tD-2
200 3,4. r0-z 3,3 .10-z 3,6.10- ' , 3,6 .10-z 3,3.10- ' ,
400 1,9 .10-z 2,0.r0-" 2,0.10-z 2,0.L0-o 1,8 .10-z

On remarque I'influence du nombre de moments sur la position frnale, tandis que la vitesse

est sensible à la discrétisation.

On peut également remaxquer que pour une discrétisation donnée, il est intéressant de re'

garder seulement un certain nombre de moments (par exemple, on se limitera à 5 moments

pour une discrétisation à 50 points en espace). Cette limitation intervient ca"r discrétiser

cos(2gzrr) (il faut au moins 10 moments) avec 50 points signifie que I'on a seulement 5

points par période : c'est insufÊsant.

Sur ce même exemple, vérifions que I'on satisfait l'hypothèse sur les déterminants (III2.13)

du Théorème III.3.

Le tableau suirnnt exprime le détermina,nt des 10 premières matrices en fonction du nombre

de pas d'espace.
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50 100 200 400
1 -3 ,3 .10-Û -3,4.10-u -3 ,7 .10-é -3 ,5 .10- r

2 5,6.10-o 5,6.10-É 6,0.10-d 5,8 .10- "

3 -6,  1.10-i t -6,2.10-ô -6 ,5 .10 -o -6 ,3 .10-ô

4 5,  L.10-o 5,1 .10- r 5,2.1.0-r 5 ,1 .10- "

o -3 ,2 .10-ô -3,2.10-" -3 ,0 .10-o -3 ,  1 .10-d

6 1,3 .10-o 1,4 .10-é 1,  1 .10-é 1,2.10-"
7 -1 ,1 .10- " -1 ,1 .10- " 7 ,8 .10 -o -1 ,3 .10 -o

8 -3 ,4 .10-" -3 ,5.10-" -4 ,0.10-4 -3 ,8 .10- "

I 2,4.10-4 3,0.10-" 2,5.10-" 2,7.L0-4

10 6,6.10- ' ,o -9 ,5 ;10 -o -4 ,8 .10 -o -7 ,1 .10- "

Les déterminants suivants, jusqu'au 15ème moment, sont tous supérieurs en valeur absolue

à 1.10-7. La valeur 6r, 16ème moment sur la discrétisation à 50 pas peut être considérée

nulle, mais cela n'est pas très important car avec 50 pas, on représente très mal ce mo-

ment : il n'intervient pas.

Pour illustrer ces dernières remarques, voici quelques uns des graphes produits.

A droite figure la position finale et à gauche la vitesse finale.

- 0 . 0 0 2

- 0 . 0 0 4

(Fr111.1) 4 moments, discrétisation 200x1000

0 . 0 0 0 4

0 . 0 0 0 2

- 0 . 0 0 0 2

- 0 . 0 0 0 4

0 . 0 3

0 . 0 2

0 . 0 1

- 0 . 0 1

- 0 . 0

- 0 . 0 3

(Fnr1.2) 8 moments, discrétisation 200x1000
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0 . 0 0 0 4

0 . 0 0 0 2

- 0 . 0 0 0 2

- 0 . 0 0 0 4

U .

0 . 0 1 _
0 . 0 1

0 . 0 0

o-0 .  oo
- 0 . 0 1

(Frrr1.3) 8 moments, discrétisation 400x2000

3.3 Régularisation des contrôles

Le contrôle du système (III2.1) est connu à partir de H.U.M. sur les moments par Ia formule

(rrr3.1) v (x,t) : v'(t)x,. * v" (t)y,".

Son écriture est un peu trop "carré" dans I'optique d'applications industrielles. Afin

d'arrondir ses formes, on le régularise. Pour ce faire, on note I" et I" les milieux respectifs

des intervalles a.r" et w". On définit alors

(rrr3.2) 7@,t) - v'(t) (r - alr - I.)2)2x," + v"(t) (r - a1r - I")')'x,"

où b est le coefficient de régularisation.

Ce contrôle a de jolies rondeurs, mais il lui manque un tout petit quelqrre chose : il n'a

pas la même intégrale i.e.

- 0 . 0 1
- 0 . 0

lo, @,t)dÆdt + lol @, t)d,rdt.

!

Pour pallier ce léger défaut, on normalise le contrôle I/ pour obtenir le contrôle régularisé

7 défini par
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(rrr3.3)

[ ,@,t)d,rdt
V(r, t ) :*7@,t)

Jo'@'t)dndt

[ ,@,t)drdt
_?(v"( t ) ( t_u(n_I"1,) ,x ' "+V"(t)( t_o(x_I") , ) ,x,") .

J o'@'t)dxdt

L'exemple suivant montre l'influence du coefficient de régularisation ô.

Exemple E111.2 :

Le domaine O : (0,1) est discrétisé par 200 points distincts, le temps de contrôle est ? : 3

et I'ensemble (0, ?) est discrétisé par 1000 pas. Le support du contrôle est la réunion des

deux intervalles

où ô : 0,045 est la demi-longueur de chaque intervalle.

Les conditions initiales sont

Les calculs sont réalisés avec L5 moments, et les résultats présentent I'influence du coef-
ficient de régularisation b sur I'amptitude maximale A : 

^âT,* | "!* | de l,onde à

I'instant ? (après contrôle), on a

b 0 1 10 20 50
A 4,1. I0-4 4,2.L0-4 4,8.1.0-4 6,5.10-4 1,2.10-ô

b 100 200
A 2,1 .10- r 4,0.10-ô

Plus visuels qu'un tableau, on présente ci-dessons les graphes obtenus avec b: 10.
On peut constater sur ces courbes que les résultats de la régularisation sont très jolis avec
le contrôle 7.

I  ," :  [0,52 - 6;0,52 * 6]

l r" : 10,22 - 6;0,22 * 6)

I 
uo : sin(2rr)

I rt : cos(2rr).
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0 .  0 0 0 4
0 .  0 0 0 3

0 . 0 0 0 2
0  .  0 0 0 1

- 0 . 0 0 0 1
- 0 . 0 0 0 2
- 0 . 0 0 0 3

0 . 0 1 _

0 . 0

0 . 0 0

5

1_

q

- 0 . 0 0 5

- 0 . 0 1

- 0 . 0 1 _

(Frrr2.4) V (æ, t) et I (x, t),

Pour compléter les rêultats, on remarque
vitesses finales. Mais attention, le rapport
de 1,015 lorsque I'on régularise avec b: 10.

(F1112.1) u(x,T) position calculée,
(F.s2.2) u(r,T) après régularisation, (Frrr2.3) u(x,T) obtenue avecV.

Les contrôles utilisés, à I'instant t, : 
?,figurent 

ci-dessous.

0 . 0 0 0 4

0 . 0 0 0 2

- 0 . 0 0 0 2

- 0 . 0 0 0 4

200
- 0 . 2

- 0 . 4

- 0 . 6

- 0 . 8

- l_

- r .2

(F1112.5) V (r,t) et V (x,tl).

que la normalisation influence

des normes des contrôles V et

très peu les

7 est voisin
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200

0 . 0
0 . 0 1 _ 5

0 . 0 1

0 . 0 0 5

- 0 . 0 0 5

- 0 . 0 1 _

- 0 . 0 1 - 5

- 0 .0 r_

-0 .02

-0 .03

(Frrr2.6) us(r,T) vitesse calculée,
(Frrr2.7) u1(x,T) après régularisation, (F1112.8) u1(r,T) obtenue avec 7

3.4 Astuces et Préconditionnement

Ce sont les problèmes de mémoire, de temps et de précision rencontrés en dimension 2 qui
ont conduit à rechercher un "préconditionneur".

3.4.1 Retour sur les définitions D111.1 et Dru.2

Il est temps de vérifier I'a,ffirmation émise au paragraphe 3.1, i.e.

"la distinction entre le contrôle des moments et Ie contrôle par les moments se concrétise
lors des applications numériques, le contrôle obtenu par contrôle ercact d'un petit nombre
de moments peut être moins intéressa^nt que le contrôle un peu moins exact d'un nombre
plus grand de moments."

!

187



Lorsque I'on contrôle exactement les rn premiers moments, et que I'on applique le contrôle
rrésultant dans le système (III2.1), la solution u obtenue a effectivement les nz premiers
moments étudiés quasiment nuls, pa^r contre les moments suivants (non contrôlés) ne le
sont pas. L'écart est très grand (les premiers sont de l'ordre de 1.10-8, les suivants de
I'ordre de 1.10-1). Sur les deux exemples ci-dessous, on montre que "contrôler les moments
de façon un peu moins précise" donne des résultats acceptables sur la solution z. Cette
méthode a le mérite de nécessiter moins d'itérations et moins de temps (c'est important
sur stations de travail).

Exemple E111.3 :

Regardons I'importance du seuil de convergence de la procédure de gradient. Ces premières
courbe.s, noires pour un seuil à 1.10-13 et grises pour un seuil à 1.10-7, tracent la position
de l'onde à l'instant ? pour les conditions initiales

or{ï",,r{ï" : sin(2nr + 0, 1) 
er

: cos(2rr)

: sin( nr + 0, 1)
: cos(4zrr).

0 . 0 0 0

0 . 0 0 0 4

0 . 0 0 0

- 0 . 0 0 0

- 0 . 0 0 0 4

- 0 . 0 0 0 6

0 . 0 0 1 _

0 . 0 0 0 5

- 0 . 0 0 0 5

- 0 . 0 0 1 _

- 0 . 0 0 1 5

(Frrr.31) (C1), (Frrr3.2) (C2).
La discrétisation, 200x1000, est identique ; l'intervalle de contrôle est le même:

, . ,  :  [0 ,22  -  6 ,0 ,22+6]  U [0 ,52-  6 ,0 ,b2+ô] ,  d  :  0 ,04b.

On étudie 8 moments.

n
Comme on peut le constater, choisir un seuil de convergence ptus grand.. (1.10-7) que
le seuil usuel (1.10-13), perd un peu de son intérêt lorsque les conditions initiales ont
des moments d'ordre plus élevé. Cependant, le fait de cherclrer à atteindre un seuil de
convergence plus grand nécessite moins d'itérations et la précision enlevée par I'utilisation
de ce seuil (1.10-z) peut être compensée par l'étude de plus de moments.
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Pour vérifier cette dernière remarque, rega.rdons I'exemple suivant.

Exemple E111.4 :

Ttaçons la position de I'onde à l'insta.nt ? pour les conditions initiales

sin(4zrr + 0,1)

cos(&rr).

Sur une discrétisation 400x2000, I'intervalle de contrôle est [0, 22 - 6,0,22 + d] U [0,52 -
6 ,0 ,52*6 ] ,où6 :0 ,045 .

0 . 0 0 0 4

0 . 0 0 0 2
0 . 0 0 0

- 0 . 0 0 0 - 0 . 0 0 0 2

- 0 . 0 0 0 4

[uo  
-

[ r ' :

- 0 . 0 0 0 4

- 0 . 0 0 0 6

(Fnr4.1) 8 moments, (Frrr4.2) 16 moments.

La précision est effectivement améliorée, mais le nombre d'itérations nécessaires est 87
dans le calcul avec 8 contre 497 dans le calcul avec L6 moments.

Ajouter des moments implique une recherche plus longue car il faut minimiser plus de
moments simultanément. Ce problème sera rencontré de façon plus aiguë en dimension 2.

On gagne d'un côté mais on perd de I'autre.

Malgré cette remarque, on utilise cette astuce. Il faut maintenant choisir un seuil intéres-
sant. Il semble, au regard des deux exemples suivants, que 1.10-7 convienne. Les graphes
ci-dessous indiquent, pour des seuils différents, les valeurs plancher et plafond prises par
la fonction u (contrôlée par les 10 premiers moments) au temps T. La discrétisation est
200x 1000 et le contrôle est porté par I'ensemble ar cité dans I'exemple (E111.8).

!
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Exemple E111.5:

Conditions initiales

0  - 0 L 2 9

- 0 .0 r_654

0 . 0 0 0 7

- 0 . 0 0 0 5

0 . 0 0 0 3

- 0 . 0 0 0 3

sin(2zrr)

cos(2zrc).

Position finale u(x,T)

[uo  
:

[ r ' :

(Frrr5.3) seuil 1.10-3,

(F1115.7) seuil 1..10-7,

(F1115.11) seuil 1.L0-11,

0 . 0 0 0 3

- 0 . 0 0 0 3

(Fnr5.5) seuil 1.10-!,

(Fs15.9) seuil 1.10-e,

(F1115.13) seuil 1. 10-13
, \ !

On remarque immédiatement que les rr6sultats sont semblables à partir du seuil de conver-
gence 1.10-e. Par la suite, le seuil réduit utilisé sera 1.10-7, la précision qu'il engendre
étant déjà intéressante.

190



Exemple E111.6:

Ce nouvel exemple confirme le choix de l.L0-7 comme seuil de convergence de la méthode
de gradient sur les moments.

Conditions initiales

I uo - sin(4zrr)

I rt : cos(Anx).

v . v z o I

- 0  . 0 L 2 6 7

0 .  0 0 3 4

- 0  . 0 0 2 2

0 . 0 0 3 r _

- 0  . 0 0 2 2

(Fq16.3) seuil 1.10-3,

(Fs16.7) seuil 1.10-7,

(Fur6.9) seuil 1.10-11,

Position finale u(x,T)

0 . 0 0 5

0 . 0 0 3 1

0 . 0 0 3 1

- 0 . 0 0 2 2

(F1s6.5) seuil  1.10-5,

(F1116.9) seuil 1.1.0-e, 
.. ,

(F1116.13) seuil  1.10-13.

Sur ce dernier exemple. les résultats de minimisation des moments sont exposés pour les
seuils 1.10-7 (en gris) et L.L0-13 ( en noir). Ces moments finals sont représentés sur une
échelle logarithmique (log1s.).
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- 2

- 4

- 6

- 8

- 1 0

- l z

@

*
o

a

L 2 3 4 5 5 7

s

8  9  1 0 r 234
- 2

- 4

- 6

- 8

- 1 0

- r z

I  9  1 0
- 2

- 4

# w .
&  - o

a
' - B

a
_ 1 0

l 1- r z

5  6  7  I  9  1 0

& *
8 &

& a

o

8 &

a

a

* & 
!4i [r'

a a

r z J

(F1116.ca) ,nî,(f),

4 5 6 7

&

(Fru6.cr) m"nT) - mi€ - r) 
,

T

(F1116.ss) rn|,g).

1_ 2 3 4 5 6 7 I  9  10

S 6

(F1116.s1) 
m'n?) - mï@ - r)

T

- z

- 4

- 6

- 8

- 1 0

- 1 2

& 4 !

6

a o o

a a

w

o a

!

3.4.2 Préconditionnement

une autre manière d'améliorer les résultats consiste à effectuer
o un premier calcul sur un faible nombre de moments (celui-ci dewa êtrd en rapport avec
les conditions initiales) donne un premier contrôle pour les premiers moments (intervalle
de temps (0, 

")).o Ce calcul fait, on prend les conditions finales obtenues à partir de la solutipn du système
(III1.1) contrôlée pax ce premier contrôle.

Ces conditions finales possèdent essentiellement des moments élevés non encore contrô-
Lés : on les contrôle alors avec des moments d'ordre élevé. Ce second calcul, effectué avec
tous les moments que I'on souhaite (intervalle de temps "(Tr2T)"), permet d'obtenir un
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contrôle agissant sur les moments d'ordre élevé (les premiers moments ont déjà été traités
par le premier calcul).
o La somme de ces deux contrôles (calculés sur des intervalles de temps de taille identique
et contrôlant des moments distincts) est alors utilisée dans le système gtobal (III1.1) que
I'on résout sur O x (0, ?).

En utilisant le seuil 1.10-7, on espère alors un coût moindre et une précision meilleure.

Exemple E111.7 :

Les conditions initiales

( ,o - sin(4zrr)
(

I rt : cos(Atrx)

sont étudiées sur une discrétisation 200x1000 et avec 9 moments.

0 . 0 0 0
0 . 0 0 3

0 . 0 0 2
0 . 0 0 0 4

0 . 0 0 0 2
0 . 0 0

.  - 0 . 0 0 0 2
o-0 .  oooa- 0 . 0 0 1 _

- 0 . 0 0 2
- 0 . 0 0 0 6

- 0 . 0 0 0 8

0 . 0 0 3

0 . 0 0 2

0 . 0 0 1

(F1s7.1) 9 moments, (F1117.2) 3 moments puis g mome.nts,
(Frrr7.3) les deux courbes.

Cette manière de procéder peut permettre d'améliorer la précision et I'utilisation d.'un seuil
à 1.10-7 réduit à nouveau le nombre d'itérations. !
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3.5. Sur ondes non linéaires monodimensionnelles

3.5.1 Méthode sur les moments non linéaires

La méthode adoptée est semblable à celle utilisée dans les Chapitres I et II. Elle conjugue
un point fixe et la méthode H.U.M. sur les moments (déjà exposée au $3.1 dans ce chapitre).

On choisit les deux mêmes intervalles u" et t.ls supports respectifs de.s contrôles u" et u".
Le système d'ondes s'écrit ainsi

Lemme III.5

En notant

( {msyiçt| : I ut@,t) cos(hrkr)da V k € 0,.., K

I'r
[ {nzs}Ë(t) 

:  
Jnut(*, t)  

sin(2trkn)tu V/c € L,. . ,K,

le système d'équations aux dérivées partielles vérifré par les moments de u est
os ik :0

(III5 1) 
T

(rrr5.3)

os ik+0,k<K

/ô2u 02u
\AF 

- 
M 

* r(r)) (x,t) : u.(t)x," t u"(t)y,- dans (0,1) x (0,T)

u et Vu périodiques en z

u(r ,0)  :  uo(*)

Hr*,o) 
: ut(*), uo,u1 périodiques.

#n + {ms}g(t)  : l r" l r . ( t )*  l r"  |  , "(r)  dans (0,?)

rn6(o):  
Inuoçn)da:*f

ffol: lnfra,t)d,n:mgt.

W n + 4tr2 Ic2 m"n@ + {ms}ft(t)dn
- u"(t)CÊ + aE(t)CE dans (0, ?)

f ^
rn"k(O) : 

Jnu"(*) 
cos(hrkn)dæ : mf

Am9 I

Ë@ 
: 

J nu' 
(s,t) cos(hrkx)d,n = m"1,r

(rrr5.4).
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et

(rrr5.4)"

Wn, + +n2(n\*"r,U)+ {rns}f(r)
: u"(t)Sf, + as(t)Si dans (0, ?)

f ^
-Ë(0) : 

J nu' 
(*) sin(2rkæ)dn : *"oo

ârynQ f

ff@ 
: 

Jnu' 
(*,t) sin(hrtcr)d,x : m"1,r.

Dans ces systèmes, Ie terme {*"} désigne la non linéarité, il sera précisé uhtérieurement .

Démonstration : La preuve est semblable à celle établie au ($3.1), mais elle est rappelée
de manière à souligner la présence des termes non linéaires.
Par exemple, on a

f f

| ,ocos(2rtcr) * | orcos(hrkr): a"(t)CÊ+u"(t)Cf
Jr" Jw,

: 
lrl# 

- au](2, t) cos(2 trkn)d'r * 
lrus(',t) 

cos(2trkQd,x

: *( [ u6,t)cos(2trkr)d,x) - [ a^uç*,t) cos(2trkx)d,x * {*s}.ke)At2 \Ja  t  Je

: u?i 
@ + 4*zk2rn"kft) + {ms}f,(t/ vfr e0,..,K.Ôtz

La démonstration avec les moments en sinus est identique. Le lemme est démontré. I

Avant d'appliquer H.u.M. sur les moments, regardons les termes {*r}. et {rn3}".
Comme

f  - .  /  r  \ t
|  ̂ u" (*,t)cos(%rkn)d" # | |  ̂ "(",t)cos(hrkn)dx Ira  \ /o  /

l .e .

{ms}'k(t) + (nr'ù3!),

on ne peut donc ni résoudre directement les systèmes (III5.3) et (III5.a), ni estimer un
"point fixe" sur z. En effet, par une méthode de point fixe sur les moments, on déterminera
le point fixe sur ces moments et non sur la fonction u ellemême.
De ce fait, il faut effectuer la méthode de point fixe sur u et donc vérifier le critère de
convergence de cette méthode sur le système global (III2.1) en u. Connir,issant le candidat
point fixe global €, on peut alors I'utiliser pour calculer les termes ({*s}.ùk et ({ms}")1r.
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Soit

(rrr5.5)

et

et reprenons la construction selon Zuazua.

Poru tout € e L*(Q) candidat à être le point fixe, on cherche les contrôles uj(t) et o$(t)
dans .L2((0, ?)) conduisant la solution z du problème linéarisé ci-dessous de l'état {uo,ut}
à I'instant 0 vers l'état {0,0} à I'instant ?.

Pou appliquer la méthode H.U.M. sur les moments :
o on résout les systèmes directs simultanément

(rrl5.6).

I n"* tout & e 0, .., K,

) #U, + 4n2tc26'k@ + ô'k(rMtil2 : 0 dans (0,?)

I o;tol : ôf

l#e): ô'x'.

I n"* tout /c e l, .., K,

)#n 
+ 4tr2k26i,(t) + ô"k(Mti l2 :0 dans (0,T)

I o;rol : ô'no

l#o: ô",:
(rrr5.6),

o On calcule les contrôles communs au)c moments en cosinus et un contrôle commun aux
moments en sinus

I 
W"r : 

In(cos(hrkx)dn 
v tc e 0,.., K

) r
IUtl]; 

: 
Jn(sin(hrkr)dr 

V/c e 1,..,K.

(x

l r. rr, 
: ôB(t)c6 + I (or,am + ô'*e) sE)

{ ï '

f r"(r) : ôBe)c6 + I (o.rAm+ dË(r)s;).
\ tr=r 

'

A2"t,c

#@ + 4n2te2t1t;(r) + rbfr1g.M\il,
: -v'(t)Ci, - vE(t)Cf, dans (0, T)

ûfrQ) : o

ffrrt: o

(rrr5.7)

o que l'on applique dans les systèmes rétrogrades, on résout alors

(rrr5.8)"



et

(rrr5.8)"

(rrr5.10)

et travailler sur des systèmes de la forme

(rr5.11)

A2"t,s

#(r) + +tr2re2Eiçt) + +i(un),
- -V"(t)CÊ -V"(t)Cf, dans (0,?)

th"nT) : o

fft t:o.
o On construit l'opérateur Â6 (comme en linéaire : relations (III2.9)-(III2.11)).
o On évalue le nouveau candidat point fixe. Cette dernière opération est réalisée à partir
du système linéa,risé

. rôzu 02u \(rrr5.e) \æ 
- 

t; + s(€)")(n,t) : -/(0) +v"(t)x,"+v"(t)x," dans Q

avec g telle que

( rQ) - /(0)
s(z): lT sizt 'o

[ /'(o) si z : o.

o Sur ce système, on vérifie le critère de convergence de la méthode de point fixe.

On itère ce processus jusqu'à convergence de la méthode de point fixe. Lorsqu'elle a
convergé, on a identifié un contrôle par les moments contrôlant le système non linéaire
(rrr5.1).

Remarque : On peut aussi calculer

ltrr, 
: 

l;e)'cos(hrka)d,æ v& e 0,..,K

I ttr; 
: 

ln{ô'sin(2nkr)d,x

[#n 
+ &r2k26f,(t) + ô"k(M]i) :0 dans (0,?)

I o;tol : ôf

[ffror -ôï:.
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Théorème III.6

Si w. et u" sont des paûies ouvertes de Q de mesure non nulle, alors Â est un opérateur
semi-défrni positif.

Démonstration : Soit q,4 associés respectivement à {iDe,iûe }, {Oë,Vi} nar (1115.6) et
(III5.8). On développe comme dans la démonstration du Théorème III.2 et le terme non
linéaire s'efface. Il ne reste finalement que

VqeE,-

(rI5'12) ( Â6ft,c€ >- Ir' lrDrôpncft + (ôilnsf,y + rD,ro?nci, + @ïnsi)rfat

i.e. Â est semi-défini positif (on rappelle que les termes S6, ,56 et (dË)o sont nuls). I

Théorème III.7

Si /es ensembles u" et u" sont choisis tels que, pour tout k € 1,.., K,Ia matrice

(rrb.l') ( cj g{ )
\C; Sf,)

soit de déterminant non nul, alors I'opérateur Â6 est défrni positif pour tout (.

Démonstration : Se reporter à la démonstration du Théorème III.B.

3.5.2 Algorithme discret du point ftxe

Sur O x (0, ?), on discrétise avec M x P points distincts.
On appelle { le candidat au point fixe discret . Le residu à I'itération I est calculé, comme
aux Chapitres I et II, pax une formule semblable à (I4.9).

Initialisation

(Eo)i. - "0" v m €. 0, .., M, p e 0, .., P,

Résidu : 0

Résolution par les moments d'ondes linéaires de conditions initiales

| {"o}% - ul" Ym € 0,.., M

I {"t}L - ut^.
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On suppose que I'on a calculé I itérations de la procédure de point fixe. On appelle {, le
vecteur a.insi obtenu. on calcule I'itération de point fixe suivante

Itérations

On effectue un gradient sur les moments non linéaires en calculant le terme non linéaire
des systèmes de moments directement à partir du candidat point fixe global {r.

Lorsque la méthode a convergé, on résout Ie système global et on obtient le vecteur solution
€l+1 avec lequel on calcule le residu

P

I( (€'*')o - (E')o, (€')o - (€'*t)o )o
Résid,u : P=o

P

!{t€'), , 1g'+1)n )1
P=O

dans cette écriture, on rappelle que (.,.)r, est le produit scalaire défini aux Chapitres I
et II. Ceci fait, on vérifie le critère de convergence :

Si  Résidu < t r ( :1.10-6)

Alors le point fixe a convergé, on recueille les résultats

sinon (E')r^ - {g'*t}f" vm,p

on itère.

3.5.3 Résultats

Exemple E111.8:

Sur une discrétisation 100x500, on étudie g moments. Les conditions initiales sont

Iuo 
: sin(2nr)

I rt - cos(2zrr).

L'ensemble portarrt le contrôle est

c.r :  [0,27 - 6,0,27 +ô] U [0,52- 6,0,b2 +ô], où 6 - 0.0b].
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0 . 0 0 0 4

0 . 0 0 0 3

0 . 0 0 0 2

0 . 0 0

0 . 0 0 4

0 . 0 0 2

0 . 0 0 0 - 0 . 0 0

1 0 - 0 - 0 . 0 0 4
- 0 . 0 0 0 1 - 0 . 0 0 6

(F1118.1) position u(a,T), (Frrr8.2) vitesse u1(n,T),

seuil à 1.10-7.

n

On remarque immédiatement que le moment d'ordre 0 n'est pas nul : c,est dû au seuil
de convergence (1.10-7) trop grand : on ne contrôle pas exactement les moments. On
remaxque aussi que les resultats sur la vitesse sont bien meilleurs que dans le cas linéaire.
C'est certainement dû au fait que l'on itère la méthode de point fixe.

Le fait de s'intéresser à des seuils de convergence plus grands (1.10-7) :

o diminue le nombre d'itérations de la méthode du point fixe : 25 itérations pour un seuil
à 1.10-7 contre 46 pour un seuil à 1.10-13 mais aussi

o réduit le nombre d'itérations de chaque gradient. Atteindre le seuil 1.10-7 dans Ies
gradients nécessite de I'ordre de 40 itérations alors qu'il en faut environ 190 pour atteindre
1 .10- r3 .

La qualité des resultats avec le seuil à 1.1.0-13 (exemple suirrant) est un peu meilleure, mais
le gain de temps waiment sensible conduit à préférer le seuil 1.10-7.

200



Exemple 8111.9 :

Mêmes données initiales que (E111.8)

0 . 0 0 0 2

0 . 0 0 0 1

- 0 . 0 0 0 1 _

- 0 . 0 0 0 2

0 .  0 0 6

0 . 0 0 4

0 . 0 0 2

o-0 .  oo
- 0 . 0 0 4

- 0 . 0 0 6

(Frrrg.1) position u(r,T), (Frrrg.2) vitesse u1(r,T),
seuil  à 1.10-13.

3.6 Conclusions

La contrôlabilité de l'équation des ondes par contrôle des moments se réduit à la résolution
d'un ensemble d'équations différentielles. Cette méthode identifie des contrôles pour les
moments, contrôles qui ne dépendent que du temps. En plaçant de tels contrôles, calculés
à partir d'un nombre suffisant de moments (voir la méthode), dans une équation d'ondes
linéaires, il est possible de contrôler sa solution. Ce n'est plus de la contrôlabilité exacte,
mais les résultats obtenus à I'instant ? sont très honorables. Si l'on parvient à identifier
un contrôle avec de telles propriétes on approche la contrôlabilité ponctuelle.
En ce qui concerne I'équation des ondes non linéaire, l'obligation de résoudre régulière-
ment le système global (à chaque itération de point fixe) enlève un peu du charme de Ia
méthode, toutefois, les premiers résultats numériques sont tout aussi concluants que dans
le cas linéaire. I

Enfin, un choix judicieux du seuil de convergence peut réduire le temps de calcul en ne
changeant guère la précision obtenue sur la solution finale du problème d'ondes. Pour
contrôler la solution du problème (III2.1), on préférera donc contrôler pa,r les moments
(seuil de convergence de la méthode de gradient plus grand) plutôt que de contrôler
exactement les moments.
Toutes ces remaxques vont maintenant être traitées en dimension 2 dans le Chapitre IV.

!
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4. Contrôle numérique bidimensionnel des moments

Dans la première partie, on analyse les difiérences rencontrées entre le contrôle des moments
sur domaine de dimension 1 et celui sur domaine de dimension 2. On y cite principalement
les problèmes de mémoire et on y expose l'importance du choix des fonctions de base.
Au $4.3 et $4.5, figurent les résultats obtenus à partir des deux types de conditions initiales
distinguées au $4.2. Les paragraphes $4.4 et $4.6 proposent une régularisation des contrôles
identifies. Enfin, la dernière partie ($4.8) réunit les méthodes décrites précédemment afin
d'envisager le contrôle de fonctions quelconques.

4.1 Sur ondes linéaires bidimensionnelles

 .L.t Construction H.U.M.ienne

Les fonctions de ba"se bidimensionnelles sont notées

(ryl.1)

: cos(2tr lca) cos(2rly)

: cos(2nkn)sin(2rly)

: sin(2zrkr)cos(%rly)

: sin(2zrk a) sîn(2trly)

et les moments étudiés sont les moments par exemple

It 
cosr, coss,

J cos6, sinl,

I 'i"*" "o',,
( srnko srnry

V,t e 0,. . ,  K, I  e 0, . . ,  L

Vk e  0 ,  . . ,  K ,  I  e  L , . . ,  L

Vk€L, . . ,K ,1eO, . . ,L

V, t  €  t , . . ,K ,1eI , . . ,L

Inu@,y,t) 
cos1,rcosry d,rd.y /c e 0, .., K, 1 e 0,.., L

IrH o, v, t) cos1,, cosln d,ad'v.
(rv1.2)
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(rvl 4, 
I

En dimension l, on avait choisi deux intervalles. Ici, il faut quatre sous-domaines (associés
auc fonctions de bases (IV1.1))

(rvl.3)

UI : UC,Cu

u2 : uc"su

ug : us,cy

U4 _ US,SU,

Sur ces domaines, on cherche à identifier les contrôles ac,cat ,uc,sot ,us,co et ug,g, (où
uc,cu est porté pàr uc,cs, ...). Lu système d'ondes s,écrit, dans e,

t 02u ô2u 02ut .
(a* - 

a., 
- 

W)lr,Y,t)
: 't)c,cs(t)xr","o * uc,su(t)Xr","u * us,cu(t)Xr","o * us,su(t)Xr","u

u et yu périodiques en c et gr

u(r ,y,O) :  uo(r ,a)

#rr,y,o) 
: ut(r,u), uo,ul périodiques.

Lemme IV.l

En notant

.1 n f

*;i"u : 
Jnu(r,A,t)cos(2rkx)cos(hrly)drdy 

Vk € 0,..,K, I eO,..,L

*lïs' : 
Inur*,y,t) 

cos(2rkn)sin(2nly)d,nd,y V/c e 0,.., K, I €. L,.., L
e / 1  l '

*Iit"" : 
Jnu(*,y,t) 

sin(%rkr) cos(2rly)hdy V lc e t, .., K, I e 0, .., L

e c  f
m|it"o : 

Jnu(r,y,t)sin(hrkr)sin(hrly)dndy 
V/c e 1,.., K, I € t, .., L,

le système d'équations aux dérivées pafiielles vérifré par les moments de u est
o  s i  l c :  l : 0

,*îfr""
Ë(t) 

: I uc,ca I uc,cu(t)+ | e)cnsa I oc,so(t)

* | us,cu I us,cu(t) + I us,sy I us,su(t) dans (0, ?)

*î:o""(o) : 
Inuo 

(*,s)itrdu - *î"o""o

u*#" 
ro) : 

In#r*,y,t)d,rdy - *î:o"o'.

(IV1.5)s,s,



(IYl.6)ç,su

( *l:,t' (pour /c € o, .., K, I € 1, .., r) )
Les momentt 

\ *f1c" (pour le e L,.., K, I € 0, .., L) | vérifrent des relations similaires.

l * tu i t "  (pour  k  e1 , . . ,K ,  I  eL , . . ,L )  )
Démonstration : Comme en dimension 1.

Pour appliquer la méthode H.U.M., on commence pax redéfinir les moments que l,on va
utiliser. On considère les combinaisons linéaires suivantes

o s i ,k  + 0,  Iç  1  K ou l  +  0,  I  S L

K L

cos cosr : DI, {ft2i;t2)r} cos(2nkx) cos(2nty)
lc=01=0
K L

cos sin, : 
IDA {&2 +r2)r} cos(2r kx) sin(2trly)
Ic=O1=1
K L

sin cos, : IIO{(k2*r2)r} sin(2trlcx) cos(2rty)
/c= l l=0
K L

sin sin, : IDr{(e2*r2)r} sin(2nkx) sin(2rly),
lc=11=l

dans (0, ?)

02mc,îco

#tt) + 47f (k2 + r2)rnîi"" (r)

: 't)c,cuft) 
[ cos6s cosq d,æd,y * ,uc"st|i. 

I cosrcc cos1, d,rd,y
Jucæcv Jrcrso

* us,cy\) [ cos6s cosryd,xd,y {,t)s,su|) [ cos,c, cosryd,rd,y- 
Jusrcc Jwsrsv

*toi"'(O) : 
Inuo 

(*,y) cos1,* cos1, d,xd,y - *tuit"o

a*?icu r
t@ 

: 
Jnu' 

(r,y,t) cos1,, cosry d,xd,y - *"*:rt".

(rvl.7)

où 6 est le symbole de Kronecker :

oo,:  { l  
s i i :  j

'  
Io s i i t '  j .

Ce choix dæ "moments" permettra de montrer plus aisément que l'opérateur Â est défini
positif en utilisant les systèmes écrits dans le Lemme IV.2.

Vr  €  0 , . . ,K2  +  L2

Vr  €  1 ,  . .K2  +  L2

Vr€L , . . ,K2+L2

Vr  €  2 , . . ,  K2  +  L2



Remarque : Pour r donné, s'il n'existe pas k et t tels que k2 + t2: r alors on ignore cet
indice r ("en prenant ses fonctions de bases nulles"). Dans la suite de cet exposé, I'intitulé
"r e 0,.., K2 + L2" signifiera que l'on ne considère que les indices r tels qu,il existe
k  e0r . . ,K  e t  I  e  0 , . . , .L  vér i f ian t  k2  +12: r .

Lemme IV.2

Les systèmes d'équations atsx dérivées partielles vérifrés pa,r les moments N1.T) de u sont

o Ie système (IV1.5) Iorsque r :0,
o lorsque r # 0, les systèmes à résoudrc sont

(IV1.8)c',s,

(Ies moments (*7"u)r.r, . . ,K2!L2t (*l ' tu)rrL,.. ,K2+L2 et (mf,so1re2,..,K2+Lz vérifrent
des relations semblables).

Démonstration : Comme en dimension L.
m?'co est maintenant r et non 12.

Pour tout r € 0, .., K2 * L2,

W, + 4tr2r ô?,co(t) - o dans (0,")

ô7"co(0) : ô?,cuo

ffo:ô?"cut
205

dans (0, T)

A2m?'cn . ,
Tft) * &r2r mf'cu(t)

:'t)c,cu|) 
[ coscosr d,rd,y * ac,su|i, I coscosrd,rd,y

Jucrcv '  
Jucrsv

{ us,cv|) [ co.sco.sr d,æd,a * us,sa|) [ coscos,d,rd,y- 
Jus"cy Jr"r"u

*?,cu(O) : I uo @,y) cos cos, d,rd,y : m?"cuo.Ja

ârn.Y'"a f

T@ 
: 

Jnu'(*,gr,t)cos 
cos,d,xdy - m?,cot.

Remarquons toutefois que le coefficient devant

T

On note {Qc,co,Vc,co}, ..., les solutions de systèmes directs et rétrogrades de la méthode
H.U.M..
On résout les systèmes directs simultanément

(IV1.9)c',cr,



et les systèmes en (61'cu)rer,..,K2+rr, (ô7,cu)re\..,K2+72 et (ô?,"o1rr2,..,K2172 simi-
laire.s.

Maintena,nt, dans les systèmes rétrogrades, on emploie un contrôle commun pour les mo-
ments rnc,cu

(IV1.10)cr,cr,

un contrôle pour les moments rnc'su

(IV1.10)6r"s,

un contrôle pour les moments rns,ca

K2+L2

vc"cn(r) : D (ô?"t'(t){c,cy}l + ô?,t, e){c,sr}r,
r=0

+ ôf'co (t){S,Ca}', + ôl't'(rxs,Ss}l),

K2+Lz

vc'so(t) - t (ô?'",(ù{c,cy}? + ô?,t'e){c-sr}7
r=0

+ ôf"co ft){s,cv}? + ôl,t'e){s-sr}?),

(IV1.10)s,6r,

t Sf,co (t){S,Cu}? +

et enfin un contrôle pour les moments Tns,su

ôl,su(r){S,sr}f) ,

(IV1.10)s"s,

où pa.r exemple

(ryl .11)

{C,Cr}}

{C*Sv}?

{S,Cu}}

{S,Snl,î

coscos, dxdy

cossin, drdy

sincos, dxdy

sinsin, d,rd,y
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Vr € 0,  . . ,K2 + L2

Vr € 1,  . . ,K2 + L2

Vr € 1,  . . ,K2 + L2

Vr e 2, .., K2 + L2.

K2+L2

vs'cu(t) - D (ô?'t'(t){c,c,y}f; + ô?"'(t){c,so}l
r=O

K'+L2
vs,so(r) : I (ô?,t" (t){c,cv}î + ô?,t" Q){c*s'}*

r:o

* gf'cu Q){S,C,}| + ôf' t,(rXS,ss}X),



Remarque : Les coefficients {C,Ss}ô, {S,Cu}b, {S,Sa}b et {,S,Sr}i (po* i: !,..,4)
sont nuls et apparaissent dans la définition des contrôles afin d'en simplifier l'écriture.

On résout alors

I 
Pour tout r € 0,.., K2 + L2,

I ardt?'tu . .

læ(t) 
+ 4tr2r t!f'cu(t)

(ry, 12) ç,su { 
: 

_ îï:,r;;;;t3r-';;':Il,lT;.7,1r dans (0, ?)
I

l rl,?'"'(") : o
I a4'1""n ,,-,
f , -r  (T):o'

Les trois autres systèmes s'écrivent de même, seul change le second membre : le système
en 4sf 

'cu est résolu avec le contrôle

(ryL.r2)ç,su 
- vc'co (t){c'sn}} - v"'t'(t){c'sa}?
- Vs,co (t){C$u}l - ys"so e){C,Ss}*,

celui en ,hf'"o uu""

(ryt.r2)S,ço, 
-vc"cu(t){s'ca}} -v""'(t){s'cs}?

- Vs,co (t){S,Ca}3, - Vs,so e){S*CnIî
et enfin on utilise

(IV1.12)oc vc"co(rxs,syl l  -Vc,su(t){S,Sy}?
\ 'etva - vs"co(txsrssll - vs,su(t){S-sn}î

dans le système en Ef'co .

On définit l'opérateur linéaire

(rv1.13) ^{oo, o'} - tfftol, -v(o)}
où iDo, Ol et !Û sont définies par des relations voisines de (III2.10) et (III2.11).

4.L.2 Positivité de I'opérateur Â

Théorème IV.3

Si les ensembles u)c"cot uc,sut u)s,co et wgngu sont des ouyerts non vides de {1, alors
I'opérateur Â est semi-défini positif.
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Démonstration : On procède comme en en dimension 1, on développe et on réduit

< Âg,e* )
2T .  K"+L'

= 
Jo L, P 

ô?'cu(t){c"cu}',+Q?'"u(t){c'sa}}+ôl'c'e){s,cu}r,+ôl'so(r){scsu}})

K2+L2

+( D 01""o. (t){c,cu}L + 4l'"u' 1t1{c"sv}1,, + ô},co' (t){s"ca}1, + ôl",sn, (t){t,r",1;1fat
n:o

tT '  K2+L2

* |  l t  I  ô?'"u(t){c,ca}?+ô?'"o(t){c,sa}?+ôT,co(t){s,cu}?+ôl ,suf t ) {s,su}?)
J o L  - o

K2+L2

+( D_ rî'"u- (t){c,cs}2- + ôl,so* (t){c,su}? + ôPn"cn* (t){s,cs}2- + ôs^,so. (t){r,rry71ldt
n:o

tT  .  K2+L2

*Jo 
L, à 

ô7'"o(t){c"cu}?+ô?'"o(t){c,sa}s,+ôl'coG){s,cu}?+ôï'su(r){s,s,}g)

K2+L2

+( D o"^,"o. (t){c,cu 12, + ôl"s!* G){c,sy}s* + ôl,cu. (t){s,co}?, + ô"*,so. (t){t,t",5".y]at
æ:o

7T .  K2+L2

*Jo t, à 
ô?'co(t){c"cu}î+ë?'"o(t){c,ss}*+ôT"coG){s,ca}î+ôl'svft){s,ss}*)

K2+L2

+( D 03,""n- (t){c,cu}A + ôl,sn' G){c,sul1, + 6F*,"u' 1ty{s"ca}t + ôl,su'(t)1t,tryXy]at.
n:o

En particulier, on a la relation (IV1.14)

1 ltg,e )

pr |  .K21n2
: 

Jo L( = 
ô?'cu {c,cn}', + ô?'so {c,sn}l + Qf'co {s,cr}l + ôf"u {s,so}l)'

K2+L2

. ( D ô?,cu {c,co}? + qf;,su {c*sy}? + ôf,t'{s,cy}? * ôf"so {s,sn}?)'
r:o

K2+L2

. ( I ô?,co {c*cr}l + ô?'s" {c*sr}l + ôf,co {s,cr}l + Qf,su {s,sr}:)'
r=O

K2+L2

*(D 61"c,{c*cy\î
r:o

on en déduit Â semi-défini

* Sf"su {C,Sr}l + ôf,cu {S,Cn}î * ôl,sn{S,Sr}f)'f ,rror,.J

positif.
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Théorème IV.4

si {w1}6=1,..,4 sont des parties ouvertes de Q de mesure non nulle telles que

(rv1.15h

soit une matrice de rang 3 et que la matrice

(rvl.15)2

{c*co}t, {c,cu}?

{c,sy}r, {c,soli?

{s*co}t, {s*co}?

{s*su}l {s,su}?

soit de déterminmt
positif.

non nul pour tout r e

/ {c,coy1 {c,cr}? {c,cu}? {c,co}1\

| {",rr}i {c,sy}? {c,sn}?, { 
|

1 
tnli {C,sn]'|, {c,sr}î 

|
\ {^9,Cs}l {S,Cu}? {S*Co}î {S,Cu}î/

{c*c,v}} {c,cs}î

{c,so}? {c,sultî

{s,cr}} {s,c,y}î

{s,so}} {s,sr}î

2,.., K2 * L2, aJors Â est un opérateur défrni

Démonstration : L'opérateur Â vérifie (IVl.lb), i.e.

<  Àg ,e  ) :  0

implique que l'on a les relations (IV1.l6) suivantes

K2+L2

à fô?""" {c*cn}', + ô?'so {c,su}', * sf,cu {s,cu}t, + 6f'su {s*sstl] tt) : o

K2+L2 -

= lo7&" {c,co}? + ô?,so {c,su}? + ôf"cu {s,cu}? + ôl"so{s,sr}?] (r) : o
K2+L2

à lô?"t" {c,cn}l + 6!,sa {casyll + ôl"t'{s,cs}?- + Qf,su {s*sr}l] (t) : o

K2+L2

I fo?e, {c,cr}l + ô?"tu {c,so}l * Qf'cv {s*ca}î + ôf"so {s,sutlf(t) : o

avæ, 6f"cu, ô7"o, ôf'cu et 4,1'so définies par (IV1.9)

On actrève la démonstration en dimension I (Chapitre III). I
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4.2 Rernarques

En dimension 1, lorsque I'on veut contrôler les moments d'ordre K (pour {/c e 0, .., K}),
on travaille sur "2K+1" moments ("o " cos(2nkn)" et "sin(hrkæ)"). En dimension 2,
pour contrôler avec le même ordre, il ne sufft plus de contrôler "4K+2" moments (en
"cos(2rleæ)", "sin(2rleæ)", "cos(2trky),,, ,,sin(2nty)"), mais il faut aussi contrôler les
moments croisos (en "cos(2rlcr)cos(2rla)", "sin(2rkr)cos(2nty)',, ,,cos(2rkr)sin(2nly),,

et " sin(22' kr) sin(hrlA)" ).

Regardons quels sont les moments (i.e. les cos cos' avec r : k2 */2) présents. En plaçant
en entrée les entiers k et I, le tableau suivant signale quels sont les entiers r que I'on peut
ontenir en sommant des carrés de k et I.

o I 0 1 2 3 4 o L
0 0
1 1 2
2 4 o 8
3 I 10 13 18
4 16 L7 20 25 32
5 25* 26 29 34 4 l 50

K 7çz K2+t K2+4 K2+9 K2+t6 K2+2s

(* 25 est présent 2 fois, mais ne constitue qu'un seul moment.)

Remarque : On note que certains entiers ne peuvent être obtenus en sommant les carrés
k2 et /2 (pour k et I entiers). De ce fait, il faudra gérer convenablement les problèmes de
mémoire lors des implémentations. Une gestion linéaire des moments, i.e. créer physique.
ment en mémoire les moments 0, l, 2, 3, 4, 5, 6,..., n,est pas intéressante cax pax exemple
les moments 3 et 6 sont factices : il n'existe pas d'entiers lc et I tels que k2 + t2 soit égal
à3ou6 .

Si I'on suppose K > L, cela nous fait de I'ordre de

(rv2.1) (L+L) (L+2\
-  (L+L) (4K -2L+4). "  ( + (L+ 1)(/( - r))

2t0

moments à étudier.



Par exemple, pour contrôler sur les moments d'ordre b, on a environ

5 0 5 I c

**Ë(DË 6p,"+t=,y) - 4xry:84
r=O &=0 l:O

fonctions différentes, i.e. 84 moments ( en fait il n'y en a que 80 car "2b" apparaît detx
fois). On appelle "NrnK.L" le nombre de moments.

A ordre égal, le nombre de moments est beaucoup plus important en dimension 2 qu'en
dimension L. Cela pose de nouveaux problèmes :

r les équations différentielles sont de même taille dans les deux cas, mais elles sont plus
nombreuses (même nombre que celui des moments). Aussi le temps de calcul par itérations
de gradient sera plus important car les moments à minimiser simultanément sont plus
nombreux.

o Chaque équation difiérentielle nécessite, dans I'algorithme du gradient, 4 vecteurs de
taille P (nombre de pas en temps), ce qui peut occasionner des problèmes de mémoire. De
plus, compte tenu de la remarque precédente, il est nécessaire d'établir un tableau (appelé
"tm") de correspondance pour les moments permettant de gérer convenablement la place
mémoire. Sru le dessin ci-dessous, on peut observer la position des moments présents dans
le tableau "tn1,".

Définh des moments nuls (po* r égal 3, o, z, ...) fait perdre beaucoup d'espace : 34
moments effectifs (i.e. 3 /c,l e (0,..,7) tels que /c2 *12: 12) contre 99 entiers r.

La disposition des moments n'influence pa.s les résultats, au^ssi tout autre mode de classe-
ment convient, mais celui-ci est I'un des moins coûteux en mémoire.

Pour des raisons de temps calcul (sur station), il n'est pas possible de minimiser au sens
de la définition Drrr.l tous ces moments ensemble.
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Pour pallier cet inconvénient, plusieurs solutions existent :
r étudier les moments par "paquets" i.e.

- les "monosu qui ne dépendent que d'une variable d'espace (r : lc2 ou /2),
- les "bis" qui dépendent des deux variables.

o contrôler par les moments i.e. employer la définition Drrr.2.

Remarque : Il ne sera pas possible d'étudier des problèmes d'ondes non linéaires
"monos" (ou "bis") car les deux types de moments interagissent dans la non linéarité.
Par exemple, la fonction "mono" cos(2trkr) +sin(Zrly) élevee au cube à des moments
"bis" non nuls.

4.3 Contrôle des moments unidimensionnels 66monost,

Les calculs monodimensionnels s'effectuaient sur 2 intervalles portant le contrôle. On a
établi théoriquement qu'il faut quatre sous-domaines. Pour contrôler les moments "monos"
on choisit des barres de contrôle ; ils sont étudies à partir des fonctions de base suivantes

(rv3.1)

Ct: cos(2nlcr) VkeK

SI : sin(2rkæ)

CI : cos(2trkY)

SI : sin(2rleY),

et avec des contrôles portés par les sous-ensembles

(rv3.2)

u)L : u)C, : Io, - 6, at * 6l x [0, 1]

u)2 : u)5, : lo, - 6,az * 6l x [0, 1]

u)s : r.Dcu : [0, 1] x loe - 6,ag * ô]

u)4 : ,psu : [0, f] r [on- 6,aa*61.

Le fait de contrôler ces moments présente I'intérêt de permettre une comparaison des
résultats obtenus en dimension L et 2.

Sur ces domaines, on identifie les contrôles Vl, V2,Vs etVa qui ne dépendent que du
temps. Ils contrôlent les parties "monos" des ondes.

Remarque : Le contrôle ttmono" dtun système *monott rend une solution "mono" (idem
pour les moments "bis").
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Exemple Ery.l

Les conditions initiales "monos" sont ici

I uo(r,g) : cos(2rn) * sin(2zry)

I,rt(",g) : cos(2rn) + cos(2ry).

Le domaine est O x (0,7) avec O : (0,1)2 et T : 3. Le support de contrôlabilité est la
réunion des ar; (po* i: I,..,4), avec ô:0,04b (i.e. 2g,44To du domaine discret). Sur
les discrétisations 50 x 50x250, 100 x 100x500, et 200 x 200x1000 (en ligne) on étudie
I'importance du nombre de moments (4, 8 et 16 en colonae).

Position finale

Vitesse finale

4 8 16
50 2,2.L0- 2,5 .10- t 2 ,5 .10- r
100 9,7.10-z 1 ,1 .10- r 1 ,1 .10- r
200 3,0 .10-z 2,8.L}-z 3 ,3 .10-z

Contrairement aux resultats en dimension l, il semble que la précision des résultats de
contrôlabilité (position et vitesse) soit liée à la discrétisation. Toutefois elle est aussi liée
aux conditions initiales et donc au nombre de moments regardés : des conditions initiales
composées de moments d'ordre élevé doivent être étudiées avec suffisamment de moments.

Quelques résultats graphiques : on travaille avec les moments d'ordre 8 et la discrétisation
100x100x500.

2L3

4 8 16
50 8,6 .10- r 9 ,1 .10- r 9 ,2 .10 -d
100 2,4.10-é 2,7.10-é 2,7.L0-3
200 6,4.10-4 6,5 .10-u 6,4.10-4



0 . 0 0 2
0 . 0 5

0 . 0 2 5
0 . 0 0 1 0'

- 0 . 0 2 50r
- 0 . 0 0 1 - 0 . 0 5
- 0 . 0 0 2

(Frv 1 . 1) Posit ion f inale u(r ,U , T) , (Frv I .2) Vi tesse f inale ut(* ,  A,T),

Contrôle final

(Frv  1.3)u(r ,a ,L) , (F rv  I .4 )  -u ( * ,  U  , I ) .

Remarque : La discrétisation est bien 100x100x500, mais les graphes présentés ne

tracent qu'un point sur deux. tr

Contrôler les "monos" avec des barres comme support est très limitatif. Pour affaiblir

cette contrainte, on remplace chaque barre (pleine) par un ensemble de disques (joints ou

disjoints) alignés, on les note encore {c.r;}l=r, ..,4. Le support du contrôle sera de la forme

ci-dessous.

214



1 0 0

8 0

6 0

4 0

2 0

0

1 0 0

8 0

5 0

4 0

2 0

0

barres (6:0,045), disques (6:0,045)

1_00

B O

5 0

4 0

2 0

0

1 0 0

B O

6 0

4 0

2 0

0

disques (ô: 0,035),

Afin de distinguer chaque disque, on note (po* i €

disques (6:0,025)

1 , .  . r 4 ,  pou r  j  €  0 , .  , r  lVd l ,  1 )

(rv3.3)

, , Jw 1

wJ2 :

, , Jw3

wJn :

{ ( " ,a )  €  Q( rnod.

{ ( " ,a )  €  0  (mod.

{  ("  ,a)  € 0 (mod.

{(" ,a)  € Q (rnod.

la périodicité)

la périodicité)

la périodicité)

la périodicité)

où N ù est le nombre de

On note (ot, ct) (pour I

d isque ( i . . .  i -  0) .

disques sur e7 et

€  1 , . . r2 ) ,  resp .

ù est le diamètre

(q ,o t )  (po*  I  e

2L5

des disques (pour I e 1, . ., 4).

3, . . ,4),  le centre du premier



Exemple E1y.2 :

Les données initiales sont identiques à celles de E1y.1, seule change la forme du support :

4x 10 disques alignés de rayon ô : 0,045.

Dans les tableaux suivants, Ies entrées sont le nombre de pas d'espace (ligne) et le nombre

de moments (colonne). En Sortie, on indique I'amplitude maximale de la position finale et

de la vitesse finale.

Position finale

Vitesse finale

Avec les moments d'ordre 8 et Ia discrétisation 100x100x500, on a les résultats suivants :

0 . 0 0 3 0 . 0 50 . 0 0 2
0 . 0 0 1 0

0r
- 0 . 0 0 1 - 0 . 0 5

4 8 16

50 g .  1 .10 - r g .  6 .10 - r 9 ,  8 .10 -3
100 2 .6 .  10 -3 3 ,  0 .10 -3 4, g.1o-rr

200 1 , 1 . 1 0 - 3 L ,2 .  10 - r 1 ,  3 .10 -3

4 8 16
50 2 ,5 .  10 -  r 2.7 .10- 2 ,7 .  10  -  r

100 L ,  4 .  10 - 1 ,  5 .10 -  r 1,  8 .10-  r

200 4 ,0 .L0 - ' 2 4 ,4 . r0 -  2 4,  8  . r0 -2

( f  lV Z. L ) fosl t lon f inale u\r ,  U , ' l '  )  ,

2L6
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t_0

5

0

Contrôle fi.nal

(F rv  2 .3 )  u ( r ,  U ,1 ) , (Frv  2 .4 )  -u ( * ,  a , I ) .

Exemple E1y.3 :

Sur les mêmes conditions initiales que dans I'exemple précédent, on étudie l'influence

rayon, et donc I'importance de la taille du support comparée à la taille du domaine.

nombre de moments (S) est constant et la discrétisation est de 100x100x500 pas.

0.045 0,035 0,025
Position 3,  0 .10- r 4,  L  10-3 5,7  .10 - r
Vitesse 1,  5 .10-  r L ,7 .10- 2 ,  L  10-

discr. (.t %) L8.72 8 ,64 2,88

a l

ol
réel (.t %) 22.90 13.85 7,07

4.4 Régularisation des contrôles de mornents '6monos"

Cette étape consiste à arrondir les

o Sur les contrôles de type barres

construite en dimension 1. Soit

formes de notre précédent contrôle i.e. on régularise.

pleines, on adopte une régularisation voisine de celle

v2(ùx,, + v3T)x," + V4ft)x,n

2L7

D

du

Le

Remarque : It faut distinguer ]*-l .é"1 et discret, mais on peut toujours approcher-  
|  s ,  I

premier par le second en choisissant des disques de rayons 6 + e.

le

!

( IV4.1) V( * ,U , , t )_  VLQ)X*  +



le contrôle brut, or définit alors

(IV4.2)
I (*,a,t) : vL(t)(1 - b(* - or)')' x,, + v2 çt'1$ - u(r - or)')' x,,

+ v3çt1(r - a(r - or)t)'x," + v|çq (1 - b(* - on)')'x,n

où b est le coeffi.cient de régularisation et les a;, pour i: 1:..r4, sont définis par la relation

(rvS.2).
Reste à normaliser le contr ôle I : Ie contrôle final est

V (*, A, t)drdAdt

(IV4.3) V (* ,u , t )  _ V ( * ,U , t ) .
V(" ,U, t )d , rd t

Exemple E1y.4 :

Avec les conditions initiales de Ev.l et une discrétisation 50x50x250, on obtient les

résultats suivants (po* divers coefficients b).

b 0 10 50 100
Position 8 ,  6 .10 -3 8 ,  6 .10 -3 9 ,  1 .10 -3 1 , 1 . 1 0 - 2

Vitesse 2,2 .  10 - 2 .2 .10- 2 ,2 .  10 - 2 ,3 .  10 -  r

C.Norm. 1.000 1 ,016 1,084 I , r75

s o Contrôle final (b : 10) s o

(F rv4 .1 )  u ( r ,  U , I )  ,  (F l v  4 .2 )  -u ( * ,  U , I ) .

L
L

n

5

2L8



b 0 10 50 100

Position g .  1 .10 - r 9 ,  1 .10 -3 9 ,  0 .10- r t I  , 7 .  10 -3

Vitesse 2.5 .  10 - 2 ,5 .  10 -  r 2 .5 .  10 - 2 .6 .  10 -

C.Norm. 1,000 r,026 r,r42 1 ,311

o Sur les contrôles de type disques, on a toujours

v (*,y,t) : vL (t)x,, + v2 çt1y,, + v3 çtlxus * vn(t)x,o,

mais on définit I put

N d 1 -  1  /

t l
/-J 

\

l - 0  \

N d z - L

+t
l - 0

N d a - 1

+t
l - 0

N  d ' a -L

+t
l - 0

v(" ,u, t )  _

(rv 4.4)

Finalement, on normalise V comme en (IV4.3).

Exemple Erv.5 :

Pour divers coeflficients b, on a

-b ( ( ,  -aL )z+  @-L-cL)zl/dr

-b ( ( "  -az )2+  @-L  c2)2
Ir{ dz

-b (  (a -as )2+  @- i  ca )2
Ir{ ds

-b ( (y -a4)2+  @-L- rn ) 'Ir{ da

vL(r ) (1

vz(r ) (1

v3( r ) (1

v4( r ) (1

6?)) '

6'r))'

X,,

Xrz

3 0

5 00
- 2  . 5

t-0
J  . 550 '  I

4 0  2 . 55
7 5
- 1 0

4 0

!(Fru5..1)

Contrôle

u( t ' ,  a  ,  L ) ,

final (b : 10)

(Fry5.2)  -u(* ,A,  1)  (b  :  10)
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4.5 Contrôle des moments bidimensionnels (bist'

On considère à nouveau quatre sous-domaines que l'on choisit différents des domaines

(rv3.2) :

( IV5.1)

{(" ,a)  €

{(" ,a)  €

{(", a) €

{(", a) €

O (modulo la

fl (modulo la

CI (modulo la

O (modulo la

périodicité)

périodicité)

périodicité)

périodicité)

U5

U6

U7

ag

où (46, bi)l:b,..,8 sont les centres des disques de rayon 6i:s,..,8.

Remarque : On peut également travailler sur des carrés et autres rectangles. Mais les

disques, présentant moins de singularités, sont peut être mieux adaptés d'un point de vue

industriel.

Comme souligné en introduction, on a beaucoup de moments à traiter ; minimiser à 1.10-13

tant de moments demande de nombreuses itérations aussi le seuil choisi pour la convergence

de la méthode de gradient est le seuil 1.10-7. On ne contrôle donc pas exactement les

moments, on se contente de contrôler par les moments la solution du système (III1.1).

Exemple Erv.6

Les conditions "bis" initiales sont ici

cos (2rr) sin (2"A)

cos (2nr) cos (2nA).

Le domaine est f) x (0, T) avec O : (0, 1)2 et T : 3. Le support de contrôlabilité est Ia

réunion des c..rr (po* i:5,..,8), avec 6 : 0,075. Sur la discrétisation 75x75x375, on

étudie tout d'abord le nombre d'itérations nécessaire pour atteindre un seuil donné. En

considérant les moments tels que K : L :7, on obtient les résultats suivants :

Seuil 1 .19 -a 1.19-s 1 .19-z 1 .19 -o

Nb. Ité. 625 3294 TL223 55219

Sur les quelques dessins ci-dessous, on peut apprécier la précision atteinte en position

finale.

( uo (*, a)

[  " t  
(*,  a)
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u(* ,  a ,T)

0  .  0  484

- 0 . 0 5 7

0 . 0 0 7 6

- 0 . 0 0 8

Les résultats sur la

seui l  à 1.1 g-2, noir

(Frv6.3)  seui l  1 .10-3, (Fry6.5) seui l  1.19-s

0 . 0 r 4 4

- 0 . 0 1 4

0 . 0 1 1

- 0 .  0 2 0

- 1
- 3
- 5
- 7
- 9 if rs*Y':'*':'

(Frv 6.7) seuil  1. 1 0-7 ,

minimisation des moments

:  1 .10 -e  )

(Fry6.9) seui l  1.19-s

(logto) sont également intéressants (gris

*1""u,

- 1
- 3
- 5
- l
- 9

- 1
- 3
- 5
- 7
- 9

(Frv 6.12) m?"" ' ,  (Frv6.13)
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(Frv6.11) rn|""u , (Frv6.14) * l"su



- 1
- 3
- 5
- 7
- 9

(F1y6.rb) mf;'cu, (F1y6.16) m?'su, (F1v6.17) mf'cu, (Frv6.18) *f;"su
n

Compte tenu du nombre d'itérations, nous nous limiterons désormais à I'étude de la

contrôlabilité par les moments au sens de la définition D111.2.

Exemple Ery.7 :

On reprend les données de Erv.6 en ne changeant que les conditions initiales

uo (r, a)

uL (r, a)

cos (2rr) cos (2"A)

cos (2rr) cos (2nA).

0 . 0 0 7 9

- 0 . 0 0 5

Position finale u(r, U,T)

(Frv7.1) seuil  1.1 g-z , (Fry 7 .2) seuil

0 . 0 0 8

- 0 . 0 0 6

Seuil 1.19-s 1 .19-s 1 .19-z 1 .19-o

Nb. Ité. 324 2365 7495 25911
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0 . 1 6 9 9

- 0 .  L 8 7

(Fry 7 .3) seui l  1.1 g-z )

(F rv7 .5 )  u ( r ,A , I ) ,

Les 4 valeurs du contrôle sont

que l'on ne voit que 3 plots.

0 . 2 1 - 8 6

- 0 . 2 6 2

Vitesse finale ut(*, U,T)

(Frv 7 .4) seui l  1.19-o

1 ,12

Contrôle final (seuil 1.10-7)

(F rv7 .6 )  -u ( * ,U , I ) .

: { - 111, 602; -30, 076; - 1 3,562; -0, 03 7} , ce qui explique

!
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Remarque:

nos exemples

Le support du contrôle, représenté par le graphe de Xruuruu urrru,, est dans

disques (6 : 0,075).

Sur la discrétisation 75x75 de O choisie, la surface des quatre disques discrets de diamètre

0,075 représente 7,LTo drt domaine O. Cette surface correspond à la surface des disques

"monos" discrets de diamètre 0,025.

Exemple E1y.8 :

Comparons les résultats :

lw l
lCI l

ma>c I uln,n I
T T ù ) T t € 0 r . . r M

max , ' lrr; tr l€0,..r tr4
"*;,] - "n+,:

2r
t tMonostt  Elv.1 7,2y0 7  , 2 .10 - r 6 ,  4 .10 -  r

t tBis" Etv.6 7,Lyo 8 ,5 .10 -3 4 ,3 .  10 -  I

Remarque : Les conditions initiales sont différentes.

4.6 Régularisation des contrôles des moments (6bistt

La régularisation est identique à celle adoptée sur les contrôles de type disques.

Soit V le contrôle

v(*,u,t) - ys$)x,u + v6(ùx,u + vr Q)x,, + v8(t)x,r,
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on définit, si (r, g) n'appartient qu'à un des sous ensembles a.r6,

(IV6.1)

l@,u, t )_ (  vs( t )  (1 -  b(( "  -  as) '+ (a -  
"u) '

\

+ v6( t )  (1  -b( ( "  -ou) '  +  @-ru) '

+ Vr (t) (1 - b((a - or) '+ (r - ,r) '

+ V9(t) (1 - b((a - or)' + (r - ,r)'

- 6]u))'x,u

- 6A))'x,u
- 6il)'x,,

- 63))'r.,)" /

où b est le coefficient de régularisation,

sinon on ne régularise pas.

Pour conclure, on normalise 7 (IVZ.S).

Sur l,exemple E1y.7, pour b coefficient de régularisation on a les positions finales maximales

(en valeur absolue) suivantes :

b 0 10 50 100 500

A 8, o.1o-rr 5,  5 .10- r 1 ,  0 .10 -2 1 ,  8 .10 -2 4,3.L0- '2

C.N orTTL. 1 0,954 0,796 0,642 0,179

r623

Contrô le -u(* ,A,L)  pour  b :500.

Ces quelques résultats achèvent la partie "bi".
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4.7 Algorithme

Cet algorithme est écrit de façon simple avec les moments r, mais pour économiser un peu

de mémoire, il est plus sage de travailler avec un tableau de correspondance.

On note e le vecteur {ec'cn rec'su res'cn res'so} "t 
g la matrice (go , g').

Initialisation du gradient

Pour tout r € 0, .., K2 * L2, on définit ru_, pæ des formules telles que

(IY7.L)ç,çn l{*?''"}o 
:

l{-r'",}' : I nuo 
(*, y) cos(2tr ler) cos(2r ky) d,rd,s

I nu' 
(r, y) cos(2n kx) cos(hr ky) d,nd,y.

Etant donné {el, 4} rr0,..,K2 +L2,

on résout

(IY7.2)ç,s,

Pour tout r € 0, .., K' * L2 ,

{ô?,",}$ : {ef;,c,}o
{ô?'"'}'o : {ô?'""};' : {e!,cv},,2r
Pourp€0, . . ,P ,

{ô?'"'}6*t - 2{ô?'"' }6 + {ô?'"' }E-'* 4tr2r{S?"cu}6 : 0

et les systèmes similaires un {ô?'so].;o, {ô1""o}o "t {df""'}o (po* r convenable).

Ensuite on résout les systèmes rétrogrades avec les contrôles (IV1.10), ptr exemple

Pourp€0 , . . ,P

K2+L2

{vc,cu}no : t (to?n"tï{c,co}l + {ô?,s"}t{c,so},,
r:0

+ {ôf'c' }E{S,Cn}t, + {ô1" s "}6{s,s,,}}),
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(IY7.4)s,sn

et les systèmes en

On calcule {g,}o

Pour tout r € 0, .., K' * L2,

{rbl't'}f : o

{r/t?'"u}l*' - {r|,"'"u}'-' _ n
2r  

- - - '

PourpeP-2, . . ,0 ,

{r/t?'" " }E*' - z{rb?'!' }E + {rltl'"' }E-' + 4tr2 r {tpf; , c, yno
T2

: - {Vc,cu}6{C$u}l - {V""t,}6{C,Co}?
- {v s "c o }6{c,cr}?- - {v t, t " }E{c *c u}î

{rlt|'t'l;0, {rhf'"u}o et lhf'"'}o (po* r convenable).

€ IR8 ainsi (pour r € 0, .., K2 + L2)

(IY7.5)s,çu
{r,?"""}l - {rhf""};t

2r
{*|,"uIo - {r1.,?,", }3,

- {mf'coYt

les autres termes se calculent de même.

Si {gr}o est, pour tout r € 0,.., K2 + 22, sufrsamment proche de 0

Alors on prend 9, : {gr}o

Sinon on pose {gr}o : {gr}o .

Pour g entier strictement positif, on calcule, pou tout r € 0,.., K2 + L', {gr}o*r, {gr}s+t,

{!b}q+r, {9,}o*, "t {/,'}n+t à partir du {g'}o' {9,}0, {y,}0,{Q,}o et {!,}q par le schéma

suiriant

I ,f'",r8 :
I {rr'",}à :



Descente

On résout

(1Y7.6)ç,ço

(IY7.7)ç,çn

(IY7.8)ç,ço

Pour tout r € 0, ,., K2 * L2,

{67""'}f; : {wf'c'Yg
{6?'"'}l : {6?'""}T' _ {wf;,cu}ro,2r
Pourp€0 , . . ,P ,

puls

et les systèmes en {$f;'s'}n, {6f'"'}n û {6f'"'}n (oo* r convenable).
On résout les systèmes rétrogrades avec les contrôles (IV1.10), pil exemple

Pour p € 0, .., P

K2+L2

{lc,c"}f, - t ({6?'"'}en{c,cr}} +
r=0

+ {6r,""}l{s,ca}r,

{6?,t' W*, - z{6?,1' }T, + {6?"' }l-, + 4tr2r{$f;,"o }T : 0
T2

{6?",}l{c,so}',

+ {6."t"}l{s,sr}}),

Pour tout r € 0, .., K' I L2,

{6?"""}f : o
{6?'"'W-t-{6?"'W*' -n

2 r  
- - v r

Pour p € P,. . ,0

{6?''"}l*' - z{6?':"r, * t r't"rr-' * 4tr2r{gf,c"yn
T2

: - llc,culon{C,Crti - {V" "t"}X{C *Cny\
- 1l s,c o \l{C,C uyl - 1ï t' t " }en{C,C nyX

et les systèmes en {$l's'l,n, {&l'""}o "t {&l'"'}o (oo* r convenable).
On calcule {i,}o tel que

(IY7.9)s,so
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les autres se calculent de même.

On détermine le coefficient de descente : on note

| {g,}o
(rv7.10) =

(rv7.11)

+ ({g3'",}l)' * (o?"'}f;)' + ({g1",}l)')l: ({{s?,""}l),

et

et on pose

(rv7.r2) P q :

Ce coefficient calculé. on détermine

(rv7.13)

K'+L'

t | {i,}o{w,}o I
r=0

Pour tout r € 0, .., K' * L2,

K2+L2

D r{g}ol
r=0

+ (({ef'c,}!)'+ ({gr,"'}l)'* ({sf"t"}|)' + ({gf,",u)')

| {g,}r{w}o l: (tfr'"'fi{.?'""}2 +
+ ({ff't'i}2{.?"'}2
+ ({il,t"}oo{rr,"'12

+ ({7r,t'}oo{*f,s'}2

{fr,"n}l{.?'",}t)
+ {vf,su}à{.?'t'}L)
+ {if'c't'r{.1"t"}à)

+ {7f,so}l{.1,t'}'n),

{9,}n*, : {9,}o - pq{y,.}c

{Q,}o+, : {9,}c - Po{Q,}o

{!,}o*t : {!,}o - Po{û,}n
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Convergence et nouvelle descente

Si {g,}n*t est suffsamment proche de 0

Alors, pour tout r € 0, .., K2 I L2, on prend eJ : {g_r}s+rt Qr : {Qrlrn+, "t !, 
: {!r}q+t,

Sinon on calcule

| {g'}n+r I
(rv7.14) I q -

| {g'}o I

et on pose

(rv7.15) l 
Pour tout r € 0,.., K2 + L2

[ {lq'}o*t : {g,}s+r + {a,}q.

Retour à "Descente" (q <- q * 1).

Fin du gradient

Lorsque la méthode de gradient a convergé, on détermine le contrôle à imposer aux mo-

ments à partir des fonctions d,' (pour tout r) placées dans la formule (IV7.3).

La définition dans I'algorithme des schémas de résolution d'ondes par les relations (IV7.1)

(M.2), et la construction de I'opérateur Â" (par I'intermédiaire de (IV7.5) permettent de

vérifier le théorème suivant :

Théorème IV.5

Si les hypothèses ù Théorème[Y.4 sont satisfaites, alorc I'oÉratew L, est symétfique et

défrni positif.

Démonstration : Comme en dimension I (Chapitre III).
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4.8. Méthodes globales et Conclusions

4.8.L Méthodes globales

Sur des fonctions périodiques quelconques, chacune des méthodes ne minimise que les

moments qui la concernent, les autres sont oubliés. Comme les fonctions de ba.ses "monos"

et "bis" ne se superposent pa,s, on peut utiliser l'une puis I'autre méthode.

Par exemple, on contrôle tout d'abord (en un temps ?) les parties "monos" (resp. "bis"),

puis on applique une première fois le contrôle "mono" (resp. "bi") dans le système général.

La solution ainsi obtenue a ses moments "monos" (resp. "bis") contrôlés. On prend cette

solution comme conditions initiales et on applique la méthode (en un temps T) sur les

moments "bis" (resp. "monos"), on obtient ainsi un contrôle "bit' (resp. "mono"). Le

temps de contrôlabilité est donc êgal à 2T.

On peut aussi imaginer de contrôler les parties "monos" et les parties "bis" séparément puis

de sommer ces deux contrôles puisque les moments contrôlés sont différents. Le contrôle

résultant est utilisé dans le système global.

Pour utiliser ce que I'on a précédemment établi, on adapte H.U.M. en conservant les

systèmes d'ondes directs en / et rétrogrades en ty' mais en modifiant I'opérateur linéaire Â.

Soit Â I'opérateur linéaire tel que

(rv8.1) ^ ( Irr,- pour les moments "monos" sur rd1 lJu2lJusl)wt
Â : {

[ ^a pour les moments "bis" sur u5Uw6Uw7Uus.

Théorème IV.6

Si les hypothèses (1V1.15) sur les déterminants

bles {u1}i=!,..,4 GV3.2) (rnp. (M.3)) et {u6}6=s,',g
associées, alors Â e* défrni positif.

Démonstration z Soient{q ,9}}

sont satisfaites pour les ensem

(1V5.1) et leurs fonctions de bases

(rv8.2)
gp utilisé avec les moments "monos"

g.f utitisé avec les moments "bis",

ona

(rv8.3) 1 ILg,g> - I L*e^,€m ) * 1 û!^6eu,cb ),
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ainsi < ^{gf ,e}},{q,e}.} >: 0 implique que

(rv8.4)
< lY,"{,gï ): o

< ttofl,el>: o

ce qui est wai si les hypothèses du théorème sont satisfaites.

La méthode retenue est : contrôles "mono", puis "bi" car les résultats numériques obtenus
par le contrôle "mono" sont plus précis que ceux obtenus sur les moments "bis".

Exemple Erv.9

Les conditions initiales sont ici

cos(2næ) cos(2try) * sin(2zrg)

cos(2trr) * cos(2ny).

e domaine est O x (0,T) avec O: [0,1]2 etT:3. Le support de contrôlabil ité est la

réunion des c. . r i  (pour i :  L, . . ,4) ,  avec 6:0,045 et  des des c. . r i  (pour i :5, . . ,8) ,  avec

6:0,075. Sur Ia discrétisation 50 x 50x250, on regarde la solution obtenue après chacun

des contrôles. Les contrôles étant effectués l'un après l'autre, le temps T, réel utilisé est

2?. Dans les deux cas, le seuil de convergence est fixé à 1.10-13 et K et.L, définissant le

nombre de moments, sont égaux à 5.

Position finale

0 . 1 0 9 1 1

- 0 . 1 0 4 l _

0 . 0 2 2 9 3

- 0 .0 r . 31 -L

5 0

(Fryg.1) après contrôle "mono", (Fry9.2) après contrôle "bi",

T ,  :6

I

[ "o( " 'o )
lu '(*,a)

T,  :3
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T -

Vitesse fi.nale

0 . 8 9 6 0
0

- 0  . 7  6 9 4

8 . 7 5 0

- 8 . 8 5 5 1

(Fry9.3) après contrôle "mono",

T,  :3
(F1y9.4) après contrôle "bi"

T,  :6

Le nombre d'itérations nécessaire à la convergence est 48 itérations ( "monos" ) et 4483

itérations ("bis"), pour un temps cumulé de 18s ("monos") + ZSfSs ("bis").

Remarque : Atteindre le seuil 1.10-7 nécessite seulement 1660 itérations (et 861s).

Remarque : Les résultats finals (T, :6) ci-dessus ont une précision analogue à celle

rencontrée au $4.4.
D

4.8.2 Conclusions

D'un point de vue théorique, la résolution de l'équation des ondes linéaires périodiques

sur domaine bidimensionel n'est guère plus difficile à établir qu'en dimension 1. Toutefois,

I'importance du choix des supports du contrôle doit à nouveau être soulignée.

Par contre, en ce qui concerne les parties numériques, rappelons que de nombreux problà

mes sont apparus :
e gestion de la mémoire utilisée et taille des discrétisations, 

,
o temps d'exécution et nombre conséquent d'itérations.

Des solutions sont apportées dans le premier cas. Et comme en dimension 1, I'utilisation de

seuils de convergence plus petits permet d'obtenir des résultats somme toute intéressants.

Mais, et essentiellement dans le cas des contrôles "bis", la précision obtenue sur la solution

fi.nale n'est pas très satisfaisante compte tenu du temps consacré aruc calculs, cela est dû

système d'onde. Les résultats ne sont pas aussi jolis qu'avec les méthodes de gtadient,

mais sont comparables aux résultats du recuit simulé, tout au moins en position finale.

5
4 0 4 0
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Enfin dernier point, les systèmes non linéaires ne sont pas étudiés ici car, comme dans le

Chapitre III, il faut resoudre des systèmes d'ondes globaux à chaqtre itération de point

fixe, ce qui est très coûteux. De plus, le fait de distinguer les moments "monos" et "bis"

ne permet pas de résoudre des problèmes non linéaires "monos" et "bis" séparément car

les deux types de moments interagissent.
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Conclusions

Le travail présenté dans cette thèse concerne la contrôlabilité numérique d'équations

d'ondes. Notre étude a porté tant sur des ondes linéaires que sur des ondes non linéaires.

A cet effet, plusieurs méthodes ont été justifiée et implémentées.

Pour modéliser le comportement de I'onde, les schéma.s discrets employés sont des schémas

alx difiérences finies en espace et en temps. Bien entendu, d'autres schémas sont envis-

ageables en utilisant par exemple des éléments finis en espace et des différence,s finies en

temps [GLL], ...

L'intérêt de notre choix réside dans le fait que les schémas d'ondes sont explicites, et dans

le cas particulier d'ondes périodiques nous n'avons pas rencontré de difficultes numériques

relatives à ce choix.

Le premier problème abordé est celui de la contrôlabilité interne exacte. Il s'agit d'identifier

un contrôle slsceptible de conduire la solution d'un système d'ondes d'un état initial donné,

à un état final choisi. Pour résoudre ce problème, nous avorln essentiellement distingué deux

méthodes : le recuit simulé et la méthode H.U.M..

Le premier cité consiste en la recherche '!ar approximation aléatoire" d'un minimum global

pour gne fonctionnelle coût choisie. Cette méthode stocha.stique peut être employée pour

résoudre les problèmes optimisations globales, citons entre autres l'étude numérique de Ia

quasiconvexité de certaines fonctions [G], ou bien encore dans la conception de structures

(geométrie et comportement physique) [APR].
Dans notre cas, cette méthode se révèle coûteuse compte tenu du temps consacré à la

résolution des systèmes d'ondes. En effet la modification du vecteur de contrôle à un instant

t contraint à résoudre le problème d'ondes pour tous les instants suivants. Cet inconvenient

est en partie levé gràce à la procédure de multigrilles décrite dans le premier chapitre. Elle

permet (couplé aux procédures de cycles) d'obtenir de bien meiller:rs résultats : le nombre

d'itérations nécessaires est plus faible. Une étude plus fine de cette méthode de multigrilles
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dewait encore améliorer les résultats : on peut envisager d'autoriser les changements grilles

fines vers grilles græsières.

Cette méthode a permis de résoudre le problème de contrôlabilité interne exacte pour les

problèmes d'ondes linéaires ou non linéaires en identifiant des contrôles.

Contrairement au recuit simulé, la méthode H.U.M. (J.-L. Lions) est constructive. Cet outil

systématique réduit I'exacte contrôlabilité de systèmes distribués à I'obtention de resultats

d'unicité. Avec ce"s résultats d'unicité, on peut alors construire des espaces de Hilbert (et

des produits scalaires), et démontrer I'exacte contrôlabilité dans leurs duals. Le résultat

de I'application de cette méthode permet en plus d'identifier un contrôle. Applicable dans

le cas du contrôle frontière ou du contrôle interne de l'équation des ondes, cette méthode

est utilisable pour résoudre le problème de la contrôlabilité exacte des systèmes distribués

(se reporter à [GL] et ses références).

Pour résoudre numériquement le problème de contrôlabilité interne exacte de l'équations

des ondes linéaires périodiques, la méthode du gradient conjugué a êté implémentée tout

corlme dans [GLL] (cette publication expose l'algorithme dans le cas du contrôle frontière).

La convergence de la méthode de gradient conjugué est aisé à démontrer dans le cas

du contrôle interne sur tout le domaine, pil contre, en contrôlabilité interne partielle,

apparaissent les problèmes de choix de support pour le contrôle. A cet égard, une condition

suffisante à été prouvée : elle permet de construire de nombreux supports convenables

(i.". assurant Ia convergence de la méthode de gradient). Pour des raisons industrielles

(importance du choix du support), il serait intéressant de poursuivre l'étude de la taille et

de la géométrie de ce support.

Les rrésultats de contrôlabilité obtenus par gradient conjugué sont bien plus précis et bien

moins couteux que les résultats obtenus par recuit simulé.

En ce qui concerne l'équation des ondes non linéaires, le couplage de la méthode de point

fixe employée par E. Zuazua et de la méthode H.U.M. ont permis d'identifier numérique'

ment des contrôles exactes pour ces systèmes non linéaires.

En effet, en procédant à une linéarisation du terme non linéaire, il est à nouveau possible

de chercher numériquement un contrôle par gradient conjugué. Dans les résultats exposés,

il appa^ra,ît que lorsque le contrôle est porté par le domaine entier, cela se passe bien (ce qui

était prévisible puisque toutes les conditions initiales satisfaisant les conditions aux limites

sont théoriquement exactement contrôlables).

par conrre ù;;d; È *pp;;i ;b$ pr* r" $;;ne ;"aiti, àetJ nè rè p*"u plus aussi

bien : il existe des non linéarites telles que le système d'ondes ne soit plus numériquement

contrôlable. Dans cette étude on remarquera I'importance de la linéarisation : certaines
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linéarisations se révèlent plus performantes que d'autres i.e. elles permettent de contrôler

de plus fortes non linéarites. Rappelons enfin que la divergence, lorsqu'elle a li'eq est une

divergence de la méthode de point fixe.

Non testées numériquement, le choix de conditions aux limites homogènes dewait confirmer

les résultats de contrôlabilité exacte obtenus potu les ondes périodiques. De plus, un tel

choix de conditions aux limites permettra de tester le produit scalaire dans.D2(O) xH-l(CI).

Un second problème a été étudié, il s'intéresse à une contrôlabilité particulière : la contrôla-

bilité exacte de moments de la solution du système d'ondes. Dans ce cas, on ne contrôle

plus qu'une partie de la solution : ce n'ast plus de la contrôlabilité exacte.

L'avantage de cette méthode est de proposer un contrôle constitué de plusieurs de contrôles

ne dépendant que du temps sur leurs petits supports respectifs. Comme ce genre de

contrôles "en temps" approche la contrôlabilité ponctuelle sur des supports qui ne sont

pas de mesure nulle. Cette méthode de contrôle des moments propose une alternative à Ia

contrôlabilité ponctuelle impossible à obtenir mais industriellement souhaitée.

Pour établir théoriquement cette méthode, nous avons construit un ensemble de systèmes

d'équations différentielles en temps (trne par moment), et sur ces systèmes nous avons em-

ployé la méthode H.U.M. (assurément très performante). C'est ainsi que I'on a déterminé

des contrôles pour ces moments. Sous réserve de choisir des supports et des moments

vérifiant les conditions exposées (déterminants), on a prouvé I'exacte contrôlabilité des

moments choisis. Dans ce travail, on a donc réussi à contrôler exactement des moments

de la solution du problème d'ondes.

En supposant vérifiées ces mêmes conditions de déterminant, nous avons prouvé la définie

positivité de I'opérateur linéaire discret qui apparaît dans H.U.M. et ainsi justifié I'emploi

de la méthode du gradient conjugué pour la résolution de ce problème.

En reprenant le contrôle ainsi identifié, et en I'utilisa^nt dans le système général d'ondes

(sur le domine entier), on n'a pas I'exacte contrôlabilité puisque I'on a pas contrôlé tous

les moments. Mais, en dimension L, le contrôle numérique de moments a donné, pou

le contrôle (par ces moments) de Ia solution globale du problème d'ondes linéaires, des

rasultats intéressants tant en position finale et qu'en vitesse finale.

Concernant la résolution de problème d'ondes non linéaire, nous avons mise en évidence

l'obligation d'opérer la méthode de point fixe sur le système global. On identifie ainsi des

contrôles par des moments pour les systèmes d'ondes non linéaires ; les résultats numériques

sont aussi concluants que dans le cas linéaire.
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En dimension 2, le contrôle simultané des moments (de tous les moments choisis) est fasti-

dielx (très coûtenxen temps). En separant le calcul des detrx types de moments distingués

("monos" et "bis"), on a réduit le problème en deux sous-problème moins coûteux, cela a

permis d'étudier ces moments. Une meillleure répartion de ces calculs améliorera probable'

ment ces premiers résultats. Par contre, cette distinction ne permet pa.s de traiter les ondes

non linéaires ""monos"tt et '('(bis"' (car les deux types de moments s'entrecroisent dans

la non linéarité). Pour étudier le contrôle par des moments en dimension 2, on envisage

une méthode de point fixe qui serait réalisée à partir d'une méthode globale contrôlant des

moments.

Dans les deux cas, rema,rquons encore que contrôle exact des moments pour étudier la

contrôlabilité de la solution globale n'est pas nécessairement le meilleur choix. Un contrôle

obtenu par contrôle partiel des moments (ces mêmes moments ne sont plus contrôlés

exactement) donne des résultats de contrôlabilité pour la solution globale intéressants

au niveau de la précision et bien plus compétitif quant à longueur des temps de calculs.

Enfin, rappelons que cette méthode permet d'obtenir des contrôles portés par de petits

supports et ne dépendant que du temps sur chacun de ces supports. En ce sens on parvient

à approcher la contrôlabilité ponctuelle, même si I'on doit choisir plusieurs supports.
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