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ETUDE THEORIQUE ET NUMERIQUE
DE PROBLEMES D'HOMOGENEISATION ET
DE PROBLEMES DE CONTROLABILITE INTERNE

e

Cette these comporte deux parties, dont chacune est une étude d’un probléme d’équations
aux dérivées partielles.

La premiere est dédiée aux comportements asymptotiques d’une structure élancée présen-
tant une périodicité. Elle est intitulée

COMPORTEMENTS ASYMPTOTIQUES D’UNE STRUCTURE ELANCEE
DEPENDANT DE TROIS PETITS PARAMETRES.

On y étudie les convergences des petits parametres pour un systeme de Poisson : d’abord
théoriquement sur une tour tridimensionnelle, puis numériquement sur une structure bidi-
mensionnelle par une méthode de décomposition de domaines.

La seconde partie traite de

QUELQUES METHODES NUMERIQUES POUR LA CONTROLABILITE INTERNE
DE L’EQUATION D’ONDES LINEAIRE ET NON LINEAIRE.

On y développe des méthodes pour la contrdlabilité interne numérique d’équations des
ondes périodiques, sur systémes linéaires on non, par recuit simulé, gradient conjugué et
point fixe.
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Introduction des problémes d’homogénéisation

Les structures réticulés qui font 'objet de ce travail sont appelées “very thin tall structures
dans les littératures mathématiques ou mécaniques. Dans cette définition, de nombreux
adjectifs décrivent la structure.

Notre structure est donc élancée : sa profondeur est plus importante que la largeur de sa
base, mais elle aussi mince. Par cet adjectif, on indique que la proportion de matériau
(par rapport au volume dans lequel la structure s’inscrit) est trés faible. La derniere
caractéristique de ce genre de structures est la périodicité : on peut reconstruire la structure
4 partir d’une période (appelée plus tard cellule de référence).

Ces quelques mots s’appliquent & de nombreux cas, aussi nous limiterons-nous a 1’étude
d’une tour particulire. D’autres structures ont été étudiés précédemment, citons entre

autres les travaux de D. Cioranescu et J. Saint Jean Paulin.

La tour étudiée se définit par I'intermédiaire de trois petits parametres, auxquels on ajoute
un dernier paramétre fixe : la hauteur de la structure. Pour les situer un peu mieux nous
allons les caractériser simplement (ils seront détaillés ultérieurement). Le premier indique
1’épaisseur de la structure, le second refléte le nombre de cellules périodiques et le troisieme
représente la proportion de matériau. Le but de ce travail est d’établir le comportement

limite de la structure lorsque ces trois petits parameétres convergent.

Dans le premier chapitre, on analyse 'importance de l'ordre de convergence des petits
paramétres sur le comportement limite d’un probléme de Poisson. La structure envisagée
ici est tridimensionnelle.

Déja abordé en domaine bidimensionnel dans les articles de D. Cioranescu et J. Saint
Jean Paulin [CioSJP2] et [CioSIP3], ce probléme présente ici la particularité de ne pas
offrir de symétrie entre les variables 1 et 2. A cet égard, les démonstrations proposées
s’appuient non seulement sur les méthodes relatives aux tours ([CioSJP2] et [CioSIP3]),
mais également aux méthodes utilisées sur les grillages [CioSJIP4].

Dans le premier chapitre, nous avons regardé le comportement limite d’une tour tridimen-

sionnelle lorsque les divers petits paramétres la décrivant tendent vers 0. La seconde partie
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est consacrée & I’étude numérique théorique de la séquence de convergence (e,e,6) sur la
structure bidimensionnelle (fig.1), le comportement asymptotique de cette structure étant
prouvé dans [CioSJP3].

Cet objectif est réalisé par utilisation de la méthode des éléments finis dans la résolution
des systémes d’équations aux dérivées partielles, et d’une méthode de décomposition de
domaines. Cette dernitre permettra de résoudre les problémes d’interface apparaissant

lors de la convergence du parametre €.

La méthode de décomposition de domaines utilisée a permis de résoudre notre probléme
d’interface, la convergence est obtenue en quelques itérations. De plus la spécificité de ce
type de méthodes permet d’évoluer vers des algorithmes parall¢les. Le choix d’une méthode
de relaxation a été dicté par la présence de systémes différents sur les sous-domaines et la
particularité de notre probléme sur Pinterface.

Le choix d’une triangulation plus fine améliorerait les résultats numériques, mais 'objectif
initial, qui était d’étudier la structure, est atteint avec celle-ci. Aussi peut-on conclure
3 Defficacité de la méthode de décomposition de domaines par relaxation sur Pinterface

couplée & un résolution par éléments finis pour ce type de problémes.



Chapitre 1

ETUDE DU COMPORTEMENT LIMITE DU PROBLEME DE POISSON

SUR UNE STRUCTURE TRIDIMENSIONNELLE DEPENDANT
DE TROIS PETITS PARAMETRES

1.1 Position du probléeme
1.2. Cas e << ¢
1.2.1 Homogénéisation
1.2.2 Convergences : e — 0, puis § — 0 dans le probleme homogénéisé
1.2.3 Convergences : 6 — 0, puis e — 0 dans le probléme homogénéisé
1.3 Cas ke=e
1.4 Case << €
1.5 Conclusion
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1. Etude du comportement limite du probléme de Poisson sur une structure
tridimensionnelle dépendant de trois petits paramétres

Ce chapitre analyse I'importance de I'ordre des convergences sur le comportement limite
d’un probleme de Poisson sur struture réticulée dépendant de trois petits parametres.

Abordée en domaine bidimensionnel dans les articles de D. Cioranescu et J. Saint Jean
Paulin [CioSJP2] et [CioSJP3], cette structure présente la particularité de ne pas offrir de
symétrie entre les variables 1 et 2. A cet égard, les démonstrations proposées s’appuient non
seulement sur les méthodes relatives aux tours ([CioSJP2] et [CioSJP3]), mais également
aux méthodes utilisées sur les grillages [CioSJP4].

1.1 Position du probléme
Ce chapitre est consacré & 1’étude de la tour tridimensionnelle décrite ci-dessous. Cette
structure réticulée est définie par quatre parameétres différents :
e la hauteur L,
e la longueur d’un coté de sa base e,
£ Tt . R L
e le nombre de cellules N dont on déduit le petit parametre € tel que € = N
e et enfin 6 caractérisant la proportion de matériau.

Ce sont ces trois derniers “petits” paramétres que nous étudierons. Sur le schéma suivant
figurent les divers petits parameétres.



2

€6/2 ‘

rd

La structure est composée de murs verticaux reliés par des plateaux horizontaux distribués
périodiquement. Les plateaux présents & la base et au sommet de la tour sont de hauteur
€6/2 tandis que les plateaux internes sont de hauteur €8 (hypotheses émises afin de sim-

plifier les calculs).

Nous étudierons le systéme de Poisson suivant :

(1.1.1)

-e/2

e/2

ﬁu“6=0 surBe={|a:a|_<_§,:1:3=0}

ous eb
a; -
L 31: 3

n; = 0 sur [ = dw*®®\ B®

oll W& est la tour, BE sa base et n la normale extérieure a wees,

On suppose que les hypothéses suivantes sont satisfaites

f continue de R3 dans R
(1.1.2)

les a;; sont constants et vérifient JA > 0 tel que V&€ € R?, a6 > ALiki.
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Ces hypothéses impliquent existence et unicité de la solution u¢¢4 du probléme (1.1.1) dans
Hl ( ,wee& ) . 7 )

Notre objectif est d’établir I'influence de l’ordre des convergences des petits parametres,

ce qui est réalisée par I'étude des séquences de convergence suivantes :

e homogénéisation (), suivie des convergences convergences de e puis §, mais aussi con-

vergences de § puis e (séquences (g, e, ) et (¢,0,¢€)).

o Ensuite, on considére le cas particulier d’une structure ou le nombre de cellules et
Pépaisseur de la tour sont liés (il existe k tel que ke = e). Cette analyse s’intéresse tout

d’abord aux parametres ¢ et e, et finit par I'étude du parametre § (séquence (ke = e, 6)).

e La derniere séquence étudiée sera (e, €, ).

Comme précisé en introduction, la convergence du paramétre € est toujours considérée

avant la convergence du parameétre 0.

Remarque : Dans ce chapitre, les indices latins sont & valeurs dans {1,2,3} tandis que

les indices grecs sont & valeurs dans {1, 2}.

1.2. Cas e << ¢
Cette situation signifie que la période est de taille bien inférieure a 1’épaisseur.
1.2.1 Homogénéisation
Soient
Wi = W N {%(1 —8)<T2 < g}

(1.2.1) Wt = w8 N {—g < zp < —g(l - 8)}

W = W' N {| 5z |< 5(1-6)}

les différentes parties de la tour, on y distingue la partie perforée w§®® des parties non

; 6
perforées w5™’.



Soient

'516={|m1|5§, x2=§,ogm35L}
U{l =1 |S%, %(1—5)S$2S§, z3 = L}
u{|m1|—§, §(1—5)gm2g§,0gx3gz;}

§¢ = {lm|< 5, o =—3, 0 e < L},

(12.2) 4 u{z |< -;- —§§m2<——;-(1—6), 23 = L},

U{|m1|=§, —ggm25-§(1—5),ogx351;}

S ={lzml=%, |o2|<5(1-6), 03 < I}
Uzl g, |zal<5(1-6), 2 =L},

\

les différentes parties de la frontiere.

S§ (oEed

Les faces visibles des frontieres
Dans ce qui suit, nous noterons fl’extension de la fonction f par 0 dans les trous.

6



Théoréme 2.1

L’extension €% de ut®® par 0 dans les trous satisfait

ﬂfjﬁs — uf dans HY(w%’) faible

(1.2.3) *
i, — ugf  dans L(w§’) faible

0

ot u§ et ug® sont solutions de

( 6( ous’

ozx;
3

Oz; ) =f demsuf

0 ( oug’
0y Gop Ozg
su = uf® sur I'Y = Owg® Nows

au(j:a + 311,36 + §
(1.2.4) < azj—am—jnz = @28 az(; ny sur Fi

) = 6f dansw®

u® = 0 sur {z3 = 0}
ougd
+ e
aij=——n; =0 sur ST
6.’1:_7'

i
oug’
6:1:(:; nf =0 sur S,

{ dap

eb

+. resp. n;, est la nomale extérieure au domaine wg’, resp. we. La matrice (gag) €st

i 9
la matrice des coefficients homogénéisés définis par

oun

Gq30383
Qo = Gap — ———-
a33
Démonstration : Soit
eeb 6u€e6 s
£ = gy oz, vi,j€1l,..,3
On réécrit le systéme (1.1.1) comme suit :
(1.2.5) ~divE®® = xeesf dans w.

Par les méthodes classiques, on obtient les estimations a priori

{ Il 48 g1 geesy < C

(1.2.6)
| €6 agueesy < C.

7



A Dextraction d’une sous-suite pres, on en déduit la convergence

geed . ¢85 [*(w®) faible.

2
Soit Y€ la partie de la cellule de base Y = ( — %, g) x (0,1) occupée par le matériau.

X3
(-ef2,e/2,1)
|

(e/2,-e/2,0) / (e/2,e/2,0)
Xy

La cellule représentative Y
On notera X la fonction caractéristique de 1'ensemble E.

Soit

1
9(371,982) = / XY=6($1,$2,?/3) dys
0
1.2.7 i <& h1-8< <&
( ) 1 51|a:1|_2,2(1 6)_|:z:2|_2
) e e
6 si | T |S -2-, | T2 |_<_ 5(1—-5).

Comme X5 est une fonction périodique en sa troisi¢me variable, on a
T3 e e\2 .
Xopees ( ?) — ©(,.) dans Lz((— 5,5) ) faible,
on en déduit

(1.2.8) —div ¢% = ©(z1,z2)f dans we.

8



Comme pour le probléme bidimensionnel traité dans [CioSJP3], on identifie €% dans les
trois sous-parties de we’:
e dans w¢’ (i.e. les murs verticaux sans trous), on a

uted — ugf  dans H'(wS) faible

avec u%’ satisfaisant
0 oug
(1.2.9) —(a—"i) = f dans WS,

e sur la partie centrale assimilable 3 un matériau feuilleté, on identifie €88, limite de Ese&
dans w , par la méthode varitionnelle.

Soit Y€, partie centrale de Y, la cellule représentative décrivant la structure de wges

A X3 (-1/2,e(1-6)/2,1)

V.

)~

(1/2,-e(1- 8)/2y (1/2,e(1-8)/2,0)
Xy

La cellule représentative Y4

et W€ 1a solution du probléme adjoint

( 6("8W‘.*5)=0 dans V¢

| W — y3 ys-périodique de moyenne nulle.

9



On vérifie aisément que

est solution. On étend cette dernitre en une fonction de H' de moyenne nulle, toujours
appelée W*°.

En notant f# Dextension par périodicité dans la direction y3 de toute fonction f définie
sur Y on définit

(1.2.11) Wee(z1,x2,23) = e(We‘s(iE - %)# +z3 dans w*,
cette fonction appartient & H'(w®®d) et vérifie

Weeb . g3 dans H'(w®’) faible.
Remarque : Prolonger directement W dans H'(w®®) n’est pas possible car

Wes(0) # Wes(1).
Par contre, ce probléme est levé si 'on prolonge par périodicité (WeS(y3) — y3) car

(W(ys) —y3)(0) = 0 = 1 -1 = (W%(ya) — y3)(0).

On multiplie alors le probleme (1.1.1) par pWees, avec ¢ € D(w§’), on a

0¢ 0o
cebyyreed ~ ¥ cebrreed ¥\ ceb
/u;ces dz (Ea w ama + €3 W 61:3) /w(e)eﬁ dz f¢W v ¢.

Des termes sont omis car W€ — z3 est indépendante des variables ; et 2, tend vers sa

moyenne nulle et vérifie

awee6 _ 56—1 8(We6 _ y3)

I3 eb
—_ 1=0—-1+1=0 dans w®.
973 o )t + w

On prolonge &3 par 0 ce qui donne

~ 0¢ ~ o9
ceb 536 536 ced — — 566 ce. .
/wgﬁ dz ({a 1% . + £5°5°W 6:1:3) /wg5 dz foWE X yees VY ¢

10



On passe 4 la limite en €, en utilisant les convergences établies sur Efe‘s et W<, on obtient

o9 o¢ "
0Oed 0ed —
/wg“ dz ( o —Bxa z3 + &3 52s :1:3) = /wgﬁ dr O(z1,z2)fpzs V ¢,

relation ou £9¢% = lim(£5e? Xoees) pour i =1,..,3.
Une intégration par partie et 1'utilisation de (1.2.8), donne finalement

Oed _ eb
30 = 0 dans wg’,

ce qui implique dans (1.2.8) que

oga?

Bz = O(x1,%2)f dansw(e,&,

en remplacant ©(.,.) par sa valeur (relation (1.2.7)), on a finalement

o :
(1212) _-EB: = 5f dans woé.

ed

Maintenant, pour identifier 1'équation en u§°, on prolonge par 0 la fonction u®®® dans w**.

Ce prolongement fait perdre de I'information sur uc®car le prolongement est dans L2 (wg?)
et non dans H!(wg®). Mais & 'extraction d’une sous-suite prés encore notée uc%%, on déduit

de (1.2.6) la convergence

7% — ug® dans L?(wg?) faible.
De la convergence de

£ee . £¢5  dans L*(w®®) faible,

on déduit
Xuweb €566 — £9¢ =0 dans L? (w§®) faible

cela implique alors, en écrivant £§‘35 en fonction des dérivées de u®®’ :

aueeé aueeé
].i ( )ﬁ’ e§ — 0.
2 \%36 52, + 03375 — ) Xugt

Comme le prolongement a lieu uniquement dans la direction des z3, on peut intervertir
prolongement et dérivation en x5 (ce n’est pas le cas entre prolongement en z3 et dérivation

en z3), il en résulte que




Comme la matrice (a;;) est coercive, le coefficient agz ne peut étre nul ; ainsi on a

[ (6u“5)ﬂ ] _ agp Oug’
s—>0 szeﬁ = a3 awﬂ .

On a utilisé {Ee‘s, on utilise maintenant les relations définissant £5°° en fonction des dérivées

partielles de u%° : on a
~ o5 aueeé aueeé
a (aaﬂ a che&)~+ (aaS dz3 XwgeG)N

aueeﬁ auseé
= Qap awﬂ ( wse6)~+ (aa3 8 XweeB)’V

en passant & la limite, on a alors

S A =]

ce qui donne en remplacant hm [( waea] par sa valeur :

Oes _ (a _ aa3a3ﬁ)au86
@ op ass Ba:ﬁ )

En substituant £%¢% dans ’équation (1.2.12), on obtient I’équation homogénéisée satisfaite

par u§’ :
aa3aag 0% u§l o5
TRy T

On pose
—(aaﬁ - aa;;w) —gap pour a € {1,2}

et I’équation homogénéisée s’écrit

82 eb

Pour achever la démonstration de ce théoréme, on établit les conditions sur la frontiere
([CioSIP3)).
On choisit tout d’abord la fonction test ¢ € H(w®®®) telle que ¢ = Osur Jw**® dans le

ced

probléme (1.2.5). Aprés simplification des conditions de Neumann satisfaites par u®¢°,on a

dz gee& 8¢ dzx €56 3: dz fé + dz f¢ V ¢.

eeb eced ced ceb
w3 i wo ? w3 W

12



On prolonge et on passe & la limite en €. En utilisant “5836 = 0" et en intégrant par parties,
on obtient

9 9 3,66
e [ e [ it ] i
w§ i w§ rs?

=/e6d:vf¢ + /esda:@(wl,mz)fcb V ¢.

wi

ed

relation ot nY est la normale extérieure au domaine w§’. En simplifiant cette relation

grace a (1.2.9) et (1.2.12), il ne reste que

dweghont = - [ dogdon} Vo,
+

ret
on en déduit, les normales ng: et ng étant opposées sur T'¢%, que
ghny = §¥ny swlY

ie.
eb
aui

+ 230334 6“o + 5
oy g = (09— T ) gynd o T
J

ny sur I'Y.
ass a.’l,‘ﬂ +

Reste & prouver les conditions sans dérivées normales.
On a montré que || % || g1(yeesy < C. En utilisant la continuité de I'opérateur trace et le

fait que les ensembles w5®® sont sans trous, on montre que

v () = 72 (u¥) dans H? (I‘e‘s) faible.
La convergence ci-dessus et la périodicité de Xrgs impliquent
(2) 'yi(use&)xrus — §v+(u®®) dans LE(I'$}) faible

avec ['5%% = w§® N w_gf.
On remarque que
ces w8 (31, 72, 3) sur {] @a |< & | 25 — me |< S Vm € 0..N} N
ug° (1121,132,:1:3) = -2 - 2

0 sinon;

13



comme le prolongement par périodicité (dans la direction z3) et les dérivées partielles en

z3 peuvent étre intervertis, on en déduit que

g € H={¢eL*w) | ~ € L (w§’)}-

L’estimation (1.2.6) entraine alors que

ue® — ug® dans H faible,

et Popérateur trace v+ étant continu, on a aussi

(i) vy (@) — y+(ug) dans L2(T'Y) faible.

Pour finir, on remarque que le probléme (1.1.1) implique que 'on a

(i) v (WP xpees = 1 (@*)-

En combinant (3), (i), (ii¢), on déduit la condition frontiere

by (uf) = 7y(ug’) surTE.

Pour alléger les notations, on supprime l'indication 7. Les autres conditions frontieres

sont faciles & établir.

Remarque : La matrice des ¢,p est définie positive, aussi la solution du systéeme (1.2.4)

existe et est unique. n
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1.2.2 Convergences : ¢ — 0, puis § — 0 dans le probléme homogénéisé

Les domaines we, w®, w§® dépendent tous trois de e. Pour travailler des domaines fixes

1

indépendants de e, on utilise une dilatation par un facteur e™" sur les domaines dans

les directions 1 et 2. Aussi transforme-t-on w§, , w§®, S, S§ et I'¢ respectivement

en 05, QF, S, S8 et T%. Les nouvelles fonctions sont notées VE° et V.

Le systéme homogénéisé résultant est obtenu de (1.2.4) en appliquant ce changement

d’échelle, on étudie maintenant

( _2_6_( Bst) - i} ( 6V:§6)

—e Qo —F— —\Ca3z——
92a \ P 25 8z \ *° Bz

0 aved 5, aved
_ -1 + _ + — 6
€ 323 (a3ﬁ Bzﬁ ) 623 ((133 623 ) f(621,622,23) dans Q:t
0 aved
-2 0 _ )
e _6za (qaﬁ—azﬂ ) 5f(ez1,e22,23) dans £
Ve6 — 6ve6 ur I\6
(1.2.13) { ° aﬂ{/e& ° ;Veé oyt
-1 + + \,t _ -1 0+ 5
(e Gap 0z + a3 0z3 )na ¢ s Dz g sur I
V8 =0 sur {23 =0}
aveé 6ve6
-1, '+ et \pE = 8
(e aig 925 + a3 573 )nz 0 sur S3
aveé
\Qaﬂ 8z0ﬂ nf=0 sur S%.

Théoréme 2.2

Soient (V£8,V?) les solutions du systéme dilaté, alors
Vg — V8 dans HY(Q}) faible
Vieb — §V°  dans LA(Q3) faible.

ott V¢ ne dépend que de z3 et est solution de

, _( Det(a.;) )32V6 0 8)7(0.0us0) dans (0.5)

a11a22 — 6120621/ 023
(1.2.14) L Vé0) =0
avs
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La démonstration du théoréme 2.2 nécessite un lemme que ’on établit avec des arguments

semblables & ceux employés dans [CioSJP3].

Lemme 2.3
Soit
= {¢| ¢, 1 € HY(04), qblnﬁ =0 sur{z; =0}}

N 191 9y € IO, (5), € L)

ag

N {6 ]| 10(®) = §72(¢) surTL}.

Alors, il existe une constante positive C indépendante de 6 telle que, pour toute fonction

¢ € H®, on ait
3¢
| ¢|2L2(Qg) <C (522 | | r2@s) 82 | L2(05 Z | 5 | L33 )

Démonstration du Théoréme 2.2 : Tout d’abord, on recherche les estimations a priori
en multipliant le probleme (1.2.13) par (V§%, V8, 6-1V?). On a

_ove _, 0V
Zle l—a;ﬁ— L2(Q | a L2(96 +6 12' 120 z le(Q)S
B

< C| f |z (1 VE lz2agy + | V&2 L2 gag))-

En appliquant le lemme et 1'inégalité de Poincaré, il vient

oves ovgs aV
-1 + 2 + 12 -1 —1 Yo
zﬁ: e dzg L) + | 0z3 'LQ%) +6 Z' 9z Lz(no)

0
(Z| —1 |L2(as) +Z|6'1

|Lam )

| %ad
ILz(Q I az

16



et on en déduit les estimations et convergences suivantes

(| Vg lL2@@s) < C

_ovg
| ey oy < €
aveé
| 5 2@ < ©
(1.2.16) | -19% <cC

| e B2 L2(25)

Ve — V¢ dans H'(Q}) faible

_,0vgs .
1 a: W, dans L*(Q%) faible
\e—l%% — W), dans L*(2g) faible.

En utilisant le Lemme 2.3 on déduit encore
| Vo |L2(96)< Cs (Z | BVi iﬁ(n . + | 3‘;& 2L2(95 + Z | 3V0a 2 %) )
i.e. en utilisant les estimations (1.2.16)
| V5° ﬁﬂ(ng) < Cs.
De cette dernitre estimation, on déduit
Vet — V¢ dans L*(9)).

En utilisant la dernitre estimation de (1.2.16), on voit alors que V® ne dépend que de la

variable z3.
5

ovy
On remarque aussi que les deux premiéres estimations de (1.2.16) impliquent que -a—- =0
2p

ie. V{ nedépend que de zs.

La seconde étape est consacrée a la recherche des équations limites. Pour réaliser cet
objectif, on choisit diverses fonctions test voisines des fonctions employées dans [CioSJP3].
Dans la suite de cet exposé, les fonctions test sont écrites sous la forme (g+,9-, go) ; cela
signifie que l'on applique g+, g- et go respectivement sur les parties E.,E_ et Ep de
I’ensemble E.
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(1) On choisit ® = (e¢4,0,0) ou ¢ € D(92%). On multiplie le systéme (1.2.13) par @,
s

on intégre, on passe & la limite et on utilise le fait que —=* = 0. On obtient

024

1500 ov? 3(15

) +8

/QG dzaagW_l_ﬁ—azq + Go3—— B2, Dr =0 Vo,
+

ie.
WS 52y
+8 +8
Gap g t 03y

En utilisant le fait que V_f 5 ne dépend que de z3, on obtient

oOW?
aap Bz:ﬂ =0 dans Q5.

(2) Soit @ = (14, ¥_, 6~ 14ho) telle que oy = ¥_ = Sypp =Y et ¥ € HY(0,L), % = 9(z)
et 1(0) = 0. Dans le systéme (1.2.13), les termes frontiére s’annulent, et a la limite, on a

3 ) ovea
/ d23/ 1 dz /1-5 dzo (agﬂWf_ﬁ—aQﬁ: + a 35;;—-—66:) +
3 =z

/ dz3 / oY V2 - ) =

-5
-z
6
dzll_% dza (a33W_ﬁ——az3 + azz—— 97 073

= dz £(0,0,23)¢+ + /Q‘s dz £(0,0,z3)Y— + /95 dz £(0,0,23)¢9 V &.

)
Q

Nln-l

On remplace 14, ¥ et 1 en fonction de ¥

L 3 8 avs o
/ dz;;/ dzy /_ d22 013'3W_f_ﬂ6—¢ 33676_;2)4-

-7 » V3 oy
/ dzs / dz / de asg a + azgz3—— 523 3Z3) =
- / dz £(0,0, z5)0 + / dz £(0,0, 25) + / d26£(0,0,2) ¥ &.
ol Qs i

Les fonctions sous les intégrales en z3 ne dépendant que de 23, apres intégration,on déduit

m(W3g) + m(W2,) 82 (VE+ V8
(1.2.17) “3"az3( - 2 = ) - “33az§( 3 ) -
= (2 - 6)f(0’0v 23) dans (07 L)
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1 1
L 2 3
ol, par exemple, m(Wf_ﬁ) = |—9'5_i /1_6 dzz/édzl W_ﬁﬁ, et | 24 | est la mesure de
+ 1955 B '

I’ensemble Q8.
(3) Pour finir, on construit ® = (ez-¥4, ez _, ez.0 " 11p), telle que Yy = Y_ = 1hp =

avec ¥ € HY(0,L), ¥ = %(23) et ¥(0) = 0 que I’ on I'utilise sur le systeme (1.2.13).
Donnée en fonction de v, la limite est alors

J

Comme la fonction Vg est indépendante de zg, la seconde intégrale est nulle. On obtient

ov$ ov$
) + -0 _ 1
dz (arg Wit + ara? b) + /ﬂ A Vgt =0 € HY(0, L)

[
+

ainsi un systéme de deux équations (7 = 1,2) dont les inconnues sont

dz(We, + Wi)),
Q4
/ dz(W8, + Wi,).
Q

)
+

Comme (a;;)i; est une matrice coercive, I'unique solution de ce systéme est

. dz(Wey + Wiy = —
(1.2.18) *

— 3V6
dz Wf +W‘$ — _ a13022 — 23012 dz ovy v .
Qs (W= )Y (auazz —a12021 | Jag 0z3 vV

]
(623011 - 0131121> 3V:|:

dz ——
anag2 — 12021 | Jag Oz3

Les équations (1.2.17) et (1.2.18) impliquent alors

Det(aij) 62 (Vf + Vf

=) = (2-8)(0,0,2)

2
a110a22 — 412021 323

Le coefficient du membre de gauche est toujours différent de 0 car (a;;):; est coercive. Les

convergences (1.2.16) et la troisitme équation de (1.2.13) permettent de montrer que
VE(zs) = 6Vi(z3) = 6V(23) = 6V°(23) dans (0, L).

Grace 3 la méthode variationnelle, les conditions frontieres sont faciles & établir. |
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La convergence en 8 est sans probleme (voir (1.2.14)) i.e. la fonction V¥ converge vers sa

limite V solution de

( Det(a;;) 0°V _
Q11022 — 012021 azg = f(0,0,23) dans (0,L)
(1.2.19) V() =0
oV
8Z3( ) = 0.

1.2.3 Convergences § — 0, puis ¢ — 0 dans le probléme homogénéisé

Avant de regarder les convergences, on procéde a des changements de variables transfor-

mant les domaines dépendants de § en un méme domaine
we = (—e/2,e/2)? x (0, L).

On utilisera, par exemple, les changements de variables suivants :

sur w® : § 22 = (2/6)(z2 + €/2) — ¢/2 sur wg’ ¢ { 22 = 72/(1-96)
23 = I3, %3 = I3-

Soient v, vgl, S, S§ les fonctions et ensembles obtenus & partir de ug®, ugl, S5, Sg°

Remarque : Ces changements impliquent une modlﬁcatlon de la représentation des
interfaces entre wg® et wg’. La frontitre commune {2z = } correspond maintenant a

la fois & la frontitre 5%, & Vinterface I“a‘s du c6té w‘“5 et l’mterface I'% du coté wg’ ie. on

e
travaille simultanément avec v (21, = ,z3), ea(zl, ,23), U§ 8(21, 2,23) qui correspondent

_(_6—)’ 23), Ugs(zl, (—'—6)a 23)'

eb _
,23), u_ (21, 2 2

respectivement & u€ (2, = 5
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e e
Sur la frontiere {2; = —5}, on a une situation analogue.

2 -e(19)2 e(1-9)2 e2
B ]

mes m;s me&
- +

"L

-e/2 e/2

Coupe du domaine w® dans le plan z;,z2

Le systéme (1.2.20) ainsi obtenu & partir des deux premiéres et des trois dernieres relations

de (1.2.4) est

8 eb 6 o )
- 52‘1(““5??) %5(?'( o1 avzz ) N a%(“13 avi ) -
S22 (0 28) () (o) - 22 () -
ed ed ed
- 52_3( 1%%) - %ai (“32%1);;) - 323 (“33%1:) =

= f(Zl, (22 F ) = 23> dans w*

eb
(1.2.20) ] 321 (q“az;)zl) - ( )az1 (922)

)
() 2 (@5E) - () o () =
= 6f(z1,(1 — )22, 23) dans w®

v =0 sur {zz = 0}

g 2 Y ey 4 .
(auﬁ + %255, + ai3 923 )'n,- =0 surS3
6'036 1 3'086 + e

((Iu 92, + (1 _6)Q12 92 )"1 =0 sur Sg.
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A ; rd . . . LY . e
Dii aux changements d’échelle, on a aussi les conditions frontieres suivantes sur {z1 = :I:E}

6'03:6(z1’ ¥ ,23) = '086(211 +

¢

(1.2.21) 2
- wP 2 P vty | g 1 ovEéN\ L
(azl'ggl— +5022 525 + a23 23 )nz = (Q21 o2 + (1 _6)1122 52 )n .

Théoréme 2.4

Soient (v3®, v, v§’) les solutions de ((1.2.20) — (1.2.21)). Lorsque 6 tend vers 0, on a les

convergences

v — 8 dans H!'(w?®) faible
(1.2.22) { £ F (5

§wg® — vg dans H'(w®) faible

De plus, (v$. +v®) ne dépendent que de 2, et 23, et sont définies dans (—e/2,e/2) x (0, L)

par

0 A(ve +ve) d(vs +v2)
6Z1 (7'11 azl + T3 6Z3 )

0 A(vs +v2) Ove +ve)\
(1.2.23) - 5 (r = s ) _

= % i dr f(z1,7,23) + (f(21,§,23) + f(zl,"g,z%))

- £
2

[ (v§. +v2)(21,0) = 0
o(vs +v2) A(ve +ve)
(1.2.24) \ (ras 0z +ras Oz3
o(vs +v2) o(ve +ve)
\ (r11 EP + T3 73

(Zl,L) =0

(:I: ,23) =0

ot la matrice (rij)ije{1,3) de coefficients

2202 ..
Tij = Qij — Lazz_J pour 4,5 € {1,3}
est définie positive.

La limite v§ dépend z1, 22, z3 et vérifie

82 'Uo
~daBy, B2s 024023

ovg
—q18 8

= f(21,22,23) dans w®
(1.2.25)

22



Ces problémes sont liés par la relation

(1.2.26) v§(21,£=,23) = va(zl,z;»,) sur {z1 = ig}.

¢
2

L’équation (1.2.23) est écrite avec les variables z; et 23, cela provient du fait que 2; et 22

n’ont pas les mémes caractéristiques dans la structure : le paramétre § est absent dans la

direction 1.

Comme au paragraphe 2.2, on a besoin d’un lemme pour démontrer ce théoreme. Il se

démontre de maniere identique ([CioSJP3]).

Lemme 2.5
Soit

“={¢=

N {6 = (B.6-100) | b0 € L), (52

N {p = (bs:6-,%0) | do(z1,F5,73)

(4, b, d0) | ¢+ € H'(w®), ¢+ =0 sur {z3 =0}}
)e L*(w®)}

=b6¢s(z1, :Fg,zB) sur S§ N{=z

=+2}}.

Alors, il existe une constante positive C indépendante de § telle que, pour toute fonction
¢ € HE, on ait

¢ 345 3¢
| b0 1320y < 0(522 | 5=+ |L2(we) +6° | - |L2(we) +Z | 5 |L2(we) )

Démonstration : On multiplie (1.2.20) par (v, v$, 2671 (1 — 6)v§’), on a

wP\z 2 P WY
/we dz (an( 0 ) + 31112 o 322 + 13 0z1 Oz3
2 WPy 4 g\z 2 vl v
3021 0z 02 ﬁa”( 02 ) + 5‘123 029 023
g P g v v \2
+“‘”az B2 23z3 92 +“33(az3))+

v vt

L2,
63

+ /e dz (5_1(1 — 5)ql1(aavz8:) + 6—1(112
i3 -

v g’
0z zZ9 32

vi6+(1—6)f'v8 )

+ 67 1ga

=/ dz
we

23
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On utilise la coercivité & gauche et la double inégalité

1 1
§<1—5<1 lorsque0_<5<§

ce qui permet d’obtenir I'inégalité

eb

( :l:

- Z | 28 ”L2(we))

||L2(we) + |6t

<||f”L2(w=)“'U ||L2(we) + ”f”L'*’(we)” v’ IILz(we)

Avec le Lemme 2.5 et ’inégalité de Poincaré, on a

:!: _10v i6 2 d: 1 5”0
( ||L2(we) + || 67 22 Z2(wey + |lL2(we) +67 Z | I|L2(we))
o o OvE®
< Cll flleas 1D 5= N2 +C6 | == llrwe) +C D I 5= lzae ]
- 0z; - 0z; ~ 0zq

ce qui permet de déduire les convergences

v¥ — vS dans H'(w®) faible
6'0._.*:
6Z2

(1.2.27)

61 (w®) faible,

en particulier, on a v§ indépendante de 22 i.e

v: = vi(21,23).

Maintenant, par continuité de Popérateur trace, la trace de v$ est nulle en {23 = 0}, ce
qui implique que

v$(21,0) = 0.
Les estimations indiquent aussi que 'on a

6 'vg® — v§ dans L*(w®) faible
ot ou
0z, 024

(1.2.28)

6! dans L%(w®) faible.

De la continuité de 'opérateur trace et des convergences ci-dessus, on déduit

e
v§(21,£5,28) = v§(21,23) sur {z1 = i§}-

¢
2
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Les convergences établies, on cherche les équations limites grace & plusieurs fonctions test
choisies dans (1.2.20) (Voir [CioSJP3]).

(1) Premitrement, on prend @ = (0,0,67'¢), telle que ¢ € HY(w®), ¢ = ¢(21,22) et
¢ = 0 sur {z; = +e/2}. La limite vérifie

0%v

—Qaﬁazaaz = f(21,Z2,Z3) dans w®.

avec

ov§ vg
(CIu L+ g1 O)nl =0 sur S;.
Oz 2

(2) On choisit ensuite @ = (6¢,0,0) ol ¢ € D(—e/2,e/2) telle que ¢ = ¢(z2). On
multiplie (1.2.20) par ®, on passe & la limite en 6 et on utilise (1.2.27). On en deduit

o*ve owe O%ve.

—F 19 +
221 8228 21 + 2622 6 22 622623
En se souvenant que v§ = v%(z1,23), on a w§ = wi (21,23). On obtient des résultats
identiques sur w€.
_ 1((_¢ ¢ =
(3) Soit & = (d), ’6(1 6)(51#2 telle que ¢ € H (( 5 2) x (0, L)) ¢ = &(z1,23),
$(21,0) = 0, et ) € cl([ :, 5]),@0(—5) =0, ¢( ) =1, ¥ = 9(z). Dans (1.2.20)
multipliée par ®, on intégre. Les termes aux bords s annullent et & la limite, il ne reste
plus que
0¢ ovsg ovs 0¢ ovs ovs
/ dz(a 1 (a11 21 +2a12w+ + a3 523 ) + 623(a31 71 +2a32w+ aZ3)>+
0o ov§ oY ovg

+ 2 g dz¢ qlga dz ¢6z g28 925

= dz ¢f(21, ,23) + 2 dz¢¢f(21,22,23) vV, 9.
Integrons les troisiéme et quatriéme termes

8¢  Ovf / s /' 0%v§
e — d
/ dz— 52152, = [q18 23)]2 ¢ g “¢aip - 92

32
0z 3zg

L/we e o s qua = lazs( / dz3 / dzl¢— yo(z)y - / dz p¥q2p
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la conditon de Neumann sur S§ permet de simplifier 'intégrale de surface en g13. On a

donc

0¢ ovs ovs 0¢ ovs ovs.
/ dz(azl (“” 9, T 2012w + a1 823) 73 (“31 B T 20mWs Famg ))+
(9'00

L
2q25(/(; dzs [_%d21 ¢£§ )¢(22)]i2 - 2/ dZ¢"/JQaBazaazﬁ =

= d2¢f(21,§,23) + 2 edZWf(Zl,Zz,Zs) Vo, .

w

Grace a la relation (1.2.25), aux conditions limite vérifiées par 1 et aux faits que v et w§
+ +

sont indépendantes de 23, cette équation se simplifie en

o ovs.
321 (a11 92 1 + 2a12w+ )
0 ovs 8 v
(1.2.29) — ez - ( 5 +amgt )+

e e
+ 2q2ﬁ a_z;(zh E’zl‘l) = ef(zlai,z3) dans (— 5";;) X (O’L)
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(4) Soit & = (8(22 + €/2)$,0,2(1 — 6)(22 — €/2)¢), avec ¢ € H'((0,L)), ¢(0) = 0, et
¢ = ¢(2z3) que 'on utilise dans (1.2.20) : on a

)

[
a(Z2 + —)d) bl eb oved ed
) vy 2 v ovg
/we 20—, z Gz -+ Feg,, TG,
Na+3)b 2 o 2, of 2 oS
277 s e o 2\2 + £ +
+ b= (Gang~ + (§)amg, - + Fang )
e
Oze + —)¢ eé eb eé
623 621 6 622
e6 9 a,UeE aveé
/e ds6(z2 + = )(15(0,11 a + 3&12 az-; + F

2 vt v 2 o
+ 6(22+ = )¢( 502 c’)+ + ( )2 3:2: + 302352')’”;

Aved 2 Qved Oves
+ 8(z2+ )¢,((131 6+ + 5032 6;; + 433523)";

dvsd , P 2 P
B2 +( Vang -+ §omg

+ 6

- re dS(S(Zz-l- )¢>( a21

O(z2 + —)(,15 Fved oved
(qu1 avo +(1-8)""q2 0

dz2(1 - 6)

022 +

21
%)
+2(1- 5)¢———L

(-0t 2+ -

o 6 ed
vo 5) q12 av )"1

ds2(1 -
Se

e ds2(1 — 8)(z2 + f)qs( (1-

vg? o O
o1 8) " q22 523 yng

dz6(ze + = )¢f(21, —(Zz - -) +35 ,z3)

wc

dz (1 - 6)(22 + = )6f(21, (1 - 6)22, 23)¢

we
on passe a la limite, on a

v ove

0
dz p(an—F + 20wl + aps——) =0 V¢,
we 0 1 623
on déduit alors, v& et w§ étant indépendantes de 23,
ovs ovs
2 —+ =0 ——,=)x(0,L
az1 821 + 2a22ws + a235— 6z3 ( x (0, L)
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que l'on écrira

1 ovs ovs
(1.2.30) wf,_ = —— (a21 4 a3 +>.

1o} oS a ovs ovs ovs
—eqg— (a11—— - —13((121—;i + a23 z:) + a3~ ) -

6 621 a2 8 1 0 623
0 oS  az ovs s ovs.
(1.2.31)4 €5 o (a31 8z1 P (021—871 + a23 6z3) + as3 573 ) +
e
+ 2Q2ﬂ Bzﬂ 23) = ef(zl,a,z3).

De méme, on a (1.2.31)_ pour v¢.

(5) On multiplie (1.2.25) par ¢(22) = 1 et on intégre par parties en 2o, en remarquant
que

01 ovg, e
P = 0, Qma (:l: ,22,23) = 0

ce qui donne

/ dz f(z1, 22, 23)

ovg 01
N we dz qaﬂ aZﬁ aza
L 3 L £ e
- / dzs 6v - / dz3 / 2 dzzqmv[gv0 ¥
0 - Y 2

- € Ly 6, ¢
= / sz/;sdz1q2ﬂ[a (21, , 3) aZﬂ(zl’ 2,23)].

i.e. on a la relation

ov§ e Ovg e 5
(1.2.32) ((hﬁa (21, 2,23) - qzﬁa—zg-(21,—§,23)) = /;§d22 f(zl,zz,z;;).

(6) La relation (1.2.23) est obtenue par addition de (1.2.31)4 et (1.2.31)_, puis utilisation
de (1.2.32).

Les conditions aux bords se démontrent aisément.
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Pour avoir existence et unicité, il faut encore vérifier que la matrice  (7ij)i,je{1,3) ©st

définie positive. On a

a120a21 12031
alpy — ——— @13 — ———

(r'-)- . = a22 @22
ijJi,j€{1,3} a32021 432023
asy — —_a2 ass — —a )

2 22

Comme (a;;) est une matrice définie positive, on en déduit que le coeffcient agz est stricte-
ment positif et que la matrice inverse de (a;;) est définie positive. En notant (b;;) la
matrice des cofacteurs (avec b;; cofacteur de a;;), on en déduit que (bij) est une matrice

définie positive. Or on a

a12G21 a12a31
a3 —_—

a;l — -
i1 T3 ) _ az2 a2
r31 733 32021 a 32023

as — ———— 33 —
az2 az2

_ 1 aijao2 — G12021 (13022 — (12431
as \ @31022 — G32021 (33022 — (32023

=_1_<b33 ba1>
age \ b1z b1/’

comme (b;;) est définie positive, on en déduit que la sous-matrice (233 231) (obtenue
13 b1

by bz
ba1 b33
fois les colonnes) est également définie positive. On en déduit que (ri;)i,je{1,3) est définie

3 partir de la sous-matrice principale ( ) en permutant une fois les lignes et une

positive. [ |

Limite lorsque e — 0

Afin de travailler sur des domaines fixes lorsque e convergera vers 0, on effectue le change-

ment de variables

zl, = zq/e

z5 = z3.

Les nouvelles fonctions obtenues & partir de v5 et v§ sont appelées VE et V§, le nouveau do-
maine est w et les surfaces sont Si et So. Le probléeme obtenu & partir
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de ((1.2.23)-(1.2.26)) par application de ce changement de variables est

7 e e e
) (e_lrlla(v++v_) y o VAV ))

IR a7, BT 82
8 _, OVE+VE) B(VE+VE)
074 (e Tt 024 +Tes 0z ) -

1
2
=2 dr' fezy,er’, 25) +

2

¥ fledh, 5,4) + fledh,—5,%) dans (-1/2,1/2) X (O,L).

—e g an = f(21,25,23) dansw
(1.2.33) ) *F 921,02 1) %23
(Ve +Vf)(z1,0) =0
., ove+Vve) (Ve +VeE)
(e 17‘31——-*-6—21——' + 733 ———-lT—-)(Zl,L) =0

_ (Ve +Ve) (Ve +Ve)
(6 17‘11——%—%—— + 7”13—%‘,——)( 2’ 3) =0
ovy

—q158,n1—0 SUISO

e 1
L Vo (zl,i5,23) = V:|e:(z1’z3) sur {z) = :ti}

Théoréme 2.6

Lorsque e tend vers 0, les fonctions Vi (21, 23, 23) et (Vi + Ve)(2}, 23) convergent vers la

méme limite v :

(1.2.34) (Ve + Ve)

2

VE — v dans L2((—1/2,1/2) x (-=1/2,1/2) x (0, L)) faible
{ — v dans H*((-1/2,1/2) x (0, L)) faible

Cette solution est indépendante des variables 2} et 23, et vérifie

( Det(as;) 8%v
- = 2f(0,0, d , L
(1.2.35) ] v(O) —0
k 623 (L) = 0.
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Démonstration : On multipliant le probleme (1.2.33) par (VE,Vy), on obtient les

estimations a priori suivantes

'1Bn+w
e 0z, lL2(-3.5)x0,L) £ C
Ve + Ve
| __Fz;_ |21, 1%Ly = C
1 A%
l 0z, |lL2((- 4, hx(-3,Hx@.L) = C

et nous permettent d’établir les convergences

VE+VE— 20 dans H'((-1/2,1/2) x (0, L)) faible
19(Veg+Ve) . g, 11 .
e 0z, 20 dans L ((—5, 5) x (0, L)) faible,

cette dernitre relation entraine que v est indépendante de 2. De plus v est indépendante
de z, car la fonction (V + V) est indépendante de 2;.

Pour les convergences en V§, on utilise la propriété

| V8 le2((-4, 1) x(- 3, 5)x@0.L) S

6 C
< C(| ECE NG 1hxoo) TV |23 %00 )

qui, & partir de 1’égalité

2 Ve 1
Voe(zll,zé,zé) = dr 7 (ZI’T’ 23) + Voe(zll’__’zé)’
1 0z5 2

peut &tre prouvée par les arguments employés dans la démonstration de l’inégalité de
Poincaré. On en déduit donc que

Ve — v dans L2((—1 -1-) « (= ; %) x (0, L)) faible.

L’obtention des équations limites est réalisée en prenant tout d’abord, dans la relation
(1.2.33), la fonction test ed(z}, 23) telle que ¢ € H*((—1/2,1/2) x (0, L)) et #(24,0) =0
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on a

/ dz3/ . dz1 e 1r11———8(V++V_) +r 6(V++V_)) 8¢)+
2

8z, B 02 82,
B(Ve +V®) OVE+VE) 0o\
/ dzs/% dz1 o2 ————— + ers3 2, )Bz{,,) =

— 2 / dz, / dz, / b or F(21,7,23)d +

+ e/o dzg _ld21(f(21, Z3)+f(Z1,—§,Z3))¢-

et en passant & la limite, on obtient la relation

32w 02v\ 0¢
/ d23/ le 7'11 T13a—z:,3)5z:-,1- =0 V¢

qui permet de déduire I’expression de  :

" 713 ov (0130,22 - a12a23) ov
0zt
2

711 Bzé
Ensuite, on choisit la fonction test ¢ € H'((0,L)), $(0) =0 et ¢ = #(24), dans (1.2.33).
On a

apjazz — 12021

L 3 (Ve +Ve (Ve +Ve)\ 8
1 3 3

1
2

= / dz3/ dzi/l dr f(ez, T, 23)9 +
-2

e e
+ /0 dZ3 dz,l (f(ezll, E’z.'l.’.) + f(ez;.a _Eazé))qs-

W= Nll-

On passe 2 la limite en e ce qui implique la relation

L 3 20, 06
dz! dz} 2 —_— )
/0 z3/_% 4 (ra2d + 7as 3z{,)6z§

L 3
= 4/ dz\f,/% dz; £(0,0,23)¢, V ¢
0 -

d’ol1, en remplagant w par sa valeur, comme v ne dépend que de 2§, I’équation limite dans

(0,L) est
731713 02v _
( 1 + 7'33) 621,3 - 4f(07 0’ 23)-
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De la continuité de 'opérateur trace et des estimations, on déduit que Vi et VI convergent

toutes trois vers la méme limite. Les conditions frontiere se démontrent facilement.

Pour montrer P’existence et 1’unicité, on verifie que le coefficient ci-dessus est toujours non
nul. Afin de simplifier les écritures, on notera que le dénominateur est aijazz — a12a21 qui

est non nul, on calcule le numérateur :

2 —
a39(ra1rTiz + T11733) =

= —(aslazz - 032021)(6113&22 - a12¢123) + (a33a22 - a32a23)(a11a22 - alzazl) =
= — a31022@13022 + (31022012023 + a32a21013022 — 32021212023

+ a33a22011Q22 — Q33022012021 — 32023011022 + Q32023012021 = 422 Det(a;).

On simplifie par a2 qui est non nul, puisque (as;) définie positive.
Tl en résulte finalement la formule annoncée en (1.2.35). Ce dernier résultat acheve la

démonstration du théoréme. |

Remarque 3 : Dans §2.2 et §2.3, on a tout d’abord identifié deux types de coeflicients
(gi; et i), mais le coefficient final obtenu lors de la derniére convergence (voir (1.2.19) et
(1.2.35)) est le méme.

1.3 Cas ke=e

Dans la premiére partie de ce paragraphe, on suppose § fixé. Comme précédemment, on
transforme le domaine dépendant de e (i.e. de ke) par dilatation. On obtient le domaine
Q%4 inscrit dans (~1/2,1/2)% x (0, L) par le changement de variables suivant :

{za = zo/(ke)

23 = I3

On remarque que, 3 travers le nombre de cellules, le domaine Q’e‘a dépend encore de € dans

la direction verticale.
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Soit V*6(21, 29, 23) = u**%(zy, 23, 23). Le systéme (1.1.1) devient

[~ 0175 (a0 ) — (k975 ) -

20\ 825 930 B2g
8 gVkes 8 gVkes
—_ -1 u—s —
%)™ 3o (““3 923 ) 923 (“33 923 )
(1.3.1) < = f(kez1,kezz,23) dans QF°

1
Vked =0 sur B = {| 24 |< 3% = 0}

((kE)_laiﬁ?z?' + 05353—)711; =0 sur Fk€6 = 6956\3

Soit Y'*9 1a partie de la cellule de base Y = (—1/2,1/ 2)% x (0,1) occupée par le matériau.

-
| (1/2,1/2,1)

(1/2,-1/2,0) / (1/2,1/2,0)
X,

La, cellule représentative Y+

Théoréme 3.1

1l existe un opérateur de prolongement P® € L(H'(Qk=%), H'(Q*?)) tel que
1 1
/ Y dn / * dzy PEOVEES . V*8(3)  dans H'(0,L) faible,
-1 -3

avec V¥0(23) satisfaisant

( o ( ” avkeé

) = 6(2 - 6)f(0,0,23) dans (0,L)

B 623 1 8z3
(1.3.2) V¥ (0) =0
avk&
L 7 (L) = 0.
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Le coefficient homogénéisé est

o Xk6 o Xk6
(1.3.3) 5(2 5)0,33 - / dyi1dys (k a3 ———— 5%a + ass s )
avec X*® définie par le systéme ci-dessous
( 0 O(XF — y3) 0 (X8 — y3)
-2 9 OA™ —Y3)\ _ -1
k Byg (aaﬁ Bya ) k 6yﬂ (a3ﬁ 8y3 )
1 0 A(XF0 — y3) 9 (X — y3)
— k! - = ké
134 { F oy (aas ™ ) B (ass 575 ) =0 dansy
ké _ k6 _
(k—laaié(_x__y_32 + as M) =0 surdYk
0Ya dy3
| X k& 43 — périodique.

Démonstration : On procdde ici comme en [CioSJP2]. En multipliant (1.3.1) par V*0

et en intégrant, on obtient

avksé avkeé 6vke6 avke6
-2 -1
/Qgs dz (aaﬂ (ke) 0zo Oz + agp(ke) O0zz 0z

1 avkeé avkeé avkeé avkeé
+ azz3—— ) =
Bza 8Z3 823 6Z3

= dz f(kezy, keza, 23)VFe
Qks

+ aa3(k5)_

On utilise I'inégalité de Poincaré sur le terme de droite et la coercivité sur celui de gauche,

d’ou I'inégalité

Zl(k)‘

1 Vke& avks6
< C|flo | Q¥ 13 (Z| |L2(Qk=6) + | |L2(nk=6))

< c«s%(zl(k )2

ce qui nous permet de déduire

avkeé
|L2(les) + | —5_ |L2(le6)

avke'&

|L2(les) + | ILz(les))

keb
> id — lisones < Clke)ot

aVkeé

| |L2(ch6) < Cé6t

35



On peut alors construire un opérateur de prolongement de Y*® dans Y tel que

l V(P6¢) |L2(Y) < C | V(¢) |L2(Y"5)

(avec C dépendant de §), on lui associe Ped opérateur de prolongement dans €2, tel que

ape&vke& Vks6
Z | = lL2@rs) < CZ | |L2(kas)
aps&vke& avke&
I Oz3 ILQ(Q"G) <C I |L2(Qk56)

on en déduit alors des estimations a priori que

pedykes . kS dans H'(Q) faible

1.3.5 eby/ké

(1.3.5) ?Ea_zl_ = 0, ie. V¥ = V¥(z3) dans (0, L).
(84

Soit
ke avks& avka6

= (k&) lajg—— i .
(6) aig aZﬂ + a;3 73

et soit ¢ = ¢(z3) une fonction test de D(0, L). En multipliant le probleme (1.3.1) par ¢,

en intégrant puis en passant a la limite, on obtient I’équation limite

(1.3.6) ’a_zs /_ d / 4 8) = 82~ 6)£(0,0,2) dans (0,L)

Maintenant, on utilise la méthode variationnelle (L. Tartar) décrite en [T]. Soit Wk la

solution du probléeme adjoint

( 0 OWk® 0 OWks
-2 -l
k ayg (aaﬂ Bya ) k Byﬁ (asﬂ 6y3 )
0 owks 0 OWké
— -1 _ _ ké
wen 1 ) o (e ) =0 dens¥
ké ké
(k’ Qoi—F W + agi—/— oW )n,- =0 sur OYF*\({zz3=0}U{z3s=1})
0zq 0z3
L W*® — ys  ys-périodique de moyenne nulle.
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Soit

b2 z\# | %
We(21, 29, 23) = €(Wk6 (yl,yz,f) - —j') + ?3)

relation ot ’on note #, comme au §2.1, I'extension périodique dans la direction ys.
On multiplie par e~!(W*6 — 23) le probleme en W*¢’, on intégre et on déduit alors la

convergence
PoWkes . W* = 23 dans H(QF°) faible.

On remarque alors que 'on a

ow* ow*
= t = 1.
024 Oe 023
On pose
3wke6 awksé
keb -1
3. = (k
(1.3.8) n3 (k&)™ aas o7 + as3 Fyot
les estimations sur 17;’3“55 permettent de déduire
1 ké 5 (17 ké
~ _ ow oP° (W
ke — QM (21,2) = / dys(k LaaaxyrsP° + a'33XY’°5—_(_))
] 0Ya Oys3

ol 7E°® est obtenue 2 partir de 75 par prolongement.

On multiplie le probléme (1.3.1) par oWkes ¢ € D((0,L)), ¢ = ¢(z3) et on multiplie
I’équation (1.3.7) par #V*e%. En intégrant puis en soustrayant ces deux relations, on a

/ dz g{ffﬁ-@fwke& - 77{;,“‘5-(2(2Vk€‘S = dz f (Icezl,kz-:zz,z;;)ng’“e‘s V ¢.
ks 523 323 Qks

Les fonctions V¥4 et W*e0 sont prolongées grace  opérateur P<°, on regarde la conver-

gence en ¢. L’utilisation de I’équation (1.3.6) conduit &

avk6
_ pké ké —
/médz( 59 + Q¥ m)7—) =0 V4
avec :
awké 3wk6
ké _ k6 — du (k1 .
Q™ (21,22) q /Yks y( Qa3 e + ass B )
Comme W* = —X* 4 ya, on exprime ¢*° en fonction de X*°, on obtient alors
dXko oXké
1.3.10 k6 — §(2-6 -/ dy (k'aa——
(1310) = 60— — [ dy(k ey~ Fans o)
La démonstration de la coercivité est classique, le théoréme est démontré. [
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Théoréme 3.2

Soit V¥4 Ia solution du probléme homogénéisé (1.3.2). Alors, lorsque é tend vers 0, on a
V¥ — V dans H'(0,L) fort,

o1 V est indépendante de k et vérifie

( Det(a,-j) 62V
- = 2f(0,0,23) dans (0,L
a1a22 — 021012 32§ f( 3) ( )

(1.3.9) Lv() =

\ 8z2 —(L) = 0.

Démonstration : Pour conclure, il suffit de calculer le coefficient gk®

Comme “Wk = —X* 4 y3”  on déduit de (1.3.7) que
b < cé?
(1.3.10) | X5 lagresy <
&5 1 lc6 — qk.

Soit Y = (—1/2,1/2) x (-1/2,1/2) x (0,1), comme dans [CioSJP3], on éclate le domaine
Y* en

HY = {yeY i<y bl <g1-3<w<l)
"’5={y6Yllylls— |y2|S-;',OSy3Sg}

VEe = {y€Y|IyI|S% 1—;—55y2s%,03y351}
ko ={yeY | |nl< 1 %Syzg—l—;é,OSy;;Sl}

et on note K*¢ les parties du domaine comptées deux fois. Avec ces notations, le coefficient

g*% peut étre écrit comme suit

5_1 qk'5 = (2 - 6)&33 -

1.3.11 Xk ko
(1.311) — 6! (/ +/ +/ +/ —/ )(k‘laa3a X )dy.
H} = v Jvp Ik 0Ya Oys

On transforme par dilatation chacun de les domaines HY®, H ks Yk et V¥ pour obtenir

le cube Y. Par exemple, on utilisera les changements de variables suivant pour passer
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de H¥ 3 Y et de Y & HY®

Yi=m 1=

Yo = Y2 Y2 = Y5

;2 5.,

y3=5(y3—1)+1, y3=§(y3—1)+1,

et les changements de variables
y’1 =% (73 =y'1
2 1, 1 6 1, 1

r__ = _ = o 2+
Ys =13 Ys =3

pour transformer V5 en Y et ¥ en V.

Ensuite, on transforme les fonctions ¢ par changements de variables i.e.

([ bu+ (Y1, y5: ¥5) = (W1, ¥2, (6/2)(y5 — 1) + 1)
bu- ¥, vh,y3) = S(y1, Y2, (6/2)ys)

1 1
| b+ (8, 0,98) = 984, (/2) (¥ — ) + 5095)

1
|y W v 1) = 90k, (6/D)05 + 3) — 5.90)

On a les convergences suivantes (les convergences sur les autres domaines sont semblables)

4 ang ( axké
5 ;,” — hi dans L*(Y) faible ay‘j* — o] dans L*(Y) faible

1 1

OXkS OX
e yz* — hi dans L*(Y) faible 6‘1—# —v§ dans L*(Y) faible

an5 Xk6
L‘S_l_ay_lft — h} dans L?(Y) faible, L 2 af —v§ dans L*(Y) faible.

3 3

On notera que la contribution des intégrales sur K 6 tend vers 0 avec 6. De plus, la
périodicité en y3 implique que toutes les intégrales en 'vff sur Y sont nulles. En conséquence,
le coefficient limite se réduit-il a

¢ = 2ass - /Y dy [k-lals((i;ﬂ.) + (”T_¥£)) +

+ ko ((BER2) 4 (o +07))] - [ do ant +55).

(1.3.12)
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Pour achever ce travail, on va identifier h* et v en choisssant diverses fonctions test dans

le systéme définissant X*4.

(1) En premier choix, on prend 6-1¢, avec ¢ = ¢(y3), ys-périodique et continue dans
(0,1). On détermine ainsi les termes en h :

/Y dy (k‘lam (Hiz-—’i) + k'laz;;(h;F ;h;) + 2a33(h + h3) — a33> = 0,

on en déduit

+ —
(1.3.13) ¢ = a33—/ dy’k'l(alg(vl ;vl )+a23(v§'+v2')).
Y

(2) Pour identifier les termes en v on utilise une procédure semblable & celle utilisée dans

2
Varticle [CioSJP4] traitant de grillages. On prend 61, ot = Y(y1,y2) € C? (-—%, %)
dans (1.3.4), on a

AXk oy oXké 6¢
—~17.-1 il -1
ok /wes Y e Ous y+o /w 432 50 Oya 0

_ oY
— 1
=6 /Y“ a3a e dy V.

On étudie les intégrales ci-dessus sur les sous-domaines de Y*é on remarque que l'on a

(1.3.14)

(B = 2D +E) - ()
3¢v ——— (1 Yp) — g;/)—l(yla—%)

|2 = (20 (5= 3)+3) — 5o (3)

6 10 1
"pV ( Yy 2) 235 (yl,_§> V'lp

La limite dans le membre de droite de (1.3.14) est

}i—l-{(l)é—l yké asa% gl—»moa /I:IkG /Hks /Vka / a3a
= (g () + 5. (0m3))*
0 1 1
+ 5 (5 (3 w( )

, A
+ %lﬂ) Hk6 %% e aya v 1'[).
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Pour le terme de gauche, on remarque que g+ = Yg- = 9 car 9 est indépendante de ys.

Le premier terme de (1.3.14) donne

1 d Xk6 3¢
ok Y e e Oys

1 / X 20¢u+ / 5. OXF- 204y~
—11m6k ( dy)a13 ay,l 5 ayé ) + 5k ( dy)a13 a r\s ayé )

hm(

+ EE/Y(Edy,) a238§%6+(§3§f{+) + 6k/( dy’) 238)236 (zagi_)
* /Y(g'dy') M3y a' ag;; 6k/ (G ars g‘?&— ag;_
o [ ) a2 2 o / Ga) a3 23 200
- —/dy s L0 2 0) + (L) 28
+ a(LE12) 22.0) 4 (of +07)55)
3 la limite, et comme on va identifier les termes en —— By, (yl, ;) t g;/; (yl, ;) qui sont

indépendants, on ne conserve que le terme

[ (o gy (o) i gy (m03)

i [ 2 2 D) 2 -}

1
-1 4 +_1£ _) —_( _
+k /); ya22 '02 ayé (yl’ 2 +'U2 ayé yl)

relation ol nous n’avons écrit que les termes en v (voir [CioSJP1]).

Le second terme du membre de gauche est

XMs o
hm(6/ dy as3 a;bs)

26 +26¢H+6 20X} 28¢y- 6
‘hmafdy 335 a' 5 oy 2 5/dy 9335 By, o6 Oyh 2

8¢V+6 X(°,6_3¢V—
+ 5/,,‘1” 933 By a' 6y3 2 5/ 93 5L oy 2
+v; | 0¢
— [ d ana((ht +5) 22 0) + (BEY%
[ v ann(@ + )55 0 + (B2,
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en passant & la limite, on obtient des termes en h qui ne nous intéresse pas ainsi que
des termes en v3 qui sont d’intégrale nulle par périodicité : on ne regoit donc aucune

information.

En associant les résultats obtenus sur le membre de gauche et sur le membre de droite,
N

—1—/),— et —, cela donne finalement le probléme
oy 0y;

puis en identifiant les termes

+
~1 U1 -1 +y — 931
k /Ydya11(2)+k /Ydya21(v2)— 5
{

-1 U -1 + _ %32
k /Ydyalz( 2) + k Ldyazz(vz) 5’

<

on a le méme en l'indice (-). La solution de ces systémes

/ dy (Ui" +v1") _ 1 azi022 — 621032
Y 2 2 ajjaze — a21012

1 azz2a;; —asi1a12

/dy (vi +v7) = 5
Y

2 anag —a2012

reportée dans (1.3.13) permet de déterminer le coefficient ¢* ce qui clot la démonstra
tion. [}

14Cas e <<e¢

On étudie le comportement de la solution du probléme de Poisson lorsque le petit parametre
e, définissant 1’épaisseur de la tour, tend vers 0, les deux autres parametres sont provisoire-
ment fixés. Comme précédemment on change d’échelle afin de travailler sur un domaine
indépendant de e. Le domaine résultant est appelé Q8. La fonction, issue de u®, est

appelée

W (21, 29, 23) = u*®(z1,T2,%3)

oll zo4 = To/e pour o =1,2 et z3 = z3.
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Le probléme thermique (1.1.1) devient

(_6_2 o ( Wee6)— 4 0 (aaaaweezs)_

aza ﬂ az Za aZ3
0 OWees OWeed
—e = b
© 323( 30 823 ) 8z3( 923 ) f(621,622,2‘3) dans
LU T

(e—la 6W5e6 ta aweeé)n + (e—la aWt-:ecﬁ . aweeé) — 0
ab 9z B 5 I 802 %33 9z )BT

sur I'¥® = 6(265\{| zq |< %,23 = 0}.

\

Théoréme 4.1

Soit We€ ]a solution de (1.4.1). Alors, lorsque e converge vers 0, on a
(1.4.2) We — W  dans H'(Q0) faible

avec W< ne dépendant que de z3 et satisfaisant

( Det(a;;) o /. — Wed _
 anax; — a]21a12 Oz3 ( | Ses(2) | ) =
(]_43) J =(l5 5—55(23) I f(O’ 0’ 23) dans (O, L)
8W€
(L) =0
( WE‘S(O) =0,

ol Sgs(23) est la section en z3 de 6.

Démonstration : Soient

68 _ e—la, aweeci ta aweeG
' b2 B s

(1.4.4)

8W€e6 awee6
Nees Ne6* = / dzd )
j(23) #1422 ( a'3ﬂ aZ )

On multiplie le systéme (1.4.1) par Wees, Aprés intégration, la coercivité de Ia, matrice
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(ai;)i,; et Dinégalité de Poincaré permettent de déduire les convergences

(We® — W  dans H'(Q%%) faible

ced
| o1 3;‘; — UZ®  dans L2(Q%) faible
1.4.5 *
( ) Need . N55* = / dz1dzz (asaU €6 + az3 BWE")
Ses(23) ° 0z

dans L?(02°°) faible.

La seconde relation implique que W#% ne dépend que de z3. Reste & établir les équations
limites.

(1) On choisit la fonction test ¢ = #(z3) € D([0, L[) que I'on utilise dans (1.4.1). Apres
intégration et passage 3 la limite, on a

L L €é
EY) ow d¢
&b —_— _— =
/0‘ 473 (/Sc,s(za) dzle2 a3ﬂUﬂ ) Oz3 * »A a3 (/S%(za) derdz 4 023 ) 923

L
- / dzs / dz1dz; £(0,0,23)p V¢,
0 Ses(z3)

Une intégration par parties donne alors

8N€6* .
(1.4.6) T oz = | Ses(23) | £(0,0,23)
NE&*(L) = 0.

(2) Ensuite, on prend successivement les fonctions ez16(23) et ez2¢(23) en gardant en
mémoire que We = W<4(z3) que I'on utilise dans (1.4.1). Apres passage 3 la limite, on
obtient les relations

eb

] ow
/Q ., 92 (aapUs"0 + aas"5—4) = 0 ¥ g€ D((0, L))

<3

On a ainsi & résoudre, dans (0, L), le systéme suivant

3W56
23

an /_ dzUS + ay / d2U$® = —ay3 | Sig(2s) |
Ses(z3) Ses(z3)

5 5 - aweé
a2 /_ dz Uls + a22/ dz Uze = —Qag3 | Sea(Z3) I 3
Ses(23) Ses(za) 23
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Comme (a;;);; est coercive, on peut identifier les intégrales | dz U§6 (pour o égal
Ses (23)

alet2):

)

6 (13022 — G23012\ | =— owe

| aup = | Sea(za) | =5
Ses(23) 211022 — a21a12 23

€é

5 23011 — Q13G21 ) |, o— ow

| aug = |Sesten) | 2
Ses(23) @11a22 — G21012 <3

En reportant cette solution dans la premitre équation de (1.4.6) on obtient (1.4.3). Les
conditions frontiére se démontrent aisément. [

Homogénéisation : ¢ — 0

Théoréme 4.2

Lorsque e — 0, on a
W — W® dans HY(0, L) faible

avec W9 solution de

( 1 Det(a;;) 02W*
J B (62 — 8+ 1) aj1agz — ajzlam 52 = (2-6)f(0,0,23) dans (0, L)
(1.4.7) OW? 3
6z3 (L) =0
\ W‘S(O) = 0.

Démonstration : Le probleme (1.4.3) & homogénéiser est unidimensionnel. On remarque
que le coefficient & homogénéiser est maintenant unidimensionnel et que | S;5(z3) | est
périodique en € dans sa troisitme variable. Aussi peut-on appliquer le modéle proposé
dans [BLP] i.e.

W — W° dans HY(0, L) faible.

et on sait que
| Ses(23) | = | S1s(y) | dans L%(0, L)faible « .

Le choix de ¢(z3), ¢ € D([0, L]) dans (1.4.3) donne donc  la limite

-1
/L s Detl(as;) /1 dy oW 8¢
o 11a2; — arzay o |S15(v) | 823 Oz

= [Caes ([ a0 13500 1 )100,0,5909 v
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Le calcul de ces intégrales

1 g 4 1 g 1-2 4 1-6 62—
(/_y =/_y+/‘ _y+/ _:g=6+ _ §+1
o [Sy)| Jo 1 Sig1 T/ 59 6 8

2

)

1
| @ 13506 1= 52— o),
et une intégration par parties conduisent & la relation (1.4.7).

Théoréme 4.3
Lorsque § — 0, on a
W - W* dans HY0,L) fort

ot W* est solution de

( Det(a;;)  82W* 3
J au02 — anar, 022 2f(0,0,25) dans (0, L)
(1.4.8) W™ B
623 (L) =0
\ W*(O) = 0.

Démonstration : C’est une conséquence triviale de (1.4.7).

1.5 Conclusion

Chacun des quatre cas traité aboutit au méme comportement limite du probléme thermi-
que (1.1.1) :

Det(a,-j) BZV _
f © a116s; —agar; 022 2f(0,0,23) dans (0,L)
(1.5.1) v,
623 (L) =0
\ V(0) = o.

On remarquera toutefois que certaines convergences intermédiaires différent.
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2. Etude numérique du comportement limite d’une tour bidimensionnelle,
Adaptation de la méthode de décomposition de domaines par relaxation sur
Pinterface

Dans le premier chapitre, nous avons regardé le comportement limite d’une tour tridimen-
sionnelle lorsque les divers petits paramétres la décrivant tendent vers 0. Cette seconde
partie est consacrée a I'étude numérique théorique de la séquence de convergence (e,¢,6)
sur la structure bidimensionnelle (fig.1), le comportement asymptotique de cette structure
étant prouvé dans [CioSJP3].

Cet objectif est réalisé par utilisation de la méthode des Eléments Finis dans la résolution
des systémes d’équations aux dérivées partielles, et d'une Méthode de Décomposition de

Domaines. Cette derniére permettra de résoudre les problémes d’interface apparaissant
lors de la convergence du parameétre ¢.

2.1. Systémes et équations

2.1.1 Géométrie

La structure réticulée étudiée est une tour bidimensionnelle construite & partir des parame-
tres suivants :

¢ la longueur L,

e la largeur e,

® le nombre de cellules N définissant le second petit parametre par la relation
v

e et la proportion de matériau caractérisé par 8. Si § est petit, alors la proportion de
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matériau présente dans la structure est petite.

/e5/2 /- e=N/L

ef2 — .
‘ L

-€/2

La tour

Sur cette structure élancée, on constate la présence de barres horizontales (longueur : L,
épaisseur : e§/2) distantes de e(1 — 6), liées par des barres verticales (épaisseur : €§). On
suppose que les deux barres verticales extrémes ne sont que d’épaisseur £6/2.

Lorsque ¢ tend vers 0, cela implique une augmentation du nombre de cellules, 1’épaisseur
de la structure et la proportion de matériau ne variant pas.

Dans un second temps, la convergence de e tend & identifier notre tour bidimensionnelle
avec un fil unidimensionnel. Cette dernitre constation nous invitera & travailler sur des
domaines dilatés et ne dépendant plus de ce paramétre.

La derniére convergence (paramétre 6) réduit la proportion de matériau et s’étudie sur un
segment de longueur L.

Sur cette géométrie, on considére le probléme de Poisson suivant

0 Ouces
[ o (0 %) = 1 dams e
? J
(2.1.1) J u® = 0 sur Nowes
uee&
\ aij?jn,- =0 sur aw“‘s\{ml = O}

oll w®® est la structure dépendante de g, eetd.
Les coefficients a;; satisfont

(2.1.2) a;; € R tels qu'il existe v > 0 : a;;&:€ > vEi€ € e R?

et la fonction f est choisie dans L?(wee%). Sous ces hypotheses, on a existence et unicité
dans H'(w*®®) pour la solution du probléme (2.1.1).

Dans ce qui suit, on étudie les convergences, dans I'ordre, des paramétres €, eet d.
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2.1.2 Convergence du paramétre ¢

On se place dans le cas ol ¢ << e, et on regarde I'influence du parametre £ sur le
comportement limte de la structure, les deux paramétres e et § sont fixés. Sur la tour, la
convergence de € correspond & I’augmentation du nombre de cellules, augmentation que
Pon constate sur les figures ci-dessous (avec & = {1/2, 1/4, 1/8})

Tour a 2 cellules €= 1/2 Tour 2 4 cellules £ = 1/4

T

Tour 2 8 cellules €= 1/8

La résolution numérique du probléme (2.1.1) est effectuée directement par Eléments finis
(Modulef). Comme ¢ n’agit pas sur les coefficients de la matrice (a;);,;, on peut remarquer
que seul le maillage change.

Exemple E,.1 :

On consideére la matrice
4 0
(a'ij)i,j = (0 4)

et un second membre constant f = 400. Les hypothéses (2.1.2) sont satisfaites, on résout
le probléme (2.1.1) dans le domaine Wt qui est I'une des trois tours ci-dessus.

Le domaine est inscrit dans un rectangle de surface 0,1x0,05m2. Les représentations
proposent un tracé des isovaleurs de température. Pour permettre une comparaison des
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sur w®e’
4 6 0.0000
0.1111

0.2222
0.3333
0.4444
0.5556
0.6667
0.7778
0.8889
1.0000

O O 00~ U LN

e ——

w
_U_‘/
—

(F21.1) Tour & 4 cellules, Isovaleurs

KN

(F21.2) Tour 3 8 cellules.

Exemple E,.2 :

Le second exemple propose de résoudre le systeme (2.1.1) avec la matrice anisotrope suiv-
ante

(ai5)ij = G i)
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On a les résultats suivants

sur wees
0.25
0.50
0.75
1.00

1
2
3
4
| 5 1.95
/2/ / 4 / 6  1.50
7T 175
8

2.00

(F22.1) Tour & 4 cellules, : Isovaleurs

000

(F22.2) Tour & 8 cellules.

Remarque : Ce ne sont pas les mémes isovaleurs que dans I’exemple précédent.
P

/
i

Nous avons numériquement étudié la convergence du parametre . Comme il n’est pas
possible de regarder “c = 0” d’un point de vue numérique sur la structure “w0¢8”  on
s’intéresse au probléme limite (2.1.3) construit dans [CioSTP3] et rappelé ci-dessous. On
pourra ainsi comparer les résultats numériques obtenus avec (2.1.1) sur les structures wee®

et les résultats numériques provenant de la résolution de (2.1.3).
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Lorsque € a convergé, on obtient le systéme

( o Buf,f ebd
O, (aija_f”j) = damseg
o a1202; \ Oug’ — ed
O0z- ((a22 a ) axZ) =0 dans -
J 6u§:6 = U86 sur F:e‘;s
(2.1.3) s + a12a21 \ Oug’ + 6
.. o= - ]
%4 Oz; K (a’22 a ) Oz, ma sl
uia =0 sur {-'L'l = O}
auff + 6
g =90 g
\ a’m a:L.J nz sur Sj: ’

systéme dans lequel on note :
* u®® 1a limite de @ extension de 40 par 0 dans les trous lorsque ¢ tend vers 0,

) wjf (voir dessin “Les sous-domaines”), resp. w®, la barre horizontale supérieure, resp.
inférieure, non perforée,

"o wE la partie médiane anciennement perforée,

° Ff, resp. I'®, V'interface entre wﬁf et w®, resp. w et wg?,

° nf » Tesp. n, , est la normale extérieure au domaine w_‘f_‘s, resp. w®, dans la direction 3
pour i =1,2.

Remarque : Dans le systéme (2.1.3), 'opérateur sur wgl est dégénéré et ainsi, on n’a pas
de renseignements sur {z; = 0} pour la fonction ug®.

2.1.3 Convergence du parameétre ¢

Le parameétre € a convergé et le systéme résultant est (2.1.3). II reste & regarder les
convergences en e et 6. Les trois paragraphes suivants s’intéresse & la convergence de
Iépaisseur e, le paramétre § étant toujours fixé.
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Le domaine sur lequel nous allons désormais travailler est

I ]
Iyd

[T e e e e e o ~—— Dirichlet
——— Neumann
..... Conditions de tranfert

P —— Aucune condition
B T Canee,
I ]

Les sous-domaines

Sur ces sous-domaines, le systéme (2.1.3) est partagé en trois sous-systémes :
o sur w (e w et w)

[ 8 ousf .
(o) <1 o
(2.1.4) J uf =0 sur{z; = 0} U dwel
eé '
aijﬁn;-" =0 sur owP\({z, = 0} NIed)
\ J
® et sur wg’
6 a12a31 6’&86 _ e
(2.1.5) —89:2 ((azz ?) 6132 ) = (5f dans Wy

auxquels on ajoute les deux conditions de transfert sur ['§

6
Buﬁ_ + _ a12Q21 aug‘s +
azj—nz = Qg — —— - N5
(2.1.6) 6$j a 8:1:2

ed __ _eb
6u:h = UO 3

la premiére sera utilisée avec (2.1.4), 1a seconde avec (2.1.5).

Les conditions de transfert sur I'¥ ne sont pas classiques, I’'apparition du parametre § ne
permet pas de traiter ce probléme directement. En effet, 6 est présent dans la premiere
équation de transfert, mais aussi dans le second membre du systéme (2.1.5). Il ne faut
Pas oublier que les domaines w3’ et w sont de largeur 6/2 et résoudre le probleme en

utilisant un changement de variables (ex: zp = 322) entrainerait une dilatation infinie
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de ces deux domaines lors de la convergence de 6. Finalement la méthode retenue est une
décomposition de domaines. On va mettre au point une procédure itérative qui résout
(2.1.4) avec (2.1.6),, puis (2.1.5) avec (2.1.6),.

Le systéme ((2.1.4) — (2.1.6)) a une solution unique. Mais 'opérateur qui apparait sur le

domaine w§® a une semi-norme associée qui n’est pas équivalente & Ia norme dans H(wg?).

Comme les démonstrations utilisées par la suite nécessitent I’équivalences de ces normes,
on étudiera le probléeme approché sans dégénérescence suivant.

2.1.4 Probléme approché

On considére le probleme suivant non dégénéré en (U+,ﬂ‘,ﬂ°),, que Pon peut résoudre
dans H'(w$’) x H'(w®) x HY(wgb). Ici, 7 est le coefficient supprimant la dégénérescence.

- %(aij) = f dans w¥

- i(WzE) 0 ((azz - alzazl)aﬁo) = §f dans w§’

6:171 Tl B 3—:132 a1y 3—172
bu* = 7% sur Y
+
azj—aﬁ ’ng: = (azz - “0120:21)@”;& sur F‘jf
(2.1.7) { * Oz; a1 / Oz,
wt =0 sur{z; = 0}
2 =0 sur{z = 0}
ouE
aij%jnz =0 sur Sia
ou®
- = =1IL
| 7z; 0 sur {z; }

Les formes bilinéaires qui apparaisent sont symétriques, continues et coercives pour 7 réel
positif non nul. Par le théoréme de Lax-Milgram, ce probléme a, pour chaque 7 fixé, une
unique solution dans H*(w$’) x H'(w®) x H(wg?).

Remarque : Alors que dans le systéme original on n’avait aucune condition explicite
pour u° sur la frontiére {z1 = 0}, on a placé dans le probleme approché une condition de
Dirichlet homogene sur celle-ci.

Dans la suite de I'exposé, et afin d’alléger les démonstrations, on étudiera uniquement le
probleme (2.1.8) suivant sur les domaines w2 et wg® et Vinterface I'®S. La condition de
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transfert sur l'interface I'®® sera remplacée par une condition de Neumann.

0 out 6
- a_xi(aij_a:l‘j ) = f dans wy
o [ ,0u d a12a21 | OT° e
6—:':1(17 Ba:l) 6.’1,‘2 (((122 a )E) - 6f dansw
ut = 7° sur 1"16
out + a12a21 Bﬂ" + e
agja—xjnz = ((122 - ?) 8_x2n2 sur F+
(2.1.8) J 7t =0 sur {z; = 0}
2’ =0 sur {z; = 0}
out
a,-ja—zjn;" =0 sur S_T_d
?Zi =0 sur {r; =L}
gzonz =0 surI'¥.
2

Les théorémes et démonstrations proposés pour le probléme (2.1.8) & une interface s’éten-
dent sans difficulté au probléme (2.1.7) & deux interfaces.

Ces notations posées, nous allons établir la convergence, lorsque 7 tend vers 0, de la solution
du probléme (2.1.8) vers la solution du probléeme dégénéré (avec condition de Neumnann
sur la frontiere I'®%). Dans cette étude, les deux petits paramétres e et § sont fixés.

Théoréme 2.1
Soit
= {¢| 9 s EHl(w )s ¢ o =0 sur{z; =0}}
N 191 by €L, (52) € L3ugh)

lw <6

N{¢| 70(4) =6v+(¢) surTé}.

Lorsque 7 tend vers 0, la solution (@, ‘0),, du probléme en 1 converge vers la solution
(u$, u§®) du probléme ((2.1.4) — (2.1. 6)) avec

up — u dans H® fort

et

ou°
n| Ern |L3@wesy < C.
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Démonstration : En multipliant (2.1. 8) par (at,671a°), on calcule tout d’abord des
estimations a priori. On obtient ainsi, les termes sur D'interface et les termes aux bords

s’annulent,

——dz +

[ a0
wi& ZJ a 3 ZT;

8‘0 6—0 ai2021 6ﬂ° au‘{’
T o Py + (o = )T e = [ s [ s
+ /wes n 0z, 0z, + a1 / O0zxs Oz2 .7: ws? furdz + wg? fu'dz
i.e. en utilisant la coercivité sur les termes de gauche
8ﬂ+ 6— ai12a21 6"0 3—0
Al 7— 3:130, |L2(w35)| ILz(we") +6~ [( - a1 ) I Oz, ILz(wes) +"7 l |L2(we6)]

<C(l= |L2(w;6) + T |r2ugs))

ot C est une constante indépendante de 7.
Pour établir les estimations a priori, le lemme suivant est nécessaire (lemme 3.3 démontré

dans [CioSJP3))
Lemme 2.2

1l existe une constante positive C indépendante de § telle que pour toute fonction pe H,

on ait

04 0¢
l ¢ ,L?(weé) < C (622 I |L2(we6) + I E l%z(wgs) ).

En utilisant le lemme 2.2, on obtient a fortiori
09 o¢ 0o |,
| ¢ 1Z2(uge) < 0(522| ~ [Zawge) + | 92y Fagey ) +7° | 92y [Z2wsey

on obtient ainsi les estimations suivantes, avec C indépendante de nmais dépendante de &
(o
n| e |lLaesy < C

ou®
J I 6_:1:2 |L2(w35) S C

out
_a |L2(wj_5) S C
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et on déduit les convergences suivantes, lorsque 5 tend vers 0,

([ ou°

Toms — ¥ dans L?(wg®) faible
1

! o on

Z2 2¢, ,eb :
B2s e dans L*(w§®) faible

{ @t — u™ dans H 1(we®) faible.

Maintenant, en multipliant par les fonctions tests ¢+ € K Hwsf), 6710 € HY(wed) telles
que

¢" = ¢ dans w%

#° = 6¢ dans w

¢ € H' (W),

on obtient par intégration

ot gt
/ % b7 Oy
+

b [ (IR (o oy

-8?13_.'1:1 al 81172 81132

- 12021 Bu'o 3ﬂ+
5-1 ( ——)—°+d—/ U ntd
+ A+ Qo2 - 6w2¢ ng ds - azj 6z2¢ n, ds

= [ foetde + | 6671 f4%x,
&

es e
w+ Wo

les autres termes frontiéres sont nuls. On simplifie ’intégrale de surface, puis en passant
a la limite en 7 grace aux convergences précédemment établies et en remplacant ¢° et ¢+
en fonction de ¢, finalement il vient

*+ *0
/ Gu,;j au %dx + / (a22 - G12021 ) au a¢ dz
1 7] ng

an 6:1:2 6.’122

Les conditions aux bords se démontrent aisément (une démonstration est offerte en dimen-
sion 3 dans le chapitre 1). On retrouve ainsi le probléme (2.1.3).

Pour vérifier la convergence forte annoncée, on utilise une inéquation variationnelle et la
méthode décrite dans [L).
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Soit H tel que

H={¢]4,., €H'u), Bl e =0 sur {z; = 0}}
MOl b € HWE), 61,0 =0 sur {m1 = 0}}
N {81 (¢) =8v4(¢) surI4}.

On introduit les formes

+ 0
c(u,v) = / ,Jziaa—” dzydzy + / 6 (a22 - ‘“2“21)6"‘ O rdny Vo€ Ho

e a1 / O0zg Oza

_ a1ga91\ Oy B ,0ul Ju
+ /wgﬁ ((122 aly )6:1;2 6:1;2 dx]d{tg + 77 a_a_dx]_dxz YveH.

Soit
. O(ut — ut) O(ut — ut)
Sy = Lis aij axj 21 dzdz, +
a12a2;\ O(u® — U?,) o’ - “2)
+ /wgs (a22 all ) 6.1:2 6(132 d.’l,'lda?z.

Remarque : La coercivité de la matrice (aij)i,; implique que = Ey est toujours positif.

On a, en choisissant v = ((u; — ut), 67 (u) — u?)),

(1]

dut (ut — yt Bud B0 — 10
n =/ a'ij u’n (un u ) dil?ldl'z +/ (5—1(022 _ alzazl) ’U,n (u"l u )
wj_" "

Oz; 0z; s ann /0xzy Oz, dz1dz,
out O(uf — ut _ 19801\ Ju® A0 — 40
_/ s Q5 L. ( 6.’1: )d$1d$2 _/ 66 1((122 - laZ 21)6 ( g )d.’Bld:Ez.
w§ J i w§ 1 T2 T2

On remplace la derniére ligne de la précédente relation en utilisant les équations 1 et 2
du probléme (2.1.8) vérifiées u* et u° y ce qui implique

- au+ au+ _ a12a21 3’&0 au
g, = /wis ”a (9 d.'l:1d.’1:2 + /,_;356 l(azz — ) d.’L'ld.'I:z

ain / Oxy Oz,
a’UI+ out -1 a12021 aun oul
B /w°6 ” 6 6 dmldmz - /‘;36 6 ((122 - a; )6$2 ail.'g d.’l)ld.'Bz,
- flut — ut)da,dz, — / f(ug — u®)dz,dz,.
ws? wgs
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On ajoute artificiellement le probleme

Out By
. Nhdd
/w s aij 9z, B dzidz, +

ol o0
+ / 5-1(a22 _ “12“21) Un OV rdy + / 571 OV 4 —
wgs “’o

a 6172 8:::2 6 1 a
=/ , f(v—u:,“)dmdzz - / s(f,'v—ug)dxldasz
wi wg

pour supprimer les termes en “uyp uy,”, on obtient

out dv oud dv
= = i Rl -1 2 el
En /w - a;j 92, Bz, dzidz, + o 6 (9:1: o2, dzidz, +

ol 9
B ALY
wg® a1 / 0z, Ory

— / fv—uh)deidz, - fv— u?,)da:ld:cz -
wi& ]

[
wo

out out auo Oud
—/ s Qasj a a dIB]dIL‘g - /36 6—1772611: a "d:l?ld.’l:z—

0 0
-1 a12021 aun aun

- 1) Ag29 — d:L‘ldz‘z
w36 all a.’L'z 611?2

0 +6 + Ol Ol
+/ i U d:l:ldxz +/ 6—1((1,22 - a12a21) Uy T dxdz,
ws! wgé

a;

eb i 6 8 aii 311:2 3.’122

8u+ out a12a21 \ Oul 540
- dar dordez — [ 67 (ags — )32 == derdas,
/wes i 8 8 T14%2 /wg.s 922 (15%1 63.’:2 3:172 T14%2

-/ f(u;;' — ut)dridz, — /e6 f(u?7 — u®)dz,dz,.
wg! wg’
o 1 26u° au,, o
On simplifie et on remarque que le terme — 6 est négatif ; en passant
wes 9z, 0z,

a la limite, on en déduit l'inégalité

0< hmlnf.:.,7 < limsup &, <
n—0

dut v 1 a12a21\ Ou® Av
< /w % Bz; Dy GT19%2 + /wea" (az2 - ) By B dordes
+ 0

- / s f(w—ut)dzdz, — f(v — u®)dz dx,

: g?

+ + 0 9,0
- / aijaL BL d(L'1d$2 - / 5—1 (a22 - Q1201 ) Ou Ou d:L‘ld:Bz
wee  Oz; Oz wes z;

<0 VveH.
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Comme I'inégalité est satisfaite pour toute fonction v de H et que H est dense dans H¢
pour la norme de H?, on en déduit que I'inégalité est vraie pour v=u dans H% On
en conclut que

liminf 2, = limsup =, =0,
n—0 n—0

ce qui implique que

=, — 0
le.

u, — u dans H° fort.

Ceci acheéve la démonstration du Théoréme 2.1. [ ]

Grace au Théoréme 2.1, on vient de démontrer ue, lorsque 7 tend vers 0, la solution du
? H
probleme non dégénéré converge vers la solution du probléme dégénéré.

Pour I'étude de la convergence du parametre e on utilisera le probléeme (2.1.8) sans dégéné-
rescence dans lequel on fixera 7. Le comportement limite en e est traité par une méthode
de décomposition de domaines sur un probléme découplé comme en ( (2.1.4)-(2.1.6)) mais
dans lequel on aura introduit le paramétre de non dégénéresnce n? (maintenant fixé) comme
dans le probléme (2.1.8).

Les paramétres § et 5 fixés, on regarde la convergence de e.

2.1.5 Changements de variables

Mais avant de poursuivre et pour travailler sur des domaines d’épaisseur constante, on
effectue une dilatation transformant les domaines w’ et we® dépendant de e en les domaines
Qf et Of. Llinterface est notée I'. Cette dilatation présente également 'avantage de
permettre de futures comparaisons entre les résultats numériques provenants de I’étude de

e et les résultats précédemment obtenus (Exemples E,.1 et E;.2).

Afin d’alléger les écritures, on appelle u%, respectivement u™t, les fonctions obtenues par
le changement de variables (elles dépendent encore des parametres 7 et §). On obtient les
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problémes

] out s
—8—:131(1)1']%) = f dans Q_,_
J vt =0 sur{z; =0}
2.1.9 +
( ) bmainf =0 sur 69?,_\({.’1:1 = O}UF+)
Bz,-
out + _ -2 12021 ou’ + +
k szgjnz =e (a22 - ?) 8_$2n2 sur I’

ou la matrice (b;;) symétrique et définie positive est donnée par

-1
Y ail € “ax
(2110) (bcj)zj = ( 6_1a21 e—2a22) ’

et

( —8—21(17222—:) - 6_26—22(((122 - M;Tczzl)g_:z) = 6f dans Qg

O =0 sur{z; = 0}

(2.1.11) J 61;0

6:1:2
L buT = 4@ surI't.

=0  sur{z;=L}NnoAS

Ces problémes dilatés, toujours perturbés par le paramétre 7 choisi petit, vont faire I’

d’une étude théorique puis numérique justifiant I'usage d’une méthode de décomposition

de domaines. Les problémes sur linterface (apparition du paramétre § fixé) et les systemes

d’équations aux dérivées partielles qui différent suivant le domaine incitent & employer une

méthode de décomposition de domaines par relaxation sur Pinterface [MQ1][QV].

2.2. Méthode d’itérations par sous-domaines
2.2.1 Définitions

On pose

{VO ={ve H(Q}) | v=0sur {z1=0},0s}
(2.2.1) °

vVt ={ve HY ()| v=0sur {z1 =0}|“-6+}’
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(2.2.2) {VOO ={veV’| v=0surI+}
Vo ={veVt| v=0sur T}
et
(2.2.3) ¥(T*) = {or+ | v € HY(Q), v=0 sur {1 = 0}).
On note
0 0
(2.2.4) Rl = /ng "zg_:u% e “ifﬁ“)g;‘z a(z dz Vvev?

u® Bv
+ = it v vt
b (u , ) /ib”aja z‘d:z: vE

les formes bilinéaires, continues et coercives relatives & notre probléme. On note (f,v)4,
respectivement (f, v)o, le produit scalaire dans [,2 (92%.), respectivement L3(Q9).
On définit les opérateurs de prolongement :

Ey : &(I't) - O
(2.2.5)
Ey: o) - y+
tels que
Eop € VO
(2.2.6) bo(Eod,v) =0 VoveV?
E0¢ = ¢ sur P+
et
E+¢ e vt
(227) b+(E+¢, ’U) =0 Vve Vb+

Eip =¢ surIt.

Avec ces notations, on écrit le systéme (2.1.8) sous la forme variationnelle suivante

bo(u®,v) = 6 ) Yoe V2
(2.28) o(u”,v) (f,v)o 0
u® = Sut sur It
et
(2.2.9) bi(ut,v) = (f,v)+ + 6(f, Eoyv)o — bo(u’, Eoyv) VveV+t
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ol 7y est 'opérateur trace sur I't et (-s-)+, resp. (.,.)o, est le produit scalaire de L2(QT),
resp. L2(Q°).

2.2.2 Itérations par sous-domaines

Pour traiter les problémes liés ((2.2.8),(2.2.9)), on utilise une procédure itérative qui
détermine alternativement la solution de 'un et I'autre probléme. Afin d’assurer la con-
vergence du schéma, on a choisi une méthode de relaxation sur 'interface qui construit
une suite de couples ({uy, u}})n, éléments de VO x V+ comme suit.

Soit go appartenant & ®(I't) donnée, on résout (pour n > 1)

bo(ul, v = 6(f,v Voe
(2.2.10) { 0(0 w?) (+ Jo °
YUy = @n67un—1 + (1 - @n)7un_1 (= gn—l) sur ',
et
(2.2.11) by (ug,v) = (f,v)4 + 8(f, Boyv)o — bo(un, Eoyv) Vve V*,

Dans ce paragraphe, nous allons montrer la, convergence du schéma, itératif. Pour le faire,
on procede en deux étapes. Dans le Lemme 2.3, on montre tout d’abord que, sous certaines
hypotheses, la convergence de la suite (yul),, implique la convergence de la suite (u;}, ul),
vers la solution (u*,4%) du probléme ((2.2.8),(2.2.9)). Dans un second temps, sous des
hypoteéses appropriées, on vérifie que la suite (yul), converge bien lorsque n tend vers
Vinfini. Cette étape est réalisée dans les Théorémes 2.4 et 2.5 ot 'on y identifiera la
condition que doivent satisfaire les parametres ©,,.

Sur les espaces précédents, on consideére les normes

({uvu%;:bo(v,v) Vo € VO
lvll}=b4(v,v) WwevH,
(2.2.12) J et
{ Il ¢lI* =1l Eog 2 V¢ € ()

(((#,9)) = bo(Eod, Eowp) Vo, 9 € B(T).
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Lemme 2.3

On suppose qu’il existe une constante Omin strictement positive telle que ©, > O,.in
pour tout n > 1. Alors, si yul converge lorsque n tend vers 1 ‘infini, la suite ({uQ,ut}),
converge vers {u®, ut} solution de ((2.2.8), (2.2.9)).

Remarque : L’hypothése sur ©,,;, est satisfaite si la suite (©,) est constante. C’est le
cas dans les exemples numériques proposés.

Démonstration : Comme ®(I't) est un espace de Hilbert, la suite (yu?),, est une suite
de Cauchy dans ®(I'") et en particulier

: 0_,0 -
i ] (g = ug) [ = 0.

Mais on a aussi, puisque u9 et u®, satisfont toutes deux le probleme (2.2.10),
a8, = B8 - o)
et, m et n tendant vers I'infini, on a
Il wm = I3 = I Eoy(uf — ul) I3 =1I] v(u - u2) [II7— o,

cela implique que (u)), est une suite de Cauchy dans V° qui est un espace de Hilbert.
De la condition d’interface relaxée (2.2.10), on déduit

@n67u;lz-—1 = 'Y(U?; - u'(r)z—l) + en’)’ug—l-

Comme O, > O, > 0 et 6 est fixé, on a pour tout n positif

1
I 5’7’“:—1 _’Yug—l l = o, il ’Y(Ug - u?a—l) [l
n

1
< o Mua —ua ) Il

- e'rm"n

Comme yu2 est une suite de Cauchy, le membre de droite tend vers 0, et puisque yul_,

converge, on en déduit que 'yu.,";_l converge aussi et que 1’on a

(2.2.13) § lim yub_, = Jim yul _,.
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De (2.2.11) et (2.2.12), on déduit les relations suivantes

lum = w13 = ba(uf -, uf — o)
= —bo(un — upy, Eoy(uf ~ uh))
< Ml un = up llo | Bov(ud — uh) llo

=l un = ugy llo Il v(wf — ut) |l

ce qui signifie que (u;}), est une suite de Cauchy dans V*. On en déduit que la suite
({ud, u}})n converge dans VOx V+ vers {at, 4%} ; en passant 2 la limite dans les problémes
(2.2.10) et (2.2.11) et en utilisant (2.2.13), on a alors {at, %} = {ut,u%}. Le lemme est
démontré. n

Maintenant, pour conclure la démonstration de convergence de la méthode, il faut montrer
que (yu3),, converge lorsque n tend vers linfini. Pour y parvenir, on introduit I’opérateur

F: oI+ - &T)

(2.2.14) b D Fp—out
avec

(2.2.15) wh eVt telle que by(wt,v) = —bo(w®, Eyyv) Vve v+
et

(2.2.16) w® € VO telle que bo(w®,v) =0 wwe VY, =1 surI+.

Remarque : Si 'on compare (2.2.6) et (2.2.16), on observe que w® = Eopy vérifie

bo(w®,v) = bo(Eotp,v) =0 Vv e V2
Y =9 = yE = yu® sur T,

Remarque : En regardant (2.2.15), pour v € Vst, on a

bi(wh,v) = —bo(w®, Egyv)
= 0 par utilisation de la symétrie de by dans (2.2.6)

Par unicité dans (2.2.7), on en déduit que wt=E,¢$ avec E ¢ =¢sur I't. Comme
(en utilisant (2.2.14)) on a

Fy = yut = yE ¢ = ¢,
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onendéduit ¢=Fy etdonc wt= E Fy.

Les deux remarques indiquent donc que

{w" = Egy

(2.2.17)
wt = E, Fy.

Pour tout © positif, on définit

Fo: &I+ — &T+

(2.2.18) v = Fop=06Fy+(1-0)y

Théoréme 2.4

II existe une constante ©* €]0, 1] telle que Fg, pour tout © €]0, ©*[, soit une contraction

stricte i.e.
(2:2.19) VO €]0,0%[, Ik(©) <1 telle que ||| Fop ||| < k©) Il Il vy e o),

la constante ©* est déterminée par

2(146C2) )

©" = min (1’ 82CE 1+ 26C2

les constantes Cy et Cs dépendent de 7 et sont indépendantes de § ; elles seront Dprécisées

ultérieurement.

Démonstration : La démonstration présentée est trés voisine de celle produite dans
[MQ2]; elle n’est rappelée qu’afin de montrer ou interviennent les deux parameétres § et n
spécifiques & notre probléme et ainsi estimer le coefficient de contraction k(©).

On utilise (2.2.18), cela donne

Il Fo III* =1l ©6F% + (1 - @)y |2
= O Fylll> +1-6) [l I +20(1 = ©)5(((v, Fy))).

De (2.2.12), on déduit alors
Il Fetp [II* = €26 || EoF |3 +(1-©)? || Eows |2 +20(1 — ©)bbo(Eoy, EoFep).

On veut identifier le terme bo(Eo%, EoFy). Pour y parvenir, on choisit “v = E, Fy”
dans (2.2.15) cela donne

bi(w, ELFyp) = —bo(u®, EyyE, Fyp).
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La relation (2.2.17) indique que “w® = Eyy”, on en déduit

bo(Eo, EoFy) = bo(Eoy, EgyE, Fip)
= —bi(w*, ELFy)
= —by(ExFy, ELFy)  (on utilise (2.2.17) ie. wt = E,Fy)
= - || E+Fy |3,

(2.2.20)

ce qui donne dans la formule précédente
(22.21) ||l Foyp |l|*=©%8 || EoFy |3 +(1 — ©)? || Eoy |I2 —20(1-©)5 | ELFy |13 .
Les normes || Eo¢ |lo et | E1¢ |5 sont toutes deux équivalentes & la norme dans (')

([LM], [BG]) donc équivalentes entre elles. On a ainsi la relation, pour 7 fixé (le paramétre
7 intervient dans || . |o par I'intermédiaire de la forme bo(.,.))

(2.2.22), C2 1 Exg |+ <|| Eog llo< C1 || Erd ||+ Vo e (')
ou Cy, C; sont les deux constantes positives dépendant de 7 utilisées dans I’énoncé du

Théoréme 2.4.

Dans(2.2.20), on obtient par Vinégalité de Cauchy-Schwarz
I E+Fo |15 = —bo(Bow, BoF) <|| Eot llo | BoFy |lo,
puis, de I'inégalité (2.2.22) employée avec ¢ = F1, on déduit
| EoFY o< C1 || ELFy ||y,

cela implique successivement

(2.2.23) { W E+Fy |13 < Oyl Bot llo | B+ Fyp |4

| EoF4 llo < CE || Eow Jfo .

On applique dans (2.2.21) et on obtient

(22.24) |l Foy [II” < [0%6°Ct + (1-©)] || Boy |I2 ~26(1 — O) || ELFy || .
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Pour conclure, il ne reste qu’a minorer le terme | ExF4 ||+, ce que 'on fait en utilisant
(2.2.12), (2.2.15) et (2.2.17). En effet, si I'on choisit v = E,v dans (2.2.15), par Cauchy-
Schwarz et (2.2.22), on a

Il Eot I3 = bo(Eowh, Bowp) = bo(wo, Eoy) = bo(wo, EoyE1v)
= ~by(wy, Evyp) = ~by(EyFep, Eyo)
SHE+FY ||+ || E+o |+
< & I BeFY s | Bot o

Dans (2.2.24), cela donne

Il Fev [II* < (6%6°Cf + (1 - ©)2 - 20(1 - ©)6C2) || Eoy |2

(2.2.25) < (8%6°Ct +(1-©)2 - 20(1- ©)5C3) ||| v ||I2 .

Pour £(©), on choisira donc

i
2

(2.2.26) k(©) = (@2 (6%Ct +1+26C2) — O (2 +26C2) + 1) .

Pour avoir “k(©) < 17, il suffit de prendre

1
k(©) < min (1, (92 (8°Cf +1+26C2) — ©(2+26C2) + 1) "’)
< min (1, (©% (6°Ct +1+26C2) — ©(2+26C2) + 1))
Comme on a P’équivalence (O est strictement positif)

(2+26C32)
(62C¢ + 1 + 26C2)

(22.27) (8%(6°C{+1+26C2)-©(2+26C2)+1) <1 ssi © <

(2 +25C2)
* (62Ct + 1+ 26C2)
suite de constantes (0,)), on a donc

on choisit ©* = min (1 ), et ainsi, pour toute constante © (ou toute

0 <© <O implique k(©) < 1.
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Théoréme 2.5

On suppose qu’il existe un ©,,;, > 0 tel que

Omin < On < O* (011 O est défini par (2.2.27))
soit vérifiée pour tout n. Alors, pour toute donnée initiale go € ®(T'"), la suite de solutions
({u2,ut})n du probléme ((2-2.10), (2.2.11)) converge vers la solution du probléme (2.1.8).
De plus, on vérifie

(2.2.28) 1Yy = %) [II< k(©n)-- k(o) || ¥(§ - u°) ||  Vn >0,
ou k(©,) défini par (2.2.26) et yud = go.

Démonstration : Si on considere le shéma itératif ((2.2.10),(2.2.11)) pour la suite

((“:{H —ut), (U9;+1 - Uo))’ on a

bo(ud,q —ulv) =0 Voe 173
Y(Uhi1 = 4%) = Onby(uf —u¥) + (1-0,)1(ud —u0) sur I

bi(ut, —ut,v) = — bo(up 4y — u?, Egyv) VveVH,

En regardant les définitions ((2.2.14)-(2.2.16)), on remarque que

w0 = ud,; — v
J ot =t -ut
et on a

. F’Y(U?z+1 - uo) =Fy = 'Y(U;|{+1 - u+).

On en déduit que
V(a1 —v°) = OFy(ud —u) + (1- On)y(uf — uf)
i.e.
Y(up1 —u®) = Fo_v(ul - u).
On applique le théoréme précédent a 3 = Y¥(u8 — 4% ce qui donne

(2.2.29) Iy (ungr = @) [lI=lll Fov(uf - u°) [II< k() Il Y(ul - w0 ||
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ou k(©,) < 1car 0 < ©, < ©*. On poursuit le processus de maniére récursive, on en
déduit que la suite (y(u9 —u®))s, est convergente. On a prouvé que (yul),, converge lorsque
n tend vers I'infini ; ceci achéve la démonstration de la convergence de la méthode. |

Remarque : Le paramétre de relaxation ©, peut étre choisi constant, c’est ce qui est
fait dans la résolution numérique.

2.3 Itérations par sous-domaines de la méthode des éléments finis

Soient ) un ouvert polygonal et T}, une famille de triangulations de réguliéres Q ([RT)).
On suppose en outre qu’il existe une constante C > 0 telle que pour toute triangulation
Th de Ty, on ait ‘

hx < C VK triangle de 7,
PK

ou
{hK = diam K, h = max hg
Ker,

pr = 2sup{p | Jzo € K tel que B(xo, p) soit inclus dans K}.

On ajoute I'hypothése : “aucun des triangles K de 75, ne coupe linterface I'*”. On aura
donc soit K inclus dans Qg UT'*, soit K inclus dans Q‘_S,_ UT, cela se traduit encore par
K NT* vide ou K NT aréte de K.

On note Sy, la décomposition de I't induite par 7. La décomposition S}, est supposée
réguliere i.e. il existe une constante C' > 0 telle que quel que soit ’intervalle I de Sh, on

ait
h < Ch;
ou hj est la mesure de l'intervalle .
Espace de résolution
On note
(2.3.1) @, = {¢€CO(T)| ¢y € P.(I) VI € S, =0 sur {z1 = 0}},

ol P, est l'ensemble des polyndémes sur Th de degré inférieur ou égal & r ( r <1). On
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définit ensuite les espaces d’éléments finis Lagrangiens conformes

(Vi ={veC®®)| Uk € P(K) VK €, v=0 sur{z, =0}}
Vi ={veV® |yxeP(K) VKe T}

(2.3.2) SViF ={veV* |yxeP(K) VK¢ ™},

Vio={veV? |v=0 sur {z; = 0}}

(Vio = {veV [v=0 sur {z; =0}}.

Remarque : On travaille encore avec le prbleme approché non dégénéré ce qui impose
v =0 sur {z; = 0} dans la définition de P’espace V.

On utilisera également deux opérateurs de prolongements définis par

(ph : &, — V) tel que
J (Pg¢)|r+ = ¢, (pgqﬁ),K = 0si K NI'T est vide
pr : @ — Vi tel que

(Phd)ir+ = ¢, (i d) ik = 0si K NT™ est vide

(2.3.3)

\

L’approximation en éléments finis des problémes (2.2.10) et (2.2.11) est donnée par les
deux problémes suivants.
Soit go,» € ®5, donnée, pour m > 1,

Trouver w?n,h € VP telle que

(2.3.4) bo(Wh s vh) = 8(f,vn)o Vun € (Vio)
YW, = Ombyw,, 1, + (1 - Om)ywy, _y , sur I't

et

Trouver w}, , € V;F telle que
(2.3.5) bi(w novn) = (fion)y Vup e (Vifo)
by(w}, .08 8) = (f,07¢)4 + 6(f,phd)o — bo(Wn 1y PRS) Y & € @y,

Remarque : Le probléme (2.3.5) est équivalent 3

(2.3.6) {Trouver w,",'l’h € Vit tellequeVuy, € v

by (Wi prvr) = (f,vm)s + 8(f, o (vmyr+))o — bo(whn, k., PR (Vir+))-
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. , . . 0 +
Comme dans le cas continu, on veut étudier la convergence de la suite ({un,h,un,h})n.

Les démonstrations sont analogues a celles présentées dans le cas continu, Papproche de

la preuve de convergence de la méthode est identique. On commence par supposer la

convergence de la suite (yuf ) et on montre alors que ({up 1) u: »})n convergent vers

({uh,uf}) lorsque n tend vers Vinfini. On prouve ensuite que la suite ('yug,n) converge
effectivement (Théorémes 2.8 et 2.9).

Tout d’abord, on discrétise les opérateurs utilisés précédemment dans le cas continu.
On définit les opérateurs discrets Eph et E, 1, issus respectivement de Ey et E, par
Eop : & — V,? tel que

(2.3.7) Eopnp = ¢ surI°t
bo(Eo,n,vn) = 0 Vo, € (V)

et

Eip: @, — Vh+ tel que
(2.3.8) Eind=¢ surIH
b+(Brndvn) =0 Yoy € (V).

On introduit

239 { B =1l Bone I2.

(& ¥))n = bo(Eond, Eonth) Vo, 9 € &y,

comme norme et produit scalaire sur &j,.

Les démonstrations du cas continu ont nécessité ’équivalence des normes - lloet] .|+
des prolongements d’éléments de ®. Dans le cas discret, on établit les équivalences des
normes par le lemme suivant.

Lemme 2.6

Si Ty, est une triangulation réguliére de Q. Si Sh, triangulation de I't induite par T, est
une décomposition uniformément réguliére de I'interface I't, alors il existe deux constantes
C3 et C4, indépendantes de h telles que, pour toute fonction ¢ de ®},, on ait

(2.3.10) Cs |l Ex,n e < EQ o llop < Ca || Eop ll4. -

Démonstration : Voir [MQ1]
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Lemme 2.7

On suppose qu’il existe une constante Omin strictement positive telle que

0, > Omin Vn > 1.
Si (yu} ,)n converge lorsque n. tend vers 1 ’infini, alors la suite ( {ud ) u;:n})n converge vers
{uh, w}} solution de ((2.2.8),(2.2.9)) discrétisé.

Démonstration : C’est la copie discréte du lemme 2.3, il se démontre par les mémes
arguments.

Il ne reste qu’a prouver la convergence yud . ), lorsque n tend vers I'infini. A cet effet, on
h,n

introduit 'opérateur

(2.3.11) B s :Iﬁ) _ Fh:/I: -

avec

(2.3.12) wif € ViF telle que by (wi,vn) = ~bo(wd, Egyvr) Vop € 175

et

(2.3.13) w) € VP telle que bo(wl,vn) =0 Vo € Vo YW =1 surI*.

Remarque :
En utilisant les mémes astuces que dans le cas continu, on observe que

0
wy = Eopyp
(2.3.14) { .
w, = Ei pFpo.
Pour tout © positif, on définit
Fe h - Qh 4 (I)h

(2.3.15) ’ ¥ — Fonp=O6Fy+(1— ).

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2.8

Il existe une constante ©* €0, 1] telle que VO, €]0,0*|, Fg 1, soit une contraction stricte,
ie.

VOm €]0,0%[, Ik(©) <1 telle que ||| Fout |lIn< k(©) ||| ¥ |Iln  Vap.
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Démonstration : Elle est analogue 3 la démonstration du théoréme 4.2 (voir également
[MQ2]), mais est rappelée dans le but d’identifier ©*.
On utilise (2.3.15), cela donne

Il Fo,ntt |l =Ill ©6Fnyp + (1 — ©)w |2
= O ||| Fuy I} +(1—0)2 [l 9 I} +20(1 — ©)5(((%, Fath)))n.

De (2.3.9), on déduit alors

Il Fo,nt |l =©26% || EopFrp 5.5 +(1=©)?| Egny 13,5
+ 26(1 — ©)8bo(Eo.u, Eo nFut).

Par les mémes arguments que dans le cas continu, on remarque que l’on a

bo(Bo,n%, EonYE+ hFath) = — || By nFitp |2 5,
ce qui, dans formule précédente, implique la relation

Il Fo,nt ||I7 =©%82 || Eo pFi 152 +(1~6)? | Eopy 8.1
~20(1-©)6 || Ex nFnt |12, .

Le lemme 2.6 a prouvé I’existence de deux constantes positives C3, Cy telles que I’on ait
(2.3.10), et par la méme technique que dans le cas continu, on obtient

Il Font |Il7 < (©%6°C5 + (1 — )% — 26(1 - ©)6C2) || Eo p1p [E48

2.3.16
(2:3.16) < (6%6°CH + (1- )2 - 20(1 - ©)6C2) ||| % ||I2

Pour k(©), on choisira donc

k() = (92 (82C4 +1+26°C2) — © (2 + 25C2) + 1) :

et 'on aura
. . 2(1+6C32)
(2.3.17) E©) <1 ssi 0<O <O —mm(1,620§+1+2602).
Ceci achéve la démonstration du théoréme. [ |
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Théoréme 2.9

On suppose qu'’il existe un O, > 0 tel que Opn < O, < O©* (O* définie par (2.3.17))
soit vérifiée pour tout n. Alors, pour toute donnée initiale go € ®, la suite de solu-
tion ({ug’h,u;;h})n du probléme ((2.3.5),(2.3.6)) converge vers la solution {ud,u}} du
probléme suivant

[ Trouver (w;,wl)) € Vit x V2 telle que
J bo(w?,_,’l)h) = 6(f7 vh)O V'Uh € (VI?,O)

bi(wi,vn) = (f,vn)+ + 8(f,008)0 — bo(wp, pRp) Y up € Vit
| Ywh = Sywf  sur T+,

(2.3.18)

De plus, elle vérifie
(2.3.19) 1Y (unt1,n = 6™") 1< k(On)...k(80) [l (w3 s — u®™) |Iln  ¥n >0,

ot k(©y,) est définie par (2.3.17) et 'yug’h = go,h-
Démonstration : On se reportera a la démonstration du Théoréme 2.5.

Remarque : Pour choisir numériquement les parametres ©,, on peut suivre la procédure
(décrite dans [MQ2]) qui construit effectivement la suite. On peut aussi plus simplement
choisir un © constant (inférieur strictement 3 1) et regarder si le schéma itératif converge.
Si tel est le cas, alors la solution identifiée est la bonne.

2.4. Réalisation numérique

Le programme est basé sur la bibliothéque Modulef (M), toutes les parties concernant
directement la résolution par éléments finis sont issues des différents modules de la biblio-
theque sus-citée :

- apnoxx, pour les différents maillages [GM3],

- comaxx, pour les interpolations [GM4],

- thecxx, pour la construction des matrices élémentaires [GM4],

- cobdxx, pour les conditions aux limites [GM4],

- gradxx, pour la résolution (méthode de gradient) [GM3],

- trmexx, pour les graphismes [GM6].

L’autre composante est un ensemble de sous-programmes Fortran (F) congus pour analyser
les résultats, implanter de nouvelles valeurs (affectations des conditions d’interface) et
vérifier le critére de convergence. Pour assurer les liaisons automatisées entre les différents
modules et sous-programmes, un fichier de commande UNIX (U) a été écrit.
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2.4.1 Algorithme relatif au probléme a une interface (2.1.8) (U)

Out
Initialisation par résolution du probléme sur Qﬁ_ avec —L = 0 sur l'interface ['+ (M),

on
TANT QUE NON(fini) FAIRE
Tri des données obtenues sur I't (U et F),
Calcul de ) sur I'*
Affectation des conditions aux limites relatives & Q8 (F),
Résolution du probléme sur 2§ (M),
Tri des données obtenues sur I't (U et F),
+

Calcul de la dérivée normale aalril sur ['t

Affectation des données concernant les matrices élémentaires (velatif & Q) (F),
Calcul et Assemblage des nouvelles matrices élémentaires (M),

Vérification du critére de convergence (F),

Résolution du probleéme sur Qf (M),

FTQ.

2.4.2 Algorithme relatif au probléme a deux interfaces (2.1.7) (U)

L’algorithme précédent est écrit pour la résolution du probléme (2.1.8) & une interface.
Il s’écrit de manitre similaire avec deux interfaces. On peut alors traiter le probleme de
différentes facons :

® résolution simple : calculs sur 2%, Q§, Q% , Q8 O+, QO vy
* résolution alternée : calculs sur Q4 et Q¢ simultanément, 08, Q% et 00, 08, ...
e résolution simultanée : calculs sur Qﬁ_, Q8 Qg simultanément, ....

Les méthodes de décomposition de domaines se prétent aisément 3 une programation
parallele et cet algorithme peut étre modifié dans ce sens.

La méthode retenue est la premiére citée et est décrite de manicre simplifiée.
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Initialisation :

+
Résolution du-probléme sur € avec %LT’; = 0 sur Pinterface It (M),

Résolution du probléme sur ¢ avec aairf = 0 sur l'interface I'~ (M),
Calcul de uf) sur I't,
Résolution du probléme sur Q4(M),

TANT QUE NON(fini) FAIRE
+

Calcul de la dérivée normale %UT" sur 't

Résolution du probléme sur Q4 (M),
Calcul de uf sur I't,
Résolution du probléme sur Qf (M),

Calcul de la dérivée normale aa% sur ',
Résolution du probleme sur Q4 (M),
Calcul de ug sur '™,

Résolution du probléme sur Q§ (M),
Vérification du critére de convergence (F),

FTQ.
Le calcul de la dérivée normale n’apparait pas de maniére explicite dans I’homogénéisation

théorique, aussi la résolution du probléme sur linterface I't est-clle réalisée 3 partir du
sous-probleme (les calculs sont analogues sur I'™)

{ Trouver w;,h € V; telle que Yy, € vt

bi (Wi, pyvn) = (fvn)+ + 8(f, P (vnr+))o — bo(wn, » Ph (Vh T+)).

Dans les fichiers de données de Modulef, on affecte, sur I't,

au; h aioaQ 8u°
. | 12 21) m,h _ —
= e “|ag — ny + 6 h
ong ( 27T Tan ) o, fie+h,
(pour les modifications sur I'* on procéde de manitre identique).

Le critére de convergence est construit a partir des erreurs relatives, calculées sur les
interfaces I't et ', des solutions et de leurs dérivées normales entre deux étapes de
calculs (calcul de I'étape m + 1 & partir de m). Le critére d’arrét numérique est égal
4 1.1075,
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2.4.3 Résultats numériques

L’étude de la convergence en e, épaisseur du domaine s’opére apres changements d’échelles
-1

(§1.5). On travaille donc sur les matrices de rigidité (b;;)i; = _lau e_2a12>

€ "azy € “a22

indiquées ci-dessous.

Exemple E,.3 :

Poursuivons les calculs de ’exemple Ej.1

. 1 1
Configuration e=1 e=3 e=7
4 0 4 0 4 0
bi: )i
(i) (3 ) (5 % (¢ 3)
—92 _ a12a21
€ (022 a1 ) 4 16 64

Le coefficient n? supprimant la dégénérescence est égal & 0,1, le coefficient 6 vaut 0,56 et
le paramétre © est constant égal a 0.8.

La triangulation, pas trés fine (40 pas), offre des résultats somme toute agréables.

Rappelons encore que les isovaleurs sur Q2§ sont & comparer aux isovaleurs sur QF multi-

pliées par é.

Les courbes montrent un redressement des isovaleurs lorsque e tend vers 0. C’était

prévisible car le probléme limite est une équation différentielle définie sur 'intervalle (0, L).

(F23.1) Configuration e =1 .
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sur 2% sur Q° sur Q-
1 0.0000 0.0000 0.0000
2 0.1111 0.0622 0.1111
3 0.2222 0.1244 0.2222
oA 3| 4/ s 6 7 4 03333 01867 0.3333
5 0.4444 0.2489 0.4444
6 0.5556 0.3111 0.5556
7 0.6667 0.3734 0.6667
8 0.7778 0.4356 0.7778
9 0.8889 0.4978 0.8889
10 1.0000 0.5600 1.0000
. 1
(F23.2) Configuration e = 5
21 3 4 o 6 7
. 1
(F23.3) Configuration e = 1
[
Exemple E;.4 :
Poursuivons les calculs de 'exemple E;.2
1 1
Confi ti e=1 e=3 €=3
onfiguration ) 3
2 2 2 3
(bii)s 2 5 36)
iij 1 4 2 16
—2 a12a21 7 14 31.5
€ (a22 - a § ’
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Le coefficient n? supprimant la dégénérescence est égal a 0,1, le coefficient § vaut 0,56, et
le parametre © est constant égal a 0.8.

4
méthode de gradient utilisée pour la résolution du probleme sur Q4).

TTTT T weeus

0.25 0.14 0.25
I

IEEEE

0.7 0.42 0.75
(Fq4.1) Configuration e = 1

1
Avec la matrice (i 64 4) i.e. e = =, les calculs n’aboutissent pas (non convergence de la

1.00 0.56 1.00
1.25 0.70 1.25
1.50. 0.84 1.50
1.75 0.98 1.75
2.00 1.12 2.00

0 =1 O N

—_— ____P':‘____ i
_ o
\—’——‘_—‘-_ ———
w
&

(F24.1) Configuration e =

[JL

On constate & nouveau un redressement des isovaleurs.

2.5 Convergence du paramétre 6

Les paramétres ¢ et e ont été étudiés, il ne reste plus qu’a regarder le comportement
limite du paramétre §. La structure finale est unidimensionnelle (I’épaisseur e qui est

maintenant “0”) et le systéme théorique ([CioSJP3]) résultant des convergences decete
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ne dépend plus que du parametre 6. Il s’écrit

~ (o - 2222) OV (o 6)5(e1,0) dans (0,)

a22 a.’l?%
(2.5.1) L V40) =
v
\ _B—xl—(L) =0

C’est une équation différentielle ordinaire.

Dans nos exemples f est constante, et la solution explicite de (2.5.1) est

Vé(z,) = — L f(z1,0)(2 - 5)(?2—% —Lz) V6.

En résolvant 'équation différentielle sur le domaine rectangulaire Qt, on sera & méme de
comparer le comportement de la structure lorsque le parametre e est petit (décomposition
de domaines) et le comportement limite théorique décrit par le systeme (2.5.1) (i.e. e=0).

Remarque : L’équation différentielle (2.5.1) et le systéme (2.5.2), bidimensionnel et non
dégénéré ci-dessous, ont la méme solution

( 2176 2176
N a12a21 6 vV 6 |4 _ _ +
(a11 o ) 5T~ C T = (2 - 6)f(21,0) dans ©
Vé(0,22) = 0 Vz
(2.5.2) 8 oV
_a_E(L’:L.Z) =0
6
V° _ o sur 89" \{{z1 = 0} U {z1 = L}}.
\ Oz
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Exemple E,.5 : |

e Dans le cas du Laplacien :

0.0000
0.1111
0.2222
0.3333
0.4444
0.5556
0.6667
0.7778
0.8889
1.0000

S © 00T W

|

(F2.4.1) Configuration e =

(F2.4.2) Configuration “e = 0" et § = 0,56. hfil

\

Regardons les résultats sur Q7 recueillis aprés convergence de la méthode de décomposition
de domaines (F;.4.1) et ceux obtenus par résolution du systéme (2.5.2) (F2.4.2). Les
graphiques peuvent paraitre différents, mais si 'on regarde les isovaleurs, ils ne sont pas si

éloignés que cela. Cette dernitre remarque est détaillée ultérieurement.
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(21
¢ Avec la matrice (1 4) :

0.25
0.50
0.75
1.00
1.25
1.50
1.75
2.00

p—t
[~ ———
Do
————————
w
e ————
N
[~ ————— ]
w
—————
N
| ————
CO =IO O LN =

(F2.4.3) Configuration e = %

(F3.4.4) Configuration “e =0 et § = 0, 56.

On remarque le méme phénomene.

Calculons maintenant ’erreur relative produite entre la solution issue de la convergence
de e (notée u}) et la solution V}¥ du systéme (discret) limite (en ) (2.5.2), avec § = 0, 56.

-y 4 0 2 1
@ijlij 0 4 1 4
e 1/4 1/3
az2aa1
(a1 - - ) 4 7/4.
+ 512, 1 .
(Iuh-vl| )= 9,426.10~2 2,795.10~2 |
| Vg |2

Les erreurs relatives sont petites, ceci achéve 1’étude de notre structure.
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2.6. Conclusions
2.6.1 Sur la structure

L’évolution de la structure au fil des convergences est décrite par les résultats graphiques
présentés au cours de ce chapitre. On y constate l’influence des divers parametres.

e L’augmentation du nombre de cellules i.e. la décroissance du parameétre € implique une
augmentation de la température dans le domaine. La température maximale constatée en
{x; = L} est voisine de la température observée en {z1 = L} lors de I’étude du parametre
e, puis dans la convergence en 6 lorsque §=0,56.

e Le domaine obtenu aprés convergence de € est composé de trois parties de caractéristiques
distinctes (matrice de rigidité différente, dégénérescence d’un des deux problémes, ...).
La convergence du paramétre e transforme le domaine bidimensionnel en un domaine
unidimensionnel. De ce fait, il n’affecte pas de maniére sensible la valeur des isovaleurs
tracées. Clest ce que l’'on constate sur les dessins présentés. On remarque aussi un léger
redressement des isovaleurs dii & la dilatation en e des domaines.

e Enfin, la derniére convergence (6) indique le comportement final. Les résultats lorsque e
tend vers O sont trés voisins des résultats obtenus avec le probléme limite en e. La méthode
théorique est ainsi vérifiée de maniére numérique, les coefficients homogénéisés théoriques

ont été bien calculés !

2.6.2 Sur la méthode

La méthode de décomposition de domaines utilisée a permis de résoudre notre probleme
d’interface, la convergence est obtenue en quelques itérations. De plus la spécificité de ce
type de méthodes permet d’évoluer vers des algorithmes paralleles. Le choix d’une méthode
de relaxation a été dicté par la présence de systémes différents sur les sous-domaines et la
particularité de notre probleme sur l'interface.

Le choix d’une triangulation plus fine améliorerait les résultats numériques, mais l’objectif
initial, qui était d’étudier la structure, est atteint avec celle-ci. Aussi peut-on conclure
sur efficacité de la méthode de décomposition de domaines par relaxation sur l'interface

couplée & un résolution par éléments finis pour ce type de problémes.
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Conclusions

L’étude de structures réticulées offre de nombreuses possibilités tant au niveau du choix
de la structure : tours, grillages, ... qu’au niveau des problémes d’équations aux dérivées

partielles : thermique, élasticité, ...

Le travail réalisé dans cette premiére partie de thése concerne 1’étude du comportement

asymptotique de deux structures élancées sur lequel on résout le probleme de Poisson.

Tout d’abord, d’un point de vue théorique, plusieurs ordres de convergence des petits
parametres ont été envisagés. Tout comme en dimension 2 [CioSJP4], les diverses séquences
de convergence ont conduit & un méme probléme limite bien que les étapes intermédiaires

soient différentes.

Dans un second temps, une étude numérique théorique d’une séquence de convergences
particulitre a été réalisée en utilisant des méthodes d’éléménts finis et de décomposition de
domaines. Mais avant de résoudre les problémes discrets, la spécificité des problemes liés
aux comportements limites successifs nous a contraints a étudier un probleme approché et

un probléme d’interface peu classique.

La diversité des méthodes de décomposition de domaines offre de nombreuses possibilités
[Le], et dans notre cas, la méthode choisie fut une méthode par relaxation sur Pinterface qui
nous a permis de résoudre le probléme d’interface rencontré. Les démonstrations proposées

prouvent la convergence de cette méthode.

L’utilisation de ces méthodes de décomposition de domaines est également tres intéressante
dans d’autres approches de ’homogénéisation. En effet, I’'homogénisation est fréquemment
réalisée sur des structures périodiques. Dans les preuves interviennent alors des problemes
adjoints dans lesquels on distingue entre autres des conditions de périodicité. Ces dernieres
peuvent étre alors traitées par décomposition de domaines [D]. Ce dernier point fera I'objet
de développements ultérieurs qui permettront, par exemple, d’étudier la séquence de con-
vergence (ke,8) et ainsi de calculer les coefficients homogénéisés.
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0. Introduction des problémes de contrélabilité

La théorie du contrdle est un domaine applicatif pour les mathématiques. Controler un
objet, une surface, ..., signifie que I'on veut influencer son comportement afin d’atteindre
une cible, une position de repos, .... Pour calculer cette influence, diverses méthodes, as-
sociées 3 diverses techniques mathématiques, ont été développées. Les mani¢res d’aborder
ce probléme sont nombreuses, nous nous intéresserons & la contrdlabilité exacte de systemes
distribués [Lions1&2], ... .

0.1 Controélabilité de ’équation des ondes

Soit © domaine borné de RY de frontitre I' de classe C? et T positif représentant le temps,
on pose

Q= 9x(0,7T).

Le systéme d’ondes linéaire est

— — Au = g; dans Q

initialisé par
u(z,0) = u°(z)
%—%(m, 0) = u'(z).

L’objet du controle est d’influencer la solution u du systéme ci-dessus afin de lui permettre
d’atteindre au temps T 1’état que I’on souhaite , par exemple u vérifiera

u(z,T) = %(w,T) =0 ps z

Cette condition caractérise ’exacte contrdlabilité du systéme au temps T'.
Pour obtenir celle-ci, on peut utiliser deux types de contrdles :

e le controle frontiere,

e le controle interne.
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Le premier cité, décrit dans [Lionsl], consiste & résoudre le systeme avec

g1 =0
g2 = .

Le controle, noté v, agit alors sur la frontiére. Des développements numériques ont été
abordés dans [GLL1], [GLL2], [ ].... :
Dans ce qui va suivre, le contrdle interne

D=7
gz=0.

0.2 Controlabilité interne de systémes périodiques non linéaires

retiendra toute notre attention.

Le domaine € sur lequel on travaille est désormais périodique, ’absence de conditions sur
la frontiere allégeant les algorithmes.
On considére le probleme
( 92

%t; — Au + f(u) = v.xo dans@

uet Yu périodiques

u(z,0) = u(z)

ou
\ Ot
La fonction f représente une non linéarité (u3 par exemple) et w la partie de (2 supportant
le contrdle. On notera que si w = {2, alors toute équation, linéaire ou non, est controlable
exactement.
Lorsque le systéme est linéaire, on peut identifier le contrdle par la méthode d’unicité
hilbertienne, appelée H.U.M. et exposée par J.-L. Lions dans [Lions1].
Des démonstrations s’appuyant sur cette méthode associée & une méthode de point fixe [Z],
permettent d’obtenir 'exacte contrdlabilité pour des non linéarités sympas. Par contre, si
la non linéarité est u3, voire supérieure, les résultats théoriques ne sont pas établis.

(z,0) = ul(z)  u°, u' périodiques .

0.3 Méthodes numériques

Afin de répondre & cette absence, nous nous concentrerons sur la recherche numérique de
controles. Cet objectif est réalisable grace a la méthode H.U.M., méthode constructive
identifiant le contrdle. Elle s'adapte aisément aux méthodes de gradient conjugué ([GLL1]
pour le controle frontitre). Une autre possibilité réside dans la résolution par recuit simulé,
celui-ci permettant, contrairement & la précédente, de traiter les systémes non linéaires.
En effet, ces derniers ne sont pas directement solvables par gradient. Mais en utilisant un
point fixe, comme dans les preuves théoriques [Z], on peut y parvenir.

Un autre type de contrdlabilité a également été envisagé. Il s’agit d’une controlabilité
partielle réalisée sur les moments de u.
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Les développements de ces méthodes sont abordés comme suit.

Le chapitre I relate la controlabilité interne. Le contrdle de support €2 permet de controler
d’un point de vue théorique toutes les conditions initiales compatibles avec les hypotheses
du probléme. On y regardera les méthodes :

e de gradient conjugué (systémes linéaires),

e de point fixe (systémes non linéaires) et

e de recuit simulé.

La seconde partie est consacrée aux controles partiels. Si les systémes linéaires sont
controlables en temps continu et pour un temps 7' suffisament grand, il n’en va plus de
méme d’un point de vue numérique. En effet, lorsque le support w ne vérifie pas certaines
hypotheses, la convergence numérique n’est plus assurée.

Si travailler avec un support w et un temps T convenables convient aux systemes linéaires,
le controle numérique des systémes non linéaires s’avére plus délicat. Il apparait que la
convergence numérique méthode de point fixe est sensible & la linéarisation considérée. Ces
remarques seront développées plus amplement sur des probléemes unidimensionnels. Les
méthodes numériques employées sont les méthodes de gradient et de point fixe. Le recuit
étant mis de c6té suite aux conclusions du Chapitre I.

Différents, les Chapitres III et IV tenteront de répondre a la question suivante :

“Soit v (le contrdle) calculé par contrdle de moments de u (la solution) et ayant pour
support un sous domaine non vide w aussi petit que I'on veut.
Comment contréle-t-il la fonction u 7 ”

Cette question, tout d’abord abordée en dimension 1 au Chapitre 111, est & nouveau traitée
grace & la méthode HU.M.. La variante proposée permet d’identifier un controle ne
dépendant que du temps sur chacune des sous-parties de son support. En réduisant la
taille des supports, on s’approche du contrdle ponctuel.

La quatriéme et derniére partie aborde cette méme question en dimension 2 et expose
l'algorithme de la méthode.

La programmation des algorithmes présentés dans ce travail est réalisée en Fortran 77 et
en C sur stations de travail SUN Sparc IPX.
La visualisation des résultats est réalisée grace au logiciel Mathematica [M].
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1. Contrélabilité interne

En controlabilité interne, le controle, présent sur tout le domaine Q, permet de controler
d’un point de vue théorique toutes les conditions initiales (homogénes ou périodiques).
Cela permet de tester les divers algorithmes, de vérifier leurs performances et ainsi choisir

les plus performants pour I'étude de la controlabilité interne partielle (Chapitre II).

1.1 Equation des ondes et Controlabilité exacte

Soient = [0,1] x [0, 1] un domaine de R?, w une partie de {} ouverte non vide portant le

contréle v, T un nombre positif symbolisant le temps et f une fonction réelle matérialisant

la non linéarité.

Soient Q = Q x (0,T) et I' = 90 x (0, T).

Dans ce qui suit, on va s’intéresser & deux situations différant par le choix des conditions aux

limites imposées. Ces conditions limites seront choisies soit homogenes, soit périodiques.

Le systéme d’ondes non linéaires homogene s’écrit

( 8%y B*u  B%u
(at2 T

u=0 sur

u(z,y,0) = u’(z,9)

+ fW)(@yt) = v@,v,x dans Q

(I1.1) <

conditions initiales.

l %tq(m,y,O) = ul(z,y)

Le systéme d’ondes non linéaires périodique s’écrit

( (6214 _ 0% 0u
ot? 0z  Oy?
u et Yu périodiques en z et y

+ f(W) (@9, = v(@,y, ) dans Q

(11.2)
u(z,y,0) = v'(z,y)

L %%(:L',y, 0) = ul(z,y) u®, u! périodiques.
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On remarquera la notation “x,” indiquant que la fonction vx.” n’agit que sur la
partie w de . Cette notation symbolise le controle partiel et est utilisée afin d’éviter des

démonstrations redondantes entre les Chapitres I et II.

Dans cet exposé, on veut “contrdler exactement” u solution de I’un ou l'autre systéme

d’ondes i.e.

Définition D; : Controler exactement un systéme d’équations aux dérivées partielles
consiste 3 conduire la solution u du systéme (I1.1) ou (I1.2) de I'état {ug,u1} & l'instant

t =0 & ’état {0,0} & l'instant ¢t = T'. Ceci s’exprime encore par

Pour T > 0,trouver un espace H tel que,
pour tout {u°,ul}, il existe un contréle v € L*(w x (0,T)) tel que
(I1.3) Ia solution u(z,t) du systéme (11.1) ou (I1.2) vérifie
Ou
= —(2,T) = 0.
u(z,T) = S5(,T) = 0

Remarque : Atteindre un état {Up, U1} & l'instant T' s’exprime de maniére similaire.

Comme on veut controler u, on connait donc son état initial (conditions initiales) et I'état
final (choisi) olt 'on souhaite la conduire; de ce fait, la fonction u n’est pas 'inconnue des
systemes (11.1) et (11.2).

Pour contrdler exactement ces systémes, on va utiliser la fonction v appelée controle : c’est
notre inconnue, celle-ci doit étre calculée de maniére a contraindre la solution u & atteindre
I’état final souhaité.

Ce travail a pour objectif 'identification et le calcul de fonctions de contrdles v susceptibles

de contréler exactement (I1.1) ou (I1.2).

La premiére étape consiste & décrire la méthode H.U.M. dans le cas du probléme d’ondes

linéaires suivant

( (62u 3 8%u _ 8%u
ot2 o0x? Oy

- .0
(114) ’U,(:l:,'y,O) =u (:B,y)

)(-’v,y,t) = v(z,y,t)xw dans @

—

0
_a%(w’ Y, 0) = u! (.’B, y)

| u vérifiant les conditions limites,
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1.2. Méthode H.U.M.

Grace & la méthode H.U.M. introduite par J.-L. Lions [L1], on dispose d’un outil systématique
pour prouver 'exacte controlabilité de systémes distribués. Son application réduit I'exacte
controlabilité & I'obtention de résultats d’unicité (de type Holmgreen). Avec ces résultats
d’unicité, on peut alors construire des espaces de Hilbert, et démontrer ’exacte controlabilité

dans leurs duals.
Cette méthode est remarquable car elle prouve P'existence de contrdles et indique comment

les construire.
Lorsque l’'on travaille sur le systéme (I1.1) homogeéne, on rappelle [L1] que ce controle

vérifie

(12.1) Il v 1Z2x(0,my) = ~1;11i4n I 7 12 wx o,y
v

exr

ot U, est ’ensemble des contrdles “exacts” qui aménent u 3 ’état {0,0} & l'instant T, i.e.
(I12.2) Uy = {ve L*wx(0,T)) controlant exactement le probleme (I1.1)}.

Passons & la construction H.U.M.ienne.

1.2.1 Construction du controdle

On résout tout d’abord un systéme direct qui ne prend en compte que des données initiales

4 (a2¢ _ 32¢ 3 32¢
o2 0x2  Oy?

¢(z,y,0) = ¢°(z,9)

0

'a—f(m’ y,O) = d)l(z’y)

| ¢ vérifiant les conditions limites,

)(@y,t)=0 dans Q

(12.3)

——

puis un systéme rétrograde ol apparait un controle donné par le systéme précédent

otz 0Oz?
Y(z,y,T) =0
oLl _
E’(w’y,T) =0

4 2 2 2
(3 Y - gyf)(w,y,t) = —(¢xw)(z,y,t) dans Q

(I12.4) <

L 1 vérifiant les conditions limites.

On remarque que 9 vérifie naturellement la condition d’exacte controlabilité (I1.3).
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1.2.2 Définition de la méthode

On définit I'opérateur linéaire

(12.5) A8} = {520, ~vO))

Lemme I.1
Si Q est le support du contréle alors 'opérateur A est défini positif.

Démonstration : Soient e, e* associés respectivement & {¢, 9}, {¢*,¥*} par (12.3), (12.4),

en notant

oY

'3—t=¢t7

on a
< AQ) Q* > =< {"pt(o), —'P(O)}, {d’*(o)’ ¢:(O)} >
- / $:(0)¢" (0)dady — / $(0)¢; (0)dady
9] Q

= — [ (ug” — Gipydadyis + [ @ - v@siryisay
= / (—Ay9* + ¢¢*xw)dzdydt + / A¢*pdxdydt par (12.3) et (12.4)
Q Q
= /Q 09" xwdzdydt + /Q (Vo.vé¢" — v¥.V¢")drdydt
< Ae,e* > = / ¢d* xwdzdydt.
Q
En particulier, on a la relation
T
(12.6) < Ae,e>= / #*xodzdydt = / / P>dzdydt,
Q 0 w
dont on déduit : A est semi-défini positif. En controlabilité interne totale (w = €2), on a
< Ae,e>= f $*dxdydt,
Q
ce qui implique que ¢ = 0 pour presque tout {z,y, t} € Q. [ |

Si le controle n'est que partiel, on pose

. 3
(12.7) Il {¢° ¢'} |le= [ / ¢2xwdwdydt] :
Q
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Le théoreme d’unicité de Holmgreen (cf J.L. Lions [L1]) implique que pour tout ouvert
non vide w C €, il existe un temps Ty tel que pour tout T' > To, I'unique solution ¢ du
systeme (12.3) telle que ¢ = 0 sur w, est ¢ = 0.

Remarque : Dii & la vitesse finie (égale a 1) de propagation des ondes, en dimension
1 et dans le cas périodique, le temps minimum Tp de controlabilité lorsque ’on controle
sur w = [a,b]C est supérieur strictement & (b— a) (ol [a,b]° est le complémentaire dans
Q de l'intervalle [a,b]). Pour le contrdle sur le domaine entier, le temps minimum de

controlabilité doit étre strictement positif (quelle que soit la dimension de €2).

t r 3
——— (})
Ty=b-a > Cone de propagagation
t=(b-a)/2
-
0 a b 1 x
Temps minimum de contrflabilité
en domaine périodique

On en déduit que || . ||z est une norme dans D() x D(K2) pour T > T, et on choisit

E =D xD@)"®

comme espace de Hilbert. En notant F' le dual de E, on déduit de (I2.7) que

(I12.8) A : E —» F est un isomorphisme.
Soit
(12.9) f={u,—u’} eF

alors pour un temps T suffisamment grand, 'équation
(12.10) A{#°,¢'} = {u',—u"}

'a une unique solution {¢°, ¢'}.
Or si on utilise le couple {¢°,$*} comme conditions initiales dans le systeme (I2.3) et si
on impose dans (I2.4) la fonction “ — ¢x,,” comme controle alors la construction de A
implique
0 41 ok
A#, 4"} = {570, 3O}
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Comme la construction de {¢°, ¢'} donne par ailleurs
on a, par unicité de la solution du probléme de Cauchy (11.4),

u = .

A Vinstar de 9, la solution u vérifie la condition d’exacte controlabilité (I1.3).

Remarque : Les estimations, sur {2 domaine borné de R™ et avec conditions de Dirichlet
homogene sur 92, montrent que E = L2(Q) x H~(9) convient [Z]. Ceci permet de

caractériser I'espace F', et donc dire quelles sont les conditions initiales contrélables.

Remarque : La méthode ci-dessus est écrite pour des controles partiels sur w. Elle est a
fortiori vraie lorsque I’on contrdle sur le domaine entier : pour contrdler le systéme (I1.1)
ou (I1.2), il suffit donc de prendre “y = —¢” o la fonction ¢ est identifiée par H.U.M..

1.3. Gradient conjugué pour les systémes linéaires

Afin de résoudre le probleme (I2.10), on le rééerit sous la forme variationnelle suivante

Trouver ¢ € E tel que
(I3.1)

< Ae,e* >=< {ul,—u’},e* > Ve € E.
On a précédemment montré que < A.,. > est défini positif, on vérifie aisément qu'il est

continu, bilinéaire et symétrique. Ainsi pour T strictement positif, le probléme (I3.1) peut

gtre résolu par un gradient conjugué.

1.3.1 Algorithme de résolution des problémes variationnels fortement ellip-
tiques par gradient conjugué

Avant de développer la méthode de gradient particuliere A notre probléme, voici rappelée
une méthode plus générale.
Soit V un espace de Hilbert réel pour le produit scalaire (.,.) et la norme || . || associée.
Soit @ : V x V — R une forme bilinéaire, symétrique, continue et coercive vérifiant

il existe C > 0 et a > 0 telles que
(I3.2) a@,v) <Cllolllvil V6, veV (continuité)

al|0|>?< a(6,0) VOV (V-ellipticité).
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Soit L : V x V — R une fonction linéaire continue.

Alors le probleme

(13.3)

Trouver 0 € V telle que, pour tout v € V, on ait
a(8,v) = L(v)

posséde une unique solution dans V' (Lax-Milgram), solution calculable par la méthode de

gradient écrite ci-dessous.

Initialisation

Soit 6 € V donné,

on calcule g tel que

{go ev
(13.4)
(go,v) = a(fo,v) — L(v) VYveV

Si go est suffisamment proche de 0
Alors on prend 6 = 6y,

Sinon on pose wp = go-

Pour n > 0, on calcule 8,41, gn+1, €t Wn41 & partir de O, gn et wn comme suit.
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Descente

On calcule le coefficient de descente

_ Nl
(13.5) Pn = 2w, wn)
et on pose
(13.6) Opi1 = 0n — pnWn.

Convergence et nouvelle descente

On calcule g, +1 tel que

gnt1 €V
(13.7) { *

(gns1,V) = (gn, V) — pra(wn,v) YveEV.

Si gns1 est suffisamment proche de 0
Alors on prend 0 = 0y,

Sinon on calcule

| gns1 I
(I3.8) Yo = 75—
" | gn 11
et on construit
(13.9) Wntl = Gn+l + TnWn,

puis on retourne & ’étape “Descente” (n'«— n + 1).

La condition “gn.1 suffisamment proche de 0” (resp. go) peut s’écrire par exemple

|| On+1 ||

13.10 e
(13.10) T ]

e

ol € est un réel strictement positif 1ié & la précision du calculateur utilisé.

Remarque : La convergence est liée au conditionnement de la matrice
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1.3.2 Algorithme de résolution par gradient conjugué du probléme de contrélabilité

interne exacte

1l est inspiré de celui présenté par [GLL] pour le contrdle frontiére, et s’applique aux

systémes avec conditions de Dirichlet homogéne sur la frontiere.
Dans cette partie, le domaine € est donc borné dans R? (non périodique).

Tout d’abord, on choisit le produit scalaire sur E = L*(§2) x H~(Q)

(e,€")E = /Q ee*Odxdy + /ﬂ vt ypttdzdy + /Q plp*tdedy

Ve = {e% €'}, e* = {e*%,e*'} € E

(13.11)

ot u! est une fonction de Hj(Q) telle que
(13.12) —Apt = €.

Initialisation

Soient € € L%(), ej € H () donnés,

on résout
( (&® &2 82
(ago B a;;O - aﬁo)(‘”’y’t) =0 dans @
’ ’0 = ¢° y
(13.13) bo(,y,0) = €(,9) -
Do ) conditions initiales
-5 &Y 0) =e (z,9)
[ do = 0 sur 09
puis
4 62 62 62
( azo - 3;1)20 - ay'/)zo)(x, y,t) = —¢o(z, Y, t)Xw dans Q
) aT =0
(13.14) Yo(@u,T) I
% T) _ o conditions hnales
5 (&uT) =
%o = 0 sur 9.

On calcule g, = {43,96} € E tel que
0 _ 9% 1
(13'15)1 go(-”?,y) - _a't_(w’yvo) —u (x,y) dans
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et

(13.15), {“(1)(””3/) = u(z,y) — Yo(,¥,0)

% (zy) = —Aug(z,y)-
Si g,, est suffisamment proche de 0 = {0,0}

Alors on prend e = ¢,

Sinon on prend wy = g, (et (1g)w = pd)-

Pour n > 0, on calcule €11, g, ;s Bn+1) Wni1) $nt1 €6 Pnyy & partir de g, g, finy W,
¢, et Py, par le schéma suivant

Descente
On résout
4 62~n 82~n 62~n
(81?; - 6:1?2 - a,jz )(x7y,t) =0 dans Q@
b a0
(1316) 4 ¢Ti’(z’y’0) - 'wn(way)
Odn
_a%—(xvyyo) = ’UJ:,,(.’D,y)
L(Zn =0 sur 89,
puis
’ 62 ~n 32{;11 62 ~n ~
(8:‘,!)2 - Ox2 - a;pz )(:B,yvt) = _¢n($,y,t)xw dansQ
(13.17) ! ﬁi(w,y,T) =0
P _
K (z,9,T) =0
| ¥ = 0 sur Q.

On calcule g = {gn,92} € E € E tel que

~

(13.18); Ray) = 20 (r,9,0) dans 0

et

(1318)2 {IT},,(IB,y) = _"Zn(xay70)

grlt(x’ y) = —Aﬁ}z(l" y)a
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puis on détermine le coefficient de descente

(gl
Pr = A w,w, >
(13.19) < [ a8 sty + [ g Py + [ 10 P dady
/Q | 52w | dedy + /Q | PR (id)w | dady + /Q | 7L (4l | dody
\

Ce coefficient calculé, on pose

(13.20) { Yne1 = Yn — pn¥n
{:q-n+1 =9, " p"'gn
| Uty = s — pulin.

Convergence et nouvelle descente

Sig, +1 st suffisamment proche de 0

Alorsonprend e = €,,1, ¢ = Pnt1 €6 Y = Yny1.
Sinon on calcule

lg, ., %

Ig, %

(13.21) /Q | g%41 | dzdy + /Q |ZN111+1 * dzdy + /Q | nyr | dzdy

/Igﬁ I"’dzdy+/ | vy Izda:dy+/ | pt, | dzdy
0 Q Q

Yn =

et

(13.22) {wﬂ+1 = Gpyr T Tnlln

(/v‘}z+1)w = l‘-};+1 + 'Yn(l"-}z)w,
puis on retourne & 1'étape “Descente” (n <« n+ 1).

Remarque : Cet algorithme n’a pas été testé sur domaine périodique. Il sera développé
au deuxiéme chapitre avec un produit scalaire dans L2,,.() x L2..(Q).

Remarque : Le choix du produit scalaire L2..(€) x LZ,.() par rapport au produit
scalaire L2,,.(2) x H,.1.(Q) entraine une dégradation du conditionnement.
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1.3.3 Discrétisation du probléme de contréle

La discrétisation en epace et en temps est réalisée par la méthode des différences finies.

Espaces de discrétisation

Sur  domaine quadrangulaire périodique de R2, on choisit 73, une triangulation réguliére

([RT]) de Q en quadrangles
a= |J K

KeT,

ol h est la longueur de la plus grande aréte de 7. La triangulation 7 vérifie :

(1) chaque élément K de T, est d’intérieur non vide,

(2) les intérieurs de K1 et K2, éléments distincts de 7}, sont disjoints,

(3) toute aréte de K est soit une aréte d'un autre élément de T}, soit une partie de la
frontiere de . En domaine périodique, la seconde alternative de (3) est caduque, on

limitera (3) &

(3)’ toute aréte de K est aréte d’un autre élément de Th.

La triangulation périodique construite est la suivante

(01 M)z(()_O) (M ’ M)z((),O)

(Mi)mos)

(oyo)z(M,M) (M:O)z(o,o)

Triangulation périodique

Sur 77, on définit les espaces de discrétisation

Vh = {Vh| Vh|k € P1 VKG'];,}
(13.23) et
VP = {vn| vh € Va, vn périodique}.
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Soit {S%7}; jo,..,Mm~1 'ensemble des M? sommets distincts de notre triangulation périodique.
Sur 73, on définit (pn, gn), le produit scalaire dans V}, par

M-1

(13.24) (Pr,an), = Z h2pn(S47)gn(S*) Vpn,qn € Vh.
i,j=0

On remarque facilement que ce produit scalaire est une approximation de

/ Prandzdy.
Q

Pour approcher I'espace E (C L2,,.(2) x LZ,.(£)), on choisit
En = VP x VP,

Rappel : Le choix de
e={eel}€E

et la résolution des deux systémes d’ondes

526 8% o
(6tf - Bmf - 3yf)($’y’t) =0 dans Q

(1829 8@,0,0) = E(@9), B(@9,0) = ¢ (z,)
¢ et V¢ périodiques,
62 62 62

(13.26)

0
"/}(-’B,y,T) =0, Eip(z,yaT) =0
¥ et VY périodiques,

ont permis de définir ’'opérateur A par la relation

(13.27) Ae = {50, ~4(0)}.

Pour résoudre numériquement, on discrétise les relations (I3.25), (13.26) et (13.27).
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Approximation des systémes d’ondes

On appelle 7 le pas de discrétisation en temps. Le vecteur ¢, = {€%,e}} étant donné, on
approche (I3.25) par un schéma explicite aux différences finies suivant

( pour p = 0,..,P,pour ¢,j = 0,..,M —1,
F(59) = 245(S9) + #5H(5%)
2

(I3.28);  { B ¢§:(Si+1,j) + ﬁ(si—l,j) + #’1(51,141) + ﬁl(Si,j—l) - 4¢£(Si,j) =0

h2

L ¢‘,';+1 périodique
que l'on initialise par

pour 3,5 = 0,..,M — 1,
(13.28), #(S™) = € (5™)

i3 _ 4=1( Qs
$h(S) 2T¢h (%) _ el (599).

Remarque : Dans le contrdle frontiere [GLL1), on avait & estimer le vecteur de controle %3
En contrdle interne, on utilise seulement le vecteur ¢ qui est déja connu.

Remarque : Ce probléme est bien posé car :

e pour p > 1, le schéma (I3.28); donne oo+t

e et le systéme de deux équations & deux inconnues (en (H1 et ¢;1)) formé des conditions

initiales “(I3.28);” et de I’équation “(I3.28), pour p = 0 est inversible.

On effectue la méme opération sur (I3.26) et on résout

( pour p = P,..,0,pour 3,5 = 0,..,M —1,
Yt (SH9) — 24R(S™) + ¢h 1 (SH)
2

-
20y ] _ GRS+ YRSTH) + RS +uR(ST) - 4vR(SH)
h

= _ﬁ(gi,j)xw
Wﬁ“l périodique

systéme que 'on initialise par

pour 4,5 = 0,..,M —1,
Y (S%) =0
,‘/)’I:’-i-l(si,j) _ ¢f—1(si,j) — o

2T ’

(13.29)2
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Remarque : Ce probléme est bien posé. En effet,
e pour p < P — 1, le schéma (13.29); donne ¥2 " et
(13.29); pour p=0

(13.29)
d’inconnues ! et ¢f ™! qui est inversible.

e le couple d’équations { } constitue un systéme de deux équations a

Approximation de I’opérateur A

Soit e, = {€2,eL} € VP®" x VP", on approche A par
h h €h h h

Ah,‘r . V’f)er X V’?er — Vhper % Vhpe'l'
(13.30) e D Anse, = (0001
ou
. 1(Gid) — qh1(Gird
0 per 0/qidy — "ph(S ) "»bh ( ) .. _
(13.31) A EV, telle que A; (S ) o7 Vi,j€0,..M -1

AL € VP telle que AL(S™) = —yp(8™).

L’opérateur discret Ap , permet d’approcher le probléeme (12.10) par

Trowver e, € VP x VP telleque Vej, € VP x V"
(13.32) { h€ Vh h € Vi h

< Ah,‘r.e_hag;z >hp= (u}uezo)h - (u(’)”e;:l)h

ot les notations < .,. >p, ul) et u}, signifient que

(13.33) { <eneh >n= (S, ei)n + (en,er)n Veneh € VI x VI

ud(8H9) = u®(S™7) et ul(8%9) = u}(8%) V S*I sommet de 7.

Théoréme 1.2
Si le contréle est porté par 2, 'opérateur Ay est symétrique et défini positif sur ’espace

per per
Vi, x Vo

Démonstration : Inspirée de [GLL], cette démonstration calque la démonstration du cas

continu.
Des relations (I3.30), (13.31), (13.32) et de 1'unicité du probléme de Cauchy discret (discrétisé
du probléme de Cauchy (I1.4)), on déduit

< Aprepr€h >n = (ullu e‘;zo)h - (uga e‘;zl)h = (A(I)v ezo)h + (}‘}u e‘;;l)h’
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et, avec (13.24) et (I3.31),on a

< Anr€pi€h >n

13.34 M1 1 (8id) — 7Y (SHI )  pL(Gid) — (G
( ) — h2 Z ("/)h( ) 27:‘/)]7, ( )(]5;;0(51"7) _ ,l/)g(sz,_y)d’h ( ) 2T¢h ( ))

1,j=0
On va utiliser la formule suivante, valable pour 7 < g,

q+1 qg—1

- - +1 -1
HZ-H - 9; ' ry _ VZ-H — Vl: ' 7)) = 0;11 _ 0% a\ _(Yh__~Vn 97
27 Vb, 2T "Ch)p 2 Ph )4, 2r h)p
q p+1 -1 p+1 D p—1
), - )
* Tz;*ﬂp( T2 h)h By T2 Yh),

1
avec fr = Bq = 5 et B, = 1 pour r < p < g. Cette formule est I’équivalent discret de la

formule des trapezes
b
#(a)v(a) — 8(a)/(a) = B'B)(B) — B(B)/ (b) + / (V"0 — 0"v)dt.

Dans (13.34), on obtient alors

< Apr€pr €L >h

M-1 P+1/qij\ _ . P-1(Qi,j *P+1/qi,j\ _ 4*P—1¢Qi,j
_ w3 (B ) e iy - B s

520 2T T
M-1 P p+1( Qi) — 9P (§id) 4+ P~ H(SH) L ..

+ Th?.. E Zﬂp( _ ¢h ( ) 'lbh7(-2 ) ¢h ( ) ¢hp(S‘z,])
1,7=0 p=0

BPH(S) - 2832(5) + 37 (5Y)

T2

+ UACK ))-
Les conditions finales (I3.29); du schéma rétrograde simplifient cette derniére équation, il

ne reste que

< Anrep, € >h

S S gy (- B ) + 7 (5

T2

$rP(S*)

(13.35) Fyieenr

S (SH) — 2437(SH9) + 3P (5P

T2

) yp(s9)).

+
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De (13.28) et (I3.29), on déduit successivement

(pour p€O,..,P

¢*p+1 _ 2¢*p + ¢*p—1 .
( b ,’_g b ﬂﬁz)h = (¢hpaAh¢Z)h,
L (¢]€,+1 _ 2¢z + w’p;—l

T2

(13.36)

,¢Zp)h = (And?, Vi) — (D5, 0D )R Xw
relations ou I’on note

{ Angip(st) = SRS+ ST + AT + AT - 445(5")

pour tout S/ sommet de 7.

On vérifie aisément que (7, Aph)n = (Any’,¥h)n, ce qui permet de simplifier
’égalité (13.35) et ainsi obtenir

M-1 P
< Anren €y >h=Th® D> Y Bpdh(SH)iP(S¥)x(s0iewy Ven R EVE® -
1,j=0 p=0

Cette relation implique que

P M-1
(13.37) < Aprep,ep >n= Th? Z,@p Z (ﬁ(si’j))ZX{si,J’Ew} Ve, € V,fer
p=0  i,j=0
et donc l'opérateur Ay, - est symétrique et défini positif (w = 2) dans vper, [ |

Remarque : L’algorithme discret est détaillé au Chapitre II.

Comme l'opérateur A , est symétrique et défini positif, on peut utiliser une méthode de
gradient conjugué pour résoudre le probléme (1.3.32).
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1.4 Gradient conjugué pour les systémes non linéaires
1.4.1 Méthode du point fixe

La méthode exposée reprend la construction du schéma de point fixe adoptée par E. Zuazua
[Z] dans sa recherche de controles pour des problémes d’ondes semi-linéaires unidimension-

nelles. Elle ne constitue pas une preuve dans le cas bidimensionnel périodique abordé ici.

Le systéme non linéaire étudié est

( (62u B 8%u B d%u
ot? Ox? 0y?

_ .0
(14.1) u(m,y,O) =u (x,y)

+ f(w)(z3,t) = vz, t)xs dans Q

0
eqﬁ(m,y, 0) = ul(z,y) u®,u! périodiques

_ u et Yu périodiques;

la non linéarité f est continue et continiment dérivable sur R. Ce probleme n’est pas

étudié directement, mais comme en [Z], on linéarise.

Pour tout £ € L®(Q), on cherche un contrdle vg = vg(z,y,t) dans L%*(w x (0,TY)) con-
duisant la solution u¢ du probléme linéaire ci-dessous de I’état {u®, u'} & l'instant O vers
I’état {0,0} & I'instant 7. On linéarise la premiére équation de (I4.1), on obtient I'équation

(82u¢ _ 82u¢ _ 62u§

(14.2); 52 0:2 | O

+9()ue) @, 1,t) = —f(0) + (@9, )X dans Q

ot la fonction g est définie par

FR) -0
(14.2), o(z) = z #0
f'(0) siz=0.

Les relations (I4.2); et (I14.2)2 dotées des conditions initiales et de la condition de périodicité
de (14.1) seront notés plus généralement (14.2).

Remarque : La linéarisation choisie par E. Zuazua est une linéarisation autour de 0, mais
on peut également linéariser autour d’autres états (Chapitre II).

Remarque : On contrdle toujours sur 2 entier, mais on conserve le terme X, -
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Appliquons H.U.M pour contréler ce systéme linéaire.

Soit £ € L®(Q x (0,T)) candidat & étre le point fixe, on réalise pour chaque §

o la résolution d’un systéme direct

¢ (a2¢€ B 82(]55 B 82¢£
ot2 Ox? oy?
¢£($ y70) = ¢2($,y)

%%t (2,4,0) = 8}(@,)

[ pe et V¢ périodiques,

+ g(€)¢g)(w, y,t) =0 dans @

(14.3) 4

e la résolution d’un systéme rétrograde

(1 5? H? H?
( azﬁg - a;bf - aywzg + Q(E)@bs)(fﬂ,y,t) = —(¢£Xw)(1?, Y, t) dans Q

(144) ¢
a‘”ﬁ Wt (@,9,1) = 0

\ ¢§ et V¢ périodiques,

e la construction de 'opérateur linéaire (qui est défini positif)

(14.5) Aol 88 = (Z(0), ~4¢(0)

e on résout A{¢?, ¢} = {ul, —u®} ce qui conduit & 'obtention d'un v¢ (= —dexw)
qui contréle (14.2)1, on note u¢ la solution ainsi construite.

On construit ainsi un opérateur non linéaire K tel que K(§) =ug avec ug solution du
probléme (I4.2) et vérifiant la condition d’exacte controlabilité

uﬁ(zava) —(.’II y,T)

Maintenant, si Popérateur K possede un point fixe (ie. K(§) = £€) alors on peut choisir
vk (¢)(, y, t) comme contrdle pour le systéme (I4.1).
En effet, si ’on regarde de plus pres la définition de g, on a

o(€yue + 7(0) = L (?“‘ _f “?“f + £(0)

et,si K(€) = & = ug, cette égalité se simplifie pour donner

9(&)ue + f(0) = Flue),
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et 'on retrouve le probléme (I4.1) pour lequel on a identifié le contrdle.

Pour de plus amples détails, on se reportera aux travaux de E. Zuazua qui montre Pexis-
tence d’un point fixe pour K grace au théoréme du degré de Leray-Schauder.

Pour obtenir un point fixe de K, on utilise une méthode de Picard ol £ est cherché comme
limite de lasuite €5*! = K (&%) = ugr. Lorsque la procédure s’arréte, le dernier controle
ve, construit avec £ point fixe de 'opérateur K, est le controle exact du systeme d’ondes

non linéaires (I4.1).

1.4.2 Avec la non linéarité choisie

Pour orienter plus précisément I’exposé, on choisit dés & présent la fonction non linéaire.

Soit f, continue et continiiment dérivable telle que

R — R

(14.6) . fi(2) = a®

ol a est une constante réelle non nulle. Par linéarisation, on construit la fonction continue
3
az®—0 )
=az? siz#0

£.(0)=0 siz=0.

9(2) =

1.4.3 Algorithme discret du point fixe

Sur  x (0,T), on discrétise avec M x M x (P + 1) points distincts et on construit un
opérateur Kp, r, discrétisé de Popérateur K, en approchant le probléme linéaire ((14.3)-
(I4.5)).

On pose

(14.7) e = K. (€°)

initialisé avec

(14.8) o
§ )?n,n? Vm,ne 0,--,M, Vp € —1,..,P+ 1)

—~
I
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Pour k > 0, on vérifie la convergence de la méthode en calculant

P
S EP — (€)P, TP = (€D
(14.9) Résidu(k) = =

P
> (€Y, (€5)P)n
p=0

Si Résidu(k) < €2
Alors le point fixe a convergé (on a trouvé le controle)

Sinon on itere.

Remarque : Dans (§k)”, Iindice p représente le temps et k indique I'itération de point
fixe courante.

Remarque : On fait ici des itérations de Picard sur £ ainsi la résolution par gradient
conjugué des inversions de Ap, se fait & £ fixé. Il en est de méme de la résolution des
problémes en ¢ et 9 qui définissent Ap - :

Soient €0,e! € VP" x VF°" données, on résout les systémes d’ondes discrets

(Vm,n€0,.,M,Vpeo,.,P
mﬁ - 2¢$n.,n + d)g'z—,% ¢?n+1,n + ¢fn—1,n + ¢fn,n+1 + ¢fn,n—1 - 4¢"r)n,n
2 - K2
k\P
+ (€9, =0
(14.10) < 40 — &0
m,n m,n
¢'}n,n - ¢'r_1—1.}n = 2Te:n,n
p _—
Mmn — ¥YO,n
\ ¢'lr’n,M = ¢£’n,0
et

(Vm,n €0,.,M,Vpe P,..,0
w‘rpn-trlt - 2¢£1,n + Qp'rpn_,r}, ¢fn+1,n + wfn—l,n + wg’a,n+1 + ’wfn,n—l - 4¢7pn,n
2 - h2
+ ((ék)fn,n)z/(lbg'z,n = —d’fn,an
(I4.11) | ¥En =0

P41 _ o P-1 _
m,n m,m

%,n = Yo,n

L "/’fn,M = 1/’gz,o-
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L’algorithme discret complet est présenté au Chapitre II.

1.4.4 Quelques résultats
Analyse de la stabilité

Avant toute chose, regardons le pas de temps a adopter en fonction de la discrétisation

d’espace. Le tableau suivant est établi avec les données initiales

w®(z,y) = cos(2n(z +y))
ul(z,y) = cos(2m(z +))
et le domaine 2 x (0,T) = (0,1)? x (0,2).
En premigre ligne figure le nombre de pas “h = M—” de discrétisation d’espace, en seconde

2,
ligne, on rapporte le nombre de pas de temps “7 = 75 " nécessaire pour calculer la solution

discréte du systeéme d’ondes linéaires périodique (I1.2).

M 10 12 14 16 18 20 25 30
P 27 33 39 45 51 57 70 84

80

60

40

20

5 10 15 20 25 30

Ces quelques lignes ont permis de vérifier la condition de stabilité du schéma des ondes
annoncée dans [GLL1], on choisira donc

r < 0,7h (7 voisin de 0, 7h).

D’un point de vue numérique pour résoudre le probléme discret, il faut choisir une discrétisation

en espace permettant de décrire convenablement les conditions initiales. Par exemple, la
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discrétisation modélisant la fonction cos(507z) doit étre plus fine que celle employée
pour représenter cos(2mz). Comme la discrétisation en espace va s’adapter aux condi-
tions initiales, il faudra aussi affiner la discrétisation en temps pour satisfaire la condition

de stabilité.
Ces remarques s’appliquent aussi & propos de la taille de la non-linéarité (coefficient a),

plus le comportement est non-linéaire (lorsque a devient grand), plus la discrétisation sera

fine.

Exemple E;.1 :
Sur une discrétisation 20x20x40 du domaine Q = Q x (0,T) (o1 2 = (0,1)2 et T = 1), on
considere I’équation des ondes non linéaires. Le contréle est porté par 2 et les conditions
initiales sont

u%(z,y) = cos(2wz) cos(2my)

ul(z,y) = cos(2wz) cos(2my).
On étudie les systémes non linéaire (I4.3) pour différents coefficients a. Le nombre d’itéra-

tions nécessaires & la convergence de la méthode de point fixe et de gradient est exposé

ci-dessous.

a 0 1 5 10 30 50 100 200
Nb. ité. Point Fixe 29 30 30 30 30 28 30
Nb. ité. Gradient 3 47 42 70 116 132 196 479

—

Remarque : La procédure de point fixe implémentée (voir Chapitre II) est guidée par

Si Résidu < ez (= 1.107°)
Alors le point fixe a convergé, on recueille les résultats
Sinon on itére

€1 = €1 * 0.

FSi

Les coefficients 3 et €! introduits conditionnent un nombre minimum d’itérations de point

fixe : pour arréter le point fixe il faut avoir simultanément

g, = 110713
gs = 1.1078.
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Dans 1’exemple ci-dessus, on a pris 8 = 0,5 et &1 = 1.10~* ce qui oblige a effectuer 30

itérations de point fixe avant de vérifier ces deux conditions. En effet, on a

3%, = 0,53 x 1.107* < 1.1071 < §%%,.

Cela explique le nombre quasiment constant d’itérations de point fixe effectué pour obtenir

. les deux conditions d’arrét.

Dans le tableau ci-dessous, on remarque que cette méthode permet de réduire le nombre
d’itérations de la procédure de gradient lorsque le coefficient de non-linéarité a devient

grand.

a 10 30 50 100 200
Nb. ité. Point Fixe 5 7 9 15 43
Nb. ité. Gradient 93 83 124 264 1105

Cette amélioration sera encore plus sensible en contrdlabilité interne partielle.

Les dessins exposés présentent les graphes des fonctions

e u(z,y,T) position finale,

Ju
) %(m,y,T) = uz($7y7T)’

° %%(x,y,T) = wu(z,y,T) vitesse finale.

Par la suite, et sauf indications contraires, la base des dessins tridimensionnels représente
le domaine €2, les marques indiquant la discrétisation d’espace. Dans les tracés bidimen-

sionnels, I’axe des abscisses représentera .
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(F11.1) Position finale u(z,y,T)

(F11.1.0) a = 0 (Linéaire), (Fi1.1.1) a=1,
(F11.15) a =35, (F11.1.10) a = 10,
(F11.1.30) a = 30, (F11.1.50) a = 50,
(F11.1.100) a = 100, (F11.1.200) a = 200.
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(F11.2) ug(z,y,T)

(F11.2.0) a = 0 (Linéaire),
(F11.2.5) a =5,
(F11.2.30) a = 30,
(F11.2.100) e = 100,
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(Ful21) a=1,

(Fi1.2.10) a = 10,
(F111.2.50) a = 50,
(Fy1.2.200) a = 200.



-4

(F11.3) Vitesse finale us(z,y,T)

(F11.3.0) a = 0 (Linéaire),
(F11.3.5) a =35,

(F11.3.30) a = 30,
(F11.3.100) @ = 100,

(Fiul.3.1) a=1,

(Fr11.3.10) a = 10,
(F111.3.50) a = 50,
(F11.3.200) a = 200.
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1.5 Le recuit simulé

1.5.1 Généralités

Le recuit simulé, encore appelé “trempe” par les physiciens, est une méthode stochastique
utilisée pour résoudre numériquement le probleme d’optimisation globale [TZ]. L’intérét de
cette méthode par rapport aux méthodes stochastiques habituelles [BH], est I'utilisation
de décisions aléatoires qui, comme exposé ci-dessous, permettent a la fonctionnelle de
s’extraire de ses éventuels minima locaux.

Pour une fonctionnelle F' définie de R™ dans R, I’objectif est d’identifier la valeur optimale
X°Pt d'un paramétre X défini de R™ dans R™, telle que F(XP*) soit le minimum global
de F.

L’idée est, connaissant X%, de choisir aléatoirement un état X k+1 proche de Pétat X*.
Cette opération est aléatoire et consiste & modifier légérement le vecteur X k. Avec ce
nouvel état X*+! on calcule F(X**1) ; comme X*+! est proche de X*, on peut espérer
que F(X**1) soit proche de F(X¥).

Si I'état X*+1 est “meilleur” que son prédécesseur (i.e. F(X**!) < F(X*)) alors on
conserve X**+1 : 'algorithme descend, sinon ?.

Sinon, une décision aléatoire est mise en place pour permettre des “remontées”. Ces
dernitres sont gérées par une température K qui, physiquement, contrdle le recuit. On

acceptera une remontée si

F(Xk+1) - F(Xk))

(I5.1) Random(0,1) < emp(— 7

Cette inégalité signifie que 1’on accepte aléatoirement de garder I'état X k+1 de prime abord
moins intéressant que X*, mais qui permettra peut-étre & la fonctionnelle de s’évader d’un
minimum local. Pour que la procédure de recuit converge, la température est diminuée au

cours des itérations : on remontera moins facilement en fin d’exécution.

Algorithme primitif

Accepte(AF, K) (fonction booléenne)
SiAF <0

Alors Accepte — Vrai

Sinon Accepte — (Random(0,1) < e(=9F)
FSi
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Recuit
Initialiser X°
Initialiser K
Tant Que Non (arrét) Faire
m «— 0
Tant Que (m < Nb) Faire
Xkl Xk modifié 1égérement de fagon aléatoire
Calculer F(X*+1)
Si Accepte(F(X¥*+1) — F(X*),K)
Alors Xk «— Xk+1
m— m+1
FSi
FTQ
K « aK
FTQ.

Remarque : Le paramétre o est choisi strictement inférieur & 1 et la température est

modifée toutes les Nb itérations.

1.5.2 Recuit simulé et équations des ondes

. . . ou
Par action d’un contréle v sur ’équation des ondes, on veut annuler u(x, y, T) et F (z,y,T)
3 un instant T donné. Pour utiliser le recuit simulé, nous avons choisi la fonctionnelle

FY . RM® x RM* R
M-1M-1/_2 2
(15.2) (z,9) . > ( ”szz,)
i=0 j=0

ol z = (Tij)ij=0, . M-1, Y = (¥ij)i,j=o0,..,M—1 représentent respectivement u(z,y,T) et
ou

a(w, y,T). On parvient & contrdler 'équation des ondes si

(15.3) F¥ < arrét.

min
veL>o (2% (0,T))
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1.5.3 Notre algorithme - Paramétres et Améliorations

Pour identifier le contrdle v, nous avons employé une discrétisation en temps et en espace ;
de ce fait, nous cherchons un contréle approché du systéme d’ondes (noté également v)

choisi constant par morceaux sur tous les petits cubes
[mh, (m + 1)A] X [nh, (n + 1)h] x [pr,(p+1)7] pour m,n€0,.,M,pe0,..,P.

Remarque : Pour Péquation des ondes linéaires, on peut se contenter de v constant par
morceaux sur (0,1)2 x [pr, (p+ 1)7] (p = 0, .., P), v ne dépend alors que du temps.

Remarque : Que l'équation des ondes soit linéaire ou non n’intervient pas dans la
procédure de recuit, cela n’apparait que lors des résolutions de systémes d’ondes. C’est

une grande différence par rapport & la méthode de gradient exposée auparavant.

Une procédure multigrille pour le recuit

Afin d’accélérer la convergence, nous avons travaillé & la mise en place de grilles de modifi-
cations aléatoires pour le contréle. Des grilles en temps et en espace ont été implémentées
pour calculer v constant par morceaux sur de gros quadrangles au départ du recuit. Pen-
dant ’exécution, la surface des rectangles diminue. On affine le calcul du contrdle par
changements de grilles. Ces changements sont déterminés en fonction de seuils atteints
par la fonctionnelle F, ils sont irréversibles.

Pour des raisons pratiques, les paramétres M et P de la discrétisation sont des puissances

de 2. On définit ainsi n, le nombre de grilles en espace et n; le nombre de grilles en temps

M =2"
P = 2™,

Sur la double grille (,k) (i € 0..ng, k € 0..n¢), la surface d’'un quadrangle (en dimension

tels que

1) est (% X 2—k) A la fin de la procédure de recuit, la surface d'un élément de (nz, n¢)
M P
est (ZT:: X -27:) = hr.

Remarque : Si lors du choix des grilles, on utilise “trop longtemps” un couple de grilles,
i.e. on attend d’étre dans un minimum local avant de changer, le recuit peut ne pas con-
verger vers le minimum global. La solution évidente serait de ne pas changer et d’initialiser
avec les grilles de discrétisation les plus fines. Toutefois le nombre gigantesque d’itérations
3 effectuer avant convergence confirme la procédure de gestion des grilles par seuil.
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Remarque : Telle que la procédure est décrite, les grilles en espace et la grille en temps
peuvent évoluer séparément 'une de 'autre. Comme on a choisi d'initialiser des schémas
d’ondes avec les conditions initiales (décrites en §1.5.4 et différentes de celles employées
lors de I’étude de la méthode de gradient), le pas de temps doit étre vraiment plus petit
que le pas d’espace pour assurer la stabilité du schéma d’onde. Aussi, les grilles d’espaces

et de temps évoluent différemment.

Les cycles

Etant donné le nombre élevé d’itérations avant I'arrét de convergence, il a été nécessaire
d’effectuer des reprises d’exécution [BON]. Par ce terme, nous désignons le redémarrage du
recuit simulé avec comme nouvelles données initiales le contréle v déja obtenu, la double
grille (g, g:) sur laquelle le recuit s'est arrété et une température (fonction des grilles)
plus haute que la température sur laquelle s’est arrété le recuit. La décision de reprendre
le recuit s'effectue lorsque I'on a testé “mr” modifications successives de v sans en avoir

accepté une (oit mr est défini dans l’algorithme).

La modification aléatoire

Pour changer légérement le contréle v, lorsque € est de dimension 2, on choisit aléatoire-
ment :

e un indice de temps #; (correspondant & la grille g;),

e deux indices d’espace z; et y; sur la méme grille g, (on peut aussi choisir deux grilles
différentes, une pour la direction z, 'autre celle en y

e et une perturbation.

Formellement cela peut s’écrire :

V' (Titts Yj+ms thtn) = U(Titl, Yj+m,th+n) + perturbation

(I5.4)
pour (I,m,n) € {0,..,2%} x {0,..,2%} x {0,..,2%}.

Les choix aléatoires sont équiprobables (ils peuvent étre régis par d’autres lois de proba-
bilité).

Soit o un réel positif compris entre (0,1)), on choisit la perturbation de maniére équiprobable
dans l'intervalle (—o,0) i.e.

(I5.5) pertubation = o(random(0,1) — 0, 5).
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La température

Les variations importantes de notre fonctionnelle (co > F > arrét) obligent & réévaluer le
paramétre K a chaque reprise. En effet, si K reste grand, on accepte trop de remontées, les
cycles sont trop longs et la convergence trop lente. De méme, si K devient trés rapidement

petit, les cycles sont trés courts et la fonctionnelle peut alors converger vers un minimum
local.

Algorithme évolué

Recuit
ve—20
mr « 0 (mr compteur de changement de cycle)
K1
Résoudre le systéme des ondes avec v
Calculer F" initiale _
Choisir les grilles g, et g, de départ
Tant Que Non (F' < arrét) Faire
m «— 0 (m compteur de modification de la température K)
Tant Que (m < Nb) Faire
v' « v modifié légérement de fagon aléatoire
Résoudre le systéme des ondes avec v’
Calculer F*'
Si Accepte(F¥' — F*, K))
Alors F* « F
v — v
m— m+1
Si (F¥ < Seuil(gz, 9t))
Alors Changergrilles(gz, gt)
K = seuil((gz,9t) +1)

FSi
Sinon mr = mr+1 (mr compte le nombre de tentatives sans acceptation)
SI (mr > 50)
Alors K = seuil((gz,9:) + 1)
mr «— 0
Reprise
FSi
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FSi
FTQ
K « K.a (on change la température)
FTQ.
Remarque : Il faut distinguer le compteur de modification de la température (interne &
un cycle) et le compteur controlant ’absence prolongée d’acceptation.

1.5.4 Nouvelles conditions initiales

Soient u° et u! les conditions initiales. La discrétisation suivante

(15.6)
w(z,y,7) = u(z,y,0) + Tu'(z,y)

des conditions initiales peut étre employée dans la résolution des schémas d’ondes de notre
procédure de recuit (I’analyse de la stabilité donne 7 <0, Th ou h est le pas de temps

et 7 le pas d’espace.)

En changeant la discrétisation des conditions initiales, nous allons améliorer ce rapport.
L’objectif est de résoudre 1'équation des ondes discrétisée avec des discrétisations d’espace

beaucoup moins fines.

Remplagons la seconde équation. Pour identifier ces nouvelles conditions initiales, on

commence par développer u par une formule de Taylor :
(157) U(IL‘, yaT) = U(ZB,y, 0) + TUt(IB,y,O) + Tzutt(z,y70) + 0(T3)1
i.e.

u(z,y,7) — u(z,y,0)
T

= ut(:c,y,O) + T'U,tt(ZL‘,y,O) + 0(7-2)
= ul(z,y) + Tun(z,y,0) + o(r?).

On utilise ensuite 'équation des ondes pour identifier u;t(x,y,0). On a
(utt — Uggy — Uyy + f(u)) (Cl:,y,t) = ’U(:B,y, t)
que l'on regarde en t = 0. On obtient

utt(wvy’o) = (ua:a: + Uyy — f(u) + ’U)(.’L‘,y, 0)
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ou

u(z — h,,0) + u(z + h,y,0) — 2u(z,y,0)

Uzz(x,y, O) = 2
u(z,y — h,0) + u(z,y + h,0) — 2u(z,y,0
s (,0) = )+ ulay ¢ 10) - 2u(e0)

On en déduit que

u(z — h,y,0) + u(z + h,y,0) + u(z,y — h,0) + u(z,y + h,0) — 4u(z,y,0)
Ut (JI, Y, 0) = B2

~ f(u)(z,9,0) + v(z,y,0),

on utilise cette relation dans (I5.7), cela donne

’U,(IL‘, y7T) =
(15.8) = (“0(-’”’ y) + 7ul(z,y) — 77 f(u)(z, 9,0) + v(z,9,0)

+T2u(:v—h,y,0) + u(z + h,y,0) + u(z,y — h,0) + u(z,y + h,0) —4u(x,y,0))
h? '

Ces conditions ont été utilisées dans tous les exemples numériques presentés dans le para-
graphe §1.5, on remarquera dans ceux-ci que le pas de temps 7 et le pas d’espace h sont

liés par la relation

(15.9) T = h%.

Numériquement, le schéma itératif résolvant ’équation des ondes est stable si cette condi-
tion est satisfaite.

Cette nouvelle approche réduit considérablement la taille de la discrétisation d’espace par

rapport & la taille de la discrétisation en temps.

Remarque : Les résultats obtenus avec les conditions initiales (I5.8) et ceux obtenus avec
conditions initiales (I5.6) sont semblables, mais le gain de temps réalisé nous a conduit a

n’utiliser que les conditions initiales (I5.8).
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1.5.5 Résultats

Exemple E;j.2:
Apres plus de 40.000.000 itérations on obtient la solution ci-dessous.

(F12.1) u(z,y,T), (F12.2) ur(z,y,T).
Ces tracés résultent de la résolution du systéme (I1.2) doté des conditions initiales

sin(4nz) sin(4my)
L

sur une discrétisation 8x8x32 du domaine (0;0,5)% x (0;0,5). O

Compte tenu du nombre d’itérations, regardons l'influence des grilles et des cycles sur des
problémes monodimensionnels.

Exemple E;.3: Sur une discrétisation 16x128 du domaine (0,1)x(0,T) (avec T = 0, 5),

on initialise I’équation des ondes linéaires par les conditions

u%(z) = sin(2nz)
ul(z) = 1.

Les parametres du recuit sont

e le coefficient de température a =0, 9,

e ’écart type de la perturbation ¢ =0, 2,
e la condition d’arrét : arrét = 4.107%.
Les grilles utilisées sont décrites dans les deux premiéres colonnes du tableau suivant i.e.
o les grilles (nz,n:),

e le seuil & atteindre pour passer a la grille suivante.

Les deux autres colonnes indiquent le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre chaque
seuil.
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(a) (b)
(ng,ne) seuil mr = 50 mr = 10000
Nb =100 Nb = 1000
@,1) 5,0.10- 5 496 37 248
(1,2) 1,5.1071 19 334 79 411
(2,2) 4,0.10~2 41 905 126 883
(2,3) 8,0.1073 68 270 170 267
(3,3) 1,0.10-3 | 106 819 210 471
(3,4) 9,0.10~% 115 902 248 411
(3,5) 7,5.1074 121 065 289 411
(4,5) 5,0.10~% 127 075 337 833
4,6) 4,010 | 143 767 387 434

La convergence dans le cas (b) demande plus d’itérations que pour (a), mais elle s’effectue
sans reprise. En utilisant les procédures de cycles, on peut durcir la procédure (i.e. dimi-

nuer la valeur des parametres mr et Nb) de recuit et ainsi converger plus rapidement.
O

Exemple E;.4 :

Avec les mémes conditions initiales et les mémes parametres que ceux décrits dans I’exem-
ple précédent, on étudie maintenant l'influence des grilles (avec les parametres mr = 50
et Nb = 100).

(nz,nt) seuil Nb d’itérations (c)
(1,3) 5,0.10~" 7922
(1,4) 1,5.10~1 79 854
(2,4) 4,0.107% 179 240
(3,4) 8,0.107° 286 258
(3,5) 9,0.102 424 282
(3,6) 7,5.107% 440 038
(4,6) 4,0.10~% 519 329

Entre (a) et (c), ce sont les grilles choisies qui different. On remarque que travailler sur des
grilles plus grosses, i.e. modifier de facon plus importante le contréle en début de recuit,

permet de diminuer le nombre d’itérations.
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En effet, le mode de calcul de la perturbation est identique quelques soient les grilles, mais
son affectation varie suivant les grilles : pour une perturbation identique, la modification
de 1’état X* sera plus importante sur une grille grossiére que sur une grille fine. De ce
fait, les variations de la fonctionnelle F' sont plus importantes sur les grilles grossiéres que
sur les grilles fines. On s’attendait alors & une convergence plus rapide de la méthode de
recuit simulé, cette dernitre constatation vient d’étre vérifiée numériquement entre deux

séries de grilles.

Et si 1’on regarde le probléme avec la grille unique (4,6), le calcul demande alors 11.000.000
d’itérations pour atteindre le seuil de convergence (on a autorisé les cycles et pris tous les
autres paramétres semblables & ceux utilisé dans les configurations (a) et (c)) : le choix de

la procédure de grilles est vraiment nécessaire.

En conclusion, prendre des grilles grossitres en début de recuit simulé réduit sensible-
ment le nombre d’itérations nécessaires pour atteindre le seuil de convergence souhaité, en
conséquence cela diminue de maniere importante le temps de calcul : c’est une méthode a

retenir. O

Pour conclure le recuit simulé sur ondes linéaire, tragons les solutions obtenues :
e la position finale u(z,T") est en noir,

e la vitesse finale us(z,T) est en gris,

0.04 0.04

0.03 0.03

0.02 0.02

0.01 0.01

\ /\W//?\\/ AN N ~
—0.01) N\ -0.01 N
-0.02 -0.02}
-0.03 ~0.03
-0.04 -0.04
(F13.a) configuration (a), (F13.b) configuration (b),
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0.04 0.04
0.03 0.03
0.02 0.02
0 0

e SN AN A

o N W VTS N

-0.02 0.02
-0.03 -0.03
-0.04 ' -0.04
(F14.c) configuration (c), (F14.d) configuration (d).

Exemple E;.5 :

Avec les conditions initiales décrites dans l’exemple (Eg.3), et les grilles de la configuration
(a), on étudie un systéme d’ondes non linéaires. La non linéarité est “f(z) = 237, et le
support du contrdle est w = [0;0,9] : c’est du controle interne partiel.

.04
.03

o A,

ool YV WY W
—0:03{ /

-0.04

o O O ©o

(F15.1) non linéaire, w = [0;0,9)].

On peut également tracer les contrdles au cours du recuit, et plus précisément, au change-
ment de seuil. Ils sont présentés sur la méme figure, la couleur des contréles de début de
recuit est grise, elle évolue vers le noir pour les controles de fin de recuit.
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Controles

10¢ 20 40 60 80 1.00....1.20

-10¢}

sl

~20}

~-30}

(F15.2) v(z, 107), (F15.3) v(10h,t).

On peut observer sur ces derniéres courbes, la présence des grilles ainsi que le support du
controdle w ((F15.2)). O

1.6 Conclusions

Les deux méthodes étudiées :

e point fixe et gradient conjugué (H.U.M.),

e recuit simulé.

Toutes deux permettent d’identifier un contréle qui, suivant la méthode, satisfait divers
critéres et entraine une convergence plus ou moins rapide et une précision plus ou moins
grande des résultats.

Les résultats présentés comparent la solution u du systéme générique (I1.2) & I'instant T', &
Pétat final que 'on souhaite atteindre (qui est {0,0} dans tous les exemples proposés). En
agissant ainsi, on vérifie numériquement la contrélabilité exacte. Comme/ il est impossible
d’obtenir effectivement {0,0} & partir d’algorithmes discrets, on se contente de regarder
Perreur.

Les méthodes de gradient donnent de trés bons résultats tant en “précision” (I’état final
numériquement calculé est proche {0,0}) qu’en rapidité d’exécution (temps calcul et nom-
bre d’itérations). On pouvait s’attendre & une telle précision car la méthode HU.M. a
laquelle on a adapté une méthode de gradient construit un vecteur de contréle.

Par opposition, le recuit simulé, procédure “aléatoire”, ne construit pas, mais cherche
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un vecteur de contrdle. Elle est moins précise et demande de nombreuses itérations. Si
’on n’utilise ni la procédure de multigrilles, ni les cycles, la résolution du probléme de
contrdlabilité exacte par la méthode du recuit simulé est alors trés trés coiliteuse (en temps)
et par conséquent inapplicable pour la recherche systématique d’un controle.

Le Chapitre II, consacré a la controlabilité interne partielle, s’intéressera uniquement aux

méthodes de gradient et de point fixe.
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2. Contrélabilité interne partielle

Consacré aux controles partiels, ce second volet affine (§2.1, §2.2 et §2.4) les résultats déja
obtenus au Chapitre I. En controlabilité partielle, certaines contraintes supplémentaires
apparaissent.

Par exemple, lorsque le contrdle est de support Q (le domaine entier), on peut controler
(dans le cas continu) toutes les données initiales pour toute non linéarité en un T stricte-
ment positif aussi petit que l'on veut. Dans ce chapitre, la partie est plus difficile car
maintenant ce support n’est plus le domaine entier ; il faut donc choisir un temps de
controlabilité T' suffisamment grand (§2.1).

Le choix du support du contrdle se révele également primordial ; trop petit ou mal réparti
dans €, celui-ci est susceptible de causer la divergence de I'algorithme (§2.3).

Pour achever ce travail, on étudiera plus longuement les systémes non linéaires, en y
détaillant entre autres le choix de la linéarisation a employer dans la méthode de point

fixe. Cet autre phénomeéne passionnant est développé au paragraphe §2.6.

2.1 Equations et construction H.U.M.ienne

Sur ) périodique, ’équation des ondes non linéaires périodique est

( (82u _ ?u %
ot? 0r2  9y?
u et Yu périodiques

+ f(U))(w,y,t) = v(z,y,t)xw dans Qx (0,T)

(I11.1)
u(z,y,0) = u’(z,y)

0
| —a%(m,y,O) = u'(z,y),

les conditions initiales {u%,u!} sont périodiques.

Par le contréle exact (I1.3) de u solution de ce systéme, on souhaite mener la fonction en
un temps T, de Iétat initial {u®,u'} vers I'état final{0, 0}.
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Comme ce systéme est non-linéaire, on résout le probléme de la contrélabilité exacte de
(I11.1) par la méthode décrite au Chapitre I et qui se compose d'une méthode de point
fixe [Z] et de la méthode H.U.M..

Un bref rappel de la méthode

Avant de commencer H.U.M., on linéarise la premiére équation de (II1.1) en usant de la

f&-10) .,
9(z) = { #0

fonction g définie par

P
F(0) siz=0.

Soit £ € L%°(f2 x (0,T)) candidat & étre point fixe, on réalise (pour chaque &)

e la résolution d’un systeme direct

( a2¢ 82¢ 82¢
(3,525 - 31;25 _ 6y2€ + g(§)¢g)($, y,t)= 0 dans Q

¢£($7 Y, 0) = ¢2(£D, y)

(IIl.2) < d
%2 (2,4,0) = $}(z,)
Obe . ..
\ ¢¢ et Ty périodiques,

e la résolution d’un systeme rétrograde

( (321/)5 _ O O
ot? Ox? oy?
. < oY
gve =
5 &y T) =0
Oe

\1,05 et Ty périodiques,

+ 9O (3,1 = ~($ex)(@,3,t) dans Q

e la construction d’un opérateur linéaire semi-défini positif

(I11.4) Ae{e2, ¢¢} = {%(0), —1¢(0)}.

Comme A est un isomorphisme (Chapitre I), pour un temps T' suffisamment grand,
I’équation

(I11.5) Ae{¢8, 93} = {u!,—u%)

132



a une unique solution {¢2,¢}}. Comme au Chapitre I, par construction de A (I1.4) et
par construction de {¢2, ¢z} (I11.5), I'unicité de la solution du probléme de Cauchy suivant

ot? ox? oy?
ug(z,9,0) = w'(z,y)

¢ 152 2 2
(L - Tt _ U 4 geue) (o,31) = ~e(o oo dans Q

(I11.6) S du
-7 (@9,0) = v'(z,)
| ug et —aﬂ périodiques,

ot

implique que 'on a

u5 = ’tﬁg.

avec

ou
u5(m,y,T) = %t—s(a:,y,T) =0

e I’étude de la convergence de la méthode de point fixe et, si la méthode ne converge pas

I’évaluation du nouveau candidat “point fixe” £ = ug.

Temps minimum de contrélabilité T,

Dans ce chapitre, le support du controle est w (# §2), ce qui implique un temps minimum
To de contrdlabilité. En dimension 1 et en domaine périodique, cela signifie que Ty doit

étre supérieur & (b — a) lorsque w = [a, b]°.

t N
—-— ()
Ty=b-a > Cone de propagagation
t=(b-a)/2
i =
0 a b 1 X
Temps minimum de contr6labilité
en domaine périodique

En dimension 2 sur domaine périodique, c’est un peu plus difficile & expliciter. Voici une

facon de ’exprimer.
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Soit F(z,.y,) le faisceau de droites passant par le point (zo,yo) élément de 2 i.e.

F(‘”ano) = {(a’b) € R? |am0 + b=y }’

la notation (a,b) désigne la droite “ax+b=y”.

Soit Q#, resp. w#, le domaine obtenu de , resp. w, par périodicité.

|.’.Tl
I.O.!I
|

Le domaine périodisé

On note Rz, 40) ((%0,%0) € Q) la longueur du plus petit segment [(X;,Y}1), (X2,Y2)] (de
mesure non nulle) contenant le point (zo, yo) et telque (X;,Y)) €w et (X3,Y2) € w#
soient deux points distincts. On a

o si (zo,y0) € Q\w

= inf inf X1—Xo?+(N1-Y2)? |aXi+b=Y;,i=1,2
Reow = it { i {(G-Xo+ (-1 laXirb=Yi i=12}}

(Xg,Yg)G w#
(X1,Y1)#(X2,Y2)

. R(-’Bo,yo) =0 si (:L'o,yo) € w.

Finalement on pose

R, = sup R(z4,y0)-
(z0,¥0)€[0,1]%\w

En dimension 2 et sur domaine périodique, le temps de contrélabilité minimal est Ty = R,,
ol w est la partie du domaine supportant le controle.
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2.2 Discrétisation du probléme linéaire

On note h, resp. 7, le pas de la discrétisation en espace, resp. en temps ; on approche
(II1.4) et (II1.5) par les schémas explicites suivants
Soit e, = {€,er} € VP x VP

( pour p = 0,..,P,pour i, = 0,..,M —1,

.. .. 1 S"',J - -1 SZ,J
¢0(Sz,3) — eg(SZ,J), ¢ ( )2T¢ ( ) —
az1) | BENSH) —268(5%) + ¢ (SM)

2

_ GRS + R(SITI) + RS + gR(SH ) — 4aR(S) _
h2

er(S™9), ¢, ! périodique

0

\ ¢P+! périodique

et
[ pour p = P,..,0,pour 4,5 = 0,..,M —1,
o P41(@Qi,j\ _ hyP=1(Qi,j
PP (§™7) = 0, LA C )2T¢ (5%) =0, 't,b,f"'l périodique
Yhr(5) — 295(559) + ¢f 1 (SH)
(2.2) T g g g
| YR(STHL) + YR(ST M) + GRS + gR(SHI) — auf(S™)
K2
= _¢h(si’j)Xw
| YP~!  périodique.
Remarque : Ces systémes sont bien posés.
On approche 'opérateur linéaire A par
Ah,-r . V’?C‘I‘ X Vhpe‘r —_ V’?er X V’f)e'l"
(112:3) e = Ansey = DR
avec

1(Gi,5Y — ofy=1(Gisj
0 per 0 1,J = ¢ (S ) "p (S )
(I12.4) { An € VP telle que A;(S™7) o

Ah € VP telle que A (S™7) = —¢0(S%),

Vi,j€0,.,M—1

ot {S%7}; j=o,.,M—1 est 'ensemble des sommets distincts de la triangulation.
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Maintenant, on approche le probléeme (II1.5) par
Trouver g, € VP x VP telleque Ve, € VP x VP

(I12.5) { < Anrep,€h >h= (ul,e*o)h - (uo,e*l)h.

Lemme II.1

L’opérateur Ap,r est symétrique et semi-défini positif sur Pespace V" x V.

Démonstration : Par la méme technique que pour le Théoréme 1.2, on montre que I’on a
Ve, ey € Ep = VP x VP

P M-1

< Angren€h >n=Th?Y " Bpdh(S™) P (8™ ) x(s0sc w)
p=01,j=0

1
relationoll Goy=fp==- e B,=1si0<p< P), et plus particulierement
2 (4

P M-1
(112.6) < Anrenen >n=Th?Y 3 Bpl#h(5")) X(ssewy Ven € Bn.
p=01i,j=0
On en conclut que Ap ; est semi-défini positif. [ |

2.3. Condition de positivité pour Popérateur discrétisé

La démonstration présentée s’applique aux controles des systémes d’ondes périodiques
ainsi qu’aux contrdles des systémes d’ondes avec conditions de Dirichlet homogeéne sur la
frontiére du domaine 2.

2.3.1 Construction d’ensembles w sur lesquels A; est défini positif

Sur la triangulation périodique 75, définie au Chapitre I,

OMgg) (MM)eo0)

Mooy

00)eqiry MOy,

Triangulation périodique
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une condition suffisante sur ’ensemble w pour que Ay, soit défini positif, est que w génére
une barre w* coupant le domaine de part en part. Cette barre, horizontale ou verticale,

sera. composée en largeur de deux points contigus de la discrétisation.

XX XX XXX
XXX XX XX

Définition Dy;.1 : Les points voisins de %7, sommet de la triangulation 7}, choisie, sont,

modulo la périodicité, les sommets

§itli gi-lj gig+l ghi-1,

Définition Di1.2 : Un point voisin de w est tel que 4 des 5 sommets cités ci-dessous
Si'l'l,j’ Si_lvj’ Si1j+1, Si,j_l’ Si’j,
appartiennent & w avec $*J € w (modulo la périodicité, le cinquiéme étant le voisin).

Définition Dy1.3 : On appelle V(w) I'ensemble des points de 7; obtenu par réunion des
points de w et de ’ensemble des voisins de w. On notera

VEWw) = VoVo .. o V().
k fois

Définition Dy;.4 : Algorithme de génération
Soit w une ensemble discret de point de 73, on pose

w°=w

on construit pour [ > 1

wl+1 — v(wl) = vl+1(w0) — VH-I(OJ).
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On dira que w géneére & s'il existe L > 0 tel que

VEw) = @.

Lemme I1.2

Si la partie w génére w*, alors w génére )

Démonstration : Soit w* une barre horizontale composée de deux points de largeur.
Comme w* est horizontale, il existe un indice j* € 0,.., M — 1 tel que

M-1 o M-1 o i’ M-1 )
o= (Tsyo (U= O (U
=0 1=0 l=]"—1 i=0

Cela implique que (modulo la périodicité)

{Si,j*-1,Si—1,j*,Si,j*’5i+1,j*} Cw" Vi€o,..,.M-1
{Sz’,j“,Si—l,j"'—l,Si,j"—l’Si+1,j*—1} Cw* Vi€0,..,M—1,

on en déduit, par définition des voisins, que pour i € 0,.., M — 1, les points (S%"+1) et

(89" ~2) sont des voisins de w* i.e.

i+l M-1 _
V) = | ( U S”’).
I=j*—2 = i=0

On remarque que V(w*) est une barre horizontalede largeur quatre points de discrétisation
sur notre triangulation .
Cela implique que

{Shi", imLaT+1 gliTHl GitLiTHY « y(u*) Vieg0,., M —1

{§H771, §1d"=2 g™ =2 giHLI"-2} € Y(u*) Vi€O,.,M -1,

on en déduit que I’ensemble des voisins de V(w*) est

iT+2 M-1
v2(w*) — U ( U St,l)
I=j*-3  i=0

qui est une barre horizontale de largeur six points.
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Sur le schéma suivant, on indique la construction récursive des voisins de w*.

4
N
4
N

XXX XX
XXX X X>

V()

.1)*
On poursuit par récurrence, et comme {2 est discrétisé par M x M points, on en déduit

(en usant de la périodicité) que

Vi> % VHw*) = Q.

Théoréme I1.3

Si la partie w portant le contréle génére (2, alors il existe un temps T, strictement positif et
une discrétisation de Q x (0,T) (avec T > T,,) tel que ’opérateur A, . soit défini positif.

Démonstration : (inspirée de [GLL]) Sur la triangulation 7, on a montré précédemment

le Lemme I1.1 i.e.

P M-1

(I13.1) < Anzenren >n=hBTY > Bdh (%) x(sisewt (en € En).
p=01i,j=0

Pour montrer que A, ; est défini positif, on montre que < Ap re4,€, >n= 0 implique

tH : * 1
qu'’il existe un pas de temps p* €0, .., tel que !

#(S¥) = ¢f; =0 VS e
I (59) = ¢ = 0. o

De (II3.1), on déduit

(113.2) Ph(SV) =¢f; =0 VS e€w,Vpe,..,P.
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Dans le schéma d’onde discret explicite, le terme ~ “¢f -;1 —20%; + &% ;-1” est donc nul
pour tous les pas de temps et pour tous les points %7 de w.
On construit 'ensemble  w! = V(w). Par définition des voisins, tous les points de w!\w

sont tels que
(113.3) h(S™) =0 VS cuwl,Vpel,., P-1.

En effet, le schéma d’ondes discret est

HH(S9) - 283(59) + 7 (S™)
T2
_ BRSHY) + GR(STH) + BR(SHH) + gR(SWI) — 4R(S%) _

h? 0

et si 'on suppose que S$**1J, §i~1J, i+l ef G sont dans w et que S9! est dans w!\w
alors I’équation ci-dessus et (II3.3) impliquent que

RS H)=0 pourpel,.,P—1.
h

Par le méme procédé, on construit w? = V?(w) et on a
(113.4) h(S") =0 VS cw? Vpe2, . P-2.

On poursuit par récurrence. Comme on a supposé que w génere €2, il existe un indice L
tel que O = VL (w) i.e.

(113.5) PR(S™) =0 VS ewl=Q,VpelL,. P-L.

Si L<P-L ie 2L<P etsiladiscrétisation en temps et en espace du domaine
2 x (0, T) vérifie la condition de stabilité du schéma d’ondes (Chapitre I), alors 'opérateur
Ap r est défini positif.

Dans ce cas, le temps minimum de contrélabilité T,, (sur cette discrétisation vérifiant la
condition de stabilité) est

T, = 2L~.

Remarque : On va voir que la réciproque n’est pas vraie i.e. I’opérateur Ap + peut étre
défini positif méme si w ne génére pas .
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Définition Dy1.5 : Un point S/ borde w si il existe un quadrangle K (de 7;) conte-
nant S®J et tel que les trois autres sommets appartiennent a w.

Théoréme I11.4

Soit une discrétisation de Q) constitué de M x M points distincts, avec M pair.

M M
Si le support w est un “carré” constitué de (? + 1) X (? + 1) points distincts de la

triangulation, alors il existe un temps T,, tel que l'opérateur Ap,r soit défini positif.

Démonstration : A partir de w, on construit w! = V(w) I’ensemble des points de 7,

2

voisins de w. On construit de méme w?, .... On arréte la construction lorsque

wh=t = VI1(W) = VE(w) = Wl

Par exemple, on a

Qe CIHONnCNNON OO g
§ 0O 000w ®R ® 0o 0 0 O i

§ 0 0 O m = m 8 8 0O 0 O §| L] @

5 0O 0 = = @ &« ® ® ®8 O O a as 0)1
s O s 8 = & ®m ® 8 ®8 ®w O 5 sus (02
5 ® = » = 8 8 B3 ® ERE B ® 5 sase (@ 3
S " 3 s = 8 ®» = 3 8 ®u 0@ %

s "= 2 8 8 ¥ ®§ 8 o ® = @& S

é O " = B ® N ® ® 8 wm O 5

é 0O 0O »m @ &« & w 8 ® 0 O é

é 0 DO " @ @« m ® 0 O O |§|

é 00 0O O m ® & 0 0o o a E:
5-uuc-----cr---o----c---cum-----o--no-uun-mu---nnm--g

Par construction des V! (w) (pour [ € 0,.., L), on sait que les sommets S*J satisfont (voir
démonstration de la proposition précédente) :

Ph(SH) = ¢, =0 VS eu Vpel,.,P-1
Pour S*J € wl, on étudie la relation
Girry T By + Bh 01 +F, 1 — 447, = 0.
Si, par exemple, S*~1J, §4J §4i—1 gont éléments de w’, a alors

¢f+1,j + ¢f,j+1 = 0.
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On en déduit que ¢}, ; =C et ¢7;,; = —C. Des relations semblables peuvent étre
écrites pour tous les points de 73 bordant w” ; sur le schéma précédent, on obtient

o oo o o o#C o 0o o oo

o o o o C » = --C o o o o

" 0 o0C = 8 w e s oooou

c oC &« a s s s 8 u.C o oo

D_C "= " ®» 8 ®» s ® 8 @ C a
C s s s s s 58 s 0 s o
C ®" ®s &2 5 » s s 8 3 a = C

o C s »a s s 8 &« w8 8.

o0 0.C &= = w = = ® @ C oo

0o o C =T 8 8 ®w =u _C 0 o a

oo e oC «s e(C o0ooo

o o oo oG aC oo oao

Par périodicité, ona C = —C, onendéduitque C =0 |, on retrouve ainsi I’ensem-

ble w*.

Le support w que I'on s’est donné ne génére pas w*, donc il ne géneére pas Q. Par contre
la construction ci-dessus a permis d’obtenir w* qui lui génére 2. On en conclut que Ap
est défini positif. [ |

2.3.2 Autres exemples
La démonstration ci-dessus est limitative, mais il existe de nombreux ensembles w suscep-
tibles de générer w*.

Par exemple, en partant d’un carré w couvrant plus d’un quart de £, on obtient w*.
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ormowromnousg & sommets de ® ,
» s | sfa = =0 o o o— o sommetsde la triangulation

» « b u/s & =00 o—o—4 -—lien entre “voisins"

COlo*

s GanCOnng

—0 D
———0—0

[ Ul T e I w T ) |

(w I T TU T T YT m ITTEY

On peut évider ce carré et ne conserver que la couronne extérieure d’une largeur de deux
points sur la triangulation (cette opération est schématisée ci-dessous). A partir de cette
couronne, on construit les voisins (successifs) du support & lintérieur et & 'extérieur (en
domaine périodique, il serait préférable de dire & gauche ou 3 droite de la couronne orientée
trigonométriquement). On retrouve w*.

cmmowmoemonny  ® - SOMMeEts de ®
. « =~ o o o—4 o sommets de la triangulation
. I I « =—o——o o—o—s — lienentre “voisins"
" O a = W D e S 4

Lo

8 s
Sn DDDDDD% !/
éun unnnnnus
5:: Dnunnoa
BRI RIIRERREES

m I w ITTT] m TTTT

g
i

Sur les deux exemples précédents, il est suffisant d’avoir w* dans 'une ou 'autre direction.
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On peut alors réduire la couronne et ne considérer que ses deux “demi-”barres horizontales.
Celles-ci comportent toujours deux points en largeur. Tracer tous leurs voisins fait encore

apparaitre w*.

cemommonmonng = SOMMets de @
= sommets de la triangulation
— lien entre “voisins"

O o

-uncmlIIOIIllDlIlIOIIllCIllll.llu.llnlDlllchnlll:lllmllllnl ]
o
G—0—a
O
a
] a a
a u]
O o
a ]
0 o
llllOIIIIOlllIDIIlllDll.llDlllll.lllll-IIIIOIIIIOIlllollll.llll

e

On peut encore remarquer qu’une barre horizontale pleine n’est pas nécessairement intéres-
sante. Aussi peut-on la représenter par une succession de petits supports carrés de taille

3x3 points disposés comme suit:

0 0 0 0 0 0 0 O 0 0O O O O O o = SommetSde w
" s 800000 W Wm0 oo o0 o sommets de la triangulation
" ®» 0 mw = ®w D—= = ®=—C 5 ®B & —_lien entre "Voisins"

sur une discrétisation donnée, le support du contréle est alors plus grand : le nombre de
points qui le constitue est plus important dans le tracé avec les carrés qu’avec la barre
pleine. Par contre, le fait de travailler avec des supports disjoints de taille plus petite peut
étre moins contraignant que de travailler avec une barre pleine.

Toutes ces représentations générent w* et il existe encore bien d’autres fagon de ’obtenir.
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2.3.3 Conditions de Dirichlet homogéne sur 90

Les démonstrations périodiques s’étendent sans peine aux problémes d’ondes résolus avec
conditions de Dirichlet homogene sur le bord du domaine 2 = [0, 1] x [0,1]. Toutefois, il
y a une différence avec la démonstration présentée : il est souvent nécessaire de centrer le

domaine portant le contréle.

DetsnaeosssoninOeng

" = %= ®m N ®m 0 0 O o é

" = ® 8N = ® B0 0O n 5

® w ® » ®m 8 B —O>—C—03 O 5

" & B W ®mR ® —0—07 0 QO 6

" = ® W ®m - ®E "0 0 0O @O 6

" 0 0 o o 5

t=_ o 0 0 o o o o EJ
é o o 0O 0O 0 o o o o 5
§ 0 0 0 O O 0D 3 0O O © 0 5
§ 0 0 0 0O o 0D O o o 5
gllllﬂlllllﬂullIDIIIIIE\IIIIlEFlllIDIIIIDII“DIIIIOIIIIUIIIIDIIIIE

* sommetsde ®
o sommets de la triangulation

— lien entre “voisins"

Sur ce schéma, on n’a pas centré le domaine. Comme le domaine Q n’est plus périodique,
on ne peut tracer des voisins qu’a droite et en dessous du support w. On n’arrive donc pas
& générer w*. Par contre, lorsque l'on centre ce domaine, schéma suivant, on peut alors
tracer les voisins comme dans le cas périodiques, et obtenir w*. Les astuce§ pour construire
un support w décrites dans le domaine périodique s’appliquent alors de maniére identique

sous réserve de “centrer” le support dans Q.

Remarque : Les conditions de Dirichlet homogéne imposent & la solution du systéme

d’ondes (I1.1) d’étre nulle sur la frontitre. En conséquence, il suffit de générer un wi
qui est une barre horizontale, toujours composée de deux points de largeur, coupant le
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domaine en deux mais ne contenant pas les points de la frontiére.

= sommetsde ® _
o sommets de la triangulation

— lien entre “voisins"

OsesnsDueenConen(g

[w]
c
a
a
[m)
a
a
a
[m]
ﬁulll:mnonncununlunulm-Unnqunc-nuounouuouné

jesansCessns(menns O

DessrsasnssDuensfOnenney (n Tlnlllln Tl Te UT T A0 e T T e L )

O o
CJ oy
Il est & noter que, sur une discrétisation donnée, 'ensemble w* doit &tre inclus dans I’union

des points de w}, et des points de discrétisation de la frontiere.
Dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet, on peut construire un grand nombre

de supports générant w},.

2.3.4 Exemple Ej;.1

Cet exemple numérique montre que I’absence de w* peut impliquer une divergence des

résultats numériques.
Le domaine Q considéré est le carré (0, 1)2, ce carré est successivement discrétisé par

M =12, 14, ..., 20 points distincts dans chaque direction. Le temps de contrdle est le
méme pour tous les calculs (T" = 2), 'ensemble (0, T") est discrétisé en fonction du pas de

discrétisation d’espace i.e. on prend /
Lok 1
2 2M°
Le support w du contrdle est un carré dessiné sur ¢? points de la discrétisation .en espace.
Les conditions initiales sont
{uo(:z:,y) = exp~Hz-05)* sin®(z)

ul(z,y) = sin(2rz).
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domaine en deux mais ne contenant pas les points de la frontiére.

Il est & noter que, sur une discrétisation donnée, I’ensemble w* doit étre inclus dans 1’union
des points de w}, et des points de discrétisation de la frontiére.
Dans le cas des conditions aux limites de Dirichlet, on peut construire un grand nombre

de supports générant wr,.

2.3.4 Exemple Ej;.1

Cet exemple numérique montre que ’absence de w* peut impliquer une divergence des
résultats numériques.

Le domaine € considéré est le carré (0,1)2, ce carré est successivement discrétisé par
M =12, 14, ..., 20 points distincts dans chaque direction. Le temps de contrdle est le
méme pour tous les calculs (T' = 2), ’ensemble (0, T’) est discrétisé en fonction du pas de

discrétisation d’espace i.e. on prend

L_h_ 1
. 2 2M°
Le support w du contrdle est un carré dessiné sur ¢2 points de la discrétisation en espace.
Les conditions initiales sont

{uo(m,y) = exp =08 sin’(7z)

ul(z,y) = sin(2rz).
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6 7 8 9 10 11
12 Jdiv. 429 186 151 91 71
14 | div. 1 div. 496 374 186 139
16 1 div. | div. | div. 1044 402 339
18 | div. | div. 1 div. 1 div. 1014 339
20 | div. | div. | div. | div. 1 div. 2469

Les calculs réalisés avec M = 32 ont confirmé ces résultats :
e divergence avec ¢ = 15 et

e convergence avec q = 16.

Si T'on regarde le tableau suivant, on observe que, méme en choisissant un temps de
controlabilité plus grand (i.e. un nombre de pas de temps plus important), cela continue
a diverger.

La discrétisation choisie est 12 x 12 et le support w est représenté sur 6x6 points de
discrétisation.

T 2 3 5 10
P 48 72 120 240
ldiv. ldiv. ldiv. ldiv.

Pour une discrétisation donnée, ce contre exemple signale la nécessité numérique de choisir
un support pour le contréle convenable sur cette discrétisation. a

2.4 Algorithme non linéaire détaillé

C’est la version discréte des algorithmes présentés au premier chapitre, on y méle le point
fixe des systémes non linéaires et un gradient conjugué sur les problémes intermédiaires

linéaires. Notons que les directions de descente sont évaluées avec le produit scalaire
L2..(2) x L2,,.(S2) discret

(114.1) (enein = [ Seildody + [ cherldady Ve, € € B
Q Q
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Initialisation du point fixe

50 = «

(I14.2) =
g1 = 1.107%

Le parametre €;, diminué au cours des itérations de point fixe, limite le nombre d’itérations
de chaque gradient en début de point fixe. Ainsi on évite de calculer le contrdle exact
(obtenu lorsque le gardient conjugué va & son terme) pour des candidats points fixes ék
dont on est quasiment siir qu’ils ne sont pas le point fixe.
On suppose calculées les k premiéres itérations de la méthode du point fixe (on connait

ék), on calcule la suivante.
Initialisation du gradient
(114.3) Soient e, e} € VP

on résout

({¢o}mm = {}mn Ym,n €0, M
{¢0}'}n,n - {¢0}r_n}n

= {ellz}m,'n, {¢0}—1 périodique

2T
pour p €0,.., P, pour m,n € 0,..,M
(114'4) \ ({fk}p )2{¢ }p + {¢0}p+1 - 2{¢0}£n,n + {¢0}'Ir)n—,rlz

7—2
{¢0}m+1 nt {¢0 m-1,n + {¢0}p m,n+1 + {¢0}m n—-1" 4{¢0}'zr’n,n

h2 =0

\ {¢0 }p+ ! périodique,
puis

({‘Po}in =0 Vm,ne0,..,. M

{¢0}P+1 {"/) }m n
2T
pour p € P,..,0, pour m,n € 0,..,.M
p+1 __ 2 P p—1
(:[14.5) ¢ ({gk}P n)2{,¢ }p + {wO}m,n {¢:3m,n + {¢0}m,n
{¢0}m+1 nt {¢0}m 1,n + {¢0}£n,n+1 + {¢0}$n,n—1 - 4{¢0}£n,n
h2

= 0, {o}F+! périodique

= _{¢0}fn,an
| {#0}P~! périodique.
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On calcule g, = {g3,95} € Ej telle que

(114.6) 27

{gé}m,n = {uo}m,n - {¢0}9n,n

On pose wy, = g, (le parametre ¢, testant la convergence (formule 13.10)), est trop grand

1 _ -1
{{gg}m,n — {"/)O}m,n {1/)0}m,n _ {ul}m,n Vm,n €0, M

a ce moment de 1’algorithme non linéaire).

Pour q entier strictement positif, on calcule e €q+15 9py 10 Lai1s ®q+1 €t Ygy1 & partir de [
9, Wos ¢q €t Y, par le schéma suivant

Descente
On résout
({6}orn = (W} Ym,m €0,., M
Gathn — {Pa} o
{ q}m,nzT{ q}m,n — {w;}m,na {(bq} 1 perlodlque
pour p€0,.., P, pour m,n € 0,..,.M
(114.7) q N {4, YEEL — 2( @), .+ {g B L
(€ V) (Bt + — e Wl
{¢¢1}m+1 n + {d)q}m 1,n + {¢q}'1r)n,n+1 + {¢q}fn,n—l - 4{541}%,n =0
h? -
\ {q}P*! périodique,
puis

(($}E, =0 ¥Ymmn €0, M

{¢Q}P+1 {'¢q mn
2T
pour p € P, ..,0, pour m,n € 0,..,M

~ p+l _ o 1P 7 1p—1
(1148) J ({gk}P n)2{¢q}P {wq} {d);]-gm,'n + {¢q}m,n
{"pq}m+1 n + {"/)q m—1n + {Jq m,n+1 + {¢q}m n—1 4{Jq}£n,n
h2

= 0, {1,}F*! périodique

= _{¢q}fn,an
| {904}~ périodique.
On calcule gq telle que

51l -1
{g{)}mn — {¢q}m,n27—{¢q}m,n Vm,n € 0’ ..,M

{ }mn = —{"pq m,n»
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puis

M-1
D ({9 + {92en)

m,n=0

M-1 )
Z ({gg}m,n{wg}m,n + {gg}m,n{w;}m.n)

m,n=0

(I14.12) pq =

Ce coeflicient calculé, on détermine

(441 = &5 — Paty

J ¢q+1 = ¢q - pqaq

(II4.11) ~
"/’q+1 = 1/’q - Pq‘/)q
g1 T 9y T Pady

Convergence et nouvelle descente

Si 911 est suffisamment proche de 0

Alors on prend e = €+1> @ = Pgtr1 86 Y = Yo
Sinon on calcule

M-1
Z ({gg+1}12n,n + {g;+1}$n,,n)

m,n=0
(II4.12) Yg = M1 ’
> (e} + {9232,)
m,n=0
on pose
(I14.13) Wot1 = Gpq + YW,

et on retourne & “Descente” (¢ « ¢+ 1).
Fin du gradient

Le gradient a convergé, on pose

(£k+1)fn,n = ("p)fn,n Vm,n €0, "’M’ pPE Oa --aP
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et on calcule le résidu, pour k£ > 1,

P M-1
55 (€ - )
(I14.14) Résidu(k) = =200
2
> Y (€)ma)
p=0m,n=0

puis on regarde le critére de convergence

Si Résidu < &3 (= 1.107%)
Alors le point fixe a convergé, on recueille les résultats
(114.15) Sinon on itére
€1 = €1 * .

FSi

Les coefficients £; et 8 conditionnent un nombre minimum d’itérations de point fixe. En

effet, pour arréter le point fixe il faut avoir simultanément

(114.16)

€1 = 1.10_13
g9 = 1.1076,

Fin du point fixe

2.5 Résultats

Par la méthode H.U.M., connaissant I'état initial {u®, u'}, on identifie un contréle permet-
tant a u, solution du systeme (II1.1) suivant

r (8%u 0%u  O%u
(3% — 58 ~ 5 + @) @0t = v(apxe dansQ

0
) u et 6_1: périodiques en « et y

u(z,y,0) = u’(z,y)

o
\ = (2,y,0) = u!(z,y), u°, u' périodiques,
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d’atteindre 1'état final {0,0} (par exemple). Les résultats présentés sont obtenus en
résolvant le systéme (II1.1) discret

({w}mn = {4l Ymn€0,.,M

{u}'}n,n - {u}'r_n}n 1
2T - omn
pour p €0,.., P, pour myn € 0,..,M
5.1 {uhita — 2wl + {u}tin

({uln)® + o

_ {u}fn+1,n + {u}fn—l,n + {’u’}fn,n+1 + {u}fn,n—l - 4{ru’}'1r)n,n
h2

= Vn’i,an

\ {u}? périodique

o V' = —¢ est le contrdle identifié par H.U.M. et calculé par de gradient(s) conjugué(s)
et point fixe.

On agit de méme pour les résultats présentés dans les autres chapitres. On remarquera
que I’“exacte contrélabilité” est vérifiée en résolvant le probleme (II5.1) écrit avec la non-

linéarité exacte.

Exemple Ej;.2 :

Sur une discrétisation 20x20x40 du domaine Q = Q x (0,T) (okt Q = (0,1)% et T = 1),
on considére I'équation des ondes non linéaires. Le contrdle est porté par w = [0;0, 75]2 et

les conditions initiales sont

{uo(x,y) = cos(2mz) cos(2my)

u'(z,y) = cos(2mz) cos(2my).

Comparables au courbes Fi1 du Chapitre I, on remarque que les figures F12 (pages sui-
vantes) offrent le méme ordre de précision. Par contre le contréle partiel nécessite plus
d’itérations que le controle sur ) entier.

a 0 1 ) 10 30 50 100
Nb. ité. Pt Fixe 1 28 29 29 29 30 30
Nb. ité. Gradient 489 685 704 762 1067 1011 1243

Ces résultats ont été obtenus en choisissant €; = 1.107% et § =0, 5.
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(F112.1) Position finale u(z, y, T)

(Fi12.1.0) a = 0 (Linéaire),
(Fi12.1.5) a =5,
(FH2.1.30) a = 30,
(F112.1.100) a = 100,
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Diverge

(Fii2.1.1) a =1,
(Fur2.1.10) a = 10,
(F112.1.50) a= 50,
(F112.1.200) a = 200.



(F112.2) uz(z,y,T)

(Fu12.2.0) a = 0 (Linéaire),
(Fnu2.2.5) a=5,
(FH2.2.30) a = 30,
(F112.2.100) a = 100,
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Diverge

(Fri2.21) a=1,
(Fn2.2.10) a= 10,
(Fu2.2.50) a = 50,
(F112.2.200) a = 200.



(F112.3) Vitesse finale u;(z,y, T)

(FH2.3.0) a=0 (Linéaire),
(Fii2.3.5) a =S5,
(F112.3.30) a = 30,
(F112.3.100) a = 100,
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Diverge

(F112.3.1) a = 1,

(F12.3.10) a = 10,
(Fn2.3.50) a = 50,
(F112.3.200) a = 200. O



Remarque : Le calcul réalisé avec le coefficient a = 5 et le parameétre &; = 1.10~13
(comme seuil de convergence pour tous les gradients conjugués) nécessite 1005 itérations.

En ne contrdlant pas exactement les premiers candidats points fixes, i.e. en utilisant
(114.15) et (II4.16), on réduit le nombre des itérations de gradient et donc on diminue le
temps de calcul.

On observe également la divergence de la méthode pour le coefficient de non linéarité
a = 200.

Compte tenu de la discrétisation faible en espace et en temps, on ne peut rien en déduire.
Ce phénomene est étudié plus amplement au §2.6.

2.6 Controdle non linéaire unidimensionnel

Les difficultés rencontrées dans les preuves sur la contrélabilité des systémes d’ondes non
linéaires ont suggéré I’étude numérique de ces phénomeénes. A partir des démonstrations
unidimensionnelles congues par E. Zuazua, on a construit un algorithme (Chapitres I et IT)
capable de tester diverses non linéarités sur des problémes d’ondes périodiques de condi-
tions initiales périodiques quelconques. Si dans le cas linéaire unidimensionnel toutes les
conditions initiales testées ont été controlées avec succes (en un temps de contrdlabilité
suffisamment grand), il n’en va pas de méme dans le cas non linéaire.

Comme le logiciel construit utilise une procédure de point fixe dans laquelle on calcule
par une méthode de gradient, nous allons essayer de regarder ce qui se passe sur divers

exemples.

Dans ce qui suit, les parameétres suivants ne varient pas. Les conditions initiales sont

{uo(w) = cos(2nx)

ul(z) = cos(2mz),

le domaine est

Qx(0,T) = (0,1) x (0,2)

périodique en espace et discrétisé par 40 x 200 points. Le contrdle est porté par la partie
w = (0;0,4). La non linéarité étudiée est

f(z) = az® Va,zeR.
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Exemple E;;.3 : Le coefficient de non linéarité est a = 30 et la linéarisation choisie est

9(€*) =

(fk—1)2°

Tragons les dérivées en temps et en espace de la solution et les dérivées en temps et en

espace du contrdle (la solution sera tracée ultérieurement (Ej;.6 )).

Fal
4 a 7%
3 I A
: RS A N
1 1k, .*. :: ::
. : V\—\
50 100 150 200 50 100 150 200
(Fu3.1) | uz(t) |20, (Fu3.2) | ue(t) |r2(@),
4
3
2
1
50 100 150 200 50 100 T

(F113.3) (l Uz(t) |%2(Q) + I ut(t) I%’*’(Q))l/z’

(F113.4) les trois courbes précédentes.

80 80
70 70-\
60 60} 4 Ia s
50 sof . 4 i &% //\ i
40 aof & ¢ $ooy i
30 30 :
20 20 S, :
10} 10} _ v 3

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

(F113.5) | vz(t) |22, (F113.6) | ve(t) |L2(q)s
(a = 30)
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80¢
70
60
50
40
30

20
10

0 50 100 150 200 0 50 100 150 200

(Fu3.7) (| vz(t) 132q) + | ve(2) Iii’(g))l/ 2, (Fu3.8) les trois courbes précédentes.

(a = 30) 0

Exemple E;1.4 :

On ne change que le coefficient de non linéarité i.e. a = 60, on constate que la méthode

ne converge plus.

En suivant I’exécution, on remarque que la non convergence est une non convergence de

la méthode du point fixe.

/
En effet, les gradients, effectués avec un vecteur fixé (représentant la non linéarité), sont
réalisés sur des systémes linéaires et donc convergent.

!
Par contre, le résidu, calculé par la formule (I1I4.14) entre deux itérations de point fixe,

diverge. Comme autre indice de divergence de la méthode de point fixe, on peut observer
I'évolution des modules d’erreur initiale des procédures de gradient (II4.6) au cours des
itérations de point fixe.
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Avec la non linéarité f(z) = 6023, au cours des itérations de point fixe (axe des abscisses),

on trace
1} 2[
1
0.8
5 10 15
>l -1 W\
0.4 -2
0.2 -3
-4
5 10 15 20 25 -5
(Fr14.1) les résidus, (F114.2) les résidus (log.),
10 2
o 1
A AN
10 15 2 30
6 S
-1
4 -2
2 K -3
-4
0 5 10 15 20 25 30 -5

(F114.3) les modules d’erreur initiale, (Fp4.4) les modules d’erreur initiale (log.).
(a = 60) O

Regardons ces mémes paramétres avec f(z) = 3023

1 5 10 15 20 25 30
-2
0.8 -4
; /
0.6 -
-8
0.4 -10
0.2 -12
~14
0 5 10 15 20 25 30-16
(F14.5) des résidus, (F114.6) des résidus (log.),
(a = 30)
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0.2 10 15 20 25 30
0.175 , -2
0.15 -4
0.125 .
0.1 .

0.075
0.05 -10
0.025 V -12
14
0 5 10 15 20 25 30

(F114.7) les modules d’erreur initiale, (Fy4.8) les modules d’erreur initiale (log.).

(a = 30)

On observe une décroissance vers 0 des modules d’erreur lorsque le point fixe “converge”
((Fu4.7), (F114.8)) ; ce n’est plus le cas lorsque le “point fixe” diverge ((Fr4.3), (Fr14.4)).
1l se passe les mémes phénomenes sur les résidus ((Fi4.5), (Fu4.6)) et ((Fyi4.1), (F14.2)).

a

Exemple Ef1.5 ¢

On a vu Pinfluence du coefficient de non linéarité sur la, convergence de la méthode. Re-
gardons maintenant ’effet que produit le choix de la linéarisation.

Ci-dessous, un tableau refléte I'importance de la linéarisation utilisée pour le terme non

linéaire de I’équation des ondes (II1.2).

En entrées figurent les différentes linéarisations et les “coefficients non linéaires” a (I4.3).

Le résultat est une comparaison de 1’erreur

(I (w=0)z [* +| (w—0) )}/

T
i

de la solution u & I'instant T' avec 1’état final {0,0} que l'on souhaitait atteindre.

Avec les données initiales précédentes, regardons d’autres linéarisations.
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Les résultats obtenus avec la linéarisation qui semble la plus performante i.e.

&-k—l + é‘k—z

g(¢¥) = ( 5

sont présentés sur les quelques dessins suivants.

Exemple Ej1.6 :

) ®) © @ ®
| S =) ofF 1 £F—1
o | @y | e | EFioyp | BT | g ogey
30 6,63.10~° 3,18.10°° 1,35.10~° 4,23.10~° 1 div.
40 3,75.10~° 2,51.10~° 1,39.10°° 1,81.10°° | div.
50 3,20.10~1 | div. 1,79.107° 1,05.10~* | div.
60 1 div. 1 div. 5,61.107° | div. 1 div.
70 1 div. 1 div. 1,45.10~1 | div. 1 div.
g

Le coefficient de non linéarité est a = 30. Avec la linéarisation (c), on a successivement

300}
250}*
200} [
150
100

50

00 0 50 100 150 200

50 100 150

| vz(z,t) | (noir)

| 'Ut(IL', t) |

| uz(z,t) | (noir)

(Fu6.1) { | ue(z, t) | (Fu-2) { (pointillg).

(pointillé),

Ces courbes sont trés voisines des courbes obtenues dans ’exemple (Eq1.3). Mais les solu-
tions finales different. Pour s’en convaincre, il suffit de regarder :
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linéarisation (c)

1.4 10° 7.5 10_2
-1.5 10—6 5. 10:6 A
1.6 10°° 2.3 10 / \Al\l\[\ /\v/\VAA
1.7 207 2.5 107 \ V 1VVV 2Vvv v VZFJ

10 20 30 120 -5. 10~

(F[16.2) u(.'z:, T) (F116.3) ut(:z:,T)

linéarisation (a),

_2. 1077 0.00001
3. 107
o e MM
5. 10 ey vV "ol ([0
o Aj TR

1oVv

(F116.4) u(a:, T)

(F116.5) U (:L‘, T)

Pour finir, regardons les résidus et les modules d’erreur initiale.

1.5
1.25

0.5
0.25

linéarisation (c)

5 10 15 20 25 30-10

(F116.6) les résidus,

30

(F116.7) les résidus (logo),
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linéarisation (c)

0.04 5 10 15 20 25 30
0.035 _2
0.03 -4
0.025
-6
0.02
0.015 -8
0.01 -10
0.005 » » -12

0 5 10 15 20 25 30-14

(F116.8) les modules d’erreur initiale, —(F16.9)les modules d’erreur initiale (logyo).

Exemple En.7:

Linéarisation (c), coefficient de non linéarité a = 60

400
300 3
200f -
100
50 100 150 200 50 100 150 200
(FuT.1) | uz(z,t) | (noir) (Fuu.2) | vz(z,t) | (noir)
' | ue(z,t) |  (pointillé), ' | ve(z,t) | (pointillé).
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10 15 20 25 30 5 10 15 20 25 30
-2 -1
-4 ol
-6 -3
-8
-4
-10
-5
-12
-14 -6l
(F117.3) les résidus (logyo), (F117.4) les modules d’erreur initiale (logsp). 0O

Dans ce paragraphe, I'importance du choix de la linéarisation a été numériquement mise
en évidence. Mais malgré cela, il reste des non-linéarités (coefficient a) pour lesquels la

méthode ne converge pas.

2.7 Conclusions

A partir de la méthode H.U.M., de gradients conjugués et de point fixe, nous avons obtenu
la contrdlabilité exacte de systémes d’ondes. Tout comme les autres types de controles
contruits par H.U.M., le contréle interne partiel nécessite la définie positivité de 'opérateur
linéaire A employé dans H.U.M. ce qui “limite” le choix de I’ensemble w C € support du
controle.

/
Les exemples fournis dans ce chapitre concernent des conditions initiales trés simples (de
types cosinus ou sinus), les quelques lignes ci-dessous exposent d’autres conditions initiales
(périodiques) nettement moins sympas.

Le domaine Q x (0, T) (avec 2 = (0,1)% et T = 2) est dicrétisé par 20x20x40 points et le
support du contrdle est w = [0;0, 5] x [0;0,9]. Sur le systéme d’ondes non linéaires de non
linéarité a = 5, on obtient les résultats suivants :
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u‘l’(x, ) Nb. ité. Gr.adien't Max. P(.)sition P.“inale
u(z,y) Point Fixe Vitesse Finale
cos?(2mz) cos?(2my) 6411 4,4.1077
cos*(27z) 28 9,9.107°
e~ (z=0,5)*+(y—0,5)%) 6975 3,4.1077
1 29 9,8.107°

L’algorithme numérique proposé pour résoudre le probléme de contrélabilité exacte des
systemes d’ondes non linéaires est satisfaisant : il propose une solution (i.e. un contrdle)
dans de nombreux cas (conditions initiales et coefficients de non linéarité différents) et

suggere d’autres procédés de linéarisation. Mais il reste toutefois des non-linéarités numéri-

quement rebelles.
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3. Controle par les moments

Dans les deux précédents chapitres, nous avions jusqu’a présent résolu un probléme de
controlabilité exacte, c’est a dire & identifier un contréle de la fonction u “toute entiere”.
Par opposition, les Chapitres III et IV vont exposer une méthode, dérivée de H.U.M., qui
détermine des controles agissant sur des parties de u solution de I’équation des ondes.

Industriellement souhaité, le contrdle ponctuel de 1’équation des ondes n’en demeure pas
moins impossible. La méthode proposée ici est motivée par la recherche de contrdles
“quasi-"ponctuels, ce n’est plus de la controlabilité exacte, mais les contrdles construits,
ne dépendant que du temps (et de leur support) permettent d’envisager des controles de

support tres petit.

3.1 Idée

Comme dans les deux chapitres précédents, on considere le systéme bidimensionnel d’ondes

non linéaires suivant

( (0%u  0%u Q%
(8t2 © 8z ay?

u et Yu périodiques en et y

)(a:,y, t) = v(z,y,t)xo dans Q@ =0 x (0,7)

(I111.1) $
u(z,y,0) = v’(z,y)
ou

\ Bt

Remarque : On travaille & nouveau avec des fonctions périodiques sur un domaine

(z,9,0) = ul(z,y), u°, u' périodiques.

périodique.
En contrélant les “moments” de u, i.e. les fonctions semblables 4

/ u(z,y, t) cos(2wkz) cos(2nly)dzdy Vk,l
(I111.2) o B

s (z,y,t) cos(2mkx) cos(2nly)dzdy Vk,l
Q

et qui ne dépendent plus que du temps, on peut contréler la fonction u elle-méme.
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Remarque : On contréle également les moments en :
e cosinus et sinus,

® sinus.
Notre objectif est de contréler un nombre fini de ces moments.

Définition Dyj1.1 : “Controler des moments” de u solution du systéme d’équations aux

dérivées partielles (IIT1.1) consiste & contrdler exactement les moments de wu.

En notant
(mi1)kg = (mﬁ‘fl,mﬁfl, mzfl,m,";‘,fl)k,l les moments de u,
u _ 0 0 ,,,8c0 0 0
(mk?z)k,l = (mﬁ,l st s M s Myt )kl les moments de u”,
1 1,.3c0 1 1
(mz’ll)k,l = (mﬁfl ,mifl s M ,mif, )k,1 les moments de u’,
avec

)
M = / u(z,y,t) cos(2rkz) cos(2rly)dzdy Vke€O,.,K, 1€0,..,L
Q
mey = / u(z, y, t) cos(2mkz) sin(2nly)dzdy
Q

my = / u(z, y, t) sin(2wkz) cos(2wly)drdy
Q

mi = / u(z, y, t) sin(2wkz) sin(2xly)dzdy
\ Q

contrdler exactement ces moments de u revient & conduire chaque quadruplet de moments
my, de Pétat {me’l,m',:"l a linstant t = 0 & ’état O & 'instant t = T', et ceci pour un
nombre fini de k et [ entiers positifs.

Définition Dyy1.2 : “Controler par des moments” la solution u du systéme d’équations
aux dérivées partielles (III1.1) consiste & contrdler des moments de u, le contrdle ainsi
obtenu contréle u dans un sens différent de la contrdlabilité exacte.

Cette définition est différente de la définition de ’exacte contrdlabilité Dy, car ne controlant

pas toute la solution, on ne peut prétendre avoir contrdlé exactement wu.

La distinction entre Diy1.1 et Dii.2 se concrétise lors des applications numériques, le
controle obtenu par contrdle exact d’un petit nombre de moments peut étre moins intéres-
sant que le contréle un peu moins exact d’'un nombre plus grand de moments.

167



L’autre particularité de cette technique est de proposer des controles ne dépendant que du
temps. Le controle souhaité peut étre représenté ainsi :

A chacun des plots, support w?, est associé un controle v* ne dépendant que du temps.
Le Chapitre III est consacré & la recherche de tels contréles pour le probléme d’ondes
sur le domaine {2 de dimension 1. Il s’appuie sur H.U.M. pour résoudre ce probléme de
controblabilité et numériquement on utilise & nouveau une méthode de gradient conjugué.
Nous remarquerons aussi que, contrairement aux chapitres précédents, les systémes d’ondes
“H.U.M.iens” a résoudre sont des équation différentielles.

3.2. Sur ondes linéaires monodimensionnelles

Pour contréler ces moments, on choisit deux intervalles w, et w, sur lesquels on impose les
contréles v et vs ne dépendant que du temps. Le choix des intervalles sera justifié par la
suite.

Le systéeme d’ondes s’écrit ainsi

Py %u
( (W - @)(%t) = Ve(t)Xw, + Vs(t)Xw, dans Q x (0,T)
(II12.1) u et Yu périodiques en
| u(z,0) = u°(2)
Ou 1 0,1 .z 1
\ a(w,O) = u(z), wu’,u" périodiques.
On note

(me)x = (m§, m},)x les moments de u,
(Mm% = (mﬁo,mio)k les moments de u°,

(i) = (mgt, mg!)x les moments de u!,
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avec

my, = / u(z,y,t)cos(2rkz)dx VkeoO,.,K

(I112.2) @

mi = / u(z,y,t)sin(2rkz)dr VkeO,.., K.
Q

Remarque : Les moments d’ordre 0 en sinus sont nuls.

Lemme III.1

Les systémes d’équations différentielles vérifiés par les moments de u sont
esik=0

2,,C
raa:?" (t) =|we | ve(t) + | ws | vs(t) dans (0, T)
(I112.3) {mi(0) = [ w(e)dz = mg?
Q
om§

20 = [ wie)ds = mg,

osik#0,k< K

[ 8°m¢
ot?
= vc(t) / cos(2mkx)dz + v,(t) f cos(2rkz)dr dans (0,T)
(1112.4). 4 e e
mi(0) = / u®(z) cos(2mkz)dz = m°

Q

(t) + 4n?kimS(t)

Omi 0) = / u'(z) cos(2mkz)dz = mg'.
([ Ot Q
et
( azms s
_a-t-z—,g(t) + 47r2k2mk(t)
= 1.(t) [ sin(@rkz)dz + vy(t) / sin(2rkz)dx dans (0,T)
(I112.4), ) we ws

m;(0) = /Q u’(z) sin(2rkz)dz = mg°

omg
[ Ot

(0) = /n u!(z) sin(2rkz)dz = mil.
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Démonstration : Pour le systéme (I112.3), on intégre par parties sur €2 la premiere

équation du systéme d’ondes (IT12.1)

8%u 0%u
/w e + /w (tds = / t2 Tt @) ~ S i)
(92
=/ _6t2 (a:, t)dr = 5 (/Qu(:z:,t)dm)

_ 8?m§
otz -’

Pour les autres systémes (out k # 0, k < K), on multiplie, par exemple, par cos(2rkz) et

on integre
/ ve(t) cos(2rkz)dr + / v5(t) cos(2mkz)dz
We Ws

ot?

= & ( / u(z, t) cos(27rk:c)da: / Au(z,t) cos(2rkz)dx

_/ (62 — Au)(a: t) cos(2mkz)dx

a2

= 66:2< / u(z,t) cos(27rk:1:)da:) — /Q u(z, t) A cos(2rkz)dz
= 6%22_( /Q u(z, t) cos(27rka:)d:1:) + 47%K? /Q u(z, t) cos(2mkx)dz

2,,,C
o°ms,

5 (t) + 4m2k*mg(t).

La démonstration avec les moments en sinus est identique. Le lemme est démontré. [ |

3.2.1 Méthode H.U.M. sur les moments

La méthode H.U.M. s’applique & notre systéme d’équations différentielles en résolvant

comme & 'accoutumée des systémes directs :

pour tout k£ €0, .., K,

62¢lcc 21.2 1c
52 (t) + 4n°k°¢5(t) = 0 dans (0,T)
(I112.5), $(0) =

a C

%k 0) = 4
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et pour tout k € 1,.., K,

62¢i 212 18
=5 (1) + 4k ¢ (t) = 0 dans (0,T)
(1112.5)8 ¢z(0) —_ ¢z0

% 0) = 7"

A partir des fonctions ¢$ et ¢7, on détermine les controles & employer dans les systémes
rétrogrades. Ces controles, exposés de maniére brutale, seront justifiés dans le Théore-

me II1.2. Le controle commun aux moments en cosinus est

(I112.6)c Ve(t) = ¢5(t)Cs + lé(%(t)Cﬁ + ¢i(t)5§) (= ve(?))
alors que le contréle commun aux moments en sinus est

(IT12.6)s Ve(t) = ¢§(t)Cs + i(qﬁi(t)Ci + ¢Z(t)3i‘é) (= vs(t))
o

Ci = / cos(2rkz)dzx VkeO,. K
We

Ci = / cos(2mkx)dx

(I112.7) 3 Ve

Sp = / sin(2rkz)dz
We

Sp = / sin(2rkzx)dz.

On résout alors pour tout £ €0, .., K

azzpk

(t) + 4m?k2PE(t) = —V(t)CE — V4(t)C; dans (0,T)

(IT12.8), ¢k(T) =0
a¢k

£(T) = 0

et pour tout k€ 1,.., K

62¢k (t) + Am2k2YL(t) = —Vo(t)SE — V3(t)S; dans (0,T)
(I112.8), 1pk(T) =0
a'/’k —=E(T) = 0.
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On définit opérateur linéaire
(I112.9) A2, @'} = {5,(0),-¥(0)}

avec

q)O — {@CO,q)sO}
(I112.10) ! = {&°, 9°'}
¥ = {0°,9°}

et

30 = {4, ¢{°, ... 6%}
3 = {4507, - 8%} {\P = {Y6, 95, ¥%}
‘I)so = {¢80, .:O,u’qs.;? LA {"ﬁg"‘/)i’"”p;{'}

(I)SI = {d’gl, ila"a ‘;(l,}

(I112.11)

Remarque : On introduit artificiellement les fonctions nulles ¢g°, ¢3' et ¥§ pour simplifier
la démonstration de la semi-définie positivité de 'opérateur A. On remarque aussi que les

coefficients S§ et S§ sont nuls.

3.2.2 Positivité de ’opérateur A

Théoréme II1.2

Si w, et w, sont des parties ouvertes de 2 de mesure non nulle, alors A est un opérateur
semi-défini positif.
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Démonstration : Soient e, e* associés respectlvement a {®,¥}, {®*, ¥*} par (II12.5) et
(I112.6). On a (en utilisant les fonctlons nulles ¢0, ¢3!, 1§ et les coefficients nuls S§ et S§)

<Aee* >

=§; < (% (o), ~v(0)), 145" (0), a; 0} >

+:§ < (% (o), 1), (910, %
(TG 0080 — ZEOW0) + ij(a"”“ ©)65:(0) — 2 )

-3 (g~ 2 gy + 3 [ - ]
Zk: / (awk a;fz Yi)dt] JFZ[‘W'c ¢ (T) — ]
r

[47r2k2¢;;¢g* — 4n’k® g*z/);; dt + /0 D (VeCE + VeCh)¢idt
k

il
S~
~ ?rM

T
+ [ 3 [mwvter - aeorupa+ [ Svesp+vespera
0 k o k

T
= [ S (vworce+orsn + vierar+ersh)a

T
/ [(Z¢ G + 910X 45205 + 615

(G + oS 4 Ch + bnSin) |t
k=0 m
En particulier, pour tout e € E, on a

T K K
<Age>= | [(Z #5CE + 0159 + (X 45CE + 91507 dt
k=0

(I112.12) . y
(508 + S URCE+ LD + (4508 + 3" ¢RCE + #1517 | dt

k=1 k=1

et A est semi-défini positif. [ |
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Théoréme II1.3

Si les ensembles w, et w, sont choisis tels que, pour tout k € 1,.., K, la matrice

Ci Sk
(I112.13) ( ct Sz)

soit de déterminant non nul, alors 'opérateur A est défini positif.

Démonstration : L’opérateur A vérifie (II12.12) ce qui permet de déduire que si

<Ae,e>=0
alors
( K
$5C5 + D $R(MCE + 4L (HSE = 0 Vt
(I112.14) 4 =
chSCS + ;ﬁ(t)cfé + ¢k (S = 0,

relations ol ¢¢ et @2 ont été définis par (III2.5). et I112.5),.
k k

Comme le déterminant de (II12.13) n’est pas nul, on sait que Cg ou Sg n’est pas nul

(pour k € 1,.., K). Comme C§ n’est pas nul, on multiplie la premiére équation de (IT12.5),
par C§ (pour k € 0,..,K), puis la premiére de (I112.5), par S¢ (pour k € 1,.,K), on
additionne ces deux relations puis on somme en k, il en résulte la relation

62 (Fals 2 62 C e 8 QC = C e 8 QC
(I112.15) -a?(cboco) + Z 'a—tg(d’kck +¢3S5) + 4n? Zk2(¢ka + ¢;Sk) = 0.

De (II12.14) et (IT12.15), on déduit

62 K K
0= 57 (405 + D_($iCE +91SD) + 4n 3 K($5CE + 4150)
k=1 1
K
= 4n? Y KR($5CE + 41S%)
k=1
ie.
K
(IHL2-16) K405 + 415 = 0.
k=1
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On poursuit par récurrence et on montre que

K
(I112.17) > K*™(#5CF + ¢iSE) = 0 Vn entier positif.
k=1

Si on regarde ce systéme, on remarque que 'on obtient une matrice de Van der Monde

( de coefficients a; = k?) de déterminant non nul, ceci implique que
(P50 +¢3S5) =0 VEkel., K.

En procédant de méme avec les coefficients Cj, et Si, on déduit

($5CE+¢8S) =0 Vkel, . K

On a ainsi obtenu K systémes a deux équations et deux inconnues.

Le k¥™e systéme (k # 0) d’inconnues (¢, ¢5) posséde une solution unique (0, 0)si la matrice

c; S
c; st

est de déterminant non nul ce qui est vrai par hypothése. De (III12.14), on déduit alors
que ¢§ = 0 et donc que A est un opérateur défini positif. |
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Ceci étant établi, on finit la construction H.U.M.ienne.

Comme A est un opérateur défini positif, on en déduit que A est un isomorphisme de
RAK+2 gur RAK+2,

Soit

(1112.18) = {(m¥)s, —(mi®);} € R+,

alors que pour un temps T strictement positif, le probléme linéaire
(I12.19) AM{o%e, 80’} oS i e = {(mie! )i, —(mye® )i}

a une unique solution {{#9°, #3°}, {#1, d1°} }x-
En effet si on prend le couple

{{¢2c’ ¢23}7 {¢Ilcc’ ¢Ilcs}}k
comme conditions initiales dans les systémes (II12.5) et si on impose dans les systemes
(I112.8) les controles (I112.6) alors la construction de A implique les relations ((1112.9)-
(II12.11)) et comme on a également la relation (III2.19) , on en déduit par unicité des
problémes de Cauchy suivants :

pour tout k €0, .., K

2,1 C
a—n—lﬁ(t) + 4m?k m(t) = —Ve(t)C5 — V?(t)C; dans (0,T)
(IT12.20), mk(O) = m
ag‘k (0) = mg!
pour tout k€ 1,.., K
2,108
9 mk (t) + Am?K2mi(t) = —V°(t)S; — V°(t)S; dans (0,7)
(1112.20)3 ‘ mk(O) = mk
omi (0) = m§'
]
que 'on a
' oS o
(1112.21) (lmi e, —(mio)n} = {2k, S5y, ~ g, wi)

avec {(m}!)k, —(my°)x} vérifiant la condition d’exacte contrélabilité pour chacun des mo-

ments.
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Positivité de I'opérateur linéaire discret

Pour étudier la positivité de 'opérateur linéaire discret associé a A, on discrétise les rela-
tions (I112.5), (I112.6) et ((1112.9) — (I112.11)).

Approximation des systémes d’ondes

On appelle 7 le pas de discrétisation en temps. Le vecteur

e = ({(ed) (e 4 (e2), (el?) € RAK+2
keo,...K kel,. K

étant donné, on approche (I112.5) par le schéma explicite aux différences finies suivant

(112.22); (607 — 260" + (P | grzpgep = o

T2

{pour tout k €0,..,K, pour p = 0,.., P,

que 'on initialise par

pour tout k € 0,.., K,

(I112.22)- (60)° = (ek°
AT

On discrétise de méme les systémes (I1112.5), pour k € 1,.., K.
On effectue la méme opération sur (III2.8) et on résout

( pour tout k € 0,.., K, pour p = P,..,0,

(WPt - 2@5)? Rl U YL THP,

(I112.23); = -leros + i(wf)"c*f + (o1)st)|ce
=1

~ [g5ycs + f((cbf)"ci’ + (o1)7st) | ek
=1

que 'on initialise par
pour tout k €0, .., K,

(I112.23), (@E)" =0
(,wz)P—l _ (¢2)P+1 — 0o
27 ’
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On discrétise de méme les systemes (II12.8); pour k € 1, .., K.

Remarque : On vérifie aisément que tous ces systémes sont bien posés.

Approximation de l'opérateur A

Soit e € R*(+2 on approxime A définie de R4K+2 dans R*€+2 par

(I112.24) e = Ae= ({Agc’)‘kc}keo,..,K’ {)‘gs’)\}"s}kel,..,K )

( pour tout k €0, .., K,

(e — ()~}
2T

| Al € R tel que A = —(¥5)°

§ A% € R tel que Ay

(I112.25)
( pour tout k € 1,.., K,
s\1 __ s\—1
T A% € R tel que AY® = (i) 27_(¢k)
[ \%° € R tel que A = —(y2)°
et

000 = (o), (e, )

Maintenant, on approxime le probleme linéaire (I112.9) “Ae = f”

(IT12.26) Trowver e € R 12 telleque Ve* € R4 +2
| [Are€7]] = fm*,e] = [m*,e]
ol
K K
€9,e0] = S(NER) + D (eR)ER™
(1112.27) = Bt

[[Q,Q*]] = [eo,e*O] + [61,6*1] VQ,_C_* c R4K+2.
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Théoréme I11.4

Si les hypothéses (I112.13) sont satisfaites, alors I'opérateur A, est symétrique et défini
positif sur R4E+2,

Démonstration : Des relations (I112.24), (I1112.25), (I112.26), on déduit

[[A,e,e*]) = [)‘O’e*o] - [’\1’6*1]

K c\l _ c\—1 xc\1l __ xc)—1
(HIz 28) —_ § :((')bk) 27-(1/)19) (d);;c)o _ (¢g)0 (¢k ) 27-(¢k ) )
. k=0
K s\1 __ s\—1 *c\1 __ *3)—1
+ 2 (("/)k) 27-(wk) (¢l=:3)0 _ (1/);:)0 (¢k 27-(¢k ) )

On utilise 3 nouveau la formule des trapézes (ot 6 et v sont des fonctions réelles)
b
¢ (a)v(a) — 8(a)/(a) = B'B)(b) — BB/ (b) + / (V"0 — 0"v)dt
’ a

discrétisée ainsi (r < q)

(0r+1 _ ar—l)ur _ (Ur+1 - Vr—l)er _ (0q+1 _ eq—l)yq _ (Vq+1 _ Vq—l)oq

27 2T 27 27
yPtl QP 4 Pt oP+l — 26P + 0”‘1) »
v

+Ti’3p( T2 )Bp—ﬁp( T2

p=r

avec By = B3 = % et B, =1 pour r < p < g¢. Dans la formule (II12.28), on obtient alors

c\P+1

[[AT.Q’Q*]] = i{: ((wk) — ("»bl?:)P—l (¢ZC)P _ (¢ﬁ)P (¢ZC)P+1 - (d)ZC)P—l)
k=0

2T 2T

K s\P+1 _ (,,3\P~-1 *3\P+1 _ (4*s\P—1
z ((¢k) + 2T(¢k) (¢23)P _ (,d)l.:)P ()7 2T(¢k ) )

+
<3
>
il
=)
3
Il
o

*c\p+1 __ *C\p *c\p—1
NC A o Ry

K P s\p+1 _ 8 s\p—
N e

(B)P+ — 2(01°)7 + (65°)" (wz)p)_

T2

+
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Les conditions finales (IT12.23)2 du schéma rétrograde simplifient cette dernitre équation,
il ne reste que les doubles sommes. Des schémas (I112.22) et (ITI2.23), on déduit alors

( pour p€0,..,P,pour k€0,..,P

(¢I=::c)p+1 — 2(¢:)p + (¢I:c)p ! ('l,bc)p = —47r2k2( *c)p (,‘bc)p

T

< (Yg)PH — 2(¢5)P + (¥5)°~} ok

T2

K
= 4R G — [0S + 30 (60PCE + (9Pst)|CRry
=1

K
- [w@srrcs + o (wnrer + @hyst)|ceeir
\ =1
(IT12.29)
(pour p€O0,..,Ppourkel,.,P
Qi) = 2GRV gy = —ank2(gi2) (40P

72

s\p+1 __ s s\p—1
(YR)P 2(:/2;)” + (¥3)P (62°)P

K
= a2 ()P (B — [(96)°CE + Y ((#9rCE + (#17S) | Seot )

=1

- [@srcs + fj(wf)”cf + (818 | Si(giy-
=1

\

Cela permet de simplifier ’égalité précédente et ainsi obtenir, pour tout ¢, e* € R*%+2,

Beel = 56 ((g6y7Cs + Z((qs, J°CE + (¢ )Psl)]ch(w)P

p=0

£, [(@6)cs + Z(wf)"c, + (01)st)] Eczwr-‘)”
= =0

p-—O
K -
A > ((wror + (#7st)] S sy
p=0 =1 k=1

>:

P K
+ 7Y 8| (¢6)°C8 + Z((ﬁ)vc,’ + (@7t oSk
k=1

p=0 =
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Cette relation implique que

(Ae el = Tiﬂp [(¢3)PC§ + i‘((qbi)”q‘; + (¢>i)”51‘é)]2

(I112.30) ”=°P ’°=1K
2
+ 7Y B[ (#5)7Cs + Y ((681°CE + (47SE)]

p=0 k=1

on en déduit que 'opérateur A, défini positif car on a supposé que ’hypothése (I112.13)
était satisfaite. n

Remarque : L’algorithme discret est détaillé au Chapitre IV.

3.2.3 Quelques résultats

Exemple Ejj.1:

Sur les données initiales
{ u® = cos(2wz +0,1)

u' = cos(2rz),

on regarde I'influence qu’ont le nombre de moments utilisés et le pas h de discrétisation
en espace sur les position et vitesse finale de la solution u du systéme (III2.1) contrdlés
par les moments. Le pas 7 de discrétisation en temps est proportionnel & h et défini par
7 =23h/5 (la condition de stabilité “r < 0,7h” des Chapitres I et II est satisfaite).

Les intervalles supports du controle sont

we = [0,50 — 60,50 — 8], & = 0,045
ws = [0,0725 — 6;0,0725 — &].

Les deux premiers tableaux indiquent la valeur de la solution u du systéme (III2.1) au

temps T i.e.

P
nlaax, | U, |

suivant le nombre de moment (colonne) et la discrétisation d’espace (ligne).

2 3 4 5 6
50 1,2.107% 8,6.10~° 6,6.10° 5,2.10~3 5,3.10~°
100 1,1.10~*° 7,0.107° 4,8.107° 2,6.10~° 2,5.10~°
200 1,1.10~2 6,3.107° 4,110~ 1,7.1073 1,6.10~°
400 1,0.10~* 5,9.10~° 3,8.10~° 1,8.107° 1,5.10~°
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7 8 9 12 15
50 5,4.1073 5,4.107° 5,4.1073 5,4.107° 5,4.10~3
100 1,6.1073 1,6.10~° 1,4.1073 1,4.107° 1,4.1073
200 6,1.10~ 5,8.10~% [ 4,5.10~¢ 3,6.10~4 4,6.10—3
400 5,2.10~4 5,1.10~% 3,7.1074 3,2.1074 2,3.10~4

Les deux tableaux suivants indiquent la valeur de la vitesse au temps T i.e.

uP-1 — P+l
max | m___ 0m
meo0,..,.M 2T
2 3 4 ) 6
50 2,3.10~1 2,6.10~% 2,5.107! 2,2.107! 2,2.107!
100 1,2.1071 1,2.10~F 1,1.10~ ¢ 9,2.10~* 9,2.10~2
200 4,2.107% 4,4.10~% 4,3.10™4 3,9.10°° 3,7.107%
400 2,4.10~% 2,3.10~2 2,3.10~° 2,1.10~2 2,1.10~2
7 8 9 12 15
50 2,1.10~* 2,1.1071 2,1.1071 2,2.107¢ 2,1.107!
100 7,6.1072 8,0.10~* 7,3.10~% 7,2.10~2 7,2.10*
200 3,4.107% 3,3.10~2 3,6.10~° 3,6.10~2 3,3.10~2
400 1,9.10~° 2,0.10—2 2,0.10~* 2,0.10~° 1,8.10~%

On remarque l'influence du nombre de moments sur la position finale, tandis que la vitesse

est sensible a la discrétisation.

On peut également remarquer que pour une discrétisation donnée, il est intéressant de re-
garder seulement un certain nombre de moments (par exemple, on se limitera 4 5 moments
pour une discrétisation & 50 points en espace). Cette limitation intervient car discrétiser
cos(207z) (il faut au moins 10 moments) avec 50 points signifie que 'on a seulement 5
points par période : c’est insuffisant.

Sur ce méme exemple, vérifions que P'on satisfait I’hypothese sur les déterminants (I112.13)

du Théoréme II1.3.

Le tableau suivant exprime le déterminant des 10 premiéres matrices en fonction du nombre

de pas d’espace.
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50 100 200 - 400
1 -3,3.10°° —3,4.1073 ~3,7.1073 —-3,5.1073
2 5,6.1073 5,6.10~3 6,0.10~3 5,8.107°
3 —6,1.1073 —6,2.1073 —6,5.107° —6,3.1073
4 5,1.107° 5,1.10~3 5,2.1073 5,1.1073
5 -3,2.107° —-3,2.1073 —3,0.107° -3,1.1073
6 1,3.107° 1,4.10°° 1,1.1073 1,2.1073
7 —-1,1.10~* -1,1.107% 7,8.107° -1,3.107°
8 —3,4.10~% —-3,5.107% —4,0.1074 —3,8.107%
9 2,4.107% 3,0.1074 2,5.10~4 2,7.10~%
10 6,6.10~° —9,5:107° —4,8.107° -7,1.107°

Les déterminants suivants, jusqu’au 15™€ moment, sont tous supérieurs en valeur absolue

3 1.10~7. La valeur du 10°™€ moment sur la discrétisation 2 50 pas peut étre considérée

nulle, mais cela n’est pas trés important car avec 50 pas, on représente trés mal ce mo-

ment :

il n’intervient pas.

Pour illustrer ces dernitres remarques, voici quelques uns des graphes produits.

A droite figure la position finale et & gauche la vitesse finale.

0.

.002

.002

.004

004

.0004
.0002

0.02\

.0002
.0004
.0006

L
\""J VEYVY V' poo

°:°1W I

|

A A'IAMVAll'A'
VWSO W Zoo

A aba

A
\/Vsd‘/ VYoo V 1‘60\/ 20_0.01VVV5WV 1
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(Fr1.2) 8 moments, discrétisation 200x1000
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0.02 S

o.ooo4h ©0.015

0.01

0.0002 0.005
/\ /\ \ A AAA‘.'W%
: cw\/woos [

-0.0002 -0.01

-0.015

-0.0004 0.02

(F11.3) 8 moments, discrétisation 400x2000

3.3 Régularisation des contréles

Le contréle du systéme (IT12.1) est connu a partir de H.U.M. sur les moments par la formule
(I13.1) Viz,t) = V(t)Xw. + V(t)Xw,-

Son écriture est un peu trop “carré” dans l'optique d’applications industrielles. Afin
d’arrondir ses formes, on le régularise. Pour ce faire, on note I, et I, les milieux respectifs

des intervalles w, et wg. On définit alors
(I113.2) V(z,t) = Vo)1 = b(@ - 1)) *xw. + V°(O)(1 = b(z — Is)?) *Xe,

ou b est le coefficient de régularisation.
Ce contrdle a de jolies rondeurs, mais il lui manque un tout petit quelque chose : il n’a

pas la méme intégrale i.e.
/V(a:,t)da:dt # / V(z, t)dzdt. .
Q Q ' ‘

Pour pallier ce léger défaut, on normalise le contrdle V pour obtenir le controle régularisé

V défini par
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/ V(z,t)dzdt
Q

/ V(z, t)dzdt
Q

V(z,t) = V(z,t)

(I113.3)
/ V(z,t)dzdt
Q

/ V(z,t)dzdt
Q

(V@) (1 - bz — 1)) *xue + V*@)(1 - bz — 1)%)*x0,)-

L’exemple suivant montre P’influence du coefficient de régularisation b.

Exemple E.2 :

Le domaine 2 = (0, 1) est discrétisé par 200 points distincts, le temps de contrdle est T = 3
et ’ensemble (0, T") est discrétisé par 1000 pas. Le support du controle est la réunion des
deux intervalles
we = (0,52 — 6;0,52 + 6]
{ws = [0,22 — §;0,22 + §]

ou § = 0,045 est la demi-longueur de chaque intervalle.
Les conditions initiales sont
{uo = sin(27x)

u' = cos(2nz).

Les calculs sont réalisés avec 15 moments, et les résultats présentent I'influence du coef-

ficient de régularisation b sur I’amplitude maximale A = max | uP |  de londe &
meo,..,

l'instant T" (aprés contrdle), on a

b 0 1 10 20 50
A 4,110 4,2.10~% 4,8.10~% 6,5.10~* 1,2.1073

b 100 200
A | 2,110° | 4,0.10°°

Plus visuels qu’un tableau, on présente ci-dessous les graphes obtenus avec b = 10.

On peut constater sur ces courbes que les résultats de la régularisation sont trés jolis avec
le controle V.
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0.0004
0.0003 R/

0.0002

0.0001

-0.0001

-0.0002f \/

-0.0003
0.015
0.01
0.005

50 10 150 0

-0.005
-0.01
-0.015

(Fii2.2) u(z,T) aprés régularisation,

2
Les controles utilisés, & 'instant ¢; = —

50 \]o\pv 150 \,9\00

M

(Fm2.1) u(z,T) position calculée,
(F112.3) u(z,T) obtenue avec V.

, figurent ci-dessous.

[y

-0.2
-0.4
-0.6
-0.8

-1.2

5¢

150

(F1H2.4) V(.’L‘,tl) et ‘7(.’1!, t1),

200
-0.2

-0.4
-0.6

-0.8¢

-1.2

5(

00

© 150 200

(Fi2.5) V(z,t1) et V(z,t,). °

Pour compléter les résultats, on remarque que la normalisation influence trés peu les

vitesses finales. Mais attention, le rapport des normes des contrdles V et V est voisin

de 1,015 lorsque ’on régularise avec b = 10.
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1
i

-0.01

~ J A onv}\vww%o

-]
<]

0.02

0.02 0.015 n ﬂ |
- - vl O(')"’g;/\/\/\ /\/\/\ WA
’ 0 o

-0.0d \?(V " i -o.oosJ'V\J hﬂ J g Wb

o

-0.02 -0.01
-0.015

-0.03

(F1112.6) us(z, T) vitesse calculée,
(Fru12.7) ue(z,T) aprés régularisation,  (Fy12.8) us(z, T') obtenue avec V

3.4 Astuces et Préconditionnement

Ce sont les problémes de mémoire, de temps et de précision rencontrés en dimension 2 qui
ont conduit & rechercher un “préconditionneur”.

 3.4.1 Retour sur les définitions Dyj1.1 et Dypy.2

Il est temps de vérifier I’affirmation émise au paragraphe 3.1, i.e.
S
“la distinction entre le contréle des moments et le contréle par les moments se concrétise

lors des applications numériques, le contrdle obtenu par contréle exact d’un petit nombre
de moments peut étre moins intéressant que le contréle un peu moins exact d’un nombre
plus grand de moments.”
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Lorsque I'on contréle exactement les m premiers moments, et que I’on applique le contrdle
résultant dans le systeme (II12.1), la solution u obtenue a effectivement les m premiers
moments étudiés quasiment nuls, par contre les moments suivants (non contrélés) ne le
sont pas. L’écart est trés grand (les premiers sont de l'ordre de 1.10~8, les suivants de
Pordre de 1.10~1). Sur les deux exemples ci-dessous, on montre que “contréler les moments
de fagon un peu moins précise” donne des résultats acceptables sur la solution u. Cette
méthode a le mérite de nécessiter moins d’itérations et moins de temps (c’est important

sur stations de travail).

Exemple Ej1.3 :

Regardons I'importance du seuil de convergence de la procédure de gradient. Ces premiéres
courbes, noires pour un seuil 4 1.107!3 et grises pour un seuil & 1.10~7, tracent la position

de I'onde & V’instant T pour les conditions initiales

0

C1) u(: = sin(27z + 0, 1) et (C2) u1 = sin(4nz +0,1)
u' = cos(27x) u’ = cos(4rzx).

0.0006
0.0004
0.0002

-0.0002
-0.0004
-0.0006

(Fm.31) (C1), (Fm3.2) (C2).
La discrétisation, 200x 1000, est identique ; I'intervalle de contréle est le méme :

w = [0,22—6,0,22+6]U[0,52 - 6,0,52 +6], & = 0,045.
!

On étudie 8 moments.
O

Comme on peut le constater, choisir un seuil de convergence plus grand, (1.\10‘7) que
le seuil usuel (1.107!3), perd un peu de son intérét lorsque les conditions initiales ont
des moments d’ordre plus élevé. Cependant, le fait de chercher & atteindre un seuil de
convergence plus grand nécessite moins d’itérations et la précision enlevée par 'utilisation
de ce seuil (1.10~7) peut étre compensée par I’étude de plus de moments.
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Pour vérifier cette derniére remarque, regardons ’exemple suivant.

Exemple E;.4 :

Tragons la position de ’onde a I'instant T pour les conditions initiales

{ u® = sin(4rz +0,1)

u = cos(4mzx).

Sur une discrétisation 400x2000, V'intervalle de contrdle est [0,22 — 6,0, 22 + sju 0,52 —
5,0,52 + 6], ou 6 = 0,045.

0.0004
0.0002
= Al £
A " N .
v 100 o 300 4doo 100 300 tx;go
-0.0002 ~0.0002 \

-0.0004

-0.0006

(Fr4.1) 8 moments, (Fr14.2) 16 moments.

La précision est effectivement améliorée, mais le nombre d’itérations nécessaires est 87

dans le calcul avec 8 contre 497 dans le calcul avec 16 mbments.

Ajouter des moments implique une recherche plus longue car il faut minimiser plus de
moments simultanément. Ce probleéme sera rencontré de fagon plus aigué en dimension 2.

On gagne d’un cété mais on perd de l'autre.
a

Malgré cette remarque, on utilise cette astuce. Il faut maintenant choisir un seuil intéres-
sant. Il semble, au regard des deux exemples suivants, que 1.10~7 convienne. Les graphes
ci-dessous indiquent, pour des seuils différents, les valeurs plancher et plafond prises par
la fonction u (contrdlée par les 10 premiers moments) au temps T. La discrétisation est
200% 1000 et le controle est porté par I’ensemble w cité dans ’exemple (Em.3).
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Exemple E.5:

Conditions initiales

{uo = sin(2nz)

u = cos(2nz).

Position finale u(z, T')

0.01293 0.00171

AN
\

-0.01664 -0.0017

0.00072 0.0004

I
O.OOOSZVAV/\WV{\A” ¢ .

U e L M
B0 VA T )Tl

(F1115.3) seuil 1.1073, (Fr15.5) seuil 1.1073,
(Fr15.7) seuil 1.1077, (Fi115.9) seuil 1.1079,
(F1n5.11) seuil 1.10—11, (F1n5.13) seuil 1.1013,

A

a

On remarque immédiatement que les résultats sont semblables & partir du seuil de conver-
gence 1.10%. Par la suite, le seuil réduit utilisé sera 1.1077, la précision qu’il engendre

étant déja intéressante.
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Exemple Eq;.6:

Ce nouvel exemple confirme le choix de 1.10~7 comme seuil de convergence de la méthode

de gradient sur les moments.

Conditions initiales

{uo = sin(4nz)

u' = cos(4nzx).
Position finale u(z, T
0.02673 | 0.0052
N Lo
/ \/v JAVARN

\/ U \/ N -0.0059

0.00315

-0.01267

0.00347

i W W N W

W/U\W/\

!

0.00314

-0.00222 -0.00222

(Fm16.3) seuil 1.103, (F6.5) seuil 1.1075,

(F1116.7) seuil 1.10—7, (F116.9) seuil 1.10_9,
(F1r:6.9) seuil 1.10-11, (F116.13) seuil 1.10-13,

Sur ce dernier exemple. les résultats de minimisation des moments sont exposés pour les
seuils 1.10~7 (en gris) et 1.1073 ( en noir). Ces moments finals sont représentés sur une

échelle logarithmique (log;g.).
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
_2 _2
-4 ® -4 B
& ® o @ ®
-6} @ » -6 s ® ¢-0F
-8 e ¢ — -8 a @ s ° ¢ *
® ° [ ] & ®
-10 b [ ° -10 . [ o
-12 -12
(FIIIG.CQ) mﬁ(T), (FHIG.SO) m,‘i(T).
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
-2 -2
-4 *® -4 & g
& ® & B
-6 @ & ®» » -6 & 7
"o ° * M o o ¢
-8 o °* e o ° . -8 e * . .
-10 ® o -10 i
-12 -12
mi(T) — mg(T — 7) mi(T) — mi(T — 1)
(Frub.c;) —& ) (F116.51) .
T T
O

3.4.2 Préconditionnement

Une autre maniére d’améliorer les résultats consiste 3 effectuer

e un premier calcul sur un faible nombre de moments (celui-ci devra étré en rapport avec
les conditions initiales) donne un premier contréle pour les premiers moments (intervalle
de temps (0,7)).

e Ce calcul fait, on prend les conditions finales obtenues & partir de la solution du systeme
(III1.1) contrdlée par ce premier contréle. 2

Ces conditions finales possédent essentiellement des moments élevés non encore contrd-
1és : on les contrdle alors avec des moments d’ordre élevé. Ce second calcul, effectué avec
tous les moments que 1’on souhaite (intervalle de temps “(T,2T)”), permet d’obtenir un
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contréle agissant sur les moments d’ordre élevé (les premiers moments ont déja été traités

par le premier calcul).

 La somme de ces deux contréles (calculés sur des intervalles de temps de taille identique
et controlant des moments distincts) est alors utilisée dans le systéme global (III1.1) que

P'on résout sur Q x (0,T).

En utilisant le seuil 1.10~7, on espere alors un coiit moindre et une précision meilleure.

Exemple EIII i -

Les conditions initiales

bl

sin(47x)

cos(4nx)

sont étudiées sur une discrétisation 200x1000 et avec 9 moments.

0.0006
0003 0.0004f ﬁ b / A
0.002 o.oooz’\ XQ j ﬂ b j§ N
0. 001 /\\ | §;§§§.]§‘\ﬂ!§f’g2
-0.000af ||| 1] ﬂjgigﬁ Yk
5 00 0 290_5 (004l ¥ h I 5 U } ’Iié y
-0.001 —o.o008f Y gt v’
-0.002 -0.0008 ;

0.003
0.002
0.001

Vg \/ 108 1/ /150
.001
.002 _ ‘ o

(F1rr7.1) 9 moments,

(F1117.2) 3 moments puis 9 moments,

(Fi17.3) les deux courbes.

Cette maniére de procéder peut permettre d’améliorer la précision et I'utilisation d’un seuil

4 1.10~7 réduit & nouveau le nombre d’itérations.
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3.5. Sur ondes non linéaires monodimensionnelles
3.5.1 Méthode sur les moments non linéaires

La méthode adoptée est semblable a celle utilisée dans les Chapitres I et II. Elle conjugue
un point fixe et la méthode H.U.M. sur les moments (déja exposée au §3.1 dans ce chapitre).

On choisit les deux mémes intervalles w, et w, supports respectifs des contrdles Ve €t vs.

Le systéme d’ondes s’écrit ainsi

( 18%u  O%u
(32 — 5 + f®) @8 = ve®)xu, + va()xw, dans (0,1) x (0, )
u et yu périodiques en z
(I115.1) J Lt periodiq

u(z,0) = u(x)

%(33, 0) = u'(z), u®,u! périodiques.

Ve

Lemme II1.5

En notant
{ms3}i(t) = /u3(w,t) cos(2rkz)dr VkeO,.,K
Q

{ms}i(t) = /nu3(:c, t) sin(2rkz)dz Vkel,., K,

le systéme d’équations aux dérivées partielles vérifié par les moments de u est
esik=0

2mc
' aatzo () + {ms}5(t) =| we [ ve(t) + | ws | ve(t) dans (0,T)
(IT15.3) { mg(0) = /Q v (z)dz = mg
omg§

_ ou e
5 (0) = B (z,t)dr = m§'.

esik#0, k<K

( 82mfc 212, ¢ ¢
W(t) + 4n°k*mi(t) + {m3}i(t)dz
J = ve(t)C§ + vs(t)C}  dans (0,T)
(I115.4), %@z/wmmmmm=m?
Q

oms,
. Ot

(0) = / u'(z, t) cos(2mkz)dz = mg!
Q
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et

2ok ) + a6 mye) + {makit)

= v.(t)Sg + vs(t)S;y dans (0,T)
mi(0) = / u(z) sin(2nkz)de = mi°
Q

(IT15.4) J

Bm k

0) = / ul(z, t) sin(2rkz)dz = mil.

\

Dans ces systémes, le terme {mg3} désigne la non linéarité, il sera précisé ultérieurement .

Démonstration : La preuve est semblable & celle établie au (83.1), mais elle est rappelée
de maniere & souligner la présence des termes non linéaires.

Par exemple, on a

/ vg cos(2mkx) + / vk cos(2mkz) = vc(t)Ci + vs(t)CE

—_ / [g; — Au] (z,t) cos(2mkz)dzr + / (z,t) cos(2rkz)dz
52

= 57 ( / u(z,t) cos(27rk:1:)dx / Au(z,t) cos(2rkz)dz + {m3}i(t)

at2 (t) + A k*mg(t) + {ms}i(t) Vke€o,., K.

La démonstration avec les moments en sinus est identique. Le lemme est démontré. |

Avant d’appliquer H.U.M. sur les moments, regardons les termes {m3}¢ et {m3}*.
Comime

3
/ u3(z, t)cos(2mka)dx # ( / u(w,t)cos(27rkx)dm)
Q Q

{ms}i(t) # (m)°(t),

on ne peut donc ni résoudre directement les systémes (III5.3) et (III5.4), ni estimer un
“point fixe” sur u. En effet, par une méthode de point fixe sur les moments, on déterminera
le point fixe sur ces moments et non sur la fonction u elle-méme.

De ce fait, il faut effectuer la méthode de point fixe sur u et donc vérifier le critére de
convergence de cette méthode sur le systéme global (II12.1) en u. Connaissant le candidat
point fixe global &, on peut alors I'utiliser pour calculer les termes ({m3})s, et ({ma};)k-
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Soit

{M} = /Ecos(27rkm)d:c Vkeo,. K

(IT15.5) 2

{M} = /Esin(27rk:c)da: Vkel,., K.
Q .

et reprenons la construction selon Zuazua.

Pour tout £ € L*°(Q) candidat & étre le point fixe, on cherche les contréles v4(t) et v§(t)
dans L?((0,T)) conduisant la solution u du probléme linéarisé ci-dessous de 'état {u®, ul}
a 'instant O vers 1’état {0,0} a l'instant T

Pour appliquer la méthode H.U.M. sur les moments :

e on résout les systémes directs simultanément

 pour tout k €0,.., K,
62¢ﬁ 212 ¢ c c\2

2 (t) + 4n°k ¢k(t) + ¢k({M}k) = 0 dans (07 T)
(I115.6). { ot “
¢x(0) = &%

a¢§ — cl
| 3{‘(0) = ¢% .

et

( pour tout k € 1,.., K,

32¢2 212 13 s s\2

(I115.6) | o (t) + 47°k°65(2) + $i({M})* = 0 dans (0,T)
s #0) = ¢°

6¢i — 481

| 5 (0) = 4k

e On calcule les contréles communs aux moments en cosinus et un contrdle commun aux

moments en sinus
(

K
V) = 66()C5 + Y (¢6(8)CE + 91(1)S%)
(I115.7) . k=1

K
Vo) = 4508 + Y (£(OCE + 44()SE).
\ k=1

e que l'on applique dans les systémes rétrogrades, on résout alors

( azlp’?’ 21.2,.,c c c\2
12 (t) + Ank*Pi(t) + YE({M}R)
(III5.8) = —-V°(t)C§ - V°(t)C; dans (0,T)
) YE(T) = 0
oug
| 5 D) =0
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et

fa2¢,-: 212,38 s s\2
iz (1) + 4 E*YE() + DE{MIR)
(II15.8) ] = ~VOCE-V°())C;  dans (0,T)
s YAT) = 0
o
| 5 (D) =0

® On construit I'opérateur A¢ (comme en linéaire : relations (I112.9)-(II12.11)).
¢ On évalue le nouveau candidat point fixe. Cette dernitre opération est réalisée a partir

du systéme linéarisé

(82u 0%u

(1115.9) 2 5oz T g(&)ﬂ) (z,t) = =£(0) + Ve(t)xw, + Vs(t)xw, dans Q

avec g telle que

z

ﬂ@z{fu»¢m>ﬂz¢o
7(0) siz=0.

e Sur ce systéme, on vérifie le critére de convergence de la méthode de point fixe.

On itére ce processus jusqu’a convergence de la méthode de point fixe. Lorsqu’elle a
convergé, on a identifié un controle par les moments contrélant le systéme non linéaire
(1115.1).

Remarque : On peut aussi calculer

{M}s = /(5)2 cos(2rkz)dz VkeO,.,K
(I115.10) @
{M}, = /Q(E)2 sin(2wkz)dz

et travailler sur des systémes de la forme

82¢ﬁ 22 c
() + 4m°k%¢5(t) + SE({M}L) = 0 dans (0,T)

ot?
(I115.11) #5(0) = ¢
a¢ﬁ — 4cl
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Théoréme II1.6

Si we et ws sont des parties ouvertes de ()} de mesure non nulle, alors A est un opérateur

semi-défini positif.

Démonstration : Soit e, e associés respectivement & {®, ¥}, {®z, U3} par (II15.6) et
(II15.8). On développe comme dans la démonstration du Théoreme IIL.2 et le terme non
linéaire s’efface. Il ne reste finalement que

Ve, € E,
I115.12 T
TP < hesgree>= [ [(D00u0E + 00507 + (081 + (65t
k k
ie. A est semi-défini positif (on rappelle que les termes S§, S§ et (¢€s)0 sont nuls). ]

Théoréme II1.7

Si les ensembles w, et w, sont choisis tels que, pour tout k € 1,.., K , la matrice

C; 8¢
(II15.13) (C,i Sz)

soit de déterminant non nul, alors 'opérateur A; est défini positif pour tout &.
€

Démonstration : Se reporter & la démonstration du Théoréme II1.3.

3.5.2 Algorithme discret du point fixe

Sur Q x (0,T), on discrétise avec M x P points distincts.
On appelle £ le candidat au point fixe discret . Le résidu 3 l'itération [ est calculé, comme
aux Chapitres I et II, par une formule semblable & (14.9).

Initialisation

()2, = 0" Ymeo,.,M,pe0,..,P,
Résidu = 0

Résolution par les moments d’ondes linéaires de conditions initiales

{ {u®}2, =% Vmeo,.,M
{v'}n = up,.
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On suppose que I'on a calculé [ itérations de la procédure de point fixe. On appelle _§_l le
vecteur ainsi obtenu. On calcule I'itération de point fixe suivante

Itérations

On effectue un gradient sur les moments non linéaires en calculant le terme non linéaire
des systémes de moments directement & partir du candidat point fixe global §l.

Lorsque la méthode a convergé, on résout le systéme global et on obtient le vecteur solution
€1 avec lequel on calcule le résidu

P
DOCEF? — (€, )y - € ),
Résiduy = =2 ,

P
D€, € n

p=0

dans cette écriture, on rappelle que (.,.), est le produit scalaire défini aux Chapitres I
et II. Ceci fait, on vérifie le critére de convergence :

Si Résidu < &3 (=1.107%)
Alors le point fixe a convergé, on recueille les résultats
Sinon (§')%, = {¢'*'}5, Vm,p

on itére.

3.5.3 Résultats

Exemple Ep;.8:

Sur une discrétisation 100x500, on étudie 9 moments. Les conditions initiales sont

{uo = sin(27z)

u- = cos(27z).
L’ensemble portant le contrdle est

w = [0,27 - 6,0,27 + 6] U[0,52 — 6,0,52 + 6], olx § = 0.05).

199



0.0004 n 0.006

0.0003 0.004 A
0.002 '

0.0002 l/\ NA A {\AA ‘AI\I

o ooor . v zv l/40\/ el V W{'8 00

20 20" || 80 1007 0-004
~0.0001 -0.006

(F1i8.1) position u(z, T), (F1118.2) vitesse ug(z, T),
seuil & 1.1077.

O

On remarque immédiatement que le moment d’ordre 0 n’est pas nul : c’est dii au seuil
de convergence (1.10~7) trop grand : on ne contréle pas exactement les moments. On
remarque aussi que les résultats sur la vitesse sont bien meilleurs que dans le cas linéaire.
C’est certainement dii au fait que ’on itére la méthode de point fixe.

Le fait de s’intéresser & des seuils de convergence plus grands (1.1077) :

e diminue le nombre d’itérations de la méthode du point fixe : 25 itérations pour un seuil

4 1.10~7 contre 46 pour un seuil & 1.10~13 mais aussi
!

e réduit le nombre d’itérations de chaque gradient. Atteindre le seuil 1.10~7 dans les
gradients nécessite de 'ordre de 40 itérations alors qu'il en faut environ 190 pour atteindre
1.10713, Y

La qualité des résultats avec le seuil 4 1.10~13 (exemple suivant) est un peu meilleure, mais
le gain de temps vraiment sensible conduit 3 préférer le seuil 1.10~7.
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Exemple EIH.Q .:

Mémes données initiales que (Eyy;.8)

0.006
0.0002 0 00t ﬂ f
0.0001 0.002 |
n/\{\ AN 'AN2A rﬁ/\/}l\vﬂ\»fv/\g’\“zw
Y2 4d Vv “ido 00
-0.0001 HVUA(\) J 70.002 v W f\l V
~0.004
~0.0002 0. 00e

(F119.1) position u(z, T), (F1119.2) vitesse us(z, T),
seuil & 1.10713,

3.6 Conclusions

La contrdlabilité de ’équation des ondes par contréle des moments se réduit 3 la résolution
d’un ensemble d’équations différentielles. Cette méthode identifie des contréles pour les
moments, contrdles qui ne dépendent que du temps. En plagant de tels contréles, calculés
a partir d’un nombre suffisant de moments (voir la méthode), dans une équation d’ondes
linéaires, il est possible de contréler sa solution. Ce n’est plus de la contrdlabilité exacte,
mais les résultats obtenus & I'instant T sont trés honorables. Si I’on parvient & identifier
un contréle avec de telles propriétés on approche la contrélabilité ponctuelle.

En ce qui concerne 1’équation des ondes non linéaire, 1’obligation de résoudre réguliere-
ment le systeéme global (& chaque itération de point fixe) enléve un peu du charme de la
méthode, toutefois, les premiers résultats numériques sont tout aussi concluants que dans
le cas linéaire. !
Enfin, un choix judicieux du seuil de convergence peut réduire le temps de calcul en ne
changeant guére la précision obtenue sur la solution finale du probléme d’ondes. Pour
contrdler la solution du probléme (III2.1), on préférera donc contrdler par les moments
(seuil de convergence de la méthode de gradient plus grand) plutét que de contréler
exactement les moments.

Toutes ces remarques vont maintenant étre traitées en dimension 2 dans le Chapitre IV.
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4. Contréle numérique bidimensionnel des moments

Dans la premiére partie, on analyse les différences rencontrées entre le contrdle des moments
sur domaine de dimension 1 et celui sur domaine de dimension 2. On y cite principalement
les problémes de mémoire et on y expose 'importance du choix des fonctions de base.

Au §4.3 et §4.5, figurent les résultats obtenus & partir des deux types de conditions initiales
distinguées au §4.2. Les paragraphes §4.4 et §4.6 proposent une régularisation des controles
identifiés. Enfin, la derniére partie (§4.8) réunit les méthodes décrites précédemment afin

d’envisager le contréle de fonctions quelconques.

4.1 Sur ondes linéaires bidimensionnelles
4.1.1 Construction H.U.M.ienne

Les fonctions de base bidimensionnelles sont notées

[ cosg cosy, = cos(2mkz) cos(2nly) Vk€O,..,K, €0, o, L

J cosky Siny, = cos(2mkz)sin(2nly) Vke€0,.,K,l€l,.. L
Singz cosyy = sin(2wkz)cos(2xly) Vkel,.,K,l€0,. L

| singgsiny, = sin(2wkz)sin(2rly) Vkel,.. K, lel,.. L

(IV1.1)

et les moments étudiés sont les moments par exemple

/ u(z,y,t) cosgg cosyy dzdy k€0,.,K,1€0,..,L
. Q
(IV1.2) ou
— (2, y,t) cosgz cosyy, dzdy.
q Ot

202



En dimension 1, on avait choisi deux intervalles. Ici, il faut quatre sous-domaines (associés
aux fonctions de bases (IV1.1))

(w1 = we,c,

w2 = We,s
(IV1.3) q Y
w3 = ws, 0,

L W = Wws,; Sy

Sur ces domaines, on cherche 3 identifier les controles VC,Cy» VUC, Sy US.C, €t vs,s, (ol
ve,c, est porté par we,c,, ...). Le systéme d’ondes s’écrit, dans Q,

((0%u  0%u  P%u
- - (:z:,y,t)
ot? ox2  Oy?
= vczcy (t)ch,cy + UCzSy (t)XwC'wSy + US:cCy (t)st,_.cy + szSy (t)XWSmSy
(IV14) { yet Vu périodiques en z et y

u(z,y,0) = u’(z,y)

{ %(m, ¥,0) = ul(z,y), u°, u! périodiques.

Lemme IV.1

En notant

2

mfjc" = /Qu(:c,y,t) cos(2mkz) cos(2nly)dzdy Vke€0,.,K, l€0,.. L
mkc”fs“ = /Q u(z, y,t) cos(2rkz) sin(2rly)dzdy VkeO,.,K, le1,.. L

m,f’;c" = /Q u(z, y, t) sin(2rkz) cos(2nly)dzdy Vkel,.,K,l€0,. L

mfﬁs" = /Q u(z, y, t) sin(27kz) sin(2nly)dzdy Vkel,.,K, lel,.., L,

\
le systéme d’équations aux dérivées partielles vérifié par les moments de u est
oesik=1=0

r o2, C:Cy
m
20 () =|we,c, | vo.c,(t) + |we,s, | ve,s, ()
ot?
J + |ws.c, | vs.c, (t) + | ws,s, | vs,s,(t) dans (0,T)
(IV15)c.c, mgs *(0) = /ﬂ u¥(z,y)dzdy = mgs v
C:C,

6m0’0 ou CzCyl
o) = [ G, tdedy = mG

\
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esik#0,k<Koul#0,l<L

( dans (0,T)
2ka7C" C.C
—atz’—(t) + 4m® (K + 1P)mg 57 (t)

= vg,c,(t) COSkz cosyy dzdy + ve, s, (t) / COSkz COSyy dzdy
we, oy We, Sy

A

IV1.6
( )e.c, + vs,c, (t) COSkg COSy drdy + vs,s, (t) COSgz COSyy dxdy

WS, Cy WSy Sy

c.c 3 o _ .CzCyu0
mp " (0) = /Qu (2, y) cosis cosyy dedy = my ™

C.C,
m

—— ) = / u' (2, y, ) cosgs cosyy dady = mig; ",

\ Q ’

m,(c’:fs" (pourke0,.,K, l€el,.,L)
Les moments m,‘f’“;c” (pourkel,.,K, l€0,..,L)  vérifient des relations similaires.
mf,“ls” (pourkel,.,K, lel,.., L)

Démonstration : Comme en dimension 1.

Pour appliquer la méthode H.U.M., on commence par redéfinir les moments que l'on va

utiliser. On considére les combinaisons linéaires suivantes

4

K L
COS COS, = 226{(kz+lz)r} cos(2mkz) cos(2nly) Vr€0,.,K? + L?
k=01=0

K L
cossin, = ZZ&{(kz_Hz)r} cos(27kz)sin(2nly) Vrel,.K?+ L?
k=0l=1
J =
sin cos, = 226{(k2+lz),.} sin(2wkz) cos(2nly) Vrel,.,K?+ L?
k=11=0
K L
sinsin, = 225{(k2+12)r} sin(2rkz)sin(2rly), Vre2,.,K?+ L?

(IV1.7)

ou 6 est le symbole de Kronecker :
1 sii=j
bij = _—
0 sii#j.

Ce choix des “moments” permettra de montrer plus aisément que Popérateur A est défini
positif en utilisant les systémes écrits dans le Lemme IV.2.
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Remarque : Pour r donné, s'il n’existe pas k et [ tels que k% + 12 = r alors on ignore cet

indice r (“en prenant ses fonctions de bases nulles”). Dans la suite de cet exposé, I'intitulé

“r € 0,..,K% + L* signifiera que l'on ne considére que les indices r tels qu’il existe
ke0,.,KetleO,.,L vérifiant k2 +12=r.

Lemme IV.2

Les systémes d’équations aux dérivées partielles vérifiés par les moments (IV1.7) de u sont

e le systéme (IV1.5) lorsque r =0,

e Jorsque r #0,

(IVl.S)CmCy

les systémes a résoudre sont

\

( dans (0,T)
2, CzCy

(t) + 4n°r mf“‘c" (t)

= vc,0,(t) cos cosy dzdy + vg, s, (t) / cos cos, dzdy
w

WG Cy Cqz Sy

+ vs,c,(t) cos cos, drdy + vs, s, (t) cos cos, dzdy

W5y Cy WS, Sy

m7=%v(0) = / u®(z,y) cos cos, dzdy = mE=CvO
Q

C:C,
ot (0) = /ul(x,y,t) COS COS, d:I:dy = mfzcyl'
Q

S S.C 8.8 o
(les moments (my°® Irel,. k2402, (Mr® Vreu,.., k2412 €t (my® “)rea,. k2412 Vérifient

des relations semblables).

Démonstration : Comme en dimension 1. Remarquons toutefois que le coefficient devant

m,? =Cy

est maintenant r et non r2. n

On note {®¢, ¢, Ye,o, }, ..., les solutions de systémes directs et rétrogrades de la méthode

H.U.M..

On résout les systémes directs simultanément

(Nl.g)czcy

Tow

( Pour tout r € 0,.., K2 + L2,

a2¢czcy
() + 4n%r ¢C=Cv(t) = 0 dans (0,7)

40 (0) = 42

dpe =
ot

(0) = ¢=c41.
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R C.C. C.C. C.C ..
et les systémes en (¢r” Y)rer,. k2412, (Or° Vre1,.. k2412 €t (¢r° “)re2,. k2412 Simi-
laires.

Maintenant, dans les systémes rétrogrades, on emploie un contréle commun pour les mo-

ments m&=Cv
K2+L2
VeCi(y) = ¢=Cv (1) {CuCy}t + ¢C=5 (£){C, S, )1
(IVl.lO)CECy ; ( Y Y

+ 4O (O{S:Cy ) + ¢S (1S5, 1),

un contrdle pour les moments mC=5v

K?41?
VOSi(t) = 3 (85 HICLC L + 4954 (1)(Cas, )2
V110)c.s, 0 = 3 (47-700C0)) O(C:5,)

+ 8O )(S:0)2 + 655 (1){S.5,12),

un contrdle pour les moments mS=Cy

K2+L2
VS<Cu(t) = C=Cu(t){CCy )2 + ¢%=5v(£){C, S, )3
(IVl.lO)szcu 1;0 ( ! ’

+ 05O OI8.C,) + 655 (1)(S.5,),
et enfin un contréle pour les moments mS=Sy
K2 +L2

V35 (t) = F=Cv(£){CCy}t + ¢C=5v(1){C, S, }*
V110055, (®) Z (¢9- ()){C2C} ({C=Sy}

+ 8O O[S0} + 655 (){S.5, 1),

ou par exemple

' {C:C}} = / coscos, dzdy Vre€O,.,K?+L?
w1
{C:S,)2 = / cossin, dzdy Vrel,.,K?+L?
(IV1.11) 4 o
{S:C,}2 = / sincos,dzdy Vrel,.,K2?+ L2
ws
{SzS,}t = / sinsin.dzdy Vre?2,.,K?+ L2
\ wa
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Remarque : Les coefficients {C:Sy}5, {SzCy}s, {SzSy}} et {S:S,}i (pour i = 1,..,4)
sont nuls et apparaissent dans la définition des contrdles afin d’en simplifier I'écriture.

On résout alors
( Pour tout r €0, .., K2 + L?,

62 - =Cy
TLe () + tnr y&<u(t)

= —VES0){C.C); — VS (8){C.C,y)?
- V=S (){CCy )R - V=5 (){C;Cy}r  dans (0,T)
Y= (T) = 0

e
. Ot

Les trois autres systémes s’écrivent de méme, seul change le second membre : le systéme

(IV1.12)c,c,

(T) = 0.

en ¢,? =Cu est résolu avec le controle

- V&G (O{C:Sy}r — VCIS"(t){CzSy}g
(IV1.12)¢,s, s.c 3 5.5 4
— V=R (i CuSy )y — Vv (0){CeSy )7,

. 8:C.

celui en ¥-""Y avec

— VGO (){S,Cy}L — VO=5v(1){S,C,}?
(IV1.12)ssz, s.c ( ){ y} S.S ( ){ y}

= VO O{S:C, )] - VES(6){S.Cy )7
et enfin on utilise

— VEG(){S:8,}r — Vo5 (){S.5,)?
(IV1.12)g,s, s.C 3 8.8 4
— V2R ({8 Sy }; — Voo (8){SeSy }r
dans le systéme en ¢f =Gy,
On définit 1'opérateur linéaire

ov

(IV1.13) A{2%, @'} = {—(0), ~¥(0)}

olt ®°, ®! et ¥ sont définies par des relations voisines de (I112.10) et (III2.11).

4.1.2 Positivité de 1’opérateur A

Théoréme 1V.3

Si les ensembles we.c, wWe, S, ws,c, et ws,s, sont des ouverts non vides de (1, alors
Popérateur A est semi-défini positif.
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Démonstration : On procéde comme en en dimension 1, on développe et on réduit

<Ag,e* >
T K24+L°
- / [( D 7O I+ 6T (O(Ca Sy 1 + 657 (D(SuCy 1 + 655 (1)(S.5, 1)
0 r=0

K2+L2
HO D 3T 0O M + 95 (05,1 + 657 (S0, 1, + ¢i’3"'(t){szsy};>] dt
=0

T_ K%4L?
+ / [( Y T C G+ 6T (05,12 + 457V (6)(5.0, 12 + 655 (1)(5.5,12)
o U Z

K2+L2
+H D BT OCOIE + 455 (OUCS, 1 + 63 180,13 + 05 (01825, 10) | dt
=0

T K2+L2
+/ [‘ D OO0 1 + 47T ((Ca5, )3 + 657V (0{S2C, 12 + 65 (5(52.5,))
0 r=0
K2+L2
+Y ¢S’c"*(t){cmcy}z+¢S’S"*(t){czsy}=:.+¢5“""*(t){szcy}z+¢§”S"*(t){s,sy}a)]dt
n=0
T K2+L2
+ / [( D BT OCC M+ 6T ({05, 1+ 455V ({520, 14 + 6575 (51(5.5,)4)
0 r=0
K2+L?
H( Y BT IC G + 455 (1)(CaSy )4 +¢i”CV‘(t){sxcy}¢,+¢i=5"'(t){s¢su}:>] dt.
n=0

En particulier, on a la relation (IV1.14)

< Ae,e>

_ /OT [ (K2+L2

2
D GO + 975 (CaBy ) + 85O (Sa0, ) + 4550 {5.5, 1)
K2+L2

r=0
2
+ ( Z $r=C{CaCy Y2 + ¢7=5{Cu Sy 12 + 67204 (8,0, 12 + ¢§’S"{sty}z)
r=0
K2+L2 2
+ (2 O (G + 655 (O, 1 4 45980, + 95-(5,5, )
r=0
K2412 2
+ ( Z $r=V{CoCy )7 + 60=5v{C.S, 1 + S {SaCy}r + ¢§zS"{SzSu}¢) ] (t)dt,

r=0
on en déduit A semi-défini positif.
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Théoréme IV .4
Si {w;}i=1,..,4 sont des parties ouvertes de Q) de mesure non nulle telles que
{C:Ch (GG} {GCH (GO}
(IV1.15), {C:Sh {CGS1E {CGS) {CoS,}
{S:Ch {SC )} {S:G} {S:.CM
soit une matrice de rang 3 et que la matrice
((GON {GGE {GOR (G0
{CaSy}r {CeSy12 {CaSy}e {CuSy)
{S:C}r {S:Cy}2 {S:Cy}2 {S:Cy}1

\(SS,1 (55,2 (5,12 {S.5,}4/

(IV1.15),

soit de déterminant non nul pour tout r € 2,..,K? + L?, alors A est un opérateur défini

positif.

Démonstration : L'opérateur A vérifie (IV1.15), i.e.
<Ae,e>=0

implique que 'on a les relations (IV1.16) suivantes

K2+L? ;

( Z %9’0”{0-':01/}11‘ + ¢F=5 {C:Sy )7 + ¢sz"{Ssz}11‘ + ¢fwsy{SzSy}11~J (t)=0
r=0

K2+L? ;
Z (¢SEC"{Cny}3 + =5 {CoSy )2 + 67200 {8:C, )2 + 5= {Sz5,}7|(t) =0
r=0 i

K2412 : ;
Z ¢gcc"{Csz}2 + ¢gzs"{CzSy}i + ¢2=Cv {Ssz}g + ¢rzS"{S:cSy}2J (t)=0
r=0

K24L?
Z _¢$‘zc”{czcy}$ + 8725 {CaSy )7 + 6751 { S0, Y + 9525 {SzSy}ﬁ] (t)=0

\ =0

avec ¢ =V, g% ¢35 ot 455y qéfinies par (IV1.9)

On achéve la démonstration en dimension 1 (Chapitre III). [
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4.2 Remarques

En dimension 1, lorsque I’on veut controler les moments d’ordre K (pour {k € 0,..,K}),
on travaille sur “2K+1” moments (en “cos(2rkz)” et “sin(27kz)”). En dimension 2,
pour contrdler avec le méme ordre, il ne suffit plus de controler “4K+2” moments (en
“cos(2mkz)”, “sin(2mkz)”, “cos(2rky)”, “sin(27ly)”), mais il faut aussi contrdler les
moments croisés (en “cos(2mkz) cos(2nly)”, “sin(2rkz) cos(2xly)”, cos(2rkz) sin(2wly)”
et “sin(2rkz) sin(2nly)”).

Regardons quels sont les moments (i.e. les cos cos,, avec r = k2 + [2) présents. En placant
en entrée les entiers k et [, le tableau suivant signale quels sont les entiers r que 'on peut

ontenir en sommant des carrés de & et [.

g 0 1 2 3 4 5 L
0 0

1 1 2

2 4 5 8

3 9 10 13 18

4 16 17 20 25 32

5 25* 26 29 34 41 50

K K2 | K>+1 | K*+4 | K?+9 | K2+416| K2+25 K24+12

(* 25 est présent 2 fois, mais ne constitue qu’un seul moment.)

Remarque : On note que certains entiers ne peuvent étre obtenus en sommant les carrés
k? et 12 (pour k et [ entiers). De ce fait, il faudra gérer convenablement les problémes de
mémoire lors des implémentations. Une gestion linéaire des moments, i.e. créer physique-
ment en mémoire les moments 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, ..., n’est pas intéressante car par exemple
les moments 3 et 6 sont factices : il n’existe pas d’entiers k et [ tels que k2 + {2 soit égal

a 3 ou6.

Si I’on suppose K > L, cela nous fait de l'ordre de

(Iv2.1)

4 x ((L+1)2(L+2) 4 (L+1)(K—L)) = (L+ 1)(4K — 2L + 4)

moments a étudier.
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Par exemple, pour controler sur les moments d’ordre 5, on a environ

50 5 k
4 x Z (ZZ(S{kz_Hz:r}) ~ 4 X W = 84

r=0 k=0 1=0

fonctions différentes, i.e. 84 moments ( en fait il n’y en a que 80 car “25” apparait deux
fois). On appelle “Nmg,1” le nombre de moments.

A ordre égal, le nombre de moments est beaucoup plus important en dimension 2 qu’en
dimension 1. Cela pose de nouveaux problemes :

e les équations différentielles sont de méme taille dans les deux cas, mais elles sont plus
nombreuses (méme nombre que celui des moments). Aussi le temps de calcul par itérations
de gradient sera plus important car les moments & minimiser simultanément sont plus
nombreux.

o Chaque équation différentielle nécessite, dans 1'algorithme du gradient, 4 vecteurs de
taille P (nombre de pas en temps), ce qui peut occasionner des problémes de mémoire. De
plus, compte tenu de la remarque précédente, il est nécessaire d’établir un tableau (appelé
“tm”) de correspondance pour les moments permettant de gérer convenablement la place
mémoire. Sur le dessin ci-dessous, on peut observer la position des moments présents dans

le tableau “tm”.

m=tm(r)

T4
30 61 65
20 18

10 10 1
, s

Définir des moments nuls (pour r égal 3, 6, 7, ...) fait perdre beaucoup d’espace : 34
moments effectifs (i.e. 3 k,1 € (0,..,7) tels que k2 + 12 = r2) contre 99 entiers r.

La disposition des moments n’influence pas les résultats, aussi tout autre mode de classe-
ment convient, mais celui-ci est I’'un des moins coiiteux en mémoire.

Pour des raisons de temps calcul (sur station), il n’est pas possible de minimiser au sens
de la définition Dyg;.1 tous ces moments ensemble.
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Pour pallier cet inconvénient, plusieurs solutions existent :

e étudier les moments par “paquets” i.e.
- les “monos” qui ne dépendent que d’une variable d’espace (r = k2 ou I2),
- les “bis” qui dépendent des deux variables.

e controler par les moments i.e. employer la définition Dyy;.2.

Remarque : Il ne sera pas possible d’étudier des problemes d’ondes non linéaires
“monos” (ou “bis”) car les deux types de moments interagissent dans la non linéarité.
Par exemple, la fonction “mono”  cos(27kz) +sin(2wly) élevée au cube & des moments

“bis” non nuls.

4.3 Controéle des moments unidimensionnels “monos”

Les calculs monodimensionnels s’effectuaient sur 2 intervalles portant le contrdle. On a
établi théoriquement qu’il faut quatre sous-domaines. Pour contréler les moments “monos”
on choisit des barres de contréle ; ils sont étudiés & partir des fonctions de base suivantes

(CF = cos(2nkz) Vke K
S* = sin(2rkz)

(IV3.1) ¢
C, = cos(2mky)
L.S’;f = sin(2wky),

et avec des controles portés par les sous-ensembles

r(4)1 = we, = [a1—6,a1+6] X [0,1]

w2 = ws, = [ag —6,a2 + 6] x [0,1]

(IV3.2) 4
wg = we, = [0, 1] X [a3 —6,0.3 +6]

(ws = ws, = [0,1] X [ag — 8,a4 + 6]

Le fait de contrdler ces moments présente I'intérét de permettre une comparaison des

résultats obtenus en dimension 1 et 2.

Sur ces domaines, on identifie les contrles V!, V2, V3 et V4 qui ne dépendent que du

temps. Ils controlent les parties “monos” des ondes.

Remarque : Le contrdle “mono” d’un systéme “mono” rend une solution “mono” (idem

pour les moments “bis”).
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Exemple Epy.1

Les conditions initiales “monos” sont ici

{uo(x,y) = cos(2rz) + sin(27y)
ul(z,y) = cos(2nz) + cos(2my).

Le domaine est (2 x (0,T") avec 2 = (0,1)2 et T = 3. Le support de controlabilité est la
réunion des w; (pour ¢ = 1,..,4), avec § = 0,045 (i.e. 29,44% du domaine discret). Sur
les discrétisations 50 x 50x250, 100 x 100x500, et 200 x 200x 1000 (en ligne) on étudie

I'importance du nombre de moments (4, 8 et 16 en colonne).

Position finale

4 8 16
50 8,6.1073 9,1.10—° 9,2.107°
100 2,4.10~° 2,7.107° 2,7.10~°
200 6,4.10~4 6,5.10—° 6,4.10~%

Vitesse finale

4 8 16
50 2,2.10~1 2,5.107! 2,5.10~ 1
100 9,7.10~2 1,1.10°1 1,1.107!
200 3,0.10~% 2,8.10~* 3,3.10~2

Contrairement aux résultats en dimension 1, il semble que la précision des résultats de
contrélabilité (position et vitesse) soit liée & la discrétisation. Toutefois elle est aussi liée
aux conditions initiales et donc au nombre de moments regardés : des conditions initiales
composées de moments d’ordre élevé doivent étre étudiées avec suffisamment de moments.

Quelques résultats graphiques : on travaille avec les moments d’ordre 8 et la discrétisation
100x100x500.
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(Frv1.1) Position finale u(z,y,T), (Frv1.2) Vitesse finale ui(z,y, T),

Controle final

(Fv1.3) v(z,y,1), (Frvl4) —v(z,y,1).

Remarque : La discrétisation est bien 100x100x500, mais les graphes présentés ne

tracent qu’un point sur deux. ]

Contrdler les “monos” avec des barres comme support est tres limitatif. Pour affaiblir
cette contrainte, on remplace chaque barre (pleine) par un ensemble de disques (joints ou
disjoints) alignés, on les note encore {wi}i=1,.4. Le support du contréle sera de la forme

ci-dessous.
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100 100

80 80

bR

60 60/

e

40 40

20 ; 20 EEF';'

0

disques (6=0,045)

100 100

& @ ®

80 ©® 80 s 4

© e 3

60 ® 60 e e

boe oo

40 ®.  REEneat

S [ ©

20l ®® 20 - s

O:_._ 'n‘ 3 ’\\- i : i O‘ = 1
disques (6= 0,035), disques (6=0,025)

Afin de distinguer chaque disque, on note (pour ¢ € 1,..,4, pour j € 0,.., Nd; — 1)

w! = {(z,y) € Q(mod. la périodicité) | (z — a1)® + (y — —Nld— —1)? <83}
1
wl = {(z,y) € Q (mod. la périodicité) | (z — az)? + (y — j\lgd— —c)? < 63}
avs3) { .
Wi = {(z,y) € Q(mod. la périodicité) | (y — as)® + (z — _]Vjc—i_ —c3)? < 63}
3
wi = {(z,y) € Q (mod. la périodicité) | (y — ag)® + (z — —NJT —c1)? < 83},
§ 4

ol Nd; est le nombre de disques sur w; et & est le diametre des disques (pour [ € 1, ..,4).
On note (aj,¢;) (pour | € 1,..,2), resp. (c;,a;) (pour I € 3,..,4), le centre du premier
disque (i.e. j = 0).
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Exemple Epv.2 :

Les données initiales sont identiques & celles de Ejy.1, seule change la forme du support :
4x 10 disques alignés de rayon ¢ = 0, 045.

Dans les tableaux suivants, les entrées sont le nombre de pas d’espace (ligne) et le nombre
de moments (colonne). En Sortie, on indique ’amplitude maximale de la position finale et

de la vitesse finale.

Position finale

4 8 16
50 9,1.107° 9,6.107° 9,8.107°
100 2,6.1073 3,0.1073 4,8.107°
200 =l 0 1,2:16= 1,3.107°

Vitesse finale

4 8 16
50 2,5.10~* 2,7.107% 2,7.1071
100 1,4.1074 1,5.10~* 1,8.1071
200 4,0.1072 4,4.1072 4,8.1072

Avec les moments d’ordre 8 et la discrétisation 100x100x500, on a les résultats suivants :

"f
<
ot

&
Py,
LS
(s
4

(F1ve.1) rosition hnale u(z,y,1’),

(L IVZ.4) VITESSE LIAIE ULy Y, L )y
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Controle final
(Frv2.3) v(z,y,1), (Fv2.4) —v(z,y,1). O

Exemple Ev.3 :

Sur les mémes conditions initiales que dans '’exemple précédent, on étudie I'influence du
rayon, et donc 'importance de la taille du support comparée a la taille du domaine. Le

nombre de moments (8) est constant et la discrétisation est de 100x100x500 pas.

0,045 0,035 0,025
Position 3,0.10™° 4,1.107° S O™
Vitesse Tl 10 1,7.107" 2,1.107"
% discr. (en %) 18,72 8,64 2,88
% réel (en %) 22,90 13,85 7,07
Remarque : Il faut distinguer | ?}2 || réel et discret, mais on peut toujours approcher le
premier par le second en choisissant des disques de rayons § + €. O

4.4 Régularisation des contrdles de moments “monos”
Cette étape consiste & arrondir les formes de notre précédent contréle i.e. on régularise.

e Sur les contréles de type barres pleines, on adopte une régularisation voisine de celle

construite en dimension 1. Soit

(IV41) V(.’E,y,t) = Vl(t)le + Vz(t)XOJQ + Vs(t)st + V4(t)Xw4
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le controle brut, on définit alors

~ 2
(IV42) V(z,u,t) = VIO (1 - b —a1)?) xw, + VIO (1~ b(z — 02)?) "X,
+ V3 (1 - bz — a2)?) "X + VA (1 = bz — 00)*) X
ot b est le coefficient de régularisation et les a;, pour ¢ = 1,..,4, sont définis par la relation

(1V3.2).

Reste & normaliser le controle V : le contrdle final est

/V(m,y,t)dmdydt
(IV4.3) V(z,y,t) = ~2— V(z,y,t).
/V(:c,y,t)da:dt
Q

Exemple Ejv.4 :

Avec les conditions initiales de Epv.1 et une discrétisation 50x50x250, on obtient les

résultats suivants (pour divers coefficients b).

b 0 10 50 100
Position 8,6.107° 8,6.107° 9,1.107° 1,1.107°
Vitesse 2 2.10~= 2.9.10 2,2.10~* 2,3.1071
C.Norm. 1,000 1,016 1,084 1175

50 Controle final (b = 10) 50
(Frv4.1) v(z,y,1) , (Frvd.2) —v(z,y,1).
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¢ Sur les contrdles de type disques, on a toujours

Viz,g,t) = VIxw + V)xXws + V3OXus + V() Xwas

mais on définit V par

Nd;—1
Vig,y,t) = > ( Vi) (1= b((x —a1)® + (y - ]—Vld—l —e1)? — 62)) "Xy
+ S V(A -b((z-a)’ + (y - NG c2)® = 63)) Xws
=0

(IV4.4) 0

+ 3 V(- Uy =) + (o s~ e = 83) xes
=0

Nds—1
P S 0 s e o i - - ) )
=0

Finalement, on normalise V comme en (IV4.3).

Exemple Ejy.5 :

Pour divers coefficients b, on a

b 0 10 50 100
Position 9,1.107° 9,1.10°° 9,0.1073 9,7.1073
Vitesse 2,5.1071 TSl 2,5.1071 2.6.107*
C.Norm. 1,000 1,026 1,142 1,311

Contrdle final (b = 10)
(F1v5.2) —’U(:II, Y, 1) (b = 10)

(FIV51) ’U(x, Y, 1),
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4.5 Contréole des moments bidimensionnels “bis”

On considére & nouveau quatre sous-domaines que 'on choisit différents des domaines
(VB2 B

(ws = {(z,y) € Q(modulo la périodicité) | (z —as)® + (y — bs)* < 82}

vs1) | we = {(z,y) € Q (modulo la périodicité) | (z —as)? + (y — bs)* < &5}
wr = {(z,y) € Q (modulo la périodicité) | (z —a7)® + (y — br)? < 62}

| ws = {(z,y) € Q(modulo la périodicité) | (z - ag)? + (y — bg)? < 62},

ott (a,b;)i=5, s sont les centres des disques de rayon ;=s,.. s

Remarque : On peut également travailler sur des carrés et autres rectangles. Mais les
disques, présentant moins de singularités, sont peut étre mieux adaptés d’un point de vue
industriel.

Comme souligné en introduction, on a beaucoup de moments a traiter ; minimiser a 1.107 g
tant de moments demande de nombreuses itérations aussi le seuil choisi pour la convergence
de la méthode de gradient est le seuil 1.1077. On ne contréle donc pas exactement les

moments, on se contente de contréler par les moments la solution du systeme (III1.1).

Exemple Epv.6

Les conditions “bis” initiales sont ici

{uo(m,y) = cos(2nz)sin(27y)

ul(z,y) = cos(2nz) cos(2my).

Le domaine est Q x (0,T) avec = (0,1)? et T = 3. Le support de contrélabilité est la
réunion des w; (pour i = 5,..,8), avec § = 0,075. Sur la discrétisation 75x75x375, on
étudie tout d’abord le nombre d’itérations nécessaire pour atteindre un seuil donné. En

considérant les moments tels que K = L = 7, on obtient les résultats suivants :

Seuil 1.1073 1.1075 105 o=
Nb. Ité. 625 3294 11223 55219

Sur les quelques dessins ci-dessous, on peut apprécier la précision atteinte en position

finale.
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w(z, 7, T)

. e‘} i
g
S
f}s,@;g‘,ﬁb

0

o M&?‘% )

f "‘ }.{‘{"1
?’%’ n A "’ﬁé ‘q‘a

£ i
iy
e
e A

J %
T

(Frv6.7) seuil 1.1077, (Frv6.9) seuil 1.107°.

Les résultats sur la minimisation des moments (log;o) sont également intéressants (gris :

seuil 4 1.1077, noir : 1.1079)

=
=3
| e T 0,5 gy ®” # ag® " egn gutee, 8y oo
-7 : e - s
7 -'-.. T e .'. 7 Dol A
-9

Vg m B

S:.C

(Flv6.11) m,c-'xcy, (Flvﬁ.].Q) m,c?xsy, (F1v6.13) My y, (F1v6.14) mfzsy
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-1 -1 -1 -1
=3 =3 -3 -3
® & ze * @ ® * " -
s o a0 el o 8%, W W, . " g as o . P -’
-5 o 0" A% :: e "3.':!" s PP W}o.:"- o I *_5 *<M"wﬂi*ﬂ: .o“?l.é':w.- es"=5f + 4 ..,5-.‘;»" " _-:'..2
o' (R ~ o _se . . g e % e_ @ . . Y e%e »
7 e e’ e 7 i & T ® 7 I~ . . . a9 s

= - - - [ -
_gjé - ol -g -9

“l = b

C:C, C=S, 5.0,

(F1v6.15) My , (Flvﬁ.lﬁ) My ; (Flvﬁ.17) Mr ,

(Frv6.18)

S.S
my Y

O

Compte tenu du nombre d’itérations, nous nous limiterons désormais a 1’étude de la
b

controdlabilité par les moments au sens de la définition Dy.2.
Exemple Epy.7 :
On reprend les données de Erv.6 en ne changeant que les conditions initiales :

u®(z,y) = cos(2wz) cos(2my)
ul(z,y) = cos(2mz) cos(2my).

1.107°
25911

1.1077
7495

1.10-%
2365

Seuil 1.1073
Nb. Ité. 324

Position finale u(z,y,T)

(Frv7.1) seuil 1.1077 , (Frv7.2) seuil 1.107%.
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Vitesse finale u;(z,y,T)

(Frv7.3) seuil 1.1077, (Fry7.4) seuil 1.107°.

1252

Controéle final (seuil 1.1077)

(Frv7.5) v(z,y,1), (Frv7.6) —v(z,y,1).

Les 4 valeurs du contrdle sont : {—111,602; —30,076; —13,562; —0,037}, ce qui explique

que 'on ne voit que 3 plots. O
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Remarque : Le support du contrdle, représenté par le graphe de Xw;uweuwsUws, €St dans

nos exemples :

disques (6§ = 0,075).

Sur la discrétisation 75x75 de Q choisie, la surface des quatre disques discrets de diametre
0,075 représente 7,1% du domaine . Cette surface correspond a la surface des disques

“monos” discrets de diametre 0,025.

Exemple E;v.8 :

Comparons les résultats :

el — Rl
) max | ul max | ———
| | m,n€0,..,M " m,n€o,..,M 2T
“Monos” Eyy.1 7,2% DRI BRI~
“Bis” Erv.6 7,1% 8,5.10~° 4,3.1071

Remarque : Les conditions initiales sont différentes.

4.6 Régularisation des contrdles des moments “bis”

La régularisation est identique & celle adoptée sur les controles de type disques.

Soit V le contrdle

V(z,y,t) = Vi)xws + VEE)Xws + V' (E)Xwr + V() Xwe
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on définit, si (z,y) n’appartient qu’a un des sous ensembles w;,

V(z,yt) = ( V3(£)(1 - b((z — as)® + (y — ¢5)? — 62)) “Xws

+ V() (1= b((z — as)® + (v — ¢6) — 62)) “Xuwe
+ V()1 - b((y — ar)® + (& = 1) = 7)) "X

+ VB()(1 —b((y — as)’ + (z — ¢cs)” — 53))2st)

(IV6.1)

ou b est le coefficient de régularisation,
sinon on ne régularise pas.

Pour conclure, on normalise V (IV7.5).

Sur ’exemple Erv.7, pour b coefficient de régularisation on a les positions finales maximales

(en valeur absolue) suivantes :

b 0 10 50 100 500
A 8,0.1073 5,5.107° 1,0.1074 1,8.107% 4,3.1072
C.Norm. il 0,954 0,796 0,642 0,179

Controle —v(z,y, 1) pour b = 500.

Ces quelques résultats achévent la partie “bi”.
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4.7 Algorithme

Cet algorithme est écrit de fagon simple avec les moments r, mais pour économiser un peu
de mémoire, il est plus sage de travailler avec un tableau de correspondance.

eC=Sy, ¢S=Cy ¢Se5y)

On note ¢ le vecteur {e€=Cv, et ¢ la matrice (e°, e').

Initialisation du gradient

Pour tout r €0, .., K2 + L?, on définit m _ par des formules telles que

{mf}'sz }° = / u®(z, y) cos(2mkz) cos(2mky)dzdy
Q

(IV7'1)Csz
{m&=Cv}! = / u'(z,y) cos(2rkz) cos(2mky)dzdy.
Q
Etant donné {€?, e}},co,...k2+L2,
on résout
([ Pour tout r € 0,.., K2+ L?,
{87=v}8 = {ef=)°
C.C CzCyy—1
{7} — {7 }o CaCy11
(IV7-2)CmCy < or = {e,, ”} ,
Pour p€0,.., P,
C.Cy P+l _ o CzCyp CzCyyp-1
{or }0 {¢r7-2 }0 + {¢r }0 + 47r2,r{¢$a:0y}107 =0
\

et les systémes similaires en {¢r =Sy }o, {d)r’C" }o et {(bf’s" }o (pour r convenable).

Ensuite on résout les systémes rétrogrades avec les contrdles (IV1.10), par exemple

Pour p€0,.., P
K2+L2
V13)co,  (VEOR = 3 ((67O(CC) + (975 B{CaS, )
r=0

+ S5OSO + (955 1B(8.5,10),
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( Pour tout r €0, .., K2 + L?,
(W=} =0

L0 el Ui

0,
2T
(IV7.4)c,c, { Pourpe P-2,..,0,
Uil A il sk Ui

= + 47r2r{1/)fzcv ¥4
= —{VO=SYB{C:Cy )y — (V5 }3{C.C )2
[ — (V559 {C.C) — (V=5 }}{C:Cy}r

et les systémes en {¢f =5y }o, {1/JTS =Cy }o et {1#}9 =51, (pour r convenable).

On calcule {gr}o € R3 ainsi (pour r €0,.., K? 4+ L?)

=C 2Cyy—1
r()b vl _ ¢ v .

(690 = (mE0n)° - (uEony,

les autres termes se calculent de méme.

Si {gr}o est, pour tout r €0,.., K? + L?, suffisamment proche de 0
Alors on prend er = {gr}o

Sinon on pose {wr}o = {gr}o -

Pour g entier strictement positif, on calcule, pour tout r € 0,.., K* + L?, {er}q+1, {gr}q+1,

{wrte+1, {@r}a+1 et {¥r}e+1 a partir de {g/ }4, {gr}q’ {wr}q, {¢r}q et {¥r}q parle schéma
suivant
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Descente

On résout
( Pour tout r €0, .., K% + L?,
{30=0v)2 = {wC=0n}
7C:C 7C:C,
{¢r-‘c u}l - {(]51'1 y}—l
(IV7.6)c.c, < . o 1 = {'quzcv}é,
Pour p € 0,.., P,
“C:Cy p+1 _ ~C:Cy p 7C:Cy p—1 -
{¢"' }q 2{¢"' - }q + {¢7' }q + 47r2r{¢$'mcy}g =0
\ T

et les systémes en {5,’3” }oo {Efwcv }q €t {(ZT’S” }q (pour r convenable).

On résout les systémes rétrogrades avec les contréles (IV1.10), par exemple

Pour p€0,..,P
K2+L2
(IV7.7)c,c, {VC’C”}Z = Z ({¢f’c”}g{cz0y}}~ + {¢fws”}§{0z5y}i
r=0

+ {B5OV NS0 11 + {8550 12(S:8,11),

puis
( Pour tout r €0, .., K2 + L?,
{032 = 0
{w?zcy}‘ll’—l _ {wgmcv }5+1
=0,
2T
(IV7-8)C,C,, { PourpeP,..,0
{G7= Yo+t — 2{gpr= e + {gh= o -
r q 7-2 q q + 471'21‘{1,0,. n=C,,}Z
= —{VEOR{CO ) - (VGG )
\ - {Vszcu}g{czcy}i - {VSzSy}g{Cmcy}ﬁ

et les systemes en {ty =5y }or {J,‘? zc'”}q et {Jr”s”}q (pour 7 convenable).
On calcule {g,}, tel que

Pour tout r € 0,.., K2 + L?,

~C.Cy11 _ ;7CaCyy—
(IV7.9)c.c, (@00 = {vr="}e =}

2T
{GC=%}; = — {¥F=}),
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les autres se calculent de méme.

On détermine le coefficient de descente : on note

| {grda 1= ({79392 + ({98 13)? + (g5 19)* + ({gF=S}11)?)

(IV7.10) S:Cy10Y2 8:Cy11\2 s
+ (P )2 + ({95012 + ({g5=S1)" + ({gF=5}1)?)
et
| {gr}q{gr}q | = ({ﬁfmc"}g{wrc“c"}g + {gfl,cy};{wgmcy};)
+ (@51 puf=5)g + (FF=5) i fwf=5)))
(IV7.11)
+ (@O lwPg + @O (oY)
+ ({5550 )5{w=S )3 + {355 Py{wi-S}}),
et on pose
K2+L2
Z | {gr}q |
r=0 )
(IV7.12) Pa = s :
> g belwdq |
r=0

Ce coefficient calculé, on détermine

( Pour tout r €0, .., K2 + L?,

{erterr = {er}e — polwr}q
(IV7.13) {{r}ar1r = {Br}a — Pa{Pr}q
{¥r}e+1 = {¥r}q - Pq{ﬁr}q

k{g_r}qﬂ = {_Q_r}q - pq{gr}tr
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Convergence et nouvelle descente

Si {gr}q+1 est suffisamment proche de 0
Alors, pour tout 7 € 0,.., K+ L?, on prend g, = {er}q+1, &r = {Pr}q+1 et ¥r = {¥r}g41,

Sinon on calcule

K?*+L?
> 1Hgrer |
r=0
(IV7.14) Yq = K2+L?
Z | {_g_r}q |
r=0

et on pose

Pour tout r €0, .., K2 + L?
(IV7.15)

{wr}e+1 = {gr}q+1 + {gr}q'

Retour & “Descente” (¢ — g+ 1).

Fin du gradient

Lorsque la méthode de gradient a convergé, on détermine le controle & imposer aux mo-
ments & partir des fonctions ¢ (pour tout r) placées dans la formule (IV7.3).

La définition dans I’algorithme des schémas de résolution d’ondes par les relations (IV7.1)
(IV7.2), et la construction de 'opérateur A, (par I'intermédiaire de (IV7.5) permettent de

vérifier le théoréme suivant :

Théoréme IV.5

___Siles hypothéses du Théoréme IV .4 sont satisfaites, alors l'opérateur A, est symétrique et
défini positif.

Démonstration : Comme en dimension 1 (Chapitre III).
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4.8. Méthodes globales et Conclusions
4.8.1 Méthodes globales

Sur des fonctions périodiques quelconques, chacune des méthodes ne minimise que les
moments qui la concernent, les autres sont oubliés. Comme les fonctions de bases “monos”

et “bis” ne se superposent pas, on peut utiliser 'une puis ’autre méthode.

Par exemple, on contrdle tout d’abord (en un temps T') les parties “monos” (resp. “bis”),
puis on applique une premiére fois le contréle “mono” (resp. “bi”) dans le systéme général.
La solution ainsi obtenue a ses moments “monos” (resp. “bis”) contrdlés. On prend cette
solution comme conditions initiales et on applique la méthode (en un temps T') sur les
moments “bis” (resp. “monos”), on obtient ainsi un contrdle “bi” (resp. “mono”). Le

temps de controlabilité est donc égal a 2T'.

On peut aussi imaginer de controler les parties “monos” et les parties “bis” séparément puis
de sommer ces deux controdles puisque les moments contrdlés sont différents. Le controle

résultant est utilisé dans le systeme global.

Pour utiliser ce que 1'on a précédemment établi, on adapte H.U.M. en conservant les
systémes d’ondes directs en ¢ et rétrogrades en 9 mais en modifiant ’opérateur linéaire A.

Soit A l'opérateur linéaire tel que

(IV8.1) i { A, pour les moments “monos” sur w; Uwe Uws U wy

Ay pour les moments “bis” sur ws Uwe Uwr U ws.

Théoréme IV.6

Si les hypothéses (IV1.15) sur les déterminants sont satisfaites pour les ensem
bles {w;}i=1,...a (IV3.2) (resp. (IV3.3)) et {wi}i=s,.8 (IV5.1) et leurs fonctions de bases
associées, alors A est défini positif.

Démonstration : Soient{e™, €’

e utilisé avec les moments “monos”

(1v8.2) o |
g, utilisé avec les moments “bis”,

on a

(Iv8.3) <Ae,e>=<Amem,em > + < Apes, € >,

231



ainsi < A{e™, €8}, {el", et} >= 0 implique que

<Anmest,gr >=0
(IV8.4) Y b
< MApgy,gp >=0

ce qui est vrai si les hypothéses du théoréme sont satisfaites. [ |

La méthode retenue est : contréles “mono”, puis “bi” car les résultats numériques obtenus

par le contréle “mono” sont plus précis que ceux obtenus sur les moments “bis”.

Exemple Ejy.9

Les conditions initiales sont ici

u’(z,y) = cos(2nz) cos(2ny) + sin(2wy)
ul(z,y) = cos(2mzr) + cos(27y).

Le domaine est Q x (0,T) avec @ = [0,1]2 et T = 3. Le support de contrdlabilité est la
réunion des w; (pour i = 1,..,4), avec § = 0,045 et des des w; (pour i = 5,..,8), avec
6 = 0,075. Sur la discrétisation 50 x 50%x250, on regarde la solution obtenue apres chacun
des contrdles. Les controles étant effectués 1’un aprés I'autre, le temps T réel utilisé est
2T. Dans les deux cas, le seuil de convergence est fixé & 1.10712 et K et L, définissant le

nombre de moments, sont égaux a 5.

Position finale

(Frv9.1) aprés contrdle “mono”, (Frv9.2) apres contréle “bi”,

T, =3 T.=6
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Vitesse finale

(F1v9.3) aprés contrdle “mono”, (F1v9.4) aprés controle “bi”.
T.=3 T, =6

Le nombre d’itérations nécessaire & la convergence est 48 itérations (“monos”) et 4483
itérations (“bis”), pour un temps cumulé de 18s (“monos”) + 2313s (“bis”).

Remarque : Atteindre le seuil 1.10~7 nécessite seulement 1660 itérations (et 861s).

Remarque : Les résultats finals (7, = 6) ci-dessus ont une précision analogue & celle
rencontrée au §4.4.
O

4.8.2 Conclusions

D’un point de vue théorique, la résolution de 1’équation des ondes linéaires périodiques
sur domaine bidimensionel n’est guére plus difficile a établir qu’en dimension 1. Toutefois,
I'importance du choix des supports du contrdle doit & nouveau étre soulignée.
Par contre, en ce qui concerne les parties numériques, rappelons que de nombreux proble-
mes sont apparus :
e gestion de la mémoire utilisée et taille des discrétisations,
e temps d’exécution et nombre conséquent d’itérations. !
Des solutions sont apportées dans le premier cas. Et comme en dimension 1, I'utilisation de
seuils de convergence plus petits permet d’obtenir des résultats somme toute intéressants.
Mais, et essentiellement dans le cas des contrdles “bis”, la précision obtenue sur la solution
finale n’est pas trés satisfaisante compte tenu du temps consacré aux calculs, cela est dii
——au-fait que le-contréle-par les moments-ne-contrble-pas-exactement- la-solution « de notre
systéme d’onde. Les résultats ne sont pas aussi jolis qu’avec les méthodes de gradient,

mais sont comparables aux résultats du recuit simulé, tout au moins en position finale.
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Enfin dernier point, les systémes non linéaires ne sont pas étudiés ici car, comme dans le
Chapitre II1, il faut résoudre des systemes d’ondes globaux a chaque itération de point
fixe, ce qui est trés coiiteux. De plus, le fait de distinguer les moments “monos” et “bis”
ne permet pas de résoudre des problémes non linéaires “monos” et “bis” séparément car

les deux types de moments interagissent.
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Conclusions

Le travail présenté dans cette thése concerne la contrélabilité numérique d’équations
d’ondes. Notre étude a porté tant sur des ondes linéaires que sur des ondes non linéaires.
A cet effet, plusieurs méthodes ont été justifiée et implémentées.

Pour modéliser le comportement de ’onde, les schémas discrets employés sont des schémas
aux différences finies en espace et en temps. Bien entendu, d’autres schémas sont envis-
ageables en utilisant par exemple des éléments finis en espace et des différences finies en
temps [GLL], ...

L’intérét de notre choix réside dans le fait que les schémas d’ondes sont explicites, et dans
le cas particulier d’ondes périodiques nous n’avons pas rencontré de difficultés numeériques

relatives a ce choix.

Le premier probléme abordé est celui de la contrélabilité interne exacte. Il s’agit d’identifier
un contrdle susceptible de conduire la solution d’un systéme d’ondes d’un état initial donné,
3 un état final choisi. Pour résoudre ce probléme, nous avons essentiellement distingué deux
méthodes : le recuit simulé et la méthode H.U.M..

Le premier cité consiste en la recherche “par approximation aléatoire” d’'un minimum global
pour une fonctionnelle cofit choisie. Cette méthode stochastique peut étre employée pour
résoudre les problémes optimisations globales, citons entre autres I'étude numérique de la
quasiconvexité de certaines fonctions [G], ou bien encore dans la conception de structures
(géométrie et comportement physique) [APR].

Dans notre cas, cette méthode se révéle coiiteuse compte tenu du temps consacré a la
résolution des systémes d’ondes. En effet la modification du vecteur de contrdle & un instant
t contraint & résoudre le probléme d’ondes pour tous les instants suivants. Cet inconvenient

est en partie levé grace a la procédure de multigrilles décrite dans le premier chapitre. Elle
permet (couplé aux procédures de cycles) d’obtenir de bien meilleurs résultats : le nombre
d’itérations nécessaires est plus faible. Une étude plus fine de cette méthode de multigrilles
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devrait encore améliorer les résultats : on peut envisager d’autoriser les changements grilles
fines vers grilles grossiéres.
Cette méthode a permis de résoudre le probléme de controlabilité interne exacte pour les

problémes d’ondes linéaires ou non linéaires en identifiant des controles.

Contrairement au recuit simulé, la méthode H.U.M. (J.-L. Lions) est constructive. Cet outil
systématique réduit ’exacte controlabilité de systémes distribués a 1’obtention de résultats
d’unicité. Avec ces résultats d’unicité, on peut alors construire des espaces de Hilbert (et
des produits scalaires), et démontrer I’exacte contrélabilité dans leurs duals. Le résultat
de P’application de cette méthode permet en plus d’identifier un contrdle. Applicable dans
le cas du contrdle frontiere ou du contréle interne de 1’équation des ondes, cette méthode
est utilisable pour résoudre le probléme de la controlabilité exacte des systemes distribués

(se reporter & [GL] et ses références).

Pour résoudre numériquement le probléeme de controlabilité interne exacte de I'équations
des ondes linéaires périodiques, la méthode du gradient conjugué a été implémentée tout
comme dans [GLL] (cette publication expose I’algorithme dans le cas du contréle frontiere).
La convergence de la méthode de gradient conjugué est aisé & démontrer dans le cas
du contrdle interne sur tout le domaine, par contre, en contrdlabilité interne partielle,
apparaissent les problémes de choix de support pour le contrdle. A cet égard, une condition
suffisante & été prouvée : elle permet de construire de nombreux supports convenables
(i.e. assurant la convergence de la méthode de gradient). Pour des raisons industrielles
(importance du choix du support), il serait intéressant de poursuivre I'’étude de la taille et

de la géométrie de ce support.

Les résultats de controlabilité obtenus par gradient conjugué sont bien plus précis et bien
moins couteux que les résultats obtenus par recuit simulé.

En ce qui concerne 1'équation des ondes non linéaires, le couplage de la méthode de point
fixe employée par E. Zuazua et de la méthode H.U.M. ont permis d’identifier numérique-

ment des contrdles exactes pour ces systémes non linéaires.

En effet, en procédant & une linéarisation du terme non linéaire, il est & nouveau possible
de chercher numériquement un contréle par gradient conjugué. Dans les résultats exposés,
il apparait que lorsque le contréle est porté par le domaine entier, cela se passe bien (ce qui
était prévisible puisque toutes les conditions initiales satisfaisant les conditions aux limites

sont théoriquement exactement contrdlables).

' Par contr;l;)rsquele supportn’est Vplus le di(r)rlﬁa,inevérrﬂii;i’ér, cela.nesepasée plus aussi
bien : il existe des non linéarités telles que le systéme d’ondes ne soit plus numériquement
contrdlable. Dans cette étude on remarquera I'importance de la linéarisation : certaines
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linéarisations se révelent plus performantes que d’autres i.e. elles permettent de controler
de plus fortes non linéarités. Rappelons enfin que la divergence, lorsqu’elle a lieu; est une

divergence de la méthode de point fixe.

Non testées numériquement, le choix de conditions aux limites homogenes devrait confirmer
les résultats de controlabilité exacte obtenus pour les ondes périodiques. De plus, un tel
choix de conditions aux limites permettra de tester le produit scalaire dans L2(2) x H~1(£2).

Un second probleme a été étudié, il s’intéresse a une controlabilité particuliere : la contrdla-
bilité exacte de moments de la solution du systéme d’ondes. Dans ce cas, on ne contrdle
plus qu’une partie de la solution : ce n’est plus de la contrélabilité exacte.

L’avantage de cette méthode est de proposer un controle constitué de plusieurs de controles
ne dépendant que du temps sur leurs petits supports respectifs. Comme ce genre de
controles “en temps” approche la contrélabilité ponctuelle sur des supports qui ne sont
pas de mesure nulle. Cette méthode de contréle des moments propose une alternative a la

controélabilité ponctuelle impossible & obtenir mais industriellement souhaitée.

Pour établir théoriquement cette méthode, nous avons construit un ensemble de systémes
d’équations différentielles en temps (une par moment), et sur ces systémes nous avons em-
ployé la méthode H.U.M. (assurément trés performante). C’est ainsi que I'on a déterminé
des contrdles pour ces moments. Sous réserve de choisir des supports et des moments
vérifiant les conditions exposées (déterminants), on a prouvé '’exacte controlabilité des
moments choisis. Dans ce travail, on a donc réussi a controler exactement des moments

de la solution du probleme d’ondes.

En supposant vérifiées ces mémes conditions de déterminant, nous avons prouvé la définie
positivité de I’opérateur linéaire discret qui apparait dans H.U.M. et ainsi justifié I'emploi
de la méthode du gradient conjugué pour la résolution de ce probleme.

En reprenant le controle ainsi identifié, et en l'utilisant dans le systéme général d’ondes
(sur le domine entier), on n’a pas I'exacte contrdlabilité puisque 'on a pas contrélé tous
les moments. Mais, en dimension 1, le contréle numérique de moments a donné, pour
le contréle (par ces moments) de la solution globale du probléme d’ondes linéaires, des

résultats intéressants tant en position finale et qu’en vitesse finale.

Concernant la résolution de probléme d’ondes non linéaire, nous avons mise en évidence
’obligation d’opérer la méthode de point fixe sur le systéme global. On identifie ainsi des
controles par des moments pour les systémes d’ondes non linéaires ; les résultats numériques

sont aussi concluants que dans le cas linéaire.
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En dimension 2, le contrdle simultané des moments (de tous les moments choisis) est fasti-
dieux (trés cofiteux-en temps). En séparant le calcul des deux types de moments distingueés
(“monos” et “bis”), on a réduit le probléme en deux sous-probléme moins coiteux, cela a
permis d’étudier ces moments. Une meillleure répartion de ces calculs améliorera probable-
ment ces premiers résultats. Par contre, cette distinction ne permet pas de traiter les ondes
non linéaires ““monos”” et ““bis”” (car les deux types de moments s’entrecroisent dans
la non linéarité). Pour étudier le controle par des moments en dimension 2, on envisage
une méthode de point fixe qui serait réalisée & partir d’une méthode globale contrdlant des

moments.

Dans les deux cas, remarquons encore que contrdle exact des moments pour étudier la
contrdlabilité de la solution globale n’est pas nécessairement le meilleur choix. Un controle
obtenu par contrdle partiel des moments (ces mémes moments ne sont plus controlés
exactement) donne des résultats de contrdlabilité pour la solution globale intéressants

au niveau de la précision et bien plus compétitif quant & longueur des temps de calculs.

Enfin, rappelons que cette méthode permet d’obtenir des contrdles portés par de petits
supports et ne dépendant que du temps sur chacun de ces supports. En ce sens on parvient
3 approcher la contrdlabilité ponctuelle, méme si ’on doit choisir plusieurs supports.

238



Références

[APR]

[BH]

[EJP]
[G]

[GLL1]

[GLL2]

[GL]

[L1]

[L2]

[RT]

[TZ]

Anagnostou G., Ronquist E.M., Patera A.T., A comptutationnal procedure for
part design, sumitted to Computer Methods in Applied Mechanics and Enginee-
ring.

Bonnemoy C. & Hamma, S.B., La méthode du recuit simulé : Optimisation globale
dans R™, APII, 25, 1991, p. 477-496.

El Jai A., Pritchard A.J., Capteurs et Actionneurs dans ’Analyse des Systémes

Grimaud P.-A., Numerical optimization and quasiconvexity IMA Preprint.

Glowinski R., Li C.H., Lions J.L.,A Numerical Approach to the Exact Boundary
Controllability of the Wave Equation (1) Dirichlet Controls: Description of the
Numerical Methods., Japan J. Appl. Math., 7 (1990), 1-76.

Glowinski R., Li C.H., Lions J.L.,A Numerical Approach to the Exact Boundary
Controllability of the Wave Equation (I1) Dirichlet Controls: Further Numerical
Experiments..

Glowinski R., Lions J.L.,Exact and approximate controllability for distributed pa-
rameter systems, Acta Numerica (1994), 269-378.

Lions J.L., Contrdlabilité exacte, perturbations et stabilisation de systémes
distribués, Tome 1 Contrélabilité exacte, Masson, RMAS8, Paris 1988.

Lions J.L., Contrélabilité exacte, perturbations et stabilisation de systémes
distribués, Tome 2 Perturbations, Masson, RMA9, Paris 1988.

Raviart P. A. and Thomas J.M., (1988), Introduction & 1’analyse numérique des
équations aux dérivées partielles, Masson.

Torn A. & Zilinskas A., Global Optimization, Lecture Notes in Comput. Sci.,
Vol.350, Springer-Verlag, 1989.

239



[W] Wolfram S., Mathematica : a system for doing mathematics by computer,
The Advanced Book Program, Addison-Wesley Publishing Co., Redwood City,

California, 1991 209 ed..

[Z] Zuazua E.,Exact controllability for semilinear wave equations in one space dimen-
sion, Ann. Inst. Henri Poincaré, Analyse non linéaire Vol.10, n, 1993, p. 109-129.

240





