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LISTE DES NOTATIONS UTILISEES

Opérateur linéaire auto-adjoint

Opérateur quadratique

Parametre de charge

Charge critique

Chargement appliqué

Force de perturbation

Intensité de la perturbation

Second tenseur de contraintes de Piola-kirchoff

(uy, Uy, W, Siq, S12. S22)  Vecteur mixte (déplacements et contraintes)
= (uy, up, w)  Vecteur déplacement

Point régulier

Point singulier

Réponse a la perturbation ( vecteur mixte)
Réponse a la perturbation en déplacement
Mode de flambage (vecteur mixte)

Mode de flambage (vecteur déplacement)

Vecteur déplacement nodal

Tenseur de déformation de Green-Lagrange
Partie linéaire et partie non-linéaire de y
Fonctionnelle mixte d'Hellinger-Reissner
Variation de HR

Fonctionnelle énergie potentielle -

Variation de P

Seconde variation de P
Matrice de rigidité totale

Matrice de rigidité géométrique ‘
Matrice de rigidité tangente
Opérateur tangent en un point quelconque

Opérateur tangent en un point singulier
Coefficient de la série vectorielle U

Coefficient de la série vectorielle u

Coefficients de la série vectorielle {v}
Coefficient de la série vectorielle AU
Coefficient de la série vectorielle Au
Coefficient de la série scalaire A
Coefficient de la série scalaire Ap

Vecteur linéaire du second membre a l'ordre p
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{Fm} Vecteur non-linéaire du second membre a l'ordre p

T Paramétre qui mesure l'intensité du défaut
Qq Domaine de référence
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INTRODUCTION

La bifurcation et le flambage sont des phénoménes d'instabilité tres
courants en mécanique des structures, qui apparaissent lorsque le chargement
atteint une valeur critique. Ils peuvent éue accompagnés soit de déformations
importantes, soit de la ruine de la structure (voir Figure-a et b).

a: Flambage d'une plaque b: Flambage d'une coque cylindrique

Pour des raisons de sécurité il est nécessaire de disposer de moyens qui
permettent de prévoir la charge au-dela de laquelle la structure peut flamber. |
L'un des premiers auteurs a ouvrir la voie de l'étude de la stabilité est Euler en
1744 sur le probléme d'une poutre soumise 3 un effort de compression.
Depuis, un certain nombre de travaux théoriques, expérimentaux et
numériques ont été réalisés pour I'apalyse du flambement et du post-
flambement des structures minces, Koiter(1945), Yamaki(1984),
Bushnell(1985), Potier-Ferry(1978; 1987), Batoz, Dhatt, Fafard(1985),
Arbocz(1987), Dubas(1987). Cela est dd d'une part  la forte utilisation de ce
type de structures dans les domaines nucléaires, aéronautiques, aérospatiaux et
constructions civile, et d'autre part, au progres accru des procédures
numériques (algorithmes et matériel informatique sophistqué).

Du point de vue pratique, on distingue plusieurs fagons de calculer la
charge maximum supportable par une structure. Dans certains cas on peut se
contenter de déterminer le premier point de bifurcation sur la branche
fondamentale. Si de plus cette branche est linéaire, on est ramené a résoudre
un trés classique probléme aux valeurs propres (Figure-c). Dans d'autres cas
on se doit de déterminer le point mipimum Sur une branche d'équilibre
bifurquée (Figure-d). I1 faut alors disposer d'algorithmes pour suivre les

1



branches d'équilibre, pour détecter les points de bifurcation et pour tourner
sur les branches bifurquées
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Figure-c Figure-d

Toutes ces techniques ont été discutées dans le cadre des méthodes
incrémentales itératives de type Newton-Raphson par Keller(1977), Riks(1979,
1984), Ramm(1981), Wagner et Wriggers(1988), Wriggers et Simo(1990),
Wriggers et al (1988), Kouhia et Mikkola(1989). Il faut noter que les temps de
calcul peuvent étre trés importants et que l'automatisation du suivi de courbe
est un probléme délicat.

Depuis 1990 (Damil et Potier-Ferry; 1990) une famille de méthodes
asymptotiques-numériques a été¢ développée au laboratoire pour le calcul des
branches d'équilibre des structures élastiques. Le principe général consiste a
déterminer des représentations analytiques sous forme de séries entieres des
branches de solutions. I a été montré que ces méthodes sont plus rapides et
plus robustes que les techniques incrémentales-itératives, tout en €étant
beaucoup plus faciles a utiliser.

L'objectif de ce travail de thése est de développer des algorithmes de
détection des bifurcations dans le cadre de ces méthodes asymptotiques-

numériques.

Ce document est composé de quatre chapitres.
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Le premier chapitre fait l'objet d'une étude bibliographique dans
laquelle on rappelle brievement les généralités de la théorie de bifurcation. On
introduit les notions de branche fondamentale, de branche bifurquée et de
points singuliers avec leurs différentes caractérisations (point limite et point de
bifurcation). On rappelle aussi les travaux numériques les plus récents de
calcul de point de bifurcation réalisés dans le cadre des méthodes incrémentale-
itératives.

Au chapitre 2 on rappelle les concepts de base des méthodes
asymptotiques-numériques et leurs applications au calcul des branches de
solutions (fondamentales et bifurquées) pour des structures minces de type
plaques, coques et poutres.

Au chapitre 3 on développe une variante de la méthode asymptotique-
numérique pour le calcul de points de bifurcation sur une branche linéaire. On
introduit un probléme d'équilibre perturbé qui permettra de définir un
indicateur de bifurcation bien adapté aux développements asymptotiques. Cet
indicateur sera appelé "rigidité " car il mesure la rigidité de la structure par
rapport 2 une certaine direction. Comme dans les travaux réalisés auparavant,
on doit résoudre une série de problemes linéaires admettant le méme
opérateur. On discute l'amélioration de la représentation polynomiale & l'aide
des approximants de Padé. On applique la méthode a l'exemple d'une plaque
carrée sous compression. Enfin, on définit un indicateur de bifurcation plus
général relatif a plusieurs perturbations, qui cette fois mesurera la rigidité de
la structure par rapport a plusieurs directions données.

Au chapitre 4, on étend la méthode de calcul de points de bifurcation
développée au chapitre 3 au calcul de points de bifurcation sur une branche
non-linéaire. On présente aussi une méthode de calcul de branches bifurque€s
pour les structures présentant un préflambage non-lin€aire. Le probléme du
calcul des différentes tangentes au point de bifurcation est discuté. Enfin on
présente une application sur un arc circulaire.



I) GENERALITES SUR LA THEORIE DE BIFURCATION

Ce chapitre a pour objectif de rappeler quelques idées générales relatives
3 la théorie de la bifurcation. Pour les structures ¢lastiques, 1'étude de la
bifurcation est étroitement liée au probléme de la stabilité. On a tenu a préciser
cette notion deés le début. Ensuite, on rappelle les équations qui régissent
I'équilibre des structures élastiques et on précise les notions de branche
d'équilibre, de point régulier, de point singulier avec une classification des
divers points singuliers: points limites , points de bifurcation. Dans toute cette
partie on s'appuiera sur des formulations mixtes de type Hellinger-Reissner qui
sont mieux adaptées aux développements asymptotiques utilisés par la suite,
que les formulations en déplacements. Des exemples de branches d'équilibre
avec un point limite ou un point de bifurcation sont présentés a titre
dillustration sur des modeles élémentaires. On termine enfin ce chapitre par
un rappel sur les méthodes numériques utilisées pour calculer les branches ,
pour détecter le point de bifurcation, et pour tourner sur les branches
bifurquées.

I-1 ) Notion de la stabilité €lastique

Pour la plupart des problémes de l'ingénieur, la stabilité de I'équilibre
d'une structure élastique soumise a un chargement conservatif est analysée par
la méthode de 'énergie. L'avantage considérable de l'usage de cette méthode
réside dans son caractére purement statique. Bien que la stabilité soit une
notion dynamique, l'approche énergétique associée a une discrétisation
numérique réduit généralement le probléme 2 l'analyse spectrale de l'opérateur
de 1'élasticité linéarisée au voisinage de la configuration dont on étudie la
stabilité. On ne considérera que les systemes conservatifs, ce qui est suffisant
pour la plupart des applications. Les états d'équilibre sont alors les points
stationnaires de l'énergie potentielle P, supposée comme fonctionnelle
dérivable autant de fois que I'on veut.

SP=P'(u).0u =0 v Su déplacement admissible (I-1)

ol P' est la dérivée de Frechet de P par rapport au déplacement u dans la
direction de Su. Le critire de stabilité le plus naturel d'un équilibre est le
principe du minimum de l'énergie qui affirme qu'un état d'équilibre ug est
stable s'il réalise un minimum local de I'énergie potentielle:



Je>0 tq O<fu-ue|<e = P(u)>P(uy) (-2)

Mais ce critére de stabilité est d'un emploi peu commode, puisqu'il dépend de
la topologie choisie et ne peut étre défini que par rapport a une certaine
norme. C'est pourquoi le critére pratique de la stabilité est le critere de la
seconde variation de I'énergie potentielle. Selon ce critére, un €quilibre u, est
dit stable si la seconde variation de 'énergie potentielle autour de I'équilibre
est une forme quadratique définie positive:

8P = %DﬁP(uO)(Su)z >0 Véuz#0 = u, eststable  (I-3)

Si la seconde variation de 1'énergie potentielle est positive, mais pas définie
positive, on parle alors de I'équilibre indifférent dont la stabilité est définie par
les premiéres dérivées non nulles d'ordre supérieur a 2.

[-2) Formulation des problémes d'équilibre en non-linéaire
géométrique.

L'objectif de ce paragraphe est de rappeler les équaﬁons qui régissent
I'équilibre des structures élastiques minces avec des non-lin€arités
géométriques. Pour des questions de simplicité et de généralité, on adopte les
équations de I'élasticité 3D non-linéaire. Pour les problemes de poutres, de
plaques et de coques, il suffit d'utiliser les équations correspondantes. Plusieurs
formulations du probléme d'équilibre peuvent &tre utilisées selon d'une part le
choix des inconnues, d'autre part le choix entre une écriture locale du
probléme ou une forme variationnelle. On détaillera ici: une formulation
classique en déplacement dans le cadre de laquelle la plupart des travaux
théoriques et numériques ont été écrits, une formulation mixte d'intérét majeur
pour l'utilisation de développements asymptotiques et enfin une formulation
discréte associée a la méthode d'éléments finis.

-Cadre de l'étude.

On considére une structure élastique linéaire occupant dans 1'état naturel
un volume de référence Q,(un ouvert borné de Rj3), de frontiere 0Q2,. Cette

structure est attachée sur une partie dQ2,, de sa frontiere, elle regoit des forces
de surfaces At sur une partie 9Q;, et éventuellement des forces volumiques



Apb 2 l'intérieur du volume. Les quantités ug, t et pb sont des données définies
sur Qg et 9Qy, et A est un parametre de chargement supposé unique. Le

vecteur déplacement d'un point du solide sera noté u, le temseur de
déformation de Green-Lagrange 7Y, et le tenseur des contraintes de Piola-

Kirchoff de second espéce S. Le tenseur Y est relié au déplacement u par la

relation quadratigue suivante

'y(u)z%(Vu+[Vu)+%(‘Vu Vu) = yl(u)-i—ym(u,t) (I-4)

ol y' représente la partie linéaire de y(u) et vY représente la partie non-
linéaire
'Hypothese de régularité:

Les deux frontidres 92, et 9€; sont complémentaires Figure-I-1

Figure-I-1

-Formulation en déplacement

L'énergie potentelle totale de la structure s'écrit

P(u,A) = | lY(-u):D:y(u) dv - AP, (u) _ d-5)
Qo 2



ol D est le tenseur d'élasticité du matériau et P, la puissance des efforts
extérieurs donnée par

P (u)= [ pb.udv+ [tudl 1-6)
Qg Qg

L'équation d'équilibre est donnée par la premiére variation de I'énergie
potentielle

SP(u,\,0u) = [ y(u):D:&y(u) dv - AP.(Su) =0 Vou CA a "0" I-7
Qg

ol SP désigne la dérivée de Fréchet de la fonctionnelle P(u,A) dans la direction
Su, et &y la variation du tenseur Y. On a

&y = ' (Su) + 27" (u, Su) (1-8)
11 est maintenant classique de définir un opérateur r(u,A) de XxR dans X, ot

X est un espace de déplacements cinématiquement admissibles et R est
I'ensemble des réels, tel que

5P = (r(u,A),8u) = 0 V&u CAa"0" (1-9)
(., . ) estun produit scalaire défini par
(u,v)= [u.vdv (I-10)
Qo

Comme P(u,)A) est une fonctionnelle dont la non-linéarité est d'ordre 4 en
déplacement et 3P est linéaire en du on peut donc &crire 'équation (I-9) sous
la forme

r(w,A) = 1(u) + q(u,u) + c(g,u,u) - AF =0 I-11)
ol 1(.) est un opérateur linéaire, q(.,.) est un opérateur bilinéaire et symétrique

et c(. , ., .) est un opérateur trilinéaire. Pour 1'analyse de stabilité on a besoin
de la seconde variation de 1'énergie potentielle qui s'écrit,



52P(u,8u,Au) = [(y (Au) +29™ (u, Au)): D: (v (8u) + 2y™ (u, 8u))dv
Qp
+ jS:2ym(Au,6u)dv
Qo

1-12)
Formulation mixte

Les équations d'équilibre en déplacement (I-11) admettent une non linéarité
cubique, ce qui n'est pas commode dans la perspective d'utiliser des méthodes
de développements asymptotiques. Pour surmonter cet handicap on préfere
atiliser 1a formulation mixte dHellinger-Reissner HR qui est mieux adaptée
aux développements asymptotiques. En effet dans ce cas la non-linéarité est
seulement quadratique par rapport aux inconnues u et S. La réduction de cette
non-linéarité est due 2 l'introduction de la contrainte comme variable.

HR(u,S,A) = j(Szy—%S:D_l:S)dv—XPe(u) (I-13)
Qg

Une formulation variationnelle des équations d'équilibre et des relations de
comportement s'obtient en invoquant la stationnarité de la fonctionnelle
d'Hellinger-Reissner.

SHR (u, 5u,S,8S,A) = [(S:&y(u)+3S:y(u) - S:D7:8S)dv — AP, (8u)=0

Qo

(I-14)
V&u C.A et V S

SHR désigne la dérivée Fréchet de la fonctionnelle HR en u et S dans les
directions Su et 8S. On introduit le vecteur mixte U dont les composantes
sont les déplacements et les contraintes

u=|" 1-15
.-(S) 15)



Comme pour la formulation en déplacement, on définit un opérateur R(U,A)
de YxR dans Y, ou Y est un espace ol les déplacements sont cinématiquement
admissibles

8HR = (R(U,A),8U) =0 V 6U admissible (I-16)

Puisque 8HR est linéaire en 06U, on peut donc écrire 'équation d'€quilibre et la
loi de comportement sous la forme

R(U,A)=L{U)+ QU U)-AF=0 I-17)

ou L(.) est un opérateur linéaire et auto-adjoint et Q(.,.) est un opérateur
bilinéaire et symétrique. On a les relations suivantes

(L(U),8U0)= [(S:y"(8u) + 8S:(y'(u)-D7':8))dv (I-18)
Qq
(Q(U,1),8U) = [(S:2y™(u,8u) + 3S:y™(u,u))dv (I-19)
Qq
(F,8U0) = [pb.dudv + J'»tu.SudI‘. (1-20)
Qo an
Remarque

Si l'on résout (I-14) par rapport a 8S, on obtient la relation de comportement
S=D:y (I-21)

En reportant cette équation dans (I-13) on retrouve I'énergie potentielle

-Formulation discréte

Toutes les formulations continues que l'on vient de voir admettent des
équivalents discrets lorsqu'on applique une méthode d'él€ments finis. Ici on se
limitera uniquement & donner la forme discréte de la seconde variation de
'énergie potentielle. Aprés le découpage du domaine €, en €éléments, on

approche le champs de déplacement dans chaque élément sous la forme



{u}? =[N} | d-22)

ot {v}° est un vecteur dont les composantes sont en général les déplacements
aux noeuds et [ N] est une matrice contenant des fonctions de forme classiques.

L'approximation des champs de déformation réels {y}* et virtuels {&y}" sont
alors donnés par

(1 = (B 3 [Ba O] 0
(1-23)

5y} = ([Bl]+[Bm(v°)]){8v}°

ou [Bl] est une matrice qui ne contient que les dérivées des fonctions de forme
et [Bm(ve)] est une matrice qui dépend d'une maniére non-linéaire du

déplacement. La seconde variation de 1'énergie potentielle §Psous la forme
discrete est donnée par

A@BP) = {&v}'[K, (v){Av} (1-24)

ott {v} est le vecteur déplacement nodal, [v} et {Av} sont deux variations
arbitraires de {v} et [Kt(v)] représente la matrice de rigidité tangente qui est
non-linéaire en {v}. Pour des états d'‘équilibre ({v}) stables, [K,(v)] est
définie positive. Au contraire elle est non définie positive si I'état d'équilibre
est insable.

1-3) Points réguliers et points singuliers

Le systeme (I-17) peut admettre une ou plusieurs solutions U\).
Compte tenu de la continuité de HR par rapport 4 A, l'ensemble des solutions
U(\) forme une ou plusieurs courbes dans l'espace (U, A). Ce sont par
Jéfinition des branches de solution. Il est habituel de supposer qu'un tel
systéme admet une solution triviale Up(A).

Pour 'étude des branches d'équilibre qui peuvent passer par un point solution
de (I-17), on utilise une représentation paramétrique générale donnée par
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U =U(a)
(1-25)
A= Aa)

ol le parameétre "a" désigne souvent l'abscisse curviligne. Comme chaque

courbe donne lieu 2 une direction tangente (U, i), on peut remplacer la
recherche des courbes d'équilibre par la recherche des directions tangentielles.
Pour cela, on peut se placer en un point de la solution triviale Ug(A) et dériver

(I-17) par rapport au paramétre "a". Au point d'équilibre considéré, on obtient

RyU+R A =0 (1-26)

ot A, U sont les dérivées de A et de U par rapport 2 "a" et on a simplement

daéf
R = -F. On notera que Ry=L() + 2 Q(U, .) =L ) désigne l'opérateur

tangent. Il s'agit d'un systéme linéaire reliant les inconnues U et Aet qui
permet de déterminer toutes les directions tangentes éventuelles. Cependant il
est incomplet sans I'addition d'une condition supplémentaire, que 'on choisit
habituellement comme une condition de normalisation de la forme

<U, U> +AA=1 (1-27)

Si en un point solution de (I-17), l'opérateur Ry est inversible, alors le
théoréme des fonctions implicites assure l'existence d'une solution unique
locale paramétrisée par A (U(A),\) et ce point est appelé point régulier (voir
Figure-I-2).
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U, U
Figure-1-2: Point régulier
Par contre, si en un point l'opérateur Ry est non-inversible, alors ce point est

appelé point singulier et peut correspondre soit & un point limite (Figure-1-3-a)
soit 4 un point de bifurcation (Figure-I-3-b) (Koiter; 1963).

A A

A A

Ach e — —
| Ac
!
|
|
|
|
1 4» " )

U, U U. U
a: point limite b: Point de bifurcation

Figure-1-3: Points singuliers

En réalité, il n'y a aucune raison de s€parer complétement un point limite d'un
point de bifurcation-car ils peuvent parfois coincider. De méme, le nombre de
branches bifurquées passant par un point singulier peut &tre supérieur a 2
(Figure-I-4). L'étude de telles situations deviernt trés compliquée et releve du
domaine de la théorie de la catastrophe.
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U

Figure-1-4: Exemple de bifurcation multiple et de cas ou un point de
bifurcation coincide avec un point limite

Lorsque l'opérateur Ry d'ordre n est singulier alors son rang p est inférieur a
n. Pour simplifier I'étude on supposera dans tout ce qui suit que .p(R y)=n-1,
c'est 4 dire qu'on se limitera a des singularités simples. Cela €quivaut a dire
que Ry admet une seule valeur propre nulle. Le mode qui lui est associé sera
noté @ et il vérifie

Ry®=0 1-28)

avec @ un vecteur non nul. En général 'opérateur R y n'est pas forcément
symétrique. Cela revient a dire qu'il existe un mode propre droit @y et un
mode propre gauche @, qui sont différents. Dans notre analyse on omettra

cette distinction en admettant que R y est symétrique.
I-4) Caractérisation des points limites et des points de bifurcation

La projection de I%quation (I-26) sur le mode nous donne la condition
de la compatibilité suivante

MoR,) =0 ' (1-29)
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Selon Spence et Jepson(1985), la discussion de (I-29) permet d'aboutir aux
caractéristiques classiques suivantes du point singulier

Si <<I>,R,l> =0, alors le point singulier est un point de bifurcation 1-30)
Si <<I),R'l> # 0, alors le point singulier est un point limite en charge (I-31)
On notera les relations d'équivalence suivantes

p (Ru)=p(Ru:Rx) e (o,R,)=0 (1-32)

p(Ry)#p(Ru:Ra) & (®R;)#0 (1-33)

\%
L'opérateur ( Ry: Ry ) est défini par (Ry: R,l){ B } =Ry V+RyB,ouV

est un vecteur et [ est un scalaire.
I. 5) Calcul des tangentes en un point singulier

La solution générale du probléme aux tangentes (1-26), peut s'écrire

comme la somme d'une solution particuliére AW et d'un multiple arbitraire
du mode associé au point singulier

U=\ W+ad (1-34)
ofl o, est un scalaire et W est un vecteur qui vérifie 'équation suivante

(W,0)=0 Ry (W) =-Ra (1-35)

On séparera dans la suite de ce paragraphe le cas ot la singularité est un point
limite du cas oi celle ci est un point de bifurcation.

14



I-5-a) Point de bifurcation

Au point de bifurcation, la solution générale (I-34), n'est pas déterminée
si on se limite 4 la premiére dérivation de l'équation (I-17). I1 est donc
nécessaire de passer 2 la dérivée seconde

2 .
R=Ryy UU +2R;, AU+RyU + Rk + R A =0 (I-36)

Si 1'on projette I'équation (I-36) sur le mode @ on obtient

<c1>, R> = <CI>, R yy UU> +2 7;<c1>, R U>
) d-37)
+<c1>,R,U U> +4 (@R ) +A(@.R)=0

Comme dans notre cas R est linéaire en A, alors R ( = R, = 0. Compte tenu

de 1a condition de bifurcation (I-30) et de (I-34), I'équation (I-37) se réduit a
ce que I'on appellera par la suite équation de la bifurcation et qui est donnée
par

<<1>,R,UUU> =0 (1-38-a)

Compte tenu de (I-34) et de l'identité R yUVY =Q(U,V), cette €quation se
réécrit

. 2
bo? +2cah +dA =0 (I-38-b)

On notera les constantes suivantes
b= (®,Q(®,0)),c= (®,QW,®)),d=(®,QW,W)) (1-39)

On pose A = (c2 —bd). Si A > 0 alors I'équation (I-38) admet deux racines

différentes Aj et A2

: (o]0 AN 0 4
Ma=——7%~ ¢ —bd (1-40)
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Le coefficient o est obtenu 2 partir de la condition de normalisation (I-27).
Ainsi on obtient deux tangentes au point de bifurcation. Un cas important en
calcul des structures est celui o b = 0 et ¢#0, ce cas correspond a une

bifurcation symétrique (Pitchfork bifurcation), stable si A>0 (Figure-I-5-a) et
instable dans le cas contraire (Figure-1-5-b).

=2Sa U =a(®-2=W) (1-41)
d d
v =0,U =a® (I-42)

A
branche bifurquée

\(

branche fondamentale

7

—»
U

a: bifurcation symétrique stable b: bifurcation symétrique instable
Figure-I-5: bifurcation simple et symétrique

Sib = 0 alors le point de bifurcation est asymétrique (Figure-I-6). Dans le cas
oll A < 0, alors le point singulier est un point isclé.
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4
U

Figure-I1-6: bifurcation simple asymétrique
I-5-b) Point limite
En un point limite la solution générale du problérne aux tangentes (I-34)
se réduit a
A=0 et U=o® | (1-43)

Si la constante b donnée par (I-39) est nulle alors A=0, c'est a dire qu'au point
limite il y a un changement de courbure et dans ce cas, il s'agit d'un point

d'inflexion appelé point limite double (Figure-I-7-a). Si b # 0 alors, A =0,
c'est a dire que la courbure reste inchangée. Le point limite est cette fois ci un
point tournant (Figure-I-7-b).
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—p >
U U

a: point tournant b: point d'inflexion (point limite double)
Figue-I-7: Exemple de point limite
1-6) Exemples élémentaires d'illustration de points singuliers

I-6-a ) Présentation de la notion de points limites sur un modéle
simple

Pour l'étude du point limite, on introduit le modéle mécanique de la
Figure-I-8. Il s'agit d'un systéme formé de deux barres élastiques, de méme
longueur lp, qui subissent uniquement des déformations axiales, c'est a dire
qu'elles restent rectilignes; le point A se déplace uniquement suivant l'axe
vertical sous le chargement A.

Figure-I-8: Modéle mécanique a un degré de liberté
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L'énergie potentielle correspondant a ce systéme s'écrit

P(8,1)=k[AI(8)]" — Av(8) (1-44)
1 1 1

Al(e)_a(cos(eo)— cos(e)) (1-45)

V(9)=%(taﬂg(eo)“ tang (6)) (1.46)

Les positions d'équilibre de ce systéme sont données par '€quation suivante

F(0,A) = — 1‘12( L1 yn@e)+4n|=0 1-47)
"7 cos(0)2| 4 “cos(8g) cos(8) 2

(I-47) nous permet d'écrire A(8) sous la forme

k1 1 1 )
Me)—?r(-cos(G)_ cos(eo))sm(e)’ ' (I-48)

Sur la Figure-I-9 on présente l'allure générale de A(0). Dans lintervalle
T TC . N T

{—-2—,—2—], cette fonction admet deux asymptotes a 9=i—2-, un extremum pour

la valeur de © vérifiant cos3(6c)= cos(8y). On érudie la stabilité¢ de cette

solution en examinant le signe de la seconde variation de 1'énergie potentielle
Io

rg =ki2 (tang3(0) - A ) (1-49)

sin(20)

Pour A < tang3(8), on arg > O et 'équilibre est stable. Pour A > tang3(8), on a
g < O et 'équilibre est instable. Pour A = tang3(8) I'équilibre est critique et
son analyse nécessite le calcul de la dérivée d'ordre 3 au moins. Dans le plan
charge-déplacement, la courbe d'équation A = tang3(6) sépare la branche
d'équilibre en une région stable et une région instable (Figure-I-9). Les
fonctions (A = tang3(8)) et (A = A(8,8¢)) se rencontrent a l'origine o, au point
maximum M et au point minimum L. Si en un point B de l'équilibre initial
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stable qui démarre 2 partir du point D on augmente la chargement A, on
pourra atteindre le point critique M. La position d'€quilibre devient instable et
le systéme passera sous le méme chargement au point E. C'est ce qu'on appelle
flambage par point limite ou phénomene de claquage "snap-through effect”. Ce
type de flambage est souvent accompagné d'un effet dynamique ou la structure
devient trés difficile & contréler et peut méme se rompre.

Remarque
Aux points limites on a bienrg = 0 (singularité de Ry dans le cas dun

seul degré de liberté) et on ary qui est non-nul (caractéristique d'un point
limite dans le cas d'un degré de liberté).

branche stable @ ------ branche instable

Figure-1-9: Courbe de stabilité du systeme et phénomene de claquage

1-6-b) Présentation d'un point de bifurcation sur un modéle a2 un
degré de liberté

Pour illuster le point de bifurcation, on utilise le systéme mécanique

simple de la Figure-I-10. II s'agit d'une barre rigide verticale de longueur I
dont l'extrémité supérieure est soumise & un chargement A dont la direction
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reste verticale. A l'autre extrémité, un ressort élastique de raideur k exerce un
moment de rappel. La configuration actuelle du systeme est décrite par l'angle
0 que fait la barre avec I'axe vertical.

Q

Figure-I-10: Modéle a un degré de liberté

L'énergie potentielle du systéme s'écrit
P(e,k)=—;-k92 — A(1-cos(8)) - (1-50)

La structure est symétrique par rapport a I'axe vertical, le systéme peut partir
vers 6>0 ot le contraire et I'énergie potentielle reste invariante c'est a dire que
(P(6, L) = P(-8, A)). L'équation d'équilibre s'écrit sous la forme

r(0,A)=k6—Alsin(0)=0 I-51)

Une solution particuliere de cette équation est 6 = 0 pour toute valeur de A, ce
qui correspond 2 la solution fondamentale. Il existe une autre solution, non-

triviale, donnée par A = k (Figure-I-11). Ces deux solutions se coupent

1 sin(©)
au point (0, ) qui est le point de bifurcation avec

A= ImA(@)=X (1-52)
8—0 1
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‘solution bifurquée

*
I| /
¥, |

-
lution fon ntal < - N
point de bifurcation
.
6

Figure-I-11: branche d'équilibre du systéeme

Pour l'étude de la stabilité de ces deux branches de solutions, on calcule la
seconde variation de I'énergie potentielle rg

rg =k - Alcos(9) (I-53)
Le long de la branche fondamentale (6 = 0)

rg =(k—Al) | (1-54)

pour A < -1;— on arg> 0, ce qui revient a dire que 1'équilibre 6 = O est stable.

Pour 7\.>-]f— cet équilibre devient instable. Pour la branche bifurquée, r g peut

&tre approchée & l'ordre 2 par

rg= %62 (I-55)

donc le long de la branche bifurquée rg>0, ce qui veut dire qu'elle est stable.

On remarque que lorsque la premiere branche perd sa stabilité, il apparait une
nouvelle branche stable: c'est le principe d'échange de stabilité. Ce principe
n'est valable qu'en élasticité car, en plasticité, il est actuellement connu que la
bifurcation peut apparaitre méme si la branche fondamentale est stable.

22



Remarque
Au point de bifurcation on a rg = 0 (singularité de R y dans le cas d'un
seul degré de liberté) et r =0 ( caractéristique du point de bifurcation dans le
cas d'un systéme a un seul degré de liberté).
I-6-c ) Systéme a deux degrés de liberté
Pour illustrer la notion de points limites et de points de bifurcation des
systémes 2 plusieurs degrés de liberté, on présente I'exemple suivant issu de
Seydel(1988). 11 s'agit de deux équations scalaires a deux inconnues uj et uj et
dépendant d'un parametre A.
Ry (upug,A) = 1+ (uf+u3 - 1) =0
Ry (u3,uz k) =up(10-A (1 +2uf +u3) =0

Si on se place dans le cas ol A > 0, ce systéme admet une solution triviale

’7\.—1
Ul=(u1,u2) = (i T’ 0, x)

définie pour A > 1 et une solution secondaire

y —_—

11-2A 3A—-12
U2=(u1,u2)=(i\[ " +\/ " )

définie dans l'intervalle 4.< A < 5.5. Les deux branches de solution sont
symétriques par rapport aux plans u;= 0 et uz= 0 (Figure-I-12). Sur la
branche triviale il existe un point limite en charge (0, 0, 1) et deux points de

bifurcation (i—?, 0, 4)

-au point limite (0, 0, 1) on a

R,U=B g} R)= {;1} q;:{:)} (®,R,)# 0
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-au point de bifurcation (—? ,0,4)ona

R,U=[4‘(‘)/§ g] Ry= {’%} @:{?} (@.R,) =0

0

On voit bien que ces deux opérateurs sont singuliers (det(R y) = 0) mais au
point limite <®’R,x>¢ 0 et au point de bifurcation <CD,R,>\> = 0, cela
illustre bien les propriétés mathématiques des points limites et des points de
bifurcation vues précédemment et discutées par Spence et Jepson(1985).

Figure-I-12: Exemple mathématique de point limite et de point de bifurcation

‘Remarque

Sur cet exemple on peut définir un opérateur S dit de symétrie qui

so=[y i)

S#I, S2=I R(SU,A) = SR(U,L) (1-56)

vérifie
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et pour lequel, la branche triviale U est symétrique (SU; = Uyp) et le mode de
bifurcation est antisymétrique S® = -®. Ce type de bifurcation est connu sous
le nom de (symmetry-breaking bifurcation).

En général, si un probléme de bifurcation présente une branche fondamentale
symétrique sur laquelle existe un point de bifurcation de mode antisymétrique,
alors on peut montrer dans I'équation de la bifurcation (I-38) que b=0.
Cependant cette condition n'est pas suffisante pour que la bifurcation soit
symétrique (Pitchfork-bifurcation), il faut que la constante ¢ de (I-38) soit non
nulle (Weinitschke; 1985) (Werner and Spence; 1984).

I-7) Méthodes incrémentales-itératives de résolution du probleme
de bifurcation

Dans les paragraphes précédents, on a introduit la notion de branches de
solutions et on a caractérisé les points singuliers. On se propose maintenant de
faire un rappel sur les méthodes numériques généralement utilisées pour
calculer les branches, pour détecter les bifurcations et pour tourner sur les
branches bifiurquées.

I-7-a) Calcul de branches de solution

Pour la résolution d'équations d'équilibre non-linéaires écrites sous la
forme de (I-11) ou (I-17), on utilise généralement des méthodes pas a pas dites
méthodes de prédiction-correction. Parmi les méthodes les plus utilisées dans
les codes de calcul de structure, on trouve la méthode de Newton-Raphson, la
méthode de Newton-Raphson modifiée, la méthode dite Quasi-Newton.....Dans
ces méthodes on part d'une solution connue (Uk, Ax) et on détermine une
nouvelle solution (Ug.1, Ak+1) & une certaine distance du point de départ (Uy,
Ax). L'opération est faite en deux étapes: une étape de prédiction (incrément),
généralement un pas tangent, ol l'on s'écarte le moins possible de la branche,
puis une étape de correction (itération) pour revenir a l'équilibre. Les
corrections (AU; et AA;) sont obtenues en résolvant le systéme suivant.

R u(Ui.1, Ai-1)-AU; + Ry (Ui, Ai)AA = R(Uio, Aie1)

z(AU;, AA) =0
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z est une relation qui indique une stratégie de pilotage. Aprés chaque itération
on actualise le déplacement et le chargement

Uij= Ui + AU; et Al = Aj-1 + AA;

jusqu'a ce que le résidu soit inférieur  une tolérance donné.
Les stratégies de pilotage les plus utilisées sont (Batoz, Dhatt, Fafard; 1985):

-Déplacement imposé

Partant d'une solution particuliére(Uk,Xk), on construit la solution
suivante(Ug+1,Mk+1) €D se donnant une composante de Ux+1 et en cherchant
Ais1, 2insi que les autres composantes de Ug+1. Cette méthode permet souvent
de passer les points limites en charge, mais pas ceux en déplacement.

-Force imposée

De la méme fagcon on part dune solution particuliére, on construit la
solution suivante (Uks+1,Ak+1) €D se fixant Ak+1. Cette méthode ne marche pas
lorsqu'il s'agit d'un, point limite en charge.

-Longueur d'arc imposée

C'est une méthode qui permet de passer théoriquement tous les points
limites. Partant d'une solution particuliére (Ug+1, Ak+1), On se donne une
longueur d'arc s pour le pas tangent, puis on oblige toutes les corrections a
étre orthogonale a ce pas tangent.

Avec le choix d'une stratégie convenable, ces méthodes incrémentales
peuvent parcourir une branche de solution méme compliquée. L'exemple
classique auquel se référent les auteurs €t qui montre la puissance de ces
méthodes est celui d'une coque 1égerement galbée (Figure-I-13).
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Figure-13: Calcul d'une branche de solution compliquée point par point par
une méthode N-R

1-7-b) Méthodes de calcul de points de bifurcation

Dans la littérature de calcul d'instabilité (point limite ou points de
bifurcation), on distingue d'une maniére générale deux méthodes: l'une a €té
appelée directe et l'autre indirecte (Seydel; 1988)

-Méthode indirecte

Cette méthode consiste a calculer la solution du probléme d'équilibre
(r(u,A) = 0) ou bien d'équilibre-comportement (R(U,A) = 0), point par point a
l'aide d'une méthode incrémentale de type Newton (N-Raphson, N-R-Modifi€,
Quasi-N) avec une stratégie de pilotage (déplacement impos€, chargement
imposé, longueur d'arc imposée). En chaque point on évalue la valeur d'un
indicateur de points singuliers qui est une fonction scalaire de u et de A. Cet
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indicateur h(u,A) s'annule en chaque point singulier. Généralement on prend
comme test le produit

h(ug.1, Ak-1) * h(ug, A (1-57)

qui change de signe lorsqu'une singularité est dépassée (Figure-1-14)

Figure-14: Principe de la méthode indirecte de calcul de points de bifurcation

Ainsi on a localisé la charge critique A dans lintervalle [Ag_1s A ] qui
peut étre parfois grand. Le point critique peut etre -approché par exemple par
des interpolations linéaires successives de types

28



h(ue_q, A1)
h(uk_l,}\'k_l)_ h(uk’ }\'k)

Ae = Ay + (g —Apg)

h(uy_y, Ay )
h(ug_q, A1) —h(ug, Ay)

u, =uy g+ (g -uyy)

Sur la Figure-I-15 on présente un exemple d'application sur une
structure simple (deux barres articulées). La branche fondamentale présente
deux points limites et deux points de bifurcation. L'indicateur de singularité
utilisé est le déterminant de la matrice de rigidité tangente (indicateur usuel
d'instabilité). Pour différencier un point limite d'un point de bifurcation on a
évalué le "current stiffness parameter” noté Sp. C' est un parametre
initialement proposé par Bergan (1978) et qui ne s'annule que pour les points
limites. L'un des handicaps de l'application de la méthode indirecte est qu'il
existe des singularités ol l'indicateur s'annule mais ne change pas de signe
(Seydel, 1988).

08

—

0~ 056

det Ry = v
-0 2

© Simple russ. det K; and Sp-v diagrams

Figure-I-15: Exemple de calcul de points de bifurcation par la méthode
indirecte.

-Méthode directe
La méthode directe comsiste a résoudre un systéme qui contient
l'équation d'équilibre et une équation dont les solutions correspondent

exactement aux points singuliers. Parmi les auteurs ayant utilisé cette méthode
pour la détection de points limite et de points de bifurcation non-trivial, on
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trouve Abott(1978). Le déterminant de la matrice de rigidité tangente (det(Kp)
est 'un des trois choix qu'il fait pour h(u, 1), c'esta dire quil a €té amené a

résoudre le systéme ci dessous

r(u,A) _ (o
det[K,(u, V)] =10} (1-38)

Sur la Figure-I-16, on présente un exemple de calcul de point tournant
(l*,é*) et de point de bifurcation (Ay,&p) sur une méme branche de solution.
La résolution de 1'équation (I-58) par une méthode de Newton est restreinte a
des systémes avec un petit nombre de degrés de liberté, car le déterminant doit
&tre calculé analytiquement, ce qui est difficile a obtenir (Seydel; 1988).

1
e I

(=)
s )
o'-
e =) T
w\v 2.0 3.218 - ‘:
_ i T .00 5.00 r0.00

25—
Veracal dispiacement of czneral node

— =3.3 —
—_ t3) ovso AL

Geometrv of Trussed Dome {from [10]).

Figure-1-16: Exemple de calcul de point limite et de point de bifurcation par la
méthode directe & l'aide du systéme (I-58) (Abott; 1 978)

Pour le calcul de points limites et de points de bifurcation symétriques,
Werner et Spence(1984), Weinitschke(1985) et Seydel(1979) ont proposé un
sysiéme qui s'écrit

r(u,\)
G(u, ¢,%) = {r,(u,A)¢ ¢ = {0}
1(9)

(I-59)
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G est une fonction définie dans XxXxR, I'équation 1,(n,A)$ =0 est obtenue
en linéarisant (I-59-a) autour de (u, A), et joue le méme role que det{K,]=0.
1()=0 est une condition supplémentaire qui impose ¢ {0} le long du
processus itératif. Parmi les choix de cette condition on trouve:

1(9)=[¢]-1=0
1(¢)={e;} {¢}-00 =0

e; est un vecteur de Ry ayant une seule composante non nulle. Il est important

de ne pas imposer comme condition
1(¢)={¢}'F-1=0
car il implique la recherche uniquement des points Limites.

Wriggers, Wagner et Miehe (1988) ont été les premiers a résoudre ce
systéme par la méthode des éléments finis. Aprés discrétisation du probléme
variationnel (principe des puissances virtuel) et l'approximation du champs de
déplacement (étape détaillée dans I-2), ils aboutissent a la forme algébrique

suivante
=

fr(v A)
G(v,0, MTK (v, M) ¢ = {0} (I-60)
1(0)

Pour appliquer la méthode classique de Newton, on linéarise le systéme
(I-60) ce qui méne au probléme incrémental suivant

K, —~F 0 [[Av r(v,A)
KoYy (Kd)y Ko [Ohb=—{K (7,100 (1-61)
0! 0 iﬁ A lol-1

ol

(K0), et (K($), sont les dérivées directionnelles de K; respectivement par

rapport 4 v et A et dont les expressions sont déduites a partir de la troisieme
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variation de 1'énergie potendelle (8P(u,A)) (souvent, K; ne dépend pas de A et
(Kt¢),x est nul). (I-61) est un systtme de 2n+1 €quations 4 2n+1 inconnues,

pour sa résolution on utilise une technique d'élimination. On cherche les
inconnues {Av} et {A¢} sous la forme

{Av} = AM{Av ) + {Av, ), (A9} =AA{AG } +{A% } (1-62)
ou {Av;}, {Av,}, {At} et {A¢,} vérifient les équations suivantes
[K.J{avi}={F}
[K.J{avs}=~{r}
[K a0} =K @)y [{Avi} - [Ke(0)],
(K, J{a0: }=—[K {0} ~[Ki (@), {av}

Une fois que {A¢} et {A¢,} sont connues on déduit l'incrément de charge AL
par

_—{0}' {26} = |0l + 1ol )
R TYIYS! 69

Ensuite on actualise ({u}, {¢}, 1)

A=A+AN, {v}={v}+ {av}, {o}={0}+{A¢] (I-64)

Ce processus est répété jusqu'a ce que I'instabilité soit atteinte. Pour plus
de détails sur ces calculs nous renvoyons & Wriggers, Wagner et Miehe(1983).
Sur la Figure-I-17 on présente un exemple d'application du systéme (I-60)
pour le calcul du point limite et du point de bifurcation dans le cas d'un arc.
Pour différencier un point limite d'un point de bifurcation on calcule la

quantité ({¢}' {F}) ou bien le "current stiffness parameter” Sp.

Les problémes fréquents lors de l'usage du systéme (I-60) sont:
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- Le calcul des dérivées directionnelles de la matrice de rigidité tangente qui
n'est pas facile dune manieére générale (Wrigers, Simo; 1990)

- La matrice de rigidité tangente est parfois mal conditionnée lorsque
l'instabilité est atteinte (Wrigers, Wagner,.Simo; 1988). Ce problémes a poussé
certains auteurs (Wriggers et Simo; 1990) 2 utiliser d'autres fonctionnelles en
introduisant les multiplicateurs de Lagrange (Penality functional). Néanmoins
cette procédure a connu d'autres difficultés car il s'agit de résoudre un systéme
dit modifié de taille plus grand que celui de (I-61).

/\

I

\

\/
-

: Daca: |
’i Za=10-10" E
[ Cd =10-10%
boziagoi0t]
‘ e =17.5
! A =100 1

Figure-1-17: Exemple de calcul de point limite et de point de bifurcation par la
méthode directe a l'aide du systéme (I-60) (Wagner ,Simo; 1990)

I-7-c) Branchement sur les solutions bifurquées
En général on utilise la méthode de Lyapounov Shmidt pour
I'enchainement sur la branche bifurquée. Par exemple dans le cas d'un mode

unique, la solution bifurquée V est cherchée sous la forme suivante

V =U() + adD +W avec (D, W)) =0 (65)

U(Ac) est le déplacement au critique A.. On voit bien que pour suivre la
branche bifurquée, il est nécessaire de connaitre le mode de flambage et la
charge correspondante. Les méthodes de résolution restent exactement celles
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décrites au début de ce paragraphe. Dans le cas d'une bifurcation multiple (n

V=UO0)+ Sa@+W  avec (@, W)) =0

i=1
I-8 ) Bifurcation perturbée

L'effet des petites perturbations sur un probleme de bifurcation a suscité
plusieurs travaux, théoriques, numeériques et expérimentaux. D'une part parce
que c'est un moyen qui permet d'étudier les solutions singulieres d'un
probleme et d'autre part parce que les structures réelles sont souvent
imparfaites. La th¢se de Koiter (1945) étant la premiére contribution sur ce
theme. Pour les structures présentant une bifurcation symétrique stable
(poutres et plaques), lorsqu'on introduit un petit défaut, on constate une seule
branche continue qui tend vers les branches du probléme parfait quand
'amplitude de l'imperfection tend vers 0. De telles structures sont dites
insensibles aux défauts Figure-I-18-a. Pour les structures présentant des
bifurcations asymétriques ou des bifurcation symétriques instables (telles que
les cylindres), le point de bifurcation se transforme en un point limite. Ces
structures sont dites sensibles aux défauts Figure-I-18-b.

Dans un cadre purement mathématique Keener et Keller(1973) ont analysé€ ce
probléme et ont abouti & un systéme du méme type que (I-17) mais dépendant
d'un parametre T mesurant le défaut

R(U, A, 1) =0 (I1-66)

La résolution de ce systtme donne la branche d'équilibre perturbée, ce qui
permet aussi d'approcher la branche bifurquée du systéme parfait. D'un point
de vue numérique cette procédure a été adoptée par Wagner et Wriggers
(1991) pour approcher les points de bifurcation. Ils ont résolu par la méthode
de Newton un probléme du méme type que (I-59) donné par

R(U,A,7)
R(U,P,A,7T) = R,U(U,k,’c)d) =0 (I-67)
1(®)
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La résolution de ce systtme donne évidement le point limite et le mode
correspondant. Un exemple d'application a été réalisé en utilisant la méthode
des éléments finis sur les deux barres de Roorda qui présentent une bifurcation
asymétrique Figure-1-19-a. Pour différentes petites valeurs de T (positives ou
négatives) on a résolu le probléme (I-67). On trouvera ces résultats sur la
Figure-I-19-b. '

Figure-I1-18: Influence des imperfections sur un probleme de bifurcation
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I METHODE ASYMPTOTIQUE NUMERIQUE POUR _LE
CALCUL DES BRANCHES DE SOLUTIONS

L'objectif de ce chapitre est de faire un rappel sur les méthodes

asymptotiques-numériques développées au LPMM depuis 1990. 11 s'agit de
techniques de résolution non-linéaires qui s'appuient d'une part sur les
méthodes de perturbation (asymptotiques) et d'autre part sur des résolutions
par éléments finis (numériques). Le principe consiste a chercher des
représentations des branches d'équilibre sous la forme de séries entiéres, ce qui
conduit 2 résoudre une succession de problémes linéaires bien posés admettant
toujours le méme opérateur. L'originalité est de pousser les développements a
des ordres élevés en résolvant numériquement par éléments finis un grand
nombre de ces problémes linéaires. On construit ainsi des représentations
analvtiques continues des branches de solutions pour un coiit de calcul qui reste
de l'ordre de grandeur d'un calcul élastique linéaire.
Les fondements de ces méthodes asymptotiques-numériques (M.A.N) ont été
proposés par Damil et Potier-Ferry(1990). Diverses variantes de M.A.N et de
nombreuses applications ont été développées dans (Azrar, Cochelin, Damil et
Potier-Ferry; 1993), (Cochelin, Damil et Potier-Ferry; 1994 a et b),
(Boutyour, Cochelin, Damil et Potier-Ferry, 1993) et (Braikat, Damil et
Potier-Ferry; 1994). Dans cette présentation on s'est Jargement inspiré de
(Cochelin; 1994).

I1-1) Les concepts de base de la méthode asymptotique-numérique

Le point de départ de la méthode asymptotique-numérique est la
formulation mixte (I-17) pour les raisons décrites au chapitre-I(§-I-2). On
rappelle que la formulation mixte (I-17) présente une non-linéarité
quadratique et qu'elle se préte mieux aux développements asymptotiques que la
formulation en déplacement (I-11) ol la non-linéarité est cubique. Une
branche de solution est cherchée sous la forme de développements
asymptotiques dans le voisinage d'un point connu (Up, Ag) vérifiant I-17)

U(a) =Ug+aU; + a2 Uz +...
(II-1)
K(a) =7\.o+a7\.1 +aZl;+ ...

"a" est un paramétre de contrdle de la branche qui sera défini par la suite.
Pour le calcul des termes des séries (II-1), on injecte ces développements dans
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'équation (I-17) et on identifie terme & terme suivant les puissances de "a".
Cela permet d'avoir une série de problémes liné€aires mixtes.

ordre 1
u; =0 sur 082,
(1I-2)
LUp)=MF
ordre 2
u =0 sur dQ,
(I-3)
L (U= A2 F - Q( Uy, Uy)
ordre p
up=0 sur 02,
(II-4)

p-1
L (Up)=2F-ZQ( U;, Up-)
=1

(=]
Tous ces problémes admettent le méme opérateur tangent L, défini par

L.() = L() + Q(Uo,.) (I1-5)

Le premier probléme a l'ordre 1 correspond exactement au probléme
incrémental tangent qui sert de prédicteur dans l'algorithme classique de
Newton-Raphson. Les problémes suivants s'apparentent a des problémes
d'élasticité linéarisés avec un chargement qui dépend des solutions aux ordres
précédents. A ce niveau, il reste encore une indétermination dans chacun de ces
problémes car le paramétre de développement "a" n'a toujours pas été défini
précisément. Dans la littérature de cette méthode asymptotique-numérique,
cette indétermination a été levée en faisant 1'un des trois choix suivants du

w, o,

parametre”a”:

1°) "a" est identifié comme étant 'incrément du parametre de chargement”
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a=A-Ay (1I-6)

2°) "a" est identifié  la projection de l'incrément de déplacement u-ug sur le
vecteur uj comme il est classique en théorie de la bifurcation (Potier-Ferry-
1987)

a= (l(u - uo),ul) M-7)

3°) "a" est identifié a la projection des incréments u-ug et A—Ag sur le vecteur
tangent uj, A1 et la projection a été prise au sens du produit scalaire ordinaire

a=(u—u0,ul) + (A -Ao) M (11-8)

On notera que ce dernier choix de "a
a longueur d'arc imposee.

est inspiré des méthodes de continuation

En résumé, la procédure de développement asymptotique présentée ici conduit
3 une succession de problémes linéaires mixtes bien pos€s dont les inconnues

u
sont A, et Up=(sp} . Par exemple avec le troisiéme choix de "a" et a l'ordre p
P
(avec p > 1) on obtient le probléme suivant.

up =0 sur 0Q,
pl
L(Up) =2 F - X Q (Us, Up) (II-9)

=1

<up,ul> + Aph =0
I1-2) Résolution numérique

La résolution des problémes mixtes (II-9) a été faite par la méthode des
éléments finis en deux étapes.
- La premiére étape consiste a éliminer les contraintes dans 1'équation (II-9-b)
et & les remplacer par une relation de pseudo-comportement que 'on obtient
en faisant du = 0 a l'ordre p
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Ll nl L
Sp=D:(Y (up)+27 (uo,up)+ g,ly (ur,up_r)) (I-10)

A ce niveau le probleme (II-9), dont les inconnues sont les contraintes et les
déplacements, est remplacé par un probléme ou les inconnues sont les
déplacements up. Les contraintes seront ensuite calculées par le biais de la
relation (I-10). Au chapitre 3 et 4 on reviendra d'une maniére plus explicite
sur ce point.

- La deuxiéme étape c'est la discrétisation par éléments finis du nouveau
probléme en déplacement. Dans (I-2) on a présenté comment on approxime le
champ de déplacement u et les champs de déformation réel y(u) et virtuel

dy(ua,du).
Une fois que ces deux étapes sont achevées on a un probléme d'algebre lin€aire
bien posé qui s'écrit généralement de la fagon suivante

bR}« [R5
(II-11)

# Une condition sur les {v p} qui découle du choix du parametre "a"

ou [K:] est la matrice de rigidité tangente prise au point de départ (Ug, Ao).
{F} le vecteur des chargements imposés et {FS‘} un vecteur de force qui ne

dépend que des solutions{vr} et {S,} aux ordres précédents r < p.

En résumé la procédure asymptotique-numérique décrite plus haut permet de
déterminer les séries suivantes jusqu'a un ordre élevé avec une seule inversion
de la matrice de rigidité tangente.

AMa)=Ag+aA; +aZhy +
{v(a)}={v0}+a{v1}+a2{v2}+... (I-12)

{S(@)}={Sp}+afs;} +a*{S, }+...
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11-3) Exemples de calcul d'une branche de solution non-linéaire

La méthode décrite plus haut a été appliquée avec un grand succes a
plusieurs structures avec des non-linéarités géométriques (petites déformations
et rotations modérées). Pour montrer la qualité des solutions asymptotiques
polynomiales on présente ici l'exemple d'une coque cylindrique avec deux
ouvertures soumise a une compression axiale. La Figure-II-1 présente les
courbes de solutions obtenues avec une troncature des séries (II-1) aux ordres
10 et 20. On voit bien que ces solutions coincident parfaitement avec la
solution exacte sur un large domaine, c'est & dire jusqu'a une fleche de l'ordre
de 2h, au dela de laquelle les courbes s'écartent d'une manicre brutale.

<
2
20
\E L=20mm
I R={00 mm
2 h=1 mm
v s=80 mm
o 1=79.5 mm
= E=71122.5 N/mm
s v=0.3
= P=981 N/mm
0 i ; l ’ i i i
0 1 4 5 § 10

Déplacement W (point A)

Figure-1I-1: Solutions asymptotiques aux ordres 10 et 20 pour le cylindre
troué (Cochelin, Damil, Potier-Ferry; 1 994)

I1-4) Méthode de continuation

Dans le paragraphre (II-3) on a vu sur un exemple que la méthode
asymptotique-numérique permet de décrire une certaine partie d'une branche
non-linéaire avec un seul développement. La représentation polynomiale est en
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effet acceptable uniquement dans le voisinage du point de départ. Cela est di
au fait que les séries entiéres ont un rayon de convergence fini. Pour avoir
completement la branche de solutions, il suffit d'appliquer la mé&me procédure
d'une fagon pas a pas (Cochelin; 1993) et (Cochelin, Damil et Potier-Ferry;
1994-b). 11 s'agit d'une méthode de continuation mise au point sur la base des
méthodes asymptotiques numériques. Le principe est simple: aprés avoir
appliqué la méthode asymptotique-numérique, il suffit de définir un nouveau
point de départ Ug, Ap sur la branche déja déterminée, puis de réappliquer la
méthode asymptotique-numérique a partir de ce point. Concrétement parlant,
pour une valeur du parametre "a" notée ap située a l'intérieur du rayon de
convergence des séries (II-1), on calcule U(am) et A(am) qui servira de point
de départ lors de la réapplication de la procédure asymptotique-numérique. On
a appliqué cette procédure dans le cas d'une coque légerement galbée chargée
en flexion (Figure-II-2). La solution compléte de la coque a été obtenue en 4
pas, c'est a dire avec 4 décompositions de la matrice de rigidité tangente. La
branche est ainsi décrite par une succession de représentations analytiques et
non par quelques points de solutions comme il est classique avec les méthodes
de prédiction-correction. Avec cette technique, les pas de calcul sont
relativement grands, et de plus la continuation est entirement automatique
(Cochelin; 1993).

Figure-II-2: Continuation asymptotique-numérique de la coque légérement
galbée en flexion.
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II-5) Calcul du post-flambage par la méthode asymptotique-
numérique e

La méthode asymptotique-nﬁmérique a été appliquée au calcul du post-
flambage des structures minces en se restreignant & des singularités simples
(Azrar, Cochelin, Damil et Potier-Ferry; 1993). Les développements
asymptotiques sont faits cette fois a partir du point de bifurcation. Apres
discrétisation par éléments finis on obtient un probléme semblable a (II-11) et
qui s'écrit sous la forme .

[Kf]{vp} = {Fp}

<v1,vp> =0

(II-13)

(II-13-b) est la condition supplémentaire que I'on a choisit sur les vecteurs
{vp}, elle exprime 1'orthogonalité des {vp} avec le mode de flambage {vl}.

La difficulté cette fois est que l'opérateur tangent [Kf] est singulier. Donc on

ne peut pas résoudre le probléme (II-13-a) directement sans tenir compte de
(LI-13-b). Pour cela on a utilisé une technique.gue l'on a appelée "relaxation”,
basée sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange et qui permet d'avoir un
probléme global inversible se formulant de la fagon suivante

Kf vi{|Vp Bl
= our p>1 II-14
[Vi 0 Hk 0 pour p ( )

ol "k" est le multiplicateur de Lagrange. Pour plus de détails nous renvoyons a
(Azrar, Cochelin, damil et Potier-Ferry; 1993). L'un des premiers tests
numériques a été réalisé sur I'exemple d'une coque cylindrique axisymétrique
de Donnel soumise & une pression. Sur la Figure-II-3 on remarque que l'on a
pu calculer une bonne partie de la branche bifurquée jusqu'a W/h=4. Le
préflambage a été supposé linéaire ce qui est une approximation usuelle pour
les coques cylindriques sous pression (Azrar; 1993)
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Figure-1I-3: Post-flambage d'une coque cylindrique par MAN (Azrar,
Cochelin, Damil et Potier-Ferry; 1993)

I1-6) Améliorations des séries entiéres par des approximants de
Padé.

A ce niveau toutes les solutions recherchées sont supposées étre des
fonctions analytiques ce qui a permis d'utiliser des développements en série
entieres. Une propriété remarquable des fonctions analytiques est que la
connaissance de la fonction au voisinage d'un seul point, est équivalente a la
connaissance de la fonction en tous les points. Aussi, lorsqu'on a déterminé un
grand nombre de termes de la série de Taylor d'une fonction, on peut espérer
reconstruire la fonction méme au dela du rayon de convergence de la série.
Cette propriété a été exploitée pour représenter la solution dans un domaine
aussi large que possible en insérant danms les séries (I-1) des fractions
rationnelles appelées approximants de Padé. Cette nouvelle représentation
permet d'améliorer considérablement le rayon de convergence des séries
entieres. Ce résultat est connu depuis les travaux de H.Padé-1892. On notera
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aussi qu'une présentation moderne a été donnée par (Baker et Graves-Moris-
1981). —— .;,

Définition:
Soit une fonction f(x) développable en série entiere

fx) = 3 cpx® (11-15)
n=0

ot les coefficients cp sont connus. Un approximant de Padé P[L,M] de cette

fonction est le rapport de deux polyndmes, de degré L au numérateur, de
degré M au dénominateur et dont le développement de Taylor coincide avec
celui de la fonction jusqu'a 'ordre L+M.

L

ag +aX+...+ar X

P[L,M]=
[L.M] 1+ byX+...+byx™

(1-16)

Les coefficients a; et b; sont déterminés & partir des coefficients c; en écrivant

+oo

S ¢ x" - P[L,M] = o(xL+M+1) 11-17)
0 n

n=

(I1-17) mene 2 la résolution d'un systéme linéaire de taille M qui permet
d'obtenir les coefficients b;

] by ,
CL+M+1  CL4+M+2 e L | 1 Cir+l 1
bM—l c
CL-M#2 CL-Ms3 - - - CL#l b, L+2
T . L = —9 ' L (II']. 8)
L CL CL+i .« « CLiM-1 Lbl (CL+M )

Une fois que ce systéme est résolu, on peut obtenir facilement les coefficients
a; par les formules suivantes

45



ap =Co
a1 = €1 + b1cp
a2=C2+b1a1+b200

(II-19)

min(L,M)
ap=c+ X (b )

i=1
A titre d'illustration, on considére la fonction suivante

’1+x/2
f(x)=
) 1+2x

Le rayon de convergence de la série de Taylor de f(x) au voisinage de zéro

vaut % Il est imposé par la singularité en x=-0.5. Le développement de Taylor

de f(x) au voisinage de 0 a l'ordre 2 s'écrit

f(x) = 1—%){ +£x2

A l'aide des coefficients c;de la série associés a f(x), on détermine les
approximants Padé. Par exemple

_1+7x/8
1+13x/8

_ 1+17x/8+61x* / 64

P[1,1] = 2
1+23x/8+121x"/ 64

P[2,2]

Sur la Figure-II-4 on trace la fonction f(x), son développement de Taylor a
différents ordres et sa représentation par différents approximants de Padé. On
voit bien que ces derniers arrivent a représenter la fonction sur un domaine
plus vaste que celui des séries entiéres.
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Figure-11-4: Amélioration de la convergence des développements de Taylor de
fix) par les approximants de Padé (Baker; 1 981)

Pour améliorer les séries (II-1), on a utilisé la technique d'approximants de
Padé que l'on reverra en détail au chapitre-3. Ici on va uniquement rappeler
qu'il existe au moins deux fagons d'introduire les approximants de Padé dans
les séries (II-1) et on se contente d'illustrer les performances sur un exemple

a)-La premiére fagon consiste 2 insérer les approximants de Padé dans la sére
(O-1-a) et (I-1-b). La série (II-1-a) n'est pas une série scalaire mais une série
vectorielle. L'introduction d'approximants de Padé nécessite quelques
aménagements préalables qui seront décrits au chapitre-IIL
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b)-La deuxieme fagon consiste a insérer les approximants de Padé dans la série
(I-1-a) et a recalculer A par une technique de projection.

Sur la Figure-II-5, on présente upe application qui a été réalisée sur le
probléme d'une plaque en flexion. On voit bien que la deuxiéme fagon
d'introduire les approximants de Padé (b) approche mieux la solution exacte
que la premiére (a) et qu'elles sont toutes les deux nettement meilleures que la
représentation polynomiale qui diverge & une fleche W= 2.

< ' D Vo -
1236 - /ﬁ_}% | @_Ci@,&uﬂ. U (a\)—b | _
555 - 1 ~ f 9_: E
i l : /7 ¢ / |
1278 = F:—;—z /\b/ﬂ,f(,«vxu /&\-’/ —

Figure-II-5: Amélioration des séries a l'aide des approximants de Padé. La
représentation polynomiale diverge aux alentours de W/h = 2. et de A =15,
alors que l'utilisation des approximants de Padé permet de suivre la courbe au
deld méme de W/h = 10 et A = 1500 (Cochelin, Damil, Potier-Ferry;, 1994-a)
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II-7) Meéthode asymptotique-numérique pour les structures
imparfaites S

L'influence des défauts notamment géométriques sur le flambage des
structures élastiques a fait l'objet de plusieurs études asymptotiques,
Koiter(1945) Budiansky(1974), Potier-Ferry(1987). Dans le cas d'un mode
unique, d'une bifurcation symétrique instable et d'un défaut d'amplitude ag, ces
théories conduisent en général a une réduction de la charge critique
proportionnelle a (ap)?3 de la charge critique. Cette analyse asymptotique n'est
valable que pour des amplitudes de défauts suffisamment petites. Ce probleme
a été étudié par une méthode asymptotique-numérique en poussant les
développements 2 des ordres élevés. Historiquement, il s'agit de la premiére
présentation d'une M.A.N (Damil, Potier-Ferry; 1990). Lorsqu'on tient
compte du défaut les équations d'équilibre s'écrivent sous la forme

L(U) + (A-Ao) L'(U) + Q(U,U) + Aap.d =0 (11-20)

ot L' est un opérateur linéaire, ap est I'amplitude du défaut et d est un vecteur
contenant la forme du défaut. Le fait d'avoir & chaque ordre des problemes
faciles a résoudre, permet de pousser les développements asymptotiques 2 des
ordres élevés ce qui a permis de prendre en compte un spectre plus étendu
d'imperfections initiales. Sur la Figure-II-6, on illustre ce résultat dans le cas
d'une poutre sur une fondation élastique. Pour des valeurs croissantes de
I'amplitude du défaut, on a comparé, la charge limite donnée par un calcul
exact, la charge limite donnée par la théorie de Koiter (troncature a 1'ordre 2)
et celle donnée par la méthode asymptotique-numérique avec une troncature a
l'ordre 6. On remarque que cette derniére coincide mieux avec le calcul exact.
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Figure-1I-6: Calcul de charges critiques pour une poulre Sur fondation
élastique avec un défaut géomérrique~sur le mode de flambage (Damil et
Potier-Ferry; 1990)

11-8) Conclusion

Les tests numériques qu'on a présentés dans ce chapitre montrent quune
méthode de perturbation associée a une méthode d'éléments finis est un moyen
efficace et fiable de calculer les branches de solutions fondamentales ou
bifurquées des structures élastiques minces. Les codts de calcul sont faibles par
rapport a4 des méthodes incrémentales-itératives car la détermination dune
branche de solutions sous la forme d'une série asymptotique ne nécessite
qu'une seule factorisation de la matrice de rigidité globale. Dans le cas ot la
procédure de continuation est utilisée, quelques factorisations seulement sont
nécessaires pour avoir complétement une branche de solution. On a pu
augmenter le domaine de validité des représentations polynomiales par les
approximants de Padé. Dans la suite on va s'intéresser au probléme de la
détection de points de bifurcation sur des branches de solution calculées par
des M.A.N.
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1) DETECTION D'UN POINT DE BIFURCATION SUR UNE
BRANCHE LINEAIRE

Dans les deux chapitres précédents, on a fait essenticllement des rappels
sur la théorie de la bifurcation et sur les méthodes asymptotiques-numeériques.
Dans ce chapitre et le suivant, on présente les parties originales de cette thése
consacrées au calcul des points de bifurcation par des méthodes asymptotiques-
numeériques.

Dans ce chapitre-III, on s'intéresse au calcul des premiéres charges de
bifurcation sur une branche fondamentale linéaire. Ce type de calcul concerne
les structures qui présentent un préflambage linéaire telles que les poutres
droites et les plaques, mais aussi les coques cylindriques sous pression ou le
préflambage est quasi-linéaire.

Le principe de notre méthode consiste a caractériser les bifurcations au
moyen d'un probléme d'équilibre perturbé, que l'on va résoudre par une
technique asymptotique-numérique. L'analogie avec les approches standards
basées sur un calcul de valeurs propres sera discutée au paragraphe III-3-c.

Le chapitre est organisé de la fagon suivante:

Dans la premiére partie, on présente sur deux exemples simples a un et & deux
degrés de liberté un probléme d'équilibre perturbé qui nous permet de définir
notre indicateur de bifurcation. On montre comment avoir précisément les
charges et les modes de bifurcation. Dans la deuxiéme partie, on donnera une
extension du probléme d'équilibre perturbé (indicateur de bifurcation) a des
structures complexes. Ce probléme sera résolu par des séries et un exemple
d'application sur une plaque sera présenté dans la partie 3. Dans la quatriéme
partie, on utilise la technique d'approximants de Padé pour améliorer les séries
entiéres. Enfin, on traite le probléme avec deux perturbations(partie 6).

III-1) Modéles mécaniques simples
I11-1-a) Modéle a un degré de liberté

On considére le modele mécanique de la Figure-III-1 déja vu au
chapitre-L ’
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Figure-III-1: modéle élémentaire de flambage a 1 degré de liberté

On rappelle que I'équation d'équilibre correspondant & une compression pure
A s'écrit

k6 — A 1sin(6) = 0. (I11-1)

elle admet une solution fondamentale 6 = O, et une solution bifurquée
k

~1sin(0)
101-2)

, qui se coupent au point de bifurcation (A= —11S,9= 0).(Figure-

solution bifurquée

. 7~
solution fondamentale <

Figure-II1-2: Courbe charge déplacement

Pour caractériser le point de bifurcation, nous introduisons une petite
perturbation dans le systéme: soit AjL une force perturbatnce appliquée a
l'extrémité supérieure de la barre selon la direction x, et A8 la réponse en
déplacement pour une valeur donnée de A (Figure-III-3)
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Figure-III-3: Perturbation du systeme

A8 et A sont solutions de I'équation d'équilibre perturbé suivante

(§-me - Au (T-2)

k , i qeas R
ou le terme (T—k) représente la rigidité tangente du systtme dans la

direction X.
Le point de bifurcation peut se caractériser de plusieurs facons:

a) C'est le point de la branche fondamentale ou la rigidité tangente (11(- -A)

s'annule.

b) Pour une force perturbatrice Ap fixée, c'est le point ou la réponse en
déplacement A6 tend vers l'infini.

¢) Pour un déplacement perturbateur A6 fixé, c'est le point ou la réponse en
force Ap est nulle. En se fixant A8, la force Ap s'apparente & une mesure de
rigidité. | ,

La premire caractérisation (a) est & la base des techniques de détection des
points de bifurcation classiques en calcul de structures. Pour des systémes a
plusieurs degrés de liberté, elle revient a chercher les points ol la matrice de
rigidité tangente est singuli¢re. La deuxieme caractérisation (b) n'est pas
utilisable pratiquement 2 cause des valeurs infinies de A6. Dans toute la suite,
nous allons utiliser la troisi®me caractérisation : les points de bifurcation
correspondent aux zéros de la fonction de "rigidité" Ap(A) défimie par
l'équation (III-2) et la condition supplémentaire A8 = c*®. Pour le modele de
la barre on obtient le diagramme linéaire de la Figure-III-2. Dans le
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paragraphe suivant on montrera que cette fonction devient plus compliquée
dans le cas d'un systéme 2 plusieurs degrés de liberte.

Al

~_ .

N

Figure-III-4: Allure de la fonction de rigidité A pour le modéle a 1
degré de liberté.

I1I-1-b) Modéle a deux degrés de liberté

Il s'agit d'un systdme de trois barres rigides articulées, de longueur I,
liées par deux ressorts spiraux de raideur k. Ce systéme est soumis a une force
compressive A suivant xi, (Figure-III-5). On notera les déplacements des
points B et C par u; et u;.

Figure-III-5: Systéme de trois barres articulées & deux degrés de liberté
Ce systéme admet une position d'équilibre fondamentale linéaire {u}={uj,uz}t

={0,0}t pour toute valeur de A. Les charges critiques de bifurcation et les
modes correspondants sont solutions du probléme aux valeurs propres suivant

R S (A B W e
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ou [Ke] et [Kg] sont les matrices de rigidité élastique et géométrique, et

A= %7» un paramétre de charge adimensionnel. Sur la branche fondamentale

{u}={0}, il y a deux points de bifurcation pourdi=1 et Az=3. Le premier

mode associé & A1 est symétrique (u; = up) et le second est antisymétrique(u; =
-LI2).

Nous allons retrouver ces résultats a partir de la fonction Al introduite
précédemment. Comme dans le premier modele, on introduit une perturbation
en force Ap{f}, ou {f} est un vecteur force choisi et AL lintensité de la
perturbation. Le probléme d'équilibre perturbé correspondant s'écrit sous la
forme suivante |

[Ke —ingl{Au}=Au{f} (II-4)

L'intensité de la perturbation Ay n'étant pas fixée & priori, le systéme linéaire
(III-4) comporte deux équations pour trois inconnues, Aug, Auz et Al. On va

se donner une condition supplémentaire pour que le probléme (III-4) admette

une solution unique en chaque point régulier de la branche fondamentale. On
pourrait par exemple imposer l'intensité de la perturbation Ap, mais comme il

a été montré sur le premier exemple, cela conduit 2 des déplacements qui
tendent vers l'infini au voisinage des points de bifurcation. On préférera

s'imposer une condition sur le déplacement telle que : une composante de
{Au} imposée, la norme de {Au} imposée, ou la projection de {Au} sur une

certaine direction imposée. C'est cette derni®re condition que l'on va choisir
ici. On définit tout d'abord le vecteur {Auo} comme la solution de (III-4)

pour A = 0. et A=1. Clest & dire que {Auy } vérifie 'équation

(K, [{Aug }={f} (III-5)

et on choisit 1a condition supplémentaire associée & (III-4) sous la forme

((Au-Aug,Aug)) =0 (II-6)
ou {( , )) est le produit scalaire défini par({u,v))= {u}'[K, v}
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A titre d' exemple, nous considérons une perturbation de la forme
{£}={1, O}*. On a alors {Aug } = {5/9, 4/9}t et Ia solution de I'équation (III-4)
compte tenu de (III-6), est

5
Auy ==
Uq 9
Au, =2 4_7‘_ (II1-7)
P5-22
Au=§(1‘“(3"”

(5-2%)

La fonction A est une fraction rationnelle en A qui s'annule pour A=1 et
A=3. Pour ?-»=1, le déplacement {Au} vaut le premier mode de flambage et
pour 7-»=3, le deuxidéme mode. Les Figures (III-6) et (III-7) montrent
1'évolution de Ap et {Au} en fonction de A,

En résumé, les points de bifurcation correspondent aux valeurs de A qui

annulent la fonction Ay, et les modes de bifurcation sont obtenus a l'aide du
vecteur {Au} correspondant. Dans cette approche, on exploite l'effet de la

singularité de la matrice de rigidité tangente sur la réponse a une perturbation.
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Figure-III-6: Evolution de la fonction AL en fonction du paramétre de charge
A, pour une perturbation {f}={1, 0}%.

o 2

=
A | mode 1
- 1.5 /—;\ Augy
=
< 1
\ Au,
0.5 F—mm//"/"
AU2
0
05
1 mode 2
-15 /\/
2 1 | | ]
0 1 2 3 4 5

Figure-111-7: Evolution de Au; et Auy en fonction du paramétre de charge A
pour une perturbation {f} ={1, 0}

Remarque
- Les fonctions Al, Au; et Aus sont des fractions rationnelles en A. Ce résultat

se généralise facilement pour un systeme de type (4) et (6) a n degrés de
liberté.
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- Avec le produit scalaire choisi, la condition (III-6) peut se réécrire {Au-
Aug}t{f}=0. Ainsi pour {f} ={1,0}%elle revient a imposer la premiere
composante de{Au}.

- Les fonctions A et Au; présentent un pdle entre les deux valeurs propres,
dont la position dépend de la perturbation choisie. On pourrait le supprimer en
remplagant la condition (II-6) par une condition de norme imposée sur {Au}.

Dans ce cas, les fonctions AL, Au; et Aup ne sont plus des fractions rationnelles.

- En choisissant une force {f} ={1,1}t (orthogonal au deuxiéme mode de

flambage) la rigidité Ap vaut 1—A simplement. Dans ce cas, la recherche des
zéros de Al ne fournit pas le second point de bifurcation a cause du "mauvais”
choix de la force de la perturbation. On notera I'analogie avec le choix du
vecteur initial dans les méthodes d'itérations pour le calcul des valeurs
propres.

-Dans le cas d'une perturbation quelconque {f} ={f1,f>}!, la situation est
résumée sur la Figure-III-8 ou l'on présente l'€volution du vecteur Au en
fonction de A. La direction des modes est donnée par la premiére et la
deuxie¢me bissectrice du plan Au; , Au,. Le déplacement total Au est la somme

du déplacement imposé au départ Aug et d'une partie orthogonale. Lorsqu'on
augmente la compression 7;, le déplacement Au passe par le premier mode
pour lequel la rigidité Ap s'annule. Pour A > 1, le déplacement et la rigidité

by

continuent a augmenter pour partir a l'infini quand A s'approche de

S5(ff +£5 )+ 86 f -
LS - 22) L2 Lorsque A dépasse cette valeur, le déplacement
22 +£2 +£,f,)

diminue pour atteindre le second mode et ApL s'annule une deuxieéme fois.

A pole
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Figure-II1-8: Cas d'une perturbation quelconque

IT1-2) Extension de la méthode 3 des structures plus complexes
présentant un pré-flambage linéaire.

[11-2-a) Cadre de 1l'étude

Considérons une structure complexe présentant un pré-flambage linéaire
(par exemple une plaque chargée dans son plan Figure-III-9)
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AF

Figure-IlI-9: Plaque chargée dans son plan

Lorsqu'on augmente A la plaque se raccourcit en restant horizontale, mais a
partir d'une certaine valeur e, cette position devient instable et la plaque passe
3 un état courbé. La position droite correspond a la branche fondamentale et la
position courbée 2 la branche bifurquée. Ces deux branches se rencontrent au

point de bifurcation (Figure-1I-10)
VN

A /

\

N
N

branche bifx?:quée

o~ . - .
~ point de bifurcauon

préﬂamb\age linéaire

)
U

Figure-III-10: Branche fondamentale linéaire avec un point de bifurcation

simple.
Comme la branche fondamentale est linéaire, on peut l'écrire sous la forme

Uf (L) =AU (TI-8)

U{ est un déplacement de compression pure qui vérifie I'équation suivante
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L(UY) =F (1-9)

(II-9) provient de (I-17) apres avoir supprimé la partie quadratique. Comme
pour les deux modeles simples, on va introduire un indicateur de la bifurcation
bien approprié au développement en série entiere.

II1-2-b) Introduction d'une perturbation
En un point de la branche fondamentale (Uf, Af), on introduit une

perturbation f, d'intensité Ap (Figure-III-11). AU est la réponse en
déplacement a Apf.

AF Apf ﬁ

Figure-1lI-11: Plaque soumise a une compression AF et & une perturbation de
flexion Auf

L'équation d'équilibre résultant de la superposition des deux chargements
s'écrit sous la forme

L(Uf + AU) +Q(Uf + AU, Uf + AU)=AF + Auf (111-10)
En tenant compte de 1'équilibre de la branche fondamentale on trouve
L(AU) + 2Q(Ut, AU) + Q(AU, AU) = Auf (I11-11)

Comme AU est une perturbation trés petite, alors le terme Q(AU, AU) peut
étre négligé. Cela méne a un probléme incrémental analogue a (III-2)

LAU)=Auf (ITI-12)

ol L, est I'opérateur tangent pris au point de la branche fondamentale od la

perturbation est introduite L,( ) =L(, ) + 2Q(Uf, ). En un point régulier ot
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L, est inversible, le probléme (III-12) admet une solution unique si l'on

s'impose une condition supplémentaire équivalente a (III-6). Comme pour le
modele précédent, on choisit cette condition sous la forme

({AU - AU,,AUG)) =0 (II1-13)

C'est a dire que l'incrément AU — AUgest cherché dans l'orthogonal a AUy ,

qui est la réponse 2 la perturbation f a l'origine. Les deux équations (III-12) et
(I1-13) forment un systéme linéaire en AU et Ap équivalent a (III-4) et (II-
6). On s'intéresse a 1'évolution de la solution (AU, Ap) lorsqu'on parcourt la
branche fondamentale, c'est & dire lorsque "A" croit. Les points de bifurcation
correspondent aux valeurs du paramétre "A" qui annulent la fonction Ap. Le
mode de bifurcation est donné par le vecteur AU(A) correspondant.

I1I-3) Calcul de la solution perturbée (AU, Ap) par une méthode
asymptotique-numérique

I11-3-a) Introduction des développements en série entiere

Pour déterminer la solution (AU, Ap) de (II-12) et (III-13), on utilise
un développement asymptotique en fonction -du parameétre "A" & partir d'un
point que l'on choisit comme étant (AUg, 1.). On adopte la représentation
suivante

AU(L) = AUg + A AU; + A2AU+...
(I11-14)
A(A) =1 + AAR; + A% Apg +..

En injectant les développements (I1I-14) dans (III-12) et (III-13), en identifiant
suivant les puissances de "A", on obtient une série de problémes linéaires
mixtes en AU, et AlL,. semblables aux problémes (II-2, 4). On notera que
l'opérateur L,( , ) dépend lui aussi du paramétre "A" au travers de Ut

ordre-0
L(AUp) =f

ordre 1 )
L(AU}) = A £ - 2Q(U;, AUp)
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((AU,,AU,))=0

ordre-2
L(AU) = Ap, f - 2Q(U3, AUg)

((aU,,40,))

(III-15)

ordre-p
L(AUp) = Ay f - 2.Q(Uf,AUp1)

((aU,, AU,))=0
III-3-b) Retour a une formulation en déplacement

On va réécrire le probléme 2 l'ordre p sous une forme adaptée aux
méthodes des éléments finis classiques en déplacement. En utilisant les
définitions (I-18) et (I-19), I'équation (III-15) a l'ordre p peut €tre écrite
explicitement sous la forme

[(AS,:(y' (Bu) +8S:(y' (Aup) =D AS, ))dv
Qo

(I1I-16)

= AP, (3u)— [(S{:27" (Auy,8u))dv
Q9

En résolvant cette équation mixte par rapport a AS, on trouve la relation de
comportement suivante

— 1)1
AS, =D:y'(Auy) (I-17)

En reportant ce résultat dans (III-16), on a une équation ou les inconnues sont
uniquement des déplacements

Qjo(y‘(é;u);D:(y‘(mip))dv = AP, (3u)- Qjo(s{ 29" (Au, 1, 5u))dv

(I-18)
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IT11-3-¢) Discrétisation par éléments finis
On adopte la démarche classique d'éléments finis introduite en (I-8-b-2),

qui permet de transformer le probléme 2 l'ordre p écrit avec des opérateurs
variationnels en un probléme d'algébre linéaire facile a résoudre

(K. {au, } =ap, {£} + {F,}
(I11-19)
{Auo }t[Ke]{Aup} =0 | pour p>0

[Ke] est la matrice de rigidité élastique obtenue par assemblage de matrices

élémentaires ([K.]*) et donnée par

[K.]'= J(B']:[D}[B']av (IT[-20-2)
Qe

Le second membre {Fp} est obtenu par assemblage des vecteurs élémentaires
' {”Fp }e qui dépendent uniquement de la solution a l'ordre p-1a
[ e
{Fp} = _[Kg(sg)] {A“p—l} (II-20-b)
Finalement le probléme a l'ordre p s'écrit

[Ke]{A“p} = Ayp {f} - [Kg]{Aup—l}
(I1I-21)
{Auo}t[Ke]{Aup} =0 pour p > 0

En résolvant les problemes III-21 de fagon successive on détermine les termes
des séries ITI-14, méme a des ordres élevés.

Remarque

On peut aboutir plus directement a (III-21) en considérant la forme
discrete de II-12 et III-13, qui s'écrit
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[Ke + A,Kg]{Au} = Ap{f}

{Au—Aug }[K,[{Aup} = 0 (I11-22)

et en y insérant les séries (III-14). Cependant cette procédure ne sera pas
valable dans le cas d'une branche non-linéaire que l'on va développer dans le
chapitre IV.

I11-3-d) Analogie avec les problémes aux valeurs propres

Pour le calcul d'un point de bifurcation sur une branche linéaire, le
critére de la seconde variation méne 2 la résolution d'un probléme aux valeurs
propres écrit sous la forme

K, + AK, (UD)]{Au} = {0} (I-23)

Ce probleme est souvent résolu par une méthode d'itération de type sous-
espace. La charge de bifurcation correspond a la plus petite valeur de A qui

rend non inversible la matrice de rigidité tangente.
Dans notre méthode, on cherche les valeurs de A qui annule la rigidité Ap

définie par II-12 et II-13 dont la forme discrete est donnée par (I-22).

Lorsque A = 0, la premiére équation est analogue a [J-22.

Remarque

Si la représentation de la branche fondamentale est prise sous la forme
Ut =05+ (A - ) 0] (1I1-24)

c'est a dire que 1'on part d'un point (Uf, kfo) autre que l'origine, le probleme

que 1'on obtient avec notre analyse est équivalent 4 un probléme aux valeurs
propres avec un décalage spectral égal a kfo.
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I11-3-e) Solution exacte du probléme d'équilibre perturbé

En tout point donné de la branche fondamentale, il suffit d'évaluer la
matrice de rigidité tange:nte[Ke + ng(U{)] pour résoudre directement (III-

22). On obtient

[au,} (£}
[EF[K, + K, (UD] {£}

Ap(A) = (I10-25)

En utilisant la formule (III-25) on peut tracer la courbe exacte de la rigidité
Au(L) et par conséquence faire des comparaisons avec ses différentes
représentations asymptotiques.

ITI-3-f) Application de la méthode au probleme d'une plaque carrée

On considére une plaque élastique carrée soumise a un chargement de
compression uniaxial AF et en appui simple sur les quatres bords. Dans ce cas,
la solution fondamentale est linéaire avec une déformation de membrane pure.
Pour-la discrétisation, on a utilisé 200 éléments triangulaires de type D.K.T et
seul le quart de la plaque est pris en compte. On se limite ainsi aux modes de
flambage symétriques par rapport aux axes x et y (Figure III-12). Les modes
et les charges de bifurcation exacts ont été calculés par une méthode classique
d'itérations sur sous espaces. Les premieres charges critiques sont:
X =0.9961, A,=2.7930, A3=6.8756, A,=8.9971. . On a appliqué la
méthode asymptotique-numérique avec une force de perturbation f ponctuelle
appliquée au centre de la plaque et transversale & son plan moyen (Figure-III-
12-a). Comme il a été déja mentionné dans la remarque du paragraphe III-1-b,
ce choix de f et la condition (III-13) reviénnent a dire que 1'on impose la
fleche au centre de la plaque. La rigidité Ap(A) obtenue en tronquant la série
entiere (III-14-b) aux ordres 10, 14 et 17, est présentée sur la Figure-III-12-b.
Elle s'annule a l'intérieur du rayon de convergence de la série pour A=0.9961,
ce qui correspond bien 2 la premiére charge critique. Au(A =0.9961) donne
le premier mode de flambage avec 1'écart relatif suivant

_[au(r=0.9961) - ¢

=0.4088E -2
o]

€
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AF

a: plaque carrée soumise & une compression AF. La perturbation f est centrée.

5 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
=
<
3

| | 1 1 1l l 1 1 1

b: représentation en série entiére de la fonction AU, on obtient la premiére
charge critique.

Figure-III-12: Application & une plague carrée.
II1-4) Amélioration des séries & 1'aide des approximants de Padé.
Dans cette partie on se propose d'améliorer les séries (IlI-14) au moyen

des approximants de Padé. En effet par un calcul dans la base modale on peut
montrer que la rigidité Ap et une fraction rationnelle admettant des pdles qui

limitent le rayon de convergence de sa représentation par des séries entieres.
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La technique des approximants de Padé peut donc mieux représenter la
rigidité.

II1-4-a) Approximants de Padé sur la série entiere Ap(A)

On approche la série (III-14-b) tronquée a l'ordre L+M+1 par un
approximant de Padé P[L / M](A) en utilisant la méthode décrite au chapitre

II(§-6). Cela revient tout simplement a résoudre un systeme linéaire de taille
M. Par un calcul dans la base modale on peut montrer que AN(A) est une

fraction dont le numérateur est de degré N+1 et le dénominateur est de degré
N. Pour le choix de L et de M, il est préférable que P[L/M]}(X) soit

équivalent & A pour les grandes valeurs de A. Le procédé décrit ici est trés
simple mais il ne donne aucune idée sur les modes de flambage.

I11-4-b) Approximants de Padé sur la série vectorielle AU(L)

Les approximants de Padé permettent d'approcher directement une série
scalaire dont on connait le développement en série entiere. Dans le cas d'une
série vectorielle telle que (ITI-14-a), il faut procéder a quelques aménagements
avant de pouvoir introduire des approximants de Padé. On adopte la mé€me

démarche que celle proposée par Cochelin, 4¥amil et Potier-Ferry (1994-a):

1°) A partir des vecteurs AU; on construit une base orthogonale AU'i par un
procédé classique de Gram-Schmidt

AUg = 0y AU,
AU = 0,5AU, + 0,;AU;

(II-26)
p 1
AUp = Y 0, AU,
k=0

avec <AU'p, AU'k> = 8pk, les coefficients oy; sont donnés par
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(AU, AUL)
e (AU, AUy)

pour 0<k<p, o, =1. et 0 g=0. pourp> 0 (I-27)

2°) On réécrit la série AU(A) a l'aide de cette base orthogona]e Cela fait
apparaitre des séries scalaires associées a chaque vecteur AU;

AUA) = (Cgp + PAOgg + Aotgg + . . . +AP0g JAU,

+ A(oyq + Aoy + Magg + ..+ oy DAU
+ 22(Cyy + Aoy + A0y + .. AP200, )AU,
(1HI-28)
+ WP (ay,)AU, = J)i (1) AU,
Les fonctions fj(A) sont données par
£() = 3 oy A (I11-29)
i=]

3°) On améliore les séries scalaires fy(A) par des approximants de Padé
Pj[Lj / Mj](l). Ainsi on obtient la perturbation AU(A) sous la forme suivante

AUGL) = 3 N B[L;/M;] AL, (I11-30)
j=0

4°) On calcule enfin la rigidité Ap(A) par projection de I'équation incrémentale
(II-12) sur le vecteur AU
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AL(A) = _1_,_(-%(;3 Pi[L; /M;] (L(AUj, AU, )) +

(£,AU,) “i=0

2_§O(xj+1 B[L; /M;] (QUS, AU}, AU )
z

(I1I1-31)

I11-4-c) Application
11I-4-c-1) Perturbation centrée

Sur la Figure-ITI-13, on présente d'une part les nouvelles représentations
de la rigidité Ap(L) obtenues en insérant des approximants de Padé selon les
procédés décrits aux (III-4-a) et (III-4-b), d'autre part, la valeur exacte de
Ap(A) obtenue par la formule (III-27). Les trois courbes coincident
parfaitement sur un large domaine (0 < A < 6) puis un léger écart apparait
progressivement. Comme dans les études précédentes, la technique de
projection est bien plus efficace que 'application directe des approximants de
Padé sur la série Ap(A).
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......... Calcul exact de AW(A) & l'aide du procédé [I1I-27]
_____Padé [616] pour Au(A) : procédé (Ill-4-a)

— _—— Padé [M%d} pour AU(A) et recalcul de Ap(A) par projection :

j
procédé (IlI-4-b) avec M; = 6655 ..22,j=201..,9 etp=14
Figure-13: Amélioration des séries a l'aide d'approximants de Padé et

comparaison avec la solution exacte. On obtient jusqu' a quatre charges
critiques @ un pour cent pres.
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Résumé

Sur le tableau-1, on récapitule les charges critiques calculées par la
‘méthode asymptotique-numérique (trois maniéres) et par la méthode
d'itérations sur sous espaces.

Solutions asymptotiques- numériques Solutions
Numero de la exactes
charge critique | Série (12-b) Séries+Padé Séries+Padé (itérations sur
ordre 14 [%] procédé | procédé II-4-b | sous espaces)
M-4-a Mj =6, 6..., 2,2
i=0,9

1 0.9961 0.9961 0.9961 0.9961

2 2.7930 2.7930 2.7930

3 7.2581 6.8810 6.8756

4 11.6128 9.0929 8.9971

Tableau-1: Comparaison des résultats obtenus dans le cas d'une perturbation
centrée

II1-4-c-2) Perturbation quelconque

Cette fois la perturbation est constituée d'une densité de forces
transversales réparties d'une maniére aléatoire (Figure-III-14-a). Sur la
Figure-IlI-14-b, on présente la nouvelle fonction Ap(A) obtenue en utilisant
des approximants de Padé (procédé III-4-b) et on la compare avec la
précédente. Les trois premiers zéros qui correspondent aux premiéres charges
critiques sont identiques. Il y a une différence au niveau de la position des
asymptotes et au niveau des quatridmes zéros. Dans le cas d'une perturbation
centrée le quatriéme zéro vaut 8.8835 et dans le cas d'une perturbation
quelconque.il vaut 9.0527.
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a: Plaque carrée soumise a une compression AF et une perturbation f
quelconque.
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....Perturbation centrée — Perturbation quelconque
Figure-Ill-14: Comparaison de la fonction Ap(A) pour les deux perturbations.
I1I-4-c-3) Perturbation orthogonale 2 un mode

Une perturbation {f} orthogonale & un mode {(l)i} peut étre, soit déduite
A partir de la forme de {¢} (voir la remarque ci-dessous), soit construite de

deux fagons:
"_partant d'une perturbation quelconque {g}, on construit {£} en retranchant a

{g} sa composante suivant {¢ }
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{f}={g}-(e. & ){&}

-comme les vecteurs propres {qg} forment une base orthogonale dans le sens
de [Ke]({Q}t'[Ke]{Q}J} = &), on peut prendre {f} sous la forme

{f} = [Ke](ilcj{ij}) avec j#i
=

ol ¢; sont des constantes arbitraires.

Dans cette application, on a examiné le cas dune perturbation
orthogonale au premier mode de flambage. La rigidité Ay calculée en utilisant
les approximants de Padé (procédé III-4-b) s'annule pour la deuxieme et la
troisiéme charge critique mais ne s'annule pas pour la premiére (Figure-II-
15) ’

4
pn
2!-
2r
4 l
0 2 4 6 8 10

Figure-III-15: Cas d'une perturbation orthogonale au mode 1, la premiére
charge critique n'apparait plus.

74



Remarque

Dans le cas o la perturbation {f} admet une seule composanie non

nulle(par exemple la i¥™€), on a vu que notre méthode revient 2 imposer la j®me
composante du déplacement et augmenter A. Il est donc normal qu'une telle
perturbation ne permettra de calculer la charge critique correspondant a tout
mode dont la i®me composante est nulle. Par exemple pour une plague
rectangulaire, le premier mode est antisymétrique (la fleche au centre est
nulle), si la perturbation {f} est appliquée au centre et transversale au plan
moyen, alors notre procédure ne permetira pas d'avoir la premiere
bifurcation.

I11-5) Conclusion

Dans le cas d'une branche linéaire, lindicateur de bifurcation ApL(A) est
une fraction rationnelle en A. Il s'annule en chaque point de bifurcation et
présente un pdle entre deux valeurs critiques consécutives (voir la solution
exacte sur la Figure-II-13. Avec la série entiere (III-14-b), on ne peut
déterminer que la premiére charge de bifurcation car le rayon de convergence
est limité par le pdle situé entre la premiére et la deuxiéme charge critique.
“"Les approximants de Padé sont trs efficaces pour améliorer les séries car les
fonctions recherchées sont des fractions. Le procédé le plus performant est
celui donné au II1-4-D.

Le choix de la perturbation joue un role important sur la fonction
Ap(A): sila perturbation est orthogonale & un mode de bifurcation, alors elle
ne s'annule pas pour cette bifurcation. Si la perturbation est presque
orthogonale & un mode, alors Ap(\) admet un pdle tout pres du zéro, voir la
Figure-II-15 ot le premier pole est voisin du deuxieme zéro. En fait, le pdle
et le zéro s'annihilent lorsque la perturbation est parfaitement orthogonale a un
mode.

Sur l'exemple d'une plaque carrée en compression, le meilleur résultat
est obtenu avec la perturbation aléatoire, ot les poles et les zéros de Ap(A)
sont relativement bien séparés. On arrive 3 calculer correctement les quatres
premi&res charges critiques.

La procédure pourra remplacer avantageusement un calcul aux valeurs
propres linéaire. Sur un exemple, on a montré que l'on peut accéder aux
quelques premiéres charges de bifurcation avec une seule ‘décornposition de la
matrice de rigidité globale et quelques résolutions seulement. L'efficacité de la
procédure asymptotique-numérique est liée au fait que l'on caractérise les
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bifurcations  l'aide de fractions rationnelles, qu'il est facile dapprocher par
des approximants de Padé.

I1I-6) Calcul de points de bifurcation avec deux perturbations

Pour l'instant, on a calculé un point de bifurcation & l'aide d'un
indicateur qui évolue comme la rigidité de la structure par rapport a une
direction donnée (espace de dimension 1). Dans le cas ou cette direction est
orthogonale a un certain mode, on a vu que la bifurcation lui correspondant ne
peut pas étre détectée en procédant ainsi. Pour cela on propose une
modification de la méthode qui consiste a caractériser la bifurcation a l'aide
d'un probléme incrémental avec deux perturbations. Le nouvel indicateur de
bifurcation sera le déterminant d'une matrice d'ordre 2 qui représentera la
rigidité de la structure par rapport a deux directions données (espace de
dimension 2). On notera que cette procédure est inspirée des méthodes
itératives de calcul de valeurs propres ou l'on augmente souvent l'espace
d'itération. Le probléme sera résolu par la technique asymptotique utilisant des
séries entiéres et l'amélioration a l'aide des approximants de Padé sera
discutée. Enfin, on présentera un exemple numérique réalisé sur l'exemple
désormais classique d'une plaque carrée en compression.

II1-6-a) Formulation du probléme avec deux perturbations et
caractérisation du point de bifurcation

On considere deux forces perturbatrices f est f> d'intensités respectives
Al et Ap, (par exemple pour une plaque Figure-III-16).

f1

YAWAR

Figure-16: Plaque soumise a une compression et d deux forces perturbatrices

L'équation d'équilibre incrémentale modifiée s'écrit
L.(AU) = Ay, f1 + A, £ (I11-32)
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En chaque point de la branche fondamentale ou Lt est inversible, le
déplacement AU peut s'écrire:

AU = Ap L7 () + Ap, LT (B) (I11-33)

Cette fois, le déplacement AU évolue dans un espace de dimension deux
paramétrable par Afl; et Al,. On va maintenant reparamétriser cet espace par

deux scalaires arbitraires A; et Az, qui représentent les projections du
déplacement AU sur des directions données.

AU = AjAU0 + AsAUzg + AU'(A, Az, Az) C ([M1-34)

ol AU est linéaire en Aj et A, AUjpet AU»g sont choisis comme les réponses
respectives de la structure aux forces f; et f2 4 l'origine(A = 0).

(I11-35)
L(AUzo) = f2
On va se donner les conditions d'orthogonalité suivantes
({aU AU)) = 0
(I11-36)

((aU,aUy)) = 0

Le lien entre (AW, Aly) et (Ay, A,)s'obtient par projection de I-33 et II-
34 sur les directions AUjg et AU,q. On trouve

A ({13 (B, AU, )Y+ App (L7 (&), AU ))=

A{(L71(AUy), AUg)) + A ({17 (AT, AU )

Ay <<L_11 (f1), AU20>> + AL, <<L—tl (), AU20>> -

A (L7 (AU), AU )) + Az (L7 (AUz0), AUn))
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Par simple inversion de ce systéme linéaire, on trouve Ap; et Ap, sous la
forme

Apy = Aydy (M) + Aydpp (V)
(I1I-37-a)
AI‘LZ = A1d21 (A.) + A2d22 (k)

En reportant (III-37-a) dans 1'équation (III-32), on peut écrire le déplacement
AU(A) sous la forme

AU(A)= Ay AU (A) + A2 AU, (A) (I1I-37-b)

En reportant (III-37-a, b, ¢) dans (ITI-32) et (III-36), et en réclamant que ces
équations soient satisfaites quelque soient les valeurs de A; et Ay, on obtient les
équations qui caractérisent les vecteurs AUy (A) et les scalaires dgg(A), o, B =

1, 2.

LI(AUl) - dllfl +d21f2

((AU; (L) - AUy, AUyp)) =0 (111-38)
S {((AU; (M) - AUy, AU ) =0
et
Lt(AU2) - d12fl + d22f2
((AUL (M) = AUy, AU )) =0 (I11-39)
({AU, (M) = AUy, AUy )) =0

Les problemes (III-38) et (III-39) admettent une solution unique si L est
inversible. Sous forme discrete, il s'agit de systémes de n + 2 équations pour
n+2 inconnues ou n est la dimension du vecteur AU.

En résumé, les solutions du probléme incrémental (III-32) peuvent s'écrire soit

sous la forme (III-33), soit sous la forme (III-37-a, b, c) ot A; et A, sont deux
scalaires arbitraires et ol les quantités AU, (L) et daB(}.) sont données par les

problémes bien posés (III-38) et (III-39).
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Les points de bifurcation correspondent aux valeurs de A telles qu'il existe des
couples (Aj, Ay) # (0, 0) et que Apy = Ap, = 0. Ceci se traduit par la

condition

(111-40)

Determinant ([du()\.) d12(7v)j\) =0

dy; (M) dpp(R)

Cette condition (III-40) est lindicateur de bifurcation associé a une
perturbation & deux parametres.
Lorsque (II-40) est vérifiée, les couples (A1, Az) admissibles vérifient, par

d . . 4 ~
exemple, A, = —?11—2— A, et le mode de bifurcation est donné a une constante
11

multiplicatrice prés par

AU = A, (AT, - %1—2- AU,)=C*(dy;AU; — dj,AU, ) (II-41)
11

Exemple & deux degrés de liberté
Considerons le systéme discret & deux degrés de liberté de la Figure-III-5

traité avec une seule perturbation. Si cette fois on lui applique deux forces
perturbatrices Al-l1{f1} et Allz{fz}, I'équation d'équilibre incrémentale

correspondante s'écrit sous la forme
[Ke - }\. Kg ]{AU} = AI‘LI {fl } + Al.l,z {fz}

ou [Ke] et [Kg] sont les mémes matrices écrites en (III-4). Pour simplifier les

calculs, on choisira

e[}

Les réponses respectives a ces deux chargements sont
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{Auy}= , {Auy}=

O|lh Ol
Ol O~

Si on adopte la décomposition (III-34), on peut montrer que {Au} se réduit
simplement a

{Au}=A,{Aug}+ Ay {Auy}
La résolution des problémes (III-38) et (III-39) donne

du:dzz:l—%i et d12=d21=—%i

Le déterminant indicateur de la bifurcation s'écrit

- - =25 13
Deter({dll(?_‘) dno_”}):Déter( 303 _p=cta-nG-1)
dy1 (M) dyp(A) —57» l—gk

C'est un polynéme qui s'annule bien en chaque valeur propre. {Au(?:. =1)}

vaut le premier mode et {Au(i = 3)} vaut le deuxieéme mode.

Remarques

-On peut facilement généraliser ces résultats 2 m parametres. Dans ce cas, (1I-
39) est un déterminant d'une matrice de taille m

-Lorsque L. dépend linéairement de A, les vecteurs AU, (A) et les scalaires
deg(X) sont des fractions rationnelles en A.

-Si l'on applique m perturbations, le déterminant caractéristique de la

bifurcation admet n-m pdles. Ce résultat a ét¢ démontré en faisant un calcul
dans la base modale. L'emplacement de ces pdles est généralement imposé€ par
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les perturbations {f; }et{f, }.Le bon choix de ces deux quantités est celui pour

lequel le premier pdle est aussi loin que possible pour avoir le maximum de
valeurs propres.

II1-6-b) Calcul de la solution perturbée (AU, Ay;, Ap,) par la
méthode asymptotique-numeérique.

ITI-6-b-1) Introduction des développements en série entiére

Pour résoudre les problémes (II1-38) et (III-39) qui permettent de

connaitre (AU1, di1, d21, AU2, diz, d22) et par la suite de déterminer la
solution perturbée (AU, Ap;, Ap,), on utilise les développements

asymptotiques suivants

AU, (L) = AUy + AUy, + MAU, +...

AU, (L) = AUyg + AAU,, + XAU, +...
dll(k) =1. +)\,d111 + )\.2d112 +...

dlz()\.) = kdlZl + kzdlzz +...
d21(7\’)= 7\«d211 + }\.2d212+...

(11-42)

avec ((AUy, AU, )) =0, ((AU4,AUyq)) =0 pour i 21 eto=1 ou 2
(I11-43)

En injectant les développements asymptotiques (III-42-a), (III-42-c) et (1I1-42-
e) dans le probléme (III-38) et en identifiant suivant les puissances de A, on
obtient une série de problémes linéaires qui s'écrit

ordre-1
L(AU;;) =-2Q(UL, AUyg) + dyyify + dopi £
((AUll,AUm)) =0
((AUH ’ AU20 >> = 0

ordre-2
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ordre-p

L(AU;,)=—2Q(U],AUyy) + dipofy +dapp B
((AUIZ’AU10>> = 0
((AUu , AUy >> =0

(I1I-44)
L(AU;,)= —2Q(UE, AU, ) +dypfy + o B

<<AU1p,AU10>> =0
<<AU1P,AU20>> =0

La résolution de (II1-44) permet d'avoir les vecteurs AUlp et les coefficients

di1p et d21p. De la méme maniere, on injecte les développements asymptotiques
(II-43-b), (I-43-d) et (II-43-f) dans le probléme (III-39), puis on identifie
suivant les puissances de A. On obtient une série de problemes qui s 'écrit

ordre-1

ordre-2

ordre-p

L(AUy)=-2Q(U;,AUy) +dapfy +dp1 £

((AUy;, AUy ))=0

L(AU,,)=—-2Q(U;, AUy, ) +dgofy +dpn £
((AUzz,AU10>> = O
<<AU22, AU20>> - O

(III-45)
L(AU,,) = —2Q(UL, AU, 1)+ dygpfy +dppp £

(AU, 8U,)) =0
<<AU2P,AU?0>> =0
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La résolution de (III-45) permet d'avoir les vecteurs AUy, et les coefficients

d12p et daop —
Ainsi 1a solution perturbée (AU, Ay, Ap,) est complétement définie.

I11-6-b-2) Exemple d'application

On a appliqué la méthode asymptotique avec deux perturbations a
l'exemple classique de la plaque carrée soumise & une compression (Figure III-
14-a). Les deux perturbations sont choisies d'une maniére aléatoire. Sur la
Figure-II-17, on trace le déterminant indicateur de la bifurcation aux ordres
16 et 18. 11 s'annule deux fois & l'intérieur de son rayon de convergence pour
des valeurs de A qui coincident exactement avec les deux premiéres charges

critiques.
10 //

0l8

i /016
4'_ .

deter
Q0
\

AL
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a

Figure-11I-17: Représentation en série entiere du déterminant indicateur de
bifurcation avec deux perturbations: on obtient deux charges critiques.

111-6-c) Amélioration des séries a 1'aide des approximants de Padé

Comme dans le cas d'une seule perturbation, on distingue deux facons
d'introduire les approximants de Padé:
- on améliore les séries (II-42-b, c, d, €), puis on cherche les zéros du
déterminant indicateur de bifurcation (III-41).

- on orthogonalise la base de la série de ([I-42-a), on insére les approximants
de Padé dans la séries AU;(A) et on fait la méme chose pour la série (III-43-
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b). Par projection des équations d'équilibre perturbé (III-38) et (III-39) sur
AUy, et AU,, on calcule le déterminant caractéristique de la bifurcation.

On a appliqué cette seconde technique a l'exemple d'une plaque carrée en
compression (Figure-III-14-a). Les deux perturbétions sont choisies d'une
maniére aléatoire. On a adopté la méme stratégie pour le choix des
approximants de Padé que dans le cas d'une seule perturbation. On montre sur
la Figure-III-18, que le déterminant s'annule pour des valeurs de A qui
coincident exactement avec les quatres premiéres charges critiques et qu'il
admet toujours des p6les sauf entre les deux premiéres.

A | \
o / \
e/ A

: \ \

determ

0 2 4 6 8 10

Figure-III-18: Amélioration des séries a l'aide des approximants de Padé. On
obtient 4 charges critiques.

111-6-d) Conclusion

L'indicateur de bifurcation avec deux perturbations nous a permis
d'avoir les deux premigres charges critiques en utilisant uniquement les séries
entieres. En procédant ainsi on arrive a éliminer le pdle qui limitait le rayon
de convergence de l'indicateur de bifurcation dans le cas d'une perturbation
unique. On peut accéder 4 plus de valeurs propres en utilisant un indicateur
avec plusieurs perturbations. Cependant le temps de calcul des coefficients dag;
peut devenir important. Pour le calcul de flambage, l'intérét d'introduire deux
perturbations semble limité au fait que 1'on évite le choix d'une perturbation
orthogonale 2 un mode, notamment le premier. Pour le calcul de vibration on
pense que l'on peut accéder a davantage de fréquences propres avec deux
perturbations.
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IV) DETECTION D'UN POINT DE_BIFURCATION SUR UNE
BRANCHE NON-LINEAIRE LCUL D B E

BIFURQUEES

L'objectif de ce chapitre est d'étendre la méthode de calcul de points de
bifurcation sur une branche linéaire au calcul de point de bifurcation sur une
branche non-linéaire. Les structures mécaniques auxquelles on se refere sont
par exemple, les arcs et les coques sphériques. La branche fondamentale sera
déterminée par la méthode asymptotique-numérique, éventuellement en
plusieurs pas avec la procédure de continuation décrite au chapitre II.
L'indicateur de bifurcation sera évalué le long de cette branche de la méme
facon que dans le cas d'une branche fondamentale linéaire. On présentera un
algorithme de calcul exact de cet indicateur en chaque point de la branche
fondamentale déterminée par une méthode incrémentale. Cela nous permettra
de comparer les résultats asymptotiques et exacts. On développera aussi une
méthode asymptotique-numérique pour le calcul de branches bifurquées dans
le cas de structure avec un pré-flambage non-linéaire. Le calcul des différentes
tangentes au point de bifurcation sera discuté. Enfin on présentera un exemple
de calcul de point de bifurcation et branches bifurquées pour un arc circulaire.

IV-1) Calcul de points de bifurcation sur une branche non-linéaire
IV-1-a) Formulation du probléme d'équilibre perturbé

Considérons une structure présentant un préflambage non-linéaire (par
exemple un arc circulaire soumis a un chargement concentré Figure-IV-1)

AF

Figure-IV-1: Arc circulaire soumis a un chargement concentré
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Lorsqu'on augmente le parameétre A, l'arc se déforme en gardant une
configuration symétrique (Figure-IV-2-a). Lorsque A atteint une valeur
critique 1'arc peut basculer vers une position asymétrique (Figure-IV-2-b).

AF AF

i u
configuration symétrigue configuration asymétrique
Figure-IV-2: Différentes positions d'un arc soumis d un chargement concentré
La position symétrique correspond a une branche non-linéaire qui représentera
la branche fondamentale (Figure-IV-3). La position asymétrique correspondra

3 la branche bifurquée et on la supposera a priori non-linéaire (Figure-IV-3).
La bifurcation dans ce cas correspond & une brisure de symétrie.

f
, A p_oint de bifurcation
/
/
/
/ branche
fondamentale
f

A o F =

| branche

| bifurquée

|

—
f
U 0 u

Figure-VI-3 : Branche non-linéaire avec une bifurcation simple
Les deux branches sont solutions de I'équation d'équilibre suivante

L(U) + Q(U, U) = AF Iv-1)
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Comme dans le cas d'une branche non-linéaire on va introduire une
perturbation Apf pour caractériser le point de bifurcation (par exemple dans
le cas de l'arc Figure-IV-4).

AF
Apf

Figure-IV-4: Arc soumis a un chargement concentré AF et a une

perturbation Auf

L'équilibre perturbé sera décrit par le probleme incrémental suivant

L,(AU)=Ayuf Iv-2)

ou L,(.)=L()+ 2Q(UE,.) est l'opérateur tangent pris au point de la branche
fondamentale ou la perturbation est appliquée. Cette fois L, est non-linéaire en
A. Comme auparavant on va se donner la condition supplémentaire suivante

((au-au,, AiJO>> =0 @Tv-3)

En augmentant le parameétre de charge A, on s'intérresse a 1'évolution des
perturbations AU et Ap. Le point de bifurcation correspondra a la valeur de

A pour laquelle la rigidit¢ Ap est nulle.

Remarque

La procédure décrite ici permet de détecter en fait tous les points ou la
matrice de rigidité tangente est singuliere, c'est & dire les points de bifurcation
et les points limites en charge. Comme par la suite on va utiliser des
représentations analytiques de la branche de solution fondamentale, il sera tres
facile de repérer les points limites et donc de les différencier par rapport aux
points de bifurcation. f
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IV-1-b) Calcul de la solution perturbée (AU, Ap) par la méthode
asymptotique-numérique —

Pour résoudre le probléme perturbé (IV-2) et (IV-3) on va utiliser des
développements asymptotiques. On supposera qu'une représentation analytique
de la branche fondamentale non-lin€aire est connue sous la forme d'une série
entiere

Uf(a) = US + aUf + 2207 + . ..
(IV-4)
M(a) = Af, + aXf + a?\f + . ..

(UL, A%) est une solution triviale et les termes de 1a série (Uf,AL) sont connus

a partir de la méthode décrite au chapitre-II, "a" est un paramétre de contrdle
qui permet de décrire la branche fondamentale. On développera les

perturbations AU et Al en fonction du méme parametre "a

AU(a) = AU, + aAU; + a°AU, + . . .
| (IV-5)
An(a)=1. + aAp; +a% Ay + ...

ot AUy est la réponse de la structure 2 la perturbation au point (Uf), 7»%). En
injectant les développements (IV-4) et (IV-5) dans (IV-2) et (IV-3) et en

identifiant suivant les puissances de “a", on obtient une série de problemes
linéaires mixtes en AU, et A,

ordre 0
L.(AU) = f

ordre 1
L(AU,) = Ay £ - 2 Q(UT, AUp)
((AU,, AU,))=0

(Iv-6)
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ordre p

P
Li(AUp) = Ap,f - 23Q(U; , AU, )
r=1

<<AUP’ AUO)) =0

o L,(.) est l'opérateur tangent au point (UL,AL). On a
L (.)=L()+2Q(U?,.)

IV-1-¢) Retour a une formulation en déplacement et discrétisation
par éléments finis.

Le probléme variationnel a 'ordre p sous forme explicite s'écrit

j’(ASp:(*}'l (du) + ZYnl(Au, uy))+ SO:Z'y“l(u, du) +
Qo

8S:(v'(Aup) + 2™ (ug,Au,) = D7 AS ) dv

p-1
= Ap P, (8u) — 2 [ Y (AS:2y™(u}_,,8u)+S[:2y™ (Au

p1° ou) +
QO r=1

p-r’

8S:y™ (Aug,uf_))dv

- Av-D

La résolution de ce probléme variationnel suivant 6S donne la loi de
comportement suivante

p—1
ASp =D:(y' (Aup) + 27" (Aup, uf) + Zlvm(Aur,ui.r)) IV-8)
S ASUp T4 T2 ,

Si on reporte ce résultat dans l'équation (IV-7), on trouve l'équation
d'équilibre
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(v (Bu) + 27™ (8u,u0)): D: (v (Aup + 2™ (Au,up)) +So:29™ (u, u))dv
Qo —

Rl £ £.n .0l
= AppPe (Su)—2 [ T (AS;:2y™ (upr,8u) +Sr:2Y" (Aupr, Su) +
Qo =1

v (uf, Ay ): D: (¥ (Bu) + 2y™ (ug, du))dv
(IV-9)

La discrétisation par éléments finis de ce probléme et la condition (IV-6-d)
donnent a l'ordre p le probléme d'algébre linéaire que 1'on pose sous la forme

K oy} = oy 11 + {57)
(Iv-10)

{Aup}[ {Kt ] {Auo} =0

{Fp} est un vecteur qui ne dépend que des vecteurs AU, et Ug. La matrice
[K[] qui intervient dans les problémes (IV-10) est la méme que celle utilisée

dans le calcul des Uf et AL pour déterminer la branche fondamentale. Ainsi le
surcoiit de calcul associé a la détection d'un point de bifurcation est limité a
l'assemblage de quelques seconds membres et a quelques résolutions.

En résumé, la procédure asymptotique-numérique présentée ici permet
de déterminer un grand nombre de termes des séries (IV-5) pour un faible
colit de calcul. En général, ces séries ont un rayon de convergence fini qui
limite la validité de la représentation polyndmiale 2 un certain voisinage du
point de départ UB , kfo. En pratique, il faut se limiter a la recherche des zéros
de la fonction Ap(a) a l'intérieur du domaine de convergence des séries.

IV-1-d) Solution exacte du probléme d'équilibre perturbé

Afin d'évaluer les performances de la méthode, il est intéressant de
comparer les solutions asymptotiques (IV-5) avec une solution exacte du
probléme (IV-2) et (IV-3). Pour ceci, on calcule la branche fondamentale (Uf,
M) point par point en résolvant 1'équation d'équilibre par la méthode de
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Newton-Raphson, et en chaque point on calcule la rigidité Ap par la relation

suivante

_ {Auo}t{f}=
ey [k, N[ it}

Ap (IV-11)

Il est évident que la détermination précise point par point de la solution exacte
Ap(a) est coliteuse en temps de calcul et n'a d'intérét que pour la comparaison

avec la solution analytique.
IV-1-e)-Exemple d'application

Dans ce cas, on a choisi un arc de poutre circulaire en appui simple,

soumis 2 une charge concentrée AF au milieu (Figure-IV-5). Le point de
bifurcation est a (u,A) = (9.15, 4.08), u représente le déplacement au milieu
de l'arc (Figure-IV-2).
La Figure-IV-6 présente le calcul de la branche fondamentale par une méthode
asymptotique-numérique tronquée & l'ordre 9 et 12, & partir d'un point de
départ qui est l'origine. @z voit que le rayon de convergence des séries (IV-5)
est aux alentours de u = 4 et de A = 2.5, c'est & dire assez loin du point de
bifurcation. Dans ce cas, la rigidité Ap présentée sur la Figure-IV-7 décroit
mais ne s'annule pas 2 l'intérieur du rayon de convergence des séries (IV-5). Si
on recommence la méme procédure 2 partir d'un point plus proche de la
bifurcation (Figure-IV-8), on montre que la rigidit¢ Au(a) s'annule pour
a=2.61 (Figure-IV-9), et on obtient le point de bifurcation en (u, A) = (9.12,
4.06).
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E=1d

R=100
L=160

Figure-IV-5: Arc circulaire soumis & une force concentrée AF. Apuf est la
perturbation choisie.
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Figure-IV-6: Développement asymptotique de la branche fondamentale a partir
de l'origine et comparaison avec la solution exacte.

92



L 2
< o
1.5 9
1
0.5
0
L
05 12
-1 T
15[
| 1 | ] |
2
0 1 2 3 4 5 6
a

Figure-IV-7: Rayon de convergence de la série de AN, insuffisant
pouratteindre le point de bifurcation.
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Figure-IV-8 : Calcul asymptotique de la branche fondamentale a partir de
(u=3.5, A=2.38)
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Figure-1V-9: Calcul de Ap au second pas, la bifurcation est obtenue.
1V-1-f)-Conclusion

Pour les branches de solutions non-linéaires, la procédure asymptotique-
numérique permet de détecter efficacement les points de bifurcation dés que le
point de départ des séries est dans un certain voisinage du point singulier. Dans -
la mesure ot la matrice de rigidité tangente a déja été triangulée pour le calcul
de la branche fondamentale, le cofit en temps de calcul est cette fois limité a
quelques résolutions seulement. Pour l'exemple de l'arc circulaire, deux
inversions de la matrice de rigidité tangente étaient suffisantes pour la
détection du point de bifurcation. A notre connaissance il n'existe pas
d'algorithmes capable de résoudre ce probléme & un coflit aussi bas. Les
approximants de Padé n'ont pas permis d'améliorer véritablement les séries
IV-5-a et IV-5-b. Un effort reste a faire pour choisir convenablement les
approximants de Padé dans le cas d'une branche non-linéaire.
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IV-2) Calcul de branches bifurquées en présence de préflambage
non-linéaire.

Dans cette partie on développe une variante de la méthode asymptotique-
numérique qui permet de calculer le post-flambage des structures présentant
un préflambage non-linéaire. La branche bifurquée sera recherchée par des
développements en série entiere a partir du point de bifurcation calculé par la
méthode décrite au paragraphe (IV-1). On présentera le calcul des différentes
tangentes au point de bifurcation. Enfin on présentera une application a
l'exemple d'un arc circulaire.

I1V-2-a) Développement de la méthode asymptotique pour le calcul
du post-flambage et formulation du probleme aux tangentes.

En un point de bifurcation simple, les deux branches d'équilibre
admettent une représentation analytique en série entiére sous forme

U(a)=U,; +aU; +a2Us+...
A(a)=Ac +ak +2a2A3 +...

(IV-12)

ot (U,,A.) est le point de bifurcation, "a" est un parametre de contrdle de la
branche recherchée, (Uj,A;) est l'une des deux tangentes au point de

bifurcation. Ces tangentes sont définies par les équations I-34 et I-34 du
chapitre-1. En identifiant (U, A1) soit au vecteur t;, soit au vecteur t; de la

Figure-IV-10, on construit ainsi les représentations de la branche fondamentale
ou bifurquée.
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Figure-IV-10: Tangentes au point de bifurcation

n_nmn

On adopte toujours une condition d'orthogonalité qui identifie le paramétre "a
a la projection de U sur la tangente au point de bifurcation

(U-TU,,Up)=a | (IV-13)

Pour déterminer les termes de la série (IV-12), on injecte ces développements
asymptotiques dans les équations d'équilibre. En tenant compte de I'équation
(IV-13) on obtient la série de problemes linéaires suivante

ordre-1
LS (Up)=MF
(U1, Ur)=1
ordre-2
LS (Uy) =AF —Q(U, Uy)
(Us, U;)=0
ordre-3

L(i (U3) = >\.3F _ZQ(UI’UZ)
(U3,0y) =0

(IV-14)
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ordre p
p~-T
L§(Up) = ApF - r§=11Q(Up-r,Ur)
(Up, U1)=0
LS est l'opérateur tangent au point de bifurcation et il est donc non inversible.

On surmontera cette difficulté en s'inspirant de ce qui a été fait précédemment
(chapitre II).

Commentaire

(IV-14-a, b) et la projection de (IV-14-c) sur le mode @ sont les
équations qui définissent complétement la tangente (U, A3) (voir leurs

analogues respectives (I-26), (I-27) et (I-38).
En résumé on résout 1'équation de degré 2 suivante

bo? +2cay A +dA] =0

On rappelle que les constantes b, ¢, d sont définies par (I-39) et enfin on
trouve les detix tangentes au point de bifurcation sous la forme She

[al(k1W+CD) oy (k, W + @)
tl = ) ’ tz =

oy kg ok,

—c+ve? -bd

ou kg, = . Le mode de bifurcation @ est calculé par la méthode

décrite dans la partie 1 de ce chapitre et par la suite on montrera comment
calculer le vecteur W.

IV-2-b) Calcul des vecteurs Ujet des coefficients A,p pour p =2

Le probléme a l'ordre 2 (IV-14-c) admet une solution sous la forme
Up = MW + 020 + U3 (IV-15)

U, est solution du probléme
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L£(0,)=-Q(U;,Uy)

n (IV-16)
<¢,U2>=0
et W est solution du probléme
L'(W)=F
(W) (IV-17)
(®,W)=0

Pour calculer les coefficients A, et a2 on a besoin de deux équations, la
premiére provient de la condition de solvabilité a l'ordre 3 (projection sur le
mode de (IV-14-e) et la deuxieme provient de la condition d'orthogonalisation
entre U; et Uy (IV-14-d)

(®,Q(U1, Uz) = 12(@, QUL W)) + 02(@, Q(UL W)) +(®,Q(U1, T2)) =0

(IV-18)
(Ul,U2>=7\.2(U1,W)+_(12<U1,(D>+<U1aﬁ2>=0

Ainsi on a défini completement le vecteur Us.

Les problemes a différents ordres se résolvent d'une maniere récurrente, par
exemple 2 l'ordre p Uy est cherché sous la forme

U, =AW +0,@ + 0 (IV-19)

U, vérifie 'équation suivante

HUSESSIGARLE (V-20)

(q”ﬁp>=0

Ia condition de solvabilité 2 l'ordre p+1 (la projection de I'équation a I'ordre
p+1 sur le mode et le fait que (®,F)=0) et la condition d'orthogonalisation

entre U, et U; (IV-14-h), nous permettent d'avoir Ap et Olp,
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Ap(@,Q(U;, W) + 0, (D, Q(U;, @)) +

- 1 p—2
; =

Iv-21)
Ap(Ur, W)+, (Uy, @) + (U, Uy ) =0

Résumé

Pour résoudre le probléme a chaque ordre, on utilise la condition de
solvabilité a 'ordre suivant et la condition d'orthogonalisation. Cela méne tout
simplement a l'inversion une fois pour toute d'une matrice d'ordre 2.

IV-2-c) Formulation en déplacement

Comme auparavant on va réécrire le probléme variationnel a l'ordre p

sous une forme adaptée aux méthodes d'éléments finis classiques em

déplacement. Explicitement le probleme (IV-20) s'écrit

[(S,: (¥ (Bu) + 2y™ (u,,8u)) + S.:2y™(#,5u)+
Qo

8S:(Y!(8,) + 2y™(u.,d,) — D:8,))dv

p-1
=— [ T(8;:27" (up.,,8u) +88:v™ (u,,up,))dv
QO r=1

Tv-22)
(@,0,)=0

La résolution du probléme variationnel (IV-22-a) par rapport a 6S donne la
loi de comportement suivante
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* 1, a ol A g
S, =D:(y' (8p) + 27" (fp,uc) +2¥ (up,uy,,))  (IV-23)

r=1

Si on reporte ce résultat dans I'équation (IV-22), on trouve un probléme ou les
inconnues sont uniquement des déplacements

[((Y! (Bu) + 2y™ (Bu, . )):D:(y () + 27" (ug, i1,)) + S: 27" (8, Su))dv
Qo

—_ p—ls.znl* S ol s A .D.la 2nl S
= —Qf 21( 29" (@, 8u) + Y (8, B ) D (Y (Bu) + 27 (ug, Bu))dv
0r=

(IV-24)

<’ﬁp>= 0

IV-2-d) Résolution par éléments finis et relaxation.

Apres la discrétisation du probleme (IV-24) par éléments finis on obtient
le probléme linéaire suivant

[Kf]{ﬁp} = {F;l}

(IV-25)

ol {F;’l} est un vecteur qui ne dépend que du vecteur U,_; et des vecteurs U

avec i < p.
Puisque [Kf] n'est pas inversible le probleme (IV-25-a) ne peut donc pas étre

résolu directement. La méthode des multiplicateurs de Lagrange nous permet
de prendre en compte la condition (IV-25-b) et d'obtenir un probléme global
symétrique et inversible se formulant de la fagon suivante

K(t: ¢ {ﬁp}= FII’H (IV—26)
o 0flk 0
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od k est le multiplicateur de Lagrange. On notera que {w} est calculé de la
méme fagon en résolvant le systéme suivant

o oI}

La discrétisation du probléme (IV-21) donne le syst¢me d'ordre 2 suivant

1 tyool
q)tFWUl q)tFCDUl }\'p _ _q) Fp+1
[ ww owt Jle] T 1 av-2n
1 1 P _utﬁ
1%p

qui permet de trouver les coefficients Ap et op, {qul}dépend de W et de
Us. {F‘ml} a la méme expression que {FWUl} 4 la différence qu'il dépend de
D et Us.

IV-2-¢) Exemple d'application

On choisit toujours 1'exemple de l'arc circulaire avec un effort au milieu
(Figure-IV-5). La branche fondamentale est obtenue avec deux pas a l'aide de
la méthode de continuation décrite au chapitre-II. On représente la branche
bifurquée en tronquant la série (IV-12) aux ordres 9, 13 et 15 (Figure-IV-11).
Le rayon de convergence est situé aux alentours de u = 110, on obtient une
bonne partie de la branche bifurquée. '
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Figure-IV-11: Description du comportement de l'arc circulaire a l'aide de la
méthode asymptotique-numérique: calcul de la branche fondamentale par
continuation en deux pas , détection du point de bifurcation et calcul de la
branche bifurquée.

IV-2-f) Conclusién

Dans cette partie on a présenté une méthode asymptotique-numérique
pour le calcul du post-flambage initial des structures minces avec un
préflambage non-linéaire. La branche bifurquée est représentée par un
développement en série entiére partant du point de bifurcation. Cela permet de
transformer le probléme non-linéaire initial en une série de problémes
linéaires faciles a2 manipuler. Le calcul des tangentes au point de bifurcation
revient tout simplement & la résolution d'une équation du second ordre. Sur
l'exemple d'un arc circulaire, on a montré que 'on peut calculer une bonne
partie de la branche bifurquée avec un seul développement. Cependant il reste
3 tester notre méthode sur d'autres structures telles que les coques sphériques
sous pression et a améliorer la qualit¢ de la solution, notamment avec les
approximants de Padé.
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CONCLUSION

Dans ce travail, on a présenté une méthode asymptotique-pumérique
pour la détection de points de bifurcation sur une branche linéaire ou non-
linéaire. Les bifurcations sont détectées au moyen d'un probléme d'équilibre
perturbé qui se préte bien aux techniques de développements en séries. Les
coiits de calcul sont faibles car la détermination des termes d'une série revient
a résoudre une succession de problémes linéaires admettant la méme matrice
de rigidité. On ne procéde ainsi qu'a une seule décomposition de la matrice de
rigidité globale.

Dans le cas d'une branche linéaire, l'indicateur de bifurcation utilisé est
exactement une fraction rationnelle qui s'annule en chaque point singulier et
qui présente un pdle entre deux zéros comsécutifs. La représentation en série
entiére ne permet d'avoir au mieux que la premi€re charge critique et le mode
correspondant, comme cela a été montré sur I'exemple de la plaque carrée en
compression. L'amélioration des séries entieres a l'aide d'approximants
rationnels de type Padé est ici trés spectaculaire: en poussant les séries a
I'ordre 10 seulement on arrive & déterminer assez précisément les 4 premiéres
charges critiques toujours sur I'exemple de la plaque en comprgssion.

Le choix de la force de perturbation joue un rle important dans le
calcul des charges critiques. Dans le cas ou cette perturbation est orthogonale a
un certain mode, on a vu que I'on ne détecte plus la charge correspondante.
Pour éviter cette situation, mais ausssi pour améliorer l'algorithme, on peut
utiliser deux forces perturbatrices et définir l'indicateur de bifurcation comme
le déterminant d'une matrice d'ordre 2. On pense que les procédures décrites
ici peuvent a terme étre des algorithmes efficaces de calcul de valeurs propres.

Dans le cas d'une branche non-linéaire, les diverses méthodes
asymptotiques-numériques présentées dans ce mémoire constituent un ensemble
d'outils efficaces pour effectuer le suivi des branches de solutions, pour
détecter les points singuliers et pour tourner sur les branches bifurquées. Le
gros avantage par rapport aux méthodes incrémentales-itératives est que l'on
posséde toujours une représentation analytique des solutions recherchées. Cela
contribue a rendre les algorithmes plus fiables et plus faciles a utiliser.
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