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Dans ce travail. on
difféomorphismes du cercle
directions :

INTRODUCTION

se propose d'étudier le
qui conservent I'orientation.

g roupe  G=D i f f + -151  )  des
On a mené cette étude dans deux

1) La première partie consiste à redémontrer que G est une variété de Fréchet. Pour ceci
on a repris dans les chapitres I et II les notions de calcul différentiel et intégral ap-

propriées aux espaces de Fréchet.

2) La deuxième partie consiste en un début d'étude du groupe de I' homologie de G à

coefficients dans I'espace C)- (Sl ) des formes différentielles de classe C* sur le cercle

51 .

Dans le chapitre I, après avoir rappelé les propriétés de I'intégrale d'une fonction f d'un

intervalle I de R dans F où F est un espace de Fréchet, on redéhnit la notion de dérivée d'une

fonction f: E -+ F, où E et F sont deux espaces de Fréchet.

Dans le calcul différentiel classique, on a les deux théorèmes suivants :

a) Si G et H sont deux espaces de Banach, une courbe c : [R + G est de classe C- si

et seulement si quel que soit f  € E'( dual de E) on a foce C-(R,R).

b) Une application g : G+ H est de classe C- si et seulement si pour toute C- - courbe

c de [R à va leurs dans G,  on a goc € C-(R,R).

Les deux résultats précédents ne sont pas valables si on remplace la C--différentia-
bilité par la Ck- différentiabilité.

On rappelle que f : [R+[R est lipk- 6'tt'r"ntiable si f est de classe Ck et Dkf est loca-

lement lipschitzienne. On dit que f est lip--différentiable si pour tout ke [N, f est lipk-

différentiable. Avec cette nouvelle notion, on retrouve des résultats analogues à ceux
précé- dement énoncés :

a') Si E et F sont deux espaces vectoriels topologiques quelconques, c : [R-+E est une

lipk - courbe si et seulement si pour tout I e E', loc e lipk ( R, R ).

b') g:E-+F est tpk-U'tt ' t"nt iable si et seulement si pour tout l ipk-courbe c:[R+E,

ona goc:  R-+F est  une hpk-"ou.Oe de F.
Dans le présent travail, on se restreint au cas de la lip--différentiabilité ( appelée C--diffé-

rentiabilité).
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En appendice, on esquisse la théorie des espaces convenables comme le cadre approprié

pour la différentiabilité. On montre que f : U (c R) +R est C-- différentiable si et seule-
ment si le quotient différentiel [7] est bomé. Ce résultat prouve en fait que la lip- -diffé-
rentiabilité ou C--différentiable ne dépend que de la bornologie associée à la topologie.

Pour une bornologie vectorielle sur un espace vectoriel E, une suite ( xn )n de E est con-
vergente vers x au sens de la topologie de Mackey ( ou M-convergente ) s'il existe une

suite ( Àn)n de [R tendant vers +- telle que I'ensemble

1 l , n ( xn -x ) , n .  t l  )

soit borné. Un ensemble A c E est fermé au sens de Mackey si toute suite M-conver-
gente de A a une limite au sens de Mackey dans A. Les ensembles fermés forment une
iopologie dite de Mackey. Les espaces complets ( ou M-complets) pour cette topologie sont
appelés les espaces convenables [7] ( Les espaces de Fréchet sont des espaces convenables).
Pour ces espaces, on a le théorème suivant

Soient E et F deux espaces convenables. L'opérateur différentiel

D :  C - (E ,F )  +  C - (8 ,  Î ,  (E ,F ) )

défini par

D f ( x ) . v= l im
l,-+ 0

f ( x+Àv ) - f ( x )

existe et est linéaire et borné ( C- ) ; de plus, pour f, g dans C- (E, F), on a

D( fo g ) (x ).v = Df( g(x) ) Dg(x).v.

On prendra cette définition pour le calcul différentiel sur les espaces de Fréchet.

Dans le chapitre II, on redémontre que Diff*- ( Sl) est une variété de Fréchet. De façon

précise, on construit un ouvert V de TS1 (le fibré tangent à Sl) et un ouvert W de la dia-

gona leA={ ( x , x )eS l xS l }qu i  son tC - -d i f f éomorphes ,e tàpa r t i r  desque l s  oncons -
truit deux autres ouverts :

wr= {  ge c- (s l ,s l )  /  v0e s l ,  ( f (e ) ,g(0) ) .  w }
et

V r  =  {  s€  C - (S l ,  R  )  |  nos= f  e t  V0e  S l ,  ( 0 ,  s (e ) )€  V  }

qui sont C--difféomorphes. On construit alors explicitement un atlas de C-(Sl,5t). En

particulier C- ( 51,51 ) est donc localement difféomorphe à C- (S1, R) qui est un espace
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de Fréchet. Les ensembles Diff- ( St ) et Diff*- ( Sl ) étant des ouverts de C-( Sl, S1), on

en déduit que ce sont des variétés de Fréchet et en fait des groupes de Lie c'est à dire

I 'appl icar ions de Di f f - (51)*Di f f - (51)  dans Di f f -151;  qu i  à  ( f ,g) -+fog- l  est  C--d i f -
férentiable.

Dans le chapitre III, on reprend des résultats de [3] où Haefliger et Li-Bange ont étudié

le premier groupe d'homologie Ho(G,Q) du groupe G=Diff+-(Sl) à coeff icients

dans le G-module C) = Ç)- (S1) des formes différentielles sur Sl.

H9 (G,Q) est évidemment égal à O/G(O) où G(O) est le sous espace vectoriel

engendré par les éléments de la forme g*r - r, or e Ç). Dans ce calcul, la difficulté

provient du fait que G( C) ) n'est en général pas fermé. En effet, au départ, on cherche

des conditions sur f dans C- ( 51, [R) pour que df ppartienne à I'adhérence de G( O ).
Pour cela,il suffit que tout courant G-invariant T soit nul sur df :<T,df >=0. Si cette

condition est vérifiée il existe une suite crn de G ( O ) telle que pour 1J æ, oll â

lim crn - df. On est amené alors à déterminer les courants G-invariants qui sont

isomorphes à I'ensemble des fonctions harmoniques à croissance lente sur la boule
unitéB - {2. C,,lzl< 1l }. Lesdifférentielles des fonctions harmoniques à croissance lente
sur B sont isomorphes à I'ensemble des O-courants ( ou distributions ) sur 51 nuls sur
les fonctions constàntes. On montre que ces O-courants sont des primitives de courants
sur le cercle Sl. Si on suppose que G est un groupe fuschien (3.5.2.) engendré par

un nombre fini de générateurs {g1,...,gk}, I'espace des distributions G-invariantes OlSl;

nulles sur les constantes est isomorphe à I'espace des formes harmoniques sur B/ G
( qui est une surface de Riemann ) ayant au plus un pôle d'ordre un en k points

{ft ,...xt}. De plus, I'ensemble des courants G-invariants sur 51 est isomorphe à

I'espace vectoriel des fonctions harmoniques sur B/G dont les différentielles possèdent
au plus un pôle d'ordre un aux points X1, .., Xp. Sa dimension est égale à max (1, k )

e t  ce l le  de D(51)  est  égale à max(  2g,2g+2k-2)  où g désigne lenombre d 'anses de
la surface de Riemann.

A la fin de ce chapitre, on a donné un exemple

Ho(G, Ç) ) n'est pas séparé et si on suppose que

hyperbolique ayant deux points I'un répulsif et I'autre

et G ( C- ( 51, R ) ) sont fermés, dans ce cas le calcul

Dans le reste des chapitres, on se propose d'étudier

de G = Diff*- ( 51 ) à coeffîcients dans C) = Ç)- (Sl). On

où G( O ) n'est pas fermé donc

G est engendré par un élément

attractif, les deux espaces G ( O )
de Hg devient possible.

le groupe d'homologie Hr ( G, Q )

a
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Ht ( G, O ) = { Ir=r=nti @ gi , <oi e Ç) , Bi . G / L t< i < n gi* <oi - coi = 0 }.

L'idée de départ est la même que celle de[3]; on cherche f e C-(Sl, R ) telle que df

appar t ienne à Ht(G,O).

On remarque que pour étudier le Hr ( G, O ) il faut étudier les équations de la

forme g* ro - or qui s'obtiennent par dérivation d'une équation de la forme g = V o I -V,

où y appart ient à C-(51,R) et g appart ient à Diff*-(Sl).

Dans le chapitre IV, on introduit les notions nécessaires à l'étude de l'équation en V
précédement citée. On rappelle que, Ro étant la translation par p (. Z ) de R et le groupe

D- (S l )= { f eD i f f  - (R )  /  f - I dç  es t  Z -pé r i od ique } ,

D i f f * - (S l )  =  D -151 ;  l {R ,PeZ} -

On étudie le nombre de rotations p:D-( 51; + R. p qui est un invariant de

conjuguaison et on redémontre que p est continue. La fin du chapitre est consacrée à

l'étude de la Cn -conjugaison à des rotations (un difféomorphisme / de R est Cn -

conjugué à Ro si g est de classe Cn et f = g-1 o Roo g ). Par passage au quotient on

obtient des définitions analogues dans Diff*- ( 51 ) (modulo Z ). Le théorème

d'Herman nous donne des conditions nécessaires et suffisantes sur la Cl -conjugaison

puis sur la Cn - conjuguaison. Avec l'étude précédente, on est donc en mesure d'étudier

l'équation en V précédement citée.

Dans le chapitre v, pour q. C- ( 51, R ) et g e Diff*- ( 51) telles que p(g)

appa r t i enne  à  (R lZ ) \ (Q lZ ) ,  on  mon t re  l ' équa t i on  en  V .C - (S ,R ) ,9=Vog -V
admet une solution, cette solution est unique à une constante près ( d'après le théorème

de Denjoy ). Pour g=Rp/q , (p, q ). 22, on a alors

PROPOSITION

Pour <pe C-(Sl,R ), p et q premiers entre eux et Jrrg=0, 1'équation en V :

g  =  VoRp lq  _V

admet des solutions si et seulement si les transformées de Fourier d' ordre k= nq sont

nulles. On démontre alors que V peut être choisie de classe C- et que si g est Cn -
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conjuguée à une rotation Rp / q, l'équation en V admet, sous les mêmes conditions, une

solution y de classe C-. La résolution de l'équation pour Ro avec cL irrationnelle n'est

pas toujours possible. Il faut imposer d'autres conditions sur ct. En particulier, cr doit être
diophantien. Pour la mesure de Lebesgue sur [R, le fait d'être doiphantien est vrai presque
partout.

PROPOSITION

Soit f  e Diff*-(Sl) et f  est C0-conjuguée à Roavec cr diophantien, si J5r<pog-l =g

(g est l'élément conjugué de f )il existe y unique solution de l'équatiofl (p=Vof -V. La

différentiabilité de la solution V est donnée par le

THEOREME

Sous les mêmes hypothèses que la proposition précédente, il existe y unique, à une

constante près, de classe C- qui est solution de l'équatiofl (p=Vof -V. Si f =Rcr la
conclusion est la même.

Dans le chapitre vI, on appelle que RG étant I'algebre du groupe G, on a la suite

exacte O-+IG -+ RG--> [R + 0, qui est une représentation projective de [R, donc

Hr  (G ,O)  =  To r rG(G ,Q)=  Ke r  {  i * :  QO. IG  +Q86 [RG=  O ] ,

où  i *  (o@ (  g  -  I  ) )  =  g * rù -  (D .

Donc, on a

Hl (c ,Ç))= {  I t ror .8(g- I )  />uo(g-o-o)=0,%€ [R,  gke G,{D€ Ç),"e N } '
' 

lç=1 k=l
\-r

La relationÀr=*nat(g*o-rr l)=o provient d'une relation de laforme

s
L r ru .nuk (V*og r -V r )=K  e  [R ,  ape  [R ,gpe  G  e t  yp€  C - (51 ,R  ) .

Ainsi, on retrouve l'équation déja étudiée dans le chapitre v. Ceci entraine le

THEOREME

Soient \ , fz, . . . ,  fn-l  dans Diff*- 1 Sl ) et Vt ,V2, .. . ,  Vn-1 dans C- ( 51 , R ).

I1 existe fn e Diff*- ( 51) et Vn e C- ( Sl, R ) telle que
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sr

À DVo6 ( f r . - I )  e  H l  ( c ,  O) .
k=1

Dans le chapitre vII, on a étudié le groupe d'homologie Hz(G, R ) où R est con-

sidéré conrme un G- module trivial . Hz(G, R ) est évidement isomorphe à Ht ( G,IG).

Ceci permet d'avoir une caractérisation des éléments de H2 ( G, R) sous la forme

H2(G,n  )= { I  f u , r , n ,  (g - I )Ac (h - I )  ,ÀG,n )=0  sau f  pou r  un  nombre  f i n i  de (g ,h )e  G2

g ,he  G

telle qu" I ^,r,n,[ (g-I)oh-r - (e-I)]= o ].
g,heG

Si on remplace g par son relêvement g dans D-(Sl), comme g-I e C-(51, [R), on
se ramène à l'étude de l'équation du chapitre v. Ainsi on a le

THEOREME

Soient ft ,  fz, . . ,  fn-l  dans Diff*- 1 51; et Vt ,\{2, . . . ,  Vn-1 dans C- ( S1, R ). n existe

fn-1, fn dans Diff*- (Sl) et Vn-t , {n dans C- 1 5t, R ) telles que

n

I  t ,of , - r { .  =0.
il+

En particulier

COROLLAIRE

Soient ft,fZ,.,fn-l ,fr, = Rcr dans Diff*- 1 St; avec fn-1 ergodique et cr diophantien. Il

ex is te gt ,e2, . . . ,  gn_l ,gn dans C-(  51,  R )  te l les que
n n

s'r sr I

Lq,o l -9 ,  
=0 ,  

L  
( f i - t l@(h . - I )  e  H2(G 'R)  e t  I+ tp .=11 . .  D* (S ' )

i=l i=l

où hi est le relêvement de h1.

Dans le chapitre vIII, on énonce les conditions pour qu'un élément de Cl S.IG soit nul.

On montre que la  forme d i f férent ie l le  co(  z)=dz/ i2nz,  pour  z  dans {zeC' , lz l=1}=Sl ,
s'identifie à dt et on montre que pour o diophantien dt A ( Ro - I) est un élément non
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nul de H1 (G, Q ). De

phontien et k e [R est

plus, on montre que l'élément

non nul dans H2 (G, R ).

(R r - I )@(Ro- I ) , où  cx  es t  d i o -
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INTRODUCTION.

Dans cette partie, on
du cercle qui conservent
non analytique.

Dans le chapitre I, on
les espaces de Fréchet.

PREMIERE PARTIE.

redémontre que le groupe Diff+ - ( Sl ) des difféomorphismes
I'orientation est une variété de Fréchet et est un groupe de Lie

rappelle quelques notions de calcul différentiel et intégral sur

Dans le chapitre II, on redémontre que I'espace C- ( S1, 5l ; des applications de

classe C-, de 51 dans 5l est une vaiété de Fréchet, on démontre ce dernier résultat

par une méthode médiane entre celles de 127I et de [ 24]. Elle consiste à construire

un atlas formé d'ouverts difféomorphes de C - ( 51, $l ) et de C* ( 51, R ). Les

démonstrations proposées dans cette partie paraissent plus simples que celles de [241
e t  l 2 l l .

Pour conclure, le groupe Diff+""( Sl ) étant un ouvert de C-1St, Sl), tous les résultats
de différentiabilité démontrés dans le chapitre rr s'appliquent à ce groupe.

* * *
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CHAPITRE I

CALCUL DIFFERENTIEL DANS LES ESPACES DE FRECHET

1 .1 .  RAPPELS.

On appelle espace de Fréchet un [R-espace vectoriel topologique complet F dont la

topologie est définie par une suite de semi - normes (qn : x -+ ll x lln )n. 6 c'est à dire

un espace de Fréchet au sens classique qui est de plus localement convexe.
Soient (F, (qn)n.n))un espace de Fréchet et I un espace compact,l'espace C(I,F) des

applications continues de I dans F muni de la topologie de la convergence uniforme est

un espace deFréchet(défini par la suite de semi-normes Y+llTl ln-Supr.1 l ly(s)l ln, ne Ù1).

Pour I-[a,b]clR, un chemin y:I-+F de I dans F est aff ine par morceaux s' i l  existe

une subdivision oy = ( a = so

intervalle [so-1, sçl, 1< k < m. On dit que o, trivialise Y).

L'espace N, (l,F ) des chemins affines par morceaux de I dans F est un espace vectoriel
dense- de I'espace de Fréchet C( I, F ) des chemins continus de I dans F.

1.2. INTEGRALE

L'ensemble S

croissant. Pour y

Aans S(t) soit

( DE RIEMANN ) DANS C(1, F ).

( I ) des subdivisions de I - [ a,b] ordonné par inclusion est filtrant

e  C ( I ,F )  ( oùF  es t  un  espace  de  F réche t  e t  o= (a=S0( . . . . ( s , n  =b )

m
r S r

o(y)= i  Lq(so)+Y(t r_,  ) )  (sr -so_,  )  e  F.
k=1

Pour  tou t  ne  [N ,  on  a  l l  o (y ) l l n< l l y l l n  Z ( I )  (où  t ( I )=b-a ) .  
b

Si  ye &( l ,F),pour tout  o=o, t r iv ia l isant y,  sa o(y)=or(T)noté fT= [ t, f t^

Alors Ir,y-J, T 
"rt 

une application linéaire continue de &' (I,F) dans F qui
densité se prolonge en une application linéaire continue de C( I, F ) dans F encore

Jr,VrJrV et applée I ' intégrale(de Riemann) de T.En fait, on a

par
notée

b
r l
lv=lv

J .rI
a

= l iæ o(T) .
o e  S  ( I )
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De plus, pour a ( b ( c, on a

T.3. DERIVÉE DANS UN ESPACE DE FRÉCHET.

1.3.1, DERIVEE D'LIN CHEMIN.

S o i t l e c h e m i n y : t + y ( t )  d e I = [ a , b ] d a n s  F . O n  d i t  q u e  y e s t  d é r i v a b l e  e n  t e I
s'il existe

, .  y ( t+s ) -y ( t )  , .
'Bol=Y(t)e F'

Y est continument dérivable si y' : t -+T(t) est continue de I dans F et on a alors

b

y(b)-y(a)= ly t t )dt .
J

t.s.z. oÉrnttrroN.
Soient F et G deux espaces de Fréchet et U un ouvert de F. Une application X

de U dans G admet une dérivée en f e U dans la direction de u e F, s'il existe

DX(f).u=,ryr# e G.

Une appl icat ion X:U-+G est  de c lasse ç l  s i  DX(f  ) .u  ex is te pour  tout ( f ,u)e UxF

et si DX --r (u, f ) -+ DX(f).u est continue de Ux F dans G.

].3.3. THEOREME
Soient F, G deux espaces de Fréchet et U un ouvert convexe de F. Si X: U+ G

est de classe Cl, pour tout f e U et heF tels que tf, f+hl cU, on a

I
X(f  +h) -X( f  )=  lPx t f  + th) .hdr .

d
PREUVE.

Soit y i t + y( t ) = X( f+ th ) de [0, 1] dans G. Le chemin y st continument dérivable et

c b c

Ju =J" .J"
a a b
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1

T(1)-y(0)= f r r f t Ia t .
d

or  y ' ( t )  =  DX( f  + th ) .h  e t  T (  1 ) -y (0 )=X( f+h) -x ( f  )  donc
I

X( f  +h) -X( f  )  =  [o t t f  + th ) .h  d t .
J
0

].3.4, THEOREME
Soient F, G deux espaces de Fréchet et U un ouvert convexe de F. Si I'application

X:U+G est de classe Cl,  alors I 'appl icat ion DX: UxF+G est l inéaire en F.

PREUVE.
Pour (  f ,h1, h2) e U xF2, on a

DX(f ) . (hr+hr )=1130
X( f+ t (h ,+h2 ) ) -X ( f )

X(f+ t (h ,  +hr ) )  -X( f+ thr )  
* r . , r ,  

x ( f+ thr ) -x ( f )

t - + 0  t

Orona

= lim
t-->0

et
1

X(f  + th , )  -X( f  )  =Jo*( f  +uthr ) .  th r .  du,  d 'où
0

lim
t-+0

X ( f  + rh1  +  th )  -X  (  f  + th l  )  =Jo t  ( f  + th ,  +u th2) . th r .du

. .  x ( f+ t (h ,+hr ) ) -x ( f )
t : *

t+0 t
1 l
r l

lThJ 
o"( f  +th,  +uthr) .hr .du + l im^ 

J 
o"( f  +uth,  ) .h ,  .du.

Par passage à la limite dans le second membre, on a

X( f+ t (h r+h2) )  -X ( f )
=DX( f ) .h r+DX( f ) .h2 .
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1.3.5. THEOREME
Soient F, G deux espaces de Fréchet et U un ouvert convexe de F. Pour une

application continue X: U+G, il y a équivalence entre

1 )  X :U+G es t  de  c l asse  C l .

2)II existe une application continue L: UxUxF-+G linéaire en F telle que

X( f r )  -X ( f 2 )  =  L ( f l , f ù  ( \ - f z ) '  pou r  t ou t  f 1 ' r 2eU '

PREUVE.
Si X est de classe Cl, I'application

répond bien aux conditions du théorème.

Réciproquement, si L : UxUxF -+ G vétifie 2) alors pour I f, f+h] c U, on a

l im 
x ( f  + th ) -x ( f  )  =  ïm L ( f ,  f  + th ) .h  =  L ( f ,  f  ) ' h ,

t -+O t  t -+0

et comme L est continue, X est de classe Cl'

1.4. LES DERIVEES PARTIELLES.

1.4.1. DEFINITION .

Soient F, G, H des espaces de Fréchet et U, V des ouvefts de F et G

respectivement. Une application X : UxV + G admet des dérivées partielles continues si les

applications

DrX:( f  ,s ,h)  -+TSr% de uxvxF dans H

et  DoX:  ( f  ,g ,k )  + tE % 
deuxvxGdansH

sont définies et continues, elles sont linéaires en h et k.

1.4.2. THEOREME.
Soient F, G, H des espaces de Fréchet et U, V deux ouverts respectifs de F et G' Une

application X:UxV-+H admet une dérivée partielle continue par rapport à F si et

seulement si iI existe une application continue L: (fg, f1, fl, h) -+ L(fo,fr,g)'h de

I

L :  (  f , ,  f . , ,  h )  -+  IDX(  f ,  + t ( f r  -  f ,  ) ) .  hd t ,' I  z  J  z  I

0
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UxUxVxF dans H linéaire en h telle que

X (  f r ,  g  )  -  X (  fo ,  B)  = L (  fo ,  f l ,  g  ) . ( f t  -  fo) .

La preuve est Analogue à celle de t.:.s.

1.4.3. COROLLAIRE .
Soient F, G et H des espaces de Fréchet et U, V deux ouverts respectifs de F et G.

l9y1 une application X : u x v + H, les deux_ propriétés suivantes sont équivalentes :1) X a des dérivées partielles continues sur UxV. 
-

2) X est continue de classe Cl.

PREUVE.

1) = 2) est trivial.
Réciproquement si X a des dérivées partielles continues, par le théorème précédent on a

X ( f+th, g+rk ) - X ( f, g + tk ) = Lr ( f + th, f, g + tk ).th

e t  X  ( f ,  g+ t k )  -  X  (  t  g )  =  Lc  ( f ,  g  +  t k ,  g ) . r k .

D ,où  l im  
X ( f+ th ,g+ t k )_X ( f , g )  _

r_+ 0 r_ 
= D.X(f, g).h + DoX(f, g).k.

comme DpX et Dcx sont continues donc il en est de même DX.

r.4.4. REMARQUE .
Soient F, G' H des espaces de Fréchet et IJ un ouvert de F. Pour une application X de

Ux G dans H, si X est continue, de classe Cl en f et linéaire en g alors X est de classe
Cr  sur  UxG e t  DX( f ,g ) . (h ,k )  =  DrX( tg ) .h  +  X( f , k ) .

1.5. DERIVEE D'ORDRE N 2 I.

1.5,]. DEFINITION.

Soient F, G des espaces de Fréchet, U un ouvert de F et une application X de U
dans G. On dit que X est de classe C2 si DX de U x F dans G est de classe Ct.

r.5.2. REMARQUE .
Si DX est de classe C1, par la remarque ci dessus on a

o'x( f ) .  (h ,k)=1ry0 DX(f+tk) ' l r  -DX(f ) 'h  
.
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1.5.3. THEOREME.

Soient F, G des espaces de Fréchet et U un ouvert de F. Si X: U + G est de classe

ç 2  a l o r s  p o u r  t o u t  f  e U ,  D 2 X ( f  ) :  ( h , k ) - + D 2 X ( f  ) . ( h , k )  e s t  u n e  a p p l i c a t i o n

bilinéaire symétrique, continue de Fx F dans G'

PREUVE.
,)

D'x(f) .(  hr+h, k) =1ry,

= l im  
DX( f+ t k ) . h ,  +DX( f+ t k ) ' h ,  -DX( f  ) ' h r  -Dx ( f  ) ' h ,

t-+b t

=  D2x ( f  ) . ( h t , k )  +D2x ( f  ) . ( h2 , k ) .

D2X est linéaire par rapport à h et DX est de classe ç1, d'après le théorème t.3.3, D2X

est linéaire par rapporr à k . Elle est donc bilinéaire. De plus DX : U x F+G est de classe

Ct par rapport à la première variable f eU et linéaire par rapport heF elle est donc de

classe Cl sur Ux F. La symètrie se démontre à partir du théorème suivant.

1,5.4. THEOREME .
Soient F, G deux espaces de Fréchet et U un ouvert convexe de F. Pour une application

X : U-+ G de classe C2, (f, h, k ) e Ux Fx F, on a

)  ,  . .  X ( f+ th+uk) -X( f+ th ) -X( f+uk)+X( f )
D-X t f t . th ,k )=  l tm

?t,ujîo,ol tu

PREUVE.
D'aprés le théorème 1.3.2., on a

I
x( f+ th) -x ( f )  = [o* ( f+erh) .hde,  ( * )

t J
0

I
X( f+ th+uk)  -X( f+uk)  -  [O*  1 f+ "q th+uk) .hd"4 .  ( * * )

t J
0

En appliquant le même théorème à I'application DX, on obtient l'égalité suivante ce qui

achèvè- la démonstration du théorème.
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DX (  f  +uk+ Oth)  'h  -  DX (  f  +  Oth  )  '  h  =  lo '  x  (  f  +  o th+cruk) . (  h ,  k  )  .dc r .uJ

Si on fait tendre t et

lim
(t,u)-+(0,0)

0
u vefs zero, on a

X  (  f + th  +uk )  -  X  (  f + th  )  -  X  (  f +uk )  +X  (  f )
ut

l 1
l f )

I  t  I  D-X (  f+  Oth+cruk) .  (  h ,  k  )  .dc r  I  d0 .
J J
0 0

Pour u et t tendant vers zero, le second membre est égal à D2X( f ) .(h, k ), d'après le
lemme suivant

1.5.5. LEMME.

Soient E un espace topologique et F un espace de Fréchet. Si X: Ex [0,1] +F est

continue alors I'application g : E -+ F définie par

I
I

g(x )= lX(x , t ) .d t

d
est continue.

On définit par récurrence la différentiabilité d'ordre supérieure.
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APPENDICE

Calcul Dif ferentiel  sur les espaces convenables

I. NOTATIONS.
E est un espace vectoriel topologique localement convexe et E' son dual topologique.

C"" ( R, R ) est I'ensemble des fonctions de R dans R de classe C- .

2. BORNOLOGIE

2.1. DEFINITION.

S o i t E u n  e n s e m b l e , o n  d i t  q u e  B c P ( E ) e s t  u n e b o r n o l o g i e  e t  q u e ( E , â ) e s t
un espace bornologique si on a:

i )  Vxe  E ,  { x }  e  % ,

i i )  Ae  S  e t  BcA  a lo r s  Be  n ,

i i i )Ae  I  e tBe  f i  a l o r sAvBe  %.

Les éléments de % sont appelés " bornés ".
Dans toute la suite, [R est muni de la bornologie formée des ensembles relativement

compacts.

Soient  (E j ,9 j ) ,  j .J ,  des espaces bornologiques,  BcE=I l . rE j  est  un borné de E s i
pr.;( B ) est un borné de E1, où pr3 est la projection canonique sur Ei.

Lorsque E est un espace vectoriel, on dit que S est une bornologie vectorielle si les

applications d'addit ion (x,y) -+x+y de ExE dans E et de mult ipl ication par les

scalaires (I,x) + 1,.x de [RxE dans E sont bornologiques ( c'est à dire transforment
un borné en un borné ). On dit que S est une bornologie convexe si I'enveloppe
convexe de tout borné est un borné.

Lorsque E est un espace topologique localement convexe, B est un borné de E s 'il

est absorbé par tout voisinage de zéro de E ( pour tout U voisinage de zéro dans E, il
existe l" dans [R tel que B c À U ). L'ensemble des bornés de E est une bornologie
appelée bornologie de Von - Neuman.

2.2. LEMME [ 23],2.r.3.
Soit E un espace vectoriel, 1B c I ( E ) est une bornologie vectorielle si et seulement

si elle possède les deux propriétés suivantes :

i )  Be  S  +  B+B  e  S ,

i i )  Be  â  âUrds1 ( t .B )e  0 .

2.3. LEMME [ 23],2.1.4.
E et % sont comme dans le lemme r3.. n est une bornoloeie convexe si et
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seulement si pour tout Be 0 alors (B>e 0 où (B) est I 'enveloppe convexe deB.

3. QUOTIENT DIFFERENTIEL [23], 1.3.

Le quotient différentiel permet de montrer que la différentiabilité d'une fonction dépend
en fait des ensembles bornés de la topologie.

3.1. DEFINITION.

So i t  Dc lR ,  f  :D+ [R  e t  Vke  [N ,  D<L t= { ( t o , . . t i , t j . . , t r ) .  pk+ l  / t i t t i  pou r  i * j } .  On

appelle quotient différentiel d'ordre k, I 'application ôkf ' D'tt + R définie par récurrence
coûlme suit:

ôof = f,

_  |  f  (  r "  )  _  f  (  r l  )
ô ' f 1 t n , t , ) =

' o -  t t  '

o2n, ,  2,  fatrr t , - , , t , ) -ô ' r ( t , , t " ) ' lô ï ( t o , t t , \ ) = ,  _ t  r  u  ru  I  z  t n - t 2 \  )

5k1=J- |autr(r0, . . . , , r . - r  ) -ôk- l f  ( t r , . .  , ,0 r1.
t ,  K -

On donnera une expression explicite de ôkf dans la proposition suivante

3.2. PROPOSITION [ 23], 1.3.2.

"k" '  '  '=k!$ Ê, . f ( t , ) ,o  ï  ( r 0 , . . . , r k  )  =n  t  

à  
r r .  r  \  r i

où les Êi  = f lo<r<k, .n  i ( t i - t ; ) - t  sont  indépendants de f .

Le théorème suivant montre que la différentiabilité d'une fonction ne dépend que de la
bornologie associée à la toplogie. On énonce ce théorème dans le cas des fonctions

C--différentiables de [R dans [R ; en fait, tous les résultats, les calculs et les démonstrations
qui suivent ramènent à la différentiabilité de fonctions numériques à valeurs réelles.

3.3. THEOREME [23], 1.3.28.

Soient U un ouvert de R et f :U-+[R. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes:

i ) f est de classe C-.
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ii) V k € [N, ôkf : U<k> + [R est bornologique. La bornologie de U<k> est celle induite

par la bornologie de [Rk*l.

4. LA C* .TOPOLOGIE ( DANS LES SUITES ) .

4.1, DEFINITION.
a) Soient E un espace bornologique et ( xn )n € N une suite de E. On dit que la suite (xn ) n

est Mackey - convergente vefs x dans E, s'il existe une suite ( tn )n de R telle que

n$- 
tn = too

et le sous ensemble

{ t n ( xn -x ) , n€Û l }

est borné. On note

x = M;!{\- xn où xn est M- convergente vers x'

b) on dit que la suite ( xn )n est une M-suite de Cauchy s' il existe tn, - dans R telle

que

et le sous-ensemble

{ t n , - ( xn -x^ ) ; n ,m€  h l  }

est borné.

4.2. TOPOLOGIE SUR LES ESPACES BORNOLOGIQUES .

Soit E un espace bornologique et F un sous- ensemble de E' On dit que F est -un
M-fermé de E si la limite de toute suite M-convergente ( xn ),r de F est dans F' Les

complémentaires des M-fermés sont appelés les M^-ouverts.

Dans un espace bornologique E, les 
'Ivl-ouverts 

forment une topologie appelée la Mac-

key-topologie ou C--toPologie.

4.3. DEFINITION .

On dit que c : [R -+ E est une C--courbe si pour toute forme f de E', le composé f o c

appartient à C-( R, R ). Soit C"( R, E ) L'ensemble des C-- courbes de R dans E'

4.5. REMARQUE.

".JB 
** tn,- = *oo
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D' ,ap rès le théo rème( r . : ) , c : [R+Ees tunec * - cou rbes ie t seu lemen ts i pou r tou t

j dans [N, le quotient différentiel ôJc: [R<j>+E est bornologique. La bornologie de E

es t ce l l edé f i n i epa r l es fb rmes l i néa i r es :Bes tunbo rnédeEs ipou r tou t f eE ' , f (B )
est borné.

4.6. PROPOSITION [23]' 2'3'7'

La topologie finale induite sur E par les C-- courbes est la Mackey topologie'

4.7. COROLLAIRE .
i ) I a t opo log ie f i na le i ndu i t esu rEpa f l essu i t esM-conve rgen teses t l aMackey -

'llil:tË' 

"" 
un convexe disqué borné, ta topologie finale induite par les injections

canon iques l :E3_+Ees t l aMackey - topo log ie (E3dés igne lesous -espaceengendréparB) .

5. LES ESPACES CONVENABLBS.

Le calcul différentiel et intégral dont on va parler p* }u suite fait appel à un calcul

de limite, à ta séparation 
" 

;" li;;ù;ËtuàË or"'"rpu"àr dans lesquels on fait ce calcul'

les 
"rpàË., 

convànables répondent à tous ces besoins.

"Sfn"Ëtt#'lrnu." bornologique convexe, on dit que E est M-complet si toute M-suite

de CauchY de E est M- convergente'

t trl|Jl'Tf;""rnu"" 
bornorogique convexe, on dit que E est un espace convenable si

E est M-complet ( i'e' complet pour la C-- topologie )'

5,3. DEFINITION.

Soit E un espace convenable et c : [R -+ E une courbe. on dit que qu'un point c'( t )

I de E est la dérivée(faible) de c au point te [R, si pour tout f eE'' on a

(  f oc ) ' ( t )  =  f  ( c ' ( t ) ) .

t'
o n d i t g u e J s < t < t c ( t ) d t e E e s t u n e i n t é g r a l e ( f a i b l e ) d e c , s i p o u r t o u t e f d e E ' ,

o n a

1 t
r f

J, t "cXt)dt  
= f  tJct t )dt  ) '

g S

5.4. THEOREME [ 23],2.6.2.
Soit E un 

"rp*" 

-'uornologique 
convexe. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
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1) E est M-comPlet.
2) si B est un 

"onrr"*" 
disqué, fermé et borné alors E3 est un espace de Banach'

3) pour toute c-- courbe c : [R + E I'intégrale (faible ) sur [o, 1] existe'

+)pour toute C--courbe c:[R+ E la dér\vée ( faible) c'(o) existe'

5)Si  {xn,neÛ1}est  borné dans E,pour  toute su i te  ( tn)n de [R te l le  que I l tn l<+oo'

alors In. 6 (tnxn) converge faiblement'

5.5. COMPLETE

5.5.1. LEMME .

Soit J un

de cet espace

D'UN ESPACE BORNOLOGIQUE.

ensemble quelconque, l'espace [:. ,R est un espace convenable' Les bornés

sont définis comme suit:

si  pour toute project ion pr j :  f l j . lRJp'  Pr j (B) est  borné
Bc I I ; . lR  es t  bo rné

dans [R.

5.5.2. PROPOSITION .

Soit E un espace bornologique convexe' Il existe

que pour tout espace convenable F et tout f: E + F

iliq* rendant ie diagramme ci-dessous commutatif

d'après le lemme Précédent, on
en 

-effet, 
on définit i Par

B5r
Ji Je
^n^ô"+ô

peut évidement donner

i :  E -+I I -  avec i (x)=(1(x)) r=r ,
E'

er soit I I 'adhérance de i(E).

5.6. PROPRIETES DES ESPACES CONVENABLES'

5.6.1. DEFINITION.

Soit E et F deux e.l.c., on dit que f : E +F est de classe

d e  E ,  f o c  e  C " ( R , , F ) '

un espace convenable I unique tel

bornologique, i l  ex is te g:  F+8

une forme exPlicite de I et de i;

C- si pour toute C-- courbe
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5.6.2. REMARQUES.
a) Dans le cas où les espaces E et F sont de dimension finie, la définition précédente

coTncide avec les définitions usuelles.

b) On démontre que les fonctions constantes sont de classe C-, les applications linéaires

bornées sont de classe C-.
On est ramené maintenant à définir une bornologie sur les espaces fonctionnelles c'est ce

qui fait I'objet du paragraphe suivant.

5.6.3. BORNOLOGIE DE C* ( E, F )-
a) B c C- ( R, E ) est un borné si pour tout compact Kc R, B(K) est borné de E' On

vérifie que I'ensemble des bornés de C-([R, E) est une bornologie'

b) B,cC-(E, F) est un borné si c* (B') est un borné de c*( [R, F;, où c* est

I 'application de c-(E,F) dans c'"( R,E) définie pat 
"*1f 

)=foc' Les bornés dec-(E,F)

forment une bornologie.

5.7. THEOREME .
Soient E, F et G trois espaces convenables. On a les résultats suivants :

a) C- ( E, F ) est convenables.

D Y-(E,F)={  f  :E+F l inéai re et  bornée}  est  convenable '

c) C-( E xF,G ) = C"" ( E, C-( F, G ) ) '

5.8. COROLLAIRE .

Soient E, F et G trois espaces convenables les applications sont de classe C- .

a )  ev  :  C - (E ,F )xE  +F ,  ev ( f , x )= f ( x ) .

b) ins : E + C"" ( F,ExF ), ins(xXy) = (x, y ) '

c )  V :  C - (E ,C - (F ,G) )  +C- (ExF ,G) ,  V (  f  Xx , y )= f ( x ' y ) '

on arrive enfin au théorème le plus important qui a motivé le choix de la définition de

la dérivée sur les espaces de Fréôhet qui sont des espaces convenables'

5.9. THEOREME .
Soient E et F deux espaces convenables' L'opérateur différentiel

d:  c - (E,  F)  +c- (E L  (E,F) ) ,

f  ( x+ t v )  - f  ( x )
d f t x l v=  I im- - \ ' - l  

i - + g  t

ex is te ,es t  l i néa i re  e t  bo rné  ( c - ) ;  on  a  en  p lus  d ( f  og ) (x )v  =  d f  (g (x ) )dg (x )v '
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CHAPITRE II

DIFF+"" ( 51 ) EST UNE VARIETE DE FRECHET.

2.1. NOTATIONS.

Soient

1 )51  =  R  / 2n2 .

2 )  C*  (S l 'R  )= { f  :S l - -> [R ,de  c lasse  C- ]  qu i  s ' i den t i f i e  à
3) CZ* ( R, R ) = { f : R +[R, de classe C*,2-périodique ].

4) Diff* '(Sl) = { f  :St+Sl, f  est un C--Difféomorphisme }.
5) Diff+- ( S1) est la composante connexe de I'identité dans Diff*,( 51 ).

2.2. TOPOLOGIE SaR C* (51, SI) ET DIFF+- ( S1).

On munit Sl=[R /2nZ de la topologie quotient de R qui est définie par la distance:
pour  (x ,y)  .  52,  l l  x -y l l  =dnp.Zlx ' -  y ' *p l ,  où x 'e t  y '  sont  des re lèvementsdans [R
dexe ty .

On définit la topologie de C- ( 51, 51 ) comme suit :

Pour  f  e  çr151,S1 ;  e t  reZ,  so i t  f  un re lèvement  de f  dans c tz(R,R).  I lex is te meZ
tel que

pou r  xe  [R ,  f (  1+x )= f ( x )+m.

Si on pose, pour x e [R, "f 
(x) = f(x) - m, f est unique à une constante entière près et est

Z- périodique. On définit la Cr - topologie par

l l /  l l  ç r=  l /  l o  + lD f  l s+ . . . . . . . +  lDy  l 0  où  l /  l 0  =  Supo<*<  r  l . f  ( x  )  t .

cr2( R,R ) muni de cette topologie est un espace de Banach. on munit c*z ( R, R ) de
la topologie limite projective des toplogie C r. Soit d- la métrique qui définit cette topologie.

Pour f et g appartenant à C-(S1,SI), soit ô* la métrique telle queô_(f,g)= d_ff g), ô_
définit la C--topologie sur C- 1St, S1), pour cette topologie Diff- ( Sl, 51) est ouvert
dans C- ( Sl, 51 ) et comme Diff*'+ ( Sl ) est la composante connexe de Diff- ( Sl) est

donc un ouvert de C- ( S1, 5t;.

Soit TS1= Slx [R le fibré tangent de S1.
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2.3. DIFFEOMORPHISME LOCAL ENTRE TSl ET SlXSl

2.3.]. PROPOSITION.

So i t  V=  {  ( x , v )e  TS1=S lx lR ,  l v l ce } .Pour  e>0  assez  pe t i t ,  i l  ex i s te  un  vo i s inage

W de A={(x ,x) ,  xe S1 }  dans SlxSl  te l  que Vet  W sont  C--d i f féomorphes '

PREUVE.
La métrique riemannienne de Sl, induit une application " exponontielle " notée

exp :  TS1 +S1

où  pou r  (= ( * , v )e  51  x lR=TS1 ,  on  pose  exp ( ( )=x+v .

Pour  e>0 assez pet i t ,  exp est  un C--d i f féomorphisme deV={ (x ,v)  e  51 
"Rr lv l  

<e}

sur exp ( V ) qui est un ouvert de 51. Alors I' application

a  :  Ç= (  x ,  v  )  +  ( 18 (  (  )  =  x ,  exP (  (  )  =  x+  v  )
de TSI dans Slx Sl induit un difféomorphisme de V sur W = exp ( V ) qui est un

voisinage ouvert de la diagonale de SlxSl.

2.4. SECTION AU D.ESSUS D'.rlNE APPLICATION DE C * 1 51, Sr1.

2.4.1. DEFINITION.

Soient f e C-(S1,51; et n:TS1 +S1 la projection canonique, une section au dessus

de f est une application s: 51 -+TS1, de classe C-, telle que : rcos=.f.

Les sections au dessus de f s'identifient aux sections du fibré ( f*TSl, p, S1 ), où

f*fSt est le fibré image réciproque de ( TS1,7r, 51 ) par I'application f. On a le diag-

rafirme commutatif suivant

sl 5 rrsl 5 rs1

Jro Jp Jn

sl  g sr  5 sr .

2.4.2. REMARQUE.

So i t  s :51  -+S lx lRunesec t i on  au  dessus  de  f  :S l+S l 'Pou r  0eS l ,  on  a

s( 0 ) = ( f (e ), ( (e ) ) e sl x R, où ( esr une application de sl dans [R, de classe

C-, définie par la section s. Réciproquement, soit î,: S1 + [R, elle définit une section s

pa r  s (0 )= ( f  ( 0 ) , ^ . ( e ) )  e t  , r os= f .  A ins i  I ' e space  des  sec t i ons  au  dessus  de  f

peut s'identifier à I'espace de Fréchet des applications C""( Sl, R ) qui est lui même
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isomorphe à I'espace des applications de classe C-, de [R dans [R, Z-périodiques.

2.5. OUVERTS C--DIFFEOMORPHES DE C- ( 51,51 ) ET C - ( 51, R ).

Pour les ouverts V et W construits dans Ia proposition 2.3.et f e C-(51,Sl), soient

Wf  =  {  g€  C - (51 ,S l )  t e l l es  que  ( f  ( e ) , g (e ) ) .  W ,  V0e  S l  } .

V f  = {  se  C - (51 ,R  )  t e l l es  que  f i os= f  e tV0eS l ,  s (0 )eV } .

2.5.1. PROPOSITION.

L 'app l i ca t i on  (D1 :g+Of (g )deW1 dans  V i  t e l l e  que  <Df  (g ) ( x )=g (x ) - f ( x )  es t

un homéomorphisme et dont la réciproque Yf est définie par

Yr( , ) est le relèvement de f + s dans W1.

PREUVE.
On a évidemment

Ygo @1 =Id sur W1 et @1oYt = 16 sur V1, d'autre part

[o r (g)  - (Dr (g ' ) ]  (x )  =  Qr(g) (x )  -  o r (g ' ) (x ) ,

=  g (x ) - f  ( x )  + f  ( x )  - g ' ( x ) ,  Vxe  S l '

=  g ( x ) -g ' ( x ) ,  Vxe  S l .  ( * )

De même

lY r ( s ) -  Y r ( s ' ) l ( x )=  s ( x )  -  S ' ( x ) .  ( * * )

Des égalités (*) et (**), on en déduit la continuité de Yi et 01.

2.5.2. PROPOSITION.

Soit ( W'r) r. c -( sl,sl), un recouvrement ouvert de C- (S1, S1 ) obtenu en remplaçant

Wi de 2.5. par Wf =Y(V'r) où V'1 est un voisinage de la section nulledans V1,

alors ('W'ç (D1) est un atlas de C- ( Sl, Sl ).

PREUVE.

On a démontré précédement que les Of sont des homéomorphismes. Il reste à
prouver que les applications de changement de cartes sont de classe C- ; en effet,
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pour les deux cartes (w'r,@r) et (w'g,og) telles quew'1.w'g + e et. y1= (@i)-1.

(DroY l :  @r (W' ;ôW'g)  -  @r (W' ;ôW'g)

est de classe C1.

o (aeoYr )  (h ) .k  =  
l= ro  

(D 'oY ' (h+ tk ) - (DroYr (h )  
-k ,

d'où la continuité de O ( @g o y1) en ( h, k ).
Par récurrence, on démontre que @n o y1 est de classe C-.

2.5.3. COROLLAIRE.
c- ( sl, sl ), Diff'( sr ), Diff+"" (sl ) sont des variètés de Fréchet.

PREUVE.
En effet, Diff" ( sl ), Diff+- ( sl ) sont des ouverts de c-( sr,sl;, qui sonr donc des
variétés de Fréchet pour la structure induite par c- ( sl, 5t;.

2.5.4. PROPOSITION.
Diff*'( Sl ), Diff+." ( Sl ) sont des groupes de Lie.

PREUVE.
Diff- ( Sl), Diff+" ( 51 ) sont des variétés d'après le corollaire précèdent, il reste à
prouver  que les appl icat ions Yr : ( f ,g)+fog de Di f f " (S1 ) tDi f f * , (51 )  ans Di f f - (St )
et Yr: f -+ f-l de Diff" (Sl ) dans Difp" ( si ) sont de classe c-.
On va exprimer les deux applications Yr, Y, dans des cartes locales. En effet, con-
sidérons w1 et wr' des cartes locales de f et g dans C-( Sl, Sl) et vf,vn les voisinages
associés dans C- ( Sl, R ), yt s'exprime cofilme suit

Y r o  Y ,  Y f o  
n

V, x V, -) Wrx W, -) Uro,

( (, n ) + ( Yf((), Yr(n)) -+ o ((, n)

où wf  =Di f f * ' (S l )nw ' r ,wg=Di f f * (s l )nw ' ,  e t  v i  e t  vg  sont  les  ouver ts
cor respondants  dans  c - (s l ,R)  e t  I 'app l i ca t ion  0 : ( ( ,n  ) -+e( ( ,n )  de  v lxvn  dans
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Vro g est définie par

vxe  s l ,  0 ( ( ,n ) (x )= f  [g (x )+n(x ) ]+ ( tg (x )+ r t (x ) l  - f  og (x )

est de classe Cl : en effet, pour x e 51,

, j_  e ( (+ th , t l  )  -0 ( ( ,  n )l r f f i

t - + 0  t

ex i s te  pou r  t ou th  dans  C - (S l 'R )nV l .Pou r  xeS l  e ten remp laçan t0  pa rson
expression ( 1), cette limite est égale à

lim
t -+0

e((+th,  n ) (x) -e(( ,  n) (x)
= h( g(x) + n(x)).

Ainsi I oçe( (, n).h ](x) = h( g(x) + n(x)). ( * )

Etudions maintenant la limite

lim
t - + 0

e(( , î+tk)-e(( ,n)

Pour tout x e Sl. elle s 'écrit

= [Df  (Ye(  q) .k ] (x )  +  tD( (ys(  n) .k ) .k l (x ) .

On conclut donc que cette limite est égale à

=  DfoYr (  I ) . k  +  D(oy r (n  ) . k .  ( * * )

Ainsi, en rassemblant les deux limites ( * ) et ( x* ) trouvées précédement, on obtient

D(e ( ( ,n ) .h=hoYn( r1  )  qu i  es r  l i néa i repar  rappor ràh

et  Dn 0( ( ,n  ) .k=[Dfo  Yr (n  ) .k+ D(oyr (n  ) .k .
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n reste à prouver que ces dérivées partielles sont continues ; en effet,
a) D60 ne dépend pas de (, elle est linéaire par rapport à h , égale à h o Y, en tant

que fonction de q, elle est donc continue par rapport à ( (, q ). D'après la

remarque I.4.4., Dç0 est continue en tant que fonction des trois variables ( (, n, h ).
b) Dne est linéaire

que fonction des

continue en ( (, rl ) ; en effet, cette application est linéaire par rapport à ( et est

continue par rapport à q, d ' après la remarque 1.4.4. elle est continue en ( (, n ). Donc

continue en tant que fonction des trois variables (Ç,r1, k ). D'aprés le corollaire 1.4.3.,

0 est de classe Cl . En raisonnant par récurrence sur ces dérivées partielles, on peut
démontrer qu'elles sont de classe C- et par suite on conclut donc que
I ' app l i ca t i on  ( f , g )+ fog  de  D i f f " " (S l ) x  D i f f ' ( 51  )dans  D i f f l " (51  )  es t  de  c lasse

C-. i l  reste à démontrer que I 'application q:f-+f- l  de Diff*(Sl) dans Diff*(S1)
est de classe C-. En effet, exprimons cette applicatiopn par des cartes locales,

par

trois

rapport à k ;comme précèdement, Df oY, est continue en tant

va r i ab les  ( ( , n , k ) .  I l  r es te  àvo i r  que  D (oYn ( l )  es t

ur5*r3*.,
(+O1-1oq

o,
5 v,,

oY6( ( )

four l( | assez petit q est bien définie car (f+(;-t appartient à W1-r. I1 suffit de

passer aux relèvements de (f +()-1 et 1l pour le vérifier. Pour démontrer maintenant
que I'application q est differentiable, il suffit de prouver que la limite suivante existe
et est continue en tant que fonction des deux variables Ç et h. En effet, on a

pour h e C- ( Sl, [R ), comme

@rl  (  ( )  
"  t  Y r (  (+ th )  l - l  =  [Y r (  (+ th )  o  I y r (  (  )  ] -1  l -1

=  (  f + (+ th )  o  ( f + ( ) - 1

= I  + th ( f+ (  ) - 1  = I  + th t y (E ) l - 1

, .  
Q f ,  1V r ( (+ th ) ) - l  -Q_ ,  (Y f  ( ( ) )  I

t : *

t - + 0  t
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@r,  o  1Vr(  (  )  ) - r  o  ( r  + th  (  v f  (  (  )  ) -1  - . r , (y f  (  (  )  ) -1  (  r )

t - +0  t

Comme @at et t Yr ( ( I t I sont de classe C-, leur composé est aussi de classe C*,

i l  en de même pour I 'application I+thIYf(( )]- l  La hmite précédenteesr égale à

D  (  <D f - r  o t y r ( (  ) l - r  l .  h  ( y r (  ( )  )  
- 1 .

On conclut que (Dat o<poYg est de classe Cl. Comme la dérivée ne fart intervenir

que les applications @al, I Yr ( ( ) l-1 et h et leur dérivée, par un raisonnement par

recurrence, on démontre que I'application <p est de classe C-.

2.5.5. REMARQUE.
DifP" ( Sl ) est un groupe de Lie non analytique ( l28l).

Diff+-(S1) est un groupe simple ( égal à son commutateur) ( l24l), il est engendré

par les difféomorphismes qui appartiennent à un groupe à un paramète (124)).

* * *
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INTRODUCTION.

Dans cette partie, on expose un résultat de Haefliger [ 3 ] sur le calcul du
groupe d' homologie ,Hg ( G, Q ) où G est un sous groupe de difféomorphismes du
cercle et O = f2* 1 5t ) I'ensemble des formes différentielles sur Sl. On sait que H0
est égal au quo*tient de Ç) par G ( O ) : I'espace* vectoriel engendré par les éléments-
de  l a  f o rme  {g - " r r l - o ,  ge  G , {De  Ç) - (S r ) ,  où  g * to :  r r l og .Dg  -  r r l }  ce t  espace  n 'es t
pas toujours fermé,i l  en résulte une non séparabil i té de Ho(G, Q )= Ç)-(St)/G(O).
Cette difficulté est toujours sans solution ce qui a ramené à imposer une condition
sur le groupe G. En effet, on suppose qu'il est engendré par un seul élément
hyperbolique g ( c'est à dire g a exactement deux points fixes et g(B) = B). On démontre,
dans ces conditions, que G ( O ) _ est un espace fermé et pour que f soit un
élément non trivial de- Ho(G, C- ( Sl, [R ), il suffii que pour touté distribution D sur
Sl, G-invariante < D ft est non nul. Le calcùl et la caractérisation de ces
distributions G - invariantes est exposé dans le théorème 3.5.6.. Un autre résultat sur
le Ho ( G, Ç)- ( St ) ) est dans le 

-théorème 
3.5.7. : une forme différentielle o est non

nulle dans Ho ( G, C, ) si et seulement pour tout courant T sur Sl, G- invariant, la
valeur de T au point o est non nulle.

Si on impose à G la condition d'être un groupe Fuschien engendré par un
nombre fini de générateurs, on démontre que les distributions ( respectivement les l cou-
rants ) G - invariantes sont en correspondance bijective avec les formes différentielles
harmoniques à croissance lente admettant au plus un pôle d'ordre un en certains points
de I' espace de Riemann B / G où B est le disque unité du plan complexe
(respectivement les différentielles de fonctions harmoniques à croissance lente possédant
au plus un pôle d'ordre un sur B / G). L' espace vectoriel des distributions
G-invariantes et celui des courants G-invariants sont tous les deux de dimension finie.
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CHAPITRE III

ETUDE DU GROUPE H0 ( Diff+." ( 51 ), Q- ( sl) )

3.1. NOTATIONS.
1 )  51  - { z .C ,  l z l  =1 } .

2) ç2* ( 51 ) = O I'ensemble des formes différentielles de classe C-, définies sur Sl

muni de la C- - topologie.

3) G est un sous groupe du groupe Diff+- ( St ) des difféomorphismes du cercle

4)  G(Ç))={g*ro -o,  g€G, oeÇ)} l 'espace vector ie l  engendré par  les é léments de

la  fo rme  g* ro - (D ,  (De  Ç)  e t  geG,  oû  g *o -o )  =  (Dog .dg  - r r l .

, W ( S ) est I'espace vectoriel des fonctions harmoniques définies sur S où S est
une surface de Riemann.
6) 996 ( S ) est I'espace vectoriel des formes différentielles, harmoniques définies sur S

où S est une surface de Riemann.

l )B= {zeC , l z l <1 } .

3,2, DEFINITION D'UN COURANT.

3,2.1. DEFINITION.
Un courant T est une forme linéaire ( complexe ou réelle ) continue sur O pour

une Ck- topologie,  ke [N*,  i .e . i l  ex is te a>0,ke [N* te ls  que

Vr r re  C ) ,  l T ( c r l ) l =  l <T , t o ) lS  u l l  co l l r . ,

où ll.llp est la norme pour la Ck -topologie ( voir chap II ). On dit que le courant T

est G- invariant si T = 0 sur G ( O ), c'est à dire

V  ge  G ,  Vcoe  ç ) ,  T (  r r l  )  =  T (g * t r l  ) ,
<+

<  T ,o>  =  <T ,g * to t .

Soit dË( Sl ) I'espace vectoriel des courants sur S1.

3.2.2, THEOREME.

Soit f  € C-(51, [R ). Si pour tout Te tC(51 
;, on a <T,df >=0, alors i l  existe une

suite ct' de G ( Ç) ) telle que

$- crn = df Pour la C- - toPologie.

PREUVE.
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Soit f € C-( 51, [R) telle que df n'appartienne pas à I'adhérence de G ( O ). Alors
sur le sous espace vectoriel G(O)(D[R.df de Ç)-1St;, g*ro-rr l+Àdf +À est une forme
linéaire T G-invariante et est continue. En effet, I'application T' qui à ldf -> l, est un
isomorphisme ( [8], prop 2, corollaire 1). Soit V1 un intervalle ouvert contenant À, le

sous-ensemble G(Ç))@T- l (Vl , )=T-1 (V1)  est  un ouver t  de G(O)@Rdf,  donc T est
continue. Par le théorème de Hahn-Banach, T se prolonge en une forme linéaire continue
sur O, tel le que <T, df > =l+0. I l  y a donc absurdité.

3.3. LA TRANSFORMEE DE FOURIER D ' UN COARANT.

On définit les coefficients de Fourier d'un courant T par

Vne  Z , cn  (T )  =a1 , " - i n069 ; ' .

On dit que la suite de nombres complexes (cn )n est à croissance lente s'il existe k

dans [Nx, ae [R** tels que

l cn  |  (  a l n l k '  Yn .Z * .

3.3.]. PROPOSITION.

Soit ( cn ) n e Z,uîa suite complexe à croissance lente, alors la série
+æ

à 
." 

"-ino 
69

converge vers un courant T e tE1 5t ) dont les coefficients de Fourier cn ( T ) coincident
avec les cn, pour tout n dans Z.

V  ne  Z ,  <T , s - i nodO>  =cn (T )=cn .

Preuve.

Soit f € C-(Sl, R ), considérons la suite

+N  2n

sN (r)=f cnî(n) où îrnl  =+lf  (x)"- in* d*.
- N  ô

La sui te  (SN(f ) )N.n est  absolument  convergente car  s i  f  eC-(51,R ) ,Vke [N,k >1,
ona

nErL- t  n tkl(  n ) = o, V k e lN.
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+\^+N
Donc i l  existe l im ) c-f(n) et f+l im ).-1(n) est une distr ibution sur C-(S',R ).- X*- I 

tr N-++- frt "

Posons maintenant

+N
D(f )=*ry*- I .n 11-n;,

-N

on définit le courant T e T( 51 ) par

v fec- (s l , [R) ,  <T,  f (e)de> =-<D,  f> .

La transformée de Fourier de D a pour coefficients :

Vne  Z ,  <D ,s - i n0 )=<T ,  
" - i nO66>  

=  cn (T ) .

3.4. FONCTION HARMONIQUE ET COURANT.

3.4.1. PROPOSITION.
Si ( cn) n e Z est une suite de nombres complexes à croissance lente, alors la série

€ + æ
T(z)= "o*  )cn(T) rn  +2" -nu"

1 1

est  une fonc t ion  harmon ique sur  B  =  {  zeC,  I  z l  < l } .

PREUVE.
On a  év idement  Pour  z=x+ iy

) , 2
L rx+ iy l "  *  d=  (x+ iy )n=n(n -  I  ) ( x+ i  y )n -2 -n (n -  t  ) ( x+ iy )n -2=0 .
dx2  

\ - -  J '  
dyz

Un calcul analogue avec z= x - i y, nous conduit au même résultat.
Démontrons d'abord que la série

+æ +æ
1(t)= "o* I  * ' "  *  I  c-n,n

est  b ien déf in ie .  En ef fe t ,  pour  z=te i1,  s i  on suppose que lcn lsa ln lk ,  on a
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+æ +æ +æ

tT (z ) l< lco ' * I l cn l rn . I l c - , ,1 rn  <  l co l+za \  In l k rn ,  k€  [N* ,  k  f i xé '

Comme la série de terme général Inlkrn est uniformément convergente pour lzl 1t <I,

on en déduit que les séries de termes généraux respectifs I cn I rn et I c-n I r n sont

convergentes. Comme (x+iy)n et (x-iy)n sont harmoniques, on conclut donc que

1 (ù existe et est continue sur B.

3.4.2. DEFINITION.

Une fonct ion f  déf in ie  surB est  d i te  à cro issancelente,s ' i lex is tekelN,aelR**

telle que

Y  zeB ,  l f  ( z )
( 1 - l z l ) ^

3.4.3. PROPOSITION.

L,application 9:T-+T @) de 'Ë(St) dans SldG) est un isomorphisme de 'C 
151 ; ,o,

le sous espace vectoriel des fonctions harmoniques sur B à croissance lente.

PREUVE.
1' = .Ë1 S1 ; est le courant défini par les cn qui sont à croissance lente, d' après Ia

proposition 3.4.r., f( T ) est harmonique. Il reste à prouver que f est bijective. En effet,

+æ +æ

1 r r  l=  .o  *  ) . "  t "  *  Lc -nzn
n = l  n = l

Comme les cn sont à croissance lente, ils définissent un courant T e tE( S1) unique. Il

reste à vérifier qte 9(t ) est une fonction harmonique à croissance lente, i.e.

f  ke  Û ' ' { ,  k>  1 ,  3a .  R f  t e l s  que  l ç  G ) l= lT  ( z ) l  <
(1 - l z l ) k

Comme les cn Sont à croissance lente, il existe a1 ) 0, a1 € [R, k1 . [N*, tels que

k . iFk ,
l cn l  <a r l n l ' r  e t  l g  (T ) l  = tT ( z ) l <  l co l  +2a r .àn  t t n '

I



3l

La série de terme général nklrn est convergente pour r < 1.Il existe donc un entier

naturel n6 et b tels que

r înu '  rnr<b.' .(-

Ainsi 
no

tg1) t=tT (z) t<tcot+ i * rn + b sp(r ) ,
I

où p ( r ) est un polynôme de degré égal à n6-1 et son plus grand coefficient est I nol k

( k=k1 ), 9G) est donc une fonction harmonique à croissance lente.

n^

lp( r ) l  .  noo(  1 +. . . . . .+rno-  
t ) (nok 

+f  
= *

Réciproquement, soit h(z) une fonction harmonique à croissance lente et montrons que
les coefficients cn sont à croissance lente. En effet,

3a .  R i ,  f  ke  0 ' l  t e l s  que  l h (z ) l< - - -3  ,  ,  ( * )
(  t  - r ) k

+æ
s i  on  pose  z= re i1  a l o r s  l h ( z ) l = l h ( r " i 0 ) l =  l ) c r r l n l . i ne .

Comme on sait que
')æ

|  î ' '  f ( r e i o ) ' e - i ne  ;cn= 
ù J 

ttt 
-i;, 

Oe, ( ** )
ô f

d'après ( * )  et (  ** ) ,  on a lcn l< ; .  
-+ 

-( r - r )  f

On  endédu i t  que  l cn l  sb l n l k ,  avec  b>  
" , ; h ; l n l  

I n l u .

Le choix de b a bien un sens car la suite qui le minore est convergente, on conclut
donc que les cn sont à croissance lente, ce qui achève la démonstration.

3.4.4. REMARQUE.
On se servira du noyau de Poisson pour faire un calcul explicite de I ( T ) ; pour

ce la  so i t  T .  tË (S1  
) ,  pou r  0<  r<1e t  ( cn (T ) )neZ  l es  coe f f i c i en t s  de  Fou r i e r

associés, on a
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+ æ  + æ  + æ

pou r  z  -  r " t o ,  ) . ,  " "=Z .n r l n l " i nc t '- æ  - æ
+ æ

- æ

-< r  
à r ' n l " i n ( c r -o )de  

t

= ( T, P, ( cr - e ) de >, où Pr est le noyau de Poisson'

r - lr12, ,  r  - - i ( a - 0 )
=(T  Rée l !4 -+ re  d0  >  =  <  T .  _+  de  >  =  h (z ) .

l_ r . i ( c t -o )  l " i o_ r l t
3.4.5. THEOREME.

L'espace vectoriel 01Stl des distributions D sur Sl telles que < D, 1 ) = 0, est

isomorphe à I'espace vectoriel des différentielles des fonctions harmoniques sur B, à

croissance lente. Une distribution est appelée 0-courant'

PREUVE.
Si df est la différentielle d'une fonction harmonique f sur B, à croissance lente, d'après

Ia proposition 3.4.3., il exislg_ un courant T sur 5l tel que I Q) = f. Considérons

main- tenant la distribution D définie par

V f  e  C - (51 , [R ) ,  <  S ,  d f  >=  -<  D , f  > ,

D est bien définie et < D, 1 ) = 0. Réciproquement, soit D une distribution sur Sl telle

que < D, 1 > = 0 et soit le courant T défini par

V fe  C - (S l ,R  ) ,  <  T ,d f  >  = -<  D , f> .

D'après Ia proposition 3.4.3., il existe une fonction harmonique. h .telle. We 9(t .) soij. égale

à h et h est à croissance lente. La différentielle dh répônd bien à la question. Il reste

a uoi. qu" h ne dépend pas du choix d'une primitive T de D ; en effet, posons

h(z)  = i  cnzn + Ï . -nun,  lz l< l '
01

cofirme les cn sont donnés Par

YneZ ,  Cn  =  (T , s - i nede  >  =  -  <D ,e - i no l '

on en conclut que dh ( z ) ne dépend pas de T et dh( z ) est unique.

3.5. COURANT INVARIANT PAR UN GROAPE FUSCHIEN.
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3.5.2. DEFINITION.- -Un 
sous groupe G de transformations de Mobius est un groupe fuschien si

1 )  G  l a i sse  i nva r i an t  B=  { zc  C ,  l z l < I  } ,

2 )VK  compac t  de  8 , l ' ensemb le  {ge  G ,g (K )n  K+A}  es t f i n i ,

3)  Gest  d iscret .

3.5.1. DEFINITION.- 
Une transformation de Mobius du plan complexe

la composée:

1) de translation : z + z+a, ae (0,

2\  de s imi l i tude;  z  è à2,  ae (D*,

3)  d ' invers ion :  z  -+ l lz '

3.5.3. REMARQUE.
Dans toute la suite,le grouPe G est

nombre fini d'applications conformes du

z  +  g (z )=

3.5.4. THEOREME, [5] P.118.
Soit U un domaine de

groupe de transformations de

Si pour tout comPact K de
est une surface de Riemann.

est une transformation obtenue par

^ ic r  z -  a
a z  -  L

supposé un groupe fuschien engendré par un

disque unité B de la forme

,  l a l <1 ,  û€  [R ,  de  BdansB .

C ( i.e U est un ouvert connexe de C ) et soit G un

Mobius qui laisse invariant U et opère proprement sur U'

U l 'ensemble {  ge G,  g(K)nK+A }  est  f in i ,  a lors  U/G

3.5.5. REMARQUE." " 
i) 

^-Si 
ô iii utr groupe fuschien, _engendré^. par un nombre fini de générateurs et

possédant au moins "deulx élèments, d'ordre infinj, n 'ayant pas en commun de points

fixes, alors d'après les théorèmes :10.1.2., g.4.2-et 9-2.4. de Ï51, il existe une surface

compacte S et k points x1,x2,..,xp de cette surface tels queB/G soit homéomorphe à

S \{ xl, x2,., xp}. Dans toute la suite, on prendra S \{ x1, x2,", x1} au lieu de B/G et soit

g le nombre d'anses de cette surface.

3.5.6. THEOREME." -r_trp*é- 
Jèi-Oirt.iUutions sur 51 ( ou 0-courants ) G- invariantes, nulles sur les constantes

"ri 
irôÀorptr" à iË;d"t vectoriel 

'des 
1- formes harmoniques sur S ayant au plus un

pôle d'ordre un aux points X1,... '  Xç.

PREUVE
Pour la démonstration de ce théorème,

préliminaires dont on indique les références

1) L'application projection qui à z -)

holomorphe, D'après | 4f, 4c, page. l2l.

on a besoin du théorème 3.4.5' et de résultats
de démonstration.

p( z ) de B dans B/G est une application
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2)L 'appl icat ion "  p  "  indui t  un isomorphisme px:  f+p*( f  ) - f  op deW (B/G) dans

re@).
3) L'application p induit un autre isomorphisme p*: c,l -+ p*ro - (ro o p)'dp de ffïd(Bl G)

dans SedG ).

4) Soit Ai un disque ouvert centré en xi, i e { 1,..., k }, Âi est isométrique à la surface

de  R iemann  H / f  ( vo i r  [ 1 ]  ex6 -2 ,page  122 )où  H= {z=x * i y , y>c>0 }  e t  f es t  l e

groupe engendré par la translation t ; z -+ t( z)= z+2n'

5) L' application z + eiz = p de H/f dans une carte locale au voisinage de xi est un

homéomorphisme.
ô Caractérisation des formes harmoniques à croissance lente.

Soit co une forme dans Wo(B), on supposer que ro est f- invariante et que H est muni

de la distance hyPerbolique

s i  z=x+ i y  e  H ,  ds=  dz / y .

Au voisinage de xi et par changement de carte a (z),zeH, est de la forme
-l- æ

co (z )

et o est à croissance lente si etieulement si

f  ae  [R*  + ,  3ke  Û \  t e l s  que  l "n  
" i nz l  

<  ayk '

Si on pose z = x * i Y, cela revient à dire que

I  cne -Y " i x1 ;dz l=  l c , r e -nY  Y l (  ayk ,  YneZ .

e

l cn  e -nY l  <  ayk - l '

soit encore

cn=  0 ,  Vne  I  - =  { neZ ln<0 } .

Ainsi, une forme differentielle harmonique to invariante par f est à croissance lente si et

seulement si

+ æ  + @

t r l ( z )
00

co lnme,  dÊ= idzB ,  on  a  dz= - idP /F ;  ro (z )  es t  donc  de  l a  f o rme
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a (z ) - FN

Selon Que cg est nul ou non, rrl ( z ) admet au plus un pôle d'ordre un au point F = 0'

La forme differentielle a e f0 O( B / G) elle que (D = p*ot admet au plus un pôle

d'ordre un aux points Xi, i e { 1,'..., k }.
Démonstration du théorème 3-5.6'.

Soit D une Olrt iUrii* sur S1 ( ou 0 - courant ) et soit T le 1- courant associé sur S1.

O'upre, le théorème 3.4.5., à T on fait corresqgn{te la différentielle d'une fonction

harmonique sur B à crôissance lente, notée ôf. D'après le résultat 5 ), I1 existe une

forme différentielle p e Wo{stG ) telle que f =p*p; p est une forme différentielle ayant

au plus un pôle d'ordre un aux points xi, 1 ( i < k. La forme différentielle p est unique

car p* est un isomorphisme donc f est unique'

Réciproquement, soit p une forme différentielle sur B / G ayant au plus un pôle

d'ordre un aux points xi, i e { 1,.., k }; O'après le résultat 5) précédent, il existe une forme

d i f f é ren t i e l l eo  su rB te l l eque  o=pxp  e to  es t  àc ro i ssance  l en te .D 'ap rés  l e

théorème 3.4.5., il existe un 0 - courant D sur S1 unique tel que < D, 1 1= Q'

dB

Y

+æ

1- i l )+
0

+ æ

tI
0
""u"f *

3.5.7. THEOREME.
La dimension de

nuls sur les constantes
PREUVE.
Pour démontrer le théorème, on

3.5.8. LEMME [ 1] P. 251
Si S est une surface de Riemann

C-formes différentielles harmoniques sur S

I'espace vectoriel des 0- courants, su^r.Sl, qui Sont G -invariants et

es^ t  éga le  à  max  (  2g ,  2g+2k  -2 ) .

a besoin du lemme suivant.

1 )

Retour à la démonstration du théorème, pour cela on va envisager deux cas :

compacte à g anses, I'espace vectoriel des

est de dimension 2 g.

page 326 on [ 1 ], 10 - 5) P 264 et

formes différentielles sur B / G
2s+2k -2. On conclut donc que
dimension max (  2  8,2 g+2k-2) .

cas  où  k=0 .
D' après le lemme précédent,- les formes différentielles sur B/ G sont régulières et.

Oi-Ë-nrion de I'espace vectoriel engendré par ces formes est égale à 2 g. C' est aussi

dimension de I' eipace vectoriel dei 0 - courants sur 51, ceci d'après le théorème 3.4.6.

Cas  oùk>1 .

la
la
2)

D'après le théorème de Riemann - Roch : l2l,27c

10-111 p 267, la dimension de I'espace vectoriel des

uuuni au plus des pôles d'ordre un est égale à

l'êspace veôtoriel des distributions (0 - courants ) a pour

3.5.9. THEOREME.
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L'espace vectoriel des courants sur

fonctions harmoniques sur B/G dont

d'ordre un aux points xi, 1 ( i 3 k, sa

51 est isomorphe à I'espace vectoriel des

les différentielles admettant au plus un pôle

dimension est égale à max ( 1, k ).

PREUVE.
soit T un courant sur sl, d'après la proposition 3.4.3., on peut lui associer une

fonction harmonique " Q " sur B, à croissance lente et cette correspondance est un

isomorphisme. La différentielle " dO " de " 0 " est une forme harmonique sur B à

croissance lente. Comme p* est un isomorphisme, il existe une forme différentielle dy

sur B / G, ayant au plus un pôle d'ordre un aux points x1 1 < i < k' La réciproque se

démontre facilement en remontant la démonstration précédente. La dimension de cet espace

dépend de la valeur de k; en effet,
-  S l  k  =  0 ,  d ' ap rès  [ 1 ] ,TH10 -16 )  p271 ,  d im= t '
-  S i  k  =  1 ,  d ' ap rès  [ 1 ] ,  TH10 -16 )p27 re tp272 ,  d im=2 '

-  S i  k>2 ,  d 'aPrès  [3 ] ,  d im  =  k .
On conclut donc lu"'tu'aitn"nsion de I'espace vectoriel des courants est égale à max (1,k )'

3.6. FERMETURE DE G ( A* ( 51) ) : ETUDE D',UN EXEMPLE'

On sait que Hs( G, O) est égal à I'espace Ç) quotienté par G(Q ). On munit Ho (G, Q )

de la topologie quotient qui n 'est pas nécessairement séparée car G( Q ) n' est pas en

général fermé dans o conlme le montre I'exemple suivant.

3.6.]. EXEMPLE.
supposons que G est le groupe engendré par la rotation Rg( x ) = x + 0, on

suppose0 irrationnelle. D'après 17 l,  l 'adhérence de G(O) est de codimension 1'

Comme la mesure de Lebesgue est G - invariante et est nulle sur I' adhérence de G ( Q ),

les 0 - courants et les courants sur S1 sont des multiples de cette mesure. L'espace

vectoriel des 0- courants et celui des courants ont chacun sa dimension égale à 1. Ils

sont donc isomorphes à C. 
zn 2n

f  e c-1sI ,  c)  te l le qu. 
Jf  

= o =Jar = o.
00

D,après le théorème de Hahn - Banach et le théorème 3.2.2., il existe une suite ctn

dans G( O ) telle que

n-ry1- 
0n = f, Pour la C-- toPologie'

Supposons maintenant que 0 vérifie une condition diophantienne
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( Si e ne vérifie pas cette condition,

démontre qu' i l  existe g. C- ( 51, R

f  ( c r ,P ) .  R* '  te l  que  V(m,n ; .Û ' l * ' ,  l rne+n l>
(  t  +m2)F

on dit que e est un nombre de Liouville )' On

) telle que

f  =  go  Re -  g .

(Ce résultat sera démontré dans la dernière partie )'

si e est un nombre de Liouville, g n' existe pas toujours ( voir thèse de Hermann

sur 1a conjugaison différentiable des difféomorphismes du cercle )' Ho( G,Coo ( 51' R ) )

n'est pas nécessairement séparé. Un raisonnement analogue sur Ç) conduit à la non

séparabilité de Ho ( G, O ).

3.7. ETUDE D' UN CAS PARTICaLIER DE Hs ( G' {2 )'

Dans toute la suite, on suppose que G est engendré paf un difféomorphisme g qui

est hyperbolique, admettant 
-d"o* 

points fixes x+ et x-, I 'un est attractif' l'autre est

répulsif.

3.7.1. LEMME

Soit U un
Pour

À e LK* tel que

PREUVE.
So i t  K  un  compac t ,KcUe t  0eK ,

I f( l.nx ) | = î,n I x | | Df (l,n

Du dernier terme de cette inégahtê,

ment convergente et que sa limite
on démontre que cette fonction est

3.7.2. PROPOSITION

d'après le théorème des accroissements finis on a

x)  |  < l ,n  I  x  l .  Supr l  D f  l<  a  In ,  a .  R l  .

on en déduit que la série I t ( Àn ̂  ) est uniformé-
0

est dérivable. Par un raisonnement par récurrence'
de classe C-.

intervalle ouvert de [R contenant zéto,et f e C-(U' R ) nulle en 0'

0 < l, < 1, la fonction définie pour tout x e U par

+æ

)  
r (Àn* )  es t  de  c lasse  C- .

0
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On suppose  que  lDg(x+) l  = I> t  e t  lDg(x_) l -p<1 .So i t  q .C- (51 , [R) ,  l es
deux propriétés suivantes sont équivalentes:
1 ) lV€C- (S l ,R ; te l  que  q=V-Vog e r  V(x+)=V(x_) .

+ æ
2)  q(x+)=g(x- )=0 er  >g(gn(x) )=0,  Vxe S1.

On peut même donner la forme explicite de y :

t{
V(€)=Ls(en(x)) .

0
PREUVE.

supposons que g = V - V o g, comme x* et x_ sont des points fixes pour le

difféomorphisme g,on a bien <p(x+) = g(x- )=0. I l  reste à prouver que
+ æ

)  q (gn (x ) )  =0 .a
En e f fe t ,  comme g=V-Vog ,on  a  donc  gogn  =Vogn-Vogn+ l .  S '  on  remp lace
cette égalité dans la série

t{
) -+  (g"  (x ) )  ( * )

on obtient l' égalitéroru*,]

+ æ  + æ  + æ
s r -s
) .o(sn(*) )=> q(sn(x))  + \  q(s-n(x)  ) .

cette oe"ornpJrition a bien un l"nr. Bn 
"n 

t, 

1

pour  nJ *æet  pou r  t ou t  xe  S1 ,  gn (x )  t end  ve rs  g (x * )  e t  g -n (x )  t end  ve rs  g (x_ ) .
Montrons que cette convergence a lieu pour la C- -topologie. Pour cela, considèrons
un chemin

T :  [ 0 ,  1 ]  -+S l .

So i t t l  e [0 ,  1 ]  t e l  que  y ( t r )=x+  e t  ca l cu lons  l e  déve loppemen t l im i té  de  l a

fonc t i on  @:  t  -+O( t  )  =  g  o  gn  oy  ( t )  de  [0 ,  1 ]  dans  [R .  On  a

O( t  )  -  O ( t r )  =  ( r - t r ) .Dg (gnoT ) .Dgn (y ) .Dy ( t r )  +  o I t - t r l ) .
On sait par hypothèse que
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lDgnoT( t r )  l <  ^ . n ,

s i  onchois i t  o( l t - t r l )< l /n2,  on obt ient  la  majorat ion su ivante

I  gognoy ( t ) l <  l . n  +  l / n2 .

Le second membre est le terme général d'une série convergente, d'après le lemme

précédent, la série de terme gênéral qognoY(t) est convergente pour la C--
topologie, ce qui prouve que la série suivante

+æ

F t(gn(^)) est convergente pour la C--topologie.
/-r '
0

La démonstration est analogue pour la deuxième série.

+æ
I l  reste à prouver  que 

)  O(gn(*) )  = 0.  En ef fe t ,

considérons les suites U*it VN définies paf

N  - l

u*=)q (gn)  e t  v *
- N

On démontre fac i lement  que UN = V -  {ogN+t  et  VN = Vog-N -  V,en
additionnant Up et Vp, on obtient

+N
u* *  vN  =  

)  o (gn )=vog - *  - vogN* l ,  e t
- N

+ æ
s'r

* lT_ 
(uN *  v*  )  = 

à 
q(  gn l *g* !vos-N-\ rosN*1)= v(x+)-v(x-)=0.

s
Réciproquement,supposons que q(x+)=q(x-)=0 et ).VoBn=0 et montrons qu'i l  existe

V. C-(Sl ,R) te l le que e = V -  \ rog.En " f f " t ,  
, l  on pose

+ æ

Vxesl  ,v(* )=Iqogn(x) ,
0
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alors V répond bien à la question car cette série est C-- convergente d ' après ce

qui précède ; on vérifie que V est solution. E1_effet, 
+ æ

on a  b ien  V(x+)=V(x - )=0  e t  V -VoT = I *ogn- )Oogn=g.
01

3.7.3, PROPOSITION.
Soit g un difféomorphisme de Sl qui vérifie les mêmes hypothèses que celles de la

proposition précédente et soit {D e O, les deux propriètés suivantes sont équivalentes :

1 )  3ae  Q(S l )  /  a ( x+ )  
; _o ( * - )  

e t  (D  =  c r  - g * (D ,

2)  a(x+)=ro(x- )  =0 e t  >g*ntD=0.

lrîu"uÏË;"-nosition *utoru" 

-u 

tu précédente montre que

+ N

! n- n(,)  = g* 
-N 

co - r*  
N+1, = (D o g-N.Dg-N - co o rN+l .prN+1

^LJ ë
- N

et

I  r rT  NTr t  
+æ

pour  xc  s l  ,  * t ,S*g*(x)  
=x+ 

" rNry* - r * * t (x )  
=x-  oonc )  g*n{D=0

et  r r r (x+)= o l (x - )=0.

Réciproquement ,  supposons que o(x+)= co(x-)= 0 et  2n.Zg*n(D =0.  Posons
+æ

"=)g*n (ù ,  
ce t te  sé r ie  es t  conve rgen te  ca r  l l  g *ncD l l  < l , n l l t l l .Onvé r i f i ea i sé -

0

men t  que  c r ( x+ )  =c r ( x - )  e t  61 )=C t  - g *1n .

3.7.4. COROLLAIRE.
1) G( C-( 51, R )) est fermé dans C" ( 51, R).

2) G(Q ) est fermé dans O- 1S1 ;.

PREUVE.

Considérons une suite qn dans G( C-( 51, R)) convergente vers I pour la C--

topologie, comme on a pour tout m e [N,

9 - ( x4 )=Q- (x - )=o

on a encore
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g(x+)  =9(x - )=0 ,

de plus, on a

-41- 9*0g = q0g pour la C-- topologie,

on a donc

D'après la proposit ion 3.7.2., i l  existe V . C-(Sl, R ) tel le que V(x+) = V(x-)

e t  q=V-Vog ,G(C- (S t ,R ) )es t  donc fe rmé .La  f e rme tu re  de  G(O)  se
démontre de la même facon.

3.7.5. CONCLUSION.
En général,Il est difficile d'expliciter le groupe d'homologie Ho ( G, O ) où G est le

groupe des difféomorphismes du cercle qui conservent I'orientation et O I'ensemble

des formes différentielles sur Sl. Cependant pour qu'une forme différentielle ro définisse

un élément non nul de Ho( G, O), il suffit par exemple que I'intégrale sur 51 de ol
soit non nulle. Les formes différentielles sur 51 qui ne sont pas exactes définissent

des éléments non nuls de Ho( G, Q).

* * *

+@ ree t t=

I -o *'=à (-ry*- e,o)osn =-ry*- | 1<l-oenl 
= e.
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INTRODUCTION

utilisées antérieurement. Dans

à coefficients dans C)- 15t
à coefficients dans le module

cette partie, on étudie le

) et le deuxième groupe

trivial R. On démontre que

Hl (  c,O) = {  I  t tuo(so-I)  te l  que >\ . (e*c,r-o) =0 } ,
k=1 k=l

s
H2(G,  R)= . {  t .  

l ( r ,n ) (g - I )ac (h - I ) ,À ( r ,n )=0  
sau f  pour  un  nombre

(e ,  h  )e  G ' - '  
'

? s'r
f i n i  (g ,h )  e  G ' te l  que  L  LG,n) [h* (g - I ) - (g - l ) ]=0 ] .

(g,h )e G

L'étude de ces deux groupes est liée à la résolution de l'équation en V:

e  =Vog -V  où  q  .  C - (51 ,R  )  e t  ge  D i f f a - (S1  )  son t  données .

Dans le chapitre IV, on définit le nombre de rotations d'un difféomorphisme de Sl
puis son ergocité, sa conjugaison à une rotation et les nombres diophantiens. Toutes

ces notions sont nécessaires pour discuter et prouver I'existence d'une solution V. On
énonce quelques théorèmes fondamentaux liés à ces définitions sur la conjuguaison des
difféomorphismes et sur la différentiabilité des difféomorphismes de conjuguaison.

Dans le chapitrev, on étudie l'équation en V: q-Vof -V, en particulier I'existence

de solutions v et les conditions d'unicité et de différentiabilité de ces solutions.

Dans le chapitre VI, en utilisant les résultats des chapitres IV et V, on explicite les

éléments du groupe Ht ( G, Q-1St; ) et on donne une méthode de construction de ces
éléments.

Dans le chapitre vII, on étudie le groupe d'homologie H2 ( G, R ) isomorphe au
groupe Ht ( G,IG ) et on donne une méthode de construction de certains éléments de ce
groupe.

Le chapitre vltt est consacré essentiellement à la démonstration de la non trivialité

des deux groupes Hr ( G, Q- 1 Sl ; ; et H2 ( G, R ).
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CHAPITRE IV

CLASSIFICATIoN ET CoNJUcUAISoN DES ELEMENTS DE Diff+-( Sl)

4.1. NOTATIONS.

Sr = R lznZ.
pt 1 5t; = {f e Diffk (R ) tel que f - Ip estZ- périodique }.

Dans toute la suite, les élèments de Dk( 51) seront écrits en caractères cursifs.

4.2. TOPOLOGIE SUR C* ( 51' IR ).

4.2.T. DEFINITION.

On appelle Ck -topologie,la topologie définie sur gk 1 51, R ) associée à la métrique
dp définie par

q.Ck(  51,R) ,  lQ ls= max5t lq l ,

lo  l .u  =  l .p  lo  + lDg16 + lD2rp le+. . . . . . . . . . .+ lDk<ple ,

(<p,V)  .  (Ck(s l ,R ) )2 ,  dr (q ,V)  =  |  o -  V l .n .

On munit C-( 51, R, ) de la topologie limite projective des topologies Ck, k e ['{.

4.2.2.REMARQUE.
Les éléments de C7k 1R, R ; s'identifient à ceux de Ck ( 51, R ) pour la çk -

topologie, pour tout k e [N= [1 u {"" 1.

4.3. TRANSLATION DANS R

4.3.]. DEFINITION,
Pour ce [R,On appelle translation de R, I' application Ro: R *-[R définie par

Vxe  [R ,  Ro (  x  )  =  x+c r .

4.3.2. REMARQUE.

L 'ensemb le {Ro ,  o€ [R ]  es t  i nc l usdans  Dk (S1  ) ,  VkeN

4.3,3, LEMME.

L 'ensemb le  {RO,pez }  es t  l e  cen t ra l i sa teu r  du  g roupe  pk1$ l ) ,VkeN .

PREUVE.
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Considérons -f . Dk( 51 ), il existe g: [R '--> R',2-pénodique, telle que f =1 + 9.

Supposons, en outre, que f soit un élément du centralisateur de pk 1 5l ). / doit

commuter avec tous les Ro, ae [R \Q. Ceci se traduit par

V  xe  R ,  ( 1+g )oRs (x )  =  Ra  o ( I+q  ) ( x ) ,

<+  x+  o (  +  qoRs (x )  =  x+9 (x )  +Cr ,

(+  goRa  ( x )  =q (x ) ,

<+  QoRu  
-  

9 .

On en déduit que pour tout n dans Z, rp o RnCr+m - <p. Comme cr e [R \ (D,l'ensemble

{  na+r r r , ( f l ,  m)e22}  es t  dense  dans  [R ,  on  conc lu t  que  9=c !e  e t  f  = I+c  =Rc .  Pour

prouver que ceZ, 1l suffit de commuterR, avec I'application h: [R '- [R, définie par

h(x)  = x+( I l2n)s in2æx.  On about i t  a ins i  à  l 'égal i té  su ivante

Vxe [R ,  s i n2n (x+c )=s in2æx  =  c=P  eZe t  R r=Rr .

Donc le  centra l isateur  de Dk (Sl  )  est  {  Rp,p.Z l .

4.3.4. DEFINITION.

On définit le groupe Diff+k ( Sl ), k e [N, par

D i f f +k  (S1  )=  Pk1$ l )  I  {  R ,  Pe  Z } .

4.3.5. REMARQUE.
pk 1 51 ) est le revêtement universel de Diff+k ( 51 ). Si / e pk 1 Sl ), on note par

f l'élément correspondant dans Diff** 1 Sl ), par Ro celui de Ro.

4.4. NOMBRE DE ROTATIONS.

4.4.]. PROPOSITION.

S i /appar t i en t  à  Dk (51  ) , ke lN ,  l a  su i te ( /4 - I ) / n  conve rge  un i fo rmémen tve rs

une fonction constante notée P ç ).

PREUVE.

Pour /e Dk(51 ) ,  i l  ex is te,  par  déf in i t ion, tp .Czk(R,R )  te l le  que. f  = I*Q,  posons

Vn=fn -I, Vn, R -+R est Z-périodique. Ainsi pour étudier la convergence de (f"- I)/n
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il suffit de l'étudier sur [ 0, 1[. Pour cela, soit xyx2 dans [0, 1[ tels Que x1 1x2 1 x1 +1.
Comme / est croissante, f n est aussi croissante, on a donc

f " ( x t )  <  f " (  x z )  <  f n  (  x1 )+  1 ,

d'où

posons

0 <f "  (xz)  -  f "  (xù  <  I ,

En  =  E (  V " (0 ) ) ,  on  a  En  (  Vn (O)  <  En  + l

il en résulte que pour tout x dans [0, 1[,

lv , (x) -En |  < lv" (x) -yn(0) l  * lv , (0)+Enl<2,

ainsi on a

V, , (x  )  /  n  -  ( f "  ( x )  - x  )  |  n  e  l (En-2 )  |  n , (En+2)  /  n l ,

or

l rnt(*)  = fnp (x)- I ,  pour tout  p dans [N,

=  fn  ( fn (p ' t ) )  (x )  =  fn (p-L)  (x )  +  ,vn( f " (p - t ) )  ( * ) ,  car  vn+I  =  f  n '

Comme

f  " (p- t )  (x)  =f  " ( f  " (p-2))=7n(p-2)  (x)  + Vn( f  "@'2))  6) ,

Par un raisonnement par récurrence,n_orn montre. gue

\-r nI

Vnn(x) = 
LVn (/ (x)).
i=0

En divisant les deux membres par flp, on a

Vno (x )  1  
P - l

np - rp  s^vn ( f " ' (x ) ) ,
i = 0

,  o-J vn( , f ' ' ( * ) )=F,à n '
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D'où ,  Vnp (x ) /  np  .  [ (En  -2 ) / n ,  (En+2 ) /n l .

Les entiers n et p jouant un rôle symétrique, on démontre de même que

Vnn(x) / nP e [ ( Ep- 2) | P, (Ep-2) /P ],

donc  tous  l es  i n te rva l l es  In  qu i  son t  de  l a  f o rme [ (En-2 ) ln , (En+2) /n ]  se

recoupent deux à deux. Pour n94oo, 10 diamètre ô ( In ) de In tend vers zéro, [R

est complet il existe un seul point commun à tous les In, c'est donc le nombre

pff ) de rotations de f

4.4.2. DEFINITION.

Soit / . Dk(Sl ),k . [N, on appelle nombre de rotations de f (noté P("f )), la

limite pour la convergence uniforme de la suite (f " 
- I) /n, pour n + +æ.

I1 est  fac i le  devoi r  que p ( f  oRr)=p+ p( f  ) ,  Vp.  Z.  p( f )  est  a ins i  déf in i  mudulo Z.

4,4,3, COROLLAIRE.

L 'app l i ca t i on  p :Dk (51  )+R  qu ià f  -+p ( f  )  es t  con t i nue .

PREUVE.
Les applications (f " 

-I) ln sont continues, elles convergent uniformément vers p (/)

donc p est continue.

4.4.4. DEFIITION.
Soient 7e Ot (St) et f l'élément correspondant dans Diff+k ( Sl ). On dit q1lrte T

est ergodique si I'ensemble {fn ( x ), n e Z } est partout dense dans S1, pour tout x

dans [R.

4.4.5. DEFINITION.
i ) Soir -f = Dk( Sl), k. [N, on dit que ,f est Cn - conjugué à R., dans pk1 S1;, où

OSn<k ,  s ' i l  ex i s te  g  e  Dn  (S l )  t e l l e  que

f  =  g -1  oRoog  (p ( / )=a ) .

i i ) f  eD i f f+k  (S l )  es t  Cn-con jugué  à  Ro , ,0Sn<k ,  dans  D i f f *n (S l )  s ' i l  ex i s teun

élément ge Diff*n(51 ) telle que

f = g-1 o Rcr'o g, Ro' est une rotation de 51'
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On montrera un peu plus loin que les définitions i) et ii) sont équivalentes.

4.4.6. REMARQUES.

i ) Si Rcr' est l'élément de Diff+-( 51) correpondant à Ro dans D-( Sl) alors o('= o(,

modrilo Z. .
i i ) La  c l asse  de ( f og )= f  og .

i i i )  S i  f  =  g dans Di f f * - (S l )  -  p( f  )= P(g) ,  moduloZ,  où f  e t  g  sont  les é lé-

ments correspondants à f et S dans D(St).

PREUVE
i )La  c l asse  de (Ro )= {RaoRp ,p .Z  }= {Ru*p ,pe  Z  }=  Rc r ' où  c t ' =o ,modu lo

z.

i i ) fog=  { f  osoRp,  peZ l  =  {  foRqoBo Rp-q ,  (p ,q ) .22  }=  f  og .

i i i ) f  =g  (+  f  =goRp,pez  e f=g+p  =p( f  )=P(S)+P,on  en

dédu i t  que  p ( f  )  =P(g ) ,  modu loZ .

4.5. CONJUGAISON DES DIFFEOMORPHISMES DE R, ET DE 51.

4.5.], PROPOSITION.

S i / e p k 1 5 1  )  e s t  C n - c o n j u g u é  ù  R o , O < n (  k , d a n s  p n 1 5 1  )  a l o r s  f  e s t  C n -

con jugué à  Ro dans  D i f f *n  (51)  c 'es t  à  d i re  s i  . f  
-  g - l  oRoog a lo rs f  =g- loRçpog,où

ge Diff*-( Sl) est l'élément correspond à g dans D(Sl).

PREUVE.
Ceci découle de la remarque 1.4.6., ii ) et du fait que classe ( S-1 ) = g -1.

4.5.2. THEOREME ( Herman [9] ).

Pour /e pl 1 St ), il y a équivalence entre

a)/ est Cl - conjugué à Ro

b) Hr (T )  =Supn= 2l  Dfnls et  P (" f )  = cr .

PREUVE.

a ) = b ) .

Supposons que ge pk1$1 ) soi t  l 'é lément qui conjugue/ àRo. C'est à dire
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que l ' on  a  f  =g - l oRoog .L ' app l i ca t i on : t+  r y r ( t ) =  D (S -1  oRTog )  de  [R  dans  [R  es t

périodique de période 1. En effet,

l (S -1  oRt+p  og )=DS- I  (  g+ t+p ) .Dg  =DS- t ( t+g ) .Dg  =D(8 -1  oR1o8) ,  \ r ,  es t  con t i nue

car l'application: t,--> g-I oR1og de R dans [R est de classe Cl.

f  =  g - l oRn  oge t  D f l  =DG-L  oRnToB)=D  ( l - l oR r ro8 )=  D (g - I  oRn t ' og ) ,  où  11 '=  n t ,

moduloZ. Comme nt' e [0, 1], I'adhérence de I'ensemble

ID (S - l oRn t , og  ) , neZ l

es t  compac te ,donc  Supn .Z lD f l  l <+ - .  I l  es t  f ac i l e  devo i r  quep ( f  )=a .

b )=a ) .

Supposons  que  Hr ( / )=Supn .V lO f "  l .  *oo  e t  P  U)  =G,  mon t rons  qu ' i l  ex i s te  un

élément g e O1 ( S1 ) telle que "f 
= 8-I o Roo g. En effet,

si p(,f  ) =p/qe (0, D'après t l  I  ch.I l ,paragraphe6,i l  suff i t  de prouver que f a =Rp. On

va raisonner par I 'absurde. En effet,

supposons que fa +Rp.I l  existe un intervalle I=[xl,x2), x1*x2 et Vxe I, ona les

deux relations suivantes :

f q ( x )  - x -p  *0 ,

f q ( x ) -Rp (x )  =0  pou r  x  =X l  ou  x=xz .

La famille {T",n.Z } est relativement compacte sur I, elle est donc uniformément

équicontinue ( en fait il existe une sous suite uniformément équicontinue ), de même pour

l a  f am i l l e { f l q -  np ,ne  } .  s i  ( / 4 -p ) ( x )  - x  <  0  <+  ( f s -  p ) ( x )<  x ,  d ' ap rés

I'uniforme équicontinuité et le fait que f"q - nP = ( fs-p)n, on a

l imn-4-( f "q-  np Xx)  = x1

et
lim1-ea- (T"q - np ) ( x2 ) = xz.

La limite simple n'étant pas continue donc la suite (f "q 
-np ) n'est pas équicontinue, d'où

I'absurdité. L'autre cas où (fq-pXx) >x conduit à la même absurdité. On conclut

que fa =Ro et d'après[9],chII-6,i1 existe g dans po15l; tel le que f=g-loRsog- Si on

choisit 

-, gs=+ I, r'-'t,,
i=()
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on vo i t  que  Dg =  Ios iSqDf i lq>  0  donc  ge  u l  1S l ;  e t  f  -  g ' t  oRoyqoB.

Si  p ( f  )  =cre R \(D, posons K= Supn. 7 lOf"  lo,  on a la relat ion

Ynez ,  1 /K  <  D f "< r  ca l  D f -n  ç7n)  =  1 /Ofn '

On en tire que Supnez I LogD/n lo. Co--" on a

n-1

LogDf
i=0

d'après [ 1] et [11], f est ergodique sur 51 et il existeg: Sl + R continue telle que

LogDf  =  qo f  - g  ( * ) .

Pourtout c dans [R, g+c est aussi solution de l'équation ( * ), on peut donc choisir

ce [R tel que

1x

[.9{^l*t o* er posons h(x) = [.*t*l 
*t 

d*.
JJ

On véri f ie que h e Dl 1Sl; ,Dhof .Df =Dh,hof -R4;,h et /  est Cl-conjugué àRa.

4.6. DIFFERENTIABILITE DES DIFFEOMORPHISMES DE COJUGAISON.

Pour /e pk 1 51 ), soit Hn (,f ) = SuPp . Zl of p l.n (+.2.r.;.

4.6.1.THEOREME t 1l

S i / epk151  ) ,  k . [N ,V  n (  k , p  ( f )  =c t ,  pou f  que /  so i t  Cn -con jugué  àRo i t

suffit que Hn ("f ) < +-.

PREUVE

Pour cr e [R\0, voir démonstration dans [9].

Nous démontrerons seulement le cas où p (/ ) = p/q. En effet, considérerons I' application

Sq ("f ) définie Par
q-1

sq (,r) =+ ) r /'-t Ë ).
id)

Montrons que V n ( k, Sq(/ ) € Dn ( 51 ), en effet,
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f =I+V èf2 = I+ry+ryo/, on démontre par un raisonnement par récurrence que

t  q-r  i - r  I
s=+l t . I( I+t \ ,0,f i  l -  P(q-t l' -qL 

="" A - l  2

Si on pose

- , " ,  l , ç , r i  - iP) )= l î ' ' r ,  -p (q- - l )s =sq(I)=n, 
?^(J ' - r  

q, ,= q 1I ' -  Z,
q-l i-l

=r+yo, où yo=I I* of i  - !+!
i=l j=0

On remarque que,Vn(k,g€ Dn15t). i l  reste à démontrer \ue gof =f og. En effet,

q-  I  q - l

I or =+ > 1v i+t-tË,=+ > (r i-ifrl+ l rtq-I),
i = 0  i = 0

d'aprés [ 1] ch. n, paragraphe 6, fa = po donc I-fs = p, par conséquent

i - l

f '=t*Ivo,f i .
j= l

Bof  =g+p /q=Ro7no7 e t  f  =8 - roRr4o8 .

* * *
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CHAPITRE V

ETUDE DE L 'EQUATION:<P =Vof -Y .

On se donne /e Dk ( 51 ), q e Ck ( Sl, R ), soit f l' élèment correspondant de f

dans Diff*k ( Sl ). On se propose de chercher V € çk 1 5l ), k > 0, telle que

g=Vof  _V.

5.1. THEOREME ( Denioy [17] page 81 ).

So i t / .  Dk(S l ,  k>2,  s i  p ( f )  =cx ,  €  R \Q a lo rs  f  es t  e rgod ique,  c 'es t  à  d i re

V xe  S1 I 'ensemble  O(x)  =  {  fn (x ) ,  neZ I  es t  par tou t  dense dans  51 .

5.2. ETUDE DE L'.UNICITE DE LA SOLaTION DE L',EQaATION.

5.2.1. PROPOSITION.

Soi t  f  e  D i f f *k (s l  ) , k>2 ,  s i  p ( f  )=0  eR lZ \Q lZ  e t  s i  I ' qua t ion  I  =v0 f  -v

admet une solution V e Ck ( Sl,R ), alors cette solution est unique à une constante prés.

PREUVE.

Supposons qu'il existe deux solutions V1 et yrr. On a la relation

(  Vr  -  Vz)  o fn  = Vr  -Vz.
Par un raisonnement par recurrence, on montre que

Y  neZ ,  (  V t -V2 )o fn  =  V r -Vz .

Comme f est de classe C2 et p1q e (RlZ)r(A tZ )'après le théorème 2.1.,{fx( x ), n e Z, xesrl

est dense dans 51, Vt- VZ est continue et constante sur un ensemble partout

dense, donc Vr - Vz 
- Cte sur 51.

5.3. C.N.S. SUR L'. EXISTENCE DE LA SOLUTION Ur.

5.3.]. PROPOSITION.

So i t  <pe  C - (S l ,  R  ) ,  p l q€  0 , (p ,q )=1  e t  [ *=O , l ' équa t i on  en  V :

,"

g=VoRp lq  _  V

admet des solutions siet seulement si pour tout k dansqZ, ô(t )=0, oùles Ôtt l
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sont les coefficients de Fourier de <p d'ordre k.

PREI-IVE.

Si y existe, on a l'égalité suivante

s  ^  
- i2nk ( *+ i )  -

Lv (k )e  
o ' - )  

û r r . l  
" - t2nk" t '  {O( t ;e - i zn tx .

k e Z  k e Z  k e Z

Soit alors

sr ^ -iZr*L

> û(k) ( e'-'- ' 
q - I ) e-i2lftx

keZ  keZ

en identifiant, pour tout k entier relatif, on obtient

-t2nkL

û ( t )  ( "  
q  -  1  )  =  ô ( t ) .

comme on a v k e qZ, (.-r2nkplq- 1 ) = 0 ceci implique ip f t  ) = 0, d'où la

nécessité de la condition.

La condi t ion est  suf f isante.  Soi t  q .  C-(Sl , [R;  e l le  que ô(k)=0 pour  k=f lq ,  n  e Û1.

Considérons I'application V définie par

. . . , - . \  S  ô t t l  
" - i 2nkxv(x)=L - .  

,  p  ,
utz lu*nq -iznk!

I  - e  
q

D'où ry est solution de l 'équation <p = VoRp/q-V(Rp7n est une rotation de 51 ).
Montrons que cette écriture a un sens. En effet, il suffit de prouver que la série

définissant ry est convergente. Comme on a

rô ( t< ) t  .  
t ô t t < l t  1 .+n

-DnkL 
-  

i ' k *nq 'nez '
l l - e  

q l  q

Posons  l l kp /q l l  = In f - .  Z l kp lq+mg l  i l  es t  non  nu l  ca r  k *  nq .  So i t  mn  te l  que
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l l  kp /q l l  -ms  =  k  P /q ,

on  a  l s i n r ckp i  q  l =  l s i næ l l kp /q l l  cosmgTc  - s i nmsTc  cos  l l kp i  q l l  l =  I t i t tæ l l kp /q l l .

Pour  k  e Z,k+nq,n.  [N,  le  rée l  l l  kp i  q l l  prend les va leurs {  I /q ,  2 /q,3/q, . . ,q- l lq  } .
Ainsi sin ll k p / q ll prend un nombre fini de valeurs toutes non nulles. Si on

considère A =Infl<k< q-1 sin n llk p / q ll, on a

t0(k) t  ._Lrô61 r .
| 2sinn ll t{ rr I A

Le second membre est le terme d'une série convergente, donc la série qui définit V

est convergente et ty existe, ce qui achève la démonstration.

5.3.2. COROLIÀ,IRE.

So ien t  q€  C- (S l ,R  ) ,p /qe  Q ,  [ *=o  e t  ô (k )=0  pou r  tou t  k  dans  qZ .  I L  ex i s te

,"

V  e  C- (S l ,R ) , so lu t i on  de  1 'équa t i on  Q  =V  o  Rp /q -V .

PREUVE.
Soit

\ç.' ô r,f l "-enk:x .V= L v  t1_"- : ; tnor , r ,ke  Z  , k+qZ

Pour  tou t  en t i e r  na tu re ln ,  l knô f  t ) l l l 1 -e - i 2nkp lq1  ss1  l e  t e rme  gén&a l  d 'une

série convergente ce qui prouve que I'application V définie par

\ t r  t"ô(t)  
"- iznkxvr = 

L -'ntlkdo
kez,k+qz ( l -e  , - )

est  normalement  convergente '  orVt=Dn y,  donc pour  tout  ne [N,Ve Cn(s1 'R)

donc \1, € C"'( Sl, [R ).
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5.3.3. COROLLAIRE.

So ien t  q  €  C - (51 ,R ) , f e  D i f f * k (51  )  e t  f =g - l oRp /qog , J r t  gog -1  =0  a l o r s

l 'équat ion e=Vof-Vadmetdes so lut ions V.C-1Sl ,R;  s i  e tseulement  les coef f i -

cients de Fourier, d'ordrek, de gog-1 sont nuls pour tout kdans qZ.

PREUVE.

La condition est nécessaire. En effet, supposons qu 'il existe V. C-( 51, R ) telle que

g=Vo f_  V ,

ce qui est équivalent à

q=  Vo  g -1  o  Rp /qog  -  V ,

<â

qo  g -1  =  Vog-1  oRp /q -  r t ro  g -1 .

D'après la proposition2.3.t.,pour tout ke qZ, les coefficients de Fourier d'ordre k, de

qog-1, sont nuls.

La condition est suffisante. En effet,supposons que,pour toutk e qZ,les coefficientsde

Fourier, d'ordre k, sont nuls. D'après la proposition z.:.t., il existe V1 appartenant à

C-(S1,[R ) telle que

qo  g -1  =  V loRpTq-  V t ,

<+  qog -1  =V logo fog -1  -V l ,

<+  q  =  V togo f  - t y1og ,

<â  q=Vo f -V  où  V t=  V1og ,

Comme V1 e C- ( S1, R ) et g peut être choisie dans Diff*-( 51 ) alors V e C-( 51, R).

5.4. NOMBRE DE ROTATIONS DIOPHANTIEN.

5.4.1. DEFINITION.
On dit que cr e R satisfait à une condition diophantienne s'il existe e > 0 et une
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constante C>0 tels que

V(p ,q ) .  ZxZ* , |  s -p /q l>  C /q2+e  (on  peu t  cho is i rC=1) .

5.4.2. REMARQUE. [13], p.169, th.I98.
Le complémentaire dans R\Q des cr e qui satisfont à une condition diophantienne est

de mesure de Lebesgue, sur [R, nulle.

5.4,3. PROPOSITION.

Si f e Diff**(Sl) et f  =g-loRoog avec o( diophantien, soit q. C-(51, R ) tel le que
t -

J" tgog- l=0,  l 'équat ion g=Vof-V admet  une so lut ion V,  un ique à une constante

prés. r;.r est définie sur 51 à valeurs dans [R.

La démonstration de cette proposition nécessite quelques résultats qui seront 'énoncés

dans les deux lemmes qui vont suivre.

5.4,4. LEMME.

Pour  tout  Oe R \Q, i l  ex is teKdans [R** te l  que pour  tout  (p ,q)  dans ZxZ*,  on a

I  t - e - l znpo  |  <  K l l  pa l  où  i l pa  i l  =  I n f l n , n ;  l  po *q  l .

PREUVE.

I  t - " - tznpo l=  l tcos2æpcr-1)  + i (  s in2æpcr  l=  lz r inæpcr  I .
Soi t  qeZte l  que l l  pcr l l  =  PG- q + pcr= l l  pcr l l  +  q ,  a ins i

lz  .n  npc- l  = lzs in( rc l l  pa l l  +  np)  l=  |  z r inn l lpcr l l  l ,

conlme on sait que

V0e  l0 ,n /21 ,  20 ln  <  |  s i ne  |  <  TEO,

en prenant 0 = n ll p cr ll, on a donc

4 l l  pc r  l l  <  l z  s i n r l l pc r  l l  |  <2n2  l l pc r  l l ,

d'où si on choisit K> 2n2, on a bien

I  t - e - i znpo |  <K i l pc r i l .



63

5.4.5. LEMME.

Soit cr e [R si o(, est diophantien alors Ve'>Ê ( € est comme dans 2.4.1., la série de terme

général U1-Unl+e'll noll est convergente.

PREUVE.

Supposons ae R+(la démonstration est la même pour ct. R-). Pour pe [N, soit qe [}i
tel que

l lpcr  l l=  |  po-q  l=  p  I  c r -q lp  |  >  r  lp r+e.

or ,  l l l  p1  cr l l  - l lpzcr l l  l=  lp ra-9r -pzcr - rqz l ,
=  |  p r -pr l  |  

" -  
(qr  qz)  |  (p rpù. ,

>r /  (  lp , -p ,  l1* r .
S i  pr ,  pz ,p3nona l lpo l l  > l /n l+e s1 l l tp lo l l - l lp2cr l l  l>  | l (2n7r+e.
Considérons les intervalles Ik définis par

I k  =  t  k / ( 2n ) r+e ,  ( k+1  )  / ( 2n ; l +e  1 ,0<k  <  n -1 .

Chaque intervalle Ip contient au plus un élément ll p cr ll pour 0< p S n . Ainsi pour

1< k<n-l on a l lpcrl l  > k/(2n;1+e. ç"., nous permet d'avoir la majoration suivante
n  n - l

g-  =  t  , ,  I  , ,  (  (2n )1+e  t -L  <  z l+En l+e logn  <Kn l+€  logn .
.2  l l pa l l  

-  L tU- -
p=l 

' k=l

Considérons maintenant la somme

pou r  P=1  on  a  l l l l c r l l  =  51 ,

P=2  , ,  I 12 l+e ' l 2cx l l =  1121+e '  (  Sz -S t ) '

p=n_1  , ,  l l n r+e ' l l  ( n_ l  ) a l l  =  1 / ( n_ l  ) l +€ ' (Sn_ r -Sn_2 ) ,

p=n  , ,  l l n l +e ' l l  nC r l l  =  1111+e ' (Sn -Sn_ t ) .
En additionnant les premiers membres entre eux et les seconds membres entre eux,
on obtient

n 
"+ l' 1 - ----1-) , 1s"=Irh

p = l  " P u "  p = l  \ ^  
\ r ' - l  

)  n " "

partielle Ir=p<n 1 / pl+e' l l  p a l l,
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on sait que lim neoo ( 1 / nl+e'; Sn = 0 car Sn S 1ç n1+e log n, cofilme

( I  /  p r+e '  )  -  ( I  /  ( p+1 )1+e ' ;  =  I  /  p2+e ' ,
et

( I / pz+e '  )  Sp< ( IVp2+e ' ; . n1+e logp<  tK / (n l+e ' - e ) l  l ogp  <  K /p t+1  e ' - e ) / 2 .

C'est le terme général d' une série convergente et par conséquent la série de terme

général Un =1 1nl+t'll ncr ll est donc convergente.

5.4.6. LEMME.

Soient c[ e [R, u diophantien et g. C- ( 51, R) telle qu. Irt g = 0, alors l'équation

q = V o Rcr - V admet une solution ty, unique à une constante prés.

PREUVE.
On cherche les conditions d'existence de V. En utilisant les transformées de

Four ier ,  l 'équat ion e=VoRcr-V se t radui tpar

- iznpx 
=) û(p)( 

"- iznpo' 
_11 s- iznx.

pez

où ô (p) et û 0) sont les transformées de Fourier respectives de g et V . La transformée de

Fourier de V est définie par

s  
A '

v(x )  =  )  
" - i znpx

' - t "1e - t2æP0-1 ;
Pour démontrer que y existe, il suffit de prouver que la série définissant \t est
convergente. 

A .
En effet, considérons la suite Vp = 

l*f,T| , Vp . Z . Nous avons donc
(e  -  r  )

rvpr< "+##,
ceci est vrai d'après le lemme 5.4.5., A > 0. Comme q est de classe C-, donc à
partir d' un certain rang po, on a

)ôtnt.
pez
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Vp. Z,p2po,  rô(p) l<B.+,  ke [N,
l p  l '

on en déduit donc que

l vo  l .  A .B i  lp l t l lpa l l .

Soit koe [N tel que ko > 1+e' où r'>r>0 ( e provient de I cr-ptql>U qt*r). On
obtient la majoration suivante

l vn  |  .  1 / l p l k l l pa l l  <  r  / l p l  1+e ' l l pa l l .

D'après le lemme 5.4.5.,1a série de terme gén&al Vp est convergente . Donc V existe

et  est  so lut ion de l 'équat ion g=VoRa-V.V+ c est  auss i  so lut ion de l 'équat ion,

I'unicité de V provient du fait que Ro est ergodique.

Retour à la proposition 5.4.3.

S i  f  =g -1  oRoog  avec  o (  d i ophan t i en  ( c+ te>0 ,V (p ,Q)  e  ZxN , l o -p tq  l > t  l q2+e1 .
L 'équat ion

e=Vo f  -  V  =  Vo  g -1  oRo r  og -V ,

<+  qo8 - l=  V  og - l oRa -Vog -1 ,

<+  9 t=V toR6x -p ,  avec  91  =<pog -1  e tV t=Vog -1 .

Comme f est C*- conjuguée à Ro, on peut choisir g e Diff*- ( St ) ainsi g, est

dans C-(51, [R ), d'après le lemme 2.4.6.,Vt existe donc ty existe. L'unicité de y se

déduit de celle de Vt, ce qui achève la démonstration.

5.5. ETUDE DE LA DIFFERENTIABILITE DE LA SOLUTION DE W .

5.5.1.THEOREME.
Soi t  f  =B-1 oRooge Di f f * - (S1) ,où o est  d iophant ien et  geDi f f * - (S l ) .  Pour  tout

<peC- (S l ,  R )  avec  J r t qoB-1  =0 i l  ex i s t e  \ y :S l * t lR ,  de  c l asse  C - ,  un iqueà

une  cons tan te  p rès  te l l e  queq=Vo f -V ,V .
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PREUVE.
Unicité, supposons qu' il existe deux solutions Vt et y, de I 'équation 

I = V o f- V. on

a l'égalité suivante

g  =Vro f  -  V1  Yzo  f  -  t 41 t

(+  (  Vr -  V2)  o f  =  Vr -Vz.
D'où,  (Vr  - \ rz)ofn = Vl  -Yz,  V n e [N* .

D'après le théorème de Denjoy 4.5.2, f est ergodique, car o( e R\Q. Donc L'ensemble

{fn, n e Ût} est dense dans S1. Ceci implique gue Vt- V2 = Cte sur 51, donc V est

unique à une constante près.
Existence. Par un théorème vu précédement, on peut choisir g de la même classe de

différentiabilité que f telle que f=g-lo Rcrog et l'équation 9=Vof- V se traduit par

g=Vo  g -1  o  Roog  -  V ,

Câ  qog -1  =  Vog -1o  Ro -Vo  g -1 ,

(+  g t=V toRs -V t  avec  Q1=9og -1  e t  V1  = {og -1 .

D'après le lemme du paragraphe précédent, V1 existe donc ry existe. û, étant diophantien.

f e > 0, V ( p, q ) e ZxN, I o- p/q | > r / q2+e. Montrons que Vr est au moins de

classe Cl. En effet. on a

s A
v,(x)=I;ff iï"- ' l2rwx.

pez  (

Comme et = g o g-1, q et g Sont de classe C- donc <pt est de classe C- . Par

conséquent

Vne lN ,  l ô r (p ) l =o t *1 ,
p-'
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tô , (p ) t' l \ r  /  
<  K  K > o

I I _ e-i2npo I pn ll pa ll 
'

et

tpô ,  (p) r  
.  K

| | 
"-iznpo 

I 
pn llpa ll

Les séries de termes généraux respectifs :

TT -  K  <  K
"o  -  

pn  l l pa l l  
-  

n2+e ' l l  pa l l

\ /Kun  =  
p t  t l l po l l

11 en résulte que les séries suivantes sont normalement convergentes :

\ l /  (x)=Y 
ôt lP l  

" - iznPx' r  
, " "  ( l  - " - " too )

et

v, ( ̂ ) t 
t"t:,'J*'o 

. "-iznPx 
.

p.z  ( l -e  )

On en  dédu i t  gueVZ=DVr  e t  V leCn (S l ) ,Vne  [N  Donc  y r  e  C - (S r ) ,  i l  enes t

de même pour \y car V = Vl og et g peut être choisi dans Diff*-(Sl).

* * *
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CHAPITRE VI

CARACTERISATION DES ELEMENTS DE H1 ( G ' A )

6.1. NOTATIONS.
Dans toute la suite G = Diff*- ( Sl ).

À= {? ' , :G+ [R ,  Vg=G,^ , (g )=0  sau f  pou r  un  nombre f i n i  de  g ] .  Dans  t ou te  l a

suite À(g) sera noté ),"s.

Soir RG={ I 
^r.t ,Àe Â} l 'algebre unitaire du groupe G,oùl 'addit ion et la mult ipl ica-

g €  G

tion sont données Par

I^l '
g .  G  g € G  g . G

et

-  s  ^  s r  F  , n  ^  \(  >Àr.e) (  LIn.h ) = L(tre'Àr,) 'gh ) '
gec  heG g ,heG

Dans toute |a suite, un module sur [RG, sera appelé un G - module. Pour g € G et (D e

O ,so i t  g * (o )=cùog .A lo r sg * :o+ rooges tun  au tomorph i smedeÇ l  e t  I ' app l i ca t i on

qui à g - g* définit sur Ç) une structure de G-module à droite.

6.2. RAPPEL.

En identifiant I'ensemble des réels aux formes différentielles constantes I'action de

G sur [R est trivia]e et [R sera considéré cofirme un G - module trivial . Soit 0 I'application

de RG dans R définie Par

e') i . re +e()^rB)=I^,
g e c  g e c  g e c

l \ F ^  , f
le noyau de o est to = j LXtg I L-Àe 

= o

l ceG  
g€G

qui est un idéal de RG. C'est un [R-espa-

pace vectoriel, de base { g- I, g € G}. Donc
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s
Ker0= IG={ In . c l r (8 -1 ) ,À re  R  }e t  IG+ tRG-+ [R+0  ( * )  es t  une  su i te  exac te  de

G- modules.

6.2.1. REMARQUE.
RG étant un G-module projectif, la suite (x) est une résolution projective de R'

D'où,

To r lG (Q ,  R  )=  Ke r  {  i x  :  QOc IG-+  Q86 IRG=Ç)  ] '

où  i * [ ro6 (g -1 ) ]=g*co - ro .  IG  e t  RG son t  cons idé rés  des  G-modu les  àgauche

et Ç) un G-module à droite. Dans ce cas, le produit tensoriel est donc bien défnit'

6.2.2. PROPOSTTION .

TorlG ( O, R) est appelé le premier groupe d'homologie de G à coefficients dans

le  G -modu le  Ç )  =O-1S t ; ,  no té  H r (G ,  O )=H t (G ,  O - (S l ) )  e t  on  a

* \  S  ,  * . -  - - \  t
Hl  (G,Q)={ ) \ . toe(4- I )  te l  qÙe >k ' (  g* ro-o)=0} '

k=l k=l

où ape [R, gke G, tDle O- (  51 )  et  n e [N'

6.2.3. REMARQUE.

Si on identifie I'ensemble O-( 51 ) à C-( 51, [R) , on a

, $ s -...$
Hr (G,ç)-(  s '  ) )={)q. I t rO (su- l ) ]  =à t r l< loo (  e- l )  I  |  >1(9r.os 'Ds-Qo)=0]

k=1 k=l k=l

o ù  a k e  [ R , g t € G , q k . C - ( S l , R ) e t  n e  [ N '

6.3. CARACTERISATION DES ELEMENTS DE Ht ( G ' Q* ( Sl ) )'

6.3.L METHODE DE CALCUL D' ELEMETS DE Ht ( G ' A* 1St 11'

On se donne Et, EZ,.,.gn dans Diff** (S1) et on cherche Vl, V2,..,Vn dans C- ( 51, R )

telles que

n
\-'r
)  f  v . os . - \Y .  )  =k  où  ke  R .
L t " 1  " 1  ' J '

j=o

D'où, par dérivation, on a
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t l n sr

)  
o* ,o Bj .Dsj -  h l j :0  -  

Z 
Wi t (s , -  r )  G Hr (  G,  Q*(s l  )  ) '

fq i=l

Réc ip roquer ren r , so i r  o (e ) : l r og (0 ) .dg (0 ) - t | l ( e )de  un  é lémen t  de  G(Q) 'où  $  es t

une applicæion de Sl dans R et g e Hff** ( Sl ). Soit <o une primitive de Q.

Localement  on aF(0 )  :9og(  0 )  -  q(  0  )  e t  dF :or .

63.2. TT{EORE]ITE.

Soient f t,fz,., fn-l appartenant à Diff** ( Sl ) et {r1, N2,.., V,,-1 dans C* ( 51, IR ) il

ex is te foe Di f f ** (Sl )  e t  rPne C*(S1,R) te l les que
n

t  (  Dv,@ ( f . - I )  €  H,(G,  Q*(st ) ) .
t+lrr

PREUVE.
Soit I' applicæion F e C* ( Sl, R ) définie par

n

F: i (e jor i -e i )  où lesrp,  sont arbi t ra i rement chois ies dans C-(S1, R).

j = l

Posons F t=F-k  où  k= ls1  F(x )dx .  Nous avûf ls  év idemment l5 t  n t (x )dx=0 '  D 'aprés

la proposition 2.8.3. et si on choisit fn = Ra où Cl est un nombre diophantien, il existe

.Po e C"" ( 51, R, ) telle que

F l  =  rPooRc, -  t l ' o '

Par consâ1uenf,, on a

n - 1
s

), 
(.ll, o f. - rPi) a l,n o R., Qo = k-

-
l:r

En dérivant tous les terfires de cette égalité, on obtient

n - {

t  (W,o r ,  .Dr,-  D. i , , )=o -)  (uv,o(t ,  - t ) )  €Hr( G,Q*( st  ) ) '
t4. l r r ' ,=,
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o[ est diophantien et fn est conjuguée à R.r' Dans ce cas' on choisit 1= J F1o g-1 dx' et

on résoud l'équation en Vn

F1 =\1/nofn -Vn,

d'après la proposition 5.4'3., Vn existe' On en déduit que

Par dérivation, on obtient un élément de

+ Vnofn -  Vn = k .

Hl( G, Q) de la forme

n-rr|
) ' (  Dv ,  I  ( f , - I ) )  +DVno ( fn  - I  ) '
L / '  ' J  J
j=1

une difficulté subsiste néanmoins quant à la comparaison des deux éléments précéde-

ment calculés' ,(**

n-1

\ f  v .o f .  - v .
, / - r l  ' J  J  ' J

j=l
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CHAPITRE VII

CARACTERISATION DES ELEMENTS DE H2 ( G, R ).

RAPPEL ET NOTATION.

On considère comme un G -module trivial. On rappelle

sr
IG={  LLr (g - I )  où  I r=0  psu l  un  nombre  f in i  de  g  e t

g€G

que

I ^r=o ,
g .G

multiplie à

Àre R ) .

droite par 1-t- 1IG
ou

est

est un G -module à droite ou à gauche selon qu' on
h. Soit alors

h * (g - I )=  g  o  h - l -  6 -1

I'action induite par G à gauche sur IG et

h * (g - I )  =go  h  -h

est I'action induite par G à droite.

Comme [RG est  un G-module pro ject i f ,  on a Hn(G,RG;=Opour n>o et  Hg(G,RG)

est identique à R.

7.2. CARACTERISATION DES ELEMENTS DE H2 ( Dtn+* (51), R ).

7.2.1. RAPPEL.
Le deuxième groupe d'homologie de G = Diff+-( 51) à coefficients dans [R est iso-

morphe au premier groupe d'homologie du groupe G à coefficients dans le G-module

IG  i . e .Hz (G ,R)  =  H l (G ,  IG ) .

PREUVE.
Si on applique le foncteur H* ( G,. ) à la suite G-exacte

i<o
0  + IG  -+RG +R+  0

où  
s  s -q( L l ,s (s- I )  = LLr '

g € G c€G

On obtient la longue suite exacte d'homologie.
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. .+IJz( G, Rc )  - ->IJz( G, R) +H1 (  G,IG) +Hr (  G, RG )-+ Hr (  G,R )  -+Ho (  G, IG )

+Ho(G,RG)+Ho(G,R)+0 .

RGétant project i f ,on a Hn(G,RG)=0 pour n)1,d 'où I ' isomorphisme entre H2(G,RG)

e t  H1  (G,  IG) .

7.3. CALCIIL DES ELEMENTS DE H2 ( G, R ).

7.3.1, PROPOSITION.

Hr ( G,IG ) = Ker { ix : IG ScIG -+ IG }, où i* est donnée prr

i x [ (  g - I )A (  h - I ) ]=  h* (g - I ) -  (g - I )=goh- l  -6 - l  - (g - I ) ,  d 'où

s n nHr(G, rG)={> (e,-t)a(h:-I) />t {  ( t ,  - I)  -(e,J- l)  =0}
j  = l  j= l

PREUVE.
R la G-suite exacte

0 -+ IG -+ RG-+ R-+ 0.

si on applique le foncteur ... 8c IG, on obtient la suite exacte

o-+rorf( IG, IG ) +IG8o IG + R coolc + RG S.IG-+O.

Donc  on  a  H r  (G , IG )=Ke r {  i x  :  IG@6IG+ IG} .

7.3,2. COROLLAIRE.

H2(G,R )={  >  Àf r ,n l ( r - f  )Ac(h- I ) ,À , r ,nr=O sauf  pour  un nombre f in i (g ,h) .G2
(glr) e G

t .  ?" , ,  .  Ihx(g- I ) - (g- I ) ]  =o] .
Lt (s.h )  '

(g.h )e G 
'-

7.3.3. REMARQUE.

Soit g € D-( 5l ) le relèvement de g, à [R, au dessus de 51, il existe donc rye Cz* (R,R)

telle que g -I = V.La résolution de l'équation

I
g , h  e  G

I ( r ,n ) .  Ih "  (  g - I )  - (g - I ) ]  =0 ,
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est équivalente à la résolution de l'équation

\ - r - _ *

L l ,h . [h . \ ,  -V )=0 ,  où  Ves tà  dé te rminer '
h e  G

7.3.4. COROLLAIRE.
- s r

H2(G,  R)  =  {  >  \ . vn@ (  h - I ) ,  In=0  sau f  pour  un  nombre f in ide  h  e t te lque

h e  G
S * ,  1

L Ln. (h- .Vn-Vn)  =  0 ,  avec t . 'Vn e  D-(S '  )  ) .
h e  G

PREUVE.

Soitg - I+Vh, si on remplace y6 par(S-I) puis g par g son élément correspondant

dans Diff..,.-(51), on obtient les mêmes relations du corol1aire4.3.2.

7.3.5. PROPOSITION.

S o i e n t  V 1  e  C - 1  5 1 , R  )  e t  9 1  e  D i f f * - ( S 1 ) , 1  ( i ( n , t e l l e s  q u e  >  l < i < n ( V t o g i - V i )
soit nul. Alors il existe 

n

gv .=g ;  €  c ;G, [R) ,  te lque  t *g i€D* (s l )e t ) fg io8 r  -g ;  )=0 .
' |  

i = l
PREUVE.

Soi t  M= sup l< i<n I  ovt  I

Si M = 0, les Vt sont constantes et on peut choisir 9i = Vi.

Si M > 0, on divise l' égalité par 2M, on obtient

+ 't 1 ^

àufr- 
v,) o t, - ( 2Nr v, ) )=o'

Si on pose ei = ( | l2}r4) Vi, on a bien la relation demandée, i.e.

n
T
à '  

e i  o  8 i  -  e  )=o

où  e t .  CZ*  (R ,R )  ca r  V ie  C2*  (  R ,R  ) .  Pou r  mon t re r  que  I+g i  €  D - (S l )  i l

suffit de dériver ( I + qi ), en effet,
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D( I+9t  )  =  1  +  ( I lzM)Dvi

er comme I t  r l2M)Dy, |  < t ,  on a

D( I+g i )>0  ce  qu i  imp l i que  que  I+<p ,e  D - (S l ) .

7.3.6. REMARQUE
D'après le corollaire 4.3.4., on remarque que le calcul des éléments deH2( G, R )

se ramène à I'étude des sommes de la forme
n

\
L (V,o f ,  -  V , )  =  0 .
i=1

7.3.7. THEOREME.

Soient { f1, f2, . . . ,  fn-2 }  dans Dif f+- (  Sl  )  et  {  Vt,  V2,. . ,  Vn-2} dans C- (  Sl ,R ).  I l

existe fn-1, fn dans Diff*- 1 51 ; et Vn-t et Vn dans C- ( 51, R ) telle que

n

)  tv .of .  -  v . )  = o '
1'" '  

' i

PREUVE.
n-2
sr

Posons F  =  
L(  

t l l ,o  f i -  V i  ) .

i=1

Si F = 0, on prend yn_, = Vn = 0 et les conditions du théorème sont bien verifiées.

S i  F * 0 , s o i e n t k = J S 1  F ( x ) d x  e t  c r d a n s l R  d i o p h a n t i e n , s i k e s t  n u l , d ' a p r è s  l a

proposition 2.4.6. il existe gn-t dans C"'( 51, R ) telle que

F =  q n - l o R c r - Q n - t .

D'où
n-2
sr

F= L  
(V .o f ,  -  

\ )  
=  gn_ t  o  Rc ,  -gn_r .

i=l

Si on prend Vn_l = - gn-t. fn-t = Ro, Vr, = 0 et fn arbitraire, on a bien l'égalité

souhaitée. soit 
S
L(V,o f ,  -  V,  )  =0.
i=1



76

Supposons que k>0 ( le  cas oùk<O est  ident ique)  et  posons Ft=F-k,on remarque
I

déjà que Jrt Fr( * ) dx = 0. D'après la proposition 5.4.6.,11 existe grr_, appartent à

C-(S1,R ) telle que Fl = gn_l oRa - g1_1. On en déduit l'égaIité suivante
n - l
sr

L( \o f ,  
- \ )=K où  Vr ,_ l  = -gn_r " t fn_ r=Rc , ( .

i=1

Soient q dans C""(Sl,R) et g érgodique dans Diff*-(Sl) tel le que Jrrlqog-g)=k.

q  e t  gex i s ten t  t ou jou rs  ca r  I ' adhé rence  de  I ' ensemb le {gog -g ,q . .C - (S l ) }  es t  un

hyperp lan de C-(Sl , [R) .  D 'après la  proposi t ion 4.9.6.  e t  commeJsr(qog-g-k)=0,

i l  ex i s t e  V  dans  C - (S l ,R ; t e l l eque  qog -g+VoR* -V=k .Cec i  imp l i que  que
n - l

t
L l (V ,  o  f ,  -  t | r ,  )  +  ( -q )og  - ( -<p)  +  ( -v )oRcr - ( -V)=0 .
i=l

Donc si on pose

91= V1, 92=V2,..,9n-2= Vn-2, Qn-l = Vn-l - V, 91 = -9, fn-l  = Rg, fn = $, otr a bien le
résultat souhaité

n
sr

L(9,of , -e, )=0.
i{

7.3.8. COROLLAIRE.

Soient fy f2,., fn-t, fn dans Diff*- ( St ) où fn-t est ergodique et fn - Ro avec cr

diophantien, il existe g1,e2,..,gn_t, gn dans C-(51, R ) telle que
n n

I , * ,o f , - rp i ) ,  )  t f i - I ) s (h , - I )e  Hz(c ,R)  e t  I *e i=  h .eD* (51  ) ,
i = l  i = l

où lz i est le relèvement de hi.

PREUVE.

D'après le théorème 5.3.7., si on prend arbitrairement Vl, V2,..,{n_2 on peut construire

Vn-t, Vn telles que
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+
L(V,  of , - \ )=0.
i=1

soi tM-tupr< i<nlv i l  s ion d iv ise l 'égahté précédente par  M,  on obt ient

n
s l  ^ 1
L( Nrv,)  of i  -  ( rv,  )= o.
i=1

Onpose ,A lo r s ,  g i= (1 /M) . y r ,  l ( i ( n , on  vé r i f i ea i sémen t  queh i= I+p iappa r t i en t  à

D- 1 St; pour tout i dans { 1,.., n }. Par conséquent, si on remplace gt pur h;I et h i
par hi on a

Il 1
S s r
L (h , - I )o f i  -  (  h i  - I )  =  0  +  /  

( f , - I )8 (h r - I )e  H ,  (c ,  R  ) .
i= l  i=1

* * *
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CHAPITRE VIII

NON TRIVIALITE DE H1( G, e ) ET H2( G, R )

Dans ce dernier chapitre, on montre la non trivialité des groupes d'homologie
Ht(G, Q-1 St;; et H2 ( G, R), en construisant des éléments non nuls dans ces deux
groupes.

8.1. RAPPELS.
Ona

'SgHr(G, C)-(S'))= {  )ror(so-t ;  /  >(s[rou-ou )=0, gk€ G, rooe Ç)-(s '  )  ] .
k=l k=l

Les éléments { eg = I8 g, g € G} forment la base canonique du G -module RG Ac RG
qui est lui même isomorphe à RG(G) L'application V:ee-+\t(er)=B_r de RGAcRG
dans  IG  es t  I ' un ique  lRG-morph isme dé f i n i  pa r  r [ (agOg)=V(ag . Igg )=  ag (g_ I ) ,

[14 ] et [15]. \+/ est surjective. Dans toute la suite Q-1St; sera muni de sa structure
de G-module à droite. Soit

o : s+co  ( s )=  f ( s )ds  de  S l  +  Y , (R ,R )=R  e t  ge  G ,  on  a
g *  c , l  =  f  og (s ) . dg (s ) .

8.2. CONDITION DE NULLITE D'UN ELEMENT DE Q- ( 51) @6IG

8.2.], PROPOSITION.

Dans le G- module Ç)-1 st ) 8c IG, I 'élément 
I ,=u <n CIt @ (gr-I) est nul si et seule-

ment  s ' i l  ex is te  a ,1 ,a2 , . . . ,d^  dans  C)* (S l ) ,  aqe  RG,  1<k<n ,  1 ( j<m te ls  que

ns
L uo,  (eo- t )  =0,  V j  e  {  l ,  2 ,  . . . . ,  m }
k=l J

et
msr l r k=L  o i .uu , ,  Vke{ t ,  2 , . . . . . . . ,n } .

k = l  
-  J

PREUVE.

Le G - morphisme V : RGA6RG + IG défini ci -dessus est évidement surjectif d'où la
suite exacte

0+  Ke r r y -+  RGO.RG+ IG+0 .
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Si on tensorise à gauche par Ç)-151) au dessus de [RG, on obtient encore une suite
exacte à droite

..+ Ç)- ( sl ) o r"ry 9i e- ( sl ) @c ( R G oc nc ) 
t3v 

o- ( sl ) ao IG -+ 0.

Comme O-1S1 )  es t  unG-modu le  on  a  O- (S1  )O.RG=Ç)- (S1) .
On a la suite exacte

-- ,o-(  s l  )acrc.ryr9i  e-(sl  )  ac RGIryç)-(  s l  )  @oIG+ 0.

Ce qui est équivalent à

...-+o- ( sl ) @c Ke.y It o- ( sl )G 
try 

o- ( st ) oo IG + 0.

Un é lémen t  r r r= (og )g . ce  Q- (5 t ; (G ) -Ç ) - (S1 ;e6RG s ' éc r i t  de  f açon  un ique
sous la forme

o  8e  '
o o

car la famille { eg = I8 g, g e G} est une base canonique du G-module RG Ac RG.

Pour qu'un élément It, 8(g-I)e Q-(St)(o) soit nul il faut et il suffit que cet élément
g E G

appartienne à Ker(IAV), ainsi on a l'équivalence suivante

F  - .  / <  /  -  r \  s r

LrV6(Bt - I )=0 e  / rk8" ro= Ker( I8V) .
k=l k=l

Ceci est vrai d' après I ' exactitude à droite de la suite ci - dessus, on a donc

s ' r  
l= ) . ro ,Oe^  e Im( tg i ) ,L 'o6 

(  Br-  I .  .Lt  k s, .
k=l k=l ^

d '  où
n m

I ro t " ru= Ia,Oi(8,  ) ,  o j  e  o-(  sr  ) ,  i (  P j )  e  Keny,
k=l j=l

et

g € G
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n m

i (8,)= 
I  "J es, on a donc f  or o. = 

I" :(  I  ur '  "*,' J  
tA  

s  s  
A 

k  8 t  
j= r  -  

eeG

où les 
"j 

sont nuls sauf pour un nombre fini de g c G.

Si on identifie les deux égalités ci - dessus, on obtient

n m n m

Irot"ro= )t Io, ur' ,  oe'r = 
I( I- j  ukr )a.co

k=l  ^  geG j= l  -  ^  k= l  j= l  
'

et par suite

rn=Ioi ui.  et >"i (eu-t)=0.
j=l - 

k=l

8.3. NON TRMALITE DE Ht (  G, {2* ç SI 1

8.3.1. LEMME.

Soit c[, un nombre ergodique, s'il existe V : 51 +[R, continue, telle que V o Rcr- V = 0,

alors \y est constante.

PREUVE.

S i  V o R o  = V  a l o r s  t y o R n c r = V , V n e Z ,  c o f i l m e  { n c r ,  n e Z }  e s t  d e n s e  d a n s  S 1  e t

ty est continue donc V est constante.

8.3,2. THEOREME,

Le premier groupe d'homologie de G à coefficients dans C)-( S1 ) est non trivial.

Soi t  H l (c ,  o - lS t ) ) *  {0 } .

PREUVE.

S i  o n  i d e n t i f i e  S l  à  { z  e  C ,  I  l z l  = l  ) .

Soi t  c r r (z )= ,92  =1 ; .  
x9y -ydx  xdx+vdy '  1  ,  - -

12ni 
= 

zTc' * * >? 
- t 

ff i  
J= 2n ( rrr, -i. 'r)

la forme ræ(Il2n).a, n'est pas exacte et par un .ut.ot simple, on u Jrt t non nul. Par le

changement de cartes ( cos 2æt, sin 2æt ), co ( z ) = dt . Soit Rcr une rotation de Sl où

G est ergodique. L'élément dt8 (Ro-I) appart ient à Ut(G,ç)-(Sl )) et i l  est non
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nul. En effet,

r r r=d t  =  l . d t  e t  r r l oRs .dRo  -  1 .Ro .dRo  =  61  d 'où  Rox  d t  -d t  =  d t -d t=0  e t  pa r

dé f i n i t i on  de  H r (G ,O-1S t ; ; (  vo i r  s . l ) ) ,  d tA (Ro - I ) .H r (G ,  e ) - ( 51 ) ) .De  p l us  s i

dt A ( Ro - I ) = 0, d' après la proposition 8.2., il existe à1, à2,..., a- dans IRG tels que

( * )  a r . (Rs - I )=0 ,V  j  e  {  I , 2 , . . . . ,m }

et il existe ap a2,...., u,^ dans Q- 1 5t ) telles que

m

ot=)  0 ( , . .a . .

?, 
J J

nj

Alors si on pose a, = t. Àl . g,, la relation ( * ) s'écrit
J L t l - J

i=l

J J
. s " Js r J(  L  À:  .81)o Ro- (  LL; .8, )  =0.

i=l i=l

D' après le lemme 6.3.1, uj = Fj = Cte = *p, - t ,  V j  e { I ,2,.. . ,  m } et la relation

m m

dt=)c r j .a j  se  t radu i t  par  d t= I  ( *Ë ,o , -c rc r )  =0 ,
j = l  j = l  J

Si on intègre les deux membres sur [ 0, 1 ], on obtient

l m l

oÉl  = [0,  = t  l ' (Ro*.d, -0, )  = o,
J  - J  p ,  J  J
0  J = t O  J

d 'où lacon t rad i c t i on ,doncd tA (R6x - I ) es t  non  nu l  e tappa r t i en t  H r (G ,O-1S t ; ; .

8 .4.  NON TRMALITE DE H2 (  G,  R )

8.4.1. THEOREME.
R étant considéré comme un G-module trivial où G=Diff*-(Sl) alors le deuxième
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groupe d'homologie H2( G, R ) de G à coefficients dans [R est non nul.

PREUVE.

D' après la proposit ion 7.3.r.,1' élément ( Rr- I  ) I  ( Rcx- I ).  Hz( G,R) avec k+ 0

et o( ergodique. En effet,
(R t - I ) .Rc r - (R t - I )  =  Rk*o -Ro -R t  + I  =0 '

D ' après la proposition 5.2. et en remplaçant O- 1 St ) par IG, il existe â1, î2,"', àg

dans  RG e t  ( g r - I ) , ( gz - I ) , . . . . . , ( g - - I )  dans  IG  t e l s  que

a.  . (  Rcr - l )=0 ( * )  e t  Rt - l  =  I  (s r - t ) .u j ,  ( * * )

comme dans 6.4, les uj sont de la ff"! .  *8,-t,  Vje { 1,2,.. . ,m} et larelation(xt<)

se traduit par
m m m

R, -,=f,{r ,  - t) .(Rn -I)=I, t ,  oRo-Ru -8i  *r)=>t(s,- I)" \-(er-r ;1'
n  u r= r " t  P j  

F  
r  P i  P j  '  

ÉT  
'  P j  J

En intégrant les applications 9j = gj - I sur I= [ 0, 1 ], d' après 4.3.4. on obtient une

contradict ion et par suite ( Rr-I)A (Rcr -I) +0&est dans H2(G,R ).

* * *
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