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Introduction

Dans cette thése on étudie quelques problemes de stabilisation par retour d’état
pour certains systémes non linéaires.

On considére des systemes en temps continu décrits par des équations différentielles
de la forme

i(t) = F(a(t), u(t))
y(t) = h(z(2)

otz € R", u € R, y € RP. z(t) représente I'état du systeme a l'instant ¢, u et
y désignent respectivement le contréle et la sortie du systéme, et F' est un champ de
vecteurs défini sur IR", qu’on supposera complet. On suppose de plus que l'origine est
un point d’équilibre de (0.1).

(0.1)

Les problemes auquels on s’intéresse sont les suivants :

- Trouver un feedback u = u(z) tel que, I'origine soit un point d’équilibre globalement
asymptotiquement stable pour le systeme bouclé :

i(t) = F(z(t), u(z(t))

- Trouver un tel feedback u(z) stabilisant, ainsi qu’un observateur produisant une
estimation £(t) de I’état z(t), tel que le systeme bouclé par u(Z),

i(t) = F(2(t),u(3(2)))

soit globalement asymptotiquement stable a |'origine.

3



4 0. Introduction

Le premier chapitre est consacré & des rappels de définitions et résultats classiques
concernant la stabilisation pour les systemes controlés.

Dans le second chapitre on s’intéresse aux systémes non linéaires composés

{ j;:f(x,y) (0.2)

y=9(y,u)
oz € R\, y € R™, u € R” et f, g sont des champs de vecteurs de classe C*° tel
que f(0,0) = 0 et g(0,0) = 0. On donne des conditions suffisantes pour stabiliser
globalement des systémes non linéaires de la forme (0.2). On considere en particulier

une classe de systémes partiellement linéaires pour lesquels un feedback presque régulier
stabilisant est explicitement donné.

Dans le troisieme chapitre on considére les systemes de la forme

{ = Az + Bu + f(z,u) (0.3)

y=Cz

ott A, B et C sont des matrices constantes respectivement n x n, n X get p X n et
f=f1,fonf)l: R*"x RY — R"

un champ lipschitzien tel que f(0,0) = 0.

On montre que, sous des conditions sur la partie non linéaire de (0.3), on peut stabiliser
ces systémes au moyen d'un observateur. On donne en particulier une généralisation
d’un résultat de [47].

Le dernier chapitre consiste & étudier la stabilisabilité des systémes non linéaires
dans le plan de la forme

(0.4)

teR? veR
ot P est un champ de vecteurs polynomial homogéne de degré impair, et B une ma-
trice carrée 3 valeur dans IR. Des conditions nécessaires et suffisantes pour stabiliser

globalement (0.4) sont données. (L’essentiel des résultats de ce chapitre est contenu
dans ( [26] et [29]).

{ t = P(z)+uBz
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Rappels et généralités

1.1 Notions de stabilité

1.1.1 Définitions

On considére le systéme autonome défini par

{i=F($)

z€R", F(z0) =0 (1)

On désigne par F(z) la solution de (1.1) issue du point z a I'instant ¢ = 0, 1.e,

dFy(z) _ _
— I = F(z) et Fy(z)=1.

Définition 1 On dira que xo est un point d’équilibre stable pour (1.1) si :

Ve >0, da >0, tel que ||z — x|l <a= Vt20, |[Fi(z) -zl <¢

Définition 2 On dit que 4 est attractif pour le systéme (1.1), s’il existe un voisinage
U de zo tel que, Yz € U, Fy(z) existe pour tout t > 0 et

Vz e U, tliin Fi(z) = zo.
Si U =1R", z¢ est dit globalement attractif.
Définition 3 On dit que zo est un point d’équilibre asymptotiquement stable, (resp.

globalement asymptotiquement stable), s’il est stable et attractif, (resp. stable et glob-
alement attractif).
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Fonction de classe KL

Définition 4 Une fonction v : Ryq — Ryo est de classe K si elle est définie, continue /
et strictement croissante vérifiant v(0) = 0.

Définition 5 Une fonction §: Rso x Ry0 — R0 est de classe KL si pour tout t fixzé
Uapplication B(.,t) est de classe K et pour tout s fizé, application B(s,.) décroit vers
zéro lorsque t croit vers 4o00.

Théoréme 1 Si zg est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour le systeme
(1.1) alors il existe une fonction B(s,t) de classe KL, tel que pour tout état initial
T appartenant d un voisinage de zo, la solution eziste pour tout t > 0 et satisfait
l’estimation suivante

IF(2) — @oll < B(llz = woll,t)- (1.2)

En remplagant ’estimation (1.2) par une estimation de type exponentiel, on obtient :

Définition 6 Si zq est un point d’équilibre asymptotiquement stable pour (1.1) et s’il
existe deuz constantes positives k et A tel que l'on ait

|Fu(x) — zoll < k|lz — 2ol ™ (1.3)

pour tout © appartenant @ un voisinage de zq et tout t > 0, alors on dira que (1.1) est
exponentiellement stable en zo.

L’utilisation de ces définitions permet rarement de montrer qu’un point d’équilibre
est asymptotiquement stable. On doit en effet pour cela resoudre explicitement le

systeme différentiel (1.1), ce qui est en général difficile voir impossible. En fait, on
utilise plutot les théorémes suivants dis & Liapounov (voir [24]).

1.1.2 Fonctions de Liapounov

Définition 7 Une fonction V : U — IR, continue sur un voisinage U de zo et
différentiable sur U — {zo} telle que :

(t) V(zo)=0 et V(z)>0 siz#zo,

(i) V(z)=F.V(z)<0, VzeU, oi F.V(z)= %V(Ft(:c)) = (VV(z) | F(z)),

t=0

est appelée fonction de Liapounov large pour (1.1) en zo.
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Si de plus la fonction V est telle que

(122) V(z) <0, Vz € U — {zo0}

alors V est appelée fonction de Liapounov stricte pour (1.1) en zo.

Théoréme 2 Si (1.1) admet une fonction de Liapounov large, ( resp. stricte ) en Zo,
alors zq est un point d’équilibre stable, ( resp. asymptotiquement stable) pour (1.1).

Théoréme 3 (version globale)
S’il existe V : R® — R définie positive et propre (c’est-d-dire ['image réciproque d’un
compact de R* est un compact de R™ ) telle que

FV(z) <0, VzeR"—{zo}, F.V(zg)=0
alors xq est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable.

On a aussi le théoréme inverse suivant (Massera [37], Kurzweil [34]).

Théoréeme 4 Si F est continu et si g est un point d’équilibre asymptotiquement stable
alors (1.1) admet une fonction de Liapounov stricte qui est de classe C® dans un
voisinage de zg.

On a plus d’information sur la fonction de Liapounov dans le cas ou F' est un champ
de vecteurs continu et homogene de degré p.

Définition 8 On dit qu’un champ de vecteurs F' est homogéne de degré p si pour tout
z dans R™ et pour tout A € R” on a

F(Az) = ) F(z)

Théoréme 5 Si F est continue, homogéne de degré p et si zo est un point d’équilibre
asymptotiquement stable alors (1.1) admet une fonction de Liapounov stricte quu est
homogéne et de classe C* dans un voisinage de zo.

1.1.3 Principe d’invariance de LaSalle

Les théoremes précédents prouvent que, pour montrer qu’un point d’équilibre est
asymptotiquement stable, il suffit de trouver une fonction de Liapounov stricte. Iln’y a
cependant pas de méthodes constructives qui permettent de trouver de telles fonctions.
Par contre, il est plus facile, en général, de trouver une fonction de Liapounov large V.

Dans ce cas, pour déduire la stabilité asymptotique, on utilise le résultat suivant di a
LaSalle [35).
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Théoréme 6 Soit V une fonction de Liapounov large de classe C*, pour (1.1) en zéro,
alors toutes les trajectoires bornées pour t > 0 tendent vers (2, le plus grand ensemble
wnvariant par F' et contenu dans

E={ze M/ FV(z)=0}

Si en plus V est propre (limg—t00 V(z) = +00) alors toutes les trajectoires sont
bornées pour ¢ > 0 et donc toutes les trajectoires tendent vers 2. Pour montrer que
'origine est un point d’équilibre asymptotiquement stable, il suffit donc de montrer

que Q = {0}.

Dans la suite, on prendra zo = 0 'origine de R™.

1.2 Stabilisation

Revenons au systeme controlé

{ = F(z,u)

1.4
zeR", ueR? (1.4)

Définition 9 On dira que (1.4) est stabilisable s’il existe un feedback v = u(z), au
moins continu, tel que le systéme bouclé
T = F(z,u(x))

admette l’origine comme point d’équilibre asymptotiquement stable.

1.2.1 Conditions nécessaires

Premiére approximation Ils’agit d’associer au systéme (1.4) un systéme plus sim-
ple dont ’étude permet d’avoir des renseignements sur le systéeme initial. La méthode
classique, lorsque F'(0,0) = 0, est de considérer le linéarisé a l'origine, c’est a dire :

z = Az + Bu
oF OF (L:5)
A= %(0,0), B= —%(0,0)

On sait alors que si (1.5) est stabilisable, (1.4) ’est aussi et avec le méme feedback.
Mais, cette méthode ne permet de conclure que localement.
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Le théoreme suivant dii & Brockett [8] donne des conditions nécessaires de stabili-
sation.

Théoréme 7 Si le systéme (1.4) admet un feedback stabilisant de classe C* dans un
voisinage de 0 € R"™ alors :

(1) Le systéme linéarisé n'admet pas de modes incontrélables associés a des valeurs
propres strictement positives.

(2) Il existe un voisinage V de (0,0) tel que pour tout £ € V, il eziste un contréle ug(.)
défini sur [0, +oo[ qui raméne le systéme de l’état x = { ent =0 a l’état = 0 en
t = co. En d’autres termes, si z(t) est une solution de & = F(x,u¢) vérifiant £(0) = £
alors tlhr_noo z(t) = 0.

(3) L’application
v: UxR™ — R"

(z,u) +— F(z,u)

est surjective sur un voisinage de [’origine de R™.

Par la suite, nous utiliserons la terminologie suivante

Définition 10 Un systéme
t = F(z,u)

vérifiant la condition (2) du théoréme de Brockett sera dit stabilisable en boucle ouverte
ou encore asymptotiquement contrélable a l'origine.

Remarque. La condition (2) est évidemment une condition nécessaire de stabilis-
abilité quelle que soit la régularité qu’on exige du feedback. Par contre, la condition (1)
n’est pas nécessaire si on se contente d’un feedback continu comme le montre I’exemple
suivant (Kawski [32]) :

-7.;1 =Uu

i'2=112-—$:13

qui est stabilisable avec

1
u(z) = —z1 + 22+ §z; —z3.
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1.3 Quelques résultats classiques de stabilisation

1.3.1 Théoréme de Jurdjevic-Quinn

Un des premiers résultats significatifs est di a Jurdjevic et Quinn [30], qui ont
utilisé le principe d’invariance de LaSalle pour donner une condition suffisante de sta-
bilisabilité pour les systémes affines en contrdles dont la dérive est linéaire dissipative,
de la forme

{ &= X(z)+ uY(z) (16)

zreR", uelR

oi X(z) = Az avec A une matrice n X n avec n valeurs propres imaginaires distinctes.

On note

adyY =Y

et
ad%Y =[X,ad%'Y] pour k> 0.

Théoréme 8 ( Jurdjevic-Quinn )
Si (1.6) vérifie

Span {adeY(z), ke ]N} =R" VzeR" - {0}
alors il est G.A.S avec
u=—(z,Y(z))

Ce résultat a été ensuite généralisé & des systemes affines quelconques par plusieurs
auteurs, notamment dans [21] et [38].

1.3.2 Fonctions de Liapounov ”controélées”

Etant donné un systeme

{ = F(z,u) wn

zeR", ueR™

et V : R® — IR une fonction définie positive et propre, on dira que V est une fonction

de Liapounov contrdlée pour le systeme (1.7) si

Jnf (VV(2), F(z,u)) <0, Yz € R"\{0}
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On peut remarquer que si (1.7) admet un feedback stabilisant continu alors, d’apres
le théoreme inverse de Liapounov ( [37], [34]), le systeme (1.7) admet une fonction de Li-
apounov stricte de classe C™ et donc (1.7) admet une fonction de Liapounov controlée.

Arstein 3] a étudié les systémes affines en contréles du type

{ z = f(z) + ug(z) (1.8)

zeR", ueR
et a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que (1.8) soit stabilisable par
un feedback régulier sauf éventuellement en l'origine. Sontag [44] a démontré que si
un systeme affine en contréles admet une fonction de Liapounov controlée, alors il est
stabilisable avec un feedback C* sur R™ — {0} ; en plus, il a donné une formule ex-

plicite du feedback stabilisant. On rappelle ici le résultat de Sontag pour un systeme
mono-entrée.

Supposons qu’il existe V : R* — RR™ de classe C*, définie positive et propre tel
que :

32£(VV(x),f(:c) +ug(z)) <0, Yz € R"\{0}

ou, en d’autres termes

(VV(z),9(z)) = 0= (VV(2), f(z)) <0

Posons

alors

0 sib(z) =0
stabilise (1.8). En outre, u sera continue si Ve >0 36 > 0 tel que,

z € B(0,8) — {0} = JuelR : ||u|| <eet (VV(z), f(z)+ug(z)) <0.
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1.4 Stabilisation par retour d’état estimé par un
observateur

On considére le systeme

ouz €R" et yeRP.

Dans la quasi totalité des systémes concrets, on a rarement acces a l'état z(¢) du
systéme, mais plutot a une approximation Z estimée par un observateur. En supposant
qu’il existe un feedback stabilisant u(z), une question naturelle est alors de savoir si le
systeme bouclé par le feedback estimé u(&) reste asymptotiquement stable a l'origine.

Observateur exponentiel de I’état

Définition 11 Un observateur exponentiel de (1.19) est un systéme décrit par une
équation de la forme

{ £=G,uy) (1.10)

z e R"
tel que, si u et y sont respectivement lentrée et la sortie du systéme (1.9), I’évolution

de & verifie, pour toute entrée admissible u, toutes conditions initiales 2(0) et z(0) et
toutt > 0 :

|2(t) — z($)|| < BII2(0) — 2(0)|[exp —a(t — to), (1.11)

B > 0 et @ > 0 étant deuz nombres convenables. Pour des raisons évidentes, il est
tmportant que les nombres 3 et a soient indépendants de lentrée u.

Stabilisation a travers ’observateur

Le probleme de la stabilisation de (1.9) par retour d’état estimé par un observateur,
dépend de trois facteurs : ’existence d’un feedback u = u(z) stabilisant, I’existence
d’un observateur de la forme (1.10) qui produit l’estimation Z(¢) de 1’état z(¢), et le
fait que le systeme

= F(z,u(:fr:))

soit asymptotiquement stable.
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1.4.1 Résultats récents

Dans le cas des systemes bilinéaires de la forme

{ t = Az +u(Bz +b) (1.12)

y=Cz

qui sont observables pour toute entrée et a dérive dissipative, i.e, tTAz <0, Vz € R™
Gauthier-Kupka [22] utilisent un observateur de la forme

&= Az 4+ u(Bi+b)+ S1CT(y — Ct)
(1.13)

Sy=—08, — (A+uB)TS, — Si(A+uB)+ CTC

ot 8 >0 et S; € St le cone des matrices définies positives symétriques sur IR".
C’est une version un peu dégénérée de ’observateur optimal de Kalman [31], qui corre-
spond 3 mettre du bruit uniquement sur la sortie, auquel cas il faut ajouter un facteur
d’oubli exponentiel. Notons que, si (1.12) est observable pour toute entrée, (1.13) est
un observateur exponentiel pour (1.12) qui converge pour toute entrée bornée (voir
[7]). En utilisant des feedbacks de type Jurdjevic-Quinn (théoreme 8), Gauthier et
Kupka donnent un résultat de stabilisation & travers I’obervateur (1.13).
Soit

Wz{m EIR"/&:TAa:=O}ﬂ{:cE]R"/a:T(Bx-i—b)zﬂ}

Supposons que (1.12) satisfait la ad-condition sur W — {0} i.e,
span{Aa:, ad% (Bz +b),..., ads (Bz +1),.. } =R", VzeW - {0}.

Pour tout r > 0, soit u, le feedback donné par u,(z) = —rz¥(Bz +b), et, pour ug > 0,
Ury, le feedback borné défini par u,u,(z) = sgn (ur(x)) inf(uo, |u,(x)|) Alors u, et
Ur 4, sont deux lois de commandes stabilisantes pour le systéme bilinéaire (1.12). De
plus, on a :

Théoréme 9 ( Gauthier-Kupka ) : Pour § assez grand, le systeme
3 = A% + ur oy, (2)(BZ + b) — S71CTCe
é = (A+ tpu(#)B)e — ST1CTCe
§ =05 — (A+ urao(®)B) 'S — S(A+ u(8)B) +CTC

otie = & —z, est globalement asymptotiquement stable, i.e. le systéme bilinéaire (1.12)
controlé par le feedback u,.,(Z), avec estimation de létat donnée par l’observateur

(1.13), est G.A.S.
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Chabour-Hammouri [14] utilisent ’approche de Liapounov pour stabiliser des systémes
bilinéaires homogenes, a dérive non nécessairement dissipative, a travers un observa-
teur de la forme (1.13).

(H) 11 existe un feedback borné u(z) et une fonction de Liapounov V(z) > 0,z # 0
V(0) = 0 tel que,
VV(z)(Az +u(z)Bz) <0, Yz £ 0

et
IVV(@)|| < a(1+ V(2)), a>0. (1.14)

Sous cette hypothese, on considere le systeme (1.12) controlé par le feedback u(%) avec

estimation & donnée par (1.13). On a alors

Théoréme 10 ( Chabour-Hammouri ) : Si le systéme bilinéaire

z = Az + uBz
y=Cz

est observable pour toute entrée et vérifie hypothése (H) alors, pour 0 assez grand, le
systéme

Az +
(A+u
$=-05— (A+u(#)B) S - S(A+u(®)B) +CTC

ot g =2 — z, est globalement asymptotiquement stable.

w(2)Bi — 5~1CTCe
u(#)B)e — S71CTCe

SN
l

Notons que la condition (1.14) est satisfaite si le systéme bilinéaire est stabilisable
par feedback homogene de degré zéro. En effet, si u(z) est un feedback stabilisant,
homogene de degré zéro, alors ’équation différentielle

& = Az + u(z)Bz

est homogene de degré un. On en déduit, en vertue du théoréme 5, qu’il existe une
fonction de Liapounov stricte V homogene ainsi que ses dérivées partielles. Il s’ensuit
que la condition (1.14) est vérifiée.

Pour les systemes bilinéaires plans stabilisables, Chabour-Sallet-Vivalda {13] donnent
des feedbacks homogenes de degré zéro, C*® sur R?\ {0}. Il en résulte que, pour ces
systémes, la condition (1.14) est réalisée.
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Stabilisation globale des systemes
non linéaires en cascade

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, on s’intéresse au probleme de stabilisation globale de certains
systemes non linéaires dits en cascade de la forme

{i=f(:v,y)

2.1
v=9(y,u) 21

ouzx € R", y € R™ et u € RP. Les fonctions f et g sont supposées de classe C*
vérifiant f(0,0) = 0 et g(0,0) = 0.

Pour cette classe de systemes, il est bien connu que si ’équation différentielle

t = f(z,0) (2.2)
est localement asymptotiquement stable et si le systeme

y=g(y,v) (2.3)

est localement stabilisable par un feedback u(y), alors le systéeme composé (2.1) est
localement stabilisable par ce méme feedback (Vidyasagar [48]).

Notons d’autre part que ce résultat local n’a pas d’analogue global : la stabilisation
globale de (2.1) ne se déduit pas nécessairement de celle de (2.2) et de la G.A.S de
(2.3). A titre de contre exemple, considérons le systeme plan suivant (voir [41]) :

{a': = z(z%y? - 1) (2.4)

j=u

15
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qui est localement (mais non globalement) stabilisable par le feedback

u(y) = —y

alors que les deux sous-systemes associés sont G.A.S. On peut, en effet, vérifier que
I’ensemble

{(z,y) € R*/z’y* = 1}
est invariant pour le systeme bouclé, ce qui exclut la stabilité asymptotique globale de
ce dernier.

LR ——
< \ 22—

En fait, la stabilisation globale de (2.1), (voir [41], [42], [45], [46]), ne se déduit
de celle de (2.2) et de la G.A.S de (2.3) qu’au prix de conditions supplémentaires.
Rappelons, en particulier, un théoreme dd & Seibert-Suarez [41], que nous utiliserons
par la suite.

Théoréme 11 : On suppose que

o le systéeme (2.2) est G.A.S.
o le systeme (2.3) est globalement stabilisable par un feedback u(y).

o toutes les orbites du systéme bouclé

{i=ﬂ%w
7 =9(y,u())

sont bornées pourt > 0.

Alors le systéme (2.1) est globalement stabilisable par le feedback u(y).
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La difficulté mentionnée plus haut subsiste méme pour les systémes partiellement
linéaires de la forme

{ir = f(z,y) (2.5)

y= Ay + Bu
ou A et B sont des matrices de dimensions convenables, (il suffit de prendre I’exemple
du systeme (2.4)). Le role important joué dans la littérature par cette classe de systemes
est dd aux résultats des années 80 sur la linéarisation partielle par feedback (voir [9],
[10], [28], [36]) permettant sous certaines conditions de transformer un systéme non
linéaire en un systeme en cascade de la forme (2.5). Des résultats significatifs sur la
stabilisation globale des systemes partiellement linéaires ont été obtenus, notamment

dans ( [11], [33], [39]).

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans un premier temps, on donne pour les
systemes partiellement linéaires des conditions suffisantes de stabilisation par un feed-
back obtenu, comme dans [44], grace & une fonction de Liapounov controlée. Une classe
de systemes partiellement linéaires satisfaisant ces conditions est ensuite explicitée.

Utilisant le théoreme 11, on donne, dans un deuxieme temps, des conditions suffisantes
de stabilisation globale pour les systémes non linéaires en cascade de la forme (2.1).

2.2 Systemes partiellement linéaires

On considere le systéeme

= f(z,y), zeR'yeR™
y=Ay+ Bu, ueR? (2.6)
y=_Cy, y € R

ou A (m xm), B (m x p) et C (g xm) sont des matrices constantes et f est une
fonction de classe C* de la forme

f(z,y) = f(2,0) + ¢(z,y)Cy.
¢(z,y) étant une matrice (n x ¢) de classe C®. Sans perte de généralité, on peut

supposer que les matrices B et C sont de rang maximum, et que q < p.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que le systeme (2.6) vérifie les hypotheses
(H1) et (H;) suivantes.
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(H1) Le point d’équilibre z = 0 de ’équation différentielle

t = f(z,0)

est globalement asymptotiquement stable et une fonction de Liapounov V associée,
vérifiant

V(z)>0,z#0;, V(0) =0
V(z) — oo lorsque ||z]] — o0

et
VV(z)f(z,0) <0, Yz #0

est connue.

(H,) 1l existe une matrice K(p, m) et une matrice P(m,m) symétrique définie positive
tel que
P(A+ BK)+'A+BK)P=-Q <0 (2.7)

et
Ker tBP C Ker C (2.8)

Sous ces hypotheses on a

Théoréme 12 Supposons que (Hy) et (Hz) soient réalisées, alors il existe une fonction
réguliére v(z,y) tel que la commande

u(z,y) = Ky +v(z,y)

rende le point d’équilibre (z,y) = (0,0) du systéme (2.6) globalement asymptotiquement
stable.

Démonstration : On prend la commande u sous la forme
u=Ky+v

ou v est un nouveau controle, et, tenant compte de (H;) et de (2.7), on considere la
fonction de Liapounov

W(z,y) = V(z)+'yPy

La dérivée de W le long des trajectoires du systeme bouclé est donnée par

W(z,y) = VV(2)[f(2,0) + ¢(z,4)Cy] — (‘yQy — 2'y PBv)
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Notons

a(z,y) = VV(z)f(z,0) - 'yQy + VV(2)p(z,y)Cy
et

b(y) = 2’y PB
Suivant (2.8), on a pour tout y € R™,
‘BPy=0 = Cy=0
Il s’ensuit, d’apres (Hy) et (H;) que
b(y)=0 = a(z,y) <0
ce qui équivaut a dire que W est une fonction de Liapounov controlée pour le systeme

{ ¢ = f(z,0) + ¢(z,y)Cy

2.9
y=(A+ BK)y+ Bv (2:9)

Posons alors
bi(y) =2'yPB; pour i=1,.,p

b(y) = (br(y), -+ bp(¥))

et
B(y) = llb(y)I?
D’apres [44], il vient alors que le feedback de classe C* pour (z,y) # (0,0), défini
par
'U(:B, y) = t(vl(l‘ay)’ R ’Up(l', y))
ou
0 pour (z,y) = (0,0)
v,-(:r,y) =
o'i(x,y)
et
0 pour 3=0¢et a<0
oi(z,y) = e+ VETF _
—bj——— sinon.

B

stabilise globalement le systéme (2.9), ce qui achéve la démonstration.
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Terminons ce paragraphe en donnant des conditions sur le sous-systeme linéaire

j = Ay + Bu
{? Y (2.10)

§=0Cy
induisant ’hypothese (H;).

Proposition 1 S: le systéme linéaire (2.10) est stabilisable, ses zéros dynamiques sont
asymptotiquement stables et si la matrice CB est de rang plein, alors il existe des ma-
trices K et P qui vérifient (Ho).

Démonstration C étant de rang maximum, il existe un changement de base dans
IR™ permettant d’écrire (2.10) sous la forme ( [40]) :

Yo = Aoyo + A1
y1 = Doyo + D1y1 + CBu (2.11)

y = Y1
ouyo € R™ 7et y; € RY.
Posons

s [ A Ay 5o 0 5
ie(B ), 82() @ cmun

11 suffit alors de montrer qu'il existe K et P tel que

P(A+BK)+'A+BK)P=-Q <0
et

Ker'BP C Ker C

CB étant de rang maximum, soit

R="(CB)(CB)(CB)™

la matrice pseudo-inverse a droite de C' B, de sorte que

CB.R=1,
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Par ailleurs, les zéros dynamiques de (2.11) étant solutions de ( [27]) :

Yo = Aoyo

il existe une matrice Py symétrique définie positive, telle que

P()Ao + tAoPo - —'I

Pour
(B0
o (5 0)s
et
1
K = (=R(Do +'A1 B), —R(D: + 5]))
On a alors

et, pour tous yo € R™7 7 et y; € RY,

tBP ( Yo ) =YCB)y; et C ( Yo ) =1
n Y1

Comme C B est de rang maximum, ceci montre que

KertBP C Ker C

et achéve la démonstration.

2.3 Conditions suffisantes

Considérons le systéme non linéaire en cascade de la forme

{ i=f($ay)

¥ =9g(y,u)

(2.12)

oize€ R, ye R™ uec RPet f, g sont des champs de vecteurs de classes C* tel que
f(0,0) =0 et ¢g(0,0) = 0.
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Remarquons que, grice a la régularité de f, il est toujours possible de décomposer
f(z,y) sous la forme

f(a:,y) =f($70) +90($>y)y (2'13)

Un choix possible de ¢ est donné par

o(z,y) = /01 Dfy(z, Ay) dA

En effet, si on pose

$(A) = f(x”\y)’ A€ [O’ 1]
On a
6(1)=6(0) = [ (N ar= ([ Df,fa,2) dA) y

et donc

fe,w) = £2,0)+ ([ Do, ) ) v

Supposons, dans un premier temps, que le systéme (2.12) vérifie les hypotheses
sulvantes

(H1) Le point d’equilibre z = 0 de I’équation différentielle

:IIZf(SL‘,O)

est globalement exponentiellement stable.

(H2) 11 existe une fonction scalaire décroissante
O(llyll) = 0
bornée pour tout y borné, tel que la fonction ¢ donnée en (2.13) vérifie

le(z, )l < ©llyDizll, vz € R", vy € R™. (2.14)

(H3) 1l existe un feedback u = u(y) tel que y = 0 est un point d’equilibre globalement
asymptotiquement stable pour le systeme bouclé

g =g(y,u())
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Alors, on a

Théoréme 13 Si les conditions (H1), (Hz), (H3) sont réalisées, alors (z,y) = (0,0)
est un point d’équilibre globalement asymptotiquement stable pour le systéme bouclé

{ z = f(z,0) + ¢(z,y)y

7= 9g(y,u(y)) 219

Démonstration : Suivant (H;), (H3) et le théoréme 11, il suffit de montrer que la
composante z(t) de n'importe quelle trajectoire (z(¢),y(t)), t > 0, du systéeme (2.15)
est bornée.

D’apres I’hypothese (Hs) et le théoreme 1, il existe, d’une part, une fonction 3(r, s) de
classe KL, tel que la composante y(t) de chaque trajectoire du systeme (2.15) vérifie

ly@®)l < (O, t), vt=o. (2.16)

D’autre part ( [24]), il existe, d’apres (H;), une fonction de Liapounov

V(z)>0, Vz#0, V(0) =0, tel que lim V(z) = oo,

llz{l—c0

et des constantes positives ag, a3, @2, as, tel que pour tout z dans R"

a]lz]|* £ V(z) < aaje]f?, (2.17)
IVV(z)|| £ esll=z|l, (2.18)
V(z) = VV(z) f(z,0) < —aoV(z). (2.19)

La dérivée de V le long des trajectoires de 1’équation différentielle

i = f(z,0) +o(z,y(t)) y(t)

est alors donnée par

V(z(t)) = VV(2) f(z,0) + VV(2) o (2, 4(t)) y(t).
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Tenant compte de (2.14), (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19), on en déduit que

. a3® ]
v < (_a0+ G0 t))muy(mn,t))v

< (—ao+uB(lyO),t) v

ou

230 (8([ly(0)],0)) o

(03]

Comme, 8 € KL, alors 8(||ly(0)]|,t) décroit vers zéro lorsque ¢ croit. Il en résulte que

37> 0, ¥ 2T, 5(ly0)l1)< 52

<

Il s’ensuit que

v (2(t) < —%V(z(t}), Vi>T
et donc
_20,
V(z(t)) <ke 2, Vt>T (2.20)
ou

Finalement, [0, 7] étant un compact, 'inégalité (2.20) prouve que z(t) est bornée
pour tout ¢ > 0. Le théoréme est ainsi démontré.

Exemple 1 : Considérons le systeme en cascade suivant

{ ¢ = f(z,0) + o(z,y)y

2.21
y=9(y,u) (221)

ou le sous-systeme gy = g(y, u) de (2.21) vérifie 'hypothése (H3), et

- zy.siny; O
f(z,0) = ( ) , p(z,y) = ( ) (2.22)

—Z9 + %sin 9 Tz.siny; 0
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Dans ce cas, on vérifie que ¢(z,y) satisfait (2.14), et en utilisant la fonction de
Liapounov V(z) = ||z||?, on montre que & = 0 est un point d’équilibre globalement
exponentiellement stable pour I’équation £ = f(z,0). Ainsi, les conditions (H;), (H>)
et (Hs) sont vérifiées. On en déduit, par application du théoréme 13, que u(y) stabilise
le systéme en cascade (2.21).

Notons que, si on suppose que le systeme
g =g(y,u())
est globalement exponentiellement stable, alors I’estimation (2.16) est de la forme
ly@I < kre™ Iy (O], vt=0

ou ky, a; sont des constantes positives, et donc le systeme (2.15) est globalement ex-
ponentiellement stable.

On remplace a présent les hypotheses (H1), (Hz) et (Hz) respectivement par

(H7) Le point d’equilibre z = 0 de
t = f(z,0)

est globalement asymptotiquement stable, et il existe une fonction de Liapounov V(z) >
0, z #0, V(0) =0, tel que

VV(z)f(z,0) <0, Vz # 0 (2.23)

et
IVV(z)|| < a(l + V(:z:)), avec a > 0. (2.24)

(H3) 1 existe une fonction scalaire décroissante
O(llyll) = 0

bornée pour tout y borné, tel que pour tout z dans R" et y dans R™
que p y

le(z, 9l < O(lyl) (2.25)

(H3) 11 existe un feedback u = u(y), qui rend le point d’équilibre du systéme

g =g(y,u(y))

globalement exponentiellement stable.
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On a alors, le théoréme suivant

Théoréme 14 Sous les hypothéses (Hy), (Hj) et (HS), le systéme

{ T = f(x70) +‘P($7y)y
(2.26)

g =g(y,u(y))

est globalement asymptotiquement stable.

Démonstration De méme que dans le théoréme précédent, montrons que la composante
z(t) de toute trajectoire (z(t),y(t)), t > 0 du systéme (2.26) est bornée. D’une part,
en vertue de (H}), on a une estimation de la forme

ly(@)l < Fre™|y(0)]l, Vt=0 (2.27)

ou ki, a; sont des constantes positives. D’autre part, la dérivée de la fonction de
Liapounov donnée dans (Hj) le long des trajectoires de 1’équation

i = f(2,0)+¢(z,¥() y(t)
est donnée par
V(e(t)) = VV(2) f(=,0) + VV () o(z, y(t)) y(2)

Il s’ensuit que

V((1)) < VV(z) f(2,0) + [IVV ()] lle(z, y DI Iy ()]
Tenant compte de (2.23), (2.24), (2.25) et (2.27), on en déduit que
V(z) < ve ™ (14 V(z)) (2.28)

ou

v = ak;0(||y(0)]))

Il en résulte que, Log(l + V(:c)) est borné par une constante positive, ce qui montre
que z(t) est bornée.
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Remarquons que dans ’hypothese (H]), toute fonction de Liapounov V homogene
elle vérifie (2.24). Comme un exemple, considérons le systéeme dans le plan suivant :

Ty = =22y + 225 — 4a? + 42222 + 422 — 423 — 42t — 428
Ty = 221 — 229 + 42? — 422 + 423
qui admet comme point d’équilibre (z1,z;) = (0,0) G.A.S avec une fonction de Li-
apounov V homogene V(z1,z2) = 2(z? + z2) dont la dérivée le long des trajectoires
vérifie _
V = -2(2z; — 22,)* — 2(2? + z} — 22)2

Notons aussi que, si dans (H7), on remplace (2.23) par une estimation de la forme

VV(z)f(z,0) < —qV(z), >0 (2.29)
alors sous les hypotheses (H}), (Hj) et (Hj), 'inégalité (2.28) devient

V(z) < =nV(z) + vB8(lyO),t) (1 + V(2))

ou v = a® (E(Hy(O)H,O)), ce qui permet la aussi d’affirmer que le systeme (2.26) est
G.A.S.

Exemple 2 : Considérons le systeme (2.21) de I’exemple 1

{ & = f(z,0) + o(z,y)y

2.30
j = g(yvu) ( )

ou le sous-systeme
y=9(y,u)
de (2.30) vérifie ’hypothese (Hj), et (2.22) est remplacée par

3z1 + 3z, + €(z)zy )

t = f(z,0) = ( —2z; + 3z2 — €(z)z,

et
cosz;.siny; 0
o(z,y) = .
coszy.sinyy 0
avec
—14z2 + 14z, 2, + 2122

t#0

0 siz=0
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Dans ce cas, ’équation différentielle £ = f(z,0) est G.A.S. En effet, soit la fonction de
Liapounov
V(z) = 422z} + 2z125(—222 + 62122 + 323) + (=222 + 6z,7, + 322)?

Un calcul simple montre que, la dérivée de V le long des trajectoires du systeme est

V(z) = —2V(z)

De plus, V' vérifie (2.24) et (2.29) et ¢(z,y) satisfait la condition (2.25). Il en résulte
donc, que u(y) donné dans (Hs) est un feedback stabilisant pour le systéme en cascade
(2.30).

2.3.1 Stabilisation par retour dynamique de sortie

On consideére le systéeme avec une sortie

T = f(:c,y)
y=9(y,u) (2.31)
§ = h(y)

ot f se décompose sous la forme (2.13), et vérifie (H,), (Hs), (resp. (Hy), (H})). Si
les états y(¢) du sous-systeme
{ y=g(y,u)

g = h(y)
ne sont pas connus, on est amené alors, a construire un observateur produisant une
estimation §(t). Plus précisément, supposons que le systéme (2.32) satisfait un principe
de séparation au sens du paragraphe (1.4) du chapitre 1, i.e, qu’il existe un feedback
u = u(y) stabilisant et un observateur estimant 1’état y(¢) tel que le systeme bouclé

par u(j),

(2.32)

§ = h(y)

soit globalement asymptotiquement, (resp. exponentiellement), stable. Ceci conduit
alors a une estimation de la forme (2.16). En vertu du théoréme 13, (resp. 14), le
systeme (2.31) est donc stabilisable par le feedback estimé u(g).

{ v = g(y,u(d))
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Stabilisation au moyen d’un
observateur

3.1 Introduction

Etant donné un systeme de la forme

z = f(z,u)
{ b (3.1)

ot z € R*,u € R? et y € R?, un observateur pour (3.1) est un systeme dynamique
de la forme .

z =G(Z,y,u) (3.2)
qui produit une estimation Z(t) de ’état z(t) du systeme (3.1), basée sur des obser-
vations passées a tout instant. Le probleme de la conception d’un observateur est de
sélectionner la fonction G(.,.,.), donnée dans (3.2), de facon a achever la performance
désirée pour |'observateur. Dans ce chapitre, on considere le probléme de la recherche
d’un observateur et d’un feedback stabilisant u(z), tel que le systéme (3.1) en boucle
fermé avec le compensateur )

& =G(2,y,u(3))
u

u(&)

soit globalement exponentiellement, ou asymptotiquement, stable.

Ce type de stabilisation pose conjointement le probléme de convergence de ’erreur
d’estimation ( écart entre 1’état réel et ’état estimé ), et celui de la stabilité asympto-
tique du systéme bouclé avec le feedback estimé.

Contrairement aux systémes linéaires, pour lesquels une théorie compléte existe, le
probléeme de la stabilisation globale au moyen d’un observateur est loin d’étre totale-
ment résolu pour les systemes non linéaires.

29
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Toute fois, des resultats locaux ont été enoncés, notament dans [17] ou les auteurs
utilisent les techniques de Liapounov pour stabiliser localement des systémes non
linéaires par un retour d’état estimé.

Dans cette partie nous nous intéressons a la stabilisation globale & travers un ob-
servateur des systemes de la forme

{ t = Az + Bu + f(z,u) (33)

y=Cz
ou A, B et C sont des matrices constantes respectivement n x n, n x get p X n et
f=0farenfa)f: R"x R? — R™

est un champ qui est lipschitzien tel que f(0,0) = 0.
On va montrer que, sous des conditions sur la partie non linéaire, le systéme peut étre
stabilisable exponentiellement, ou asymptotiquement, au moyen d’un observateur.

3.2 Conception de observateur

Pour réaliser un observateur exponentiel de 1’état du systeme (3.3), il faudrait
obtenir une estimation de la forme (1.11). Pour cela, on va considérer un observateur
introduit par Gauthier-Hammouri-Othman [23] pour les systémes affines en controles
et observables pour toute entrée.

Soit le systeme

z = A% + Bu+ f(2,u) — S"1CT(Ci — y)
(3.4)
0=-0S—ATS —SA+CTC

ot § > 0 et S=lim;_,o S: avec Sy € ST le cone des matrices définies positives symétriques
sur R* et vérifiant

Sy =—0S, — ATS, — $,AT + CTC

Les propriétés de la matrice S; données dans [22] pour les systémes bilinéaires, sub-
sistent dans notre cas. En effet, la solution S; est donnée par

S, = e=Ote—tAT G etA | /t ¢=0(t=3) o= (t=3)AT T (1~ (t=2)A g
0

ol Sp € ST et e est la matrice fondamentale de ’équation différentielle & = Az.
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On peut vérifier que
t
S > / e~ 0t=9) g~ (=) AT OT 0= (t=9)A pour tout a > 0 pour t > a.
t—a

et donc

0 0
Sy > / ere™ T CTCe™ dr > e"e"‘/ AT CTCe™ dr
bt ® 4 -

Si la paire (C, A) est observable, alors on peut affirmer qu’il existe une constante
positive ¢ tel que

Sy >8I, Vi>0
1l s’ensuit donc, que si S=lim;_.o S, alors S > 61.

Par ailleurs, pour @ assez grand, S; est bornnée et lim; .o, S;=S € S* est solution
de

0=-0S-ATS-sA+CTC

En effet, on a
—gt)| —tAT - b _b(t=s)|| —(t-s)AT —(t-
1Sell < e |le™ 4|11 Soll-lle ™| +/0 e [emE=MLNCT Ol ds
Comme, [le=*A"|| et ||e~*4|| sont bornnées par ekt ot K = ||A||, on en déduit que

1Sl < e *||Solle*** + /te'o(t")HC’TC”e?K(t—a) ds
0

IN

t yd
e—(0—2K)t <”SOH + “CTC”/ 6(0—21\)3 ds)
0

t
< S|l + IICTCH/O el=2K)s 45 pour 6 > 2K.

Ce qui entraine que

Icey|

<
IS4l < 1Soll + g ¢

, pour 02>2K.
Enfin, en posant AS(t) = S;— S, on a

2 AS(t) = —0AS(t) - ATAS(E) - AS()A
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La solution de cette équation est donnée par

AS(t) = e e 4T Gpemt4 1 / F o =0(t=3) ~(t=3)AT ;~(t=3)A
0

et, tenant compte de ce qui précede, on a
t
”AS(t)” < e—t962Kt”50” + / e-—é’(t—s)eZK(t—s) ds
0

< e-(o—zK)t”SOH_I_e-(e—zK)t /t o(0-2K)s 1,
0

On peut également vérifier que

e—(0—2K)t 1

< o—(8-2K)t -
IAS(E)]| < e 1Soll = 337 t 73

Il en resulte que, pour § assez grand,

lims—o ||AS(2)||=0
Comme, S; tend vers S lorsque ¢ tend vers I'infinie, et puisque S; est définie positive
et borné alors S est définie positive.

Supposons maintenant que, le systeme (3.3) vérifie les hypotheses suivantes

(Hy) 1l existe une constante positive k, tel que
1f(2,w) = Fz, )l < Klla — 2, ¥(z,2) € R, Yu € R?
(H;) La paire (C, A) est observable.

Proposition 2 Si (H,) et (H,) sont réalisées, et s’il existe § tel que k < %%,

0U Amin(S) €t Amar(S) désignent respectivement la plus petite et la plus grande valeurs
propres de la matrice S, alors (3.4) est un observateur pour le systéme (3.3).

Démonstration : Notons e = £ — z. L’équation de ’erreur est donnée par

é=(A - $7CTC)e + (f(3,u) = f(z,u))

On considere la fonction de Liapounov e?Se. Sa dérivée le long des tragéctoires de
1’équation de ’erreur est

d

EeTSe =2eTSé=2eTSAe —eTCTCe + 2T S(f(#,u) — f(z,u))
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D’autre part, comme la matrice S satisfait ’équation stationnaire donnée dans (3.4),
on vérifie que

—feTSe = 2eTSAe — eTCTCe
et par conséquent
%eTSe = —0eTSe — (Ce)? + 278 (f(2,u) — f(z,u))
d’ou

d .
—e' Se < —0e"Se + 2le||IIS||.I1f (&, u) — f(z, )|

Par ailleurs, Apin(S) et Amaz(S) vérifient

’\min(s) ”6“2 < el Se et ”S” < )‘maz(s)a

Ainsi, tenant compte de (H;), on a

% e7Se < (=0 Amin(S) + 2kAmaz(S)) [lell?

< = (0 Mmin(S) = 2kAmaz(S)) lell?

Supposons qu’il existe 8 vérifiant k < %ﬁ% Posons | = 0 Apin(S) — 2kAmaz(S), il
est clair alors que

d

T
Vu que eTSe est une forme quadratique définie positive sur IR*, (3.4) nous donne une
estimation de la forme (1.3). Ceci prouve que e = 0 est globalement exponentiellement
stable pour 1’équation de I’erreur.

TSe < —l||e|f?, >0 (3.5)

On va présenter maintenant un exemple en dimension deux pour illustrer I’application
de la proposition 2. Soit

A=(0 c) ou 0<b<c avec ¢>0

b 0
et
C =(1,0)
Dans ce cas, la matrice S est donnée par
—0% 4 2bc c
6(—0% + 4bc)  —0?% + 4bc
B c —2¢?

—0% +4bc  O(—07 + 4bo)
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et on montre que

g)‘mm(s) _ g a(9,b, C) — ﬂ(a,b, 6)1/2
2 Amaz(S) 2 a(8,b,c) + B(8,b,c)1/?
ou
a(6,b,c) = 6% + 2¢* — 2bc
et

B(6,b,c) = 0* + 4c* — 4bch® + 8bc® + 4c*b?

Il est évident que, pour obtenir une classe de systemes aussi large que possible, il
faudrait détérminer le maximum sur 8 de la fonction

' 6 /\min(S)
b 2 Amasl(S)

Pour 8y ~ 2.6 ¢, la paire (C, A) est observable et la matrice S est définie positive. Dans
ces conditions, lorsque 0 < b = ¢, alors

0 dmin(S)\_ 8 dmin(S),
( ): EAmaz(S) Ig=90 ~ 0.09 ¢

2 Anaz(S)

max
>0

b -
Notons po ~ 2.6 et n = - alors, §y = poc et 0 < n < 1. Ainsi,
c

00 Amin(S) _ proc opto,m,1) = 40, )"

2 Amaz(S) 2 alpo,n,1) + (o, 7)""*

ou
Y(po,n) = po* +4 — dnpo® + 8y + 4n°

Cependant, on peut verifier que la fonction

fo Amin(S)

9 /\maz(s) (Tl)

est décroissante pour n € [0,1]. Si on revient maintenant aux notations initiales,
lorsque

0<b<cavec ¢>0

il suffit que la constante de Lipschitz £ donnée dans '’hypothése (H,), telle que £ <
0.09¢, pour pouvoir construire un observateur de la forme (3.4) pour cette classe de
systemes dans le plan.
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3.3 Stabilisation a travers ’observateur

En vue d’etudier la stabilisation du systéme (3.3) en utilisant [’observateur (3.4),
on suppose l’existence d’un feedback stabilisant u = u(z). L’observateur (3.4) fournit
alors un feedback estimé u(Z), puisque ’état Z(t) converge exponentiellement vers ’état
z(t). On envisage deux situations de stabilisation

3.3.1 Stabilisation exponentielle
Supposons que le systeme (3.3) vérifie (Hy), (H2) et ’hypothése (H3) suivante

(H3) 1l existe un feedback u(z) qui rend le point d’equilibre du systeme (3.3) globale-
ment exponentiellement stable.

Le théoréme suivant montre que le systéme (3.3) opérant en boucle fermé avec le
feedback u(Z) donné dans (Hs) et estimé par 'observateur (3.4), est globalement ex-
ponentiellement stable.

Théoreme 15 Si (H,), (Hz), (H3) sont réalisées, et s’il existe § tel que k < %i:ﬁg—% )
alors le systeme

A% 4+ Bu(z) + f(#,u(2)) — S7'CTCe

{‘T (3.6)
é=(A — S51CTC)e + f(3,u(3)) — f(& — e, u(2))

ou e= 1 —z, est globalement ezponentiellement stable.

Démonstration : En vertu de (Hj), il existe une fonction de Liapounov
V(z) >0,V #0,V(0)=0
| llilm V(z) =00

et des constantes positives ay, a;, as, a4, tel que V(z) vérifie pour tout z dans R™

ailz]|* < V(=) < asfle||® (3.7)
VV(@)|| < asflz]] (3.8)

et
V(z) = VV(z)(Az + Bu(z) + f(z,u(z))) < —a4V (2) (3.9)

Ces propriétées proviennent de la stabilité exponentielle du systeme.



36 3. Stabilisation au moyen d’un observateur

En tenant compte de (3.5), on peut considérer une fonction de Liapounov de la forme

W(z,e) =nV (%) +efSe avec 1> 0

et choisir 17 de fagon que, la dérivée de W(z, ) le long des trajectoires du systeme (3.6)
soit définie négative sur R” x R™. On a

W (&,e) = nVV(2)(Az + Bu(#) + f(2,u(z))) —nVV(2) (S1CTCe) + %eTSe

Compte tenu de (3.5) et (3.9), on en déduit que

W(z,e) < —nasV(2) + 7l VV@IISTILICTCI el = el

ainsi, en utilisant (3.7) et (3.8), on aura
W(#,e) < —nasar|2|[* + npas||2|llell — Ile]l

o pu = ||STHICTCY.

Il s’ensuit que, pour
4lasaq

#2a3‘2

0<n<

W(é,e) est définie négative sur R™ x IR". L’origine est donc un point d’equilibre
globalement exponentiellement stable pour le systeme bouclé (3.6).

Exemple 1 : Le systéme plan suivant

£, = 6z + 31/23 + 7}
Lo =21 —u+ %sin Ty (3.10)

y=o

est de la forme (3.3) avec

A=(° 6), B=(_01), f(w,u)=(%vx%+$§), ¢=01,0

10 ssinzy

On vérifie d’une part que f est Lipschitizienne avec une constante de Lipschitz k < 0.54,
et que les conditions de la proposition 2 sont vérifiées (voir ’exemple du paragraph
précédent).
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D’autre part, la loi de commande définie par
u(zq,z2) = 81 + 22

stabilise globalement et exponentiellement le systeme (3.10) en 0 € R?. En effet, soit

V(z1,z2) la fonction de Liapounov donnée par

V(z1,72) = 1% + 2122 + T2°
Un calcul simple montre que la dérivée V(a:l, z2) le long les trajectoires du systeéme

en boucle fermé par le feedback u(z;, z2), vérifie
. 11 , 9
V(z1,22) < —?xl + 52179 — 31

et donc V(zy,z;) est définie négative sur R2. Par application du théoréme 15, on peut
donc stabiliser le systéme (3.10) & travers un observateur de la forme (3.4).

3.3.2 Stabilisation asymptotique

Supposons maintenant que le systéme (3.3) vérifie les conditions (Hy), (Hz) et
Phypothese (H}) suivante

(H}) 1l existe un feedback u(z) et une fonction de Liapounov V(z) > 0, z # 0,V(0) =
0, tel que

VV(z) (A:z; + Bu(z) + f(z:,u(x)))< 0,V #0

et
IVV(2)|| € a1+ V(2)), a>0. (3.11)

Théoréme 16 Si(H;), (Hz), (H}) sont réalisées, et s'il existe 0 tel que k < %i—:ﬁ%,
alors le systéme

{ & = A% + Bu(2) + f(2,u(2)) — S"1CTCe
é=(A — S7ICTC)e+ f(&,u(2)) — f(& —e,u(8))

est globalement asymptotiquement stable.
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Démonstration : Elle découle directement du théoreme 14 et du lemme suivant, qui
peut étre considéré comme une extension du théoreme 11.

Lemme 1 On considére le systéme composé suivant

i = f(&,e)
{ i = g(2,e) (3.12)
Supposons que l’équation .
z = f(%,0)

est globalement asymptotiquement stable, et que le sous-systeme

ée=g(z,e)

est globalement asymptotiquement stable uniformement en £. Si de plus toutes les
orbites de (3.11) sont bornées pour t > 0, alors le systéme (3.11) est G.A.S.

Démonstration : Il est clair que le systéme (3.12) est localement asymptotiquement
stable [48]. Il suffit donc, de montrer que les orbites de (3.12) tendent toutes vers
Iorigine lorsque ¢ tend vers l'infini. Supposons que ceci n’est pas vrai pour une orbite
z(t) = (2(t), e(t)). I existe alors un réel € > 0 et une suite ¢, — 400, tel que

z(t,) & B(0,e) Vn (3.13)

ou B(0,¢) désigne la boule centrée & 'origine et de rayon €. z(t) étant bornée, la
suite z(t,) admet un point d’accumulation z* = (£*,e*). Comme l'origine est stable,
il existe § > 0, tel que n’importe quelle orbite démarant de B(0, §) reste dans B(0,¢).
Par ailleurs, le sous-systeme

é=g(z,e)
étant globalement asymptotiquement stable uniformement en z, on a
- d’une part, la composante e(t) de z(t) vérifie

lim e(t) =0

t—+00

ce qui entraine que e* = 0.
- d’autre part, il existe T > 0 tel que

z(T,z") € B(0,6)

ou z(t,z*), t > 0, désigne la tragectoire issue de z*.
Le champ étant continu, il existe alors ng € N, tel que

2(tny +T) € B(0,9)

donc, pour n € IN tel que t, > t,, + T on a z(t,) € B(0,¢) et ceci est en contradiction
avec (3.13).
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Remarque : Supposons que, en plus des hypotheses (H;) et (H,), il existe un feed-
back stabilisant u(z) homogéne de degré un, tel que la partie non linéaire f(z,u(x))
du systéme bouclé soit homogene de degré un. Il s’ensuit que le champ = = Az +
Bu(z) + f(z,u(z)) est homogeéne de degré un, et, en vertu du théoreme 5, il existe
une fonction de Liapounov stricte homogéne V(x) ainsi que ses dérivées partielles. La
condition (3.11) se trouve alors satisfaite et par suite ’hypothese (Hj) est vérifiée.

3.4 Remarques et généralisation

Considérons un systéme mono-entrée — mono-sortie de la forme (3.3)

= Az + Bu+ f(z,u
(z,u) (3.14)
y=Cz
ouz €R", ue Ret A B, C sont données par
010 ...0
001 ...0
A= ’ B=(01 a071)T et C=(1307 70)
000 ...1
0 00 0
Supposons que la condition suivante soit vérifiée.
(H;) 1l existe une constante positive k tel que pour : = 1,2,..,n, on ait
|fi(z,u) = fi(z,u)| L k||mi(z — 2)||, VY(z,z) e R* xIR", Vu e R
ol 7; est la projection canonique de R™ sur R’ et ||.|| désigne la norme euclienne usuelle

sur R™.

Notons que, sous ’hypothése (Hj) la partie non linéaire f(z,u) du systéme (3.14) est
de forme triangulaire : chaque composante f; de f dépend que de zy,...,z; et de u.

Dans {47], on montre que :

- D’une part, le systéme (3.14) est G.E.S par un feedback linéaire. la démonstration
repose sur |’existence d’une fonction de Liapounov quadratique V(z) et d’un feedback
linéaire u(z) tel que la dérivée de V' le long des trajéctoires du systéme bouclé vérifie

V(z) = VV(2) (Az + Bu(z) + f(g,u(2))) < =llz|l*, v > 0. (3.15)

- D’autre part, si de plus f est continuement différentiable et les dérivées partielles
sont uniformement bornées sur R™ x R, le systeme (3.14) est stabilisable a travers un
observateur.



40 3. Stabilisation au moyen d’un observateur

On montre ici que, sous ’hypothese (H;), on peut construire un observateur du type
(3.4) sans supposer comme dans [47], que la fonction f est continuement différentiable,
et que le systéme (3.12) est globalement exponentiellement stabilisable par un feedback
linéaire estimé par cet observateur.

Soit le systéme défini par

(3.16)
0=—05— ATS — SA+CTC

Proposition 3 Si (Hj) est vérifiée, alors pour § assez grand, le systéme (3.16) est un
observateur exponentiel pour (3.14).

{ & = A + Bu+ f(&,u) — S1CT(Ci —y)

Démonstration : Par observabilité de la paire (C, A), il existe une constante positive
6 tel que S > 61. Par ailleurs, comme dans la démonstration de la proposition 2, en
posant e = — z, on a

d

e’ Se=—fe7Se - (Ce)? +2¢"S(f(#,u) - f(z,u))

Notons ||z]|¢ =< z,5z >, ot < .,. > est le produit scalaire usuel sur R". On peut
alors vérifier que
d e
dt
et, en utilisant 1’inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

d .
TSe = 2ellsllells < —bllells” +2¢"5 (£(2,u) ~ f(z,u))

d 6 .
Zlells < =3 llells + 158, 4) = f(z,w)lls

soit,

=

Llells < el + (Z Sus(F(,) = Fle,w). (e w) - (=, u)))

Tenant compte de (H;), 'inégalité précédente entraine que

d 6 J
Zlells < —3llells + #* (Z |5i,jlll7rie||-ll7fjell)

3
En utilisant une argumentation similaire & celle développée dans [23] (théoréme 3) ,
on peut vérifier qu’il existe une constante positive ¢, indépendante de 8, tel que

(ZISi,jlllmell-lleell) < cllells
7
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Il s’ensuit que, pour 8 suffisament grand,

d
E;”e”s < —ﬂ”e”s , B>0
Comme S > 81, on obtient une estimation de la forme
le(t)]] < Ape=*

ol \; et A; sont des constantes positive. Ceci prouve que le systéme (3.16) est un
observateur exponentiel pour le systéme (3.14) et achéve la démonstration.

L’hypothese (Hj) étant vérifiée, soit & présent un feedback linéaire u(x) stabilisant
globalement et exponentiellement le systéme (3.14) et une fonction de Liapounov V()
vérifiant (3.15). On considere alors le systeéme (3.14) contrélé par le feedback u = u(%)
et estimé par ’observateur (3.16). Par une argumentation similaire a celle utilisée pour
établir le théoréeme 15, on obtient le théoreme suivant :

Théoréme 17 Si [’hypothése (H)) est réalisée alors, pour 8 assez grand, le systéme

{:é:As‘c+Bu(£)+f(i,u(f=))—S‘ICTCe 3.17)
i = (A= S71CTC)e + f(#,u(2)) — f(& — e,u(2)) '

est globalement exponentiellement stable.

Exemple 2 : Le systéme en dimention deux donné par

. 1. 2
Ty =T+ gs1n|a:1| e

i2=u+%m cosu (3.18)
y =2

est de la forme (3.14) et satisfait (H]). De plus, le feedback linéaire
u(zy,z2) = =2z — Tz,

stabilise globalement et exponentiellement le systeme (3.18), en effet, on peut vérifier
que la dérivée de la fonction de Liapounov V' donnée par

V((l,'l,IlIg) = 837% + (xl + 1:2)2

le long des trajectoires du systéme en boucle fermé vérifie

. 1
V(z1,22) £ —5(:1:% + 349:%)
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Ainsi, en vertu du théoréme 17, on peut stabiliser (3.18) au moyen d’un observateur

de la forme (3.16). Notons que, f(z,u) = &(sin|zi| e~**, /22 + &% cosu)T n’est pas

différentiable en z = (0,0), ce qui montre que le systéme (3.18) ne vérifie pas les
conditions de [47]. Le théoréme 17 apparait donc comme une généralisation du résultat

de [47].
Remarques

1. Les théorémes 16 et 17 permettent de considérer le probleme de la stabilisation
par feedback estimé pour des systémes affines en contréles, uniformement observables
pour toute entrée et globalement transformables en la forme canonique (3.14) avec f
triangulaire (voir [23]).

2. Notons que, I'hypothese (H}) utilisée dans le cas mono-entrée — mono-sortie est plus
forte que I’hypothese (H;) utilisée dans le cas multi-entrée — multi-sortie.



4

Stabilisabilité des champs de
vecteurs polynomiaux homogenes

4.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons 4 la stabilisation des systémes non linéaires
dans R? de la forme

{ t = P(z) +uBz (4.1)

z€R? ue R, Be My(R)

ou P : R* —» R? est un champ de vecteurs polynomial homogene de degré impair
(i.e les deux composantes du champ sont polynomiales homogénes de méme degré
2k +1, k € IN) et B est une matrice carrée a coefficients dans RR.

Dans le cas linéaire, il est bien connu que ’on peut trouver une commande stabilisatrice
si et seulement si les modes instables du systéme sont contrélables, mais en revanche,
il n’existe pas de méthodes générales pour les systémes non linéaires.

Dans ce dernier cas, s’il n’est pas possible, en général, d’avoir des résultats globaux,
on obtient classiquement des conditions suffisantes de stabilisation locale par un feed-
back régulier en considérant le systéme linéarisé autour d’un point d’équilibre ( [1], [4]).

Les systémes non linéaires affines en les contréles de la forme

z = f(z) + ug(z)
ont été étudiés dans le cas ol le champ contrdlé g vérifie g(0) # 0, ( [6], [32], [16]).

Les systemes polynomiaux homogénes sont des systémes du type (4.1) pour lesquels
les champs soumis au contréle s’annulent & l'origine (g(0) = 0) si bien que le systéme

43
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linéarisé, calculé au voisinage de ’origine, devient indépendant du contrdle. Ces
systemes n’ont jamais été étudiés systématiquement et il n’existe & leur sujet que peu
de résultats de stabilisation.

Le but est de proposer des conditions nécessaires et suffisantes d’existence d’un feedback
stabilisant pour de tels systémes et dans le cas ol la stabilisation est possible.

4.2 Stabilisabilité

Dans ce travail on va donner une condition nécessaire et suffisante pour que ces
systemes soient globalement asymptotiquement stabilisables (G.A.S) par des feedbacks
presque réguliers (i.e. C®(IR?\ {0}) et de construire explicitement les feedbacks sta-
bilisants. On montre ainsi que le systéme (4.1) est (G.A.S) si et seulement si il est
asymptotiquement stabilisable en boucle ouverte.

Dans un premier lieu, on va étudier la stabilisabilité de ces systémes dans le cas ou

k=1.

4.2.1 Cas ou P est homogéne de degré 3
Considérons le systeme (4.1) ou z = (zy, z2),
P(z) = (Pi(z), P())7,
B = (bi(z), bo(2))”

avec
b1($1,$2) = b1z + bioz,

et
b2($1,932) = by1Zy + boozs.

Notre méthode est de pouvoir chercher une matrice constante A (2 x 2),

Az = (ay(z), az(z))”
et un feedback u = u(z) homogene de degré deux, tel que

(a?:l ) _ < Pi(z1,22) bi(z1,2) ) ( 1 ) — Qe 2) ( ar(z1,2) ) (4.2)

) P2(371,372) b2($1,$2) U 02($1,$2)

ou (; est une forme quadratique définie positive. On veut, par changement de feedback
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u = u(zr),z2) + U
mettre le systeme (4.1) sous la forme
T = @Q(z)Az + uBz (4.3)
parceque, on a le resultat suivant

Théoreme 18 Les deuz propositions suivantes sont équivalentes :

(1) Le systéme z = Q(z)Ax + @Bz est globalement asymptotiquement stabilisadle.

(2) Le systéme bilinéaire plan © = Az + uBz est globalement asymptotiquement sta-
bilisable.
Démonstration : (1) = (2): D’aprés [29), si le systéme

t = Q(z)Az + uBz

est globalement asymptotiquement stabilisable alors, il existe un feedback quadratique
u(z) tel que le systéme suivant

t = Q(z)Az + 4(z)Bz (4.4)

est globalement asymptotiquement stable. En vertu du théoréme 1, il existe une
fonction de Liapounov stricte V pour le systeme (4.4). Soit

i(z)
Q(z)’
#(z) et Q(z) étant deux formes quadratiques. Il s’ensuit que le champ de vecteurs

Az +u(z)Bz est continu sur R?, et donc V est aussi une fonction de Liapounov stricte
pour le systeme & = Az + u(z)Bz.

u(z) =

(2) = (1) : Réciproquement, si le systéme bilinéaire plan
z = Az +uBz

est globalement asymptotiquement stabilisable, alors il existe un feedback u = u(z)
qui rend le systéme
t = Az + u(z)Bz
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globalement asymptotiquement stable. Comme ®@(z) est une forme quadratique définie
positive alors, il est facile de voir que le systéme

& = Q(z) (Az + u(z)Bz)

est G.A.S, le théoréme est ainsi démontré.
Cependant, la stabilisabilité du systéme (4.1) peut étre deduite grace 3 la classification
des systemes bilinéaires plan, donnée par Chabour, Sallet et Vivalda [13], ol pour les

systemes bilinéaires plan stabilisables, des feedbacks C*\ {0} homogenes de degré zéro
sont donnés.

Maintenant, pour transformer (4.1) en (4.3), on doit considérer la fonction
F(z) = det(P(z), Bz)

Il se trouve que, si F(z) admet dans sa décomposition, un facteur quadratique définie
positive Q(z), alors en utilisant des changements de feedbacks et de coordonnées, la
transformation est possible.

En effet, remarquons tout d’abord que
Pi(z1,23) buzi + biaze
F = det ’ 4.
(21,22) © ( Py(z1,22) bazi + bz, (4:5)

= (buzy + byox2) Py(Z1, T2) — (b11z1 + bioz2) Po(z, 24) (4.5)

est un polynome homogene de degré 4. Donc, F est le produit de deux formes quadra-
tiques définies, ou une forme quadratique définie et deux formes linéaires, ou bien F
est le produit de quatre formes linéaire. En utilisant les formes canoniques obtenus par
[15], on peut mettre F' sous 'une des trois décompositions possibles. Soit la fonction

P(z1,T2) = a0z} + 4012313 + 6asziz? + 4azz 73 + a4z (4.6)
Notons
i,/, = apd4 — 40.1(13 + 30%

. 2 2 3
Ju = Qol2a4 + 2a1a2a3 — aja4 — Aoa3 — a3

Dy = i - 27;2
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1

Yoz Yu
By =35 .

¢a: Y ¢yy

OU Yz, Pzy et 1y, désignent les dérivées partielles de second ordre de la fonction .

En vertu du théoréme (2.6) de Cima et Llibre [15], pour une telle fonction de la forme
(4.6), il existe 0 € GL(2,R) qui transforme ¢ en une et une seule forme canonique
suivantes :

1. (x1,73) = o} + 6pzizl + 23, p < —1 avec Dy > 0, Hy < 0et12H] —iyp® > 0.

I1. (1, 72) = oz} +6pzizl +23), |lel=1, p> —3, p# 5 avec Dy > 0,09 > O et
Hy >0 ou 12H] — iy < 0.

III.Y(z1,22) = 2§ + 6uziz? — 23 avec Dy < 0.
IV. (21, 22) = azi(62? + 22), || =1 avec Dy =0, ajy < 0 et 24y, Hy — 35,9 > 0.
V. ¥(z1,22) = azi(6z] — z2), |a] =1 avec Dy =0, ajy < 0 et 2i,Hy — 35,9 < 0.

VI. ¢¥(z1,22) = a(z? + 22)?, || = 1 avec Dy, = 0, ajy > 0, 2iy,Hy — 35,9 = 0 et
Hy, > 0.

VII. (1, z2) = 6aziz?, |a| = 1avec Dy =0, ajy, <0, 2ty Hy—35,¢ = 0et Hy < 0.
V (21, z2) = 42324, avec Dy, =0, j, =0 et ¢y = 0, Hy # 0.

IX. ¢¥(z1,22) = azi, |a| =1 avec Dy =0, j, =0, i, =0, Hy, =0 et arp > 0.

X. Y(z1,22) = 0.

a) Supposons que
F(z1,72) = Qi(z1, 72)-Q2(71, 22)

ou @, @, sont deux formes quadratiques définies. Sans perte de généralité, on peut
supposer que (J; est définie positive.

Proposition 4 Il existe une matrice constante A et un changement de feedback
u=u(z1,z2) + 14

ot u(z1,z2) est homogéne de degré deuz, qui transforme le systéme (4.1) en (4.3).

SRR
3;&"2237? |
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Démonstration : Comme F est définie, alors d’aprés (4.2) on a
1Y _ Pi(zy,23) bi(z1,22) - a(z1,z2)
( u ) B Q1($1,IL‘2)( Py(z1,22) ba(z1,22) az(z1, T2)

1 =Q1(z1,:c2) by(z1,22)  —bi(z1,22) ay(z1,z2)
() - % J(e2)

u F(zy,z2) \ —P(z1,22) Pi(21,22) az(z1,3)
Tenant compte de la forme de F, on aura
Qa(21, T2) = a1(z1, 72)b2(21, T2) — az(21, 2)b1 (21, 22) (4.7)
et

1
u(zy, ) = m (—a1(z1, 22) Py, 22) + az(21, 22) Pi (21, 72)) (4.8)

Il est clair qu’on peut écrire (4.7) comme suit

_bl2

xT ( b21 —bll ) A:L‘ = Q2($)
b22

Etant donnée que Q2(z) est une forme quadratique définie, alors il existe une matrice
définie @, telque

Qs(z) = 27Quc

Donc, puisque det B # 0, parceque F est définie, il s’ensuit qu’un choix de A, qui est
une solution de I’équation précédente, est

_ 1 ~bi2 b\ 5
A= detB ( ~by by 9
D’autre part on peut vérifier que u(z;,;) donné dans (4.8) est homogene de degré
deux.

b) Si F(z1,z2) = Qi(z1,z2)(enz1 + frzs)(cezy + Paz2), ol a1,aq,P51,P82 € R et
Qu(z1,22) = pa? + vzi2s + €22, telque v € R, p > 0, € > 0, vérifiant v? — 464 > 0.

Proposition 5 Il existe un changement de feedbacks tel que, dans une base convenable,
le systéme (4.1) peut étre écrit comme (4.3).
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Démonstration : On distingue deux cas
cas 1 : det B # 0.
Dans ce cas les deux vecteurs lignes b, et b, sont indépendants.

Notons
Li(z1,22) = a1y + frz2

et
Ly(21,22) = aaz1 + Pazy

Il en resulte que,

F($1, 1'2) = (b2l-771 + b22-772)P1($1’ 1‘2) - (b11$1 + b12x2)P2(x17 $2)

= Q1($1,xz)-L1($1,$2)-L2($1,$2)

Comme det B # 0, par changements de coordonnées, on peut supposer que b;; # 0.
Consideérons la division Euclidienne sur R[(zy,z;)] de P, par b, et du produit L,.Q;
par b;. Alors, il existe des formes quadratiques ¢, ¢; et des constantes [;, l5, telque

Pi(z1,22) = quz1, 22)b1(21,22) + llx‘;’

et

Lo(z1,22)Q1 (21, 22) = q2(z1, 22)b1(z1, 22) + lﬂg

Le terme z} apparait dans les décompositions précédentes, parceque by; est supposer
different de zéro.

Si l; # 0, alors les deux polynomes P, et b; sont premiers entre eux et donc b; et F le
sont aussi. Comme L,.Q); divise F, il s’ensuit que L;.Q; et b, sont premiers entre eux,
et donc I3 # 0.

Ainsi,

l
P = i(Lz.Ql — g2b1) + qiby

Considérons maintenant, le changement dans 1’espace des controles suivant
h

U= l_q2($17 3’2) - (I1($1, 372) +u
2
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le systéme (4.1) devient alors

Iz (4.9)
Ty = Py(z1, 22) + ubs(z1, 22)

) l
{ I, = —1L2($1,$2).Q1($1,$2) + Ubl(z17x2)

ou l
P=pP+ (l—lqz —q1)b,
2

Comme F est invariant par changement de feedbacks, alors L,.Q; divise P,. On en
déduit qu’il existe une constante k tel que

Pz(.’l?l, :272) = k‘Lg(.’L‘l, .’L‘z).Ql(IL‘l, 2)2)

(1) -aiemn(3) ()

[
Q3 ‘l'l'ﬂz
2

et donc, on obtient

ou

kay kB,

Si ly = 0, alors le systeme (4.9) peut s’écrire, aprés un changement de feedback de la
forme

u = q1($1,$2) + U

(5) =@ o ayy )3 (h02)

cas 2: det B=0.

sous la forme

Soit
P(.’L‘, t) = tlz‘;’ + tg.’rfl'g + t3(L‘1SL‘§ + t4l‘:23, ti € R.

Dans une base convenable, base de Jordan, la matrice B peut étre mise sous 1’une des
deux formes suivantes

(a0
2.1)B_( 0 0).Posons

Pi(z1,22) = P(z,s)
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et

Py(z1,22) = P(z,7).

On peut vérifier que

F(»’El,xz) = -\ P2($1,372)

Tenant compte de la forme de F, on peut choisir &; = —A; et §; = 0. Alors, par le
changement de feedback suivant

/ !

u= ’*(5/2-'17% + Sgl‘l.’lfz + S;mg) + Sl—fo + ix1$2 + 4
p ¢

on a

0o
o) 3 Ty A 0 2
()= £ 3)(2) o3 8)(2)

ar B

2.2) g (1) ) Dans cette base, on pose P, = P(z,s') et P, = P(z,r'), par suite

en utilisant la méme idée que celle dans le cas précédent, le changement de feedback

suivant , ,
SV S

1.2 ! 7.2 1 2 1 ~

u = —(8527 + 32122 + 54235) + —#—zl + Tazlxg + 4

permet de transformer le systéme (4.1) en

. 81
T _ — 0 A - 0 1 T
(iz)—Ql(a’lﬁv?) aﬂz ,32 <$2)+u(0 0><$2>

Maintenant si on suppose que F(z) prend la forme d’un produit de quatre facteurs
linéaires, il n’est pas possible de transformer le systéme (4.1) en la forme voulu.
Parceque, si on avait une telle transformation, alors nécessairement Q(z) divise F(z),
ce qui n’est pas le cas.

Exemple : Soit le systéme dans R? suivant

z; = 23 — 5222, + 22422 + 923 + uz
{1 R (4.10)

&y = —3 + 2zizy + 37122 + 23 — uz,
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Un calcul simple donne

F(z1,z;5) = (22 — 2125 + 322) (21 — 324) (21 + 22)
Ici,
Q(z1,22) = 22 — 1124 + 322

Si on considere le changement de feedback

u = 223 + 5z 79 + 422, +il

alors, le systéme (4.10) devient

T T . T
(i::)=(mf—x1x2+3m§)A(z:)-*-uB(x:)
3 3 1 0
as( %) an=(0)

En vertu de [13], le feedback homogene de degré zéro suivant

ou

. —12z2
U(z1, T2) = m

stabilise le systeme bilinéaire
t = Az + 4Bz, ou = = (z1,z2).
On en déduit alors, que le feedback homogene de degré deux

—12z% + 1223z, — 36z3z3
3z? + z2

U($1,$2) =

stabilise (4.10).

4.2.2 Cas ou P est homogeéne de degré 2k4-1

Dans ce paragraphe, constitué d’un article paru dans les actes du 2°™€ IEEE
Mediterranean Symposium on new Directions in Control & Automation, on considere
le systéme (4.1) avec P homogene de degré 2k + 1. On donne une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il soit stabilisable. Des feedbacks polynomiaux homogenes de
degré 2k sont aussi donnés explicitement.



On the Stabilization of Homogeneous Affine
Systems

Abstract This paper gives necessary and sufficient conditions for the asymptotic stabilization
of a class of homogeneous polynomial systems. Local stabilization results are obtained for other
systems.

Keywords Stabilization, feedback, nonlinear systems, homogeneous polynomials of odd degree.

1 Introduction

This paper is a contribution to the study of the stabilization of nonlinear systems

(1) z = f(z,u).
The problem is to find feedback laws z — u(z) which make the closed-loop system:
z = f(z,u(z))

asymptotically stable (locally or globally) about the origin. If such a feedback exists, we will say
that system (1) is asymptotically stabilizable (locally or globally). If there exists control law u such
that lim,— 4+ z(t) = 0 (z(t) denoting the solution of z = f(z,u(.)), z(0) = zo) for all zg, we will
say that system (1) is asymptotically controllable to the origin. Obviously, to be asymptotically
controllable to the origin is a necessary condition for the asymptotic stbilizability.

The results of this article concern systems of the form:

(2) £(t) = P(2(t)) + uB(2(1))

whose states evolve on R? , control in R and where P(z) = (Py(z), P2(z))T (the notation MT
stands for the transpose matrix of M); P; and P, being homogeneous polynomials of the same
odd degree and B being a 2 x 2 matrix. When the degree of homogeneity of P is one, we deal with
bilinear systems. This kind of systems has been first adressed by Bacciotti and Boieri ([1], [2]),
further R. Chabour, G. Sallet J.-C. Vivalda [3] and give a complete classification of these systems
in the plane from the point of view of the asymptotic stabilization.

In this paper, we give necessary and sufficient conditions, algebraically computable, for the
global asymptotic stabilization of (2) when the degree of P is at least three. It turns out that the
stabilizability is equivalent to the asymptotic controllability to the origin. If (2) is not globally
stabilizable an invariant domain is given. Moreover, for stabilizable homogeneous systems of the
form (2) a smooth homogeneous of degree 2k feedback u is given. Furthemore, as an application of
this study, we give a result on the local stabilization of nonlinear systems affine. £ = f(z) + ug(z).

2 Classification and stabilization of planar homogeneous sys-
tem of odd degree

Consider the system (2) which can be written:

(5)=(REm)+(59)(2)



where PiandP; are homogeneous polynomials of odd degree (2k + 1).

In the sequel, we denote by {(.|.), the scalar product in R? and the notation G.A.S. means
globally asymptotically stabilizable. The following theorem, whose proof can be found in Hahn [4],
is crucial for the study of the stabilizability of system (2).

Theorem 1 Consider the homogeneous system of odd degree 2k + 1:

zy = Hi(zy,z2)
(H) {il = Haovz0)

(i.e. Hy and H> are homogeneous polynomials of the same odd degree 2k + 1). The function F
defined by

F(zi,z2) = zoHi(z1,22) — 21 Ha(z1,22)

will be called the characteristic function of system (H).
Suppose that F can be factorized under the form:

» q
F(z1,z2) = H(t’lm + thza) H Qi(z1,z2)
i=1 j=1

where the Q;’s are definite quadratic forms, then the above system is globally asymptotically stabi-
Lizable if and only if

((Hu(th, —t), Ha(th, —11) T 1 (85, —t)T) <0 Vie{L,...,p}.

In the following sections, we will see that system (2) is asymptotically stabilizable iff it is asymp-
totically stabilizable by means of an homogeneous polynomial feedback of degree 2k. Our stat-
egy will be the following: in order to prove that a given (homogeneous polynomial) feedback
z — u(r) asymptotically stabilizes system (2), we will consider the closed-loop system & = X (z)
(X]_(I) = Pl(f) + u(l‘)(Bu.‘L'l + 312132), X2(.'L') = Pz(I) -+ ‘U.(I)(Bgll‘l + Bgl‘g)) and we will prove
that the characteristic function of this system satisfy the hypothesis of Theorem 1.

2.1  Case where B is diagonalizable

In this section, we discard the very trivial case where B = 0; in a suitable basis of R?, matrix B

can be written \
_ (M O
5= %)

we deal with the following situations for matrix B.

2.1.1 Case where detB > 0

In this case, we have the following theorem.

Theorem 2 If B is diagonalizable and det B = Ady > 0, set ¢ = 1 when A} > 0, e = -1
otherwise, then if the positive constant 6 is large enough, the following feedback

u(zy,22) = —e€b (zf + z%)k

stabilizes system (2).

Proof Consider the positive definite function

V(zy,z2) = =(| A2 | 23+ | Ay | 2)

L
2



the computation of V, the derivative of V along the trajectories of the vector field P(z)+u(z)B(z),
gives

k
V(.’Bl,l‘g) = | /\2 I 1.‘1P1((L'1,.172)+ l /\1 I .’L‘sz(:L‘l,.’Cg) — 6/\1A2 (IL‘% + 1‘%)
| /\2 |x1P1+ I /\1 l Z'QPQ

(23 + z3)°

= (zf+z§)k- = o6(z3 + 23) +

so it is clear that for § positive large enough one has V(z1, z3) < 0 for all (23, z3) # (0, 0) because
| Az |21 Pi+ | A1 | z2Pe

is homogeneous of degree zero and bounded on R?\ {0}.
(2} +23)"

the function z —

2.1.2 Case where det B <0
We can suppose that system (2) can be written as

3) ) = P(z;,z3) +udiz;
T3 = Pyzy,z2) + udazy

with A; > 0 and A3 < 0. We will consider the following real function:

Pi(z1,z2) A2y

F(zy,23) = — det ( Pazs 22) Mos

) = Mz Pa(z1, 22) — Aaza Pi(z1, 22)

F(z1,z2) is an homogeneous polynomial of even degree 2k + 2 and we have the following result.
Theorem 3 If the function F does not satisfy one of the following conditions
i. there ezists ¢ > 0 such that F(1,¢) < 0,

. there erists d < 0 such that F(1,d) > 0,

then system (3) is not asymptotically controllable to the origin.

Proof First, we suppose that condition i. is not satisfied, then F(1,£) > 0 for all £ > 0. Consider
the function defined in the first quadrant by

Hl(l‘l,.’tg) = xl—/\zlél

Take for u any control, the computation of Ay, the derivative of 1 along the trajectories of system
(3) gives:
Hi(z1,z2) gprm gy ! (Mz1Pa(z1, 2) — Aez2 Py (21, 72))

zl"\"lz;"lF(zl,zz).

Since F(z), z2) is an homogeneous function of degree 2k+2, we have F(zy,z9) = zf"”F(l, z2/z1) >
0 for z; > 0 and z; > 0; it follows from above that F(zy,z,) takes only nonnegative val-
ues when z; and z, are both positive. The consequence is that the regions of the form R, =
{(z1,22) /21 > 0,22 > 0, z7*z3* > c} (c > 0) are positively invariant for the differential equa-
tion £ = P(z)+ uB(z) so system (3) is not asymptotically controllable to the origin.

In the case where condition ii. is not satisfied (i.e., F(1,€) < 0 for all £ < 0), we consider the
function defined in the second quadrant by:

Hy(z1, 2) = 27 (—z2)™
a simple computation gives

Hy(z1,z5) = —z7 27 (—z)M 7 (A 21 Po(1, 22) = Maza Pi(zy, 22))
_zl_An—l(_ZZ)/\l_lF(zly22)1



using the same argument as in the first case, one can deduce that ii. is necessary for the asymptotic
controllability to the origin. ]

Theorem 4 Suppose that conditions 1. and ii. hold, then there ezists a homogeneous feedback law
of degree 2k which stabilizes system (3).

Proof We can suppose that system (3) can be written under the form:

(4) Iy 21 Py(z1, 22) + azZ* ! 4wl
Ty = blffk'*-l + 1:2P2(1,‘1, 112) + udoza

where A\; > 0, Ay < 0 and Py, P, are homogeneous of degree 2k (k > 1). We will prove that we can

find a feedback such that the conditions of application of Theorem 1 are met for the closed-loop
system (4). We will distinguish five cases.

Case 1 ab < 0 In this case we will prove that the following feedback law

_ - b b 2 -
u(z) = i Py(z) — Pi(z) + 2—1‘%" - —zsz_l:cg + ac’z 231 — 2cazZF
AL — A ¢ c

stabilizes system (4) (c is choosen in such a manner that ¢ > 0 and F(1,¢) < 0). Indeed, if we
consider the closed loop system

z, = 2lﬁl($1,12)j-a:t§k+l+u($1,1:g)/\1121 = Xl(.’L‘)
Te = b:l:;_"'k+1+12P2(:81,1‘g)+u(1?1,l'g)/\2.'rg = X'_g(z)
and the function
Flzy,z2) = z2X1(21,72) — 21 X2(21, 22)

= 219 <p1($1, :1:2) - 132(2:1, .'Bz) + (/\1 - /\2)11.(1:1, 1.‘2)) + (I:L‘%k-'-2 - b:l,"‘l,k"'2

one can verify that
Flon,oa) = (oms =22 (- ol s )
Since 7(1,¢) =0, there exits » such that (X1(1,¢), Xx(1, C))T =v(1,¢)T and using the fact that

F(l,c):—det( Pl,e) A >=_det( Xi(Le) A )

Pz(].,c) /\zc X2(1,c) /\20
_ v /\1 _
= —det ( ve Agc ) =ve(A — A2) <0,

we can deduce that v = F(1,¢)/c(A — A2) < 0 and
(X1(L0), Xao(1,0)" 1(L,e)T) =w(1+¢") <O

Consequently, the proof follows from theorem 1.

Case 2 ab > 0 In this case, we consider the feedback law:

- - b
(Pz(.’L‘) - Pi(z)+ (dT-l;c)-bz?" - d—ca:f”'l:rz + adezyz2¥! —a(d + c)z%") ,

1
A= Ag

u(z) =



it is easy to verify that, for the closed loop system, function F is given by
b
F(z1,z2) = z2X1(21, 22) — 21X2(21, 22) = (ez1 — 22)(dz1 — zz)(—axfk + az2k)

Since F(1,¢) < 0 and F(1,d) > 0, by using the same argument as above one can deduce that

F(l,c) (1+¢%

(X1(L,0), Xa(1, )" 1 (L) = =25

<0

and
1,d) (1+d?)

= E(
(X1(1, D) Xo(L, )T | (1,d)T) = =5 <0

therefore system (4) is G.A.S. about the origin.

Case 3 a =0 and b # 0 In this case we deal with the following situations:

e b < 0 In this case we will prove that if § is choosen positive and large enough, the feedback law

- - b b
u(z1, z3) - (Pg(zl, z2) — Pi(z1,22) + E:cfk - ébxlxgk—l + 6—1:%)

A=A d?
stabilizes system (4). Indeed, if we consider the closed loop system (4)

{ T = 1:15"1(271,22)~+ u(zy, T2)Az1 = X (21, 22)
Zg = bIIk+1 + 22 Pa(z1, z2) + u(z1, 22)A2ze = Xao(21, z2)

and the real function F(z1,z2) = £2X1(z1, 22) — £, X2(z), z2), one can verify that

b 2 9
F(z1,z2) = —Efx(dl'l — z3) (xik + 5’3§k) .

Now, the same computation as above shows that

F(1,d)

((6(Ld) XLd) 1LIT) = g7

(1+d%) <0.

on the other hand, we have

p — AP bA
A1P(0,1) — A2 P1(0,1) +6 2

((X1(0,1), X2(0,1)7 [ (0,)T) = A L

so for 6 positive and large enough, we have
((X1(0,1), X2(0,1)" | (0,1)T) < 0

and the proof follows from theorem 1.

ob > 0 Using similar arguments as above one can prove that for § positive large enough the
feedback law

. . b b
weor, ) = 5y (Paon, ) = Puen o)+ 2ol - shanalt 4 5002

AL — Ay

stabilizes system (4).

Case 4 a # 0 and b = 0 In this case, if we redefine z; as z, and z, as z; and if we make the
change in the input space: u — —u, system (4) becomes:

2k 41

{ &1 = z1Py(z0, 21) +u(=A2)z
Ty = azi{"T" + 2 Pi(z2, 1) + u(—A1)z2



The problem is therefore reduced to case 3.

Case 5a =0 and b =0 Finally, we will prove that for 6 large enough, the following feedback
law

u(zy,z2) = " i/\z (F’g(:c) - 151(2) + é(czy — zz)%‘l(d:cl - :cg))

stabilizes system (4).
Indeed, if we consider the closed loop system

{ ) = 1311?1(1'1, z2) + u(z1, z2) 2y = Xi(zy, 22)
Ty = 2o Py(x1, 22) + u(zy, 22)A2z2 = Xa(21, 22)

and the real function F(z1, z3) = 22X, (21, 22) — £1X2(21, £2) one can verify that
F(er,za) = bziza(czy — zz)%'l(dzl - z3).
It is easy to see that
((X1(1,d), X2(1,d)T | (1,d)T) < 0and ((X1(1,¢), X2(1,)T | (1,0)T) <o.

Now for é positive and large enough the following holds

A1P5(0,1) = A2 P1(0,1) Ao
X1(0,1), X2(0,1))T | (0,1)T) = =22 +6 <0
((X1(0,1), X2(0,1))" | (0,1)") A Or=a)
and
p — AP , A
(G (1,0), Xo(1,0)T [(1,00T) = 2PLO=2AR0) | oy M
A=A (A1 — A2)

2.1.3 case where detB =0

Without loss of generality, we can assume that A; # 0: as a matter of fact, one of the two
eigenvalues of B is nonzero, if we have A; = 0, by redefining z; as z» and z, as z; and by
renaming the eigenvalues of B, we can assume that A, # 0; system (2) can then be written:

5) { £ =z, Py(z, z2) + azZ* ! fudiz,

: 2k+1
Iy = b:l.'l g IZPZ(:BI, :L'z)

The following result is obvious.

Theorem 5 Ifa =0, system (5) is G.A.S. if and only if Py(0, 1)< 0.

Proof When a = 0 the straight line of equation z; = 0 is invariant for the differential equation

6) &, = 21 Pi(z1, z2) +ulizy
Tg = b:cfk'H + 1.'2P2(21, .’22)

and on this line, equation (6) reduces to:
i’2 = 2§k+1132(0, 1).

Consequently, if P(0,1) > 0 we have z(t) = z2(0) or lim;_ o Z2(t) = +o0 (for any control u)
and system (5) is not asymptotically controllable to the origin.



If if £(0,1) < 0 and if b 0 the feedback law
1 - .
u(zy,z2) = X;(Pz(zhl'z) — Pi(z1,22))

stabilizes system (5). Indeed a simple computation gives
Flzy,z) = —bzik+?
and

((X1(0,1), X2(0,1)T 1 (0,1)T) = Py(0,1) < 0

In the case where b = 0, consider the following feedback law
1 - - -
w(an,z) = o(Paler, @) = Pl 2a) +8P(1,0)21),

u stabilises system (5) because

F(z1,22) = (6Py(1,0)z3+ e,

and
((X2(0,1), X200, 1)) | (0,)T) = By(0,1) < 0
((X1(1,0), Xo(L,0)" [ (L,O)T) = &+ Py(1,0),
the last expression will be negative if we take § = —1 — P5(1,0). n

Suppose now that a # 0 without loss of generality, we can assume that a > 0 because if we have
a < 0 we redefine z; as —z; and system (5) becomes

. D 2
y =z Pi(—z1,22) — azgk“ +udiz
Io = —bzf“’l + Ing(—Il,Ig)

Theorem 6 Suppose that a > 0 then system (5) is G.A.S. if and only if the following holds:

there ezists ¢ > 0 such that be?*+! + Py(c, 1) < 0.

Proof Suppose that the hypothesis of the theorem is not satisfied:
Ve > 0 be?*+! + Py(e,1) > 0

and consider the region of the plane R = {(z1,z2) / z1 > 0, z2 > 1}. Along the boundary
of R, the vector field P + uB points inwards R (whatever the control u) so system (5) is not
asymptotically controllable to the origin.

Conversely assume now that there exists ¢ > 0 such that bc2*+1 + Py(c, 1) < 0.
If b > 0, we take the feedback law:

1 (- ~ - - +d
u(zy,z2) = N (Pz(x) —~ Py(z) + b(c + d)z3* + %zlzgk ! bede*¥ 1z, — %:gk)

where d is a negative parameter to be choosen. For the closed loop system

{ &y = 2y P (21, 22) + a2 4 u(zy, 22) M2y = Xi(21,22)

&y = bzt 4 29 Py(z1, 22) = Xo(z1,22)



we can verify that

a
F(z1,z2) = (21— cza)(z) — dz2) (—bz%k + ax%")

Recall that since F(c,1) = 0 we have (Xi(c, 1), Xa(c,1)) = v(c,1) and using the fact that v =
Xa(e,1) = be?k+! 4+ Py(c, 1) < 0 it follows that

((X1(e, 1), Xa(e, )T [ (6, )T) = v(1+¢%) < 0,
using the same arguments we get
((X1(d,1), X2(d, 1)T [ (@, )T) = (bd®**! + Py(d, 1))(1 +d?).

Now Q(y) = by**t! + Ps(y,1) is a polynomial of degree 2k + 1 whose leading coefficient is b > 0,
so there exists y < 0 such that Q(y) < 0. If d is choosen such that Q(d) < 0 we have then

((X1(d, 1), X2(d, 1))T | (d,DT) < 0.

If b < 0, consider the feedback law

u(z1,z2) = N (Pz(fl,rz) — Pi(zy, 3) + 2cbzi’ + c—zngk L b2 1gy — 2;13'“) )
We get
9 a bl
F(zi,22) = (21— cza)?(—bz3* + c—zz.}k)

and it is easy to see that
((X1(e, 1), X2(e, )T [ (e, DT) = (b 4 By(c, 1))(1 + ) < 0.

Consequently, from theorem 1, we can conclude that the closed-loop system (5) is G.A.S.
If b = 0, consider the following feedback law

1 ~ fnd a2 k- a a9
u(zy,z2) = /\—1 (Pz(z:l, z2) — Pi(zy,290) — 6:::;" + 6c:r{k lzg ~ —c-a:§“)

where 6 is a positive constant. We get

F(z1,22) = za(zy — cz2)(—622* — %xg")
and
((X1(e, 1), Xale, 1)T (e, 1)T) = b+ 4+ Bye, D)1 +¢%) < 0
((X1(1,0), X2(1,0)" | (1,0)T) = P5(0,1)-5.
It follows that for § positive large enough one has: ((X(1,0), X5(1,0))T | (1,0)T) < 0. |

2.2 Case where the eigenvalues of B are real without B being diagonal-
izable

In a suitable basis of R2, matrix B can be writen

A1l
5= (53)
Theorem 7 If Tr(B) # 0 then for § positive and large enough the following feedback

u(z1,z9) = —A6(z2F 4 23F)




stabilizes system (2).
Proof Consider the positive definite function
1
V(zi,22) = 5(’\255% + z3).

The derivative of V' along the trajectories of the closed-loop system is equal to:

V() = Xz Pi(z)+ zaPy(z) — 622 (z3F + 22F)(N22? 4 Azy25 + 22)
A2z1 Pi(z) + z2Py(z)
[ P ( = 602(A%2} 4+ Azy 2o + 23) | (2% 4 22F)
1 2
. A2 P, , . .
The function z — —% is homogeneous of degree 2 while the function z — A2(A\%z? +
I Z2 .
Azyzg + 3) is positive definite, so if the constant & is choosen positive and large enough, V is
negative definite. u

In the case where Tr(B) = 2\ = 0 system (2) can be written as

(7) z; = Pl(:tl,l'g) + uzsy
3 = Py(z1,22)
First, we state the following (negative) result:
Theorem 8 If for all€ € R one has Pa(€,1) > 0, then system (7) is not asymptotically controllable
to the origin.

Proof For the proof it suffices to remark that if P»(&,1) > 0 for all £ € R then along the boundary
of the region of the plane R = {(z1,z3) / z2 > 1}, the vector field P + uB points inwards R. ®

In the sequel, we will assume that there exists £ € R such that P»(&,1) < 0. We remark also
that polynomials P, and P, can be written

Pi(z1,22) = z2Pi(z1,20) + az?*t!
Py(z1,20) = z3Paler, o) + bai* ! + caibay

where P; is an homogeneous polynomial of degree 2k and P, is an homogeneous polynomial of
degree 2k — 1. Under this hypothesis we deal with the following discussion.

2.2.1 Case wherea =0

In this case we discard the trivial case where b = 0 (if & = 0, the line of equation z3 = 0 is entirely
constituted by singular points).

Theorem 9 If there exists £ € R such that Py(&,1) < 0, then systeﬁz (7) is G.A.S.

Proof Set 6, = ¢+ 2b€; and choose 63 such that §7 — 465 < 0, then the function
9(z1,22) = —bzik — 6122 1py — 6,238~ 222 _ b2k

is definite. So if we consider the feedback law

u(zy,22) = —Py(z1,2q) + 21 Po(y, g) + (26160 — 82 — bE2)zI* + (26160 — 6:62)2HF 1y
- 62632%""22% —brir2?-2 4 2b€oxlz§"'l,

one can verify that

F(z1,2z2) = (21— &oz2)g(z1,22)



a simple computation gives

((X1(60,1), X2(60, 1)) (&0, 1)T) = P60, 1)(1+€3) < 0

2.2,.2 Case wherea # 0

System (7) can be written:

z a:cf“l + 1‘2131(1'1, T3) + uza
(8) . _ 2k+1 2k D
Ty = bz 4 2o (cxi® + 22 Po(zy, z2)

and we deal with the following situations:
o b # 0 after a change in input space of the form u — —P, + % (c:z:%" + 182152) + u and if we

a .
redefine z{ as z; — 3.’62, this system becomes:

Tl = Uur2
. a
Ty Py(zy + 3% z3).

The problem is therefore reduced to case where a=0.
e b = 0 using the fact that the straight line of equation z5 = 0 is invariant, it follows that, if
a > 0, system (8) is not asymptotically controllable to the origin.

Theorem 10 If a < 0 and if there ezists €, € R such that Py(§,1) < 0 then system (8) is G.A.S.
by means of n homogeneous feedback of degree 2k.

Proof Consider the following feedback

Wa1,22) = =Pi(er,20) + 21 Po(e1,72) - (a = 0oz + (a - )z123* ™! — (a - c)6ost,
we have:
Fzr,z2) = (a-—c)za(zy — Eoza)(2}F + 22F)
and ((X1(1,0), X2(1,0))7](1,0)) = a < 0, ((X1(éo, 1), Xa(Eo, 1)) (€0, 1)) = (1+3) Pa(€0,1) < 0.

2.3 Case where B has no real eigenvalues

In a suitable basis of R?, matrice B can be writen as

B = (—aﬁ 2 )

First we will prove the following result.

Theorem 11 If B has no real eigenvalues and if Tr(B) # 0 then for § positive and large enough
the following feedback

u(zy,z3) = -—ab(z? +22)*
stabilizes system (2).

Proof For the proofit suffices to compute the derivative of the positive definite function V' (z,, z3) =

1 . . .
E(zf + z2) along the trajectories of the closed loop system. We obtain:

V(zi,z2) = z1Py(z1,22) + 22 Pa(z1, 22) — 6 (22 + £3)*+?

10



which is negative definite if § is positive and large enough. [ |

Suppose now that TrB = 0, the system (2) can be written:

9) {&

2

Pi(z1, 22) + ufz,
Py(z1, z2) — ufzy

Define the real function F' by:
F(z1,22) = z1Pi(z1,72) + 22P2(21,72)

then the following holds.

Theorem 12 System(9) is stabilizable and only if: there ezist (c,d) € R? such that F(c,d) < 0.

Proof Suppose that the condition of the theorem is not met and consider the positive definite
function V(zy,z2) = (z? 4+ 2z3)/2. The computation of the derivate of V' along the trajectories of
the open (or closed) loop system (9)) gives

2V (z(0), 22(0)) = Faa(t), za(t)) 2 0

this proves that system (9) is not asymptotically controllable to the origin.

Conversely suppose now that there exist (¢,d) € R? such that F(¢,d) < 0 and consider the
homogeneous polynomial of degree 2k + 2: G(z1,z2) = z2Pi1(z1,£2) — z1P2(x1,22). Using the
euclidean division of G by z% + z3, we can write:

G(z1,z2) = Q(z1,22) (2 + 23) + az 23F+! 4 b 2F+?

where @ is an homogeeous polynomial of degree 2k and a and b are some constants.
Consider now the following feedback law:

1 9 - 2k
u(zy,z2) = 3 (-—Q(:c;,zz) + 8(dzy — cz2)? (2 + :1:3)’c g brz x4 621:%")

where §; and 6, are the solutions of:

613+ 822d + (a+61)ed® +(b+62)d® = 0
361¢2 + 262¢d + (a + 6,)d? = 0,
namely
5 = d?(ac? + 2bcd — ad?) P d(2ac® + 3bc?d + bd3)
T (@ a2) 2T (2 +d5?

Thanks to this choice of §, and 62, polynomial F can be factorized and we have:
) b+4
F(z1,22) = (dz; — cz3)? (5(::% + z2)* + d—;zlmgk'l + %z%k)
= (dz; — cz2)*¥(z1, 22).
Clearly, if § is positive and large enough ¥(z) is positive definite and we have:

((X1(c,d), Xa(c,d)T | (c,d)T) = F(e,d) < 0

11



3 Local stabilization of non linear systems

In this section, we consider a single input, nonlinear system defined on a neighborhood U of the
origin of R™:
(10) z = f(z) + ug(z)

We suppose that f and g are functions such that f(0) = ¢g(0) =0

Definition 1 A function p is said positively homogeneous of degree m > 0, if for any vector z and
any real positive A one has:

p(Az) = A"p(z)
In system (10), assume that, Dfy = 0 and D*fo = 0 for all i € {1,---,2k} then, since f(0) =
g(0) = 0, one can write
f(.’L‘) = D2k+1f0£2k+1 + fl(z)

and
g(z) = Dgoz + g1(z)

where
Ifi(@)ll < Mi|lz|***!  and (lgi(2)l| < Malz]] YzeU' CU

Denoting D?+1f, by P and Dgg by B, consider the system:

(11) z = P(z)+ uBz

We will call System (11) will be called the approximating system of system (10).
Theorem 13 If the approzimating system (11) is stabilizable by means of positively homogeneous
feedback of degree 2k, then the nonlinear system (10) is locally stabilizable.

Proof Let u = u(z) be a positively homogeneous stabilizing feedback of degree 2k for the ap-
proximating system (11). Set ¢(z) = P(z) + u(z)Bz and ¢(z) = fi(z) + u(z)g1(z). Since u is C*
on U'\{0}, it can be seen that ¢ and ¢ are locally Lipschitz. Besides, one has

lu(z)] < Mol|z(|**
Furthemore, one can verify that ¢ is positively homogeneous of degree 2k+1 and ¢ satisfies
(@)l < (M1 + MoMo)||z|[***, Yz €U’

l¢(2)ll < Mllz||****, Yz e U’

Where M = M; + MgM;. Then it follows from the theorem 24 of Massera (5], that the solution
z = 0 of the equation & = ¢(z) + #(z) is asymptotically stable. Hence, system (10) is locally
asymptotically stable. |
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