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Introduction

Dans cette thèse on étudie quelques problèmes de stabilisation par retour d'état
pour certains systèmes non linéaires.

On considère des systèmes en temps continu décrits par des équations différentielles
de la forme

I  r fù: r(c1r;,  u1t;)
I  , '  \  ( 0 .1 )

I  Y(t)  :  â(c( t ) )

où r € lR", u € lRq, y € IRp. r(f) représente l'état du système à I'instant l. z et
y désignent respectivement le contrôle et la sortie du système, et F est un champ de
vecteurs défini sur IR', qu'on supposera complet. On suppose de plus que I'origine est
un point d'équil ibre de (0.1).

Les problèmes auquels on s'intéresse sont les suivants :

- Trouver un feedback z : u(r) tel que, I'origine soit un point d'équilibre globalement
asymptotiquement stable pour le système bouclé :

4 t )  -  r ( r ( t ) ,  u(CI( r ) ) )

- Trouver un tel feedback z(r) stabilisant, ainsi qu'un observateur produisant une
estimation â(t) de l'état r(l), tel que le système bouclé par u(â),

à( t )  -  F(x( t ) ,u(e( t ) ) )

soit globalement asymptotiquement stable à I'origine.



0. Introduction

Le premier chapitre est consacré à des rappels de définitions et résultats classiques

concernant la stabilisation pour les systèmes contrôlés.

Dans le second chapitre on s'intéresse aux systèmes non linéaires composés

I r: r@,v)
I  i :  g@,u)

ori z € R", A € R-, u € IRp et f , g sont des champs de vecteurs de classe C- tel

que /(0,0) : 0 et g(0,0) : O. On donne des conditions suffisantes pour stabiliser

globalement des systèmes non linéaires de la forme (0.2). On considère en particulier

une classe de systèmes partiellement linéaires pour lesquels un feedback presque régulier

stabilisant est explicitement donné.

Dans le troisième chapitre on considère les systèmes de la forme

t * :Ax*Bu+f(x,u)
lv:c*

(0.2)

(0 .3 )

(0.4)

or\ A, B et C sont des matrices constantes respectivement n x n) n x q et p x n et

f : (fr, fr,..., fàr , IR" x IRq ----' IR'

un champ lipschitzien tel que /(0,0) : g.

On montre que, sous des conditions sur la partie non linéaire de (0.3), on peut stabiliser

ces systèmes au moyen d'un observateur. On donne en particulier une généralisation

d'un résultat de 147).

Le dernier chapitre consiste à étudier la stabilisabilité des systèmes non linéaires

dans le olan de la forme

l r :p(x)+uBa
\  ce  IR2 ,  u€ lR

où P est un champ de vecteurs polynomial homogène de degré impair, et B une ma-

trice carrée à valeur dans IR. Des conditions nécessaires et suffisantes pour stabiliser
globalement (0.a) sont données. (L'essentiel des résultats de ce chapitre est contenu

dans ( [26] et [2e]).
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Rappels et généralités

L.L Notions de stabilité

1.1.1 Définit ions

On considère le système autonome défini par

(  x : fçx1
{  - '_  (1 .1)
I t € IR " ,  F (26 ) :Q

On désigne par F1(z) la solution de (1.1) issue du point r à I ' instant l :0, i .e.

ryl : F(r) et Fs(x) = 2.
dt lr=o

Définition 7 On dira que rs est un point d'équilibre stable pour (I-I) si :

Ve>0 ,  3a>0 ,  t e l que  l l " - " o l l  <o *  V t>0 ,  l l a ( " )  - " o l l  < t

Définition 2 On dit que rs est attractif pourle système (1.1), s'il eriste un aoisinage

U de xs tel que, Vx € U , F1(x) existe pour tout t 2 0 et

Vx €. U, , l iXg 4(r) - rs.

Si U : R', ?o est dit globalement attractif.

Définition 3 On dit que rs est un point d'équilibre asymptotiquernent stable, (resp.

globalement asgmptotiquement stable), s'i,I est stable et attractif, (resp. stable et glob-

alement attractif ).
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Fonction de classe Kf,

Définition 4 Une fonction 1 .lR>o ---+ IRls es, de classe K si elle est définie, continue

et strictement croissante aérif'ant 7(0) : [.

Définition 5 [Jne fonction B : ]R>o x IR>o ---+ IR>o est de classe KL si pour tout t fixé
I'application B(.,t) est de classe K et pour tout s fi,ré, l'application 0G,.) décroit aers

zéro lorsque t croit uers *æ.

Théorèm e 1 Si, rs est un point d'équili'bre asymptotiquement stable
(1.1) alors i I  eriste une fonction B(s,t) de classe KL, tel que pour

r appartenant à un uoisinage de xs, Ia solution existe pour tout t

I'estimation suiuante

l l4(")  - 'o l l  < 0( l l '  -  
"o l l , t ) .

pour le systèrne
tout état initial
) 0 et satisfait

(r .2)

En remplaçant I'estimation (1.2) par une estimation de type exponentiel, on obtient:

Définition 6 Sz r,s est un point d'équili,bre asymptotiquement stable pour (1.1) et s'il

eriste deur constantes positiaes k et À tel que I'on ait

l l4(" )  - 'o l l  <  k  l l ' -  "o l l " - "  
(1.3)

pour tout r appartenant à un aoisinage de rs et touttt 0, alors on di,ra que (1.1) est

erponentiel lement stable eTL rs.

L'utilisation de ces définitions permet rarement de montrer qu'un point d'équilibre
est asymptotiquement stable. On doit en effet pour cela resoudre explicitement Ie

système différentiel (1.1), ce qui est en général difficiie voir impossibie. En fait, on

utilise plutôt les théorèmes suivants dfrs à Liapounov (voir l24l).

L.L.2 Fonctions de Liapounov

Définition 7 Une fonction V : [/ .----+ IR, continue sur un aoisinage U de rs et

différenti.able sur U - {"o} telle que :

( i )  V ( r s )  : g  e tV (x )>0s i r * xo , ,

(i i) Vçr1 : F.V(x) < 0, Vt € [J, où F.V(x) :

est appelée fonction ile Liapounou large pour (^l)

*u@,o)1,
êf l  rg .

:  (VV(r) |  r(r)),
=0



1.1. Nofions de stabilité

Si de plus Ia fonction V est telle que

( i i i )  Û1' ;  <o,  Yr€u-{ 'o}

alors V est appelée fonction de Liapounoa stricte pour (IJ) €n' rs.

Théorème 2 Si (1.1) admet une fonction de Liapounoa large, ( resp. str icte ) en rs,
alors x6 est un point d'équilibre stable, (resp. asymptoti,quement stable) pour (1.1).

Théorème 3 (version globale)
S'il existe V: IR" - IR déf,nie positiae et propre (c'est-à-dire I'image réciproque d'un
compact de IR+ est un compact de R" ) telle que

F.V(x)  <0, ,  Vr  € lR"  -  { to i ,  .F .V(rs)  :  6

alors xs est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable.

On a aussi le théorème inverse suivant (Nlassera [37], Kurzweil [34]).

Théorèm e 4 Si F est continu et si xs est un point d'équilibre asymptotiquement stable
alors (1.1) adrnet une fonction de Liapounou stricte qui est de classe C* dans un
uoisinage de xs.

On a plus d'information sur la fonction de Liapounov dans le cas où F est un champ
de vecteurs continu et homogène de degré p.

Définition 8 On dit qu'un charnp de aecteurs F est homogène de degré p si pour tout
x dans R" et pour tout À € ]R* on a

r(Àz)  -  ÀP F(x)

Théorème 5 Si F est continue, homogène de degré p et si ts est un point d'équilibre

asymptotiquement stable alors (1.1) admet une fonction de Liapounou stricte qui est

hornogène et de classe C* dans un aoisinage de æs.

1.1.3 Principe d'invariance de LaSalle

Les théorèmes précédents prouvent que, pour montrer qu'un point d'équilibre est

asymptotiquement stable, il suffit de trouver une fonction de Liapounov stricte. Il n'y a

cependant pas de méthodes constructives qui permettent de trouver de telles fonctions.

Par contre, il est plus facile, en général, de trouver une fonction de Liapounov large V.

Dans ce cas, pour déduire la stabilité asymptotique, on utilise le résultat suivant dû à

LaSalle [35].
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Théorème 6 Soit V une fonction de Liapounou large de classe CL, pour (1.1) en zéro,
alors toutes les trajectoires bornées pour t ) 0 tendent uers Q, le plus grand ensem,ble
inaariant par F et contenu dans

E:  {x  e  M I  F .v (x)  -  0 } .

Si en plus V est propre (liqp"11*+* V(r) : *oo) alors toutes les trajectoires sont
bornées pour f 2 0 et donc toutes les trajectoires tendent vers f,). Pour montrer que
I'origine est un point d'équilibre asymptotiquement stable, il suffit donc de montrer
que 0 -  {0} .

Dans la suite, on prendra ro : 0 I'origine de IR'.

L.2 Stabilisation

Revenons au système contrôlé

t  ; ' :  F(x.u)

l ra lR" ,  u€ lRP

Définition I On dira que (1./) est stabilisable s'il eæiste un feedbaclc u: u(r), au
moins continu, tel que le système bouclé

i :  F ( r , " ( " ) )

adm ette I' ori gine cornrn e p oint d,' é quilibre asympt otiquem ent stable.

L.2.L Conditions nécessaires

Première approximation Il s'agit d'associer au système (1.4) un système plus sim-
ple dont I'étude permet d'avoir des renseignements sur le système initial. La méthode
classique, lorsque .F'(0,0) : 0, est de considérer le linéarisé à I'origine, c'est à dire :

(  1 .4 )

(1 .5 )
i -Ax*Bu

A:HQ,o), B:#Q,o)

On sait alors que si (1.5) est stabilisable, (1.4) I'est aussi et avec le même feedback.
Mais, cette méthode ne permet de conclure que localement.



1.2. Stabilisation

Le théorème suivant drl à Brockett [8] donne des conditions nécessaires de stabili-

sation.

ThéorèmeT Si Ie sgstèrne (1./) admet un feedbaclc stabilisant de classe Cl dans un
uoisinage de 0 € R" alors :

(I) Le système linéarisé n'admet pas d,e rnod,es incontrôlables associés à des aaleurs
propres strictement positiaes.

Q) n existe un aoisinage V de (0,0) tel que pour tout ( e. V , il eriste un contrôle ueo
déf in i  szr  [0 ,  1æl  qui  ramène le  systèrne de l 'é ta t  r :  e  en t :0  à l 'é ta t  x :0 en

t : co. En d'autres termes, si x(t) est une solution de ù: F(r,u) uérif iant c(0) :1

a/ors, ïm r ( t )  -  0 .

(3) t'application
^t : [/ x ]R- -----+ IR'

( r , u )  t +  F ( r , u )

est surjectiue sur un uoisinage de I'origine de R" .

Par la suite, nous utiliserons la terminologie suivante

Définition 10 Un systèrn

aérifiant la cond,ition (2) d.u théorèrne d,: ï";") sera ilit stabilisable en boucle ouuerte
ou encore asymptotiquement contrôlable à l'origine.

Remarque. La condition (2) est évidemment une condition nécessaire de stabilis-
abilité quelle que soit la régularité qu'on exige du feedback. Par contre, la condition (1)

n'est pas nécessaire si on se contente d'un feedback continu comme le montre I'exemple
suivant (Kawski [32]) :

(  i ' : u
t
I  i ' :  æz - r3 r

qui est stabilisable avec

u(x)=-xr*rr+Trï-r i .
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1-.3 Quelques résultats classiques de stabilisation

1-.3.1 Théorème de Jurdjevic-Quinn

Un des premiers résultats significatifs est dri à Jurdjevic et Quinn [30], qui ont
utilisé le principe d'invariance de LaSalle pour donner une condition suffisante de sta-
bilisabilité pour les systèmes affines en contrôles dont la dérive est linéaire dissipative,
de la forme

I t :x(*)+uy(x)
I  r€R ' ,  u€]R 

(1 '6)

où X(r) : Aæ avec A une matricenxn avecn valeurs propres imaginaires distinctes.

On note
a / *Y :Y

et
ad,t Y : lX, aa.4*-rvl pour k > o.

Théorème 8 ( Jurdjevic-Quinn )

Si (1.6) aérif,e

Span {"ak Xv ç*), k e N} : n" Vz € IR" - {0}

alors il est G.A.S aaec
u :  _ ( r , , y ( r ) )

Ce résultat a été ensuite généralisé à des systèmes affines quelconques par plusieurs
auteurs, notamment dans [21] et [38].

L.3.2 Fonctions de Liapounov "contrôlées"
Etant donné un svstème

(  i :  F (x ,u )
. '  _ '  

'  
(1 .7 )

I  re  R' ,  z€ lR-

et V : lR' -+ IR une fonction définie positive et propre, on dira que V est une fonction

de Liapounov contrôlée pour le système (1.7) si

, i i r l(VY( x), F(æ,")) < o, Vo € 1R"\{o}



QueI ques résult at s clas siques de st ab ilis ation

On peut remarquer que si (1.7) admet un feedback stabilisant continu alors, d'après
le théorème inverse de Liapounov ( [37], [3a]),le système (1.7) admet une fonction de Li-
apounov stricte de classe C* et donc (1.7) admet une fonction de Liapounov contrôlée.

Arstein [3] a éiudié les systèmes affines en contrôles du type

t* :T@)+ug(x)
I re  IR ' ,  z€ lR

(1 .8 )

et a donné des conditions nécessaires et suffisantes pour que (1.8) soii stabilisable par
un feedback régulier sauf éventuellement en I'origine. Sontag l++l a démontré que si
un système affrne en contrôles admet une fonction de Liapounov contrôlée, alors il est
stabiiisable avec un feedback C- sur IR" - {0} ; en plus, il a donné une formule ex-
plicite du feedback stabilisant. On rappelle ici le résultat de Sontag pour un système
mono-entrée.

Supposons qu'il existe V :R" ----r IR+ de classe C-, définie positive et propre tel
que :

inf i (VV(r), /( ' )  + us(r)) (  0, Vr € IR"\{0}

ou, en d'autres termes

(VV( r ) ,  g (x ) ) :0  +  (VV(z ) , / ( r ) )  <  0

Posons

a(x ) :  (VV(c ) , / ( r ) )  e t  ô ( r )  :  (VV(c ) ,e ( r ) )

alors

- " ( x ) - t | " 2 ( æ ) * b a ( æ )

11

u(æ) =

stabil ise (1.8). En outre, u sera continue si Ve > 0 I6 > 0 tel que,

æ€B(0,6)  - {0}  +  lu€ lR,  l l " l l  (ee t (VV(r ) , / ( ' )  +us(o) )  <0.

b(r)

0

s i  ô ( r )  l0

si ô(u) : Q
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t.4 Stabilisation par retour dtétat estimé par un

(1.e)

observateur

On considère le système
x  :  F ( x ,u )

v  -  h(x)

oùo€ lR ' , e t y€ lRP .

Dans la quasi totalité des systèmes concrets, on a rarement accès à l'état z(l) du
système, mais plutôt à une approximation â estimée par un observateur. En supposant
qu'il existe un feedback stabilisant u(r),, une question naturelle est alors de savoir si le
système bouclé par le feedback estimé u(â) reste asymptotiquement stable à I'origine.

Observateur exponentiel de l'état :

Définit ion 11 Un obseruateur erponentiel de (1.19) est un système décrit  po,r une
équation de la forrne

(  t  :  G ( i , u , y )
{  ^  * :  ( 1 .10 )
[  âe  IR"

tel que, si u et y sont respectiaernent l'entrée et la sortie du systèrne (1.9), l'ét:olution
de â aérifie, pour toute entrée adrnissible u, toutes conditions initiales î(0) et x(0) et
t ou t t  2  0  ;

l lô ( t )  -  r ( t ) l l  <  P l l , t (0)  -  , (0) l lexp -a( t  -  ro) ,  (1 .11)

P > 0 et a ) 0 étant deuz nombres conl)enables. Pour des raisons éaidentes, il est
important que les nombres B et a soient indépendants de l'entrée u.

Stabilisation à travers I'observateur :

Le problème de la stabilisation de (1.9) par retour d'état estimé par un observateur,
dépend de trois facteurs : l'existence d'un feedback u : u(x) stabilisant, I'existence
d'un observateur de la forme (1.10) qui produit l'estimation â(t) de l'état z(l), et le
fait que le sYstème 

. n/ r ̂ r\
t  :  r  \ r . ,u \ r ) )

soit asymptotiquement stable.



1.4. Stabilisation par retour d'état estimé pat un obseruateur

L.4.L Résultats récents

Dans le cas des systèmes bilinéaires de la forme

13

(1 .12)

qui sont observables pour toute entrée et à dérive dissipative,i.e, xr Ar /-0, Vr € lR".

Gauthier-Kupka [22] utilisent un observateur de la forme

à : Aî * u(Bâ+ ô) + S-'C'(,  -  Cû)

St : -ost - (A+ u9)r g - sr(A * uB) + Crc
(  1 .13)

où g > 0 et 51 € ,S+ le cône des matrices définies positives symétriques sur IR'.

C'est une version un peu dégénérée de I'observateur optimal de Kalman [31], qui corre-

spond à mettre du bruit uniquement sur la sortie, auquel cas il faut ajouter un facteur

d'oubli exponentiel. Notons que, si (1.12) est observable pour toute entrée, (1.13) est

un observateur exponentiel pour (1.12) qui converge pour toute entrée bornée (voir

t7]). En utilisant des feedbacks de type Jurdjevic-Quinn (théorème 8), Gauthier et

Kupka donnent un résultat de stabilisation à travers I'obervateur (1.13).

Soit
W:{r€ lR ' f  n rAæ:0}n{ re  IR"  l r r (Br+ô)  :0}

Supposons que (1.12) satisfait la ad-condition sur I/ - {0} i.e,

spu r r {A r ,  a fn " (B r+ô ) , .  . . ,  ad \ , (B r *b ) , . . . }  =  IR " ,  Vx  e .W -  { 0 } .

Pour tout r ) 0, soit u" le feedback donné par z"(r) :  -rrr(Br *b),et, pour z6 ) 0,

rt, ,u, le feedback borné défini par lrr,uo(t) :  sgn(",(c)) inf(ue,l" '( t) l) .  ntott u, et,

u,,.,0 sont deux lois de commandes stabilisantes pour le système bilinéaire (1.12). De

plus, on a :

Théorème I ( Gauthier-Kupka ) z Pour 0 assez grand., le système

â : Aâ * rtr,,uo@)@û+ ô) - S-tCrCe

i - (A ! u,,,o(î)B)e - S-' Cr C e

S - -05 - (e*'u,,uo1e1r)rs - s(a * u,,,o(î)B) + c'c

oùe: à-æ, est globalement asymptotiquement stable, i .e. le systèrnebil i 'néaire (1.12)

controlé par le feedback u,,uo(â), auec estimation de I'état donnée par I'obseraateur
(1.13) ,  est  G.A.S.

l " -Ar*u(Bx+b)
\ a : c,
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Chabour-Hammouri [14] utilisent I'approche de Liapounov pour stabiliser des systèmes
bilinéaires homogènes, à dérive non nécessairement dissipative, à travers un observa-
teur de la forme (1.13).

(f/) Il existe un feedback borné u(r) et une fonction de Liapounov V(*) > 0,æ f 0
Y(0)  :0  te l  que,

vv(*)( ,+,  + u(x)Bæ) < 0,  Yr l0
et

l lv lz( r ) l l  < ' (1 +Y( ' ) ) ,  a)0.

Sous cette hypothèse, on considère le système (1.12) controlé par le feedback u(â) avec

I'estimation â donnée par (1.13). O" a alors

Théorème 10 ( Chabour-Hammouri ) : Si Ie systèrne bi,li,néaire

!  t :AætuBx
lu:Cæ

est obseruable pour toute entrée et uérif,e I'hypothèse (H) alors, pour 0 assez grand, le
système

( à : Aâ + u(î:)Bi - s-rcrce
I

I  e  :  ( , t+"çt1a)e-S- lCrCe
I
|  . .  /  , . . - r ? -  - /

I  S: -0s - ( , t  +"qqa)'s -  s(e+ u@)B) +crc
où e: â - , ,  est globalement asymptoti,quement stable.

Notons que la condition (1.14) est satisfaite si le système bilinéaire est stabilisable
par feedback homogène de degré zéro. En effet, si z(r) est un feedback stabilisant,
homogène de degré zéro, alors l'équation différentielle

ù :A r *u ( x )Bx

est homogène de degré un. On en déduit, en vertue du théorème 5, qu'il existe une
fonction de Liapounov stricte V homogène ainsi que ses dérivées partielles. Il s'ensuit
que la condition (1.14) est vérifiée.

Pour les systèmes bilinéaires plans stabilisables, Chabour-Sallet-Vivalda [13] donnent
des feedbacks homogènes de degré zéro, C* sur IR2 \ t0). Il en résulte que, pour ces
systèmes, la condition (1.1a) est réalisée.

(1 .14 )
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Stabilisation globale des systèmes
l .  t  .  Inon lrneatres en cascaoe

2.L fntroduction

Dans ce chapitre, on s'intéresse au problème de stabilisation globale de certains
systèmes non linéaires dits en cascade de la forme

!  i  = r@''a)
\ v :  g ( y ,u )  

( 2 ' 1 )

où  r  €  R ' ,  g  €  lR -e tu  €  lRp .  Les fonc t i ons /e tgson t  supposées  dec iasseC*
vér i f iant  / (0 ,0)  :  0  et  9(0,0;  :  g .

Pour cette classe de systèmes, il est bien connu que si l'équation différentielle

i :  f  ( x , 0 )  ( 2 .2 )

est localement asymptotiquement stable et si le système

ù -  g(u,u)  (2 .3)

est localement stabilisable par un feedback ,(g), alors le système composé (2.1) est
localement stabilisable par ce même feedback (Vidyasagar [+8]).

Notons d'autre part que ce résultat local n'a pas d'analogue global : la stabilisation
globale de (2.1) ne se déduit pas nécessairement de celle de (2.2) et de la G.A.S de
(2.3). A titre de contre exemple, considérons le système plan suivant (voir [a1]) :

{ : : x ( x2Y2 -L )
rU  :  u  Q '4 )

15



16 2. Stabilisation globale des systèmes non linéaires en cascade

qui est localement (mais non globalement) stabilisable par le feedback

u(v) : -v

alors que les deux sous-systèmes associés sont G.A..9. On peut, en effet, vérifier que
l'ensemble

{ ( " ,y)  e t rc2 f  rzyz :11

est invariant pour le système bouclé, ce qui exclut la stabilité asymptotique globale de
ce dernier.

En fait, la stabilisation globale de (2.1), (voir [4i], 142), [45], [+0]), ne se déduit
de celle de (2.2) et de la G.A.S de (2.3) qu'au prix de conditions supplémentaires.
Rappelons, en particulier, un théorème dû à Seibert-Suarez l4ll, que nous utiliserons
par la suite.

Théorème 11 : On suppose que

o le systèrne (2.2) est G.A.S.

o le sgstème (2.3) est globalement stabilisable par un feedback u(g).

o toutes les orbites du système bouclé

(  ù:  f  @,a)
I  i  :  o(u,"@))

sont bornées pour, > 0.

Alors Ie sgstèrne (2.1) est globalement stabilisable par le feedback u(y).



2.2. Sysfèmes partiellement linéaires

La difficulté mentionnée plus haut subsiste même pour les systèmes partiellement
linéaires de la forme

I  i  
:  ï ( r ,y)

\ y : ,qy lBu
(2.5)

où A et -B sont des matrices de dimensions convenables, (il suffit de prendre I'exemple
du système (2.4)). Le rôle important joué dans la littérature par cette classe de systèmes
est drl aux résultats des années 80 sur la linéarisation partielle par feedback (voir [9],
[10], [28], [36]) permettant sous certaines conditions de transformer un système non
linéaire en un système en cascade de la forme (2.5). Des résultats significatifs sur la
stabilisation globale des systèmes partiellement linéaires ont été obtenus, notamment
dans (  [11] ,  [33] ,  [3e] ) .

Le plan de ce chapitre est le suivant. Dans un premier temps, on donne pour les
systèmes partiellement linéaires des conditions suffisantes de stabilisation par un feed-
back obtenu, comme dans [44], grâce à une fonction de Liapounov controlée. Une classe
de systèmes partiellement linéaires satisfaisant ces conditions est ensuite explicitée.

Utilisant le théorème 11, on donne, dans un deuxième temps, des conditions suffisantes
de stabilisation globale pour les systèmes non linéaires en cascade de la forme (2.1).

2.2 Systèmes partiellement linéaires

i : f@,y ) ,  c€ lR" ,y€ lR^

ù :Aa*Bu,  z€ lRP

û=Cy, ,  i €Rn

(2 .6)

ori A (m xm), B (* x p) et C (q, rn) sont des matrices constantes et / est une
fonction de classe C* de la forme

f  ( r ,y )  =  f  (n ,0)  *  9( r ,  a)Cv.

ç@,,y) étant une matrice (n x q) d" classe C-. Sans perte de généralité, on peut
supposer que les matrices B et C sont de rang maximum, et que q < p.

Dans la suite de ce paragraphe, on suppose que le système (2.6) vérifie les hypothèses
(Ht) .t (IIz) suivantes.

t7

On considère le système

I
I
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(Hr) L" point d'équilibre x :0 de l'équation différentielle

a :  f  ( r ,o)

est globalement asymptotiquement stable et une fonction de Liapounov V associée,
vérifiant

V(r )>0, r#0;  I / (0 )  :g

V(t) - oo lorsque llcll -' oo

et
Vv(x) f (x ,0)  (0 ,  Vr l0

est connue.

(H2) II existe une matric" K(p,m) et une matrice P(m,m) symétrique définie positive
tel que

P(A+ BK)+ ' ( t+  BI { )P:  -8  <  0  (2 .7)

et
I {e r 'BP C Ker  C (2 .8)

Sous ces hypothèses on a

Théorème L2 Supposons que (H1) et (H2) soient réalisées, alors il eùste une fonction
régulière ,(r,a) tel que Ia cornmande

u( r , y )  -  I { y  *  u ( r , y )

rende Ie point d'équilibre (r,,y) -- (0,0) dz système (2.6) globalement asymptotiquernent
stable.

Démonstration : On prend la commande u sous la forme

u :KA*u

où u est un nouveau contrôle, et, tenant compte d" (f/t) et de (2.7), on considère la
fonction de Liapounov

W( r , y )  -  V (x )  * ' yPy

La dérivée de W le long des trajectoires du système bouclé est donnée par

W(r,y)  -YV(x) [ / ( ' ,0)  +  e(c ,  u)Cyl -  ( 'aQa -2tyPBu)



2-2. Systèmes partiellement linéaires

Notons

o(* , ,y)  -  YV(r ) f ( " ,0)  -  'vQy +YV(r)e@,a)Ca

b(Y)  :2 tYPB

Suivant (2.8), on a pour tout y € R-,

tBPY :0  +  CY - -  0

Il s'ensuit, d'après (f/t) 
"t 

(Hr) qu"

b(a) :o  +  a(x ,v )<o

ce qui équivaut à dire q:ue W est une fonction de Liapounov contrôlée pour le système

(  *  _  / ( " ,0 )  *e@,y)Cy

t  l :  (A+ agy * Bu 
(2'e)

Posons alors
b ; (Y )  : 2 tYPB ;  Pou r  i  : L , . . ;P

b(v)  :  (ô ' (s) ,  . . . ,br (y) )

et
g(y) = l la(y) l l '

D'après [44], il vient alors que le feedback de classe C- pour (*,A) + (0,,0), défini

par
u (a , y )  -  t ( r t ( r ,  

! ) , . . . , r r ( r , y ) )

où
,  \  f  0  pou r  ( c , y )  : ( 0 ,0 )

u; \ r ,a) :  
to , ( r ,y)

et

1 q

et

) =o ; (x , y

stabilise globalement le sys

pour  B-0

+'ffi

e t  a (0

sinon.

démonstration.

a{i,
tème (2.9), ce qui achève la



ferminons ce paragraphe en donnant des conditions sur le sous-système linéarre

(  Y :AY*Bu
{ _ (2.  io)
l f i :cu

induisant I'hypothèse (Hz).

Proposition 1 ,9f le systèmelinéaire (2.10) est stabilisable, ses zéros dynamiques sont
asymptotiquement stables et si la matrice C B est de rang plein, alors il existe des ma-
trices I( et P qui uérifi,ent (Hr).

Démonstration C étant de rang maximum, il existe un changement de base dans
IR- permettant d'écrire (2.10) sous la forme ( [+0]) :

| ùo : Aoao * Aûr
I

\  ù, :  Doao * Dflt  * C Bu (2.11)

l,:,,
où go € IR--c eb yr € IRc'

Posons

-  /Ao A, \  â_(  o  \  ^ ,  ^o: 
I t; o; ) '  

t l :  
I  i t  ) 

et c: (o'/)

Il suffit alors de montrer qu'il existe K et P tel que

r(Â+ Étx; +'(Â+ Étx1r = -O < o
et

Ker tÉP  c  Ke r  Ô

20 2. Stabilisation globale des systèmes non linéaires en cascade

C B étant de rang maximum, soit

p : t(c B)l(c B)t(cB)l- '

la matrice pseudo-inverse à droite de C B, de sorte que

c B.R -- I"



2.3. Conditions sulfrsantes

Par ailleurs, les zéros dynamiques de (2.11) étant solutions de (fZll):

ùo:  Aoao

il existe une matrice P6 symétrique définie positive, telle que

PoAo l 'AoPo - -I

Pour

et

/ f  :  (-Â( Do *'AtPo), -Â(D' * l t l l
On a alors

eQ+ arq+'(Â+ ax1r = ( -:  j ,  )  .  o
\  

,  - 1  
/

et, pour tous yo € lR--q et 91 € IRq,

/  \  - / , , ^ \'Bp(  
1o) : ' (cs)v,  et  c( '^ .o)=r ,

\er l  \e t l
Comme C B est de rang maximum, ceci montre que

I{er t ÉP c Ker Ô

et achève la démonstration.

2.3 Conditions suffisantes

Considérons le système non linéaire en cascade de la forme

(  t  -  f (* ,v)
I (2.r2)
I  s:  g(y,u)

où u € IR', g € R-, u € IRp et f , g sont des champs de vecteurs de classes C- tel que

/ (0 ,0 )  : 0  e t  s (0 ,0 )  : 6 .

2T

":(T' ?),,
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Remarquons que, grâce à la régularité de /, il est toujours possible de décomposer

ï(r,y) sous la forme

f  ( r ,y )  :  f  ( r ,0 )  *  e@,y)y  (2 .18)

Un choix possible de g est donné par

1 r
p(x,u) : 

Jo DTo@, Ày) d\

En effet, si on pose

Ona

et donc

Supposons, dans un premier temps, que le système (2.I2) vérifie les hypothèses
suivantes

(f1,) L. point d'equilibre x :0 de l'équation différentielle

i  :  f  (x ,0)

est globalement exponentiellement stable.

(//r) il existe une fonction scalaire décroissante

o(l lvl l)  > o
bornée pour tout y borné, tel que la fonction g donnée en (2.13) vérifie

l lç@,y)l l  S O(l lyl l) l lr l l  ,  Vx € IR", Vy € IR-. (2.14)

(f1.) il existe un feedback u : u(y) te| que y : 0 est un point d'equilibre globalement
asymptotiquement stable pour le système bouclé

ù :  o(u'"@)

d(À)  :  f ( r ,Ày) ,  Àe [0 ,1 ]

d(1) - d(0) : 
lo' ô'l^) o^: (1,' DTo@,sg as) a

f  ( ' ,y) :  f  (x,o) + ( l  Dfo@,tf i  as) a



2.3. Conditions suffisantes

Alors, on a

Théorème 13 Sf les condit ions (H1), (Hr), (H") sont réalisées, alors (*,A): (0,0)
est un point d'équilibre globalement asymptotiquement stable pour le système bouclé

(  
" :  " f ( r ,0 )  *  ç@,y)a

< /  . . \  (2 '15)
I  i :  s(u,"@))

Démonstration : Suivant (Hr), (Hz) et le théorème 11, il suffit de montrer que la
composante x(t) de n'importe quelle trajectoire (r(t), y(t)),, t ) 0, du système (2.15)
est bornée.

D'après I'hypothèse (H3) et le théorème 1, il existe, d'une part, une fonction B(r,s) de
classe KL, tel que la composante y(t) de chaque trajectoire du système (2.15) vérifie

23

l ly(r) l l  s O(l lu{o)l l ,  r) ,  vr > o.

D'autre part ( [24]), il existe, d'après (/1r), une fonction de Liapounov

V(r) > 0, Vr + 0, V(0): 0, tel 0"",,,TT* V(x) : sç,

et des constantes positives do, ot, d2, d3, tel que pour tout z dans lR"

otl l" l l t  <V(r) < orl lr l l ' ,

l lvY(r) l l  < cel l r l l ,

vçr\ :  vv(x)/( ' ,  o) < -asV(c).

La dérivée de V le long des trajectoires de l'équation différentielle

ù : f (r,0) + ,p(c, v(ù) u(t)

est alors donnée par

(2 .16)

(2.17)

(2 .18)

(2 .1e)

+ vv(r)  v(r ,sQ1)ù( ' t r i )  :  YV(x) . f ( ' ,0) a( t ) .
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Tenant compte de (2.14), (2.16), (2.17), (2.18) et (2.19), on en déduit que

v

ou

",o(gfl y(o)ll, o))
t t - - . . v

û1

Comme, 0 e KL, alors B(llg(O)ll,t) décroit vers zéro lorsque I croit. I l  en résulte que

=T > 0,  vt  27,  g( l lv(O)l l , r )< 3

Il s'ensuit que

v (.al) s -?v ('trl) , v t >- r
et donc 

00,

v( r@) 1ke-T '  ,  v t>  T  (2 .20)

où

k:v(æ(ry) e?"

Finalement, [0,7] étant un compact, I'inégalité (2.20) prouve que r(l) est bornée
pour tout t > 0. Le théorème est ainsi démontré.

Exemple 1 : Considérons le système en cascade suivant

[  
æ:  / ( ' ,0 )  *ç@,a)y

I  y :  g (u ,u)  Q '1)

où le sous-système ù : g(A,u) de (2.2I) vérifie I'hypothèse (f/3), et

r@,ù:(  , ' , r .  ) ,  ç@,y):( ' , . ' i "u, : )  e.22)'  
\ - x z * L r s i n z z ) "  

\ t ù '  
\ c 2 . s i n y 1  0 )



2.3. Conditions suffi.santes

Dans ce cas, on vérifie que cp(r,y) satisfait (2.I4), et en utilisant la fonction de
Liapounov V(x): llrll2, on montre que r : 0 est un point d'équilibre globalement
exponentieliement stable pour l'équation r: f (x,0). Ainsi, les conCitions (//1), (f12)
et (f13) sont vérifiées. On en déduit, par application du théorème 13, que u(y) stabilise
le système en cascade (2.21).

Notons que, si on suppose que le système

ù :  s(a '"@)
est globalement exponentiellement stable, alors l'estimation (2.16) est de la forme

l ly( t ) l l  S Ère-" ' ; ;y(0) l l ,  v t  > 0

où k1, d1 sort des constantes positives, et donc le système (2.15) est globalement ex-
ponentiellement stable.

On remplace à présent les hypothèses (Ht), (Hr) et (fl3) respectivement par

(I{) Le point d'equilibre r : 0 de

;  :  /(r, o)

est globalement asymptotiquement stable, et il existe une fonction de Liapounov I/(r) >
0, x # 0, Y(0) = 0, tel que

vv( r ) f  (x ,0 )  <  0 ,  Vx  l0  (2 .23)

et

l lvv(u ) l l  S "(1 
+ y( ' ) ) ,  avec o )  0.  (2.24)

(Hil Il existe une fonction scalaire décroissante

bornée pour tout s borné, tel que ,.:tl3l?r=rt ", tR' et y dans IR-

l lç@,y) l l  s o( l ly l l )  (2.25)

(Hâ) n existe un feedback u = u(y), qui rend le point d'équilibre du système

ù : o(u,"(v))
globalement exponentiellement stable.

25
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On a alors, le théorème suivant

Théorème L4 Sous les hypothèses (H'r), (H'r) et (H[), Ie système

(  i  :  / ( " ,  0 )  t  ç@,y )  y

{  /  u  ' \  Q '26 )
I  Y :  g \Y ,u \a ) )

est globalement asymptotiquernent stable.

Démonstration De même que dans le théorème précédent, montrons que la composante
r(l) de toute trajectoire (*(t),y(t)), t  > 0 du système (2.26) est bornée. D'une part,
en vertue de (f/j), on a une estimation de la forme

l l y ( t ) l l  <k1e-" t l l y (0) l l ,  V t>0 (2 .27)

où À1, o1 sorlt des constantes positives. D'autre part, la dérivée de la fonction de
Liapounov donnée dans (f{) le long des trajectoires de l'équation

x: f (x , ,0 )  +p(x ,y@)yg)

est donnée par

v ç*çt71 : vv (x)/( ' ,  0) + vv (x) e@, y(t)) y (t)

Il s'ensuit que

vç,çt71< VV(r)  / ( ' ,0)  + l lv lz(c) l l  l lp( ' ,  y(r ) ) l l  l ly( r ) l l

Tenant compte de (2.23), (2.24), (2.25) et (2.27), on en déduit que

ou

V(r) S L/e-ott (r + v1'1) Q.z8)

u : c,tcro(ttyfoltt)

Il en résulte que, Log(t + y(u)) est borné par une constante positive, ce qui montre
que u (t) est bornée.



Conditions suffisantes

Remarquons que dans I'hypothèse (/{), toute fonction de Liapounov 7 homogène
elle vérifie (2.24). Comme un exemple, considérons le système dans le plan suivant :

!  r t :  -2*r+2xz- +r2r*ar2rx l iaul-  ar?.-  ar l -a"1,

t ;, : 2xt - 2*, + ar? - +x2, + +xl

qui admet comme point d'équilibre (*r,tr) : (0,0) G.A.S avec une fonction de Li-
apounov V homogèneV(x1,rr): Z(xl+ z!) dont la dérivée le long des trajectoires
vérifie

v : -2(2tz - 2xr)2 - 2(*? + xl - x2r)2.

Notons aussi que, si dans (f{), on remplace (2.23) par une estimation de la forme

Vv(x) f ( r ,0 )  <  -nV(x) ,4>0 (2 .29)

alors sous les hypothèses (f{), (H'r) et (f/3), I'inégalité (2.28) devient

v (,) s -,rv(,) + u B(lly(o)ll, r) (1 + v @)
où z = rO(O(llu(o)11,0)), ce qui permet là aussi d'affirmer que le système (2.26) est
G.A.S.

Exemple 2 : Considérons le système (2.2I) de I'exemple 1

27

t  x: / ( ' ,0)  *p@,a)y

I  y  :  g (y ,u)

où le sous-sYstème 

ù - g(y,u)

de (2.30) vérifie I'hypothèse (H3), et (2.22) est remplacée par

ù : f (x,o) : (, 
t:: *,'::* u'):' 

)
\  

-2 t t  *  3x2 -  e(x)x2 /

et

ç(x , ,a) -  l ,  
to tæ1's iny l  

I  
t

\  cose1. siny2 0 )
avec

(2.30 )

aaxl* I4xp2*2Lx l
2x2, + 3æ2,

0

s ix l0

s io :0

e(c)  :
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Dans ce cas, l'équation différentielle i: : T(x,0) est G.A.S. En effet, soit la fonction de
Liapounov

v (x) : axlæl t 2xp2(-zæl * 6r1x2 + 3xl) + (-2rl * 6x1r2 + Jr'z"12

Un calcul simple montre que, la dérivée de V le long des trajectoires du système est

v1r1 - -2V(r)

De plus, V vérifr,e (2.24) et (2.29) et g(x,y) satisfait Ia condition (2.25). Il en résulte
donc, que u(g) donné dans (Hs) est un feedback stabilisant pour le système en cascade
(2.30).

2.3.L Stabilisation par retour dynamique de sortie

On considère le système avec une sortie

I r: r@'v)
\  ù :  gfu,u)
lû:h(a)

(2 .31)

où / se décompose sous la forme (2.13), et vérifie (r/t), (f/r) , (resp. (H'r), (flâ)). Si
les états g(t) du sous-système

!  t  :  g@,u)

|  û:n(u)
(2.32)

ne sont pas connus, on est amené alors, à construire un observateur produisant une
estimation 1i(t). PIus précisément, supposons que le système (2.32) satisfait un principe
de séparation au sens du paragraphe (1.a) du chapitre 1, i.e, qu'il existe un feedback
u : u(y) stabilisant et un observateur estimant l'état y(t) tel que le système bouclé
par u(f),

(  ù  =  g(v , "@))

\o=uto)
soit globalement asymptotiquement, (resp. exponentiellement), stable. Ceci conduit
alors à une estimation de la forme (2.16). En vertu du théorème 13, (resp. l4), le
système (2.31) est donc stabilisable par le feedback estimé z(f).
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Stabilisation au moyen d'un
observateur

3.1 Introduction

Etant donné un système de la forme

(3 .1)

où c € R', u € Rn, et y e.lRp, un observateur pour (3.1) est un système dynamique
de la forme

à =  G(à ,y ,u )

I  t :  r@,u)
\  u :  h (z)

(3.2)
qui produit une estimation â(t) de l'état z(t) du système (3.1), basée sur des obser-
vations passées à tout instant. Le problème de la conception d'un observateur est de
sélectionner la fonctioo G(.,.,.), donnée dans (3.2), de façon à achever la performance
désirée pour I'observateur. Dans ce chapitre, on considère le problème de la recherche
d'un observateur et d'un feedback stabilisant u(r), tel que le système (3.1) en boucle
fermé avec le compensateur

â :  G(â,a,"@))
u -  u( î )

soit globalement exponentiellement, ou asymptotiquement, stable.

Ce type de stabilisation pose conjointement le problème de convergence de I'erreur
d'estimation ( écart entre l'état réel et l'état estimé ), et celui de la stabilité asympto-
tique du système bouclé avec le feedback estimé.

Contrairement aux systèmes linéaires, pour lesquels une théorie complète existe, le
problème de la stabilisation globale au moyen d'un observateur est loin d'être totale-
ment résolu pour les systèmes non linéaires.

29
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Toute fois, des resultats locaux ont été enoncés, notament dans [17] où les auteurs
utilisent les techniques de Liapounov pour stabiliser localement des systèmes non
Iinéaires par un retour d'état estimé.

Dans cette partie nous nous intéressons à la stabilisation globale à travers un ob-
servateur des systèmes de la forme

(  t :Ax+Bu+T@,u)
{ _ (3.3)
lY:Cx

où A, B et C sont des matrices constantes respectivement n x n) n x q et p x n et

f : Ur, T2,..., f^)r , IR' x IRq -----+ IR"

est un champ qui est lipschitzien tel que /(0, O) : O.
On va montrer que, sous des conditions sur la partie non linéaire, le système peut être
stabilisable exponentiellement, ou asymptotiquement, au moyen d'un observateur.

3.2 Conception de ltobservateur

Pour réaliser un observateur exponentiel de l'état du système (3.3), il faudrait
obtenir une estimation de la forme (1.11). Pour cela, on va considérer un observateur
introduit par Gauthier-Hammouri-Othman [23] pour les systèmes affines en contrôles
et observables pour toute entrée.

Soit le système

[  
à :  Aî  *  Bu+ f  @,u)  -  S- tCree -  y)

\  o= -os-Ars-sA+crc
(3.4)

où 0 > 0 et S:limt-- St avec ̂91 € ^9+ le cône des matrices définies positives symétriques
sur IR' et vérifiant

St: -ïSt - Ar S, - SrAr + CrC

Les propriétés de la matrice 51 données dans [22] pour les systèmes bilinéaires, sub-
sistent dans notre cas. En effet, la solution ,9t est donnée par

St: e-lte-tAr Soe-tA * [ '  
"-t(r-s)"-(t-s)Ar 

çTç"-e-ù.a 4,
Jo

où ,So € ^9+ et etA est la matrice fondamentale de l'équation différentielle i : Ax.
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On peut vérifier que

1t
SrZ 

Jr"_."-0(t-s)"-(t-s)Ar 
çTg"-(t-")t 6" pour tout o > 0 pour t > a.

et donc

t, , Il,elre'A' cr C e'A d,r 2 e-,,o 
Io ,"'o' 

,, c e'A d,r

Si la paire (C,A) est observable, alors on peut affirmer qu'il existe une constante
positive 6 tei que

&>_61,  Vt>0

Il s'ensuit donc, que si S:limr**,S1, alors S > 6L

Par ailleurs, pour 0 assez grand, ^9t est bornnée et liml*- ,5r:S e ,9+ est solution
de

O:_OS_ATS_SA+CTC

En effet, on a

l ls, l l  s "-0tl1"-tArl l . l lsol l . l le- ' ' l l  + [ '"-tt '- ' t  l le-(t-")rr l l . l lctcl l . l le-( '-")/ l l  ds
J o  

r l

Comme, lle-titr ll "t lle-tlll sont bornnées par eKt où K = llAll, on en déduit que

lls,ll s e-0'11so11"2K'+ [ ,-l(t-s)llcrclle2K(t-") ds
Jo

S llsoll + llcr7ll lo' "{t-'n" 
d,", pour 0 >-2K.

Ce qui entraine que

l ls, l l  s l lsoll + ff i ,  pour o>2K.

Enfin, en posant AS(r) - Sr -.S, on a

,1
ias(t) - -oa^s(r) - âÎas(,) - As(r)A
dt
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La solution de cette équation est donnée par

AS(t) - e-t/' e-tAr Sss-tA' + [' "-t{'-s) "-(t-s)Ar "-(t-s)A 
4,

JO

et, tenant compte de ce qui précède, on a

llAs(r)ll s e-û e2K',llsoll + lr' 
e-l(t-s) e2K(t-") ds

/6

On peut également vérifier que

ll^s(t) ll < e-(e-zx)t ll soll - # + e - zxL
Il en resulte que, pour d assez grand,

l imt*oo l lAS(t ) l l :0

Comme, ̂ 9r tend vers ̂ 9 lorsque t tend vers I'infinie, et puisque ,Sr est définie positive
et borné alors ̂ 9 est définie positive.

Supposons maintenant que, le système (3.3) vérifie les hypothèses suivantes

(Ht) n existe une constante positive k, tel que

l l f  @,u) - f  Q,") l l  S kl la - zl l ,  Y(x,z) € R'* ' ,  Vz € IRq

(H2) La paire (C, A) est observable.

Proposit ion2 Si (H) et (H2) sont réalisées, et s' i l  et iste 0 tel que k < lm,
ori )-;"(^9) et À^",(S) dési,gnent respectiaernent la plus petite et la plus grande ualeurs
propres de la rnatrice S, alors (3.1 est un obseruateur pourle système (3.3).

Démonstration : Notons e: î - o. L'équation de I'erreur est donnée par

è: (A -  S- rCrC)e +  ( / (â ,u) - f@," ) )

On considère la fonction de Liapounov eT Se. Sa dérivée le long des tragéctoires de
l'équation de I'erreur est

d  , 7 ^

frrr s " 
: 2 er S è : 2 er S Ae - rr Cr C " + zer S U (â, u) - f @, "))
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D'autre part, comme la matrice .9 satisfait l'équation stationnaire donnée dans (3.4),
on vérifie que

-oerSe:zerSAe-" rCrC"

et par conséquent

d , r ^  ^ , r ^

frer Se : -ïer Se - (C 
")' + 2er S UG',") - f (*,"))

,

! " 'S" < -0er Se+ zl lel l . l ls l l . l l / (â,  u) -  f  (x,u) l l
dt

Par ailleurs, À-;,,(^9) et )-",(,S) vérifient

À-i,(S) l lr l l '  S er Se et l lsl l  ( À-""(S),
Ainsi, tenant compte de (f/1), on a

d  î ^
fr er Se S (-0 ̂ ^;,(S) + 2lcÀ^""(S)) l lr l l t

Supposons qu'i l  existe 0 vérif iant fr < $ff{$i Posons l:0 À^;n(S) -2k^*,,(^9), i l
est clair alors que

(3 .5  )

Vu que e",Se est une forme quadratique définie positive sur lR', (3.4) nous donne une
estimation de la forme (1.3). Ceci prouve que e : 0 est globalement exponentiellement
stable pour l'équation de I'erreur.

On va présenter maintenant un exemple en dimension deux pour illustrer I'application
de la proposition 2. Soit

o r j  0 (ôSc  avec  c>0

33

d'où

et

Dans ce cas, Ia matrice ,S est

ft"'s" <-/llrl l ' , />o

A=( : ; )

c -  (1,0)
donnée par

( -02 + 2bc

| 01-gz * 4bc) -02 + 4bc
I
I c -2c2

\ -d, * 4bc O(ez * 4bc)

c -
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!^^;"(S) - ! a(0 ,b , " )  -  p (0 ,b ,c ) r l z

2  ̂ ^" , (S) 2 a(0,  ô,  c)  *  B(0,b,  c) l tz

a (0 ,b ,c ) :02*2c2-2bc

et on montre que

ou

et

P(o,b,c) : oa * 4ca - 4bco2 + 8bc3 + 4c2b2

Il est évident que, pour obtenir une classe de systèmes aussi large que possible, il
faudrait détérminer le maximum sur d de la fonction

A 0  ^^ i " (S )
,  - 

Z l ,^"r(S)

Pour 96 = 2.6 c, la paire (C, A) est observable et la matrice ,9 est définie positive. Dans
ces conditions, lorsque 0 ( ô: c, alors

r0 À,";"(S) i  d À-;,,(^9) ,
wr(z l-"isl ): ,ffile*o = o'oe c

Notons l to-2.6 etT -  !  u lor r ,  0o:  Focet  0  (  q  <I .  A ins i ,
c

0o À*;^(S)  Foc a(po,n, l )  -  l0"o,n) ' / '
Tæ:2M

où

l0.ro,Tl) = Foa + 4 - 4npoz * 8q * 4172

Cependant, on peut verifier que la fonction

n " I l-'"!s=lrnt
2 ^^o, (S) ' , ' "

est décroissante pour ? € [0,1]. Si on revient maintenant aux notations initiales,
lorsque

0<ôSc  avec  c>0

il suffit que la constante de Lipschitz fr donnée dans I'hypothése (Ët), telle que ,t <
0.09c, pour pouvoir construire un observateur de la forme (3.4) pour cette classe de
systèmes dans le plan.
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3.3 Stabilisation à travers ltobservateur

En vue d'etudier la stabilisation du système (3.3) en utilisant I'observateur (3.4),
on suppose l'existence d'un feedback stabilisant u : u(r). L'observateur (3.4) fournit
alors un feedback estimé z(ô), puisque l'état â(t) converge exponentiellement vers l'état
r(t). On envisage deux situations de stabilisation

S.S.L Stabilisation exponentielle

Supposons que le système (3.3) vérifi. (fll), (H2) et I'hypothèse (H3) suivante

(Ë/.) il existe un feedback u(c) qui rend le point d'equilibre du système (3.3) globale-
ment exponentiellement stable.

Le théorème suivant montre que le système (3.3) opérant en boucle fermé avec le
feedback u(â) donné dans (He) et estimé par I'observateur (3.4), est globalement ex-
ponentiellement stable.

Théorème 15 Sf (Ht), (Hr), (H") sont réalisées, et s'il existe 0 tel que tt a *# ,
alors le système

(3.6)

o u e = t - t ,

35

I ,  
:  Aî  +  Bu( i )  +  f ( î , " (â) )  -  S-LCTCe

\
Ia -1e -  S- tCrC)e* f ( î , " (â) )  -  T@-e,u( î ) )

est globalernent exponentiellernent stable.

Démonstration : En vertu d" (f1.), il existe une fonction de Liapounov

V(r)  > 0,Yx f  0,  Y(0) -  0

rr'ltlT* 
v(r) = 6e

et des constantes positives ertdzta3ta4, tel que V(r) vérifie pour tout c dans IR"

o'l l ' l l2 SV(r) < orl lr l l '

l lvv(c) l l  < osl l r l l
et

v 1*1 - vv (æ)(e, + Bu(t) + f (x,"( '))) < -aaV (x)

Ces propriétées proviennent de la stabilité exponentielle du système.

(3.7)

(3.8)

(3.e)
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En tenant compte de (3.5), on peut considérer une fonction de Liapounov de la forme

W(î,e) :  nV(â) + er Se avec 4 )  0

et choisir 7 de façon que, la dérivée de W(î,e) le long des trajectoires du système (3.6)
soit définie négative sur IR" x IR". On a

w (t, e) : rlyv (q (e,e + Bu(i) + f (î,"(â) )) - nvv (â:) (s-' c' c ")
Compte tenu de (3.5) et (3.9), on en déduit que

w (î ,  e) < -r7aav(â) + t l lvy(â) l l . l ls- '  l l . l lc,  c l l . l le l l  -  / l le l l '?

ainsi, en utilisant (3.7) et (3.8), on aura

w (t, e) 1 -r7 aaa' llâ ll ' + n p.asllâllll e ll - lll e ll '?

où p -  l ls- l l l . l lC"Cl l .

Il s'ensuit que, pour

0  <  4  .41 :no :
F 'az-

+ ft"'s"

W(i,e) est définie négative sur IR" x IR". L'origine est donc un point d'equilibre
globalement exponentiellement stable pour le système bouclé (3.6).

Exemple 1 : Le système plan suivant

|  ' r :6x,  + t t@ +. ' ,

I  r r :a r -u* |s ino1
I
\  g : 0 r

(3 .10)

est de la forme (3.3) avec

A=(T :), B=( j,), ï@,u)-

On vérifie d'une part que / est Lipschitizienne avec une constante de Lipschitz k < 0.54,,
et que les conditions de la proposition 2 sont vérifiées (voir I'exemple du paragraph
précédent).

(*ff)'c:(1'o)
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D'autre part, la loi de commande définie par

u ( t1 , x2 )  : 8x t  *  xz

stabilise giobalement et exponentiellement le système (3.10) en 0 € lR2. En effet, soit

V(rt,æ2) Ia fonction de Liapounov donnée par

V( r r r * r )  :  x t z  +  7772  +  r22

Un calcul simple montre que la dérivée V(*r,x2) le long les trajectoires du système

en boucle fermé par le feedback u(x1,x2), vérifie

ù (*r,,  rr) 1 -t**r '  * bxpz - 3xz2
L

et donc V("r,r2) est définie négative sur IR2. Par application du théorème 15, on peut
donc stabiliser le système (3.10) à travers un observateur de la forme (3.4).

3.3.2 Stabilisation asymptotique

Supposons maintenant que le système (3.3) vérifie les conditions (H,), (.Fr) 
"t

I'hypothès" (Hâ) suivante

(//|) Il existe un feedback u(r) et une fonction de Liapounov V(c) ) 0, c + 0,V(0) :

0, tel que

VV(z) (,+" + Bu(a) + f  @,"(")))  < 0, Yæ f 0

et

l lv tz(c) l l  S"( i+y( ' ) ) ,  o)0.  (3.11)

Théorème 16 Si (Hr), (Hr), (Hâ) sont réalisées, et s'il existe 0 tel que t . 9#ï,
alors le système

(  à :  A i  +  Bu(â)  +  T@," (â) )  -  S- tCrCe
)

\a -1a -  S- tCrC)e+f ( î , r (ô) )  -  f@-e,u( î ) )

est globalement asymptotiquement st;able.

37
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Démonstration : Elle découle directement du théorème 14 et du lemme suivant, qui
peut être considéré comme une extension du théorème 11.

Lemme L On considère le système composé suiaant

[û : r@,")
l è=g ( î , , e )

(3 .12)

Supposons que l'équation
i :  7çt , ,0)

est globalernent asyrnptotiquernent stable, et que Ie sous-système

i  :  g( î ,  e)

est globalement asymptotiquent,ent stable uniformement en î. Si de plus toutes les
orbites de (3.II) sont bornées pourt) 0, alors le système (3.11) est G.A.S.

Démonstration : Il est clair que le système (3.12) est localement asymptotiquement
stable [48]. Il suffit donc, de montrer que les orbites de (3.12) tendent toutes vers
I'origine lorsque t tend vers I'infini. Supposons que ceci n'est pas vrai pour une orbite
z(t) : (â(t),e(t)). Il existe alors un réel e ) 0 et une suite t,. -r foo, tel que

z(t")  /  B(0,  e)  Yn (3 .13)

où ,B(O,e) désigne la boule centrée à I'origine et de rayon €. z(t) &anr bornée, Ia
suite z(t,) admet un point d'accumulation z* : (â*, e*). Comme I'origine est stable,
il existe 6 > 0, tel que n'importe quelle orbite démarani de B(0,6) reste dans B(0, e).
Par ailleurs, le sous-système

6 :  g ( î , e )

étant globalement asymptotiquement stable uniformement en â, on a
- d'une part, la composante e(t) de z(t) vérifie

, l im  
e ( t ) : 0

ce qui entraine que e* = 0.
- d'autre part, il existe 7 > 0 tel que

z(T,  z*)  €  B(0,6)

où z(t, z*), t ) 0, désigne la tragectoire issue de z*.
Le champ étant continu, il existe alors ns € IN, tel que

z ( tno+  ? )  e  B (o '6 )

donc, pour n € IN tel que t,, ) t,o * T on a z(t") €,.8(0, e) et ceci est en contradiction
avec (3.13).
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Remarque : Supposons que, en plus des hypothèses (I/1) et (Hr), il existe un feed-
back stabilisant z(r) homogène de degré un, tel que la partie non linéaire f @,u("))
du système bouclé soit homogène de degré un. Il s'ensuit que le champ x : At I
Bu(x) + f (r,"(r)) est homogène de degré un, et, en vertu du théorème 5, il existe
une fonction de Liapounov stricte homogène V(x) ainsi que ses dérivées partielles. La
condition (3.11) se trouve alors satisfaite et par suite I'hypothèse (flj) est vérifiée.

3.4 Remarques et généralisation

Considérons un système mono-entrée - mono-sortie de la forme (3.3)

39

(  r_AxIBu+f@,u)
l

\u-c,
IR et A, B, C sont données par

(3 .14)

o r ) *€R ' , u

0
0

i
0

€

' { -

0 1  0  . . .
0  0  1  . . .

ô ô ô
0 0  0  . . .

. ,  B : (0 , . . . ,0 ,1 ) r  e t  C :  (1 ,0 , . . . ,0 )

Supposons que la condition suivante soit vérifiée.
(Hi) n existe une constante posit ive k tel que pour i :1,2,.. , f t ,  on ait

l f ; (r ,")  -  f ;(" ,") l  S kl l r ;(x - t) l l ,  V(x,z) € IR' x IR", Vu € lR

ori zr; est la projection canonique de IR' sur IRi et ll.ll désigne la norme euclienne usuelle
sur lR'.

Notons que, sous I'hypothès" (f/i) la partie non linéaire f (x,z) du système (3.14) est
de forme triangulaire : chaque composante /, de / dépend que de ûL,...,r; et de u.

Dans [47], on montre que :

- D'une part, le système (3.14) est G.E.S par un feedback linéaire. la démonstration
repose sur I'existence d'une fonction de Liapounov quadratique V(z) et d'un feedback
linéaire u(c) tel que la dérivée de V le long des trajéctoires du système bouclé vérifie

vç*1 -vv(c) (Ax + Bu(r) + f@,"(r))) < -r l l" l l ' ,  7 > 0. (3.15)

- D'autre part, si de plus / est continuement différentiable et les dérivées partielles
sont uniformement bornées sur IR' x lR, le système (3.14) est stabilisable à travers un
observateur.
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On montre ici que, sous I'hypothèse (f{), on peut construire un observateur du type
(3.4) sans supposer comme dans [47], que la fonction / est continuement différentiable,
et que le système (3.12) est globalement exponentiellement stabilisable par un feedback
linéaire estimé par cet observateur.

Soit le système défini par

I i 
: Ai I Bu + f(î,,u) - Ji-l Cr(Ct - y)

(3 .16)
1 o: -, ,s - Ars - sA+crc

Proposition 3 ^9i (H'r) est uérif,ée, alors pour0 assez grand, Ie système (3.16) est un
obseraateur erponentiel pour (3. lil.

Démonstration : Par observabilité de la paire (C, A), il existe une constante positive
6 tel que S >_ 61. Par ailleurs, comme dans la démonstration de la proposition 2. en
posant  e:  i  -  0 ,  on a

d

*"r  sr :  - ler  se -  (ô") ,  + 2er s( f  ( i , r )  -  f  @,,ù)

Notons l lr l ls =< x,Sx ), où ( .,. ) est le produit scalaire usuel sur lR". On peut
alors vérifier que

f i" 's" 
-- zl l" l lr* l lr l l ,  S -gl l" l lr '  + zer s(r(â,u) - f (*,ù)

et, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on a

d.  0
; l l ' l ls  s -  

r l l ' l ls  + l l / (â '  u) -  f (x,u) l lg

soit,

, t  n  /  1à* l l^r l  ' /  - i l l . l l ,  + {  t  s; ,1(f ; ( î ,u) -  f {r ,")) .ui@,u) -  f i (x,Q)l* l e l s  
:  -  

o  \ ; , i  
l ; 7x ,u1  -  I t 7x ,u ) ) . \ I i \ r , u ) -  I i \ r , u ) )  

)

Tenant compte de (f/i), I'inégalité précédente entraine que

à g l -  1 l
fr l l ' l l" s -i l l ' l ls * *' II ls,, i l l l",ell. l lr lell I

\ ; , i  /

En utilisant une argumentation similaire à celle développée dans [23] (théorème 3) ,
on peut vérifier qu'il existe une constante positive c, indépendante de 0, tel que

t_ 1i
{ Dls',, l l l";el l ' l l r ;el l  I  s "l l" l ls\ t ' i  /
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Il s'ensuit que, pour 0 suffisament grand,

! l "u.S-Él l" l ls,  p>o
4 1 t t " t t S

Comme S > 61, on obtient une estimation de la forme

l l . ( t) l l  Si le-\ ' t

où i1 et \z sont des constantes positive. Ceci prouve que le système (3.16) est un
observateur exponentiel pour le système (3.14) et achève la démonstration.

L'hypothèse (f{) étant vérifiée, soit à présent un feedback linéaire u(r) stabilisant
globalement et exponentiellement le système (3.1a) et une fonction de Liapounov I/(r)
vérifiant (3.15). On considère alors le système (3.14) contrôlé par le feedback u : u(î)
et estimé par l'observateur (3.16). Par une argumentation similaire à celle utilisée pour

établir le théorème 15, on obtient le théorème suivant :

Théorème LT Si I'hypothèse (H) est réalisée alors, pour 0 assez gro,nd, Ie système

À 1
1 f

I ,  
:  Aî  +  Bu(à)  + f ( î , r (â) )  -  S- tCrCe

\  a :  (A-  S-1CrC)e*  f ( î ,u (â) )  -  f (û  -  e ,u( î ) )

est globalement erponentiellernent stable.

Exemple 2 : Le système en dimention deux donné par

(3 .1 i )

(3 .18)

est de la forme (3.14) et satisfait (fli). De plus, le feedback linéaire

u ( r1 , x2 ) - -2æt -7xz

stabilise globalement et exponentiellement le système (3.18), en effet, on peut vérifier
que la dérivée de la fonction de Liapounov V donnée par

V(*t,rr)  =aof + (rt  + rr) '

le long des trajectoires du système en boucle fermé vérifie

v(rr,rr)  1-à, ' l  + J4æ2r)
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Ainsi, en vertu du

de la forme (3.16).
différentiable en c
conditions de [a7].
de ,471.

théorème 17, on peut stabiliser (3.18) au moyen d'un observateur

Notons que, /(æ,u) : f  (sin lrr l"-",t l*?+ *' ,  cosz)" n'est pas
= (0,0), ce qui montre que le système (3.18) ne vérifie pas les

Le théorème 17 apparaît donc comme une généralisation du résultat

Remarques

1. Les théorèmes 16 et 17 permettent de considérer le problème de la stabilisation

par feedback estimé pour des systèmes affines en contrôles, uniformement observables

pour toute entrée et globalement transformables en la forme canonique (3.la) avec /
triangulaire (voir [23]).

2. Notons que, I'hypothèse (f{) utilisée dans le cas mono-entrée - mono-sortie est plus

forte que l'hypothèse (f4) utilisée dans le cas multi-entrée - multi-sortie.
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Stabilisabilité des champs de
vecteurs polynomiaux homogènes

4.L Introduction

Dans ce chapitre nous nous intéressons à la stabilisation des systèmes non linéaires
dans IR2 de la forme

t* :P(x)+uBæ
I  r .  R2 u  €  IR,  B  € , ,V2( lR)

(4 .1 )

où P : IR2 - IR2 est un champ de vecteurs polynomial homogène de degré impair
(i.e les deux composantes du champ sont polynomiales homogènes de même degré
2k + I, À e ]N) et B est une matrice carrée à coefficients dans lR.

Dans le cas linéaire, il est bien connu que I'on peut trouver une commande stabilisairice
si et seuiement si les modes instables du système sont contrôlables, mais en revanche,
il n'existe pas de méthodes générales pour les systèmes non linéaires.

Dans ce dernier cas, s'il n'est pas possible, en général, d'avoir des résultats globaux,
on obtient classiquement des conditions sufrsantes de stabilisation locale par un feed-
back régulier en considérant le système linéarisé autour d'un point d'équilibre ( [1], [4]).

Les systèmes non linéaires affines en les contrôles de la forme

t : f@)*us(a)

ont été étudiés dans le cas où le champ contrôlé g vérifie g(0) * 0, ( [6], [32], [16]).

Les systèmes polynomiaux homogènes sont des systèmes du type (4.1) pour lesquels
les champs soumis au contrôle s'annulent à I'origin" (g(0) : 0) si bien que le système
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linéarisé, calculé au voisinage de I'origine, devient indépendant du contrôle. Ces
systèmes n'ont jamais été étudiés systématiquement et il n'existe à leur sujet que peu
de résultats de stabilisation.

Le but est de proposer des conditions nécessaires et suffisantes d'existence d'un feedback
stabilisant pour de tels systèmes et dans le cas où la stabilisation est possible.

4.2 Stabilisabilité

Dans ce travail on va donner une condition nécessaire et suffisante pour que ces
systèmes soient giobalement asymptotiquement stabilisables (G.A.S) par des feedbacks
presque réguliers (i.e. C-(lR' \ {0}) et de construire explicitement les feedbacks sta-
bilisants. On montre ainsi que le système (a.1) est (G.A.S) si et seulement si il est
asymptotiquement stabilisable en boucle ouverte.

Dans un premier lieu, on va étudier la stabilisabilité de ces systèmes dans le cas où
k : I .

4.2.L Cas où P est homogène de degré 3

Considérons le système (a.1) orl r : (xuxz),

P(x) :  (&(") ,  Pr(r))r  ,

B :  ( fu(x) ,br(") ) '

avec
b r ( * t , r r )=b . ' , r l 1 -bpa2

et
br(rt, rr) : bztq * bzzxz.

Notre méthode est de pouvoir chercher une matrice constante A (2 x 2),

Ax : (or(r), or(r))r

et un feedback u = u(x) homogène de degré deux, tel que

/ ; t \ _ (P r ( * r , r r )  ô r ( r , , " - r \ / r \  /  ' l  r \

\, i , ,  )- \ P,(",, ' ,) b,(,,.,,: j  )( ; ) 
= Q(nr' 'ù \Z:l:: ' , : :J ) G'2)

où It est une forme quadratique définie positive. On veut, par changement de feedback
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u -- u(x1,xù + tt

mettre le système (4.1) sous la forme

x -  Q@)Ax *  ûBx (4 3)

parceque, on a Ie resultat suivant

Théorème LE Les deur propositions suiaantes sont équiaalentes :

(1) Le systèrne i - Q@)Aæ * û,Bx est globalement asymptotiquement stabilisable.

(2) Le système bilinéaire plan i : Ax * uBx est globalement asymptotiquement sta-
bilisable.

Démonstration : (1) + (2) : D'aprés [29], si le système

, :e@)Aæ*ûBx

est globalement asymptotiquement stabilisable alors, il existe un feedback quadratique
û(r) tel que le système suivant

;  :  Q@)Ar *  û(x)Bx (4.4)

est globalement asymptotiquement stable. En vertu du théorème 1, il existe une
fonction de Liapounov stricte V pour le système (a.a). Soit

u(x\ = 9.\*/ - e@)'
û(r) et Q@) étant deux formes quadratiques. Il s'ensuit que le champ de vecteurs
Aæ *u(x)Bn est continu sur -R2, et donc V est aussi une fonction de Liapounov stricte
pour le système à : Ax * u(t)Bx.

(2) + (1) : Réciproquement, si le système bilinéaire plan

à=Ax IuBæ

est globalement asymptotiquement stabilisable, alors il existe un feedback u : u(x)
qui rend le système

x=Ax*u (x )Bx

45
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globalement asymptotiquement stable. Comme Q(æ) est une forme quadratique définie
positive alors, ii est facile de voir que le système

r -  Q@) (Ax *  u(x)Bæ)

est G.A.S, le théorème est ainsi démontré.

Cependant, la stabilisabilité du système (a.1) peut être deduite grâce à la classification
des systèmes bilinéaires plan, donnée par Chabour, Sallet et Vivalda [13], où pour les
systèmes bilinéaires plan stabilisables, des feedbacks C- \ {0i homogènes de degré zéro
sont donnés.

Maintenant, pour transformer (a.1) en (4.3), on doit considérer la fonction

F(x) : det'(P(x), Br)

II se trouve que, si F(r) admet dans sa décomposition, un facteur quadratique définie
positive Q@), alors en utilisant des changements de feedbacks et de coordonnées, la
transformation est possible.

En effet, remarquons tout d'abord que

F(x1,x2) : 0",( i:l::,,::l i::::Ii::::) (4.5)

: (bztxt + b22r2)P1(rt, ,r) - (ôrrrr * bnxz) Pz(xu xz) (4.5)

est un polynôme homogène de degré 4. Donc, F est le produit de deux formes quadra-
tiques définies, où une forme quadratique définie et deux formes linéaires, où bien F'
est le produit de quatre formes linéaire. En utilisant les formes canoniques obtenus par

[15], on peut mettre F sous I'une des trois décompositions possibles. Soit la fonction

,h(rt,rr) : asr! + 4a1xlx2 t 6a2ælxl * 4a3rpl * aaxl (4.6)

Notons

i , l , =ooon -4a1as+3a l

j{1 : asa2ae*2apzas- a?a+- asazs- ol

D,l,= ;'zr - ZZll
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u ,  -  I
..v - 

9242

thr' ,bru
,hro ,bnu

où 1b,", thry et {r, désignent les dérivées partielles de second ordre de la fonction tl.:.

En vertu du théorème (2.6) de Cima et Llibre [15], pour une telle fonction de la forme
(4.6), il existe o e GL(2,1R) qui transforme ry' en une et une seule forme canonique
suivantes:

I . rh ( r t , r r ) :  x !+6ptx lx3+*â ,  p .<  - !  avec  D,1 , )  0 ,  H ,1 ,  < \e t l2 ïJ  - i . t rh '>  g .

I I . t l :@yr r )=a(x !+6p , r l x l+4) ,  l o l  :1 ,  p>-1 ,  p *  |avec  D,1 ,>0 ,d1h  )0e t
H.,1, > 0 ou I2HJ - itrh' < 0.

I I I. $(x1, rr) = æ! + ;prxlxS - *î avec D.1, 1 0.

IV. t l : (x1, , r r ) :  aæl(6æ!*rZ),  la l  :  t  avec D,1, :0,  a j , t ,  (  0 et  2 i ,bH,h-3j ,prh >0.

V . rh@r , r r ) : c rxz r$æl - * t ) , l o l  :  t  avec  D,1 , :0 ,  c , j+ (  0  e t  2 i i , t ,H , t , -3 j , t rh  <0 .

VI. t l.t(xy,rr) : a(x2r+ r|)2,, lol : 1 avec D,b :0, ojt, ) 0,, 2i,1,Hç -3j,prb: 0 et
H+>0.

VI I . t l . , (x1 , tz ) :6ax lx | ,  lo l  : t  avecD,1 , :0 ,  a j , t ,<0 ,2 i ,1 ,H,1 , -3 j l , rh :0e t  Ht ,<0 .

V ,h@t, rr) : 4xlx2, avec Dç : 0, j"t,: 0 et i,t, : 0,, H,t, * 0.

IX.  t l . t (cy,rr) :  ax! ,  la l  = 1 avec D,t , :0,  j+:0,  iç  -  0,  H+ = 0 et  d lh > 0.

X .  ,h ( * t , , rz )  :0 .

a) Supposons que
F ( *  t ,  r  r )  :  Q  t@ t ,  x  2 ) .Q  2 (x  1 ,  r2 )

où 8r, Q2 sont deux formes quadratiques définies. Sans perte de généralité, on peut
supposer gue Qr est définie positive.

Proposition 4 Il existe une matrice constante A et un changement de feedback

u - -  u(ar ,x2)  *  u

où u(t1,x2) est homogène de degré deur, qui transforrne Ie système (1.1) en (4.3).
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Démonstration : Comme F est définie, alors d'aprés (4.2) on a

( I ) : e,(x 1,, ù ( i:[:i,,::] i:l:i,::l)-' (::[::,,::])

1t )  _Qr@' , r r ) (  b2 (q ,x2 )  -b r ( r r , " r )  
\  (o r ( r r , " r )  \

\ " /  F ( x 1 , x 2 )  \  
- P z ( r t , r z )  P 1 ( x 1 , x 2 )  ) \ o r ( r t , , r r )  )

Tenant compte de la forme de F, on aura

Qz(x t r r ) :  a t ( x t , x2 )b2 (xy r r ) -az (x t , x2 ) \ (q , x2 )  (4 .7 )

et

u ( x1 , x2 )  
L  '  ,:  

e r@r , , r r ) ( -o t ( " t ,  
x2 )P2(x1 ,xz )  *  az (x t , xz )h ( ' r , * t ) )  (4 ' 8 )

Il est clair qu'on peut écrire (4.7) comme suit

-r ( b" -l'" \
, -  

\ ù  
_ ; ; ;  

)Ax :Q ,@)

Etant do_nnée qrc Q2(x) est une forme quadratique définie, alors il existe une matrice
définie Ç2, telque

Qr@) = xr1zx

Donc, puisque det B f 0, parceque F est définie, il s'ensuit qu'un choix de A, qui est
une solution de l'équation précédente, est

I  ( - b "  6 " \ ;A: 
drrB \  - ; ; ;  ; ; :  )a,

D'autre part on peut vérifier que u(æyx2) donné dans (4.8) est homogène de degré
deux.

b)  S i  F(xyx2)  = Qt(a1,x2)(a1q + gpz)(azar  *  gzxz) ,  où o1,  azt \ t tgz e R.  et
Qr (ær , r r ) :  p t?+v t1 r2+€*? ,  t e lque  z  €  lR ,  F )0 ,  €  >  0 ,  vé r i f i an t  u2  -4 (p ,>0 .

Proposition 5 II existe un changement de feedbacks tel que, dans une base conuenable,
Ie système (j.1) peut être éæit cotnrne (4.3).
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Démonstration : On distingue deux cas

cas  1  :  de tB  10 .

Dans ce cas les deux vecteurs lignes \ et b2 sont indépendants.

Notons
Lr( r t ,xz)  :  a .1t1 l  BP2

et
L r ( x t r r r )  :  a2x1 {  B2 t2

Il en resulte que,

F(x1, æ2) : (bztxr ! b22r2)P1(rt,, rr) - (ôrrcr I hzrz)Pz(q, xz)

: Qt@t, x2).L1(x1, x2).L2(q, t2)

Comme det B f 0, par changements de coordonnées, on peut supposer que ô11 f 0.
Considèrons la division Euclidienne sur R[(rt,o2)] de Pr par fu, et du produit Lz.Qt
par fu. Alors, il existe des formes quadratiques Çr, q2 et des constantes h, Iz, telque

Pt(*t , zz) = Qt(xr, x2)b1(x1, x2) + l1x?,

et

Lr( r  t ,  x  z)Q t  ( r  t ,  *  r )  :  Qz(x r ,  x  2) fu(x  1,  x  2)  + I  2x?,

Le terme cf apparait dans les décompositions précédentes, parceque ô11 est supposer
different de zéro.

Si /r I 0, alors les deux polynomes P1 et \ sont premiers entre eux et donc ô1 et F le
sont aussi. Comme Lz.Qt divise F, il s'ensuit que Lz.Q, et fu sont premiers enrre eux,
et donc lz * 0.

Ainsi,

pr: l (Lr .er-qzbù*qf t r
l 2

Considérons maintenant, le changement dans I'espace des contrôles suivant

\ /u -,  
iez(u,æz) 

- Qt(xt,xz) + u

49
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le système (4.1) devient alors

. l

]  t , ,  -  ?Lr@r,xz).Qr(xr, r r )  *  ub1(x1,,x2)

\ 
': (4.e)

(  i z  -  P r ( r r , xz )  +  ub2 (q ,a2 )

où

h:pr+( t f t r -q)bz

Comme .F est invariant par change-"nt a" f"edbacks, alorc L2.QL divise F2. On en
déduit qu'ii existe une constante ,t tel que

Fr(* r, rr) :  le L2(q, a2).Q 1(ay l2)

et donc, on obtient

( : l  )  :e,(æ1,,ùA(î l  )* ,B( '- ' \
\ ' r 2 /  \ c z /  \ r z /

ori

. ( *", 1,,\A: I r '
\ Ào, kg, )

Si /1 = 0, alors le système (4.9) peut s'écrire, aprés un changement de feedback de la
forme

u :  Q r ( r r , x2 )  +  t t

sous la forme

( : ' ) :q ,@,, , ) (  o  \  ' - (b ' ( " ' " )  \
\ , ,  I  \  t rz ( r r , rù  )  

* " \  b r ( r r , rù  )

cas 2:  det  B :  0.

Soit
P(x,t) : hxl I t2xlx2 * tsalnl * taxl, t; € IR.

Dans une base convenable, base de Jordan, la matrice B peut être mise sous I'une des
deux formes suivantes

2.1) B = ( t 3 ). 
r"*",

Pt ( , r , , r )  :  P (x ' s )



4.2. Stabilisabilité

et

Pr( r t , * r )  :  P(x , , r ) .

On peut vérifier que

F( * r , r r )  :  - ) r t r  P2 (c1 ,x2 )

Tenant compte de la forme de F, on peut choisir or : -Àr et h - 0. Alors, par le
changement de feedback suivant

y -  -(s ' rx l  + r ' r rr* ,  + s\xl)  + fu*? + #*r*,  + û
pL r

ona

2.2\ B = ( 9 i ). oun, cette base, on pose Pt = p(x,,s') et p2 = p(x,r'), par suite- \0  
0 ) '

en utilisant la même idée que celle dans le cas précédent, le changement de feedback
suivant

y : -(s'rxl + r'r*rr, * r,næ3) * 
+r? 

* #xo2 + û

permet de transformer le système (a.1) en

/  r  f  i  \ '
t ':l )=e,(x,,,ù[i 

t l1,î1 )*'/o t\/"\
\ i ' ,  \oz  pr ) \ ' r / ' - \o  o) \ r r )

Maintenant si on suppose que F(o) prend la forme d'un produit de quatre facteurs
linéaires, il n'est pas possible de transformer le système (a.1) en la forme voulu.
Parceque, si on avait une telle transformation, alors nécessairement Q(r) divise F(r),
ce qui n'est pas le cas.

D I

(;; ) :e,(xv,',, (; ï)f ::,).'(t s)(;; )

Exemple : Soit le système dans lR2 suivant

( i, : a! - 5xlx2 j 2xpl + 9æl t urt
(  -  

. ,  r ô  , , .  ( 4 . 1 0 )
L iz : -ri + 2xlx2 * 3æp| * xl - ux2
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Un calcul simple donne

F(rr, rr) : @1 - rrlz * lxl)(q - 3a2)(q a *r)

Ici,
Q( " , ' r ) :  x l -  xP2+ïx l

Si on considère le changement de feedback

u :2x? * 5xp2 + 4r2",+ûL

alors, le système (4.10) devient

/ ; - \  / -  \  /  \
(  : '  )  :  ( '1  -  ' t 'z+tx l ) t  (  r t  

|  +aa (  " '  )
\ x z /  \ t z /  \ r z /

où

A:(  t ,  t , )  
" rg: ( t^  

o. ) .
\ -1  -L)  \0  - r l '

En vertu de [13], le feedback homogène de degré zéro suivant

- 1 ) - 2
ù'(q, ,x2) =;#,

Jri + r-2

stabilise le système bilinéaire

r :AælûBæ,  où  r :  ( x t , r z ) .

On en déduit alors, que le feedback homogène de degré deux

u(rv,x2) - 
-12x1+ 

]2!1az:36a?zZ
3xl + xl

stabilise (4.10).

4.2.2 Cas où P est homogène de degré zk+L

Dans ce paragraphe, constitué d'un article paru dans les actes du 2ème IEEE
Mediterranean Symposium on new Directions in Control & Automation, on considère
lesystème (4.1) avec P homogène de degré 2k+I. On donne une condition nécessaire

i et suffisante pour qu'il soit stabilisable. Des feedbacks polynomiaux homogènes de
degré 2,b sont aussi donnés explicitement.



On the Stabilization of Homogeneous Affine
Systems

Abstract This paper gives necessary and sufficient conditions for the asymptotic stabilization
of a class of homogeneous polynomial systems. Local stabilization results are obtained for other
systems.

Keywords Stabilization, feedback, nonlinear systems, homogeneous polynomials of odd degree.

L Introduction

This paper is a contribution to the study of the stabilization of nonlinear systems

( 1 )  i  =  f ( x , u ) .

The problem is to find feedback laws e - u(x) which make the closed-loop system:

b  =  f ( x ,u (x ) )

asymptotically stable (locally or globally) about the origin. If such a feedback exists, we will say
that system (1) is asymptotically stabil izable (locally or globally). If there exists control larv u such
that  l iml* . " -c( r )  = 0 (c( t )  denot ing the solut ion of  ô =. f ( r , , r ( . ) ) ,e(0)  = ca)  for  a l l  cs,  we wi l l
say that system (1) is asymptotically controllable to the origin. Obviously, to be asymptotically
controllable to the origin is a necessary condition for the asymptotic stbilizability.

The results of this article concern systems of the form:

(2)  i ( t )  = P(e( t ) )  + uB(x( t ) )

whose states evolve on IR2, control in IR and where P(c) = (Pr(c),Pz(r))T (the notation MT
stands for the transpose matrix of M); Pr and P2 being homogeneous polynomials of the same
odd degree and B being a2x2 matrix. When the degree of homogeneity of P is one, we deal with
bilinear syslems. This kind of systems has been first adressed by Bacciotti and Boieri ([1],[2]),
further R. Chabour, G. Sallet J.-C. Vivalda [3] and give a complete classification of these systems
in the plane from the point of view of the asymptotic stabilization.

In this paper, we give necessary and sufficient conditions, algebraically computable, for the
global asymptotic stabilization of (2) when the degree of P is at least three. It turns out that the
stabilizability is equivalent to the asymptotic controllability to the origin. If (2) is not globally
stabilizable an invariant domain is given. Moreover, for stabilizable homogeneous systems of the
form (2) a smooth homogeneous of degree 2* feedback u is given. Furthemore, as an application of
this study, we give a result on the local stabilization of nonlinear systems affine. ù = f (x) + ug(x).

2 Classification and stabilization of planar homogeneous sys-
tem of odd degree

Consider the system (2) which can be written:

( ;; ) = (i:l:i,î:\)."(î 8) (::)



where Pland P2 arc homogeneous polynomials of odd degree (2fr + 1).
In the sequel, we denote bV (. 1.), the scalar product in IR2 and the notation G.A.S. means

globally asgmptotically stabilizable.The following theorem, whose proof can be found in Eahn [4],
is crucial for the study of the stabilizability of system (2).

Theorem L Consider the hornogeneous sgstem of od.d degree 2k a I:

( H )  { : t  
=  H 1 ( c 1 ' x 2 )

t  ôz  =  H2 (x1 ,e2 )

(i.e. H1 and, H2 are homogeneous polynomials of the same odd degree 2k + l).The function F
defined by

f  ( x1 , x2 )  =  c2H1(x1 ,x2 )  -  x1H2(x1 ,x2 )

will be called the characteristic function of syslem (H).

Suppose that f can be factorized under the fonn:

F (x 1, x 2) = fl(t i"r + tix 2) ff Q;@ 1, r 11
i = l  j = l

where the Q;'s are definite quad,ratic forrns, then the aboae syslem is globally asymptotically stabi-
lizable if and, only if

( (H r ( t ï , - t \ ) ,H2 ( t i , - t ' r ) ) '  l ( r l , - r î ) " )  <  0  v i  €  {1 ,  . . . , p } .

In the following sections, we will see that system (2) is asymptotically stabilizable iff it is asymp-
totically stabilizable by means of an homogeneous polynomial feedback of degree 2È. Our stat-
egy will be the following: in order to prove that a given (homogeneous polynomial) feedback
x è u(t) asymptotically stabilizes system (2), we will consider the closed-loop system i = X(x)
(Xr(r )  = Pr(r )  *u(x)(84æt* Bpx2),  Xz(s)-  Pz(c)+u(x)(821x1* B2o2))  and we wi l l  prove
that the characteristic function of this system satisfy the hypothesis of Theorem 1.

2.1 Case where .B is diagonalizable

In this section, we discard the very trivial case where B = 0; in a suitable basis of IR.2, matrix B
can be written

n=( \ '  0  \' \o  ^ r )
we deal with the following situations for matrix B.

2.L.L Case where det B ) 0

In this case, we have the following theorem.

Theorem 2 If B is diagonalizable and detB = À1À2 ) 0, set e = | when À1 ) 0, e = -1

olherttise, then if the positioe constanl 6 is large enough, the following feedback

u(x1,x2)  = -e6 (x2,  + ,7)r

stabilizes system (2).

Proof Consider the positive definite function

I
v(x1,x2) = i ( l  Àz |  "?+ |  

Àr |  "3)



the computation of 7, the derivative of V along the trajectories of the vector field P(c)+u(r)B(c),
gives

V(x1,x2)  = |  À2 |  c1P1(c r ,  cz)*  |  \  |  c2P2(xt ,æz) -  6))q (x2,  + r3)r

.  r  r  r -  rc rpr+  |  Àr  lsz&l= ( r l+  f i ) - .  l - . l , . l ro1 '?+ r ï  +  |  ̂
2  |

L  
. . - . " - . _ ,  ,  _2 , ,  

@2r+ " | ) k  I

so it is clear that for 6 positive large enough one has V(r1,x2) ( 0 for all (a1 ,rz) * (0,0) because

the function t - | Àz I xlP]+ | L\l xzPz 
is homogeneous of degree zero and bounded on R 2 

\ {0}.

r  
\ x i +  r ' )

2.1.2 Case where det B ( 0

We can suppose that system (2) can be written as

( J )  { ' , ' =  
P t ( ' t , x z ) * u À P t

I  i z  =  Pz ( r t , xz ) *uÀzcz

with À1 > 0 and )z < 0. We will consider the following real function:

F(x1,x2)= -der  (  ' - ,?^ , , '_ ,1  Àrr r  \
\  r 2 (o r , c2 l  ^ ; ; ;  )  

=  \P tPz (x t ' xz )  -  À2x2P1(x1 ' x2 )

F(a1,x2) is an homogeneous polynomialof even degree 2k+2 and we have the followingresult.

Theorem 3 If the function F does not satisfy one of the following condil ions

i. there exisls c ) 0 such that F(I,c) < 0,

i i .  there ex is ts  d 10 such that  F(L,d)  > 0,

then system (3) is not asymptotically controllable to the origin.

Proof First, we suppose that condition i. is not satisfied, then F(1, () > 0 for all ( ) 0. Consider
the function defined in the first quadrant by

H t ( x r ,  x2 )  =  x ; ^ "  x | , '

Take for u any control, the computation of f/1 , the derivative of .[/1 along the trajectories of system
(3) gives:

H r ( r r , 12 )  =  c f  Àz -1 "À ' -1 (À111P2(c1  
, r z )  -  À2o2P1(n1 ,x2 ) )

= o l^z-L r t t -1 F(x1,  x2) .

S inceF(c1 ,c2 ) i sanhomogeneous func t i ono fdeg ree2k l2 ,wehaveF( r1 ,  
" z )= r?h+ 'F ( I , x2 / c ) )_0 for o2 ) 0 and æ1 ) 0; it follows from above that F(c1,r2) takes only nonnegative val-

ues when c1 and 12 are both positive. The consequence is that the regions of the form .R" =

{@r,rz) I ,r > 0, x2} 0, xl^"rà'> c} (c ) 0) are positively invariant for the differential equa-
bion i = P(c) + uB(x) so system (3) is not asymptotically controllable to the origin.

In the ca^se where condition i i. is not satisfied (i.e., F(1,() S 0 for all { < 0), we consider the
function defined in the second quadrant by:

Hz(x t ,  x2)  = c l  ^"  ( -x2)^,

a simple computation gives

H 2(o 1,  x2)  = -  o;  ^" -  |  
7-  xz)r '  -  t  (À1x 1 P2(x 1,  c .2)  -  À2c 2 P1(c 1,  x  2))

=  -e iÀ ' -11 -c  z ) ^ ' - r  F (x1 ,n2 ) ,



using the same argument as in the first case, one can deduce that ii. is necessary for the asymptotic
controllability to the origin. I

Theorem 4 Suppose thot conditions i. and i i. hold, then there eùsls a homogeneous feedback law
of degree2k which stabil izes system (3).

Proof We can suppose that system (3) can be written under the form:

(4 )  [  
"  

=  
" ! , ' ! " ' xz ) *ax ] t+ r *z ) t c r\ l , = bnl*+t + ezÉ2(rL,a2) * uÀ2x2

w h e r e ) 1  ) 0 , À 2 ( 0 a n d  F r . , F r a r e h o m o g e n e o u s o f d e g r e e 2 k ( e > 1 ) . W e w i l l p r o v e t h a t w e c a n
find a feedback such that the conditions of application of Theorem 1 are met for the closed-loop
system (a). We will distinguish five cases.

Case 1 oô ( 0 In this cine we will prove that the following feedback law

1  /  2b  o r ,  b  , r _ ,  
r cZ  t , , ?k_L  _  Z ro r? r \u(x )=  

ù ( " r ( " ) -Pr (c )  
* ï r i - - i , | * - ' , r+ ,  "  /

stabil izes system (a) (c is choosen in such a manner that c ) 0 and F(l,c) < 0). Indeed, if we
consider the closed loop system

I  t ,  =  æ1F1(x1 ,x2 )  a  ax2 ,k+ r  +  u (x r , x2 ) \1x1  =  X r ( t )

\  t ,  =  bx l k+ t  +  r zF2 ( t t , r 2 )  +  u ( t r , x2 )À2x2  =  xz ( r )

and the function

l ( c1 ,  a2 )  =  x2X1(cv ,  x2 )  -  u1X2( r t ,  Ez )

= , r r ,  (Prçrr ,  xz)  -  Pr( r r ,c2)  + (À1 -  À2)u(x1," r ) )  + aal*+z -  bx i r+z

one can verify that

f (q,q) -  ("r ,  - , r ) '  ( -* , r r  + "4k) 
.

Since f (1,c)  = 0,  there ex i ts  z  such that  (X1(1,  c) ,X2( l , r ) )T = v( I ,c)T and using the fact  that

F(1,c) = -der ( Ë;t:l i: )= 
- o" ( f;[:] i: )

= - aet ( .u.^ ]-l ) -vc(\1- Àr) < o,
\ Y c  ^ z c /

we can deduce that, v = F(1, c)lc()4 - À2) < 0 and

( (X r (1 ,  c ) ,X2 (1 , " ) ) "  |  ( 1 ,  
" ) " )  

=  / ( 1+  c2 )  <  0

Consequently, the proof follows from theorem 1.

Case 2 ab ) 0 In this ca-se, we consider the feedback law:

' (")  -  
u|,  (at ' l  -  F'r@)*#r,y - ! ,2*- 'xz*adcxpzr- '-o(a+";.zt\' "  

) '



it is easy to verify that, for the closed loop system, function .F is given by

F(q,x2)  = x2X1(x1,sz)  -  c1X2(x1,12)  = (æ1- x2)(d,x1-  r r )e*r ' rk  + o" lk1

Since F(1, c) < 0 and F(1, d) ) 0, by using the same argument as above one can deduce that

( (Xr(1,  c) ,x2(1," ) ) "  l (1 ,  " ) r )  
=  r ( t r -c) ( t -+-c '?)  

.  g
c(À1 -  À2 l

and

therefore system (a) is G.A.S. about the origin.

Case 3 a, : O and b I 0 In this case we deal with the following situations:

o b ( 0 In this c€Ne we will prove that if 6 is choosen positive and large enough, the feedback law

u(x1,x2) = 
#E (Fr{rr,4) - F1(c1,r; + !r! 

- 6bap}k-L + 6Iûr)

stabilizes system (4). Indeed, if we consider the closed Ioop system (4)

I  i , ,  =  o1F1(x1 ,x2 )  1u (o1 ,o2 )À1x1=  X t (a t , xz )

I  i ,  =  bt i r+r  + r212(eL,  02)  + u(x1,x2)À2tz = Xz(xt ,xz)

and the real  funct ion F(a1,q)  = x2X1(x1,xz)  -  x1X2(c1,c2) ,  one can ver i fy  that

h
F(x1,x2)  = - l .x ldxy -  , r )  ( r?u + 6x ik)  .

Now, the same computation as above shows that

( ( x , ( 1 ,  d ) , xz ( t  d ) ) r  l ( 1 , d r )  =  - r ( t ' d ) - 1 r+dz )  <  0 .t  -  
d ( À r - À 2 )

on the other hand, we have

( (Xr(0,  l ) ,  x2(0,  1) ) r  |  (0 ,  1) r  )  =  À1&(0 '  J)  
-  

]24(0 '  1)  
1  6--  

ô& 
,À r  -  Àz  d (À r  -  Àz ) '

so for 6 positive and large enough, we have

( ( x r (0 ,1 ) ,X2 (0 ,1 ) ) r  |  ( 0 ,1 ) "  )

and the proof follows from theorem 1.

ob ) 0 Using similar arguments as above one can prove that for 6 positive large enough the
feedback law

u(x1,x2)= ;j; (Urrrr,c) - F1(r1,rù +lr?r - 6bæplk-L + 6b;rir)

stabilizes system (4).

Case  4  a+O and  b=  0  I n  t h i s  case ,  i f  we rede f i ne  t r as t zandx2  €Nc1  and i f  wemake the
change in the input space: u - -ur system (4) becomes:

I  ù ,  =  x1É2(x2 ,0 r )+  u ( -À2 )c l

\  i ,  =  ax l*+t  + rzFL(rz,cr)  + u(-À1)o2



The problem is therefore reduced to ca.se 3.

Case 5 a, -- O and b = 0 Finally, we will prove that for 6 large enough, the following feedback
law

u(a1,c2)  = + GXr l  -  Fr@)t  6(co1 -  x)zk- t (dxr  -  cz) )
^ l - ^ 2  \  /

stabil izes system (4).

Indeed, if we consider the closed loop system

I  t ,  =  x1F -1 (x1 ,x2 )  !  u ( x1 ,u2 ) \1x1=  x t (o t , xz )

L iz  = x2P2(r1,  x2)  !  u(x1,  x2)À2c2 = Xz(xr ,  xz)

and the real  funct ion f (xyx2)  = x2X1(x1,x2)  -  x1X2(r t , rz)  one can ver i fy  that

F(x1,x2)  = 6xp2(cr1-  x2)2k-r (dxt  -  xz) .

It is easy to see that

( ( X r ( 1 ,  d ) , X 2 ( I d ) ) r  l ( 1 , d ) r )  (  0  a n d  ( ( x r ( l ,  c ) , X 2 ( r , c ; ; r  ; 1 t , c ; r 1  <  0 .

Now for 6 positive and Iarge enough the following holds

( ( x , ( 0 , 1 ) , X 2 ( 0 , 1 ) ) r  l ( 0 , 1 ) r )  =  
À 1 P ' ? ( 0 ' l ) - ] ' ? & ( 0 ' 1 )  '  À 2  

l
Àr-Àz 

-+à6;11 <  u

and

( (X ' (1 ,0) ,x2(1 ,0) )T | (1 ,0)T)=#+6"?Ë-1du$1<0

I

2.L.3 case where det B = 0

Without loss of generality, we can asisume that À1 I 0: as a matter of fact, one of the two
eigenvalues of B is nonzero, if we have Àr = 0, by redefining rr as c2 and Ez as xt and by
renaming the eigenvalues of B, we can a.ssume that )r f 0; system (2) can then be written:

r ,R \  |  i r =21F1(x1 ,x2 )+axz rk+ t+uÀr r ,
\ u ' r  

\ ; r = b x l k + r + x z F z ( t r , x 2 )

The following result is obvious.

Theorem 5 If a = 0, systern (5) is G.A.S. if and onlg if Fr1O, t; < O.

Proof When o = 0 the straight line of equation or = 0 is invariant for the differential equation

(6 )  |  i ' = "? t (? l ' x2 ) {uÀ1 l .1

\ a, = bx2r*+r + xzF2(rr,r2)

and on this line, equation (6) reduces to:

ù2 = x2"k+r F210,t1.

Consequently, if .Ê2(0, 1) > 0 we have x2(t) = c2(0) or liml-..- ,r(t) - *oo (for any control u)
and system (5) is not asymptotically controllable to the origin.



If if P2(0, 1) < 0 and if b+ 0 the feedback law

1 -
u ( x 1 , æ 2 )  =  

; t 4 t r t  
, x z )  -  F 1 @ 1 , q ) )

stabilizes system (5). Indeed a simple computation gives

f(q,x2) = -buit+z

and

( (x , (0 ,  1 ) ,  X2(0 ,  1 ) ) r  |  (0 ,  1 ) r  )

In the case where à = 0, consider the following feedback law

u(x1 ,x2)  =  
f {A{ " r ,  

x2)  -  F1(q ,a2)  *  612( r ,o ) r?* ) ,

u stabilises system (5) because

F(x1 ,æ2)  =  (6P2(1 ,0) )e iÈ+r12

and

( (Xt (0 ,  1 ) ,  X2(0 ,  1 ) ) r  |  (0 ,  1 ) r  )  =  r r1O,  r ;  <  O

( ( x , ( 1 , 0 ) , X 2 ( 1 , 0 ) ) r  |  ( 1 , 0 ) r )  =  6 + F 2 ( 1 , 0 ) ,

the last expression will be negative if we take 6 = -1- &(1,0).

Suppose now that o I 0 without loss of generality, we can assume that o ) 0 because if rve have
o ( 0 we redefine o1 as -r1 and system (5) becomes

I  i ,  =  x1F1(x1,xz)  -  ax2,h+t  *  uÀf i r

I i, = -bx{+t + rzÉzerr.q)

Theorem 6 Suppose that a ) 0 then system (5) is G.A.S. if and, only if lhe following holds:

there exisls c > 0 sach that bczk+L * F2@,1) < 0.

Proof Suppose that the hypothesis of the theorem is not satisfied:

vc>o  6 "2k * r  +4 (c ,1 )  >o

and consider the region of the plane /?, - {(rr,rz) I cr à 0, ,, >_ l}. Along the boundary
of ?, the vector field P * uB points inwards 7l (whatever the control u) so system (5) is not
asymptotically controllable to the origin.

Conversely assume now that there exists c > 0 such that bc2k+L + F2@,1) < 0.

If ô > 0, we take the feedback law:

u(x1,æ2) = 
f (atrl - a(r) + ù(c + d)x2rk + hrrr\r-t 

- bcdælk-Lx, - a(c-!od) 
rzr)

where d is a negative parameter to be choosen. For the closed loop system

I  b t  =  t l Fy ( t1 , sz )  *  axz rx+ r  *  u (e t , c2 )À1x1=  X1 (x1 ,x2 )

I  i ,  =  bxzrk+t  + r2Fz(EL,xz)  = xz( t r ,ez)



we can verify thai

F(x1,x2) = (c1- cc2)(q - dxz) (-ur?* * krir)

Recall that since F(ç,1) = 0 we have (X1(c,I),X2(c,l)) = v(c,l) and using the fact that y =
X2(c,I) = $ç2k11 * P2(c,1) < 0 it follows that

( (X, (", l) ,  X2(c, t ; ;r I  1c, t ;r I  = r/(1 + c2) < 0,

using the same arguments we get

( (xr (d, t ) ,x2(d,1)) r  |  (d ,1) r )  =  (b4zr+t  + F2@,1)) (1+ dr) .

Now Q(y) - by2k+t + Fz@,l) is a polynomialof degree 2k+I whose leading coeffcient is ô > 0,
so there exists y ( 0 such that Q(y) < 0. If d is choosen such that Q@) <0 we have then

( (X,(d, r), x2(d,1))r |  (d, 1)r )

If b < 0, consider the feedback law

u(x1,x2)  = 
*  

(a , " t  , rz)  -  Fr( r r ,x2)  +2cba2rk + l r r r?k-r  -  bc2x lb-Lx,  -  zgr7, r )

We get

F(xy, n2) = (xy - co)z(-uxih + SrZu)

and it is easy to see that

( (xr(", r),  X2(c, t ; ;r 1 1c, t ;r ) = (bç2r+t + F2@,1)x1 + .2) < 0.

Consequently, from theorem 1, we can conclude that the closed-loop system (5) is G.A.S.
If b = 0, consider the following feedback law

u(r1,c2)  = 
*  

(4," , ,  x2)  -  F1@1,x2)  -  6x21k a 6cxiÈ- tx2 -  
i rZ-)

where 6 is a positive constant. We get

f (æ1, x2) = xz(xr - cx2)(-6xik - 
irSrl

and

( (X r ( r ,  I ) ,X2 (c , t ; ; r  11c , t ; r1  =  (bcz*+ r *F2@,1)x1+ .2 )  <  0
( ( x r (1 ,0 ) ,X2 (1 ,0 ) ) r  |  ( 1 ,0 ) r )  =  F r1O, t1 - t .

I t  fo l lows that  for  6 posi t ive large enough one has:  ( (Xr( l ,0) ,X2(1,0))T |  (1,0)T)  < 0.  I

2.2 Case where the eigenvalues of B are real without B being diagonal-
izable

In a suitable basis of IR 2, matrix B can be writen

B = ()  1)
\ 0  ^ )

Theorem 7 If Tr(B) /0 then for 6 positiae and large enough the following feedback

u(c1, t2) = -\6(x2rk + r|r)



stabilizes system (2).

Proof Consider the positive definite function

V(q,x2) = f ,err?+rrr).
The derivative of l/ along the trajectories of the .io."d-loop system is equal to:v (') 

= i' ;ï|:,lri ï: {,:fi,.;'_^,lii_..,? ^i,'ï: ïit,,.l*' i, .,r,
I  t l k + x l k  

'  " Û L ' z  ' ' z t | \ & r  |  * 2  )

The function r H 
À2xtPt + xzPz t^ L^-^.

;ffi 
is homogeneous of degree 2 while the function x - À2(À2xl *

Àxp2 l cl) is positive definite, so if the constant 6 is choosen positive and large enough, Û is
negative definite. I

In the case where Tr(B) = 2) = 0 system (2) can be written as

(7)  {  
r . '  =  Pt  ( t t  ,  xz)  *  ucz

L  t ,  =  P 2 ( x 1 , x 2 )

First, we state the following (negative) result:

Theorerr r  8 I f  fora l l IÊ-  IR oneàas Pz(€, I ) /0 , thensystern(7) isnotasymptot ica l lycontro l lab le
to the origin.

Proof For the proof it suffices to remark that if P2({, 1) > 0 for all { € IR then along the boundary
of  the region of  the p lane R= {(x t ,xz)  I  ,221} ,  the vector f ie ld P*uB points inwardsTt . .  I

In the sequel, we will assume that there exists {s € IR such that Pz(€0, l) < 0. We remark also
that polynomials P1 and Pz can be written

P1(æ1,x2 )  =  x2F7 (c1 ,x2 )  +  ac l k+ r

P2(x1,x2) = x2rP2(x1,c2) + bxlk+L + cxlkx2

*here 4 is an homogeneous polynomial of degree 2k and 4 i, 
"r, 

homogeneous polynomial of
degree 2k - r. under this hypothesis we deal with the following discussion.

2.2.L Case where {r = Q

In this casie we discard the trivial case where à = 0 (if ô = 0, the line of equation tz = 0 is entirely
constituted by singular points).

Theorem 9 If there exists (6 € IR szcÀ that P2(g,l) < 0, then sgstem (7) is G.A.S.

Proof Set 61 = c * 2b(s and choose 62 such that 6f - 4b6z < 0, then the function

g(ot ,xz)  = -br?*  -  61olk-Lx2 -  62clk-2o?,  -  br?r

is definite. So if we consider the feedback law

u(x1'x2) = -l,iî;;î'lii'i;lî;;::l:l'i;f,',,,1?:,b1ï'?r+(261€0-61€3)e?k-L'z

one can verify that

f  ( a1 , c2 )  =  (q  -  €o rz )2  g (x t , r z )



a simple computation gives

( ( x r (€0 ,1 ) ,Xz (€o , r ) ) t l ( €o , r ) t )  =  & (€0 ,1X l+€3 )  <  0

I

2.2.2 Case where o, * O

System (7) can be written:

(  t ,  = axT+t  + y2FL(t r ,  x2)  j  ux2
( 8 )  ' '

t  t ,  =  ba l *+ t+u (cx l k+czF2@1,q1 )

and we deal with the following situations:

ob t '  O  a f t e r  a  change  i n  i npu t  space  o f  t he  f o rm  u - -F r * i@?r  +xze2 )  *u  and  i f  we

redefine 11 âs c1 - ?rr, this system becomes:
b

( t '  =  u ' z

t t, = pz(rr + Irr,"r).
The problem is therefore reduced to case where a=0.

o b = 0 using the fact that the straight line of equation tz = 0 is invariant, it follows that, if
a ) 0, system (8) is not asymptotically controllable to the origin.

Theorem LO If a 1 0 and if there edsts (s € IR sucà that P2(6,L) < 0 then sgstem (S) is G.A.S.
by means of n homogeneous feedback of degree 2k.

Proof Consider the following feedback

u (cy ,æ2)  =  -F r ( r r , xz )  *  r tFz@t ,xz )  - (a  -  cXsc iË  *  (o  -  c ) xp l k - r  -  ( a  -  c )€o r ï k ,

we have:

F(x1, x2) = (a - c)x2(x1 - €oxz)(x?k + 
"trr)

a n d  ( ( X 1 ( 1 , 0 ) , X 2 ( 1 , 0 ) ) t l ( 1 , 0 ) )  =  a  <  0 ,  ( ( X r ( ( 0 , 1 ) , X z ( 4 0 , 1 ) ) t l ( € 0 , 1 ) )  =  ( 1 + € 3 ) & ( € 0 , 1 )  <  0 .
I

2.3 Case where B has no real eigenvalues

In a suitable basis of IR 2, matrice B can be writen as

B =  (  " ^  P)
\  -B  a  ) '

First we will prove the following result.

Theorem LL If B has no real eigenaalues and if Tr(B) f 0 then for 6 positiae and large enough
lhe following feedback

u (a1 ,x2 )  =  -a6 (x l+ rZ ) r

stabilizes sgstem (2).

Proof Fortheproofitsuffices tocomputethederivativeof thepositivedefinitefunction V(a1,t2) -
1

,(r?+ 
o!) along the trajectories of the closed loop system. \{e obtain:

V(x1,o2) = x1P1(x1,xz) * qp2(r1,sz) -  taz(n!* x l1*+t

10



which is negative definite if 6 is positive and large enough.

Suppose now that TrB = 0, the system (2) can be written:

( e )  { : : :  
P r ( t t ' æ z ) * u 0 c z

I i t  = Pz(xr,x2) -  uBxl

Define the real function F bv:

F( t1 ,a2)  =  r1P1(x1 ,82)  +  r2Pz( r r , rz )

then the following holds.

Theorem 12 System(9) is stabilizable and only if: there eùst(c,d)e R2 such that F(c,d) < 0.

Proof Suppose that the condition of the theorem is not met and consider the positive definite
function V(x1,n2) = (ef + ,ï12.The computation of the derivate of I/ along the trajectories of
the open (or closed) loop system (9)) gives

d  - - .
f , rV 

(x  { t ) ,  x  2( t ) )  =  F (x  { t ) ,c2 ( t ) )  >  0

this proves that system (9) is not asymptotically controllable to the origin.

Conversely suppose now that there exist (c, d) € IR 2 such that F(c, d) < 0 and consider the
homogeneous polynomial  of  degree 2k *2:  Ç(x1,x2)  -  x2P1(xy,x2)  -  x1P2(xr , rz) .  Using the
euclidean division of Ç by rl+xl, we can write:

Ç(xy,x2)  = Q(rr , rz)  1x i+ x l )  + axp2rk+r  *  bx{+z

where Q is an homogeeous polynomial of degree 2È and a and ô are some constants.

Consider now the following feedback law:

u(x1,t2) = 
i  (OOr,x2) * 6(dx1- cxz)z çri  + t l)r- '  * 61xplk-L + 6zr7k)

where 61 and 62 are the solutions of:

| 6r"" + 62c2d * (o * 61)cd2 + (b + 62)d3 = 0

\  36tc2 *26zcd+ (a+ 61)d2 = 0,

namely

u, - 
d2(ac2 + 2bcd - adz) 

6, - _d(2ac3.I3b"2d -+ bds) 
.- 

(", + d\2 
vz - 

@z + dz)2

Thanks to this choice of 61 and 62, polynomialF can be factorized and we have:

F(c1, x2) = (dr, - "rS' (;lç! + ,Z)r + !rr*|k-' * ryr1r)
= (dq -  cx2)2V(x1,22) .

Clearly, if 6 is positive and large enough !tr(c) is positive definite and we have:

( ( X t ( r ,  d ) , X 2 ( c , 4 ) r  l ( c , d ) r )  =  F ( c , d )  <  0

1 1



3 Local stabilization of non linear systems

In this section, we consider a single input, nonlinear system defined on a neighborhood U of the

origin of JR":

( 10 )  i = f ( o )+us (x )

We suppose that / and g are functions such that /(0) = 9(0) = 0

Definition L A function p is said, positioely hornogeneous of degree m) 0, if for any uector c and,
any real positiue À one has:

p(Àc) = À^p(x)

In system (10), assume that, Dlo = 0 and Dilo = 0 for all f € {1,"',2,t} then, since /(0) =

s(0) = 0, one can write
f @) = pzk+.l yos2k+l + .fr(c)

and
s ( x ) = D s s x * g { x )

where
ll/'(r)ll < Mrllrll'k+r and llg'(')ll 1 Mzllrll Vx e tJ' c U

Denoting Dzk+L fo by P and Dso by -8, consider the system:

( 1 1 )  à = P ( æ ) * u B c

We will call System (11) wil l be called the approximatingsystem of system (10).

Theorem L3 If the approdmating system (11) is stabil izable bg nteans of positiuely homogeneous

feedback of degree 2k, then lhe nonlinear system (10) is locallg slabil izable.

Proof Let u = u(r) be a positively homogeneous stabilizing feedback of degree 2,b for the ap-

proximat ingsystem (11) .  Set  ç@)= P(c)+ u(x)Bx and / (c)  = f in)*u(c)s1(e) .  S ince u is  Cl

on I/'\{0}, it can be seen that 9 and $ are locally Lipschitz. Besides, one has

lu(r)l 5 Mollrll'r

Furthemore, one can verify that g is positively homogeneous of degree 2k*1 and / satisfies

l ld(")l l  < (Mt + MoMz)llxl l '**t '  Ys €u'

l ld( ' ) l l  <Ml l r l l ' r * ' ,  Vx<_ rJ '

Where M = Mt * MoMz. Then it follows from the theorem 24 of Massera [5], that the solution
s = 0 of the equation ù = 9@) + d(c) is asymptotically stable. Hence, system (i0) is locally
asymptotically stable. r
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