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CHAPITRE I
INTRODUCTION

Pour les constructeurs de véhicules automobiles ou d'appareils
€lectroménager, le confort acoustique est devenu l'une des préoccupations
majeures.

Les solutions techniques actuelles consistent a appliquer ou a poser des
produits insonorisant (feutres, produits bitumeux). Ces solutions ont les
désavantages d'entrainer des opérations de fabrication supplémentaires et des
inconvénients technologiques (volume et masse plus grands, automatisation
difficile...).

Actuellement, les sidérurgistes tentent de mettre au point des tdles
- antivibratoires appelées. tdles sandwich qui intégrent la fonction amortissante.
Ces produits sont destinés a l'industrie automobile [1,2] (carter, passage de
roue) a-la construction mécanique [3] (couvercle antibruit), au batiment
- (escalier, plancher de gymnase), a la construction navale [4], & I'aéronautique
[5] et & 1'électroménager.

Ces toles sandwich sont constituées de 2 parements d'acier entre lesquels
est inséré un film de polymere (figure 1)

ACIER
POLYMERE

ACIER

figure 1: structure d'une t6le sandwich

Le procédé de fabrication, utilisé sur une ligne pilote de laboratoire
SOLLAC est schématisé sur la figure 2 [6]. Tout d'abord, les deux parements
d'acier sont préchauffés dans des fours a infrarouges distincts. Le polymeére est
dévidé entre les 2 fours. L'opération suivante est le calandrage des 3 couches
entre 2 cylindres. Ensuite un maintien en température favorise 1'adhérence.
Enfin le sandwich est refroidi a 1'air avant d'étre bobiné.
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bobineuse refroidi-  maintien calen- chauffage infra rouge débobineuses
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|

figure 2: ligne pilote de fabrication de tdle sandwich [6]

Ces tdles possédent un pouvoir amortissant intéressant (figure 3) tout en
conservant un poids, des dimensions et des propriétés physiques et mécaniques
satisfaisantes pour fabriquer des structures [7].

0.0001 0.0005 0.001 0.005 0.01 0.05 0.1 0.5
Acier Bois Toéle sandwich
Plamb Acier +
élastomeére
Verre Plastique
Alliages amortissants

figure 3: amortissement comparé de différents matériaux

La configuration symétrique donne un amortissement plus important que
celui avec la configuration dissymétrie [8,9].

Aux propriétés classiques d'une tdle (emboutissabilité, soudabilité), le
polymére apporte la fonction amortissante [7]. Le mouvement d'un corps en
vibration (on parlera d'un corps soumis 3 des sollicitations dynamiques
I'opposé d'un corps soumis a des sollicitation statiques : fluage ou relaxation
[10]), s'amortit au bout d'un certain temps [11]. La propriété que posséde un
solide en vibration de dissiper de 1'énergie sous forme de chaleur est désignée
sous le nom de frottement intérieur ou frottement interne ou capacité



d'amortissement [11]. La perte d'énergie est mesurée par l'aire du cycle décrit
dans le diagramme contrainte- déformation. La capacité d'amortissement est
définit par le rapport entre cette perte d'énergie et 1'énergie potentielle du
solide lors de la déformation maximale (coefficient de frottement interieur)
[12].

Les caractéristiques dynamiques du polymere sont influencées par la
fréquence et surtout par la température, mais excepté pour de trés grandes

déformations (> 10-4 pour les matériaux caoutchouctiques [13]), elles sont
indépendantes de 1'amplitude de vibration [42,43,54).

Outre ces parametres, les épaisseurs des 3 couches ainsi que les
propriétés mécaniques des deux parements d'acier vont influencer
I'amortissement de la téle sandwich [12].

L'entreprise sidérurgique frangaise, SOLLAC, devra maitriser tous ces
parameétres afin d'industrialiser 2 la fin de I'année 1993 des t6les sandwich
amortissants des vibrations dans une large gamme de fréquence - température :

. quelques hertz a 250 Hertz,
. -20°C a 150 °C

~L'invention du sandwich déformable mécaniquement en vue de la
- fabrication d'emboutis insonorisés n'est pas récente (1971, [14]). Mais un
certain nombre de problemes ont longtemps ralentit le développement de ces
produits [44] : formulation du polymere, faible épaisseur de celui-ci, bonne
qualité d'adhésion entre I'acier et le polymere, aptitude au soudage, aptitude au
pliage, tenue en température, tenue en fatigue, tenue a la corrosion, niveau
d'amortissement élevé dans le domaine fréquence - température désiré.

Ces problémes sont pris en charge par le Laboratoire d'Etudes et de
DEveloppement des Produits Plats (L.E.D.E.P.P.) de SOLLAC et par des
laboratoires universitaires dans le cadre d'un groupement de recherche.

D'autre part, afin de proposer des produits amortissants dans le domaine
de fréquence - température désiré, il est indispensable de posséder un outil
permettant de prédire le comportement et les capacités amortissantes d'une
telle tole.

La présente étude est restreinte 2 la modélisation et a 1'étude
expérimentale des propriét€s amortissantes des tdles sandwich aprés
colaminage et avant emboutissage. Les produits finis sont étudiés par ailleurs.



Les structures plaques et coques (épaisseurs faibles) sont soumises a des
sollicitations dynamiques telles que :

- la traction

- la flexion

- le cisaillement

- la torsion

ou leurs combinaisons

Il convient, dans ces conditions, d'établir la loi de comportement et
I'équation du mouvement d'un élément de plaque sandwich afin de prédire ses
capacités d'amortissement.

L'analyse des plaques permet également, dans le cadre de calcul par
élément finis, de modéliser les structures coques [52].

Un certain nombre d'études ont été développées depuis les années
cinquante sur la vibration de plaques ou de poutres sandwich.

Kerwin [15] présenta la premiere analyse du probléme. Il fut suivi par
Yu [16], Mead [17], Di Taranto [18], Yim, Kelly et Barry [19] et Mead et
Markus [20].

Leurs études, exceptée celle de Yu, sont basées sur les mémes
hypothéses:

- Le polymere est considéré viscoélastique linéaire non vieillissant
homogene isotrope.

- Les parements d'acier sont élastiques isotropes et ne subissent pas
de déformation de cisaillement.

- Les forces d'inerties du mouvement de flexion transverse sont
prépondérantes alors que les inerties longitudinale et rotationnelle sont
négligeables.

- Tous les points sur une normale 2 la plaque ont un mouvement
dont le déplacement transverse est identique.

- Il n'y a pas de glissement aux interfaces.

Mead [21] conclut que toutes ces modélisations conduisent aux mémes
résultats.

En se basant sur ces hypothéses et en incluant les effets du cisaillement
transverse et les inerties rotationnelle et longitudinale dans les parements
d'acier, Di Taranto, Mead et Markus (modéle de D.T.M.M.) ont obtenus une
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équation différentielle gouvernant le mouvement transverse d'une plaque et
d'une poutre du 6€me ordre (du 82Me ordre dans le cas de la dissymétrie).

Yan et Dowell [22] ont obtenu a partir des mémes hypothéses une
équation du 4¢Me ordre.

La différence entre les 2 approches provient de la prise en compte du
cisaillement:
- Yan et Dowell supposent une distribution uniforme des
contraintes de cisaillement selon I'épaisseur du sandwich.

- D.T.M.M. obtiennent une distribution parabolique des
contraintes de cisaillement mais non continues aux interfaces.

Les propriétés amortissantes sont obtenues a partir de la résolution de
ces équations. Di Taranto [18] a obtenu I'amortissement d'une poutre en appui
a ses extrémités. Mead et Markus ont résolus le probléme d'une poutre
encastrée a chaque extrémité.

Dans des cas plus compliqués (chargement non symétrique), la méthode
de perturbation est utilisée pour obtenir approximativement l'amortissement,
ainsi, Oravsky et al [23] ont étudié une poutre encastée-libre. Markus,
Oravsky, Simkova [24,25] ont étudié d'autres conditions. Rao [26] utilise une
approche énergétique pour obtenir et résoudre, dans de nombreux cas de
chargement, I'équation du mouvement d'une poutre sandwich en vibration.

D'autres chercheurs ont étudié le comportement de plaques multicouches
élastiques (stratifiés), en dehors donc du cas particulier sandwich.

Reissner et Stavsky [27] ont repris 1'hypothése classique en théorie des
plaques de Love Kirchhoff : contrainte de cisaillement nulles. Yan, Norris et
Stavsky [28] ont introduit 1'effet du cisaillement et ont montré son importance.
L'inconvénient de ces approches est qu'elles ne respectent pas la condition de
continuité des contraintes de cisaillement transverse aux interfaces.

Des études plus compliquées [29] et [30] ont été élaborées pour vérifier
ces conditions, mais elles nécessites un grand nombre de paramétres a prendre
en compte.

Chow [31], Chou et Carléone [32] ont formulé des théories de plaques
incluant le cisaillement transverse et l'inertie rotationnelle en se basant sur la
théorie des poutres de Timoshenko [33] qui a été étendue au cas des plaques
isotropes par Reissner [34,35] et Mindlin [36].
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Dans leur travaux, les contraintes de cisaillement sont supposées
constantes selon 1'épaisseur du stratifié. La déformation de cisaillement
moyenne est introduite, la relation de comportement reliant ces 2 derniéres
grandeurs est pondérée par un coefficient correctif qui dépend des
caractéristiques de chacun des constituants du stratifié. Ce coefficient permet
de prendre en compte le caractére quadratique des contraintes de cisaillement
transverse.

Toutes ces approches traitent le matériau sandwich élément par élément
en tant qu'une stucture. La voie de 'homogénéisation est trés peu utilisée pour
des structures composites a faible nombre de couche (10 au maximum).
Pourtant, il est intéressant de faire des paralleles avec les structures
homogenes [37]. Gentchenko et Stasi [38] ont obtenus les modules de flexion et
de torsion de panneau sandwich, 2 partir d'une technique d'homogénéisation,
qui sont proches des résultats expérimentaux.

Dans cette étude, le comportement du matériau sandwich est identifié au
- comportement d'un matériau macrohomogeéne équivalent viscoélastique
linéaire non vieillissant isotrope transverse.

Le processus d'homogénéisation d'un matériau composite nécessite de
connaitre le comportement de chacun de ces constituants. Le chapitre II est
consacré a la description des lois de comportement des matériaux présents dans
le sandwich:

- Elastique linéaire (an)isotrope (tel que l'acier)

- Viscoélastique linéaire non vieillissant (an)isotrope répondant au
principe de superposition fréquence (ou temps) / température (tel que le
polymere).

Le principe de superposition fréquence / température permet de réduire
en une seule variable les 2 parametres qui influencent le comportement
dynamique du polymere: la fréquence et la température [39]. Ce principe
s'applique trés bien aux polymeres dans le domaine de la viscoélasticité linéaire
[40]. Plazek [41] a montré qu'il n'était applicable que pour des domaines
limités de temps (ou fréquence) et température.

Dans ces conditions, il est possible a partir du théoréme de la
représentation spectrale, de représenter une caractéristique dynamique d'un tel
matériau par un assemblage de modeles rhéologiques simple (ressort-
amortisseur) [10].

Une méthode d'identification de ces modeles rhéologiques a été
développée et est présentée dans ce chapitre.
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Le chapitre III présente la loi de comportement et I'équation du
mouvement de flexion transverse d'un élément d'une plaque viscoélastique
linéaire non vieillissant, homogeéne isotrope transverse soumis aux sollicitations
dynamiques décrites plus haut, avec prise en compte des effets du cisaillement
transverse et de l'inertie rotationnelle. Ces effets ont une influence
prédominante sur le comportement des stratifiés sujets a des chargements
statiques ou dynamiques [45]. En particulier, pour les sandwich, le cisaillement
est responsable de 1'amortissement des vibrations [46]. Cette étude est une
extension de la théorie de Mindlin [36] restreinte aux plaques élastiques
isotropes.

La résolution de 1'équation du mouvement obtenue permet de déterminer
la déformés dans des cas relativement simples (poutre encastrée par exemple).
Pour des cas plus complexes (cas de structures étudiées par ailleurs), il est
indispensable d'utiliser un logiciel de code de calcul par éléments finis
disposant dans sa bibliotheque d'éléments dont le comportement est identifié
dans ce chapitre.

Les caractéristiques mécaniques du matériau viscoélastique linéaire non
vieillissant homogéne équivalent sont obtenus par homogénéisation a partir:

- des caractéristiques mécaniques de l'acier et du polymere
(chapitre II),

- des conditions aux interfaces (la cohésion entre le polymere et
l'acier est supposée parfaite),

- de la prise en compte du cisaillement transverse dans le plan de
la t6le par des coefficients correctifs de la méme maniére que Chow [31].

Ce processus dhomogénéisation est présenté au chapitre IV.

La sollicitation de flexion Oberst (poutre encastrée a une extrémité et
soumise 3 un effort dynamique de flexion a l'autre) est largement utilisé pour
caractériser le frottement interne d'un matériau. Des éprouvettes sandwich de
différentes géomeétries ont subis cette sollicitation a différentes températures
afin d'acquérir leurs capacités d'amortissement. Cette sollicitation a ét€ simulée
a partir de la résolution de 1'équation du mouvement obtenue au chapitre III,
pour une poutre homogene équivalente & une poutre sandwich (chapitre IV) en
flexion Oberst. La comparaison entre les résultats expérimentaux et calculés a
permis de valider la démarche suivie.

Cette étude est présentée au chapitre V .
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En parallele, des logiciels informatiques ont été développés. Ils
permettent de:
- représenter le comportement de polymeére au moyen de modeles
rhéologiques,
- modéliser le comportement de matériau équivalent,
- simuler la sollicitation de flexion Oberst d'une poutre sandwich.

Ces logiciels offrent la possibilité aux utilisateurs d'optimiser les
propriétés acoustiques en fonction des conditions de fonctionnement
(fréquence-température) par un choix maitrisé de l'acier et surtout du
olymere et de la géométrie du sandwich.
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CHAPITRE 11 :

LOIS DE COMPORTEMENT DE MATERIAUX:

- ELASTIQUE LINEAIRE,

- VISCOELASTIQUE LINEAIRE NON VIEIELLISSANT,
HOMOGENE ANISOTROPE

I Introduction

La recherche du comportement homogene d'un stratifié (ou d'un
composite), nécessite la connaissance du comportement mécanique de chacun
des consistants du stratifi€ (ou du composite) [51].

Pour I'étude des matériaux sandwich, il importe de connaitre les
caractéristiques mécaniques de 1'acier et du polymeére.

L'objet de ce chapitre est de présenter les lois de comportements de
matériaux : :
- élastique linéaire anisotrope ou isotrope (tel que l'acier)
- viscoélastique linéaire non vieillissant anisotrope- isotrope
transverse - isotrope (tel que le polymere).

Les structures en matériaux sandwich, obtenues par emboutissage, seront
utilisées pour amortir des vibrations d'une automobile ou d'un appareil
électroménager dans un domaine de fréquence-température de quelque Hertz a
250 Hertz et de -20°C a +150°C. Dans ce domaine, les amplitudes des
vibrations sont relativement faibles, elles n'occasionnent que de petites
déformations.

Il est généralement admis pour de telles déformations que le
comportement de I'acier est purement élastique anisotrope (cas général) ou
isotrope (hypothése reprise par beaucoup d'auteur dans I'étude des plaques et
poutres sandwich [21]).

La partie II de ce chapitre présentera les caracterlsthues mécaniques
intervenant dans la description de la loi de comportement de l'acier.

Le polymeére a un comportement plus complexe que celui de l'acier. Un
échantillon de polymeére soumis a des vibrations, voit ses caractéristiques
varier avec la fréquence d'excitation mais aussi avec sa température.

Le principe de superposition fréquence/température (principe valable
également dans l'espace temporel) permet de ramener ces 2 variables en une
seule variable réduite [39].
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Tant que la sollicitation dynamique imposée a cet échantillon de
polymeére reste inférieure a une certaine valeur, les déformations occasionnées
sont élastiques [42,43] mais elles mettent en jeu des phénomenes dissipatifs [55]
liés aux mouvements des chaines moléculaires constituant le polymere. Ces
phénomenes dissipatifs sont responsable de 1'amortissement des vibrations. Le
polymeére a alors un comportement viscoélastique.

Les hypothéses de comportement linéaire et non vieillissant permettent
d'obtenir une loi de comportement du polymeére écrite dans I'espace de Carson
(cas de sollicitations quelconques) ou dans 1'espace des nombres complexes (cas
de sollicitations dynamiques), relativement aisée a exploiter [56] de par le
principe de correspondance [57].

Dans cette étude, le comportement du polymeére est considéré comme
étant viscoélastique linéaire non vieillissant anisotrope (cas général) ou
isotrope, répondant au principe de superposition fréquence/température. Dans
ce cas, selon le théoréme de la représentation spectrale, une caractéristique
complexe du polymeére, fonction de la variable réduite, peut-€tre représentée
par une association de modeles rhéologiques [58].

La partie III de ce chapitre présente :

- 1a théorie de la viscoélasticité linéaire non vieillissant (voir par
exemple [57,60]),

- le principe de superposition fréquence/température [39,61],
- une méthode de calcul des paramétres d'une association de

modeles rhéologiques représentant une caractéristique complexe
en variable réduite. :

II Loi de comportement d'un matériau élastique linéaire
homogéne

II-1 e 1'anisotropie

La loi de comportement d'un matériau élastique s'écrit d'une maniere
générale:

Gij = Cjjkifxi II-1
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Les tenseurs des contraintes et des déformations sont symétriques :

G

EiJ Slj

Ils contiennent donc chacun 6 termes distincts. Le tenseurs de modules
élastiques possedent alors les symétries suivantes :

Cijk1 = Sjik1 = Cijlk
soit 36 composantes indépendantes

D'autre part, 1'application du théoréme des travaux virtuels pour des
états particuliers de contrainte permet de montrer que :

Cijk1 = Ckiij

Il reste donc 21 composantes indépendantes.
Sous forme matricielle, la loi de comportement s'écrit :

Oxx Cxxxx cxxyy Cxxzz CXXXY CXXYZ Cxxzx Exx
Oyy Cyyyy Cyyzz Cyyxy Cyyyz Cyyzx S5y
Sz |_ Cprzz Cazxy Crzyz Czzzx || %
GXY nyxy nyyz Cxxzx 2€xy
Oy symétrie Cyzyz Syzax 28yz
O I L czxzx_ %€

La plupart des matériaux possédent une structure présentant une ou
plusieurs symétries.

Les propriétés de symétries matérielles réduisent alors le nombre de
constantes indépendantes nécessaires pour décrire le comportement du
matériau.
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II-2 Cas de l'orthotropie .

Un matériau orthotrope (tel que 1'acier laminé ou le bois [53]) possede 3
plans de symétrie, perpendiculaires deux a deux. La forme de la matrice des
modules élastiques n'est pas modifiée lorsque I'on effectue les changements de
base par rapport a deux de ces plans. L'exploitation des changements de base
conduit & une matrice a2 9 composantes indépendantes:

Cxxxx CxxyyCxxzz O 0 0

Cyyyy 6yyzz 0 0 0

[C] - Cozzz 0 0 0
“xyxy 0 0

symétrie Cyzyz 0
Coxzx

II-3 Cas de l'isotropie transverse (ou orthotropie de révolution)

Un matériau est isotrope transverse (tel qu'un composite fibreux
unidirectionnel - figure 1) si un plan passant par un axe privilégié est un plan
de symétrie mécanique

Si l'axe privilégié est 1'axe z, un changement de base effectué par
rotation quelconque autour de cet axe, ne modifie pas la matrice. Dans ce cas,
la loi de comportement ne fait intervenir que 5 composantes indépendantes :

Az /t

/ {\\ >l

Tibre

figure 1: matériau composite unidirectionnel
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Cm Sz Cig 0 0 0 | .
Crzzz Cypy 0 0 0
[d= Crzzz 0 0 0
VxCrz - Cuz) 0 0
. . Caz 0
symétrie C1

Ainsi, un matériau sandwich symétrique sur le plan de la géométrie et
des propriétés physiques de ses constituants est un matériau isotrope
transverse.

II-4 Cas de l'isotropie

Un matériau est isotrope si ses propriétés sont indépendantes des axes de
référence. Le tenseur des modules d'élasticité est invariante dans tout
changement de bases orthonormées. L'application de cette propriété conduit a
une loi de comportement a 2 coefficients indépendants (par exemple le module
d'Young E et le rapport de Poisson v) :

C; = T & + \ ekk8ij II-2
\(1+VXI-ZV)/ -
La formule duale s'écrit :
=1tV 5. N . -
&; = G; = okkSU o I1-3

avec 8ij= 1 pour i=j
81J= 0 pour i¢j

Gkk = Gxx+0
Ekk - Exx+ €

yy+GZZ

yy+ eZZ
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II-5 Hypothéses de comportement adoptées pour I'acier utilisé dans les t6les
sandwich

L'acier utilisé dans la fabrication des t6les sandwich SOLLAC est
considéré élastique homogene isotrope. Ses caractéristiques (voir par exemple
[51]) sont les suivantes :

E*=210'! Pa
v¥=0.3
p® = 7800 kg/m>

III Loi de comportement d'un matériau ViscoElastique Linéaire
Non Vieillissant (V.E.L.N.V.)

HI-1 La viscoélasticité

Un certain. nombre d'essais tels que le fluage, la relaxation, la
‘recouvrance permettent de mettre en évidence le caractére visqueux [56] de
certains matériaux tels que les polymeéres.

Les conséquences de hypothéses de linéarité du comportement et de non
vieillissement de matériau seront exposés plus loin (§III 2 et §III 3 de ce
chapitre).

II-1-1 Le fluage

Si I'on applique & un polymére, a un instant to, une contrainte uniaxiale
dans la direction k1l maintenue constante dans le temps (figure 2-a) (les autres
composantes Gjj étants nulles), une évolution des déformations &jj dans le temps
est observée.

Au temps tp, on observe les déformations instantanées 8Oij qui
correspondent a 1'élasticité instantanée de matériau, puis pour t > tg, les

déformations croissent (I'évolution de €;; est présentée a titre d'exemple figure
2-b).
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>t : >t

fo to
figure 2-a figure 2-b

figure 2: essai de fluage

mathématiquement :
Ci(t) =Y(tt)og -4
0
Su(t) =fijk|(t’t0 ’Ggl) Okl II-5

avec : Y(t): foncion d'Heaviside ou fonction échelon telle que :
Y(x) = 0 pour x<0,
Y(x) =1 pour x>=1,

fijkl‘t’to’ol(c)l) : composantes du tenseur des fonctions de fluage,

01) _
fijkl(t’to’o'k = 0 pour t<ty
fijkl t,to,ogl) : fonction croissante pour t>=t; .

III-1-2 La relaxation

Si une déformation uniaxiale dans la direction kl maintenue constante
dans le temps (figure 3-a) (les autres & étant nulles) est appliquée a un instant
to, il y a une évolution des contraintes ojj dans le temps (figure 3-b).
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A OO T
0 11
ekl - L]

: >t : >t
fo f

figure 3-a figure 3-b

figure 3: essai de relaxation
mathématiquement :
oij(t) =Tjjkl t’to’elgl 8121 sans sommation d'indice I1-7

avec:

ik t,to,egl) : composantes du tenseur des fonctions de relaxation ,

0 ) _
Tkl b€l = 0 pour t<t, ,

skl t,to,cl(()l) : fonction decroissante pour t>=t; .

II-1-3 La recouvrance

On applique un créneau de contrainte d'amplitude o0y (ﬁgﬁre 4-a), les
déformations évoluent dans le temps (figure 4-b)
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Oi(t) €11() .

0 |
€11

figure 4-a figure 4-b
figure 4: essai de recouvrance
Pour t < t] : on retrouve l'expérience de fluage,

Pour t = t1 (relachement de la contrainte), il y a un retour instantané
d'amplitude égale au saut observé en t = tg (si 1'élasticité instantanée est
invariable).

Pour t> t1, les déformations décroissent et reviennent a 1'€tat initial (gjj =
0). Un corps qui ne présente pas de déformation permanente (les déformations
ne revenant pas a 1'état initial) est un corps viscoélastique. A 1'opposé, un corps
qui présente des déformations permanentes est un corps viscoélastoplastique
[56].

remarque: L'expérience d'effacement est une expérience "duale” de la
recouvrance: un créneau de déformation est imposé. Pour t = t1,
la valeur absolue de la contrainte ¢ va en diminuant, il y a un
effacement des contraintes qui peut-étre total (viscoélasticité) ou
partiel (viscoélastoplasticité).

ITII-2 La viscoélasticité linéaire

En viscoélasticité, la loi de comportement s'écrit d'une maniére
générale:

oij(t) =F [8kl('tf°°)] sans sommation
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a chaque instant t la contrainte Gj;(t) dépend de I'histoire de la déformation
£k1(T) jusqu'a cet instant t.
Le comportement est linéaire si la fonctionnelle ¥ est linéaire, c'est a dire:

- APt o= 7 [P+ Al -8
. AA ekl('tfw)J =A :F[ekl('cfm)} (AeRe) 11-9

Ainsi, pour l'expérience de fluage, la réponse g€jj(t) doit Etre

proportionnelle a ooij, donc la fonction de fluage est indépendante de ooij. De
méme, pour l'expérience de relaxation, la fonction de relaxation est

indépendante de €0jj,

soit: eij(t) =fijkl(t,t0) 0121 pour l'expérience de fluage II-10
O'ij(t) =rijk1(t,t0) 81% pour l'expérience de relaxation II-11
(sans sommation d'indice)

L'application de la linéarité, permet d'écrire la réponse pour toute
expérience de fluage ou de relaxation de maniere plus générale. Ainsi, on peut

considerer 1'expérience de fluage définie par O'ij(t) =Y(t,t)) og . Cette histoire

du tenseur o(t) peut-tre considérée comme la superposition des histoires
correspondant a une expérience de fluage simple telle que celle présentée en
II-1-1. 1l résulte de par I'application de la linéarité, que pour chaque &jj(t), la
réponse s'écrit : ‘
0 .
eij(t) =fijk1(t,t0) Oy avec sommation II-12

et de la méme manieére, la formule duale s'écrit :

Gij(t) =rijk1(t,t0) 81(31 avec sommation (ceci ne sera plus précisé dans la
suite: convention générale) II-13

II1-3 Le principe de superposition de Boltzmann

Une histoire de contrainte o(t) peut-étre considérée comme la
superposition d'échelons infiniment petits : doy)(T).Y(t,7) et éventuellement des
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sauts notés [le]i aux instants tj (figure 5). La réponse &;;(t) sera alors selon la
définition de la linéarité, la superposition des réponses deij(t) produites par ces
échelons [56].

/:[___

T 0 T,
figure 5: hisoire de la contrainte

doxi(t) produit une déformation dejj(t) a un instant t postérieur a T. On peut
ainsi écrire la relation qui relie de;j(t) a doki(t):

dau(t) =fijk|(t,‘C)de|(‘C)

t
g;(t) = f fia(tD) doy(® + 2 f6T) [oy);

t

ou les sauts de o] correspondent a des fonctions de Dirac [le]i di pour la
derivée o}, "

La formule duale qui correspond a l'effet d'une histoire de déformation
est:

t
) =f_ Tisk1 (6 D€ (D) dT I-15

Les formules II 14 et II 15 sont les formules de Boltzmann.
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ITI-4 Matériau non vieillissant N
Un matériau est non vieillissant si ses propriétés n'évoluent pas avec le

temps [61]. C'est & dire que la réponse 2 un instant t pour une sollicitation a un

instant T (antérieur a t) est la méme que celle & un instant t+AT pour une

sollicitation a un instant T+AT .

D'aprés cette définition, les fonctions de fluage et de relaxation ne dépendent

que d'une seule variable : t - T (le temps séparant l'effet de la cause). Les
formules de Boltzmann se réécrivent de la maniére suivante :

t .

Ces 2 intégrales sont des produits de convolution de Riemann notée * :

ITI-5 I a transformée de Carson
Les formules (II 18) et (Il 19) montrent que les calculs concernant un

matériau viscoélastique linéaire non vieillissant se font dans une algebre de
convolution.

La transformation de Carson de la fonction x (t) notée x* (p) est définie
par:

% 0 -pt
x(p)=pf x(t)e P'dt II 20

=p L(x(1))

ou £(x(t)) est la transformée de Laplace de la fonction x (t).
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Les propriétés principales de la transformée de Laplace sont (voir par
exemple [62]) :

L(x(t)*y(6)=Lx () Ly(1),
L(X(t))=pL(x(t))

Compte tenu de la définition de la transformée de Carson et des
propriétés ci-dessus, les formules II 18 et IT 19 deviennent dans l'espace de
Carson:

* * *

&;(p) = f;;14(P)o1(P) I-21
* * %

G;i(P) = Tjj (PIEK(P) I1-22

f* ijki(p) : composantes du tenseur d'ordre 4 des modules opérationnels
r*ijkl(P) : composantes du tenseur d'ordre 4 complaisances opérationnels

L'hypothése de non vieillissement permet de ramener des calculs integrales 2
des calculs opérationnels.

III-6 Le principe de correspondance

Les équations II-20 et II-21 sont analogues aux lois de Hooke
généralisées en élasticité, ce qui conduit au principe de correspondance [57],
[63]:"Dans 1'hypothése des changements de géométrie négligeables et selon le
principe d'Onsager [56], la résolution de la plupart des problémes pour un
systeme constitué d'un matériau V.E.L.N.V. anisotrope se ramene a la
résolution du probléme homologue pour le méme systéme constltue d'un
matériau €lastique linéaire anisotrope".

II-7 Loi de comportement d'un matériau homogeéne viscoélastique linéaire

non vieillissant,
HOI-7-1 Cas de l'anisotropie

Selon le principe de correspondance définit ci-dessus, la loi de
comportement d'un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant anisotrope
homogene, s'écrit de la méme maniere que celle d'un matériau élastique
linéaire anisotrope homogeéne, ramenée dans 1'espace de Carson :
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3 % %
Gij(P) = cijkl(p)ekl(p) -23
%
Eij(P) = Si?kl(p)cl’:l(p) I1-24
* * -1
avec: Sijkl(P){Cijkl(P)} II-25

Les tenseurs s*(p) et c*(p) posseédent, comme en élasticité, les symétries
au niveau des indices i et j, h et 1 liées aux symétries des tenseurs G et €. Par
contre, la symétrie des groupes ij et hl ne peut-étre démontrée dans le cas
général, elle est posée par le principe de Onsager [56].

La loi de comportement ne fait intervenir que 21 composantes opérationnelles
indépendantes. Les symétrie des matériaux réduisent ce nombre.

III-7-2 Cas de l'orthotropie

Dans ce cas, le tenseur c*(p) s'écrit avec 9 composantes opérationnelles
indépendantes (voir le §11-2 de ce chapitre).

HI-7-3 Cas de l'isotropie transverse

Un matériau sandwich symétrique sur le plan de la géométrie et des
propriétés physiques de ses constituants est un matériau isotrope transverse
dont la loi de comportement s'écrit en fonction de 5 composantes
opérationnelles indépendantes (voir le § II-3 de ce chapitre).

III-7-4 Cas de l'isotropie

Sans qu'il soit nécessaire de faire appel au principe de Onsager, on
démontre que le tenseur c*(p) ne fait intervenir que 2 composantes
indépendantes: Par exemple un module opérationnel (E*(p)) et un rapport de
Poisson opérationnel (v*(p)) :

o;(p)= L(1”—8 )+ —— BV @)k )5, 1126
1+v'(p) (1+v (p))(l-zv (p))

et réciproquement :
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* *
* % % ¥
g =2V @) 62p) - V) o ), -2
E (p) E (p)
III-8 des sollicitations harmoniques

Un corps viscoélastique lin€aire non vieillissant homogene, est soumis 2
des sollicitations harmoniques de 1la forme: cij(t)=Re[Gge]mt}

(exemple: o11(t): figure 6) ou j2=-1.

<’?1f S11 (1)
/ g1 (1)
' > wt
0 T 2n

figure 6: contrainte et déformation harmoniques d'un corps
viscoélastique linéaire non vieillissant

Les déformations occasionnées (exemple £11(t)) seront d'aprés la formule de
Boltzmann II 16:

t .
eij(t)=0121 f_ fi3(t-1)-Re [j(o.e'“)t].dt

en posant u = t- T, il vient:
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eij(t)= G%Re ja).ejwt. ]0 fijkl(u)e'jmu.du

en identifiant avec la transformée de Carson II 20 :
jo =p,

* . [T it

La loi de comportement d'un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant
homogene soumis a un changement harmonique s'écrit en complexe:

e;(t) =0}y Re [.f aG0) ej(“").} 11-28

avec: f* ijk1(jw): composantes du tenseur des complaisances complexes
= fijk1(®) + jf jjki(o) 11-29

. -
fijkl((o) = Re fijkl(jo)) composantes du tenseur des complaisances de

stockage I1-30

* 1
fijkl(o)) = Im| fijkl(i(o) : composantes du tenseur des complaisances de

pertes II-31
*
L'amplitude maximale de la déformation &;j(t) vaut 0121 |fijkl(j (o)‘ .

La loi de comportement duale de II-28 correspondant 4 des sollicitations
harmoniques en déformations s'écrit:

* . 1
avec: r*ijkl(j(o): composantes du tenseur des modules complexes

= rijkl(®) + jr ijki(®) II-33

ri'jkl((o) = Re[rgkl(im)]: composantes du tenseur des modules de stockage
| II-34



30

ri'jid((o) = ri’;kl(j oa)]: composantes du tenseur des modules de pertes *
II-35
L'amplitude maximale de la contrainte oj;(t) vaut: 31(21

* .

Les formules II 29, II 30, II 31, IO 32, II 33, II 34, II 35, ne sont pas
indépendantes, d'apres II 25 :

-1
E 3
r;;kl(im) = [fijld(i"’)} II-36
. £ (o)
ainsi: rijkl(o)) = fkl— I1-37
fijkl(i(o)|
g £ ()
Tig(© =% 11-38
fijkl(](o)‘

Des relations inverses (intégrales de Mellin Fourier voir [61] par exemple)
permettent a partir des composantes complexes de calculer les fonctions de
fluage ou de relaxation:

[ £
fa(®)= EnLjJ eJ“"@ do

[ T ()
I (D= ZJTEJ e'mt“—klm— do

Ainsi, a partir d'expériences dynamiques, il est possible d'obtenir les
caractéristiques statiques (fonctions de fluage et de relaxation) par le biais de
transformation mathématique qui ne sont pas solubles simplement, ce qui
conduit & la recherche de méthode d'inversion approchées [10].
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III-9 Le frottement interne .

Pour un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant soumis a un
chargement harmonique, la contrainte et la déformation sont déphasées d'un
angle o:

o(t) = o° Re{e"”t],
d'apreés II1-28:

E .

e(t) = o° If (io))l Re[egc"t * ‘P(m)},
avec: tg ¢(o) = f'(0)/f'(®)

Dans le plan 6-¢, cela se traduit par une hystérése (figure 7) dont l'aire

représente la travail dissipé au cours d'un cycle. Cette quantité rapportée a
l'énergie potentielle maximale définit le frottement interne y [59,61]:

2%
f o(t)de(t)
y=29 = 2msing 11-39
L Gmaxgmax
2
b o
Gmax

figure 7: hystérése contrainte / déformation
Pour le cas dual (déformation appliquée):

e(t) = 9 R,

daprés TI1-32: o(t) = | o) Re[e(i“" * 5(“’)],
avec: tg 8(0) = r"(w)/r'(®) = - tg ¢(w) (d'apres 11-36 et 1I-37),
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le frottement interne s'écrit :
y = -27 sind = 27 sing 11-40

Notons que pour un matériau a comportement non linéaire (domaine dans
lequel les formules de Boltzmann sont fausses) la relation II 40 n'est pas
valable car les relations de comportment II 28 et IT 32 ne sont pas valables.

Le coefficient de frottement interne caractérise la capacité d'un matériau a
dissiper sous forme de chaleur, une partie de I'énergie vibratoire regue.

Pratiquement, c'est souvent la tangente de 1'angle ¢ qui caractérise la capacité
d'un matériau a amortir des vibrations.

III-10 Le principe de superposition fréquence (ou temps) / température - La
loi W.L.F.

MI-10-1 Le principe de superposition fréquence (ou temps) / température
[60,39].

Si l'on effectue sur un échantillon d'un polymeére des expériences de
relaxations 2 différentes températures, on obtient des fonctions de relaxations
qui dépendent non seulement du temps mais également de la température
(figure 8 - courbes de gauche [65].

Néanmoins, ces fonctions de relaxations peuvent, en les déplacant selon l'axe
des temps, se superposer comme le montre la partie droite de la figure 8. La
superposition donne une courbe unique appelée courbe maitresse, fonction de
la variable réduite tat, t étant le temps et at un facteur de déplacement fonction
de la température. C'est le principe de superposition temps/température. Ce
principe s'applique trés bien aux polyméres dans le domaine de la
viscoélasticité linéaire [40]. cependant, Plazek [41] a montré qu'il n'était
applicable que pour des domaines limités de temps et température.

Ce principe s'applique également pour des sollicitations harmoniques. I1 est
d'ailleurs davantage utilisé dans ce cas que dans celui des sollicitations
statiques, les transformées inverse permettent de calculer les caractéristiques
fonctions du temps 2 partir des caractéristiques dynamiques.

Ce principe exprime le fait que ce qui se passe 3 un temps t] 2 une température
T1 doit se passer a un temps t2 < t1 a une température T2 >Tj,
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L'effet d'un changement de température est ainsi le méme que si l'on applique

a l'échelle des temps un facteur multiplicatif (ou additif en échelle
logarithmique).

Ce principe est largement utilisé dans 1'étude des polymeres. Notons que
comme 1'ont a montré les équipes des laboratoires de Strasbourg (EAHP) et de
Mulhouse (centre de recherche sur la physico-chimie des surfaces solides), ce

principe s'applique trés bien aux polymere envisagés pour la construction des
toles sandwich.

Il permet d'obtenir les caractéristiques d'un polymére dans le domaine des
temps longs, difficilement accessible, en faisant varier la température.

b 0A4ATA b MASTER CURVE !
T T2 T3 Ta Ts Ts 77
10 T v T T T T
1, | T
\\ \\\
< \\
Q gk N N -
= \ T,
WIS
C I Ty. N
C_l) 5 -&Tq \‘~~§\ -1
\ Ts ~
b Ts
T, REFTRENCE TEMPERATURE : Ty
4 L ! : s : : 1 . ! I ! .
! 3 =1 1 3 5 7 ' 9

LOG TIME IN SECONDS

figure 8: préparation d'une courbe maitresse de relaxation a partir de mesures
expérimentales du module de relaxation a différentes température.

remarque : Pour superposer les courbes de base, il faut quelques fois
apporter une correction verticale (qui est généralement tres
faible et souvent négligée) [60] pour obtenir la courbe maitresse.

[I-10-2 Loi W.L.F.

Williams Landel Ferry ont proposé une équation empirique (dite loi
W.L.F.) modélisant I'évolution du facteur de déplacement (at) [64]:

(T-T,
ko ar = cc;z(JrT-Tl
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avec Ci, C2: constantes
To : température de référence
T : Température
ar : facteur de déplacement

C1, C2 ont été prévus initialement comme étant des constantes universelles :

Ci1=17.44
C2=51,6°C

Mais, ces valeurs varient suivant le type de polymére (voir le tableau de Ferry

[39D).

III-11 Le théoréme de la représentation spectrale - Application 3 un corps
viscoélastique linéaire non vieillissant répondant au principe de

superposition fréquence (temps)/Température.
II-11-1 Modele de Maxwell généralisé.

Le module opérationnel d'un corps viscoélastique linéaire non
vieillissant peut-étre représenté par un groupement en parallele d'un certain
nombre de modéle de Maxwell et d'un modele de Kelvin [58,59,65] appelé
modele de Maxwell généralisé (figure 9)

M

in,
I
i

= 22

T

_W
]

Ug
0
figure 9: modele de Maxwell généralisé
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Le module opérationnel de ce modele de Maxwell généralisé s'écrit :

* 1] . k.
PNk
r (p)= Myp+k,+ 3y LM% I1-41
i=1 PN + K

la transformation de Carson inverse donne la fonction 3 relaxation :

N4
) =m0t +k_+ Y kel ‘ - I1-42
0 oo i
i=1
avec 1; = My/k; : temps de relaxation

Un seul temps de relaxation ne suffit pas a représenter le comportement d'un
polymére observé expérimentalement (exemple figure 8) ce qui conduit 3 un
grand nombre de temps de relaxation (modele de Maxwell généralisé).

Pour une sollicitation harmonique, selon le paragraphe III-8, le module
complexe, les modele de stockage et de perte s'écrivent respectivement :

* . , ¢ jo.nk
r (jo) =ng.jo +k_ + Y, ik I1-43
iy Jon; +k;
[ 1T 2
r(@) =k, + 3 -2 K I1-44
1" m . .
r(@)=ny0+ mkl‘lz 11-45
i=1 o + Ti
tan ¢ =r_'((o_)
r(w)

Inversement, la complaisance opérationnelle d'un corps viscoélastique
linéaire non vieillissant peut-&tre représentée par un groupement en séries d'un
certain nombre de modele de Kelvin et d'un modele de Maxwell (modéle de
Kelvin généralisé). La complaisance opérationnelle est l'inverse du module
opérationnel II 41,

Ainsi, une courbe maitresse représentant une caractéristique d'un
polymére viscoélastique linéaire non vieillissant répondant au principe de
superposition temps (fréquence)/ température peut-&tre représentée par une
fonction analytique.
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II-11-2 Méthode de calcul des paramétres d'un modele de Maxwell généralisé,
II-11-2-1 Position du probléme

Les courbes maitresses de stockage (R'(wat)) et de perte (R"(war)) en
fonction de la variable réduite (wat) d'un polymere viscoélastique linéaire non
vieillissant, sont disponibles 2 la suite d'expériences.

Le probléme est de trouver un fonction analytique permettant de modéliser ces
modules.

Différents auteurs ont développés des méthodes pour résoudre ce probléme.
N.P. Vinh [66] fait le point sur ces différentes méthodes.

Citons par exemple la technique du contour approché de Bode développée par
N.P. Vinh [66] ou celle de Jouendeau et Duperray [10] basée sur I'exploitation
du diagramme de Cole-Cole. Si ces méthodes sont relativement aisées 3 mettre
en oeuvre [66] et nécessites un nombre restreint de paramétres [10], elles
demandent de calculer l'intégrale de Mellin Fourier pour obtenir les fonctions
dans l'espace temps.

‘La technique présentée ici permet de calculer les paramétres d'un modéle de
Maxwell généralisé dont I'inversion pour obtenir la fonction de relaxation est
connue (IT 42). Les fonctions analytiques notées R'a(war) et R"a(waT)

- obtenues A partir de ces parameétres (formules II 44 et II 45) permettent de

modéliser les courbes maitresses des modules de stockage et de perte du
polymere étudié.

II-11-2-2 Détermination des parameétres du modele de Maxwell généralisé

Les parametres du modele de Kelvin sont obtenue 2 partir des conditions
aux limites suivantes :

lim [r’((o.aT)J = K, : module d'élasticité asymptotique
w.ar -0

lim [r ((o.aT)} = Mo =0, ce qui traduit le fait qu'a I'état vitreux, c'est 3
(O.aT — o0
dire & température faible ou a pulsation réduite importante (wat- ), le

polymere peut étre considéré comme €lastique (la partie imaginaire du
module étant alors nulle).



37

Pour obtenir les
2
(DaTE
2 2

wat + T

parameétres des modéles de Maxwell, considérons la fonction

de la relation II-43 (partie réelle du module).

Cette fonction se réécrit k‘

- L'allure de cette fonction divisée par kj est

i
1+ —
way

représentée figure 10.

172 L

|

I

I

0 L /0
0.1 1 10
figure 9
figure 10: -: fonction 12 = f(t/war) ; --:représentation

1+ ——%
®ar

Cette fonction divisée pa ki peut-&tre remplacée par :

0 pour t/war >1,
1 pour t/war <1, II-46
1/2 pour t/war = 1
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En se basant sur les hypothéses écrites ci-dessus (II-46), entre 2 points
expérimentaux de la courbe maltresse du module de stockage (waT;, R R'i(wary))

et (a)aT,+1, R1+1(ma-r,+1)) le i€me module de Maxwell peut €tre calculer de la
méme maniére suivante

Pour j > i, on suppose T >> War, et T>> war, soit compte tenu de I1-46 :

2
(maTi) kj = k.l =0
(o )2+k2 2 ’
) X T
I+ ——
®ar,
@)k _ K 0
2 2 ’
(way 1) +k T
1+|—
DTy

Ce qui signifie que les modgles de Maxwell j (j>i) n'interviennent pas dans la
réponse entre les pulsations réduites WaTj et Warjy].

pour j < i, on suppose Tj << war, et Tj<< war, . , soit compte tenu de II-46

2
Corl
2 2 2 ¢
(a)aTi) +kj T
I+ ——
oar,
i
(maTHl) kj = k] = k.
2 2 )
(maTi+1) +kj Tj
1+
maT1+l

Ce qui signifie que les modiles de Maxwell j (j < i) interviennent dans la
réponse entre les pulsations réduites war; et WaTs1.
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pour j =i, on suppose war, <<1:i=1:j<< a)aTi+1 , SOit :

2
L T T
2 .2 2 ’
(coaTi) +kj T
I+ | ——
ar,
1
(war, )k
maTi+1 J = k.l = k.
2 .2 2 y
((u)aTi+ 1) +kj Tj
1+
D411

A partir de ces hypothéses, le systéme a résoudre s'écrit :

1 i'l
Ri(coaTi) =k_ + Z kJ
j=1

' i-1
J=

soit: ki= R, +1(°°a'ri+1) - Ri((oaTi)

Le point d'inflexion du module de stockage d'un modele de Maxwell étant en

War = T (voir figure 10), on écrit que le point d'inflexion du i €me modele de
Maxwell se trouve au centre du segment [war; , WaTis; J:

War.+0a--.
T = Tl Tl+1
1 2

2;
<& N.=
L ®ar+oar,

+1
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Un logiciel informatique 2 été développé permettant de calculer les parameétres
d'un modele de Maxwell généralisé selon la technique présenté ci-dessus,
l'organigramme de ce programme se trouve page 41.

Une procédure permet de calculer 'erreur commise entre les courbes
expérimentale et calculée (indice a) basée sur la formule suivante :

}R,f(coaTi)- R;i(maTi . ‘K-"(maTi)- R;'gcoaTi _J%(a)aTi)- tg3(@ar,
Ri'(o)a.ri) ’ ’ R;("’ari) , , tgi((oari) ’

I1-47

n
. |
erreur = L
3n 1=Zl

avec n: nombre de points expérimentaux.

III-11-2-3 Validation

La technique présentée au paragraphe précédent a été mise en oeuvre
pour modéliser des caractéristiques complexes de différents polymeres
supposés viscoélastiques linéaires non vieillissant homogenes isotropes
répondant au principe de superposition temps fréquence/température. Ces
polymeres ont été utilisés la construction de tdles sandwich. Le tableau 1 ci-
dessous recense la modélisation des polyméres M50 et F13',

Dénomination du '
polymére M50 F13'
. E.A.H.P.

Expérimentateur (Strasbourg) Atochem' |

C Sristi module de module de

m‘c:ar:;:rtéerlssthues cisaillement traction

complexe complexe

Courbes analytiques/ , . figures: 13.14
expérimentales figures: 11,12 9 : 15'

tableau 1 : polymeres modélisés

Les figures (11 2 15) montrent un bon accord entre expérience et théorie ce
qui permet de valider la technique présentée.



41

Organigramme de 1a méthode de calcu] des parametres d'un modele de
Maxwell généralisé

»

Introduction des n points expérimentaux:
ar,r (wayg)

®ar,r (way)

k=T (@ap); my=0

i=1
f

' ! 2ki
.=T. ma. -r.(way), N = i=i
kl l+1( Tl+1) l( Tl) 1 aTl+l + (Da'ri |=|+1

i g >_non |

W . (wap )k.T.
=r + \‘2
[=ied] (0ar) + 72

oui . non

j=j+1

=n-1
; — m
ra(coaTi) =r ,r1, (coaTi) =r
]
tga((oa-ri) =r, (maTi)/ra((oaTi)
1

o) o) on)- ong) ity tgoar )
€rreur= erreur J + . +
r (ma'ri) , , r (maTi) , l tg(maTi) ,

non
oui

Erreur=erreur/3n
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9 } t } }
) K
--0--(2)
8.51 O i
E expérience Tg= -40°C
6 3 T (°C)|Log apl |
& 20 | 2.9
- 0|-56
7.54 20 | -7.1 -
X 30 | -8.3
7 t : } { }
-8 -6 -4 -2 0 2
Log(o ay)

figure 11 : courbe maitresse: partie rélle (expérimentale et simulée) du module
complexe du polymére M50 et tableau d'évolution du facteur ay

[--e-—-
(1)

X expérience

-8 -6 4 .2 0 2
figure 12 : courbe maitresse: partie imaginaire (expérimentale et simulée)

du module complexe du polymeére M50

(1): méthode du modele de Maxwell généralisé,
(2): méthode du contour approché de Bode.
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LogE' (Pa)
~
¥, ]

—©— calcul
7t — B -expérience -
6.5t -
6 T T i T T T
-6 -4 -2 0 2 4 6 8

log((oaT)

figure 13 : courbe maitresse: partie rélle (expérimentale et simulée)
du module complexe du polymere F13'

8.5 : : z : : :
8.._

N
bt
)

Log(E") (Pa)

—6— calcul
— & -expérience

5 } } } § } }
0 2 4 6 8

log(o aT)

figure 14 : courbe maitresse: partie imaginaire (expérimentale et simulée)
du module complexe du polymére F13'
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—6— calcul
— B -expérience

0 } } } { f f
-6 -4 2 0 2 4 6 8

log(w aT)

figure 15 : courbe maitresse: tangente de I'angle de perte (expérimentale
et simulée) du module complexe du polymeére F13'

avec, pour les paramétres de la loi W.L.F. de ce polymere F13"

To=-0.3°C
Ci=-12.21
C2=86,96°C

Cette technique a été également comparée 2 celle du contour approché de Bode
[67] sur le polymeére M50. La figure 16 montre I'erreur commise (formule II-
47) avec les 2 techniques en fonction du nombre de point expérimentaux par
décade. "

On constate que les deux méthodes donnent des résultats similaires. D'autre
part, 2 points expérimentaux par décade suffisent pour donner un bon modele
(erreur <10 %).
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35 ' T
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Nombre de points par décade

(1) : présente méthode,
(2) : méthode du contour approché de Bode

figure 16 : erreur entre expérience et calculs obtenus par les 2 méthodes
(modele de Maxwell généralisé et contour approché deBode)

ITI-11-3 Loi de comportement des polymeres utilisés dans les téles sandwich

Les polymeres utilisés dans la constitution des téles sandwich sont
supposés viscoélastiques linéaires non vieillissant homogenes isotropes
répondant au principe de superposition temps/température
Le rapport de Poisson est considéré réel et constant, ce qui signifie que la
déformation longitudinale est en phase avec la déformation transverse [67].
C'est une hypothése qui est souvent adoptée [56,68,69], mais il existe peu de
données expérimentales définissant ce rapport du fait de la difficulté de mesure
[39,70]. Cependant, Huet [70] a montré que pour les matériaux hydrocarburés,
il était raisonnable de retenir cette hypothése.

La loi du comportement s'écrit dans ce cas :

* _E(@.* .. E (v
o) = =Pl e(p) +

(D5
1+ (1+v)(1-2v) P !
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réciproquement: .

* *
&i(P) = 1:,;*—")0}_';(1)) - < O ()5,

E (p)

IV Conclusion

Dans la gamme d'effort, température, fréquence envisagée pour
I'application des téles sandwich, l'acier et le polymeére utilisés sont considérés
respectivement comme étant homogene élastique linéaire isotrope et homogene
viscoélastique linéaire non vieillissant répondant au principe de superposition
temps/ température. La loi de comportement du polymére s'écrit alors dans
I'espace de Carson. Pour des sollicitations dynamiques, les caractéristiques du
polymére s'écrivent en complexe et peuvent &tre représentées par des
assemblages de modeles rhéologiques. Une technique a été développée pour
modéliser une caractéristique complexe du polymére par des modeles
théologiques (modele de Maxwell généralisé). Cette technique permet un
passage simple entre l'espace des nombres complexes et l'espace temps.
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CHAPITRE III .

LOI DE COMPORTEMENT ET EQUATION DU MOUVEMENT
DE FLEXION D'UNE PLAQUE VISCOELASTIQUE LINEAIRE
NON VIEILLISSANTE HOMOGENE ISOTROPE ET ISOTROPE
TRANSVERSE SOUMISE A DES SOLLICITATIONS
HARMONIQUES DE TRACTION - FLEXION - TORSION -
CISAILLEMENT.

I Introduction

Les t6les sandwich développées par SOLLAC apportent la fonction
amortissante des vibrations rencontrées dans les appareils €lectroménager, dans
les automobiles. Ces vibrations proviennent de sollicitations dynamiques qui
peuvent étre décomposées en:

effets de membane:

- cisaillement.

- traction simple ou biaxée dans le plan de 1a tole,
effets de fexion:

- flexion,

- torsion,

Dans le but de réaliser des calculs de structures en matériau sandwich, il
convient d'établir un modele de comportement d'un élément d'une plaque
sandwich dans les conditions ci-dessus.

L'originalité de la méthode proposée est de remplacer la plaque
sandwich a 3 couches par une plaque homogeéne équivalente viscoélastique
linéaire non vieillissante anisotrope (dont les caractéristiques sont calculées par
homogénéisation au chapitre IV). Cette technique d'homogénéisation permet de
traiter le matériau sandwich comme un matériau traditionnel homogeéne.

D'une maniére générale, la loi de comportement d'un matériau relie
I'état tridimentionnel des contraintes 2 celui des déformations.
Dans le cas de plaques stratifiées, pour simplifier, Ie probléme tridimentionnel
(X,y,z) est ramené A un probléme a 2 dimensions (x,y) par l'introduction des
éfforts et des moments résultants (définis au paragraphe II-4 de ce chapitre)
qui s'appliquent sur un élément de Ia Plaque. La loi de comportement d'un
€lément de plaque relie alors ces résultantes aux variables cinématiques.
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La partie II de ce chapitre présente la loi de comportement et I'équation
du mouvement de flexion d'un élément de cette plaque équivalente (supposée
isotrope) soumis aux sollicitations décrites ci-dessus lorsque le cisaillement
transverse est négligé (théorie classique de flexion). La partie IIT de ce
chapitre présente la loi de comportement et 1'équation du mouvement de
flexion d'un élément de cette plaque équivalente (isotrope transverse) avec
prise en compte du cisaillement transverse qui est essentiel dans le phénomeéne
d'amortissement [46). Les caractéristiques nécessaires 3 I'étude de cette plaque

équivalente sont recensées 2 la fin de ce chapitre.

II Loi de comportement et équation du mouvement de flexion d'un
élément de plaque viscoélastique linéaire non vieillissant
homogeéne isotrope.

II-1 Rappel - Probléme de la mécanique des solides élastiques déformables

~

Le probléme standard de mécanique du solide élastique consiste 3
rechercher le champ de déplacement u et le champ de contrainte ¢ en tout
point r du solide, vérifiant:

- les relations d'équilibre :
O'ij(r) i+ 5@ = puy(r) (en dynamique) III-1
csij(r),j +£()=0 (en statique) III-2

(fi(r): forces volumique)

- les relations déformations- déplacement :
=llu). +uw@. -
eij(r) =5 [ul(r)’J + uJ(r)’lJ II1-3
- la loi de comportement du matériau :
o'ij(f) = cijkl(r) €4(r) : II1-4

- les conditions aux limites (forces de surface ou déplacements
imposés).

Remarque : Pour un stratifié (figure 1), ces conditions s'écrivent aux
interfaces ( supposées parfaites) :
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- continuité du vecteur contrainte : .
o /2 =olb2) =123 c-1

- continuité du vecteur déplacement : cette condition se
traduit en terme de déformation 2 partir de la relation de
compatibilité des déformations: € ikmE jkmAeklnmnn =0, soit:

ex8/2) = el (4/2)

eyt =€ 0/2) c-2
ey (/2) = el (0/2)

avec: €, = 0 si 2 indices au moins sont identiques,
€jjk = I si permutation paire (ex.:1,2,3),
€k = -1 si permutation impaire (ex.:1,3,2),

}

z

I

h/2 —T_ I X
—

figure 1 : condition A I'interface

Dans I'analyses des plaques, pour simplifier, on raméne le probléme a 3
dimensions 4 un probléme a 2 dimensions en intégrant les contraintes selon
I'épaisseur. Cette intégration conduit 3 introduire des efforts et des moments

résultants qui seront définis au SIII-4.

II-2 Hypothéses.

L'hypothése de viscoélasticité linéaire non vieillissante (V.EE.LN.V).
permet d'utiliser le principe de correspondance (chapitre II, § III-6) et de
résoudre ainsi le probléme dynamique dans l'espace de Carson [65].

On se place dans une théorie classique de flexion d'une plaque d'une
épaisseur (h) faible vis-A-vis des autres dimensions (figure 2).
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i \y

figure 2 : plaque homogene

On adopte un champ de déplacement de type Mindlin: une ligne
perpendiculaire au plan moyen avant déformation, demeure une ligne

perpendiculaire & la surface moyenne transformée duy plan moyen dans la
configuration fléchie (figure 3).

figure 3 : déformationde flexion

De plus, un élément dans I'épaisseur, ne s'étend et ne se rétrécit pas, il
subit simplement une translation et une rotation, Sloan [47] a montré que la

dépendance selon l'épaisseur de la composante transverse du déplacement peut
Etre négligée.

Dans ce cas le champ de déplacement s'écrit (en transforée de Carson):
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A}

% % *

u (%.y,2,p) = uy(x,y,p) - 2y, (x,y)
* % %*

v (x,y,2,p) = vy(x,y,p) - 2y (x,y) II1-5

% *
W (X,y,2,p) = w (X,y,p)

Compte tenu de la faible €épaisseur devant les autres dimensions, on se place
dans le cadre de I'hypothése des contraintes planes :

oi*z(x,y,z,p)= 0 III-6

-3 Champ de déformation

Le champ de déformation est obtenu 2 partir de la relation suivante :
: =Ly : 1117
eij(x,y,z,p) =5 ui’j(x,y,z,p) +u; i(%,y,z,p) -

Pour un matériau homogene isotrope, la loi de comportement s'écrit (voir le
chapitre II, §III 7-2-4):

% L3
eg(x,y,z,p) = [H:JJ GS(X,Y,Z,P) - [V*ﬁJ ‘ﬁ:k(x’Y’Z’P) %

E (p) E (p) ITI-8
€t compte tenu de III-6;
* * *
€4 (X.Y,2.P) = €,(X,y,2,D) = €,,(x,y,2p) = 0 I11-9
* %
S Y, (X,y.p) =w (x,y,p)’x et
* *
Yy(®%y:p) = w (x,y.p) , II-10

Le cisaillement transverse est donc négligé.

II-4 Relation : Efforts, Moments résultants/variables cinématiques

Les efforts résultants par unité de largeur sont définis par I'intégration des
composants du tenseur des contraintes selon I'épaisseur :
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% % % * %
N, (x,y.p), N, (x,y.p), Nyy(x.y:p), N, (x,y.,p), Ny, (xy.p) =

hﬂ % * % % %
h/2 (Gxx(XQy’p)’ oyy(x9Y’p)’ Txy(x,y,p)’ sz(XQy’p)’ Tyz(XSy’p)) dz HI-I 1

% *
compte tenu de II1-5: N, (x.y.p) = Nyz(x,y,p)= 0

Les moments resultants par unité de largeur sont définis de la maniére
suivante:

t¥ t* t* b2/ * *
Mo .03, My 1500, Moy = (o). 03y xy., Ty p) oz
II1-12

Leurs interprétations est présentée sur la figure 4.

N (x,y,p) etN (x,y,p) représentent les efforts de traction (compression),
ny(x,y,p) represente le cisaillement,

(x,y,p) et Nyz(x,y,p) représentent le cisaillement transverse,
Mx (x,y,p) et M (x,y,p) représentent la flexion,

Mxy(x,y,p) représente la torsion.
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N N,
Mo DN A
* Nx e

M\ ™R N\,

“@@*N;

y

figure 4 : plaque homogene soumise a des sollicitations de
membrane - flexion - cisaillement - torsion

* *
En intégrant €xx(X.¥,Z,p) et €, (X,y,z,p)z sur I'épaisseur et en utilisant la loi de
comportement III-8, on obtient :

w2 €xx(X,¥,zp)dz = huy(x,y,p),, = — Oy (X,y,2,p) —% —Oyy(X,y,2,p)| dz

12lE () E (p)
& hug(x,y,p) — N:(x,y,p) - V—*(Pl N;(x.y,p) II-13
E (p) E (p)

b2 * h3 * h2 * V*( ) *
f €, x(X,y,z,p)zdz= 'l—z\vx(x,y,p),x = —%—oﬂ(x,y,z,p) v Oy (X,y,2,p)| zdz
-h2 -2lE (p) E (p)
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3 .
—hz—\vx(x,y,p) X = “xyp) - ¥ (p) M g 55Y:D) III-14

E (P) E (p)

. * *
en procédant de la méme maniére avec eyy(x,y,z,p) et eyy(x,y,z,p)z :

h"g(x,y,p),y ,y,p) - *(p) N:(x,y,p) I-15
E (p) E (p)
h° v )
et wyteyp) y = =L M) ey - L MTxy,p) I1I-16
E (p) E (p)

OI-13, ITI-15 et I1I-14, TII-16 se réécrivent compte tenu de IMI-10

N,(x.y.p) = i@—uo(x y:0) o + = [oF (p) By dxyp), II-17
1-v (p) 1-v (P)
N:,(X,Y,P) = (p ) b vo(x,y,p) +Mh ;(x,y,p),x I-18
1-v (p) l-v (p)
3 LS
M. (xyp) = —ILE (p)2 W (%,Y.D) 4 - WE ) () w (x,y,p)
lz[l-v P } 2[1 -v (p) J
I-19
% 3 *
My yp) = A E @ oy - E Q) "(XYP) x
2[ 1-v (p)] 2[ 1-v (p)}
I1-20

%
ny(x,y,p) et M;*y(x,y,p) sont obtenus a partir de leur définition III-11 et III-

12, et en utilisant la loi de comportement I11-8 :
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* * * *
Ny, (x,y.p) = L&W %[UO(X,Y,P) y 1 Vox.y.p) ,x] h
1+v (p)

* * 31 &
Mx (x,y,p) = ﬂ h_[w (X,y,p) J
d 1+v (p) 12 Y

II1-21

II1-22

Les relations entre les efforts, les moments resultants et les variables

cinématiques peuvent se mettre sous forme matricielle:

* * M *
x(x,y,P)\ AP vpA @ O \ 0 0
*®
yEYP | W on'e) A O o 0
% *

N,,xy.p) | || 0 0 _I'VZ(P)A ®) } 0 0

% * *
M, (xyp) [=| © 0 0 [ g vEBE

% * * *
MGy | | O 0 0 [VoE'p) ')
e 0 0
y(X:y.p

o

avec: A*(p) = E(—f)h
1-v *(p) ;
Bp)= 20 b

I-v (p)

o

o

0

0

0

\

E
Up(X,y,p) x \

*®
Vo(X.y:p) x
uoix,y,p) gt
Vo(%.y:p) 4

*
W (X.¥:P) xx

*
W (X,Y,p) oy

1-v () *
o o —Ps% 2w*(x,y,p)’xy/

1II-23

Ce systéme matriciel est la loi de comportement d'un élément d'une

plaque homogene viscoélastique linéaire non vieillissant isot

rope sans prise en

compte des effets du cisaillement transverse. Ce systéme montre que les effets

de membrane sont indépendant de ceux de flexion,




56

1II-5 @uation du mouvement de flexion :

Les équations d'équilibre en dynamique (III-1) s'écrivent dans l'espace
de Carson (en absence des forces de volume):

\]

* * 2
G;i(x,y,2,p) ; = P u; (X,y,Zp). p II1-24
(il est supposé qu'il n'y a pas de variation de masse aucours du temps)

Les équations d'équilibre en terme d'efforts résultants sont obtenues par
l'intégration des équations III-24 selon 1'épaisseur :

% * * 2

Ny (%,y.p) x + N, (x,y,p) , = p uy(x,y.p) p" h II1-25
* * *

Ny (%.3:P) 5 + Ny(x.y.p) y = p vo(x,y.p)p* h 11126
% * *

Ny (%.3:P) x + Ny, (,y,p) y =p W (x,y,p) p° h II1-27

La multiplication par z des équations III-24 et leurs intégrations sur
I'épaisseur en négligeant les termes d'inertie de rotation, donnent les équations
d'équilibre en terme de moments :

t* t* *

M, (%.¥) x + My, (X,y.p) - Ny, (x,y,p)=0 I11-28
t* t¥ *

M, (%.y:p) x + My (x,y.p) ;- Ny, (x,y,p)=0 II1-28

en dérivant les équations III-28 et III-29 respectivement par rapport a x et y,
et en les ajoutant :

t* t* * * :
M, (X.¥:P) xx + 2M, (X,y.D) 4y + My (x,y.P) - lez(x,y,p),x - Ny (x.y.p) J =0

puis, en remplacant dans cette derniére équation, les moments et les éfforts par
leurs expressions en terme de variables cinématiques (II1-23 et ITI-27) :

B'(0)] W'3.Phacex + W K 3-lyyyy| + 2|V @B @) +(1 -v(p) B"‘(p)} W08 Py

*
-pP p2 hw (x9Y9p) =0
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A}

* 4
s BV (w*(x,y,p)) -pp*hwxyp) =0 130

il s'agit de I'équation du mouvement d'une plaque homogéne viscoélastique
lin€aire non vieillissante isotrope en flexion en négligeant les effets de
cisaillement et les forces volumiques. Cette équation est similaire i celle
obtenue dans I'étude classique des plaques élastiques (équation de Lagrange).

III Loi de comportement et équation du mouvement de flexion
d'un élément de plaque viscoélastique linéaire non vieillissant
homogéne isotrope transverse avec prise en compte des effets
du cisaillement transverse.

III-1 Introduction

Les effets de cisaillement transverse ont une importance primordiale
~ dans le comportement des stratifiés [45] et dans le phénomeéne d'amortissement
des vibrations des sandwichs [46].

-~ La figure 5 qui représente les déplacements, obtenus a partir d'un calcul
par éléments finis, d'une poutre sandwich €lastique (avec un noyau ayant un
trés faible module par rapport i celui des 2 parements) encastrée i une

extrémité et soumise a un effort de flexion a I'autre montre lI'importance de cet
effet.

L'étude présentée dans ce chapitre, prend en compte cet effet en plus de
celui de l'inertie rotationnelle de la méme manitre que celle proposée par
Mindlin [36] par une plaque isotrope €lastique homogene. -
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figure 5 : déplacements d'une poutre sandwich élastique.
Résultats obtenus par un calcul éléments fins

II-2 Le cisaillement transverse dans la théorie des plaques stratifiées

Withney, Pagano [48] et Yang, Norris, Stavsky [28] proposent une
approche basée sur un champ de déplacement du type III-5 avec des
déformation de cisaillement transverse €x; et €yz supposées uniformes selon
I'épaisseur. Pour un stratifié hétérogéne, les conditions c-1 ne sont pas
vérifiées.

Chou et Carléone [32] considérent que les contraintes de cisaillement
transverse sont uniformes selon I'épaisseur (les conditions c-1 étant ainsi
vérifi€es). En outre, ils supposent que le champ de déplacement (du type III-1)
représente la moyenne des déplacements de la plaque.
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Ainsi, les moyennes des déformations de cisaillement transverse sont reliées
aux variables cinématiques (écrites dans le cas élastique) de la maniére
suivante: :

h/2
I‘xz(x,y) = }]; f- b2 Yy (X:y,2)dz = w(x,y)’x + Y, (X,y) III-31
1 h/2
Fyz(x9y) = H ]:hlz sz(x’Yaz)dZ = W(X’Y)’y + \I"y(x,Y) III'32

Pour tenir compte du gradient de ey, et €yz selon I'épaisseur, les coefficients
correctifs (ki, k2) sont introduits entre les moyennes des efforts de
cisaillement et les déformations :

h/2
N,,(x,y) = f O, ,(X,y,2)dz
Xz -h /2 XZ
=k; Ayl 1 XY) IT1-33
de méme: Nyz(x,y) =k, Ayzle"yz(x,y) I11-34

-1
2| 2
Ajjkj = h f Sijk1 42
(h: épaisseur du stratifi¢)

Ces coefficients correctifs sont obtenus dans le cadre des hypothéses de la
statique et de l'unidirectionnel [31,50] en calculant les énergies de cisaillement:

- dans le cas oi il y a un gradient de cisaillement
- dans le cas ol &, et €y sont considérées égales aux déformations moyennes.

L'égalité des expressions obtenues permet d'identifier ces coefficients.

Pour le cas d'un matériau homoggne, ils valent 5/6.
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Une comparaison avec les résultats de la solution exacte de Pagano [49] pour le
cas d'une plaque en appui simple sur ses c6tés soumise A une charge transverse
a permis de valider cette approche [32].

II1-3 Hypothéses

L'approche de Chou-Carléone est reprise dans le cas de la viscoélasticité
lin€aire non vieillissante pour un matériau isotrope transverse homogéne (voir
la loi de comportement au chapitre II, §11.3).

Les expressions de k1*(p) et ko* (p) pour le cas du matériau sandwich sont
€tudiées au chapitre suivant. On montrera alors que ki*(p) = ka*(p). Ce
résultat est repris dans les développements de ce chapitre.

Les contraintes de cisaillement transverse sont supposées nulles en peau
( £ h/2) et si I'on suppose que le stratifié est de faible épaisseur vis a vis des
autres dimensions :

6,,(%,y,zp) = 0 IMI-35

I11-4 Relation entre efforts, moments résultants et variables cinématiques

De la méme manitre qu'au paragraphe III-4, les relations entre efforts
résultants et les variables cinématiques sont obtenues :

h/ 2 * h/2 * %
f b €. (X,y,z,p)dz = f_ b2 S xxx (PO (X,y,2,p)dz +

h/2 * *
f b2 Sxxyy(p)oyy(x,y,z,p)dz

* * h/2 o * h/2 %*
A huO(x’y’Z’P) = SXXXX(p)]h/Z Gxx(x,y,z,p)dz + Sx){yy(p)'f-h/2 ny(x,y,Z,p)dz

(matériau homogene isotrope transverse)

* * * * *
soit: hug(X,y:p) x =Syyxx®) Ny(Xy:p) + S0 (p) Ny(x,y.p)
* % % %
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* *
& Ny(x,y.p) = &' (p) u(x,y:p) , - B @) vo(x.y:p) I-37 .
* * * * *
et Ny(x,yp) = & (p) vo(x.y:p) y - B (P) up(x.y.p) 4 I11-38
h Sy (P
E
avec: o (p)= " ;"x"*p 5

Sxxxx(p) N Sxxyy(p)

s A D) SeP)
B (p) = ——or xxyy’P

S exxx(P)

. * %
(x,y,p) % Ceyxy(P) [uo(x,y,p) y T Vo(.y.p) ,x}

ITI-39
* h F * * *
N,,(x,y.p) = 5 Gyxy® k ()| W (x,y.p) x - \vx(x,y,p)] 1140
* h *
Nyz(x,y,p) =1 xyxy(p) K @) |w (x,y,p) - Yy, (%,Y,p) 1141
* 1
avec: Gy ()= ———
xyxy(®)

Ces deux dernitres relations introduisent les effets de cisaillement
transverse neghgees au paragraphe II puisque les hypothéses de contraintes

planes induisent : 0) = \yx et (o,y = \uy

Les relations entre les moments résultants et les variables cinématiques
sont obtenues de la méme mani¢re qu'au paragraphe II-4:

h2 W2 .
f €, (X,y,z,p)2dz = f o2 xxxx(p)oxx(x,y, plzdz +
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h/2 * *
f b2 Sxxyy(P)Oyy(X,y,2,p)zdz

3

< ) = 1) 1Ly ) 2%
15 Vx5V x = Syxxx(P) f b2 Opx(X:y:z:p)zdz + S, (p) f b2 Oy (X,y:2,p)zdz

de méme:

3

b yp) . =S, ()fhlz*( yedz + S, ()fhlz*( )zd
_“V X,Y,P = P o X,Y,Z2,p)Z Z+ P 6] X,Y,Z,p)ZAZ
12 y ,y XXXX -1’1/2 yy xxyy -h/2 XX

soit:
t* * * * *
M, (x.y;p) =Y (p) [Wx(x,y,p),x -8 (p) \vy(x,y,p),y} 11-42
* *
M; ®y.0) =¥ @) [\V;(x,y,p),y -9 (p) \lf:(x,y,p),x] I1-43
t* h3 * * *
et Mxy(x,y,P) =-27 nyxy(P) [\Ifx(x,y,p),y + lyy(x,y,p),x} 11-44
Spox® 1
() = - p h
avec: Y (p) = — ;XXX* 2713

Sxxx(®) - Syxyy(P)

. S
S (p)= _*""Y_Y(pl
S x(P)

E
Y*(p), §*(p), nyxy(p) étant les caractéristiques du matériau V.E.L.N.V.
homogene isotrope transverse en flexion - torsion.

Les relations III-36 a I11-43 se réécrivent sous forme matricielle :
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r —
* % % v
Nx(X’Y’P)\ c@-B@®p o o0 0 0 0 o 0(X-y:p) x
%

¥ * (x,y,p)
Nxyp) | [Bpo@Oo o 0 0 0 o 0*( ;x
* un(x,y,p) , +

* 0 0 0 0 Y
N,y (x.y.p) o) o 0 0 0 VAEYD) o

* * *

N.&xyp) , H® 0 0 -Q@ 0 Q@O0 o Y (x.yP)
* % *

Ny, [0 0 0o o -2® 0% o Y, (YD)

t* *

M, (%,y.p) 0 0 0 ¥ -YEs@EO o0 0 %‘"*(X’Y’P),xx

Myp) [ [0 0 o-yips) Y@ 0 0 0 |W&yp,,

*
*
: x.y.p 0 0 0 0 0 0 0 (p) Vi(X.y.p) v
y . ’ *
i Wy (X,¥.D).

III-45

o

*

avec: @ (p) = C,, (p) 121*
Q') = Gopp) B2

e (p)=-nyxy§

Ce systéme matriciel représente la loi de comportement d'un élément
d'une plaque viscoélastique linéaire non vieillissant homogene isotrope
transverse soumis a des sollicitations de: '

- traction-compression (N *x(x,y,p), N*x(x,y,p)),

- cisaillement (N *xy(x,y,p)),

- cisaillement transverse (N *xz(x,y,p), N *yz(x,y,P)),
- flexion (Mt*x(x,y,p), Mt*y(x,y,p)),

- torsion (Mt*xy(x,y,p)).

Remarque : Le comportement de membrane (N*(x,y,p), N *y(x,y,p),
N*xy(x,y,p)) est indépendant du comportement de flexion -
torsion - cisaillement transverse (N*xz(x,y,p), N *yz(x,y,p),
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Mt*,.{(x,y,p), Mt*y(x,y.p), Mt*XY,(x’Y’p)) ce qui est le cas pour tout
stratifié possédant la symétrie miroir (symétrie sur le plan de la
géométrie et des propriétés mécaniques des constituants ([53,54]).

1I1-5 Eguation du mouvement de flexion :

Les équations d'équilibre s'écrivent en dynamique :
* * 2
0;i(x.y,z.p); =P u; (X,y,2,p). p I1I-46

en intégrant ces équations sur I'épaisseur, on obtient

* * *
N, (YD) , + Nyy(5,3.) , = p Ug(x,y.p) p* h I1-47
* 3 % 2
Niy(x,y,p),x + N’IX(x,y,p),y =p vo(x,y.p)p" h II1-48
E
Ny (%.3:0)  + Ny,(x,y.p) , =p W (x,y,p) p° h I1-49

L'intégration selon l'épaisseur des équations III-46 multipli€es par z
- donne :

M, (x.y:p) x + Myy(x,y:p) y Ny (Xy:p)= -p Wx(xy.p) p” o5 HI-50
g+ M Gy), NGz 0 W) PP st
My (%y:P) x + My (1,3:), -Ny,(x.:p)= -p Wy (x.:p) P 75 -

en dérivant les équations III-50 et III-51 respectivement par x et y et en les
ajoutant on obtient :

t* t* t* %k %
Mx (x7y’p) XX + 2Mxy(x’y’p),xy+ My (x’y’p)’yy = (Nxz(x’Y’p),x + Nyz(x’Y’p),y) =
-P P2 -1-1— [\Vx(x,y,p) + \Vy(x,y,p) ] 1-52
Cette équation devient en substituant les termes en effort par III-49:

t* t* t* 2, *
M, (%,¥) xx + 2M,(X,¥:p) , + My (X,¥,p) gy -P P"h W (x,yp) =
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\]

-p P2h—[\|!x(x,y,p) +\|!y(x,y,p) ] 1-53

soit en remplacant dans les relations III-52 et [I-49, les efforts et les moments
résultants par les variables cinématiques :

* * *
Y (P) [\vx(x,y,p),xxx -3 (p) \v;(x,y,p),xxy} -
% h3 * *
T (p) E WX(X’Y’p)’ xyy - wy (x’y’p)9 xxyj +

q

* * * * 1 ) *
Y (p) [\lfy(x,y,p),yyy -6 (p) \vx(x,y,p),xyy -pp hw (xy,p) =

o p’ h—[\vx(x,y,p) +\|ly(x,y,p) }

¥
=¥ @) [\v:(x,y,p),xxx + W;(x,y,p),yyy + Wy (%.Y:D) xyy + llf;(x,y,p),xxy} +
* *

VLI + Wy 03By |V D) 80 - 20°0) -7 )]+

h3 9 *
PP —[\l’x(x,y,P) +\|fy(x y,p) ] -pp hw (xyp) =0 III-54

% * % % * *
et-C,.(P) k (P)le[wx(x,y,p) x T WXYD) y - W (XYD) 4 - W (XY.,p) ,yy]
=pp’hw (xy.p)

* % * *
Vi (XoYiP) x + Wy(yp) y =W (XYD) 4 + W (YD) 4y

< T e 2 * P p2 h w*(x,y,p)
G P k (P h

III-55

* * *
en posant : @ (x,y,p) = Yy (X,y.p) x + Wy(X,y.p)

* 2
et Hxyp)= ——=<—
Czx P h k (p)
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¥* E
En remplagant III-55 dans III-54 (le terme -y (p) 8 (p) - 20 (p) - Y (p)
étant nul pour un matériau isotrope transverse- voir le chapitre suivant-), on
obtient: )

* * * 2 4
Y (p)V7{H @ppw xyp+V w (x,y,p)] +

*

3 2 2
pLE [H ®ppw xyp)+V w*(x,y,p)] -pp°h W (x,y,p) =0

2 * 2 || * 2 h392 * 2, *
PN [V+th(p)p ]Y(p)V+P T W (x,y,p) -pphw (x,y,p) =0

I-57

C'est 1'équation du mouvement d'une plaque homogene viscoélastique
linéaire non vieillissante isotrope transverse en flexion avec prise en compte
des effets du cisaillement transverse et de l'inertie rotationnelle. Elle est
similaire & celle obtenue par Mindlin [36] pour le cas d'une plaque homogene
élastique isotrope.

Remarque : pour le cas de sollicitations harmoniques, la formule III-54 se
réécrit en substituant p par jo.

III-6 Paramétres i identifier

Une plaque viscoélastique lin€aire non vieillissante homogene isotrope
transverse soumise aux sollicitations décrites en a un comportement décrit par
la relation matricielle III-38 qui est la loi de comportement de cette plaque.

Les équations III-46, III-47, III-54 permettent de décrire son
mouvement, elles font appel a la loi de comportement I1I-44.

Afin de résoudre ces équations, il importe de connaitre la matrice reliant
les effort et les moments résultant aux variables cinématique, donc de
connaitre les termes suivant:

*

Sxxx(P)s
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Sruyy(P) .
C";yxy @,

Crana®):

K @),

Y (D),

8 ®),

0 (@),
p.

L'objet du chapitre suivant est de déterminer ces termes pour un
matériau homogene viscoélastique linéaire non vieillissant isotrope transverse
équivalent a un matériau sandwich.
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CHAPITRE IV :

A ]

EVALUATION DES PARAMETRES PAR UNE METHODE
D'HOMOGENEISATION

I Introduction

une structure hétérogéne a pour caractéristique d'étre une association
d'éléments différents par le style, la forme, la taille ou la nature en vue
d'obtenir une propriét€ mécanique, thermique, électrique, acoustique, ou
autre, performante [51].

Compte tenu du nombre important de constituants, les propriétés de cette
structure varient avec la position (figure 1).

figure 1 : matériau hétérogéne

Ces variations font que I'on répertorie ces structures en 4 catégories :

- microhétérogene - macrohétérogeéne (figure 2)
- microhomogene - macrohétérogeéne (figure 3)
- microhétérogeéne - macrohomogene (figure 4)

- microhomogene - macrohomogene (figure 5)
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P(r) P(r) .

r

— — I
figure 2 : martériau figure 3 : matériau
microhétérogéne -macrohétérogéne microhomogéne -macrohétérogene
P(r) P(r)

- I — T
figure 4 : matériau figure 5 : matériau
microhétérogeéne -macrohomogéne microhomogene -macrohomogéne

Dans le cas des matériaux microhétérogénes - macrohétérogenes, il
existe une échelle intermédiaire (entre I'échelle microscopique des éléments et

rd

I'échelle de la structure) 2 laquelle les proprié€tés peuvent étre moyennées avec
une bonne approximation [52]. Elles sont déterminées sur un élément de
volume représentatif défini a cette &chelle intermédiaire. Mais pour cela, il est
nécessaire d'imposer des contraintes et des déformations (macro) homogene 2
la fronti¢re de ce volume pour vérifier 1a condition de macro-homogénéité de
Hill. C'est le concept de 1'homogénéisation. Dans le cas de structures sandwichs
qui peuvent considérées comme microhomogénes - macrohétérogénes,
I'homogénéisation est peu utilisée car elles peuvent €tre étudiées éléments par
éléments. Il est cependant intéressant et pratique de faire des parallkles avec
des structures homogenes. les pidces sandwich homogénéisées pouvant étre
¢tudiées de la méme manitre que les pieces "classiques” (viscoélastiques

linéaires non vieillissantes anisotropes homogénes).
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L'objet de ce chapitre est d'identifier un matériau sandwich 2 up
matériau equlvalent homogene viscoélastique linéaire non vieillissant 1sotrope
transverse soumis aux sollicitations harmoniques de membrane-flexion.

Les caractéristiques décrivant le comportement de ce matériau
équivalent ont €t€ recensées au chapitre précédent. Elles sont obtenues par
homogénéisation dans 1'espace de Carson.

Le paragraphe IV 3 du chapitre III a permis de montrer que le
comportement en membrane était indépendant de celui en flexion.

La sollicitation de membrane est un cas particulier de sollicitation
macrohomogene vérifiant la condition de Hill.

Dans la premiére partie, les caractéristiques de ce matériau équivalent
seront identifiées pour le cas de sollicitations harmoniques macrohomogénes 2
partir :

- des lois de comportement locales (polymére-acier),
- des relations de moyennes,

- des relations de localisations,

- des conditions aux interfaces.

Ce probléme est résolu dans le cas d'un sandwich constitué de deux
matériaux viscoélastiques non viellissants homogéne anisotrope. Dans la
seconde partie, les caractéristiques de ce matériau seront identifiées pour le cas
de sollicitations harmoniques de flexion (qui ne sont pas macrohomogénes)
partir :

- des lois de comportement locales,
- d'un champ de déplacement cinématiquement admissible,
- des coefficients de cisaillement correctifs.

Remarque : le passage de I'espace de Carson a I'espace des nombres
complexes sera a chaque fois mentionné.

II Loi de comportement d'un matériau viscoélastique linéaire
non vieillissant homogéne équivalent 3 un matériau sandwich a
un chargement harmonique de membrane.

II-1 Loi de comportement locale '

En un point r, la loi de comportement locale d'un matériau V.E.L.N.V.
anisotrope s'écrit selon le principe de correspondance :
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* * *
G(T.P) = Cijy(:p) Ey(.P) V-1
* * *
3ij(1',P) = sijkl(r’p) Cy(1r,p) IvV-2
avec: - c*s* =1 (I: tenseur 1dent1te) IV-3

- Les tenseurs 6*(r,p), £*(r,p), c*(r,p), s (r,p) sont symétriques.

L'acier et le polymére utilisés dans les toles sandwich sont ici considérés
viscoélastiques linéaires non vieillissants homogénes, leur loi de comportement
s'écrivent respectivement :

* * *
3 % *
05' (r.p) = ciIJ?kI(V’P) ef) (.p) IV-5

Ces relations, dans le cas de l'isotropie, s'écrivent :

a* *
A (r,p) = E’ (P) e (rp) + E_ @)V’ () eR@pd;  IV-6

v 1+v¥" (p) [1+va*(p)] _1-2Va*(P)]
' ”©) p* P P .
of} () = E S‘ ) P (p) + E* (VP (P)* eﬁk(r’P)f’ij IV-7
1+vP (p) [1+vp (p)] [I-ZVP (p)]

II-2 Loi de comportement globale

Le comportement du matériau homogéne equlvalent reliant les

contraintes globales(Z( p)) aux déformations globales (E (p)) s'écrit sous la
forme :

* eq* &

Zij(P) = Cijkl (P E(p) IV-8
A% cq* %

Eij(P) = Sijkl (@) Z,,(p) IV-9

lel (p) et Slel (p) sont les propriétés équivalentes du matériau homogene
équivalent au matériau sandwich microhomogéne.

Ces propriétés équivalentes vérifient la relation:
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. -1
EREIEEE) IV-10

II-3 Théorémes généraux

Pour le cas de sollicitations de membrane, les contraintes et les
déplacements sont homogenes en surface (S):
Iv-11

* % d*
Gij(r ’P)nj= Eij(P) n; = T (p)
(re S) IV-12

ui*(r,p) = E;(p) X; = ug* (p)

L'intégration des relations d'équilibre locales en absence de force
volumique et compte tenu des conditions IV-11 et IV-12 conduisent aux 2

relations de moyennes suivantes:
s =L oapdv=o.
ij(p) =V v Gij(l',P) V= O'ij(l' :p)

Ep) =L [ eirp)dv=e
ij(p) =V v Eij(r ,p)dv = eij(l',P)

IV-13

IV-14

Le comportement local est reli€é au comportement global a partir de
deux relationsde localisations :
IV-15

(P) Al]kl(r p) Zkl(P)
IV-16

(P) Bl_]kl(r’p) Ekl(P)

A*(r,p) et B*(r,p) sont respectivement les tenseurs de localisation des
contraintes et des déformations.

En remplagant IV-15 et IV-16 dans IV-2 et IV-1 puis en calculant leur
moyenne sur le volume v (relation IV-13, IV-14), il vient:

IV-17

* * * *
Eu(p) = sl.]kl(r’p) Aklmn(r’p) zrnn(rap)
IV-18

* % * *
Z(P) = €1 (®P) Bygmn(r:p) Epyy(r.p)

Puis, en identifiant IV-17 et IV-18 2 IV8 et IV-9, il vient:
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1_|mn(p) cljkl(r’P) Bklmn(r »p) IV-19 v

1_]mn(p) 1jk1(r’P) Aklmn(r,p) IV-20

La relation IV-10 montre que les tenseurs de localisations

ne sont pas indépendant:
En substituant respectivement les relations IV-15 et IV-16 dans TV-13 et
IV-14, il vient:

—_—
%
Bumn(tp) = Iijkl IvV-22

Les relations IV-19 et IV-20 montrent que pour obtenir le
caractéristiques équivalentes il faut d'abord déterminer les tenseurs de
localisations.

En ce qui concerne le matériau sandwich, dans le cas de la sollicitation
de membrane, les contraintes et les déformations dans l'acier et dans le
polymeére sont supposées homogenes, soit:

A}}kl(r,p) =AG®) (e a)
1_]kl(p) (re p)

IV-24
k a*
Bijkl(r’p) = Bijkl(p) (re a)
5k
=B (@) (e p)
Les relations IV-21 et IV-22 deviennent alors:
£AZ () + (1-f) AL (p) = IV-25
i p) + (1-f) 1Jkl(p) = Li -
FBi® + (-0 BI(p) = Ly IV-26

avec f : fraction volumique d'acier.
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Remarque : les tenseurs Z*(p), E*(p) comme les tenseurs 6™(p) et £*(p) sont
symétriques. Les tenseurs A*(p), B*(p), Ceq*(p), S€q*(p) possédent, compte
tenu des relations IV-15 a IV-18, les symétries suivantes:

% 3 % %
Xijkl(r’p) = Xijlkl(r .p) = inlk(r,P) = inkl(l',P)
* * % eq* cq*
(X@P)=A{@E,B@E, C" ®.S (P))
II-4 Conditions aux limites

II-4-1 Conditions en contraintes

La continuité du vecteur contrainte a 1'interface repérée par la normale
nz (figure 6) conduit a :
E
Ac..(r,p) n;=0
() 1y =0 V-27
r = interface, j=3

x3

L X7

xl

figure 6 :condition aux interface du sandwich

Compte tenu de I'homogénéité des contraintes dans l'acier et dans le
polymere, cette relation IV-27 s'écrit : :

o () = o3 (p) IV-28

en utilisant la relation de localisation des contraintes et la relation de moyenne
IV-25, 'équation IV-28 devient :

*

A ® - T gki(_P% =0 Iv-29

ou encore en utilisant:
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- les lois de comportement locales du polymeres et de I'acier,
- 1a relation de localisation des déformations globale IV-17,
- la relation de moyenne IV-26,

E
: E
[c1-nc2 o) + B @) B - B ygomn rrlnf) =0 IV-30

I1-4-2 Conditions en déformations

La relation d'Hadamard (équations de compatibilité) s'écrit :
E 3
€ ikm€ jin A€ (T,P) Ny, =0 (pour r=interface)

elle donne pour le cas du sandwich :
*
Aeij(r=interface, p=0 pourietj#3 IV-31
= ei‘g‘ (p) = 8}3* () ietj#3 IV-32
~(les déformations dans l'acier et le polymere étant homogenes)

IV-31 se réécrit en utilisant la relation de localisation des déformations
globales IV-17 et la relation de moyenne IV-26:

*
*
[B?jkl(p) - Iijkl] Eki(ﬂ) =0 pourietj#3 IV-33

ou encore en utilisant :
- les lois de comportement locales (acier-polymere),
- 1a relation de location des contraintes globales IV-16, -
- la relation de moyenne IV-25,

%
* * * Yy
H(l-f)s;};l(m + fcgkl(p)]ALm@) B Oy P20 134
-5 Ex ion des tenseurs de localisation des contraintes globale

la relation IV-28 :Ggg(p) = ogg(p), se réécrit compte tenu de IV-29:
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A A3311(P)7311(P) + A3322(P)222(P) + [A3333(P) 1])333(13) + 2A3312(P)212(P) +
2A3323(P)>323(P) + 2A3331(P)7331(P) 0

le matériau sandwich ayant un comportement linéaire :

A3311(P) =
A3322(P) =
o A3333(P) =1
A3312(P) 0
A3323(P) 0
AJz @) =

en complexe et compte tenu de la relation de moyenne en A*(p) (IV-25)
A33lj(o)) A331](°)) 1331J IV-35
A331](°)) A331J(0)) 0 IV-36

de la méme manicre, ogg(p) = ogz(p) (relations IV-28) donnent :
% %*
65,(p) = 65,(p)

A231](0)) A231](0)) I231_] 1v-37
A231J((o) A231J((o) 0 IV-38
A311_)(0)) A311_]((0) I311‘] IV-39
Asy(®) = AS(@) =0 IV-40

Les conditions IV-32: e?i(p) = efl’z(p) se raménent, compte tenu de
£}5(P) =€1,(p)
| €97(P) = €35(P)
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IV-34 et de la linéarité du comportement, a la résolution d'un systéme en
écriture complexe de 36 équations 2 36 inconnues que I'on peut mettre sous Ia

forme : [M(®)|[s*(@)] = ID(@)]

[M(@)}=

avec:

[D@)=

avec.

Mil(jm) = (1-D)s]11,Go) + £55y ), Go)
My, G0) = (1-0s55,Go) + £5B5,Ge)
Moy () = (1-Ds]5;1Go) + £5D31,Go)
M) = (1-6)s3]15(0) + 55 (i)
M) = (1-D5350) + £5555(0)
May(G0) = (1-D5525G) + fsapa(io)
M13(1‘°) = (1- f)31112(l(°) + f31112(1‘°) M31(J‘°)
M23(1‘°) = (1- t7522120(0) + f52212(l°’) M32(l°°)
M33(i0) = (1-6)535,20) + £55515G0)

-

— . ;
Rejd; (W)

d:l(i‘”)
R d21(|(o)
dzl(](o)

R d31(1(o)_
d3; (),

R d’{z(ico)j
dy(jo),
Reld, (),
4
Reldy(o),
daGo)

R dgl(i(o)j
01,
Re]dy3 ()
dzs(i"’)?
Reld35Go),
dz3G0)

R d’{4(im)]
d14(i(0)
Re{dy,(jw)]
D)
Reldy o)

dy ()

ijMLGw). My o] ReMyy)] -Im{Mig(io)
My Go)| ReM (o] ImMisG) ReMpGo)
Rel My, o)) I Mj;(G)] ReMjyp(Ge)] -Im Moo
My Gw)| ReMyGw)| mMpGe)| ReMp(io)

Re{My, ()| -Im{My ()] RqMipGa)| -ImMapGor)
My G0)| ReMy (o)) ImMaGe)| ReMs(o)

« :
Reid;s(Gw)]

dis(i“’)
R d25(|(o)
dzs(l‘”)

d5G0)
d35(i(°)_

IV-41

. .
| ReM3(jw),
*

Reld, ()
416G
Reldye(0)]
dy60)
Relds(j00)

d;G(ico)_

£

M;;(jw),
*

| Mj5(0),
%

My3(j00)]
e

| Mj3(j)
%k

Mz;3(0))
%

RCLM33(] (0)_

17
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d11(1‘”) = 31111(1‘”)

d12(J‘°) = 311220“))

d13(J‘°) = (1) |5 330 - 311330"’)
d14(1"3) = 81112(1(0)

dls(l“)) = (1-f) 51123(1‘0) 311230“’)
dygi) = (1-6) [ 131G - 5§15, G0)
d21(1‘°) = 322110“)) = d120‘°)
dzz(l"’) = S2222(1"3)

d23(J‘°) = (1) [s5,33(®) - 532330‘0)}
d24(l°)) = 52212(1‘”)

dysi) = (1) 52223(1‘”) 322230‘0)]
dsi0) = (1-D |5533, G - 531G
d31(l°°) = 51211(1‘”) d140"’)
d320(°) = sPya(j00) = d24(J‘°)
d33(l‘°) = (1-f) [3123300’) 512330‘0)
d340°3) = 5Dy 12(j0)

d350‘”) = (1-f) [31223(1‘”) 512230"’)
d36(J°°) = (1) |$5531 G0) - s153,G0))

A1111(‘”) A1122(‘°) A1133(‘°) A1112(‘°) A1123(‘°) A1131(‘°)
A1111(‘°) A1122(‘”) A1133(‘°) A1112(‘°) A1123(°°) A1131(‘°)
[sa(m)]= A2211(‘°) A2222(‘”) A2233(‘°) A2212(‘°) A2223("°) A2231(‘°)
A2211(‘°) A2222(‘°) A2233(‘°) A2212(‘°) A2223(‘°) A2231(‘°)
A1211(°°) A1222(‘°) A1233(‘°) A1212(‘°) A1223(°’) A1231(‘°)
| Aln(@) Ala(®) A33(@) Ab®) Aly(©) A3 (®)
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Les relations IV-35 a IV-40 et la résolution du systéme IV-41 permettent
ainsi d'obtenir les composantes du tenseur complexe de localisation des
contraintes dans l'acier. L'utilisation de la relation IV-25 permet d'obtenir les
composantes du tenseur complexe de localisation des contraintes dans le
polymere.

I1-6 Expression des tenseurs de localisation des déformations globales:
a*(jy) et BP*(jo)).
Par une démarche similaire a celle présentée en II-6, les composantes des
tenseurs B2*(jw) et BP*(jw) sont obtenues :

La relation IV-32: eﬁ(p) = efl”;(p)se réécrit compte tenu de IV-33 et de
la linéarité du comportement

Buu(P) I111] =0
en complexe: Bllg(m) Bllg((’)) I111J 1V-42
Blhj(m) Bllu((‘)) 0 IV-43

A * * . a*
de méme: £5,(p) = €5,(p) devient: Bij(P) - Ipp;i =0
en complexe: B221J(0)) B221J(°)) 12211 IV-44

B;(®) = BJyii(®) =0 IV-45

* * ,./ : ar
et:  €),(p) = €],(p) se réécrit:Bp;(p) - [19;;=0

en complexe: B?le((o) = szu((o) = 112ij IV-46
ij((o) Blzu(“)) 0 IvV-47
Les conditions en contrainte II-28 écrites sous la forme IV-30 (en terme

de localisation des déformations) se raménent compte tenu de la linéarité du
comportement, 3 un systéme en écriture complexe, de 36 équations 2 36

inconnues: [N(m)] [T (0))] [E((o)] IvV-48



[N@)}=

avec .

[Ew)=| ® Ey()

avec:

Re Ny, (o),
Nj1(w)

NZIG(’)).

%k
Re{Ny;(jw)] -

x*
R N31(i0))= -

N;10°’)J

* . _ a¥ . p* .
N;;(0) = (1-f)czz33(G0) + fez335(j0)

Tm N} 1 Go)
Re|N| ()
Njy Go)
Re| N, (o),
N3y o)

*
R N3l(im)J
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Ntz(i‘”) =2 [(1'3032230‘0) + foB, ()
Ny3(o) =2 [(1-f)c§§31(jm) + fcD35,(jo) *
Np1G) = (1-6)c3333G0) + ef335(0) = Ny ()

* _ a* . p* .
N%3(]a)) = 2[(1-Dc533,(0) + feby5 (o),

N3;(w) = (ljf)°§1‘33(j"3) + £cB] 33(0) =_Nf3(i<°>

* . a* . p* .
N3,(jo) =2 (1-0)c3123(0) + fe3153(0),

Na3(©) = 2[(1-D031 3G + b G0)

= * 1
R Eu(i(o)_

* .
E (o))

%

E;; (o))
RelE3; (o),

* .
E3;Go),

Ep 1) = (1D [&5,,G0) - o3y Go)

R E ()
E;,()
Re|Ey,(jo)
Ejn(o)
Re| E3,(jo)
Ex()

:le‘zoo». mN}yG0)| RAN}3G@)| -Im{Npy60)

NipGo)| ReNppGe)] mNpsGe)| ReNjsGo)

Re{Njy(0) -ImNpy(w)| Re{Nps(e))] -Im{Njs (o)
NyGo)| RNpG)] ImNps6e)]  ReNG;Ge)
N3y(o)| -IMNyGo)| ReNyGw)| -ImNasGo)
N3p(o)] ReN3(Ge)| ImNysGw)| ReNjsGo))

%
= N23(im)

ReE[3(0)| ReE(0)]| ReE;s(®w)]| ReE;q(io)
EppGo)| Ej (o) ImEjsGe)| ImE;gGo)

RYEj3(0)| ReEy(w)| ReE;s(e)] ReEpg(jo)
Exo)]  ImEsGe) ls}s(iw)] E240)

RelEs(j0)) ReEs ()] ReEss(w)] ReEsqio)]
E;3(ico)4 E§4(ico)_ E}':s(ico)J E§6(im)_ |

E’;z(i‘”) = (1-f) [ngzz(im) - c§32,()
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E13(1‘°) = cBy33®) :
E14Gi0) = (10 |65 15G0) - 3510

Els(l“)) = °3323(1‘°)

5160‘0) = cB331G®) .
Ey1Go) = (1 f)(‘:2311(1"’) °2311(l‘°)
E§20w> = (1) [B3,(j0) - €335,
5;30‘0) = cBy3(jw) = Ers(i“)) _
E;4(i‘°) = (1) |B315(j0) - c33,(j0)
Ezs(l")) = °23230‘°)

E26(J(°) = °2331(l‘”)

E31G®) = (1) °I3)111(j“’) Cg’;u(j“’)]
Ezz(i“’) =(1-) 031220‘0) ¢3122i®),
E330‘°) = cf 33(i®) = E16(J(°)
B346) = (10 [¢5],00) - ¢§7100)
E350‘°) = 0312300)) E26(J(°)
E36((®) = 8131w

B3311(‘°) B3322(‘°) B3333(‘°) B3312(‘°) B3323(‘°) B3331(‘°)
B3311(‘°) B2322(‘0) B3333(‘°) B3312(°’) B2323("’) 33331("))
(@) = 32311(‘0) 32322(‘0) Bz333(‘°) B2312(‘0) Bz323(‘°) 32331(‘”)
32311(‘0) B2322(‘0) 32333(“’) B2312(")) 32323(‘”) 132331(“))
33111(0’) B3122(‘°) B3133(‘°) 33112("’) 33123(‘”) B3131(‘°)
B3111(@) B3jpy(®@) B3 5() B3112(®) B3jp3(0) B313,(®)

Les relations IV-42 4 IV-47 et la résolution du systéme I'V-48 permettent
ainsi d'obtenir les composantes du tenseur complexe de localisation des
déformations dans I'acier. La relation IV-26 permet d'obtenir les composantes
du tenseur complexe de localisation des déformations dans le polymeére.
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* o * . P
Remarque : les tenseurs de localisation B* (jo) et BY (jo) peuvent également
étre obtenus a partir de la relation IV-11:

* *'1
C* (o) =S (jo)
& o (rjo)B (rjo) = s Ljo)A (njo)

II-7 Tenseurs des modules et des complaisances équivalents

Les composantes des tenseurs complexes équivalents s'écrivent en
fonction des composantes des tenseurs de localisations :

eq* .. * . * .
. Cijmn(l(')) = Cijk](l',J(D)Bklmn(r,J o)
a¥* .. a* . p* /- p* .
= 6511 (@)By iy () + (1-0)cj (B, (0)

= £|c® o) - cPr0) | BE (o) + e
ijkl ijkl klmn ijkl klmn

& Cil (@) = f[cgl'd(m) i cifj’l;l(m)]B;mn(m) _f [c;‘};l(w) i cgl:l((o)] B ()

+ cgkl(m)lklmn IV-49

et Chny(®) = f[c%l:l((o) i cilj?l;i((o)} B (@) + f[cf‘jl'd(m) i cilj’l'd(o))] B (@)

+ cilj’-kl(m)lklmn IV-50

eq* . * . * .
¢ S}Jmn(](o) = Sl_]kl(r’-'m)Aklmn(r’Jw)
ax ,. a* . p* /: p* .
= 1511 0©)Aimn(©) + (1-Ds{jq(0) Ay (©)

* . * a* | *
=f [s%kl(]m) - sfuG m)] Aggnn(®) + 8BGOy

oS (@) =f [sg;d(m) - s};,;l(m] Agn(®) - £ [si}ﬁ(w) : Silj?l'ci((’))] Aldn(®)

+s5a(@)ygmn IV-51
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et Sfy(@) = f [s?jl:l(o)) i sgl;i(m)] AL (@) +f [sgl'd(m) i sgl;l(co)] AL (@)

+ sgkl(m)lklmn IV-52

Remarque : Cette approche permet d'obtenir les caractéristiques
complexes d'un matériau viscoélastique linéaire non
vieillissant anisotrope équivalent 4 un matériau sandwich
constitué de 2 matériaux viscoélastiques linéaires non
vieillissants homogénes anisotropes soumis a des sollicitations
harmoniques de membrane.

Cas de l'isotropie des matériaux constituant le sandwich :

les matrices [M((z))], [D(o))], [N(m)], [E(m)] se simplifient :

M, (jo) = MI3(j(o) = Mj,(j0) = M,5(j0) = 0
le(im) = Miz(j(’))
My, (w) = My (o)

d14(1‘°) d31('°’) d150‘°) d16(](°) d24(1‘°) d3(0) =
d25(]0)) d26(1(o) d33(|(o) d35(1co) d36(_|m) 0,
Qi) = dy,Go),

d3G0) = dj3Ge)

N12G®) = Ny;(@) = Ny3(io) = Naj(0) = Nag(j0) = Nay(j0) =0

511(-1‘0) Elz(J"’)
E140"")-5150‘”)-1516(1“")-]321(J“’)-Ezz(l“‘))-13230"’)-1324(1(‘0)-
Ezsﬁm)—EnUm) Esz(l"’) E33(1"") 5340‘0) -E35(l‘°)-
E(i®) = E, 5(j00)
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1+v (]0)) v

avec: 8, ,(0) = —1— S1122(0) = Om)’sil*zu(j‘o)-
(10)) E (o) E (Jw)

E (o) 1-v *(jm)] E” Gy (jo)

T1G®) = i) = ’
C111Vo [1+v (J(D)Hl vl 00))] ‘11229 [1+vi*(im)][l-2vi*(j(0)]
°i1*212(j‘°)“[_1E_0:)')q
+V (V)

(avec i = a: acier, p:polymere)

Dans ce cas, les tenseurs de localisations des contraintes et des
déformations se simplifient :

A11120‘°) A11230‘°) A1131(J°’) A2212(1‘°) Ayp3(®) =
A2231(l‘°) A12110‘°) A1222(J°°) Al233G0) =
A1223(1‘°) -A1231(1‘°) =

A2211(J°3) A1122(J‘°)

Axpa(io) = A} )

133312('“’) B3323(J‘°) B33310‘°) 323110“’) =

132322(1‘0) 1323330"3) -32312(1“’) B2331(1"0) = B31110(‘))

= B3122(1‘°) = 33133(1“)) B3y 12®) = B3123(1"’) 0

B33220‘°) B3311(J‘°)

B303(®) = By3,(G®)

Les tenseurs des modules et des complaisances complexes équivalents

s'écrivent alors sous la forme matricielle en fonction de 5 composantes
indépendantes (cas de l'isotrope transverse) :
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G0 i) i) 0 0 0
it Cifuio) © 0 0
[ = Cgg;ﬁm)c“l"‘o () g 2
1212
symétrie Cigiz(im) 0
CitlaGo - Ciizato)

] IV-53
SH1G® SihGo) $iTaie 0 0 0
SiLG® Sihe 0 0 0
SRCORE. 0 0
[5G = $ST.G) O 0
symétrie SHRD 0

ST 116) - 8355500

.
IV-54

II-8 Conclusion

La loi de comportement d'un matériau viscoélastique linéaire non
vieillissant homogene anisotrope et isotrope transverse équivalent i un
matériau sandwich microhomogene soumis a des sollicitations harmoniques
macrohomogene (en particulier de membrane) a été identifiée en fonction des
caractéristiques de l'acier, du polymeére et de la géométrie (fraction
volumique).

Une partie de la matrice de la relation III-38 du chapitre III est ainsi
identifiée. Pour le cas de sollicitations harmoniques de flexion ol les champs
de contraintes et de déformations ne sont plus comme dans le cas de
membrane, homogenes par couche, il convient d'évaluer les parameétres d'une
autre maniére.
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III Evaluation des parametres spécifiques au cas de la flexion
harmonique.

I11-1 Hypothéses

Hypothéses de comportement:
- acier : élastique linéaire homogene isotrope.
- polymere : viscoélastique linéaire non vieillissant homogene
isotrope.
- le sandwich : viscoélastique linéaire non vieillissant isotrope
transverse.

»

hypothéses sur le champ de déplacement:
dans chacune des couches (i), le champ de déplacement s'écrit:
i* . *
U (X,y,Z,j0) = 2y, (X,j0)

1* . * .
\ (x,y,z,J(o)=Z\|!y(y,J(0)
W (X,y,2,j®) = W (X,j0)

Les conditions aux interfaces en terme de déformation (IV-31) sont
respectées.

II1-2 Expression des modules de flexion complexes équivalents dans
le plan de la plaque homogene équivalente a la plaque sandwich.

. * . * . . * .
Les moments de flexion M’ x(jo®), M ®) et de torsion M xy(jO)
. " y y
s'écrivent (par unité de longueur) :

t* . (b2 .

M, (o) = J oxx(r,J(o)zdz
t* . (b2 o

My (jw) = S ny(r,_](n)zdz
t (b2 &

Mxy(J(o) = Jun oxy(r,J(o)zdz

soit en tenant compte des lois de comportement de 1'acier, du polymére et du
champs de déplacement:
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3 p3 pT - 30 p
. a b -h . | * .l h-h « . h
My () =| Q174 11109) 75 \I’x'x(l“’)' Qi 55—+ Ainli® 15

\v;,y(iw)

3
. p | . p’
My () =| Q175 — K h + me(l“’) : ‘Vy,y(i“’) | Q25— i h s Qfintors ] 7| Vx I

vy o) + w"‘y,xo'co)]

3 p *
M;y(]w)__[QIZIZ 1; +Q11)212(i°’)'—

en identifiant ces 3 derniéres relations avec les formules IT11-42, 1I1-43 et
MI-44 du chapitre III, il vient:

¥ () =-| Qi — —+ Qunl®) 7 IV-55
3 3 p
E3
8 (jo) = 1 [Q?mh 5 + Qi) %} IV-56
Y ()
* . _1 a 3 3 hp
% (o)== Qi Q1212(J°’)—1'2— Iv-57
a
avec: Qfyy = —2— , Qi G0) = ———09)—"
1- v 1-vP* (_](0)
a _v3EY AP* . -vP(jo Ep 0
Q2 = 5 » Qq122(0) = (o)f Ga),
1-v2 1-vP* (10))
a p* ..
E" (jo)
Q12 = , Q5 pi0) = ——12
1212 7 1212 v G0)
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ITI-3 Expression de la masse volumique équivalente :

La masse volumique de la plaque homogene viscoélastique linéaire non
vieillissante isotrope transverse équivalente a la plaque sandwich, est obtenue
par la relation de moyenne des masses volumiques pondérées par les fraction
volumiques :

p= m — ma + mp
v v
_m?v? mP P
vt v VP v
= p*f + pP(L-f) IV-59
MI-4 Expressions des coefficients correctifs k1* - ko*

Les effets du cisaillement transverse sont pris en compte par une
formulation basée sur la théorie des poutres de Timoshenko [33] qui a été
étendue au cas des plaques isotropes par Reissner [34,35] et Mindlin [36] et au
cas des plaques anisotropes par Chow [31].

Le comportement transverse est déterminé par 2 constantes : k1* (p) et
k2* (p). Ces constantes sont définies de la méme fagon. Les calculs présentés
ici sont ceux qu'ont développé Chow [31] et Vinh [50].

Le principe de calcul d'une constante est d'identifier I'énergie de
cisaillement lorsque la contrainte de cisaillement transverse est homogene dans
les couches (mais continue aux interfaces) a I'énergie de cisaillement lorsque
la contrainte de cisaillement transverse est supposée homogeéne pondérée par le
coefficient correctif cherché.

III-4-1 Expression de k1* (p)
III-4-1-1 Contrainte normale :
On suppose que la contrainte normale dans le sandwich (qui n'est plus

homogeéne comme ‘dans la partie II) 6¥xx(x,z,p) s'écrit de la méme maniere que
dans le cas unidirectionnel :
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0' xXo z,p) = M x,p )—EQ&L(Zi)E IV-60 »

D11(P)

* h2 2
avec: Dy,(p) = ] . cxxxx(z,p)z dz

III-4-2-1 Contrainte de cisaillement transverse 6*x(X,Z,p):

La contrainte de cisaillement est obtenue a partir des équations
d'équilibre en l'absence de l'inertie rotationnelle qui est négligeable vis a vis de
l'effet du cisaillement transverse [30]:

* Z %
0,,(X,2,p) = - f " O (X.6:P) d§ IV-61

en remplagant IV-60 dans IV 61, il vient :

oL (%,2p) = -M, (,p) gl(z’p) IV-62
D11(P)

. &
avec: g,(z,p) = - f " Coxx(&PIE dE

notons que IV-62 vérifient les conditions aux interfaces IV-28.

ITI-4-1-3 Energie de cisaillement transverse

Compte tenu du fait que 'acier et le polymere sont isotropes, I'énergie
de cisaillement par unité d'aire:

h2 |, .
fh/Z 0, (X,Z,p) Yy(X.Z,p) dz

s'écrit compte tenu de IV-62 :
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2
t* h/2 2 v

My xp) | :

[ . g, (2P) 4 IV-63

2
D@ J-h2 mz‘z’p)

I1-4-1-4 Energie de cisaillement transverse d'un matériauV.E.L.N.V.
équivalent isotrope transverse avec prise en compte du coefficient
de correction .

, L'énergie de cisaillement par unité d'air s'écrit encore compte tenu de la
définition du facteur correctif (III-2 du chapitre précédant).

b2, *
fh/Z 0,,(X,Z,p) Yy ,(X,2,p) dz

’sz(x z,p) dz

{

N (X,p) fh/z

* %k
= Nxz(x9p) rxz(x’z’p)

)
N, ,(x,p)

K, (A, (P)

avec, dans le cas d'une poutre en statique (équation II1-49) :

* t*
N,,(x.p) = M, (x,p)

finalement 1'énergie de cisaillement s'écrit :

t* 2
[Mx (x,p) x ]

< : IV-64
1(l(p)szxz(p)
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III-4-1-5 Expression de k1* (p)

En identifiant IV-64 a IV-63, il vient ;

o 2
.D11(P)]

r11/2 2 IV 65
‘%tzxz(p) gl (Z’p) dZ

*®
b2 CyzxAZ:P)
-1

k,(p) =

—

avec. pP)=
XZXZ / h/2

%k
SXZXZ(Z ’p) dZ

II1-4-2-1 Expression de k2* (p)

Selon la méme démarche, k2™ (p) est obtenu. Et compte tenu de la
symétrie par rapport a l'axe z, il vient :

k2* (p) =k1* (p) =k* (p)

Ainsi, les parametres de la flexion sont identifiés. Pour les obtenir dans
le cas de sollicitations harmoniques, il suffit de remplacer dans les calculs : p
par jo.

IV Conclusion

L'étude présentée dans ce chapitre a permis d'identifier les
caractéristiques de la loi de comportement (relation III-44 du chapitre III)
d'un élément de plaque viscoélastique linéaire non vieillissant homogéne
isotrope transverse équivalent 2 un matériau sandwich soumis & un chargement
harmonique de membrane et de flexion.

Cette loi de comportement permettra une étude d'une structure en
matériau sandwich a partir d'un code de calcul d'une structure viscoélastiques
linéaire non vieillissante homogeéne isotrope transverse. 11 s'agit maintenant de
valider cette loi de comportement en particulier dans le cas de la flexion.
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CHAPITRE V APPLICATION AU CAS DE LA FLEXION
OBERST ,

I Introduction

Le L.E.D.E.P.P est équipé d'un appareil de flexion Oberst. Cet appareil
permet de visualiser la courbe de résonance d'une éprouvette (en forme de
poutre) en flexion, en fonction de la fréquence.

L'exploitation de cette courbe, permet de calculer I'amortissement de
I'éprouvette aux fréquences de résonance.

_ L'éprouvette étant placée dans une enceinte thermostatée, les résultats
sont obtenus en fonction de la fréquence et de la température.

Cet appareil a permis d'obtenir I'amortissement de poutres sandwich de
différentes géométries, constitué du polymere F13' (présenté au chapitre II).
Les résultats sont présentés dans ce chapitre.

De nombreuses études ont été menées afin de prédire 1'amortissement
d'une poutre sandwich. Cependant, aucune n'a proposé de résoudre le
probléme d'une poutre homogene équivalente a une poutre sandwich en flexion
avec prise en compte des effets de cisaillement transverse et de l'inertie
rotationnelle.

Dans ce chapitre, 'équation du mouvement de flexion d'une poutre
homogeéne viscoélastique linéaire non vieillissante isotrope transverse
équivalente 2 une poutre sandwich, est établie a partir de I'équation III-56. La
résolution de cette équation dans le cas de la flexion Oberst conduit a la
simulation de la courbe de résonance et de 'amortissement.

Récemment, L.Blanchard [73] a simulé la flexion Oberst d'une poutre
sandwich par des calculs effectués par la méthode des €léments finis. Son
approche consiste 3 créer un €lément fini incorporant les 3 couches. Chacune
des couches est supposée avoir un champ de déplacement de type Mindlin
(différent dans les 3 couches) avec prise en compte des effet de cisaillement
transverse et de 1'inertie rotationnelle. »

11 a mené une étude paramétrique de 1'amortissement d'une poutre sandwich en
flexion Oberst. Cette étude a été reprise dans 1'approche développée ici.

La comparaison entre les résultats issus des simulations et ceux issus des
expériences ou de la littérature est présentée dans ce chapitre.

II Présentation de la flexion Oberst - Mesures d'amortissement

II-1 Dispositif expérimental
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Une éprouvette est encastrée 3 une extrémité et soumise a l'autre a des
vibrations forcées allant de quelques Hertz 2 1600 Hertz environ. Ce dispositif
est placé dans une enceinte thermostatée (figure 1).

enceinte thermostatée
1

générateur
| . de signaux

2
/El /ﬂ mplifilcateur |

eprouvette ecran
pro [HOI

7 7
capteur di exitateur f
déplacement F(f) -
amplificateur x(f)
1

H(f)= x(F/F(f)

figure 1 : appareil de flexion Oberst

La courbe de reponse (dite courbe de résonance) qui est le module du
rapport: déplacement (en transformée de Fourrier) sur la force imposée (en
“transformée de Fourrier), en fonction de la fréquence, est visualisée a 1'écran.

II-2 Mesure de I'amortissement
Expérimentalement, 1'amortissement (1) est obtenu en calculant le

rapport: largeur 3 mi-hauteur de la courbe de résonance (Af) sur la fréquence
de résonance (fo) (figure 2-a) [71].

figure 2-a : courbe de résonance au voisinage
d'une fréquence de résonance
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n=4f V-1
fo :

avec :Af: largeur A mi-hauteur de la courbe de résonance, c'est la

grandeur mesurée aux amplitudes A = A / 21/2 de la courbe
de résonance.
(A = Ag - 3 dB en échelle décibel)
Ao : amplitude de résonance.
fo :fréquence de résonance

Ce résultat repose sur le fait que le systeme étudié est considéré comme
un systéme linéaire 2 un degré de liberté schématisé figure 2-b.

figure 2-b : systtme amortissant: masse, ressort, amortisseur

I'amortissement de ce systéme : M = Q.1 = c/km est obtenu par la formule
(V-1) (voir par exemple [72]) avec f1 et f2 qui vérifient 1'équation :

|H(f)|2 = %I}{(fo)l2 en supposant:

/4 km << 1
n<<l1

Le systéme 2 1 seul degré de liberté ne donne qu'un pic de résonance
alors qu'en réalité il y en a une multitude. Le systtme devrait contenir une
multitude de systéme de type de la figure 2-b. Dans ce cas, la formule (V-1)
n'est plus valable.

Néanmoins, si le couplage entre les différentes masses est faible tel que
le mouvement d'une masse n'influence pas celui des autres, alors la formule
(V-1) reste utilisable [72].
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III- Equation du mouvement d'un poutre sandwich en flexion
harmonique :

La poutre sandwich est identifiée 2 une poutre viscoélastique linéaire non
vieillissante isotrope transverse homogene.

L'équation du mouvement de cette poutre équivalente est déduite de
I'équation du mouvement (III-57) de la plaque homogene viscoélastique
linéaire non vieillissante isotrope transverse en négligeant les effets selon I'axe
y (Figure 3).

P

y A *

X £ G0), G (o), p®. 1

AN

figure 3 : poutre homogene viscoélastique linéaire
non vieillissante en flexion Oberst

eq* a“w*om x) 2 * °q21 4 %
E™ (o)l ——5 - p% IS w (jo,x) + - *p 0w (j0,X)
ox G (jo)k (jo)
O 2 .
N pe *IE *00)) 1| @ w (;,x) -0 _
G (jo)k (o) ox

1l s'agit de I'équation de Timoshenko [33] réécrite dans I'espace des nombres
complexes.

avec: Eeq*(im): module de flexion complexe équivalent,
G:q*(io)): module de cisaillement complexe équivalent,
k (jw): coefficient correctif complexe de Timoshenko,
p®d: masse volumique du matériau équivalent,
I : moment d'inertie du matériau équivalent,

*
w (jo,x): déplacement transverse.

Ces caractéristiques ont été établies au chapitre précédent. En négligeant les
effets selon l'axe y :
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3 .p3 p3
B o) = B* BB 4 B o) B .
h h>
D R
* %k
6% Gw) Gh G (o)h
a,d _p P
et : p<°,q=ph+p h ,
, n
I=bh>/12 X
eq*
x EY (o)1
R
W2
he | P
12 G @

IV- Résolution de I'équation du mouvement de la poutre
équivalente en flexion Oberst.

La solution de 1'équation V-2 s'écrit sous la forme suivante (séparation

des variables):

W' (0.x) = W, (Jm)eB Geoyx/ V-3

avec w; (jw): amplitude complexe

: j): nombre d'onde complexe
B; G P

en remplagant V-3 dans V-2, I'équation caractéristique est obtenue :

x4 * " %2 * 5 *
B (w)+T (i(o)ul[1+u2(i(o)]|3 o)+ T (jo))[ulu2(j(o) - 1] =0

® pSl4

avec: T*(ja))— I -
q
(Jco)
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les solutions de I'équation caractéristique sont :

| 12
[3’;2 o) =L|-T Gl + u;(jm)]ul +[ *Z(jm)uﬂl i u;(j(o)]z + 4T*(im)} }

1\ oy

| 12
TR PN A [*2. . P ]
B, (o) = 5 -T Qm)[l + uzga))]ul -\ T (J(O)U%{l - uz(_;(o)] + 4T (jo)
en remplagant dans V-3, la déformée s'écrit sous la forme :

w(0.x) = A*Gm)ch[B’:Qm)xﬂ] + B Go)stl B Goyx/] +
C* Go)cos Bl + D Goysin BGo)xl] V-4

Compte tenu de la relation III-55 reliant w*(j(o,x) a l'angle de

. . * -
cisaillement Wy, (jo,x), on a:

yi(o.x) = AL Go)eHpGwyxA] + B Go)st B, Go)x] +
< G)eodBGem] + D' GosinpyGoxl] V-5

avec: AL(j0) = T GO)A ()
B! (o) = G)B (o)
ClGo) =5 G@)C (0)
Dy (o) = s*Go)D (©)
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2

i) - B; (o) + T:(jm)u;qm)ul
5 18,(jo)

o) = B, (o) + ’*I:*Gw)uz(iw)uL
“3200))

‘ *® * * * . . .
Les constantes A (jo), B (jw), C (jw), D (jo) sont obtenues a partir des 4
“conditions suivantes :

F * . z 2 N t
w (jo,x) = 0: la déformée est nulle a l'encastrement,
* . . . -~ 1
W, (j0,x=0) = 0: le cisaillement est nul a I'encastrement,

%
M; Gox=) =0 \y:(i(o,x=1) = 0: le moment fléchissant est nul &
I'extrémité x =l,

N Gox=D) = - F (o)
oSG ok (o) {w*(ico,x=l)’x : \y:(jco,x=l)] = F (jo) leffort

tranchant est égal a la force appliquée a l'extrémité x = 1

Ces 4 conditions conduisent a :

C*(jw) = -*A*Gco)
D" o) = 5492 B (o)
s (jw)
b = - A"y U9 B1G0)B G0 5" Go)B 5 Go)cos By o)
= (G0) B Go)sHBIGw)] + 1 (0)B; (@il G)
A Go) = - F (o) r (jo) Br(jw)sh{ﬁt(im)hB;&iw)sm[ﬁz(iw)] 1
. Sk (jo) G (jo) X (jo)

avec.
X"y = - oy P10 [B‘(f‘”) : r"'om)} oy 220 {Bz(f‘”) ' s"‘owJ

£ 1 (0) sin[B;(iw)] sh[BI(jw)]
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|32(l(0) 51(103) ot (_]0))] B](l ){Bz(l )+s*(jm)H R

+ COS[Bz(l(O)] b))

s*(j) Bz(lw) [510(’3) r*(]w)] r Qw)ﬁlow) [Bz(lﬁ)) +S*Gw)}
s (jw) 1 1

* . . gve
La déformée w (jo,x) est ainsi identifiée.

V Courbe de résonance - Amortissement simulés

La courbe de résonance ( c.r.) est donnée par l'expression suivante

*

( L)
F (1)

cr(f) = 20 Log

avec X] : position du capteur
f: fréquence

A partir de cette courbe de résonance simulée, il est possible de calculer
l'amortissement aux fréquences de résonances a partir de I'équation V-1. Un
programme informatique a été développé pour simuler la courbe de résonance
et I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion Oberst. L'organigramme
de ce programme est présenté a la page suivante.
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Organigramme de simulation de la flexion Oberst:

Introduction :. des caractéristiques :
- élastique homogene isotrope de l'acier,
- viscoélastique linéaire non vieillissant du polymére
. de la géométrie,
.des conditions expérimentales: température, plage de

fréquence (fmin, fmax) et de la position du capteur (x)
1

f=fmin
1
Calcul des caractéristiques du polymére
]
Calcul des caractéristiques du matériau viscoélastique linéaire

non vieillissant équivalent au matériau sandwich
I

calcul du iéme point de la courbe de résonance: cr(i)

non_ i>2
non oui . oui
PEPY, | ——<cr(1-2)<cr(1-1)<cr(1) ba I
i=i+1 ' recherche de fo et cr(fo)
b
recherche de fl et 2
oui / cr(fo)-cr(f1)-3dB<e \non
cr(fo)-cr(f2)-3dB<e
f,-f
m=-2—1 -
0
]
NN F=fmax H-ou

mise en mémoire des courbes:
- de résonance,

- d'amortissement
I

tracé des courbes:
- de résonance,
- d'mortissement
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VI Applications - résultats

VI-1 Etude paramétrique - comparaison avec les résultats obtenus par
Blanchard [73].

Une étude paramétrique de I'amortissement d'une éprouvette sandwich a
20°C (constitué du polymére M 50) en flexion Oberst a été menée par

Blanchard [73].
La géométrie et les caractéristiques de I'éprouvette sont présentées ci-

dessous :

h'/2
hP
h'/2

- —>- -

1 b

1 =178 mm

b =10 mm

h? = 0,7 mm

hP = 0.221 mm

E? = 2.1 1011 Pa (module d'Young acier)

va = 0.3 (rapport de poisson de l'acier)

pa = 7800 kg/m3 (masse volumique de l'acier)

EP* (jwar): module d'Young complexe du polymere M50 (figures

11,12 du chapitre II) .
vP = 0.45 (rapport de poisson du polymére M50)

pP = 980 kg/m3 (masse volumique du polymere M50).
x = position du capteur =1

Le tableau 1 indique les figures représentant l'influence de différents
paramétres sur les fréquences de résonance et sur l'amortissement.
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La figure 4 montre la courbe de résonance obtenue par Blanchard et
celle obtenue avec la méthode présentée sans cette étude avec les parametres *
ci dessus modifiés (h3=0.8mm et hP=0.05mm) & une température de 20°C.Les
2 courbes sont similaires. C'est 2 partir de ce type de courbe qu'est obtenu
I'amortissement (§ II-2 de ce chapitre).

40 + i : : : : +

207 —a— méthode présentée dans cette étude T
— & -L.Blanchard

0 -4 4

cburbe de résonance (dB)

-120

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600

fréquence (Hz)

figure 4: courbes de résonances

Le tableau 1 indique les figures représentant l'influence de différents
parametres sur les fréquences de résonance et sur I'amortissement.
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sur .
Influence de
les fréquences ' ,
de résonance I'amortissement
E" figure 5 figure 6
h/e = 2hP/m°* figure 7 figure 8
Ep" figure 9 figure 10
GP' figure 11 figure 12
GP et G
avec_ci. = cte figure 13 figure 14
¥
pP figure 15 figure 16
e (= h'/4) figure 17 figure 18

Tableau 1

Ces figures montrent que le modele analytique présenté dans cette étude,
développé 2 partir d'un champ de déplacement simple, mais avec prise en
compte des effets du cisaillement transverse, permet d'obtenir des résultats
semblables 2 ceux de Blanchard (différence < 10 % sur I'amortissement)
obtenus 2 partir d'un champ de déplacement plus complexe mais en utilisant

une voie numérique.
Les figures 5,6,17,18 indiquent une augmentation des fréquences de

résonance et de l'amortissement en fonction de E2 et h2 qui est due a
l'accroissement de la rigidité (é1éments finis) trés coliteuse en temps de calcul.

Les fréquences de résonance croissent alors que I'amortissement diminue
avec Gp' (figures 11 et 12) et Gp',Gp" (figures 13 et 14). Dans le premier cas,
plus le polymere est rigide (Gp' élevé) moins le polymere (donc le sandwich)
amorti.
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Dans le second cas, plus Gp' et Gp" sont élevés, plus le cisaillement (donc
I'amortissement) diminue. *

La variation de Ep" n'a aucune influence signifiante sur les fréquence de
résonance (figure 9) par contre, son augmentation entraine une croissance de
l'amortissement du polymere (formule II-39) donc de celui du sandwich
(figure 10).

Ia masse volumique du polymére n'a aucune influence significative sur
les fréquences de résonance et sur I'amortissement (figures 15 et 16).

Par contre, ceux-ci passent par un maximum en fonction h/e, ce qui
signifie qu'il existe une géométrie donnant un amortissement optimum (figures
7 et8).

L'influence d'autres paramétres (tableau 2) a également été simulée avec
l'approche présentée ici :

sur
Influeﬁce de .
les fréquences \ _
de résonance I'amortissement
v figure 19 figure 20
p? figure 21 figure 22
vP figure 23 figure 24
X figure 25 figure 26

Tableau 2

Les figures 19 et 20 montrent que le rapport de Poisson de l'acier n'a
aucune influence significative sur les fréquences de résonance et sur
I'amortissement.

Le rapport de Poisson du polymére et la position du capteur n'ont
aucune influence significative sur les fréquences de résonance (figures 23 et
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25). Par contre, leur influence se fait sentir sur I'amortissement a haute
fréquence (5¢M€ mode): figures 24 et 26. ,

Plus VP est petit, plus GP* est grand ce qui entraine une diminution du
cisaillement entre l'acier et le polymére d'oti une baisse de I'amortissement.

La masse volumique de l'acier 2 tendance 4 diminuer les fréquences de
résonance (figure 21) et A augmenter I'amortissement (figure 22).

1500 5 &me mod
1350 -: A me mode
1200 /(A
1050 X

5 éme mode

900 ] FAAY
5750 /t(a :
w) -
450 7 A
300 7 PaS Ay
1504 & -
15 TAym et mode ZY\ ler mode
0,0030609 1215 1821
Ea(1011)' E? (1011)
figure 5: influence du module d'Young sur les fréquences figures 6: influence du module d'Young sur I'amorti-
de résonance d'une poutre sandwich en flexion Oberst . ssement d'une poutre sandwich en flexion Oberst.
(A: présente approche) (O: Blanchard, A: présente approche)
1500 ' 77 _
1
1250 6 1
1000 A ~ dememode  ~ 37 :
S 4
N 750 ~
< "\ £ 3
& 500 Al 2 h. - 4 &me mode
250 , 1 Rix
B ‘i A g 1 ermode
A ler mode . . T . .
0  w— ) » I 7 o =
0 10 20 30 40 50 0 10 20 30 40 50
a
we =21 m*) e (=20 /i )
figure 7: influence du rapport h/e sur les fréquences figures 8: influence du rapport h/e sur I'amortisse-
de résonance d'une poutre sandwich en flexion Oberst . ment d'une poutre sandwich en flexion Oberst.

(O: Blanchard, A: présente approche) _ ([O: Blanchard, A: présente approche)
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figure 9: influence de la partie imaginaire du module
complexe du polymere sur les fréquences de résonan-
ce d'une poutre sandwich en flexion Oberst .

( A: présente approche)
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figure 11: influence de la partie réelle du module de
cisaillement du polymere sur les fréquences de réso-
nance d'une poutre sandwich en flexion Oberst .

(3: Blanchard, A: présente approche)
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figures 10: influence de la partie imaginaire du module
complexe du polymére sur I'amortissement d'une pou-
tre sandwich en flexion Oberst.

(: Blanchard, A: présente approche)
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figures 12: influence de la partie réelle du module de
cisaillement du polymere sur I'amortissement d'une
poutre sandwich en flexion Oberst.

(0O: Blanchard, A: présente approche)
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figure 13: influence des caractéristiques du polymere
sur les fréquences de résonance d'une poutre sandwich

en flexion Oberst ([J: Blanchard, A: présente approche)
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figure 15: influence de la masse volumique du
polymere sur les fréquences de résonance d'une

poutre sandwich en flexion Oberst .
(03: Blanchard, A: présente approche)
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figures 14: influence des caractéristiques du polymere
sur I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion

Oberst ([J: Blanchard, A: présente approche)
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figures 16: influence de la masse volumique du
polymere sur 'amortissement d'une poutre sandwich

en flexion Oberst ([J: Blanchard, A: présente
approche)
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figure 17: influence de I'épaisseur de I'acier sur
fréquences de résonance d'une poutre sandwich

en flexion Oberst.
(O: Blanchard, A: présente approche)
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figure 19: influence du rapport de Poisson de l'acier
sue les fréquences de résonance d'une poutre sandwich

en flexion Oberst(A: présente approche).
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figures 18: influence de l'épaisseur de I'acier sur
sur I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion

Oberst ([J: Blanchard, A: présente approche).
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figures 20: influence du rapport de Poisson de I'acier
sur I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion

Oberst ( A: présente approche).
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figures 22: influence de la masse volumique de l'acier

figure 21: influence de la masse volumique de I'acier
sur les fréquences de résonance d'une poutre sandwich sur 'amortissement d'une poutre sandwich en flexion
Oberst ( A: présente approche)

en flexion Oberst(A: présente approche)
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figures 24: influence du rapport de Poisson du polymere

sur I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion

figure 23: influence du rapport de Poisson du polymere
Oberst (A: présente approche)

sur les fréquences de résonance d'une poutre sandwich
en flexion Oberst( A: présente approche)
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figure 25: influence de la position du capteur sur les figures 26: influence de la position du capteur sur
fréquences de résonance d'une poutre sandwich en I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion
flexion Oberst( A: présente approche) Obers(A: présente approche)

VI-2 Etude paramétrique - comparaison avec les résultats expérimentaux.

VI-2-1 Sandwich F13' ("0,35/0,05/0,35")

Une premiére campagne d'essai de flexion Oberst a été menée sur un lot
de 10 éprouvettes sandwich (prélevées dans une méme plaque) constituées du
polymere F13' (figures 13,14,15 du chapitre II). Ces essais ont été réalisés
pour différentes températures.

Un relevé des épaisseurs des parements d'acier et de la plaque sandwich
avant découpe a permis d'obtenir le tableau de mesures suivant:

€paisseurs moyenne de la plus | moyenne de la plus
. moyenne petite des 10 grande des 10
matériau éprouvettes éprouvettes
acier  0.695 mm *
(2 parements) |5 um (écart-type] 0.6884 mm 0.7034 mm
0.047 mm =+
polymére 8 um (écart-type] 384 pm 56.3 um

tableau 3: relevé des épaisseurs



Pour chaque éprouvette, 2 chaque température, I'amortissement et la
fréquence de résonance correspondante ont été relevés. L'ensemble de ces
résultats a permis d'obtenir un amortissement moyen pour une fréquence
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moyenne a chaque température.

Ces expériences ont été simulées grice au logiciel développé dans le
cadre de cette étude. L'imprécision sur les épaisseurs mais également celle sur
le module d'Young de l'acier et la modification du module complexe du
polymére due a la mise en sandwich ont été prise en compte dans les
simulations. Ces parameétres sont les plus influants sur 'amortissement et la

fréquence de résonance (voir I'étude précédente VII).
Le tableau 4 indiquent les caractéristiques utilisées dans les calculs.

moyenne minimum maximum
colonne A colonne B colonneC
longueur des éprouvettes 178 _ _
(1) en mm - -
largeur des éprouvettes _ =
(b) en mm 10 -
position du capteur 40.5 _ =
(x) en mm
11
E”en Pa 210 " 1710 ! 2,110
v?2 0.3 _ =
P* figures 13,14,15| EP"-10% EP; 10%
ET (oar) chapitre II P+ 10% EP+10%
v P 0.44 = =
p Pen kg/m 3 980 = -
p aiss?r‘;’n‘:)“ polymere 16,047 0,0384 0,0563
épaisseur de l'acier 0,695 0,6884 0,7034
(mm)

tableau 4: caractéristiques utilisées pour les simulations
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Le tableau 5 indique la légende des courbes d'amortissement, a différentes
températures, expérimentales et simulées présentées sur les figures 28 a 34.

= f(fréquence de
amortissement résonance)

moyenne (+ ou-)écart - type | correspondante
sur la fréquence

a: expérience

moyen A : simulation
' J + (+ écart-type ) et
(+ou-) Ecart-type ((_ éeart.t y[; )?
sur I'amortissement x exy'%rie.nce
maximal »: expérience
0O: simulation
= : expérience
minimal O : simulation

tableau 5: 1égendes des figures 28 a 34

La figure 27 montre 'évolution de I'amortissement du polymere F13' en
fonction de la fréquence pour différentes températures. Les courbes de cette
figure sont tirées de la courbe maitresse présentée au chapitre II (p 43).

0,6
= 0.5 ,
_._.D— - O,
g 10°C
g —#— 20°C
§ 04 —4&— 30°C
o

0000y
mmDTDGMJ
0,2 i 2 2 s - 2 2 .
0 250 500 750 1000 1250 1500
fréquence (Hz)

figure 28: évolution de 1'amortissement du polymere F13' a différentes
températures.
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figure 28: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence a -10°C (a, +, x, m: expériences; A, L: simulations)
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figure 29: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence a 0°C(a, +, x, m: expériences; A, O : simulations)
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figure 30: évolution de 1'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence a 20°C (a, +, x, m: expériences; A, O : simulations)
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figure 31: évolution de 1'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence 2 25°C (a, +, x, m: expériences; A, O : simulations)
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figure 32: évolution de l'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence a 30°C (a, +, x, m: expériences; A, [J: simulations)
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figure 33: évolution de 'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence & 35°C(a, +, x, m: expériences; A, O : simulations)



116

0,00 +— . . R . . . .
0 200 400 600 800 10001200 1400 1600

fréquence (Hz)

figure 34: évolution de 'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence a 40°C (a, +, x, m: expériences; A, O : simulations)

Ces figures montrent pour chaque température une dispersion de
mesures relativement importante due aux irrégularités d'épaisseur des
éprouvettes. D'autre part, 1'accord entre expérience et simulation est correct
entre -10 et 40°C.

Aux faibles fréquences, la cohérence du signal est inférieur 2 1 ( une
valeur de 1 correspond a une bonne qualité de mesure) ce qui donne une

Les caractéristiques du polymeére n'étant pas connues au dela de 40°C (le
principe de superposition étant limité pratiquement 2 un domaine de
température de Tox 40°C), il est impossible de comparer les résultats au
dessus de cette température.

Aux températures de -10°C et 0°C, le 6éme mode n'a pu étre retrouvé
par les calculs avec les caractéristiques moyennes et maximums: les fréquences
de résonances se situant au dela de 1600 Hz. Par contre, il a été obtenu avec les
caractéristiques minimums.

Les points isolés donnés par les calculs a 20°C,550 Hz et 4 25°C,525 Hz
ont été obtenus avec les caractéristiques minimums. Avec les caractéristiques
maximums, la courbe de résonance est tellement aplatie qu'il est impossible
d'obtenir I'amortissement.
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A 35 et a 40°C, I'amortissement avec les caractéristiques maximums n'a
pu étre obtenu pour le troisiéme mode pour la méme raison. '

A 30°C, au 3éme mode, la fréquence de résonance obtenue avec les
caractéristiques moyennes est supérieure a celle avec les caractéristiques
maximums. Le rapport épaisseur du polymere sur celle de l'acier est tel qu'une
augmentation de ce rapport entraine une diminution de la fréquence de
résonance mais une augmentation de I'amortissement (voir les figures 7 et 8 de
I'étude paramétrique du paragraphe précédent).

A 40°C, les points expérimentaux du 4éme mode n'ont été observé
expérimentalement que pour une seule éprouvette, alors que ceux du Séme
- mode n'ont été obtenus que pour 5 éprouvettes. Ces points n'ont pas été
obtenus par calculs, la courbe de résonance étant trop aplatie..

Il est a2 noter que le maximum d'amortissement est obtenu pour une

température d'environ 30°C alors que celui du polymére seul, jusqu'a 300 Hz,
se situe 2 20°C. Ce décalage a également été observé par Mizumacki [74]
(sandwich avec des parements d'aluminium) et par Bourahla [75]. Ce dernier
explique ce décalage par le traitement chimique ou électrochimique de la
surface de l'acier en contact avec le polymere. Mais si l'on regarde le modéle
de Maxwell généralisé (chap. II, § III-11-1), le rajout de ressorts (apport d'un
matériau élastique tel que l'acier) modifie la partie réelle mais aussi la partie
imaginaire (formules II-44 et II-45) du module complexe, donc modifie
I'amortissement en amplitude mais aussi en position (en war).
D'autre part, l'amortissement du sandwich est dii aux caractéristiques du
polymére mais également au cisaillement qui est relié directement aux
parements d'acier. Il n'est donc pas étonnant qu'un sandwich ait un maximum
d'amortissement décalé par rapport a celui du polymere.

VI-2-2 Etude paramétrique du sandwich F13': influence des épaisseurs d'acier
et de polymere.

Une seconde campagne d'essai de flexion Oberst a été menée sur 3
éprouvettes sandwich constituées du polymeére F13' avec différentes épaisseurs
d'acier et de polymere.

Les épaisseurs ont été relevé tout le long des 3 éprouvettes. Le tableau 6
regroupe ces mesures:
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éprouvette éprouvette éprouvette
350/35/35 350/60/350 700/50/700
épaisseurs | acier |polymere| acier Ipolymére acier |polymere
moyenne
(mm) 0.702 | 0.032 0.702 | 0.062 | 141 |0.047
¢cart - type| 3, . . 1.07 . 6.38
(um) 3.12 4.35 1.88 1.5

Les figures 35 a4 48 montrent les résultats expérimentaux de l'influence des
épaisseurs de polymere (figures 35 a 41) et d'acier (figures 42 a 48) sur
I'amortissement en fonction de la fréquence a différentes températures. Les
points de I'éprouvette "350/50/350" sont les points moyens présentés sur les

tableau 6: relevé des épaisseurs

figures précédentes (28 a 34).
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figure 35: influence de 1'épaisseur de polymére sur I'amortissement a -10°C

(m: 35 pm, O:50 pm, «:60 pum)
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figure 36: influence de I'épaisseur de polymére sur I'amortissement a 0°C
(m: 35 um, 0:50 pm, +:60 pm)
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figure 37: influence de 1'épaisseur de polymere sur l'amortissement a 20°C
(w: 35 um, 0:50 um, «:60 pum) |
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figure 38: influence de 1'épaisseur de polymére sur l'amortissement a 25°C
(w: 35 um, 0:50 pm, +:60 um)
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figure 39: influence de 1'épaisseur de polymére sur 'amortissement a 30°C
(m: 35 wm, 0O:50 pm, «:60 um)
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figure 40: influence de 1'épaisseur de polymére sur l'amortissement a 35°C
(w: 35 pum, 0:50 pm, +:60 pm)
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figure 41: influence de 1'épaisseur de polymere sur l'amortissement a 40°C
(m: 35 um, 0:50 pm, «:60 um)
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figure 42: influence de 1'épaisseur des parements d'acier sur l'amortissement a
-10°C(3: "350/50/350", A: "700/50/700").
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figure 43: influence de 1'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement a
0°C (O: "350/50/350", A: "700/50/700").
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figure 44: influence de 1'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement a
20°C(0O: "350/50/350", A: "700/50/700%).
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figure 45: influence de 1'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement 2
25°C(0O: "350/50/350", A: "700/50/700").
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figure 46: influence de 1'épaisseur des parements d'acier sur l'amortissement a
30°C(0O: "350/50/350", A: "700/50/700").
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figure 47: influence de I'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement a
35°C(0: "350/50/350", A: "700/50/700™).
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figure 48: influence de 'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement 2
40°C(L: "350/50/350", A: "700/50/700").

Les courbes avec les éprouvettes "350/35/350"; "350/60/350" et
"700/50/700" ont chacune été obtenue avec une seule éprouvette. Il n'apparait
donc pas les dispersions dues a la géométrie. La courbe "350/50/350" étant
celle des points moyens de 1'étude précédente.

Par conséquent, comme les courbes sont proches les unes des autres, il
est difficile de tirer des conclusions sur l'influence des épaisseurs sur

I'amortissement, alors qu'une augmentation de ces épaisseurs entraine une
augmentation des fréquences de résonance.

Toutefois, les figures 35 a 41 tendent 3 montrer qu'une augmentation de
I'épaisseur de polymere entraine une augmentation de 'amortissement: plus il
y a de matiére amortissante (épaisseur de polymeére plus importante) plus
I'amortissement est bon.

Il semble également qu'une augmentation de 1'épaisseur des parements
d'acier entraine une augmentation de l'amortissement Les courbes avec
I'épaisseur d'acier plus importante présentent moins de points que celle avec
0,695 mm . En effet, les courbes de résonance obtenues sont trop aplaties pour
mesurer l'amortissement, ce qui signifie que celui-ci est trés bon. Cela
s'explique par le fait qu'une augmentation de I'épaisseur d'acier provoque un
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accroissement du cisaillement du polymére et de la rigidité donc de
I'amortissement. '

Ces résultats expérimentaux présentés sur les figures précédentes (35 a 48) ont
été simulées en tenant compte des dispersions des épaisseurs sur chaque
éprouvette (tableau 5) et de l'imprécision sur le module d'Young de l'acier et
sur le module complexe du polymeére (tableau 4).

Les figures 49 2 69 montrent la comparaison: expérience/simulation.

Ces courbes montrent que 1'accord entre expérience et simulation est correct
. compte tenu du fait que les dispersions expérimentales pour ces éprouvettes
n'ont pas été étudiées.

A certaines températures, le carré d'erreur n'a pu étre determiné par les
calculs car l'amortissement avec les caractéristiques maximales et (ou)
moyennes n'a pu étre relevé (voir I'étude du sandwich "350/50/350").
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figure 49: amortissement du sandwich "350/35/350" en fonction de la
fréquence a -10°C (a: expérience, A, O: simulations)



127

0,05
1
f)
0,04 /
é )
- —1
3 0,03 /4/
& =
Q / o
5 0,02 1 //4
(LS o
0,01 1
0,00 : + ! :
0 400 800 1200 1600
fréquennce (Hz)

figure 50: amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction de la
fréquence a4 0°C(a: expérience, A, O : simulations)
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figure 51: amortissement du sandwich "350/35/350" en fonction de la
fréquence a 20°C (a: expérience, A, O: simulations)
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VI Conclusion

Ce chapitre a permis d'établir 1'équation du mouvement d'une poutre
homogeéne viscoélastique linéaire non vieillissante équivalente & une poutre
sandwich. Cette équation est déduite de celle d'une plaque obtenue au chapitre
IT1.

Les paramétres de cette équations sont obtenus par homogénéisation. Ce sont
ceux identifiés au chapitre Il ramenés a un probléme unidirectionnel.

A partir de la résolution de cette équation, 'amortissement d'une poutre
sandwich en flexion Oberst a été simulé.
La comparaison d'une part avec les résultats obtenus par Blanchard qui
procéde par une autre méthode et d'autre part avec les résultats expérimentaux
permet de valider la démarche présentée dans cette étude.
La voie de 1'homogénéisation permet ainsi une étude de 'amortissement des
tole sandwich.

Les résultats présentés dans ce chapitre permettent de dégager 5 parametres
importants:

- Le module d'Young de l'acier,

- Le module complexe du polymeére: parties réelle et imaginaire,

- I'épaisseur des parements d'acier,

- 'épaisseur du film de polymere.
L'ensemble de ces paramétres influencent 1'amortissement mais également la
position du pic en température du maximum d'amortissement.

La maitrise de ces parameétres permettra de concevoir une tdle sandwich
possédant un bon pouvoir amortissant dans un domaine température- fréquence

12 .7
UCHIIC,
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CONCLUSION

L'entreprise sidérurgique SOLLAC développe des tbles sandwich
(acier/polymeére/acier) pour amortir les vibrations rencontrées dans une
automobile ou dans un appareil élétroménager ou autre, et améliorer ainsi le
~ confort acoustique.

Le polymere en se cisaillant entre les deux parements d'acier va dissiper en
chaleur une partie de I'énergie vibratoire de la t6le et créer ainsi la fonction
amortissante.

L'objet de ce travail est restreint a la modélisation des propriétés
amortissantes des toles sandwich aprés colaminage et avant emboutissage. Les
produits finis étant étudié par ailleurs.

Pour cela, il est indispensable de connaitre les caractéristiques
mécaniques des constituants du sandwich. Si celles de I'acier sont relativement
bien connues, il en est autrement de celles du polymeére. Un échantillon de
polymeére en sollicitation dynamique a des caractéristiques qui dépendent
essentiellement de deux paramétres: sa température et la fréquence
d'excitation.

Les polymeres utilisés pour la constitution des t6les sandwich sont supposés
viscoélastiques linéaires non vieillissants homogénes isotropes avec un rapport
de Poisson réel et constant. Dans ce cas, les caractéristiques de tels matériaux
s'écrivent dans 1'espace de Carson ou dans l'espace des nombres complexes
pour le cas particulier des sollicitations dynamiques.

Le principe de superposition fréquence/ température permet de réduire ces
deux variables en une seule appelée variable réduite.

Une courbe maitresse (fonction de la variable réduite) du module de
c1salllement ou de tractlon compresswn sufflt pour decrlre le comportement

ce module a l'alde d'un modele de Maxwell génerallse Une méthode de
détermination des parameétres de ce modele a été mise en oeuvre. Elle permet
une bonne modélisation des polymeres. d'autre part, cette méthode offre
l'avantage d'un passage simple entre l'espace des nombres complexes et
l'espace temps. Ce passage étant utile 2 SOLLAC qui souhaite développer une
étude de comportement de tole sandwich en statique.

La loi de comportement et 1'équation du mouvement de flexion
transverse d'un élément de plaque viscoélastique linéaire non vieillissante
homogene isotrope transverse équivalente a un élément de plaque sandwich
soumise a des sollicitations harmoniques de membrane - flexion, ont été
établies. Cette étude repose sur un champ de déplacement cinématiquement
admissible de type Mindlin. Les effets de l'inertie rotationnelle et du
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cisaillement transverse sont pris en compte dans cette formulation de la méme
maniére que Chou et Carléone pour le cas de plaques stratifiées élastiques.

Les caractéristiques de cet élément de plaque équivalent sont établies par
homogénéisation a partir des caractéristiques de l'acier et du polymere, des
conditions de compatibilité et d'équilibre aux interfaces et aussi, pour le cas de
la flexion, a partir d'un champ de déplacement de type Mindlin.

Cette démarche offre la possibilité d'étudier le comportement de picces
sandwichs , en utilisant par un exemple un code de calcul par éléments finis
disposant dans sa bibliotheque d'élément de plaque viscoélastique linéaire non
vieillissant travaillant en membrane et en flexion.

Afin de valider cette approche, la flexion d'une poutre Oberst a été
simulée. Pour cela, la poutre sandwich a été identifiée a une poutre homogene
viscoélastique linéaire non vieillissante équivalente. L'équation du mouvement
de flexion transverse de cette poutre équivalente est déduite de celle de la
plaque. La résolution de cette équation pour le cas particulier de la flexion
Oberst permet d'obtenir la déformée et de simuler ainsi la courbe de résonance
et par suite 1'amortissement.

Une comparaison des résultats issus de simulations a ceux obtenus par
L.Blanchard et par expériences a permis de valider cette démarche.

Le choix d'un champ de déplacement de type Mindlin pour les 3 couches
permet d'obtenir des résultats semblables a ceux trouvés par Blanchard dont la
démarche repose sur le choix de3 champs de déplacement de type Mindlin (1
par couche).

D'autre part, I'accord entre les résultats expérimentaux et ceux issus des
simulations est correct compte tenu:

-des imprécisions sur:

- les épaisseurs des constituants du sandwich,
- le module d'Young de l'acier,
-le module complexe du polymere qul est certamement mod1f1e

quantlfler cette modlflcatlon
- de la non prise en compte de 1'effet des interfaces qui semble avoir une

influence non négligeable sur les propriétés amortissantes des

sandwichs [76].
Ces deux études ont également permis de dégager cinq paramétres importants
influencant 1'amortissement: le module d'Young et I'épaisseur des parements
d'acier, le module complexe du film de polymére (parties réelle et imaginaire)
et son épaisseur.

Des logiciels ont été développés pour:
- modéliser le polymeére par un modele de Maxwell généralisé,
- obtenir les caractéristiques en fonction de la température et de la
fréquence d'un élément de plaque équivalent,



140

- simuler l'amortissement d'une poutre équivalante en flexion
Oberst. )
Ces logiciels permettront aux utilisateurs de choisir 1'acier et surtout le
polymére afin de concevoir des tbles sandwich ayant des propriétés
amortissantes correctes dans un domaine fréquence-température désiré.
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