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CHAPITRE I

INTRODUCTION

Pour les constructeurs de véhicules automobiles ou d'appareils
électroménager, le confort acoustique est devenu I'une des préoccupations
majeures.

Les solutions techniques actuelles consistent à appliquer ou à poser des
produits insonorisant (feutres, produits bitumeux). Ces solutions ont les
désavantages d'entraîner des opérations de fabrication supplémentaires et des
inconvénients technologiques (volume et masse plus grands, automatisation
difficile...).

Actuellement, les sidérurgistes tentent de mettre au point des tôles
antivibratoires appelées tôles sandwich qui intègrent la fonction amortissante.
Ces produits sont destinés à I'industrie automobile U,2) (carter, passage de
roue) à. la construction mécanique [3J (couvercle antibruit), au bâtiment
(escalier; plancher de gymnase), à la construction navale [4], à llaéronautique
[5] et à l'électroménager.

Ces tôles sandwich sont constituées de 2 parements d'acier entre lesquels
est inséré un film de polymère (figure 1)

figure 1: structure d'une tôle sandwich

Le procédé de fabrication, utilisé sur une ligne pilote de laboratoire
SOLLAC est schématisé sur la figure 2l6).Tout d'abord, les deux parements
d'acier sont préchauffés dans des fours à infrarouges distincts. Le polymère est
dévidé entre les 2 fours. L'opération suivante est le calandrage des 3 couches
entre 2 cylindres. Ensuite un maintien en température favorise I'adhérence.
Enlin le sandwich est refroidi à I'air avant d'être bobiné.
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maintien calen- chauffage infra rouge débobineuses
infrarouge drage

figure 2: ligne pilote de fabrication de tôle sandwich [6]

Ces tôles possèdent un pouvoir amortissant intéressant (figure 3) tout en
conservant un poids, des dimensions et des propriétés physiques et mécaniques
satisfaisantes pour fabriquer des structures [7].

0.0001 0.0005 0.001 0.005 0.01 0.05 0.1 0.5

figure 3: amortissement comparé de différents matériaux

La configuration symétrique donne un amortissement plus important que
celui avec la configuration dissymétrie [8,9].

Aux propriétés classiques d'une tôle (emboutissabilité, soudabilité), le
polymère apporte la fonction irmortissante Ul.I-e mouvement d'un corps en
vibration (on parlera d'un corps soumis à des sollicitations dynamiques à
I'opposé d'un corps soumis à des sollicitation statiques : fluage ou relaiation
UOl), s'amortit au bout d'un certain temps tl ll. La propriété que possède un
solide en vibration de dissiper de l'énergie sous forme de chaleur est désignée
sous le nom de frottement intérieur ou frottement interne ou capacité

To

refroidi-
ssement



d'amortissement tl11. La perte d'énergie est mesurée par I'aire du cycle décrit
dans le diagramme contrainte- déformation. La capacité d'amortissement eit
définit par le rapport entre cette perte d'énergie et l'énergie potentielle du
solide lors de la déformation maximale (coefficient de frottement interieur)
Ir2l.

Les caractéristiques dynamiques du polymère sont influencées par la
fréquence et surtout par la température, mais excepté pour de très grandes
déformations (> 16-4 pour les matériaux caoutchouctiques [13]), elles sont
indépendantes de I'amplitude de vibration 142,43,541.

Outre ces paramètres, les épaisseurs des 3 couches ainsi que les
propriétés mécaniques des deux parements d'acier vont influencer
I'amortissement de la tôle sandwich [12J.

L'entreprise sidérurgique française, SOLLAC, devra maîtriser tous ces
paramètres afin d'industrialiser à la fin de I'année 1993 des tôles sandwich
amortissants des vibrations dans une large gafirme de fréquence - température :

. quelques hertz à 250 Hertz,

. -20"c à 150 "c

L'invention du sandwich déformable mécaniquement en vue de la
fabrication dlemboutis ,insonorisés n'est pas récente (I97L, [14]). Mais un
certain nombre de problèmes ont longtemps ralentit le développement de ces
produits l44l : formulation du polymère, faible épaisseur de celui-ci, borure
qualité d'adhésion entre I'acier et le polymère, aptitude au soudage, aptitude au
pliage, tenue en température, tenue en fatigue, tenue à la corrosion, niveau
d'amortissement élevé dans le domaine fréquence - température désiré.

Ces problèmes sont pris en charge par le Laboratoire d'Études et de
DEveloppement des Produits Plats (L.E.D.E.P.P.) de SOLLAC et par des
laboratoires universitaires dans le cadre d'un groupement de recherche.

D'autre part, afin de proposer des produits amortissants dans le domaine
de fréquence - température désiré, il est indispensable de posséder un outil
permettant de prédire le comportement et les capacités amortissantes d'une
telle tôle.

La présente étude est restreinte à la modélisation et à l'étude
expérimentale des propriétés amortissantes des tôles sandwich après
colaminage et avant emboutissage. I-es produits finis sont étudiés par ailleurs.



9

Les structures plaques et coques (épaisseurs faibles) sont soumises à
sollicitations dynamiques telles que :

- la traction
- la flexion
- le cisaillement
- la torsion
ou leurs combinaisons

Il convient, dans ces conditions, d'établir la loi de comportement et
l'équation du mouvement d'un élément de plaque sandwich afin de prédire ses
capacités d'amortissement.

L'analyse des plaques permet également, dans le cadre de calcul par
élément finis, de modéliser les structures coques [52].

Un certain nombre d'études ont été, développées depuis les années
cinquante sur la vibration de plaques ou de poutres sandwich.

Kerwin [15] présenta la première analyse du problème. Il fut suivi par
Yu [16], Mead [L7], Di Taranto [8], Yim, Kelly et Barry [19] et Mead et
Markus 1201.

Leurs études, exceptée celle de Yu, sont basées sur les mêmes
hypothèses:

- Le polymère est considéré viscoélastique linéaire non vieillissant
homogène isotrope.

- Les parements d'acier sont élastiques isotropes et ne subissent pas
de déformation de cisaillement.

- Les forces d'inerties du mouvement de flexion transverse sont
prépondérantes alors que les inerties longitudinale et rotationnelle sont
négligeables.

- Tous les points sur une normale à la plaque ont un mouvement
dont le déplacement transverse est identique.

- Il n'y a pas de glissement aux interfaces.

Mead [21] conclut que toutes ces modélisations conduisent aux mêmes
Ésultats.

En se basant sur ces hypothèses et en incluant les effets du cisaillement
transverse et les inerties rotationnelle et longitudinale dans les parements
d'acier, Di Taranto, Mead et Markus (modèle de D.T.M.M.) ont obtenus une

des
I
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équation différentielle gouvernant le mouvement transverse d'une plaque et
d'une poutre 6u 6ème ordre (du 8ème ordre dans le cas de la dissymétrie).

Yan et Dowell l22l ont obtenu à partir des mêmes hypothèses une
équation 6u 4ème ordre.

La différence entre les 2 approches provient de la prise en compte du
cisaillement:

- Yan et Dowell supposent une distribution uniforme des
contraintes de cisaillement selon l'épaisseur du sandwich.

- D.T.M.M. obtiennent une distribution parabolique des
contraintes de cisaillement mais non continues aux interfaces.

Les propriétés amortissantes sont obtenues à partir de la résolution de
ces équations. Di Taranto [18] a obtenu I'amortissement d'une poutre en appui
à ses extrémités. Mead et Markus ont résolus le problème d'une poutre
encastrée à chaque extrémité.

Dans des cas plus compliqués (chargement non symétrique), la méthode
de perturbation est utilisée pour obtenir approximativement I'amortissement,
ainsi, Oravsky et al [23) ont étudié. une poutre encastée-libre. Markus,
Oravsky, Simkova 124,25j ont étudié dlautres conditions. Rao [26] utilise une
approche énergétique pour obtenir et résoudre, dans de nombreux cas de
chargement, l'équation du mouvement d'une poutre sandwich en vibration.

D'autres chercheurs ont étudié le comportement de plaques multicouches
élastiques (stratifiés), en dehors donc du cas particulier sandwich.

Reissner et Stavsky î271ont repris I'hypothèse classique en théorie des
plaques de Love Kirchhoff : contrainte de cisaillement nulles. Yan, Norris et
Stavsky [28] ont introduit I'effet du cisaillement et ont montré son importance.
L'inconvénient de ces approches est qu'elles ne respectent pas la condition de
continuité des contraintes de cisaillement transverse aux interfaces.

Des études plus compliquées [29] et [30] ont été élaborées pour vérifier
ces conditions, mais elles nécessites un grand nombre de paramètres à prendre
en compte.

Chow [31], Chou et Carléone[32] ont formulé des théories de plaques
incluant le cisaillement transverse et I'inertie rotationnelle en se basant sur la
théorie des poutres de Timoshenko [33] qui a étê étendue au cas des plaques
isotropes par Reissner [34,35] et Mindlin [36].
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Dans leur travaux, les contraintes de cisaillement sont supposéei
constantes selon l'épaisseur du stratifié. La déformation de cisaillement
moyenne est introduite, la relation de comportement reliant ces 2 dernières
grandeurs est pondérée par un coefficient correctif qui dépend des
caractéristiques de chacun des constituants du stratifié. Ce coefficient permet
de prendre en compte le caractère quadratique des contraintes de cisaillement
transverse.

Toutes ces approches traitent le matériau sandwich élément par élément
en tant qu'une stucture. La voie de I'homogénéisation est très peu utilisée pour
des structures composites à faible nombre de couche (10 au maximum).
Pourtant, il est intéressant de faire des parallèles avec les structures
homogènes [37]. Gentchenko et Stasi [38] ont obtenus les modules de flexion et
de torsion de panneau sandwich, à partir d'une technique d'homogénéisation,
qui sont proches des résultats expérimentaux.

Dans cette étude, le comportement du matériau sandwich est identifié au
comportement d'un matériau macrohomogène équivalent viscoélastique
linéaire non vieillissant isotrope transverse.

Le processus d'homogénéisation d'un matériau composite nécessite de
connaître le comportement de chacun de ces constituants. Le chapitre II est
consacré à la description des lois de comportement des matériaux présents dans
le sandwich:

- Éhstique linéaire (an)isotrope (tel que I'acier)
- Viscoélastique linéaire non vieillissant (an)isotrope répondant au

principe de superposition fréquence (ou temps) / température (tel que le
polymère).

Le principe de supeqposition fréquence I température permet.de réduire
en une seule variable les 2 paramètres qui influencent le comportement
dynamique du polymère: la fréquence et la température [39J. Ce principe
s'applique très bien aux polymères dans le domaine de la viscoélasticité linéaire
t401. Plazek [41] a montré qu'il n'était applicable que pour des domaines
limités de temps (ou fréquence) et température.

Dans ces conditions, il est possible à partir du théorème de la
représentation spectrale, de représenter une caractéristique dynamique d'un tel
matériau par un assemblage de modèles rhéologiques simple (ressort-
arnortisseur) [0].

Une méthode d'identification de ces modèles rhéologiques a étê
développée et est présentée dans ce chapitre.
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Le chapitre III présente la loi de comportement et l'équation dir
mouvement de flexion transverse d'un élément d'une plaque viscoélastique
linéaire non vieillissant, homogène isotrope transverse soumis aux sollicitations
dynamiques décrites plus haut, avec prise en compte des effets du cisaillement
transverse et de I'inertie rotationnelle. Ces effets ont une influence
prédominante sur le comportement des stratifiés sujets a des chargements
statiques ou dynamiques t451. En particulier, pour les sandwich, le cisaillement
est responsable de I'amortissement des vibrations t46l.Cette étude est une
extension de la théorie de Mindlin [36] restreinte aux plaques élastiques
isotropes.

La résolution de l'équation du mouvement obtenue permet de déterminer
la déformés dans des cas relativement simples (poutre encastrée par exemple).
Pour des cas plus complexes (cas de structures étudiées par ailleurs), il est
indispensable d'utiliser un logiciel de code de calcul par éléments finis
disposant dans sa bibliothèque d'éléments dont le comportement est identifié
dans ce chapitre.

Les caractéristiques mécaniques du matériau viscoélastique linéaire non
vieillissant homogène équivalent sont obtenus par homogénéisation à partir:

- des caractéristiques mécaniques de I'acier et du polymère
(chapitre II),

- des conditions aux interfaces (la cohésion entre le polymère et
I'acier est supposée parfaite),

- de la prise en compte du cisaillement transverse dans le plan de
la tôle par des coefficients correctifs de la même manière que Chow t311.

Ce processus d'homogénéisation est présenté au chapitre IV.

La sollicitation de flexion Oberst (poutre encastrée à une extrémité et
soumise à un effort dynamique de flexion à l'autre) est largement utilisé pour
caractériser le frottement inteme d'un matériau. Des éprouvettes sandwich de
différentes géomètries ont subis cette sollicitation à différentes températures
afin d'acquérir leurs capacités d'amortissement. Cette sollicitation a étê simulée
à partir de la résolution de l'équation du mouvement obtenue au chapitre III,
pour une poutre homogène équivalente à une poutre sandwich (chapitre IV) en
flexion Oberst. La comparaison entre les résultats expérimentaux et calculés a
permis de valider la démarche suivie.

Cette énrde est présentée au chapitre V .
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En parallèle, des logiciels informatiques ont étê développés. Ils
permettent de:

- représenter le comportement de polymère au moyen de modèles
rhéologiques,

- modéliser le comportement de matériau équivalent,
- simuler la sollicitation de flexion Oberst d'une pouffe sandwich.

Ces logiciels offrent la possibilité aux utilisateurs d'optimiser les
propriétés acoustiques en fonction des conditions de fonctionnement
(fréquence-température) par un choix maîtrisé de I'acier et surtout du
olymère et de la géométrie du sandwich.
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CHAPITRE II :

LOIS DE COMPORTEMENT DE MATERIAUX:
. ELASTIQUE LINEAIRE,
- VISCOELASTIQUE LINEAIRE NON VIEIELLISSANT,

HOMOGENE ANISOTROPE

I Introduction

La recherche du comportement homogène d'un stratifié (ou d'un
composite), nécessite la connaissance du comportement mécanique de chacun
des consistants du stratifié (ou du composite) [51].

Pour l'étude des matériaux sandwich, il importe de connaître les
caractéristiques mécaniques de I'acier et du polymère.

L'objet de ce chapitre est de présenter les lois de comportements de
matériaux :

- élastique linéaire anisotrope ou isotrope (tel que I'acier)
- viscoélastique linéaire non vieillissant anisotrope- isotrope

transverse - isotrope (tel que le polymère).

Les structures en matériaux sandwich, obtenues par emboutissage, seront
utilisées pour amortir des vibrations d'une automobile ou d'un appareil
électrornénager dans un domaine de fréquence-température de quelque Hertz à
250 Hertz et de -20"C à +150'C. Dans ce domaine, les amplitudes des
vibrations sont relativement faibles, elles n'occasionnent que de petites
déformations.

n est généralement admis pour de telles déformations que le
comportement de I'acier est purement éIastique anisotrope (cas général) ou
isotrope (hypothèse reprise par beaucoup d'auteur dans l'étude des plaques et
poutres sandwich tzID.

La partie II de ce chapitre présentera les caractéristiques mécaniques
intervenant dans la description de la loi de comportement de I'acier.

Le polymère a un comportement plus complexe que celui de I'acier. Un
échantillon de polymère soumis à des vibrations, voit ses caractéristiques
varier avec la fÉquence d'excitation mais aussi avec sa température.

Le principe de superposition fréquence/température (principe valable
également dans I'espace temporel) permet de ramener ces 2 variables en une
seule variable réduite t391.
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Tant que la sollicitation dynamique imposée à cet échantillon d'e
polymère reste inférieure à une certaine valeur, les déformations occasionnées
sont élastiques [42,43] mais elles mettent en jeu des phénomènes dissipatifs [55]
liés aux mouvements des chaînes moléculaires constituant le polymère. Ces
phénomènes dissipatifs sont responsable de I'amortissement des vibrations. Le
polymère a alors un comportement viscoélastique.

Les hypothèses de comportement linéaire et non vieillissant permettent
d'obtenir une loi de comportement du polymère écrite dans I'espace de Carson
(cas de sollicitations quelconques) ou dans I'espace des nombrcs complexes (cas
de sollicitations dynamiques), relativement aisée à exploiter [56] de par le
principe de correspondance t571.

Dans cette étude, le comportement du polymère est considéré comme
étant viscoélastique linéaire non vieillissant anisotrope (cas général) ou
isotrope, Épondant au principe de superposition fréquence/température. Dans
ce cas, selon le théorème de la représentation spectrale, une caractéristique
complexe du polymère, fonction de la variable réduite, peut-être représentée
par une association de modèles rhéologiques [58].

La partie trI de ce chapitre présente :

- la théorie de la viscoélasticité linéaire non vieillissant (voir par
exemple [57,60]),

- le principe de superposition fréquence/température [39,61],

- une méthode de calcul des paramètres d'une association de
modèles rhéologiques repÉsentant une caractéristique complexe
en variable réduite.

II Loi de comportement d'un matériau élastique linéaire
homogène

II-l Cas de l'anisotropie

La loi de comportement d'un matériau élastique s'écrit d'une manière
générale:

o'i = ciit tet t I I-1
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Les tenseurs des contraintes et des déformations sont symétriques : r

oii = oii
etj = etj

Ils contiennent donc chacun 6 termes distincts. Le tenseurs de modules
élastiques possèdent alors les symétries suivantes :

cijkl=cjilt=t1tt

soit 36 composantes indépendantes

D'autre part, I'application du théorème des travaux virtuels pour des
états particuliers de contrainæ permet de montrer que :

ciin = cnii

Il reste donc 21 composantes indépendantes.
Sous forme matricielle, la loi de comportement s'écrit :

c**** t**yy c **ot***y " r*y, c**"*

tyyyy 
"wutyy*y "wyr"yyo
crr, czuY coy, cr r'

t*y*y 
"*yyrc**"*

symétrie

oxx

oyy

6u

o*y

oY

6^

exx

tyy

eu

b*,

2rY
"yryrcyrr*

c",..,,.
?r,^

La plupart des matériaux possèdent une structure présentant une
plusieurs symétries.

Les propriétés de symétries matérielles réduisent alors le nombre
constantes indépendantes nécessaires pour décrire le comportement
matériau.

ou

de
du
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rope(te lquel .acier laminéoulebois[53]1po, ,ea"r
plans de symétrie, perpendiculaires deux à deux. La forme de la matrice des
modules élastiques n'est pas modifiée lorsque I'on effectue les changements de
base par rapport à deux de ces plans. L'exploitation des changements de base
conduit à une matrice à 9 composantes indépendantes:

L**** t**yy c**r, o

tyyyy cyyr, o

crrr, 0
c*y*y

symétrie

00

00

[.] 
=

00
00

'yry, o
c.,,.r

II-3 Cas de I'isotropie transverse (ou orthotropie de révolution)

Un matériau est isotrope transverse (tel qu'un composite fibreux
unidirectionnel - figure 1) si un plan passant par un axe privilégié est un plan
de symétrie mécanique

Si I'axe privilégié est I'axe z, un changement de base effectué par
rotation quelconque autour de cet il>(e, ne modifie pas la matrice. Dans ce cas,
la loi de comportement ne fait intervenir que 5 composantes indépendantes :

figure 1: matériau composite unidirectionnel
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cill cll" cll"' 0 0 0

Cr r r rC t r , 000

cr.ro 0 0 0
l là (cr r " " -cw)  g  0

ctur 0
erlrlsymétrie

t:=T",:-Ëo*ô,j

avec ôtj= 1 pour i=j

ôrj= O pour i*j

okk = o**+oyy+o",
tkk = t*** tyy* E*

['] 
=

Ainsi, un matériau sandwich symétrique sur le plan de la géométrie et
des propriétés physiques de ses constituants est un matériau isotrope
transverse.

II-4 Cas de I'isotropie

Un matériau est isotrope si ses propriétés sont indépendantes des axes de
référence. Le tenseur des modules d'élasticité est invariante dans tout
changement de bases orthonormées. L'application de cette propriété conduit à
une loi de comportement à 2 coefficients indépendants (par exemple le module
d'Young E et le rapport de Poisson v) :

tr ,.. + , ,E ,.F Â lI-2otj = 
ffi"u 

- I- rTr"ttotj
[1+vl1-2vf

La formule duale s'écrit :

II-3
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II-5 Hypothèses de comportement adoptées pour I'acier utilisé dans les tôles
sandwich

L'acier utilisé dans la
considéré élastique homogène
t51l) sont les suivantes :

le fluage, la relaxation, la
le caractère visqueux [56] de

fabrication des tôles sandwich SOLLAC est
isotrope. Ses caractéristiques (voir par exemple

Ea= 21011 Pu
va= 0.3
pa = 7800 kg/-3

III Loi de comportement d'un matériau
Non Vieillissant (V.E.L.N.V.)

trI-l La viscoélasticité

Un , certain, nombre d'essais tels que
recouvrance permettent de mettre en évidence
certains matéiiaux tels que les polymères.

ViscoElastique Linéaire

L,es conséquences de hypothèses de,linéarité du comportement et de non
vieillissement de matériau seront exposés plus loin ($m 2 et $III 3 de ce
chapitre).

m-1-1 Le fluage

Si I'on applique à un polymère, à un instant to, une contrainte uniaxiale
dans la direction kl maintenue constante dans le temps (figure 2-a) (les autres
composantes oij étants nulles), une évolution des déformations eij dans le temps
est observée.

Au temps t0, on observe les déformations instantanées tOij qui
correspondent à l'élasticité instantanée de matériau, puis pour t > tg, les
déformations croissent (l'évolution de e11 est présentée à titre d'exemple figure
2-b).
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%(t)

figure 2-a figure 2-b

figure 2: essai de fluage

mathématiquement :

okl(t) =Y(rb)o$

eil( t)  =f i ;p1(t, te,of l  , l  of l1

avec : Y(t): foncion d'Heaviside ou fonction échelon telle que :
Y(x)=0Pourx<0'
Y(x)= lPourx>=1,

r,i"(r,ro,ofl,) , .o-posantes du tenseur des fonctions de fluage,
/  n l

fl3nttJO,otrJ = O pour t<h ,
In \

fliptt,to,ot/ : fonction croissante pour t>=t' .

In-l-z La relaxation

Si une déformation uniaxiale dans la direction kl maintenue constante
dans le temps (figure 3-a) (les autres ei3 étant nulles) est appliquée à un instant
to, il y a une évolution des contraintes oii dans le temps (figure 3-b).

TI.4

II-5
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€kr(t)

figure 3-a

figure 3: essai de relaxation

mathématiquement :

ep(t) =Y(t-to) eflr
o1i(t) =r1i*r(t,b,tft )t[ sans sommation d'indice

avec:

figure 3-b

II-6

It-7

,,ro(,,ro,rflJ , .o-posantes du tenseur des fonctions de relaxation ,

.,j.(r,ro,rfl,) = o pour t<b ,

,rr"(,,r0,off) ' ron.tion decroissante pour t>=h .

Itr-1-3 La recouvrance

On applique un créneau de contrainte d'amplitude o0ç1 (figure 4-a), les
déformations évoluent dans le temps (figure 4-b)
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t0

figure 4-a

h

figure 4-b

t l

figure 4: essai de recouvrance

Pour t < tt : on retrouve I'expérience de fluage,

Pour t = tl (relachement de la contrainte), il y a un retour instantané
d'amplitude égale au saut observé en t = to (si l'élasticité instantanée est
invariable).

Pour t) tt, les déformations décroissent et reviennent à l'état initial (eij =
0). Un corps qui ne présente pas de déformation permanente (les déformations
ne revenant pas à l'état initial) est un co{ps viscoélastique. A I'opposé, un corps
qui présente des déformations permanentes est un co{ps viscoélastoplastique
ts6l.

remarque: L'expérience d'effacement est une expérience "duale" de la
recouvrance: un créneau de déformation est imposé. Pour t = tl,
la valeur absolue de la contrainte o va en diminuant, il y a un
effacement des contraintes qui peutétre total (viscoélasticité) ou
partiel (v iscoélastoplasticité).

trI-2 La viscoélasticité linéaire

En viscoélasticité, la loi de comportement s'écrit d'une manière
générale:

o1i(t) = r[rocl..l]

9r(t)

sans sornmation
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à chaque instant t la contrainte oi5(t) dépend de I'histoire de la déformation
en(c) jusqu'à cet instant t.
I-e comportement est linéaire si la fonctionnelle f est linéaire, c'est à dire:

. r['fi)(r1"") +e[?'nl.",] = r ['fi)(':"J] * r['[t)r':-,] rr-8

. rfxrorrl."l] =l r[tt':"",] ( reRe) II-e
Ainsi, pour I'expérience de fluage, la réponse eij(t) doit être

proportionnelle à oOij, donc la fonction de fluage est indépendante de o01i. De
même, pour I'expérience de relaxation, la fonction de relaxation est
indépendante de eOii.

soit: e1i(t) =f1ir1(t,t6) oft pour I'expérience de fluage

o13(t) =rryr(t,h) 4 pour I'expérience de relaxation
(sans sommation d'indice)

L'application de la linéarité, permet d'écrire la réponse pour toute
expérience de fluage ou de relaxation de manière plus générale. Ainsi, on peut

considerer I'expérience de fluage définie par o1i(t) =y(tJo) oiÏ . Cette histoire

du tenseur o(t) peut-être considérée cornme la superposition des histoires
correspondant à une expérience de fluage simple telle que celle présentée en
m-l-l. Il résulte de par I'application de la linéarité, euo pour chaque e13(t), la
réponse s'écrit :

e,i(t) =frrn (t,t6) ofl, avec sonrmation IT.T2

et de la même manière, la formule duale s'écrit :

o13(t) =rigl(t,tg) e$ uur. sommation (ceci ne sera plus pÉcisé dans la

suite: convention générale)

III-3 Le principe de superposition de Boltzmann

Une histoire de contrainte og1(t) peut-être considérée comme la
superposition déchelons infiniment petits : dop(t).Y(t,t) et éventuellement des

II-10

I I -11

II-13
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sauts notés lo1Ji aux instants ti (figure 5). La réponse ei3(t) sera alors selon Ig
définition de la linéarité, la superposition des réponses deli(t) produites par ces
échelons t561.

figure 5: hisoire de la contrainte

dog(t) produit une déformation deli(t) à un instant t postérieur a t. On peut
ainsi écrire la relation qui relie deii(t) à dor(t):

dei ; ( t )  = f ; ;s1( t , t )do j1( t )

ft
e,;(t) = 

) _*f1ip(t,t) 
dop(t)

f t
et;(t) 

1_.. 
f11p(t,t)ôr1(t) at

+ | f1t,r,) [on]i
1

IT.T4

où les sauts de on correspondent à des fonctions de Dirac [on]i ôi pour la
derivée o".

La formule duale qui correspond à I'effet d'une histoire de déformation
est :

rt
o1i(t) = 

| r1;11(t,r)ép(t) dt [-15'  J-*

Les formules tr 14 et tr 15 sont les formules de Bolemann.
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III-4 Matériau non vieillissant r

Un matériau est non vieillissant si ses propriétés n'évoluent pas avec le
temps t611. C'est à dire que la réponse à un instant t pour une sollicitation à un
instant t (antérieur à t) est la même que celle à un instant t+Ât pour une
sollicitation à un instant t+Ar .
D'après cette définition, les fonctions de fluage et de relaxation ne dépendent
que d'une seule variable i t - T (le temps séparant I'effet de la cause). Les
formules de Boltzmann se réécrivent de la manière suivante :

e1i(t) = 
I:-t1ip(t-t)or,r(t) 

dt tr16

oi1(t) = 
I:*riip(t-t)eu(t) 

dt n17

Ces 2 intégrales sont des produits de convolution de Riemann notée * :

e1i(t) = fiSp(t)*ôH(D

o1i(t) = rlikl(t)*ékt(t)

tr18

tr19

III-5 La transformée de Carson

Les formules (II 18) et (tr 19) montrent que les calculs concernant un
matériau viscoélastique linéaire non vieillissant se font dans une algèbre de
convolution.

La transformation de Carson de la fonction x (t) notée x* (p) est définie
par:

**(p) = r[ x(t)e-Ptdt u,20

= p 4x(t))

où 4x(t)) est la hansformée de Laplace de la fonction x (t).



26

Les propriétés principales de la transformée de Laplace sont (voir p4r
exemple 162l) :

4x (t) * y (t))= 1,(x (t) ) 4y (t)),
4i(t))=p4x(t))

Compte tenu de la définition de la
propriétés ci-dessus, les formules II 18 et II
Carson:

'itnl = r,]n tnrfttnl

"oful 
= ri:g(p)rïrfpl

transformée de Carson et des
19 deviennent dans I'espace de

TI-21

TI-22

fi3r,r(n) : composantes du tenseur d'ordre 4 des modules opérationnels
r*iin(p) : composantes du tenseur d'ordre 4 complaisances opérationnels

L'hypothèse de non vieillissement pennet de ramener des calculs integrales à
des calculs opérationnels.

trI-6 Le orincioe de corresDondance

Les équations II-20 et lI-21 sont analogues aux lois de Hooke
généralisées en élasticité, ce qui conduit au principe de correspondance 1571,
[63]:"Dans l'hypothèse des changements de géométrie négligeables et selon le
principe d'Onsager [56J, la résolution de la plupart des problèmes pour un
système constitué d'un matériau V.E.L.N.V. anisotrope se ramène à la
résolution du problème homologue pour le même système constitué d'un
matériau élastique linéaire anisotrope".

trI-7 Loi de comportement d'un matériau homogène viscoélastique linéaire
non vieillissant.

trI-7-1 Cas de I'anisotropie

Selon le principe de correspondance définit ci-dessus, la loi de
comportement d'un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant anisotrope
homogène, s'écrit de la même manière que celle d'un matériau élastique
linéaire anisotrope homogène, ramenée dans I'espace de Carson :
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"i<n) = "fp<nrfttnl
eitn) ='ilp(n)oïr(pl

avec: riotnl{"îo,rol]- 
t

IT-23

il-24

rr-25

I-es tenseurs s*(p1 et c*(p) possèdent, comme en élasticité, les symétries
au niveau des indices i et j, h et I liées aux symétries des tenseurs o et e. Par
contre, la symétrie des groupes ij et hl ne peut-être démontrée dans le cas
général, elle est posée par le principe de Onsager [56].
La loi de comportement ne fait intervenir que 2l composantes opérationnelles
indépendantes. Les symétrie des matériaux réduisent ce nombre.

In-7-Z Cas de I'orthotropie

Dans ce cas, le tenseur c*(p) s'écrit avec 9 composantes opérationnelles
indépendantes (voir le $ 1 I-2 de ce chapitre).

IJI-7 -3 Cas de I'isotropie transverse

Un matériau sandwich symétrique sur le plan de la géométrie et des
propriétés physiques de ses constituants est un matériau isotrope transverse
dont la loi de comportement s'écrit en fonction de 5 composantes
opérationnelles indépendantes (voir te $ tr-3 de ce chapitre).

nI-7-4 Cas de I'isotropie

Sans qu'il soit nécessaire de faire appel au principe de Onsager, on
démontre que le tenseur c*(p) ne fait intervenir que 2 composantes
indépendantes: Par exemple un module opérationnel (E*(p)) et un rapport de
Poisson opérationnet (v*(p)) :

oi(nr=*f itnr.ffi'Lrnno
et réciproquement :

rr-26
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,1. *

'irnr=+f"irnr rP"Lrnnu
-  

E(p) E(p)

I

tI-27

trI-8 Cas des sollicitations harmoniques

Un corps viscoélastique linéaire non vieillissant homogène, est soumis à

des sollicitations harmoniques de la forme: o1i(t)=-"[+'l
(exemple: orr(t): figure 6) où j2=4.

figure 6:

I-es déformations
Boltzmann II 16:

contrainte et déformation harmoniques d'un corps
viscoélastique linéaire non vieillissant

occasionnées (exemple ett(t)) seront d'après la formule de

e6(t)=o$.;[t rlip(t-c).R, [r.d''].a,

en posant u = t- t, il vient:
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e,,(t)= o$n" 
|:"* I 

fiip(u)e-j@" 
d

en identifiant avec la transformée de Carson II20 :
jol = P'

ri.clrl = jr.f flip(t)e-jot.at

La loi de comportement d'un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant
homogène soumis à un changement harmonique s'écrit en complexe:

e11(t) = oA, *" 
[.r ii*Arl 

j.r]

avec: f*iir.r(co): composantes du tenseur des complaisances complexes
= t'ijn(at) + jf"ijrcr(co)

'  l - *  I
qig(o) = R{fi1nct)l composantes du tenseur des complaisances de

pertes II-31

L'amplitude maximale de la déformation eii(t) uuut off 
Fi-r0r{ 

.

La loi de comportement duale de II-28 correspondant à des sollicitations
harmoniques en déformations s'écrit:

oil(r)= ,f, *" 
[r fin,Cirl.i,'r]

avec: r*ijt t(ico): composantes du tenseur des modules complexes
= iijn(ot) + jr"iis(co)

, ,  [ *  I
f1;p(co) = ttt:a(jt).Jt composantes du tenseur des complaisances de

TT-32

II-33

'  l - *  I
rt p(co) = *1_trnt0t)Jt composantes du tenseur des modules de stockage

TT.28

TI.29

II-30

TT-34
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r f  f  , f  I
rijkl(o) = *t.tjo0,D)lt composantes du tenseur des modules de pertes I

II.35
L'amplitude maximale de la contrainte oi3(t) vaur: rfl,l{"Cir{ .

Les formules II 29, n 30, II 31, II 32, II 33, II 34, II 35, ne sont pas
indépendantes, d'apÊs n 25 :

.,:n Crl = 
It,,"Arl-t

f,r*(co)
l *  |

lrilnCIco) |

ri:n(co)=*@l

lf,i"CIrl ;

Des relations inverses (intégrales de Mellin Fourier voir [61] par exemple)
permettent à partir des composantes complexes de calculer les fonctions de
fluage ou de rclaxation:

f *

f,,ç1(r)= 
hl 

d'' f'j*') a'
t ,  *  . .

r,r*1(t)= 
hl 

4't'i:u#o) o.o

Ainsi, à partir d'expériences dynamiques, il est possible d'obtenir les
caractéristiques statiques (fonctions de fluage et de relaxation) par le biais de
transformation mathématique qui ne sont pas solubles simplement, ce qui
conduit à la recherche de méthode d'inversion approchées [0].

ainsi: rijn(co) =

II.36

rI-37

II-38
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III-9 [æ frottement interne ,

Pour un matériau viscoélastique linéaire non vieillissant soumis à un
chargement harmonique, la contrainte et la déformation sont déphasées d'un
angle g:

o(t) = oo n.[d*],
d'après III-28:

e(t) = oo lt-cirj n.{rÛ'' * *(t)],
avec: tg q(o) = f'(co)/f(co)

Dans le plan o-e, cela se traduit par une hystérèse (figure 7) dont I'aire
représente la travail dissipé au cours d'un cycle. Cette quantité rapportée à
l'énergie potentielle maximale définit le frottement inteme y [59,61]:

fzrl

J, 
o(t)de(t)

{ =

I o-*t-*
= 2æsing

figure 7: hystérèse contrainte / déformation

Pour le cas dual (défonnation appliquée):

e(t) = ro n{d*],

d'après rrr-3l:o(t) = ,o lr.Ctj *Jro* * ô(t)],
avec: tg ô(co) = r"(co)/r'(o) - - tg p(co) (d'après II-36 et ll-37),

II.39
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le frottement interne s'écrit :
y = -2n sinô = 2æ sing

I

II-40

Notons que pour un matériau à comportement non linéaire (domaine dans
lequel les formules de Boltzmann sont fausses) la relation II 40 n'est pas
valable car les relations de comportment II 28 etII3Z ne sont pas valables.

Iæ coefficient de frottement interne caractérise la capacité d'un matériau à
dissiper sous forme de chaleur, une partie de l'énergie vibratoire reçue.

Pratiquement, c'est souvent la tangente de I'angle g qui caractérise la capacité
d'un matériau à amortir des vibrations.

trI-10 [æ principe de superposition fréquence (ou temps\ / température - La
loi W.L.F.

trI-10-1 Le principe de superposition fréquence (ou temps) | température
[60,39].

Si I'on effectue sur un échantillon d'un polymère des expériences de
relaxations à différentes températures, on obtient des fonctions de relaxations
qui dépendent non seulement du temps mais également de la température
(figure 8 - courbes de gauche [65].

Néanmoins, ces fonctions de relaxations peuvent, en les déplaçant selon I'axe
des temps, se superposer comme le montre la partie droite de la figure 8. La
supeqposition donne une courbe unique appelée courbe maîtresse, fonction de
la variable Éduite tar, t étant le temps et al un facteur de déplacement fonction
de la température. C'est le principe de superposition temps/température. Ce
principe s'applique très bien aux polymères dans le domaine de la
viscoélasticité linéaire t401. cependant, Plazek [a1] a montré qu'il n'était
applicable que pour des domaines limités de temps et température.

Ce principe s'applique également pour des sollicitations harmoniques. Il est
d'ailleurs davantage utilisé dans ce cas que dans celui des sollicitations
statiques, les transformées inverse permettent de calculer les caractéristiques
fonctions du temps à partir des caractéristiques dynamiques.

Ce principe exprime le fait que ce qui se passe à un temps tt à une température
Tt doit se passer à un temps t2 < tl à une température Tz >Tt.
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L'effet d'un changement de température est ainsi le même que si I'on applique
à I'échelle des temps un facteur multiplicatif (ou additif en échelle
logarithmique).

Ce principe est largement utilisé dans I'étude des polymères. Notons que
comme I'ont a montré les équipes des laboratoires de Strasbourg (EAHP) et de
Mulhouse (centre de recherche sur la physico-chimie des surfaces solides), ce
principe s'applique très bien aux polymère envisagés pour la construction des
tôles. sandwich.

Il permet d'obtenir les caractéristiques d'un polymère dans le domaine des
temps longs, difficilement accessible, en faisant varier la tempérafure.

f-oare 'ua sri? cun

f r  i l  13  Ta  T5  15  i 7

î€r'!â€HC€ f iuP€Ra rURt rt

]  - l  I  3  i  7  9

L O G  T I M E  I N  S E C O N O S

figure 8: préparation d'une courbe maîtresse de relaxation à partir de mesures
expérimentales du module de relaxation à différentes température.

remarque : Pour Superposer les courbes de base, il faut quelques fois
apporter une correction verticale (qui est généralement tÈs
faible et souvent négligée) t60l pour obtenir la courbe maîtresse.

Itr-10-2 Loi W.L.F.

V/illiams Landel Ferry ont proposé une équation empirique (dite loi
W.L.F.) modélisant l'évolution du facteur de déplacement (ar) [64]:

U

Loq a- - .r(r-ro)
v ' c2+T-To
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avec Cl,Cz: constantes
Tg : température de référence
T : Température
a1 : facteur de déplacement

CL, C2 ont été prévus initialement comme étant des constantes universelles :

cl = 17,44
cz = 51,6"c

Mais, ces valeurs varient suivant le type de polymère (voir le tableau de Ferry
t3el).

lI-11 Le théorème de la représentation spectrale - Application à un corps
viscoélastique linéaire non vieillissant répondant au principe de
superpo s it i on fréquence (temp s )/Température.

m-11-1 Modèle de Maxwell généralisé.

Le module opérationnel d'un corps viscoélastique linéaire non
vieillissant peut-être représenté par un groupement en parallèle d'un certain
nombre de modèle de Maxwell et d'un modèle de Kelvin [58,59,65] appelé
modèle de Maxwell généralisé (figure 9)

kl î lru1r-il;1, I

figure 9: modèle de Maxwell généralisé



35

Iæ module opérationnel de ce modèle de Maxwell générarisé s,écrit :

r*(p) = îo.p * ko" * Ë 
P'îi'h

fP'r i+\
la transformation de carson inverse donne la fonction à reraxation :

r(t) = qo.ô(t) * ko. . Ë k,s-tlri

*
r CIol) = îojo) + k". +

avec ri = ïli/q : temps o" r"tilution

Un seul temps de relaxation ne suffit pas à représenter le comportement d,unpolymère observé expérimenralement.(exemptà iigur" g);A;i conouit à ungrand nombre de. remps de relaxation (modèb ae triu**ru genËârirel.Pour une sollicitatiôn harmonique,-'selon t" 
-paragraphe 

III-g, le modulecomplexe, les modèle de stockage et de perte s écivent rcspectivement :

$ jor.qi.ki
L t .

p1 J@.I1 * lcl

I

TT.4I

II-42

II-43

TI-44

II.45

r l i l ' '

r(or) =koo* i+%
i=l o)- * Tr-

" S alkrt,r (ol) = îs.cr) * /JT-
i=1 o' + tri

tang=r ' (co)
r (co)

Inversem9,ll, l, complaisance opérationnelle d'un corps viscoélastiquelinéaire non vieiuissant peui-être représenté" p-rt * groupement en séries d,uncertain nombre de modèle de Kelvin er d'un't*aeri a" ùui*lli (modèle deKelvin génélqlisé). La complaisance opérationnelle est l'inverse du moduleopérationnel II 4l

Ainsi, une courbe maîtresse représentant une caractéristique d,unpolymère viscoélastique linéaire non vieillissant reponaani-âu-principe desuperposition temps (fréquence)l température pàut_ei.e irprerrntée par unefonction analytique.
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m'n4 Méthode de calcul des paramètres d'un modèle de Maxwell généralisq.
m-l1-2-1 position du problème

Les courbes maîtresses de stockage (-R'(cr3a111-et de perte (R,,(coa1)) enfonction de la variable réduite (ora1) o.*in.irrucrËïir.oa"'r;iq;" hnéaire nonvieillissanr, sonr disponibtes à È ,uiir d'rËJri;rr.

Hffi"rrîme 
esr de trouver un fonctio; ilii;iqrre permertant de modéliser ces

Différents auteurs ont développés des méthodes pour résoudre ce problème.
ry:P. vinh t66l fait 19 Roint rui ôrr différentes mérhodes.citons par exemple la rechnique gu .onigrr uppiorne de Bode déveroppée parN'P' vinh [66] ou celle de Jouendeau et o"p.'#y [10] basé" ,u, t,"*ploitationdu diagramme de cole-cole. si ces méthode's ,*t relativement aisées à mettreen oeuvre [66] et nécessites un nombre restreint de paramètres [10], ellesdemandent de calculer I'intégrale de Mellin Ëàutirr pour obtenir les fonctionsdans I'espace temps.

La technique préseyt!:e ic-i.permet de calculer les paramètres-d,un modèle deMaxwell généralisé dont I'inversio" q* od;*; h fonction de relaxation estconnue (rr 42). [,es fonctions anaiytiquer note.s ru.rôô 
"t 

R,,u(rur)obtenues à partir de ces paramètres (formules II 44 etII 45) permettent de

ËTfitlï'é|fiàf:"rbes 
màîtresses deÀ modutes-ae ',*k;s;;ft" perte Ju

nr4l-2-2 Détermination des paramètres du modèle de Maxwell généralisé

Les paramètres du modèle de Kelvin sont obtenue à partir des conditionsaux limites suivantes :

f r
ïm [r'(ol.uT)J = k 

" 
: module d,éIasticité asymptotique(o.a1 + 0

[ "  I
lim [r 1ol.a1)J = Io = 0, ce qui traduit le fait qu'à l'état vitreux, c,est àû).â1 -+ oo

dire à température faible ou a pulsation réduite importante (coa1+ "o), lepolymère peut être considéré cà*.r élastique (la partie imaiinaire dumodule étant alors nulle).
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tïf:"nir les paramètres des modèles de Maxwell, considérons la fonction

- de la relation n-,, (partie réelle du module).roai + ri

cette fonction se réécrit 
+. 

L'allure de cette fonction divisée par ki est
l+ 

'i

,u+
représentée figure 10.

1
2

r+ ri

*l
I I I - -

\ l

figure 10: -: fonction

I
I

1

figure 9

-f.
,fi

= f(r/coar) ; -:représentation

I
I
I

l+

Cette fonction divisée pa ki peutétre remplacée par :

0 pour rlaar >1,
I pour rlaar <1,
U2 pour rlaar = | II-46
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En se basant zur.les hypothèses écrites ci-dessus (II_46), entre 2 poin(sexpérimentaux de la.ouiu" maîtresse d;;;"re de stockage (coari, R,i(alar))et (orari+r, R'i+l(olari+l)), 1s ième module de Maxwell peut être calculer de Iamême manière suivante :

Pour j > i, on suppose rj )) oâr. et rj>> @âTi*r, soit compte tenu de rI-46 :

(rur,)t\ 
_ h,,'"F4=fr7-=o''.14J

*+=r\-=o'
(crrar.*r)-+ki 

| 
", 

I'.14;J
ce qui signifie que les modèles_delVlaxwell j (i>i) n'interviennent pas dans IaÉponse entre les pulsations rédurtes cDa11 et crlâri+r.

pour j < i, on suppose rj (( @âr. et Tj<< @uri*l , soit compte tenu de rr-46

*+=$_=n,
1coar.y2+t2 | ,J'.|ùJ
(*r,*,&== \ =u.

{coar,*,)2+Ç 
,*ff 

-^,'

Itutt*tJ

9::l *grifi," que les modères, de Maxweu i (i < i) inrerviennenr dans lareponse entre les pulsations réduites onri,t,orn*r.
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pour j = i, on suppose oaT. <<Ti=Tj(a turi*l , soit :

)
(olar,)-k, 

h
2 7= .----..----.--.---.-.-----=ù,

(coar.)'+k' 
I o 12

l+ l  r  I
Ltu'tj

I e partir de ces hypothèses, le système à résoudre s,écrit :
'  i- l

\ (ota1.)=koo+>\
j=1

[i-r I
ni*,{arar.*r) = koo * | Ï \ I * u,

lj=t I

soit: \= nj*r{orur.*r) - n,1coar.)

Le point d'inflexion du module de stockage d'un modèle de Maxwell étant en(Dâ1 = t (voir fÏgure l0), on écrit que le p-oint d'inflexion du i erné mJ;Ë ;"Maxwell se trouve au centre du segment iôur,, arilri+r J!
(DaT.+o)aT.

1.  = ' i  r i f l
,2

2k
ê5  n -='r @"ri*tari*l
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un logiciel informatique à été développé-permettant de calculer les paramètresd'un modèle de 
,Maxrvell génetanse i.r'"" la tË.r,rrique présenté ci-dessus,I'organigramme de ce progri*L se houve page 41.

une procédure permet de calculer l'erreur commise entre les courbesexpérimentale et càlculée (indice a) basée sur iu ror-ure suivante :

erTeur=a$
3n i=-,

avec n: nombre de points expérimentaux. rr-+ t

m-n-2-3 Validation

La technique présentée au.paragraphe précédent a été mise en oeuvrepour modéliser des caractéristigeJ cô.pf9,i!, de diffé;;;J porymèressupposés viscoélastiques linéaires non vieillis-sant homogènes isotropesrépondanr au prin.iry 9"- superposition t.,npr'?Ë;.#ï;;;:rrture. cespolymères ont été utilisés h cïnCtrucrion oe tbtes sandwich . Le,tableau 1 ci-dessous recense la modélisation des polymerrs trrrso et Fr3,.

Dénomination du
polymère M50 Fl  3 '

Atochem

module de
traction
complexe

f igures:13,14
15

Expérimentateur E.A.H.P.
(Strasbourg)

Caractéristiques
mesurées

module de
cisailfement
complexe

Courbes analytiques/
expérimentales figures: 11,12

tableau I : polymères modélisés

II-47

Iæs figures (11 I tsl montrent un bon accord entre expérience et théorie cequi permet de valider la technique présenier. 
- --'
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organigramme de la méthode de calcul des paramètres d,un modère deMaxwell généralisé

Introduçtion des n points .iperi.ilEil
û)âr,{, (otar)
oaT,r 1ala1)

f ."=r(olar)r îo=0

h= ri*r(rur,*,) - ,i{olar,;, Qi= '*-,fi*

, ' = r' * 
(tut )\

{aarr1z + (

," = ." * 
(alarr)t t,

lolao)2 +

,gu(r5l = r. (otq,)/r"(ota1,)

I

r (oar.) - r"(olar,
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- -e--Q)
- (1)

x expérience
To= -40oC

-2
Log(ar a1)

11 : courbe maîtresse: partie rélle (expérimentale et simulée) du modulecomplexe du polymeré vtso et tableâu d'évolution du factzu, ur---'=

7.8 X

- -o--(2)
-  (1)

x expérience

t X

6.8
-8 -4 -2

9

8.
ct

âr

ç98
èo
o

11

7.5

7
-8 -6 -4

figure

8 r'u
-0 7.4
E
3 t.z

-6
Log( o a, )

figure 12 : courbemaîtresse: partie imaginaire (expérimentale et simulée)
du module complexe du potymèrè NASO

(l): méthode du modèle de Maxwell généralisé,
(2): méthode du contour approché AJnoai. 

---'
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9

8.5

--+- calcul
- EF - expérience

-6 02

8
ct
3
rQ 7.5
@
o
,.1 7

6.5

6
-2

log(olar)
figure 13 : courbe maîtresse: partie rglle (expérimentale et simulée)

du module complexe du polymère Fl3,

8.5

8

,^,7 '5
at

À
I

-

êcalcul
- EF - expérience

H u.t

5.5

5
-6 -2 02

log(co ar)
figure 14 : courbe,maître.s1e: partie imaginaire (e1périmentale et simulée)

du module complexe du polymèie Fl3'
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0.4

Ëo,

0.6

ê- calcul
- EF - expérience

0.5

0.2

0.1

-2-4-6

log(alar)

figure 15 : courbe maîtresse: tangente de I'angle de perte (expérimentale
er simulée) du moduré comprexe dî polyiner, Èi:r-

avec' p_our les-paramètres de la loi w.L.F. de ce polymère Fl3':To= -0.3oC
Cp -12.21
C2= 86,96C

cette technique a gté également comparée à celle du contour approché de Bode[67J sur le pôlvmère. ù50- ra-]igu.é 16 montre llerreur commise (formule II-
##: 

lei 2iechniques 
""fon'.tion 

du no*ïr, de point expérimenhux par

on.constate que les deux méthodes donnent des résultats similaires. D,autrepart' 2 points expérimentaux par décade surrisént pour donner un bon modèle(erreur <10 Vo).
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45

25

q
A \

. . \

. . \

. I
.\

-  ù -(2)
'  'a '  '  (1)

\ .
^ .o- ' - .

123
Nombre de points par décade

)ô':

gzo
k

Bls
c)

l0

(1) : présente méthode,
(2) : méthode du contour approché de Bode

figure 16 : erreur -entre expérience et calculs obtenus par les 2 méthodes(modèle de Maxwell généralisé er.oniou. approché deBode)

m-I1-3 Loi de comportement des polymères utilisés dans les tôles sandwich

L9s pglymères utilisés dans la constitution des tôles sandwich sontsupposés viscoélastiques linéaires non uièiliirrjnt homogènes isotropes
fi :l!1t_uu, plh g ip e âe s upe rp o s i ri on tanp s/ffi eratu reLe rapport de Poisson est considéré réel èt constant, ce qui signifie que ladéformation longitudinale est en phase avec il;fo',n;Ë;ïfrverse 16t1.c'est une hypothèse qui esr sournenr adoptée [se,os,ogj, ;;i i-Ëirt" peu de
9:g*t gxperimentalès définissant ce tafportàu fair de la difficulté de mesure[39,701. cependant,-Huer t70] amontréiy, o;; les matériaux hydrocarburés,il était raisonnable de t"trni, Ërtt" f,ypottEù:--- 

'

La loi du comportement s'écrit dans ce cas :
* 4

"irnl = H'frnl ., ri*rn
[1+vJIt-2vf
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reclproquement:

irnl = +-ofirnl_J 
E-(p) 

Lr.- _

ry Conclusion

-* oLron,,
E (p)

Dans la gamme d'effort,. température, fréquence envisagée pourI'application des tôles sandwich, i'acie.'et Ë;lyrnère utilisés sont considérésrespectivement comme étant homogène crasti{ue"rineuit" iràtropJ et ho-ogèrreviscoélastique linéaire non vieillisJant tép";ffi au principe de superpositiontemps/ temp-érature. La loi de comportunent du polymère s,écrit alors dansI'espace de carson. Pour des solliciàtionr àynutÀi{u"r, tes càractlristiques dupolymère s'écrivenl..rn gomprexe et peuvent être représentées par desassemblages de modèles.rhéolbgiques. ûnr tr.t"ique a &é &;;roppée pourmodéliser une caractéristique-cômplexe au porvmère p; j", modèlesrhéologiques (modèle de Màxwell génératisË1.'CËtt" ;;Ë;iq"; penner unpassage simple entre I'espace des nom6r", ,o-pi.xes et I'espace temps.
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CHAPITRE III 
I

LOI DE COMPORTEMENL9I EQ-UATION DU MOUVEMENTDE FLEXION D'UNE PLAQUE ViSCôÈLASTIQUE LINEAIRENON VIEILLISSANTE HOTVTbCNTVil iXiTNOPE 
-ET 

ISOTROPETRANSVERSE SOUMISE À 
_ 

DES SOLLICITATIONS
Iâ\uqNrQ_uEs DE rnncrrol --rinxroN _ roRsroNCISAILLEMENT.

I Introduction

Les tôles sandwich développées-par_soLLAC apportent la fonctionamortissante des vibrations .enconirèes dans les appareits èiectrôménager, dansles automobiles' ces vibrations proviennent de sollicitations dynamiques quipeuvent être décomposées en:

effets de membane:
- cisaillement.
- traction simpre ou biaxée dans Ie plan de Ia tôre,effets de fexion:
- flexion,
- torsion,

Dans le but de réaliser des calculs de structures en matériau sandwich, ilconvient d'étabrir un modèle de .o-po.t*Jit a'ur, érc;;ill,une plaquesandwich dans les conditions ci-dessus.

L'originalité de la méthode proposée est -de. remplacer ra plaquesandwich à 3 couches par une plaqË h@;;ène équiv.l#t" ;iscoélastiquelinéaire non vieillissante anisotrope (àont t.sciractérËtiqu;; ;;il calculées parhomogénéisation au chapitry IV). c.ft" Ë;hitlq". d19-ogénéisarion permer detraiter le matériau sandwich 
"oÉrnr 

un matériâu traditionîet tromàgene.

D'une manière générale, l.a l9i d9 -cgmportement d,un matériau reliel'état tridimentionnel dés contraintes à celui des-déformations.Dans le cas de olaques stratifiées, poy -simplifier, le problème tridimentionnel(x,y,z) est raméné I ,nt;;ùrJ-r à z arorîslns 1x,y; par lintroducrion deséfforts et des moments résultants (définis * p"i"ioiritô u-+ à" ce chapitre)qui s'apptiquenr sur un érément 9+ ;t;n*lï, roi'oe .o.fJ*"ment d,unélément de plaque relie alors ces résult*io'ù* variables cinéinlatiques.



La partie tI de ce chapitre-présente la loi de comportement et l,équationdu mouvement de flexion d^trn ae.eni àr ætùiraque- équivalenfe (supposéeisotrope) soumis aux sollicitations aerritæ .l-a!rru, lorsque le cisaillementtransverse est négligé (théorie classique ae fiexion). Là partie III de cechapitre présente la-loi'de comportement et l'équation du mouvement deflexion d'un élément de cette prâqu" cqri"ujlntr (isotrope transverse) avecprise en compte du cisaillement'trans.uerse qui est essentiel dans Ë phénomèned'amortissement t46). Les caractéristiques tft.æmi*s à rétudeie-cette plaqueéquivalente sonr recensées à la fin a, .î.iup-i;;"

rr Loi. de comportement et équation du mouvement de frexion d,unélément de. plaque viscoétastique iùe"l.t non vieillissanthomogène isotrope.
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- les relations d'équilibre :

oii(r), + fi(r) = pùl(r) (en dynamique)

oli(r); +fi(r) =0 (ensrarique)

(fi(r): forces volumique)

- les relations déformations- déplacement :

e1i(r) = f 
fuiG); 

* u:(0,,]

Le problème standard de mécanique du solide élastique consiste àrechercher le champ.d.e déplacement il ei te champ de contrainte o en toutpoint r du solide, véïfiant: 
^

III-1

III-2

III-3

- la loi de comportement du matériau :

o1i(r) = clip(r) e11(r) 11I_4

imposés). 
- les conditions aux limites (forces de surface ou déplacements

Remarque : pour.un stratifié (figure l), ces conditions s,écrivent auxinterfaces ( supposées pari'aites) :
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- continuité du vecteur contrainte :
T _  I Id;2W2) = oi;(Wz) i=t à 3

- continuité du vecteur déplacement : cette condition setraduit en terme de déformation à partir ae u relation de
compatibilité des déformations: eikme3nrÂepnm\ = 0, soit:

,rr*<otr> = {6tz)
,torntzl = rlrrrutz) c-2
,'*r<ntry = erlrçntzt

avec: = ijk = 0 si 2 indices au moins sont identiques,
=ijk = I si permutation paire (ex.:l ,2,3),
.rjk = -1 si permutation impaire (ex.:l ,3,2),

c-l

figure I : condition à I'interface

Dans I'analyses ggs npeFs., pour. simplifier, on ramène le problème à 3dimensions à un problèmê a ) aimensions'en-integrant les contraintes selonl'épaisseur. Cette intégration conduit à il;"d"ire des efforts et des momentsrésultants qui seront définis au gltr_4.

tr-2 Hwothèses.

L'hypothèse de viscoélasticité linéaire non_vieillissante (V.E.L.N.V).permet d'utiliser le.principe de correspondance tcrrapitreï-$ Itr-6) et derésoudre ainsi le probrème àynamique dffirËp;;e de carson [65].
on se place dans une théorie classique de flexion d,une plaque d,uneépaisseur (h) faible vis-à-vis des aurres dimensionr ing"* zj.*'^- 

o
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figure 2 : plaque homogène

01 a$gnte un champ de déplacement de typeperpendicuraire 
.au plal moyen avant déformatiôn,

perpendiculaire à la surface moyenne transformée du
configuration fléchie (figure 3).

Mindlin: une ligne
demeure une ligne
plan moyen dans la

,V

figure 3 : déformationde flexion

De plus, un élément dans l'épaisseur, ne s'étend et ne se rétrécit pas, ilsubit simplement une translation et une roration, sloan tiif;riorrtre que ladépendance selon lépaisseur de la composante transverse du déplacement peutêtre négligée.

Dans ce cas le champ de déplacement s'écrit (en transforée de Carson):
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u*1*,y,r,p) = uf,(*,1,p) - rVT(*,y)
v" !x,y,z,p; = ufr{*,y,p) - rvi(*,y)
** 1*,y,r,p) = w*(x,y,p)

I

I I I  -5

compte tenu de,la faible épaisseur devant les autres dimensions, on se placedans le cadre de lhypothèse des contrainter pi*Ë, ,

Q{*,v,r,p)= o 11I-6
tr-3 Champ de déformation

Le champ de déformation est obtenu à partir de la relation suivante :

Pour un matériau homogène isotrope, la loi de comportement s,écrit (voir lechapitre II, $III 7 -2-4): 
-

*,_... l  .  f  *,.1,fi{*,y,,,p) = l+l oir*,v,,,n) - l]$l oftç*,y,,,p)ôr" 
LE'(p) Lg-rpl] 

*"' 'r '- 'vt"7j 
III-g

,fr{*,y,r,p) = 
t(uiit*,r,r,p) + uji(*,r,r,n))

et compte tenu de Itr-6:
t

i*.{*,y,r,p) = ei"(* ,y,z,p) = e)G,v,z,p) = o

er Vi(*,y,p) = w*(x,y,p),x et

v](x,v,n) = w*(x,y,p),y

Iæ cisaillement transverse est donc négligé.

IIT-7

III.9

m-10

Les efforts résultants par unité de largeur sont définis par l,intégration descomposants du tenseur des contraintes sélon l'épaisseur :
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compte tenu de Itr-5: Nlr(x,y,p) = fVJrt*,y,p)= 0

Les moments resultants par unité de largeur sont définis de la manièresuivante:

{*,v,n;, u${x,v,p), u[{*,r,n ) =lllolr*,r,0), o}r{*,v,p;, t]r{* ,y,v))zdz

m-12
Leurs interprétations est présentée sur la figure 4.

* a
N*(x,y,p) et Nr(x,y,p): représentent les efforts de traction (compression),

*
N*r(x,y,p) représente le cisaillement,

* a
N*"(x,y,p) et Nrr(x,y,p) représentent le cisaillement transverse,

1* c*

IvÇ (x,y,p) et M, (x,y,p) représentent la flexion,
t{<

IvÇr(*,y,p) représente la torsion.

n-l1
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figure 4 : plaque homogène soumise à des sollicitations de
membrane - flexion - cisaillement - torsion

F  .  . t  
{ '  *En mtegrant e**G,y,z,p) et e**(x,y,z,p)z sur l'épaisseur et en utilisant la loi de

comportement III-8, on obtient :

TII-13

,y,z,p) +u; 1*,y,r,p]l d,
E(p)  

rJ  
J

1vz {r * fwl
J *e*{*,y,",p)dz= 

huf;(x,y,p),x = 
J *[#;-

<+ nuf(x,y,p),x = 
;h 

Nl(x,r,n) 
hfi 

Nlt*,r,n)

Ëqf*{',y,",p)zdz=$rîr.,r,n,. =lÏ|fr;i- (x,y,z,p)ffi; {*,v,,,v1,a,
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-3 *
ëEryl(x,v+),x = *-uf,{x,l,n) - Pnaf,{x,l,n) ril-r4 ,

E(p)  E(p)  
r

m-15

", #.tr}{*,v,p),,
r f * *= +vtf,{x,v,n) - \AI{{*,v,r) rrr-16

E (p) B (p)

trI-13, Itr-15 et III-14, trI-16 se Éécrivent compte tenu de Itr-10
{ : g *

Nl{*,v,n) = t9+ uf;(x,y,p),. + s (pï$h u}*,y,p),, ru-r7
l-v (p) l-v (p)

en procédant de la même manière uu* r]r{x,y,z,p)et e}r(x,l ,z,p)z :

l-v (p) l-v (p)

vd{*,v,n) = 
fl(%**('y,p),* - *49**(*,y,p),yytzlt-v (p) J rzlr-v-(p)l 

m-re

{{*,v,n) = +Ï%**(*,v,p),r, - $\l+**(*,y*),**rzlr-v -(p) 
J rzlr_n'(p)l

III.20

Nlr{*,v,nl et rvr[Cx,y,P) sont obtenus à partir de leur définition III-I l er III-
12, et en utilisant la loi de comportement III-g :



55

*  a r *
Nlr{x,v,ny = e 

!P)
l+v (p)

*  t *

4r{t,r,P; = -E (P)
t+v (p) TII-22

*
ug(x,y,p),*

,r
u0(*,y,p),*

uo(x,y,p),, +
*

vO(x,y,p),*

w (x,y,p),**
*

w (x,Y,P),r,

2w*(x,y,p),*,

f frôt.,r,p),y * uf{*,v,n),*]r,

*f*.t.'v'p),*v ]

ITT-21

Les relations entre les efforts, les moments resultants et les variablescinématiques peuvent se mettre sous forme matricie[e:

{.

*(x,y,p) 0o

0o

0o
: t *

v (p)B (p) o

s.(p) o
*

0 t_n tr"-r.

*

TIT-23
*  E *

avec: A-(p)= e (P)h
- 

t-u*(p)
* *

B (p) = -E (P)=
*2

l-v (p)

. C-e système matriciel est la loi de comportement d'un élément d'uneplaque homogène viscoé$ltique linéaire non vièilis-t irùtop" r*r prise encompte des effets du cisaillement transverse. Ce système -ô"iïr- que t"r efietsde membrane sont indépendant de ceux de flexion.'

h3
t2
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III-5 Équation du mouvement de flexion : 
,

Les équations d'équilibre en dynamique (Itr-l) s'écrivent dans I'espace
de Carson (en absence des forces de volume):

* { . ' ,
oi;(x,y,z,p)j = P ui (x,y,z,p). p' III-24

(il est supposé qu'il n'y a pas de variation de masse aucours du temps)

Les équations d'équilibre en terme d'efforts résultants sont obtenues par
I'intégration des équations III-24 selon l'épaisseur :

r F * * , ,

N*(x,y,p),* +N*y(x,y,p),y =p ug(x,y,p)p"h IIr-25
* * * )

N*r(x,y,p),* * Nr(x,y,p),y = p vg(x,y,p) p'h III-26
* * * t

N*r(x,y,p),**Nr"(x,y,p),y=p w (x,y,p)p"h rII-27

La multiplication par z des équations III-24 et leurs intégrations sur
l'épaisseur en négligeant les termes d'inertie de rotation, donnent les équations
d'équilibre en terme de moments :

v{{*,v,n),**trl[{*,v,p),y- N]"(x,y,p)=0 ilI-28

{{*,r,n),**uf,(x,v,n),y- N;"(x,y,p)=0 [I-28

en dérivant les équations III-28 etllI-zg respectivement par rapport a x etf ,
et en les ajoutant :

{{*,v,n),***ztrl[(x,r,p),xy+uf,{*,v,p),yy-[N]"t*,r,p),x-Nlr{*,1,t),rj =o

puis, en remplaçant dans cette dernière équation, les moments et les éfforts par
leurs expressions en terme de variables cinématiques (W-23 et[I-27) :

* l- rr.
B (p)lw (x,y,p)xxxx + **1*,yB),,r] + z 

[u-<pldtpl 
+(l - nipl)d(pr] *l*,r,n)**yy

-p p2h**1*,y,p) =Q



(**(*,r,ol) - p p2 h **1*,y,p) =
*4

B(p)V
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<+ Itr-30

il s agit de l'équation du mouvement d'une plaque homogène viscoélastiquelinéaire non vieillissante isotrope en flexion ïn négHfeant lËs effets decisaillement et les forces volumiques. Cette équation est similaire à celleobtenue dans l'étude classique des plàques élastiquàs (équation ae Lagrangey.

III Loi de comportement et équation du mouvement de flexion
d'un élément de plaque vlscoélastique linéaire not, 

"i.illissanthomogène isotrope transverse avec prise en compte des effets
du cisaillement transverse.

III-1 Introduction

Les effets de cisaillement transverse ont une importance primordiale
{ans le comportement des stratifiés [45] et dans le pnenomenéà'4-ortissement
des vibrations des sandwichs [46].

' 
--laa figurg I wi représente les déplacements, obtenus à partir d'un calculpar éléments finis, d'une poutre sanawictr_élas-tique (avec uïnoyuu ayant untrès faible module par râpport à celui des 2 iarements) encâstrée à uneextrémité et soumise à un elfort de flexion à I'autre montre i'i*port*ce de ceteffet.

. . !'ég.de présentée dans ce chapitrel prend en-compte cet effet en plus decelui de I'inertie rotationnelle de ù mêrire manière à;; ;;iÈ-froposee parMindlin[36]paruneplaqueisotropeélastiquehomogènè
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figure*S . : déplacements d'une poutre sandwich élastique.
Résultats obtenus par un calcul éléments fins

withney, Pagano [48J et yang, Norris, Stavsky [2g] proposent une
approche basée sur--un champ de déplacement du-type-ft-s avec des
déformation de cisaillement transverse Ey7 Et syz suppoiôs unifonnes selon
l'épaisseur. Pour un stratifié hêtérogène, les- conàitions c-1 ne sont pas
vérifiées.

Chou et Carléone l32l considèrent que les contraintes de cisaillement
transverse sont uniformes selon l'épaisseur (les conditions c-1 étant ainsi
vérifiées). En outre, ils suppgsgnt que te champ de déplacemenr (du type trI-l)
représente la moyenne des déplacements de la ptaque.
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Ainsi, les moyennes des déformations de cisaillement transverse sont reliéepaux variables cinématiques (écrites dans le cas élastiquri a" h manièresuivante:

' 1w2
fr"(x,Y) = 

I J_n,r^lrr(x,y,z)dz 
= w(x,y),y * vr(x,y) rrr-32

Pour tenir compte du gradient de 8.x7 êtryz selon l'épaisseur, les coefficients
correctifs (kt ' kz) sont introduits enire les moyennes des efforts de
cisaillement et les déformations :

fh/2
N*"(x,y) = 

J _n,ro*r(x,y,z)dz

= kl A*, *rr*r(*,y) tII-33

de même: Nr"(x,y) = kz Ayr*rlyr(x,y) [I-34

I t- l

A,j*j =h2Lm,*o']

(h: épaisseur du stratifié)

Ces coefficients correctifs sont obtenus dans le cadre des hypothèses de lastatique et de I'unidirectionnel [31,50] en calculant les éneigÉr âË riraillement:

- dans le cas où il y a un gradient de cisaillement
- dans le cas où ep et Eyzsont considéÉes égales aux déformations moyennes.

Légalité des expressions obtenues permet d'identifier ces coefficients.

Pour le cas d'un matériau homogène, ils valent 5/6.

- fhlz
f*"(x,y) = 

t J_*rT*r(x,y,z)dz 
= w(x,y),**V*(x,y) III-31



60

Une-comparaison avec les résultats de la solution exacte de Pagano t49l pour le
cas d'une plaqrle en appui simple sur ses côtés soumise à une èharge transverse
a permis de valider cette approche [32].

Itr-3 Hypothèses

L'approche de Chou-Carléone est reprise dans le cas de la viscoélasticité
linéaire non vieillissante pour un matériau isotrope transverse homogène (voir
la loi de comportement au chapitre II, $tr.3).

Les expressions de kt*(p) et kZ* (p) pour le
étudiées au chapitre suivant. On montrera
résultat est repris dans les développements de

Les contraintes de cisaillement transverse
( tffz) et si I'on suppose que le stratifié est
autres dimensions : 

*
ou(x,y,z,p) = 0

cas du matériau sandwich sont
alors que k1*(p) = kz*(p). Ce
ce chapitre.

sont supposées nulles en peau
de faible épaisseur vis à vis des

TII-35

De la même manière qu'au paragraphe III-4, les relations entre efforts
résultants et les variables cinématiques sont obtenues :

fWZ * fVz * ç
) -*re u(x'v'z'P) dz = 

J -r rs**o(P 
)o**(x,y, z,p ) dz +

fi12 {c 1

) -*rsorr(n)o rr(x,v,z,P) dz

c+ rruË{*, y,z,p)= s]***(R ,ff oî*{*,r,, ,p)dz+ sl*rr(n ,ff 5{*,y,r,p)dz
(matériau homogène isotrope transverse)

soic huf(x,y,p),* =sl***1py Nl(x,y,p) + sl*rr{n) Nl{*,r,n)

de même: rrnf(*,1,p),y = sl***(py Ni(x,r,n) * sl*vy(p; nl(x,v,n)
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{ : *
ê) Nx(x,y,P) = c,

* g

et Ny(x,y,P) = cr,

*
avec: a (p) =

çy uf(x,y,p),*

1p; ui{*,r,p),y

hsl***(p)

- p*(p) uf;{*,y,p),,
- p*(p) uf{*,v,n).*

ITT.37

ITI.38

*
N*r(x,y,p)

sl***{n)2- sl*rr{n)2

*' ' 
i*rrto)B*(p)=o *3 t'

s****(p)

{r*rtn) lu[t*,r,n),, 
* u[{*,r,n),*]=h

2

4r*r{n) =

III.39

Nl"{*,y,p) =+ ir*r{n) t 
*(p) 

[*n,*,r,n),* 
- y]{*,v,nt]

n|"{*,v,n) =} cir*rtn) t *(p) 
i**,*,r,n),, 

- v}{^,v,nl]
III.41

avec: {É
S*y*y(P)

Ces deux dernières relations introduisent les effets de cisaillement
transverse negligées au paragraphe II puisque les hypothèses de contraintes
planes induisent , t: = VI .t t*., = \t; .

Les relations entre les moments résultants et les variables cinématiques
sont obtenues de la même manière qu'au paragraphe II-4:

fhlz * fWZ *

I ;rl{*,y,r,p)zdz 
= 

J ;s}** 
tn)ol* {*,y, r,p )zdz +
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* g

xxyy(P)oy r(x,Y,z,P)zdzff'
-3

* b rri(x,y,p),*

de même:

rw2
,r(ùJ_w,

) , . ]

,3 o g fflz !'. {.

I vrr.,v,p),y = t;...(0, -*"io,y,z,p)zdz* si*

soit:

uf,{x,v,n) =l(p) 
[*lt*,r,n),* 

-ô*(p) v]t*,v,n),1
vtf,{*,v,r) = T*(p) l*î,',r,n),, 

- ô*(p) ,ylt*,v,n),*]

.t rur[t*,y,p) = - 
*.îr.rtnl lvîtx,y,p),y 

+ vi(*,y,p

avec:y*(p)=* 
-sx*-!P) 

= t"
s****(p)2 - sl*rrtn )' 12

-* . fWz * -* fVz {.= s****(p, 
J-rroo(x,y,z 

,p)zdz + s**yy(ù 
J-rr5(x,y,z 

,,p)zdz

*
oo(x,y,z,p)zdz

TTT.42

trr-43

TTT-44

*
* S_,*yy(p)

ô (p)= j
soo(n)

T*(p), ô*(p), Clrr(p) étant les caractéristiques du matériau V.E.L.N.V.
homogène isotrope transverse en flexion - torsion.

Les relations trI-36 à ltr-43 se réécrivent sous forme matricielle :
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(p)- F
*

F (p)a

00

00

*
(p)o o 0 o o o

:L"(p)0 0 0 0 0 o
*

o(p)o o o o o
* *

o -o(p) o c,(p)o o
* -

o o -o(p) oa(p)o
^ * * *u y(p) -y(p)ô(p)0 o 0
- * . * ^
0-y(p)ô(p) r(p) 0 0 0

o o o o oe*(p

xryrÈ),;

tX

g(x,y,p),*
{É

uO(x,y,p),, +
vfr(*,y,p),*
:1.

V*(x,y,p),*
,l€

Vr(x,y,p),,
*
(x,y,p),**

:r
(x,y,p)

*

*(x,y,p),, +

0

0

0

0

,Yy

:l€'r(x,y,p)

* * r

avec: O (p) = C*y*y(n) 
|

* *
O"(p)=C*-(pl tr (P)

x z\r t  
2

*  *  ,3o (p) - _ c *v*vl

Ce système matriciel représente la loi de comportement d'un élément
d'une plaque v.iscoélastigyq linéaire non vieillissant rroÀôiÈn" isotrope
transverse soumis à des sollicitations de:

- traction-compres s ion (N **(x,y,p), N **(*,y,p)),
- cisaillement (N*1y(x,y,p)),
- cisaillement. transverse (N**"(x,y,p), N*yr(x,y,p)),
- flexion (Mt**(x,y,p), Mt*y(x,y,p)),
- torsion 1Mt**r(x,y,p)).

Remarque : Le comportement de membrane (N*1(x,y,p), N*y(x,y,p),
N**v(*,y,p)) est indépendant du comportement de flexion -
torsion - cisainement transverse (N*p(x,y,p), N*y"(x,y,p),

III-45
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Mt**(x,y,p), Mt*y(x,y,p), Mt**y(*,y,p)) ce qui est le cas pour tor\t
stratifié possédant la symétrie miroir (symétrie sur le plan de la
géométrie et des propriétés mécaniques des constituants ([53,54]).

III-5 Équation du mouvement de flexion :

Les équations d'équilibre s'écrivent en dynamique :

* * )
6ii(x,Y,z,P); = P ui (x,y,z,P). P'

en intégrant ces équations sur l'épaisseur, on obtient

* r l . * , ,

N*(x,y,p),* + N*y(x,y,p),y = p ug(x,y,p) p- h
* * * , ,

N*r(x,y,p),* * Nr(x,y,p),y = p vg(x,y,p) p- h

Nlr{*,y,p),* * Njr{*,v,n),y = p w*(x,y,p) p2 h

L'intégration selon l'épaisseur des équations III-46
donne :

vtf;(x,v,n),* * u[{*,r,n),, -N]"(x,y,p)= -p ryl(x,v,n)
?

o2L^12

^.3

{{*,r,n),* + nlf(x,y,p),, -Nr"(x,y,p)= -p Vr(x,y,p) p' 
h

ITI-47

III-48

nI-49

multipliées par z

III-50

* 2h ru-51

en dérivant les équations III-50 et III-51 respectivement par x et y et en les
ajoutant on obtient :

{{*,v,n),** * zr,{t*,v,p),*y* vrf,{x,v,R),r, -

-p e'{zfvî<*,r'n),* * v}t*,v,n),, ]

(r'lit*,v,n),* + Nltx,y,p),y) =

III-52

Cette équation devient en substituant les termes en effort par trI49:

{{*,v,n),** * z{t*,v,p),*y* tuf,(x,v,n),r, - p p2 h w*(x,y,p) =
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III.53

soit en remplaçant dans les relations III-52 et trI-49, les efforts et les moments
résultants par les variables cinématiques :

-p o']f;fvît*,r,n),* * vlt*,r,n),, ]

,y,p),**y] +

III-54

r* (p) $ f-:o ,y,p),xyy vrî {*,v,r), **y ] 
*

T*(p) lvlr*,r,n),rr, 
- ô*(p) qrl{*,r,n),.r1 - p p' t w*(*,y,p; =

-p o'],d;fvlt*,r,0),* r vlt*,r,n),, ]

<+ y*(p) 
lvîf*,r,0),*** 

* vî(*,y,p),yyy + vî(*,y,p),xyy + vî(*

[vit*,r,n),*r, 
* vî(*,y,n;,**rJ[- y.rpl ô*(p) - ze*(p) - r-(n)] +

p ,'$fvîc*,r,n),* *,r]{*,v,n),r] - o p2h**1*,y,p)=0

et -qJpl r..tpt4\rl{*,v,n),* + vi(*,y,p),y - **(^,y,p),** - **(*,y,pr,r, 
]

= p p2 h w*(x,y,p)

*
\rl{*,v,n),* + vT(*,y,p),y= w (x,y,p),** * w'(x,y,p)

_ z pprn**(*,y,p)
xs {'

q,,z(p) k (p) h

*
en posant : (D (x,y,p; = rpl{*,y,p),* + Vi(*,y,p),y

"rt'(*,r,P)= #
c*o,"(p) h k (p)

m-55€
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Y.(e)VI"*(p) p

,+[".,0,0

En remplaçant III-55 dans III-5 4 (leterme - y*(p) ô*(p) - zg*(p) - y*(p)
êtant nul pour un matériau isotrope transverse- voir le chapitre suivant-), on
obtient:

* -2 {€
pw (x,y,p)+ V w (x,y,p

* -2 *
pw (x,y,p)+ Y w (x,y,p

{.
w (x,y,p) = o

[o'* p h u*(p) nt Jf, * )Y2* ,+] *.,*,r,0) - p p2h **1*,y,p) = 0

IrI-57

,l .
,l] - ontn

e)

C'est l'équation du mouvement d'une plaque homogène viscoélastique
linéaire non vieillissante isotrope transverse en flexion avec prise en compte
des effets du cisaillement transverse et de l'inertie rotationnelle. Elle est
similaire à celle obtenue par Mindlin [36] pour le cas d'une plaque homogène
élastique isotrope.

Remarque : pour le cas de sollicitations harmoniques, la formule ltr-54 se
réécrit en substituant p par jco.

Itr-6 Paramètres à identifier

Une plaque viscoélastique linéaire non vieillissante homogène isotrope
transverse soumise aux sollicitations décrites en a un comportement décrit par
la relation matricielle III-38 qui est la loi de comportement de cette plaque.

Les équations III-46, III-47, III-54 permettent de décrire son
mouvement, elles font appel à la loi de comportemeft m-44.

Afin de résoudre ces équations, il importe de connaître la matrice reliant
les effort et les moments résultant aux variables cinématique, donc de
connaîtrc les termes suivant:

rl3

s,o**(P)'
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*
S**yy(P)'

:1.

Qy*y(P) ,
*

c*or(P),
*

k (p),
*

r (p),
r*

ô (p),
*

o (p),
p.

L'objet du chapitre suivant est de déterminer ces termes pour un
matériau homogène viscoélastique linéaire non vieillissant isotrope transverse
équivalent à un matériau sandwich.
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CHAPITRE IVI ,

Év^lt uATIoN DEs pARAMETRES paR UNE METHoDE
D'HOMOGENEISATION

I Introduction

une structure hétérogène a pour caractéristique d'être une association
d'éléments différents par le style, la forme, la taille ou la nature en vue
d'obtenir une propriété mécanique, thermique, électrique, acoustique, ou
autre, performante [5 1].

Compte tenu du nombre important de constituants, les propriétés de cette
structure varient avec la position (figure l).

figure 1 : matériauhétérogène

Ces variations font que I'on répertorie ces structures en 4 catégories :

- microhétérogène - macrohétérogène
- microhomogène - macrohétérogène
- microhétérogène - macrohomogène
- microhomogène - macrohomogène

(figure 2)
(figure 3)
(figure 4)
(figure 5)
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figure 2:martériau
microhétérogène -macrohétérogène

figure 4 : matériau
microhétéro gène -macrohomo gène

figure 3 : matériau
microhomogène -macrohétérogène

figure 5 : matériau
microhomogène -macrohomogène

Dans le cas des matériaux microhétérogènes - macrohétérogènes, ilexiste une échelle intermédiaire (entre l'échelle irirror.opiqu. e; éléments etl'échelle de la structure). à lagle_lle_les propriétés peuvenieti" moyennées avecune bonne approxiInllio" 152).Eilei sônt détérminées ,o, uri élémenr devolume.représentatif défini à cette échelle intermédiaire. Mai; t;;r cela, il esr
3égessa.ge d'imposer des contraintes et des déformations (rnucô-rrg,m;;ù;;
la frontière de ce volume pour vérifier la condition de macro-homogénéité deHill. C'est le conceqt {" lhbmogénéisation. Dans le cas de structures sandwichs
gli peuvenr considérées comme microhomogènes - il;;;hétérogènes,
lhomogénéisation est peu utilisée car elles pruu"'ttt être étudiées éléme;tr;;;
éléments. Il est cepenàant intéressant et pràtique ar iaite aeî paralèles avecdes structures homogènes..les pièces sutia*ictr homogénéisée's pouvant êtreétudiées de la mêmè manière 

-que 
les pièces "classi"qu"r'; (uiJ.oélastiques

linéaires non v ieill is santes ani sotrôpes horirogènes).
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L'objet de ce chapitre est d'identifier un matériau sandwich à un
matériau équivalent homôgène viscoélastique linéaire non vieillissant isotropb
transverse soumis aux sollicitations harmoniques de membrane-flexion.

Les cam,ctéristiques décrivant le comportement de ce matériau
équivalent ont été recensées au chapitre précédent. Elles sont obtenues par
homogénéisation dans l'espace de Carson.

Le paragraphe IV 3 du chapitre III a permis de montrer que le
comportement en membrane êtait indépendant de celui en flexion.

La sollicitation de membrane est un cas particulier de sollicitation
macrohomogène vérifiant Ia condition de Hill.

Dans la première partie, les caractéristiques de ce matériau équivalent
seront identifiées pour le cas de sollicitations harmoniques macrohomogènes à
partir :

- des lois de comportement locales (polymère-acier),
- des relations de moyennes,
- des relations de localisations,
- des conditions aux interfaces.

Ce problème est résolu dans le cas d'un sandwich constitué de deux
matériaux viscoélastiques non viellissants homogène anisotrope. Dans la
seconde partie, les caractéristiques de ce matériau seront identifiées pour le cas
de sollicitations harmoniques de flexion (qui ne sont pas macrohomogènes) à
partir :

- des lois de comportement locales,
- d'un champ de déplacement cinématiquement admissible,
- des coefficients de cisaillement conectifs.

Remarque : le passage de I'espace de Carson à I'espace des nombres
complexes sera à chaque fois mentionné.

II Loi de comportement d'un matériau viscoélastique linéaire
non vieillissant homogène équivalent à un matériau sandwich à
un chargement harmonique de membrane.

tr-l Loi de comoortement locale

En un point r, la loi de comportement locale d'un matériau V.E.L.N.V.
anisotrope s écrit selon le principe de conespondance :
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oi{r,n) = r1ln(r,p; ei,(r,n)
riG,n) = ,ilr.r(r,n; oi,(r,n)

avec: - c*s* = I (I: tenseur identité) IV-3
- Les tenseurs o*(r,p), e*(r,p), c*(r,p), s*(r,p) sont symétriques.

L'acier et le polymère utilisés dans les tôles sandwich sont ici considérés
viscoélastiques linéaires non vieillissants homogènes, leur loi de comportement
s'écrivent respectivement :

ofi*{r,n) = .ilil(/,p) efti(r,n) IV-4
ofi*{r,n) = .1!âtr,ny efli(r,n) IV-s

Ces relations, dans le cas de I'isotropie, s'écrivent :

.  ^a * ,
ofi*{.,n) = -o ;!!): efi*{r,n) *, tu*(q}uu*(o) 

teffi(r,n)ôii IV-6rr 
t+vu-1p) 

-f 'r 
lt*uu-1p1][r-zuu*(p)J

Ir*uo*
-  \ r / '  \ r /  c '

r*uo.(p)] [r -zun-6r1
nP*(p)vP*(o) (r,p)ôij IV-7

tr-2 Loi de comportement globale

Le comportement du matériau homogène équivalent reliant les
contraintes globales(E(*p)) aux déformations globales (E*(p)) s'écrit sous la
forme :

ritnt = c,ffrn) Ei,tn)
* en:t tl.

et (n) = Stjit (p) \r(P)

? r t T  e f t a -

Cfr-- (e) et S1fr (p) sont les propriétés équivalentes du matériau homogène

équivalent au matériau sandwich microhomogène.

Ces propriétés équivalentes vérifient la relation:

p*
kk

IV-1

rv-2

IV-8

IV.9
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|.frr,] =l'frr,] '

tr-3 Théorèmes généraux

ry-r0

IV- l1

(re S) IV -12

IV-13

IV.14

IV-15

IV.16

rv-17

rv-18

Pour le cas de sollicitations de membrane, les contraintes et les
déplacements sont homogènes en surface (S):

L'intêgration des relations d'équilibre locales en absence de force
volumique et compte tenu des conditions IV-ll etIY-LZ conduisent aux 2
relations de moyennes suivantes:

of{r,t)n;= tifol nj = Td*(p)

,f {r,n) = nio) *. = ul*(p)

tirnl = +I ofr(r,n)dv = olt
nirn) = + Iref(r,n)du = rffii

Le comportement local est relié au comportement global à partir de
deux relatiorrde localisations :

* i r

oii(n) = Ai;kt(r,P) fn(n)
* T 3

eg(n) = Biis(r,P1 fn1(n)

A*(t,p) et B*(r,p) sont respectivement les tenseurs de localisation des
contraintes et des déformations.

En remplaçant IV-15 et IV-16 dans IV-2 et IV-l puis en calculant leur
moyenne sur le volume v (relation [V-13, IV-14), il vient:

* g { € *

Eij(p) = sijn(r,p) Anmn(r,p) Ern(r,p)
T s *

>i;(n) = ciikl(r,P) Bp,,,n(r,p) E*n(r,P)

Puis, en identifiant IV-17 et IV-18 à IV8 et IV-9, il vient:
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"ff"<ol 
= .frp(r,p; ni,-n{r,n)

,eq-Silhtn) = siikl(r,p; Ant,on(r,p)

__-

^  l / o ^ \  - Inlç1611\rtH,f - 
Ïjkl

B*-r(r,p) = Iijtt

1 *

IV-lg ,

IV-20

IV-21

rv-22

TY.23

rv-24

rv-25

IV-26

La relation IV-10 montre que les tenseurs de localisations
ne sont pas indépendant:

En substituant respectivement les relations IV-15 et IV-16 dans IV-13 et
fV-14, il vient:

Les relations IV-19 et IV-20 montrent que pour obtenir
caractéristiques équivalentes il faut d'abord déterminer les tenseurs
localisations.

En ce qui concerne le matériau sandwich, dans le cas de la sollicitation
de membrane, les contraintes et les déformations dans l'acier et dans le
polymère sont supposées homogènes, soit:

{r.r(r,n) = a,]r,tnl
= ar!fitnl (r e

ni*{r,n) = n,jlrnl
= n$irrnl

Les relations IV-21 etlY-2? deviennent alors:

r efilo) + (1-o a1Ii,rnl = \irr
rnfilrn) + (r-o nflrnl = \jn

avec f : fraction volumique d'acier.

avec: \jn = 
llu*u,, + ouo,l

( re a)

p)

( re a)

( re p)

le
de
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Remarque : les tenseurs r*(pJ, E-(p) coryle_les tenseurs o*(p) et e*(p) sont
symétriques. Les tenseurs A*(p), B*(p), Ceq*(p), Seq*O) posièdent, ôomptè
tenu des relations IV-15 à IV-18, les symétries suivantes:

\r,1(r'n) 
= X1ip1(r,P) = Xii*(r,P) = X3i11(r,p)

* * * c n * a n { c

( x (p) = A (p), B (p), C" (p), s- (p) )

II-4 Conditions aux limites

tr-4-1 Conditions en contraintes

La continuité du vecteur contrainte à I'interface repérée par la normale
1t7 (figure 6) conduit à :

Aoil(r,p) nj = 0

r = interface, j=J

x3

figure 6 :condition aux interface du sandwich

IV-27

et dans leCompte tenu de I'homogénéitê, des contraintes dans
polymère, cette relation lV-27 s'écrit :

{tnl = o,{tnl IV.28

en utilisant la relation de localisation des contraintes et la relation de moyenne
IV-25, l'équation IV-28 devient :

ou encore en utilisant:

*

[4in,,0,-trnJtï(? =o
1-f

ttt -29
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- les lois de comportement locales du polymères et de I'acier, -
- la relation de localisation des déformàtiôns globale IV-17, 

'

- la relation de moyenne IV -26,

:1.

[tt-0.$o(p) + rcip,ir(p)]Bfi,*rol -.;pr]otn)qr,",,1 t$ = o IV-30

n-4-2 Conditions en déformations

La relation d'Hadamard (équations de compatibilité) s'écrit :
*

e 6n€1n Âen1(r,P) r,,'rn = 0 (pour r=interface)

elle donne pour le cas du sandwich :

*
Aeli(rinterface, p) = 0 pour i et j +3 IV-31

â'r,  .  D+, .  .  et j*3 IV-32otÛ(P)=efiç) r l

(les déformations dans I'acier et le polymère étant homogènes)

IV-31 se réécrit en utilisant la relation de localisation des déformations
globales IV-17 et la relation de moyenne IY-26:

f  o*  
*

[tî l*,-t,:*] S=o 
pourieti*3 tv-33

ou encore en utilisant :
- les lois de comportement locales (acier-polymère),
- la relation de location des contraintes globales IV-16;
- la relation de moyenne IV-25,

fftr-o'fiil<n) + rcl,il(p)]Ail,,"rnl -,fii1tnrq,.,]1P= o IV-34

II-5 Expression des tenseurs de localisation des contraintes globales

la relation IV-28 ,ofiitnl = o|;(p), se réécrit compte tenu de IY-29:
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o Aîl,rrp)>iro ) * xî\zz(p)>lz(p) * hîlrrtpt - r]Elrrp) + zx\irr2<v)>ir(p) *
zr$rr<ùElr(pl + z/rrï.ll10)>1, 6y = g

le matériau sandwich ayant un comportement linéaire :

en complexe et compte tenu de la relation de moyenne en A*(p) (IV-25)

nlr,rtor) = Rfri;(co) = Isij IV-35

elr ' tr l=nlri i(ro)=o IV-36

de la même manière, 4Ol = olitn) (relations IV-28) donnent :

"âiol=olitnl
Alli:(r) = elr11(co) = Izrij

nlri3tco)=alr1i(co)=o

ei,utrl = nfi,,tr) = I'ij
ei,,,trl=efiotco)=o

I-es conditions \\l-32:eiitnl = eTi(p) se ramènent, compte tenu de

'iltpt = el;(p)
€r<o> = eli@)

/ oil,r(p) = o
I ̂ \\rr<o = o

,-l Aii33(n)=r-lnfi,rrnl=o

I aii4rn) = o
\ eilr,(p) = o

rv -37

IV.38

IV-39

IV.4O



77

IV-34 et de la linéarité du comportement, à la résolution d'un système en
écriture complexe de 36 équations à 36 inconnues que I'on peut mettre sous la

rorme , [ttÀl1ls"r'l] = [ot'l] IV-41

al).

co)

ol).

ot)

co).

ol)

(fo.

(ol

i,(i
*
tr0
{.
nQ'

wa
{.
ircC'

tYrl3
*

Mr
{.

N42s

W
{.

Mgg

ftfi

N{

M
I

M

.M

M

MtzMltCo)

Mll0o) Mrz

Mzz
Itvt1or1=

avec:

M21(io))

vr|or)
M31Co)

*

rt

Msz
MtzMlr(co)

-4.i.0',] -4.î,0',] .4.i.0',] -l
h'Ldr+(arl Lrtdrs(col h{dr6(ol I
n{ai.a,{ *{ol,a'r] -4.l.orl Ir{Aar,] *{olrc'',t r,4azoooll I
n{oioci'{ n{oi,<i'! 4;ci'1 1
*{ul<i'il n'{alra'il *{uilci'il _l

n{ai,c;'r]
*tui,c'rl
n{01,6'yJ
*{.r,0',]
R4d3r0oI
n{ol,ci'il

IPtrl]=

'{"1,0',1 -4'i,o',] -{
*1tJr0'4 h+MÉcû,)] *1
Intl?0,D! RlMf(io,)] t"'1,
*1tf09 hlu3s{ico)] 

Y
htMgzC.')I nqvlrr{itol -In{

ndulci'il rtrlrc'il n{

co)

co)

o),

ot)

or)

co)

c
('

c
c
c
c

H
.{

$*'t

4"î,0',1*1tJ'c'!
t"t\r(io1
*lt.rtatÏ
hnlMrr@)l
n{rral,6rj

H
.{

-{

fi
Mzz

rtai,6rl = 11-flsfi r r0ro) + rsfil 10co)
vrf,Crl = 1t-it$1 10c,r) + rs$1L0co)

vri,Clrol = 11 -flsf| r0ot) + rsfll r0co)
rnrirticol = 11 -r1s fizzÏa)+ rsfirr(i co)
rrnirCl col = 11 -fl sf izz}a) + *$rrïo)
vrircrl = (t -fls fizzea) + rsfjrr{ior)

*
Mr30o) = 11 -fl s fi r z0co) + rsf i 1 2CI co) = rr'ri,Ci orl

*
Mæ(o) = 1r-flsfirz(co) + ftp]12}ro) = Mizqtl

rvrirCorl = 1t -gs firrÎù+ rsfl, rti co)

n{oir6'1
*{uirci't
R4d22Co).

*{ulra'l
*4ulra't
Intdsz0o)

avec:
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air0rl = rlirrCIor)
aircirl ='fizzlir)
uirci'l = ti-o ['ïîroco) - ,iirrci'11
di+orl ='firz(jr)
oirci'l = (r-t['ïîrro'v -,iirrci'l]
uîucrl = (1-r) lgîriciry - ,ui, CIr)]
ai,Cirl = ,lLn (co) = dizCIar)
airar> = tlizz.$r)
airc'l = (1-o L'Bl,30co) - ,;irrCirll
dio6or) = r|i,rCIco)
ujrc'l = ôn lgzsCIGù) -,;irrc'll
uluci't = (r-o I'nÀ,ci'y -,ii'ci'l]
ai,cirl = rlir 1CIco) = di+CIar)
oirCirl = tltizzgro) = aioC tl
uirti'l = (t-t [,ïlrrti'y -,iirrti'11
alocrl ='ljrzlir)
oirci'l = <i-o ['ïîztea)- ,iirrti'l]
uiu6'l = (r-o ['ï;r,o'l - ,ii3,c'l]

[s1'l] =

eir'tt l
eir,,tt l
elrrrtt)
nir'ttl
nlr,,{to)
eir'ttl

ei,rtt'l
nirrrrtl
t|"rr1'7
t\or<'>
lll'rrr{a)
n\'.,,r{'>

Ai,rg(r)
ai,rrttl
lrl)orrt >
lii;ær<'>
afrrrtt)
nlrrr{co)

ai,,rttl
ni,,rttl

Érrr(')
Ë'rrr(')
nlr,rtto)
eir,rttl

Airæ(r)
ni,rrttl
t|"rr1'1
/ii:zr<'>
AT',,{a)
efrrr{co)

Air'(r)
^Lirrrttl
nlrr,{t)
rl,,.rlrl
elrr,{t)
efrr,{,o)
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Iæs relations IV-35 à IV-40 et la ésolution du système IV-41 permettent
ainsi d'obtenir les composantes du tenseur complexe de localisation des
contraintes dans I'acier. L'utilisation de la relation IV-25 permet d'obtenir les
composantes du tenseur complexe de localisation des contraintes dans le
polymère.

II-6 Expression des tenseurs de localisation des déformations globales:
(Ea*(jor) et BP*(j to)).

Par une démarche similaire à celle présentée en II-6, les composantes des
tenseurs Ba*Co) et BP*(iol) sont obtenues :

La relation IV-32: riitnl = eli(p)s e rêécrit compte tenu de IV-33 et de
la linéarité du comportement:

niiucnl-Irri j=o
en complexe: nir,,fcol = gf;rj(t) = Irrij lY-42

ni,,,<or)=nfi'tco)=0 IV-43

de même' ,âztpl = !r)@)devient: nirutol - rzzrj= 0

en comple *", n),21i(o) = nlrrrtar) = lzzii

,I)a<r>= n!ru(co) = o

et: rîl(pl = rfltn) se réécrit'B?r,.i(p) - Irzij = 0

en complexe: Bf21i(co) = nlr,rtco) = Irzii

nfri3tor)=nlru(co)=o

I-es conditions en contrainte II-28 écrites sous la forme IV-30 (en terme
de localisation des déformations) se ramènent compte tenu de la linéarité du
comportement, à un système en écriture complexe, de 36 équations à 36

inconnuer,l*trl] [t'trl] = [ttttl rv-48

rv -44

IV-45

IV.46

rv -47
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-4.oi'0.,] *|onîJt,,l
Y*.rr0.1 *1*lr('4
n4Nrrtico)I -4NzrGoI

*{*lrci'>] *d*lrc,'rl
n{Nlr6r! -*{.*irci,!
*{*irciril n{Nlr6rj

*[nl,orl
*1*Pa'ï
hnlNzz0col

-{**rri.l]
htNlz0c"{

n{Nir6'!
$
r{

- -4"i,0,,] -*{*i,orl
h'LNrr$tl R{N1,$of
n{Ni,6'l -*{N|,<i'il
*{"*,0',] .{on;,0',]
RJNgr(i'4 -$Nr.ra'1
Irr{Nlr0otl R{N3r(co!

Nl20o)

Nrz0or)
*

N220o)

N220o)

Nlci'l
Nlr0t

p*
hztîro) + fcfy3îar) = N12(to)

r"li*
r"li,

ârlr0<o) + fc{133CIc0) = N13CIor)p*

*
Ni,{irl = (l-flcll*CIor) + rcflrrcor)
Nirci'l = z ltr-oriirrti'l + rrflrrciorl]
Nircirl = zltr-orâirr0r) + rc!]3rûorl]

IN1o11=

avec :

Is(rt=

r"!i* *
= N230ol)

(ù

t)

û)

c
CI
r)

('

)l
)l
: ]

t
Itt -0.îi, r0ro) + rcfi, rCIcol]

.4ri,o',]
htErs@I
n4d'o'!
*{rirc'',J
.4"1,0,,1
nlerr0co)j

eirc')
rl.

E, , (ico)'tr(co),
*

%r0ot)

+i,.',,1tlt-tr0tl1
R{E22(co)

*
Era0c))

rr
E14(o),

al)

al)

('

0t
#

Erg

En

nz@)
{.

tl.

*

rl.

%r0or) *{'L<i'ù
.{"ioql
ht%z0at)J

sz0o)
Er+0co)Egr0(D)

tt

i.

rl.

Eg4(i(D)er10co)

= (t-0 [4,r0to) -'â;rrccotJ
= (r-0 L"\irrr:rl - 'firrCtcolJ

*
El tcco)

*
El20o)

*4'î.ci'r] 
-

\Eretirli
R{E26(co)J

'11;"{
*1"tua').1
rntEgoco))J

%l0ot)
Eæ(io)

E33(o)

E33Co)

+

+

[c

+

il
#

(r)

o

+

o

(

('

u)

('

23

31

fi<r

23

a'r
23
a*
23

23
a*
23

33
a*€
3 l

,a*'23"

f)c

0c
,a*'3t'.

f)c

-0c

[rt -,

Itt-,
-0c

l,t-,

r&

N210ar) = (1
*

N22(co) = 2
*

N40ol) = 2
*

N31ûol) = (1
!k

N32CIal) = 2
*

N330ol) = 2

avec:
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nirctrl = ,flrr{ior)
Ei+CI'l = (1-o [di,rao,) - 

"âi,ro')]
nircrl = .!lr3cico)
niucirl =.f131{ir)
nl,{irl = (1-o l"t;noor) - 

"Ttr,or)]
zirr,sro>= (r-0 lCr\rrfiry - 

"i\rrqrll
nlrCitl = 

"liztgco) 
= nirCirt

niorsr>= (I-o l"E\rroo - 
"î;rz0o,)]

nlrc'l = 
"llr{sr)

nro(rl = cllu0or)
EirCIrl = (t'o [.li,rCIro) - 'âî,,0r)]
rlrci'l = (1-o l"\irrttrr - .iirrCirl]
rrrcrl = .list0co) = riuCirl
Eioc'l = (1-o [.!i,rci'y - 4i,r6'l]
rlrCirl = r|izrCIro) = eluCirl
nru{irl =.lirr0or)

nlr,,tto)
nir,,ttl
nlr,,{t)
nir,,ttl
Bi,r,(t)
n!r'rrtcol

B\r',-)
Y|.'r.,{')
Y\\rr{a)
BI'r,-)
n\,rrr{r)
nil,u<'>

nfrrrtt)
nlrrrtto)
nlrrr{o')
nlrrrtt)
ni,rrrtl
ni,rrttl

nlr,rtco)
nir,rttl
nfr,r{co)
nl^rr1'1
nii,rt'l
n!r',rt')

nlrr,{t)
nlrltt)
nfrrrtt)
Birgr(r)
ni,r,tt l

nlrrrtr) n!r'tr)
niru<,>
Y\^rr1'1
n|^rr1t':
Birzg(r)
ni,rrttl

[t'r'l] =

Les relations IV-42 à IV-47 et la résolution du système IV-48 permettent
ainsi d'obtenir les composantes du tenseur complexe de localisation des
déformations dans I'acier. La relation IV-26 permet d'obtenir les composantes
du tenseur complexe de localisation des déformations dans le polymère.
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Remarque : les tenseurs de localisation Bu* (it) et BP* (co) peuvent également
être obtenus à partir de la relation IV-l1:

ctq*gr) = g"Q*'t6co;
-

<+ c (rjco)B (rjco) =

II-7 Tenseurs des modules et des complaisances équivalents

Les composantes des tenseurs complexes équivalents s'écrivent en
fonction des composantes des tenseurs de localisations :

. cffi{ir; = .1lr.,r(rjco)8fi*n(rjco)
= r.iîlû'lsii","0') + (1-0cfiï,a'lnflfuci'l
= r 

l.ft0ry 
- 
"1!irccol] n*,,0c0) + .$fltirxkrmn

o c;t(co) = r ['î"t'l 
- cfir.r(ar)] nfr,""rr) r l'il(co) 

- .1!ii<')] nfr-"{rol
+ 

"fi"{or)Ikhn

"t c,jilrco) = r[.i*<'l - r$rirorl]nfr,,t') + r[.i*,', - rfip1t.ol]nfr,,t'l
*.fi*trXkl.n

1 *

s (rjco)A (rjco)

. sfficir) = ,iin(.ir)ar,r-n(rjco)
= r'fiil0'ynffi"0or) + (r -r)stli,CirlnlhCirl
= r 

I'iiociar) 
- ,,|ïr0',] oii-,(.,) + ,$[ti')In*n

.+ siflrco) = rfrfintco) - ,fikr(o)]efl,"tcol - r[d"t') - sfrç1torl]afr' <'l

rv -49

IV-50

* rfiottXkhn ry-51
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Remarque : Cette approche permet d'obtenir les caractéristiques
complexes d'un matériau viscoélastique linéaire non
vieillissant anisotrope équivalent à un matériau sandwich
constitué de 2 matériaux viscoélastiques linéaires non
vieillissants homogènes anisotropes soumis à des sollicitations
harmoniques de membrane.

Cas de I'isotropie des matériaux constituant le sandwich :

les matric", [tqry], [orrl], f*trl], lrrrlJ se simplirient :
* * * *

M31Co) = M13CIco) = Mrz(o) = M23ûor) = 0
* *

M2lCro) = M12(ior)
,1. *

M22(crl) = Mt1CIot)

* * t ( * * *
dt40o) = d310ro) = d150co) = d16ûot) = d2a(ro) = dgz(o) =

{ € * r l . * *

d250ol) = d260co) = d330co) = d350co) = d36ûco) = 0,
* *

dzz1o) = d11(iar),
* tl.

dæ(io) = d130co)

: É * * * * *
Nt2Co) = N210cù) = Nrg(co) = N3l0@) = N23CIco) = Nsz(co) =0

: k *

ElCo) = E120{D)
* * * * * * *

E I 4C co)=E I 50 o)=E I 60 o)=E2 I C o)=E 22Csù=E2 30 co)=E24C o) =
r f * * * * *

E26Co) = E3 r0co) = E320ro) = Q30{D) = E3a(cD) =E350co) = 0
* *

%6Co) = E250co)
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, ,irlrrtit; = t+Y.j*0co) ,
E' (iot)

ri,!rrcir) = ûco) , rirlrrtit) = Et*6r1ut*(ir)

l+vi*6coyt -zvi-6or;] I t*ui*6rl] [r -zut-a')]
i,k o.t*0t)

c\212(J((J) =-

1t+vi*6ory]

(avec i = a: acier, p:polymère)

Dans ce cas, les tenseurs de localisations des contraintes et des
déformations se simplifient :

ei,lrrCior) = AI',tûco) = nirlr,0ro) = A[12cor) = nfirr},o,) =
nlrrr1.l,l = nL,10co) = A!zz,,to) = AilsCItl =
nfirre,i,) =A[rloco) = o

^Lr1(co) = aiirrtico)
t]rrreo,) = Allr3co)

nii,r{ic,r) =B[ntgco) = niiltico) = BI110<o) =
n!].rrrea) = Bllgg0or) =Bl|zcco) = BllrrCIco) = Bl,rCIco)
= BIrzzQo) = niirrCit) = Bl1 120c0) = Bïzr0co) = 0
niirrtiorl = sà1,1CIc0)
n!|.rrreo,; = nil'cirl

Les tenseurs des modules et des complaisances complexes équivalents
s'écrivent alors sous la forme matricielle en fonction de 5 composantes
indépendantes (cas de I'isotrope transverse) :
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[.*t'i =

ciTirci,t ciTlci'l ciîi6'r o o o
ciTi,ci'lciïlgç;o,l o o o

cillrci'l o o o

symétrie

ciliz6'l o o
cilirci'l o

cilirç;'l - cillrc'r

IV-53

[r'n.ArJ =

sïTi,(irr s!ï;26'r si!i,6'r o o o
sili,ci'lsftirc'l o o o

sllrrcirl o o o
silirct'l o o

symétrie
silirti'r o

siTi,ct'r - siTlzç;'r
IV.54

II-8 Conclusion

La loi de comportement d'un matériau viscoélastique linéaire non
vieillissant homogène anisotrope et isotrope transverse équivalent à un
matériau sandwich microhomogène soumis à des sollicitations harmoniques
macrohomogène (en particulier de membrane) a été, identifiée en fonction des
caractêristiques de I'acier, du polymère et de la géométrie (fraction
volumique).

Une partie de la matrice de la relation III-38 du chapitre III est ainsi
identifiée. Pour le cas de sollicitations harmoniques de flexion où les champs
de contraintes et de déformations ne sont plus comme dans le cas de
membrane, homogènes par couche, il convient d'évaluer les paramètres d'une
autre manière.
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III Évaluation des paramètres spécifiques au cas de la flexion ,
harmonique.

Itr-l Hwothèses

Hypothèses de comportement:
- acier : élastique linéaire homogène isotrope.
- polymère : viscoélastique linéaire non vieillissant homogène

isotrope.
- le sandwich : viscoélastique linéaire non vieillissant isotrope

transverse.

hypothèses sur le champ de déplacement:

dans chacune des couches (i), le champ de déplacement s'écrit:

: * *
u'' (x,Y,zjco) = ztY*(xjco)

: *  t î ,  .  \
v' (x,y,zior) = zVv(yial)

*i*1*,y,"jol) = **1*1t;

Les conditions aux interfaces en terme de déformation (IV-31) sont
respectées.

III-2 Expression des modules de flexion complexes équivalents dans
le plan de la plaque homogène équivalente à la plaque sandwich.

Les moments de flexion Mt**(ico), Mt*y(ico) et de torsion Mt**yCIt)
s'écrivent (par unité de longueur) :

dcirl = 
lio|(rjco)zaz

*4ra'l = 
liolr(rjco)zaz

I soit en tenant compte des lois de comportement de l'acier, du polymère et du
champs de déplacement:

t"d ci,r = 
lio|{,j'),a"
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dci'r - | oî,,, # * dirr.,') $l *;,,0t -

,"d ci'r - | oi,,, # * dirr@) $l *;,,0t

dr,rr#.dira'r#

trrr#.dirrci'$

,4ici'r = + [oî,,,+. el,,ci'Éo ] [*I,,c'r . *,,.0',]

en identifiant ces 3 demières relations avec les formules III-42, III-43 et
nI-44 du chapitre III, il vient:

|- '  .  -o3 I
r*oo,)=-loî,,,S*qlî,,c')+ I *-tt

-  [  ^  1 3  " 3ô (ico)=*loî,rry*aïîzzo',*rl ry-56
Y 0co) L

*fn36*r,n ' lo (ico) = +Loîr,, # * a|irzCI', +l

avec: Qîr, t=+,ofi1,tit, =#,
1_vu" 1_vp*_cco)

û,rrr= 
- uu';, qïîzzcr; = - nP*(it)'EP*ct),
, ! . -vu.  l -vp*_( ico)

Qîrrr=,ft'qÏLzo') =#

IV.57

v|,rct)

vl,.cr)
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III-3 Expression de la masse volumique équivalente :

La masse volumique de la plaque homogène viscoélastique linéaire non
vieillissante isotrope transverse équivalente à la plaque sandwich, est obtenue
par la relation de moyenne des masses volumiques pondérées par les fraction
volumiques :

ô=f f i -mu+mPrvv

=-uÉ*-PuP
uuv vPv

= puf + pP(1-0 IV-59

III-4 Expressions des coefficients conectifs kl* (p) - k2* (.p)

Les effets du cisaillement transverse sont pris en compte par une
formulation basée sur la théorie des poutres de Timoshenko [33] qui a été
éændue au cas des plaques isotropes par Reissner [34,35] et Mindlin [36] et au
cas des plaques anisotropes par Chow [31].

Lè cômportement transverse est déterminé par 2 constantes : k1* (p) et

tz* (p). Ces constantes sont définies de la même façon. Les calculs présentés
ici sont ceux qu'ont développé Chow [3U et Vinh t50].

Le principe de calcul d'une constante est d'identifier l'énergie, de
cisaillement lorsque la contrainte de cisaillement transverse est homogène dans
les couches (mais continue aux interfaces) à l'énergie de cisaillement lorsque
la contrainte de cisaillement transverse est supposée homogène pondérée par le
coefficient correctif cherché.

Itr-4-1 Expression de kt* (p)

m-4-1-1 Contrainte normale :

On suppose que la contrainte normale dans le sandwich (qui n'est plus
homogène cômme dans la partie II) o***(x,z,p) s'écrit de la même manière que

dans le cas unidirectionnel :
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o|{*,",p) = rnnî(*,nl ù+@ IV-60 I
orr(n)

* thll :k ,'
avec: ntt(n) = 

J-*c****(z,p)z-dz

nI-4-2-I Contrainte de cisaillement transverse o**"(x,z,p) :

La contrainte de cisaillement est obtenue à partir d-es équations
d'équilibre en I'absence de I'inertie rotationnelle qui est négligeable vis à vis de
I'effet du cisaillement transverse [30]:

*  fz  * . .
oi{*,r,p)=-f o*fx,6,P),*dq, IV-61

J -hn

en remplaçant IV-60 dans IV 61, il vient :

*

Q{*,r,p) = -Mf(x,p),x +4 rv-62
or1(n)

avec: gi{r,n) = - ft ,l**{6,p)q dq
J-W

notons que IV-62 vérifient les conditions aux interfaces IV-28.

trI-4-1-3 Energie de cisaillement transverse

Compte tenu du fait que I'acier et le polymère sont isotropes, l'énergie
de cisaillement par unité d'aire:

fWz 'k {.

J -rro l(x,z,P) T *"(x,z,P) dz

I sécrit compte tenu de I\l-62:
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rv-63

Itr-4-1-4 Énergie de cisaillement transverse d'un matériauV.E.L.N.V.
équivalent isotrope transverse avec prise en compte du coefficient
de conection .

L'énergie de cisaillement par unité d'air s'écrit encore compte tenu de la
définition du facteur correctif (\I-2 du chapitre précédant).

*2
N*r(x,p)

* *
k1(p)A*"*"(p)

avec, dans le cas d'une poutre en statique (équation Itr-49) :

* t *

N*r(x,p) = M* (x,P),*

finalement l'énergie de cisaillement s'écrit :

,dj<*,nr,. ]' (" ,i'r,,,, *
Dîi<pr J-rrcio,{''P)

fhlz {. ,r.

J _*ro ot(x,z,P) T *r(x,z,P) dz

= *if,ol 
f:' fi,(x,z,p) dz

h J _ntz '^r-- 
j

,lr *

= N*"(x,p) f*"(x,z,p)

[ t * 12

lvÇ (*,n),* J.--_

k1(p)A*o"(n)
IV.64
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trI-4-1-5 Expression de k1* (p)

En identifiant IV-64 à IV-63, il vient :

rt

k1(P) = [oî,<or]'
Nz *2

{^"tn)| E @'P) *
J-w'c*o'(z'P)

IV 65

* 2l rwz - l-tavec: A*or(P) = n- 
ll-n,rs*or(z,v) 

dz 
f

nI-4-2-l Expression de k2* (p)

Selon la même démarche, kz* (p) est obtenu. Et compte tenu de la
symétrie par rapport à l'axe z, il vient :

kz* (p) = kl* (p) = t* (p)

Ainsi, les paramètres de la flexion sont identifiés. Pour les obtenir dans
le cas de sollicitations harmoniques, il suffit de remplacer dans les calculs : p
par jco.

W Conclusion

L'étude présentée dans ce chapitre a permis d'identifier les
caractéristiques de la loi de comportement (relation III-44 du chapitre III)
d'un élément de plaque viscoélastique linéaire non vieillissant homogène
isotrope transverse équivalent à un matériau sandwich soumis à un chargement
harmonique de membrane et de flexion.

Cette loi de comportement permettra une étude d'une structure en
matériau sandwich à partir d'un code de calcul d'une structure viscoélastiques
linéaire non vieillissante homogène isotrope hansverse. Il s'agit maintenant de
valider cette loi de comportement en particulier dans le cas de la flexion.
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CHAPITRE V APPLICATION AU CAS DE LA FLEXION
OBERST

I Introduction

Le L.E.D.E.P.P est équipé d'un appareil de flexion Oberst. Cet appareil
permet de visualiser la courbe de résonance d'une éprouvette (en forme de
poutre) en flexion, en fonction de la fiéquence.

L'exploitation de cette courbe, permet de calculer I'amortissement de
l'éprouvette aux fréquences de résonance.

L'éprouvette étant placée dans une enceinte thermostatée, les résultats
sont obtenus en fonction de la fréquence et de la température.

Cet appareil a permis d'obtenir I'amortissement de poutres sandwich de
différentes géométries, constitué du polymère F13' (présenté au chapitre II).
Iæs résultats sont présentés dans ce chapitre.

De nombreuses études ont été menées afin de prédire I'amortissement
d'une poutre sandwich. Cependant, aucune n'a proposé de résoudre le
problème d'une poutre homogène équivalente à une poutre sandwich en flexion
avec prise en compte des effets de cisaillement transverse et de I'inertie
rotationnelle.

Dans ce chapitre, l'équation du mouvement de flexion d'une poutre
homogène viscoélastique linéaire non vieillissante isotrope transverse
équivalente à une poutre sandwich, est établie à partir de l'équation III-56. La
résolution de cette équation dans le cas de la flexion Oberst conduit à la
simulation de la courbe de résonance et de I'amortissement.

Récemment, L.Blanchard [73] a simulé la flexion Oberst d'une poutre
sandwich par des calculs effectués par la méthode des éléments finis. Son
approche consiste à créer un élément fini incorporant les 3 couches. Chacune
des couches est supposée avoir un champ de déplacement de type Mindlin
(différent dans les 3 couches) avec prise en compte des effet de cisaillement
transverse et de l'inertie rotationnelle.
Il a mené une étude paramétrique de l'amortissement d'une poutre sandwich en
flexion Oberst. Cette étude a étê reprise dans I'approche développée ici.

La comparaison entre les résultats issus des simulations et ceux issus des
expériences ou de la littérature est présentée dans ce chapitre.

II Présentation de la flexion Oberst - Mesures d'amortissement

tr-l Dispositif expérimental
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Une éprouvette est encastrée à une extrémité et soumise à I'autre à des
vibrations forcées allant de quelques Hertz à 1600 Heftz environ. Ce dispositlf
est placé dans une enceinte thermostatée (figure 1).

figure I : appareil de flexion Oberst

La courbe de reponse (dite courbe de résonance) qui est le module du
rapport: déplacement (en transformée de Founier) sur la force imposée (en
transformée de Fourrier), en fonction de la fréquence, est visualisée à l'écran.

II-2 Mesure de l'amortissement

Expérimentalement, I'amortissement (q) est obtenu en calculant le
rapport: largeur à mi-hauteur de la courbe de résonance (Â0 sur la fréquence
de résonance (fs) (figure 2-a) l7ll.

Ao

f l  fo f2

figure 2-a : courbe de résonance au voisinage
d'une fréquence de résonance

A

enceinte thermostatée

eprouvette--

f f i r - r

I F(t)l
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q=fr v-1

avec :Âf : largeur à mi-hauteur de la courbe de résonancq c'est la

grandeur mesurée aux amplitudes R = An 12"- de la courbe

de résonance.
(A = Ao - 3 dB en échelle décibel)

Ao : amPlitude de résonance.
fs : fréquence de résonance

Ce résultat repose sur le fait que le système étudié est considéré comme

un système linéaire à un degré dd liberté schématisé figure 2-b'

figure 2-b : système amortissant: masse, ressort, amortisseur

l'amortissement de ce système : q = Q-l = c/ffi est obtenu par la formule

(V-1) (voir par exempté llZl) avec \ etfz qui vérifient l'équation :

I  P .r P
lrurl = 

| Faol en suPPosant:

"2l4 
ktn<< 1

1'l << I

Le système à 1 seul degré de liberté ne donne qu'!n pic de résonance

alors q,u'.ri réa\tté il y en u ù. multitude. Le système devrait contenir une

,nutiit iae a" ,yrie*ri. typr de la figure 2-b. Dâns ce cas, la formule (v-1)
n'est plus valable.

Néanmoins, si le couplage entre les différentes masses est faible tel que

le mouvement A;one rnurrc n'Influence pas celui des autres, alors la formule

(V-1) reste utilisable 1721.
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III- Équation du mouvement d'un poutre sandwich en flexion
harmonique

La poutre sandwich est identifiée à une poutre viscoélastique linéaire non
vieillissante isotrope transverse homogène.

L'équation âu mouvement de cetle poutre équivalente est déduite de
l'équation du mouvement (III-57) de la plaque homogène -viscoélastique
finêaire non vieillissante isotrope transverse en négligeant les effets selon I'axe
y (Figure 3).

figure 3 : poutre homogène viscoélastique linéaire
non vieillissante en flexion Oberst

* -4 *,:r. .  -\  à^ .) * . .  ôeq2 I 4 ,k
Etq*6ol1l ryP - p"esco2w*6c0,*y * ff o"w'(co,x)

ôx' G"= (iro)k (iro)

* f e-1îE o-(i'l +p"qrl 
"ry 

=Q v-z
lc'q-6or)k (iar) J â*'

Il s'agit de l'équation de Timoshenko [33] réécnte dans I'espace des nombres
complexes.

avec: Bee*6co): module de flexion complexe équivalent,

6ee*6co): module de cisaillement complexe équivalent,

k*(iol): coefficient correctif complexe de Timoshenko,

pq: masse volumique du matériau éguivalent,
i : moment d'inertie du matériau équivalent,

*
w (ot,x): déPlacement transverse.

Ces caractéristiques ont étê établies au chapitre précédent. En négligeant les
effets selon I'axe y :

*

* Eq'(ir), Gq'(ico), p4, I
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E'q*Cr) = Eu ry* nP.Cr) 4
h3

=hu* hP

G'e*(it) ch GP.6co; h

et:  p"Q=ûuîPW.'

r = bh3 ltz

*
k (p)=

IV- Résolution de l'équation du mouvement de la poutre
équivalente en flexion Oberst.

La solution de l'équation V-2 s'écrit sous la forme suivante (séparation
des variables):

w*6co,x; = wi6o)"9; Go)x/t v-3

* , .
avec wi CIco): amplitude comPlexe

Fl titlt nombre d'onde comPlexe

en remplaçant V-3 dans V-2,1'équation caractéristique est obtenue :

*4  *  1 .  , *  1 * .2  *  [ r *  I
p CIco) + r (co)u1[r*uiCirl] p.'qt; + r*6<o{ufu20co) - lJ = 0

* (o2osla
avec: T (ico)=ifr,

I E-" (ico)

îWZ *z
t cq*(p)l gp.*

J-wzG (p)
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Tur=ff'

uitirl = ,P'q*ctJ
G.o*qr) k*(r)

les sglutions de l'équation caractéristique sont :

pî' cirl =;Lr-ur{, * uiri'lh, *[r.'..,u?[, -";ci'i + 4r*s<o;]t']

;;' ;r = ,l '.u.{, * uiri.rh, -[r.'6',"{r - .;ti'rf + 4r*qco;]''l

enremplaçantdansV-3, ladéformées'écr i tsouslaforme:

w* 6 co,x; = A* (i co).n[gî C tl.Â] .*'. 1; t)'n[Oi C tl.nl 
1

c-(<o)cosfBlCirl*nl+D*6to;ti"LBrAtl*n] v-4

compte tenu de la relation III-55 reliant **(jco,x) à I'angle
*

cisaillement rY*(co,x), on a:

vlcco,*) = ni c'l.dqî c*l-A] i ni a col'{oi c-'l"n] 1
*

c 1 0 or)co,lprA tl*nl * oi ti tl'i"lBzci'l*/r]

avec: nicirl = ,*ct)A*(it)
tiarl = r*ût)B*(it)
cia.ol = r*(it)c*(it)
oitirl = r*ct)D*(ir)

v-5
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*2**

,*Cco) - Fr 0co) + T 0co)uz0co)ur

* ,1.

B ( ico)=-A ( i to

lFr0co)

*.. g;'a'l. t-(i'l'la.oEs(ico)%

Les constantes A*cr), B*0r), c*(ir), n*cr) sont obtenues à partir des 4

conditions suivantes :

' 
**Ct,x) = 0: la déformée est nulle à I'encastrement'

V|0c0,*=0) = 0: le cisaillement est nul à I'encastrement,

d6r,*=l) 
= O o Vltio,x=l) = 0: le moment fléchissant est nul à

I'extrémité x =1,
1 * *

Ni"fico,x=l)=-F (i!o)

oio*.6ro1t*6c0, i*-1,r,,ç=l),x 
- vl6a',*=trl = - r*CIt) l'effort

L -

ffanchant est égal à là force appliquée à I'extrémité x = I

Ces 4 conditions conduisent à :

* *
C (co)=- A ( ico)

-  * r . - - .  : t

D*(ir)=r-(Jo) B 0or)
s (ico)

(ro CIco)

.*Cco) BiCIt
*

Fr0co)* r*gr;Brag 0co)
*

I
0or)l + p2(co 0co)J 1

s t*6co; Gte*(i.o)
{.

x (iar)

avec:
l.

X (o l )=- ,]

,t
*,*6'1 tÏt ttTt *,.ci.,r](ro

*

r0,

* . -  ^ *
r '(to) Êr (co)c
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trytry -,.û,)] . ryfry *,.ci,r] ]
* .o,[Blci'l] "t{pl6rt1

[*r

1,.0,, ryF ..0,,)]. *tryt.,.0,,1 I
La déformé" **6t,*) est ainsi identifiée.

V Courbe de résonance - Amortissement simulés

La courbe de résonance ( c.r.) est donnée par l'expression suivante

l , r  I

cr(r) = 2o Logy 9tinl
lF00 |

avec x1 : position du capteur
f: fréquence

A partir de cette courbe de résonance simulée, il est possible de calculer
l'amortissement aux fréquences de résonances à partir de l'équation V-1. Un
programme informatique a êté développé pour simuler la courbe de résonance
ét l amortissement d'une poutre sandwich en flexion Oberst. L'organigrafirme
de ce programme est présenté à la page suivante.
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Organigramme de simulation de la flexion Oberst:

Introduction :' 
itil"*:iiloË:i. irotrope de 'acier,
- viscoélastique linéaire non vieillissant du polymére

. de la géométrie,

.des conditions expérimentales: température, plage de
fÉquence (frnin, fmax) et de la position du capteur (x)

Calcul des caractéristiques du polymère

ffitiques du matériau viscoélastique linéaire
non vieillissant équivalent au matériau sandwich

calcul du iéme de la courbe de résonance: cr(i

cr(i-2)<cr(i- 1 )<cr(i)
recherche de fo et cr(fo

recherche de fl etf2

cr(fo)-cr(f2)-3dBce

mise en mémoire des courbes:
- de résonance,
- d'amortissement

tracé des courbes:
- de résonance,
- d'mortissement
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VI Applications - résultats

VI-l Etude pararnétrique - comparaison avec les résultats obtenus Par
Blanchard t731.

Une étude paramétrique de I'amortissement d'ul9 éprouvette sandwich à

20"C (constitué'du polyôère M 50) en flexion Oberst a été menée par

Blanchard t731.- - 
f" gèo.ettie et les caractéristiques de l'éprouvette sont présentées ci-

dessous :

ritz
hp

fp

æ

b

I  =178mm
b =10mm

hâ = 0,7 mm

hP = 0.22I mm

Eâ = 2.L I0l1 Pa (module d'Young acier)

vâ = 0.3 (rapport de poisson de I'acier)
pa = 7800 kg/m3 (masse volumique de l'acier)

Br* 6coa1): module d'Young c_omplexe du polymère M50 (figures

II,L2 du chaPitre II)
vP = 0.45 (rapport de poilson du polymère M50)

pP = 980 kg,/m3 (masse volumique du polymère M50)'

1ç = position du caPteur = I

I-e tableau 1 indique les figures représentant I'influence de différents

p.t *!tt r bur les fréquences dJrésonance et sur l'amortissement'
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La figure 4 montre la courbe de résonance obtenue par Blanchard et
celle obtenue avec la méthode présentée sans cette étude avec les paramètres '

ci dessus modifiés (ha=O.8mm et hP=0.05mm) à une température de 2OoC.Les
2 courbês sont similaires. C'est à partir de ce type de courbe qu'est obtenu
I'amortissement ($ II-2 de ce chapitre).
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figure 4: courbes de résonances

Le tableau 1 indique les figures représentant I'influence de différents
paramètres sur les fréquences de résonance et sur l'amortissement.

+ méthode présentée dans cette étude
- EF - L.Blanchard

2oo 400 600 800 1 000 1 200 1 400
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lnfluence de

sur

les fréquences
de résonance I'amortissement

EU figure 5 figure 6

We = zhP lhu figure 7 figure I

EP'' figure 9 figure 1O

GP'
f igure 11 f igure 12

GP et GP
a.Pt

avec* = cte
G'

f igure 13 figure 14

pp
f igure 15 f igure 16

e (= hal4)
f igure 17 f igure 18

Tableau 1

Ces figures montrent que le modèle analytique présenté dans cette étude,
développé f partir d'un châmp de déplacement simple, mais. aYec prise en
compte d"r rif.ts du cisaillement transverse, pennet d'obtenir des résultats
r"-blubles à ceux de Blanchard (différence < l0 7o sur I'amortissement)
obtenus à partir d'un champ de déplacement plus complexe mais en utilisant
une voie numérique.

Les figurei 5,6,17,18 indiquent une augmentation des fréquences de

résonance et de I'amortissement en fonction de Ea et 5a qui est due à
I'accroissement de la rigidité (éléments finis) très coûteuse en temps de calcul.

I-es fréquences de résonance croissent alors que I'amortissement diminue

avec Gp' (figures 1L et L2) et Gp',Gp" (figures 13 et 14). Dans le premier cas,

plus le polymère est rigide (Gp'élevé) moins le polymère (donc le sandwich)

amorti.
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Dans le second cas, plus Gp' et Gp" sont élevés, plus le cisaillement (donc

I'amortissement) diminue. 
I

La variation de EP" n'a aucune influence signifiante sur les fréquence de

résonance (figure 9) par contre, son augmentation entraîne une croissance de

I'amortissement du polymère (formule II-39) donc de celui du sandwich

(figure 10).

La masse volumique du polymère n'a aucune influence significative sur

les fréquences de résonance et iur-l'amortissement (figures 15 et 16)'

par contre, ceux-ci passent par un maximum en fonction tr/e, ce qui

signifie qu'il existe une géométrie d-onnant un amortissement optimum (figures

7 et8).
L'influence d'autres paramètres (tableau 2) a êgalement été simulée avec

I'approche présentée ici :

lnfluence de

sur

les fréquences
de résonance I'amortissement

vu f igure 19 figure 20

pu figure 21 figure 22

vP figure 23 ligure 24

X
figure 25 figure 26

Tableau 2

Les figures 19 et 20 montrent que le_ rapport de Poisson de l'acier n'a

aucune infl-uence significative sur les fréquences de résonance et sur

I'amortissement.

Le rapport de Poisson du polymère et la -position du capteur 1_ont
aucune influence significative suries-fréquences de résonance (figures 23 et
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25). Par contre, leur influence se fait sentir sur l'amortissement à haute

fréquence (5ème mode): figures 24 e:t26. I

Plus vP est petit, plus ÇP* est grand ce qui entraîne une diminution du
cisaillement entre l'âcier et le polymère d'où une baisse de l'amortissement.

5 ème mode

ler mode

5 ème mode

lermode

0,0 0,3 0,6 0,9 1,2 L,5 1,8 2,1

4 ème mode

l ermode

ryr 1=zf d )
figures E: influence du rapport ly'e sur l'amstisse-
menl d'une poutre sandwich en flexion Oberst.
(E: Blanctrard, Â: présenæ aPProche)

0,0 0,3 0,6 0,9 L,2 1,5 1,8 2,L

E" ( t o t l  )

1500

1250

1000
4èmemode

250
ler mode

ty'e 1=26P ̂ 
a,

figure ?: inlluence du rapport ly'e sur les fréquences
de résonance d'une poutre sandwich en flexion Oberst .

(E: Blanchard, Â: Présente aPProche)
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La masse volumique de l'acier à tendance à diminuer les fréquences de
Ésonance (figure 2L) et à augmenter I'amortissement (figure 22).
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figure 5: influence du module d'Young sur l9s fréquences figures 6:-influence du module d'Young sur I'amorti'

djrésonance dune poutre sandwich en flexion Oberst. ssement dunepoutre sandwich en flexion Oberst"

(Â: présenæ approche) (E: Blanchard, Â: préænæ approche)
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5ème mode

lermode

5 ème mode 20

I er mode

t r , 8
6
4

2

0

5ème mode

ler mode

N(Ep")
figures l0: influence de la partie imaginaire du module
complexe du polymère sur I'amortissement dune pou-
tre sandwich en flexion Oberst.

(E: Blanchard, Â: présente approche)
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figure 9: influence de la partie imaginaire du module
complexe du polymère sur les fréquences de résonan'
ce d'une poutre sandwich en flexion Oberst.

( Â: présente approche)
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figure I l: influence de la partie réelle du module de
cisaillement du polymère sur les fréquences de réso-
nance d'une poutre sandwich en flexion Oberst .
(E: Blanchard, Â: pésente approche)
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figures 12: influence de la partie rêlle du module de
cisaillement du polymère sur l'amutissement d'une
poutre sandwich en flexion Obersl

(E: Blanchard, Â: pnésenæ aPProche)
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figures 14: influence des caractéristiques du polymère
sur l'amortissement d'une poute sandwich en flexion

Oberst (E: Blanchard, Â: pésente approche)
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figure 15: inlluence de la masse volumiqu-e du
polymère sur les frfuuences de résonance d'une

poutre sandwich en flexion Oberst .
(E: Blanchard, Â: présente aPProche)

N(GP" etGP')

figure 13: influence des caractéristiques du polymère
sù les fréquences de résonance d une poune sandwich

en flexion Oberst (E: Blanchar4 Â: présenæ approche)
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frgures 16: influence de la masse volumique du
polymère sur l'amqtissement d'une poutre sandwich

en flexion Oberst (E: Blanchard, Â: présente

approche)
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figure 17: influence de lEpaisseur de l'acier sur
fréquences de résonance d'une poutre sandwich

en flexion Oberst.
(E: Blanchard, Â: présenæ approche)
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figures l8: influence de l'épaisseur de I'acier sur
sur I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion
Oberst (E: Blanchar4 Â: présente approche).
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figure 19: influence du rapport de Poisson de I'acier
sue les frfuuences de résonance d'une poutre sandwich
en flexion Oben(A: présente approche).
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figures 20: influence du rapport de Poisson de I'acier
sur I'amortissement d'une pouEe sandwich en flexion

Oberst ( A: présente appræhe).
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5 ème mode
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pt (Lglm3 )

figure 2l: influence de la masse volumique de l'acier
sur les fréquences de ésonance d une poure sandwich

en flexion Oberst(Â: pésente approche)
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figures 22: influence de la masse volumique de I'acier
sur I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion

Oberst ( Â: présenæ aP,Proche)
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figure 23: influence du rapport de Poisson du polyryère
sur les fréquencæ de résonance d une poutre sandwich

en flexion Obers( A: présente approche)

figures 24: influence du rapport de Poisson du polymère
sur I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion

Oberst (Â: pésenæ aPPoche)
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figure 25: influence de la position du capteur sur les
fréquences de ésonance dune poute sandwich en

flexion Oben( Â: présente aPProche)
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figures 26: influence de la position du capteur sur
I'amortissement d'une poutre sandwich en flexion

Obers(Â : préænte approche)
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YI-}-L Sandwich Fl 3' ("0,35/0,05/0,35")

Une première campagne d'essai de flexion Oberst a êté, menée sur un lot
de 10 éproùvettes sandwich (prélevées dans une même plaque) constituées du
polymèie Fl3' (figures 13,14,15 du chapitre II). Ces essais ont été réalisés
pour différentes temPératures.

Un relevé des épaisseurs des parements d'acier et de la plaque sandwich
avant découpe a pelmis d'obtenir le tableau de mesures suivant:

moyenne

moyenne de la plus
petite des 10
éprouvettes

moyenne de la plus
grande des 10
énrorrveffes

acier
(2 parements)

0.695 mm +
5 pm (écart-type 0.6884 mm 0.7034 mm

polymère
0.047 mm t
8 pm (écart+ype 38.4 pm 56.3 pm

tableau 3: relevé des épaisseurs
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Pour chaque éprouvette, à chaque température, l'amortissement et la
fréquence de résonance correspondante ont été relevés. L'ensemble de ces
résultats a permis d'obtenir un amortissement moyen pour une fréquence
moyenne à chaque température.

Ces expériences ont été simulées grâce au logiciel développé dans le
cadre de cette étude. L'imprécision sur les épaisseurs mais également celle sur
le module d'Young de I'acier et la modification du module complexe du
polymère due à la mise en sandwich ont été prise en compte dans les
simulations. Ces paramètres sont les plus influants sur l'amortissement et la
fréquence de résonance (voir l'étude précédente VIl).
I-e tableau 4 indiquent les caractéristiques utilisées dans les calculs.

moyenne
colonne A

minimum
colonne B

maxrmum
colonneC

longueur des éprouvettes
(l) en mm 178

largeur des éprouvettes
O) en mm 10

position du capteur
(x) en mm

40.5

EaenPa 2LOIT 1,7 10 1 l 2 ,1 1011

av 0.3

pt  enkg/m3 7800

E P* 6alar)
figures 13,14,15
chapitre II

EP".LOVO
EP'+ l07o

EP , lovo
EP +107o

uP 0.44

pP enkg/-3 980

épaisseur du polymère
(nun) 0,047 0,0384 0,0563

épaisseur de I'acier- (mm)
0,695 0,6884 0,7034

tableau 4: caractêristiques utilisées pour les simulations
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Iæ tableau 5 indique la légende des courbes d'amortissement, à différentes
températures, expéiimentales et simulées présentées sur les figures 28 à 34. '

tableau 5: légendes des figures 28 à34

La figure 27 montre l'évolution de I'amortissement du polymère F13' en
fonction AJ U fréquence pour différentes températures. I-es courbes de cette
figure sont tirées dè la courbe maîtresse présentée au chapitre II (p 43).

0,6

Ë 0,5
C)
É
()

.A 0.4
Ë
o
É
GI

0,3

-100c
0c
n"c
30qc
40qc

250 500 750 1000 1250 1500
fréquence (Hz)

figure 28: évolution de l'amortissement du polymère F13' à différentes

*---a-
*
+
*

0,2

amortissement
= f(fréquence de

résonance)

(+ ou -) écart - type
sur la fiéquence

moyenne correspondante

moyen
r: expérience
a: siinulation

(+ ou -) écart-type
sur I'amortissement

+ (* écart-type ) et
,. (- écart-type ):

exné-rie-nce

maximal
r: expérience
o: simulation

minimal

r : expérience
s : simulation

températures.
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figure 28: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence à -10'C (^, *, x, t: expériences; Â, tr : simulations)
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figure 29: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence à Q"C(r,, +, x, t: expériences; A, tr: simulations)
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figure 30: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de.la fréquence à 20oC (^, +, x, I : expériences; Â, tr : simulations)
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figurc 3l: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence à 25'C (r, +, x, t: expériences; A, tr: simulations)
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figure 32: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence à 30'C (r, *, x, t: expériences; Â, tr : simulations)
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figure 33: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence à 35'C(r, *, X, r: expériences; ^, E : simulations)
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figure 34: évolution de I'amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction
de la fréquence à 40"C (^, +, x, r: expériences; Â, tr : simulations)

Ces figures montrent pour chaque température une dispersion de
mesures relativement importante due aux irrégularités d'épaisseur des
éprouvettes. D'autre part, l'accord entre expérience et simulation est correct
entre -10 et 40'C.

Aux faibles fréquences, la cohérence du signal est inférieur à 1 ( une
valeur de 1 correspond à une bonne qualité de mesure) ce qui donne une
mauvaise mesure au premier mode (f<50 Hz).

Les caractéristiques du polymère n'étant pas connues au delà de 40'C (le
principe de superposition étant limité pratiquement à un domaine de
température de T6 t 40oC), il est impossible de comparer les résultats au
dessus de cette température.

Aux températures de -10oC et 0oC, le 6ème mode n'a pu être retrouvé
par les calculs avec les caractéristiques moyennes et maximums: les fréquences
de résonances se situant au delà de 1600 Hz. Par contre, ilaété obtenu avec les
caractéristiques minimums.

I-es points isolés donnés par les calculs à 20oC,550 Hz et à 25oC,525 Hz
ont été obtenus avec les caractéristiques minimums. Avec les caractéristiques
maximums, la courbe de résonance est tellement aplatie qu'il est impossible
d'obtenir I'amortissement.
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A 35 et à 40oC, I'amortissement avec les caractéristiques maximums n'a
pu être obtenu pour le troisième mode pour la même raison. 

I

A 30"C, au 3ème mode, la fréquence de résonance obtenue avec les
caractéristiques moyennes est supérieure à celle avec les caractéristiques
maximums. Le rapport épaisseur du polymère sur celle de I'acier est tel qu'une
augmentation de ce rapport entraîne une diminution de la fréquence de
Ésonance mais une augmentation de I'amortissement (voir les figures 7 et 8 de
l'étude paramétrique du paragraphe précédent).

A 40oC, les points expérimentaux du 4ème mode n'ont été observé
expérimentalement que pour une seule éprouvette, alors que ceux du 5ème
mode n'ont été obtenus que pour 5 éprouvettes. Ces points n'ont pas été
obtenus par calculs, la courbe de résonance étant trop aplatie..

Il est à noter que le maximum d'amortissement est obtenu pour une
température d'environ 30'C alors que celui du polymère seul, jusqu'à 300 Hz,
se situe à 20'C. Ce décalage a également été observé par Mizumacki [74]
(sandwich avec des parements d'aluminium) et par Bourahla 175). Ce dernier
explique ce décalage par le traitement chimique ou électrochimique de la
surface de I'acier en contact avec le polymère. Mais si I'on regarde le modèle
de Maxwell généralisé (chap. II, $ ru-11-1), le rajout de ressorts (apport d'un
matériau élastique tel que I'acier) modifie la partie réelle mais aussi la partie
imaginaire (formules II-44 et II-45) du module complexe, donc modifie
I'amortissement en amplitude mais aussi en position (en coar).
D'autre part, I'amortissement du sandwich est dû aux caractéristiques du
polymère mais également au cisaillement qui est relié directement aux
parements d'acier. Il n'est donc pas étonnant qu'un sandwich ait un maximum
d'amortissement décalé par rapport à celui du polymère.

VI-2-2 Enrde paramétrique du sandwich F13': influence des épaisseurs d'acier
et de polymère.

Une seconde campagne d'essai de flexion Oberst a étê menée sur 3
éprouvettes sandwich constituées du polymère F13'avec différentes épaisseurs
d'acier et de polymère.

I-es épaisseurs ont été relevé tout le long des 3 éprouvettes. Le tableau 6
rcgroupe ces mesures:
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épaisseurs

éprouvette
3s0t3st3s

- l

acier lpolvmèrer-

éprouvette
3s0t60RsO

acier lpolymère

éprouvette
7001son00

I

acier lpolymère

movenne
(ni'm) 0.702 0.032 0.702 0.062 l .4 l 0.047

écarj' - tvpe
(pm)- ̂ 3.12 4.35 1.88 7.07 1.5 6.38

tableau 6: relevé des épaisseurs

Les figures 35 à 48 montrent les résultats expérimentaux de I'influence des
épaisseurs de polymère (figures 35 à 41) et d'acier (figures 42 à 48) sur
I'amortissement en fonction de la fréquence à différentes températures. Les
points de l'éprouvette "3501501350" sont les points moyens présentés sur les
figures précédentes (28 à 34).

frQuence (Hz)
figure 35: influence de l'épaisseur de polymère sur I'amortissement à -10"C
(r: 35 pm, E :50 pm, o:60 pm)
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figure 36: influence de l'épaisseur de polymère sur l'amortissement à 0'C
(i: 35 pm, E :50 Pm, o:60 Pm)

0,20

0,18

0,16

0,14

0,r2

0 100 200 300 /$00 500 600
fr{uence (Hz)

figure 3Z: influence de l'épaisseur de polymère sur I'amortissement à 20"C
(r: 35 pm, E :50 Pm, o:60 Pm)
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figure 38: influence de l'épaisseur de polymère sur I'amortissement à 25"C
(r : 35 pm, E :50 Pm, o:60 Pm)
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figurc 39: influence de l'épaisseur de polymère sur I'amortissement à 30"C
(r: 35 pm, E :50 Pm, r:60 Pm)
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figure 40: influence de l'épaisseur de polymère sur I'amortissement à 35'C
(r: 35 pm, E :50 pm, o:60 Pm)
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figure 41: influence de l'épaisseur de polymère sur I'amortissement à 40oC
(r: 35 pm, E :50 Pm, o:60 Pm)
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figure 42: influence de l'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement à
-10'C(tr: "3501501350", ^: "7001501700").
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figure 43: influence de l'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement à
Ooc (u: "3501501350", Â: "700150n00").
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figure 44: influence de l'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement à
20'c(tr: "3501501350", Â: "70u50n00").
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figure 45: influence de l'épaisseur des parements d'acier sur l'amortissement à
25oC(tr: "350/50/350", Â: "7 N150n00").
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figure 46: influence de l'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement à
30'C(tr: "3501501350", Â: "7Cf,,1501700'').
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figure 47: influence de l'épaisseur des parements d'acier sur I'amortissement à
35'C(tr: "3501501350", A: "7NF0n00").

!
/

/

/

l



125

0,20

0,15

0,10

0,05

0,00
0 200 400 600 800 1000 1200 1400

frQuence (Hz)

figure 48: influence de l'épaisseur des parements d'acier sur l'amortissement à
40'c(tr: "350/501350", Â: "7 0u50n00").

Les courbes avec les éprouvettes "3501351350"; "350160/350" et
"7001501700" ont chacune été obtenue avec une seule éprouvette. Il n'apparaît
donc pas les dispersions dues à la géométrie. La courbe "350/50/350" étant
celle des points moyens de l'étude précédente.

Par conséquent, comme les courbes sont proches les unes des autres, il
est difficile de tirer des conclusions sur I'influence des épaisseurs sur
I'amortissement, alors qu'une augmentation de ces épaisseurs entraîne une
augmentation des fréquences de Ésonance.

Toutefois, les figures 35 à 41 tendent à montrer qu'une augmentation de
l'épaisseur de polymère entraîne une augmentation de I'amortissement: plus il
y a de matière amortissante (épaisseur de polymère plus importante) plus
l'amortissement est bon.

Il semble également qu'une augmentation de l'épaisseur des parements
d'acier entraîne une augmentation de I'amortissement Les courbes avec
l'épaisseur d'acier plus importante présentent moins de points que celle avec
0,695 mm . En effet, les courbes de résonance obtenues sont trop aplaties pour
mesurer I'amortissement, ce qui signifie que celui-ci est très bon. Cela
s'explique par le fait qu'une augmentation de l'épaisseur d'acier provoque un
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accroissement du cisaillement du polymère et de la rigidité donc de
l'amortissement. I

Ces résultats expérimentaux présentés sur les figures pÉcédentes (35 à 48) ont
été simulées en tenant compte des dispersions des épaisseurs sur chaque
éprouvette (tableau 5) et de l'imprécision sur le module d'Young de l'acier et
sur le module complexe du polymère (tableau 4).
I-es figures 49 à 69 montrent la comparaison: expérience/simulation.

Ces courbes montrent que I'accord entre expérience et simulation est correct
compte tenu du fait que les dispersions expérimentales pour ces éprouvettes
n'ont pas été énrdiées.
A certaines températures, le carré d'erreur n'a pu être determiné par les
calculs car I'amortissement avec les caractéristiques maximales et (ou)
moyennes n'a pu être relevé (voir l'étude du sandwich "350/50/350").
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fîgure 49: amortissement du sandwich "350/35/350" en fonction de la
fréquence à -10'C (r: expérience, ^, E: simulations)
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figure 50: amortissement du sandwich "350/50/350" en fonction de la
fréquence à 0'C(r: expérience, Â, E : simulations)
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figure 5l: amortissement du sandwich "3501351350" en fonction de la
fréquence à 20"C (r: expérience, ^, E: simulations)
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figure 52: amortissement du sandwich "350/35/350" en fonction de la

fréquence à25'C (r: expérience, ^, El : simulations)
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figure 53: amortissement du sandwich "350/35/350" en fonction de la
fréquence à 30'C (r: expérience, ^, E: simulations)
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figure 54: amortissement du sandwich "3501351350" en fonction de la
fréquence à 35 'C (r: expérience, ^, El : simulations)
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figure 55: amortissement du sandwich "350/35/350" en fonction de la
fréquence à 40'C (r: expérience, ^, E: simulations)
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figure 56: amortissement du sandwich "350/60/350" en fonction de
fréquence à -10'C (r: expérience, ^, E: simulations)
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figure 57: amortissement du sandwich "350/60/350" en fonction de
fréquence à 0"C (r: expérience, Â, El: simulations)

006

0,05

e 0,04
É
a)
É

* o,o3
EoÊ
H 0,02

0,01

0,00
1600



l3r

0,20

0,18

0,16

- 0'14

fl O,tz
.Ë o,ro
k

f; o,os
0,06

0,04

0,02

0,00
100 200 300 400 s00

frequence (Hz)

figure 58: amortissement du sandwich "350/60/350" en fonction de la
fréquence à 20'C (^r: expérience, ^, El : simulations)
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figure 59: amortissement du sandwich "350/60/350" en fonction de la
fréquence à 25oC (r: expérience, Â, E: simulations)

0,250

0,225

0,200

0,175

/

Y1
tr



t32

0 100 200 300 400 500 600
frQuence (Hz)

figure 60: amortissement du sandwich "350/60/350" en fonction de la
fréquence à 30"C (r: expérience, ^, El: simulations)
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figure 61: amortissement du sandwich "350/60/350" en fonction de la
fréquence à 35"C (r: expérience, ^, El: simulations)
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figure 62: amortissement du sandwich "3501601350" en fonction
fréquence à 40"C (r: expérience, ^, tr: simulations)
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figure 63: amortissement du sandwich "700/50[00" en fonction de la
fréquence à -10'C (r: expérience, ^, E: simulations)
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figure 64: amortissement du sandwich "7001501700" en fonction de la
fréquence à 0'C (r: expérience, ̂, E: simulations)
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figure 65: amortissement du sandwich "70U50n00" en fonction de la
fréquence à 20 "C(r: expérience, Â, tr : simulations)
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figure 66: amortissement du sandwich "700150n00" en fonction de la
fréquence à25"C (r: expérience, ^, El : simulations)
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figure 67: amortissernent du sandwich "700/50t00" en fonction
fréquence à 30'C (r: expérience, A, E: simulations)
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figure 68: amortissement du sandwich "J0U50n00" en fonction de la
fréquence à 35"C (r: expérience, ^, E: simulations)
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figure 69: amortissement du sandwich "700/50Æ00" en fonction de la

fréquence à 40'C (r: expérience, ^, E: simulations)
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VI Conclusion

Ce chapitre a permis d'établir l'équation du mouvement d'une poutre
homogène viscoélastique linéaire non vieillissante équivalente à une poutre
sandwich. Cette équation est déduite de celle d'une plaque obtenue au chapitre
m.
I-es paramètres de cette équations sont obtenus par homogénéisation. Ce sont
ceux identifiés au chapitre trI ramenés à un problème unidirectionnel.

A partir de la résolution de cette équation, I'amortissement d'une poutre
sandwich en flexion Oberst a été simulé.
La comparaison d'une part avec les résultats obtenus par Blanchard qui
procède par une autre méthode et d'autre part avec les résultats expérimentaux
permet de valider la démarche présentée dans cette étude.
La voie de I'homogénéisation permet ainsi une étude de I'amortissement des
tôle sandwich.

Les résultats présentés dans ce chapitre pennettent de dégager 5 paramètres
importants:

- I-e module d'Young de I'acier,
- Le module complexe du polymère: parties réelle et
- l'épaisseur des parements d'acier,
- l'épaisseur du film de polymère.

L'ensemble de ces paramètres influencent I'amortissement mais également la
position du pic en température du maximum d'amortissement.

La maîtrise de ces paramètres permettra de concevoir une tôle sandwich
possédant un bon pouvoir amortissant dans un domaine température- fréquence
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CONCLUSION

L'entreprise sidérurgique SOLLAC développe des tôles sandwich
(acier/polymère/acier) pour amortir les vibrations rencontrées dans une
automobile ou dans un appareil élétroménager ou autre, et améliorer ainsi le
confort acoustique.
Le polymère en se cisaillant entre les deux parements d'acier va dissiper en
chaleur une partie de l'énergie vibratoire de la tôle et créer ainsi la fonction
amortissante.

L'objet de ce travail est restreint à la modélisation des propriétés
amortissantes des tôles sandwich après colaminage et avant emboutissage. Les
produits finis étant étudié par ailleurs.

Pour cela, il est indispensable de connaître les caractéristiques
mécaniques des constituants du sandwich. Si celles de l'acier sont relativement
bien connues, il en est autrement de celles du polymère. Un échantillon de
polymère en sollicitation dynamique a des caractéristiques qui dépendent
essentiellement de deux paramètres: sa température et la fréquence
d'excitation.
Les polymères utilisés pour la constitution des tôles sandwich sont supposés
viscoélastiques linéaires non vieillissants homogènes isotropes avec un rapport
de Poisson réel et constant. Dans ce cas, les caractéristiques de tels matériaux
s'écrivent dans l'espace de Carson ou dans I'espace des nombres complexes
pour le cas particulier des sollicitations dynamiques.
Le principe de superposition fréquence/ température permet de réduire ces
deux variables en une seule appelée variable réduite.
Une courbe maîtresse (fonction de la variable réduite) du module de
cisaillement ou de traction-compression suffit pour décrire le comportement

iser
ce module à I'aide d'un modèle de Maxwell généralisé. Une méthode de
détermination des paramètres de ce modèle a été mise en oeuvre. Elle permet
une bonne modélisation des polymères. d'autre part, cette méthode offre
I'avantage d'un passage simple entre l'espace des nombres complexes et
I'espace temps. Ce passage étant utile à SOLLAC qui souhaite développer une
étude de comportement de tôle sandwich en statique.

La loi de comportement et l'équation du mouvement de flexion
transverse d'un élément de plaque viscoélastique linéaire non vieillissante
homogène isotrope transverse équivalente à un élément de plaque sandwich
soumise à des sollicitations harmoniques de membrane - flexion, ont été
établies. Cette étude rcpose sur un champ de déplacement cinématiquement
admissible de type Mindlin. Les effets de l'inertie rotationnelle et du
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cisaillement transverse sont pris en compte dans cette formulation de la même
manière que Chou et Carléone pour le cas de plaques stratifîées élastiques. 

'!

I-es caractéristiques de cet élément de plaque équivalent sont établies par
homogénéisation à partir des caractéristiques de l'acier et du polymère, des
conditions de compatibilité et d'équilibre aux interfaces et aussi, pour le cas de
la flexion, à partir d'un champ de déplacement de type Mindlin.
Cette démarche offre la possibilité d'étudier le comportement de pièces
sandwichs , en utilisant par un exemple un code de calcul par éléments finis
disposant dans sa bibliothèque d'élément de plaque viscoélastique linéaire non
vieillissant travaillant en membrane et en flexion.

Afin de valider cette approche, la flexion d'une poutre Oberst a été
simulée. Pour cela, la poutre sandwich a été identifiée à une poutre homogène
viscoélastique linéaire non vieillissante équivalente. L'équation du mouvement
de flexion transverse de cette poutre équivalente est déduite de celle de la
plaque. La résolution de cette équation pour le cas particulier de la flexion
Oberst permet d'obtenir la déformée et de simuler ainsi la courbe de résonance
et par suite I'amortissement.

Une comparaison des résultats issus de simulations à ceux obtenus par
L.Blanchard et par expériences a permis de valider cette démarche.
Le choix d'un champ de déplacement de type Mindlin pour les 3 couches
permet d'obtenir des résultats semblables à ceux trouvés par Blanchard dont la
démarche repose sur le choix de 3 champs de déplacement de type Mindlin (1
par couche).
D'autre part, I'accord entre les résultats expérimentaux et ceux issus des

simulations est correct compte tenu:
-des imprécisions sur:

- les épaisseurs des constituants du sandwich,
- le module d'Young de l'acier,
- le module complexe du polymère qui est certainement modifié

quantifier cette modification.
- de la non prise en compte de I'effet des interfaces qui semble avoir une

influence non négligeable sur les propriétés amortissantes des
sandwichs [76].

Ces deux études ont également permis de dégager cinq paramètres importants
influençant I'amortissement: le module d'Young et l'épaisseur des parements
d'acier, le module complexe du film de polymère (parties Éelle et imaginaire)
et son épaisseur.

Des logiciels ont été dévelopÉs pour:
- modéliser le polymère par un modèle de Maxwell généralisé,
- obtenir les caractéristiques en fonction de la température et de la

fréquence d'un élément de plaque équivalent,
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- simuler I'amortissement d'une poutre équivalante en flexion
Oberst. I

Ces logiciels permettront aux utilisateurs de choisir I'acier et surtout le
polymère afin de concevoir des tôles sandwich ayant des propriétés
amortissantes correctes dans un domaine fréquence-tem$rature désiré.



r4l

BIBLIOGRAPHIE

tU E. Hiroshi, E. Mizuo,Z. Yoshimasa, "The development of vibration
damping steel for automotive use", S.A.E. Technical Paper Series,No
890708, march 1989.

t2l Y. Shiroi, N. Niwa, T. Iwata, T. Kurata, "Application study of
vibration damping composite stell sheet to the car body panels",
S.A.E. Technical Paper Series, N' 890613, March 1989.

t3l "20 dB de moins sur les presses", Machine-Outil No 329, Avril 1976.

t4l M. Macé, "Modélisation de structures amorties par film
viscoélastique", thèse UPMC, 199L.

t5l M. Marchetti, F. Morgonti, L.Mucciante, C. Bruno, "Damping of
composite plate for space structures : prediction and measurment
methods.", Acta astronautica , Vol 15 No 3,pp I57 - 164,1987.

t6l H. Barzoukas, A. Jouet, "les tôles sandwich : procédés de fabrication et
propriétés d'emploi" , La revue de métallurgie, mars 1989.

Ul "Development of laminated composite steel sheet at NKK", United
Nations, CEE Steel Comittee, seminar on new Application for steel
in view of the challenge from substitute materials, Luxembourg,2-
6 May 1988.

eingestellten schwingungstdlimpfen den Kunststoff -
zwischenschichten", Kunststoffe, 1 965, pp 63 4 -640.

t91 H. Braunish, "Schwingungsgediimpfe dreischichtige verbundsysteme",
Acustica, Y ol 22, 1969 n 0, pp 136-144.

t10l A. Jouandeau, B. Dupenay, "I-€s modèles rhéologiques en
viscoélasticité linéaire", )çy11ème congrès Fapitec - LUGANO - 23,
28 Septembre 1984 -,Double liaison chimique des Peintures - Tome
XXXI n" 348 - Octobre 1984.



r42

tlll J. Bernard, A. Michel, J. Philibert, J. Talbot, Métallurgie générale,
1969, Editions Masson et Cie.

Uzl E. Bardaud, "les matériaux viscoélastiques et leurs applications à
I'atténuation des vibrations",CETlM informations no 58, pp 54-66,
1978.

t13l M. Salvia, B. Duperay, "Détermination des propriétés dynamiques
d'un matériau composite granulaire à matrice organique", Joumal
de Physique, colloque C9, suppléments au n" 12, Tome 44, décembre
1983.

tL4l Brevet d'invention, "sandwich déformable mécaniquement en vue de la
fabrication d'emboutis insonorisés et emboutis obtenus", No
7l36458,Octobre L97L.

t15l E.M. Kerwin, "Damping of flexural waves by a constrained
viscoelastic layer ", Journal of the Acoustical Society of America,3t,
952 - 962,t959.

t16l Y.Y. Yu, "Damping of flexural vibrations of sandwich plates", 1962,
Journal of Aerospace Sciences 29,790 - 803.

tITl D.J. Mead , "The double shin damping configuration", University of
Southampton, Report n" AASU160, 1962.

t18l R.A. Di Taranto, "Theory of vibratory bending for elastic and
viscoelastic layered finite length beams", Transaction of the American
Society of mechanical Engineers, Journal of Applied Mechanics 87,
881-886, 1965.

t19l T.P. Yim, T.J. Kelly and J.E. Barry, "A quantitative evaluation of
constrained layer damping", Transaction of the American Society
of Mechanical Engineers, Joumal of Industry 89,773-784, 1967.

t20l D.J. Mead, S. Markus, "The forced vibration of a three layer
damped sandwich beam with arbitrary boundary conditions",
Journal of sound and vibration 10, 163-t75,1969.

t2ll D.J. Mead, "A comparaison of some equation for the flexural
vibrations of damped sandwich beams", Joumal of Sound and
vibration, 83 (3), pp 363-377, 1982.



143

t22l M.J. Yan, E.H. Dowell, "Goverming equations for vibrating
constrained layer damping of sandwich beams and plates", I
Transactions of the American Society of Mechanical Engineers,
Journal of Applied Mechanics 94, 1041-1047, 1972.

t23l V. Oravsky, S. Markus, O. Sinkovâ, "A new approximate method of
finding the loss factors of a sandwich cantilever", Joumal of Sound and
Vibration, 33, 3, 335-352, 1.97 4.

t24l S. Markus, V. Oravsky, O. Sinkova, Acustica,1974,31, L32.

ï251 S. Markus, V. Oravsky, O. Sinkova, Acta Technica,1974,78,647.

126) D.K. Rao, "Frequency and loss factors of sandwich beams under
various boundary conditions", Journal Mechanical Engineering
Science, 1978, pp 271-282, Vol 20, No 5.

W) E. Reissner, Y. Stavsky, "Bending and stretching of certain types of
heterogeneous aelotropic elastic plates", Joumal of Applied Mechanics,
28, pp 402-408, 196I.

t28l P.C. Yang, C.H. Norris, Y. Stavsky, "Elastic wave propagation in
heterogeneous plates", Intemational Joumal of Solids and Structures, 11,
pp 665-684, 1966.

l29l T. Chao, P.C.Y. I-ee, "Discrete continuum theory of periodically
layered composite materials", Joumal of the Acoustical Society of
America 57, pp 78-87, 1975.

t30l C.T. Sun, J.M. V/ithney, "On the theories for the dynamic response
of larninated plates", American Tnsitute of Aerenautics Joumal l l,
pp 178-183, 1973.

t3U T.S. Chow, "On the propagation of flexural waves in an orthotropic
laminated plate and its response to an impulsive load", Journal
Composite Materials, vol 5,1971.

I32l P.C. Chou, J. Carleone, "Transverse shear in laminated theories",
AIAA Journal, vol 11, ûo 9,1973.

t33l S. Timoshenko, "On the correction for shear of the differential
equation for transverse vibrations of prismatic bars", Phil. Mag, series
6, vol 4L, 1921, p 74.



r44

t34) E. Reissner, "The effect of transverse shear deformation on the
bending of elastic plates", J. Appl. Mech. Trans. ASME, vol67, 1945.'

t35] E. Reissner, "On the bending of elastic plates", Q. Appl. Math., vol
5, 1947.

t36] R.D. Mindlin,"Influence of rotatory inertia and shear on flexural
motions of isotropic elastic plates", J. Appl. Mech., vol 18, 1951.

t37) Y. Chevalier, "Micromécanique des composites. Previsions en
élasticité, en viscoélasticité et à la rupture", Micromécanique -
matériaux composites.Techniques de I'ingénieur, A 7780, pp 1-18,
A7781, pp 1-11.

t38l V. Gantchenko, M. Stasi, "Elasticité globale de panneaux sandwich :
détermination théorique et expérimentales par une méthode de
vibrations propres", Matériaux et techniques, Mars - Avril 1986.

l39l J.D. Ferry. Viscoélasticité properties of polymers. 3 rd, ed V/iley,
New York, 1980.

t40l P.T. Weissman, R.P. Chartoff, "Extrapolating viscoelastic data in
the temperature- frequency domain", Sound and vibration damping
with polymers - Chap. 7 , 1990 - American Chemical Society.

t4ll D.J.Plazek, J. Phys. Chem, 69,3480,,1965.

t42l A.W. Nolle, "dynamic Mechanical Properties of Rubberlike Materials",
Journal of Polymer Science, vol 5, 1950, pp 1-54.

igues ou
fibreux", Annales des Télécommunication, Vol 12, 1957, pp 350-366.

t44l E. Hiroshi, E. Mizuo, S. Tohru, M. Jyunichi, "Development of
vibration damping steel sheet with superior service performance",
Nippon steel, Report n" 44 January 1990.

t45l J.R. Vinson, R.L. Sierakowski. The behavieour of structures
composed of composite materials. Editions Martinus Nijhoff, 1987.

t46] D. Ross, E.E Ungar, E.M. Kerwin Jr, "Damping of plate flexural
vibrations by means of viscoelastic laminae", New York, American
Society of Mechanical Engineers, 1959.



145

t471 J.G. Sloan, "The behaviour of rectangular composite materials plates
under lateral and hygrothermal loads", MMAE Thesis, University of
Delaware , 1979.

t48l J.M. V/itney, N.J. Pagano, "Shear deformation in heterogeneous
anisotropic plates", transactions of the ASME Ser. E. Journal of
Applied Mechanics , vol 37, No 4 , Décembre 1970.

t49l N.J. Pagano, "Exact solutions for composite Laminae in cylindrical
bending", Joumal of Composite Materials, Vol 3, No 3, July 1969,
pp 398-411.

t50l D. Le Nizerhy, Y. Chevalier, T. Vinh, " Vibrations de flexion des
poutres anisotropes en materiau composite. Application à la
détermination des modules d'Young", Memorial de I'artillerie
française, 1981.

t5U D. Gay. Matériaux Composites. Editions Hermès, 1987 .

t52l J.M. Berthelot. Matériaux Composites. Comportement mécanique et
analyse des structures. Editions Masson,1992.

t53l D. Guitard. Le Matériau Bois Propriétés Mécaniques. A.R. BO.LOR.,
1983.

t54l "Matériaux viscoélastiques pour I'amortissement des vibrations et du
bruit", SNPB. Département Chimie. PARIS B7120l3 432.

t55l J. Iæmaître, J.L. Caboche. Mécanique des milieux continus. Dunod,
1978.

t56] J. Salençon. Cours de calcul des structures anélastiques.
Viscoélasticité. Presses de l'école nationale des ponts et chaussées. 1983.

I57l H. Lee, "Stress analysis in viscoelastic bodies", Quart.Appl. Math 13, No
2, 1955.

t58l A.7aoui. Comportement des matériaux. Ecole National Superieur des
Techniques Avancées, 1983.

t59l B. Persoz. Introduction à l'étude de la rhéologie. Dunod, 1960.

160] J.J. Aklonis, W.J. Mac Knight. Introduction to polymer
Viscoelasticity. Ed. Wiley, second Edition, 1983.



r46

t6U B. Persoz. La rhéologie. Masson & Cie, 1969.

t62l M. Denis Papin, A. Kaufurann. Cours de calcul operationnel
appliqué. Albin Michel. PARIS. 1967

t63l J. Mandel, "Sur les corps viscoélastiques linéaires à comportement
linéaire", C.R. As. Sc. Paris, T 241, pp 1910-1912, 1955.

164l M.L. V/illiams, R.F. Landel, J.D. Ferry, J. Amer. Chem. Soc. 77,
3701,1955.

t65l J. Mandel. Mécanique des milieux continus. Tome 2, Ann XX1,
Gauthiers Villars Paris, 1966.

1671 N.P. Vinh Tuong, "Sur le passage du régime harmonique au regime
transitoire", Paris imprimerie nationale, 1967 .

t66l V.K. Kirra, G.G. 
'Wren, 

S.P. Rawal, M.S. Mira., "On the influence
of ply angle on damping and modules of elasticity of metal matrix
composite", Metalurgical Transaction. Vol 22 A, March 1991,
pp641-651.

t67l R.M. Christensen, "Visoélastic properties of heterogeneous media",
J. Mech. Phy. Solid 1969. Vol 17, pp 23-41.

t68l R.G. Ni, R.D. Adams, J. Mater, 1984, Vol 18, p 104-21

t69l A.D. Nashif, D.I.G. Jones, J.P. Henderson. Vibration damping
Ed. Wiley, 1985

t70l C. Huet. Etude par une méthode d'impédance du comportement
viscoélastique des matériaux hydrocarbonés. Thèse Paris. Imprimerie
Nationale. 1965.

tTIl Détermination des propriétés de I'amortissement et du module
complexe au moyen de vibration en flexion, N.F T 5I lLT,ISO 6721,
1984.

l72l Brûel Kjaer. Mechanical vibration and schock measurcments. 1980.

t73) L. Blanchard. Rapport annuel, Sollac, 1992.



r47

l74J H. Mizumacki, "Study of polymer blends as a vibration damper", J.
Adhesion, vol. 42 (October 1970), pp292-298. I

t75] H.BouraÏùa, J.Chauchard, J.Iænoir, M.Romand, "Influence de
l'épaisseur de I'adhésif et du viellissement sur les propriétés mécaniques
dynamiques d'un assemblage: adhésif structuraV acier inoxydable", Die
Angewandte Makromolekulare Chemie, 178(1990), 47 -62 (Nr 2941).

t76) S. Bistac, "Rôle des caractéristiques d'interface et d'interphase dans les
propriétés de structures amortissantes", Thèse, Mulhouse, 1992.


