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INTR,ODUCTION

Ce travail a été effectué dans le groupe des liquides métalliques du laboratoire de

physique des liquides et des interfaces. Il s'inscrit dans un thème de recherche consacré à

l'étude des propriétés structurales et thermodynamiques des métaux et alliages liquides.

Ashcroft et Hensel, dans leurs remarques de cloture de la huitième conférence sur les

métaux liquides et amorphes (LAM8) [114], soulignent que ce thème de recherche sus-

cite un intérêt grandissant et qu'il s'étend, peu à peu, à des domaines connexes comme

les quasi-cristaux, les clusters et les transitions de phases. Ils mettent I'accent aussi

sur I'importance des progrès réalisés depuis les années 70, période à laquelle la physi-

que des métaux liquides n'en était qu'à ses balbutiements. D'une part, des techniques

expérimentales nouvelles permettent de faire des investigations jusqu'alors impossible,

notamment lorsque le système étudié est placé dans des conditions de pression et de

température extrêmes, par exemple au voisinage du point critique. D'autre part, d'un

point de vue théorique, les progrès sont nombreux. L'un des plus frappants est la mise

au point des méthodes de simulation comme celle de Monte Carlo ou celle de dynamique

moléculaire dont I'utilisation est facilitée par des moyens informatiques de plus en plus

puissants. Elles permettent d'accéder au comportement intime de la matière tant et si

bien qu'elles sont considérées comme ayant valeur d'expériences lorsque les interactions

du système étudié ont été définies ou déterminées de la façon la plus réaliste possible.

Un métal liquide est vu comme étant un mélange de deux systèmes. L'un est constitué

par le gaz électronique, l'autre par une collection d'ions plongés dans ce gaz dtélectrons

de conduction garantissant la neutralité de I'ensemble. Le problème fondamental, pour

déterminer la structure et les grandeurs thermodynamiques d'un liquide métallique, est

de déterminer la distribution des ions compte tenu de leurs interactions mutuelles. Ces



interactions dépendent fortement du couplage entre les systèmes électronique et ionique,

qui forment le métal.

La voie traditionnelle pour construire un potentiel effectif u(r), qui traduit I'interac-

tion de paires entres ions, consiste à utiliser la théorie des pseudopotentiels dans laquelle

on considère les électrons de conduction comme étant presque libres ; c'est-à-dire que le

pseudopotentiel, qui représente I'interaction entre un ion et un électron, est faible, ce qui

permet d,employer Ia théorie des perturbations de la mécanique quantique.

La distribution des ions est représentée par la fonction de distribution radiale g(r),

grandeur essentielle dans la théorie des liquides. Outre les méthodes de simulation, la

méthode semi-analytique la plus puissante, pour calculer 9(r) à partir de u(r), est celle

des équations intégrales. Cette théorie, qui est apparue il y a environ trente ans, s'est

considérablement améliorée depuis une dizaine d'année et a atteint, à I'heure actuelle, un

degré de précision impressionnant. De plus, I'apparition d'algorithmes de résolution effi-

caces a rendu cette méthode fiable et peu consommatrice en temps de calcul, permettant

ainsi de faire des études systématiques, le cas échéant'

Dans un métal liquide, les grandeurs thermodynamiques sont intimement liées à la

strucf ure. En effet, on peut calculer la compressibilité isotherme XT pat la voie du viriel

en fonction de u(r) et de g(r), mais on peut également aboutir à x1 en prenant la limite

en zérodu facteur de structure .9(q) qui est la transformée Fourier de 9(r). Cependant, les

résultats obtenus par ces deux voies sont généralement différents ce qui traduit certaines

incohérences. De ce fait, thermodynamique et structure sont souvent étudiées de façon

séparée. L'objectif de ce travail est de décrire simultanément la structure et les propriétés

thermodynamiques des métaux liquides dans le sens où Ie calcul d'une même grandeur,

la compressibilité isotherme en I'occurence, donnera un résultat identique par les deux

voies indépendantes citées ci-dessus. Les différentes quantités, l'énergie totale d'un coté,

le facteur de structure de I'autre, dont elle découle, pourront être avantageusement com-

parées avec I'expérience. A cette fin, nous utilisons la méthode des pseudopotentiels

et les équations intégrales en essayant de réduire les incohérences thermodynamiques et

électroniques inhérentes à ces théories approximatives. Cette procédure est appliquée,

d,une part, à tous les métaux alcalins et, d'autre part, à la série 3d des métaux de transi-



tion, ces derniers ayant été peu étudiés dans la phase liquide. De plus, nous tirons parti de

pseudopotentiels locaux très récents qui ont montré leur efficacité sur les séries de métaux

pour lesquelles ils ont été élaborés.

Nous avons choisi de développer le travail de la façon suivante.

Le premier chapitre donne, tout d'abord, les éléments principaux de la théorie des

liquides denses à l'équilibre qui permet de définir la fonction de distribution radiale 9(r).

puis, on présente la méthode du développement fonctionnel de Percus [81] qui conduit aux

approximations usuelles reliant u(r) à 9(r). Ainsi la méthode des équations intégrales con-

siste à combiner I'une de ces approximations à la relation exacte d'Ornstein-Zernike [78]

pour former un système permettant de calculer g(r). Enfin, on décrit I'une des méthodes

de résolution numérique des équations intégrales parmi les plus efficaces.

Dans le deuxième chapitre, nous introduisons des équations intégrales plus élaborées,

dites auto-cohérentes. Leur étude détaillée est entreprise dans le cadre d'un liquide dont

les interactions sont modélisées par un potentiel de Lennard-Jones.

La théorie généralisées des pseudopotentiels pour les métaux de transition est exposé

dans le troisième chapitre. Elle permet de construire I'expression de I'énergie totale sous

la forme d'un terme ne dépendant que du volume du métal et d'une somme de potentiels

de paire. De cette énergie on déduit les expressions de la pression et de la compressibilité

isotherme. Dans le formalisme employé, les métaux alcalins ont été traités comme un cas

particulier des métaux de transition.

Enfin, le chapitre quatre, qui se décompose en deux parties, présente les résultats

obtenus. Dans un premier temps, nous étudions, à I'aide des équations intégrales définies

au chapitre un, I'influence des différentes parties du potentiel effectif du lithium et du

sodium au voisinage du point de fusion et du rubidium et du césium au voisinage du

point critique, là où est observée une transition métal-isolant. Finalement, une étude

détaillée des propriétés thermodynamiques et structurales' au point de fusion, de tous les

métaux alcalins et des métaux de transition de la série 3d est entreprise au moyen des

équations intégrales auto-cohérentes, en accordant une attention toute particulière à la

compressibilité isotherme.



Chapitre 1

THEORIE DES TIQUIDES
DENSES A L'EQUITIBRE

1.1- Introduction

Sonder la matière condensée se fait principalement par des expériences de diffraction

de rayons X ou de neutrons. Dans le cas des solides, I'intensité mesurée par réflexion

sur les plans de Bragg atteind des maxima pour certaines directions privilégiées. Ceci

est la conséquence directe d'un arrangement ordonné des atomes dans l'échantillon. En

revanche, dans l'état fluide il n'apparaît pas de pics aussi marqués que dans l'état solide

car si un ordre atomique à courte distance subsiste toujours, I'ordre à longue distance a

d.isparu et il n'est pas possible de construire un réseau périodique caractéristique de l'état

cristallin (l'état amorphe et les quasi-cristaux ont des caractères encore plus particuliers).

Les propriétés de la matière condensée sont essentiellement déterminées par les inter-

actions entre particules qui sont dans Ia plupart des cas modélisées par un potentiel de

paire u(r). Il faudrait, en toute rigueur, tenir compte d'autres contributions que les inter-

actions de paires, mais l'essentiel du phénomène physique est reproduit par ces dernières'

Cependant, le problème central en théorie des liquides est la détermination de la fonction

de distribution radiale g(r) pour un corps donné. La fonction de distribution radiale est

importante pour plusieurs raisons : sa transformée de Fourier, le facteur de structure

^9(g), se mesurant expérimentalement par diffraction de RX ou de neutrons, permet ainsi



troduction

une comparaison directe entre théorie et expérience. D'autre part, la comparaison des

grandeurs thermodynamiques avec I'expérience, qui s'expriment également en fonction de

z(r) et de 9(r), fournit un autre moyen de tester la théorie'

Il existe deux voies principales pour calculer g(r). D'une part, les méthodes de Monte

Carlo (MC) et de dynamique moléculaire (DM) (voir le livre d'Allen et Tildesley [2]) qui

correspondent à des calculs de simulations de systèmes liquides ayant valeur d'expérien-

ce. Bien que ces méthodes soient considérées comme exactes pour un potentiel de paire

donné, leur principal défaut vient du fait qu'un nombre limité de particules (environ 100

ou 1000 particules mises dans une boîte cubique avec des conditions aux limites) est utilisé

pour la simulation, de sorte que la fonction de distribution radiale g(r) n'est pas connue

au delà de quelques distances interparticulaires. D'autre part, on emploie les méthodes

semi-analytiques, appelées ainsi car elles sont formulées à partir d'équations analytiques

approximatives, qui conduisent le plus souvent à des solutions numériques. Parmi ces

méthodes, fondées sur la physique statistique classique, il en existe deux types : celles

dites des perturbations thermodynamiques [5, 38] et celles des équations intégrales, basées

sur la combinaison de la relation d'Ornstein-Zernike [78] avec une équation approximative

l iant u(r) à g(t).

Dans Ies théories les plus simples, la connaissance de g(r) sur une grande portée est

incertaine et le calcul des grandeurs thermodynamiques manque de précision. Toutefois

on peut améliorer la précision en augmentant le nombre de particules lorsque I'on fait des

calculs de simulation et en employant des approximations de plus en plus sophistiquées

lorsque I'on utilise les méthodes semi-analytiques.

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode de résolution numérique des

équations intégrales permettant ainsi de faire une étude systématique de différents types

d'interactions. Après avoir défini, dans la section 1.2, les équations d'état et la fonction de

distribution radiale g(r), pour les liquides classiques et isolants, certaines considérations

sur les modèles des liquides interagissant par I'intermédiaire de potentiels de paire seront

apportées dans la section 1.3. La méthode des équations intégrales sera ensuite donnée

dans la section 1.4, sur Ia base du développement fonctionnel de Percus, et la résolution

numérique sera exposée dans la section 1.5.



1.2. Thermodvnamique des liquides 6

L.2

L.2.1

Thermodynamique des liquides

Fonctions de distribution

Ensemble grand canonique

L'utilisation de cet ensemble est approprié pour déduire Ies relations nécessaires à la

physique des liquides simples. Considérons un système, composé d'un nombre ly' variable,

de particules 1 de masse rn dans un volume V, plongé dans un thermostat à la température

T. Les grandeurs fixées dans cet ensemble sont Z, I/ et le potentiel chimique pr (voir

Landau et Lifchitz [65]). La probabilité de trouver la particule (1) dans l'élément de

volume de I'espace des phases drldpr, la particule (2) dans dr2dpz, ..., lâ particule (N)

dans dr1ldpiy, est

T?*,pN ; N)d,rN dp* : 
fr@fu:ùexp{- BTtro(tN, pN) + B ptN} drN dpN' (1'1)

Dans cette équation, B : llkaT avec kn la constante de Boltzmann. Les rN sont les

positions et les pN sont les moments de tous les atomes ou de toutes les molécules 2.

Chaque dr; ott dp; est un élément de volume à trois dimensions.

L'hamiltonien s'écrit, pour N particules :

N

TtN(rN ,pN) : Dp? lz* + t/(rN). (1 .2)
i=1

Le premier terme du membre de droite est l 'énergie cinétique et U(rN) est l 'énergie

potentielle d'interaction. La normalisation de (1.1) :

oo f f

t  /  I  f  @* , ,pN;  N)drN dpN = r ,
l=oJ J

définit la fonction de partition

=(v,r,r) : Ë W II 
'"rr-grt,u('N ,PN)1d'N dPN '

N=0

(1 .3)

(1 .4 )

t h l"r pr.tt"rt"s considérées sont des atomes ou des molécules rigides à symétrie sphérique de sorte

qu'il n'est pas nécessaire de tenir compte de leur orientation et rotation ni de leur forces internes.
2 On emploie la notation { = pr,. . .,pN et de même pour les positions.



1.2. Thermod ue des liquides

Le facteur 1/N! tient comPte

constante de Planck, aPParaît

utilisé en mécanique quantique

de l'indiscernabilité des

à la limite classique de

. , N J ,drN:#ury

particules et If h3N, où h est la

l'élément de volume Plus général

Il est possible de séparer I'intégration sur les moments de celle sur les coordonnées, permet-

(1 .5 )

(1 .6 )

tant ainsi de réécrire (1.4) sous la forme

=(v,r, ù : î 
t-, 

[ [ exp(- gurr(rN);arN.
N - l o t ' t J J

Par définition, l'actiuité d,arc (1'6) est

z : l\-3 exp(7ù, (1 .7 )

où Â : (h2l2rmk"T)t/, provient de I'intégration de l'énergie cinétique et s'appelle lo

longueur d,'onde d,e d,e Broglie ot longueur d,'ond'e therrnique' Elle permet de savoir si

l,approximation classique de la physique statistique faite ici est justifiée ou non' cette

approximation classique est valable pour la majorité des liquides mais elle n'est toutefois

pas adaptée par exemple pour I'hydrogène et I'hélium à basse température quand les effets

quantiques sont importants (A est de I'ordre de la distance moyenne entre les atomes c'est-

à-dire (N lv)-t/s1.

Toute grandeur observable ,z[,u(tt, pN) do système va s'exprimer comme la moyenne,

au sens de I'ensemble statistique considéré :

(/rv) : p_-l I 
/nn('N, pN)/('N, pN; N)drN dpN ' (  1 .8 )

Par exemple, pour l'énergie interne E, il vient

E = \r{1rl= p. ll 
,.rr.,pN)"f('N, pN;N)drNdpN '

le système pris au hasard dans I'ensemble contienne exactement N

(1.e)

La probabil i té que

particules est

P(N) = 
l l  

T@*,pN;N)drNdPN (1 .10)



et, en uti l isant les expressions (1.1) et (1'6) '

"N fP(N) : N&L t ) J 
."re UU1,'(rN))drN

Ainsi le nombre moyen de particules est

(/r) = i "o1"1N=O

ou, en fonction de E(% 7,, F) : î,

/ ^ r \  -  â l n -
\ r ' l  -  

ô l n z '

Thermo dynamique d"t ]rqltd.t

En particulier

(1 .11)

(1 .12)

(1 .13)

Fonction de distr ibution radiale

par définition, /es fonctions ile distribution partiel/es, obtenues par intégration sur

N - n - 1 positions s'écrivent à partir de la relation (1'1)

f@) (r- ,pn) : ,"}n II ,.n- ,pN)d,rN-nd,p*-n.

Elles représentent N!/(N - n)! fois la probabilité de trouver n particules dans un élément

de volume d.'espace des phases d"r"dp". Par intégration sur les moments restants, on

construit les fonctions densité à n particules

o@) @*)= à Ë # I I 
."eeBUN(rN))d,N-n,

qui donnent /f!/(l/ - ,)t fois la probabilité de trouver n particules parmi N, indépendam-

ment des ,l{ - n autres dans un élément de volume drN et sans considérer les moments'

Sa normalisation entraîne

I ero,\d'rn:(."+il)

I 
,'o){ùar1 - (N).

Alors, pour un système homogène, la fonction densité à une particule (ne dépendant pas

de la position) devient la densité en nombre

(N)
v

(1 .14)

(1 .15)

(1 .16)

(  1 .17)

p ( l ) ( r )  =  p : (1 .18)
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Figure 1.1: Fonction de distribution radiale g(r) (a)

po,r. ot fluide de Lennard-Jones au voisinage du point
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et facteur de structure S(q) (b)

tr iple (T* = 0.719 et P* 
- 0.85).

La fonction de

pondante :

d,istribution à n particules est définie à partir de la fonction densité corres-

/ - , .  - r  , @ ) ( r ' )
nrt(r"):  Rï=7-

(1.1e)

et, pour un système homogène, cette relation devient :

O^ n(") (r") :  p@) çr") (1.20)

La grandeur centrale en théorie des liquides est /o fonction de d'istribution radiale, g(r)',

encore appelée fonction d,e corrélation de paire, qui ne dépend que de leur distance de

séparation :

p2g(r) - ozs(2)(lrz - rr1) - p(2)(r1 , rz). (1.21)

cette grandeur est une mesure de I'ordre dans le liquide' Quand r + oo' le potentiel

d'interaction n'est plus ressenti et 9(r) tend vers la limite des gaz idéaux

jBg(') : t ' (r.22)

La figure 1.1(a) montre une représentation typique de g(r) ; la ligne continue corres-

pond aux résultats des calculs effectués à I'aide de la théorie des équations intégrales

[20], qui sera exposée dans le chapitr e 2 el les cercles sont les résultats de simulation

de Verlet [99]. Quand la densité p devient faible (cas des gaz dilués)' g(") se comporte

comme exp(-Bu(r)) où z(r) est le potentiel d'interaction de paire' Le facteur de structure
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S(q), qui se mesure expérimentalement et permet ainsi une comparaison directe avec

I'expérience, est relié à 9(r) par la relation exacte

s(q) : r* p I fnOl- l)exp(iq 'r)d'r '  (1'23)
J

La mesure de la corrélation qui existe entre deux atomes du liquide est fournie par la

fonction de corrélation totale

h(r )  :  g( r )  -  1 ,  ( r .24)

qui tend logiquement vers zéro quand leur distance de séparation devient grande. L'équa-

tion (1.23) s'écrit immédiatement en fonction de h(r)

f
S(q)  : r+pJot lexP(fq ' r )dr .  (1 '25)

La figure 1.1(b) représente le facteur de structure correspondant à la transformée de

Fourier de g(r), montrée sur la figure 1'1(a)'

L.2.2 Physique statistique et thermodynamique

Les grandeurs thermodynamiques sont caractéristiques de l'état macroscopique du

corps. Elles sont reliées, dans I'ensemble grand canonique, par la relation

PV : kaTln1 (1 .26)

à la description microscopique fournie par la physique statistiqte uia les fonctions de

distribution. Cette relabion s'exprime différemment dans d'autres eQqmbles statistiques'

Le choix d,un ensemble particulier ne porte pas à conséquence car le passàleQ la limite

thermodynamique impose N + oo et V + oo avec la condition p - (N) lV constante :

ainsi, les grandeurs calculées avec des statistiques différentes deviennent identiques'

Le but de ce paragraphe est de donner une expression analytique à chaque propriété

thermodynamique considérée ici, en fonction de 9(r). Ceci est possible, en supposant que

l,énergie potentielle t/iu(rN) dans I'hamiltonien (1.2) puisse se mettre sous la forme d'une
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somme d.e potentiels de paire de particules 3 
, c'est-à-dire

uN(rN):  l  t  uz(r ; , ,? i , ) ,
-  

i r * i z

ce qui semble tout à fait raisonnable dans la majorité des cas.

d'autres alternatives seront examinées dans la section 1.3.

(r.27)

Cette hypothèse ainsi que

(1.28)

Equation d'énergie

L'énergie interne s'obtient à partir de Ia relation générale (1.9). Considérons la

séparation de i'énergie en une partie idéale (ou cinétique au sens du gaz parfait) et en une

partie en excès par rapport à Ia première, provenant des interactions :

et, par hypothèse, Uru(rN) se met sous la forme (1.27), de sorte que l'énergie par particule

devient [38, pages 32-33]

E 3  o f  .

ft 
: îr,' *; J u(r)s(r)dr'

La relation (1.29) est I'équation d'énergie du liquide.

Equation de pression

La pression est une grandeur intensive donc indépendante du volume à p constant.

La relation (1.26) devient

P : '  ^01n7(V'T 'P)n"rff. (1.30)

Suivant Born et Green [16], (1.30) conduit à l'équation d,e pressiono:u équation du uiriel

E :  E ;a*8" ,

: f,W)r"r. à Ë # I exp(-BUplr'))urv(r *)d,'

P: (ry-îl r; YU7,1(r")) ,

(1.2e)

(1 .31)

typedepart icules.Si lecorpsétai t formédeplusieursconst i tuants,
il faudrait considérer des potentiels de paire entre chaque type de particules de même nature et entre

chaque type de particules différentes.
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qui peut se déduire aussi à I'aide de la relation de Clausius. De manière générale, en

effectuant la moyenne a de (1.31) la pression prend la forme

p : pksr- + Ë # t exp(-B(r7,1(rNYW4,N
- N = 0 , . ' '

D'après I'hypothès e (I.27), après le changement de variable

d  rd

w: idr '

la pression du viriel en unité PksT s'écrit

P  - ,  P  [ - du ( r )
æ:r-TfuJ,TnQ)dr-

Equation de comPressibi l i té

.  - (Ôp \  ( l { ' )  - (N) '
*"t 

\ap ), 
: -w[-,

f{orrr(rr,,  rr) -o(r)1r,;r(r)@)}drr,dr2 -- (N') - (N)' - (N)
J ' '

soit, pour un liquide homogène

f
, t  

J 
(g(") - r)d,r:  (N') -  (N)'-  (N).

on obtient ainsi I'équation de cornpressibilité sous la forme

, . (ao\  - r+ p [ (gel-L)d,r*" '  
\* r, r

(1 .32)

(  1 .33)

La compressibilité isotherme XT exprime la variation de densité avec la pression à

tempéra tu recons tan te5 :  
I  (Ap \

, , : ; l ; ;) ,  (1 35)

D'une part, les formules (1.30), (1.13) et la dérivée de (1.13) par rapport à pr permettent

d'arriver à Ia relation générale

(1 .34)

(1 .36)

(1 .37)

(1.38)

qui lie Ia compressibilité isotherme à la fluctuation du nombre de particules. D'autre part,

en uti l isant les relations (1.16) et (1.17)'

(1.3e)

a Au sens de I'ensemble grand canonique'
5 La différenciation d" p"pu, rapport à P t" fait indifféremment à ? constant ou I/ constant'

reférence [65, p. 37a]



ou encore

pkaTXr:  ^9(g :  0) .

Il faut noter que cette équation est obtenue sans faire d'approximation particulière sur

l'énergie potentielle t/ru(rN) ; il est remarquable que I'équation de compressibilité ne re-

quiert que la connaissance de la fonction de distribution de paire et non celle des fonctions

d'ordre supérieur. Au voisinage du point critique où la ligne de coexistence liquide-gaz se

termine, les fluctuations de densité deviennent très grandes, ainsi le facteur de structure

eû q : 0 doit diverger. La relation (1.39) fournit une équation d'état du système compa-

rable à la relation (1.34). En effet, la pression obtenue en intégrant (1.39) par rapport à la

densité, pourrait être comparée, pour un calcul particulier de g(r), à l'équation du viriel

(1.34). Mais cette démarche est difficile à réaliser et il est préférable de dériver (1.34) pour

comparer directement les compressibiiités obtenues par les deux voies indépendantes.

De toute évidence, la

le potentiel de paire n'en

pour des liquides isolants

densité aboutit à

(1.40)

fonction g(r) dépend de la densité. considérons de plus que

dépende pas. Cela semble correct en première approximation

6. Dans ces conditions, la dérivation de (1.3a) par rapport à la

#, (#), :' - #* I'#{ot') . te#\ o'' (1 41)
qui est I'inverse de la compressibilité à un facteur pk6? près.

1.3

1.3.L

Forces d'interactions

Potentiel de paire

L'hypothèse de base de I'interaction entre particules, utilisée dans ce chapitre, a été

énoncée dans la section 1.2 par la relation (1.27). Cette hypothèse traduit le fait que les

seules interactions qui existent dans le liquide sont des interactions à deux corps. L'énergie

potentielle totale est alors une somme de potentiels de paire. Cependant, on procède à

plusieurs approximations pour écrire l'énergie sous la forme (l'27)' On s'est restreint ici

entieldepaireconsidérédépendradeladensitéetlacompres-
sibilité obtenue à l,aide de l'équation du viriel aura une expression différente (cf' chapitre 3)'



aux liquides purs et isolants, formés d'atomes ou de molécules sphériques. Après avoir

résolu l'équation de Schrôdinger dans I'approximation adiabatique de Born-Oppenheimer,

l'énergie potentielle de (1.2) s'écrit uniquement en fonction des coordonnées des centres

de masses des atomes ou molécules

(Jx = Uro(rN). (1.42)

une autre simplification peut-être faite en considérant que

additives, c'est-à-dire

les énergies potentielles sont

u,u('N) = 
*2,u2(r;,;,) *

1\-
3t ?.

rriÉN2fr3

us ( r  ; r ; r ,  T  ; r ; "  1  T  i 2 i s )  + '  . ' (1 .43)

Le premier terme est donné par la somme de potentiels de paire (L.27), le deuxième

est une somme à trois corps, etc. . .. Dans I'extrême majorité des cas, selon Barker

et Henderson [12], il paraît raisonnable de négliger toutes les interactions supérieures à

celles à trois corps. La prise en compte du terme à trois corps a des effets sensibles

sur la structure et les grandeurs thermodynamiques des gaz rares. Barker et al' lI4,

13] et Attard [g], I'ont confirmé en utilisant respectivement la théorie des perturbations

thermodynamiques et les équations intégrales. Ils trouvent une différence de plusieurs

pour-cent par rapport à I'interaction de paire sur les grandeurs thermodynamiques et

une influence sur la localisation du point critique. Ces auteurs emploient I'interaction à

trois corps de Axilrod et Teller [10] qui vient corriger le potentiel de Lennard-Jones pour

donner un potentiel de paire effectif ; la façon dont la correction s'effectue est différente

suivant les auteurs [14, 13, 9, 86].

On considérera ici uniquement des potentiels de paire. Ceci se justifie par le fait

qu,ils donnent une très bonne description des liquides classiques avec des résultats très

précis. La correction à trois corps pourrait être ajoutée in fine après avoir mis au point

une méthode de résolution pour un potentiel de paire ; pour obtenir alors les grandeurs

thermodynamiques, il faudrait modifier les équations d'états exposées dans la section 1'2

comme I'a proposé Attard [9].
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L.3.2 Modèles des l iquides

L'interaction de paire est modélisée de différentes manières a,fin d'étudier le comporte-

ment général des liquides ainsi idéalisés. L'un des potentiels les plus réalistes et appropriés

pour les liquides de gaz rares est celui de Lennard-Jones

uL,?) - -  n,{ ( ; ) "  -  ( ; ) ' } (r.44)

Ce potentiel, représenté sur la figure 1.3(b) possède un puits de profondeur e et une partie

attractive en r-6 qui est associée aux forces de Van der Waals. La partie répulsive en

r-r2 est due aux répulsions de Pauli qui interviennent entre les couches électroniques

fermées. Ce potentiel, dont le zéro est en o, est particulièrement bien adapté pour les

liquides de gaz rares et les paramètres e et a sont déterminés pour que les propriétés

thermodynamiques calculées coincident avec celles du liquide étudié (par exemple ef les :

llg.gl( et o : g.40bÀ pour I'argon liquide). Le modèle idéalisé le plus simple pour étudier

le comportement général des liquides est celui des sphères dures (HS, hard spheres)

s i r<o ,
s i r )4 ,

(1.45)

où a est le diamètre des sphères dures (voir figure L.2). Il est utilisé comme système

de référence dans les méthodes de perturbations thermodynamiques [5] et a I'avantage

de présenter des solutions analytiques pour le facteur de structure ,5(q) et les grandeurs

thermodynamiques. Il existe d'autres potentiels analogues à celui des sphères dures qui

sont mieux adaptés au comportement de certains systèmes qu'à d'autres : le potentiel

puits carré (SW, square well)

uHS@):  
{  f

usw(r): 
t -

T  1o ,
o1 r ( )o ,
r ) ),o,

si
SI

si
(1.46)

dont les paramètres apparaissent sur la figure 1.2 ou le potentiel des sphères dures chargées

(CHS , charged hard spheres)

(  ^  s i r ( a ,
u"* t ( r ) : \6r t  s i r>o,

qui contient, en plus du potentiel HS, une partie coulombienne à longue distance, les

sphères portant chacune une charge Q.

( r .47)
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.Figure 1.2: Potentiels des sphères dures (a) et du puits carré (ô).

L.4 Structure des liquides : équations intégrales

!.4.L Relation dtOrnstein-Zernike

Cette relation a été proposée par Ornstein-Zernike [78] (OZ) en 1914. Elle exprime le

lien entre les différentes fonctions de corrélations quand une variation de densité se produit

sous ltaction d'un champ extérieur. Les fonctions de corrélation du système mesurent

I'influence d'une particule, prise comme origine, sur les autres en fonction de la distance.

De manière générale, le liquide, décrit dans I'ensemble grand-canonique, est soumis à

un champ exterieur /(r) ne dépendant que de la position et agissant sur chacune des

particules. Ainsi, en considérant toujours des interactions de paires, I'hamiltonien (1.2)

devient,
N l N N

t {N(rN,pN) :  t  p? l2** ;  t  u(r i , r)+ t  6çr;) '
d=f i+i i=l

(1.48)

(1.4e)

En utilisant le facteur de Boltzmann e(r;' rt): exp(-pu(r;'t))' la fonction de partition

(1.6) s'écrit :
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qui est une fonctionnelle de $. La quantité z*(r;) est définie par larelation

z*(r;) - zexp(PÔ(r;)) ' (  1.50)

où z est I'activité (1.7). Il est possible de construire deux hiérarchies de fonctions (voir

les articles de revue de Evans [2S,29]) par dérivation fonctionnelle de E ou lnE :

1. Les fonctions densités à plusieurs part icules

(1 .51)

où les différents ordres de fonctions sont obtenus par dérivations successives de E

par rapport à z*.

2. Les fonctions de corrélation à plusieurs particules' Au premier ordre' la

fonction de corrélation est définie par

"(,) lp.,,1 =t"(#) (1.b2)

Les ordres supérieurs sont alors obtenus par dérivations successives de (1'52) par

rapport à la densité à une particule :

5""( t ) [p;rr ]
- - ( n ) r - . n n 1  -  

v  -  t r t - r r
t -  l Y r '  I -  ç , ^ ( r \ ( ^ . \ - - - , [ ^ ( r ) f æ  \Optt l l r t ;  .  .  .6p(r)(r") '

A I'aide de ces deux hiérarchies, construisons d'une part la fonction densité à deux corps

au moyen de la relation (1.51))'

,.Q) (r r, * r) : L z- @ 1) z- (r 2)

de laquelle nous tirons la relation

62=

(1.53)

(1.54)
62.(r1)62*(r2)

=ôf( t ) ( I t ) .  =  p(r ) ( r1)6 ( r r , r r )  +  p( t \ ( r r )p( r ) ( r r ) (s( r r , rz)  -  t ) ,
6 ln  z*( r2)

d'autre part, suivant (1.53), la fonction de corrélation à deux corps qui s'écrit

"(z)(rr, rr) :tuhr,' r,rz) - 
ffi

Tirant parti de la définition de la fonction 6 :

(1.55)

(1.56)

6(r1,r2):m:19ffi0,", (1.57)
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Figure 1.3: Fonctions de corrélation directe c(r) et indirecte 7(r)

.oiél.tion totale h(r) et potentiel de Lennard-Jones (b)'

z.ls s.b s.'5
r/o

(a), fonction de

la relation d'Ornstein-Zernike (OZ) est obtenue par insertion de (1.55) et de (1.56) dans

(1.57),  soi t

h ( r1 , r2 ) :  c ( r t , rz )  t  I  oG) { ' " ) t ' ( rs , r2 )c ( r1 , ts )d ' rs '  (1 '58)
J '

Ce calcul est exposé en détail dans [38, p. 105-107]. Lorsque le système est homogène et

invariant par translation, la relation OZ devient

(1.5e)

de corréIation ind,irecte(1.59) est la fonction

f
-p lh( r ' )c( l r - r ' l

J
)dr ' . (1.60)

2.5 3.

h(r) -c(r) + e I 
ng1"(lr - r'l)d't' .

Le produit de convolution de la relatron

t? )=h( r ) -c ( r )

L,interprétation physique de l'équation OZ est la suivante : la corrélation totale

h(r1,r2) qui existe entre les particules (l) et (2) est la somme d'une corrélation directe

c(r1r12) et d'une corrélation indirecte 1(tr,tz).cette dernière résulte de la somme de

toutes les combinaisons possibles de particules intermédiaires par lesquelles la corrélation

se propage de proche en proche de (1) à (2). Comme le montre la figure 1'3 dans le cas

d,un potentiel de LJ, la portée de c(r1,12) est de I'ordre de celle de I'interaction de paire

u(r1r12),alors que h(rr,r2) varie encore bien au delà. Cette interprétation est confirmée

par les calculs de simulation sur les liquides simples. Dans tous les cas, la fonction de

corrélation totale h(r) aune portée beaucoup plus longue que le potentiel d'interaction'
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En particulier, pour un liquide de sphères

simulation ou à I'aide de l'équation de OZ

sphères dures [11].

dures, les oscillations de h.(r) obtenues par

sont visibles jusqu'à plusieurs diamètres de

La relation OZ contient deux inconnues, c(r) et 7(r), et dans la suite de cette section,

I'objectif est de donner les relations les plus courantes exprimant c(r) en fonction de 7(r).

Ainsi la combinaison de l'équation OZ avec I'une d'entre elles permettra de calculer la

fonction de distribution radiale pour un système donné. C'est la théorie des équations

intégrales.

L,4.2 Equations intégrales standard

Les équations intégrales standard donnant c(r) peuvent être obtenues par dérivation

fonctionnelle, en utilisant la méthode développée par Percus [81], si les particules intera-

gissent par I'intermédiaire d'une somme de potentiels de paires.

Réponse du système à un champ extérieur

Dans la méthode de Percus 7, une particule indicée (0), fixe et prise comme origine,

crée un champ extérieur {(r) dans le liquide. Puisque toutes les particules sont identiques,

chacune d'entre elles ressent la présence du champ

ô@;) :  u(ro,r ; ) , (1 .61)

(1.62)

qui est, dans ce cas, à symétrie sphérique'

I'hamiltonien (1.a8)

N

Ur*r(t t*t)  :  D u(r; ,r i )
i<j

Ceci permet de réécrire l'énergie potentielle de

N
S , \

+ Lu(ro,  r ; )  =
i=1

N+1

I  u(ri ,  r i).
;<i

D'après (1.49), la fonction de partition, est une fonctionnelle de /, est donnée Par

)d t " - t ,

7 On trouvera le détail des calculs dans le l ivre de Hansen et McDonnald [38, p'116-119]

(1.63)
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où E[0] est la fonction de partition sans champ extérieur. Selon la définition de la fonction

densité (1.15) et pour un liquide homogène, la relation (1.63) se met sous la forme

- r , 1  E [o ]p
ë[9] = 

" 

.

De même, à I'aide de (1.62), la densité à une particule devient une fonctionnelle de / et

pulô;rrl = P(')lÔ;:'o'"1 -

La définition (1.19) de la fonction de distribution radiale entraîne

pg(r o,t, ) = P(')lÔ; r t l-

Selon I'idée de Percus, pg(ro,,r1) s'interprète comme la densité au point 11 résultant de

l,influence de la particule (0). La présence de cette dernière produit une variation de

densité dans le liquide

Ap(l) -  p(t)16. rr l  -  p(t) [o;rr] ,  (1.67)

de zéro à ,/. cette variation de densité est liée à la fonction

c'est Ia fonction réponse à un champ extérieur' En effet, la

Ap(l) -- ph(rs,r1). (1'68)

La relation (1.25) indique que le facteur de structure .9(q) représente la fonction réponse

exprimée dans I'espace réciproque.

Le développement de Taylor des fonctions de corrélation permet d'obtenir des relations

appelées équations intégrales qui, combinées avec la relation OZ constituent la théorie des

équations intégrales. Cette méthode est couramment appelée d,éueloppement fonctionnel

d,e Percus. Chaque choix de fonctionnelle à développer aboutit à une équation intégrale

particulière. En outre, les équations de Percus-Yevick (PY) et de la chaîne hyper réticulée

(HNC, hypernetted chain), constituent les deux relations les plus simples de cette théorie'

Equation de Percus-Yevick

La fonctionnelle à développer en série de Taylor, au premier ordre en / = Q g5tr

exp(c(1)[p;r, ]) :  w 
(1.6e)

(1 .64)

(1 .65)

(1 .66)

le champ extérieur passant

de corrélation totale h(r) :

définition (1.66) conduit à
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A ins i ,

o lé;r l  _ p( ' ) [0; ' , ]  *  t=:_____ (p( ' )Ld; î ' l ) l  b$\ lô;r2 l  _p(1)[0;r2])dr2.-76T : 
t@) - 

J 6p{rt16' rzl \ z*(rt) ) la--o 
(1.70)

Or,

6 /p(DId'îrl) | -_ p('tlé;T'l :-L--'" (r'll!d: î'r) t (1.21)
6Ml \"1"f  ) l r=o: 

- ;V) 
6p,tr t14rr1 

'^^ 
1 z*(rr)  )  t r=o

A l,aide des définit ions du champ extérieur (1.61) et des fonctions de corrélation (1.53),

le développement devient

O{r) [S;  r t ] t

+ p I  h( r2, rs)c( r1, r2)d, r2.
I

(1.66), i l  vient l 'équation de

( r .72)

PY, obtenue de

(1 .75)

- 1

pexP( -u ( t s , r1 ) f keT)

En identifi aû (1.72) avec la relation OZ et

façon différente par Percus et Yevick [82],

g ( r r , r t ;  :  exp ( -  gu ( ro , t t ) ) {g ( to ,  t r )  -  c ( r s ,  11 ) } '  ( 1 ' 73 )

Cette équation s'écrit en fonction de 7(r) pour un fluide homogène et invariant par trans-

Iation

sPY ?) :  exp(-0u(r)){7(r)  + 1}; ( r .74)

ou, pour c(r) :  g(r) - 1 - f(t) (relation OZ),

cPY e)  :  {exp(- ,6"( ' ) )  
-  t }  { r ( ' )  +  1} .

Chaîne hyper-réticulée

pour obtenir l'équation HNC, ,îlp;r1] doit être développée directement suivant la

relation :

" \ t ) lp ; r r l  
:

/n( ' ) [o ; r , ] \ . . ,_  t  6  , -  /p( ' ) [d ; ' ' ] ) l  (p( ' ) [d ;  12] -  p( r )10; r2 l )dr2.  (1 .76)
(;i;;r )* Jl,;qr.*l '"\;.( ' ') )|=o'o

En suivant un cheminement identique à celui utilisé pour obtenir I'équation de PY, le

développement s'écrit

( r .77)h(  ,e( lo , , r ' l  , r )  :  o  I  o@r, rs )c( r1  , r2)d , r2 ,
\ exp ( -Pu l ro , r t ) )  /  J
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qui donne l'équation de la chaîne hyper réticulée (HNC)

g'*" (r) : exp(-/u(r) + r(r)),

ou pour c(r),

"HNC e) :  exp(-pu(r )  *  z( r ) )  -  z( " )  -  1 .

Il est intéressant de noter que la linéarisation de (1.78) ptt rapport à f(t)

retrouver l'équation PY. Dans Ia limite des faibles densités, quand 7(r) tend

gPY (r) et 7HNC(r) se comportent toutes les deux comme exp(-u(r) lksT.) '

(  1 .78)

(1 .7e)

permet de

vers zéro,

Approximation sphérique moyenne

Les potentiels réalistes contiennent à la fois une partie fortement répulsive et une

partie attractive généralement faible et de longue portée ; cette dernière est responsable

de la cohésion du liquide et permet d'étudier les phénomènes critiques. Ainsi le potentiel

peut se mettre sous la forme

u ( r ) : u6 ( r )  +u r ( r ) .

Si la partie répulsive peut être modélisée par une interaction de sphères dures, l'équation

PY indique alors que g(r) est nulle pour des distances inférieures au diamètre des sphères

dures a. A longue distance, c(r) se comporte approximativement comme le potentiel.

Suivant ces considérations, I'approximation sphérique moyenne (MSA' mean spherical

approximation) correspond aux équations

(1.80)

(1 .81)

La première relation est exacte tandis que Ia relation donnant c(r) est une approximation.

L'équation de PY devient un cas particulier de I'approximation MSA où ,rt(") est nulle

et où u6(r) est un potentiel de sphères dures. L'intérêt principal de cette équation réside

dans ce qu'elle conduit à des résultats analytiques pour le modèle CHS [79, 102, 103].

Le potentiel de paire des liquides étant en général continu, Week, Chandler et Ander-

sen [107] (wcA) ont proposé de le couper à son minimum principal r,o et de relever le

(  o ( , ) :o  s i  r (o ,
{

Ic ( r )  :0  s i r )4 .
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potentiel répulsif, de

(1 .82)

ur(r) - { : l : l  : l  :: :- '
I  u ( r )  s r  r  >  rm .

Alors N{SA se généralise à des potentiels continus en une équation intégrale, appelée SI\'{SA

(,,soft core,' MSA). Chihara [25] I'a obtenue par la méthode du développement fonctionnel

de percus, utilisé précédemment pour PY et HNC. La fonction de distribution radiale a

la forme suivante

esMso?) :  exp(-  0us(r)){7(r))  + 1 -  0" ' ( r ) } ,

et la fonction de corrélation directe s'écrit

, t * to ( r ) :exP?/us( r ) )h ( r ) )  +  1  -  0 " '? ) j  - r ( ' )  -  1 '

(1 .83)

(1 .84 )

Evidemment, si ze(r) est le potentiel Hs, l'équation sMsA se réduit à N{SA. Barker et

Henderson [12] ont comparé les équations intégrales présentées précédemment, en utilisant

divers systèmes (HS, CHS, LJ, sw, etc,. . . ). Ils onl constaté que sMSA combine les

avantages à la fois de PY et HNC et pallie les inconvénients de MSA.

1.5 Résolution numérique

1.5.L La méthode LMV

Calculer la structure des liquides simples par les équations intégrales, c'est-à-dire

trouver la fonction de distribution radiale, consiste à résoudre la relation OZ

r ( " ) :  h( r ) -c( r ) -o I  tçr '1r ( l t - r ' l )dr ' ,  (1 '85)
J

et l, approximarion donnant c(r) en fonction du potentiel de paire u(r) et de 1(r) :

c(r )  -  F lu( r ) ; r ( " ) l '  (1 '86)

tel le sorte que l 'écriture de (1.80) devienne,

,  \  |  " ( r ) - u ( r * )  
s i r l r * ,

uo\ r )=10 s i r ) r_ ,



Les théories standard évoquées par la fonctionnelle F, sont celles de PY (1'75)' de HNC

(1.Tg) ou de SMSA (1.S4). La relation de PY, pour I'important modèle des sphères dures,

permet d,obtenir la fonction de corrélation directe c(r) analytiquement [95, 108, 108]' Mis

à part ce cas, le systèmeformé de (1.S5) et (1.86) se résout incontournablement de façon

numérique.

Toutes les méthodes de résolution numérique sont itératives. La plus simple est celle

d,es itérations d,irectes : la fonction 7(r), souvent initialisée à zéro (limite du gaz parfait),

est placéedans larelation (1.86) pour calculerc(r) dans I 'espacedirect, c'est /a méthode de

Picard,ou dans l'espace réciproque comme I'a proposé Lado [60]' Puis c(r) est insérée dans

la relation (1.s5) pour trouver une nouvelle fonction 7(r), qui sert à son tour de point

de départ de I'itération suivante, etc. . .. Ceci jusqu'à ce qu'aucune différence n'existe

plus entre deux .y(r) successifs, si la convergence est possible. Broyles [23] a proposé

une amélioration de la convergence qui consiste à mélanger des solutions successives pour

donner une fonction initiale dans les itérations suivantes : toutefois, cette procédure

converge extrêmement lentement et donne des résultats stables uniquement à faible densité

et pour des potentiels de courte portée. Même si une bonne estimation initiale de'y(r)

(plus ou moins proche de Ia solution) est introduite, la convergence reste lente' Cette

méthode n'est pas utilisable pour des liquides très denses comme les métaux'

Une autre voie consiste à discrétiser les relations (1.S5) et (1.36) pour faire apparaître

un système de N équations linéarisées, résoluble par la méthode de Newton-Raphson

(NR) et nécessitant I'inversion d'une matrice N x N à chaque itération' une bonne

estimation initiale permet la convergence rapide vers une solution stable' cependant, on

doit utiliser un nombre élevé d'équations (typiquement N = 100 à 1000 voire plus)' pour

accroitre la précision. Mais cela implique un temps de calcul important qui reste, malgré la

rapidité des ordinateurs et des micro-ordinateurs, un inconvénient sérieux pour Ia méthode

auto-cohérente utilisée plus loin. Tirant parti des techniques numériques d'inversion de

matrices, zerah[I11] a proposé un algorithme NR performant mais uniquement utilisable

sur de grosses machines comme le CRAY'

Gillan [3a] a réussi à combiner la méthode NR avec celle des itérations directes' La

première est fastidieuse et consommatrice de temps pour les grands systèmes d'équations
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et la seconde est rapide mais converge lentement, quand elle converge' En combinant les

avantages de chacune des méthodes, Gillan a proposé la décomposition de la fonction 7(r)

discrétisée sous la forme suivante :

t ( r ; )  :  laxPx(r ; )  +  A 'Y(r ; ) ,  i : I , '
k

L,espace réel et l,espace de Fourier sont discrétisés en intervalles réguliers. Chaque pas Ar

dans l,espace réel, affecté de l'indice i, (respectivement Aq dans I'espace réciproque, indice

j) est repéré par la posit ion r;:  iLr (respectivement qi: jLq). La part ie principale

de la fonction 7(r) correspondant au premier terme du second membre de la relation

(1.87) est calculée en utilisant la procédure NR, plus puissante. La partie fine a"y(r;)

plus petite cl'un facteur dix et variant peu au cours du calcul, est traitée en itérations

directes. Dans la relation (1.87), la fonction 7(r) est développée sur la base de fonctions

Pr, dites fonctions "roof', et les coefficients aÈ donnent ainsi la représentation de sa partie

principale.

Est exposé ci-après le détail de la méthode de Labik, Malijesky et Vonka (L1\4V) [59]

utilisée dans ce travail. Il est tout d'abord avantageux de considérer les fonctions 7(r) et

c(r) respectivement sous la forme

f ( " r )  -  rn(r ; ) i : I r . . . ,N ,

(1 .87)

(1 .88)

C( rn )  :  r ; c ( r t )  i  : I , " ' , l f '

Les équations intégrales classiques

les re la t ions (1.75) ,  (1 .79)  et  (1 .8a)

dans la section1.4 s'écrivent alors, suivant

(1.8e)

(1 .e0)

présentées

c"'o(,,) - r;eæp(-#rtY+ 1- ffil- r(r;) -r;

c" (,,) : {.*o?#) - l} ir("n) - ,,},

cr*" (r,): ,^;{exp( -# + f lf - r(r;) - r;,

Les transformées de Fourier et transformées inverses sous forme discrète sont

(1.e2)
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e t  
^  N - l

r(r;) : #Zi(qi)sin(frr;q;) i-zr- l__r
II y a effectivement N valeurs dans les diférents tableaux

les termes i : 0 et j - 0 qui n'apparaissent donc pas dans

sont liés par le théorème d'échantillonnage L'rA'q: T lN '

1, " ' ,N- l ' (1.e3)

mais la fonction sinus annule

les sommes. Les pas Ar et Aq

Avec les définitions (1.88), la relation oZ dans I'espace réciproque prend la forme

Il faut maintenant construire la matrice jacobienne du système à résoudre par la méthode

NR pour u1e i lératiou clonnée. Selon Gil lan [34], le système de M équations à résoudre

est

/ , ( { t i } )  :  o ,  i  =  r , ' " ,  N,  (1 '95)

où {21} est l 'ensemble solutio rr rrt . . . ,rM satisfaisant (1.95). Soit {r io)} une estimation

initiale de la solution. Une nouvelle estimatio" {tit)} est donnée par

â,  . ,  PC'(q i )
i \q=i/ : -----=;-'

\  rJ  '  
q t  -  PC(qi )

"l ') : ,lo) - 
Zæ1,",=,",, 

/i({,fo)}) i: r,...,N.

(1.e4)

(1 .e6)

L,ensembl e des ôf;llrj représente la matrice jacobienne du système. La nouvelle estima-

tion est considérée comme estimation initiale de I'itération suivante et la procédure (1.96)

est répétée jusqu'à ce que la convergence soit obtenue. A une variable, le système (1'96)

se réduit à la méthode classique de Newton pour Ia recherche de zéros d'une fonction'

concrètement, suivant la méthode LMV, C(r) est développée au premier ordre au

voisinage 4.;(0)(r), estirnation init iale de la solution. Sous forme discrête C(r) s'écrit

C(rn)-  C(o)(r , )  + +l  ( r ( r ; )  -  pto)(r ; ) )  i  :  r , " ' ,  f f  -  1 '  (1 '97)
v t /  '  

d f  ( r ; ) l r=r (o l

De sorte que sa tranformée de Fourier est

N-1

C(q) -  C@çn1+ t  Ci ,o( i (qo)  -  i (o) (qn))  i  =r , " ' ,N -  1,
lc=1

(1.e8)

Ôi,*:i I ffi|.=.,., sin( ff r;qr,) sin( fr r;q; )' (  1.ee)
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Le système d'équations ainsi linéarisées s'écrit en fonction des variables

4 i ( n+ r )  G )=  i ( n+ t ) ( q i )  - i ( " ) ( q i )  i : I , . . . ,N  -  1 , (1 .100)

après la n-ième itération. Cette quanbité représente la différence entre deux estimations

successives. Le sYstème s'écrit

S .r ,  olr( '+r)(q,t)  :  oÔ'9i)  , -  i ( ' ) (qi)  i  :  r , . . . ,  M,
. /2 " t ' r -  q i  _  pC(q i )  

' ^ " (  1 .101  )

ou
(1 .102)

est la matrice jacobienne du système. Etant donnée une estimation initiale {f(o)(r;) pour

i -- I , .  . .  ,  ̂ / i  et pour une théorie donnant c(r), on f ixe un nombre d'équations M (< N)

à résoudre par la méthode NR. Une nouvelle estimation est obtenue par résolution du

système (1.101) d,inconnu", ai(t)(q;) dans I'espace réciproque et par transformation de

Fourier, de sorte que

p ( r ) ( r ; )  : 6p ( r ) ( r u )  +  J ' ( o ) ( r ; )  i : 1 , . . . ,M  (1 .103 )

sera le point de départ d,'une nouvelle itération. La convergence est obtenue si l'écart

quadratique moyen est inférieur à une valeur fixée à I'avance'

(Ë ^' ' '  n ')) ' ' '  < 1o-5 (1 . i04)

L,algorithme alterne les itérations directes et les itérations de NR' La convergence totale

est obtenue lorsque

(1 .105)
/  N  \ r l z
( o'I nr'(q,) )
\ i = l /

<  10 -5

Il apparaît que les méthodes de LMV et de Gillan sont équivalentes. La seule différence

réside dans le choix des fonctions de base, fonctions "roof' pour Gillan et fonctions sinus

dans la méthode LMV. D'après Labik et ar. cet algorithme réduit re temps de calcul de

trois à neuf fois. par la suite, il sera utilisé pour divers systèmes : les liquides de gaz

rares d,ont les interactions sont modélisées par le potentiel de Lennard-Jones ainsi que

les liquides de métaux alcalins et de transition, dont les interactions sont déterminées à
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partir de la théorie des pseudopotentiels. Il reste toutefois à examiner les problèmes de

convergence et la précision des calculs, en choisissant le pas et le nombre maximum N

d,éléments des tableaux ainsi que le nombre d'équations NR et I'estimation initiale de

r(').

L.5.2 Problèmes numériques

Le potentiel de LJ a été abondamment étudié (voir [12, 38] pour les références) que

ce soit par les calculs de simulation ou par les méthodes semi-analytiques' Dans cette

section, l'équation intégrale classique SMSA va être utilisée pour calculer la structure et

les grandeurs thermodynamiques d.'un liquide interagissant par un potentiel de LJ afin

d,optimiser les paramètres numériques. Les résultats obtenus seront comparés avec ceux

de la littérature. Plusieurs paramètres entrent en ligne de compte pour le calcul numérique

des équations intégrales : le pas Ar et le nombre l{ d'éléments des tableaux représentant

les fonctions à calculer d'une part, et le nombre M d'équations NR pour l'optimisation

de la méthode d'autre part. Le pas ar et le nombre d'éléments N des tableaux fixent

automatiquement l'extension spatiale r,oo, et le nombre M conditionne le temps de calcul

et la convergence.

Dans le cas du potentiel d.e LJ où les paramètres sont o et e, on utilise la densité

récluite p* : po3 or) p est la densité (N)lv.De même, les distances sont exprimées en

unité de o (æ - r f o) et l'énergie en unité de k6T de sorte que la température devient

une grandeur sans dimension (T* : kaTle). Avec ces définitions, le terme en excès de

l'équation d'énergie (1.29) par particule est

ffi:Y Io"** (*- *^)nov"'
I'expression de la pression du viriel (l'34) devient

I:,-ry L"^* (*- h)no,o"

(1 . i06)

(1 .107)

D'une part, à partir de cette dernière relation, on obtient I'inverse de la compressibilité

du viriei

(  1 .108)uT*[,=' -ry Io"^* (;-#) t',')*+u#)*
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D'autre part, l 'équation de compressibi l i té (1'39) donne

(1.10e)

A l,aide des fonctions de corrélation directe c(r) et indirecte'y(t), qui sont données par

le calcul, on exprim e g(t) au moyen de la relation OZ :

g( r ) :  r ( ' )  +  c ( r )  *  I , (1 .1  10)

ce qui permet en définitive de calculer l'énergie d'excès, la pression et la compressibilité'

Physiquement, la fonction g(r) doit être nulle pour les faibles valeurs de r. En pratique,

g(r) est très proche d.e zéro mais non nulle (de I 'ordre de 10-5)'  C'est pourquoi, dans

les calculs , g(r) est annulée pour toute valeur r 1 d où d est une valeur déterminée

arbitrairement par la conditiot g(r : d) < 10-3. Par conséquent, les équations d'états

écrites dans cette section, ont une borne inférieure d'intégration égale à d qui, pour le

potentiel LJ, est plus petit que o.. L'intégration partant de zéro entraînerait des erreurs

sensibles voire désastreuses sur les résultats'

Dans la méthode LMV, il faut discrétiser les fonctions de corrélation directe et in-

directe qui entrent dans la résolution sous la forme (1.88)' ceci implique un choix de

Ar et de l{ qui fixe automatiquement I'extention spatiale r^o,(: /{ar)' Pour le cal-

cul de g(r) proprement dit, ce choix reste arbitraite, mais pour le calcul des grandeurs

thermodynamiques, il conditionne la précision des résultats.

On va examiner l,influence de ces paramètres tout cl'abord sur de g(r) puis sur les

grandeurs thermodYnamiques.

Calcul de g(r)

Regardons le rôle joué par N, Ar et par le nombre M d'équations NR sur I'exécution

du carcul. Le tabreau 1.r montre la variation du temps de calcul et du nombre d'itérations

nécessaires pour obtenir la convergence' en fonction de M ' Généralement' quand /}y'

augmente, le nombre d'itérations total /N + ID diminue' Il y a une variation sensible du

nombre d,i térations entre M -- I0 et M :20 pour rmac :12'8, entre M :30 et M : 40

0 #1, 
: t - 4np* 

Io'^"" 
c(r)x2d'r'
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-  1 t  R
& m q f  -  L P . v r^o, = 25'6 r^o,  :51 '2

IDIDM IN ,  ( . ) IN t(") /N ID t ( " )

10 35
209
308
408
507

18.2 43 443225 23.2 33 23.9
6 5.5 37
5 5.0 20
55 .89
45 .89

27 22.0 44 33 26.8
L4 13.3 41 31 28.9
6 6.9 38 28 30.5
6  8 .2 30 22 28.6

15 23.560635 .68 5 8.4 2L

80638.685r2 '596r4 '4
r0063Lrs?4r51 'g6n2

Tableau 1.1: Nombres d'itérations pour p* : 0'5 et' T* : 20 avec SMSA' en fonction

du nombr e M d,équations NR. r-o, est I'extension spatiale maximale en unité réduite'

/N et I D teprésentent les nombres d'itérations NR et directes et t, le temps de calcul en

secondes.

pour trmo, -- 25.6 et entre M : 60 et M : 80 pour r^o, = 57..2. Une étude détaillée

montre que le nombre d'itérations décroît continuement lorsque M augmente'

On observe, à la fois dans le tableau 1.1 et sur la figure 1'4, que le temps de calcul

ne s,accroît pas forcément avec le nombre M d'équations NR. Cette courbe possède deux

parties caractéristiques. Aux petites valeurs d,e M, la plus grande partie du calcul est

effectuée par la méthode directe, ce qui se traduit par un grand nombre d'itérations. Dans

le domain e d,e M compris entre 10 et 40, le temps de calcul diminue quand M augmente'

C,est la partie principale de .y(r) (1.87) qui est traitée par la méthode de NR et la partie

fine, dont I'importance est réduite au fur et à mesure que M augmente, qui est traitée par

le calcul direct. Ceci provoque une forte diminution du nombre total d'itérations et donc

du temps de résolution. Par contre, pour des valeurs de M supérieures à 40, là ori /N+/D

se stabilise, le temps de calcul augmente à nouveau. Il existe alors une valeur optimale

de M pour laquelle le temps de calcul est minimum. Dans le cas présent, M compris

entre 35 et 40 est optimal et cette valeur est notée Moo1. Les résultats indiqués dans le

tableau 1.1 montrent que pour la résolution du système d'équations la valeur optimale de
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a
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o86a
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i l -

6 r o R ; o o
U

M

Figure 1.4: Temps de calculs en fonction du nombre d'équation NR, pour p* - 0'5,

T*  -  20 et  N :7024

M augmente avec r^o, (: NAr), à ly' constant ou à ar constant. Remarquons enfin

que si rmac augmente, le nombre total d'itérations augmente ainsi que le temps de calcul

et Ie nombre optimal d'équations NR'

La valeur de Moolvarie aussi en fonction de l'état thermodynamique du système' Par

exemple, Merl testefaible aux faibles densités (Mopt: 15). ce nombre optimal augmente

progressivement avec la densité pour atteindre 80 aux fortes densités. Le temps de calcul

varie en fonction des paramètres de la même manière qte Mor1. Dans I'exemple présenté

dans la figure 1.4, on peut voir que, pour les trois équations intégrales étudiées, t varie

sensiblement avec M et que Mool reste à peu près constant'

pour les fortes densités, lorsque I'estimation initiale f(0) est trop éloignée du résultat

final, il n'est pas possible d'obtenir la converSence' même pour des valeurs de M allant

jusqu,à 120 (limite de capacité du micro-ordinateur utilisé). Alors, on doit recourir à la

technique d,e d,escente en température (DT), qui permet de forcer la convergence et de

donner une estimation initiale f(o) adéquate. En effet, pour faire converger le système

d,équations avec 1(o) - 0, on travaille à la densité correcte mais à plus haute température'

0
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_1t--
lb 2:s 30

Figure 1.5: Fonction de distribution radiale g(t) (u) et facteur de

LeJ calculs ont été efiectués sans la DT (-) et avec la DT (- - -)

g3
a

On approche ensuite la température voulue par

p(o) 4r, pas précédent, ce qui permet d'effectuer'

considéré avec une convergence rapide'

qo

structure S(q) (U)-

pas successifs avec la solution initiale

en définitive, la résolution du système

L'efficacité de cette méthode repose sur le fait suivant' A haute température' le

système réel se trouve dans un état proche du gaz idéal dans lequel I'importance des

interactions potentielles est réduite face à l'énergie thermique' Ceci a pour effet d'atténuer

re facteur de Bortzmann présent dans les équations intégrales et d'accroître la rapidité de

convergence.

Il convient d'employer systématiquement la méthode de descente en température pour

éviter d,obtenir une solution de 9(r) et S(q) non physique' La fonction de distribution

radiale et le facteur de structure ont été calculés avec I'approximation SMSA au voisinage

du point triple, pour le potentiel LJ.La convergence du système a été obtenue à la fois

avec et sans Ia méthode DT, comme le montre la figure 1'5' Toutefois avec la DT' la

bonne solution est trouvée pour toutes les valeurs de M alors que sans la DT, la solution

n,est pas physique (point singulier de S(q) pour q : 0'16 u'a'-r sur la figure 1'5(b)) sans

doute parce que l'estimation initiale est trop éloignée de la solution finale'

comme élément de comparaison, nous avons tracé les courbes de la fonction de distri-

bution radiale g(r) et du facteur de structure s(q) obtenues avec les trois approximations

(b)
I
r '
r '
t '

^ l
/ i \ r
t i  \ r
I r  \
I

I

I

I
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Figure 1.6: Fonction de distribution radiale g(r) (a) et facteur de structure ^9(q) (b)

calculée avec différentes équations intégrales, pour un fluide de Lennard-Jones au voisinage

du point triple (7" = 0.719 et p* - 0.85), et comparées aux calculs de simulation

les plus connues SMSA, PY et HNC (figure 1.6). De toute évidence, l'approximation

SMSA est la meilleure. Cependant, dans le chapitre suivant, deux nouvelles approxima-

tions qui sont des interpolations entre PY et HNC [87] d'une part, et entre SMSA et

HNC [112] d'autre part, seront étudiées avec plus de détails.

Calcul des équations d'état

Les paramètres z-o" et Ar sont fixés de telle sorte que la précision des grandeurs

thermodynamiques soit la meilleure.

Pour I'approximation SMSA et le potentiel de Lennard-Jones, le tableau 1.2 montre

la variation de la pression (1.107) et de l'énergie d'excès (1.106) en fonction de r-o', pour

différentes valeurs de la température et de la densité. On voit qu'il n'y a plus de différence

au delà de r*o, : 12.8. Il est clair qu'entre fr^o, : 6.4 et t^o, - 12.8, les écarts sur

les grandeurs thermodynamiques sont dus à la troncature de g(r). Néanmoins pour les

valeurs p* : 0.5 et ?* : 20 et au delà, où les oscillations de g(r) sont les plus marquées,

I'effet de la coupure sur les fonctions de corrélation devient visible pour des valeurs de

r-o" bien inférieures à 6.4. Dans tous les cas, au delà de t^o,: 10 les variations de 9(r)

autour de 1 sont inférieures à 10-4, de sorte qu'il n'est pas souhaitable de faire les calculs

0.0



1.5. Résolution numérique 34

Ce travail ZH

T' p'  gmoa 7P/p BE"" /N 9P/p PE" /N

6.40 1.70 -O.02

20 0.5 12.80 1.70 -O.O2 1.92 0.O2
25.60 r.70 -o.o2

6.40 6.17 -1.75

2.74 1.00 12.80 6.15 -1.76 6.26 -L.74

25.60 6.15 -r.76

6.40 2.20 -5.01

1.15 0.85 12.80 2.16 -5.O3 2.26 -5.01

25.60 2.16 -5.03

6.40 -O.29 -E.61

o.72 0.85 12.80 -0.36 -8.64

25.60 -o.37 -8.64

Tableau 1.2: Influence de la borne supérieure rma.xt avec Ao:0.025, sur la pression et

l'énergie d'excès . Les calculs, effectués avec l'approximation SMSA, sont comparés avec

ceux de Zerah et Hansen (ZH).

avec r,na, inférieur à 10.

La valeur du pas L,r (: x*""lN) joue également un rôle non négligeable sur le

calcul des grandeurs thermodynamiques et le tableau 1.3 permet de voir la variation de la

pression et de l'énergie d'excès en fonction du pas Ar, tout en gardant ,'?ro' constant. Avec

un pas trop grand (Ar : 0.04) les calculs sont erronés. Pour les deux valeurs Âc : 0.02

et Ac : 0.01 les résultats corrects sont obtenus pour les grandeurs thermodynamiques,

en accord avec ceux de Zenh et Hansen [112]. Le choix du pas Az : 0.02 avec N : L024

permet d'obtenir des résultats précis avec une extension spatiale de g(r) sufRsante.
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Ce travail

T' p' Ac 7P/p PE" lN ?P/P PE '/N

o.01 1.92 -O.O24

20 0.5 0.02 1.88 -O.Ol7 r.92 0.025
o.04 0.84 -0.084

o.o1 6.26 -1.73

2.74 1.OO O.O2 6.24 -1.73 6.26 -1.74

o.04 -0.01 -1.06

0.o1 2.25 -5.O2

1.15 0.85 0.O2 2.27 -5.01 2.26 -5.0r

o .04  -3 .05  -2 .16

ZH

0.01 -0.36 -8.64

o.72 .85 0.02 -0.39 -8.64

o.ffi

Tableau 1.3: Influence du pas Ar sur la pression et l'énergie d'excès pour t?na' :10.24.

Les calculs, effectués avec l'approximation SMSA, sont comparés avec ceux de Zerah et

Hansen (ZH).



Chapitre 2

EQUATIONS INTEGRATES
AUTO-COHERENTES

2.L Introduction

Les fondements des équations intégrales standard ont été exposés dans le chapitre 1.

Celles-ci ont été testées pour de nombreux systèmes et plusieurs remarques générales se

dégagent de ces études [12, 38]. L'équation de PY ne donne de bons résultats que pour

des potentiels très durs et de courte portée. En particulier l'équation de PY n'est pas

correcte pour des potentiels réalistes comme les potentiels oscillants ou les potentiels en

l/r (OCP, one component plasma). Par contre l'équation de la chaîne hyper réticulée

(HNC) donne de meilleurs résultats là où celle de PY fait défaut. Ces deux équations

sont en quelque sorte complémentaires. En réalité, de nombreux potentiels possèdent à

la fois une partie fortement répulsive à courte distance et une partie attactive faible de

longue portée. Dans ce cas, aucune des deux théories PY et HNC n'est vraiment adaptée'

L'équation MSA, qui est une extension de celle de PY lorsque I'on traite la partie

à longue distance du potentiel de paire, améliore les résultats de Ia structure et de la

thermodynamique. De plus, lorsque le système de référence est un fluide de sphères

dures, I'approximation MSA conduit à des solutions analytiques, ce qui constitue son

avantage le plus marquant et son succès. Sa généralisation à des potentiels continus plus

réalistes souligné dans la section I.4.2 est l'équation SMSA. Elle a été utilisée dans le

36



chapitre 1 avec un potentiel de Lennard-Jones et comme cela a été déja mentionné, les

résultats qu'elle fournit pour S(q) et g(r) sont meilleurs que ceux qui sont obtenus avec

les équations de PY et de HNC.

Pourtant, toutes ces équations (PY, HNC, SMSA, etc. . . ) présentent des défauts.

D'une part, elles sont incapables de fournir simultanément des résultats corrects pour la

structure et les grandeurs thermodynamiques d'un fluide. D'autre part la compressibilité

(1.41), obtenue par dérivation de l'équation du viriel (1.34), et celle obtenue par l'équation

de compressibilité (1.40), ne sont pas égales, signe d'une incohérence therrnod'ynamique

(la différence entre les deux valeurs en est une mesure). Ceci s'explique par le fait que ces

équations sont des approximations. En fait, avec une théorie exacte, les deux voies menant

à la compressibiiité devraient donner des résultats identiques, aux erreurs numériques

près, comparables à ceux de simulation (MC ou DM). De plus, la compressibilité calculée

devrait se rapprocher d'autant plus de la valeur expérimentale que le potentiel de paire

est mieux adapté au système

Pour réduire I'incohérence thermodynamique qui vient d'être mentionnée, certains au-

teurs ont tenté de mélanger les approximations entre elles. En se référant au fait que' pour

des distances supérieures au diamètre des sphères dures, la vraie fonction de corrélation

directe devrait vraisemblablement se situer entre ,PY(r) et FNC(r). Rowlinson [91] a

proposé d'utiliser une fonction c(r), interpolée entre celles de PY et de HNC, la méthode

devant procurer les avantages de PY à courte distance et de HNC à longue distance. La

fonction de correlation directe s'écrit :

c(r ) :  {exp(-Bz(" ) )  -  t }y( ' )  +  I { ( f i1rçr )  -  1- ln(y( r ) ) } (2 .1)

où /((p) est une constante d'interpolation ne dépendant que de la densité p et y(r) (:

exp(Bu(r))g(r)) est une fonction continue qui se comporte commeg(r) quand r ) o- En

particulier, dans le cas des sphères dures, quand I{(p) - 0, la relation (2.1) se réduit à

celle de PY et quand I{(p) - 1 elle se réduit à celle de HNC. Par le développement de

I{(p) enpuissance de la densité, les différents termes sont déterminés de manière à égaler

Ies coefficients du viriel obtenus par l'équation de pression avec ceux issus de l'équation

de compressiblité. En principe, la détermination de tous les termes du développement

permet de lever Lotalement I'incohérence. Suivant I'idée d'interpolation de Rowlinson,

d'autres équations intégrales ont ensuite été développées par Lado [60], pour le potentiel



CHS, et par Hutchinson et Conkie [51, 52], pour le potentiel HS et pour les potentiels en

puissance inverse de r. Plus récemment, Rogers et Young [87], puis Zerah et Hansen [112]

ont construit des équations intégrales interpolées au moyen d'une fonction dépendant de

la distance (section 2.2). Ces équations, basées sur le travail de Rowlinson, seront appelées

équations intégrales de mélanges.

Les équations de PY et de HNC ont été déduites par le développement au premier

ordre des fonctionnelles (1.69). Partant du principe que I'incohérence provient des termes

d'ordres supérieurs négligés dans les développements, Verlet [97, 98] a rajouté les termes

du deuxième ordre donnant lieu aux équations intégrales PY2 et HNC2. Ces dernières,

qui contiennent explicitement la fonction de distr ibution à trois corps, g(rt,12,r3), sont

dilficiies à exploirer numériquernent. Toutefois Verlet et Levesque [100] ont obtenu des

résultats en nette amélioration aux faibles et moyennes densités. Par contre, aux for-

tes densités, caractéristiques de l'état liquide, PY2 et HNC2 ne sont pas satisfaisantes.

Utilisant le même raisonnement que Verlet, Lado [61] puis Rosenfeld et Ashcroft [88]

ont construit une fonction B(r), dihe foncti,on bridge, qui contient formellement tous

les termes du développement de Percus supérieurs au premier ordre qui manquent dans

I'approximation HNC. L'introduction de la fonction bridge vennant modifier la fonction

de corrélation directe de HNC, conduit à l'équation MHNC (modified HNC) :

"MH*" U) : exp? /u(r) * 7(r) + B(r)) - z(') - 1. (2.2)

Il n'est pas possible d'obtenir la fonction B(r) exactement mais elle peut-être calculée

à I'aide d'un système de référence simple, contenant un paramètre ajustable, car elle

possède une caractéristique universelle qui sera examinée dans la section 2.3. De très

bons résultats sont obtenus quand elle est introduite dans (2.2). Cette classe de relations

est appelée équations intégrales étendues.

Dans chaque type d'équations ( de mélanges ou étendues), un paramètre doit être fixé

par un critère dit d'auto-cohérence thermodynamique. Il en existe plusieurs. Par exemple,

Hutchinson et Conkie [52] ont employé une égalité entre énergie et pression, donnée par

Hiroike [47], valable uniquement pour les potentiels en puissance n-ième inverse de r. Pour

les équations intégrales de mélanges, I'auto-cohérence est atteinte à I'aide d'un paramètre

fixé de manière à égaler les compressibilités obtenues par deux voies différentes. Cette

méthode, qui revient à identifier les résultats de (1.a0) et de (1.41), a été utilisée par
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Rogers et Young [87] et par Zerah et Hansen [112]. Bien qu'elle puisse être employée pour

toutes les équations intégrales, dans le cas des équations intégrales étendues, on lui préfère

le critère de Lado [61], fondé sur le principe de minimalisation de l'énergie libre (méthode

variationnelle de Gibbs-Bogolioubov). Le critère de Lado est parfois encore amélioré en

considérant un terme supplémentaire proposé par Rosenfeld [89, 90]. L'équation MHNC

est alors appelée VMHNC (variational modified HNC). En résumé, toutes les équations

intégrales auto-cohérentes dépendent explicitement d'un paramètre. Néanmoins, si ce

dernier est fixé par un critère approprié, on peut considérer que ces équations en sont

exemptes. Ainsi, chaque procédure de calcul comprend une équation intégrale paramètrée

dont le paramètre est déterminé par un critère d'auto-cohérence basé généralement sur

une contraine thermodynamique. Les équations intégrales de ce type sont pratiquement

toujours plus puissantes que les équations standard.

Dans la section 2.2,l'influence de la fonction d'interpolation des équations de Rogers

et Young et de Zerah et Hansen sur la structure et la thermodynamique du potentiel de

Lennard-Jones sera examinée. Dans la section 2.3, un choix particulier de fonction bridge

dans MHNC permettra d'obtenir des résultats cohérents avec ceux de l'équation HMSA.

2.2

2.2. t

Equations intégrales de mélanges

Introduction

)-r( ')-r,
(2.3)

,'*'o(r) -- exp(-0rr1"11 
{r 

+

Deux équations intégrales de mélanges seront considérées ici : l'équation proposée par

Rogers et Young [87] (RY), qui est une interpolation entre les approximations de PY et

HNC, et celle de Zerah et Hansen [112] (HMSA) qui interpole entre SMSA et HNC. Les

fonctions de corrélation s'écrivent respectivement

et

exp[/(r){7(r))  -  Pu1(r)} ]  -  1 -  r(r)  -  1. (2.4)
f  (r)

Le potentiel d' interaction de paire z(r) (:  ue(r) *"t(t)) subit,  pour HMSA, Ia découpe

WCA (1.82). Dans les travaux de Rogers et Young et de Zerah et Hansen, la fonction
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d'interpolation /(r) utilisée s'écrit en fonction du paramètre ajustable o positif :

f  ? )  :1  -  exp( -o r )

qui obéit aux contraintes suivantes :

(2.5)

et

|g /(') : o'

(2.6)

JlT /(') : t

/ ( r )  e [0;  1] .  (2.7)

(a :  oo) ,  RY e t  HMSA se  rédu isent  à  HNC e t  quand f  ( r ) :0  (o :0 ) ,

alors que HMSA se réduit à SMSA. Avec la fonction /(r), la condition

pour toute valeur de o.

Quand f (ù : t

RY devient PY

(2.7) est vérifiée

Rogers et Young ont appliqué, avec succès, leur théorie à toute la gamme des potentiels

purement répulsifs en puissance inverse de r incluant celui des sphères dures et celui du

plasma à un composant. Pour chaque système étudié, le paramètre a est fixé de façon

à avoir I'égalité des compressibilités calculée par l'équation du viriel et par l'équation de

compressibilité, au voisinage du point triple. Cela est toujours possible du fait que les

valeurs prises par les grandeurs thermodynamiques ( P, E et BÔPl0p) calculées à I'aide

de l'équation de PY, d'une part, et celle de HNC, d'autre part, encadrent toujours les

résultats de simulation [52] considérés comme"exacts". Le choix de o étant décidé pour

le potentiel considéré, les calculs de structure et de thermodynamique conduisent à des

résultats précis pour des gammes de températures et de densités importantes.

L'équation de PY n'est valable que pour des potentiels très durs et de courte portée.

C'est pourquoi, il est préférable de remplacer, dans la procédure d'interpolation, l'équation

de PY par celle de SMSA qui est mieux adaptée pour une plus grande variété de potentiels.

Zerah et Flansen ont appliqué cette méthode, appelée HMSA, à divers systèmes (LJ,

potentiel de Morse, liquides ioniques et mélanges binaires) et les résultats sont en très

bon accord avec ceux de Monte Carlo ou de dynamique moléculaire. Leur équation qui se

réduit à celle de RY pour des potentiels purement répulsifs, étend le domaine de validité



uations intégrales de méIa!

des équations intégrales de mélanges à des potentiels possédant une partie attractive. Mis

à part ces travaux, HMSA n'aété appliquée que dans peu de cas. Parmi ceux-ci, on peut

noter les travaux de l(ahl et Pastore [80,57] et de Lai et al. l6al sur les métaux alcalins.

Dans la méthode des équations intégrales de mélange, Ia fonction d'interpolation,

/(r) n'est pas unique et selon Zerah et Hansen [112], elle n'est certainement pas optimale.

Ainsi, le but de cette section et du paragraphe suivant est d'éclaicir le rôle de /(r) et de

voir son influence sur les grandeurs thermodynamiques et la structure.

Le potentiel utilisé ici est celui de Lennard-Jones (1.44). Les paramètres présents

dans la résolution numérique, étudiés au chapitre 1, sont L,x = 0.02, Itr - 1024 et

M : 60. Ce nombre M d'équations de Newton-Raphson n'est pas optimisé mais c'est

un bon compromis entre convergence et rapidité de calcul. La résolution numérique est

effectuée en unités réduites qui ont été définies dans la section I.5.2 (x: rlo, p* = po3,

T" = k6Tle). Les grandeurs thermodynamiques, c'est-à-dire l'énergie, la pression et la

compressibilité, qui vont être calculées dans ce chapitre ont été données par les relations

(1.106) à (1.109) qu' i l  est ut i le de rappeler :

p#l:'=,-ry Io'^"' (;- h){'r.+e#)* (2 10)

o #l:"' : r 
- 4np* Io'^* c(æ)x2d,æ: ,fu-,

ffi:Y fo"^"' (*- *)nov.'

W 
: 

# {g@; p'+ ap.) - s(r; p* - Lp.)}'

(2.8)

h)ntoo' (2.e)

La fonction de distribution radiale dépend de la densitê, ce qui n'est pas le cas du potentiel

de LJ. La relation (2.10) contient la dérivée àe g(x) par rapport à la densité et elle doit

être effectuée numériquement. On utilise à cette fin la formule classique de dérivation :

(2 .11)

(2.r2)

On choisit Ap. de telle sorte que sa diminution d'un ordre de grandeur ne modifie plus la

valeur de (2.10). lci A'p* : 10-3 est suffisant.
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2.2.2 Fonction d' interpolation

Cette section a pour objectif de montrer que la fonction d'interpolation a une influence

prépondérante dans une région réduite de I'espace réel, ce qui permettra de s'affranchir

des contraintes (2.6).

Pour faire apparaître le domaine d'influence de f (x), on choisit pour celle-ci la fonction

de Heaviside

f  @) :  o(x  -  a* ) , (2 .13)

qui satisfait à (2.6). Pour une valeur donnée de a* (: olo), le calcul de la fonction de

corrélation directe c(z) est effectué avec I'approximation de HNC lorsque r ) d* et avec

I'approximation de PY (ou SN4SA) lorsque r I d*. Ainsi, quand û* : 0 les valeurs de

l'énergie et de la pression sont celles de HNC alors que pour o* tendant vers l'infini, on ob-

tient celles de PY (ou SMSA). Entre ces deux cas extrêmes,les grandeurs thermodynami-

ques varient en fonction de a*. On peut voir cette variation sur le tableau 2.1 pour

différeutes conditions de bernpér'atures et de densités ; les indices (s) indiquent les résultats

de calculs de simulation de Verlet [99]. On enregistre I'essentiel de la variation de l'énergie

et la pression pour des valeurs de o* comprises dans le domaine [0.8; 1.2]. En dehors, pour

c* < 0.8 ou a* > I.2, les résultats qui correspondent aux équations de PY (ou SN{SA)

ou de HNC sont très vite atteints. Pour les équations intégrales RY et HI\4S4, il semble

donc que Ia fonction d'interpolation /(z) n'a une influence qu'au voisinage de r : 1.

Afin de vérifier que les résultats sonl vraiment insensibles à /(r) dans les domaines

[0;0.8] et [ i .2,ooI de o*, on a construit une nouvelle fonction en escalier

f(*):{nsi  r  < 0.8,
s i0 .8<x<1 .2 , ,
s i  x  >  I .2 ,

(2.r4)

où C1, C2 et C3 sont des constantes ajustables qui satisfont à la condition (2.6). Comme

cela apparaît dans le tableau 2.2, lorsqu'on fait varier Cr et C3 pour une valeur donnée de

C2,,la pression, l'énergie et la compressibilité ne dépendent pas des valeurs que prennent

C1 et ne dépendent pratiquement pas de celles prises par C3. En revanche la constante

Cz est la seule qui contribue réellement à la variation des grandeurs thermodynamiques.

Quand C2 augmente, les valeurs de la compressibilité obtenues par l'équation du viriel
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HMSA

0P/ p 98 "/N 9P/p BE"" lN

RY

e '

0.0
o .5
0.8
0.9
1 . 1
1 . 5
3.O

1.957
t.957
t.942
l.898
1.890
1.892
1.892

o.o30
0.030
o.o27
o.ol8
0.018
0.018
0.0r8

1.957
1.957
1.940
1.885
r.880
r.885
1.885

o.o27
0.o16
0.016
o.ot7
o.o17

o.o30
0.030

f .  = 2 0
P '  =  0 .5

pP"/p = 1.93
BE:'(N) = 0.o26

T ' = 5
p t  = 7

BP"/ p = 6.43
BEi'W) - -0.457

0.o
u .b
o.8
o.9
1 . 1
1 . 5
3.0

7.620
7.620
7.620
6.74I
5.909
5 . 9 1 1
5.889

7.Ctzg
7.620
7.620
6.521
5.687
5.718
5.776

-o.2()7
-0.201
-o.201
-0.387
-o.544
-o.546
-o.549

-u.2()1
-o.201
-0.200
-o.447
-o.587
-0.580
-o.580

0.o
o.5
0.8

72.481
t2.48L
t2.4aL
17.792
9.079
8.988
8.968

-0.883
-0.883
-0.883
-1.031
-L.572
-1 .597
- 1.601

t2.4al
t2.481
12.481
11.526
8.463
8.473
8.476

-0.883
-0.883
-0.883
-  1 . 1 1 8
-1.696
-1.689
-1 .687

T '  =  2 .74
p' -- l . l

BPs/ p = l0.l7
BE| " /Wl  =  -1 .35

o.9
1 . 1
1 . 5
3.0

Tableau 2.1: Variation de l'énergie et de la pression en fonction du paramètre de mélange

c* de la fonction de Heaviside pour les équations intégrales RY et HMSA.

augmentent et celles provenant de l'équation de compressibilité diminuent. Pour le cas

étudié (T* : 2.74 et p* : 1.1), ces deux grandeurs se coupent pour une valeur de Cz

comprise dans I'intervalle [0.25;0.50] et ceci indépendamment des valeurs de C1 et de C3.

Par conséquent, la fonction /(c) peut être réduite à une constante :

f @) :- fo(T*, r.1, Pour tout r € [0;oo] (2.15)

qui sera désormais nommée constante de mélange /o. Elle dépend, non seulement de la

température et de la densité, mais aussi de la théorie choisie. En principe, on impose à

la constante de rester dans le domaine compris entre zéro et un.

2.2.3 Application au potentiel de Lennard-Jones

Dans le cas des équations intégrales HMSA et RY, I'auto-cohérence thermodynamique

revient à fixer la constante de mélange /6. On retient la valeur d" ,fo pour laquelle les
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T*  :2 .74  p*  :  L I

CzCt Cs 0Plp pE"'lN B ôPloplp) B aPlaplv)

0
0
0

0.5
1
I

1
I

1

0
0.5
I
1
I
1
I

t

I

0.25
0.25
0.25
0.25
0.25
0.5
0.75

1

9.710
9.710
9.710
9.743
9.782
10.81
11 .69
t2.48

-t.442
-t.442
-r.442
- 1.435
-t.428
-r.222
- 1.043
-0.883

46.63
46.63
46.63
45.96
45.30
36.33
30.50
26.35

43.20
43.20
43.1  I
43.41
43.62
48.47
52.32
55.32

Tableau 2.2: Yaûation de l'énergie, de la pression et de la compressibilité en fonction

des paramètres de la fonction en escalier avec HMSA.

résultats d.e compressibilité obtenus par les équations du viriel et de la compressibilité

coincident.

Pour HMSA,le tableau 2.3 donne les résultats de pression, d'énergie et de compressibi-

lité pour un large éventail de températures et de densités. Les valeurs de la compressibilité

inverse @AP lôp) indiquées, correspondent à la situation où I'auto-cohérence est obtenue.

01 s'est contenté cle déterminer /s au centième près sur la grandeur la plus sensible à

ia variation de la constante de mélange qu'est gôPlAp. Cette approximation n'entraîne

pas d'erreurs supérieures à deux pour-cent. Le tableau montre que .f0 dépend à la fois de

la température et de la densité. A densité constante, /s diminue avec T*. Par contre, il

est difficile de déceler un comportement systématique de sa variation avec p* , si ce n'est

qu'à forte densité /e est généralement plus petite. Ainsi, au niveau de I'interpolation,

une valeur de la constante de mélange inférieure à 0.5 indique que le résultat est plus

proche de SMSA que de HNC, SMSA étant alors plus effi.cace que HNC- Par soucis de

comparaison, le tableau 2.3 contient les valeurs de c* déduites de azH par la relation

c *= r -exp ( -azH) , (2 .16)
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HMSA MC/DM/ZH

J O ÊPl p pE"" /N 0aPlap c' 9P"/p 88""" /Np "

?' - 100

1 0.35

2 0.40

2.5  0 .44

2.97

9.36

16.15

o.363

1.74

3.276

6.363

30.26

37.86

0.45 2.95
2.96'
9.50

9.39'
16.29

16 .21 '

o.361
o.362'

7 .77
L.74',
3.304
3.29'

o.49

0.53

T ' = 2 O

o.5

1.333

r.765

o.48

o.36

0 .40

L.92

7.90

r6 .38

o.o23

0.928

2 .581

3.39r

25.69

62.23

0.33

o.4 l

o.45

1.93
1 .94 r

8
7.94'
16.68
16 .35 '

u.uztt
o.029'
0.943
0.932'

2.65
2.57'

o .s  0 .45

a  = D 1 0 .29

1.279 0.34

1 .821

6.34

13.07

-o.442

-0.458

o.35

3.699

22.84

53.83

0.33

0.31

0.46

1.876
1.86 '
6.43
6.34'
t3.44
13.03'

-o.474
-o.472'
-o.457

-o.457',
o.435
o.341 '

T' = 2.74

0.55 0.3r

o.27

o.29

1.651

7. t2

9.90

- 1 . 1 7

-1 .58

- I  .405

4.19U

30.60

44.47

o.31 1.65
1.6s '
7.37

7.13'
to.L7
9.92'

- 1 . 1 7

I

1 . 1

o.28

0.30

-  l . l7 '
-  1 . 53
-1.57'
- 1 .35

-1.39'

? '  =  1 .15

0.60

o.65

0.75

0.85

0.38

0.23

0.18

0.19

-0.039

0.255

1.143

2.839

-3.588

-3.866

-4.438

-4.930

2.527

4.73r

10.84

20.a7

0.28

o.23

0 .18

0 .19

0.07
0.0r '
0.306
o.24'
t . t 7
l . l 4 '
2.46
2.80'

-3.57'

-3.87'

-4.44'

-4.93'

ffi o.a,

Tableau 2.3: Pression, énergie et compressibilité auto-cohérentes avec HMSA

qui a été employée par Zerah et Hansen [112, tableau II]. Ainsi c*, qui est la valeur de

leur fonction d'interpolation pour I'abscisse u : 1, peut être avantageusement comparée

à notre valeur d" "fo. La bonne concordance entre c* et fs confirme que la fonction

d'interpolation ne joue son rôle que dans un intervalle très étroit autour de z : 1. Pour

ce qui est de la fonction de distribution radiale, à forte densité et à faible température,

gt*to(r) est proche de la fonction "exacte" obtenue par simulation. Enfin, les grandeurs

thermodynamiques calculées ici ont des valeurs extrêmement proches de celles de Zetah

et Hansen. Ainsi, dans le cadre du potentiel de Lennard-Jones tout au moins, le choix

d'une constante pour la foncton d'interpolation semble tout à fait adéquat.
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DM/MC/ZH

lo 9Plp pE'" lN AaPl0p 0P"/p BE|" lN

RY

f '  =  100
6.370
,o  o7

57.72

I
,

2 . 5

0.32
0.41
o.44

2.96
9.39
16 .15

o.361
1.74
3.28

2.95
9.50
r6.29

0.361
1.77

3.304

T ' = 2 O
0 . 5

1.333
t .765

0 . 4 0
0.34
0.39

1 . 9 1 7
7.a7
16.32

o.023
o.922
2.57

3.370
z o , o  l

62.01

1.93
8

16.68

0.026
o.943
2.65

r  = o
0.5
I

t .279
22.O3
52.61

1.E76
6.43
t3.44

-o.474
-o.457
0.435

o.l4 l .a2L -o.4E4 3.624
0.20 6.27 -0.475

o.29 12.86 0.304

T' = 2-74
0 .55

1
1 . 1

-o.33
o .72
0 . 1 8

1.663
6.97
9.67

-L.177
-7.62
-1 .46

3.899
28.36
4 1 . 5 1

1.65
7.37
10.17

- 1 .77
- 1 . 5 3
- r .35

? '  =  1 . 1 5
0.60
0.65
o.75
o.85

- 1 . 8
- 1 . 5 8
-L.22
-o.70

0.333
0.540
1.430
2.886

- 3 .616
-3.912
-4.474
-4.99

2.242
3.531
7.847
15.43

o.o7
0.306
t . L 7
2.86

- J . O ,

-3.87'
-4.44'
-4 .93 '

-4.00 2.099 -8.562

Tableau 2.4: Pression, énergie et compressibilité déterminées avec l'équation de RY.

Pour des potentiels ayant une partie attractive à longue distance, l'équation de RY

ntest pas adéquate car I'auto-cohérence ne peut pas être atteinte pour des températures

et des densités trop faibles. On a reporté dans le tableau 2.4 les résultats obtenus avec

un potentiel de LJ. Pour toutes les valeurs de 7* ) 5 et p* ) 0.5, les résultats de

PY et de HNC encadrent ceux de simulation. Dans les autres cas, ceci n'a plus lieu.

Toutefois, le fait que /(z) soit une constante, permet techniquement de procéder à une

extrapolation et de trouver I'auto-cohérence avec des valeurs négatives d" "fo. Les résultats

obtenus sont corrects mais, en général, ils sont moins bons pour l'équation intégrale de

RY que pour celle de HMSA. La figure 2.1 montre les fonctions de distribution radiale

et les facteurs de structure obtenus au point triple (p* : 0.85 et T* : 0.719) avec RY,

pour des valeurs /s négatives. Elles sont comparées aux courbes corresPondantes de

HMSA. Les pics de .S(q) sont très marqués et déphasés par rapport à HMSA. Quant à

la fonction de distribution radiale g(r), elle présente des oscillations très désordonnées.

Ceci certainement parce que I'extrapolation a été poussée trop loin (/e - -4). Dans les

cas où /s est faiblement négative, les résultats restent corrects, à I'image de la figure 2.2.

Les plus grosses différences enregistrées se trouvent aux petites valeurs de g sur .9(q) et

se répercutent sur la hauteur du premier pic de 9(r).

T' = 0.779 0.85 \2 .72
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2.3 Equations intégrales étendues

Introduction

oo

-g( r )+1+ln(s( r ) )

sphères dures.

2.3.L

L'équation intégrale de la chaîne hyper-réticulée modifiée (MHNC) peut être obtenue

en adjoignant la fonction bridge B(r) à I'approximation de la chaîne hyper-réticulée

" , ,*"(r)  
:  exp(-7u(r)  *  ?(r)  + B(r))-  r ( r )  -  t . (2.17)

Dans la mesure or) B(r) est parfaitement connue, c'est une relation exacte. La fonction

bridge .B(r) contient formellement tous les termes du développement fonctionnel (somme

de tous les graphes élémentaires dans la méthode des diagrammes de Mayer) supérieurs

au premier ordre, pour un potentiel de paire z(r) spécifié.

Chaque fonction bridge utilisée conduit à une équation intégrale particulière. Les

quatre équations les plus courantes peuvent être obtenues avec les expression de B(r)

suivantes :

oHNC:

B( r )  :  g , (2 .18)

oPY:

B(r) - -r(r) + 0"(,) - ln(s(r)), (2.1e)

o MSA:
(gft) : 
I

le diamètre des

pour r

pour r
(2.20)

1 o

) o

où o est

o SMSA :

Les équations de mélanges HMSA

bridge suivantes :

B(r) -  - t?) + 7ut(r) * ln(1+ r(")  -  /u ' ( r ) ) . (2.2r)

et RY sont aussi obtenues au moyen des fonctions



o HMSA :

B(r) : -r(")  + Pur(r)+ r"  (r  +

o RY:

exp{/s(7(r) - 0"'(r))} -

Ï"

exp(/s7(r)) -

, )  , (2.22)

: -t?)+ r" (r +
I

)
B(r) (2.23)

Evidemment, en prenant la limite et zéro de /s dans SnuseQ), on retrouve BSMSA(r).

Par ailleurs, ces deux fonctions contiennent explicitement la partie à longue distance du

potentiel de paire qui n'a pas une grande influence.

L'originalité de la théorie MHNC vient du principe d'unirtersalité de la fonction bridge

qui ressort de l'étude systématique de Rosenfeld et Ashcroft [88]. Le calcul de la fonc-

tion bridge, avec divers types d'interactions, d'une part, et son extraction à partir de

données de simulation [32, 69, 58, 67], d'autre part, ont montré que la forme de B(r)

était pratiquement invariable à petite distance (r < I.2o). En d'autres termes, I'essentiel

du comportement de la fonction bridge est dominé par les interaction répulsives à courte

distance. .B(r) est négative et varie fortement dans la région r I I.2o. Elle est proche

dezéro ailleurs, ce qui a pour conséquence de modifier gHNC(r), essentiellement dans la

partie montante du premier pic. Les modifications de g(r) aux plus grandes distances

dépendent du mode de calcul de B(r), mais restent modestes.

En vertu de I'universalité de la fonction bridge, le choix du système de sphères dures

pour son calcul semble tout indiqué. En effet pour ce système, d'une part, I'approximation

de PY conduit à une solution analytique de la fonction de corrélation directe [108, 95, 109] ;

d'autre part, à partir des résultats de simulation, la fonction de distribution radiale et

la fonction de corrélation directe ont été paramétrisées avec précision par Verlet et Weis

[l0l] et par Henderson et Grundke [46]. Ainsi B"(r) qui dépend d'un seul paramètre

ajustable, celui du diamètre des sphères dures a, peut être calculée analytiquement. Cette

fonction bridge s'écrit :

(2.24)

ï"

B(r;  o)  :  -y(r)  + 1 + ln(y(r)) ,

continue pour tout r et

( -Ft(r) pour r ( o,
y(")  :  {

I g"t(t) Pour r ) o'

où g(r) est une fonction

(2.25)
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Pour le potentiel de sphères dures, on dispose donc d'une expression analytique pour la

fonction bridge B (r; o) dont l'étud e a été entreprise pour différentes valeurs du paramètre

o [88].

La fonction bridge étant construite, trouver les solutions de I'équation intégrale MHNC

avec le potentiel u(r), revient à résoudre celle de HNC avec le potentiel effectif

ut t? ) : r ( r ) - keTB( r ;o ) (2.26)

Néanmoins, il faut déterminer la valeur du paramètre en fonction de critères très sou-

vent basés sur la méthode variationnelle. Un autre critère, déjà utilisé dans la section

précédente et qui servira encore dans la prochaine section, consiste à faire varier a de

manière à établir l'égalité des compressibilités obtenues de (1.a0) et de celles de (1.al).

Le bon accord de MHNC avec la simulation, pour divers types de potentiels, renforce

I'idée d'universalité de B(r).

2.3.2 Choix de la fonction bridge

Dans la section précédente, il n'a été question que du potentiel de sphères dures pour

élaborer la fonction bridge. A présent, on veut calculer la fonction bridge à partir de la

partie répulsive d'un potentiel de paire quelconque. Le calcul, se faisant numériquement à

partir du potentiel que I'on veut étudier, élimine tout choix de représentation analytique

de Q.21. On va d'une part, comparer cette fonction bridge à celle des sphères dures

calculée par Rosenfeld et Ashcroft [88], et d'autre part, montrer qu'elle conduit à des

résultats pour les grandeurs thermodynamiques quasiment identiques à ceux obtenus par

l 'équation HMSA.

Considérons un potentiel possédant une partie fortement répulsive et une partie faible-

ment attractive, comme par exemple celui de Lennard-Jones. On peut lui faire subir la

découpe WCA et le mettre sous la forme u(r) - zs(r) * ut(r) ; ue(r) peut alors être

considérée comme étant un potentiel de référence. Le facteur de structure ̂ 9(q))' calculé

avec u6(r) seule, possède déjà I'essentiel des caractéristiques observées. La partie u1(r)

permet cependant d'affiner les résultats ; u1(r) est nécessaire pour rendre compte, par



uatrcns ln

exemple, du comportement de la structure au voisinage du point critique que u6(r) ne

permettrait pas d'obtenir seule.

Dans le cas du potentiel de LJ, pour des conditions physiques données (p* et T*,,

o : L en unités réduites), la partie répulsive ne contient pas de paramètre ajustable

contrairement aux sphères dures. On construit alors une fonction bridge avec l'équation

HMSA. Ne considérant que uo(r), la relation (2.22) devient :

(2.27)

et dépend d'un paramètre unique : la constante de mélange /6. L'indice (0) de la

lolct ion 7(r) indique qu'el le a été calculée avec la part ie répulsive uniquement donnée

par la relation (1.82) et qui s'écrit dans le cas du potentiel de LJ

u6(r)  :  
{  ; , " ,  

- .  
: l  ;  : ; ; :

La fonction, Bs(r;,fo) q"i ne contient pas explicitement le potentiel de paire, est employée

pour calculer les fonctions de corrélation à I'aide de l'équation MHNC :

c ( r ) :exp( -Bu( r )  + r ( r )  *Bs( r ; /o ) )  - z ( r )  -1 . (2.28)

Comme il a été précisé plus haut, ceci revient à résoudre l'équation HNC avec le potentiel

effectif (2.26) représenté sur la figure 2.3. On remarque, sur cette figure, que la fonction

bridge affecte à la fois la profondeur et la position du puits du potentiel de LJ. On peut

voir, en examinant la relation (2.27), que I'on obtient la fonction bridge nulle pour "fo 
= 1,

réduisant (2.28) à HNC. Si I'on prend la limite en zéro d" ,fo, on trouve la fonction bridge

de PY (égale à celle de SMSA) pour la référence uo. La variation entre ces deux limites

est montrée sur la figure 2.4. On peut d'ailleurs observer, sur cette figure, qu'il y a peu

de difiérence entre Bo(r;/s) (relation (2.27)) 
"1 

SHMSA(t;/o) (relation (2-22). Elles ont

cependant une particularité que la fonction bridge avec le potentiel de HS n'a pas : la pente

s'adoucit quand c tend vers zéro alors qu'elle est plus abrupte dans le cas du potentiel

HS. La figure 2.5 montre la queue des fonctions bridge pour la valeur d" .fo : 0.5. Il a

été impossible de calculer B*'(r) pour le potentiel LJ, dans le cas présenté (T* :2.74 et

p* :I), alors que cela a été possible pour le potentiel des sphères dures.

Le calcul de la compressibilité nécessite celui de la dérivée de gMaT'1" (r) par rapport

à la densité, ce qui suppose de calculer la fonction de distribution radiale et la fonction
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0.20

0.oo

-0 .20

-  0 . z l O
o.50

Figure 2.3: Calcul de Bs(r;, fo:0.25) et du potentiel effecti f ,  u.rt(r) pour le potentiel

de LJ avec T*  :2 .74 et  p*  -  L .

bridge pour deux densités

ôg*r*"(*)

voisines (.n p* + Ap. et p* - ô.p*) ,

A ^ *
I J U

(2.2e)

1

,fu {g(x; Bs(r; fo, p* * Ap.), p* + Lp*)

g(r; Bs(r; To, p* - Lp*), p- - Lp-)j .

La détermination d" ,fo s'efectue comme dans la section précédente en égalant les

équations de compressibilité et du viriel. Dans tous les cas étudiés les valeurs d" "fo

qui conduisent à I'auto-cohérence sont identiques à celles obtenues avec HMSA. Quel-

ques exemples sont indiqués dans le tableau 2.5 où on peut voir que les énergies sont

difficilement distinguables de celles du tableau 2.3 ; les pressions et les compressibilités

sont très légèrement différentes.

Pratiquement, le calcul de Bo se fait numériquement contrairement à la majorité de

ceux effectués dans le cadre de la théorie MHNC. Il s'avère que le calcul numérique de 7e(r)

et c6(r), pour obtenir la fonction bridge uniquement avec uo(r), converge rapidement. De

plus, il permet de disposer d'une bonne estimation initiale pour la procédure de calcul de

I

I t
t .

i
l l
I

I

l i
l r

I

-B o(T,1.o)
Qzt.slrl
i51Lu( r')

I
I
I
I

I

r /o
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Figure 2.4: Yariation des fonctions bridges avec la constante d'interpolation /e pour un

potentiel de LJ avec T* = 2.74 et p* - l.

MHNC, facilitant la convergence. Ce qui fait qu'en moyenne, HMSA et MHNC se vallent

en ce qui concerne le temps de calcul.

La fonction bridge présentée ici, a été calculée à I'aide de la partie répulsive du poten-

tiel de Lennard-Jones. Il est possible d'en faire autant avec d'autres potentiels du même

type et, s'ils contiennent un paramètre, il faudra simplement ajouter une autre condition

indépendante pour le fixer. D'après les résultats obtenus, on peut estimer que cette fonc-

tion bridge possède toutes les caractéristiques nécessaires pour corriger HNC et que, dans

ce cas, les équations HMSA et MHNC sont très proches I'une de I'autre.

r/o
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Figure 2.5: Comparaison de
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la fonction bridge Bo(r;,fo) à grande distance avec celle de

potentiel de LJ pour ?* :2.74 et P* : l .

2.4 Conclusron

Dans ce chapitre, les équations intégrales de mélange HMSA et RY ont été étudiées.

Il s'avère que HMSA est une équation intégrale auto-cohérente très précise et adaptée

aux potentiels réalistes, ce qui n'est pas le cas de RY. Elle pourra être utilisée pour

les potentiels des métaux liquides basés sur la théorie des pseudopotentiels. De plus,

la fonction de mélange a pu être réduite à une constante, sans altération sensible des

résultats. Il faut toutefois être prudent quant à son utilisation éventuelle en procédant à

une extrapolation si le besoin s'en fait sentir avec d'autres types de potentiels. L'emploi

d'une constante de mélange /e rend beaucoup plus souple la résolution de l'équation

intégrale HMSA. Cette dernière, munie de la constante d'interpolation /s' a permis aussi

de calculer une fonction bridge qui a des caractéristiques similaires à celle des sphères

dures. Une correspondance pourrait être établie entre le diamètre des sphères dures et la

-B o(r ,10)
- -BHMSA ft,To)
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MHNC

fo 0Plp pE"'lN BôPlap

T* :20 1.333
r.765

0.36
0.40

7.90
16.39

0.929
2.582

25.7r
62.18

T* :5 0.45
0.29

1.819
6.32

-0.483
-0.462

3.681
22.90

0.5
1

T*  :2 .74  0 .55
1

0.31 r.632
0.27 7.078

-t.174
-1.589

4.r04
30.74

Tableau 2.5: Pression, énergie et compressibilité calculées avec l'équation intégrale

MHNC en appliquant la condition d?auto-cohérence thermodynamique, avec MHNC

constante de mélange en conjonction avec le critère de Lado.
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The rcsuls oftwo integral cquations for predicting the stntcturc and thc thermodynemic propcnics of
simple liquids are compared. Thc 6rst cquation intcrpolatcs bclwcen thc Pcrcus.Yevick and rhc
hypcrnetted<hain approxioations and lbe sccond interpolatæ bctwccn tbe soft-corc mean sphcrical and
the hypernettcd<bain approximations, by mcans of a suitablc mixing functibn. It is found that thcsc
equations, whicb are thermodynamically consistent, provide results in good agrecmcnt with simulation
studies for the Lennard-JonÊs Dotenrial.

The description of fluids of classical particles interact-
ing tbrough a pair potential usually requires the
knowledge of the pair-correlation function g(r). Ther-
modynamic perturbation Eethods for calculatinC gV!
are conceptually useful and even accurate in some cases.'
However, it seems that the alternative approach based on
thermodynamitally consistent integral equations provides
greater rctiability over large ranges of temperatures and
densities.z-a Tbe roethod involves tbe treatrnent of the
so-called "bridge function" iacludiug an appropriate pa-
rarDeter whicb is deterqined with a thermodynamic self'
consistent criterion. In some cases, tbe iutegral equation
interpolates continuously betwecn the Percus'Yevick
(PY) aod hypernetted-chain (HNC) approximations
(Roger and Young, RY). In other circuastances, it bas
as borderline cases the HNC and tbe soft'core mean
spherical approximations (SMSA) (Zerah, and Hansen,
zH).

It has been kaown for a long tine that the PY approxi'
Eation works vcry well for systeEs with short-rangc Po'
tenrials, whereas the HNC seems to be more suitable for

long-range potentials. So, for the bard-sphere fluid, the

PYlolution agrees fairly well with the Monte Carlo (MC)

results and for the one'cotuPonent plasma the HNC is su'
periôr to all iategral equations. The aim of this paper is

to derermine what region of r is expected to be ruore sen-

sitive to the approximations under consideration. In tbe

following, we ààscribe some details of the theory associat'
ed with ihe tbermodynamically consistetrt integral equa'

tions. Tben, we diiplay tbe results obtained for the

i.in"ra-fon.s potential 
-with 

both RY and ZH iilegtal

equations.--l:t" 
,t"rtiog point of the theory is the exact Ornstein'

Zernike relation

l r  ( r ) : c ( r ) *  p  I  d l h l f  ) c ( l r - r ' l )  ,  ( l )

wbere p is the number density, ,1t1 1:g(r)- t ) is the to'

ul correlatiou functiou, anOï(r) is thc direct correlation

fuaction tbat Eust be calculated by means of an auxiliary

equation in conjunction with g(r). Rogcn and Young-

rJggiti.a eroploying the following rclation as a closure

equation:
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gRY(r ) :exp [ -Fu0) ]

*  [ ,  *  e x p f  / ( r ) [ à  ( r ) - c ( r ) l l -  t  I

I  tv t  1 '  
Qt

where u(r) is the potential, p:(krf)-1, and /(r) is a
mixing function which bas the virtue of approaching uni-
ty when r tends to infnity and equal to zero when r is
zero. Thus, it is easy to see that gRY(r) is similar to HNC
when r becomes large and to PY when r equals zero.

According to Percus'functional Taylor cxpansion for.
malism Ze:.ah and Hansena proposed using another clo-
sure equation:

gzH(r)=exp[  -pv{r l l

x 
[ r+

(3)

Here the assumptiou is made that tbe interioaic pair po-
tential u(r) may be divided iuto the repulsive short range
u1(r) and the weak attractive part u2(r), in the same ap'
proach as Weeks et a1.,5

u 1 ( r ) :

u2(  r ) :

[u 
(r)-u (r .  )  l f  r  1r^

[0 i f  r>r.  '

fu ( r - )  
i f  r< r^

[u (r) if r à'r. '

(4)

where r. is the first-miaimum distance of tbe pair poten'

tial. Tbe mixing functio-q-/(r) has the meauing previ'
ously described sô that gu(r, reduces to HNC for smaU
r anà becomes comparable to SMSA for large values of r'

It may bc of intercst to link the mixing fuuction f kl t9

the "universal bridge function" 3(r) of tbe modiÂed

hypcrnetted-chain alproximation,2 defrned by the rela'

tion

g ( r ) : exp [ -  Bu? l *h ( r ) - c ( r ) * l ( r ) ]  .  ( 5 )

Atthough B(r) is not klowu for any pair pot-ential'

Rosenfild and Asbcroft2 suggested tbat it sbould havc

57t7
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roughly the saoe form for all systens. Tbe salient
feature of B(r) is its nearly linear bebavior at tbe origin
and its damped decay just before reaching the zero value, ,
at about the distance of the hard core. Outside the corc,
tbe behavior of the tail depends oa thc potential but it
does not affect drastically the universality assumption.6
Comparing Eq. (3) with Eq. (5) enables us to express
B (r ) ,  as a funct ion of  f  ( r l ,

-B (  r )  :  h  (  r )  -  c  (  r )  -  pu 2(  r )

-r" 
[r 

* e x p l f ( r \ l h  ( r ) - c ( r ) - B u 3 ( r ) J ]  -  I

f  ( r )

(6)

The mixing function is usually taken under the form

. f  ( r ) =  l - e x p (  - a r ) ,  Q )

where s is a parameter that ensures tbe requirement of
tbe tbermodynamical consistency, in calculating tbe iso-
rhermal compressibii i ty by two diferent routes. Since
/(r) is a stnooth function of r, it is clear that RY progres-
sively oi-xes up tbe two PY and HNC approximations
while ZH mixes up HNC and SMSA, in a different
Eanner for each particular value of s. As a matter of
fact, to seek the rigbt expanse of r ranged over by each
approximation we have chosen tbe mixing function such
as tbe Heaviside functiou:

[ o  i f ,  . o
f ( r l :  l r  i r  r :o  ,

eficiency and accuracy of the method, which combincs
the traditional iterative scheoc and tbc Newroo-Raphson
techniquc for solving the nonlinear integral equations.
We found that a rcasonable comprooisc to reacb the
convergcnce quickly was to choose a stcp size of0.02 and
a grid of 1024 points.

, Iu Table I wc present the results of tbc pressuc and
the encrgy as a function of the parameter d.;(=d/o, for
the IJ potcntial, irrespectively of tbe tbcrrnodynauic
consistency. We caa sec that the tbcrmodynamic func-
tions vary continuously witb a significant structurc in thc
range of ct betwecn 0 and 3 and that tbc results of MC
or molecular dynamic calculations are corcctly prcdict.
ed for a given valuc of ct close to l. It is clcar that
c':0 is conDccted with HNC for both RY and ZHin-
tegral equations. On rhe otber band, thc calculations in-
dicate that PY and SMSA arc reached with RY and ZH
integral equatious respectively wben c':3, so that wc do
not sbow the results for values of c' beyond 3. At high
tenperatures and medium densities, the differences be-
tween HNC aud SMSA are very similar to that between
HNC and PY, whereas at lower teDrperatures, especially
îor T':2.74 and p':0.55, these diferences arc rnore
signiûcant.

Nevertheless, the main feature tbat w€ wisb to erq-
phasize is the role of the rcgion of r iu which tbc mixing
of the approximations takes place. Owing to our choicc
of the functiot f Ul, it appears that the chalge from onc

TABLE I. Tbermodyna-ic propcrtics for thc LI Potcntial.
Energy and prcssurc bave bccn calculated with tbe RY and ZH
integral cquations. Thc simulation results arc takcn from Zerah
ana g"nsc" m* +

RY ZH
d t  p t  E t  P '  E '
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(8)

so that a corresponds now to the bound which separates
the r space between the region that is sensitive to the frrst
approximation and the other that is sensitive to tbe
second approximation.

Tbe integral equations have been solved for the classi-
cal Lennard-Jones (LI) 6- 12 potential involving a weak,
attractive well necessary for the decomposition of u ( r) re'
quired by tbe ZH equation. Wbca tbc LJ rcduccd units
are usea,  namely,  p ' :pot ,  T ' - (Be) ' t ,  a \d x=r /o,
tbe LI potential reads

pu(ù :aJ r - r z - * -01  .  (9 )'  T . '

Pair-correlation functions, pressures, and energies have

been computed for ooderate and higb temperatures and

densities, wbich is suficient for our PurPose. Iu terms of

tbe dimensionless variables for tbe IJ potential, the pres'

sure and energy equations are given as a function of the
pair-correlation function g(x) by

o. : E2- - 1- l6trP' 
I  v-,-zt-ro1g {x)dx , { lo)' o 'T '

) F
Êr= -L :1q16 r? '  f  [ r - t o - *  

- n lg  : l dx  :
3NkuT 3T'  J  r - '

0 l )

Our calculations have been performed witb the now

classical Eetbod developed Uy bi[anT and improved by

t"btk ;; àt.,i luu, no m.ntion will bc made here of tbc

0
0.5

T'=20 O.g

:;:î:;, o e
Ïi: t.otz l ' l

1.5
3
0
0.5

Tt  =5 0.8
oi:='u.* :':
Et:0.695 

i : ;

T'=2.74
P ' =  l . l
pj = 10. 17
Et  =0.  I

1.957
1.957
t.942
1.898
1.890
t.892
1.892
t.ozo
7.620
7.620
6.741
5.909
5.91 I
5.899

l2.4Et
12.481
12.481
1.792

1.020
1.020
t .0t8
1.0t2
t .012
1.0t2
1.012
0.866
0.866
0.866
0.742
0.637
0.636
0.634
0.41I
0.41I
0.41 I
0.3r3

-0.048
-0.065
-0.067

1.957
t.957
1.940
1.885
t.880
1.885
1.885
7.620
7.620
7.620
6.52 I
5.687
5.71E
5.716

l2.4Et
l2.4El
l2.4El
r t.526
8.463
t.473
E.476

1.020
t.020
l .0 lE
l.0l I
l.0l I
l .0l I
l .0l I
0.866
0.866
0.867
0.702
0.609
0.613
0.613
0.41I
0.41I
0.41 I
0.255

-0.131
-0.126
-0.125

3
0
0.5
0.8
0.9
l.l 9.079
t.5 8.988
3 r.968
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TABLE U. Tbcroo'dynamic propcnics for tbc IJ potential calculatcd witb tbc RY a.od ZH iotcgra.l cquations Thc paraoctcr/o
rrcsponds to the thermodyno-ic coosistcncv.

MC/TIDZH
' E '

RY
t EiE .

J- '= 100

T ' : 5

T'  :Q.719

0.5
I , J J J

1.765

ô <

I
t.279

0.55
I
t . t

0 .85

t .917
1.87

16.32

1.82 t
6.27

t2.86

6.97
9.67

t .24t
2. t6
3.42

t .0t5
.  1 .6 t5

2.7t3

0.677
0.683
1.203

-0.08
0.027

0.35
0.4
0.19

0.48
0.36
0,4c

0.45
0.29
0.34

0.31
0.27
0.29

0 . t5

ts2
7.90

t 6.38

1.821
6.34

t3.07

1.242
2.r6
3.24

t.0t5
t .6t9
2.721

0.679
0.69s
t.233

0.22
-0.05

0.063

-4.673

L9s
9.50

t6.29

t . v  t

8
16.68

1.867
6.43

13.44

t.65
7.37

10.r7

0.36

t .017
1.629
2 . t é t

0.684
0.695
1.29

0.22
-0.02

0.t

-4.673

0.32
0.4 t
0. l9

0.4
0.34
0.39

I
t

t <

2,96
9.39

16.50

2.97
9.36

t 6.49

lJ4 l
z l 80
3.203

0.14

0.29

0.12
0.1 I

1.651
7. t2
9.905

o.4z

approxiEadon to tbe other is situated io the most seosi'
tive region of r for the calculation of the thermodynamic
propenies, narDely, Q.8<r/o < 1.2. This result is sup-
poriea by tbe woik of Rosenfeld and Ashcroft,2 who ar-
rived at tbe conclusioo that tbc inportast region iu
which the bridge fuuctiotr must be specified is tbat of the
6rst peak of g(r). This means that both short and large
r"ng.s of r are quite iasensitive to the choicc of the mix'
ing functiou.

Sincc tbe crucial range of r is quite narrow' we can rc-
gard the mixing functioo as a constant (/9) and achievc a

-onsistency between tbc virial and the compressibility
routes to ibe isothermal compressibility by varying /e'
TTe two integral equations of RY and ZH are compared
with si.mulation reiults in Table II. Although tbermo'

dynamic consistency cannot be reacbed in some cases

within the RY integral egutioD, we see that the parame-
ter /e has a value lower tbao 0.5 for tbe IJ potential iu
the range of 1' under study. Whilc tberc is no special
connection between /s and density, it is fouod that /s de'
creases with temperature, iadicatilg that thc PY and
SMSA prescriptions arc tbe Eorc appropriate choices
when tbe interionic poteatial becomes rDorc sttractive.
In Fig. I we present the pair-correlatioo function for the
LI fluid compared to the sinulation data closc to tbe tri'
ple point.e 'ibe agrecment is quite good though small
âiferenccs exist in thc rcgion from thc first minioum to
tbe second oaximum. Ia particular' wc notc tbat tbe

second peak ofg(r) does uot contais the small irrcgulari-
ty due io the analpic deûciencies iu tbc bridge function
g (11.6

The two integral equations of RY and ZH have been

E 2.0

FIG. l. Pair'corrclation func'

tion for tbc IJ Potcntial closc to

thc triple point ( I' =0'719'

pt:0.85). Thc Points rcPrcsent

ihc simulation tttultt fteÉ Vcr'

lct (Ref. 9).
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aDDIied for prcdicting tbe tbermodynaoic properties and

rËi pair+onelation functiou of lbe Lenaard'Jones fluid'

Tbc results are iu very good agreclDent with simulatiou'

Therefore, even with tbe simplest form for the mixing

fuoction, tbese two sophisticated iutegral equations

represenrs an appealing liquid'state theory, which makes
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Chapitre 3

THEORIE ELECTRONIQUE DES
METAUX

3.1 fntroduction

Lcs d, 'rrr prcmiels chapitres avaient poul but de décrire la structure et les grandeurs

thermodynamiques des liquides simples constitués d'atomes neutres. Les interactions de

paires entre atomes, qui sont à la base de cette description, ont deux contributions essen-

tielles : la répulsion de Pauli entre les couches électroniques fermées d'atomes voisins à

courtes distances et une attraction de van der Waals à plus longue distance. La forme ana-

lytique du potentiel de Lennard-Jones modélise bien ce type d'interaction. A contrario,

les interactions dans les liquides métalliques ne peuvent pas être représentées aussi sim-

plement, même si les deux contributions principales évoquées (une force répulsive à courte

distance, une force attractive à longue distance) sont présentes. En effet, le métal sim-

ple est un ensemble d'ions plongés dans un gaz d'électrons. L'interaction mutuelle faible

entre ces deux constituants joue un rôle prépondérant dans la construction d'un poten-

tiel de paire et dans le calcul de l'énergie totale du métal. Ainsi, ce chapitre s'articule

essentielletnent autour de l'interaction électron-ion.

La majorité des éléments métalliques présents dans la nature sont (i) les métaux nor-

rnaut ot simples et (ii) les métaux de transition. Comme leurs atomes se distinguent

par leur stt'ucture électronique, la caractéristique essentielle qui les différencie est la den-
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Figure 3.1: Densité d'états. (a) pour les métaux simples, (b) pour les métaux de transi-

t ion.

sité d'états électroniques. Schématiquement, la figure 3.1(a) représente celle des métaux

simples. Les électrons d,e conduction presque libres (NFE nearly free electron) formant

le gaz électronique, sont situés dans une bande s parabolique très large. Elle est remplie

jusqu'au clernier état occupé d'énergie Ep (énergie de Fermi) et l'énergie la plus basse,

Bs, est prise en général comme origine. Les autres électrons, situés dans un domaine

de plus basse énergie, ne participent pas à la conduction : ce sont les électrons de cæur

qui, avec Ie noyau, forment ltion. Les orbitales de cæur sont supposées garder, dans le

métal, leur caractère atomique et subissent seulement un décalage en énergie. Ce décalage

est appelé le décalage de cceur ("core shift"). Par suite, les propriétés électroniques et

thermoclynamiques des métaux simples sont déterminées essentiellement par les électrons

de concluction. La figure g.1(b) représente la densité d'états correspondant aux métaux

de tra'sition qui ont pour caractéristique principale une couche d'électrons d incomplète.

Chaque orbitale d atomique se délocalise légèrement en énergie lorsque I'atome est plongé

dans le mébal. Il en résulte une bande étroite de centre e4 eui se situe dans la bande de

conductio'. Au niveau de la densité d'états, c'est ce qui différencie les métaux simples

des métaux de transition ; on peut apparenter à ces derniers les métaux nobles ayant une

couche cl complètement remplie (Cu, Ag, Au) et peut-être les alcalino-terreux qui ont

une couche d complètement vide (Ca, Sr, Ba). Friedel [33] a donné un certain nombre

de raisons pour expliquer la relation entre les propriétés expérimentales de ces métaux
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avec lii c<.,uche d incomplète. Par exemple, la variation de l'énergie de cohésion est con-

ditionnée par le remplissage de cette couche à travers les séries 3d, 4d et 5d des métaux

de trarrsition (voir l'étude systématique de Mortzzi et al. [75] qui utilisent la théorie des

bandes). Ainsi, I'énergie des métaux de transition contient un terme important provenant

des électlons d fortement liés à leur site ionique.

Dals la théorie des métaux simples, les électrons de cæur, qui peuvent être séparés

sans arnbiguïté de ceux de conduction, sont considérés comme faisant partie intégrante de

I'ion, et tlois types d'énergie d'interaction sont à prendre en compte : (i) les interactions

entre ions (I{-;), (ii) les interactions entre électrons (V-.), (iii) les interactions entre

ions eb électrons de conduction (%-;). La théorie des pseudopotentiels de Phillips et

I{leinman [8f] et de Harrison [39], est basée sur une expression de V-; construite sous

Ia forne d'un potentiel faible au voisinage du cceur, le pseudopotentiel,, autorisant un

tra,iterlent cle l'équation de Schrôdinger en perturbation.

En ce qui concerne les métaux de transition, la présence des électrons d dans la bande

de conduction bouleverse I'image du métal simple décrite dans Ie paragraphe précédent

car ils ne peuvent être classés ni parmi les électrons de cceur, ni parmi les électrons de

conducfion . A priori. ceci rend en principe la théorie de Phillips et I{leinman inapplicable.

Cependant, Harrison [a0] a proposé une généralisation de la méthode des pseudopotentiels

aux métaux de transition. Cette théorie consiste à traiter séparément les électrons d qui

sont sournis à un potentiel d'hybridation A(r), rendant compte de leur couplage avec les

électrons de conduction. La méthode de Harrison permet I'obtention d'un pseudopotentiel

pour les rnétaux de transition contenant A(r). Le métal simple devient alors un cas

particulier. or) A(r) est nul. Connaissant A(r), la seule différence, entre les métaux simples

et les rnétaux de transition. réside dans la nature de I'interaction électron-ion.

La ,l.palat,ion des électrons d des autres électlons, sur laquelle est fondée la théorie

des pseuclopotentiels généralisée [40], permet de traiter conjointement les interactionsV-;,,

V;-; et V"-; et de construire deux grandeurs importantes : (a) le potentiel de paire effectif

interioniclu e u(r;n) qui résulte de la somme de I'interaction coulombienne directe entre

deux iols et d'une interaction indirecte due à la présence du gaz électroniqu"' (b) l'énergie



3.2. Théorie éralisée des potentiels

totale clu rnétal, par ion, qui se met sous Ia forme :

e :!r"r + U@)
, N

+ ?.' t u(R,p;n),
- ' '  

a l P = l

(3 .1)

où n : ZNIV est la densité en nombre de l'échantillon métalliqueayant NZ électrons

participant à la conduction dans un volume V. Le premier terme de la relation (3.1) est

l'énergie thermique de I'ion, le deuxième terme, U(n), ne dépend que du volume du métal,

et le troisième terme dépend en plus de la distribution ionique. L'énergie ainsi calculée

sera nécessaire à appliquer le critère d'auto-cohérence thermodynamique des équations

intégrales de mélange qui a été décrit dans le chapitre 2.

Dans ce chapitre, on se propose d'obtenir une expression de l'énergie sous la forme (3.1).

La théorie généralisée des pseudopotentiels de Harrison [40], incluant I'effet des électrons

d, sera exposée dans la section 3.2. Dans la section 3.3, le comportement spécifique des

électrols cl sera modélisé afin de construire un pseudopotentiel des métaux de transition

et, dans la section 3.4, un bref aperçu sera donné de la théorie de l'écrantage dans les

métaux. La théorie des perturbations au deuxième ordre sera ensuite employée pour écrire

le potentiel de paire effectif et l'énergie totale du métal, dans la section 3.5, et finalement,

dans la section 3.6, les grandeurs thermodynamiques des liquides métalliques (énergie,

pression et compressibilité) seront écrites à partir de I'expression (3.1).

3.2 Théorie généralisée des pseudopotentiels

Soit un système de N ions et de Z N électrons représentant le métal liquide. L'hamil-

tonien '11 dt:, métal peut se mettre sous la forme suivante :

11 : Tt * T" + I/t-i * V-, * V-;, (3.2)

où ?, et T"

V-. et V"-;

électron-ion.

Schrôdinger

sont respectivement les énergies cinétiques des ions et des électrons, I4-;,

sont les énergies potentielles d'interaction interioniques, interélectroniques et

connaître l'énergie totale du métal, passe par la résolution de l'équation de

(3.3)
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ou O(r;t) est la lbncbion d'onde qui décrit l'évolution spatio-temporelle du système ion-

électron cle tout le métal. Toutes les grandeurs et les relations seront exprimées ici dans /es

unités atomiques, (u...). Dans ces unités, la masse de l'électron, sa charge et la constante

de Plancli sont égales à I'unité (* : e : h - 1). La dépendance en temps de cette

fonction cl'onde peut être séparée de Ia dépendance spatiale de la manière suivante :

O(r ; l )  :  rh( r )exp( iUt) (3.4)

ou B est la valeur moyenne de l'énergie, valeur propre de l'équation de Schrôdinger sta-

tionnaile

ltlrbr: Elrh>

écrite a I'aide de la notation de Dirac'

(3.5)

L'équation monoélectronique

L'écluation (3.5) est impossible à résoudre directement, étant donné le nombre élevé

d'ions et cl'électrons à traiter (N = 10"). Il est alors nécessaire de faire un certain nombre

d'hypothèses simplificatrices qui permettent de trouver des solutions approximatives de

I'équatiorr (3.5). Trois approximations fondamentales sont employées :

1. L'approximation adiabatique qui consiste à découpler les degrés de libertés é-

lectr.oniques et ioniques. Cette simplification, encore appelée approximation de

Born-Oppenheimer, se base sur le fait que les ions et les électrons ont des mou-

velrents fondamentalement différents, le rapport de masses étant important- En

conséquence, les ions sont considérés comme fixes et les électrons sont étudiés dans

ru i l  \  l r i r r l lP n loyel l .

2. Ltapproximation de Hartree ou approximation du champ auto-cohérent : l'équa-

tion de Schrôdinger des N Z électrons dans le champ des ions est transformée en

N Z équations monoélectroniques dans le champ moyen Va(') créé par les autres

électlons et celui, %("), créé par I'ensemble des ions. L'énergie totale des électrons

est la somme des énergies individuelles'



B. Ltapproximation des 6(petits cæurs" qui considère que les fonctions d'onde

des électrons de cæur, une fois plongés dans le métal, conservent leur caractère

atomique. Ces électrons ne participent pas à la conduction dans le métal et il n'y a

pas de recouvrements entre orbitales de cæur d'ions voisins. Ceci n'est pas valable

pour les électrons d qui sont traités de façon spécifique.

L'équation de Schrôdinger monoélectronique s'écrit alors

lT" + Vs(r) + Vt(r))1.b,,>: Exlrbr> .

Le potenti elVs(r) ainsi que d'autres contributions venant des interactions entre électrons

sont ignor'és pour I'instant dans (3.6). Ils seront introduits, dans la section 3.4.2,, at

moyen cle la fonction diélectrique. Avec les approximations mentionnées précédemment,

la représentation des électrons se fait comme suit : Ies électrons de cæur et les électrons

d sont représentés par des fonctions d'onde atomiques notées respectivement lc> et ld>.

La fonction d'onde d'un électron de conduction est développée sur une base redondante

de fonctions lc>, ld> et d'ondes planes orthogonalisées (OPW) aux états lo> et ld>.

Elle s'écrit :

lrhr>: I or(tc)ltc * s> + t aolc") + t adld,>,
q d d

(3.7)

où I'onde plane lk> est

ltc>- ftexp(;'k'r).
Il est nécessaire de distinguer les électrons d des électrons internes obéissant à I'approxi-

mation 3 car ils ne sont pas suffisamment localisés. Pourtant, il semble qu'ils gardent, dans

le métal. un caractère d'orbitale atomique très marqué rendant difficile leur traitement

par la méthode OPW au même titre que les électrons de conduction. Ainsi, la base de

la théorie généralisée des pseudopotentiels est I'abandon de I'approximation des petits

cæurs pour les électrons d.

Le potentiel d'hybridation

Considérons un atome libre contenant des électrons d. L'équation de Schrôdinger

pour un état ld.> de cet atome est :

(3.6)

(3.8)

(3.e)T + V;ld>: Edld>



Le potenti el Vi est celui que ressent un électron d dans le champ de I'ion libre. Les

électrons des couches fermées sont évidemment des fonctions propres de (3.9), au même

titre que les fonctions ld>. Bn conséquence, les états de cæur lo> sont orthogonaux

aux états ld> atomiques. Lorsque cet atome est plongé dans le métal, l'état ld> voit

un potenti el Va(r) - V; - 6y dû à la présence d'autres atomes dans son voisinage. Ceci

conduit à l'équation

{T + Va(r)}ld>: (E'o - 6V)ld> .

Les énerqies sont alors modifiées par un terme qui dépend de 6V, c'est-à-dire :

Ea =<d,lT + Va(r)ld>: E'd- <dl6vld> .

Le potentiel d'hybridation A est introduit comme suit :

{T +V4(r ) } ld>:  na ld> -Ald>,

avec la définition de A :

(3 .10)

(3 .11)

Ald>: 6vld> - <dl6vld> ld> (3 .13)

Comme il a été précisé dans I'introduction, A(r) correspond au recouvrement des orbitales

d d'atomes voisins et au couplage des électrons de conduction avec les électrons d appelé

couplage s-d. Il est important de noter que les états ld> ne sont pas des états propres de

l'équation clu métal (3.5), entraînant leur non-orthogonalité avec la fonction d'onde (3.7)

Le pseudopotent ie l

En utilisant le développement OPW de la vraie fonction d'onde lrhr>, il est possible

(3 .12)

(3.14)

cle réécrile la relation (3.6) sous la forme d'une pseudo-équation de Schrôdingerr

{r + ws(r)}ldo> - t 
A(r)ld><4la(r) 

lô*>- Etlôr>,
+ ea- E*

où ldu> est la pseudofonction d'onde (premier terme du membre de droite de la relation

(3.7)) et Ws(r) est appelé pseudopotentiel d,u métal. Il est défini par :

tVs(r)lôk> : Vo(r)16r,> + f(,B,, 
- e,)la>< ollÔ*> + f(E* 

- ea)ld'><dllÔr>
d

+ lô<dlA(r)lÔn> +A(r)ld'><d'l lÔo>' (3 .15)

t V.tr l" .h"ptt* 1 du livre de Harisson [39] pour son obtention dans le cas des métaux simples. Son

extension aux métaux d est faite en ajoutant le potentiel d'hybridation et en faisant la distinction entre

les électrons de cæur et les électrons d.



Le terme quadratique en A, spécifique aux métaux de transition est appelé le terme

d'ltybrirlation. La pseudofonction d'ond" ldo> s'écrit alors

tôu>:tt > + 
nffil&+q> 

- 
à ffilÈ+q>, (3'10)

définissant les coefficients ao(k) du développement (3.7), qui sont des fonctions du premier

ordre clr-r pseudopotentiel.

Jusclu'ici, aucune simplification supplémentaire n'a été faite et, en principe, la con-

naissalce cle Ws(r) et de A(r) permet de connaître exactement le spectre d'énergie

électr-opic1ue. II ne faut pas perdre de vue que ce pseudopotentiel est un opérateur

dépenclalt explicitement de l'énergie de l'électron E* et qu'il est non local car il dépend

du vecteur cl'onde lc. Cependant, il possède le même spectre d'énergie que le vrai potentiel

Vo!), ce clui est important pour la cohérence de cette théorie.

L 'énerg ie dtun é lect ron de conduct ion

Sous la forme (3.15), le pseudopotentiel Wo(r) est faible au voisinage d'un ion' Ce-

pendant, la pseudo-équation de Schrôdinger (3.14) contient le terme d'hybridation qui

est résonalt en Et : ea. Loin de cette résonance, le terme en A2(r) est du même ordre

de grancleur que Wo(r), ce qui permet leur développement en perturbation au deuxième

ordre et, l'énergie d'un électron de conduction de vecteur d'onde lc est

E* :  
Ç* 

.o lwo(") lk>

<l, + tllw" -

3.2. Théorie alisée des dopotentiels

<tc I A(r) ld> <dl A(r) | e>
ea -  E *

lrr> <rt l r r r  a l d><d la
vvo  -  -T l k+q>

i&r_le+ql,)
.  (3 .1 i )

par contr.e, au voisinage de E* : e4, le terme d'hybridation devient grand et ne permet

plus t1 ecrirc l t i  relal ion (3.17) r ' igoureusemenl. Toutefois, si la résonance est traitée par une

méthocle cle diffraction inverse [33], la relation (3.17) peut être utilisée approximativement

sur tout le domaine d'énergie, comme on va le voir dans la section suivante.

+t
d

t
q*o
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Figure 8.2: Densité d'états (a) du chrome liquide, (b) dans le modèle de Friedel.

3.3 TYaitement des électrons d

3.3.1 Energie de la bande d

La delsiré cl'ér,abs clu chrome liquide, calculée par Jank et al. [56], est montrée sur

la figure 3.2(a). La superposition des bandes étroites et marquées des électrons 3d est

concentrée clans un domaine d'énergie de 5 à 10 eV (- - ). Elle se superpose à la large

bande parabolique des électrons de valence ar (-----). Cette représentation de la courbe de

densité d'états est caractéristique des métaux de transition où les électrons d sont couplés

avec les électrons 4s. Friedel [33] a proposé de représenter la densité d'états des électrons

d par un modèle rectangulaire :

,  n\ (  tolWo si ea - Wal2 < E < ea*Waf2,
nd\L): l  O ai l leurs,

(3 .18)

où ea est le rnilieu de la bande et Wa sa largeur. Le schéma de la figure 3.2(b) représente

la densité 
"a(E) 

donnée par (3.18) sur laquelle est superposée la densité parabolique des

états s, n,(E).8p, l'énergie de Fermi est comptée à partir du bas de la bande s.

A prerpièr'e vue, I'approximalion de Friedel semble grossière. Pourtant, ainsi modélisée,

la densité d'états, qui permet de calculer les propriétés thermodynamiques, donne des

résultats en très bon accord avec ceux qui seraient obtenus avec la densité d'états réelle.

Wills et Harrison [110] ont proposé de calculer un terme d'énergie Ea spécifique aux
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Tableau 3.1: Valeurs des différents paramètres de la série 3d des métaux de transition.

électrons cl, à partir du modèle de Friedel. La première étape consiste à faire coincider

le dernier niveau d'occupation de la bande d avec le niveau de Fermi, de façon à sommer

tous les états occupés de la même manière que pour les métaux simples. Ainsi, la valence

nominale Z" des métaux de transition se trouve modifiée pour donner une ualence effectiue

Z* non entière correspondant au nombre d'électrons qui conduisent effectivement. Alors,

le nombre Z) d'électrons d est déterminé par

Z* +  Z i :  n ,  (3 .19)

où n(: Z" + Za) est une constante représentant le nombre d'électrons s et d de I'atome

libre. Le nombre Z* satisf.ait à la relation

z* : ["' ,"1u10",
Jo

où n"(B) est la densité d'états des électrons de conduction. Donc, suivant (3.19)

fEr
zj :n-  I  n , (E)dE

Jo

qui, exprimée avec le modèle de Friedel, est aussi

Zj -na(E)(E, - r r+) ) .

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Ainsi, les valences Zj et Z* pelent être déterminées avec les relations (3.21) et (3.22)

de manière truto-cohérente. Les valeurs de Z* pour les métaux de transition de la série

3d, repor.tées dans le tableau 3.1, ont été utilisées par Bhuiyan et a/' [18] pour calculer le

pseudopotentiel des métaux de transition. Selon les calculs plus précis de Moriarty 174,,74]

la valeur d.e z* doit se situer entre 1,1 et 1.7, avec une valeur moyenne de 1.4, pour toute

la série des métaux 3d.
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L'énergie correspondant au remplissage de la bande d dans le modèle rectangulaire

de Friedel est

Eu : l::*,,#"-ea)dE
: -Tt" - t#''''

L'élargissement des orbitales atomiques d en une bande de largeur Wa, est dri à I'opérateur

A("). Un calcul de type liaisons fortes (TB, tight binding) permet d'exprimer W4 en

fonction de A(r) :

tv a - (+)''' l+ v;o*{,,,)]' (3.24)

où C est le nombre de premiers voisins séparés par la distance r;j : D d'un ion donné

(voir tableau 3.1). Dans l'état liquide, ils sont au nombre de douze. Les éléments de

matrices, qui sont des intégrales de recouvrement à deux centres, V44^(r;;), s'écrivent

formellement pour Tn : otr et 6,

(3.23)

(3.28)

(3.25)

Harrison et Froyen [42] les ont calculés au moyen de la théorie des orbitales muffin-tin

dans I'approximation de la sphère atomique d'Andersen [4] :

, \ s- <di lalk><elaldi>
l 'aa^\ I ' ; i ) :  ?_rT.

l e  
\ " 4  2 t

Vaa*(r;) : roo*4

où qaao - -45f r, Tddr:301r et lda.^: -I5lr.  Finalement, selon ces auteurs,

de bande, exprimée en unités atomiques, devient :

Wa :107 .18€ .- l)ô

La grandeur 14 est un paramètre qui a été ajusté pour fitter la structure de bande

expérimentale. Il est identifié comme étant le rayon iles orbitales d dont les valeurs,

obtenues [+2] pour la série des métaux de transition 3d, sont listées dans le tableau 3'1.

Dans Ie cas des liquides (C : 12), E6, qui est proportionnelle à la racine carré du nombre

de coordination, s'écrit 
Z: rsoEu:-53.5e2;(r-fr)#

(3.26)

la largeur

(3.27)

Wills et Harrison [110] ont estimé que Bb doit être corrigé par un terme, 8", qui tient

compte des termes supérieurs au deuxième ordre en A(r). Ils identifient cette correction
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au décalage du centre de gravité de la bande d du à Ia non orthogonalité des états d dont

il a été brièvement question dans la section précédente. Comme on le verra, ce terme aura

une impoltance non négligeable sur l'énergie dépendant du volume. Ce terme est :

E. : 136.8 Z;# (3.2e)

[l est possible à présent d'écrire l'énergie de la bande d comme la somme de deux termes

Ea: Eu * 8". (3.30)

L'énergie Ea n'est fonction que de la valence effective Z* qui est calculée de façon à faire

coîncider le dernier niveau des états d avec .Ep, les autres paramètres étant déterminés.

Un changement de volume influence directement à la fois Z* et Eo. En effet, dans les deux

cas, la valeur de Er qui entre dans le calcul des relations (3.20) et (3.23), est modifiée.

Pettifor [83, 84] a montré que cela avait une importance pour les éléments du début de

la série cles métaux 4d. Néanmoins, pour le calcul des grandeurs thermodynamiques des

métaux de transition de la série 3d, qui sera fait dans la section 3.6, on supposera que Z*

n'est pas fonction de la densité. De plus, les effets magnétiques propres aux métaux 3d

seront ignor'és.

3.3.2 Modèle de Bretonnet-Silbert

La théor.ie des pseudopotentiels, formulée par Harrison [+0], permet de construire un

pseuclopotentiel pour les métaux de transition. Son expression est donnée par la relation

(3.15). Il contient deux termes répulsifs dus au terme d'hybridation A(r). La résolution

de l'équation de Schrôdinger (3.14) amène à considérer un terme supplémentaire: le terme

d'hybr.iclation s - d en A2(r). Calculer les énergies électroniques revient à résoudre (3.14)

avec le pseudopotentiel

A(r) ld> <dlA(r) (3 .31)
" ,  

-  F . ,
ç d  u E

Le traitement en perturbation au deuxième ordre de l'énergie électronique pour obtenir

la relation (3.17) n'est possible, en principe, que lorsque celle-ci est loin de la résonance

ed comme il a été précisé dans la section précédente. Cependant, cette résonance est

complètement déterminée par la méthode de diffraction inverse [33] : un électron libre,

W&r):Wo(r) - 
T



décrit par une onde plane incidente d'énergie 86, est diffracté par un électron d et subit

un dépliasage 62 qui s'exprime au moyen de l'énergie du centre de bande €4 par2

tan ô2 :
2(Ed - Ek)'

(3.32)

f esL la l.i.rgeur de résouance qui peut être reliée àW6

Bretonnet et Silbert [21] ont proposé un modèle adapté aux métaux de transition. Il

consiste à clécrire le comportement d'un électron de conduction dans le champ d'un ion.

A longue clistance, I'ion et l'électron sont simplement en interaction coulombienne décrite

par le modèle d'Aschroft [8] (AS) :

(3.33)

Cette interaction cloit être modifiée à l'intérieur du cæur de rayon r?" par un potentiel

déduit de I'expression du déphasage (3.32). Swan [9a] a montré que ce potentiel, dû à

la présence cles électrons d, pouvait être représenté correctement par les deux premiers

termes d'une série de Dirichlet :
,,

u"(r) -DB^",.0 (-#) .
n = l

La forme de u"(r) dépend des valeurs des trois paramètres 81,, 82 et a. Au total, le

potentiel r-essenti par un électron au voisinage d'un ion coiffé par une couche d'électrons

d localisée est

,BSo): {:!)) t" j 'J,.f (3.35)

Les conclitions de continuité en r _.R", de .BS(r) et de sa dérivée première, permettent

de déterminer 81 et 82 en fonction de -R", a et Z* qui devront être fixés pour chaque

méta l  é tudié i  
z*  / .  2o\  /&)  (3 .36)Br:E('_il"*o(o/

Bz: (3.37)

La fonction, qui a une grande importance dans le calcul du potentiel interionique,

est /e Jacteur d,e forme I c'est lV fois la transformée de Fourier du potentiel d'interaction

i ( z  r  (  o  s i r < . 8 "
wï* \ r ) : \_Z- l r  s i r )Æ" .

(3.34)

et '+(*-1) ",.e(*)

2 Voir !Vaseda[l04] pour les déphasages des métaux de transition.
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électron-ion :

w(q)  : N <k + qltr. '(r)ltr>
jv  f  ,  \  / .
i  Jrrn' ' (r)  

exP(i  q '  r)dr '

Dans le cas du modèle de Bretonnet-Silbert (BS), le calcul du facteur de forme, à partir

de (3.35), aboutit à I'expression analytique suivante :

(3.38)

(3.3e)*8,(q):+no"{(#*.
gB2J2 

\
+ 4"dry )(r  + 4azqz)z

-T#cos(q-R").

ou

rn : 2 - exp (H {*, 
+,'o'q')- (r - n'o'q')} 

#

+ (,  * eO + n'o'n'))cos(q.R").  (3.40)

Le facteur cle forme local (3.39) est la somme de deux termes

,BS (ù :  H" t  (q)  + .o t  (q) .

gq' Iwwl

Le premier est le terme de couplage s - d et le second est le facteur de forme bien connu

du modèle cl'Ashcroft (AS). Ce dernier, seul,, est bien adapté aux métaux alcalins.

Pour calculer les propriétés structurales et thermodynamiques des métaux alcalins,

dans le chapitre 4, le modète AS sera comparé à deux modèles récents. Le premier, conçu

spécialement pour le lithium , a été proposé initialement par Hoshino et Young [48] puis

amélioré par Das et Joarder [2?] (DJ). Il dépend du seul paramètre ajustable ro et se

présente sous la forme suivante

.Drk) : -T 
{t 

- 
#W. ffi(l +Dexp(-Àq2))

(3 .41)

(3.42)

Les valeurs des autres paramètres sont rappelées dans la section 4.2. Le second modèle,

pour les métaux simples, a été proposé par Hasegawa et al. laal (HHWY). Il s'agit d'un

moclèle à ccettr vide généralisé dont le facteur de forme analytique est

r,.'\I 'I ' '(q) : -rycos(q.R") 
{t.;#lt 

. 
;tan(c,?")] "xp(-ôn")} . (3'43)
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Les paramètres o et ô, qui ont été déterminés une fois pour toutes par les auteurs, pour

un grand nombre d'éléments en utilisant I'approximation de la densité locale (LDA)' ont

pour effet de modifier le comportement de la partie coulombienne du modèle AS. Le seul

paramètre libre est alors Æ".

3.3.3 Factorisation des éléments de matrices

Un électron subit une interaction de la part de tous les ions qui s'écrit comme la

somme de contributions individuelles électron-ion

N

wut (r) - t  ."t (1, - l?"1).
a = l

|  <Ë + qlwB'?)lk> l ' :  i t (n)1, "t(q)l '

1 N

s(q) =* t  exp[- is.(n -Rp)]  +t
t '  

a * A = 7

(3.44)

L'écriture (3.44) permet la factorisation des éléments de matrices contenus dans le terme

du seconcl or.dre de l'énergie (3.17). Ils peuvent s'écrire en fonction du facteur de forme

(3.38), en effet :

r I
<È + qIWBS?)lk>- + ) exp(-i q' F-ùx

'  
B= l

t '
x  /  " *p [ - i ( t ' +q )  

' ( ,  -  Rù1 .L , , " t (1 ,  -  P .p l )exp [ - iÈ ' ( r  -  R ) ]d r '  ( 3 ' 45 )
Jw l

L'intégrale correspond à la définition du facteur de forme avec le changement de variable

t0 = T - RB. En multipliant la relation précédente par son complexe conjugué, on aboutit

à la relation suivante :

ou

(3.46)

(3.47)

est le facteur de structure du métal liquide qui est directement lié à la fonction de distri-

bution racl iale g(r) par la relation (1.23).
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3.4

3.4.L

i e r  o rd rc :  éc ran t

Perturbation au premier ordre : écrantage

Fonction diélectrique

Suiv.u1r, la repr-ésentabion qui a été donnée dans I'introduction, le métal est vu comme

un gaz électronique uniforme perturbé par un potentiel faible, provenant d'une collection

d'ions de charges positives qui assurent la neutralité du système. L'attraction Vs(q) des

charges positives provoque autour d'elles une accumulation locale de charges électroniques.

Elle a pour effet d'écranter Uo(q). Le potentiel total V(q) est relié linéairement, dans

I'espace cle Fourier, à la variation de densité locale 6"(q) qu'il engendre par :

6n(q): xk)V(q), (3.48)

1(q) étant Ia fonction réponse linéaire. Ce potentiel V(q) contient formellement trois

contributions :

le clramp coulombien,Vo(q), produit par l'ensemble des ions sur un électron,

I'inter.action coulombienne moyenne, que ressent un électron, créée par I'ensemble

des autres électrons : c'est Ie potentiel de HartreeVll(q),

les effets purement quantiques qui sont : d'une part, l'échange entre électrons de

spils parallèles dfi à I'antisymétricité de la fonction d'onde électronique I d'autre

par.t, la corrélation provenant de la répulsion de Pauli entre électrons de spin

antiparallèles. Ces deux effets sont contenus dans un potentiel dit d'échange et d,e

corrélation V""(q).

1.

2 .

3.

Les terme" VHk) 
"t 

V"(q) sont reliés à 6n(q) par l'équation de Poisson,

distinguelt I'un de I'autre I alors que le premier est de caractère purement

c'est-à-dire

vak) -  - )dn@1,
q-

le seconcl s'en s'écarte par un terme G(q) appelé correction de champ local:

mais ils se

coulombien,

(3.4e)

w"(q): -l"rn)6n(q) (3.50)
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Le potentiel coulombien 7s(q), interionique, satisfait aussi à l'équation de Poisson

Vok):  
-4Po@),
q-

où po(q) est la densité ionique, la densité totale étant p(q) = po(q) + 6"(q)'

En combinant (3.48), (3.49), (3.50) et (3.51), le potentiel total qui est

toutes les contributions. c'est-à-dire

v(q) :  vo(q)  +vn(q)  +V"(q) ,

satisfait en définitive à la relation

(3 .51)

la somme de

(3.54)

(3.55)

(3.52)

v(q) :
Vo(q) (3.53)

t - ffix@)(t - c(q))'

La fonct,ion d,iéIectrique e(q) du métal est définie en identifant la relation précédente avec

, r  \  Vo(q)
v \q) :6

où v(q) est dit le potentiel écranté et vs(q) le potentiel nu. EIle s'écrit

e(q) : t -ffxkxr - c(q)).

Si I'on néglige les effets d'échange et de corrélation (G(q) = 0), on retrouve I'expression

de la fonction diélectrique ,s(q) de Hartree qui est valable en couplage faible et pour un

gaz électronique très dilué. La fonctio" G(q) est positive et diminue le degré d'écrantage

de %(q). Elle a des effets particulièrement marqués aux fortes densités électroniques et

mesure l'écart par rapport à la réponse linéaire X(q). De nombreuses formes de G(q) ont

été proposées dans la littérature (voir Ichimaru [53]) mais dans ce travail, seules deux

fonctions G(q) ditrérentes seront utilisées :

1. la lbnction de Vashishta et Singwi [96]

cu,(q):  Ah -  exp (- t (*) ' )  )  (3 b6)
[  \  \ t c F /  / )

où A et B sont des paramètres qui dépendent de la densité électronique.



2. la fbnction d'Ichimaru et Utsumi [54]

G,u (q): 
" (#)

.{"(*)n*,0**"r (#)'

4

-o(#)'*o

-") W4ffil (r5z)

Pour ces

loin.

deux fonctions, kp est le vecteur d'onde de Fermi qui sera défini un peu plus

Ces cleux corrections de champ local ont été employées avec succès dans différents

cas de figLrle. Leur avantage vient de leur forme analytique facilement exploitable et de

leur valiclité pour un large domaine de densité. Dans le chapitre 4, I'influence respec-

tive de ces deux fonctions sera examinée et on constatera que GL (q) donne un meilleur

comportement du facteur de structure.

La fonction réponse linéaire X(q) peut être calculée approximativement de plusieurs

manières. La plus simple est donnée par la théorie de Thomas-Fermi (voir le livre de

Alonzo et N{arch [3]) qui aété utilisée dans plusieurs travaux [41, 110]. Dans la section

suivante, la fonction réponse de la théorie de Lindhard [66] va être naturellement introduite

à partir cle la pseudofonction d'onde.

3.4.2 Application à la théorie des pseudopotentiels

Pour obtenir une expression de la fonction diélectrique e(q) à I'aide de la théorie des

pseudopotentiels i l  est nécessaire d'ut i l iser la densité électronique

n(r) :  L  .ônlô l ,
È(Èr

La somme est effectuée sur tous les états occupés.

Le comportement des électrons de conduction du métal est décrit par la pseudo-

fonction d'onde l/6> donnée par la relation (3.16). Elle devient :

(3.58)

(3.5e)
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ou

wrT) : wBs (r) + v|(r) + v"(r)

est I'interaction électron-ion totale qui tient compte, cette fois-ci, des potentiels de Hartree

et d'échange et corrélation. Pour les métaux de transition,WBS(r) est le pseudopotentiel

local nu BS décrit dans la section 3.3'

Dans un métal, les vecteurs d'onde des électrons de conduction remplissent, dans

I'espace réciproque, une sphère de rayon kp appelée la sphère de Fermi. Le vecteur

d'onde cle Fermi Èp, qui dépend du nombre d'électrons par ion, est donné par la relation :

(3.60)

(3 .61)

En développant le produit scalaire de la densité électronique (3.58) au premier ordre

c'est-à-cli1e, en ne gardant que les termes linéaires des éléments de matrice, il vient :

,  (  3o 'z*  N\ t l t
r r : \  

V  )

r r ( r ' )  :  no( r )  *6n( r )
s1 1 2 ç-. s (lJ + qlwr(r)l lc> exp(iq' r): ,1 v*v,+',;: '
klkr  k<kP q+o

(3.62)

Le premier.terme est la densité uniforme de charge qui se compense exactement avec celle

des ions par raison de neutralité. Le deuxième est la variation locale de charge due à la

perturbati on W7(r). Par substitution de la sommation sur k par une intégration suivant

la règle

t -) Yn 
l"r' 

te2d,k, (8.6J)
k lkp

la variation locale de charge devient :

6n(r )  -  t  6" (q)exp( iq ' r )
cfo

où dans I 'espace réciproque, la densité d'écrann""(g) est

L [o' <k + qlwr(r)lk> 
k2dk.ra""({) :6n(l: n J" ffi* qlz) '- -'

(3.64)

(3.65)

Le facteur de forme <& + qlwr(r)llc> étant local, il ne dépend p* du vecteur d'ondq

lc, alors (3.65) se met sous une forme identique à (3'a8) :

n*(q) - wr(q)xo(q) (3.66)
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ou
k2dk (3.67)

i l t ' r - le+qlr)
est la tbnction réponse linéaire de Lindhard [66] avec n : qf2kr. Elle a été trouvée

à partir. cle l'équation de Schrôdinger en présence du champ auto-cohérent (approxima-

tion de Flat'lree) créé par les autres charges ioniques et électroniques. Cette méthode est

communément appelée approximation de la phase aléatoire (RPA, random phase appro-

ximation). Selon la relation (3.54) et en utilisant la factorisation des éléments de matrice

(3.38), le facteur de forme écranté s'écrit

,  f k F

ro(q) : n J"
:-#{;.+'"lHl}

/  \  .BS (q)
wT\q): ----7\-

eo\e )
(3.68)

où es(r1) est définie à partir de l'équation (3.55) avec la fonction réponse de Lindhard.

Chaque io1 se voit entouré d'une accumulation de charges qui écrante le potentiel u.'Bs(q)

ressenti pa1 un électron. La dérivée d" Xo(q) possède une singularité en Q = 2lcr qui est

responsable des oscillations du potentiel effectif à longue distance appelées oscillations d,e

Friedel (voir paragraphe 3.5.2).

3.5 Perturbation au deuxième ordre : énergie totale

3.5.1 Evaluation de l 'énergie totale

Le ter.me d'énergie électronique au deuxième ordre de (3.17) est dépendant de I'ar-

rangement cles ions car les éléments de matrices contiennent explicitement le facteur de

structure S(q) (3.+6) I ce n'est pas le cas des deux premiers termes. Il semble alors naturel

de sépar.e1 tous les termes d'énergie suivant qu'ils dépendent ou non de Ia structure. En

général, la présence du terme d'hybridation pour les métaux de transition complique

nettemenr cette opération (Harisson [40], Moriarty [72]). Donc le fait d'avoir pu écrire Ie

terme cle couplage s-d comme un potentiel local n"tk) permet de faire la séparation de

ces deux contributions de façon simple, à I'instar des métaux normaux. Avant tout, il est

nécessair.e cle recenser des différentes contributions qui interviennent dans l'énergie totale

et qui proyiennent des interactions directes interioniques et de l'énergie électronique.
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fnteraction directe interionique

C'esb l'énergie par ion provenant de I'interaction directe coulombienne, V-; :

,  N-  
Z*2 1 

N , r  - 'z+2 N

8, , - :  t  \  =-=t"1 ' "= I  "*p l - iq . (R,-P.ù1.  
(3.69)udzr - 

2N ?*o lR, - P"pl 
- 

2N fu vq, o?o=,

Energie des électrons de conduction

L'énergie d'un électron, au deuxième ordre des perturbations, est donnée par (3.17).

Le modèle de potentiel utilisé (relation 3.44) inclut les effets des électrons d, la résonance

(3.32), le potentiel de Hartree et les effets d'échange et de corrélation. La relation (3.17)

80

devient alors

lç2 . , , , ,  ,  \ , ,  .  s- (È + qlwr(r) lk><klwr(r) le + 9>Eo : ++ <klW7(r)le> + >
o+7 TQ" - le + ql'?)

,  \ -  |  < lc + q lWr(r) lk t  l ' If 
kffi l

Pour connaître la contribution totale de ce terme, il faut prendre en compte tous les

électrols cle conduction et sommer sur tous les états possibles. L'énergie électronique

lolale petr iou es[ alors
r  ( t - 2

E"t  = 
, -  f  i i *  <klW"(r) lk>+ <klwBs(r) le>+ <klv11(r) lk>
' ,7 ,  1"

(3.70)

été ajoutées au

une fois de celui

(3 .71)

Dans cette expression, on a séparé le terme au premier ordre des perturbations en ses

différentes contributions (le terme d'échange et de correlation, le facteur de forme total

nu et le potentiel de Hartree).

Energie électron-électron

L'éuet'gie de Hartree et d'échange et de correlation, lorsqu'elles ont

potentiel tltBs(r) ont été comptées deux fois, une fois du côté des ions et

des électrons. Il convient alors de retirer une fois cette énergie :

î - v 
D ,* (n){ vn(q) + v,"(q)} .uee _ 

,N ,,*o
(3.72)
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Energie de la bande d

Dans la section 3.3, la présence de la bande d

dépendant uniquement du volume

Ea: -53.592;Q -

a donné naissance à un terme d'énergie

zï.,,3
n)  D t

^6

+ 136.82it'k. (3.73)

Apx ,1rra,tre contributions : ion-ion, électron-ion, électron-électron et l ténergie de

la bancle cl, il reste à ajouter l'énergie cinétique des ions qui a été ignorée en faisant

I'approxirnation adiabatique. Elle est calculée au moyen de la physique statistique classi-

que et l'énergie totale par ion se met sous la forme

E :TiBT * Ea* * E"t - 8". * Ea.

Cepenclant, cette décomposition pose des problèmes car certains termes pris séparément

divergelt. Dans le cas des métaux simples, Ashcroft et Stroud [7] ont montré comment

recombiper les termes infinis entre eux afin qu'ils se compensent. Pour les métaux de

transitiorr, l'énergie des électrons d vient s'ajouter simplement. Selon Ashcroft et Stroud,

l'énergie clu rnétal par ion se met sous une nouvelle forme :

n :l*"r I E"s * En -l Enr * Ea" -l Nu(q: 0, n) * Ea,,

dont on Va donner, à présent, la définition des différents termes.

Energie du gaz d'électrons

Les électrons de conduction constituent un gaz d'électrons presque libres dont l'énergie

est la sollme, sur tous les états occupés, de l'énergie cinétique et de l'énergie d'échange

et corrélation des électrons :

(3.74)

(3.75)

E"g:**!" 
{+. 

<klv".(r) lk '} .  (3.76)

Cette expression peut être calculée à I'aide de la formule de Nozières et Pines [77]

D -  z*  I2 '2r  -  0 '916 
+ 0.031tn(rs)  -  0 .11b)  (3 .77)bee 

T \  ,?  rs  " ' - - "  
)
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ou ,":(57''' (3.78)

r, comprise entre 2 et 6

métaux.

est le rayon de Ia sphère contenant un électron3. La valeur de

unités atomiques caractérise les fortes densités électroniques des

Energie de Hartree

Les cleux autres termes du premier ordre dans I'expression (3.71) forment ce que I'on

appelle l'énergie de Hartree.

1s ,
Eu :  

; ,  { . t ' lw" t ( " ) lk> *  <k lv11(r ) lk>}

Energie de Madelung

Exprimée dans I'espace de Fourier, cette énergie est exactement l'énergie directe in-

terionique Ea;,

k lkp

: ,.-4(."'(n) -W)

n lS4 t rZ*2  $^ - - - r : -Ev:ff i>#fr 
,à,exP[-is'(E 

- F.P)] '

Energie de s t ructure de bande

(3.7e)

(3.80)

La conbinaison du terme du deuxième ordre des perturbations de 8"1 (3.71) et du

terme 8"" (3.72) donne l'énergie de structure de bande

' t  (  l z L t - l t l ( / ^ ( - \ l l ' . ' 1 2  V  -  
' l

Eb":*  f  {sr lct+ql%(") |"> 
l '  -  v F",""(q){vn(q)+%.(c)} f  .  (3.81)

. .  t , < * ,  \ Lq+o  l ] r ' -  l k  +  q l ' ? )  2N  uo+o  ov \ r /  \  " \ ' /  '  
)

D'une par.t, les relations (3.48), (3.49) et (3.50) permettent d'écrire le second terme dans

le croclret de I'expression précédente en fonction de W7(q) qui peut être ensuite regroupé

l 'expressiondeE"o,consulterShimoji[93],AlonzoetMarch[3]
ou Nozières [76].
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avec le premier et d'autre part, la factorisation des éléments de matrices (3.46) et la

théorie de l'écrantage (3.68) conduisent à

(3.82)

où Xo(q) et eq(g) sont respectivement la fonction réponse de Lindhard (3.67) et la fonction

diélectl iclLre (3.55 ).

A ces cluatre termes d'énergie, il faut ajouter encore l'énergie des électrons d (3.73)

et un telrne Nr(q : 0, n) qui correspond aux composantes eL q : 0 des énergies de

Madelung et de structure de bande' La quantité Nu(q: 0'n) sera explicitée dans la

sect ion 3.5.3.

A pr'ésent, l'énergie totale peut être scindée en deux contributions, conformément à

Ia rcl irLi 'r i  çJ.l) :  l 'ule dépendant de la structure et I 'autre ne dépendant que du volume.

3.5.2 Energie dépendante de la structure

L'é1e1gie de structure de bande et l'énergie de Madelung contiennent explicitement

le facteul cle structure ; elles sont donc fonction de I'arrangement des ions. En se référant

à la définit ion de S(q) (3.+7), la relation (3.82) devient :

I  r  4 rZ*2  n  , ,  \  a \  ^ - - - r  : ^  tD  D  \ r  I 1 -4 rZ*2
Eb" : -'N 

L, -- rrv(q)
sTLo 

q" v oft=, 
o -q*o 'I- v

où fi,r(q) est une fonction appelée caractéristique énergie-nombre d''onde normalisée, qui

a pour expression :

Eb,:#,2s(q)1"'( ùr#'

Fv(q) :l#(#)]' r",'"{n)'' (' - #) (-à6) (3.84)

Le deuxième terme de (3.83) est indépendant de la structure et sera traité dans le para-

graphe suivant. La somme de l'énergie de Madelung (3.80) et du premier terme de (3.83)

représente l'énergie dépend,ant d'e la structure

Est, : #,nrD*#1r 
- rrv(e)) "*p l-iq' (R. - Rp)l' (3.85)
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on consta,te que 8"1" peut se réécrire en fonction du potentiel effectif interionique u(P,..-

RB;n), clui est la transformée de Fourier de u(q;n) et qui sera examiné dans la sec-

tion 3.5.4. Ainsi, l'énergie dépendant de la structure se met sous la forme

Si l ton pose, dans 8"1r,  
À*v*2

u(q;n): 
f t l  

-  Frs(q)),

r N
Eu,:h 

D."@"-RBin),
d T l J = L

qui collespond exactement au deuxième terme de (3.1).

(3.86)

(3.87)

3.5.3 Energie indépendante de la structure

Il leste à regrouper les termes E.s, Es,, Nu(q : 0, n), Ea et le second terme de la

relation (3.83) provenant de I'énergie de structure de bande pour former

z*2 f *  -
u(n) :  E"n  *  Ea - t  N" (q :0 ,n)  - ;  

J "  
Fp(q)dq*  Ea.

L'énergie de Hartree s'écrit

En :liq { z**"'(q) -y## : z- n""(o) + zoz.'{n7, (3.8e)
n*oL  \ r /  q "  V )

où flBs(O) est la limite en zéro du terme d'hybridation donné par le premier terme de la

relation (3.39) et a pour expression

s",(o) : +o{o'{r",+ L6B2. ilt f*l ' * rr(+) + 18 - rt (É)] }
(3.e0)

Le terme Nu(rl: 0;n) est la limite en zéro de 8"1,,, qui n'a pas encore été pris en compte,

c'est-à-di le :

Nu(q- 0;n) : -*ui' m{ffo- F"(q))} (3.er)

Pour calculer cette limite, il faut considérer le développement limité au deuxième ordre

des fonctions contenues dans FN(q) et, plus particulièrement, de la fonction diélectrique

(3.88)



3.5. Pet'turbation au deuxième ordre : énergie totale 85

es(q) et . lc la susceptibi l i té Xo(q)

'-#='-#
et

1  %( r , )q2
T-u i1r -  k î '

dont la clifférence est le module de compression du gaz d'élect'rons libres [53] :

B"s:#{#-ry}
lo(r") est cléfinie dans [54] pour Gru(q), et son équivalent pour G"(q) dans [96] .

Nu(q: 0;n) :  -Z* HBt(o) -  znz. '{n? + B,n.

Si I'on pose maintenant

ôo : o; p) : _+ Io* ,*rn on,

le terme clépendant du volume, s'écrit finalement :

par une intégration, c'est-à-dire,

#loo:#lo*n'an,

(3.e2)

(3.e3)

(3.e4)

Ainsia

(3.e5)

(3.e6)

(3.e8)

F*(q)" 'n? 'dq.
qr

queN-1=N.

(3.ee)

U(n) : E"g * B"s * ô(, : 0; p) * Ea, (3.e7)

qui a exactement la même expression que pour les métaux simples lorsque le terme Ea est

retiré. Dans le chapitre 4, l'importance relative des différents termes sera examinée.

3.5.4 Potentiel effectif interionique

En rernplaçant la sommation sur q

t
q#o

le poteltiel effectif interionique, présent dans (3.87), q.ti est défini par la transformée de

Fouriel cle u(q;n), s'écrit  explicitement:

Z*2 ZZ*2 f -
u(r in) : ; -  

"  J"
4 Le {hit que N soit très grand a permis de considérer
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Figure 3.3: Potentiel effectif du fer calculé avec le pseudopotentiel de Bretonnet-Silbert.

u^"(r) correspond au modèle AS, u"-a(r) représente I'effet des électrons d et du couplage

s-d et u(r) le potentiel effectif interionique total.

L'interaction indirecte, représentée par le deuxième terme, modifie le comportement cou-

lombien dilect entre deux ions. Cette modification vient de la théorie des perturbations

au second ordre qui est employée pour calculer la caractéristique énergie-nombre d'onde

normalisée. La fonction diélectrique, contenue explicitement dans Fly(q), rend le potentiel

effectif foltement dépendant de Ia densité électronique. On peut se reporter pour plus

de détails au travail de Hafner et Heine [37], qui ont calculé la variation de u(r;n) en

fonction de r" avec le pseudopotentiel local d'Ashcroft.

Pour les métaux de transition, I'interaction électron-ion a été modélisée par le pseu-

dopotentiel BS. Le facteur de forme qui entre dans le potentiel effectif, via ,F;y(g), a été

mis sous la forme d'une somme de deux termes : un terme de couplage s-d et le facteur

de forme d'Ashcroft (relation (3.41)). Il est alors possible de voir I'influence des électrons

d en écrivant :

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

I

\
II
I

u( r ) :u^ " ( r ) *u , -a (3 .100)
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où z-"(r) est le potentiel calculé avecutAS(q) qui est typique de celui d'un métal simple

et u"-,1(r),le terme contenant le couplage. On a représenté sur la figure 3.3, le potentiel

effectif du fer calculé en utilisant les mêmes paramètres .R", a eI Z* que dans le chapitre 4

(R" : I ,425 u.a., d : 0,33 u.a. et Z* : 1,4) et Ia correction de champ local de

Ichimaltr et Utsumi [54]. Le potentiel u*"(r) est répulsif à courte distance tandis que

us-d(r')csL attlactif dans la même région. Ce dernier a pour unique effet de décaler z(r)

vers les petites valeurs de r, la profondeur du puits de potentiel restant pratiquement

inchangée. L'amplitude des oscillations, ainsi déphasées, ne change pas beaucoup non

plus. Finalement u(r), qui est un peu plus raide à petite distance, garde, pour ces valeurs

de pararrètres, la forme d'un potentiel de métal simple. Bretonnet et Silbert préconisent,

pour pr'éselver cette forme de potentiel, d'utiliser des paramètres ,R" et o qui satisfont à

R.
4  <  - :  <  5 .  (3 .101 )

Ils ont courparé les résultats de leur modèle à ceux d'autres auteurs (Finnis et Sinclair [31],

Wills et I-Iarrison [110] et Moriarty 174l). Comme I'a montré Harrison, il serait possible

de reproduire le décalage du potentiel effectif interionique vers les petites valeurs de r en

augmentant la valeur de .R" du pseudopotentiel d'Ashcroft. Mais dans ce cas, le puits

de poteniiel deviendrait trop profond ne permettant pas d'obtenir une forme correcte du

facteur cle str-ucture.

La lblrne générale d'un potentiel métallique, illustrée par la figure 3.3, n'est pas très

différente de celle du potentiel de Lennard-Jones. Bn effet, ils possèdent tous deux une

partie fbltement répulsive à courte distance et une partie faiblement attractive à longue

distance. Leurs différences essentielles se trouvent, d'une part, sur la partie répulsive qui

est plus molle dans le cas des métaux que dans les gaz rares, ce qui est dû au caractère

coulornbien des forces de répulsion entre ions I dans le cas des liquides isolants, ce sont

les couchcs électroniques fermées entres atomes voisins qui se repoussent et rendent le

potentiel plus dur à courte distance : d'autre part, sur la partie a longue distance, le

potentiel cle LJ est purement attractif (forces de van der Waals proportionnelles 
" "-u),

alors que clans le cas des métaux, le potentiel présente des oscillations de Friedel qui

s'amortissent en r-3 [39].

Conrrne pour le potentiel de paire, il est intéressant de voir comment varient les

diverses cornposantes de w(q) et de F1y(q) pour les métaux de transition. Tout d'abord,
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Figure 3.4: Facteur de forme du fer (a) nu, (b) écranté. Les calculs ont été effectués avec

le modèle de Bretonnet-Silbert [21] pour R" : l'425 u'a'' o - 0'33 u'a' et Z* : l'4' Le

facteur de lbrme total (-) est décomposé en deux contributions : le facteur de forme

d'Ashcroft (- - -) et le terme de couplage s-d ('").

sur la figure 3.4, on voit le comportement des différentes contributions du facteur de forme

pour Ie fer. On notera que la limite en Q :0 du facteur de forme écranté est 2Ep 13. Puis,

la figure 3.5 montre la fonction Fly(q) pour le fer. Alors que Fiv(q) sans I/Bs(g) oscille,

celle qui contient n"tk) n'oscille plus. C'est ce que I'on peut aussi observer sur la

fonction Frv(q) obtenue par Moriafty l72l pour les métaux nobles. Le cas du fer n'est pas

particulier et on peut retrouver le même comportement sur les autres éléments de la série

3d des métaux de transition que nous avons étudiés.
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Figure 3.5: Fonction caractéristique énergie-nombre d'onde normalisée Frv(q) du fer

(-) obtenue avec le modèle de Bretonnet-Silbert [21] pour R. : I.425 u.a., o : 0'33

u.a. et Z* :1.4. Blle est comparée à la fonctio" fir(q) du modèle d'Ashcroft (- --) pour

R":  I .425 u.a.  e t  Z*  :  I .4 .

3.6 Thermodynamique des métaux liquides

3.6.1 Energie totale

Dans la section précédente, une expression de l'énergie totale par ion a été obtenue

pour les métaux de transition et a pu être mise sous la forme (3.1). L'énergie dépendant

de la structure, exprimée habituellement comme une somme de potentiels de paire, peut

s'écrire à présent en fonction de g(r;p), comme le terme d'énergie d'excès de (1.29) des

liquides simples,

Cette relation est générale et peut être appliquée à tous les métaux une fois que le potentiel

de paire et l'énergie U(n) aient été déterminés. Le terme U(n) prépondérant dans l'énergie

totale, se décompose en deux contributions

Ë 
= f,n"r + u @) + 2n p 

I "n, ùg(,; p)r2 dr . (3.102)

(3.103)

x30  |  x2000

U(n)-Uo(n)+Ea
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où Ea est l'énergie des états occupés de la bande d (3.73). La plus grande partie deUs(n)

provient de I'intégrale de fiv(q) contenue dans /(r - 0, p). Les métaux de transition sont

décrits par un facteur de forme qui contient le couplage s-d. Donc, Uo(") contient, lui

aussi, des effets provenant des électrons d. Pour les métaux simples, il sufÊra simplement

d'ignorer Ea dans U(n) eI d'utiliser un facteur de forme adapté.

3.6.2 Pression du viriel

Dans le chapitre 1, I'expression de la pression du viriel est donnée par la relation

(1.32), exprimée dans I'ensemble grand-canonique. Dans le cas des métaux, l'énergie

potentielle d'interaction à prendre en compte est

1 N

Uiu('N; n) : NU(") + i D "(&t;ù.- il j=r

*:#(*)^-i(#).

p = pksr + p,ry -2op, 
| {;ry 

-"u"Eu:")}rt", p)r2dr.

(3.104)

La dépendance en densité de U1y(rN;n) oblige, dans I'expression de la pression (1.32)' à

effectuer sa dérivation par rapport au volume de la façon suivante :

(3.105)

La pression du viriel, obtenue par Ascarelli et Harrison [6], s'écrit, en introduisant (3.104)

dans (1.32)

En utilisant les notations de Hasegawa et Watabe [43], I'expression précédente se réduit

à :

(3.107)

(3.106)

(3.108)
avec

P -- pkBT * Po * P;-; * Pa,

n ïUs(n)
ro :  pnT .

Le troisième terme de (3.107) est la pression dépendant de la structure ionique qui se

décompose en deux parties

P!-;:-'+ Irys@;P)rsdr (3.10e)
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et

P:'-i - rû 
I Wt(r; p)r2dr,

et finalement

o. - Pr ?Eal,  a: T 61,=o,
ce dernier terme étant la pression provenant des électrons

identique par Bretonnet et Dérouiche [19]. La dérivation

distance entre plus proches voisins D, s'écrit alors

,o: t{ ;Eu*88"}

où .Bo et E" sont les deux termes constituant 86.

(3 .11  1 )

d qui a été obtenue de façon

de Ea,, qui est évaluée à la

(3 .110)

(3 .112)

3.6.3 Compressibilité isotherme

La compressibilité isotherme, qui a été définie par la relation (1.35), est reliée à la

limite du facteur de structure en zéro .9(0) par l'équation de compressibilité (1.40). Elle

peut être comparée à la compressibilité obtenue par la dérivation de la pression du viriel

par rapport à la densité : c'est la relation (1.41) pour les liquides neutres. Pour les métaux,

la relation (1.32) de la pression doit être remplacée par celle d'Ascarelli et Harrison (3.106).

Ainsi, la relation à employer pour calculer la compressibilité des métaux de transition est

et

r  aPl ^a
.Br = 

S('ji 
_ P6lr-- Pû{pknT * Po * Pi-; * Pa}

:  1 *Bo lB ; - ; *Ba

Bo_2gpo+ptry,

no:ffe, *Yt.

B;-i : ,lrt-, 1 39 P" ,-; t Br * Bz * Bt * Bq,

Br: -2nU, 
l r2s(r;A!ffiar,

(3 .113)

(3 .114)

(3 .115)

(3 .116)

(3 .1  17)
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et

Bz =2tr0p I ,'nV, ùfffiar,,

Bz: -2trV 
I 

,'osgiP)îWor,

Ba-2ogp'l-ryrffio,.

(3 .118)

(3.1 1e)

(3.120)

(3.121)

Dans ces expressions, toutes les densités électroniques n ont été exprimées en fonction de

la densité ionique p en faisant les changements de variables Z* p: n où Z* est la valence.

Il vient alors la relation
ôa

n 7 :  p 7 .
on op

L'expression (3.113) peut ainsi être directement comparée à S(0), la limite du facteur

de structure en Q : 0, ce qui est nécessaire pour appliquer la condition I'auto-cohérence

thermodynamique. Si la dépendance en densité du potentiel de paire et le terme d'énergie

ne dépendant que du volume sont négligés dans (3.113), on retrouve I'expression de la

compressibilité isotherme (1.41), employée pour les liquides isolants.



Chapitre 4

THERMODYNAMIQUE ET
STRUCTURE DES METAUX

4.L Introduction

Dans le chapitre 2, les équations intégrales ont été employées pour calculer les pro-

priétés thermodynamiques et la structure des liquides dont les interactions sont modélisées

par le potentiel de Lennard-Jones. Les interactions dans les métaux sont décrites par un

potentiel de paire calculé à I'aide de la théorie des pseudopotentiels. Ce potentiel de paire

a la particularité de posséder des oscillations à longue distance, qui sont dues à la présence

du gaz d'électrons libres.

Dans la section 4.2, on verra que la forme générale du facteur de structure est es-

sentiellement déterminée par la partie répulsive du potentiel de paire. Le fait d'ajouter

les oscillations de Friedel pour calculer S(g), améliore les résultats et rend compte de

certaines particularités de la courbe de S (q) . Parmi celles-ci, la limite en zéro du facteur

de structure, ,S(0), est la caractéristique la plus sensible au gaz d'électrons. Dans la sec-

tion 4.3, on montrera que lorsque le métal est en expansion et approche le point critique

le long de la courbe de coexistence liquide-gaz,le comportement du gaz d'électrons libres

se modifie considérablement. Ainsi, I'allure de la courbe du facteur de structure près du

point critique, là où la transition métal-isolant a lieu, peut donner des informations sur la

présence ou I'absence des oscillations du potentiel de paire et aussi sur la limite de validité

93
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de la théorie des électrons presque libres.

En tout état de cause, il s'avère que la connaissance du potentiel oscillant sur une

longue portée est primordiale quand il s'agit de décrire la structure des métaux alcalins

et des métaux de transition, au moyen des équations intégrales, en même temps que

leurs grandeurs thermodynamiques. Peu de travaux 124, 80, 64, 45) ont été consacrés

jusqu'à présent à l'étude des métaux à I'aide des équations intégrales de mélanges ; la

plupart d'entre eux étant surtout destinés à la détermination de la structure. Ceci est

principalement dri au fait qu'à I'incohérence thermodynamique, dont il a été question

au chapitre 2, vient s'ajouter une incohérence électronique mentionnée par Brovman et

Kagan [22] (BK). La description des interactions dans les métaux en termes de potentiels

de paire, à partir du développement en perturbation au deuxième ordre, en est I'origine

et les grandeurs thermodynamiques qui en découlent sont incorrectes, même lorsque la

fonction de distribution radiale expérimentale est employée. Ceci a des conséquences

néfastes sur I'autocohérence thermodynamique des équations intégrales de mélanges.

Pour éliminer I'incohérence électronique, il faudrait, en toute rigueur, considérer des

termes d'interaction à trois corps, voire plus. Toutefois, l'écriture de l'énergie totale sous

la lbrme (3.1), ob[enue dans le chapitre précédent, ne le permet pas. Mais, en se basant

sur le fait que la pression du viriel est incorrectement décrite à partir de (3.1), il est

possible de corriger I'expression de la compressibilité pour réduire l'effet de I'incohérence

électronique.

L'influence du potentiel effectif interionique sur le facteur de structure et la fonction

de distribution radiale de Na et Li, est examinée au voisinage du point de fusion dans la

section 4.2, puis pour Rb et Cs au voisinage du point critique, dans la section 4.3. Une

description plus détaillée de la structure et des grandeurs thermodynamiques, à I'aide de

l'équation intégrale de mélange HMSA, sera entreprise dans la section 4.4 pour les métaux

alcalins, et dans la section 4.5 pour les métaux de transition.
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4.2 fnfluence du potentiel effectif sur la structure
de Na et Lr

Orginal Pupers
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Structure Factor of Liquid Alkali Metals
by the Integral Equation Theory

By

N. Jexse and J. L.  BneroNNct

Thc pli l  corrclation firnction .q(r) lnd thc struclurc firctor S(q) of l icluid alkali rnctals arc cil lculatcd
usirrg an irrtcgral cquation devclopcd by Maddcn and Ricc, which is bascd on the soft corc mcan
spherical approxinration. It is found that this closure rclation is particularly wcll adaptcd to thc
rrcarnrcnt of thc Fricdcl oscil lations of the pair potential, which are seen to be most influential in
derelrnining rhe peculiarit ies of S(q). A good agreement is obtained with experirnental data for Na
and L i .

l .  In t roduct ion

Or,er the past ten years. uruch efforts have been devoted to the calculation of the structure
factor of l iquid nretals in terms of the effective pair potential. In particular, it is well known

that various parts of the potential have very different effects on the structure factor S(q).

Thgs. the rnain features of S(q) are determined by the short-range repulsive itrteraction,

ç,hile the lopg-range oscil latory part of the pair potential should rather play a major role

lef r  to  the rnain peak of  S(q)  [ l  to  3] .  Most  of  the calculat ions nrake use of  the thermodynamic

perturSat iou thcoly rv i th  thc deconrposi t ion of the potent ia l  in to the repuls ive Part  at  shor t

distances apd the Friedel oscil lations at intermediate and long separations [4 to 6]. However,

rhe integral equation theory has also turned out to be very successful in describing the

structure factor of l iquid metals [7 to 9].

The purpose of this paper is to examine the possibil i ty to separate the structural effects

attributable to the repulsive part of the effective pair potential from those attributable to

other features in the potential. For doing this we use the soft-core mean-spherical

approximation (SMSA) integral equation [0]. This approximation, which seems to combine

rhe uirtues of the Percus-Yevick (PY) and the hyper-netted chain (HNC) theories, can be

employed to trear the continuous potentials with the accuracy of the perturbation theory.

As rve are concerned with l iquid metals, we have investigated the ionic structure of Na

ald Li. trvo good prototypes of alkali nretals, in which the electron-ion interaction is well

described by the pseudopotential theory. We now proceed to demonstrate that the use of

rhe SMSA, in conjulction rvith the pseudopotential formalism, gives information about the

fearures of the tail of the potential and produces a substantial improvement of the structure

factor over the PY and the HNC results.

' l  F -57070 Mctz  Côdcx  l ,  F rancc .



4.2. Influence du potentiel effectiÎ sur Ia structure de Na et Li 96

300 N. JersE and J. L. BneroNxrr

2. Nlethod of Calculation

Follos,ing the standard procedure, the effective pair potential is given in the pseudopotentiat
theorv bv

u(ù : Z"' . # [^, *r,o(sl, t# -'] (-|"),*p(; 1.7),',
*'here Z is the valence, rlo(r1) the unscreened form factor, and e(q) the Hartree dielectric
funct ion.  In  ( l ) .  G(q)  is  the local - l ie ld correct ion,  proposed by lch imaru and Utsumi I l l ] ,
u'hich represenrs an optimum compromise between accuracy and simplicity. While the

empr),-core nrodel potential [2] has been shown to be successful for Na, it seems unsuitable

for compuring structural properties of Li due to the deficiency of the model into the core.

For Li. we use the Hoshino and Young [3]model potential, modil ied by Das and Joarder

[la] in order ro rectify sonre of the shortcomings of the original model. With these

nrodificatior:, the unscreened form factor, for Li, is written explicit ly as

l4nzez\f . 32aa 2lfq' tt , rr 'o({)  -  -  
l ; ) l t  

-  
f f i*  + dff i (r  

+ Dexp(- ' rq2))
[]q' =.=-1. e)-4 ' î t@J

This pseudopotential incorporates features normally associated with the non-locality

without possessing its drawbacks. Some of the constants are obtained as described by

Hoshino and Young - as well as by Das and Joarder - (loc. cit.), namely, 7 : (6lnz)Lt3 u

a r rd  ; '  =  2z l3  w i t h  a  : 2 .69  a t .  un i t s - ' ,  D  :0 .317 ,7 :  0 .3546  a t .  un i t s -2 ,  and  B  :25 '6 '

The free parameter ro is available for litting purposes.

To examine which parts of the pair potential are most influential in determining the

structure factor S(q), a convenient separation is that of Weeks et al. [15]

u ( d )  i f  r 1 d ,

u(r )  i f  |  )  d ,  
(3)ru,  (r)  -

r r ( r )  - u ( d )  i f  r 1 d ,

o  i l  r > t l ,  
u z ( r ) =

rvhere r/ specifies the position of the principal minimum. ln integral equation theory, the

direct correlation function c0J is defined in terms of the total correlation function

/r(r.) (= g(r.) - l) and (he number density 4 by means of the Ornstein'Zernike equation

lr(r) = all; + g J,'1r'1 c(lr - r' l) dr' (4)

rvith the tracrable closure relation of sMSA developed by Madden and Rice [10],

g ( r )  =exp[ - f r , , ( r ) ]x [h ( r )  +  I  -c ( r )  - l ]uz? \ \ '  (5 )

rvhich is similar to the PY approximation when u2(r) is very weak. we have solved the

SMSA equation using the fasiand accurate Newton-Raphson algorithm, adapted by Labik

et al. [16], for solving the integral equations'

3. Results and Discussion

we now turn to the results of our calculations. In Fig. la and 2a,.we show the effective

p"i, potrntiot, ,(r) anJitre pair correlation functions g(r), for Na and Li, respectively. Note
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that our calculations are performed with only one disposable parameter for each element,
namely R" for Na and ro for Li, determined from experiments. In order to see the role of
the osci l larory par t  of  the potent ia l  we have carr ied out  the calculat ions wi th the fu l l  pa i r

porenr ia l  r r ( r . ) .  o1 oue hand,  and wi th u, ( r )  only  according to the prescr ipt ion of  (3) ,  on the

other hand. Ir is found that the height of the first peak of g(r) is adjusted with the value

o fR"  -  l . 705a t .un i t s , f o rNa ,and , ' o :0 .45a t .un i t s , f o rL i ' Theabsenceo fu r ( r ) con t r i bu tes
to slightly decay the oscil lations of g(r) and to shift the curve towards small distances but

does nor affect the height of the first peak. For both Na and Li, the agreement of g(r) with

experiment is quite good when the full pair potential is used.

In Fig. I b and 2b, we can also see that the structure factors calculated with the full

potential are very close to the experimental results. For the elements under study, the

absence of rrs(r) reduces substantially the magnitude of the main peak of S(q) without

chapgip_e its location while, in contrast to what happens for g(r), the rest of the curve is

slightly spr.cld ar.ound the positiou of thc nrain pcak. We cotrclude that, at least in the case

of Na and Li. t lre oscil latory palt of the potential bccomes important not only for small

values of q but also beyond tlre nrain peak of S(q). While for Na the effect of incorporating

the Friedel oscil lations does not seenr sufficient to reproduce correctly all the peaks of S(q)'

for Li. u,ith the exception of the first minimum, the agreement between the calculated and

experinrental srl 'ucture factors is excellent. We also used the standard PY and HNC

approxiprarions for describing the structure of Na and Li. The PY results are not shown

i,i f is. lb ald 2b because thày coincide with those of SMSA obtained without the tail of

rr(r). it is interesting to remark that, for Na, the HNC results l ie between the SMSA and

py resulrs rvhcreas. for Li, the PY lesults are closer to those of SMSA than those of HNC

exact l l '  as for  the Lennard-Jones potent ia l  [17] '
Because the prediction ofa good structure factor in the entire r1-space shows the correctness

of the pair potential, let us now focus on the long-wavelength behavio.ur of S(q)' In accordance

rvith tire results obtained by the blip function expansiou in conjunction with the approxima-

r ion of  Jacobs and Andersen [18] , ihe sMSA scheme predicts  that  s(q)should be a s lowly

iucreasing furrction of q. for irnott q. However, it has been stressed by Mc Laughlin and

young [+] tSat Friedel oscil lations have an important effect on the isothermal compressibil i ty

una. t,.n... on S(0). They tried to account for the observed variation of S(0) using a

perrur.bation theory based trr a hard-sphere reference system with the long-rangcd oscil latory

iurer.acrio' that is treared by rhe nrean density approximation 09]' Their results indicate

tlri l t thc contr.ibution of t lrc intcraction at long scpilration produccs an increase of S(0)'

jusr  rvhat  rve observe wi th t l re  sMSA. For  Na,  s(0)  :0 .028 wi th the repuls ive par t ,  u t ( r ) '

of the pair porenrial and 0.039 with the full pair potential u(r), whereas for Li the difference

i, t ' .r i rn]ojl r it ' , .. s(0) : 0'023 with u,(r ').and 0'026 with u(r)' ln the case of Na' it is seen

thar rhe disagreerne.i br,*..n the caiculated value of S(0) and the experimental value

(sc*r,(0) = 0.026) is signil icant, which is of course due to the fact that the pair potential, via

the empry_cor. *oa.t-foi.n,iol, i, only.moderately accurate. ln co-n-trast, for Li the sMSA

procedr,rre compares u'ery fauoiaUly with experiment (Scte(g) : 0'026)' ln this regard' it

seems fair to meutio' thut rr,. roo.t potenti; l developed for Li has good features for the

l iquid st ructure.
Ir.r sr.rnrnrary. rve have showtr that the SMSA scheme is adequate to investigate the effect

o f t l r e F r i e d e l o s c i l l a t i o n s o f t h e p a i r p o t e r r t i a l o n g ( r . ) a n d S ( q ) a n d i t s u s e l e a d s t o a
substautial in.,prourn.,.nt over the ordinary PY and HNc approximations. our results

reproducc 'cry rvcll ;;; 'p;i;;";,clution furrctiorr *s well its some relevant details o[thc
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structure factor, however, further improvement will require a more sophisticated model
based on sounder physical principles than those used for constructing local pseudo-
potent ials.
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Integral equation study of the structure of expanded liquid
rubidium and caesium

N. Jakse and J.L. Bretonnet
Laboraroire de Physique des Liquides et des Interfacu, Institut de Physique, Uniuersité de Metz, 57070 Metz cédes, France

The structure factors of liquid Rb and Cs are calculated along the liquid-vapour coexistence cuwe from the triple point to

rhe critical point. The calculations are performed within the soft-core mcan spherical approximation and using an effective

pair potential derived from pseudopotential theory. The results are in reasonable agrecment with experiments. In particular'

ihey'give useful information about the limitation of the pseudopotential theory when the metal-non-metal transition is

approached.

1. Introduction

For liquid Rb and Cs, it is now firmly estab'
lished that a metal-non-metal (M'NM) transi-
tion occurs close to the liquid-gas critical point'

Experimental neutron scattering data were re'
ported for several thermodynamic states along

the saturated vapour-pressure cuwe of liquid Rb

[1] and Cs [2]. At the same time, theoretical

analyses of the structure factor, mainly for Rb,

have been carried out (i) by simulation [3,4], (ii)

by thermodynamic perturbation theory [5,6], and
(iii) by integral equation theory [7,8]' The approx'

imations employed in refs. [7,8] belong to a class

of integral equations which makes use of the

universality of the bridge function. Gonzalez et

al. [7] have used the variational modified hyper'

netted chain (VMHNC) approximation for Rb

and Matsuda et al. [8] have used a new scheme

for the modified hypernetted chain approxima'

tion for Rb and Cs. On the whole, the calcula'

tions reproduce the strong increase of small'angle

scattering with temperature, but the increase is

restricted to a temperature range below I nar-

rower than that observed.

Conespondenceto: Dr J.L Bretonnet, Laboratoire de Physique

àes Liquides et des Interfaces, Institut de Phvsicue' Univer'

ii,é dr'Mr,r, 57070 Metz cédex, France' Tel: +33 87 20 3l

87. Telefax: +33 8? 20 33 ?9. Please complete

t o u n N A L o f

lt0l{-cRTsTfltill|l s0l,lDs

In this paper, we present the results of calcula'
tions of S(s) for expanded liquid Rb and Cs
along the saturated vapour-pressure cuwe using
the soft-core mean spherical approximation
(SMSÆ integral equation, developed by Madden
and Rice [9], in combination with the new local
empty-core pseudopotent ial  proposed by
Hasegawa et al. [10]. The SMSA has been shown
to take proper account of the repulsive and the

long-ranged oscillatory parts of the pair potential.

Our calculations show that the structure factor
exhibits an increase for small values of q, even
before the occurrence of the M-NM transition, if
the effective pair potential is cut off at an ade'
quate distance. Thus, when comparing our results
with experiments, the details of the structure
factor can shed light on the nature of the effec'

tive interionic pair potential at the metal-non'
metal transition.

2. Theory

In integral equation theory, the direct correla'

tion function, c(r), is defined in terms of the total

correlation function, h(r\ (- g(r) - 1), by means

of the Ornstein-Zernike (OZ) equation

h(r )  :c ( r )  +  e  I  c f t  -  r ' l )h( r ' )  dr '

oo22-30g3/g3/$06'00@1993-ElsevierSciencePublishersB'v.Al lr ightsreserved

,  ( 1 )
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where p is the number density. However, the OZ

equation must be solved in conjunction with a

clàsure relation. In the case of the SMSA [9], the

closure is given bY

g ( r ) : e x p [ - P u , ( r ) ] [ l ( ' l  +  I  - c ( r )

experimental one at the melting temperature:
a : 21, b : L.4 â.u. - l, R. : 2.83 a.u., for Rb, and

a :22, b : 1.2 â.u. - l, R" : 3.18 a.u., for Cs.
The solution of the SMSA equation has been

performed using a method developed by Labik et

àt. [tgl, which combines the traditional iterative
scheme and the Newton-Raphson technique for

solving the non-linear integral equations.

3. Results

In figs. 1 and 2 we compare our results of S(q)

with experiments on expanded liquid Rb and Cs,

respectively, for four thermodynamic states cover'

ing the range between the triple point and the

cri-tical point. ttre full curves of S(S) are ob-

tained with the total pair potential n(r) calcu'

lated using the new pseudopotential given by eq'

(3), and the dashed curves are obtained with the

rttotçt.ngt part of a(r) only, ignoring the long-

iung" t"ifUtvond the second zero' At the melting

temlerature, the absence of the long'range part

oi r(t) slighily increases S(s) in the low-q region

and-decreâses S(s) around the first minimum'

Fig. l. Structure factor. of exoanded liquid Rb for diffcrcnt

tempcraturcs and densitres' obtained with thc total

;d::::;b;;tieà wittr z(r) truncated at r1i o' experimen'
' 

tal results'

-  Bur ( r )1 . (2)

When a(r) is divided into a repulsive short-range
part, u,(r), and a weak long-range oscillatory tail '

ir{r1, à""ording to the prescription of Weeks et

ai. [tt], this approximation is very convenlent to

examine which part of the pair potential, u(r), is

most influential in determining the structure fac-

tor, S(q). The liquid'metal effective pair poten-

tiaiis Ultieved to be fundamentally different from

that in non-conducting materials'
In the following, we use the new empry-core

pr"udopo,"ntial oiHasegawa et al' [10], including

ih" .or"-uulence exchange and correlation po'

tential, which has a non-negligible effect. for the

tr".ù uU.ufi metals such as Rb and Cs' Thus' the

form factor * is given bY

4rze2 t  aqz
wo(s)  :  -V cos(qR") l l *  6

exnl -an";l, 1r1
" ( r * l ,un(nR") )

where a and b must be determined on the basis

oi-irt. ro.ur densiry functional approximation' and

R^- l; ; adjustàble parameter' The .electron
r.Lr"i"t 

"ir*s 
are intluded by using- the local-

iirro l"tË,i"n of Ichimaru and Utsumi [12]' which

;;;-;ù satisfies the self'consistenry conditions

;;; ;Ë can be used for a wide range of liquid-

metal densities."- 
ft t effective pair potential depends on the

nurnù., density through the density dependence

of the dielectric scrJening function' while the

pr.uàtpo,.ntial paramet"" utt independent of

it. a"ntiry and temperature' The parameters 4

ani il;;; been takln from Hasegawa et u1' [101

il i";"; LL"n d.t",*ined so that the position

"i1rt. 
main peak of S(s) coincides with the

* The term b/q belore tan(gRc) has been omitted in the

papet of Hasegawa et al' [10]'

t{oo ,/ 0.9?

q /  
" 'u. ' t
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v
@

q / a.u. '

Fig. 2. Structure factor of expanded liquid Cs for different

temperatures and densities. The key is as for fig. l.

Nevertheless, if at higher temperature and lower
densities the effect of the Friedel oscillations is
considered, the small-q behaviour of S(s) is

strongly modified and the long'wavelength den'
sity fluctuations are no longer reproduced by the

model.

Fig. 4. Structure factor S(s) of expanded liquid Rb at 0.64
g7cm3. The curves of S(c) correspond to the total u(r)
(-)r to u(r) truncated at rq (-----),  at 11 (. . . . . .)  and

at 12 (-. -. -), respectively.

In order to investigate the role of the long'
range oscillatory part of the pair potential on the
structure of expanded liquid metals, we have per-
formed calculations with u(r) truncated at vari-
ous distances. The results of g(r) and S(q) are
illustrated for Rb, at T - 1900 K and d : 0.64
g/cmt, in figs. 3 and 4, respectively. The princi'
pal differences appear in the first peak of g(r)

ànd in the low-q region of S(s), when u(r) is
truncated at positions corresponding to the first
minimum and to the second zero of l(r). If the
Iong-range oscillatory part is truncated at succes-
sive nodes, no drastic change compared with the

results obtained with the full pair potential is

seen in either g(r) or S(s).

4. Discussion

It clearly appears from figs. t and 2 that the

differences between the two sets of curves - with

and without the Friedel oscillations - start to be

significant somewhere about 1600 K for Rb and

tiOO f for Cs, and increase as I increases along

the saturated vapour-pressure curve. At ordinary

metallic densities, i.e., r, ( 6.5 a.u. coinciding with

;';ô.85 
-s/" 

t for nu and d > 1.20 g/cm3 for

Cs, the results of S(s) are in better agreement

*iitt 
"*ptti.ents 

if thL long-range part of u(r) is

consideied. Beyond this limit, i'e', at larger r.'

1 5 l

0 .012

o'

I  0.006

0.004

0.000

-0.004

-0.008

Fig. 3. Effective pair potential, u(r), and pair correlation

eui.,ion, g(r), of expanded liquid Rb at.0'64 g,/cm3' The

."."t oi i(r) .orr.rpond to the total 4(r) (-) to u(r)

; ; ; ;ùï 's t-----) and at ' r  (""") '  Thcre is no

differencc betwlen the curve obtaineâ with the total u(r) and

that obtained bY truncation at 12'

T(K)  /  d (g .cm-s

tr23 / t.33

1373 / L.zL

rE73 / 0.S6
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effective pair potential is truncated when the
metal-non-metal transition takes place. How'
ever, to account for the experimental results care-
fully, it might be useful to know the effective pair
potential as a more accurate function of the den-
sity varying widely from metallic to non-metallic
states.

References

[l] G. Franz, W, Freyland, W' Glâzer, F. Hensel and E.
Schneider, J. Phys. (Paris) 4l (1980) C8'194.

[2] R. Winter, F. Hensel, T. Bodensteiner and W. Glâser,
Ber. Bunsenges. Phys. Chem.9l (1987) 1327.

t3l R.D. Mountain, J. Phys. F 8 (1978) 1637'
[4] M. Tanaka, J. Phys. F 10 (1980) 2581.
[5] I.L Mclaughtin and W.H' Young, J. Phvs. Fl4 (1984) l'

t6l G. Kahl and J. Hafner, Phvs' Rev' Æ9 (1984) 3310'
t7l D.J. Gonzalez, D.A. Ng and M. Silbert, J. Non'Cryst'

Solids lt7&118 (1990) 469.
[8] N. Matsuda, H. Morl, IC Hoshino and M' Watabe, J'

Phys. Condens. Matter 3 (1991) 827.
t91 w.b. Madden and S.A. Ricc, J. Chem' Phvs' ?2 (1980)

4208.
tl0l M. Hasegawa, K Hoshino, M' Watabe and W'H' Young'

J. Non-Cryst. Solids ll7&ll8 (1990) 300.

tlU J.D. Weeks, D. Chandler and H.C. Andersen, J' Chem'

Phys. 54 (r97r) 5237.
[12] S. ichimaru and IC Utsumi, Phvs. Rev' 824 (1981) 7385'

irsl s. Iouit, A. Malijevskv and P. vonka, Molec' Phvs' 56

098s) 709.
tl4l i.l.F. Mott, Metal-lnsutator Transitions (Taylor and

Francis, London, 1974)'
t151 W.W. \Î.rr"n Jr', J. Non'Crysl Solids 117&118 (1990)

460.
[16] F. Hensel, S. JÛngst, F. Noll and R' Winter, in: Localisa'

tion and Metal Insulator Transitions, ed' D' Adler and

H. Fritsche (Plenum, New York, 1985) p' 109'

the small-q behaviour of .S(S) is in better agree-
ment with the experimental data if the Friedel
oscillations are absent. These oscillations, arising
from the logarithmic term in the dielectric func-
tion, are directly related to the assumption that
the Fermi surface is sharply defined' Since kr is
density dependent, it followed that n(r) is weakly
densiry dependent and, in the limit of low densi-
ties, it does not satisfy the requirement of a
metal l ic pair  potent ial .  I t  is usual to assume that,
at ordinary metallic densities, the Coulomb po-

tential of the ions is strongly screened by conduc-
tion electrons and the effects of electron-elec-
tron interactions are relatively weak. However,

according to the mechanism of the Mott-Hub'

bard transition [14], when the metal-non'metal
transition is gradually approached' the many-

electron correlation effects become stronger' Ex'

periments reveal a continous transition from

weakly ferromagnetic to weakly antiferromag'
netic susceptibility enhancement [15] and a fail '

ure of the Faber-Ziman formalism [16], as the

density decreases. This is consistent with the con'

clusion that expanded liquid Rb and Cs become

highly correlated metals at densities below those

oiordinary metals, thus changing the nature of

the pair potential'
In conclusion, we have shown that the SMSA

integral equation is particularly efficient to inves'

tigaie individual contributions of the pair poten-

tial to the structure of expanded liquid Rb and

Cs. The new empfy-core pseudopotential of

Hur.gu*u et at' [i0] guarantees a fairly good

ugr..-rn.nt between calôulated and experimental

rJsults for all densities, at the condition that the
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4.4 Thermodynamique et structure des métaux al-
calins

4.4.t Procédure

L'équation HMSA est employée ici pour calculer les grandeurs thermodynamiques

et la structure des métaux alcalins. La constante d'interpolation .fo, qni sert à éliminer

I'incohérence thermodynamique est fixée, comme dans le chapitre 2, en égalant la com-

pressibilité déduite de la pression du viriel (3.106) avec celle calculée à partir de la limite

du facteur de structure en zéro, ̂ 9(0).

Toutefois, I'utilisation de la relation (3.113), telle quelle, pose de sérieux problèmes

pour I'obtention de I'auto-cohérence thermodynamique. Ceci provient essentiellement de

I'incohérence électronique décrite par Brovman et Kagan [22]. Son effet le plus marquant

est de rendre la pression du viriel (3.106) sensiblement négative pour la plupart des métaux

liquides au voisinage du poinb de fusion. Pourtant, les conditions expérimentales imposent

à la pression d'être nulle de sorte que, si on emploie la pression théorique pour calculer la

compressibilité (3.113), on aboutit à un résultat erroné pour celle-ci.

Pour appliquer la condition d'autocohérence thermodynamique, il est plus judicieux

de transformer la relation (3.113) de la compressibilité sous la forme

Br-29!+oP|- ;  - r*Bp,  (4.1)
pp

où la partie des électrons d, 84, propre aux métaux de transition, a été ignorée et où P

et P!-; sont fournies par les relations (3.107) et (3.110). .86 correspond à la somme de

cinq termes déjà définis dans les relations (3.114) et (3.116) :

Bn - PP'ry* Br * Bz * Bz * Ba" (4.2)

L'application de la condition d'auto-cohérence thermodynamique consiste à rechercher la

valeur du paramètre /6 en ajustant la compressibilité issue de la structure avec celle qui

provient de l'équation du viriel 

L : gr. (4.3)
,s(0) - " ' '
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Toutefois, il est nécessaire, au préalable, de corriger la pression dont on sait pertinemment

qu'elle est erronée, en utilisant la condition de pression nulle dans I'expression de 87.

En ce qui concerne les calculs numériques proprement dit, il faut fixer les valeurs des

paramètres qui permettent d'obtenir une bonne précision, tout en gardant un temps de

calcul et un espace mémoire raisonnables. Suivant l'étude de la section 1.5, nous avons

représenté les fonctions de corrélation directe c(r) et indirecte 7(r) sous forme discrète

dans des tableaux detai l le N:L024, avecun pas réduit A(rlo):0.02, où a correspond

au premier nceud du potentiel de paire. Le calcul de u(r;p) se fait par intégration de la

fonction frv(q) sur un intervalle de20kr avecun pas réduit L(qlkr):0.03, où,tp est le

vecteur d'onde de Fermi du métal considéré.

Les fonctions dérivées par rapport à la densité, nécessaires à I'obtention des différentes

grandeurs thermodynamiques, se calculent selon la procédure décrite au chapitre 2 à I'aide

de la formule (2.12). La dérivée seconde est alors déduite par une nouvelle dérivation de

(2.I2). On aboutit à une formule valable pour toute fonction dépendant de la densité :

Ô2 r-?) p) - + {rU; p + 2Lp) - zT?; p) + l?; p -zup)}
0p' 4Lp'

(4.4)

où le pas Ap vaut 10-7 u.a.-3. Le potentiel 
"(r; 

p) est dérivé par rapport à r suivant la

formule de Lagrange à cinq points (Abramowitz et Stegun [1]).

4.4.2 Résultats et discussron

On est en mesure maintenant de calculer les grandeurs thermodynamiques puis la

structure des métaux alcalins liquides. Le volume atomique et la température, qui sont

reportés dans le tableau 4.1, sont les données expérimentales qui fixent les conditions

thermodynamiques, pour la description de chaque système physique considéré, au voisi-

nage du point de fusion.

Avant de présenter les résultats, indiquons le choix de la correction de champ local

G(q). La fonction G(q) de Vashishta et Singwi [96] décrit un peu moins bien le facteur

de structure S(q) que celle d'Ichimaru et Utsumi [54], aussi choisit-on de présenter les

résultats pour tous les métaux, avec la fonction G(q) de ces derniers auteurs uniquement.
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( r r . " . t )  
"  

(K) R" (u.a.)  16 (u.a.)  P c 6(u.a.-r )  lov
rFl

(AS)
( D J )

(AS)
(HH!vY)

(AS)
(HHwY)

(As)
(HHWY)

(AS)
HHWY

152.O6E13

277.62354

530.43230

661.38781

81o.22727

1.4975

1.9205
2.O20

2.4617
2.6755

2.6840
2.95r5

2.a705
3.2635

o.4720
1.OOO
o.265

o.722
0.640

0.546
0.458

o.485
0.340

o.422
0.151

25.6

2.O

313

Tableau 4.1: Valeurs des différents paramètres d'entrée des métaux alcalins

Ainsi, dans le cadre de ce travail, il est important de noter que le calcul complet

envisagé pour chaque métal ne nécessite, en définitive, qu'un seul paramètre ajustable :

le rayon de coeur -R. des modèles de potentiel d'Ashcroft [8] (AS) et de Hasegawa et

al. laal (HIIWY) ou bien rs pour le modèle de Das et Joarder [27] (DJ) du lithium. La

valeur de la constante d'interpolation /e, quant à elle, est toujours fixée, quel que soit le

calcul, par la condition d'auto-cohérence thermodynamique (4.3).

Dans un premier temps, regardons I'influence du rayon de cæur sur les grandeurs

thermodynamiques du sodium. Les trois parties de la figure 4.1 regroupent des grandeurs

qui dépendent de .R" : (a) I'intégrale de F/v(q), ÔU :0;p), et l'énergie dépendant de la

structure, 8",,, (b) l'énergie totale donnée par la relation (3.102) et S(0), (c) la constante

d'interpolation /s et la pression P. Ces grandeurs sont évaluées pour chaque .R" avec les

modèles AS et HHWY. On constate que la variation de toutes les quantités représentées

sont monotones et qu'elles ont le même comportement pour les deux modèles.

La figure a.l(a) montre la variation non linéaire de /(r : 0; p) et de 8"t". Toutefois

leur somme, ajoutée aux autres termes d'énergie indépendants de R" (08* - -68.11'

9B"e : -7,,69 et BE;a - 1,5), donne, sur la figure 4.1(b), une énergie totale qui augmente

et qui varie de façon quasiment linéaire avec R". Toujours sur la figure 4.1(b)' on voit
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Figure 4.1: Variation, en fonction du rayon de cæur fi", (u) de $(r - 0; p) (o) et de
En (*) exprimées en unité de IcaT (lrn :3.167.10-6 u.a. K-l), (b) de l'énergie totale(o)
et S(0) (*) , et (c) de la pression (*) et du paramètre de mélange ,fo(o ). Ces calculs ont
été effectués pour le sodium avec les modèles AS (-) et HHWY (- - -).

que la valeur de S(0), qui est proportionnelle à la compressibilité, diminue lorsque .R"

augmente. Sur la figure 4.1(c), la pression P, qui est négative aux petites valeurs de

.R", augmente et devient positive aux grandes valeurs du rayon de cæur. La constante

d'interpolation /s, quant à elle, augmente avec.R" pour tous les alcalins.

A présent, il faut décider du choix de la valeur de -R". Il existe dans la littérature

plusieurs méthodes qui permettent de la déterminer. Ainsi, le rayon de cceur peut être

choisi de manière à satisfaire certaines propriétés thermodynamiques ou de transport

électronique ainsi que certaines caractéristiques du facteur de structure. En pratique, ceci

consiste à :

1. satisfaire la condition de pression nulle à 0K ou ajuster la compressibilité sur la
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valeur expérimentale,

2. reproduire la résistivité expérimentale au moyen de la formule de Ziman [113],

3. ajuster la hauteur ou la position du premier pic de g(r) ou de .9(q).

Comme la valeur de P augmente avec R., on peut faire varier le rayon de cæur,

jusqu'à obtenir la pression nulle. Cette procédure n'est satisfaisante ni pour l'énergie

totale, qui est trop forte, ni pour ^9(0), dont la valeur est trop faible, par rapport aux

valeurs expérimentales (E",o : -0.232 r.a.,, S.,o(0) : 0.023). En effet, avec le modèle

AS, la pression nulle est obtenue pour ,R" : 1.999 u.a., conduisant à des valeurs de

EIW) :  -0 .2232 u.a.  e t  S(0)  :0 .0182;avecle modèleHHWY, ona El (N) :  -0 .2238

u.a. et S(0) : 0.015 pour .r?" : 2.127 u.a. Cependant, I'obtention d'une valeur de .R"

qui permet d'avoir la pression nulle, n'aété possible que pour Na et Li. Pour les autres

métaux, le calcul de g(r) nta pas convergé car les valeurs de Æ", nécessaires à annuler la

pression, sont trop grandes pour décrire correctement le système physique considéré.

Afin d'obtenir une description complète du facteur de structure, on choisit ici la valeur

de .R. qui donne la valeur expérimentale de .9(0). La limite du facteur de structure en zéro,

qui est proportionnelle à la compressibilité isotherme (1.40), est obtenue par la mesure de

la vitesse du son dans le métal. Dans le cas de Li, on utilise la valeur de Ruppersberg et

Speicher [92] et pour les autres métaux alcalins celles de Webber et Stephens [106]. En

d'autres termes, ce critère de choix a I'avantage de reproduire, à la fois, une caractéristique

du facteur de structure et une grandeur thermodynamique. Notons que cette procédure de

recherche de .R" se fait conjointement avec celle de /e, puisque I'on impose en même temps

Ia conditiou d'auto-cohérence thermodynamique et I'ajustement de la compressibilité sur

la valeur expérimentale

Br:+==1. (4.b)- s(o) 
- ^9",r(o;'

Avec les valeurs de .R" ainsi obtenues, on effectue les calculs des grandeurs thermodynami-

ques pour la série des alcalins.

Le tableau 4.2 regroupe les énergies totales pour les trois modèles de potentiels envi-

sagés. Les différentes contributions de l'énergie, qui ont été explicitées dans le chapitre 3,

sont exprimées en millihartree (10-3 u.a.). L'énergie totale E I Wl est comparée à l'énergie
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BesBe9E;a $(r = O; p) Estr EI(N) Eecp
6,8  u

El(fr1to

(AS)
(DA)

(As)
(HHwY)

(AS)
(HHWY)

(As)
(HHwY)

(AS)
HHWY

-76.65

-81.53

-79.87

-74.26

-76.45

- 21 .96

-9.2r

- 1 . 1 4

0.68

2.O5

-164.E6
-176.27

-136.96
-139.10

-113.79
- 116.71

-106.87
-7L2.47

-701.47
-110.46

2.91
2.t6

-1.69
-3.56

-4.38
-6.44

-5.04
-9.16

-5.61
-t2.44

-25E.36
-270.52

-227.59
-ær.60

-197.55
-202.53

-r88.OO
-197.72

-180.04
-195.86

-259.00

-232.OO

-195.60

-187.O0

-175.70

o.25
4.26

1.94
o.77

0.99
3.42

o.53
5.42

2.41
1o.29

2.20

1.80

1.63

1.49

t .44

Tableau 4.2: Energie totale par ion en millihartree comparée aux valeurs expérimentales,
pour les métaux alcalins.

Eeop mesurée par Gschneidner [35]. Tous les résultats obtenus sont en très bon accord

avec les valeurs mesurées. L'écart relatif par rapport aux mesures

AE lE lw) -  E",ol
ntWl=l E71,nrl1l (4.6)

ne dépasse pas 2.570 pour tous les alcalins dans le cas du modèle d'Ashcroft. Sauf pour le

césium où on enregistre I0,,29T0,,I'écart ne dépasse pas 5.5% avec le modèle de Hasegawa

et al.. Quant au modèle de Das et Joarder, pour le lithium, l'écart est de 4.26T0. En

ce qui concerne I'importance relative des différentes contributions à l'énergie, le terme

dépendant du volume uniquement, qui est la somme des termes des quatre premières

colonnes, représente plus de 90To de l'énergie totale; le terme Ô(, = 0;p) représente à lui

seul plus de 50%. Par contre, l'énergie dépendant de la structure, dont la contribution

est de I'ordre de quelques pour-cent, pourrait être négligée en première approximation.

Ceci va dans le sens de nombreux travaux effectués à la fois dans le liquide et dans le

solide [36, 3].

Le tableau 4.3 présente les différentes contributions de la pression du viriel (3.107)

qui est exprimée en unité réduite. Il s'avère que la pression s'écarte de plus en plus de la

valeur nulle, par valeurs négatives, à mesure que I'on va de Na vers Cs. En fait, le terme

Ps provenant de l'énergie dépendant du volume est dominant et négatif. Il est compensé,

en partie seulement, par le terme de structure Pi-; dont la contribution essentielle est
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?P;a/p 7Po/p 7P!-i/p 0P!'-;/p 9P/ p

(AS)
(DJ)

(As)
(HHwY)

(AS)
(HHwY)

(As)
(HHwY)

(AS)
(HHWY)

-  14 .35
-9.69

-20.85
-23.O2

-24.97
-28.18

-28.08
-34.78

-28.74
-39.42

17.67
9.27

15.49
14.09

11 .97
10.35

12.03
9.09

10.o1

-o.30 3.96
-2.36 -1.78

o.52 -3.84
o.42 -7.5t

0 .14  -11 .87
-o .31  - t7 .14

-0.20 -15.25
-1.87 -26.56

-o.2E -18.05
4.55 -3.32 -37.19

Tableau 4.3: Pression du viriel calculée en unités reduites pour les métaux alcalins avec

les modèles d'Ashcroft (AS), de Das et Joarder (DJ), et de Hasegawa et o/. (HHWY)

P!_r. Comme on peut le constater, le terme P!'-; est généralement très petit devant

P!_;. Les résultats du tableau 4.3 confirment bien que I'expression (3.106) de la pression

est incomplète comme conséquence directe de I'incohérence électronique. Toutefois, les

valeurs négatives de pression obtenues conduisent à des valeurs de compressibilité erronées.

Le tableau 4.4 contient les valeurs des différentes contributions de la compressibilité

fournies par les relations (a.1) et (4.2). Nous pouvons constater I'importance de chacune

de ces contributions et voir, par exemple, que si le terme gP!'-;lp - 1 reste toujours très

faible, les valeurs de Bg sont très voisines des valeurs expérimentales car les quatre termes

restants se compensent.

Cette dernière observation est importante car elle suggère que, dans l'état liquide, il

n'est pas nécessaire de considérer la dépendance en densité de l'énergie pour déterminer

la compressibilité. Celle-ci peut se calculer directement avec la relation approximative

Br x Bs: -2ru, 
I ,W;ou?ù;d,. (4.7)

Ce résultat corrobore celui de Finnis [30] stipulant qu'à partir d'une description en

potentiel de paire les constantes élastiques d'un métal solide peuvent être calculées avec



4.4. Thermodynamique et structure des métaux alcalins tt2

tP!-;/p - t Bt BsBz Ba Bpza2us(ù/ap2 87 = t/s",p(o)

(AS)
(DJ)

(AS)
(HHWY)

(As)
(HHwY)

(AS)
(HHwY)

(AS)
(HHWY)

-1 .31
-3.36

-o.48
-o.5E

-0.86
-  1 .31

-1 .20
-2.87

-L.28
-4.32

-8.6E
-23.27

-9.29
-9.39

-12.89
-15.70

-16.32
-20.29

-18.57
-29.O3

5.44
35.77

4.89
4.06

8.2r
9.72

7t.72
12.01

12.35
16.67

39.29
34.78

42.87
42.72

40.75
47.46

43.35
45.90

42.49
47.22

-5.34
-19.73

-1.85
-o.2s

1 . 1 4
2.77

2.a2
6.61

2.3r
8.09

9.06
14.27

7.42
7.O0

5.31
4.72

5.0E
4.09

4.36
3.O3

38.46

43.56

41.æ

45.45

41.66

Tableau 4.4: Inverse de la compressibilité calculée pour les métaux alcalins avec les
modèles d'Ashcroft (AS), de Das et Joarder (DJ) et de Hasegawa et al. (HHWY)

I'expression suivante de l'énergie

E l s -

(nD 
: 

N) Lu(" i ;P_ constante) ' (4.8)

dans laquelle le terme dépendant du volume est ignoré et la dépendance du potentiel de

paire en densité n'est pas prise en compte.

Présentons maintenant les résultats du facteur de structure et de la fonction de dis-

tribution ladiale qui ont été nécessaires pour le calcul des grandeurs thermodynamiques.

Ces deux fonctions vont être comparées aux résultats expérimentaux pour chaque métal

alcalin au voisinage du point de fusion. Pour Na, K et Cs, on confronte les résultats du

calcul avec les mesures de diffraction de RX de Huijben et van der Lugt [50], pour Rb

ils sont comparés à celles de diffraction de neutrons de Copley et Rowe [26]. A titre de

comparaison, on emploie également les mesures de RX de Waseda [104]. Il se trouve que

les deux premiers pics du facteur de structure de Na, K, Rb et Cs, mesuré par Waseda,

sont moins élévés que ceux de Huijben et van der Lugt et de Copley et Rowe. Par contre,

aux petites valeurs de g et au delà du deuxième pic, les courbes sont confondues.

Les facteurs de structure et les fonctions de distribution radiales des alcalins, obte-

nus avec l'équation intégrale de mélange HMSA, sont reportés sur les figures 4.2 à 4.6.

Toutes les données, ainsi que les paramètres .R" et rs des pseudopotentiels et la constante
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Figure 4.2: Facteur de structure S(q)
potentiel effectif (b) du lithium avec les
expérimentaux sont ceux de Waseda (o).

r / u.a.

(a), fonction de distribution radiale g(r) et
modèles DJ (-) et AS (- - -). Les résultats

d'interpolation /s, sont ceux du tableau 4.1.

Pour Na, I(,  Rb et Cs (f igures 4.3,4.4,4.5et 4.6), laposit ion desoscil lat ions de ̂ 9(q)

ne varie pas avec les modèles HHWY et AS. Par contre, pour Li (figure 4.2),il existe un

léger décalage du pic principal entre les résultats d'AS et de DJ. Pour K, Ies pics successifs

de .9(q) sont décalés vers les grandes valeurs de g par rapport à I'expérience tandis que

pour Cs, ils sont décalés vers les petites valeurs de q. Pour Li, Na et Rb, les courbes de

S(q) sont bien positionnées.

Pour Na, K et Rb, la hauteur du premier pic de S(q) coincide avec celle des mesures

de Huijben et van der Lugt ou de Copley et Rowe, mais elle est un peu trop importante

par rapport à celle des mesures de Waseda. Le modèle AS, pour Na, K et Rb, fournit un

pic principal qui se situe entre les données expérimentales de Huijben et van der Lugt ou

dc Cclplel ct Rowe ei celles de Waseda. Dans le cas de Cs, le premier pic est trop haut

pour les deux pseudopotentiels. Notons que le deuxième maximum de ̂ 9(q) est légèrement

surévalués pour Na, K, Rb et Cs avec les deux modèles employés, tandis que pour Li, sa

hauteur est correcte.

Les figures 4.2(b) à 4.6(b) montrent que la position des premiers voisins, qui corres-

pond au maximum de g(r), ne coîncide pas exactement avec celle du puits de potentiel.

l\
\ /
V.,
i ,,t
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Figure 4.3: Facteur de structure S(q) (u), fonction de distribution radiale g(r) et poten-
tiel effectif (b) du sodium avec les modèles HHWY (-) et AS (- - -). Les résultats
expérimentaux sont ceux de Huijben et van der Lugt (o) et ceux de Waseda (o).

Le potentiel calculé à partir du modèle d'Ashcroft a un puits moins profond mais il se

trouve à la même position que celui construit à partir du modèle de Hasegawa et al..

Cependant, la différence entre la profondeur des puits staccroît lorsque I'on va de Na à

Cs. En conséquence, le premier pic de g(r) est un peu plus prononcé dans le cas de

HHWY. Pour Li, les deux potentiels employés sont très différents et il est remarquable

que les fonctions de distribution radiale soient quasiment identiques.

Plusieurs remarques peuvent être faites en ce qui concerne les valeurs de ,8", rs et fs

qui se trouvent dans le tableau 4.1.

Pour Li, on a trouvé les valeurs des paramètres, ro (: 0.472 u.a.) et /s (: 0.265)

avec le modèle DJ et l'équation intégrale HMSA. Cependant, dans I'article présenté dans

la section 4.2, où l'équation intégrale de SMSA était utilisée, la valeur de rs égale 0.45

u.a. .  Contra i rementà laprocéduredécr i tedans cet ravai l ,  rsaété a justésur lahauteur

du premier pic de g(r). Cette valeur de 16, qui est proche de celle du tableau 1.1, permet

également d'obtenir la compressibilité expérimentale, de sorte que la condition de pression

nulle n'est pas essentielle pour Li. Par contre, pour Na les valeurs de fi" et de /s obtenues

avec l'équation HMSA sont trés différentes de celles qui sont issues de l'équation SMSA.

En effet, avec SMSA, la valeur de ,R" du modèle AS est de 1.705 u.a. alors que, si la

ni a.o
a

o

\ 4.o

L

a

t.6

t .0

t .o
r /  u.a.
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Figure 4.4: Facteur de structure S(q) (u), fonction de distribution radiale g(r) et poten-
tiel effectif (b) du potassium avec les modèles HHWY (-) et AS (- - -). Les résultats
expérimentaux sont ceux de Huijben et van der Lugt (o) et ceux de Waseda (o).

condition d'auto-cohérence thermodynamique est respectée (HMSA), la valeur de -r?" est

de 1.9205 u.a. avec fo : 0.722. L'augmentation de R. se traduit par une croissance des

pics principaux de ̂ 9(q) et g(r), compatible avec I'expérience.

Regardons l'évolution des paramètres .R" et /s à travers la série des métaux alcalins. Il

est clair qu'en allant des métaux légers vers les métaux lourds, la valeur de .R" augmente

tandis que celle d" .fo diminue en restant dans I'intervalle [0;1]. Cela signifie que les

éléments légers sont probablement mieux décrits par l'équation intégrale HNC et que les

métaux lourds le sont mieux par l'équation SMSA. Néanmoins, on voit la supériorité de

l'équation intégrale de mélange HMSA sur toutes les autres. Très récemment, Matsuda

et al. 149,, T0] ont calculé la structure à I'aide du modèle HHWY et de l'équation intégrale

MHNC. IIs ont utilisé des valeurs de .8" choisies, comme ici, de manière à reproduire

les valeurs expérimentales de .9(0) suivantes : ,R"(Na) : 1.90 u.a., .8"(K) : 2,55 u.a.,

.R"(Rb) - 2,85 u.a. et .R"(Cs) : 3,25 u.a.. Les courbes obtenues sont très similaires à

celles que nous avons montrées sur les figures 4.3 à 4.6 avec une hauteur des pics principaux

de S(q) sensiblement plus faible.
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Figure 4.5: Facteur de structure S(q) (u), fonction de distribution radiale g(r) et poten-
tiel effectif (b) du rubidium avec les modèles HHWY (-) et AS (- - -). Les résultats
expérimentaux sont ceux de Copley et Rowe (o) et ceux de Waseda (o).

q / , r . " . - '  r / u ' a .

Figure 4.6: Facteur de structure S(q) (u), fonction de distribution radiale g(r) et poten-

tiel effectif (b) du césium avec les modèles HHWY (-) et AS (- - -). Les résultats

expérimentaux sont ceux de Huijben et van der Lugt (o) et ceux de Waseda (o).
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4.5 Thermodynamique et structure des métaux de
transition de la série 3d

4.5.L Procédure

Comme pour les métaux alcalins, dont les grandeurs thermodynamiques et la structure

ont été décrites dans la section précédente, il faut tout d'abord calculer la compressibilité

issue de l'équation du viriel afin d'appliquer correctement la condition d'auto-cohérence

thermodynamique.

Pour le cas des métaux de transition, la relation (a.1) doit être modifiée afin de tenir

compte des électrons d. Il faut toutefois noter que tous les termes de cette expression

sont affectés par la présence des électrons d avec I'emploi du pseudopotentiel de BS. Ainsi

I'expression de la compressibilité équivalente à la relation (4.1), nécessaire à I'application

de la condition d'auto-cohérence thermodynamique, est de la forme

Br -i+ +lon.*I",* Bn,
où P représente la pression donnée par la relation (3.107), E. est une contribution

énergétique des électrons d fournie par la relation (3.29) et Bs a déjà été défini par la re-

lation (4.2). Bo correspond au réarrangement de certains termes contenant explicitement

la pression. Il équivaut à :

(4.e)

(4.10)^7Po ^0P!_, , 0P!'-; 7R - - r ' - -2 '  "  +  " -o .
u p -

ppp

4.5.2 Résultats et discussion

Le tableau 4.5 contient les données des métaux de transition de la série 3d dans des

conditions thermodynamiques proches du point de fusion, ainsi que les paramètres du

pseudopotentiel de BS et la constante d'interpolation /s. Notons que pour Fe, Co et Ni

deux types de calculs ont été efectués.

Tout d'abord, les calculs des grandeurs thermodynamiques et de la structure ont

été faits pour la série 3d avec les valeurs de la valence effective Z*, et les paramètres
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v
fiùT

(n...t) TK E. (u.a.) a (u.a.) Io

118

g.(o)

Ti(")

y(c )

cl")

Mn(")

p"(c)

Fe(ô)

ç q ( c )

Co(ù)

Nil")
N(b)

t72.77206

129.41356

106.720r8

93.04941

103.29339

89.35698

85.83720

85.29530

1833

1973

2r73

2173

I 533

1833

1823

1773

1.850

1.84

1.825

1.615

1.560

7.425
1.540

1.230
r.641

r.06
o.950

t .7

1 .5

1 .4

1 .4

t .4

1 . 4

r.4

1 .5

0.455 -0.153

0.453 0.27r

0.447 0.272

0.385 0.196

0.370 -0.030

0.330 0.133
0.363 0.272

0.220 0.035
0.393 0.490

o.22  -0 .115

0.188 -0.250

Tableau 4.5: Valeurs des différents paramètres d'entrée des métaux de transition. (")

Valeurs des paramètres .R,, a et Z* de Bhuiyan et al. [18], (b) valeurs des paramètres

déterminés dans ce travail.

R" eI o de Bhuiyan et at. [18]. Ces auteurs ont choisi Ies valeurs de R" et de o qui

déterminent le mieux le facteur de structure des métaux 3d à I'aide de l'équation intégrale

VMHNC. Les valeurs des paramètres du modèles de potentiel étant fixés a priori, nots

avons appliqué uniquement la condition d'auto-cohérence thermodynamique

Br=*-r,

p - :  1  :  I
ut -s(o) -s" ,p(o) '

(4 .11)

pour déterminer /s.

Dans le second type de calcul, nous avons recherché, en plus, les valeurs des paramètres

R" et d en ajustant le compressibilité expérimentale, comme pour les métaux alcalins,

(4.r2)

Le calcul n'a pu être effectué que pour le fer, le cobalt et le nickel qui sont les seuls éléments

dont on connaisse la compressibilité expérimentale. Il faut remarquer que pour choisir le

paramètre a du modèle BS, nous avons employé la relation linéaire a:0.2975Ë" - 0.095

qui a été déterminée par Bhuiyan et al- ll8l.
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E;a Ees Bcc $Q = o; p) Ea Eotr E/(N) EBD l(N)

Sc(o)

1i(o)

y(o)

Cr(")

Yr'r(")

p.(o)

Fe(ô)

çq(c)

ço(u)

Ni(")

8.71

9.37

10.32

ro.32

7.24

8.71

8.66

8.42

-  I14 .55

-92.44

-79.69

-70.68

-  I  l . t t

-67.73

-64.68

-62.76

-61.36

-61.68

-65.17

-74.48

-67.30

-77.41

-80.42

-92.47

-581.61

-467.73

-422.77

-454.18

-445.40

-476.38
-465.89

-509.07
-461.06

-669.85

-69.O3

-131.98

-207.75

-219.60

-180.12

-138.O3

-85.37

-43.17

-2.5L

4.52

11.86

t2.75

4.63

9.63
11.99

8.72
17.89

10.19

-820.36

-740.34

-753.24

-795.47

-758.58

-741.25
-72A.Ai

-722.20
-664.98

-838.42

-656.2E

-719.28

-7L6.22

-67t.72

-708.84

-713.38

-725.ff i

Itt
-

Tableau 4.6: Contributions à l'énergie totale des métaux de transition de la série 3d, ex-

primées en millihartree. L'énergie totale est comparée avec celle de Bretonnet et Dérouiche

[19] (BD). Elle est calculée (a) avec les valeurs des paramètres .R", a et Z* de Bhuiyan et

a/. [18], (b) avec les valeurs des paramètres déterminés dans ce travail.

Les valeurs des rayons 14 des orbitales d, nécessaires au calcul de l'énergie des électrons

d, sont celles qui ont été obtenues, pour chaque élément de la série des métaux de transition

3d, par Harrison et Froyen la2l et qui sont données dans le tableau 3.1.

Dans le tableau 4.6, sont représentées les différentes contributions des énergies cal-

culées conformément à la relation (3.102). Pour chaque métal, l'énergie totale ElWl

est comparée à celle qu'ont calculée Bretonnet et Dérouiche [19] (BD) par la méthode

variationnelle de Gibbs-Bogolioubov avec le système de référence des sphères dures. Pour

tenir compte de I'effet des électrons d, ils ont utilisé le modèle de Wills et Harrison [110].

Avec les valeurs de .R", a et Z* de Bhuiyan et al. [18], l'énergie calculée est toujours plus

faible de quelques dizaines de millihartree, mais suit la même tendance à travers la série

3d que celle calculée par BD. Aux extrémités de la série, c'est-à-dire pour Sc et Ni, la

valeur de l'énergie est sensiblement inférieure à celle des autres éléments.

Dans tous les cas, les deux contributions les plus importantes sont Ôb : 0; p),

I'intégrale de F'ly(q) et E4,l'énergie de la bande d. Ea diminue du scandium au chrome
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7P;a/p gPolp FPalp gP!-;/p ?P!'-i/p gPlp

g"(o)

Ti(")

y (o )

Cl")

Mn(4)

p"(o)

Fe(ô)

Co(a)

co(ô)

N(")
Ni(b)

-20.99

-17.31

-16.O1

-17.37

-21.38

-20.70
- 2 1 . 2 0

-23.09
-21.93

-42.18
-54.34

-L7.65

-30.97

-42.38

-43.69

-50.58

-31.38

- 18.41

-7.83

3.34

7.67

1o.83

10.49

8.87

9.44
11.96

7.65
75.75

7.41
6.67

0.37 -33.93

0.14 -39.47

0.49 -46.07

o.37 -49.20

-o.18 -62.27

0.06 -4r.70

o.2L -39.41

-0.38 -33.23

o.75 -22.84

-o.11 -4L.71
-o.o8 -54.58

Tableau 4.7: Contributions à la pression du viriel P pour les métaux de transition en

unités réduites. Elle est calculée (a) avec les valeurs des paramètres fi", a et Z* de Bhuiyan

et al. ll8l, (b) avec les valeurs des paramètres déterminés dans ce travail.

puis augmente à nouveau jusqu'au nickel tandis que /(r - 0; p) a un comportement in-

verse. Pour Sc et Ni, l'énergie est de loin la plus basse et, si on les exclut, la courbe

représentative de l'énergie à travers la série 3d présente une certaine similitude avec celle

de l'énergie de cohésion. Pour Sc, l'énergie totale est aussi tributaire de l'énergie des

électrons libres qui est grande en valeur absolue comparée à celle des autres termes. Ceci

est <lû à Ia valeur élevée d,e Z* (Z* :1.7). Pour Ni, on peut noter que la contribution de

l'énergie de la bande d devient faible comparée aux autres éléments.

Le tableau 4.7 regroupe les différentes contributions de la pression du viriel. Mise à

part la pression provenant des électrons d, P7, les autres termes sont du même ordre de

grancleur que pour les alcalins, la pression résultante étant très légèrement négative. Le

fait d'ajouter le terme P4 conduit à des valeurs de pression largement négatives dans tous

les cas. Pour Ni, la pression Pa est faible en valeur absolue et a peu d'influence sur la

pression totale alors que le terme Po est dominant.

L'inverse de la compressibilité, Br, que I'on retrouve dans la dernière colonne du

tableau 4.8, correspond à la décomposition donnée par la relation (a.9) où la condi-
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Bp/s 81 Bz Bs Ba ?p2azuobl/ap2 8PE"/3 Br

5"(a)

Ti(")

v(4)

Cr(")

lY11(c)

Pg(c)
pu(u)

go(c)

co(b)

Nil")
Ni(ù)

ro.22

4.81

1.90

3.04

6.61

5.82
4.56

8.50
2-60

20.38
31.75

-6.61

-6.3E

-4.08

-4.09

-6.2s

-5 .32
-4.80

-6.33
-4.75

-7.44
-7.81

3.26

7.22

9.99

9.36

6.O7

7.52
10.15

6.30
15.07

7.48
6.93

8.47

r3.97

t5.24

14.92

t7.44

15.47
18.31

13.53
20.90

14.o7
73.72

-  1 .82

-1 .5E

-o.24

-0.60

-2.49

-1.46
-0.83

-2.24

0.38

-2.94
-3.41

1.54

t.54

1.40

1.29

2.27

1.77
t .52

2.14
3.32

1.OO
0.40

5.79

I1 .28

2L.20

24.59

30.00

2r.09

r6.61

13.30

20.88

30.85

45.45

47.83

54.06

44.89
(50.o2)

38.49
(62.47)

46.93
(52.64)

Tableau 4.8: Contributions à I'inverse de la compressibilité des métaux de transition

de la série 3d exprimées en unités réduites. Elles sont calculées (a) avec les valeurs

des paramètres .R", a et Z* de Bhuiyan et al. [18], (b) avec les valeurs des paramètres

déterminés dans ce travail. Les valeurs de Ba entre parenthèses coincident avec les valeurs

expérimentales données par Itami et Shimoji [55]

tion de pression nulle a été imposée. BolS contient certains termes de pression issus du

réarrangement (4.10) et les cinq termes suivants du tableau sont les différentes contribu-

tions de Ba défini par la relation (4.2). BE"est l'énergie du décalage du centre de gravité

de la bande d.

II apparaît clairement que 8PE"l3 et Bs sont les termes prépondérants de By ; le

premier est la seule contribution explicite qui provient de la bande d et le second, qui est

une partie de B1., était déjà prépondérant dans le cas des métaux alcalins. La bande d

se remplissant progressivement de Sc à Ni, il est normal que 8PE.l3 soit maximum au

milieu de la série 3d. n faut noter qte Brf 3, qui est I'analogue de gP!'-;lp- 1 des alcalins,

devient important pour Sc et Ni dont la bande 3d est respectivement Presque vide ou

pleine.

On observe également que les valeurs de I'inverse de la compressibilité, 87, de Fe, Co

et Ni. déterminées à I'aide des valeurs des paramètres de Bhuiyan et al. sont inférieures
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aux valeurs expérimentales [55]. Finalement, on constate qu'à I'exception de Ni, les valeurs

de 87,, calculées dans le cas (a) du tableau 4.8, passent par un maximum au milieu de la

série 3cl. Ceci a aussi été observé dans le cas du solide par Wills et Harrison [110].

Examinons à présent les facteurs de structure et les fonctions de distribution radiale

obtenus pour la série 3d des métaux de transition et comparés aux résultats expérimentaux

de Waseda [104]. Sur les figures 4.7 à 4.14 dans I'ordre croissant des métaux de la série

3d, les figures (a) correspondent aux facteurs de structure et les figures (b) représentent

les fonctions de distribution radiale ainsi que les potentiels de paire.

Les résultats obtenus, en utilisant les paramètre de Bhuiyan et al. [18] du pseudo-

potentiel de BS, sont représentés en trait plein sur toutes les figures. Les courbes de

S(q) et de g(r) déterminées avec HMSA, qui sont très proches de celles de Bhuiyan et

a/., calculées avec l'équation intégrale VMHNC, montrent également un bon accord avec

les résultats expérimentaux. On peut toutefois noter de très légères différences sur la

hauteur du premier pic de S(q) par rapport à VMHNC, principalement pour le chrome

(figure 4.10), Ie manganèse (figure 4.11) et Ie nickel (figure 4.14) qui ont un premier pic

de ̂ 9(q) assez élevé.

La figure 4.8, qui représente la structure et le potentiel de paire du titane, ne montre

qu'un accord qualitatif par rapport aux courbes expérimentales de Waseda [104]. Cet

élément a été étudié en détail avec le modèle BS et l'équation intégrale VMHNC par

Bhuiyan et al. [I7]. Il semble qu'aucun jeu de paramètres Z*, R" et a ne réussisse à

reproduire correctement les résultats expérimentaux.

La procédure de choix de -R", employée avec succès pour les métaux alcalins dans la

section précédente, peut être utilisée sur le fer, le cobalt et le nickel. Les courbes de S(q)

et de g(r) sont tracées en pointillés sur les figures 4.12,4.L3 et 4.I4. Les valeurs de .R" et

de o, qui permettent d'obtenir la valeur expérimentale S"o(0), ont pour effet d'augmenter

la hauteur du premier pic de .9(q) et de décaler légèrement sa position vers les petites

valeurs de g. Pour le fer et le nickel, il y a très peu de changement sur ia structure et le

potentiel, la paramètrisation étant proche de celle de Bhuiyan et al.lL8l. Pour le cobalt,

le premier pic de .9(q) est surévalué, par contre les oscillations suivantes de S(q) et le

premier pic de g(r) sont corrects.
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Figure 4.7: Facteur de structure S(q) (u), fonction de distribution radiale g(r) et poten-

tiel effectif (b) du scandium. Les résultats expérimentaux sont ceux de Waseda (o).
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tiel effectif (b) du titane. Les résultats expérimentaux sont ceux de Waseda (o).

Les valeurs de la constante d'interpolation /s de HMSA, qui sont reportées dans le

tableau 4.5, indiquent que la structure et les propriétés thermodynamiques des métaux de

transition de la série 3d sont mieux décrites par l'équation SMSA que par celle de HNC.
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Figure 4.9: Facteur de structure S(q) ("), fonction de distribution radiale g(r) et poten-

tiel effectif (b) du vanadium. Les résultats expérimentaux sont ceux de Waseda (o).
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Figure 4.10: Facteur de structure
potentiel effectif (b) du chrome. Les
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Figure 4.132 Facteur de structure S(q) (a), fonction de distribution radiale g(r) et

potentiel effectif (b) du cobalt avec R": 1.230 u.a. et a :0.272 u.a. (-), Æ" : 1.641

u.a. et o : 0.393 u.a. (- - -). Les résultats expérimentaux sont ceux de Waseda (o).
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CONCTUSION

L'objectif de ce travail était d'étudier les propriétés thermodynamiques et structurales

des métaux alcalins et des métaux de transition de la série 3d.

Dans un premier temps, nous avons exposé brièvement la théorie de l'état liquide et

nous avons présenté en détail les équations intégrales de Rogers et loung [87] (RY) et

de Zerah et Hansen [112] (HMSA). Ces équations combinent deux équations intégrales

standard (PY et HNC puis SMSA et HNC) au moyen d'une fonction de mélange /(r) dont

le rôle est d'éliminer I'incohérence thermodynamique inhérente aux équations intégrales

standard. Pour chaque système, .f(r) est déterminée en imposant une contrainte qui, dans

le présent travail, consiste à égaler la compressibilité isotherme obtenue par deux voies

indépendantes : l'équation du viriel et l'équation de compressibilité. Cette étude a permis

de montrer que /(r) pouvait être considérée comme une constante dépendant uniquement

de l'état thermodynamique du système.

En suivant cette procédure, l'équation HMSA, qui a été résolue numériquement à

I'aide de I'algorithme de Labik et al. [59], s'est révéIée être un outil puissant et souple

pour la description des liquides simples. En effet, les résultats, obtenus pour un potentiel

de Lennard-Jones, sont en très bon accord avec ceux de simulation. Forts de ce succès,

nous avons appliqué l'équation HMSA aux potentiels oscillants qui décrivent les liquides

métalliques.

Ainsi, dans un second temps, notre travail a porté sur différents aspects des métaux

à l'état liquide, en supposant que les forces entre ions sont dominées par des interactions

à deux corps I ces dernières ont été construites sur la base de la théorie des pseudo-

potentiels développés au deuxième ordre. L'interaction électron-ion a été modélisée par

t27



des pseudopotentiels locaux contenant un seul paramètre ajustable dont la valeur est

choisie de manière a reproduire une propriété observée du corps étudié. Ces modèles

récents 127,44,,21], qui conduisent à une expression analytique du facteur de forme, se

sont montrés tout à fait adaptés et ont permis de dégager certaines tendances à travers

les séries de métaux. La comparaison avec I'expérience du facteur de structure .S(q), qui

a été obtenu au moyen des équations intégrales, constitue I'un des tests les plus sévères

de ces modèles.

En premier lieu, nous avons étudié I'influence des différentes parties du potentiel

effectif u(r) sur le facteur de structure .9(q) au voisinage du point critique. Il est bien

établi que la forme générale de ^9(q) est essentiellement donnée par la partie répulsive

de u(r), qui pourrait être assimilée en première approximation au potentiel des sphères

clures, alors que les détails de 5(q) sont ensuite reproduits par les oscillations du potentiel.

En particuiier, Ir valeur du facteur de structure en g : 0 est très sensible aux oscillations

de Friedel qui sont représentatives de l'état du gaz électronique. En effet, la valeur de

^9(0), qui est proportionnelle à la compressibilité isotherme, augmente fortement lorsqu'on

approche du point critique et diverge quand il est atteind. En étudiant le rubidium et Ie

césium en expansion, nous avons pu reproduire ce comportement de S(0)' par le calcul,

en retirant les oscillations du potentiel effectif. Ceci indique bien qu'à I'approche du

point critique il apparaît une transition métal-isolant, correspondant à une localisation

des électrons de conduction, qui change progressivement la nature du potentiel effectif.

Nous avons, ensuite, calculé l'énergie totale, la pression et la compressibilité isotherme

des métaux au point de fusion. A I'incohérence thermodynamique, qui a été éliminée

par I'emploi de l'équation intégrale HMSA, vient s'ajouter une incohérence électronique

décrite par Brovman et Kagan [22] inhérente au formalisme du calcul de l'énergie to-

tale. Son effet le plus marquant est de rendre la pression largement négative, alors qu'au

point de fusion la pression imposée expérimentalement est nulle. Pour remédier à cette

insuffisance, nous avons imposé, dans nos calculs, la condition de pression nulle.

Cette procédure a permis d'obtenir les résultats de l'énergie totale avec un écart

inférieur à2.|Topar rapport aux mesures, pour les métaux simples, ainsi qu'une bonne des-

cription du facteur de structure. Lorsqu'on calcule l'énergie totale des liquides métalliques,



le terme dominant est celui qui ne dépend que du volume. En revanche' pour le calcul de

la compressibilité isotherme, il perd beaucoup de son importance et, de plus, il se trouve

que la dépendance en densité du potentiel pourrait aussi être négligée. Ceci corrobore

le résultat de Finnis [30] selon lequel les termes contenant la dérivée du potentiel par

rapport à Ia densité peuvent être ignorés pour le calcul des constantes élastiques dans les

solides.

Le pseudopotentiel de Bretonnet-silbert [2L] a été utilisé pour calculer le potentiel

effectif des métaux de transition de la série 3d. En suivant le même cheminement que

pour les alcalins, les grandeurs thermodynamiques et la structure ont été déterminées

en tenant compte de la présence des électrons d décrits par le modèle rectangulaire de

Friedel. Il se trouve que la compressibilité contient deux termes essentiels : I'un qui était

déjà présent dans le cas des alcalins et I'autre qui provient de l'énergie de la bande d.

A I'exception du titane, pour lequel I'accord n'est que qualitatif, le facteur de structure

expérimental de la plupart des métaux de transition de la série 3d est bien reproduit par

les calculs. En outre, l'utilisation des potentiels de Bhuiyan et al. [18] pour les métaux

de transition a montré que l'équation intégrale HMSA, telle qu'elle a été employée ici,

conduit à des résultats très proches de ceux obtenus avec l'équation intégrale VMHNC.

L'équation HMSA, qui a été utilisée avec succès pour les liquides métalliques, est un

outil puissant qui offre des perspectives intéressantes d'extension aux cas des alliages.

Grâce à cette équation, on peut envisager aussi de traiter le problème inverse, c'est-à-dire

I'extraction du potentiel de paire des métaux à partir du facteur de structure expérimental.

Ceci permettrait d'obtenir le potentiel effectif des métaux de transition au point de fusion

qui pourrait être avantageusement comparé à celui que nous avons déterminé avec la

théorie des pseudopotentiels au deuxième ordre. Par ailleurs, cette méthode devrait aussi

être intéressante pour extraire le potentiel du rubidium et du césium au voisinage du point

critique, là où la transition métal-isolant à lieu.
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