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INTRODUCTION

Ce travail a été effectué dans le groupe des liquides métalliques du laboratoire de
physique des liquides et des interfaces. Il s’inscrit dans un théme de recherche consacré i

I’étude des propriétés structurales et thermodynamiques des métaux et alliages liquides.

Ashcroft et Hensel, dans leurs remarques de cloture de la huitiéme conférence sur les
métaux liquides et amorphes (LAMS) [114], soulignent que ce théme de recherche sus-
cite un intérét grandissant et qu’il s’étend, peu a peu, a des domaines connexes comme
les quasi-cristaux, les clusters et les transitions de phases. Ils mettent 1’accent aussi
sur 'importance des progres réalisés depuis les années 70, période a laquelle la physi-
que des métaux liquides n’en était qu’a ses balbutiements. D’une part, des techniques
expérimentales nouvelles permettent de faire des investigations jusqu’alors impossible,
notamment lorsque le systéme étudié est placé dans des conditions de pression et de
température extrémes, par exemple au voisinage du point critique. D’autre part, d’un
point de vue théorique, les progres sont nombreux. L’un des plus frappants est la mise
au point des méthodes de simulation comme celle de Monte Carlo ou celle de dynamique
moléculaire dont l'utilisation est facilitée par des moyens informatiques de plus en plus
puissants. Elles permettent d’accéder au comportement intime de la matiére tant et si
bien qu’elles sont considérées comme ayant valeur d’expériences lorsque les interactions

du systeme étudié ont été définies ou déterminées de la fagon la plus réaliste possible.

Un métal liquide est vu comme étant un mélange de deux systémes. L’un est constitué
par le gaz électronique, autre par une collection d’ions plongés dans ce gaz d’électrons
de conduction garantissant la neutralité de ’ensemble. Le probléeme fondamental, pour
déterminer la structure et les grandeurs thermodynamiques d’un liquide métallique, est

de déterminer la distribution des ions compte tenu de leurs interactions mutuelles. Ces

1



Introduction

interactions dépendent fortement du couplage entre les systémes électronique et ionique,

qui forment le métal.

La voie traditionnelle pour construire un potentiel effectif u(r), qui traduit l'interac-
tion de paires entres ions, consiste a utiliser la théorie des pseudopotentiels dans laquelle
on considere les électrons de conduction comme étant presque libres ; c’est-a-dire que le
pseudopotentiel, qui représente l'interaction entre un jon et un électron, est faible, ce qui

permet d’employer la théorie des perturbations de la mécanique quantique.

La distribution des ions est représentée par la fonction de distribution radiale g(r),
grandeur essentielle dans la théorie des liquides. Outre les méthodes de simulation, la
méthode semi-analytique la plus puissante, pour calculer g(r) & partir de u(r), est celle
des équations intégrales. Cette théorie, qui est apparue il y a environ trente ans, s’est
considérablement améliorée depuis une dizaine d’année et a atteint, a I’heure actuelle, un
degré de précision impressionnant. De plus, I’apparition d’algorithmes de résolution effi-
caces a rendu cette méthode fiable et peu consommatrice en temps de calcul, permettant

ainsi de faire des études systématiques, le cas échéant.

Dans un métal liquide, les grandeurs thermodynamiques sont intimement liées a la
structure. En effet, on peut calculer la compressibilité isotherme xr par la voie du viriel
en fonction de u(r) et de g(r), mais on peut également aboutir & y7 en prenant la limite
en zéro du facteur de structure S(g) qui est la transformée Fourier de g(r). Cependant, les
résultats obtenus par ces deux voies sont généralement différents ce qui traduit certaines
incohérences. De ce fait, thermodynamique et structure sont souvent étudiées de fagon
séparée. L'objectif de ce travail est de décrire simultanément la structure et les propriétés
thermodynamiques des métaux liquides dans le sens ot le calcul d’'une méme grandeur,
la compressibilité isotherme en 'occurence, donnera un résultat identique par les deux
voies indépendantes citées ci-dessus. Les différentes quantités, I’énergie totale d’un coté,
le facteur de structure de I’autre, dont elle découle, pourront étre avantageusement com- ’
parées avec l’expérience. A cette fin, nous utilisons la méthode des pseudopotentiels
et les équations intégrales en essayant de réduire les incohérences thermodynamiques et
électroniques inhérentes a ces théories approximatives. Cette procédure est appliquée,

d’une part, a tous les métaux alcalins et, d’autre part, & la série 3d des métaux de transi-
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tion, ces derniers ayant été peu étudiés dans la phase liquide. De plus, nous tirons parti de
pseudopotentiels locaux trés récents qui ont montré leur efficacité sur les séries de métaux

pour lesquelles ils ont été élaborés.
Nous avons choisi de développer le travail de la fagon suivante.

Le premier chapitre donne, tout d’abord, les éléments principaux de la théorie des
liquides denses & I’équilibre qui permet de définir la fonction de distribution radiale g(r).
Puis, on présente la méthode du développement fonctionnel de Percus [81} qui conduit aux
approximations usuelles reliant u(r) & g(r). Ainsi la méthode des équations intégrales con-
siste & combiner 'une de ces approximations 3 la relation exacte d’Ornstein-Zernike [78]
pour former un systéme permettant de calculer g(r). Enfin, on décrit 'une des méthodes

de résolution numérique des équations intégrales parmi les plus efficaces.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons des équations intégrales plus élaborées,
dites auto-cohérentes. Leur étude détaillée est entreprise dans le cadre d’un liquide dont

les interactions sont modélisées par un potentiel de Lennard-Jones.

La théorie généralisées des pseudopotentiels pour les métaux de transition est exposé
dans le troisieme chapitre. Elle permet de construire I’expression de I’énergie totale sous
la forme d’un terme ne dépendant que du volume du métal et d’une somme de potentiels
de paire. De cette énergie on déduit les expressions de la pression et de la compressibilité
isotherme. Dans le formalisme employé, les métaux alcalins ont été traités comme un cas

particulier des métaux de transition.

Enfin, le chapitre quatre, qui se décompose en deux parties, présente les résultats
obtenus. Dans un premier temps, nous étudions, a I’aide des équations intégrales définies
au chapitre un, l'influence des différentes parties du potentiel effectif du lithium et du
sodium au voisinage du point de fusion et du rubidium et du césium au voisinage du
point critique, 1& ou est observée une transition métal-isolant. Finalement, une étude
détaillée des propriétés thermodynamiques et structurales, au point de fusion, de tous les
métaux alcalins et des métaux de transition de la série 3d est entreprise au moyen des

équations intégrales auto-cohérentes, en accordant une attention toute particuliére a la

compressibilité isotherme.




Chapitre 1

THEORIE DES LIQUIDES
DENSES A ’EQUILIBRE

1.1 Introduction

Sonder la matiére condensée se fait principalement par des expériences de diffraction
de rayons X ou de neutrons. Dans le cas des solides, ’intensité mesurée par réflexion
sur les plans de Bragg atteind des maxima pour certaines directions privilégiées. Ceci
est la conséquence directe d’un arrangement ordonné des atomes dans 1’échantillon. En
revanche, dans I’état fluide il n’apparait pas de pics aussi marqués que dans 1’état solide
car si un ordre atomique & courte distance subsiste toujours, l'ordre a longue distance a
disparu et il n’est pas possible de construire un réseau périodique caractéristique de I’état

cristallin (I’état amorphe et les quasi-cristaux ont des caracteres encore plus particuliers).

Les propriétés de la matiére condensée sont essentiellement déterminées par les inter-
actions entre particules qui sont dans la plupart des cas modélisées par un potentiel de
paire u(r). Il faudrait, en toute rigueur, tenir compte d’autres contributions que les inter-
actions de paires, mais I’essentiel du phénomene physique est reproduit par ces derniéres.
Cependant, le probléme central en théorie des liquides est la détermination de la fonction
de distribution radiale g(r) pour un corps donné. La fonction de distribution radiale est
importante pour plusieurs raisons : sa transformée de Fourier, le facteur de structure

S(q), se mesurant expérimentalement par diffraction de RX ou de neutrons, permet ainsi

4



1.1. Introduction

une comparaison directe entre théorie et expérience. D’autre part, la comparaison des
grandeurs thermodynamiques avec 'expérience, qui s’expriment également en fonction de

u(r) et de g(r), fournit un autre moyen de tester la théorie.

Il existe deux voies principales pour calculer g(r). D’une part, les méthodes de Monte
Carlo (MC) et de dynamique moléculaire (DM) (voir le livre d’Allen et Tildesley [2]) qui
correspondent 3 des calculs de simulations de systémes liquides ayant valeur d’expérien-
ce. Bien que ces méthodes soient considérées comme exactes pour un potentiel de paire
donné, leur principal défaut vient du fait qu’un nombre limité de particules (environ 100
ou 1000 particules mises dans une boite cubique avec des conditions aux limites) est utilisé
pour la simulation, de sorte que la fonction de distribution radiale g(r) n’est pas connue
au deld de quelques distances interparticulaires. D’autre part, on emploie les méthodes
semi-analytiques, appelées ainsi car elles sont formulées 3 partir d’équations analytiques
approximatives, qui conduisent le plus souvent & des solutions numériques. Parmi ces
méthodes, fondées sur la physique statistique classique, il en existe deux types : celles
dites des perturbations thermodynamiques [5, 38] et celles des équations intégrales, basées
sur la combinaison de la relation d’Ornstein-Zernike [78] avec une équation approximative

liant u(r) a g(r).

Dans les théories les plus simples, la connaissance de g(r) sur une grande portée est
incertaine et le calcul des grandeurs thermodynamiques manque de précision. Toutefois
on peut améliorer la précision en augmentant le nombre de particules lorsque ’on fait des
calculs de simulation et en employant des approximations de plus en plus sophistiquées

lorsque P’on utilise les méthodes semi-analytiques.

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode de résolution numérique des
équations intégrales permettant ainsi de faire une étude systématique de différents types
d’interactions. Aprés avoir défini, dans la section 1.2, les équations d’état et la fonction de
distribution radiale g(r), pour les liquides classiques et isolants, certaines considérations
sur les modeles des liquides interagissant par I'intermédiaire de potentiels de paire seront
apportées dans la section 1.3. La méthode des équations intégrales sera ensuite donnée
dans la section 1.4, sur la base du développement fonctionnel de Percus, et la résolution

numérique sera exposée dans la section 1.3.




1.2. Thermodynamique des liquides

1.2 Thermodynamique des liquides

1.2.1 Fonctions de distribution
Ensemble grand canonique

L’utilisation de cet ensemble est approprié pour déduire les relations nécessaires a la
physique des liquides simples. Considérons un systéme, composé d’un nombre N variable,
de particules ! de masse m dans un volume V/, plongé dans un thermostat a la température
T. Les grandeurs fixées dans cet ensemble sont T, V' et le potentiel chimique p (voir
Landau et Lifchitz [65]). La probabilité de trouver la particule (1) dans 1’élément de
volume de Pespace des phases dridp;, la particule (2) dans dr,dp,, ..., la particule (N)
dans drNde, est |

1

N

Dans cette équation, B = 1/kpT avec kg la constante de Boltzmann. Les =" sont les

positions et les p"V sont les moments de tous les atomes ou de toutes les molécules 2

Chaque dr; ou dp; est un élément de volume & trois dimensions.

L’hamiltonien s’écrit, pour N particules :

N
Hu(eN,p") = pi/2m +U(r"). (1.2)
=1
Le premier terme du membre de droite est I'énergie cinétique et U(rN) est lénergie

potentielle d’interaction. La normalisation de (1.1) :
Z/ f(@N,p"; N)drVdp" = 1, (1.3)

définit la fonction de partition

—_1r ex N)
=(V, T, p) = ;,igN / / exp(—BHn(r", p"))drNdp". (1.4)
N=0

1 Icj les particules considérées sont des atomes ou des molécules rlgldes 4 symétrie sphérique de sorte
qu’il n’est pas nécessaire de tenir compte de leur orientation et rotation ni de leur forces internes.

2 On emploie la notation p¥ = py,...,py et de méme pour les positions.




1.2. Thermodynamique des liquides

Le facteur 1/N! tient compte de indiscernabilité des particules et 1/ B3N, ot h est la
constante de Planck, apparait & la limite classique de 1’élément de volume plus général

utilisé en mécanique quantique

N
1 dp,dr;
N et
dr =l =7 (1.5)

=1
Il est possible de séparer ’intégration sur les moments de celle sur les coordonnées, permet-
» P

tant ainsi de réécrire (1.4) sous la forme

- = 2
=T =Y o / / exp(—AUN(r"))drY. (1.6)
N=0" "~ )
Par définition, l’activité dans (1.6) est

z = A% exp(Bp), (1.7)

ot A = (h?/2rmkgT)"/? provient de I’intégration de 1'énergie cinétique et s’appelle la
longueur d’onde de de Broglie ou longueur d’onde thermique. Elle permet de savoir si
I’approximation classique de la physique statistique faite ici est justifiée ou non. Cette
approximation classique est valable pour la majorité des liquides mais elle n’est toutefois
pas adaptée par exemple pour ’hydrogéne et ’hélium a basse température quand les effets

quantiques sont importants (A est de Vordre de la distance moyenne entre les atomes c’est-

a-dire (N/V)7153).

Toute grandeur observable A n(rN,p") du systeme va s’exprimer comme la moyenne,

au sens de I’ensemble statistique considéré :
()= Y [[ At P s, P Ny e (18)
N=0
Par exemple, pour ’énergie interne E, il vient
B =i =Y [[ e o) s Ny g (1.9
N=0

La probabilité que le systeme pris au hasard dans I’ensemble contienne exactement N

particules est

P(N) = / (N, p; N)drN dp? (1.10)
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et, en utilisant les expressions (1.1) et (1.6),

N N\ 7N
P(N) = m /eXP(—ﬂUN(T ))dr™. (1.11)
Ainsi le nombre moyen de particules est
(N)=>_ NP(N) (1.12)
N=0
ou, en fonction de =(V, T, u) = =,
dlnz=
(N) EI (1.13)

Fonction de distribution radiale

Par définition, les fonctions de distribution partielles, obtenues par intégration sur

N — n — 1 positions s’écrivent a partir de la relation (1.1)
f(n)(rn,pn) —n / fN ,p N—nde—n. (114)

Elles représentent N!/(N — n)! fois la probabilité de trouver n particules dans un élément
de volume d’espace des phases dr"dp™. Par intégration sur les moments restants, on

construit les fonctions densité a n particules
p(")(r") = -1— i ——Z—N—— // exp(—ﬂUN(rN))drN—" (1.15)
E = (N —n)! ’

qui donnent N!/(N —n)! {fois la probabilité de trouver n particules parmi N, indépendam-

ment des N — n autres dans un élément de volume dr" et sans considérer les moments.

/p(")(r")dr" = <(—N—]i'n—)‘> (1.16)

/p(l)(m)dr1 = (N). (1.17)

Alors, pour un systéme homogene, la fonction densité 3 une particule (ne dépendant pas

Sa normalisation entraine

En particulier

de la position) devient la densité en nombre

pO(r)=p= %ﬁ (1.18)
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Figure 1.1: Fonction de distribution radiale g(r) (a) et facteur de structure S(q) (b)
pour un fluide de Lennard-Jones au voisinage du point triple (T* = 0.719 et p* = 0.85).

La fonction de distribution d n particules est définie & partir de la fonction densité corres-
pondante :
(n)(pn
(n) (™) — P (7' )
g (") = = 1.19
") = M) (119

et, pour un systéme homogene, cette relation devient :
prg™M () = V(") (1.20)

La grandeur centrale en théorie des liquides est la fonction de distribution radiale, g(r),
encore appelée fonction de corrélation de paire, qui ne dépend que de leur distance de
séparation :

ple(r) = P29(2)(|"2 —ril) = PP (v, 2). (1.21)
Cette grandeur est une mesure de l'ordre dans le liquide. Quand r — oo, le potentiel
d’interaction n’est plus ressenti et g(r) tend vers la limite des gaz idéaux

lim g(r) = 1. (1.22)

n—oo

La figure 1.1(a) montre une représentation typique de g(r) ; la ligne continue corres-
pond aux résultats des calculs effectués 3 l’aide de la théorie des équations intégrales
[20], qui sera exposée dans le chapitre 2 et les cercles sont les résultats de simulation
de Verlet [99]. Quand la densité p devient faible (cas des gaz dilués), g(r) se comporte

comme exp(—Bu(r)) o u(r) est le potentiel d’interaction de paire. Le facteur de structure
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S(q), qui se mesure expérimentalement et permet ainsi une comparaison directe avec

’expérience, est relié & g(r) par la relation exacte

S(a) =1+ [ (9(r) = Dexpliq - )ir (1.23)

La mesure de la corrélation qui existe entre deux atomes du liquide est fournie par la

fonction de corrélation totale

h(r) = g(r) — 1, | (1.24)

qui tend logiquement vers zéro quand leur distance de séparation devient grande. L’équa-

/
tion (1.23) s’écrit immédiatement en fonction de h(r)

S(g)=1+ p/ h(r)exp(iq - r)dr. (1.25)

La figure 1.1(b) représente le facteur de structure correspondant a la transformée de

Fourier de g(r), montrée sur la figure 1.1(a).

1.2.2 Physique statistique et thermodynamique

Les grandeurs thermodynamiques sont caractéristiques de ’état macroscopique du

corps. Elles sont reliées, dans ’ensemble grand canonique, par la relation
PV =kgThh= (1.26)

a la description microscopique fournie par la physique statistique wia les fonctions de
distribution. Cette relation s’exprime différemment dans d’autres*en%mbles statistiques.
Le choix d’un ensemble particulier ne porte pas a conséquence car le pa,ss@e\a la limite
thermodynamique impose N — oo et V — oo avec la condition p = (IN)/V constante :

ainsi, les grandeurs calculées avec des statistiques différentes deviennent identiques.

Le but de ce paragraphe est de donner une expression analytique a chaque propriété
thermodynamique considérée ici, en fonction de g(r). Ceci est possible, en supposant que

I’énergie potentielle Uy (r") dans 'hamiltonien (1.2) puisse se mettre sous la forme d’une
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somme de potentiels de paire de particules 3 Cest-a-dire
1
Un(r") =5 ) walra, ™), (1.27)
13 #12
ce qui semble tout 2 fait raisonnable dans la majorité des cas. Cette hypotheése ainsi que

d’autres alternatives seront examinées dans la section 1.3.

Equation d’énergie

L’énergie interne s’obtient & partir de la relation générale (1.9). Considérons la
séparation de I’énergie en une partie idéale (ou cinétique au sens du gaz parfait) et en une

partie en excés par rapport a la premiere, provenant des interactions :

E = Eid+Eez
= §(N)k T+ 1 i ﬁ /ex (=BUN(r™))Un(r™)dr" (1.28)
= VBT T E 2 vy | TR N '
et, par hypothése, Un(r™) se met sous la forme (1.27), de sorte que ’énergie par particule
devient [38, pages 32-33]
E 3 p
—— = —kgT + = dr. .
™y " 2 sT + 2/u(r)g(r) r (1.29)

La relation (1.29) est I’équation d’énergie du liquide.

Equation de pression

La pression est une grandeur intensive donc indépendante du volume a p constant.

La relation (1.26) devient
OlnZ(V,T,p)

= kgT 1.

P =kp 57 (1.30)

Suivant Born et Green [16], (1.30) conduit & I’équation de pression ou équation du viriel
p= <N’;fT _ % v VUN(rN)> , (1.31)

3 Dans ce cas, il n’y a qu’un seul type de particules. Si le corps était formé de plusieurs constituants,
il faudrait considérer des potentiels de paire entre chaque type de particules de méme nature et entre
chaque type de particules différentes.
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qui peut se déduire aussi a l’aide de la relation de Clausius. De maniére générale, en

effectuant la moyenne * de (1.31) la pression prend la forme

P = pk T—liﬁfex (-BU (rN))%drN 1.32
T PEET T E LN PATPUN av (1.32)
D’aprés hypothése (1.27), aprés le changement de variable
d rd
v o3a (1.33)
la pression du viriel en unité pkpT s’écrit
p p du(r)
=1- . .
ko ShnT /r = g(r‘)dr (1.34)

Equation de compressibilité

La compressibilité isotherme xr exprime la variation de densité avec la pression a

1/ dp

D’une part, les formules (1.30), (1.13) et la dérivée de (1.13) par rapport a u permettent

température constante ° :

d’arriver a la relation générale

dp\ _ (V%) —(N)?
kgT (8—P)T = (1.36)

qui lie la compressibilité isotherme a la fluctuation du nombre de particules. D’autre part,

en utilisant les relations (1.16) et (1.17),
/{P(Z)(h, ry) — p(r1)p)(r2) Y1, dra = (N?) = (N)* — (V) (1.37)
soit, pour un liquide homogéne
Vi [ () = 1dr = (V%) = (V)7 = (M), (1.38)
On obtient ainsi I’équation de compressibilité sous la forme

kgT (-g—;;—)T =1+ p/ (g(r) — 1)dr (1.39)

4 Au sens de Pensemble grand canonique.
5 La différenciation de p par rapport & P se fait indifféremment a T constant ou V constant, voir

reférence [65, p. 374]
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ou encore

pksTxt = S(q =0). (1.40)

Tl faut noter que cette équation est obtenue sans faire d’approximation particuliere sur
I’énergie potentielle Ux(r) ; il est remarquable que ’équation de compressibilité ne re-
quiert que la connaissance de la fonction de distribution de paire et non celle des fonctions
d’ordre supérieur. Au voisinage du point critique ot la ligne de coexistence liquide-gaz se
termine, les fluctuations de densité deviennent trés grandes, ainsi le facteur de structure
en ¢ = 0 doit diverger. La relation (1.39) fournit une équation d’état du systéme compa-
rable 4 la relation (1.34). En effet, la pression obtenue en intégrant (1.39) par rapport a la
densité, pourrait étre comparée, pour un calcul particulier de g(r), & ’équation du viriel
(1.34). Mais cette démarche est difficile a réaliser et il est préférable de dériver (1.34) pour

comparer directement les compressibilités obtenues par les deux voies indépendantes.

De toute évidence, la fonction g(r) dépend de la densité. Considérons de plus que
le potentiel de paire n’en dépende pas. Cela semble correct en premiére approximation
pour des liquides isolants ®. Dans ces conditions, la dérivation de (1.34) par rapport a la

densité aboutit a

(0, oo o e

qui est I'inverse de la compressibilité a un facteur pkgT pres.

1.3 Forces d’interactions

1.3.1 Potentiel de paire

L’hypothese de base de I'interaction entre particules, utilisée dans ce chapitre, a été
énoncée dans la section 1.2 par la relation (1.27). Cette hypothese traduit le fait que les
seules interactions qui existent dans le liquide sont des interactions 3 deux corps. L’énergie
potentielle totale est alors une somme de potentiels de paire. Cependant, on proceéde a

plusieurs approximations pour écrire I’énergie sous la forme (1.27). On s’est restreint ici

6 Pour des liquides métalliques, le potentiel de paire considéré dépendra de la densité et la compres-
sibilité obtenue & ’aide de ’équation du viriel aura une expression différente (cf. chapitre 3).
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aux liquides purs et isolants, formés d’atomes ou de molécules sphériques. Apres avoir
résolu ’équation de Schrodinger dans ’approximation adiabatique de Born-Oppenheimer,
I’énergie potentielle de (1.2) s’écrit uniquement en fonction des coordonnées des centres

de masses des atomes ou molécules
UN = UN(TN). (1.42)

Une autre simplification peut-étre faite en considérant que les énergies potentielles sont

additives, c’est-a-dire

1 1
UN(TN) = 5 Z u2(1‘,'1,'2) + §|' Z U3(7°i1i2,7'i1i3,7'i2i3) + - (1'43)
' ' i]#ig ) 1'1?51.2?“3

Le premier terme est donné par la somme de potentiels de paire (1.27), le deuxieme
est une somme 3 trois corps, etc.... Dans l'extréme majorité des cas, selon Barker
et Henderson [12], il parait raisonnable de négliger toutes les interactions supérieures a
celles & trois corps. La prise en compte du terme a trois corps a des effets sensibles
sur la structure et les grandeurs thermodynamiques des gaz rares. Barker et al. [14,
13] et Attard [9], 'ont confirmé en utilisant respectivement la théorie des perturbations
thermodynamiques et les équations intégrales. Ils trouvent une différence de plusieurs
pour-cent par rapport & l'interaction de paire sur les grandeurs thermodynamiques et
une influence sur la localisation du point critique. Ces auteurs emploient ’interaction a
trois corps de Axilrod et Teller [10] qui vient corriger le potentiel de Lennard-Jones pour
donner un potentiel de paire effectif ; la fagon dont la correction s’effectue est différente

suivant les auteurs {14, 13, 9, 86].

On considérera ici uniquement des potentiels de paire. Ceci se justifie par le fait
qu'ils donnent une trés bonne description des liquides classiques avec des résultats tres
précis. La correction & trois corps pourrait 8tre ajoutée in fine aprés avoir mis au point
une méthode de résolution pour un potentiel de paire ; pour obtenir alors les grandeurs
thermodynamiques, il faudrait modifier les équations d’états exposées dans la section 1.2

comme !’a proposé Attard [9].
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1.3.2 Modéles des liquides

L’interaction de paire est modélisée de différentes maniéres afin d’étudier le comporte-
ment général des liquides ainsi idéalisés. L’un des potentiels les plus réalistes et appropriés

pour les liquides de gaz rares est celui de Lennard-Jones

Wb (r) = e { (%)” - (g)s} . (1.44)

Ce potentiel, représenté sur la figure 1.3(b) posséde un puits de profondeur ¢ et une partie
attractive en r~® qui est associée aux forces de Van der Waals. La partie répulsive en
r=12 est due aux répulsions de Pauli qui interviennent entre les couches électroniques
fermées. Ce potentiel, dont le zéro est en o, est particulierement bien adapté pour les
liquides de gaz rares et les parametres € et o sont déterminés pour que les propriétés
thermodyﬁamiqueé calculées coincident avec celles du liquide étudié (par exemple €/kp =
119.8K et o = 3.405A pour l’argon liquide). Le modeéle idéalisé le plus simple pour étudier
le comportement général des liquides est celui des spheres dures (HS, hard spheres)

HS _. o0 SiT'<0',
“ (r)_{O sir > o, (1.45)

oll o est le diametre des spheres dures (voir figure 1.2). Il est utilisé comme systeme
de référence dans les méthodes de perturbations thermodynamiques [5] et a I’avantage
de présenter des solutions analytiques pour le facteur de structure S(q) et les grandeurs
thermodynamiques. Il existe d’autres potentiels analogues a celui des spheres dures qui

sont mieux adaptés au comportement de certains systémes qu’a d’autres : le potentiel

puits carré (SW, square well)

o sir <o,
wW(r)=<{ —e sio<r<Aog, (1.46)
0 sir> Ao,

dont les paramétres apparaissent sur la figure 1.2 ou le potentiel des sphéres dures chargées

(CHS , charged hard spheres)

CHS _ o0 Si r< g,
u N (r) = { QJr sir>o, (1.47)

qui contient, en plus du potentiel HS, une partie coulombienne a longue distance, les

sphéres portant chacune une charge Q.
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u(r) u(r)

(a) (b)
. Figure 1.2: Potentiels des sphéres dures (a) et du puits carré (b).

1.4 Structure des liquides : équations intégrales

1.4.1 Relation d’Ornstein-Zernike

Cette relation a été proposée par Ornstein-Zernike [78] (OZ) en 1914. Elle exprime le
lien entre les différentes fonctions de corrélations quand une variation de densité se produit
sous 1’action d’un champ extérieur. Les fonctions de corrélation du systéme mesurent
I"influence d’une particule, prise comme origine, sur les autres en fonction de la distance.
De maniére générale, le liquide, décrit dans I’ensemble grand-canonique, est soumis a
un champ exterieur ¢(r) ne dépendant que de la position et agissant sur chacune des
particules. Ainsi, en considérant toujours des interactions de paires, I’hamiltonien (1.2)
devient,

N 1 N N
Hu(r™,pY) = B f2m 5 D ulrars) + 3000 (1.49)
i=1 i#j i=1
En utilisant le facteur de Boltzmann e(r;, *;) = exp(—Bu(r;,7;)), la fonction de partition
(1.6) s’écrit :

o0 1 N N
Z[4] = Z bl / H 2*(r;) H e(ri,r;)dr?, (1.49)

N=0 i=1 1<J
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qui est une fonctionnelle de ¢. La quantité z*(r;) est définie par la relation

2*(r;) = zexp(B4(7:)),

(1.50)

oll z est ’activité (1.7). I est possible de construire deux hiérarchies de fonctions (voir

les articles de revue de Evans [28, 29]) par dérivation fonctionnelle deZouln=:

1. Les fonctions densités a plusieurs particules
"=

62*(rq) - -+ 6z*(rn)’

z2*(r1) - 2°(rn)

ulf —

P (r™) =

(1.51)

ol les différents ordres de fonctions sont obtenus par dérivations successives de =

par rapport a z”.

9. Les fonctions de corrélation & plusieurs particules. Au premier ordre, la

fonction de corrélation est définie par

Dp: ] = In (B‘_’(_"_)) .

z*(71)

(1.52)

Les ordres supérieurs sont alors obtenus par dérivations successives de (1.52) par

rapport & la densité & une particule :

§mcM{p; 7]
(n) el — y 7'l
Mp 7] §p(ry) -+ 6pD(ry)’

(1.53)

A T’aide de ces deux hiérarchies, construisons d’une part la fonction densité a deux corps

au moyen de la relation (1.51)),

) 622
(2) ==z ¥
P (ry,72) =7 (r1)2 (T2)6z*(1'1)5z*("2)

de laquelle nous tirons la relation

§pW (v
300 0)(r)6(r4,72) + 9O ()0 (r2)g(ra,72) = 1)
§1n z*(ry)

d’autre part, suivant (1.53), la fonction de corrélation & deux corps qui s’écrit

1 §1n z*(r1)
(2) S B
Wrvma) = Sy 7T T B )

Tirant parti de la définition de la fonction 6:

§1ln z*(r1) _/6lnz‘(r1) 5p(r3) dr
Slnz*(ra) J 6pW(r3) élnz*(r2) ¥

6(7'1’ 72) =

(1.54)

(1.55)

(1.56)

(1.57)
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Figure 1.3: Fonctions de corrélation directe ¢(r) et indirecte y(r) (a), fonction de
corrélation totale A(r) et potentiel de Lennard-Jones (b).

la relation d’Ornstein-Zernike (OZ) est obtenue par insertion de (1.55) et de (1.56) dans
(1.57), soit
h(ry,72) = c(r1,72) + /p(l)(’l'g,)h(’l'g, ro)c(r1, r3)drs. (1.58)

Ce calcul est exposé en détail dans 38, p. 105-107]. Lorsque le systéme est homogene et

invariant par translation, la relation OZ devient

h(r) = c(r) + p/h(r')c(lr —7'|)dr’. (1.59)

Le produit de convolution de la relation (1.59) est la fonction de corrélation indirecte

A(r) = h(r) — c(r) = p/ h(r')e(|r — #'|)dr'. (1.60)

L’interprétation physique de I’équation O7 est la suivante : la corrélation totale
h(ry,72) qui existe entre les particules (1) et (2) est la somme d’une corrélation directe
¢(r1,72) et d’une corrélation indirecte y(r1,72). Cette derniére résulte de la somme de
toutes les combinaisons possibles de particules intermédiaires par lesquelles la corrélation
se propage de proche en proche de (1) a (2). Comme le montre la figure 1.3 dans le cas
d’un potentiel de LJ, la portée de c(r1, 7,) est de 'ordre de celle de I'interaction de paire
u(ry,73), alors que h(ry,7;) varie encore bien au deli. Cette interprétation est confirmée
par les calculs de simulation sur les liquides simples. Dans tous les cas, la fonction de

corrélation totale h(r) a une portée beaucoup plus longue que le potentiel d’interaction.
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En particulier, pour un liquide de sphéres dures, les oscillations de h(r) obtenues par

simulation ou A 'aide de I’équation de OZ sont visibles jusqu’a plusieurs diametres de

spheres dures [11].

La relation OZ contient deux inconnues, ¢(r) et (), et dans la suite de cette section,
P’objectif est de donner les relations les plus courantes exprimant ¢(r) en fonction de (r).
Ainsi la combinaison de ’équation OZ avec I'une d’entre elles permettra de calculer la
fonction de distribution radiale pour un systéme donné. C’est la théorie des équations

intégrales.

1.4.2 Equations intégrales standard

Les équations intégrales standard donnant ¢(r) peuvent étre obtenues par dérivation
fonctionnelle, en utilisant la méthode développée par Percus [81], si les particules intera-

gissent par 'intermédiaire d’une somme de potentiels de paires.

Réponse du systéme & un champ extérieur

Dans la méthode de Percus 7, une particule indicée (0), fixe et prise comme origine,
crée un champ extérieur ¢(r) dans le liquide. Puisque toutes les particules sont identiques,

chacune d’entre elles ressent la présence du champ
¢(r:) = w(ro, 3), (1.61)

qui est, dans ce cas, & symétrie sphérique. Ceci permet de réécrire I'énergie potentielle de

’hamiltonien (1.48)

N N N+1
UN+1(1'N+1) = Zu(rg,rj) + Zu('ro,r,-) = Z u(r,-,rj). (1.62)
i<y i=1 i<

D’apres (1.49), la fonction de partition, qui est une fonctionnelle de ¢, est donnée par

N

—_ =[0] z -1
:'[¢] = L ] Nzﬂ E[O](N — 1)| /emp(—ﬂUN)d'rN ’ (163)

7 On trouvera le détail des calculs dans le livre de Hansen et McDonnald [38, p.116-119]
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ott Z[0] est la fonction de partition sans champ extérieur. Selon la définition de la fonction

densité (1.15) et pour un liquide homogene, la relation (1.63) se met sous la forme

=[¢] = 5[3—]3 (1.64)

De méme, A P'aide de (1.62), la densité a une particule devient une fonctionnelle de ¢ et

P(2)[¢; 7o, 1'1]

pW[p;r1] = , (1.65)
La définition (1.19) de la fonction de distribution radiale entraine
pg(ro,m1) = pV[d;71]. (1.66)

Selon idée de Percus, pg(7o,r1) s'interpréte comme la densité au point 7, résultant de
Iinfluence de la particule (0). La présence de cette derniére produit une variation de
densité dans le liquide
| Ap® = pW[g5 7] — pM[0; 74, (1.67)
le champ extérieur passant de zéro a ¢. Cette variation de densité est liée a la fonction
de corrélation totale A(r) : c’est la fonction réponse 4 un champ extérieur. En effet, la
définition (1.66) conduit a
Ap(l) = ph(rq,T1). (1.68)
La relation (1.25) indique que le facteur de structure S(q) représente la fonction réponse

exprimée dans ’espace réciproque.

Le développement de Taylor des fonctions de corrélation permet d’obtenir des relations
appelées équations intégrales qui, combinées avec la relation OZ constituent la théorie des
équations intégrales. Cette méthode est couramment appelée développement fonctionnel
de Percus. Chaque choix de fonctionnelle a développer aboutit & une équation intégrale
particuliere. En outre, les équations de Percus-Yevick (PY) et de la chaine hyper réticulée

(HNC, hypernetted chain), constituent les deux relations les plus simples de cette théorie.

Equation de Percus-Yevick

La fonctionnelle a développer en série de Taylor, au premier ordre en ¢ = 0 est

exp(Vpim) = FESE
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Ainsi,
p(l)[¢;r1] — [O 1‘1] 1)[¢,T1] W po] — MW1o: r
z*(71) B /5/’(1 [45,7'2]( *(71) )¢=o(p 19 =7 o 2])drs-
(1.70)
Or,
6 p[¢; 4] _ pV[; 1] ) 0 pD ;1]
5P(1)[¢§7'2]( z*(r1) >¢=o— z*(r1) 5P(1)[¢;1'2]l ( z*(r1) >¢=0 (1.71)

A D’aide des définitions du champ extérieur (1.61) et des fonctions de corrélation (1.53),
le développement devient

P(l)[¢; 7‘1]
pexp(—u(ro,71)/ksT)

=1+ p/ h(r2, Po)c(ry,72)dTs. (1.72)

En identifiant (1.72) avec la relation OZ et (1.66), il vient I’équation de PY, obtenue de
facon différente par Percus et Yevick [82],

g(ry,m1) = exp(—Bu(ro,71)){g(ro, 1) — c(ro,71)} (1.73)

Cette équation s’écrit en fonction de (r) pour un fluide homogene et invariant par trans-

lation
g7 (r) = exp(—Bu(r){7(r) + 1} (1.74)

ou, pour ¢(r) = g(r) — 1 — 4(r) (relation OZ),

cF¥ (r) = {exp(—Pu(r)) — 1}{~(r) + 1}. (1.75)

Chaine hyper-réticulée

Pour obtenir ’équation HNC, ¢M[p; ;] doit étre développée directement suivant la
q p

relation :

(1)[,0; T1] =
p_(IM 0 n p(l)[¢; 1'1] W[ e o] — Mg p i
( z"(r4) >+/5P(1)[¢;7'2]1 ( z*(ry) >¢=o(p (63 72] = pD [0 72])drs. (1.76)

En suivant un cheminement identique & celui utilisé pour obtenir 1’équation de PY, le

développement s’écrit

In (eXp(g—(;Z,(:,],rl)D = / h(rg, ro)c(r,72)dra, (1.77)
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qui donne ’équation de la chaine hyper réticulée (HNC)
g (r) = exp(—Bu(r) + (r)), (1.78)

ou pour ¢(r),

cHNC(r) = exp(—Bu(r) +1(r)) = 7(r) — L. (1.79)

Il est intéressant de noter que la linéarisation de (1.78) par rapport & 7(r) permet de
retrouver 1’équation PY. Dans la limite des faibles densités, quand v(r) tend vers zéro,

gFY (r) et gHNC(r) se comportent toutes les deux comme exp(—u(r)/ksT).

Approximation sphérique moyenne

Les potentiels réalistes contiennent & la fois une partie fortement répulsive et une
partie attractive généralement faible et de longue portée ; cette derniere est responsable
de la cohésion du liquide et permet d’étudier les phénomenes critiques. Ainsi le potentiel

peut se mettre sous la forme

u(r) = uo(r) + us(r). (1.80)

Si la partie répulsive peut étre modélisée par une interaction de spheres dures, ’équation
PY indique alors que g(r) est nulle pour des distances inférieures au diametre des spheres
dures o. A longue distance, c(r) se comporte approximativement comme le potentiel.
Suivant ces considérations, I’approximation sphérique moyenne (MSA, mean spherical
approximation) correspond aux équations
g(r)=0 sir<o,
(1.81)
c(ry=0 sir>o.
La premiére relation est exacte tandis que la relation donnant ¢(r) est une approximation.
L’équation de PY devient un cas particulier de ’approximation MSA ol u;(r) est nulle
et out uo(r) est un potentiel de spheres dures. L’intérét principal de cette équation réside

dans ce qu’elle conduit & des résultats analytiques pour le modele CHS [79, 102, 103].

Le potentiel de paire des liquides étant en général continu, Week, Chandler et Ander-

sen [107] (WCA) ont proposé de le couper a son minimum principal r,, et de relever le
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potentiel répulsif, de telle sorte que I’écriture de (1.80) devienne,

_ u(r) — u(rm) sir < rm,
uo(r) = { 0 SI T > T,

(1.82)

[ u(rm) sit <rm,

u(r) = { u(r) Sir>Tn,.
Alors MSA se généralise a des potentiels continus en une équation intégrale, appelée SMSA
("soft core” MSA). Chihara [25] 'a obtenue par la méthode du développement fonctionnel
de Percus, utilisé précédemment pour PY et HNC. La fonction de distribution radiale a

la forme suivante
gSM54A(r) = exp(—Buo(r)){7(r)) + 1 — Bur(r)}, (1.83)
et la fonction de corrélation directe s’écrit
SMSA(r) = exp(—Buo(r)){7(r) +1 = Bua(r)} = (r) — 1. (1.84)

Evidemment, si uo(r) est le potentiel HS, P’équation SMSA se réduit a MSA. Barker et
Henderson [12] ont comparé les équations intégrales présentées précédemment, en utilisant
divers systemes (HS, CHS, LJ, SW, etc,.. .). 1ls ont constaté que SMSA combine les
avantages a la fois de PY et HNC et pallie les inconvénients de MSA.

1.5 Résolution numérique

1.5.1 La méthode LMV

Calculer la structure des liquides simples par les équations intégrales, c’est-a-dire

trouver la fonction de distribution radiale, consiste a résoudre la relation OZ
() = hir) = elr) = p [ Bl =+’ (1.85)
et |’ approximation donnant c(r) en fonction du potentiel de paire u(r) et de v(r) :

o(r) = Flu(r);+(r)]. (1.86)
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Les théories standard évoquées par la fonctionnelle F', sont celles de PY (1.75), de HNC
(1.79) ou de SMSA (1.84). La relation de P, pour I'important modéle des spheéres dures,
permet d’obtenir la fonction de corrélation directe c(r) analytiquement [95, 108, 108]. Mis
A part ce cas, le systeme formé de (1.85) et (1.86) se résout incontournablement de fagon

numeérique.

Toutes les méthodes de résolution numérique sont itératives. La plus simple est celle
des itérations directes : la fonction v(r), souvent initialisée & zéro (limite du gaz parfait),
est placée dans la relation (1.86) pour calculer c(r) dans ’espace direct, c’est la méthode de
Picard, ou dans I’espace réciproque comme l’a proposé Lado [60]. Puis ¢(r) est insérée dans
la relation (1.85) pour trouver une nouvelle fonction 7(r), qui sert & son tour de point
de départ de l'itération suivante, etc.... Ceci jusqu’a ce qu’aucune différence n’existe
plus entre deux ~(r) successifs, si la convergence est possible. Broyles [23] a proposé
une amélioration de la convergence qui consiste a mélanger des solutions successives pour
donner une fonction initiale dans les itérations suivantes : toutefois, cette procédure
converge extrémement lentement et donne des résultats stables uniquement a faible densité
et pour des potentiels de courte portée. Méme si une bonne estimation initiale de 7(r)
(plus ou moins proche de la solution) est introduite, la convergence reste lente. Cette

méthode n’est pas utilisable pour des liquides tres denses comme les métaux.

Une autre voie consiste & discrétiser les relations (1.85) et (1.86) pour faire apparaitre
un systeme de N équations linéarisées, résoluble par la méthode de Newton-Raphson
(NR) et nécessitant l'inversion d’une matrice N x N & chaque itération. Une bonne
estimation initiale permet la convergence rapide vers une solution stable. Cependant, on
doit utiliser un nombre élevé d’équations (typiquement N = 100 & 1000 voire plus), pour
accroitre la précision. Mais cela implique un temps de calcul important qui reste, malgré la
rapidité des ordinateurs et des micro-ordinateurs, un inconvénient sérieux pour la méthode
auto-cohérente utilisée plus loin. Tirant parti des techniques numériques d’inversion de
matrices, Zerah [111] a proposé un algorithme NR performant mais uniquement utilisable

sur de grosses machines comme le CRAY.

Gillan [34] a réussi a combiner la méthode NR avec celle des itérations directes. La

premiére est fastidieuse et consommatrice de temps pour les grands systemes d’équations
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et la seconde est rapide mais converge lentement, quand elle converge. En combinant les
avantages de chacune des méthodes, Gillan a proposé la décomposition de la fonction v(r)

discrétisée sous la forme suivante :
y(ri) =Y awPu(ri) + Ay(ri), i=1,...,N. (1.87)
k

L’espace réel et ’espace de Fourier sont discrétisés en intervalles réguliers. Chaque pas Ar
dans D’espace réel, affecté de 'indice 7, (respectivement Aq dans ’espace réciproque, indice
) est repéré par la position r; = tAr (respectivement ¢; = jAgq). La partie principale
de la fonction ~(r) correspondant au premier terme du second membre de la relation
(1.87) est calculée en utilisant la procédure NR, plus puissante. La partie fine Ax(ri)
plus petite d’un facteur dix et variant peu au cours du calcul, est traitée en itérations
directes. Dans la relation (1.87), la fonction ~v(r) est développée sur la base de fonctions

P, dites fonctions "roof”, et les coefficients ax donnent ainsi la représentation de sa partie

principale.

Est exposé ci-apres le détail de la méthode de Labik, Malijesky et Vonka (LMV) [59]
utilisée dans ce travail. Il est tout d’abord avantageux de considérer les fonctions ~(r) et

c(r) respectivement sous la forme

F(T’i) =r,-7(7°1-) 1= 1,...,N,
(1.88)
C(r) =ric(ri) i=1,...,N.

Les équations intégrales classiques présentées dans la section 1.4 s’écrivent alors, suivant

les relations (1.75), (1.79) et (1.84) :

O7Y () = fexp(— 52y - 1}{T(r) = i), (189
CHNC(r;) = ri{exp(—t;cgg + E(7%)-)} - I'(ri) — ri, (1.90)

SMSA(,.\ — p. _uo_(r,-_) F_(T’_) _ ui(ri)y _ Y — i =
CSM54(r;) = riexp(— TeT ) - +1 ET }=T(ri) =i =1,...,N. (1.91)

Les transformées de Fourier et transformées inverses sous forme discrete sont

N-1

Olgs) = 4xr Y Clr)sin(zmgs) G =L, N =1, (1.92)

i=1
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et
N-

89 Z (g;) sin( r,q]) i=1,...,N—1. (1.93)

”l

Il y a effectivement N valeurs dans les différents tableaux mais la fonction sinus annule
les termes i = 0 et j = 0 qui n’apparaissent donc pas dans les sommes. Les pas Ar et Aq

sont liés par le théoréme d’échantillonnage ArAq==/N.

Avec les définitions (1.88), la relation OZ dans I’espace réciproque prend la forme
. C?(q;
(g;) = _rCa) (1.94)
g; — pC(4))
Il faut maintenant construire la matrice jacobienne du systéme a résoudre par la méthode
NR pour une itération donnée. Selon Gillan [34], le systeme de M équations & résoudre
est
f,({l‘]}) =0, 1= 1,...,N, (195)
ou {z;} est 'ensemble solution z1,...,2Zum satisfaisant (1.95). Soit {$§0)} une estimation

initiale de la solution. Une nouvelle estimation {:1:5-1)} est donnée par

M
1) _ (0 afi
TOEE T 2 ij

i=1

£{z9)  i=1,...,N (1.96)
{z}={=:}

L’ensemble des 8 f;/Oz; représente la matrice jacobienne du systéme. La nouvelle estima-
tion est considérée comme estimation initiale de I'itération suivante et la procédure (1.96)
est Tépétée jusqu’a ce que la convergence soit obtenue. A une variable, le systéme (1.96)

se réduit & la méthode classique de Newton pour la recherche de zéros d’une fonction.

Concrétement, suivant la méthode LMV, C(r) est développée au premier ordre au

voisinage de ['®)(r), estimation initiale de la solution. Sous forme discréte C(r) s’écrit

dF

C(r;) = CO(ry) + I'(r;) — DO(r; i=1,...,N—-1. 1.97)
(r) = COr) + 5| () =TO) (
De sorte que sa tranformée de Fourier est
Clgi) = COg) + Y Cin(T(gr) =TNg))  i=1...N-1, (1.98)
k=1
avec N
~ 2 dF s T
== in(—r;qx) sin(—rigq;). 1.99
Cik N g: 03 oo sm(Nr,qk) sm(Nr,q]) (1.99)
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Le systéme d’équations ainsi linéarisées s’écrit en fonction des variables
AT (g;) = T (g;) = TW(g;)  j=1,-..,N -1, (1.100)

apres la n-ieme itération. Cette quantité représente la différence entre deux estimations

successives. Le systéme s’écrit

= - pC%g) ¢
3 Tk ADC(gy) = = — ™) j=1,..., M, (1.101)
poa g; — pC(a5)
ou . .
Cla. Cla: .
Tin = 855 — _rCa) (2 n —f’(—qi)—> Cix (1.102)
g; — pC(q5) q; — pC(g;)

est la matrice jacobienne du systéme. Etant donnée une estimation initiale {T'(®)(r;) pour
;=1,..., N} et pour une théorie donnant C(r), on fixe un nombre d’équations M (< N)
a résoudre par la méthode NR. Une nouvelle estimation est obtenue par résolution du
systeme (1.101) d’inconnues AT(M)(g;) dans Pespace réciproque et par transformation de

Fourier, de sorte que
I (r;) = ATO(r;) + TO(r;) i=1,...,.M (1.103)

sera le point de départ d’une nouvelle itération. La convergence est obtenue si I’écart

quadratique moyen est inférieur a une valeur fixée a ’avance,

M 1/2
(Z Af2(qj)> <107%, (1.104)

L’algorithme alterne les itérations directes et les itérations de NR. La convergence totale

est obtenue lorsque

N 1/2
(Ar > AF?@,-)) <107°. (1.105)
=1

Il apparait que les méthodes de LMV et de Gillan sont équivalentes. La seule différence
réside dans le choix des fonctions de base, fonctions "roof” pour Gillan et fonctions sinus
dans la méthode LMV. D’aprés Labik et al. cet algorithme réduit le temps de calcul de
trois & neuf fois. Par la suite, il sera utilisé pour divers systemes : les liquides de gaz
rares dont les interactions sont modélisées par le potentiel de Lennard-Jones ainsi que

les liquides de métaux alcalins et de transition, dont les interactions sont déterminées a
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partir de la théorie des pseudopotentiels. Il reste toutefois & examiner les problemes de
convergence et la précision des calculs, en choisissant le pas et le nombre maximum N

d’éléments des tableaux ainsi que le nombre d’équations NR et I’estimation initiale de

L'(r).
1.5.2 Problémes numériques

Le potentiel de LJ a été abondamment étudié (voir [12, 38] pour les références) que
ce soit par les calculs de simulation ou par les méthodes semi-analytiques. Dans cette
section, I’équation intégrale classique SMSA va étre utilisée pour calculer la structure et
les grandeurs thermodynamiques d’un liquide interagissant par un potentiel de LJ afin
d’ optlmlser les parametres numériques. Les résultats obtenus seront comparés avec ceux
de la littérature. Plusieurs paramétres entrent en ligne de compte pour le calcul numérique
des équations intégrales : le pas Ar et le nombre N d’éléments des tableaux représentant
les fonctions & calculer d’une part, et le nombre M d’équations NR pour ’optimisation
de 1a méthode d’autre part. Le pas Ar et le nombre d’éléments N des tableaux fixent
automatiquement I’extension spatiale rmqz et le nombre M conditionne le temps de calcul

et la convergence.

Dans le cas du potentiel de LJ ot les parameétres sont o et €, on utilise la densité
réduite p* = po® ou p est la densité (N)/V. De méme, les distances sont exprimées en
unité de o (z = r/o) et 'énergie en unité de kgT de sorte que la température devient
une grandeur sans dimension (T" = kgT/e). Avec ces définitions, le terme en exces de
’équation d’énergie (1.29) par particule est

ﬂ(f:; = §;—£—*/d " (ﬁ - —1—) g(z)dz (1.106)

P’expression de la pression du viriel (1.34) devient

P 167p™ [ (1 2
i:l_—iL ( : 10) o(z)ds (1.107)

p T 4z

D’une part, & partir de cette derniere relation, on obtient l'inverse de la compressibilité

327rp* Tmaz 1 2 pt ag(z)
1 12 P_99E)\ 4z 1.108
=1 (35 0) o+ 55 ) & (1109

du viriel

oP
op
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D’autre part, ’équation de compressibilité (1.39) donne

0P

| =1-—4r */ m“cw z¥dz. 1.109
9 s (z) ( )

T

A 1’aide des fonctions de corrélation directe ¢(z) et indirecte v(z), qui sont données par

le calcul, on exprime g(z) au moyen de la relation 0% :
g(z) = 71(z) + cz) + 1, (1.110)

ce qui permet en définitive de calculer I’énergie d’exces, la pression et la compressibilité.
Physiquement, la fonction g(z) doit étre nulle pour les faibles valeurs de z. En pratique,
g(z) est trés proche de zéro mais non nulle (de I'ordre de 107%). C’est pourquoi, dans
les calculs, g(z) est annulée pour toute valeur z < d ol d est une valeur déterminde
arbitrairement par la condition g(z = d) < 10-3. Par conséquent, les équations d’états
écrites dans cette section, ont une borne inférieure d’intégration égale a d qui, pour le
potentiel LJ, est plus petit que o. L’intégration partant de zéro entrainerait des erreurs

sensibles voire désastreuses sur les résultats.

Dans la méthode LMV, il faut discrétiser les fonctions de corrélation directe et in-
directe qui entrent dans la résolution sous la forme (1.88). Ceci implique un choix de
Az et de N qui fixe automatiquement I’extention spatiale Tmaz(= NAz). Pour le cal-
cul de g(r) proprement dit, ce choix reste arbitraire, mais pour le calcul des grandeurs

thermodynamiques, il conditionne la précision des résultats.

On va examiner 'influence de ces parametres tout d’abord sur de g(r) puis sur les

grandeurs thermodynamiques.

Calcul de g(r)

Regardons le réle joué par N, Az et par le nombre M d’équations NR sur ’exécution
du calcul. Le tableau 1.1 montre la variation du temps de calcul et du nombre d’itérations
nécessaires pour obtenir la convergence, en fonction de M. Généralement, quand M

augmente, le nombre d’itérations total IN + ID diminue. Il y a une variation sensible du

nombre d’itérations entre M = 10 et M = 20 pour Tmez = 12.8, entre M =30 et M = 40
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Trmar = 12.8 Tmaz = 25.6 Tmazr = 91.2

M IN ID #s) IN ID t(s) IN ID  i(s)
o 35 95 182 43 32 232 4 33 239
20 9 6 55 37 21 220 4 33 268
30 8 5 50 20 14 133 4 31 289
40 8 5 5.8 9 6 69 38 28 305
50 7 4 5.8 9 6 82 30 22 286
60 6 3 5.6 8 5 84 21 15  23.5
80 6 3 8.6 8 5 125 9 6 144
100 6 3 129 7T 4 157 9 6  21.2

Tableau 1.1: Nombres d’itérations pour p* = 0.5 et T* = 20 avec SMSA, en fonction
du nombre M d’équations NR. Tmas est I’extension spatiale maximale en unité réduite.
IN et 1D représentent les nombres d’itérations NR et directes et ¢, le temps de calcul en
secondes.

POUT Tpar = 25.6 et entre M =60 et M = 80 pour Tp.r = 51.2. Une étude détaillée

montre que le nombre d’itérations décroit continuement lorsque M augmente.

On observe, a la fois dans le tableau 1.1 et sur la figure 1.4, que le temps de calcul
ne s’accroit pas forcément avec le nombre M d’équations NR. Cette courbe posséde deux
parties caractéristiques. Aux petites valeurs de M, la plus grande partie du calcul est
effectuée par la méthode directe, ce qui se traduit par un grand nombre d’itérations. Dans
le domaine de M compris entre 10 et 40, le temps de calcul diminue quand M augmente.
C’est la partie principale de y(r) (1.87) qui est traitée par la méthode de NR et la partie
fine, dont ’importance est réduite au fur et 3 mesure que M augmente, qui est traitée par
le calcul direct. Ceci provoque une forte diminution du nombre total d’itérations et donc
du temps de résolution. Par contre, pour des valeurs de M supérieures & 40, laou IN+ID
se stabilise, le temps de calcul augmente a nouveau. Il existe alors une valeur optimale
de M pour laquelle le temps de calcul est minimum. Dans le cas présent, M compris
entre 35 et 40 est optimal et cette valeur est notée Mop:. Les résultats indiqués dans le

tableau 1.1 montrent que pour la résolution du systeme d’équations la valeur optimale de
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Figure 1.4: Temps de calculs en fonction du nombre d’équation NR, pour p* = 0.5,
T* =20 et N =1024

M augmente avec Tmqs (= NAz), & N constant ou a Az constant. Remarquons enfin
que si g augmente, le nombre total d’itérations augmente ainsi que le temps de calcul

et le nombre optimal d’équations NR.

La valeur de M, varie aussi en fonction de I’état thermodynamique du systéme. Par
exemple, M, reste faible aux faibles densités (M, = 15). Ce nombre optimal augmente
progressivement avec la densité pour atteindre 80 aux fortes densités. Le temps de calcul
varie en fonction des parametres de la méme maniere que M,,;. Dans 'exemple présenté
dans la figure 1.4, on peut voir que, pour les trois équations intégrales étudiées, t varie

sensiblement avec M et que M, reste a peu pres constant.

Pour les fortes densités, lorsque I’estimation initiale '@ est trop éloignée du résultat
final, il n’est pas possible d’obtenir la convergence, méme pour des valeurs de M allant
jusqu’a 120 (limite de capacité du micro-ordinateur utilisé). Alors, on doit recourir a la
technique de descente en température (DT), qui permet de forcer la convergence et de
donner une estimation initiale I'® adéquate. En effet, pour faire converger le systeme

d’équations avec ['© = 0, on travaille & la densité correcte mais & plus haute température.
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Figure 1.5: Fonction de distribution radiale g(r) (a) et facteur de structure S(q) (b).
Les calculs ont été effectués sans la DT (——) et avec la DT (---).

On approche ensuite la température voulue par pas successifs avec la solution initiale
['©® du pas précédent, ce qui permet d’effectuer, en définitive, la résolution du systeme

considéré avec une convergence rapide.

Iefficacité de cette méthode repose sur le fait suivant. A haute température, le
systeme réel se trouve dans un état proche du gaz idéal dans lequel I'importance des
interactions potentielles est réduite face a 1’énergie thermique. Ceci a pour effet d’atténuer
le facteur de Boltzmann présent dans les équations intégrales et d’accroitre la rapidité de

convergence.

1l convient d’employer systématiquement la méthode de descente en température pour
&viter d’obtenir une solution de g(r) et S(g) non physique. La fonction de distribution
radiale et le facteur de structure ont été calculés avec I’approximation SMSA au voisinage
du point triple, pour le potentiel LJ. La convergence du systéme a été obtenue a la fois
avec et sans la méthode DT, comme le montre la figure 1.5. Toutefois avec la DT, la
bonne solution est trouvée pour toutes les valeurs de M alors que sans la DT, la solution
n’est pas physique (point singulier de S(q) pour ¢ = 0.16 u.a.”! sur la figure 1.5(b)) sans

doute parce que l’estimation initiale est trop éloignée de la solution finale.

Comme élément de comparaison, nous avons tracé les courbes de la fonction de distri-

bution radiale g(r) et du facteur de structure S(q) obtenues avec les trois approximations




1.5. Résolution numérique

33

I 0o0a8 00 DM ?
~3.0 1 (a) 8 —~ SMSA % 3 (b) — SMS4
= N HNC . HNC
|b 3\ ---PY I ---- PY
2.0 - i 2
.ki ¥ \'\
1.0 - 1 / \ N — ]
v/ /
\‘_ 5
0.0 T jl T T T T 0‘1‘:'::" T T
00 05 1.0 15 20 25 30 35 0 10 20 30
r/o qo

Figure 1.6: Fonction de distribution radiale g(r) (a) et facteur de structure S(q) (b)
calculée avec différentes équations intégrales, pour un fluide de Lennard-Jones au voisinage
du point triple (T* = 0.719 et p* = 0.85), et comparées aux calculs de simulation

les plus connues SMSA, PY et HNC (figure 1.6). De toute évidence, approximation
SMSA est la meilleure. Cependant, dans le chapitre suivant, deux nouvelles approxima-
tions qui sont des interpolations entre PY et HNC [87] d’une part, et entre SMSA et
HNC [112] d’autre part, seront étudiées avec plus de détails.

Calcul des équations d’état

Les parameétres T,.; et Az sont fixés de telle sorte que la précision des grandeurs

thermodynamiques soit la meilleure.

Pour l’approximation SMSA et le potentiel de Lennard-Jones, le tableau 1.2 montre
la variation de la pression (1.107) et de I’énergie d’exces (1.106) en fonction de Tmaz, pour
différentes valeurs de la température et de la densité. On voit qu’iln’y a plus de différence
au dela de Z,,,, = 12.8. 1l est clair qu'entre Tpee = 6.4 et Trmar = 12.8, les écarts sur
les grandeurs thermodynamiques sont dus & la troncature de g(r). Néanmoins pour les
valeurs p* = 0.5 et T* = 20 et au dela, ot les oscillations de g(r) sont les plus marquées,
l’effet de la coupure sur les fonctions de corrélation devient visible pour des valeurs de
bien inférieures & 6.4. Dans tous les cas, au deld de T, = 10 les variations de g(r)

xma:z:

autour de 1 sont inférieures & 10~4, de sorte qu’il n’est pas souhaitable de faire les calculs
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Ce travail ZH

T o* Tmaz BP/p BE**[N BP/p BE**[N
6.40 1.70 -0.02

20 0.5 12.80 1.70 -0.02 1.92 0.02
25.60 1.70 -0.02
6.40 6.17 -1.75

2.74 1.00 12.80 6.15 -1.76 6.26 —1.74
25.60 6.15 -1.76
6.40 2.20 -5.01

1.15 0.85 12.80 2.16 -5.03 2.26 -=5.01
25.60 2.16 -5.03
6.40 -0.29 —8.61
0.72 0.85 12.80 —0.36 —8.64
25.60 -0.37 —8.64

Tableau 1.2: Influence de la borne supérieure Z,,z, avec Az = 0.025, sur la pression et
’énergie d’excés . Les calculs, effectués avec ’approximation SMSA, sont comparés avec

ceux de Zerah et Hansen (ZH).

avec Tmgee Inférieur a 10.

La valeur du pas Az (= Zma/N) joue également un réle non négligeable sur le

calcul des grandeurs thermodynamiques et le tableau 1.3 permet de voir la variation de la

pression et de I’énergie d’exces en fonction du pas Az, tout en gardant ., constant. Avec

un pas trop grand (Az = 0.04) les calculs sont erronés. Pour les deux valeurs Az = (.02

et Az = 0.01 les résultats corrects sont obtenus pour les grandeurs thermodynamiques,

en accord avec ceux de Zerah et Hansen [112]. Le choix du pas Az = 0.02 avec N = 1024

permet d’obtenir des résultats précis avec une extension spatiale de g(r) suffisante.




1.5. Résolution numérique

Ce travail ZH

T* p* Az BP/o BE*IN BP/p BE* [N
0.01 1.92 —-0.024

20 0.5 0.02 1.88 -0.017 1.92 0.025
0.04 0.84 —-0.084
0.01 6.26 -1.73

2.74 1.00 0.02 6.24 -1.75 6.26 -1.74
0.04 -0.01 -1.06
0.01 2.25 -5.02

1.15 0.85 0.02 2.27 -5.01 2.26 -5.01
0.04 -3.05 —2.16
0.01 -0.36 —8.64
0.72 .85 0.02 -0.39 —8.64
0.03 -5.36 -3.38

Tableau 1.3: Influence du pas Az sur la pression et I’énergie d’exces pour T, = 10.24.
Les calculs, effectués avec ’approximation SMSA, sont comparés avec ceux de Zerah et

Hansen (ZH).




Chapitre 2

EQUATIONS INTEGRALES
AUTO-COHERENTES

2.1 Introduction

Les fondements des équations intégrales standard ont été exposés dans le chapitre 1.
Celles-ci ont été testées pour de nombreux systémes et plusieurs remarques générales se
dégagent de ces études [12, 38]. L’équation de PY ne donne de bons résultats que pour
des potentiels trés durs et de courte portée. En particulier I'équation de PY n’est pas
correcte pour des potentiels réalistes comme les potentiels oscillants ou les potentiels en
1/r (OCP, one component plasma). Par contre I’équation de la chaine hyper réticulée
(HNC) donne de meilleurs résultats 12 ou celle de PY fait défaut. Ces deux équations
sont en quelque sorte complémentaires. En réalité, de nombreux potentiels possédent a
la fois une partie fortement répulsive & courte distance et une partie attactive faible de

longue portée. Dans ce cas, aucune des deux théories PY et HNC n’est vraiment adaptée.

L’équation MSA, qui est une extension de celle de PY lorsque ’on traite la partie
4 longue distance du potentiel de paire, améliore les résultats de la structure et de la
thermodynamique. De plus, lorsque le systéme de référence est un fluide de spheres
dures, ’approximation MSA conduit a des solutions analytiques, ce qui constitue son
avantage le plus marquant et son succés. Sa généralisation 4 des potentiels continus plus

réalistes souligné dans la section 1.4.2 est I’équation SMSA. Elle a été utilisée dans le

36
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chapitre 1 avec un potentiel de Lennard-Jones et comme cela a été déja mentionné, les
résultats qu’elle fournit pour S{q) et g(r) sont meilleurs que ceux qui sont obtenus avec

les équations de PY et de HNC.

Pourtant, toutes ces équations (PY, HNC, SMSA, etc...) présentent des défauts.
D’une part, elles sont incapables de fournir simultanément des résultats corrects pour la
structure et les grandeurs thermodynamiques d’un fluide. D’autre part la compressibilité
(1.41), obtenue par dérivation de I’équation du viriel (1.34), et celle obtenue par I’équation
de compressibilité (1.40), ne sont pas égales, signe d’une incohérence thermodynamique
(la différence entre les deux valeurs en est une mesure). Ceci s’explique par le fait que ces
équations sont des approximations. En fait, avec une théorie exacte, les deux voies menant
3 la compressibilité devraient donner des résultats identiques, aux erreurs numériques
prés, comparables A ceux de simulation (MC ou DM). De plus, la compressibilité calculée
devrait se rapprocher d’autant plus de la valeur expérimentale que le potentiel de paire

est mieux adapté au systeme

Pour réduire I’incohérence thermodynamique qui vient d’étre mentionnée, certains au-
teurs ont tenté de mélanger les approximations entre elles. En se référant au fait que, pour
des distances supérieures au diametre des spheres dures, la vraie fonction de corrélation
directe devrait vraisemblablement se situer entre ¢/¥ (r) et ¢#V¢(r). Rowlinson [91] a
proposé d’utiliser une fonction c(r), interpolée entre celles de PY et de HNC, la méthode
devant procurer les avantages de PY & courte distance et de HNC & longue distance. La

fonction de correlation directe s’écrit :

o(r) = {exp(—Bu(r)) — 1}y(r) + K(p){y(r) — 1 — In(y(r))} (2.1)

ot K(p) est une constante d’interpolation ne dépendant que de la densité p et y(r) (=
exp(Bu(r))g(r)) est une fonction continue qui se comporte comme g(r) quand r > 0. En
particulier, dans le cas des sphéres dures, quand K (p) = 0, la relation (2.1) se réduit a
celle de PY et quand K(p) = 1 elle se réduit & celle de HNC. Par le développement de
K (p) en puissance de la densité, les différents termes sont déterminés de maniere a égaler
les coefficients du viriel obtenus par ’équation de pression avec ceux issus de I’équation
de compressiblité. En principe, la détermination de tous les termes du développement
permet de lever totalement I'incohérence. Suivant idée d’interpolation de Rowlinson,

d’autres équations intégrales ont ensuite été développées par Lado [60], pour le potentiel
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CHS, et par Hutchinson et Conkie [51, 52], pour le potentiel HS et pour les potentiels en
puissance inverse de r. Plus récemment, Rogers et Young [87], puis Zerah et Hansen [112]
ont construit des équations intégrales interpolées au moyen d’une fonction dépendant de
la distance (section 2.2). Ces équations, basées sur le travail de Rowlinson, seront appelées

équations intégrales de mélanges.

Les équations de PY et de HNC ont été déduites par le développement au premier
ordre des fonctionnelles (1.69). Partant du principe que I'incohérence provient des termes
d’ordres supérieurs négligés dans les développements, Verlet [97, 98] a rajouté les termes
du deuxiéme ordre donnant lieu aux équations intégrales PY2 et HNC2. Ces dernieres,
qui contiennent explicitement la fonction de distribution a trois corps, g(r1,72,73), sont
difficiles & exploiter numériquement. Toutefois Verlet et Levesque [100] ont obtenu des
résultats en nette amélioration aux faibles et moyennes densités. Par contre, aux for-
tes densités, caractéristiques de 1’état liquide, PY2 et HNC2 ne sont pas satisfaisantes.
Utilisant le méme raisonnement que Verlet, Lado [61] puis Rosenfeld et Ashcroft [8§]
ont construit une fonction B(r), dite fonction bridge, qui contient formellement tous
les termes du développement de Percus supérieurs au premier ordre qui manquent dans
’approximation HNC. L’introduction de la fonction bridge vennant modifier la fonction

de corrélation directe de HNC, conduit & I’équation MHNC (modified HNC) :
MHNC(r) = exp(—=Bu(r) +(r) + B(r)) = 7(r) ~ 1. (2:2)

Il n’est pas possible d’obtenir la fonction B(r) exactement mais elle peut-étre calculée
a laide d’un systéme de référence simple, contenant un parametre ajustable, car elle
posséde une caractéristique universelle qui sera examinée dans la section 2.3. De tres
bons résultats sont obtenus quand elle est introduite dans (2.2). Cette classe de relations

est appelée équations intégrales étendues.

Dans chaque type d’équations ( de mélanges ou étendues), un parametre doit étre fixé
par un critere dit d’auto-cohérence thermodynamique. 1l en existe plusieurs. Par exemple,
Hutchinson et Conkie [52] ont employé une égalité entre énergie et pression, donnée par
Hiroike [47], valable uniquement pour les potentiels en puissance n-ieme inverse de r. Pour
les équations intégrales de mélanges, I’auto-cohérence est atteinte a I’aide d’un parametre
fixé de maniere & égaler les compressibilités obtenues par deux voies différentes. Cette

méthode, qui revient A identifier les résultats de (1.40) et de (1.41), a été utilisée par
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Rogers et Young [87] et par Zerah et Hansen [112]. Bien qu’elle puisse étre employée pour
toutes les équations intégrales, dans le cas des équations intégrales étendues, on lui préfere
le critére de Lado [61], fondé sur le principe de minimalisation de I’énergie libre (méthode
variationnelle de Gibbs-Bogolioubov). Le critére de Lado est parfois encore amélioré en
considérant un terme supplémentaire proposé par Rosenfeld (89, 90]. L’équation MHNC
est alors appelée VMHNC (variational modified HNC). En résumé, toutes les équations
intégrales auto-cohérentes dépendent explicitement d’un parametre. Néanmoins, sl ce
dernier est fixé par un critere approprié, on peut considérer que ces équations en sont
exemptes. Ainsi, chaque procédure de calcul comprend une équation intégrale parametrée
dont le parameétre est déterminé par un critére d’auto-cohérence basé généralement sur
une contraine thermodynamique. Les équations intégrales de ce type sont pratiquement

toujours plus puissantes que les équations standard.

Dans la section 2.2, 'influence de la fonction d’interpolation des équations de Rogers
et Young et de Zerah et Hansen sur la structure et la thermodynamique du potentiel de
Lennard-Jones sera examinée. Dans la section 2.3, un choix particulier de fonction bridge

dans MHNC permettra d’obtenir des résultats cohérents avec ceux de ’équation HMSA.

2.2 Equations intégrales de mélanges

2.2.1 Imtroduction

Deux équations intégrales de mélanges seront considérées ici : ’équation proposée par
Rogers et Young [87] (RY), qui est une interpolation entre les approximations de PY et
HNC, et celle de Zerah et Hansen [112] (HMSA) qui interpole entre SMSA et HNC. Les

fonctions de corrélation s’écrivent respectivement

(1) = expl-gu(r) {1+ ZLOTOI=H a1, )

et

HMSA(r) — exp(—Buo(r)) {1 N exp[f(r){7(r})(;; Buy(r)}] - 1} )1 (24)

Le potentiel d’interaction de paire u(r) (= uo(r) + w1 (r)) subit, pour HMSA, la découpe
WCA (1.82). Dans les travaux de Rogers et Young et de Zerah et Hansen, la fonction
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d’interpolation f(r) utilisée s’écrit en fonction du parametre ajustable a positif :

f(r) =1 — exp(—ar) (2.5)

qui obéit aux contraintes suivantes :

lim f(r) = 0,
(2.6)
i S =1
et
f(r) € [0;1]. (2.7)

Quand f(r) = 1 (a = 00), RY et HMSA se réduisent a HNC et quand f(r) =0 (a = 0),
RY devient PY alors que HMSA se réduit a SMSA. Avec la fonction f(r), la condition

(2.7) est vérifiée pour toute valeur de a.

Rogers et Young ont appliqué, avec succes, leur théorie a toute la gamme des potentiels
purement répulsifs en puissance inverse de r incluant celui des spheres dures et celui du
plasma & un composant. Pour chaque systéme étudié, le parametre o est fixé de fagon
4 avoir I’égalité des compressibilités calculée par I’équation du viriel et par 1’équation de
compressibilité, au voisinage du point triple. Cela est toujours possible du fait que les
valeurs prises par les grandeurs thermodynamiques ( P, E et B0P/dp) calculées a ’aide
de ’équation de PY, d’une part, et celle de HNC, d’autre part, encadrent toujours les
résultats de simulation [52] considérés comme "exacts”. Le choix de o étant décidé pour
le potentiel considéré, les calculs de structure et de thermodynamique conduisent a des

résultats précis pour des gammes de températures et de densités importantes.

L’équation de PY n’est valable que pour des potentiels trés durs et de courte portée.
(’est pourquoi, il est préférable de remplacer, dans la procédure d’interpolation, I’équation
de PY par celle de SMSA qui est mieux adaptée pour une plus grande variété de potentiels.
Zerah et Hansen ont appliqué cette méthode, appelée HMSA, a divers systemes (LJ,
potentiel de Morse, liquides ioniques et mélanges binaires) et les résultats sont en tres
bon accord avec ceux de Monte Carlo ou de dynamique moléculaire. Leur équation qui se

réduit 2 celle de RY pour des potentiels purement répulsifs, étend le domaine de validité
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des équations intégrales de mélanges a des potentiels possédant une partie attractive. Mis
A part ces travaux, HMSA n’a été appliquée que dans peu de cas. Parmi ceux-ci, on peut

noter les travaux de Kahl et Pastore [80, 57] et de Lai et al. [64] sur les métaux alcalins.

Dans la méthode des équations intégrales de mélange, la fonction d’interpolation,
f(r) n’est pas unique et selon Zerah et Hansen [112], elle n’est certainement pas optimale.
Ainsi, le but de cette section et du paragraphe suivant est d’éclaicir le role de f(r) et de

voir son influence sur les grandeurs thermodynamiques et la structure.

Le potentiel utilisé ici est celui de Lennard-Jones (1.44). Les parametres présents
dans la résolution numérique, étudiés au chapitre 1, sont Az = 0.02, N = 1024 et
M = 60. Ce nombre M d’équations de Newton-Raphson n’est pas optimisé mais c’est
un bon compromis entre convergence et rapidité de calcul. La résolution numérique est
effectuée en unités réduites qui ont été définies dans la section 1.5.2 (z = r/o, p* = po?,
T* = kpT/e¢). Les grandeurs thermodynamiques, c’est-a-dire ’énergie, la pression et la
compressibilité, qui vont étre calculées dans ce chapitre ont été données par les relations

(1.106) a (1.109) qu’il est utile de rappeler :

BE<  8mpt [ (1 1
= TP /d (ﬁ‘_> g(z)dz, (2.8)

(vy T z!
IBP 167T * Tmax 1 2
ap|¥) 32mp* [ome= (1 2 p~ 9g()
P (C) . Tmaz 9 1
e T 1 —4mp /; c(z)zdr = S0y (2.11)

La fonction de distribution radiale dépend de la densité, ce qui n’est pas le cas du potentiel
de LJ. La relation (2.10) contient la dérivée de g(z) par rapport a la densité et elle doit

étre effectuée numériquement. On utilise & cette fin la formule classique de dérivation :

ag(‘r) —- 1 . % €\ _ P *
o = Ay {g(z; 0" + Ap") — g(a; 0" — Ap7)} . (2.12)

On choisit Ap* de telle sorte que sa diminution d’un ordre de grandeur ne modifie plus la

valeur de (2.10). Ici Ap* = 1072 est suffisant.
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2.2.2 Fonction d’interpolation

Cette section a pour objectif de montrer que la fonction d’interpolation a une influence
prépondérante dans une région réduite de I’espace réel, ce qui permettra de s’affranchir

des contraintes (2.6).

Pour faire apparaitre le domaine d’influence de f(z), on choisit pour celle-ci la fonction

de Heaviside

f(z) =0(z — "), (2.13)

qui satisfait & (2.6). Pour une valeur donnée de o (= a/0), le calcul de la fonction de
corrélation directe ¢(z) est effectué avec 'approximation de HNC lorsque z > o* et avec
Papproximation de PY (ou SMSA) lorsque z < a*. Ainsi, quand o™ = 0 les valeurs de
I’énergie et de la pression sont celles de HNC alors que pour a* tendant vers I'infini, on ob-
tient celles de PY (ou SMSA). Entre ces deux cas extrémes, les grandeurs thermodynami-
ques varient en fonction de a*. On peut voir cette variation sur le tableau 2.1 pour
différentes conditions de températures et de densités ; les indices (s) indiquent les résultats
de calculs de simulation de Verlet [99]. On enregistre I’essentiel de la variation de I'énergie
et la pression pour des valeurs de a* comprises dans le domaine [0.8;1.2]. En dehors, pour
a* < 0.8 ou a* > 1.2, les résultats qui correspondent aux équations de PY (ou SMSA)
ou de HNC sont tres vite atteints. Pour les équations intégrales RY et HMSA, il semble

donc que la fonction d’interpolation f(z) n’a une influence qu’au voisinage de z = 1.
q P q £

Afin de vérifier que les résultats sont vraiment insensibles a f(z) dans les domaines

[0;0.8] et [1.2,00[ de a*, on a construit une nouvelle fonction en escalier

C; siz <038,
f(z)=1¢ C; si08<z<1.2, (2.14)
03 siz > 12,

ot C;, C; et C; sont des constantes ajustables qui satisfont & la condition (2.6). Comme
cela apparait dans le tableau 2.2, lorsqu’on fait varier Cy et Cs pour une valeur donnée de
C,, la pression, I’énergie et la compressibilité ne dépendent pas des valeurs que prennent
C, et ne dépendent pratiquement pas de celles prises par Cs. En revanche la constante
C, est la seule qui contribue réellement & la variation des grandeurs thermodynamiques.

Quand C, augmente, les valeurs de la compressibilité obtenues par I’équation du viriel
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RY HMSA

o BP/p BE**|N BP/p BE®=/N

0.0 1.957 0.030 1.957 0.030

0.5 1.957 0.030- 1.957 0.030

T* =20 0.8 1.942 0.027 1.940 0.027

p* =05 0.9 1.898 0.018 1.885 0.016
BP,/p =1.93 1.1 1.890 0.018 1.880 0.016
ﬁE:I(N) = 0.026 1.5 1.892 0.018 1.885 0.017
3.0 1.892 0.018 1.885 0.017

0.0 7.620 -0.201 7.620 —0.201

0.5 7.620 —0.201 7.620 -0.201

T* =5 0.8 7.620 ~0.201 7.620 -0.200

p* =1 0.9 6.741 —0.387 6.521 —~0.447
ﬁP,/p =6.43 1.1 5.909 -0.544 5.687 —0.587
ﬁE:’(N) = —0.457 1.5 5.911 —0.546 5.718 —0.580
3.0 5.889 -~0.549 5.716 —0.580

0.0 12.481 —0.883 12.481 -0.883

0.5 12.481 —0.883 12.481 -0.883

T* = 2.74 0.8 12.481 -0.883 12.481 -0.883

p* =11 0.9 11.792 —1.031 11.526 -1.118
BPs/p = 10.17 11 9.079 ~1.572 8.463 -1.696
ﬁE:’/(N) = -1.35 1.5 8.988 -1.597 8.473 —1.689
3.0 8.968 —-1.601 8.476 —1.687

Tableau 2.1: Variation de I’énergie et de la pression en fonction du parametre de mélange
a* de la fonction de Heaviside pour les équations intégrales RY et HMSA.

augmentent et celles provenant de I’équation de compressibilité diminuent. Pour le cas
étudié (T* = 2.74 et p* = 1.1), ces deux grandeurs se coupent pour une valeur de C
comprise dans D'intervalle [0.25;0.50] et ceci indépendamment des valeurs de C et de Cs.

Par conséquent, la fonction f(z) peut étre réduite a une constante :
f(z) = fo(T™,p"), pour tout z € [0;00] (2.15)

qui sera désormais nommée constante de mélange fo. Elle dépend, non seulement de la
température et de la densité, mais aussi de la théorie choisie. En principe, on impose a

la constante de rester dans le domaine compris entre zéro et un.

2.2.3 Application au potentiel de Lennard-Jones

Dans le cas des équations intégrales HMSA et RY, I'auto-cohérence thermodynamique

revient & fixer la constante de mélange fo. On retient la valeur de fo pour laquelle les




2.2. Equations intégrales de mélanges

44

T =274  pr=11

c, C Cs BPlp BE=/N BAP[0p|© par/ap

0 0.25 0 9.710 —1.442 46.63 43.20
0.5 0.25 0 9.710 —1.442 46.63 43.20
1 0.25 0 9.710 —1.442 46.63 43.19
1 0.25 0.5 9.743 —1.435 45.96 43.41
1 0.25 1 9.782 —1.428 45.30 43.62
1 0.5 1 10.81 —1.222 36.33 48.47
1 0.75 1 11.69 —1.043 30.50 52.32
1 1 1 12.48 —0.883 26.35 55.32

Tableau 2.2: Variation de ’énergie, de la pression et de la compressibilité en fonction
des paramétres de la fonction en escalier avec HMSA.

résultats de compressibilité obtenus par les équations du viriel et de la compressibilité

coincident.

Pour HMSA, le tableau 2.3 donne les résultats de pression, d’énergie et de compressibi-
lité pour un large éventail de températures et de densités. Les valeurs de la compressibilité
inverse (BOP/dp) indiquées, correspondent & la situation oa l’auto-cohérence est obtenue.
On s'est contenté de déterminer fo au centieéme pres sur la grandeur la plus sensible a
la variation de la constante de mélange qu’est SGP/dp. Cette approximation n’entraine
pas d’erreurs supérieures a deux pour-cent. Le tableau montre que fo dépend a la fois de
la température et de la densité. A densité constante, fo diminue avec T*. Par contre, il
est difficile de déceler un comportement systématique de sa variation avec p*, si ce n’est
qu'a forte densité fy est généralement plus petite. Ainsi, au niveau de l'interpolation,
une valeur de la constante de mélange inférieure & 0.5 indique que le résultat est plus
proche de SMSA que de HNC, SMSA étant alors plus efficace que HNC. Par soucis de

comparaison, le tableau 2.3 contient les valeurs de c* déduites de o par la relation

¢* =1 — exp(—a?f), (2.16)
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HMSA MC/DM/ZH
p* fo BP/p BE**IN B3P/8p c* BPs/p BES* /N
1 0.35 2.97 0.363 6.363 0.45 2.95 0.361
2.96* 0.362*
T* =100 2 0.40 9.36 1.74 30.26 0.49 9.50 1.77
9.39* 1.74*
2.5 0.44 16.15 3.276 37.86 0.53 16.29 3.304
16.21* 3.29*
0.5 0.48 1.92 0.023 3.391 0.33 1.93 0.026
1.94* 0.029*
T* =120 1.333 0.36 7.90 0.928 25.69 0.41 8 0.943
7.94* 0.932*
1.765 0.40 16.38 2.581 62.23 0.45 16.68 2.65
16.35* 2.57*
0.5 0.45 1.821 —-0.482 3.699 0.33 1.876 —0.474
1.86* —0.472*
T*=5 1 0.29 6.34 -0.458 22.84 0.31 6.43 ~0.457
6.34* —0.457*
1.279 0.34 13.07 0.35 53.83 0.46 13.44 0.435
13.03* 0.341*
0.55 0.31 1.651 -1.17 4.190 0.31 1.65 -1.17
1.65* -1.17*
T* =2.74 1 0.27 7.12 -1.58 30.60 0.28 7.37 -1.53
7.13* —-1.57*
1.1 0.29 9.90 —1.405 44.47 0.30 10.17 -1.35
9.92* ~1.39*
0.60 0.38 —-0.039 —3.588 2.527 0.28 0.07
0.01* -3.57*
T* =1.15 0.65 0.23 0.255 —3.866 4.731 0.23 0.306
0.24* -3.87*
0.75 0.18 1.143 —4.438 10.84 0.18 1.17
1.14* —4.44"
0.85 0.19 2.839 -4.930 20.87 0.19 2.86
2.80* —4.93°
T* =0.719 0.85 0.15 0.42 —8.57 20.99 - 0.36 —8.51

Tableau 2.3: Pression, énergie et compressibilité auto-cohérentes avec HMSA

qui a été employée par Zerah et Hansen [112, tableau II]. Ainsi ¢*, qui est la valeur de
leur fonction d’interpolation pour I’abscisse z = 1, peut étre avantageusement comparée
A notre valeur de f;. La bonne concordance entre c* et fy confirme que la fonction
d’interpolation ne joue son rdle que dans un intervalle treés étroit autour de = = 1. Pour
ce qui est de la fonction de distribution radiale, a forte densité et a faible température,
gSM54(z) est proche de la fonction "exacte” obtenue par simulation. Enfin, les grandeurs
thermodynamiques calculées ici ont des valeurs extrémement proches de celles de Zerah
et Hansen. Ainsi, dans le cadre du potentiel de Lennard-Jones tout au moins, le choix

d’une constante pour la foncton d’interpolation semble tout a fait adéquat.
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RY DM/MC/ZH
et fo BP/[p BE®* [N BoP/3p BPs/p BEF®IN
1 0.32 2.96 0.361 6.370 2.95 0.361
T* =100 2 0.41 9.39 1.74 29.97 9.50 1.77
2.5 0.44 16.15 3.28 57.72 16.29 3.304
0.5 0.40 1.917 0.023 3.370 1.93 0.026
T* =120 1.333 0.34 7.87 0.922 25.57 8 0.943
1.765 0.39 16.32 2.57 62.01 16.68 2.65
0.5 0.14 1.821 -0.484 3.624 1.876 —-0.474
T*=5 1 0.20 6.27 —0.475 22.03 6.43 —0.457
1.279 0.29 12.86 0.304 52.61 13.44 0.435
0.55 -0.33 1.663 -1.177 3.899 1.65 -1.17
T = 2.74 1 0.12 6.97 —1.62 28.36 7.37 -1.53
1.1 0.18 9.67 —1.46 41.51 10.17 -1.35
0.60 -1.8 0.333 —3.616 2.282 0.07 -3.57*
T*=1.15 0.65 —1.58 0.540 —-3.912 3.531 0.306 -3.87"
0.75 —-1.22 1.430 —-4.474 7.847 1.17 —4.44*
0.85 -0.70 2.886 —4.99 15.43 2.86 —-4.93*
T* =0.719 0.85 —4.00 2.099 —8.562 12.72 0.36 -8.51

Tableau 2.4: Pression, énergie et compressibilité déterminées avec I’équation de RY.

Pour des potentiels ayant une partie attractive a longue distance, I’équation de RY
n’est pas adéquate car I’auto-cohérence ne peut pas étre atteinte pour des températures
et des densités trop faibles. On a reporté dans le tableau 2.4 les résultats obtenus avec
un potentiel de LJ. Pour toutes les valeurs de T* > 5 et p* > 0.5, les résultats de
PY et de HNC encadrent ceux de simulation. Dans les autres cas, ceci n’a plus lieu.
Toutefois, le fait que f(z) soit une constante, permet techniquement de procéder a une
extrapolation et de trouver I’auto-cohérence avec des valeurs négatives de fo. Les résultats
obtenus sont corrects mais, en général, ils sont moins bons pour I’équation intégrale de
RY que pour celle de HMSA. La figure 2.1 montre les fonctions de distribution radiale
et les facteurs de structure obtenus au point triple (p* = 0.85 et T* = 0.719) avec RY,
pour des valeurs f, négatives. Elles sont comparées aux courbes correspondantes de
HMSA. Les pics de S(gq) sont trés marqués et déphasés par rapport a HMSA. Quant a
la fonction de distribution radiale g(r), elle présente des oscillations trés désordonnées.
Ceci certainement parce que ’extrapolation a été poussée trop loin (fo = —4). Dans les
cas ol fo est faiblement négative, les résultats restent corrects, a I'image de la figure 2.2.
Les plus grosses différences enregistrées se trouvent aux petites valeurs de ¢ sur S(gq) et

se répercutent sur la hauteur du premier pic de g(r).
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Figure 2.1: Comparaison des fonctions de distribution radiale (a) et des facteurs de
structure (b) entre les équations intégrales de HMSA et de RY, d’un fluide de LJ au

voisinage du point triple (p* = 0.85 et T
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Figure 2.2: Comparaison des fonctions de distribution radiale (a) et des facteurs de
structure (b) entre les équations intégrales de HMSA et de RY, pour un fluide de LJ avec

p* = 0.55 et T* = 2.74.
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2.3 Equations intégrales étendues

2.3.1 Introduction

L’équation intégrale de la chaine hyper-réticulée modifiée (MHNC) peut étre obtenue

en adjoignant la fonction bridge B(r) a 'approximation de la chaine hyper-réticulée
MHNC(r) = exp(—Bu(r) +(r) + B(r)) — 7(r) - L. (2.17)

Dans la mesure ot B(r) est parfaitement connue, c’est une relation exacte. La fonction
bridge B(r) contient formellement tous les termes du développement fonctionnel (somme
de tous les graphes élémentaires dans la méthode des diagrammes de Mayer) supérieurs

au premier ordre, pour un potentiel de paire u(r) spécifié.

Chaque fonction bridge utilisée conduit a une équation intégrale particuliere. Les

quatre équations les plus courantes peuvent étre obtenues avec les expression de B(r)

suivantes :
e HNC :
B(r) =0, (2.18)
o PY
B(r) = —7(r) + Bu(r) — In(g(r)), (2.19)
e MSA :
o0 pour r <o
B(r) = (2.20)
—g(r) + 1+ In(g(r)) pour T >0

ol o est le diameétre des spheres dures.

e SMSA :
B(r) = =(r) + Bus(r) + In(1 + 7(r) — Bua(r)). (2.21)

Les équations de mélanges HMSA et RY sont aussi obtenues au moyen des fonctions

bridge suivantes :
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e HMSA :

B(r) = —1(r) + Bus(r) + In (1 n

exp{fo(7(r) — Bui(r))} —1
- ) , (2.22)

e RY :

exp(vfo’)’(r)) - 1) . (2.23)

B(r)=—4(r)+1n (1 + T

Evidemment, en prenant la limite en zéro de fp dans BHMSA(r) | on retrouve BSMS4(r).
Par ailleurs, ces deux fonctions contiennent explicitement la partie & longue distance du

potentiel de paire qui n’a pas une grande influence.

L’originalité de la théorie MHNC vient du principe d universalité de la fonction bridge
qui ressort de I’étude systématique de Rosenfeld et Ashcroft [88]. Le calcul de la fonc-
tion bridge, avec divers types d’interactions, d’une part, et son extraction a partir de
données de simulation [32, 69, 58, 67], d’autre part, ont montré que la forme de B(r)
était pratiquement invariable & petite distance (r < 1.20). En d’autres termes, ’essentiel
du comportement de la fonction bridge est dominé par les interaction répulsives a courte
distance. B(r) est négative et varie fortement dans la région r < 1.20. Elle est proche
de zéro ailleurs, ce qui a pour conséquence de modifier g?V¢(r), essentiellement dans la
partie montante du premier pic. Les modifications de g(r) aux plus grandes distances

dépendent du mode de calcul de B(r), mais restent modestes.

En vertu de I'universalité de la fonction bridge, le choix du systéme de spheres dures
pour son calcul semble tout indiqué. En effet pour ce systéme, d’une part, Papproximation
de PY conduit & une solution analytique de la fonction de corrélation directe {108, 95, 109] ;
d’autre part, & partir des résultats de simulation, la fonction de distribution radiale et
la fonction de corrélation directe ont été paramétrisées avec précision par Verlet et Weis
[101] et par Henderson et Grundke [46]. Ainsi BH5(r) qui dépend d’un seul parametre
ajustable, celui du diametre des sphéres dures o, peut étre calculée analytiquement. Cette
fonction bridge s’écrit :

B(r;o) = —y(r) + 1 + In(y(r)), (2.24)
ou y(r) est une fonction continue pour tout r et

~cf5(r) pourr <o,
y(r) = (2.25)
g5(r) pourr >o.
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Pour le potentiel de sphéres dures, on dispose donc d’une expression analytique pour la
fonction bridge B(r; o) dont 1'étude a été entreprise pour différentes valeurs du parametre

o [88].

La fonction bridge étant construite, trouver les solutions de I’équation intégrale MHNC

avec le potentiel u(r), revient & résoudre celle de HNC avec le potentiel effectif
uesf(r) = u(r) — kT B(r; 0) (2.26)

Néanmoins, il faut déterminer la valeur du parametre en fonction de criteres tres sou-
vent basés sur la méthode variationnelle. Un autre critére, déja utilisé dans la section
précédente et qui servira encore dans la prochaine section, consiste a faire varier o de
maniére a établir I’égalité des compressibilités obtenues de (1.40) et de celles de (1.41).
Le bon accord de MHNC avec la simulation, pour divers types de potentiels, renforce

I’idée d’universalité de B(r).

2.3.2 Choix de la fonction bridge

Dans la section précédente, il n’a été question que du potentiel de spheres dures pour
élaborer la fonction bridge. A présent, on veut calculer la fonction bridge a partir de la
partie répulsive d’un potentiel de paire quelconque. Le calcul, se faisant numériquement a
partir du potentiel que I’on veut étudier, élimine tout choix de représentation analytique
de (2.24). On va d’une part, comparer cette fonction bridge a celle des spheres dures
calculée par Rosenfeld et Ashcroft [88], et d’autre part, montrer qu’elle conduit a des
résultats pour les grandeurs thermodynamiques quasiment identiques a ceux obtenus par

I’équation HMSA.

Considérons un potentiel possédant une partie fortement répulsive et une partie faible-
ment attractive, comme par exemple celui de Lennard-Jones. On peut lui faire subir la
découpe WCA et le mettre sous la forme u(r) = uo(r) + ui(r) ; uo(r) peut alors étre
considérée comme étant un potentiel de référence. Le facteur de structure S(g)), calculé
avec ug(r) seule, possede déja I'essentiel des caractéristiques observées. La partie uy(r)

permet cependant d’affiner les résultats ; u(r) est nécessaire pour rendre compte, par
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exemple, du comportement de la structure au voisinage du point critique que uo(r) ne

permettrait pas d’obtenir seule.

Dans le cas du potentiel de LJ, pour des conditions physiques données (p* et T,
o = 1 en unités réduites), la partie répulsive ne contient pas de parametre ajustable
contrairement aux sphéres dures. On construit alors une fonction bridge avec ’équation

HMSA. Ne considérant que uo(r), la relation (2.22) devient :

-1
Bors o) = () + 1 (1.4 2L 2 1), (2.27)
0
et dépend d’un parameétre unique : la constante de mélange fo. L’indice (0) de la

fonction y(r) indique qu’elle a été calculée avec la partie répulsive uniquement donnée

par la relation (1.82) et qui s’écrit dans le cas du potentiel de LJ

_J ou(r)—€ sir <rm,
uo(r) = { 0 S1 T > T

La fonction By(r; fo) qui ne contient pas explicitement le potentiel de paire, est employée

pour calculer les fonctions de corrélation & I’aide de I’équation MHNC :

c(r) = exp(—PBu(r) +7(r) + Bo(r; fo)) — 7(r) — 1. (2.28)

Comme il a été précisé plus haut, ceci revient & résoudre 1'équation HNC avec le potentiel
effectif (2.26) représenté sur la figure 2.3. On remarque, sur cette figure, que la fonction
bridge affecte & la fois la profondeur et la position du puits du potentiel de LJ. On peut
voir, en examinant la relation (2.27), que 'on obtient la fonction bridge nulle pour fo =1,
réduisant (2.28) & HNC. Si I'on prend la limite en zéro de fo, on trouve la fonction bridge
de PY (égale & celle de SMSA) pour la référence uo. La variation entre ces deux limites
est montrée sur la figure 2.4. On peut d’ailleurs observer, sur cette figure, qu’ll y a peu
de différence entre By(r; fo) (relation (2.27)) et BHMSA(p: £4) (relation (2.22). Elles ont
cependant une particularité que la fonction bridge avec le potentiel de HS n’a pas : la pente
s’adoucit quand z tend vers zéro alors qu’elle est plus abrupte dans le cas du potentiel
HS. La figure 2.5 montre la queue des fonctions bridge pour la valeur de fo = 0.5. 1l a
été impossible de calculer BRY (r) pour le potentiel LJ, dans le cas présenté (1™ = 2.74 et

p* = 1), alors que cela a été possible pour le potentiel des spheéres dures.

Le calcul de la compressibilité nécessite celui de la dérivée de gMHNC(r) par rapport

3 la densité, ce qui suppose de calculer la fonction de distribution radiale et la fonction
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Figure 2.3: Calcul de By(r; fo = 0.25) et du potentiel effectif, ucs;(r) pour le potentiel
de LJ avec T* = 2.74 et p* = 1.

bridge pour deux densités voisines (en p* + Ap* et p* — Ap*) :

agMHNC(x) 1 . . .
_'a_‘p*— - 2AP* {g(x,Bo(T'ame +Ap ),P +Ap )
— g(z; Bo(r; fo, p" — Ap™), p" — Ap7)} (2.29)

La détermination de fo s’effectue comme dans la section précédente en égalant les
équations de compressibilité et du viriel. Dans tous les cas étudiés les valeurs de fo
qui conduisent & I’auto-cohérence sont identiques a celles obtenues avec HMSA. Quel-
ques exemples sont indiqués dans le tableau 2.5 ol on peut voir que les énergies sont

difficilement distinguables de celles du tableau 2.3 ; les pressions et les compressibilités

sont tres légerement différentes.

Pratiquement, le calcul de By se fait numériquement contrairement a la majorité de
ceux effectués dans le cadre de la théorie MHNC. Il s’avére que le calcul numérique de yo(r)
et co(r), pour obtenir la fonction bridge uniquement avec ug(r), converge rapidement. De

plus, il permet de disposer d’une bonne estimation initiale pour la procédure de calcul de
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Figure 2.4: Variation des fonctions bridges avec la constante d’interpolation fo pour un
potentiel de LJ avec T* = 2.74 et p* = 1.

MHNOC, facilitant la convergence. Ce qui fait qu’en moyenne, HMSA et MHNC se vallent

en ce qui concerne le temps de calcul.

La fonction bridge présentée ici, a été calculée a 1’aide de la partie répulsive du poten-
tiel de Lennard-Jones. Il est possible d’en faire autant avec d’autres potentiels du méme
type et, s’ils contiennent un parametre, il faudra simplement ajouter une autre condition
indépendante pour le fixer. D’aprés les résultats obtenus, on peut estimer que cette fonc-
tion bridge posséde toutes les caractéristiques nécessaires pour corriger HNC et que, dans

ce cas, les équations HMSA et MHNC sont trés proches I'une de lautre.
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Figure 2.5: Comparaison de la fonction bridge Bo(r; fo) a grande distance avec celle de
HMSA pour fo = 0.5 avec un potentiel de LJ pour 7" = 2.74 et p™ = 1.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, les équations intégrales de mélange HMSA et RY ont été étudiées.
Il s’avere que HMSA est une équation intégrale auto-cohérente tres précise et adaptée
aux potentiels réalistes, ce qui n’est pas le cas de RY. Elle pourra étre utilisée pour
les potentiels des métaux liquides basés sur la théorie des pseudopotentiels. De plus,
la fonction de mélange a pu étre réduite & une constante, sans altération sensible des
résultats. 11 faut toutefois étre prudent quant & son utilisation éventuelle en procédant a
une extrapolation si le besoin s’en fait sentir avec d’autres types de potentiels. L’emploi
d’une constante de mélange fo rend beaucoup plus souple la résolution de I’équation
intégrale HMSA. Cette derniére, munie de la constante d’interpolation fg, a permis aussi
de calculer une fonction bridge qui a des caractéristiques similaires a celle des spheres

dures. Une correspondance pourrait étre établie entre le diametre des spheres dures et la
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MHNC

P fo BP/p  BETIN  [BOP[0p
T =20 1333 036  7.90 0.929 25.71
1.765 040  16.39 2.582 62.18
T =5 0.5 045 1.819  —0.483 3.681
1 029  6.32 —0.462 22.90
T-=274 055 031 1.632  -1.174 4.104
1 027 7078  —1.589 30.74

Tableau 2.5: Pression, énergie et compressibilité calculées avec ’équation intégrale
MHNC en appliquant la condition d’auto-cohérence thermodynamique, avec MHNC

constante de mélange en conjonction avec le critere de Lado.
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The results of two integral equations for predicting the structure and the thermodynamic properties of
simple liquids are compared. The first equation interpolates between the Percus-Yevick and the
hypernettedchain approximations and the second interpolates between the soft-core mean spherical and
the hypernetted-chain approximations, by means of a suitable mixing function. It is found that these
equations, which are thermodynamically consistent, provide results in good agreement with simulation

studies for the Lennard-Jones potential.

The description of fluids of classical particles interact-
ing through a pair potential usually requires the
knowledge of the pair-correlation function g(r). Ther-
modynamic perturbation methods for calculating g(r)
are conceptually useful and even accurate in some cases.
However, it seems that the alternative approach based on
thermodynamically consistent integral equations provides
greater reliability over large ranges of temperatures and
densities.>~* The method involves the treatment of the
so-called “bridge function” including an appropriate pa-
rameter which is determined with a thermodynamic self-
consistent criterion. In some cases, the integral equation
interpolates continuously between the Percus-Yevick
(PY) and hypernetted-chain (HNC) approximations
(Roger and Young, RY). In other circumstances, it has
as borderline cases the HNC and the soft-core mean
spherical approximations (SMSA) (Zerah and Hansen,
ZH).

It has been known for a long time that the PY approxi-
mation works very well for systems with short-range po-
tentials, whereas the HNC seems to be more suitable for
long-range potentials. So, for the hard-sphere fluid, the
PY solution agrees fairly well with the Monte Carlo (MC)
results and for the one-component plasma the HNC is su-
perior to all integral equations. The aim of this paper is
to determine what region of r is expected to be more sen-
sitive to the approximations under consideration. In the
following, we describe some details of the theory associat-
ed with the thermodynamically consistent integral equa-
tions. Then, we display the results obtained for the
Lennard-Jones potential with both RY and ZH integral
equations. )

The starting point of the theory is the exact Omstein-
Zernike relation

h(n=c(r+p [drhtricr—rl), (

where p is the number density, 4 (r) (=g{r)— 1) is the to-
tal correlation function, and c(r) is the direct correl.afxon
function that must be calculated by means of an auxiliary
equation in conjunction with g(r). Rogers and Young

suggested employing the following relation as a closure
equation:

4

g*¥(r)=exp[ —Buv(r)]

exp{ f(r)ih(r)—cir)l}—1
fin !

where v(r) is the potential, B=(kzT)~!, and f(r) is a
mixing function which has the virtue of approaching uni-
ty when r tends to infinity and equal to zero when r is
zero. Thus, it is easy to see that g®¥(r) is similar to HNC
when r becomes large and to PY when r equals zero.

According to Percus’ functional Taylor expansion for-
malism Zerah and Hansen* proposed using another clo-
sure equation:

g2 (r)=exp[ —Bv,(r)]

X |1+

(2)

y l+exp[f(r)[h(r)—-c(.r)—ﬁuz(r)]]—l |
i
(3)

Here the assumption is made that the interionic pair po-
tential v{r) may be divided into the repulsive short range
v,(r) and the weak attractive part v,(r), in the same ap-
proach as Weeks et al.,’

vir)=v(r,) ifr<r,

vy(n= [O ifrzr, ' @
vir,) if r<r,

vy(r)= [u(r) ifrzr, '

where r,, is the first-minimum distance of the pair poten-
tial. The mixing function f(r) has the meaning previ-
ously described so that gZ(r) reduces to HNC for small
r and becomes comparable to SMSA for large values of r.
It may be of interest to link the mixing function f(r) to
the “universal bridge function” B(r) of the modified
hypernetted-chain approximation,? defined by the rela-
tion '
g(r)=exp[—Bv(r)+h(r)—c(r)+B(r)]. (8)

Although B(r) is not known for any pair potential,
Rosenfeld and Ashcroft® suggested that it should have

N7
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roughly the same form for all systems. The salient
feature of B(r) is its nearly linear behavior at the origin

and its damped decay just before reaching the zero value, .

at about the distance of the hard core. Outside the core,
the behavior of the tail depends on the potential but it
does not affect drastically the universality assumption.®

Comparing Eq. (3) with Eg. (5) enables us to express

B(r), as a function of f(r),
=B (r)=h(r)—c{(r)—Bv,(r)
. exp(f(M[k (P —c(r)=Bo,(r]] =1
fr)

—In

(6)
The mixing function is usually taken under the form
flr)=1—exp(—ar), V)]

where a is a parameter that ensures the requirement of
the thermodynamical consistency, in calculating the iso-
thermal compressibility by two different routes. Since
f(r)is a smooth function of r, it is clear that RY progres-
sively mixes up the two PY and HNC approximations
while ZH mixes up HNC and SMSA, in a different
manner for each particular value of @. As a matter of
fact, to seek the right expanse of r ranged over by each
approximation we have chosen the mixing function such
as the Heaviside function:

0 ifr<a
F=N ifrzar ®
so that a corresponds now to the bound which separates
the r space between the region that is sensitive to the first
approximation and the other that is sensitive to the
second approximation.

The integral equations have been solved for the classi-
cal Lennard-Jones (LJ) 6-12 potential involving a weak,
attractive well necessary for the decomposition of v(r) re-
quired by the ZH equation, When the LJ reduced units
are used, namely, p*=pc’, T*=(8¢)"}, and x =r/0,
the LJ potential reads

B (x)=—[x " 2—x 9], ©)

Pair-correlation functions, pressures, and energies have
been computed for moderate and high temperatures and
densities, which is sufficient for our purpose. In terms of
the dimensionless variables for the LJ potential, the pres-
sure and energy equations are given as a function of the
pair-correlation function g {x) by

pr=b2 18T [i—i2x 0l (x)ax , (10)
p T

2E 16mp* ~10_, -4 :
. =1+ x —x "Yg(xldx .
E = 3ne,T il

(1)
Our calculations have been performed with the now

classical method developed by Gillan’ and improved by
Labik et al.,® but no mention will be made here of the
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efficiency and accuracy of the method, which combines
the traditional iterative scheme and the Newton-Raphson
technique for solving the nonlinear integral equations,
We found that a reasonable compromise to reach the
convergence quickly was to choose a step size of 0.02 and
a grid of 1024 points.

In Table I we present the results of the pressure and
the energy as a function of the parameter a*(=a/c) for
the LY potential, irrespectively of the thermodynamic
consistency. We can see that the thermodynamic func-
tions vary continuously with a significant structure in the
range of @* between 0 and 3 and that the results of MC
or molecular dynamic calculations are correctly predict-
ed for a given value of a* close to 1. It is clear that
a*=0 is connected with HNC for both RY and ZH isn-
tegral equations. On the other hand, the calculations in-
dicate that PY and SMSA are reached with RY and ZH
integral equations respectively when a* =3, so that we do
not show the results for values of a® beyond 3. At high
temperatures and medium densities, the differences be-
tween HNC and SMSA are very similar to that between
HNC and PY, whereas at lower temperatures, especially
for T*=2.74 and p*=0.55, these differences are more
significant.

Nevertheless, the main feature that we wish to em-
phasize is the role of the region of r in which the mixing
of the approximations takes place. Owing to our choice
of the function f(r), it appears that the change from one

TABLE 1. Thermodynamic properties for the LJ potential.
Energy and pressure have been calculated with the RY and ZH
integral equations. The simulation results are taken from Zerah
and Hansen (Ref. 4).

RY ZH
a‘ p L E - p . E [
0 1957 1020 1957 1.020
05 1957 1020 . 1957 1020
T*=20 08 1942 1018 1940 1.018
P :2'33 0.9 1898 1012 1885 1.011
Mo M 180 1012 130 Lon
) L5 1892 1012 1.885 1.011
3 1.892 1012 1885 1.011
0 7620  0.866  7.620  0.866
0.5 7620 0866  7.620 0866
T*=5 08  7.620 0.866  7.620 0.867
iTh. 09 67 o7 s 0702
B oges L1 5909 0637 5687 0609
* 1.5 ssll 0.636 5718 0.613
3 5.899 0.634 5716 0.613
0 1248 0411 12481 0411
0.5 12481 0.411 12481 0.411
T*=274 03 12481 0411  12.481 0.411
pLzb] 09 11792 0313 11526 0255
P =10:-17 -0.131
E*=0.1 1.1 9.079  —0.048 8.463 -
* 1.5 8988 —0065 8473 0.126
3 8968 —0067  8.476  —0.123
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TABLE 1I. Thermodynamic properties for the LT potential calculated with the RY and ZH integral equations. The parameter f,
corresponds to the thermodynamic consistency. : ?
RY ZH MC/MD
p* fo p* E* fo p* E® A E?
1 0.32 2.96 1.241 0.35 2.97 1.242 2.95 1.241
T*=100 2 0.41 9.39 2.16 0.4 936 - 216 9.50 2.180
2.5 0.19 16.50 3.42 0.19 16.49 3.24 16.29 3.203
0.5 0.4 1.917 1.015 0.48 1.92 1.015 1.93 1.017
T*=20 1.333 0.34 7.87 1.615 0.36 7.90 1.619 8 1.629
1.765 0.39 16.32 2.713 0.4C 16.38 2.721 16.68 2,91
0.5 0.14 1.821 0.677 0.45 1.821 0.679 1.867 0.684
T*=5 1 0.2 6.27 0.683 0.29 6.34 0.695 6.43 0.695
1.279 0.29 12.86 1.203 0.34 13.07 1.233 13.44 1.29
0.55 0.31 1.651 0.22 1.65 0.22
T*=274 1 0.12 6.97 —0.08 0.27 7.12 -0.05 7.37 —0.02
1.1 0.18 9.67 0.027 0.29 9.905 0.063 10.17 0.1
T°=0.719 0.85 0.15 0.42 . —4.673 0.36 —4.673

approximation to the other is situated in the most sensi-
tive region of r for the calculation of the thermodynamic
properties, namely, 0.8 <r/o <1.2. This result is sup-
ported by the work of Rosenfeld and Ashcroft,? who ar-
rived at the conclusion that the important region in
which the bridge function must be specified is that of the
first peak of g(r). This means that both short and large
ranges of r are quite insensitive to the choice of the mix-
ing function.

Since the crucial range of r is quite narrow, we can re-
gard the mixing function as a constant (f,) and achieve a
consistency between the virial and the compressibility
routes to the isothermal compressibility by varying fo.
The two integral equations of RY and ZH are compared
with simulation results in Table II. Although thermo-
dynamic consistency cannot be reached in some cases

within the RY integral equation, we see that the parame-
ter [, has a value lower than 0.5 for the LJ potential in
the range of T° under study. While there is no special
connection between f, and density, it is found that f; de-
creases with temperature, indicating that the PY and
SMSA prescriptions are the more appropriate choices
when the interionic potential becomes more attractive.
In Fig. 1 we present the pair-correlation function for the
LJ fluid compared to the simulation data close to the tri-
ple point.’ The agreement is quite good though small
differences exist in the region from the first minimum to
the second maximum. In particular, we note that the
second peak of g (r) does not contain the small irregulari-
ty due to the analytic deficiencies in the bridge function

B(r).®
The two integral equations of RY and ZH have been

4.0

3.0 1

&(r)

2.0 4

FIG. 1. Pair-corrclation func-
tion for the LJ potential close to
the triple point (T°=0.719
p*=0.85). The points represent
the simulation results from Ver-
let (Ref. 9).

3.5
r/o
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applied for predicting the thermodynamic properties and
the pair-correlation function of the Lennard-Jones fluid.
The results are in very good agreement with simulation.
Therefore, even with the simplest form for the mixing
function, these two sophisticated integral equations
represents an appealing liquid-state theory, which makes

them competitive for calculating the structure and the
thermodynamic properties.

The authors are indebted to Dr. S. Labik for providing
them with his program for solving the nonlinear integral
equations.

15, P. Hansen and J. R. MacDonald, Theory of Simple Liquids
(Academic, London, 1976).

'y. Rosenfeld and N. W. Ashcroft, Phys. Rev. A 20, 1208
{1979).

3F. J. Rogers and D. A. Young, Phys. Rev. A 30, 999 (1984).

$G. Zerah and J. P. Hansen, J. Chem. Phys. 84, 2336 (1986).

$]. D. Weeks, D. Chandler, and H. C. Anderson, J. Chem. Phys.

84, 4931 (1970).

SF, Lado, S. M. Foiles, and N. W. Ashcroft, Phys. Rev. A 28,
2374 (1983).

™. J. Gillan, Mol. Phys. 38, 1781 (1979).

85, Labik, A. Malijevsky, and P. Vonka, Mol. Phys. 56, 709
(1985).

9L. Verlet, Phys. Rev. 165, 201 (1968).




Chapitre 3

THEORIE ELECTRONIQUE DES
METAUX

3.1 Introduction

Les deux premiers chapitres avaient pour but de décrire la structure et les grandeurs
thermodynamiques des liquides simples constitués d’atomes neutres. Les interactions de
paires entre atomes, qui sont & la base de cette description, ont deux contributions essen-
tielles : la répulsion de Pauli entre les couches électroniques fermées d’atomes voisins a
courtes distances et une attraction de van der Waals a plus longue distance. La forme ana-
lytique du potentiel de Lennard-Jones modélise bien ce type d’interaction. A contrario,
les interactions dans les liquides métalliques ne peuvent pas étre représentées aussi sim-
plement, mémesi les deux contributions principales évoquées (une force répulsive a courte
distance, une force attractive & longue distance) sont présentes. En effet, le métal sim-
ple est un ensemble d’ions plongés dans un gaz d’électrons. L’interaction mutuelle faible
entre ces deux constituants joue un réle prépondérant dans la construction d’un poten-
tiel de paire et dans le calcul de I'énergie totale du métal. Ainsi, ce chapitre s’articule

essentiellement autour de l'interaction électron-ion.

La majorité des éléments métalliques présents dans la nature sont (i) les métaux nor-
mauz ou simples et (ii) les métaux de transition. Comme leurs atomes se distinguent

par leur structure électronique, la caractéristique essentielle qui les différencie est la den-

60



3.1. Introduction

61

(a) (b)

Eo € Er

Figure 3.1: Densité d’états, (2) pour les métaux simples, (b) pour les métaux de transi-
tion.

sité d’états électroniques. Schématiquement, la figure 3.1(a) représente celle des métaux
simples. Les électrons de conduction presque libres (NFE nearly free electron) formant
le gaz électronique, sont situés dans une bande s parabolique trés large. Elle est remplie
jusqu’au dernier état occupé d’énergie Er (énergie de Fermi) et ’énergie la plus basse,
E,, est prise en général comme origine. Les autres électrons, situés dans un domaine
de plus basse énergie, ne participent pas a la conduction : ce sont les €électrons de caeur
qui, avec le noyau, forment I’jon. Les orbitales de coeur sont supposées garder, dans le
métal, leur caractére atomique et subissent seulement un décalage en énergie. Ce décalage
est appelé le décalage de cceur (“core shift”). Par suite, les propriétés électroniques et
thermodynamiques des métaux simples sont déterminées essentiellement par les électrons
de conduction. La figure 3.1(b) représente la densité d’états correspondant aux métaux
de transition qui ont pour caractéristique principale une couche d’électrons d incomplete.
Chaque orbitale d atomique se délocalise 1égerement en énergie lorsque I’atome est plongé
dans le métal. Il en résulte une bande étroite de centre ¢4 qui se situe dans la bande de
conduction. Au niveau de la densité d’états, c’est ce qui différencie les métaux simples
des métaux de transition ; on peut apparenter a ces derniers les métaux nobles ayant une
couche d complétement remplie (Cu, Ag, Au) et peut-étre les alcalino-terreux qui ont
une couche d complétement vide (Ca, Sr, Ba). Friedel [33] a donné un certain nombre

de raisons pour expliquer la relation entre les propriétés expérimentales de ces métaux
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avec la couche d incompléte. Par exemple, la variation de ’énergie de cohésion est con-
ditionnée par le remplissage de cette couche a travers les séries 3d, 4d et 5d des métaux
de transition (voir ’étude systématique de Moruzzi et al. [75] qui utilisent la théorie des
bandes). Ainsi, I’énergie des métaux de transition contient un terme important provenant

des électrons d fortement liés a leur site ionique.

Dans la théorie des métaux simples, les électrons de cceur, qui peuvent étre séparés
sans ambiguité de ceux de conduction, sont considérés comme faisant partie intégrante de
Iion, et trois types d’énergie d’interaction sont a prendre en compte : (i) les interactions
entre ions (Vi_;), (ii) les interactions entre électrons (V.—.), (iii) les interactions entre
jons et électrons de conduction (V.—;). La théorie des pseudopotentiels de Phillips et
Kleinman [85] et de Harrison [39], est basée sur une expression de V._; construite sous
la forme d’un potentiel faible au voisinage du cceur, le pseudopotentiel, autorisant un

traitement de I’équation de Schrédinger en perturbation.

En ce qui concerne les métaux de transition, la présence des électrons d dans la bande
de conduction bouleverse 'image du métal simple décrite dans le paragraphe précédent
car ils ne peuvent étre classés ni parmi les électrons de cceur, ni parmi les électrons de
conduction. A priori, ceci rend en principe la théorie de Phillips et Kleinman inapplicable.
Cependant, Harrison [40] a proposé une généralisation de la méthode des pseudopotentiels
aux métaux de transition. Cette théorie consiste & traiter séparément les électrons d qui
sont soumis & un potentiel d’hybridation A(r), rendant compte de leur couplage avec les
électrons de conduction. La méthode de Harrison permet I’'obtention d’un pseudopotentiel
pour les métaux de transition contenant A(r). Le métal simple devient alors un cas
particulier ot A(r) est nul. Connaissant A(r), la seule différence, entre les métaux simples

et les métaux de transition, réside dans la nature de l'interaction électron-ion.

T.a s¢paration des électrons d des autres électrons, sur laquelle est fondée la théorie
des pseudopotentiels généralisée [40], permet de traiter conjointement les interactions Vieis
Vi_i et V._; et de construire deux grandeurs importantes : (a) le potentiel de paire effectif
interionique u(r;n) qui résulte de la somme de l'interaction coulombienne directe entre

deux ions et d’une interaction indirecte due a la présence du gaz électronique, (b) I’énergie
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totale du métal, par ion, qui se met sous la forme :

3 N

E = §kBT + U(n) + ﬁ u(Rag;n), (31)

a#f=1

ot n = ZN/V est la densité en nombre de I’échantillon métallique ayant NZ électrons
participant & la conduction dans un volume V. Le premier terme de la relation (3.1) est
I’énergie thermique de I'ion, le deuxiéme terme, U(n), ne dépend que du volume du métal,
et le troisieme terme dépend en plus de la distribution ionique. L’énergie ainsi calculée
sera nécessaire & appliquer le critére d’auto-cohérence thermodynamique des équations

intégrales de mélange qui a été décrit dans le chapitre 2.

Dans ce chapitre, on se propose d’obtenir une expression de I’énergie sous la forme (3.1).

La théorie généralisée des pseudopotentiels de Harrison [40], incluant P’effet des électrons
d, sera eprsée dans la section 3.2. Dans la section 3.3, le comportement spécifique des
électrons d sera modélisé afin de construire un pseudopotentiel des métaux de transition
et, dans la section 3.4, un bref aperqu sera donné de la théorie de Pécrantage dans les
métaux. La théorie des perturbations au deuxiéme ordre sera ensuite employée pour écrire
le potentiel de paire effectif et 1’énergie totale du métal, dans la section 3.5, et finalement,
dans la section 3.6, les grandeurs thermodynamiques des liquides métalliques (énergie,

pression et compressibilité) seront écrites a partir de 'expression (3.1).

3.2 Théorie généralisée des pseudopotentiels

Soit un systeme de N ions et de ZN électrons représentant le métal liquide. L’hamil-

tonien H du métal peut se mettre sous la forme suivante :
H:ﬂ+Te+‘/i—i+I/e—e+V—i, (32)

ot T: et T. sont respectivement les énergies cinétiques des ions et des électrons, Vi_,,

V._. et V._; sont les énergies potentielles d’interaction interioniques, interélectroniques et
électron-ion. Connaitre I’énergie totale du métal, passe par la résolution de I’équation de

Schrodinger .
Ho(r;t) = —i_—g’ﬂ (3.3)
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ou ®(r;t) est la fonction d’onde qui décrit 'évolution spatio-temporelle du systéme ion-
électron de tout le métal. Toutes les grandeurs et les relations seront exprimées ici dans les
unités atomiques, (u.a.). Dans ces unités, la masse de I’électron, sa charge et la constante
de Planck sont égales a l'unité (m = e = h = 1). La dépendance en temps de cette

fonction d’onde peut étre séparée de la dépendance spatiale de la maniere suivante :
®(r;t) = (r)exp(i Et) (3.4)

ou E est la valeur moyenne de P’énergie, valeur propre de I’équation de Schrodinger sta-
tionnaire

Hip>= E|p> (3.5)

écrite a I'aide de la notation de Dirac.

L’équation monoélectronique

L’équation (3.5) est impossible & résoudre directement, étant donné le nombre élevé
d’ions et d’électrons & traiter (N =~ 10%). Il est alors nécessaire de faire un certain nombre
d’hypothéses simplificatrices qui permettent de trouver des solutions approximatives de

I’équation (3.5). Trois approximations fondamentales sont employées :

1. L’approximation adiabatique qui consiste & découpler les degrés de libertés é-
lectroniques et ioniques. Cette simplification, encore appelée approximation de
Born-Oppenheimer, se base sur le fait que les ions et les électrons ont des mou-
vements fondamentalement différents, le rapport de masses étant important. En
conséquence, les ions sont considérés comme fixes et les électrons sont étudiés dans

un vhamp moyen.

2. L’approximation de Hartree ou approximation du champ auto-cohérent : 1’équa-
tion de Schrédinger des NZ électrons dans le champ des ions est transformée en
NZ équations monoélectroniques dans le champ moyen Vu(r) créé par les autres
électrons et celui, Vo(r), créé par I’ensemble des ions. L’énergie totale des électrons

est la somme des énergies individuelles.
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3. L’approximation des “petits cceurs” qui considére que les fonctions d’onde
des électrons de coeur, une fois plongés dans le métal, conservent leur caractére
atomique. Ces électrons ne participent pas & la conduction dans le métal et il n’y a
pas de recouvrements entre orbitales de cceur d’ions voisins. Ceci n’est pas valable

pour les électrons d qui sont traités de fagon spécifique.

L’équation de Schrodinger monoélectronique s’écrit alors
[T. + Vo(r) + Va(r)ll¥x>= Exlr> . (3.6)

Le potentiel Vi (r) ainsi que d’autres contributions venant des interactions entre électrons
sont ignorés pour l'instant dans (3.6). Ils seront introduits, dans la section 3.4.2, au
moyen de la fonction diélectrique. Avec les approximations mentionnées précédemment,
la représentation des électrons se fait comme suit : les électrons de cceur et les électrons
d sont représentés ‘par des fonctions d’onde atomiques notées respectivement |a> et |d>.
La fonction d’onde d’un électron de conduction est développée sur une base redondante
de fonctions |a>, |[d> et d’ondes planes orthogonalisées (OPW) aux états |a> et |d>.
Elle s’écrit :

[pi>=)  ag(k)k +g> +3aala> +) adld>, (3.7)
q o d
ol ’onde plane |k> est

|k>= % exp(tk - r). (3.8)
Il est nécessaire de distinguer les électrons d des électrons internes obéissant & 1’approxi-
mation 3 car ils ne sont pas suffisamment localisés. Pourtant, il semble qu’ils gardent, dans
le métal, un caractére d’orbitale atomique trés marqué rendant difficile leur traitement
par la méthode OPW au méme titre que les électrons de conduction. Ainsi, la base de

la théorie généralisée des pseudopotentiels est I’abandon de I’approximation des petits

ceeurs pour les électrons d.

Le potentiel d’hybridation

Considérons un atome libre contenant des électrons d. L’équation de Schrodinger

pour un état |d> de cet atome est :

T + Vj|d>= Ej|d> . (3.9)
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Le potentiel V} est celui que ressent un électron d dans le champ de l'ion libre. Les
électrons des couches fermées sont évidemment des fonctions propres de (3.9), au méme
titre que les fonctions |d>. En conséquence, les états de ceeur |a> sont orthogonaux
aux états |d> atomiques. Lorsque cet atome est plongé dans le métal, I'état |[d> voit
un potentiel Vy(r) = V} — 8§V di 4 la présence d’autres atomes dans son voisinage. Ceci
conduit a I’équation

{T + Vy(r)}|d>= (E; — §V)|d> . (3.10)
Les énergies sont alors modifiées par un terme qui dépend de 6V, c’est-a-dire :

Ey =<d|T + Vy(r)|d>= Ej— <d|6V|d> . (3.11)

Le potentiel d’hybridation A est introduit comme suit :

{T + Vy(r)}|d>= Eq|d> —Ald>, (3.12)
avec la définition de A :

Ald>= §V|d> — <d|§V|d> |d> . (3.13)
Comme il a été précisé dans I'introduction, A(r) correspond au recouvrement des orbitales
d d’atomes voisins et au couplage des électrons de conduction avec les électrons d appelé

couplage s-d. 1l est important de noter que les états |d> ne sont pas des états propres de

’équation du métal (3.5), entrainant leur non-orthogonalité avec la fonction d’onde (3.7)

Le pseudopotentiel

En utilisant le développement OPW de la vraie fonction d’onde |¢>, il est possible

de réécrire la relation (3.6) sous la forme d’une pseudo-équation de Schrédinger?

{T+Wo(r)Hde> — A(T)g!;l>_<1;lLA(r)
d

oll |¢x> est la pseudofonction d’onde (premier terme du membre de droite de la relation

|pe>= Ei|dr>, (3.14)

(3.7)) et Wo(r) est appelé pseudopotentiel du métal. 1l est défini par :
Wo(r)lee> = Vo(r)|de> + Z(Ek — Eq)|a><al|¢> + Z(Ek — €q)|d><d|| >
d

+ |d><d|A(r)|¢e> +A(r)|d><d]||dr> (3.15)

1 Voir le chapitre 1 du livre de Harisson [39] pour son obtention dans le cas des métaux simples. Son -

extension aux métaux d est faite en ajoutant le potentiel d’hybridation et en faisant la distinction entre
les électrons de coeur et les électrons d.
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Le terme quadratique en A, spécifique aux métaux de transition est appelé le terme

d’hybridation. La pseudofonction d’onde |¢x> s’écrit alors

<k WL>
b= k> +3_ 1 - al Vo +Z

—|k+g>, (3.16)
g#0 ] —lk+q q#0 a(

Nea— &)

définissant les coefficients a,(k) du développement (3.7), qui sont des fonctions du premier

ordre du pseudopotentiel.

Jusqu'ici, aucune simplification supplémentaire n’a été faite et, en principe, la con-
naissance de Wo(r) et de A(r) permet de connaitre exactement le spectre d’énergie
électronique. Il ne faut pas perdre de vue que ce pseudopotentiel est un opérateur
dépendant explicitement de I’énergie de 'électron Ej et qu’il est non local car il dépend
du vecteur d’onde k. Cependant, il posséde le méme spectre d’énergie que le vrai potentiel

Vo(r), ce qui est important pour la cohérence de cette théorie.

L’énergie d’un électron de conduction

Sous la forme (3.15), le pseudopotentiel Wy(r) est faible au voisinage d’un ion. Ce-
pendant, la pseudo-équation de Schrodinger (3.14) contient le terme d’hybridation qui
est résonant en Ey = ¢4. Loin de cette résonance, le terme en A%(r) est du méme ordre
de grandeur que Wy(r), ce qui permet leur développement en perturbation au deuxieme

ordre et, I’énergie d’un électron de conduction de vecteur d’onde k est

<k|A(r)|d><d|A(r)|k
Ed — Ek

E. =

- s d><;:'A] oo
€d——2—

)

2

5> L

q#0

. Ald><d|A
<k + g [ - T ] -

Par contre, au voisinage de Ej = €4, le terme d’hybridation devient grand et ne permet
plus d'¢arire la relation (3.17) rigoureusement. Toutefols, si la résonance est traitée par une
méthode de diffraction inverse [33], la relation (3.17) peut étre utilisée approximativement

sur tout le domaine d’énergie, comme on va le voir dans la section suivante.
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Figure 3.2: Densité d’états (a) du chrome liquide, (b) dans le modele de Friedel.

3.3 Traitement des électrons d

3.3.1 Energie de la bande d

La deusité d’états du chrome liquide, calculée par Jank et al. [56], est montrée sur
la figure 3.2(a). La superposition des bandes étroites et marquées des électrons 3d est
concentrée dans un domaine d’énergie de 5 & 10 eV (- —). Elle se superpose a la large
bande parabolique des électrons de valence4s (----- ). Cette représentation de la courbe de
densité d’états est caractéristique des métaux de transition ou les électrons d sont couplés
avec les électrons 4s. Friedel [33] a proposé de représenter la densité d’états des électrons

d par un modele rectangulaire :

_ 10/Wd s €d—Wd/2<E<€d+Wd/2,
n(E) = { 0 ailleurs, (3.18)
ol ¢4 est le milieu de la bande et Wy sa largeur. Le schéma de la figure 3.2(b) représente
la densité ng(E) donnée par (3.18) sur laquelle est superposée la densité parabolique des

états s, n,(E). Er, 'énergie de Fermi est comptée a partir du bas de la bande s.

A premicre vue, 'approximation de Friedel semble grossiere. Pourtant, ainsi modélisée,
la densité d’états, qui permet de calculer les propriétés thermodynamiques, donne des

résultats en tres bon accord avec ceux qui seraient obtenus avec la densité d’états réelle.

Wills et Harrison [110] ont proposé de calculer un terme d’énergie E, spécifique aux
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Sc Ti \" Cr Mn Fe Co Ni

n 3 4 5 6 7 8 9 10

z* 1.7 1.5 1.4 1.4 1.4 1.4 14 1.5
rq(u.a.) 2.344 2.042 1.853 1.701 1.626 1.512 1.437 1.342
D(u.a.) 6.253 5.518 4.957 4.722 4.750 4.692 4.739 4.711

Tableau 3.1: Valeurs des différents parametres de la série 3d des métaux de transition.

électrons d, & partir du modeéle de Friedel. La premiere étape consiste a faire coincider
le dernier niveau d’occupation de la bande d avec le niveau de Fermi, de fagon a sommer
tous les états occupés de la méme maniére que pour les métaux simples. Ainsi, la valence
nominale Z, des métaux de transition se trouve modifiée pour donner une valence effective
Z* non entiére correspondant au nombre d’électrons qui conduisent effectivement. Alors,

le nombre Z d’électrons d est déterminé par
Z" 4+ Z7 = n, (3.19)

oi n(= Z; + Z4) est une constante représentant le nombre d’électrons s et d de I'atome

libre. Le nombre Z* satisfait a la relation
Ep
z" =/ ns(E)dE, (3.20)
0

ot ny(E) est la densité d’états des électrons de conduction. Donc, suivant (3.19)
Ep
Z;=n-— / no(E)dE (3.21)
0

qui, exprimée avec le modele de Friedel, est aussi

1%
73 = ny(E)(Er — ea + 7‘1 : (3.22)

Ainsi, les valences Z5 et Z* peuvent étre déterminées avec les relations (3.21) et (3.22)
de maniére auto-cohérente. Les valeurs de Z* pour les métaux de transition de la série
3d, reportées dans le tableau 3.1, ont été utilisées par Bhuiyan et al. [18] pour calculer le
pseudopotentiel des métaux de transition. Selon les calculs plus précis de Moriarty [74, 74]
la valeur de Z* doit se situer entre 1,1 et 1.7, avec une valeur moyenne de 1.4, pour toute

la série des métaux 3d.
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L’énergie correspondant au remplissage de la bande d dans le modele rectangulaire

de Friedel est

E /EF 10 E dE
= —(E—¢
’ ca=Wq/2 Wd( 4

1 Z;
-=Z3(1 — L)W .
524(1 = 75)Wa (3.23)
L’élargissement des orbitales atomiques d en une bande de largeur Wy, est dii a I’opérateur
A(r). Un calcul de type liaisons fortes (TB, tight binding) permet d’exprimer Wy en

fonction de A(r) :
/2

1
120\ /? ,

W, = <—5—) Z V2, (ri;) (3.24)
oi C est le nombre de premiers voisins séparés par la distance r;; = D d’un ion donné
(voir tableau 3.1). Dans ’état liquide, ils sont au nombre de douze. Les éléments de
matrices, qui sont des intégrales de recouvrement a deux centres, Vyam(ri;), s'écrivent

formellement pour m = o, et 6,

) <d™|Alk><k|AldT>
“'ddm(rij) = Z %] J . (325)
k (6d - T)

Harrison et Froyen [42] les ont calculés au moyen de la théorie des orbitales muffin-tin

dans I’approximation de la sphére atomique d’Andersen [4] :

3

Vaam (ri5) = nddmr—‘; (3.26)
ol Nado = —45/7, Ngar = 30/ et naas = —15/7. Finalement, selon ces auteurs, la largeur
de bande, exprimée en unités atomiques, devient :
ra
Wy = 107‘18ﬁ' (3.27)

La grandeur ry est un parameétre qui a été ajusté pour fitter la structure de bande
expérimentale. Il est identifié comme étant le rayon des orbitales d dont les valeurs,
obtenues [42] pour la série des métaux de transition 3d, sont listées dans le tableau 3.1.
Dans le cas des liquides (C = 12), Es, qui est proportionnelle & la racine carré du nombre

de coordination, s’écrit ,
*

r
= -53.59Z;(1 - =2) =% 3.28
Ey 53.59Z;( T0) D8 (3.28)
Wills et Harrison [110] ont estimé que E; doit étre corrigé par un terme, E, qui tient

compte des termes supérieurs au deuxiéme ordre en A(r). Ils identifient cette correction




3.3. Traitement des électrons d

71

au décalage du centre de gravité de la bande d dii a la non orthogonalité des états d dont
il a été brievement question dans la section précédente. Comme on le verra, ce terme aura

une importance non négligeable sur I’énergie dépendant du volume. Ce terme est :

6

LT
E.= 136.82@%. (3.29)
Il est possible & présent d’écrire ’énergie de la bande d comme la somme de deux termes
E,=FE + FE.. (3.30)

L’énergie E4 n’est fonction que de la valence effective Z* qui est calculée de fagon a faire
coincider le dernier niveau des états d avec Er, les autres parametres étant déterminés.
Un changement de volume influence directement a la fois Z* et E,. En effet, dans les deux
cas, la valeur de Er qui entre dans le calcul des relations (3.20) et (3.23), est modifiée.
Pettifor [83, 84] a montré que cela avait une importance pour les éléments du début de
la série des métaux 4d. Néanmoins, pour le calcul des grandeurs thermodynamiques des
métaux de transition de la série 3d, qui sera fait dans la section 3.6, on supposera que Z*
n’est pas fonction de la densité. De plus, les effets magnétiques propres aux meétaux 3d

seront ignorés.

3.3.2 Modeéle de Bretonnet-Silbert

La théorie des pseudopotentiels, formulée par Harrison [40], permet de construire un
pseudopotentiel pour les métaux de transition. Son expression est donnée par la relation
(3.15). 1l contient deux termes répulsifs dus au terme d’hybridation A(r). La résolution
de I’équation de Schrodinger (3.14) ameéne a considérer un terme supplémentaire : le terme
d’hybridation s — d en A%(r). Calculer les énergies électroniques revient & résoudre (3.14)
avec le pseudopotentiel

A(r)|d><d|A(r)

3.31
py—a (3-31)

Wa(r) = Wo(r) + Y

d

Le traitement en perturbation au deuxiéme ordre de I’énergie électronique pour obtenir
la relation (3.17) n’est possible, en principe, que lorsque celle-ci est loin de la résonance
g4 comme il a été précisé dans la section précédente. Cependant, cette résonance est

complétement déterminée par la méthode de diffraction inverse [33] : un électron libre,




3.3. Traitement des électrons d

72

décrit par une onde plane incidente d’énergie Ey, est diffracté par un électron d et subit

un déphasage &, qui s’exprime au moyen de 1’énergie du centre de bande ¢4 par?

tan62= ) L

———(Ed yat (3.32)

[ est la largeur de résonance qui peut étre reliée a Wy.

Bretonnet et Silbert {21] ont proposé un modele adapté aux métaux de transition. Il
consiste & décrire le comportement d’un électron de conduction dans le champ d’un ion.
A longue distance, 1’ion et 1’électron sont simplement en interaction coulombienne décrite

par le modeéle d’Aschroft [8] (AS) :

(3.33)

wAS(r):{ 0 sir < R,

—Z*[r sir > R..
Cette interaction doit étre modifiée & I’intérieur du cceur de rayon R, par un potentiel
déduit de l’expression du déphasage (3.32). Swan [94] a montré que ce potentiel, di a
la présence des électrons d, pouvait étre représenté correctement par les deux premiers

termes d’une série de Dirichlet :
2
r
u.(r) = Z B, exp <_Ec;) . (3.34)
n=1

La forme de u.(r) dépend des valeurs des trois paramétres By, B, et a. Au total, le
potentiel ressenti par un électron au voisinage d’un ion coiffé par une couche d’électrons

d localisée est

BS, ~ _ | ue(r) sir < R,
w™(r) = { —-Z*[r sir> R.. (3.35)

Les conditions de continuité en r = R, de wP5(r) et de sa dérivée premiere, permettent

de déterminer B, et B, en fonction de R., a et Z* qui devront étre fixés pour chaque

z* 2a R,
Bl = RC (1 — —R:) exp (7) (336)

2Z% [ a R,
= — - — . 37
B, 2 (Rc 1) exp (2a) (3.37)

La fonction, qui a une grande importance dans le calcul du potentiel interionique,

métal étudié :

et

est le facteur de forme ; c’est N fois la transformée de Fourier du potentiel d’interaction

2 Voir Waseda[104] pour les déphasages des métaux de transition.
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électron-ion :

w(q) = N <k+ qlw(r)k>
N :
= — w(r) exp(iq - r)dr. (3.38)
V)

Dans le cas du modele de Bretonnet-Silbert (BS), le calcul du facteur de forme, a partir

de (3.35), aboutit & I’expression analytique suivante :

. N By J 88, J. 4w Z* N
BS =4 347 141 22 _ i . .
w°(q) = 4ra V\ 0T a2 T T4’y 2V cos(qR,) (3.39)
ou
C RC i c
Jn = 2—exp <£> {——(1 +n?a?¢®) — (1 — n2a2q2)} sin(¢Rc)
na) | na nagq
R
+ (2 + E(l + n2a2q2)> cos(gR.). (3.40)
Le facteur de forme local (3.39) est la somme de deux termes
w?$(q) = H?®(q) + w™(q). (3.41)

Le premier est le terme de couplage s — d et le second est le facteur de forme bien connu

du modéle d’Ashcroft (AS). Ce dernier, seul, est bien adapté aux métaux alcalins.

Pour calculer les propriétés structurales et thermodynamiques des métaux alcalins,
dans le chapitre 4, le modele AS sera comparé & deux modeles récents. Le premier, congu
spécialement pour le lithium, a été proposé initialement par Hoshino et Young [48] puis
amélioré par Das et Joarder [27] (DJ). Il dépend du seul paramétre ajustable ro et se

présente sous la forme suivante

4w Z* 32a* 29T¢?
DJ __amd o, oy 2
w”(q) = 7 { Ga? 1 g2 + 1 72)2(1 + Dexp(—Ag?))
B¢’
=1\ .42
47 (1 + q*r2)? (3.42)

Les valeurs des autres parameétres sont rappelées dans la section 4.2. Le second modele,
pour les métaux simples, a été proposé par Hasegawa et al. [44] (HHWY). Il s’agit d’un
modele A cceur vide généralisé dont le facteur de forme analytique est

2

v 4nZe* b
wHHWY (g) = — que cos(qR.) {1 + b—27:_q—q2 [1 + p tan(ch)] exp(—bRc)} . (3.43)
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Les paramétres a et b, qui ont été déterminés une fois pour toutes par les auteurs, pour
un grand nombre d’éléments en utilisant ’approximation de la densité locale (LDA), ont
pour effet de modifier le comportement de la partie coulombienne du modele AS. Le seul

parametre libre est alors R..

3.3.3 Factorisation des éléments de matrices

Un électron subit une interaction de la part de tous les ions qui s’écrit comme la

somme de contributions individuelles électron-ion

N

WES(r) =Y wP¥(|r - Ral). (3.44)

a=1

L’écriture (3.44) permet la factorisation des éléments de matrices contenus dans le terme

du second ordre de ’énergie (3.17). Ils peuvent s’écrire en fonction du facteur de forme

(3.38), en effet :

N
1 .
<k + q|WBS(r)|k>= v E exp(—1q - Rg) X
A=1

x /(?) exp [_i(k + q) . (1' - Rﬁ)] wBS(Ir - Rg|)exp [—ik ) (1. _ Rﬁ)] dr. (3.45)

L’intégrale correspond a la définition du facteur de forme avec le changement de variable

@ = 7 — Rs. En multipliant la relation précédente par son complexe conjugué, on aboutit

a la relation suivante :

| <k +qWPS (k> [ = £8Pl (3.46)
ou 1 N
$(a) = > exp[—ig- (Ra— Rp)| +1 (3.47)
a#p=1

est le facteur de structure du métal liquide qui est directement lié a la fonction de distri-

bution radiale g(r) par la relation (1.23).
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3.4 Perturbation au premier ordre : écrantage

3.4.1 TFonction diélectrique

Suivanl la représentation qui a été donnée dans l'introduction, le métal est vu comme
un gaz électronique uniforme perturbé par un potentiel faible, provenant d’une collection
d’ions de charges positives qui assurent la neutralité du systéme. L’attraction Vo(gq) des
charges positives provoque autour d’elles une accumulation locale de charges électroniques.
Elle a pour effet d’écranter Vy(gq). Le potentiel total V(g) est relié linéairement, dans

’espace de Fourier, a la variation de densité locale én(q) qu’il engendre par :

én(q) = x(9)V(9), (3.48)

x(q) étant la fonction réponse lincaire. Ce potentiel V(q) contient formellement trois

contributions :

1. le champ coulombien, Vy(g), produit par I’ensemble des ions sur un électron,

2. Iinteraction coulombienne moyenne, que ressent un électron, créée par I’ensemble

des autres électrons : c’est le potentiel de Hartree Vi (q),

3. les effets purement quantiques qui sont : d’une part, I’échange entre électrons de
spins paralleles dii a ’antisymétricité de la fonction d’onde électronique ; d’autre
part, la corrélation provenant de la répulsion de Pauli entre électrons de spin

antiparalleles. Ces deux effets sont contenus dans un potentiel dit d’échange et de

corrélation Vic(q).

Les termes Vi(q) et Vic(q) sont reliés & én(q) par I’équation de Poisson, mais ils se
distinguent 1'un de 'autre ; alors que le premier est de caractére purement coulombien,

c’est-a-dire

Virlq) = —‘;—Zén@), (3.49)

le second s’en s’écarte par un terme G(g) appelé correction de champ local :

Vielg) = —”;—Za(q)wq) (3.50)
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Le potentiel coulombien Vg(g), interionique, satisfait aussi a ’équation de Poisson

Volg) = ‘q“fpo(q), (3.51)

ol po(q) est la densité ionique, la densité totale étant p(q) = po(q) + 6n(q).

En combinant (3.48), (3.49), (3.50) et (3.51), le potentiel total qui est la somme de

toutes les contributions, c’est-a-dire
V(g) = Vo(q) + Va(q) + Vac(9), (3.52)
satisfait en définitive a la relation

_ Vo(q)
V0= TR0 - G (359

La fonction diélectrique €(q) du métal est définie en identifant la relation précédente avec

Vig) = 20 (3.54

olt V(q) est dit le potentiel écranté et Vo(q) le potentiel nu. Elle s’écrit

(g) =1 = Zxla)(1 - G(@) (359)
Si I’on néglige les effets d’échange et de corrélation (G(g) = 0), on retrouve I’expression
de la fonction diélectrique ex(¢) de Hartree qui est valable en couplage faible et pour un
gaz électronique trés dilué. La fonction G(q) est positive et diminue le degré d’écrantage
de Vo(q). Elle a des effets particuliérement marqués aux fortes densités électroniques et
mesure l’écart par rapport i la réponse linéaire x(¢). De nombreuses formes de G(q) ont
été proposées dans la littérature (voir Ichimaru [53]) mais dans ce travail, seules deux

fonctions G(q) différentes seront utilisées :

1. la fonction de Vashishta et Singwi [96]

GV5(q) = A {1 —exp (—B (k—qF)Z) } (3.56)

o A et B sont des parameétres qui dépendent de la densité électronique.
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2. la fonction d’Ichimaru et Utsumi [54]

4 2
GV(q)=P(-+~) +Q (=) +R
krp kr
4 2
4 3o (9 _ gl 4=, |2krtyg
+{P(kF> +(Q+8P)(kF) R} rprll brmenel B (3.57)

Pour ces deux fonctions, kr est le vecteur d’onde de Fermi qui sera défini un peu plus

loin.

Ces deux corrections de champ local ont été employées avec succes dans différents
cas de figure. Leur avantage vient de leur forme analytique facilement exploitable et de
leur validité pour un large domaine de densité. Dans le chapitre 4, 'influence respec-
tive de ces deux fonctions sera examinée et on constatera que G'Y(q) donne un meilleur

comportement du facteur de structure.

La fonction réponse linéaire x(gq) peut étre calculée approximativement de plusieurs
maniéres. La plus simple est donnée par la théorie de Thomas-Fermi (voir le livre de
Alonzo et March [3]) qui a été utilisée dans plusieurs travaux [41, 110]. Dans la section
suivante, la fonction réponse de la théorie de Lindhard [66] va étre naturellement introduite

3 partir de la pseudofonction d’onde.

3.4.2 Application 4 la théorie des pseudopotentiels

Pour obtenir une expression de la fonction diélectrique e(q) & 'aide de la théorie des
pseudopotentiels il est nécessaire d’utiliser la densité électronique
n(r)= Y <eelgr>. (3.58)
k<kp

La somme est effectuée sur tous les états occupés.

Le comportement des électrons de conduction du métal est décrit par la pseudo-
fonction d’onde |¢x> donnée par la relation (3.16). Elle devient :
<L + q|WT (r)| k>

pri Ik + ¢> (3.59)

lpr>=

q#0
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ou

Wr(r) = WB3(r) + Via(r) + Vae(r) (3.60)
est D'interaction électron-ion totale qui tient compte, cette fois-ci, des potentiels de Hartree
et d’échange et corrélation. Pour les métaux de transition, WB5(r) est le pseudopotentiel

local nu BS décrit dans la section 3.3.

Dans un métal, les vecteurs d’onde des électrons de conduction remplissent, dans
’espace réciproque, une sphére de rayon kp appelée la sphére de Fermi. Le vecteur
d’onde de Fermi kf, qui dépend du nombre d’électrons par ion, est donné par la relation :

3x22*N\/*
kr = <1—V—) . (3.61)

En développant le produit scalaire de la densité électronique (3.58) au premier ordre

c’est-a-dire, en ne gardant que les termes linéaires des éléments de matrice, il vient :

n(r) = ne(r)+ én(r)

1 2 <k + q|Wr(r)|k> exp(iq - 7)
= Y vty 1 : (3.62)
k<kp vV k<kp q#0 5(k2 - |k +q[?)

Le premier terme est la densité uniforme de charge qui se compense exactement avec celle
des ions par raison de neutralité. Le deuxieme est la variation locale de charge due a la
perturbation Wr(r). Par substitution de la sommation sur k par une intégration suivant
la regle

Vo[,
Y - 5 /0 K2dk, (3.63)

k<kp
la variation locale de charge devient :

on(r) = Z én(q)exp(iq - ) (3.64)
q#0

ot dans lespace réciproque, la densité d’écran ny(q) est

2 /kF <k + q|We(r)|k> L2k
0

“'sc(q) = 571(Q) = ;2’ %(kg _ Ik + ‘1|2) (365)

Le facteur de forme <k + q|Wr(r)|k> étant local, il ne dépend pas du vecteur d’onde

k, alors (3.65) se met sous une forme identique a (3.48) :

ns(q) = Wr(g)xo(q) (3.66)
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ou

o ke K2 dk krf1 1—7* |l+7
7 = - = - 5 l '
Xo(9) Wz/o %(k‘2— k+ql?) 72 {2 + 4n n I } (3.67)

est la fonction réponse linéaire de Lindhard [66] avec n = ¢/2kr. Elle a été trouvée

A partir de I'équation de Schrédinger en présence du champ auto-cohérent (approxima-
tion de Hartree) créé par les autres charges ioniques et électroniques. Cette méthode est
communément appelée approximation de la phase aléatoire (RPA, random phase appro-
ximation). Selon la relation (3.54) et en utilisant la factorisation des éléments de matrice

(3.38), le facteur de forme écranté s’écrit

_wP%(g)
wr(g) = 0 (3.68)

oll €o(q) est définie & partir de 1’équation (3.55) avec la fonction réponse de Lindhard.
Chaque ion se voit entouré d’une accumulation de charges qui écrante le potentiel wB5(q)
ressenti par un électron. La dérivée de xo(g) posséde une singularité en ¢ = 2kr qui est
responsable des oscillations du potentiel effectif & longue distance appelées oscillations de

Friedel (voir paragraphe 3.5.2).

3.5 Perturbation au deuxiéme ordre : énergie totale

3.5.1 Evaluation de I’énergie totale

Le terme d’énergie électronique au deuxiéme ordre de (3.17) est dépendant de ar-
rangement des ions car les éléments de matrices contiennent explicitement le facteur de
structure S(q) (3.46) ; ce n’est pas le cas des deux premiers termes. Il semble alors naturel
de séparer tous les termes d’énergie suivant qu’ils dépendent ou non de la structure. En
général, la présence du terme d’hybridation pour les métaux de transition complique
nettement cette opération (Harisson [40], Moriarty [72]). Donc le fait d’avoir pu écrire le
terme de couplage s-d comme un potentiel local H BS(q) permet de faire la séparation de
ces deux contributions de facon simple, & I'instar des métaux normaux. Avant tout, il est
nécessaire de recenser des différentes contributions qui interviennent dans I’énergie totale

et qui proviennent des interactions directes interioniques et de 1’énergie électronique.
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Interaction directe interionique

C’est I’énergie par ion provenant de I'interaction directe coulombienne, V;_; :

1 N dn Z*? N
Ey = E — E 5 E exp[—iq - (R, — Rg)]. (3.69)
‘)N [R Rﬁl = 9N por Vg oy

Energie des électrons de conduction

L’énergie d’un électron, au deuxiéme ordre des perturbations, est donnée par (3.17).
Le modéle de potentiel utilisé (relation 3.44) inclut les effets des électrons d, la résonance
(3.32), le potentiel de Hartree et les effets d’échange et de corrélation. La relation (3.17)

devient alors
<k + q|Wr(r)|k
(k2 =

(r)|k + q>

9#0 )

Pour connaitre la contribution totale de ce terme, il faut prendre en compte tous les

k?
E. =
2

(3.70)

électrons de conduction et sommer sur tous les états possibles. L’énergie électronique

totale par 1ou est alors

1 k?
B = — > {7+ <k |Vie(r)|k

k<kp
;) } . (3.71)

) | <k + q|Wr(r)
(k2
Dans cette expression, on a séparé le terme au premier ordre des perturbations en ses

(Mk> + <k|Vi(r)|k>

q#0

différentes contributions (le terme d’échange et de correlation, le facteur de forme total

nu et le potentiel de Hartree).

Energie électron-électron

L’énergie de Hartree et d’échange et de correlation, lorsqu’elles ont été ajoutées au
potentiel W55(r) ont été comptées deux fois, une fois du coté des ions et une fois de celui
des électrons. Il convient alors de retirer une fois cette énergie :

Eee = 53 Znsc {Var(q) + Vee(q)}- (3.72)

q#0
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Energie de la bande d

Dans la section 3.3, la présence de la bande d a donné naissance a un terme d’énergie

dépendant uniquement du volume

By = —53.592;5(1 - 24 i 136.87;4 (3.73)
d — . d 10 D5 . d DS. .
Aux (uatre contributions : ion-ion, électron-ion, électron-électron et l’énergie de

la bande d, il reste & ajouter I’énergie cinétique des ions qui a été ignorée en faisant
I’approximation adiabatique. Elle est calculée au moyen de la physique statistique classi-

que et I’énergie totale par ion se met sous la forme
3
E = §kBT + Edir + Eel - Eee + Ed. (374)

Cependant, cette décomposition pose des problemes car certains termes pris séparément
divergent. Dans le cas des métaux simples, Ashcroft et Stroud [7] ont montré comment
recombiner les termes infinis entre eux afin qu’ils se compensent. Pour les métaux de
transition, I’énergie des électrons d vient s’ajouter simplement. Selon Ashcroft et Stroud,

’énergie du métal par ion se met sous une nouvelle forme :
3
E= —2-kBT + E.; + Eg + Enm + Eps + Nu(g = 0,n) + Eq, (3.75)

dont on va donner, & présent, la définition des différents termes.

Energie du gaz d’électrons

Les électrons de conduction constituent un gaz d’électrons presque libres dont 1’énergie
est la somme, sur tous les états occupés, de I’énergie cinétique et de ’énergie d’échange
et corrélation des électrons :

1 k?
Eeg = > {—2-+ <k|Vze(r)

k<kp

k>} . (3.76)

Cette expression peut étre calculée a I’aide de la formule de Nozieres et Pines [77]

z {2.21 _ 0.916
2

Eey = - +0.0311n(rs) — 0.115} (3.77)
Trs Ts
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ou

ry = (47TZ*N) (3.78)

est le rayon de la sphere contenant un électron®. La valeur de r; comprise entre 2 et 6

unités atomiques caractérise les fortes densités électroniques des métaux.

Energie de Hartree

Les deux autres termes du premier ordre dans ’expression (3.71) forment ce que I'on

appelle ’énergie de Hartree.

Ey = —Z{<L|WBS()

k<kp
AnZ*N
_ * 10 BS
= Z }IE% (w (¢)+ 2V ) (3.79)

Energie de Madelung

Exprimée dans I’espace de Fourier, cette énergie est exactement I’énergie directe in-

terionique Eg;r
N

1 - dr Z*2
= _N-Z )" exp[—ig- (R« — Rp)]. (3.80)
g#0 a#Bf=1

Energie de structure de bande

La combinaison du terme du deuxiéme ordre des perturbations de E (3.71) et du

terme E.. (3.72) donne 1’énergie de structure de bande

1 | <k + q|Wr(r)|k> |2
=1y {Z e - S nla) {vH<q)+vu(q)}}. (331)

k<kp \ g#0 970

D’une part, les relations (3.48), (3.49) et (3.50) permettent d’écrire le second terme dans

le crochet de I’expression précédente en fonction de Wr(q) qui peut étre ensuite regroupé

3 Pour de plus amples informations sur ’expression de E., consulter Shimoji [93], Alonzo et March [3]
ou Noziéres [76).
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avec le premier et d’autre part, la factorisation des éléments de matrices (3.46) et la
théorie de 1’écrantage (3.68) conduisent a

Ey = 533 Y_S s |2X°((;1)) (3.82)
q#0

ol xo(q) et €o(q) sont respectivement la fonction réponse de Lindhard (3.67) et la fonction

diélectrique (3.55).

A ces quatre termes d’énergie, il faut ajouter encore I’énergie des électrons d (3.73)
et un terme Nu(g = 0,n) qui correspond aux composantes en ¢ = 0 des énergies de
Madelung et de structure de bande. La quantité Nu(g = 0,n) sera explicitée dans la

section 3.5.3.

A présent, 1'énergie totale peut étre scindée en deux contributions, conformément a

la relation (3.1) : L'une dépendant de la structure et 'autre ne dépendant que du volume.

3.5.2 Energie dépendante de la structure

L'énergie de structure de bande et 1'énergie de Madelung contiennent explicitement
le facteur de structure ; elles sont donc fonction de I’arrangement des ions. En se référant

4 la définition de S(q) (3.47), la relation (3.82) devient :

«2 N T *2
1 s Fn(a) > eXp[—iQ'(Ra—Rﬁ)]—%EZLqZV Fn(q) (3.83)

a#p=1 q#0

ol Fy(¢) est une fonction appelée caractéristique €nergie-nombre d’onde normalisée, qui

a pour expression :

o = o ()] e (- ) (=) 09

Le deuxiéme terme de (3.83) est indépendant de la structure et sera traité dans le para-

graphe suivant. La somme de I’énergie de Madelung (3.80) et du premier terme de (3.83)

représente [’énergie dépendant de la structure

Bur = g Z S (- @) e lig- (Ra—Ro). (389)

a#ﬂ—l q#0
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Si 'on pose, dans Fg,,

lgim) = {1 = Fu(@), (3.56)

on constate que Ey,;, peut se réécrire en fonction du potentiel effectif interionique u(Ry —

Rp;n), qui est la transformée de Fourier de u(g;n) et qui sera examiné dans la sec-

tion 3.5.4. Ainsi, I’énergie dépendant de la structure se met sous la forme

N
1
Egr = 5_1\7 Q;I U(ROI — Rg; Tl), (387)

qui correspond exactement au deuxiéme terme de (3.1).

3.5.3 Energie indépendante de la structure

Il reste & regrouper les termes Eg, Eq, Nu(g =0,n), E4 et le second terme de la

relation (3.83) provenant de I’énergie de structure de bande pour former

Z-u? oo
U(n)= Ee + En + Nu(g=0,n) — — / Fn(q)dg + Eg. (3.88)
0
L’énergie de Hartree s’écrit
4w Z** N N
T «, BS N _ y=pyBs «24Y o
EH_},I_I.%{Z w”>(q) + = V} Z*H">(0)+ 272 VR"’ (3.89)

ot HB5(0) est la limite en zéro du terme d’hybridation donné par le premier terme de la

relation (3.39) et a pour expression

N Ve R\ R a
BS _ 3 It e _ il
H (0)—-47rVa {231+16B2+Rc[3<a) +12<a)+18 28(Rc>]}.
(3.90)

Le terme Nu(g = 0;n) est la limite en zéro de E,;,, qui n’a pas encore été pris en compte,

c’est-a-dire :

N -1 {471'Z"‘2

lim 7

i 72— o)} (3.91)

Pour calculer cette limite, il faut considérer le développement limité au deuxieme ordre

Nu(g=0;n) = —

des fonctions contenues dans Fy(g) et, plus particuliérement, de la fonction diélectrique
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€o(q) et de la susceptibilité xo(q)

1-— ~] - — 3.92
€o(q) 4kp (3.92)
et )
1 ’70(7'3)(1
—_—~1 - .
=6l . 399
dont la différence est le module de compression du gaz d’électrons libres [53] :
N [x¢’ _ x(rs)¢
B, = 57 {4kF 5 . (3.94)

Yo(rs) est définie dans [54] pour G'V(q), et son équivalent pour G"V5(q) dans [96] . Ainsi*

N
Nu(q =0;n) = —Z*HB5(0) - 272*2VR3 + B, (3.95)

Si ’on pose maintenant

o(r = 0;p) = — 2 / " Fa(q)ds, (3.96)

T

le terme dépendant du volume, s’écrit finalement :
U(n) = Eeg + Beg + 6(r = 0;p) + Eq, (3.97)

qui a exactement la méme expression que pour les métaux simples lorsque le terme Eq est

retiré. Dans le chapitre 4, I"importance relative des différents termes sera examinée.

3.5.4 Potentiel effectif interionique

En remplacant la sommation sur ¢ par une intégration, c’est-a-dire,

1% vV [
— | dq = — 2dq, 3.98
> - 55 =53 ) Th (3.98)
y#0
le potentiel effectif interionique, présent dans (3.87), qui est défini par la transformée de

Fourier de u(g¢;n), s’écrit explicitement :

AR Y ALEN b singr
wirim) = 2 - 2 [7 o) g (3.99)
0

r s qr

4 Le fait que N soit trés grand a permis de considérer que N — 1~ N.
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Figure 3.3: Potentiel effectif du fer calculé avec le pseudopotentiel de Bretonnet-Silbert.
Ums(r) correspond au modéle AS, u,_q(r) représente ’effet des électrons d et du couplage
s-d et u(r) le potentiel effectif interionique total.

L’interaction indirecte, représentée par le deuxieme terme, modifie le comportement cou-
lombien direct entre deux ions. Cette modification vient de la théorie des perturbations
au second ordre qui est employée pour calculer la caractéristique énergie-nombre d’onde
normalisée. La fonction diélectrique, contenue explicitement dans F(g), rend le potentiel
effectif fortement dépendant de la densité électronique. On peut se reporter pour plus
de détails au travail de Hafner et Heine [37], qui ont calculé la variation de u(r;n) en

fonction de r, avec le pseudopotentiel local d’Ashcroft.

Pour les métaux de transition, ’interaction électron-ion a été modélisée par le pseu-
dopotentiel BS. Le facteur de forme qui entre dans le potentiel effectif, via Fn(g), a été
mis sous la forme d’une somme de deux termes : un terme de couplage s-d et le facteur
de forme d’Ashcroft (relation (3.41)). Il est alors possible de voir I'influence des €lectrons

d en écrivant :

u(r) = tms(r) + vs-d (3.100)
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oll Ums(r) est le potentiel calculé avec w?%(g) qui est typique de celui d’un métal simple
et u,_q(r), le terme contenant le couplage. On a représenté sur la figure 3.3, le potentiel
effectif du fer calculé en utilisant les mémes parametres R, a et Z* que dans le chapitre 4
(R, = 1,425 w.a.,, a = 0,33 uwa. et Z* = 1,4) et la correction de champ local de
Ichimaru et Utsumi [54]. Le potentiel ums(r) est répulsif & courte distance tandis que
us_qg(1") est attractif dans la méme région. Ce dernier a pour unique effet de décaler u(r)
vers les petites valeurs de r, la profondeur du puits de potentiel restant pratiquement
inchangée. L’amplitude des oscillations, ainsi déphasées, ne change pas beaucoup non
plus. Finalement u(r), qui est un peu plus raide a petite distance, garde, pour ces valeurs

de parametres, la forme d’un potentiel de métal simple. Bretonnet et Silbert préconisent,

our préserver cette forme de potentiel, d’utiliser des parametres R, et a qui satisfont a
p p q

R,
4 < — <5, (3.101)

a

Ils ont 0011'iparé les résultats de leur modele & ceux d’autres auteurs (Finnis et Sinclair [31],
Wills et Harrison [110] et Moriarty [74]). Comme I’a montré Harrison, il serait possible
de reproduire le décalage du potentiel effectif interionique vers les petites valeurs de r en
augmentant la valeur de R. du pseudopotentiel d’Ashcroft. Mais dans ce cas, le puits
de potenticl deviendrait trop profond ne permettant pas d’obtenir une forme correcte du

facteur de structure.

La forme générale d’un potentiel métallique, illustrée par la figure 3.3, n’est pas tres
différente de celle du potentiel de Lennard-Jones. En effet, ils possedent tous deux une
partie fortement répulsive & courte distance et une partie faiblement attractive a longue
distance. Leurs différences essentielles se trouvent, d’une part, sur la partie répulsive qui
est plus molle dans le cas des métaux que dans les gaz rares, ce qui est di au caractere
coulombien des forces de répulsion entre ions ; dans le cas des liquides isolants, ce sont
les couches électroniques fermées entres atomes voisins qui se repoussent et rendent le
potentiel plus dur & courte distance : d’autre part, sur la partie a longue distance, le
potentiel de LJ est purement attractif (forces de van der Waals proportionnelles a r®),

alors que dans le cas des métaux, le potentiel présente des oscillations de Friedel qui

s’amortissent en r~> [39)].

Comme pour le potentiel de paire, il est intéressant de voir comment varient les

diverses composantes de w(q) et de Fn(g) pour les métaux de transition. Tout d’abord,
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Figure 3.4: Facteur de forme du fer (a) nu, (b) écranté. Les calculs ont été effectués avec
le modeéle de Bretonnet-Silbert [21] pour R. = 1.425 u.a., a = 0.33 u.a. et Z*=14. Le
facteur de forme total (——) est décomposé en deux contributions : le facteur de forme

[y

T T

6 7 8
q / ua™

d’Ashcroft (- - -) et le terme de couplage s-d (- - -).

sur la figure 3.4, on voit le comportement des différentes contributions du facteur de forme
pour le fer. On notera que la limite en ¢ = 0 du facteur de forme écranté est 2Ex /3. Puis,
la figure 3.5 montre la fonction Fy(g) pour le fer. Alors que Fiv(g) sans H BS(q) oscille,
celle qui contient HP5(q) n’oscille plus. C’est ce que I'on peut aussi observer sur la
fonction Fn(g) obtenue par Moriarty [72] pour les métaux nobles. Le cas du fer n’est pas

particulier et on peut retrouver le méme comportement sur les autres éléments de la série

3d des métaux de transition que nous avons étudiés.
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Figure 3.5: Fonction caractéristique énergie-nombre d’onde normalisée Fy(g) du fer
(——) obtenue avec le modéle de Bretonnet-Silbert [21] pour R. = 1.425 u.a., a = 0.33
u.a. et Z* = 1.4. Elle est comparée a la fonction Fy(g) du modéle d’Ashcroft (- - -) pour

R, =1.425u.a. et Z*=14.
3.6 Thermodynamique des métaux liquides

3.6.1 Energie totale

Dans la section précédente, une expression de I’énergie totale par ion a été obtenue
pour les métaux de transition et a pu étre mise sous la forme (3.1). L’énergie dépendant
de la structure, exprimée habituellement comme une somme de potentiels de paire, peut
s’écrire & présent en fonction de g(r;p), comme le terme d’énergie d’exces de (1.29) des
liquides simples,

E

(TV7 = %kBT +U(n) + 27rp/u(r;n)g(r;p)r2dr. (3.102)

Cette relation est générale et peut étre appliquée a tous les métaux une fois que le potentiel
de paire et I’énergie U(n) aient été déterminés. Le terme U(n) prépondérant dans P'énergie

totale, se décompose en deux contributions

U(n) = Up(n) + E4 (3.103)
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ol Ey est énergie des états occupés de la bande d (3.73). La plus grande partie de Up(n)
provient de I'intégrale de F(g) contenue dans ¢(r = 0, p). Les métaux de transition sont
décrits par un facteur de forme qui contient le couplage s-d. Donc, Up(n) contient, lui
aussi, des effets provenant des électrons d. Pour les métaux simples, il suffira simplement

d’ignorer E; dans U(n) et d’utiliser un facteur de forme adapté.

3.6.2 Pression du viriel

Dans le chapitre 1, ’expression de la pression du viriel est donnée par la relation
(1.32), exprimée dans ’ensemble grand-canonique. Dans le cas des métaux, 1’énergie

potentielle d’interaction a prendre en compte est

N
Un(r¥;n) = NU(n) +% S w(Rijin). (3.104)

i#£5=1

La dépendance en densité de Un(r";n) oblige, dans I’expression de la pression (1.32), &

effectuer sa dérivation par rapport au volume de la fagon suivante :

d r [0 n (0
4 (E)n -z (%) (3.105)
La pression du viriel, obtenue par Ascarelli et Harrison [6], s’écrit, en introduisant (3.104)

dans (1.32)

_ oU(n) 9 r Qu(r;n) Ou(r;n) 2
P = pkgT + pn et 2mp /{3 5 " on g(r; p)redr. (3.106)

En utilisant les notations de Hasegawa et Watabe [43], expression précédente se réduit

a:
P = pkBT + Py + P_; + Py, (3.107)
avec
Py = pn o (3.108)

Le troisitme terme de (3.107) est la pression dépendant de la structure ionique qui se

décompose en deux parties

, _ _2mp® [Ou(rip) .\ 3
P, =- 3 / e g(r; p)rdr (3.109)
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et
Pl = 2?92/%&)9(?;/))#&, (3.110)
et finalement
_ pr 9k
Po= g e (3.111)

ce dernier terme étant la pression provenant des électrons d qui a été obtenue de fagon
identique par Bretonnet et Dérouiche [19]. La dérivation de Ey, qui est évaluée a la

distance entre plus proches voisins D, s’écrit alors
P = g {5E, + 8E.} (3.112)

ou E, et E. sont les deux termes constituant E;.

3.6.3 Compressibilité isotherme

La compressibilité isotherme, qui a été définie par la relation (1.35), est reliée a la
limite du facteur de structure en zéro S(0) par 1’équation de compressibilité (1.40). Elle
peut étre comparée & la compressibilité obtenue par la dérivation de la pression du viriel
par rapport a la densité : c’est la relation (1.41) pour les liquides neutres. Pour les métaux,
la relation (1.32) de la pression doit étre remplacée par celle d’Ascarelli et Harrison (3.106).

Ainsi, la relation & employer pour calculer la compressibilité des métaux de transition est

1 oP 0
Br=—— = B—| =p={pkgT + Po+ P_; + P,
7= 50) ﬂapT ﬂap{ps + P + + Py}
= 14+ By+Bi_;+ By (3.113)
avec 9
By = 2@P0 + ﬂp"’a U"(”), (3.114)
p 9p?
83 83
By= —P;+ —E, 3.115
1= 3 d + 3 ( )
et
Bi_i= 2§P,~’_,- + 3§P”,-_,- + By + By + B3 + By, (3.116)
avec

_ 2 . \TpO%u(r;p)
B, = 27r[3p/r g(r; p) 3 ——apar dr, (3.117)
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2, (e
B, = 27rﬁp/r2g(r;p)p2a—tg;;’—p)dr, (3.118)
9g(r; p) T Ou(r; p)
_ 2 [ 2 T
B; = —27pp /r 9, 3 or dr, (3.119)
“ 9g(r; p) du(r;p)
_ 2 209\ p u\r; p
B, =2nfp /r i p 5 dr. (3.120)

Dans ces expressions, toutes les densités électroniques n ont été exprimées en fonction de
la densité ionique p en faisant les changements de variables Z*p = n ol Z* est la valence.

Il vient alors la relation

2,9
n "’ap‘

L’expression (3.113) peut ainsi étre directement comparée a S(0), la limite du facteur

(3.121)

de structure en ¢ = 0, ce qui est nécessaire pour appliquer la condition I’auto-cohérence
thermodynamique. Si la dépendance en densité du potentiel de paire et le terme d’énergie
ne dépendant que du volume sont négligés dans (3.113), on retrouve ’expression de la

compressibilité isotherme (1.41), employée pour les liquides isolants.




Chapitre 4

THERMODYNAMIQUE ET
STRUCTURE DES METAUX

4.1 Introduction

Dans le chapitre 2, les équations intégrales ont été employées pour calculer les pro-
priétés thermodynamiques et la structure des liquides dont les interactions sont modélisées
par le potentiel de Lennard-Jones. Les interactions dans les métaux sont décrites par un
potentiel de paire calculé & 1’aide de la théorie des pseudopotentiels. Ce potentiel de paire
a la particularité de posséder des oscillations & longue distance, qui sont dues a la présence

du gaz d’électrons libres.

Dans la section 4.2, on verra que la forme générale du facteur de structure est es-
sentiellement déterminée par la partie répulsive du potentiel de paire. Le fait d’ajouter
les oscillations de Friedel pour calculer S(q), améliore les résultats et rend compte de
certaines particularités de la courbe de S(q). Parmi celles-ci, la limite en zéro du facteur
de structure, S(0), est la caractéristique la plus sensible au gaz d’électrons. Dans la sec-
tion 4.3, on montrera que lorsque le métal est en expansion et approche le point critique
le long de la courbe de coexistence liquide-gaz, le comportement du gaz d’électrons libres
se modifie considérablement. Ainsi, I’allure de la courbe du facteur de structure pres du
point critique, 13 ot la transition métal-isolant a lieu, peut donner des informations sur la

présence ou I’absence des oscillations du potentiel de paire et aussi sur la limite de validité

93
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de la théorie des électrons presque libres.

En tout état de cause, il s’avere que la connaissance du potentiel oscillant sur une
longue portée est primordiale quand il s’agit de décrire la structure des métaux alcalins
et des métaux de transition, au moyen des équations intégrales, en méme temps que
leurs grandeurs thermodynamiques. Peu de travaux [24, 80, 64, 45] ont été consacrés
jusqu’a présent a 1’étude des métaux & l’aide des équations intégrales de mélanges ; la
plupart d’entre eux étant surtout destinés a la détermination de la structure. Ceci est
principalement di au fait qu’a P’incohérence thermodynamique, dont il a été question
au chapitre 2, vient s’ajouter une incohérence €lectronique mentionnée par Brovman et
Kagan [22] (BK). La description des interactions dans les métaux en termes de potentiels
de paire, & partir du développement en perturbation au deuxieme ordre, en est 1'origine
et les grandeurs thermodynamiques qui en découlent sont incorrectes, méme lorsque la
fonction de distribution radiale expérimentale est employée. Ceci a des conséquences

néfastes sur ’autocohérence thermodynamique des équations intégrales de mélanges.

Pour éliminer ’incohérence électronique, il faudrait, en toute rigueur, considérer des
termes d’interaction a trois corps, voire plus. Toutefois, ’écriture de ’énergie totale sous
la forme (3.1), obtenue dans le chapitre précédent, ne le permet pas. Mais, en se basant
sur le fait que la pression du viriel est incorrectement décrite a partir de (3.1), il est

possible de corriger I’expression de la compressibilité pour réduire I’effet de 1’incohérence

électronique.

L’influence du potentiel effectif interionique sur le facteur de structure et la fonction
de distribution radiale de Na et Li, est examinée au voisinage du point de fusion dans la
section 4.2, puis pour Rb et Cs au voisinage du point critique, dans la section 4.3. Une
description plus détaillée de la structure et des grandeurs thermodynamiques, a I’aide de
’équation intégrale de mélange HMSA, sera entreprise dans la section 4.4 pour les métaux

alcalins, et dans la section 4.5 pour les métaux de transition.
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4.2

Influence du potentiel effectif sur la structure
de Na et Li

Orginal Papers

phys. stat. sol. (b) 176. 299 (1993)

Subject classification: 61.25; $2

Laboratoire de Physique des Liquides ot des Interfuces.
Institut de Physique de I'Université de Metz")

Structure Factor of Liquid Alkali Metals
by the Integral Equation Theory

By

N. JAKSE and J. L. BRETONNET

The pair corrclation function g(r) and the structure factor S{y) of liquid alkali metals are calculated
using an intcgral equation developed by Madden and Rice, which is based on the soft corc mcan
spherical approximation. It is found that this closure relation is particularly well adapted to the
treatment of the Fricdel oscillations of the pair potential, which are seen to be most influential in
determining the peculiarities of S(q). A good agreement is obtained with experimental data for Na
and Li.

1. Introduction

Over the past ten years, much efforts have been devoted to the calculation of the structure
factor of liquid metals in terms of the effective pair potential. In particular, it is well known
that various parts of the potential have very different effects on the structure factor S(q).
Thus. the main features of S(g) are determined by the short-range repulsive interaction,
while the long-range oscillatory part of the pair potential should rather play a major role
left to the main peak of S(¢) {1 to 3). Most of the calculations make use of the thermodynamic
perturbation theory with the decomposition of the potential into the repulsive part at short
distances and the Friedel oscillations at intermediate and long separations [4 to 6). However,
the integral equation theory has also turned out to be very successful in describing the
structure factor of liquid metals [7 to 9].

The purpose of this paper is to examine the possibility to separate the structural effects
attributable to the repulsive part of the effective pair potential from those attributable to
other features in the potential. For doing this we use the soft-core mean-spherical
approximation (SMSA) integral equation [10]. This approximation, which seems to combine
the virtues of the Percus-Yevick (PY) and the hyper-netted chain (HNC) theories, can be
employed to treat the continuous potentials with the accuracy of the perturbation theory.
As we are concerned with liquid metals, we have investigated the ionic structure of Na
and Li. two good prototypes of alkali metals, in which the electron-ion interaction is well
described by the pseudopotential theory. We now proceed to demonstrate that the use of
the SMSA, in conjunction with the pseudopotential formalism, gives information about the
features of the tail of the potential and produces a substantial improvement of the structure
factor over the PY and the HNC results.

) F.57070 Metz Cédex 1, France.
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2. Method of Calculation

Following the standard procedure, the effective pair potential is given in the pseudopotential
theory by

) = Ze 1 ql 2 1 l . [ 2 ->

ll(l) P + (27{)3 qu ane |Wo(q)l [e(q) 1] ('l—_.T(qj) ,e,xr((. q r ) (1)
where Z is the valence, wy(q) the unscreened form factor, and &(q) the Hartree dielectric
function. In (1). G(q) is the local-field correction, proposed by Ichimaru and Utsumi [11],
which represents an optimum compromise between accuracy and simplicity. While the
empty-core model potential [12] has been shown to be successful for Na, it seems unsuitable
for computing structural properties of Li due to the deficiency of the model into the core.
For Li. we use the Hoshino and Young {13] model potential, modified by Das and Joarder
[14] in order to rectify some of the shortcomings of the original model. With these
modification, the unscreened form factor, for Li, is written explicitly as

o
[¥}

wo(q) (4”282) [3 2 DTy Dexp(—dg?)

o= (42N, oo (=

o 7 G + PP @+ 7 P
Bq’

dn(l + q*rd)* ] @
This pseudopotential incorporates features normally associated with the non-locality
without possessing its drawbacks. Some of the constants are obtained as described by
Hoshino and Young — as well as by Das and Joarder — (loc. cit.), namely, I' = (6/7)'"* a
and 7 = 22/3 with « = 2.69 at. units™*, D = 0.317, 1 = 0.3546 at. units~2, and § = 25.6.
The free parameter rq is available for fitting purposes.
To examine which parts of the pair potential are most influential in determining the
structure factor S(q), a convenient separation is that of Weeks et al. [15]

u(r) —u(d)y if r<d, uy(r) = uld if r<d, )

nwin =, it r>d, u) if r>d,

where d specifies the position of the principal minimum. In integral equation theory, the
direct correlation function c(r) is defined in terms of the total correlation function
hr) (= g) — 1) and the number density ¢ by means of the Ornstein-Zernike equation

h() = () + ¢ fh(r) e(lr = D d¥ (4)
with the tractable closure relation of SMSA developed by Madden and Rice (10],
g(r) = exp [—Bu, (M x[h(r) + 1 — c(r) — Puy(r)], (5)

which is similar to the PY approximation when u,(r) is very weak. We have solved the
SMSA equation using the fast and accurate Newton-Raphson algorithm, adapted by Labik

et al. [16], for solving the integral equations.

3. Results and Discussion

We now turn to the results of our calculations. In Fig. 1a and 2a, we show the effective

pair potentials u(r) and the pair correlation functions g(r), for Na and Li, respectively. Note
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that our calculations are performed with only one disposable parameter for each element,
namely R, for Na and r, for Li, determined from experiments. In order to see the role of
the osn.jillzuory part of the potential we have carried out the calculations with the full pair
potential u(r), on one hand, and with u, (r) only according to the prescription of (3), on the
other hand. It is found that the height of the first peak of g(r) is adjusted with the value
of R, = 1.705 at. units, for Na, and ry = 0.45 at. units, for Li. The absence of u,(r) contributes
to slightly decay the oscillations of g(r) and to shift the curve towards small distances but
does not affect the height of the first peak. For both Na and Li, the agreement of g(r) with
experiment is quite good when the full pair potential is used.

In Fig. 1b and 2b, we can also see that the structure factors calculated with the full
potential are very close to the experimental results. For the elements under study, the
absence of u,(r) reduces substantially the magnitude of the main peak of S(g) without
changing its location while, in contrast to what happens for g(r), the rest of the curve is
slightly spread around the position of the main peak. We conclude that, at least in the case
of Na and Li, the oscillatory part of the potential becomes important not only for small
~ values of ¢ but also beyond the main peak of S(g). While for Na the eflect of incorporating
the Friedel oscillations does not seem sufficient to reproduce correctly all the peaks of S(q),
for Li. with the exception of the first minimum, the agreement between the calculated and
experimental structure factors is excellent. We also used the standard PY and HNC
approximations for describing the structure of Na and Li. The PY results are not shown
in Fig. 1b and 2b because they coincide with those of SMSA obtained without the tail of
u(r). It is interesting to remark that, for Na, the HNC results lie between the SMSA and
PY results whereas. for Li, the PY results are closer to those of SMSA than those of HNC
exactly as for the Lennard-Jones potential [171.

Because the prediction of a good structure factor in the entire g-space shows the correctness
of the pair potential, let us now focus on the long-wavelength behaviour of S(g). In accordance
with the results obtained by the blip function expansion in conjunction with the approxima-
tion of Jacobs and Andersen [18], the SMSA scheme predicts that S(q) should be a slowly
increasing function of q. for small gq. However, it has been stressed by Mc Laughlin and
Young [4] that Friedel oscillations have an important effect on the isothermal compressibility
and. hence. on S(0). They tried to account for the observed variation of S(0) using a
perturbation theory based ona hard-sphere reference system with the long-ranged oscillatory
interaction that is treated by the mean density approximation [19]. Their results indicate
that the contribution of the interaction at long separation produces an increase of S(0),
just what we observe with the SMSA. For Na, S(0) = 0.028 with the repulsive part, u,(r),
of the pair potential and 0.039 with the full pair potential u(r), whereas for Li the difference
is very small since S(0) = 0.023 with u, () and 0.026 with u(r). In the case of Na, it is seen
that the disagreement between the calculated value of S(0) and the experimental value
(§°*P(0) = 0.026) is significant, which is of course due to the fact that the pair potential, via
the empty-core model potential, is only moderately accurate. In contrast, for Li the SMSA
procedure compares very favorably with experiment (S*?(0) = 0.026). In this regard, it
seems fair to mention that the model potential developed for Li has good features for the
liquid structure.

In summary. we have shown that the SMSA scheme is adequate to investigate the effect
of the Friedel oscillations of the pair potential on g(r) and S(g) and its use leads to a
substantial improvement over the ordinary PY and HNC approximations. Our results
reproduce very well the pair correlation function as well us some relevant details of the
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structure factor, however, further improvement will require a more sophisticated model
based on sounder physical principles than those used for constructing local pseudo-
potentials.
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The structure factors of liquid Rb and Cs are calculated along the liquid—vapour coexistence curve from the triple point to
the critical point. The calculations are performed within the soft-core mean spherical approximation and using an effective
pair potential derived from pseudopotential theory. The results are in reasonable agreement with experiments. In particular,
they give useful information about the limitation of the pseudopotential theory when the metal-non-metal transition is

approached.

1. Introduction

For liquid Rb and Cs, it is now firmly estab-
lished that a metal-non-metal (M-NM) transi-
tion occurs close to the liquid—gas critical point.
Experimental neutron scattering data were re-
ported for several thermodynamic states along
the saturated vapour—pressure curve of liquid Rb
(1] and Cs [2]. At the same time, theoretical
analyses of the structure factor, mainly for Rb,
have been carried out (i) by simulation [3,4], (ii)
by thermodynamic perturbation theory [5,6), and
(iii) by integral equation theory [7,8]. The approx-
imations employed in refs. [7,8] belong to a class
of integral equations which makes use of the
universality of the bridge function. Gonzalez et
al. [7) have used the variational modified hyper-
netted chain (VMHNC) approximation for Rb
and Matsuda et al. [8] have used a new scheme
for the modified hypernetted chain approxima-
tion for Rb and Cs. On the whole, the calcula-
tions reproduce the strong increase of small-angle
scattering with temperature, but the increase is
restricted to a temperature range below T, nar-
rower than that observed.

Correspondence to: Dr J.L. Bretonnet, Laboratoire de Physique
des Liquides et des Interfaces, Institut de Physique, Univer-
sité de Metz, 57070 Metz cédex, France. Tel: +33 87 20 31
87. Telefax: +33 87 20 33 79. Please complete

In this paper, we present the results of calcula-
tions of S(q) for expanded liquid Rb and Cs
along the saturated vapour—pressure curve using
the soft-core mean spherical approximation
(SMSA) integral equation, developed by Madden
and Rice [9], in combination with the new local
empty-core pseudopotential proposed by
Hasegawa et al. [10). The SMSA has been shown
to take proper account of the repulsive and the
long-ranged oscillatory parts of the pair potential.
Our calculations show that the structure factor
exhibits an increase for small values of g, even
before the occurrence of the M—NM transition, if
the effective pair potential is cut off at an ade-
quate distance. Thus, when comparing our results
with experiments, the details of the structure
factor can shed light on the nature of the effec-
tive interionic pair potential at the metal-non-
metal transition.

2. Theory

In integral equation theory, the direct correla-
tion function, c(r), is defined in terms of the total
correlation function, h(r) (=g(r) —1), by means
of the Ornstein—Zernike (OZ) equation

h(r) =e(r) +p fe(lr=rDh(-) dr's (D

0022-3093 /93 /$06.00 © 1993 - Elsevier Science Publishers B.V. All rights reserved
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where p is the number density. However, the OZ
equation must be solved in conjunction with a
closure relation. In the case of the SMSA [9], the
closure is given by
g(r)= CXP[—Bul(r)] [h(r) +1=c(r)
—Buy(r)]. (2)
When u(r) is divided into a repulsive short-range
part, u,(r), and a weak long-range oscillatory tail,
u,(r), according to the prescription of Weeks et
al. [11], this approximation is very convenient to
examine which part of the pair potential, u(r), is
most influential in determining the structure fac-
tor, S(g). The liquid-metal effective pair poten-
tial is believed to be fundamentally different from
that in non-conducting materials.

In the following, we use the new empty-core
pseudopotential of Hasegawa et al. [10), including
the core-valence exchange and correlation po-
tential, which has a non-negligible effect for the
heavy alkali metals such as Rb and Cs. Thus, the
form factor * is given by

2 2

aq
b? +q?

T
wo(q) = — pe cos(ch)[1+

X (1 +% tan(ch)) cxp(—bRc)], 3)

where a and b must be determined on the basis
of the local density functional approximation, and
R, is an adjustable parameter. The electron
screening effects are included by using the local-
field function of Ichimaru and Utsumi [12], which
not only satisfies the self-consistency conditions
but also can be used for a wide range of liquid-
metal densities.

The effective pair potential depends on the
number density through the density dependence
of the dielectric screening function, while the
pseudopotential parameters are independent of
the density and temperature. The parameters a
and b have been taken from Hasegawa et al. [10]
and R, has been determined so that the position
of the main peak of S(q) coincides with the

* The term b/q before tan(gRc) has been omitted in the
paper of Hasegawa et al. [10).

experimental one at the melting temperature:
a=21,b=14au"", R =283 au, for Rb, and
a=22,b=12au"' R =3.18 au, for Cs.

The solution of the SMSA equation has been
performed using a method developed by Labik et
al. [13], which combines the traditional iterative
scheme and the Newton-Raphson technique for
solving the non-linear integral equations.

3. Results

In figs. 1 and 2 we compare our results of §(q)
with experiments on expanded liquid Rb and Cs,
respectively, for four thermodynamic states cover-
ing the range between the triple point and the
critical point. The full curves of S(q) are ob-
tained with the total pair potential u(r) calcu-
lated using the new pseudopotential given by eq.
(3), and the dashed curves are obtained with the
short-range part of u(r) only, ignoring the long-
range tail beyond the second zero. At the melting
temperature, the absence of the long-range part
of u(r) slightly increases S(g) in the low-q region
and decreases S(g) around the first minimum.

s(q)

2 T(K) / d(g.em™)

1900 / 0.64

0 1 >
q / au’

Fig. 1. Structure factor of expanded liquid Rb for different

temperatures and densities, ——, obtained with the total

u(r); - -, obtained with u(r) truncated at ry; O, experimen-

tal results.
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S(q)

2 T(K) / d(g.em™)

1123 / 1.33

1373 / 1.21

> 1673 / 0.96

0 T
0 1 2
q / au’™

Fig. 2. Structure factor of expanded liquid Cs for different
temperatures and densities. The key is as for fig. 1.

Nevertheless, if at higher temperature and lower
densities the effect of the Friedel oscillations is
considered, the small-g behaviour of S(g) is
strongly modified and the long-wavelength den-
sity fluctuations are no longer reproduced by the
model.

0012

g(r)

0.008 4

u(r) / au

0.004 4

-0.004

~0.008 z——37 ) 12 15 18

r/ au.

Fig. 3. Effective pair potential, u(r), and pair correlation

function, g(r), of expanded liquid Rb at 0.64 g/cm’. The

curves of g(r) correspond to the total u(r) ( ) to u(r)

truncated at ro (-——-- ) and at ry (-oveee ). There is no

difference between the curve obtained with the total u(r) and
that obtained by truncation at rj.

2.5

S(q)

2.0 4%

1.5 49 %

0.6 1

0.0 T v v
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

q / au™
Fig. 4. Structure factor S(q) of expanded liquid Rb at 0.64
g/cm®. The curves of S(q) correspond to the total u(r)
( ), to u(r) truncated at ry (————- Yatry (oeevee )and
atry (=-—-- ), respectively.

In order to investigate the role of the long-
range oscillatory part of the pair potential on the
structure of expanded liquid metals, we have per-
formed calculations with w(r) truncated at vari-
ous distances. The results of g(r) and S(g) are
illustrated for Rb, at T=1900 K and d = 0.64
g/cm?, in figs. 3 and 4, respectively. The princi-
pal differences appear in the first peak of g(r)
and in the low-g region of S(q), when u(r) is
truncated at positions corresponding to the first
minimum and to the second zero of w(r). If the
long-range oscillatory part is truncated at succes-
sive nodes, no drastic change compared with the
results obtained with the full pair potential is
seen in either g(r) or S(q).

4. Discussion

It clearly appears from figs. 1 and 2 that the
differences between the two sets of curves — with
and without the Friedel oscillations — start to be
significant somewhere about 1600 K for Rb and
1200 K for Cs, and increase as T increases along
the saturated vapour—pressure curve. At ordinary
metallic densities, i.e., r, < 6.5 a.u. coinciding with
d>0.85 g/cm® for Rb and 4> 1.20 g/cm® for
Cs, the results of S(g) are in better agreement
with experiments if the long-range part of u(r)is
considered. Beyond this limit, i.c., at larger r,,
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the small-g behaviour of S(q) is in better agree-
ment with the experimental data if the Friedel
oscillations are absent. These oscillations, arising
from the logarithmic term in the dielectric func-
tion, are directly related to the assumption that
the Fermi surface is sharply defined. Since kg is
density dependent, it followed that u(r) is weakly
density dependent and, in the limit of low densi-
ties, it does not satisfy the requirement of a
metallic pair potential. It is usual to assume that,
at ordinary metallic densities, the Coulomb po-
tential of the ions is strongly screened by conduc-
tion electrons and the effects of electron—elec-
tron interactions are relatively weak. However,
according to the mechanism of the Mott-Hub-
bard transition [14], when the metal-non-metal
transition is gradually approached, the many-
electron correlation effects become stronger. Ex-
periments reveal a continous transition from
weakly ferromagnetic to weakly antiferromag-
netic susceptibility enhancement {15] and a fail-
ure of the Faber-Ziman formalism [16], as the
density decreases. This is consistent with the con-
clusion that expanded liquid Rb and Cs become
highly correlated metals at densities below those
of ordinary metals, thus changing the nature of
the pair potential.

In conclusion, we have shown that the SMSA
integral equation is particularly efficient to inves-
tigate individual contributions of the pair poten-
tial to the structure of expanded liquid Rb and
Cs. The new empty-core pseudopotential of
Hasegawa et al. [10] guarantees a fairly good
agreement between calculated and experimental
results for all densities, at the condition that the

effective pair potential is truncated when the
metal-non-metal transition takes place. How-
ever, to account for the experimental results care-
fully, it might be useful to know the effective pair
potential as a more accurate function of the den-
sity varying widely from metallic to non-metallic
states.
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4.4 Thermodynamique et structure des métaux al-
calins

4.4.1 Procédure

L’équation HMSA est employée ici pour calculer les grandeurs thermodynamiques
et la structure des métaux alcalins. La constante d’interpolation fy, qui sert a éliminer
Pincohérence thermodynamique est fixée, comme dans le chapitre 2, en égalant la com-
pressibilité déduite de la pression du viriel (3.106) avec celle calculée a partir de la limite

du facteur de structure en zéro, S(0).

Toutefois, I'utilisation de la relation (3.113), telle quelle, pose de sérieux problemes
pour l’obtention de I’auto-cohérence thermodynamique. Ceci provient essentiellement de
Pincohérence électronique décrite par Brovman et Kagan [22]. Son effet le plus marquant
est de rendre la pression du viriel (3.106) sensiblement négative pour la plupart des métaux
liquides au voisinage du point de fusion. Pourtant, les conditions expérimentales imposent
3 la pression d’étre nulle de sorte que, si on emploie la pression théorique pour calculer la

compressibilité (3.113), on aboutit & un résultat erroné pour celle-ci.

Pour appliquer la condition d’autocohérence thermodynamique, il est plus judicieux

de transformer la relation (3.113) de la compressibilité sous la forme

P BP",
BT=2%+%—1+BR, (4.1)

ou la partie des électrons d, By, propre aux métaux de transition, a été ignorée et ou P

et P/

cinq termes déja définis dans les relations (3.114) et (3.116) :
9*Us(p)

Bg = ﬂp"’—ap2— + Bi + By + Bs + Bu. (4.2)

sont fournies par les relations (3.107) et (3.110). Bg correspond a la somme de

L’application de la condition d’auto-cohérence thermodynamique consiste a rechercher la
valeur du parameétre fo en ajustant la compressibilité issue de la structure avec celle qui

provient de 1’équation du viriel
1

50 Br. (4.3)
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Toutefois, il est nécessaire, au préalable, de corriger la pression dont on sait pertinemment

qu’elle est erronée, en utilisant la condition de pression nulle dans I’expression de Br.

En ce qui concerne les calculs numériques proprement dit, il faut fixer les valeurs des
parametres qui permettent d’obtenir une bonne précision, tout en gardant un temps de
calcul et un espace mémoire raisonnables. Suivant ’étude de la section 1.5, nous avons
représenté les fonctions de corrélation directe ¢(r) et indirecte y(r) sous forme discrete
dans des tableaux de taille N = 1024, avec un pas réduit A(r/o) = 0.02, ou ¢ correspond
au premier nceud du potentiel de paire. Le calcul de u(r; p) se fait par intégration de la
fonction Fiy(g) sur un intervalle de 20kz avec un pas réduit A(q/kr) = 0.03, ou kF est le

vecteur d’onde de Fermi du métal considéré.

Les fonctions dérivées par rapport a la densité, nécessaires a I’obtention des différentes
grandeurs ﬁhermodyna,miques, se calculent selon la procédure décrite au chapitre 2 a 1’aide
de la formule (2.12). La dérivée seconde est alors déduite par une nouvelle dérivation de

(2.12). On aboutit & une formule valable pour toute fonction dépendant de la densité :

° ];(;2; 2 4A1p2 {f(rip +28p) = 2f(r; p) + f(r; p — 2Ap)} 4

ou le pas Ap vaut 10~7 u.a.73. Le potentiel u(r; p) est dérivé par rapport a r suivant la

formule de Lagrange a cinq points (Abramowitz et Stegun [1]).

4.4.2 Résultats et discussion

On est en mesure maintenant de calculer les grandeurs thermodynamiques puis la
structure des métaux alcalins liquides. Le volume atomique et la température, qui sont
reportés dans le tableau 4.1, sont les données expérimentales qui fixent les conditions
thermodynamiques, pour la description de chaque systéeme physique considéré, au voisi-

nage du point de fusion.

Avant de présenter les résultats, indiquons le choix de la correction de champ local
G(q). La fonction G(g) de Vashishta et Singwi [96] décrit un peu moins bien le facteur
de structure S(q) que celle d’Ichimaru et Utsumi [54], aussi choisit-on de présenter les

résultats pour tous les métaux, avec la fonction G(g) de ces derniers auteurs uniquement.
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<—,‘(,5 (u.a.?) T (K) Rc (uw.a.) ro (u.a.) J¢] a bua~"l) fo

Li (AS) 152.06813 463 1.4975 1.000
(DJ) 0.4720 25.6 0.265

Na (AS) 277.62354 378 1.9205 0.722
(HHWY) 2.020 10 2.0 0.640

K (AS) 530.43230 343 2.4617 0.546
(HHWY) 2.6155 20 1.7 0.458

Rb (AS) 661.38781 313 2.6840 0.485
(HHWY) 2.9515 21 1.4 0.340

Cs (AS) 810.22727 303 2.8705 0.422
(HHWY) 3.2635 22 1.2 0.151

Tableau 4.1: Valeurs des différents parameétres d’entrée des métaux alcalins

Ainsi, dans le cadre de ce travail, il est important de noter que le calcul complet
envisagé pour chaque métal ne nécessite, en définitive, qu’un seul parametre ajustable :
le rayon de coeur R. des modéles de potentiel d’Ashcroft [8] (AS) et de Hasegawa et
al. [44] (HHWY) ou bien ro pour le modele de Das et Joarder {27] (DJ) du lithium. La
valeur de la constante d’interpolation fo, quant a elle, est toujours fixée, quel que soit le

calcul, par la condition d’auto-cohérence thermodynamique (4.3).

Dans un premier temps, regardons l'influence du rayon de cceur sur les grandeurs
thermodynamiques du sodium. Les trois parties de la figure 4.1 regroupent des grandeurs
qui dépendent de R, : (a) l'intégrale de Fn(q), ¢(r = 0; p), et I’énergie dépendant de la
structure, Ey,, (b) 'énergie totale donnée par la relation (3.102) et 5(0), (c) la constante
d’interpolation fo et la pression P. Ces grandeurs sont évaluées pour chaque R. avec les
modéles AS et HHWY. On constate que la variation de toutes les quantités représentées

sont monotones et qu’elles ont le méme comportement pour les deux modeles.

La figure 4.1(a) montre la variation non linéaire de #(r = 0;p) et de Ey,. Toutefois
leur somme, ajoutée aux autres termes d’énergie indépendants de R. (BE, = —68.11,
BB., = —1,69 et BE;y = 1,5), donne, sur la figure 4.1(b), une énergie totale qui augmente

et qui varie de fagon quasiment linéaire avec R.. Toujours sur la figure 4.1(b), on voit




108

4.4. Thermodynamique et structure des métaux alcalins
-105 : : L -~ 3 -0.21 0.09
Q -2 & -0.08 ~
S ~1107 -l E >-0.22 - L0.07 o
I;!' ~0 @ ~ 0 72
\.é./ -1154 L, a -0.08
Q, L _2 Q—O.ZS - _0.05
~120- 5 ~0.04
_425- |4 ~0.24 - ~0.03
L —5 -0.02
_130 T T T T _6 -0-25 T T T T 0.01
1.7 1.8 19 20 2.1 22 1.7 18 19 20 21 22
R. / u.a. R. / u.a.
0.9
0.8
0.7
0.6 1
0.5 o
0.4
< 0.3
0.2
sl ST B
. P
-0.14 £ =5
-0.2 T T T T -6
1.7 18 1.9 20 21 22
R. / u.a.

Figure 4.1: Variation, en fonction du rayon de cceur R,, (a) de ¢(r = 0;p) (o) et de
E,-(*) exprimées en unité de kgT (kg = 3.167.107° u.a. K71), (b) de I’énergie totale(o)
et S(0) (*) , et (c) de la pression (*) et du parametre de mélange fo(o ). Ces calculs ont
été effectués pour le sodium avec les modeéles AS (—) et HHWY (- - -).

que la valeur de S(0), qui est proportionnelle a la compressibilité, diminue lorsque R.
augmente. Sur la figure 4.1(c), la pression P, qui est négative aux petites valeurs de
R., augmente et devient positive aux grandes valeurs du rayon de cceur. La constante

d’interpolation fp, quant a elle, augmente avec R, pour tous les alcalins.

A présent, il faut décider du choix de la valeur de R.. Il existe dans la littérature
plusieurs méthodes qui permettent de la déterminer. Ainsi, le rayon de cceur peut étre
choisi de maniére 3 satisfaire certaines propriétés thermodynamiques ou de transport
électronique ainsi que certaines caractéristiques du facteur de structure. En pratique, ceci

consiste a :

1. satisfaire la condition de pression nulle & 0K ou ajuster la compressibilité sur la
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valeur expérimentale,
2. reproduire la résistivité expérimentale au moyen de la formule de Ziman [113],

3. ajuster la hauteur ou la position du premier pic de g(r) ou de S(g).

Comme la valeur de P augmente avec R., on peut faire varier le rayon de cceur,
jusqu’a obtenir la pression nulle. Cette procédure n’est satisfaisante ni pour I'énergie
totale, qui est trop forte, ni pour S(0), dont la valeur est trop faible, par rapport aux
valeurs expérimentales (E.z, = —0.232 u.a., Sep(0) = 0.023). En effet, avec le modéle
AS, la pression nulle est obtenue pour R. = 1.999 u.a., conduisant a des valeurs de
E/{(N) = —0.2232 u.a. et §(0) = 0.0182 ; avec le modele HHWY, on a E/(N) = —0.2238
u.a. et S(0) = 0.015 pour R, = 2.127 u.a. Cependant, ’obtention d’une valeur de R,
qui permet d’avoir la pression nulle, n’a été possible que pour Na et Li. Pour les autres
métaux, le calcul de g(r) n’a pas convergé car les valeurs de R., nécessaires a annuler la

pression, sont trop grandes pour décrire correctement le systéme physique considéré.

Afin d’obtenir une description compléte du facteur de structure, on choisit ici la valeur
de R, qui donne la valeur expérimentale de S(0). La limite du facteur de structure en zéro,
qui est proportionnelle & la compressibilité isotherme (1.40), est obtenue par la mesure de
la vitesse du son dans le métal. Dans le cas de Li, on utilise la valeur de Ruppersberg et
Speicher [92] et pour les autres métaux alcalins celles de Webber et Stephens [106]. En
d’autres termes, ce critére de choix a ’avantage de reproduire, a la fois, une caractéristique
du facteur de structure et une grandeur thermodynamique. Notons que cette procédure de
recherche de R, se fait conjointement avec celle de fo, puisque ’on impose en méme temps
la condition d’auto-cohérence thermodynamique et 1'ajustement de la compressibilité sur

la valeur expérimentale
1 1
Br = = . (4.5)
5(0) — Sezp(0)

Avec les valeurs de R, ainsi obtenues, on effectue les calculs des grandeurs thermodynami-

ques pour la série des alcalins.

Le tableau 4.2 regroupe les énergies totales pour les trois modeles de potentiels envi-
sagés. Les différentes contributions de I’énergie, qui ont été explicitées dans le chapitre 3,

sont exprimées en millihartree (10~2 u.a.). L’énergie totale E/(N) est comparée a I’énergie
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Eid Eeg Beg é(r = 0;p) Eger E/(N) Eezp E?(}fﬁ%

Li (AS) 2.20 —76.65 —21.96 —164.86 2.91 —~258.36 —-259.00 0.25
(DA) -176.27 2.16 ~270.52 4.26

Na (AS) 1.80 -81.53 -9.21 —136.96 - —-1.69 —227.59 ~232.00 1.94
(HHWY) -139.10 -3.56 —-231.60 0.17

K (AS) 1.63 -79.87 -1.14 -113.79 -4.38 —-197.55 —195.60 0.99
(HHWY) -116.71 —6.44 —202.53 3.42

Rb (AS) 1.49 —78.26 0.68 -~106.87 -5.04 -188.00 —187.00 0.53
(HHWY) -112.47 -9.16 -197.72 5.42

Cs (AS) 1.44 —76.45 2.05 -101.47 -5.61 ~180.04 -175.70 241
(HHWY) —110.46 —12.44 ~195.86 10.29

Tableau 4.2: Energie totale par ion en millihartree comparée aux valeurs expérimentales,
pour les métaux alcalins.

E.., mesurée par Gschneidner [35]. Tous les résultats obtenus sont en tres bon accord

avec les valeurs mesurées. L’écart relatif par rapport aux mesures
AE _‘E/(N)—Ee,p
E/(N) E[(N))

ne dépasse pas 2.5% pour tous les alcalins dans le cas du modéle d’Ashcroft. Sauf pour le

(4.6)

césium ol on enregistre 10,29%, I’écart ne dépasse pas 5.5% avec le modele de Hasegawa
et al.. Quant au modele de Das et Joarder, pour le lithium, I’écart est de 4.26%. En
ce qui concerne l'importance relative des différentes contributions a I’énergie, le terme
dépendant du volume uniquement, qui est la somme des termes des quatre premieres
colonnes, représente plus de 90% de I’énergie totale ; le terme ¢(r = 0; p) représente a lui
seul plus de 50%. Par contre, I’énergie dépendant de la structure, dont la contribution
est de 'ordre de quelques pour-cent, pourrait étre négligée en premiere approximation.

Ceci va dans le sens de nombreux travaux effectués a la fois dans le liquide et dans le

solide (36, 3].

Le tableau 4.3 présente les différentes contributions de la pression du viriel (3.107)
qui est exprimée en unité réduite. Il s’avére que la pression s’écarte de plus en plus de la
valeur nulle, par valeurs négatives, & mesure que l’on va de Na vers Cs. En fait, le terme
P, provenant de I’énergie dépendant du volume est dominant et négatif. Il est compensé,

en partie seulement, par le terme de structure P;_; dont la contribution essentielle est




4.4. Thermodynamique et structure des métaux alcalins

111

BPia/p BPo/p BP!_./o BF!' /e BP/p

Li (AS) 1 —-14.35 17.61 —-0.30 3.96
(D)) —-9.69 9.27 —-2.36 -1.78

Na (AS) 1 —20.85 15.49 0.52 —-3.84
(HHWY) —23.02 14.09 0.42 -7.51

K (AS) 1 —24.97 11.97 0.14 —11.87
(HHWY) —28.18 10.35 -0.31 -17.14

Rb (AS) 1 —28.08 12.03 —-0.20 -15.25
(HHWY) —34.78 9.09 —-1.87 —26.56

cs (AS) 1 —28.78 10.01 -0.28 -18.05
(HHWY) —-39.42 4.55 -3.32 —-37.19

Tableau 4.3: Pression du viriel calculée en unités reduites pour les métaux alcalins avec

les modéles d’Ashcroft (AS), de Das et Joarder (DJ), et de Hasegawa et al. (HHWY)

P!_;. Comme on peut le constater, le terme P/, est généralement tres petit devant
P!_.. Les résultats du tableau 4.3 confirment bien que I’expression (3.106) de la pression
est incompléte comme conséquence directe de I’incohérence électronique. Toutefois, les

valeurs négatives de pression obtenues conduisent a des valeurs de compressibilité erronées.

Le tableau 4.4 contient les valeurs des différentes contributions de la compressibilité
fournies par les relations (4.1) et (4.2). Nous pouvons constater 'importance de chacune
de ces contributions et voir, par exemple, que si le terme SP;’,/p — 1 reste toujours tres
faible, les valeurs de B3 sont trés voisines des valeurs expérimentales car les quatre termes

restants se compensent.

Cette derniere observation est importante car elle suggere que, dans I’état liquide, il
n’est pas nécessaire de considérer la dépendance en densité de 1’énergie pour déterminer

la compressibilité. Celle-ci peut se calculer directement avec la relation approximative

8 r;p)r 0

Ce résultat corrobore celui de Finnis [30] stipulant qu’a partir d’une description en

potentiel de paire les constantes élastiques d’un métal solide peuvent étre calculées avec
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i-’P.'”_.’/P -1 B, B, B; B, ﬁp232Uo(p)/ap2 BT = I/Sc:tp(o)

Li (AS) -1.31 -8.68 5.44 39.29 -5.34 9.06 38.46
(DJ) -3.36 -23.27 35.77 34.78 -19.73 14.27

Na (AS) —0.48 -9.29 4.89 42.87 -1.85 7.42 43.56
(HHWY) —-0.58 -9.39 4.06 42.72 -0.25 7.00

K (AS) —-0.86 -12.89 8.21 40.75 1.14 5.31 41.66
(HHWY) -~-1.31 -15.70 9.72 41.46 2.77 4.72

Rb (AS) -1.20 -16.32 11.72 43.35 2.82 5.08 45.45
(HH\VY) —2.87 -20.29 12.01 45.90 6.61 4.09

Cs (AS) -1.28 —18.57 12.35 42.49 2.31 4.36 41.66
(HHWY) —4.32 -29.03 16.67 47.22 8.09 3.03

Tableau 4.4: Inverse de la compressibilité calculée pour les métaux alcalins avec les
modeles d’Ashcroft (AS), de Das et Joarder (DJ) et de Hasegawa et al. (HHWY)

Pexpression suivante de l’énergie

% = ﬁ ZJ: u(rij; p = constante), (4.8)

dans laquelle le terme dépendant du volume est ignoré et la dépendance du potentiel de

paire en densité n’est pas prise en compte.

Présentons maintenant les résultats du facteur de structure et de la fonction de dis-
tribution radiale qui ont été nécessaires pour le calcul des grandeurs thermodynamiques.
Ces deux fonctions vont étre comparées aux résultats expérimentaux pour chaque métal
alcalin au voisinage du point de fusion. Pour Na, K et Cs, on confronte les résultats du
calcul avec les mesures de diffraction de RX de Huijben et van der Lugt [50], pour Rb
ils sont comparés a celles de diffraction de neutrons de Copley et Rowe [26]. A titre de
comparaison, on emploie également les mesures de RX de Waseda [104]. Il se trouve que
les deux premiers pics du facteur de structure de Na, K, Rb et Cs, mesuré par Waseda,
sont moins élévés que ceux de Huijben et van der Lugt et de Copley et Rowe. Par contre,

aux petites valeurs de g et au dela du deuxieme pic, les courbes sont confondues.

Les facteurs de structure et les fonctions de distribution radiales des alcalins, obte-
nus avec ’équation intégrale de mélange HMSA, sont reportés sur les figures 4.2 a 4.6.

Toutes les données, ainsi que les parameétres R, et ro des pseudopotentiels et la constante
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Figure 4.2: Facteur de structure S(gq) (a), fonction de distribution radiale g(r) et
potentiel effectif (b) du lithium avec les modeéles DJ (——) et AS (- - -). Les résultats
expérimentaux sont ceux de Waseda (o).

d’interpolation fo, sont ceux du tableau 4.1.

Pour Na, K, Rb et Cs (figures 4.3, 4.4, 4.5 et 4.6), la position des oscillations de S(q)
ne varie pas avec les modéles HHWY et AS. Par contre, pour Li (figure 4.2), il existe un
léger décalage du pic principal entre les résultats d’AS et de DJ. Pour K, les pics successifs
de S(q) sont décalés vers les grandes valeurs de ¢ par rapport a ’expérience tandis que
pour Cs, ils sont décalés vers les petites valeurs de ¢. Pour Li, Na et Rb, les courbes de

S(q) sont bien positionnées.

Pour Na, K et Rb, la hauteur du premier pic de S(g) coincide avec celle des mesures
de Huijben et van der Lugt ou de Copley et Rowe, mais elle est un peu trop importante
par rapport a celle des mesures de Waseda. Le modele AS, pour Na, K et Rb, fournit un
pic principal qui se situe entre les données expérimentales de Huijben et van der Lugt ou
de Copley ct Rowe et celles de Waseda. Dans le cas de Cs, le premier pic est trop haut
pour les deux pseudopotentiels. Notons que le deuxieme maximum de S(q) est légérement
surévalués pour Na, K, Rb et Cs avec les deux modeles employés, tandis que pour Li, sa

hauteur est correcte.

Les figures 4.2(b) a 4.6(b) montrent que la position des premiers voisins, qui corres-

pond au maximum de g(r), ne coincide pas exactement avec celle du puits de potentiel.
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Figure 4.3: Facteur de structure S(q) (a), fonction de distribution radiale g(r) et poten-
tiel effectif (b) du sodium avec les modeles HHWY (——) et AS (- - -). Les résultats
expérimentaux sont ceux de Huijben et van der Lugt (o) et ceux de Waseda (o).

Le potentiel calculé & partir du modele d’Ashcroft a un puits moins profond mais il se
trouve a la méme position que celui construit a partir du modéle de Hasegawa et al..
Cependant, la différence entre la profondeur des puits s’accroit lorsque 1’on va de Na &
Cs. En conséquence, le premier pic de g(r) est un peu plus prononcé dans le cas de
HHWY. Pour Li, les deux potentiels employés sont tres différents et il est remarquable

que les fonctions de distribution radiale soient quasiment identiques.

Plusieurs remarques peuvent étre faites en ce qui concerne les valeurs de R., rp et fo

qui se trouvent dans le tableau 4.1.

Pour Li, on a trouvé les valeurs des parametres, ro (= 0.472 u.a.) et fo (= 0.265)
avec le modele DJ et I’équation intégrale HMSA. Cependant, dans ’article présenté dans
la section 4.2, ou I’équation intégrale de SMSA était utilisée, la valeur de rq¢ égale 0.45
u.a.. Contrairement a la procédure décrite dans ce travail, ro a été ajusté sur la hauteur
du premier pic de g(r). Cette valeur de o, qui est proche de celle du tableau 1.1, permet
également d’obtenir la compressibilité expérimentale, de sorte que la condition de pression
nulle n’est pas essentielle pour Li. Par contre, pour Na les valeurs de R, et de f, obtenues
avec I’équation HMSA sont trés différentes de celles qui sont issues de ’équation SMSA.

En effet, avec SMSA, la valeur de R, du modeéle AS est de 1.705 u.a. alors que, si la
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Figure 4.4: Facteur de structure S(q) (a), fonction de distribution radiale g(r) et poten-
tiel effectif (b) du potassium avec les modeles HHWY (——) et AS (- - -). Les résultats
expérimentaux sont ceux de Huijben et van der Lugt (o) et ceux de Waseda (o).

condition d’auto-cohérence thermodynamique est respectée (HMSA), la valeur de R, est
de 1.9205 u.a. avec fo = 0.722. L’augmentation de R, se traduit par une croissance des

pics principaux de S(q) et g(r), compatible avec ’expérience.

Regardons ’évolution des parameétres R, et fo a travers la série des métaux alcalins. 1l
est clair qu’en allant des métaux légers vers les métaux lourds, la valeur de R. augmente
tandis que celle de f, diminue en restant dans l'intervalle [0;1]. Cela signifie que les
éléments légers sont probablement mieux décrits par ’équation intégrale HNC et que les
métaux lourds le sont mieux par I’équation SMSA. Néanmoins, on voit la supériorité de
’équation intégrale de mélange HMSA sur toutes les autres. Tres récemment, Matsuda
el al. [49, 70] ont calculé la structure a l’aide du modele HHWY et de ’équation intégrale
MHNC. IIs ont utilisé des valeurs de R. choisies, comme ici, de maniere a reproduire
les valeurs expérimentales de S(0) suivantes : R.(Na) = 1.90 u.a., R.(K) = 2,55 u.a.,
R.(Rb) = 2,85 u.a. et R,(Cs) = 3,25 u.a.. Les courbes obtenues sont trés similaires a
celles que nous avons montrées sur les figures 4.3 a 4.6 avec une hauteur des pics principaux

de S(gq) sensiblement plus faible.




4.4. Thermodynamique et structure des métaux

alcalins 116

35 d 6.0
=
L]
»
[)
T 3.0 (a) e
<
@ N 4.0
—
2.6 A -
=2
p
2.0 4
2.0
1.5 -
0.0 4
1.0 4
00,
-2.0 4
0.5
(]
&
0.0 T v -4.0
0.0 1.0 2.0 3.0 3

g(r)

q/ va.”

RN S N R s St S SU SN SN SR S S St St o
3 4 56 7 8 9 10111213 141518 17 18 19 20

r / ua.

Figure 4.5: Facteur de structure S(q) (a), fonction de distribution radiale g(r) et poten-

tiel effectif (b) du rubidium avec les modeles HHWY (

) et AS (- --). Les résultats

expérimentaux sont ceux de Copley et Rowe (e) et ceux de Waseda (o).
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Figure 4.6: Facteur de structure S(g) (a), fonction de distribution radiale g(r) et poten-

tiel effectif (b) du césium avec les modeles HHWY (

) et AS (- - -). Les résultats

expérimentaux sont ceux de Huijben et van der Lugt (o) et ceux de Waseda (o).
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4.5 Thermodynamique et structure des métaux de
transition de la série 3d

4.5.1 Procédure

Comme pour les métaux alcalins, dont les grandeurs thermodynamiques et la structure
ont été décrites dans la section précédente, il faut tout d’abord calculer la compressibilité
issue de ’équation du viriel afin d’appliquer correctement la condition d’auto-cohérence

thermodynamique.

Pour le cas des métaux de transition, la relation (4.1) doit étre modifiée afin de tenir
compte des électrons d. 1l faut toutefois noter que tous les termes de cette expression
sont affectés par la présence des électrons d avec ’emploi du pseudopotentiel de BS. Ainsi
I’expression de la compressibilité équivalente a la relation (4.1), nécessaire & I’application

de la condition d’auto-cohérence thermodynamique, est de la forme

8BP 8 1
Br=-2— +2BE.+=
T 3p+3ﬂ +3

ot P représente la pression donnée par la relation (3.107), E. est une contribution

B, + Bp, (4.9)

énergétique des électrons d fournie par la relation (3.29) et Br a déja été défini par la re-
lation (4.2). B, correspond au réarrangement de certains termes contenant explicitement

la pression. Il équivaut a :

P P . P".
B, = —2ﬂp° _of p’" + p‘" — 5. (4.10)

4.5.2 Résultats et discussion

Le tableau 4.5 contient les données des métaux de transition de la série 3d dans des
conditions thermodynamiques proches du point de fusion, ainsi que les paramétres du
pseudopotentiel de BS et la constante d’interpolation fo. Notons que pour Fe, Co et Ni

deux types de calculs ont été effectués.

Tout d’abord, les calculs des grandeurs thermodynamiques et de la structure ont

été faits pour la série 3d avec les valeurs de la valence effective Z*, et les parametres
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-(%5 (u.a.3) TK R (u.a.) a (u.a.) fo z*
Sc(@) 172.77206 1833 1.850 0.455 —0.153 1.7
Ti(e) 129.41356 1973 1.84 0.453 0.271 1.5
v(a) 106.72018 2173 1.825 0.447 0.272 1.4
cr(@) 93.04941 2173 1.615 0.385 0.196 1.4
Mn(9) 103.29339 1533 1.560 0.370 —0.030 1.4
Fe(®) 89.35698 1833 1.425 0.330 0.133 14
Fe(®) 1.540 0.363 0.272
Co(a) 85.83720 1823 1.230 0.220 0.035 1.4
Co(?) 1.641 0.393 0.490
Ni(®) 85.29530 1773 1.06 0.22 —0.115 1.5
Ni(®) 0.950 0.188 —0.250

Tableau 4.5: Valeurs des différents parametres d’entrée des métaux de transition. (a)
Valeurs des paramétres R., a et Z* de Bhuiyan et al. [18], (b) valeurs des parametres
déterminés dans ce travail.

R, et a de Bhuiyan et al. [18]. Ces auteurs ont choisi les valeurs de R. et de a qui
déterminent le mieux le facteur de structure des métaux 3d a I’aide de I’équation intégrale
VMHNC. Les valeurs des parametres du modéeles de potentiel étant fixés a priori, nous

avons appliqué uniquement la condition d’auto-cohérence thermodynamique

— (4.11)

5(0)’

Br
pour déterminer fo.

Dans le second type de calcul, nous avons recherché, en plus, les valeurs des parametres

R, et a en ajustant le compressibilité expérimentale, comme pour les métaux alcalins,

1 1

500) = 5.00)" (4.12)

oy
=

1]
]

Le calcul n’a pu étre effectué que pour le fer, le cobalt et le nickel qui sont les seuls éléments
dont on connaisse la compressibilité expérimentale. Il faut remarquer que pour choisir le

paramétre ¢ du modéle BS, nous avons employé la relation linéaire a = 0.2975R,. — 0.095

qui a été déterminée par Bhuiyan et al. [18].
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Eia Eeg Beg #(r = 0;0) Eq Ear E/(N) EBD /(N)
Scla) 8.71 —114.55 —61.36 ~581.61 ~69.03 —2.51 —820.36
Ti(e) 9.37 -92.84 —61.68 —467.73 -131.98 4.52 —740.34 —656.28
v(a) 10.32 ~79.69 —65.17 —422.77 —207.79 11.86 —753.24 -719.28
Cr(2) 10.32 —-70.68 —74.48 —454.18 —219.60 12.75 ~795.87 —716.22
Mn(2) 7.28 —77.67 —67.30 —445.40 -180.12 4.63 —758.58 —671.72
Fe(a) 8.71 —67.73 —77.41 —476.38 —-138.03 9.63 —741.25 —708.84
Fel(®) —465.89 11.99 —728.36
Cola) 8.66 —64.68 —-80.42 ~509.07 —85.37 8.72 —722.20 —713.38
Co(® —461.06 17.89 —664.98
Ni(a) 8.42 —62.76 —-92.47 —669.85 —43.17 10.19 —838.42 —725.66
Ni(®) —829.97 4.64 —1015.31

Tableau 4.6: Contributions a I’énergie totale des métaux de transition de la série 3d, ex-
primées en millihartree. L’énergie totale est comparée avec celle de Bretonnet et Dérouiche
[19] (BD). Elle est calculée (a) avec les valeurs des paramétres R., a et Z* de Bhuiyan et
al. [18], (b) avec les valeurs des parameétres déterminés dans ce travail.

Les valeurs des rayons r4 des orbitales d, nécessaires au calcul de I’énergie des électrons
d, sont celles qui ont été obtenues, pour chaque élément de la série des métaux de transition

3d, par Harrison et Froyen [42] et qui sont données dans le tableau 3.1.

Dans le tableau 4.6, sont représentées les différentes contributions des énergies cal-
culées conformément 3 la relation (3.102). Pour chaque métal, I’énergie totale E/(N)
est comparée & celle qu’ont calculée Bretonnet et Dérouiche [19] (BD) par la méthode
variationnelle de Gibbs-Bogolioubov avec le systeme de référence des spheres dures. Pour
tenir compte de Deffet des électrons d, ils ont utilisé le modéle de Wills et Harrison [110}.
Avec les valeurs de R, a et Z* de Bhuiyan et al. [18], I’énergie calculée est toujours plus
faible de quelques dizaines de millihartree, mais suit la méme tendance & travers la série
3d que celle calculée par BD. Aux extrémités de la série, c’est-a-dire pour Sc et Ni, la

valeur de 1’énergie est sensiblement inférieure & celle des autres éléments.

Dans tous les cas, les deux contributions les plus importantes sont ¢(r = 0;p),

lintégrale de Fy(q) et Eq, ’énergie de la bande d. Ey diminue du scandium au chrome
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BPiale  BPs/fp BPq4/p BP!_;/p BP!_./p BP/p

Scla) 1 —20.99 —17.65 3.34 0.37 -33.93
Ti(a) 1 -17.31 —30.97 7.67 0.14 —39.47
v(a) 1 -16.01 —42.38 10.83 - 0.49 -46.07
cr(®) 1 -17.37 —43.69 10.49 0.37 —49.20
Mn(®) 1 —-21.38 ~50.58 8.87 ~0.18 -62.27
Fe(®) 1 —20.70 —31.38 9.44 0.06 —41.70
Fe(®) -21.20 11.96 0.21 -39.41
Co(a) 1 —23.09 —18.41 7.65 -0.38 —33.23
Co(®) —21.93 15.75 0.75 —22.84
Ni(a) 1 —42.18 ~7.83 7.41 -0.11 -41.71
Ni(® —54.34 6.67 —0.08 —54.58

Tableau 4.7: Contributions & la pression du viriel P pour les métaux de transition en
unités réduites. Elle est calculée (a) avec les valeurs des parametres R, a et Z* de Bhuiyan
et al. [18], (b) avec les valeurs des parametres déterminés dans ce travail.

puis augmente & nouveau jusqu’au nickel tandis que ¢(r = 0;p) a un comportement in-
verse. Pour Sc et Ni, I’énergie est de loin la plus basse et, si on les exclut, la courbe
représentative de 1’énergie a travers la série 3d présente une certaine similitude avec celle
de ’énergie de cohésion. Pour Sc, I’énergie totale est aussi tributaire de I’énergie des
électrons libres qui est grande en valeur absolue comparée a celle des autres termes. Ceci
est di & la valeur élevée de Z* (Z* = 1.7). Pour Ni, on peut noter que la contribution de

Iénergie de la bande d devient faible comparée aux autres éléments.

Le tableau 4.7 regroupe les différentes contributions de la pression du viriel. Mise a
part la pression provenant des électrons d, Py, les autres termes sont du méme ordre de
grandeur que pour les alcalins, la pression résultante étant tres légerement négative. Le
fait d’ajouter le terme P; conduit & des valeurs de pression largement négatives dans tous
les cas. Pour Ni, la pression Py est faible en valeur absolue et a peu d’influence sur la

pression totale alors que le terme Py est dominant.

L’inverse de la compressibilité, Br, que 'on retrouve dans la derniere colonne du

tableau 4.8, correspond & la décomposition donnée par la relation (4.9) ou la condi-
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By/3 B, B, B; By Bp282Uq(p)/90? 80E./3 Br

Scl@}) 10.22 —-6.61 3.26 8.47 -1.82 1.54 5.79 20.88
Tila) 4.81 —6.38 7.22 13.97 -1.58 1.54 11.28 30.85
v(a) 1.90 —4.08 9.99 15.24 -0.24 1.40 21.20 45.45
Cr{a) 3.04 —4.09 9.36 14.92 —0.60 1.29 24.59 47.83
Mn(®) 6.61 -6.25 6.07 17.84 —2.49 2.27 30.00 54.06
Fe(a) 5.82 —-5.32 7.52 15.47 ~1.46 1.77 21.09 44.89
Fe(?) 4.56 —4.80 10.15 18.31 —-0.83 1.52 (50.02)
Col®) 8.50 -6.33 6.30 13.53 —2.28 2.14 16.61 38.49
Col® 2.60 -4.75 15.07 20.90 0.38 3.32 (52.47)
Ni(e) 20.38 ~7.44 7.48 14.07 —2.94 1.00 13.30 46.93
Ni(®) 31.75 -7.81 6.93 13.12 —3.41 0.40 (52.64)

Tableau 4.8: Contributions a l’inverse de la compressibilité des métaux de transition
de la série 3d exprimées en unités réduites. Elles sont calculées (a) avec les valeurs
des parameétres R, a et Z* de Bhuiyan et al. [18], (b) avec les valeurs des parametres
déterminés dans ce travail. Les valeurs de Br entre parenthéses coincident avec les valeurs
expérimentales données par Itami et Shimoji [55]

tion de pression nulle a été imposée. B,/3 contient certains termes de pression issus du
réarrangement (4.10) et les cinq termes suivants du tableau sont les différentes contribu-
tions de Bg défini par la relation (4.2). BE. est Pénergie du décalage du centre de gravité

de la bande d.

Il apparait clairement que 88E./3 et Bs sont les termes prépondérants de Br ; le
premier est la seule contribution explicite qui provient de la bande d et le second, qui est
une partie de Bp, était déja prépondérant dans le cas des métaux alcalins. La bande d
se remplissant progressivement de Sc & Ni, il est normal que 84E./3 soit maximum au
milieu de la série 3d. Il faut noter que B,/3, qui est ’analogue de SP;’;/p—1 des alcalins,

devient important pour Sc et Ni dont la bande 3d est respectivement presque vide ou

pleine.

On observe également que les valeurs de I'inverse de la compressibilité, Br, de Fe, Co

et Ni, déterminées & I’aide des valeurs des paramétres de Bhuiyan et al. sont inférieures
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aux valeurs expérimentales [55]. Finalement, on constate qu’a ’exception de Ni, les valeurs
de By, calculées dans le cas (a) du tableau 4.8, passent par un maximum au milieu de la

série 3d. Ceci a aussi été observé dans le cas du solide par Wills et Harrison [110].

Examinons a présent les facteurs de structure et les fonctions de distribution radiale
obtenus pour la série 3d des métaux de transition et comparés aux résultats expérimentaux
de Waseda [104]. Sur les figures 4.7 & 4.14 dans P’ordre croissant des métaux de la série
3d, les figures (a) correspondent aux facteurs de structure et les figures (b) représentent

les fonctions de distribution radiale ainsi que les potentiels de paire.

Les résultats obtenus, en utilisant les parameétre de Bhuiyan et al. [18] du pseudo-
potentiel de BS, sont représentés en trait plein sur toutes les figures. Les courbes de
S(q) et de g(r) déterminées avec HMSA, qui sont trés proches de celles de Bhuiyan et
al., calculées avec ’équation intégrale VMHNC, montrent également un bon accord avec
les résultats expérimentaux. On peut toutefois noter de tres légeres différences sur la
hauteur du premier pic de S(q) par rapport 8 VMHNC, principalement pour le chrome
(figure 4.10), le manganése (figure 4.11) et le nickel (figure 4.14) qui ont un premier pic

de S(q) assez élevé.

La figure 4.8, qui représente la structure et le potentiel de paire du titane, ne montre
qu’un accord qualitatif par rapport aux courbes expérimentales de Waseda [104]. Cet
élément a été étudié en détail avec le modele BS et 1’équation intégrale VMHNC par

Bhuiyan et al. [17]. Il semble qu’aucun jeu de parameétres Z*, R, et a ne réussisse a
y q

reproduire correctement les résultats expérimentaux.

La procédure de choix de R., employée avec succes pour les métaux alcalins dans la
section précédente, peut étre utilisée sur le fer, le cobalt et le nickel. Les courbes de S(q)
et de g(r) sont tracées en pointillés sur les figures 4.12, 4.13 et 4.14. Les valeurs de R, et
de a, qui permettent d’obtenir la valeur expérimentale S.,(0), ont pour effet d’augmenter
la hauteur du premier pic de S(q) et de décaler légérement sa position vers les petites
valeurs de g. Pour le fer et le nickel, il y a trés peu de changement sur la structure et le
potentiel, la paramétrisation étant proche de celle de Bhuiyan et al. [18]. Pour le cobalt,

le premier pic de S(gq) est surévalué, par contre les oscillations suivantes de S (g) et le

premier pic de g(r) sont corrects.
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Figure 4.7: Facteur de structure S(g) (a), fonction de distribution radiale g(r) et poten-
tiel effectif (b) du scandium. Les résultats expérimentaux sont ceux de Waseda (o).
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Figure 4.8: Facteur de structure S(q) (a), fonction de distribution radiale g(r) et poten-
tiel effectif (b) du titane. Les résultats expérimentaux sont ceux de Waseda (o).

Les valeurs de la constante d’interpolation fo de HMSA, qui sont reportées dans le

tableau 4.5, indiquent que la structure et les propriétés thermodynamiques des métaux de

transition de la série 3d sont mieux décrites par ’équation SMSA que par celle de HNC.
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CONCLUSION

L’objectif de ce travail était d’étudier les propriétés thermodynamiques et structurales

des métaux alcalins et des métaux de transition de la série 3d.

Dans un premier temps, nous avons exposé brievement la théorie de I’état liquide et
nous avons présenté en détail les équations intégrales de Rogers et Young [87] (RY) et
de Zerah et Hansen [112] (HMSA). Ces équations combinent deux équations intégrales
standard (PY et HNC puis SMSA et HNC) au moyen d’une fonction de mélange f(r) dont
le role est d’éliminer ’incohérence thermodynamique inhérente aux équations intégrales
standard. Pour chaque systéme, f(r) est déterminée en imposant une contrainte qui, dans
le présent travail, consiste a égaler la compressibilité isotherme obtenue par deux voies
indépendantes : équation du viriel et ’équation de compressibilité. Cette étude a permis
de montrer que f(r) pouvait étre considérée comme une constante dépendant uniquement

de I’état thermodynamique du systeme.

En suivant cette procédure, I’équation HMSA, qui a été résolue numériquement a
l’aide de lalgorithme de Labik et al. [59], s’est révélée étre un outil puissant et souple
pour la description des liquides simples. En effet, les résultats, obtenus pour un potentiel
de Lennard-Jones, sont en trés bon accord avec ceux de simulation. Forts de ce succes,
nous avons appliqué ’équation HMSA aux potentiels oscillants qui décrivent les liquides

métalliques.

Ainsi, dans un second temps, notre travail a porté sur différents aspects des métaux
3 Détat liquide, en supposant que les forces entre ions sont dominées par des interactions
a deux corps ; ces derniéres ont été construites sur la base de la théorie des pseudo-

potentiels développés au deuxieme ordre. L’interaction électron-ion a été modélisée par
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des pseudopotentiels locaux contenant un seul paramétre ajustable dont la valeur est
choisie de maniére a reproduire une propriété observée du corps étudié. Ces modeles
récents [27, 44, 21], qui conduisent & une expression analytique du facteur de forme, se
sont montrés tout A fait adaptés et ont permis de dégager certaines tendances a travers
les séries de métaux. La comparaison avec ’expérience du facteur de structure S(g), qui
a été obtenu au moyen des équations intégrales, constitue I'un des tests les plus séveres

de ces modeles.

En premier lieu, nous avons étudié l'influence des différentes parties du potentiel
effectif u(r) sur le facteur de structure S(g) au voisinage du point critique. II est bien
établi que la forme générale de S(g) est essentiellement donnée par la partie répulsive
de u(r), qui pourrait étre assimilée en premiere approximation au potentiel des spheres
dures, alors que les détails de S(¢) sont ensuite reproduits par les oscillations du potentiel.
En particuiier, la valeur du facteur de structure en ¢ = 0 est trés sensible aux oscillations
de Friedel qui sont représentatives de ’état du gaz électronique. En effet, la valeur de
5(0), qui est proportionnelle a la compressibilité isotherme, augmente fortement lorsqu’on
approche du point critique et diverge quand il est atteind. En étudiant le rubidium et le
césium en expansion, nous avons pu reproduire ce comportement de S(0), par le calcul,
en retirant les oscillations du potentiel effectif. Ceci indique bien qu’a ’approche du
point critique il apparait une transition métal-isolant, correspondant 3 une localisation

des électrons de conduction, qui change progressivement la nature du potentiel effectif.

Nous avons, ensuite, calculé Iénergie totale, la pression et la compressibilité isotherme
des métaux au point de fusion. A I'incohérence thermodynamique, qui a été éliminée
par emploi de I’équation intégrale HMSA, vient s’ajouter une incohérence électronique
décrite par Brovman et Kagan [22] inhérente au formalisme du calcul de I’énergie to-
tale. Son effet le plus marquant est de rendre la pression largement négative, alors qu’au
point de fusion la pression imposée expérimentalement est nulle. Pour remédier a cette

insuffisance, nous avons imposé, dans nos calculs, la condition de pression nulle.

Cette procédure a permis d’obtenir les résultats de I’énergie totale avec un écart
inférieur & 2.5% par rapport aux mesures, pour les métaux simples, ainsi qu’une bonne des-

cription du facteur de structure. Lorsqu’on calcule ’énergie totale des liquides métalliques,
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le terme dominant est celui qui ne dépend que du volume. En revanche, pour le calcul de
la compressibilité isotherme, il perd beaucoup de son importance et, de plus, il se trouve
que la dépendance en densité du potentiel pourrait aussi étre négligée. Ceci corrobore
le résultat de Finnis [30] selon lequel les termes contenant la dérivée du potentiel par
rapport 3 la densité peuvent étre ignorés pour le calcul des constantes élastiques dans les

solides.

Le pseudopotentiel de Bretonnet-Silbert [21] a été utilisé pour calculer le potentiel
effectif des métaux de transition de la série 3d. En suivant le méme cheminement que
pour les alcalins, les grandeurs thermodynamiques et la structure ont été déterminées
en tenant compte de la présence des électrons d décrits par le modele rectangulaire de
Friedel. Il se trouve que la compressibilité contient deux termes essentiels : I'un qui était
déja présent dans le cas des alcalins et 'autre qui provient de ’énergie de la bande d.
A D’exception du titane, pour lequel 'accord n’est que qualitatif, le facteur de structure
expérimental de la plupart des métaux de transition de la série 3d est bien reproduit par
les calculs. En outre, I’utilisation des potentiels de Bhuiyan et al. [18] pour les métaux
de transition a montré que ’équation intégrale HMSA, telle qu’elle a été employée ici,

conduit & des résultats trés proches de ceux obtenus avec ’équation intégrale VMHNC.

L’équation HMSA, qui a été utilisée avec succes pour les liquides métalliques, est un
outil puissant qui offre des perspectives intéressantes d’extension aux cas des alliages.
Grace & cette équation, on peut envisager aussi de traiter le probleme inverse, c’est-a-dire
I’extraction du potentiel de paire des métaux a partir du facteur de structure expérimental.
Ceci permettrait d’obtenir le potentiel effectif des métaux de transition au point de fusion
qui pourrait étre avantageusement comparé a celui que nous avons déterminé avec la
théorie des pseudopotentiels au deuxieéme ordre. Par ailleurs, cette méthode devrait aussi
étre intéressante pour extraire le potentiel du rubidium et du césium au voisinage du point

critique, 1a ot la transition métal-isolant a lieu.
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