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RESUME

Les coques de révolution et en particulier les coques de type torisphé-
rique ou elliptique flambent localement, sous une pression interne. Pour
prévoir correctement les charges critiques de flambage, le calcul de ce
flambage est effectué en plasticité. Les pressions critiques sont ainsi dé-
terminées numériquement sur des modeles classiques de la plasticité, en
utilisant un code de calculs. Souvent cette étude de dimensionnement au
flambage, prendra un temps calcul important. Le mieux est d'avoir une
bonne estimation de la pression critique de flambage en utilisant des équa-
tions analytiques. C'est pour cela qu'une nouvelle méthode simplifiée de
calcul de flambage a ét¢€ introduite et développée.

ABSTRACT

Shells of revolution and in particular, torispherical or elliptical shells
present a local buckling under internal pressure. To predict correctly the
critical loads, the plastic buckling has been considered. Thus, the critical
pressure has been determined numerically, using classical models of plas-
ticity and numerical code. Often this computation (torispherical or ellipti-
cal shells), takes a long numerical time. That is why it is better to have ac-
curate analytical estimations of the buckling load. In this respect a new
simplified buckling analysis has been introduced and worked out.
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NOTATIONS GENERALES

Nﬂmwwmmwﬂ

0B, 1.8 ux=1,2

ikl =13
[] matrice
{} colonne vecteur

<

représentation d'un vecteur

Uy déplacements tangentiels covariants

u déplacements tangentiels contravariants
w déplacement normal

6°®  tenseur des contraintes (contravariant)
Eap tenseur des déformations (covariant) de Green-Lagrange
Mggys tenseur du quatriéme ordre (covariant) des souplesses

HoP®  tenseur du quatriéme ordre (contravariant) des coefficients de
comportement

Yop tenseur des déformations de membrane

Kop  tenseur des déformations de flexion

Sij symbole de Kronecker (=1,pour i=j et = 0,pour i#j)
Si; déviateur des contraintes (S;=0;-1/3653")

(aB) coordonnées physiques donnant les composantes physiques ((1)=s, (2)=r8)
e contrainte équivalente (G¢2=3/25;;SY)

€e déformation équivalente



| dérivée covariante

I'%,  symbole de Christoffel sur la surface moyenne de la coque
de révolution

C STIQUES MEC U R
o, limite élastique des contraintes
€y limite élastique des déformations

\Y coefficient de Poisson (v=0.3)

E module d"Young

module de cisaillement

E, module tangent

E, module sécant

p pression interne

n nombre d'ondes circonférentiel

GEOMETRIE DE OOQUES UDIEES
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coque torisphérique
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coque elliptique

épaisseur de la coque de révolution
grand axe de l'ellipse
petit axe de l'ellipse
rayon du cylindre de base (diametre D=2R)
rayon du tore
rayon de la calotte sphérique
longueur du cylindre de base
angle de 'ellipse

abscisse curviligne

angle de rotation autour de l'axe de révolution

dérivée temporelle
dérivée partielle : d/ds
dérivée partielle : 9/06
dérivée par rapport 2 la variable de référence &: 9/d
contrainte méridienne

contrainte circonférentielle



rapport des contraintes: G4(s)/Cg(s) ( voir aussi (ITI-11) chapitre II)
contrainte résultante méridienne
contrainte résultante circonférentielle

courbures principales des structures étudiées (voir tab. I-1 et tab. I-2
du chapitre II)
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INTRODUCTION GENERALE

La théorie des coques minces est largement utilisée pour la modélisation de

nombreuses structures industrielles. Ces structures sont rencontrées dans la plu-
part des domaines du nucléaire, de l'aéronautique, de I aérospatial, aussi dans
certaines constructions mécaniques et civiles. Du fait de I'i'mportance de ces stru-
ctures, beaucoup d'études ont été menées depuis le début du siecle dernier pour
appréhender la stabilité de ces structures sous divers chargements.

Une grande partie de ces structures est composée d'assemblages de coques de
révolution simples: cylindre, sphére, ellipse ou c6ne. On peut citer par exemple:
les réservoirs, les réacteurs, les missiles etc... Il apparait sur ces coques un phé-
nomene d'instabilité local ou global dii au chargement et au changement de géo-
métrie surtout pour les coques composées. Cette instabilité provoque, le plus sou-
vent la ruine de ces structures, ce qui impose un dimensionnement au flambage.
Cet aspect a fait 1'objet de plusieurs études théoriques et expérimentales, [G3],
[A3]. On constate que les résultats obtenus par ces différentes études présentent
des écarts entre elles et entre les valeurs expérimentales. On s'apergoit que le di-
mensionnement au flambage élastique surestime la charge critique. Pour se rap-
procher au mieux des tests expérimentaux, généralement on fait un calcul en plas-
ticité.

Au dela de la limite élastique le comportement du matériau n'obéit plus a la
loi de Hooke, et les interprétations de ce phénomene sont diverses et controver-
sées. Des 1889, Engesser [E2], avait remplacé dans la formule d'Euler donnant la
charge de flambage, d'une poutre comprimée, le module d"Young par le module
tangent. I fut plus tard critiqué, car il avait négligé la décharge €lastique qui peut
se produire sur une portion de cette poutre en compression. Pour corriger son
erreur, il introduit un module dit réduit, qui tient compte des parties €lastique et
plastique. Cette théorie était considérée comme exacte pendant plusieurs décen-
nies. '

A partir de 1947, Shanley [S2], a clarifié le probléme de bifurcation sur un
exemple simple. Ensuite Hill[H1], a donné une formulation précise pour caracté-
riser les états critiques. Actuellement, la position du probléme est clairement ex-
posée dans les traités fondamentaux en ce qui concerne la charge et le mode de
bifurcation et le post-flambage[L3], voir Hutchinson[H2] par exemple.

La difficulté de la plasticité réside dans la modélisation des lois appropriées,
pour le comportement élastoplastique. L'exemple le plus convaincant est 1'étude
de 1'éprouvette cruciforme. Ces lois dépendent généralement de la modélisation
des courbes de contraintes-déformations du matériau obtenues par 'essai de trac-
tion. Le plus souvent en pratique, on utilise des lois populaires & savoir: la théorie
de la déformation du J, et la théorie incrémentale, qui décrivent la plasticit€ clas-
sique.

Le dimensionnement au flambage plastique reste un probleme difficile. Nous
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proposons dans ce mémoire des méthodes simplifiées pour le calcul des charges
de flambage des coques de révolution sous pression interne. Pour étudier ce pro-
bléme, on adopte ces lois classiques (la déformation et l'incrémentale), faciles a
manipuler, tout en donnant des résultats concrets et facilement exploitables. On se
place dans le contexte des petites déformations et des rotations modérées. Le plan
de la thése se compose de trois parties.

La premiére partie est une étude bibliographique dans laquelle sont rappelées
les études du flambage élastique et plastique et les critéres qui leur sont associés.
Il nous semble utile de mettre l'accent sur le critére de Hill, car il donne la plus
petite charge critique de flambage plastique. Ceci va dans le sens de 1a sécurité de
la structure. On définit aussi les déformations de ces coques minces, qui sont éta-
blies & partir de la théorie des surfaces. Il ressort qu' a partir de certaines hypo-
theses relatives aux types de déformations et a la géométrie de la structure on
établit diverses équations de coques. Pour modéliser le comportement élastoplas-
tique on a cité diverses lois dont 'utilisation est plus ou moins complexe. Pour
montrer 'importance du calcul de bifurcation, on donne quelques exemples de
modeles simples dans les domaines élastique et plastique.

Dans la deuxiéme partie, on applique la formulation de Hill a des coques de
Donnell[D2] pour déterminer la pression critique, par un calcul en éléménts finis.
On pourra utiliser une discrétisation en éléments filiformes a cause de la symétrie
de révolution des structures étudiées: coques torisphérique et elliptique.

L'outil numérique utilisé est un programme appelé COQ relatif au calcul de
vibration, existant au L.P.M.M., qu'on a largement modifi€ et validé sur ces
types de structures. Les modes et les valeurs propres que nous avons calculé ont
été effectués dans les deux cas suivants:

_l'état fondamental est un état de membrane (on néglige les rotations dans la

la phase de préflambage). ,

- on introduit le préflambage en corrigeant I'allure de la contrainte circonféren-
tielle par une certaine fonction.

Les résultats obtenus dans les deux cas considérés, sont confrontés aceux de la
littérature[ G3],[B7].

On développe dans la troisiéme partie des méthodes simplifiées de flambage
de coques de révolution. On propose une analyse simplifiée pour le flambage
plastique de ces coques sous pression interne. Pour cela, nous allons utiliser une
méthode asymptotique similaire 2 celle introduite par Abdelmoula [Al], pour
étudier l'influence des conditions aux limites sur la pression de flambage élasti-
que de coques cylindriques sous pression externe. Ainsi, nous donnons des for-
mules analytiques simplifiées pour le calcul de la pression critique et le nombre
d'ondes critique circonférentiel associ€.

L'intérét de ces formules simplifiées, est qu'on peut séparer nettement l'in-
fluence du comportement et l'influence de la géométrie sur la pression critique



- 10 -

de flambage des coques de révolution étudiées. Il en résulte que la méthode analy-
tique simplifiée nous permet une discussion intéressante sur le modele de plastici-
té choisi. Son application sur des coques torisphériques donnent des résultats qui
montrent le réle dominant de certains paramétres géométriques de ce type de co-
ques. Ces formules simplifiées peuvent €tre utilisées a I'élaboration d'abaques
pour le dimensionnement au flambage plastique de ces coques.
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CHAPITRE I ETUDE BIBLIOGRAPHIQUE

I FLAMBAGE ELASTIQUE
II FLAMBAGE PLASTIQUE
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I- FLAMBAGE ELASTIQUE

La connaissance du flambage est trés ancienne, en effet au 18°siecle, la pre-
miere théorie du flambage fut donnée par Euler, ensuite elle a été développée par
Lagrange.

Actuellement, le flambage élastique est parfaitement connu, il existe diverses
théories perfectionnées, données par plusieurs auteurs, qui décrivent ce phéno-
méne. On peut citer par exemple celle, formulée par Koiter, Budiansky, Potier-
Ferry ,[K1],[B4],[P1]. ‘

Dans les théories d'instabilité, en particulier le flambage élastique, des modeles
trés simples peuvent illustrer certaines caractéristiques essentielles des systemes
structurels plus complexes. Ainsi, nous rappelons des charges critiques de flam-
bage élastiques des structures couramment utilisées: poutre, plaque, coque.

I-1 Un modéle élémentaire de flambage[P1]

Pour illustrer, le phénoméne de flambage élastique, nous considérons une
barre, fig. I-1, verticale de longueur 1, dont l'extrémité supérieure est soumise a
une force constante, qui reste dans la direction verticale (charge conservative). A
la base, un ressort élastique exerce un moment de rappel f(a) non-lin€aire:

f(a)=K,a+K,a2+K;a’+.... (I-1)

avec K50,

*?»
*7»

I

fig.I-1 Modele simple
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A: charge
a : angle de rotation de la barre
I : son moment d'inertie

L'équation du mouvement de la barre s'écrit sous la forme :

Ta+f(a)-Alsina=0 1-2)

Dans tout ce qui suit, on ne considere que le cas statique de (I-2). Donc, (I-2)
se réduit a:

f(a)-Alsina=0 (I-3)

Pour a=0, I'équation (I-3) est vérifi€e, (f(a)=0, voir (I-1)). Cette solution
correspond 2 1'état fondamental. On injecte I'expression (I-1) du moment de rap-
pel, dans la relation ci-dessus. Ensuite, on dérive la relation (I-3) par rapport a a
au point a=0. On obtient ainsi, une valeur de la charge notée par A, qui caracté-
rise la limite de la position verticale (a=0) de la barre. Cette valeur est:

A=K /1 (I-4)

et est appelée charge critique de flambage (ou charge d'Euler). Pour des valeurs
de A<A, la position verticale est stable, et est instable pour des valeurs de A> .
Dong, le point (a=0,A=2.) est la limite de stabilité.

Cependant, il existe d'autres solutions d'équilibre (a#0) qu'on se contente de
décrire brievement. En faisant un développement de Taylor de I'expression (I-3),
au voisinage de (0,A.), on obtient aprés arrangement des termes de ce dévelop-
pement le parametre de charge sous la forme:

AM@)=A+Pja+B,aZ + termes d'ordre supérieur  (I-5)

ou les constantes B; et B, sont respectivement égales a Ko/l et K3/1+A./6. Sur la
fig. 1-2, on présente la solution fondamentale a=0 et la courbe A(a) dans le cas

ot B;>0 et B,=0. Ces deux courbes solutions se coupent au point (0,A,). Ce point
est appelé point de bifurcation. Ainsi la courbe a=0 est la branche fondamentale
et A(a) est une branche bifurquée. Enfin, on remarque que le point de bifurca-
tion, coincide avec la limite de stabilité.
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Ma)

- - >
O a

fig.I-2 Point de bifurcation ou limite de stabilité
I-2 Critére de stabilité élastique [K1], [P1]

L'énergie potentielle P d'une stucture élastique, soumise a une charge con-
servative A, peut étre exprimée comme une fonction du déplacement u et de la
charge A. On suppose que cette fonctionnelle est dérivable autant de fois qu'il est
nécessaire, de telle sorte que le développement de Taylor au voisinage d'un état
fondamental u®s'écrit:

P(L,u®+u)=P,(u®)+P (A, u,u)+Pr(A,u’,u)+....+P,(A,uu) (1-6)

ot P,(u°) est I'énergie potentielle a 1'état fondamental, P, est une fonction
homogene de degré n par rapport a son dernier argument. Tout équilibre u est
solution de 1'équation variationnnelle:

OP=0 (I-7)
quel que soit du champ de déplacements admissibles.

De la méme maniére nous pouvons ainsi effectuer la dérivée seconde
3?P(A,u,8u)..... etc.
Un état d'équilibre u est dit stable s'il réalise un minimum local de 1'énergie
potentielle (théoréme de Lejeune Dirichlet, pour les systemes discrets). En pra-
tique on utilise le critére de la seconde variation:
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un étatr d'équilibre _u est dit stable si

{

Py(Aul.u) >0 quel que soit u admissible (I-8)
ou

Il est dit instable si:

{

11 existe u différent de 0 admissible, tel que Py(A.u’.u) <O 1-9)

Si on suppose qu'il existe un équilibre fondamental u°, on a :
P,(A,u%u) = 0 quel que soit u admissible  (I-10)

A la limite de stabilité (P,(A,u°u)20), P, admet un minimum en u; non nul.
La valeur de u; sera donc obtenue par:

OP,(A,u°,u,,0u)=0 I-11)
quel que soit du admissible

u, est appelé mode de flambage.
I-3 Quelques exemples de contraintes critiques
La contrainte critique de la barre élastique, de la fig. I-1 en compression est :
c¢ =n2E/(1/r)? (1-12)

ol r est le rayon de giration de la section S; il est défini par r=(I/S)!? avec I mo-
ment d'inertie de la section. E est le module d'Young.
Nous donnons ci-aprés les formules classiques des contraintes critiques d'une
plaque, dont le comportement peut &tre isotrope ou orthotrope [B3].
Pour une plaque fig. I-3, sur appui simple, chargée dans son plan par une force

compressive uniformément répartie p,, la contrainte critique est donnée par la
formule:

(o =kc(7th/b)2E/(12(1-v2)) (I-13)
avec kc=(mb/a+a/mb)2, ou m est le nombre d'ondes longitudinal, a, b et h sont

respectivement la longueur, la largeur et I'épaisseur de la plaque. E est le module
d'Young et v est le coefficient de Poisson.
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fig. I-3 Flambage d'une plaque comprimée sur appuis simples

Dans le cas d'un comportement orthotrope de cette plaque, la contrainte cri-
tique est donnée par la formule suivante:

6¢ =1/h(na/m)?[(m/a)*C 4y +2(m/ab)*(Cys+Cee)+(1/b)*Css]  (I-14)
ot Cyy, C4s, Css et Cgg sont les coefficients de comportement en flexion.

Dans le cas d'une coque cylindrique de rayon R, fig. I-4 d'épaisseur h et sans

défaut, soumise 4 une compression axiale la contrainte critique est donnée par
[E1]:

o¢ =(Eh/R)[3(1-v®)] 12 (I-15)
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fig. I-4 Cylindre en compression axiale

Enfin, pour une coque sphérique, fig. I-5, de rayon r et d'épaisseur h, sous
pression hydrostatique p, soumise a un état biaxial, la contrainte critique de
flambage élastique est donnée par[E1],[Z2]:

6¢ =(Eh/r)[3(1-v?)]"1/2 - (I-16)
p
\ V4
-
-~
4 h

A

fig. I-5 Sphére sous pression externe
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II- FLAMBAGE PLASTIQUE

Jusqu'a présent nous n'avons parlé que du flambage €lastique. Pour ce genre
de probléme, aussi bien la détermination de la charge critique que I'analyse apres
flambage est complétement formulée [AS5].

La situation est bien différente en présence des déformations plastiques condui-
sant a des non linéarités matérielles. La différence majeure se manifeste dans la
dissociation entre la notion d'instabilité et de bifurcation a l'inverse du cas €élasti-
que ot les deux coincident. En plus de l'interaction des non linéarités géométri-
que et matérielle, s'ajoute le délicat probléme du choix de la loi constitutive ap-
propriée pour modéliser le comportement plastique.

Les études sur la poutre comprimée ont marqué 'histoire de la théorie du
flambage plastique. Dés 1889 , Engesser [E2] avait remplacé le module d"Young
par le module tangent dans la formule d'Euler (I-11).

Cette idée fut plus tard critiquée, car une portion de la partie convexe de la
poutre déformée peut étre soumise a un déchargement élastique. Ainsi, la con-
trainte critique sera fonction du module tangent et du module réduit, que I'on as-
socie souvent au nom de Considére [C2]. Cette formulation fit autorité pendant
plusieurs décennies. »

Ce n'est qu'en 1947 que Shanley [S2] montra sur un modele simple et discret
qu'une bifurcation & charge croissante (et non constante) pouvait avoir lieu sans
décharge élastique a partir de la charge critique du module tangent. Alors, le cri-
tere du module tangent fut définitivement établi.

II-1 Modéle de flambage plastique[Q1]

Le modele utilisé, appelé "tige de Shanley ", fig.II-1 est constitué de deux
tiges rigides AB et CD perpendiculaires qui forment un solide indéformable. B
est le milieu de CD, les deux tiges CF et DE articulées en C et D sont maintenues
dans la position verticale par des glissiéres coulissantes dans la direction OE. Les
tiges CF et DE sont représentées par un systéme constitué de patins et de ressorts
élastoplastiques, fig. I-1(b).
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fig. II-1 Modele élastoplastique de Shanley
La charge critique du module tangent est donnée par la formule suivante:
A= (EH)/(E+H)(2a%/1) =E/(2a/1) I-1)
La charge du module réduit est donnée par:

Ar = QEH)/(E+2H)(2a2/1) = E(2a*1) (11-2)

E: module élastique

H: module d'écrouissage et est lié avec E, par:1/E=1/E+1/H
1: longueur de la tige AB

a: longeur de la tige BC

Si on compare ces deux charges a la charge critique élastique, (A ,=E2a/1),
on a l'inégalité suivante entre les différentes charges:

7\.t< Ar< Ae (H'3)
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I1-2 Critére de plasticité de Hill

Une discussion satisfaisante du critére de bifurcation a été donnée par Hill
[H1] et reprise ensuite par Hutchinson[H2], que nous rappelons ci-apres. Elle se
base sur la formulation du probleéme en vitesses de déplacement. A partir du ten-
seur de déformation de Green-Lagrange qui a pour expression

_ k
&;=1/2(uy+uj; +u )

ot le symbole | indique la dérivée covariante, on écrit le principe des travaux vir-
tuels, sous une forme incrémentale:

j V(GIJ 8811 +Gij ukliSUkU)dV= J- STiSUidS (H-4)

ou G‘J désigne le second tenseur des contraintes de Piola-Kirchoff. dV et dS sont
respectivement le volume et la surface élémentaires du solide non déformé. T!
représente les composantes du vecteur force par unité de surface.

L'analyse de blfurcatlon se fait en considérant I'évolution des deux solutions:
(g ,G‘J ) et (ul Gy du probleme (II-4). On introduit pour cela les différences:

U; —ub 0P, &5 =€, &2 et V=6 - &Y, en écrivant (II-4) pour G, et
GY,, puis en effectuant la dlfflerence membre a membre des deux équations obte-
nues, il vient en choisissant Suy=0y:

. v (g +0lyu )V = 0 (I1-5)

oll 69, est 'état de contraintes du chargement fondamental.
L'1dee de Hill consiste & minorer cette fonctionnelle H par une autre fonc-
tionnelle F quadratique telle que:

H 2F (11-6)

Cette fonctionnelle F est alors établie pour un milieu satisfaisant les mémes
conditions aux limites, mais pour lequel la loi de comportement est remplacée
par une loi élastique non linéaire qui est identique a la la loi elastoplasthue lors-
que le matenau est en charge. Cette loi définit alors, un milieu dit "solide de
comparaison ". Sous forme incrémentale, une loi de comportement élastoplasti-
que associée 2 une seule fonction seuil, se formule de la maniére suivante:

Gij = Lijklekl (1-7)



- 21 -

LKl g-lnlin, dans la zone plastique
ikl = {
Lkl dans la zone élastique  (II-8)

nii désigne la normale unitaire extérieure au convexe d'élasticité (surface seuil
renfermant le domaine élastique). g est le déterminant du tenseur métrique de la
surface du solide, il dépend de l'histoire des déformations et de I'état actuel du
taux des contraintes.

£k er LK sont respectivement les modules instantanés élastique et plastique. Les
modules LU sont calculés selon le chemin fondamental au point de bifurca-
tion. On peut donc supposer qu'ils ne dépendent pas de la vitesse de déforma-
tion. Un choix naturel pour la fonctionnelle quadratique F et la condition suffi-
sante d'unicité sont:

F =J. V(I,ijkléijékl+ ci(j, u klil.lk 1pdVv

F>0
(I1-9)

Cette condition donne le critére de non bifurcation au sens de Hill.

III- THEORIE DES COQUES MINCES
I1I-1 Introduction

Les hypothéses fondamentales dans la théorie des coques supposent que l'effet
des contraintes normales a la surface de la coque est nul et que les déplacements
paralleles 2 la surface de la coque varient linéairement dans I'épaisseur de la
coque. Ce sont les hypotheses de Love-Kirchoff.

On se place dans le cas des coques dites minces, c'est a dire des structures
dont 1'épaisseur h mesurée sur la normale 2 la surface, est trés petite par rapport
au plus petit des rayons de courbure principaux. L'étude de telles structures est
basée sur la théorie des surfaces [G7], [S1], [K2], [N2].

L'analyse théorique des coques fondée sur les hypothéses de Love-Kirchoff
et sur la minceur de la coque permet de réduire le probleme tridimensionnel a un
probléme bidimensionnel. Le comportement de la coque mince en déformation
est alors décrit par 1'étude de sa surface moyenne.
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II1-2 Déformations d'une coque mince
On considére successivement la coque mince dans son état initial et dans son
état déformé, puis on décrit I'évolution d'un point appartenant a la surface
moyenne dans les deux configurations considérées. On définit ensuite, les défor-
mations relatives a cette surface moyenne.

III-2-1 Géométrie de la coque mince

Dans un état non déformé, on exprime le vecteur position R d'un point M de
la surface, fig. III-1, de la facon suivante:

R=r+a’n (I11-3)

n normale unitaire qui dépend aussi de a®
n=n(% (04

a® sont les coordonnées de ligne de la surface

a3 représente la coordonnée de ligne suivant la normale a la surface de la coque.
La coordonnée a3 dans le cas d'une coque mince, définit la variation de h le

long de la normale 2 la surface de la coque. Ses limites sont données par la rela-

tion suivante:

-h/2 <a® <h/2 (I11-5)
L'équation de la surface moyenne est définie par :

a’=0. (I11-6)
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fig. III-1 Géométrie d'une coque mince

Les composantes de R dans le repére (O,xY), sont notées par x.. Comme nous
ne nous intéresserons qu'a la surface moyenne, le vecteur position R sera iden-

tique ar .
II1-2-2 Tenseurs associés a la surface moyenne

A 1'état non déformé, le tenseur métrique de la surface (ou de premiére
forme) est défini par :

Aap =Lalp a = det (ap) (IO-7)
Le tenseur de deuxiéme forme est défini par:
bop =10 Lap (I-8)
ou le vecteur normal n est donné par la relation:
n= (112).e®r nrg (11-9)

avec
e °B est le tenseur de permutation (tenseur de Ricci) défini comme suit:

e?=1Na, e?=—€!?
cob= { (II1-10)
0 a=p
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Enfin le tenseur de troisieme forme de la surface est défini par:
Cop = b ubag. (I-11)

Le tenseur de deuxieme forme bgg peut se mettre sous une forme contrava-
riante ou mixte par les formules de passage:

b = a®p
bap = aaab’p (11-12)

b%; = a®bgy = a,b**
o,

A T'état déformé le nouveau vecteur position r?s' écrit en fonction du vecteur
position r et du déplacement u:

1’ =1 (a%) +u(a®) | (1-13)
Dans la configuration déformée, le point M de la surface s'est déplacé d'un
vecteur u qui s'écrit comme une combinaison linéaire d'un déplacement tangen-
tiel u® et d'un déplacement normal w:

u =u’r +wn (I1-14)

On définit comme précédemment, les tenseurs correspondant a la surface
moyenne déformée:

adyp=101% ad = det(agp) (0I-15)
bdaﬁ =gd1d’aﬁ © (I-16)
nd=edoBrd Apdg (I-17)
ou
cd B = (a/ad)/2 ¢ @B (I11-18)

L'indice (d) indique l'état déformé.

III-2-3 Relations déformations déplacements

On utilise les hypothéses de Love-Kirchoff, qui conduisent a établir I'expres-
sion du déplacement d'un point quelconque de la coque en fonction des caractéris-
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tiques de la surface moyenne, et qui permettent de réduire 1'étude des déforma-
tions a celles des déformations de la surface moyenne.
Le tenseur de déformation de membrane est défini par 1' expression suivante:

Yop = (1/2)(a%g - 2p ) (@I-19)
et le tenseur de déformation de flexion est défini par:

Kap =b%p -bap (1I1-20)

La déformation a l'inérieur de la coque s'écrit :

€ap = Yop + @'Kap + (2°)Wop (I0-21)

V.p Teprésente les coefficients des termes quadratiques en a3. L'expression com-
pléte de la déformation est difficile 2 manipuler. Dans le cas des coques minces le
vecteur déplacement u est linéaire en a, alors on peut négh’ger le dernier terme
dans (ITI-21). Ainsi on obtient la déformation linéaire en a°.

Eap = Yo +2°Kop (I1-22)

Les expressions de Yo et Kqg contiennent des termes linéaires et non linéaires
en déplacement. Le plus souvent on prend le tenseur des déformations de flexion
Kop linéaire en faisant 'approximation des petites déformations, ce qui revient a
écrire.

(a/a%) = 1 (1-23)
III-3 Diverses équations de coques

Ces équations ont été établies par plusieurs auteurs [K2],[N2],[T3]. L'écritu-
re la plus compléte des déformations est celle de Koiter, par exemple:

Yop = eaB + llzaxk(exa B (’)xa)(eMi - ‘DXB) + 1/2(pa(pl3

{ (I1-24)
Kop = 1/2[((pa|B+(pB|a)+bxa(ex[3 - (DXB)*'be(exa - mxa)]

les quantités ci-dessus représentent:
Bap: partie linéaire de déformation de la surface moyenne
Mqg: tenseur de rotation de la surface moyenne (antisymétique)
(,: rotation de la normale de la surface moyenne.
Ces quantités sont respectivement définies a partir des composantes du vecteur



- 26 -

déplacement uy et w par les expressions suivantes:

eaB =1/2(UB|a + ua";) 'baBW (1I1-25)
Wop =1/2(ugy)p - ug|o) (II-26)
Py =W,q +bXau, . (I1-27)

On introduit la rotation autour de la normale notée par: €2, dont l'expression
est donnée par:

Q = 1/2e *Pwyg (I11-28)

Si on néglige dans les deux expressions donnant les déformations de mem-
brane et de flexion (III-24) les produits tensoriels: 6.6, .6 et b.6, on obtient les
coques de Koiter-Sanders:

’YaB =9aB + 1/2(pa(pB+1/2aaBQZ
(1I1-29)
KaB =1/2((pa|B +(p|3|0l)'1/2bxa(’)xﬂ'1/2bx|3mx[3
Si on suppose que la rotation autour de la normale Q et le tenseur rotation:

®,g sont négligeables devant les courbures b% dans (I11-29), on obtient les équa-
tions de coques de Sanders[S1]:

Yop = Oap +1/20,08
(I11-30)
Kop = 1/2(Qq)g + Ppjo )
Dans les relations (ITI-30), si on retient uniquement les termes non linéaires
en w et on néglige les termes en u, devant les courbures, on obtient ce qu'on ap-

pelle les équations de Donnell Musthari Vlasov [D2],[M1],[V1] (en abrégé, on
écrit D.M.V.):

Yop = eaﬁ +1/2W,aW,B
{ (I1I-31)

Kap = W]ap
III-4 Conclusion

Tous ces modeles d'équations sont difficiles 2 manipuler pour les structures
complexes (coques torisphérique et elliptique). Le plus souvent la théorie la plus
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simple (D.M.V), donne des résultats satisfaisants. L'exception la plus connue, est
le cas des petits nombres d'ondes circonférentiel (n=1,2,3,4).

IV- LOIS ELASTOPLASTIQUES

En élastoplasticité la déformation notée par g; est considérée comme la
somme d'une partie élastique et d'une partie plastique:

eij =t eij + £ pij (IV'I)
ou
€% estle tenseur des déformations élastiques
gP; estle tenseur des déformations plastiques.

Les théories qui permettent de décrire les modeles élastoplastiques sont la théorie
d'écoulement ou la théorie incrémentale, la théorie de la déforma-
tion[B1],[K3],[H2] et récemment la théorie du vertex [S5],[C1],[N1],[T3].

Dans la résolution des problémes de flambage plastique, on a souvent re-
cours aux deux premigres théories citées ci-dessus. Ces théories s'adaptent mieux
a la modélisation numérique et donnent généralement des résultats satisfaisants.

IV-1 Théorie incrémentale

En petites déformations, la loi de comportement plastique en théorie incré-
mentale, s'écrit sous la forme:

li=Liklg | AV-2)

ot ¥ est I'incrément de contraintes et g; est I'incrément des déformations totales.
Liikl est le module instantané défini par les relations (II-8). On choisit ensuite
comme fonction seuil, celle qui est associée au critére de Von-Mises et qui est uti-
lisée par de nombreux auteurs,[H2],[K3]. Dans ce cas, le tenseur LK définissant
le mileu "solide de comparaison” et associé 2 la théorie incrémentale est donné
par la relation suivante:

LK = E/A(1+v)[1/2(8%8)+ 818+ (v/(1-2v))858-h SIS o/ (1+v+2h,3p)] - (IV-3)

ot E est le module d'Young et v est le coefficient de Poisson. §; est le symbole
de Kronecker, S est le déviateur des contraintes, (S"=c" -1/30“;(81]- et %X est la
trace du tenseur o°P). J5 est le second invariant, (12=1/28‘JSij). h; est une fonction
dépendant de J; et est déterminée par la courbe contraintes-déformations obtenue,
3 partir d'un essai de traction uniaxial. L'expression de h, sera donnée plus loin.
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IV-2 Théorie de la déformation

Cette théorie fait associer au matériau élastoplastique considéré, un matériau
fictif dont le comportement est caractérisé par une loi élastique non lin€aire. La
théorie de déformation la plus utilisée[H2],[K3], est celle associée au critére de
Von-Mises et est appelée "théorie de déformation du J,". La déformation total &
est alors exprimée en fonction de la contrainte ¥ (ou SY) et de la fonction seuil
(critere de Von-Mises) par:

£y = LVE[(1+V)oY -vo™*8;+h,S¥]  (IV-4)

h, est une fonction dépendant du second invariant J, qui peut éire détermince par
un test de traction uniaxial. Le module instantané correspondant a cette loi de dé-
formation du J, est donnée par la relation:

I_lijk1 = E/(1+V+h2)[ 1/2(61k811+61181k)+(3V+h2)/(3(1 -2V))Sij6kl
-hz‘SijSkI/(1+V+2h2'J2)] (IV'S)
ou h2'=dh2/dJ2.

La détermination de la charge critique de flambage plastique au sens de Hill,
nécessite le calcul des composantes des modules instantanés des relations (IV-3)
ou (IV-5), (suivant le modele plastique utilisé pour le calcul du flambage). En
pratique, ces composantes sont déterminées a partir des composantes des tenseurs
des souplesses (l'inverse des tenseurs LUkly correspondant a ces lois cités ci-
dessus.

IV-3 Différence entre les deux lois

Les expériences montrent que la théorie de déformation semble donner de
meilleurs résultats que la théorie incrémentale pour les problémes de stabilité.
L'exemple le plus célebre est celui de 'éprouvette cruciforme qui, sous compres-
sion axiale, flambe en torsion [G5], fig. IV-2.
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3¢

fig. IV-2 Eprouvette cruciforme en compression axiale

Une analyse de cette éprouvette en théorie incrémentale, montre que la con-
trainte critique est la méme qu' en élasticité, [L2] ,[H2]. L'expression de cette
contrainte critique de torsion, dans le cas élastique est:

¢ = (t/b)? (IV-6)

ol H est le module de cisaillement ¢lastique, t et b sont respectivement 1'épais-
seur et la largeur de I'une des plaques (identiques) qui forment 1'éprouvette cru-
ciforme.

Léwde de flambage plastique de cette méme éprouvette (en compression), en
théorie de déformation fournit la méme relation (IV-6) de 1a contrainte critique,
en remplagant U par un module de cisaillement dit sécant, noté K et défini par:

Me=p/[1+3p(1/E-1/E)] (IV-7)

ou E et Eg sont respectivement le module dYoung et le module sécant.

La contrainte critique ainsi obtenue est inférieure 2 celle trouvée a partir de
la théorie d'écoulement. Comme le montre la fig. IV-3, citée par plusieurs au-
teurs[L.2],[H2], la théorie de déformation conduit 3 une meilleure corrélation
avec les résultats expérimentaux, en dépit du fait qu'elle est physiquement inac-
ceptable.

Pour expliquer cet aspect néanmoins paradoxal, deux raisons sont souvent
¢voquées. En premier, la théorie incrémentale est trés sensible aux imperfections.
La deuxiéme est que la surface seuil du critére est réguliére (en chaque point de
la surface seuil, il existe une seule normale 2 cette surface).
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fig. IV-3 Comparaion entre les résultats des deux théories de la plasticit€ et
les résultats experlmentaux du flambage plastique de 1'éprouvette cru-
forme en compression axiale.

Pour tenir compte de 1'aspect phénoménologique de la plastw1te certains
auteurs[S5],[C1],[N1],[T3], proposent des modeles plastiques ou la surface seuil
(convexe d'élasticité), présente un coin.

IV-4 Exemples de calculs de flambage plastique
Nous donnons ici quelques formules donnant la contrainte critique de flam-
bage plasthue de structure, fréquemment utilisée.
La contrainte critique pour une poutre comprimée est donnée par:
6¢ =n 2E./(1/r)? (IV-10)
En utilisant la théorie incrémentale, sur un modele de plaque carrée[A4], de

coté a et d'épaisseur h, fig. IV-4, on trouve que l'expression de la contrainte cri-
tique est donnée par:

¢ = (nh/a)2(2W/12)[21(19+v)+24H]/[4(2u(5-4v)+6H(1-V)] (IV-11)

ol H est le module d'écrouissage (H=0 Y/ €P;), u est le module de cisaillement
élastique et v est le coefficient de Poisson.
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fig. IV-4 Flambage plastique d'une plaque carrée en compression

Soit un cylindre en compression axiale de rayon R, d'épaisseur h et de lon-
gueur L, fig. IV-5. Partant de la charge critique élastique, Timoshenko [T1], dé-
termine pour des coques épaisses et pour un mode axisymétrique, lexpressmn de
la contrainte critique plastique du cylindre:

o¢ =[ EE/3(1-v)12.(h/R) (Iv-12)

ou E et E, sont respectivement le module d'Young et le module tangent.
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<, >+

NEVRYY

fig. IV-5 Flambage plastique d'un cylindre en compression axiale

Gérard[G5], dans son étude adopte la théorie de déformation et propose
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pour le méme cylindre, la formule:
c° =3/2 (EE, )2 (WR) (IV-13)

avec E; module sécant.
V- CONCLUSION

Tous ces résultats montrent que le modele du comportement et les parame-
tres géométriques jouent un réle prépondérant dans la modélisation du flambage
de telles structures. La modélisation réelle de la plasticité est trés difficile. L'in-
fluence du comportement plastique sur le flambage plastique reste un probléme
mal compris. A cela s'ajoute le choix du critére de plasticité. Cependant, il existe
diverses lois théoriques plus ou moins complexes avec lesquelles on essaie de mo-
déliser au mieux le flambage plastique.

Pour étudier le flambage plastique des structures complexes (coques de révolu-
tion, exemple: coques torisphérique ou elliptique), deux lois sont souvent utili-
sées. Ce sont la théorie incrémentale et 1a théorie de déformation. Ces théories
dites lois classiques de plasticité, sont le plus souvent en pratique, associées au cri-
tere de Von-Mises et sont utilisées dans le contexte du critére de Hill, pour le cal-
cul de flambage de ces structures. L'avantage de ces lois est que I'on peut facile-
ment les introduire dans des codes de calculs numériques. Néanmoins I'influence
de la géométrie de ces coques de révolution n'est pas trés différente du cas élas-
tique et peut étre facilement prise en compte dans ces codes de calculs de structu-
res. ;
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre on calcule, la pression critique de flambage plasti-
que d'une coque de révolution de type torisphérique ou elliptique, en uti-
lisant la méthode des éléments finis. La modélisation de ces coques de ré-
volution est décrite par un choix adéquat des coordonnées relatives a leur
surface moyenne. Sous une pression interne, ces types de coques donnent
naissance a un état biaxial de contraintes, en théorie de membrane. L'une
de ces deux contraintes, peut étre compressive et provoquer un flambage
local. La détermination numérique de la pression critique est faite en pre-
nant le modéle théorique, des coques de D.M.V. Le comportement plasti-
que est décrit par deux théories différentes: la théorie incrémentale et la
théorie de déformation.

Dans ce chapitre nous allons commencer par donner une description
géométrique des coques torisphériques et elliptiques.
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I- GEOMETRIE DES COQUES TORISPHERIQUE ET
ELLIPTIQUE

On considére dans un repére global (O,x!,x2,x%), une coque de révolu-
tion autour de I'axe Ox3, dont la surface moyenne est décrite par les coor-
données locales s et O du repére local (O',al,a%,a), fig. I-1 ob al,a%,a® sont
respectivement identifiées 2 s, 8 et z (on rappelle que z est I'ordonnée sui-
vant la normale de la surface moyenne). Tout point A appartenant a cette
surface est caractérisé par les composantes du vecteur OA:

x ! = 1(s)cosO
x 2 = r(s)sin®
x 3 =A'A= q(s) I-1)

fig. I-1 Géométrie d'une coque de révolution
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A partir de ces coordonnées intrinséques: (l'abscisse curviligne s et
l'angle 6), on cherche le tenseur de la premiére forme ayg de la surface et
le tenseur de la seconde forme b,g de la surface, qui nous donne les diffé -
rentes courbures b% relatives a la coque de révolution.

Les tenseurs covariant azg Ou contravariant a®P dits de premiére
forme sont donnés par:

- a%B =

0B = ,
0 2(s) 0 1/(s)

(I1-2)

Le tenseur covariant b,g dit de deuxieme forme et sa forme mixte
associée b% sont donnés par:

2 2
dg/dsdr 0 dqdsdr 0

by = . (I-3)
0 rdq/ds 0 (1/r)(dg/ds)

off =

On rappelle, que le lien entre b% et byg est donné par l'expression
tensorielle:

bog=attbg,  (I-4)

Vu que, b%=0 pour a#g, les directions circonférentielles et méridien-
nes sont les directions principales de courbure. Les directions relatives a s
et 0 sont aussi des directions principales du tenseur de premiére forme,
car les composantes des tenseurs a,g et a®P sont nulles pour o#p.

Nous allons appliquer ces relations a une coque de révolution, de
géométrie connue. On s'intéressera par la suite aux coques torisphériques
et elliptiques.

I-1 Coque torisphérique

C'est une coque de révolution d'épaisseur h, composée par un assem-
blage d'un cylindre, d'un tore et d'une calotte sphérique fig I-2,
[A3],[G1],[G3],[G4], [L1]. Le raccordement géométrique entre la partie
torique et la calotte sphérique, est donné par l'angle de raccordement ¢,
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défini par la relation suivante:
¢, = arc[cos(R-R)/(R¢-Ry)] (1-5)

ol R est le rayon du cylindre de base
R, est le rayon du tore
R, est le rayon de la calotte sphérique
1. est la longueur de la partie cylindrique.

/—— Sphencal Cop

e \/’K’/ o
/\R' ' I’I

fig. I-2 Coque torisphérique

Pour les différents éléments de cette coque torisphérique le tenseur
b*g est de la forme suivante:

(I-6)

Dans toute la suite, on adoptera les notations suivantes pour les compo-
santes du tenseur b%:

C,=bl; et C;=1b% d-7

od C est la courbure principale dans la direction méridienne et C; est la
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courbure principale dans la direction circonférentielle.

D'aprés ces notations, les composantes du tenseur b%s dans le cas de la
coque torisphérique sont donné par tab. I-1. On remarque que la seconde
courbure principale C, varie (dans la direction méridienne) en fonction de
I'abscisse curviligne s sur la partie torique. Pour cela on la note par Cy(s).

cylindre tore calotte sphérique
(:1 0 1 /R[ ]./Rs
G 1/R Cy(s) R

tab. I-1 Courbures principales de la coque torisphérique
I-2 Coque elliptique
C'est aussi une coque de révolution,[G2],[B6],[B8], d'épaisseur h,
composée seulement de deux parties raccordées entre elles: un cylindre de

rayon R et de longueur 1. et une ellipse, de demi axes notés a et b, fig.I-3.

h

fig. I-3 Coque elliptique

En gardant le méme syst®me de coordonnées locales que précédemment
(s,0) et connaissant les équations paramétriques de l'ellipse, on peut dé-
terminer facilement les expressions des courbures principales C,. On
trouve:

C,=ab/t3? C,=(b/a)t'1/2
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t=aZsin%) + bcos?o. {-9)

ol 0(s) est I'angle paramétrique de l'ellipse variant de 0 & w/2.
Il en résulte, que le tenseur b% sur chaque élément de cette coque el-

liptique est donné par:

(I-10)

ot C; et C, sont données sur chaque partie de la coque elliptique par le ta-
bleau suivant:

cylindre ellipse
C, 0 ab/t?
G 1/R blat'”?

tab. I-2 Courbures de la coque elliptique

On remarque que les deux courbures principales varient, le long des
lignes méridiennes au lieu d'une seule, dans le cas de la coque torisphéri-
que.
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II- FLAMBAGE LOCAL DES COQUES DE REVOLUTION
SOUS PRESSION INTERNE

II-1 Origine du flambage local

A partir de la théorie linéaire de membrane, les forces de membrane
notées par N, et Ng, d'une coque de révolution sous pression interne p,
sont données par les relations suivantes[T2]:

N, = p/2C, @M-1)
Ng = (p/Cp)(1-C/2Cy) (II-2)

En introduisant, I'épaisseur h de cette coque, dans les relations ci-des-
sus, on obtient les expressions des contraintes de membrane:

G,= p/2hC2 Cg = (p/2hC2)(2-C1/C2) (II~3)

oll o, est la contrainte méridienne, Ggest la contrainte circonférentielle.
On rappelle que les courbures principales ont été présentées aux tab. I-1
et tab. I- 2.

Les courbures principales Co, 1'épaisseur h et la pression p sont des
grandeurs positives. Il apparait clairement que G peut devenir négative, si
le rapport des courbures principales dépasse la valeur 2. Donc, la con-
trainte G4 peut étre compressive. La condition C;/Cy>2 est remplie, pour
certaines coques de révolution, dont au moins l'une des courbures princi-
pales est variable. Alors, il peut y avoir un flambage circonférentiel sur
ce genre de coques, mais cette possibilité dépend de plusieurs facteurs: de
géométrie, de propriétés du matériau etc...[G3].

Nous allons examiner dans la suite, cette question dans le cas des co-
ques 4 géométrie simple et présentant, au moins, la variation d'une seule
courbure principale.

II-1-1 Flambage local d'une coque torisphérique

Les valeurs attribuées au tenseur b%g de cette structure, voir tab. I-1,
nous montrent, que le rapport des courbures principales C,/C, prend les
valeurs successives: 0 sur la partie cylindrique, 1 sur la calotte sphérique
et 1/(R,Cy(s)) sur la partie torique. Comme C,(s) varie de 1/R 2 1/R,,
alors C,/C, prend les valeurs R/R, 2 R/R;. Par construction géométrique,
on a généralement R< R < R. En choisissant une forme donnée, de coque
torisphérique exprimée par un rapport: R/R;>2, le rapport des courbures
principales C,/C, est aussi supérieur a 2 sur l'ensemble du tore. Il en ré -
sulte alors que la contrainte Gy est compressive sur cette zone, d'aprés les
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relations (II-3).
Nous avons présenté, sur la fig. TI-1, les deux contraintes O et Og pour
cette coque de révolution, susceptible de flamber, sous l'action de Og.

1 0 O T T T T T T T T T T T T T R T T
cylindre calotte sphérique

LB

(6)]
o

1

(¢

o o
!
[

1 O O [OOSR P OO PR S

s 2 la pression (théorie de membrane)

contraintes dans la coque torisphérique

diie

-200 T

0 0.5 1 1.5 2
Abscisse curviligne rapportée au rayon de base s/R

fig. II-1 Etat de contraintes dans la coque torisphérique de géométrie:
R=68.58mm, R,=27.94mm, R=137.16mm et 1;=41.148mm

Le phénoméne d'instabilité qui apparait sur ce type de coque, est un
flambage circonférentiel local. On remarque que Gg est compressive sur
tout le tore. Son maximum en valeur absolue se situe au niveau de la jonc-
tion tore-sphere.

I1-1-2 Flambage local d'une coque elliptique

Comme nous l'avons vu précédemment, I'instabilité de ce type de
structure dépend aussi du rapport des courbures C,/C,. En particulier,
pour la coque elliptique, le rapport des axes de l'ellipse a/b joue un rdle
important dans l'instabilité de cette structure. En effet, le rapport C,/C,
dépendant de la géométrie de I'ellipse est donné par la relation:

C,/Cy=(a/b)?/[cos?dp+(a/b)’sin’})] (I1-4)
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A partir de l'expression ci-dessus, on peut connaitre la région ou Gg
devient compressive. Cette région correspond a différentes valeurs de
I'angle ¢, vérifiant la relation suivante:

sing < * [((a/b)2-2)/2((a/b)>-1)]1V2.  (I1-5)

Cette expression n'a un sens, que si on choisit un rapport d'axes a/b>v2.
On remarque que, pour a/b =V2, la contrainte G4 n'est négative qu'au
point de raccordement entre les parties cylindrique et elliptique.

Les modeles de coques étudiées par la suite, auront un rapport a/b=2.
Tenant compte de cette condition, tout en ne s'intéressant qu'a la partie el-
liptique, on peut évaluer les limites du rapport C,/C,, sachant que I'angle
¢ appartient a l'intervalle [0,x/2]. En effet, pour un rapport a/b donné, on
obtient les situations suivantes:

pour $=0 C,/Cy=(a/b)*>2
pour  O=m/2 C,/Cy=1 (11-6)

Il en résulte que la contrainte Gg n'est compressive que sur une por-
tion de la partie ellipse, donc le flambage ne se manifestera que sur une
portion de 1'élément ellipse. On a aussi dans ce cas une instabilité locale.
Pour illustrer ce phénomene, on a représenté fig. II-2, une coque ellipti-
que de rapport d'axes a/b=2, et de rayon de base R. On s'aper¢oit, que Oy
est compressive a partir du point de raccord (cylindre-ellipse), et devient
un "peu” positive, en étant toujours sur la partie elliptique. La partie inté-
ressante est celle correspondant a 6g<0, et son maximun se situe au niveau
de la jonction cylindre-ellipse.
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2 la pression (théorie de membrane)
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contraintes dans la coque elliptique,
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0 0.2 04 06 0.8 1 12 1.4 1.6
Abscisse curviligne rapportée au rayon de base s/R

fig II-2 Etat de contraintes dans une coque
elliptique a/b=2 avec R=a=68.58mm, 1.=25.4mm

III- LOIS PLASTIQUES UTILISEES POUR LES COQUES
DE REVOLUTION ETUDIEES

Le dimensionnement au flambage plastique d'une structure, nécessite
en plus des données géométriques de cette structure, l'utilisation d'une loi
de comportement plastique. Pour modéliser la plasticité, on considere les
deux lois plastiques suivantes: la théorie incrémentale et la théorie de dé-
formation du J,, toutes les deux étant associées au critere de Von-Mises.
Pour caractériser complétement le comportement il suffit alors de connai-
tre le coefficient de Poisson et la courbe de traction uniaxiale.

A cause des hypothéses de Love-Kirchoff et de la minceur de ces co-
ques de révolution, on peut ne considérer que la partie bidimensionnelle
du tenseur des défomations €45. Dans le contexte des petites déformations,

on peut décomposer €,3 en deux parties: une partie élastique €°,g et une
autre plastique €Pyg:

Eop = E%p t+ EPup. (1I0-1)
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Nous considérons par la suite, que le comportement plastique est tra-
duit par une relation entre les déformations €,p et les contraintes bidimen-
sionnelles 6®P de la forme suivante:

o%f =E.H*"%e,5 (I11-2)
ot H*P¥ est Ie tenseur adimensionnalisé des modules instantanés en con-
traintes planes, E est le module d'Young.
Les composantes du tenseur H*BY peuvent étre déterminées a partir

des composantes du tenseur des souplesses Myg,s, défini par la relation
suivante:

Eop= (1/E). Mgy 67 (II1-3)

Les composantes de HP® seront alors calculées, par inversion de la
matrice associée 3 Mygys. '

I1I-1 Courbe de traction uniaxiale

La courbe utilisée[G2] par la suite, est celle donnée par la fig. III-1.

Gf acier v=0.3
O/E)x10% | € (%)
/ 0.1180 |0.1180
S 0.1200 {1.30
: 0.1267 |1.50
| 0.1333 [1.80
|
5 ;y >
%

fig. IMI-1 Allure de la courbe contraintes-déformations

On distingue deux régions:
-une partie élastique linéaire définie par:

E=c/e V e<g, (111-4)
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-une autre région caractérisée par des segments de droite reli€s entre
eux, et définis par leurs pentes, obtenues par:

E=c/e VY e>g (I1I-5)

ot E, est appelé le module tangent et €, est la limite élastique. On définit
dans les mémes conditions, une autre pente notée par E et appelée module
sécant, comptée 2 partir de l'origine des axes € et 0, sa définition est don-
née par:

E=c/¢ V o e>gy (IT1-6)
On remarque que dans le cas élastique, les relations (OI-5) et (II1-6)
deviennent identiques a (III-4). Il en ressort, qu'on peut lier les différents

modules (E, E, et E,), quelle que soit la déformation dans le cas de la
courbe contrainte-déformation que nous avons décrit:

1
E/Es={

E/E, - (E/E,- )o,/o, ¥V e>g, (7

\v e<gy

ol Gy est la limite €lastique en contraintes et G, est la contrainte équivalen-
te du chargement considéré (pression interne).

III-2 Expressions des modules tangents selon le modele de
plasticité

Nous allons procéder en détail, au calcul des modules tangents autour
d'un état de contraintes plan et biaxé, en particulier de I'état de contrain-
tes de membranes donné par (II-3). Ce calcul sera réalisé par les deux
types de lois de comportement considérées, la loi incrémentale et la loi de
la déformation. ~

I11I-2-1 La théorie incrémentale (flow theory)

On rappelle qu'en théorie incrémentale, le taux de déformation total
€qp €st donné par la relation suivante:

Eop = (1/E) [(1+v)6*B-voT8%+h(J,)SOPS, SH]  (III-8)
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ol 0" est la trace du taux de contraintes 6, 6% est le symbole de Kro -
necker, J, est le second invariant du déviateur des contraintes. On rappelle
que le lien entre J, et la contrainte équivalente G, est: J,=6.2/3. h(J,) est
une fonction scalaire définie par:

h(J,) = G/AL)E/E-1)  ([1-9)

On rappelle que les coques torisphérique et elliptique, sous la pression
interne p, développent des contraintes de membrane, dont le rapport a un
rdle important dans 1'élaboration des expressions des modules plastiques.
Pour cela, nous allons exprimer la contrainte équivalente 6. en fonction
de la pression. Connaissant que 6.=(3/2)SYS;; (S" est le déviateur des con-
traintes) et l'expression des contraintes O et Gg, On obtient:

6. =(p/(2C,h)[ o2 - a +1]12 (111-10)

ol a est le rapport: 0g/G;, il peut aussi étre formulé, a partir des courbu-
res principales C,, des coques de révolution:

o(s) =2-Cy/C,. ImI-11)
Dans toute la suite, on adoptera la notation ci-dessus.
En tenant compte des relations (III-3), (III-7) et de (I11-9) a (111-11),

la matrice [M] de ce modele, associée au tenseur Mg, définie par la
relation:

£op =(1/E YMggys0™ (I-12)
a pour COInpOSElIltCSI
M= 1 + (1/4)(E/E: - 1)e,?
Myns = 1 + (1/4)(E/E: -1)ey?
Mz =-v+ (1/4)(E/Et -1)ejey = Mpg;
Mi212 = 2(1 + V). (I11-13)

Les facteurs e, sont obtenues a partir des contraintes de membrane
(I1-3) et de la contrainte équivalente (III-10). Leurs expressions sont:

e; = (2- Nal-a+1 et e; = (o —1)/Vo?- o +1 (I1-14)



- 47 -

La loi de comportement du modele incrémental est alors:

o = E HoP1be (III-14)

On détermine les composantes de la matrice [H] associ€e au tenseur HoB®
en inversant la matrice [M], on obtient:

H' = Mypy/[M1111Mazo2- Mi122°]
H122 = -M15,/[M}111Maazr- M112°]
H?222 = M 311/[M1111M2220- Myl
H'212 = 1/[2(1+V)] (1II-15)
Pour alléger 1'écriture des composantes des tenseurs d'ordre quatre,

Mgy €t H®¥, on adoptera dans toute 1a suite, les notations habituelles en
calcul des structures:

M1 =My My = Mpy
Mj22= My, Mig12= M33
Hllll — Hll H2222 - H22
H1122 = H!2 H1212 = g33 (II-16)

On remarque que le module sécant E  n'intervient pas dans tous les
coefficients de comportement plastique. Par contre le module tangent E;
est présent partout, sauf au niveau du dernier coefficient: H3>. On consta-
te que le module de cisaillement H>? de cette loi, est identique & celui de
I'élasticité.

Généralement, c'est ce coefficient qui rend cette loi peu réaliste pour
les calculs de flambage. Par contre on note une chute sensible des autres
coefficients (inférieurs a 1'unité), au dela de la limite élastique. Ils dépen-
dent seulement de E, (voir courbe contraintes-déformations considérée) et
de la géométrie de la structure: ce dernier point peut paraitre surprenant,
mais ces modules instantanés ne dépendent que de la direction du champ
de contrainte qui dans l'approximation de membrane est une fonction
connue de la géométrie de la coque; on a reporté l'expression de ces con-
traintes de membrane pour obtenir les relations (III-13).
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III-2-2 La théorie de déformation du J,(J, theory)

Dans ce cas, on formule le taux de déformation total €4g, en introdui-
sant deux fonction scalaires: h(J,) et sa dérivée par rapport au deuxieme
invariant J,, notée par h'(J,). La relation relative & cette loi est donnée
par:

€qp = (1/E) [(14v)0%P-voM8%+h(J)SP+h'(J,)SOPS, 8K (II-18)
ou les fonctions scalaires h(J,) et h'(J,) sont données par:.
h(J,) = 3/2 (BE/E¢-1) et h'(Jp) = (3/4),)(E/E-E/E). (I11-19)

On détermine les composantes de la matrice [H], associée au tenseur
HoB® relatif 2 ce modele plastique par le méme procédé, utilisé dans la
premiére loi plastique. Ainsi, on obtient les composantes de [M], données
par:

M, = E/E, +1/4(E/E-E/E)e >

M,, = E/Eq+1/4(E/E-E/E )e,?

M, = —v+1/2 —~E2E+1/4(E/E-E/Ege;e,

M3 = 2(14+v)+3(E/E, -1) (I11-20)

les facteurs e, sont identiques & ceux de la loi incrémentale, voir relations
(111-14).

On retrouve comme dans le modele précédent la matrice [H] par in-
version de la matrice [M]. On constate, l'influence de deux modules tan-
gent E, et sécant E; en plus du module d"Young E. On remarque que tous
les coefficients de comportement de ce modele plastique, chutent au dela
de la limite élastique. En particulier,le module de cisaillement H*, qui
était constant (égal a celui de 1'élasticité) dans le modele plastique décrit
précédemment, présente ici une diminution sensible. En effet, sa valeur
est donnée par:

H3=1/[2(1+Vv)+3(E/E -1)] (1-21)

ol v est le coefficient de Poisson.

On peut alors évaluer le rapport des coefficients de comportement H>’
relatifs aux deux lois plastiques. Pour cela, on introduit le module de ci-
saillement élastique W (on rappelle: pu=E/2(1+V)) et on définit un module
de cisaillement sécant pg (L=EH?3? ot H33 est celui donné par la loi de dé -
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formation du J,). En évaluant le rapport entre les deux modules de cisail-
lement (sécant et élastique), on obtient:

u/u = 1+3u(1/E¢-1/Ey) (II-22)

Ce rapport est mentionné dans de nombreuses publications[H2], [M1] et
[T3].

Pour une comparaison globale des coefficients de comportement plas-
tique des deux lois étudiées, on remarque que les modules de comporte-
ment associés a la théorie de déformation du J, sont inférieurs a ceux as-
sociés a la théorie incrémentale. Ceci est di a I'inégalité (E<E<E) qui
existe entre les trois modules: le module tangent, le module sécant et le
module d'Young et a leur apparition dans ces lois plastiques. En effet,
dans la premiére loi on retrouve deux modules seulement (E et E,), par
contre dans la seconde loi, les trois modules (E, Eset E) interviennent
dans ces expressions. Dans notre étude du flambage plastique, on a gardé
E, constant, par contre E varie en fonction du chargement (pression in-
terne p). Il en résulte que ces coefficients de comportement vont influer
sur 1'étude du flambage plastique des coques de révolution (coques toris-
phérique et elliptique sous la pression interne).

IV- FORMULATION DU PROBLEME DE FLAMBAGE
PLASTIQUE

Pour établir I'équation du flambage plastique, des coques de révolu-
tion sous pression interne p (coques torisphérique et elliptique), on appli-
que le critéere de Hill. Dans le contexte des coques minces, de surface
moyenne Q, d'élément de cette surface noté dQ2 et dans le cas des coques
de D.M.V, la formulation variationnelle du critére (voir relation II-9) du
chapitre I), s'écrit:

J'Q [N©B) &y ©B) +M©B) 3K (o) +N @B W 0w g]dQ=0 Iv-1

Nous allons par la suite définir, tous les termes intervenant dans
I'équation variationnelle (IV-1).

IV-1 Cinématique de D.M.V,

On rappelle, que le tenseur des déformation €,p , dans le contexte
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des coques minces et les hypotheses de Love-Kirchoff, est fonction de la
déformation de membrane Y,g et de déformation de flexion K4p. La rela-
tion entre £g et les tenseurs Yyg €t Kqp €st donnée par:

SaB :YaB + ZK(XB (IV-2)

oll z est la coordonnée suivant la normale a la coque, mesurant la varia-
tion dans l'épaisseur de ces coques de révolutions. En théorie de DM.V.,
les expressions des tenseurs Yog et Kog en fonction du déplacement sont:

Y11 =uy; -Ciw +l/2w,12

Yo = Uy 5 -Tlyouy -bpyw +1/2w 5% avec byy=r’(s)
212 = Uy + Up g -20% 50, +W W o

Kin=Wwn

Koy =W - [lpow g

217 =2W 1o 2T21,w 5. (Iv-3)

oll uj, u, sont respectivement les déplacements dans les directions méri-
dienne et circonférentielle, w est le déplacement normal a la surface
moyenne de la coque. I'%gyest le symbole de deuxiéme espece de Chris-
toffel sur la surface moyenne de la coque de révolution (voir ses valeurs
en Annexe, (A-1)). Une représentation de ces déplacements fig. IV-1, sur
1'une des coques étudiée, est celle de la coque elliptique.



fig. IV-1 Représentation des déplacements dans la coque elliptique

Pour appliquer le critére de Hill, on a besoin des quantités incrémenta-
les associées aux tenseurs de déformation de membrane Yo et celui de dé-
formation de flexion K4g. Ces quantités sont données par:

Vi1 =1 -Ciw w0 w

Vo2 = Up -TpoUy -byyW +W %W 5

2Y12 = Uy g Hlp ;-2 Uy + WO W o + WO oW

K11 = W1

. L
K22 =W -T 0w
2Ky, = 2w 15 2125w 5 (IV-4)

ot on note par w° le préflambage de la coque étudiée.

On suppose que la variation de l'incrément est nulle, c'est a dire que les
variations des déplacements virtuels sont constantes. Sachant que la dé-
formation de flexion est linéaire en déplacements, alors les variations des
composantes du taux de déformation de flexion sont nulles. On obtient
alors, en négligeant les rotations avant flambage exprimées par le terme

w° . seulement les variations incrémentales relatives au tenseur de dé-
formation de membrane qui sont non nulles:
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oYy = W,15W,1
OYay =W 20W 5

Wy, = W 1OW 5 +W 20w, (IV-5)

IV-2 Introduction du comportement plastique dans le crite-
re

A partir de la modélisation utilisée pour le comportement plastique, on
introduit les contraintes incrémentales résultantes, notées par N aB) et
M©@®) respectivement de membrane et de flexion. Pour une épaisseur h
constante dans le cas des coques étudiées, on peut donner les expressions

de ces tenseurs en fonction du comportement plastique:
N©B) = EhH*B"oy 5.

M(©@B) =(Eh3/12)H"%x 5 AV-6)

ol (ap) désignent les composantes physiques qui sont définies en Annexe
(voir A-11), E est le module d"Young et HB® est le tenseur de comporte-
ment associé aux deux lois plastiques décrites précédemment.

Dans la relation (IV-1), le tenseur N,(*®  caractérise le chargement
fondamental, dont ses deux composantes N,(1 et N,@?, sont identifiées
respectivement & N et Ny, (voir expression (II-3)), les autres composan -
tes N,(2 et N,?), sont nulles car il n'y a pas de torsion dans la coque
avant flambage. }

En injectant les relations (IV-6), les expressions de Nget de Ny, dans
(IV-1) et en divisant par E, les deux membres, de I'équation variationnel-
le, on obtient:

hHo8 h3/12HoB8 Yk §
, J o Y(ﬁ?’(aﬁ) ¥ fop %oy
OENL2C, W (Pwayt 1/2C, 0w 58wy 1}dQ= 0 (IV-7)

On trouve bien un probléme de valeurs propres en p/E, ou la plus petite
représente la charge critique, au sens de Hill. La recherche des p/E, analy-
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tiquement est quasi impossible. On utilise donc, une des méthodes nume-
riques, par exemple on opte dans notre cas, pour la méthode des €1éments
finis, pour déterminer la pression critique du flambage plastique, des co-
ques torisphérique et elliptique.

IV-3 Formulation en éléments finis du probleme de flamba-
ge

Le principe de la méthode des éléments finis,[Z1],[B2], consiste a
remplacer les équations générales d'un milieu continu, par celle d'un mi-
lieu discrétisé en un nombre fini d'‘éléments. Ces éléments sont connectés
entre eux par une série de points appelés noeuds. Ainsi, le probleme va-
riationnel du flambage plastique (IV-7), peut étre écrit sous une forme

matricielle (milieu discret), de la fagon suivante:
élts :

S vy T sy) A2 HI( k) TSR}

i=1 Qe

OEN2C,) Wy, swqy +H1/2C) 0 w ) 8w o 1]aQ=0 aV-8)

ou dQ, est un incrément de la surface moyenne engrlobant I'élément de la
coque, le symbole { } est un vecteur colonne et { }" est son transposeé.

La résolution par la méthode des éléments finis se fait par approxima-
tion, soit sur le champ de contraintes, c'est le modele "force", soit sur le
champ de déplacement, il s'agit alors du modele "déplacement”. Dans
notre étude, nous allons opter pour le second modele de résolution. Pour
cela on cherche a déterminer le champ de déplacement {u} aux noeuds en
utilisant des fonctions polynémes d'interpolation. Elles sont aussi néces-
saires, pour 1'approximation des courbures principales variables, pour les
coques étudiées (coques torisphérique et elliptique). La symétrie de révo-
lution et du chargement (pression interne), dans ces structures nous per-
met de considérer des éléments filiformes a deux noeuds.

V-3-1 Approximation de la géométrie

Chaque élément, fig. IV-2, de la coque de révolution est construit a
partir de noeuds notés par 1 et 2, dont les coordonnées dans un repere
global (O,x,y) sont représentées par les couples (X1,y;) €t (X2,y2). On note
par @, et @, respectivement les pentes de la tangente a I'élément, a la sor -
tie des noeuds 1 et 2. L'utilisation de trois coordonnées X, y, €t ¢y €n
chaque noeud permet une meilleure approximation de la courbe a décri-
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re, en particulier de sa longueur et de ses courbures.

1

fig. IV-2 Représentation dans le plan d'un é€lément de la coque

On considére une variable de référence notée &, appartenant a 1'inter-
valle [-1,+1], elle prend la valeur -1 au noeud 1 et +1 au noeud 2. Par
rapport 4 une approximation classique par éléments finis, nous avons
d'abord le probléme d'une géométrie qui n'est completement caractérisée
par les données nodales (X,Yq®o)- Nous proposons de réaliser une esti-
mation de cette géométrie par approximations successives. Dans un pre-
mier temps, nous supposons que I'élément de coque est rectiligne, donc la
longueur de 1'€lément est donnée par une combinaison linéaire entre les
coordonnées des noeuds. On obtient alors l'arc de courbe ds au premier
ordre 1, en fonction de la variable de référence:

(ds/dE)?; =1/4](xp-X,)2+(yo-y1)?] =8P (IV-9)

Ensuite on essaie d'approcher 1'équation de la courbe grace a une in-
terpolation par polyndme d'Hermite & partir des valeurs nodales de x(&),
x'E€), y(&), y'(&) en sachant que:

x'=dx/d€= cos@.ds/d§ et y'=dy/dE= sin@.ds/d§ (IV-10)

Comme ds/d€ n'est pas connue exactement, on reportera son approxi-
mation 2 1'ordre 1. On construit aussi successivement les valeurs nodales

de x'(€), y'€), puis la premiére approximation de la courbe et la seconde
approximation de ds/d&:

X'g= COSQPquST Yo = SINQyS'T. (IV-11)
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x; (€)=1/4(N x1+Npx'1+N3X2+NyX'5), ¥1 (§)=1/4(N1Y1+N2}2'11‘*]'1\{32};2+N4Y'2)

(dS/dg)ZH =(dXI /dg,):2 +(dyH /dé)2 =S'H2 (IV-13)

ou N; (i=1.4) sont des fonctions d'Hermite (voir Annexe, (A-2)). On arré-
te le processus a l'ordre 11, et on accepte la longueur de I'€lément donnée
- par l'expression de ds:

(dS/d(t,)ZIH = (dXH /d(t,)2 +(dYII /d&)2 =S'HIZ (IV-14)

ol Xy et yy sont de méme nature que (FV-12), seulement il faut remplacer
dans (IV-11), s'; par s';. Dans la suite de notre étude, on identifie Xy, yni
et s'pp; respectivement 2 x(§), y(€) et s'(§). Ceci permet d'avoir une ap -
proximation des courbures principales en fonction de la variable de réfé-
rence §. On rappelle que les expressions explicites des deux courbures
principales pour une coque de révolution sont les suivantes:

C=(y"X-y'x")(x2+y' D32 Co=l/x [y/xHyH]  (AV-15)

Ces approximations nous permettent de mettre en oeuvre l'intégration
numérique. En effet, une surface moyenne élémentaire dQe fig. IV-3, de
l'une des coques de révolution étudiées ayant pour frontiere la longueur
de 1'élément s'écrit:

+1
dQ. = rdsd® =x(§)s'd€d6 = Q. =271:j x(&)s'd§ (IV-16)
-1



fig. IV-3 Surface moyenne englobant un élément de discrétisation
de la coque de révolution

IV-3-2 Approximation du champ de déplacement {u}

A cause de la symétrie de révolution existant dans les structures €tu-
diées, on suppose le mode de flambage {u} de la forme:

u; = Uj(s)e™® uy =iUy(s)e™ et w=W(s)e™  (IV-17)

ot U;, U, et W ne dépendent que de l'abscisse curviligne s, et ou n est le
nombre d'ondes circonférentiel. On prend des variations du champ de dé-
placement {du}, telles que le produit {8u}T{u} soit réel et ne dépend que
de s. On obtient alors:

Suy = 8U (s)e™®  Bu, =-i8Ux(s)e™® et w=8W(s)e’®® (IV-18)

On considére que les composantes tangentielles du champ de déplace-
ment {U}, donné par U; et U, sont combinaisons linéaires des déplace -
ments respectifs aux noeuds. Par contre le déplacement suivant la normale
a la surface moyenne, W, est représenté par des fonctions d'Hermite des
déplacements normaux aux noeuds. A partir de ces deux hypotheses, le
champ de déplacement {U} aux noeuds est interpolé par les fonctions
polyndmes:

U, =[(1-€)2] Up+{(A+6)2) Uy, Uy ={(1-6)/2]U5+[(14€)/2] Uy,
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W = (1/4)[N,W +Nos'W 1 1 +N3W o+ Nys'Wj ] (IV-19)

o Ugyg est le déplacement U, au noeud g, W, représente le déplacement
normal 2 la surface moyenne de la coque, au noeud o, fig. V-4. Les gran-
deurs Ny, N, N3, et N, définissent les fonctions d'Hermite, données en
Annexe, relation (A-2), et s' est la dérivée par rapport a la variable de ré-
férence E de l'arc de courbes (IV-14).

Ui2
U22
W2
Wa2,1| 2

Un

U2i
14 (Wi

Wi,1

fig. IV-4 Représentation des déplacements au niveau de chaque noeud
de I'é1ément issu de la discrétisation de la coque de révolu-
tion

Dans les relations de la théorie de D.M.V, (voir relation (IV-3)),
apparaissent les dérivées premiére et seconde (ici seulement par rapport a
s, d'apreés (IV-17) et (IV-18)), des déplacements U, et W. On détermine
donc, ces dérivées de U, et W (IV-19) par rapport & I'abscisse curviligne
s, en fonction des déplacements aux noeuds Ugg et W, par des fonctions
polyndmes en effectuant leurs dérivées successives par rapport a la varia-
ble . On obtient, ainsi les dérivées successives de Uy et W par rapport a
s:

Uy 1= (1/28YU05; +(1/28) Uy Uj. 1 = (-1/25)Uq; +(1/28)U»,
W,l =(1/4)[B 1W1+B2W1,1+B3W2+B4W2,1]
W,ll =(1/4)[D1W1+D2W1,1+D3W2+D4W2,1] (IV-20)

On remarque qu'en effectuant les dérivées successives du déplacement
normal W, on obtient des polyndmes en & longs a écrire. On pose et on
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note par B;, By, B3, By, Dy, D;.Dset Dy des fonctions de €, qui sont con -
tenues dans les deux derniéres expressions de (IV-20). Ces fonctions sont:

B,=N,”s' B,=N,+N,s"/s' B3=Ns's' B,=N+Nys"/s’
D;=N,"/s? - N;'s"/s"? Dy=N,"/s'+N,'s"/s2+N,s""/s'2 -N,s"2/s"

D;=N;"/s2 -Nj's"/s" D,=N,"/s'+N,'s"/s 24+ N 8" /52 -Nys"2/s'
(IV-21)

Les quantités N;' et N;" (i=1,4) sont les dérivées premicre et seconde des
fonctions d'interpolation d'Hermite N; (voir Annexe, (A-3)). s', s" et s"
sont les dérivées successives de s par rapport a . Sachant que
s'=[x"2+y?]172, ( i IV-13 btient 1 i de s"

= y , (expression ( )), on obtient les expressions de s" et

S

1 " 1] "

$" = (XX"+HY'Y")s et U=y ZHxx"Uy'y"-s" s (IV-22)
ou x', x", x", y, y" et y"' sont les dérivées successives de x et y par rap-
port 2 la variable de référence &.

Pour garder une notation courante, dans le calcul éléments finis, on
note par {q}¢ le champ de déplacement élémentaire aux noeuds dont ses
composantes sont définies par:

{q}e={U11,Up . W, W 1, Upp, Uy, Wp, Wy 1} (IV-23)

ou la partie de gauche du second membre de la relation ci-dessus, concer-
ne le noeud n° 1 et celle de droite, le noeud n°2.

IV-3-3 Mise en équations en éléments finis

Le calcul du flambage plastique en éléments finis sur le modele de dé-
placement fait intervenir le lien entre le champ de déplacement le long de
'élément {U}¢, le champ de déplacement élémentaire aux noeuds{q}° et
la loi de comportement plastique sous une forme discrétisée au niveau
d'un seul élément de la coque de révolution. D'apres les approximations
faites précédemment sur le déplacement on peut écrire ce lien sous la
forme: {U(E,)}":[Bd(E_,)] {q}¢ou [BY] est la matrice de passage faisant inter-
venir les polyndmes d'interpolation (voir Annexe, tab. A-2). Dans notre
étude, c'est la formulation en vitesses de déplacement élémentaire {U}°et

en variation de déplacement élémentaire {6U} donnée en Annexe (formu-
les (A-4) et (A-5)), qui nous intéresse. Pour cela on formule ces relations
en fonction du champ élémentaire de vitesses aux noeuds {q}° et de la va-
riation du champ de déplacement élémentaire aux noeuds {8q}°,(voir
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(A-6) et (A-7)), de la maniere suivante:
{U)e=[B%){q)® et {SU}e=[BY{8q}* (IV-24)
On peut aussi lier le taux de déformation élémentaire {é}e, défini par:

(€}°={V11Y22:2Y12:K11:K22:2K 12} T (IV-25)

avec le champ {q}® par une autre matrice de passage notée par: [B], dont
les composantes (voir Annexe, tab. A-1), sont d'autres coefficients dépen-
dant de la variable &. Il en est de méme pour le vecteur variation des dé-
formations {d¢}. Cette liaison est:

{e)e=[B]{q}* et {e}°=[B}{8q)° (IV-26)

Le comportement plastique du matériau peut se mettre sous une forme
matricielle, pour un élément de la coque, a partir des théories de la plast-
cité décrites précédemment. En effet, en notant par {6 }¢ le vecteur taux
de contrainte élémentaire, défini par:

{d Je={ NI N@2). N(IZ)’M(I1),M(22),M(12)}T (IV-27)

on trouve une relation entre les vecteurs {G}° et {€}° en utilisant les ex-
pressions (IV-6) du comportement en membrane et en flexion, qui est :

(6}e=E[C]{e}*  (IV-28)

ol E est le module de Young et [C] est une matrice décrivant le compor-
tement du couple membrane flexion; cette matrice dépend de 1'épaisseur h
de la coque et des modules instantanés bidimensionnels adimensionnalisés
[H]. L'expression de [C] est:

h(H] [0]

C)= IV-29
IC] [0] h/12[H] ({v-29)

On a vu que la caractérisation de la charge critique se raméne a 'an-
nulation de la forme bilinéaire (IV-8). Cette forme bilinéaire sur la
structure se décompose sur les éléments de la manicre suivante:
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J 0y} )T sy ) +B2HI K} TSR} +
Qe

PEI1/2G,) w (13w +(1/2G;) @ W, 8 W) ]]dQe=0 (IV-30)

En utilisant les définitions attribuées aux vecteurs taux de contrainte et
a la variation des déformations, les deux termes qui constituent cette ex-
pression, peuvent étre respectivement reécritsous forme matricielle:

(8y) T(R(H] {y}-+{8x) T{ (h¥/12)[H] {x}=1/E(3e)T{c}
(1/2C2)8W,(1)V§./,(1)+(1/2C2)a 8Wg(2)\;”(2)= (1/2C2)8’Y(1 1)+

(12C)adyp (IV-31)

ol les quantités 8y(j)et Y2z sont obtenues en remplagant dans la rela-
tion (IV-5) w et dw par leurs expressions respectives données par les
formules (IV-17) et IV-18). En fonction du champ de déplacement é1é-
mentaire{ U}, ces quantités peuvent s'écrire sous la forme matricielle
suivante:

&Y ={8U}T[D° [{U}®
8Y22={8U}T[DO]{U}* (IV-32)
ol les matrices [D°;], [D°,] sont construites & partir de la théorie des co-

ques utilisée (théorie de D.M.V.) et 1a nature du chargement de la structu-
re. Les composantes de ces deux matrices sont définies en Annexe.

A l'aide des égalités (IV-31) puis en introduisant les relations (IV-24)
a (IV-29), 'expression (IV-30) peut se mettre sous la forme ci-dessous:

T . < e
{&1}(] B] (C) BML, {a}  +[(p/E)(112C,) [BY [D°1 [B*] Q2. ()
Q.

[ nopamst o @ e
* Q(uzcz)a[B“] [D2] [B°] dQe {q}*]) (IV-33)
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A cause de la symétrie de révolution de la structure et du chargement
la forme intégrale de surface peut étre réduite a une intégrale de ligne. En
introduisant l'expression (IV-15) dans (IV-30), on peut effectuer cette in-
tégrale de ligne par une méthode numérique. On note par [k']°: la matrice
de rigidité tangente élémentaire de la structure étudiée et par [k°]° sa ma-
trice de rigidité géométrique élémentaire, on obtient les expressions
suivantes:

+1
[k']° = J‘ [BIT[C][BIx(E)s'(E)dE
-1

+1

[k°)°= J (11/2Cz)[Bd]T[D°1][Bd]X(i)S'(i)d§+

+1
j (1x)(12C)a[BUTD%IBxE)s'€)E  (IV-34)
-1

Pour étendre le probléme a toute la structure étudiée, on assemble les
matrices de rigidité tangente et géométrique élémentaires de tous les él1é-
ments de la structure. On définit ainsi, une rigidité globale tangente [K'] et
une rigidité géométrique globale [K®] de cette structure auxquelles on as-
socie un champ vecteur vitesse total noté {Q}, relatif & I'ensemble des
éléments de la structure. La résolution du probleme de flambage plastique

de la coque de révolution sous une pression interne p, par la méthode des
éléments finis s'écrit:

([K']+ (p/E) [K°]) {Q} =0 (IV-35)
V-3-4 Maillage des coques torisphérique et elliptique

Nous avons vu, précédemment que ces coques SOus pression interne
flambent localement, pour cela nous allons mailler finement sur les par-
ties ou aura lieu l'instabilité, (une centaine d'éléments au niveau des zones
torique, sphérique et elliptique). Par contre sur la partie cylindrique on
conserve quelques éléments (une dizaine). C'est le maillage donné par la
fig. IV-5.
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fig. IV-5 Maillage des coques torisphérique (a) et elliptique (b)
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IV-3-5 Algorithme de résolution des problemes aux valeurs
propres

L'équation (IV-35) a résoudre est un probleme de valeurs propres en
p/E et de vecteurs propres associés. Les matrices [K'] et [K°] dépendent du
nombre d'ondes circonférentiel n. De plus, la matrice de comportement
[C] (voir relation (IV-29)), dépend du chargement, donc la matrice tan-
gente globale [K'] en dépend aussi. Ceci permet de dire, que le probleme
(IV-35) est un probléme de valeurs propres non-linéaire. A cela, s'ajoute
l'effet de la plasticité (évolution de la matrice de comportement en fonc-
tion de la pression) et de la complexité de la géométrie des structures a
étudier: coques torisphérique et elliptique. Ainsi, on a a résoudre 'équa-
tion (IV-35), a chaque étape du chargement (a chaque incrémént de pres-
sion). On aura donc, a effectuer une série de calculs numériques de va-
leurs propres non-linéaires et vecteurs propres associés de (IV-35), qui
nécessitera un temps machine important, pour la résolution.

L'outil numérique, qu'on utilisera pour cette résolution des problémes
(IV-35) est un programme COQ, qui existe dans notre Laboratoire.
L'existence de l'instabilité locale au niveau de ces structures nous a amené
a modifier un certains nombre de routines dans notre programme d'ori-
gine COQ, qui était destiné exclusivement a la résolution des problémes
de vibration ou la matrice de rigidité géométrique est toujours définie po-
sitive. Cette difficulté a été€ contournée tout en conservant l'ossature prin-
cipale du programme, en introduisant dans 1'équation numérique un déca-
lage spectral (encore appelé shift) sh® ce qui permet de rendre la matrice
de rigidité globale définie positive. A partir de cette considération la rela-
tion (IV-35) peut se mettre sous la forme:

([KY + (p/E)K®] + sh°[I] - A[I1) {Q} = 0 (IV-36)

ou [I] est la matrice unité. Pour chaque nombre d'ondes n, la pression cri-
tique p(n) sera obtenue lorsque la plus petite valeur propre A sera proche
du décalage spectral sh®. On peut ensuite tracer la courbe de stabilité neu -
tre (n,p(n)) dont le minimum donnera la pression critique. En pratique,
on a choisi comme valeur de sh®, la plus petite valeur propre de A obtenue
a partir de 1'équation ci-dessus, pour p/E=0 et un nombre d'ondes circon-
férentiel arbitrairement choisi: n,=20, (sh®>=minA(0,n,)).

V- RESULTATS NUMERIQUES

Pour valider le programme COQ on a calculé la charge critique de
flambage élastique de certaines structures connues (cylindre, cone et sphe-
re sous une pression hydrostatique p), et nous avons comparé avec des ré-
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sultats connus dans la littérature [S3], [S4], [Z2].

Le plus important pour notre étude, ce sont les résultats obtenus dans le
flambage local des coques torisphérique et elliptique, que nous allons ana-
lyser dans le prochain paragraphe. Ces résultats relatifs a chaque type de
structure, permettent de discuter l'influence de la géométrie et du com-
portement plastique utilisé. On a aussi fait un calcul de flambage élastique
de ces coques de révolution sous pression interne afin de comparer le di-
mensionnement de ces structures dans les deux cas: élastique et plastique.

V-1 Flambage élastique des coques simples sous pression
hydrostatique

On prend comme premier cas, une coque cylindrique de rayon R de
longueur 1. et d'épaisseur constante h, sous une pression hydrostatique p,

fig. V-1.
* +

> - )
h
- -
k
- -
L

bor

fig. V-1 Coque cylindrique sous pression hydrostatique

On rappelle que la premiére courbure principale C, est nulle et la se-
conde C, vaut 1/R. Cette pression développe un état de membrane défini
par les contraintes 6 et Og de valeurs respectives p/2hC, et p/hC,. Pour
des données géométriques a savoir les rapports: R/h et 1/R, et certaines
conditions aux limites imposées, on obtient les valeurs de la pression cri-
tique, voir tab. V-1, qui collent parfaitement avec les valeurs de référen-
ce. Un exemple de mode de flambage élastique est donné fig. V-2.
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(p/E)x(W/R)x10%*3 avec R/h=100

Conditions aux limites

W=W,,=U_=0 wW=W, =U=0 =0
) 2 ) I ]
/R CcoQ SOBEL CcoQ SOBEL
0.5 2.1057930(11) 2.1063¢(11) 2.8506328(12) 2.851(12)
0.6 1.7147183(10) 1.715(10) 2.2821941(11) 2.282(11)
1. 0.98392315(8) 0.9838¢(8) 1.3062210¢(9) 1.306(9)
1.5 0.64176064 (7) 0.6417(7) 0.86890341 (8) 0.8688(8)
2. 0.47449438 (6) 0.4744(6) 0.65537803(7) 0.6552(7)
3. 0.31327886(5) 0.3132(5) 0.44458537(6) 0.4444(6)
4. 0.23962296(4) 0.2385(4) 0.33525458(5) 0.3351(3)
6. 0.16791238 (4) 0.1679(4) 0.22902351 (4) 0.2288(4)
8. 0.11586503¢(3) 0.1158(3) 0.17590300(4) 0.1758 (4)
10. 0.096813744(3) 0.09678(3) 0.14469288(3) 0.1445(3)

(~) est le nombre d’ondes

tab. V-1 Comparaison des résultats entre Sobel[S3] et COQ

coque cylindrique avant flambage flambage de la coque cylindrique

fig. V-2 Mode de flambage élastique d'une coque cylindrique sous
pression hydrostatisque

Dans le cas d'une coque tronconique de géométrie décrite par la fig.
V-3, d'épaisseur constante h, et se trouvant dans les mémes conditions de
charge que la premiére structure, il existe aussi un état de membrane dé-
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fini par o et Op, seulement cette fois ci la seconde courbure principale est
variable: C,=cosa/r(s).

fig. V-3 Géométrie de la coque tronconique

Pour un rapport de Ry/h et des conditions aux limites fixées, on obtient les
pressions critiques élastiques de cette coque tab. V-2, qui collent encore

avec les données de la littérature. La représentation du mode de flambage
est illustré en fig. V-4.

(p/E)x10**6 R;/h=100 R,;=100
Conditions aux limites RF;: W=W =0, RF,: W=W ;=U =0
RF3: % =W’1=V =0, R.F4: W =W’1= U =V=O

(o]
a RF1 RF2 RF3 RF4
0. 26.322390(11) 27.978458(12) 26.524799(12) 28.506378(12)
26.32(11) 27.981(12) 26.52(12) 28.51(12)
10. 25.822085 (12) : 24.533142(12) 26.409107(12)
25.94(12) 24.61(12) 26.49(12)
30. 18.776451(12) 19.644365(12) 18.937154(12) 20.141403(13)
18.83(12) 19.72(12) 18.97(12) 20.19(13)
85. 1.3278548(9) 1.3290903(M 1.3307065(9)
1.326(9) 1.328(9) 1.329(9)

COQ: valeurs supérieures, Singer: valeurs inférieures; (-) nombre d“ondes circonférentiel
tab. V-2 Comparaison entre les résultats de Singer[S4] et COQ




coque tronconique avant le flambage coque tronconique flambée

fig. V-4 Mode de flambage élastique d'une coque tronconique sous
pression hydrostatique

Enfin la derniére structure testée par notre programme COQ est une
sphére, de rayon R, d'épaisseur constante h qui sous pression externe p,
développe aussi un état de membrane oll les contraintes G et 0g sont €ga-
les (6,=p/2hC,car les deux courbures principales sont égales:
C,=C,=1/R). Le calcul de la pression critique élastique donnée par COQ
a pour expression, pour un nombre d'ondes circonférentiel critique €gal a
6: p/E=1.21(h/R)2. Ce résultat est le méme que celui donné dans la réfé-
rence [Z2]. Le mode critique correspondant est dessiné en fig. V-5.
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fig. V-5 Flambage de la coque sphérique sous pression externe[Z2]

On remarque que tous ces résultats sont établis en identifiant les modules
tangent E, et sécant E; au module élastique E dans la matrice des coeffi-
cients [H] du comportement plastique.

V-2 Flambage des coques torisphérique et elliptique

Ayant validé notre programme éléments finis COQ en élasticité, on
s'intéresse alors aux résultats du flambage élastique et plastique des coques
torisphérique et elliptique sous la pression interne p. Ces résultats sont ob-
tenus a partir d'un état de contrainte calculé en théorie de membrane. La
géométrie de ces coques est la méme que dans 1'article de Galletly[G1].

V-2-1 Coque torisphérique

Le calcul élastique de la pression critique de flambage est obtenu, en
prenant un comportement élastique du matériau. Dans ce cas les compo-
santes de la matrice [H] gardent des valeurs constantes et les parametres
qui varient sont la pression et le rapport lié aux deux courbures principa-
les a.. Le graphe de la fonction p/E(n) représentant la courbe de stabilité
neutre fig. V-6, nous donne la pression critique élastique et le nombre
d'ondes circonférentiel critique associé. Le mode de flambage correspon-
dant a ce résultat élastique fig. V-7, s'étend sur la partie torique et atteint
son maximum prés de la jonction tore-sphere. Ceci explique le phénome-
ne d'instabilité locale sur ce type de structure. Cet aspect est mis en évi-
dence par la représentation spatiale de ce mode fig. V-8.
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fig. V-6 Courbe de stabilité neutre élastique (v=0.3) d'une coque toris-
phérique de géométrie: R=68.58mm, 1.=41,148mm, R;=27.94,
R=137.16mm et h=0.127mm et sous pression interne p
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fig. V-7 Allure du mode de flambage élastique de la coque torisphérique
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fig. V-8 Représentation dans 1'espace du mode de la coque torisphéri-

que

Dans le cas du flambage plastique, on a deux types de résultats, car on
utilise les deux lois de plasticité décrite dans le début de ce chapitre. La
matrice [H] n'a plus ses composantes constantes lorsque la pression croit et
donne une déformation € supérieure a la déformation élastique imposée
g,. On voit alors apparaitre le module tangent E, et le module sécant E en
plus de l'influence de la géométrie de la structure mesurée par le rapport
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o(s).

En traitant le flambage plastique sur le modele de la théorie incrémenta-
le, on constate qu'il y a seulement la géométrie de la structure et le modu-
le tangent E, interviennent dans le comportement [H]. On rappelle que E,
garde une valeur constante d'apres la courbe contraintes-déformations uti-
lisée. On s'apercoit que lorsqu'on dépasse la limite €y, les composantes de
la matrice des coefficients de comportement [H] commencent a diminuer
et deviennent ainsi inférieures a celles du cas élastique, sauf pour la com-
posante représentée par H33 qui conserve sa valeur élastique. En particu-
lier le coefficient de la rigidité de la structure dans la direction circonfé-
rentielle (direction de la compression): H22, voit sa valeur inférieure 2
1/(1-v?). Cette chute de modules débute quand en un point de la structure
le rapport €,/¢ devient inférieur a I'unité. Ce point correspond a la valeur
maximale en valeur absolue du rapport o entre les contraintes circonfé-
rentielle et radiale. Cette réalité est confirmée par la courbe de stabilité
neutre fig. V-9, donnant une pression critique plus petite que celle relati-
ve a l'élasticité. Le mode de flambage plastique reste aussi local avec ce
modele de plasticité.

2 ]IIIIII'ITIIIIIIIIII T 1T 1T T T 1T T 71 T ¥ 17
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Nombre d'ondes circonférentiel n

1.8

1.2

Pression de flambage (p/E)x10**6

fig. V-9 Courbe de stabilité¢ neutre en théorie incrémentale, E/E=591,

€,=1.18x10" -3, dans le cas de la coque torisphérique de géométrie:
R=68.58mm, 1—41 148mm, R=27.94mm, R=137.16mm et h=0.127mm

Lorqu'on passe au second modele de plasticité a savoir la théorie de dé-
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formation du J,, on rappelle que les deux modules E et E interviennent
dans le comportement décrit par [H], en plus du rapport 1ié¢ aux deux
courbures principales o. L'inégalité existante entre ces deux modules et le
module d'Young (voir paragraphe III-2-2) montre que le terme H* est
plus petit que celui de la loi incrémentale, ce qui explique que la valeur de
la pression critique de flambage fig. V-10 obtenue par ce modele est plus
basse.

0-92 i T T T 1l T T I T | T T 1 T T T T 1 ! 1 1 1 T T T T 1 i
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0.88
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0.84

0.82 +

Pression de flambage (p/E)x10**6

0 8 I 1 1 1 1 I 1 1 1 i l 1 ). 1 1 o 1 1 1 ‘ 1 1 L 1 1 1 ] 1
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Nombre d ondes circonférentiel n

fig. V-10 Courbe de stabilité neutre en théorie de déformation du J,
E/E=591, ey=1.18x10'3, dans le cas de la coque torisphérique de géomé-
trie; R=68.58mm, 1.=41,148mm, R,=27.94mm, R=137.16mm et
h=0.127mm

11 est nécessaire de remarquer que dans la deuxiéme loi de la plasticité,
le module sécant dépend de la pression p. Par conséquent [H] en dépend
aussi. Par contre dans la premiére loi, seule la géométrie de la structure
intervient dans [H]. L'effet de la plasticité sur la structure est aussi le
méme dans les deux lois (début de plastification et ruine de la structure).

En regroupant sur la fig. V-11, les résultats élastique et plastique du
flambage de la coque torisphérique sous la pression interne p, on a l'iné-
galité suivante des pressions critiques relatives aux trois théories:

(p /E)éla > (P /E)inc S (p /E)déf (V- 1 )
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ol les exposants éla, inc et d¢f désignent respectivement les théories: élasti-
que, incrémentale et de déformation.
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fig. V-11 Les courbes de stabilité neutre dans le cas d'un comportement
élastique (v=0.3) et plastique: loi incrémentale (fig. V-9) et loi
de déformation (fig. V-10), de la coque torisphérique sous

pression interne p et de géométrie donnée précemment.

Dans notre étude, on s'est intéressé a un seul spécimen parmi les co-
ques torisphériques, testées par Galletly[G1],[B7], tab. V-3, en gardant
'épaisseur h constante sur toute la structure et égale & sa valeur nominale:
h=0.127mm. Or dans les résultats donnés dans tab. V-4, on tient compte
du fait que 1'épaisseur h est variable, comme indiqué a la fig. V-12. Il en
résulte que notre analyse n'est pas parfaitement comparable avec les cal-
culs de Galletly.
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Buckiing BOSORS buckling predictions
test
Geometry results Elastic-plastic Elastic
. . 6
Specimen  Tested by Material tn(mm) Ry/tn Ryt Rty L.IR, ®erlE} X 10 Flow theory Deformation Linear Nonlinear
i i theory

Al Galletly Alumium 0.127 540 220 1080 0.6 8.25 8.93 (45)2 8.93 (45) 5.7 (50) 13.7 (50)
A2 Galletly Aluminum  0.254 270 110 540 0.6 20.87 21.36 (21) 20.90 (25)
A3 Galletly Aluminum  0.254 270 110 540 0.6 21.84 22.91 (25) 21.34 (29) 24.0 (37) No buckli
MS1 Galletly Mild Steel  0.127 540 220 1080 0.6 4.23 1.47 (30-40) 4.0 (55) 6.9 (55
MS2 Galletly Mild Stee!  0.127 540 220 1080 0.6 2.60 1.17 (30-40) 1.67(65) 4.3 (5%
MS3 Galletly Mild Steel  0.127 540 220 1080 0.6 2.73 2.00(27) 1.73 (27) 5.01(50) 10.77 (50)
MS4 Galletly Mild Sieel  0.127 ~ 540 220 1080 0.6 2.50 1.77 (28) 3.4 (55) 8.3 (50)

tab. V-3 Coques torisphériques testées par Galletly[G1],[B7]

THICKNESS/NOMINAL THICKNESS
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fig. V-12 Variation de 1'épaisseur dans les spécimens de coques toris-

phériques testés par Galletly[G1]
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Valeurs de (p/E)xlO6 et le nombre d'ondes circonférentiel (n)
CODE . Théorie de déforma-
Elasticité Théorie incrémentale | .7 1o
3.105(50) 1.251(45) 0.83(35)
Programme
CcOoQ 3.16(55) 1.384(30)
Bosor5 3.4(55) 1.77(28) pas de résultat donné

tab. V-4 Pressions critiques de la coque torisphérique en théorie de
membrane comparés a ceux d'une coque type MS4.

On s'apercoit qu'il y a effectivement un écart entre nos résultats et ceux
de Galletly. Cet écart est d'environ 10% en élasticité, ce qui est raisonna-
ble compte tenu de cette variation d'épaisseur ainsi que des incertitudes
sur les données du calcul effectué par le code Bosor5. En plasticité I'écart
est un peu plus grand, mais le flambage plastique des coques testées ici est
trés sensible par rapport aux données. Des écarts analogues[G3], ont sou-
vent ét€ observés entre des codes sérieux, comme on le voit sur le tableau
V-4, car les facteurs de géométrie influent beaucoup.

p., = imernal buckling

Saclay Malterial Approx. pressure, MPa
modc] of shell Oyp. Pespi — Poosos s
No. wall MPa - CEASEMT BOSOR $§ Expt. Pespr
Head 1 Carbon 235 0.28 037 0.48 +23%
' sieel (36)°
Head 2 ~Carbon 305 0.59 0.74 0.80 +8.1%
sieel (32)
Head 14 Stainless = 350 0.26 0.30 0.36 +16.75
sieel (curved (62)
s1ress-sirain
diagram)

* Figures in parentheses are the predicied number of circumlierential waves a1 buckling.

tab. V-5 Modeles de coques elliptiques du C.E.A. analysés par les
codes CEASEMT(Saclay) et BosorS(Liverpool)




- 76 -

V-2-2 Coque elliptique

On analyse cette structure tout en gardant le méme rayon R et 1a méme
épaisseur de la coque précédente, ol R devient la longueur du grand axe
a, de T'ellipse. On se contente de donner les pressions critiques de flamba-
ge plastique relatives aux lois plastiques utilisées, concernant un type de
coque elliptique dont le rapport entre le grand axe a et le petit axe b, de
l'ellipse est égal a 2.

En effectuant un calcul de flambage élastique, de cette structure, on
trouve la courbe de stabilité neutre p/E(n), donnant la pression critique de
flambage, fig. V-12.
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fig. V-12 Courbe de stabilité neutre élastique (v=0.3), de la coque ellipti-
que sous pression interne et de géométrie: a/b=2, R=68.58mm,
h=0.127mm et 1.=25.4mm

Le mode de flambage correspondant a cette pression critique €élastique
est représenté par la fig. V-13-(a). Son allure nous montre, que ce mode
s'étend seulement sur une partie de la région elliptique. Ceci est da a la
variation des deux courbures principales C; et C, dans cette région. La va-
leur maximale du mode se situe prés de la jonction cylindre-ellipse. Une
autre étude similaire sur le flambage local de ce type de structure[B7],
montre que le mode de flambage de la coque elliptique, s'étend aussi sur
la méme région fig. V-13-(b). La fig. V-14, nous illustre I'aspect du
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mode local pour ce type de structure.
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fig. V-13-(a) Mode de flambage élastique d'une coque elliptique sous
pression interne, donné par COQ
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fig. V-13-(b) Mode de flambage élastique de la méme coque, calculé
par Bosor5[B7] (ici tes

fig. V-14 Représentation spatiale du mode de flambage €lastique
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Pour la coque elliptique, on peut faire les mémes remarques que dans
le cas du flambage plastique de la coque torisphérique. En effet on note
aussi une diminution des coefficients de comportement en utilisant la
théorie incrémentale ou la théorie de déformation du J, par rapport au cas
élastique. On trace les courbes de stabilité neutre correspondantes aux
deux modeles plastiques utilisés fig. V-15 et V-16, en utilisant la limite
élastique €, de la courbe contraintes-déformations considérée (fig. V-III,
paragraphe III-1) en choisissant un module tangent E,, donné par le rap-
port: E/E=6[B6].
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fig. V-15 Courbe de stabilité neutre en théorie incrémentale avec
E/E=6, d'une coque elliptique a/b=2 et sous pression interne
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fig. V-16 Courbe de stabilité neutre en théorie de déformation du J, avec
E/E=6 d'une coque elliptique a/b=2 et sous pression interne

A la valeur de la pression critique de flambage plastique, on a tracé
fig. V-17, I'évolution des deux composantes H!! et H*? de la matrice des
coefficients de comportement [H], le long de la partie plastifiée du méri-
dien de la coque elliptique. On s'apergoit, quand H?? croit, H!! décroit. Le
point d'intersection des courbes H!!(s/R) et H?2(s/R) situe le lieu ol le
mode de flambage atteint sa valeur maximale. Cette variation inverse
entre H!! et H2 est aussi signalé dans la littérature[B6]. Cette évolution est
diie & la variation des courbures principales dans les expressions de H!! et
H?2 (voir par exemple: relation (I11-13)).
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fig. V-17 Evolution des coefficients H!! et H? 2 la pression critique de
flambage plastique, le long de la zone plastifiée, en théorie
incrémentale avec E/Et=6, v=0.3; d'une coque elliptique sous
pression interne et de géométrie: a/b=2, 1.=25.4mm,
h=0.127mm, a=R et R=68.58mm

En étudiant la coque elliptique, on s'est intéressé a l'influence de sa
géométrie sur la pression critique de flambage. On rappelle, que cette
géométrie est définie par le rapport a/b, des axes de I'ellipse. On effectue
alors, un calcul de flambage élastique en prenant deux valeurs consécuti-
ves du rapport a/b, fig. V-18. On remarque que la pression critique dimi-
nue, lorsque le rapport a/b augmente. On a vu précédemment que la con-
trainte circonférentielle 64 qui dépend des courbures principales de l'el-
lipse et par conséquent de a/b, (voir relations (II-3) et (II-6)). Ce résultat
est donc df, 2 I'augmentation de Gg qui croit en valeur absolue pour des
valeurs de a/b de plus en plus grandes.
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fig. V-18 Courbe de stabilité neutre élastique en fonction de la forme de
l'ellipse (rapport a/b des axes de l'ellipse ot a=R, R=68.58mm,
1,=25.4mm et h=0.127mm avec v=0.3)

V-3 Conclusion

Les résultats numériques du flambage des coques étudiées, en €léments
finis, avec un état précritique obtenu de membrane, montrent qu'un di-
mensionnement de telles structures sous pression interne, ne peut se faire
que dans le domaine plastique. En effet, la valeur numérique dans le cas
élastique, surestime la pression critique, mais il semble que la théorie de
déformation du J, se rapproche davantage des résultats expérimentaux que
la théorie incrémentale. Du point de vue de la résistance au flambage sous
pression interne, la coque elliptique s'adapte mieux a ce type de sollicita-
tion que la coque torisphérique, le tab. V-6, nous montre sur un exemple
de flambage des deux coques de méme géométrie de base (ici mémes
épaisseur h et rayon de base R), les pressions critiques respectives.
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Valeur de(p/E)x10°

COQUE (n) est le nombre d'ondes circonférentiel

torisphérique
avec: 3.10 (50)
le=41.148mm o

elliptique

avec:
lc =25.4mm 8.77 (75)

tab. V-6 Pressions critiques élastiques des coques étudiées sous pression
interne avec R=68.58mm, h=0.127mm et a/b=2

En général, ces coques présentent un nombre d'ondes circonférentiel
élevé, par rapport aux coques classiques: cylindre, sphére ou cone. A
cause de la complexité géométrique des structures étudiées, on peut ad-
mettre une certaine marge d'erreur. Dans tout qui suit, on n'étudie que la
coque torisphérique. On a vu que cette coque sous pression interne, pré-
sentait un flambage local. Ce flambage était di a la contrainte circonfé-
rentielle 0y, obtenue en théorie de membrane, (voir (II-3)).

Nous allons dans la suite apporter une modification au niveau de Gy et
on conservera l'autre contrainte G, calculée aussi en théorie de membra-
ne. On effectuera le méme calcul élements finis (équation (IV-36)), pour
déterminer la pression critique de flambage dans le cas élastique et plasti-
que, tout en tenant compte de cette modification. On commentera ensuite,
les résultats numériques obtenus, avec ceux déja connus (résultats précé-
dents: sans modification de Gg).

V-4 Résultats numériques avec modification de la con-
trainte circonférentielle, de la coque torisphérique

Vu la complexité géométrique des coques torisphérique et elliptique,
on a choisi de traiter le probleme avant flambage en théorie de membra-
ne, mais il s'avére que cette théorie seule, ne suffit pas a analyser ces
structures. L'effet de la flexion a une grande influence sur ce type de
structure et la plupart des auteurs[G1], [G6], en tiennent compte. En
effet, I'exemple fig. V-19[G6], sur 1'étude d'une coque torisphérique,
montre que l'influence de la flexion a tendance a diminuer la grandeur de
la contrainte circonférentielle de membrane "au voisinage" de la jonction
tore-sphere.

Généralement, le calcul de la flexion est effectué par un calcul nonli-
néaire en préflambage, mais pour ce type de coque, sa formulation va
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compliquer davantage nos expressions de flambage. Pour cela on propose
une maniére de tenir compte de la flexion en évitant ce calcul de préflam-
bage. Nous nous intéressons donc dans tout ce qui suit qu'a la coque toris-
phérique décrite dans les paragraphes précédents. Nous introduisons donc
ce phénomene de flexion par le biais d'une fonction f(s), seulement dans
la contrainte de membrane Gg, de maniére a réduire sa grandeur au "voi-
sinage" de la jonction tore-sphere, sans modifier la géométrie de départ
de la coque. En ajustant cette contrainte Gg par f(s), on obtient une con-
trainte circonférentielle corrigée qu'on note ™"

%
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fig.V-19 Effet de la flexion sur la contrainte circonférentielle 64 d'une
coque torisphérique sous pression interne

Cette contrainte 6g°°" est définie par:
c¢/(p/h) s<$;U §283

66°™/(p/h)= {
f(s) 5;<8<8, (V-2)
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ou l'intervalle [s;,s,] représente la longueur du "voisinage" de la jonction
tore- sphere. On choisit la fonction choisie f(s) de forme polyndmiale et
d'expression:

f(s)= (s-52)(As+B) (V-3)
Les constantes A et B sont alors déterminées par le choix des conditions
~ aux limites suivantes:

f(sy) = o¢/(p/h)(sy)
f, l(S 1 )=O (V'4)

On obtient les valeurs de A et B:
A=f(s;)(s;-59)> et B=-2As;+s, (V-5)
Cette maniére de tenir compte de la flexion, nous améne a représenter

l'allure des contraintes circonférentielles og et G¢°°™, fig.V-20 relatives a
la coque torisphérique.

100 T T T T I 1 T T T 'l T T T T T T 1 T

50

.50 : o-acorr \

-100

R =

150 | LA

Contrainte circonférentielle de membrane
sans et avec correction

_200 I 1 [ 1 i ) 3 I 1 1 1 1 1 1 1 1 I

0 0.5 1 1.5 2
Abscisse curviligne rapportée au rayon de base s/R

fig. 20 Allure de la contrainte circonférentielle: en membrane pure et
avec correction, pour la coque torisphérique (s;/R=1.002, s,/R=1.084)

On introduit dans (IV-34), 'expression de la contrainte circonférentiel-
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le corrigée définie ci-dessus. On obtient alors, une autre matrice globale
géométrique [K°]°°", ne différant de [K°] que par le facteur qui est multi -
plié par la matrice [D%)]. On utilise ensuite 1'équation (IV-36) de l'algo-
rithme de résolution des problemes aux valeurs propres.

En élasticité, la pression critique de flambage est donné par la courbe
de stabilité neutre, fig. V-21. On a tracé, dans le cas plastique, les deux
courbes p/E(n) en théorie incrémentale fig. V-22 et en théorie de défor-
mation du J,, fig. V-23, donnant la pression critique de flambage plasti-
‘que. On remarque que les deux valeurs de la pression critique de flamba-
ge plastique, sont aussi plus petites que celle du cas €lastique.

ST 71 T ]
b /3
L 8.5 3
U :
@ \ // 1
= 4
g O \ :
3 . : . 4
£ B ' i ]
= 7.5 o, Qg
9 L ]
g | 4
4 B
= r P o ]
6.5_1Illijllli1llIillLliIl]]

30 40 50 60 70 80

Nombre d’ondes circonférentiel n
fig. V-21 Courbe de stabilité neutre €lastique
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Avec la correction ainsi introduite, on retrouve une pression critique
élastique proche de celle calculée par BosorS. Par contre en plasticité, il
reste un écart avec les résultats de Bosor5, méme si l'introduction de la
correction a augmenté nettement la charge critique.

Valeurs de (p/E)x10 6 (n) est le nombre d'ondes circonférentiel
CODE Elasticité Théorie incrémentale | Théorie de la déforma-

nonlinéaire tion du J 2
Programme 7.42(55) 2.119(35)
COQ 1.01(65)

7.48(50) 2.149(30)
pas de résultat

Bosor5 8.3(50) 1.77(28) donné

tab. V-7 Pressions critiques de la coque type MS4, avec modification de
Og, comparées aux résultats de Bosor5[B35]

On reporte 'ensemble des résultats du calcul par éléments finis de la
pression critique de flambage de la coque torisphérique tab. V-8. On
constate que la valeur de 1a pression critique de flambage élastique a plus
que doublé, comparée a celle de la membrane pure. Il en est aussi de
méme des pressions critiques de flambage plastique du modele de la théo-
rie incrémentale ou de celui de 1a théorie de la déformation du J,.

Programme | Valeursde (p/E)x10 ®  (n) est le nombre d'ondes circonférentiel
. . Théorie de la déforma-
CcoQ Elasticité Théorie incrémentale tion duJ 2
3.105(50) 1.251(45)
l‘gjfe‘bfa“c 0.83(35)
3.16(55) 1.384(30)
Membrane 7.42(55) 2.119(35)
avec modifi- 1.01(65)
cation de 08 7.48(50) 2.149(30)

tab. V-8 Pressions critique de flambage de la coque torisphérique
sous pression interne

Le flambage de la coque torisphérique d'épaisseur h et sous pression
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interne p, dépendait en partie de I'allure de la contrainte circonférentielle
le long du méridien de la cogue. En corrigeant g par f(s), on a diminué
la valeur absolue de Gy, car | (o7 acdd |<| og | . Cest cette inégalité fonction
du choix de f(s), qui est a l'origine de l'augmentation des valeurs de la
pression critique de flambage, indiquées au tableau ci-dessus. On remar-
que que la différence | 6¢°" |- | G(j est die a la flexion, lors du préflam-
bage, que nous avions négligée.

VI- CONCLUSION

Nous avons montré dans ce chapitre, que les coques torisphérique et el-
liptique sous une pression interne présentent un flambage local. Ce flam-
bage peut étre relié a 1'évolution le long des méridiens du rapport o(s)
des deux contraintes principales O, et Gg. En théorie des membranes 0(s)
est 1ié aux deux courbures principales de ces structures. C'est donc un fac-
teur de géométrie trés important qui influe fortement sur les contraintes
avant flambage et donc sur la pression de flambage. A cause de la com-
plexité géométrique de ces coques, on a traité le probleme de flambage en
théorie de coques de D.M.V. Nous nous sommes limités a certaines struc-
tures précédemment étudiées par Galletly[G1], ce qui a permis de valider
notre code d'éléments finis.

On a déterminé la pression critique de flambage de ces structures, par
un calcul en éléments finis. Le code de calcul était, un programme COQ,
dans lequel on avait introduit certaines routines, pour l'adapter au calcul
du flambage local.

Les résultats ainsi obtenus pour les coques torisphérique et elliptique,
montrent que la valeur de la pression critique élastique est toujours supé-
rieure 2 celles du cas plastique. Cette diminution est diie a la variation du
comportement des lois plastiques utilisées, qui se traduit par une chute de
modules par rapport au cas élastique. Cependant on remarque que la pres-
sion critique de flambage de la coque elliptique est plus grande que celle
de la coque torisphérique. Cette différence explique que la coque ellipti-
que résiste mieux a ce type de sollicitation (une pression interne). On a
comparé nos résultats pour la coque torisphérique a ceux de Galletly,
1'écart dans le cas élastique étant raisonnable. Par contre en plasticité cet
écart reste assez grand. Le flambage plastique des coques que nous avons
testées, est trés sensible par rapport aux données de ces coques. D'autre
part, la théorie des membranes surestime la contrainte de compression. Il
aurait donc fallu faire un calcul non-linéaire pour le comportement avant
flambage. Nous nous sommes contenté d'introduire a-priori une correc-
tion artificielle de la contrainte circonférentielle, ce qui a permis d'obte-
nir des résultats identiques a ceux de la littérature en élasticité. En plasti-
cité, il reste toujours un écart avec ces résultats.
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La détermination numérique des pressions critiques de flambage des
coques torisphérique et elliptique, nous a pris un temps calcul important.
Ainsi, l'utilisation de 1'outil numérique reste assez colteux. Nous allons
donc proposer une méthode simplifiée analytique, que nous développons
dans le prochain chapitre.
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CHAPITRE III

METHODE SIMPLIFIEE DE CALCUL

DE LA PRESSION CRITIQUE DE
FLAMBAGE D'UNE COQUE TORIS-

PHERIQUE SOUS PRESSION INTERNE

INTRODUCTION

I - EQUATIONS DE FLAMBAGE
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FIEE
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INTRODUCTION

Le calcul de la pression critique de flambage des coques complexes

(coques torisphérique et elliptique) sous pression interne, par des métho-
des analytiques a déja fait l'objet de diverses études. Certains au-
teurs[A3],[D1],[G2],[G3] donnent une formulation analytique et parfois
_semi empirique.

Dans notre cas, on va remplacer le gros calcul numérique relatif au
flambage de ces structures, par un procédé analytique, qui dépend de cer-
taines hypoth&ses et des faits expérimentaux observés sur ces types de
structures sous pression interne. On propose, alors une méthode analyti-
que similaire a celle utilisée, pour 1'étude de l'influence des conditions aux
limites sur le flambage élastique des coques cylindriques sous pression ex-
terne[A1]. Nous allons appliquer cette méthode, dite méthode simpli-
fiée[A2], seulement & la coque torisphérique, pour deux raisons: la pre-
miére est d'avoir moins de paramétres géométriques, exemple: la coque
torisphérique présente une seule courbure principale variable, alors que sa
consoeur (coque elliptique), compte deux courbures principales variables.
La seconde est que la coque torisphérique est un premier test pour cette
nouvelle méthode, que nous exposons. Nous allons, ainsi établir des for-
mules permettant de mesurer 'évolution de la géométrie et du comporte-
ment lors du chargement, ainsi que leurs effets sur la pression critique de
flambage et sur le phénomeéne de la plasticité au niveau de cette structure.

Le calcul de flambage se fera en théorie de membrane en considérant
I'expression exacte de la contrainte circonférentielle oq (fig. II-1, chapitre
IT) et son expression corrigée 0™ (formule V-2 du chapitre II). Les ré-
sultats obtenus par cette méthode simplifiée seront comparés a ceux du
chapitre II obtenus par un calcul éléments finis.

Pour introduire cette nouvelle méthode, on utilise les équations d'équi-
libre et les équations de compatibilité qui en découlent a partir de la for-
mulation bidimensionelle du critére de Hill: relation IV-1 du chapitre IL
On se raméne ainsi, a des équations aux dérivées partielles plus ou moins
complexes, qu'on va simplifier en faisant certaines hypothéses de géome-
trie et de comportement. La plupart des solutions des équations de la mé-
thode simplifiée, sont obtenues par une résolution de type graphique.
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I- EQUATIONS DE _FLAMBAGE

On part de la formulation de Hill du probleme de flambage plastique
établie au chapitre II, formule IV-1. En intégrant par partie cette fonc-
tionnelle, sachant que sur la fronti¢re dQ2, les déplacements virtuels du,, et
Sw sont nuls, on obtient les équations d'équilibre suivantes:

M(aﬁ)l @) - N(aB)b(aﬁ) + (No(“B)\.N,a),B =0 (1-1)

N(“B)kg) =0 1-2)

La dernitre équation d'équilibre (I-2) peut en général étre résolue en
introduisant une fonction f d'Airy, (dite aussi fonction de contraintes), qui
vérifie la relation:

N©@B) = ¢ 0hg Mt %l Wb 1-3)

ot le symbole € est le tenseur de permutation de Ricci. Pour résoudre le
probléme, il faut tenir compte de I'équation (IV-6) du chapitre I, tradui-
sant le comportement plastique de la structure. "

I-1 Premiere équation de flambage en utilisant la loi de com-
patibilité

Pour établir cette équation de flambage, on aura besoin par la suite de
la dérivée du tenseur ’.Y(aB)' On peut éliminer facilement les vitesses tangen-
tielles u,, dans I'expression du taux de déformation de membrane '.Y(aB)’
(formule (IV-4), chapitre II) en effectuant la dérivée de ce taux par rap-
port aux indices (o). Ceci est possible en théorie de coques de D.M.V, car
dans ce cas les dérivées covariantes commutent. Les dérivées du tenseur
de deuxieme forme de la surface moyenne bgg)og) sont nulles d'apres les
équations de Coddazi: b%,=b%ys. Ainsi il n'apparait dans la dérivée de
Yeop) que les dérivées de la vitesse du déplacement normal w. On obtient:

G= Yap)iapy="Piop)W i) (I-4)
En inversant la loi de comportement en membrane, le tenseur taux de

contrainte NP g'écrit en fonction du tenseur de déformation g, de la
forme suivante:

Yapy=(1/ED)M ;g,sN® d-5)
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On introduit ensuite la fonction de contraintes (I-3), dans la relation ci-
dessus, que l'on reporte dans (I-4) et en exprimant explicitement le ten-
seur b,g) en fonction des courbures principales C, et C, de la coque toris-
phérique, voir tab. I-1, chapitre II. On obtient la relation suivante:

G+ Cl(llrz)[‘;V,ZZ 'rlzz"‘;,1] + Cz";’,u =0 (I-6)

L'expression ci-dessus est alors appelée loi de compatibilié ou premiére
équation de flambage, ou r2(s) est la deuxiéme composante du tenseur de
la premiére forme de la surface agg et ' gest le symbole de Christoffel

de deuxiéme espéce. L'expression de G est longue a écrire, voir Annexe
(A-12).

I-2 Deuxieme équation de flambage

On introduit comme dans le cas de la membrane, la loi qui lie le taux

de déformation de flexion K(,p)au taux de contraintes résultantes de fle-
xion M@® quj est:

MOP=(Eh3/12)HW x 5, A7)

ou h est I'épaisseur de la structure étudiée, E est le module d'Young,
Ho® est Ie tenseur des rigidités tangentes qui a été adimensionnalisé sur
le module d'Young. En remplacant dans la premiére équation d'équilibre
(I-1), le taux de contraintes résultantes de membrane par la fonction de
contraintes f, (I-3) et en effectuant ensuite les dérivées covariantes du ten-
seur taux de contraintes résultantes de flexion (I-7), on obtient l'expres-
sion suivante:

K + C- [C((1/)f g3 - T o )] - Cf 1y =0 1-8)

ou C a pour expression:

C= (NWDw p) ; + NE(UD) W 3 - Tyaw 1] 1-9)

et oi N, N, sont les contraintes résultantes de membrane de 1'état
fondamental, et sont respectivement identiques a N; et Ng. L'expression de
K est aussi longue 2 écrire, voir Annexe relation (A-13). La relation (I-8)
est la deuxiéme équation de flambage. Le flambage de la structure est dé-
terminé par les deux équations (I-6) et (I-8).
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1I- FONDEMENTS DE LA METHODE SIMPLIFIEE

Les relations (I-6) et (I-8) constituant les équations de flambage, sont
difficiles 2 manipuler. Pour cela nous allons considérer certaines hypothe-
ses de simplification. En effet, les expériences de flambage, faites sur des
structures présentant un phénomeéne d'instabilité locale fig. I-1, montrent
que la longueur d'onde circonférentielle mesurée le long du mode de
flambage, est plus petite que celle mesurée dans sa direction méridienne.
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Figure 96 Examples of elastic-plastic ciscumferential buckiing due to imernal pressure: (a)

.0,137 m diameter machined aluminum torispherical model (from Galletly 1139));(b) 3 m diameter
as manufactured’ stainless sicel pressure vessel with torispherical ends (courtesy P Stanley
University of Nottingham, England)

fig. 1I-1  Expérience sur un flambage local d'une coque
torisphérique[G3]

Mathématiquement, cela ressemble donc au cas du flambage des coques
cylindriques sous pression externe qui avait été érudié par Abdelmou-
1a[A1]. Nous allons reprendre la méthodologie qu'il avait mise au point
pour étudier Vinfluence des conditions aux limites sur le flambage. Cela
revient a dire que 9/ds est une dérivée partielle lente et (1/r)(0/00) est une
dérivée partielle rapide. Cette hypothése nous amene a ne COnserver d/ds
que devant les termes contenant les courbures principales et a la négliger
dans les autres termes, dans les équations de flambage (I-6) et (I-8). Cette
simplification est I'un des fondements de la nouvelle méthode simplifiée
que nous exposons. Ainsi d'apres les relations (I-6) et (I-8) et Thypothese
précédente, on obtient les équations simplifiées du flambage de la structu-
re:

(LA4Y(ER312)H2W 539 + (UPNGW p-(UF2)C f 0p-Cof 1y =0 (T1-1)
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(1/r4)(1/Eh)M11£,2222+(1/1‘2)C1V.V,22+C2;’V,11 =0 1I-2)

ot H2? est le coefficient de raideur dans la direction circonférentielle,
tandis que M est le coefficient de souplesse dans la direction méridienne
et h est 1'épaisseur de la coque torisphérique. Ces formules ont une impor-
tance capitale pour la suite de notre analyse de la méthode simplifiée. On
voit en particulier que la loi de com}z)ortement n'intervient que par l'in-
termédiaire des deux coefficients H?? et M;;. Pour résoudre ces deux
équations aux dérivées partielles a coefficients variables, nous allons émet-
tre d'autres hypothéses simplificatrices.

II-1 Calculs approchés du mode de flambage

Nous avons vu, que la coque torisphérique présente une symétrie de
révolution. On peut donc se limiter & chercher des modes de flambage
harmoniques, comme 1'ont fait de nombreux auteurs[A7],[B7].

w =W(s)eln®
f =F(s)ein® (11-3)

ol n est le nombre d'ondes circonférentiel.
En substituant les relations (II-3) dans les deux équations simplifiées de

flambage (II-1) et (II-2), on obtient une nouvelle expression des deux
équations de flambage: ’

(0¥t ER3H2/12-(n2/r)NgIW + (022)C,F - CoF 1, =0  (I1-4)

(022 CyW+C,W 11+(0*r) (M, /Eb)F= 0 (II-5)

On remarque que les équations ci-dessus restent assez compliquées a ré-
soudre parce que leurs coefficients, en particulier les courbures ne sont
pas constants.

II-1-1 Modele trés simplifié avec prise en compte d'une seule
courbure

On se propose alors une autre hypothese de simplification, dont on va tes-
ter la validité par la suite. Elle consiste & négliger une des deux courbures
principales de la coque torisphérique. On peut en effet remarquer que la
courbure principale C, intervient devant des dérivées dans le sens axial
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(voir (II-1), (II-2), (II-4) et (1I-5)) que l'on s'est proposé de négliger de-
vant les dérivées circonférentielles. Nous proposons donc de négliger cette
courbure C, et de garder sa consoeur C; qui est constante sur cette partie
ol apparait l'instabilité. A partir de cette premicre hypothese, les termes
avec des dérivées axiales disparaissent dans les équations simplifiées de
flambage qui deviennent, un systéme classique de deux équations a deux
inconnues:

(Eh3/12)H2m%r*)-Ng??)  +C (0?1 W
=0 (-6)

-G (2 (n*r*M,/Eh F

. — s =

Ce systéme admet une premiére solution a savoir W=F=0 et une deu-
xi¢me solution si le déterminant construit sur ces deux inconnues est nul.
C'est cette derniére solution qui est intéressante, car elle nous donne l'ex-
pression de la contrainte résultante circonférentielle critique Ng° en fonc-
tion du comportement, de la géométrie de la structure et du nombre
d'ondes circonférentiel n, cette expression est la suivante:

(Ng%/Eh) = (h%/12)H220%/r2 + C2r%/(n*M,) 11-7)

Le fait de négliger la courbure C, a transformé les équations différen-
tielles en x; (II-4) et (II-5) en un systeme algébrique (II-6). En consé-
quence on ne peut plus déterminer la forme du mode de flambage dans la
direction méridienne. De plus la formule ci-dessus déterminera une valeur
critique en chaque point du méridien. On se contentera donc de prendre la
valeur minimum, non seulement par rapport au nombre d'ondes, ce qui
est classique, mais aussi par rapport a X;=s.

Pour chercher le nombre d'ondes critique n., on prend d'abord le mi-
nimum de (II-7), en effectuant la dérivée de (Ng°/Eh) par rapport a n
qu'on égalise 2 zéro. Ensuite on minimise en premier par rapport a la
pression p puis par rapport 2 s, 'expression du nombre d'ondes qui annul-
le la dérivée: 9/on(Ng/Eh). On obtient ainsi l'expression du nombre
d'ondes critique:

n,. = 121/4(C1/h)1/2{ (HZZMH)-IMI.}mirl (H-S)

ol  est le rayon du parallgle et h est I'épaisseur de la coque torisphérique.
En explicitant la pression p & partir de 1'expression de Ng (on rappelle:
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No=(p/2C,)o(s)) et en injectant I'expression (II-8) dans (I1-7), on obtient
une premiére formule analytique de la pression de flambage:

(p/E)° = 2h2C N3 {[2Co/au(s)](H?*/M 1)} i (11-9)

ol ou(s) est lié aux rapport des courbures principales de la coque toris-
phérique, voir relation (I-9) du chapitre II.

On remarque que dans le cas élastique, le minimum de la relation ci-
dessus donnant la pression critique élastique, peut étre pris seulement par
rapport 2 des grandeurs purement géométriques puisque les coefficients
respectifs H22 et M;; deviennent des valeurs constantes. La pression criti -
que de flambage élastique est alors:

(P/E) e1as = 202C1/[N3(1-v2)]1{2C/0U($) } min (II-10)
ou v est le coefficient de Poisson.

I1-1-2 Modele simplifié avec méthode de Ritz en conser-
vant les deux courbures

On considére une autre hypothése, qui consiste a garder les deux cour-
bures principales Cy et C, devant la dérivée d/ds. Dans ce cas on voit ap-
paraitre dans les équations de flambage (11-4) et (II-5) le mode de flamba-
ge W(s) et la fonction de contraintes F(s) qui sont difficiles & déterminer
explicitement. Pour cela, nous allons utiliser la méthode de Ritz, qui con-
siste 2 approcher les solutions exactes des équations de flambage, par des
fonctions de forme données W(s) et Fy(s). Cela revient a reformuler les
relations (II-3) de la maniére suivante:

W(s)=W,(s)ay F(s)=F,(s)a,
SW (s)=W (s) OF(s)=F(s) dI-11)

ol W,(s) et F.(s) sont respectivement le mode et la fonction de contraintes
donnés, 4, et 4, sont des coefficients qui caractérisent I'évolution du mode
et de la contrainte. Le fait de conserver d/ds devant les courbures nous
permet de tenir compte du mode de flambage dans la direction méridien-
ne. Pour cela, on suppose que l'allure de ce mode de flambage est donnée
par une seule fonction f,(s) que l'on précisera plus loin. On a choisi
W (s)= F(s)=f,(s) que l'on injecte dans (II-11), pour établir une expres-
sion simple de la pression critique de flambage. Pour cela, on multiplie les
expressions (II-4) et (II-5) par f(s) puis on intégre suivant le méridien de
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la coque torisphérique. On obtient aussi un systéme de deux équations a
deux inconnues:

I S[(Eh3/12)H22n4/r4-N9n2/r 21f 2(s)ds J S[leo(s)nzer-szo,ll(s)]fo(s)ds a,

ar 7]

I S[-clfo(s)nz/r%czfo,l1(s)]fo(s)ds L[(MH/Eh)n‘*/r“]foz(s)ds a,

(I1-12)

La solution intéressante est celle donnée en annulant le déterminant,
construit sur ces deux inconnues. En reportant I'expression explicite de Ng
dans ce déterminant, on obtient une deuxieéme formule analytique de la
pression de flambage, donnée par:

p/E = (h%/6)n2(J/1)+[20/ (1,1 DIRR ) H[n*L,%-2n’RR I3 +(RR)I57]
(M-13)

ou R est le rayon du cylindre de base de la coque torisphérique, R, est le
rayon de la partie torique (on rappelle que R est l'inverse de la courbure
principale dans la direction méridienne C; dans cette zone). On note dans
toute la suite:

I = f [P () 1ds Jp= J [MuifX(s)/r)ds
L= j S[a(s)foz(s)/(rzcz)]ds L= RJ. S[foz(s)/rz]ds et

L= J [Cafo 11(5)o(8))ds (1-14)

Les coefficients I, ne dépendent que de la forme de la structure alors
que les coefficients J, dépendent a la fois de la géométrie et du compor-
tement plastique, en particulier de la pression p, par l'intermédiaire des
coefficients H*2 et M;;. On peut remarquer que ces coefficients J, peuvent
ne pas dépendre de la pression en plasticité: c'est le cas en particulier
pour la théorie incrémentale lorsque le module tangent est constant. De



- 100 -

plus les J, ne dépendent que de paramétres sans dimension liés au char-
gement et au comportement:

Jo = Jo(p/E.&,.E/E,E/EGE,vV)  (L-15)

oi E, p, &, E et E, sont respectivement le module d'Young, la pression,
la limite élastique en déformation, le module tangent et le module sécant.

Il est en général impossible d'avoir une expression explicite de la pres-
sion critique de flambage, mais on peut la déduire d'une résolution gra-
phique, en cherchant (p/E)° comme solution de I'équation:

p/E - f{J4(p/E).n%]}) = 0 (II-16)

ot f est le second membre de I'équation (II-13). Enfin on s'est arrangé
pour que les coefficients I; et I, soient sans dimension, ainsi que le rap-
port J;/J,.

I1-1-3 Modéle simplifié avec méthode de Ritz et en ne con-
servant qu'une seule courbure

En fait, la courbure dans le sens circonférentiel n'est indispensable que
pour déterminer la forme du mode de flambage. Comme on a introduit
a-priori cette forme, on peut maintenant essayer de négliger cette courbu-
re C,, ce qui conduit & une troisi¢éme formule analytique déduite de (II-
13), plus "sympathique™:

p/E = (h3/6)n2],/1;+[2h/(n2],R2ZR D)1,/ -17)

Pour déterminer le nombre d'ondes circonférentiel critique n., on cher-
che le minimum de (II-17), par rapport au nombre d'ondes circonféren-
tiel n en dérivant I'expression de (p/E) ci-dessus, par rapport a n, puis on
met a zéro le résultat obtenu:

nt = 12I,2(hRR)2(J 5! (11-18)
La pression critique de flambage est le minimum de la fonction obtenue

en remplacant le nombre d'ondes circonférentiel n, de 1'expression (II-17)
par n., on obtient:

c 112
(@/E)° = 20 /N3RR)I(; /B) @,/ 1)

(I-19)
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ot I, I,, J; et J; sont donnés par la relation (II-14). On rappelle que les
rapports 1;/I; et J;/J, sont des nombres sans dimension.

On remarque, que dans le cas €lastique, les fonctions I, et J, deviennent
des fonctions de la forme seulement, car les modules tangent E, et sécant
E, deviennent dans ce cas, respectivement identiques au module d'Young
E Les trois formules (II-9), (II-16) et (II-17) constituent les équations
analytiques de la nouvelle méthode simplifi¢e du calcul de flambage, que
nous avons décrit précédemment. Nous allons dans le prochain paragra-
phe, calculer les pressions critiques de flambage de la coque torisphérique
sous une pression interne, en applicant les formules de la méthode propo-
sée.

III- FORME PRATIQUE DE LA FORMULE SIMPLIFIEE

Nous allons utiliser 1a méthode simplifiée de flambage d'abord pour
calculer la pression critique de flambage élastique, afin de valider certai-
nes hypothéses de départ, ensuite pour traiter le flambage élastoplastique.
Pour cela on étudie en premier, la coque torisphérique sous pression in-
terne p, dans le cas élastique et en théorie de membrane.

I1I-1 Validation sur le cas élastique

On considére en premier le modele trés simplifi€ décrit précédem-
ment. On effectue alors, sur ce modele, un calcul de la pression critique
en utilisant la premiére formule (II-9) de la méthode. On obtient la valeur
de cette pression et son nombre d'ondes circonférentiel associé:

(p/E)°x106=1.81
n.=48 (I-1)

Les deux autres modeles simplifiés avec méthode de Ritz, font inter-
venir la fonction f (s). On suppose dans toute la suite, que cette fonction
est une forme approchée de T'allure réelle du mode de flambage élastique,
(voir fig. V-7 du chapitre II). Pour construire cette fonction, on considere
trois points appartenant a l'allure du mode réel. Ces trois points sont si-
tués comme suit: le premier est le début de ce mode, le second est son
maximum et le dernier point est la "fin" de ce mode réel. On fait ensuite
une approximation polyndmiale sur ces trois points a partir de leurs abs-
cisses curvilignes respectives. Ceci permet de choisir la courbe f,(s) qui
approche le mieux la forme réelle du mode de flambage.

On note par s;, s° et s, les abscisses curvilignes des trois points pris
précédemment, en s'arrangeant de telle maniere que l'origine des abscisses
curvilignes, soit située au début du tore (plus précisément au point de la

Fo%0)

N,
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jonction cylindre-tore). On définit alors cette fonction f(s) comme suit:
f,s)=0 si s & [sg, s2]
0<f,(s)=1 si s € [sy, 89] (II1-2)
et en lui imposant les conditions aux limites suivantes:

fo(5q)=Fo,1(50)=F,1(59=0
f,(s9)=1 81 <8< sy (I1-3)

A partir des relations (ITII-2) et (III-3), l'allure de cette fonction f,(s),
est donnée par:

(s - s)*(E;s - Gy) s; <s<s¢

fo(s) = {

(s - $)%(Ess -Gy) s€<s <5y (I11-4)

ou les valeurs des constantes E, et G, sont obtenues & partir des condi-
tions aux limites imposées a f,(s). Ces valeurs sont:

E, = -2/(s%8,)°  Gg = -1/2(35%-5,)Eq (III-5)

On a reporté sur le méme graphe fig. ITI-1, le mode réel et le mode de
Ritz donné par f,(s), pour mieux distinguer les différentes parties de la
coque torisphérique. On rappelle qu'on a discrétisé la partie torique et la
partie sphérique en cent éléments chacune. Par contre, on a ignor€ ici la
partie cylindrique puisque le mode flambage est assez loin de cette zone.
On peut remarquer de plus que le mode est concentré prés de la jonction
tore-sphére, plut6t du c6té du tore.

La fonction f,(s) est ainsi choisie et définie. On revient maintenant aux
deux formules (II-16) et (II-17) du modele de Ritz de la méthode simpli-
fiée. On rappelle que les coefficients J; et J, gardent une valeur constante
dans ce cas élastique que nous traitons. On trace donc les courbes
p/E-nombre d'ondes n, relatives aux expressions (II-16) et (II-17), fig.
-2 et III-3.
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fig. II-1 Superposition du mode réel et du mode approché donné par
la fonction f(s) utilisée dans la méthode de Ritz avec
$;=28mm s,=40mm et s°=34mm
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fig. III-3 Calcul de la pression critique avec I3=0 (C,<<C;)

On remarque que la seconde courbure principale C; (qui est contenue
dans le coefficient de forme I5) n'a presque pas d'influence sur la pression
critique, ce qui confirme I'hypothése que C, est négligeable devant C,. La
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courbure C, n'intervient que pour définir le mode de flambage, mais sa
forme a été posée a-priori.

Les résultats du calcul de flambage élastique, tab. III-1 nous montrent
que la méthode de Ritz donne une meilleure approche de la pression criti-
que, car ses valeurs sont proches de celle donnée par le calcul €léments
finis. Par contre la premiere formule (qui ne prenait pas en compte la
forme du mode) est assez loin de la valeur réelle de la pression critique,
mais elle donne néanmoins une bonne estimation sur la valeur du nombre
d'ondes circonférentiel critique, qui est généralement assez grand par
comparaison 2 celui des coques simples: cylindre par exemple.

Valeurs de (p/E)x10 © (n) est le nombre d'ondes circonférentiel
Premiére formule METHODE DE RITZ METHODE
E.F. chap. II
a9 Deuxieme formule I 50 Troisiéme formule 13 =0
{1-16) 1I-17)
1.81(48) 3.227(50) 3.157(50) 3.10(50)

tab. TII-1 Pression critique approchée du flambage élastique de la
coque torisphérique sous pression interne, les contraintes
avant flambage étant obtenues en théorie de membrane

11 ressort de cette analyse, que les trois formules utilisées (1I-9), (II-
16) et (II-17), peuvent étre classées en fonction de leur complexité et leur
avantage. La premiére relation (II-9) est trés simple et elle ne présente pas
d'intérét, puisqu'elle donne une mauvaise valeur de la pression critique.
Les deux autres formules analytiques (II-16) et (II-17) donnent une bonne
valeur de la pression de flambage, mais on a préféré la derniére relation
(II-17) 2 cause de sa simplicité par rapport a (I[-16). De plus cette dernie-
re relation est beaucoup plus simple et conduira & des résultats lisibles
dans la suite. Cest cette formule analytique de la pression critique (II-17),
qu'on utilisera dans la suite pour discuter le flambage plastique.

III-2 Forme pratique de la formule simplifiée

On rappelle que dans le cas plastique et pour une coque torisphérique
de forme donnée, les coefficients J;, J, dépendent de la pression et des
modules tangent et sécant adimensionnalisés sur le module d'Young. La
pression critique de flambage ne peut €tre obtenue que par une résolution
graphique de la relation (II-17). Donc, on a a résoudre une équation de
type: la pression p est égale une fonction dépendant aussi de p. On s'inté-
resse plus particuliérement dans tout qui suit, a la formule finale (II-19)
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déduite de (II-17) qu'on avait retenu. On rappelle que dans la relation (II-
19) interviennent deux facteurs essentiels de géométrie et de comporte-
ment (dd aux coefficients H?? et M;;). Pour cela nous allons mettre en
évidence 2 partir de (II-19), des paramétres sans dimension qu'on définira
dans le prochain paragraphe.

I1I-2-1 Paramétres adimensionnels intervenant dans la for-
mule simplifiée

Nous allons dissocier les deux facteurs cités ci-dessus (géométrie et
comportement), afin de voir l'influence de chacun d'eux sur la pression
critique. Nous utilisons la troisiéme formule analytique de la pression cri-
tique établie précédemment (voir relation (1I-19)).

On rappelle que le calcul du flambage plastique dépend de la courbe de
contraintes-déformations choisie et de I'évolution du chargement. Nous al-
lons donc introduire un paramétre de charge sans dimension noté par A et
donné par la relation suivante:

A =(p/Eey)(R/h) (11-6)

qui tient compte de la pression p, de la limite élastique €,, du module
d'Young E et de la minceur de la coque, mesurée par le rapport de géo-
métrie R/h.

Pour faire apparaitre le paramétre de charge A dans la relation (1I-19),
on injecte la relation ci-dessus dans (II-19) et on la reformule de la ma-
niére suivante:

A=[2h%(V3.RR eI /ID2 (M) (-7)

Le second membre de 1'équation ci-dessus est composé d'un produit de
trois facteurs sans dimension notés par f;, f,, f3 et qu'on les identifie res-
pectivement a:

- fi=2h%N 3.RRgy) ol apparait la minceur de la coque torisphé-
rique: h/R, b/R; et la limite élastique &,.

- f=I/1 n'est une fonction que de la forme de la courbe
2 2 1 3 3 q . . .
méridienne, c'est a dire que ce facteur est invariant
par homothétie.

- f3=(J;/J)¥2  est une fonction de la forme de la courbe méridienne
(invariant par homothétie) et des parametres sans di-
mension traduisant le comportement: E/E,, E/E, v du
parametre de chargement.



- 107 -

Il apparait de cette analyse que le facteur essentiel de géométrie est re-
présenté par la minceur et la forme de la courbe méridienne. Le second
facteur essentiel dissocié est celui du comportement qui contient les rap-
ports: E/E,, E/E, et v le coefficient de Poisson. Ces rapports dépendent de
la limite élastique (allure de la courbe contraintes-déformations utilisée) et
du chargement.

En regroupant les facteurs fj, f, f; dans le tab. III-2, on indique l'in-
fluence de la géométrie (minceur, courbe méridienne) et celle du compor-
tement (E/E,, E/E, et chargement) sur ces trois facteurs qui constituent le
second membre de 1'équation (III-7).

GEOMETRIE | minceur de la forme de la courbe
et COMPORT. | coque torisphérique | méridienne comportement chargement
dans f1, 2 3 ’

lerfacteur | pR - hR RR: ey —
2eme facteur _ dépend — —_—

& épen
3;ne facteur _ dépend F/E E/Es v L

tab. I1I-2 Indication de l'influence de la géométrie, du comportement
et du chargement sur la formule analytique proposée

Le rapport (J,/J,)1? rezprésenté par le facteur f;, dépend plus précisé-
ment des coefficients H?? et M;, lorsque la géométrie de la coque a étu-
dier est connue. En effet dans J, intervient le coefficient H?? et dans J, ap-
parait le coefficient My, voir relations (II-14). De plus ces coefficients
dépendent en particulier du rapport de la limite élastique G, sur la con-
trainte équivalente ©,, qui lui aussi est fonction du parametre de charge A,
donné par (II-6). Ce rapport dont dépendent H?2 et My, (voir leurs rela-

tions respectives (III-15), (I1I-20) et (1II-13), (I1I-20) du chapitre II), est
le suivant:

O, /6,(s)=2C,R/(MWaZ-0+1)  (I-8)

ot C, est la seconde courbure principale qui varie, R est le rayon du cy-
lindre de base de la coque étudiée et o est liée au rapport des deux cour-
bures principales. On peut remarquer que dans le domaine élastique, H??
et M;; prennent respectivement les valeurs 1/(1-v2) et 1, od v est le coef -
ficient de Poisson.
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D'aprés le tableau ci-dessus, on peut mettre ce rapport (J;/J,)!2 (ou f3)
comme une fonction de paramétres sans dimension, sous la forme suivan-
te:

fy = (J,/T,)V2=f(\,E/E, E/E,V) (II-9)

ou E, E, et E; sont respectivement le module d'Young, le module tangent
et le module sécant . On s'apercoit que le facteur f3 ne dépend plus de la
minceur: h/R ou h/R,, mais il dépend de la forme de la courbe méridienne
caractérisée par le rapport R/R, et le parametre de charge A.

III-2-2 Principe de résolution

Le second membre de l'équation (III-7), dépend du parameétre de
charge A par l'intermédiaire du rapport f3=(J,/J;)V/2. Pour alléger 1'écri-
ture de ce second membre, on le pose dans toute la suite égal & f(A). On se
rameéne donc, & une équation de type A=f(A). La résolution par la méthode
graphique, consiste a tracer la courbe f(A) et a porter sur le méme graphe
la droite d'équation A=A. La solution de 1'équation (III-7) qu'on note par
A" représente le point d'intersection de ces deux courbes. On peut ainsi
déduire de (I1I-6) I'expression donnant la valeur de la pression critique de
flambage, sous les formes suivantes:

P/EX=A"e,(WR) ou (p/o)=A"WR)  (II-10)

ol on rappelle que h est 1'épaiseur de la coque torisphérique, R est le
rayon du cylindre de base, €, ou G, est la limite élastique

III-3 Applications de la formule simplifiée au flambage
plastique de la coque torisphérique

Dans ces applications, nous allons montrer les diverses considérations
paramétriques qui influent sur le comportement et sur la solution graphi-
que A*. On calculera ensuite les valeurs approchées de la pression critique
de flambage de la coque torisphérique, en considérant 'expression exacte
de la contrainte circonférentielle 6y de la théorie de membrane et son ex-
pression corrigée 6™, (voir fig. II-1 et la relation (V-2) du chapitre IT)
On comparera par la suite, ces valeurs a celles obtenues par le calcul €lé-
ments finis. On a donc besoin, des expressions (III-6) a (III-10) pour met-
tre en oeuvre, les applications de la méthode simplifiée.



- 109 -

III-3-1 Les parameétres qui influent sur la solution simpli-
fiée

Dans ce qui suit, nous allons étudier l'influence des paramétres adi-
mensionnels introduits precedemment sur le comportement (lois plasti-
ques) et sur la solution graphique A" du probléme simplifié. On aura donc
a discuter sur deux types de parametres: ceux de géométrie (forme de la
courbe méridienne et minceur) et ceux traduisant les modéles plastiques
utilisés. On pourra ainsi mettre en évidence la plastification progresswe
de la structure et avoir déja une idée sur la nature de la solution A” a ob-
tenir. Ceci est possible du fait, qu'on avait sépraré ces deux parametres.
Enfin dans certains cas de discussion de l'influence de ces parametres sur
le probléme simplifié, on discute seulement sur le cas du modéle incré-
mental. Cependant dans le cas de la théorie de la déformation, on abouti-
rait aux mémes conclusions, qu'en incrémental.

III-3-1-1 Influence du comportement sur la courbe f(1)

Les lois plastiques utilisées agissent d1rectement sur le comportement
et en particulier sur ses coefficients H?2 et M. Pour cela on trace la
courbe f(A) en théorie incrémentale et en théorie de déformation du J,.
Dans ces deux modeles, on a besoin de E/E, et gy (voir sa valeur, fig. ITI-1
du chapitre II). Pour illustrer I'évolution de la plasticité dans la structure
étudiée, on considére un rapport E/E, choisi égal a 10 dans les deux mode-
les.

Sur la fig. I1I-4, on a tracé la courbe f(A) dans le cas de la théorie in-
crémentale. La courbe f(A) présente trois paliers ou f(A) est une constan-
te. Le premier palier correspond au chargement élastique, car les rapports
I,/1, (ou f,) et (J,/J,)? (ou f;) gardent chacun une valeur constante, dans
le domaine elasthue Le second palier correspond a une plastification
complete de la partie torique de la structure, puisque le rapport (J,/J, s
devient constant, car il ne dépend pas du module sécant en théorie incré-
mentale, mais du rapport E/E, qu'on a supposé constant. Enfin le dernier
palier est un début d'évolution de la plasticité sur la calotte sphérique de la
coque torisphérique. Entre le palier élastique et la plastification compléte
du tore il y a une zone qui correspond a la plastification progressive du
tore.
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fig. II-4 L'évolution de la plasticité en théorie incrémentale

Sur la fig. III-5, on a tracé la courbe f(A), dans le cas de la théorie de
déformation du J,, pour un méme rapport de E/E,que dans le modele
plastique précédent et avec la méme limite €lastique. On observe le méme
palier élastique que celui établi en théorie incrémentale. Par contre la
fonction f(A) ne garde plus des valeurs constantes au niveau de chaque
partie de la coque torisphérique, car dans ce cas intervient le module sé-
cant E; qui dépend du paramétre de chargement A, en particulier de la
pression p.
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fig. III-5 L'évolution de la plasticité en théorie de la déformation du J,

I11-3-1-2 Influence du comportement sur la solution du pro-
bléme simplifié

Dans le cas élastique, 1a solution élastique A"y donnant la pression criti-
que correspondante est le point d'intersection des courbes A=A et
f(A)=constante du palier élastique, fig. III-6. Cette solution A'g ne dépend
que de la forme donnée de la coque torisphérique, car les parametres sans
dimension E/E,, E/E sont identiques et ont une valeur commune égale 1.
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fig . III-6 Solution graphjque du cas élastique

En plasticité, la fonction f(A) dépend de la loi de comportement uti-
lisée. Ainsi f(A) est fonction seulement de E/E, en théorie incrémentale et
de E/E,, E/Een théorie de la déformation du J,. Pour trouver la solution
plastique A’, pour les deux modeles plastiques utilisés, on reporte les
courbes f(A) des fig. I1I-4, I1I-5 et la droite d'équation A=\ sur un méme
graphe. On s'apergoit que les deux solution A7}, L™, correspondant respec -
tivement a la théorie incrémentale et a la théorie de déformation du J;
sont nettement distinctes, fig. III-7.
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fig. I1I-7 Solution graphique du cas plastique

On note que le module tangent E; joue un r6le important dans le com-
portement plastique (en particulier les coefficients H*? et My;) et aussi sur
les solutions graphiques A" donnant les pressions critiques de flambage
correspondantes. Pour illustrer cela, on lui attribue diverses valeurs allant
de 1'ordre du module d'Young E jusqu'au centiéme de celui ci, fig. II-8,
en considérant la théorie incrémentale. On observe que la courbe f(L)
tend vers une limite, & partir des valeurs de E/E, = 100. Par contre, ces
courbes f(A) se différencient entre elles pour des rapports de E/E, plus
petits de 3 a 11. Cela entraine que les solutions A" suivront les mémes va-
riations que les courbes f(L). On peut remarquer qu'on peut obtenir le
méme aspect des courbes f(A) avec les mémes valeurs de E/E,, en considé -
rant 'autre loi plastique & savoir la théorie de la déformation du J,.
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fig. 111-8 Effet du module tangent (donné par le rapport E/E,) sur les

solutions plastiques A" (intersection des courbes A et f(A), en
théorie incrémentale

Ceci nous montre que la pression critique de ﬂambage (p/E)°, corres-
pondant a ces solutions plastiques graphiques A" croit quand le rapport
E/E, diminue et garde une valeur constante pour E/E:2100, fig. III-9, en
théorie incrémentale.
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fig. II-9 Effet du rapport E/E, sur la pression critique de flambage
plastique, en théorie incrémentale

I11-3-1-3 Influence de la minceur de la coque

Pour mettre en évidence 1'influence de la minceur R/h de la coque, on
reécrit 1'équation (I11-7) sous la forme:

£5(M=[(V3/2)1/f, R/R.(R/h)2e, A (W-11)

ou la fonction f3(A) (voir relations (II-14) et (III-7) dépend du comporte-
ment, de la forme courbe méridienne, mais pas de 1'épaisseur ni de la li-
mite élastique. Pour une loi de comportement donnée, on a donc une seule
fonction f3(A) que l'on peut calculer et tracer, fig. III-12. Le second
membre de I'équation (III-11) définit 1'équation d'une famille de droite
dont la pente varie avec la minceur pour une limite €, donnée. Cette pente
varie aussi, avec la limite élastique &, pour une minceur R/h imposée. Ces
droites sont représentées sur la méme fig. III-12, dont les valeurs prises
par leurs pentes sont données par les rapports R/h allant de 100 a 2000.
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fig. I11-12 Effet de la minceur de la coque sur la solution graphique
A", en incrémental avec: E/E=10, ay=1.18x10'3 et v=0.3

A partir de cette courbe, on peut déterminer la minceur en fonction de
la limite élastique €, et de R/R,, & partir de laquelle le flambage est élasti-
que. I suffit pour cela d'écrire que la droite passe par le point L (A=AgL,
f,=1/V-v2) qui caractérise la limite du flambage élastique. On a donc I'ex-
pression de cette minceur "limite” donnée par la relation suivante:

R/M?2=[2N3(1-V)If(R/RY(1/eyhg)  (0-12)

Lorsque la minceur R/h est plus grande que la minceur limite, le flam-
bage a lieu dans le domaine élastique. Lorsqu'elle est plus petite, le flam-
bage se situe dans le domaine plastique. Comme la courbe f3(A) est dé-
croissante, on voit que la charge de flambage obtenue en plasticité (ici en
théorie incrémentale) est plus faible que celle obtenue en théorie €lastique.
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III-3-2 Calculs de la pression critique de flambage de la co-
que torisphérique, par la méthode simplifiée

Nous allons déterminer les valeurs de la pression critique de flambage
de la coque torisphérique, sous pression interne p en utilisant la formule
retenue (voir relation II-17), de la méthode simplifiée. On avait vu qu' un
calcul de préflambage en théorie de membrane donnait des résultats tres
approximatifs. C'est pourquoi nous calculerons la pression de flambage en
tenant compte de la correction de la contrainte circonférentielle 64 intro-
duite au chapitre II, relation (V-2). Les valeurs de la pression critique
ainsi trouvées seront ensuite comparées a celles obtenues par le calcul en
éléments finis du chapitre précédent.

Pour le cas élastique, on se limitera au calcul des courbes pression-
nombres d'ondes données par la formule (1I-17).

On rappelle que les paramétres sans dimension de comportement E/E,,
E/E; utilisés dans les calculs approchés effectués, sont ceux donnés par la
courbe contrainte-déformation donnée dans le chapitre II, (voir fig.
I11-1).

Pour calculer la pression critique de flambage élastique, on préfere uti-
liser la formule (II-17) puisqu'on obtient directement la valeur de cette
pression et son nombre d'ondes circonférentiel critique associé sans passer
par une résolution graphique. Cette valeur est représentée par les courbes
des fig. I1I-13 et III-14 en considérant respectivement 1'expression exacte
de la contrainte circonférentielle de membrane Gg et son expression corri-
gée o™

11

8.25 -

55 L[

(P/E)x10%%6

2.75 L N

0 20 40 60 80 100 120
nombre d ondes circonférentiel n

fig. III-13 Pression critique de flambage élastique avec Gg
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fig. I11-14 Pression critique de flambage élastique avec Gg™"

Dans le cas plastique, on détermine la pression critique de flambage
de la coque torisphérique sous la pression interne p, en résolvant graphi-
quement 1'équation (III-7). On s'apercoit donc que la solution graphique
A" obtenue en théorie incrémentale et celle de la théorie de déformation
du J, coincident, fig. III-15 et II-16, pour un état fondamental représenté
par la contrainte de membrane Gq. Ceci est dil a la valeur du rapport E/E,
donné par la courbe contrainte-déformation (voir fig. IlI-1 du chapitre IT)
utilisée, qui a une valeur assez grande. De plus, on avait vu précédemment
que pour des valeurs de ce rapport dépassant la centaine, les pressions cri-
tiques correspondant a ces valeurs se confondent. Par contre, en calculant
les solutions graphiques A" respectives au modele incrémental et au mode-
le de déformation et en tenant compte de la correction de la contrainte
circonférentielle g, on s'apercoit que ces solutions se différencient. On
obtient donc la solution A” de la théorie incrémentale fig. III-17 qui est
plus grande que celle de la théorie de la déformation du J,, fig. III-18.
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fig. II-16 Pression critique de flambage plastique en déformation
avec Gy
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On présente 1'ensemble de ces résultats de la méthode que nous avons
proposé, dans le tab. III-2. On remarque un redressement des valeurs de
la pression critique de flambage, en tenant compte de la flexion par 1'in-
termédiaire de I'expression de 6¢°°".

6 , . .
CONTRAINTE Valeurs de (p/E)x10 et le nombre d'onde circonférentiel (n)
CIRCONFEREN- s g Théorie de déforma-
TIELLE Blastit¢ | Théomie moementale | iop gy
O, 3.16(50) 0.688 0.688
Ge“’” 8.37(50) 1.573 1.442

tab. III-2 Pressions critiques de flambage par la "méthode simplifiée de
calcul de flambage"

Pour tester la fiabilité de cette méthode, on compare ces résultats a
ceux du calcul par éléments finis, en calculant I'€cart existant entre les va-
leurs des pressions critiques de flambage de la coque torisphérique sous
pression interne p, tab. III-3.

CONTRAINTE Valeurs de (p/E)x10 6 et le nombre d'onde cirC(infc.’:rcntiel' (n)
g{gﬁ%“FEREN Elasticité Théorie incrémentale ggogf de deforma-
EF. 3.105(50) 1.251 0.83
G, MA 3.16(50) ; 0.688 0.688
ECART 1.77 %
EF. 7.48(50) 2.119 1.01
S, "l ma. 8.37(50) 1.573 1442
ECART 11 % 34 % 2%

tab. ITI-3 Pressions critiques par les deux méthodes: calculs en é1é-
ments finis et calculs par la méthode approchée

On remarque que la méthode donne des résultats assez bons dans la cas
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élastique, mais elle présente des écarts sensibles dans la cas plastique. Ceci
est dii a I'effet du comportement et au choix de la forme du mode de Ritz
qu'on a supposé représentant le mode réel élastique.

IV- CONCLUSION

Nous avons développé une nouvelle méthode pour le dimensionnement
au flambage des structures de type coques torisphériques sous une pres-
sion interne donnée. Elle permet de donner des résultats approchés de la
pression critique de flambage en fonction de la géométrie de ces structu-
res et des caractéristiques mécaniques du matériau utilisée. En particulier
le comportement du matériau est mesuré seulement par deux coefficients
trés importants & savoir le module bidimensionnel instantané adimension-
nalisé H2? dans le sens circonférentiel et la souplesse adimensionnalisée
M;; dans la direction méridienne. La méthode que nous avons proposé est
d'un grand intérét pratique puisque la méthode présente des formules ana-
lytiques qu'on peut manipuler.

L'étude de la coque torisphérique montre que la courbure principale
dans la direction circonférentielle C, de cette structure peut étre négligée.
Cette hypothése nous a permis de retenir la derniere formule (relation (II-
17)) parmi les trois que nous avons proposées, (relation (II-9), (II-16) et
(II-17)). Cette formule nous a permis de mettre en évidence deux facteurs
importants & savoir la géométrie (minceur R/h, forme de la courbe méri-
dienne R/R)) et le comportement (parametres adimensionnels: E/E,, E/E,,
A et v), qui influent sur le probleme simplifié. Les solutions de ce pro-
bléme sont obtenues par une résolution graphique. Les solutions donnant
les valeurs de la pression critique de flambage sont validés: dans le cas
élastique (validation assez bonne) et dans le cas plastique tout en tenant
compte du choix du mode de Ritz et de la maniére d'introduire le pré-
flambage.

Cependant on pourrait étendre cette méthode simplifiée a la coque ellip-
tique. Dans ce cas, il nous semble qu'on peut garder ses deux courbures
principales et a formuler des relations analogues en fonction des axes de
l'ellipse. En effet, certains auteurs[A3], [G4], [D1] présentent des formules
donnant la pression critique de flambage d'une coque elliptique sous pres-
sion interne, dans lesquelles apparait le rapport des axes de l'ellipse.
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CONCLUSION GENERALE

Le flambage des coques de révolution, sous pression interne et en par-
ticulier celui des coques torisphérique ou elliptique est un flambage local.
Il est dii & une contrainte circonférentielle qui est une compression lorsque
la courbe méridienne est assez courbée. Si on la calcule en théorie de
membrane, cette contrainte ne dépend que de la géométrie de ces coques
et de la pression appliquée.

Pour dimensionner ces structures au flambage, on a opté pour des
théories simples a cause des non-linéarités géométrique et matérielle de
ces coques. On a donc utilisé, la théorie des coques de D.M.V. avec un
comportement avant flambage calculé en théorie des membranes. De plus,
le calcul des pressions critiques numériques, nous a amené a considérer les
lois classiques de plasticité (la théorie incrémentale et la théorie de défor-
mation du J,). On a appliqué ces lois dans le contexte du critére de Hill
qui est classique dans les calculs de flambage plastique. L'outil numérique,
que nous avons développé, pour évaluer ces pressions critiques, est un
code d'éléments finis COQ. Les éléments des coques utilisés ne sont pas
classiques. En partant de la symétrie de révolution et du chargement exis-
tant dans ces coques, on a proposé des éléments filiformes "courbes”. Ces
éléments (arcs de courbes) sont obtenus, par approximations successives
sur une variable de référence, afin d'approcher au mieux la géométrie
réelle de ces coques, en particulier les courbes méridiennes.

On a calculé les pressions critiques numériques de flambage élastique
et plastique pour les coques torisphérique et elliptique. Les valeurs de ces
pressions critiques ainsi obtenues dans le cas élastique sont toujours supé-
rieures a celles du cas plastique. Tout au long de cette étude, on a mis
'accent sur le rapport des deux contraintes obtenues en théorie de mem-
brane. On a remarqué qu'il agit fortement sur la pression de flambage. En
comparant ces résultats a ceux de la littérature, on a un écart raisonnable
dans le cas élastique, mais en plasticité cet écart est assez grand. Il en res-
sort que les coques étudiées sont trés sensibles aux données géométriques.
On s'est aussi apergu que la théorie de membrane donne une pression cri-
tique de flambage surestimée. En effet, I'effet de la flexion est loin d'étre
négligeable dans ces structures. Sans faire un calcul de flexion dde au pré-
flambage (assez compliqué), on a introduit l'effet de cette flexion, en mo-
difiant artificiellement la contrainte de membrane causant 1'instabilité. En-
suite, on a comparé les résultats obtenus avec ceux de la littérature. Dans
le cas élastique ces résultats sont toujours en accord raisonnable avec les
résultats connus, mais en plasticité, un écart demeure. Il nous semble donc
que la sensibilité aux données géométriques reste assez forte. Cependant le
code éléments finis que nous proposons a été complétement validé sur ces
structures complexes. Mais le temps de calcul dépend de la puissance de la
machine numérique et il reste souvent trés cofiteux.
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Dans le souci de l'utilisateur, on a proposé une nouvelle méthode dite
"Méthode simplifiée de calcul de flambage", pour déterminer la pression
critique de flambage, & partir de certaines simplifications. On a montré
que pour une coque torisphérique, la seconde courbure principale (dans la
direction circonférentielle), n'a pratiquement pas d'influence sur la pres-
sion critique de flambage. Cette possibilité nous a permis de proposer des
formules analytiques faciles 2 manipuler. On a retenu celle qui dépend du
choix d'un mode de Ritz et qui nous a conduit a des résultats importants.
On a montré que le comportement agit seulement par deux composantes:
la rigidité circonférentielle et la souplesse dans la direction méridienne.
Les formules analytiques proposées nous ont permis de dissocier 1'in-
fluence de la géométrie et celle du comportement.
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ANNEXE

Nous allons développer les relations auxquelles on fait référence en
Annexe et qui ont été utilisées lors de notre étude du flambage des coques
| SOus pression interne.

En théorie de surface et en particulier dans le cas des coques de révo-
lution, on a utilisé des dérivées covariantes faisant appel aux symbols de
Christoffel. Dans notre choix de coordonnées intrinseque s et 8, pour dé-
crire la surface moyenne des structures étudiées (coques torisphérique et
elliptique), le symbol de Christoffel I'%, de deuxiéme espéce sur la surfa-
ce moyenne prend seulement deux valeurs, a savoir:

I2=r/r et Tlyp=-rgr (A-1)
En calcul éléments finis, I'approximation des déplacements U;, Uyet W
aux noeuds, consiste a faire une interpolation d'Hermite donnée par les

fonctions Nj, N,, N3 et N,. Ces fonctions dépendent de la variable de ré -
férence & et ont pour expressions:

N;=(1-£)*(2+)
Np=(1-£2)(1-8)
N3=(1+£)*(2-8)
Ng=(-1+§H)(1+8) (A-2)

Les dérivées succéssives de ces fonctions par rapport a la variable de
référence sont:

N';=-3(1-£2) N";=6¢ N"=6
N',=(-1+£)(1+38) N",=6&-2 N",=6
N'5=3(1-£2) N";=-6& N"3=-6
N'y=(-1-§)(1-38) N"4=6&+2 N"4=

(A-3)

Nous allons expliciter les matrices [B], [BY] a partir de leurs expres-
sions vectorielles respectives, tout en raisonnant sur un seul élément de la
structure a étudier. Pour cela nous allons spécifier les grandeurs vectoriel-
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les utilisées dans les expressions (IV-23), (IV-24) et (Iv-25).

Les vecteurs vitesses de déplacement tangentiel U,, normal W et leurs
dérivées par rapport a l'abscisse curviligne s, représentées par le vecteur
{U} champ de vitesses est défini par:

{U}e= { Ul,U1,1,62,U2,1,W,W,1,W,11 }T (A-4)

La variation du champ de déplacement élémentaire {dU}° peut éue
aussi de la forme:

{SU } e={ SU1,8U1,1,8U2,8U2,1,8W,8W’1,8W,1 1 }T (A-S)

On rappelle que la méthode des éléments finis consistent a rapprocher
le champ de vitesses (A-4) 2 un champ de vitesses aux deux noeuds de
I'élément noté par:

(q)e={U.Up, W Wy, Ui U Wo,Wa )T (A-6)
Il en est de méme pour une variation élémentaire {0q}°:
{ Sq}e-'-—-{ 8U1 1,8U21,5W 1,6W1,1, 8U12,6U22,8W2,8W2,1 }T (A-7)

ol la partie de gauche dans (A-6) et (A-7) concerne le noeud n°1 et la par-
tie de droite le noeud n°2.

On a introduit un vecteur taux de déformation élémentaire {€} qui lui
contient les vitesses de déformation de membranes Y,g et les vitesses de
déformation de flexion Kg. Ses composantes s'écrivent:

{é}e={y‘11,"\(22,2{12,@1,1&22,2k12}T (A-8)

On peut aussi établir les variations élémentaires {8€}® du vecteur dé-
formation {€}:

(8€)={8Y11,0V22,28712:5K11,0K22,28%12} T (A-9)

Enfin, pour utiliser le comportement modélisé pour I'él€ément de la
structure, on a défini un vecteur taux de contrainte {G} dans lequel inter-
viennent les contraintes résultantes incrémentales de membrane {N©P} et
celles de flexion {M@®}, sous la forme:

{G'}e= {N(ll),N(ZZ), N(12),M(11),M(22),M(12) 1T (A-10)
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Les composantes physiques du tenseur N©@B sont déterminées par la
relation ci-dessous, permettant le passage d'un tenseur TP de méme natu-
re, de coordonnées intriséques (s et 8) en un tenseur TO® exprimé en
coordonnées physiques (s et r0).

TR = T*Bage/a®® (A-11)

ol cette fois-ci exceptionnellement o et  ne sont pas des indices muets! On
rappelle que les composantes du tenseur de la premiére forme de la surfa-
ce ayg Ou a®B sont définies dans le chaE)itre I1, voir relations (I-2). Ainsi
par exemple N2 s'écrira: N?P=N22r%/(1/12)=r’N*2.

A partir des considérations ci-dessus et 1'approximation donnée par les
fonctions d'Hermite (A-3), I'écriture compléte des deux matrices de pas-
sage [B] et [BY] sont données par les tableaux respectifs: tab. A-1 et tab.
A-2.

tab. A-1 Les composantes de la matrice [B] avec Ay =(1-8)/2,
A°2=(1+§)/2 et B01=‘1/25'

Bol 0 'ClAl 'C1A2 BoZ 0 'C1A3 'C1A4 ]
T2 LA /%A, CoA -CoAy TPHA, wi?A, CAs GAy
nrAy Bo /2% ,A,, 0 0 WrAy  Be/t-2i? A, 0 0
0 0 D, D, 0 0 D, D,

0 0 -n2A,-T2 B, n2/2A,-T2,B, 00 -n*2A;-T%,B; -n2%r2A,-T?,B,

00-2nB /r-2/rF212A1 -2nB2/r-2/rF212A2 00 -2nB3/r-2/rF212A3 -2nB4/r-2/rl"212A4




0
0 0 A A, 0 0 A A
0
0

"o D, D, 0 0 Dy D
| 1 2 34_

tab. A-2 Les éléments de la matrice [BY]

Les matrices de chargement [D°;] et [D°] sont des matrices carrées 6x6.
En théorie de coques de D.M.V., elles sont simples a écrire, car elles
comportent chacune un élément non nul, a savoir D%(1,1)=1 pour [D%] et
D°2(5,5)=n2, pour [D%], avec n représentant le nombre d'ondes circonfé-
rentiel. Les valeurs de ces é1éments des deux matrices de chargement sont
obtenues 2 partir des dérivées secondes de la vitesse normale w, par rap-
port aux variables intrinséques: 'abscisse curviligne s et 'angle de révolu-
tion 0. Les autres éléments des deux matrices sont des z€ros.

Enfin, on rappelle qu'on a signalé au chapitre III, I'existence de deux
relations longues a écrire, leurs expressions sont les suivantes:

G = (UER){ LM (e 3+ T2f )+ Mf 111 ot
[Mlz(1/r2f:22+r2ufjl)+M22‘£j11],11+2/r[2M33(1/rf‘,21-1“2121/riiz)],12
FOT2 /e[ 2Mag(Lef12-T2 1 )] 0 2072 )My (U
+r212f,'1)+M12f.,11]-2[M12(1/f2f,.22+1‘212f.,1)+M22f.,11]r212,11
-2I‘212[M12(1/r2f,;2+F212f,;)+M22f:11]’1

212 5 [M (/0% 00+ T2 1of D+Myof 1111} (A-12)

K = (Eh3/12){ [Hl1V.V,11+H12(1/l‘2"‘.’,22+r212‘.’v,1],11+
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2/1—[2H33(1/rv&,12-r212/rv'v,2],12+1/r2[H12w',11+H22(1/r2w:22+r212w',1)],22+
2, [(HIL-HR)w 1+ (HI2-H2)( 2w gt T2 W )] 1+
UT2 )2 ((H-3H)w )+ (H2-3H2) (12w 5yt T2 5w )]+

61“2121/r[2H33(1/rv.v,12-1‘212/r.w,2],2} (A-13)
ot h est 1'épaisseur de la coque étudiée, E est le module d'Young et les

matrices [M] et [H] représentent respectivement les coefficients de souples-
se et les coefficients du comportement plastique des lois utilisées.

On note que les dérivées covariantes, sont effectuées a partir d'un for-
mulaire mathématique situé dans la référence[G7].
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