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Introduction

INTRODUCTION

Ia modélisation des solides est un des aspects fondamentraux de la CFAO. I-es solides
désignent généralement les objets destinés à être fabriqués dans I'industrie. Ia modélisation
des solides consiste à représenter virtuellement les objets avant leur fabrication. plusieurs

caractéristiques sont simulées: la forme géométrique, les propriétés physiques, I'aspect
visuel (couleur , texture, etc...),... Ce dernier pennet une représentation réaliste du produit
fini; les propriétés physiques sont nécessaires entre autres à la simulation d'essais
mécaniques. A la base de toutes les caractéristiques se trouve la forme de I'objet.
Iæs formes à représenter sont très variées; elles peuvent être des plus simples: sphères,
cubes jusqu'aux plus complexes: fuselage d'avion, carrosserie de voiture, visage humain
(imagerie médicale).

Les surfaces les plus simples, plans, quadriques sont insuffisantes pour re,présenter des
formes complexes; les surfaces définies par {uations cartésiennes (surfaces implicites)
[SED 85] ne sont pas d'un grand intérêt pour la modélisation interactive car elles n'offrent
pas une grande souplesse d'utilisation.
Des modèles mathématiques de surfaces ont donc étÉ, cr&s dans le double but de pouvoir
définir une grande variété de formes et d'offrir des caractéristiques qui se prêænt bien au
calcul numérique.

Cesontlessurfacesbiparamétriquespolynomiales(u,vp(x(u,v),y(u,v),z(u,v))

IBE,Z 86] [COO81. Les carreaux de Wzier sont les plus utilisés ainsi que les carreaux B-
spline qui sont polynomiaux par morceaux et qui généralisent les premiers. Ces surfaces
conviennent bien à la modélisation des formes libres mais les polynômes sont incapables de
décrire exactement les quadriques, très utilisées en CFAO (cylindres, sphères, etc ...) ILEV
761.

Iæs calreaux B-spline rationnels ou NURBS (Non Uniform Rational B-Spline) qui
généralisent les carreaux B-spline polynomiaux résolvent le problème; par conséquent ils
permettent de représent€r et de traiær de manière uniforme les formes libres et les
quadriques IGAR 89] [cAR90] IMIL 861.
Cet exposé traiæ principalement des carreaux NURBS et des surfaces induites par ceux-ci,
les carreaux de Bézier.

I-a rç'présentation des surfaces ne eonsdtue qu'une partie de la modélisation de la forme des
solides. Iæs surfaces doivent être assemblées de façon cohérente pour former les solides.
Iæs modeleurs solides utilisés dans les systèmes de CAO sont divisés en deux catégories.
Ils utilisent soit un arbre CSG (Constructive Solid Geometry) soit un modèle B-REp
(Boundary Representation) ou représentation par les limiæs tFoL 821 IGAR ga tGAs g0l.
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Dans ce dernier modèle les solides sont connus par leur npeau". Cette peau est constituée de
facettes adjacentes, en grossière comparaison comme un assemblage de tôles forme la coque
d'un bateau.

Ia liberté de créer des objets complexes implique la nécessité de pouvoir combiner
plusieurs solides pour en former de nouveaux. Les combinaisons sont les opérations
booléennes (réunion, intersection, différence, ...). Celles ci impliquent de savoir découper
et "retailler" les facettes. Ces dernières, dans le cas général, sont donc des carreaux
restreints (trimmed patches), c'est à dire des parties de carreaux NURBS et non pas des
careaux complets qui ne se prêtent pas à la modélisation de facettes présentant plus de
quatre cotés ou des trous (car topologiquement ce sont des carrés)tCAR 82] ICAS 84.
Iæ problème de l'intersection des surfaces apparaît donc comme un élément clé de la
modélisation des solides. Dans cet exposé nous proposons une solution au problème de
l'intersection de deux carreaux NURBS.

Dans la première panie sont définis les principaux types de surfaces, les carreaux de P#:zier,
les carreaux B-spline et les carreaux rationnels. I-es définitions mathématiques essentielles
sont énoncês; toutes les propriétés nécessaires à la suiæ de la présenation sont rappelées et
les algorithmes fondamentaux sont décrits. It lecteur familiarisé avec les careaux
biparamétriques n'y retrouvera que des résultats classiques mis à part une étude de la
propagation d'erreur de plusieurs algorithmes par une méthode probabilisæ.

La formulation mathématique du problème est décrite dans la deuxième partie. I-es
hypothèses et les notations sont précisées. Certaines propriétés fondamentales des courbes et
des surfaces sont rappelées et les différentes représentations du résultat (les couôes
d'intersection) sont exposées. Enfin la notion très importante de point d'intersection
singulier est introduiæ.

Iæs approches classiques du problème de I'intersection surface-surface sont abordées dans la
troisième partie. Iæs notions de filtre et de volume englobant qui sont universellement
utilisées pour optimiser les algorithmes de calcul d'intersection sont introduites. La
méthode associant subdivisions récursives et intersections de facettes planes est décrit€.
Des solutions spécifiques aux problèmes inæ+sætisn surface parametrique-surface
paramétrique et intersection surface paramétrique-surface impliciæ sont ensuite exposées.

Iæs méthodes proposées sont décrites dans la quatrième partie. Un algorithme qui associe
simplification des carreaux et dichotomie récursive est exposé; il décompose simultanément
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deux carreaux NURBS en carreaux de Bézier biquadratiques. Ensuite est présenté le calcul

de I'intersection des carreaux biquadratiques, puis des carreaux bicubiques à I'aide des

résolvants. I-es propriétés des courbes de Wzier sont utilisées pour séparer les racines des

{uations réelles. Une méthode de suivi de courbe est ensuite décrite; elle correspond à la

solution du problème intersection surface paramétrique-surface paramétrique. I-es

différentes méthodes sont finalement associées pour former un algorithme général.

Enfin dans la cinquième partie les différentes phases de la résolution du problème sont

résumées. Un bilan sur les différentes approches du problème est dressé; les diffrcultés

majeures sont soulignées. L'intérêt et I'originalité des solutions que nous proposons y sont

discutées. Enfin l'orientation future de nos travaux est évoquée.



Chap I. Surfaces paramétriques

I SIJRFACES BIPARAMETRIQTJES

I.1 nBTnTnIoNs ET PRoPRIETES DEs CARREAIIX DE st]RFAcE

I.1.1 Définition d'un carreau de Bézier

I.1.1.1 Définition des polynômes de Bernstein

Soit m un entier fixé non nul, soit i € [0, U
On appelle polynôme de Bernstein la quantité:

Bi-(u) - C,o, ui (l - u)m-i où u varie dans I'intervalle [0,1]

La famille { h-, .. , B.. } forme une base de I'espace vectoriel des polynômes de degré
inférieur ou égal à m

Propriétés des polynômes de Bernstein

m

l )  E  B , . (u ; :1  yu
i = 0

2)Bi . (u)> l  vu ,v i

3)8 , '10 ; :g  s i i>0 e t  Bo. (0) : l
B , '11 ; :g  s i i<m et  B. ' (1 ;=1

4) Dérivation

I Bi']'(u) = m I Bi - r'-t(u) - 3,'- t(u) I

5) Récurrence

4-(u) = u 4-r ' - t (u)  + (  1-  u )  B,m-r(u)
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l.L.l.2 Définition d'un carreau de Bézier

On appelle carreau de Bézier la surface d définie par

o: [ 0, 1] x [ 0, 1] ------) n3

( u, v) r( u, v; : I ; Pi; B,.1u;. n,(v)
i = 0  j = 0

où les Pù ,t, sont des points de Rr. L'ensemble des Pg est appelé réseau ou polyèdre des
points de contrôle.

Ia surface est de degré m en u et n en v. Par Ia suite nous dirons qu'elle est de degré mxn

lBEz 861.

Remaryue: Courbe de Bézier

On appelle courbe deÉzier la courbe définie par

c: [ 0, l] -----> Pr

t F-----------+ o( t) : Ë pi Bi-(u)
i = 0

où les B sont des points de Rl . Ils sont appelés points de contrôte de la courbe.

Propriétés des carreaux de Bézier

I-es propriétés (1) et (2) des polynômes de Bernstein entraînent deux propriétés importantes
des carreaux de Bézier

1) Propriété de I'enveloppe convexe

pour tout couple (u,v), o(u,v) appartient toujours à l'enveloppe convexe du éseau de
contrôte {Pij}

2) Invarianc€ pnr changement affrne

Soit f : une application affine de Rl dans Rr alors

O) t es vecùorielles sont notées en grss
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f( o( u, v)) : E E f@,i ) Bi.(u). Bjn(v)
i = 0  j = 0

la propriété 3) des polynômes de Bernstein entraîne

3) o(0,0) : Poo, o(1,0) : P-o

o (0,1) : Por, et o(l,l) : P-n

Iæ réseau et le carreau se touchent en les quatre coins.

4) Courbes isoparamétriques

Si I'on fixe un des paramètres dans I'expression o(u,v) on obtient une courbe deMzier
inscriæ sur le carreau.
Exemple :u f i xé :U

i tv \la courbe est: v o( u, v) = E l.D &i Bi-(Di. nXnl
j = 0  i = 0

Lorsque u est fixé, on dit que la courbe est une isoparamétrique à u fixé. Si v est fixé, c,est
une isoparamétrique à v fixé. L'ensemble de toutes les isoparamétriques à u fixé( resp. à v
fixé) recouvre entièrement le carreau.

5) Dérivées partielles

Grâce à la relation (4), on montre facilement que:

m-l n

o,,( u, v) : 6 D E ( &*r,i -pi; )Br'-t(u). B;"(v)
i = 0  j = 0

m n-l

o"( u, v) : n D E ( Pi,.; *r -pi; )B1-(u). Bj*t(v)
i = 0  j = 0

I-es dérivées partielles sont encorè Oes canàui de nézier dont bJ pofyeOres de contrôle
sont immédiatement déduib du polyèdre de la surface initiale.
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I.1.2 Définition drune surface B-spline

l.l.2.L Définition des fonctions de base

Soit m ) 1 un entier fixé, soit k un enter € {1,...,m*1}.
Soit une suiæ finie de nombres réels {ui}i=0..-+r telle que:

. Ui SUi+r pOur tOut i

. Uk-l ( Um+t

. Ui ( ui+r pour tout i

I-es ui sont appelés les noeuds (ou valeurs ndales), {ui}i=0..-*1est appelé vecteur nodal
(ou table des noeuds) et est noté tndu.

Si ui-r ( ui : ... : ui+r-l ( ui+r, chacun des noeuds ui ... ui+r-r est de multiplicité r.
D'après la définition de tndu, la multiplicité maximale d'un noeud est k.
Lorsque ui+r-u i :constante pour tout i, le vecteur nodal est dit uniforme.

I-orsque . uo: ... : uk-l = 0

. ui+r - ui : constante pour ft-l) <i <m

. U m + l : . . . : U m + k

I-e vecteur nodal est dit quasi uniforme.

Les fonctions de base ou B-spline sont notés Ni'où r est l'ordre de la B-spline et i varie de
0 à mik-r.

On peut les définir suivant une relation de récurrence. [BOE 84]

Soit u un réel quelconque

Ni t  (u ) :  l  s iu€  [u i ,u i+ r [

Nt(u) = 0 si u n'appartient pas à [ui,ui+r[

pour 1 <r sk N. (u) : *p,,-r (u) + +p,*,r-r (u)
Ui+r-t - Ui Ui+r - Ui+r
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convention: lorsqu'un des dénominateurs intervenant dans la formule est nul, le quotient

correspondant est nul.

Propriétés des fonctions de base

1) support: N;r(u) : 0 si u n'appartient pas à [ui,ui+r[

2) positivité: Ni'(u) >0 si u appartient à [ui,ui+r[
si ui:ui+, N'est identiquement nulle

3) partition de I'unité: Si u appartient lu,-1,um+k-r+lI
mf k-r
E N,'(u) : 1
i = 0

4) Dérivation [BAR 88]:

[Ni,] '(u): (r- l) (#Np-r (u) 
#* 

N1a1.r (u))

avec la même convention en cas de nullité du dénominateur.

5) Ordre de continuité: une fonction de base Nik est (k-1-0 fois dérivable en un noeud uj
de multiplicité d.; (i <j < i+k) ( c-à-d appartenant à lui,ui+kl ).

6) Comporæment des_fonctions de base au voisinage d'un noeud de multiplicité maximale

Soit ui un noeud de multiplicité k.

On supposeQu€Ui-1 ( u1 : Ui+r : ...... : Ui+r-r ( Ui+r.

N-rk vaut 1 en ui- et 0 en u1*, N;t vaut 0 €t ui- et 1 en ui*. Iæs autres fonctions de base
s'annulent en ce noeud.

Si ui n'est que de multiplicité k-I, par exemple si

Ui- t  (  U i :  U i+ l  = . . . . . :  U i+k-2  (  U i+k- I ,  â lOrSN; l tvau t  I  e t lU i .

Les autres fonctions de base s'annulent €o ui.
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I.1.2.2 Définition d'une zurface Fspline

soientm,n,ket lquatreent iersf ixéstelsquem ) 1,  n > 1,  I  <k <m*1et 1 <t  <n*1.
Soient tndu:{uo, ... , um+k}, tndv:{vs vn1l} deux vecteurs nodaux fixés. Soient
(m+l)x(n+l) points de Rg notés Pi.; pour i:0..mj:0..n.

On appelle surface B-spline la surface C [BOO 78] définie par:

o: I u1-1, um+r[ x I vt-1, vo+r[ ----)P3

( u, v) o ( u, v; : Ë 
.E 

Pr r \k(u). N,(v)
i = 0  j = 0

{ P;.;} est le polyMre (ou réseau ) de contrôle de la surface.
Iæs N1t sont associés au væteur nodal {q}, les \' sont associés au vecteur nodal {v;}.
I-a surface est dite d'ordre k x f, d'ordre k dans la direction u, d'ordre t dans la direction v.
La surface est entièrement définie par m,n,k,f,tndu,tndv et le réseau { P,i}.
I-e domaine de définition de o, I u1-1, u-+r[ x I v;-1, vo+r[ est appelé carreau paramétrique

de C.

Remarque: courbe Bspline

Soient un entier m ) I fixé et k un entier tel que 0 <k <m*1.
Soient tndu : {u0,...,um+r} un vecteur nodal fixé et {B}i=0...-*l une suite de points de Rl.
On appelle courbe B-spline la courbe définie par
c: I u1-1, u-+r[ -------)R3

o1g : i  &  N ik ( t )
i = 0

Iæs Pi sont appelés points de contrôle.

Propriétés des surfaces B'spline.

l) Polynomiale par morceaux.

Sur chaque pavé non vide [ur,urç1[ x [v6,v6+r[ o(u,v) est un polynôme en (u,v) de degré
(k-1) x (Ë1).

2) Comportement local.
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Ia propriété (1) des fonctions de base entraîne les résultats suivants:

Si (u,v) appartient à [ur,ug+rI x [v6,v6a1[,
g d

o( u, v) : E E P,i Nik(u). \l(v)
;  =  g -k+ l  j  =  dJ+t

ne dépend que des points

P
9'k+1,d'l+1

i
P
E,d'l+l

le point de contrôle Pi; n

3) Enveloppe convexe

Les propriétés (1) (2) et (3) des fonctions de base entraînent que la restriction de la surface
à un pavé paramétrique [ug,ug+1[ x [v6,va+r[ est entièrement incluse dans l'enveloppe

convexe des points de la matrice Aga.

4) Invariance par transformation affine.

Soit F une transformation affine de Rr vers R3.

h propriété (3) des fonctions de base entraîne que

v (u,v) F(o ( u, v; I = i i F(P,: ) \k(u). \(t)
i = 0  j = 0

5) Courbes isoparamétriques
Iæs cstnbes isoparamétriques sont définies de la fiême façenaue pour les earreaux de
Éaer; les propriétés sont complèæment analogues.

6) Dérivation

10

représentés par la matrice Aga:

PI
e-k+1.d 

I

il
I

f,.o J
'a d'influence que sur le pavé [u;,u;*{ x [v;,v;+t[.

donc o(u,v)

t
I
I
t_

Inversement
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I-a forme des dérivées des fonctions de base nous permet de démontrer que

ou( u, v) : (k-l) ; ; 
P'' i -P'-t"

i = r  i =o  u i+ r - r - u l  \ " t t u ) ' \ ( v )

ffi\k(u)'\tr(v)
m n
F F

i = 0  j = l
o,( u, v) : (t-1)

Iæs dérivées partielles sont donc encore des surfaces B-spline dont les caractéristiques sont
facilement déduites de celles de o.

7) Influence de I'ordre k x I

Nous exprimons brièvement à I'aide d'un tableau, la manière dont évoluent les propriétés
de la surface lorsque I'ordre croît.

De manière générale l'élévation de I'ordre "tend" la surface.

Exemple de surface B-spline d'ordre 3x3:

capacité de la surface à
bien approcher son réseau

de définition
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Remaryues importantes

1) Supposons que les noeuds terminaux dans tndu et tndv soient de multiplicité maximale.
C'est à dire que

t l ,O = Ut  E . . . .  :  U1-1 (  U1

vo :v l= . . . . : v r - l<v ,

U m  (  U m + l  :  U m + 2  =  . . . .  :  U m + k

V 1  (  V n a l  :  V n + 2  3  . . . .  :  V n + l

2) IÂ propriété (6) des fonctions de base entraîne que la surface passe par les quatre "coins"
du réseau de définition, plus précisément nous avons:

o(u1-1,v;1) = Poo

o(u6a1,v;1) : Pro

o(U1-1,vqa1) : Po"

o(u6a1,v11ar) : P6o

Dans la suite de cet exposé tous les carreaux B-spline vérifient cette condition sauf mention
contraire.

2)Lien avec les carrqrux de Bézier

Si les conditions suivantes sont vérifiées:

*k  =  m* l
* f=n* l

*Uo  =  U l  :  . . . .  =  Uk - l  (  U , , ,+ t  =  Um+2  E  . . . .  =  Um+k
*VO :  Vl  :  . . . .  = ' !4 . !  (  Yr+t  :  Vn+2 = . - - ,= V++l

Alors le carreau B-spline c est un carreau de Bézier de degré ft-l) x (t-l),
ayant {Pû} ,=0...-; j=g...n pour réseau de définition.
Plus précisément si C' est le carreau deÉner défini par:

T2
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o': [ 0, 1[ x [ 0, 1[ ---------)ar

( u, v) o'( u, v; : Ë ; Pi; B,-1u;. Bj{v)
i = 0  j = 0

(I-es B,. et les 8,. sont les polynômes de Bernsæin)

alors pour tout couple (u,v) de [ 0, l[ x [ 0, l[ on a:
o'( u, v) = o( ur-r * (u,,,+r-ur-r).u, vl-r * (vn*t-vgt).v).

Dans ce c;N on le traite comme un ciureau deËzier.

I.1.3 Définition dfune surface B-spline rationnelle

La définition d'un carreau rationnel est rendue plus commode par I'introduction de deux
fonctions mathématiques:

On appelle H la fonction: Ra -->Rr

(x ,Y ,  z , t )#H(x ,y ,z . t ) : (  I . I . :  )- r ' ,  \  t  r  t ,  1 . t

Et T l'application: R3 --------)Ra

( x, y, z)l------------->T( x, Y, z) -- (x, y, z,l)

Soit { P1;}i=0...,,,;;=s...a; uo réseau de points de contrôle
en 3D .Soient deux tables de noeuds tndu : {u0,...,um+k} et tndv = {v0,...,vo+t}.

A chaque point Pu est associé un poids !; gui est un réel > 0 (appelé aussi coefficient de

pondération).

Nous définissons l'application
s : I u1-1, uo,+r[ x I v[r, vo+r [ 

-----)Ra

( u, v) S ( u, v; = Ë i Qi; \k(u). \(v)
i = 0  j - 0
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avec Qij : t,i T(P,.i ). Donc si Pii : alors Q,, :

t,i È,i I
tj Ptij 

I
t iF iJ

tij

Elle représente la paramétrisation d'un carreau B-spline polynomial C dans I'espace

homogène.
Un carreau B-spline rationnel II est alors défini par la paramétrisation

o: f a, b[ x I c, d[ -------)pr

( u, v)f-+o ( u, v) : H(s ( u, v) )

En d'autres termes

E E r,i P,i \t(u). \l{v)
i = 0  j = 0

o (u , v ) :
E E Qi \k(u). trl,,{v)
i = 0  j = 0

Remaroues

I-e carreau ÏL est la projection du carreau C, @ dernier est suffisant pour représenter
complèæment l?. C'est donc sous cette forme que II est représenté. I-es informations
conservées sont donc: fi, o, k, t, {u,}, {v;}, [Qi;1.

Toutes les transformations géométrique affines sur 71 sont effectuées sur e . Le, calcul de
points ou de dérivées partielles est d'abord effectué dans Ra , là où sont appliquées toutes
les propriétés relatives aux careaux polynomiaux; puis les données calculées sont projetês
dans I'espace euclidien.

Lorsque les vecteurs nodaux associés à une surface B-spline rationnelle

sont non uni&nrrcs, eelle-ci est appel& surface B-spline rationnelle non uniforme ou
NLIRBS (pour Non Uniform Rational B-spline).

Lii l
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Exemple: Tore représenté par un carreau NLJRBS

hopriétés des zurfaces B-spline rationnelles

1) Rationnelle par morceaux

Sur chaque pavé paramétrique non vide [ui,ut+r[ x [vi,v.;+1[, la surface est une fraction

rationnelle en ses paramètres.

2) 3\ 4) I-es propriétés de comportement local, d'enveloppe convexe et d'invariance par

transformation affine des B-spline polynomiales sont intégralement conservées par les B-

spline rationnelles.

Iæs deux remarques importantes concernant les B-spline polynomiales sont encore valables

pour les rationnelles car elles sont liees aux vecteurs nodaux.

Cas particulier: carreau de Bézier rationnel

La définition d'un caneau de Bézier rationnel suit la même démarche que celle d'un

carreau NURBS rationnel.
Soit Pùl i='...m; j=0.. n. lilre rratriee de {m* 1} x (n+ 1) ?oints de R3 ; A c*raque point P., est

associé un poids Çigui est un réel > 0

Nous définissons I' application

l 5
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s : [ 0, 1[ x [ 0, 1[ ----)R4

( u, v) F----> s ( u, v; : Ë ï Qi3 B1-(u;. B;{v)
i = 0  j = 0

avec Qt, : ti T(P,t ).

Elle représente la paramétrisation d'un ciureau Ézîer polynomial C dans I'espace

homogène.
Un carreau Bézrer rationnel d est alors défrni par la paramétrisation

o: [ 0, lt x [ 0, l[ --------)Pr

( u, v)f+o ( u, v) : H(s ( u, v) )

Comme pour les carreaux NURBS, ce sont les informations relatives au carreau dans

I'espace homogène qui sont conservées.
I-es informations conservées sont donc: il, r, [Qr; I.

L'ensemble des remarques que nous avions formulées pour les carreaux Bspline rationnels

est encore valable pour les carreaux deÉziet rationnels.

I.2 ALGORITHMES FONDAMENTAIX

I.2.1 Algorithmes de calculs pour les courbes de Bézier

l.2.L.l Algorithme de De Castefau

L'algorithme de De Casteljau est I'outil de base de manipulation d'une courbe de Bézier. Il

sert à calculer pour une valeur u* fixée du paramètre, le point correspondant sur la courbe.

Grâce aux propriétés de récurrence des polynômes de Bernstein, Paul De Casæljau [CAS

851 a établi cet algorithme simple et efficace.

Description de I'algorithme

Soit T une courbe de Bézier : T: u +R(u), nous calculons R(u*) où u* est une

valeur quelconque de I'intervalle [0,1].

l6
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Initialisation

Bo:B pour i :0 . .m

récurrence

(1 )

Pi'(u) = u* R-r'-t + (1-u*) p;r-l pour r variant de I à m

et ide ràm

Ce processus est parfaiæment représenté sous la forme d'un schéma triangulaire.

Exemplepourm:3

Poo

----------->

- Propriétés fondamentatei Ae l;algorithme

Cet algorithme est également un très bon outil de suMivision. Ia courbe {R(u), u:0..1} est

la réunion des arcs {R(u), u:O..u*} et {R(u),u:ut..1}. Ces deux arcs sont des courbes de

T7

P,'

,f
/

\\
P,t

N

/

Prt
N.

/
.,

/

P2 P,'
\r

/
ProP,o

Prt

u t



Chap I. Surfaces paramétriques

Ézier de degré m dont les polygones de contrôle sont les deux pentes du schéma

triangulaire. Plus précisément:

{ R(u), u:0..u*} - { Poo h-(t) * P1t B1m(t)*...*P-. B,,, '"(t), t:0..1}

{ R(u), u:u*..1} : { Pn,- e-(t) * P,"m-t B1m(t)*... *P,o B-.(t), t:0..1}

Propagation de l'erreur

Nous étudions I'incertitude sur le calcul de R(u*) en fonction des imprécisions sur les

donnees.

Nous interprétons les erreurs commises sur les termes comme des variables aléatoires.
Notons &'le terme général de I'algorithme calculé réellement et P,'le tÊrme théorique exact

correspondant. L'erreur commise est 8,' :Pi'- Pr' (2)

Considérons 8,'comme une variable aléatoire; notons E(8,') son espérance mathématique et

Var(8,') sa variance. 8,0 est la variable aléatoire représentant I'imprécision sur le terme

initial P,o. On peut admettre que les erreurs sur les terrnes initiaux, donc les I,o sont des v.

a. de même loi et indépendantes.
Donc E(8$ = constante, vi et Var([ro) : constantE vi (3)

Grâce à (1) et (2) on montre que 8,': u*8t-r'-r * (l-u'r)[.r-t

On en déduit que E(8,) : u* E(8,-,'-r ) + (l-u*) E([,'-t;

Par récurrence on obtient que E(8,') : E(8t0) = corstillt€r

Ce qui signifie que l'erreur moyenne sur le calcul de R(u*) est la même que I'erreur

moyenne sur les points de contrôle. On montre aussi que
Var(8,.) = (u*)2 Var(8ir'-r ) * (l-u*)z Var(8,"t)

On peut facilement en déduire par récurrence que:
(lZ)" Var(8,0) <Var(8) < Var(t,o) : constant%

En particulier si u : u* Var(8) = (lt2)" Var(8,0)

Ce qui signifie que l'erreur sur le terme final est bien plus proche de I'erreur moyenne que

ne l'étaient les terme initiaux.
Ces propriétés Eaduisent la grande stabilité numérique de cet algorithme.

t 8
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1.2.L.2 Elévation du degré

Soit T une courbe de Bézier de degré m, définie comme dans I'introduction. Il est possible

de définir T'une courbe de Bézier de degré (m+1) et de polyèdre de contrôle

{P',},=0...,n+ri telle que pour tout u dans [0..1], T(u):T'(u).

Description de I'algorithme

Initialisation

P'o: Po

Récurrence

Pour i :1. .m*1 P' ; :  a i f i - r  *  (1-a) B

où a;=i71t*t,

Remarques:

Cet algorithme permet de faire coincider les degrés de deux courbes.

Il est repris en détail dans le chapitre subdivision et diminution de degré (IV.l).

1.2.1.3 Traduction d'une courbe de Bézier dans la base canonique des polynômes

On désire écrire une courbe deÉzier R(u) sous la forme

R(u) :  Ao * Aru * A2u2 * . .  *  A'u.

Description de I'algorithme

Initialisation

40=& pour i :O . . .m

t9
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Récurrence

4. : 4*r'- l - 4'-l pour r : 1...m et i : O...m-r

Finalement

Ai :Cn'i  4i pour i :0...m

Exemp lepou rm:3 :

Remaroue
i

On montre facilement que A, : D Cj Cl) Pu
j = 0

Propagation de I'erreur

Notre étude est analogue à celle effectuée pour I'algorithme de De Casæljau.

Nous étudions I'incertitude sur les termes finaux 4'en fonction des imprécisions sur les

termes initiaux 40 . Notons Ar le terme général de I'algorithme calculé réellement et g'le

terme théorique exact.
L'erreur sur le terme général ti' :A. - 41 est considérée comme une variable aléatoire.

On admet que les 8,o(erreurs sur les termes initiaux) sont des variables aléatoires

indépendantes et de même loi.
Donc E(8P) = constante, vi et Var(t,o) = constant% vi

20

ao3

3
a0
àz

ao al
1 1 1

Ao Ar A2

.0 .0 _o
Ao A1 A2

On montre que E(S;) = O ti r > 0

Ce qui signifie que l'erreur moyenne est nulle pour les termes résultats,
mais Var(80') : 2'Var([io)
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Ce qui signifie que la marge d'erreur moyenne augmente de façon exponentielle avec

I'indice r du terme final.

Cet algorithme montre donc une amplification catastrophique de l'erreur pour des degré m

élevés. Si I'on utilise des réels codés sur 32 bits, on peut convertir des polynômes jusqu'à

un degré égal à 10, avec des réels codés sur 64 bits, on peut aller jusqu'à un degré égal à

20.

Changement de base réciproque

Il s'agit d'obtenir les Pi en fonction des Ai.

Ils sont calculés à l'aide de la formule
i c i

P.  -  E  
*4 ,  pour i  :0 . . .m

j = 0  - m

Ils peuvent également être obtenus à I'aide du schéma triangulaire précédent à la différencp

que c'est la colonne de gauche qui est initialisée( au lieu de la base) et les termes finaux

sont dans la ligne de base.

L'algorithme devient:

Initialisation

I
A': i A, pour r:O...m (colonne de gauche)

vm-

Récurrence

4' :  4-r '  f  4_r '* l  pour r  :  1. . .m et  i  = O.. .m-r

Finalement

Pi : 40 pour i:0...m (ligne de base)

Propagation de l'erreur

La stabilité numérique n'est pas meilleure que pour l'algorithme précédent.

2T
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1.2.2 Algorithmes de calculs pour les courbes Bspline

1.2.2.1Algorithme de Cox-De Boor

L'algorithme de Cox-De Boor est aux B-spline ce que I'algorithme de De Casteljau est aux
BÉ;zier. Son rôle est le calcul de points sur une courbe ou la subdivision. Ses propriétés

sont complètement analogues.

Soit C une courbe B-spline d'ordre k, définie par (m*1) points {Po .. P-}, de table nodale

{uo .. u-+r}. C est décrite par

ci I u1-1, u-+r[ ----)R3

o19: Ï  & N, . ( t )
i = 0

Nous décrivons le calcul de o(u*) pour u* quelconque appartenant à [ u1-1, uo,+r[

Description de l'algorithme

Initialisation

- recherche de I'unique indice d ûel que

ud <u{'( ua+t

Rr=B pour i :d -k+ l  . .d

Récurrence

B. : 4.p;r+l * (1-air)ft_1r+r pour r variant de (k-l) à 1

où ai, : 0r*:u)/(ui+r-ui) pour i variant de (d-r+l) à d

22
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Exemplepourk :4

, / \
Po eo. %1 .1" d ""' 

P"., P.

Cet algorithme trouve sa justifrcation dans les propriétés de récurrence et de support borné
des fonctions B-spline.

Redéfinition de la courbe

L'application de Cox-De Boor correspond à l'insertion de u* (k-l) fois dans la table des
noeuds. Par conséquent, la courbe peut être redéfinie. I-es (m+k) points Po , .. , Pd-k,
Pa+rk, .. , Pdl, .. , Pdk, Po+r, .. ,P. et les (m*2k) valeurs nodales

V g : t L g r . . r V d : U d

V d + l : U * r . . r V d + k - l : U *

vd+k=ud+l , .. ,vm*2k-l:um*k constituent les nouveaux éléments de définition de la courbe
T. On constate que l'ordre de T n'a pas été modifié. I-e nouveau polygone de conrôle a été
obtenu en substituant la base du schéma triangulaire par ses deux pentes. Cette modification
mpproche le polygone de la courbe.

Remarque : Cet algorithme permet de diviser la courbe

1:1rFR(u), urur-r .. um+l) en deux nouvelles courbes

t , : {uFR(u) ,U !Ut . t . .u * }o tT6= tFR(u) ,u :u* . .um+ l } .

T, est une courbe B-spline d'ordre k définie par les (d+1) points

P., ,. , Pd:k, Pa-t+!k , .. , Pdl et Pq le vecteqr ng@

tndw={wo=Vqr .. , Wd+k-l=Vd+t-l , wa+t:U* }.

Tc est une courbe B-spline d'ordre k définie par les (m+kd) poins

Pa2 , .., Ptk , Pa+t, .. , P- et par le vecteur nodd

tndS :  {S6=u*rSt=Vd+lr  . .  ,Sk- l :vd+k- l rsk:Vd+k,  . .  ,S-a+2r- t :Vm+2k- l  }

23
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Une réalisation de cet algorithme (subdc) est décrite en annexe.

1.2.2.2 Algorithme de Boehm

C'est un cas particulier de I'algorithme d'Oslo [BAR 88]. n inÈre une unique valeur

nodale.

Remarque: On peut montrer que l'utilisation de l'algorithme de Cox - De Boor revient à

rêfitnr (k-1) fois I'algorithme de Boehm avec la même valeur nodale. On peut trouver une

comparaison de ces différents algorithmes dans [DAN 891.

1.2.2.3 Algorithme de calcul des dérivées zuccessives

Cet algorithme du à Boehm[BOE 84] permet le calcul simultané des dérivées jusqu'à I'ordre

k-l d'une courbe B-spline d'ordre k.
Soit C une courbe B-spline d'ordre k définie par les points Po ...P,. et le vecteur nodal

{u0.. .u,+r} .Cestdécr i tepar: t  c( t )  =Ë & Ni.( t )
i = 0

Soit ur fixé appartenant à [uk-I, um+r[, On désire calculer les dérivées de c en u.

Description de I'algorithme

Initialisation

- Recherche de I'unique indice d tel que u appartient à [ud, ud+ 1[.

puis initialisation "base triangle inférieur droit':

Bo  =  Bpour i :  d -k *1 . . .d

Récurrence triangle inférieur droit:

p.' : (B'-l -p1-1r-t)/(qa1_1-ui) pourr = 1...k-l et

Récurrence triangte supérieur gauche: 

i = d-(k-r)+ l"'d
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p1r : p1r-l * (u* - tta+.-g-ly)P;11' pour r : l...k-l et

i  :  d -k*1 . . .d -k* r

L^a dérivée de rang r est donnée par:

a(r)(u) : (k-1)(k-2)...(k-r) P6a1-s-1yk-r pour r : 0...k-1

Il y a donc deux schémas triangulaires superposés qui forment un schéma carré. I-a plus

haute ligne du carré fournit les dérivées successives.

k-1 k-1 k'l
Pdk*1 Pd-k*2 """" " Pd

k-2 k-2 k2 k 2
Pd-k*1 Pd-k*2 Po-t Pa

Une réalisation de cet algorithme (ttesderiv) est décrite en annexe.

I.3 ATFI,ICATIONS USUELLES

I.3.1 Traduction drun carreau de Bézier dans la base canonique des polynômes

Soit ô un careau deÉzier défrni comme dans I'introduction par:

m n

o( u, v) : E E Pi3 Bi-1u;. Bi'(v)
i = 0  j = 0
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On veut réécrire o(u,v) sous la forme: D E A,, ui. vj
i = 0  j = 0

m  l î  \  o

or o( u, v) : E Bi.(u)\ D &i Bj"(v)/ on pose Qi(v) : D P,t B;'(v)
i = 0  j = o  j = 0

Pour i fixé, Q;(v) est une courbe deNzier qui s'exprime à I'aide de I'algorithme de

passage à la base canonique sous la for,n, ï Dij vj
j : 0

m l a \

Donc o( u, v) : E B,'1u;(r Di; ui )
i = 0  j = 0

n / ^ \ m

ou encore o( u, v) : E vi (E Dij B,-(u)/ On pose Ri(u)= r D,, B,-(u)
j = 0  i = 0  i = 0

Pour j f1é, \(u) est également une courbe de Bézier qui s'écrit sous la forme

\(u): E a,j u'
i = 0

m n

d'où o( u, v) = E E A,, ui. vj
i = 0  j = 0

L'algorithme de passage à la forme canonique d'un carreau de Bézier consiste à calculer
dans un premier temps les Di.; et ensuit€ les Ai;.

I.3.2 Traduction drun carreau Fspline dans la base canonique des polynômes

Passage à la base canonique pour une courbe B-spline

Sôit une coùib B-spline d'ôrdie k, de vecæur noûil {uo...u.+t} et de points de contrôle
P0...P.. Sur chaque inærvalle non vide [ua, ua*r[ la courbe est un polynôme de degré k-1.

I-a déærmination de ces polynômes est simple:
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Pour chaque noeud ud tel que k-l <d <m et tel que [ud, ud+l[ non vide, on calcule toutes

les dérivées et donc grâce à la formule de Taylor-Young on obtient le développement
polynomial de la courbe sur I'intervalle [u6, ua+r[.

Généralisation aux carreaux B-spline

Soit 0 un carreau B-spline, les notations sont les mêmes que celles utlisées dans

I'introduction. Sur chaque pavé [ui,u;..,.1[x[v;,v;+t[i:0..m; j=0..n; ttotrê surface est une
polynomiale
en (u,v) de degré (k-l)x(l-l).

Nous calculons cette polynomiale:

Soit (u,v) dans le pavé [ur,ue+r[X[va,vo+r[. d et g sont tels que ur(ug+l €t va(va+1. Sur ce
pavé, la surface s'écrit

g d

s( u, v) : E D &; Nik(u). ryl{v)
i = g - k + l  j = d - { + t

ou encore
c  l d  1

o( u, v) : D N1k(u). \ E P,i \(v) /
i = g - k + l  j = d J + t

Iæ terme entre parenthèses noté Qi(v) est une courbe B-spline. En utilisant la méthode de
passage à la base canonique pour une courbe B-spline, on obtient

L I

Qi(v) : E Cii (d) (v - va)
j =o
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I  l L t  \
donc o( u, v) = 

l= r_.*, 
\t(u). \ 

,1, 
cii (d) (v - vJ/

Lr  l s  \
ou encore o( u, v) = E (n - uJ .\ D Cii (d) Nr.(u)/

j = 0  i = g - t + l

De même, le terme entre parenthèses peut etre r&it sous la forme
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k-l
E Ait G,d) (u - ua)i
i : 0

Sur chaque pavé non vide [ug,ug+r[x[va,va+r[, otr obtient Par ce procedé une matrice

[A,i(g,d)]i=0..k-r1=e..1-1 des coefficients de la forme canonique.

I.3.3 Partition d'un carreau de Bézier

La suMivision d'un careau de Ézter consiste à le découper en quatre carreaux de Ézter

adjacents. I-es lignes de coupe sont des lignes isoparamétriques. I-es quatre sous-ciureaux

obtenus forment une partition du carreau initial et sont de même degré que lui.

Appelons d le carreau de Bézier m x n défini par:

o: [ 0, 1[ x [ 0, 1[ ------)R,3

( u, v) '( u, v; = Ë ; Pi; B,'1u;. !'(v)
i = 0  j = 0

I-e carreau d est "partitionné" en quatre sous-carreaux de Bé;zter de degré m x n :

8 : Er,lJ ûrr.U ûrrU ûr, grâce à I'algorithme de De Casæljau.

I-es deux lignes de coupe sont des courbes isoparamétriques définies à u1,*6 et à v6*r.

Notons u* : uor, et v* : Vfi*é . Ces deux valeurs sont des valeurs quelconques de

l'intervalle 10, l[.

I-es rectangles paramétriques des sous carreaux sont resp€ctivement:

[0 ,  u* [x  [0 ,  v* [ ,  [0 ,  u* [x  1 v* ,  11,  Iu* ,  l [x  1 v* ,  11,  Iu* '  l [x  I  o ,  v* [ .

v

I

yt

o
O u t l u

Psrtitim drrrs lÊ pht parsdriqgÊ u* Partitk*densl.eryeee

Calculs des nouveaux réseaux de contôle

IL est commode d'écrire le réseau de contrôle de d sous la forme manicielle suivante.
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r-l
| "oo 

Po'' 
I

l::l
P= | h^ q" I

|  ' ' o  I

| "*o 
P-n I

t_J

Dans un premier temps, nous allons découper û en2 ciureaux 8r et ûz selon la couôe

o(u,v*).

8r  :ûn U 8n ûz :  ûnU ûzz

Chaque ligne de la matrice P déærmine une courbe deBÉ;zier en v que I'on découpe à l'aide

de I'algorithme de De Casæljau en la valeur v*.

Chaque ligne [Pi;]=0..n €St donc prise à son tour comme la base du schéma triangulaire de

Casteljau.

Chaque [P1]=0.." est remplaé par [Qi;]=0..2,

Nous obtenons 2 matrices de points qui sont les réseaux de & et 82.

Foo o';l la'" o'r-l
lIllrl
ll" 'ïl ll" o'd
ûr et Bz*nt ae.oupe, ,ui.r-t i *"* o(u*,v) t pour: n*e
Chaque colonne [Qii]i=0... est remplacé à I'aide de I'algorithme de De Casæljau par

[Rii]i=0..2'n
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[ ' "

l:z'.o

30

on obtient 4Finalement

lr" "
I
[ ' ""

:l
;:l

,  û12  ,  û22

matrices

lr"'
I
l"-"

[ - '

1"r,"
qui représentent les points de contrôle associés à dt t

Remaroue:
- On peut s'arrêter à E, et E, et ainsi découper uniquement en deux parties le carreau d.

- I-e choix de u* et v* est libre. Il est possible d'obtenir des carreaux de taille rès

différenæs.

- I-e point R-r, commun aux 4 matrices, est le point o(ut,v*;.pen 881.

Note

Ia programmation de l'algorithme de De Casæljau conduit à un sous programme dont

I'utilisation se résume à:

ENTREES' : y;,::i :::',ii::ff iii::::;":i':T :: i'.':i#:::,
entre O et 1

SORTIES: - Les 4 matrices de points de contrôle des sous carreaux

, 8rr.

t

nouvelles

:l
I
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I.3.4 Application: décomposition arùorescente d'un carrtau de Bézier

Utilisé récursivement, ce "partitionnement" décompose donc un carreau de Bézier en un

arbre 4-aire de carreaux deÉzier de même degré que le calreau initial.

Les sous-carreaux successifs sont de plus en plus petits et de plus en plus réguliers; les

réseaux de contrôle successifs approchent de mieux en mieux leurs surfaces associées

(propriété intrinsèque aux carreaux de Bézier). Cela constitue un moyen d'approximation

polyédrique de la surface. La connaissance de la surface est présemée à chaque étape de la

subdivision récursive.

I.3.5 Partition drun carreau B-spline

Le processus de subdivision d'une surface B-spline est analogue à celui d'un carreau de

Ézier. Soit e une surface B-spline notée comme dans I'introduction, nous allons construire

une partition de C, C : CnU C2r U e22U engrâce à l'algorithme de Cox-De Boor. Iæs

deux lignes de coupe sont des isoparamétriques définies à uo,, et à v*r.

On note u* : uf,*é et v* : vr,*r.

(u*,v*) est une valeur quelconque du pavé [ur-r,u'''+r[x[v;-r,vn+r[.

I-es 4 sous-carreaux obtenus Cs, C21, A22, Cpsont encore des surfaces B-spline de même

ordre que C.

I-es carreaux paramétriques de Cs, e21, C22, Cp sont respectivement:

[u.-r,u*[x[vlr,v*[, [u*,u.+t[x[var,v*[, [u*,u,n+t[x[v*rvn+t[, [u*-t,u*[x[v*rvn+l[.

yi

vi-r

o

3 1

v

v
n+

uk-t u* um+t  u
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- Calcul des nouveaux réseaux de définition:

de contrôle

l-*"
l'"
[-"-o

32

I-e réseau

P =

de C peut s'écrire sous la forme matricielle

ïl

Qio : Pio Qi,ar : B,or

Qi,ot*t = Do{+t Qi,a*rr : Da+Èt

Qi,o*, : Pi,d+l Qi,n+|-t = B,o

Iæs matrices

lEo o co;l lEo o
ttlIrtl
la-o a_ol lo-o
L JL

déærminent les réseaux de conEôle de 0t

On choisit de découper d'abord selon la courbe o(u,v*), on obtient les surfaces C, et Cr.

Cr :  0rr  U e21, Cz: CrzU Czz.

Soient g l'unique indice æl que u, iu* <ur+l et d I'unique indice æl que va sv* 3 va+r

Chaque ligne [P;;[=0..n est traitée comme suit:
L'algorithme de Cox - De Boor ayant pour données les f points R,oJ+r, . . , B,d, la table

nodale tndv et la valeur v*, rend les (2f-l) points Do-t*, , .. , Dd , .. , Dd+,-I.

Ia ligne [P;;]=o..n est remplacée par la ligne [Q1]=0..n+t-r

ai lJws v2

a**,-ll

.::J
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Les colonnes des matrices vont être traitées comme le furent les lignes. L'algorithme de
Cox - De Boor remplace les k points Qe-k+lj , ..,Qej par les Qk-I) points Dg-k+lr...,Dg+r-r

Cox-De Boor est utilisé avec u'r' et la table des noeuds tndu.

On obtient alors les colonnes [R,j]i=0...+r-r

Ro; : Qo; ..... &-*; : Qe-k.r

Re- t * r ;  :  Dg-k+ l  . . . . .  \+ t - r ;  :  Dg+t - t

Rg+k j  :  Qg+tJ  . . . . .  Rm+k- t j  :  Q-J

Finalement, on obtient 4 nouvelles matrices

lEo o *'ll lE" o *o n*nil
tltl
tltl
[:" ' 

*'o_J 
[:'. *" n*']J

lE"o *"ol lE"o *"n*,il
t|l
t|l
l:rn*t'r 

0 """""' B'*t'r1l 
l:'*l'r 

d """ Bm+k.1 
"n.1J

qui sont les réseaux de contrôle des surfaces C11, C21, C22, Cp.

Détermination des vecteurs nodaux des sous-carreaux:

Les tables nodales associés à C,, sont:

{uo, .. , us,u*, .. u* } u* est tffité k fois

et {ve, .. , vd,v*, .. ,v*} v* est répétéf fois
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I-es tables ndales associés à 0r, sont:

{u*, .. u*,ug+l , .. ,um+k } ut est rêpété k fois

et {vs , .. , vd,V*, .. ,v*} v* est répété t fois

I-es tables nodales associés à C,, sont:

{uo, .. , ug,u*, .. u* } u* est rffté k fois

et {v*, .. ,V*,vd+I, .. ,vn+t} v* est répété I fois

I-es tables nodales associés à 0r, sont:

{u*, .. u*,ug+l , .. ,um*k } u* est tffité k fois

et {v*, .. ,v*,Vd+1, .. , vn+t} v* est répétéf fois

Remarque: &,a : o(u+,v*)

Cas oarticulier imoortant:

u* peut être choisi parmi les valeurs ndales. C'est à dire que u* = ud tel que k-l <d <
m*1. De même v* peut être choisi parmi vLt,...,vn+1.

Pour chacun des sous-carreaux obtenus alors, le nombre de lignes (ou de colonnes) de la
matrice des points de contrôle diminue: ils perdent des points de contrôle par rapport à C

mais leur ordre est toujours lx[. Ils se rapprochent de la forme de Bézier.

En outre I'algorithme de Cox- De Boor prend une forme plus simple; il est décrit en

annexe.

Note

L'algorithme de Cox - De Boor appliqué à la suMivision des surfaces conduit à un sous
programme dont l'utilisation se résume à:
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ENTREES: - Matrice des points de contrôle du carreau initial
- Vecteurs nodaux du carreau initial
- Valeurs paramétriques de découpage, u* et v*

SORTIES: - Les 4 sous carreaux complets { Matrice de points de contrôle;
Vecteurs nodaux)

I.3.6 Application: décomposition drun carreau B-spline en cerneaux de Bézier

Utilisé récursivement, ce 'partitionnement' décompose donc un carreau B-spline en un
arbre 4-ure de carreaux B-spline.

I-a connaissance de la surface est préservée à chaque étape de la subdivision récursive.

Si les valeurs u* et v* fixant les lignes de coupe de chaque sous-cûr€âu de l'aôre sont
des valeurs nodales non terminales, les fils de chaque sous-careau perdent des lignes (ou

des colonnes) de points de contrôle par rapport à leur père. Il en résulte qu'après un nombre
fini de découpages successifs, on aboutit à des sous-carreaux qui sont des carreaux de
Bézier. On obtient donc un arbre 4-aire dont les feuilles sont des ciureaux de Bézier.

Nous proposons donc de découper chaque sous-careau comme suit:
Soit C un sous-ciureau quelconque d'ordre kxf et de vecteurs nodaux {u0,...,uo,**} et

{uor.  . . rVo+t}

S! m*l > k ç! n* | > l, alors C est découff suivant les lignes de coupe déterminées par

ut et vt.

On choisit u* = u (m+l+k-l)div2 : u (m+k)div2
et vt = v (n+l+tl)div2 = 

1n+[div2 où div : division entière

Ces valeurs de découpage sont les noeuds médians. Ce sont celles qui équilibrent le mieux

la partition obtenue.
Si m*l = ketn+1 = f alors C estdéjàun careau deÉzter; il n'estpasdécoupé.

I-es valeurs de u* et v* indiquées minimisent le nombre d'étages de I'arbre et garantissent

un arbre {uilibré.
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Ças particulier

Si C vérifie k = m*l et 0 < n+l (par exemple), c'est déjà un carreau de Bézier dans la

direction u (C'est à dire qu'une courbe isoparamétrique à v fixé est une courbe de Bézier).

Le carreau est alors seulement partitionné en 2 sous ciureaux.
I^a ligne de coupe est une isoparamétrique à vo*u : vd+o)di,2

Remaroue:
Un carreau B-spline est polynomial par morceaux. Sur chaque pavé [ur, ur..r[X[va, va*r[

non vide de son rectangle paramétrique, c'est un polynôme de degré (k-l)x(f-l).

L'algorithme que nous venons de décrire découpe le carreau suivant tous les couples
(ur,vJ, par conséquent il fournit la forme polynomiale (écriæ dans la base des polynômes

de Bernstein) correspondant à chaque pavé.

I.3.7 Partitionnement d'un carreau rationnel

Soit un carreau rationnel If (Bézier ou B-spline). Appelons C le carreau polynomial æl que 7i

: H(0 ) donc si nous avons une partition C11, Cp, C22, Crrde C,

H( 0rr), H(CrJ, HGzù, H(Czr) est une partition de 11 . Donc pour décomposer le carreau

rationnel Iù il suffit de décomposer le careau polynomial C dans l'espace homogène puis,

de projeter les 4 sous-carreaux obtenus.

f.3.E lXcomposition arùorescente drun carreau Èspline rationnel

Un carreau rationnel est décomposé en un aôre 4-aire de la même façon qu' un carreau

polynomial. Tous les calculs de partitionnement sont effectués dans l'espace homogène où

elles sont polynomiales. Iæ processus de suMivision est alors strictement le même.
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II FORMI]LATION MATIIEMATIQTJE

Dans ce chapitre nous exposons quelques rappels mathématiques, précisons les notations

qui sont adoptées par la suite et formulons quelques remarques générales sur les

intersections.

tr.l DETIINTfION DIUN CARREAU RESTREINT

Iæs carreaux restreints sont des carreaux NURBS qui ont êtÉ, d&nupés suivant un certrain

contour et dont on ne conserve qu'une partie.

Un carreau restreint est donc représenté par la donnée d'un carreau NURBS et d'une liste

de contours 2D. Ces contours sont inclus dans le rectangle paramétrique du carreau

NURBS; ils sont fermés ou bien il forment un contour fermé en étant associés aux bords.

De plus ils sont et orientés et disjoints.

Ils peuvent être représentés par une succession de points ou par des arcs de courbe
polynomiaux [ZID 90].

L'orientation des contours permet de savoir de quel coté se trouve la partie à conserver.
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II.2 NNERSECTION DE DETIX CARREATIX RESTREINTS

Iæ calcul des couôes d'intersection entre deux carreaux restreints est effectué en deux

étapes:

l) Intersection des careaux complets

Dans un premier temps les carreaux complets sont étudiés. Iæs courbes corespondant à leur

intersection entre ces deux derniers sont construites.
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2) Inærsection des carreaux restreints

Les courbes d'intersection de ces derniers sont les intersections des courbes précédentes

avec le domaine utile de chaque careau. La finalité de ces calculs est la réalisation de

combinaisons booléennes des deux carreaux restreints (intersection, réunion, différence, ...)

I-es courbes d'intersection obtenues définissent pour chaque ciureau une partie à conserver

et une partie à éliminer. Elles modifient donc le domaine 2D du carreau restreint. Une

reconstruction des contours et une mise à jour de la liste des contours de chaque careau est

donc effectuée.

Dans la suite de cet exposé nous décrivons les méthodes qui traiænt I'intersection de deux

careaux NURBS complets.

II.3 ronuularloN MATHEMATIQUE Dr IJI\E couRBE Dr INTERsEcrroN

II.3.1Définition et notation de deux carreaux complets

Soient J, et ô, les deux carreaux dont on recherche la courbe d'intersection.

ô, est un carreau NURBS de degré mr x nr dont une paramétrisation est:

X: [a1, br] x [ct,dr] C Rz -----> R3

(u ,v ) X( u, v)

h : [ar, bt] x [ct,dt] est appelé rectangle paramétrique de ât

De même l, est un calreau NURBS de degré m2 x n2 décrit par I'application:

Yi lE, brl x [q,d) C R2 --------) Rr

( r, s) r----------+ Y( r, s)

frz = Itz,b) x 1%d) est le rectangle paramérique de l,

Rappelons que X et Y doivent être des bijections de @, (resp 0) sur ô, (resp l) afin que

ces surfaces soient correctement définies. Iæs carreaux NIIRBS dégénérés (à 2 cotés ou 3

cotés) sont des exemples de paramétrisations non injectives.
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II.3.2 Définition d'une courbe d'intersection de deux carreaux de zurface

Une courbe d'intersection de deux carreaux de surface est une courbe de l'espace qui est

inscrite simultanément sur les deux caneaux. Dans le cas général elle est constituée d'un

ensemble d'arcs connexes, disjoints, fermés (ou bien coupés par les bords de I'un des

carreaux).

Hypothèses :

Nous supposerons que les deux carreaux ne présentent pas d'auto-intersection, ni de points

anguleux.

tr.3.3 Les différentes rcpr{sentations d'une courùe d'intercection

II.3.3.1 Equation cartésienne d'une courbe

Supposons que I'on dispose 1rcur l'un des deux carreaux d'une {uation cartésienne, par

exemple pour Iz. Alors tout point P(x,y,z) appartenant à 62 vérifie une équation

Fr(x,y,z):0 où F, est un polynôme en x, y et z.Iæs points de ôt sont donnés par X(u,v) :

(xr(u,v), yr(u,v), zr(u,v)). Par conséquent les points de la courbe d'intersection vérifient

t'équation Fr(x,(u,v), yr(u,v), zr(u,v)) : 0 que l'on peut noter f(u,v) : 0. C'est une

équation de la courbe d'intersection dans le rectangle paraméfique 0r.

II.3.3.2 Equation paramétrique d'un arrc de courbe d'intersection

Soit 0 un iuc de courbe décrivant toute (ou une partie de) la courbe d'intersection enEe Jr et

ôr. Appelons / (resp d) la courbe plane projection de 0 par a-t (resP y-t) sur le rectangle

frr(rcsp ft). Notons a, 9t'î les paramétrisations de A, û, C '-

c: [0, L] C f, -------->AC frt

r F----à d t ) = ( u(t), v(t)) a est une bijection de [0, L] sur {

p: [0, L] ------>8 C R,

t F----+ p( t ) = ( r(t), s(t)) p est une bijection de [0, L] sur d

r: [0, L] ------->C C R3

t l---------+ r( t ) = ( x(r), y(t), z(t)) 7 est une bijection de [0, L] sur C
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qui vérifient r(t) = X('(t)) : Y(p(t)) pour tout t.
L'arc de courbe C définit en fait trois arcs de courbe, I'un spatial et les deux autres plans.

I-es trois paramétrisations peuvent être très complexes et sont en général non rationnelles.

Nous supposerons qu'elles sont C2 voir C3 sauf en des points isolés où elles sont C0.

Certaines méthodes de calcul des courbes d'intersections utilisent cette formalisation. Nous

utiliserons également les propriété du trièdre de Frénet que nous rappelons brièvement.

Trièdre de Frénet

Soit un arc courbe 0 spatial.

Notons o: [0, L] --------->C

s l-+ o( s ) la paramétrisation intrinÈque de C pEL 631

C'est I'unique paramétrisation de C qui vérifie la condition:

s = longueur de l'arc tfrilOl pour tout s
Cetæ condition est équivalenæ à : ll o'(s) ll : I pour tout s

(r'(s) est le vecteur tangent unitaire)
Autrement dit o parcourt la courbe 0 à une vitesse constante égale à 1. s est appelé abscisse

curviligne.

Le vecteur dérivée seconde o"(s) est donc orthogonal à o'(s) pour tout s, donc normal à la

courbe en tout point. On appelle courbure au point o(s) la quantité p(s) = ll c"(s) ll et on

définit n vecteur uniaire normal à la courbe et orienté vers le cenEe de couôure par
Io = fri o,,(s).

Ia courbure a une signification géométrique immédiate:
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I-e cercle tangent à C en un point o(s) a pour rayon n : *

On note également que ce cercle a pour centre le point M tel que o1ffi : R.n

Un des intérêts de ce qui précède est de pouvoir approcher localement une courbe par un

arc de cercle ou par un développement limité à I'ordre 2 ayant un sens géométrique (plutôt

que par la droite engendrée par le vecteur tangent).

On définit le vecteur binormale b : t ^ n où 1 : 6'(s) (2)

{t,n,b} est une base orthonormale directe associee à chaque point de C. Cette base est le

trièdre de Frénet.

b' vérifie b' : r n s F----------+ z( s ) est appelée la torsion de la courbe.

On montre alors que n' : -p t - r b

I-a connaissance du comportement local d'une courbe est facilitée par cette paramétrisation

intrinÈque.
Lorsque I'arc de courbe C est connu par une paramétrisation quelconque t r( t )

les quantités t, n, p sont toujours accessibles grâce aux relations:
1

t : 
ll tr ll r'(t). 

(dans le cas général r'(t) est toujours un vecteur tangent à 0, orienté)

etp(s)D=o, '(9:f f i ( | | r ' ( t ) l |2r,( t)-r ,( t)(r ,( t) tr , , ( t))ol

d'oùp(s): l l  o"(s|l[ : 
ff iertr:;bo",u

If.3.3.3 Connaissance dtune courùe points par points

Iæs méthodes de calcul de courbe d'intersection fournissent des suiæs de points considérés

comme appartenant à la courbe d'intersection. La courbe théorique est donc connue par un
échantillonnage de points sous la forme d'une suite de quadnrplets (ui, v', ri, t) tels que

X(ui, v,) = Y(r,,s,) = p . Pour un arc de courbe connexe on peut considérer que ces

données sont des valeurs pour les paramérisations c, F, t de A, û et 0. C'est à dire que:

@) t ptoauit vecûoriel est noté ̂

€) I* proauit scalaire de de.ux vecteurs a et b est noté (alb)

4 l
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pour tout Pi, i ! appartenant à [0, L] tel que (ui, v,) :(u(0, v(t)): d!)
et que (ri, si) :(r(0, s(0): É(!)
et que & :r(!)

Nous verrons qu'on peut toujours compléær ces informations par la connaissance de

vecteurs dérivée 1ère, 2ème, ou 3ème sur chacune des courbes en chaque point.

Il est donc possible pour chaque point de connaître exactement

c(t i )  c ' (û) o"(t i )  , . . .
p(t i )  p '( f i )  É"(û) , . . .
r(h) r '(t i) r"(t i) ,...

sans la connaissance des paramétrisations exactes.

Ces informations sont utiles pour classer ces points et passer de l'échantillonnage à un

modèle de courbe théorique.

II.4 PR,OPRIETES LOCALES DES SUR,FACES: PLAN TANGENT ET COI]RBI]RES
PRINCIPALES

Certaines méthodes de calcul de courbes d'intersection utilisent les résulAts liés à la

deuxième forme quadratique fondamentale des surfaces ILEL 63]. L'application de celle-ci

s'étend à d'autres domaines, la crâtion de carreaux de raccordement par exemple IVER 73]

IVER 88]. Nous ne décrirons pas cette forme; nous nous contenterons d'énoncer les

résultats principaux.

Soit un point P d'une surface J dont une paramétrisation est

X: U C R2 -->J C R3 U est une région connexe quelconque du plan

(u ,v )  X (u ,v )

Iæs développements qui suivent sont valables pour n'importe quelle surface Cz et pas
seulement pour un carreau NURBS. J représenæ donc une surface quelconque C2

Soit (g, y) apparænant à U tel que P = X(u, y)

Rappelons que P le plan tangent à ô en P est engendré par les deux vecteurs dérivée

partielles {,(g, y) et X,G, D.

Par conséquent le vecteur N : 
,, W 

X.,G, v) 
^ XiG, v) est un

vecteur normal unitaire à ce plan.
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Remaroue:
Si X,,(g, I 

^ 
&G, v) s'annule la définition du plan tangent est impossible. Conformément

aux hypothèses nous supposerons que cela n'est jamais le cas.

Notons R(u,v) : { P, X,,, &, N } le repère lié à tout point de la surface.

I-a notion de courbure énoncê pour les courbes se généralise aux surfaces, mais de façon

beaucoup plus complexe:
Soit 0 un iuc de courbe inscrit sur J passant par P.

Notons o: [-L, L] --------->0 Cô sa paramétrisation intrinsèque.

On suppose que o(0) : P, Pil conséquent o'(0) € p.

Choisissons u e F tel que { r'(0), u, N} soit une base orthonormée.

o"(0) est un vecteur normal à la courbe en o(0) et ll o"(s) ll représente la courbure.

Donc puisque o'(0) ro"(0)
o t tâo r ' (0 ) :pxN+ptu

Ia quantité op appelée courbure normale à C en P représente la courbure de ô en P suivant

la direction o'(0) c'est la courbure de la projection de 0 sur le plan { P, o'(0), N }. Cetæ

courbure ne varie qu'avec l'orientation du vecteur tangent o'(0) dans le plan F: elle ne

dépend donc que de la forme de la surface au voisinage de P. ep vârie entre une courbure

minimale k, et une couôure maximale lq qui sont appeléas les courùurcs principales.

Elles correspondent à deux directions particulières dans le plan tangent: les dir,ections
principales de courùure qui sont toujours orthogonales. Notons el et g deux vecteurs de F

correspondant aux directions principales et donc à kt et kt. Ia base { er ,% , N } est la

généralisation aux surfaces du trièdre de Frénet.
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Calcul de k , ka .et, qz:

k, et k, sont les valeurs propres d'une matrice 2x2 parttculière (représentant la deuxième

forme quadratique); er et ez sont les vecteurs propres associés à kr et k2. En fait ces

quantités ne nécessitent que la connaissance des dérivées partielles \, Xr, {,u, 4,", X"" en

P; les calculs sont très courts.

I-e comportement d'une surface au voisinage d'un point peut être entièrement décrit à I'aide

de la donnée du plan tangent, des courbures principales et des directions de courbure

principale. Ces courbures principates fournissent par ailleurs une approximation quadratique

très simple de la surface, localement.

Points singuliers

Iæs définitions précédentes nous permettent d'introduire la notion de point singulier.

Soit un point P d'une courbe d'intersection de deux surfaces ôt et ôr. Si les plans tangents à

ô, et ô, en P sont confondus, nous dirons que P est un point singulier de ler ordre.

En un tel point la courbe C est inégulière (généralement P est le carrefour de deux

courbes). Presque tous les algorithmes de calcul de courbes d'intersection connus

renconhent des difficultés à traiter corectement la courbe au voisinage de P.

Si les surfaces admettent non seulement le même plan tangent en P, mais aussi les mêmes

courbures principale.s et les mêmes directions de courbures principales nous dirons que P est

un point singulier de 2èrne ordre.

Bien str la courbe a un comportement, au voisinage de P, encore plus irrégulier que dans le

cas précédent et par conséquent le niveau de difficultés renconFé par les algorithmes est

acclu.
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III LES PRINCIPALES APPROCHES DU PROBLEME

D'INTER.SECTION

Il y a trois approches essentielles du problème d'intersection. Ia majorité des algorithmes

implantés actuellement dans les systèmes de C.A.O s'inspire d'une ou plusieurs de ces trois

méthodes. Auparavant sont introduiæs les notions de filtre et de volume englobant

communes à plusieurs algorithmes.

III.I VOLT]MES ENGLOBANTS

I-es concepts de filtre et de volume englobant sont largement utilisés dans tous les domaines

de l'infographie, chaque fois que leur utilisation permet d'éviær de coûæux calculs

d'intersection inutiles; le meilleur exemple est l' algorithme du racé de rayon [Vrv 93].

Un volume englobant d'un objet spatial est un domaine de I'espace dans lequel I'objet est

entièrement inclus.

I-e volume englobant est d'un grand intérêt dans la recherche des intersections entre deux

carreaux. Lorsque chaque carreau est décomposé en plusieurs sous carreaux il permet de

filtrer les sous carreaux intéressants:

Deux carreaux NURBS dont les volumes englobants sont disjoints le sont également. I-es

volumes englobants sont déærminés afin que les calculs engendrés par le test d'intersection

de deux d'entre eux soient très rapides. Tester I'intersection des englobants de deux

carreaux NURBS permet donc d'éviter de coûteux calculs inutiles dans la plupart des cas.

Iæ volume englobant le plus simple à obænir pour le tlrpe de surfaces manipulées est un
parallélépipède dont les arêæs sont parallèles aux 3 axes du repère (appelé aussi boite min-

mar(). Il exploite une propriété des carreaux paraméniques: chaque point de la surface

appartient à l'enveloppe convexe du polygone de contrôle. Il est donc défini par deux points

de l'espace euclidien: point_min, point_max.

l- *ul
Notons les points de contrôler Pu : 

L Ir J 
Alors les deux points sont déterminés

zij -

comme suit:

\oin-r.r 
: max U xU et
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Et de même pour les autres coordonnées.

Iæ test d'intersection de deux ûels englobants requiert au plus 3 comparaisons de réels.

D'autres volumes englobants peuvent être déærminés. Certains sysêmes calculent des

sphères ou des ellipsoide ou encore des parallélépipède rectangles non parallèles aux axes

du repère.

III.2 DICHOTOMIE ET INTERSECTIONS DE PLANS

Description générale

Cette méthode exploiæ le principe: diviser pour régner.

Elle généralise aux surfaces la méthode de dichotomie utilisée pour résoudre les équations

numériques à une variable. Les deux careaux sont décompoÉs récursivement jusqu'à

obænir des facettes quasi-planes. On recherche ensuite les intersections entre les portions

planes obtenues; et enfin on reconstruit les courbes à partir des segments trouvés.

Toutes les facettes ne sont pas étudiées: elles sont filtrées à l'aide de volumes englobants.

Des algorithmes fonctionnant sur ce principe sont aussi décrits dans [AZI 90], IDOK 851,

[HoU 85] et tMIc 84.

frr.2. I l)écomposition r{cutsive

Chacun des deux carreaux NURRS est décomposé en un arbre 4-aire de sous-carreaux. Tant
que les sous-carreaux successifs ne sont pas sous la forme deËzier, ils sont 'partitionnés'

grâce à I'algorithme de Cox-De Boor, puis dès que ce sont des carreaux de Bézier on
poursuit les découpages grâce à I'algorithme de De Casæljau. L'algorithme réalise en fait
la synthèse des deux décompositions évoquées en I.3.4 et I.3.6.

L'objectif de cette décomposition est multiple:

Un carreau NURBS est une polynomiale par morc€aux (dans l'eqrace homogène); ses
paramères (u et v) évoluent dans des pavés délicats à manipuler. Par contre un carreau de
Wzier est une polynomiale et ses paramètres évoluent toujours dans [0,1]x[0,U. Iæs calculs

d'intersection sont donc plus simples à entreprendre avec la forme de Bézier. I1 est donc

avantageux de décomposer un carreau B-spline en careaux de Bézier. Ces carreaux de
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Ézier sont eux-mêmes décomposés en arbres: Ia taille des sous-carreaux diminue à chaque
étage et après un nombre suffisant de découpages, il est possible d'assimiler ces sous-
carreaux à des plans.

Globalement cette partie consiste donc à ramener le problème de l'intersection de deux
ciureaux NURBS à l'intersection de deux plans.

m.2.3 Algorithme général

Les deux carreaux NURBS 11,, et 112 sont décomposés simultanément en arbres 4-aires; à
chaque découpage on ne conserve que les Sous-cârr€âux provenant de lL er de Tl. dont les

boites min-max sont sécanæs. Les arbres sont donc incomplets. L'algorithme aboutit à la
formation de couples de sous-carreaux "suffisamment plats" (d, sous-carreau de Iù1, d, sous-
carreau del} impliqués dans I'intersection de If, et Tlr. les intersections de ces couples sont

calculées comme des segments. Ces segments sont rugés dans une lisæ qui est traitée plus

tard.

L'algorithme se présente comme un module récursif DICHOTOMIE:

Description de DICHOTOMIE:

Arguments: flr, \ (* 2 carreaux Nuôs ou Bézier rationnel sous la forme de noeuds

d'aôres *)

L: (* lisæ des segments déjà calculés *)

(* cas terminal: Les volumes englobants de Ih et T'?2 sont disjoints ou les deux carreaux sont

suffisamment plats *)

Début

Si boîte( ilt) r1 boîte( ID f I
Alors si Il, est suffisamment plat etll2est suffisamment plat

Alors
- Calculer le segment-intersection de Tï, et fL2

- ranger le segment dans la liste L

Sinon
Si Iæs 4 fils du noeud contenant Tl, n'existent pas

Alors
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- Calcul des paramètres de découpage u* et v*
- Subdiviser If, en IL,, nnn'nr4

(* A I'aide de Cox-De Boor ou De casteljau selon la nature du carreau*)
- Créer les 4 carreaux-fils du noeud contenant Tù,: fils N-W, fils N-E, frls

S-E, fils S-rtV

Fin si

Si I-es 4 fils du noeud contenant Tl, n'existent pas

Alors
- Calcul des paramètres de découpage r* et s*

Subdiviser T\ 
"n 

T\, T\, f\t \o
- Créer les 4 carreaux-fils du noeud contenant Tlr: fils N-W, fils N-E, fils

S-E, fils S-W

trIn si

- Appeler DICHOTOMIE( fils N-W@r), frls N-W(T?r))
- Appeler DICHOTOMIE( frls N-\ry(q), frls N-E(T?r))
- Appeter DICHOTOMIE( frls N-W@r), fils S-E(T?d)
- Appeler DICHOTOMIE( fils N-\ry(q), fils S-w(Ï1))
- Appeler DICHOTOMIE( fils N-E(TÙ,), fils N-w(L))

(* En tout 16 appels récursifs *)

- Appeler DICHOTOMIE( frls S-\il([,), fils S-\il(Q)

Fln si

Fln si

Frn
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m.2.4 Calcul de lintersection de deux carreaux nsuflisamment platsn

Chacun des deux carreaux ûr, ûzest approché par un quadrilatère plan.

Chacun de ces quadrilatères est déterminé par un plan F de I'espace et par un contour 2D

à 4 cotés donné dans le plan F.

L'intersection des deux quadrilatères fournit un segment J dans l'espace. Ce dernier est une

approximation de I'arc de courbe C inærsection exacte de ûb û2. Les deux exûémités

&rou, P6,, du segment J sont par conséquent des approximations de points Puôu,, P* situés

sur C. I-es points Porou, et Pon sont calculés, puis le segment qu'il forment est rangé dans la

liste L.

m.2.4.1Détermination du plan approchant le carrrcau

La façon la plus simple de déærminer P est de fixer un point A appartenant au plan et un

vecûeur normal (de préférence unitaire) N au plan. Iæ point A peut être le barycentre du

réseau de contrôle. De même N peut êne le barycentre d'une famille de normales aux

points du réseau de contrôle. A cette fin on peut définir une "pseudo-normale" en un point

du réseau en prenant le produit vectoriel de deux arêæs jointives en ce point (cetæ

définition est ambigue car il y a plusieurs possibilités). I.e, plan P ainsi déterminé est

satisfaisant; cela est dû à deux raisons:
- Iæ carreau est "relativement plat" donc les pseudo-normales varient peu sur le réseau.
- Comme le carreau est issu de plusieurs partitions successives, le polyèdre de conEôle est

très proche du carreau (propriété fondamentale de la subdivision récursive d'un carreau de

Ézier).

Remarque: On peut simplifier la méthode en prenant pour A le barycenEe des 4 coins du

ciureau et pour N le barycentre des normales aux quatre coins du caneau.

m.2.4.2 Détermination du contour 2D

Ce dernier est déærminé par projection sur F des 4 coins du carreau.

m.2.4.3 Calcul de l'intersection des deux quadrilatèrcs plans

h droite d'intersection des deux plans approchant û, et û, est déterminée puis le segment

J est obtenu en coupant la droite par les deux contours 2D.
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m.2.4.4 Calcul de points exacts sur la courbe d'intersection

Iæs deux extrémités de J sont connues par leur coordonnées spatiales; &** = (xr, Yp zr)

et Pnn : (xz, yz, L).

Notons X: [0, U x [0,U 
--+ nr

( u, v) X( u, v) ta paramétrisation de dt

et Y: [0, U x [0,1] 
--> R3

( r, s) Y( r, s) la paramétrisation de dt

I-es informations intéressantes relatives aux points Pu*u, et Pfin sont leurs coordonnées

paramétriques ( uouou,, v666u),( raeuut, saéuuJ, (u6n,vsJ,( rn,,, sno).

I-e quadruplet ( u665u1, vdébu, 16654, s655,,) peut être trouvé par une méthode Newton-

Raphson (qui sera décriæ dans IV.4.1) dont la mise en oeuvre exige une solution ap'prochée

G,  Y ,  f ,  $ ) '

Iæs valeurs !l et v sont obtenues de la façon suivante:

On recherche le point de contrôle P;..;. du réseau de contrôle {P;;}i=0...-, j-g...n; de dr le plus

proche de &** et on choisit g = i*/m et v = j*/n.

En effet le carreau d, est très régutier donc X( i*/m , j*/n) est un point de 0r très proche de

Pi*;. et par conséquent de &*u,. Ces valeurs sont très proches de la solution exacte

et conviennent donc très bien à la méthode de Newton.

On obtient de façon analogue I et s.

Iæ calcul du quadruplet (u6o,v6a I r6oe s61) suit le même processus.

flr.2.5 Evaluation du caractère ilsuffisamment plati

Un sous-carreau d peut êtrc approché par un quadrilaêre plan si il est suffisamment plat et

si ses qu,atre frontières peuvent être assimilées à des segments de droite.

Test du caractère "suffisamment plato:
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I-e test est extrêmement simple si le plan P approchant d est connu.

On détermine donc d'abord le ptan approchant (c'est à dire A et N en fonction des quatre

co insded)pu isuneéquat ion f (x ,y ,z ) :  a .x  +  b .y  *  c .z  *  d :0deF àpar t i rdeAet

N.
(Rappelons que la distance d'un point quelconque M(x,y,z) à F est tout simplement

f(x,y,z) si N est uniaire).

On calcule ensuite la distance de chaque point de contrôle au plan.

Critère:
Iæ carreau d est estimé suffisamment plat si:

distance( P,.i, 0 < I v i, vj où I est une constante arbitrairement petite.

Cette condition garantit que distance( P , û) < I car le carreau est inclus dans l'enveloppe

convexe de son réseau de contrôle {P1}i=0...., j=g...n;

Test de linéarité des bords:

Ce test est effectué si le précédent a été effætué avec sucês.

Iæ processus est analogue au précédent:

On projette les 4 coins de d sur F, on déærmine ainsi le quadrilatère approchant.

On détermine ensuite les équations (en 2D) des droiæs joignant les 4 sommets du

quadritaÈre.
On projetæ les points de contrôle Sriphériques sur F et on calcule leur distance aux droites

correspondant€s. Si la plus grande distance trouvée est inférieure à une tolérance donnée,

les bords sont considérés comme linéaires.

m.2.6 Reconstnrction des courùes drintenection

Lorsque l'étape de dichotomie récursive est achevée la liste L contient ûous les segments de

taille négligeable impliqués dans la couôe d'intersection entre Tl., et Il2. Ces segments

forment les pièces d'un puzzle qu'il faut assembler pour reconstituer la courbe

d'intersection. Iæs segments sont mis bout à bout et réorientés si néce.ssaire pour former des

rcus listes qui, lorsqu'elles sont complètes sont les différents arcs connexes de la courbe.

Pour une sous-liste en cours de reconstruction:
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On recherche dans la liste L le segment dont une extrémité est la plus proche d'une des

extrémités de la sous-liste. Si la distance entre les deux extrémités (celle de la sous-liste et

celle du segment trouvé) est inférieure à un certain seuil de tolérance, le segment trouvé et

la sous-lisæ sont concaténés et le segment est retiré de la lisæ L.

Afin de diminuer le risque d'erreur le test de proximité peut êre effectué dans les 3

domaines: I'espace euclidien, le rectangle paramétrique de Ïft et le rectangle paramétrique

de th.

Il exploite la continuité des courbes q, 9, 't (cf II.3.3.2).

On peut améliorer le test en intégrant un critère de continuité du vecteur tangent. Il est en

effet possible de calculer, en tout point trouvé sur la courbe d'intersection, un vecteur

tangent (cf IV.4.2).

Note: Iæs extrémités de deux segments consécutifs sont d'autant plus proches I'une de

l'autre que le lest de linéarié des bords est exigeant.

m.2.7 Conclusion

Cette méthode fut la première a être implantée dans les systèmes de C.A.O. Ia raison en

est que les principes sur les quels elle s'appuie sont Eès simples et que sa mise en oeuvre est

également très simple. Elte détecte également de façon infaillible tous les arcs de courbe

fermés.

Cependant le fait qu'elle soit basée sur le calcul de l'intersection de plans sécants implique

de mauvais résultats lorsque les deux carreaux sont tangents en un point de la courbe

d'intersection. I-es points trouvés sont alors imprécis et la reconstnrction des courbes

s'avère impossible. Le processus 'suMivision récursive/approximation par facetæs planes'

est par ailleurs tÈs coûæux en temps de calcul et en espace mémoire.

Nous proposons en IV.l un algorithme de simplification des carreaux NURBS qui

généralise cette première méthode.
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m.2.t Exemples

Carreaux de Bézier biquedratiques dcants
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III.3 INTERsEcrroN DruI\E suRFAcE paRAMETRreuE ET D'rrm suRFAcE col\thluE paR
TJNE EQUATION CARTESIENNE

Descriotion eénérale

On recherche la courbe d'inærsection entre deux surfaces.
Ia première surface est un caneau de Bézier rationnel notê û.
I-a seconde surface J est connue par une {uation cartésienne F(x,y, z) -- 0. L'équation
paramétrique de d et l'{uation de ô sont combinées pour obtenir une {uation f(u,v) : g

de la couôe d'intersection dans le domaine de û. Ceff€ quadon permet une analyse

complète puis une reconstruction de la courbe.
Cette méthode a été développée initialement par Farouki IFAR 84.

Hypothèses et notations

F est un polynôme de degré p défini par F(x,y,z): 
tt 

E tn,e,t .x'. f . n (l)
i = 0  c + É + r = i

et le carreau d est défini par

o : [0 ,  1 ]x [0 ,  l ]  - - - )P r

(u, v) l--------+ o( u, v) = (*1u,u; : ffi, y(u,v) = ffi, z(u,v) = ffi ) O,

où X, Y, Z et rrl/ sont de degré m x n.

Remarque: Si d est initialement un carreau NURBS, il est d'abord décomposé en carreaux

de Bézier afin de se ramener au cas présent.

T[r.3.1 Equation cartésienne de la courùe drintersection

Un point o( u, v) de d apparænant à J vérifie F(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) = Q.
Cette dernière Qu,ation est donc l'Quation cartésienne de C, la courbe d'intersection entre d
et l, donnée dans le rectangle paramétrique de d.

Notons f(u,v) = F(x(u,v), y(u,v), z(u,v))

Compæ tenu de (1) et (2), on a:

r(u,v)=i E A. /xtu.nl) ' .($9{)'.(3;.4),
i  =0 crÉrr-  -oo'Ê'" '  \w(u,v) / - '  \w1u,v; / - '  h lv(uJ)/ '
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P X ' .  YP .  V
f (u , v ) :  E  D  

. î o ,p , r .  * " . 0 . ,i = 0  c + Ê + z = i

l'exlnsant de W est constant dans cette somme donc l'Quation de C devient
P 1
E +  D  îo ,Ê , . t .  X " .  Ye .Z r  :  Q
i = O  a + p + 1 = i

En multipliant chaque membre par Wp on obtient

p
E \ i lp - i  E  îo ,p , t .  X ' .  Yp .n  :  Q
i = O  a + p + y - i

Cette {uation peut se reconstituer sous la forme:

E bo ,p , t ,o .  X" .  YP.  z r  .  wô= 0
a+P+1+È p

Le membre de gauche est un polynôme homogène de degré total p.

Ce développement montre que l'utilisation d'un carreau rationnel plutôt qu'un carreau
polynomial n'accroît pas la complexité de l'équation de 0.

On en déduit également que cett€ dernière est une équation polynomiale de degré mp x np

en (u,v).

L'exploitation de cette {uation permet la détection, puis la reconstruction de tous les arcs
de courbes connexes oonstituant la courbe C. Iæs points de 0 où les deux surfaces d et ô sont

tangentes sont aussi déterminés avec précision.

m.3.2 Déterrnination du vecteur tangent en un point de la courùe

Ia détection de points caractéristiques de la courbe repose sur les propriétés du vecteur

tangent à la courbe. Nous rappelons donc comment extraire un tel vecteur à partir de

l'équation f(u,v):Q.
Soit C' un arc de courbe décrivant toute (ou une partie de) la courbe 0.

Appelons { la courbe plane projection de C' par o-r sur [0,Ux[0,U et notons

c: t l-+ o(t) = ( u(t), v(t)) une paramétrisation de {.

Y t onadoncf(u(t)),v(t)) =0 (1)

On obtient en dérivant :
v t fu.u'(t) * f".v'(t) = 0 (2)
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Puis en dérivant une seconde fois:

v t fuu.u'(t)z + 2 fu,.u'(t).v'@ * f-,.v'(t)2 + fu.u"(t) * f".v"(t) :0 (3)

Ir- l
L'équation (2) montre qu'en tout point de / le vecæur | ] | (gradient de la courbe) est

L r v l

orthogonal à la courbe; la déduction d'un vecteur tangent en est immédiate.

cas particulier pgiSIS singuliers:

Si f, et f, s'annulent simultanément en un point, l'{uation (2\ n'a plus de sens; cela

signifie qu'il est impossible de définir un vecteur normal en un æl point et par conséquent

impossible d'en déduire un vecteur tangent. Par contre l'équation (3) se simplifie alors sous

la forme:
f,,u.u'(t)2 * 2 fu,.u'(t).v'(t) * f*.v'(t)2 : Q

on en déduit l'équation: f,..,. (++)2 + 2r.....{9 + r.-. : 0 que nous pouvons exploiær.'uu '  
\v ' ( t ) /  

'  -  'uv 'y ' ( [ )  rw

Si cetæ équation admet deux solutions il y a deux directions de vecteurs tangents.

Géométriquement cela signifie qu'en un tel point deux arcs de courbes se croisent.

Une solution double correspond à un carrefour où les deux arcs sont tangents et I'absence

de solutions correspond à un point d'intersection isolé.

On montre facilement que pour un point P : o(u,v) appartenant à C, la conditionf, :1" =

0 etla condition P est un point singulier dc 1"' ordre sont équivalentes.

I lestaisédemontrerégalementqu'enunpointde0où fu:  f " :  fou = fu,  = f"r :0 i ly

a en général trois directions de vecteurs tangents.
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m.3.3 Détection des arrcs de courùe connexes

Détection des arcs de courbe coupant un bord de d

Un arc de courbe coupant un bord de û coupe nécessairement une des qutre

isoparamét r iques{u :0 } ,  {u :  I  } ,  {u :0 } ,  { v :1 } .  De te ls  a rcsdecourbeson t
donc détectés en résolvant successivement les Quations f(O,v) : 0, f(l,v) : 0, f(u,Q) : 0,
f(u, 1) : 0. Iæs solutions de ces {uations fournissent des points sur les arcs de courbe
recherchés.

Détection des arcs fermés

Un arc de courbe qui échappe à la recherche précédente est nécessairement fermé et ne
touche aucun bord. Par conséquent le vecteur normal à la courbe passe nécessairement par
les positions où il est parallèle aux ues du repère. On en déduit que chacune de ses
coordonnées s'annule au moins deux fois au cours du parcours. Ces arcs de courbe sont
donc détectés en résolvant les deux systèmes:
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5r(u,") = Q
f r,1u,n; : o (a) 1ilil,:g 0, (4)

Ces systèmes fournissent sur les arcs recherchés les points où le vecteur normal est
'horizontal" ou "vertical".

Détection des points singuliers de la courbe d'intersection

Iæs poins singuliers sont les solutions communes aux deux systèmes précédents.
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frl.3.4 Construction des ercs de courùe

Tous les couples (ui,vi) trouvés dans les étapes précédentes, excepté les poins d'intersection

isolés, peuvent être choisis pour initialiser un processus de 'suivi de courbe'.

Un æl processus consiste à calculer des points sur la courbe C de proche en proche en

suivant la courbe.
Plus précisément on obtient une suite de points ordonnés { "(Q 

: (u(Ç),v(D) } sur chaque

arc / connexe.

I-a méthode s'appuie sur deux propriétés:

1) En tout point calculé sur la courbe, on connaît aussi un vecteur tangent (grâce aux

équations (2) ou (3)); cela permet d'orienter la recherche d'un prochain point sur la courbe.

2) En fixant un des paramètres dans l'équation f(u,v) = 0, on obtient une {uation à une

inconnue qui est I'Quation donnant les points d'intersection d'une courbe isoparamétrique

de û avæ la courbe C.

Iaalisation du point suivant sur la courbe

Le point o(ti*r) est déterminé en fonction de c(t) comme suit:

I-e vecteur tangent en o(q) permet de déærminer le champ d'isoparamériques (à u fixé ou

à v fixé) qui est le plus orthogonal à { au voisinage de dÇ). Supposons par exemple que ce

sont les isoparamétriques à u fixé qui sont choisies. On fixe alors u(!*r) = u(tJ + pas; pas

est une valeur arbitrairement petiæ qui peut dépendre de la couôure à { en a(q).

On recherche ensuite le point d'intersection de l'isoparamétrique ùfiré = u(ti+r) et de la

courbe d, le plus proche du point c(!).
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Il faut donc résoudre en v l'{uation f(u(!*,),v) : 0 et choisir parmi les solutions v, la

plus proche de v(t).

h méthode de Newton-Raphson, initialisée avec la valeur v : v(ti) remplit exactement

cette tâche.

Dans la partie IV.4 la méthode de "suivi de courbe" est plus longuement développée dans

un cadre plus général.

Ce processus est employé pour relier les points particuliers trouvés dans les étapes
précédentes. Il achève la construction de la courbe 0.

m.3.5 Résolution des systèmes d'équations non linéaircs à deux inconnues

(

r.es systèmes (4) évoqués dans cene discussion sont du rre" 
lË[:il : 3 (5)

où F et G sont des polynômes réels à deux variables.

Une application du théorème du ésolvant en permet la résolution complèæ.

Rappel: Théorème du résolvant KOR 6U

Soient
f(x) = ao * a,.x * tz.x2 + ... + Ç.x- et g(x) = bo * bt.x * br.x2 +... * bo.xn

deux polynômes réels. Les coefficients q et b, sont réels et ç et bo sont non nuls.

On sait que f et g ont des zéros communs si et seulement si le déterminant

n lignes
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d'ordre n+m est nul.

Ce déterminant noté R(f,g) est appelé résolvant des deux polynômes f et g.

Application à la résolution du système proposé:

m p

Supposons que F(u,v) : E D 4; . ui. vj
i = 0  j = 0

n q

et que G(u,v) : E E b;; . ui. vj où les q et les bU sont des réels.
i = 0  j = 0

On considère que F est un polynôme en u dont les coeffrcients sont des polynômes en v:
m  l P  \  m

F(u ,v ) :F1 ,y (u ) :  D  (E  q j . v i  l . u '=  
D  E(v ) .u i

i = 0  a j = O '  /  i = 0

De même pour G: 
n q

G(u,v) : G1";(u) : E b,(v). ui avec b,(v) : E bg. vl
i = 0  j = 0

Le résolvant des deux polynômes F1"y et Gl,y est un polynôme en v; notons le r(v).

Du théorème nous pouvons déduire que pour toute solution v* de r(v) : 0 , les polynômes

Flr.y ot G1".y oot un zéro commun en u.

Ia démarche consiste donc à ramener la résolution du système à deux inconnues à une

équation à une inconnue.

Iæ processus complet de résolution du système (5) est décomposé en plusieurs étapes:

1) Les polynômes E 4(v). ui et E b,(v). ui sont déduits des polynômes F et G
i - 0  i = 0

2rl-e résolvant r(v) est calculé. Cela consiste à évaluer un déterminant dont les coefficients

sont des polynômes.

3) On recherche les solutions v, de l'équation r(v) : 0 sur I'intervalle [0,1]
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4) Pour chaque solution vj trouvée, on recherche le (ou les) zéro commun à F(u,vr) et à

G(u,v;) sur f intervalle [0,1]. Il n'est pas intéressant de résoudre simulanément ces deux

fuuations et de comparer les solutions obtenues car les imprécisions sur les calculs gênent

les comparaisons. Il est préférable de résoudre F(u,v;) : 0 puis de choisir parmi les

solutions trouvées celle qui minimise lC(u,v)|.

Intérêts et limiæs de la méthode du "résolvant"

Il est intéressant de comparer cette méthode de résolution de systèmes non linâires aux

techniques classiques, les méthodes de type Newton-Raphson.

La méthode décriæ garantit que toutes les solutions du système (5) sont trouvées,

contrairement aux méthodes itératives qui nécessitent toutes une solution approchée et

convergent vers la solution la plus proche de la solution approchée.
Par conte il est possible de trouver ntrop' de solutions. En effet les solutions @mmunes vk

de ç(v) = 0 et de b"(v) : 0 sont des solutions de r(v) : 0. Pour ces valeurs particulières

v. la nullité du résolvant ne signifie pas que les polynômes u +F(u,vJ et

ul-----+G(u,v.) ont un zéro commun.

Il est donc nécessaire de rechercher ces valeurs v. puis de diviser r(v) par (v-vJ pour toute

valeur trouvée avant de ésoudre r(v) : 0. Cela offre aussi l'avantage de simplifier le

résolvant.
Iæs polynômes u FF(u,vJ et u F---------+G(u,v.) doivent êre traités comme un cas

particulier.

l* degrê de l'équation r(v) : 0 est connu et vaut mqtnp; on peut donc majorer le nombre
de solutions v, et par conséquent le nombre de couples (ui ,u) solutions de (5).

On peut donc aisément déduire le nombre maximal de solutions des systèmes (4).

Or, à chaque arc fermé correspondent au moins deux solutions pour (a) et au moins deux

solutions pour O); il est donc possible de prévoir le nombre maximal d'arcs oonnexes
composant e.

Cependant l'expression du degré de r(v) montre qu'i[ est nettement plus élevé que les

degrés des potynômes initiaux F et G. Une élévation du degé de F ou G entraine une

augmentation catâstrophique du degté de r(v) et il devient numériquement impossible de

calculer le résolvant ou encore de rércudre l'{uation obtenue.

L'évaluation du résolvant, comme tous les calculs de déterminants, est hès coûteuse en

temps de calcul.
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La mise en oeuvre de cette méthode est délicate car elle exige la programmation de toutes
les opérations algébriques sur les polynômes impliquées par le calcul du résolvant.
Par ailleurs I'obtention de l'équation f(u,v) = 0 à partir des {uations de û et L nécessite,

elle, d'effectuer des calculs formels sur des polynômes à deux variables.

Iorsque les systèmes (4) sont de degré trop élevé, il peut être envisagé de les résoudre avec
une méthode de Newton-Raphson. Cependant pour trouver toutes les solutions, il faut
"lancer" le processus de résolution successivement avec plusieurs solutions approchées. Ces
solutions approchées doivent être régulièrement réparties sur [0,1]x[0,1].

flf.3.6 Conclusion

Iæ problème posé est du point de vue mathématique parfaiæment résolu: tous les arcs
connexes sont détectés et reconstruits, les points singuliers sont localisés et traités en tant
que tels.

Ce,pendant la mise en oeuvre n'est possible qu'avec des surfaces de faible degré.
Par exemple si E est un careau bicubique et J une quadrique, l'Quation f(u,v) est de degré
6x6 et fu(u,v) est de degré 5x6. Le résolvant obtenu est de degré 66; d'importants

problèmes de stabilité numérique sont inhérents à la résolution de l'{uation.
Par ailleurs cela implique que la courbe 0 peut présenter jusqu'à 33 arcs fermés disjoints;

les degrés élevés traduisent simplement la complexité des courbes d'intersections entre
surfaces gauches.

Comme on ne recherche que les solutions sur [0,1], le polynôme r(v) peut être simplifié et
on peut alors diminuer son degré de façon non négligeable (cf fV.3.3). Il est possible aussi
de chercher à diminuer le degré des polynômes avant le calcul du résolvant, cela offre
I'avantage de simplifier le calcul du déærminant.
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ITI.{ Nq1Etr15JCTION DE DEIIX CARREATIX PARAMETRIQI]ES

Hypothèses

Iæs deux surfaces Â, et b, sont connues par les {uations paraméniques:

X: [a1, bt] x [ct,dr] C Rz ------> Rs

(u ,v )  X (u ,v )

et

Y: laz, bzl x [cz,dz] C R2 ---------> Rr

( r ,  s )  Y( r ,  s )

où X et Y sont de la formeÉzier rationnel ou NURBS.
Notons C la courbe d'intersection entre ô, et ôr.

Pour tout point P € ôr n [2 il exisæ un unique couple (u,v; e [a,, b,] x [c,,dr]
et un unique couple (r,s) € [az,bù x [cz,dz] tel que P = X(u,v) = Y(r,s)

Rechercher la courbe C {uivaut donc à rechercher les quadruples (u,v,r,s) vérifiant le

système:

X(u,v) : Y(r,s) (l)

Remarquons que si ô, et S, sont rationnels il n'est pas possible d'envisager de résoudre (1)

dans I'espace homogène; en effet

X(u,v) =T =H(tt ]) et vr,,e =l :H(tt ]) "o u,eR,erd, > 0

fu,-l [u,] u, u,,
L'êgati té, 

Lo,J: LrrJ 
entralneq:q

mais la réciproque n'est 1ns vraie.

Pour résoudre ce sysême sous-déterminé il faut fixer une inconnue ou trouver une
quatrième équation.
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En fixant une variable, on ramène le problème au cas de l'intersection d'une

isoparamétrique prise sur l'un des carreaux avec I'autre carreau.

C'est un cas particulier du problème intersection courbe paramétriqu€-cârr€âu paramérique.

Pour résoudre ce système non linâire 3x3, il y a deux approches essentielles: algébrique ou

analytique.

L'approche dgébrique:

I-e système est réduit à une équation à une inconnue par des calculs de ésolvants et des

manipulations d'équations. A cause de I'explosion du degré des résolvants on ne peut

choisir cette démarcheque pour des surfaces de faible degré.
Ia courbe C est obænue en cherchant les poins d'intersection d'une isoparamétrique de

balayage prise sur ô, avec le carreau ôr.

L' approche analytiqul:

Iæ système est résolu par une méthode iérative comme Newton-Raphson. Ia convergence

de cette dernière exige une solution approchée. h méthode est donc intégrée dans un
algorithme de " suivi de courbe" qui calcule des points de proche en proche sur 0. Un point

calculé sur la courbe sert de solution approchée pour le calcul du prochain point. Ia

difficulté majeure est l'initialisation du processus, il faut trouver un point-germe.

Iâ solution la plus souvent ret€nue pour localiser un tel point est une recherche

dichotomique récursive (cf III.I) associée à une facettisation des surfaces.
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IV LBS SOLTJTIONS PROFOSEES

Les trois approches précédentes sont intéressantes et ne s'appliquent pas exactement aux

mêmes conditions du problème. Nous étudions des solutions qui tentent de combiner les

différents 4yxlfagês.

La méthode de Farouki est la plus intéressante car elle offre une solution mathématique

exacte mais elle nécessiæ des degré faibles et des équations cartésiennes. De façon plus

générale toute méthode impliquant des calculs de résolvants exige des faibles degrés.

C'est pourquoi nous décrivons d'abord un algorithme de simplification des qureaux

NURBS qui associe diminution de degré et suMivision récursive.

Nous montrons ensuite la difficulté de déterminer une équation cartésienne exacte ou encore

une {uation cartésienne approchée de faible degré pour un caneau deÉzier.

Il est possible toutefois d'obænir l'{uation cartésienne d'une courbe de Ézier rationnelle

de degré 2 ou 3. Nous en déduisons une résolution algébrique du problème: inærsection

courbe rationnelle de degré 2-carreau rationnel de degré 2x2 et appliquons ce résultat au

traitement de I'intersection de deux carreaux.

Puis nous décrivons la mise en oeuvre d'un algorithme de suivi de courbe et proposons

plusieurs optimisations.

Enfin nous étudions une solution générale au problème de l'intersection de deux ciureaux

NURBS; l'algorithme proposé réalise la synthèse des parties précédentes.

rV. 1 SIMPLACATION DU PROBI,EME DIINTERSECTION

Nous proposons un algorithme qui décompose les deux carreaux NIJRBS impliqués en une

collection de surfaces assez simples pour leur appliquer une méthode de résolution

algébrique.

Ia méthode 'Dichotomie et intersection de plans' exploiæ la propriété fondamentale des

careaux de Bézier: la suMivision récursive d'un carreau de Bézier crée des SouS-Gârratux

successifs de plus en plus éguliers. L'ultime étape de cette évolution est le plan. Cetæ

65



Chep IV. Iæs solutions proposées

régularité croissante suggère que ces sous-caneaux successifs peuvent être décrits par des
paramétrisations de degré plus faible.

Nous montrons donc qu'il est possible d'associer subdivision récursive et diminution de

degré. Nous en deduisons un algorithme de décomposition arborescente d'un carreau de

Ézier où le degré des sous-carreaux successifs est progressivement diminué.

Nous utilisons cet algorithme pour décomposer un caneau de Bézier de degré quelconque

en un aôre dont les feuilles sont des carreaux deHzier de degrê2x2.

Par souci de clarté nous expliquons d'abord la méthode dans le cas particulier des courbes

de Bézier polynomiales.

IV.l.l lXcomposition r€cursive nssociée à une diminution de degré lrcur une courùe de
Bézier polynomiale dans R3.

IV.1.1.1 Evolution d'une portion de courbe en fonction du nombre de rubdivisions

Soit une courbe deÉzier lode degré m définie par

oP: [0,1] 
--------+ nr

oo 11; : i Pio Bi-(t)
i = O

Iæs & 0 forment le réseau de points de contrôle de la courbe, ce sont des

points de R3.

Dans la base canonique des polynômes la paramétrisation est
m

oP( t ;= r  A ,o1 i .
i = O

i c,k
R a p p e l o n s q u e P i s : E  * A . o  R e t e t i o n l

k = o  U . '

Notons 11 la courbe deÉzier obtenue en prenant la subdivision gauche de

la partition de f après un découpage en t* = Ll2.
m

Notons at ( t ) = E A,l 1i sa paramétrisation sous la forme
i = O

monomiale.
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i :

ô  1 t 1  1 /  +  , rv I t 1 | r ll est une suMivision gauche de f

Pour tout t de [0,l] on a:
/ r \  m  / t \  m  1

o, ( t)  = 
" 

( ;  /  
:  

:=, 
a,o (;J,  :  :=, 

r ,o 7., ,

1
Donc A, I : ;î . A, o pour tout i.

I  t l-

Faisons p suMivisions successives de lo en découpant à chaque fois en t : 
+et 

en prenant

à chaque fois la sous courbe gauche. C'est à dire que nous prenons la portion de courbe la
plus à gauche du frnrc étage de I'arbre binaire issu de la décomposition récursive de .&.

Notons /P la sous courbe obtenue et
m

oP ( t ) : D AiP ti sa paramétrisation
i = O

Elles'écritoe (t) : i  Pip Bi'(t) danslabasedeBernstein.
i = O

On montre facilement que A, , = 
fi. 

A,o pour tout i = 0...m.

Donc si p croît
A,n--------)0 pour i > 0 et Ad = &o

et grâce à la relation 1 on montre aussi que P,n ---------+ Poo pour tout i:O...m

Donc la courbe Jp ænd vers une courbe de degré de plus en plus faible et finalement vers

le pointAoo.
trrl

Doncpourpassezgrandonpeutapprocher d(t)parcf  ( t ;  = r  Ain t i
i = O

fY.1.1.2 Test dremeur

L'erreur commise est

8n1g=l l  ætt)-  sp(r) l l  =t ' . l lA-ol l
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I
donc tnlg <&1ty : l l  A_n l l  = 

; l l  A_o l l

donc &(t) 0 sipcroît suffisamment. Onchoisitderemplacerop ( t ) parsP ( t)

dès que I'erreur relative maximale

l l  a '"n l l
est inférieure à une précision choisie (de l'ordre de 1û3 )Sntn :

l l  "o( l ) -  "p(0) l l
Interprétation géométrique:

distance ma:rimale entre h et h
8r"tp )

Longueur( .& )

Où lp est la courbe deBêzier dont la paramétrisation est gp
p

a  ( 1 )
' cP t t t
*P  ( t l

J ror
Estimetion de l'erreur relative elitrc b et fi

Cette étude est vdable pour toute sous couôe du prræ êWe de I'arbre car le découpage est

syméEique entre courbe gauche et courbe droiæ.

fV.1.1.3 Optimisation de la valeur paramétrique de découpage

Ia discussion précédente a été effectuée en prenant à chaque découpage la valeur t* = ll2
pour valeur paramérique de découpage, mais on peut choisir une valeur qui diminue le

nombre d'étages nécessaires pour diminuer le degé. Nous définissons d'abord cette valeur

dans le cas des courbes planes non paramétriques puis tentons de généraliser aux courbes de

l'es1nce.

Optimisation de la valeur paramétrique de découFge pour une courbe de Bézier

golynomiale non Inramétrique

Soit une courbe deÉzier plane non paramétrique F .
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Bi. ( t ) sa paramétrisation dans la base de

Bernstein,
m

et cr( t ) = D q ti sa traduction dans la base canonique.
i = O

Iæs ai @) sont des réels.

Ia valeur qui minimise le nombre d'étages de l'arbre binaire de décomposition de F

nécessaires pour ap,procher c par une courbe de degré m-l est la solution de l'{uation

#rtt =e
olrrr- |

- ffi t,l = m! a,,, t + (m-1)! ç-, donc la valeur est t* - - a--r
m' am

La courbe F est découpée en tt si t* appartient à l0,l[ sinon elle est découpê ent : ll2

Interprétation géométrique

Exemple lnurm:3 :

t l-----------+ c( t ) est un arc de courbe de degré 3, on désire approcher cette cubique par une

réunion de deux arcs de parabole. On découpe donc au point d'inflexion, En effet une

On décorye une cubique eu point d'inflexion
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-D  p r
i = O

Optimisation de la valeur paramétrique de découpage d'une courbe de Bézier dans l'espace

Iæ résultat précédent est difficile à généraliser car l'{uation :H 
(t} : 0 est maintenant

une équation vectorielle. Ia solution t* doit vérifier:

parabole n'a pas de point d'inflexion.
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m! am t + (m-1)! a,,,-r : 0 cette équation n'a en général pas de solution.

On résout donc l'équation pour chaque coordonnée et on prend la la valeur la plus proche

de Il2; si elle n'appartient pas à [0, U on choisit 1/2.

Note

on peut aussi chercher t* qui minimi* | | :i+ rtlt lz

fV.1.1.4 Mise en oeuyFe de la décomposition récursive associée à une diminution du
degr€ lorsque la courbe est écrite dans Ia base de Bemstein

Iæs suMivisions successives d'une courbe de Bézier sont effectuês grâce à l'algorithme de
De Casæljau qui opère avec des courbes données dans la base de Bernsæin. Dans un
processus de suMivision récursive la courbe initiale ainsi que toutes les portions de courbe
issues de découpage sont connues dans la base de Bernstein. Il faut donc reformuler les
parties précédentes, principalement la diminution du degré.

Rappelons d'abord l'algorithme d'élévation du degré, qui consiste à effectuer une

augmentation fictive du degré d'une courbe deÉzier [BOE 84].

1) Algorithme d'élévation du degré

Soit I une courbe de Bézier dans l'espace définie par

o1t;  = i  PiBi . ( t )danslabasedeBernsûeinetpardt)  = i  a,  t idans
i = O  i = O

la base canonique.
Soit I la courbe de Bézier de degré m+ 1 (fictif) définie par

m + l  m + l

c( t ; :u  &4 'C)  e tpars( t ) :u  A i t i
i - O  i = 0

Iæs Ar sont définis comme suit :

A ,  =  4  pour i :O . . .m e t  {o * t  =0

Iæs deux courbes J et t sont évidemment confondues.

L'algorithme d'élévation du degré calcule direcæment les ! en fonction des P, sans passer

par ta forme canonique:
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définie par:

t l - - -+dr)

Changement de basê

Changement de base réciproque

A, ti
i = O

I
I Augmentation
I fictive
I du degré

m + 1
D a , t i-l

i = O

7 l

m
Di Pi Bi.(t)

i = O

I
I Algorithme
I d'élévation
I du degré
I

m + 1
D & Bi-(t)
i = O

Iæs & sont calculés avec les relations (2):

&:Po

& : c;P;1 * ( 1 - o)Pi Pour i :1...m avec a;

E*r :P-

P. P-*t

i
m+l

P.Port

1 v+ v+ v
t/ l/ l/ V Ï,1 T,I

Relations entre les I * les !

2) Algorithme de diminution du degré

Pour diminuer le degré d'une courbe de Bézier quelconque nous utilisons oet algorithme à
l'envers et calculons les P, en fonction des &.

Conservons les mêmes notations:
Soit I la courbe deÉzier de degré r6el m*l dont on cherche à diminuer le degré.

m + 1 m + l

Elleestdéfiniepar t- c(t ; = u & q.(t) ou bienpar s( t) : r A, ti
i = O i = O

Soit I la courbe de Bézier que l'on obtient après diminution du degré de t. Supposons la

m
: E 4 Bt (D dans la base de Bernsæin et par

i = O
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d t; : r Ai ti dans la base canonique.
i = O

I-e problème est de calculer les m* 1 coefficients P.

I'envers et généralement incompatibles.

Plusieurs choix sont possibles:

avec les m*2 relations (2) prises à

l) On initialise I'algorithme avec Po : &
et on calcule de proche en proche Pr, P2,.. P, avec les relations (2). Ia

condition P- : P611 re sera pas réalisée:

I-es courbes a et sL divergent en t :1.

P m + l

P m

2) On initialise I'algorithme avec P- = P.*r

et on calcule de proche en proch€ P.-1, P.-2, . ..... Po avec les relations (2).

Mais alors la conditioo Po = Po ne sera pas râlisée et

I-es courbes a et cL divergent en t =0.

3) On utilise simultanément les deux algorithmes précédents et on les inærrompt après le

calcul de la valeur P,. médiane de la suiæ {P, }.
On calcule Po, Pr ...... Pi. comme en (1)

Et on calcule Pr, Porr .... &. +l oomme en (2). I-es deux courbes

coincident aux extrémités ainsi que leurs dérivées jusqu'à l'ordre : i*

Contrairement aux atgorithmes précédents la déformation est nulle aux extrémités; elle est

plus localisée vers le milieu de la courbe J.
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Po = !o
P  = P

m  -  m + l

Nous rctenons cettÊ dernière méthode car lors d'une décomposition récursive associée à une

diminution du degré, elle garantit la continuité jusqu'à un ordre élevé enEe plusieurs

portions de courbe d'un même étage de I'arbre après diminution du degré.
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Synthèse

Nous associons à une subdivision récursive une diminution du degré pour les sous courbes.

On obtient ainsi un arbre binaire dont les feuilles sont de degré aussi faible que désiré;

I'erreur due aux approximations est strictement contrôlée.

I1l.L.2 Généralisation aux carreeux de Bézier polynomiaux

fV.1.2.1 Etude du lien entre subdivision r6cursive et diminution de degré lxlur un
carreau de Bézier polynomial dénni dans la base canonique

Appelons d le carreau de Bézier m x n défini par:

o: [ 0, 1[ x [ 0, l[ --àPr

( u, v) r( u, v; = I ; Pir 4-(u). Bjo(v)
i = 0  j = 0

m n

et par o( u, v) : E E A, j u'. vj dans la base canonique.
i = 0  j - 0

Faisons p subdivisions successives du carreau d; les sous careaux sucoessifs sont à chaque

fois découpés en u' : tl2 etv' : ll2. Appelons dp le sous careau obtenu en conservant

à chacun des p découpages la resricdon à [ 0, Il2I x [ 0, ll2|du careau en amont:

1 t2

Notons op: [ 0, 1[ x [ 0, l[ -----)R3

( u, v) F------+ o1u, 
"; 

= T i \;n 4.1u;. Br{v)
i = 0  j - 0

sa paramétrisation dans la base de Bernstein et
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op( u, v; : Ë ; A,, n ui. vj celle dans la base canonique.
i = 0  j = 0

Pour tout couple (u,v) de [0,U x [0,1] on a op( u, 
") 

:"(; ' 
;)

m ; 1 a
Donc oP( u, ul : 

l= o ,"= o ?"-.t, 
aij ui. vi

Par conséquent lnur tout i:O...m et tout j:g...n on a I'identité' Ai j n : 
;h 

Aij

On en déduit que si p croît, O,, n -0 sauf pour i:0 et j:9.

Cetæ étude montre qu'on peut négliger après plusieurs suMivisions les termes Ai j p tels

que i+j soit supérieur à un certain degré: on peut remplacer par des zêros le triangle

inférieur droit dans la matrice des coefficients:

: )

Mais cela est délicat à râliser lorsque les coefficients sont donnés dans la base de

Bernstein, nous préférons donc "éliminer " la dernière colonne ou la dernière ligne dans

cette matric€, @ qui est Quivalent à diminuer le degré en u ou en v.

Evolution des coefficients de os dans la base de Bernstein

L'étude précédenæ nous permet de déduire le comportement des Pi.in lorsque p croît.

Rappelonsque&ip = j=. i, # fi 
^" Rcr*ion2

Cetæ expression montre que PiiP Pqf = A*r 1ot*ue p croît suffisamment. Ce
qui signifie que tous les points de connôle du sous carreau dp tendent à se confondrc. A

l'extrême le sous ciureau oonverge vers un point.

Cetæ discussion est valable pour tout sous carreau du pt* étage de l'arbre 4-afue issu de la
décomposition de 6 er le découpage est symétrique.
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N.1.2.2 Test drerreur

Appelons d le carreau deÉzier m x n défini par:

o: [ 0, 1[ x [ 0, 1[ -----)P

( u, v) o( u, v) : Ë ; A;, ui. vj dans la base canonique.
i = 0  j = 0

Etudions l'erreur commise lorsqu'on diminue le degré de o suivant la direction u.
m.l n

d est approché par te polynôme s. i ( u, v) F---------+ g( u,v) = E E A.i ui. vj
i = 0  j = 0

L'erreur commise en (u,v) est: 
tr n

t (u ,v ) :  l l  o (u ,v ) -  s (u ,v ) l l  :  t l  D  A , , ' j  u ' . v j l l  :  um. l l  E  A- i v j t t
j = 0  j = 0

L'erreur est nulle pour u : 0 et maximale pour u : l.

On étudie donc e(v) : t(l,v) : ll ï A,"j vj ll
j = 0

I-a généralisation de I'erreur maximale relative pour les courbes devient:
' \ 

"(ut t = a mais le dénominateur de cette expression étant diffrcile àed(v) =m- 
o(o,v) ; ;

minorer, on est contraint à utiliser l'erreur absolue e(v).

Majorons e(v):
e(v) < n. rnaxj llA-t ;; Cette dernière quantité est facilement calculée.

On évalue donc cette dernière quantité, si elle est inférieure à un certain I on remplace

o(u, v) par s(u, v).

La définition de o est symétrique en u et v, on en déduit donc le test:

On diminue le degré en v si: m. maxi llAu ll < I'

Comme toutes les subdivisions récursives sont effectuées dans la base de Bernstein, les

diminutions de degré ainsi que les tests d'erreur sont effectués dans la base de Bernsæin. On
calcule donc les A* à partir desPo à l'aide de I'algorithme de changement de base.
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fV.1.2.3 Algorithme de diminution du deg€ exprimé par rapport à la base de
Bernstein

Nous décrivons comment réaliser l'approximation d'un careau de Bézier par un carreau de

degré inférieur lorsque ses coefficients sont connus dans la base de Bernstein.

Soit donc I le carreau de BÉ;zier m x n défini par:

o: [ 0, 1[ x [ 0, l[ ----)Pr

( u, v) #o( u, v) : Ë ; Pi; $'1u;. Bj"(v) dans la base de Bernstein.
i = 0  j = 0

Nous décrivons comment diminuer le degré suivant la direction u, on en déduira, par

symétrie, la méthode pour diminuer le degré suivant la direction v.

Nous I'approchons donc par le carreau û de degré (m-l) x n défini par
m-l n

le polynôme s. : ( u, v) l----------+ s( u,v) : D E Bi q*r(u;. Br'(v)
i = 0  j = 0

I-e problème est le calcul des !, en fonction des P', :

on sait que o( u, v) = ; B;'(v) ( Ë &.; Bi-1u;) o" même
j - O  

'  \  i = O  
-  /

î  / m - l  \

s( u, v) : E S(v) ( D &i n,''(u)J
j = 0  

-  \  i = O

Donc en fait pour tout j:0...n il suffit de diminuer [e degré de u [---_------> Ë Pr.i 4-(u)

æ . 1  
i = o

pour obtenir la courbe E &; B;.1u;
i - 0

L'algorithme de diminution des courbes est appliqué à la suite [P, Pr j ... .Pal pour

obtenir la suiæ t& P, j .........P,*,il pour toute valeur de j =9...n.

fr|.1.2.4 Optimisation du point de d6coupage

Il est difficile de généraliser la notion de point de découpage optimisé déterniné dans le cas
des courbes. I: valeur tr qui convenait éait celle qui annulait la dérivée d'ordre n-l
lorsque la courbe était de degré n. Pour un caneau de degré mxn, afin de diminuer plus
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rapidemelt le degré en u, il faudrait prendre la valeur u* qui annule le vecteur dérivée
dm-lo,partietle ffiu,u; 

pour tout v; ce qui est impossible.

La valeur u* choisie est donc la plus proche de tl2 parmi celles qui annulent une des
îm-l- 

")n-1"composantes aeffiu,O) et Oeffiu,l). Iæ calcul de la valeur d'optimisation est donc

basé sur le comportement des courbes frontières ul->o( u, 0) et ul-----------+o( u, l) qui

sont faciles à obtenir lorsque le carreau est écrit dans la base de Bernstein.

En effet un traitement d'optimisation ne doit pas entraîner un volume de calculs supérieur à

celui qu'il est supposé éviter. Ce choix est arbitraire mais il est aussi valable qu'un autrc car

il n'existe pas de choix dont on puisse dire qu'il soit le meilleur.

fV.1.2.5 Synthke

Un carreau deBÉ;net initial de degré quelconque est décomposé en aôre 4-aire de carreaux

deÉzier. Dès qu'un sous carreau vérifie une des conditions définies au paragraphe (2), on

le remplace par un caneau approchant, de degré inférieur; les diminutions de degré en u et

en v sont indépendantes.

Cas ærminal de récursivité:

Un sous carreau n'est plus subdivisé dès qu'il est de degrê2x2.

fV.l.3lXcomposition dtun carreau de Bézier rationnel en cameaux de Bézier
rationnels ùe degr42x2

Diminution du degré d'un carreau Bézier rationnel

Tous les traitements utilisés dans la diminution de degré du carreau Cfests, Algorithme de

diminution de degré) sont appliqués dans l'espace homogène là où le careau est polynomial

(cf I.1.3)

Décomposition récursive associée à une diminution de degré

Ia démarche est strictement identique à celle employée pour les careaux polynomiaux.

Tous les traitements sont effectués dans I'espace homogène. Iæ carreau de Bézier rationnel

initiat est décomposé en un arbre 4-aire de carreaux rationnels dont les feuilles sont des

careaux de Bézier rationnels de degtêZx2.
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Note

Ia subdivision récursive d'un carreau deÉzier rationnel permet non seulement de diminuer

le degré des portions successives mais aussi d'approcher celles-ci par des caûeaux

polynomiaux (cf annexe).

IV.1.4 Synthèse: Décomposition drun carreau IYT RBS en carreaux de Bézier
rationnels de degr62tû

Un carreau NURBS est décomposé en un arbre 4-aire de sous carreaux de plus en plus

simples et dont les feuilles sont des carreaux de Wzier rationnels de degré 2x2. Iæs deux

étapes essentielles sont la décomposition du carreau NIJRBS initial en careaux de Bézier

rationnels puis la décomposition de chaque careau de BÉ;zter rationnel en carreaux

terminaux. Nous avons choisi une structure de données arborescentg. Iâ, concision des

données est un objectif majeur car les carreaux paramériques "consomment' beaucoup de

mémoire.

fV.1.4.1 Structure de données

l) Représentation des surfaces

Carreau NLJRBS

Ce type de carreau (cf définition I.1.3) est connu par:
- sa matrice de points de contrôle dans l'espace homogène [Q;.;l exprimée dans la base de

Bernsæin
- i l ' t r

- k r l

- Les vecteurs nodaux [u,] et [vy'; pour chaque noeud on dispose de sa valeur (réel) et de sa

multiplicité (entier)

Il est re,présenté séquentiellement (enregistrement):
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Carreau de Bézier rationnel

Ce type de carreau (cf définition I.1.3)
- les degrés suivant u et v: r, tr
- sa matrice de points de contrôle dans

Bernstein

k
I

m

n

luil

lv,I
lQ,J

est connu par:

I'espace homogène [Q1l exprimée dans la base de

79

Il est représenté séquentiellement (enregistrement) :

Carreau de Bézier rationnel de degré 2x2

Ce dernier type de careau est représenté par une matrice de 9 points de contrôle en 4D

2)Structure de l'arbre

L'arbre de décomposition du carreau NURBS contient des noeuds représenhnt des surfaces
qui peuvent être de trois natures différenæs, chaque noeud contient aussi un englobant du

sous carreau, ainsi qu'une information pour le situer dans le domaine paraménique du

carreau racine.

Volume englobant

Il est défini comme dans I'algorithme de dichotomie et intersection de plans, par la boîæ

Min-Max.
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Carreau paramétrique

Chaque noeud contient un rectangle 2D qui indique quelle portion de surface le sous carreau

représente par rapport au carreau racine.

I-a structure de données retenue pour représenter un noeud de l'arbre a la forme:

N|.1.4.2 Algorithme

L'algorithme complet se résume à deux modules récursifs: Simplifie-Nuôs et

Simplifie_Bézier

Description de Simplifie-Nurbs:
Argument: 0: un carreau Nurbs (*sous la forme d'un noeud de I'aôre*)

(* Ce module décompose récursivement le carreau 0 en quane sous careaux;

cas ærmind: c'est un carreau de Bézier*)

Début
Si k : m*L et I : n*1 (* c'est un caneau de Bézier *)

Alors
- Changer lia stnrcturp de re'présentation de C
- Appeler SimPlifie-Bézier(Q

Sinon (* On décompose 0 avec Cox-De Boor *)
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- Catcul des paramètres de découpage u* et v*
- Subdiviser C en 0,, e ne2z ezr

- Créer les 4 carreaux-fils: fils N-rJ/, fils N-E, fils S-E, fils S-\V
- Appeler Simplifie_Nuôs( fils N-W)
- Appeler Simplifie_Nurbs( fils N-E)
- Appeler Simplifie_Nurbs( fils S-E)
- Appeler Simplifie_Nurbs( fils S-rrt/)

Remarque: On a omis les cas particuliers où k = m*l et I < n+l ( et k ( m*l et I =

n+1) pour simplifier.

Description de Simplifie-Bézier:
Argument: 0: un carreau de Bézier rationnel (*sous la forme d'un noeud de l'arbre*)

(* Ce module décompose récursivement le carreau C en quatre sous carreaux;

cas terminal: c'est un carreau de Ézter polynomial et de degrê 2 x 2 *)

IXbut

Tant que m ) 2 e, test indiquant qu'il est possible de diminuer le degré en u

fairc
- Diminuer le degré de C suivant la direction u

fin_tant que

(* Instruction identique pour diminuer le degré en v*)

S im:2etn=2
Alors

- Changer la structure de repésentation de 0
Sinon (* On décompose C avæ De Casteljau *)

- Calcul des paramèhes de découpage u* et v*
- Subdiviser 0 en C,, enene2r
- Créer les 4 caneaux-fils: fils N-\V, fils N-E, fils S-E, fils S-W
- Appeler Simplifie_Bézie( fils N-W)

8 l

tïn_si
Iïn
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- Appeler Simplifie_Bézier( fils N-E)
- Appeler Simplifre-Bézier( ftls S-E)
- Appeler Simplifie_Bézier( fils S-til)

Remarque: On a omis certains cas particuliers ( par exemple: m : 2 et n ) 2 ) pour

simplifier.

W.1.5 Apptication à ta simplification du problème: Intersection Car:neau Nurùs-
Carreau Nurbs

Nous recherchons les courbes d'intersection de deux carreaux Nurbs II, et 11". L'utilisation

de I'algorithme décrit en I.1.4 permet de simplifier de façon importanæ le problème. Nous

appliquons simulanément aux deux carreaux l'algorithme précédent; et nous ne conservons

à chaque découpage que les sous careaux provenant de Itt et Tl dont les bolûes min-max

sont sécanæs, eomme dans l'algorithme de recherche dichotomique (cf m.2).

L'algorithme complet s'exprime sous la forme d'un module récursif Intersection:

Description du module Inærsection:

Arguments: Ap Cz (* 2 carreaux Nuôs ou Bézier rationnel ou rationnel de degré 2x2 sous

la forme de noeuds*)

(* cas terminal: Iæs volumes englobants de C, et 0, sont disjoints ou les 2 carreaux sont de

degré 2x2 *)

IXbut

Si boltÊ( Cr) Ô boîte( q + p

Alors si 0, est un careau terminal et Crest un carreau terminal

Alors
- Appeler Recherche-directe-d'intersections( e v 0z)

Sinon
- Simplifier C, éventuellement
- Simplifier C, éventuellement

- Calcul das paramères de découpage u* et v*
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- Subdiviser 0, en C,, e nCB e u
(* A l'aide de Cox-De Boor ou De casæljau selon la nature du carreau*)

- Créer les 4 carreaux-fils du noeud contenant Cr:

fils N-\M, fils N-E, fils S-E, fils S-til
- Calcul des paramètres de découpage r* et s*
- Subdiviser Cren C^ CrrCuCrn
- Ct&r les 4 carreaux-frls du noeud contenant Cr:

fils N-W, fils N-E, fils S-E, fils S-W
- Appeler Intersection( fils N-W(0,), fils N-W(C))
- Appeler Intersection( frls N-W(C,), fils N-E(C))
- Appeler Intersection( fils N-r$/(er), frls S-E(C))
- Appeler Intersection( fils N-T$[(0,), fils S-W(C))
- Appeler Intersection( frls N-E(C,;, fils N-W(C))

(* En tout 16 appels récursifs *)

- Appeler Intersection( frls S-V/(Cr), fils S-til(C))

FIn si

Fln si

Fin

Cet algorithme rend la lisæ des couples ( 0r, C) de sous carreaux simplifiés (C, C II, et C,
C ID impliqués dans l'intersection de Ïl,, et Ïà. Iæs arbre 4-aires sont incomplets, seules les

branches impliquées dans l'intersection sont développées. Cependant l'algorithme conduit à
une croissance quasi exponentielle (en le nombre d'étages) du volume de donnée.s et de
calcul. Pour économiser de la mémoire, on détruit les informations géométriques sur un
sous carreau dès que ses fils sont créés. De plus lorsqu'un noeud représente un carreau de
Nzier rationnel de degré 2 x 2, on change de re,présentation géométrique: les degrés ne
sont plus stockés et seule la place pour 9 points en 4D est utilisée.
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fV.1.6 Conclusion

Ia méthode exposée traite deux carreaux Nurbs dont on cherche les courbes d'intersection.

Elle répond à deux tâches:

1) Décomposer les deux carreaux en parcelles et ne sélectionner que celles impliquées dans

I'intersection.

2) I-es parcelles retenues sont simplifiées progressivement jusqu'à qu'elles soient des Bézier

biquadratiques rationnels.

Elle sert de prétraitement en simplifiant considérablement les objeb dont on étudie

l'intersection. Iæs couples de sous carreaux obtenus sont suffisamment simplifiés pour être

traités avec des méthodes de résolution directe de systèmes d'équations polynomiales

(technique de Résolvant). L'idê de la dichotomie récursive est reprise mais l'algorithme

s'arrête avant d'obtenir des approximations planes. Ia récursivité est donc moins profonde

d'où un gain de temps et de place. Il se distingue aussi par le fait que les sous carreaux sont

progressivement simplifiés. Iæur degré diminue régulièrement au cours des des découpages

successifs. Ia complexité des calculs diminue donc aussi à chaque découpage.

Une râlisation a montré qu'il faut de trois à cinq suMivisions successives pour décomposer

un careau bicubique en careaux biquadratiques; l'erreur relative en un point de la surface

est alors de I'ordre de lO3.

IV.2 RECTTER CIIE Dr EQUATIONS CARTESIENNES

fV.2.1 Recherrche dréquation cartésienne exacte Inur un can€au rationnel

Soit un careau C paramérique défini par: ( u, v) l------------> o( u, v) = ( l )

Iæ problème est d'obtenir une {uation polynomial e en x,y,z, F(x,y,z) = 0 Q)

ælte que y u, y v on ait F(x(u,v),y(u,v),2(u,v)) = 0

On recherche donc une condition sur un point (X,Y,Z) de Rl pour qu'il existe un unique
(

\x (u 'v ) -X=0
(u,v) tel que ) v(u,v) - Y = 0 (3)

( z(u,v) 'Z = 0
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Ia méthode générale consiste à éliminer les variables u et v du système [GOL 85].

Sederberg[SED84] montre qu'il est possible d'obtenir, pour un carreau de degré nrxm une

Quation cartésienne de degrê2m2.

Pour un carreau biquadratique elle est donc de degré 8 et pour un bicubique, elle est de

degré 18.

I-e nombre de coefficients du polynôme F est
I

N(p) : 
6 O*lXp + 2)@ + 3) où p est le degré total en x,y,z (cf m.3.1)

aussi l'équation d'un ciureau bicubique compte 1330 termes!

L'encombrement de ce polynôme est considérable, l'{uation cartésienne est donc d'un

intérêt uniquement théorique pour m > 2.

Si cette équation est utilisée pour appliquer la méthode de Farouki (cf Itr.3) à I'intersection

de deux carreaux biquadratiques la dernière équation à résoudre r(v) : 0 (cf m.3.5) est de

degré 496.

Ces difficultés insurmontables nous conduisent plutôt à rechercher des {uations
cartésiennes approchês de plus faible degré.

N.2.2 Recherthe d'équation cartésienne approchée pour un carneau paramétrique

Equation globale

Nous étudions la possibilité pour un carreau deÉzier d polynomial biquadratique d'obænir

une {u,ation cartésienne approchée de degré 2, autrement dit une quadrique qui approche d.

Cetæ démarche est justifiée par deux faits:

1) It est possible de décomposer un calreau NIIRBS en ciureaux de ce t1pe.

2)Ie calcul de l'intersection d'un carreau de ce type et d'une quadrique par la méthode de

Farouki produit un résolvant de degré 28, en qui est raisonnable.

Rechercher une quadrique correspond à trouver les 10 coefficients de I'Quation

F(x,y,z): E 4ir .xi. yi. zk -- 0
i+j+k 5 2

Ia méthode la plus simple consiste à faire passer la quadrique par plusieurs poinb (xyyyl)

régulièrement répartis sur d. orr obtient un sysÈme d'{uations F(x.;,y;,!) : 0 linéaires en

les coefficients.
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Mais aucune quadrique solution n'est assez proche (même grossièrement) du caneau B, cnla

semble naturel lorsqu'on connaît la complexité de l'équation exacte.

Equation locale

Il est possible d'approcher n'importe quelle surface paramétrique localement par une
quadrique.
Soit P un point du carreau C. Notons k, et k, les courbures principales en ce point et ep ez

les vecteurs propres associés (cf II.a). Supposons ep %, normés et orientés de ælle sorte que

R = {P, ep ez, N} soit un repère orthonormé direct de I'espace associé à P. N est un

vecteur normal à 0 en P.

Dans ce repère, nous considérons le paraboloîde F d'Quatio n Z :)"t *7n.

Ce dernier passe par P, possède le même plan tangent que C en P; ses courbures principales

et ses directions de courbures principales en P sont également confondues avec celles de C.

F constitue une approximation géomérique d'ordre 2 de C au voisinage de P.

I-e caractère local de cette Quation en limiæ cependant I'intérêt, elle peut contribuer

toutefois à améliorer un algorithme de suivi de courbe (cf IV.a.2).

Des méthodes de calcul d'Quations cartésiennes locales de degré variable sont développées

dans IHOF 89] et dans IMON 86]; I'intérêt est la possibilité de choisir l'ordre

d' approximation géométrique.

L'impossibilité d'obtenir une ftu,ation cartésienne "satisfaisante' exprime en fait la grande

complexité des carreaux paramétriques polynomiaux.

Ces difficultés nous conduisent à renoncer à adapær la méthode exposée en III.3 aux

careaux NtlRBS.
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IV.3 RESOLUTTON ALGEBRIQIIE DU PR.OBLEME DTTNTERSECTION DE DEIIX CARREAIIX
DE BEZIER RATIONNELS BIQUADR.ATIQUES

L'algorithme présenté correspond à I'approche algébrique évoquê en III.4.

Description générale

Soient deux carreaux de Wzîer rationnels de degré 2x2, û, et û2 , définis par

(u,vFX(u,v) etpar (r,s) FY(r,s).

La courbe recherchée, I'intersection de û, et ûrest notée C.

L' algorithme général s' exprime très simplement:
- On couvre I'un des deux carreaux, par exemple ûrpæ un quadrillage de courbes

isoparamétriques.
Notons {{}.;-0...x; la suiæ d'isoparamétriques à u fixé et {C;}i=0...n. la suite

d'isoparamétriques à v fixé.

l, est définie par v f----------+*(*,n) et C, est définie par u l---+x(u,!N)

- pour chaque courbe on calcule le (ou les) point d'intersection enEe elle et le carreau d,

- Ia courbe C est reconstituée à partir des points successifs calculés.

Iæs deux principales étapes sont le calcul de I'intersection:courbe-cifieau et la

reconstruction de la courbe.

Ce traiæment a déjà été exposé en III.2.6, ce,pendant il est ici simplifié par le fait que les

points calculés sont "presque classés". Iæs liaisons entre les poinB sont d'autant plus faciles

à déærminer que la densité de points est grande, c'est à dire que le nombre N

d'isoparamétriques dans chaque direction est élevé.

L'élément essentiel de I'algorithme est donc la résolution du problème: intersection courbe-

careau.
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fV.3.1 Résolution algébrique du problème: Intersection courùe de Bézier rationnelle de
degré 2-carreau de Bézier rationnel de degr62rû

Description générale:

Ia courbe deÉzier, notée C est définie par :

y : [0,1] 
->Pr

r F-------+r(t) : 
#,* 

+ Ar t + A2 t2 ) où Ai€ R3 pour i = o...2et

d(q  :  4  +  d r  t  +  d2 t2  )  0 ,  Y1€ [0 ,1 ]

dans la base canonique des polynômes.

, I a(u,v) I
Iæ carreau est défini par (u,v) #o(u,v) : ;fi;L:tl j

où a, b, c, w sont des polynômes de degré2x2.

Iæ système à résoudre,r(t) = o(u,v) est résolu par élimination successive des inconnues; la

méthode est décomposée en plusieurs étapes:
1) Obtention des {uations cartésiennes de deux surfaces dont la courbe C est l'inærsection.

2) Utiliser ces équations pour réduire le sysème 3x3 en un système 2x2 polynomial en u,v.

3) Résoudre ce dernier système à I'aide des résolvants.

4) Trouver la 3ème inconnue t.

h méthode proposée apparaît donc comme une généralisation de celle décrite par Kajiya

KAJ 821 pour résoudre le problème: Intersection droiæ - Carreau bicubique.

fV.3.1.1 Equation cartésienne de le courùe

Supposons que la familte L ={ & , A, , Az } soit libre;

c'est à dire que la matrice wI =[& Ar ArJ soit inversible.

, f tl
Dans la base L on a: M-r.7(,) = 

aô L; J
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Cherchons une équation de 0:

(  
' : |

)v=;
\ - _t
l )  

< ' -d

(  d:4+dr t+d2c

( : )

It=a
ty:a

xz=f
dor+dr ) *d2z= l

y:a
e

7 = -- d

4x+ dr )  *  dzz  =

1t:a
t

( = )

Iæs deux dernières équations montrent que C est l'intersection d'une quadrique et d'un

plan.

fV.3.1.2 Séparation-des inconnues

Dans la base L on a: 
-M-l.o(u,v) =

o(u,v) (=) IVt-t.1(t) = M-r.o(u,v)  ( :  )

qui s,écrit aussi ,5[;|*l[l*1 ]
or

r(t) :
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(

\

(

r(u,v) : j

y(u,u) : i
r(u,v) z(u,v) : y(u,v)2
dox(u,v)* d, y (u,v)* d, z(u,v) : I

( qu. l)

( équ. 2)
( 4u. 3)
( 4u. 4)

on déduit le système

C'est un système polynomial en u et v.

IV.3.1.3 Résolution du système

I-e système (1) est résolu par la méthode décritÊ en Itr.3.5.

Ia première équation est de degré 4x4 et la seconde est de degréZx2.

par conséquent le résolvant obtenu r(v) est de degré 16.
Pour chaque couple (ui,ui) solution de (1), la (ou les) solution t correspondanæ est obtenue

en résolvant l'équation (équ. l).

Remarques

I-e carreau et la courbe ont donc au maximum 16 points d'intersection; ce résultat est aussi

montré dans ICHA 84.

Par ailleurs en combinant l'Quation cartésienne du carreau (de degré 8 en x,y,z) et

l'équation paramétrique de la courbe (de degré 2 en t) on obtient également une {uation en

t de degré 16. Iæs deux voies sont donc mathématiquement cohérentes.
Dans les cas particuliers où la famille L est liée, on montre aussi que 0 est l'inærsecton

d'une quadrique et d'un plan (cf de deux plans). Par conséquent dans tous les cas le degré

du résolvant est inférieur ou égd à 16.

Généralement le polynôme r(v) peut être approché avec une grande précision sur [0,1] par

un polynôme de degré plus faible (enre 10 et 12 pour les intersections calculées);

l'équation pratique est donc généralement plus simple que l'{uation théorique.

{X(u,v).2(u,v)
1Q X(u,v) + d,

: Y2(u,v)
Y(u,v) * drZ(u,v) w(u,v) (1)
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fV3.2 Généralisation au cas cubique

I-a démarche est analogue à la précédente quoique rendue plus complexe à cause de

l'élévation du degré.

Description générale:

La courbe deÉzîer, notée C est définie par :

r : [0,1] 
-------+R3

t l-----------+r(t) : 
tb,* + ar r + Aztz * a, t3)où Aie R3 pouri :0...3 et

d(t) : 4 + dr t + d2t2 + d3t3 ) 0,

dans la base canonique des polynômes.

r -'l

I-e carreau est défini par (u,v) F+o(u,v) = 
;fi,L:[:Ï ]

où a, b, c, w sont des polynômes de degré 3x3.

fV.3.2.1 Transfomation du système

Supposons que la famille L :{ A1 , A2 , Ar } soit libre;

c'est à dire que la matrice M :[Ar Az Ar] soit inversible.

t t [rlt
I-e système r(t) = o(u,v) peut s'écrire.") \lr + M. I t2 | / : o(u,v)

s\r,, L t3 J

En multipliant par 14-r, oo obtient:

, f t 1,,r l  I
#(r- ' .or* l , i  |  ): M-,.o(u,v)
u\r, L tr J
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( = )

I dzq fdra, - 4 supposé non nul

tâ r
A:t-A
Ca2
drd

!=r-Y
d -d

d ,  x*  dz l  *  d tz -  |

on en déduit

cequis,écritencore# [iîi] 
: 

[*1l ]

avecr(u,v) : 
ffiii, Xu,v) : 

ftii, e(u,v) : 
ffi où X,Y et Z sont de degré 3x3.

On considère le système

(  x:Na,+t)  (  x: |a,+t)

) r: jtaz+cr ) t: la+c>

)z:fa3+t3) 
( :)  

)e:Na,+c;
(  d :Q+dr t+dzc+d3t3  (  d ,x*dz t id tz :â* ,

K
d

râr

(

\

)

\

t)
\

avecK:  d

lc  t t2  113
dd  

- "dd  
ddco'." (f)'
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( t âr
I a: x-a

) (' l),:â(,-?)
) t' ?) b ?) :â(..?)
(  * (o ,x*d ,y*ds. - t )=â

(1)

(2)

(3)

(4)

Iæs équations (2) et (3) montrent que 0 est l'intersection de deux quadriques. Des résultas

identiques sont montrés de façon différenæ dans ICHA 84.

En remplaçanl x, y et z par leurs expressions, dans ces mêmes {uations, on obtient un
système en u et v constitué de deux {uations polynomiales de degé 6x6.

N.3.2.2 Résolution du système

Ia démarche est identique à celle décrite en IV.3.1.3
Cependant le degré élevé (6x6 + 6x6 : 72) du résolvant r(v) rend la détermination de ses
zéros très délicaæ. Iæ problème majeur est d'ordre de stabilité numérique (cf IV.3.3) mais
l'encombrement et le temps de calcul sont importants aussi. Cetæ extension au cas cubique
n'a pas encore été dévelo@. Touæfois on peut extrapoler à partir du cas quadratique, que
le degré du résolvant peut être affaibli jusqu'à 50-55 dans le cas général.
Par ailleurs cette dernière équation montre qu'une courbe cubique raverse un careau
bicubique en 72 points au maximum. Ce résultat est exhaustif puisque si on combine
I'Quation cartésienne du carreau (de degré 18 en x, y, z) et l'{uation paramétrique de la
courbe (en t3) on obtient une Quation de degré 54 en t, d'où 54 points d'intersection au
maximum. Le résolvant est donc nécessairement réductible.

Cas particuliers

Si la quantité K est nulle, la démonstration est plus longue. On parvient à montrer que C est

l'intersoction d'une surface de degré 4 et d'un plan. Par conséquent les deux {uations en u
et v déduites sont de degré l2xl2 et 3x3. Iæ résolvant est donc aussi de degré 72; la
complexité de l'{uation reste la même.
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Par contre lorsque la matrice M est de rug 2, la séparation des variables est plus difficile,

nous ne réussissons pas à généraliser les résultats précédents. De longs calculs montrent que
0 est située à I'intersection d'une quadrique et d'une surface dont l'{uation cartésienne est

de degré 3. On aboutit alors à un résolvant r(v) de degré 108.

Une implantation de I'exûension au cas cubique ne peut donc préændre à traiær tous les cas

théoriques.

IV.3.3 Résolution d'une équation polynomiale

Iæs algorithmes précédents aboutissent à la recherche des zÉros d'un polynôme
m

f (9 : r  q t isur [O,U.
i = 0

Cet inærvalle particulier permet la mise-en-oeuvre d'une méthode de séparation des racines

originale basée sur les propriétés des courbes de Bézier IGAR 9l].

Conditionnement préalable du polynôme

Le polynôme f(t) étant issu de calculs de résolvants, peut être de degrê très élevé et

présenter des coefficients d'ordre de grandeur très différents. Cette dernière condition

perturbe considérablement les algorithmes de résolution. Pour améliorer le comportement

du polynôme celui-ci est normé: Chaque coefficient q est remplaé par q / max I E I
0 < j S m

Iæs zéros n'appartenant pas à [0, U n'ont aucun intérêt, on recherche donc un polynôme de

plus faible degé possible f(t) qui soit confondu (à une précision près) avec f(t) sur [0,1] (cf

algorithme de diminution de degré IV. l. l. l). fC) est alors remplacé par f(t).

Noûe: Ces traitements peuvent être appliqués aux polynômes bivariables avant calcul de

résolvants.

Méthode de Newton

Iæs zéros sont déterminés à l'aide de la méthode de Newton IRAL 65] ICI{E 851.

Rappelons lss conditions de son utilisation:

Soit un intervalle [a,b] tel que

1) la courbe de f a un seul point d'intersection avec la droite { y = 0 } sur la,b[
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2)l-aoourbe ne présente pas de point d'inflexion sur [a,b]

alors la méthode de Newton converge vers I'unique solution sur la,b[ de f(x) : 0. La suite

est initialisée avec une des deux bornes a ou b, celle qui vérifie f(x).f"(x) > 0.

par conséquent pour chaque zÉro xo de f sur [0,l] il faut déærminer un intervalle contenant

xo et vérifiant ces conditions.

Cetæ étape de séparation des racines est effectuée dans la base des polynômes de Bernstein,

par conséquent on calcule la forme de nézier i Pi tQ'(t) de f(t).
i = 0

Ia courbe de Bézier plane (x = t, y : f(t)) a pour polygone de contrôle

P : { Pi@m, Pi) }i=o...-,

L'algorithme de déærmination des inærvalles s'appuie sur des propriétés importantes des

polynômes de Bernsæin, des courbes de Bézier et de l'algorithme de De Casteljau, que nous

rappelons brièvement.
- Iæ point de contrôle p, a le plus d'influence sur la fonction t l-----+ f(t) en t = i/m car

t F--------+Bi-(t) atteint son maximum en cette valeur.

- Une courbe de Bézier est ûoujours contenue dans l'enveloppe convexe formée par ses

points de contrôle et I'on a: min Pt <f(t) < max P;
0 s j 3 m  0 s j S m

- Iæ nombre de points d'intersection d'une droiæ avec le polygone de contrôle d'une courbe

de Mzîer est supérieur ou égal au nombre de points d'intersection de cette même droite

avec la courbe elle-même.
- L,algorithme de De Casteljau est utilisé comme outil de suMivision récursive. I-es

polygones de contrôle issus de subdivisions successives convergent rapidement vers la

courbe.

Algorithme de séparatton des racines

Iæ principe est de subdiviser récursivement la courbe de f jusqu'à obænir tous les

intervalles satisfaisant les conditions (1) et Q).
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On considère le polygone de contrôle P et le polygone de contrôle Q de la courbe de f '.

On situe les segments [Pi, 4*r] par rapport à la droite { y : 0 }, quatre cas sont

distingués:

ccsl Aucun segment ne coupe { y : 0 }, alors il n'y pas de zéros sur [0,U.

cos2Pcoupe une seule fois { y : 0 } et Q ne coupe pas { y : 0 }, alors il y a une seule

racine dans [0,1] qui peut être frouvée avec la méthode de Newûon.

cos3 Le, polygone P coupe plusieurs fois I'axe des x, alors on découpe la courbe en t :

(i+l)/m où [4,\*,] est le premier segment qui coupe { y : 0 } (on essaie d'ircler la

première racine).

Iæ même algorithme est appliqué aux deux courbes-filles.

cas4le,polygonePcoupe uneseulefois { y:0 } etlepolygoneQcoupe au moinsune

fois cette droiæ. Il faut séparer la racine et le point d'inflexion: on localise grossièrement

(comme dans le cas 3) le zÉro de f et le z&o de f ' et on découpe au milieu. Le même

algorithme est appliqué aux courbes-filles.

Après plusieurs découpages, on aboutit aux cas terminaux I ou 2, sauf si il y a des racines

multiples (dans ce cas il est impossible d'obtenir un inûervalle sur lequel P ne rencontre

qu'une seule fois { y :0 }) ou si f et f ' ont un zéro commun.

On prévoit donc un cas terminal de "secoursn:

Si les bornes a,b de la sous-courbe sont frop rapprochées (ce qui arrive nécessairement

après plusieurs suMivisions) on approche la sous-courbe par son polygone de contrôle. Et

les intersections de celui-ci avec { y : 0 } constituent des bonnes approximations des zéros

de f sur [a,b].

Remarques

Iæs sous-courbes sont aprprochées dès que possibles par des courbes de degré inférieur.

Ia méthode de Newton utilise la base canonique des polynômes et non pas la base de

Bernstein car l'algorithme de Horner est de complexité m alors que celui de De Casæljau

est de complexité m(m+1)/2.

Cet algorithme peut être utilisé pour la ésolution de toute équation polynomiale sur un

domaine borné.
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Ses avantages sont la simplicité de mise-en-oeuvre, la rapidité de convergence et la stabilité

numérique. Il est mal adapté aux équations de degrê élevé car le passage de la base

canonique des polynômes à la base de Bernstein devient imprécis (cf I.2.1.3).

IV.3.4 Conclusion

Performances

L'analyse de I'algorithme montre que tous les arcs de courbe disjoints sont détectés.

Ia programmation dans le cas quadratique montre que les solutions sont trouvées avec une

très bonne précision même lorsque que sont des points singuliers.

Ces résultats dépendent essentiellement des performances de la méthode de résolution des

équations polynomiales sur [0,U.
A précision identique, le temps de calcul engendré par I'algorithme dans le cas quadratique

est nettement inférieur à celui nécessaire à la méthode "Dichotomie et Intersections de

plans'(cf III.2).

Limites

Relier les poin$ pour former la courbe est très simple lorsque les points sont réguliers mais

beaucoup plus ambigu au voisinage d'un point singulier. Une erreur de liaison conduit à

une incohérence topologique sur la courbe (cf IV.5.2).

Cette difficulté provient du fait que les points singuliers ne sont pas localisés; elle ne remet

pas en question la méthode mais montre que celle-ci est insuffisante à traiter complèæment

le problème.

Par ailleurs on voit mal comment généraliser à des degrés sut'rieurs à 3 cetæ techniçe,

même théoriquement. En effet on manque alors de dimensions (espace euclidien)'pour

sé,parer les puissances successives de t.
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fV.3.5 Exemples
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IV.4 METHODE DE SUTVI DE COIJRBE

L'algorithme exposé correspond à l'approche analytique évoquée en m.4

Description générale

L: méthode de "suivi de courbe" calcule une suite de points {pr} de proche en proche le

long de la courbe d'intersection entre deux carreaux NURBS.
Elle est particulièrement adaptée à la reconstruction d'un arc de courbe connexe C.

I-a principale étape de I'algorithme est le calcul d'un prochain point P;*1 sur C en fonction

de P,. Cetæ action s'appuie sur deux propriétés:

1) En P, il est possible de calculer de façon exacte des informations géométriques sur la

courbe(vecteur tangent, vecteur normal,...) qui permettent la déduction du comportement
de 0 au voisinage de P,.

Ces résultats sont utilisés pour guider la recherche du prochain point &*r.

2) Pour le calcul de P111, on dispose d'une solution approchée: P, (ou encorc une solution

approchée plus précise obtenue à I'aide des résultats de (1)). k méthode de Newton utilise
de façon optimale cette donnée pour calculer (avec un faible cott de calcul) les coordonnées
exactes de &*,. Iæs points P, et P,*, doivent être voisins; cela implique la détermination

d'un pas d'incrémentation.

Puisque l'algorithme progresse à 'tâtons' sur la courbe, sans connaissance globale de C, le

contrôle du processus est difficile.

Il faut notamment s'assurer de la validité du dernier point obtenu, arrêter l'algorithme dès
que l'arc sort du domaine de définition d'un des deux carreaux ou bien encorc savoir

détecær un arc fermé et ne piui nboucler" indéfiniment dans ce cas.

Nous décrivons chacune des étapes de I'algorithme puis montrons ses limites et proposons

quelques améliorations.

Notations
I-es deux carreaux NURBS sécants ô, et l, sont définis comme en tr.3.1, I'arc de courbe C

et les deux courbes planes A et û associées sont définis comme en ltr.3.3.2. Nous r€prenons

également les notations et les hlpothèses exposées en tr.3.3.3 sur les points calculés.
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fV.4.1 Calcul du point zuivant sur la courbe

Déterminer un point suivant \*, sur C signifie calculer ses coordonnées locales (u1..1,v;..1)

et (r;a1,s;ar) telles que X(u,*r,vi*r) = Y(!*1,s,*t) : Pi*t.

Nous supposons connue une solution approchê G*r , Yi+t , Ei+r , S+r).

Le système à résoudre ( X(u,v) : Y(r,s) ) étant sous-déterminé il faut fixer une inconnue, u

par exemple.
Par conséquent ui+l : ufi*é et le système est réduit au système 3x3: X(u*r,v) : Y( r,s)

P,*, est donc un point d'intersection entre la courbe isoparamétrique v X(u*., v)

et le carreau Jr.

La déærmination de P,*, est donc ramenée à la résolution du problème intersection courbe-

carreau connaissant une solution approchée.

Résotution du problème Intersection courbecarreau par la méthode de Newton

IIlTothèses
Soit I une courbe NURBS définie par t F-->r(t) et ô un carreau NURBS défini par

(u,v)#c(u,v).

Nous cherchons le triptet ( t* , u* , v*) solution de r(t) : o(u,v) connaissant une solution

approchée(b ,uo ,vo) .

Formulation mathématique

On pose: F( t, u, v) = 7(t) - o(u,v)

X : ( t ,u ,v )
Xo : (b ,uo ,vo)

X* : ( t*, U*, V*)

I-e problème devient donc:

Ttouver X* solution de F(X) : g (1)

connaissant la solution approchée Xis.

Résolution

X* est la limiæ de la suiæ classique de la méthode de Newton-Raphson [CIIE 85] définie

par
Xn+r : Xo - Y Y étant la solution du système 3x3 linâire F(XJ= F'(XJ.Y Q)

où F' est la jacobienne.
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Cetæ méthode exige à chaque pas la résolution de (2) qui est possible uniçement si le

ciureau et la courbe ne sont pas parallèles aux points T(tJ et o(uo,v).

Conditions de convergence
I-es conditions mathématiques rigoureuses qui garantissent la convergence de la suite Xo

sont très délicaæs à vérifier; leur mise en oeuvre est complexe et conduit à des calculs très

longs.

On "lance" donc la méthode sans savoir au préalable si il y a convergence et on utilise un

test de convergence très simple, qui exploite la propriété:

Ia convergence de la suite Xo implique la stricte décroissance de la suiæ llF(XJll : do.

I-e test déduit est donc:
Tant que d,, ( d*r (3) on calcule Xn+r.

Bien entendu l'algorithme est aussi interrompu si le système (2) n'est pas inversible.

Critère de succès
Ia solution est atteinte dès que ll X, - X*r ll < précision-choisie (4)

Remarque
Si la solution est un point où ô et J sont tangents (point singulier ou voisin d'un point

singulier) ou bien si il n'y a pas de solution, la suite do peut devenir stationnaire. Dans ce

cas le test (3) n'est plus significatif et par conséquent l'algorithme 'boucle".

Le test (3) (théorique) est donc remptaé par le test (pratique) do < d*r - I (5) où I est

fixé à une valeur négligeable devant précision-choisie.

Ce dernier critère a été établi apês plusieurs essais sur machine.

En général l'algorithme converge vers le point d'intersection de J et I le plus proche de la

solution approchée initiale (le critèrc (4) est alors satisfait) sinon I'algorithme est stoppé par

la mise en défaut du critère (5).

Dans ce cas le dernier triplet calculé Xo correspond aux points r(U et o(uo,v) qui

minimisent la distance ciureau-courbe, les plus proches de la solution initiale ou bien il

correspond à un point singulier. I-es deux possibilités sont distinguées en mesurant

lfF(XJll. Si cette quantité est proche de zÉro, Xo est considéré oomme point

d'intersection.
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Remarque

La programmation de la méthode de Newton (en dimension 1 ou en dimension 3) montre

que I'algorithme n'est jamais stopÉ par I'impossibilité d'inverser le sysême (2) même si la

solution est un point singulier.

Interprétation géométrique

Xo*, est la solution du système F(XJ + F'(XJ.(X - XJ : 0

qui peut s'écrire:

"(tJ 
+ c'(tn)(t - L) : o(u,,, v) * ou(un, vJ (u - uJ + o"(uo, v) (v - v)

Iæ membre de gauche de l'{uation est une {uation paramétrique de la droiæ tangenæ à I

en c(Ç et le membre de droite est une {uation du plan tangent à J en o(uo, v). Par

conséquent les différents termes de la suiæ sont les points d'intersection de droiæs tangentes

et de plans tangents successifs pris sur ! et tr.

Conclusion

Cetæ méthode a étÉ, comparée à la méthode de résolution algébrique dans le cas

quadratique. Iæs différences observées entre les solutions non singulières pour chaque

méthode sont de l'ordre de lOt, les valeurs éant bien str comprises entre 0 et 1. Cela

prouve I'excellente précision de l'une ou l'autre des méthodes.

\1.4.2 Calcul des informations géométriques en un point de la courùe

Hypothèses
Nous supposons que t F+r(t) est le paramétrage intrinsèque de l'arc de courbe
théorique 0.
Soit P un point de 0 connu par ses coordonnées locales

(u(t*), v(t*)) = dt*) et (r(t*), s(t*)) : p(t*).

Notons P, (resp P)le plan tangent à J, (resp ô) en P. Ces deux plans sont supposés

sécants.

Nous décrivons comment les vecteurs t'(t*), a'(t*), P'(t*), t"(t*), a"(tr'), p"(tr') peuvent

êEe calculés successivement sans la connaissance des paramétrages exacts.
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Détermination de z' (t*)

Un vecteur normal unitaire n, (resp n) au plan F, (resp F) est obtenu en nonnant {,^X"
(resp Y,^Y).

trr ^ trz est un vecteur directeur de la droite PrÀ Pror le vecteur r'(t*) a la même direction

que P, A Fz puisque C est inscrite simultanément sur It et ôr.

Par conséquent n, ^ n, et r'(t'r) sont colinéaires.

r'(t*) est donc obtenu en nonnant nr ^ n, et en l'orientant à l'aide du point précédent

calculé sur 0.

Détermination de a'(I*) = (u'(tr').v'(tr'))

On sait guo l' : {,.u' * \,.v' (l)

donc pour obtenir (u',v') it suffit de calculer les coordonnées (qui sont (u',v',0)) de 7' dans

labase{& ,x " ,n r } .

p'(t{') = (r'(t*),s'(t*)) est obtenu de la même façon.

Détermination de' " (t*)

{ n1 ,nz , 7'} esluné base de I'espace donc

7"=xnr *Ynz*  z ' r '

mais comme î' f ?", o[ a T" = x n, * Y n, Q)

Il suffit donc de calculer les composantes x et y:

On sait que

î" = xl.u" * )Ç.v" + X'ru.(u')2 + 2\r.u'v' * {-.(v')2

On en déduit:
( nr l r" ) = ( n, I X"r.1u')z + z\,.u'v' + Xrr.(v')2 )

Cetæ dernière quantité ne dépend pas de u" et v"; elle peut donc être calculée, noùons la
a l .

De la même façon on calcule L2 -- ( rr | 7" ).
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(

x et y sont obtenues en résolvant le système 
Ii : I i,| ï i}'i 

qui est déduit de Q)

Détermination de c'' (t*)

L'{uation (2) s'écrit aussi

î" - [ {,u.(u')2 * 2 \".u'v' * \.(v')2] 
- 

{,.u" * X"'v"

Iæ membre de gauche est maintenant connu, nous calculons les coordonnées de ce vecteur

dans la base { X" ,X" , nr}. Elles valent respectivement u", v" et 0.

p"(t*) est calculé de la même façon.

Détermination des vecteurs dérivée d'ordre supérieur

La méthode précédente est facilement généralisée aux dérivées d'ordre supérieur. Iæ cott

en calculs s'élève alors considérablement.

Pour les dérivées à l'ordre n, il faut calculer toutes le.s dérivées partielles de X et Y jusqu'à

I'ordre n.

L'ordre 2 est suffisant pour le calcul des vecteurs nonnaux et des courburcs sur les trois

courbes, informations nécessaires au calcul du prochain point sur C.

Iæ développement de la méthode de suivi a intégré ces calculs dans ce cas particulier. I-es

résultats numériques ont permis de vérifier la validité du choix de l'abscisse curviligne pour

le parcours de C.

Ce choix présente aussi un autre intérêt.

S i lepas  l l  &* ,  -&  l l  es tpe t i t ,  on  a  l l  P . * t  -  &  l l  : !+ r  -  q .Cequ ipermetd 'assoc ie r

facilement une valeur paramétrique t, à chaque point Pr. Cette information est utile à la

modélisation des courbes A et û.

Markot et Magedson obtiennent les vecteurs dérivée lètc si !èæ par une approche

différente IMAR 9U.
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Cas particulier: P est un point singulier de ler ordre

Dans ce cas nr et n2 sont colinéaires et la démarche précédente devient impossible.

De même si P est voisin d'un point singulier, la quantité ll n, ^ n, ll est proche de zéro et la

méthode précédente donne des solutions très imprécises.

Cependant les carreaux 6, et ô2, âu point P, sont distincts au niveau de leurs courbures

principales et de leur directions principales de courbure.

Exploitons cette propriété:
On calcule d'une part l'équation cartésienne du paraboloïde tangent à Jt en P (cf IV.2 .2) et

d'autre part on considère le développement limité à I'ordre 2 de b, en P:

(u,v) F X(u,v) : x(u*,v*) * \(u*,v*)u + \(u*,v*)v t
1 l  \

i(\"tu..,v*)w *2\,(ut,v*)uv tx*(u*,v*)w ) (1)

oùu*  =  u ( t * )e tv t  :  v ( t t )e tU  :  u -u*  e tV  =  v -v *

Ia combinaison de l'{uation du paraboloide et de (1) fournit une équation f(u,v) = 0 de

degré 4x4, qui constitue une équation cartésienne approchée de { valable au voisinage de

o(tr,), donc en particulier en a(t{'). De cetæ {u,ation, on peut déduire o'(t*; comme dans la

méthode de Farouki (cf III.3.2). Cependant il n'est pas possible de calculer c"(t*; de façon

exacte car cela exige le calcul des dérivées partielles de f(u,v) à I'ordre 3 or ces quantités ne

correspondent pas à la courbe réelle { puisque l'équation est issue de développements

limités à l'ordre 2.
En échangeant les rôles de ô, et ôr, on obtient P'(t*), puis finalement 7'(t*).

fV.4.3 Calcul du pas et de I'isopammétrique fixée pour le prochain point

I-e catcul d'un point P;*, sur C en fonction du point précédent P, nécessiæ (cf IV.4.1) une

solution approchée ( &*r ,g+r , Ei+r , $+r ) et le choix d'un réseau d'isoparamériques

parmi les quatre possibles ( ua* , vfi*é , rfiré , sr,re ). L'une des quatre valeurs approchées

doit donc fxer une isoparamétrique.

Données mathématique,s

Pour déterminer oes deux éléments on dispose des informations suivantes associées à Pt:
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d t i ) :  ( u i , v i ) ,  a ' ( t i ) ,  o " (q )

p (q ) :  ( r , , s i ) ,  p ' ( 0 ,  É " ( t i )

1(ti) : Pi ' T'(q) , T"(ti)

et des courbures et vecteurs nonnaux qui en sont déduits (cf II.3.3.2).

Contraintes

I-e choix réalisé doit respecter plusieurs contraintes.

I-e nombre d'itérations nécessaires à la méthode de Newûon est d'autant plus faible que les
so lu t ionsapprochéese ! i+ t= (U i * r ,g+r )e td i+ r= ( ! i+ r ,$ * r )son tp rochesde{e td .

Une meilleure précision de gi*1 €t Ei+r accélère donc I'algorithme de suivi; elle diminue

également le risque d'erreur.
Ia solution approchée pour Pi*r doit être assez proche de P. pour que I'extrapoliation sur la

direction de la courbe au voisinage de P, soit encore valable.

Une isoparamétrique choisie rop loin de P, peut conduire à des erreurs comme celle-ci:

Bien entendu le volume de calculs engendré doit être faible afin de ne pas perdre le bénéfice

de la rapidité de la méthode de Newton.

Cette prévision est réalisée en effectuant une extrapolation linéaire des courbes planes { et

d. Markot et Magedson [MAR 91] décrivent une méthode basée sur la courbe spatiale C.

Nous décrivons ces méthodes et discutons l'intérêt des différentes solutions.
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IV.4.3.1 Extrapolation linéaire dans le plan

Ouel réseau d'isoparamétriques fixer?

Une première sélection est faite entre u-v et r-s ce qui correspond à réaliser les prévisions

avec d ou E.

De ces deux courbes c'est la plus régulière qui fournit les prévisions les plus fiables.

Or la plus régulière est celle qui a le comportement le plus linéaire possible, c'est donc celle

qui a la plus faible courbure ou bien la 'vitesse instantanée' lia plus élevée.

I-e critèrc retenu est donc:
si ll c'(t) ll > ll p'(0 ll on choisit { , sinon on choisit d.

Suplnsons que I soit retenue.

Parmi les deux réseaux d'isoparamétriques encore possibles, on choisit celui qui est le plus

perpendiculaire à / en dt). C'est celui qui respecte le mieux les contraintes.

Donc si I u'(!) | > | v'(q) | on fixe u et sinon on fixe v.

v

Sxe ryi+t

v

Supposons que v soit fixé

DéEg!nat!94-de ci+r

1 1 0

Soit t le vecteur tangent unitaire orienté en dq).

q*1 €st choisi par extrapolation linéaire: gi*t - dq)= pas .

La courbe isoparamétrique fixée est donc vfi*é : Yi+l

Calcul du pas

Pour que l'estimation précédenæ soit valable, il faut que

rayon de courbure en dq), c'est à dire que la variation

tangent) soit faible.

le pas soit petit par rapport au
angulaire (par rapport au cercle

On fixe donc la variation angulaire 0 à une petite valeur rl8, 1116, etc...

On en déduit pas : R sin a
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ou bien pôs :

C centre de courbure
p courbure en c(!)

I
R = 

; nryon de couôure

n vecteur normal

Cependant pour assurer le contrôle de I'algorithme il faut fixer les bornes de variation du

pas pas_min et pas_max, l'expression du pas est donc f,rnalement:
sin 0

pas_max - pas_mm

1 1 1

sin a
p

sin 0
Pas : ,Ë 

* Pas-min avec k =

Choix de ( ti+r , g+r)

Il n'est pas intéressant de calculer un pas sur la courbe A. Fn effet celui-ci dans le cas

général ne ooresg)nd pas à celui calculé sur { car les "unités de distance' sur les deux

courbes sont différentes. Il est tout aussi difficile de déduire un pas sur d à partir de celui

catculé sur / (cela nécessiterait d'établir des rapporu enEe les unités de distance instantanée

sur d, û et A.
I: valeur choisie est donc simplement (ri , ss).

Remarques

Si I'isoparamétriçe fixée n'appartient pas au carreau paramérique, il est probable que la

courbe C soræ du carreau ô, entre & et P,*,. L'isoparamérique qui a été calculée est donc

remplacée par la courbe frontière haversée, ainsi le point suivant sur C appartient au bord

de ô, et I'extrémité de la courbe est donc parfaiæment déterminée.

Lorsque les plans tangents de ô, et ô, en P, ændent à devenir parallèles, les courbes il et d

peuvent présenter de grosses variations de couôure (cf même des points de rebroussement).

Il est donc intéressant de modifier l'expression du pas par le facteur multiplicatif

sin(angle(nr ,\.)) =ll nr ^ n, ll.
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Conclusion

I-a forme de cette démarche a été établie après plusieurs "essaisn sur machine. Elle donne
de bons résultats sauf si A et û présentent simultanément un point où la courbure est très

forte: en ce cas I'algorithme de suivi 'rebrousse chemin' (le point se comporte comme un

point de rebroussement).

I-a densité des points calculés dépend de la courbure; si celle ci est importanæ il y a

accumulation de points. Des points redondants doivent être éliminés avant la détermination
d'une courbe d'inærpolation qui approche C. I,a, vitesse de I'algorithme est également

pénalisée.

Ces problèmes pourraient être réduits en dlongeant le pas. Mais pour conserver la même

précision, il faut utiliser un développement limité d'ordre suffrieur (2 ou 3). Puisqu'une

cubique peut admettre un point de rebroussement, il est possible qu'une exEapolation

cubique puisse sunnonter I'obstacle constitué par un point où la courbure est Eès

importanæ. Cependant cette solution implique des calculs supplémentaires, les dérivée.s

partielles d'ordre 3 de X et Y. Bien sûr le problème de la correspondance des pas choisis
sur I et d se pose encore.

fV.4.3.2 Extrapolation dans I'espace

Markot et Magedson [MAR 89] proposent pour résoudre X(u,v) = Y(r,s) (1) de

rajouær une quatrième {uation plutôt que de fixer une variable. Pour cela ils choisissent un
plan P orthogonal à la courbe C au point &. Ce plan doit êhe assez proche de Pi, d'où la

déærmination d'un pas. En combinant l'Quation du plan et I'Quation paramérique de ôt

onobt ien tuneéquat ionF(u ,v ) :0 (2) .Lequadrup le t (u , * r ,v i+ I  , r i+ I  , s i * r ) recherché

est celui qui vérifie (1) et (2).

Le sysême est bien sûr résolu par la méthode de Newton.

Cette méthode s'affranchit de l'étape de élection d'un réseau d'isoparaméEiques et

l'algorithme conséquent est simplifié.Ce,pendant si la courbe 0 est irrégulière, on rencontre

les mêmes problèmes que dans le cas précédent. Pour le quadruplet-solution approchée il

n'est pas aisé d'obænir un choix plus précis que ( u, I v1 ; r; , s, ) car les rapports entne les

unités de disance sur {, û et e sont approximatifs.
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Conclusion

Iæs choix retenus pour résoudre [e problème posé sont discutables car heuristiques et non

pas simplement calculatoires.

Quelque soit la méthode choisie, le pas est nécessairement issu d'un compromis. Trop grand

il favorise les erreurs et ralentit la convergence de la méthode de Newton et trop petit il

accroît la densité des points calculés, donc ralentit l'algorithme et augmente les

"redondances" de points.
La garantie du bon déroulement de I'algorithme est liée à la régularité des courbes A, û et A.

Les meilleurs résultats sont sûrement obtenus en choisissant pour chaque nouvelle

extrapolation, la courbe la plus régulière parmi les trois.

\1.4.4 Contrôle de I'algorithme et test d'arrtt

L'algorithme de suivi n'est pas déærminisæ. n n'est pas possible de déduire d'après le

dernier point calculé, le comportement ultérieur de la courbe. En particulier plusieurs

questions se posent: le calcul du prochain point va -t-il aboutir? s'il aboutit, le résultat est il

valide? quand l'algorithme doit il s'arrêter?
Si I'arc ne touche aucun bord de ô, ou de 12, il est nécessairement fermé et l'algorithme doit

s'arrêter dès que la boucle est complèæ, sinon I'arc coupe un bord et I'algorithme doit

s'arrêter sur le point limiæ. Nous décrivons l'étape de connôle du résultat de la méthode de

Newton puis les deux critères d'arrêt.

Contrôle de la validité du dernier point.

Le dernier point trouvé Pt n'est pas valide dans deux cas:
- Il appartient à un autre arc que C.
- Il est situé trop loin de Pi-r par rapport à l'estimation qui a été faiæ, cela signifie que C a

un comportement inattendu enhe &-r et &, qui n' a pas étÉ, détæté.

Iæ seul moyen de détecær ces eneurs est de comparer la dishnce trouvée entre (u;, v) et

(ui-1, vi-r) et le pas calculé (si la dernière estimation a été faiæ avec {). Un criêre basé sur

la mesure de la différence de ces deux quantités permet donc d'accepter ou de refuser P,.

Un test plus précis pourrait mesuter la distance entre ci et d(q ).
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Si le dernier point n'est pas acceptÉ,la méthode de Newton est reconduite avec un pas plus

petit. Plus généralement si le calcul du dernier point échoue, on procède identiquement. Un

test plus exigeant augmente la densité des points calculés mais détecte mieux les anomalies.

De façon générale le test est issu d'un compromis entre rapidité de I'algorithme et garantie

de la validité de la courbe obtenue.

Critère d'arrêt: I'arc sort d'un des deux carreaux

Cela signifie que I'avant dernier point P;-1 appartient encore aux deux careaux et que le

dernier point Pt a dépassé I'un des deux. Cetæ éventualité est déæctée en testant

l'appartenance de (ui, vi) au domaine de définition de X et l'appartenance de ( q, sr ) au

domaine de définition de Y. L'un des deux segments [dti-r), dt)], [É(Ç-r), É(\)] coupe

nécessairement I'isoparamétrique correspondant au bord couÉ. Cetæ isoparamétrique est

utilisée par la méthode de Newton pour calculer précisément l'extémité de C. Celle ci est

substituée au dernier point dans la liste des points trouvés.

Critère d'arêt: l'arc est fermé et ne touche aucun bord

L'arc est une courbe fermée. Par conséquent l'algorithme doit s'arrêter lorsque la boucle est

entièrement parcourue et le dernier point doit êEe confondu avec le point initial. L'étude est

faite simultanément sur les deux courbes d et d. L'algorithme doit s'arrêter dès que l'une

des deux forme une boucle complète (il se peut très bien que l'une soit fermée et que l'autre

coupe les bords de son carreau).

Etudions I'arc {.

Une première approche est basée sur le fait que le vecteur tangent, au cours du parcours de

la boucle, décrit nécessairement un angle multiple de 2r; il est malheureusement difficile

d'en déduire un algorithme efficace.

Pour mesurer la variation angulaire du vecteur tangent, on calcule la somme des angles

orientés (o'(Ç_r), o('(q)) entre deux vecteurs tangents successifs ou encore la somme des

angles orientés entre deux segments successifs. Cetæ somme est mise à jour pour chaque

nouveau point calculé. L'algorithme doit s'arrêter lorsque la somme 'franchit" *2r ov -2r.

Malheureusement ce critère d'arrêt est peu précis. Iæ dernier point calculé est une

approximation grossièrc (et même fiès éloignée si la courbe est linâirc au voisinage) de

l'extrémité exacte et il n'y a aucun moyen de le préciser d'avantage.

Cet algorithme a été abandonné au profit d'une seconde approche beaucoup plus efficace.
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Celte-ci consiste à calculer une droite.0 coupant la couôe fermée d en deux parties puis en

classant les points successifs par rapport à J.

Cette dernière est la droite passant par le point initial c(tj) et qui est orthogonale à d en ce

point; son équation D(u,v) : 0 est déærminée de ælle sorte que D(u(tt),v(tr )) > O .

Pour chaque point (u,, v;) calculé sur d on calcule le

signe de D(ut,v,).

Tant que I'arc reconstnrit n'a 1ns fait une demi-boucle,

le signe des points calculés est positif, puis dès que

l'arc achève une demi-boucle, le signe des points

change. Une éventuelle fin de boucle est détectée dès +
que le signe des points redevient positif. L'algorithme

s'arrête donc dès que le signe associé au dernier point

o(t) est positif alors que le signe du point précédent

dLr) est négatif.

Un processus dichotomique est alors engagé sur la portion de {: [o(Çr)' o(tJ] pour

déærminer avec précision le point d'intersection avec J. Ce point (noté a) est ensuite

comparé à 
"(h) 

(es positions sont comparées et éventuellement les vecteurs tangents). I-e

critère final est donc:
Si a et c(to) sont confondus I'algorithme s'arêæ et le point a est substitué à dU dans la

liste des points.
Si a et c(t) sont distincts, l'algorithme repart à partir du point dÇ.

L'exhémité finate est calculée avec une excellente précision numérique, æ 9d rend le

critère final très fiable. Ia précision du calcul dichotomique est due au fait que la droiæ et

la courbe se coupent à angle droit en dto).

Cependant dans le cas particulier où te point initial est un point singulier, la méthode peut

échouer.

Iæs critères d'arrêt proposés garantissent que les extrémités des courbes sont très précises.

Cette qualité est utile si plusieurs arcs de courbe obtenus par cette méthode doivent être

recollés. Iæs techniques décriæs sont facilitées par le fait que le système X(u'v) = Y(r,s)

est ésolu en fixant une inconnue plutôt qu'en ajoutant une Quation.

1 1 5
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IV.4.5 Conclusion

L'algorithme complet est clairement résumé par un simple schéma itératif:

Données

Quadruplet-solution approchée et choix d'une isoparamétrique pour le calcul du point -

germe P.

Initialisation
Calcul de P.

Calcul de.s informations géométriques liées à P"

Détermination des droiæs J et J' servant à contrôler si d et d forment des boucles

Algorithme

Tant que le calcul du dernier point & a abouti à un ésultat valide

etPine sort pas de L, et P, ne sort pas de ôt

et la courbe / ne forme pas une boucle complète

er la courbe d ne forme pas une boucle complète

fatue
Calcul de la solution approchée et de I'isoparamétrique fixée pour le calcul de Pi*,

Calcul de &*r
Calcul des informations géométriques liées à &*t
Calcul de la position de P;*1 par rapport aux droites.S et.0' et éventuellement remplacer

&*r par I'extrémité possible

&+&*r
Fin tant_que

Résultat

Ia liste des poinæ trouvés.

Pour chaque point sont conservés les coordonnées locales, les vecteurs dérivée lèrc, lèæ,

etc ... ainsi que lia valeur paramérique ( estimée.

L'inÉret de cetæ méthode est multiple.

Son domaine d'application ne se limiæ pas aux seuls carreaux NURBS. Elle peut raiær

toutes les surfaces paramétriques dont il est facile d'exFaire les dérivées partielles. Il est
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même montré qu'elle s'applique aux surfaces impliciæs. Bajaj, Hoffmann, Lynch et

Hopcroft 1BAJ 8S] démontrent qu'il est possible de traiær de manière uniforme les cas

intersection carreau paramétrique-cârr€âu paramétrique et intersection surface impliciæ-

surface impliciæ par cette méthode.

Etle utilise au mieux possible la méthode de Newton. Cette dernière est utilisée pour

préciser une solution approchée déduite du point précédent. Ce processus minimise le

volume de calculs nécessaire au calcul d'un nouveau point. En fait la vitesse de I'algorithme

est essentiellement liée à la complexité des calculs de dérivées partielles.

Iæs étapes-clés de l'algorithme: méthode de Newton, calcul de vecteurs dérivées

successives sont simples. Elles contribuent à simplifier sa mise en oeuwe cependant

I'algorithme est encombré de nombreux cali particuliers fastidieux à traiær.

I-es limiæs de la méthode sont bien connues: Connaissance d'un point initial et présence de

points singuliers.

Ia solution approchée du point initial doit provenir d'une auEe méthode. Par conséquent

l'algorithme de suivi doit être pr&&ê d'un prétraitement qui localise le point-germe (cf

ry.5.2).
Les points singuliers sont assez md traiés par l'algorithme.

Au voisinage d'un tel point la convergence de la méthode de Newton est plus lente et perd

de la précision, il devient aussi plus difficile de calculer les dérivées successives de la

courbe.

C'est pourquoi il est préférable d'éviter ces points. Inrsque la convergence est trop lente, il

suffit d'interrompre le processus et de recommencer avec une courbe isoparamétrique un

peu déplacée par rapport à la précédente (obtenue par diminution du pas).

Cependant I'algorithme est incapable de détecter les deux différents arcs qui se croisent au

point singulier, une seule parmi les trois branches est suivie. Cette ambigûité peut

provoquer une incohérence ûopologique (cf IV.5.2)
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I-orsqu'une courbe admet "presque" un point singulier,

I'algorithme se trouve également en diffrculté. La

courbe, au point critique possède une très forte

courbure et I'extrapolation linéaire s'avère insuffiwtte,

le processus peut alors rebrousser chemin.

Il devient nécessaire d'utiliser une extrapolation

quadratique ou cubique. Cette dernière possibilité a été

développée dans IBAJ 88] et dans MON 861. Exemple de point 'presque singulier"

1 1 8

La méthode de suivi apparaît comme le moyen le plus économique de reconstruction d'un

arc de courbe oonnexe, ne présentant aucun point singulier.

Les limiæs de la méthode montrent qu'elle ne peut être utilisée seule, elle doit être

initialisée et contrôlée Fr un autre procédé.
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fV.4.6 Exemples

Courbe d'intcrsectim et ses projectios dens lcE domin dô dé6Diti6 dGt dGrx crrtltlr

Les deitr crrrÊcux æstrÊints dé.hitr dnmdcerrur

R
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IV.s SYNTHFSE

I-es techniques précédentes, étudiées séparément, ne fournissent que des solutions

incomplètes; associées elles constituent un algorithme général très efficace.

I^a méthode de suivi de courbe est le moyen le plus rationnel pour reconstruire une courbe

d'intersection connexe. Cependant pour garantir que toutes les courbes disjoinæs sont

parcourues, il faut au moins un point germe par courbe connexe. Si cp point n'est pas

unique il y a risque de parcourir plusieurs fois la même courbe. Or, wts la co@ration

d'un opérateur humain, aucune méthode de détection de points gennes ne garantit I'unicité

du point genne par courbe connexe. Iæ processus qui supenise l'algorithme de suivi de

courbe doit donc détecær tout€s les courbes disjointes et contrôler qu'elles sont parcourues

une fois et une seule. Ce rôte est assuré par la synergie Algorithme de simplifrcation des

careaux NURBS / Résolution algébrique de I'intersection courbe-carreau.

L'algorithme général comporte donc trois phases consécutives:
- Application de l'algorithme de simplification des carreaux NURBS (cf IV.l)

- Calculs de points gennes à l'aide de la méthode de résolution algébrique du problème:

intersection courbe de BÉlzier rationnelle quadratique - carreau de Éner rationnel

biquadratique.
- Reconstitution des courbes par la méthode de suivi de courbe.

Chacune de ces ot'rations a longuement été exposée il ne reste qu'à décrire I'organisation

globale.

IV.5.1 Description de I'algorithme complet

Noùons Tl,, etïl"les deux careaux NTJRBS dont on recherche la courbe d'intersection 0 (non

connexe dans le cas général ).
Tl,ret[l2 sont traités par l'algorithme de simplification. Celui-ci rcnd une lisæ de couples

(ûv û) de sous carreaux appartenant respectivement à Iùt et T|. nappetons que les sous

carreaux sont des carreaux de Ézier rationnels biquadratiques et que seuls les couples de

sous carleaux dont les volumes englobants sont sécanS sont retenus.
pour chaque couple ($ , ûz) obtenu sont reconstituées les portions de 0 incluses dans dt Ô

û2.

Cette reconstitution s'opère en deux éapes comme suit.
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Etape I : Déærmination des points germes

Chacun des deux sous careaux est quadrillé par un

réseau d'isoparamétriques comprenant les courbes

frontières.

Pour chaque courbe frontière on calcule les points

d'intersection avec le carreau adverse avec la méthode

de résolution algébrique (cf IV.3.1) Domeiæ clc /ù r

Quedrillage de 6,

I-es points obtenus appartiennent à I'intersection de carreaux qui ne sont que des

approximations de sous careaux de IÙ, et Ib, par conséquent ils ne sont que des

approximations des points d'intersections exacts.

Ils sont donc raffinés avec la méthode de Newton; celle ci permet aussi d'éliminer les

éventuelles solutions qui n'ont pas de signification géométrique.

Notons L la lisæ de tous les points obænus. Toute portion de C coupant un bord de l'un des

deux carreaux passe-par un de ces points.

Iâ détection des courbes fermées ne coupant aucun bord exige le calcul des points

d'intersection entre les autres isoparamériques prises sur q avec le carreau û2 et

réciproquement. Ces_poinS additionnels, après raffinement sont placés dans une lisæ Lt.

Calcul de points germes sur les diffélents ercs de courbe.

Toujours afin d'éviter de parcourir plusieurs fois la même courbe, il faut contrôler que

chaque point n'apparait qu'une seule fois dans L U Lr.
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E;tapez: Construction des arcs de courbe

Chaque point de L sert à lancer un algorithme de suivi de courbe. Cet algorithme est arrêté

æmporairement au franchissement d'une isoparamétrique intérieure. I-e point d'intersection

de I'arc en cours de constnrction avec celle ci est retiré de la liste Lr. b suivi de courbe est

achevé lorsque l'arc forme une boucle complète ou bien lorsqu'il atteint une courbe

frontière. Le point initial et le point find sont retirés de L.

I-es reconstitutions d'arc se poursuivent jusqu'à ce que L soit vide.

Iæs points résiduels de L, appartiennent à des courbes fermées ne touchant aucune frontière

de û, ou dr. Chacun de ces points est utilisé pour initialiser un processus de suivi de

courbe qui s'achève lorsque la boucle est complèæ. I-es poins d'intersection de la boucle

avec les isoparamétriques des quadrillages ainsi que le point initial sont retirés de Lt.

Lorsque L, est vide touûes les courbes sont reconstruites.

I-es portions de 0 provenant de tous les couples (û, , û) sont finalement assemblées à l'aide

de critères de continuité.

fV.5.2 Intérêt de I'algorithme proposé

L'aptitude de l'algorithme à résoudre le problème posé peut être mesuré à l'aide de deux

critères: la qualité du ésultat et le volume de calcul induit.

Ia qualité du résulAt peut être définie en plusieurs poins: identification de toutes les

courbes disjoinæs, précision de celles ci et cohérence topologique.

Analysons la qualité de la solution.

Les courbes qui échappent à la détection sont les courbes fermées qui "passent à Eavers' les

mailles des deux quadrillages simultanément. Il est possible de faire varier la densité du

quadrillage de façon à fixer la aille maximale d'une maille. Par conséquent il est possible

de garantir que toutes les courbes fermées de aille supérieure à une certaine tolérance sont

détectês.

Ce problème est inhérent à tous les algorithmes qui décomposent les surfaces et recherchent

des points-gennes pour initialiser des processus de suivi de courbe (cf [nM 85], erc ...).
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Remarquons que si te quadrillage est suffisamment resserré il n'est plus nécessaire d'utiliser

la méthode de suivi. Iæs points geflnes calculés sont assez denses pour représenter les

courbes d'intersection. Les points sont simplement reliés entre eux après raffinement et

calcul de vecteurs tangents, vecteurs normaux et courbures. Dans ce casi limite, la méthode

présentée est donc identique à celle exposée en IV.3, le raffinement des point est la seule

différence.

Ia précision des points calculés sur la courbe est celle de la méthode de Newton qui est

excellente sauf peut être au voisinage des points singuliers.

Iæ problème de la cohérence topologique se pose au moment de relier les points

d'intersection entre eux pour former les courbes. Iæs points sont reliés à I'aide de critères

de continuité (de position, de direction, de couôure, ...). Ces critères sont implicitement

pris en compte par la méthode de suivi et expliciæment lors du recollement final des

différents brins de e .I-a, fiabilité de ces critères, Eès bonne lorsque les points sont réguliers

diminue au voisinage des points singulien ou quasi-singuliers. Iæs points singuliers sont

non seulement difficiles à localiser mais peuvent provoquer des incohérences topologiçes.

Illustrons ce dernier problème par un exemple:

Soient deux cylindres sécants admettant presque un point

singulier.

Supposons que les brins 1 ,2,3,4 ont étés construits à l'aide

de la méthode de suivi et qu'ils doivent être reliés. Les seules

liaisons correctes sont I - 4 et2 - 3,

L'imprécision des calculs et la proximité des quaEe

extrémitéa rend le choix incertain.
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I-e, risque d'erreur augmente si les cylindres sont réellement

tanSents.

126

Dans ce cas les liaisons possibles entre les quatre brins sont

\t-z ( r-+
ls-+ ou lza'

Toute autre combinaison est absurde.

Sans la localisation du point singulier et la détennination des deux dircctions de

vecteurs tangents en ce point, il est difficile d'éliminer I'ambigiiité et de raccorder

correctement les brins entre eux. Ce problème est universel; il est rencontré quelque soit la

méthode employée.

L'algorithme exposé ne traiæ pas le cas particulier des poins singuliers; il est cependant

clair qu'une parfaite efficacité passe par la détection et l'analyse des points singuliers. A

cette fin plusieurs solutions sont envisagées. Elles sont évoquées dans le chapitre suivant.

Iry.6 CONCLUSION

I-es principes des trois démarches classiques, de la plus simple, 'dichotomie récursive' à lia

plus raffinée, 'Méthode de Farouki", ont été approfondis. Iæur étude a abouti à la mise au
point de nouveaux algorithmes qui apporænt des éléments de rclution au problème général.

I-a première de ce.s techniques constitue un algorithme de prétraiæment au calcul de

I'intersection de deux carreaux NLJRBS. Elle généralise la méthode 'Dichotomie récursive

et intersection de plans'.
I-es deux carreaux sont simultanément décomposés récursivement en sous-cârroâux de plus

en plus petits; seuls les sous-cârreâux dont les volumes englobants sont sécants sont

conservés. Ia régularité croissante des sous-cilr€âux successifs permet d'approcher ceux-ci
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par des caûeaux de Bézier de degré de plus en plus faible et même par des ciureaux non

rationnels. Ia décomposition s'achève lorsque les sous-cârreâux sont rationnels

biquadratiques car ceux-ci sont suffisamment simples pour être soumis à une méthode de

résolution algébrique. L'algorithme fournit donc une liste de couples de sous-carreaux

sécants simplifrés. L'implantation de cette méthode a permis de vérifier que les erreurs

d'approximation sont parfaiæment contrôlées ainsi que la validité des approximations.

I-e problème d'intersection est mieux formalisé lorsqu'une des surfaces est impliciæ

(connue par une {uation cartésienne) et l'autre est définie par une {uation biparamétrique.

La, déærmination d'une {uation cartésienne exacte pour un carreau de BÉ,ner est

conceptuellement possible mais inâlisable pratiquement sauf pour les careaux

biquadratiques.

Nous avons recherché, pour les carreaux biquadratiques, une équation cartésienne simplifiée

et par conséquent approchée. Malheureusement une réalisation a montré qu'il éait

impossibte de trouver une équation de faible degré satisfaisanæ.

Il est beaucoup plus simple d'obtenir l'{u,ation cartésienne d'une courbe de Nzier

rationnelle quadratique ou cubique. Ia première se situe sur l'intersection d'une çadrique
et d'un plan et la seconde est située sur I'intersection de deux quadriques. Ces propriétés

sont utilisées pour résoudre le problème intersection courbe m_ique-carreau bi_m_içe (m

= 2 ,3 ) .

13 méthode consiste à combiner l'équation cartésienne de la courbe et l'{uation

biparamétrique du carreau; le système non linâire obtenu est résolu par la méthode des

résolvants. Cetæ méthode est appliquée, par le biais des isoparaméfiques, à la résolution du

probtème intersection carreau bi_m_ique-careau bi_m_ique; elle a été mise en oeuvre dans

le cas quadratique.

Enfin nous avons étudié, puis implanté la méthode de 'suivi de courbe' qui consisæ à

calculer des points de proche en proche le long d'une courbe d'intersection oonnexe.

En chaque point sont calculées de.s informations géomériques qui traduisent le

comporæment de la courbe au voisinage du point. Une valeur approchée pour le prochain

point sur la courbe en est déduiæ. Ce point est ensuite raffiné par la méthode de Newton.

Les trois techniques développées sont complémentaires, elles ont été combinées pour

concevoir un algorithme Eès efficace. Ia méthode de suivi constitue le moyen le plus

économique pour construire une courbe oonnexe, aussi elle a été rctenue pour cette tâche.
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L'organisation des reconstructions ainsi que l'initialisation sont assurées par I'association

des deux autres techniques.

Nous pouvons maintenant discuær des intérêts respectifs de ces techniques et les replacer

par rapport aux méthodes existantes.
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V BILAI{ ET PER,SPECTIVES

Après un résumé des techniques développées, nous faisons le point sur les manières

d'aborder le problème de l'intersection des carreaux NURBS. En particulier nous évoquons

les difficultés majeures qui sont rencontrées et discutons I'apport et I'originalité de nos

démarches.

Nous présentons ensuite l'orientation future de nos travaux dans ce domaine.

Enfin I'intersection des carreaux n'étant qu'un des aspects de la modélisation des surfaces

nous montrons que nos méthodes peuvent être appliquées à une auEe opération importanæ

râlisée sur les carreaux NURRS: le traé de rayon.

V.l BILAN

V.1.1 Résumé

Ia courbe d'intersection (non connexe dans le cas général) entre deux carreaux NURBS est
recherchée. Notons C la courbe et Tf, et Ïl les deux carreaux.

L'algorithme présenté peut être décomposé en quatre étapes.

Etape I

I*s dcttx carreawe sont décontposés en carreaux sinpffiés et la courbe est localisée.

Iæs deux careaux sont suMivisés récursivement simultanément. Chacun d'eux gtÈre donc

un quadtree. læs premières suMivisions sont effectuées grâce à I'algorithme de Cox-De

Boor, puis dès que les sous ciureaux sont sous la forme de BÉzret, les suMivisions sont

poursuivies à l'aide de I'algorithme de De Casæljau. Ia régularité croissante des sous

carreaux deËziet successifs permet d'approcher ceux-ci par des carreaux de degré de plus

en plus faible. Iæs points de découpage sont calculés de façon à accélérer les diminutions de

degré. Iæ processus s'arrête lorsque les sous careaux pos$dent un careau de Wziet

approximatif biquadratique.

Un filne optimise le nombre de décompositions utiles. Seuls les couples de sous carreaux

adversaires dont les volumes englobants (boite min-max) sont sécants sont subdivisés. Les

quadtree sont donc incomplets.
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[æs sous carreeux Par les quels C ne paslie pas ne sont plus

décomPosés

Iæ processus rend donc une lisæ de couples ( ûr, ûz ) de sous carreaux de Tlt et U

respectivement, susce,ptibles de contenir une partie de C et pour chacun desquels on possède

un carreau de BÉjzier approximatif biquadratique.

Etape 2
Sur cltquc cotrpte ( (, 4l a" sous catreaw( sow calculés dcs points dc passage de (

(points gennes). L'objeaif étant d'obtenir ut nlrriirc w point sur cluquc courbe cownxe

restreinteà( 4, 4)

Chaque couple ( ûr, 8z ) obtenu est traité de la façon suivante. û, et 8, sont quadrillés

chacun par un réseau d'isoparamétriques. On calcule les points d'intersection de chaque

isoparamétrique avec le carreau adverse.

Dans un premier temps ces calculs sont effectués sur les carreaux approximatifs qui sont

suffisamment simples pour être soumis à des techniques de ésolvant. I: méthode consisùe à

ramener le problème intersection courbe rationnelle quadratique-carreau biquadratique

rationnel à la résolution d'une {uation réelle de degré 16. Iæs points trouvés sont très

proches das points d'inærsection exacts sur ( 11r, fl, ).

Dans un deuxième temps ces derniers sont donc trouvés à I'aide d'une itération de Newton

initialisée grâce aux points approximatifs.

Etape 3
Its poniorc dc f lacales à choqtn couple ( 4, 4 ) sont reconstraites Wr uru ntéthde dc

suivi dz courbe.

Sur chaque couple (ûr, ûr):

Iæs poinS calculés servent à initialiser des processus de suivi de courbe. Ceux ci

reconstituent les portions de courbes restreintes à ( ûp û2).
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La méthode de suivi de courbe consiste à calculer des points de proche en proche le long de

la courbe. En chaque point sont calculées des informations géométriques ( position, vecteur

tangent, vecteur normal, couôure, ...) permettant par continuité d'estimer un point suivant

sur la courbe; ce point est ensuite raffiné par la méthode de Newton.

Etape 4
Les poniorc dc f, provenant de tow les couples ( (, 4 ) soru ossemblées pour former la

courbe complète.

La courbe C est un puzzle qu'il faut reconstituer à partir des segments de courbe calculés à

l'étape précédente. Iæs extrémités des fragments successifs coîncident avec une excellente

précision. I-es morceaux peuvent donc être recollés à l'aide de critères de continuité.

Des modifications de cet algorithme sont envisageables.

A l'étape I les suMivisions récursives peuvent être stoppées dès que les carreaux sont

bicubiques. En effet il est possible de calculer à l'aide de résolvants ûous les poins

d'intersection entre une courbe de Bézier rationnelle cubique et un carreau de Bézier

rationnel bicubique. Iæ problème est ramené à la résolution d'une {uation réelle de degré

72.

L'étape 3 peut être omise si les quadrillages sont assez resserrés; les points calculés sur

ceux ci sont alors assez denses pour représenter efficacement les courbes.

Par rap'port aux méthodes existantes cet algorithme présente une meilleurc formalisation et

une optimisation de l'étape de détection des points gennes.

Iæs limites de I'algorithme sont connues et classiques. Il ne garantit pas que Ûoutes les

courbes sont détectées et la présence de points singuliers perturbent son fonctionnement. En

effet les courbes fermées 'assez petites' pour passer à travers les mailles des quadrillages

sont oubliées et les points singuliers dégradent les performanoes de la méthode de Newton

et peuvent provoquer des incohérences topologiques tant à la construction des courbes qu'au

recollement des brins.

Tous ces élément sont re,pris dans le paragraphe suivant.
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Y.1.2 Bilan

Iæs différentes phases du traitement du problème d'intersection sont analysées. I-es

différentes solutions aux principaux problèmes sont discutées, avec une analyse de l'intérêt

et de l'originalité des techniques que nous avons dévelop@s.

Iæ traitement de I'intersection peut être résumé en trois points, la construction des courbes

connexes, la détection de celles-ci et le traitement des points singuliers.

Construction des courbes connexes

La méthode de suivi apparaît comme la plus largement employée pour reconstituer un arc

de courbe. Elle est utilisée quelle que soit la nature des deux surfaces raitées (implicite-

impliciæ, paramétrique-impliciæ, paramétrique-paramétrique) pourvu que les définitions

soient suffisamment dérivables. Son intérêt essentiel est l'économie; c'est la méthode qui

exige le moins de calculs pour obtenir un point supplémentaire sur une courbe car elle

utilise de façon optimale la méthode de Newton. Pour un nombre identique de points

calculés sur une courbe, le volume de calculs engendré par cette méthode est bien inférieur

à celui engendé par une méthode utilisant les résolvants ou encore une méthode qui utilise

su$ivisions récursives et intersections de plans. De plus les points calculés par la méthode

de suivi sont très précis car obænus avec la méthode de Newton.

Cette méthode offre aussi l'avantage de classer et relier immédiatement les points calculés.

Ainsi la courbe est construiæ au fur et à mesure que les points sont trouvés contrairement

aux méthodes qui associent subdivisions récursives et dichotomie où les points sont Eouvés

dans l'ordre donné par I'arborescence et doivent être reliés expliciæment ultérieurement.

Optimiser la méthode passe par une diminution de la densité des points calculés et par

l'acaélération de la méthode de Newton. Cela nécessite d'allonger le pas et d'augmenær la

précision du prochain point estimé sur la courbe, ce qui est paradoxal. Une extrapolation

quadratique ou cubique convient donc mieux qu'une extrapolation linâirc pour l'estimation

du prochain point. Il est donc intéressant de pouvoir calculer en un point de la courbe les

dérivées successives. Nous avons montré qu'en supposant que la courbe spatiale était

parcourue par I'abscisse curviligne, il était possible de calculer de façon exacte ces

quantités. Ces résulan ont été obænus de manière différenæ dans [MAR 89], dans [BAJ

88] et dans [MON 86]. I.a programmation de cette méthode a permis de vérifier la validité

de I'hypothèse de I'abscisse curviligne ainsi que les résulats.
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Notons que le paramétrage intrinsèque de la courbe spatiale assure que la distance entre

deux points successifs sur la courbe et la différence paramétrique entre eux sont

sensiblement égales. I-es points calculés peuvent donc être munis de dérivées successives et

de valeurs paramétriques. Ces informations sont très utiles si I'on désire ultérieurement

éliminer des points "superflusn ou modéliser la courbe d'intersection par des courbes

d'interpolation.

Ia méthode de suivi a cependant des limiæs.

Pour être initialisé le processus a besoin d'un point germe sur chaque courbe connexe;

celui-ci doit être obtenu par un autre moyen.

Les performanoes de la méthode se dégradent au voisinage d'un point singulier et enfin son

contrôle est nécessaire: par exemple, une fois initialisé le processus peut boucler

indéfiniment sur une courbe fermée. Nous avons résolu très simplement ce problème et

montré qu'il est très facile de vérifier qu'une courbe passe par un point particulier et de

stopper le processus au franchissement de ce point.

Détection des courbes connexes

Iæs approches du problème constitué par la détection des points gennes sont très variées.

L'objectif est de trouver au moins un point sur chaque courbe connexe. Les courbes qui

coupent une frontière de I'un des carreaux ne posent pas de difficultés; en revanche les

courbes fermées sont plus difficiles à localiser.

Farouki propose à cette fin de ésoudre les systèmes
(

) f1u,v; = 0 ,,\ ^^ ) f1u,.rt = o

It<,i", : ô (1) et 
lt"i,i"l = [ tZl dont les zéros sont les points où les

courbes sont parallèles aux axes du re$re. Cette méthode suppose qu'une Quation
cartésienne f(u,v) : 0 de la courbe est connue mais cetæ dernière provient de la

combinaison de l'Quation paramétrique de I'un des carreaux et de l'{uation cartésienne de

l'autre caneau généralement trop complexe pour être calculée.

routerois res sysrème, lru:l;,îi'l : f (3) et |ru,'f;,iil :J (4)

qui ne nécessitent que le.s {uations paramétriques sont Quivalens à (l) et (2).

ldalheureusement les sysêmes (1) ... (4) sont de degré trop élevé pour être traités par une
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techniçe de résolvants; seule une méthode itérative peut aboutir. Cetæ méthode nécessiæ

une solution approchée pour chaque solution exacte; elle implique donc l'échantillonnage

des surfaces et la recherche de points candidats.

Cette approche est délaissée au profit de solutions plus simples, mais empiriques.

Iæs deux ciureaux sont quadrillés par des réseaux d'isoparamétriques, les points

d'intersection entre les isoparamétriques et les carreaux sont recherchés; ceux ci constituent

les points gennes.

Iæ problème est donc ramené au calcul de I'intersection isoparamétrique-carreau. Ce calcul

peut être réalisé de trois façons différenæs: en polygonalisant la courbe et le carreau ou en

recherchant à résoudre le système X(uo*o,v) - Y(r,s) : 0 non linéaire à l'aide d'une

méthode de Newton ou encore une t€chnique de résolvant.

Ia polygonalisation des deux caneaux peut être obtenue suivant deux méthodes différentes.

Elle peut être effectuée à I'aide de subdivisions récursives; elles sont poursuivies jusqu'à

obænir des approximations planes et les sous carreaux utiles sont filtrés. Iæs points germes

sont alors obtenus comme inærsections de segments et de facettes planes. Cetæ méthode est

cependant très lente du fait des suMivisions; elle est mal adaptée à cetæ tâche.

Une autre méthode consiste à effectuer un échantillonnage assez dense de points sur les

deux carreaux; les isoparamériques d'un des carreaux sont alors polygonalisés alors que

I'autrc carreau est triangularisé. Les points d'intersection entre les segments et les fiangles

sont alors recherchés. Cetæ méthode est développée dans UOR 8î et dans [AZI 90].

Timmer [IIM 85] associe échantillonnage et méthode de Newton. Sur une isoparamétrique

fxée 0 sur le carreau ô1, pour chaque point P échantillonné sur celle-ci est calculé le point

a le plus proche de P sur le carreau adverse br. b point Q est obtenu avec une méthode

de Newton qui est initialisée avec le point de l'échantillon sur ô, le plus proche de P. Grâce

à la normale calculée sur ô, en Q, il est possible de savoir de quel coté de ô, se frouve le

point P. En évatuant cette information pour les points successifs sur C on localise les points

où la courbe traverse le carreau ôr. Ces points sont ensuite raffinés avec une méthode de

Newton.

I: démarche que nous avons développée est très différenæ. Iæs points d'intersection entre

une isoparamétrique et un carreau sont obtenus à l'aide d'une technique de résolvant qui

d'un point de vue conceptuel est plus rationnelle (elle apporte la solution mathématique

exacte et complète). Cependant c€lle-ci n'est applicable qu'à des carreaux de faible degré

@iquadratiques, ou en@re bicubiques).
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Nous avons donc conçu un algorithme qui simplifie les carreaux NURBS jusqu'à ce degré.

Il génératise la méthode dichotomie récursive et inærsections de plans. Iæs sous careaux

sont filtrés et simplifrés prcgressivement. Globalement l'algorithme de détermination des

points germes associe donc subdivision récursive, diminution de degré et technique de

résolvant. Il râlise un compromis entre une méthode qui simplifie les surfaces mais qui

augmente considérablement les données et une méthode mathématiquement rigoureuse qui

exige des données simples. L'algorithme conserve donc les excellents principes de la

dichotomie récursive: simplification, structuration hiérarchique des surfaces (quadtree) et

localisation de l'intersection mais en limiæ les inconvénients: les suMivisions sont arrêtées

bien plus tôt. Iæ concept subdivision/diminution de degré a été, amlysé puis un algorithme

de diminution de degré fonctionnant dans la base de Bernsæin a été mis au point. Iæs

careaux sont symétriquement modifiés de façon à garantir une continuité d'ordre élevé aux

frontières.

La résolution du problème inærsection courbe rationnelle quadratique-arrÊâu rationnel

biquadratique est ramenée à l'aide de ésolvants à une équation rêlle de degré 16 sur [0,U.

I-a méthode conçue généralise celle de I{ajiya IKAJ 82] pour la résolution du problème

inærsection droiæ-carreau bicubiçe. Iæs avantages de cette ésolution algébrique sur les

méthodes associant échantillonnage et itération de Newton ou échantillonnage et intersection

segment-triangle sont qu'elle fouve toutes les solutions et surtout qu'elle s'affranchit des

fastidieux tests de proximité nécessaires à l'initialisation d'une itération de Newton ou à une

comparaison segment-riangle. Une réalisation a montré que cett€ méthode peut être utilisée

seule pour résoudre le problème intersection careau biquadratiqu€-Gâtreôu biquadratique.

Il e.st difficile de comparer avec précision les performances des trois méthodes de

déærmination des point germes. L'échantillonnage de points ou les suMivisions récursives

nécessitent de gros volumes de calcul qui sont de même ordre de grandeur. Iæ nombre de

points échantillonnés est très sut'rieur au nombre de subdivisions cependant

l'échantillonnage est effectué dans la base canonique des polynômes et utilise I'algorithme

de Horner ou même les différences successives de polynômes alors que les subdivisions sont

effectuées dans la base de Bernsæin avec I'algorithme de De Casteljau de complexité

supérieure.

L'intérêt de la dernière méthode est plus net si les intersections sont calculées plusieurs fois

sur des objets qui sont successivement déptacés. Dans ce cas il est intéressant de conserver

les échantillons ou les quadtree pour les opérations r@traes; il suffit de les mettre à jour en

appliquant aux points les matrices de transformation. Pour les @rations ultérieurcs, les

comparaisons impliquéas dans la localisation de la courbe d'inærsection avec la méthode
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"subdivision/diminution de degré/résolution par les résolvants' sont négligeables puisqu'il

s'agit d'un lnrcours d'arbre 4-aire équilibré alors que les comparaisons de points avec les

autres méthodes sont très coûteuses car il n'y a pas de strucnlration de l'es1nce.

Du point de vue de la qualité du résultat, aucune de ces méthodes ne garantit la détection de

toutes les courbes. Dans tous les cas cette dernière dépend de la densité du quadrillage.

Détection et analyse des points singuliers

Ia seconde importanæ difficulté rencontrée par la méthode de suivi, la présence de points

singuliers, est inhérente à toute méthode de calcul d'intersection. Ces points ou les

configurations de surfaces qui s'en approchent rendent les calculs imprécis et provoquent

des incohérences topologiques. Une gestion correcte des problèmes d'intersection est

impossible sans la détection et l'analyse de ces points.

Ceux-ci sont solutions du système

(  f (u ,v ) :Q  (  X (u 'v ) -Y( r , s ) :g

)  fu (u ,v )=0  (5 )  ouenooredusys tème )  (Y .^Y,  lX" )=0  (6 )

)  f , (u,v)=o f tu ivatent I  (Y,^Y. l&)=o
t\

Ces sysêmes sont surdéterminés. Dans IBAJ 88] (5) est résolu à I'aide d'une méthode

combinant itération de Newton et approximation par les moindres carrés:

Appliquée à (5) la méthode de Newton revient à calculer à chaque itétû"" 
h] 

qui

encore noté A. aU = - B

mais comme le système est surdébnniné on choisit aU qui minimise ll n. aU + B llz, aU

est donc solution de tA.A aU = rA.B

Danslecasparticulieroùlepointsinguliervérifrefuu.f""- f 2 = 0, c'estàdirelorsqueles

deux arcs qui se croisent en ce point sont tangents la suite ne converge pas car dét(tA.A)

tend à s'annuler. Iæ système (5) est singulier. I[ faut une {uation de plus. Il est alors

remplacé par le système
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f(u,v) : Q
fu(u,v) : $

f"(u,v) : Q

fuu(u,v) : 0

et le même schéma est appliqué.

Ia méthode est généralisée aux points singuliers d'ordre supérieur à l.

Markot et Magedson [MAR 89] définissent un champ de vecteurs dont les zéros sont les

points singuliers.

Ces sysêmes puisque résolus par des méthodes itératives nécessitent des solutions

approchées; ils peuvent donc être associés à une méthode de suivi. En effet le long du

parcours la rencontre prochaine d'un point singulier peut être déc€lée en mesurant l'angle

que forment les plans tangents des deux caneaux.

Owen et Rockrvood [OWE 8fl ont une approche différenæ du problème. Au voisinage du

point singulier ils calculent une équation cartésienne approchée de degé 2 dela courbe puis

analysent la courbe localement comme une conique.

Nous avons également obtenu une Quation cartésienne approchée de la courbe en tout point

en combinant l'{uation cartésienne d'un paraboloide ap'prochant pour I'un des carreaux et

un développement limité d'ordre 2 pour I'autre carreau. L'équation plus précise et de degré

plus élevé (en ua v4) peut être utilisée aux mêmes fins.

h détection de points singuliers n'est pas suffisanæ; les directions possibles en un tel point

doivent aussi être connues afin de raccorder @rrectement les différents arcs confluents en

ce point. L'{uation précédemment citée, calculée en oe point, convient parfaiæment à ce

calcul si le point singulier est d'ordre 1. Pour un ordre sut'rieur il faut la remplacer par

une combinaison d'une {uation cartésienne de degré supérieur à 2 Qe parabololde est

insuffiwrt) pour la prcmière surface et un développement limité d'ordre supérieur à 2 pour

la seconde surface.

Enfrn certaines diffrcultés rencontrées par les algorithmes de calcul d'intersection sont liées

à la définition même des surfaces. Ia modélisation des quadriques par les NIIRRS

engendre certaines ambigûités: Une sphère NLJRBS est composée de huit careaux deËzier

dégénérés à rois cotés (les octants); les pôles correspondent aux cotés dispanrs. La

paramétrisation n'est plus injective au pôles.
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Si deux sphères NURBS sont sécantes et que la courbe d'inûersection passe par un pote de

l'une d'elles un processus de suivi utilisé pour reconstituer la courbe échoue au

franchissement du pole. Un cas particulier doit être considéré.

V.2 PERSPECTIVES

V.2.1Intersections

Perspectives théoriques

Dans le traitement de l'intersection des surfaces subsistent de nombreuses difficultés

mathématiques, pa.rmi celles ci figurent les points singuliers.

Nous avons évoqué précédemment plusieurs méthodes dont I'objectif est la détection de ces

points. Notre objectif est d'étudier et d'ext'rimenter ces différcnæs méthodes; notamment

il nous semble intéressant d'appliquer la méthode de [BAJ 88] au système (6) qui a

l'avantage sur le système (5) de se cont€nter des Quations paramériques.

Nous cherchons également à calculer une {uation cartésienne locale de degré variable en

tout point d'un careau paraménique qui généraliserait celle de la quadrique. L'objectif est

de faciliær l'analyse des points singuliers d'ordre supérieur à 1.

Nous proposons de déterminer l'équation de la manière suivante.

Notons F(x,y,z) : 0 l'{uation polynomiale recherchée; elle doit repésenær le

comportement de la surface au voisinage d'un point X(ut,v*). Par conséquent les dérivées

de F(x(u,v), y(u,v), z(u,v)) doivent s'annuler jusqu'à un ordre fixé en (u*,v*) le plus grand

possibte. Elles fournissent des équations linéaires homogènes en les coefficients de

l'{uation. Il faut que nombre_d'{u,ations = nombre_de _coefficients - l. Iæ nombre de

dérivées partielles à calculer dépend donc du degré choisi pour F.

Cene idée sera approfondie. Nous recherchons en particulier à montrer qu'elle généralise

l'{uation de la quadrique. Une réalisation suivra, dont la principale difficulté est

l'évaluation du système linéaire.

Réalisations en cours

Plusieurs méthodes doivent être implantées, principalement l'exhapolation cubique pour la

méthode de suivi de courbe et la résolution par les résolvants du problème inærsection

courbe cubique-carreau bicubique. Ia principale difficulté liée à la mise en oeuvre de cette

offration est la stabilité numérique.
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Râlisations à venir

La courbe d'intersection de deux carreaux est calculée afin de permettre le calcul de

I'intersection de deux carreaux restreints. L'étape suivante est la création de carreaux

restreints. Ils doivent permettre la modélisation d'objeS composés de surfaces gauches. Ces

derniers doivent être intégrés au modeleur solide B-rep du logiciel SACADO qui est

actuellement développé au LRIM.

Y.2.2 Applications à drautrcs opérations

Dans I'algorithme du traé de rayon le calcul de I'intersection droiæ-objet intervient de

façon omniprésente quelle que soit la modélisation solide choisie (B-rep ou arbre CSG)

çROT 82] ISAH 90] ISWE 88]. Ces calculs représentent la majeure partie des calculs

induits par l'algorithme [PER 88]. Toute optimisation de ceux-ci se raduit par un gain de

rapidité important pour I' algorithme.

Lorsque les solides sont modélisés à l'aide de carreaux NURBS, cette opération

d'intersection est ramenée au calcul de l'intersection droiæ-cârr€âu. Ce dernier constitue un

problème bien plus simple que celui qui a été exposé. L'algorithme de suMivision

récursive/diminution de degré, apptiqué ici permet une réduction des calculs.

tr peut être considéé comme un prétraitement antérieur à touæ visualisation. Chaque

careau NLJRBS composant la sêne est décomposé en quadtree dont les feuilles sont des

carreaux de Bézier biquadratiques rationnels. Pour les noeuds non terminaux, ne sont

conservés que les volumes englobants. Avec cette structure l'intersection d'un rayon et

d'un carreau est décomposé en trois étapes.

Etape I

L'aôre est parcouru depuis lia racine jusqu'à la feuille (ou les feuilles) sécante avec le

rayon. I'a, structure arborescenûe associée aux volumes englobants (boîte.s min-max)

optimise le nombre de comparaisons nécessaires.

hape 2

Iæ point d'intersection entre le rayon et le carreau ærminal est calculé avec la méthode de

Kajiya ICAU 88] KAI 82]: combinaison des Quations cartésiennes de la droite et de

l'{uation paramétrique du carreau puis résolution du système obtenu avec les résolvants.

L'équation finale est de degré 8.
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Chap V. Bilan et PersPoctives

Etape 3

I-e point d'intersection exact entre le rayon et le carreau-racine est calculé avec une

méthode de Newton initialisée avec le point obtenu à l'étape 2. It vecteur normal au

carreau en ce point est ensuite calculé.

I-a majeure partie des calculs engendrés par cette méthode provient de l'évaluation du

résolvant (déærminant d'ordre 4) et de la résolution de l'équation réelle.

L,algorithme proposé réalise un compromis entre la décomposition par facettes planes et la

résolution directe par les résolvants du système non linéaire général. Cetæ dernière,

appliquée à un carreau bi_m_ique conduit à l'évaluation d'un résolvant d'ordre 2m et à la

résolution d,une équation de degré 2m2. Bien que c€tte méthode soit mathématiquement

séduisante, le volume de calcul engendré est incompatible avec l'optimisation recherchée. A

l,inverse la décomposition récursive jusqu'aux facettes planes réduit le calcul d'intersection

au can linâire qui est le plus simple mais le volume de donnês est considérable et le

prétraiæment est long.

La méttrode exposée, bien sûr, ne se substitue pas aux techniques qui se servent de la

cohérence des rayons primaires ûOY 861, mais elle leur est complémentaire. Notamment la

première intersection droite-carreau ne peut êne calculée en utilisant la cohérence des

rayons; la décomposition proposée apporte une solution.
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Conclusion

CONCLUSION

L'exposé raiæ de l'intersection des careaux NURBS, problème incontournable de la

modélisation des solides par les surfaces gauches.

I-es méthodes classiques ont été étudiées. Il s'agit de I'association "décomposition

dichotomique récursive en facettes planes/intersections de facettes planes", de la méthode de

Farouki et de la méthode de suivi de courbe. La méthode de Farouki consiste à analyser

une équation de la courbe d'intersection f(u,v) : 0 déduite de l'équation paramétrique de

I'une des surfaces et de l'Quation cartésienne de l'autre surface. La dernière méthode

calcule des points de proche en proche le long de la courbe d'intersection.

I-es trois approches sont intéressantes et ne s'appliquent pas exactement aux mêmes

conditions du problème. Nous avons étudié des solutions qui tentent de combiner les

différents avantages.

I-a première approche a été approfondie et généralisée; elle a débouché sur un algorithme

où les suMivisions successives sont progressivement simplifiéas. Iæs carreaux initiaux sont

décomposés en ciureaux de Bézier biquadratiques qui sont suffisamment simples pour être

traités par des méthodes de résolvants.

Ces derniers ont étÉ, utilisés pour traiær I'intersection courbe quadratiqu€-cârr€âu

biquadratique. Ils ont permis la résolution complète du système 2x2 qui est ôænu par

combinaison d'une Quation cartésienne de la courbe et de l'{uation paraméEique du

carTeau.

Un algorithme exploitant le principe du suivi de courbe a été râlisé, dans lequel la courbe

construite est parcourue par I'abscisse curviligne. Ceci a permis en chaque point le calcul de

vecteurs dérivées successives et par conséquent la déærmination d'un développement limité

de la courbe.

L'association de ces trois opérations constitue un algorithme général.

Iæs perspectives envisagées sont multiples.

Ia résolution du problème de l'intersection courbe quadratiqu€-cilrêâu biquadratique à

l'aide des résolvants doit êEe étendue au cas cubique. Ia stabilité numérique est la

principale difficulté car la méthode aboutit à la résolution d'une {uation réelle de degré

théorique égalà72.

Un problème plus fondamental est la détection et l'analyse des points singuliers. Plusieurs

méttrode.s sont étudiées; leur réalisation est nécessaire pour les valider.

Enfin la connaissance des courbes d'intersection entre des carreaux NURBS conduit à la

crâtion de carreaux restreints. Les surfaces gauches, par le biais de ces derniers, seront
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Conclusion

finalement intégrées au mdeleur solide du logiciel SACADO développé actuellement au

Iaboratoire de Recherche en Informatique de Metz.
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Annexes

AT{I\EXES

I APPR,oXIMATION DITJN CARREAU DE BEZIER RATIONNEL PAR I,N CARREAU
FOLYNOMIAL

Définition du carreau de Bézier polynomial approchant

d est le ciureau deÉzier rationnel défini par:

Ë; tii P,t Bi{u). B,{v)
i = 0  j = 0

(u ,v ) f f  o (ù ,v ) :  -
E E !i Bi'(u). Br"(v)
i = 0  j = 0

1 - n

Notons t = moyenne(Q/, c'est à dire que r : 
ffi ,10 ,10 

r,,

Nous approchons ce carreau par le carreau deÉzier polynomial d défini par :

( u, v) l--------->c( u, 
"; 

= Ë ; T ",, 
4'(u). S{v)

i = 0  j = 0

Estimation de l'erreur

Notons 8*,(u,v) l'erreur relative en (u,v).

. l l  o( u, v) - c( u,v) l l
Cr .1 (UrV)= -

11 o(  u '  v)  ; ;

Un rapide calcul montre que: 8or,(u,v) =W

Cetæ dernière quantité est facile à obtenir à partir du polygone de contrôle dans l'espace
homogène. Si la valeur Eouvée est inférieure à la précision choisie, on remplace E W û.

DémonsEation de convergence

Si le carreau d est le résultat de plusieurs subdivisions successives, il devient proche du

caneau d. En effet les points de conhôle Qi; dans l'espace homogène convergent tous vers

la même valeur (cf IV.1.2.t). Par conséquent (cf I.1.3) les poids h @nvergent aussi vers

une valeur commune, donc
vivj, t tt - t | ---+ 0 Donc 8rr,(u,v) 0 lorsque le nombre de suMivisions

successives est assez imPortant.
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II E)(EMPT,ES DE REALISATIONS DIALGORITIIMES

Deux exemples de réalisations d'algorithmes sur les courbes B-spline sont présentés. n

s'agit de la subdivision récursive et du calcul des dérivées successives (ttesderiv). Iæ

premier est programmé dans deux cas, lorsque la valeur insérée est quelconque (suMc) et

lorsque celle-ci est un noeud de multiplicitÉ, égale à 1 (suMcl).

Les algorithmes ont été réalisés en lang4ge C. Touæs les définitions nécessaires sont

décriæs au préalable.

148

I*---.--- CONSTANTES POUR LES COI]RBES ET SI]RFACES BSPLINES
l*_-_____---_

*l
*l
*l

#define Maxpoint 9

#define Maxnoeud (2*MaxPoint)

#define Maxp (Maxpoint-l)
#define Maxn (Maxnoeud- l)

#define Maxpointl (MaxPoint + 1)

/* Nbre max de pts de contrôle d'une courbe *l

/* Nbre max de noeuds d'une courbe *l

/* il faut que Maxnoeud= (2*Maxpoints *l

/* MaxP=MaxPoint-I *l

/* Maxn=Maxnoeud-l *l

l*-_--__----__-
t*--------------- EPSILONNS ---

*l
*l
*l

l*---__---

#define eps 0.00001

l*-_____---_
I*..---.--... TYPES POUR LES COITRBES ET SURFACES
l*__-

/* used in subdivision des courbes *l

*l
*l

typedeffloat point4D[4];

t@ef struct noe {
double val;
int multip;
) noeud;

typedefnoeud vecnod[Maxnoeud];

typedef point4D polcurv[Maxpoint];

/* point en 4 D *l

/*valeur€R * l

/* multiplicité *l

/* noeud *l

/* vecteur nodal *l

/* suite de pts de contrôle:polygône */
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typedef point4D polsurfl [Maxpointl][Mutpoint] ;
/* polygone de contrôle matriciel
/* utilisé pour modéliser le schéma
/* triangulaire de I'algo de Cox-De Boor

typedef struct
k,mi /* k est I'ordre de la courbe

/* m est l'indice max des pts de contrôle
/* I-es pts de contrôle sont indexés de 0 à m

/* vecteur nodal
/* polygône de contrôle

représente complèæment une couôe B_spline

149

Bcu {
int

*l
*l
*l

*l
*/
*l

*l
*l

*l

*l
*l
*l

vecnod t;

polcurv pol;

) Bcurv;
l* Le, type Bcurv

l*
I*----...-. FONCTIONS DE CALCUL VECTORIEL

/*{.:trt**tt*rl.rf 
: l .rt***!r{.t}rl.t l*ir*1.****rt*ttttrt lr||.**tl.t l !t***rt*rttË*tr***rlrl.Ûrl:trÈ*!r**{.1.{.*rl.rt*/

l* soM4D
l *  ef fectue a<--b*c en4dimensions

*l
*l

/rÈrt*rl.***r.:I**tr*{.rtrttf 
*rtrtrf :f **!trl.r l.t l .+tf r}**rt***tl.*l.tf t l .*{.|!1.{.*t*l.tt**!r**:t:[tI l .r l******:r/

void som4D( a, b, c)
point4D a, b, c;
t
float lP,*q,*r;
int i;

/*------som 4D------* I

for ( p:g(a[O]), q=&(b[O]), r=&(c[O]), i=0; i< =3; p++, 9**, r**, i++)
T_*q**r;

/*------som4D-----*l
)
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/:1.**:rrr'|!**:*{.rr***!r*:}{.rF:Ë*!r**:r:}:l.tl.:t:}**tr*!r**:l.rt!t*:r:r:r{.:r:f 
:1.*tt*:t*tr**{.!s{.:r{.tx*:r{.{.*r./

I* DIFF4D *I

l* effectue a<--b-c en4dimensions * l

/*:t**:**rr!r*!r**{.{.:r:Ë*:s**:t:Ë*****:1.:1.:1.**:r**:r{.:r:Ëi.!trf 
rf rl.*rl.:xtr{.:f rl.****!t!t*:r:I:s!Ë:r*{.{.{.{.tr/

void diff4D( a, b, c)
point4D a, b, c;
{
float *p,*q,*r;

int i;

I *----- diff4D -------* I

for  (  p=g(a[O]) ,  q=&O[0]) ,  r=&(c[0]) ,  i=0;  i< =3; p++, q++, r** ,  i++)
*p:*q-*f;

| +----- diff4D -------* |
)

/**!t***r.*rf 
****:Ërrtf *******tr*tf r:rl***rr|ttr*t|t**i.:trt:*rt:l.rlr+t}{!*1.{3,tt}rtrËt}r}*!r***tË***{.*r./

l* MUIJ4D *l

l *  e f fec tue  a  < - - l *b  en4d imens ions , l€R,a€R{ ,b€R4 * l

/*{.*{.****rltË*rt:l**rtrf 
*rf *!t**tf **tf **!r***tt***rË*!r*{.rËrf **rt**ttttrl{.rt*tr!r*i.tt*tt*****tËt[/

void mul4D( a, l, b)
point4D ai
double l;
point4D b;
{
float *p, *q;

int i;

/ *------mul4D------- {'/

for ( p=g(a[O]), q=&(b[0]), i=0; i< =3; P**, q++, i++)
*p:(*q)*l;

/ *------mul4D------- r'l

)
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/:f 
*rl.:1.:1.*rf :f :t **!f :f :X*!f **rl.rt***!f ***:trl.r l.*rF***:f rl.:1.!t*: l.r l.: lr:t**rl.!t l .***:ltf ***:l.t l{.rf rf tf :f ***tf */

l* AFF4D *l

l *  e f fec tue  a<- -  b  en4d imens ions , l€R,a€R4,be  R4 * l

/*rl3{.:F{.*:r{.:r*:r:r{.:1.*rl.!srlr****:1.****{.{.r1.*rtttrl3:13:Ë*1.*{.!r*{.!r***:1.:1.***:r{.r1.:ti.!r*:}:1.:t:f 
:1.*:}*:t*/

void aff4D( a, b)
point4D a, bi
{

I * - - - - --aff4D - - --- - -* I

at0l :6191; aUI =blll; a[2]:6121; a[3] :b[3];

| * - - - - - -^ff4D ------- {'/

)

/***r.*****r*rtrtrf 
*****rtrf ***rt{3:1.**r:rf {3rx:l.lr*rl.**rr:r**rf *tl*:r*:rt|3i.tl:t*tr**:ltt:3*:r**{.****/

I* COMBLIN4D *I

l *  e f fec tue  a<- - lam*b*mu*c  * l

l *  a€  R4 ,  b€  Ra,  ce  Ra , lam€ R,  mu€ R * l

/ ! t *******rr { : t r* t t f  
** t r**** t t { . r l t **** :1.****r [ t r* t ] t t **1. !* t t : t ** t t : l t t *** t r*r r** : t t l r * ! t ****** t ] r . /

void comblin4D( a, lam, b, mu, c) l* a 1-- lam*b * mu*c */

point4D a;
double lam;
point4D b;
double mu;
point4D c;
{
float *p,*q,*r;

int i;

l*----- comblin4D -----'*l

for( p:91"[0]), q:&(b[O])' r=&(c[O]), i=0; i< =3; P**, 9**, r**, i++)
+P : (*q),|lam * (*r) *mu ;

l*----- comblin4D -'---'* |

)
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l *
l*------- FONCTIONS de CALCUL sur LES COIJRBES BSPLINES

__*l
*l

l*---------- -----*l

/*:rrr****:s***:1.{!*tr{.***!r**:l*rttl.rf *rt:lrl.**{.t*{.:1.{.1.!**{.****{r**1.*****:l*{.:lr{.rI********/

I* OMEGA *I

/* calcule e6:(x-Ui)/(Ui+r-Ui) et omb:(Ui+r-x)/(Ui+r-Ui) *l

l* si Ui*r-Ui=0 rend om=omb=O *l

l* sert ds les algos de Boor_Cox *l

l* ENTREEs:x,i,r,noeuds(vecteur nodal) *l

l* SORTIES: pom,pomb (pointeurs sur les réels) *l

/:|.{.r.**'t's:r{.:|t'r:r****tlrr{.*{.t|...**t|.t|.*|.tttÈ**'r!F**:r***{.'|.**'f'tt|*r|'t ' lrlrr**'|.'|.****'|l!|.:|.'t '|.:|:/

void omega( pom, pomb, x, i ,r, noeuds)
double *pom,!omb, x;
int i, ri
vecnod noeuds;
{
double d;

/*---------omega------- -----* I

{ :(noeuds[i+r]).val-(noeuds[i]).val; /* dénominateur */

if (dceps)
{
printf('dénominateur nul\n " ) ;
*pom=*pomb=0.0;

)
else

{
*pom = (double)((x-(noeuds[i]).val)/d) ;
*pomb = (double)(((noeuds[i +r]).val-x)/d) ;
)

/ *---------omega-..-.- -- -' -* I

)
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/rtrf 
:rrr**!r**:1.*!r{.{.trrt:1.:t:1.{.*rt*i.rI:[*rf **!t**rr:f ++:r{.*!r:t**{.*rlr***{.*{.{r***rr:Ii.tl:r!xi.*:}:t:t:}/

l* CHERCHE *l
*l
*l
*l

/{.r1.:trt:f 
:l.rf r*tt{.rr*rr{.i.{.{.rf *:rtr****rr:r*{.****rl.!t:t rl.{.:r*****tf {.rf i.{.**rl*ir{.*:Ftri.*t :r{.*{.!r:ri.*/
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/* rend i æl que Ui( : x <Ui*l
/* ENTRERS: noeuds(vecteur nodal), k(ordre de la courbe), x
/* SORTIE: i

| * - - - - - - - - -cherche---- - - - - ---* I

for ( i:k-1; x) =(noeuds[i]).val; i++); /f on suppor que x):Uk-l */

return(-i);

I * --------*herche---- - -- ----* |

)

/**r.tf 
*:t******tl.r l.***r[t l.tf l .f **r]tt*i.tËrtrltttr***rt:t:1.{.!rrltr+rl.r}rt|.t l .{.rtt l*{.:Ëi.**|l*****t|{.**/

l * INrIRIANG *l
*l
*l
*l
*l
*l

/ r l . * r l . r t t *****1.*r t r t |Fr l** t f  
* r r r r* t*** t l r t *** | | t f  * r r* i . : t t l . i . * : l t t **{ .* r l . r f  { . t t r t i . t t t t : t ********** /

int cherche(
double
vecnod
int
{
int

void initriang(
polsurfl
int
polcurv

t
int

x, noeuds, k)
x;
noeuds;

k;

i;

/* initialise la base du schéma triangulaire de Cox-de Boor
/* initialise la ligne nor enEe les colonnes noimin et noimax
l* avæ les éléments de pol compris entre noimin et noimax
/* ENTREES: r, imax, imin, pol(polygone de controle unidimensionnel
/'r SORTIES: triangle (marice de points de controle)

triangle, r, imax, imin, pol)
triangle;
r, imax, imin;

Poh

i;

/ *-----initriang-------- */

for ( i:imax; i):imin; i--)
atr4D(trianglelrl [i], pollil) ;

/ {'---------iniriang-- ------ --* |
)
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/:t{.r*!t:1.:F*!f 
:t:f {.***tl.:f ttrË*{.:1.:1.**!tt l.{.*!f :}{r**t *tl.ttt l .!S:f +*tr{.{.{.tf {.{.*:f :f {.:I{.*tt*tt{.tt*f.**:t***/

l* suBDc *l
/* subdivise la courbe pcourb en deux parties pcurvg(gauche) et pcurvd *l

/* (droite) en u=x. x ne doit pas déja étre un noeud. Utilise I'algo de *l

/* Boor. *l

/:frf trl*t*{.rl.rf i.!r*:*:r:f :r{.r}*{.*:*ri:rrr:r*:r**rl.rt***l.rl{.:r**:t:1.:f :ri.:r***{.{r*rl.**:r{.*:t*********l

void suMc( pcurvg, pcurvd, x, pcourb)
Bcurv *pcurvg,*pcurvd;

double x;
Bcurv *pcourb;

t
noeud extre;
polsurfl triangle;
int f,, i, j, r, delta, imin, k;
double om, omb;

| * --- --------suMc----- - - - - - -* I

lç=pçourb- ) kf /* ordre de la courbe */

m-pcourb->m; /* indice max des pts de ctrle de la courbe initiale */

extre.val:x; /* extrèmité commune des 2 courbes obtenues */

extre.multiP:k;

if ((x < ((pcourb->tXk-l]).val+cpsl) ll
(x ) : ((pcouô- > t)[m+ 1]).val-epsl) )

{
printf('argument x transmis à suMc € pas à [ t[k-U,t[m+ l] l');
)

delta=cherche(x,pcourb->t,k); /+ cherche delta / Udelta( :x(Udelta+I *l

imin=delta-k+1;
initriang(riangle,k,delta, imin,pcourb- > pol) ;

/* algo de Boor */

for ( r:k-l; r> :1; r--)
{
imin=delta-r* l;
for ( i=delta; i> =imin; i--)

t
omega(&om, &omb,x, i,r,pcourb- > t) ;
comblin4D(triangle[r] [i], om, Eiangle[r * I ] [i], omb, triangle[r * U ti- U) ;
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)

/* Initialisation des indices maximaux et des ordres des courbes filles */

pcurvg- ) k-Pcurvd- > k:k;
pcurvg- > m:delta;
pcurvd- 16=pcourb- ) m*k-delta-l;

/t Initialisation des polygones de ctrle */

for ( i:0; i< =delta-k; i++)
affaD(@curvg- > pol)[i],(pcouô- > pol)[t]);

for ( i:delta-k+1, r=k; i(:delta; i++, r-)
affaD((pcurvg- > pol)[i],triangletrl til) ;

for (  i :0; i (  =k-1; i++)
affaD((pcurvd- > pol) [i], Eiangleli + I I ldelta] ) ;

for ( i:k, r=delta*l; i< =pcurvd-) m; i* *, r* f)
affaD(@curvd- > pol)[i], (pcourb- > polXrl);

/r Initialisation des vecteurs nodaux */

for ( i=0; i< :delta; i+ +)
(pcurvg- > t)[i] =(Pcouô- > 0[,];

for (  i=delta+1, j=0; i (  =delta*k; i++, j++)

t
(pcurvg- > t)til =oxtlei /*noeud extrèmal de multiplicitÉ, k *l

(pcurvd-> t)[] =extre;

)

for ( i:k, r=delta+1; i< =pcurvd->m*k; i++, r**)
(pcurvd- > t)[i] =(pcouô- > tXrl;

I *--------- subdc'--""---"* I
)
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/:r****:lr**{.*rtrt*:r**!t:r:r*trrr**:1.:1.rf,:}**rr**!r****{.{.rr:t{.:r***rlr*:}1.:l.t!*tl.ttt 
{.*rtttt ***r.tr**/

l* suBDcl *l
/t subdivise la courbe pcourb en deux parties pcurvg(gauche) et pcurvd *l

/* (droiæ) en Udelta. Udelta doit étre un noeud de multiplicité : 1 *l

/* nécéssairement. Utilise I'algo de Boor. *l

l* Le triangle de Boor compte un étage de moins que ds le cas où x est *l

/* de multiplicité 0 . Il faut que k-1( = delta ( = m* | *l

/{.*rrrr*rr*****l!**rl.rltttt*rf 
*{.{.*{.t*!r:I{.*rr**t|rrt*tf *rl.rl.{.:r**+:1.**!*rt*:1.*rl.****{.rtrt*rl.**:t**/

void suMcl( pcurvg, pcurvd, delta, pcourb)
Bcurv *pcurvg,*pcurvd;

int delta;
Bcurv lpcourb;
{
polsurfl triangle;
double om,omb;
int i, j, r, m, k, imin;
noeud extre;

I *----------- subdcl --------"""'* I
ft=pcourb-)k;
6=pcourb->m;
extre.val : ((pcourb- > t)[delta]).vd;
extre.multiP=k;

i f  (delta < k-1) l l (delta > m+l))
printf("argument delta transmis à subdcl € pas à [ k-1,m*1 ]');

initriang(triangle, k, delta- l, delta-k * 1, pcourb- > pol) ;

/* Algo de Boor */

for ( r:k-l; r) =2', r'-)
t
imin=delta-r*1;
for (i:delta-1; i> =imin;i-)

{
omega(&om, &omb, ((pcouô- > t) [delta] ). val, i, r, pcourb- > t) ;
comblin4D(triangle[r] [i], om, triangle[r + 1 ] [i], omb, triangle[r * 1 ] Ii- U) ;
)

)

/* initialisation des indices maximaux et de I'ordre des courbes filles *l

pcurvg- I !=pcurvd- > k=k;
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pcurvg- > m:delta-l;
pcurvd- ) m : m *k-delta-l ;

l* initialisation des polygones de ctrle *l

for (i=0; i< =delta-k; i++)
aff4D ((pcurvg- > pol) [i], (pcourb- > pol) til) ;

for ( i:delta-k+1, r:k; i<:delta-l; i+*, r--)
aff4D((pcurvg- > pol)[i],trianglelrl til) ;

for ( i=0; i< =k-2; i+ +)
aff4D((pcurvd- > pol)[i],triangleli + 2lldelta- llX

for ( i:k-1, r:delta; i4 =pcurvd->m; i++, r*+)
affaD(@curvd- > pol)[i]'(pcourb- > pol)[r]) ;

/* Initialisation des vecteurs nodaux */

for ( i:0; i< =delta-l; i++)
(pcurvg- > t)til =1prcouô- > t)[i];

for ( i:delta, j=0; i< =delta-l+k; i++, j++)

t
(pcurvg->t)til=exEoi /* noeud exEèmal de multiplicité = k */

(pcund- > t)[i]:extre;
)

for ( i=k, r:delta+1; i< -pcurvd-)m*k; i++, r**)
(pcurvd- > Dtil =çrcourb- > tXrl;

l*----------- subdcl'----"--"'* |
)
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/*t l.**:1.**:f 
**i.:È:f {.:1.:1.:13*rS*rt:S:f **tf **rf i.*:f {.!t:t{.:Ë**!f **{.*:f tf **:f :f : l '*!3:Ë:f **:f *!f :f { '****tf { ' :t/

TTESDERIV
*l

/f calcule les dérivées d'ordre compris entre 0 et k-l à droiæ *l

/* en x pour la courbe pcourb. la variable deriv contient en sortie *l

/* les aèrivees. deriv[i] contient la dérivée d'ordre i, pour i:0,..k-1 *l

/* Il faut que Uk-l ( = x ( Um* I *l

/* Utilise i'algorithme de Boehm *l

/*,1.**rr**{.**i*r,r,***:lt**tr**rt:f 
*rr,:*rl.rl.tl.*i.rr{.*tl3{.tt*rl*,t:r:r:r**t}ir:t*:r:rlttrrr*'r**:t**:r**:I/

void tæsderiv( deriv, x, Pcourb)
polcurv
double
Bcurv
{
polsurfl
int
point4D
double

deriv;
x;
*pcourb;

triangle;
i, k, r, imin, imax, delta;

q;
d, lambda;

I * - - - - - - - -ttesderiv- ---- --- */

ft=ppouô- ) k;
delta : cherche(x,pcouô- ) t,k) ;

/* initialisation base du Eiangle */

initriang ( triangle, 0, delta, delta-k * l, pcourb- > pol) ;

/* récurrence triangle inf droit */

for  (  r :1;  r< =k-1i  r**)

{
imin=delta-k*r*1;
for ( i:delta; i> =imin; i--)

{
6 = 16rcourb- > 0 [i + k-r]). val-((pcouô- ) t) [i]). val ;
if (d<eps)

aff4D(trianglelrl [i], vecnul) ;
else

{
diff4D(q,triangle[r- l][i],riangle[r- l]ti- ll) ;
mul4D(triangle[r][i], 1 . O/d'q) ;
)

)

)
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/* récurrence triangle sup gauche 'fl

imin:delta-k+1;

for (  r :1;  r (  =k-1i  r*  *)

{
imax=delta-k*r;
lambda :x-((pcouô- > t)[imax + l]).val;
for ( i: imax; i>:imin; i-)

{
mul4D(q,lamMa, triangte[r] [i + 1]) ;
som4D(triangle[r] [i],q, Eiangle[r- 1 ] [i]) ;
)

)

/* calcul des dérivées */

aff4D(deriv[0],Eianglelk- llldela-k+ 1l) ;
d :1 .0 ;
for ( i :1; i< =k-1i i++)

{
d*=k-i;
mul4D(deriv[i],d,trianglelk- U limin + i]) ;
)

| * --------- ttesderiv ---------{3/

)



Résumé:

I-a modélisation de la forme des solides est un des aspects fondamentaux de la CFAO. L'enveloppe

d'un solid', est souvent définie par assemblage de plusieurs surfaces (modélisation géométrique par les

limites). De nombreux modèles mathématiques de surface, adaptés à la CFAO ont été élaborés'

Ce mémoire traite des surfaces NURBS (Non Uniform Rational B-Spline); elles généralisent les

careaux de Bézier et permettent la représentation exacte des quadriques. [-a création d'objets par

assemblage de faces implique de pouvoir 'retailler" celles ci, et par conséquent, de savoir calculer

I' intersection de plusieurs surfaces
Dans cet exposé, sont éfudiées les différentes approches du problème intersection zurface paramétrique-

surface paramétrique. I-qs méthodes classiques sont rappelées. Il s'agit de la méthode

"Dichotomie/Su$ivision récursive/Intersection de facettes planes" bien connue qui ramène le problème

général à celui de l'intersection facette plane-facette plane, de la méthode de Farouki qui traiæ le cas

intersection surface cartésienne-zurface paramétrique et de I'algorithme de zuivi de courbe qui consiste à

calculer de proche en proche des points le long de la courbe d'intersection.

I-es trois approches sont intéra*santes et ne s'appliquent p8s au mêmes conditions du problème. Des

solutions qui tentent de combiner les différents avantages sont développées.

Un algorithme original de simplification qui généralise la première méthode est conçu; il associe

suMivisions récursives et diminution de degré.

I-a theorie des résolvants permst une résolution corrplète du problème intersection courbe quadratique-

carreau biquadratique; son application au calcul des couôes d'intersection est très efficace. Enfin un

algorithme exploitant le principe du suivi de courbe est réalié, dons lequel la courbe construite est

p"i"orr-" par I'abscisse curviligne. Ceci permet en chaque point d'obtenir des informations

geo-etriq,to qui précisent le comportement de ls courbe. Elles contribuent à améliorer les

performances de l'algorithme. L'association de ces trois opérations constitue un algorithme général. I-e's

àifficuttas majeures de la construction des courbes d'intersection, la détection des couôes fermée's et le

traitement das poinS singuliers sont 8nalysées et partiellement résolues dans certains cas.

Mots-Clés:

c.A.o.
Carreaux de Béner, carreaux NURBS,

Résolvants
Intersections
Subdivision récursive

B-spline, cslTeaux restreints




