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INTRODUCTION

Soit V un espace vectoriel sur un corps K. Existe-il des structures d’algebre ou
d’algebre de Lie sur V' ? Sioui ces structures sont-elles équivalentes? Sion munit ensemble
des structures d’algébre ou d’algébre de Lie sur V' d’une topologie, un point Ay donné de
cet ensemble est il rigide c’est & dire existe -il un voisinage de ce point qui ne contient
que des structures équivalentes & Ag ? Une maniere d’aborder ces questions est de partir
d’une structure Ag sur V et d’essayer de la déformer, c’est 3 dire d’introduire ’espace V,

Q des séries formelles en v & coefficients dans V et de chercher l'existence et ’égivalence de
N structures du type]

AV = AO + I/Al + 1/2A2 + ...

du méme type que Ag. Cette idée a été développée par Gerstenhaber [11]. A. Nijenhius et
R. Richardson [26] ont posé des questions analogues en géometrie différentielle: Un espace
topologique donné peut-il étre muni d’une structure de variété différentiable?...
Rappelons trés rapidemant quelques définitions de cette théorie des déformations. Soit
3 V un espace vectoriel sur corps K. Considérons M(V) = @p>-1 MP (V) Despace vectoriel
gradué des applications multilinéaires sur V' et notons par A(V) = @p>—_1AP(V) son image
par Popérateur d’antisymétrisation . M (V') et A(V') peuvent étre muni de deux structures
d’algeébre de Lie respectives A et [,] telles que Iensemble des solutions de I’équation de
déformation

AANA =0 Ae M (V)

(respectivement

[4,4]=0 A€ AY(V))

soit I'ensemble des structures d’algebres associatives sur V ( respectivement I’ensemble des
structures d’algébres de Lie sur V).

Considérons V, V’espace des series formelles & coéficient dans V.

l Définition
Une application multilinéaire sur V, est dite formelle si et seulement s{ il existe une

) suite (A,)r50 d’éléments de M¢(V )telle quef ¥ 2.2 e v,

A,,(xf,o),...,mya)) = ka Z Ar(w.(g?))a"'am.(si))'

k=0 r+so+...+s.=k

Définition
A Une déformation formelle d’une structure d’algébre ou d’algebre de Lie 4 sur V est
\ une structure d’algebre associative ou de Lie A, sur V, telle que/
1- A, est formelle/

2 (Ay)o = A.

Nous ne nous poserons pas ici le probléme de la convergence de ces séries et nous
resterons au niveau formel.




Dans [5] F. Bayen, M. Flato, C. Fronsdal, A.Lichnerowicz et D. Sternheimer ont
proposé une formulation de la mécanique quantique utilisant cette théorie. En effet, la
mécanique classique est bien décrite par l'algebre des observables: les fonctions C*° sur
’espace des phases M. M est de fagon naturelle une variété symplectique donc ’algebre
des observables est & 1a fois une algebre associative et une algébre de Lie pour le crochet de
Poisson. Le probléme de la quantification d’un systeme classique est celui de construire un
modéle mathématique pour le systéme quantique satisfaisant le ” principe de correspon-
dance ” c’est & dire tel que si I’on suppose le quantum d’action’ nul ” ou ” infinément
petit ”, on retrouve le systéme classique de départ. Dans [5] les auteurs traduisent cette
problematique en utilisant la théorie des déformations. Plus précisément, ils traduisent le
principe de correspondance en imposant que les espaces des observables classiques respec-
tivement quantiques coincident et que cet espace commun soit muni, dans le cas quantique,
d’une structure d’algébre associative formelle x avec h ou un multiple comme parametre
de déformation telle que x soit une défomation du produit usuel et

Y

E/—(u *U = VK U)

' soit une déformation du crochet de Poisson. Ils ont donc introduit la notion de produit-
star, déformation formelle de la multiplication de C>(M) pilotée par le crochet de Poisson.
Depuis les questions d’existence et d’équivalence de produits-star sur les variétés symplec-
tiques ont été largement étudiées. M. Gerstenhaber [11] avait montré que les problemes
de déformation sont liés & des problemes de cohomologie. J. Vey, A. Lichnerowicz, O.M.
Neroslavski et A.T. Vlassov ont montré lexistence de produits-star sur M si by(M) = 0.
S.Gutt et A. Lichnerowicz ont déterminé les cohomologies de Chevalley et de Hochschild
associées & ce probléme[12]. P.B.A Lecomte et M. De Wilde ont repris ces calculs [14]
et ont prouvé [15] l'exitence d’une déformation formelle du crochet de Poisson solution
d’une équation dans le sous-espace des éléments formels de A(V,). Ils ont déduit alors
lexistence d’un produit-star sur une variété symplectique quelconque. IIs ont étudié a la
fin de leur article les problemes d’équivalences. En 1988 H. Omori, Y Maeda et A. Yosh-
ioka ont proposé une deuxiéme démonstration de Pexistence de produit-star en recollant
des produits-star construits sur les ouverts d’un recouvrement de la. variété [21]. Cette
dernitre démonstration a été simplifiégpar P.B.A Lecomte et M. De Wilde dans [16]. Elle
a été écrite d’une facon encore plus élémentaire par D. Arnal J. Ludwig et moi méme dans

[4].

Par ailleurs, & partir de étude des transformations canoniques, A. Lichnerowicz fut
amené & introduire la notion de variété de Poisson[18] comme généralisation contravari-
ante de celle de variété symplectique. Une structure de Poisson est définie sur une variété
différentiable par un 2-tenseur contravariant antisymétrique A vérifiant [A,A] = 0 au
sens du crochet de Schouten [28]. Si le rang de A est constant la variété de Poisson
sera dite réguliere. Dans ce cas A détermine sur la variété un feuilletage symplectique.
Dans [19] A. Lichnerowicz généralise la notion de produits-star sur les variétés de Pois-
son. Cette généralisation est possible et représente le cadre naturel de ces déformations
car Dexistence d’une structure d’algébre de Lie locale sur ’espace des fonctions C* sur
une variété différentiable est équivalent & I’existence d’une structure de Poisson sur cette
variété. Dans le méme article il définit les produits-star tangentiels sur une variété de
Poisson réguliere. Ce sont les produits-star qui se restreignent au feuilles symplectiques.
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Signalons qu'un exemple fondamental de variété de Poisson est le dual g* d’une algebre
de Lie, les feuilles symplectiques sont alors les orbites de la représentation coadjointe. Nos
résultats permettent de prouver Pexistence, sur I'ouvert dense des feuilles #é de dimension
maximale, d’un produit-star qui se restreint a chaque feuille, objet essentiel dans I’analyse
harmonique par déformation. Puisqu’on connait des exemples ol aucun produit-star sur
g* entier peut se restreindre aux feuilles [33], ce résultat est dans ce cas le meilleur possible.

Finalement, les méthodes de quantification géometrique sont tres fructueuses lors-
qu’elles sont appliquées a la construction de représentations unitaires de groupes de Lie
G, groupes de symétrie du systéme. Les produits-star sont aussi tres utilisés en analyse
harmonique. Pour ce faire, on cherche & construire sur les orbites W de la représentation
coadjointe de G, qui sont des variétés symplectiques, des produits-star covariants [2] c’est
4 dire tels que, pour tout X et Y dans 'algébre de Lie g de G, on ait

1 = - o~ o~ ~ .~
S (XY -V.X)=[X,Y] = {X,7}
14

ou X est 1’élément de C°(W) défini par
X&) =<€X> YEeW.

Dés qu'un tel produit-star est donné, on peut en effet construire une représentation de G
[3]. La condition de covariance est un probleme de déformation relative portant sur une
sous-algébre de Lie de dimension finie de C*°(W) qui n’est pas aisé a traduire en termes
de condition sur des opérateurs différentiels.

Dans la premiére partie de ce travail, nous avons essayé de généraliser les idées et les
techniques de P.B.A Lecomte et M. De Wilde [15] [16] concernant les variétés symplectiques
pour établir deux démonstrations différentes de I’existence de produits-star tangentiels sur
une variété de Poisson réguliere. Dans la deuxiéme partie, j’ai détaillé les travaux fait
par D. Arnal J. Ludwig et moi méme dans [4]. Dans ce dernier article on propose une
démonstration plus élémentaire de ’existence de produits-star sur une variété symplectique
et on prouve l'existence de produits-star covariants sur une orbite de la représetation
coadjoite d’un groupe de Lie connexe, si celle ci admet une polarisation réelle [7]. Plus
précisément ce travail est divisé en cinq chapitres:

Chapitre 1

Dans les deux premiers paragrapes de ce chapitre j’ai rappelé quelques définitions et
propositions de base de la théorie des déformations. La notion de symbole a été définie
dans le paragraphe 3. Dans le paragraphe 4 on a défini les variétés de Poisson et les
variétés de Poisson régulieres et on a rappelé quelques propriétés dues a A. Lichnerowicz
de ces derniéres variétés, enfin on a défini la notion de tangentialité pour les applications
multilinéaires d’un produit de fibrés vectoriels sur ces variétés dans un autre. Dans le
paragraphe 5 on a essayé de rassembler les définitions et les propriétés des produits-star
sur les variétés de Poisson.



Chapitre 11

Dans ce chapitre on a commencé par généraliser quelques résultats concernant
’équivalence des produits-star et des produits-star faibles au cas d’une variété de Poisson
réguliére. On a obtenu:

Théoréme: II-1-1

Tout produit-star faible tangentiel M, est tangentiellement équivalent & un produit-
star tangentiel M,,.
Plus précisément il existe un élément tangentiel de (M O(N)),:

T, =(1+ Vzp(l/2))id

ol p est une série formelle & valeur dans I:

p(v) = Z akvk arp €1
k=0
tel que

Aprés avoir défini les outils p*, B et 0", on établit quelques unes de leurs propriétés qui
vont étre utiles pour généraliser la premiére démonstration de Pexistence de produits-star
sur les variétés symplectiques. En particulier, on a

Proposition: 1-4-3

Les deux assertions suivantes sont vraies:

(1) /\loc,t,nt(/\l(M)v /\(M)) C B’

(ii) Atoc,t,ne(N) = p*(Atoc,mt (A (M), N)).

A la fin des ce chapitre on a calculé les trois premiers groupes de cohomologie de

Chevalley tangentielle d’une variété de Poisson réguliere:

Théoréme: II-4-2

Soit T une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage de (M, A). Alors,
(i) Tout 1- cocycle différentiel est 1- différentiel,

(ii) Tout 2- cocycle C tangentiel et différentiel n —c¢ s’ecrit sous la forme:

ot a € I, Cy est un 2-cocycle 1-différentiel tangentiel n-c et B € Ay ¢t nc(N).

Théoréme: 1I-4-3

Supposons que rg A = 2n > 2.

Soit T une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage. alors,
tout 3-cocycle différentiel n — c et tangentiel C s'écrit sous la forme:

C =S ALx+\NTE—-Cy)+Ci+0B.
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ot X € Ly,\ € I, C} est une 3-cochaine 1-différentielle tangentielle n-c, Cy est un 3- cocycle
1-différentiel tangentiel n-c et B est une 2- cochaine différentielle tangentielle n-c.

Plus précisément, pour que ATZ (X # 0) apparaisse dans la décomposition d’au moins un
3-cocycle différentiel tangentiel n-c, il faut et il suffit qu’il existe un X dans I tel que Au*(7)
soit un cobord.

Chapitre 111

A Daide des outils introduits dans le chapitre II, on a pu construire une application
O7 qui a les mémes propriétés que celle construite dans le cas symplectique [15] et qui
laisse en plus stable le sous espace des éléments tangentiels de Ajocnc(N). On a donc pu
énoncé comme dans le cas symplectique la proposition suivante

Proposition: III-2-1
L’équation

1
(vDy +id)L, + 5OR(Ly, L) = 0. (+)

admet une solution unique L, telle que

Lo=P, L1 = p*(T) + 0E T € 2}, ; nf(A(N' (M), N),0") N Ty(M), E € Aloe s ne(N)
et Ly = 5+(D7 +1d)O} (L1, L1) + aS3, a € I. De plus,

(i) cette solution est une déformation formelle tangentielle de P,

(ii) si a = 0 et E = 0 cette déformation est 1-différentielle,

(iii) si Ly = 0 alors Yk > 1, Lagqy = 0. De plus L}, = 3532, vk Lyr est P'unique
solution de I’équation:

(2D, +id)L, + 3O05(L,, L) =0,
avec L) = P, L} = aS}.

\ Co}mme dans le cas symplectique on a pu déduire de cette propsition deux propositions
interdsantes:

Proposition: III-2-3
Toute déformation formelle tangentielle d’ordre k > 0 de (N, P) s’étend a une
déformation formelle tangentielle de (N, P).

Proposition: III-3-1

Tout produit-star tangentiel ou produit-star faible tangentiel d’ordre 2k (k > 2) est
prolongeable en un produit-star tangentiel ou un produit-star faible tangentiel.

Ceci acheve la preuve de 'existence.

Chapitre IV

La deuxiéme démonstration d’existence de produits-star sur une variété symplectique
consiste a recoller des produits-star construits sur des ouverts Uy, domaines de cartes de
Darboux et formant un recouvrement contractile de la variété. Ce recollement est possible

)



si on montre ’existence d’une famille 7,3 d’isomorphismes entre ces produits-star vérifiant

-1
af = Tﬂa’

et
Top 0 Tpy 0 Tye = id.

Dans ce chapitre on montre que cette méthode se généralise sans beaucoup de difhi-
cultés aux variétés de Poisson régulicres et on obtient essentiellement:

Théoréme: I1V-4-1
Soit (Uy)aea un recouvrement contractile de M tel que les U, soient les domaines de
cartes adaptées (U, po). Alors, il existe une collection d’applications tangentielles:

Ty : Nu(Ua) - NV(UG)’
telle que Ty — id soit formel, differentiel, tangentiel et n-c et telle que
TiMo =Tz Mg,

sur chaque intersection non vide Uqsg = Uy N Up.
Donc, si on définit M, sur M par

M, =T, M, sur Ug,

alors M, sera un produit-star tangentiel sur (M, A).

Chapitre V

Dans le premier paragraphe de ce chapitre, on a rappelé la définition des produits-
star covariants sur une orbite de la représentation coadjointe d’un groupe de Lie. Dans le
deuxiéme paragraphe, on a proposé une autre démonstration de 'existence de produits-
star sur une variété symplectique. En s’inspirant des travaux de N.V. Pedersen [27] et
dans le but de D'utiliser dans la démonstration finale on a établi:

Théoreme: V-3-1 [4]

Soit W = G/Gg¢, une orbite de G dans g* de dimension 2n. Supposons qu’il existe
une polarisation réelle i en &. Alors, il existe un recouvrement de W par des cartes de
Darboux (U;, ;) tel que pour tout X dans g, X’/U s’écrit sous la forme:

X/u(€) = Y aslalp; + aala)

901(6) = (p1> «veyPnyqiy .oy qn)

et ag, ..., a, sont des fonctions C™ en q.
De plus, ces ouverts apparaissent comme des ouverts d’un fibré affin L au dessus de G/H.
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Si by satisfait la condition de Pukanszky, alors (9i(U;)): recouvre le fibré affin L en entier.
Enfin, dans le dernier paragraphe de ce chapitre on a prouvé le théoreme suivant.
Théoréme: V-4-1

Soit G un groupe de Lie connexe et soit W = G /G, une orbite de G dans g* admettant
une polarisation réelle b en §y. Alors, il existe un produit-star covariant sur W.



I- GENERALITES

Dans ce chapitre, on précise les notions et les notations que nous allons utiliser. 1l
s’agit de notions classiques dues & Gerstenhaber, Lichnerowicz, Lecomte et De Wilde, les
notations sont essentiellement de Lecomte et De Wilde [15].

1- Algébres de Lie graduées associées & un espace vectoriel
a- Algébre de Lie graduée

Définition: I-1-1
Une algébre graduée du type Z est un espace vectoriel gradué du type Z,
E =@, gE" muni d’une application bilinéaire:

o: ExXxE — E,

vérifiant:
Vn,p€ Z

E™ o EP C E™tP,

Définition: I-1-2
Une algébre de Lie graduée du type 7 est une algébre graduée du type Z, (E,o)
vérifiant:
(i)VA € E*, VB € E®
AoB =(-1)**'Bo A

(ii)VA€ E*, VB€ E*, VC € E¢, on a

(=1)*Ao(BoC)+(~1)**Bo(CoA)+(-1)*Co(AoB)=0.

»

" Identité de Jacobi graduée

Remarque: 1I-1-1

Cette définition n’est valable que dans le cas ol F est un espace vectoriel sur un
corps K de caractéristique différente de 2 et 3. Si la caractéristique de K est égale a 2, la
définition sera changée et si elle est égale a 3 il faut ajouter a la définition:

(ii)VA€ E, (AoA)oA=0.

Dans la suite, on ne consideére que des espaces vectoriels sur un corps de caractéristique
différente de 2 et on note en général les éléments homogenes de E par des lettres majuscules
et leur degré par les lettres minuscules correspondantes.

8
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Proposition: I-1-1

Soit (E,.) une algébre graduée du type Z vérifiant une des deux conditions suivantes.

(i) . est associative.

(11) VA € E*,VB € E*VC € E°,on a
A(B.C)—(A.B).C = (-1)*(A.(C.B) - (A.C).B).
Alors, Iespace vectoriel gradué E muni du produit [,] défini par
[A,B] = A.B—(-1)**B.A, VA€ E*,VB € E,
est une algébre de Lie graduée.

Démonstration
Dans le cas (ii) I'identité de Jacobi graduée peut se déduire de la fagon suivante.
La condition (ii) peut s’écrire sous la forme:

(=1)*(A.B).C — (-1)*"P°(A.C).B = (—-1)"*A.[B, (],
de méme on a
(=1)'%(B.C).A — (—1)**9%(B.A).C = (-1)"*B.[C, A],
(=1)%(C.A4).B — (=1){+*(C.B).A = (-1)*C.[4, B].
En considérant la somme de ces trois relations, on aura
(=1)**[4, B].C + (-1)®[B,C].A + (-1)*[C, A].B
= (=1)*A.[B,C] + (-1)**B.[C, A] + (-1)**C.[4, B].
Soit encore,
(=1)°(A.[B, C] — (-1)**D[B,C1.A) + (-1)**(B.[C, A] - (-1)¥+9)(C, A].B)

+(=1)?(C.[A, B] — (-1)“*P[4,B].C) = 0.

D’ou le résultat.
Dans le cas ou le corps est de caractéristique 3, si A est dans E* avec a pair alors:

[Av A] =0,

si non

(4, A] = 24.4,

et la condition (ii) écrite pour A = B = C sera
[A,A] =0.

9



b- Algeébres de Lie graduées associées a4 un espace vectoriel

Soit V un espace vectoriel sur un corps K de caractéristique 0. On note M*(V)
I’espace des applications (a+1)-linéaires de V dans V. L’opérateur d’antisymétrisation «
sur M*(V) est défini par:

VA € M*(V),Vz,,...,2a €V,

a(A)(zo, ..., Ta) =

2 signaA(a:a(O),...,x,,(a)).

1)
(a+ ) 0€P, 1

olt P,41 est le groupe des permutations de {0, ...,a} et signo désigne la signature de o.
On note AP(V) lespace a( MP(V')).

Considérons les deux espaces vectoriels gradués:

M(V) = @y MP(V) et A(V) = @z 47(V).

Dans [26], Nijenhuis et Richardson ont pu munir les deux espaces M(V) et A(V)
de structures d’algébre de Lie respectives A et [,] telles que Pensemble des solutions de
I’équation de déformation

AAA =0, AeMY V),

(respectivement,

[A4,A] =0, Ac¢€ AYV)),

soit Iensemble des structures d’algebres associatives sur V' ( respectivement I'ensemble des
structures d’algébres de Lie sur V).

L’application
A: M(V)yx M(V)— M(V)
est définie par
VA e M*(V),YB € M*(V)

AAB =i(B)A + (=1)*"*1i(A)B.
ou
i(B)A=0si Ae M~Y(V),

i(B)A(zoy -y Tatd) = ELO(—l)kbA(:vo,...,B(mk,...,:ck+b),...,ma+b), si A e M*V) avec
a>—1let Be MYV).

L’application:
[[]: A(V) x A(V) = A(V)

est définie par
VA € A%(V),VB € A¥V),

(a+b+1)
(a+ 1)(b+1)!

[A, B] = a(AAB).
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Le fait que (M(V),A) soit une algebre de Lie, et par suite que (A(V),[,]) soit une
algebre de Lie, est une conséquence directe de la proposition I-1-1 et du lemme suivant

Lemme: I-1-1
VA € M“(V),VB € Mb(V),VC € MC(V), on a

i(i(C)B)A — i(C)i(B)A = (~1)**(i(i(B)C) A — i(B)i(C)A).

Proposition: I-1-2
(i) Si B est une (b+1)-forme sur V , « est une (c+1)-forme sur V et z,y sont deux
éléments de V', alors on a

B@z,7®y] =(YAi(y)B)®z+(-D)"TH(BA(z)Y) ®Y.

En particulier, si A€ A(V) et z € V, alors [A, 2] est le produit intérieur i(z)A.
(i) SiAe MO (V)= A%V)etsiB¢€ MYV ou A*(V), alors on a
VYzg,..,2p €V,

b
Ao B(zg, .., 28) = A(B(zo,...,73)) = Y B(@o, ..., A(i), -, 7)),
1=0

ot o désigne A ou |,].

1l en résulte que A — Ao B est I'extension naturelle de I’action adjointe de A sur MO(V).
(1ii)

* Si Ae MY(V),ona

AAA(z,y,z) = 2(A(A(z,y),2) — Az, Ay, 2)))
x Si Ae AY(V),ona
[4, A](z,y,2) = 2(A(A(z,y), 2) + A(A(y, 2),z) + A(A(z, 2),9)).

En particulier (V, A) est une algébre associative si et seulement si AAA =0 et une algébre
de Lie si et seulement si A € AY(V) et [A, A] =0.

c- Cohomologie associée & une algébre de Lie graduée.

Proposition: 1I-1-3

Soit (E, o) une algébre graduée et soit F' un idéal gradué de E ( i.e. un sous-espace
gradué vérifiant Eo F C F et Fo E C F). Notons 7 la projection canonique de E sur
E/p. Alors, il existe une unique structure d’algébre graduée sur E/ g telle que w soit un
homomorphisme d’algébres graduées. '
Si de plus (E, o) est une algébre de Lie graduée, alors cette structure définit sur E/ g une
structure d’algébre de Lie graduée.
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Proposition: I-1-4
Soit (E,0) une algébre de Lie graduée du type % et soit A € E! tel que l'on ait

AoA=0.

Alors I’application,
O0po: E—E

Be E'— (-1’40 B,
est homogeéne de degré 1 et vérifie

(1)04 004 =0,
(ii)VB € E,VC € E,

0A(B e} C) = (—1)°(6AB) oC+Bo (8,40).

Il en résulte que o induit, sur l’espace de cohomologie H(E,04) = keraA/imaA, une
structure d’algébre de Lie graduée.

Démonstration

Les deux égalités vérifiées par 04 sont des conséquences directes de I'identité de Jacobi
graduée. De (ii) on déduit que kerdy = Z(E,04) est une sous-algere de Lie graduée de E
et que im84 = B(E,D4) est un idéal de Z(E,84). La deuxieme partie de la proposition
est donc une conséquence de la proposition I-1-3.

Si E=M(V)et A€ MY (V) est tel que AAA = 0, alors I’opérateur de cohomologie
84 est I'opérateur de cohomologie de Hochschild de I’algebre associative (V, A).

SiE=AV)et A€ AY(V) est tel que [A, A] = 0, alors I'opérateur de cohomologie
84 est Popérateur de cohomologie de Chevalley de la représentation adjointe de I’algebre

de Lie (V, A).
2- Déformation formelle
a- Applications multilinéaires formelles

Soit V un espace vectoriel. On note par V, U'espace des séries formelles:

Zukxk (mk € V)

k=0

12



Définition: I-2-1
Un élément A, de M®(V,) est dit formel si et seulement si il existe une suite (Ar)r>0
d’éléments de M(V )telle que I'on ait

Vel ..,e eV,

4,0, @)y =3 A2, 2.

k=0 r4so+...+3.=k

e, 9]

A, est appelé la composante d’ordre r de A,. On notera dans la suite:

A,, = i l/kAk
k=0

Proposition: I-2-1
Un élément A, de M®(V,) est formel si et seulement si on a

VA,,(&?EIO), vy :cg,“)) = A,,(ccg,o), - z/xf,i), vy xg,a)),

pour tout ¢ < a et a:(,"), ...,:EE,G) dans V,.

Démonstration

1l est clair que la condition est necessaire.

Soit A, un élément de M®(V,) vérifiant la condition de la proposition. Pour tout r €IN
on définit I’élément A, de M*(V') par
A Zgyeery g € V,

A (20, ..y Ta) = (Au(z0, -y To))r,

(la composante d’ordre r de la série A,(zo,...,Za))-

Soit k un élément deIN et soit xf,o), ...,$5,a) (a+1)-éléments de V, alors on a

k

k
(A, ez = (A Y 150l ey 3o wiale= 3 Al al)

80=0 8,=0 r4+so+...+8.=k

Corollaire: I-2-1
Si A,, A9 ... AY sont des éléments respectifs de M*(V,), MP°(V,,), ..., MP*(Vy)
(a,po, -, Pa EIN U {—1}) formels, alors I'élément de Mpot--+Pa(V,)
A (AL, AW (L)

est aussi formel.
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Proposition: 1-2-2
Si T, € M°(V,) est une application formelle, alors I’application id + V1), est bijective
et on a

(d+vT)™ =Y (-8
k=0

En particulier, si la premiére composante To d’un élément formel T, de M°(V,) est bijec-
tive, alors I’aplication T, est bijective, et si T, 'T, =id+vT, alors on a

o0

T =Y (-D)SATTG
k=0

Remarque: 1-2-1
On peut considérer la série formelle

Z(_l)kaTf’

oo
k=0

car pour z, dans V,, la i°™® composante de v*T*(z,) est nulle pour k > ¢ et par suite
celle de

S (1A ,)
k=0

est égale a
T

S (=1(To ()i

s=0

Démonstration
Soit T, comme dans la premiére partie de la proposition. Pour déduire le résultat il
suffit de remarquer que puisque T}, est formelle, pour tout z, dans V,, la 1°™¢ composante

de
1+ ()M T ()
k=0

est égale a celle de
1+ vT)Q (D5 T (),
k=0

qui est égale a celle de z,,.
La deuxiéme partie de la proposition est simple a vérifier.

D’aprés la définition, ’ensemble des éléments formels de M P(V,) ou de AP(V,)
s'identifie naturellement & (M?(V)), ou (AP(V))..
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Proposition: 1-2-3
(M(V)), et (A(V)), sont des sous-algébres de Lie graduées respectives de (M(V,), A)
et (A(V), [ ])-

De plus, si
Ay =Y VA
k=0
est un élément de (M(V)), ou de (A(V)), et si o désigne A ou [,], alors on a

(Aquu)k: Z AiOA]'.

i+j=k

Démonstration
D’apreés le corollaire I-2-1 (M(V)),, et (A(V)), sont stables par A et [,].

b- Déformation formelle

Définition: I-2-2

Soit (V, A) une algébre associative ou de Lie.

(i) Une déformation formelle A, de (V, A) est une structure d’algébre associative ou
de Lie suy; V, telle que
1- A, estiformelle,
2- (A,,)O = A

(ii) Une déformation formelle d’ordre k (k €eIN) A, de (V,A) est un élément formel
de M(V,) ou de A(V,) tel que

(A,AA) =0 ¥V 1<k

ou

(A, A =0 V I<k

Remarque: 1-2-2
Une déformation d’ordre k de (V, A) induit sur V"/uk‘HV une structure d’algebre

associative ou de Lie.

Proposition: 1-2-4
Soit (V, Ao) une algébre associative ou de Lie. Une application formelle bilinéaire

w .
A, =) VA
i=0
est une déformation formelle d’ordre k de Aq si et seulement si on a
204,Ai=J; ¥V 1 < k.
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ou

Ji= Y ADA,. ou Ji= S [An Al

r+s=t r,s#0 r+s=i r,s#£0

De plus dans ce cas on a
O0aoJk+1 = 0.

Démonstration
On notera par o le produit A ou [,]. Sachant que pour tout B dans MY(V) ou AY(V)
on a

aAOB = —A[) (o] B,
on déduit facilement que

V i<k (A,0A))i=Ji—2044

d’ou le résultat.
D’autre part d’aprés l'identité de Jacobi graduée pour toute application formelle A, on a

A,0(A,0A,)=0

Or, si A, est une défomation formelle d’ordre k de Ao, la composante d’ordre ¢ < k de
(A, 0 A,) est nulle et donc la composante d’ordre k +1 de

A,0(A,0A,)

est égale a
2400( Y. AioA;)=2A00 Jey1 =204, kn-
i+j=k+1

Car d’aprés l'identité de Jacobi graduée écrite pour Ag,Ag,Agy1 0na

Ag o (Ag o Ags1) = Ao 0 (Akt1 0 Ag) = 0.

Supposons qu’on ait construit une déformation formelle d’ordre k

d’un élément A, vérifiant

On considére

Jear= Y, AioAj
itj=k+1 i,5#0
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D’apres la proposition précédente, Jx4+1 est un cocycle pour d4,. Si ce cocycle est un cobord
on peut choisir Ag4; dans M*(V) ou AY(V) tel que

204, Ak+1 = Jk+41-

Et donc A, + v*¥*1 Ay sera une déformation formelle d’ordre k + 1 de Ap. Il en résulte
donc que l'obstruction au prolongement d’'une déformation & lordre k + 1 est la classe
de cohomologie de Jx41 pour J4,. Remarquons que Apy, est déterminé a un cocycle
pres et que le fait que Ji42 soit un cobord ou non (donc la possibilité de prolonger cette
déformation & l’ordre k + 2 ou non ) peut dépendre du choix de Ag+1-

c- Equivalence entre déformations formelles

Soit V un espace vectoriel. On note G,(V) le groupe formé par les éléments de
(M°(V)), d -
V)), de premier terme égal & I'identité

G, (V) ={T, € (M°(V)),/(To)o = id}.
Pour T, dans G, (V) et A, dans (M*(V))y, on note T A, laction naturelle de G, (V') sur
(M(V))w:
v wg,o) :I)S,a) ev,
T3 A,(20),...,2) = TA(T7 (@), .. T, ().
Remarquons que

(T Av)o = (Av)o.

Définition: I-2-3
Soient A, et A’ deux déformations formelles d’une algébre associative ou de Lie
(V’ AO)'

(i) A, et A}, sont dites équivalentes si et seulement s’il existe T, dans G,(V) tel que
A, =T A,

(ii) A, et A, sont dites équivalentes jusqu’a l’ordre k pour un certain k dansIN si et
seulement s’il existe T, dans G,(V') tel que

(A)i = (TrAL) Y i<k
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Proposition: 1-2-5

Soient
k+1 k+1 .
A, =) VA et A, = S OviA;
=0 1=0

deux déformatins formelles d’une algébre associative ou de Lie (V, Ag) équivalentes jusqu’a
un ordre k. Il existe donc T, dans G,(V) tel que

(Ay)i = (TrAL) V i<k
Posons
ki1 = (Ty AL k41
Alors, si Agy1 — Ay, est un cobord pour 84,, A, et A} sont équivalentes jusqu’a l'ordre

k+ 1.

Démonstration
Supposons qu'’il existe B dans M°(V) tel que

1
Ak+1 — k+1 - aAOB

D’aprés la proposition 1-2-2 on a
(1 + Vk+lB)_1 — z(_l)zy(k-{-l)sz-
—

Il est clair que
(1+v**1B)*4,)i =(A)i VYV 1<k,

et que
((1+ Vk+1B)*Au)k+l = Ag41 + B o Ao,

(o désigne A ou [,]).
On a donc
1+ v**1B)* 4, = A, + V¥ Bo 4,

jusqu’a Vordre (k + 1).
Mais on a

Bo AO = —aAOB = Alé+1 - Ak+1

et par suite
(1+v*T1B)*A, = A,

jusqu’a lordre (k + 1).

Remarque: I-2-3
Ak+1 — A'k’_H est un cocycle car on a

4,04, — TH(AL) o Ty (A) =0 (%),
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Sachant que
Vi<k (A)i=(T;(4))

la composante d’ordre k -+ 1 du premier membre de (*) est égale a

aAo (Ak+1 - A'k,+1 )

3- Connexions et opérateurs différentiels

Soit M une variété différentiable connexe a base dénombrable de dimension n. On
désigne par N l'espace des fonctions C® sur M. On note H(M) l'espace des champs de
vecteur sur M et par AP(M) l'espace des p-formes sur M. On pose

AM) = N A (M).

a- Applications locales et symboles

Soient E?, o, EP et F, (p + 1)-fibrés vectoriels sur M de fibres respectifs E},...,Efet
F,. On note ['(E?) (respectivement I'(F)) l'espace des sections C™ sur E* (respectivement
sur F).

Définition: I-3-1 [31]
Une application multilinéaire

C : T(EY) x .. xT(EP) — I'(F)

est dite locale si et seulement si on a

Y s; € T(EY)
P
Supp C(s1,...,8p) C ﬂ Supp si,
=1

ot1 Supp s désigne le support de s.

Théoreme: I-3-1 (Peetre) [31]
Si
C : T(EY) x ... x I(EP) = T(F)

est une application multilinéaire locale, alors C' est localement un opérateur
multidifférentiel:

Si (U, p)est une carte de M avec ¢ = (z1,...,z™) et U relativement compact, et si on se
donne une _trivia]isation de E',...,EP et F sur U, alors:
V s; € T'(EY)

C(51,08p)/T = Y Aas,ap,z(D7" 515000 D2% ),

ou 3; est 'expression locale de s; et Aa,,.. 0y, €St Une application p-linéaire de B} ... % E?
dans Fy. De plus cette somme est finie.
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Définition: I-3-2 [31]

Une application locale C' est dite k-différentielle si et seulement si pour tout ouvert
relativement compact U, 'opérateur différentiel associé a C ne fait apparaitre que des
dérivés d’ordre au plus k. Elle sera dite différentielle si elle est k-différentielle pour un
certain k €IN.

Si C est locale on définit l’ordre total r¢ de C, sur un certain U, comme étant le
maximun des |ai|+ ... + |ap| tel que

n’est pas identiquement nulle sur U.

Tl est bien connu [31][15] que si C est locale et d’ordre total r¢ sur un certain U,
Papplication définie par
Ve eU

0oe(birnb) = > (6T 6) " Aar e G €TEM.

jai|+...+|ap|=rc

est intrinséque et appelée le symbole total de C.

On définit de la méme facon ordre lexicographique F¢ d’une application locale C
comme étant le plus grand dans I’ordre lexicographique des p-uplets (Jai], ..., jap|) vérifiant

jar| + . + lap| = 7,

et

—
z Aal,...,a,,,z

n’est pas identiquement nulle sur U.
Le symbole lexicographique de C, G¢ est défini par
Vz e U, V&,...,6 € T; M

EC,I({l,---,fp) = Z (gl)al,_.(gp)apAal’“_,ap,I.

(lallv"')lapl)=70

Dans la suite, lorsqu’il n’y aura aucune ambiguité, on omettra d’indiquer le point en
lequel le symbole est considéré.

Remarques: 1-3-1
(i) pour les applications différentielles, le symbole est défini globalement sur la variété

M.

(ii) Une application p-linéaire k-différentielle est d’ordre total au plus pk.
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Exemples
(i) Soit T un p-tenseur contravariant non nul sur M, définissons 'application C de
N x ... x N dans N par
Yug,...,up €N
C(u1, ..., up) = T(dui, ey ditp).

Alors C est 1-différentielle d’ordre total p et on a
VEr, .., & € NI(M),
oy &) =T (61, 6p)-

De méme on a
FC = (1,...,1) et EC =0C.

(ii) La différentielle extérieure est un opérateur 1-différentiel d’ordre total 1 et de
symbole défini par
VE € AV(M), Y € AP(M),
gi(é)(w) = ANw.
(iii) Le crochet de Lie de lalgebre des champs de vecteurs de M est un opérateur

1-différentiel de H(M) x H(M) — H(M) d’ordre total 1 et de symbole défini par
Ve, €, € AY(M), VX1, X, € H(M),

op)(€1,&2)( X1, X2) =< X1,82 > Xo— < Xo,6 > X,

Cas particulier :

Considérons le cas B! = ... = E? = F = M xIR, M XIR étant le fibré trivial. Dans ce
cas une section O est un élément de N. De plus, dans ce cas E}=..=Ef =Fy=IRet
donc Aaq,,...,a,,z S€ra définie par la donnée de A4, ,,_.,ap,x(l, ..., 1) et on peut donc I'identifier
3 un élément deIR o¢ sera alors un polynoéme en &y, ..., ¢, & coefficients dans N.

On étend la notion de symbole comme suit Si r est plus petit ou égal a l'ordre to-
tal d’une application locale C, on définit le symbole d’ordre r sur un ouvert Ucomme
précédement si non le symbole d’ordre T sera ’application identiquement nulle. De la
méme facon on définit le symbole lexicographique d’ordre 7.

Proposition: I-3-1
Soit C une application p-linéaire locale et soient Ay, ..., Ap, p applications a;-linéaires
locales telles que la composition

C(A1(), - Ap(-+))

ait un sens. Alors, le symbole d’ordrerc +ra, +...+ 74, de ’application déduite de cette
composition est

GC(EI + A + éal ) '--,£a1+...+ap_1+1 + e + £a1+...+ap)

P
% H UA;(£G1+~~-+ai—1+13 ooy €a1+...+a.- )
=1
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le symbole Iex1cograph1'que est obtenu par la méme formule en remplacant o¢ et 04, par
le symbole ]exicographique correspondant.

b- Connexions sur M

ViV (M) = Vo (M)

par

p+1

1 ;
VT(X17 ceey Xp+1) = m ; VX’.T(XI, ceey l, ...,Xp+1),

P
VxT(Xy,.., X,) = X(T(Xy,..., X,)) - D T(Xy, . VxXi, .., X,).
=1

Il est clair que V» envoie N sur Vo (M) et que son symbole est donné par

€1 bp) = &iviive,

ou V désigne le tenseur de compléte symétrisation.

Il en résulte qu'un €lément k-différentiel ¢ de MY(N ) s’écrit d’une facon unique sous
la forme

C(u):Z<Tp,Vpu >, VueN,
p=0

avec T, € VP(M).

De méme, un élément C différentiel de JgP (V) s%écrit sous la forme

k
Cluo, yup) = 3™ < Teorky, VU ® . @ Yoy
ko,....k,

ou Tko,...,k, est un ko + ... + k, - tenseur contravariant symétrique par rapport a tous les
arguments (ko + ... + k;) + ; J €Al kiyy} ([15] [19)).
Dans la suite, on notera par MIOC(N), Mdiff(N), Mnc(N), Mloc,nc(N),

ou AIOC(N), Ad,'ff(N), Anc(N), Aloc,nc(N),-~- les sous espaces de M(N) ou A(N) des
éléments locaux, différentiels, nuls sur les constantes, locaux et nuls sur les constantes,... .
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4- Variété de Poisson et opérateurs tangentiels sur une variété de Poisson
réguliére

a- Variété de Poisson

Soit M une variété différentiable de dimension m. Soient E et E' deux espaces vec-
toriels. On note par A(E, E') lespace des applications r-linéaires alternées de E' dans E'
et on pose

ANE,E") = &®,>0 \" (E, E").

On définit P’application
o - AN (M), N) = Ape(N),

par:

VT € AT(AY(M),N),
o (T)(u1,-..,ur) = T(dus,...,dur), Vui,..,ur € N.

Il n’est pas difficile de vérifier que le sous espace gradué de A, (N) formé des éléments qui
sont images des tenseurs contravariants sur M, i.e les éléments de Ajoe,nc(N) vérifiant
Vuo,ul, vy Up € N,

C(uou1,uz, ..., ur) = ugC(u1,uz, ..., ur) + u1C(uo, ug, ..., ur)

est une sous algebre de (A(N),[,]). De méme, il n’est pas difficile de voir que la restriction
de p* au sous espace des tenseurs contravariants sur M est un isomorphisme. Il en résulte
que p* induit sur le sous espace gradué des tenseurs contravariants sur M une structure
d’algébre de Lie graduée qu’on note toujours par [,]. On retrouve ainsi le crochet de
Schouten sur les tenseurs [28]. En effet si A est un r-tenseur et B est un s-tenseur, alors
[4, B] est un (r + s + 1)-tenseur qui peut étre défini de la maniere suivante

Pour toute (r 4+ s + 1) forme fermée 3 on a

i([A, B])B = (~1)*""Vi(A)di(B)B + (—1)"i(B)di(A)8,
(voir [19}).

Définition: I-4-1
Une structure de Poisson est définie sur M par la donnée d’un 2-tenseur contravariant
A vérifiant
[A,A] =0.

Elle est dite réguliére si A est de rang constant 2n. Dans ce cas ¢ = m — 2n est appelé la
codimension de la variété de Poisson.

La donnée d’une structure de Poisson A sur M induit sur N une structure d’algebre
de Lie définie par
Yu,v € N,
{u,v} = P(u,v) = A(du, dv).
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Inversement, une structure d’algebre de Lie locale
{,}: NxN =N,

vérifiant _
{wo,w} = u{v,w} + v{u,w} VYu,v,w e N,

définit sur M une structure de Poisson.

Les variétés de Poisson régulieres ont été introduites par A. Lichnerowicz dans [18]
comme généralisation naturelle des variétés symplectiques. En effet, considérons une
variété symplectique (M, F), F étant une 2-forme fermée de rang 2n. On note

w:TM - T*M,
I'isomorphisme de fibrés vectoriels défini par:
w(X)=—(X)F, VX eTM.

On note p I'isomorphisme inverse de p.
Les isomorphismes y et p s’étendent aux fibrés tensoriels. Si on note par A le 2-tenseur
contravariant image de F' par p alors on a:

[A,A] = 0.

Une variété de Poisson réguliére (M, A) admet un feuilletage [19] en variétés symplectiques
de dimension 2n, les feuilles étant les variétés intégrales maximales. Ces variétés possedent
la propriété énoncée dans le théoreme suivante:

Théoréme: I-4-1 [19]
Soit (M,A) une variété de Poisson réguliére. Alors M admet des atlas de cartes
canoniques ou naturelles dans lesquelles les seules composantes non nulles de A sont:

AV = AT o] e {1,...,n}.

Ces cartes seront dites de Darboux ou adaptées au feuilletage (ou adaptées tout court
Porsqu’il n’y a pas d’ambiguité).

Exemple de variété de Poisson.

Un exemple simple de variété de Poisson non réguliére est fourni par la représentation
coadjointe d’une algébre de Lie: Soit g une algébre de Lie de dimension finie sur IR on
note par g* 1’espace vectoriel dual de g. Considérons le 2-tenseur A de g* défini par
VEegh, VXY €g, '
Ae(X,Y) =< £,[X,¥] >

On vérifit facilement que, compte tenu de 'identité de Jacobi sur g, le 2-tenseur A
détermine sur g* une structure de Poisson dont les feuilles symplectiques sont les orbites
de la représentation de G dans g.

24



La donnée d’une structure de Poisson A sur M permet de définir un morphisme
p + NN(M) - H(),

w — (w)A.

Ce morphisme s’¢tend en une application de NH(M), N(M)) dans AN (M), AN M)).
Dans la suite on posera
pr=p*op,
ou p' est la restriction de panNH(M) N).
Définition: I-4-2
Soit u un élément de N. On appelle champ de vecteur hamiltonien associé a u, le

champ
Hy = p(du) = [A, u].

b- Connexions sur une variété de Poisson réguliére.

Soit (M, A) une variété de Poisson réguliére. Soit ' une connexion sans torsion sur
M. Considérons la 1-forme de connexion associée 3 I:

m
T _ ] k
w; = E I} pdz®.
k=1

Définition: I-4-3 [19]
I est dite adaptée au feuilletage si et seulement s dans toute carte adaptée on a

pourtouta>2n, i <2net k¢ {1,...,m}.
Soit V la dérivation covariante associée 3 T,

Définition: I-4-4
I est dite de Poisson sji et seulement si:

VA =0.

Les deux propositions suivantes on été établies par A.lichnerowicz dans [19].

25



Proposition: 1I-4-1
Toute connexion de Poisson est adaptée au feuilletage.

Proposition: 1-4-2
Sur toute variété de Poisson réguliére, il existe des connexions de Poisson. Par restric-
tion & une feuille, une telle connexion définit une connexion symplectique sur la feuille.

c- Opérateurs tangentiels sur une variété de Poisson réguliere

Soit (M, A) une variété de Poisson régulicre et soit I' une connexion adaptée au feuil-
letage. Notons par V la dérivation covariante associée a I'. Soit C une application r-linéaire
de N dans N, alors d’aprés (I-3) pour tout ouvert relativement compact, domaine d’une
carte adaptée U, il existe une famille de tenseurs contravariants Tk, . &, symétrique par
rapport aux indices (ki + ...+ ki) +7  J € {1,.., kiqa} telle que:

Clui,...,ur) = Z < Tkl,”_,k,,vklul ®..0 Viu, >.

ki, ke

Définition: I-4-5 [19]

C est dite tangentielle si et seulement si dans tout ouvert relativement compact do-
maine d’une carte adaptée U, les tenseurs T, ., sont tangentiels, c’est-a-dire sont des
sections convenables des puissances tensorielles de TF . TF étant le sous-fibré vectoriel
de TM défini par les vecteurs tangents aux feuilles.

Cette définition est indépendante du choix de la connexion adaptée au feuilletage T,
comme le prouve le lemme suivant

Lemme: I-4-1
Soit ' une connexion adaptée au feuilletage, alors dans toute carte adaptée

(U,z!,...,2™), les composantes tangentielles V,;, .. i u de la dérivé covariante d’un
élément u dans N sur U ne s’exprime qu’en termes des dérivés partielles tangentielles:
0 0

Bot " B v h<T, iy,..1r €{1,...,2n}.

Soient E?, ..., E™ et F (r+1)-fibrés vectoriels sur Mde fibres respectifs E}, .. E} et Fy
admettant des bases respectives (el )ies1, ..., (€] )ierr et (fj)jed.
Soit C' une application r-linéaire locale de T(E') x ... x T(E") dans T'(F).
Soit U un ouvert relativement compact domaine d’une carte adaptée, alors il existe une
famille d’applications r-linéaires (C;)jes de T(E") x ... x I(E") dans N telle que Pon ait
Vs; € T(EY),
C(s1,-yse)fu =Y, Ci(s1,r50)f5-

finie

26



Donc si pour tout 23 € I',...,i, € [" et u,...,ur € N on pose

il ) — 1 T
cl "(ugy ey tr) = Cj(ur€j 5.0 Urey ),
alors on a o
_ T1,.nyt 1 i )
C(sy,...,8r) = E E cv (81, - 857 ) i
finded €l},... i, €]
ou

Sk = g sireb .

iy €1k

Définition: I-4-6
C est dite tangentielle si et seulement si pour tout jeJeti €I, i, €I,
Papplicti Cil,...,ir .
ppliction C; est tangentielle.

Remarque: 1-4-1
Il est évident que cette définition ne dépend pas du choix des bases des fibres.

5. Produit-star et déformations de l’algébre de Lie de Poisson sur une
variété de Poisson

a- Définitions et propriétés

Soit (M,A) une variété de Poisson (A #+ 0). L’espace N des fonctions C® sur M
est muni d’une structure d’algébre associative définie par le produit habituel m et d’une
structure d’algebre de Lie définie par le crochet de Poisson P. On note par I le centre de
’algebre de Poisson (IV, P): les éléments de I sont les fonctions f satisfaisant a

{u,f}=0 VueN,

ce qui peut s’écrire

H,f=0 YueN,

out H, est le champ de vecteur hamiltonien associé a u( cf définition I-4-2). On les appellera
done les fonctions invariantes de N ou les invariants.

Sachant que mAP = 0 (P est un cocycle pour la cohomologie de Hochschild de (N, m))
la définition suivante a un sens.

Définition: I-5-1
Un produit-star faible est une déformation formelle M, de m de la forme

M, =m+1/P+ZVkMk
k>2

vérifiant



() My(u,v) = (—1)*Mi(v,u), Vu,v €N,

(il )M}, est Iocal,

(iii) My est nulle sur les constantes ( n-c) pour k impair.

Il sera dit produit-star si et seulement si My est n-c pour tout k plus grand ou égal a

Dans ce paragraphe, on se propose de généraliser quelques résultats proposés dans
[15] dans le cas symplectique concernant les produits-star faibles.

Proposition: I-5-1
Si M, est un produit-star faible, alors on a

My, = Mék +apm Vk €IN,
ou
ar € I et Mby € ML (N).

La démonstration de cette proposition utilise le lemme suivant

Lemme I-5-1
Soit A un élément de M}, (N) alors:

loc

(i) mAA est n-c si et seulement i A=A +am avecac N et A' € M}, ..(N).
(i) PAA = 0 si et seulement si il existe a € I tel que A = am.

Démonstration du lemme I-5-1
(i)On a
Yu,v,w € N
mAA(u,v,w) = A(u,v)w — uA(v,w) + A(uv,w) — A(u,vw) (%)

Si A= A"+ am alorson a

mAA(u,v,w) = A'(u,v)w — uA'(v,w) + A'(uv,w) — Al(u,vw)

k)

et donc si A’ est n-c , il en ait de méme de mAA .
Inversement si mAA est n-c on définit A’ par

A'(u,v) = A(u,v) —uwvA(1,1).
En prenant v = v = 1 dans (), on aura
A1, Dw — A(1,w) =0,

et donc
A'(1,w)=0.

De méme, en prenant v = w = 1 dans (*) on aura
A'(u,1)=0.
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(i) Il s’agit de montrer que si PAA — 0, alors A4 est d’ordre zéro et donc de la forme
A=am

avec a € N,

Supposons que A est d’ordre (ro,71) sur un ouvert relativement compact quelconque de M
et notons par ¢ le symbole lexicographique d’ordre (ro,71) de A sur cet ouvert. D’aprés
la. proposition I-3-1, le symbole lexicographique de PAA est le terme de plus haut degré
dans I’ordre lexicographique en (&, §1,£€3)de la quantité suivante

Al + £2,€3)0(61,6) — A(&r, & + §3)a (€2, 83)

+A(£1,§2)0(§1 +&2,63) — A(fz,fa)a(fl, §2 +&3)
=A&1,83)0(61,65) + A, &)o(& + &, ) + A&, §3)o(é1,&,)
—A(&, & + £3)o(€2,63) — A(&2,&3)0(8y, &, + &3).

* Supposons que r; > 1, alors ce terme est

A&, 63)0(61, £2),

on aura donc ¢ = () ce qui est absurde.
* Supposons que Ty = 1, alors ce terme est

A1, &)o (6, 6) + Alér, &2)o(&1,65).

En prenant £2 = &3 on aura

A(&1,&)o (€, §2) =0,

ce qui n’est pas possible.
On a donc nécessairement ry = 0.
* Supposons que 7o > 1 alors ce terme est

A(fl,fz)ff(fl,fs),

e qui est absurde auss;i.
On a donc (ro,r) = (0,0) et par suite i] existe a € NV tel que:

A =am.
D’autre part pour tout u,v dans N on g
PAA(u,v, 1)=0,

et donc
Pu,av) = aP(u,v) Vu,ve N,

et par suite;
a€l
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Démonstration de la proposition I-5-1
Soit k €IN™. Supposons que pour tout p < k il existe a, € I tel que

— 1

avec

Mép € Mlloc,nc(N)'

Du fait que la composante d’ordre 2k de M, AM,, est nulle, on déduit que mA My est n-c
et donc d’aprés le I-5-1, il existe a; dans N tel que

1
My = My, + arm,

avec

Mék € Mlloc,nc(N)'

D’autre part en calculant la composante d’ordre (2k+ 1) de M, AM, on déduit que PAMy;
est n-c. On aura donc

(PAarm)(u,v,1) = P(u,axv) — ag P(u,v) =0 Yu,v € N,

et par suite
ap € 1.

Soit
un produit-star faible, alors,

est une déformation formelle de (N, P). En effet, puisque la composante d’ordre 2k + 2 de
M,AM, est nulle, on a

Y (MyipiAMi10)+ Y (MpAMy;) =0
it =k i+j=k+1

Il suffit alors de remarquer, que si 4 et B sont des éléments symétriques de M (N),on a
a(AAB) = 0.

On a aussi: )
P,, = XO[(M)‘)/,,=)\2,
car

a(Mait1) = Maitq,
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et
a(Mg,-) = 0.
On dira que P, dérive de M,.

b- Cohomologie de Hochschild de (N, m)

On note par 6 V’opérateur de cohomologie de Hochschild correspondant & m. On a
donc

VA € M*(N),
) §(A) = (—=1)*mAA.

Il est simple de voir que les sous-espaces Mioe(N), Mioe nc(N), Myiss(N)
et Mayiffnc(IV) sont stables par §. On note par I:IIOC(N), ﬁloc,nc(N), f{d,-ff(N)
et Hyiz f‘nc(N ) les groupes de cohomologie de Hochschild associés a ces espaces vectoriels.

La description de ces groupes est due & J. Vey [19]. En effet il a obtenu le théoreme
suivant

Théoréme: I-5-1

L’espace H B f f(N ) est isomorphe a I'espace des p-tenseurs contravariants alternés sur

M.

Remarque: I-5-1
La cohomologie de Hochschild est définie sur une variété diﬁlérentiable quelconque,
mais si cette variété est paracompacte le théoréme sera vrai pour Hf (N) aussi.

Les deux propositions suivantes permettent de déduire le symbole de A a partir de
celui de 8§ A lorsque A est dans M;;;(N) ou Mg (N).

Proposition: 1I-5-2 [6] [15]
Soit A un élément de Mgiff(N), i 6A est d’ordre s > 1 alors A est d’ordre s et on a

7a€) = —Ta(6,6)

Démonstration
Supposons que l'ordre de A est s > 1, alors le symbole d’ordre s de 6 A est défini par

osa(€r,2) =0a(lr) — oa(€1 + &) +0a(€2) (%)

Il est clair qu’en développant oa(é1 + £5), les termes d’ordre (s,0) et (0,s) se simplifient
et que le symbole lexicographique de 6 A d’ordre (s — 1,1) est égal a

L oatea +t2)/im0 (+%)
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Si 'ordre de 6 A est plus petit que s alors de (*) on déduit que o4 =0 ce qui est absurde.
D’autre part, en prenant {; = £, dans (**) on aura

oa(f) = :3-1-55,4(5,5)-

Proposition: I-5-3 [6] [15]

Soit A un élément de My, ,.(IN) d’ordre (ro,m1), alors,

(i) Siry > 1, 6A est d’ordre au plus (ro,71 — 1,1). De plus si G54 est le symbole de
§A correspondant a cet ordre, on a

Ta(€1,62) = ;11-55A(§1,52,§2)-

(i) Si vy = 1 et si 6A est d’ordre plus petit que (ro — 1,1,1), il existe un élément T
de M((i)iff,nc(N) tel que A — 8A soit d’ordre plus petit que (o, 1).

Démonstration
Le symbole d’ordre g + r; de A est donné par

oa(€2,63) — 0 a(&r + €2,&) + 0a(br, 2 + €3) — 0alls, &2)-

Si r51, en développant o4(€1,€2 + £3), on déduit que les termes d’ordre (rg,71,0) se
simplifient et que les termes d’ordre (rg,7; — 1,1) sont

d
'CEEA(&,& + t€3)/t=o0-

En prenant & = €3 on déduit la premiere partie de propositrion.
Si r; = 1, on vérifit facilement que les termes d’ordre (ro,1,0) se simplifient de méme
ceux d’ordre (rg,0,1) et que le symbole d’ordre (ro —1,1,1) est donné par

d d
—50alé + t2,€3)/1=0 + = D(E1, 82 + t€3)/=0 ()

ou D est le terme d’ordre (rg — 1,2) de o4. Il est facile de voir que

%D(ﬁl,fz + t€3)/1=0

est symétrique en &3, 3.

Supposons que 6§ A soit d’ordre plus petit que (ro — 1,1, 1) alors (*) sera égal a zéro et par
suite

_%EA(& + t65,63)/ =0

sera aussi symetrique en &2, §3.
Soit T un élément de MY, fnc(IV) de symbole

0A(£1 ’ 51)
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Le symbole de 6T est égal a

—%UA(& + 1€, & +t€2)/1=0 = —'C%UA(G + t€2,€3)/t=0/es=¢, — 7 a(&1,&2)

- _%UA(Q + 161, 62)/t=0 — 0a(1,62) = —(ro + 1)oa(&1, £2)-

1

Il en résulte que A + == 6T est d’ordre plus petit que (ro, 1).

To

c- L’invariant cohomologique universel d’une structure de Poisson

Soit (M, A) une variété de Poisson. L’opérateur de cohomologie de Chevalley 0 cor-
respondant a la représentation adjointe de (V, P) est défini par
VA € A%(N),
0A = (-1)*[P,A].

Cet opérateur laisse stable les sous-espaces de A(N) Aioc(N), Aiocnc(N), Adifr(N) et
Agiffne(N).

Soit I' une connexion linéaire sans torsion de M. Considérons la 2-cochaine Sfi de
(N, P), définie localement, dans toute carte (U, p) (¢ = (2!, ...,2™))par:
Yu,v € N
SR(u,v)/v = =AY L(HL)T), (L(H,)T);,

ou L désigne la dérivation de Lie.

En utilisant les propriétés de la dérivation de Lie, un calcul direct nous prouve que
S2 est un cocycle de Chevalley.

Dans [19] A. Lichnerowicz a prouvé que ce cocycle est un invariant de la structure de
Poisson de la variété et qu’il n’est jamais exact. Voici ses résultats proposés a ce propos
avec leur preuves sans calcul explicite.

Proposition: I-5-4
La 2-classe 3 de cohomologie, élément de Hgiff(N) (deuxiéme groupe de cohomologie

de Chevalley associé & Ag;f¢(ny), définie par le 2-cocycle S est indépendante du choix de
la connexion T'.

Démonstration
Soient I" et I deux connexions sans torsion et notons T le 2-tenseur définissant leur

différence. Alors un calcul direct prouve que
Sk — § = 0(Arr + 3Br)
ot Arret By sont les deux éléments de A9, ;(IV) définis par
Arr(u)/u = AT ((L(HWT);
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Br(u)/v = —AM'T] ((L(H.)T);

r,l»

Théoréme I-5-1

Sur toute variété de Poisson (M, A), la 2-classe 8 de cohomologie, ’élément de
Hdsz(N) défini par les 2-cocycles S, est un invariant toujours # 0 de la structure de
Poisson A.

Démonstration

Supposons tout d’abord que (M, A) est réguliére et que I est une connexion de Poisson.
Considérons une carte adaptée (U,¢) (¢ = (z!,...,2™)). Puisque I''x = 0 pour a > 2n,
on a

L(H,)l;, =0 Va>2n, Yue N.

Il en résulte que S peut s’ecrire sur U,
Sp(u,v)/u = =AM (L(H)D); ((L(HDY, k1,5 < 2n,

et ne fait intervenir que les connexions symplectiques sur les feuilles induites par I'. D’autre
part d’aprés [12], on peut écrire

S%‘(u, v)/U = Akl’llAk2’12Aka’ls(L(Hu)r)kl,k2,k3(L(Hv)F)11,12,13’
ou L(H,)I' est vu comme un 3-tenseur complétement symétrique.

Dans ce cas S est tangentielle de type (3, 3).

Dans [18] A. Lichnerowicz a établi que si A est un endomorphisme local de N tel
que JA soit une 2-cochaine s-différentielle, A est nécessairement un opérateur différentiel
d’ordre s. Par suite si S était exact, il serait le cobord d’un opérateur différentiel d’ordre
3, or un tel cobord n’est jamais de type (3, 3).

Si (M, A) est non régulicre, on désigne par 2n le rang maximum de A. Soient U et U’
deux domaines de M tels que U C U’ et A™ est partout # 0 sur U'. La restriction Ay de
A & U définit sur U une structure de variété de Poisson réguliére.

Supposons que S§ est exact, il existe alors un opérateur différentiel A sur N tel que
SE = 0A.

Si u et v sont deux fonctions C* sur U, alors on peut les prolonger sur M et on a
St(u,v) /7 = ({A(w), v} + {u, A(v)} — A{u,v})/5 (%).
Si Az est la restriction de A & U, et 'z la restriction de I' & U alors d’aprés (*)on a
S%U =0Ay sur U,

ce qui contredit la premiére partie de la démonstration.
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II- PRODUITS-STAR TANGENTIELS ET DEFORMATIONS TANGEN-
TIELLES DE L’ALGEBRE DE LIE DE POISSON SUR UNE VARIETE DE
POISSON REGULIERE

Soit (M,A) une variété de Poisson réguliére de dimension m. On suppose que les
feuilles sont de dimension 2n et de codimension ¢, on a alors m = 2n + ¢. Les notations

sont celles de I. On indexera les sous-ensembles formés par les éléments tangentiels par la
lettre t.

1- Définitions et propriétés

Définition: II-1-1
Une application formelle sur N,

)
A, = Z vk Ay
k=0

est dite tangentielle si et seulement si pour tout k > 0, Ay est tangentielle.

En particulier, puisque la multiplication m et le crochet de Poisson P sont tangentiels,
un produit-star faible

m+ vP + Z vk M,
k>2

est dit tangentiel si et seulement si pour tout k > 2, My est tangentielle, et une déformation

formelle de P
P+ Z vk P,
k>1

est dite tangentielle si et seulement si pour tout k > 1, Py est tangentielle.
Définition: II-1-2

Soit A¢ une application 2-linéaire de N dans N tangentielle définissant sur N une
structure d’algebre associative ou de Lie.

Deux déformations formelles tangentielles équivalentes de Ay A, et A, sont dites
tangentiellement équivalentes si et seulement si I'opérateur d’équivalence T, est tangentiel.

Théoréme: I1I-1-1
Tout produit-star faible tangentiel M, est tangentiellement équivalent a un produit-
star tangentiel M.

Plus précisément, il existe un élément tangentiel de (M°(N)),
T, = (1 + v*p(v*))id,

ou p est une série formelle a valeurs dans [
o0
p(v) = Zakvk ar € 1,
k=0
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tel que
M, =T} (M)).

Démonstraé;oion
Soit M, = ZuiM,- un produit-star faible tangentiel et soit & € IN*. Supposons
—
z 2(k—1)
qu’il existe un produit-star tangentiel d’ordre 2(k — 1), Z v'M] et (k — 1) éléments
’ =0

de I by,...,b_1 tels que la relation

2(k—1)

k—1
M,=(1+ Z bﬂ/%) Z ViMl-l (%)
=1 =0

soit vraie jusqu’a l'ordre 2(k — 1).
D’apres la proposition I-5-1, il existe ¢, € [ et Ay € Mlloc’nc(N) tels que

Mo = cpm + Ay,

Remarquons que, puisque My, et m sont tangentielles, Ay est nécessairement tangentielle.

Posons
k—1
! !
M2k—1 = M2k—1 - Z biMZk—2i—l7
i=1
k—1
! !
2k = Ak — Z bi My,
i=1
bk = Ck.

M;, _, et M, sont manifestement tangentielles. On vérifie sans beaucoup de difficulté que

2k

S

i=1
est un produit-star tangentiel d’ordre 2k et que la relation

k . 2k .
M,=(01+ Z biu2’) Z v' M|
i=1 =0

est vraie jusqu’d 'ordre 2k. Sachant que la relation (*) est évidente pour k¥ = 2 on a
prouvé 'existence d’un produit-star tangentiel M, et d’une suite d’éléments de T (bk)k>1
tels que:

M, =" (14 ba*)M;.
=1
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oo o0
Notons (1 + Z aiv2i) I'inverse de (1 + Z b,-u2i).
i=1 =1
Sachant que I est une sous-algeébre de (N, m) et que a; = —b; et pour tout k > 2, ay
s’exprime d’une fagon polynémiale en a; (i < k) et b; (¢ < k), on déduit que ay est dans I
pour tout k > 1. Posons

O
T,=(14) aw*)id.
=1
En remarquant que M), est tangentiel, donc I-bilinéaire, on voit facilement que

M, = T3(M)).

2- Cohomologie De Hochschild tangentielle de (N, m)

m étant tangentiel, 'opérateur de Hochschild laisse stable le sous-espace des éléments

tangentiels de Mjoc(N).

Pour étudier 'existence des produits-star Tangentiels sur les variétés de Poisson
réguliéres on aura besoin d’une version tangentielle du théoréme de Vey en dimensions 2 et
3. A. Lichnerowicz a étudié cette question dans [19] et il a démontré d’une facon explicite
la proposition suivante

Proposition: II-2-1 3
Pour k = 2 ou 3, les espaces de cohomologie de Hochschild tangentielle Hgiff,t(N)
sont 1somorphes aux espaces des k-tenseurs contravariants antisymétriques tangentiels.

Mais comme dans le cas général puisque la variété est supposée paracompacte, cette
proposition reste vraie pour Hf_,(N) et Hf ,  (N).

- 3- Le terme M, d’un produit-star tangentiel

Le terme M, d’un produit-star tangentiel doit étre local tangentiel n-c verifiant
—0M, + PAP = 0.
Le symbole de PAP est égal 3

2M(&1, E2)A (61, 63) (%)
(*) est le symbole de 6T si le symbole de T est égal &

4(A(6r,62))%

De la proposition I-5-3, on déduit que, quitte & le corriger par un cobord, on peut choisir
M, tel que son symbole soit

4(A(61,6))°.
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Soit ' une connexion de Poisson sur (M, A). Introduisons 'opérateur P# défini sur
chaque domaine U d’une carte adaptée par

Plz(u,v)/U = AikAj’Vijqulv (u,v € N).
PZ est manifestement tangentiel.

Comme dans le cas symplectique on a la proposition suivante

Proposition: 1I-3-1 _
Le terme M, d’un produit-star tangentiel d’ordre au moins 2 est de la forme

M; = %PI? + 6T,

ot I' est une connexion de Poisson sur (M,A) et T est un élément de M _, . (N).

Démonstration

Soit (U, ¢) une carte adaptée. Rappelons que V;;u est la composante d’ordre (z,7) de
V2u dans la base (dzr @ dzs), seq1,... m}-

Considérons le 4-tenseur contravariant A? défini par

(AZ)il iz i3 iq — All i3 Alz i4 .
Alors P peut s’écrire sous la forme
PE(u,v) =< A* Viu® V0 >,
et par suite on a
6PE(u,v,w) = u.PE(v,w) + PE(u,vw) — w.PE(u,v) — PE(uv,w)
=-2< A2,V2u ® (Vo V Vuw) - (VuVv Vo) Viw >,

ou V désigne le tenseur de symétrisation.
D’autre part, I" étant de Poisson, on a

P(u,v) =< A,Vu@Vv > .
Et donc
PAP(u,v,w)/y = 2(P(P(u,U),w) — P(u, P(v,w)))/u

= 209V, (AN V1 uV0)Vw — 209V uV j(AF V0 Viw).

Or, T est sans torsion, et par suite
1
V,-J-u = E(V,V]u + V]-V,-u)
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on déduit donc que

PAP = %6P13.

Soit

M, =m+vP + 12 M,
un produit-star tangentiel d’ordre 2. D’apres la proposition I-2-4, 2PAM, est un cocycle
pour la cohomologie de Hochschild tangentielle. Puisque M, est symetrique a(PAM,;) =0
donc PAM,; est un cobord et par suite on peut étendre M, & lordre 3. Pour pouvoir
l'etendre & I’ordre 4, on doit choisir M3 tel que 2PA M, + M3 AMj, soit un cobord. Puisqu’il

est un cocycle pour qu'’il soit un cobord il faut et il suffit que
a(PAM; + M,AM,) = 0,
soit
[P, M3] =0,

et par suite M3 est un cocycle pour la cohomologie de Chevalley tangentielle.
4- Cohomologie de Chevalley tangentielle de (N, P)
a- Définitions et propriétés

L’opérateur de cohomologie de Chevalley 8 correspondant & la représentation adjointe
de (N, P) est défini par
VA € A*(N),
0A = (-1)"[P, A).

On pourra vérifier facilement que Aloc,tnc(IN) est stable par 8. On notera Hioet.ne(N) le
groupe de cohomologie de Chevally correspondant & Aloc,t,nc(IN). Dans la suite, on notera
par Hy(M) D’espace des champs de vecteur sur M tangents aux feuilles.

Nontons &' 'opérateur de cobord de Chevalley-Eilenberg [10] associé a la représenta-
tion de H(M) définie par la dérivée de Lie sur I’espace A(M) des formes C*> sur M.
On a donc

14
0'C(Xoy ey Xp) = Y (=1)'Lx,C(Xoy sty oy Xp) + Y (D)HC(Xi, X, ety e ]y ),

1=0 i<y

ou
Lx =ixd+dix

et 7 indique ’omission du champ de vecteur X;.

On établit comme dans le cas symplectique [15] la proposition suivante
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Proposition : II-4-1
VC € A(H(M),N)
(u* 0 8')(C) = (8o u™)(C).

Démonstration
Il suffit de remarquer que si C' est dans AP (H(M), N), on a
Vug,..,up_1 € N
/J.*(C)(’Ll,o, ....,up_l) = C(Huo, "'7Hup—| )

et que pour tout u dans NV, on a
Ly A=0.

Dans la proposition suivante on montre que tout vecteur tangent aux feuilles est image
par p d’une forme sur M.

Proposition: II-4-2
Soit X un élément de Hy(M), alors il existe w dans A*(M) telle que

X = p(w).
Démonstration
Soient (U,z',...,z™) et (U',y,...,y™) deux cartes naturelles de M telles que
UnU' #0
On a

2n 8 2n a
X/UZZX,% et X/UIZZXI@—Z
=1 =1

Considérons les deux formes

2n

wy = 3 (~1)x O X dot

i=1

et
2n .
wyr = Z(_l)Xn(l)'l'lX;(i)dyl,
i=1
ou xn est la fonction caractéristique de {1,.....,n} et s(¢) = {:tz j: :EZ

wy et wyr sont deux formes définies respectivement sur U et U’ telles que

plwv) =X/y et plwy)=X/v.
De plus si
dyi = Z f”dil,‘] sur UN Ul,
=1
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alors des relations:

2n 2n
ZXida:i = ZX,’-dyi sur UnU’,
1=1 1=1

et

b

2n )
Z(_l)xn(j)fk,jfr,s(j) = A(dy*,dy") = {(—1)X *) s r = s(k)

. 0 sz non
J=1

on déduit directement que
wy =wyr sur UNU'.

Pour établir le théoréme d’existence de produit-star tangentiel, en généralisant la
méthode utilisée dans [15] dans le cas symplectique, on aura besoin de décrire les espaces
de cocycles

Zfoc,t,nc(N) = {A € Ap_l (N) / aA = 0}

loc,t,nc

pour p < 3. Pour les variétés de Poisson, cette description ne se fait plus & l’aide de p*
et les espaces de cocyle de A, (H (M),A(M)) pour &' comme dans le cas symplectique
mais a I’aide de p* et les espaces de cocyles d’un sous-espace de Ajoe¢ (A (M), N) pour un
opérateur de cobord §” qu’on définera ultérieurement.

On pose
B = o (A(H(M),A(M)))

et on définit sur B un opérateur de cohomologie 8” par
VI €Bsi T = p(C), alors
0"T = p(9'C).

Cette définition est indépendante du choix de C car, si C et C' sont deux éléments de
NP (H(M), N(M)) tels que ‘

C(p(w1), -, p(wp)) = C"(p(w1), --., p(wp))

pour tout wy,...,w, dans A'(M), alors

8 C(p(w1), --p(@p41)) = 'C (p(w1), -p(wps1)),

pour tout wy,.....,wp41 dans AY(M).

Défintion: II-4-1 [19]
Nous dirons qu’une 1-forme w est transverse si et seulement si elle est nulle sur les
champs de vecteurs tangents aux feuilles.

On note /\loc,t’nt(/\l(M ), N(M)) Tespace des applications multilinéaires locales tan-
gentielles de A'(M) dans A(M) nulles sur les formes transverses. On a alors la proposition
suivante
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Proposition: 1I-4-3

Les deux assertions suivantes sont vraies.
(1) /\loc,t,nt (AI(M)7 /\(M)) - B:

(11) Aloc,t,nc(N) = P*(Aloc,t,nt (/\I(M), N)) .

Démonstration
(1) On choisit un sous-espace supplémentaire de H;(M) dans H(M) et on ’appelle V.
Soit T un élément de A (/\1(M), A(M)). Du fait que T est nulle sur les formes

loc,t,nt
transverses, application C définie par

T(wy,...,wp) st Vi X; € H(M) et plw;)=X;

C(Xy,....,Xp) = { 0 siun des X; est dans V

est bien définie. De plus on a bien

T = p(C).
(ii) On note par:

Vi1 : Dlespace des 1-formes exactes
V2 : Despace des 1-formes transverses

et par V3 un supplémentaire de V; + V, dans A'(M).
Soit C un élément de A? (N). On définit application T par

loc,t,nc

T(wo,.vo.ywp) = {0 Cuo, -y up) si Vi w;=du;

si un des w; est dans V5 U V3.

Cette construction est possible car si du est transverse alors u est invariant et par suite
C(u,...) = 0 car C est tangentiel n-c. Il est bien clair que T € /\,oc,t’nt(/\l(M),N) et que
p*(T)=C.

b- Autre facon de définir S3.

On peut construire le cocycle de Vey S d’une maniére intrinséque: Soit T' une con-
nexion linéaire et notons par V sa dérivation covariante. On note par LxV la dérivée de
lie de V dans la direction de X:

(LxV)(Y,2) =[X,VyZ] - V|x,y)Z - Vy|[X, Z].
Considérons ’application
®r : H(M) x H(M) — A*(M),
définie par
1
®r(Xo,X1)(Yo, 1) = Etr[on V(Y¥y).Lx, V(Y1) — Lx,V(Y1)Lx, V(Ys)]

On a alors la proposition suivante

42



Proposition: II-4-4 [15] [24] [19] [22]
(i) ®r est un cocyle non exacte de (/\(H(M), /\(M)),B’)
(ii) le symbole total de ®r est donné par

oe (£o0,61)(Xo, X1) = tr(Xo ® £0.X1 ® &1).60 N &1

(iii) Si on se limite & des connexions I' sans torsion, la classe de cohomologie [®r] est
indépendante de la connexion choisie.
(iv) SiT est adaptée au feuilletage p(®r) est tangentiel.

Définissons ’application locale S3 sur N2 par
St(u,v) =< A, p(¥r)(du, dv) >=< A, &p(H,, Hy) > .
Un calcul direct de 3.52 prouve que
(651%)(u0,u1,u2) = — <A, (0'®r)(Hy,, Hy,,Hy,) > (*).

De la relation (*) on déduit directement les résultats énoncés dans la proposition I-5-4
et le théoréme I-5-1. De méme, de la relation (*) on déduit facilement que le symbole de
S} est défini par

o5 (€0, 61) = (A&, 1))

Enfin rappelons la construction de l’opérateur T3 qui sera utile pour déterminer les 3-
cocyles de Chevalley tangentiels sur M. On note par AV lopérateur différentiel de H (M)
dans les champs d’endomorphismes de TM défini par

AV D X = [Y - VyX).

Définissons Papplication
Tr : HM)> - N,
par

1 S

trAY(X){[AV(Y),AY(Z)] + 3R(Y, Z)},

ou S désigne la somme sur les permutations circulaires de X ,Y,Z et R est le tenseur de
courbure de I'. Considérons I’application

T2 : N3 = N,
définie par

Yu,v,w € N
Tlg(u,v,w) =Tr(H,,H,,H,).
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Proposition:II-4-5 [15] [24] [19] [22]
(i) 'application Tr est une 3- cochaine de (/\ (H(M), /\(M)),a’), dont le cobord est

la 4-forme fermée T donnée par

7(Xo, X1, Xo, X3) = é > eatrR(Xe,, Xa, )R(Xa,, Xa,).-
a

(i) le symbole de Tr est donné par

o1 (§0,€1,62)(Xo, X1, X3) = tr(Xo ® £0.X1 ® £1. X2 ® &).

(iii) la classe de cohomologie de Rham de T est indépendante de la connexion choisie.
(iv) le symbole total de la 3-cochaine T2 est donné par

aqe (§o,81,€2) = —A(&, &1)A(bo, E2)A(E1, &2).

(v) SiT est adaptée au feuilletage, alors p(Tr) et TE sont tangentiels.

c- Calcul de Hlloc,t’nc(N),H2 (N) et Hlsoc,t,nc(N)

loc,t,nc

Dans ce sous-paragraphe on se propose de calculer les 3 premiers groupes de coho-
mologie de Chevalley tangentiel de (N, P). La méthode utilisée pour calculer ces groupes
de cohomologie est celle utilisée par D. Arnal, P. Lecomte, M. De Wilde, S. Gutt et D.
Melotte pour calculer les espaces de cohomologie de Chevalley dans le cas symplectique
et dans le cas ot M est le dual d’'une algebre de Lie munie de la structure de variété de
Poisson déduite de la représentation coadjointe.

Par une récurence basée sur I’ordre lexicographique et I’ordre total on corrige succes-
sivement un cocycle en lui soustrayant un cobord ou un cocycle de type connu de facon
a diminuer son ordre. Aprés un nombre fini de corrections, on est ramené & un cocycle
d’ordre au plus 1.

Mais commencons par décrire rapidement les étapes de la démonstration d’une propo-
sition (énoncée et démontrée en [33].[24]) qui va fournir une description assez restrictive
du symbole principal d’un cocycle tangentiel et par suite elle va permettre de réduire le
nombre d’étapes de cette récurrence.

Plagons-nous dans un domaine d’une carte adaptée U. Pour tout z dans U, on appelle
V' le sous-espace de T*M engendré par les vecteurs (dxi(w))ie{l,...,Zn]' En tout point
r € U, A est non dégénéré et donc symplectique sur V', on note sp(V') I’algebre de Lie
symplectique correspondante.

Il est bon de remarquer qu’en tout point de U le symbole d’une cochaine tangentielle
est un polynéme en ¢; avec ¢; dans V. Les démonstrations des deux propositions suivantes
sont données en [24].

Proposition: II-4-6
Si p désigne opérateur de dualité associé a A, les endomorphismes pu(£) ® ¢ (EeV)
de V engendrent I'algébre sp(V).
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Proposition: II-4-7

Tout polynéme homogéne de degré 2 en £1...¢s (& € V) antisymétrique et & valeurs
dans un espace vectoriel E s’identifie 4 une application s—linéaire antisymétrique sur sp(V)
a valeurs dans E.

La représentation naturelle (V, p) du groupe linéaire général GL(V):
p(A) = & A(E)

s’etend & I’espace des polynémes sur V noté P(V), par 'homomorphisme de groupe de Lie
p défini par la relation

La représentation correspondante 7, de I’algebre de Lie gl(V) de GL(V) et par suite
de la sous-algebre sp(V), est définie par

P.(A)(P) = %ﬁ (exptA)P/ 0.

Dans le cas particulier ou A est I’application 1(€) ® £ on obtient

Pe((§) ®E)P(£y, ..., 6,) = Z A&, €)¢De, P&y, ..., &),

(voir II-5-3 pour la notation £D¢, P(¢q, ..., &)

Pour la cohomologie de Chevalley-Eilenberg associée & la représentation (P(V),ﬁ*)
de sp(V), une p—cochaine est une application p—linéaire antisymétrique de sp(V') dans
P(V). L’opérateur de cobord associé a cette cohomologie A est défini par

14
AC(Ao, s Ap) = Y (=1)'B.(A)C(Ao, -.orr1, ... Ap)
1=0

+ Y (D) TIC[Ai Al oty o], ),
i<y

ou [ ] désigne le commutateur des endomorphismes de V.

Maintenant considérons une p—cochaine de Chevalley tangentielle nulle sur les con-
stantes d’ordre lexicographique

(T‘o, ey Ty —1, 2, ...,2, 1 yorey 1)

2)

D’aprés la proposition I1-4-6 pour z € U y Eky s oenbp—1 € V fixés, le symbole lexicographique
0. peut étre vu comme étant ’évaluation en &) ®E& (ks <i< k2) d’une cochaine de
sp(V') a valeurs dans l'espace des polynémes en &, ..., €k, -1 qu’on note toujours par g..
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Un calcul direct nous prouve la proposition suivante

Propsotion: II-4-8 [24]
Si C est un cocycle tangentiel n-c non 1-différentiel d’ordre lexicographique:

(o, ey Ty =1,2, o0, 2, 1 yoee-1),

2)

alors on a
Tac = +AGc.

~L’algeébre sp(V), est simple et on a d’apres [9],
KerA = P, ® Cipy @ imA,

ou P;, est l'espace des polynémes invariants par l'action du groupe Sp(V) et C;,, l'espace
des cochaines scalaires invariantes sur sp(V).

D’autre part d’apres [30], un élément de P;, ou de C;, évalué en des A; de la forme
p(&:) ® & est un polynéme en A&, E5).

Notons P ’ensemble des polynoémes en A(&;,€;) de degré > 2 en chaque ¢;, C ’ensemb-
le des polynémes en A(¢;, ¢ j) de degré 2 en chaque &; et Q I’ensemble des fonctions en
et £, C™ en z et polynomiales en ¢; et de degré <1 en chaque ¢;.

Notons P ® C'® @ I'enveloppe linéaire des polynémes

(€0a ----,fp—l) — a(fs(o), 756(1)) b(ﬁe(i+1)a 766(])) c(ﬁe(j-{-l)a --wfe(p—l))

oua€P,b€CetceQ et e est une permutation de {0,...,p—1}.
On a alors, comme dans le cas symplectique la proposition suivante

Proposition I1-4-9 [24][33]
Soit C' un cocycle de Chevalley tangentiel n — ¢ alors C peut s’écrire sous la forme

C=C"+0F,

ou E' est une cochaine tangentielle n — ¢ et C' un cocyle tangentiel n — ¢ d’ordre au plus
égal & celui de C, dont le symbole total appartient a P® C ® Q.

Démonstration

SiTc est de degré au plus 1 en chaque ¢; il n’y a rien & démontrer.
Si C est d’ordre

(To, ey Thy =1,2,.,2, 1 ..., 1) (Thy -1 > 2),
(k2)

on a vu que pour z € U, {4, ,....,&—1 € V fixés G¢ peut étre vu comme étant Pévaluation
en (&) ® &i(k1 <4 < k3) d’une cochaine de sp(V') & valeurs dans l’espace des polynémes
en £o,...., &k, —1. Mais puisque C est un cocycle et d’apres la proposition (I1-4-7 ), cette
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cochaine est un élément de kerA. Donc pour z,€k, 5 ..., €p—1 fixés il existe un élément P
de P;, ® C;, et une cochaine E de sp(V) tels que:

30(60, ) §P—l) = (P + AE)(/'L(&Cl ) ® €kl ERRERD :u(ékz —1) ® €k2 —1)'

Maintenant il suffit de corriger C par le cobord d’une cochaine tangentielle dont le symbole
est égal a ’évaluation de la cochaine E en p(&i) ® & (Pour les &; convenables k; < i < ka).

Sachant la forme des éléments de P;, ® C;, et en faisant varier €k y-ery Ep—1 on déduit
le résultat par récurence. Enfin remarquons que si 'ordre de C ne contient pas des 1 ou
des r; > 2 la démonstration reste la méme et s’il ne contient pas des 2, T¢ sera vu comme
une O-cochaine de sp(V).

Etablissons un lemme classique:

Lemme II-4-1
Un p-cocycle tangentiel n — ¢ ne peut étre d’ordre lexicographique (ro, ...,m,—1) avec
Tp—1 > 3.

Démonstration
Remarquons que d’aprés la proposition I-3-1 et puisque A est bilinéaire, le symbole
total d’ordre ry + ... + rp—1 + 2 de OC est donné par

050(60, - 6p) = Y (=LY A€, )06 (ornry & (-i,—)ﬁp J-)

i<y

Supposons que 7,1 > 3. En considérant les termes d’ordre (roy-y7p—1 — 1,3) dans (*) et
sachant que C est un cocycle on aura

d2
M&p-1,6) 5 5 (F(E0, 61y byt +16)) fuco = 0,

ce qui est absurde car ceci veut dire que ¢ = 0.

Notons par L, la sous-algébre de Lie des champs de vecteurs tangents aux feuilles X
vérifiant

LxA=0

et par L* celle des champs hamiltoniens et posons

Lt = L*@LS

Le lemme suivant est utile pour la description des 2-cocycles tangentiels n — c.
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Lemme: I1-4-2
Si le symbole total d’un cocycle tangentiel C est de Ia forme

fA(&) ’ 51 )3 ’

alors f est dans I.
Remarquons qu’il n’y a pas de différence entre symbole total et symbole lexicographi-
q q yap y g
que dans ce cas).

Démonstration
Pour ¢ € {1,...,2n} on note par [i] le 2n-uplet (0, ..., 1),0..) et on définit s par
(i

, [t4+n] st i<n
S[Z]:{[z'—n] st t>n

Xn désigne toujours la fonction caractéristique de {1,...,n}. Ainsi, avec ces notations, si
on se place dans le domaine d’une carte adaptée U ,on a

n

Ao, &) = Z(—l)xn(i)ﬂf([f]ff[i]-

=1

Il existe un opérateur différentiel sur U ,Dy d’ordre total au plus 5 tel que
pour tout ug, u; dans N et z dans U, on ait

C(uo,#1)/u(z) = ) Ca,p(z)D2t Dty + Dy(ie, a1 )(z)
fa]=13
loi- >

plus précisément Cy 5 est le produit de f par un entier, et si ap = 3[1] et fo = 3s[1] =
3[n + 1] alors:
Ca B = [

Pour tout wug, u;, us dans N et z dans U on a

0C (o, 1, tz)/u(x) =

S - . . .

-1 Xn(l)+lD[z] Ca D% Dﬂ_ Dot Ds[zl _

Ug, U1, U ;( ) z (IQZI;} B Ug u; + U(Uo,ul)> z U2
181=3

= D Capl(e)Dg (3 (~1)» O+ plig,plig,) Dl

lal=18I=3 i=1

~Dy() (~1x»OH pllg, Dslla; a,)(z) =0 (x)

=1

Soit k € {1, ...,2n}, en considérant les termes d’ordre (a0, Bo, s[k]) en ug,u1, us dans (%)
on aura,

DHCLs =DHf=0 vzeU.
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et par suite f € I.

Théoréme: II-4-2 [22]

Soit I' une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage de (M, A) alors:
(i) Tout 1- cocycle différentiel est 1- différentiel.

(ii) Tout 2- cocycle C tangentiel et différentiel n — ¢ s’ecrit sous la forme:

C = aS3 + C, + 9B,

oua € I, Cy est un 2-cocycle 1-différentiel tangentiel n-c et B € Agiff,t,nc(N).
Démonstration
(1) Soit C un 1-cocycle différentiel quelconque, on a alors,

oac(£0,€1) = —A(&o, &) (oc(bo + &) — oc(&o) — oc(é1)) = 0.

Remarquons que puisqu’on n’a pas supposé C tangentiel, £, et £; sont des éléments quel-
conques de Ty M.

Mais puisque le polynéme A(£q, &) n’est pas identiquement nul, on a

oc(bo + &) =0c(b) + oc(€1) V€,& € Tr M.

Ceci n’est possible que si o¢ est un polynéme de degré 1 en chacunes de ses variables.

(ii) Soit C un cocycle différentiel tangentiel d’ordre (rg,7;). Vu l’antisymétrie de C,
on a toujours ry > r;.

D’apres la proposition 11-4-8, quitte & corriger C' par un cobord, on peut supposer que
son symbole total est dans P @ C' ® Q. En particulier son symbole lexicographique sera
dans P @ C' ® Q. Mais comme tout élément de P ou de C est un polynéme a au moins
2 arguments, G¢ est soit un élément de P soit un élément de Q. Dans ce dernier cas le
cocycle est 1-différentiel. D’autre part d’apres le lemme I1-4-1, r, < 3.

-Siry =3, alors rg = 3 et 3¢ est de la forme:

Gc(o, &1) = aA(éo,61)°,
avec a € N. Mais d’apreés le lemme 11-4-2, a € I et pa suite T coincide avec le symbole

du cocycle tangentiel n-c aSE. Donc C — aS3 sera un cocycle d’ordre total < 6.
- Si r; = 2, alors les seuls éléments possibles de € sont de la forme

bA(&,61)?,

qui ne peuvent pas étre le symbole d’'une cochaine antisymétrique puisqu’ils sont
symétriques en &, £;.

Le lemme suivant est utile pour la description des 3- cocycle tangentiels n — c.
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et par suite f € I.

Théoréme: II-4-2 [22]

Soit T une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage de (M, A) alors:
(i) Tout 1- cocycle différentiel est 1- différentiel.

(ii) Tout 2- cocycle C tangentiel et différentiel n —c s’ecrit sous la forme:

C =aSd + C1 + 0B,
otta € I, C; est un 2-cocycle 1-différentiel tangentiel n-c et B € A ncV):

Démonstration
(i) Soit €' un 1-cocycle différentiel quelconque, on a alors,

sac(€o, £1) = —A(€o, &1) (oc(Eo + €1) — oc(&o) — oc(br)) = 0.

Remarquons que puisqu’on n’a pas supposé C tangentiel, §o et £ sont des éléments quel-
conques de Ty M.

Mais puisque le polynéme A(&o,&1) n'est pas identiquement nul, on a

UC(&O + 51) = UC(&O) + 00(51) V£0,§1 € T:M

Ceci n’est possible que si o¢ est un polynome de degré 1 en chacunes de ses variables.
(ii) Soit C un cocycle différentiel tangentiel d’ordre (ro,71)- Vu Pantisymétrie de C,
on a toujours ro = 1.

D’aprés la proposition 11-4-8, quitte & corriger C' par un cobord, on peut supposer que
son symbole total est dans P ® C ® Q. En particulier son symbole lexicographique sera
dans P ® C ® Q. Mais comme tout &lément de P ou de C est un polynome 4 au moins
2 arguments, G¢ est soit un &lément de P soit un élément de Q). Dans ce dernier cas le
cocycle est 1-différentiel. D’autre part d’apres le lemme 11-4-1, ry < 3.

-Sir, =3, alors rg =3 et T¢ est de la forme:

5c(bo,61) = ah(£o,&1)°,
avec a € N. Mais d’apres le lemme 11-4-2, a € I et pa suite G¢ coincide avec le symbole

du cocycle tangentiel n-c aS3. Donc C — aS} sera un cocycle d’ordre total < 6.
- Sir, = 2, alors les seuls éléments possibles de C' sont de la forme

bA(€0 ) 61)27

qui ne peuvent pas étre le symbole d’une cochaine antisymétrique puisqu’ils sont
symétriques en o, 1.

Le lemme suivant est utile pour la description des 3- cocycle tangentiels n —c.
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Lemme: II-4-3
(i) Si le symbole d’un 3-cocycle tangentiel n — c est de la forme

Tc(€o,61,62) = Ao, &) <X, 6> XE€ H,(M),

alors X est dans L;.
(ii) Si le symbole d’un 3 cocycle tangentiel n — c est de la forme

Gc(bo,b1,62) = AA(o, £1)A(éo, E2)A (61, E2),
alors \ est dans I.

Démonstration
Afin de simplifier les calculs, faisons la remarque suivante : si on se place dans le
socie & chaque cochaine C tangentielle n — ¢ un

domaine d’une carte adaptée et si on as
polynéme Pc obtenu 4 partir de l'expression locale de C en remplacant Dgu; par X,

alors un calcul direct nous prouve que le polyndme associé a 5C s’obtient par la formule

Poc(Eoy e €p) = (=1 A&, &) [Po(nn i (Jri)gj, ey eees)

1<J

+ 3 (-1 < ig)A, AP ( ooy yee) > -

1=0
ott dP¢ est le polynéme obtenu en dérivant les coefficients de Pc.
Dans le cas p = 3, cette formule s’écrit

Pocibo. 6.2, E2) = Ao &1 + 2 + &) Pel6a,62,69)

“A(E1, 60 + €2+ E3)Pel(bo, &2,63) + A& €o + &1+ &)
Pc(o,€1,63) — A, o + &1 F €2)Pc(8o, 1, €2)
— A€o, &1)Pc(bo +&1,62,€8) + A€o, €2)Pe(o +62,61,63)
— A€o, €3)Po(&o + &3, 61, €2) + Al £)Pc(o, &1 + €2,€3)
—A(€1,63)Pc(bo, 61+ €3,€2) — A(E2,€3)Pe(bo, 61,62 + €3)
+ < i(&0)A, dPc(61,€2,63) > — < i(¢1)A, dPc(o,€2,€3) >
+ < i(&)A, dPo(bo,61,88) > — < i(&3)A, dPc(bo, 61,62) > (*)

(i) Notons par D, les éléments d’ordre (3,2,1) et par D, les éléments d’ordre (4,1,1)
de Pc.
En considérant les termes d’ordre (3,3,1,1,) de (*) on déduit que

_A(§2’ €O)D1(€17 603 63) + A(£2,§1)D1(€0,§1, 63)
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+A(&3,&)D1(é1,€0,62) — A(€3,61)D1(6o,&1,63)

2
2 A6, )5 Do 161, 0,68) im0 — MG, )D1 (61,601 61)

+A(o,&3)D1(1, €0, €2) + A(€1,€2) D1(o, 61, E3)
—A(&1,&)Dy(bo, &1, 6)+ < i(€2)A,d < X, & > Mo, &1)° >
— <i(&)Ad < X, 6 > A€o, &) >=0.
Soit ,
—%A(ﬁo,&)gﬁl}ﬂ{o + &1, &2, €3) [1=0 + A(&0, &)
(< i(é2)A,d < X, 63 >> = < i(€3),d < X,& >) =0.

Mais en considérant les termes d’ordre (4,2,1,1) de (*) on aura :
A€, 60) D6, €1,60) + AlE2, ) Da(Co, 1, 65)
- A€, D1 (60, 0,62) = A6, €0) Dl s, &)
A0, 6)2 Do + 161,62, i

+A(éo, £2)D1 (o, &1, €3) — A(éo, £3) D10, &1, €2)

A(€1,82)Da (&0, 61,€3) — A(61,€3) D2(&o,61,62) = 0.
Soit .
Ao, €1)5; D2(8o, 161,62, 83)/1=0 = 0.
D’ou

)

D2 = (.
Et par suite on a
<i(&)A,d < X, 6 >> — <i(&)Ad < X, & >>=0,

et donc
X e L.

En effet, d’apres la formule énoncée au début de la démonstration du lemme, X est dans
L, si et seulement si

—Ap, 1) (< X, o+ & >— < X, 6 > —< X, 6 >)

+ < ()N, d < X, & >> — <i(&)A,d < X, >>
=< i(é)A,d < X, & >> — <i(&1)A, d < X, & >>=0.

(ii) Notons par Dj les termes d’ordre (2,2,1) de Pc. En considérant les termes d’ordre
(2,2,2,1) dans (*) on aura

—A(£3,80)D3(€1, €2, €0) + A(€s, 1) D3(éo, €2, &)
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A€ E2) D60, E1,E2) — Ao, £2) 55 DalEo + €1, €2, E5) o
+A(Eo,§2)%D3(fo + t€2,61,&3) /t=0 — A(&o,€3)D3(€1,62,80)

+A(§1»§2)%D3(€0,§1 + t€2,&3) j1=0

+A(&1,63)D3 (o, €2,61) — A(é2, €3)D3(éo,&1,62)

< i(e)A, (Ao, D) Ao, E2)A(r, &) >=0.
Soit _
—A(&s, dNA(Eo, E)A (€0, E2)A (&1, 62) — Al&o, &1)

d

(—ﬁDs(éo +t€1,€2,63) j1=0 + A(Eo,ﬁz)%l):s(fo + t€2,€1,63) /1=0

+A(£1’€2)%D3(£0,£1 + t£2,€3)/t=0 = 0.

Maintenant, pour 3 fixé on peut voir D; comme une cochaine de sp(V) et 'équation
devient

—A(€3? d)\)A(&o, gl)A(éoa &2)‘/\(61 ’ 62) + VD3 (£0a él ) £2a 63) =0

Mais comme Cj, est en somme directe avec tmV on aura
A(&s3,dX) =0,

et donc
Ael

Théoréme: 11-4-3

Supposons que rg A =2n > 2.

Soit T une connexion linéaire sans torsion adaptée au feuilletage. Alors,
tout 3-cocycle différentiel n — c et tangentiel C s’écrit sous la forme:

C=S%/\Lx+>\(TF2—C;)+Cl + 0B,

ot X € Ly, € I, C} est une 3-cochaine 1-différentielle tangentielle n-c, Cy est un 3- cocycle
1-différentiel tangentiel n-c et B est une 2- cochaine différentielle tangentielle n-c.

Plus précisément pour que ATZ (X # 0) apparaisse dans la décomposition d’au moins
un 3-cocycle différentiel tangentiel n-c il faut et il suffit qu’il existe un A dans I tel que
Ap*(r) soit un cobord.

Remarque: II-4-1

Si pu*(7) est un cobord alors pour tout A dans I, Ap*(7) est un cobord. Mais il se peut
qu’il existe un A dans I tel que Ap™(7) soit un cobord sans que p*(7) soit un cobord. En
effet, il suffit de considérer les deux exemples suivant
(i) Soit M; une variété symplectique telle que p*(71) est un cobord et M3 une autre telle que
(*(m2) n’est pas un cobord. Pour la variété de Poisson M =)0, 1[x(M; U My), pu*(7) n’est
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pas un cobord bien que, si on consdére la fonction invariante A qui vaut 1 sur 10, 1[x M,
et 0 sur ]0,1[xM,, alors Ap*(7) est un cobord.

(ii) Soit M’ une variété symplectique connexe telle que p*(7") n’est pas un cobord, et soit
U un ouvert contractile de M. Considérons la variété de Poisson

M = (M' xIR\(M'\U)x] - 0,0].

Pour M, p*(7) n’est pas un cobord bien que, si A désigne la fonction invariante qui vaut
1 sur Ux] — 00,0] et 0 sur M'x]0, oo alors Ap*(T) est un cobord.

Démonstration du Théoréme I1-4-2

Rappelons qu’on effectue une récurence basée sur ordre total et 1’ordre
lexicographique et que d’apres la proposition 1I-4-8, on peut supposer que G est dans
P ® C ® Q. D’autre part rappelons la formule

oac(bo,€1,62,63) = A€o, &1 + &2 + £3)oc(€1,62,63)

—A(&1,&0 + & + E3)oc(bo, 2, 83) + A€z, 60 + &1 +&3)
oc(bo,&1,€3) — A&, 6o+ & + &2)oc(€o,61,62)
—Abo, E1)oc(Eo + €1,62,88) + Ao, E2)o0(bo + €2, 61, £3)
—A(&o, &3)oc(bo + €3, 81, 62) + A&y, E2)oc(bo, &1 + £2,63)

A E)oc(Eons + & 62) — Alla E)oc(En b2+ 60) ().

Supposons que C est d’ordre (ro,71, ry). Par le lemme 6-1 on peut supposer que s < 3.

a) si r, = 3 alors {3 est I'un des arguments d’un polynome élément de P. Puisque les
&léments de P sont des polynémes en A(é;,&;) avec ¢ < J, ceci n’est possible que si o¢ est
dans P. Vu que G¢ est homogene en €o,€1 et €2 et que rg = Ty 2 T2, les seuls éléments
possibles sont des multiples par des fonctions de '

a(o,€1,62) = Ao, &1 A6, 62)> (P 2 3),

ou de
B(&o,61,&2) = A€o, &1 A(bo, E2)* A (6, &) (P2 2).
(i) Gc = A.a.
Notons par D le terme d’ordre (p+3,p — 1, 4) de o¢. Ce terme peut étre non nul car

pour des raisons de symétrie en ¢1,&, p > 3. D’autre part, d’apres la proposition 11-4-8
D est dans P.

En cherchant les termes d’ordre (p + 3,p — 1,3,3) dans (I) on aura

1A d? _ y 1A
5 (51,52);%—200(50,51 +162,83) /1=0 — 3 (&,83)

d? d?
Tl s + 0, 60) im0 = 5AE0. ) gz

+2
D(£o,&1,¢2 +t§3)/t=o =0 | (3 * )
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Puisque rg A = 2n > 2, on peut choisir €o, &1, €2, &5 linéairement indépendants. Le
premier terme de (***) vaut

PR Ly A(6r, 8)M 60,607 A0, €2 Mo o)

et cest le seul mondme de ce type dans (***). Puisque p > 3, on déduit que
A=0,

et par suite:
oc=0.

(ii) Sig¢ = 2.6
Notons par D; les termes d’ordre (p +1,p + 2, 3) et par D les termes d’ordre
(p+1,p+ 1,4) dans o¢. On a donc:

Di(éo,61,82) = —vc(&1,80,62) = — (&1, €0)P A1, &2)PA (Lo, &)

Cherchons les termes d’ordre (p + 1,p +1,3,3) dans (3
Si p > 2 ces termes sont

1/\ d? _ : 1A
5 (Eo,fz)E;UC(Eo +1€2,61,83) /=0 = 5 (0,&3)

d? _ 1
—Gc(€o +1€3,61,62) /1=0 T 51\(51,52)

dt?
d2 1
D160, 6 + 162, €8) im0 — 5 A6, 60)
d2 1
WD1(§0,§1 + tﬁsfz)h:o - EA(E% {3)
d2
—5 Da(60, 1, €2 + 8€a) o % %)

Si p = 2 il faut ajouter

1 d*
—=A(€o,€1)5750c(6o + t€1,€2,€3)/t=0.
2 dt
Cherchons le coefficient du monome

A€o, €1)P "2 A€o, €2) A0, €3) A, €2) 2 A(EL, Ea)-

En prenant &o,£1,€2,&3 linéairement indépendants, dans les deux cas ce monome
n’apparait qu’en développant le premier teme de (****) avec un coeflicient égal a -;-/\p(p— 1)
et le 4°™¢ terme avec un coefficient égal & —1(—A)(—1)?~?p(p — 1) On aura donc

A&;—l)@ +(-1)7) =0.
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Si A % 0 alors p est impair et par suite A(o,&1)PT? est antisymétrique. Il peut étre
donc le symbole d’une 2-cochaine tangentielle, plus précisément si B est une 2-cochaine
tangentielle n-c de symbole

2\
(P+2)(p+1)
alors le symbole lexicographique de 9B est ¢.

b) Commencons par traiter le cas rz = 1 avant celui rp = 2.
Si ro = 1, alors C est ou bien 1-différentiel ou bien ¢ est de la forme:

A(EO’ 61 )p+2’

Folbo,1,62) = Ao, 61 < X, 62> (p22),

ou X est un élément de H,(M).
Pour des raisons de symétrie en & et &, p est impair. D’autre part si on suppose que
ry >3 (p > 3), alors en considérant les termes d’ordre (p,p1,3,1) dans (), on aura

1./\ @ - t =0
5 (51,52)WUC(§0,€1+ €2,€3) /=0 = 0.

1l en résulte donc que p = 3. Mais, d’apres le lemme 11-4-3, X est dans L;. Dans ce cas
o coincide avec le symbole du cocycle tangentiel n-c S2 A Lx.

c) rg =2
Dans ce cas il n’est pas difficile de voir que o¢ ne peut étre que de la forme
Fe (o, €1,62) = M (&, €)M (€0, E2)A (61, €2)
= Aoge (€o,€1,&2)-

Mais, pour que le symbole de AT coincide avec celui d’un 3-cocycle tangentiel il faut
et il suffit qu’il existe une 3-cochaine tangentielle C] d’ordre < (2,2, 2) telle que

AT - C}) =0,

soit

A" (Tr) = 9C,
ou encore et d’apres la proposition II-4-1,
Ap*(9'Tr) = Ap*(7) = aCy.

Mais, cette égalité implique que C] est 1-differentielle car 7 est une 4-forme.

Maintenant, si au lieu de considérer les cochaines différentielles tangentielles, on con-
sidére les cochaines locales tangentielles, localement les résultats seront identiques et un
simple raisonnement de globalisation comme celui de [24] prouve la proposition suivante

Proposition: 11-4-10
Pour k < 3:
Hlkoc,t,nc(Nv a) = Hcliciff,t,nc_(N’ a)
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Dans la suite on note T'(M) Pespace des tenseurs contravariants antisymétriques sur
M et par Ty(M) le sous-espace des éléments tangentiels de T(M).

D’aprés les théoremes 11-4-2 et 1I-4-3 et les propositions 1I-4-1 et 1I-4 et vu la définition
de 8", on a la proposition suivante :

Proposition II-4-11

leoc,t,nc(N’ 6) =p* (leoc,t,nt ((Al(M), N)) 6”) n Tt(M))
22 oneMN,0) = (9% (Z e (MMM, ), 8") N TUM)) + Bl nel N, 9) &1 5

B e N,0) = (% (Zhe e (N (), V), ) N TU(M)) + Bl pne(NV: 9))®SE A Ls.

5- Le terme M; d’un produit star tangentiel.
Soit T’ une connexion de Poisson.

Proposition: II-5-1
Tout produit-star tangentiel d’ordre 3 est de la forme

1 1
m+ vP + V2(§P12 +6B) + u3(§sﬁ +8B + p*(T))

ot B est dans ML _, . .(N) = A}, ; ,o(N) et T est un 9-tenseur contravariant tangentiel
sur M.

Ce produit-star est prolongeable a Dordre 4 si et seulement si T est un cocycle (pour

all).

Démonstration
Rappelons que le terme M d’un produit-star tangentiel est de la forme %Plg + 6B ou
B est dans M}, t,nc(N).

Le terme M, d’un produit-star tangentiel doit étre tel que
PAM,; + mAM;3 = 0.

D’une part un calcul direct prouve que

1
-?EmAS% + %PAP@ = 0.

Et d’autre part on a
mAOB + PA6B = —(mA[P, B] + PA(mAB)) =0
Il en résulte donc que

mA(%Sfi 1+ 0B)+ PAM; =0
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et par suite

1

Donc, M3 — %S% + OB est un cocycle de Hochschild tangentiel, il est donc de la
forme p*(T). T est un tenseur contravariant tangentiel. On a vu que ce produit-star est
prolongeable & l’ordre 4 si et seulement si M; est un cocycle de Chevalley et donc, si et
seulement si T est un cocycle.

6- Relations entre produit-star tangentiel et déformation formelle tangen-
tielle de (N, P) ‘

Soit -
M= S5
k=0

un produit-star tangentiel alors,
oo
P, = Z v* Makt1
k=0

est une déformation formelle tangentielle de (N, P). En effet, puisque pour tout k dansIN
la composante d’ordre (2k +2) de M,AM, est nulle on a

S (MaiaAMajn) + ) (MzilMazj) =0.
it+j=k it j=k+1
Mais, puisque pour tout ¢, Ma; est symétrique, alors

a(MgiAng) = 0. .

P, peut s’écrire aussi sous la forme

P,, = OL(M,\)/,,=)\2.

1

A

On dira que P, dérive de M,.
Proposition: 1I-6-1

Une déformatioon formelle ne peut dériver qu’au plus d’un produit-star tangentiel
faible, i.e. I’application

1
M,, — XO{(M)‘)/,,__:)‘Z

est injective.

Démonstration
Soit P, une déformation formelle tangentielle de (N, P). Supposons que P, dérive de
deux produits-star tangentiels faibles M, et M, )
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Posons

A, =M — M,

alors, on a
oo
A,, = E I/2kAk.
k=1

Il s’agit de démontrer que: 4, = 0.
On a la relation suivante:

2MLAA, + A DAy = MUAM, ~ M,AM, =0 ().

Supposons que 4, # 0. Soit Ay le premier terme non nul de A4,.
La relation (*) écrite & V’ordre 2k + 1 devient

PAA; = 0.
Donc, d’apres la proposition 1-4-2, il existe a; dans I tel que
Ag = apm.
D’autre part en considérant les termes d’ordre 2k + 3 de (*) on aura
PAAp 4+ apy M3Am = 0.

Mais, :
(M,,AM,,);; = 2(mAM3 + PAMQ) =0.

Donc,
PA(Ak_H - akMQ) =0.

Et par suite, et toujours d’apreés la proposition I-4-2 il existe ax+1 dans I tel que
Apt1 = ar My + ag1m.
Maintenant ’équation (*) écrite & l'ordre 2k + 2 devient:
2armAM, = 0.

Or,
mAM; = —PAP # 0,

donc,

ar = 0.

Ce qui est absurde car on a supposé que Ax # 0. D’ou le résultat.
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Proposition: 1I-6-2
Une déformation formelle tangentielle

de (N, P) dérive d’un produit-star tangentiel faible si et seulement si on a
1
]

ou I' est une conexion de Poisson, T est dans Zfoc’t,nt((/\l(M),N),B”) NTy (M) et E est
dans A (N).

L SE + p*(T) + 9E,

0
loc,t,nc

Démonstration
On reprend la méthode de [15].
Les remarques suivantes sont utiles pour la démonstration:

Pour tout A et B dans M*(N).

(i) AAB(u,v,w) est symétrique en u,w si I'une des deux applications A et B est
symétrique et I’autre est antisymétrique.

(i) AAB(u,v,w) est antisymétrique en u, w si les applications A et B sont toutes les
deux symétriques ou antisymétriques.

Soit L, une déformation formelle de P de premier terme L; = 3175% + p*(T) + OF.
Nous savons déja que m+ v P +v?(3 PZ+6E)+v°L; est un produit-star tangentiel d’ordre
3.

Supposons que pour un certain k£ > 2 on a pu construire un produit-star faible tangentiel

d’ordre 2k, M, = Z?ﬁo v*M; tel que
M2i+1 = Li Vl < k

Considérons:
Agerr = (M,AM, ) = Y, MAM;.
i+j=2k+1,i,j57#0

Ajgy1 est un cocycle de la cohomologie de Hochschild tangentielle tel que
a(Azk+1) = 0.
Il est donc un cobord et par suite, il existe Cyr4+1 dans M,loc,t(N) tel que:
A1 = 26Cop4 1.

Mais d’aprés (i), on peut choisir Cyx1; antisymétrique et par suite M, = M, + v 10
sera un produit-star faible tangentiel d’ordre 2k + 1. 1l existe donc R dans Ty(M) tel que

a((MyAM, )2k42) = p*(R).
Or,

k ko
a((MyAM))2k42) = [Y_ v**'Li, Y v?**' L] — 20Cok41.
=0 =0
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Puisque on a

[LV’ Lll] = 0’

alors,

a((M,AM)2k42) = 20(Li — Cak+1)-
Donc R est un cobord. Il existe donc T" dans Ty(M) tel que
R =29"(T".

Cak+1 — Lk — p*(T") est un cocycle de la cohomologie de Chevalley tangentielle. Sachant
la forme de M3, on peut écrire la formule suivante:

Cors1 = Ly + aMsz + p*(T) + OF.

owa€l, TeT(M)et Ec A, ,(N)
On vérifie bien que

M, +v*"%2am + 1/2k(aM2 +6F) + AL,
est un produit-star faible tangentiel d’ordre 2k 4 1 tel que
Myip1=L; Vi<k.

Maintenant supposons que pour un certain k£ > 1 on a pu construire un produit-star faible
2k+1
tangentiel M, = Z v' M; tel que:

=0
M1 =L; Vi<k.

Alors, _
a((M,AM,)2k+2) = ([Lv, L))k = 0,

et par suite il existe Magyo dans M|, (N) tel que

(M,AM,)or42 = Z M;AM; = 20 Moy 4o.
i+j=2k+2,:,55£0

D’aprés (ii) on peut choisir Msi42 symétrique et par suite M, + v2E+2 Moo sera un
produit-star faible tangentiel d’ordre 2k + 2 tel que

My, = L; Vi<k.

7- Produit-star de Moyal

Supposons que la variété de Poisson réguliere (M, A) est plate alors il existe un produit-
star tangentiel sur M appelé produit-star de Moyal. En effet, si I' est une connexion de
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Poisson plate sur M et V sa dérivation covariante, alors on peut munir M d’une carte
adaptées globale (M, z',...,z™) telle que

Vilu) = 5:::’

Définissons les opérateurs différentiels P(*) sur M par

o N ou 0O ov
(k) — 1, 2k,
P (u,v) = E AT AR B2t Bt Bah Dl

LIUTEEPLY BV ) RPN J 3

Alors on a la proposition suivante

Proposition: II-7-1 (Produit-star de Moyal) [32]
L’application formelle
ZV_ P&,
M, k!
k=0

définie sur la variété de Poisson réguliére plate (M,A) un produit-star tangentiel appelé
produit-star de Moyal.

Démonstration
I1 suffit de remarquer que
pk+1) — p p(k)

ol . désigne le produit habituel des opérateurs différentiels sur M.
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III- UNE PREMIERE DEMONSTRATION DE L’EXISTENCE DE
PRODUITS-STAR TANGENTIELS SUR UNE VARIETE DE POISSON
REGULIERE

Soit (M, A) une variété de Poisson réguliére. On conserve les notations de II.

1- L’application ©}F

Considérons
T Aloc,nc(N) - AloC(Al(M)') N)

un inverse a droite de p* sur Ay(A'(M),N).
Soit (U, ) ¢ = (z1,...,2™) une carte adaptée contractile de M. Soit Fy la 2-forme
définie sur U par

Fy = Z dz' A dz'tm.
i=1

Fy étant fermée et U contractile, il existe donc une 1-forme sur U, wy telle que
Fy =dwy  sur U.
Remarquons que wy est caractérisée par la relation
P/y = 0p(wu).
On définit 'application
OF ¢ Aioe,nc(N) X Atoc,ne(N) = Atoc,ne(N),

par

VYA € Alpenc(N), VB € AL ., (N),

loc,nc

©1(4, B)/v = p*i(wv)r([4, B]) — (-1)’[p"i(wv)7(A), B] = [4, p"i(wu)T(B)}.

Cette définition a un sens car elle ne dépend pas du choix de wy. En effet si U et U’ sont
deux domaines de deux cartes adaptées contractiles alors sur U N U’ on a

dp(wu) = dp(wu),

et par suite si z¢ est un élément de U N U’ il existe un voisinage de z¢, U" domaine d’une
carte adaptée et un élément v de N tels que

wy —wyr =dv sur U,
et donc on aura
(Ox(4, B)/u — Ox(A, B)/v)/ur = i(v)[4, B] — (—1)’[i(v)A, B] — [4,i(v)B] = 0
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d’aprés 'identité de Jacobi sur l'algebre de Lie (A(N),[,]).
La proposition suivante est simple a démontrer.

Proposition: III-1-1
Soient A € Af,, ,.(N),B¢€ A} no(N) et C € Af,, , (N) alors on a
(i) ©3(4, B) € ALY H(N),

loc,nc
(i) ©3(4, B) = (=1)***101(B, 4),
(iii) Sap,e(=1)*(O}([4, B], C) — [4,0}(B,C)]) =0,

ot Sy 4, désigne la somme cyclique sur toutes les permutations cycliques de {a,b,c}.
On construit a partir de O}, I'opérateur
DT : Aloc,nc(N) - Aloc,nc(N)

A— OF(A,P).

La proposition suivante est utile pour établir quelques propriétés de DT.

Proposition: I1I-1-2

Soit (U, ) ¢ = (2%, ...,a™) une carte adaptée de M et soit w une 1-forme définie sur
U telle que dw = Fy . Alors on a
(i)Vu e N

[p(w)vHu] = Hp(w)(u) "'Hug
(i) Si T € BAAT(AY(M),N) et T = p(C),

Loy p"(T) = p"(p(LpC)) = rp™(T),

(iii) Vu,v € N,
Lyw)yFu(Hu,Hy) = —Fy(Hy, Hy) = —A(du, dv),

(iv)
Lp(w) 0d=0o0 Lp(w) - 0.

Démonstration
(1) Pour tout X tangent aux feuilles on a

Fu(Hpupuyy X) = —d(p(w)())(X) = =Ly du(X)

= Ly(w)i(Hu)Fu(X) = Fy([p(w), Hul, X) + L) Fu(Hu, X).

Or,
Ly Fu = di(p(w))Fu = Fu.

Puisque tous les champs de vecteur apparus dans les égalités précédentes sont tangents
aux feuilles on en déduit directement le résultat.

63



(i1) Conséquence directe de (i).
(iii) Il suffit de remarquer que

LywP = —P.

Proposition: ITI-1-3
Soit T un inverse a droite de p* tel que

T(Aloc,t,nc(N)) = /\Ioc,t,nt(/\(M), N),

et soient (U,p) ¢ = (z',...,2™) une carte adaptée de M et w une 1-forme définie sur U
telle que dw = Fy. Alors, on a
VA € A} (N),

loc,t,nc

DT(A) = —(a+ 1)A + p*i(w)(d"r — TO)A.

Démonstration

Pour tout A € A (N),ona

;loc,t,nc
D7(A) = p*i(w)7([4, P)) + [p"i(w)T(A), P] = [4, p"i(w)T(P)].

Puisque

p*i(w)T(P) = Lp(w)a

et par suite,
D™(A) = (L) — Op™i(w)T — p*i(w)T0)A
= (@)@ — TO)A+ (L) — p0"i()7 = ") T (r(A))
Or si
T(4) = p(C),
(Lywy — p"0"t(w)T — p*i(w)d"' 1) p*(r(A))
= 0" 0 oLy (C) = Di(p(@))C — ip(@)FC) — (a+1)A = ~(a + DA,

Grace aux outils qu’on a introduit (B, p ,...), nous pouvons maintenant construire,
comme dans le cas symplectique [15], un 7 particulier afin de simplifier D".

Proposition: III-1-4
Il existe un inverse a droite de p*, T tel que

T(Aloc,t,nc(N)) = /\loc,t,nt(/\(M)7 N),
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et vérifiant:
(i) T o p* = 1d sur T(M) Pespace des tenseurs contravariants antisymétriques sur M,

(i) p*i(w)(8" 7T — 70) = 0 sur Z7 (N,d) pour p < 3 et sur Bioet,nc(N,0),

loc,t,nc

(iii) p*i(w)(0"T — 70) = —id sur IS} et sur S3 A Ls.

Démonstration
On reprend la méthode de [15].
Pour p =1 ou p > 3, on décompose Aﬁ’o';,lt ne( V) de la facon suivante
Al tene(N) = 0 (T(M) @ p"(9"B) & p°(F),
ou Ty(M) est Pespace des tenseurs tangentiels et E et F' sont tels que

p*(BL(M)) @ p*(9"E) = p*(Bl,c o mi((A' (M), N),0")),

BP(M) étant I'image de TP ' (M) par 8".
Considérons:

U : un inverse a droite de p* : E — p*(E),

o: un inverse a droite de 9 : p*(E) — 90(p*(E)),

T : un inverse & droite de p* : F' — p*(F).

Pour p = 2 ou p = 3 on remplace successivement p*(F) par IS§ & p*(F') ou (S§ A
Ls) ® p*(F").
Dans ces cas on choisit

T2(SI§‘) =< Aap(ér‘) >,

et on pose

72(a5131) = aTg(S%) Va € I,

et
TQ(SI?-’\/\L)() =< A,p(@p)> ALx VX e€S.

On définit donc 7 par
* linverse de p* : Ty (M) — p*(Ty(M)) sur p*(Ty(M)),
* 9" oW oo sur p*(0'"(E)),
* 19 sur p*(F).

Proposition: III-1-5

Si T est comme dans la proposition III-1-4, alors 'application D7 vérifit les propriétés
suivantes

(i) DT0o0=00D7 -0,

(ii) D™ 4+ k.id = 0 sur B,koc,t’nc(N, 0) pour tout k > 1,

(iii) D™ 4+ 1d = 0 sur Z,loc,t’nc(N, 0),

(iv) (DT 4 2.id)(D" + 3.¢d) = 0 sur Zfoc’t’nc(N, 0),

(v) (D7 + 3.4d)(D"™ + 4.¢d) = 0 sur Zfoc,t’nc(N, 0),

(vi) (D7 +id)? = 0 sur AL, .(N),

(vii) (DT + 2.4d)*(D™ + 3.id) = 0 sur A}oc,t’nc(N),

(D7 +2.4d)? =0 sur A}_j;¢1 4 ne(N),
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(viii) (D7 + 3.id)2(D" + 4.id) = 0 sur A%_, . (N),

loc,t,nc

(Dr + 3Zd)2 =0 sur A%—diff,t,nc(N)'

Démonstration
(i) D’aprés la proposition III-1-1 pour tout A dans Ajocne(/V) on a

Sachant que ©F (P, P) = D"(P) = —2P, cette relation devient
D" 0 3(A)— 00 D"(A)+ J(A) =0.

(ii) 11 suffit de remarquer que sur Bioc ¢, nc(N, ), p*i(w)(0"'7 —70) = 0 sur tout ouvert
U et pour toute 1-forme w sur U vérifiant dw = Fy.

(iii) D’aprés la proposition 11-4-11 on a

leoc,t,nc(N’ a) = p*((leoc,t,nt((Al(M)’ N)) a”) N Tt(M))

Mais si U et w sont comme dans (ii), alors p*i(w)(8"'7 — 70) = 0 sur p*((Z},. 4 n-9") N
T,(M)).

(iv) (v) Toujours d’aprés la proposition II-4-11 on a

Z?oc,t,nc(Na a) = p*((Z?oc,t,nt(/\l(M)a N)a a") N Ti(M)) + B%oc,t,nc(N,a) S ISl:?‘

Et

b

Z?oc,t,nc(N’a) = p*((Zlaoc,t,nt(/\l(M), N)7 a”) N Tt(M)) + B?oc,t,nc(Na a) ® (Sl:2 A LS)

Or,
D7+ 2.id = 0 sur p*(Z (A (M), N),0%) N T(M)),
D7 +3.id = 0 sur IS} et sur p*((Z},; (A (M), N),0") N Ty (M)),
D™ +4.4d =0 sur S A Lg.
(vi) (vil) (vili) D’apres (i) et (ii) sur A}, , ..(N) ona
Jo(D"+(p+1)id)= (D" +(p+2).4d) o0 =0,
et donc

(DT + (p + ]‘)'z.d)(A?oc,t,nc(N)) - ZP+1 (Na 6))

loc,t,nc

et par suite (vi), (vii) et (viii) seront des conséquences directes de (iii), (iv) et (v).
2- Existence de déformations formelles tangentielles de (N, P)

Définition: ITI-2-1
Une déformation formelle d’ordre k de P est dite la directrice d’une déformation
formelle de P, L, si et seulement si elle est égale a L, jusqu’a I'ordre k.
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Si V est un espace vectoriel on note par D, 'application:

D,:V, =YV,
(o ] [o o]
Zukuk = E kv*luy.
k=0 k=1

Proposition: ITI-2-1
L’équation

1
(vDy +id)Ly + 5O03(Ly, L) = 0 (%)

admet une solution unique L, telle que:

Lo=P, L = p*(T) +0E T¢ leoc,t,nt((Al(M)aN)’a”) N Tt(M)7 E € A(I)oc,t,nc(N)
et Lo = :2—1(.DT + Zd)@R(Ll,Ll) + ani, a€l

(1) Cette solution est une déformation formelle tangentielle de P.

(ii) Sia =0 et E =0, cette déformation est 1-différentielle.

(iii) Si Ly = 0 alors Vk > 1, Lag4y = 0. De plus L), = ZZ°=0 v¥ Loy est Iunique
solution de I’équation

(20D, +id)L, + 50K (L, L) = 0
L) = P, L} = aS%.

Démonstration

Nos résultats précédents permettent de suivre la méthode de [15]
a) L’équation () est vérifiée a ’ordre 0 et 1. En effet,

a l’ordre 0:

1 1
Ly + §@X(L0, Ly) =P+ §DT(P) =0,
a Vordre 1: ) )
2L, + §@X(L0,L1) + 59};([/1, Ly)
= (D" 4+ 2.4d)L; = (D" 4 2.4d)(p*(T)) + (D" + 2.id)(0F) = 0,
car

D™ 4+2.:4d =0,

sur Z2 ((NY(M),N),8")N Ty(M) et sur B

loc,t,nt

b) Le terme L, doit étre tel que

(N, 8).

2
loc,t,nc

, 1
(D™ + 3id)Ly + 5O (Ln, Ly) = 0.

Il est simple de voir que, puisque p*(T') est 1-différentiel, 07 (p*(T), p*(T))
est 1-différentiel. Or sur A]_,;+¢, (V) on a

(D™ +3.4d)(D" +id) + id = (D" + 2.id)* = 0.
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Et par suite
1 T % * T ; T e T ¥ *
5OR("(T),p"(T)) = =(D7 + 34d)(D" +id)5 OL(p*(T), p*(T)).
Désignons par A la quantité p*(T) ou OE. Il s’agit de montrer que
O7(A,0E) = —(D" 4 3.id)(D" + id)©} (A, OE).

En effet en écrivant cette relation pour p*(T) et OE, et en considérant la somme avec la
relation précédente on aura

: 1
(DT + 3’Ld)L2 + §®K(L1, Ll) = 0,

avec .
L2 = E(DT + Zd)@X(Ll,Ll)
Mais puisque pour tout a dans I, (D7 + 3.id)(aS%) = 0 la relation reste vraie si on ajoute
a Lz GS%
D’aprés la proposition III-1-1 on a

OL(4,0F) = 00} (E, A) + D'([E, A]) + [D"(A), E]) + [4, D™(E)].
Dans les deux cas on a D"(A) = —2A. Et par suite on aura

Or(4,0FE) = 90} (E, A) — (D7 + 3.4d)([A, E}) + (D" +id)(E), A)).
(D™ + id)(E) est un cocycle car D™ + id)(E) = (D7 + 2.d)(0E) = 0, il est donc 1-
différentiel. Par suite [(DT + ¢d)(E), A] est ou bien un cobord si A = dE ou bien un

cocycle 1-différentiel si A = p*(T). Dans les deux cas, (D7 + 2.id)([(D7 +id)(E), A]) =0
de méme (DT + 2.:d)(00% (A, E)) = 0 et donc on peut écrire la relation

00} (4, E) (D" +id)(E), A] = (D" + 3.id)(00 (A, E) — (D7 + ud)(E), 4]),
et par suite on aura la relation
O34 (A,0E) = (D7 + 3.4d)(00} (A, E) — [(D" +id)(E), A] — [4, E]).

Finalement on a

(DT 4 2.id)*(0O}1(4,0E)) = 0,

car (D7 +2.4d)?(D7 +3.id) = O sur A}, , ,.(N). En utilisant le fait que (D" +3.:d)(D" +
id) +id = (D™ 4 2.id)?, on déduit le résultat.

D’autre part, on vérifie bien que L, est le deuxiéme terme d’une déformation formelle
de P. En effet d’aprés la proposition III-1-1 on a

6@R(L1,L1) = —DT([Ll,Lll) + 2[DT(L1),L1] = —(DT + 4Zd)([L1,L1])
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Cette formule peut s’écrire sous la forme

(DT -+ 4ld)([L1,L1]) - 28[42 = 0,

car
—20L, = 0(D™ + 1)Or(Ly, L)) = (D" + 2.1d)(00%(L1,L1) = —003 (L1, Ly).
Mais on a
Ly, Ly] = [o*(T), p° (7)) + 8((26"(T) + OF, E.
Donc,

(D™ + 3.d)([L1,Ly]) = 0.

Et par suite, la relation devient
[L],Ll] - 26.[/2 = 0.

¢) L’équation (*) admet une solution unique si on se donne L, et Ls. En effet sup-
posons que L, = Z::ol V' L; est une solution d’ordre k —1 (k > 2) alors a l'ordre k

I’équation s’écrit

(D™ + (k + 1).4d)(Lx) + %( S OR(Li, L)) =0 ().
i+j=k 4,j#0

Mais puisque (D7 + 2.id)2(D7 + 3.id) = 0 sur A}, ; ,.(IV) alors pour tout p différent de
2 et 3 (D7 + p.id) est inversible sur A}, , ,.(IV) et par suite I'équation (**) admet une
solution unique dans A}oc,t’nc(N).

d) La solution est une déformation formelle de P.En effet supposons que c’est vrai
jusqu’a l'ordre k — 1 (k > 2).
On a

(vDy, + 2.4d)([Lv, Ly]) = 2[(vDy + id)(Lv), L] = —[©%(Lv, L), L]

= —05(Ly, L], L) (***)

car, on a

[0X(Ly, Lv), Lv] = O ([Lv, L], Lv) = 0.
Sachant que, pour i < k ([L,,L,]); =0, le terme d’ordre k de (* * *) est
(D™ + (k + 2).2d)(([Lyv, Lu])x) = 0,
puisque (D7 + (k + 2).id) est inversible sur A?oc’t’nc(N), on aura
([Lv, Lu])x = 0.
e) Sia=0et E =0, alors L, est dans Ai_diff,nc(N,,). Pour prouver cette assaertion
il suffit de remarquer que si A et B sont 1-différentiels alors [A, B] et O©7 (A, B) sont

1-différentiels.
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f) Si Ly = 0, alors Lag41 = 0 pour tout k dans IN. Supposons que cette assertion soit
vraie jusqu’a lordre k — 1 pour un certain k > 2. L’équation (*) écrite a l'ordre 2k +1
devient

: 1 . -
(D7 + (2k +2)id)(Loe) +5( D OK(L;, L) =0.
it j=2k41 1,570
Sachant que si la somme de deux entiers est impair alors un de ces entiers est impair on
déduit
(D™ + (2k + 2).2d)(L2k+1) = 0,

et par suite
Lok =0.

Maintenant il est clair que L!, = Zc,?:o v* Lo est solution de 1’équation
) 1
(2vD, +1d)L, + 3@R(L§,,L'p) =0,
L, =P, L} =aS}.

Définition: ITI-2-2
Une déformation (multi-parametrée) de P est une série formelle:

Z v L, u:(yl,..‘.,up),
QGINP

définissant une structure d’algébre de Lie sur I'espace N, des series formelles

Z Vaua, Ua € N

aeﬂ\IP

On pose

et on note par (e, ...,€,) la base canonique deIRP.

La démonstration de la proposition suivante se déduit facilement de celle de la propo-
sition précédente.

Prposition: III-2-2
L’équation
1
(vD, +:d)L, + §®R(L,,,L,,) =0
admet une solution unique L, telle que

Lo = P, L., = p*(Ty) + OF;
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(T: € Zlye g ni((N (M), N),8") N To(M), E: € Ay y o) et Leire; = (2= 6:5)(D7 +
id)O7 (Le;, Le;) + a:;Sp,  (aij € I).

(i) Cette solution est une déformation formelle tangentielle de P.

(i) Si pour tout 1,5 a;; =0 et E; = 0, cette déformation est 1-différentielle.

De méme I’équation

) 1
(2uD, +vD, +:d)L, , + 5@;(1:#’,,7%1”) =0,

admet une solution unique telle que

Lo,() = P, Le,-,O = a,-SI?i ((1,‘ € I)
LO,e,- = p*(T') + 8E1 (T1 € Z?oc,t,nt((/\l(M)’N)’a”) N Tt(M)’ E‘i € A?oc,t,nc(N)) et
LO,e,-+e_,- = :21(2 — 51‘]'(DT + id)@R(Lo’e;, LO,e,—) + a,'jS%, (a,-]- € I).

Proposition: III-2-3
Toute déformation formelle tangentielle d’ordre k > 0 de (N, P) s’étend a une
déformation formelle tangentielle de (N, P).

Démonstration
Soit L, = Y eq ¥'L; une déformation formelle tangentielle de (N, P) jusqu’a 'ordre

k.

L, étant un cocycle tangentiel, il est de la forme
L1 = p*(Tl) + aEl + alsfi,

ot Ty € Z2, ¢ no((NN(M),N),8") N Ty(M), By € Al ne(N) et ay € 1.

loc,t,nc

Considérons la solution Lﬂ, de I'équation
| 1
(2uDy +vDy +1d) Ly, + §@A(L;L,V»Luw) =0,

telle que Lo = a1S3 et Loy = p*(Ty) + 0E1 p,v € IR Alors Lg,l) = Lf,l,), est une
déformation formelle de P telle que: L(ll) = L. Par suite Ly — Lgl) est de la forme

Ly — L$ = p*(Ty) + OE; + a2 52,

01\1 T2 € leoc,t,nt((/\l(M)>N)’a”) n Tt(M)? E?- € A(l)oc,t,nc(N) et az € I

Considérons maintenant la solution L(u2 ), de l’équation
: 1
(2uDy +vDy +id)Ly,, + —Q-GR(LW,, Lyy)=0

telle que: L., o = a;SE et Ly, = p*(T;)+ 0E; (1= 1,2) et p,v c€IR?. Alors il est simple
de vérifier que L(f) = L(y,u2),(v,v2) €st une déformation formelle tangentielle de P égale a
L, jusqu’a ’ordre 2.

Supposons qu’on ait construit de cette fagon ay, ..., ak-1,7T1, s Tp 1, By, oy Ep_y €t

L&D

,alorson a
Li — LY = p*(Tw) + 0Bk + axSp.
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Par suite si on considere la solution Lg,f,), de I’équation
: 1 '
(2uDy + vDy +1id)L, , + 597\([’#,", Luyv) =0,

telle que Le, 0 = a;SP et Lo, = p*(Ti) + 0E; (i =1,....k) et u,v €IR*. Alors L =
L2, w%),wp2,...v%) est une déformation formelle tangentielle de P égale a L, jusqu’a
lordre k.

3-Existence de produits-star tangentiels sur une variété de Poisson
réguliére.

Proposition: ITI-3-1
Tout produit-star tangentiel ou produit-star faible tangentiel d’ordre 2k (k > 2) est
prolongeable en un produit-star tangentiel ou un produit-star faible tangentiel.

Démonstration

a) Soit M, un produit-star faible tangentiel d’ordre 2k alors L, = Zi':ol 1/ng,~+1 est
une déformation formelle tangentielle de P d’ordre k—1. Elle est donc prolongeable en une
déformation formelle de P, L!,. Mais nous savons que L' dérive d’un produit-star faible
tangentiel M; et que M, est égal a M, + av®*~2(m 4 v2M,) + v**6E (a € I) jusqu’s
Pordre 2k. Pour un choix convenable de a et E, (id — av**~2?)(id — v?* E)* M’ coincide
avec M, jusqu’a 'ordre 2k.

b) Soit M), un produit-star tangentiel d’ordre 2k. D’aprés a) il est prolongeable en un
produit-star faible tangentiel, mais ce dernier est équivalent & un produit-star tangentiel
égal & M, jusqu’a l’ordre 2k.
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IV - UNE DEUXIEME DEMONSTRATION DE L’EXISTENCE
DE PRODUITS-STAR TANGENTIELS SUR UNE VARIETE DE
POISSON REGULIERE

Soit (M, A) une variété de Poisson réguliere [19] de dimension 2n + ¢ (n,q € IN),
(n > 0).

On va maintenat donner une seconde preuve de lexistence de produits star tangentiels
sur M en suivant la méthode de De Wilde et Lecomte [16] qui est une simplification des
idées de Maeda, Omori et Yoshioka [21] qui consistent a recoller des produits star locaux
équivalents a ceux de Moyal définis sur des domaines de cartes contractiles.

1 - Définitions et propriétés
Soit (U, ¢) une carte adaptée de (M, A).

Définitions: IV-1-1
Soit zo un point de U. On définit sur U le champ de vecteur £,, par

2n . 8
oo = ;(z — o) ot

Définition: IV-1-2
Pour z¢ dans U on définit ’appliction 6*° sur N,(U) par

6% = ~2id + 4D, + Lq, .

On définit enfin sur U le crochet de Moyal P, comme dans le chapitre précédent par

. V_T (2r+41)
P, = Z T! P .

T

Proposition: IV-1-1
6%° est une dérivation de (N,(U), P,).

Démonstration
Il suffit de remarquer que, pour tout u et v de N(U),

PCMUO(Le (u),v) + PE*D(y, Le, (v)) = Le,, P (u, v) +2(2k + 1) PR+ (y, v),

Proposition: IV-1-2
Si H}(U) = 0 alors I’espace des dérivations tangentielles de (N,(U), P,) est la somme
de I(U)8*° et de I’espace des dérivations intérieures.
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Démonstration

On reprend la méthode de [16]

Soit D une dérivation tangentielle de (N,(U), P,). Un raisonnement semblable & celui
du cas symplectique [17] montre qu’il existe a, dans I'espace I, (U) des séries formelles a
coefficients dans I(U) et une dérivation formelle tangentielle,

o0

D' = Z v*D,

k=0

tels que
D=D"+a,0D,

ou o désigne le produit de séries formelles.
En effet,

U étant non compact, l’algébre de Lie (N, (U), P,) est toujours égale a son idéal dérivé.

On note Ent P, ’ensemble des éléments T de MIOOC’t(N,,(U)) vérifiant

T(P,(uy,v,)) = P.(T(uy),v,) = Po(u,, T(vy))  VYu,,v, € N,(U).

Il est simple de voir que pour tout T et T' dans Ent P,, [D,T] est dans Ent P, et [T,T"]
s’annule sur I'idéal dérivé de N, (U) et par suite sur N,(U). De plus, puisque v1 est dans
Ent P,, pour tout T de Ent P,, on a

T(vu,) =vT(u,) Vu, € N,(U),

donc T est formel. Maintenant, il n’est pas difficile de prouver que, si A est une application

tangentielle de N(U) dans N(U) vérifiant
A(P(u,v)) = P(T(u),v) = P(u,T(v)) Vu,v€ N(U),

alors il existe ¢ dans I(U) tel que
A = cud.

Donc une démonstration par récurence prouve que, si T = S 7o v¥T) est un élément de
Ent P,, alors il existe une suite d’éléments de I(U), (ak), N telle que

Ty = ar.id Vk €IN.
Donc, si on pose a, = 5 rey V¥ ak, alors on a
T(uy)=ayou, Yu, € N,J(U).
En particulier, il existe a, dans I,(U) tel que
D(vu,)— vD(u,) =a, ou, Vu, € N,(U),

d’ou le résultat.
Remarquons que D(1) est dans I,(U). Donc quitte & remplacer D par D — D(1)6%°,
on peut supposer que les D} sont n-c.
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Pour tout u, v dans N(U), on a

D(P,(u,v)) = P,(D(u),v) + P,(u,D(v)) (*).

En considérant les termes d’ordre 0 de (*) on a

Do({u,v}) + ao ,P(3)(u v) = {Do(u),v} + {u, Do(v)}.

3!
P®) p’étant pas un cocycle exact pour la cohomologie de Chevalley tangentlelle on en

déduit que agp est nul et que Dy est un cocycle de Chevalley tangentiel n-c, mais puisque
H}(U) =0, alors Dy est un cobord et par suite il existe fo dans N(U) telle que

Do(u) = {fo,u} Yu€ N(U).

En considérant les termes d’ordre 1 de (*) on a

Dl({u,v})+a1%P(3)(u,v)—|—Dg(%P(s)(u,v)) :%P(s)(Do(u),v) 3'P(3)(u Do(v))
+ {Dl(u)vv} + {uaDl(v)}'

Mais puisque
Do(5; P(g)(u v)) = P(3)(Do(u) v)+ g P(g)(u Do(v)),

on voit que a; = 0 et que D; est un cocycle de Chevalley.
Maintenant, le résultat final se déduit facilement d’une démonstration par récurrence.

2- L’algebre I(U)8%° @& N,(U).

Soit N, (U) l'espace des séries formelles en nu & coefficients dans N (U). On définit
sur l'espace A, ;,(U) = I(U)6*° @ N, (U) le crochet suivant

[AOT° +u,, uf*° +v,} = )\910(11,,)—#910(1;,,)+P,,(u,,,v,,) (uy,v, € NU), A\uc€ ).

A, z,(U) muni de ce crochet est une algébre de Lie, et si yo est un autre élément de U,
Ay 2, (U) est équivalente a 4, ,(U). En effet, puisque

LEIO = Lﬁyo + adl/pzo—yoa

ou
n

Pu(x) Z( i$i+n . ui+n$i),

=1
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I’application
Jyolzo : AnyO(U) - AyyyO(U)
A0 4wy > MY+ uy, + Aprg—ye

est un isomorphisme d’algébres de Lie.

D’autre part, v*N,(U) est un idéal de Ay z,(U). On note par Af,’fZO(U) le quotient
Ay 2, (U)/vEN, (D).

Proposition: 1V-2-1
Le centre de A, ;,(U) est réduit a zéro.

Démonstration

Soit z = A@*° 4+ u,, un élément du centre. Soit yo un point de U, alors dans 4, ,,(U),
on a

[91:0 - p-’co—yovz] = (_Zid—l' 4vD, + Lfyo)(u'/ + )‘pfo—yo) = 0’
c’est a dire, pour ¢ > 0: '
(—2+4i+ L¢, )(u:) =0,
et donc en particulier
Ui(yo) = 07
et, pour : =0, on a
wo(Yo) = —A(Y0)Pzo—yo(¥0),

d’ou
Vz e U, wuo(z)=A2)pg,(x).
Puisque *°(ug) = —up, on a
(A0 + ug, ug] = —Aug = 0,
donc
)‘2p1‘0 = 07
et par suite
Ug = 0,

car pz, ne dépend que de z?, ..., 2%" et A ne dépend que de z?+1 . z27+9,

Proposition: IV-2-2
Les dérivations tangentielles de A, ;,(U) sont des dérivations intérieures.

Démonstration

Soit D une dérivation tangentielle de Ay, 2,(U). D étant I(u)-linéaire elle est de la
forme

D(A0%° + uy) = (Aa+ a(u,))0%° + T(uy) + Ad,.
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ou a est un élément de I(U), d, un élément de N,(U) et
a:N,(U)y—1I1, T:N,(U)— N,U).

T étant tangentielle.
On a

D(fuy, vu]) =, )67 (v,) — (0,87 () + [T}, 0] + [i1s, T(v,)]
=a([u, v,])07 + T([us, v3]).

Puisque (N, (U), P,) est égal a son idéal dérivé, on en déduit que « est identiquement nulle
et par suite que T est une dérivation tangentielle de NV, (U). On a donc

D(A6*° 4 u,) = ar0®° + Ad, + T(u,).
Si on se restreint & un ouvert W inclus dans U tel que H{ (W) = 0, alors on a
T =ad, f)V + b6,
ou fV appartient & N, (W) et b & I(W).

Mais on a

0% (u,) = (6%, wu),

donc,

£ 070 (u)] + 0,7 67°(67 (uy)) =[ab™ + oy, ] + 67, [£Y, wi] + 5,670 ()]
=af®® (u,) + [dy, u, ] + 07 (1f,7, wu]) + 670 (5,7 (67 (o).

Soit encore,

[£27,67 (us)] + b7 67°(67° () =[ab%° + dy, u] + [07°(£,V), w] + (£, 670 (w)]
+ b, (87°(87°(u,)))) + 4vD, (b, )67 (u,).

D’ou
af (u,) + [d,, u,] + [67°(F), u,] + 4vD, (b7 )67 (u,) = 0,

ou €ncore,

(@ +4vD, (b)Y )8 (u,) + ad(6*°(f¥) + d,)(u,) = 0.

Pour u, = v, on obtient

a+4vD,(BY)=0.

a est donc identiquement nulle et b se réduit & by qui est dans I(W). Donc

ad(8*(f,Y) + d,) = 0.
Et par suite
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6 (fV)+d, =k, k, € L(W).

Enfin on a

D/w = ada,, w)(a”6% + g,

avec a” =bg et g% = fV 4+ k' on k, est un élément de I,(W) vérifiant

6% (k') = —k,.

En effet, on a

D/W(A6%° +u,) =\d, + ad, f (u,) + be67(u,)
=A% (£7) + k) + ady £V (u,) + 80670 (u,,)
=008 () = M(=67 (£ + kL)) + [f¥ + k), u,]
=ady, ., w)(a" 6% + gV ) (A% + w,).

Maintenant, si W; et W, sont deux ouverts de U tels que H} (W) = H}(W3) = 0 alors
a et a2 d’une part, gVt et g2 d’autre part coincident sur Wi, N W, et par suite il
existe a dans I(U) et g, dans N,(U) tels que

D= adAu‘zo(U)(aH“’ +4.).

3- Les automorphismes principaux tangentiels.

Solent (U, ¢q) et (U, pg) deux cartes adaptées de M. On indexe par a les objets
correspondants a (U, ¢, ): Par exemple on notera

0o = 0%, A .. (U).
Notons N,gk)(U), Pespace N,(U)/v*N,(U).

Définition: IV-3-1 ,
Un isomorphisme principal tangentiel d’ordre k > 0 de N,(U) oude NeF )(U) (k' > k)
est un isomorphisme

T: (N,,(U),Pa) - (NV(U)’P/@)
ou
T: NFI(U) - N,
du type
T =id+ v*T!,

avec T, formel, local, tangentiel et n-c.
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Un raisonnement semblable & celui du cas symplectique ([16]) nous montre que, si

a=pfetsi H(U)=0, T est de la forme
T = expv*ad(u,),
pour un certain u, de N, (U) ou N,Ekl)(U).
Définition: IV-3-2

Un isomorphisme principal tangentiel Q) d’ordre k > 0 de Aq , 5, (U) dans Ap vz, (U)

ou de Af,’f:,),za (U) dans A(ﬂk;)zﬁ(U) est un isomorphisme tangentiel tel que

Q(6a) = 05 (modN,(U)) ou (modN)(U)),

et tel que Q/n, ) ou Q/N,E’“')(U) soit un isomorphisme principal tangentiel d’ordre k.

Proposition: IV-3-1
Si H}(U) = 0, alors tout isomorphisme principal tangentiel d’ordre k > 0 de N,(U)

(respectivement de N,ﬁ’“')(U)) peut étre étendu en un ismorphisme principal tangentiel Q
défini par

Q_ aa = 6ﬂ+q:/
u — T(u,)

ou g, est caractérisé par

adg(qy) = -0+ T o0,0T !,
et est unique mod I,(U) (resp mod I,(U) + v*N,(U) ).

Démonstration
@ étant défini comme dans la proposition est un isomorphisme principal tangentiel
qui prolonge T si et seulement si pour tout A, u dans I(U) et pour tout u,, v, dans N, (U),

QMo + vy, pby + v,]) = [Q(Aba + Uy ), Q(pbo + vy)).
Soit

T(Ma(vs) — ua(t) + [ts,0,]) =[A0g + Agy + T(w), 405 + pigy + T(v,)]
=Mp(pgy + T(vy)) — ubs(Agy + T(uy))
+ [gu, AT(vy) + T (uy)] + [T(w,), T(v,)).

En particulier pour A =1, u et u, nuls, on a

adg(g,)(T(vy)) = —05(T(vy)) + T(8a(v.))-
Et donc
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adﬂ(qu) = —95 + To 9a o T_l.

Inversement, —85 + T 06, 0 T~! est une dérivation tangentielle formelle de (N, (U), Pg) et
puisque H{(U) = 0, alors il existe ¢, unique (modulo I,(U)) tel que

—0g+To0f0,0T ! = adg(q,)-

Proposition: ITV-3-2
Si U est connexe, les automorphismes principaux tangentiels d’ordre k de A, ., (U)
sont de la forme

exp ady, , w)(fy) (fo € N(U), fi € I pouri < k).

De plus si exp adA,,,a.-o(U)(fV) et exp adAu,zo(U)(g,,) sont deux automorphismes principaux
tangentiels d’ordre k et si

exp ady, , ) (fv)oexp ady, . w)(gv) = exp ada, , (w)(hs),

alors, on a
h, = f, + g, mod v**1.

Démonstration
Soit @ un automorphisme principal tangentiel d’ordre k. Donc Q est de la forme

Q . ea = eﬂ + qy
Ny, — u,+ VkT,,(u,,)

ou T, est tangentiel.
Puisque

ady(q,,) = (1 + VkT,,) o 8% o (1 + I/kT,,)_l — §%o

)

alors, on a

ad,(q,) =0 mod pht1

En effet soit u, = 3,5, v'u; un élément de N,(U). Il est bien clair que pour 7 < k les
termes d’ordre : de

(1+ z/kT,,) 0% o(1+ ukTy)'l(u,,) -6 (u,),
sont nuls. De plus les termes d’ordre k de (1 + VkT,,)‘l(u,,) sont up — Ty(ug) et donc ceux
de
(1+ v T,)06% 0 (1 + v*T,) " (u,),
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sont

0% (ur) — 6°°(To(uo)) + To(8°(uo)),

et par suite ceux de ad, (g, )(u,) sont
—9z°(T0(u0)) + TO(G’”"(uO)) = 0,

car ils sont les termes d’ordre k de

Q6% w,]) — [Q(7°), Q(w,. ).
On déduit donc que
Vi<k g €lIU).

Considérons

p. 1o = 67+l
oy, — VkTO(u,,)

Il est bien clair que D induit une dérivation tangentielle sur Af,kgo(U ). Il est donc de la
forme

adA,,,O(U)(qu;c) mod I/k+1

et par suite

k—1
Q =expady,, w)() viei+vhq) mod v

i=1
ou les ¢; sont telles que
0% (v'c;) = v'g;,

soit encore

= (~2+44)7 g,
Considérons

k—1
Qoezxp— adA”o(U)(Z vie, + ukq;c)

=1

c’est un automorphisme principal tangentiel d’ordre k + 1. En appliquant de nouveau le
méme raisonnement et par récurence on déduit l’existence d’une suite (¢5)i>x telle que

-

-1 N
Q= erpadga, e (U)( v + Zujq;-) mod vVt VYN > k,
1 1=k

.
Il

et par suite
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k-1
Q= 6-TpadA.,,xo(U)(Z vie; + Z VJq;-).

i=1 >k

Sion a

ezpady, ., w)(fv) 0 expady, , (wy(9.) = ezpady, , vy (h),
on a
r x xr 1 T T
6% +[g,,0%] + [f,,6%°] + 5190 [90, 6% + [fo, 90,67 + .. =
6 + [hy,0%°] + %[hl,, (hy,0%°]] + ...
et donc on a

g+ fo = h, mod yk+1,

car go, .-, gk, fo, ..., fr sont dans I(U).

Lemme: IV-3-1
Soit

S =-exp adAy,zo(U)(f,,) et T =exp adAu’zo(U)(g,,)
ou f, et g, sont dans N,(U) et fo, go dans I(U). Alors on a

SoT =expady,, w)(hy),

pour un certain h, de N,(U).

Démonstration
b ’ =, I ’
D’aprés la proposition précédente, on a

WPGdA,,,O(U)(fu) oexpady, . (1)(gy) = expadAuyzo(U)(f,, +9,) mod v.

Supposons qu’on puisse construire R = expadAu,ro(U)(h,,) tel que So T et R induisent le

méme automorphisme tangentiel sur AS,IT%O(U ) pour un certain k > 1. Alors on a

SoTo R (a)=a+p(a) Va € A, ., (U),

ou

@Ay 2, (U) = v*N,(U).
Par construction, ¢ induit une dérivation sur Ayf;;l)(U ). Elle est donc de la forme

¢ =adya, , wy(v*hi) mod vFHY

82



donc
SoToR!= adAUYIO(U)(ukh’k)r mod v*T1

et par suite
SoT = adA,,,zo(U)(hu + th'k) mod v*t1,

4- Existence de produits-star tangentiels sur une variété de Poisson
réguliére

Soit (Uq)aca un recouvrement contractile de M tel que les U, soient les domaines de
cartes adaptées (U, ¢q). On note M, le produit de Moyal dans la carte U,,

M=) i—:P(T).

r>0

Théoréme: IV-4-1
Il existe une collection d’applications tangentielles
Ta : Ny(UO') - Ny(Ua),

telle que Ty, — id soit formel, differentiel, tangentiel et n-c et telle que

T3 M, = T} Mg,

sur chaque intersection non vide Uap = Us NU3.
Et donc si on définit M, sur M par

M, =T;M, sur Uy,
alors M, sera un produit-star tangentiel sur (M, A).
Démonstration
Fixons un ordre total sur A et notons Uag...4 Vouvert Uy, NUgN ... N U, qui est, par
hypothése, contractile.

Si Uap n’est pas vide, M, et Mg sont tangentiellement équivalents sur Uyp [19]. 11 existe
donc

Raﬂ =1d+ VzTéﬂ,,,z

ou T, g2 €st formel, différentiel, tangentiel, n-c, tel que

Rap : (Nuv(Uap), Mg) = (Ny(Uap), Ma)

soit un isomorphisme [19]. Donc Tos = id + vT, 4, est un isomorphisme de (N, (Uqg), Ps)
dans (N, (Uag), Py).

83



Pour tout o dans A4 on fixe un zo dans U, et on pose
Aa(Ua) = Ay 2 (Uy).
On choisit T,s pour a < 8 et on définit Tso par
Tpa=Tog.

Puisque T, est un isomorphisme principal tangentiel d’ordre 1 il peut étre prolonger en
un isomorphisme principal tangentiel d’ordre 1

Qap : Ap(Uap) = Aa(Uap).
Posons encore
Qpa = Q;é
Si Uapy # 0, alors
Qa,@'y = Qa,@Qﬂ‘yQ'ya

est un automorphisme principal tangentiel d’ordre 1 de Aa(Uapy). D’apres la proposition
IV-3-2, Qap~ est de la forme

Qagy = eap ady, (Zapy)-

Japy = Z vt qozﬂ'y quﬁ'y € I(Uaﬂ’Y)'

Il sagit de montrer que ql g~ st completement antisymétrique en a, 3, 7. Pour tout § dans
A, puisque

[Qap(a8+6),us] = Qapl[8+s, Qpal(ws)] Vu, € Ag(Uy),
alors on a

Qup@pvsQsa = exp ada, (Qap(gsqs))-

D’autre part on a
Qapy = QapQpr6QsaQaps Qs

Donc d’apres la proposition IV-3-2 on a

Gapy = Qap(q8+6) + qaps — qars mod v,
Mais puisque
Qap(9pys) = gprs  mod V2,
on a
qaﬁ‘y Qﬂ-yé' +g08s — qg75
et

Q:lxﬂ—y = Q;laya + qtlma - 9<1176 (*).
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Puisque Qago = id on a: ¢lg, = 0. Sion pose § = & dans (*) on a
1 _ 1
Yapy = 9Bvya-
De plus Q;;7 = Qqa~p, donc
1 _ _ 1
Yapy = ~Yavyp:
On a aussi Qug, = QapQsya@pa €t donc
Gapy = Tra

Il en résulte que gop4., est antisymétrique en «, B,7.
Soit (¢a)aeca une partition de ’unité localement finie subordonnée 3 (Ua)aca- On a

1 1 1 1
Qapy = Spy T Sap ~ Sary

ou

1 § : 1
‘Saﬂ = ?;l.qaﬂy' ’
nEA

Remarquons que stlxﬂ est antisymétrique en af.
On définit Q4 par

v v
Q(lyﬂ = exp adAa(—Esiﬁ) 0 Qap 0 exp adAa(§sba).

On a bien
Qo = (Qup) ™",
et
Qtlxﬁ'y = exp adAa(Q!:,B*/)’
ou

Qopy = dapy + V(Sho + siv + s}yﬁ) mod v

Et donc on a
qévﬂ“r € I,(Unpy) mod 2.

Et par suite Q% g~ €8t un automorphisme principal tangentiel (car on a modifié Qs par
exp ady,(.) qui est tangentiel) d’ordre 2. :

Par récurrence on peut construire une famille d’isomorphismes tangentiels d’ordre k + 1,
Q*k g telle que

Vk €IN Qfm = Q’;’gl mod v*t1,

On définit Q.p Par

Qup = Qﬁﬂ mod v**1 Vk €N,

et on considere la restriction T, g de Q) g @ Ny(Uqap). On a donc construit ainsi une famille
d’isomorphismes tangentiels telle que

T;ﬂT[',a = 1d,
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et
TogTs, T,y = 1d.

Posons
o= X T
neEA
Alors
Sa’” = Zd + VS,O’,V’

ou S , est formel différentiel n-c et tangentiel et on a
-1
clvﬂ = Sa,usﬂ,lh

et donc

(Sﬁ_j’)*Pﬂ = (Sc:,lu)*Pa sur Uaﬂ-

Soit encore

(S/;j,Z)*Mﬂ = (S;,L)*Ma sur Ugg.
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V- PRODUIT-STAR COVARIANT SUR LES ORBITES D’UNE
ALGEBRE DE LIE

1- Définitions

Soit G un groupe de Lie réel connexe et soit g son algébre de Lie. Notons par g* le
dual de g. Le groupe G agit sur g* par la représentation coadjointe

Gxg* N g*

(g’é.) = g-€ = éoAdg_l.

g* est munie d’une structure de Poisson par la donnée du 2-tenseur contravariant
antisymétrique A défini par

Ag(X,Y) =< [X)Y] > VXY egVEeg™
Soit W = G/ une orbite de G dans g* (G¢, étant le stabilisateur de ¢, dans
Ggo o

G). La 2-forme F déduite de la restriction de A définit sur W une structure de variété
symplectique
FX*",Y*") (&) =< [X,)Y]> VX, Y cgVeEeWw,

ou X* est le champ de vecteur fondamental associé & X défini par

X*(€) = % (eap - £X.6)/co = € 0 ad(X).

Définition: V-1-1 [2]
Un produit-star sur W est dit covariant si et seulement si, pour tout X, Y de g,
1 - -~ & 5 ~ S -~
-é—(X*Y - Y. X)=[X,Y]={X,Y} = A(dX,dY),
v
ot X est I'élément de C°°(g*) défini par

X()=<£X> Veeg™

Cette notion est essentielle si I'on veut utiliser le star produit sur l’orbite pour con-
struire des représentations de G. En effet, dés qu’elle est remplie, 'application de g dans
Pespace des dérivations de * définie par

XHQ—t(X*.—.*)”(),
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est une représentation de g qui peut d’ailleurs toujours étre intégrée au groupe connexe
et simplement connexe d’algébre de Lie g. L’utilisation de star produits en analyse har-
monique passe donc toujours par la définition de star produits covariants sur des orbites
de la représentation coadjointe.

2- Existence de produits-star sur une variété symplectique

La preuve de [16], [20] d’existence de produits star sur une variété symplectique par
recollement de produits chacun équivalent & celui de Moyal sur un ouvert contractile, peut
étre exprimée de facon élémentaire (c'est & dire en évitant les calculs de la cohomologie
de Chevalley de la premiere partie) en utilisant la cohomologie de Cech de la variété.
Nous allons exposer ici cette facon de voir les choses d’abord parce qu’elle permet de
trouver de maniére naturelle les premiéres conditions nécessaires d’existence de star produit
(H*(W) = 0) [25], ensuite parce qu'elle nous permettra de prouver l'existence de star
produit covariant dans la seconde partie du chapitre.

Théoréme: V-2-1 [4]
Soit (M,F) une variété symplectique telle que Héech(M) = 0, alors 1l existe en produit-
star sur M.

Démonstration
On se donne un recouvrement contractile localement fini (Ua)aca de M tel que chaque
Uq est le domaine d'une carte de Darboux, et, pour tout r dans IN *, on pose

Usy..op =Uay NUqy, N ... NU,,..
Soit k un élément deIN *. Supposons que sur chaque U, il existe un produit-star *,

oo
Ukg V= Z I/TCT’Q(U,’U),

r=0

tel que pour tout «, 8 dans A sur Uq,p on ait
Cra=Crp VYr<2k (%).

On note par C, Popérateur globalement défini sur M dont la restriction & chaque U, est
Cr,a et on cherche & modifier les produits-star *, sur chaque U, pour que la relation (*)
soit vraie jusqu'a l’ordre 2k + 2. Sur Uap, Cak,p — Cak o est un cocycle de Hochschild
symétrique il est donc un cobord . Il existe donc une application linéaire de C™ (U,;)
dans C*°(Uag), Aag telle que pour chaque u, v de C*®(Uag) ,on ait

Cor,g(u,v) — Cok,a(u,v) = 0Aq (u,v) = udyp(v) — Aqp(uv) + Agp(u)v.

Cok+1,0—C2r41,8—DAqg est alors aussi un cocycle de Hochschild mais antisymétrique.
Il existe donc une 2-forme wqg [12] telle que pour chaque u, v, on ait
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(02k+1,a - C2k+1,,8 - aAaﬂ)(’U.,’U) = waﬂ(Hua Hv)

En écrivant la relation de Jacobi pour les crochets déformés

1
[u,v]., = E(u *o U —V¥q U),

<

et

1
[u,v],, = 5, XP —v** Ao (exp v2* Agp(u) %5 exp v2* As(v)

— exp 1/2kAo,g(v) * g €Xp VZkAag(u)),
on en déduit
dwag (Hy,Hy,,Hy)=0 VYu,v,we C®(Uap)-

La 2-forme wqap est donc fermée et il existe un champ de vecteur Xap sur Uyg, tel que

waﬂ(HmHv) = 8anﬁ(u’v) Vu,v € Coo(Uaﬂ)'

On pose
Haﬂ = Aaﬂ + LXaﬁ'
On a
SHap = 6Aap = Corp — Cok,a
et

aHOlﬂ = aAaﬂ + aanﬁ = C(Qk-l-l,ﬂ - C'2k+1,cwt-

Donc, on peut modifier les 2 produits-star x,, et *g sur Uqg pour les faire coincider jusqu’a
Pordre 2k + 1 inclus.

Choisissons Hepg pour o < 3 et Hpgy = —Hgyp.

Posons alors

Haopy = Hap + Hg., + Hyo.
On définit ainsi sur U,g., un objet totalement antisymetrique en afvy tel que
6Hapy = 6Hopg +6Hpgy +6H o =0 (#%),

et
8Ho,ﬂ7 = 3Haﬂ + é)Hﬂ., + 8H7a =0 (* * *).

De (*x), on déduit que H, g, est un champ de vecteur et de (**x), on déduit qu’il est
hamiltonien. Il existe donc une fonction hagy telle que

Hapr(4) = Ohapy(u) = {hags,u} Y € C¥(Ung,).
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Cette fonction hq gy est déterminée & une constante prés. On la choisit pour o < 8 < 7 et
pour les autres possibilités, on choisit hap~ completement antisymétrique en a 7.
On a enfin par construction

Haﬂ,y——Haﬂg—}-Ha,y,s-Hﬂ.yg =0 sur Uag.,g.

Donc il existe une constante Cags telle que

hagy = haps + hays — hgys = Capqs.
On peut alors considérer la donnée des Cap~s comme une 3-cochaine de Cech: elle est
completement antisymétrique et par construction on a
Capg~s + CapBrye — Cafbe + Caybe — CBvybe = 0.
C’est donc un 3-cocycle et puisque Héech(M) est nul, il existe une 2-cochaine d,g., telle
que
Cafys = dafy ~ dapgs + dovys — dgys.

On remplace alors les fonctions hap par

Japy = hapy — dapy-
On a toujours pour tout «, 3, v dans A:
Hapy = 0gapy  sur Uap,.
Mais de plus, on a

9o~ — Japs + Gavys — gays = 0,

ce qui nous permet de définir

Sap = Y $yGapy  sur Uapg,
vEA

ol %, est une partition de I'unité subordonnée au recouvrement (Uq). Par construction,
ces fonctions vérifient, pour tout «, 3, v dans A,

Jopy = Sap T Sy + Sya sur Uqagy.

Donc si on pose

Gaﬂ = Ho,,@ - 68aﬂ,

on a

§Gag = §Hog,
0G ap = OHqp,

90



et

Ga,@ + Gﬂ,y + G,ya =0.
Cette relation nous permet de définir sur chaque U, l'opérateur différentiel

Ko=) Gaytby

YEA

Ces opérateurs sont tels que pour tout a, 3 de A,

Gaﬂ = I\"g — I\"a sur 'Uag.

On a donc

Cokya — 6Ko = Cap 5 — 6Hyp — 6K,
= Car,g — 0(Gap + Ko)
=Cyrp—0Kp

Cokt1,0 — 0Ky = Copy1 5 — OKp.

Donc, si on pose sur chaque U,

ux' v=expr**K, (exp —VZkKa(u) * exp UZkKO,(v))

= ZVTC,',,Q(u,v) Vu,v € C*(Uy),
r>o

on a quel que soit a, 3,

CTI‘,Ot = C’:‘,ﬂ V r < 2k + 2

Ce qui acheve la preuve, par induction sur r.

Théoréme: V-2-2 [4]
Soit (M, F') une variété symplectrique, alors il existe un produit-star sur M.

Démonstration

Conservons les notations de la démonstration précédente. En particulier partons des
produits star *, sur chaque U,, coincidant jusqu’a l'ordre k. La donné de %, permet de
définir une application linéaire

¢, : CF(Ua) fr— Der(*a),
(ot Der (*,) désigne I'ensemble des dérivations de (N, (Uy), *a) par
1
Do(f)(u) = Z(f *o b — U ko f).
On considére ’ensemble C,, des champs conforme sur Uy:
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Co ={la/ Le, F=F sur U,}.

Cet ensemble est un espace affine d’espace vectoriel directeur C®(Uqa) R, puisque si £, et
{o sont deux tels champs, le champs ¢/ — £, est hamiltonien

Lg-¢, I =0,
et il existe une fonction f, définie & une constante pres, telle que

{a —a=Hy.

Fixons un point d’origine et des coordonnées canoniques (z*) dans U, et considérons le
champ:

(2n est la dimension de M). € est un champ conforme.
D’autre part, soit g une fonction C'™ sur U, alors la seule solution ¢ de I’équation

Lep+(2p—1)p =g (p>0)

est

o(r) = 2/01 $473g(sr)ds.

Si ¢’ est un autre champ conforme, on a

Lep+(2p— 1) = Lep + (20 — D)o + {f, ¢}
=g — 0p(f).

On suppose donc que, pour chaque U, on se donne, en plus du produit star *,, une
application affine

D,: C,— Der(x4)
telle que

1) Da(ba) =vD, + L, + ) DY (£a)

>0
2) Da(éa + Hf) = Da(ga) + (I)oz(f)

On va prolonger simultanément le recollement des *o et la définition des D,,.
Remarquons que ces hypotheses imposent déja que, s1 {44 est conforme sur U,g,

Dp(€ap) = Dalban) = Y v*" (D (€ap) = DE (ap))

r>0
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est a 'ordre 2k prés une dérivation de *, ou *g,1.€e.,

> (DF = D2)(Eap)(Cu(u,v)) =

28+t=r

Co((DF — DE)(€ap)(),v) + Ci(u, (DF — D2)(Eap)(v))

Dans cette formule, C; désigne soit Ct,a soit Cy g). Pour » = 2, on trouve
’ g , B

6(D} — D2)(€ap) =0

et pour r = 3, on obtient

a(Dﬁ - Di)(falphaﬂ) =0.
Il existe donc une fonction f2 g dans C°(Uqp) telle que

(D5 = D2)(ap) = 0f25.

Remarquons que f2 op e dépend pas de {qp car, si £ op €st un autre champ conforme
sur U,g, alors

(Dj = Do) (€ap) = (Df — D2)(Eap)-

On peut donc écrire

(D = Da)(lap) = v* @a(fag) + v*D}(Lap) + ...

Supposons que pour un certain t < k on ait pu écrire (Dg — Do )(€ap) sous la forme:

(Dﬂ - (Saﬂ Z 2 2) + VztDtQil(ﬁaﬂ) p2te l)zH-2 (gaﬂ) ......

avec des fonctions fzﬁ ne dépendant pas de {,4, pour tout r < t. En écrivant que

t—1
(D~ Da)(€ag) = Y _ v @l f2
r=1
est une dérivation a l'ordre 2k prés de *, et *g, on obtient

OD;" 1 (€ap) = 6D} 1 (bap) = 0
et donc il existe fgfg dans C®(U,p) telle que

(Dp = Da)(bap) = ZV”%( B) +vHTEDI (Eog) +

Le raisonnement ci-dessus nous prouve que f2 ap 1€ dépend pas de £45. Il en résulte que

(Dp — Dqo)(€ap) est de la forme
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k-1
(Dg — Da)(€ap) = Y v*"®a(f25) + v2* D2k 4 .

r=1

Maintenant,

Da(é.ozﬂ) — eXp —1/2kHaﬁ o Dﬂ(faﬂ) 0 exp V2kHaﬂ,

si Hy,s sont les opérateurs différentiels introduits plué haut, est une dérivation & l’ordre
2k + 2 prés de *,. On a donc:

k—1

D3} (ap) = DF*(Eap) — (Le., aﬁ+2kﬂaﬁ):[_ZV2r‘I’a( 3;)]2k+agi’;(§aﬂ).

r=1

[ Z VTP (fo%ﬁ)] désigne les termes d’ordre 2k de [ Z 28, (£27) J et gi’f,(faﬂ)

est un element de C (Uaﬂ) qui, cette fois, peut dépendre de fo,ﬁ
Précisément, si on change é,45 en é,5 + Hf, on a

D (Eap + Hy) =DZt(€ap) + Catt1,0(f, ),
D3 (éap + Hy) =D3*(ag) + Cort1,5(f, ")

d’ou

D% (bap + Hp)~D% (€up + Hy) — (Leop+u,Hap +2kHop) =
D3 (€ap) — DF*(Eap) — (Lews Hop + 2kHopg) — 0Hap(f,.) — Ly, Hagp.

Donc, on a

0gas(Eap + Hy) = 092(Eap) — (0Hap)(f,.) — {f, Has} + Hap({f,})
= 8(92%(£ap) + Hap(f))-

On choisira donc un £,4 pour chaque Uap (a < ), un g pour ce £,3 et on posera

9o (ap + Hy) = 628 + Hop(f) Vf € C®(Uygp).

Si €apy est un champ conforme sur Uap~, on aura alors

(Dﬁ - Da)(faﬂ’y) + (D7 - Dﬂ)(faﬂv) + (Da - Dv)(ﬁaﬂv) = 0.

Ceci implique par induction que

ﬂ+fﬂ7+f = aﬂ‘rrEIR/

94



f2%k—1)+f2(k 1) f2(k 1 _ 21 o

o Capy

et donc

—(Lfaﬁv Haﬂ'Y + 2kHaﬂ'r) = aggf@'y(éaﬂ‘r)'

Mais on a vu que Hqyg. est de la forme Ohap et on a

~(Leap, Ohapy + 2k0hapy) = —0(Leuy, hapy + (2k — 1hagy).

Donc, si @qg est la solution C* de ’equation

—(Leop, o+ 2k = 1)p) = g2 _(€aps),

on aura

a(LEap-,(Soaﬂv = hapy) + (2k — 1)(0apy — haﬂ'r)) =0,

ou

Lfaﬁ'y (Papy — hapy) + (2k — D(Papy = hapy) = claﬂ'y'

La seule solution C'™° de cette équation est constante, donc

Hopy = a‘roaﬁv-

Mais ¢,y ne dépend pas du choix de {,4- puisque, si on considére un autre champ

conforme Ea/ﬁ = {apy + Hy on a I’équation

—(LE’ g + (2k - 1)89) = gaﬂ-y(é;ﬁﬁy) = giﬂy(gaﬂ'y) + Hap(f)-

Soit encore

_(Liﬁ,m‘f’ +(2k - 1)99) —{fip} = g?yzy(ﬁaﬁv) +{®apy, [},

dont une solution C*° est bien slir: ¢ = pqp~ et c’est la seule.
Maintenant, pour tout champ conforme €446 sur Uyg.s,

Gy (Eaprs) = 9ls(Eaprs) + 955 (Eapys) + 925 (Eapns).

Donc,

k k 2k 2k
giﬁy(ﬁaﬂw) - giﬁﬁ(faﬂ%) + gzya(faﬂvﬁ) - gﬂ76(£aﬂ75) =0

et, par construction, si

Paf~vs = Pafy — Papé + Pavys — PB~6,

alors
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* %
(Léapys Papys + (2k = 1papys) =0 ().

Donc la seule solution C*° de (1) est zéro.
Mais alors on est ramené a la fin de la preuve précédente puisque

Hopy = 0papy,
et

Papys = 0.

On pose donc commme ci-dessus

Saf = Y Papy hy sur Uy

-

Go,ﬂ = Ha,@ - Bs,,g
K, = Z Ga‘y"/"'y
i

et on change les produits-star en

ux v=expr**K, (exp —v2F K 4u %, exp —1/2kKav)

=" v"CL(u,0).

r>0
Alors on a

! v
2k,0 = C2k,ﬂ’

et

' o :
2k+1,0 — C2k+1,ﬂ'

Enfin, on pose

D;(éa = €xXp V2k I\l’a o Da(éa) O exp _V2k I{aa

et on a poussé la recurrence a l'ordre k + 1. Ce qui achéve la preuve du théréme.
3- Parametrisation des orbites de la représentation coadjointe

Soit G un groupe de Lie connexe. On garde les notations de 1 et on rappelle d’abord
des constructions de Pedersen [27]. Pour tout ¢ dans g*, on définit la forme bilinéaire

B : gxg—-IR
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par

Be(X,)Y) =< ¢, [X,Y] > VX,Y eg.
Soit €, un élément de g* et soit W = G/GE lorbite de G dans g* passant par &.
0

Supposons qu’il existe une polarisation réelle en &, ( c’est a dire qu’il existe une sous-
algebre Ad(G¢,)-invariante b de g telle que § soit un sous-espace isotrope maximal pour
Be,). Soit Hy le sous-groupe analytique de G d’algebre de Lie . On pose

H = GfO.Ho,

H et Hy sont deux sous-groupes fermés de G.
Pour tout point € = ¢g.£y de W, on note

he = Ad(g)(h),
et
He =g Hg™ '
Considérons
Fe = {XE,X Eﬁg}.

Fe est une polarisation géométrique invariante de W, pour tout s dans G, si on note y(s)
Papplication de W dans W définie par:

1($)(§) = &,
alors on a:
7(8)eFe = Fig.
Le sous-groupe H définit une structure de fibré sur W = G/Gg de base G/ pr:
II :W=G/G£O - G/g
9-bo— g.H

(sig.bo = g'.&p alors g7 ¢’ est dans Ge, et par suite dans H.)
Les fibres sont difféomorphes & H/Gf ~ H.{y. En effet, la fibre passant par £ = s.§
0
est

L(¢) = {s.h.bo/h € H}.

En particulier he = he si € et ¢’ sont dans la méme fibre, on le notera parfois par Brice)-
On considére les deux sous-espaces de C>®(W)

ER(W) = {p € C®(W)/p(s.h.6) = p(s.£) Vs€G et Vhe H},

et

EF(W) = {p € CX(W)/{p,f} € ER(W) VS € ELW)}.
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Remarques: V-3-1

(1) Le crochet de Poisson de deux éléments de £L(W) est dans ER(W) car celui-ci est
le normalisateur pour le crochet de Poisson de £%(W). On appelle parfois le sous espace
EF(W) ’espace des fonctions (géométriquement) quantifiables sur W.

(ii) F étant invariante, on peut montrer que, pour tout X dans g, la restriction de X
a W qu’on note toujours X est dans EL(W)

Soit m un suplémentaire de ) dans g

g=hdm (en tant qu’espaces vectoriels),

et soit Xy,..., X, une base de m contenant n éléments, si 2n = dim W. Considérons

Om = {{ € W/X,,..., X, soient linéairement indépendants modulo Bel,

alors on a les deux lemmes suivants

Lemme: V-3-1 [27]
On est un ouvert F—invariant de W.

Lemme: V-3-2 [27]
Si on note (G / g )m I'image de Oy, par I, alors I’application

® : On—R"x(G/g)m
6'_) (< {,Xl >y, < é’X" >7H(§))

est un difféomorphisme sur un ouvert de IR" x (G/ g ).
De plus I'image de (G/ fy)m est égal & IR™ x (G/H )n si et seulement si ) satisfait la
condition de Pukanszky.

Soit (V,7), 7 = (a!,...,2™), une carte de G/ g telle que
V C(G/g)n-
Considérons U = II7*(V'). On définit alors les fonctions t1,..., t, et ¢i,...,gn sur U par

tz(é) =< €,Xi >
a:() = =*(T1(¢))
pour tout ¢ de 1 a n et tout point £ de U.

Lemme: V-3-3 [27]
Sio = (t1,...,tn,q1,...,qn), alors (U, o) est une carte de Ox,.

Il est bien évident qu’on peut définir EX(O) et £:(0) pour chaque ouvert O de W.
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Lemme: V-3-4 [27]

On a
EX(U) ={p € C“(U)/ZZ =0 Ve e {l1,..,n}}
ER(U) ={p € C“(U)/a?i;tj =0 Vi,5 € {1,..,n}}.

Lemme: V-3-5 [27]
Tout élément ¢ de £}(U) s’écrit d’une facon unique sous la forme

P = Zsozxi/u + ©o.
=1

ot ©g,©1, ..., pn sont des éléments de L.
En particulier, pour tout X de g, il existe ay, a1,..., an dans EL(U) tels que

X/U :Za,‘Xi + ap.
1=1

Soit V un voisinage de zéro dans h tel que I’application exp soit un difféomorphisme
(de V dans un ouvert de Hy). Définissons ’application

X rexpV — C |
par
x(exp X) = e<¢0oX>,

Soit Gy un ouvert de G de la forme expi{.exp V. Considérons

E={p :Gy = C [p(z.h) = x(h"")p(z) Vz € Gy,Vh € expV tels que z.h € Go}.
Posons

Vo =Go/g-

Remarquons qu’a toute application C*>
f V=0
(qu’on peut voir comme élément de £%(U)), on peut associer un élément @ de E en posant

p(exp X.expY) = x(exp —Y) f(exp X.H).

On définit localement un objet p (une représentation locale de G) de la facon suivante
Pour tout a et = de Gy tels que a™ !z soit encore dans Gy et pour tout ¢ dans E, on définit

(p(a)p)(z) par
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(p(a)p)(z) = p(a™ ).

Sia, bet ¢ sont dans Gy et tels que ab, (ab)~'z et a~ !z appartiennent a Gy, alors on a

(p(ab)p)(z) = (p(a) o p(b)p)().

On a aussi, si h et z sont assez pres de ’identité

o(zh) = p(ahs—.z) = x(h"Dp(2).
Pour tout h dans expV N (z71.exp V.z), on pose:

Xl.(:nhx_l) = X(h_l).

(p(zh ™27 )p)(z) = p(zha™ ") = p(zh) = xz(zha™ Yo(z) = x(h™ ().

Définissons maintenant dp(X) sur E par

dp(X)p(z) = %cp(e:cp —tX.z)/i=0.

Remarquons que dp(X )y est défini en tout point z de Gy et pour tout X dans g, que cette
fonction appartient a F et qu’on a bien

dp([X,Y]) = dp(X) 0 dp(Y) — dp(Y) 0 dp(X) VX,Y €g.

dp est une représentation de g. Calculons cette représentation sur C*®°(V). Soit X dans b.
Puisque

—t<£0,X>

plexptX.z) = x(exp —tX)p(z) =€ o(z),

alors on a

(dp(Adu(~X))p)(x) =< €0, ~X > o(2).
Donc si Y = Ad,(—X) est dans h, ¢, on a

(dp(Y)Lp)(CC) =< éQaAd:c‘IY > 99(:1:) =<§,Y > (P(x) (6 = 11260)

. . ’ . < n <
Mais si on écrit Y sous la forme ¥ = >"._ | a; X + aq, alors on a

a;(II(¢)) =0 Vi > 0.
En effet,

Vi) = Y ail€)X; (u) =0,
soit
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a(T(€)=0  Vie{l,..,n},

car les X! engendrent l'espace tangent en II(€) & G/g- Donc, on a

Y (&) = ao(T1(€))

et par suite

(dp(Y)p)(@) = ao(TI(E)) ().

Maintenant si ¥ est dans m => X,,..., X, <, alors, on a
n
Y = Za,-Xi avec a; €IR
1=1
donc,

(d(Y)p)(@) = “Splexp —¥T(E)) 1m0 = ¥ (0)(2).

Notons Dif f}(V) l'espace des opérateurs différentiels d’ordre au plus 1 sur V et
définissons ’application

6 :EH(U) — Dif f\(V),

par

5(w) = S BiX] + o

=1
s

u = ZﬂiXi + Bo.
i=1

Le fait que dp soit une représentation nous permet de généraliser a notre situation le
résultat suivant de Pedersen

Proposition: V-3-1 [27]
L’application § est un isomorphisme d’algébres de Lie.

Démonstration
Soient

uzzm'xi-l-ﬂo et UZZ’YiXi'f"YO
=1 =1

deux éléments de £1.(U). Alors,
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{w,0} = D BiXi+ 5o, > 7 Xj+ 7}
=1 j=1

‘ = D (B X7 X + BiviXH (X)) = vi(X;B)X) + Y BiXivo — D %X} Bo-
=1

ij=1 i=1
| On a
) 0 60 = (3 87 + B> 15(X30) + 700)
i=1 j=1
3 AKX+ B0 X ) + 3 o Xie
ij=1 i=1
+ z”: BiX v + z”: Bovi X5 @ + Bovop
i=1 i=1
Donc,

(8(u) 0 6(v) = é(v) 0 6(u))p

est égal a

> (B Xfv) X — (X7 B X! + i Xi, X% )e + > BinXie— Y 1iBoXie

i,j=1 i=1 j=1

+(Q_BiXivo =D X1 Bo)e + D BoviXje — > wBiXie
=1 J=1 j=1 i=1

c’est a dire a

80 BimXi =D viBeXi+ > BilXiv0) = D %i(X;B)+ D> BoviX; = > wBiXi)e
i=1 =1 1=1 j=1 =1 1=1
+6( ) B XTv)Xj — vi(X;B)X))e + > BivilXi, X;) .
i,j=1 i,j=1
Puisque [Xi:Xj] est dans £4(U), on a

8(1Xi, X;]) = dp([X:, X;]) = dp(X,) 0 dp(X;) — dp(X;) 0 dp(X)
=§(X;) o 6(X;) - 6(Xj)o 5(X:).

D’autre part, on a
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80 BilXi, X;) = > Bevid([Xi, X))

ij=1 ij=1
car 3; et v; sont dans EX(U). On en déduit
é(u)o 6(v) — 6(v)od(u) = é({u,v}).
Le fait que 6 est surjective est évident. D’autre part si 6(u) = 0, alors on a
Bi(Il(€)) =0 Vi>0, VEeU
u est donc nul.
Théoréme: V-3-1 [4]

Soit W = G/GE une orbite de G dans g* de dimension 2n. Supposons qu’il existe
0

une polarisation réelle ) en £,. Alors il existe un recouvrement de W par des cartes de
Darboux (Uq,¢a) tel que
pour tout X dans g, X /y, s’écrit sous la forme

X/u.(6) = Z%(qu + ao(9),

=1
ou
9‘90(6) = (pla < Py g1, ey qn)a
et ay,..., ay, sont des fonctions C* dépendant seulement des variables gq.
De plus ces ouverts apparaissent comme des ouverts d’un fibré affin L au dessus de
G/g.

Si b satisfait la condition de Pukanszky, alors (¢a(Uqs))a recouvre le fibré affin L en
entier.

Démonstration

Considérons une carte (U, o) autour de £, comme dans le lemme V-3-2 alors pour tout
i dans {1,...,n}, Bit; est un élément de Dif f}(V). Notons p; I'image de cet élément par
I’application inverse de 6

=57 ()
(U,(p15---sPn>q1,---,qn)) €st une carte de W autour de &, telle que
{piqi} =6i; et {pi,p;j} ={ai,q;} =0.

Si u est un élément de E4(U), alors

n

(€)= 5 ault) g +an(t)) = 3 aula)ps + ol

=1
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En particulier pour chacune des fonctions X.
Cette construction peut se faire autour d’un élément quelconque de W. On a donc un
atlas de telles cartes sur W.

Maintenant, si on se place dans une intersection UNU’, on a un changement de cartes

g¢—4q =%(q) p—p =0(p9).
Mais p’ est dans £L(U NU') comme p, donc '

P = Ai(g)pi + Ao(g)-

=1

Les fonctions

(p,g)— (', 4)

définissent alors un fibré affin L au dessus de G/ g et W. apparait comme un ouvert de
ce fibré.

La fin de la démonstration est une conséquence directe du lemme V-3-2.
4- Existence de produit-star covariant

Soit W =G/ ¢, une orbite de G dans g* de dimension 2n admettant une polarisation
(4]

réelle h en &. Considérons un ouvert U de W qui est le domaine d’une carte de l’atlas
défini dans le théoreme V-3-1.

Définition: V-4-1
Soit

T :NU)x..xN(u)— N(u)

une application r-linéaire. On dira que T posséde la propriété Py pour k dansIN si et
seulement si:

T(u1,...,ur) € CP(q)HH = ] Y(uy,...,u,) € C®(9)" [p] X ... x C=(g)* [p],
ott C*°(q)?[p] est I’espace des fonctions C* sur U polynémiales en p de degré inférieur ou
égél a d.

Si t désigne le plus grand des k tels que T possede Py, on dira que T est d’ordre t.

Lemme: V-4-1
Soit T = Y Ty,,.. 0, D% ®...® D une application r-linéaire différentielle alors T
est d’ordre t si et seulement si, pour tous les multi-indices aj,..., ar, on a

Tal,...,a,. € Coo(q)zl'=l ZJ’=1 ai_t[p]
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(S.i a; = (a},...,a?, ’a%n))

Démonstration
Supposons que T soit d’ordre t et supposons qu’il existe aj,..., a, tel que
Toq,...,a,, ¢ Coo(q)z.'=1 Zj:i a-:.—t[p]'

Appelons (ag 1, ..., a0,r) le plus petit (pour 'ordre lexicographique) des 2rn—uplets véri-
fiant la propriété précédente et considérons les fonctions uy,..., u, définies par

n n+1l 2n
% r %ok oo,k

ol
uk(p,Q) :plolk---pn' g1 - qn

Alors, on a

’ "
T(Us, ey 0r) = Tage & C(g)200m Zim 7,
ce qui contredit le fait que T est d’ordre ¢. La réciproque est évidente.
Proposition: V-4-1
Rappelons que § désigne Popérateur de cohomologie de Hochschild. Soit T' une appli-

cation linéaire de N(U) dans N(U) différentielle, n-c et telle que 6T soit d’ordre t. Alors,
quitte a la corriger par un cocycle, T est d’ordre t.

Démonstration

Soit T =Y ToD* comme dans la proposition et supposons que T ne soit pas d’ordre
d’ordre t. Il existe alors « tel que:

T, ¢ C(q)2i=1 @ ~*[p].

Si |a| =1 alors T, D* est un cocycle, on peut donc le retrancher de T.
Supposons maintenant qu’il existe « tel que

To ¢ C=(q) izt '[p] et |a] # 1.

Appelons aq le plus grand des 2n-uplets vérifiant cette propriété, et iy le plus petit des
entiers tel que

aé‘) # 0.
Alors le coefficient des termes d’ordre (ag — [io], [¢o]) dans 6T est
Too & C(g)22=1 2~ [p],
ce qui contredit le fait que 6T est d’ordre ¢.
Définition: V-4-2

Soit Ay =3 50 vk Ay une application r-linéaire formelle de N,(U) x ... x N,(U) dans
N,(U), A, est dite correcte si et seulement si pour tout k dansIN, Ay est d’ordre au plus

k.
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Théoréeme: V-4-1 [4]
Soit G un groupe de Lie connexe et soit W = G/G€ une orbite de G dans g* admettant
0

une polarisation réelle ) en £y. Alors il existe un produit-star covariant sur W.

Démonstration :

Remarquons tout d’abord que si un produit-star sur W est correct, il sera covariant,
puisque les fonctions X sont affines dans les variables p.

La démonstration de ce théoreme reste identique a celle du théoreme V-2-2. En effet
il suffit de considérer un recouvrement (Uy)aca de W comme dans le théoreme V-3-1 et
de choisir une partition de ’'unité 1, ne dépendant que des variables ¢ subordonnée a ce
recouvrement et de faire les remarques suivantes

i) On peut choisir les produit-star (*,) corrects car ceux de Moyal dans les variables
p et g le sont.

ii) On peut choisir A4p correcte de méme que Ly, , et par suite H,p sera correcte.

iii) On peut imposer & Dy(&,) d’étre correcte, mais puisque Hqg est correcte, alors:

Dy(€ap) — exp —v?*Hyg0 Dg(€qp) 0 exp 1/2'“Haﬂ

sera encore correcte.
iv) Puisque la partition de P'unité est fonction des seuls ¢, K, sera correcte et par
suite */, et D! (€,) seront aussi corrects.
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