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INTRODUCTION GENERALE

Les points qqmtiyes dans les semi'conducteuts : n problème actuel'

un ouvrage récent consacré aux semi-conducteurs (Fishman' 1988) se terminait par

la question suivante :

, A qni seront utilisées les ( luures) études sur les SC ù zéro dimension' si jamais u

échantillon voit le iour ?

Acettequestion,ilestencoreprématuréderépondrequantàl,utilisation,maisilest

permisdepenserquelesprogrestechnologiquesdanslrfabricationdestructures

submicroscopiques, ov nanostrucntes permettront de fabriquer de tels objets' En

effet, les dimensions caractéristiques des echantillons conduisant à des propriétes

quantiques de tlpe 0D sont de l'ordre de quelques nanomètres pour un confinement

dans GaAs noyé dans Gal-xALAs. ces dimensions sont en passe dêtre obtenues dans

cerains laboratoires comme le montrent les figures (0'l) à (0'6)' ce qui pouvait

presquo passer pour de la science fiction en l9E8 devient du domaine de la prouesse

technologique en 1992, et pourrait devenir de la technologie courante dans quelques

annéess,ils,avéraitquecesstructurespeuventavoirunintérêtindrstriel.

POiNT OUANTIOUE
3oo NANOMÈrnes

-

FIG. 0.1.
( emgttntée ù Corxorunt 1991 )

quasiparallélépipédiques ; on note l'érosion des angles des
Points quantiques

paralléléPiPèdes.
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Introduction

H
0.2 pmFIG. 02.

( emgu.ntée à
Ktbena et al 1987 )

FIG. 03.
( emguntée à
Kubena et al 1987 )

Réseau de points
faisceau d'ions Ga+
dans la figure 0.3.)

quantiques obtenus par lithographie
. (durée du bombardement : L6 ps

puis bombardement par un
dans la figure 0.2. et 8 ps

0.2 pm
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Introduction

FIG' 0'4' ( empruntée ù Weisbuch et al 1991 )

,,Murs,, de L'' n, Ë rurg" ."nl,itués d'un empilement de GaAlAs et GaAs sur un

substrat de GaAs.

Motifs dessinés
découpés Par une

FIG. 0.5. ( empruntée àWeisbuch et al 1991 )

0". f" pin."uu d'électrons d'un microscope

uituq.r" chimique locale'

électronique Puis

Wge Il



Introduction

Depuis les premiers travaux sur les superreseaux ( Esaki et Tsu 1969, 1970 ), les

études théoriques sur les semi-conducæurs de basse dimensionnalité ont évolué des

problèmes bidimensionnels ( superréseaux, puits quantiques ) aux problèmes

unidimensionnels ( fils quantiques ) pour aboutir à la dimension zéro

( microcristallites, boîtes quantiques ).

Le s st rtrcttre s bid immsi onne I le s.

Nous appellerons ici structures bidimensionnelles les structures laissant aux électrons

leur liberté de mouvement dans deux directions Ox et Oy, tandis qtæ, selon la

direction Oz, une hétérogénéité du matériau fait obsacle au mouvement des électrons.

Ces structures sont devenues en quelques années des sujeb d'étude classiques,

présentées dnns les rewes de vulgarisation scientifique (Dôhler 1984), les rewes

destinées aux enseignants de Physique (Voisin 1990) et désormais étudiés non

seulement dans les cours sur les semi-conducteurs (lvlathieu 1990) mais aussi dans les

cours généraux de Physique de ïétat Solide (Burns 1990). Une éhrde approfondie

peut être trouvée sous une forme tres achevee dans des ouvrages de cours destinés aux

ingénieurs (Jaros 1989) ou aux physiciens (Bastard 1990).

On peut classer les structures bidimensionnelles en trois catégories :

- les puis quantiques simples:

Un puits quantique simple est constitué d'une couche de semi-conducteur dont

l'épaisseur est de l'ordre de grandeur de la longueur d'onde de de Broglie des

électrons, et dont les autres dimensions sont tres grandes devant cette longueur donde.

- les puits quantiques multiples:

Un puits quantique multiple est constitué d'une juxtaposition de puits simples,

suffisamment proches pour qu'il y ait couplage entre les mouvements des électrons

dans les différens puits.

- les superréseaux:

Un superreseau est uD pui$ quantique multiple comportant un grand nombre de

puiB simples équidisan8, de telle sorte que la structure peut être considéree conme

n.j
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Introduction

quasi-æriodique dans la direction normale aux puits.

Les structwes tmiditrcnsionnelles : fils çpanfiryes.

La technologie MBE permet de fabriquer avec une tres grande precision des couches

parallèles (cibert et al. 1986, 1987).

rmaginons que sur une couche, on effectue une gtravure dans la direction Ox ; on

obtiendra des domaines de confinement qui seront limites eÂ z et en y, et illimités en

x. Ces domaines sont appeles fils quantiques (QlYlV). La technique de gravure tend à

donner des tiges à section rectangulaire, mais l'érosion des angles et peut-être aussi la

plus grande commodité de modélisation fait que les theoriciens ont porté un grand

intérêt aux fils à section circulaire, en particulier à l'influence de ce mode de

confinement sur l'énergie de liaison de l'exciton (Brown et Spector, l9E6).

Les dau types de fifières ar?Enûrt an confitætnent total

Une extrapolation de la technique de fabrication des fils quantiques conduit

naturellement à un confinement dans les trois directions. Il suffit d'effectuer une

seconde gravure dans la direction Oy. IÆ fils quantiques sont alors coupes en

tronçons a,ppeles boites quantiques (QB). [.a réalisation de telles boîtes est

contemporaine de la réalisation des fils (Cibert et al. 19E6, l9E7). Les progrès de la

microscopie à balayage ont permis dbbûenir d€s images spectaculaires de ces

structures. Nou reproduisons quelques images représenatives publiées dans des

r€vu€xr d'information scientifique (Weisbuch l99l ; Corcoran l99l). Une

quantification des étas électroniques a été observee dans de telles stnrcnnes (Reed et

al. 1986, lgSE). Iæs images des echantillom ayant conduit à ces obsenrations

suggèrent une modélisation par une geométrie cylindrique (figure 0.6.).
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FrG. 0.6.
( empruntée à Reed et al 1991 )

Micrographie à balayage électronique de nanostructures de GaAs. Les traits
blancs horizontaux ont une longueur de 0.5 ptm.

Une autre approche totalement indépendante est la réalisation de microcristaux dans

une matrice de verre, par exemple de chlorure de cuiwe ou de sulfure de cadmium,

obtenus par precipitation du semi-conducteur initialement en solution dans le verre.

Ceci conduit à des microstructures de semi-conducteur raisonnablement decrites par

une géométrie sphérique, ce qui est un avantage déterminant dans la perspective d'une

étude theorique. En revanche, la dispersion des tailles de ces sphères, beaucoup plus

imporante que par les techniques précédentes, est un obsacle à la confrontation des

modèles théoriques aux résultats expérimentaux.
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Introduction

Objectil de liéude entreprise

Dans les semi-conducteurs massifs, lors de l'absorption d'un photon, il peut se

former une paire électron-trou liés par inæraction coulombienne (exciton) dont

l'énergie totale est inférieure à celle de la paire électron-trou libre. Ceci se traduit par

un spectre de raies de tfpe hydrogénoide dens fu bande inærdiæ. Toutefois, la durée

de vie des excitons est tres faible (quelques nanosecondes) et l'énergie de liaison

(quelques meY dans GaAs) petite devant l'énergie ksT r 26 meV caractéristique des

processutr thermiques à température ambiante. Il en résulte que la transition

excitonique (absorption ou émission dun phoon en dessous de l'éneryie de gap) est

peu probable à temperature ambiante, et l'obserri"ation des raies excitoniques dnns les

semi-conducteurs mesifs nécessiûe de travailler à très basse temperature (æmperature

de lllelium liquide). L'étude des puits quantiques a montré que le confinemeni rlans

la direction Oz permet d'augmenter considérablement l'énergie de liaison de l'exciton.

On peut donc s'attendre à augmenter eneore cette éneryie de liaison s'il existe un

confinement dans les trois directions, oo qui pourrait rendre possible l'observation de

raies excitoniques aux températures uuelles.

Nous nous proposons d'étudier fétat fondamenal dun exciton dans une boite

quantique de géométrie cylindrique. Comme on peut le constater sur les diverses

photographies présentées précédemnent, la technologie de fabrication tend à produire

des boltes mrallélépipédiques mais l'érosion des arêtes leur donne en fait plutôt une

forme cylindrique lorsque les gravures deviennent très serrées.

Lorsque cette étude a été entreprise, les excitons avaient été étudiés dans le cas du

confinement total pour deux geométries : la geométrie sphérique (Efros et Efros

1982; Brrs 1984 ; Brus l9E6 ; Kayanuma 1986) et la géométrie parallélépipedique

(Bry'ant 19E7, 1988) en utilisant des poæntiels de confinement infinis. Depuis, de

nouveaux résulA6 sont apparus, en particulier l'utilisation d'un potentiel de

confinement fini s'æt inposee pour des domaines de confinement sphériques de ûès

petites dimensions (Ikf'anuna 1990). Iæs domaines de oonl-rnement cylindriques ont

été étudiés dans unc approche voisine de la nôtre (I(afanuma l9l), mab seulement

ayec un potentiel modélisé par un puif carre infini. Notre oontribution essentielle est
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Introduction

d'avoir donné le premier modèle utilisant un pui6 lini dans cette géométrie.

Plot du ttténuire

Dans le premier chapitre, nous rappelons les méthodes utilisees dans les semi-

conducteurs massifs: les approximations de Born-Oppenheimer, llartree-Fock et de la

fonction enveloppe qui seront reprises ou éventuellement remanié€s lors du passage

aux milieux confTnes. La theorie excitonique est rappelee dnns le formalisme de la

seconde quantificatioû pour un modèle à deux bandes simples.

Dans le second chapitre, nous montrons que l'approximation de la fonction

enveloppe a été appliquéc avec succès à l'étude de diverses geométries de confinement.

Le troisième chapitre désrit notre premier modèle pour l'état fondamenal d'un

exciton soumis à un confinement par une boite de géométrie cylindrique. Dans cette

première approche, le confinenent est mdélise par un puiS de poæntiel infini. Nous

décrivons le choix de la fonction d'essai servant de support à notre approche

variationnelle de la détermination de l'état fondamental puis nors commentons les

resultats obtenrs en examinant en particulier les cas limircs R - 0, R * oo, H -+ 0,

H + o o .

La limite R - 0 dans le modèle du puits infini étant particulièrement peu réaliste,

nous sommes anenes à envisager dqnq ls chapitre 4 un modèle de puits carré finl

Apres avoir discuté du choix de la fonction d'essai, nous donnons les principales

étapes du calcul variationnel, puis les résulaæ do ce calcul en les compamnt aur

résultats du modèle precédent
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Chapitre I

I.I. INTRODUCTION

Ce chapitre est un rapide survol de la theorie des excitons dâns un semi-conducteur

massif. Toutefois, il ne s'agit pas ici de rendre compte de l'état des connaissances

dans ce domaine, mais plus modestement de rappelel dans un contexte bien connu les

techniques de résolution et d'approximation qui seront utilisées par la suite dans les

milieux confinés.

Des exposes détaillés de la théorie excitonique peuvent ête trouves dens divers

ouvrag€xr ; on peut ciær gar exemple : Knox (1963), Dimmock (1967), Reynolds et

Çsllins (1981), Sineh (lgEa).

Nous rappelleas drns un premiertemps les grandes lignes de l'approximation de

Ilartree-Fock conduisant aux fonctons dbnde monoélectroniques du crisal non

excité, équations qui sont à la base des calculs de bande.

Nous introduisons ensuite l'æproximation de la fonction enveloppe, qui sera ûaptêe

dans le prochain chapitre au cas des électrons soumis à des conditions de confïnement.

Dans le cadre d'un modèle à deux bandes simples, une bande de valence pleine et

une bande de conduction vide dans l'état fondanental, nous construisons les

excitations élémentaires de type fermion (trou dans la bande de valence et électron

dans la bande de conduction). Enfin, norrs constnrisons læ étaB excitoniques par

combinaison d'étaB de paires élechon-trou non liés. Nors établissons l'éguation

régissant la fonction enveloppe excitonique dqns l'approrimation des excitons de

Mott-Wannier. Nors résolvoilr cette équation dans lc cas de bandes isotropes,

paraboliques et non dégénérées.
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Chapitre I

Les excitons ne peuyent pas être introduits de manière satisfaisante dans

l'approximation à un électron Ce sont essentiellement des phénomènes collectifs qui

doivent être abordes dans un formalisme adzptê au problème à /V corps. Deux

formalismes sont en concurrenoe pour décrire un système de JV fermions : les

déterminan6 de Slater et la seconde quantification. La démarche suivie dqns le

presentation ci-dessors est due à tlaken (1976); ello utilise le langage de la seconde

quantification qui est d'un usage plrs souple.
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Chapitre I

1.2. ETAT ELECTROMQT E FONDAMENTAL D',UN CRTSTAL SEMr-

CONDUCTEI,IR

Dans ce paragraphe, nous rappelons les approximations fondamentales permettant de

passer des lois générales de la Mécanique Quantique aux équations monoélectroniques

servant de point de départ aux calculs de bandes.

I -2-1. Approximation de Born-Oppenheimer

Dans un cristal semi-conducteur, on peut distinguer d'une part les ions du reseau

cristallin, comprenant les noyaux et les électrons des couches profondes, qui sont

localisés sur un siæ du cristal, et d'autre part les électrons des couches superficielles,

qui sont susceptibles de particiær à la conduction dans le cristal.

L'approximation adiabatique ou de Born-@penheimer, (Born et Oppenheimer,

1927) consiste à négliger le couplage entre le mouvement des électrons et le

mouvement des ions du réseau crismllin. Il en resulte que ces deux mouvements

peuvent être éhrdies separément Si l'on ne s'intéresse qu'au mouvement des électrons,

on peut donc considérer les ions comme fixes. Ces derniers exercent alors sur chaque

électron des actions mécaniquæ qui peuvent être décrites par un potentiel periodique

Izi*"(r) ayant la périodicité du réseau cristallin.

1.2.2. Approximation de Hartree- Fock

Dans le cadre de l'approximation de Born-Opænlrcimer, en travaillant dans le

formalisme de la seconde quantification, lllamiltonien électronique du c-ristal peut
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Chapitre I

alors s'écrire :

(  l . l  )

où Et(€) est lbperateur champ de fermions créant un électron au point f = (r, ç) , r
t

et f = t 
t désignant respectivement les coordonnées d'espace et de spin ;

l'intégration sur € sfrmbolise à la fois l'intégration sur les trois coordonnées et la

sommation sur les deux étab de spin : Vi-n est le potentiel periodique créé par les

ions du srisal ; t *(€,f) est le potentiel d'inæraction à deux corps électron-électron,

qui se reduit au potentiel coulombien t'-(f,f,) = 
frdans 

l'approximation non

relativiste.

Les opéraæurs champ peuvent être développés sur une base orthonormee de fonctions

monoélectroniques ( Cr ) :

vt l r ;= oloit ' l

â*i"t = 
I*tu, [ *Yz + v.*(n] *,r, ,,

. ) II.tu, Et(r) v*(€,s) v(r) û(E) dr dr ,

I
)

al et a1 étant respectivement les opérateurs de création et d'annihilation d'un

électron dens l'état l. Les étaB élechoniques du crisal sont constnrib ær application

successive de N operateurs de séation cl sur fetat vide | 0 ).

E(r)= I  arCr(r ) ,
À

/V

lo., , , ,)= TTol, lol,
It l

(12 )

(1 .3 )
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Chapitre I

où il est le nombre d'électrons rlnns le crisal. De tels éhts électroniques ne prennent

pas en compte les inæractions électron-électon. En revanche, ils satisfont arD(

propriétés de syméûie par pennutation d'une assemblee de fermions à condition que

les opérateurs a7 êt al obeissent aux relations de commutation suivantes :

t  Q,ot )  =  o  ;  (  Q,o i )  =  6û :  (  a i ,a i )  -  o , ( 1 .4 )

où les symboles ( ) et ô désignent respectivement l'anticommutateur et le symbole de

Kronecker:

( 1 .5 )

A ces conditions, I A*, ) est le déterminant de Slaær construit à frartir des fonctions

monoélectroniques Cr1, ...., CrN. Il reste à choisir une base de fonctions

monoélectroniques. L'approximation de llarhee-Fock consiste à les déterminer par

une méthode variationnelle : elles sont choisies de façon I minimiser l'éneryie

électronique du cristal, ûout en r€stînt soumises aux contraintes de normalisation :

l l  
s i f - i

(A ,B l -AB+BA ;  6û -  
lO  s i f r j

6( O.il lfll Ocdlt )
6C1

- Q  ; Jo;ar c1({) d€ = | . (  1 .6 )

On montre qu'alors lee fonctions Cl, sont solutions du système d'équatons à une

particule, dites equations de llartree-Fock:

t*A + z5-(rrJ o,,ar. 
[T Jr1',r, ffic\(ndn]ca(€)

-[r r I- I l.| cr,'(r) frca(fldr lo^,al 
- €i c\(€)' ( r'7 )

i t' l

Examinons le premier membre de ces équations de llartree-Fock. L'interpréûation du
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Chapitre I

premier tenne est immédiate : il s'æit de lllamiltonien d'un électron soumis au

potentiel periodique du réseau cristallin. Le second terme est le terme coulombien

prévisible dinteraction électron-électron car le produit - ,l6t/l représente la densité

volumique de charge électrique correspondaot à félecûon dans fétat \, la somme sur

tous les électrons donnant la densiæ volrrmique de charge électronique dans le cristal.

En revanche, le troisième terme est purement quantique. Il est appelé terme

d'échange car il apparalt comme une conséquence de l'utilisation dune fonction

donde antisymétrisée ( 1.3 ). En effet, l'utilisation d'un simple produit Cr, C4....Crn

(approximation de tlartree) conduirait à des equations analogues, où ne subsisteraient

que les deux premiers tennes. Ce terme d'echange traduit le fait que deux électrons

de même spin ne peuvent pas se rapprocher indéfiniment, ce qui se traduit par des

effets répulsifs à courte disbnce.

Notons que les niveaux d'énergie e1 ainsi déterminés ont une signification physique

concrète donnée par le théorème de Koopmans (Kittel l!)63' p 90): l'énergie - q est

l'énergie qulil faut fournir à un électroa dens l'état \ pour l'extraire du solide. Nors

démontrerons ce théorème à l'occasion de l'étude des excibtions du cristal de type

lacune dans la bande de valence.

Techniquement, la resolution de ces équations, qui constituent un système d'équations

intégro-différentielles couplées, demeure un problème difficile, qui relève de la

compétence des sy'ecialistes des calcuts de bandes. La technique standard de resolution

est une méthode autocohérente, qui revient à déterminer les C\ par approximations

successives.

En posant

zcour(r)= I Ilcl({)t' froç
J

ffiôxc)d( '.,r1;r(r) = 
Jc^,'trl

( 1 .8 )
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Chapitre I

on peut ecrire l'équation ( 1.7 ) sous la forme :

I '^,1(r) cr,(€) = ei c1(€) ' ( l'e )
j

soit, en introduisant un potentiel effectif contenant l'interaction coulombienne ions-

électron, l,interaction coulombienne directe électron-électron et l'interaction d'échange

électron-électron :

[#a 
+ ra,a)]{(r) = ei c\(€) (  l . l 0  )

où le potentiel effectif 2.61 Posede la periodicité du réseau, de sorte que les fonctions

c4 satisfont au théorème de Bloch, et sont donc de la forme (Kittel 1963' p 193) :

Ï *a + 2L,"(r) + z-6(r)] o*al -

C",t(f) = *'râ.t(r, f) '

avec ,rrf(t + R1, ç; - n4(r,l) '

où R1 est un vecteur du reseau direct.

(  l . l l  )

Les equations ( l.l0 ), qui sont à la base des calculs de bande, ne tiennent pas compte

de l'inæraction spin-orbite ; elles se généralisent par la transformation suivanæ de

lbperaæur haniltonien (Kittel 1963, p l9ti) :

-ff i t+Z6s(r) --#a+261(r) - #oa stadVdf,î) 'p ( l '12)

Excitotæ dms les semi' cottductanrs page 25



Chapitro I

I.3. METHODE DE LA MASSE EFFECTTVE

L'approximation de la masse effective (Kohn et Luttinger) est une méthode
permet&ant de tenir compte d'une pernrrbation U(r) s'ajoutânt au potentiel effectif de
llartree-Fock, quelle que soit l'origine de cetæ perturbation (champ électrique
ou magnétique extérieur, ou hétérogénéité du matériau). Un des principaux atouts de
cette théorie est de pouvoir s'adapter à des situations physiques diverses, tout en
offrant la possibilité d'effectuer des calculs analytiquæ susceptibles d'interprétation
physique. En revanche, elle n'est adaptée qu? l'étude du voisinage de k = O.

1.3.1. Approxinalion de Ia masse effective doæ le cas d'tmc botde non
dégênêrée

En suivant la démarche d'Altarelli (Alarelli l9E6), nors établissons l'equation de la
urasse effective pour la fonction enveloppe et nous donnons la relation entre la
fonction d'onde et la fonction enveloppe à un ordre d'approximation suffisant pour
permettre dans le chapitre 2 d'aborder le problème des conditioru aux timites pour les
dérivées de la fonction d'onde. Dans l'équation effective de llartree-Fock ( l.l0 )
l'adjonction d'un terme de perturbation U(r), conduit à l,equation:

(Hæ+U(r) ) / ( r )=Et lF)

avec Hdr = -f, t + vale) .

Les fonctions propres de I/.61 ( l.ll

à :

(  l . l 3  )

), se réduisent, en omettaût læ variables de spin,

(  l . l4  )
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Chapitre I

correspondant à l'énergie eo(k). Ces fonctiots propres constituent une base sur

laquelle on peut développer la fonction propre C de fllamiltonien perturbé :

r/(r)- f x"(r)dor(r).
zrk

En remplaçant { par ce développement dans ( l.l3 ), on obtient :

(  r . l5  )

(  l . 16  )t€"(k) -Elx"(k)- I <c,ç(r) luttt lc",r(r)) xn'(k')-0.
flr rK

où l'élément de matrice du poæntiel de perturbation peut s'écrire, en explicitant les

fonctions Cl .(t) et S; gQ):

I
(cor( r )  Iu( t )  Ico ' r ' ( r ) )=. |4- t ( t -L) 'dr ( t ) r4 , ' r ' ( r )  U(r )dst  '  (  l '17 )

Le produit d r(t) z" f(r) ayant la periodicité du réseau, on peut le développer

en serie de Fourier et écrire :

d r(t) rh É(r) = I . ( rk ,n 'Y;K)dK' ,
(  l . l 8  )

où K est un vecteur du reseau reciproqæ. On obtient einsi 1

(C"r ( r )  lu ( r )  l6o ,g{ r ) }=  I  t (k -K+K)dzk,n 'K;  K) .  (  l '19)

K

Si la fonction U(r) est lentement variable, sa transformée de Fourier Û(f) ne contient

que des termes de faibles fréquences spatiales. On se limite donc à des états au

I
(2r)g

K
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z4(r)) = ahp(r) . * L ."ffi;5p(r)
Ën

eo(k) = eo(0) + ftz
2m r

p,

où 1t,v €, (x,y,zl,.i, Cerieoe le tenseur de masse effective qui s?xprime par:

h=rr"*tL
ftn

Chapitre I

voisinage du sommet de la bande de valence ou du bas de la bande de conduction, que

l'on suppose situes à K = 0 (semi-conducteur à æp direc$ ; on peut alors retenir

comme expression approchée de l'élément de matrice du potentiel:

( c4(r) | u(t) | d,,,r(t) ) = D(t - k') 1nk, n' k' ; 0i . ( 1.20 )

La théorie du k.p permet dbbtenir les expressions approchées de n4(r)) et de eo(k)

au voisinage de k = 0 (Kittel 1963, p 200) :

t*)krkv'

( l.2r )

( r.22 )

( 1.23 )

s1 tae est l'élément de matrice de la composanb pr 0t e (x,y,zl) 6s l'impulsion :

tw= (Co,o(r) | t, I Cop{t) ) ( r24)

Dans le cas dune bande simple isotrope non dégénéréo, seuls les termes diagonaux ont

une contribution non nulle et la relation de dispenion ( 122 ) se réduit à :

eo(k)=eo(o)+ 
#or .

( 1.25 )

La transformee de Fourier F(r) de X"(k) est alors solution de l'équation suivante,

obtenue par transformation de Fourier de ( l.16 ) puis en tenânt compte de ( 1.20 )

ûo f*
e"(0) - co(0)
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e tde (1 .25 ) :

( r.26 )

On retrouve l,équation habituelle de la masse effective dans la theorie des impuretés

peu profondes. Toutefois, dans l'expression de la relation entre la fonction d'onde ry'

et la fonction enveloppe F:

r 1

l-p.a + u(r) | r1'; = [E - c"(o)] F(r) .
LZM J

r/(r) - F(r) u"p(r) + I
m Iffi5p(r)'

Ën

( r.27 )

obtenue en subatituant ( l.2l ) dans ( l.l5 ), nors laissons subsister le terme en

gradient de la fonction enveloppe, qui est important dans la discussion à propos des

conditions aux limitæ concenrant les dérivées de la fonction d'onde à la sepamtion de

deux semi-conducteun de naturæ différentes. Cette discussion, qui reste un sujet

ouvert sera abordée dans le chapitre 2.

1.3.2.Généralisationanxbodesnultiplesudêgénérées

Le modèle precédent est satisfaisant pour la bande de conduction des semi-

conducteurs @mme GaAs, nais l'est beaucoup moins pour la bande de valence, qui'

coûrme le montre la figure 1.2., est dégénérée en k = 0'
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FIG. r.r.

Modèle à deux bandes.

I{G. 12.

Structure de bandes des composés Itr-V à gap direct au voisinage du centre de
zone.
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Lonque n bandes doivent être prises en compte, pour decrire le comportement

au voisinage de k = 0, l'équation de dispersion ( 1.22 ) se génératise par une équation

de la forme :

frr-(k) = er(O) 6ur +
3

fi^k,- I DiI k,kp
e,p*l

( 1.28 )

( 1.30 )

de la fonction

3

I
æ l

où l,m décrivent le numéro de la bande concernée, tandis que les indices c, p sont

relatifs aux directiom I, /, z. e1(k) est la valeur propre de la matrice n x n de terme

général âr-(k) pour une valeur donnée de k. Les termes linéaires en k décrivent le

couplage k.p direct entre les n bandes prises en compte. La matrice fl est donnée

par :

ù= *(ql t l  ,+" ) ( r.29 \

Les termes quadratiques en k décrivent le couplage k.p indirect entre deux de ces z

bandes et une troisième ne faisant pas partie des n bandes sélectionnées.

L'équation (- 1.26 ) se généralise en donnant un système de n équations

différentielles couplées régissant les composantes F1(r) d'une fonction enveloppe à n

composantes. Ce système est analogue à l'équation de la masse effective à n bandes

ecrit par Luttinger et Kohn (Luttinger et Kohn 1955) pour une impureté de type

accepteur et s'écrit:

n

f ta.t-iv) + u(r)d6l F-(r) = E 4(r)
l-l

La fonction d'onde t s'exprime en fonction dæ n composantes

enveloppe yar ltxpression suivanæ :
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(  l .3 l  )
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I.4. CONSTRUCTION D'ETATS EXCITES DANS T.'N MODELE A DETIX

BANDES

Nous établissons dans ce pamgraphe l'équation de Wannier à l'aide du formatisme de

Ilaken (1976).

1.4.1. Dêfinition du modèle

Nous effectuons les approximations suivantes :

- approximation de Born-Oppenheimer : ceci revient à effectuer l'étude des

électrons en considérant comme fixes les ions du reseau cristartin ; l,effet de ces ions

peut donc être decrit par un potentiel ayant la periodicité du réseau ;

- la structure de bandes du semi-conducteur peut être modélisee par un

modèle à deux bandes : une bande de conduction vide et une bande de valence pleine

dans l'état fondamenal ; cette approximation est jrstifiée dans la mesure où la largeur

de la bande interdite est grande devant les énergies de liaison des exciations

considérées yar la suite ;

- les semiconducteurs sont supposés à bandes inærdites directes au point k =

0 et now aelrs limilsleilr aux états excités de vecteurs dbnde k voisins de 0 ;

- les effets dechange et 16 degrés de liberté dc spin sont négliges ; le

paramètre de configuration f se redÛt donc à la variable d'espace r;

- les relations de disærsion:

t + ç()) ( r.32 )
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) + e"(l) pour la bande de conduction ( 1.33 )

sont supposees oonnues ; À se réduit au vecteur d'onde k daos le cas de bandes non

dégénérées.

1.1.2- Lannes dots Ia bande de valence

Dans ce paragraphe, nous nous proposorn d'examiner les excitations du cristal

correspondant à ltxtraction d'un ou plusieurs électrons de la bande de valence, la

bande de conduction restant vide. Le formalisme de la seconde quantification est

particulièrement bien adzptê à fétude de ce problème.

Soit Ov l'état fondamenal du crisal (bande de valence pleine et bande de

conduction vide). L'annihiliation dun électron de la bande de valence conduit à l'état

01 - 4y1 Oy ( 1.34 )

\

Ce processus crée un déficit d'un électroa dans la bande de nalence, qui peut être \

considéré comme une particule, eu'il est convenu tappler ffou. L'annihilrtion d'utr

électron peut ainsi être réinterprétée comme une création de trou et on peut déf"rnir les

opérateurs d;Î de création et d1 d'annihilation de trou par:

dlt = avl et d7 = al u^

La bande de valence étant pleine, on a:

d rOv -av l tOv -0

Les relations d'anticommutation ( 1.4 ) deviennent:

( 1.35 )

( 1.36 )
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(a l  ,d t i ) -o;  (a l  ,4)=6û :  (d i ,d ; ) -0. ( 1.37 )

Par hfipothèse, on ne s'intéresse dans ce paragraphe qu? des ébts pour lesquels la

bande de conduction est vide ; les opérateurs chanp ( 1.2 ) peuvent alors être

développes sur des fonctions prcpres f1 correspon.lant à des étas de la seule bande de

nalence. L'operateur chanp creaût un trou au point r peut s'écrire :

ûr(r)= IaICL(.),
)

tandis que l'opérateur champ annihilant un électron en ce

expression:

( 1.38 )

même point a pour

I (r) - f ,^ Cr(r) ,
À

( l.3e )

Or ces deux operaæurs ont le même effet, ce qui nous amène à identifier les fonctions

d'onde de trou Cu au* conjugées complexes Ci d* fonctions donde électroniques de

la bande de valence. Les fonctions d'onde des trors, lorsque les effets liés au spin

sont négligés, peuvent donc être défînies oomme les conjuguéæ des fonctions de Bloch

électroniques de la bande de valence. Lorsqu'il est tenu compte du couplage spin-

orbite, l'Ilamiltonien de tlartree-Fock ne commute phs avec l'operaæur Ko de

conjugaison complexe, mais trysç lbperateur K de renvenement du temps. Ces deux

opérateurs coincident en l'ahence de couplage spin-orbite ; il est donc phs général de

définir les fonctions d'onde de trou par:

Ctr = KC"r . ( 1.40 )

L'lramiltonien ( l.l ) du sristal peut se réécrire, en développant les opérateuæ chanp

selon ( 12 ) puis en utilisant les opérateurs d et dl en lieu et place des at et a:
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niu = f ,^, ,I,lci,'{r) 
[- *yz + y.*(r;] 6"^,{r) a,,

ÀÀ

- i I d^rd\o;r[,fJ A,t'l ôit,F) Ffuc"r,(r') c"r.(r) d3r dsr''
lr)2u.

(  l .4 l  )

A faide des deux identités ci-dessors qui se deduisent des relations d'anticommutation

(  r .26 ) :

d id t i =6 i J  -  d t iQ ,

4 di dlL dlr - 6jr 6n - 6ir dtr di - 6u 6jr

+ 6;1 dt1 Q + 6s û r di - dtt di 6n + dl t 4lt di di,

on obtient:

Itdi.t - 8Y + H6+ lil66 ,

où le premier t€rme:

(  r .42)

( 1.43 )

( 1.44 )

I
e"-L I c',rtr) [ *vr+l,5".(rlJo"^trla",

TJ

. , I lJ ,'"^,,r) c'"4(r') Ê 6\^z4)c"r,(r) dsr ds/
lrÀ, 

r '

I  
f f

- ) I JJ o'"^rt'l ô'"tr(t') Éc'\(Ôc"rr(r)dtÎdt/
)rl, 

r '

( 1.45 )

est lGnergie de la bande de valence pleine dans l'approximation de llartree-Fock; le

second tenne:
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Hd= - f ,t^ dr Ç1r1
.l

( r.46 )

est la soûrme des énergies des défauts en l'absence d'interaction défaut-défaut et le

troisième terme:

ndd- i I
lrl,)sll

4r4"d^, d\,w( v\rr\ | rl. rÀ, ) ( 1.47 >

est le terme dinæraction coulombienne défaut-défaut, avec

v( it^t À | tÀ 13\ ) = 
lJ *r^ro, ds,r€) Ffu ô.r.(r') drr(r) dsr d3r' ,

( 1.48 )

l'étiquetæ i; pouvant prendre les valeurs v et c (respectivement pour la bande de

valence et pour la bande de conduction).

Notons eue dans le cas où une lacune et une seule est çiiis rtans l'état t de la bande

de rralence, l'énergie du crisal est:

I=8" -Ç(r ) . ( l.4e )

I.iêrart d'éneryie par rapport au c-ristal non excité est donc e"(t) ; ceci constitue une

démonstration du theorème de Koopmans énoncé au paragraphe 1.3.1.
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1.1.3. Electrons dans la bude de conduction

Dans la bande' de conduction, on conserve bien str la description en terme

d'électrons et on définit les fonctions d'onde électroniques

C"r(r) - 4"1(r) . ( 1.50 )

Pour un cristal dont la bande de valence est pleine et dont la bande de conduction

contient des électrons, on procède de la même façon qu'au paragraphe precédent- On

doit cetæ fois tenir compte des fonctions d'onde de la bande de valence et de la bande

de conduction. On montre que l'tlaniltonien électronique du cristal peut dors se

mettre sous la forme :

ItÉi"r = 8" + H, + H* + Hv" ,

où le premier terme d" æt l'énergie ( 1.45 ) d€ la bande de valence pleine dans

l'approximation de llartree-Fock ; le second terme:

( l .5l )

( r.52 )

( 1.53 )

Hc=+Io t . ^a4e" ( ) )

I

est lia somme des éneryies des électrons de conduction en l'absence dinteraction entre

électrons de conduction ; le troisième tenne est:

H*= t I 
ofr. dtl, o^ro^rW( c\rcl, I cÀ. cl, )

tl.Iis)r

où I( c\, c\, I c). cÀ, ) conserve la même forme que rlans le terme d'interaction

défaut-defaut ( 1.47 ) ; c'est le terme d'interaction coulombienûe entre les électrons de

conduction ; enfin le quatrième terme est le terme d'inæraction entre les électrons de
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conduction et les électrons de la bande de valence pleine.

Seul ce dernier tenne est de nature nouvelle. Cest le tenne le plus important. Du fait

qplil fait inærvenir la totalité des fonctions dbnde, il contient 4 types d'élémenb de

matrice :

W( v\, cÀ, I c). rÀ, )

Il( c\, vl, I r'). cl, )

W( c\, ul, I cl. vl, )

W( v\, cÀ, I rl. c), )

Compæ tenu du fait que la bande de valence est pleine, son expression se réduit à:

Hv.- I
À1l2li{

( 1.54 )

( 1.55 )

al \ at, t^]rw( cÀr v\ | uÀ, cl. )

- 
I 

ol ̂ , o^"6rrr, I( r,), c), I r,À, cl. ) .

À1U31.

L'interaction coulombienne entre les électrons de conduction et la bande de valence

pleine est donc composee dun terme direct et d'un terme d'échange.

1.1 -1. Interactions Electrons-Trous

No15 envisageons cette fois un cristal où coexisænt les deux types d'exciations

précédentes : des lactnes dans la bande do valence et des électrons dans la bande de

conduction. Nors devons utiliser à la fois les fonctions dbnde monoélectroniques de

la bande de valence et de la bande de conduction. Ltlaniltonien électronique du

c'ristal peut alors se mettre sous la forme :

Itdl* - 8t + H, + H6 + H- + Hu + HY, + Hr4, ( 1.56 )
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où les six premien termes ont déjà été rencontrés précédemment, tandis que le dernier

tenne decrit les inæractions électron-défaut. Physiquement, il est intéressant de

regrouper les trois premiers teûnes en un Hamiltonien f/o Oui ne tient pas compte des

interactions entre les exciations du crisal:

Ho=8,*  
f  to f ra^  e" (À)  -d l td tÇ(À) ) .  (  1 .57)

t

Les quatre derniers tennes sont regroupés en un llamiltonien dinteraction I{ :

Ht=H-+H66+Hv r+Ha ( l.5r )

avec Hd, = I
l1À2À31.

ol ̂ ro^rdt trd^"W( c\, vÀ, I r), cl. )

I ol ̂ , o^, dl ̂ , dtrw( v\rc\ | v\ cla ) .

l1À2)sl.

( l.5e )

Cet l{amiltonien électron-défaut comprend donc un terme direct et un terme

d'échange.

I -1.5. Etats excitoniques

Une excitation électronique dun clisAl semi-conducæur oontenant JV électrons

correspond au transfert d'un électron d'un niveau occupe de la baûde de ralence à

un niveau inoccupe de la bande de conduction. Etant donné l'ordre de grandeur

courant de l'écart d'énergie (gap) entre ces niveaux, un tel processus d'excitation est

généralement provoqué par l'absorption dun photon dans le domaine optique. On

appelle exciton l'ébt électronique du cristal après une ælle excitation.
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Pour des atomes en faible interaction, l'exciation reste localisee à un atome et ses

voisins immediats. Cetæ première approche de la theorie excitonique (Frenket l93l)

est inadaptee aux crisaux semi-conducteuæ, où les excitations ne restent pas

localisees au voisinage d'un site en raison dun couplage important entre les atomes du

cristal. Une modélisation plus adaptée à l'exciton dans um cristal semi-conducteur

consisæ à considérer l'électron de la bande de conduction coûrme une particule en

interaction avec les /V-l électrons restant dans la bande de valence, ces JV-l électrons

étant considéres cornme une quasi-particule de charge positive appelee trou.

Un exciton est alors lui-même une quasi-particule qui peut, d-ns l'approximation de

la fonction enveloppe, être considéré corlme un système de deux particules,

un électron et un trou, en interaction coulombienne (Wannier, 1937 ; Slater, 1949).

L'approximation dbrdre zÉto Ww un état excitonique est un état de paire électron-

trou non liés qui peut se construire à partir de l'état Oy (bande de valence pleine) par

application successive d'un opérateur de creation de trou et d'un opérateur de qéation

d'électron:

I t r ) r ) -o l rd l ror . ( 1.60 )

1.57 ) correspondenl à l'énergie :Un æl état est un état propre de ltlamiltonien //o (

E = 8v + e"(11) - Ç()r) ( l.6l )

meilleure approximation consiste à former une combinaison lineaire d'étab de

I o* ) - I "^r^, 
| 1 À, ) - I "^r^, 

o|r4"o, . ( r.62 )
rÀ

Une

gaire:

)À

Les coefficien8 C1r1, donnent une description de l'exciton en représentation du

nombre d'occupation l.es coefficien8 C1r1 sont déterminés en écrivant que l'état

excitonique I q* I est un ébt propre de lllamiltonien électronique du crisal ( 1.56 ) ;
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L'excitation envisagee ne faisant inærvenir qu'un électron dans l^ bande de

conduction et un trou dans la bande de valence, les termes trf- et trI66 sont nuls.

Il reste:

avec Hr - I al \ axr 6^r^"W( cÀ, rÀ, I rt, cl. )

\àrÀsl.

I ot\o^16rÀ r( vtr c\; rr, cr. )

r'}'lÀ

+ 
I 

al\ arr dl \d\w( c\ru\ | r\ cÀ. )
r'\àÀ

-  
I  

o f \o^ .û^ "d^ r l ( r t , c \ | v \cÀ . ) .  (1 .65)

lÀ\\

L'équation de Schrôdinger s'éctit, pour l'état exciton I Ox )

on peut mettre cet I'Iamiltonien sors la forme:

Itlic = S" * 
L(at1 

a1 é.()) - û x dtÇ(r)) + H1 ,
t

avec  Ht=  H-+  HA+ HVr+ Ha.

r r :* lQx)-dlo*) ,

soit d* l'énergie d'excitation du cristal definie par

87 -8 -Ev .

En multipliant à gauche par ( Ov ld^, d^r, on obtient

( 1.63 )

( 1.64 )

( 1.66 )

( 1.67 )
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( ov ldr, d^2ç*- dv)l ox ) = ( ov ldr, d^r8*l o* ) '

d'où l'on déduit l'@uation déterminant les coefficienb C1r4

1 e"()1) - Ç()z) - SxlC\t,

v
/- 

C^rtr[ [(rÀ, cÀJv), c\) - W(v\rclrlrÀ, ctr) I

)rl.

En représentation des coordonnees, tia fonction donde excitonique s'écrit:

F1ç( r' r, ) = 
I a^rr, C"rr(rr) 6trr(rJ.

C.r(r) = c{r) dL'

Cur(r) s (v(r) dr')' = Y'(r) e-il' '

La fonction dbnde excitonique s'écrit alors:

lrÀ,

( 1.68 )

( l.6e )

( 1.70 )

(  l .7 l  )

1.4.6- Excitons de Mott-vautier : ronction enveloppe excitonique

Dans le cas d'excibns faiblement liés, l'extension syatiale est importante dans

fespace direct. Il en résulte que, dans l'esfrace reciproque, l€s vecteurs d'onde sont

assez bien détermines. Dans le cas dune transition optique darrs un semi-conducteur

à Gap direct, les vecteurs donde k, et k, seront peu différenB l'un de l'autre et

voisins de 0. Les fonctions dbnde {"1 et Cu peuvent être approchées par leur

développement au voisinage de k = 0 ; d'autre part, dans l'hypothèse de bandes non

dégénérées, liindice ) se reduit au vecteur d'onde k. tr reste donc simplement:
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Fx( r ' r z )= r
krk,

C1r1, c(rr) eùttt r'(rr) e-ùrtr

= {x( r'1r t2 ) 4rr) r"(r2) .

La fonction donde excitonique se décompose donc en un

enveloppe ry'y et d'une fonction cristalline lo,n*:

Càc( r,, r, ) = 
I 

t r., "iftt'rt- 
Lt'r1)

krk,

et ./oi.t( r' r: ) = c (rr) r,'(rr) ,

produit

( r.72 )

d'une fonction

1.4.7. Eqtation effective pour Ia fonctioa mvelopp excitoaiqæ

Dans le cas de bandes isotropes et non dégénérées, et à gap direct en k o 0, les

relations de dispersion des bandes de conduction et de valence peuvent s'écrire

au voisinage de k = 0:

( 1.73 )

( r.74 )

( 1.76 )

Ç(k) = ,* - # pour la bande de valence;
flnh

e.(k) = ,n * ffi pour la bande de conduction.
àfr"

( 1.75 )

Le coefficient zi , caractérisant la courbure de la bande de valence, sera inærprété

dans la suite comme la masse effective du trou (ft pour llrlte\. Lalargeur de la bande

interdite, ou énergie de gap, sera notée:
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L'equation ( 1.69 ) devient alors, en utilisant la forme ( l.7l ) des fonctions d'onde :

fo. #.x'.]c',',=
I t .r. lw( vkrck. I rk, c\ ) - w( vkrck, I vk, ck, ) I ( r.77 )

krk.

Le second terme du second membre est le terme d'interaction coulombienne d'échange

électron-trou ; ce terme d'échange est généralement petit et à couræ portée (Dimnock

l%3, p 269 ; Kane 195E, 1959 ; Elliott 1963). tr reste à calculer le premier terme :

r1
w(vkrckJvk, ckr) = | | txtlt, lc<t')|, ei(t'-t.)i 

"4rr-rr)'r ,*d3r d3/
JJ '  l r - r l

( l.7E )

Les fonctions h(r)lt et l(t)lt ont la periodicité du rêeau mais peuvent osciller

rapidement à l'intérieur d'une cellule du réseau.

Pour évaluer ( l.7E ), on effechre uûe moyenne sur des cellules différentes du réseau.

Comne les fonctions de Bloch sont normées dans un volume % et comne il y a deux

fonctions de Bloch dans l'intégrale, le processus de prise de moyenne fait apparalte
I

un facteur ;i:

w(vkrckJvk, 
"k ) 

= h [l.iftr-L.),' 
,iftr-rr)r 

Ê 
dtr d'/ . ( l.z9 )

Au même degré d'approximation, 1r fonction dbnde excitonique s'écrit :
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Fx( r r  , r r )= T I crrq ei(Lr'r-L2ri .

krk,

( l.8o )

En sommant sur k, et k, les deux membres de ( 1.77 ), on obtient une équation de

Schrôdinger à deux particules :

l'"- ftoÎ #^"" - I,,fu] utr"12)=d1ç *tr"12) ' (  l .E l  )

On montre (tlaken 1959) que, si l'on tient compte des phénomènes de polarisation

induits par les transitions virnrelles entre les bandes, le ûerme d'inæraction

coulombienne est modifié. Cetæ modification peut êtne comprise de façon plw

élémentaire en envisageant la polarisation macroscopique du matériau dont on peut

rendre compte par l'introduction d'une oo$tante diélectique r. En effectuant cetæ

modifïcation, on obtient l'équation de lVannier:

| ft"T ft"l- ] 
c(r" 'ru) = Ex t'(r" 15) ' ( l.r2 )

où l'on a défini l'énergie de liaison de l'exciton par:

Ex- Ex -  es. ( l.E3 )

1.4.8. Rêsoluion de l'éqution effective

Dans un cristal infini, il y a invariance par translation. La quantité de mouvement P

du système électron-tlou commute alors avec l1lamiltonien. On peut alors séparer le

mouvement du centre de masse décrit par la variable
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h ^ir.* -i tr,
R=- . -  ( 1 .84 )

nl. * nl6

du mouvement relatif decrit par la variable :

f - r c - r h

La fonction d'onde ry'(r" , q) peut se mettre sous la forme d'un produit:

/(r" , 15) = O(R) C(r) .

( t.E5 )

( l.E6 )

En nobnt M la masse totale du système électron-trou:

M = tflrt + tfttrt ,

et ,r sa rnaqse réduite:

l'équation ( l.E2 ) peut se réécrire :

tr=&,
mc +mh

( l.E7 )

( l.EE )

( l.Ee )

( l.eo )

I n' 'z ' Lv? - *l **, c(r) = Ex o(R) c(r) .
L- M vB- ztt'r 

- 
rr J 

-t^'

On peut separer l'fuuation regissant le mouvemert du centre de mâsse :

- #vi, qnl - E* o1n)

de celle qui régit le mouvement relatif :
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l'#"r-*l^n= rç'C(r) . ( l.el )

( r.e2 |

( l.e5 )

La première a pow solutions les ondes planes :

or(R) = eiK.n'

correspondant à l'énergie :

tÉxs - e-*

où r désigne la disance électron-trou, et c est tel que

( l.e3 )

L'étude des éEts stationnaires du mouvement relatif est formellement identiqtæ au

problème de l'atome dhydrogène et sa solution analytique conduit, dans fétat

fondamental, à une énergie totale dans le référentiel barycentrique :

' 'd rc1 - r.3nf .x=-  îFry=EX
( l.e4 )

La fonction d'onde correspondant à cet état fondamenhl est

h2Iç- -
2À,1E*

i= #= o*- ' ( l.e6 )

a13D est, par définition, le rayon de Bohr excitonique. L€s valeurs numériques de

E*so et axs peuvent s'écarter des valeurs Eo = -13,6 eV et ao - 0,054 n'n tElatives

à l'atome d'hydrogène. En effet, les valeurs des masses effectives de l'électron et du

trou peuyent être tres supérieures à la masse de l'électron libre, tandis que la cotxltaûte

diélectrique ,c peut être de l'ordre de 10. Il en résulte des énergies de liaison beaucoup

plus faibles que l'énergie de liaison de l'atome d'hydrogène et des rayons de Bohr

excitoniques beaucoup phr5 grands que le rayon de l'atome d'hydrogène, et par
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consequent beaucoup phrs grands que la maille crisalline. Pour l'arseniure de gallium,

qui sera lbbjet de nos investigations ultérieures, on a ainsi :

&'xsD = - 4,E4 mev; axD = ll,9o nn

ExD - - 3,39 mev ; axD = 1699 nm

(pour le trou lourd)

(pour le trou léger)

L'énergie totale de l'exciton est ainsi la somme dune énergie cinétique de translation

du centre de masse et dune énergie tohle dans le référentiel barycentrique :

Ex= ( r.e7 )

Contrairement au cas du cristal illimilt, le mouvement du oentre de masse de

l'exciton n'est plus libre dans le cas des hétérætnrchres. La séparation du mouvement

du centre de Eusse et du mouvement relatif de l'exciton n'æt plu ulable

qu'approximativemenÇ l'approximation devenent d'autant plus médiocre que les

dinensions des hérérostruchres sont phrs petites.

ft2K2 _ trc1
2à{ 2ts2 k2'
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2.I. INTRODUCTION

Dans le premier chapitre, noui avorui rappelé le cadre theorique de la théorie des

excitons dans un crisal massif, en precisant les hypothèses rætrictives que nous ferons

dans la suiæ. Dans ce chapitre, nous proposons une revue des domaines de

confinement phs ou moins restreints réalisables dans les semi-conducteurs, en partant

du cristal maqsif (3D) iusqu'au point quantique (0D).

2-I.I- Génêralités sur Ia physiryc des ,tétérosttTtctures

Si l'on met à part les microscristallites, les hete#tructures sont obtenues par

réalisation de couches ærallèles. Les structures de base dimensionnalite sont

obtenues par gravure ultérieure sur ces couches. L'obtention de couches extêmement

fines d'un semi-conducteur I sur un semi-conducteur zl necessite que la croissance

crista[ine de B su ,{ (épitaxie) soit réalisable, ce qui impose des restrictions

importantes dans le choix des semi-conducteun possibles : il faut en effet que ,{ et

I aient le même type de réssau olst uin et h même rlimension de cellule élémentaire.

Comne on peut le voir sur la figure 2.l.,le couple GaAs/AlAs présente un accord de

naille satisfaisant Iæ désaccord de maille relatif peut s'exprimer quantiativement

par:

(2. r  )

où aa et aB sont les constantes de réseau respectives de A et de B. tr est inférieur à

0,1 pour le couple GaAs/Cral-rAlAs lorsque x < 0,4. En revanche, il exisæ des

couples conrme GaSb/AlSb pour lesquels le désaccord de maille €st plu imporunt

et conduit à des effec de tonsion (Gbourn 1983 ; Voisin l9E4 ; Nfiarzin 1986)
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résultant de fadaptation du matériau en couche nince sur le matériau en couche

épaisse. Dans la suite, on se limitera au cas où les effets de tension peuvent être

négligés ; la constante de réseau a est alors la même dans les deux matériaux.

4.O

3.O

2.O

5.8 6.O 6.2

LATTICE CONSTANT IN Â

tr'rc. 2.1.

(emPrunée ù haki 19ffi)

Gap éneryétique et 
"oorlt"oi" 

de réseau des semi-conducteurs courants'

L,accord de maille 
""i 

f""tti""lièrement satisfaisant porlr GaAs/AlAs'

:'r?)

\\NNNS..---N N N
".^ S--.-N.__*r,:\\

N Zn
N

Te

ilË'
\.t.\
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2.1.2. ùIéthodes tMoriques tétude des hétërostlttctures

I''arni les méthodes en compétition pour aborder l'étude de la structure électronique

d'une hétérostructure, on peut citer:

- la méthode des liaisons fortes paramétrisee (Schulman et Chang l98l ;

Chang et Schulman l9E2).

cette méthode, simple dans son principe, ne se prête pas à Ïétude de l'action de

champs extérieurs. Elle consiste' et partant des niveaux dénergie caractéristiques des

liaisons sps entre atom€s voisins, à construire la fonction d'onde atome après atome'

Cela revient à considérer l'hétérostructure comme un maGriau massif dont la cellule

élémentaire est tres grande à féchelle atomique (dans un superréseau' c'est la Ériode

du superréseau).

- la méthode des pseudo-potentiels (Jaros et wong l9E4 ; Jaros et al' l9E5)'

L-ayantage de ces deux méthodes est de permettre de traiter des étaût même éloignes

du point k = 0, contrairement à l'approximation de la fonction enveloppe'

- l,approximation de la fonction enveloppe (Basard 1981, l9E2 ; Altarelli'

1983 ; Bastard et Brum 1986)

Le modèle theoriqræ utilisé dans ta description des hétérostructures est une

adaptation de la theorie 3D en rajoutant au potentiel effectif de l'approximation de

Ilartree-Fock un poæntiel de confinement En effet' dens gt milieu hétérogène' les

grandeurs intervenant dans l'@uation effective pour la fonction enveloppe (masse

effective et énergie de gap), au lieu d,être uniformes, deviennent des fonctions de la

position de la Particule.
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2.2. ETATS A UN ELECTRON DANS

L'APPROXIMATIOI{ DE LA FONCTION ENVELOPPE

2.2.1. Approximation de la fonction enveloppe dans u milieu faiblement
hétérogène : Hamiltonien de BenDaniet-Drilce

Pour simplifier l'exposé, on supposera dans ce paragraphe que le cristal est
homogène dans les directions x et y; les grandeurs caractéristiques du matériau sont
donc des fonctions de la variable z seule. On effectue l'approximation de la fonction
enveloppe (Basurd 1981, l9g2 ; Alhrelli, lgg3 ; Bashrd et Brum 19g6) datrs
un modèle à deux bandes isotropes non dégénérées.

Un premier tltpe d'hétérogénéité est une succession de couches de deux semi-
conducteurs A et B, chaque couche étant homogène. Dans chacune des couches de
semi-conducteur, il est alors naturel de supposer que la fonction d'onde f est reliee a
une fonction enveloppe F Wr l'expression suivante, issue de l'approximation de la
fonction enveloppe dens sa cristal massif, en présence d'un potentiel extérieur U(r):

(22 )

où la fonction enveloppe F est régie par l'équation :

(2 .3 )

Dans cette équation, la masse effective et l'énergie eo(O) sont des grandeurs dépendenl
de z, tyant 2 valeurs distincæs selon que z corespond au materiau r{ ou au maæriau
B. lvlais, en toute rigueur, il en est aussi de même pour la partie periodique des

/(r) = F(r) no,o(r) + ffig,o(r),
tv
m/ -

p+n

f *z I
f * a + u(r)J F(r) = [E - e"(0)] F(r) .
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fonctions de Bloch. On supposera toutefois dans la suite que, dnns le cas d'un bon

accord ds maille, les parties périodiques des fonctions de Bloch sont identiques dans

les deux matériaux, soit:

4p(') = rf,n{r) (2 .4  )

La question naturelle qui se pose alors est la généralisation de l'équation ( 2'3 ) à

l'ensemble du cristal. Selon les positions respectives de la masse effective et de

l'opérateur de dérivation, l'opérateur énergie cinétique peut prendre des expressions de

différentes formes (Einervoll et Hemner 1988) :

(2 .5  )

qui coîncident avec l'operateur énergie cinétique 15gsl dens le cas où rz' est uniforme'

La solution naive (c= I i 9-î =0) qui consiste à prendre l'équation (2'3)

en remplaçant simplement m' et err(0) par des fonctions de z æ convient pas' car

elle conduit à un lramiltonien non hermitique. L'hermiticité de LTramiltonien peut

être rétablie en choisissant p - I et Q=1= 0, @ qui conduit à l'équation de

BenDaniel-Duke (tlarrison 196l ; BenDaniel et Duke 1966):

-+l#)"'fr*f ["t*t'1] ,". e+1=,,

(2 .6  )

cette équation coincide avec l'équation ( 2.3 ) dans le cas dune masse effective

indépendante de z etassure la conserrration du courant de probabilité associé à la

fonction enveloppe; le vecteur densité de courant a pouf expression:

l+" l*"1- 
oal] F(r) = rE - eos(z)l F(r) '

h-#(F.vr-rvr")

l'équation de conservation correspondante est :

(2 .7 . )
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V.J" = g (2 . t )

pour des états stationnaires. Cetæ equation est satisfaiæ si + vF est continu à la
surface de séparation des deux matériaux.

Sous certaines hypothèses, on peut montrer que c'est 1r æule solution acceptable. Ceci
a été démontré par Enders (Enden l9S9) dans le cadre de l'approximation de la Inase
effective, ce qui suppose que le poæntiel U etla masse effective m' ae varient pas de
façon sensible sur des distrnces de l'ordre des rlimensions de la cellule élémenbire.
Ces hypothèses sont toutefois mises en défaut sur une hétérojonction où lbn passe des
caractéristiques du semi-conducteur ,{ à celles du semi-conducteur I en quelques
couches atomiques.

2-2.2. Hëtêrojonction : potentiel de confinement et conditions au limites

En admetEnt l'équation de BenDaniel et Duke, on obtient les conditions aux timifss
suivantes pour la fonction enveloppe :

F est continue à finterface

# #est continu à l'interface (2.e)

tr est à renarquer que l'on peut aussi adopter la démarche inverse, qui consisæ à
admettre les conditions aux limilss (2.9); l'fuuation de BenDaniel etDuke s,en
déduit alors aisément.
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2.2.3.Confinenentdotsttttcdirectioa:exempledupttitsquar.tiqræsimple

Considérons une oouche minco d'épaisseur I/ d'un semi-conducteur '{ prise entre

deux couches épaisses dun semi-conducteur B. Supposons que les structures de

bandes de z{ et B sont suffisannent proches pour que les parties Ériodiques des

fonctions de Bloch dans les deux matériaux soient identiques' On supposera également'

par souci de simplification, que les masses effectives sont identiques et isotropes dans

les deux matériaux. Sil'énergie de gap de z{ est supérieure à celle de B'lL fonction

enveloppe obéit à une équation:

f-=q a + r,(r)l F(r) - [E - eosl F(r) '
Lan 

-  
I

oùZ'estlepotentieldeconfinement.Cepoæntielestreprésentépar:

0 pour lzl < Hlz

zo pour lzl > n1zVr(z) =

Iæ poæntiel étant indépendant de x et ./, otr cherche une fonction propre de la

forme:

F(r) - lQ) se) rdù .

On obtient alors:

F(r) - exP({Çx + 19ù) l(z) '

qui est solution de l'équation ( 2'10 ) si / est solution de :

( 2.r2 )

(  2.10 )

(  2 . l l  )

( 2.13 )
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| * ç.n"tfn'=E-r(zl (  2. t4 )

avec des conditions aux linites qui traduisent la continuité de I et de sa dérivee /
po* frl = 

t Uraleur propre associee à cette fonction est l,énergie :

8 - eo(o) - E, + $G- 4l ( 2.rs )

La fonction enveloppe a donc partiellement perdu lo caractere dbnde progressive
qu'elle présentait dans le cas du semi-conducteur massif. L'énergie E associée
au confinement par le puib s'obtient très facilement dans le cas tirhiæ du puiæ infini
(limils Vo+ æ). Dans ce çss limite, l'équation (2.14 ) et ses conditions aux timilss
deviennent:

#W-E.tG)
lQ\ -o

oour lzl.- I
oovtlzl, t ( 2.16 )

L'éneryie E est quantifiée; le niveau n est camctérisé par:

lzn+{z)= *[tzn*r, trJ i E.a+r- # rypour les états çrain;

fzo*zh) = snf?n+2, tr) i Eth+2 - 
# rypour les éra6 impain . ( 2.17 )(

La condition de quantification de l,'énergie est ici imposée par la condition
d'annulation de / sur la frontière du matériau ,{. Le cas du puiæ fini conduit
qunlitativem€nt à une solution similaire i danq le cas des étab liés pairs, les fonctions
d'onde ont pour expression :
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loQ) =
w(kz)

B exp(-ælzl)

pour lzl <

pour lzl >

H
2
u
2

(  2 .18 )

( 2.re )

( 2.2r )

( 2.22 )

La continuité de I eî t + déærmine la consanæ B, tandis que la continuité de

dérivee première conduit à l'équation transcendante :

avec r=W et n =

* *[o +)=.
qui détermine gne suiæ ko donnant à nouveau des niveaux d'énergie discrets :

E''= #4

eue le porcntiel de confinement soit fini ou non, la présence du potentiel de puis a

pour effet de remplacer le spectre continu par un spectre discret. Ceci a pour

conséquence imporAnæ le comportement quasi-bidimensionnel des poræurs dans les

hétérostnrctures III-Y. Si fécart eûtre los niveaux discreb est gratld devant l'énergie

dagiAtion thermiqrc et l'éneryie transféree lors des collisions, le mouvement des

porteurs de cbarge est pratiquement localisé dans le plan (x,y), le degré de liberté en

z êântgelé dans un état liê lr(z). Dans le cas particulier dun puits fini, il s'y rajoute

1n effet purement qgantique (effet tunnel) : la probabilité de présence hors du puiæ a

une valeur finie non nulle.

#rn"- E.\
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2.2.1. Confinenent dots les /rois directions : exemple de la botte

parallélépipedique

On considère un semi-conducteur ,{ localisé rlqns un domaine parallélépipedique de

côtes Ir , Lz , f,s, gnchâssé rlans un semi-conducteur B. Reprenons les hlæothàses et

la démarche effectuées dens ls cas du puits quantique.

Si la barière de potentiel inpos€e par les parois du système modélisee par

un potentiel de puiS infïni, ce potentiel de confinement peut s'écrire sous la forme

d'une somme de trois poæntiels à une dimension

3
v(x'x,x") - f V{x1) avæ Y(4)-

lLl

o pour l+1. *
æ pour l"J, +

(223)

LÎIamiltonien de la particule est alors la somme de uois llamiltoniens à une

dimension ; les fonctions d'onde sont donc des produis de trois fonctions dbnde du

type ( 2.17 ):

.lrororor(x1,x3,xr) = f'(rr) fr{xr) dr(xr) (224 )

avec

li**r{xi) = *u[tr*rri] 
"

i'"*z@)- ,io[rz*2, 
i], 

( 2.2s )

tandis que l'énergie de la particule est la somme des énergies correspondant aux trois

degres de liberté de translation:

E*o,o,o, -#[#.#.#] ( 2.26 )
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En revanche, si la barrière de poæntiel est fînie et de hauteur V, le potentiel de

confinement ne peut plus s'ecrire sors la forme d'une somme de trois poæntiels à une

dimension. La fonction d,onde tridimensionnelle ne peut plrs s'ecrire sors la forme

drun produit de trois fonctions d'une seule variable. Nots reviendrons sur

ce problème dans le chapitre IV car il se pose en des termes voisins dans le cas du

confinement dans une bolte cylindrique'

2-2.5. Confinencnt duts les Ûois directions : exemple de la micræristallite

sphériqæ

rmaginonS un semi-conducteur / localise dans un domaine sphérique de rayon R'

enchâssé dans un semi-conducteur B. Reprenons à nouveau les hfDothèses et la

démarche effectuées dans le cas du puit quantique. L'equation de Schrôdinger

effective s'écrit:

(2 .27 ' , )

V(r) -
0pour rcR

æpour r>R
(2 .2E )

La résolution æt techniquement moins immédiate, en raison de l'expression de

l,opérateur laplacien en coordonnées sphériques. on obtient (Flùæe 1974 , p 156) :

Fo6(r,0,C) = .li(corr) rt-(e'C) (2.2e )

où les fonctions il sont les fonctions dÊ Bessel sphériqges, l'1- les hamoniques

sphériques et où tes c{rNtattes qd sont déterminées par la condition de nullité de la

fonction d,onde sur la sphère de confinement. L'énergie dqns l'état propre fo5(r'f'C)

ost:

[ *a 
+ t(r)]r = E' F
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Eu- - #o,

Dans le cas d'un potentiel de oonfinement fini:

1  Onour  rcR
V(r) = 1

l ronour r>R '

"=W et p=

(2.n)

( 2.3r )

Eof- = ffi+r'

( 2.34 )

( 2.35 )

les fonctions d'onde sonq pour les étaa liés (g . v), de la forme (c/ Fltgge lg74 ,
p  l@) :

 (ot"rr) {-Q,ô) pour r < R
F'6Q,0'Q) -

a n[rl1ç^r1\^e,ô) pour r > R
(2.32 )

avec

( 2.33 )

otr l[t) e$ une fonction de tlankel sphérique ou fonction de Bessel sphérique de
troisième espèae ( Abramowic, lg7o, p 437 ). La oonsgnæ B est déterminæ wt la
continuité de F à la surface de la sphère. La constante a est déterminee par l,eqgation
transcenrlante ci-dessors traduisant la continuité de la derivee première de F à la
surface de la sphère.

="nffi

qui conduit à un ensemble discret de solutions qol et par oonséquent à des niveaux
d'énergie qunntifTes:

#rr"- E.)
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L'expression des niveaux est la même Quo dans le cas du puits infini, mais la suite

des qnr n-est Phs la même.

La comparaison des différents domaines de confinement rencontres précédemment

est riche d'enseignemenB car un cerAin nombre de faits généraux peuvent être

dégagés:
- le potentiel de confinement brise l'invariance par translation de

lllamiltonien;
-lesniveauxd'énergiesontquantifïespourlesébBlies;

- dans le modèle du puis fïni, les particules ont une probabilité de présence

non nulle hors du domaine de confinement'
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2.3. ETATS EXCTTONIQLTES DANS

L'APPROXIMATION DE LA FONCTION ENVELOPPE

2-3.1. sêparation du nouvemcnt du centre de masse et du munemcnt relatif

La présence du potentiel de confinement brise I invariance par translation de
l'Ilamiltonien effectif. Au lieu de séparer le mouvement relatif et le mouvement du
centre de masse de l'exciton, on privilégre un paramétrage separé pour le mouvement
de l'électron et celui du trou. La fonction enveloppe excitonique F'ç æt alors, dans le
cadre d'un modèle à 2 bandes simples isotropes, solution dune fuuation du tyrye:

1fr",ftZ a2 ez

fi't- ;lr" - ,,l+ z'"(r.) * l'*Go)l F(r"' 16)
I

- E1 F(r",r5) . (2.36 )

Il s'agit de l'équation ( 1.82 ) dans taquelle ont été rajoutés les poæntiels de puits Zxr
et V.h. Dans le paragraphe 2.3.4., nous reviendrons sur la possibilité de traiter

l'exciton cornme une particule unique soumise gtobalement à des conditions de
confinement. Un tel point de vue revient en fait à admettre une invariance par
translation approchee ; on peut donc prévoir qu'il sera d'autant mieux jrtstifié que læ
dimensions du domaine de confinement sont plus grandæ.

2.3.2. Puits pottirye

L'exciton dans un puib qu"ntique de GaAs-GaxAh_xAs a été lbbjet de nombreuses
études tant experimentales que théoriques. En effet, les excitons jouent un rôle
essentiel dqns la forme des spectres d'absorption et de luminescence des
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hétérostructures à puits quantiques (Vojak et al. 1980; lVeisbuch et al. l98l).

Parmi les premières études expérimentales, on peut citer l'étude du spectre

d'absorption optique (Dingle 1974 et 1975), l'observ'ation d'oscillations laser par

pompage optique à basse température (van der Ziel et al. 1975) puis à température

ambiante (Dupuis et Dapkus 1978 ; Holonyak et al. l97E).

Parmi les premières études théoriques, citons les premien calculs variationnels de

l'énergie de liaison dans le modèle du puic infini (Miller et al. l98l ; Basbrd et al.

1982) puis dans un modèle de puiæ fini (Greene et Bajaj 1983 ; Greene, Bajaj et

Phelps l9E4 ; Matsuura et Shinoanka 1984). La fonction d'essai est prise de la forme:

Fy(2", 25, p) = Fr(2.) FyQù F*(p,lr. - ,nl)

p=@

( 2.37 )

( 2.38 )

Dans le modèle du puis infhi, le calcul variationnel conduit, lorsque l'épaisseur H du

puic varie de zÉro à l'infini, à une éneryie de liaison variant de façon monotone de la

valeur strictement bidimensionnelle à la valeur 3D. En renanche, pour un puits fini,

l?nergie de liaison présente un extremum pour une épaisseur de puits de l'ordre du

rayon de Bohr excitonique.

Utilisant une méthode de variation-perturbation suggéree par Lee (Lee et al. 1982),

Tsin-Fu Jiang (Jiang l9E4) éænd les resultab de Greene et al. en tenânt compte de la

différence des mases effectives dans le puis et dans la hrrière. Dans cæ premières

études, la strucnre de bande est décriæ de façon succincæ (modèle à deux bandes).

Les travaux plu récen$ prennent mieux en compte la stnrcture de bandes des

matériaux (Sanders et Chang l9E5,l9E7;Zhu et Huang l9E7; Zhu l98E; Andreani

et Pasquarello 198E, 1989).
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2.3.3- Points qnntiqæs

Pour un confinement total, norls présentons ici quelques rcsultats dans deux

géométries : la géométrie parallélépipedique qui est, par sa technologie de fabrication

et par les problèmes théoriques poses, la plus proche de la geométrie cylindrique qui

fera l'objet des chapitres suivants, et la geométrie sphérique, qui, g;.âce à ses plus

grandes propriétés de symétrie, a permis une étude plus achevée, en Particulier

en puiæ fini.

Boltes parallélé pi pediryes

Les principaux travaux consacres à l?tude des excitons dans les boîtes

parallélépipédiques sont dts à Bryant (Bryant 1987, 1988). Dans l'trypothèse d'un

potentiel de confinement infini, il a utilise une méthode variationnelle pour

déterminer fétat fondamental des excitons confinés en utilisaût une fonction donde

de la forme:

F1(r6, r5) = F.(r.) Fu(ru) Fa((x. - xn)z + (/. - yh)2) (2.3e )

où F" et F' sont les fonctions d'onde correspondant respectivement à l'éûlt

fondamental de l'électron et du trou seuls dans le domaine de confinement, et F"5 une

sourme de 5 à l0 fonctions gaussiennes :

F*(p) = 
I ro exp[- qopz]

n

(2.40 )

où co et an sont des coefficients variationnels. Le point faible du choix de cette

fonction dbnde est de ne pas tenir compæ de fécart z" - zb entre les composantes sur

z de l'électron et du trou. Ceci limiæ la \ralidité de son étude à des boltes dont les

dinensions sur f,* et 4 sont grandes devant L..
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Microcristallites

Les premiers travagx sur les excitons dans les misrosphères utilisent une

modélisation du potentiel de confinement par un puiS carré infini. Ils font apparaitre

plusieurs régimes de confinement. Le régime de confinement fort, caracærise par

un rayon de la microsphèro petit devant le rayon de Bohr de l'exciton, Pou lequel

l'attraction coulombienne est socondaire et peut être Ûaitee en perturbation et le

régime de confinement faible pour lequel l'exciton se comporte comrne une particule

'nique de masse M - m'. * .i lfftos et Efræ l9E2). La linite du confinement fort

a été en particulier étudiée par Brus (Brus 1984 ; 1986) qui a obtenu une expression

de l'énergie de l'éAt fondamental darrs cette limite. Nous reviendrons dans le

prochain paragraphe sur la timite du confinement faible pour en donner quelques

propriétes indépendantes de ta forme du domaine de confinement. Kayanuma

a proposé un calcul variationnel avec une fonction à un paramètre (Kayanuma l9E6) :

F;ç(r", 16) = F.(r") Fr(ru) F"u(lt - rul) ( 2.4r I

où Fe et Fh sont les fonctions d'onde correspondant respectivement à l'état

fondamental de l'électron et du trou seuls dans le domaine de confinement:

F"(r) = F6(r) - Jb(oror) ' (2 .42)

et F.6 est la fonction d'onde correspondant à la limiæ du semi-conducteur massif :

F"u(r) = exp(-cr) ( 2.43 )

où c est pris comme para^mètre variationnel.

Pour des cdsmllites de dimensions petites devant le rayon de Bohr de l'exciton,

l'effet tunnel devient important et l'extension sgatiale de l?lectron et du trou vont au-

delà du domaine de confinement. Il convient alors de modéliser le potentiel de

confinement par un puits fini (Kayan"ma et Momiji 1990).
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2-3.1. Limite du confinement faible

Lorsque les dimensions du domaine de confinement sont grandes devant les

dimensions propres de fexciton, il est raisonnable dadmettre que l'exciton est une

particule confinee, avec des degrés de liberté internes' On procède donc à une

séparation du mouvement relatif et du mouvement du centre de masse'

Cette separation n'est rigoureuse que si la quantité de mouvement totale cornmute avec

lllamiltonien du système électron-trou, c'est-à-dire s'il y a invariance par tmnslation'

Il est manifeste que finvariance par translation est violee par la presence du potentiel

de confinement, mais qu'elle subsisæ de façon approchée pour des translations de

l,ordre de a1s si les dimensions du domaine de confinement sont grandes devant

aXD. Le mouvement du centre de masse excitonique est alors régi par les lois du

mouvement à une particule, tandis que le mouvement relatif est celui d'un exciton 3D'

Cette approximation a été utilisee par divers auteun sans jrstification supplémentaire ;

un fondement théorique plu solide est proposé dans le cas d,un domaine de

aonfinement sphérique par Stoltz (Asymptotik des Gnmdzustotds von

qwttmrneclwnisclvn N-Teilclwn-Systenen in lfugeln l9S9). tr y est montré que

l'énergie En (R) de l'état fondamenAl d'un système de N particules en inæraction

deux à deux, confiné à l'intérieur d'une sphère de rayon R' est la somme de trois

tennes :

- l,éneryie Es(oo) de [éAt fondamental du même système en l'absence de la

contrainæ de confinement ;
- l,éneryie du centre de masse du système (particule ponctuelle affectée de la

masse totale M du sysême, et soumise au poæntiel de confinoment) ;

- un terûre correctif s'annulant quand R - æ comme @^-

En appliquant ce formalisme au sysême excitonique confiné dans une sphère, on a:
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Ex (R) - EED . #tl]t - r[P]

oi M = ̂ i * ^iest la mase totale de la paire électron-trou.

( 2.44 )

La présence du terme correctif met bien en évidence le caractère approximatif de la
separation des mouvemenb du centre de masse et du mouvement relatif. On peut,

sarN gros investissement théorhue, mieux comprendre la nature de cefte

approximation, et même y apporter une ceraine amélioration. Ce que l'on fait dans

cette approximation, c'est appliquer les mêmes conditions aux limites aux fonctions

dbnde de l'électron et du trou, que l'on annule sur la frontière du domaine de
confinement. Or l'électron et le trou ne sont pas localisés en un même point ; ils sont
plutôt sépares par une disance de lbrdre de P. Si fon se représente ltxciton

comme une sphère dure de rayon 
] æ (Nair et al. lgET),le domaine accessible

au cenæ de mase de l'exciton est reduit à une sphère de rayon R - 
lall, : on doit

donc reûancher au volume de la sphère une zône interdite, comprise entre les sphères
2 ^

de rayons n - i olD et n. On peut ainsi esperer de meilleurs résultaa en prenantz
conrme condition aux limites fannulation de la fonction dbnde sur la sphère de rayon

R - 
/ æ. I/autre Frt, on peut estimer que le mouvement relatif des deux

particules n'est perturbé notablement que lorsque le centre de masse est proche de la

frontière, Cest-à-dire dens un domaine dont le volume est de liordre de 6nR2êD .

ce volume étant petit devant celui f+Al du domune de ænfînement, et la
[ r  )

fonction d'onde s'annulant sur les parois, la présence de ltxciton a une probabilité très

faible dens çp domaine critique, ce qui jrntifie d'envisager un mouvement relatif non
perturbe.

La fonction d'essai ( 2.41 ) conduit à une énergie de liaison ne dépendant que de la
mÀ{se reduite de l'exciton et pas de la masse ûotale. Bien qu'elle conduise à la limite

correcte lorsque X tend ver l'infini, elle ne peut donc donner une expression

asymptotique de la forne préwe par Efros et Efros, puisque oette expression fait

intervenir la masse toale de l'exciton. Cest la symétrie de la fonction d'onde par

echange de l'électron du trcu qui a pour conséquence le fait que l'éneryie de liaison
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ne dépend pas de la masse totale de l'exciton. Le calcul raniationnel de Nair (Nair et

al. l9S7) utilise precisement une fonction dbnde pour laquelle la symétrie de la

fonction d'onde a été brisee artificiellement :

F1ç(r., r5) - Fs(r.)"t Fo(tl)o: F.5(lr. - rul) ( 2.4s )

où c, et a, sont deux garamètres rariationnels supplémentaires. Dans le cas d'un

confinement faible, ons'attend à ceque lt" - tol .. n, etque le mouvement du

centre de masse soit quantifié ; le facteur de confinement serait alors

Fo(t")" Fo{r1)"t l: Fs(R) , ( 2.46 )

où R est le vecteur position du oentre de masse du sysême, ce qui correspondrait à
I

o,t= az=t. Irdalgré cetæ modification, ltxpression aslmptotique attendue n'est

toujoun pas obtenue pour les grandes valeurs de R. Les auteunt expliquent ceci par le

fait que les paramètres rariationnels c, et c, n'ont toujours pas atæint leur limite
t

oommune I porrr les plrs grandes valeurs de R envisagées danq leur calcul. Il faut
z

attendre te calcul variationnel de Kapnuma (Kayanuma l9EB) prenant une expression

polynomiale pour le produit 4Fr et F.b= I exp(-cr), pour obtenir

un comportement as)'mptotique en accord avec les prévisions, Cest-à-dire des résultats

nunériques bien représentés par l'expression :

( 2.47 )

où r(o) est utr paramètne de l'ordre de funité dépendant du rapport o - m:/m; d6

utasses effectives de l'électron et du trou Cette expression est physiquement

intéressante car elle Elt en accord à la fois avcc les idées de quantification du

mouvement du æntre de masse et de zône interdiæ à la frontière du domaine.

Toutefois, ce résultat n'est pas étayé por une démonstration analythue et reste à l'état

de conjecture.

E=ErD.lffi)*frF
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Toutes ces considérations sont en fait indépendantes de la forme du domaine de

confinement. DAndrea et Del Sole (f,/Andrea et Del Sole 1990) ont ainsi obtenu une

énergie de la forme :

B = fiaD an2
I

{L - 2/Pl2
( 2.48 )

pour un exciton rlans une bolte cubique de côté Z, oU I 
e$ uû pammètre variationnel

dennanf une idê de l'encombrement propre de l'exciton.

2-3.5. (In cas de sêpuation rîgoueuse des mmnements du cmtre de masse et du

mouvenænt reluil de I'exciton dans ut Wint ryoûiqu

Dans le paragraphe précédent, nous ayons vu que la sépamtion des mouvemenb

relatif et du centre de masse de fexciton €xil une approximation d'autant plus jrstifée

que le domaine de confinement €st gfand derant le rayon excitonique. tr est toutefois

un cas où cette séparation est valabte indépendemment de toute approximation (Que

lgg2). Il se trouve en effet que, si fon modélise le potentiel de confinement non pas

par un puits carré comme on le fait habituellement, mais Fr un puits parabolique,

lalamiltonien effectif est de la forme suivanæ :

H = 
#* 

tr^i41* 
#. 

Ir^i/ '?5+v-6(l ," - ru l) (2.4e )

où P. et P6 sont les operateurs quantité de mouvement respectifs de l'électron et du

t oo, I d41 
"t 

!r^iql, hs potentiels de confinement paraboliques respectifs

et Z-ur (l 1" - rh l) le poæntiel dinteraction coulombienne. Il s'agit de la somme

de deux llamiltoniens doscillaæun harmoniques et d'un terme de couplage

coulombien. Dans le cas tnès particulier où les pulsations r.r" et a6 des deux

oscillateurs sont identiques, l1{aniltonien peut êtne réecrit sors la forme :

tw)
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H = # * t* u2 Rz * 
** 

lr, *r2 + 2"o,,1 (r) ( 2.50 )

où M et p sont respectivement la masse totale de l'exciton et la masse réduite du

système électron-trou, P est la quantité de mouvement totale,. p est la quantité de

mouvement dans le référentiel barycentrique, R = 
ry 

et r = 1. - rb'

On obtient donc la somme drun llamiltonien dépendant des coordonnées du centre de

masse et d,un Hamiltonien relatif. La fonction d'onde peut donc se mettre sous la

forme du produit d'une fonction d'onde O(R) par une fonction d'onde iÛ(r)' La'

première correspond à un potentiel harmonique et peut donc se déterminer

analniquement, tandis que la seconde correspond à un poæntiel effectif

V;atG)= lrttoP F + Z-6(r) I
(z.sr )

Le potentiel coulombien ne dépendant que de lrl, la râsolution par rapport aux

variables angulaires est triviale et seule subsisæ la resolution de la partie radiale de

l'équation qui peut facilement être menee à bien par des méthodes numériques' On

peut même pousser la resolution analytique à son terrne en prenant un potentiel

élastique pour l'interaction électron-trou ! Pour seduisantes que puissent paraltre ces

simplifications successives, il ne faut pas perdre de rnre le caractère arbitraire de

l'trypothèse consistant à prendre deux pulsatiorp propres égales pour l'élec'tron et le

trou.
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2.4. CONCLUSTON

Dans ce chapitre, nous avoru passe en rewe différentes geométries de confinement.

Nous retiendrons que la méthode de la fonction enveloppe s'avère une méthode

efficace d'investigation, dans l'étude des éta8 à un électron, sorlme dans l'étude des
étas excitoniques. Les excitons jouent un rôle imporant dans la forme des spectres

d'absorption et de luminescence des hétérostrustures. Ceci résulte du fait que le

confinement augmente l'éneryie de liaison des excitons. Lorsque les dimensions du
domaine de confinement deviennent très faibles, les modèles utilisant un potentiel de
confinement infini prédisent une énergie de liaison non bornée, et il faut recourir à

un modèle utilisant un poæntiel de aonlinement fïni pour obtenir des resultats ptrs

satisfaisans. Il apparalt alors que, du fait de feffet hrnnel, l'énergie de liaison est

bornee et présente un minimum pour des dimensions optimales du domaine de

confinement Nous nous proposons dnns fu suiæ de t€ntor d'évaluer les dimensions

optimales d'un cylindre de GaAs noyé dans un substrat de Gar-rALAs. Nous
procéderons en deux étapes : ûout d'abord, nous nous contenterons d'un modèle

utilisant un potentiel de confinenent infini. Ceci nous pernettra de tester la validité

du choix de notre fonction dbnde d'essai en confrontant les rêultab obtenus aux cas
limiiçs analytiquement solubles. Enfin, dans le dernier chapitre, nors adapterons

notre étude au cas d'un potentiel de conlinement fini.
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3.I. INTRODUCTION

3.2. CALC'IIL VARIATIONNEL DE L'ENERGIE

DE LIAISON DE LTXCITONI

3.2.1. Ha,miltonien

3.2.2. Cas limites

3.23. Choix de Ia fonction {essai

3.2.1- CaI&I wriatiowtel de lênergie de liaison

33.1. Fonction tonde ct ércrgic variatiowæIle

3.3.2. Rêsultats du calaù tuiatiowpl

3.3. CAS PARTTCULIER DU DISQLTE QUANTTQLTET''

Puits inlini page 77



Chapitre 3

3.4. CAS GENERAL DU qTLINDRE QUANTTQI ET

3.4.1- Approxinatioa dos Ie calad de fércrgie potentielle coulombîewte

3.1.2. Rêsultats du calail variatiowtel

3.5. CONCLUSTON

r S. Le Goff et B. Stébé, Phys. Rev. Bl5, soumis à publication en mâi 1992.
2 S. Le Goff et B. Stébé, J. Phys. B., sounis à publication en mai 19.gl2, aæepté

en octobre 1992.
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3.I. INTRODUCTION

Ce chapitre presente notre calcul variationnel de l'énergie de l'éat fondamenbl dun

exciton confiné dans une bolte quantique de semi-conducteur de forme cylindrique

(figure 3.1 au verso) de hauteur I/ et de rayon R, dans l'hypothèse restrictive d'un

potentiel de confinement infini. La technologie de fabrication des boltes donne à

penser que celles-ci sont plutôt de forme parallélépipédique, mais nous allons voir

dans la suite que la recherche d'un effet de confinement important amène à tenter de

fabriquer des boltes de très ætites dinensions. Ceci ne pose pas de problèmes

majeurs en ce qui oonoerne les dimensions axiales ( hauteur I/ ), puisque les

technologies actuellæ pennettent de réaliser dæ monocouches, mais la rccherche de

très petites dimensions latérales pousse les techniques de microgravure dans leun

dernien retranchements. Q,uand on diminue le pas de la gravure, on consbte d'abord

une érosion des angles des parallélépipedes, pour aboutir finalement à des boites de

forme cylindriques.

Les propriétés de ltxciton dans une telle microstructure sont à la fois d'un grand

intérêt theorique ( competition entre un poæntiel coulombien à 2 corps et un poæntiel

de confinement à un corps ) et pratique, car la perspective ouverte par l'augmentation

en valeur absolue de l'énergie de liaison des excitons E t leur stabilisation à

température ambiante.

De façon æparemment paradoxale, nols avons qualifié de confinement faible le

confinement envisagé dans ce chapitre, alon que le potentiel de confinement est

infini Ceci a pour objectif de privilégier la physique du phénomène plutôt que

faspect mathématique du modèle. En effet, nous verrolr que ce modèle n'est valable

quepourdesdimensionsdeboltessuff-lsammentgrandes(confinementfaible),bndis

que pour des boites plrs petites (confinenent fort), nous serons conduits à prendre

l'6ypothèse physiqræment phs satisfaisanæ d'un poæntiel de confïnement fini. Ceci

fera l,objet du clrapitre suirrant Nous verrons alors que la hauteur de la barrière de

potentiel n'est pas le seul élément determinant l8 Elidité du modèle en puie infini'
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et que, même pour un poæntiel de confinement tres faible, les résultats du calcul

présenté ici peuvent servir de cas limite pour des boites de dinensions suffisantes.

Dans le paragraphe 3.2., nous presentons les principales étapes de notre calcul

variationnel de l'énergie de liaison de l'exciton dans le modèle du potentiel de

confinement infini. Dans les deux pangraphes suivan6, nors mènerons ce calcul à

son terme, successivemsal dnns le cas particulier du disque puis dans le cas général du

cylindre.

FIG. 3.1.

paire électron-trou dans un cylindre quantique : définition des coordonnées.
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3.2. CALCIJL VARHTIONNEL DE LTNERGIE

DE LHISON DE LTXCTTON

3.2-1. Hamiltonien

Considérons un exciton .lâns une boite cylindrique dun semi-conducteur noyé dans

un autre semi-conducteur d'énergie de gap phrs élevee. On désignera par:R le rayon

de la boitc et par // sa hauteur. Nors supposerc$ que les décalag,es des bandes des

deux matériaux sont suffisamment faibles pour que fon puisse utiliser l'approximation

de la fonction enveloppe dans un modèle à deux bandes. Nors négligerons le

couplage électron-phonon, ainsi que l'interaction d'échange électron-trou. Dans le cas

de bandes paraboliques non dégénérées, lllanilûonien effectif a pour expression :

tf = - 
ft": frvfl 

- -4-' +ttr(r. ) + zf ( 16 ) (3 .1  )

où zl et ^idésignent respectivement les rnescs effectives de l'électron et du trou r

est la constante diélectrique du matériau de la boite. 4 
"t 

f| sont respecrtivement

le poæntiel de conlinement de l'électron et du tou:

t+-
à l'intérieur de la bolæ

à l'extérieur de la bolte
( i =e ,h ) (3 .2 )

z, et z5 sont les coordonnées de l'électron et du trou le long de laxe z, choisi selon
l'axe de symétrie du Évolution du cylindre (FIG. 3.1.), taûdis euê pc et pu sont les
distances respectivæ de l'électron et du trou à llaxc du cylindre.

Puits infini page 8l



Chapitre 3

Pour un électron dans la bande de conduction, lllamilto réduit à:

g = - p.v|+ r( (r.)
zrn.

3.2.2. Etats ùute Partid.Ie

avec 4b) =

(3 .3 )

Compte tenu de la géométrie du domaine de confinement, il est naturel de travailler

en coordonnées cylindriques (p., ô., z.) pour repérer la position de l'électron. Le

potentiel de confinement peut se mettre sous la forme dune somme de trois poæntiels

dépendant respectivement da p., Ôq, zai

( 3.aa)4G) = \b) + tFç(ô) + vl(2.)

0 pour p cR

t

æpour  p>R
tF l (ô ) -0  ;4Q) -

o ponr Vl. +
æ ponr Vl, l ' 

( 3'4b )

L'opérafeur Ilaniltonien est la somme de trois opérateurs H, Hç, IIr operant

respectivement sur les rariables ec, Ôo, 2c. On peut donc chercher les solutions de

l?quation de Schrôdiûger soutt la forme Ûr(P., Ô., z.) = l"(9) hr(Ô) g.(2") ' Les

equations relatives aux trois fonctions f", h" et g" se separent. L'équation relative à /"

se ramène à une équation de Bessel ( ?lpp 1975 ), tandis que l'équation relative à g"

est formellement identique à l'équation ( 2.14 ) rencontree à lioccasion de l'étude du

puits quantique simple. Dans le cas particulier de l'éat fondamental, la fonction

d,onde est indépendanæ & ô.; on obtient ainsi, compte tenu des conditions aux

timi16s, qui exigent l'annulation de la fonction d'onde sur la frontière du cylindre :

l.@") = Jo(0o pr/R); ,t"(C") = | i gr(2.) = cos(r zr/lt i (3 .5 )

/oestlafonctiondeBesseldordrelÉro;0o=2.4048255577estlepremierzerodero
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( Abramovitz-Stegun l97O ). L'énergie de l'état fondamental a pour expression:

E"= #) (3 .6 )

3.2.3. Etats excitoniqtes : cas limites connu:t

L'énergie E et lt fonction d'onde

l'équation de Schrôdinger effective :

enveloppe !Û1 sont obtenues par resolution de

HVy=(e -Gs ) . l ûx -E ! [ x (3 .7 )

où e. correspond au gap entre les bandes de conduction et de valence pour le matériau

de la boite. La solution analytique de ( 3.7 ) n'est pas connue. On devra donc se

contenter dune méthode approchée. Il a été choisi de déærminer l'état fondamenal

par la méthode variationnelle de Ritz (Messiatr 1969' page 652)'

Avant de choisir une fonction d'onde dessai, exaninons quelques cas limites' LL

limite du semi-conducteur massif (limile 3D) est obtenue pour des dimensions R et H

simuthnément très grandes de la boite. L'énergie EïD 
"t 

h fonction d'onde W a"

l'éat fondamental sont alon bien connues:

(3 .8 )

où l/r = llm: + l/mi est la nasse réduite et r désigne la distance électron-trou,

tandis que aXD - tûrll?, représente le rayon de Bohr de ltxciton 3D.

Une.autre situation analytiquement soluble est obtenræ si R .+ æ et H - 0. Cest ce

que nous appellerons l'exciton 2D, dont fétude æt formellement identique à celle de

l'atome d'hydrogène 2D (Zaslow, Tandler 1967).

Dans l,état fondanental, fénergie correspondante est 4 fois celle de liexciton 3D, soit

ExD - 4 Exs tandis que ta fonc{ion d'onde est t2D - exil'r/axD), avec

ftl#.
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ax2D = axD /2. L'inæraction coulombienne est donc plts inporhnte dans l'exciton

de surface que rlans l'exciton tridimensionnel, ce qui se traduit par un exciton plus

compact et plus foræment lié. Notons qu'une étude approfondie des électrons de

surface pose un cerain nombre de problèmes, en particulier l'expression du potentiel

d'interaction coulombienne lorsque la surface sépare deux milieux de const4ntes

diélectriques différentes (Ginzburg, Kelle 1973).

Si R - æ pour une naleur finie de Il, la botæ tend vers un puits qnqntique lD,
situation qui n'admet pas de solution anrlytique, mais qui a déjà été tres largement

étudiée (Bastard 19E2,1990 ; Greene et Bajaj 19E3, l9E4), en particulier par des
approches variationnelles.

si f/ - æ pour une valeur finie de R, la bolte tend vers un fil quantique, dont
l'étude a été effectuée par une approche variationnelle (Brown et Spector 1987).

Nots nous intéræserons également à un autre ç6s limilg, le cas du disque quantique

(H = O et R fini), que nour aborderons Wr la méthode variationnelle.

Lorsque les bolæs deviennent très petites, feffet du confinement quantique devient

largement prépondérant devant l'interaction coulombienne électron-trou. On peut

alors, dans une première approche, arsirniler l'énergie de l'exciton à ta somne des

énergies de l'électron et du trou non corrélés (Ilaug, Koch 1990). Ia fonction dbnde

correspondante dans l'état fondamental s'écrit alors:

rto - l.(p.) g.(2.) labù s{za)

avec l i (ù-JoQoe/R) i  s iQ) -oo{r  4m ( i -e,h)

(3.e)

( 3.10 )

L'énergie de cet état fondamental est la somme des énergies de l'électron et du trou

confines:

E.+ E6=[ft. ft)[#. #) (  3 . l l  )

On peut constater que les fonctions dbnde de l'électron et du trou sont identiques.

Leur masse effective n'y apgarait pas. Il en resulte que la sornme ( 3.ll ) des énergies

des particules indépendantes (énergie de rraire) dépend de la masse reduite p, mais pas
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de la mnse totale M.

Dans la suite, nors utiliserons les unites atomiques als Pour la longueur et I EXSD I

pour l'énergie. Dans ces unités, l'énergie de paire devient indépendante des masses

effectives:

E.+86= [*f 
.[*) ' (  3.r2 )

On peut voir dans (3.12) que le confinement quantique introduit une forte

singularité polr les petites dimensions des boites. En particulier, l'énergie de paire

tend vers finfïni lorsque H - 0. Pour éviter que cette singularité ne masque

l'influence du confinement sur la corrélation électron-trou, on retranchera l'énergie de

paire à l'énergie du système électron-trou, la différence étant ce que nolts appellerons

dans lr suite énergie de corrélation de l'exciton:

W-Ex - (E  +85 ) . (  3.13 )

cetæ énergie de corrélation présente aussi l'arantage de pennettre une comparaison

des cas bidimensionnets et tridimensionnels. En effet, si on ne retranche pas lGnergie

de fraire, le passage à la limite H - 0 dans les expressions de l'énergie 3D conduit à

un terne prépondérant en (r/H)r, donc non borné.

32.1. Choix de la fonction tessai

De façon générale, on peut exprimer la fonction enveloppe excitonique en utilisant

les six coordonnées indéændantes (Or,h,4), où 4 est la coordonaee angulaire de la

particule i ( i = e,h ). Ivflais, dans l'état fondanental, le système est inrariant par

rotation qræloonque autour de llaxe z de sorte que la dépendance angulaire peut se
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réduire à un seul paramètre : la différence X = ô. - S5 comprise entre -r et r

( Annexe A ). Cetæ dépendance angulaire peut arssi être decrite par la distance p"5

des projections des positions de félectron et du trou dans un plan perændiculaire à

l'axe z. Toutefois, la correspondance n'est pas bijective car deux valeurs opposées de

O donnent une même valeur de p€h . Il convient donc de prendre des précautions lors

du changement de variables pour éablir l'expression de la fonction de poids qui

intervient dans le calcul des intégrales. L'annexe A montre que le parznétrage par

y'eu convient néanmoins, en raison de la parité par rapport à X des fonctions à

intégrer; norts choisirons donc une fonction d'onde de la forme suivante:

!ûx = F"(p. , z.) Fs(p6, z6) F.5@"n ,lz. - zsl) ( 3.14 )

où le produit 4Fu decrit le confinement de l'électron et du trou non corréles. F.F1

se réduit donc à ltxpression ( 3.9 ) dans le cas présent du puiæ infini. Dans le

chapitre 4, rous envisagerons le cas d'un puib de potentiel flni pour lequel F. et F5

ne sont plus les solutions exactes du problème à une particule. F6 décrit le

mouvement interne de l'exciton. Pour R et H simulanément grands, il se reduit à la

limile 3D ( 3.8 ). Dans les autres cas, on peut en rendre compte par une fonction

variationnelle ecrantee. La fonction suivante a été utilisee récemment ( Kapnuma

l99l) :

(  3.15 )

Elle ne dépend que de la distance électron-trou et ne prend pas en oompte

l'anisotropie du domaine de confinemenq qui peut devenir imporbnte pour ceraines

valeurs de R et It, nais on peut en attendre dæ résulas satisfaisans dans la limite du

confinement faible ( R - æ, H + æ ). Cependant, cette fonction n'étant pas

séparable en pch et z, , 26 , ellê conduit à des calculs lourds, en particulier à une

évaluation numérique d'intégrales quadruples. Cest pourquoi nou avons choisi une

fonction donde séparable plts simple:

Fo (p"u, lz.- z6l- *r[-"1r*ET1"" - rr{

(  3 .16 )
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Deux paramètres variationnels a et 1 Sont introduits afin de tenir compte d'une

éventuelle anisotropie de la boite. Dans cett€ forme, la fonction d'onde conduit à des

calculs numériques plus simples et l'on peut se limiter à l'évaluation numérique

dintégrales triples. Dans l'annexe E nous reportons également les resultats d'un

premier essai avec un facteur de corrélation purement gausien qui permettait une

intégration analytique supplémentaire mais qui apportait des problèmes d'instabilité

numérique dès que R dépassait quelques unités'

3.2.5. CaIcuI vuiationnel de l'énergie de liaison

La fonction d'onde et l'énergie dans

minimisation de l'énergie moyenne :

{vxlglsd
(E(c,r)) - rt*

l'état fondamental sont déterminées par la

(  3 .17 )

(  3 .18 )

par rapport aux paranètres o et 1. En ænant compte du fait qge la fonction d'onde

dans l,état fondamental est indépendante de liangle C, l'hamiltonien effectif, dans les

unites atomiques (axsl pouf la longueur et I ExtD I po* l'énergie) que nous avons

choisies, peut s'écrire sou la forme suirante (c/ Annexe B pour le détail des calculs) :

iol
-  o[y-LL*e\*e?-P2 =,4 *- 

t+o 
[tl' 

po 6'lo- rl Pcu ôPs ala '

-(a,. !-a- l-  2

luri 
p.uap.uj 

W
+ l4(p., z) + lÈ',ba, zt)

rÀ
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où nous avom noté o = ^i/^ile rapport des nasses effectives de l'électron et du trou.

L'énergie moyenne ( 3.17 ) est alors donnee par ( Annexe I ) :

+2t-or'ff i. î* 'W+o'oo.,r) (3.re)

Dans les deux premiets termes, on .reconnâÎt l'énergie de paire, qui est bien s{Ir

indépendante de o etde 1, @qui montre qu'il est fuuivalent de procéder à la

minimisatign de l'énergie moyenne ou à la minimisation de l'énergie de corrélation.

Les intégrales 4 et Zisont définies par:

4 = 8r I:,,.1:,,, Ï)..' ̂,
Fi (P. ,ot ,Pct) P" Pn o* dPa

( 3.20 )
ou :

avec Gr(2", z6) =lg.(2.) gu(zu) exp{-1(2. - za)2)12

F1(92, pr, po) -U.(p.) îaba) exp(-qp.h)1z

F"(P.,pu, po) = 
*FrO. 

,lr, ,ro)

F.(p.,pu, /.u) = - p*2 lpsl- puz 
Lb) l"'(9") I/u ou) exp(-qpo)]2

F6(o.,pu, pcu) = - p*2 lprl- p"2 
hbù fa, (pa)Il.b)exp(-qpo)12

( 3.21 )
e t :

fllz rH/2
Zi = | ar. I dz6 Gi (2. ,26)

J -H/2 J -H/2
( 3.22 )
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Gr(2., zn) = (2. - zn)z Gr(2. ,za)

Gr(z* zs) = (2, - z6) g.(ze1 g"'(2.)lgn(25) exp(1Q. - zv)2)12

Gr(z* z6) = (26. zr) 96@ù gn'(zn [g"(2") exp(1(2" - z5)2)12 ( 3.23 )

Les intégrales P1 seront calculées numériquement. Dans les intégrales doubles 21'

l,intégration sur z e (2, + z6)/2 Oeut être effectuee analytiquement ( Annexe I ),

Andis que l'intégration resbnte sur ç = zc' Zb sera effectuee numériquement'

Notons que les fonctions d'onde individuelles ( 3.10 ) de l'électron et du Ûou sont

identiques. Il en resulte que les fonctions à intégrer qui ne diffèrent que par une

permutation des indices e et tt sont égales. On a donc Fa(P", Pu, Po) - Fs(P6, Pc, Pel)

et G"(2", za) = Gr(26, zc). En outre' Comlne on peut echanger l'ordre des

sommations par rapport aux coordonnées de l'électron et du trou (theorème de

Fubini; Rudin 1966), on obtient:

P.(c,R) - Ps(a,R) Zr(l,I{) = z+(1,11) ( 3.24 )

Donc, bien que le rapport o des masses effectives apparaisse dans fhamiltonien,

l'énergie ne dépend Yas de o:

(E(c,r)) = [pf . [*f - a' + " ffi*] ffi'
+zt - *, m.0., "ffi+ ff*nr) ( 3.25 )

Cette propriété est indéændanæ de la géométrie du domaine de confinement et reste

valabte aussi bien pour des microsta[ites sphériques que des boites parallélépipediques.

En reranche, ltrypotlrèse qui prénaut dans tout le clrapiûe, à savoir le caractère hfini

du potentiel de confinement, est une condition nécæsaire. Cette prcpriété sera donc

perdue dans le chapitre 4 où nors envisagerons un modèle à barrières de poæntiel

finies. Dans la suite, nors discuterons tout d'abord le cas particulier de ln limite

strictement bidimensionnelle, Cest-à-dire du disque quantique, avant daborder le czs

général du cylindre.
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U-'
b
=,

s:
=o
t-
4

C/'
!s
CD
É,
L&J
=,
lJ.J

R (ATolt|lc uNns )
FIG.32.

Energie totale .8, énergie de paire U = E, * Eo, énergie cinétique T, énergie
potentielle coulombienne V et énergie de corrélation W = f,, - U tracées en fonction
du rayon .R pour un exciton confiné dans un disque par un puits de potentiel infini.
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3.3. CAS PARTTCULTER DU DTSQL'E QUANTTQLTE

3.3.1. Fonction d'onde et ênergie variationnelle

Dans la limite du disque quantique (H - 0), les coordonnées axiales z" et 26

disparaissent, de telle sorte que la fonction dbnde se réduit à:

rû1ç = 
"/o(ds pe/R) JoQo ph/R) exp(-qp.h)

La valeur moyenne de l'énergie d'interaction coulombienne s'écrit alors:

( 3.26 )

. 2Pr(a,R)(2"",,r) = -7.ia.R-i

L'énergie moyenne ( 3.25 ) prend alors la forme plus simple :

( 3.27 )

( 3.2E )

3.3.2. Résultus du calad vuiationnel

Dans la Fig. (3.2 ), l'énergie totale 4 l'éneryie de corrélationW,l'ênergtre de paire

tJ = Ec + Ey, l'énergie potentielle coulombienne Y, et l'énergie cinétique I sont

représentées en fonction du rayon du disque. Pour les grandes valeun de R, ces

courbes montrent que lion obtient le comportement attendu. En effet, on obtient les

raleurs limilgs correctes: E + - 4,W - - 4, Er+ Ea-0,Y - - E, T ++ 4, valeurs

exprimées en unités excitoniquæ t | 4 | I

Dans la figure ( 32.bis ), on peut voir que les resultab obtenrs sont proches des

résultas obtenrs dans le cas d'un carré extra-plat ( B4rant 1988e ). Nors avons

reporté sur cette fîgure les éneryies de oorrélation d'un exciton dans un disque de

rayon R (courbe en trait continu), dans ga carré de cûtê R{2, ( povés rcctangulaires )

et danq un carré de côté 2R ( points ).

(E(o)) = [*]' - û + (a - z)ffi*i- " ffi*]
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Corre exterieur (d'opres BRYANI)

Corre interieur (d'opres BRYANI)

>
€)
E

=

-20

-J0

-40

-50

-60

20 J0 40 50 60 70 80 90 100
n l  \K(nmJ

FIG.32bls.

Comparaison entre les énergies de corrélation dans un disque de rayon R,
dans un car-rê de côté 2R et dâns un carré de côté kn ( Bryant 1988a )'
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Le paramètre variationnel c tend aussi vers la limite theorique l/axD = 2 pour les

grandes valeurs de R, comme le montre la Fig. ( 3.3 ).

Pour les très petites valeurs de R, la valeur optimale de o ænd ve6 co = 1.072

( Annexe C ), eæ qui est environ le double de la valeur ( 0.4980 ) obtenue ( Kayanuma

l98S ) à l'aide d'une fonction donde analogue pour une sphère quantique avec des

barrières de potentiel infinies. La différence est due à l'influence du confinement

géométrique, la corrélation électron-trou étant plus grande danq le as 2D que dans le

cas 3D. Dans cette limilg, nous pouvons donner une expression analytique de l'énergie

en unités excitoniques :

( 3.2e )

Nous y vérifions que l'énergie de paire électron-trou E. + E6 - 0o2/Rz devient bien

p115 grande en valeur absolue que l'énergie de corrélation, bien que cette dernière

tende vers finfini. Ce n'est que dans oe sens très restreint que l'on peut dire que la

timite des petites dimensions est la limite des particules non corrélées. La corrélation

subsisæ en effet sors deux aspects :

- le paranètre variationnel a ne ænd pas vers 0;

- l'énergie de corrélation, non seulement ne tend pas veæ 0, mais ænd vers

finfini.

Ces remarqu$ oonoernant ta corrélation residuelle pour les tr€s petites dimensions sont

qualiAtivement valables pour une geométrie quelconque du domaine de confinement,

dans le cas de barrières de potentiel infinies.

(E(ao,R - o)) = t#- 
+,q - l.l4e
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t5
(t

o-
(t

10

0123+5678

R ( unites excitoniques )
FIG 33.

Paramètre variationnel c tracé en fonction du rayon R pour un exciton
confiné dans un disque par une barrière de potentiel infinie.
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3.4. CAS GENERAL DU CYLINDRE QUANTTQI E

Nous now replaçons dans le cadre général d'un cylindlt de rayon R et de hauteur II

non nulles

3-1J. Approxination d44'ts Ie calanl de (êrcrgie potentielle coulombienne

Lorsque R et lil sont finis et non nuls, la raleur moyenne de l'énergie potentielle

coulombienne s'écrit:

où P" est analogtæ aux intégrales 4 ( 3.19 ), avec une fonction F. à intégrer définie

par :

F.(P., P5, y'çu) =
Fr(.P* pb, PGh) ( 3.31 )

I yagit donc d,une intégrale quintuple, réductible en intégrale quadruple apres

intégration sur z r (2. + zs)/2 ( Annexe B ). Pour ne pas perdre le bénéfice d'une

fonction d'onde séparable dans la simplification des calculs numériques' nous

déterminerons (z".rr) en utilisant ltxprtssion approchée suivante pour les intégrales P" '

fllz Ft2
0'-,r) - J -r,lr. J _r,l'o 

Gr(2., z6) P,(d' R' zc - z.")

,in(2.- za\- ffi

( 3.30 )

( 3.32 )

où les constanter a et hsont cboisies de ælle sorE que les raleurs correctes de (zco6)

soientrctrouvéesdamlestimites 1".- t l-0 et l',-'rl+æ'
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Si 1". - ,rl est grand,

ôn(2"- 26) = 
ffi

tandis que

P"(a, R, Zc - ,ù = 
m,

ce qui détermine

( 3.33 )

( 3.34 )

a = Pr(a,R). ( 3.35 )

D'autre part, pour les potites valeurs & 1"" - zt l,

ôoe"-zù=f

tandis que

P"(c, R, z. - z6) = Pr(c,R),

ce qui donne

( 3.36 )

( 3.37 )

8o= P"(e,R). ( 3.3t )

Ainsi, ltxpression approchée de (Z-,1) est donnee par:

(z-ur) = t t'*rfr:# ( 3.3e )

où Z. est une intégrale de type Zi ( 322 ), avec :
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. Gr(2", z1r)
Gc(H, R, c, 1, 2", 26) = 

T:iil

#tài+lz'-z6l

( 3.40 )

3.1.2. Résultats du calanl variationnel

Dans la figure ( 3.4 ), nous avons représenté les variations de l'énergie de corrélation

en fonction de R pour différentes valeurs de H. Il apparalt, oomme celà était

p rév i s ib le ,quepourchaqueva leu rdeH,W+-æquandR-0 .PourR f i xé (F ig .

3.5'), V est une fonction croissante de H,la limite H = 0 Oimite du disque quantioue)

correspondant à l'énergie de corrélation la pl|Is basse. Quand R + @, norls obtenons

la lirniæ du puits quantique (QW). Dans tots les cas, le confinement quantique accroît

l'effet de la corrélaton coulombienne'
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H=5.0

H=1.0

ctt
t-
=,

SJ
=o

=

R (ATolJ|lc UNns )
F.Ic. 3.4.

Energie de corrélationZ = E -__(E"^+.Ej tracée-en fonction du rayon R pour unexciton confiné dans un disque ( f/ = 0 ) oî un cylindre par une barrière de poten-
t iel  inf inie.

Les hauteurs sont exprimées en unités excitoniques.
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ct',
l-
=,

C.)
=
(D

k
-

-10

-20

H (ATo}'|lc uNlrs )
FIG.35.

Energie de corrélationW = fi, - (E.+ E) tracée_en fonction de la hauteur II pour

uo 
"*"Iton 

confiné dans un cylindre de rayon R par une barrière de potentiel

infinie.
[æs rayons sont exprimés en unités excitoniques'
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Dans la figure ( 3.6 ), nous compaûorxr les variatio$r, en fonction de R, des
paramètres rariationnelsa et ? pourunevaleurdonnée &H(iciH - I u.a).
En particulier, on y remarque euo, pour les très faibl€s valeurs de .R, c devient très
faible trndis que I devient très grand. Ceci signifie que, dans cette timite, la
corrélation en z devient prépondérante sur Ia corrélation latérale. Cetæ particularitg
n'apparaissait pas dans la fonction dbnde précédemment utilisee (Kapnuma 9l), car
la fonction de corrélation électron-trou ( 3.15 ), isotrope, ne possédait qu,un seul
paranètre variatonnel decrivant simultanément les corrélations axiale et latérale.

Enfin, dans la figure ( 3.7 ), nous montrons l'allure du paramètre variationnel c
en fonction de R pour différentes valeurs de H. L'extrapolation des courbes à la
limils rR * 0 suggère que la corrélation latérale disparalt pour It t 0 ; la corréIation
électron-trou est alors purement axiale. Nous n'avons pas approfondi oe gas timiæ car
il nou semble que le resultat est étroitement lié à la forme ( 3.16 ) du facæur de
corrélation Fo, qui a été esentiellement choisie pour des raisons de commodité de
calcul.
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1,2

.|.0

0.9

0.7
-<'
=
=
.1

CD

f
CL
-l

0.5

0.3

0,2

0.0

R (ATolIlc uNns )
FrG. 3.6.

Paramè t resva r i a t i onne l so re t l r ep résen tés -en fonc t i ondu rayonR.pou run
exciton confiné d.o-.-;;;ytioA." de Ëauteur H = 1 (unités excitoniques) par une

barrière de Potentiel infinie'
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H=0

H = 0.25

<'
CL

R (ATO[|rc uNns )
FIG. 3.7.

Paramètre variationnel c, représenté en fonction du rayon R pour un exciton confi-
né dans des cylindres de différentes hauteurs // (en unités excitoniques) par une
barrière de potentiel infinie.
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3.5. CONCLUSTON

Cetæ première étude nous a permis de tesær les possibilités et les limites de notre

fonction donde variationnelle. Elle a également permis de mettre en évidence l'utilité

du concept d,énergie de corrélation |f' - E ' (E. - E6), où E 4, El, sont

respectivement l'énergie totale de l'exciton, l'énergie de l'électron seul et l'énergie du

trou seul. En effet, l'énergie d'un exciton confrné darrs un cylindle tend vers finfini

lorsque R - 0, ce qui ne conduit pas à la limilg du disque q)trtme on pourrait s'y

attendre. Ceci correspond à un choix différent de l'origine des éneryies dans les deux

géométries. L'utilisation de l'éneryie de corrélation nout pennet de retrouver à partir

des rêultats du cylindre les cas limi165 du disque, du pui6 quantique' du cristal 2D

et du cristal 3D. Ceci constitue un complément utile à une étude analogue

( Kayanuma l99l ) utilisant toutefois une meilleure fonction donde variationnelle'

En accord avec cetto étude, nous con|ttatons que la liaison électron-trou est d'aubnt

plus renforcée que les dimensions du cylindre ( R ou H ) sont pltls petiæs' Nots

tre pouvons pas effectuer de comparaison quantitative directe des résultats oonoemant

l'énergie, car l'auteur n'a pas utilisé comme nors l'énergie de corrélation pour

présenter ses résultats, mais la différence E( R, H ) ' E( R' æ )' Par rapport à cette

étude, nous apportons un eclairage différent car Doult avoDg privilégié le confinement

latéral par rapport au confïnement axial et étudié l'influence de R pour H fixê plutôt

qræ l'influence de I/ pour R ftré. L'objectif suivant est de reprendre le problème

avec un modèle de puiB fini pour décrire le confinemenL A notre connaissance, c'est

la première étude en puiæ frni dans cetæ geométrie de confinement
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4.I. INTRODUCTION

4.2. DTSQLJE QUANTTQLTE

1.2.1. Position du Ptoblèttu

1.2.2. Etats ùuæ Putianle

1.2 3. Partianluisation ù GaAs /Ga1-*AI*As

1-2.1- Ha'miltonien ellectil de l'exciton

1.2.5. Fottction d'essai

1.2.6. Calill tariationnel de fênergie de liaison

1.2.7. Résultats da calul vatiatiowal

1.3.1. Etats àuæ Putianle

4.3. CAS GENERAL DU STLTNDRE QUANTTQLTE
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1.3.2- Haniltonien effeaif de (exciton

1.3 -3. Fottctioa d'essai

1.3-4. CaIcuI wriatiowtel de I'éncrgie de liaison
1.3-5. Résultats du calai variatiowrcl

4.4. CONCT,USTON
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4.I. INTRODUCTION

pour de tre.s petites dimensions de bolte, le modèle du puis infini ne convient plus

en raison de l'effet tunnel qui devient tres important. La fonction d'onde ne s'annule

plts à l'extérieur du cylindre. Cet effet devient de plus en plus imporEnt lorsque les

dimensions deviennent tres petites.

Dans le chapitre précédent, nots avions conclu que, plus læ dimensioas 6u demeine

de confinement sont petites, phs la corrélation électron-trou est importante' Cela est

dt aux conditions de confinement qui rapprochent indéfiniment l'électron et le trou

piégés dans l4 bolte quantique. Cette concluion risque d?tre remise en cause dans le

modèle du puic fini. En effet, ltffet tunnel limiæ la possibilité de contrainte de

rapprochement des deux particules. Si l'on raisonne par analogie avec les autres

géométries pour lesquelles ces études ont été effectuées (puits quantiques simples,

microcrisAllites et fils quantiques)' on peut s'attendre à une prépondérance de Ïeffet

nrnnel lorsque les dimensions tendent vers 0'

ce ne serait pas alors pour les plts petites boltes que la fonction donde excitonique

est la phs compacte, mais pour des dimensions inærmédiaires, telles que l'effet

tunnel ne oompeÊF pas complètement ltffet de confinement si cest le cas, l'énergie

de corrélation doit presenter un rninirnum lorsque l'on fait varier R à H @ililant'

et lorsque lbn fait varier H à R constant L'objestif de ce chapitre est de tester cette

hypothèse, puis, si elle est confirmée, de préciser les dimensions optimales des boÎtes'

Cest-à-dire celles qui rendent ninimale (naxinate en valeur absolue) l'énergie de

corrélation.
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4.2. DrsQtrE QUANTTQUE

1.2.1. Position du Problène

Dans le cas du puits infini, le disque représenait le cas limite d'un cylindre de

hauteur rll tendant vers 0. Ici, nous envisageons sous le nom de disye rynntiqæ

un problème spécifique, correspondant à un confinement dimensionnel darrs un plan

et un confinement latéral gar un puiB de potentiel fini:

llnb) = Vt o(gi - R), avec i = (e, hl

V. et Yh êtunt respectivement les barrières de potentiel de félectron et du trou et 0

la fonction saut de Heaviside.

L,électron et le trou sont par hypothèse rigoureusement localises darrs le plan

d@uation z = 0, tandis que la localisation à l'intérieur du disque (confinement latéral)

est limitee prar l,effet tunnel. or l'effet tunnel est d'autant plus important que les

dimensions sont plus faibles. La limite H - 0 pour un cylindre de semi-conducteur '{

noyé dans un semi-conducteur I ne conduit pas à une ælle localisation dans le plan

z - 0, car, du fait de lieffet tunnel, on obtient à ætte limite une absence de

conf-rnement eî zr Cest-à-dire, paradoxalement, un comp6rtement proche dun fil

qgantique. Ilu point de rnre théorique, le disque quantiqge correspond à une

localisation de l'électron et du tnou dans le disque sous l'effet dun poæntiel de

confinement latéral fini et d'un poæntiel de confinement axial infini' Une réalisation

d'un disque quantique conforme à næ hfpothèses consisærait en une pastille dun

semi-conducæur de tlpe z{ entourée par un film infini de semi-onducteur do type B'

ayec des structures adéquates pour / et I (accord de maille, stnrctures de bandes

voisines...).

( 4 .1  )
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1-2.2. Etats ùute pailicule

L'électron et le trou étant astreinB à se mouvoir dnns le plau du disque, ils peuvent
être repéres par leurs coordonnées polaires pi, hG = e,h). L,hamittonien effectif pour
la particule i seule dans le disque s'écrit alors :

t !-- 
ftor*tt*(oi) ( 4 .1  )

Dans les mêmes unites atomiques qu'au chapi@ précédent, l'équation de Schrôdinger
effective s'écrit alors, pour l'électron cornme pour le trou:

- ri vf libi, h) + ttn@) îibi, h) = Ei li @i, h) (4 .2 )

(4 .3 )

avec

I
l+o '

o
l+o

où nous avoilt repris la noation o - n:/m; pour désigner le rapport des masses
effectives de l'électron et du trou.

Cette fuuation est soluble analytiquement. La fonction dbnde (non normée) dans
l'état fondamental est indépendante de liangte polaire fi et a pour expræsion:

t c =

l i b )  =

7 b -

Io(0i pi/R ) sdpl < R

4KJF ih )  s ip i>R
( 4 .4 )

avec

F i=

Jo et Ko sont respectivement la fonction de Bessel et la fonction de Bessel modifiée
d'ordre zÊro. 0i et Ai sont deux constantes déterminées par les conditions aux limites

POUrp i=x :

[+ #)"'
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. Is(fli)
^ i=@

et q #li =FiRfry (4 .5 )

La première condition traduit la continuite en Pi = R de la fonction d'onde tandis que

la seconde traduit la continuité en ce même point de la dérivee première de la

fonction d'onde. Cette seconde condition peut être anélioree salls complication

ultérieure des calculs en y substituant une condition de type ( 2'9 )' Le point de vue

adopté ici revient à confondre les masses effectives dans le disque et dans le semi-

conducteur du film environnant'

L'énergie dans cet état fondamental est:

( 4 .6 )

Le comportement en S 
o-ot qu'apfarent, qlr' contrairemeût au disque en puiS

infini, la'cOnstante" d1 depend de R, et, surtout, tend verS 0 lorsque R tend vers 0'

Le modèle du puits fini fait donc disparaitre la singularité sévère quiengendrait le

modèle du puis infini dans la limils R t 0'

A l'opposé, lorsque R tend veæ l'infini, 0i tend ven do ; cette valeur limite'

indépendante de la hauteur de la barnière de potentiel, est le premier zâro de Jo,

valeur que l'on avait rencontré précédemment dans le modèle du potentiel de

confinement infhi. La fonction d'onde à l'intérieur du disque se rapproche donc de

la fonction d'onde obtenrre dans le cas du puits infini, tandis que la fonction d'onde à

fextérieur du disque tend vers 0. ceci est tout à fait en accord avec ce que l'on

attend intuitivemenÇ à savoir une disparition progressive de t'effet t'nnel lorsque les

dimensions du disque s'accroisent Iæ modèle du puic infini est donc satisfaisant

pour des disquos suffisamment grands, indépendamment de la hauteur de la barrière

de poæntiel et ombe en defaut pour des disques trop petit'

""-n [fif
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Hole

0123+

R (AT0}'/|rc uNns )

FIG. 4.1

Paramètre 0; de la fonction d'onde à une particule en fonction du rayon R.

0
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1.2.3. P arti cd ari s at ion à G aAs / G a1-*Al *As

une des servitudes engendrees par le modèle du puis fini est liobligation de recourir

à des valeurs numériques pour la hauteur des barrières de poæntiel' tr faut donc

renoncer à l'universalite du propos en s'interessant à un couple A/B Wrhculier de

semi-conducteurs.

Dans la suite, les résultats seront appliques à un disque de GaAs dans un fitm de

Gay*Al*as. NOuS travaillerons avec les données suivantes (Miller et al, 1984) :

^i/^o = 0.0665 , ^i,, / mo = 0.34 et ^lo/^o = 0.094 pour les masses effectives

respectives de llélectron, du trou lourd et du trou léger. Les décatages des bandes sont

V"= Q.Ae.  et  V6-  QnAea,  où Q"-O'57 -  |  -  Qn'

yautre part, nous supposerons que la différence de gap Âe. et le pourcentage x

daluminium dans le substrat sont relies Par : ae, - 1.155 x + 0.37 x2 ev (Læ' et al

1980).

En prenant pour consbnte diélectrique n = 12.5 (Greene et Bajaj 1984), on obtient

respectivement pour unites de longueur et d'éneryie:

aÏtD = 118.96 Angstrôm

4D = 169.89 Angstrôm

| 4 | - 4.84 mev (cas du trou lourd)

| 4 | = 3.39 meV (cas du trou léger)
et

et

La figure ( 4.1 ) montre comment les paramètres ,i varient de 0 à leur' limite

cosrmune 0o pour un électron et un trou lourd (o - 0'196) dlns le Calt d'un

pouroentage r = 0.15 d'aluminium dans le substrat. On constate que ta différence

avec le modèle du puits infini devient considérable lorsque le rayon du disque devient

inférieur au rayon excitonique. Nous n-avons pas tracé sur le même diagramme la

courbe correspondant au trou léger, car funité de longrægr correpondante n'aurait

plus la même valeur, Ce qui serait une souroe de confision' On se COnvaincra

aisement que l,allure de cette courbe est tr€s voisine de celles des courbes représentées'

Lorsque le pourcentage x s'accroit' le passage de !r valegr 0 à la naleur asymptotique

do euand R augmente s'effectræ plus rapidement, mais avec toujours lr même allure

de courbe.
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1.2-1. Haniltonien ellectil de I'exciton

L'hamiltonien effectif de l'exciton a pour expression

H; - 
ft"2 ftvi 

- -4-T *n ( p,) +tÈ,,p( pn) ( 4 .7 )

oU zl et .i Aesignent les nasses effectives de l'électron et du trou. Nogs les
supposolls identiques dans le disque sf dans le semi-conducteur environnant. La
consrante diélectrique ,c, supposée identique dans t6s deux matériaux, tient compte de
façon phénoménologique des effeæ de polarisation.

Pour une fonction dbnde indépendante des angles polaires de l'électon et du trou, cet
hamiltonien effectif se réduit, en unités atomiques, à:

t{n-*[*.t#..'#t
-  o  I  u"  ,  |  ô  ,p"h2*ph2.  p"2  æ I

t+o [ôpr6 
' pa ôps' pa p* Aphlpù)

t*.*#] *+r'(p')+4(po>

L'équation de Schrôdinger corespndanæ n'admettant pas de solution analytique,
nous déterminerons l'état fondamental par la méthode rariationnelle de Ritz, à faide
d'une fonction d'onde d'essai !ûx à un paramètre variationnel c. La fonction
donde et l'énergie dans l'état fondamental sont déterminées par la minimisation ds
l'énergie moyenne:

(4 .8 )

(4.e)(s(a))=ffi

par rapport au paranètre c.
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1.2.5. Fonction tessai

Il est ici naturel de reprendre une fonction d'onde de même forme que dans

l'approximation du puic de potentiel infini, soit:

v; = l,h") Â(rr,) exp(-cpch)

où /. et /5 sont les fonctions d'onde exactes ( 4.4 ) des particules non corrélees dans

l'état fondamenbl.

1.2.6- Calcttl variatiowæl de fênergie de liaison

(  4. t0 )

La valeur moyenne de l'énergie s'écrit alors :

I
(E(c)) - # lQ, / R )2 + o (oa / R )z I

-û+(c-2)ffi-#w

Les intégrales P1 sont définies par:

(  4 . l l  )

f æ t* 
,- 19o 

+ 9t 
Fi (r, pa, pr,,) p. pn pa dpl' 

; ( 4.r2 )4-Er l  oo" f  anu f.  ,'  Jo -Jo'oJ1r.-rr t

ellæ coincident ayec les intégrales Pi définies en ( 320 ), aux bornes dintégration pres

qui sont ici éændues à finfini. Les fonctions Fi sont toujoun définies par:
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F1(pç, pu, p*) -U"(p) ln@ù exp(-qpeh)I2

Fl(P.,r 'u, Po) = 
* 

F1(p.,pu, pou)

Fr(p",ph, pGh) = - p*2 !Po!' paz 
L@) lr'(p) IÂ@u) exp(-qpch)lz

F5(p.'pu, pcu) = - eÀ+*It- rav/ù ln'@ù v.b)exp(-qp.h)12

(  4 .13 )

1.2-7. Résultots du calanl wriationnel

Afin de mettre en évidence l'effet du couplage électron-trou nour définirons à
nouveau llénergie de oorrélation Qfl en retranchant de l'énergie totale l'énergie de
paire E" + 85.

W-(Et - (E ,+85)

Les figures qui suivent représentent les résulAæ obûenus.

( 4.r4 )

La figure (42) représenûe fénergie de corrétation enfonction du rayon du disque
dans le cas d'un trou lourd (a = 0.196) pour diverses naleurs du pourcentage x
d'aluminium dans le substrat On oherve que cette énergie de corrélation presenæ

un minimun pour R - 0.5 4fl. Çs minimum est d'autant plrs marqué que le
pourcentage en aluminium est plus imporAnt Lorsqræ R devient tres faible, rnalgré

une certaine instabilité des résulta8 numériques, on retrouve l'énergie de corrélation
dans le matériau massif. Dès quo A dépasse 4 4D, il n'y a plus de différence notable
avec l'énergie préwe par le modèle du puis infini.
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-4

-6

-'10

ct',
=,

g:
=o
=

=

x = 0.10

x = 0.15

x = 020

x = 025

x=0J0

$IRN]IE ITB.I.

R (ATol,|lc uNrs )
FIG.42.

Energie de corrélationr = f,, - Ud'un exciton confiné dans un disque représentée

en fonction du rayon R pour différentes valeurs de x et dans I'approximation du

puits de potentiel infini.
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Les figures ( 4.3 ) et ( 4.4 ) représentent l'énergie de corrélation pour le trou lourd
et pour le trou léger:

- Ia figure ( 4.3 ) utilise pour unités atomiques les unités excitoniques pour

un pourcenage x - 0.15 en aluminium dans le substrat ; il en résulte que le
comportement asympotique est le mème pour les grandes valeurs de R.
L'inconvénient de cette représentation est dutiliser sur un même graphe des unités qui

ont des valeurs différentes pour le trou lourd et le trou leger.

- La figure ( 4.4 ) utilise au contraire pour unites atomiques les unités du
donneur définies respectivement par :

(unité do longueur)æ-4;
ma

et 2ls l-4 (unitéd,énergie).
rtta-

v

En reprenant les valeurs numériques précédontes, on obtient numériquenent:

aBD = 99.S Ang;sffim et 2 | ry | - ll.5g meV;

ce choix présente l'avantage d'utiliser une unité qui a la même valeur pour les deux
types de trow.
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3t,
t
=,

s2
=o
<L

=

-4

-6

-10

R (ATolIlc uNrs )
FIG. 43.

Eneryies de corrélationw = E - U tracéqs en fonction du rayon R pour un exciton

confiné dans 'n dfi;;-p"* deux valeurs du rapport de masses 2 o = 0,196 (trou

i""iAl et o = 0,707'-ad" l€""). pour un p-ui!9- fini correspondant à x = 0'2 et

d;;;'t,appro*inatioo';;-p"ii"'iinoi. L-'utilisation des unités excitoniques a

pour conséquence le fait iue lcs courbcs se confon66sl dnns l'approximation du

;;ta" irft"i; q* las asymptotes sonr communes lorsque R + o.

NRNTE lïfl.T

Puils fini
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ît

=,

s:
=
O
h
._ar

=

-0.5

| --- LH

I ---- HH

-f.0

-1.5

x = 0.15

-2,0

x = 0.30

-2,5

R (AToMtC tJNns )
FIG. 4.4.

Energies de corrélation7 = B - U tracées en fonction du rayon R pour un exciton
confiné dans un disque pour deux valeurs du rapport de masses : o = 0,196 (trou
lourd) et o = 0,707 (trou léger) pour des puits finis correspondant à x = 0,15 

"tx = 0,30. L'utilisation des unités de donneur a pour conséquence le fait que les
courbes n'ont plus la même asymptotc lorsque R + o pour deux valeurs de o. ;,i. ,

5420 6
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La figure ( 4.5 ) représente ta variation en fonction de R de la valeur du paramètre

variationnel c rendant l'énergie minimale. On observe un comportement proche du

modèle du puits infini pour .R suffisamment $and ( R > 2 )' Contrairement

au modèle du pui$ infini, c n'est pas une fonction croissante de R, mais présente

un minimum pour une valeur de R comprise entre 0.5 et l' tr n'est pas étonnant

d,observer un comportement particulier de lr fonction d'onde dans ce domaine, car

Cest tà que l,énergie de corrélation est la plus grande en valeur absolue. Cest donc

dans ce domaine que les propriétés excitoniques sont les phs netæs : la stabilité de

l'exciton y est maximale et on peut également presumer que les propriétes optiques

sont les plus favorables dans ces conditions. En revanche, la limite pow R - 0 n'est

pas tout à fait satisfaisante : on ne rctrouve pas la limite attendue Q = 2' ar

l,extrapolation des courbes suggère une limite supérieure. Ceci æut être imputé à des

instabilités numériques, car la fonction d'onde s'étend alors considérablement à

l,extérieur du disque, et la qualité de l'évaluation numérique des intégrales sc dégrade

dans ces conditions de façon sensible.
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2.0

É
CL
-J
<

x = 0.10

x = 0.15

x=020

x=025

x = 0.J0

r,lfll,lllE lTE.r

R (ATolllc uNns )
FIG. 45.

Paramètre variationnel a de la fonction d'onde d'un exciton dans un disque
représenté en fonction du rayon R pour différentes valeurs de x et dans I'approii-
mation du puits infini.
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4.3. CAS GENERAL DU CYLINDRE QUANTTQT''E

1.3-I- Etats àtme Pailiaile

C-onsidérons une bolæ cylindrique d,un semi-conducteur noyé dans un autre semi-

conducteur de gap d'énergie plus élevé. on désignera par R le rayon de la boîte

et par r1I sa hauteur. Nors supposerout à nouveau que les écalts entre let bandes de

valence et de conduction sont suffisa.mment faibles pour que l'on puisse utiliser

liapproximation de la fonction enveloppe dnns un modèle à deux bandes. Dans le cas

de bandes paraboliques non dégénérées, lTlaniltonien effectif à une particule a pour

expression:

u - - 
ft"1* 

4(tr) pour i-e,h (  4 .14 )

oU zl et 71i designent respectivement les mess€s effectives de l'électron et du trou.

lF. 
"t 

f| soot respectivement le poæntiel de confinement de l'électron et du trou,

provenant du décatæ,e entre les bandes des deux semi-conducteurs :

* =

0

4
à fintérieur de la bolte

( i - e ,h )
à l?xtérieur de la bolte

(  4 .15 )

Nors reprenons le même paramétrage qu'au cbapitre 3 : z. et 25 sont les

coordonnées de fébcron et du trou le tong de faxe z, choisi selon l'axe de symétrie

du révolution du sylindre, tandis gtre Po et pb sont les coordonnées polaires de

l'électron et du trou dans un plan perpendicuhire à faxe du cylindre. Ce paramétrage

permet dexprimer analytiquement te potentiel de confinement solls la forme :

Puits lini
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( i - e ,h ) ( 4.16 )

oi Ve et 21, sont respectivement les hauteurs des barrières de poæntiel relatives à
l'électron et au trou, et lla fonction saut de Heaviside.

Dans le modèle du potentiel de confinement fini, le problène est rettement plus
délicat, @r, @ntrairement au cas du poæntiel infini, le potentiel de confinement
ne peut plus être mis sous la forme d'une somme lt'nbi) + frr(zi) d,un potentiel dans
le plan et d'un potentiel en z. On voit qu'au contraire, le potentiel de confinement
apparait dans ( 4.16 ) comme le produit dune fonction & zi par une fonction & pi.

ceci a pour conséquence qu'un produit dune fonction de ra distance à l'axe lib) wr
une fonction de l'abscisse sur l'axe g{z) n'est plus solution de l'eqgation de
Schrôdinger à une particule ; plus précisément, on peut montrer que la seule solution
de l'équation de Schrôdinger de la forme 1i@) sie) est la solution triviale
identiquement nulle.

Nots avons étudié dans le paragraphe 4.2 le cas du disqræ quantique, qui correspond
à un confinement latéral seul. L'autre cas extrême est le cas du onfinement axial
seul, c'est-dire le cas du puie quantique. Dans l'état fondamenbl la fonction d'onde
est séparable en deux facûeun, l'un alant un caractère dbnde progressive dans les
directions x et y, fautre a)rant un caracêre d'onde sbtionnaire dans la direction z du
confinement. Ce dernier facæur est de la forme (voir par exemple Bastard, 1990 gage

3 ) :

4@r, zi) - vifui - R) ,[lrrl -
L

s{z) -
cos (ri 4 fiI)

8i exp (- (l"J)

+)

pourfzi l .nlZ

pour fz i l rn lZ
( 4.r7 )

(  4 .18 )avec & = [+ til')
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ti et ft sont des conshntes deærminées par les conditions au:r limites polr zi = t

l, o*traduisent les continuités de la fonction d'onde et de sa dérivee première :

tr= ffi 
et an(ri/2)=tqH/ri

L'énergie corresPondante est :

(  4. le )

E i r - t i G i / H ) z
( 4.20 )

QualiAtivement, le resultat est tres voisin de ( 4.6 ) ; la decroissance en l/H2 n'est à

nouveau qu'âppafente at b 'constante' ri dépend de H, et en particulier, elle tend

vers 0 lorsque H tend vers 0. Lorsque rlt devient suffisamment grand, q tend veË f,'

ce qui correspond au cas du potentiel inlîni. I-s figure ( 4'6 ) montre le

@mportement de r. et f,5 gtr fonction de H dans le cas dun trou lourd pour

x = 0.15. On remarquera la grande ressemblance de ces courbes et des courbes

represenbnt r. et { en fonction de R representées sur la figure ( 4.1 ).
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H ( AToIt,|tc tJN[ S )

FIG. 4.6.

Paramètre 4 de la fonction d'onde à une particule en fonction de la hauteur rll.
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Dans le cas qui nous intéresse ici, où les confinemenB latéral et axial coexistent, bien

que le produit li@) s{z) ne soit plus solution de l'équation de Schrôdinger effective'

nous allons utiliser fi et & pour constnrire mtre fonction d'essai. Réécrivons le

potentiel de confinement sous la forme :

/-( ri'1 = fn@i) + t1,r(z) - 6v{Pi' z)

où 4, et lr'.nsont respectivement les potentiels de confinement latéral et axial Endis

que 621 est un terme correctif ; ils sont définis par:

tt*(c) - Vi o(pi ' R)

/.,("r) =vr,lfi"rt - l)
0 s io icR ou  l z r l cnP

Vi sinon
6Vi -

( 4.2r )

(  4 .n)

l'énergie de la Particule

( 4.23 )

( 4.2s )

Si l'on considère -6lli comme un potentiel de perhubation,

dans fétat fondanenal peut être approximee par:

E i = E b + E i n ' ( 6 Z i l

= ri [ (oilR) z + (rilll)z, - Ufr:E"iÀlf,tn

Pour des cylindres de grandes dimensions, le terme correctif dt à -6lll s'annule' A la

limite, l'expression ( 4.24 ) se reduit à fexpression :

Ei - ril, (/,JNz + (rll/)z I

correspondant au Puits infini.
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1-3.2- Ilaniltonien effectif de I'exciton

L'hamiltonien effectif a pour expresion

H = - 
ft": ftvfr 

- -4-- +f,(r. ) + z| ( r5 ) ( 4.26 )

l a

où rn" et mh designent les masses effectives de l'électron et du trou. Nogs les
supposolxt toujours identiques dans le cylindre sf rlanc le seni-conducteur
environnant. I,a conshnte diélectrique r, supposée identique dans les deux natériaux,
tient compte phénoménologiquement des effeæ de potarisation.

Cet hamiltonien se réduit, dans les unités atomiques que nous avons choisies:

( 4.27 )

où nous avons noté o = ^i/^l b rapport des masses effectives de l'électron et du
trou.

L'énergie E etlz fonction d'onde enveloppe rû1 sont obtenues par resolution de
l'équation de Schrôdinger effective :

f f i û x - (e -e r ) !Û ; -E 'Ûx ( 4.28 )

où e, correspond au gap entre les bandes de conduction et de valence pour le matériau
de la boîte. La solution de ( 4.2E ) n'est bien évidemment pas connue. Nots aurons à
nouveau recounl à une détermination de l'êtatt fondamenal par la méthode
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rrariationnelle de Ritz

1-3.3. Fonction tessai

Nous nous proposoûl à nouveau d'utiliser une fonction donde de la forme :

vx = F"(P" , z.) F6(P6' z6) F"5(Po ' lz. - z6l) ( 4'29 )

Cetæ fois, ce n'est plrs le facteur de corrélation F.5 Oui pose le plrs de probème ;

nous reconduisons le facæur choisi précédemment' qui' malgré sæ faiblesses' autorise

une limitation des calculs numériques à des intégrales do multiplicité au plus égale

à3 :

Fo(p"u, lz.' z6l) - exp(-apch) exd-1(2" - z6)2\ ( 4.30 )

L,élément nouveau est le fait de ne plus disposer de solution analytique du problème à

une particule. Nous nous oontenterons d'une fonction d'onde électronique plus

imparfaiæ:

F.(0", z.) - l.(g.) g"(2.) ( 4'31 )

qui n'est, plrs modestement, qu'un produit de solutions epctes ( 4.4 ) et ( 4'17 )

darrs deux cas particulien : le disque et le puib quantique simple. Le facteur F5 est

constnrit de la même façon.
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1.3.1. CaIcnI wfiatiowtel de l'êncrgie de liaison

La fonction d'onde et l'énergie danq I'état fondanenal sont toujours déterminées par
fu minimisation de l'énergie moyenne :

(s(a'r))= ffit (4-32)

par rapport aux paramètres a et ?.

L'énergie moyenne ( 4.32 ) est alon donnée par:

(E (a , z ) ) -  
#JQ . /R )z *  o$h lR )2+  ( r . /  H )2+o ( ru  /  nz l

- ez +(o - 2r 
PJo'À) - a P.(a,R)+oPr(c,R)' t@- r+o -FJ;-

+21 -",tffi.#W+fi-'r)

-v.ft- P*ll [,-'="<:''!)l -n- [-:4*l 1; - zÆ)- 
f. rr(an)J [' Zr(t,H)J rr(c,R)J l'- MJ

( 4.33 )

Les intégrales P1 ont été définies précédemment ( 4.12 ) ; il apparatt ici deux
nouvelles intégrales de cetæ famille, P, et P", qui correspondent aux fonctions F, et
F, définies ci-dessous :

F{o.,pu, po) = Fr(p.,ph, p.h) f(R - p.)

F{o., pr, po) - Fr(p., pr, r'.u) (R - pr) ( 4.34 )

tandis que les intégrales doubles Zi wnt définies par :

z,= !\".13,,Gi(2,, z6) ( 4.35 )
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avec Gr(2., z5) -lg"(2.) sr6(26) exp(-1(2. ' z6)2)12

Gr(2", z6) = (2" - zn\z Gr(2. ,zv)

G"(2., z6) - (2. - z6) g"(2.) g"'(2")[8n(zr) exp(-t@"' za)2\12

Gr(2., za) = @6 - z.) g6Q5) grr'(zr[g"(2") exn(-t( z' - zn)2)12

Gr(2", zs) = G{2", 26) o(H/2 - l'"1)

G"(2., z6'1= Gr(2", 26) qHlZ - l"l)
( 4.36 )

Elles sont tout à fait similaires aux integrales Zi rencontrees dans le chapitre 3' à la

différence pres que les bornes d'inægration sont étendues à rinfini.

1-3.1. Résultats du calanl vatiatiowrcl

Les deux figures qui suivent représenteut l'énergie de corrélation de l'exciton

obtenues pour un pourcentage en aluminium x = 0.15, dans le cas dun trou lourd (o =

0.1e6).

Dans la figure ( 4.7 ), nous avons représenté l'énergie de corrélation en fonction de

R pour trois valeurs de H. Il apparalt Que dnns chaque cas, la courbe presente

un minimum pour rure valeur de R voisine de 0.5 unités atomiques, soit environ

@ Angtrôms. En ce qui concerne la valeur de l'énergie dans la géométrie optimale'

on voit que, pour uoe hauteur de 5 unites atomiques (600 Angstrôms), l'énergie de

liaison atæint le double de l'éneryie do liaison dans le semi-conducæur massif' tandis

qu'elle atteint même 4 fois cetÛe rraleur pour une hauteur de I unité atomique (120

Angstrôms). La relative médiocrité de la fonction d'onde a pour ænséquence que ces

valeurs sont sous-évaluées ; ceci peut se voir pour les petites valeurs de R sur la

courbo H = 5, qui dépæse l'ordonnee -l correSpondant au semi-conducæur massif'

Fonr lf - 5, le ænfinement axial n'a donc pratiquoment plus deffet et le

comportement est celui dun exciton dans un fil quantique.
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FIc. 4.7.

Energies de corrélationZ = fi, - U tracées en fonction du rayon R pour un exciton
confiné dans un cylindre pour différentes valeurs de.Il (o = 0,196 et x = 0,1t.

H=5

H=2

H=l
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Dans la figure ( 4.E ), nors représentons l'énergie de corrélation en fonction de Il

pour quatre valeurs de R. Les courbes présentent à nouveau tgutes un minimun

pour des valeurs de I/ de l'ordre de 60 à E0 Angstrôms'

Si l,on compare ces courbes à celles de la figure precédente, on peut constater que

ts5 minima sont moins prononcés. L',influence de la hauteur est moins grande que

celle du rayon. ce phénomène pouvait déjà être constaté dans le modèle du puits

infini car l,énergie de corrélation tend vels -oo lorsque R ænd ven zéro à H fifrêe

(figure 3.4), Andis qu'elle reste bornee lorsque I/ tend vers zéro à R fixé (figure 3'5)'

On peut attribuer cette différence au fait qu'une variation de rayon joue sur 2

dimensions, hndis qulune variation de hauteur n'en affecte qulune seule'

Pour À = 4 unités atomiques (500 Angsfôms), il n'y a pratiquement plus de

confinement latéral ; ûous nous retrouvons pratiquement dans le cas d'un puiB

quantique simPle.
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FIG. 4.8.

Energies de corrélation II/ = fi, - U en fonction de la hauteur I/ pour un exciton
confiné dans un cylindre pour différentes valeurs de R (o = 0,196 et x = 0,1.5).
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Dans les deux figures qui suivent, nous representons respectivement l'écart

quadratique latéral électron-trou

p3o=JtG-F*o.-nl ' l . ( 4.37 )

et

et l'@rt quadratique axial électron-trou:

( 4.38 )

onpeutcalculeranalyt iquement(clânnexeD)les@rtsquadratiqueslatéraux

dans deux cas limites : le crisAl massif 3D etle cas strictement bidimensionnel ; on

obtient respectivement :

p[3)- -,fz 
"P

( 4.3e )

( 4.40 )p[?- - 
]î 

4D = 0.6r aiD '

Les courbes représentées sur la figure ( 4.9 ) sont relatives à un confinement dans

un cylindre ou un disque de GaAs environné de GqAly.r{s, pour x - 0'15, et dans le

cas d'une paire électron-trou lourd. Elles montrent, aussi bien dnns le cas du disque'

que pour différentes hauæurs de cylindre, que cet écart latéral présente un minimum

pour une valeur de .R dépendant peu de fI, et voisine de la valeur rendant minimale

l'éneryie de corrélation (environ 60 Angstrôms). La valeur de cet écart rninimal est

uû peu phs faible dans le cas du disque (47 Angstrôms)' pour lequel le mouvement

des particules est bidimensionnel, Que dans le cas du cylindre (60 Anætrôms)' où

il présente la propriété remarquable de ne pratiquement fras dépendre de la hauteur I/'

L'extrapolation 'visuelle' de la courbe relative au disque dqns les limites R - 0 et R

+ æ semble en accord avec la limile théoriqw de 0.61 fl = 72 AngStrôms'

En revancho, poû les grandes rnleurs & H,les mêmæ limites conduisent à un écart

quadratique latérar déæssant la valeur correctc l'4 4 = 170 Angstrôms' ceci situe

une des limites de \Nalidité dc notre fonction d'onde'

Puits lini
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rro. e.g.

Ecart latéral quadratique moyen l'6 tracé en fonction du rayon R pour un exciton
confiné dans un cylindre pour différentes valeurs de H, et dans le modèle du
disque (o = 0,196 et x = 0,1t.
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vêay1rr quadratique axial fa pas d'intérêt dans la limite strictement

bidimensionnelle, puisqu'il est alors rigoureusement nul. Il reste calculable dans le cas

du crisal massif 3D ( cl annexe D ).

,Rto = 4o ( 4.41 )

Les courbes représentées sur la figure ( 4.10 ) sont relatives à un confinement dans

un cylindre de GaAs noyé dans un crishl de GqAly',{s, pour x = 0.15, et dans le cas

d'une paire électron-trou lourd. Elles montrent également un minimum de fêf,girt

quadratique axial, pour une valeur un peu plrs élevée du rayon du cylindre'

Ce minimum est moins marqué que pour fécalt latéral. Pour rtl = 5 et pour R + 0

ou R + €, cet écart rcste nettement inférieur à la limite attendue de I unite

atomique, ce qui laisse à peilrer que, contrairiement à fécart latéral qui était surévalué,

fécart axial est dans ces conditions peut être sors-évalué. Touæfois, dans une étude

conduite dans le cadre d'un potentiel de confïnement infini (Kayanuma l99l)' les

courbes relrtives à f@rt axial sont encore très en dessors de l'asymptote, meme pour

des valeurs de R et rI plus importantes (10æ Angstrôms)'
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FIG. 4.10.

Ecart axial quadratique moyen 216 tracé en fonction du rayon R pour un exciton
confiné dans un cylindre pour différentes valeurs de H, et dans le modèle du
disque (o = 0,196 et x = 0,1t.
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,f.4. CONCLUSION

Notre éhrde montre QU€, quel que soit le critère retenu' énergie de liaison

ou géométrie de la paire électron-trou, l'effet du conlînement est d'augmenter la

corrélation coulombienne. I\tais, contrairement aux prévisions du modèle du puits de

potentiel itrfini, cette augmentation n'est pas naxinale pour des dimensions tendant

vets 0, mais pour des dimensions de l,ordre de 0,5 u.a. à l u.&, soit de 6 nm à 12 nn,

selon les critères envisagés, et selon qu'il s'a8it de À ou de I/' En ce gui concerne If'

ces dimensions peuvent facilement être obtenues dans l'état actuel des technologies de

fabrication, puisqu'il est actuellement possible de réaliser des monocouches'

En revanche, elles sont un peu en d@ des valeurs couramment réalisables en ce qui

ooncerne R (30 à 3fr) nn par inærdiffision sélective sous encapsulant de silice ; Pépin

et al , 19q,2). Pour obtenir une augnentation maximale de la corrélation

coulombienne, ce qui permet despérer multiplier pt 4 celle du maæriau massif'

il semble donc souhaitable de travailler ù H - 0'7 u'a = E'5 nn' en cherchant à se

rapprocher de lr valeur optimale de R qui est alors de 0'45 uâ' 
" 

5'5 nm'
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CONCLUSION GENERALE

Nous avons étudié l'éat fondamenal d'un exciton dans une bolte quantique de

geométrie cylindrique.

Dans le premier chapitre, nols avons rappelé les méthodes utilisées dans les semi-

conducteurs massifs: les approximations de Born-Oppenheimer, flartree-Fock et de la

fonction enveloppe qui ont été adaptées aux milieu:r confînes.

Dans le second chapitre, nous avons passe en revue divenæ geométries de

confinement pour lesquelles l'approximation de la fonction enveloppe a été appliquee

avec sucês. Nors avons décrit les argumenb heuristiques guidant les aurcurs dans

leurs choix de fonction dbnde.

Dans le troisième chapitre, nour avons décrit notre premier modèle pour l'état

fondanenAl d'un exciton soumis à un confÏnement par une bolte de géométrie

cylindrique. Dans cette première approche, le confinement est modélise par un puits

de potentiel infini. Nous avons constnrit une fonction d'onde simple en nous inspirant

des travaux cités au chapite 2 concernant les autres geométries de confinement. Par

une approche variationnelle, nout avons déterminé l'état fondamenal de l'exciton

confiné dans une boite cylindrique. A cette occasion, norn avons mis l'accent sur

l'énergie que nous avons appelé énergie de corrélation qui nots a permis d'examiner

les cas limites R - 0, R + €, H - 0, H - æ.

La limite des ætites dimensions dans le modèle du puiS infini est physiquement

inacceptable, car elle conduit à une énergie de corrélation non bornée. Aussi avoût-

nors envisagé dans le chapitre 4 un modèle de puits carré fini. Après avoir discuté du

choix de la fonction d'ssai, nour avons donné les principales étap€s du calcul

variationnel. Nors avons montré qu'il existe une géométrie optimale pour une bolte

darséniure de gallium enchllsée dans de l'arséniure aluminure de Sallium pour

laquelle l,ênergie de liaison des excitons 6sf minimale (naxinale en valeur absolue).

Cetæ geométrie correspond à une hauteur H voisine de 0.7 u-a., soit E.5 nn pour les
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Conclusion

trous lourds, et à un rayon de 0.5 u-a. soit 6 nm. L'énergie de liaison des excitons
(4.84 meV dans le cas du trou lourd et 3.39 meV dans le cas du trou léger pour un
cristal 3D) peut alors être renforcê dun facæur multiplicatif de 4 dans la geométrie

optimale. Cetæ énergie se rapproche de l'énergie kgT = 26 meV caractéristique des
p(rcessun thermiques à température ambianæ.

Dans la perspective d'utilisation de boites quantiques pour réaliser des microlasers,
nous envi*geons ultérieurement de pounuiwe notre étude énergétique par une étude
des propriétés optiques. On s'attend à une force d'oscillateur maxinâle pour des
dimensions qui optimisent la liaison électron-trou On peut en attendre une
amélioration importanûe des propriétes optiques, mais beaucoup plus timitrb que celle
qui est suggéree par le modèle du puiæ infini (Kayantrma l99l) qui prévoit une force
d'oscillateur qui ænd vers l'infini lorsque les dimensions de boites tendent ven 0.

Dans le modèle du puits fini, l'effet tunnel rend également possibles des phénomènes

collectifs mettant en jeu pluieurs boltes, dont nots n'avons pas abordé l'étude. Or,
bien quI semble que l'on puisse expérimenalement isoler des phénomènes relatifs à
un point quentique unique (Que 1992), les expérimenbteu$ disposent d'echantillons
comporÈnt un grand nombre de boltes. Il y a donc h une autre direction possible de
développement pour ntxr travaux.
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Annexe A

Dans cette annexe sont exposés to 66t ils des calculs utiliAires relatifs aux

coordonnées qui sont utilisees dans les chapitres 3 et 4 :

- choix et définition des coordonnées adaptees à fétude d'un système de deux

particules soumises à un potentiel de confinement à geométrie cylindrique ;

- expression de ftlamiltonien dans ce système de coordonnées ;

- expression de I'intégrale sur I'espace de configuration des deux particules

d,une fonction invariante gar rotation globale du système autour de I'axe du cylindre.

A.I- Pannétrage gêotnétrique d'ute pailiale

La dessription de la position d'une particule comporte trois paramètres, qui peuveDt

être les coordonnées cartésiennes (x, y, z), cylindriquæ (P, S, z), ou sphériques (r, 0,

û). Dans une boite cylindrique, il est naturel de reænir les coordonnees cylindriques'

qui permettent d'exploiter les propriétê d'invariance par rctation du cylindre autour

de son axe.
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4.2. Parantêtrage gëornétriqæ d'ut systèntc de danx partiaies

Le paramétrage le plus immediat d'un système de deux particules I et 2 consiSæ à

reprendre separément le paramétrage de chacune des particules constituant le

système i dens le cas d'un confïnement calindrique, nous sornmes amenés au

paramétraga (py ôp zy p2, ôr, zr).

L'hamiltonien est iûvariant rrar rotation globale du système autour de I'axe du

cylindre. Le paramétrage précédent n'exploite pas cetæ propriété d'invariance.

Introduisons les angles X - ôz - ôret ô = (h+ 0)/2. La correspondance entre (r/r, /r)
et (X, ô) est bijective 6r ôt= ô - X/2 et ôr- ô + X/2. Ce paramétrage est donc tout à

fait liciæ et pennet d'exploiær commodémment I'inrrariance frar rotation du système :

elle se traduit pâr uae fonction d'onde dnns l'ébt fondamenal indépendante de C,

c'est-à-dire dépendant des 5 paramètres (y'r, zp 92, z* X).

Toutefois, il peut sembler préférable de disposer d'une fonction d'onde dependant de

paramètres ayant chacun les dimensions d'une longueur. Il convient alors de

remplacer X par une longueur ; Cest le cas de la disance p des projections des

positions des deux particules dans un plan perpendiculaire à I'axe du cylindre ( Fig

A.l ). Cetæ disance s'exprime en fonction de I'angle X par:

e=w (A . l )

Cest ce que nous appellerons le paramétrage de Hylleraas, car il s'inspire du

paramétrage utilise lors de férude de I'Helium (Hylleraas 1929). Le défaut de ce

paramétage est de ne plus être bijectif, car deux valeurs de X conduisent à une même

valeur de p. La donnee des 5 æramètes (y'r, zp p2, z* p) conduit non pas à une

configuration mais à deux configurations du système (à une robtion globale d'angle C
près). La figure A2 montre deux configurations distinctes correspondant à un même

jeu de paramètres.

page 144 Puanétrage géomêtrirye



Annexe A

FIG. À1.

Paramétrage géométrique d'un système de deux particules

un cylindre.

t et 2 localisées dans
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FIG. A2.

Configurations distinctes correspondant à un même jeu de paramètres.
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A.j. Expression de l'opêrateur hamiltonien en coordowtées de Hylleraas dans Ie

cas particttlier d'tme fonction d'onde indéWndote de {

Comme nous ne nou intéressons qu'à l'état fondanental, nous nou limitons à une

fonction d'onde indéændante de Ô, soit de la forme:

!f( r' rr ) = FQt,zr,gpzpe) (A .2 )

En désignant W Vr, et V2, bs potentiels de confinement respectifs des deux

particules, I'hamiltonien est de la forme :

tr = - ftrr, fr": 
- 
ffi+ rf,(r,) +vz,(rr) ( 4.3 )

avsc, en coordonnées cartesiennes :

Ë i  æ  æ  æyt-E*Wr4 (A .4 )

Evaluons les dérivees partie[es successives par rapport à x, en utilisant le paramétrage

de Hylleraas:

Aû ôpr AV Ap ôû _ xr tt - xt'x, AV

fr-5;,rù;fri-;FË.-ïfr 
(A'5)

donc

fq-giles.l++lùrr-ôxr lerôer '  p  apJ

soit, en expliciant la dérivée des ærmes dans le c'rochet:

(A .6 )
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æv _ I aû _ trr ôh æ _x, ô favl
@= prdr-EQTp:i4,tôel j

. I aû (xr-xr)z 6E , (xr-xr)x, a2v . (rr-xr)t 6rE-7 ap-T 4-T@,-T aP,

= [, _ rrtl t 6t , xf &V * 2(xr-xr)x, azrg
l,- Pr') Pt ùPt 

' 
Pt' ôPrz 

' 
Pqt ôPôPr

* [, - t"'-IJ'l ! qv - (x'-x')z æv
r'- p'  ) idp.ffr 

(A'7)

En procérlant de même, on obtient pour la coordonnée yr:

ô'v = [, - trtl I aû n !r' tv .2(trtz)h azrg
ô!r2 

L- 
pr') gt ôpt 

' 
prz ôPtz 

' 
ggr ùpôpt

. [, - (y'-YJtl ! aû - (JrYz)z azv' t ' -T)nAp'T ap,

L'opérateur Vr2 agpligué à !û s'exprime ainsi par:

v ,2 r r r=  [ r -o ] )  I  aû  ,P rZ  &v  *4x rz+yrz -x rx r -y ryz )  an t- I - 
L Pr') pt ôpt 

' 
ptl ôPt2 

' 
ppr ôpôor

.ir-fli#.Fw.#
I Aû . Atiû . 2l1trr-xrxz-W) æiû-nd-W-T@,

. laû ry+=t= (A.9)'  
V ap ' apr' a";

(A .E)

(  A. l0  )

(  A . l l  )

or p2 = (xr-x2)2 + (lrl),
- xt, - brxz+ xrz + !12 - 2!ryr+ yrz

= Pr't  P22 - 4xrxr+ lyz)

donc 4x{z+ W) = pr, * gr, - g,
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soit finalement :

v,2.ilr= I g{t * 2'v-*2(pz+lr2'pzz) ry'1  -  
p ,  ôpt-  ôp]  

'  
ppt  âpôpr

* l  f f i  azv  azv  (A .12)
p ap ' aP" Tr'

et de même:

v.2{r= I gg' * 2?v-*2(p2+2-u-2'pr2) +'2 -  -  
pz ôgz'  ôpzz 

'  ppz ôpôpz

* l&  a2v  azv  (A .13)
P aP '@- 

4

Ltlamiltonien prend donc pour expresion :

t! = - 
ftor' hvr'- ,V7fu+vr'(e,,zr) *vz'(g*zr\

hz I y- I a -2(P'*Pr'..Pr') a2 .-e-l=- ûlatr. iEjTM- a4J

- ftz I u, * | a -24P2+Pr2-Pr2\ =a: . =4]-4'[ttr- p,4'TdP\-a'7)

- n, I o' . ! a I - ++vt(o,zr) +vzr(c*zr)-  
û t ' læ'  V ap)

( A.l4 )

Il en résulte que I/lÛ est, comme iÛ, une fonction des seules rariables Pp Zy P2, 22' P.

Nors nous proposoilr de vérifier que ce paranétrage, bien que ne désrivant pas

bijectivement les confïgurations du système, permet de calculer les valeurs moyennes

dune large catégorie (observables dans fétat iÛ.
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4.4- Intégration d'ute fonction F(p*zye2,2*p) sur l'espace de configurotion

A condition de n'envisager que des opérateun A faisant intervenir les seules
variables Py zp p2, 22, p, Aig est une fonction de ces 5 variables. Le problème est

alors de montrer que l'intégrale d'une fonction F(p' zp e2, 22, p) lorsque les particules

I et 2 décrivent tout l'espace (en fait l'intérieur de la boîte cylindrique lorsque le
potentiel de confinement est infini à l'extérieur de la boîte), peut se mettre sors la

forme d'une intégrale quintuple:

f*- l* r'* r* f* l'*
I d*, I ar, I dr, I d*, I ar, I d", FQr*zr{r,z2,p)

.r -oo r -oo J -€|o .r -o0 .r -æ ., -oo

f** f* f* f** fP'+P'= 
l^dr, I d", l^Oo, I d", l, (e F(g*z,e2,zz,p)WQt*z'p,z2,g)
J0 J-æ J0 J-æ Jlpr_prl

A. l5  )

où I/ est une fonction de pondération que nor$ déterminerons ; nous verrons qu'elle

est en fait indépendante de zrettJr. rr.

Lorsque nors passons des coordonnées

il apparalt une fonction de pondération

au jacobien du changement de variables.

cartésiennes aux coordonnées cylindriques,

wr(gp zy p2, z* p) = p1p2, qui est égale

fi, 13,, i-3,,.|--** fi,, 13,, FQ,,, z,{,, z,,P)

= 
[.-: r, [ -: r,/(cos(c,-c,))

= Ii,o o, I _: r, 13 ", [i,o o, [i: r, 13 ", F Q,,, 2,,c,. z,,g)

(  A.16 )
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avec

f+- f* f+oo f+oo
/(cos(c,-cr)) = s@) = 

Jor,oo, J _:', Joe 
de, 

I _:", 
F(p,,2,,P,,2,,P)

(  A . l 7  )

car p est une fonction de cos(fr-Cr) donnee par l'expression ( A'l )'

La fonction à intégrer étaût une fonction de {, periodique et de periode 2r, nous

pouvors effectuer l'intégration sur la periode l-r-Ôi r-{rl au lieu de [-r; rl sans

changer la valeur de l'intégrale :

.n in l*, 1**-Ôt
I oo, I oo, lq"'(ôr-or)) = | aô, | . dô2 r@s{ôz-ôLy ( A'ls )
J - r  

' J - r  J ' r  t ' r 'Ô t

soit, en Posant X= ëz<h:

1*, l*, [*" i+r

] -:r,l -:r, reælôz-ôt, = 
J -:r' J :-/(cosx) 

( A're )

Dans le second membre, l'intégration par rapport à f, est alors triviale :

Il:r,l --:r,/(cos(c'-c, )t = 2r I -:r/(cosx)
( A.20 )

Comme nors intégrot6 ulre fonction paire X sur un interva[e symétrique pal rapport

à l'origine, cette intégrale peut se réecrire :
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( A.2r )

Il reste maintenant à passer de la rariable 1 à la variable p ; gtùæ à la propriété de
parité precédente, la correspondance est bijective entre X et p et lbn 4 en posant

/(cosD = g(p) i

I._:r, t(*,tôz-ô)) - 4r 
[:rrf(cosx)

lo l** nPG)

J _:r, l :r, r(w(ôz-ôt)) - 4r J ̂or# 
s@)dp

Calculons dp/dX en dérivant l'expression ( A.l ) :

*= *ltr' 
+ Pzz '2Pfrcosllr/z

= Pf fnx-w
e r0r- - tllnYp

c r r ( y =  
g r 2 + p z z - p 2

I.-:,,

donc I

( A.22 )

( A.23 )

( ^.24 )

( A.25 )

( A.26 )

'\ 4pfpzz

_ (2prpz- pr ' 'pz '+ p3)(2prpr+ pr '+ pz' 'p ' )
4pt2pz2

_ lpz - (pt - pz)'llb1+ pr'12 - ,2t
*r-rt

et do-;É=
ax

L'intégrale à calculer prend donc pour expression :

- cosrx = 4pr'pr" '!!L'-*-pr' ' p')
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" ff:ffxnao=,.ïiii,,
2osbldp ( A.27 )

En reprenant l'expression ( A.16 ) de g(p), on vérifie que les intégrales sur l'espace

de configuration des deux particules sont bien de la forme ( A.l4 ) avec une fonction

de pondération:

w(g.",lzo) =
Erpprpz ( A.28 )w
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Dans cette annexe sont exposés les déAils des calculs de dérivées partielles

et d,intégrales multiples inærvenant danc l'étude rrariationnelle de l'exciton confiné

dans une bolte cylindrique par un poæntiel de confinement infini.

B.I. Dérifies de la fonction tessai

B.I.l. Expression des opératanrs de dérivalion

L'écriture de l'équation de Schrôdinger dans le système de coordonnées Pp P2, P, X,

zL, zzdéfinies dans llannexe z{ necessite de savoir exprimer les taplaciens respectifs

ArF et ArF dune fonction F(cp ez, P, X, zr zz) pzt rapport aux coordonnées des

particules I et 2.

Nous connaisons l'expression des laplaciens d'une fonction G(xy lp z1t x2t !2, z2)'

La difficulté réside uniquemenl dans les coordonnées latérales Py P2, P, X, ù cause du

oouplage par l'inærmédiaire des paramèhes p et X des coordonnées dæ deux

particules. Ce couplage n?xiste pas entre les ooordonnées axiales zr et zz' I suffit

donc, pour résoudre 16us les calr que nout auroflt à traiter ultérieurement, d'envisager

nne fonction de la forme F(gt, ez, p' X). Comme nous l'avoDs precisé dans l'annexe
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/, n'aurons à appliquer notre calcul quâ des fonctions d'essai indépendantes dc liangle

x. II nous suffit donc en fait de determiner l'expression du laplacien d'une fonction
F(Py Pz, P).

B.l.l.a. Dérivées premières de F

Le calcul est fastidieux mais élémenaire ; les rariables p, et p êtrrnt des fonctions
de x' tandis euo pr est indépendante de r' on a:

aF =ôh aF ,  9LaF_b'"- 4q* 66î'

De même:

xt ôF . XfXz
p r ù

AF
ôp (B . l )

(8 .2 )

ôF -ôh ôF .  oo ôF _f t  ôF . l l f lz  aF
0h ôy, ôpr'  ôy, ôp h ôh' p ôp

?F - %- ar * ôp ôF _ xz ôF , xr'x, aF'
ôx, ôx, ùpr'  ôx, ôp pz ôpz' p ôp

ô F  = ô 9 2  ô F .
ôtz ôyz ôpr '

ôo AF
+ - t

ôy, ôp
lz ôF . lz-h ôF
E4' e ap

Par commodité, nous ct nservons provisoirement cetb expresion hybride contenant à
la fois les anciennes et les nouvelles coordonnées ; nous ntliminemns complètement
les variables xp x2r yr et ./2 eu'en fin de calcul, lors de l'expression de l'opérateur
Laplacien.
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B.l.l.b. Dérivées secondes de F

tr suffit de dériver 
# 

-" nouvelle fois par rapport à x, en utiiisant le même

procédé; on obtient:

ôzF a | ", u, . *t!2 1;E1#;r"1Ëd,.ï41
=*,#,." I i,J##,.îe[#)
. t, #+ (x,-x,)t-Ë] h,#. î, #,. + ùt#)

- | aF - 4 ar, l t', - xr(xr-xr) azF
o, ur,,- at ' f-  Vtæ.'T @'

+ ! ar (xr'xr)z 6p , (xr'xr)x, all , (x,-x,)z 6zF
o6î-Tap'T@-Tæ

t- {l r ar -4' ô'F '?sr(xr-xr) æF=f - v');;T'.v,æ.T aPaP,
( 

- @r-xr)zl t u" - (xr-xr)z æF.  
Lt pz ) o ae ,Tff i  1n3)

De même, on obtient:

r dl I aF . f, a,p .zYrgr-!) azlæE=lr-41 !*+*'4#*##
û- [ AJ p'4*î',4,'T@'

( ,  
-(vr-vr), ]  t  u" -(Yr-Yr)z æF*lr-ry| :#*+# (8.4)

.'-7lpA'76
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B.l.l.c. Laplacien de F

Remarquons que:

4, * û= p| et (x2 - xr)2 + (yz - t1)2 = p2 ( 8.5 )

Le laplacien par rapport aux coordonnées de la particule I peut alon stxpliciter
par :

or

p2 = (xz- xr)t + Uz - tr)z - S, - zx1r2 + 4* û - 2 yùz * fz
= pl,* e7 - {xrxr+ Wz) ( 8.7 )

On en déduit:

azF . a2F -[. pî] | aF . p? arpæ,.&=f - F,);,d,. v,æ.'
r  _dl  !ôF,Èa2F* 
[ '  p ' )  p ôp'  pz 6pz

azF. taF .æF. taF- 
arTrr- i agr' apr' i îp

- lrlz

' lr lz

' x t xz

0{

' xtxz

PrP

û

p?

4

+ :

azF
ôpôgt

ffi, (8'6)

2(xrx, + Wz) = p? + pZ - p2 ,

ce qui permet d'éliminer définitivement les rariables xp x2r ly !2i

( 8 .8 )

æF .  æF -æF .  I  aF  .  æF .  I  aF  .  n  Pz+P? 'P l  azF ts
&. æ=&. ;4'* ffi. ; îo*' T @' (B'e)

Par le même procédé, on obtient l'expresion suivaote pour le laplacien par rapport

aux coordonnées de la particule 2 :
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a?F  A2F  æF. l aF -azF - l
*r. ær- æ* E4' ap'- v

AF ^ Pr* Pl- e?,
6T" p,p ffi 

( B'lo )

Lorsque lbn aura à calculer le laplacien d'une fonction d'onde dépendant également

des variables z, et z' il suffira de rajouter respectivement les termes % ", Ya4
dnns les laplaciens relatifs aux coordonnées des particules I et 2.
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8.1.2. Application à Ia fonction d'onde de (o@ruar énergie cfuetiqrc

B.l.2.a- C:s du disque

Il s'agit de calculer les lâplaciem par rapport aux coordonnées des ærticules I et 2
de la fonction suivante :

vx = fo(Fpr) Id,Qe) e-o (  B . l l  )

dont nous avons discuté le choix dans le chapitre 3. Iæ calcul des dérivées de la
fonction de Bessel Jo s'effectue à l'aide des formules de recurrence suivantes
(Abramowie,1970) z

J, - {x)+J,*1(x) - !4@)

J"-{x) - Jr+r(x) = 2 fr'(x)

d'où l'on deduit les dérivées de fo et f r:

(  B. l2  )

Jd@) = - Jr(x) et Jr'(x) = /o(x) - | r1"l ( B.l3 )

On en dedût successivement:

- les dérivées premières de g1 :

W 
= - a ro(ge 1) Jd,For) e-..o

æ 
= - p Jrt4e ,) Jd,Êe) e-oo
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W= 
- p Jopor) J{Êpr) e-de (  B. l4  )

- les dérivéæ secondes de iÛ1 :

# 
= ez Jo(Fe 1) J6(Fpr) e-oe

ffi,= 
sp Jr(ppr) Jo(gpr) e-oo

ffi= 
ep Jo(Fp1) Jr(Êpr) e-"0

W- 
- ,'l"CIn - ;p,r,(pe))rd,ee,) e-oe

W- 
- pz r{,pp)l,tors *"r{Fù)e-"e 

( B.t5 )

- les laPlaciens de tÛ1 :

Â,vx = 
[", 

- pz - 
i)r"rorl 

rd,pp) e-a. + * 
t# 

\Gp) r{,Fe) e-oe

A,vx = 
[t 

- p, - 
i)r*r, 

Iogp,) e-a. + * ry 
IoGp) r{Pp)"-, 

,.,, ,

Soit ?" l'opérateur énergie cinétique, dont l?xpression en unités atomiques est :

T=-#a,-frar; (B.l7)
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son application à la fonction dbnde !ûy conduit à:

z'rûy = 
fp, 

- 
",. î)r*o) \pe) e-.,e

- - û -P2+o? .  o? .- 
rn Ë 

J'(âPr) \Fe) e-oo

-@-Ê+o2 -o2- 
i{d Ë 

JI(PP) J{FP) e-o ( B.l8 )

8.t.2.b. Cas général du cylindre

II s'agit de calculer les laplaciens par rapport aux coordonnées des particules I et 2
de la fonction suivante :

vx - U,Fp) rd,Fe)exp(-ap) 
"ost+] "ost+] exp(-1(2,-2,)z) ( B.re )

Les termes correspondant aux dérivées par rapport à p, er et p, se calculent de façon
tout à fait analogue au cas du disque, tandis quï apparalt des termes supplémentaires
provenant des dérivées gar np,prt à, z, et zr. Ces ærmes ont pour expressions
respectives :

W= 
roqp) rd,pp),'*, 

f?]r*n-ru, 
-z,)z)

W= 4Gp) rJ,Êe),-* *f?]e*x-rt", -2,)z)

'["*[?)f"r,n,), - #-ri-.'t?] ff{",-",)l r 8.20)

' [*'t?)?rn"*,), - #- 2?] -'"[?] T r,-,,rf
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8.2. Recensement des intégrales à calcder

8.2.1. Intêgrales provenant de hperateur énergie cinétiqrc

8.2.1.a. Cas du disque

'iûxriûx = 
V, 

- 
", 

. 
î)(JoGp) 

Jo(Êe) e-dp)2

- g ez + !3 
- eZ Jd,pp) Jr(ge) eoqp) e-ûe)z

l+o ,npr

- g ez + !2-z 
- e7 

Jo$p) Jr(ge ) eoqp) e-ae)z
l+o

= (P2 - o,2) F{p1o2p) + ûs(or,pz,ù - zrnfrr<oro*p) + oFr(pppzo))

( B.2l )

où nous avons noté :

F1(gp e2, p) = gJiPp) JoÂpz) e'Qo)2

F2(P1, P2, P) = 
) 

Qd,Oe ,7 Jo(Fe 2) e-q)z

Fr(p' pz, p) = o 
'# 

4,Êp) JJpp) (JJpp) eae)Z

Fr(p' p2, p) - p 
ry 4,Ppr) r{Ppzl gd,Pp) e-q)z

On en deduit la naleur moyenne de l'éneryie cinétique, en intégrant sur p' p2 êt p,

avec la fonction de pondération llr introduite en (A27) :

(vxlTlvx) - n, --.. &.Il - c Pr(qR) + oP-(c-R)
(vxlEx) Pr(c,R) t+o rr{q^ffi (B'23 )

(8.22 )
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ou

W(PyPz{) - ( 8.25 )

8.2.1.b. Cas du cylindre

On passe de la fonction dbnde du disque à celle du cylindre en multipliant la

première par un facteur w$zr/H) @rzr/ID exp(-1Qr-zr)t), andis que l'opérateur

énergie cinétique peut so décomposer de la façon suivanæ:

lcyunarc=Tarcr.+f.

avec, en unites atomiques:

( 8.26 )

fR fR l|.,*qz
4(4,À) = 

Jîr, J{0, Jbrof 
F(eylz,g)w(eplz,P)

a l a zr . = - É û - at
u*,

(8 .24 )

L'opérateur ZaLc.- n'agissant

en notant

(8.27 )

pas sur les termes dépendant & ,, et zz, on a,

o
l+o

G,(2,, z,)= [ .^ [+]'". [+J "*vf-t{,,-,,,,] J ( 8.28 )
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on obtient

iû1:l.6;ro,r.!û1 = 
[Wr-o,l 

Fr(oro*e) + aFr(pvl2,P)

- o* (tr r(p ro *el + oF r(P,P 2,P))] o r{r r, r r)

Les operateurs de dérivation çrar ræport ù z, et z, n-agissent pas sur les facteurs en

P1, P2 èt P ; on a donc, de }r même façon:

vxr,!ûx = Fr(pyp2f, 
[[# 

- zr] Gr(z,zr\ - 412 Gr(z,zr)

. #(G"(z,zr) 
+ ær(z'zr)))

avec Gr(z*zr) o (zr' zr)z Gr(z'zr)

( B.2e )

( 8.30 )

G"(2,,2,)-- fte,- z,),--[+] ,r[?] [.-t+] "*{-t{,,-,,,']]

( B.3l )

En intégrant sur zr et zl, nous sommes amenés à introduire une nouvelle farnille

dintégrales doublæ:

G,(2,, z,) = - fr (2, - z,).- [+],"t?] ['- [+] "*{-t{,,-,,,']l

( B.32 )

On en déduit la raleur moyenne de l'énergie cinétique, en intégrant SÛ Pr P2, P, 21

et zri

zi(t .rr)  = ï .T o,, l - Ï  dz,G1(2,,22)
J - 1
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ft*ft#-pz-o'**g#-#ry;ffi
*#*21 -412t#.#'W

rHËjF=_,ffi.

( 8.33 )

8.2.2. Intégrales provmûû de llopratanr énergie potentielle calom.bienrc

8.22.a. Cas du disque

Dans la timile du disque, la distance électron-trou est directement décrite par le
paramètre p. Le terme coulombien s'exprime donc de façon élémenaire en fonction
des intégrales dejà définies.

irxt/codtûx = -ro rrrrnz,g) = -z Fzb',cz,p) ( 8.34 )

( 8.35 )

8.2.2.b. Cas du sylindre

Cette fois, le terme coulombien realise un couplage entre les coordonnées latérales

Py P2 et p et les coordonnées axiales z, et zz W l'inærmédiaire de la disance
électron-trou fflQfi.

'ifxt/coditx = -+ FrbrOrt) Gr(zpzr) ( 8.36 )

La séparation de l'intégrale quintuple en un produit d'une intégrale triple par une
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integrale double n'est plus possible. Comme le choix de la fonction d'onde a été

partiellement dicté par le souci de ne pas évaluer d'intégrales de multiplicité plus

grande que 3, nor6 aurons recours à une approximation qui permet de forcer cette

séparation. Le détail de cette approximation est présenté au paragraphe 3.4.1. Elle

garantit une évaluation satisfaisante du potentiel coulombien à la fois pour H ' O

et pour H - oo. On obtient:

*l*ffi--rtffi

otr Z, est une intégrale du tfpe Zi, àver i

G.(""t)
G.(z*zr) = 

T6j
4#+lz'-z'l

( B.37 )

( 8.38 )

8.2.3. Expressions de fércrgie

8.2.3.u Cas du disque

En ajouant le terme d'énergie cinétique moyenne au tenne d'énergie potentielle

moyenne, nou obtenons l'exPræsion :

fttft,# - pP -cr+(a-a ffii - #W; (B'3e)

on retrouve liexpression (32t ) en renarquant (3.24 ) que P.(o,R) = Pa(a,R)'
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8.2.3.b. Cas du cylindre

En ajoutant le terme d'énergie cinétique moyenne au terme d'énergie potentielle
moyenne, nors obtenons l'expression (3.19) de l'énergie.

(hlï lvl) -fr '--* aPr(a,R)- c P.(c,R)+oPr(c,R)
(vx lvx) 

- r' pr(a,R) r+o ?;GF 
-

*#*21 -412'#.#'W
n Z"(erRr1,II)- '@ ( 8.40 )
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8.3. Rédttctioa des intégrales quintuples à des intégrales qtadruples

Toutes les intégrales quintuples à calculer peuvent se ramener à l'une des deux

formes suivantes :

HH

.r =f1na,,l'ron *'t?] "*,t?] ô(2"- zn)
"1

HH

r - frno,. ['ron.". [+]'. [?]"T
.*,[?] t(2.- za)

( B.4l )

(8 .42  )

( 8.43 )

( 8.44 )

où la fonction x { C(x) est Yaire tandis que la fonction x - t/(x) est impaire.

83.1. Calcul des intêgrales de typ I

On passe des variables (2, z6) aux rariables (ç, z) définies par:

! - zc ' za  i t = tQ"+26 )

On a alors :

-.t+]. t+] = à ["".[?J.. [*]J
.*' [?J "*' [?J = i [-.' [ *,)., *[*,)'., [+] .,*' [fJ], B'45 )
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Le domaine d'intégration Q sw les variables originales (2", z6) est un carré ( Fig.

B.l ) ; le domaine dintégration t sx les nouvelles variables (2, Ô est utr lomnge

( Fig. 8.2 ) qui se decompose nanrellement en quatre triangles recangles taa,Q'-a,

Q'_- , t *_.

FIG. 8.1.

Domaine d'intégration pour les variables originales zo et z,6.

Domaine d'intégration Pour

tr[G. 82.

les nouvelles variables f et z.

çB,-<
-H

/*

T
b:.1o.
>ld,

D,
H
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Compæ tenu des propriétés de parité des fonctions à intégrer, l'intégrale sur chacun

des trois triangles prend ln même valeur ; l'intégrale sw t est donc égale à quatre

fois l'intégrale sur 9'**, soit:

" = 11,,,,p) V,[+)., *fT] "^[r] . "^'[f]] ô4ô dz dç

= II o,,*,. ['*' tT)+ 2 cos tT)*'[*] + cos' tfl] û4ù dz dç

tH é( ' r l= Jo* c(ç) Jo 
v-ÈJo,["*t#] .r*fTJ .-[+]. "*'[f]]

= 9r+ ,7r+ 9" ( 8'46 )

avec

.r, = *,[f] I/, ̂ , [: 
[''') o,

Annexe B

(8.47 )

Dans ./r, 9, d 9r, on peut alors intégrer analytiquement par rapport à la variable

z i oî obtient respectivement:

",= ['0, ^r l:l-'J,, *.[T)

ez- 2'.-[+] ['r, ̂ rlf 
t' t) o, *[T)
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Ir t' *)0,*'[T)- à | +l'.;)'*,'tT]]

If t' 
t)0"" ,[T)- #,,"tf]

If 
[ *)0"= 

i[,-*) ( B.4r )

soit, en rassemblant les resultats précédens :

r-!t, 
ll Ê1t,."*[#]]. **[f] ]*n" 

(B4e)

8.3.2. CaIcuI des iuégrales de type f

Le changement de rariables est le même eue drns le cas precédent ; au lieu

d'intégrer sur le triangle Q**, on intègre cette fois sur'ls tiangle isocèle t** v Q'*-.

A l'aide de l'identité:

''[?]""'t+] -Ll^[T] .'"[Ë]] ,B5o)

et de l'identité ( 8.44 ), la fonction à intégrer æut s'écrire, dans les nouvelles

variables, sous la forzre:
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,.[f,]*,[?],*,[+] = i ["*t7]''t?] . *'lh)*"tf]

ce qui permet de mettre ;/ successivement sous les formes suivantes :

s = I[,.*,*[.^t+]'"t#] . *lh)'.[f]
.,*[f] ,"[T). *-[f]'.[Ë]] {4ù dz dç

= â II,",, ,*l*[+)*[f]. â,"[TJ] .' dz dç

= i II,,,, )ee,**ve,,-V"*[+J''[+] 
-'"[T]] ûG)dzdç

= i Ii, ̂,,ïr\$ ,,i'',,t+l ,"[r].,'[T]]

( 8.52 )

..*[f] "^lT). "*tf] '"[f]], ( B 5r )

- t I,*''tfJ .,, I-f"H o' *lT)

.î|,.*[rJ. "f[fr]1"
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Il reste deux intégrales élémenbires en z qui se calculent analytiquement:

( 8.53 )

En rassemblant les résultats, on obtient donc:

( 8.54 )

Les intégrales quintuples appamissant dans les calculs lors de l?tude en poæntiel de
confinement infini peuvent donc toutes être réduites à des intégrales quadruples.

En revanche, il nous semble peu nraisemblable qu'une te[e réduction soit ensore
possible rlans un modèle où l'on envisage un potentiel de confinement frini. En effet,
les différentes étapes de la réduction sont étroitement liées au fait que l'électron et le
trou non corrélés ont des fonctions d'onde identiques, or cette propriété est caduque
dans le cas du puis fini.

Érl:]r*[+)0"= t'"[rJ

Éï3 dz-Ht,rl

t = ll; I t' - ;1,"[T]. ?,',[f)]*n *

page 174



Annexe C

C.I. Rappel des rêsultats de fttude générale

Dans la limite du disque quantique (.f,|- 0), nous avons utilise la fonction d'onde :

vx- lQ.\ /ou) exp(-aP.u) otr l@) - JoQo elRl

qui conduit à une énergie moYenne:

(c . l )

(c .2)02
(E (a ,R ) )=  

Ë -  
az+ (a ' 2 )

où les intégrales Pi sont définies par:

P.(o,R)

fc,Rt 
- a

Fi (p, ,pu ,pru) P" Pn P* dP*

(c .3)

avec : Fr(p",pu, po) = lJh) /ou) exp(-qpo)l'

Fr(P., Pu, P.u) - 
* 

Fr(o.,h, Pa)

Fr(t.,pu, r'"o) = - pa' !hL- paz 
fl4.) f(p.)t/ou) exp(-qpo)1, ( c.4 )

4-Erli. Ii,fi:;,

Disye de rayon ryasi-ru|
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C.2. Approxination des partiailes non corrêIëes

Par des raisonnemens semi-quati@fifs, confirmés d'ailleurs par les rêultats du
calcul variationnel, nous avons affirmé dans le chapitre 3 que l'énergie cinétique est
prépondérante devant l'énergie poæntielle coulombienne pour les disques de très ped6

rayons ; precisons oe que l'on obtient si lbn pousse ce point de vue en choisissant une
fonction dbnde sans facteur de corrélation, ce qui revient à prendre q = Q dans ( C.l )
et  (c2) .

En passant des variabl6 pc, y'u, pcu aux variabls ilc = 'Ê 
, uo

on montre que:

Pr(0,À) - RaPr(O,1)

Pr(0,R) - R3&(0,1)

P.(0,n) - RsPr(O,1)

On en déduit l'expression suivante pour l'énergie:

âs
avec \ =

P3(0' l)
Pr(o,l)

(E(0,R)) =

&
R'

- PJ.
R , tlch '

oo' -
Àt

(c .5)

(c .7)

Il ne faut pas s'étonner de trouver un terme rêsiduel d'éneryie potentielle, sar,
si l'attraction coulombienne n? pas été prise en compte dans la fonction d'onde, elle
demeure présenæ dans lTlamiltonien conduisant à l'expression ( C.7 ) de l'énergie.

t
Le terme en 

fr donne une première indication sur l'influence de l'attrastion

coulombienne pour les faibles valeurs de R.
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C.3. Evatuation des intégrales triples pour R petit

Lorsque R est petit, on s'attend à une diminution de la corrélation, donc de l^

valeur optimale du paranètre variationnel c. La distance électron-trou p6t étant

inférieure 1 L,f, dans le cas présent du potentiel de confinement infini, le produit

epsq sera petit devant l. Il est donc naturel de procéder à un développement limite

au premier ordre des facæurs (exp(-qpo))2 Oans les intégrales Py Ps et Pr.

(exp(-opo))2 -(l . apo.)z +o(ap"h) =l -2ag*+o(op"h) ( c'8 )

Introduisons les deux nouvelles fonctions :

Fr(P., Pu, Po) - Po Fr(r'., Pu, Po)

F"(c.,Pu, Pcu) = 9* Flo* Pu, Par) ( c'9 )

Les intégBles triples s'expriment gar:

Pr(c,R) - P'(O,R) - ?n P*(O,R) + o(cR)

Pr(c,R) = P'(O,R) - 2a PJ0,R) + o(cn)

P.(a,R) : P.(O,R) - 2a P$O,R) + o(cR) ( C'10 )

Par le même changement de rariables que pour démontrer ( C.5 )' on montre que:

Pr(0,R) - R6Pr(0,1)

Po(O,R) = R'Pe(0,1)

On en déduit qtre:

(  c. l l  )
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H=W+o(4)Pr(oR) - 
.R{P'(O, R) - b PJ0,À))

_ 1 l, -2cR
= I T@+4an)

I
= 1 [Àr - 2aR(l - \\)l + 4aR)

H= 5]fi(o'Il -3{ 
"="(,??l + 4aR)Pr(c,R) 

- 
R{Pr(0,R) - 2aR Pr(O,R)) 

'

=i +#+dcp"h)
= { rr. - z"n(\ - ÀrrJl + o(cn)

enpos.nt ^.= ffi et \= 
"-r4]t-

L'énergie peut s'exprimer par:

( c.r2 )

0 2  -  ^
(E(o,R)) = 

Ë- * * T[\ 
- 2aR(l - À/s) ]

C r r-  
i lÀ . -2aR( \ - r rD l+4cR)  (c .13)

La dépendance de E en c et R est alors explicite, car il ne reste phs que trois

constantes Àr, ). et \ calculables numériquement.
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C.1. Rectrcrche du paranètre vafiationnel optimal

C.4.1. Expression de la valanr optimale du paranète vafiationnel

Ordonnons l'expression ( C.l3 ) de l'énergie suivant les puissances de c.

obtenons :

(E(a,R)) - t# -? - " [++ 4(r - ̂ ,^J]

+ cr [-3 + 2(]rÀ, + \ - t/l)l

La valeur optimaile de a est ao telle o* ry 
= 0, soit:

(  c. l4 )

[++ 
4(r - ^,^J] + 2nor-3+ 2(rÀ + \ - À,À)l = 0 ( c. ls )

Elle a donc pour expressron:

c o = - ( c.l6 )

Lorsque R ænd vers 0, oette exprEsion n'est pas bornée si t! * 1.. L'évaluation

numériqge de \ et ). conduit à des valeurs dont lr différcnce peut raisoûnablement

être imputée à des erreurs d'arrondi, mais ç6çi ne peut être considéré comme une

p3euve do l'éCité de ces deux coefficiens. Norrs avons donc tenté de démontrer

analytiquement la conjecture :

++a(r-ÀÀ)
4-1* 2()rlr + \ - r/Jl
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l r=1 . (  c. l7 )

qui conditionne le comportement du coefficient a pour les petites valeun de R.

En effet, une différence, aussi minime soit-elle, entre les deux coefficients conduirait

à un paramètre rrariationnel tendant ven l'infini.

C.4.2. Démonstration wr des argnænts physiryes de la conjecture ( C.I7 )

Apres avoir vérifié que les intégrales P, et Prne sont pas trivialement identiques,

nous avons tenté de moûtrer analytiquement qu'elles sont égales lorsque c - 0 et

R = l. Apres des tenbtives infructueuses, nous ayons tenté une démonstration par

l'absurde. tr s'agit donc de montrer que la négation de ( C.l7 ) conduit à des
prévisions fausses.

Pour cela, nors considérons un système de deux particules soumises au même

potentiel de confinement, maiq n'interagissant pas par attraction coulombienne.

tr faut donc retrancher à lllamiltonien la partie coulombienne. Il n'y a plus de

couplage entre les deux particules. Ia fonction dbnde et l'énergie dens l'ét4t

fondamental de ce système de deux particules indépendant€s sont connues et ont pour

expression :

tûo = /o(oe p"/R) JoQo ph/R) ; Eo= 
o# ( c. lr )

Malgré cela, appliquons à ce système une procédure variationnelle en prenant la

fonction d'essai suivante :

rlo - /6(ds p" /R) Jo(eo e5 /R) exp(-qp"5) ( c.le )

La fonction d'onde exacte fait partie des fonctions d'onde d'essai puisqu'elle

correspond à c = 0 ; la valeur optimale du paramètre variationnel doit donc être égale

à0pourRquelconque.
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L'énergie à minimiser se

potentielle coulombienne - 2

déduit de ( C.2 ) en y

ffi*i;'rcte:

suprimant le terme d'énergie

( c.20 )

( c.2l )

( c.22 )

(c .23 )

La conjecture est donc

soit, dans le cas particulier des petites valeurs de R :

A ?
(E(o,n)) ='# - a2 + fi tr, 

- )l - 2aR(l - )rl, + lr). -\)l

= s *" + -,,T-3+àr), -ùr\r+2\sl

ry= + -1^'.3+âr), -ùr\,+âJ

Ia valeur optimale du paramètre est :

Cette valeur est non nulle si ), # À{, ce qui est contradictoire.

démontree.

i l -3+Z\ i r -àr l .+âJ

Disqn de rayot ryasi-ru|
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C.5. Expression utalytiqæ de I'énergie en fonction du rayon : donainc de
Yalidité

En reprenant les resultas ( c.l4 ) et ( c.l6 ) compte tenu de ( c.lz ), on obtient:

0-2 a^
(E(o,R)) = 

Ë 
- 

îg 
+ 4a (r -lrlr) + c2(-3 + âJ

^. 4r - lzUao = J:f,t-

La valeur optimale de l'énergie est alors :

A 2 2\ 4(l _ \\)'(E ( c ,À ) )=Ë -Ë -Ë

En reportant les valeurs numériques des paramètres \ :

Àz = 0.5917341 ; l, - 2.5945107 i Às = 2.0000000

on obtient læ resulta8 annonces dans le chapitre 3 :

oo = l'071

(E(c,R-o)) =t#- 5.*s9' -Lr/6

( c.24 )

(c25)

( c.26 )

(c27 ' , )

(c28)

( c.2e )

Il est renarquable que le raisonnement très simple conshtant à prendre la fonction
d'onde décorrélée (c = 0) donnait @rrectement ( C.7 ) les deux premien termes de
ce développement en puisances croissantes de R. La valeur de )e, qui semble être
une valeur entière, a été obtenue apres de longs calculs numériques, puisqu'il s'agit du
quotient de deux intégrales triples évaluées numériquement ; cette valeur doit
vraisemblablement pouvoir être obtenræ par une autre méthode, mais nous ne sommsr
actuellement pas en mesure d'en donner une justifîcation analytique.
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ct',

=,

c-)
=
O
k
=

0

-2

-4

-6

-8

-12

-14

-16

-18

R (ATo}Jlc uNns )
FIG. Cl.

Energie de liaison d'un exciton confiné dans un disque en fonction du rayon R du

disque. (a) correspona * calcul variationnel, O) à ia formule approchêe ( C'29 ),

et (c) à la limite 2D.

-10
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On voit sur la figure C.l. que la courbe (a) obtenue par le calcut rariationnel
interpole la courbe (à) correspondant à la formule approchee ( C.zg ), valable pour les
petites valeurs de iR, et la limite 2D représentee gar la droite (c). La valid.ité de la
formule ( c.29 ) va au-delà de ce que lbn attendait, puisque les courbes (a) et (â)
sont pratiquement confondues pour R < 0.7 u.a
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Dans cette annexe, nous calculons les valeurs moyennes et quadratiques moyennes de

ln distance électron-trou dans les cas limites pour lesquels les calcuts analytiques sont

pæsibles, c,est-à-dire dans le cas du cristal massif 3D etdans le cas strictement

bidimensionnel. Ces cas timites servent de test pour la fonction d'onde variationnelle

utilisee dans les chapitres 3 et 4. Notts calculons également la rraleur moyenne de

l,inverse de la disgnce électron-trou, Qd pennet d'évaluer l'éneryie potentielle

dinteraction coulombienne direcæ électron-trou'

D.I. Délinition des grotdeurs à calanler

Nors appellerons distance moyenne électron-trou la valeur moyenne de la dis6nce

électron-trou :

(D . l  )

tadis que !r disAnce qrradratique moyenne électron-trou est définie par:

r!3) =
rl

(D .2 )

Distaæe élecffortran pge 185



Annexe D

En raison de l'anisotropie des domaines de confînement, il est utile d,étudier
séparément la contribution axiale (paratlèlement à Ozl et la contribution tatérale
(perpendiculairement à Oz) f ces distances. On introduit pour cela quatre nouveaux
paramètres :

- la distance latérale moyenne éler:tron-trou:

(D .3 )

- la dishnce latérale quadratique moyenne électron-trou:

p9=@ (D .4 )

- la distance ariale moyenne électron-trou:

,!i l-( -  ( lz ,  -  zJ l ; (D .5 )

- la distance axiale quadratique moyenne électron-trou:

zg= (D .6 )

directeEnfin, pour l'étude de l'énergie potentielle d'inæraction courombienne
électron-trou, nous introduisons le paramètre rht) Aef-i g"r t

#- 
( ((x. - ru)s + (y" - 1,o)t + (2" - zoyz|-lz 7 (D .7 )
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D-2- Cas du cristal nassif 3D

Pour le czs du cristal massif, dans l'approximation d'un modèle à deux bandes

simples, isotropes et paraboliques, la fonction enveloppe dans l'état fondamental est

donnee par les expressions ( 1.95 ) et ( 1.96 ) :

dD=exp(-cr),avecc= rÈ 
= 

#"

Introduisons l'intégrale lo(c) définie nar:

(D .8 )

(D.e)

(  D. lo )

Io(a\ =lî **- u) dr ,

qui se calcule aisément et a pour expression (Gradshteyn et Ryztrik 1980 p 310) :

ro(a) - #

En exprimant les distances précédemmeût introduites dans le premier paragraphe,

on obtient:

4il-- ffir-aoP, (  D . l l  )

43r - ( D.l2 )

et
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En raison de la symétrie sphérique, (xt) - WI - (zzl, or (rt) + tyrl + (zzl = (oP)2
donc:

=dq (  D. l3  )

( D.l4 )

,[l)to et pgto demandent un calcul specifïque ; en coordonnées sphériques, on a

lrl = tf . el et p - r sitr/, æ qui conduit à:

p!?* - 
lî,9- 

= ,n aP .
et

,g)- - *,!3,-

zs),D-ffi\i"fi'rs sinr t,*4 *rf #]

et

2rl"Q/fi) 3--ffi-ioP'

Enfin, le dernier paramètre rht)- a pour expresion:

( D.l5 )

( D.l6 )

( D.l7 )
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D.3- Cas stlicternent 2D

Pour le cas bidinensionnel, Oujours dans l'approximation dun modèle à deux

bandes simples, isotropes et paraboliques, la fonction enveloppe dans YétAt

fondamental est une fonction d'onde hydrogénoîde. La solution analytique du

problème de l'atome d'Hydrogène 2D est connue ( Zaslow, 7-andler 1967 ). On

obtient:

l#, =exp(-cr), avec "= b= fu.
(  D. l8  )

Les composantes sur Yaxe Oz de l'électron et du trou étant identiquement nulles' on a

évidemment dans ce cas:

,[trD=0 ; pS2D=r!l)'o i zgzD=O i pg2D=t[r4'o (  D. le )

Il reste donc à calculer plrD'o et p9'D' on obtient succæsivement:

et

H'O
'ffi'æ-l 4'

pgrD -
'ffi-lî4"-jîd"

( D.20 )

( D.2l )

(D.22)

Enfin, le dernier paramètre est:

'.kr)'D -'m-IraP.
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Nou reportons dans cet appendice les résultats d'une tentative d'utilisation dune

fonction d'onde à facteur de corrélation latérale de tlpe gaussien dans le cas du

confinement dans un disque par un potentiel infini'

E.I. Application ùr la fonction tonde de l'opératnr ênergie cinêtiqæ

Il s,æit de calculer les laplaciem par rapport aux coordonnées des particules I et 2

de la fonction suivante :

rtx= Jo(ÊP) JI(FP) e-"f

où P = 
ei 

,0o- 2,&5 désignant le premier zÉro de Jo'

Jd@)- - Jr(x) et Ji$)'Jo(x) - 
| r'tx)

On en déduit successivement:

dont nors avons discuté le choix dans le ctrapitre 3. Rappelons leo expressions des

dérivées de Jo et J, établies dans fannexe B:

(E . l )

(8 .2  )
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- les dérivées premières de g1 :

T--btofur)Jg(ppr)e- 'ê

æ=- 
prr(go)f i ,Fe)e-oê

# 
- - 9 $,FPt) J,!,Fe ,) e-nf ( E.3 )

- les dérivées secondes de !û1ç :

W 
= (iæ;zoz - tn) JoGp) tofup) e-ê

ffi= ?ngp t{ppr) I{.Fe ) e-f

ffi- 2aup ro&pt) J{Fe ) e-,#

W 
- - æ 

l"<on 
- 

ùr,@ù)ro@p,) e "d

W= 
- p IoGp) 

l"roo,, h:{pùJd ( E.4 )

- les laplaciens de !û1 :

ÂrVx = (hzpz - P - 4o,) Io@pr) J{,Fe) e-"ê

P2+o? -o?+ ?n9 'tr J{êP) Jd'Fer) e-}
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ÂrVx = ( azpz - P, - 4a,) Jogpr) Jo(For) e-"Ê

+ 2dp try Jd,pp) t{Êe) e-nf ( E.5 )

Soit f lbperateur énergie cinétique, dont l'expression en unites atomiques est :

I  o  t .  ( E . 6 )T=- frar- I ;a ' ;

son application à la fonction d'onde tÛ; conduit à:

1lûx = (F2 + h ' /rc;2p2) to(Fp) rd,Fe) e'"Ê

_ ,M_ 
p2 + tl- pl 

tr(Fe l) Jd,Êe ) ed
l+o Pt

- ry 
Pz + P-1- P1 

h4p) Jr(Êe) e-of ( E.7 )
l+o Pz
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8.2. Recensernent des intégrales à calanler

8.2.1. Intégrales provenoÉ de fopérateur énergie cinetique

'iûxnûx = (gz + h - 4o,2pz) (Jo(ppr) $,Êe2) ,-nê)2

-M-P2+o? -oZ- 
l+o f 

JoGP) Jr(Fe ) UoGPz) t-"ê)'

- zoag  
o2+o2 -o?

- 
rn t 

JI(FP) 4PP) (JoGPr) '-af\z

= (F2 + h)tlr(e yp2à - Ao,roshyp2,p)

' 
#(olb'l2,ù + oilr(p,e2,ù)

où nous avour noté:

or(P' pz, p) = 1 Jo(Fe 1) Jo@pr) 
"'"ê 

P
o3(p1, p2, p) * pr l Ja(pp) JaGp) s'ûf P

o.(p' p2, p) =2o Ê * Pl- 

",^
- gr -o(Fp) J{Pp) (Johpz) e-"Ê)2

o5(p1, p2, p) - rp 
Ê . t;;- 'l 

Jo(ppr) Jr(ge ) eo@pr) e-ol)z

on en deduit la valeur moyenne de l'énergie cinétique, en intégrant sur pr pr
avec la fonction de pondération I/ introduite en (A-27):

ft*ffi -Fz+*- iTliîfl- II.(qR) + oIIr(c,R)
IIr(c,rl)

(t

l+o

(8 .8 )

(E.e)

8t 9,

( E.lo )

avec
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où

fR fR lP fez
rI1(c,R) = 

J(0, J{, Jlo*of 
Q(ergz,e)w(p,,p,p) (  E . l l  )

lll(py pz, p) =
Srpp:/ z (  E.r2 )

Ces intégrales IIi presentent un avantage appreciable sur les intégrales Pi obtenues lors

de l'utilisation de la fonction d'onde à factew de corrélation coulombien e-op.

En effet, l'intégration sur p p€ut être effectuee analytiquement, ce qui permet de

limiter les integrations numériques à l'évaluation d'intégrales doubles. Effectuons le

calcul sur l'exemple de IIr:

'n "R
IIr(c,R) = ,. 

W^ 
Jo(Ppt)z 

lttn, 
td,Lpz)z

f '{o(u,v)-1ffi
J ta

Effectuons dans fintégrale le changement de variable P 1y = e2.

' | lr@
9'(z,v)-)1*6

(  E. l3  )

(  E. l4  )

(  E. l5  )
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La variable y dêr;it l'inærrnalle 1 û ; vt I ; on peut paranétrer par la variable z
décrivant l'intervalle [ -l ; I I et définie par

u _ r t z + v 2 . , û - ûn 2 2 ( E.l6 )

Avec cette nouvelle variâble, le dénominateur se simplifie considérablement ; on
obtient successivement :

vz-y-ry-r*;*=rye-z\
y-u'-ry*rry=ryÇ+zl
1ff i=ryy@ (E.17)

ce qui conduit à l'expression suivanæ de $n:

f l

ûo(u,v) = !re-"$2+êl 
J_rr*,*-"'\'. J# ( E.ls )

L'intégrale qui subsiste peut s'exprimer à l'aide d'une fonction de Bessel modifiee

dbrdre 0 (Abramowitz 9.6.1E.):

f l

| ,e-o("-"'\, l#= 
r lo(dtvz-uz)) ( E.l9 )

J - l

Dans l'intégrale triple II' l'intégrale en p peut donc se mette sous la forme :

t.'(lpr'prl, Pfez) = lre-b(tr'*t"l lg1*,prpr)

II, se réduit ainsi à une intégrale double :

( E.20 )
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rR  -  . fR
rrr(c,R) = 4rz 

knr$,Fe)z 
e-be" 

I{nrqi,Ppz)z 
e-he'l lo(aprpr) ( E'21 )

8.2.2. Inté gral e s provenar,t de f ërcr gie ptentiel le coulombimne

Dans la limite du disque, la disAnce électron-trou est directement decrite par le

pararnètre p. Leterme coulombien s'exprime donc de façon élémentaire à l'aide d'une

intégrale du type IIi défini en ( E'll )'

tûxt/coullûx - -? rrrrnr{) = -2 oz(ovPr{)

soit, en introduisant t'intégrale II, correspondant à o' =

tvxlr"o,,rllx) - - 2 trr(a'R)-(v - -' fr-rtc.Rr

8.23. Etærgie totale

En ajoutant le terme dénergie cinétique

moyenûe, nots obtenons l'expression :

(8 .22)

( E.23 )

moyenne au tenne d'énergie Potentielle

(8.24 )

qræ l'énergie est

t r ,
p

_#uffi-,ffi*i
En remarquant gue ll.(c'R) - IIr(c,R), on constate à nouveau

indéændanb de a
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E(a.n) - p +4" - g}(?f) - 9{"'P - 2 l,ç"tl.ÏF"n)-- Ï;GI' - 
" ilF"Rt' ( E'25 )

page 198 Curélation ganssienrc .F-



Annexe E

8.3. Rêsuttat du calc'ut tariationnel

Le calcul variationnel.consiste l minimiser l'éneryie frar ra'pport à a' La figure E'l'

reporte les résultats obtenu sur la courbe (G). tr apparalt que cs resultats sont

nobblement moins bons que ceux de la courbe (C), obtenrs avec une fonction d'onde

utilisant un facteur de corrélation coulombiet e-d? '

Eneffet,pourReI0;3u.at, l ,énergieestplrsélevée.Laméthodevariationnelle

nors fournissant une borne supérieure de l'éneryie correcte, il s'agit donc d'une moins

bonne évaluation de l'énergie'

Pour R > 3 u.a., le problème est d'une auû'e nature. Paradoxalement' nous obtenons

une énergie qui devient inférieure à celle prévræ par la fonction d'onde coulombienne'

Il ne faut pas pour autaût en conclure que la fonction d'onde gaussienne devient

meilleure dans ce domaine. En effet, le comporæment as)'mptotique attendu pour R

+ æ n-est pas obtenu. on doit donc mettre serieusement en doute la validité des

résultats dans ce domaine. Nots expliquons ceci par des instabilités numériques

causéesparlatropgrandevaleurabsoluede.q4.zlorsdelarechercheduminimum,

ce qui rend exp(-qpr) extrêmement proche de 0'

Finalement, en dépit de la possibilité de limiær les calculs numériques à des

évaluations dintégrates doubles, contrairement à la fonction donde à facteur

coulombien qui conduit à des calculs numériques dintégBles triples' la médiocrite des

resultats obtenus nous a conduit à renoncer à utiliser cette fonction d'onde'

Corrélatiut ganssienrc
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Annexe E
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FIG. E.1.

Energie de liaison d'un exciton confiné dans un disque en fonction du rayon R du
disque. (c) correspond au calcul variationnel aveô un facteur de côrrélation
exp(-cp), (G) au calcul variationnel avec un facteur de corrélation exp(-cp2).

(2D LMr )
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