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Introduction

Soit G un groupe de Lie connexe, g son algèbre de Lie et g* I'espace vectoriel dual de

La méthode des orbites (Duflo, Kirillov, I(ostant) se propose de donner une description

du dual unitaire ê au groupe G (ensemble des classes d'équivalence de représentations

unitaires irréductibles de G) à partir des orbites coadjointes de G, I'action coadjointe de

g e G sur { € g* étant donnée par:

1g .€ ,X> :1  ( ,Adg - rX  >  X  eg .

Cette méthode est directement inspirée du cas abélien où les représentations unitaires

irréductibles de G sont des caractères, c'est à dire des représentations de dimension un.

Si par exemple G est le groupe additif R', g et g* s'identifient à lR'', I'application

exponentielle de g dans G devient I'identité et tout caractère X de G est du type:

y (expX) - " i < i ' x s  Xeg

pour ( € g*, ce qui détermine une bijection entre ê et g*. D'autre part, les caractères

de G permettent de construire la transformation de Fourier f (outil essentiel de l'analyse

harmonique euclidienne!), isométrie de L"(G) dans.L2(g*) défrnie par:

(1 )

où ( € g* et g est une fonction continue à support compact sur G.

Si G est !e tore'lf' : (Rl2rZ)'alors g et g* s'identifient également à R', I'application

exponentielle devient la surjection canonique de lR." dans 'l[' et il faut remplacer dans ce

qui précède g* par I'ensemble des éléments { de g* entiers c'est à dire tels que:

exPX j-----+ ei<€"x>

définisse effectivement un caractère de G, ce qui équivaut alors à:

€ez"

et la trarrsformation de Fourier est unitaire entre L'(G) et L2(V'"). Toutes ces remarques

s'étendent au cas d'un groupe abélien quelconque i.e. du type G: lR' x T*.

La tentative de généraliser immédiatement cette construction au cas où le groupe G

n'est plus abélien échôue bien sûr, ne serait-ce que parce gue, pour € € g*, I'application de

g dans C:
X j l i <€ ,X>

(îç)G) : 
ln"'t''*> e@ryX)d'X



n'est en général pas une représentation de dimension un de g, la propriété:

(2)  i  <€, [x , r ]  ) : i  <€,x > i  < €,Y > - i<e,Y >i< ( ,x  >:0

n'étant pas vérifiée, ce qui, puisque:

< €,  [X,Y]  >:< X-(€) 'Y >

où: 
à

x-(e) - fi(exn(-tx).€)1,:o
équivaut au fait que I'orbite coadjointe de { n'est plus réduite à {{} comme dans le cas

abélien.

D'où les idées de base de la méthode des orbites que nous rappelons ici pour simplifier
dans le cas - historiquement le premier abordé [22] - où le groupe G est nilpotent (connexe)
simplement connexe:

1) remplacer le point € e g* par son orbite O({)
2) introduire une sous algèbre [1 de g, appelée polarisation, contenant I'algèbre de Lie

g(O d" stabilisateur G({) de { et ma><imale pour la propriété:

< €, [t), b] >: o

3) remarquer que l'orbite O(() est entière, c'est à dire telle qrr" po.r.t

(X r ,Xz , . . . ,X r )  €  g (€ )e

l'égalité:
eæpX1.expX2...erpX p : I

entraine:

" i1( ,Xt*Xz*. . . *Xr)  
:  L

ce qui est bien une propriété de I'orbite et non du seul point f, et que l'on peut donc

exponentier la représentation de 11:

X t-> i  < €,X >

en un caractère X, uniquement déterminé par €, dt groupe H : exPb.
4) induire unitairement 1 à G pour obtenir une représentation unitaire irréductible

rs de G dont la classe d'équivalence ne dépend que de I'orbite O : O(€).

On obtient ainsi une bijection entre ô et I'ensemble g*/G des orbites coadjointes de

G, la bijection réciproque étant donnée par la "formule du ca^ractère de Kirillov": pour

toute représentation unitaire irréductible zr de G il existe une unique orbite coadjointe O

telle que:

(3)
I

Trr(e): 
Jo@v)(€)dpo(o

2



où:
.rp est une fonction de classe C- à support compact sur G et:

(feX€) : I e@xpxlei<Ê'x>d,X
Js

pour ( e g* (dX désignant la mesure de Lebesgue de g).

.on a posé; 
f

o(ç) - I "@)p(g)dsJ G

pour r e G (dg désignant la mesure de Haar de G), I'application:

g r -Q

où:
Qz r t -> r (p )

pouvant alors être considérée comme une généralisation de la transformation de Fourier

euclidienne.
.c..,6 désignant la 2-forme symplectique naturelle de I'orbite O:

( ro)e(x-(€) ,Y-(€))  :< €,  [x ,Y]  >

pour (  eO,X€getY€g ,
dpt6 est la mesure définie sur O par:

dt o: #rg 
(2N - dimo)

Introduisant la mesure dm déf:uie tnt ô - g* f G par:

1 1 1
I fq)ae : I tl fpq)apsg))dm(o)

Js '  Js '1c Jo

où d{ est la mesure de Lebesgue de g*,

on pàut déd.uire de la "formulè du caractère "précédente la formule de Plancherel de G[32]:

r
I  Trn6(Qdm(O):  P(e)

Js ' lG

qui s'écrit également:

r^r
Jotvto>f 

ae : 
Jn roll"o(e)ll'n 

sdm(o)

Des résultats analogues ont été obtenus pour d'autres classes de groupes, en particulier

dans le cas resoluble (Àuslander et Kostant), compact (Kirillov) ou encore semi-simple



(Duflo, Gutkin) au prix de certaines complications dans le programme de construction des

représentations à partir des orbites coadjointes (introduction de polarisations [1 complexes,

considération de tous les caractères 1 du stabilisateur G({) de différentietle i() et dans la
t'formule du caractère", dans laquelle il faut généralement se restreindre aux fonctions I à

support "assez petit"(i.e. inclus dans un voisinage donné de I'identité), et corriger I o erp
.  - t

P,ar un tacteur J 
- ou:

I i(x):o.r(w) xe g

2. Une nouvelle version de la méthode des orbites a été proposée à la suite des travaux de

F.Bayen, M.Flato, C.Flonsdal, A.Lichnérowicz, D.Sternheimer [8] et C.Fronsdal [1a] sur

la quantification par déformation.
L'idée est de remplacer dans la relation (2) le produit usuel des fonctions sur l'orbite

coadjointe O p* un produit associatif noté * tel que, pour tout X et Y de g:

iX * i t  _ i t  * iX : i !X- ,y l

-f, désignant la fonction définie sur O par X € g:

Î (€) : ' { 'x >

Remarquons que, notant { } l" crochet de Poisson associé à la structure symplectique de

O introduite plus haut, la relation (2') s'écrit:

iX * i i ,  _ i i ,  * i* :  i{X,i,}.

Un tel produit associatif peut être obtenu à partir d'un produitx sur I'orbite O [8]'
c'est à dire d'une déformation formelle du produit usuel de C-(O), de la forme:

(2')

(4) rL * u :  u.u * h{u,u} + t  h"Cn(u,u)
n)2

où u * u est une série formelle en h à coefficients dans C*(O), et pour n 2 2, Cr. est un

opérateur bidifférentiel nul sur les constantes tel que:

C , (u ,u )  :  ( -1 ) '  C  ̂ (u , ,u ) .

En effet si le produit * considéré est de plus covariant:

Crn+r( f t , t )  -o x eg,Y eg

et si la série (4) converge pour h = *, au moins pour u = i et, =t,, on obtiendra bien

la relation (2').



Une fois introduit un tel produit associatif, les étapes suivantes consistent, de façon

très schématique, d'une part à retrouver la (ou les) représentation(s) n' de G attachée(s) à

O p* la méthode des orbites traditionnelle en extrayant de (C-(O),x) une sous algèbre

,4 contenant les fonctions -f (X € g) et admettant une (ou des) représentation(s) ? telle(s)

que:

I 
d"(x) o 

"(/) 
: T(iX * l)

lour X € g et f e A, et d'autre part à définir une application Es de G dans un espace
de fonctions ou de distributions sur O vérifiant au moins formellement:

[ finoç"*ptx) : E6(exptX) * i*
tE(1) :1

et posséda,nt la propriété:
Eo(g)* Eo(s')  -  Eo(s.s')

pour g et g' éléments de G, le produit associatif * étant éventuellement supposé étendu

aux distributions.
L'application Eg appelee exponentielle* ou encore représentation* de G permet de

généraliser de façon très naturelle la notion de transformée de Fourier euclidienne en in-

troduisant la transformation de Fourier adaptée te:
si p est une fonction C- à support compact sur G, to(ù est la fonction ou Ia distribution

sur O définie par: 
f

to(ù: 
Jopk)Eo(g)ds.

La "formule du caractère" prend alors la forme très simple:

Trtre(e): [  %çàaro
J G

et de plus on obtient une transformation de Fourier globale t en notant t(V), pour I
fonction C- à support compact sur G, la fonction ou la distribution définie sur le dual

entier de g (i.e. la réunion des orbites coadjointes entières de G) par:

t(p) lo- to(ç).

La transformation t permet, comrne nous le verrons ultérieurement sur des exemples

précis de donner une écriture particulièrement éIégante de la formule de Plancherel de G.

Dans le cas où le groupe G est nilpotent simplement connexe, ou plus généralement

exponentiel, D.Arnal et J.C.Cortet ont donné une réalisation de ce "programme*"' [5],[6]
en utilisant:

1.) I'existence sur I'espace symplectiquu (R'&, o) où:

&

":  I  d,æi Ad*j*r
j = 1



d'un produit * en quelque sorte canonique appelé produit x de Moyal (voir par exemple

[8]) et défini par:

, t t  * , t )  :  D i r"nir j r . . .1d' i '7 t . . i ,uôir . . i ,11
'ào

pour u et u appartenant à c-(R'e), Â désignant le 2-tenseur associé à o.'| 
2) le fait que chaque orbite coadjointe O de G admette dans ce cas une carte globale

! [ r : IR2e ]  >O te l l eque :
a) l[ est un difféomorphisme symplectique, c'est à dire tel que: v*(ws) - o.

b) pour X e glafonction -f oit, est, lorsque (or+r ,..r7,z*) est fixé, un polynôme

en les va"riables trtr.zt..,ttk de degré au plus égat à 1'

Alors I'application ilr permet de transporter 9.tt O le produit associatif obtenu à partir

du produit *-de Moyal srrt R2e (en posant 
" 

: *) ce qui donne un produit associatif sur

O vérifiant la relatiott (2').

B. Une alternative à la démarche précédente consiste à commencer plutôt par définir un

calcul symbolique adapté au dessus de I'orbite coadjointe O, c'est à dire une correspondance

linéairebijective f - A; entre une classe,4 de fonctions sur O appelées symboles et une

classe d'opérateurs telle que, pour X € gr la fonction -f soit un symbole, et:

Ax : !a*çx1

zr désignant une représentation de G associée à O et l'égalité précédente signifiant qu'il

existe un sous 
"rpul" 

dense de I'espace de la représentation zr sur lequel pour tout X e g

les opérateurs Ag et lilr(X) soient définis et coincident.

Remarquons que, partant d'un tel calcul symbolique, il est possible de retrouver un

produit associatif sur ,4 en posant pour fi et /z éléments de "4:

Afr*h:  A i ,  o  At"

(5)

(6)

ce produit * vérifiant alors la relation (2') d'après (5).

un exemple important de tel calcul symbolique est le suivant:

Le (célèbre) calcul de \Meyl sur IR2& est la correspondance / - Wl définie par:

wilu)(v) : 
I I^r,o* 

,tb'o)/ {a + l,q)u(a + ùdpdq

où u est une fonction C- nulle à I'infini sur R&, U € Re, dp et dg sont des mesures de

Lebesgue convenablement normalisées de Re 
"t 

( ; i est le produit scalaire habituel de lR'e.



Le produit associatif sur IR2& obtenu à partir du calcul de \Meyl par (6) coincide en fait

.lr"L l" produit associatif sur R2k déduit du produit * de Moyal ([8] p* exemple).

Il n'est donc pas surprenant que, dans le cas où G est nilpotent, on obtienne un calcul

symbolique adapté au dessus de I'orbite coadjointe O en transportant le calcul de \Meyl à

I'aide de la carte i[ introduite plus haut [40],[7].
Un autre exemple important est I'utilisation du calcul symbolique de Berezin sur une

variété kahlerienne [11],[30] par D.Arnal, M.Cahen et S.Gutt dans le but de définir les

représentations * associées anDC représentations unitaires irréductibles d'un groupe semi-

simple compact connexe et aux représentations de la série discrète holomorphe d'un groupe

semi-simple [3],[a].

4. Le présent travail propose une construction de calcul symbolique adapté, dans le cas où

G est semi-simple, au dessus des orbites coadjointes O associées à la série principale de G.

Le point de départ est le paramétrage d'un ouvert dense de I'orbite O p* le produit

?*N x O' où ?*N est le fibré cotangent d'un groupe nilpotent N et O' une orbite coadjointe

dtun groupe compact.
Ce paramétrage est un symplectomorphisme pour les structures symplectiques usuelles

de ces variétés. Là construction du calcul symbolique au dessus de O utilise alors d'une

part le calcul symbolique de Berezin mentionné plus haut au dessus de O' ,, et d'autre part

Ln calcul symbolique sur ?*N qui apparait en fait comme une généralisation du calcul de
'Weyl. 

Par ailleurs, ce calcul symbolique sur ?*.iV définit un produit associatif qui coincide

avec le produit associatif obtenu à partir du produit * construit par S.Gutt sur le fibré

cotangent d'un groupe de Lie [16]. Le calcul symbolique "f r-l A1 ainsi obtenu au dessus

de O est symétrique, i.e. pour tout symbole /:

A ] -A7

et induit une isométrie de I'espace des symboles de carré intégrable sur O dans I'espace

des opérateurs de Hilbert-Schmidt d'un espace de Hilbert

Ôe calcul symbolique permet de retrouver les représentations unitaires de G associées

à I'orbite O (ici une farnille finie de représentations appartenant à la série principale de G)

et, pour chacune de ces représentations, de définir une représentation * et une transformée

de For:rier adaptées associées.
Dass le cas où G est par exemple un groupe complexe, la transformation de Fourier

globale alors obtenue réalise une isométrie entre L'(G) et un espace de fonctions de carré

intégrable définies sur le dual entier de G.

E. Les orbites coadjointes d'un groupe produit semi direct G: V xo K où V est un

espace vectoriel réel, K un groupe de Lie connexe et, o z I{ r, GL(V) ont été décrites par

J.H.Rawnsley [33].
On dira que G est un groupe de Poincaré généralisé lorsque K est semi-simple non

compact et que I'algèbre de Lie t de /( admet une décomposition de Cartan t : Éo O F



telle que: 
dim(p) : dimv - !

Dans ce cas, une orbite coadjointe O de G dont le "petit groupe" [33],[35] est un sous

groupe compact maximal de I( peut être paramétrée par le produit T* Z x O' où Z est un

lf 
""pr"" 

homogène difféomorphe à IRÈ et Ot une orbite coadjointe du "petit groupe".

Il est alors possible d'utiliser ce paramétrage pour construire comme au paragraphe

précédent un calcul symbolique adapté au dessus de I'orbite O supposée entière.

Toutefois, la situation est ici plus délicafe (Z n'étant pa.s un groupe), et du coup la con-

struction obtenue est moins heureuse, bien que là aussi le calcul symbolique obtenu per-

mette de définir une représentation * et une transformée de Fourier adaptée associées à la

représentation unitaire (irréductible) de G attaihée à I'orbite O.



I.Calcul symbolique au dessus dtune orbite coadjointe dtun grouPe semi-simple

L.Préliminaires- notations.

Dans tout ce chapitre, G est un groupe de Lie réel connexe semi-simple non compact

de centre fini. Soit g I'algèbre de Lie de G, d une involution de cartan de G dont on notera

également d la difféientielle et g - ÉOp la décomposition de Cartan associée. On note -I{ Ie

sous groupe connexe (compact) de G d'algèbre de Lie t. Soit o une sous algèbre abélienne

ma:cimale de F, M Le centralisateur de o dans K et m I'algèbre de Lie de M . On peut

décomposer g en sous espaces poids relativement à o:

ou:

9:o@moDn^
À€a

gÀ: {X € g [II,X] - )(H)X VII e o] pour À € o*

et:
a - {À€o. \ (O)/sr l (0)}

On choisit un ordre sur A et on Pose :

, t - !e,r  n:!s,^ '
À ) o  À ( o

On note A le sous groupe connexe (abélien) de G d'algèbre de Lie o, N et F les sous

groupes connexes (nilpotents) de G d'algèbres de Lie respectives n et n'

Toutes ces notations sont très classiques : voir [37] par exemple.

2.Paramétrage dtun ouvert dense d'une orbite coadjointe de G.

La forme de Killing g d. g permettant d'identifier g* et g, il est indifférent de parler

d'orbites adjointes ou coadjointes de G.
Posons €o : €r *€z où €r est un élément régulier de o (i.e. )((t) I 0 pour tout À e A)

e t {2€m.
Soit O(€o) I'orbite d" €o sous I'action de G. Les faits suiva^nts sont bien connus [37] :

1)  S i  €  € oOmest  te l  que det(od€1.)  10,  a lors  I 'appl icat io :n z  >+ Ad'  z .€- . f

est un difféomorphisme de N dans n.
2) N.N.M.A est un ouvert dense de G, son complémentaire dans G étant une

rénnion finie de sous variétés de G de dimensions strictement inférieures à dim g.

D'autre part, on a:



Lemme 1.
Le stabilisateur de (s dans G est : G(€o) : M(€z).A où M(€z) désigne le stabilisa-

teur de (2 dans M.

Preuve: partant de la décomposition g : o@mOnOfr, on vérifie sans peine que I'algèbre

de Lie de G((s) est :

l g({o):{xesl lx,€ol  :o}
= o O m({2)

où m({2) désigne I'algèbre de Lie de M({2).
Soit alors B le normalisateur d" g(€o) dans G.

Si g : fr exp X appartient à B avec /c dans Ii et X dans p (exp désignant bien sûr

I'afplicatior à*porr"ntielle), ators É(g) - Ë exp(-x) appartient à B et 0(g)-lg : exp(2X)

également.
D]onc ad(2X), diagonalisable, de mêmes sous espaces propres qtre ead(2x) : Ad exp(2X),

normalise g(€o).
En part icul ier: [X,€o] appa*ient àg(€o): oOm(€z), d'où :

X e (oom)nF :  o  e t  exp(2X)  e A.

Ainsi exp X appartient au suos groupe A de B ,, donc B - (B nI{).A et, comm" G(€o) C gt

G(€o ) : (G ( {o )nK ) .A
Soit ators k un élémênt de G(€o) À K; Ad h laisse stable g(€o) et p donc g(€o) f'lF : s et Ic

appartient au normalisateur de o dans I{. D'autre part : Ad k.to - (s d'où Ad k.$ : qr.

Comme (1 est supposé régulier on a donc : k e M, ce qui termine.

La proposition suivante donne un paramétrage d'un ouvert dense de l'orbite O(€o)

par N x n x O(€r) où O(€z) désigne I'orbite de (2 sous I'action de M et peut être identifiée

à I'aide de B à une orbite coadjointe de M.
Ce paramétrage avait déjà été utilisé du reste par M. Duflo pour établir une "formule

du caractère" dans le cas semi-simple [12].

Proposition 1.
L'application: 

!û , (y, 2,9) t+ Ad aG, * v * 0(z))

est un difféomorphisme de N x n x O(€r) dans un ouvert dense Ô(€o) de L'orbite O(€o).

Preuve: d'après la rema.rque préliminaire 2), Ô(go) : Ad(ff.N.M.A).eo est un ouvert

dense de O(€o).
Soit alors:

g -Ad (yzma) . ( s

oùy€  N rz€N ,m€ .Me tae  A .
Ona :

€: Ad Y Ad' z Ad rn.(s

et comme:

10



der(ad(Ad -.€o)1") : det(ad €ol") l0 '

on peut écrire d'après la remarque préliminaire 1) :

e -  Ad a(Adm.€o * eQù où Z e n

,[,, 
"r,"or"' e - Ad v({r + Ad' m.(2 + o(z)) .

D'autre part I'injectivité de I'application i[ se déduit du lemme 1 et la régularité de

V est une conséquence immédiate de la proposition 2 suivante.

Proposit ion 2.
Notons respectivement Q etu les 2-formes symplectiques naturelles des orbites O(€o)

et O(€,2) et identifr.ons N x i au frbré cotartgent T* N pat :

à
< (y,4,#exn(tr)vl,=o): 0(eçz1,Ad v-tY) où a € N, z en, v € fr '

Si À désign e Ia 7- forme de Liouville de T* N , aJors :

iû . (Oloteot)  :  -dÀ 8c. r  .

Preuve: ce résultat peut se vérifier par un calcul direct :

1) (Catcul de dÀ) Soient Y_et T deux éléments de n.

Notons u; le champ défini sur N x n - ?*N par:

-(a, z): $ {"*n{ tY)a, z + tr) l,=o .

Alors: 
d I

À(o,A(.@, Z)) :< (y, Z), f i  
exP(tY)rl,=ot

- P(o(z),Ad s-tY).

Définissant de même le champ u.r'à partir de (Y',?') on a:

u,'(À(u,))( y,z): $O(oo1.xp(tY')y)0 (z + tT'),")1,:.

: p(Ad y e(q,F,r' l) + p(Ad s 0(T'),Y').

D'autre part :
À([.,. ' ])(s, z) : -7(eQ),Ad s-' [Y, Y']).

D'où :

d\6,21(r(y, Z),- '(y,z)) = g(ea y 0(T),v') - P(Ad s 0(T'),Y) - P(Ad v e(z),,[ ] ' '  ]"1)'
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2) (Calcul de !û.(O) : O')Soient Y et ? deux éléments de n et / un élément de m.
Notons I,l/ le champ défini sur,lV x n x O((2) par:

i  , lW(v, Z,v) : fr (exn(tt')v, Z + tT, exp(tS)r)lr=o .

I/" 
"h"*p 

W se transporte par I'application V en un champ Û den"i tnt Ô160; p* ,

w (v(0, z,ù) : fiuç"*p tY y)({r + (exp tS)e + 0(z + t")) l,=o
: Ad, a(Iô,el+ 0(")) + [Y, iu(y, z,p)].

Pour tout Z dans n privé d'une réunion finie d'hyperplans, on peut trouver U dans o tel
que : 

v,o(z)l: e(T) - lô,0(z)l .

Posons:
V:ô+U.

On obtient alors :
W (v (r, z, ù) : [Ad a V + Y,V (y,, z, ù).

Définissant de même un champ Wt à partir de (Y', T' , Ô') puis [/' et V' comme ci dessus,

ona :

Q'(u,z,r)(r(y, z,p),* '(y, z,p)) : Q\,(v,2,çl(w 1vç0, z,ù),fr '(v(r, z,O))

- g(9 (a, 2,, e),lAdyv * Y, AdaV' 1 Y'l).

Soit encore:

Q'(0, z,r) (w (y, z, p), w' (a, z, ù) : P (v (a, z, p), lY, Y' l)
+ g(v(s,Z,?) . , lAd a Y,Y' l )

+ Ê(V(Y,Z,e) , lY,Ad a V' l )

+ P(v(a,z,,e),,Ad v lv,v'l).
Notant respectivement (1), (2), (3), (4) les termes précédents, on a :

(1) : \Gr + e + 0(z), Ad a-t [r, r']) : p(0(z), Ad y-t [l ', y'])

t 
" : 

u-'iirir,'o..t 
f | )i; .,:: [ :-!,,

: -7(lô,vl + eg1, Ad s-LY')
- -p(o(T),Ad a-rY,).

De même :
(3) : p(eçr'yAd y-tY) .
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Enfin :

(a) : 0($ + e * g(z),lv,v'l) : 9($ * ç * 0("),1Ô, Ô'l) : p(p,lÔ, Ô'l)

car:  
lv,v, l :Tô+u,,ô,+u, l : Iô,ô,1 .

D'où :

Q'(o,",r)(w (a, z, p),,w' (v, z, ç)) - P (Ad y 0 (z), IY,Y' l) + P (Ad y 0(T' ),Y)

- B (Ad y o(T),y,) + f l@,\ô, ô,)).

Ceci prouve que O' est -dÀ I c.r donc achève la preuve de la proposition 2 et, par
suite, de la proposition 1..

3.Représentations associées aux orbites.

3.1. Le groupe M n'est en général pas connexe mais s'écrit : M .- Z'Mo orf Mo est la
composante connexe de I'identité dans M et Z' ,art sous groupe fini du centre de M 1271.
Par suite, si o € M alors olTao e Ms.

Inversement, os e Mo étant donnée, l'ensemble des représentations o de M telles que

oluo: os est une famille finie (o*)n paramétrée par I'ensemble des caractères x de Z'
satisfaisant à la condition de compatibilité:

X1z 'nMo:  oo lZ 'nMo '

On peut par ailleurs toujours supposer que les représentations a" sont toutes réalisées dans
le même espace, celui de os.

3.2 Ce qui suit est essentiellement une version géométrique du théorème de Borel-Weyl-

Bott (voir [37] par exemple).
Supposons que l'élément (2 de m du paragraphe 2 soit de plus choisi régulier c'est à dire

tel que le stabilisateur Ms({2) soit un tore maximat de Mo. On peut alors considérer, m(€z)

désignant I'algèbre de Lie de Mo(€z), le système de racines A(*o,m(€r)a) et I'ordonner
en choisissant une cha,mbre de Weyl dans im({z)*. Posons:

I t :  i0(€2,.)  e ;m16r;.

et supposons que A soit analytiquement intégral, c'est à dire exponentiable en un caractère

de M((2), et dominant relativement à A(ma, m(€z)a), c'est à dire dans la fermeture de la

cha,srbre de Weyl considérée.
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' 
Alors, Â permet de définir une représentation o0 unitaire irréductible de ffi réalisée

dans I'espace de dimension finie .E des sections holomorphes du fibré:

p i L -- Mox""C,f Ms(€z) ---' MolMo(Êz)

où MslMs(€z) s'identifie à I'orbite O({2).
Plus précisement, I'action de Ms sur -L étant définie par:

*' l*,uf : [m'm,uf

où rn e Mot rn' e Mo, u €. C et où Ï*,r) € -t désigne la classe d'équivalence:

{(*h,("n)- t  @)")  h e Ms((2)}  ,

on a:

(as ( rn )s )  (ù : rn .s (Ad* - 'p )  m€Ms veO(€z)  s€E.

A partir de la structure hilbertienne de L donnée par :

1  l * ,u l , fm, ,u ' l ) :  r .u '  m €  Ms u  €  C u '  e  C,

on définit Ia structure hilbertienne de .E :

(  s ,s '  r=  [  <  s (p) , " ' (p )  >  d to te , , t (ç )  s  e  E ,s '  e  E
J oî'r't

où:
dt o(e,) : 

*r' O : tdim o((2))

est la mesure de Liouville de O({2).

3.3 Si a* appartient à Ii[ est telle que orluo soit la représentation os précédente et si
u : 0(€r,.) (avec les notations du paragraphe 2) appartient à o*, on considère alors la
représentation induite unitaire:

frx:t^d 
tufAN(o" I exp(iz) I 1) .

Rappelons que f, peut être réalisée dans I/ complété de I'espace suivant:

{F' I{ t+.8 continue F(km) - ox(m)-tF'(k) Vle e K,Vm € M}

pour la nonne:

ll r ll,: l*tt ,rrl r d,k

où dlc désigne bien sûr la mesure de Haar de If et -E est I' espace de o* i.e. I'espace de as.

t4



Dans cette réalisation, on a:

6 *@) f ) (e )  :  s -b * iu ) rogâ (e - 'È ) r ( [ (g - t , t ) )  s  e  G  k  e  K ,

où â désigne la "projection" sur A dans la décomposition d'Iwasarva de G:

G: KAN

et p € o* est la demi-somme des racines positives.
L'ensemble des représentations f, de G lorsque z décrit a* et o* décrit M est la série

principale de G.
D'autre part, 1 décrivant I'ensemble des caractères de Z' vérifrant la condition du 3.1,

(fr*)* est la famille des représentations de G associées à I'orbite O(€o) par la "méthode
des orbites" de même que (ô*)* est la famille des représentations de M associées à I'orbite

O(€z): voir, par exemple, [12].

3.4 En fait, on utilisera surtout ici une réalisation "non compacte" [25],[37] de la série
principale de G : soit tr2(lV, -E) I'espace de Hilbert complété de I'espace :

{d ' ,ù t+ E continue, à support compact}

pour la norrne:

i léf:  I  l l  d(v)l l '  dv
J,&

dy étant la mesure de Haar de F.

On note rrlareprésentation de G d'espace L'(N,E) définie par:

( "*@)ô)@) -  s-bt iv) tos a(s- '  ù  o*(* (s- ty) ) - t  ô(n(g- t  ù)

avec la notation :

g : n(s)rn(g)"(s)"(g) où n(s) e fr,-(g) € M,a(s) e A,n(s) € N .

Alors n, est unitairement équivalente à f' I'opérateur d'entrelacement étant
I'isométrie I : H - L2 (N,E) définie par:

(r(r)Xy) - 
"-( ivtù0's 

a(s))r([tyl)

où â et I sont les "projections" respectives sur A et .I( dans la décomposition d'Iwasawa
de G.

3.5 (Catcul de dtr*) On aura besoin plus loin de connaître I'expression de la différentielle
dtr, de la représentation zr, ; le calcul se fait au moyen du lemme suivant:
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Lemme 2.
Soient Po, P*, Pn et P6 Jes projections relatives à la décomposition:

g :oOmOnOR.

A lo r ss iX€  ge tU  €Nona ;
I

| lo(exP tx

d
Vm(exp 

tX

à l

frn(exp ,* ,)1,=o
avec la notation :

à r

fr ""0 ,W nlr=o: W* (s) W e s s e G.

Preuve:
Soit:

g i  N  xM xAxN  - - -  N .M .A .N

I'application définie par: 
(g,m,a,n) ê y.tn.a.n

et soient Y rU, H et Z des éléments de, respectivement, fr, f,, o et n.

Si y appartient à .ù, on a, e désignant l'élément neutre.de G :

(T1y,",",.)P) (y+ (y ), U, H, 4 : 
#"* 

ptY'y' expttJ' er pt H' e' o' Zl 
r=o

: (y + Ad v(u + H + z))+@1.

D'où I'on déduit, en posant X -- Y + Ad a(U + H * Z):

(Tn 
")(x*(y)) 

: H : Ps(Ad a-' x)

(To *)(x*(y)) : (J = P*(Ad y-'x)

(Ton)(x*(s)) - r+(v) : (Ad yft(Ad v-'x))+(s) .

On obtient alors immédiatement :

Lemme 3.
La différentielle de Ia représentation r, est donnée, dans notrc réaJisation, Ptr:

(d,tr*(x)g) (y) - (p + iu)(P"(Ad o-'x))ô(v)
* doo(P."(,Ad ,-Lx))ô@)
-Ts ô(Ad y P1(Ad y-'x)+)(v)

,)1,=o: P"(Ad v-'x)

o)lr=o: P^(Ad Y-Lx)

- (Ad y P*(Ad v-' x))+(y)
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où X est un élément de g, A de N et $ est un vecteur différentiable de r,.

La preuve du lemme précédent résulte directement de l'écriture de zr* donnée plus
haut et du lemme 2. Il est alors clair que I'espace des fonctions / de classe C- à support
compact dans .ù est inclus dans I'espace des vecteurs différentiables de r* et on remarque
que I'expression de dtr* sur cet espace ne dépend pas de X. L'espace des vecteurs C- de

d, dépend de X par le choix des "conditions au bord" provenant de la "compactification"
du fibré trivial F x E -' .ù en K x" EIM - I{lM.

4.Calcul symbolique au dessus de I'orbite O((z)

Da^ns le but de construire un calcul symbolique adapté au dessus de I'orbite O((s) on
peut commencer, compte tenu du "paramétrage" de O(€o) utilisé, par construire un calcul
symbolique adapté au dessus de I'orbite O(€r). On dispose alors du calcul symbolique de
Berezin [3],[11],[30] dont on rappelle ici la définition et les principales propriétés.

On reprend les notations des paragraphes précédents.
Pour tout q e L \ {section nulle}, on définit Lo e E* par:

" ( r (a) ) : to?)q  
se 8 , ,

puis eo € .E par:
.(,0@) -a s,eo ) s €. E.

Si A est un opérateur de E, on définit une fonction À sur O({2) à valeurs dans C,
appelée symbole de A, par:

À(v) - %n, p e o(€z) q € p-r{e} \ {o} .<  eq req  >

Cette définition a bien un sens car :

e,a(! û-'"0 pour u € C*, q e L\ {section nulle} .

Proposition 3. ([11] par exemple)

L) L'application A t+ À est un isomorphisme de I'espace L(E) des opérateurs de E
dans I'espace des symboJes.

2) (symétrie du calcul symbolique) Si A* est l'opérateur adjoint de A, aJors:

À* :7,.

3) (invariance du caJcul symbolique) Si m Ç. M et ç e O((z), alors:

L7
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4) ("formule du caractère") Pour A e L(E):

TrA: ,  [  Âdpo<e, t
J o(Êz)

f 
r 

"r"t 
une constantte liée à |'orbite O(tz).

Preuve:
t) Le "symbole double" .Â aénrri dans un voisinage de la diagonale de O({2) x O(€z)

pax :

7 t ' ^ . ^ t l -<@oùq€P_| {e } \ {0 } ,q ,ep_ , {p , } \ {0 } ,<êq ,1êq ,>+0^ \? rP ) :  
< "o ru {>  

uu  g=P  tPJ \ t uJ t9  t

est une fonction holomorphe eî g et antiholomorphe en g' donc déterminée par sa restric-
tion à la diagonale:

Â@,ù:  À(p) .

D'autre part pour s dans E, 9 dans O(€z) et g dans p-'{ç} \ {0}, on a:

(A"Xe) :(  As, ec ) q
: ( s r A * " o l q

I

-  I  <"(p ' ) , (A*"ù(ç ' )>q dporc, l (ç ' )
JoGù

I
-  I  1  êq '  t  A*  eo )1"(g ' ) ,  q '  >  q dpo<er>(p ' ) .

Jogr't

Or:
1 eo, , A* eo >--< Aeq, , êq >: Â(g' ,  g) 1 ec, ,  êq )

pour, g étant fixé, tout g' te\que ( êqt.êq >+ 0 (q' e p-'(p') \ {0}), i.e. pour tout 9'
n'appartenant pas à une partie discrète donc finie de O((2).
Donc:

(ar) (e)  :  /  Â(ç ' ,ç)  < s(ç ' ) ,q '  )1  ês,  1êq > dpo(e, t (p ' )
J oBr)

ce qui montre que I'opérateur A est déterminé par.Â donc par À.

3) Il suffit de vérifier le résultat polu m ç Mo, ce qui vient de la propriété suivante
de o:

em.q : oo(m)(e), f f i  ç Mo, q e L.
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4) Soit (s1) une base orthomormée de .E ; on a :

Tr A:  I  (  .As6,s1 )
È

r f
:  )  .  I  < (At r .Xp) ,sk (P)  >  dpo<e" t (ç )

T J otcr)

s f:  )  .  I  <<  Asp, ,eo  )  q ,1  sk ,aq> g  >  dpo<e; (V)
T J orc')

I

-  t  I  a  s1r ,A*eo )1eqts3  ) (  g ,g  )  dpoCr l (ç )
T J oG')
r

:  I  1  êq t  A*  eo  >1 g ,g  )  dpogr l (V)
J o(êz\

1 -
: t  I  Adporc , l

J o(tz)

car la fonction ê :( êq.êq )1 g,g ) est invariante par Mo donc constante sur O(€r).

Proposition 4.

Soient g appafienant à O(€r) et X appartenant à m, aJors :

ffi:ig(x,ç).

Preuve:
D'après la proposition 3.3) on a:

(1) d,os(X)(Ad * ç) :  dos(Ad *- 'X)(e)

où nz e Mo, X € m, ç eO(€z).
Il suffit alors de montrer que :

(2 )  dos (X) (€z ) : i / (X ,€z )  Xem

Or (2) est déjà vérifiée pour X € m(€z) car on a:

(os(rn)er) (€z) : e^ (m)e o(g)

pourm eM(€z) ,qeL .
D'autre pæt, en dérivant (1) on obtient :

do* ler ,Xl (€r) :0 X€m.

19



Comme ad (2(m) est I'orthogonal de m(€z) dans m pour la restriction de É à m x m, (2)

est vérifiée pour tout X e m.

S.Calcul symbolique au dessus de I'orbite O(€o).

I

Sl.t U" symbole au dessus de O((o) sera ici une fonction / : O(€o) --+ C telle que pour tout

@,2) e .ùxn, lafonction g r+ (/ o iûXy, Z,g) soit un sy-mbole dans le calcul symbolique

de Berezin au dessus de O(€z), symbole dont on notera Î@,2) I'opérateur de E associé.

Soit /  unsymboletelque f r N x n+ L(E) soit declasse C* et polynomialeen Z-

On dira alors que le symbole / est polynomial en Z. Pour un tel symbole, on définir-a un

opérateur A1 par son action sur I'espace Cfl(N, -E) des fonctions / : N + .E de classe

C-, nulles à I'infini (c'est à dire telles que /oexp : R a .E soit nulle à I'infini, I'application

exponentielle eap étant un difféomorphisme de n sur N).

L'action de Ay sur { est donnée par la formule intégrale suivante:

(1 )

alors:

rr
@ft)@): J Jo,o

tT

"r(r,z)î(y 
exp i,z)ô(a exp T)dTdZ

où ( , ) désigne le produit scalaire de n défini par:

(T,Z)-p(T,eQD Ten Zen. '

Dans cette formule, dZ (ainsi que d?) est la mesure de Lebesgue sur n normalisée comme
suit:
soit (Ee) une base de n orthonormale pour ( , ) ; posontt

z:Dz*E*
&

1
dZ : 

@dh 
d'Zz-..d'Z"

où n est la dimension de n.

Remarquons que la formule intégrale (1) constitue une généralisation à un produit

.ù x n (avec lV nilpotent) du traditionnel calcul de \Meyl sur IR' x lR''.

On obtient alors, par analogie avec le calcul de \Meyl (voir [36] par exemple):

Lemme 4.
Soi tu  unefonct ionde c lasseC- sur  N et  Z"  lemonôm"ZT'Z i ' . . .2 i "  oùo est le

rnultjindice (or, otz,...an) de N', aJors Ia formule intégrale (7) associe au symbole f défrni

par:
( /  o  VXy,  Z,e) :  u(v)Z '
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l'opérateur différentiel invariant à gauche Ay défrni par:

@ft)(v): (-+)'"'(#)" Iu(, "*p T) d(v exp t)ll,=o

où:

t f*r)" : Gâ)"' (h) Gâ)on "t tol : o' * oq *" * cn '

Preuve:

En effet, on a, pour / e Cf (ff, ^e):

@ft)(y): I I "iï,z)u(s .*o !r1z'd(y 
"*p T)drdz

: 
I I(+)'"' (#)oç"ir'z)1u(v "*p 

!;oa exp r)drd'z'

En intégrant par parties, on obtient :

@rô)(s): I Iei(r'z) (-+)'"'(#)'(u(, "*p T)ô(v exp q)drdz'

D'où le résultat, en utilisant la formule d'inversion de Fourier.

Remarque:

On déduit du lemme précédent I'expression de I'opérateur A1 dans deux cas partic-

uliers importants :

1) si / est tel que: 
(/ o ilxv, z,ç) : u(v)

alors:

@fi)@): u(v)Ô(a)

2) si  /  est tel  que: 
( /  o iûxy, z,g):  (r(y), ' )

où u : .ù -* n est C- alors:

@ft)(v): T ç+r#;) ({u'*, u(v exp f,tloto "*o t))1,=o

-+l*T(t-,u(s exp L"rù1,-ootv) *fioto exp t'(v))1,=,]'

5.2 On se propose de montrer ici que la formule intégrale (1) permet d'étendre le calcul

symbolique à une classe de symboles non polynomiaux en Z.
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Dans ce but, on introduit le vocabulaire suivant : on dira qu'une fonction u de .lf x n
dans C est de type 5 (respectivement de type Lr , L2) si la fonction û définie par: û(Y, Z) :

u(exp Y,Z) est un élément de I'espace de Schwartz 5(n x n) (respectivement de.tr(n x n),

de ^[2(R x fr) où n x n est muni de la mesure de Lebesgue dTdZ du paragraphe 5.1) .

On définit de même les fonctions de type 5, L',L" de N x l/ dans C.
Ces définitions s'étendent à des fonctions de N x n ou N x N dans un espace vectoriel

d" di*"rrrion finie.' 
R"**quons par ailleurs que, I'application exponentielle étant un difféomorphisme de

n sur .ù qui transforme la mesure de Lebesgue de n en la mesure de Haar de N, dire qu'une

fonction de .ù x N dans C est par exemple de type .tl revient à dire que cette fonction est
intégrable pour la mesure de Haar produit sur N x N.

On dira enfin qu'un symbole fest de type 5, -tl ou .t2 si c'est le cas de la fonction f
deNxnda^ns  L (E ) .

Remarquons aussi qu'un symbole / est de type L2 si on a:

1r
J J r -^lli@, 

z)lll dsdz ( *oo

"ù llf(s, Z)ll2 désigne la norme de Hilbert-Schmidt d" Î@,2) e t(E) et dy la mesure de

H.ar de.ù : en effet, si Î@,2) a pour matrice (Îni@,Z))r,i dans une base hilbertienne
de -8, alors :

llf(s, z)ll3 : DlÎ,,i@, z)l' .
i r j

L'espace des symboles de type L2 est d'ailleurs un espace de Hilbert que I'on notera A,la

norrne de cet espace étant donné par:

1/l l ' :  t t  f f@,2)13dvdz.
J . / N x n

Notons log le difféomorphisnre réciproque de exp et posons, pour t € N:

f lz  - "*p( ;  log t )

Posons également pour / symbole de type,S:

(sfxy, \ : 
I^"'(r,z) i(a, z)dz yeM ?€n

K ily,r) : (sj)( y(a-'t)'t ',los(y-lt)) y e lv t € fr

On a alors :
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Lemme 5.
Soit f un symbole ; il y a équivalence entre :

i) f est de type S
ii) S/ est de type S
iii) K r est de type E .

Et dans ce cas , on a:

l l/l l ' : t t viila,t)ll|da dt.
J JtVxiV

Preuve:
L'équivalence i)e ii) provient d'une propriété bien connue de la transformée de Fourier

usuelle de IR".
L'équivalence ii)e iii) découle du fait que l'application

(y, t )  -  (y@-t  t ) t  /2 ,  log(y- l t ) )

est un difféomorphisme "polynomial" et d'inverse "polynomial" de fr x F sur N x n.
Enfin, la dernière égalité se vérifie au moyen de changements de variables et de la

formule de Plancherel de .ù qui s'écrit ici:

ll/ll' : I Ir-^llsi(v, \lll dv dr.

On peut alors énoncer la :

Proposit ion 5.

1) La formule intégrale (1) permet de défrnir une isométrie f - Al de L'espace des
symboles de type,S, sous espace dense de L'espace hilbertien A, dans I'espace Lz(tzçN ,, n7)
des opérateurs de Hilbert-Schmidt de L2(N,,8), Iaquelle se proJonge en une isométrie
bijective de A dans L2(L2(N,,8)).

2 ) (formule d' inversion )
Pour un symbole f de type E, on a:

î@, z) : Ir"-i(r,z) v,(, "*o(+4,u exp(itl;rt.

3) (symétrie du caJcul symbolique)
Pour f € A, on a:

A] - Aj.
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Preuve:

1) Pa"rta"nt de la formule intégrale (1) on peut écrire pour tout symbole / de type 5:

(Aft)(v): /rsh (, 
*o(i), r)oo exp r)dr

I: / (sl) @ ti,rost)g(y t)d,t
JiV

: t r i r(y,t)ô(t)dt.
JiV

Et en appliquant le théorème de Mercer à I'opérateur A7A] on obtient :

l l l . t l l1 -rr(ArAï: [ [_ _V{ila,t)l l |  dadt: l l / | | '?.
J  J j V x N

2) D'après la définition de .I(y on a, pour / symbole de type.S:

K / yt-r/',sttl '): (SlXy, log t)

pourg/  e lT , te .ù .
D'où le résultat d'après la formule d'inversion de Fourier.

3) It sufÊt d'établir l'égalité pour tout symbole / de type .S, cè qui se déduit de 2) et

du fait que le noyau L de A] est donné par:

L(Y ' , t )  :  I (  t ( t ' ,a)* '

Remarques.

Il résulte de la proposition 2 que si dp désigne la mesure de Liouville de I'orbite O(€o)
alors on a, à une constante multiplicative près:

!û.(dplOreo)) : dy dZ dpo4")

oi dpsçr1est la mesure de Liouville de I'orbite O({2).
Par-iuite les symboles de type .Lr (respectivement de type L2) sont les symboles

intégrables (respectivement de ca,rré intégrable) po* la mesure dp.
Si le symbole / de .d est alors de type .tl et tel que I'opérateur Ay soit à trace, on a :

I  r  . 1 ^  f  -
Tr A1 :  lTr  Kr(y, ,y)dv:  lTr( l  f@,Z)dz)dy: t  l ( /ovXy,  z ,e)dydz dpoc,).  

J  J  
' J  

J

d'après la proposition 3.
Il existe donc une consta,nte C telle que:

TrAl=C I  f  d1t '
' 'o(€o)



On supposera dans toute la suite que la mesure dp, est remplacée par la mesure Cdp,
de sorte que la constante C disparaisse de la formule précédente.

6.Calcul symbolique et représentations (n)x.

Revena,nt à notre problème, on veut montrer ici que le calcul symbolique sur I'orbite
O(€o) construit au paragraphe précédent est adapté à la description des représentations
zr, associées à I'orbite O(€o) au sens donné dans I'introduction.

Proposition 6.

Soit X un éLément de g et * la fonction défrnie sur l'orbit" O(€o) par X e g:

î (€)- p(x,€) €eo(€o).

Alors * est un symbole "polynomial en Z" et l'opérateur Ai est, avec les notations des
paragraphes précédents, donné par:

@xô)@) : 
Ilr," + p)(P"(ea v-'x)ô(s) + d,os(P*(Ad' a-t Dôitr-)

-Ts ô(Ad y P-^(Ad, y-' x )) 
+ (s)]

pour toute fonction $ de C7(N,n).

Preuve:

On a :

(î o v)(v''' 
" 
-=til;,'ii*W,l 

p^(Ad a_, x)) + p (e (q, pn(Ady_, x ))
D'après la proposition 4 et la remarclue consécutive au lemme 4, il vient :

@xô@) : g(&,P"(Ady-1x))d( al + I doo(r^(Aa v-t x))ô@)

- 1 [ d s/ n. , pn(Aa 
"*p(f ao) Ad y-t x)) l,_roiu)'  

i  Ldt  .L\"r

+ fio@ exp(-tr51 td y-t x))) l,=r].
Le derrxième terme à I'intérieur des crochets s'écrit:

*r(t exp(-t Pn(Ad v-' x))v-'r) l,=o : frO("*n(-t Ad' v Pl,(Aa v-t x))a) l,=.
- -Tsô(Ad y Pi(Ad y-'X))+(v).



T (t-, ". 
(itto, Ad v-t xt))trrl : -;? (t"-

r 
:-T"eo

Et le premier terme intérieur aux crochets s'écrit :

o act(Ad, a-' x))(Eo), E r) O@)

o ad(Ad r-tx; lo)d(u).

Pour terminer, on a alors besoin de calculer :

((Y) - l  r,  (P5 o od Yl6)

pour un élément Y de g.
Mais si Y appartient à i, I'endomorphisme P1 o ad' Ylo : ad Yln est nilpotent donc

4(Y) s'annule.
Si IZ appartient à n, les éléments de ad y(gr) n'ont pas de composante selon gr pour

chaque )<0d 'où / (Y ) -0 .
Si Y appart ient àm alors PToad Yln est adYld car [m,n] C n et, comme adY est

arrtisymétrique pour ( , ), on a encore: l,(Y) : g.

En f i ns iY€o :

t(Y) - lrr, pavln) : i  f  À(v) : -p(Y).
" ;<o

On déduit de ces calculs I'expression de Ai:

@xô)@):  Ê(€r ,po(Adv-rx) )d(  ù  +:  d ,os(P*(Aa a- t  x ) )ô@)

. + [r(ato, y-'x)) ô@) - rsô(Ad v p5(Ad,v-'x))*(v)]
1 r: 
il1" + p)(p"(Ad u-'x)ù * doo(p^(Ad ,-1x))ô@)

- rsô(Ad y Pn(Ad y-'x))*(r)] .

Ce qui est bien le résultat annoncé.

Compte tenu du lemme 3, on obtient alors l'égalité formelle suivante valable au moins
sur l'espace des fonctions de C-(.ù, E) à support compact :

Ax:I dn*çx'1 x e g'

Pour préciser davantage en rra introduire, un sous espace commun aux domaines des

opérateurs Ai et dzr*(X) où X e g.



Soit D, I'espace des fonctions / qui sont des vecteurs li--finis de la représentation z'*
(i.e. telles que r*(K)./ engendre un sous espace de dimension finie).

En utilisant I'opérateur d'entrelacement f du paragraphe 3.3, on remarque que les
éléments de D* sont du type:

| 
Ô(Y) - 

"-( iv*ù 
t"s atv)P'([1r;;

où la fonction F est un vecteur /{-fini de la représentation f*.
Il est possible de déduire du théorème de Peter-Weyl la caractérisation suivante des

vecteurs .t(-finis de la représentation i*:

Si 6 € .Ê est une représentation d'espace V6, on obtient en clécomposant 6lu ,

Y' : 
O V: (somme hilbertienne)
oCJe

où "Io est une partie finie de M et orT la restriction de 6lu à I/j est un multiple de a e M.
Alors les vecteurs .I(-finis de fr* sont les combinaisons linéaires finies de fonctions F du
type :

F(k) :  ne, , , (6çk1-Lr1 ke I i

où 6 € Ê est telle que [6livr t o*] > 0, où u e Vi*, et où Po,', désigne la projection

orthogonale de V6 sur I/j" dans la somme directe précédente.

Ainsi, on peut construire I'espace D* directement à partir de la donnée de X, et les
éléments $ de D* sont des fonctions de classe C*,, c9 qui pouvait être également déduit
de [31].

Compte tenu de l'écriture des fonctions / de D, donnée plus haut, I'inclusion de D,
dans Cf (ff, .E) sera une conséquence immédiate du lemme suivant:

Lemme 6.
- Soit H la fonction de cJasse C* défrnie par

H(a)- log a(y)  a€N.

AJors la fonction:
y -  e-P(nul)

est nujle à I'infrni.

Preuve: elle se fait en plusieurs étapes :
1) Pour À € o* notons.É[ l'élément de otel que À - B(ItÀ,.)lo.

Alors en posant:
(À , r )  :  B(Hs,H" ) ,

on définit un produit scalaire sur o*et, pour toute racine positive À, on a :

(p,À)  > o
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(voir [25] p 94 ou [34] V,15 par exemple).

2) Soit g un point de .ù; si I/(y) est nul, alors: U = e.
En effet, supposons que y -- lcn avec y € N, & € If, n € N.

On munit g du produit scalaire :

I  
.  x 'Y >- -p(x' |(Y))

dui est K-invariant.
Dans une base de g relative à la décomposition:

9 :nOoOmOn

et orthonormale pour (, ), Ad y a une matrice unipotente inférieure, Ad n une matrice
unipotente supérieure et Ad fr une matrice orthogonale.
De l'égalité: Ad A : Ad lc Ad n on tire alors: Ad, y : ifl.
Autrement dit, y appartient au centre de G, donc à .I(, donc à K n ÀI qui est {e}.

3) Soit y un point de F; si p(II(y)) est nul, alors y: s.
En effet d'après [21]p 438, on peut écrire:

t

H(a):D o i  H^,
j = l

où les À; sont les racines simples et où ; ai ) 0 j : L,2...('.
Comme: 

t t,
p(n@): t  a ip(Hxi)  :  t  a i (p,Àù,

j = l  j = l

i l  est clair d'après L) que p(I/(y)) :0 entraine ai:0 pour j  :  L,2.--! donc H(g) : 0 et

A :  e .

4) Soit (Er)rco une base de n telle que E1 € gr 
"t ll ll la norme de n définie par:

, '  I  vxEil lr : !  v1.t ' f .o 
À<o

On pose, pour y e fr: llyll - lllog vll.
Remarquons que si y = exp Y où Y - D AxEx et si a : exP If où H e salors:

À<0

aya-r : exp(Ad a.Y)

et:

AdaY:Ad(exp H)Y -  f  e l {a l r . r  Er .
À<0
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Soit alors IIo fixé dans o* : lH e ol\@) > 0 VÀ > 0).
Pour tout y € F tel que llyll > 1 il existe un unique réel positif t(y) tel que :

l l  exp(t(y)^Hs) v ""p(-t(y)ao)ll 
: t.

Cela découle simplement du théorème des valeurs intermédiaires appliqué à Ia fonction h
définie sur [0'.o"Ï;: 

l  exp(r Ho) vexp(-r no)r, - t e2t\(Hùa2x.
À<0

De plus, si on pose:
Ào(Ifo): minÀ(I/o)

on rema.rque que: g(t) > 1 dès que: t a ;ffi ce qui montre que:

r/ .\ \ I"llall
L\g)= : :À@)

D'après le lemme 85 [19] p 101 on a :

"*pp(a("xp(t(y)r/s)y 
exp(-ttu)4,))) < 1+ 

".o(-i t f  ù Ê@o)+ p(n@)))

où:
BçHo): TjË À(IIo) > 0.

-: ',Jîi'!' P(u(a))
Posant enfin:

on obtient:
( "*  -  t )eÈ t@)atso)  S 

"p(Hol )  
.

Comme m ) 0, d'après 3), on a:
ti llyll -' oo alors t(y) -+ *oo et p(H(y)) * +*, ce qui termine.

On vient ainsi d'établir la:

Proposition 7.

L'espace D, est un sous espace vectoriel de Cf (fr, E) et on a :

A*lo, - !  aor(X)lo,  X e s '

Ce résultat montre que le calcul symbolique permet de retrouver la famille (zrt)* de

représentations associées àl'orbite O(€o). En effet, pour tout X, I'application 1 - A;xlD,



est une représentation de g par des opérateurs antisymétriques laquelle s'intègre d'après

[13] par exemple, en une unique représentation unitaire de G,Ia représentation zr*.

Exemple:

Dans le cas où G -- SL(2,1R), posons:

K - SO(2)

A-[( t  9\  , 'o]- \ \o  t , )  u /  
)

N [ (L  z \  , .n ]=l\o t) "=^-J

' :  
{ ( }  Î )  v€R}

g est I'algèbre de Lie engendrée par:

", :; (à j,) ":; (1 l) ,':; (j, à)
avec les relations de commutation habituelles:

le1,e2l: es le1,,esf :  e2 l"r,"r j  
- -": ' r '

La forme de Killing permettant d'identifier g à g* est donnée par:

g( r t " ,  *  xzez *  rseg,  Urer  *  Azez *  yses)  :2( t f l t  *  xzAz + r3ys) .

Soit z € R; (r : 1", définit une représentation de o : lR'.e1:

H t- iB(ney,H)

qui s'exponentie en un caractère de .4:

( t  o \  i u
\o  t ,  ) - '

Ici, M : {1d,,-Id} ef M est réduit à deux éléments (X.).-0,, définis par:

x"elù - (-1) ' .

Par suite, à I'orbite coadjointe d" €o : €r * tz : Ter, est associé un couple (Tr,r)r=o,t

de représentations r:nitaires de SL(2,1R), irréductibles à I'exception de zrs,1[25], réalisées,

cosrme JV s'identifie à lR, dans l'espace .02(lR) par:

(n",,ô)(y) : ssn(-bs+ d)'l - ba * a1-r-t' ôçffi1



.  ( o  ô \

" t  n:  ( i  â) , ,  eRet de r21n;.
D'autre part, Dro est I'espace engendré par la famille (ôz*)*r, et Dr, est I'espace

engendré par la famille (ôz^+r)-ez où, pour n € Z et y € IR:

Ô,(Y) - (1 + az)-r-it "inAtctang 
'

Le calcul symbolique -ici le calcul de Weyl sur IR2 x R2- permet alors via la proposition
précédente de retrouver les représentations (dzrr,r,Dy,) définies par:

1 .  t: r'nr"
:  

1( t t  l  
iu  *  n)ôn+z+ (1 + iv  -  n)$.-2)

:  
*@ 

*  i v  *  n )ôn+z-  (1  +  iu  -  n )S* -2) .

T.Calculs syrnboliques et produits associatifs.

7.1 On dispose, sur I'espace des symboles du calcul de Berezin au dessus de I'orbite O(€z),
d'un produit associatif noté *' obtenu simplement à I'aide de la composition des opérateurs

dtr(es)$"

dr(e1){"

dr(e2)Q"

de ' :  

Â* ,8 :à  Ae  L (E)

Les propriétés du calcul de Berezin (propositions 3 et
des propriétés correspondantes du produit *':

1) (symétrie du produit *') Si a et ô sont des symboles de Berezin, alors:

îu:6* 'a

2) (M invariance de *') Si a est un symbole et m appartient à M, on définit un symbole

an para
o, (p) : o,(Ad *-t p) p e O(€z)

Alors, pour les symboles a et b et tout m de IV:

a^  * '  b * :  (a  * '  b ) * .

3) (covariance de *') Notons, pou X € m, -f la fonction définie sur O({2) par

x(ù -- g(v,,x)-

Alors -f est un symbole et, pour tout couple (X, Y) d'éléments de m' on a:

i* *' l1' - l7'*' i*, : ilx:Yl.
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7.2 On définit de la même manière un produit associatif noté * sur I'espace des symboles
au dessus de I'orbite O(€o) polynomiaux en Z, introduits au paragraphe b.l.

De même que le produit associatif "de Berezin" ,*' (propriété 3) ci dessus, ce produit
associatif est covariant.

Par restriction du produit associatif * aux symboles indépendants de la variable p, on
obtient un produit asssociatif que I'on notera égalernent * sur I'espace des fonctions u:

l
(V ,Z ) , -  u ( y ,Z )

de F x n dans C, de classe Cé et polynomiales en la variable Z, ce produit étant alors
associé au calcul symbolique u, - B" défini par la formule intégrale:

(2) (B,r{fu): 
I l^,r"i(r,z)u(a 

.*oT,,z)rb@ exp T)dTd,Z

où y€F e t  r /e  Cp1iV) .

7.3 Pour tout symbole / au dessus de O(€o) on peut écrire:

( /  o VXy, Z,e) :  f  "o(r ,  
Z)"r(p)

finie

où, pour tout k, a6 est un symbole de Berezin et ur une fonction sur fr x [.
Remarquons que le symbole / est polynomial en Z si tous les u6 sont polynomiaux

en Z.

Soient alors les symboles I et g polynomiaux en Z définis par :

( /  o  iûXy,  Z,p) :  u(y ,Z)a(g)  et  (g  o i [ ) (g / ,  Z,p)  = u(y , ,2)b(9.

En passa^nt aux opérateurs associés, on obtient:

(( /  * g) o iûXy, Z) :  (u * uXy, Z).(" * '  ôXp)

Ainsi, le produit associatif * au dessus de O((o) peut être interprété comme étant le
"produit" du produit associatif défini rur N x n par (2) et du produit de Berezin au dessus
de O((2).

7.4 On va à présent donner une interprétation du produit associatif précédent sur N x n
en utilisant le produit étoile construit pax S. Gutt sur le fibré cotangent d'un groupe de
Lie [18] donc en particulier sur le fibré cotangent ?*N supposé identifié à F x fr comme
au paragraphe 2.

On reprend les notations utilisées au paragraphe 5.1 ; de plus, si Y appartient à n, on
note ï I'opérateur différentiel invariant à gauche défini par:

(t,Dfù: ft+f, exn tl')1,_0.
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À I'application de complète symétrisation qui associe à tout élément Y1Y2...Y^ de I'algèbre
symétrique de n I'opérateur différentiel:

\(Yfz...Yfi = 
* L t,uri'"(z)...to(*)

"[ 
i l'iro*orphisme linéaire de l'algèbre des 

jotrna*" 
s en 21,Zz...Zndans l'algèbre en-

veloppante de n défini par :

\(Zi, Zi,...Z j^) -- \(Ei, Ei,...Ei).

Enfin, on notera également Zo \afonction C- sur (iV x n) définie par:

(y, Z) t-> Zo.

Le produit étoile de S.Gutt, noté ici *", est alors caractérisé par :

i )  zo *"  2e -  
5 l " l+ lÉ l  ( i  â) '  \ - r  ( \çzo7 o \ç20\  

to t+tp l - r

où I'indice indique que I'on prend la composante homogène de degré l"l + lpl - 1 au sens

de la graduation usuelle de I'algèbre enveloppante de n.
ii) pour u e C-(.1[) et u € C*(fr x n):

u(y) *" u(a, z): 
I *.ç9" ,I. 

(É,,...É,,u)(a)(z;,...2;.u)(y, z)

la sommation étant effectuée sur tous les (i1...i.) et 21, désignant aussi la dérivée d'une

fonction de Z :DZtnt par rapport à la variable 23.
j

Réécrivons alors la formule (2) en y introduisant le paramètre de déformation â:

(2 ' )  @,r t )@): r t -o  [  [  " f " ' ^u(y  
erp l r , t ) rb(o exp T)d,TdZ

J J

où y € ft,rh e Cf(iV) et n est la dimension de .lù.

Le calcul symbolique u - Éu ainsi obtenu associe à la fonction z telle que:
u(y, Z) : w(y) Zo oï to e C-(fr) I'opérater.tt -É,, défini par:

(É,,t)@)- (i h;lal (#)'(-@ .*p !z),b(y exp t))lr=o

comme on le vérifie en procédant de la même manière que pour le lemme 4.
En particulier :

1) si u(v,Z) -.(v) alors @"r)(:u) - w(y)rh(a)
2) ri u(v, z) : zo alors Gt"rt)@) - (i â;lol(À(Er"' Eî'...F;i^)dXv).



La proposition suivante montre que ce calcul symbolique est lié au produit étoile *":

Proposition 8.

Le caJcul symbolique u - É, étarrt supposé étendu à L'espace des séries formelles

DO'u, (Les u, étant des fonctions sur.ù x n) on a., si u et u sont des combinaisons linéaires

r)0

f[";"q de fonctions du type u:(y)Z" (to e C-(F) :

É u * , t )  :  É u  o  É r .

Preuve:
a) On considère tout d'abord le cas où u(y, Z): Zo el u(y.,2) - 29.
Posons:

À(Efl' ...Eii ') o À(Ef' ...E1") : 
I ^@l' ...87")
T J

où ..I est une partie finie de N'.
L'opérateur:

É, o Éo: ( i  â) l ' l+ le l  t  ^@l ' . '8T)
1eJ

est alors obtenu à partir du symbole :

( i  â)lal+lpl D(; n)-t ' t  z, - ( i  h)lal+lpl t  (t â)-" t z' l
têJ  s )o  l r l : "

: t( i â)l. l+lPl-, \-t ( i1z'1"içzo1) 
"sào

qui est précisément: ?tr*su.

b) On examine ensuite le cas où u(y, Z): u(y) et u(y,z): Zi, Zir.. .Zi^.

On peut écrire :

(, *" u)(a, z): t t  (-T) 
'(À(En, 

...8i.),)@) z;.*,...2i^
r )0

la sommation étant effectuée sur toutes les partitions de {it...i,"} en {i1...i"} et {i"+r...i*}.
Par suite:

Éu*,, (..pxv) : t D(-?)'çn h1*-,
r2o

r 0 A \I - ......- r[(rtr,, ...n;,)u)(y "*p T),b(y exp 
")] 

lt=o
\â?i,+, """ l I ;^l

- (i â)* t(-ll" I *^@,,,...8;,o)
'20 - 

part i t ions en 2 de{i,+r... i-}

l(E;. . . .8;,)u(V)À(Ei,o*, . . .  E io,)rb@).



On remarque alors que la contribution des termes "en À(.8;.o *r...Eto,)ry'(y)" où

{ion*, ...i..,} est fixé différent d" {rt ...j,.} est nulle.
Par exemple, si I'on considère, pour fixer les idées, les termes ".n rh(A)" on obtient:

(i h)* t ( j ) ' #(À(E;*, ... E i^)À( E, ... E +)u) (ù,h @)

: (T) 
- 

1{-t)'(À(E,,*, ...\i^)À(Er, ...nr,)u),h(a)

: f*)* ir-r l ' ,  
1 

,, \  *r(r(r,, . . .* i^)r)@) ,h@)
\  2  /  L_0 ,  - '  

( * _ r ) !  r .

:  o  o; ;  m)0.

En définitive, on trouve donc :

(Éu *" " 
,h)(ù: (i h)* u(y)Q,@1,...8j^)rb)@) ,

ce qui montre bien que: 
Éu *" ,: É, o Ér.

c) Pour calculer I 'opérateur associé à u *" u où u(y, Z): u(y) et r(y,,Z): u(A)29, on
procède d'une manière analogue à celle utilisée ci dessus.

Enfin, on passe au cas général de la même manière que dans la preuve du théorème p
256 [18].

Rernarques:

1) Le résultat précédent n'est pas véritablement surprenant si I'on pense que le calcul
symbolique (2) ou (2') généralise, comme on I'a dit plus haut, le calcul de \Meyl sur IR' x IR.'
et que d'autre part le produit étoile *" généralise le célèbre produit étoile de Moyal sur
lR' x IR', lequel est lié au calcul de Weyl [8].

2) Il est intéressant de noter que si l'on considère le calcul symbolique u - C" défini
par la formule intégrale:

(C,rD@):  h, -n [  [  " f " '^u(y ,Z)rh(y  
exp T)dTdz ,,  JJ

alors on retrouve les propriétées :

. si u(v,Z) - u(v) on a : (C" ,h)@) : u(a) th(y)

. si u(y, Z) : Zo on a : çC" ,b)(v) - (i â)lol(f (^Ef' ...81")rb)(a)

Donc on obtient:
C u * r o : C u  o  C o

pour: u(V, Z) : Zo et o(V,, Z) = Z9 .
Mais cela ne va pas plus loin, comme le montre I'exemple suivant :
supposons que: u(V, Z) - u(y) et a(y, Z) : Z*.



Alors: . 
lt.

( ,  *" u)(a, Z) :  u(a)Z* - 
|{Ê0"1ç11

et Cu *,, est défini par :

(Cu *" , ,h)@) : i h u(fi(Éx ,D@ - *f"r u)(v) ,b@).

D'autre part :
(C ,  o  C" ) rh  (y ) - ihu (y ) (Exrh )@) .

Ce type de considérations conduit à penser que Ia formule intégrale (2') est véritablement
"la" formule intégrale associée au produit étoile *.".

8.Représentations * de G.

8.1 (Représentations * de M)
Le calcul symbolique de Berezin au dessus de O(€z) permet de définir immédiatement

une représentation * de M [3],[14] associée à la représentation o*, à savoir, avec les nota-
tions des paragraphes 4 et 7.L, I'application -E* définie par :

E * ( * ) : ox ( rn ) ,  m€M '

La propriété:
à

f, n*ç."p tX) - i* *' E*(exp tX)

montre que I'application E, joue le rôle d'une exponentielle pour le produit associatif x' sur
l'espace des symboles de Berezin et, de plus, posant pour tout t/ appartenant à C-(M):

€*W): [ ,h@) E*(m) dnr ,
J M

on obtient une "traJrsformée de Fourier" de M.

Introduisons les notations:

({r  * ,hz)(rn):  [  ,hrt* * ' - t)rhz(* ')d* '
J M

,hi @) - rht (*-')

pour th e C-(M) thz e C*(M).
On a alors:

€r(rh, * tbz) -€x(br) *' t*(rh")

€*('b")-@



D'autre pa^rt ltopérateur:

,b(m) o*(m) dm (r[e C*çU11

admettant pour symbole de Berezin €r(rh),la formule du caractère de Kirillov prend la
forme très simple suivante, cas particulier de la proposition 3:

t*(rh) dpo4ù rh e C*(M).

8.2 Pour définir les représentations x de G associées aux représentations r* de la série
principale de G, on ne peut pas procéder directement comme dans le 

"u.s 
éo*pact, les

opérateurs 
"x@) @ e C1n'étant alors pas des opérateurs du calcul symbolique i.e. du

type A1où / est un symbole au dessus de 0({6).
On est ainsi amené à considérer plutôt des opérateurs du type r*(g)oAy ori g appar-

tient à G, f à AeI, s'inspirant de ce qui aété fa.it dans le cas exponentiel [6], on définira la
représentation * de G associée à zr* comme une application de G à valeurs dans un espace
de distributions au dessus de 0({6).

Dans ce but, on introduit I'espace A-rD des symboles / e ,4 tels que I'opérateur ,4.1
admette un noyau I{ y de type O i.e. de classe Co" à support compact, et on commence
par étendre le produit associatif * du paragraphe 7 à des symboles non nécessairement
polynomiaux en Z :

Proposit ion 9.

1) On défrnit un produit associatif noté également,k sur I'espace A des symboles de
type L2 en posant:

A f *g :A1  o  An ,  f  eA ,  geA .

En particulier, si les symboles f et g sont de type E (respectivement appartiennent à
A-'D), alors Ie symbole f * g est de type 5 (resp. appartient à A-LD).

2) Si f est un symbole polynomial en Z et g appaûient à A-tO aJors la composition
des opérateurs permet de défrnir de même deux symboles f * g et g * f appartenant à
A_ ID .

Preuve:
1) découle simplement de la formule de convolution des noyaux ; le noyau .t( de I'opérateur
A1 o A, est obtenu à partir des noyaux respectifs I( y et.I(, des opérateurs Ay et Ao par:

Kt(v, t )  Ko(t ,z)dt  y € N z € N.

2) On remaxque en effet que le composé d'un opérateur différentiel, obtenu à partir d'un
symbole polynomial en Z, et d'un opérateur à noyau de type O est un opérateur à noyau
de type O.

Introduisons à présent des ouverts qui nous seront utiles dans la suite :

o*('D: I
J M

f
Tr  o* ( / t ) : ,  I

J o(Êp)

I{(g,r) = 
I*
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D'autre part I'opérateur:

,h@) o*(nz) dm (rl' e C*1U11

admettant pour symbole de Berezin €*(rh),la formule du caractère de Kirillov prend la
ffrme très simple suivante, cas particulier de la proposition 3:

€*(rb) dpocù rb e C*(M).

8.2 Pour définir les représentations * de G associées aux représentations r* de la série
principale de G, on ne peut pas procéder directement comme dans le cas compact, les
opérateurs rxk) k e G) n'étant alors pas des opérateurs du calcul symbolique i.e. du
type A1 où / est un symbole au dessus de O({s).

On est ainsi amené à considérer plutôt des opérateurs du fype r*(g) o A1 où g appar-
tient à G, f à,,4 et, s'inspirant de ce qui a été fait dans Ie cas exponentiel [6], on définira la
représentation *, de G associée à r* comme une application de G à valeurs dans un espace
de distributions au dessus de O((o).

Dans ce but, on introduit I'espace A-rD des symboles / e ,4 tels que I'opérateur A1
admette un noyau I{ y de type O i.e. de classe C- à support compact, et on commence
par étendre le produit associatif * du paragraphe 7 à des symboles non nécessairement
polynomiaux en Z :

Proposition 9.

1) On dffinit un produit associatif noté également'* sur I'espace A des symboles de
type Lz en posant:

A l * s :A1  o  As ,  f  eA ,  g€4 .

En particulier, si les symboles f et g sont de type E (respectivement appartiennent à
A-'D), aJors Ie symbole f *g est de type 5 (resp. appartient à A-rD).

2) Si f est un symbole polynomial en Z et g appartient à A-LD alorc la composition
des opérateuxs permet de défrnir de même deux symboles f * g et g * T appartenant à
A- ID .

Preuve:
1) découle simplement de la formule de convolution des noyaux I le noyau K de l'opérateur
Af o Ao est obtenu à partir des noyaux respectifs .I(1 et .I(n des opérateurs Ay et Ao par:

K/a,t)  I {o( ,2)dt  y € N z € N.

2) On remarque en effet que le composé d'un opérateur différentiel, obtenu à partir d'un
symbole polynomial en Z, et d'un opérateur à noyau de type O est un opérateur à noyau
de type O.

Introduisons à présent des ouverts qui nous seront utiles dans la suite :

ox(D: I*

r
Tro*( l : ) -e  I

J o(Ê,2)

K(g,"): I*
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Lemme 7.

I) Posons, pour g €. G: tJo: gNMAN r.tN et;

t t - { (g , ,u )e  GxN lae  [o ] .

A,Iors [o @ € G) est un ouvert dense de N dont ]e complémentaire est de mesure nulle

fuur la rnesure de Haa,r sur .ù, et LI un ouvert dense de G x N dont le complémentaire a
une rnesure nulle pour la mesure de Haar sur G x N.
2) Soit g eG;L'applicationao:A-n(g-'A) est un difféomorp.hisme delJo dans!Io-,.
3) L'application o , (g,y) - (g,n(g-'A)) est un difféomotphisme de ll dans:

t t ' : { (g ,a )€  GxN /ye  I Io - , } .

Preuve:

1.) provient du fait que N M AN est un ouvert dense de G dont le complémentaire est de
mesure nulle pour la mesure de Haar de G, laquelle s'écrit alors:

dg - sze$os n) dn dm da dn.

2) L'application eo(g e G) est de classe C- sur I'ouvert !le, bijective delI, dans tlo-',,Ia
bijection réciproque étant I'application @e-r .
3) L'application e est de classe C- sur I'ouvert !I, à valeurs dans 1I' ; o est une bijection,
la bijection réciproque étant I'application : (9, y) - (g,n(ga)) de 1I' dans 1I.

Proposit ion 10.

1) Si f est un élément de A-rD et g de G, alors 
"x@) 

o Ay admet un noyau de type D.
2) Soit f éLément de A-rD et $ de C?(G) ; on note 

"*(.h) 
L'opérateu, [o ,h(O) n*(g)dg;

alors, I'opératew nx(h 
" 

At) admet un noyau de type D.

Preuve :

1) Pour / dans A-rD et g dans G, I'opérateur zr*(g) o A1 est un opérateur de Hilbert-
Schmidt qui, compte tenu de I'expression de I'opérateu, nx(g),, admet pour noyau la fonc-
tion .I{(9,.,.) définie par :

I  I{(g,y,t):  
"-(e*iu)los 

"k- 'ùo(rn(g-tù)-t I(f  @@-rù,t) pour y € l ls,t  € ff
(
t  t r (g ,  Y , t ) :  0  Pour  Y  * [o , t  €  N

Comme I(1 est une fonction de classe C- à support compact de F x -t dans .8, il en est
de même de K(7r.,.), d'après le lemme 7.
2) Pour / dans A-LO et ry' dans C?(G), I'opérateur 

"x(b) 
o A1 est un opérateur de

Hilbert-Schmidt, admettant le noyau K donné par :

r_
K(v,t) :  

J"rbk) 
K(g,y,t)dg y € N t € N.



Le lemme 7 montre alors que (g,V,t) t+ tl:(g)I((g,,y,,t) est nulle en dehors d'un compact
de G x .ù x .ù donc I{ est à support compact, de classe C-, par dérivation sous le signe
d'intégration.

On munit I'espace A-rD de la topologie suivante : une suite (/r) d'éléments de A-1O
sera dite convergente vers 0 si la suite (.I(y, ) converge vers 0 dans O c'est à dire si tous les

4t ont leurs supports inclus dans unmême compact, et convergent uniformément, ainsi
que leurs dérivées, vers 0 sur N x N.
De même, les espaces de symboles de type S, de fonctions de type 5 de N x N dans E (ou
de F x n dans ^E) sont munis des topologies induites par la topologie usuelle de I'espace
de Schwartz 5(R2").

Définition 1. (représentation * de G associée à r")

Soit g e G ; on défrnit une distribution E"r(g) sur/'espace A-tD, i.e. une forme
linéaire continue sur A-rD en posant :

Tr Ko*10y" er(U,,U) dy.

où K,r(c)o 4 désigne le noyau de ['op&ateur r*(g) o Af dont I'expressjon a été donnée
plus âaut.

Cette définition a bien un sens car la fonction A ê Knr(s)o q(A,y) est en particulier
continue à support compact, donc intégrable.
La forme linéaire E^*(g) est bien continue pour la topologie de A-rD: en effet si la suite
(/,r) converge vers 0 dans A-tD,la suite (K n) converge vers 0 uniformément sur N x N, les
I(y" ayant leurs supports contenus dans un compact indépendant de n ; le lemme 7 permet
d'en déduire que la suite de fonctions y -_l Kor(s)o .tr,(A,y) converge uniformément vers

0 sur N, donc que a Erxk), T" ) tend vers 0.

Remarques:

1) La définition précédente a été choisie de sorte que, au moins formellement, on aie la
propriété:

d
T* 

E"* (exp tX) - firx (exp tX) ,r iX

pour tout X dans g, le produit associatif x étant supposé étendu aux formes linéaires sur
A-rO par :

1D*f ,  h>:<D, f  *h> heA-rD

où D désigne une forme linéaire sur .4-11 et / un symbole tel que f * h € A-rO pour
tout h e A-tD (par exemple "f € A-1O).
2) Supposons que T e l-rO est tel que I'opérateur A; soit à trace (c'est le cas en particulier
si f est une combinaison linéaire finie de symboles du type h1*h2 où hr et lz2 appartiennent
à  A- rO) .
Alors, pour chaque g de G, I'opérateur zrr(g) o Ay est également à trace et on a :

. Erx@), f >- Tr(trxk) o Ar)

39

< E(s), f ,: I^



Définition 2.

Soi t  un symbole f  deAtel  que f  *heA-rD pourtouthe A-rD.
On défrnit une distribution sur A-lO, également notée f , enposant ;

<r,hr:  I  f  *h d,p.

I 
to""

Le deuxième membre ci dessus est bien défini, tout élément de A-lD étant en parti-
culier un symbole de type 5, donc de type .t1.

Notons que d'après une remaxque du paragraphe 5, on a:

<  f  , h ) :T r  A1*n :T r  (Ay  o  An )

Vérifions à présent la continuité de h t+< f ,h > sur /-19. Si (/2,") est une suite de
A-lD qui converge vers 0, lasuite (Kn.) converge vers 0 dans O donc dans L2 et lasuite
d'opérateurs (4r,,) converge vers 0 pour la norme de Hilbert-Schmidt ll ll, ; utilisant alors
l'égalité:

rr(A1 o Ah) : I IAt + A.oll3 - 
f,no, 

- AillS + ilet + iAilÊ - ;llzv 
- iAi,ll],

on obtient:
l im (  f , ho ) : 0 .

Soient 2 formes linéaires D et D' sur A-1O ; on suppose que pour tout h de A-rD
la forme linéaire D' ,r h définie plus haut est égale à la forme linéaire obtenue comme dans
la définition 2 à partir d'un symbole appartenant à A-rD qui sera également noté D' * h.
On définit alors une forme linéaire D * D' par.

1  D , *  D ' r h> :q  D rD t  r r h>  he  A - tD .

Proposit ion Ll.

Notons (A-rD)t l'espace des distributions sur A-1O ; on a :

1) Si g €. G et f e .q-tO alors:

E**(s) * f  :  A-'  (o*(g) o Ar) dans (A-1o)'.

2) Si g Ç G et g' € G, aJors:

8",(g) * En*(g') - f irx@g').
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Preuve:
1) En effet, pour h. € A-rD

< 8",(g) *  f  ,h ) : (  Eo*(g),  f  *  h >- Tr( t r*(g) o Ay*n)

et d'autre part:

I q A-r("*(s)o At) ,h>- Tr(1tx@)o Ar o /^u)

2) Pour h € A-'D,on a:

a Ezrx(g) *  Eo*(g ' ) ,h >-< E**(g),8, , (g ' )  *  h )

où: .Eo"(g') * h désigne le symbole associé ào*(g') o An.
D'où:

a Erx@)* E*r(g ' ) ,1,  , :  [ -Tr Ko*1o1or*(s ' )oA1,@,y) da.
JN

D'or) le résultat.

Déffnition 3: (Transformée de Fourier adaptée)

Soit tt: appartenant à C?(G) ; l'op&ateur r*($) étant de Hilbert-Schmidt [38], on
défrnit un symbole €",(h) de A par:

A€*x@):  nx?b) '

€"r(rb) sera appelé bansformée de Fourier adaptée de rh.
D'après la proposition 10, si h appartient à A-lD alors t,,,({) * h appartient aussi à

A-'D, si bien que le symbole t"r(rb) permet d'obtenir, comme dans la définition 2, une
distribution sur A-rD :

< t ** ( rh) ,O r :  [  Ç, ( l t )  *  h  dp:  Tr(n*( rh)  o  Ao) .
" 'o(10)

On obtient alors immédiatement les propriétés suivantes de tn* :

Proposition 12.

1) Pour rh e Cf;(G) et thz e Cf;(G) défnissons tl4 x l:2 et rl;f comme dans le cas
compact (patagraphe 8.1) ; on a:

€*"(rbr) * €",(rhz) :tn*(th * thz)

S"*(rbï:ffi

2) Pour th e CiG), on a :

I
t,*(rb): | ,h@) E**(g)dg dans (A-rO)'.

J G
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8.3 Remarque irnportante:

Si G est un groupe de Lie complexe, alors tout le contenu de ce chapitre reste valable
à la seule condition de remplacer la forme de Killing 0 de g par sa partie réelle.

Le groupe M étant dans ce cas connexe abélien [38], I'orbite O((2) est alors triviale ce

qri simplifie le paramétrage de I'orbite O((o) (on paramétre un ouvert dense de 0((6) par
jV x n) et la construction du calcul symbolique au dessus de O(€o): I'utilisation du calcul
symbolique de Berezin disparait, et on retrouve le calcul symbolique au dessus de N x n
du paragraphe 7.

8.4 Application.

Supposons ici que le groupe G possède une unique classe de sous-algèbres de Cartan.
Alors le groupe M est connexe, ce qui implique qu'à chacune de nos orbites O correspond
une unique représentation rs de la série principale, et seules interviennent dans l'écriture
de la formule de Plancherel de G les représentations de la série principale [37].

Notons alors gf-* la réunion des orbites condjointes O associées aux représentations
de la série principJê,"et si F est une fonction définie .nt gint posons :

ll F ll, : I tt Fr" ll' dm(o)
J

où dnz désigne la mesure de Plancherel lue sur I'ensemble des orbites O identifié à ô et où:

d,p,s étant la mesure de Liouville de O.
Définissons enfin t(r/) pour rb e C?(G) par :

t (h)v:  t "o?h)

Alors, avec ces notations, la formule de Plancherel s'écrit simplement :

i.e. la transformation t construite est unitaire de L2(G) sur.D2(girr1).

ll4, ll' : follr,"ll" apo

l"wrat' dg : ll€w)ll'

42



II. Calcul symbolique au dessus dtune orbite coadjointe dtun produit semi direct

1.Prélirninaires.

,
I

Les notations suivantes s'inspirent beaucoup de celles de [33] et sont indépendantes
de celles du précédent chapitre.

Soit .t( un groupe de Lie connexe d'algèbre de Lie t.
On note lc./ I'action coadjointe de k € K sur "f e t..
Soit o une représentation de /( dans un espace vectoriel réel V de dimension finie, et do
la représentation de I associée.
On note o* la représentation de I( dans V* contragrédiente de o:

< o*(k)p,u ) : (  p ,o(k- r )u >

où  k  e  K ,p€V*  e t  p  €V .
On obtient, pæ dérivation:

< do*(A)p1t l  ) :  -  1p,do(A)u >

pour A € t.
On note alors, si u appartient à V et p à V*, u Âp l'élément de É* défini par:

( uAp ,A ) - -1p ,do (A )u> .

On utilisera parfois s'il n'y a pas risque de confusion les notations lc.ur lc.p, A.u el A.p àla
place de, respectivement: o(k)u, o*(k)p, do(A)u et do*(A)p.

Soit alors G le groupe produit semi direct V x -K dont la loi est donnée par:

(a,k) . (u ' ,k ' )  :  (u  *  o(k)u ' ,kk ' ) .

G est un groupe de Lie dont I'algèbre de Lie g s'identifie, en tant qu'espace vectoriel, à
yoÉ.
On identifie également g* à V* O É* en posant:

< (p , / ) ,  (o , ,A)  ) : (  p ,a )  +  <  " f ,A  >

pourp  €V* ,a€V,  " f  e  É .  e t ,4  €  t .

Lemme 1.

1) (croehet deLie deù Soient X:(a, ,A) etY :(b,B) deuxéIéments deg:V @e.
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AJors:

[x, Y] - (do(A)b - do(B)a,IA, Bl).

2) (action coadjointe de g) L'action coa.djointe de (r, È) € G sur (p, f) € g* : V* @t*
est donnée par:

( r ,  k) . (p ,  f ) :  (o*(k)p, ,k .T *  u  A o-(k)p) .

I
Preuve:
l) Remarquant que:

eæp(tX) : ( 
Io" 

o(eap(rA))ad,r,exp(tA)) ,

on obtient:

lX, vl : 
**Uxp(tX)eæp("v) 

- exp(sY)eap(tx)) lt=s=o

- (do(A)b -  do(B)a, lA,Bl)

2) Soient 9:(u, f r )  *  é lément de G et  X:(a, / )  *élément deg.
Formant geæp(tX)g-I, oD trouve:

tl
Ads(X) : fi@."n(tX)g-' ) l,=o

: (o(k-r )a * a(fr-r )do(A)u,, Adk-r A).

Ecrivant alors pour € : (p,/) dans g*:

1 Ad* g.( ,X >-< 6,  Adg-r  A) >,

on obtient:
< Ad* g.€,X >-< o* (lr)p,a ) * < k.f * u A o*(lc)p, A >

Pour p € V, on pose:
Kp :  {k  e  K  o . (k )p :  p } .

trÇ est un sous groupe de I( d'algèbre de Lie:

to  -  {Aet  do* (A)p  -  0 } .

Si on introduit I'application rp de t dans V* telle que:

"p(A) -  
-do* (A)p ,  Aet , ,

il est clair que:
Kerr, - ê.0.
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D'autre pæt, I'application transposée de rp est I'application rj de V**, canoniquement
identifié à V, dans É* définie par:

< r j (u) ,  A >- < u,ro(A) >

:1uAp,A>.

Ainsi:
r | (u)  -  u Ap.

Notons alors t$ I'orthogonal de t, dans É*; on a:

r;v) c el

et:
d;mr|(V) :dimrp(E)

--dimV - dimKerro(t)
:dimt, - dimtp

Donc:
e]: r iT).

Dans [33], J.Rawnsley associe à toute orbite coadjointe O du groupe G le fr}lé F
obtenu de la façon suivante:
si (po, /6) est un point de O, f est le fibré associé au fibré principal de base:

Zoo : {o * ( k )po  keK}

d'espace total K (dont la fibre au dessus du point po de Z,o est Koo) par I'action de .Koo
sur I'orbite coadjoint. Yoo d" "fo lroo € flo.
F est donc un fibré de base Zoo, de fibre type Yoo, la fibre au dessus d'un point p de Zro
s'identifia^nt à I'orbite Yn de fo | % sous I'action coadjointe de Ç, groupe conjugué de .I{oo.

F ne dépend que de I'orbite O (p* de l'élément (po,/o) de O considéré) et, inversement,
la donnée de f détermine O.
On dispose d'une "projection" de O dans I'espa,ce total de f, I'application o telle que:

a@,f) : fb , .

Déterminons les "fibrestt ou "lignes de niveaux" de I'application o:
si:

a@, i l :o (P ' , f ' )

alors:
p :  p '
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et

Donc:

et il existe u €. V tel que:

fho=f 'h , .

f ' -  f  eef, :r | (v)

f '  :  f  *u  Ap.

D'où:

@,f ' ) : (p, f  +"  Ap) :  (u, " ) .@,f ) .

Les fibres de c sont donc les orbites, dans O, de V considéré comme un sous groupe de G.
Si g € Yp, choisissons / € É* tel que "f lÊp: g; alors:

a(p, f) = ç

et les éléments de lafibre o-t(ù sont du type (p, f + f') avec f' etf,.
Remarquons d'autre part que si p - o*(k)po, alors:

d'où:

et:
top : Ad-k.Eop".

On peut alors avoir I'idée d'introduire un "paramétrage" de I'orbite coadjointe O
par Zpo x tfo x Yro, à condition qu'il soit possible de définir sur chaque "fibre" o-'(ç)
une "originè naturelle" permettant de consid&er a-r(g) comme un espace a,ffine d'espace
vectoriel associé t!.
Dans le cadre où l'on va désormâis se placer, cette condition sera automatiquement satis-
faite, et, de plus, tf s'identifiera à un hyperplan de V.

Da"ns toute la suite, .I( sera un groupe de Lie connexe semi-simple non compact de
centre fini et on supposera que, pour ps fixé dans V*:

1) /{po est un sous groupe compact maximal de /{ conduisant à une décomposition
de Cartan de t:

t : t poOF

2) I'orbite / - {o*(lc)po k e /{} est de codimension 1 dans V*.

Ces hypothèses étant vérifiées pour les orbites de masse ca,rrée positive du groupe
de Poincaré, on dira, si ces conditions sont réalisées, que G est un groupe de Poincaré
généralisé et que O est une orbite de masse carrée positive.

I{p - lcKeole-r

tp : Adk'Epo
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L'tpplication (T,h) r+ (eæpT)h. est alors un difféomorphisme de p x.I(oo dans I{ 1371,
ce qui implique immédiatement q\e etp réalise un difféomorphisme de p dans son image
erpP,, et que I'application fr r-+ o*(k)po est un difféomorphisme de expp dans I'orbite Z.
Pour p €. Z, on note M(p) I'unique élément de ex.pp tel que:

do-(M(p))po : p.

Remarquons que, pour p e Z et k e Koo, on a:

M(k.p) - kM(p)k-l .

Compte tenu de ce qui précéde, I'hypothèse 2) ci dessus peut s'écrire:

dirn rlo(V) : d.im E - dinz tr, : dim Z = dim V - L,

ce qui équivaut à:
dim, Kerrlo(Y) - 1.

Comme ps n'est pas nul (sinon on aurait: Kro: K l)r l'espace:

V ro :  {a  eV l  l  po tu  > :  0 }

est un hyperplan deV.

Lemme 2.

1) V* : rpo(t) O IR.po
2 )V :VnoAKer r l o

Preuve:
1) Comme dimroo(t) : dimV - 1, il suffit de montrer gue Po n'appartient pas à ror(E).
Supposons qu'il existe A dans É tel que:

do*(A)ps:  Po.

On peut toujours supposer que A appartient à p et, pour tout B de too, on a:

do* (lA, Bl)po - do* (A)do* (B)po - do* (B)ps.

D'où:

lA,Bl e tro

et comme d'autre part:

lA,Bl e p

car:

[F , t  o ]  c  P,
on obtient:

lA,B1- s.
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Soit É la forme de l(illing de É.
Pour B € tno et C ep,, on a:

p(B,lA,cl) : p(B,, Al,c) - s.

Alors lA,Cl, orthogonal pour p à tout B etro, appartient à p.

J'autre 
part, comme [p,F] C Épo, orr a:

lA,Cl  € Éoo.

Donc:

lA,C1:  g.

Ainsi A appartient au centre de t, donc A : 0 et ps :0, ce qui est une contrad.iction.
2) Comme:

dim Vpo:  d im V -  L

et :  
d im Kerr lo(v) :  l ,

il suffit de vérifier que:
Voonl {err lo  -  (0) .

Soit alors u appartenant à V tel que < po,u ) et u Ape soient nuls.
Alors, pour tout .4, de t:

< do*(A)Ps, u ): 0.

D'après 1), on obtient: u :0.

Si g est un point de Éio, on note également g I'unique prolongement de g à t iden-
tiquement nul sur p.On obtient ainsi une injection linéaire de fi, dans t* compatible avec
I'action coadjointe de .I(oo.

Soit O((s) I'orbite coadjointe du point (o: (po,po) deg* où ps est dans É|0.
On va paramétrer O(€o) pæ Z xVro x O(po) où O(gs) désigne I'orbite d" ço sous I'action
coadjointe de Kno.

Proposit ion 1:

L'application:
V r (p,  u ,9)  t -+ (p, I I (p) . (p  *  u  Aps))

est un difféomoryhisme de Z xVro , O(ço) dans O({s).

Preuve:
1) itr est injective: en effet, si:

V(p, r ,  p)  :  V(p ' , ,u ' ,p ' )

alors:
p :p '
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et :
g -g ' : ( r ' - r )Apo

Comme g - g' s'annule sur p, et (u' - u) Aps s'a^nnule sur êro, (r' - u) Apo : 0, ce qui,
puisque u'-Lt appartient àVno, implique ut--,u.
2) ilr est surjective:

1 Remarquons tout d'abord que pour k €.I(, u €.V et p €,V*:
I

k.(u A P) : o(k)u A o*(k)P.

Soit alors € : (r, fr).(s un élément de O(€o).
On peut écrire ( sous laforme V(p,r,p) où p: o*(lc)po, g - M(p)-t le.gs et où u est le
projeté de o(M(p))-t. sur Voo parallèlement à Kerrlo, d'où le résultat.
3) Le stabilisateur de (s dans G est Iierrlo x l{oo,ro où Koo,ro est le stabilisateur de gs
dans Koo' D'où: 

dirno(ft) : d,imz r d,imvoo * dimo(bs).

Par suite, et compte tenu de I'action de G sur I'orbite, il suffit pour pouvoir conclure que
{r est un difféomorphisme de vérifier que I'application linéaire tangente de t[ au point
(po,0,go) est injective, ce qui se fait aisément.

Remarque L:

La forme de Killing B de E permet d'identifier É* à Ê, et Ê|o à Éoo. L'injection de €io da.ns
É* introduite plus haut correspond alors à l'injection canonique de €oo dans É, et I'espace
É9o : ri"(V) s'identifie à p.

2.Représentations.

O(€o) désignant toujours I'orbite coadjointe d" €o = (po,gg) où ps est un point de
V* qui satisfait aux hypothèses du paragraphe précédent, on supposera de plus que la
restriction de igs à I'algèbre de Lie too,oo du stabilisateur Koo,ro d" go dans .Koo définit une
forme À analytiquement intégrable - dominante sur t\",r" qui peut alors être considérée
d'après le théorème de Borel-Weyl-Bott comme le plus haut poids d'une représentation
unitaire inéductible p de .Koo réalisée dans I'espace .E des sections holomorphes du fibré
en droites complexes L: Koox.rC,f lioo,eo ôu dessus de I'orbite coadjointe O(Vo) C É;,
comme au paragraphe 3.2 du ctrapitre I.

On forme alors la représentation unitaire de G:

r - IndflrKro(ei<Po,'> a p).

La représentation zr est réalisée dans I'espace de Hilbert If complété de I'espace des
fonctions ô : Z + E de classe C- à support compact pour Ia norme:

< ô(p),ô@) > dp(p)
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où < , > désigne le produit hilbertien de .E et où dp est une mesure l(-invariante de Z
(on montrera plus loin I'existence d'une telle mesure):

(n (., t') ô) @) 
- ei 1p,-) p (u (p)-' k M (k-tfl ) d( e 

- rp)

pou r  (w , l c )eG ,pê2 .

I f"représentation zr peut également être obtenue en utilisant la construction exposée
dans [35] ou le procédé de quantification géométrique des orbites O(ço) et O(€o) donné
dans [33].

D'autre part, d'après un résultat de Mackey [35], la représentation zr est irréductible
car la représentation p I'est.

La différentielle de la représentation zr est donnée par :

(dr(w, ûô)@) - i < p,u ) ô(ù + dp(L(p, 4)ô@ - To6(A.n)

où( to , .A )C  g  ,  p  €  Ze tavec lano ta t i on :

à  . l
L(p,A): 

f i(u(ù 
-r exp(tA) M(exp(-tA)p)1,=o.

L'application -t de Z x É dans too ainsi définie est linéaire en sa deuxième variable et
possède d'intéressantes propriétés de symétrie qui seront utilisées au paragraphe suivant.

Proposit ion 2.

i )Pou rpeZe tAe t :

L(M(p)- 'A)  ,  Ad u(p)- t  A)  :  L(p,A) .

i i )Pou rp  €  Ze tA  €F :

L(M(p)- '  po,  -A)  :  L(p,  A) .

Preuve: Notons d le diffeomorphisme(T,h)r-+ (eæp ?)â de p x .I(no dans K,pr2la
projection canonique de p , Koo sur .I{oo et posons:

p f z :p r2o0 - t .

Si X € t (respectivement X € Éno), notons X+ le champ invariant à droite sur y'f (respec-
tivement r* Kpo) associé.
Utilisant I'expression bien connue de la différentielle de I'application erp, orL obtient :

n
T1r,s0 (S,u* (k)) : # *rf, + tS) exn$U) hlr_o

: f  uoo r (1- "-"a 
t .s 

+ u)l*1" 'p r.ny- t "  
\  adT / r
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où (? , , t )€p  x  l (po ,  Sep  e tU€Ê. ro .
D'où, différentiant I'application pi2o0 - pr2i

Te,pr.h nr"(ea *o rçff.s + u))* {"*nr.n) - u+(r,).

En particulier pour eæpT - U(p) et /r : e , on trouve :

ru(,) p;z (oo ,qr1 (#.s + u))* 1*q011 : r.

Cette dernière égalité \ra nous permettre de calculer L(p, A) (p e Z ,, A e e).
En effet remarquant que, pour ,t dans K:

M(p)- '  k M&-r p):  p lz( t ' - t  U(p))- '

on a d'une part:

L (p, A) : finr " 
(e x p(-t A) M (p))-' l,= o 

: (T u ropf ,) (o* @ fo>))

et d'autre part, si ? est fixé dans p, pour tout A' € É, il existe un unique couple (SrU)
appartenant à p * tno tel que

o' :' ;ii ' 's + u
En effet cette égalité s'écrit:

o':'\:oT.^s +#.s+u
ce qui équivaut à :

I  
p,p(A') - Æ.s

t o'rno (A'): ffis +u
où pr, et, przro sont les projections respectives de t sur p et too.
Soit encore :

( S: #.prp(A,)
{

I U : prtpo(/,) + th(! od, T)nre(A,).

Ainsi, on trouve, si M(p) : eæpT :

L(p,A) : prtpoÇl,a tt61-, .A) + th(t ad r) pro Çtd u(p)-, A).
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En écrirrant:

et

A:  pr tpo (A)  + prp(A)

Ad M(p)-r : Ad exp(-T) : s-od r : -sh(ad T) + ch(ad T) ,

op obtient aussi:

I
L(p,A): prtpo (A) - ,o (+ ad T)v,v@) .

La propriété ii) résulte immédiatement de cette dernière expression de L(p,A) pour A e p
et la propriété i) des deux expressions de .t(p, r4,) pour A e t.

Remarque 2.

La méthode utilisée da.ns la preuve de la proposition précédente permet également de
trouver I'expression de la mesure invariante de Z dans la carte T t+ expT.ps de Z.
Notons en effet pr1 la projection canonique de p x l(oo sur p et posons pis : prl o 0-r.
L'action de Ë de .I{ sur Z indvit une action T t+ pir(k .exp T) de & sur p dont on va
calculer le jacobien J*(T).

Posant lc.eæpT : eæpT'.h où ?' € p et h € Kno, on obtient pour I/ dans p:

s

#,,, ,(k.eæp(T+ty)) l ,=o:(Tx..,prPfù|,+ab*or(#r,)]-rtexpT)
: (T.,pr'.npiùf"oo r' Ad h(# v)]*{"'r T''h)

a d T ,  r  l _ " - o i l T  \:ff iprolsdh.+\')
adT'  , , ,  sh"dTV.:mÀdr t . -

D'où, posant:

6(")_ o"t(ffi\,),
on trouve :

Jx(T): 6(" ')-1 6(?) où lt  :  pf i1(lc exp T).

Par suite, I'image réciproque par I'application T n eap T.ps de la mesurc K- invariante
de Z esl la mesure 6(3)dT où d? désigne la mesure de Lebesgue de p ce qui est bien le
résultat donné dans [20] par exemple.
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S.Calculs symboliques.

3.1 Au dessus de I'orbite O(Vo), on considère le calcul symbolique de Berezin qui a été
introduit au paragraphe 4 du chapitre 1 où I'on a donné ses princip'Jes propriétés. Rap-
pelons que ce calcul associe à tout opérateur A de E une fonction À sur O(gs) appelée
symbole, I'application A ) > À étant alors un isomorphisme de L(E) dans I'espace des
sfirmboles.

En particulier si X € too, le symbole de l'opérateur d.p(X) est la fonction i* où X
désigne la fonction définie sur O(90) par:

x(à:19 'x  > '

Cette propriété montre que le calcul symbolique permet de retrouver d,p donc, puisque ici
le groupe compact considéré, .I(oo, est connexe, de retrouver p.

3.2 Un symbole au dessus de l'orbite O(€o) est ici une fonction / : 0(60) r-r C telle que,
pour tout (p,u) de Z x Vro,la fonction g â (/ o iÛXp, u, g) soit un symbole du calcul de

Berezin au dessus de 0(96), symbole dont on note /(p,u) I'opérateur de E associé.
Etant donné un symbole / au dessus de 0({6), on définit, lorsque cela a un sens, un

opératenr Al p* la formule intégrale suivante qui utilise une "dualité" entre p et Vro :

Q) @ft)(p):
1 1

I I "i<r'"' Î(p,r)p(M@)-t expTM (erp(-T)p)) O{ufnlexprro) 61r;à d'T du
J  J g x V r o

oir :

. p e Z et / est une fonction de Z dans E

. on a posé pour ? dans p et u dans 7oo:

( -T ru ) : ( uApo ,T> .

. dT et du sont des mesures de Lebesgue de p et Voo convenablement normalisées et
6 désigne la fonction sur p introduite dans la Remarque 2 ; on a en particulier : 6(0) - 1
e t  ?s  6 :0 .

La formule (1) permet d'associer à tout symbole / polynomial en o, c'est à dire tel
que la fonction f o !û soit de classe C- et polynomiale en la variable u, un opérateur A1
agissarrt sur I'espace des fonctiorus ô Z + E de classe C- à support compact.
En particulier, en utilisant la même méthode que pour le lemme 4 du chapitre 1, on obtient
le résultat suivant:

Lemrne 3.

1) Si f est un symbole tel que f o i[, donc i, soit indépendant de ]a ua,riable u, on a :

@r ù@): Î(p,.)  ô@) pout p e z et S e C*(Z,E)
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2) Si f est un symbole tel que t ("f o !ÛXp, u,g) :1 u(p),u > où u est une fonction
C* de Z dansp, on a:

@r ù@): -+ 
loo(t@ltp))) ô@) + (ro ù(M(p)."(p) po)]

pour  peZetS€.C?(Z,E) .

On peut a.lors énoncer la propriété principale de ce calcul symbolique :

Proposition 3.

Si X appartient à g, notons * la fonction défrnie sur 0((6) pt , f,16; :( €, -Y > .

Alors X est un symbole polynomial en u et:

'l

AX ô :  -  dn (X)ô

pour $ e C?(Z,E).

Preuve:

Soit X : (u,, B) un élément de g.
Posarrt: 

B, -- Ad IuI(p)-rB : Br * Bz

où .B1  € tooe t  Bz€F,ona :

(X o V)(p, ,u,9) :1 p, tu )  *  < M(p).@* u A po),8 )

' 
Remarquons d'autre part que:

IuI (p).(B2.po) : Ir,I (p).(B' .po ) : B.(M (p).po) : B.p.

D'où, en utilisant le lemme 3 puis la proposition 2 :

çei ù@) =i-p,* > +!dp(B,)d(p) -l lor{ttp,sz))6(p) + gpô)(M(p)-(B".po))l

= 
ï [n I p,w > +ap(rqrr(p)-' po,a))ë@)

:' if ::::"' î',:;"1,';::,-,":i ;1,,, _ r. o (n p,)
1 -= 
ilo 1 p,w > +dp(L(p,4)ô@) - Toô@.p)l
'l

:  
|(dr(x)d)(n).



De mênre qu'au chapitre 1, le calcul s5'mboliclue s'étend à la clersse des s1'rnboles de "carré
intégrable" :

Proposit ion 4.

La formule intégrale (7) permet de défrnir une isométrie bijective de l'espace de Hilbert
A complété de l'espace des symboles / continus à support compact pour la notme

|  ' '  r  
[  1fk,u) l l ;  dp(p)dul l / l l '= J ,r*r ,o

dans I'espace L2(H) des opérateurs de Hilbert-Schmidt sur I/.

Preuve:

Soit / un symbole continu à support compact; on pose :

(giXp, T: I ui<r',> î(p,u) d,u.
J vro

La formule intégrale (1) s'écrit pour / € C"(Z,E) :

(srô)@) : [ rc iXe,rlp(tr(p)-' erp r lrr (exp(-\r))O(ut p)eæp r po) 6Q)i a7.
J p

A I'aide des changements de variables successifs g' : exp T.ps et q : M(p).q' , on obtient :

(Arô)@) -- [ Iir(p,ù ôk) dp(q)
J Z

où I'on a posé :

I { i lp,q) -  (3f)(p,tos IV(p)- 'q) p(p,q) 6(tos xf(p' ; tn\-rrz

la notation log q désignant, pour g e Z,L'élément de p tel que eap(log n1 - A[(e) et la

notation p(p,q) étant évidente.

On a également :

1 f
Tr(Ay A]): I I Tr l{1(p,q) Iit(p,q). dp(p) dp(q)

-  
J  J Z x Z

: [ [- -rr(sî@,Ios M(p)-'q)sl(p, Ios It ' I(p)-'o).) 6!os ra@)-'q)-'ar@)ark)
J  J Z x Z  \

1r: I I r,(sî@,D si@,r).) dp(p) dr.
J  Jz  x  p

On voit ainsi la raison d'être du facteur' 6(")à dans la formule intégrale (1). Utilisant la

formule de Plancherel pour la transformée de Fourier partielle 3, on trouve :

^  r f  o
reillï: J J" * ,,,, llf(o,ùll3, dp(p) du.



Par suite A1 est un opérateur de Hilberi Schrnidt de /J et ll-a1ll2 : ll/ll. La proposition
en résulte.

Remarque 3.

L'action de G sur I'orbite O(€o) peut s'écrire, à travers le paramétrage !û :

/  tur ,  f r ) .Ù(p,  u ,p)  :  V(&.p,  h .u *  u ' ,h .p)

où:
h: I t [(k.ù-t r I [@) € -KPo

et où u' est le projeté de Itt(k.p)-r?l, sur !'oo dans la somme directe:

V : Vro 0 lier rio.

On peut en déduire que la mesure dp(p) du dg où dg désigne la mesure de Liouville
de O(gs) est I'image par itrr de d(, mesure G invariante de I'orbite O(€o).

Remarque 4.

Si le symbole / est tel que I'opérateur .41 soit à trace et que la fonction f soit
intégrable, on obtient de même qu'au paragraphe 5 du chapitre 1 en utilisant la remarque
précédente :

rr Ay - [ /(€) d€.
J  O(C" )

4.Applications.

Tout comme au chapitre 1, le calcul s1'mbolique construit au paragraphe précédent
peut être utilisé pour définir une représentation x de G associée à la représentation z', ainsi
qu'une transformée de Fourier adaptée.

La composition des opérateurs dans Lz(H) permet de définir un produit associatif
noté x sur ltespace ",4.
Notons A-rD I'espace des symboles / de .4 tels que I'opérateur A1 admette un noyau
Iiy de classe C- àsupport compact. Laformule de convolution des noyaux montre que

I'espace A-rD est stable pour le produit *.

Lemrne 4.

1) Si f appartient à A-LD et g à G, l'opérateur r(g) o Ay admet un noyau de classe

C* àsupport compa.ct.
2) Si f  appart ient àA-rD ettb à C"(G) ,L'opérateurn(/:)oAy admet un noyau de

cJasse C* à support compact.
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Preuve:
En effet T(g) o.,{1 admet pour no1'au, si g - (u, [.) :

I i(p,q) - eil l ' ,-> p(n/(p)-t & À/(È-t.p)) I iy(/t-t.p, s)

Et, pour th €. C"(G), I'opérateur r'(r/:) o J1 aclmet pour no)'au :

I
I i ' (p,ù:  [  [  r / ( to, [ )  

" ' to,- 'p(AI(p)- 'k 
I I f t - t  p)) / ry(A- '  p,q) d,u:  d. lc

J  J V  x I (

qui  est  b ien àsuppor t  compact ,  pu isque la fonct ion:  (u ,k ,p, ,q)  -  ,h( . ,k)  Kr(k- 'p ,q)
I 'est.

Définit ions.

1) (Représentation * de G associée à n) Pour g e G soit E(g) la distribution de
I'espace A-LD défrnie par:

< E(g),f > t Tr l io1o1oe, (p,p) dp(p)
J Z

où -K,"1ryoa , désigne Ie noya.u de l'opéra.teur n(g) o AI.

2) Soit f un élément de A-rD. On note égalemenrt'f ta distribr.rtion de I'espace A-rD
défrnie par

<  f  . h  > :T r (A t  o  A r ) .

3) (Transformée de Fburjer adaptée) Pout' $ e C"(G) soit €(l:) Ia disiribution sur

I'espa.ce A-rD défrnie par :

< t(,1') , /  >: fr@([) o âr).

Comme dans le chapitre précédent, on obtient avec les mêrnes arguments:

Proposit ion 5.

1) Si g appafiient à G et T à. A-rD. Ja distribu tion E(g),r/ sur A-1O est Ia djstribution
défrnie par ]a fonction de A-LD, s.r.rnbole de L'opéra.teur r(g) o A1.

2) Pour g et g' éIéments de G : E(g) * E(g') : E(gg').

3) Pour th et ûz éléments de C"(G) ;

t({'r) * t(rhz): t(rh * thz).
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4) Pour t/' dans C"(G) :

I

5.LJn exemple : le groupe de Poincaré,

On considère ici le produit semi direct G:V x K où /f : SL(Z,C) agit sur V : IRa
via le recouvrement SL(2,C) - ^SO(3,1) [29]

5.1 ldentifications.

V étant rapporté à sa base canonique ("r,"rres,et) on identifie V* àV au moyen de
la forme bilinéaire li-invariante sur I/ définie par:

1p,p' )-- -pr P\ - Pz p'z - pt p's * pn p'r.

Les éléments de É : sl(2, C) = so(3,1) sont des matrices du type :

(P".  i )  Be so(3) u€rR3.
\ ' u  o /

Il est bien connu que so(3) s'identifie à IR3 par l'isomorphisme:

/o \  (o  - r  q \

Iof ' - ' [ '  o -Pl
\ ' /  \ - q  p  o /

le crochet de Lie cle so(3) corresponclant alors au produit vectoriel usuel de IR3.

I De même, E s'identifie à I'espa.ce des 2-vecteurs A2V par I'application

u A to t+ Aunu

où ,4',,a., est l'élément de É défini par:

Aunu.u =(  tur  u  > u-  l  uru )  w.

La forme bilinéaire de V induit une forme bilinéaire sur A2Il :

(  p  A  Qrp '  A  g '  > :<  p ,q '  ><  p '  , g  )  -  1p ,p  )1  g rQ  )

laquelle correspond à la forme de l{illing de É et permet d'identifier É* à €.

t(,t): 
l"+Al 

Ek1 dg.



Notons que :
( u A p, u A trr ):( prAyn'ulu ),

ce qui montre que le 2-vecteur u A p correspond bien à l'élément de É* noté u A p au
paragraphe 1.

Erfin I'action coadjointe de .I( est donnée par I'action naturelle de .I( sur Â2V :

I X'(u A trr) : Ic'u Â /c'trr'

5.2 Orbites.

L'orbite coadjointe de G considérée ici est celle de (o : (po,po) où po: e+ et
cps : ?re1 A e2,,2n € N. (orbite de masse carrée positive et de spin n dans la terminologie
de [35]).

Le "petit groupe" .Ifoo est alors S[/(2), Z est I'hyperboloide

{p e Rn/  1p,p ) :  1  pr  > 0} ,

Vro est le sous espace vectoriel engenclré Par er ,ê2,ês et on a Ker 
"Â 

: IR."o.
Les h1-pothèses du paragraphe 1 sont vérifiées et la décomposition de Cartan de t est donnée
par Éoo - su(2) = so(3) = AzVro et p - {v Aeafu eV},,les éléments de p s'exponentiant
en des "transformations de Lorentz pures".

Enfin I'orbite O(po) s'identifie à la sphère ̂ 91 de rayon n de I'espace vectoriel ayant
pour base canonique e2 Aês,,es Ae1,e1 Aê2,laquelle sphère s'identifie à CU {oo} par la
projection stéréographique de pôle rps.

L'action coadjointe * (-} *) 
,su(2) s'écrit alors :

z â oi*,f l=
- pz+a

Notons aussi que : .I(oo,oo : ^SU(l).

5.3 Calcul de Berezin au dessus de O(gs).

On considère ici le fibré L : SU(2) x, C,ISU(I) - O(ço), X étant le caractère de
SU(l) défini par :

(";e o \ -2ino
t \ o  , - , t ) =e - -

Trivialisant .D à I'aide de la sectiorr .es donnée par :

f  - " - tu(r  z\  I'o(") : 
L(t 

+ rz)- ' , .  
\ z, ),(, + zz)-îf,

on identifie I'espace des sections holomorphes de .t à I'espace des polynômes /(z) de degré
inférieur ou égal à 2rr muni du produit hilbertien :

< ,f,, fz ): I fre)ffi (r+ zz)-2" d,v(z)
Jc



ou:

ctu(z): -#* d= d=

est "la" mesure invariante de I'orbite O(ço).

Pour 0 S j S 2n notons s; la section définie par s;(z) : zi so(z) et posons:

4 
:a si, si >-t/2 - Alors (di s)i est une base orthonormée de .E'

Avec les notations du paragraphe 4 du du chapitre 1, on a :

Proposit ion 6.

1) Les "états cohérents" eo sont donnés par:

e"o1 '1( t )  :  €(1 + z  t )zn 
"o(" ) '

2 )S i l ' opé ra teu rAdeEapourmat r i ce (a ; )dans ]abase (s ; )aJo rs

Àçt1 - Q + zz)-2"D ci, o;i 
"iEi.i , i

3) La composition des op&ateurs de E permet de défrnir un produit associatif noté *t

sur |'espace des symboles au dessus de O(gs).
PIus précisement, si e;; désigne Ie symbole défrni par :

e i j :  , ;  2 i ç1  +  
" z ) -2 "

on  a :
,  ô i È

e;  j  * '  eH :  
4 , r r .

 ) La représentation p est donnée par:

Q(D.T)@: (F" + o)r"  r(h- '  . ' )

,  ,  (  o  É \où n:( . ;  ; ) ,  su(z)et f  €8.

5) On déf:rrrit une représ enta.tion x de SU (2) associée à p (voir Ie paragraphe I du

chapitre 7) en posant :

Eo(h) - p(h)

pour h e SU(z). Alors :

Ee (t ) (r) : (t + zz)-zn(azz + 
-gz - Bz + a)2"

si n: (!, g)
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Preuve:

1) Ecrivant :
s ; ( : ) : ç  s j l € e s ( : )  >  s o ( : ) ,

on ob'"ient :

J'où '

D'autre part :

D'où:

z i  : / - s ; , € s o 1 : y  )

S , . ,  - ;
€"0(r)  :  L cl j  zr  s i

i

1ê"oG),ê"oG) >:  t  a ]  çzz1 i .
i

(  € " o ( r ) , € " 0 ( " )  ) :  e  (  s o ( z ) , s o ( z )  > .

d,](zz)i : €(1 + ,z)'n et d'i : t Ci..

et:

t
i

En revenant à I'expression précédente de ero1r1 on trouve :

e"o(,)( t )  :  t  e Ciz,  z i  s{ t )= e(1 + 
"  

t )2" so(z).
j

2) Soit E;1 I'opéra.teur de E défrni par : .E;i st : 6ri st-
Comrire:

€"0(r) : t c12o zk sp
[-

o n a :

aEi i  esoe) ,  es6( , ;  ) : (  d ]  z i  r , ,  D a?zn.e1.  ) :  d?-  
" ;  

z i  =rCi . , ;  z i '
È

D'orf :
É;ie): (1 + zz1-2"ci, 

" i  
zi.

Le résultat en découle.

Enfin, 3) 4) 5) se vérifient sans difficultés.

Remarquons que, partant de 2), on peut retrouver l'égalité :

Tr A:  ,  [  ÀQ\ ar1)
J

pour A e L(E).
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Err llarticulier en prenant Pour ,{ I'opér-ateur iclentité on obtient

2 r r *1

b1a Les sl.mboles au dessus de O((s) sont les fonctions / cle O((s) dans C telles que :

( /o  VXp,  u ,z) :  (7  + zz) -2"  t  Ct .  f , i@,u)z iz i .
0 l i , j J2æ

La formule intégrale (1) définissant le calcul synrbolique n'est pas véritablement plus simple

dans ce cas particulier. Signalons toutefois que la fonction 6 est donnée par :

ô(?): f#+x)'\- ' ' '  \ l l"l l )

ori ? appartient à p et s'écrit (,iî) et où llull est la norme euclidienne de u € lR3.

Les résultats des pa.ragraphds 3 êt 4 précédents s'appliquent alors et permettent en

particulier de défigir un produit associatif * sur I'espace ,4 des symboles / tels que:

t f

J J i l(T,i@,'));1113 dP(P) du ( *oo

la mesure invariante sut Z étant ici :

dp(P):ry
et donc de définir une représentatiou * de G associée à la représentation zr.
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