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INTRODUCTION

L’un des problémes importants en mathématiques est la construction et la classifica-
tion des classes de représentations unitaires irréductibles d’un groupe de Lie G, c’est-a-dire
la détérmination du dual unitaire G de G. Lorsque G est nilpotent connexe et simple-
ment connexe, ce probléme a été entiérement résolu par A. A. Kirillov par I'introduction
des méthodes des orbites. Plus précisément, il a montré qu'’il existe une bijection entre
'ensemble g* \ G des orbites de la représentation coadjointe de G dans le dual g* de g et

le dual unitaire G de G, ([1],[2]). Cette correspondance est trés explicite:
Etant donnée une orbité O dans le dual g*, de I'algeébre de Lie g, on choisit § € O et une
sous-algébre subordonnée maximale h de g, c’est a dire une sous-algebre telle que:

<éo,[h,h] >=0

et maximale avec cette propriété. Comme G est connexe et simplement connexe,
I'application exponentienlle est un difféomorphisme entre g et G, ainsi H = exph est
le sous-groupe analytique correspondant a h et la formule:

Xo[eiL‘PX] = i(§0(X)) (X € h)

définit un caractére de ce groupe, on induit alors cette représentation de dimension un de
H & G et on obtient la représentation unitaire associée a O:

n° = ind
%{}'GXEO

Cette méthode des orbites est apparue & l'usage comme un outil fondamental dans la
détermination de G pour un groupe G quelconque. En fait, elle a été généralisée au cas
des groupes résolubles de type I par Auslander et Kostant [3] puis généraux par Pukanszky
(4], enfin & un gros ensemble de G pour les groupes quelconques par Duflo [5] et Khalgui

[6].

La méthode des orbites, comme Kirillov ’avait déja remarqué dans [1] est trés proche
de la méthode de quantification géométrique de Kostant et Souriau ([1],{7], [8]). Dans cette
derniére méthode, on se propose de quantifier un systéme dynamique classique représenté
par une variété symplectique (M, W) en considérant des espaces de sections de fibrés
complexes sur M (les états du systéme quantique) et des opérateurs agissant sur ces espaces
(les observables du systéme quantique).

Il y a une quinzaine d’années, une nouvelle méthode de quantification a été introduite
par Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et Sternheimer, il s’agit de la quantification par
déformation [9]. Dans cette théorie, on conserve I'espace C°(M) des fonctions C°° sur
la variété M comme ensemble d’observables et on modifie leur structure d’algebre par
déformation.

Dés le début de cette nouvelle théorie, il est apparu qu’on pouvait Iutiliser en analyse
harmonique pour construire et décrire les représentations unitaires de groupes de Lie. En
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fait il a été proposé un programme de construction et de déscription du dual unitaire G
d’un groupe de Lie G & partir de ’étude des déformations de I’algébre des fonctions C*°
sur le dual g*

Rappelons d’abord ce qu’est un produit * sur une variété de Poisson:
Définition 0-1:

Soit M une variété de Poisson différentiable munie d’un crochet de Poisson {, } et soit
E = (C*(M),v) Iespace des séries formelles en le paramétre (dans € ) v avec des coeffi-
cients dans C*°(M). Un produit x sur C*°(M) est défini par une application bilinéaire:

C®(M)x C®°(M) 3 (u,v)—> u*,v= Z :—:Qr(u,v) € E(C®(M),v)

r=0
\
ou

(i) Q. est un opérateur bidifférentiel sur C*°(M) (d’ordre maximal r(r > 1) en chaque
argument) nul sur les constantes.

(ii) Qo(u,v) = u.v,Q;(u,v) = {u,v}

(iii) @, est symétrique (resp anti-symétrique) en (u,v) si r est pair (resp impair).

(v) D (rsh7'Qu(Qu(v,v),w) = Y (rls)) I Qr(y, Qs(v,w)) (v, s >0, t=1,2...).

r+s=t r+s=t

*, étendu & E fait de cet espace une algebre associative d’unité 1 et
[, v], = Z Qz2r+1(u,v) = i(u %, U — Uk, u)
(2 r+ 1)' 2v

en fait une algébre de Lie déformée de (C(W), {, }). -
Le premier exemple est le produit * de Moyal sur IR?". Si {u,v} = A¥d;ud;v

On pose P"(u,v) = At Alnin 33.“,-"143,’;"“""11 (n =2 1) et ux*x v =
®© _r

Z%p'(u,v) (P°(u,v) =u-v) est un produit * sur IR2",

r=0

On a d’abord cherché a reconstruire, & ’aide du produit * sur une orbite O de la
représentation coadjointe d’un groupe de Lie nilpotent, la représentation de Kirillov mne
associée & 0. Ceci a été réalisé par D. Arnal et J. C. Cortet en premiers temps dans le cas
des groupes nilpotents connexes et simplement connexes ([11], {12]): rappelons birévement
leurs travaux:

Dans une premiére étape, ils considérent une orbite O de la représentation coadjointe de
G, O admet des cartes de Darboux globales:

W — R¥* £ (p,q)

telles que chaque X de g s’écrive sur O:



k
X)) =<X,£>=) ai(g)pi + a(q) ot aj(g) € Rlgj41,--- ]

=1
Transportant le produit x de Moyal de IR?F sur O, ils obtiennent une structure associative
sur E, espace des séries formelles en v & coefficients dans C*°(O) telle que:

i(}i’*f’——?*f)=[x:¥] VX,Yeg

Alors 'application:

1
2v
est une représentation de g x g dans C*°(0). Dans ce cas, on peut fixer la valeur de
v en —i et donner un sens non formel au produit * si u et v sont deux fonctions de
’espace de Schwartz S(O) défini sur O par la carte globale considérée. S(O) est alors
stable par dp qui s’exponentie en une représentation p de G x G unitaire dans L?(0) et

il existe une transformation unitaire ® de L?(0) sur I'espace HS(H°) des opérateurs de
Hilbert-Schmidt sur I’espace H° de II° telle que:

dp:gxg— (E) dp(X,Y)U=(X+U-UxY)

&(p(z,y)U) =M°(2)@U)I°(y™") YU € L*(0); z,y€G

Cette construction se fait & équivalence prés, C’est & dire qu'on peut changer de carte de
Darboux, de produit x et de réalisation explicite de e

Dans une deuxiéme étape, ils ont cherché a recoller ces structures associatives, de fagon a
construire une représentation de G x G intégrale directe de II° ® 19" et une formule:

o
/ n°®Mn% du(0) =~ RQ®L
9*/G

ot R et L sont les représentations réguliéres de G sur L%(G). Ils retrouvent ainsi la
formule de Plancherel pour G sous la forme d’une transformation intégrale trés semblable
3 la transformation de Fourier usuelle.

Ces études ont été ensuite généralisées dans le cas des groupes compacts ([13], {14],
[15]) et dans le cas des groupes exponentiels [16]. Notons bien que le recollement se fait
trivialement uniquement sur 'ouvert de Zariski () dense dans g.

Cette méthode fait apparaitre les opérateurs des représentations I° comme des fonc-
tions vivant directement sur lorbite O, qui est un objet géométrique plus naturel que
Vespace H®, défini dans la méthode des orbites comme espace de sections polarisées, de
carré intégrable d’un fibré en droite sur O.

Beaucoup de produits * considérés sont uniquement formels. Mais il est clair que seuls
les produits non formels peuvent étre vraiment utiles dans tous les problemes d’analyse.
Si on veut utiliser des produits x non formels, il apparait essentiel de savoir en quel sens
u %, v tend vers u - v et [u,v], tend vers {u,v} lorsque v tend vers 0.
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Ceci n’avait pas été étudié avant Rieffel qui a introduit pour décrire ces questions la
notion de déformation quantification stricte, dans laquelle la question de convergence est
bien précisée [17].

Définition 0-2:

Soit M une variété C™, et soit C*°(M ) I’algébre associative des fonctions C* sur M a
valeurs complexes munie d’un crochet de Poisson {, }. Soit A une sous-algébre de C*°(M)
stable par le crochet de Poisson et contenue dans I’algébre des fonctions C* tendant vers
0 & linfini. Une déformation quantification stricte de A dans la direction de {,}, est la
donnée d’un intervalle I de nombres réels contenant 0, avec pour tout h € I, un produit
associatif *j, une involution *; et une C*-norme || || sur A, qui sont pour h = 0, le
produit usuel, 'involution donnée par la conjugaison complexe et la norme sup tels que:

1- Pour toute f dans A, la fonction h > || f||n soit continue.

* —
2- Pour toutes f, g dans A, ||f A9 .hg*h f_ {f,9}|» converge vers 0 quand h tend
i
vers (.
Si on note Ay la C*-algébre obtenue en complétant A pour la norme || ||z alors la

condition 1) est équivalente & dire que la famille {Ar} avec A détermine un champ continu
de C*-algebres.

Notons que pour les déformations quantifications strictes, f %5 g est bien une fonction
en k et non pas une série formelle en h avec des coefficients qui sont des fonctions. Rieffel
a donné des exemples de déformations strictes, dont les plus intéressants sont:

Le premier exemple est fait sur les tores, en fait il a montré que les tores non-commutatifs
(de Connes) peuvent étre vus comme des déformations quantifications strictes des tores
ordinaires [17].

Le second exemple est une déformation sur S(g*) (ensemble des fonctions de Schwartz
sur le dual d’une algébre de Lie nilpotente) [18]. Cette déformation constitue la version
convergente de la partie verticale du produit * construit pour un groupe de Lie plus général
sur son espace cotangent T*G [19] et coincide avec le produit » donné par Lugo [20]. Ce
produit * présente l’avantage d’étre défini sur tout g*, seulement il n’est pas tangentiel en
général. Donc on ne peut pas le restreindre aux orbites coadjointes et par suite on ne peut
pas l'utiliser pour la construction des représentations irréductibles d’un groupe de Lie G
correspondant a son algebre de Lie g.

Notre travail ici consiste & déterminer deux types de résultats:
Pour les tores non-commutatifs T2P: on a étudié les structures et les propriétés de ces
algebres munies du produit x de Rieffel. En particulier on a déterminé leur spectre, leur
centre et le type de leurs représentations factorielles. Un tore non- commutatif T?P est un
produit « de Moyal défini sur T?” muni d’une 2-forme symplectique & coefficients constants
telle que le crochet de Poisson correspondant s’écrive dans les variables usuelles de T?P.

? 0 0
A= Z —oi'aTi A 62:,-_,_,,

=1
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Ce produit est trés proche de celui de Moyal sur IR?” mais le théoréme d’unicité de
représentation des relations de commutation qui dit que la représentation réguliére gauche
de L'(IR?? ,%) dans L? engendre un facteur de type I, n’est en général plus vrai dans
le cas d’un tore non -commutatif. En effet la structure de LY( T?? %) et de ’algébre de
Von Neumann engendrée par sa représentation réguliére gauche dépend de la rationalité
ou Dirrationalité des §;. On obtient en fait différentes classes d’algebres.

Ensuite, on a généralisé la construction faite sur les tores & IR™ x T? permettant ainsi la
définition d’une déformation quantification sur (IR™ x TP) et la construction de facteurs
de type I, I etII,, [21].

Pour les algébres de Lie nilpotentes g on a cherché & construire un produit * qui soit défini
sur tout le dual g* de g, convergent (c’est & dire donné par une formule intégrale qui est
beaucoup mieux adaptée que la série formelle pour l'utilisation en analyse) et tangentiel
c’est 3 dire peut se restreindre sans ambiguité aux orbites coadjointes et étre utilisé pour
la théorie des représentations des groupes.

Une telle construction a été réalisée ici [22] dans le cas des algebres de Lie nilpotentes
spéciales. On a défini un produit * sur les algebres des fonctions de Schwartz et des
fonctions polynémiales par déformation de la formule de Rieffel, en effet au lieu d’identifier
dans cette formule le groupe de Lie et son algebre par l'application exponentielle, on le
fait au moyen d’un nouveau difféomorphisme ¢. Ce difféomorphisme qui est un produit
d’exponentiels sera notre “nouvelle application exponentielle”. Puis on considére, comme
a fait Rieffel la convolution des fonctions sur le groupe. Le produit * qu’on obtient présente
Pavantage par rapport & celui de Rieffel qu’il est tangentiel.

Ensuite on a défini la transformée de Fourier adaptée et on a relié ceci & la représentation
unitaire du groupe de Lie correspondant.

Plus précisemment cette thése a été organisée comme suit:

Chapitre I :

Dans ce chapitre on rappelle les propriétés des produits croisés, en effet le produit *
donné par Rieffel sur les tores non commutatifs est un produit croisé; donc pour pouvoir
étudier la structure de ces algebres déformées et le type des représentations considérées,
on utilise les propriétés des produits croisés d’une C*-algébre par un groupe [23].

Chapitre II :

Dans ce chapitre on étudie des déformations quantifications strictes sur les tores et
les groupes abéliens connexes. Or la premiére condition de la définition d’une déformation
quantification stricte est équivalente 3 dire qu’on obtient un champ continu de C*-algébres.
Donc dans la premiére section on commence par définir les champs continus de C*-algébres
et en donner certaines propriétés. '

Dans la deuxiéme section on rappelle les travaux de Rieffel: il a montré que les
tores non-commutatifs d’Alain Connes peuvent étre considérés comme une déformation

5



quantification stricte des tores ordinaires.

Dans la troisiéme section, on construit un produit x sur les variétés symplectiques
C*®( T??) comme produit croisé de L'( ZP) par ZP. Puis on étudie la structure des
algebres obtenues. On s’intéresse aussi bien a I'étude des C*-algebres qu’a celle des algebres
de Von Neumann engendrées par les représentations * réguliéres. On trouve que la struc-
ture de ces algebres déformées dépend essentiellement du mode d’action de ZP sur L'( ZP)
c’est a dire sil agit régulierement ou librement ou réguliérement et librement a la fois. On
prouve qu’on obtient 3 grandes classes de C*algebres Ay dépendant essentiellement de la
rationalité o1 I'irrationalité des coefficients 8; qui apparaissent dans la structure de Poisson:

7]
Z 01 6:1:,+p

On démontre en fait les théorémes:

Théoréme 2-15:

Si 8; est irrationnel pour touti = 1,...,p, alors le centre de Ay est réduit aux fonctions
constantes.
S’il existe certains 6; ration{zels, alors le cen‘tre de Ay est 'ensemble des fonctions continues
€ME ot Ja (i+p)EME variables pour tout i tel que §; soit rationel.
La période étant la méme pour la ;EIE o4 |5 (2 +p)w variables et est ega.le alsif =B
p; et q; sont des entiers premiers entre eux. En particulier si pour tout i = 1 .,p,6; est
entier, alors Ay est commutative.

sur T?? périodiques en la i

Théoréeme 2-17:

Si 0; est rationnel pour tout i = 1,...,p, Ay est liminaire, n’est pas simple et son
spectre est le tore de dimension p : TP muni de sa topologie usuelle.
Si 6; est irrationnel pour tout i = 1,...,p, Ag est simple et antiliminaire.
S’il existe i et j dans {1,...,p} tel que 6; soit rationnel et 8; soit irrationnel, alors Ay est
antiliminaire et n’est pas simple.

Ensuite, on démontre que la structure de 1’algébre de Von Neumann engendrée par la
représentation réguliere de Ay dépend également de la rationalité ou de l'irrationalité des
0;. En effet si tous les #; sont rationnels, il est clair que cette représentation est de type
I car Ay est liminaire. Alors que si tous les §; sont irrationnels, on a prouvé le théoréme
suivant:

Théoréme 2-19: B
La représentation x réguliére gauche de Ay est factorielle de type 11, et c’est I'unique
représentation x factorielle de type II, de Ag(a quasi-équivalence prés).

Enfin dans la derniére section on construit des produits * convergents sur les groupes
abéliens connexes IR™ x T? munis d’une forme symplectique invariante. En supposant
que le radical radt de la réstriction de la forme au tore soit un tore, on montre que
la représentation réguliére est soit factorielle de type I, ou II; ou I, soit n’est pas
factorielle dépendant de n,p et de la dimension de radt.
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Chapitre III :

On commence par rappeler la structure de Poisson canonique sur le dual g* d’une
algebre de Lie g qu’on notera {, } (Cette structure dite encore structure de Poisson linéaire

provient de la structure d’algébre de Lie sur g).Puis on transfére cette structure a g par
transformée de Fourier.

Dans la deuxiéme et la troisiéme section on traite le cas d’une algébre de Lie quel-
conque. On étudie la déformation construite par Rieffel dans ce cas. Il a montré que la
convolution des fonctions a support compact dans un voisinage de 1’élément neutre de g
difféomorphe & un voisinage de 1’élément neutre e dans le groupe de Lie G assocé a 5_,
fournit en fait une déformation quantification de C¢°(g) dans la direction de -(2m) 1, }.

La section 4 de ce chapitre est consacrée aux algébres de Lie nilpotentes. On rappelle
la paramétrisation des orbites coadjointes dile a Michéle Vergne. Ensuite, on reprend la
définition du produit * de Moyal sur les orbites coadjointes ainsi que le travail d’Arnal et
Cortet pour recoller ces produits * dans le but de la construction d’un produit * tangentiel
défini sur un ouvert dense dans g* [11].

Puis, on cite le produit * défini par Rieffel sur S(g*) [18], on montre qu’il coincide avec
le produit donné par Lugo et qu’il constitue la version convergente de la partie verticale
du produit * construit par Gutt [19] dans le cas d’un groupe de Lie quelconque sur son
espace cotangent T*G.

Dans la cinquiéme section on s’intéresse aux algébres de Lie nilpotentes spéciales.
On commence par citer le produit * formel défini par Arnal, Cahen et Gutt [24] dans ce
cas. Puis on construit un produit * défini sur S(g) ® S(g*) (ot S(g) désigne ’ensemble
des fonctions polynémiales sur g*) convergent, tangentiel et gradué. Plus précisément on
montre le théoréme: B

Théoréme 3-23:

Soit g une algébre de Lie nilpotente spéciale de dimension n et soit g, une suite
croissante d’idéaux de g et {X;,1 < j < n} une base de g telle que X; € g\ g, ,. Le
produit %, *} défini sur S(g.) ® S(g}) par:

Frio= [ F0RE )T G000 > axdy
g, %8,

A . AL . 2 A A X,
ol ¢'(Y) — e':'!lixleiy-—lxn-l . ezylxlezylxl . ez.'hxt

pour tout 1 < i < n est différentiel, gradué et est tangentiel sur 'ouvert de Zariski .
En plus, si on définit avec ce produit, une involution et une norme sur S(Ei*) par

fH(X) = f(X)

et || f ||a est la norme de f dans C*(G}), alors cette structure fournit une déformation
quantification stricte de S(g) dans la direction de (=27)~'{}:i ou { }; désigne le crochet
de Poisson linéaire sur S(g7).



On vérifie que la réstriction de ce produit * a4 S(g) constitue la version convergente du
produit défini dans [24].

Enfin on définit 'application exponentielle x et la transformée de Fourier adaptée et
on étudie sa relation avec la représentation unitaire du groupe de Lie G déterminée par

Kirillov.



I - PRELIMINAIRES: RAPPELS SUR LES PRODUITS CROISES

Les produits * qu’on va considérer dans le chapitre suivant sont des produits croisés
d’une algébre commutative par un groupe discret, donc on va commencer par rappeler
certaines propriétés des produits croisés qui seront utiles pour I’étude de la structure des
algebres déformées du chapitre suivant.

I-1- PRODUITS CROISES D'UNE C*-ALGEBRE PAR UN GROUPE DISCRET:

Soit G un groupe discret d’élément neutre e, opérant dans une C*-algebre séparable
A. On note s - a le transformé de a dans A par s dans G.

Soit L'(G, A) l'algébre de Banach involutive obtenue en considérant sur I’espace de
banach des applications sommables de G dans A:

le produit(1) (EF), =Y E, t-F1,
teG
et I'involution(2) (F*), = sFr,

Dans la suite on identifiera L'(G, A) avec le produit tensoriel AQL'(G) ou & désigne le
produit tensoriel complété pour la norme L! de sorte que pour a € A et s € G, g5 est

l'application caractéristique de {s} dans G et A®e, est I'application de G dans A nulle
partout, sauf en s ou elle vaut a.

Nous identifierons A avec la sous-algeébre de Banach involutive de L! (G, A) image de A
par Iisomorphisme a — a ® e, de A dans L'(G, A).

On note A I’algébre de Von Neumann enveloppante de A et 1'on identifie le plus souvent
A avec son image canonique dans A. Si p est une représentation de A, on note p le
prolongement canonique de p en une représentation normale de A, on sait que si p est non
dégénérée p(A) est 1'algébre de Von Neumann engendrée par p(A).

On fait opérer G par transports de structures dans la famille des représentations de 4; G
opére ainsi dans A ('ensemble des classes d’équivalence des représentations irréductibles de
A) et A (Pensemble des classes de quasi-équivalence des représentations factorielles de A).

On munira A de la topologie image réciproque de la topologie de PrimA par ’application
canonique:T +—— kerr de A sur PrimA.
Définition 1-1:

Si G opére dans une algébre de Von Neumann B, nous dirons que G opére ergodique-
ment dans B si les scalaires sont les seuls éléments G-invariants dans le centre Z de B.
Définition 1-2:

On dit qu’une mesure p sur A est G-ergodique si y est G-quasi-invariante non nulle et

si toute partie borélienne G-invariante de A est soit u-négligeable soit de complémentaire
p-négligeable.



Proposition 1-3:[23]

Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) G opére ergodiquement dans p(.A)
2) La classe de mesures sur A associée & p (cf. [26] 8.4) est G-ergodique.

Définition 1-4:

Si G opére dans une algébre de Von Neumann, B de centre Z, nous dirons que G
opére presque librement dans B si pour tout s # e dans G et pour tout projecteur central
non nul p € Z il existe un projecteur central non nul g € Z tel que g <pet(s-q)g=0

Définition 1-5:

On dit que G opére librement dans A si tout T € Aest de stabilisateur trivial dans G.

Proposition 1-6:[23]

Les propriétés suivantes sont équivalentes:

1) G opére presque librement dans A.
2) G opére librement dans Z

Définition 1-7;

On appelle C*-algébre produit croisé (ou simplement produit croisé) de A par G et
’on note C*(G, A) la C*-algébre enveloppante de L*(G, A).

Soit B une algebre de Banach involutive. Supposons que le groupe discret G opére dans
B. Soient A la C*-algébre enveloppante de B et A l'algébre de Von Neumann enveloppante
de A. Par fonctiorialité, G opére dans A et A et on montre [23] que C*(G, B) est isomrphe
a C*(G,A).

Définition 1-8:

Soit p une représentation non-dégénérée de A dans un espace hibertien H. On appelle
représentation de C*(G, A) réguliére induite par p et I'on note Indp la représentation de
C*(G, A) induite par la représentation p de ({e}, A). On note H I’espace de Indp et p la
réstriction de Indp a A.

Définition 1-9:
On appelle norme réduite sur L*(G, A), la norme définie pour toute F' € LY(G, A) par

| F llr= sup,{ll (Ind,)(F) || /p représentation deA}

On appelle produit croisé réduit de A par G, la C*-algébre, notée C; (G, A), complétée de
LY(G, A) pour la norme réduite.
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Théoréme 1-10:([23]
Si G est moyenable, on a:

C*(C,4) = C(G, 4)

1-2 ETUDE DES PRODUITS CROISES:

Dans la suite on va supposer que A soit commutative et que G soit dénombrable et
commutatif car c’est le cas qui nous intéresse dans le chapitre suivant. Donc, dans ce qui

suit en va identifier A avec A et fi,r car toutes les représentations factorielles de A sont
de type I et sont tragables ([26] 9-1).

proposition 1-11:

Soit A, I’ensemble des T dans A tels que st = 7. Les propriétés suivantes sont
équivalentes:
i) A est une sous-C*-algébre commutative maximale dans C*(G, A).
if) Pour tout s € G — {e}, A, est sans point intérieur dans A.

Démonstration

Soit F la transformation de Gelfand de A. Soit R € C*(G, A). Alors R commute a
A si et seulement si 'on a R,sa = aR, quels que soient a € A,s € G. Donc A est une
sous-algébre commutative maximale dans C*(G, A) si et seulement si pour tout s € G—{e}
0 est le seul élément b € A tel que bs - a = ab pour tout a € A ou encore si et seulement si,
pour tout s € G — {e},0 est le seul élément b € A tel que:

(Fo)(T)(Fa)(s™" - 1) = (Fa)(r)(Fb)(7)
quels que soient a € A, 7 € A. La proposition se démontre alors facilement.
Proposition 1-12:[23]
Soit p une représentation de A.
i) La classe d’équivalence de Indp ne dépend que de orbite par G de la classe d’équivalence
de p.
ii) Posons I = Kerp = QGsKerp
Le noyau de Indp dans C*(G, A), KerInd, est donné par:
KerInd, = {R€ C*(G,A) telsque R,€I pourtout s¢€ G}

Proposition 1-13:[23]

Supposons que G opére librement dans A.
L’application Ind : T — IndT est un homéomorphisme de I’espace topologique quotient
A\ G sur le sous-espace Ind(A \ G) de C*(G, A)".

Définition 1-14:
Une C*-algébre est dite simple si elle n’a pas d’idéaux bilatéres fermés non triviaux.
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Théoréme 1-15: -

Si G opére librement dans A, les conditions suivantes sont équivalentes:
i) C*(G, A) est simple
ii) A n’a pas d’idéaux bilatéres fermés G-invariants non triviaux.

Démonstration :

On a i)== ii) puisque, si I est un idéal bilatére fermé G-invariant non trivial de A,
S(I)={Re€ C*(G,A) telsque R,€I pourtout se€ G}

est un idéal bilatére fermé évidemment non trivial de C*(G, A). Pour montrer que ii)—>
i), on commence par prouver que si 7 est une représentation de C*(G, A) et p = 7 /A, on
a || 7(R) ||= Supsec || p(Rs) || pour tout R € C*(G, A) et a fortiori, Kerm C (Kerp) [23].
On en déduit que 7 est une représentation injective de C*(G, A) si et seulement si p est
une représentation injective de A.

supposons maintenant que la condition ii) soit vérifiée. Alors toute représentation G-
invariante non nulle de A est injective. Donc toute représentation non nulle de C*(G, A)
est injective. Cela prouve qu’on a i).

Définition 1-16 : X X
On dit que G opére réguliérement dans A si toutes les G-orbites sont discrétes dans A.
Notons par G, le stabilisateur de 7 € A dans G.

Théoreme 1-17 :

Supposons que G opére réguliérement dans A et que I'application T — G, soit con-
tinue. Soit T dans A et soit p une représentation irréductible de A dans un espace hilbertien
H,.

L’application qui & toute représentation irréductible V de G, fait correspondre la
représentation n de (G, A) induite par la représentation (Iy, ® V,p ® In, ) de (G, A)
définit un homéomorphisme de | )¢ 4 C*(G,)" sur C*(G,A) .

Démonstration :

On va donner uniquement un chemin de preuve. (Pour la démonstration compléte voir
[23]). On montre dans une premiére étape que le commutant de I'image de la représentation
induite par une représentation (L,w) de (G-, A) est isomorphe au commutant de I’image
de (L,w). En particulier, 7 et (Ig, ® V,p ® Iy, ) sont en méme temps irréductibles dans
ce cas.

Si 'on définit de méme V' et ', alors 7' est équivalente & 7 si et deulement si V' est
équivalente a V. Donc ’application du théoréme est injective.

Maintenant soit 7 une représentation irréductible de C*(G, A). Soit p = n/A,p est de

type I,, pour un certain cardinal n. Comme G opére réguliérement dans A,on montre que

la classe de mesures sur A assocée & p est concentrée sur une G-orbite T et que p a pour

classe d’équivalence n( 237 7)[23].Soit 7 un élément de 7. Pour w = np, on montre ([23]
T

3.10) qu'’il existe alors une application L telle que o = (L,np,) soit une représentation
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de (G, A) et que 7 soit équivalente & la représentation de C*(G, A) induite par o. Donc
I’application du théoréme est surjective. Enfin pour la continuité voir [25] th. 2.1.

Proposition 1-18:

Soit T une G-orbite dans A de stabilisateur nul dans G.IndT est une classe de
représentations irréductibles tragables de C*(G, A) si et seulement si T est discréte dans

A.

I-3 PRODUITS CROISES D'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN PAR UN GROUPE :
Soit B une W*-algébre de centre Z dans la quelle G opére par automorphismes.

Définition 1-19:
On appelle W*-algébre produit croisé de B par G et I'on note W*(G, B) la W*-algebre
engendrée par I'image de la représentation de (G, B) réguiliére induite par idg.

Pour s € G, on note Z° le sous-espace vectoriel de B ensemble des ¢ € B tels que
br = zs - b pour tout b € B.

Théoréme 1-20:
Si G opére presque librement et ergodiquement dans B,W*(G, B) est un facteur.

Démonstration :

Soit R un élément de W*(G, B). Dire que R commute & B est équivalent a dire que
R, € Z° pour tout s € G. Or le fait que G opére presque librement dans B implique que
pour tout s € G — {0} on a Z* = 0. (voir [23]).
D’autre part R commute & £, pour tout ¢t € G est équivalent & dire que pour tous s,t € G:

tR, = (e¢R)1s = (Re)ts = Ryge

En particulier, si R commute au €;, R, est un élément G-invariant de B. Comme G opere
ergodiquement alors R, = Ae,. Donc W*(G, B) est un facteur.

Proposition 1-21:

Soit t une trace normale fidéle semi-finie G-invariante sur B. Pour tout R €
W*(G,B)*, posons {(R) = t(R.). Alors { est une trace normale fidéle semi-finie sur
W*(G, BY* prolongeant t sur B*. En outre { est finie si et seulement si t est finie.

Démonstration :

Posons R = W*(G,B). Soit t une trace normale fidéle G-invariante sur B*. Pour
R€ER on a:

{(R*R)=t()_s-(Ri-1R,-1)) = ) t(s- (Ri-1Re1)) = > HR;R,)

s€G sEG seG
=Y #R,R})=#)_ R,R})={RR")
8€G seG
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Donc, R+ R, étant linéaire positive normale et fidéle [23], £ est bien une trace normale
fidele sur Rt qui prolonge ¢ sur B* et qui est finie si et seulement si t est finie. Si, en outre,
t est semi-finie, Id est limite ultraforte d’opérateurs dans B* tragables pour t a fortiori,
Id est alors limite ultraforte d’opérateurs dans Rt tracables pour £ et { est semi-finie.

Théoréme 1-22:

Soit A une C*-algébre séparable commutative. Supposons que le groupe G opére
librement dans A. I existe une bijection de I’ensemble des mesures normées diffuses
G-invariantes G-ergodiques sur A sur D'ensemble des classes de quasi-équivalence des
représentations factorielles de type II, de C*(G, A).

Démonstration :

On va donner un chemin de preuve (Pour la démonstration cf. [23]).

Soit y une mesure diffuse G-invariante, G-ergodique sur A et soit pu la représentation de
A définie par:

52
Pp = /A rdu(r) (cf [26] 8-6-3)

et 7, = Indp,. On montre que Indp, est factorielle de type II et qu’elle est de type finie

si et seulement si u est bornée.On vérifie que si I'on définit de méme u' et 7, alors ), est

quasi-équivalente & 7, si et seulement si p et u' sont des mesures proportionnelles sur A.

Ensuite, on considére une représentation factorielle # de C*(G, A) de type II;, on pose
p = m/A. On montre que p est une représentation factorielle tragable G-invariante de A.
Soit T une trace normale finie sur le facteur engendré par = et t = T/p(A). Soit f la
trace semi-fine semi-continue inférieurement G-invariante et G-ergodique sur A% définie
par (p,t) ([26] 6.4.2) et ps la représentation associée a f ([26] 6.6.4). On montre que 7 est
quasi-équivalente a 75 = Indpy

Enfin, il y a une correspondance entre l’ensemble des mesures G-invariantes, G-
ergodiques sur A et ’ensemble des traces semi-finies semi-continues inférieurement G-
ergodiques sur A. Cette correspondance est donnée par:

fu(a) = /A Ar(a)dp(I) pour tout a € At

ou A, désigne le caractére normalisé associé a 7 ([23] 1.26).
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II - DEFORMATIONS QUANTIFICATIONS STRICTES
ET STRUCTURES DES ALGEBRES DEFORMEES

Les déformations qu’on va considérer dans ce chapitre sont des déformations strictes;
or si on considére une déformation quantification stricte sur une algébre A et si on note
Aj 1a C*-algebre obtenue en complétant A pour la norme || ||s, la premiére condition de
la définition d’une déformation quantification stricte est exactement équivalente & dire que
la famille {A;} avec A vue comme une *-algebre des sections de cette famille détermine
un champ continu de C*-algebres. Donc on va commencer par définir les champs continus
de C*-algebres et en donner certaines propriétés.

II-1 CHAMPS CONTINUS DE C*-ALGEBRES:

Définition 2-1 :
Soit T un espace topologique. Un champ continu E d’espaces de Banach sur T est

une famille (E(t)), . d’espaces de Banach, munie d’un ensemble T' C H E(t) de champs
teT

teT

de vecteurs tel que:

(i) T est un sous-espace vectoriel complexe de H E(t).

teT
(ii) Pour tout t € T, ’ensemble des z(t), ou z € I, est partout dense dans E(t).

(iii) Pour tout x € T', la fonction t —|| z(t) || est continue.
(iv) Soit z € H E(t) un champ de vecteurs; si pour tout t € T et tout € > 0, il existe

teT
z' € T tel que || z(t) — 2'(t) ||< € sur un voisinage de t, alors ¢ € T.

Définition 2-2:
Soit T un espace topologique. Un champ continu de C* a.Igebres sur T est un champ
continu ((A(t)), A) d’espaces de Banach sur T, chaque A(t) étant muni d’une multiplication
— et d’'une involution qui en fait une C*=algébre et A étant stable pour la multiplication et

Pinvolution.’

On définit de méme des champs semi-continus de C*-algebres.

Dans la suite, pour toute C*-algébre A, on note M(A) 'algebre des multiplicateurs
de A et pour tout espace localement compact 2, on note Cy(f2) 'algebre des fonctions
continues a valeurs complexes sur 2 tendant vers 0 & 'infini.

Définition 2-3:
Soit {A,} un champ de C*-algébres sur un espace localement compact 2 et A une
C*-algébre (pour la norme sup) des sections de {A,}. On dit que A est maximale si:
1) L’application «,, de A dans chaque A, est surjective.

2) Pour tout a € A, I'application w —|| 7,(a) || est semi continue supérieurement et
tend vers 0 & I'infini sur .
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3) Le produit usuel de tout élément de A par tout élément de Cy(2) est dans A.

Proposition 2-4:

Soit A une C*-algébre, et soit C une C*-algébre du centre de M(A). Soit Q un
espace localement compact tel que C = Cy(§). Pour chaque w € Q, notons I, I'idéal
des éléments de C' qui s’annulent en w, soit J, = Al, et soit A, = A/J,. Si on note
7., ’homomorphisme de A dans A, alors pour tout a € A la fonction w +—|| 7,(a) ||
est semi-continue supérieurement et par suite le champ de C*-algébres sur Q, {A,} est
semi-continu supérieurement. Si A = C - A alors A est identifiée avec 'algébre maximale
de sections de {A,} par I'application w +—|| 7, (a) ||.

Démonstration:

Etant donné a € A, wy € Q et € > 0. Par définition de la norme quotient il existe une
somme finie t = ), fia; avec f; € I, et a; € A telle que || 7 ,,(a) ||2|l a —t || —e. Soit
g € C tels que || ¢ ||< 1, g = 1 dans un voisinage N de wy, et que g f; soient suffisamment
petits de telle facon que || gt |< €. Alors:

| 7wo(a@) 12l @ =t || —e 2|l g(a—2) || —e 2|l ga || -2¢ =[|a — (1 —g)a || —2¢
Comme 1 — g est dans I, pour w € N, on obtient:

| 7wo(@) I2|| 7w(a) || —2¢ pour w €N

D’ou la semi-continuité supérieure.

IL.1.1 - Champs “provenant” des cocycles:

On va montrer maintenant comment construire un champ de C*-algébres a partir de
la donnée d’un champ de 2-cocycles sur un groupe discret G. Supposons que les cocycles
prennent des valeurs dans le groupe des éléments unitaires du centre de l'algebre des
multiplicateurs de A qu’on note UZM(A). Notons Cy(f2, A) la C*-algebre des fonctions
continues sur {2 a valeurs dans A tendant vers 0 a I'infini.

Définition 2-5
Nous appelons champ continu sur § de cocycles de G, toute fonction o sur G x G x §2
a valeurs dans UZM(A) telle que:
1) Si on fixe w € Q alors o est un cocycle normalisé sur G, c’est a dire,

o(z,yz;w)o(y, z;w) = o(zy, z;w)o(z, y;w)

pour tous x, y, z € G et
o(z,e;w) =1=o0(e, z;w)

oll e désigne I’élément neutre de G.
2) Sion fixe x,y € G, alors o est continue sur Q@ (UZM(A) étant munie de la topologie
de la convergence simple)
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3) Pour tout f € Co(f2, A) la fonction

(z,y) — f(")o(z,y;")
de G x G dans C,(Q2, A) est mesurable.

Soit I’algebre définie comme suit: on choisit une mesure de Haar & gauche sur G. Pour
®, ¥ € L'(G,Co(R, A)) on définit le produit:

(@ ¥)(z) = / B(y)U(y z)o(y, v~ a5 )dy

et 'involution:

®*(2) = ¥(7!) o(z,27;) Ae )

ou A est la fonction module sur G. On notera la *-Algebre de Banach obtenue par

LY(G,Q,A,0).

Pour w € Q soit I, I'idéal (dans Cy(2)) des fonctions s’annulant en w et soit J,, 'idéal
correspondant de Cy(§2,A). Donc o prend ses valeurs dans UZM(J,), et exactement
comme ci-dessus on peut former L'(G, J,, o) qui sera un idéal fermé de L'(G,Q, A, 0).
Soit o, le cocycle o(-,-,w) & valeurs dans U ZM(A), on peut définir également L!(G, A, 0.,)
de noyau L!(G, J,,0) tel que L'(G, A, 0,,) posséde la norme quotient correspondante.

Soit C*(G,Q, A, o) la C*-algébre enveloppente de L1(G,Q, A,5). On définit de la méme
maniere les C*-algebres C*(G, J,,0) et C*(G, A, ow).

Rieffel montre dans [27] que:

C*(G,Ju,0) = C*(G,Q, A, o)L,

Proposition 2-6:
Avec les notations ci-dessus, soit ¢ un champ continu (sur Q) de cocycles sur un

groupe discret moyenable G. Alors le champ de C*-algébres {C*(G, A,ow)} sur §, est
semi continu supérieurement.

Démonstration:
Comme C*(G, J,,0) = C*(G,Q, A,0)1,, il suffit d’appliquer la proposition 2-4.

Maintenant on désire avoir un résultat analogue pour la semi-continuité inférieure.
Avec les mémes notations que ci-dessus on choisit une représentation fidele de A dans un
espace de Hilbert H, et une mesure de Borel positive sur {2 de support 2, et on considere la
représentation fidéle correspondante, P, de Co(R2, A) sur L?(Q2, A). On peut induire cette
représentation en une représentation de L!(G,Q, A,0). La complétion pour la C*-norme
correspondante donne par définition la C*-algébre réduite C(G,Q, A, o), or comme G est
moyenable, cette C*-algebre est égale & C*(G, 2, A,0). On définit la représentation (U, 1)
de (G, Co(R, A)) sur L*(G, L*(Q, H)) par:

(Uyn)(z) = P(a(z7",y))n(y " 2)
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(u(a)n)(z) = P(a)n(z)
Pour z,y € G et a € A. Si on Définit Q) par:

Q&) = / u(®(y))Uyndy

pour ® € L}(G,Q, A, ), Q définit une représentation * de L' (G, 2, A, o) (1a représentation
‘induite). Soit Q,, la représentation correspondante de L}(G,Q, 4,0) ou C*(G,Q, A,0) sur
L%(G, H) obtenue par des formules analogues & celles ci-dessus mais évaluée en w.

Théoréme 2-7:
Soit ¢ un champ continu (sur §?) de cocycles sur un groupe discret moyenable G.

Alors le champ de C*-algébres {C} (G, A,ow)} sur Q, est continu.
Démonstration:

On montre tout d’abord que pour tout ® € L'(G,, A4, o), la fonction w — Q,,(®)
est continue pour la topologie forte des opérateurs sur L%(G, H). 1l suffit de montrer ceci
pour ® € LX(G, 2, A), 'espace des fonctions bornées mesurables a support compact sur G
a valeurs dans Cy({2, A) car il est dense dans L!(G,, A,0). Soit £ € L?(G, H), et wy € Q.

Pour un z fixé dans G, quand w converge vers wy la fonction

y — u(®(y,w))P(o(z™",y,w))é(y~" - )

converge simplement vers la fonction correspondante pour wy, et est dominée par la fonc-
tion y —|| ®(y) |loll €(y~? - 7) || dans L%(G). Ainsi, en appliquant le théoréme de la
convergence dominée, (Qw(<I>)§)(a:) converge vers (Q‘,o((I))‘f)(:c) pour tout r dans G. Mais
ces fonctions sont a leur tour dominées par la fonction || ®(-) || X || £ || qui est dans
L%*(G), ou x désigne la convolution ordinaire sur G. Ainsi, en appliquant de nouveau le
théoréme de la convergence dominée, on montre que Q. (®)¢ converge dans L*(G, H) vers
Quo(®)€. Donc Q. (P) converge vers Q.,(®) pour la topologie forte des opérateurs. Mais
comme la norme est semi-continue inférieurement pour la topologie forte ceci implique
que w +—|| Qu(®P) || est semi-continue inférieurement. On conclut la démonstration du
théoreme en appliquant la proposition précédente.

Remarque 2-8:

Si A = €, on a la formulation universelle des résultats ci-dessus. Soit I' = I'g
l'ensemble des cocycles sur G & valeurs dans T (les nombres complexes de module 1). On
suppose que I' soit muni de la topologie de la convergence simple. Alors I'application
o +—— A, pour o € T est un champ continu de C*-algébres sur I'; ott A, est la C*-algébre
du groupe G déformée par o.

II-1-2 Champs “provenant” des actions:

Dans cette partie on construit des champs de C*-algebres a partir de champs continus
d’actions d’un groupe sur un champ de C*-algebres. Ici on ne suppose plus que G soit
discret car on voudrait appliquer cette construction a des cas plus généraux (voir III-4).
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Définition 2-9:

Soit G un groupe localement compact. On appelle champ semi-continu supérieurement
d’actions de G sur les C*-algébres, la donnée d’un champ semi-continu supérieurement
{A.} de C*-algébres sur un espace localement compact 2, avec une C*-algébre de sections
maximale A, des applications 7, et d’'une action a de G sur A qui laisse stable tous les
noyaux K, des ,, et par suite induit une action sur chaque A,,. Si {A.,} est continu, alors
on dit que le champ d’actions est continu.

Théoréme 2-10:

Soit a un champ semi-continu supérieurement d’actions de G sur le champ {A,} de
C*-algébres. Pour tout ® € L1(G, A) et tout w € R, soit | ® ||, la norme de & dans la
C*-algébre produit croisé C*(G, A,;a). Alors la fonction w —|| ® ||, est semi-continue
supérieurement et par suite {C*(G, Au;a)} est un champ semi-continu supérieurement
de C*-algébres sur Q. En plus, C*(G, A, a) est identifiée avec la C*-algébre des sections
maximale de ce champ.

Démonstration:

Pour w € 2, notons comme précédemment I, l'idéal de C(2) des fonctions
s’annulant en w. On a K, = I,A. Maintenant il est clair des hypotheéses que les éléments
de C.,(2) € M(A) sont invariants sous 'action a. Par suite:

C*(G,K.;a) = L,C*(G, 4; @)

donc

C*(G, Aw;a) = C*(G, A;a)/I, C*(G,A;a)

On conclut le théoréme par application de la proposition 2-4.

I1-2 DEFORMATIONS QUANTIFICATIONS STRICTES SUR LES TORES:

Définition 2-11: [28]

Le tore non-commutatif de dimension d qu’on notera Ay est la C*-algébre universelle
engendrée par d opérateurs unitaires {U; }1<i<a qui satisfont la relation suivante:

UkUj = emp(2z’7r9,-k)U,~Uk

ou {0;x} est une matrice antisymétrique réelle.

Rieffel a montré [17] que les tores non-commutatifs sont des déformations quantifica-
tions strictes des tores ordinaires.

Soit T* le tore ordinaire de dimension d identifié avec IR?\ Z¢, et soit A = C=( T?)
I’ensemble des fonction C* sur T?. Soit G le groupe IR? (ou T*) agissant sur A par
translation avec I’action correspondante de I'algtbre de Lie L = IR%. Pour i = 1,...d

19



notons par X; le champ de vecteur sur T correspondant 2 la différentiation dans la ;S0
direction. Les structures de Poisson G-invariantes sur T*¢ sont de la forme:

A=—-m"1) " 0uX; A Xy
i<k
ou {6;1} est une matrice antisymétrique réelle et le facteur 7! est introduit pour simplifier
certains calculs ultérieurs. 6 sera aussi considérée comme une forme bilinéaire sur IR? ou

Z* quand il sera convenable de le faire. Soit u la mesure de Lebesgue sur T? de masse
totale 1.

Pour obtenir la déformation quantification stricte correspondante, on prend la trans-
formée de Fourier sur A comme on fait pour obtenir le produit de Moyal [9] qui est une
déformation quantification de M = IR®" muni de sa structure de Poisson standard. Soit
e la fonction sur IR définie par e(t) = exp(2mit). Pour f € C°( Td) on définit sa

transformée de Fourier, f , sur Z¢ par:
f(n) = é(n-z)f(z)du(x
f(n) /T‘ ( )f(z)du(z)

ot n - z est le produit intérieur dans IR?. 1l est clair que la transformée de Fourier envoie
C>( T?) dans §( Z?) = I’ensemble des fonctions de Schwartz sur Z¢. En plus, le produit

usuel est transformé en un produit de convolution, I'involution devient f"‘(n) =f (—n),
la mesure de Lebesque u, devient une évaluation en O et la translation par ¢ € IR? est
transformée en une multiplication par n — e(n - ¢). Alors l'opérateur X; correspond a la
multiplication par 2inn; et donc , le crochet de Poisson est donné pour ®, ¥ € §( Zd) et
n e Zd, par:

{®,¥}(n) =4n Z Zejkmjﬂ‘b(m)(nk —mi)¥(n —m)
me L' Ik
=4r Y &(m)¥(n—m)b(m,n)
me Zd

ou f(m,n) = Ej,k Oixmj(nk — my).
Comme 6 est une forme antisymétrique, 8(m, m) = 0. On choisit comme intervalle I de la
définition 0-2 toutIR, et pour tout ki € I, on définit un bicaractére oy sur Z¢ par

on(m,n) = e(h6(m,n))

Puis on pose:
(@* T)(n)= Y ®(m)¥(n—m)on(m,n)
me Zd

Comme o, est antisymétrique il est convenable de poser:
®*%(n) = &(—n)
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que nous noterons ®* car elle ne dépend pas de k.

La fonction 7 définie par 7(®) = ®(0) est une trace sur §( Zd) pour x5 et on a:
r(® % T%) = (2, T)
ou ( , ) est le produit usuel sur L*( Zd), indépendant de k. En effet:

T(@ *k \I/*) = (q) *h \I’*)(O)
=) " ®(m)¥*(-m)

=" &(m)¥(m)
=(%,7)

Pour tout A €IR, soit 3 la représentation réguliére de §( Zd) sur L?( Zd). Chaque
7y est fidéle sur S( %d) en fait: si n;(®)¥ = 0 pour tout ¥ € L?( Zd), en particulier pour
¥ =%*ona®x*; ®*(0)=0. Or

D+ *(0) = 7(® *1 %)
=(2,®)
=[| @ |22

donc ® = 0. Alors on pose || @ ||s=|| =& ||-

Il est clair que si on complete ces algebres Apg on obtient les tores non-commutatifs
correspondants Apg [28].

On doit maintenant montrer les conditions de la définition 0-2. On va commencer par

la deuxiéme condition, car c’est bien celle 14 qui caractérise une déformation quantification.
Pour tout ®, ¥ € S( Z?) et tout k € IR soit:

Ap = (®x U — U xy, ®)/ih — {, T}
On montre facilement que pour tout n € Z¢,

Ax(n) = Z ®(m)¥(n —m)[(oa(m,n) — on(n,m))/ih — 4x6(m,n)|
me /A

Notons par Fj(m,n) ’expression entre crochets. Un calcul simple montre qu’il existe une
constante K telle que:

(e — eTit)/it -2| < K|t

pour tout nombre réel t. Et par suite
Fi(m,n) < K'|K||8(m,n)|?
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ou K’ = K(27)%. D’autre part, il existe une constante M tel que:
6(m, n)| < Mirm|n],
ou | | désigne la norme Euclidienne sur %4 CIR?. Ainsi:
Aa(m)] < 3 12(m)|¥(n — m)||Fa(m,n — m)|
< " 18(m)[|¥(n — m)|EK mfjn — m?,
=hE” (|- PI2I()) x (|- P12()) (n)
ou K” = K'M? et x désigne la convolution ordinaire des fonctions dans S( Z?). Comme

[ ?1®](-) € S( Z?) et similairement pour ¥, leur convolution est dans LY( Z%). Mais
comme la norme L' domine toutes les normes I &, on a:

WAL TR RE” (] PIIC) ol |- P2E) | o

Il s’ensuit que || Ay, ||4 tend vers 0 quand / tend vers 0 et la condition 2) est ainsi démontrée.

La condition 1) de la définition 1-2 est une conséquence de la remarque 2-8: dans la
situation présente on prend G = Z?. Comme 'application ki +— o} est continue delR
dans T', il s’ensuit que {Agh} est un champ continu de C*-algébres.

Théoréme 2-12:

Soit 6 une matrice anti-symétrique qui définit une structure de Poisson A sur T?:
A=-7"13"6,.X; A X,
i<k

Pour tout réel h, soit Agy la C*-algébre obtenue en complétant (pour la norme I 1ls)
S( Z%) muni du produit:

(B *» ¥)(n) = Z ®(m)¥(n — m)oy(m,n)

de I'involution $**(n) = &(—n) et de la norme | @ lla=|| 7a(®) ||
Alors la famille {A¢nr} fournit une déformation quantification pour C( Td) dans la di-
rection de A.

Remarquons que tout tore non-commutatif peut étre obtenu par une succession de
produits croisés par action du groupe Z, commengant par ’action triviale de %, sur € .
Donc, une maniére pour étudier les tores non-commutatifs consiste & utiliser les propriétés
des produits croisés.
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II-3 STRUCTURE DES TORES NON-COMMUTATIFS:

Dans cette section, on s’intéresse aux variétés symplectiques T?P car les produits %
sont essentiellement définis sur les variétés symplectiques. On va construire des produits *
sur C°( T??) en suivant la méthode de Rieffel, mais, au lieu de considérer la transformée
de Fourier usuelle, on va définir la transformée de Fourier symplectique de fagon a faire
apparaitre la déformation quantification par une formule semblable & celle existant dans
le cas de IR?". '

On étudie ensuite en détail la structure des algébres obtenues et leurs représentations.

1 - Construction des produits *:

On définit la transformée de Fourier symplectique pour u € C*( T??) par:

: dqda
— 2i(ar—gk) q
(Fu)(k,r) /sz u(a, q)e (2m)r

onk,re Z? eta,qge TP.
On considére aussi sur T?? la 2-forme symplectique 2:
P
Q=" —6:Xi A Xiy,
=1
ou ; €IR pour tout :.

Pour construire un produit « sur T??, on va former le produit croisé de L*( Z*) muni
du produit de convolution usuel par Z? pour l'action définie par:

RS~ 0:min;
(ml,...,m,,)f(nl,...,np)=e4'h(z.-=10' "")f(nl,,,,,np)

ou f € LN Z?); m=(my,...,mp) € P, n=(ny,...,np) € EP et ke IR.
Le produit dans L* ( ZP, L*( ZF)) est donné par:

(@ ¥)(n) = z &(m) x m-¥(n —m)
me 4*
ol x désigne la convolution usuelle sur L'( Z”) et I'involution par:
¥(n) =n- [(2(-m)]
Un calcul simple montre que: '
@aO)E) )= T e(mm)E(n! —m)n? - m?)e(Ti, et —m))
m! m2€ zr
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ou nl = (ni,...,nl)n? = (‘n%,...,nf,);m1 = (ni,...,ml)m? = (n%,...,m:) € ZP et
que:

(I,*(nl)(n2) — e4ih(2:’=1 O;n}n?)_—q)(_nl)(_nz)
Considérons maintenant ’application A de L'(zr, L' %* )) dans L( ZZ”) définie par:
(A(‘P))(nl, n2) — e—2ih ZLI 0;n}n?(§(n1)(n2)

ou L'( Z*!) est muni du produit et de I’involution suivants:

(Fxn G)(n1,...inzp) = Y F(m)G(n — m)e™ Lia bilminppiznimy 40)
me /A

et F*(n) = F(—n) pour tous F G € LY( Zzp) ou n = (ny,...,nzp) ; m= (ma,...,map)

On vérifie facilement que pour tous ®, ¥ dans L'( Z?,L'( Z")) on a:
A(@*n ) = A(B)xn A(T) et A®*) = (A(D))"

Donc A est un isomorphisme de L'( ZP,L'( %P )) sur L'( Z?*° )-

Remarquons que cette construction est exactement analogue a la construction du
produit de Moyal sur IR*" par produit croisé de L'(IR™) par IR"™. Rappelons I’expression
intégrale de ce produit *:

UKV = F—I(Fu Xg Fv) pour tous u,v € S(IRzn) ot
(Fu)(k, 7') = /len u(p’ q)e2i(PT—qk) df:iq

) dk] d‘r1
7rﬂ

et ux,v(kr)= /IR’" u(ky,r1 ) vo(k — ky,r — 1 )e—2i(k1r—kr1

Notons également que le produit + sur C( T?r ) qu'on vient de construire admet
comme le produit de Moyal sur IR?" un développement formel:

h" r
Ukp V= ; T (%) P (u,v)

ou P(u,v) est le crochet de Poisson défini par la 2-forme § et qu’on notera {,}. En effet
il est clair que le crochet de Poisson est donné pour F , G dans S( Z*?) et n € Z* par:

{F,G} = —4) " 8;F(m)G(n ~ m)(mispni — nigpm;)

=1
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D’autre part on a pour tous u, v € C®( T?P):

(Fu)sa (Fo) ()= 3 (Fu)(m)(Fv)(n — m)eHh 2ims (mimesiTnimir s

me /A
h)" [ r
- 2 gmr!) [ 3" :(minpsi = nimpa)] " (Fu) (m) (Fo) (n — m)
me Z2rr20 i=1
- (G S W PN o SN o PRI
Z Z ol ZCT( 1) (Z O,m,n,,.H) (Ze,n,mp.H) X
me L3P >0 =0 i=1 i=1

x (Fu)(m)(Fv)(n —m)

— (zzh)r ~ l r—1 1 r—
= > Z—;—;cr(—n Ois oo 0 F(Oh 2, 00}, aps, ) (M)

me 3 r20
x F (8! 7t s v)(n—m)

Zpgiy - Tptip Tiggy-

D’ol1 on obtient :

F~' (Fuxp Fv) =) % (%)rP’(u, v).

r>0

On montre facilement comme dans le paragraphe II-2 que la représentation » réguliere
gauche mp de, C°( T?) sur L?( T?P) est fidéle et on pose donc || u |ls=| 7a(u) |- Il
est clair que la C*-algebre enveloppante est ’ensemble des fonctions continues sur T<P:
C( T?!). Par une démonstration analogue & celle du paragraphe II-2 on montre qu'on a
ainsi une déformation quantification stricte de C*°( T??) dans la direction de {, }.

D’apres le chapitre I, il est clair que C( T?”) muni de ce produit * est isomorphe a
C*( Z?,A) ou A est la C*-algébre enveloppante de LY( ZP).
Dans ce qui suit on va étudier la structure de la C*-algébre obtenue pour h = § et on la
notera Ag. On identifiera L'( ZP, A) avec AQL!( ZP) oi ® désigne le produit tensoriel
complété pour la norme L'. On va aussi identifier A avec son image dans LY( Z?,A) par
I'isomorphisme @ — a ® o ol &g est la fonction caractéristique du singleton 0.

Notons que comme A est commutative, elle est postliminaire et par suite toutes les

représentations factorielles de A sont de type I et sont tragables ([26]-9-1). D’ol 2= AA =
Aq,. Remarquons aussi comme A = C*( Z*) (la C*-algébre du groupe ZF) alors A est
égal & %P et est donc identifié avec T?.
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2 - Structure des C*-algébres:

Lemme 2-13:
Soit 7 une représentation irréductible de A alors il existe ¢ € ([0, 1[)" tel que Vf € A,

w(f) = f(cp)I ;ou f désigne la transformée de Fourier de f et I désigne I'identité. De plus
@ ne dépend que de la classe d’équivalence de .

Démonstration:

Soit 7 une représentation irréductible de A. Comme A est commutative w(A) est

inclus dans son commutant (W(A))I. Or ce commutant se réduit aux scalaires donc pour
tout f dans A il existe un a € € tel que 7(f) = al. Soit axy = w(ex)ou k€ Z?. On a

(ex x €5) =) ex(m)ej(n— m) = ej(n — k) = €j14(n)

Donc
Ozk.H'I = W(Ek X €j) = 7T(€k)7r(€j) = aka_,-I
et
ex(n) = ex(-n) = e—x(n)

or m(ex) = w(ex)* d’ol a_g = @i Par suite: a @y = ara_r =ag =1, log] =1

Donc il existe ¢ = (p1,92,...,¢p) € ([0,1[) tels que:

( _ =2impy
®(1,0,...,0) = €

_ . —2ir
ag,1,.0) =€ ¥

—2iTp,

\ ®(0,0,...,1) = € _
Il s’ensuit que a; = e~2""%¢ Soit maintenant f € A on a:

w(f) =7} f(K)ex) = 3 F(k)n(ex) = Y f(k)e eI = f(p)I
k k k ‘

Soit #' une autre représentation irréductible de A dans un espace H,, telle que 7’ soit
équivalente a m. Donc il existe un isomorphisme ® de H, dans H.. tel que ='(f) = ®(x(f))

pour tout f dans A. D'ot: f(¢')Iuw = ®(f(¢)u, = f(¢)®(In,)- Donc f(¢') = f(¢)
V fe€Aetparsuitep=¢ ' +Lloul€ Zoryety €[0,1] alors p = ¢'.

Proposition 2-14:

Si 8; est irrationnel pour tout i = 1,...,p alors Z* opére librement et non réguliérement
dans A.
Si 0; est rationnel pour tout 1 = 1,...,p alors %P opére réguliérement et non librement
dans A.
S’il existe ¢ et j € {1,...,p} tels que 8; soit rationnel et 6; soit irrationnel, alors ZP opére

non librement et non réguliérement dans A.
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Démonstration:

Soit 7 € A et soit Y€ ([0, 1[)p tel que pour toute représentation irréductible de classe
7 et pour tout f € A on ait n(f) = f(go)I. Le stabilisateur de 7 dans Z? est:

Z€.={k=(k1,.,,,kp)e zr telque k-‘r:T}

Ona: (kr)f =r(—k- f) = —Kf(p)l Or (=kf)(n)=e 2" 2im ¥k f(n)

D’ou on montre facilement que:
(kr)f = f(cp +k-0)I ou kb= (6iky,...,0:k,)

Donc:

Z2 = {k=(k,...,kp) € Z” telque (kr)f=71f V fe€A}

={k=(ki,...,k,) € Z" telque f(p+k8)=f(p) ¥V feA}
= {k = (k1,- - kp) € APtelqu’il existe | = (Iy,-- 1) € ZP t.q k161 =1, - ky0, = lp}
D’autre part l'orbite de 7 est :

O, ={kr,k € TP} = {kp,k € %P}

= {(‘Pl + k101,...,gop +kp9p),(k1,...,kp) € Zp}

Par conséquent on voit que Z% est indépendant de 7 et si tous les ; sont irrationnel il est
clair que Z? = {0} et que O, est dense dans A. Par contre si §; = % avec p;, i € L et
pi et g; sont premiers entre eux pour tout ¢ = 1,...,p alors Z? =¢q; Z X ...q, Z. Dans
ce cas

01’ = {(‘Pl +k1011"'7¢p+k})01);k1 =0,1,-..,qi - 1}

Donc O, est finie. Montrons que O, est discrete. Comme A est commutative, A est
un Ty-espace et les points de A sont des fermés. Donc le complémentaire d’un point ¢
dans l'orbite: O, = O7 — {p} est un fermé car c’est une réunion finie de fermés. Le
complémentaire de O’ dans A est un ouvert O de A et on a ON O, = {p}. D’o {<p}
est un ouvert de O,. Par suite O, est un espace topologique discret. Enfin s’il existe ¢ et
J € {1,...,p} tels que 6; soit rationnel et §; soit irrationnel, il est clair que O, n’est pas
discrete et que ZP # {0} car {0} x...qi Z x ... {0} C Z*.

Théoréme 2-15:

Si 6; est irrationnel pour touti = 1,...,p, alors le centre de Ay est réduit aux fonctions
constantes.

. S’il existe certains 6; ratwnnels alors le centre de Ay est 'ensemble des fonctions continues
sur T?? périodiques en la {€HE et Ia i+ p)@— variables pour tout i tel que 0; soit rationel.
La période étant la méme pour la FEMmE o4 |y (t+ p)ﬂ variables et est ega.le a q— sif; =B,

Di et g; sont des entiers premiers entre eux. En particulier si pour tout : = 1,...,p,6; est
entier, alors Ao est commutative.
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Démonstration:

Si tous les 6; sont irrationnels, %P opére librement dans A, par suite pour tout
s € %P — {0}, A, = 0. D’autre part comme Z” est moyenable C}( Z”, A) = C*(Z*,A).
Donc en appliquant la proposition 1-10 on déduit que A est une sous C -algebre commu-
tative maximale de Ag. Par suite le centre de Ay est inclus dans A. Notons Z ce centre et
soit b ® €9 un élément de Z. b ® £y commute en particulier avec €9 @ a pour tout a dans
LY( ZP?). Or un calcul simple montre que:

(b® €o0) *r (€0 ® a)(m)(n) = b(n)a(m)

et
(50 ® a) * i (b ® 60)(m)(n) = a(m)b(n)eﬁ"(z:?:l #;m;n;)

Donc pour que b ® ¢ commute avec €9 @ a pour tout a il faut que b(n) = 0 pour tout
n € ZP — {0} ou encore b = Aeg avec A € € . D’autre part il est clair que Aeg ® €
commute avec Ag pour tout A € € . Par suite le centre de C*( ZP, A) est réduit aux
multiples scalaires de 'unité et en revenant dans Ay par transformée de Fourier on voit
que le centre est ’ensemble des fonctions constantes.

1 est facile de voir que Ay est isomorphe au produit tensoriel:
Ap ®Ap,®...R A,

ou Ay, est la C*-algeébre produit croisé de B (la C*-algebbre enveloppante de L!( Z)) par
Z muni du produit:

(f *n 9)("1,712 Z f(mi,m2)g(ny — my, ng — my)eh i{mamz—nin,]
me Zz
Sif; = ¢, commencons tout d’abord par chercher le centre dans Ag,.

Montrons dans une premiere étape que si F est un élément du centre de Ay, alors
F(m)(n) = 0 si m ou n n’appartient par a q; Z. Supposons que F = f® g ou f € B et
g € L1( Z). Un calcul simple montre que:

F % (6, ® 60)(m)(n) = g(m)f(n _ 3)e2i1r0.-sm

et que

(€s ® €0) *n F(m)(n) = g(m)f(n — s)

Donc pour que F commute 4 e, @9 V s € Zilfaut queg(m)=0 V m ¢ ¢ Z.
De méme on montre facilement que pour que F commute & eg ® £,V t € Z il faut que
f(n) =0 V ndgq Z. Par suite F(m)(n) = 0 si m ou n¢q; Z. Comme B ® L!( Z)
est dense dans C*( Z, B), on montre par passage a la limite qu'une condition nécessaire
pour qu'un élément F' de C*( Z, B) soit dans son centre est que F(m)(n) = 0 si m ou
n € ¢ X
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D’autre part, on vérifie facilement que tous les €,,®¢, avec s¢ et to appartenant  ¢; Z
commutent avec £,Q¢, pour tous s, t dans Z. Par passage a la limite on montre que la C*-
algebre produit croisé C*(q; Z,C*(g¢; Z)) est dans le centre de C*( Z, B). Donc ce centre
est exactement C*(q; Z,C*(q; Z)). Et en revenant dans le tore par transformée de Fourier
on voit que le centre de Ay, est 'ensemble des fonctions continues sur T? périodiques en
les 2 variables de (méme) période %. On conclut ainsi la preuve du théoréme.

Définition 2-16:
1) Une C*-algeébre A est dite liminaire si pour toute représentation irréductible m de A
et pour tout z € A, () est compact.
2) Une C*-algébre A est dite postliminaire si toute C*-algébre quotient non nulle de A
posséde un idéal bilatére fermé liminaire non nul.
3) Une C™-algébre est dite antiliminaire si elle ne posséde aucun idéal bilatére fermé
liminaire non nul.

Théoréme 2-17:

Si 6; est rationnel pour tout i = 1,...,p, Ap est liminaire, n’est pas simple et son
spectre est le tore de dimension p : T? muni de sa topologie usuelle.
Si 6; est irrationnel pour tout i =1,...,p, Ay est simple et antiliminaire. B
S’il existe ¢ et j dans {1,...,p} tel que §; soit rationnel et 0; soit irrationnel, alors Ay est
antiliminaire et n’est pas simple.
Démonstration:

Supposons 6; rationnel pour tout i = 1,...,p. Pour montrer que Ay est limi-

naire il suffit de montrer que toute représentation irréductible de Ay est de dimension
finie car en dimension finie ’ensemble des opérateurs sur un espace de Hilbert H est
égale 3 I'’ensemble des opérateurs compacts sur H: L(H) = L (H). Soit donc = une
représentation irréductible de Ag et T une représentation irréductible de A. Comme Z?
opere réguliéremenli dans A, d’apres le théoreme 1-17, on déduit qu’il y a une bijection
entre C*( ZE)" et Ag ou Z} désigne le stabilisateur commun de tous les 7 dans A. Par
suite il existe une représentation irréductible V de Z% tel que 7 soit équivalente & la
représentation induite par (I H, ®V,p-®1I Hy ). D’aprés ce qui précéde concernant les
représentations induites des produits croisés, on déduit que /A a pour classe d’équivalence
( GGBT ) ® Iy, ou T est la ZP-orbite de T et 'espace de 7 s’identifie & 6697_ H,  Hy.
! ‘ !

Or Hy et H, , sont de dimension 1. En effet, comme Zf et A sont commutatifs, toutes
leurs représentations irréductibles sont de dimension 1, donc la dimension de H, est égale
au cardinal de T: |T| or ce cardinal est fini; en fait |T| = [[}_, ¢i o0 6; = %:} avec p; et ¢;
premiers entre eux.

Le spectre de Ay est homéomorphe & C*( ZY)" car A est commutative séparable et
Vapplication 7 +—— Z? est continue (voir [25]). Or C*( Z{)* = Z¥ = TP muni de
sa topologie usuelle.

Supposons maintenant que tous les 8; soient irrationnels. ZP opére librement dans A
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donc pour montrer que Ay est simple il suffit de montrer que A n’a pas d’idéaux bilatéres
fermés ZP-invariants non triviaux (voir théoréme 1-15). Supposons que I soit un tel idéal
et soit [ = { ffel }- Soient f un élément non nul de I et ¢ € TP. Il existe kg € ZP
tel que kg - f(¢) # 0 en effet pour k € ZP, k?f(O) = f(cp — k- 0) et comme ¢ — kp décrit
un dense dans T? quand k varie, si k- f(p) était nul pour tout k dans Z”, f serait
nulle. kg - f étant une fonction continue donc il existe un ouvert U ko contenant ¢ tel que
() #£0 VY $eU, A
On recouvre ainsi T? par des ouverts Uy, tels que V Y €Uionaitk- f() # 0. Comme
T? est compact, on peut en extraire un nombre fini d’ouverts recouvrant T?, soient
Uk,,.-.,Uk,. On considére une partition de I'unité sur TP: ®k,, ..., Pk, desfonctions C®
a supports compacts contenus réspectivement dans Uky,---, Uk, telles que ¢, +... ¢p, = I.

Soit g € C( TP);
9= 9= hyk;f
j=1 j=1

ol hg; est la fonction continue sur T? définie par hy; = ¢y, ﬁg sur Uy; et nulle en dehors
t)

de Uy;

Comme I est ZP-invariant alors il est clair queg e [. D’'ou [ = C( T?) et par suite I = A.

Supposons maintenant 6; rationnel et 8; irrationnel pour certains ¢, j dans {1,...,p}.
Alors Ay, est liminaire et son spectre est donc homéomorphe & PrimAy,. Mais ce spectre
est aussi homéomorphe a Zg'. ou Xy, est le stabilisateur commun de tous les 7 dans B.
Par suite Ay, posséde un nombre infini d’idéaux bilatéres fermés non triviaux et il en est
de méme pour Ag qui n’est donc pas simple.

Montrons que dans cas Ay est antiliminaire. Pour ceci il suffit de montrer que Ay, est an-
tiliminaire car si on considére une représentation j de Ag, de type II et une représentation
m; de Ay, de type I pour tout i # j. Alors 7; ® 7. .. Tp serait une représentation de Ag
de type II.

Maintenant pour montrer que Ag; est antiliminaire il suffit de prouver que pour tout R
non nul dans Ay,, il existe une représentation irréductible non tracable m de Ay; telle que
m(R) # 0 car si on a ceci et on suppose que Ay, posséde un idéal I bilatére fermé liminaire
non nul, I contiendrait un R non nul et pour cet R il existe une représentation irréductible
non tragable m de Ay, tel que m(R) # 0 donc n(I) serait # 0. D’aprés [26] 2-11-3, la
réstriction de 7 & I est irréductible, donc x(I) C Lc(Hx). Dol m(Ag;) D L (Hx) ([26]
4-1-10) et = serait alors tragable ([26] 6-7-5). Or 7 n’est pas tracable car la Z-orbite de
7 est de stabilisateur nul et n’est pas discréte (voir la proposition 1-18). Soit R non nul
dans Ay, il existe s€ Z et € B tel que R(s) € Kerr. Toute représentation 7 de classe
IndT ou T est la Z-orbite de T est bien irréductible non tracable et tel que m(R) # 0

puisqu’on a Kerm = S( ﬂT Kera).
43

Remarques 2-18:
1) Si tous les 6; sont irrationnels on a d’apreés la proposition 1-13: L’application
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Ind : T —— IndT est homéomorphisme de I’espace topologique quotient A | ZP? sur le sous-

espace I nd(/i | ZP) de Ay oti IndT est la classe de quasi-équivalence de représentations de
Ag associée 4 T.
2) Si tous les §; sont irrationnels, toute représentation de Ay est fidéle.

3) Si tous les §; sont irrationnels PrimAs = {0} et donc Ag est muni de la topologie
grossiére.

3 - Structure des algébres de Von Neumann:

Notons que si tous les 8; sont rationnels, toutes les représentations de Ay de type 1
car Ag est liminaire. Dans la suite on va s’intéresser aux types des représentations de Ay
lorsque tous les §; sont irrationnels. On prouve alors le théoréme suivant:

Théoréme 2-19:

La représentation * réguliére gauche de Ay est factorielle de type I, et c’est I'unique
représentation * factorielle de type II, de Ag (& quasi-équivalence prés).

Démonstration:

L’algébre de Von Neumann engendrée par la représentation x réguliére gauche de Ag
est en effet la W*-algébre produit croisé W*( Z?, A) de A par ZP ou A est I'algebre
de Von Neumann engendrée par la représentation réguliere gauche de A sur L?( T?, pu),
p étant la mesure de Lebesgue sur T?. Mais il est facile de voir que A = L*°( T?, i)
(ensemble des fonctions p-mesurables essentiellement bornées sur T?) en fait il est clair
que A est incluse dans L°°( T?, u), d’autre part on sait que L>( T?, u) est une algebre
des Von Neumann commutative maximale de £(L%( T?,p)) (Cf [30]). D’oti il y a égalité.

Maintenant comme A est séparable et comme Z? opére librement dans A, en appli-
quant la proposition 1-6 on déduit que ZP opére presque librement sur A. Alors A est une
sous algébre commutative maximale de W*( Z?, A). Donc pour montrer que W*( Z?, A)
est un facteur il suffit de montrer que Z” opére ergodiquement dans A (Cf 1-20). Pour
ceci on va montrer que la mesure de Lebesgue sur T? est ZP-ergodique. Soit E une
partie y-mesurable de T? telle que u((EU s- E) — (ENs- E)) = 0 pour tout s € ZF.
Montrons que u(E) = 0 ou u( T? — E) = 0. Soit xg la fonction caractéristique de E.
Alors xg € L*( T?,p). Comme {®,(§) = €*™¢}  (n=0,%1,£2,...) est un systéme
orthonormal complet de L2( T?, u),

+oo ) +o00
xe(é) = Z 2 e?'™¢  avec Z |An)? < +o0.

n=—o0 n=-—o00

oo ' +00 . .
XE'(S . 6) — Z /\ne2nrn(£+30) — Z /\ne2nrn$e2nrnao

n=—oo n=—oo

=xp(€)  dansL’( T?,p)
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Donc Ane2i™®0 = ), (s € T?)
Par suite A, = 0 pour n # 0 d’ou u(E) =0 ou u( T? —~ E) = 0.

Considérons maintenant la trace fidéle ¢y définie sur A par:

ool = [ f@du Ve ar

L’invariance de y par Z? entraine 'invariance de oo par ZP. La trace g est normale,
car si (fq) est une famille filtrante croissante de fonctions positives dans L>®( T?, i) de
borne supérieure f € L°°( T?, u) (au sens de la relation d’ordre naturel dans L°°( T?, u)),
on sait que o(f) est la borne supérieure de po(fo). Comme u( T?) = 1, il est clair que
o est finie. Alors la trace ¢, définie sur W*( ZP, A) par p1(R) = @o(R(0)) est fidéle,
normale et finie (voir le proposition 1-21). Ainsi W*( Z?, A) est un facteur fini. Pour
conclure il suffit de prouver que W*( Z”, A) n’est pas discret. Or si on pose

Sn = X([O,ﬁr[)p

alors les S, définissent des projecteurs strictement décroissants de A tels que
©0(Sn) < +oo. Les ¥(S,) ou ¥ est I'injection canonique de A dans W*( ZP, A) forment
une suite strictement décroissante E,, de projecteurs de W*( Z*, A) tels que ¢ (E,) < +oo.
Donc W*( Z?, A) n’est pas continue (Cf [30] 8-prop 3).

Pour achever la démonstration du théoréme, notons que d’aprés le théoréme 1-22,
Papplication y —— Indp, ou p, est la représentation réguliére gauche de A sur L?( T?, u)
est bijective de I'’ensemble des mesures normalisées, ZP-invairantes, ZF-ergodiques u sur

T? dans ’ensemble des classes de quasi-équivalence des représentations factorielles de type

II; de Ay. Mais il y a une seule mesure normalisée, ZP-invariante et Z? -ergodique sur
T?,

II-4 DEFORMATION QUANTIFICATION SUR UN GROUPE CONNEXE ABELIEN:

Dans la section précédente, on a trouvé que I’algébre de Von Neumann engendrée par la
représentation réguli¢re gauche de Ay est un facteur de type II;. D’autre part, on sait que
dans le cas de IR?" muni du produit de Moyal, ’algebre de Von Neumann correspondante
est un facteur de type I [16]. On connait aussi I’exemple du cylindre Tx IR pour le quel

la représentation réguliére gauche engendre une algébre de Von Neumann qui n’est pas un
facteur [31].

On sait que tout groupe de Lie connexe abélien est de la forme T? xIR". Dans cette
partie, on va définir des déformations quantifications sur ceux de ces groupes qui sont
munis d’une structure symplectique invariante et étudier le type des algtbres obtenues
lorsque ce sont des facteurs.

Soit G = T? xIR" avec p + n pair. Une forme symplectique w sur G est caractérisée
par sa valeur wy sur P'espace tangent a T? xIR" a l'origine. Soit g cet espace, g est
Valgebre de Lie de T? xIR™. Soit t ’algébre de Lie de T?. w est une forme bilinéaire
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non-dégénérée antisymétrique sur g- Notons par tt Porthogonal (pour wp) de t dans get
par rad(wg /t) 'espace t NtL. Alors on peut écrire:

t=t'1 rad(wo/i),gl =rad(wo/t) LV

ou L désigne la somme directe orthogonale des sous-espaces.
Et enfin, on a la décomposition suivante:

g=1t L (rad(wo/t)® V') LV.

Maintenant la réstriction de wg & t' L V est non dégénérée, alors (voir [32]) ils existe
k sous-espaces hyperboliques de dimension 2 soient PBy,... Py dans g tels que:

g=t'LVLIP 1:.1P.
Ainsi on voit que
dimg = dimt + dimt! = dimt’ + 2dim(rad(wo [t)) + dimV

et dimV' = dim(rad(wy /t)). Maintenant, il est toujours possible de choisir t' de telle
maniere que son exponentiel soit un tore TP~ * dans T?. V' | V est un sous-espace de
dimension n et I'application exponentielle est un isomorphisme de V' L V sur exp(V' L V).
On I'identifie avec IR™. Enfin on fait I’hypothése suivante:

(Hy) exp(rad(wo/t)) est un tore T*dans T?
ainsi p — k et n — k sont pairs et wy a la forme:
wo =wy + w2 +wz
ou \
2=
wp = Z -0; dz; /\da:H_,_Tk

i=1

est une forme symplectique sur T?* (voir [32]).
1k
w2 = p Z YiAZ;
i=1

(Y;) étant une base de rad(wp /t) tel que exp(Y;) = 1 pour tout i,
(Z;) étant une base de V’ et:

9 T
w3=;ZUiAUi+LE_I£

i=1
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(U;) étant une base de R %,

Soit Ag la structure de Poisson correspondante sur T? x IR™, pour construire un
produitx sur C°( T? xIR"), dans la direction de Ay on prend la transformée de Fourier
symplectique:

2ok

]
» IR u((p, y)ewpz2 [;(Soln,.*.%‘i - niSDH_r%k)

(Fu)(n,z) = /‘I‘
dody

A 4=
+ Z(gpp_k+,'np—k+i - $iyi) + Z (yizi+"—;£ - w"y""'"_;k )]W

=1 i=k+1

ou n = (ny,...,n,) € TPz = (z1,...,2,) € R™y = (y1,...,yn) € IR" et
¢=(p,...,pp) € T?

Dans cette formule on suppose que u soit une fonction C en les variables ¢ et y et
rapidement décroissante & l'infini en la variable y. F'u est alors dans I’espace S( Z? x IR"):
ensemble des fonctions de Schwartz sur Z? x IR"™.

n—k

Maintenant, considérons 'action de Z M IR surL}( Z B3t xIRL#) définie par:

(nl,...,n,_#,xl,...,a:n_;k_)'f(ml,...,m%k,yl,...,yu_;i)=

-k n—k
5= 1

k 2
: 2 ,
ea:p4zh[ E Oinim; + - El Ty sk Yi + p El My esk :c,-yk+,-]_f(m1,...,mE;k,yl,...,ynizk)
= 1=

1=1

Le produit croisé L( Z* IR 2k) par Z*" xIR'T" est identifé 3 L'( Z* xIR"™) munie
du produitx:

Lk

(Fep G)(n,z) = Z /IR" F(m,y)G(n—m,z —y)-ezp2ih[z 0,-(m,-ni+,_§_:£ —n,-mi_*_%k)
me Z° i=1
E%g

k
1 2
+= E (ZiMitp—k = Yintitp—k) + — Ek (ZiY;pnk — YiT;ynk )]dy
i=1 =k+1

Théoréme 2-20:
Supposons que p + n # 0. pour toutes F,G dans S( Z? xIR"),

N

| (F*nG — G*AF)

—=n) _{(F,G} |l

converge vers 0 quand k tend vers 0. En plus, ’algébre de Von Neumann engendrée par la
représentation x réguliére gauche de L'( ZP x IR™) sur L*( ZP x IR"™) est un facteur si et
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seulement si k = 0 et tous les 8; sont irrationnels. Dans ce cas, ce facteur est de type Il
sip#0etns#0,detypell, sin=0 et de type I, sip=0.

Démonstration:

La demonstratlon de la premiere assertion du théoréme est analogue a celle dans
le cas S( /A )(voir paragraphe II-2). Pour la deuxieme partie on rappelle tout d’abord
expression intégrale du produit de Moyal sur IR*~* [31]: pour tous u,v € S(IR™%):

u*v=F"1(Fu x, Fv)

ou

Fu(l,r) = / ugy g etir—e0 24
mn-k !

ﬂ-nk

u X, v(l,r) = /IR""‘ u(ly,r)v(l —4y,r — rl)e_zi(“r"‘rl)dﬂldrl.

n— n—k
Et c’est en effet un produit croisé de L!(IR 2k) parIRZ sous l'action:

(l1y...,8n- k) f(r1,.. T'nzk)=e =1 f(rl,...,rn_;h).

De méme le produit* de Moyal sur le cylindre de dimension k posséde une formule similaire

mais maintenant: dod
F = 2i(pl—gqr) qap
utn / om0 (2m)Fmt

et

uxgv(lr)= ) / u(ly,r1)o(€ — £, — 1y )e Ot g
te T*

On vérifie facilement que c’est aussi un produit croisé de Ll(IR") par Z* sous laction:

m; T. (

(m1,...,me)f(r1,..., 1) = exp’ DI TlyeeyTE).

Pour k = Z, notons le produit *z par x. On a un isomorphisme isométrique d’algébres de

Banach de L'( Z? x IR") muni du produit xz ci dessus sur le produit tensoriel projectif
[33]:
Ll( Zp—k)®"Ll( Zk x IRk)®,rL1(IRn-k)

ot L'( ZP*) est muni du produit« défini dans I1-3 et L'( Z* x IR*) et L(IR"*) sont
munie du produitx de Moyal. En effet, considérons I’application

$:L'( 2P %)@ L'( Z* x R¥) @ L'(R" %) — L'( Z® x IR™)
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On a:
(v1 @ f1 @ a1)*(u2 @ f2 ® az) = (U1 *u2) @ (f1 X f2) ® (a1 X0 a2)

D’apres [33] (voir p. 438 et 476) Valgebre L'( Z? x IR™) est isomorphe au produit tensoriel
projectif:
L'( 277 ")®.L'( Z* x R*)®,L'(R"")

Maintenant L'( Z? x IR") est une algébre de Banach, en effet: si

F= Z Ui fi®a; et G= Evj‘g’kgj@bj

finie finie
alors
F+G = (ui*v;)®(fi X0 9i) ® (ai X5 bj)
ij
et )
| F*G || =inf || (ui*v;) ® (fi X0 9;) ® (@i X4 b5) ||
Sinflluixv; || || fixogill |l @i %o b5 |
S inflluill 1Al Haill amflloill gl o
<kF| NIG]-

Montrons tout d’abord trois lemmes.

Lemme 2-21:

L’algébre de Von Neumann B engendrée par la représentation * réguliére gauche de
LY( Z? x IR") est isomorphe & B; B, ® B3 ot B1, B2, B3 sont les algébres de Von Neumann
engendrées réspectivement par la représentation x réguliére gauche de L( ZP "k), celle de
LY( Z* x IR¥) et celle de L'(IR™F).

Démonstration

Soient m;,72 et w3 les représentations réguliere gauches réspectivement de
LY ZP~%), LY ZF x IRF) et L'(IR"¥) et p celle de L!( ZP x IR™). Soient F =u® f®a
et G =vQ®g® b deux éléments de L'( ZP~*) ®, L}( Z* x R*)®, L}(IR"%).

FxG=(uxv)®(f Xo 9)®(axqb) = (m1(u) @ m2(f) @ 73(a))(v ® g @ D)

D’ou
p(F) € m(L'( ZP~*)) @ my(L( Z* x R¥))my(L*(IR™F))

Onal| p(F)|| <|l f|r.Dapres [30] p. 22, pour tout F € L}( Z? x IR"), il existe une
suite (F,), dans L1( ZP %) ®, L'( Z* x R*) ®, L'(IR"*) tel que F, tend vers F pour
la norme L' | p(F,) tend vers p(F') pour la norme dans le produit tensoriel hilbertien:

L(Z* %)@ L*( Z* x RY) @ L2(IR"*) ~ L?( Z* x R™)
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Donc, p(F) est dans lalgebre de Von Neumann engendrée par l’algébre involutive
d’opérateurs de la forme R; @ R, ® R; + 51985053 +...+Ti®T, ® T;. ou
Ry, 51,...,Ty € B1;Ry,5,,...,T, € By; et R,,Ss,...,T5 € B; et cette algeébre de Von
Neumann est par définition I’algébre de Von Neumann produit tensoriel B; ® B, ® B3 [30].
Donc B C B] ®Bz ® 33.

Soit maintenant u € m1(L'( Z7~*)) ® mo(L}( Z* x IR¥)) @ m3(L} (IR**)). on a
u= Y () ® mo(vi) ® ma(w;) = p()_ui ®v; ®w;) € p(L}( TP x R™)) C B
finie
soit RS QT € B, ® B, ® Bs. R,S et T sont des limites faibles réspectivement de
T1(Un), m2(vp) et 73(wn) quand n tend vers P’infini. Et on a:

<(R®S50T)91 ®92093,f1® f2® fs >=< Rgy, f1 >< S¢a2, f2 >< Ty, f3 >

En utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus on déduit qu'il existe une constante C telle
que:
I<K(R®S®T)91®9: 095, i® 2@ fs>|<Cl< g, o> <gofo> < g3, f3 >|
<N g Il 2 Al g2 11 £2 Wil g3 Ml Aol
D’ou Bl ®32®B3 CB

Lemme 2-22:
B, n’est pas un facteur.

Démonstration:

En effet D. Arnal et J. C. Cortet ont montré dans [31] que le centre de I’algebre de
Von Neumann engendrée par la représentation » réguliére gauche du cylindre de dimen-
sion 2 muni du produit * de Moyal est ’espace des opérateurs Iy, ouf est une fonction
essentiellement bornée périodique en la variable p dansIRde période 1. Il en est de méme
pour le cylindre de dimension k mais maintenant le centre est I’ensemble des opérateurs
Iy tels que f soit périodique en tous les variables dans IRF.

Lemme 2-23:
B3 est un facteur de type I.

Démonstration:

On consideére la transformation S définie sur L*(IR"*) par

s+t

Su(s,t) = Fpu(t — s, 5 )

ou F, désigne la transformée de Fourier sur les "—;ﬁ premiéres variables. Alors on a:

S(u*v)(s,t) = ((Su)o (8v))(s,t) = (\/g)'“—;_k /IR'"W-_" Su(s,t)Sv(ty,t)dt;
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En effet, on peut montrer que le produit de Moyal admet la forme intégrale suivante:
Pour u,v € S(IR"™¥):

; dpidq,dp.d
(u*v)(p,q):/ _k/ _ku(pl,ql)v(pz,qz)eh(pqz—pzqﬂm—pxqz+mq—pq1)MM

™

. _ dp2
e —9(q — 2ipa(qn—g) L2
IR_!_" v(p2, qZ)(fpu)( (q ‘I2)7 71 )e (27‘_)12_'5

=3 fIR..-:.(.va)(2(q - q1), ¢2)(Fpu)(2(g2 — 9), 41)e2ip(q’_q‘)dQ1dQ2
On pose alors:

t1 + 81
2

t1 —s1=2(q2—¢q) et =q

On obtient:
(u*v)(p,q) = /IR (Su)(81,t1)(.7:v)(2q -t — 81,9 + 5 Sl) 2ip(LFH+g— )dt1d31

=/ __ (Su)(s1,t1)(Sv)(t1,2g — 51)e*PI*Vdt, ds, .

Posons alors £ = 2(¢ — s;). On a donc:
r)o,0) = () [ os @ [ o (Sua— G0Nt 0+ §)dadts
= (55 [ (S0 - 3 0)S0) 1,0+ hit] 010).

D’ou

S(uxv)(s,t) = [Fp(uxv)](t - s, t“)

= ([ [ (s

= (\/;)“r IRA;_k(Su)(s,tl)(Sv)(tl,t)altl

-S

tl)(Sv)(tl, t+

Donc la loi de composition des fonctions Su est la composition des noyaux des opérateurs

n—k n—k
d’Hilbert Schmidt sur L2(IR 7 ) et par suite B; est isomorphe & L(L*(IR" z )). (voir
[16]).

Pour conclure la démonstration du théoreme, notons que le produit tensoriel d’un
facteur de type II; et un facteur de type I, est un facteur de type Il [34].
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Remarque 2-24:
Les groupes de la forme IR" x T? peuvent étre vus comme des variétés de Heisenberg.
En effet, si on considére le groupe de Heisenberg Hzg41 qu’on paramétise par:

1l 2 z9 ... T 2

1 "1

(zl,wz,...,mk,yl,...,yk,z)= 0 1w
0 Yk

1

H,j41 peut étre identifié a IR?**! muni du produit:
(ml, Ty Y1, Yk, Z)(IL”I, ")m,k, yiv K y;:’z’) = (3:1 + ‘TII’ S y;c’ z+ z' + xly; + - +$ky;c)
L’algébre de Lie hy, ., de Hapyy peut étre paramétisée par:

0 21 2 ... T 2

0 n

(a:l,a:z,...,a:k,yl,...,yk,z)= 0 Y2
0 Yk

0

> Z < étant le centre de Hory1. On quotiente Hogyy par > 2 <, algebre obtenue est
isomorphe & IRZ : ‘
Hokr/ > 2 <= R¥

et TR?* est munie d’une forme symplectique o telle que:

0 2, ... zx 0 (0 ... ... 00 \
six=1]: et Y = y.l
0 :
0 Yk
\ i,
0 ... ... 0 oX,)Y)
: 0
alors[X,Y] = :
0 0

Réciproquement IR2F muni de o permet la reconstruction de h donc de Hopyg.
proq p Dok+15 +

Considérons maintenant le sous groupe D de Hazgyyr des éléments de la forme
,...,0,m,...,mp,z) avec les m; € Z pour tout 0 <: < pet z € IR.Le quotient:

(Hz2k41/D)=R" x T? avec n+p= 2k.
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III - DEFORMATION QUANTIFICATION SUR LE DUAL
D’UNE ALGEBRE DE LIE

III-1 STRUCTURE DE POISSON CANONIQUE SUR LE DUAL D'UNE ALGEBRE DE LIF

Soit G un groupe de Lie connexe réel, g son algébre de Lie et g* le dual de g. Le
groupe G agit sur g* par 'action coadjointe:

G X 5* N s*
(9,6)— g-§ =€0Adg™
Si X € g, on note X* le champ fondamental associé sur g
, d
Xe = 7 P —tX€ |¢=0

On notera par X aussi bien 1’élément de g que la fonction qu’il définit sur g" par dualité:

X :g* —IR
£ — (€,X)

Sur g* on a la structure de Poisson définie par le 2-tenseur A 2 fois contravariant:
As(X*,Y*)=<£,[X,Y]> VX, Y e€g

Rappelons que la réstriction de cette structure a une orbite O de G sur g définit une
structure symplectique F' sur O et 'action de G sur O posséde un moment, en fait le
champ fondamental X* sur O est le champ hamiltonien correspondant a la réstriction & O
de la fonction X sur g*

FE(X*1Y*) = (61 [X’YD
{(X*)F = —dX |o

La structure de Poisson sur g* induit un crochet de Poisson sur les fonctions C* sur g*.
En effet étant donné f € C°°(g"), sa différentielle df (1) en pu € g* est une fonction linéaire
sur Pespace tangent a g* en u. Cet espace est naturellement identifié avec g*, et son espace
vectoriel dual avec g. Donc on peut voir df(u) comme un élément de g. Il définit une
fonction linéaire sur g* par:

(df (u),v) = (d| dt)),_, f(p + tv)

ol (, ) désigne la dualité entre g et g*. Donc pour f, g dans C*(g*), on définit leur

crochet de Poisson par:
{£,9}(w) = ([df (), dg(p)], )

40



o[ , ]estlecrochet de Lie dans g.

Cette structure de Poisson sur C°°(§T) est aussi appelée structure de Poisson linéaire.
On consideére I’algébre symétrique complexe S (g) sur g qu’on identifie a l’algébre des

fonctions polynomiales sur g" a valeurs dans € . Sur cette algébre on a:

{P,Q}=[P,Q] VPQEeS(g)
ou [, | désigne extension naturelle, par dérivation, du crochet de Lie de g a S(g).

On peut transférer cette structure de Poisson & g par transformée de Fourier. Pour
ceci on va se restreindre a l'espace S(g*) des fonctions de Schwartz S(g*)- On note e la

fonction sur IR définie par e(t) = e2*™*. On choisit une mesure de Lebesgue sur g*. Alors
pour f € S(g*), sa transformée de Fourier est la fonction f dans S(g) définie par:

F0 = [ (%) S

pour X € g. On considére la mesure de Plancherel correspondante sur g, et on peut donc
définir la transformée de Fourier inverse ¥ de ® € S (g) par:

2 = [ (X ) 800X

On a (fA)V = f pour tout f € S(g*).

Si on restreint la structure de Poisson sur C>=(g*) a S(g*), alors on peut la ramener
par transformée de Fourier & une “structure de Poisson” qu’on notera aussi par {, }, sur
Ialgébre S(g). On voudrait obtenir une formule explicite de cette structure.

Pour @, ¥ € S(g) on a:

(2,000 = {2, 9)"(X) = [ e((X,w))( (2" (1), %), )
g
Un calcul rapide montre que:

(d@v(p),u) = /Ee(<Y,p>)2i7r(Y, u)@(Y)dY

D’ou
d®Y = 2ir (Y&(Y))"
On obtient alors:

{2, 93(X) =~ | &((X, w)){[(YO(V)) (), (Z2%(2))"(1)], )y
(%) [ [ (¥ + 2,8 )2)(1Y, 21, p)d¥ dza
g'g
=-4n® [ (X, e((Z, &(Y)¥(Z - Y)[Y, Z)dY, 1 \dZd
/gj« u>)/§(< m(/g ¥)¥(Z-Y) u)dzdu
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Soit A la fonction sur g définie par:
A(Z) = / S(Y)U(Z — Y)Y, Z)dY
g

Il est clair que A est dans S(g x g): l’espace des fonctions de Schwartz sur g a valeurs
dans le complexifié de g. Maintenant pour toute fonction B dans S(g x g) calculons la
transformée de Fourier inverse de la divergence de B. Soit {X;} une base de g. Soient
21,...,2n les coordonnées de Z dans cette base et uy,...,un les coordonnées de x dans la
base dua.le Soient Bi,..., B, les composantes de B et 0; la dérivation partielle dans la

j&Me direction. Une 1ntegrat10n par partie nous donne:

(@608)" () = [ o(2,4)) 3 (05B,)(2)d2
=> /§ —2irp;e((Z,n))Bi(Z)dZ

— _%%r /5 e((Z,1))(B(Z), u)dZ

Notons que ce résultat est indépendant du choix de la base. En appliquant ceci a
I’application A on obtient:

(8, 0)(X) = ~2in((divd)") "(X)
= —2z'7rdiv/ e(Y)¥(X - Y)[Y, X]dY
-1

Cette formule nous sera bien utile. Cependant on voudrait connaitre quelle expression on
obtient si on applique la divergence aux termes a l'intérieur du signe intégrale. Pour ceci

notons [Y, X]; la ]eme composante de [Y, X] pour la base choisie. On obtient alors:

{@, T} X) = ~2ir / (V) (3 (G0 - V)Y, X]; + U(X - Y)3y(IY, X)) dY
g

ou le deuxiéme J; est pour la variable X.
Maintenant

D0V, X15) = D[V, 85D =rXw)]
= Z[Y’ X;li

= tr(adY’)
et pour Z, W € g on a:

(Z,(a0)(X)) =(3),_UW +12) = ¥ (5,9)(W)Z;
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D’ou la proposition suivante:

Proposition 3-1:

Soit g une algébre de Lie de dimension finie et * son espace dual. La transformée de
Fourier du crochet de Poisson sur S(g*) est donnée pour ®, ¥ € 5(g) par:

(®, T}(X) = —2indiv / (YV)¥(X - Y)Y, X]dY

-1
= —2i7r/

B(Y) (([Y, X],d¥(X - Y)) + ¥(X - Y)tr(adY)) dy

0}

Remarquons que si le groupe de Lie G correspondant & g est unimodulaire ¢r(adY’) = 0
pour tout Y € g et alors le second terme de crochet de Poisson ci-dessus disparait.

III - 2 LA STRUCTURE DU GROUPE DEFORME:

Soit exp 'application exponentielle de g dans G et soit U un voisinage ouvert de0 € g

sur lequel exp est un difféomorphisme dans G et tel que U = ~U. On identifie U avec
son image dans G par l'application exponentielle. Si G est un groupe de Lie exponentiel
c’est-a-dire exp est un difféomorphisme de g dans G on peut prendre U=G=g.
Soit C un voisinage ouvert convexe de 0 € g tel que C? C U dans G (via l'identification
de U par son image) et tel que C = —C (= C-! dans G). (Si G est exponentiel on peut
prendre C = G = g). On notera le produit du groupe dans U obtenu de G par ”-”, et
doncsi X,Y € C,X-Y € U. D’autre part on a pour X,Y € C et t €ER

2
(tX)-(tY)=tX +tY + (%)[X,Y] +0(¢%)
o1 0(t®) tend vers 0 quand ¢ tend vers 0 [35].

Soit g, l'algébre de Lie g comme groupe additif mais munie du crochet de Lie [, ]n
défini par:
[+ 1n = A, ]

Si h # 0, alors g, est isomorphe & g, I'isomorphisme naturel o de g, dans g étant défini
par: ox(X) = BX.

Soit G le groupe de Lie simplement connexe correspondant a g,. Pour kh = 0 on prend
Go = g. Pour h # 0, I'isomorphisme op, de g, dans g détermine un isomorphisme de
G, dans G tout en réspectant 1’application exponentielle. En particulier, Papplication
exponentielle est un difféomorphisme sur Uy = A~'U et on l'utilise pour identifier Uy avec
son image dans Gj. Soit *5 le produit du groupe sur Uy provenant de G3. Alors un calcul
simple montre que:

X *, Y = k71 ((hX) - (RY))
Soit Cp = h~1C, alors on a C3 C Uy pour le produit x5 et:

X*hY=X+Y+%[X,Y];. +0(h?)
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quand % tend vers 0.

Pour former des convolutions, on doit choisir des mesures de Haar 3 gauche sur le
groupe Gj. On choisit alors la mesure de Lebesgue sur g comme mesure de Haar sur
Gy et on l'utilise aussi pour tous les 8,- Maintenant on sait que la mesure de Haar sur
G} est reliée a la mesure de Lebesgue sur 8, par la différentielle dexp, de I'application
exponentielle. On définit la fonction w sur g par w(X ) = det(dexp X). On peut choisir
une mesure de Haar & gauche X sur G telle que sur U sa dérivée de Radon-Nikodym par
rapport a la mesure de Lebesgue sur g soit w [35).

On peut reprendre la méme chose pour tout 8, et son application exponentielle exp”.
D’aprés le théoréme 2-14-3 de [35] on a:

dexp® X = Z((—l)"/(n +1)!) (adnx)" = dexp KX

Donc si on pose:

wi(X) = w(hX)

dAp(X) = wa(X)dX est la réstriction sur Ui d’une mesure de Haar de Gj. On prend
ces A\ comme choix cohérent des mesures de Haar. Remarquons que ces mesures ne
sont pas les images de la mesure de Haar sur G par les isomorphismes o 1. ces derniers
sont hwy(hX)dX et ils convergent vers 0 quand A tend vers 0, alors qu’on voudrait une
convergence vers dX. En effet, de la série donnée plus haut, il est clair que w est une
fonction analytique entiére sur g et que w(0) = 1. Ainsi quand & tend vers 0 les wy
convergent vers 1 uniformément sur tout compact et alors les \x convergent vers dX
uniformément sur tout compact.

Si g est nilpotente , la matrice de ad X est triangulaire strictement supérieure et par
suite w = 1. On obtient donc le fait connu que la mesure de Lebesgue est une mesure de
Haar a gauche pour la structure du groupe. En particulier tous les éléments de S (g) sont
intégrables pour la mesure de Haar sur G. Par contre si g est exponentielle (donc résoluble)
et n’est pas nilpotente, alors il y a des éléments de S(g) qui ne sont pas intégrables pour
la mesure de Haar. Comme g est supposée exponentielle, les racines de g sont de la forme
ap ou 4 € g* et a est un nombre complexe tel que Re(a) = 1 (Théoréme 1-2-1 de [36]).
Comme g est supposée non nilpotente, l'ensemble E des racines non nulles n’est pas vide.
Soit Y € g tel que Re(a,(Y)) < 0 pour un certain a, € E. Soit g(z) la fonction entiére
définie par zg(z) = 1 — e™*. D’apres [35] pour t €IR on a:

w(tY) = g(au(tY))
De la définition de ¢ on a alors:

w(tY)lI'gIap(Y) = 11-.;[(1 _ e—ta,‘(Y))
= Y (~1)Slemt s oM

SCE
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Soit P I’ensemble des a, dans F tels que Re(ap(Y)) < 0. Notons que P n’est pas vide
par le choix de V. Alors:

—Re(z au(Y)) > —Re(z au(Y))

pour tout S C E avec S # P. Donc le terme & droite de ’équation ci-dessus posseéde une
exponentielle croissante en ¢. De ceci on peut construire des éléments de S (g) qui ne sont
pas intégrables pour w(X)dX.

Enfin, rappelons que la fonction module A, sur G, est donnée par:

An(y) = det(Ad(y)?)
D’apreés le théoréme 2-13-2 de [35] on a, pour X € Ch:
Ah(X) — e—htr(adX)

En particulier si A tend vers 0, Ap converge vers 1 uniformément sur tout compact de g

III - 3 CAS D'UNE ALGEBRE DE LIE QUELCONQUE:

On voudrait considérer S (8") avec le produit usuel des‘fonctions, prendre la trans-
formée de Fourier pour obtenir S( g), transférer S (g) a chaque G}, par Papplication expo-

tout ce programme. Pour surmonter le second obstacle on va se restreindre a ’espace
C2°(g) des fonctions O 3 support compact sur g La réstriction 3 C2°(g) tient aussi
compte du premier obstacle en ce sens que les supports de deux éléments fixés ® et ¥
de C2°(g) sont contenus dans Cr pour tout k suffisamment petit de telle fagon que leur

Dans la définition suivante Py, et Qn vont jouer le réle de C(Un) et C2(Cy)
réspectivement. Remarquons que C°(Un) et CX(Cy) sont plongées dans C:(Gp). Donc
on peut les munir des C*-normes provenant de la C*-algébre du groupe C*(G}) ou de la
C*-algébre réduite du groupe Cr(Gy).

Définition 3-2:

Soit A une algébre commutative munije d’une C*-norme et d’un crochet de Poisson {, }.
On appelle déformation quantification de A par plongements partiels, dans la direction de
{,}, un intervalle ouvert I de nombres réels centré en 0, avec pour tout h € I , une C*-

algébre Ay, des sous-espaces linéaires Py D @n de A, et un plongement j; de P, dans Ay
tels que:

45



1) Ap soit la C*-complétion de A, jo étant I'application inclusion et Py = Qo =
2) P_h = Ph et Q—h = Qh-
3) Si |h| < |ho| alors Py 2 Py, et Qr 2 @, -
4) Pour tout a € A, il existe h # 0 tel que a € Q.
5) Sia, b € Q4, il existe un élément unique, a*y b dans Py tel que jr(a)jn(b) = jn(a s b).
6) Pour tousa, b€ A
|| (a %k b—bxpa)/ih —{a,b} ||a

converge vers 0 quand h tend vers 0, ou || ||» désigne la norme sur Aj.
7) Pour tout a € A la fonction h —|| a ||n est semi-continue inférieuremment pour les h
tels que a € Q4.

Théoréme 3-3:

Soit g une algébre de Lie sur les nombres réels de dimension finie, et soit {, } le crochet
de Poisson sur 'algébre de convolution A = CZ°(g) qui est la transformée de Fourier du
crochet de Poisson usuel sur g* provenant de la structure d’algebre de Lie de g. Avec les
notations précédentes soient Py = C°(Us) et Qr = CX°(Ch) avec leur prolongement dans
Cr(Gr) pour h € IR. Alors cette structure est une déformation quantification de A par
plongements partiels, dans la direction de —(27)~1{, }.

Démonstration:

Soient ®, ¥ € Cg°(g). Considérons les h suffisamment petits pour que les supports
de @ et ¥ soient contenus dans Cy. Donc on peut définir leur convolution par:

(@0 H)(X) = [ $W)YUY ™ 13 Xhon(¥)dY
g

Notons que si ®(Y) et ¥(Y ™! *4 X) sont non nuls tous les deux, alors on doit avoir ¥ et

Y1 %4 X dans Cj. Donc X doit étre dans C% (en utilisant * comme produit). Or pour
X7 Z7 W e Ch’

X*xp ZxyW="H"! ((FLX) -(hZ) - (hW)) est dans U, car C*CU

Ainsi, pour X € C? I'intégrale est bien définie. Donc si on considére que l'intégrale est
nulle si Y ™! x5 X n’est pas définie, on voit qu’on a une fonction définie sur CZ°(g).
Apres un changement de variables on obtient:

((cp won O)(x) — (U <I>)(a:)) = % / (=Y)U(Y #1 X)An(Y) wn(Y)dY
- / (X +3 Y)B(=Y )wn(Y)dY

_ / (Du(X,Y)A®Y)™ + DA(X,¥) — DI(X,Y))wn(¥)dY

DXX,Y) = &(~Y)(¥(¥ +» X) - ¥(¥ + X)) /h
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Dy(X,Y) = 8(~Y)(U(Y + X)(A7'(¥) - 1)) /A

D3(X,Y) = &(=Y)(¥U(X 1Y) - U(X +Y))/h
On a:
Yoy X=Y+X+ %h[Y,X] + h*R(k, X,Y)

ou R est une fonction continue. Soit ,
M(h, X, ¥) = (%)[Y, X] + hR(h, X,Y)
Si on écrit la formule de Taylor pour la fonction ¥ en Y + X on obtient:
U(Y #5 X) = (Y + X)+ h(M(K,X,Y),d¥(Y + X))
+ (—h2—2)(d2\11)(Y + X + ThM(R, X,Y))(M(R,X,Y), M(K, X, Y))

ou 7 est un nombre réel dans 'intervalle [0,1], dépendant de h, X et Y.
D’ou:

D{(X,Y) - <I’(—Y)((%)[Y, X],(@d¥)(Y + X)) = h&(-Y)(R(K, X,Y),d¥(Y + X))

+ (g)@(—Y)cﬂ(\Il)(X +Y +ThM (R, X,Y)) - (M(h, X, Y),M(k X,Y))

Comme d?¥, R et M sont continues, donc bornées sur les ensembles compacts, il est
clair que D}(X,Y) converge vers ®(-Y)(3[Y, X],d¥(Y + X)) quand & tend vers zéro
uniformément sur les ensembles compacts sur Cr x C2.

Maintenant comme A}, et wy convergent vers 1 uniformément sur tout compact, il
, .
s’ensut:

DX, Y)Aw(Y) ™ wa(Y)

converge uniformément sur tout compact vers
B(-Y){(3)IY, X, d¥(Y + X))

On montre de méme que D}(X, Y)wi(Y) converge uniformément sur tout compact vers
B(-Y){(3)IX, Y], d¥(X +Y))

Enfin, il est clair que D}(X,Y) converge uniformément sur tout compact vers:
(-Y)¥(Y + X)tr(adY)

47



Par suite il en est de méme pour D}(X,Y)ws(Y). Comme l'intégrale est nulle sur le
complémentaire du support de ®, il s’ensuit que:

((<1> wn U)(X) = (T % <I>)(X)) Jik
converge uniformément sur tout compact vers

1
n /<I>(—Y)(<[Y, X],(d¥)(X +Y)) + ¥(X + Y)tr(adY))dY
quand h tend vers zéro.
En comparant avec ’expression du crochet de Poisson obtenue dans la proposition

3-1, on conclut que: ((<I> *r UY(X) — (T *r ®)(X )) /ih converge uniformément sur tout
compact vers —(27)"*{®, ¥}.

Pour @ et ¥ données, et si h varie dans un intervalle compact, il est clair qu'’il existe
un ensemble compact qui contient les supports de tous les ® x, ¥. Et comme on a la
convergence uniforme montrée ci-dessus il s’ensuit que:

(‘I’*h\Il—\I’*hq))/ih

converge vers —(2w)~!{®, ¥} pour la limite inductive des topologies et par suite aussi pour
la norme L! pour dX. Il en est de méme pour

wh(fp*h ¥ — ‘I’*h q’)/lh

Comme la norme L' pour wi(X)dX domine les normes de C*(G4) et C*(G4), alors si on
note ces normes par | ||5 on a:

| (@ %5 ¥ — g B)/ih + (27)"1{D, U} |In

‘converge vers zéro quand h tend vers zéro. On a ainsi vérifié la propriété 6) de la définition
3-2. Les propriétés de 1) a 5) sont clairs viies nos hypothéses.

Enfin pour montrer la propriété 7) on va utiliser comme indiqué les normes des C*-
algebres réduites des groupes C;(Gh). Ces normes sont données par les représentations
réguliéres gauches sur L?(G3). On va commencer par montrer qu’on a continuité en tout
Fo # 0O (et ceci est aussi vraie pour les normes de C*(Gy)). Soit & € CX(Cj,) dans ce
qui suit on ne considére que les h pour lesquels ® € C>*(Cj). ® détermine la mesure
®(X )wr(X)dX sur Gi. Si on fait passer les mesures finies de Gy sur G par o3 on ob-
tient en particulier un isomorphisme isométrique d’algébres de L!(G3) sur L}(G) et donc
un isomorphisme des C*-algebres correspondantes. Un calcul simple montre que 'image
de ®(X)ws(X)dX est A1 ®(hA~ 1 X )w(X)dX, donc || & |s=|| A1 @(A"1X) ||; ol 1 veut
dire & = 1. Maintenant quand £ tend vers Hy, il est clair que A~!®(A~? X) converge uni-
formément vers hy!®(hy'X) avec des supports inclus dans un ensemble compact fixé, et
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par suite on a aussi convergence dans L'(G) et dans C*(G). Ainsi || ® |5 converge vers
@ llno-

Montrons maintenant la semi-continuité inférieure en i = 0. on notera la norme dans
L?(G}) correspondante & la mesure de Haar wy(X)dX par || I3. Soient & € C(g) et
€ > 0. Alors on peut trouver £ € C°(g) tel que || £ ||3=1et || @ x € ||3>]| @ |jo —€ ot X
désigne la convolution usuelle des fonctions. Par arguments similaires & ceux-ci dessus on
peut montrer que ®*; { converge vers ® x £ uniformément quand k tend vers zéro avec des
supports contenus dans un ensemble compact fixé. Alors, de la méme maniére |® 5 £|?wp,
converge vers |® x £|? et || ® x5 £ ||3 converge vers || & x £ ||9.

Ainsi pour h suffisamment petit:

I @5 € llz>] @ x £ |l2 —¢

et
IENZ<IEN +e=1+¢
D’ou:
12 lln (1+€) 21 all € 13201 @ x € I3211 @ x € I3 —¢ 2| @ flo —2¢
Donc

@ llsz (Il @ llo ~2¢)/(1 +¢)

D’ou la semi-continuité inférieure désirée.
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I1I-4 CAS DES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES:
1 - Généralités:

Soit g une algebre de Lie nilpotente de dimension n et soit

§0={0}C§1C...C§n=§

une suite croissante d’idéaux de g tels que dim 8; = t. On choisit une base {X;, i< n}
de g telle que X; € 8; \ g;_, pour tout i. M. Vergne a montré dans [37] que:

(1) Il existe un ouvert de Zariski  de 8", G-invariant (ol G est le groupe adjoint), dense,
contenu dans I’ensemble des points dont 'orbite (sous G) est de dimension maximale.

(i) I existe 2k fonctions rationnelles py,..., Pk, q1,-..,qx des variables X; ou
Xi(¢) = <X,-,§) (¢ £ n), réguliéres sur Q.

(iii) I existe r = n — 2k fonctions polynémiales A1,... A des variables X; (: < n).

(iv) 11 existe un ouvert de Zariski U C IR"~?* tel qu’on ait les propriétés suivantes:

a)  est difféomorphe & U x IR%* par Papplication: A

£ € Qs (A(6),p(£), 9(£))

b) Il y a une correspondance biunivoque entre ’ensemble des orbites dans Q et U.
LeU— O"={teg* /A€ =L}

c) Toute orbite dans Q admet une carte de Darboux globale définie par les p et les ¢
{pi,pi} = {ai,0;} =0 ;{pi,q;} = 6;;

d) Toute fonction rationnelle invariante sur g peut s’écrire de maniére unique comme
fonction rationnelle de A sur IR"~2*; en particulier 2 est défini comme {€eg* /u() =0}
ou u est un polynéme invariant.

e) Pour tout X € g, (X,¢) = Z;=1 aj(g,A)pj+ao(g,A) o a;(j = 0,..., k) est une fonction
polynomiale de g¢;j;1,...,qx avec des coefficients qui sont des fonctions rationnelles de A
dont le dénominateur est une puissance de p.

Remarques:

La démonstration se fait par récurrence sur n en distinguant deux cas. On note
Q®,pP, ¢ A0 (1 <7 < kil < a < i — 2k;) les éléments définis en (i), (i) et (iii)
ci-dessus & I’étape 8, et m; la projection canonique de g, surg, .

1) Le cas ot I(g,) ¢ S(g,_ 1), ou I(g.) désigne I'algébre des polynémes sur g! invariants
par l'action de G. Alors I(g, ) C I(g,).
En plus il existe un élément Z; € I (8,) tel que:

Zi=aX;+B (0£acI(g_)nIg , BeSg,,_,)
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La dimension maximale des orbites dans 5*, d, est égale a d,_;.

On définit:
= Pom 5 ¢ =¢fVom ; (1Sish 5 2ki=d)
AP =AVom ; (1<a<i-1-d) ; A, =2

et Pouvert Q) = #71(Q6-D) N {¢ e g* /a(€) # 0}

2) Le cas ol I(g,) C S(g;_, ), alors on démontre que I(g,) C I(g,_,)

De plus il existe A, € I(g, )\ I(g,) tel que {X;,A,,} =pou0#pe I(g)NI(g). La
dimension maximale d; des orbites dans 5:’ est égale a d;_; + 2. On définit:

i i A
Ph. = Xi %, = e
oig—E, 6 mlenld©X]¢)
QO = Q)N {Eegl u(é) #0}

G _ -1, @) _ -1

p; =p; ¢, g =g ¢ (1<) <k)

AN = 26D g, (1<a<i-2—-d;i,)
Notons que ¢ est définie uniquement si p # 0.
Définition 3-4:
Un produit  sur S(g) est dit covariant si pour tout X et Y dans g

%(X*Y -YxX)=[X,Y]
Un produit x sur S(g) est dit gradué si:

Vr,p,q €EIN V(P,Q)e S? x S? , C.(P,Q)e SPrIr

ou SP désigne I’espace des polynémes homogénes de degré p.

Définition 3-5:

Soit (¥ un ouvert G-invariant de g* et soit N une sous-algébre associative de C*({2)
stable par le crochet de Poisson. Un produit x sur N est dit tangentiel si pour toute orbite
O de G, contenue dans ) et pour tout u, v dans N, tels que u), = v, on a:

(u*f)|o=(v*f)|o VfFEN
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autrement dit le produit * peut se restreindre sans ambiguité sur toute orbite dans Q.

Soit NG ={feN [ f(g-€)=f(f) , Vg9€G, Ve 5*} I’espace des fonctions
G-invariantes. Si  est un produit * tangentiel et si u € NC et v € N alors:

(uxv)), =u vy,

Notons que u), est une constante.

La réciproque n’est pas évidente. Elle est vrai dans le cas ou Q est régulier et O est définie
par les équations {f({)=A , fE€ NGY.

Si les orbites de la représentation coadjointe définissent un feuilletage de 2, dire que le pro-
duit * est tangentiel est équivalent & dire que les opérateurs bidifférentiels sont tangentiels
aux feuilles symplectiques.

Proposition 3-6:
Soit g nilpotente. Supposons qu’il existe un produit » sur g*, défini sur S(g) tel que

axP =aP pour tout a € I(g)
Alors ce produitx est tangentiel sur 'ouvert ().
Démonstration:
Soit L € U et soit O une orbite dans g* définie par A(§) = L. Soit P un élément de
S(g) s’annulant sur OZ, alors (d’aprés (c))
P=f(Ap9)

ot f est une fonction polyndémiale en p et g avec des coefficients qui sont des fonctions
rationnelles de ), définie sur § et s’annulant pour A = L c’est-a-dire:

\.P — a’I,J(A)PI J
P(\,P,Q) ;—bum Q

I=(i,e..,ix) 5 ir€N (1<r<k) ; Pl=p..p

J=0r,-dk) 5 Jr€N (1<r<k) ; Q' =gf...q

et ar s (resp. by s) sont des fonctions polynémiales telles que ay j(L) = 0 (resp. by j ne
s’annule pas sur (2).
De cette construction on voit que:

(€)= ——
(P'Q)(®) = g5 Pr®)

ou Py j(§) € S(g) et dr,y(§) € S(g) et ne s’annule pas sur (2. Si on définit:
R(§) = H(dI,J(ﬁ) - br,5(€))P
LJ

= Z(A({))PK,L(f) H dI,J(&) ’ bI,J()‘(ﬁ))
K,L

(I,J7)#(K,L)
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R est un élément de S(g)-
Le produit * de R par un élément quelconque Q de S(g) est:

R+Q= g(du(e) ~br,5(M€))) P * Q

(En utilisant les hypothéses et (d)). En développant on obtient:

BrQ=D axtOO) JI  drsbrs(a€))Pas+@

En utilisant de nouveau les hypotheéses, (d) et le fait que d 1,J € I(g).
Ainsi par réstriction & OL:

lo

[T (dr.s6)- brLaN©)] - (Px@) = S ax ()
I,J : K,L

x ] drase)- br,a(ME)),,, (P.1 *Q), , =0

(I,)#(K,L)
car ay, yj(L) = 0. Le coefficient entre crochet étant une constante non nulle sur OL. On en
déduit:
(P * Q)loL = 0

et x est tangentiel.

2 - Produit » de Moyal sur les orbites:

Soit O une orbite dans g* sous laction de G. On rappelle qu’il existe un

difféormorphisme ¢ : O — R2* v e(€) = (pi,qi) ;¢ = 1,...k tel que la forme
symplectique A¢ sur O s’écrit dans cette carte:

k
Ag = Z dp; A dg;
i=1
¢ est appelé carte adaptée. On commence par rappeler le produit + de Moyal sur IR?*. Sj

{u,v} = AY9,udjv

On pose: o -
P"(u,v) = A9t Alnin 6,-':.__,-"116]-"1._']-"1: (n>1)
et
© r
Ukv = Zo r—!P"(u,v)
r=
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ot P%(u,v) = u - v, est un produit * sur IR?** qu’on peut considérer aussi sur notre orbite
O car O est difféomorphe a IR?*.

Ce produit * admet une formule intégrale. En effet:

Définition 3-7:
Soit B la 2-forme symplectique ELI dp; A dg; sur IR?*. Soient u, v deux éléments de
S(IR**) on pose:

(u * v)({) =2k / / u(g')v(f”)c2i[ﬂ(£.5”)+ﬂ(£”,E')+ﬂ(e',e)] de'de”
ou §€= (P, q) ’ d€ = dpdq-

Proposition 3-8: (Hansen, Maillard)
Supposons que les transformées de Fourier de u et v soient a supports compacts, alors
la série:

Z (_%)n%Pn(u, v)

n>0
converge dans S'(IR**) vers u x v.

Démonstration:

On définit la transformée de Fourier symplectique:
(Fu)§) ==~ [ H#eu(e) de
alors F(§)=8 ,FoF = Ids et on a:
F(uxv)(&)=n"F / e~ HPEE) (Fu)(€')(Fo) (€ - €) de’
(cette formule prouve que u * v appartient & S)- Si Fu et Fv sont a supports compacts:

Fuso)©) = Y Sl [lae eorrue)rone - €)de

n>0
Mais ) )
pjFu = %F(aq,.u) v giFu = —%F(apju)
alors
Flusxo)®) =Y T2 [ X A A F@y iy )€V B0 )€ €

n>0

f1...9n
j1.-dn

On vérifie que:

"~ /(Fu)(ﬁ’)F(v)(ﬁ —¢d¢" = F(u - v)(¢)

Théoréeme 3-9: (Kastler)
A équivalence unitaire prés, S(O,*) admet une et une seule représentation x
irréductible et fidéle.
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Théoréme 3-10 :[11]
Deux cartes adaptées différentes, définissent deux structures d’algébres isomorphes

sur §(0).

3 - Produit *sur un ouvert dense de g*(produit » d’Arnal et Cortet):

On voudrait bien "recoller” les produits * construits sur les orbites pour construire
un produit * sur 'ouvert {2 dense dans g*.
Grace a la paramétrisation globale des orbites qu'on a donnée au début de cette section,
on définit:

(ux0)(P,g,A) = (uj,n * v, )(Pr0) = ) %;Pn(ubuvlo,\)

n>0
O* étant l'orbite A'l(lek x {A}), et x est le produit » de Moyal défini sur O*. Cette
formule est valable pour u, v deux fonctions telles que u| , € S(0M) (v=-%)ou u),, est

polynomiale en p et q.

Proposition 3-11 [11]:

1) Le produit % construit ci-dessus est tangentiel.

2) 5(g) » S(g) C R(g) ot R(g) désigne I'espace des fonctions rationnelles sur g.
Ce produit x n’est en général pas défini sur S(g).

Contre exemple:

L’algebre g , est une algebre de Lie nilpotente réelle de dimension 5 qu’on peut décrire
dans une base X; (1 < ¢ < 5) par les seuls crochets non nuls:

[XS,X3] = Xl ; [X4,X3] = X2 ; [X5,X4] — _2X3

Soitg, I'algébre de Lie engendrée par (X1,...,Xi). La chaine g est une chaine croissante
d’idéaux de g. Si: < 3, 'algebre g, est abélienne et les orbites sont réduites aux points.
En particulier I(g,) = 5(53). Il est clair que I(g,) C I(g,) car X3 n’est pas une fonction
invariante sur g}; d’olt on est dans le deuxieme cas du procédure de la récurrence donné
au début de cette section et dy = 2. On choisit:

X
Aeq =X3 donc pu=X, et p§4) =X, qi‘i) =22, )\§4) =X ; ,\54) =X,

X
D’autre part I (54) C I(g,), donc on est dans le premier cas du procédure de la récurrence
et ds = 2. On choisit Z = a X5 +  comme polyndme invariant, on vérifie quune solution
est:

a =X, 3 ﬂ=—X§—X1X4
On obtient:
(5)= =X . q(5)=q=£
pl notp 4 ’ 1 not X2
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AG) — A1 = X, ) )‘gs) not A2 = Xo

A = A3 =XoXs - X2 - X1 X,

not

On calcule X5« X2 avec X5 = Aq*+ %;.p + %:

2
Xs*X2=X3+ %Cz(Xs,Xs?)

2 Al X
Cao(Xs,X5) = 2/\_2 = 2-X_2 ¢ S(g)

En fait dans le cas de g, , il n’existe pas de produit « défini sur S(g) différentiel (c’est-

a-dire tel que les coefficients C, soient des opérateurs bidifférentiels) et tangentiel sur
(voir [24]).

Pour f € S(G) et A € U on définit:
m(f) = /G £(9)1X(g) dg

\ ’ . b3
ol IT* est la représentation IO .

On notera par T? la représentation unitaire irréductible et fideéle de S(O*, ). On définit
la transformée de Fourier nilpotente par:

Définition 3-12:
Pour f € §(G) on pose:

0(F)ips = ((T) e T)(£)
6(f) est une fonction sur Q telle que 6f| , est dans S(0*) pour tout X dans U. 8 est

appelée transformée de Fourier nilpotente.

Proposition 3-13:
Soient f et f' dans S(G):

(F x £')(g) = /G f(9g'"~")f"(¢")dg’

Alors:
O(f x ') = 8(1) +8(f")
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Démonstration:
La fonction (g, ¢') — gg' étant polynémiale sur G, S(G) x 8(G) est dans S(G). En
plus par définition on a:
I(f x f') = TIX(f) o IN(f")
d’ou
O(f x f) = (T} o IIMf x f') = (T})TIINf) * (T) I F') = 6(f) * 6(F)
En effet 6(S(G)) contient uniquement des fonctions C* sur Q.

D. Arnal et J. C. Cortet ont donné une expression explicite de 8 dans [8].

Théoréme 3-14:
1) I existe une fonction réelle a( X, ¢), polynémiale en X, rationnelle dans g" et réguliére
sur €2 telle que:

6(f)(€) = / (f 0 ezp)(X)e* X0 dx

g
(f o ezp)(X) = / X0 (9 f)(¢) dX
Q

2) 6(f) est une fonction C* sur Q.

Notons que le produit de Moyal est défini uniquement sur ’ouvert de Zariski Q. Dans le
paragraphe suivant on donne un autre produit * défini sur toute g

4 - Produit * de Rieffel, Lugo et Gutt:

Soit g une algebre de Lie nilpotente. Identifions g avec son groupe de Lie simplement
connexe G par ’application exponentielle. On notera par “-” la structure du groupe de Lie
sur g. Rappelons que la mesure de Lebesgue dX est une mesure de haar pour “”. Pour
tout & € IR*, on définit une structure de groupe de Lie *; sur g, par:

X 43V = ! ((hX) : h(Y))

et pour k =0 ,on pose X*%Y=X+Y
On notera g munie de cette structure de groupe par Gx. Pour ®, ¥ € S(g) on notera leur
convolution sur Gy par & x; V.

Théoréme 3-15:

Soit g une algébre de Lie nilpotente, et soit {, } le crochet de Poisson linéaire corre-
spondant sur S(g*) pour tout h € IRon définit un produit, une involution et une norme
sur S(g*) comme suit:

pour f,g € S(g*), A
frng=(fxng)’

57



F1(X) = f(X)
| f ls= norme def dans C*(Gj)

Alors cette structure fournit une déformation quantification stricte de S(g*) dans la direc-
tion de —(2m)~{, }.

Démonstration:

La démonstration de la deuxiéme propriété de la définition d’une déformation quan-

tification stricte est une version simplifiée de la démonstration qu’on va donner dans le
théoréeme 3-23.

Montrons maintenant la propriété 1) c’est-a-dire que pour tout & € S (g) la fonction
h || @ ||» est continue. Dans la section précédente on a montré que pour tout ® € C°(g)
cette fonction est semi-continue inférieurement pour la norme de C?(G). Mais tout groupe
nilpotent est moyenable [38] donc C}(G) = C*(G). D’autre part pour g nilpotente, ou
w = 1 et tous les éléments de S(g) sont intégrables pour la mesure de Haar, il est clair
que la démonstration de la section précédente reste valable pour tous les éléments de S(g).
Ainsi on a la semi-continuité inférieure.

On va démontrer la semi-continuité supérieure par induction sur la dimension n de g-
Sin =1 alors g est abélienne et 8; = 8 pour tout A, alors la déformation est constante et
la continuité est évidente. Supposons que la semi-continuité supérieure soit connue pour
toute algebre de Lie nilpotente de dimension n — 1.
Notons que la base adaptée choisie précédemment est aussi une base adaptée pour g, pour
tout k. Soit g = 8,_, l'idéal engendré par X;,...,X,_;. Quand on voit g comme sous-
algebre de g, on la note 8, Soit K la sous-algébre de dimension 1 engendrée par X,,.
Alors il est bien connu que g est un produit semi-direct de g et K oti K opére sur g par
'action adjointe (voir [35]). Similairement, chaque g, est un produit semi direct de g, et
de K par P’action adjointe correspondante.
Notons par Gy l'algébre g munie de la structure du groupe de Lie x5. Alors chaque Gy,

est un produit semi-direct de G avec K ou l'action o” de K sur G est définie par
a{;’V(X) = W*h X *p VV_1

pour W € K et X € g. Maintenant la famille d’algébres {g} est obtenue de g, de la méme
maniere que {g, } est obtenue de g.

Ainsi d’aprés I’hypothése d’induction {C *(é h)} est un champ semi-continu supérieurement
car la dimension de g est n — 1. D’aprés ce qu'on a vu dans la section II-1, Valgebre
maximale A des sections de ce champ est obtenue en considérant sur C.(IR x €) le produit:

(@ % ¥)(h,X) = [@(ﬁ,Y)\I/(h,Y-l *s X)dY
g

et 'involution: _
®*(h, X) = ®(h,—-X)
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Et en complétant cette algébre pour la norme:
I 2 [l=supl] (%,-) |la

L’algebre Cy(IR) opére sur A comme algébre des multiplicateurs par:
(n®)(h, X) = n(k)2(%, X)

pour 7 € Co(IR) et ® € C.(IR x g)-

Alors d’aprés la section II-1, la semi-continuité supérieure de ce champ est équivalente a:
pour tout ki, le noyau de ’homomorphisme naturel de A dans C*(éh) est égal a IyA ou I,
est 1'idéal dans Cy(IR) des fonctions qui s’annulent en A.

On définit une action a de K sur A par

(aw®)(h, X) = ®(h,a” (X))

Quand on étend cette action a 1’algébre des multiplicateurs de A, elle laisse invariants tous
les éléments de Cp(IR). En particulier, elle envoie Iy A dans lui méme. Donc {C"(é )}, Aet
a forment un champ semi-continu supérieurement d’actions sur les C*-algébres (définition
2-9). Par suite en utilisant le théoréme 2-10, on déduit que le champ d’algébres produits
croisées, {C*(K,C*(G),a")} est semi-continu supérieurement avec C*(K, 4, a) comme
C*-algebre maximale des sections. Mais I'une des raisons essentielles de ’étude des C*-
algebres produits croisés est que la C*-algébre d’un produit semi-direct de groupes est
donnée par la C*-algébre produit croisé correspondante (voir [39]). Dans notre cas, on a:

{C*(K,C*(Gn),a")} = C*(Gh)
Il en résulte que {C*(G})} est semi-continu supérieurement.

Les déformations quantifications sont reliées aux produits * par des développements
asymptotiques plus précisément:

Proposition 3-16:

Soient f et g dans S(g*) tels que f et g solent a supports compacts, alors fxy g admet
un développement en série formelle en k:

hk
frng= Zﬁck(f,g)

k>0

convergeant simplement et dans I’espace des distributions §'(g*). Cette série est un produit
*. En plus on a les propriétés suivantes:

Dffrxag=[f-g
2)g*hf=f*h§
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Démonstration:

Si z appartient a g*, on a:

F(X)g(r et »Y.2) 4Xdy

Frrg(z) = (F*9) (2)
8Xg

On pose:
Ezp(X s Y =X =Y,2) =1+ > hraam(2)X°Y?
k+:§:§;5k
on: X*=(z1)"...(z)"" , Y? = ()P ... (yn)?"

a=(a,...,an) € IN" et B=(P,--.,Pn) € IN".

Comme f et § sont 4 supports compacts, X et Y restent dans un compact donné et la
série ci-dessus converge absolument. Alors la série suivante:

aopk(2) na
f*hg=fg+2 z hk—‘-;ﬁ.—(-k—)D f-DFg
5 aGw (&)
=" k41ZaZlpgh

. ay+...+a B1+---+8 . . . s
ouD® =" et DA = —;——a ~_ converge dans 1’espace des distributions tempeérees.
8z71...8z, 9zt ...8z8n & P

On trouve que:
aq o
Colf,9)=fa et Cu(fig)= ., HI5ZD°f-DPg

1Sagk 2w
k+1=alpgh

Ci(f, g) est, pour tout entier positif k, un opérateur bidifférentiel sur S(g*) d’ordre max-
imal k dans chaque argument s’annulant sur les constantes. En particulier:

@) = [ FE)§)E XY in(X, Y], 2) dXdY
8Xg

d'oa Ci(f,9) = 4—:"-{ f,9}. (Remarquons que si on pose v = o= et on considére le

1
développement de f x5 g en v on aurait Ci(f,¢) = {f,9})-
Maintenant posons:

XY —X-Y =) Rb(X,Y)
=1
On montre que: be(X,Y) =

2‘: (=1)™ [XPY® . .XPmYIm X] N Z‘: (—=1)™ [XPrY % . .YIm XPmt1Y]

m+1 pl!q1!---pm!Qm! m+1 p1!q1!...qm!pm+1!

m=1 m=0

pitai=t E pitei=t
pitei>0 Pi+qi>0
Pm4120
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ot [Xp... Xm] =21 [Xl ... [X,,,_,,X,,,]] (voir [21]).
Un calcul direct montre que:

[o3<] k . \n
Faag) =38 [ fooame e [ BE S p k2] dxdy
k=0 BXg m1 v i1+...+in=k

Maintenant by est symétrique (resp. anti-symétrique) en (X,Y") si £ est pair (resp. impair)
en effet:

X+ Y = K1((hX) - (AY)) = =K~} ((=kX) - (—hY))

car

("X M) = o ((X)-(aY)) _ o—BY =X _ (=)= 1))

Done si on pose X 5 Y = $°°°_ h™ 1H,(X,Y) avec Hy, un polyndme de degré m on
aurait:

Hno(X,Y) = —Hup(-Y,-X)=—(-1)"Hp(Y,X) = (-1t H, (Y, X)
Par conséquent: Y, . ;i _gbi, ... bi, est symétrique (resp. anti-symétrique) en (X,Y)
si k est pair (resp. impair). D’ou Ci(f,g) = (=D)*Ci(y, f)-

Enfin pour la propriété (iv) de la définition d'un produit * remarquons que la série:

ﬁk
frrng=> 1 Cx(f,9)
k>0
converge uniformément sur tout compact car elle converge simplement et la série de ses

dérivées converge uniforément sur tout compact.
Donc la série:
ﬁf‘
35S 41 9,U)
>0

ou U € 5(g*) et U est & support compact, converge uniformément sur tout compact.

Maintenant la propriété 1) est claire et pour démontrer la propriété 2) calculons f*n g

Frni(z) = / FX)5(Y)eR ™ X0Y2) axdy
8*g

- / Fx5(¥)ed (- Xm-Y2) axdy
gxg

= [ Foxa)er-omx.s) axay
Exg

= [ Fxer)er @m0 axay
Exg

= g*n f(z)
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Remarquons que ce produit * a été défini par Lugo dans [20] comme suit:

Soient f, g deux fonctions de S(g*)xS(g*) (ou dans S(g) xS(g*) ou dans S(g) x5(g)),

ou S(g) est 'espace des fonctions polynomiales sur g, alors:

{(g% £(2),2(2)) = {(F), (3(X), 3(X - V)))

On vérifie facilement que ce produit coincide sur S(g*) avec le produit de Rieffel avec
h =1, en effet:

(f(Y), (9(X), ®(X -Y))) = /5 f(Y) /; §(X)®(X -Y)dXdY
= / /5 W(X)f(X12)%(2)dXdZ
g

- / @ x )(2)8(2)dz
g
=(§x f,®)
d’ott g* f = (§ x ).

Ce produit * constitue aussi la version convergente de la partie verticale d’'un produit

* construit par Gutt sur 'espace cotangent d’un groupe de Lie quelconque T*G dans [19]
comme suit: ‘

Soit U(g) 'algébre enveloppante universelle de g et soit o la bijection linéaire définie par
symétrisation:

1
o: S(g) — Ug) o(Xi, .. .X.'p‘) == z Xisay 0+ oX,-s(p)
P SeP,

ou X;, € g, Pp est le groupe de pérmutation de p éléments et o désigne le produit dans
Ug)-
SiU(g) = DR ,0(S%) = B2 U ¢ ou S désigne I’espace des polyndmes homogenes de degré
¢, on note par ug la geme composante de u dans U(g). On définit alors, pour P dans S?
et Q dans S7:
PiQ = 23(2/\)r¢:r_1 [(o(P)o a(Q))]p_H_r
r=0

o A € € . Gutt a démontré que ce produit * est totalement détérminé par I’expression
de X x Q ou X appartient & g. On rappelle que les constantes de la structure de g C:‘j
sont définies par [X;, X;] = Y i1 C!‘ij.

Proposition 3-17:
Soit X dans g et Q dans S(g) on a:

© o\ _ - ]
x+Q=Y ( Z Y B X O ...CRe_ . (8;X)(85,..;,Q)
r=0 )
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éme

ot B, est le r nombre de Bernouilli et les C,-kj sont les constantes de structure de g
En plus cette formule détermine un unique produit * sur S (8)-

Démonstration:

Pour X, X;,,..., X, dans g ,on a d’aprés [40]:

k r
X - <X,-1 X.,,> = ()()(,‘1 ...X,'h> +Z£-_7'1!—)B,x
r=1
X Z <[[—[X,XJ'1]...],XJ',,],X,'1...X’jl...Xjr...X,',‘>
{71 d-}C{ir. ik}

ou ~ désigne 'omission. Il en résulte que:

= (2r)"(~1)"B
X*Xi1"Xik+X;Tr{ }Z:{ }{"{Xale},",Xjr}Xil"'le"Xi t
r= JlJr C il...ik

d’ou si Q = X,'l . ..‘X,',c

Ci(X,Q) = (_r—z!)rB,_X CiiCrm2. ...... mr_. (05 X) (97,5, Q)

my~jj T my g2 me_1jr

Maintenant on peut procéder par induction grace a P’associativité:
SiP=X;...X

I
1 & y
(Kiv o Xy ) =5 2 X (Ko Ko X5,)
=1
d’ou

k'
1 A
le___Xjk’*sz E (le*le"'le"'Xjk’)*Q
=1 )

K
= %ZXJ-‘ * [(le ...le ...Xjk,)*Q]
=1

On en déduit la formule de récurrence:
1 E r .
Cr(P@)=75.) Crs (X:'qu(Xh - X ---XJ'L’Q))

=1 s=0

Pour démontrer que le produit de Gutt coincide avec le produit de Lugo-Rieffel on va
calculer X %5 f pour le produit de Rieffel:
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Théoréme 3-18:
Soit Xi(1 < i < n) une base de g et soit f dans S(g*) ou S(g) on a:

k
Xixn f = EB" h crigme, .m0k i f

k! (2 )k Xms ij, “mij2°’ mi_1Jk " J1---Jk

Donc le produit * dans [19] coincide avec le produit « de Lugo-Rieffel (avec A = 7).
Démonstration:

Soit f dans S(g*) tel que f soit & support compact, on a:
(Xixn £, @) = (FOHR(X), $(X #1 Y)))
R 1 0 .
= (J() 558X = Y))
On rappelle la formule de Campbell-Hausdorft (voir [41])

m [XPy®e .. YinX
XY= ) ﬁ(zp.+q.( 1) [ )

m>0 pl' . e qm!
Pitei>0
+ E h(21 pitgi)EPmat (-1)™ [X’" .. _quXPm+1Y]
m30 m+1 Pl!---Qm!Pm+1!
pi+ei>0
Pm4129
d’ou
: (=)™ (5 g [Y 2 X
Z = \T7) pQledl — 4
3x;(X*hY)|x=° MZM m+1 @l qm! +
P|+q—|>°
Py 8T D™ (T e+ (Y24 x.Y) + 3 (D" 0w [YE‘ " XY
= m+1 Q... qm! ~m+l Q.. qm!
q.-So q;;O
Un calcul simple montre que:
0 _ Bk Fl,k YkX ﬁk+1 YkX Y
'37(X *5Y)|xm0 = T [ + E [ ]
' k>0 k>0

Bk+1
k>0

ou B2 est k&€ nombre de Bernouilli généralisé défini par:

U? oo B£2)Uk
(U 12 kz:o !
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On a la relation de récurrence (voir [42]):

B® =(1-k)Bx — kBy_1

Alors: 5 B
k
%(x oY)y = D Fﬁ"(adY)"X,-
k>0
D’ou: ) B
] — > /f X1 Dk rk kv .
(Xiwn f,8) = 5=(f(¥), @ (Y)’;) it (ad V) X0
Ainsi: 1 B v
. I < __k k kvy.
Xixn f = 5= (F() Y A (adY) x,)

k>0

k
=Z(-1)’°B" h X CICme O O L f

k! (2i7)k ij1 “myj2° M1k " Jie-Ji
>0 (2im)

Définition 3-19:

Soit G un groupe de Lie, et soit a une action de G sur une variété M qui préserve la
structure de Poisson. On dit qu’une déformation quantification stricte de A ( Supposons
que l'action correspondante o de G sur C*(M) envoie A dans lui-méme) est invariante
sous ’action « si:

1) Pour tout k € I et z € G, 'opérateur a, sur A est un automorphisme x pour xj, *j €t

Il ls-

2) Pour tout f € A et h € I I'application z +— a,(f) est une fonction C* sur G, pour la
norme || |-

3) Il y a une action o de 'algébre de Lie g de G sur A qui est obtenue par dérivations *
de A pour *j, et *y, telle quepour X e get f€ A

d
ax(f) = (‘ﬁlt:O Qezp(t X)(f)

(en considérant la norme || ||5)-

Soit Ad* la représentation coadjointe de G sur g*. Il est bien connu que Ad* préserve
le crochet de Poisson linéaire. On voudrait bien étudier l'invariance de la déformation
quantification qu’on a vue sur S(g*) sous 'action coadjointe.

L’action Ad* de G sur g* donne une action sur S(g*) qu'on notera aussi Ad”. La trans-
formée de Fourier, a, de cette action sur S(g) est donnée par:

(2:(®))(X) = #(4da™(X)

L’action Ad* de G sur S(g*) donne une action infinitésimale de g sur S(g*) qu’on notera
ad* (voir [36]). Cette action est donnée par:

(ad* X (f))(w) = —(df (), adX* X ()
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Cette action préserve bien siir le crochet de Poisson en ce sens que:

{ad* X (f), 9} + {f,ad*X(9)} = ad*X ({f,9})

L’action infinitésimale da correspondante & « est donnée par:
(daZ<I>)(X) = —(ad Z(X), d<I>(X))

et elle est la transformée de Fourier de ’action infinitésimale ad*.

Proposition 3-20: [18]
Soit g une algébre de Lie nilpotente. Alors la déformation quantification stricte définie
sur §(g*) dans le théoréme 3-15 est invariante sous ’action Ad* de G sur g

Remarquons que le produit * de Lugo-Rieffel est covariant car By = 0 pour tout k
impair supérieur ou égal a trois. Il est gradué mais il n’est pas tangentiel en général.

Contre exemple:
Soit g I’algebre de Lie nilpotente de base (X, X1, ..., X}, Y) vérifiant les relations de
commutation:

Y, Xi]=Xica (i21) ; [Y,Xo]=0 ; [Xi,X;]=0 ; 4,5=0,1,...k

Les orbites non triviales de la représentation coadjointe sont de dimension deux. Soit &, la
fonction définie sur le dual g* de g par Xo. £ est invariante. Soient (&, ¢&1,...,&k,7) les
fonctions associées a la base (X, X1,..., X, Y). Lorbite du point (&,¢1,...,&k,n) est
donnée par:

sk t; 8
{ (0,6 + 560,60 + s + - 0,1 —trbies — (Z T )e) aty €R,j = 1,0, k)

i=1

Les orbites génériques (§o # 0) sont caractérisées par k fonctions rationnelles p; définies
par:

1 —i 1
Po=€o,m=§2—%('§—:)2fo,- fk—zz(k ) g k Pi—m(%)k&’

D’apres la formule obtenue & la fin de la démonstration du théoréme 3-18, on voit qu’on a
en particulier pour cette algébre de Lie:

) akf
Xiwn f = Z k! (227!')" "'"(a )k

pour tout 0 <z < k et f dans S(g*) ou S(&).En particulier on a:
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Xoxn f=Xof

1 0
Xl *hf = le— 9 % 2”rXoaf
Xown f=Xof — 5o Xr 5= oy T 12 12 (2im)2 " (By)?

X2Xo — X7 est un polyndme invariant sur une orbite donnée et on a:

Co(X2Xo, 1) = 5Ca(X2, Co(Xa, ) + 3Co(Xo, Ca(Xa, £)

_1 1, dF
12 (2im)2 "0 (By)?

et
1 1 X2 0% f
8 (2ir)2 " % (Oy)?

1 1
Cz(EXf) = §Cl(X1,Cl(X1,f)) =
* n’est pas tangentiel car

1 1 1 , 07
C2 (X2 Xo - Xlz’f) 24 (2z7r)2 X3 (0 §2 70

Remarquons que 1'algébre &, définie a la suite de la proposition 3-11 fournit aussi

un exemple d’algébre de Lie sur laquelle *; n’est pas tangentiel puisque le produit + est
différentiel or on a vu que sur &; 4 il n’y a pas de produit » définie sur S(g) différentiel et

tangentiel.
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II1-5 ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES SPECIALES:

On a vu qu'il est impossible, sur le dual d’une algébre de Lie nilpotente générale, de
définir partout un produit tangentiel et différentiel. La classe des algebres nilpotentes
spéciales est en fait une classe des algebres pour laquelle une telle construction est possible.

Définition 3-21
Une algébre de Lie nilpotente est spéciale si elle contient un idéal m abélien de codi-
mension k ot 2k est la dimension maximale des orbites du groupe adjoint G dans g*.

Ezemples :

1) L’algébre des matrices 2m x 2m strictement triangulaires supérieures; I’idéal m a pour
dimension m? et est composé des matrices A telles que A;x =0sii>nouk <n.

2) L’algébre de dimension k + 2 et de base {Xo0,X1,...,Xx,Y} qui satisfait les relations
de commutation:

Y, X]=Xic1 (i=1,...,k) et [¥,Xo] =0

tous les autres crochets sont nuls.

Remarquons que les algébres nilpotentes spéciales sont étudiées par Corwin et Greenleaf
[43].

Si g est une algébre spéciale de dimension n, on choisit une suite croissante d’idéaux 8;
telle que g . = m. Donc pour tout i < n ~ k, I(g,) = S(g,) et les orbites sont réduites a
des points, en plussin —k <i <n,I (5'.) ClI(g,_ ,) €t la dimension maximale des orbites
est d; = 2(i + k — n).

Bien siir, pour utiliser les produits« pour la construction des représentations irréductibles
du groupe de Lie G correspondant 3 g, on a besoin de restreindre le produit+ aux orbites
coadjointes. Comme le produit* étudié dans la section précédente n’est pas tangentiel, il
n’est pas utile pour ces questions. Dans cette section, on donne un produitx formel et
tangentiel défini sur tout le dual d’une algébre de Lie nilpotente spéciale quelconque. Ce
- produitx a été construit par Arnal, Cahen, et Gutt. Puis on définit un produit* convergent
et tangentiel défini aussi sur tout g" pour les mémes algébres, par déformation de la formule
de Rieffel en utilisant une “nouvelle appplication exponentielle” plus précisément au lieu
d’utiliser I’application exponentielle, on définit un isomorphisme ® entre g et G qui est en
fait un produit d’exponentiels. On trouve que ces deux produits * coincident.

1 - Produit * formel:

Ce protuit x est construit par Arnal Cahen et Gutt dans [24].

Proposition 3-22
Soit g une algébre de Lie nilpotente spéciale de dimension n. II existe un produitx sur
g" défini sur S(g), différentiel, gradué et tangentiel sur I'ouvert de Zariski 2.
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Démonstration

Ce produit * se construit par récurrence & partir de la donnée de la chaine croissante
d’idéaux 8, et d’une base adaptée {X;;1 < j < n} de g telle que X; € 8,\g;_,- On pose
sur S(g.):

Px;Q =PQ si P,QeS(g,), i<n-—k

oo £ m
-1 mal—m —mam
PxQ=) ut %(D;) O™ P wi_y (D) ™OQ
yor S ml(€ — m)!
st PQ e S(E.')’ n—-k<i<noud; = aix.- et D; est I'unique dérivation de x;_; dans
S(gi_l):
Di(P xi~1 Q) = (DiP) %i—1 Q + P *;_; D;Q

telle que: _
oD; =312, Vszz()'k)'
oDj = {Xl’}

OD&) est un opérateur différentiel sur 5:_ .9 a coeflicients polynomiaux, s’annulant sur les

constantes et sur les fonctions linéaires et envoyant S? dans SP~2F,

oD; est étendue a S(gi) (et donc a C°°(§:.')) en posant D;(X;P) = (DiP)X;

ox;_1 est étendu & S(gl.) (et donc a C°°(5:.*)) en posant X;x;_; P = X;- P, pour
tout P € S(E.')'

Supposons que x;_; soit connu sur 5:‘_ 1 satisfaisant toutes les hypothéses de la propo-

sition (ce qui est vrai si i — 1 < n — k) et cherchons & définir la série D;. On connait D((,i),
supposons connu Dg'j) pour j =0,1,... ¢ tels que I’équation:

(1) Di(P*i-1 Q)= (DiP)*_1 Q+ P%i_; (D;Q) (P,Q ¢ S(g;_,))
soit satisfaite jusqu’a 'ordre 2¢ + 1. Posons alors:
P+ Q = exp —tD'(exptD'P x;_; exptD'Q) (te R)
ou D' = Z?io v¥ D},

ezptD’ a un sens car le coefficient de chaque puissance de v est une somme finie de termes.
En plus *' est un produit associatif, si on dérive sa définition par rapport a ¢, il vient:

%(P*’ Q) = ezp—tD'[-D'(exptD'Pxi_; D'ezptD'Q)+(D'ezptD' Px;_, exptD'Q)
+(ezptD'P *;_; D'ezptD'Q)]

Donc les termes d’ordres 0,1, ... ,2+1 de »' coincident avec ceux de *;_; - Cye 42 €t 0’5212
différent d'un cocycle et & cause de la parité, ce cocycle est un cobord:

C;t+2 = Cz';t_-:z - SDg't)-n
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et comme modulo les termes d’ordre 2¢ + 3,
expt(D' + V2t+2Dg?+2) = ezptD' o exp tuu+2D,§?+2
On a a l'ordre 2¢ + 3 pres:

Px"Q=ezp—t(D'+ u2‘+2Dg?+2) [emp (D' + uDg?_'_z)P *i—y expt(D' + VD§Z)+2)Q]
=Px_;Q

en dérivant en ¢t = 0, on trouve que D' + uDg?_',2 est une solution de (1) jusqu’a l'ordre
20 4 2.

Maintenant, Dg?_|_2 est complétement déterminé si on lui impose en plus la nulleté sur les
constantes et sur les fonctions linéaires,

DY) (X;))=0 Vi=1,..,i-1

Alors & Pordre 2¢ + 3, le coefficient de P+”Q différe de celui deP*;_; Q par une expression
de la forme:

A(P’ Q) = Cé,l+3(P1 Q) - C;;—:3(P7 Q) = Z aabCD;mCi_l(Dgn'Pa DSJQ)
ou _ '
aabc € R, D3, =[[(D5n,)", a=(a;), m=(my)

J

et si  2ma = 2ijaj, 2ma + 2nb+ 2sc +r = 20 + 3. r est donc nécessairement

j
impair et A est un 2-cocycle impair. Donc:

A(P,Q) =) A"29, P3,Q.

Ahiz = A(Xh ) Xiz) = Z aabcngCr(Dan'.l ! D;’X'.z)

est nul par construction puisque le seul terme non nul de D} X;, est D8° X, €8, ,etque
Cr(Xi, X;) est nul si r est supérieur ou égal a 3, il ne reste donc que:

D;mcl(Dgoxﬁ ’ D(‘;oxiz) = D;m([D(b)oXit ’ Dgoxizl)

o12ma+1=2+3 cestadire ma=1+4+1>0 Mais D}, Zest nulsiZeg, ,
finalement A est identiquement nul et +” coincide avec *;_; jusqu’a ’ordre 2£ + 3, on a
donc (1) jusqu'a I'ordre 2€ + 3 en posant:

D; =D + 2D + .. V2D, + ...
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(1) est par suite vraie a tout ordre. On remarque que si Dgi)P, ceey Dg?P sont nuls pour
tout P de S(m), il en est de méme pour Dgt)+2P puisque (1) implique alors:
X;DQ,,P — Dy(X;P) =0 VP eS(m),Yj <n—k.

On prolonge *;; et D; a g*, on définit ;, un calcul direct montre que *; est associatif:
g g; ) q

(P *; Q) * R= Z Z ( 1) Dmat—m(z V] Z (_l)n D'na;g—np

m!(£ —m) n!(j —n)!

*i1DIT"OPQ) %i-y DIT™OMR

m=0 j=0 n=0

—_ +j (_1)m+n mal—m(nnaj—n . j—~n an . {—m qm
= 2 Y G = DF O (DRO TP xiea DITO7Q) wica DITTOTR

£,j,n,m
Mais par construction , pour tous P,Q € S(g,)

Oi(P %i-1 @) = (DiP) xi—1 Q + P xi—y (DiQ)0i( P *i—1 Q)
Oi(P xi-1 Q)(3;P) %i-1 Q + P%i—1 0;Q,  D;o0di=0;0D;

On a donc:
P B " (_1)m+n {-m m Cq Dq+n61_n+pP
(Pri@wiR= 3 v oo = 2. L G-

£,7,n,m J p=0 ¢=0

*i_lD'j—n+m—qa?+l—m—pQ *io1 Df-—ma{nR

. m+4n

— Z Vl+] ' ' (' 1) ' 'Dq+na] n+pP *ie1 DJ—n+m qD
vila U = n)lplgl(¢ —m —p)l(m —q)!
™ PQ iy DI"™DR
On pose:
gtn=r , j+q+p=s , p=p
n=n , £—-(p+q)=t , m—gq=u

donc

0<r<s , 0fu<gst , 0<n<r , 0<p<Ls-—r
L’application:

Q(q’e, n’j’p’ m) — (r’ 87p7n7t’ u)
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est une bijection entre les ensembles considérés. Donc:

r 8-r

(P*i Q)% R = ZE” r,(s D.'a P*.I[Z EZZ

=0 r=0 t=0 u=0 n=0p=0 -

( 1)" r! (3 — 7') (s—r—p)+u utn +t—u qutr—n
ul(t — u)! nl(r — n)l(s—r— )'p'D ? 3t Q*i—y D? 0; R]

= 3 1r ras—r $—r ar
_Z%”Z;r'gs) —r——;Di8; P %i_y D!7T8[(Q *i R)

= P+; (Q % R)

Supposons que *;_; soit gradué et soit P € SP ,@ € 59%,0n suppose aussi que D() envoie
SP dans §P~% Vp, Vj=0,. -,€ (c’est vrai si j = 0).
Alors:

0D3745(P,Q) = (Chexs — Cir)(P,Q) = ¥ aas D, Ci~ (DL, P, D5, Q)
ou 2ma+2nb+2sc+r =2 + 2

donc:

OD3,a(P, Q) € SPH-(2t4)

et la solution unique choisie & notre équation satisfait par construction:
Diey5(S7) C §P=C2442)

ceci est vral sur g:."_ . donc par prolongement sur g:’, alors:

P =33 LD s Y uCeteme (Dm0 P, D3,020)

sl(e=s)!
S.
£=0 s=0 ( aib o t;q
ma=
2nb=t—-3

est dans SPT9-", Parsuite «; est gradué.
Vérifions que la formule:

oo 4 m
P*. Q ; v Z—o m'((e 1) m)' (D,)ma:—"'P *i—1 (D')‘—ma:nQ

définit un produit *.
Il est clair que:

C(P,Q) =
C)(P,Q) = {P,Q}; = {P,Q}i_1 + 8:PDiQ — DiP3;Q
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ou {, }, désigne le crochet de Poisson sur S étendu a S(g).
g g, g
cO(P,Q) = (-1)C9(Q, P).

P+ Q=Px%i_1Q pourtout P,Q€S(g, )

En particulier u »; v = u - v si u et v appartiennent a S(m).
SiQeSg,_,):
Xi%iQ=XiQ +v{X:,Q} +v°DYQ+..
= XiQ + VD,'Q

Pour achever la démonstration, il faut démontrer que le produit; est tangentiel sur §2:
Soit a € I(g,) C S(m) alors:

o0 _ ¢ )
axi P=Y" u‘(—e—})—(D('))‘a *i—1 OLP.
£=0 )

Pour montrer que ce produitx est tangentiel, il suffit de montrer que DWa = {X;,a} =0
(car a est invariant). '
On va démontrer que pour tout u € S(m), DUy = {X;,u}. On va procéder par induc-
tion sur le degré de u. Pour le degré 0 et 1. Ceci est vrai par construction. Pour X; € m
et u € SY(m):
DI(X; - u) = DO(X; *i_; u)

=DWX; %1 u+ X;*i—y DWu.

= {X,',Xj} *i—1 U+ Xj *i—1 {X.','U.} .

= {Xi, Xj}u + X;{Xi,u}

= {'Xi,Xju}
Donc a *; P = a i, P et par induction sur i,a +; P = aP ce qui prouve d’apres la
proposition 3-6, que * est tangentiel.

Contre exemple :

Le produit * formel défini dans le proposition précédente est différent de celui d’Arnal-
Cortet comme le montre ’exemple suivant: soit g I’algebre de Lie nilpotente spéciale dont
une base (Z,Y1,Y2,Ys, X1, X2, X3) vérifie les relations de commutation:

[X1,Y1] =2, [X2,Y2]=2, [X3,Y3]=Y:;, [X3,Y2]=Y1 et [Xs,h]=2

les autres crochets sont nuls.
la paramétrisation de M. Vergne au début de cette section s’écrit dans ce cas:

Y,
da=Y; m=2; pp=Xy q1=71
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Ae=Ys; pe=2; po=Xy; =2

A3 =Ys; p3=Ys; p3=Xs; B=3
2

A=2Z

si on note x4¢ le produit d’Arnal et Cortet, et *7 le produit x sur g défini dans la propo-
sition précédente, un calcul simple montre que

Xzxac Q = X3Q + v{X3,Q}

pour tout @ € S(g) car P*(X;,Q) = 0 pour tout n > 2.
D’autre part si on reprend les mémes notations que celles de la démonstration de la propo-
sition précédente, on a:

X3*x71Q =X3Q +vD,Q

ol D7 est une dérivation de *g.

pour montrer que x4¢ est différent de 7, il suffit de montrer que {X3,-} n’est pas une
dérivation de *g.

Posons Y3 = u. On a:

0 0 0
{X3,:} = }’2'673 +Y]'672 +Za_Y1

=) i+ i+i
ou T "8, T 3g,

Soit u = u et v = py, un calcul direct montre que
{X3,u%s v} = {X;,uv} = Agopy

et que:
{Xa,u}x6 v+ uxe {X3,v} = Agapy — v

Donc {X3,-}n’est pas une dérivation de *g.

2 - Produit * convergent:

Dans cette partie, on montre que le produitx sur les algébres nilpotentes spéciales
défini dans le paragraphe précédent fournit une déformation quantification stricte.
Soit g une algébre de Lie nilpotente spéciale de dimension n et soit 8, une suite croissante
d’'idéaux de g et {X;,1 < j < n} une base de g telle que X; € 5..\5'._1. Pour tout
1 <1 < n, on identifie &, avec son groupe simplement connexe par l'isomorphisme:

Ei—'Gi
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Yi— ¢(Y) = e3viXighyio1Xins LednXigdnx LeduiXi
ou y; désigne le jéﬁ coordonnée de Y. Dans la suite, G} désignera le groupe correspondant
a 8, muni du produit *}:
| X+, Y = 7 ($i(X) - $i(Y))
et ¢; I’application:
TR ¥ Y= 0i(Y) = (ezp™' 0 4,)(Y)

Remarquons que le produit dans 1’algébre de Lie 8, peut s’écrire aussi:

X4, Y = o7 (i X) - pi(Y))

Théoréme 3 - 23 :

Soit g une algébre de Lie nilpotente spéciale de dimension n et soit g, une suite
croissante d’idéaux de g et {X;,1 < j < n} une base de g telle que X; € 8; \§i—1' Le
produit %, xi défini sur S(g;) ® S(g;) par:

f*Z 9(z) = / f(X)g(Y)ezi"<¢;_1(¢i(x)'¢-‘(Y)),z>dXdY
8, %§;

ou ¢i(Y)= edviXighviaaXis | dnXa dnX eBviXi

pour tout 1 <1 <n est différentiel, gradué et est tangentiel sur Pouvert de Zariski Q(voir
la définition donnée 4 la page 62 pour donner un sens & cette formule lorsque f et g sont
des polinomes).

En plus, si on définit avec ce produit, une involution et une norme sur S(_g;) par
f1(X) = f(X)

et || f ||n est la norme de f dans C*(GY}), alors cette structure fournit une déformation
quantification stricte de S(g?) dans la direction de —(2m)~* { }; ot { }; désigne le crochet
de Poisson linéaire sur S (&)

Démonstration
La formule dans le théoréme définit clairement un produit associatif car:
Frng=(f x4 )"
ol x} désigne la convolution des fonctions sur G;

Une démonstration analogue a celle de la proposition 3-16 prouve cette formule définit un
produitx.

Pour démontrer la premiére partie du théoréme, il suffit de montrer que ce produit coincide
avec le produitx formel dans la proposition précédente.

Démontrons tout d’abord trois lemmes:
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Lemme_ 3-24:
Pour Y dans g,_,¢etz dans 5:.*_ ,» on pose:

Y= o7 (4% (Y))

Si f est dans S(g, ) on définit:

f,t(z) — / f(Y)e2i1r<Y',z>dy
g

i—-1

alors:

d
Dif = Ef,t le=o, VfeSg,_,)

Démonstration :

L’application ¢t — Y* est un groupe & parametre, en effet:

Y = g (eI Xip_y (1)

= o (" pimi (7 (e X pima(Y))))
— (Y’)t.
D’autre part, on montre facilement que:
Xt Y = (X5 Y)
Enfalt; itye ot , ‘
X Y =5 (pi1(X7) - i (YT))
= i1 Xipia(X) - 21 Xi i (V)
= i1 (e* X (pim1(X) - iz (Y)))
= pi1(e* Xy (X #71Y))
= (X +Y).

Si on pose Y’ = Y alors on aura dY' = dY. En effet on peut montrer en utilisant la
formule de Campbell-Hausdorff que:

pima(Y)=hY + Y ol B yn Y, ¥ X

i1>0
mi>n-k

oum = (my,...,map); 1 < sup{iz,mq,...,mar} et af ; . €IR
Donc dp;_1(Y) est une matrice ¢ — 1 x ¢ — 1 triangulaire inférieure (aej) avec age = h pour
tout 1 <£€<i—1let (dtp,-"_ll)(z) est aussi une matrice ¢ — 1 x ¢ — 1 triangulaire inférieure

(be;) avec bge = h~! pour tout 1 <€ <i—1.
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Ainsi:
f.'t(z):/ f(Y—t)e2i1r<Y,z>dY
g,
Maintenant on montre que:
fi %k a! g (f*n 9):
On a:
(F a0 = [ FO0RX T T Y)ax
g,
- [ Faxhaxtet vy ax
g,

= [ @) T Y,
|- P

= [ daaeey it Y
g,

= (79N

= (f*7 )INY)

Donc ’application f +— '&42 fH(2)),=, est une dérivation de (S(g,_ 1),*;_1), et:
d t s
2 s = WD

Il est clair que D?**! f = 0 pour tout s car:

d . 2 - in z
Eff(z)h:o = 2z1r/ fly) < dcp,-_ll(cp,-_l(Y))angcp,-_l(Y),z > 2i7<Y.2> gy
B,

et (dpi—1(-))"! et pi-1(-) ne contiennent que des puissances impaires en k. Un calcul
direct montre que:

D°f(z) = 2ir / f@) Y Clyjze¥™<v=>dy

B 1
et
i-1 (-1
! . kll
&, =1 ¢=1 k'+k"+1—z'

m 2ix<Y,z>
+z:az,-m-h,,y,,.1...y,,,u,y.1 ,n]zge dy.

ou a:: = ﬂ;lyjl <o Yjanrgar j= (jl, ooy J2kn42) et ;l €R
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Ainsi D° = {X;,-} et D2 envoie SP dansSP~2¢, s’annule sur les constantes et sur les
fonctions linéaires. Comme la dérivation D; définie dans [24] est 1'unique vérifiant ces
propropiétés, on a:

d
Dif = '(Efﬂt:o vfeSg,_,)

Lemme 3-25:
Soit f € S(g,) ® S(g!), alors on a:

. 3 R . . .
Xixi f(z) = Xif + 2 / F(Y) < dp7 (pic1(Y))ad Xipio1(Y), z > e¥7<V*>dY
g;
et pour tout j < 1:
; f ! y h ¥ 2in<Y,z>
Xhf@) = [ F) < doit (o (D eap(—adgyi Xi) RX5)pina(P)), 2 > H4r<T>dy
-9

oY =Y — yiXi
En particulier si f € S(g,_,) ® S(g}_,) on a:

. h
Xixy, f=Xif+—D;f
d4im

et pour tout 3 <1 . .
X,-*‘,,f:Xj*};'l f

Ainsi ce produitx coincide avec celui d’Arnal, Cahen et Gutt avec v = 4%.
Démonstration :
On a:

¢:i(X)pi(Y) = e%(z.-+ya)x.-e—§y.~z.~ew_l()?)e%y.-x.-e%z.-x;ew_l(?)e—%x.-x.-eg(z.-+y,-)x,-
L’application V¥ :t+— e~ dviXigteic1(X)eduiXi gt un groupe 3 un parametre donc
T(t) = e**, ot

z2=—0—|t=0 = e_%”‘x‘cp;_l(f)e%”‘x‘

ot

On montre facilement que:

—

2= e (g1 (X))

D’ou A v
e~ 3viXi goi-1(X) 4y Xi ezp(e—"d%”‘xi (pi-1(X)))

On montre de méme que
edziXi etpi-l(?)e—%zixi — emp(eadg-zaxa (ipi—l(?)))
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Donc:
¢i(X)- 6i(Y) = 6%("+”‘)X‘e:cp(e‘“d%!"'X"(cp,-_l()-(')) . ead3ziX; (pi-1(¥))) et =i+vX;

et
X3 Y = o [(e7 4% iy (X)) - (724X (i y ()] + (21 + ) X
Donc:

'3%()( * Y)ixeo = Xi + (do7)) (04 (¥))ad gXi(%—l(?))

et pour tout j < ¢
2 i -1 ¥ h s
3o, X Y) Ix=o=Xi + (de;21)(@i-1(Y))(ezp(—ad3y: Xi)(hX ;)i (V)

Soit f € S(g}) @ 5(g;)-

Par démonstration analogue & celle du théoréme 3-18, on prouve que:
H h f = in z
i J(B) = Xif + 2 / F¥)dpi 21 (4i-1(Y))adXipi1 (Y), z)e? <Y=> gy
et que pour tout j < ¢

X+ f(z) = / ] f(Y)<d80?-’1(soi—1(Y))(ezp(—adgyax.-)(hXj)cpi_l(Y)), 2)etin<Y.s> gy

=i-1

En particulier si f € S(g,_,)0S &_,) , comme f ne dépend pas de y; on a:

; h d
Xish f=Xif + ==

t
4i dit Filews

et pour tout 3 < 1:
Xj* f(z) = / f(Y)<d<P.-__11 (i—1(Y))N(BX;) - pimr(Y)), z>82i1r<Y,z>dY
g,

D’autre part on a:

0z(X *7" Y)|x=0 = doiy (pia (V) (V))(AX; - ica(Y))
d’ou _ _
Xj»lf=X;4 f.
Pour achever la démonstration de la premiére partie du théoreme, il suffit de remarquer
que le produit x} coincide ainsi sur les fonctions polyndmiales avec le produit * dans [24] et

comme les cochaines C} de ce produit sont des opérateurs bidifférentiels, il sont totalement
déterminés par leurs valeurs sur les polynémes.
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Maintenant, on va montrer que ce produit+ sur S(g*) fournit une déformation quan-
tification stricte.
On commence par démontrer la deuxiéme propriété de la définition d’une déformation
quantification stricte, car c’est celle-la qui caractérise les déformations quantifications.
Rappelons que comme g est nilpotente, le deuxiéme terme du crochet de Poisson obtenu a
la proposition 3-1 est nul. Soient ® et ¥ deux fonctions dans S(g). On définit la fonction
01 dans S(g) par:

6a(X) = / 3(~Y) (¥(Y 1 X) = U(X 40 Y))/A = ([Y, X],d¥(X +Y)))dY
g

On doit montrer que || 85 ||» converge vers 0 quand h tend vers 0. Comme les C*-normes
| |l» sont toutes dominées par la norme L', il suffit de montrer que 6 tend vers zéro
pour la norme L!. En applicant le théoréme de Fubini, il suffit de montrer que le terme a
I'intérieur de l'intégrale comme fonction sur g x g tend vers zéro pour la norme L'(g x g)-
Posons:

DY(X,Y) = &(=Y)((¥(Y #4 X) — U(X +¥))/h— (5 ){[¥, X], d¥(X +Y)))

et
Dy(X,Y) = &(-Y)((¥(X x»Y) - Y(X +Y))/h - (%)([X ,Y],d¥(X +Y)))
On a: ;
DMX,Y)=hF} + §F2”
> F}MX,Y)=®(-Y){R(KX,Y),d¥(X +Y))
FNX,Y) = ®(-Y)(d®¥) (X +Y + rhM(k, X,Y)) - (M(h, X,Y), M(h, X,Y))

YarX=Y+X+ g[Y,X] + R*R(K, X,Y)

M(h,X,Y) = %[Y, X] + hR(K, X,Y)

et 7 est un nombre réel dans l'intervalle [0,1] dépendant de k,X etY Ainsi il suffit
de montrer que F! et F} sont bornés pour la norme L! indépendamment de h pour
|| < 1. Comme g est nilpotente, on montre facilement que R et M sont deux fonctions
polyndmiales en toutes leurs variables. Donc on peut développer R comme polynome en

h:

d
R(h,X,Y) =) K*Ri(X.,Y)
k=0

ou chaque Ry est un polynéme en X et Y & valeur dans g.
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Comme ¥ € S(g), alors toutes les composantes de d¥ (dans n’importe quelle base) sont
dans S(g) et par suite tous les termes:

O(-Y)(Ri(X,Y),(d¥)(X +Y))

sont dans S(g x g). Pour |k| <1 on a:
IFH(X,Y)| € ) |8(-Y) < Ri(X,Y),d¥(X +Y) > |

Ainsi la norme L' de F est uniformément bornée. Maintenant pour montrer que la norme
L! de F} est aussi uniformément bornée, on développe M comme polynéme en k:

L
M(E,X,Y) =) K*Mi(X,Y)
k=0

Il est clair qu’il suffit de dominer chacun des termes de la forme:
(4)  B(-Y)PU)(X +Y +rhM(h X, V))(M;(X,Y), My(X, V)

Pour une base donnée, les composantes de d?>¥ sont dans S (8), et les composantes de M;
et M} sont polynomiales. Donc (A) est une somme de termes de la forme:

®(~Y)0(X +Y + rhM(h, X,Y))P(X,Y)

ou § € S(g) et P est un polynéme a valeurs scalaires. Pour simplifier les notations, on
fait le changement de variables (Y, X) —— (X —Y,Y) qui a pour déterminant 1 et donc
ne change pas la norme L'. D’apres la formule de Campbell-Baker-Hausdorff, M (R, X,Y)
reste inchangé, alors que P change en un autre polynéme que nous notons encore P. Ainsi
il suffit de prouver le lemme suivant:

Lemme 3-26:

Soit g une algébre de Lie nilpotente de dimension n. On suppose qu’on a défini sur g
une loi de groupe de la forme:

X*Y =X +Y +EM(h X,Y)

ou M est une fonction polynémiale dont la jéme composante ne dépend que des vari-
ables Tey1,...,Tn,Yt41,-..Yn €t K. Soit P(X,Y) un polynéme & valeurs scalaires et & et
8 € S(g).

Alors les normes L' des fonctions:
(X, Y)r— &Y)O(X + 7(h,X,Y)RM(k,X,Y))P(X,Y)

sont uniformément bornées indépendamment du choix de la fonction mesurable T de
IR x g x g dans [0,1] et de k avec |h| < 1.
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Démonstration :

Soit {X¢} une base de g. On notera les coordonnées de X € g dans cette base par

T1,...,Tyn et similairement pour Y. On notera la geme composante de M(k,X,Y) par
me(h, X,Y). Soit a la fonction définie sur IR par a(r) = 1+ r? et B la fonction définie
sur g par B(X) = Ma(z)~%. On verra comment choisir les entiers positifs d¢ suivant le
polynéme P et la structure de g. Notons que B(X)~1 est un polynéme positif, et donc
comme 8 € S(g), il existe une constante c tel que |(X)| < ¢3(X) pour tout X € g. Ainsi
il suffit de montrer que les normes L! des fonctions:

&(Y)B(X +7(h, X,Y)AM(h,X,Y))P(X,Y)

sont uniformément bornées indépendamment du choix de 7 et de h avec |h| < 1. Main-
tenant pour tout entier positif d et tout nombre réel m, la fonction:

t— a(r+ tm)"d =(1+(r+ tm)z)_d

prend sa valeur maximale pour ¢ € [—1,1], lorsque r + tm tend vers 0.
Si |r| < |m| alors ce maximum vaut 1 et est atteint lorsque r +tm = 0. Si |r] = |m|, ce
maximum est atteint en ¢t = 1 ou t = —1. Par conséquent pour |r| > |m| on a:

a(r + tm)_d <ar+ m)_d +a(r — m)_d

pour tout ¢ avec |t| < 1. Mais pour r € [0,|m|], Pun des deux termes & droite prend sa
valeur minimale en r = 0 et cette valeur est a(m)~? et similairement sur [—|m/|,0]; Ainsi
si on multiplie les termes & droite par a(m)? le résultat est toujours > 1 sur [—|m], Im]].
Il en résulte que:

a(r + tm)_d < a(m)d(a(r + m)—d +a(r — m)—d)

pour tout r et tout t avec |t| < 1.
Maintenant on applique ceci aux coordonnées de 3 on trouve:

B(X + (h, X,Y)RM(h, X,Y)) < Ha(me(h X,Y))% x (a(z, +me(h, X,Y)) %+
ta(ze — me(h, X, Y)) ™)
Ce dernier terme est 3 son tour somme de termes de la forme:
ve(F, X,Y) = a(me(h, X, Y )" a(ze + eeme(h, X, Y)) ™%

ot ¢ = +1. Donc il suffit de montrer qu’il existe une borne uniforme pour les normes L
des fonctions:

(Y ) (h,X,Y)P(X,Y)

indépendamment de k avec |h| < 1. Pour obtenir cette borne uniforme, on utilise de
nouveau le fait que g est nilpotente et on choisit une base adaptée {X¢,1 < £ < n} telle
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que I’espace g, engendré par Xj, ..., X soit un idéal de g et que [g,g,] C g, , pour tout
2. Par conséquent m, est un polynéme en ZTy41,...,Tm,Ye+1,---,Ym €t A pour tout £.
Maintenant pour intégrer la fonction:

|2(Y )re(h, X, Y)P(X,Y)|

on va procéder & l'intégration variable par variable en commencant par z;: La premiere
intégration est donc:

|<I>(Y)|/a(m1(h,X, Y) " a(z1 + e3ma (B, X,Y)) MY (K, X, Y) |P(X,Y)| dz,
ou pour tout ¢:
YK, X,Y) = [ﬁ a(me(h, X, Y))* a(ze + eeme(h, X, Y)) ™%
=q

Or on a vu qu'aucun des m; ne dépend de z;. Donc on peut faire le changement de
variables £ — z; — ¢ym;(h,X,Y). On obtient:

[B(Y)la(ma (5, X, Y)*42(8,X,Y) [ afar) ™ [POX = exmu X0, V) doy

Il est clair maintenant qu'on doit choisir d; suffisamment grand pour que l’intégrale con-
verge. Comme m; ne dépend pas de z,, ce choix de d; va dépendre essentiellement de la
puissance la plus grande de z, dans le polynéme P(X,Y). Comme m,; est polynomiale, il
en est de méme pour a(my(k, X,Y))% et le résultat de cette intégration est dominé par
une certaine somme de valeurs absolues de fonctions polynémiales en z2,...,%,,Y et h.
Si on développe tous ces polynomes en puissances de h et poser |h| < 1, il est clair qu'il
suffit de traiter les différents coefficients des puissances de h séparément. On obtient donc
une expression similaire & celle avec laquelle on a commencé mais ne dépendant plus de
r,. Ainsi la deuxiéme intégration en z; a la forme:

1B(Y)| a(ma(h, X, V)23 (R, X, Y) / a(zz +ema(h, X,Y))™% |Py(X,Y)| dzs

ou P, est 'un des coefficients polynomiales obtenus ci-dessus dépendant non seulement de
P mais aussi de m; donc de la structure de g. Comme m; ne dépend pas de z3, on fait le
changement de variables z2 — x2 —€2m3. On trouve que d; doit étre choixi suffisamment
grand pour que:

o(z2)"%|Py(zy — €2m2X3,23,..., 20, Y))

soit intégrable, ce qui dépend uniquement de la plus grande puissance de z; dans P(X,Y’)
donc de P et de m;. Notons que m et donc oz(mg)“'2 sont polyndmiales dépendant
uniquement de z3,...,z,,Y et k. Le résultat de l'intégration est ainsi dominé par une
certaine somme de valeurs absolues de polyndmes en ces variables. De nouveau on les
développe en puissances de h et on traite séparément les différents coefficients. On continue
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ce procédé pour les différents z,, en choisissant 3 chaque étape le di correspondant. On
trouve apres la derniére intégration en z,, une fonction de la forme:

|®(Y)| |Pn(Y)|pour un certain polynémeP,

Mais cette fonction est évidemment intégrable car & € S (8)- Ceci achéve la démonstration
du lemme et par suite de la propriété 2) de la déformation quantification stricte.

Le méme argument que celui du théoréme 3-15 prouve la continuité de la fonction
h+—|| ¥ ||» pourtout ¥ € S(g*). Le théoréme est ainsi démontré.

Les produit * définis sur les algébres de Lie nilpotentes spéciales dans le théoréme précédent
seront dits produits x spéciaux.

Remarque:
La formule obtenue du produit *? dans g

X+ Y =971 [(e““d%y"x" (cp,,_l(f))) . (e“d%""x" (<pn_1(}7)))] + (zn +yn)Xn

ou X=X—ann et }7=Y—yan

sera une “correction” de la formule de Campbell-Hausdorff correspondant 3 notre “nou-
velle” application exponentielle ¢,,.

En particulier si la dimension maximale des orbites coadjointe est égale & 2, c'est le
cas par exemple de l'algébre de dimension n de base {X;,... yXn-1,Y} qui satisfait les
relations de commutation:

YV, Xi]=Xi1 ((=2,...,n-1) et [V,X;]=0
tous les autres crochets sont nuls. La “nouvelle” formule de Campbell-Hausdorff s’écrit:

X *xp Y = ead%ynx"x + e-“d%"nan

3 - Equivalence des produits  spéciaux:

Définition 3-27;
Deux produits  (resp. produits * tangentiels) «+ and *' sur une variété de Poisson
sont équivalents (resp. tangentiellement equivalents) s’il existe une serie formelle:

T=1Id+ i R"T"
r=0

ou Id désigne I'identité et les T" sont des opérateurs differentiels (resp. differentiels et
tangentiels) s’annulant sur les constantes tels que:

T(u*v) = T(u)*' T(v).
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Proposition 3-28:

Etant donnés deux choix de chaines croissantes d’idéaux u; et m; dans g. Soit * (resp.
*') le produit x défini sur g* comme dans le théoréme précédent correspondant a u; (resp.
m, ), alors x et *' sont tangentiellement équivalents et ils sont équivalents au produit x de

Rieffel-Gutt-Lugo.

Démonstration:

Soit ¢ (resp ¢') 'application ¢, correspondante a u; (resp m;). On a:

XY =¢'""1(4(X)-4(Y))
donc
(¢I—1 o ¢)(X) *I (¢I—1 o ¢)(Y) = ¢I—1 (¢I(X) . ¢l(Y))
et .
(#0 $)(X) ' (#7 0 9)(¥) = (¢ 0 )(X #Y)
Ainsi pour tout f,g € S(g) ® S(g*)
(f(¢—1 o ¢,))V % (§(¢—1 o ¢I))V — / f(¢—l o ¢')(X)_¢"](¢_1 0 ¢I)(Y)e2i1r<X*'Y,z>dXdY
BXg
= [ R es 0 ¢ enr) g gy
gxg
= [ Fxngrtyern(# oo YD) gy
gxg
= (f¥g(67 0 9")
Si on pose:  T(u) = (i(¢;'¢'))Vpour u € S(g) D S(g*)

onobtient: Tf+'Tg=T(fxg) Vf,g€ S(g)dS(g")
T — Id est développable en série d’opérateurs tangentiels; soit f € S(g) ® S(g*) telle que

f soit a support compact.

Tf(z) — / f"‘(Y)e2i1r<¢"1o¢(Y),z> dy
g

= / f(Y)e2i1r<Y,z>62i1r<E h"'ﬁi’.‘ly’""'!”'ul“X"l,l) Iy
g

= / f(Y)e2i1r<Y,z> (1 + (Z ﬁ2kl7i7t',-yj1 o yj,,,:+,Xi1 o X“’ z) dy
g

, 32k’+tf
=f+> B¥y0h
Z * Oyj, - -- ayju'+t

____f+zh2rTrf

r=0

Zip oo 24y
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ou fi 1i, €t 'y‘,’c’,l,i sont des nombres réels. Si P est un polynéme invariant, P est dans
S(&n_k). D’ou TP = P car il existe au moins un indice j, tel que j;, > n — k. Les
opérateurs T7 sont alors tangentiels car les feuilles symplectiques sont des espaces affines
définis par {P(z) = constante, P € I(g)}.

I1I- 6 TRANSFORMEE DE FOURIER ADAPTEE:
Définissons maintenant la transformée de Fourier adaptée qui est ’outil fondamental dans

I'utilisation des produits * en analgyse harmonique.

Définition 3-29:
La transformée de Fourier adaptée £ est 'application de I’espace C2°(G) des fonctions
a support compact sur G dans ’espace des fonctions sur g* définie par:

E(F)(2) = /G £(9)E(a)(=) dg

ot E(e"X)(z2)(= *%"<X:#>) est Papplication exponentielle x sur g c’est & dire E(ezptY )xu
est la solution a I'instant t de:

%U(t) = (2irY xU)(t)avec U(0) =u € 8(5*)

é(f) peut étre vue comme distribution, si on pose:

<efu>= [ [ fa)(E@)*u)(2)dods
g

Proposition 3-30:
Soit f dans C°(G); alors

{(f)(z) —_ L(fo ¢)(X)e2i1r<x,z> dx

ot ¢ est I’application ¢, définie dans la section précédente.
pp

Cette formule relie la transformée de Fourier adaptée a la transformation usuelle.
On voit qu'il suffit de remplacer I'application exponentielle usuelle entre g et G par
’application ¢ pour passer de la transformation de Fourier usuelle a la transformée de
Fourier adaptée.

Démonstration:
Soit

€(f)(z) = / (foB)(X)etin<Xr> dx
-4

Il est clair quet'(S(G)) = S(g*) et que
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§'(f xng) =€ (f)*n€'(9)

ot *p; désigne le produit +2 et xj est la convolution des fonctions sur C(G), (g étant
munie du produit *}). Donc pour tout Y € g, on a:

1Y w f =€ (E71GEY) xa €71(F))

Pour Y = X;, on a:

/s* 6—2i1r<X,z>(2;7:.%(fo¢)(X)) iXds
t 0
= EaT,-(f o $)(0)
D’ou L
/C;E'—I(Y)(z)f(l') dxr = 2_71—6_1:](f°¢)(0)
et

(€7 xng, f) = (9(v) <€ ¥)(2), f(= - v) >)
= [ X)W de
G
pour tous f, g dans C®(G) ou
Xilf= %f(ewp— tX;)

Ainsi:
(€72GY) xa 9)(8(X)) = 5= (X;9)($(X)
et:
(6 (eap*itY) 1 9)($(X)) = g(5eap — tY - (X))

En particulier pour X = 0, et comme g est & support compact:

/ ¢ (ezp* —itY)(z)g(z ™) dz = g(;—;empty)
G

Comme ¢’ est une transformation unitaire il vient:
/ exp* —itY (2)(€'v)(2) dz = v(e'Y)
5*
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ol v est définie par v(z) = g(;—:a:) Pour t = 27, on obtient:

v=ET1(E(v))
D’ou

E=¢

La transformée de Fourier adaptée est reliée & la représentation unitaire IIC associée
a une orbite O dans g". Rappelons que IO peut se réaliser dans L%( IRk) en effet il existe
une transformation unitaire § de LZ(O) dans ’espace des opérateurs d’Hilbert Schmidt
sur L2(IR*) définie par:

s+t

Su(s,t) = Fpu(t ~ s, 5 Jou Fpu(p,q) = /]R" u(z,q)e " dzx (s,t,p,q € IR*)

Théoréme 3-31 :
Soit f dans C°(G) et g dans L%(0), alors:
1) IO(f)g(t) = fo K(t,7)g(r) dr oi

K(S,t) = f(e—thne—tk—lxn-l . e-—th-h.Hmean_k.H L es.,X..)e2i1r<m,to> dm
En—k

t=(t1,...,tk) et s =(s1,...,8k)
2) K et £(f) sont reliés par £(f) = STYK).

Démonstration:

La premiére partie du théoréme est une conséquence immédiate de la construction
faite par Pukanszky ([45] p. 115). Montrons la deuxiéme partie. On a:

- T T
Fpu(z,q) = K(g - 3,9+ 3)

Th
g

n—k

e—%“‘xn—k-}-l e~ N Xn-k1 medt Xn—k41 e_izlxﬂ—k+l . eq"x"e_%'kx")e2'."<m't°>dm

— / f(nq(m))eﬁw<m,lo> dm
g

n—k

Pour z € IR¥, considérons l'application :

¢ :En—k - 5

me—— e"‘zlr“x"e_%;1 Xn-1 | e'i”'x“‘"'“me'fil'x"“‘+1 - e_iﬂhx"
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Soit m' = (¢! 0 ng)(m)

fpu’(x, q)= f(ib(m'))ezi"((ﬂ;1°¢)(m'),lo> dm!'

-k

A
B / S mm 050" 40) gy
g,

-k

Donc:

u(p,q) = -/IR" (Fpu)(z,q)e? ™™ dz
- / ~ / Fp(m"y)erin(<m' oW 0)>+22) g g
m §n-—k
Soient p et g définis comme suit: étant donné z € O, on pose:

z= (774_1 op)* (o) —P1 Xp_k41--- - X,

on < X7, X;j>=1 et <X} Xp>=0 si k3#j. Alors:

u(p, q) — / f(¢(y))e2i1r<Y,t> dY
g
=£(f)p,9)

onY=m—2:Xp_p41...— xXn et £ =(p,q).
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