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INTRODUCTION

L'r.rn des problèmes importants en mathématiques est la construction et la classifica-
tion des classes de représentations unitaires irréductibles d'trn groupe de Lie G, c'est-à-dire
la détérmination du dual unitaire G de G. Lorsque G est nilpotent connexe et simple-
ment connexe, ce problème a été entièrement résolu paf, A. A. Kirillov par I'introduction
des méthodes des orbites. Plus précisément, il a montré qu'il existe une bijection entre
I'ensemble g. \ G des orbites de la représentation coadjointe de G dans le dual g* de g et

le dual unitaire ê à" G, ([1],[2]). Cette correspondance est très explicite:
Etant donnée une orbité O dans le dual E*, de I'algèbre de Lie E, on choisit €o e O et une
sous-algèbre subordonnée maximale h de g, c'est à dire une sous-algèbre telle que:

< €0, [.b,b] >: o

et maximale avec cette propriété. Comme G est connexe et simplement connexe,
I'application exponentienlle est un difféomorphisme entre g et G, ainsi If : ecpb est

le sous-groupe analytique correspondant à h et la formule:

yslexpXl- ei(€o(x)) (X e h)

définit un ca,ractère de ce groupe, on induit alors cette représentation de dimension un de

H à G et on obtient la représentation unitaire associée à O:

flo : iii4"**

Cette méthode des orbites est apparue à I'usage comme un outil fondamental dans Ia

détermination de G ponr un groupe G quelconque. En fait, elle a étê généralisée au cas

des groupes résolubles de type / p3r Ausla;nder et Kostant [3] puis générauy par Pukanszky

[4], enfin à un gros ensemble de G pour les groupes quelconques par Duflo [5] et Khalgui

[6].

La méthode des orbites, conrme Kirillov I'avait déjà remarqué dans [1] est très proche

de la méthode de quantification geométrique de Kostant et Souriau ([1],[4, [8]). Dans cette

dernière méthode, on se propose de quantifier un système dynamique classique représenté
pax une variété symplectique (M,W) en considérant des espaces de sections de fibrés

complexes sur M (les états du système quantique) et des opérateurs agissant sur ces espaces

(les observables du système quantique).
Il y a une quinzaine d'années, une nouvelle méthode de qua,ntification a été introduite

par Bayen, Flato, Fronsdal, Lichnerowicz et Sternheimer, il s'agit de la quantification par

déformation [9]. Dans cette thôrie, on conserve I'espace C*(M) des fonctions C- sur

la variété M comme ensemble d'observables et on modifie leur structure d'algèbre par

déformation.
Dés le début de cette nouvelle theorie, il est apparu qu'on pouvait I'utiliser en analyse

harmonique pour construire et décrire les représentations unitaires de groupes de Lie. En



fait il a été proposé un programme de construction et de déscription du dual unitaire ô
d'nn groupe de Lie G à partir de l'étude des deformations de I'algèbre des fonctions C-
sur le dual g*.

Rappelons d'abord ce qu'est un produit * sur une variété de Poisson:

Déflnition (}t:

Soit M une variété de Poisson différentiable mt;.nie d'un croehet de Poisson {, } et soit
E : (C*(M),r) l'espace des séries formeLles en Ie paramètre (dans 0 ) " 

avec des coeffi-
cients dans C*(M). U" produit * sur C*(M) est défrni par une application bilinéaire:

C*(M)  x  C* (M)  )  (u ,u )  ê  r t r * ,1 )  : î , *O, ru ,u )  e  E(C*(M) ,u )
r = 0  

' '

où
(i) Q, est un opérateur bidifférentiel sur C*(M) (d'ordre maximal ,(r > 1) en cJtaque

argument) nuJ sur les constantes.
( i i )  Qs (u ,u )  =  u .u ,Q t (u ,u ) :  {u , ,u }

0ù Q, est symétrique (resp anti-symétrique) æ (u,o) si r est pair (rcsp impair).

( * )  |  { r t " t ; - tQ ,çq "çu ,u ) ,u ) :  |  { " t " t ) - tQ ,çu ,Q , (u , r ) )  ( r ,  s  )  0 ,  t : 7 ,2 . . . ) .
r *s= t rf  s:t

*, étendu à E fait de cet espace une algèbre associative d'unité I et

[u,u]* : D #r2r1r(u,,ù 
: 

*,@*v u - u *, u)
; ->0  \ z r ' 1  r / :  z '

en fait une algèbre de Lie déformée de (C*(W), {, }).
Le premier exemple est le produit * de Moyal sur IR2'. Si {u, u} : AiiÔ;uïiu

onpoSeP" (u ,u ) : 4 i r j r . . . . 11 i " i ^8? . . . ; . uÔ i , } . . . i ^u (n>
@  . , r

DLrrn"(u,u1 (Po(u,a): u'u) est un produit * sur R'2"'
r=0

On a d'abord cherché à reconstruire, à I'aide du produit * sur une orbite O de Ia
représentation coadjointe d'un groupe de Lie nilpotent, la représentation de Kirillov IIo
associée à O. Ceci a été réalisé p"" D. Arnal et J. C. Cortet en premiers temps dans le cas

des groupes nilpotents connexes et simplement connexes ([11], [12]): rappelons birèvement
leurs travaux:
Dans une première étape, ils considèrent une orbite O de la représentation coadjointe de
G, O admet des cartes de Darboux globales:

W -r IRzk ( '-"- '(p,q)

telles que chaque X de g s'écrive sur O:



È

*te l --.- x,,€ >: D "r(o)or + oo(q) ori 
"ik) € IR[qi+t, " 'er]

i :1

Transportant le produit * de Moyal de IR2È sur O, ils obtiennent tu:e structure associative
sur .8, espace des series formelles en z à coefficients dans C-(O) telle que:

l f Î  *t  -  i '*  x1 : lx,,Yl YX,Y € s2u '

Alors I'application:

1 -
dp:Exs-+ (E)  dp(X,Y)U:  

- (X*U-U*Y)

est une représentation de g x g dans C-(O). Dans ce cas, on peut fixer la valeur de

u en -i et donner un seni non formel au produit * si u et u sont deux fonctions de

I'espace de Schwartz S(0) défini sur O par la carte globale considérée. S(O) est alors

stable par dp qui s'exponentie en une représentation p de G x G unitaire da"ns .[2(O) et

il existe une transformation unitaire Q de L2(O) sur I'espace HS(H") des oçÉrateurs de

Hilbert-Schmidt sur I'espace Ho de IIo telle que:

Q(p(*,v)u) :  uolc;o1n)[o(v- ' )  vu e L2(o);  x , ,v  € G

Cette construction se fait à équivalence près, C'est à dire qu'on peut changer de carte de

Darboux, de produit * et de réalisation explicite de IIo
Dans une deuxième étape, ils ont cherché à recoller ces structures associatives, de façon à

construire une représentation de G x G intégrale directe de IIo I flo* et une formule:

r@

I  n"of lo"  dp(o)  -  Rar
Jc*lG

où .R et -L sont les représentations régulières de G sur .[2(G). Ils retrouvent ainsi la

formule de Plancherel pour G sous la forme d'une transformation intégrale très semblable

à la transformation de Fourier usuelle.
Ces études ont été ensuite généralisees dans le cas des groupes compacts ([13], [1a]'

[15]) et dans le ca^s des groupes exponentiels [16]. Notons bien que le recollement se fait

trivialement uniquement sur I'ouvert de Zariski O dense dans g.

Cette méthode fait apparaître les opérateurs des représentations IIo comme des fonc-

tions viva.nt directement sur I'orbite O, qui est un objet geométrique plus naturel que

I'espace .Elo, défini dans la méthode des orbites comme espace de sections polarisées, de

carré intégrable d'un fibré en droite sur O.

Beaucoup de produits * considérés sont uniquement formels. Mais il est clair que seuls

les produits non formels peuvent être vraiment utiles da^ns tous les problèmes d'a.nalyse.

Si on veut utiliser des produits * non formels, il apparaît essentiel de savoir en quel sens

r.t*vn tend vers u.u et, [uru]*, tend vers {r,r} lorsque z tend vers 0.



Ceci n'avait pas été étudié avant Rieffel qui a introduit pour décrire ces questions la

notion de déformation quantification stricte, dans laquelle la question de convergence est

bien précisee [17].

Définition È2:

Soit M une variété C* , et soit C* (M) L'algèF.t:e a.ssociative des fonctions C- sur M à

valeurs complexes munie d'un crochet de Poisson {, }. Soit A une sous-algèbre de C*(M)

stable par le crochet de Poisson et contenue dans I'algèbre des fonctions C* tendant vers

0 à f infrni. (Jne déformation qua,ntifrcation stricte de A dans Ia direction d" {, }, est Ia

dowÉe d'un intewaJle I de nombre.s réels contenant 0, avec pour tout h e I, un produit

associatif *0, une involution *h et une C*-norme ll lla sur A, qui sont pour h:0, le

produit usuel, I'involution donnée par Ia conjugaison complexe et Ia norme sup tels que:

7- Pour toute f dans A, Iafonction â '- ll/lln soit continue.

2 -Pou r tou tes f , gda r t so ,n#_ { r , g } | | 6conve rgeve rs0qua ' r t dh , t end

vers 0.

Si on note À6 la C*-algèbre obtenue en complètant A pour la norme ll llu alors la

condition 1) est équivalente à dire que la famille {À6} avec A détermine un champ continu

de C*-algèbres.
Notons que pour les déformations quantifications strictes, .f *n g est bien une fonction

en h et non pas une série formelle en h avec des coefÊcients qui sont des fonctions. Rieffel

a donné des exemples de déformations strictes, dont les plus intéressa^nts sont:

Le premier exemple est fait sur les tores, en fait il a montré que les tores non-commutatifs
(de Connes) peuvent être vus comme des deformations qua^ntifications strictes des tores

ordinaires [17].
Le second exemple est une déformation sur S(g.) (ensemble des fonctions de Schwartz

sur le dual d'une algèbre de Lie nilpotente) [1S]. Cette déformation constitue la version

convergente de la partie verticale du produit * construit pour un groupe de Lie plus général

sur son espace cotangent T*G [19] et coincide avec le produit * donné par Lugo [20]. Ce

produit * présente I'avantage d'être défini sur tout g*, seulement il n'est pas tangentiel en

général. Donc on ne peut pas le restreindre aux orbites coadjointes et par suite on ne peut

pas I'utiliser pour la construction des représentations irréductibles d'un groupe de Lie G

correspondant à son algèbre de Lie g.

Notre travail ici consiste à déterminer deux types de résultats:

Pour les tores non-commutatifs T2p: on a étudié les structures et les propriétés de ces

algèbres munies du produit * de Rieffel. En particulier on a déterminé leur spectre, leur

"urrtr" 
et le type de llurs représentations factorielles. Un tore non- commutatif T2P est un

produit * de Moyal defini sur T2P muni d'une 2-forme symplectique à coefficients consta^nts

l.[" qrre le crocLet de Poisson correspondant s'écrive da^ns les variables usuelles de T2P:



. . æriê3... _.nr.lreaa-atriÈÈFeLfi

Ce produit est très proche de celui de Moyal sur IR2p mais le théorème d,'nicité dereprésentation des relations de commutation qui dit que la représentation régulière gauche
9" 

't(F'P,*) dans -t2 engendre un_facteur à" typ".I-, n'est en général plus vrai dansle cas d'rrn fqrs non -commutatif. En effet ta ,tructurla" z,tr i-r;;;t ds l,a.rgèbre deVon Neumarur engendrée- par sa représentation régulière gauche dépend de la ,.îi""Jiià
ou I'irrationalité des 0;. on obtient en fait différeies cl*Ls d'algèbres.

PT"it-"' on a généralisé la construction faite sur les tores à IR' x Tp permettant ainsi ladéfinition d'une déformation quantification sur (IR" x Te) et lu 
"orr.t'rrr;i"";;;;"r"";;de type I*,I I1eLII." [21]. 

\  /

Pour les algèbres de Lie nilpotentes g on a cherché à construire un produit * qui soit définisur tout le dual 

"*,de 
$r 

convergent-(c'est à dire donné par une formule intégrale qui estbeaucoup mieux-adaptEà q,t" la-série'formelle pour l'utilisation en analyse) et tangentiel
c'est à dire peut se restreindre sans ambiguité aux orbites coadjointes et être utilisé pour
la théorie des représentations des groupes.
Une telle construction a été réalisee ici [22] dans le cas des algèbres de Lie nilpotentes
spéciales' On a déûni un produit * sur les atgèbres des fonctions de Schwartz et desfonctions polynômiales par déformation de la forÀule de Riefiel, en effet au lieu d,identifier
dans cette formule le groupe de Lie et son algèbre par I'application exponentielle, on lefait au moyen d'un nouveau difféomorphisme-/. C" affi**"rphisme q,ri e"t un produit
d'exponentiels sera notre "nouvelle apffication exponentielle". puis on considère, coû]me
a fait Rieffel la convolution des fonctions sur le grorp". Le produit * qu,on obtient présente
I'ava,ntage par rapport à celui de Rieffel qu'il e"st tangentiel.

Ensuite on a défini la transformée de Fourier adaptée et on a relié ceci à la représentation
unitaire du groupe de Lie correspondant.

Plus précisemment cette thése a été organi#e comme suit:

Chapitre I:

- Dans ce chapitre on rappelle les propriétés des produits croisés, en effet le produit *
donné par Rieffel sur les tores non commutatifs est un produit croisé; donc pour pouvoir
étudier la structur9.d9 ces algèbres déformées et le typ! des représ"rrtrtior6 considérées,
on utilise les propriétés des produits croisés d'une c*-algèbre p* rrn groupe [28].

Ctrapitre II:

- Da^ns ce chapitre on étudie des déformations quantifications strictes sur les tores et
les groupes abéliens connexes. Or la première condi[ion de la définition d,une déformation
quantification stricte est équivalente à dire qu'on obtient 

"" "nÀp ""rii"" 
de C*-algèbres.

Donc dans la première section on commence pax definir les champs continus de C*-algèbres
et en donner certaines propriétés.

Dans la deuxième section on rappelle les trarraux de Rieffel: il a montré que les
tores non-commutatifs d'Alain Connes peuvent être considérés comme une déformation



quantification stricte des tores ordinaires.

Dans la troisième section, on construit un produit * sur les variétés symplectiques
C-1 Tzr; comme produit croisé de .tr ( W) p* nP. Puis on étudie la structule des
algèbres obtenues. On s'intéresse aussi bien à l'étude des C*-algèbres qu'à celle des algèbres
de Von Neumann engendrées par les représentations * régulières. On trouve que la struc-
ture de ces algèbres déformées dépend essentiellement du mode d'action de Tf sv Lr( %'n)
c'est à dire s'il agit régulièrement ou librement ou régulièrement et librement à la fois. On
prouve qu'on obtient 3 grandes classes de C.algèbres Ap dépenda^nt essentiellement de la
rationalité où I'irrationalité des coefficients d; qui apparaîssent dans la structure de Poisson:

i-r,3 n = ô
? 

. 0x; ôx;+p

On démontre en fait les théorèmes:

Théorème 2-15:
Si 0; est irratiorutel pour tout i - 1, . . .,p, alors le centre de Â6 est réduit aux fonctions

constantes.
S'il existe certains 0; rationnels, aJors Ie centre de Âe est I'ensemble des fonctions continues

sur T2P périodiques en Ia ième et ta (i+pp variables pour tout i tel que 0; soit rationel.

La période étant la même pour h ième. et la (i+p)9@ variables et est 
"Sul" 

à f si 0; : l,
p; et q; sont des entierspremiers entre eux. Enparticulier sipour tout i - 1,-. ..rp,0; èst
entie4 alors Âs est commutative.

Théorème 2-17:
Si 0; est rationnel pour tout i : t,,...rp,A6 est liminaire, n'est pas simple et son

spectre est Ie tore de dimension p : Tp muni de sa topologie usuelle.
Si 0; est irrationnel pour tout i : 7, . . . ,p, Âe est simple et antiliminaire.
ST existe i et j dans {1, ...,p} tel que 0; soit rationnel et 0i soit inationnel, alors Âs est
antiliminaire et n'est pas simple.

Ensuite, on démontre que la stmcture de I'algèbre de Von Neumann engendrée par la
représentation régulière de À6 dépend également de la rationalité ou de I'irrationalité des
d;. En effet si tous les 0; sont ratiorurels, il est clair que cette représentation est de type
I car Âs est liminaire. Alors que si tous les É; sont irrationnels, on a prouvé le théorème
suivant:

Théorème 2-19:
La rcprésentation * réguLière gauche de Âe est factorielle de type II1 et c'est I'unique

représentation* factorjelle de type II1 de Âs(à quasi-équivalence pres).

Enfin dans la dernière section on construit des produits * convergents sur les groupes
abéliens connexes IR" x T? munis d'une forme symplectique inrrariante. En supposant
que le radical rad! de la réstriction de la forme au tore soit un tore, on montre que
la représentation régulière est soit factorielle de type /oo ou f.[ ou f.I-, soit n'est pas
factorielle dépendant de n,p et de la dimension de rod!.



Chapitre III:

On commence par rappeler la structure de Poisson canonique sur le dual g* d'une
algèbre de Lie g gu'on notera {, } (Cette structure dite encore structure de Poisson linéaire
provient de la structure d'algèbre de Lie sur g).Puis on transfère cette structure à g nar
transformée de Fourier.

Dans la deuxième et la troisième section on traite le cas d'une algèbre de Lie quel-
conque. On étudie la déformation construite par Rieffel dans ce cas. Il a montré que la
convolution des fonctions à support compact da,ns un voisinage de l'élément neutre de g
difféomorphe à un voisinage de l'élément neutre e dans le groupe de Lie G assocé à g,
fournit en fait une déformation quantification de C"-(g) dans la direction de -(2zr)-1{, }.

La section 4 de ce chapitre est consacrée aux algèbres de Lie nilpotentes. On rappelle
la paramétrisation des orbites coadjointes dûe à Michèle Vergne. Ensuite, on reprend la
définition du produit * de Moyal sur les orbites coadjointes ainsi que le travail d'Arnal et

Cortet pour recoller ces produits * dans le but de la construction d'un produit * tangentiel
défini sur un ouvert dense dans g* [11].

Puis, on cite le produit * défini par Rieffel sur.S(g") [18], on montre qu'il coincide avec

le produit donné par Lugo et qu'il constitue la version convergente de la partie verticale

du produit * construit pa^r Gutt [19] dans le cas d'un groupe de Lie quelconque sur son
espace cota.ngent T*G.

Dans la cinquième section on s'intéresse aux algèbres de Lie nilpotentes spéciales.

On commence par citer Ie produit * formel defini par Arnal, Cahen et Gutt [24] dans ce
cas. Puis on construit un produit * defini sur S(g) O 5(g.) (où S(g) désigne I'ensemble
des fonctions polynômiales sur g*) convergent, tangentiel et gradué. Plus précisément on

montre le théorème:

Théorème 3-23:
Soit g une algèbre de Lie nilpotente spéciale de dimension n et soit g. une suite

cro issante? ' idéauxdeget  {X i ,L  < j  S n}  une basedegte l le  queX;  €&\8; - r .  Le

produit *, *'u défrni sur ,S(g;) O .S(gi) nar:

i  çX 1 g qV 1 "2i,. 
<61 | (ôi ( X)' Ô ; (Y )), z) dX dY

où  ô ;V ) :  sÈa ' x ' sÈv t - ' x . - '  "  '  s *v t x ' sLzv rXr  " ' sÈv i x ;

pour tout L < i < n est différentiel, gradué et est tangentiel sur Jbuvert de Zariski Q.

En plus, si on défnit avec ce produit, une involution et une nor:rne sur 5(g*) par

/.(x) : 16)

"tll f ff6 est lanonne de i dansC.(G',), aJors cette stmcture fournit une déformation
quantifrcation stricte de S(gi) dans Ia direction de (-2r)-t{ }i où { h désigne le crochet
de Poisson linéaire sur 5(gl).

f *ig|): I
'Ëi xËi



On vérifie queJa réstriction de ce produit * à ^9(g) constitue la version convergente du

produit défini dans [2a].
Enfin on définit I'application exponentielle * et la transformée de Fourier adaptée et

on étudie sa relation avec la représentation unitaire du groupe de Lie G déterminée par

Kirillov.



I - PRELIMINAIRES: RAPPELS SUR LES PRODUITS cRoISEs
Les produits * qu'on va considérer dans le chapitre suiva"nt sont des produits croi#s

d'une algèbre commutative par un groupe discret, donc on \/a, commencer par rappeler
certaines propriétés des produits croisés qui seront utiles pour l'étude de la structurà d".
algèbres déformées du chapitre suivant.

_Soit G un groupe discret d'élément neutre e, opèrant dans une C*-algèbre séparable
A. On note s .a le transformé de a dans A p"r s dans G.

- Soit- Lt(G,.A) I'algèbre de Banach involutive obtenue en considéra.nt sur I'espace de
banach des applications sommables de G dans /:

l e  p rodu i t ( 1 )  (EF ) " :Dn ,  t . F1 - , ,
t eG

et I'involution(2) (F.)" : sFJ-r

Dans la suite on identifiera LL(G,A) avec le produit tensoriel A6LL(G) où 6 désigne le
produit tensoriel complété pour la norrne.tl de sorte que pour tl € A et s € G, i" .st
I'application caractéristique de {s} dans G et Age, est I'application de G dans A nulle
partout, sauf en s où elle vaut o.
Nous identifierons.4 avec la sous-algèbre de Ba^nach involutive de.tl(G,A) image de A
par I'isomorphisme o, ê a I e" de A dans Lr (G, A).

On note,,4 I'algèbre de Von Neumann enveloppante de A et I'on identifie le plus souvent
A avec son image canonique dans ,4. Si p est une représentation de A, on note p le
prolongement canonique de p en une représentation normale de A, on sait que si p est non
dégénéree p(;4) est I'algèbre de Von Neumann engendrée par p(A).
On fait opérer G p* tra^nsports de structures dans la famille des représentations de A; G
opère ainsi dans .4 (l'ensemble des classes d'équivalence des représentations irréductibles de
A) et A (l'ensemble des classes de quasi-équivalence des représentations factorielles de A).
On mnnira A de la topologie image réciproque de la topologie de PrimApar I'application
canonique:T - kerr de A sur PrimA.

Déffnition 1-1:
Si G opère dans une algèbre de Von Neumann B, nous dirons que G opère ergodique-

ment dans B si /es scalaires sont Jes seujs éIéments G-invafiants dans le centre Z de B.

Définition 1-2:

On dit qu'unemesure p sur À.* G-eryodique si p, est G-quasi -inwariante non nulle et
si toute pa'rtie boréIienne G-invariante de A est soit p,-négligeable soit de complémentaire
p-négligeable.
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Proposition 1-3: [23]
Les propriètés suivantes sont équivalentes:

7) G opère ergodiquement dans p(A)

2) LacJasse de rnesures 
"urÀ 

associée à p (cf. [26] 8.4) est G-ergodique.

Déffnition 1-4:

Si G opère dans une algèbre de Von Neumann, B de centre Z, nous dirons que G
opère presgue librement dans B si pour tout s f e dans G et pour tout projecteur centnJ

non nul p e Z iI existe un prcjecteur centralnon nuJ q e Z tel que q < p et (s' q)q : 0.

Définition 1-5:

On dit que G opère librement d*rrÀ si tout r eÀest de stabilisateur trivial dans G.

Proposition 1-6: [23]
Les propriétés suivantes sont équivalentes:

7) G opùe presque librement dans A.

2) G opère librement d*rrÀ.

Déffnition 1-7:

On appelle C*-algèbre produit æoisé (ou simplement produit croisé) de A par G et

|'on note C* (G, A) Ia C* -algèbre enveloppante de Lr (G, A).

Soit B une algèbre de Banach involutive. Supposons que le groupe discret G opère dans

B. Soient A la C.-algèbre enveloppante de B et .,4I'algèbre de Von Neumann enveloppante

de A. Par fonctiorialité, G opère dans A et Aet on montre [23] que C*(G,B) est isomrphe

à c. (G, A).

Déffnition 1-8:

Soit p une rcprésentation non-dégénéree de A dans un espace hibertien H. On appelle
représentation de C*(GrA) régulière induite par p et l'on note Indp Ia représentation de
C*(G,A) induite par la représentation p de ({e}, A). On note H L'espace de Indp et p Ia
réstriction de Indp à A.

Définition 1-9:

On appelle norrne réduite sur .tr(G, A), Ia nor:ne défrnie pour toute F e Lr(G, A) p*

ll .F' ll,: supp{ll (Ind)(F) ll /p rcprésentation deA}

On appelle produit croisé réduit de A par G, Ia C* -algèixe, notée Cî(G, A), complétée de

L'(G,A) pour Ia norme réduite.
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Théorème 1-1O: [23]
Si G est moyenable, on a:

c* (c, A) = ci(G, A)

I.2 ETUDE DES PRODUITS CROISES:

Dans la suite on va supposer que A soit commutative et que G soit dénombrable et

commutatif,car c'est le 
"* 

qu.i nous intéresse dans le chapitre suivant. Donc, dans ce qui

suit en va identifier À avec A et At, car toutes les représentations factorielles de A sont

de type I et sont traçables ([26] 9-1).

proposition 1-11:

Soit Â" |'ensemble des r dans Â tels que sr : r. Les propriÉtés suivantes sont

équivalentes:
i) A est une sous-C*-algèbre commutative maximaJe dans C^*(G,A).
ii) Pour tout s e G - {"}, A, est sans point intérieur dans A.

Démonstration

Soit f la transformation de Gelfand de A. Soit .R e C*(G,A). Alors .R commute à

A si et seulement si I'on a R"sa - aR" quels que soient a €. A,s € G. Donc A est une

sous-algèbre commutative maximale dans C*(G,A) si et seulement si pour tout s e G-{e}

0 est le seul élément ô € A tel que bs.a: oô pour tout o € A ou encore si et seulement si,

pour tout s € G - {t},0 est le seul élément ô € A tel que:

( fb) ( r ) ( fo) ( " - ' '  r )  :  ( f  a) ( r ) (Fb)( r )

quels que soient a €. Arr e Â. La proposition se démontre alors facilement.

Proposition 1-12: [23]
Soit p une représentation de A.

i) La cla^sse d'équivalence de Indp ne dépend que de l'orbite par G de Ia classe d'équivalence

d" p.
i i)  Posons I: Keri:  

"!o 
sKerp

Le noyau de Indp dans C*(G,A),KerIndo est donné par:

Kerlndo: {R e C*(G,A) tels que R" € I pour tout s € G}

Proposition 1-13:[23]

Supposons que G opùe Librement dans A.
lr'application Ind: T t+ IndT est un homéomorphisme de I'espace topologique quotient

Â \ C sur Ie sous-espace Ind(À \ G) de C*(G, A)^ .

Déffnition 1-14:
Une C*-algèbre est dite simple si eLle n'a pas d'idéaux bilatères fennés non triviaux.

11



Théorème 1:L5:

Si G opère librement dans A, les conditions suivantes sont équivalentes:
i) C*(G,.A) est simple
ii) A n'a pas d'idéar:x bilatères fermés G-invariants non triviaux.

Démonstration :

On a i):1 ii) puisque, si f est un idéal bilatère fermé G-invariant non trivial de A,

,t(/) : {R e C.(G,A) tels que R" e I pour tout s € G}

est un idéal bilatère fermé évidemment non triviat de C*(G,,A). Pour montrer que ii)=9
i), on commence pa.r prouver que si zr est une représentation de C* (G,A) et p : r /A, on
a l l  z r (n ) l l >Sup"ec  l l  p (Æ" )  l l  p " * tou t .ReC* (G,A)e tà fo r t i o r i ,  Ke r rC(Kerp ) l2 ï l .
On en déduit que 7r est une représentation injective de C*(G,,A) si et seulement si p est
une représentation injective de A.

supposons maintenant que la condition ii) soit vérifiée. Alors toute représentation G-
invariante non nulle de A est injective. Donc toute représentation non nulle de C*(G,A)
est injective. Cela prouve qu'on a i).

Déflnition 1-16 :
On dit que G opère réguliùement dans Â si butes Ies G-orbites sont discrètes daas Â.

Notons pæ G,le stabilisateur de r e Â dans G.

Théorème 1-17 :
Supposons qugc opère régulièrement dans Â et que I'application r t+ G, soit con-

tinue. Soit r dans A et soit p une représentation inéductible de A dans un espace hilbertien
He.
L'application qui à toute représentation irréductible V de G, fait correspondre Ia
représentation n de (G,A) induite par Ia rcprésentation (Ipr&V,p@ Inr) de (G",A)
défrnit un homéomorphisme de U,eâ C*(G,)^ sur C*(G,A)^.

Démonstration :

On va donner uniquement un chemin de preuve. (Pour la démonstration complète voir

[23]). On montre da^ns une première étape que le commutant de I'image de la représentation
induite pax une représentation (.[,a.') de (G",4) est isomorphe au commuta.nt de I'image
de (.D,ar). En particulier, zr et (Ipo8V,p@ Iav) sont en même temps irréductibles dans
ce cas.
Si I'on deûnit de même V' et zr', alors n' est équivalente à zr si et deulement si V' est
équivalente à I/. Donc I'application du theorème est injective.

Maintenant soit ?r une représentation irréductible de C.(G,A). Soit p = T/A,p est de
type.[,, pour un certain cardinal n. Comme G opère régulièrement dans A,on montre que
la classe de mesuret sur ,4. assocée à p est concentrée sur une G-orbite 7 et que p a pour
classe d'équivaler"" ,(,9" z)[23].Soit r un élément de 7. Pour u : ftpr on montre ([23]

3.10) qu'il existe alors une application .D telle que a : (L,npr) soit une représentation
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de (Gr,A) et que ?r soit équivalente à la représentation de C*(G,A) induite par o. Donc
I'application du théorème est surjective. Enfin pour la continuité voir [25] th. 2.1.

Proposition 1-18:

Soit T une G-orbite dans A de stabilisateur nul dans G.IndT est une classe de
représentations inéductibles tnçabftes de C*(G,A) si et seulement siT est discrète dans
A.

I-3 PRODI,IITS CROISES D'UNE ALGEBRE DE VON NEUMANN PAR UN GROUPE :

Soit B une lV*-algèbre de centre Z dans la quelle G opère par automorphismes.

Déffnition 1-19:
On app,elleW*-algèbre produit croisé de B par G et I'on noteW*(G,B) laW*-algèbre

engendrée par f image de Ia représentation de (G,B) reguilière induite pa,r ids.

Pour s € G, on note Z" Ie sous-espace vectoriel de B ensemble des x €. B tels que
bx :  æs .ô  pou r  tou t  b  €  B .

Théorème 1-20:
Si G opère presque librement et ergodiquement dans B,W*(G,B) est un facteur.

Démonstration :

Soit R un élément deW*(G,B). Dire que R commute à B est équivalent à dire que

R" €. Z" pour tout s € G. Or le fait que G opère presque librement dans 6 implique que

pour tout s € G - {0} on a Z' : 0. (voir [23]).
D'autre part .R commute à e1 pour tout t € G est équivalent à dire que pour tous s, t e. G:

tR" - (e1R)t" :  (Eer)r" :  Rt"t-,

En particulier, si -R commut€ â,u €1, R" est un élément G-invariant de B. Comme G o$re

ergodiquement alors R": Àer. Donc W*(G,B) est un facteur.

Proposition 1-21:
ffice normaJe frdè[e semi-finie G-invafiante sur B. Pot;r tout R €
W*(G,B)+, posons i1n) : t(Re). Alors i est une trace norrnaJe frdèle semi-fnie sur

W*(G,,B)+ prolongeant t sur 6*. En outrei, est fnie si et seuJement si t est finie.

Démonstration :

Posons R -- W*(G,B). Soit t une trace normale fidèle G-invariante sur Bt. Pour

8€ l t ona :

f(R.R) : t(D s . (Rl-,R"-,)) - t t(s . (Rl-,R,-')) : tt(R:R")
r€G s€G s€G

:  tr(n"n;): t(E R"R:): i(RR.)
aê,G s€G
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Donc, .R r---+ R" étant linéaire positive normale et fidèle 1231, i, est bien une trace normale
fidète sur R* qui prolonge t sur B+ et qui est finie si et seulement si t est finie. Si, en outre,
f est semi-finie, .Id est limite ultraforte d'opérateurs dans 6+ traçables pour t à fortiori,
.Id est alors limite ultraforte d'opérateurs dans R+ traçables pour i et i est semi-finie.

Théorème 1-22:

Soit A une C*-algèbre séparable commutative. Supposons que le groupe G opère
librement dans Â. Il existe une bijection de l'ensemble des mesures normées dirfuses
G-invariantes G-ergodiques 

"r.rr 
L sur .l'ensernble des cla^sses de quasi-équivalence des

représentations factorielles de type I\ de C*(G,A).

Démonstration :

On va donner un chemin de preuve (Pour la démonstration cf. [23]).

Soit pl une mesure diffuse G-invariante, G-ergodique rnt .4 et soit p,,la représentation de
A définie par:

rdp(r) (cf [26] 8-6-3)

et r* - Indpu. On montre que Indpu est factorielle de type II et qu'elle est de type finie
si et seulement si pc est bornée.On vérifie que si I'on définit de même p' et r'u alors zr! est

quasi-équivalente à zru si et seulement si p et p' sont des mesures proportionnelles sur A.

Ensuite, on considère une représentation factorielle zr de C*(G,A) de type.I.[, on pose
p: TlA. On montre que p est une représentation factorielle traçable G-invariante de A.
Soit ? une trace norrnale finie sur le facteur engendre pax r et f : Tlp@). Soit / la
trace semi-fine semi-continue inférieurement G-invariante et G-ergodique sur A* définie
par (p, t) ([26] 6.4.2) et pl la représentation associe à f ([26] 6.6.4). On montre que n est
quasi-équivalente ànl - Indpl

Enfin, il y p une correspondance entre I'ensemble des mesures G-invariantes, G-
ergodiques sur A et I'ensemble des traces semi-finies semi-continues inférieurement G-
ergodiques sur A. Cette correspondance est donnée par:

),,(a)dp(I) pour tout a e A+

où À, désigne le caractère normalisé associé à r ([23] 1.26).

T4
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II - DEFORMATTONS QUANTTFTCATTONS STRTCTES
ET STRUCTURES DES ALGEBRES DEFORMEES

Les déformations qu'on va considérer dans ce chapitre sont des deformations strictes;
or si on considère une déformation quantification stricte sur une algèbre A et si on note
Ân la C*-algèbre obtenue en complétant A pour la norrne ll lln, la première condition de
la définition d'une déformation quantification stricte est exactement équivalente à dire que
la famille {À6} avec A vue comme une *-algèbre des sections de cette famille détermine
un champ continu de C*-algèbres. Donc on va commencer par définir les champs continus
de C*-algèbres et en donner certaines propriétés.

II-1 CHAMPS CONTINUS DE C+-ALGEBRES:

Déffnition 2-1 :
Soit T un espace topologique. Un champ continu E d'espaces de Banaeh sur ? est

une famille (^E(t)),., d'espaces de Banach, munie d'un ensernb/e I c fI .Ett) de eJ,anps

de vecteurs tel que: 
teT

(i) | est un sous-esp ace vectoriel complexe de f[ E(t).
'eT

(ii) Pour tout t €T,l'ensemble des c(t), où c € l, est partout dense dans E(t).
(iii) Pour tout s € f, Ia fonction, -ll 

"(t) ll est continue.

(iv) Soif 
" 

€ fl EQ) w champ de vecteurs; si pour tout t €. T et tout e > 0, il existe

r 'eT t " lquu ' f1 ï ( t ) - r ' ( t )  l l<e sur  unvois inagedet ,a lorsc € f .

Déftnition 2-2:
Soit T un espace topologique. Un champ continu de C* -algèbres sur T est un champ

continu ((A(t)), A) d'espacesdeBanachsur T,chaqueA(t)étantmuni d'unemultiplication
èbre et A étant stable pour la multiplication et

f involution.'

On définit de même des champs semi-continus de C*-algèbres.

Dans la suite, pour toute C*-algèbre A, on note M(A) I'algèbre des multiplicateurs
de A et pour tout espace localement compact f,l, on note Cs(O) I'algèbre des fonctions
continues à valeurs complexes sur O tendant vers 0 à I'infini.

Définition 2-3:
Soit {A.} un champ de C* -algèbres sur un espace localement compact Q et A une

C* -algèbre (po* la norme sup) des sections de {Arl,. On dit que A est maximale si:
1) L'application r. de A dans ehaque A, est su$ective.
2) Pour tout a €. A, I'application a, r+ll r.(a) ll est semi continue supÉrieur,ement et

tend vers 0 à I'infrni sur O.
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3) Le produit usueJ de tout éIément de A par tout éIément de Cs(O) est dans A.

Proposition 2-4:
Soit A une C*-algèbre, et soit C une C*-algèbre du centre de M(A). Soit O un

espace locaJement compact tel que C : Co(O). Pour chaque a'l € O, notons I. fidéaJ
des éléments de C qui s'annulent enu), soit J. - AI. et soit A-: AIJ.. Si on note
r. I'homomorphisme de A dans A., alorspour tout a € Alafonction o r+ll 

".,(") ll
est semi-continue supérieurement et par suite Ie ehamp de C*-algèbres sur O, {A.,} est
semi-continu supérieurement. Si A: C . A aJors A est identifrée avec l'algèbre maximale
de sections de {A.} par I'application ar r+ll 

".,(") ll.

Démonstration:

Etant donné a € A, r,ro € f,l et e ) 0. Par définition de la norme quotient il existe une
so rune f i n ie t :  D ;  f ; a ;avec  l ; € I . o  e ta ;  €  A te l l eque  l l  n ,o (a )  l l > l l  " - t  l l  - e .  So i t
g eC tels que ll g ll< l, g = L dans un voisinage N de{d6, €t que g"fi soient suffisamment
petits de telle façon que ll gt ll< e. Alors:

l l  ' . " , ( " ) l l> l l  
" - t l l  

- '2 l l  g(" - t )  l l  -e  2 l l  sa l l -2e: l l  o- (1 -g)" l l -2 ,

Comme L - g est dans .[., pour t.l € N, on obtient:

l l r,o(a) ll2ll "."(o) ll 
-2e pour to € N

D'où la semi-continuité supérieure.

II.1.1 - Champs "provenanf' des cocycles:

On va montrer maintenant comment construire un champ de C*-algèbres à partir de
la donnée d'un champ de 2-cocycles sur un groupe discret G. Supposons que les cocycles
prennent des valeurs dans le groupe des éléments unitaires du centre de I'algèbre des
multiplicateurs de A qu'on note U Z M (A). Notons Cs(O, A) la C*-algèbre des fonctions
continues sur O à valeurs dans A tenda^nt vers 0 à I'infini.

Déftnition 2-5
Nous appelons champ continu sur O de cocycles de G, toute fonction d sur G x G x Ct

à valeuns dans U ZM(A) telle que:
I) Si onfrxe tr € O alorso est un cocyclenormaJisé surG, c'est àdirc,

o(a,  y  z ;  w)o (y , ,  z i  u)  -  o  (xV,  z ;  u)o(æ,,  y ;  w)

pot;.r tous x, y, z e. G et
o (a ,e ;@) :1 :o (e ,qu )

où e désigne I'éIément neutrc de G.
2) Si on frxe x,y e G, alorc o est continue sur O (U ZM(A) étarû srrnis de la topologie

de Ia convergence simple)
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3) Pour tout f € C-(O, A) Ia fonction

( r ,v ) , -  f  O"( r ,y ; . )

de G x G darn C-(0, A) est mesurable.

Soit I'algèbre définie comme suit: on choisit une mesure de Haar à gauche sur G. Pour
O, i[, € L'(G,Co(O, A)) on définit le produit:

I
(o* v)(z)  :  

J  
r@)*@-'  *)" (y,y- tx; . )dy

et I'involution:
o . ( r )  :  o (e - r  ) *  o ( r , c - r ;  ' ; *a1 r - t  ;

où A est la fonction module sur G. On notera la *-Algèbre de Ba^nach obtenue par
L t  (G ,d l ,  A ,o ) .

Pour a.r € O soit I., I'idéal (d* Cr(O)) des fonctions s'a.nnulant en c.r et soit J, I'idéal
correspondant de Co(O,,4). Donc o prend ses valeurs da,ns UZM(J-), et exactement
comme ci-dessus on peut former Lr(G,Jr,o) qui sera un idéat fermé de Lr(G,(l,,A,o).
Soit o., le cocycle o(., . ,u) à valeurs dans U Z M (A), on peut définir également .tl(G, A, o.)
de noyau L'(G, Jr,o) tel que L'(G, A,o.) possède la norme quotient correspondante.

Soit C.(G,Q,A,o) la C*-algèbre enveloppente de.Dl(G,Q,A,o). On definit  de la même
manière les C*-algèbres C*(G,J.,o) et C*(G,A,ou).

Rieffel montre dans [27] que:

C* (G, J. ,  o)  :  C* (G,O, A, o)1. .

Avec les notations ci-dessus, soit o un champ continu (sur O) de cocycles sur un
groupe discret moyenable G. Alors Ie champ de C*-algèbres {C.(G,A,ow)} sur f,}, est
semi continu supérieu rement.

Démonstration:
Comme C*(G,J.,o): C*(G.,dl,A,o)1., il suffit d'appliquer la proposition 2-4.

Maintenant on désire avoir un résultat a,nalogue pour la semi-continuité inférieure.
Avec les mêmes notations que ci-dessus on choisit une représentation fidèle de A dans un
espace de Hilbert H , et une mesure de Borel positive sur O de support O, et on considère la
représentation fidè{e correspondante, P, de Co(O, A) sur L'(Q,â). On peut induire cette
représentation en une représentation de .01(G, Q,A,o). La complétion pour la C*-norme
corresponda,nte donne pa,r définition la C*-algèbre réduite Ci(G,dl,A,o), or comme G est
moyenable, cette C*-algèbre est égale à C*(G,O, A, a). On definit la representation (U, p)
de (G,G(O,A))  sur  L2(G,L ' (Q, I I ) )  par :

(uoù@) - P (o(a-',ù)n@-',)

77
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(p@),t)@): P(a)q(r)

Pour æ, A e G et a €.,4. Si on Définit Q par:

pour O e Lr (G,dl,, A, o),8 définit une représentation * de .tr (G, O, A, o) (Ia représentation
induite). Soit Q., la représentation correspondante de Lt(G,{1, A,,o) ou C*(G, O, A, a) sur
L'(G,II) obtenue par des formules analogues àcelles ci-dessus mais évaluée enc,.r.

Théorème 2-7:
Soit o un champ continu (sur O) de cocycles sur un gtoupe disæet moyenable G.

Alors Ie champ de C*-algèbres {Ci(G,A,ou)} sur f,), est continu.

Démonstration:

On montre tout d'abord que pour tout O e LL(G,(1, A,o),la fonction (ù - 8.,(O)
est continue pour la topologie forte des opérateurs sur L'(G,fI). il suffit de montrer ceci
pour Q e Li(G,,O,,4), l'espace des fonctions bornées mesurables à support compact sur G
à valeurs dans Cs(O, A) car il est dense dans Lr(G,Q,A,,o). Soit e e L2(G,H), et rrrs € f).
Pour un c fixé dans G, quand a, converge vers ar6 la fonction

y  -  p (o (y , r ) )  P  (o (x - r , y ,u ) )€@- r  .  r )

converge simplement vers la fonction correspondante pour t.ls, et est dominée pa,r la fonc-
tion y '+ll O(y) ll."ll €(y-t .r) ll dans .t2(G). Ainsi, en appliquant le théorème de la
convergence dominée, (8.,(O)€)(o) converge vers (8.,.(O)6)(c) pour tout c dans G. Mais
ces fonctions sont à leur tour dominées par la fonction ll O(.) ll"" t ll € ll q"i est dans
L'(G), où x désigne la convolution ordinaire sur G. Ainsi, en appliquant de nouveau le
théorème de la convergence dominée, on montre que Qr(Q){ converge da,ns .û2(G,If) vers

8.,r(O)€. Donc 8.,(O) converge vers Q.,o(O) po* la topologie forte des opérateurs. Mais
comme la norme est semi-continue inférieurement pour la topologie forte ceci implique
que t,'l ,-ll 8r(O) ll est semi-continue inférieurement. On conclut la démonstration du
théorème en appliquant la proposition précédente.

Remarque 2-8:
Si A : (D , on a la formulation universelle des résultats ci-dessus. Soit | - lc

L'ensemble des cocycles sur G à vaJeurs dans T(/es nombres complexes de module 1). On
suppose que I soit muni de la topologie de Ia convergence simple. Alors I'application
o ê Ao pour o € | est un champ continu de C*-algèbres sur l, où An est Ia C*-algèbre
du groupe G déformée par o

II-1-2 Champs "provenanf' des actions:

Dans cette partie on construit des champs de C*-algèbres à pa,rtir de champs continus
d'actions d'un groupe sur un etramp de C*-algèbres. Ici on ne suppose plus que G soit
discret ca,r on voudrait appliquer cette construction à des cas plus généraux (voir III-4).

Q(o)n : 
I uqi|,))uo,rdy
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Déffnition 2-9:
Soit G un groupe locaJement compact. On appelle champ semi-continu supérieurement

d'actions de G sur les C*-algèbres, la donnée d'un champ semi-continu supérieurement

{A.} de C* -algèbres sur un espace locaJement compact dl, avec une C* -algèbre de sections
maximaJe A, des applications ltut et d'une action a de G sur A qui /aisse stable tous /es
noyaux K. des r. et par suite induit une action sur chague A.. Si {A.} est continu, alors
on dit que Ie champ d'actions est continu.

Théorème 2-1O:
Soit a un ehamp semi-continu supériewement d'actions de G sur le champ {A.} de

C*-algèbres. Pour toû rD e LI(G,A) et tout u € O, soit ll O ll., Ia norme de Q dans la
C*-algèbre produit croisé C*(G,A-;o). Alorc la fonction û, r+ll O ll., est semi-continue
supérieurement et par suite {C*(G,A.;o)} est un ehamp semi-continu supéieurement
de C*-algèbres sur O. En plus, C*(G, A,a) est identifiée avec la C*-algèbrc des sections
maximaJe de ce champ.

Démonstration:

Pour ar € O, notons corr)rne précédemment I. I'idéal de C-(O) des fonctions
s'annulant en t.l. On a K. -.I.A. Maintena.nt il est clair des hypothèses que les éléments
de C.,(O) ç M(A) sont invariants sous I'action o. Par suite:

C* (G, K.; a) : I.C* (G, A; o)

donc

C' (G, A.;a) : C* (G,, Aio) I I. C*(G, A; o)

On conclut le théorème par application de la proposition 2-4.

II-2 DEFORMATIONS QUANTIFICATIONS STRICTES SUR LES TORES:

Déffnition 2-11: [28]

Le tore non-cofilmutatif de dimens ion d qu bn notera Âs est la C* -algèbrc universelle
engendrée par d opérateurs unitaires {U,}r<iSa qui satisfont Ia relation suivante:

U{Ji = exp(2ir|i*)UiUr

où {d1r} est une matrice antisymétrique réelle.

Rie,fiel a montré [17] que les tores non-commutatifs sont des déformations qua.ntifica-
tions strictes des tores ordinaires.

Soit Td le tore ordinaire de dimension d identifié avec IRd \ nn,,et soit A - C*(Td)
I'ensemble des fonction C- sur Td. Soit G le groupe IRd (ou Td).agissarrt sur â par
translation avec I'action corresponda,nte de I'algèbre de Lie .t = IRo. Pour i : Lr. . . d
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notons par Xi le champ de vecteur sur Td correspondant à la difiérentiation dans la ième
direction. Les structures de Poisson G-invariantes sur Td sont de la forme:

À : -n-r loi*xi A x*
j < k

où {d;t} est une matrice antisymétrique reelle et le facteur zr-1 est introduit pour simplifier
certains calculs ultérieurs. d sera aussi considérée comme une forme bilinéaire sur IRd ou
Td qvand il sera convenable de le faire. Soit pl la mesure de Lebesgue sur Td de masise
totale 1.

Pour obtenir la déformation quantification stricte correspondante, on prend la trans-
formée de Fourier sur A comme on fait pour obtenir le produit de Moyat [9] qui est une
déformation quantification de M: n2' muni de sa structure de Poisson standard. Soit
e la fonction sur IR définie par: e(t) : exp(Ztrit). Pour / € C-( Td) on définit sa
transformée de Fouriet, Î, sur Td par:

Î@) : l r,r(, '  
x) f(x)d'p(x)

où n .r est le produit intérieur dans IRd. Il est clair que Ia transformée de Fourier envoie
C-( T') dans 5( %o) : I'ensemble des fonctions de Schwartz sur Td. En plus, le p_roduit

usuel est transformé en un produit de convolution, I'involution devient Î-@) : Î(:n),
la mesure de Lebesque p, devient une évaluation en 0 et la tra^nslation par c € IRd est
transformée en une multiplication par n ê e(n. c). Alors I'opérateur Xi correspond à la
multiplication par 2irni et donc , le crochet de Poisson est donné pour O, l[, € E( %d) et
n €. Td,, pal:.

{iD, !trr}(n) : 4r t l0;rmi0(*)("r 
- rnl)ù(n - m)

*e  T .d  i ' k

: 4r t o(ne)v(n - m)o(m,n)
*e %rd

ori d(rn, r) :  Di,r | ixmi(ny - m*).
Comme d est une forme antisymétrique, d(rn, m) :0. On choisit comme intervalle .I de la
définition 0-2 toutlR, et pour tout h. € .f, on définit un bicaractère a6 sur 7d par

on ( rn ,n ) :  e (hù (m, " ) )

Puis on pose:

(o*u v)(n): D
me T.'

O(rn)û(n - rn)o6(rn,n)

Comme d6 est antisymétrique il est convenable de poser:

o.r (n) :  ô(_r r )
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que nous noterons O* car elle ne dépend pa^s de h.

La fonction r définie par z(O) : O(0) est une trace sur 5( Td) por;g_ *à et oD. a:

r(o *6 iû*) = (o,v)

"ù 
( , ) est le produit usuel sur.[2( %d1,indépendant de â. En effet:

r(Q *6 i [*) :  (O *u V.)(0)

: 
T 

o(rn)v.(-rn)

: 
P 

o(rn)ù(rn)

: (o' v)

Pour tout â €IR,.soit r11la représentation régulière de S( %o) p,rr ,'( %d). Chaque
716 est fidèle sur,S( %.d) enfait: si zr6(O)V :0 poui tout V e L2('ûdl,"nparticulier pour
v : (D* on a o *6 iD.(0) : 0. or

O *6 iD.(0) : 1(O *n Ô*)

- (o, o)
: l l  o l lr

donc O :0. Alors on pose l l  O l l ,r : l l  r , ,  l l .
Il est clair que si on complète ces algèbres Ane on obtient les tores non-commutatifs

correspondants À6p [28].

On doit maintenant montrer les conditions de la définition 0-2. On va corrmencer par
la deuxième condition, ca,r c'est bien celle là qui caractèrise une deformation quantification.
Pour tout O, i[, € S(%d) et tout â € IR soit:

Aa = (iD *o !I, - V *6 A) lih - {O, V}.

On montre facilement que pour tout n € %0,

A6(n) : t O(rn)v(n - -) [("u( m,n) - on(n,m)) lth - 4r\(m,n)f
*e Trd'

Notons par ll6(rn, n) I'expression entre crochets. Un calcul simple montre qu'il existe une
constante K telle que:

l(rt ' - ":it) l it - zl S Kltl

pour tout nombre reel t. Et par suite

Fn(m, n) < K' lhllfl(m, n)12

27



où K' - K(2r)2. D'autre part, il existe une constante M tel que:

l0(*,") l  < Mlrnl lnl,

où | | désigne la norme Euclidienne sur %d C]f.d. Ainsi:

lAa(")l < D lo(rn)llu,(', - m)llF6(m,n - m)l

s D lo(rn)l lv(n - m)ftK,, l* lr ln - mlz ,

:  h,1l . l , lol(.))"( l  . lr lvl(.))(",)

où K" : K'M2 e3r1 désisne la convolution ordinaire des fonctions dans S( n\.Comme
| ' l'lol(') e s( T'd-) et siirilairement pour ilr, leur convolution est darrs Lr( zd). Maiscomme la norme -tl domine toutes les normes ll 116, on a:

l l  ̂ n  l las hK" l l  l . l r lo l ( . )  lk , , l l  l . l rv( . )  l l , ,
Il s'ensuit que ll aa lln tend vers 0 quand â tend vers 0 et la condition 2) est ainsi démontree.

La condition 1) de la définition 1.-2 est une conséquence de la remarque 2-g: dans lasituation présente on prend G - Td. co**" i"ppÎ""ti"n â r-+ dâ est continue deIRdans f, il s'ensuit que {.466} est un champ 
"orrtim 

â" c*-algèbres.

Théorème 2-12:

Soit 0 une matûce anti-symétrique qui défrnit une struct we depojsson Â s,r Td:

A : -er-' 
loi*xi n xx
f  ( ls

i?ïr'ii"ffi!'ri:j"Âren 
tu c*-alsèbre obtenue en complétarû (pour ra norne ll llr)

(a *u vX") : 
T 

o(rn)v(n - m)o6(m,n)

de f inuolution.e*h(n) :- iD(_") et de la norme ll o llr:ll ,r(o) llAjors la fanille {Âea} rournit une déformation" quà,tin'"uiiÀ'iour c-( Td) dans ta di-rection de lt.

Remarquons que tout tore non-commutatif peut être obtenu par une succession deproduits croisés par action dy qoune 21.,, commençant par l'action triviale de 7., svr @Donc, une manière pour étudiei les tores oorr-"o**otatifs consiste à utiliser les propriétésdes produits croisés.
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II-3 STRUCTURE DES TORES NON4OMMUTATIFS:

Dans cette secti*, or, ,'irrtJ."r"" aux variétés symplectiques Tzp car les produits *

sont essentiellement définis sur les variétés symplectiques. On va construire des produits *

sur C-( Tze) en suivant la méthode de Rieffel, mais, au lieu de considérer la transforrree

de Foqrier usuelle, on va definir la transformee de Fourier symplectique de façon à faire

apparaitre la déformation quantification par une formule semblable à celle existant dans

le cas de IR2'.
On étudie ensuite en détail la structure des algèbres obtenues et leurs représentations.

1 - Constnrction des Produits *:

on définit la transformée de Fourier symplectique pour u e c*( l2p) par:

(ru)(k, ù : I r,,u(a,q)e2i(o"-o[ ff i
où, t ,  r  €  ZP et  arq € TP.
On considère aussi sur T2p la 2-forme symplectique fl:

çr :Ë -o;x ;Axi+p
i = l

où di €IR pour tout i.

Pour construire un produit * sur T2p , onva former le produit croisé de .tl(W) muni

du produit de convolution usuel par %p pour I'action définie par:

( * r , " ' , * ) f  ( u ,  " ' r  np ) :e4 iÈ (DT- l  on , . ' î ù  
f  ( n t , "  " , np )

où /  €  L ' (W) ;  n ' ù : ( r r a , . . . ,mp )  €  W,  n : ( n t , - . . , np )€  %P e t  âe  IR '

Le produit da.ns .Lr ( %n , Lt ( Tf )) est donné pa,r:

(o*u v)(n) : D
e T'P

O( - ) x rn . t [ ( n -m)

où x désigne la convolution usuelle sur Lr( ntl et I'involution par:

o.( ' ) :n . [ (o(-" ) ) ' ]

Un calcul simple montre que:

(o *u iû)(nr;(n2; - t
1nr,1nze VLP

iD(-r;(rn2yv(nl - ^')(r' - *z1"aih(f,l=, e'*11"?--?))

)-trffirÊ#çffi+ rçry#'q'rwr1r rkq_+inÉ:'ù'r
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où  n l  :  ( r l  , . . . , r , t ) ; n2  :  ( " ? , . . . , " z r ) ; r n r :  ( r 1 , . . . , * r ) ; r n2 :  ( n? , . . . , * ] )  e  T ,p  e t
que:

iD*(nr )(22) : "odn(Df=, 
ar"l '?15,-;ç,

Considérons maintenant I'application A de Ll(ff ,Lt( T,n)) dans .tr( Vznl déûnie par:

(a(o)) (nr  ,n2) :  e-2;hf l  ,  er" | "?o1"r t ;1" r ' ;

où ^L1( vznl est muni du produit et de I'involution suivants:

(F*o G)("t, .  .  .  , f tzp) : D F@)G(n - ^)"rruDt, , ,( '" ,  npl;-nimpli)

''"e 7L"

e t .F . (n ) :FCDpou r  t ous  F ,G  e  L r (7 ,21où  n :  ( r r , . .  . , n2p )  i  m :  ( * r , . . . , Tn2p )

On vérifie facilement que pour tous O, tû dans Lt ( %o , Lr( %e)) on a:

Donc A est ""*:;;,:" ."';:::,o,1 *,iï:,'a(o)).
Remarquons que cette construction est exactement analogue à la construction du

produit de Moyal sur IR2' par produit croi# de .tr(R') pa, n;. Rappelons l,expression
intégrale de ce produit *:

7r,*'t) : F-r (Fu xo Fa) pour tous u,o €. S(nr") où

(Fu)(È, ,) : 
Iu^u(p,q)e2;(t"-où4

et u xo u(le ,,r) :  [^,- u(kt,r)u(k - kr,r - r1)s-2i(kr-*,;dlcrdrr'  
J IRa^  

\  - '  - /  \  L '  ' ' / t -  
7 . r r

Notons également que le produit * sur C*çTzt1 qu'on vient de construire admet
comme le produit de Moyal sur IR2" un développu*"rrt formel:

u*hu-t\( ! \"r"r= 
ka\il 

P'(u'u)

gù P(1'u) est le crochet de Poisson déûni par la 2-forme O et qu'on-notera {, }. En effet
il est clair que le crochet de Poisson est donné pour .F, G dans 

-sq 
n o1"t , ë 

'vzn 
p,a*

p

{4 c} - -4De,r@)G(" - rn)(rn;arn; - n;+pm;)
i : l



D'autre part on a pour tous u, u e C-( T2p),

((rr) *5 (ru))(r) : t (Fuxrn)(F r)(n - *)""uDI=, ' '(-'n"'u;-nimpai)

*e %ro

ryf i,, (m;np+; - nirnp+;)l '(Fu)(rn)(ru)(n - m)
r !  L -

i = l

ryi "1,- 
t)'-' (É o;m;npat)' {f, r,n,*r+r )'-t x

t f ' r  H

l=0  i= l  i : l

x (Fu)(m)(Fu)(n -  m)

: D D,ryD"X-r,-,0,,...0i,F(aj,,,...,,, ôi,1,,*,-.tp*i,u)(rn)x
*, Vzn r)-O l=0

'  F  (o ' r r * ,  r . . . r  p* . ra I ; ' . r . . . r ' ,u) (n 
-  m)

t
*e %.,2P

t
*e %r2P

t
r2o

t
r )0

D'où on obtient :

F-t (Fu*6 Fu) : D if*f r '(u,u).
"20

On montre facilement comme dans le pa,ragraphe lI-2 que la représentation * régulière

gauche 15 de,c*çtz,) sur.L2( 1zr) est fidèle et on pose donc ll " lla:ll zr6(u) ll. 
"_Il

àst clair que la C*-algèbre enveloppante est I'ensemble des fonctions continues sur T'P:

C(f2n1. Par une démonstration analogue à celle du paragraphe II-2 on montre qu'on a

ainsi 1ne déformation quantification stricte de C-( 1zr) dans la direction de {, }.

D'après le chapitre I, il est clair que C( fznl muni de ce produit * est isomorphe à

C*( W ,A) où A est la C.-algèbre enveloppante de -01( n').

Darrs ce qui suit on va étudier la structure de la C.-algèbre obtenue pour h - i "f 
on la

notera À0. On identifiera Lt(Zf ,A) avec A&Lr(T"P)où I désigne le produit tensoriel

complété pour la norme .t1. On va aussi identifier A avec son image da^ns .Ll( Zf ,A) pat

I'isomorphisme tr ê a8 eo où 6s est la fonction caractéristique du singleton 0.

Notons que comme A est commutative, elle est postliminaire et par suite toutes les

représentations factorielles de A sont de type f et sont traçables ([26]-91).-.P.'"i 1:r, 
-

âr". Remarquons aussi comme A - C*(T'e) (la C*-algèbre du groupe TP) alors A est

égal à 'û? et est donc identifié avec TP.
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2 - Structure des C*-algèbres:

Lemme 2-13:
Soit r une représentation inéductible de A aJorc il existe p € ([0, t[)P tel queYf e A,

"U) 
: Î@)t; ott i aesigne Ia transformée de Fourier de f et I désigne I'identité. De plus

g ne dépend que de Ia classe d'équivalence de r.

Démonstration:

Soit r une représentation irréductible de A. Comme A est commutative zr(A) est
inclus dans son commutant (zr(A))'. Or ce commutant se réduit aux scalaires donc pour
tout / dans ,4 il existe un a € CI tel que 

"$): 
o.[. Soit ak: T(ek) où /c e T?. On a

(ep x ei) : 
P 

e1,(m)ei@ - m) : ei(, - k) - eia1,(n)

a*+j I  :  r (er  x ei)  :  n(ey)r(e1) = a*aj I

e l (n ) :e r ( -n ) :e - r (n )

o r  z r ( e [ ) :  r ( e r ) *  d ' o ù  a - p :  d r  P a r  s u i t e :  6  y d p :  o k 6 , - k :  a 0  : 1 ,

Donc i l  existe ? :  (pr, ,p2, .  .  .  ,gp) € ( [0,  1[)P tels que:

@11,0 , . . . , 0y  -  
" -2 i r91

a10 ,1 , . . . , 0 ;  -  
" - 2 i r gz

o,O,0, . . . , r ,  :  2-2 i t r9o

Il s'ensuit que tr& : s-2irke Soit maintenant f e A on a:

"u): "(t /(e)rr) : D Î@)r(er): D l(k)"-rr"rel - i@)r
ÈÈÈ

Soit zr' une autre représentation irréductible de A da^ns un espaÆe Ifr, telle que zr' soit
équivalente à zr. Donc il existe un isomorphisme O de I/, dans I/f tel que r'(1): O(zr(/))
pour tout / dans A. D'où: Î(ç)Ir*, : O(f(.r)/a - : Î(p)AQn,). Donc Î@) : Î@)
V  f  eAe tpa rsu i t eg :g '+ l . où ( . e  T ,o rge tg t€  [ 0 ,1 [  a l o r s  g :g ' .

Si 0; est inationnel pour tout i : L,,. . . ,p aJors Tl opère librement et non réguJièrement
dans Â.
Si di est ratiomel pour tout i : 7,...,p alors %'P opère régulièrement et non librement
dans Â.
ST existe i et j € {1,...,p} tels que 0; soit rationnel et 0i soit itrationnel, alors T,P opére
non librement et non Égulièrement dans Â.
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Démonstration:

Soit r € .Â et soit g e ([0, f [)P tel que pour toute représentation irréductible de classe
r et pour tout / € A on ait zr(/) : Î@)I.Le stabilisateur de r da^ns T,P est:

%P,  :  { f  :  1 f r , . . . ,  f ro )  €  T?  te l  que k  . r  :  r }

on a: (kr)r : r(-k . f) : - lît@)t or (-t l)(") : s-2ir;r-, arkræ,;F(n)

D'où on montre facilement que:

( k r ) f  :  i (p  +  k .0 ) I  où  f tQ :  (01k1 , . . . , l nk r )

Donc:
%P, : { f r : (È r , , . . . ,1 r r )€T?  te lque  (kù f  - r f  V  f  ee , }

: { f r : (&r , . . . , ,k)êze te lque î@+k0): içry  v  f  ee, \
:  { f r :  ( f r t , . .  kù  e  T ,p te \qv ' i l  ex i s te  l :  ( l r , . . l o )  e  %p  t .qk f i r  -  \ , . . k r ïo :  l r }

D'autre part I'orbite de r est :

O , :  { k r , k  e  %P}  :  { kg ,k  e  T ,P }

:  { (p t  *  1e101 , . . . , 9p  +  I ce îp ) , ( k t , . .  . , ko )  e  T f }

Par conséquent on voit que T,l, est indépendant de r et si tous les 0; sont irrationnel il est
clair que Tl, : {0} et que O" est dense dans A. Par contre si dt - fr avec p;, e; €. T,* et
p; et q; sont premiers entre eux pour tout i - 1,. ..,p alors %P, : h % x ...ep %. Dans
ce cas

O, :  { ( e t  +  I c r l r , . . . , 9p  *  l ep l r ) ; f r i  : 0 , 1 , . . . , q ,  -  1 }

Donc O, est finie. Montrons que O" est discrète. Comme A est commutative, L est
un ?s-espace et les points de A sont des fermés. Donc le complémentaire d'un point g
dans I'orbite: O'" : Or - {q} "rt 

trn fermé car c'est une réunion finie de fermés. Le
complémentaire de O', dans A est un ouvert O de A et on aOnO, - {ç1. D'où {g}
est un ouvert de Or. Par suite O, est un espace topologique discret. Enfin s'il existe i et
j € {1,...,p} tels que d; soit rationnel et d; soit irrationnel, il est clair que O" n'est pas
d i sc rè tee tque  Z , r "+  {0 }  ca r  { 0 }  "  

. . . 8 ;% ,  x . . . { 0 }  C  %p , .

Théorème 2-15:
Si 0i est inatiomel pour tout i : !, . . . ,p, aJorc le centre de Âe est ftduit aux fonctions

constantes.
ST existe certains 0; rationnels, alors Ie centrc de Âe est I'ensemble des fonctions continues
sur T2p périodiques en Ia;ème 

"1 
Ia (i +p:p va,riables popr tout i te1 que 0; soit rationel.

La période étant la même pour la;ètme. et la (i+pÊæ variables et est égale à fi si 0; : I ,
p; et q; sont des entiers premiers entreeux. Enpa,rticulier sipour touti - 1;...rprî; èst
entier, alorc Âs est commutative.
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Démonstration:

Si tous les d; sont irrationnels, T? ofire librement dans Â, par suite pour tout
s  € %P -  {0} , ,Â" :0.  D 'aut repar t  conrme TP estmoyenable Ci1 'nn,A) :C;(W,A).
Donc en appliquant la proposition 1-10 on déduit que A est une sous C*-algèbre commu-
tative maximale de Âs. Par suite le centre de Âe est inclus dans A. Notons Z ce centre el
soit b I eo un élément de Z. ô I eo commute en particulier avec €o I a pour tout a dans
L'( Tf). Or un calcul simple montre que:

(ô o eo) *n (eo I a)(rn)(n) = b(n)a(m)

et
(eo I o) *6 (6I es)(rnxn) : a(m)b(n1"2i"(D!,-,o;n;n;)

Donc pour que ô I eo commute â,v€c €s g a pour tout a il faut que ô(n) : 0 pour tout
n e.  %P -  {0}_ouencore 6:  Àeo avec À € O.  D'aut repar t  i l  est  c la i r  que Àeo6eo
commute avec A6 pour tout À e O . Par suite le centre de C.( T'r,A) est réduit aux
multiples scalaires de I'unité et en revenant dans Àa par transformée de Fourier on voit
que le centre est I'ensemble des fonctions constantes.

Il est facile de voir qr" À6 est isomorphe au produit tensoriel:

Ae r&Ae .^@. . .&Ae ,

où .4e, est la C*-algèbre produit croi# de B (la C.-atgèbbre enveloppante de ,t1( %)) p*
T, rntlu;rj du produit:

( f  "u s)(ry,n2) : t
eT '

1 (* t, mz) g (n r - trtr | t n2 - rn2) e2 i h 0 ;fm 1 m 2 - n 1 n 2l

SiÉ;: fr, commençons tout d'abord par chercher le centre dans Ap,.

Montrons dans une première étape que si r' est un élément du centre de Ap, alors
F(m)(n) : 0 si rn ou n n'appartient par à qrn. Supposons que F : .f B9 où .f €. B et
g € Lr( T,). Un calcul simple montre que:

^F *6 (e" 8 esxnzxn) : g@)f (n - s1e2i"e,"*

et que
(e" 8 eo) *n F(m)(n) - s(m)f (n - s)

Doncpou rqueFcommuteàe "8eo  V  s€  T ' i l f au tqueg ( rn ) : I  V  n l  ç  g ;7 , .
De même on montre facilement que pour que .F. commute à eo I erV t e Z il faut que
/ ( " )  -  O  V  nÇq ;n .  Pa rsu i t e .F ' ( nz ) (n )  -  0s i r nou  n /q ;T^  Comme BSLr (T )
est dense dans C*( n,,B), on montre pa^r passage à la limite qu'trne condition nécessaire
pour qu'un élément .F' de C.( n,B) soit dans son centre est que r'(rn)(n):0 si rn ou
n ç 9; T.'.

28



D'autre part, on vérifie facilement que tous les €ro@e1o avec s0 et t6 appartenant à q, T,
commutent avec er@e1 pour tous s, t dans T'. Par passage à la limite on montre que la C*-
algèbre produit croisé C*(q, %,C*(q; %)) esf dans le centre de C.( %,8). Donc ce centre
est exactement C*(q; %,C*(q; nD. Et en revenant dans le tore par trandormée de Fourier
on voit que le centre de As, est I'ensemble des fonctions continues sur 12 trÉriodiques en
les 2 variables de (même) période 

*. O" conclut ainsi la preuve du théorème.

Déffnition 2-16:
1) Une C*-algèbre A est dite liminaire si pour toute représentation inéductible r de A

et potsr tout æ € A, r(x) est compact.
2) Une C* -algèbre A est dite postliminaire si toute C* -algèbre quotient non nulle de A

possède un idéal bilatère fermé liminaire non nul.
3) Une C*-algèbre est dite arftiliminaire si eIJe ne possède aucun idéal bilatère fenné

Iiminaire non nul

Théorème 2-17:
Si 0; est rationnel pour tout i:|,,...,p,Âe est liminaire, n'est pas simple et son

spectre est le tore de dimension p : Tp muni de sa topologie usuelle.
Si 0i est irrationnel pour tout i - 1,. ..,p,Âe est simp/e et antiliminaire.
ST existe i et j dans {1,...,p} tel que0; soit rationnel et0i soit inationnel, alors Âe est
arûiliminaire et n'est pa^s simple.

Démonstration:

Supposons d; rationnel pour tout i : 1,,. . . ,p. Pour montrer que Àa est limi-
naire il sufrt de montrer que toute représentation irréductible de Âe est de dimension
finie car en dimension finie I'ensemble des opérateurs sur un espace de Hilbert I/ est
égale à I'ensemble des opérateurs compacts sur .E[: Ê(H) : L"(H). Soit donc ?r une
représentation irréductible de Âe et r trne représentation irréductible de A. Comme %e
opère régulièrement dans .4, d'après le théorème 1-17, on déduit qu'il y a une bijection
entre C.( n!ù^ et A6 où %fi désigne le stabilisateur couunun de tous les r dans Â. p*

suite il existe une représentation irréductible V de T,! fel que ?r soit équivalente à la
représentation induite paf, (Ino, 8V,p,8IHv). D'après ce qui précéde concerna^nt les
représentations induites des produits croisés, on déduit qte r f A a pour classe d'équivalence
( g 7')8Is,, où 7 est la T?-orbite de r et I'espace de zr s'identifie à O Ho'_8Hv.' r t € T  

r , C T

Or Hv et Ho,, sont de dimension 1. En effet, comme T'! et A sont cornmutatifs, toutes
leurs représentations irréductibles sont de dimension 1, donc la dimension de Ho est égale
au cardinal de T: lTl or ce cardinal est fini; en fait lTl: fll=, g; où 0;: I avec p; et gi
premiers entre eux.

Le spectre de Â6 est homéomorphe à C..( T,Pr)^ c:ar ,4. est commutative separable et

I'application I r-l T,P, est continue (voir [25]). Or C.( neù^ : ù', : TP muni de
sa topologie usuelle.

Supposons maintenant que tous les 0; soient irrationnels. TrP opèrelibrement d*r. I
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, = l  j : t

où hp, est la fonction continue sur Tp définie par àri
de U4

Comme I est T?-invariant alors il est clair que g e î.

donc pour montrer que Àp est simple il suffit de montrer que A n'apas d'idéaux bilatères
fermés V?-irlvaÀartts non triviaux (voir theorème 1-15). Slpposorrs i re / soit un tel idéal
et soit Î: lÎ,r e 4. Soient / un élément non nul de I et g €. Tp. n existe fro € np
te l  que ko^ ' r@) I  0  en ef fe t  po ' r  /c  ç  w,k:  i lq :  î (p-k .0)et  comme ç-kpdécr i r
un dense dans Tp quand /c varie, si k: 1@) était nul pour tout fr dans 

' 
%,p, î serait

""11". 
ko^' f étant une fonction continue donc il existe un ouvert U6o conten æft gtel que

ko^.  f  @) l0  V ,b  e  U*o.
on recouvre ainsi ro p* des ouverts u1 tels que v ,h e u*on ait k: f @) f 0. comme
Tp est compact, on peut en extrair" ,m ,ro*bre fini d.'ouverts ,""orrrriu^11, To, soient

ukr,. .  - ,ukn. on considère une part i t ion de I 'unité sur Tp: ô*r,. .  .  ,ôk_ des fonctions c-
àsuppor tscompactscontenusréspect ivementdans (Jkrr . . . r (Jkn-  i "u"ro"L ôrr* . . .ô*^ :1.
So i t e€C(TP) ;

J I Ls : iÔris:Dnr,*i ' t

: Ô*i fiO 
sur Ur, et nulle en dehors

D'où Î - C( TP) et par suite .I: A.

Supposons maintenant d; rationnel et g; irrationnel pour certains f , j dans {1,...,p}.Alors Ap, est liminaire et son spectre est donc homéomorphe à Primar,. frn"i" à".p""ir"
est aussi homéomorphe à Ù,s, où Tt6, est le stabilisateur courmun de tous les 

" 
d;. É,.

Par suite -4p, posséde un nombre infini d'idéaux bilatères fermés non triviaux et il en est
de même pour Àe qui n'est donc pas simple.

Montrons que dans cas À9 est antiliminaire. Pour ceci il sufrt de montrer que Ap, est an-
tiliminaire car si on considère une représentation zri de As, de type II et une représentation
er; de Às, de type I pour tout i + j.Alors n giz 

"o 
r"ru,it-,111. representation de Ap

de type II.

Maintenant pour montrer que Ap, est antiliminaire il sufrt de prouver que pour tout 11

"9i:9 
dans App il existe une représentation irréductible non traçable r-de A6, telle que

"(R) + 0 car si on a ceci et on suppose que Ap, possède un idéal .I bilatère fermé liminaire
non nul, .[ contiendrait un R non nul et po* 

"êt 
.R il existe une représentation irréductible

non traçable zr de A6, t-el 
.c-ue "(R) + 0 donc r(.I) serait + 0. D'après [26] 2-11-3, la

réstriction de r à .I est irréductible,_donc zr(/) c- Ê"(H*). b'où r(âgj 1 
j c'"1n,) (izo]

4-1-10) et r serait alors traçable ([26] 6-7-5). Or zr n'est pas traçabi" d* t" Z-orbite de
n est de stabilisateur nul et n'est pas discréte (voir la proposition 1-18). Soit .R non nul
t*T_Arr, ilexiste s G T.,etr e ii t"lque ^R(s) ( Kerr. Toutereprésentation r de classe
IndiT où 7 est la T,-orbite de r est bien irréductible non traçaùle et tel que ,r(R) I 0
puisqu'on a Kerr: S("!" Kero).

Remarques 2-18:
1) Si tous les 0; sont irrationnels on a d'après Ia prcposition l-l1: L'application
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Ind : T t+ IndT est homéomorphisme de l'espace topologique quotient Al nn sur le sous-

espace Ind(Âl Tf) de Àe où Ind.T est Laclasse de quasiéquivalence de rcprésentations de
Ae associee àT.

2) Si fous Ies 0; sont inationnels, toute rcprésentation de Àe est frdèfte.

3) Si tous les 0; sont irrationnels PrirnÂe : {0} et donc Àe est muni de Ia topologie
grossière.

3 - Structure des algèbres de Von Neumann:

Notons que si tous les d; sont ratiorurels, toutes les représentations de Âe de type_I

"* 
Â6 est liminaire. Dans la suite on va s'intéresser aux types des représentations de Âe

lorsque tous les d; sont irrationnels. On prouve alors le théorème suiva^nt:

Théorème 2-19:
La représentation * ftguJière gauche de Âe est factoielle de type I\ et c'est L'unique

représentation * factorielle de type Ih de Âe (à quasi-équivaJence près).

Démonstration:
L'algèbre de Von Neumann engendrée par la représentation * régulière gauche de Âs

est en effet la W*-algèbre produit croisé W*( %o,,,4) de ,{ p* Z'P oï -4 est I'algèbre
de Von Neumann engendrée par la représentation régulière gauche de A sur .t2( Tp, p),
p étarrt la mesure de Lebesgue sur TP. Mais il est facile de voir que.,4 : L*(To,p)
(ensemble des fonctions p-mesurables essentiellement bornées sur TP) en fait il est clair
que,4 est incluse dans.L-( TP,,p), d'autre part on sait que L*(To,p) est une algèbre
des Von Neumann commutative mæcimale de L(L'( Tp, p)) (Cf [30]). D'où il y a égalité.

Maintenant comme â est séparable et comme ZP opètelibrement d""r" 1, en appli-
quarrt la proposition 1-6 on déduit que Tl opère presque librement sur "4. Alors .,t[ est une
sous algèbre corlmutative ma:<imale de W* ( T,o , A). Donc pour montrer que W* ( T,P , A)
est un facteur il suffit de montrer que Vf opère ergodiquement dans /4 (Cf 1-20). Pour
ceci on na montrer que la mesure de Lebesgue sur fP est ZP-ergodique. Soit .E une
par t ie ;^c-mesurable de Tp te l le  que p((EUs.E)  - (Enr .E))  :0  pour  tout  s  € Tf  .
Montrons que p(E) : 0 ou p(Tn - E) : 0. Soit XB la fonction caractéristique de -8.
A lo rs  xe  €  L ' (T ' , p r ) .  Comme {o " (€ )  

-  
"2 i *n (  }  ( " : 0 , *1 , *2 , . - . )  es t  unsys tème

orthonormal complet de L2( TP,lt),,

*æ

xB(€) :  D  
\ne2;nnÊ avec

On a:
*æ

xe(s' €) : D \n"2inn(ê+se) -

- XE(€) dans.D2( TP, p)

*æ
f t o

)  lÀ ' l ' (  * oo .
LI

t l= -æ

* æ
\- S_"2iz-n€a2itne0
Z--t

n = - æ
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Donc Àns2innae: À,, (s € Tn)
Par sui te À,,  :0 pour n l0 d 'où p(E):0 ou p( TP -  E) :0.

Considérons maintengnt la trace fidèle 96 définie sur ,,4 par:

f3)ap Yf eA+

L'invariance de p par Tf enl.raîne I'invariance de g0 paf, TP . La trace po est normale,
car si (/") est une famille filtrante croissante de fonctions positives dans L*( T, ,p) de
borne supÉrieure f e L*( To , p) (au sens de la relation d'ordre naturel dans .t-( Îp , p)),
on sait que po(/) est la borne supérieure d" po(/.). Comme p(TP):1, il est clair que
go est finie. Alors la trace <p1 définie sur lrll*( no,A) par pr(e):9s(R(0)) est fidèle,
normale et finie (voir le proposition 1-21). Ainsi W*( Tl,"4) est un facteur fini. Pour
conclure il suffit de prouver que l7*( n, , A) n'est pas discret. Or si on pose

S" : X(10,:Lt),

alors les Sr, définissent des projecteurs strictement décroissants de "4 tels que

fo(S"; ( *oo. Les iû(,S,") ori ù est I'injection canonique de ,,{ dans W*( T'r,",4) forment
une suite strictement décroissante En de projecteurs de l;lr*( n, ,A) tels que çJE.) ( *oo.
Donc W*(Tf ,.,4) n'est pas continue (Cf [30] 8-prop 3).

Pour achever la démonstration du théorème, notons que d'après le théorème 1-22,
I'application p H Indpu où pp est la représentation régulière gauche de A sur L2( TP, p)
est bijective de I'ensemble des mesures normalisées, ZP-invaira^ntes, Zf -ergodtques /, sur
Tp dans I'ensemble des classes de quasiéquivalence des représentations factorielles de type

.I.I1 de .4p. Mais il y a une seule mesure normalisée, T,P-invaiiante et %,p-eryodique sur
Te.

II-4 DEFORMATION QUANTIFICATION SUR UN GROUPE CONNEXE ABELIEN:

Dans la section précédente, on a trouvé que I'algèbre de Von Neumann engendrée par la
représentation régulière gauche de Âe est un facteur de type .I.[. D'autre part, on sait que
dans le cas de IR2' muni du produit de Moyal, I'algèbre de Von Neumann correspondante
est un facteur de type /- [16]. On connaît aussi I'exemple du cylindre Tx IR pour le quel
la représentation régulière gauche engendre une algèbre de Von Neumann qui n'est pas un
facteur [31].

On sait que tout groupe de Lie connexe abélien est de la forme Tp xIR". Dans cette
partie, on va définir des déformations quantifications sur ceux de ces groupes qui sont
munis d'une structure symplectique invaria^nte et étudier le type des algèbres obtenues
lorsque ce sont des facteurs.

Soit G: Tp xIRn avec p+n pair. Uneformesymplectiquet.r sur Gest caractérisée
par sa valeur k)6 sur I'espace tangent à Tp x IR" à I'origine. Soit g cet espace, g est
I'algèbre de Lie de TP xIR'. Soit ! I'algèbre de Lie de fP. w est une forme bilinéaire

eoÏ): I*
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non-dégénéree antisymétrique sur g. Notons par tr I'orthogonal (pour ar6) de t dans g et
par rad(woft) I'espace t î ta. Alors on peut écrire:

!.  :  t '  L rad(usl!),  tr - rad(wsl!) Ly

où r désigne la somme directe orthogonale des sous-espaces.
Et enfin, on a la décomposition suivante:

g : !, L (rad(wslt) O y,) l_ y.

Maintenant la réstriction de ar6 à t' r I/ est non dégénérée, alors (voir [82]) ils existe
,b sous-espaces hyperboliques de dimension 2 soient pr,.-.. pp dans g tàls qu",

E : t ,  LV  LP r  A ' . . LP* .

Ainsi on voit que

dimg- dim!* dimtl - dim!, *2dim(rad(rollD * dimV

et di.mV' : dim(rad(rolL)). Maintenant, il est toujours possible de choisir t,de telle
manière que son exponentiel soit un tore TP-& dans Tp. V' I V est un sous-espace de
dimension n et I'application exponentielle est un isomorphisme deV, l- V sur exp(V, L V).
on I'identiûe avec IRo. Enfin on fait I'hypothès" s,ridnte,

(Ër) exp(rad(usl!)) est un tore Tedans Tp

ainsi p - fr et n - lc sont pairs et c.rs a la forme:

@O : trr * uZ *wt,

où

+
( , ) r :D-r ,  dæ;Adr;+,=t

est une forme symplectique sur t":;t1".t, 1rr]y.

1 È

uz_l lv;nz;
T _._l

(f;) étant une base de rad(us/!) tel que erp(V): I pour tout i,
(Z;) étant une base de V'et:

a - È

2=
;  LU;  AU; , r " i r

i= l
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(U;) étant une base de IR"-È.
Soit Âs la structure de Poisson correspondante sur TP x IRt, pour construire un

produit* sur C-( TP xIR"), dans la direction de Âs on prend la transformee de Fourier
symplectique:

(Fu)(n,*) :  
|  , , , , ,R" 

, (e,  v)exp2i [ l , r , r , *  + 
-  n;e i+,=, , )

* *

t  f  (ro-* +inp-k+i - *rvr) + t {r,,  *+ - r iu; n=,t\#
i : l  i :&* l

oùn :  ( r r r . . . r np )  €  T? , r :  ( r t , . . . r î r )  €R ' , g :  ( y t , . . . rA r )  € IR 'e t
9 : ( 9 , . . . , 9p )€  TP

Dans cette formule on suppose que u soit une fonction C- en les variables cp et y et
rapidement décroissante à I'infini en la variable y. Fu est alors dans I'espace.S( T,p xIF."):
ensemble des fonctions de Schwartz sur TP x IR'.

Maintena^nt, considérons l'action de n + xIR# sur.tl ( T, + xIR"#) définie par:

( r t r .  . . , n r yL r t r , . , .  r r  5 l ) '  f ( * r r . . .  r r n -L rU r r . . .  rU^y )  :

p - h  -  n - l
-  1  È  , T

exp4ihl\e,",*,  + ; I  " ,*+ a; * 1 D ",*+x;a*+;f f(*r, .  .  . ,m#,a:,.  .  . ,v +)

Le produit croisé ûçn# 
"nË)du produit*:

i = l

par n"# 
"# 

est identifé à rt( np xR.") munie

i = l i= l

(F*oG)(n,  c)  : t
e%'

f+
, I u^ 

F (*, v)G (n - ffi , r - v)' exp2c â t 
E 

0 ;(rn;n r*' - n - n irn ;*' ="r )

t  & ,+
+:  f ( " ; rn;+p-k 'a in;+p-*)+;  |  (c ;vr+ + 

-  y; r ;* . ; r ) ]da
i : l d: t t l

Théorèrne 2-2O:
Supposons que p * n # 0. pour toutes F,G dans S(Tf 

"R'),

rr W-{4G}rrr,
convetge vers 0 quand h tend vers 0. En pfius,l'algèbre de Von Neumann engendrée par Ia
rcprésentation * réguliùe gauche de LL( 7? x IR") sur L2( np x IR") est un facteur si et
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seulement si k :0 et tous les 0; sont irrationnels.Dans ce cas, 
"" 

fu"rn"ru est de type IIoo
si p * 0 et n f 0, de type II1 si n :0 et de type I*sip - Q.

Démonstration:

La démonstration de la première assertion du theorème est a.nalogue à celle dans
le cas S( T'd)(voir paragraphe II-2). Pour la deuxième partie o., ,"pp"1le tout d'abord
I'expression intégrale du produit de Moyal sur IR'-k [81]: pour tous u,u e .S(IR"-t):

Lt * n : F-r 1Fu xo Fu)

où

I ̂ , -, 
u (n'o) ""(n' 

- tt'\ 
#

et r

u xo u((.,,r) : 
,/*."_ ,u(tr,r1)u(1. 

- tr,r - r1)s-2i(41-bt)dlrdrr.

Et c'est en effet un produit croisé de Ir(#) p*mf# sous l,action:

+
+n;T L";

(1 t , . . . ,1+) .  f? r , . . . , r - t )  :  e  i= r  f ( ry , . . . , r+) .

De même le produit* de Moyal sur le cylindre de dimension k possède une formule similaire
mais maintenant:

Fu(!,,,) : 
|,r*m..,(P, 

qls2i(n,-$) 
éh

et

u xo u([,,r,  :  

,à,1*,u(nr,r1)u((. 

- lr ,r - r1)e-i!r-t \)drr

On vérifie facilement que c'est aussi un produit croisé de .01(IR&) p* Z& sous I'action:

( * r r .  .  .  rm* ) f ( r l r .  .  .  r  t r )  :  
" rp " 'D ' r= r ^ " '  f ( r r ,  .  .  . ,  rÈ ) .

Pour â: f , notons le produit *r. par *. On a un isomorphisme isométrique d'algèbres de
Banach de.[l( Vl xIR^) muni du produit *l ci dessus sur le produit tensoriel projectif
[33]:

7t I Vn-k)6,rt ( T,k x R &)6".trr(m."-&)

où.tl(w-r) est muni du produit* défini dans II-B et.tr( T,k x RË; et.Dr(IR'-e) sont
munie du produit* de Moyal. En effet, considérons I'application

o : .01( nP-k) a zt( nÈ x FtÈ)g rr(IR"-*) ---., Lrl nn x m.")



O(u A f  A 
" )1* t ,  

- . t ! Ip , ,xr , . . ,  ??)  :  u(mr,  -  -  mp-*)T(rno-x+r  r . . , ,Tr tp t  x1r .  .  x  1)a("*+t  , .  -  rn)

On a:
( r t  8 / r  Aa r ) * ( r z8  f z&a2 ) :  ( u r *u2 )8 ( / t  x " / z )8  ( a1  xoa2 )

D'après [33] (voir p. 438 e+ 476) l'algèbre Lr(%e x IR,') est isomorphe au produit tensoriel
projectif:

Lr ( nn-r,1g,r l(  T,k x n e)g,rr(R"-r)

Maintenant L'(T! x n") est une algèbre de Banach, en effet: si

f  :  D U;&f iga;  er  C:  D u iSs i@bi
f inie l inie

alors
F*G:  f ( r ; *u i )o  ( f ; r , s ; )8 (o i  xob i )

i , j

et
l l  r '  *G l l  :  i"f  l l (u;*ai) S (/, 

" " si)8 (a; x" ôi) l l
< inf  l l  u ;*u; l l  l l  / , t "g ; l l  l l  o ;x"ô i l l
< inf ll "' ll ll /, ll ll "r ll 

inf ll ui ll ll gi ll ll ai ll
<lt  r i l  i lGi l .

Montrons tout d'abord trois lemmes.

Lemme 2-21:
L'algèbre de Von Neumann B engendrée par Ia représentation * régulière gauche de

Lr ( %n x R," ) est isomorphe à B t S B z S Bs où B r, B r, B" sont les aJgèbres de Von Neumann
engendrées réspectivement par Ia représentation * regulière gaucke de Lr( nP-k), celle de
Lt(%n x ne) et  cei le d" t r l ( IR'-e).

Démonstration

Soient TLrlr2 et Ts les représentations régulière gauches réspectivement de
Lt(T?-k),Lt(%o r .  IR,È) 

" t  
t r t (R"-*)  

" t  
p.cel le de Lr(nn r . .n,") .  Soient F. :u8, f  6 lo

et  è:  u g g g ô deux éléments de Lr(no-*)  g,  t r t (  zt  x RÈ) g,  r t (R"-e).

F*G:  (u*u )  S  ( /  xo  s )  I  (o  x ,  ô ) :  ( " t ( r )  e  rz ( f )  Bz r3 (a ) ) (u  Og 8ô)

D'où
p(F) e ' r ( t r t (  T,p-\)@oz(Lr(  zÈ x m.e)) ' r ( t r t (m."-o))

On a l l p(f) l l  Sll / l lr '  , D'après [gQ] p. 22,povr tout f ' .€ Lt(W t R'), i l  existe une
suite (.F"),. dans Lr(TP-*) 8, rt( T,E x IR*) 8,, trt(Ro-*) tel que .F',, tend vers .F' pour
la norme L' , p(F*) tend vers p(F) pour la norme da^ns le produit tensoriel hilbertien:

L'( w-*) e L'( nÈ x Etk18 ,2(IR"-r) = n'( Tf x rR")



D-:t:' p(F) est d"ns I'algèbre de Von Neumann engendree par I'algèbre involutive
d'opérateurs de la forme Rr g Rz & ns + Sr g S, ô ^g, + ... + ?r'El Tz g ?s. où
Ær,Sr , . . . rT r  € .  B iRz ,Sz , . . . ,Tz  e  Bz i  e t  Bs , .gs , . . . ,Ts  €  Bs  e t  ce t te  a lgèbre  d"  Vo '
Neumann est par définition I'algèbre de Von Neuma^nn produit tensoriel BrdBrgBr [A0].Donc  BCBrSBz&Bs.

soit maintenant u e r1(Lr(w-r)) g r2(Lr( nk x IRk)) I r3(rr(IR"-È)). on a

"  
-  

D  r {u ; )&rz (a ; )o rs (u , i ) :  p ( Iu ;8u ;6 to i )  e  p (L r (T ,p  xp . " ) )  c  B
f inie

soit 'R8^987 e $&Bz&Bs. .r?,,9 et ? sont des l imites faibles réspectivement de
rr(un),rz(an) et ns(lta,-) quand n tend vers I'infini. Et on a:

< (Àe Se ?)gt & gz 89r,,fr g fz & fs ):( Rrn,h >< Sgr, fz )1 Tgs,,ft  )

En utilisant le théorème de Banach-Steinhaus on déduit qu'il existe une constante C telle
que:

l <  ( , ?8 .94  T )g rg9z&gs ,h&  f zg , f s  > lSc  l <  g r , f z>  1gz , f z )  19s , , f 3  > l

sll g, l l l l  /, l l l l  gz l l l l  /, l l l l  gr l l l l  /, l l
D'où81  8  Bz&BsCB

Lernrne 2-222
82 n'est pas un fa.cteur.

Démonstration:

En effet D. Arnal et J. C. Cortet ont montré dans [31] que le centre de I'algèbre de
Von Neumann engendrée par la représentation * régulière ial"he du cylindre de dimen-
sion 2 muni du produit * de Moyal est I'espace des opératËurs ̂ I1, oùj est une fonction
essentiellement bornée périodique en la rnriable p danslRde périoâe 1. Il en est de même
pour le cylindre de dimension b mais maintenant le centre est I'ensemble des opérateurs
Iy tels que .f soit périodique en tous les variables dans IR&.

Lemme 2-23:
Bt est un facteur de type I*.

Démonstration:

On considère la transformation ^g déÊnie sur.t2(R'-*) p*

,9u(s, t) - Fpr(t - 
",#)

où fo désigne la transformee de Fourier sur les t# ptu*ières variables. Alors on a:

S(u * u)(s, r) - ((.9u) o (^9u))(s, t) : , Ft ";! fItlil ' 
Jçry,Su(s, 

t1)^9u(t1, t)dt1
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En effet, on peut montrer que le produit de Moyal admet la forme intégrale suivante:
Pour u,u e ,S(IR"-È):

I  f  \ - - l -  -  t -2 i (ooz-oqo loqot - t l1oa+o1a- ra1  \d 'p1dq1dp2dq2(u *u ) (p . ,o ) : , / * " - * !u^ - ru (p t ,8 t )u (p , ,9z )e2 ibn_Pzq tpzn -p tqz thq_pq , ) f f

: 2#.[6,-. /æ u(pz, q2)(Fpùez(q - 8z),8r)e2b,k,-, 
#ezip(c,-cù 

dqfiqz

:  2#,[R.-, (Foa)(z(q - 8t),qz)(Fru)(2(q, - q),et)e2in(n-c'\  d,hdqz
On pose alors:

tr - sr :2(qz - q) et !# : n,

On obtient:

(^9uXsr ,t)(Ft 
tr :  sr ' ,"2 ip(4+c-!*)dtrd',(u*u)(p,o) :  

J^^_*( ,SrXsr , t1) (Fu)(28-h 
-sr ,9  *  Z , "

I
:  

J R. 
- r(,5u)(s1, f 1 )(^9u)(t t ,  2q - s1)e2;nk- " ')  dt 1ds 1.

Posons alors r :2(q- 
"r). 

On a donc:

(u* u)(p,a) : f ll+ l*.'o' lç4(s,Xq 
- 

T,r,)(su)(r1 ,o + $)d,æatr
: {1fr)- r; ' tA+ (s'xq - 

î,,,)(tu)(t1, q + i)dtl(p,q)'

D'où

^e(z * u)(s' t) 
:lËjJfi'fi,ry - +, t,) (^eu) (r'+ + Ç)at,

17 n-r  I
= q ;)- /6,* 

(^ez)(s, t1 )(su)(t1, t)dt1

Donc la loi de composition des fonctions 5u est la composition des noyaux des opérateurs

d'Hilbert Schmidt sur .[2(IHf#) et par suite 83 est isomorphe à E(LT(Ff#)) (voir

tl6l).
Pour conclure la démonstration du théorème, notons que le produit tensoriel d'un

facteur de type II1 et unfacteur de type I- est unfacteur de type //- [34].
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Remarque 2-24:
-!"""p.r d" la forme IR' x TP peuvent être vus coûune des variétés de Heisenberg.

En effet, si on considère le groupe de Heisenberg Hz*+r qu'on paramétise par:

(

( r r r rZ r .  .  .  , t  k tU t , , .  .  .  , yO,  " )  
: l

T.
Hz*+r peut être identifié à R2e+1 muni du produit:

( r r r - - r r k tA t r . ' rUk r  r ) ( * ' r r " r t ' k , , y ' r r ' rV ' * r z ' )  :  ( t ,  +  r \ r " rU*  *  y l r z  *  z '  *  x f l l  * ' ' * x xA ' x ) '

L'algèbre de Lie hrr+, de H21,ar1peut être paramétisée pax:

( r t , , * r r . .  .  r t k r U t , , . . .  r U k ,  z )  =

> Z < étant le centre de H2pa1. On quotiente lf23.r-r Par > Z <,,l'algèbre obtenue est

isomorphe à IR2È :
Hzx+ r l  >Z<= IR2e

et IR2t est munie d'une forme symplectique o telle que:

Réciproquement IR2k muni de o permet la reconstruction d" brr+r, donc de H2va1.

considérons maintenant le sous groupe D de Hz*+r des éléments de la forme

(0, . . . ,0 ,2?1, . . . , f f ipr2)  avecles nz;  €  T,  pour tout  0  S i  <  p et  z  € IR 'Le quot ient :

(H r *+ t lD ) :  IR , "  x  TP  avec  n+P :2k '

io;)
At

:

0at
0

"r-: 

[:

" ' " :" '  

)

1 1  î k  ' )  

(

l*t: I,)t
(0  0

alors[X,", : 
I :

\ ,



III . DEFORMATION QUANTIFICATION SI,JR LE DUAL
D'UNE ALGEBRE DE LIE

III-1 STRUCTURE DE POISSON CANONIQUE SUR LE DUAL DTINE ALGEBRE DE LtE:

Soit G un groupe de Lie connexe réel, g son algèbre de Lie 
"t 

g* le dual d" g. Le
groupe G agit sur g* par I'action coadjointe:

G tg * - t g *

(g ,€ ) r+  g .€ : ( oAds - r

Si X € g, on note X* le champ fondamental associé sur g*

xË : *"*, 
-tx€ l,=o

On notera par X aussi bien l'élément de g que la fonction qu'il définit sur g* p* dualité:

X ,g* ------+IR

€ - (€,x)
S* g* on a la structure de Poisson définie par le 2-tenseur Â 2 fois contravariant:

Âe (x*, Y*) : (€, [x, y]) YX,Y € g

Rappelons que la réstriction de cette structure à une orbite O de G sur g* définit une
structure symplectique F sur O et I'action de G sur O possède un moment, en fait le
champ fondamental X* sur O est le champ hamiltonien correspondant à la réstriction à O
de la fonction X sur g*

4(X., Y*) : ({, [X, r])
r(x.)F' _ -dx lo

La structure de Poisson sur g* induit un crochet de Poisson sur les fonctions C- sur g*.
En effet étant donné / € C-(g*), r. différentielle df (p) en p € g* est une fonction linéaire
sur I'espace tangent à g* en p,. Cet espace est naturellement identifié avec $*r et son espace
vectoriel dual avec g. Donc on peut voft df (p) comme un élément d" g. Il déûnit une
fonction linéaire sur g* par:

(af 0'),u) - (a | &)t,=,f 0'* tu)

où (, ) désigne la dualité entre g 
"t 

g*. Donc pour /, 9 dans C-(g*), on définit leur
crochet de Poisson par:

{r,g}0") : ( ldf (p),dg(ù1, p)
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"ù [ , ] est le crochet de Lie dans g.
Cette structure de Poisson sur C-(gJ est aussi appelee structure de Poisson linéaire.

On considère I'algèbre symétriqîe complexe ̂ 9(g) sur g gu'on identifie à I'algèbre des
fonctions polynomiales sur g* à valeurs dans CI . S; cette-al!èbre on a:- 

{p,el : Ip,e) Vp,ee S(g)
où [ , ] désigne I'extension naturelle, par dérivation, du crochet de Lie de g à S(g).

On peut transfèrer cette structure de Poisson à g par transformée de Fourier. pour
ceci on va se restreindre à I'espace 5(g.) des fonctioft a. Schwartz S(g.). On note e la
fonction sur IR définie par e(t) - 

"2itt. 
On choisit une mesure de Lebesgue sur g*. Alors

pour / e 5(g*), sa transformée de Fourier est la fonction f a*t" S(g) definie pa,r:

îrlo: Ir.ë((x,p))roùap
ry:r.X. € g. Ol considère la mesure a" pt-r.frerel correspondante sur gr et on peut donc
définir la transformée de Fourier inverse Ov de O € 5(g) par: 

-.

o"(p) : 
lr"{q*, u))o61ax

9" u (f)" - / pour tout / € 5(g.).
Si on restreint la structure de Poisson sur C-(g.) à 5(g.), alors on peut la ramener
par transformée de Fourier à une "structure de Poisson" q-u'on notera aussi par {, }, su
I'algèbre S(g). On voudrait obtenir une formule explicite de cette structure.
Pour ô, !û e S(g) on a:

ê((x,/r)) ( [do"( p), dv" (r ')), u)ap

Un calcul rapide montre que:

(ao"(p), ry = 
| 
"" 

((Y, p))z;tr (y, vla (\d,y

D'où 
dev : zttr(vo1v))"

On obtient alors:

{o' \p}(x) 
- 

n^n*'.''r'r',r':.,'r'u'r1"o1r",,'lr'.'rr',lir-'rr)rlrlo'r',,uï), 
u)avaza,

-no' 
Ir.ç((x, ù) Ir"((2, r>) Uro(y)v (z - y)ly, zldy, r) az a,

{O, rlrXX) : {O', V"}"(X) : 
lr_
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Soit A la fonction sur g définie par:

fA(z) : 
lrr{t)v(z 

- Y)[Y, zldY

I1 est clair que .4 est dans .S(g 
" 

g)' l'espace des fonctions de Schwartz sur g à valeurs
dans le complexifié de g. Maintenant pour toute fonction B dans S(g x g) calculons la
transformée de Fourier inverse de la divergence de B. Soit {X;} une base d" g. Soient
zrt.. .  rz,- les coordonnées de Z dans cette base et Ftr.. . ,pr, les coordonnées de p dans la
base duale. Soient 8t,...,.B,, les composantes de B et 0i la dérivation partielle dans la
jème direction. Une intégration par partie nous donne:

(ana)" çp): Ir"((2,r,)) E(ai B j)(z)dz

_ \ -  I  . .

L J.-2ir 
p ie((z, p)) B lz)dz

-ri 
lr"Kz, t )) (ne), u>dz

Notons gue ce résultat est indépendant du choix de la base. En appliquant ceci à
I'application A on obtient:

{o, rI,Xx) : -2ir({a;ra)") "(")

: -2irdiu / olryvlx -y)ly,xldy
Jg

Cette formule nous sera bien utile. Cependant on voudrait connaître quelle expression on
obtient si on applique la divergence aux termes à I'intérieur du signe intégrale. Pour ceci
notons TY,Xli la j9lae composante de [I/,X] pour la base choisie. On obtient alors:

{o, {,}(x) : -2ir 
|rrrrr(Drrr*l(x 

- y)ly,xli +û(x - y)ai(y,x1,1)av

où le deuxième ô; est pour la variable X.
Maintena^nt

Da,(tA xli) - D [A ai(I'*x*)]i
: f l t ,x i l i
: tr(adY)

e tpour  Z ,W €gona :

(2, gv11x)) = (#) t,_o v(w + tz): D (arv )(w)z i
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D'où la proposition suivante:

Proposition 3-1:

@èbre d,e Lie de dimension frnie et g* son espace duaJ. La transronnée de

Fourier fr æochet de Poisson sur,S(g*) est donnee pour O, !Û e 5(g) pan

- -2ir [ *<l ((1","t, dv(x - r)) + v(x -Y)tr(ad,v1)av
J g .

Remarquons que si le groupe de Lie G correspondant à g est unimodulairc tr(adY) : 0

pour tout Y e S et alors le second terme de crochet de Poisson ci-dessus disparaît.

III - 2 LA STRUCTURE DU GROUPE DEFORME:

Soit exp I'application exponentielle de g dans G et soit [/ un voisinage ouvert de-O € g

snr lequel exp est un difféomorphisme aanJ G et tel que [/ - -U. On identifie U avec

son image dans G par I'application exponentielle. Si G est un groupe de Lie exponentiel

c'est-à-dire exp est un difféomorphisme de g dans G on peut prendre U : G : g.

Soit C un voisinage ouvert convexe de 0 € g tel que Cs ç [/ dans G (via I'identification

de [/ par son image) et tel que C - -C (: C-r dans G). (Si G est exponentiel on peut

prend.e C : G Jg). On notera le produit du groupe dans [/ obtenu de G pax "'", €t

donc  s i  X ,Y  e  C ,X 'Y  eU.  D 'au t re  pa r t  on  a  pou r  X ,Y  € 'C  e t  t  € IR

(rx) .(rv) : tx +tY + (+)Ïx,Yl+ o(r3)

où 0(t3) tend vers 0 quand t tend vers 0 [35].

Soit gu I'algèbre de Lie g comme groupe additif mais munie du crochet de Lie [, ]a
défini par:

[ ,  ]n:  â[ '  I
Si h + 0, alors gu est isomorphe à g, I'isomorphisme naturel o6 de gu dans g étant défini

par: o6(X) - hX.-Soit 
Gn'le groupe de Lie simplement connexe correspondant à go. Pour h : 0 on prend

Go : E. Èour â f 0, I'isomorphisme o6 de gu dans g_ détermiine 
.rln jsomoæhisme de

G,! da;s G tout en réspectant I'application exiionentielle. En particulier, I'application

exponentielle est 1n difféomorphisme sur Ur : h-t [/ et on I'utilise pour identifier LI6 avec

"oo 
i*"g" dans Ga. Soit *6 le produit du groupe sur Ua provena^nt de Ga. Alors un calcul

simple montre que: 
x *6y : h-t ((âx) . (,î.r))

Soit Cn - h-rC, alors on a"ClC [/6 pour le produit *t et:

x *6Y - x +Y +l lx,Yla *o(h')

{o, ir,xx) : -2ird,iu / o1r)v1x - Y)IY, XldY
Jg
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quand â tend vers 0.
Pour former 

{es convolutions, on doit choisir des mesures de Haar à gauche sur le
groupe G6. On choisit alors la mesure de Lebesgue sur g courme mesure d.e Haar sur
Go et on I'utilise aussi pour tous les gu. Maintenant or, ,].it que la mesure de Haar sur
Gn est reliee à la mesure de LebesguE'ltt go par la différentielle dexp, de I'application
exponentielle- On définit la fonction û, sur 

-g"p* 
,(X) = d,et(dexp x'i. On peù choisir

une mesure de Haa,r à gauche À sur G telte que sr.r U sa dérivée dL R^udon-Nitodym par
rapport à la mesure de Lebesgue sur g soit c.r [Bb].

On peut reprendre la même chose pour tout gu 
"t 

son application exponentielle expÈ.
D'après le théorème 2-!4-J de [Bb] on a:

dexpÈt :  D((  
- t )"  / ("+ 1)!)  (odo*)"  :  d,exp h,x

Donc si on pose:

uh(X) : u(TtX)

d)D(X) : wn(X)d'X est la réstriction sur U6 d'une mesure de Haar de Gn. On prend
ces À6 comme choix cohérent des mesures de Haar. Remarquons que ces mesures ne
sont pas les images de la mesure de Haar sur G p"" les isomorphismes ofl; ces derniers
sont lz.r6(âX)dx et ils convergent vers 0 quand h tend vers 0, alors qu'on voudrait une
convergence vers dX. En eflet, de la série donnée plus haut, il est clair que a.r est une
fonction analytique entière sur g et que c.r(0) : 1, Ainsi quand â tend vers 0 les c^r6
convergent vers 1 uniformément sur tout compact et alors les À6 convergent vers dX
uniformément sur tout compact.

. 
Si g est nilpotente , la matrice de ad X est triangulaire strictement supérieure et pa^r

suite co : l. On obtient donc le fait connu que la *"r*" de Lebesgue est une mesure de
Haar à gauche pour la structure du groupe. En particulier tous les Zléments de 5(g) sont
intégrables pour la mesure de Haar sur G, Par contre si g est exponentielle (donc réàËiuble)
et n'est pas nilpotente, alors il y a des éléments de 5($ qui nl sont pas intégrable" por11
la mesure de Haar. Comme g est supposée exponentiel%, les racines dL g ronide la fàrme
ap, où P e g* et c est un nombre complexe tel que Re(o) - 1 (Thôrè:me l-2-l de [86]).
9".*3" g est supposée non nilpotente, I'ensemble .E des racines non nulles ,,'".t p* ,ridé.

*l' I € g tel que -Re(or(f)) < 0 pour un certain au € E. Soit g(z) la fonction entière
définie par zg(z): t - e-". D'après [35] pour t €IR on a:

u(tY) : 
$o(ap,(tY))

De la definition de g on a alors:

w(tY)E"pV): g(t - 
"-tarv))

- -  
à,- t ; ls l ' - tDs 

o, . (Y)
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i#ti"i:mi: H:: 
dans 'E tels que Re(au(Y)) < 0. Notons que p n,esr pas vide

-o"(D 
"pV)) t -n"(D op(y))

Ps

pour tout s ç o avec ̂ 9 t' P' Donc le terme à droite de l'équation ci-dessus possède une

i:::ffiJ,:ÏiiJî:ïii;îJ*?"ceci 
on p",,t "o,'.iJre deszréments de E(s) qui,,,,o,,i

Enfin, rappelons que la Éction module a6 s'r G5 est donnée par:

^r(y) :  det(Ad(y)-t)

D'après le théorème 2-IB_2 de [Bb] on a, pour X e Cn:

At(X) - 
"-htr(adx1

En particulier si â tend vers 0, ar converge vers I uniformément sur tout compact de g.

III - 3 CAS D'UNE ALGEBRE DE LIE

on voudrait- considè,r* 
f(g]) avec le produit usuel des'fonctions, prendre la trans-formée de Fourier pour obtenirË1g), t.Àr?."t }19i 

"h"qrr" 
Ga par i,apprication expo-nentielle pour définir la convolutioËcorrerpondu,ntà:vue coulme une déformation de s(g.).Mais il y a deux obstacles pour ce prograsrme. Le plus important c,est que l,applicationexponentielle n'est pas une bijection en général, 

"t 
àn ne peut définir la convolution quesur un ouvert de G difféomorphe à un voisinrg" â" 0 dans g. L" deuxième c,est que mêmesi I'application exponentielle est bijective de tËile f"ço,, que g e-t Gnpeuvent êre identifiés,il existe des élémenlt,d"j(d q"j 

"" 
sont pas intégrables poG l" *"",rr" de Haar (à moinsque g soit nilpotente)' C'est- ,rrriqrr"-"rrt dans le"cas où g est nilpotente qu,on peut fairetout ce programme' Pour surmànter le second obstacle-on .,r" .u restreindre à l,espacec?(g) des fonôtions.c- à support compact sur g. La réstriction J à"-(g) tient aussicompte du premier obstacle 

"t, "u 
sens que les sup"po*s de deux éléments fixés iD et i[

3;"*iJ,tJ"'îïï::ï'.ff;."' 
pour tout â sufrsamment petir de telle raçon que leur

Da^ns la définition suivanb po--:l_e6 vont jouer re. rôle de cf;(u6) et cf;(c6)réspectivement' Re.mar:uons que irgu\tt.crr6sort plongées da.ns c"(Gn). Doncon peut les munir des c*-norrnes provenant de ir b*dgabre du groupe c.(Ga)ou de laC*-algèbre réduite du groupe C;fbA.

Déflnition B-2:
soit A une algèbre commutative munie d'une c* -nome et d,un crochetde poisson 

{, }.on appelle déforÀafion quarûifrcation de 
!.o* ptorrgu^"nts partiels , dans Ia direction de{,}, un intervalle ouvert I de nombrcs réels ,uÀtréËn 0, avec pout tout h € r, une c*_

i:;i:"!^' 
des sous-espaces linéaires Pn ) Qn a" '+, 

"t 
un plongement i6 de p6 dans A6
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1) Ao soit la C*-complétion de A, js étant |'applicatrbn inclusion et P6: Qs - !.
2 )P -n -P6e tQ-n :Qn .
3) Si lhl < l fhl alors P6) Pno et Qn) Qno.
4) Pour tout a e A, il existe h + 0 tel que a € Qn.
5) Si a, b e Qn, il existe un éhément unique, a*6b dans Pa tel que ja(a)jn(b) : jn(a*u b).
6) Pour tous a, b e A

l l  ( " " ^  b -b *6a ) l i h  -  { o ,ô }  l l r

converge vers 0 qua,nd h, tend vers 0, où ll lln désrgne la norme sur 46.
7) Pour tout a e A Ia fonction h r+ll a lln est semi-continue inférieuremment pour les h,
t e l squed€Qn .

Théorème 3-3:
Soit g une algèbre de Lie sur Jes nombres réels de dimension frnie, et soit {, } le crochet

de Poisson sur l'algèbrc de convolution A : Cf;(g) qui est Ia transformée de Fourier du
crochet de Poisson usuel sur g* provenant de Ia stntcture d'algèbre de Lie de g. Avec les
notations précédentes soient Pa: C?(Un) et Qn: C?(Cn) avec leur prclongement dans
Ci$n) pour h € IR. Alors cette structure est une déformation quantifrcation de A p*
plongemenlis partiels, dans Ia direction de -(2zr)-t {, }.

Démonstration:

Soient O, iI, € C"-(g). Considérons les â suffisamment petits pour que les supports
de Q et ù soient contenus dans C6. Donc on peut définir leur convolution par:

(o *r vxx) : [ ,(r)v(r-r *5 Xp6,(y)d,y
,tg

Notons que si O(y) et !trr(Y-r *a X) sont non nuls tous les deux, alors on doit avoir Y et
Y-t *aX da"ns Ca. Donc X doit être dans C|, (en utilisa,nt *È comme produit). Or pour
x, z,w ec6,

X *6 Z *nW :  h- r  ( (hX)  . (hZ) . (hW))  esr  dans t |n  car  C3 çu

Ainsi, pour X e C'h I'intégrale est bien definie. Donc si on considère que I'intégrale est
nulle si Y-' *n X n'est pas définie, on voit qu'on a une fonction définie sur Cf;(g).
Après un changement de variables on obtient:

({o *o v)(') - (ù *u oX')) ft: L l 
oçv1v(Y *n x)aÈ(v)- tu6(Y)dY

I- I vt(x *6 Y)a(-Y)w5(Y)dY
J

Dl(X, ,Y):  O(-y)({ , (Y *6x) -  v(y + X)) /h
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Dt(x,y) : o(-r)(*tr + x)(a;l(r) _ \) tn
D!(x,Y) : o(-r1(v1x *r Y) - v(x +v) 1n

On a:

y *6x -y +x +!rn1v,xl+h2i l (h,x,y)
où rt est une fonction continue. Soit

M(h,x,Y): rllrr,,xJ + hil(h,x,Y)

si on écrit la formule de Taylor pour la rolr"tion tû en y * x on obtient:

!trr(y *6 x) : ip(r + x) + rt(M@,X,y),dv(y + x))
È2

+ (;)@ v) (y + x * rh,M (h, x,y)) (u @, x,y), M (Fr, x,y))

où r est un nombre réel dans I'intervalle [0, l], dépendant de â, x et y.
D'où:

Dl(x,r) - o(-rXf llfr: xl, (dir,Xr + x)) _ âo(-y) (n@,x,y),dv(y+ x))
+

+ fi lof - y)d2 g)(x + y + rhM(h, x,y)) . (u@, x,y), MCr, x,y))

9o3*" 
æ:.1I 

:, M sont continues, d,onc bornées sur les ensembles compacts, il estclair que Dl(x,y) converge vers o(-rx+ty,xl,dv-(y + x)i d;J h tend vers zéro
uniformément sur les ensembles compa"ts,u, Ch; Czh.

Maintenant comme A6 et t.lâ convergent vers I uniformément sur tout compact, il
s'ensuit:

D! (x,r)ar(r)- 'rn(y)
converge uniformément sur tout compact vers

o(-/X(; )ly,xl,du,(y + x))

On montre de même que Df(X ,vlrnqvlconverge uniformément sur tout compacr vers

o(-rx(;)[x, y], dir{(x + r))

Enfin, il est clair que Df(x, y) converge uniformément sur tout compact vers:

o(-r){,(y + X)tr(ady)
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Par suite il en est de même pot:r D!(X,Y\tn(Y). Comme I'intégrale est nulle sur le
complémentaire du support de O, il s'ensuit que:

converge uniformément sur tout compact vers

quand h tend vers zéro.
En comparant avec I'expression du crochet de Poisson obtenue dans la proposition

3-1, on conclut que: ({* *o vxx) - ({, *u oXx)) f ih, converge uniformément sur tout

compact vers -(2zr)-t {O, V}.

Pour O et ilr données, et si â varie dans un intervalle compact, il est clair qu'il existe
un ensemble compact qui contient les supports de tous les O *n V. Et comme on a la
convergence uniforme montrée ci-dessus il s'ensuit que:

(A *u itr, - V *5 O) l;h

converge vers -(22')-t{O, itr} pour la limite inductive des topologies et par suite aussi pour
la norme .tl pour dX. ll en est de même pour

,u (A *n i [  - V *h A) l ih.

Comme la norme .tl pour w6(X)dX domine les normes de C.(G6) et Ci(G6), alors si on
note ces normes pax ll llr on u,'

ll (o *u ir, - !û *u o) 1m + (2r)-t {o, v} llu

converge vers zéro quand h tend vers zéro. On a ainsi vérifié la propriété 6) de la définition
3-2. Les propriétés de 1) à 5) sont clairs vires nos hypothèses.

Enfin pour montrer la propriété 7) on va utiliser comme indiqué les normes des C*-
algèbres réduites des groupes Ci(G6). Ces normes sont données par les représentations
régulières gauches sur .t2(G6). O" va commencer par montrer qu'on a continuité en tout
ho * 0 (et ceci est aussi vraie pour les norrnes de C.(G6)). Soit O e Cf (C7,o) dans ce
qui suit on ne considère que les h pour lesquels ô e C"-(C6). iD détermine la mesure
O(X)o6(X)dX sur G6. Si on fait passer les mesures tnies de Ga sur G pæ on on ob-
tient en particulier un isomorphisme isométrique d'algèbres de .Dl(G6) sur .Dl(G) et donc
un isomorphisme des C*-algèbres correspondantes. Un calcul simple montre que I'image
de O(X)oh(X)dX est h-rO(h-rx)t., ,(X)dX, donc l l  O l la: l l  h-rO(h-rX) l l ,  "ù 

l  veut
dire h: 1. Maintenant qua^nd â tend vers â6, il est clair que â-llD(h-rK) converge uni-
formément vers âo-rô(ho-tX) avec des supports inclus dans un ensemble compact fixé, et

({o *u vxx) - (ù *o 0)6)) lih

I I *n ((rr, xl, (d{,xx + v)) + il,(x *y)tr(adv1)av

48



par suite on a aussi convergence dans L'(G) et dans C.(G).Ainsi ll O lln converge vers
l l  o l ln, .
Montrons maintenant la semi-continuité inférieure en â : 0. on notera la norme dans
L"(Gu) correspondante à la mesure de Haar u6(x)d,x pax ll llf. soient rD e c"-(g) et
e > 0. Alors on peut trouver € € C"-G) tel que ll ( ll3: 1 et ll A x € ll3>ll O lle -e où x
désigne la convolution usuelle des fonctions. Par a^rguments similaires à ceux-ci dessus on
peut montrer que O*È € converge vers O x { uniformément quand h tend vers zéro avec des
supports contenus dans un ensemble compact fixé. Alors, de la même manière lQ *6 (12u5
converge vers lO x (12 et ll O *r { llf converge vers ll O r f ll3.
Ainsi pour h suffisamment petit:

l l  o*n€ll f>l l  o"€l l3- '

et

l l  €l l t<l l  el lS+':1*e
D'où:

l l  ol la(1 +e)>l l  ol lnl l  €l l f>l l  ox€l l t>l l  ox€l l3-e2l l  ôl lo-2e
Donc

ll o l[2 (ll o llo -2e)lQ + e)
D'où la semi-continuité inférieure désirée.
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III-A CAS DES ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES:

1- Généralités:

soit g une algèbre de Lie nilpotente de dimension n et soit

go : {o } çg rc . . . cg , , : g

une suite croissante d'idéaux de g tels que dim Er: i. On choisit une base {X;, i < ,}
de g telle que X; € E; \ Ei_r ponî tout i. M. Ve-rgne a montré dans [32] que:
(i) II existe un ouvert de Zariski O de g*, G-invariant (où G est le groupe adjoint), d.ense,
contenu da^ns I'ensemble des points dont I'orbite (sous G) est de dimension ma:cimale.
(ii) n existe. 2È fonctions rationnelles pr, ... tphtgr,. . . ,ek des variables X; où
X;(() : (Xr, () (; S n), régulières sur O.
(iii) n existe r : n - 2k fonctions polynômiaJes )r,. ..À" des variables X; (t S 

").(iv) Il existe un ouvert de Zariski IJ c IR"-z& tel qu'on ait les propriétés suivantes:
a) O est diffômorphe à U x IR2e par I'application: ,{

€eo-(À(€) ,p(€) ,q(€))

b) Il y a une correspondance birrnivoque entre I'ensemble des orbites da"ns O et U.

L eU * -  OL :  {6eg.  /À( ( )  -  L }

c) Toute orbite dans Q admet une carte de Darboux globale définie par les p et les g

{n; ,n i }  :  {qr ,q i }  :  o ; {n; ,e i l t  :  6, i

d) Toute fonction rationnelle invariante sur g* peut s'écrire de ma^nière unique corrme
fonction rationnelle de À sur 6n-2rc' en particulier O est défini comme {€ € g. ltt(€) : 0}
où pl est un polynôme invariant.
e)Pour tg l tX eg,  (X,€)  -  Dt=,  a ik , \ )p i *oo(s ,À)oùa;( j  -  0 , . . . ,k )estunefoncr ion
polynômiale de g;a1 ,...,,gk ave-c des coefficients qui sont des fonctions rationnelles de À
dont le dénominateur est une puissance de;r.

La démonstration se fait par récurrence sur n en distinguant deux cas. On note

9t t ] ,o5 t ' ,g r ( t , r [ ' l (1  s j ( f r i i7 - -a< i -2 tc ; ) lesé lémentsdéf in isen( i ) , ( i i )e t ( i i i )
ci-dessus à l'étape g, et zr; la projection canonique de g. sur ti_r.
1) L: cas où I(&) É 5(g,-r), où f(g,) désigne I'algèb; deslolynômes surgî invariants
par I'action de G. Alors /(g,_r) C /(g,).
En plus il existe un élément Z; e /(g,) tel que:

(o + "e / (Ëi_r)  n r(g),  Ê es(g,_r))
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La dimension maximale des orbites dans $*, d,, est égale à dn-r.

On définit:

p lù :p \ ' - ' )oo ,  ,  q : ' ) : s i ' - t )o r r ,  ;  (1  < i<k ;  ;  2k ; :d ; )

À [ ' ) -À [ t - t )oo ,  ;  (1  , -a1 i - t -d i ) ;  À l !0 . -7 ,

et I'ouverr g(;) _ ,r,-r lgti-r)) n {{ e g. l"G) * O}
2) Le ca.s où /(E;) c S(g,_r), alors on démontre que /(g,) c /(g,_r).
De plus il existe À", € /(Ë,_, ) \ r(g,) tel que {x;, À", } = tt où 0 I p e l(gr) n r(g). La
dimension ma>cimale d; des orbites dans gI est égale à di-r * 2. On définit:

pf : x, q[:) : ]",
p

e : g: - El_r { r+ o;("rplqf,) 16)x,l .€)

o(d) : e_r(g(;_r); n {€ € gl pG) + o}

o(r" :p( i ' - \oç , ,  n t " -q\ ' -Doç (1 s jaf r i )

À[ t ) :À [ t - t ) op  (1  S "  < i - 2 -d ; - r )

Notons que g est définie uniquement si p, t' 0.

Déffnition 3-4:
Un produit * sur S(g) est dit covariant si pour tout X et Y dans g:

1

Oh6*Y 
-Y*X): IX,YI

Un produit * sur S(g) est dit gradué si:

Yr,p,q €IN V(P,Q) e .SP x ,Sq , C,(P,Q) e So+o-'

où .9p désigne l'espace des polynômes homqgènes de degré p.

Déffnition 3-5:
Soit O un ouvert G-invariant de { et soit N une sous-algèbre associative de C-(O)

stable pat Ie crochet de Poisson. Un produit * sur N est dit tangentiel si pour toute orbite
O de G, contenue dans {l et pour tout u, u da,ns lV, teJs que ulo : alo on a:

(,, * /)t" : (u *.f)to V/ e lf
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autrement dit Ie produit * peut se restreindre sans antbiguité sur toute orbite dans O.

So i tNc : {1  e  lV  /  f@.e ) : / (€ )  ,  Ys€G,  V {eg* } l ' espacedes fonc t i ons

G-invariantes. Si*est un produit *tangentielet si z € NG et u € N alors:

( u *u )1o :u ' u l o

Notons que ulo est une constante.
La réciproque n'est pas évidente. Elle est vrai dans le ca^s où f) est régulier et O est définie

pa r leséqua t ions { / (C ) :À  ,  f  eNo} .
Si les orbites de la représentation coadjointe définissent un feuilletage de O, dire que le pro-

duit * est tangentiel est équivalent à dire que les oçÉrateurs bidifférentiels sont ta^ngentiels

aux feuilles symplectiques.

Proposition 3-6:

@ûe .Supposonsqu , i1ex j s teunprodu i t * su rg* ,dé f rn i su rS (s ) te Ique

a*P :aP  pou r tou t  oe  I ( g )

Aftors ce produitx est tangentiel sur I'ouvert O.

Démonstration:

soit ^L €' u et soit o' une orbite dans g* définie pa'r À(€) : 't' soit P un élément de

S(g) s'a^nnulant sur O', alors (d'après (c))

P :  1( \ ,p ,q)

où / est une fonction polynômiale en p et g avec des coefficients qui sont des fonctions

rationnelles de À, définie sur Q et s'annulant pour ), : L c'est-à-dire:

P(^,P,Q):Iffi PIQI

I : ( i r , . . . , i * ) ;  i "€ IN (1  Sr<f r )  i  P I :p ' i " 'p ' t

J : ( i t , - . . , i0 ) ;  i 'e IN (1  <rSe)  |  QI :q i ' " 'qT

et a1,1(resp. b1,"1) sont des fonctions polynômiales telles que all(L):0 (resp. ô;,.;r ne

s'a.nnule pas sur O).
De cette construction on voit que:

(Prgrx€): ;;fu"r,r1r,
où Pr,"1({) e S(g) et fus({) e S(g) et ne s'annule pas sur o. si on définit:

R(O : f[(dr,r(€) .ôr,r(€))P
I , J

: t()(€))Pr,r,({) II ù,t(€) 'br,r(À(€))
K,L (I ,J)+(K,L)
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.R est un élément de ̂ g(g).
Le produit * de Æ pa, uî élément quelconqu e e de ̂ g(g) est:

R * Q : ff (ar,r(() . 6r,"r(À(€)))p * g
I , J

(En utilisa,nt les hypothèses et (d)). En développant on obtient:

R* Q: E ""' '(À(€))(
K,L

II
(r ,J)+(K,L)

d7;b1s(),(0))Px,y* q

En utilisant de nouveau les hypothèses, (d) et le fait que d,J,1e /(g).
Ainsi par réstriction à Or:

I fI(ar,'(e)' ôr,",(À(()))J r",I , J  

X

'  (P * Q) b" 
: I alç,s()(()) x

K,L

il
( I ,J)+(K,L)

ù,t(€)' ôr,"r(À(€)) bt (Px,t * e) b"

car a1s(L) = 0' Le coefficient entre crochet éta^nt une constante non nulle sur O,déduit:

(P*e),o" -o
et * est ta^ngentiel.

2 - Produit * de Moyal sur les orbites:

Soit O une orbite da^ns g* sous I'action de G.
difféormorphisme c : O -+ Rro ; c(€) : (p;,q;)
symplectique Âç sur O s'écrit dans cette carte:

P"(uru)  -  1 i ' i '  . . .  4doi '  0 i . . . ;^uô1r . . . ; .u  (n  à l )

: Q

.  Onen

rappelle qu'il existe un
1, . . .& te l  que la  forme

nr=É dp;Adq;
d = l

c est appelé carte adaptee. on commence par rappeler le produit * de Moyal sur IR2r. Si

{u,u} - A;iô;uïia

On pose:

et

l r * t ) :  I ;i4e"{u,,y/ J  ç l  
-  \ - t

r=0 "



où Po(u, ,) : u.u, est un produit * sur IR2& qu'on peut considérer aussi sur notre orbite
O cat O est difiéomorphe à IR2È.

Ce produit * admet une formule intégrale. En efiet:

Déftnition 3-7:
Soit B Ia 2-forme symplectiqu" Df=, dp; Ad,q; sur IR2È. Soient u, a deux éléments de

S(m.'o) on pose:

(u * u)(6) : v-2k 
I I "rr'r"(€")e2ill(Ê,€")+É(f"'€')+P(€"€)l d,e' d€"

où { :  ( p ,q ) , d ( : dpdq .

Proposition 3-8: (Hansen, Mailla,rd)
Supposons que les transformées de Fourier de u et u soient à supports compacts, alors

la s&ie:

{-ir\rn(u,,)

converge dans .S'(IR2t) vers u * u.

Démonstration:

On déûnit la transformee de Fiourier symplectique:

(r"Xg) : o-k [ ""rite'e')u(€')d€'J
alors F(5) :.S, F o F - Id,s et on a:

I

F(u*rX€) : o-k 
J 

e-z;a<e'e')(r 'u)(€'XrrX€ - e') de'

(cette formule prouve que u * u appartient à S). Si Fu et Fu sont à supports compacts:

F(u * uX€) : 5- 
(-2i)" ,-r IWG, {')]"(r'r)(€'XrrX€ - e')d€'- ' l \ \ /  

, u , - o  n l  J - " - "

Mais

piFu:  
| rçao,u1 i  t iFu:  - | rça,  u1

alors

F(uxrx€):  D \2 "-r  I  t  1 ir j r . . .1i ' i '  F(ô;, . . . ;^uX€')F(ôi , . . j ,ux€ -e\d,e'
n)o 4nn! J 

:?-;:
On vérifie que:

. 1

"-- J(Fu)({',)r(rx€ 
- e',)de', : F(u. tlx€)

Théorème 3-9: (Kastler)
A équivalence unitaire près, 5(O,*) admet une et une seuJe rcprésentation *

inéductible et frdèle.

D
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Théorème 3-1O :[11]
Deux cartes adaptées difrérentes, définissent deux structures d'algèbrcs isomorphes

sur 5(O).

3 - Produit * eur un ouvert dense de g*(produit * d'Arnal et Cortet):

On voudrait bien "recoller" les produits * construits sur les orbites pour corlritruire
un produit * sur I'ouvert O dense dans g*.
Grâce à la paramétrisation globale des orbites qu'on a donnée au début de cette section,
on définit:

(u  *  u) (p ,s ,  À)  :  ( r to^  *  u to^ ) (p ,  q)  :  D ' j , r "  (ub^, ,o to^ )
r,20

OÀ étant I'orbite /-t(pzt x {À}), et * est le produit * de Moyal défini sur OÀ. Cette
formule est valable pour u, u deux fonctions telles que ulor € S(OÀ) Q : -i) ou u;o^ est
polynômiale en p et q.

Proposit ion 3-11 [11]:
1) Le produit * construit ci-dessus est tangentiel.
Z) S(g) * S(g) C R(g) où 7?(g) désigne I'espace des fonctions rationnelles sur g.
Ce produit * n'est en général pas défini sur ^5(g).

Contre exemple:

L'algèbre Ëu,n "rt 
une algèbre de Lie nilpotente reelle de dimension 5 qu'on peut décrire

dans une base X; (1 < i S 5) par les seuls crochets non nuls:

[Xu,Xr] 
- Xr ; [Xr, Xsl: Xz ; [Xs,Xn] : -2Xt

Soitg I'algèbre de Lie engendrée par (Xr,. .., Xt). La chaine g- est une chaine croissante
d'idéaux d" g. Si i < 3, I'algèbre g. est abélienne et les orbites sont réduites aux points.
En particulier /(g.) : S(g..). Il est-clair que /(g) C l(gr) car X3 n'est pas une fonction
invariante sur gl;â'où on ést dans le deuxième cas du piocédure de la récurrence donné
au début de cette section et da - 2. On choisit:

À"n : X, donc F: Xz et pln) : Xn; q\n) À[n)-Xr ;Àtn)-Xz

D'autre part l(gn) C f@s), donc on sst, da.ns le premier cas du procédure de la récurrence
et d,s - 2. On chôisit Z : aXs { B comme polynôme inva,riant, on vérifie qu'une solution
est:

Xs-  
Xz '

a:Xz  ;

- (5 )  -  - -  r .
Pr ;;tv 

- /L4 '

g:-x3-xrxt

a\u)  - ;o : Xs
E

DO

On obtient:



À(u) 
;, 

Àr : Xr ; Àtu) 
,,"r\, 

- Xz

Àl 
,r:o, 

À, : XzXs - X? - XtXs,

On calcule Xs* X! avec Xs : \zq2 * *p + *

x5* x! - xg +ÇcrWr,x\)

cz(xs,x1):2+= r#çtrsl
À2 .12

En fait dans le cas de &r,n il n'existe pas de produit * défini sur ^9(g) différentiel (c'est-
à-dire tel que les coefficients C,. soient des opérateurs bidifférentiels) et tangentiel sur CI
(voir [2a]).

Pour / € S(G) et ) € U on définit:

r^(/) : I"r@yr^(s)dg

où fIÀ est la représentation IIo^.
On notera par ?À la représentation unitaire irréductibte et fidèle de 5(OÀ,*). Or définit
la transformee de Fourier nilpotente pa,r:

Déffnition 3-12:
Pour f € S(G) on pose:

d(/)r"^ : ({r^) "r^)(/)

0(f) est une fonction sur Q telle que |fio^ est dans S(O^) pour tout À dans U. 0 est
appelée transformée de Fourier nilpotente.

Soient f "t f' dans 5(G):

Alors:

. 1
U x f')(ù : J"fkg'-')f' k')dg'

0(f  "  f ' ) :e$)*e$')
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Démonstration:

La fonction (g,g') - gg' étant polynômiale sur G, 5(G) x s(G) est dans 5(G). En
plus par déûnition on a:

t t^(/ x T'): r l^(.f)orIÀ(/ ')

d'où

0$ *  f ) :  ( r r ; - t  on^( /  x  " f , ) :  ( "^)- t r t^( / )*(?À)- t r tÀ(" f , )  :0U)*0U,)

En effet ,(S(G)) contient uniquement des fonctions C- sur O.

D. Arnal et J. C. Cortet ont donné une expression explicite de d dans [8].

Théorème 3-14:
1) IJ existe une fonction réelle o(X,e), polynômiale en X, rationnelle dans g* et régulière
sur O telJe que: 

I
0,J)(() - I U o exp)(X)"ia(x'o 4Y

Jg

(f o eæp)(\: [ "-io(x'ê)7gn6) 
dx'Ja

2) 0(f) est une fonction C- sur Q.

Notons que le produit de Moyal est défini uniquement sur I'ouvert de Zariski O. Dans le
paragraphe suivant on donne un autre produit * défini sur toute g*.

4 - Produit * de Rieffel, Lugo et Gutt:

Soit g une algèbre de Lie nilpotente. Identiûons g avec son groupe de Lie simplement
connexe G p"t I'application exponentielle. On notera pa,r "." la structure du groupe de Lie
sur g. Rappelons que la mesure de Lebesgre dX est une mesure de haar pour ".". Pour
tout â € R*, on définit une structure de groupe de Lie *È sur E, par:

x *1y :  h-t( tnxl  .â(r))

e t  pou r  â :0  ,on  pose  X  *sY  :  X  *Y
On notera g munie de cette structure de groupe par Gn. Pour O, {, € SG) on notera leur
convolution sur Ga par lD x6 {r.

Théorème 3-15:
Soit g une algèbre de Lie nilpotente, et soit { , } Ie crochet de Poisson linéaire corre-

spondarû sur S(g*) pour tout â € IRon défnit un produit, une involution et une norme
sur S(g.) comme suit:
pour f ,g€S(9.) ,

f  *ag -  ( f  
" r0)"
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f .6):  f6)

ll / lln: norme dei dans C.(Gn)

Alors cette structure fournit une déforrnation quantifrcation stricte de 5(g.) dans Ia direc-
t ion de -(2r)-t{,  }.

Démonstration:

La démonstration de la deuxième propriété de la définition d'une déformation quan-
tification stricte est une version simplifiee de la démonstration qu'on va d.onner dans le
théorème 3-23.

Montrons maintenant la propriété 1) c'est-à-dire que pour tout O e S(g) la fonction
â -ll iD llr est continue. Dans la section précédente on a montré que pour toul O e C"-(g)
cette fonction est semi-continue inférieurement pour la norme de Ci(G). Mais tout É;p-;
nilpotent est moyenable [38] donc Ci(G) : C.(G). D'autre part pour g nilpotent", àù
a : t et tous les éléments de 5(g) sont intégrables pour la mesure de H-aar, il est clair
que la démonstration de la section précédente reste valable pour tous les éléments de 5(g).
Ainsi on a la semi-continuité inférieure.

On va démontrer la semi-continuité supérieure pa.r induction sur la dimension n de g.
Si n : 1 alors g est abélienne et Er = E pour tout â, alors la deformation est constante 

-et

la continuité est évidente. Suppodôns que la semi-continuité supérieure soit connue pour
toute algèbre de Lie nilpotente de dimension n - l.
Notons que la base adaptée choisie précédemment est aussi une base adaptée pour E6 pour
tout â. Soit fr:Er,_r I ' idéal engendré par Xr,.. . ,X,,-1. Quand on voit S comrie'sous-
algèbre de Er on la note Su. Soit K la sous-algèbre de dimension I engendrée par X,,.
Alors il est bien 

"ottt--ql: 
g_est un produit semi-direct de Ê et K où K opère sur S par

l'action adointe (voir [35]). Similairement, chaque go est un produit semi direct delu et
de K par I'action adjointe correspondante.
Notons Par Gn I'algèbre S munie de la structure du groupe de Lie *6. Alors chaque G5
est un produit semi-direct de ôa avec K où I'action aD de K sur ôa est définie par

" ! 416 ) -W*nX*6W- l

pour 17 € K et X e É.-Maintenant la famille d'algèbres {!} est obtenue d" É^ de la même
manière q,t {96} est obtenue de g.
Ainsi d'après I'hypothèse d'induction {C.(ôa)} est un champ semi-continu supérieurement
car la dimension de i est n - l. D'après ce qu'on a vu dans la section II-1, I'a,lgèbre
maximale A des sections de ce 

"h*p 
est obtenue en considèra^nt sur C"(IR x$) le produit:

O*(â, X) = iD(â, -X)
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et I'involution:



Et en complétant cette algèbre pour la norme:

l l  a ll: '"pll o(â,.) l ln

L'algèbre C.(n.) opère sur A comme algèbre des multiplicateurs par:

('ro)(â, X) : ?(a)o(h, X)

pour ? € Cg(IR) et O € C"(IR x i).
Alors d'après la section II-1, la semi-continuité supérieure de ce 4*p est équivalente à:
pour tout â, le noyau de I'homomorphisme naturel de A dans C.(Gn) est égal à InA où .In
est I'idéal dans Cs(IR) des fonctions qui s'annulent en â.
On définit une action a de K sur A par

(a'aÆ)Q,,X) : o (h, 01w(X))

Quand on étend cette action à I'algèbre des multiplicateurs de A, elle laisse invariants tous
les éléments de Cg(IR). En particulier, elle envoie InA dans lui même. Donc {C.(Gu)} , Aet
a forment un champ semi-continu supérieurement d'actions sur les C*-algèbres (definition
2-9). Par suite en utilisant le theorème 2-10, on déduit que le champ d'algèbres produits
croisées, {C.(K,C.(G),,or)} est semi-continu supÉrieurement avec C*(k,A,a) comme
C*-algèbre maximale des sections. Mais I'une des raisons essentielles de l'étude des C*-
algèbres produits croisés est que Ia C*-algèbre d'un produit semi-direct de groupes est
donnee par la C*-algèbre produit croisé correspondante (voir [39]). Dans notre cas, on a:

{c-  (K,c*(Gù,"È)}  = c*(Gn)

Il en résulte que {C.(Gn)} est semi-continu sutrÉrieurement.

Les deformations quantifications sont reliées aux produits * par des développements
asymptotiques plus préci#ment:

Proposition 3-16:

Soient f .t g dans S(g*) tels que Î 
"t 0 soient à supports compacts, alors f *1g admet

un développement en série fonnelle en h:

-ËÈ
f *a g: I ficr(f,e)

t>o - '

convetgealnt simplement et dans I'espace des distributions S'G*). Cettesérie est un produit
*. En pJus on a les propriétés suivantes:
1) l f*^g-_l f 's
2)g*a1- f *ng
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Démonstration:

Si z appartient à g*r on a:

On pose:

Maintenarrt posons:

On montre que:

f *n g(") :

Ery (X  *nY -  X  -Y , ,2 ) :L*

o ù :  X o  :  ( " t ) o '  . . .  ( " r , ) o '

f*ng:fg+r, D

hk aopp(z)XoYP
r ! c l r

D + r - q S P S L

, ,  YF = (ur)9 '  . . . (vn)P"

orWD'f -Den

(î *u o)" @)

I r,rî'*'s 
çY1e2i" 

(x * 1'Y' ") dx dY

a: (o , t , . . . ,0 , ' )  €  IN '  e t  g  : (0 r , " ' ' , 0n )€  IN ' '

Comme Î .t 0 sont à supports compacts, X et Y restent dans un compact donné et la

série ci-dessusi converge absolument. Alors la série suivante:

oùDo:ff ietDÊ:ff iconvergedarrsl 'espacedesdistr ibut ionstempérées.
On trouve que:

Co(f ,ù: f  g et Cr(f  ,g):  t  urf f i  D" f  'DPg
.+ l : : : ;s .

Cr(f ,g) est, pour tout entier positif lc, un oçÉrateur bidifférentiel sur S-(g.) d'ordre max-

i*J k â*.s 
"haque 

axgument s'annula,nt sur les constantes. En particulier:

cr(T, g)(4 : [ Î6)o(v)"2;r(x+Y'z);zr(1x, Yl,') ilx dY
Jg*g

d'où C1(/,g) : #{/,g}. (Remarquons que ti 91 pose t/ - i* et on considère le

développement de }''*6 g eî u on aurait C|U 'g) : {/' g})'

x*6Y-x-Y-thtb{x,Y)
2=l

b{x,Y) :

t
i-

Z-r

;;:,
+c;  )

D
P i

(-1)- lXerYqr . 'Xe^Yq^Xl

r ln+ l  p r lg r !  . . .p* tq^ l

t

t (-1)- lXntYtr . .ftn NPn+ry'l

plqrl. . . . g*l,pr,.+rtrn*1
=l

o
! r i *e i= r

P i + q d > o
?ml r  à  o
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où fxr . . .x-]  :  *  [ t ,  [ . . .  [x--, , t- ] ]  (voir [21]).
Un calcul direct montre que:

oo

r *n s("): t hr I f(x)o1r) "z;'zr(x+Y'2, tË ry( f br, ...a,.,,)] dxdY
Ë:o t  t  x1 n: l  

\dr1. l1r- .=Ê

Maintenant ô1 est symétrique (resp. anti-symétrique) en (X, Y) si [, est pair (resp. impair)

en effet:

x *5Y = h-L ((hx) . (âv)) : -h-t ((-âx) ' (-hv))

cax

("u* ."u")- t  -  , - ( tnx; '1nv;)  =,  
"-hY "-hx 

-  
"(<-nv; '1-ax;)

Donc si on pose X *5Y = Di:o h'"-r H^(X, Y) avec If,,. un polynôme de degré rn on

aurait:

H^(X,Y) :  -H*(-Y, -X) :  - ( -1)-Ë ^(Y,X):  ( -1)-+r H,*çY,X1

Par conséquent: f,rr*...*i,=È ôi, . . .ô;, est symétrique (resp. anti-symétrique) en (x, Y)

si k est pair (resp. impair). D'où C1(/,g): (-f)eC*(g,/).

Enfin pour la propriété (iv) de la définition d'un produit * rema,rquons que la #rie:

ï *ns: D fit$,n)k>0

converge lniformément sur tout compact ca,r elle converge simplement et la série de ses

dérivées converge uniforément sur tout compact.
Donc la série:

Dlrro.rr *n g,tl)
r)0

où U € S(g.) et Û est à support compact, converge uniformément sur tout compact.

Maintenarrt la propriété 1) est claire et pour démontrer la propriété 2) calculons f *; gt

I

f *1g(z) - I t-glilfv>"zit(xtrtY") axaY
Jgx l

I: t itx>î(Y1s2;"(-x*1'-Y'z) dxilY
Jg*g

_ t ifxÊfvl"zir(-(Y*r 
'l,'') dxdY

Jg*E

:I
rgxg

: f i | (z)
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: ! jæ i * r

.â**@,!lci.;- -4 - -"*${-*,*ie i $.i.*r*ir

Remarquofft que ce produit * a été defini par Lugo dans [20] comme suit:

soienr /, g deux fonctions de ,s(g*) rs(g.) (ou dans s(g) x s(g.) ou dans s(g) t s(s)),

où S(g) est I'espace des fonctions polynômiales sur g*, alors:

(@ * re),o(,)) : (ftr), (a(x), ô(x 'Y)))

On vérifie facilement que ce produit coincide sur S(g*) avec le produit de Rieffel avec

h: 1. en effet:

d'où9*1:(O*f ) " .

Ce produit * constitue aussi la version convergente de la partie verticale d'un produit

* construit par Gutt sur I'espace cotangent d'un groupe de Lie quelconque T*G dans [19]
comme suit:
Soit U(g) I'algèbre enveloppante universelle de g et soit o la bijection linéaire définie par

symétrisation:

1 r
a:  S(g)  -u(g)  o(X; , . . .X in) : ;  t  X i " ( , )o" 'oX; " ( " )

r sePe

où X;* €. g , Pn est Ie groupe de pérmutation de p éléments et o désigne le produit dans

u(e).
Si 71gy : 6poa(S,) - OËortt où .S' désigne I'espace des polynômes homogènes de degré

l, onnote par ,2lu @ composante de u dans C'l(g). On definit alors, pour P dans ,SP

et Q dans ^Se :

P * e: f {zr)'o-t l@(n) o 
"(Q))]o+o_,

r:0

où À € CI . Gutt a démontré que ce produit * est totalement détérminé par I'expression

de X * Q où X appartient à g. On ,rpp"ll" que les constantes de la structure de g Cfi

sont définies par lX;,Xil: Dl=r CfiXo.

Proposition 3-17:
Sat X dans g et Q dans S(g) on a:

(rtrl, (o( x), ô(x ' r))) : I irn I s6p1x.Y)dxdY
Jg JE

[ [ ot*lîV-'qae)dxdz
JgJg

I ro " i1qz1oçzy az
Jg

(û'f,ô;

x * e: Ë #r, x^,ci: ...c#l-, i.(ôix)(ai, ' . i ,Q)
r=0



où Br est Ie ,ème' nombre de Bernouilli et les Cfi sont les constarttes de stntctrre de g.
En plus cette forrnule !éterrnine un unique produit * sur S(g).

Démonstration:

Pour X, Xirr.. .  ,Xi, dans g ,on a d'après [a0]:

k  |  1 \ r

x . (x,,. . .  x;r) :  (xxi,  . . .xir) + D ffa,,.
r= l

où - désigne I'omission. Il en résulte que:

x*x;,..x;,*f t"t 'r;tt"a 
t {..t",xi,}, ..,xi,}r,,. ..x,,..*j,..x,,

r : l  { r t  " ' i '  }  c  {  i t  "  ' r r  }

d'où si Q : X;, . .. X;,

c,(x,e):ff",**,ci:c#îi" c#l_,i,@ix)(ai,...i,e)

Maintenant on peut procéder par induction grâce à I'a^ssociativité:
S ip :X i r . . .X i * ,

(xi,...xi*,) : + Ë"r, . (xi, ...X,,...xi,, |
l : l

d'où
. , t '

X j, . . . X ir, * e : k,!! (x;, * X j, . . . X r, . . . X ir,) * e
l=l

. ,& '
: * t xi, * [txn .. .*,, ...xi*,) . a]

2__1

On en déduit la formule de récurrence:

. , t ' ' -

c,(P,Q) :; 
E!a-"(rr., 

c"(xi,. . X,,... x;i,Q)

Pour démontrer que le produit de Gutt coincide avec le produit de Lugo-Rieffel on va
calculer X *n I pour le produit de Rieffel:
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Théorème 3-18:
Soit X;(1 < i < n) une base de g et soit f dans 5(g.) ou 'S(g) on a:

X; ' \i- BÈ 6** n r : Erru# # 
x * r c î : c #,, i, . . . c ii _, i,ôr, ... i, f

Donc le produit* dans [19] coincide avec Ie produit * de Lugo-Rietrel (avecÀ = *)'

Démonstration:

Soit / dans 5(g*) tel que f soit à support compact, on a:

(x, *n', " : l;[]:i" i_î :: ;ï
On rappelle la formule de Campbell-Hausdorff (voir [a1])

x*5y- t h(in,+e,)ffiW
- 2 0  I

â(Dî p;*q;)*p^+t(-l)^, lxer '- '  'Yq^ xe^+rYf

m*1  Pr ! . . .q * tq*+r l

d'où

a ,_n : 5- 
(-1)î nrDi 0,, lrPo'frl *

ù(r*nY)l*=o: ,,?*"#

+ t (-1)înrrDie,r+rr [v?s'x'Y] + t +h(Dl-'-  
k rn+ l -  q r t . . .q^ t '  ? r - r rn ' * \
; ; t ô  c i ) o

Un calcul simple montre que:

*,r"*r I')r*=o : 
; ffnrlr*x,] . 

E frur*'lYk x{l

.pru**'ffilvkx;vl
où Bl s$ &èmg nombre de Bernouilli générali# defini par:

sz S s[r)u*
w:k

p t f c i > o

+ç' /-r
m ) 0

pi lc-i ) o
r - 4 r  2 o

o-, [yDi- 'q'xry]
q | . . . q ^ t



On a la relation de récurrence (voir [42]):

Bf) :Q-k)Bx- l 'Br- r

Alors:

D'où:

Ainsi:

*,r"*r Y)r*=o : 
E frnrçoavf x,

(x, *, .r, o) : fi{îfn,ô'(r) à #u-f adY)k x;)

x;xn r : -*(f'rrl 
I #*r oavf x;)'

: It-r) 
r "i # x^rcii ciii, . . . ciï-, i,ôf,...i,f

&>0

Déffnition 3-19:
S"it G ,* groupe de Lie, et soit o une action de G sur une variété M qui présetve la

structure de Poisson. On dit qu'une déforrnation quantifrcation stricte de A ( Supposons

que l,action corcespondante q de G sur C*(M) envoie A dans lui-même) est invariarûe

sous I'action o si:
1) Pour toat h€ I et æ €Gr L'opétateura, sur A est unautomorphisme* Pour *6,*5 et

l l  l ln ''à1"e"tu 
tout f € A et h e I I'application a ê or(f) est une fonction C- sur G, pout Ia

norme ll llr.
g) IJ V'à'r*" action a de l'ù.gèbre de Lie g de G sur A qui est obtenue pal. détivations *

de A pour *6 et *6, telle gue Pour X e g et f e A

ox(/) : filr=, aexp(txt(/)

(en considérant Ia norme ll lln).

Soit Ad* la représentation coadjointe de G sur g*. Il est bien connu que Ad* préserve

le crochet de poisson linéaire. On voudrait bien etudier I'invariance de la déformation

qua^ntification qu'on a vue sur 5(g.) sous I'action coadointe.

i'action Ad* de G sur g* donne îne action sur .S(g.) gu'on notera ar,rssi Ad*. La tra,ns-

formée de Fourier, a, dJcette action sur 5(g) est donnée par:

(o"(o))(x) : o(Ado-'(x))

L'action Ad* de G sur S(g.) donne une action infinitésimale de g sur S(g.) qu'on notera

od* (voir [36]). Cette action est donnée par:
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Cette action préserve bien sûr le crochet de Poisson en ce sens que:

{atX(f),s} + {f ,ad*x(s)} - ad*x({f ,g})

L'action infinitésimale do correspondante à a est donnée par:

(de2o)(x) : -(ad z(x) do(x))

et elle est la transformée de Fourier de I'action infinitésimaf,e ad*.

Proposition 3-2O: [18]
Soit g une algèbre de Lie nilpotente. Alors la déforrnation quantifrcation stricte défrnie

sur S(g*) da,ns le théorème 3-15 est invafiante sous |'action Ad* de G sur g*.

Remarquons que le produit * de Lugo-Rieffel est covariant car Bp: 0 pour tout /c
impair supérieur ou égal à trois. Il est gradué mais il n'est pas tangentiel en général.

Soit g I'algèbre de Lie nilpotente de base (Xo,Xt ,...,Xk,Y) vérifiant les relations de
commutation:

[y ,XrJ  :X i - r  ( i>1)  ;  lY ,Xo]  :O ;  [X ; ,Xr ]  -0  |  i , j :0 ,1 , . . . /c

Les orbites non triviales de la représentation coadjointe sont de dimension deux. Soit {e la
fonction deûnie sur le dualg* deg par Xo. €o est invariante. Soient (€0,€r,...,€r,q) les
fonct ions associées à la  base (Xo,Xr , . . . ,X* , ,Y) .  L 'orb i te  du point  (€0, { r , . . . ,€* ,4)  est
donnée par:

{(€r,€r *s(s,. . ,€r *s€r-r +..  f ier, r t  - t*€*-r- É l f ln),s,ty €IR,i  :  1,. . ,k}
, = l

Les orbites génériqu"t (€o I 0) sont caractérisees par lc fonctions rationnelles p; définies
pax:

po :€0 ,  p2 - r ^ -1  1€ rç r ^  n .  -È ' -F  1  1€ r1 r ' - i ^ .  I  1€ ' 1 t . -=ç2- t \€o/  Ç0r . . .pk : r r -  
àz1t_4t6r l  

p r -  
H(60/  eo

D'après la formule obtenue à la fin de la démonstration du théorème 3-18, on voit qu'on a
en particulier pour cette algèbre de Lie:

xi*r/ :+ Br h* .x- akr=p6a6^^*@

pour tout 0 S t ( & et .f d"n" SG.l ou ^9(g).En particulier on a:



Xo*nf :Xof

Xr*nf :Xrf -#**"H

xz*n f : xzr - #*,fi * + @x,##
XzXo - 

+X? est un polynôme invariant sur une orbite donnée et on a:

et

1 1c2(x2xs, r) _ jcz(xr,,co(xo, /)) + |co1xo,cz(xz, f))
1  I  uzô2 f: --n@no@

crt|*ï : *,t, (x,, c,(x,, /)) : *# 4 ffi
*; n'est pas tangentiel car

.  1  ,  a \  I  1  ^  â 2 fc2(xzxo - i*ï,r): -^ 
ffi*tffi +o

Remarquons que I'algèbre gu.o définie à la suite de la proposition 3-11 fournit aussi
un exemple d'algèbre de Lie sur lâquelle *6 n'est pa.s tangentiel puisque le produit *6 est

lfi::lffl 
or on a vu que t* &,n il n'v a pas de produitl aen*" r"' slgf aifiérentiel et
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On a vu qu'il est impossible, sur le duat d'une algèbre de Lie nilpotente générale, de
définir partout un produit * ta^ngentiel et difiérentiel] La classe des algèbre"-rrilpot"rrt""
spéciales est en fait une classe des algèbres pour laquelle une telle construltion est iossible.

Déffnition 3-21
Une algèbte de Lie nilpotente est spéciale si eIIe contient un idéal rn abélien de codi-

mension k où 2k est Ia dimension maximale des orbjtes du groupe adioint G dans g*.
Exemples:
1) L'algèbre des matrices 2rn x 2m strictement triangulaires supÉrieures; l,idéal @ a pour
dimension rn2 et est composé des matrices A telles qie.4;1 :0 si i> nou fr < n.
2) L'algèbre de dimension k+2 et de b* {Xo, Xr,...,Xk,f} qoi satisfait les relations
de commutation:

lY , ,X r l :  X i - r  ( i  :  1 ,  . . . , k )  e t  [ f ,Xo ]  :  O

tous les autres crochets sont nuls.

Remarquons que les algèbres nilpotentes spéciales sont étud.iees par Corwin et Greenleaf
[43].

Si-g est une algèbre spéciale de dimension n, on choisit une suite croissante d'idéaux s.
telle que t,,_r : rn. Donc pour tout i 1 n - fr, /(gr) : SGr) et les orbites ."ot .ej1ii"#
des points, en plus si n - k < i < n,I(g;) c /(gr_r) et la dimension mæcimale des orbites
es td ; : 2 ( i * k -n ) .
Bien sûr, pour utiliser les produits* pour la construction des représentations irréductibles
du groupe de Lie G correspondant à g, on a besoin de restreindre le produit* aux orbites
coadjointes. Comme le produit* étudié da^ns la section précédente n'est pas tangentiel, il
n'est pas utile pour ces questions. Dans cette section, on donne ,ro prldrrit* formel et
tangentiel défini sur tout le dual d'une algèbre de Lie nilpotente spéciale quelconque. Ce
produit* a été construit par Arnal, Cahen, et Gutt. Puis on definit ln ptod,rit* convergent
et ta.ngentiel defini aussi sur tout g* pour les mêmes algèbres, par deformation de la formule
de Rieffel en utilisant une "nouvâle appplication exponentieu"" plus précisément au lieu
d'utiliser I'application exponentielle, on définit un isomorphisme ô 

"ttr" 
get G qui est en

fait un produit d'exponentiels. On trouve que ces deux produits * coinciàent.

1- Produit *forrrel:

ce protuit * est construit par Arnat cahen et Gutt dans [2a].

Proposition 3-22

. .9:i1S un2algèbre de Lie nilpotente spéciale de dimension n. Ilexiste un produit* sur
g* défni sur ,9(g), différentiel, gradué et taagentjel sur l,ouvert de zadski e.
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Démonstration

Ce produit * se construit par récurrence à partir de la donnee de la chaîne croissante
d'idéaux.g. et d'une base adaptêre {Xi;L < j (n} de g telle que X; € Ei\&_r. On pose
sur .9(gr):

P*;Q:Pe s i  p ,eeS(€, ) ,  i<n_ lc

P *;Q: 
Ë 

iltffi(D')*r-*P *;-r (D;)t-^oiQ
o,P,Q,e s(&)' n - lc < i < n où ô, : ;k; et D; est I'unique dérivation de *;-1 dans
^9(9,_, ):

n;(P *;-r Q) - (DàP) *;_r e * p *;_1 D;e
telle que:
oD;. - DËo "'r n5').
.Di - {X;,.}.
'.Dt'l" est un opérateur différentiel sur gl-r, à coefficients polynomiaux, s,annulant sur les
constantes et sur les fonctions linéaires et envoyant .gp dans Sp-zk.
rD; est étendue à sJg,) (et.donc I c-(gl)) en posant D;(xip) - (D;p)xi
.*d-r est éteudu a ^9(g,) (et donc n c-igl)) en posa.nt x; *;_1'p :'x;. p, pour
tout P e .S(g,).

Supposons Que *;-1 soit connu sur gl-r, satisfaisant toutes les hypothèses de la propo-
si t ion(cequiest  vrai  s i  i -1(  n-&)et  cherchonsàdef in i r lasér ieDi.  Onconnaît  D[ i ) ,
supposons connu D[] po* j :0,1,. . . ,l tels que l'équation:

(1) O;(P *r_r 8) - (Dip)*;_r e * p *;_, (D;e (p,e e 5(g,_, ))

soit satisfaite jusqu'à I'ordre 2(, + L. posons alors:

P *' Q - erp - tD,(exptD, p *;_1etptD,e) (t e IR)

où D' : D;1. ,zi Dii
eaptD'a tti ssns carie coeficient de chaque puissance de z est une sourme finie de termes.
En plus *' est un produit associatif, si on dérive sa définition par rapport à t, il vient:

â

fitn 
*' Q) : erp - t D' l- D' (eap tD' p *;4 D, exp t D, e) + (D, exp t D,p*i_r eap t D, e)

*(eaptD' P *;-1 D'ecptO,Q)l

Donc les termes d'ordres 0,1,. . . 12(* 1 de *t coincident avec ceux de *;_1 . CLr+, et Ci2],
diffèrent d'un cocycle et à cause de la pa,rité, ce cocycle est un cobord:

CLr+r: Cicl, - 6n[?*,
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I

l

I 
"t 

comme modulo les termes d'ordre 2l + 3,

expt(D' +,"+' D\')*) : eaptD' o eaptv2z+' DL?*,

'  gnaà l 'o rdreZ+3près:

P t' Q - etp - t(D' a u2t+2 Df,tl*)lexpt(n' + "o[î)*r)P 
*i-, enpt(Dt + unl')*;q1

-  P* ; - rQ

en dérivant en t : 0, on trouve que D' + vDl)*, est une solution de (1) jusqu'à I'ordre

u+2.
Maintenant, D\')*, est complètement déterminé si on lui impose en plus la nulleté sur les

consta^ntes et sur les fonctions linéaires.

o\ l*rçxt1:o v i :1, . . . , i  -  I

Alors à I'ordre 2L+3,Ie coefficient de P*"Q diffère de celui deP*;-1 Q p* une expression

de la forme:

A(p,Q) : CI+c(P,q - C;;]r(P, 8) : t a"5"Dl*Ci-'(Dl.P, Dt"Q)

ou
ca66 € IR, D1,^ : f[1o['], )"' , a -- (aù, * : (*i)

i

et  s i  2ma:2 lmia i , ,  2ma*2nb*2sc* r :  2 t+3 .  r  es t  donc  nécessa i rement

i
impair et A est un 2-cocycle impair. Donc:

A(P,Q) : D Ai' i '  ô;,Pôi,Q.

ou
Ai'iz - A(X;,,, X;") = 

t eo6"Dln C7(Dl*Xr' D|"X;")

est nul par construction puisque le seul terme non nul de DlnX;,est DfoX;, € Ei-r et que

Cr(X;,X;) est nul si r est supérieur ou égat à 3, il ne reste donc que:

Dî^CL(D|ox,,, D|o x ;") : Dî^(1af' x;,, Dfo xi, l)

où2ma*1:21 .+3 c 'es t  àd i re  rna :  l+1> 0 .  Ma is  D i^Z  es t  nu l  s i  Z  eg ; - r ,

finalement A est identiquement nul et *" coincide avec '*;-1 jusqu'à I'ordre 2t + 3, on a

donc (L) jusqu'à I'ordre A + 3 en posant:

D; :DÉ') + r '  D\' l  + ...r ' t t2 DL?*, + ...



(1) est par suite vraie à tout ordre. On remarque que ri Ati)f, ...,O51p sont nuls pour

tout P de ̂ 9(nc), il en est de même p""t D[i)*rP puisque (1) implique alors:

xtoll*re - DLi}*;.;riP) : 0 vP € s(rg),vi 1n - te .

On prolonge *;-r el D; à 91, on définit *;, urr calcul direct montre eue *; est associatif:

*;aDt-" ôi8) *,-t D:-* Af R

: t ,t*i .-, (-rlÏ!.r". -. Dya-*(n:E-"p *,-, D!-naiA) *,-, D!-*ayR- 
,,H,*- ml(l - m)lnl(i - 

")!-
Mais par construction , pour tous P,8 e ^S(gr)

ô i (P* ; - t  Q)  :  @;P)* i - r  Q *  P* ; -1 (DiQ)A{P * ; - r  Q)

ô; (P * ; -1Q)(A;P)* ; - r  Q I  P * ; -10;Q, ,  D;  o  0;  -  Ô;o D;

On a donc:

(p*i g)*;.R: I ,r*i . .-(-1)Ïl-" -. î i  cl-, ckû+n6!-nttp
r,i?,^- tnt'nt'(t' - m)l(i - ")! fr?:o

*r_, Di-"+m-q 6n*2-*-n e *r_, n!-^ Ay n

:  t  , r * i  , , ,  . , , ( -=1) - * '  . , ,  . ,D !+" { - " iop* r - rp t -n*m- tp .L -tU - n)tptqt(t - Tr,. - p)t(^ - q)t- '
l , j , n ,mrp rq  

' v ' r

6'7-*t-m-p e *;_r D:_," Df R

On pose:

g*n : r  ,  i+g*p=s  ,  P :P

r r , : n ,  ( , - ( p * q ) - t ,  f f i - g : u

donc
0Sr (s  ,  0 (u1 t  ,  0 (n1r  ,  0 (P(s - r

L'application:
i [ (q,  l ,n,  i ,  p,m) -  ( r ,  t ,p,n, t ,  u)
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est une bijection entre les ensembles considérés. Donc:

(P *; e):k; .B : 
Ë Ë,"#h Diôi-, p *,_, t Ë, p,Ë,"8

ffi #ffii 
pG-r-ù..o at-u*n e *;-, D!+'-o ao,.'-n Rf

: Ë ," Ë -(-1x D îA:-'P *;_r Dï-.Aî(Q *; n)
g = 0  r = 0  

t  ; \ ù  -  ' , , :

-  P* ; (Q" ;R)

Supposons eue *;-1 soit gradué et soit p e sp,e € ^ge,on suppose aussi que Df,il enuoie
^9p dans SP-zi Yp, Vj : 0,. . .,/ (c'est vrai si j : g;.
Alors:

a n[|)*rç e, e) : (c L +, - c ii]r)(p, e) : D o "r. Dt _c i-, @t * p, D 3 "e)
où2ma*2nb*2sc* r :21+2
donc:

a o[l*rçr, Q) e sr+ o- Qt+2)

et la solution unique choisie à notre équation satisfait par construction:

D\?*r6') c sP-Qt+2)

ceci est vrai sur gf_, donc par prolongement su gl, alors:

cli) 1n,e) :à 
E ffi ",,1, 

aobcr-t-2mo-z*(Dl^d-" p, Dt*ai e)

"T:î:,
est dans $P*a-r. Parsuite *; est gradué.
Vérifions que la formule:

æ l

P *; e,E"à #â 
(D;) ôt;-^p*r-r (D;)t-^ayg

deûnit un produit *.
Il est clair que:

ciù(P, Q) : P.Q

c{ùe,e): {p,e};: {p,e}i_, * ô;pD;e - D;pô;e



où {, }, désigne le crochet de Poisson tnt S(g") étendu à S(g).

En particuliet u *; u
Si8€^9(g,_r ) :

cli) 1e,g) : ( -r) " cli) (e, P).

P*;Q -  P*;- tQ pour tout  P,Q e S(g,-r) .

: ?r. ?) si u et u appartiennent à S(m).

x; *; Q -- x;Q * u{X;,Q} + "' 
Oli) q + . ..

: X;Q * uD;Q

Pour achever la démonstration, il faut démontrer que le produit*; est tangentiel sur O:
Soit a e /(g,) c S(rlu) alors:

a*; P: Ë , '( -\)t ço(ùf 4*,-, f iP.
2:O

Pour montrer que ce produit* est tangentiel, il suffit de montrer que pt)o: {Xi,d} : 0

(car o est invariant).
Ôr ,ru, démontrer que pour tout u € S(,u), DG)u: {X;, u}. On va procéder pax induc-

tion sur le degré de u. Pour le degré 0 et 1. Ceci est vrai par construction. Pour X1 € rn

et u € S'(u),
PQ(X i .  u )  :  P {ù (x1* r - r  u )

: ?TÏ; r' ;: :,: T';,';,'-i*,,,
:  tXi,  XiI"  * X5{X;,u}
:  {Xi, Xi"}

Donc a*;P - d*i-r P et par induction sur i ,  a*;P : aP ce qui prouve d'après la

proposition 3-6, que * est tangentiel.

Contre exemple:

Le produit * formel défini dans le proposition précdente est différent de celui d'Arnal-

Cortet corlme le montre I'exemple suivant: soit g I'algèbre de Lie nilpotente spéciale dont

une base (ZrYtrYzrYsrXt,XzrX3) vérifie les relations de commutation:

lXr,Yi: Z, lX2,Y2l - 2, [Xs, y3] : Y2, lXs,Yrl - y, et lXs,Yl : ff

les autres crochets sont nuls.
la paramétrisation de M. Vergne au début de cette section s'écrit da,ns ce cas:

À"r  :  Yr i  1 t1 :  Z;  Pr :  Xr i  qr : \ z
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Àcz :Y6 pz :  Z i  pz:  Xz;  gz

À"s :  fs i  ps:Yzi  p t :  Xc;  gs

) :  Z

si on note *4s leproduit d'Arnal et Cortet, et *7 le produit * sur g defini dans la propo-
sition précédente, un calcul simple montre que

Xs*ecQ:X tQ+v {X t , qy

pour tout I e S1g; car P"(X3,Q):0 pour tout n ) 2.
D'autre part si on reprend les mêmes notations que celles de la démonstration de la propo-
sition précédente, on a:

Xs *zQ :X tQ t ,DTQ

où D7 est une dérivation de *6.
pour montrer que *a6r est différent de *7, il sufrt de montrer que {xr,.} n,est pas 1ne
dérivation de *6.
Posons Ys: F. On a:

{xr,.} :rr&*n#r* r#,
_^q,&*0,*.*

Soit u - p et u : p2t un calcul direct montre que

{Xs,u*o u}  -  
{X3,uu}  :  \qzpz

et que:

{Xr, u} *o u * u*6 {Xs,u} : \qzp2 - v^

Donc {X3,.}n'est pas une dérivation de *6.

2 - Produit *conve{genh

Dans cette partie, on montre que le produit* sur les algèbres nilpotentes spéciales
qtfiti dans le paragraphe précédent fournit une deformation quantification stricte.
Tj! g une algèbre de Lie nilpotente spéciale de dimension n et soit g. qne suite croissante

f 
idlaux de g et {Xi,l S i S n} une base de g telle que X; a-'g,\gr_r. pour rout

I < i < t?' on identifie g- avec son groupe simplemât connexe p"" I'is"-"tplisme:

g,-G'
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Y r+  ô (Y ) :  s I v , x i s I v , - r x , - '  . . . " * o r x re | s r x ,  . . . s | t , x ;

où y; désigne le jfu' coordonnée de Y. Da^ns la suite, Gi aésignera le groupe correspondant
à g. muni du produit *i:

x * iY :  ô;r(ôi(x).ô;v))
et g; I'application:

B; - Ei Y r-+ p;(Y) - (eæp-r 
" ô;)(Y)

Remarquons que le produit dans l'algèbre de Lie g- peut s'écrire aussi:

X *iy :  el t  @,çX1 .  v;(y1

Théorème 3 - 23:

. 
Soit g .yi: algèbre de Lie nilpotente spéciale de dimension n et soit g. une suite

cro issanûed' idéauxdeget  {x i , l  <  j  <  n}  unebasedegte l lequex;  ag] ' \g ;_r .  Le
produit *, *i défrni sur S(g;) O S(gi) nar;

f *i sQ) : [ Îtqo(v)e2i'1<Ô:t(Ôi(X)'ér(Y))' "> dxdY
Jg, rg.

où  ô ; (Y ) :  s *a ;X i . ! v i - 'X i - ,  . . .  s l u r x t s l v r x ,  . . . s | t i x ,

pour tout I < i < n est différentiel, gradué et est tangentiel sur l'ouvert de Zadski Q(voir
Ia défrrntion donnée à Ia page 62 pour donner un sens à cette formule lorsque f et g sont
des polinomes).
.En plus, si on défnit avec ce prcduit, une involution et une notme sur 5(gl) par

f-(x): 16)

"t I f fl6 est la norme de i dans C.(Gi), aJors cette stntcture fournit une déformation
quantifrcation stfict" d"-f@.;) dars la direction de -(2r)-t { }i où { h désigne le crocftet
de Poisson linéaire 

"u. 
S(gf).

Démonstration

La formule dans le théorème definit clairement un produit a-ssociatif ca^r:

f  * i  g:  ( f  x i  O)"

9ù ri désigne la convolution des fonctions sru G[;
Une démonstration a^nalogue à celle de la proposition 3-16 prouve cette formule définit un
produit*.
Pour démontrer la première partie du théorème, il suffit de montrer que ce produit* coincide
avec le produit* formel dans la proposition précédente.

Démontrons tout d'abord trois lemmes:

75



Lemrne 3-24:
PouY dans Ër_, "t 

z dans ti_r, onpose:

Y t : 9-, ]r("" o' * ' 
ç ; -r(Y))

Si / est dans S(g _ r) on défnit:

alors:
à

Dif : fif! lr=0, V/ e 5(g,_r)

Démonstration:

L'application t r+ Yt est un groupe à paramètre, en effet:

Yt+ " - gl\r@oa$+,)x, pr-, (Y))

: glr (e"dtx. g;_r (p; t  (eod"x, g;_r (y))))

:  (r")t.

D'autre part, on montre facilement que:

Xt *l-t  Y' :  (X *;-t Y)t

En fait:x'*i-'"'=î,i!,Iî,^f 
i-_i:Ï:,,;;j;,",,

: 9;)r@"o 
r*, gr_r(x *i-t r))

. (x *i-' r)'.
Si on pose Y' - Y'alors on anra d,Y' : dY. En efiet on peut montrer en utilisant la
formule de Ca,mpbell-Hausdorff que:

v ; - r (Y )  =  hY  *  D  a î , i r , k ,h2k ' t 'U^ r . . .Um22 ,U ; rX5 ,

-;1I'-'

où nc  :  (nzr ,  . . .  rmz* , ) l  j1  <  sup{ \ tn t r t . . . , y r r l2y t }  e t  a i r , j r , t ,  € IR
Donc ,Ip;-{Y) est une matrice i-1xi-l triangulaireinférieure (aq) avec arr: âpour

tou t l< l ,S i -1e t (a9 ; ) r ) (z )es tauss iunemat r i ce i -1x i -1 t r ia^ngu la i re in fé r ieu re
(b4) avec bu -- h-r pour tout I < t < i - 1.

f!(") : I ,,_,Î(Y)"""'Y' 
'") d,v



Ainsi:

f!("): t i7Y-'1"""1Y,2)4Y
J gr-,

Maintena^nt on montre que:

f! *T' s! : U *l-'g)1.
On a:

(# *l-' g!)"(n: I i:(x)o!6-' *l-' y)dx
Ei - r

I= I îtx-')O(x-, *;t y1-tdx
J  E,_ ,
r: I îfx-')i((x-')-' *l-' y-\dx.

J  g , - ,

: t î;x,)O(xL;-r *g-r :r.)dx,.
J E,_,

- (/ *l-t s)"(r- ')
: (/ *l-t g)|"(y)

Donc I'application / r-r f,f!{t)1,=" est une dérivation de (.9(g._r),*[-r), et:

4r:ç11-,: D h"D"r.
dt"  ,

Il est clair que D2e+r f = 0 pour tout s car:

d . r
frf!@lr:o 

: 2ir 
| Î{a) < dp-,lr@;a(Y))ad x;çi-r(Y), z } 

"2in1Y'z'. 
4v

J  E , - ,

et (dg;a(.))-t 
"t 

g;-r(.) ne contiennent que des puissances impaires en â. Un calcul
direct montre que:

ifyl D cliyszoezirlv,z) 6y
I

D'f @) - 2ir I
J  E ,_ ,

.  I  i - l  z - r

D2t' f -z;," I Îfvl!tI(";t 'Dc!,rt* t of;' iofr,;,x,a*t...amzk,u;1c!i,)
Jg,-, l=L q=l i t1 f t t t1l=l '

+ D ol,ir,sY-t . ..Um22,vrrClirlz2e2in<Y'") 4y'

"t "fi 
: Li&i, . . .ai2ya2t i : (ir,. . .,,izh,+z) et gto2 en'



Ainsi Do : {Xi,.} et D22 envoie 5p dans,sp-2f', s'a,nnule sur les constantes et sur les

fonctions linéaires. Comme la dérivation D; definie dans [2a] est I'unique vérifia.nt ces

propropiétés, on a: 
,l

D;f : rtTlh:o vf e S(g,_,)

Lemme 3-25:
Soit f e S(Si) e S(gi), aJors on a:

x;*i fe) : x,f + * [ î(\ . dp,]r(ç,-r1i11aaxiei-{t), r, "2ir1Y''> 
dY

o J g ,

et pour tout j < i:

xyif@): | Îtn < dç-,]r(p,-,(f)X" rpç"af;vixi)(hx)v;-{i)7," u "2ir1Y''>dYr4

où f :  y -y;X;
En particuJier si f e S(gn.1) O 5(gl_r) on a:

X;*if:X;f+fiO;

et pour tout j < i
Xi* i f :X i " ' ; t /

Ainsi ce produit* coincide avec celui d'Arnal, Cahen et Gutt avec , : *.

Démonstration :

On a:

ô;6)ô; (Y)  :  s* ( ' ,+  v ; )x ;  
" - Iv ; ' '  "ç ' - ' (X)  

e*ux;  
"*x ;x ;  "v ; - ' ( i )  " -1" ;x :  " * (o i *v i )x i

L'application 'iû : t r-r e-tcixretç,-'(*)etc;x; est un groupe à un paramètre donc

ilr(t) : et', où 
Aiû,

z :  
6l t=s: 

s-tux'ç;-r( i )"Èc;x;

On montre facilement que:
z :  e-odt ' t " ' (Pt-r( f ) )

D'otr 
-*v;x;"v,-r(*)"\v;xi : exp(e-od*r'x'(pr-r(11)))e

On montre de même que

st " ;  
x ; 

"v; 
- {f  ) 

"- 
*, ;  x ; :  ea p (e"d*, i  x,(g,-, (f  )))



Donc:

dr(X)  .ô ; (Y)  -  sLz(" i tu i )x ,exp(e-"d|u 'x , r r . - r ( i ) )  .  
"ad$t ;xr (er_r( tD)e*@,+tùx,

et
x *iY : p;]rf@-"a*v'x,(r,_r1-f ;)) .("-"r*",t,(p,_rlf l l l ]  * (r, * y;)X;

Donc:
AÈ

T*,(x *i Y)l*=o : x; * (dç,lr)(p',1i; laa 
ix,(rt-t(t))

et pour tout j < f

AÈ
ù,(* 

*'hY) lx=o: x; + (dç;1, Xp;-, (t\@ae("d,|v;x;)(hx)e;_r(t))

So i t /es(g l )e ,S(g i ) .
Par démonstiation analogue à celle du théorème B-1g, on prouve que:

xixi  f  @) :  x,f  +: [  î t \ (ae-j ,(d;-,(y)) adx;e;-1(y),  z)e2i^1y,2) 4y
" J Er_,

et que pour tout j < i

'  1  . -  -  hxi *i r@): | ÎrY>@p-,lr@,-{y))(eap(-ad,!rv;x;)(hxi1r,-,(v)), zlez;o<Y,'>dy
J Er- ,

En particulier si / e S1g._r) eS(el_r) , corûne / ne dépend p* de g; on a:

xi*i r:x;r**;fifir=,
etpour tout jc i :

x i *i f @) : [ î(\(aç,]r (rr-r(r,)X(nxi) . pi-r(y)), z]e2in<y,,> dy
J E,- , .

D'autre part on a:

ôx/x *i-t v)l*= o : dç;]r(pr-r(r))(y))(hxi.pi-r(r))

d'où

Xi* i - t  f  :X i* i f .

Pour achever la démonstration de la première partie du theoreme, il sufrt de remarquer
que le produit *l coincide ainsi sur les fonctions polynômiales avec lL produit * da',s [Zi] et
comme les cochaînes Ci de ce produit sont des opérateurs bidifférentiàls, it sont totalàmânt
déterminés par leurs valeurs sur les polynômes.



Maintenant, on va montrer que ce produit* sur 5(g*) fournit une déformation quarl-

tification stricte.
On commence par démontrer la deuxième propriété de la déûnition d'une déformation

quantification stricte, ca,r c'est celle-là qui caractérise les deformations qua,ntifications.

Rappelons que comme g est nilpotente, le deuxième terme du crochet de Poisson obtenu à

la proposition 3-1 est nul. Soient O et i[ deux fonctions dans 5G). On définit la fonction

d6 dans S(g) par:

/ ,n]. ]) :  [  ,ev1(v1v *r x) - v(x *6Y))lh- (f ,  xl ,dv(x + r)))ar
Js  

' \

On doit montrer que ll 95 116 converge vers 0 quand ll tend vers 0. Comme les C*-normes

ll lln sont toutes dominees paf, la norme rl, il suffit de montrer que 06 tend vers zéro

poni t" nonne.tl. En applicant le théorème de F\rbini, il sufÊt de montrer que le-terme à

i'irrtéri",rr de I'intégrale comrne fonction sur g x g tend vers zéro pour la norme ,t(g * g).

Posons:

Dl(x,Y) :o(-v)((v(v *a x) - v(x +Y))lh- t l l<rr, xl,dv(x + r)))

et

Dr(x,Y) : o(-v)(({,(x *n r) - {'(x +Y))lh- t}xtx, Yl,,dvt(x + v)))

Dl6,Y):nf i+!rr!

F! (x,,Y) : o(-rX^R(h, x,Y), dv (x + r))

Fl6,y) : aeY)@v)(x +Y + rhM(h, x,,Y)). (u@, x,Y), M(h,x,Y))

o u h

Y *6X :Y *  X + ; lY ,X l+h2R(h,x ,Y)

M (h, x,Y) : lrt,,xl + hil(h, x,Y)

et z est un nombre réel dans I'intervalle [0,1] dépendarrt de â, X elY Ainsi il suffit

de montrer que Ff ef FI sont bornés pour la norme .Ll indépenda,rrment de fi, pour

lâl S f . Comne gest nilpotente, on montre facilement que R et M sont deux fonctions
polynômiales en [ônt"r leurs variables. Donc on peut développer .R comme polynôme en

R(h,X,Y):  !  nen*1x,f ;
&=0

où chaque .fi|r est un polynôme en X et Y à valeur dans g.

On a:

ou

h:
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ComTe ltr e 5(g), alors toutes les composantes de d!trr (dans n'importe quelle base) sont
dans .S(g) et par suite tous les termes:

o(-rXE h(x,Y),(d{,Xx + r))

sont dans S(g x g). Pour lrrl < 1 on a:

lrf (x, y)l s I lot-r) < nr(x, y),dvt(x + r) > |

Ainsi la norme.tl de I{ est uniformément bornée. Maintenant pour montrer que la norrne
Lr de.Ff est aussi uniformément bornée, on développe M comme polynôme en â:

l

M(h,X,Y) :  t  hh tv tsçX,Y)
lc=0

Il est clair qu'il suffit de dominer chacun des termes de la forme:

(A) o(-y)@ vxx + y + rhM(h, x,y))(M j(x,y), Mk(x,y))

Pour une base donnée, les composantes de diû sont dans 5(g), et les oomposantes de Mi
et Mp sont polynômiales. Donc (A) est une somme de termes de la forme:

o(-r)0(x + y + rhM(h, x,Y))P(X.,Y)

où d € 5(g) et P est un polynôme à valeurs scalaires. Pour simplifier les notations, on
fait le cha,ngement de variables (Y,X) r- (X -Y,Y) qui apour détermina^nt l et donc
ne cha^nge pas la norrne .tl. D'après la formule 6s Qn.rnpbell-Baker-Hausdorff, M(hrX,Y)
reste inchangé, alors que P change en un autre polynôme que nous notons encore P. Ainsi
il suffit de prouver le lemme suivant:

Lemme 3-26:
Soit gune algèbre de Lie nilpotente de dimension n. On suppose qu'on a défini sur g

une loi de groupe de Ia forme:

X*6Y:X+Y+hM(h,X,Y)

où M est une fonction polynômiale dont b ÈIne- composaate ne dépend que des vari-
ables îr+rr... rtntUt+rt...Un et h. Soit P(X.Y) 

"t 
polynôme à valeurs scalaires et O et

d € s(g).
Aftors les normes Lr des fonctions:

(x ,y) r+ o(r)0(x + r(h, x,y)hM(h,, x,y))p(x,y)

sont nnifonnément botnées independamment du choix de Ia fonction mesntrable r de
IR * g x g dans [0,1] et de h avec lâl S t.
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Démonstration:

Soit {Xr} une base d" g. On notera les coordonnées de X € g dans cette base par

trt . . . , ûn et similairement pour Y. On notera la dme' composant e de M(h', X, Y) -par
mr(h,X,Y).Soit o lafonction déûnie sur IR par a(r) - 1+ r2 et B lafonction définie

sur g par P(X): Ilo(rr)-d.. On verra comment choisir les entiers positifs dr suivant Ie

polynôme P et la structure d" g. Notons que B(X)-l est un polynôme positif, et donc

comme g e 5(g), il existe une constante c tel que ld(X)l S 
"0(X) 

pour tout X e g- Ainsi

il suffit de montrer que les normes .tr des fonctions:

o(Y)p(x + r(h, x ,Y)hM(h, x,Y))P(x, r)

sont uniformément bornées indépendamment du choix de r et de â avec Inl < 1. Main-

tenant pour tout entier positif d et tout nombre rêel m,,la fonction:

t t----+ a(r * t*)-o : (1 + (r + tm)z)-d

prend sa valeur maximale pour t € [-1,1], lorsque r *tm tend vers 0.

Si frf < l*l alors ce maximum vaut 1 et est atteint lorsque r * tm : 0. Si lrl 2 lrnl' ce

marcimum est atteint en t: L ou t: -1. Par conséquent pour l"l 2 lrnl on a:

o(r  *  t * ) -o  (  o( r  + * ) -o + a(r  -  * ) -d

pour tout t avec ltl ( 1. Mais pour r € [O,lrnl], I'un des deux termes à droite prend sa

valeur minimale en r:0 et cette valeur est a(nu)-d et similairement sur [-lrrzl,0]; Ainsi

si on multiplie les termes à droite par a(nz)d le résultat est toujours 2 I sur [-lrnl' lrnl].
Il en résulte que:

a ( r *  t * ) -o  <  a (m)d (a ( r * rn ) -d  +o ( r  - * ) -d )

pour tout r et tout t avec ltl < 1.
Maintenant on applique ceci aux coordonnées de B on trouve:

P(X + r(h,X,Y)hMtt,x,Y)) < I lo(nz2( h,x,,Y))dL x (o(tr  * mc(h,x,Y))-d'+

+.cr(at - nr(h,X, Y))-o')

ce dernier terme est à son tour somrne de termes de la forme:

k(h,X,Y) - I lo(nzr( h,X,Y))d'ol(xt + e2m2(h,X,Y))-o'

où e : *1. Donc il sufrt de montrer qu'il existe une borne uniforme pour les normes -Ll

des fonctions:
o(Y)7"(fi. ' X,Y)P(X,Y)

indépenda,rrment de h avec lâl S t. Pour obtenir cette borne uniforme, on utilise de

nouveau le fait que g est nilpotente et on choisit une base adaptee {XuL < t < n} telle
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que I'espace q engendré par Xr, . .. , Xa soit un idéal de g et qn" [g,g2l Ç gr-, pour tout

!..  Par conséquent m2 est un polynôme en tr+l , , . . .1t1n1At+tr.. . tAm et â pour tout (..

Maintenant pour intégrer la fonction:

lo(r)n (h ., X,Y ) P (x,Y )l

on va procéder à I'intégration va^riable par variable en corlmençant par cr: La première
intégration est donc:

I
I  O(f )  |  I  o(*,  (h,,  X,Y))o'  o(,  t  + e1m1(h, X,Y))- n'  tZ (h, X,Y) lP (x,,Y)l  da 1

J

où pour tout g:

4(h, x,Y) :  . fr ,  o(*t(h, x,Y))d'  o(, t  + €2rn2(h, x,Y11-a'
l : q

Or on a vu qu'aucun des rmc ne dépend de c1. Donc on peut faire le changement de

variables r - î1- €1rn1(h,,X,Y). On obtient:

lo(r) lo(nz r(h,X,Y))o'*@,X,Y) [  a@;-a' V6 - ernrXt,Y)lday
J

Il est clair maintena,nt qu'on doit choisir d1 sufrsarnment grand pour que I'intégrale con-

verge. Comme rn1 n€ dépend pas de t1, ce, choix de d1 va dépendre essentiellement de la
puissance la plus gra,nde de c1 da,ns le polynôme P(X,Y). Comme m1 est polynômiale, il

en est de même pour a(mr(h,X,Y))" et le résultat de cette intégration est dominé p*

une certaine somme de valeurs absolues de fonctions polynômiales en t2t . . . , anrY et h.

Si on développe tous ces polynômes en puissances de â et poser lhl < 1, il est clair qu'il

sufrt de traîter les différents coefficients des puissa''ces de h séparément. On obtient donc

une expression similaire à celle avec laquelle on a commencé mais ne dépendant plus de

c1. Ainsi la deuxième intégration et 12 a la forme:

I O( f ) |  e(rn2(h, X,Y ))d" 12 (h, X,\ [  a(, z + e2m2(h, X,Y ))- 
o" 

lPz(X,Y)l dx 2
J

où P2 est I'un des coefficients polynômiales obtenus ci-dessus dépendant non seulement de

P mais aussi de rn1 donc de la stnrcture de g. Comme rrù2 rre- dépend pas de t2, otl fait le

changement de variables î2l+ æ2-€2rn2. On trouve qlue d2 doit être choixi sufrsamment

grand pour que:
o(rz)-d' lPz(rz - €2rn2X2r os, . . ., î nrY)l

soit intégrable, ce qui dépend uniquement de la plus gran{e puissance de xz dans P2(X, Y)

donc de P et de rn1. Notons que rn2 et donc o(*z)d" sont polynômiales dépendant

uniquement de o3, ... ttn,Y et h. Le résultat de I'intégration est ainsi dominé pax une

certaine sorrune de valeurs absolues de polynômes en ces variables. De nouveau on les

développe en puissa,nces de h et on traûte séparément les différents coefÊcients. On continue
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ce procédé pour les différents r'rren choisissa^nt à chaque étape le d6 corresponda4t. On
trouve après la dernière intégration et în une fonction de la forme:

lO(f ) I lP"(f) lpour un certain polynômeP,,

Mais cette fonction est évidemment intégrable car iD e S(g). Ceci achève la démonstration
du lemme et par suite de la propriété2) de la déformatioî quantification stricte.

Le même argument que celui du théorème 3-15 prouve la continuité de la fonction
â -ll !û llr pourtout ù € S(g.). Le théorème est ainsi démontré.

Les produit * définis sur les algèbres de Lie nilpotentes spéciales dans le théorème précédent
seront dits produits * spéciaux.

Remarque:
La formule obtenue du produit *f dans g:

où  X :X -g , , ,X , -  e t  t : y -U rXn

sera une "correction" de la formule de Campbell-Hausdorff correspondant à notre ,,nou-
velle" application exponentien ôo.

En particulier si la dimension maximale des orbites coadjointe est égale à 2, c'est le
cas par exemple de I'algèbre de dimension n de base {Xr,...,Xn_r,y} q"i satisfait les
relations de commutation:

[ r ,X ; ]  :X i - r  ( i -2 , . . . ,n - l )  e t  [Y ,x t ]  :o

tous les autres crochets sont nuls. La "nouvelle" formule de Ca,rrpbell-Hausdorff s'écrit:

X *6Y :  eod ïv^x.  Y *  e-"d | ' ,x .Y

3 - Equivalence des produits * spéciaux

Déffnition 3-27:
Deux prroduits * (resp. produits * tangentiels) * and *, sur une ,rariété de poisson

sont équiwalents (resp. tangentiellement equivalents) s'rI existe une serie formelle:

T=rd,+in'r"
r=0

où Id désigne I'identité et les T' sont des opérateurs difbrentiets (rcsp. differentiels et
tangentiels) s'annulant sur les constantes tels gue:

T(u* u) : T(u)*' T(:).
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Proposition 3-28:
Etaat donnés deux ehoix de chaines croissantes d'idéaux ui et !q dnn.s g. Soit * (r"tp.

*') le produit * défrni s,rr g* comme dans le théorème precédent correspondant à u; (resp.
m;), alors * et *' sont tangentiellement équivalents et ils sont équivalenÉs au produit * de
Rieffel-Gutt-Lugo.

Démonstration:

Soit { (resp /') I'application ôn correspondante à u; (resp m;). On a:

x * 'Y -  6 ' - t (ô ' (X) .d ' (y) )
donc

(Ô'-' o dxx) *' (Ô'-t " dxv) : Ô'-t (Ô'6).Ô'g))
et

(d'- '  o ô)6) * '  (ô'-t.  d)(r) :  (6'-r o {)(x * r)
Ainsi pour tout f ,g Ç S(g) e 5(9.)

(Î@-' o d'))" *' (0@-' o d'))" : lr,rî(o-' 
, ô')6)o(ô-t o ô')1Y7"2i"(xtv") 6v4v

1 ^
: I iJ')O(V'1"2;n(Ô'-toÔ(x')*' o'-'o6(Y')) dX'dY'

Jgrg

I i1x')0(v1"2in(6-'oÔ(x' 
*v')") dx'dY'

Jg*g

: (f i  s@-, " d'))

Si on pose: T(u) : (,û(d;td'))"po,rr u e S(g) e 5(g.)
on obtient I Tf *'Ts : Tff * g) Yf ,g € S(g) e S(g-)
T - Id est développable en série d'oçÉrateurs tangentiels; soit / e Sqgl O S(g.) telle que

/ soit à support compact.

'  Tf@): [  Î (n"""<Ô'- 'oÔ(Y) ' ' )  da
Jg

[ î  (n"rr"  <Y,"> 
"zin(D 

u" '  F r , , ,  rv i  r  " ' ! i  21t çr xr r ,")  dy
Jg

= 
| i<r>"2it1Y'z) (t * <t h2k' 'riit,;vir ...ui21,11xir . . . xi2, z) dY

Jg

: r +Dh'r',t'rr',,, A2k'+t f

ff iff i, 'u"'ztt
: 1 +Dn'"r'f

r=0
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où gi,.r, 
"t 1il,t.; sont des nombres réels. Si P est un polynôme invaria^nt, P est dans

S(g,_*). D'où' TP : P car il existe au moins un indice io tel gue ic ) n - le . Les

opératéurs ?" sont alors tangentiels car les feuilles symplectiques sont des espaces a,ffines

définis pa,r {P(z) : consto,nte, P e /(g)}.

III.6 TRANSFORMEE DE FOURIER ADAPTEE:

Définissons maintenant la transformée de Fourier adaptee qui est I'outil fondamental dans

I'utilisation des produits * en analgyse harmonique.

Déffnition 3-29:
La transformée de Fowier adaptée ( est L'application de I'espace C?(G) des fonctions

à support compact sur G dans L'espace des fonctions st,t g* définie pat:

f (g)E(s)(z) dg

où E(eÈx) (r)(: 
"*2it1xa)) 

est L'application exponentielle * surg c'est à dire E(eæptY)xu

est la solution à l'instant t de:

à

âUfr l :  
(2 i rY *U)( t )avec U(0)  :  u  € S(g-)

{(/) peut être vue conime distribution, si on pose:

1 t
< {(/), u >: I I  Tk)@@) * u)(z) dsdz

JG Jg*

Soit f dans Ci(G); alors

((/Xr) = 
Iru 

o g)(x)e2h1x,z) 4v

où $ est I'application ô, défrnie dans Ia section pÉcédente.

Cette formule relie la transformée de Fourier adaptee à la transformation usuelle.

On voit qu'il suffit de remplacer I'application exponentielle usuelle entre g et G par

I'application / pour passer de la transformation de Fourier usuelle à la transformée de

Fourier adaptee. .
Démonstration:

Soit

€(/X,):1"

€, $)(r) : | 
"u 

"rr(x1"2;n.*,'> dx

Il est clair que('(S(C)) - 5(9.) et que
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€'U *ns):  € ' ( f )*n€' (g)
où *6 designe le prod rit *[ et x6 est la convolution des fonctions sur C"-(G), (g étant
munie du produit *[). Donc pour tout y € g, on a:

iy *6 f  :  € '  (€,- t ( t f )  xâ €,-r( / ) )

Pour Y : Xi, on a:

I e'-'{v)(é(D)r(ô6Ddx : | [ y(z)e-2in'*," r(ô(x)) itxdz
JE JgJg*

: 
Irlr. "-2ir 

1x'z) rfifio'dxx)) dx d'z
- ; â=;6U odXo)

D'où:
1 . -  - ;â

Joe'-'{vX')/(') o, : ^ù(/"dxo)
et

(€ ' - '  
"o  o, f ) :  (g(y)  < € ' - ' ( rX ' ) , f@.v)  >)

: 
I.ro*i'\ù]u;r@)dx

pour tous f, 9 dans Ci(G) où

x;rf : f ir{"ro-txi)
Ainsi:

(€,- '( ;y),n g)(ô(n) :  * @l o)@(x))
et:

(€'- '(.rp * i tY) ,u s)(ô(x)) : o(jetp - ty . e.}))
En particulier pour X :0, et comme g est à support compact:

loe' 
-' 

{"ro * -itY)(æ)g(r-' ) da : s (} rrp'Y 1

Comme €' est une transformation unitaire il vient:

t eîp * -itY(z)(('r)(") dz : a(etY )Jg
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où u est définie par u(z) : g(z*f r) Pour f - 2n, on obtient:

D'où

,  :  €- t ( { ' ( r ) )

( : { ,

La transformee de Fourier adaptee est reliee à la représentation unitaire IIo associée
à une orbite O dans g*. Rappelons que IIo peut se réaliser dans .t2(IRe) en efiet il existe
une transformation unitaire S de L2(O) dans I'espace des opérateurs d'Hilbert Schmidt
sur .[2(IR]; d"fitti" p*'

,su(s, t)  :  fpu(t- 
" ,  f  )o, i  Fpu(p,o): 

lu,u(x,q)e-2in'p 
dn (", t ,p,q € IRÈ)

Théorème 3-31 :

Vit f dans Ci(G) 
"t 

g dans L2(O), alors:
t) noï)g?) : To K(t,r)s(r) dr où

r  - -
K(s r t )  -  

|  f  ( e - t *X "e - t t - rXn - r . . .  e - t tX . -  t + r * r s rXn - r+ l  .  . . e " rXo ) "2 i r1m, lo>  d rn
J g,^_,

t :  ( t r , . . . , t r )  e t  s  :  ( s r , . . . , s r )
2) K et {(/) sont reliés par eU) - S-r(K).

Démonstration:

La première partie du theorème est une conséquence immédiate de la constmction
faite par Pukanszky ([+5] p. 115). Montrons la deuxième partie. on a:

Fou(æ,q) :K(q- l rn+| )

I:  I  f  t+x. e-chx^ 
"-Tx^-r 

s-er-rX'-r  .  .  .
"/g"_. 

- \

. -  T X ̂  -  r+L e- n XÂ -,c+t 7n"Qr X n -  r  +,  
"-  

|  X  ̂  -r+r .  .  .  4* X ̂  s- I  X.\  ez;n <^,to) 4*

r
- I fbq@))e2ir1m'to)4*

J E n - ,

Pour c € Rt, considérons I'application r/:

,lt ,g*_r -r g

t r t ,  r+  e-*x ,  
" -$x. - ,  

. . .  
" -T*^- r1r ï rs- lxn- l * r  

. . .  e- Ix^



f (b @, )) "z 
;î (ç6 | ",t'\Qn' ) ! o) 6rnr

u(p, q) : 
Iu,(fnu)(r, 

q)e2in'n d,x

r 
T (h (*' ))"zit 

(m"(r1 o 
I oû)' (2 ù) tr*t

Soit rn, : (rh-, o rtù(m)

Fnu(æ,Or: Ir,
= lt^

Donc:

: 
I u, l r^ _ r 

f (rh (*' )) "2it 
(<n"(tt- r ory')' (rs ) )* p ") drn' dr

Soient p et q définis corlme suit: étant donné z € O, on pose:

,  :  (nî '  orh)*(to) -prXi-r+r . . .  -  p*Xi; .

où < Xj, Xi ):1 et < X;,Xr ): 0 si k + i. Alors:

u(p,q): [ flO(ry1"z;r<Y,t> dY
Jg

: €(/Xp' q)

où Y :  rn '  -  orXn-h+r  . .  . -  rkXn et  t :  (prq) .
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