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INTRODUCTION

. Soit G un groupe de Lie connexe, g son algeébre de Lie, g* le dual de g, le probléme

de la détermination de 'ensemble G des représentations unitaires et irréductibles de G est
en général difficile. On dispose cepedant de procédés systématiques qui, pour certaines
classes de groupes, sont exhaustifs ou “presque exhaustifs”.

. 11 s’agit essentiellement de la méthode des orbites imaginée par Kirillov [23] pour
les groupes nilpotents, généralisée par Auslander et Kostant [24] d’une part, Pukan-
szky [29] d’autre part aux groupes résolubles enfin par Duflo [16] et Khalgui [22] aux
groupes algébriques. Cette méthode consiste & construire, a partir d’une orbite W de la
représentation coadjointe de G, une ou plusieurs classes d’équivalence de représentations
unitaires et irréductibles de G, en induisant de fagon unitaire ou holomorphe une
représentation “simple” de dimension finie d’un sous groupe D fermé de G.

. Cette méthode est trées proche de la procédure de quantification géométrique d’un systéme
mécanique classique. Rappelons brieévement cette théorie due a Kostant et Souriau. L’objet
fondamental d’un systéme classique est ’espace des phases qui est une variété symplectique
C* (notée W), les observables physiques sont des fonctions réelles C* sur W et un état
physique est un point de W ou, plus généralement, une mesure de probabilité sur W.
L’évolution du systéme est décrite par un champ de vecteurs hamiltoniens X, dont la
fonction génératrice H est I’énergie du systéme. L’évolution d’une quantité physique ¢ est
donnée par ’équation: 4
5% = {H,¢}

ou {, } est le crochet de Poisson sur C*°(W).

Un groupe G est un groupe de symétrie du systéme s’il agit sur W par des transformations
canoniques.

. Dans la mécanique quantique, le role de ’espace des phases est assuré par un espace
projectif P(V') ol V est un espace de Hilbert, les observables physiques sont des opérateurs
autoadjoints sur V. L’évolution du systéme est donnée par un groupe a un parametre
d’opérateurs unitaires sur V de la forme :

U(t) = e¥e A,

ol h est la constante de Planck et A un opérateur autoadjoint. L’évolution de la quantité
B est alors donnée par 1’équation

% = % [A, B] ([, ] est le crochet des opérateurs).

Un groupe G est un groupe de symétrie du systéme s'il agit sur V par des transformations
unitaires.



. La construction de modéles quantiques repose sur le principe de correspondance qui
affirme que chaque modéle quantique peut étre construit & partir d’un modele classique
“correspondant”; la mise en oeuvre de ce processus est ce qu’on appelle la quantification.

. La méthode de quantification géométrique suit le shéma suivant :

. Partons de ’espace des phases W du systéme classique qui est une variété symplectique
pour une 2-forme symplectique w.

. Si ¢ est un observable classique, on lui associe un opérateur ¢ (observable quantique)
tel que :

la correspondance : ¢ — 23X soit (au moins pour un sous espace d’observables) un
homomorphisme d’algebres de Lie:

— 27 . . .
{801,902} = E [501,902] (1)

et
i=Idy. (2)

. L’idée de base de cette méthode est la correspondance :

~ qui vérifie la relation (1), mais pas (2). On lui apporte donc une correction en posant:

. th
= Er-x¢+cp+a(x‘,,), (3)

ot a est une 1-forme sur W. (2) est alors vérifiée et la condition (1) est équivalente &
da = w; w doit donc étre exacte.

. En général, w n’est pas exacte et on doit remplacer 'espace des fonctions sur W par
un espace de sections d’un fibré en droites L au dessus de W, ce qui n’est possible que
si la classe de cohomologie de Rham de 27w est, lorsqu’elle est vue dans la cohomologie
de Cech, une classe entiére. Les seules variétés (W,w) quantifiables sont donc les variétés
possédant cette propriété.

. Supposons que (W,w) soit quantifiable. Alors l'application ¢ +— ¢ est une
représentation de C®°(W) dans l'espace T'(L) des sections du fibré L au dessus de W.
Cependant on ne retrouve pas la quantification usuelle, I'espace I'(L) est “trop grand”; on
doit se restreindre a un sous espace.



Considérons l'exemple W = T*(N), oi N est une variété connexe C®. La quantifica-
tion usuelle consiste & prendre pour V espace L%(N) sur lequel chaque fonction sur W
dépendant seulement de la projection sur N (“fonction des seules variables q”) agit par la
multiplication ordinaire et les fonctions dépendant localement linéairement des variables
de la fibre (“variables p”) agissent comme des champs de vecteurs. On peut donc quantifier
toute fonction affine en ces variables p.

En choisissant la distribution lagrangienne F engendrée i)ar la fibration canonique de
T*(N) et en ne considérant que les sections du fibré L polarisées par F, c’est a dire
annulées par la dérivée covariante par un champ quelconque de F, on retrouve un espace
isomorphe & un espace de fonctions sur N, comme V. On dira alors qu’une fonction ¢ est
quantifiable si ¢ laisse cet espace de sections stable.

La quantification géométrique d’un systéme quelconque est une généralisation de cette
construction.

En particulier, on est amené & considérer des polarisations que nous appellerons
géométriques F', c’est & dire des distributions lagrangiennes complexes et intégrables: en
chaque point ¢ de W, F¢ est un sous-espace de T¢(W)® et a se restreindre aux sections an-
nulées par la dérivée covariante par tout champ de F. Pour étre complet, nous exposerons
cette méthode au chapitre I.

. Revenons maintenant au probléme initial.

. Soit W une orbite de la représentation coadjointe d’un groupe de Lie G, connexe et
simplement connexe. L’action de G sur W engendre une représentation de g dans I'espace
des champs de vecteurs sur W:

- . - d
X— X ou (X7 f)(¢&)= th(ea:p —tX.£)|t=o0- (4)
Les X ¢ engendrent T, W, la 2-forme canonique w sur W est définie par:

we(X™,Y7) =< ¢ [X,Y]>, VX,Yeg (5)

Cette 2-forme est bien définie et invariante par G. Elle fait de W une variété symplectique.
Les fonctions:

X: tr—<tX> (X eg)

sont des fonctions hamiltonniennes des champs X ~. Elles vérifient:

{X, Y} = [X, 7]

. Notons G(&o) le stabilisateur d’un point §o de W et g(&) son algebre de Lie. La condition
que W soit quantifiable (la 2-forme w est entiere) est équivalente au fait qu’il existe (au
moins) un homomorphisme:

x: G(&) — € - {0}

3



de différentielle:
X— 2ir < fo,X >, X e 5(60) (6)

Si cette condition est satisfaite, on dira que W est entiere.

. Une facon de construire une polarisation géométrique F sur W est la suivante:

Soit h une sous algébre de g°, isotrope maximale pour la forme bilinéaire sur g:
Be(X,Y) =< &,[X,Y] >

contenant g(&o) et stzble par G(&o). Une telle sous algebre est appelée une “polarisation
algébrique” en £. Ces polarisations algébriques existent “presque toujours” (voir [22],
par exemple). Prenons pour Fye, le sous espace de Ty¢,(W)® engendré par les vecteurs
(AdgX)~|g¢, ot X décrit h. Par construction, F' est une polarisation géométrique G-
invariante et les fonctions X sont quantifiables.

Une fois la quantification achevée, on obtient une représentation naturelle de g, puis de G
dans un espace de Hilbert, cette représentation est en général irréductible.

Cette méthode a donné entre autres les résultats génériques suivants :

Théoréme [24]:

Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe résoluble de type I (c’est a dire
toute orbite W de la coadjointe est ouverte dans son adhérence et est entiére), alors toutes
les représentations irréductibles de G sont obtenues par la construction ci-dessus, a partir
des orbites de la représentation coadjointe de G. A chaque orbite W, on fait correspondre

une famille de représentations irréductibles de G paramétrée par les caractéres du groupe
fondamental 7 (W).

En particulier, si G est résoluble exponentiel (en particulier s'il est nilpotent), alors toute
orbite de la représentation coadjointe de G dans g* est homéomorphe & un espace euclidien,

G est de type I et G est en bijection avec g'/G.

Théoréme (Borel-Weil-Bott) [35]:

Toute représentation unitaire et irréductible d’un groupe de Lie compact connexe et
simplement connexe s’obtient par quantification d’une orbite entiére dans g*. Cette
méthode détermine une bijection entre I’ensemble des classes de représentations unitaires
irréductibles de G et I’ensemble des orbites entiéres dans g*.

Notons que Duflo [16] et Khalgui [22] ont généralisé cette méthode & de gros ensembles de
représentations d’un groupe de Lie algébrique quelconque.

. Par ailleurs, on connait une autre méthode de quantification: la quantification par
déformation [8]. Décrivons-la d’abord dans le cas plat, ou W est R et w = S dp Adg.
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On sait que la quantification usuelle de ce cas peut s’obtenir en utilisant la transformée de
Weyl. Soit u une fonction sur IR?* dont la transformée de Fourier @ est C™ et & support
compact. Posons:

B(u) = / (€,n) exp i(€P +1Q) dédn ™

ou P et @ sont les opérateurs d’impulsion %a% et de position ¢ agissant sur L2(IR¥). On

obtient ainsi un opérateur B(u) de L2(IR"). D’autre part, si A est le 2-tenseur qui définit
le crochet de Poisson ({u,v} = AY8;ud;v), on pose:

P"(u,v) = Afdr | Abedr 0;,...i,u0j, .. j,v. (8)
La composition B(u).B(v) peut s’écrire B(w) ou:

ot

o V'- .
w = uv=uv+ Z ?!-P (u,v) (9)
r=1

siv = % La série convergeant simplement et dans ’espace des distributions tempérées.
De méme, 5= fois le commutateur de B(u) et B(v) s’écrit B(w) ol:

not o (20 e
1o . = 2 i ) 10
Les formules (9) et (10) définissent une déformation de la structure canonique d’algebre

associative et de Lie de C°°(IRz"). On appellera respectivement ces déformations produit
et crochet de Moyal.

Par analogie, on posera:

Définition:

Soit N une algébre associative et de Lie de fonctions pour un crochet de Poisson. Un
produit-x est une déformation formelle de N, c’est a dire, une application de N x N vers
Pespace E(N,v) des séries formelles en v a coefficients dans N :

u*v = Z v'C"(u,v)

r>0

ayant les propriétés:
i) * prolongé a E(N,v) est associative,
i) C%(u,v) = uv,
iii) C1(u,v) = {u,},
iv) C(u,v) = (-1)" C"(v,u),
v)C'(l,v) =C"(v,1)=0, r > 1,

vi) les C" sont des opérateurs bilinéaires.
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Si les C" sont tous bidifférentiels, on dira que le produit-* est différentiel. Dans la suite,
on s’intéressera 4 des produits-* non formels, définis en général par des formules intégrales
pour une valeur particuliére du parametre formel v. Les conditions (iii) et (iv) impliquent
que:

1
[u,v]. = E(u*v—v*u)
est une déformation formelle du crochet de Poisson. (v) et (vi) assurent que 1 reste

I'unité de la structure associative et que * est distributif par rapport a 'addition. Si v est
“imaginaire pur”, u — @ est une involution de l'algebre associative obtenue.

Théoréme [13]:

Sur toute variété symplectique W, il existe des produits-* différentiels et formels.

. La quantification d’un systéme mécanique classique apparait alors comme une
déformation (formelle ou non) de la structure d’algebre involutive associative et de Lie
de Pensemble des observables (C°(W) ou d’une de ses sous algebre A) du systéeme clas-
sique. Les observables et les états du systéme ne changent pas de nature, c’est seulement
la structure de leur ensemble qui se modifie. Le formalisme hilbertien usuel apparait dans
les représentations de cette algeébre involutive.

Comme pour la quantification géométrique, cette méthode de quantification par
déformation permet de construire beaucoup de représentations unitaires et irréductibles
d’un groupe de Lie G connexe et simplement connexe.

On procéde de la fagon suivante:

. Soit W une orbite de la représentation coadjointe du groupe G, A un sous espace de
C>°(W) stable par un produit-* non formel qu’on suppose covariant, c’est a dire tel que:
p q PP ’

[X,7], ={X,7} (=(X,Y]) VX,Yeg (11)

Suivant les idées de Fronsdal [17], on suppose que:
Do *xv=0*u VuveEdA,

i1) / u * T d est un produit scalaire sur A (d¢ est une mesure G-invariante sur W),
w
iii) La représentation £ de g dans A définie par :
(Xwu=iX*u (Xeg) (12)

est intégrable (i.e: il existe une représentation notée Ew de G dont la différentielle est £).
On posera alors:

Ew(g)(u) = Ew(g) *u (13)

. Généralement E, (g) peut étre vue comme une distribution sur W définie par:
< Ey(9),u>= / Ew(g™") *u d¢. (14).
w
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Formellement, on peut écrire:
Ew(ezp tX)=ezp* itX VXE€ g (15)

et on verra que dans de nombreux cas, cette équation a un sens précis, non formel. Pour
toutes ces raisons, on posera:

Définition:

Ew est la représentation-+ ou ’exponentielle-x associée a I'orbite W.

. Soit maintenant T' une représentation de l’algébre involutive (A, *), par exemple une
sous représentation de la représentation réguliere de A sur elle-méme, munie du produit

scalaire [ u *7T df. S’il existe une représentation 7 de G telle que:

T(Ew(g) * u) = m(g)oT(u), (16)

7 sera dite associée a I’exponentielle-*.

. Un procédé pour obtenir un tel résultat est de prendre une sous représentation de la
représentation réguliere gauche dans A dont 1'espace portant V est défini par:

V={ue Atel que ux f = f(&)u Vf e B} (17)

ou B est un sous espace bien choisi de .A. V est alors stable par £ et 7 est son exponentielle.
Un tel choix est appelé par Fronsdal une polarisation-*. Lorsque W est une orbite de la
représentation coadjointe admettant une polarisation algébrique h en &, on peut choisir
pour B, 'ensemble des X, pour X dans h.

. D’autre part, pour de nombreuses classes de groupes, si ¢ est une fonction de C°(G),
on définit une fonction ou une distribution £(y) sur W par:

E(p) = / ?(9)Ew(9~ ') dg  (dg est la mesure de Haar de G). (18)
G

&(p) sera appelée la transformée de Fourier adaptée de ¢ et bien siir on a:

E(p x ¥) = E(p) * E(¥), (19)

si X est le produit de convolution dans C°(G).
. La distribution xw définie sur C°(G) par:
xwle)= [ E)e) d | (20)
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est, lorsqu’elle existe, le caractére associé & € et a W.
9 b]

. L’avantage de cette transformée de Fourier adaptée est qu’elle associe aux fonctions ¢
de C°(G) des fonctions ou des distributions sur g*, qui sont des objets plus “naturels”
que les champs d’opérateurs usuels.

. Un autre avantage est une formule du caractére plus simple, en effet: si on veut écrire
une telle formule avec la transformation de Fourier usuelle entre g et g*, on doit multiplier

¢ par j~! avant de calculer sa transformée de Fourier, ou j est la fonction

sh ad%]lﬁ.

dX

J(exp X) = [det
2

a

Ici, cette fonction n’apparait pas, la trace de w(p), dans les cas étudiés est l'intégrale de
la transformée de Fourier adaptée de ¢ sur Vorbite W associée a .

. De méme, si ¢ est un coefficient ou un “paquet de coefficients” de représentations
irréductibles de G, sa transformée de Fourier n’est en général pas supportée par les orbites
coadjointes correspondantes, méme dans le cas nilpotent. Par contre sa transformée de
Fourier adaptée est portée par les orbites [6].

. Ce programme introduit par C. Fronsdal, [17], a été réalisé par D. Arnal et J.C. Cortet,
dans [3] dans le cas ot G est un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe:

Pour chaque orbite W de la représentation coadjointe, on peut définir des produits-* non
formels covariants sur LZ(W). Ces produits admettent une et une seule représentation
fidéle irréductible (4 équivalence prés) et ces représentations, du type décrit ci-dessus,
permettent de retrouver la représentation 7% de G associée par Kirillov & l'orbite W.

De plus, si G est de dimension n et ses orbites de dimension 2k, on sait [34] qu'il existe
un ouvert O, dense dans g*, G invariant, de la forme O >~ V x IR?* ol V est un ouvert de

Zariski de IR™~2* tel que toute orbite W de O soit difféomorphe a {A} x IR%* avec A € V.
La transformée de Fourier adaptée £ est bien définie sur O [2]. £ est définie sur I’espace

S(G) des fonctions C* & décroissance rapide sur G et est a valeur dans C*° (V,S(IR”)).

Elle apparait comme une déformation de la transformée de Fourier usuelle sur IR", et son
expression est la suivante:

pour ¢ dans S(G), € = (\,p,q) € O, (A €V, (p,q) € R*),

E(p)(6) = /5 X0 (expX)dX (21)

o(ezpX) = /o X O£ () (€)dE (22)

ot a(X, &) est une fonction réelle polynomiale en X, p et g, rationnelle en A, admettant
des poles en dehors de V. € se prolonge en un opérateur unitaire de L*(G) sur L?(g*)
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et permet de retrouver la mesure de Plancherel de G. Toute cette construction s’étend

au cas des groupes exponentiels [4] et au cas du groupe E’?i), revétement universel de
E(2) = S0(2) x IR? mais on associe alors une famille de représentations & chaque orbite

de O (voir [5]).

. Dans le cas ou G est un groupe de Lie compact, ce programme a été réalisé par D.
Arnal, M. Cahen et S. Gutt dans [7] en utilisant la procédure de déquantification définie
par Wildberger [37]. Il s’agit d’un calcul symbolique qui associe aux opérateurs de ’espace
d’une représentation irréductible 7* de G (le paramétre A est ici un poids dominant donc
par une extension naturelle un point de g*) des fonctions sur l'orbite coadjointe W de A
En effet I’espace de 7* est un espace de sections holomorphes d’un fibré Ly en droites au
dessus de W munie d’une structure de variété kihlerienne invariante compatible avec le
choix d’une chambre de Weyl contenant A. On utilise alors une méthode d’états cohérents
et un calcul symbolique de Berezin (voir par exemple [30] et [10]). Ce calcul revient a définir
un nouveau produit, dit produit-* de Berezin, sur I’espace des symboles. Avec ce produit,
on construit une représentation-*+ E) associée & 'orbite W* et une transformation de
Fourier adaptée. Cette construction s’étend au cas des représentations de la série discrete
holomorphe d’un groupe semi-simple.

Nous avons cherché a établir deux types de résultats:

1- Dans le cas d’un groupe de Lie G nilpotent : nous avons étudié les propiétés de régularité
et de densité pour la transformée de Fourier adaptée du type de celles de la transformée
de Fourier usuelle. Nous voyons cette transformation comme une déformation de la trans-
formée de Fourier usuelle et cherchons & la rendre aussi efficace que cette derniere.

Nos résultats montrent que cette transformation de Fourier naturelle entre G et g* est
continue de S(G) dans C*(V, S(IR?*)) munis de leurs topologies usuelles. Ce qui éclaire
bien la grande régularité de la partie réguliere V de G vu comme 57 G

D’autre part, pour passer & des transformées de Fourier de distributions par transposition,
il est nécessaire d’étudier la densité de I'image de S(G) par € dans C*®(V, S(IR?*)). C’est
ce que nous faisons dans la partie III.

2-Dans le cas ou G est compact:

- Pour que la théorie puisse s’étendre au cas de groupes quelconques, il est nécessaire
d’unifier les deux constructions (celle du cas G nilpotent et celle du cas G compact) puisque
les deux produits-* utilisés sur les orbites de la représentation coadjointe sont de nature
complétement différente. C’est ce que nous ferons dans la partie IV, en définissant un
produit-* de Moyal sur les espaces hermitiens symétriques.

- Nous nous sommes aussi intéressés a la description de la représentation réguliere d’un
groupe G compact en quantifiant par déformation T*(G). Nous décrivons T*(G) comme
une variété de Stieffel. Il existe dans la littérature deux produits-* sur ce type de variété. Ils
sont tous deux covariants. Nous les avons donc étudiés dans I’optique de leur utilisation
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pour décrire la représentation réguliére de G et montré que 'un d’eux permet bien de
réaliser cette représentation, tandis que ’autre n’est pas adapté a ce type de probleme.

Plus précisément, ce travail sera présenté de la fagon suivante:

. Dans le chapitre I, on rappellera en détail les principes de la quantification géométrique
et ceux de la méthode des orbites. On mettra en lumiére les liens entre ces deux méthodes.
Ensuite, on réalisera explicitement la méthode des orbites pour un groupe de Lie nilpotent,
connexe et simplement connexe.

Cette méthode donne bien sir tout G a I’aide de représentations induites unitaires, as-
sociées & des polarisations algébriques réelles des orbites W de la représentation coadjointe
de G. On verra qu’il n’existe en général pas de polarisation géométrique kahlerienne G-
invariante sur W et parallélement qu’on ne peut pas réaliser G au moyen de représentations
induites totalement holomorphes. Cependant, il existe des polarisations géométriques
kahleriennes F' non invariantes.

. Dans le chapitre II, on décrira la quantification par déformation des orbites de la
représentation coadjointe d’un groupe de Lie nilpotent et on montrera qu’elle permet de
reconstruire explicitement G, en utilisant pour chaque orbite une polarisation géométrique
kahlerienne non invariante. On rappelera la construction de la transformée de Fourier
adaptée £ dans le cas nilpotent.

Comme notre but est d’abord d’étudier les propriétés de régularité de cette transformation,
on montrera alors que £ s’écrit:

(E@)© = [ X0 p(eapx)ix
-1
et:
£ (fespX) = [ RO f(e)de.
5.
Puis on donnera une formule intégrale explicite de la fonction a (polynomiale en X ra-
tionnelle en §) sous la forme:

1
a(X,p0,0) = [ X (p,w(eap £X(0,67(), 1)), 3) (22)
0
( X, ¢ et ¢ sont définis dans les propositions (II, 2 , 2) et (II, 2, 3)).

. Dans le chapitre III, on utilisera ce résultat pour démontrer certaines propriétés de £,
entre-autres.
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Théoréme:

Lorsqu’on munit S(G) et C*™ (V, S( IR”‘)) de leurs topologies usuelles, ’application:

£:8(G) — C= (V,S(p, q))

est continue.

Ce résultat est essentiel pour une analyse de Fourier sur les distributions au moyen de £.
Au passage, on montrera une propriété importante dans cette analyse de Fourier qui est
la suivante:

Si Ap, est un opérateur différentiel a coeflicients polynomiaux en (p,q) € IR2F
indépendants de A € V sur C*(V,8(p,q)), alors il existe un opérateur différentiel A,
sur C°(G) a coefficient polynomiaux en z € G (G étant muni de la carte exponentielle)
tel que:

Ay &) pya,A) = z a; ;(A)E(Azp) (la somme est finie). (23)
i,J
Puis on s’intéressera a l'image de S(G) par £ dans C*® (V,S( IR”)). On introduira
I’hypothese (H):
si P(z) est un polynéme en z, alors il existe

un opérateur différentiel Ay , , sur C*°(O) a coefficients
polynomiaux en p, ¢ et rationnels en A tel que :

E(P(2)p) = AxpaE(p),

(H)

et on montrera que:

Théoréme

Si ’hypothése (H) est vraie pour G, €(S(G)) est dense dans C* (V,S(IR“)).

. L’hypothése (H) apparait comme une hypothése technique dans la démonstration du
théoréme plus précisément, elle permet d’établir une réciproque du résultat (23) cité plus
haut. On s’est donc intéressé & déterminer de grandes classes de groupes G pour laquelle
elle est vérifiée, on en construit un certain nombre. En fait, nous.faisons la conjecture
suivante:

Conjecture:

L’hypothése (H) est vérifiée pour tout groupe nilpotent connexe et simplement connexe.

. On a vu que les produits-* utilisés dans la théorie des représentations des groupes
compacts sont de nature trés différentes que ceux utilisés pour les groupes nilpotents.
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Dans le but de trouver un formalisme commun & ces deux théories de déformations, on
construit, dans la quatriéme partie un produit-* dit de Moyal sur les espaces symétriques
hermitiens et compacts.

En effet, sur les orbites de la coadjointe d’un groupe de Lie nilpotent, on a vu qu’il
n’y a pas de structure kihlerienne G-invariante, donc on ne peut pas construire de
produit-* de Berezin sauf dans certain cas, dont celui du groupe de Heisenberg. Pour
ce dernier, on construit le produit-* de Berezin sur les orbites de sa représentation coad-
jointe. L’opérateur d’entrelacement entre les deux produits-* (celui de Moyal et celui de
Berezin) est précisement e%2 ou A est I'opérateur de Laplace sur 'orbite. On donnera
une interprétation géométrique de cet opérateur, qui fait intervenir la symétrie géodesique
autour de chaque point de W. Une telle symétrie avait été envisagée par Moreno [27] et
Unterberger [32].

Puis on étendra cet entrelacement aux espaces symétriques hermitiens compacts, ce qui
permettra de définir un produit de Moyal sur ces espaces donc en particulier sur les orbites
des groupes de Lie compacts simplement connexes. On finira ce chapitre par 'exemple
de S? (la sphére dans IR?), pour qui, comme pour tout espace symétrique de rang 1,
I’opérateur d’entrelacement des deux produits-* est une fonction de A que 'on calcule.

. Dans le chapitre V, on construit la représentation-* réguliére d’un groupe compact G
réalisé comme sous groupe de GL(V), o V est un espace vectoriel réel de dimension n.
T*(G) (le fibré cotangent de G) peut étre décrit comme une orbite de la représentation
coadjointe du groupe produit semi-direct de G avec (n — 1) exemplaires de V, munie de
sa structure symplectique canonique. On étudiera des produits-* proposés 'un par A.
Lichnérowicz [25), 'autre par S. Gutt [19] sur cette variété. Le produit-* de S. Gutt nous
a semblé plus approprié que celui de Lichnérowicz pour notre probléme. On montrera
qu’il admet en fait une représentation intégrale et qu'il permet de décrire agréablement la
représentation réguliére de G.
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I RAPPELS

. Dans ce chapitre on rappellera les principes de la quantification géométrique, ceux de la
méthode des orbites et les liens entre ces deux méthodes puis on réalisera la méthode des
orbites pour un ensemble dense d’orbites génériques de la représentation coadjointe d’un
groupes de Lie nilpotent connexe et simplement connexe. On donnera ensuite un exemple
de groupe de Lie nilpotent G, ou les orbites génériques de la représentation coadjointe
n’admettent pas de polarisation, qui soit & la fois kalherienne et G-invariante.

(I, 1) QUANTIFICATION GEOMETRIQUE

.Soit (W,w) une varieté symplectique. Dans cette partie, on décrira le processus de la
quantification géométrique de W. On traitera en détail le cas holomorphe ou on a une
polarisation kalherienne et on peut définir des états cohérents, ensuite on regardera le cas
ou il existe un groupe de Lie agissant transitivement sur W.

1 PREQUANTIFICATION [24]

Comme nous ’avons vu dans l'introduction, le cadre naturel de cette premiére étape de
la quantification géométrique est la construction d’un fibré en droites complexes au dessus
de W. Décrivons ces objets:

On considére un fibré linéaire complexe 7 : L — W, et une connexion V sur L. Pour
tout champ de vecteurs X sur W, Vx est une application linéaire de ’espace des sections
I'(L) de L dans lui-méme telle que:

Vx(p-8) =¢Vxs+(Xop)s,

pour toute fonction ¢ C® sur W et toute section s dans I'(L). La courbure R de V est
une 2-forme complexe sur W, définie par :

R(X,Y).s = [Vx, Vy]s — Vix y|s-

(X et Y sont des champs de vecteurs sur W et s est dans I'(L)).

. Notons Lg ’ensemble L — {section nulle}. Il existe alors une unique 1-forme complexe a
sur Lo (a est la 1-forme de connexion deV) telle que :

i) Vxs = 2ir < s*a,X > .s, pour tout champ de vecteurs X sur W et toute section s.

ii) 7*R = 2inda.

. Afin de définir un produit scalaire sur ’espace des sections, on introduit une structure
hermitienne sur L:
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Une structure hermitienne h sur L est une fonction sur I’ensemble des couples (¢, ¢') dans
L x L tels que w(q) = w(q'), telle que h induit une structure d’espace de Hilbert sur chaque
fibre L, = n~1(z), ici « décrit W. L’évaluation de h définit sur I'(L) x I'(L) la fonction:

h(s,s')z = h(s(z),s'(z),

si s et s' sont dans I'(L). h sera dite une structure hermitienne a-invariante, si pour tout
champ de vecteurs X sur W, et toute section s, s’ dans I'(L):

Xh(s,s') = h(Vx.s,s') + h(s,Vx.s").

On construit un produit scalaire sur I'( L) en posant:

() = [ h(s(2), /(@) o),

ou du(z) est la mesure de Liouville sur W. Notons H(L) le complété de 1’espace des
sections s dans I'(L) telles que:

ol = [ h(s(2),s(@)du(z) < .
Pour la norme ainsi définie, H(L) est un espace de Hilbert.

Proposition (I, 1, 1) [24]

Une condition nécessaire et suffisante pour l’existence d’une structure hermitienne h
a-invariante est que la 1-forme réelle 2in(a — @) sur L soit exacte. Dans ce cas, h est
unique a une constante positive prés et satisfait:

2im(a —a) = dlogh.

La courbure % est alors une 2-forme réelle, dont la classe dans la cohomologie de Cech

est a valeurs entiéres.

. Notons (L, a, h) un fibré linéaire au dessus de W muni d’une 1-forme de connexion a et
d’une structure hermitienne a-invariante h. Soit £L(W) I’ensemble de ces fibrés. On définit
une relation d’équivalence ~ sur L(W) par:

(Llaaly hl) ~ (L2,02, h2)

8l existe un difféomorphisme 7 : (L;) — (L2) qui envoie fibre a fibre, est linéaire sur
chaque fibre et tel que:

Tray=a; , hpoT=h; et mwpT=m.

14



Dons ce cas Ry = R, la courbure d’un tel fibré ne dépend donc que de sa classe
d’équivalence. Soit £L(W,w) I’ensemble des classes d’équivalences des fibrés (L,a,h) dans
L(W) de courbure R = 2i7rw.

Définition (I, 1, 2)

On dira que (W,w) est préquantifiable, si L(W,w) n’est pas vide.

Rappelons que I'idée de la formulation de la mécanique hamiltonienne est d’associer &
chaque fonction ¢ dans C°°(W) un champ de vecteurs hamiltonien X » tel que:

(X = do.

(on sait que i(X)w est la 1-forme sur W définie par: (X )w(Y) = w(X,Y) pour tout champ
de vecteurs Y sur W).

. Si on note U(W,w) I'ensemble des champs de vecteurs X tels que la 1-forme i(X )w soit
exacte, par construction, ’application :

J:C®(W) — U(W,w)
pr— X,

est surjective et Kerj est réduit a I’espace des fonctions constantes sur W. La suite :

0 —IR— C®(W) ., UW,w)—0 (1)

est donc une suite exacte d’algebres de Lie.

Décrivons maintenant ce qu’est la préquantification de (W,w):

La préquantification de (W,w) est la donneé de I’analogue de cette suite en terme de
groupes. Plus précisément :

Soit, pour i =1,2, un élément (L;,a;,h;) de L(W,w) et T : (L1)o — (L2)o un
difféomorphisme de fibrés. Il existe alors un difféomorphisme unique # de W, tel que
le diagramme :

(L1)o —— (L2)e
m™ Mo
W o— W
soit commutatif (les deux fibrés L; sont équivalents si + = Idw).

Notons E(L,a,h) le groupe engendré par les difféomorphismes de fibrés 7 de L, vers
lui méme. Et soit Dy(W) I’ensemble des difféomorphismes # de W définis par un 7 de
E(L,a,h). Si T appartient & E(L,a, k) alors #*w = w. DL(W) est donc un sous groupe
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du groupe des difféomorphismes symplectiques de W qui ne dépend en fait que de la classe
de L.

7’ . . .
La correspondance 7 —— 7 est surjective par construction. On montre que, si S! est
’ensemble des constantes de module 1, Kerj' o~ S'. Par conséquent la suite :

1— 8" — E(L,a,h) —— Dy(W) —> 1 @)

est une suite exacte. Elle est ’analogue de la suite (1) dans le sens suivant:
Si 7 appartient & E(L, a, h) et s 4 I'(L), on pose:
TS = ToSoT 1.

Alors on a:
Théoréeme (I, 1, 3) [24]
Si ¢ est une fonction C* sur W, et o, le groupe & un parameétre local qu’engendre X @ S

z est un point de W, o, est un difféomorphisme local défini au voisinage de chaque point
pour des petites valeurs de t tel que:

(0, 9}(2) = Xoh(2) = S16u04(2) lmo

pour tout ¢ de C*°(W), alors il existe un unique relévement local 1, de o, dans E(L,a, k)
tel que ¥y = o4 et pour toute section s:

d .
6(p)s = E(Tts)lmo =Vx, s+ 2imps.

Puisque E(L,a,h) agit canoniquement sur I'(L), § est une représentation de 1’algébre de
Lie (C*°(W),{ }) sur I'(L). Si ¢ est réelle et h est a-invariante, §(y) est un opérateur
antisymétrique non partout défini sur I'(L).

2 POLARISATION

Supposons que (W,w) soit une variété préquantifiable. Comme on I’a vu dans
'introduction, I'espace I'(L) n’est pas ’espace des états quantiques usuels. On doit donc
le réduire en introduisant des polarisations.

Définition (I, 1, 4)

Une polarisation géométrique de (W,w) est la donnée d’un sous fibré F de TY(W), c’est &
dire d’un sous espace F; de T,(W)® pour tout x de W tel que:

16



1) w(X,Y)(x) =0 pour tout X, Y dans F;

ii) dimg F; = 3dimW

iii) —iwz(X,X) > 0 pour tout X dans F,

iv) Si X et Y sont des champs tels que X, et Y, appartiennent & F, alors [X,Y],
appartient a F, '

. Soit F' une polarisation géométrique de (W,w), on pose :
B(W)={p € C™ telleque X =0 VX € F}.
Par le 1) de la définition précédente {¢,%} = 0 pour tout ¢ et 3 dans B(W).
Considérons ’ensemble:
CFr(W)={p€C> telleque {p,v} € B(W) V¢ e B(W)}.

Il est clair que les fonctions ¢ de Cg(W) sont telles que (X, X] appartient a F' pour
tout X de F. On dira dans ce cas que ¢ présérve la polarisation géométrique F'. Par
conséquent, si U(W,w, F) désigne I’ensemble des champs de vecteurs hamiltoniens sur W
dont le crochet de Lie présérve F, la suite:

0 —-R—CFW) —UW,w,F)— 0 (3)

est une suite exacte d’algébres de Lie. Pour avoir I’analogue de la suite (3) en termes de
groupe, posons:

D(W,F) = {0 € D(W) tel que 0,F = F},
et
E(L,a,h,F)={r € E(L,a,h) telque #.F =F}.
Avec les notations précédentes la suite:
1—S' — E(L,a,h,F) — D (W,F) —1 (4)

est alors une suite exacte de groupes. E(L, a, h, F) agit canoniquement dans 1’espace des
sections par s — T,8,7 !, cette action laisse 1’espace:

Pr(L)={seI(L) telleque Vx.s=0, VX € F}
invariant. Cet espace est appelé ’espace des sections polarisées. On obtient donc une
représentation § de Cg°(W) dans I'p(L):
6(p)s = Vx, s+ 2imps.
. L’espace des états quantiques noté Hp(L) est le complété de P’espace des éléments s de
I'r(L) verifiant:
I51= [ A(s(@),s(@)du(e) < o0

Notons que cette construction ne nous donne pas la quantification de toutes les fonctions
C sur W: on ne sait construire §(¢) dans H (L)) que pour des observables (des éléments
de C°°(W)) préservant la polarisation.

Dans ce qui suit, nous allons traiter un cas important qui est le cas des polarisations
kahleriennes ou on peut quantifier aussi des fonctions C* sur W qui ne préservent pas la
polarisation, en utilisant une méthode d’états cohérents.
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3 LE CAS HOLOMORPHE

a) Polarisation kalherienne

Définition (I, 1, 5)

Une polarisation F de (W,w) sera dite kélherienne, si F N F = {0}.

Dans ce cas F @ F = T(W)® puisque dimeF, = 1dimW. 1l existe alors une seule
2

structure complexe J, qui admet comme valeur propre ¢ (resp —i) sur F' (resp F). J est
intégrable puisque F est involutive (voir i2i de la définition). D’autre part, pour tout X
et Y de T(W)S,

w(JX,JY) =w(X,Y),

ce qui entraine que g(X,Y) = w(X, JY) est une métrique kalherienne. Il est clair que, si
W est munie de cette structure complexe, le fibré L est un fibré holomorphe, I'r(L) est
I’espace des sections holomorphes. L’évaluation en un point étant continue pour la norme
de Hr(L), les éléments de cet espace de Hilbert sont tous des sections holomorphes et 6(y)
pour ¢ dans Cg°(W) est un opérateur antiadjoint sur Hp(L).

b) Etats cohérents [31]

. La quantification des fonctions ¢ ne préservant pas la polarisation F' (qu’on suppose
kalherienne) impose une modification de I'opérateur 8(y), pour qu’il opére sur Hp(L).
Pour cela, on introduit une projection sur H (L) par la méthode des états cohérents. Plus
précisément:

. Soit m : L — W le fibré de la quantification géométrique construit plus haut. Le fait
que, dans la quantification holomorphe, I’évaluation des sections est continue s’écrit:

Si ¢ appartient & Lo et si 8 est une section holomorphe de L, on pose:

s(n(q)) = 3(9)g-

L’application s — 3(q) est alors une fonctionnelle linéaire continue sur Hp(L). Et par le
théoréme de Riesz, il existe un élémemt e, de Hr(L), appelé état cohérent, tel que:

5(q) =< s,e0 >.
. Supposons qu’il existe une section sy de L qui ne prend pas la valeur 0 sur un ouvert

U dense de W. A chaque point = de U, on associe I’élément e; = e,,(;). L’ensemble
{ez € HF(L), =z € U} forme ce qu’on appelle, un systéme d’états cohérents sur W.

Fixons sg. Si s est une section de L, on lui associe une fonction § sur U par:

s(z) = 3(x)so(x).
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s est holomorphe si et seulement si § I’est. Comme 7(so(x)) = z, alors:

i(2) =< 5,65 >= / h(s(v), ex(v))du(y)
U
=/U§(y)e,(y)h(so(y),So(y))d#(y)
- /U 5(y) T exy ey Sh(s0(y), s0(y))du(y)-

On voit donc apparaitre un noyau reproduisant:

K(z,y) = <ez, ey >h(s0(y), 50())-
On pose alors:

(8'(¢)s)(z) = /U (8(¢)s) (¥) K (2, y)du(y).

Par construction, §'(¢)s est holomorphe méme si §(¢)s ne l'est pas. §'(yp) agit donc sur
HFp(L) (il n’est pas nécessairement partout défini).

4 ACTION D’UN GROUPE DE LIE

.Soit G un groube de Lie, d’algébre de Lie g, agissant sur W. Notons cette action ow.

Définition (I, 1, 6)

On dira que (W,w) est un G-espace symplectique ou que I'action de G est symplectique si
la 2-forme symplectique w est G-invariante.

On dira que ’action de G est fortement symplectique sur W, si elle est symplectique et si
ow .(g) est contenu dans I’espace des champs hamiltoniens sur W.

On dira que Iaction est fortement hamiltonienne, s’il existe un morphisme d’algébres de
Lie X — X de g dans C°(W) tel que ow ,(X) = X 3 pour tout X de g.

. Soit (W,w) un espace G-symplectique, I'image de ow est donc une partie de D(W).
Cherchons a relever oy en une action o, du groupe G dans L de fagon a rendre le diagrame
suivant commutatif:

1 — § — EL,a,h) — DLW) — 1

Nor Tow
G

Pour cela on a vu dans la proposition (I, 1, 1) qu’il faut déja que la classe [w] de la forme
w vue dans la cohomologie de Cech soit entiére.
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Theéoréeme (I, 1, 7) [24]

Supposons que (W, w) est un espace G-symplectique tel que [w] soit entiére et soit [(L, a, h)]
un élément de L(W,w).

Alors, aw peut étre relevée d’une maniére C* en o, : G — E(L,a, h), si et seulement
si action de G est fortement hamiltonnienne (donc s’il existe un morphisme d’algébres de

Lie A de g vers C®°(W).

Lorsqu’elle existe, o, est uniquement détérminée par la relation

dop = 8o

Si les conditions du théoréme ci-dessus sont vérifiées pour (W,w), on dit que W est
préquantifiée de fagon G-invariante. Dans ce cas, G agit sur I'(L) par:

(95)(z) = or(g)s(ow (97" )z).

Prenons une polarisation géométrique F sur W. Si cette polarisation est G-invarinte, alors
G opére sur Hp(L). Si de plus F est une polarisation kilherienne et eq (¢ € L) sont les
états cohérents de L, construits ci-dessus. On a alors:

Proposition (I, 1, 8) [3]]

1) ecq =< 'e, pour tout nombre complexe ¢ non nul,
2) geq = €4, (g)q POUr tout g dans G.

C’est cette derniére proprieté qui est a ’origine du nom d’états cohérents donné aux sections
€g: si G est un groupe d’évolution, les évolutions classique et quantique des états e,
coincident.

(1, 2) LA METHODE DES ORBITES

. Soit G un groupe de Lie connexe et simplement connexe, g son algebre de Lie, g* le dual
de g et W une orbite de la représentation coadjointe de G dans g". On veut construire
une (ou des) représentation(s) unitaire(s) et irréductible(s) = de G associée(s) a 'orbite
W par la méthode des orbites évoquée dans 1'introduction. Pour cela:

. On choisit un point §; dans W. On note:
g(&)={X €g telsque <&,[X,.]>=0}

G(&) ={9€G tels que g& = &}.

G(&o) est alors le stabilisateur de &, c’est un sous groupe de Lie fermé de G d’algébre de
Lie g(£o). La restriction de la forme 2im < &,. > & g(&o) est un caractére de g(&o)-
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Cherchons a exponentier ce caractere en un caractéere unitaire de G(&):

Définition (I, 2, 1)
€o est dit entier si et seulement si il existe un caractére unitaire x¢, de G(&o) tel que:

dx€° =27 < &,. > .

. Dans le cas ou G(&) est connexe, il existe un voisinage de I’élément neutre dans G(&),
difféomorphe & un voisinage V' de 0 dans g(&y) par I'application ezp, et qui engendre G(&).

. Dans le cas ou G(&) n’est pas connexe, soit G(§o)o sa composante connexe de I’élément
neutre, G(£y)' le sous groupe des commutateurs dans G(&p), on pose:

G(&)*® = G(&)/G(&)' , a:G(&) — G(é)™.

D’apres ([9], chap.III), & est alors entier si et seulement si les deux conditions suivantes
sont satisfaites:

i) il existe un homomorphisme xq : G(§), — € * tel que dyo = 2in < &o,. >lgceo)?
i1) il existe un homomorphisme xo : G(&0)o — G(£0)o/G(&o)' N G(&o),, tel que:

X0 = X005 (eq),

Remarque (I, 2, 2)

Si un point £, de W est entier, tout point de W I’est. Ce qui signifie que cette condition
porte sur I'orbite W et non sur un point & particulier de W. Si cette condition est remplie,
on dira donc que W est entiére

. Supposons W entiére et choisissons un caractére x, c’est une représentation de dimension
1 de G(&). On pose:

= tnd x

G(%)1G

Cette représentation induite = n’est pas irréductible en général (sauf si G est abélien). On
va donc agrandir g({o) dans g et chercher a prolonger la forme 2ir < {o,. > a une sous
algebre h de g%, tout en lui imposant de rester un caractére de cette algebre (c’est a dire
que I’ on cherchera h telle que < &, [h, h] >=0).

On dira qu’une telle sous algébre h est subordonnée a ;. Bien siir, si on prend un autre
point £ = g€¢ de W {; est un point de G), Ad(g)h est alors une sous algébre subor. onnée
aé.

21



Définition (I, 2, 3)

Si h est une sous algébre subordonnée en & et de codimension %dz'mW, alors on dira que
h est une polarisation algébrique en &p.

Theoréeme (I, 2, 4) [14]

Pour chaque { dans g* si g est résoluble, ou pour les éléments réguliers de g* au sens de
[14] dans le cas général, il existe une sous algébre h de g€, telle que :

i)h + h est une sous algébre de g°,

ii) Ad(G(€))h C b,

iii) h est isotrope maximale pour la forme bilinéaire définie sur g® par:

w(X,Y)=<¢,[X,Y] >,
iv) h est positive, c’est & dire:
i< &[X,X]>>0 VX €eh

.Soit £ un élément entier de g*, W son orbite et h une polarisation algébrique en &.
On pose d = g N h, on appelle Dy le sous groupe connexe de G d’algebre de Lie d et D
P’ensemble G(£)Dg. D est alors un sous groupe de Lie férmé de G et le caractere x s’étend
d’une maniére unique en un caractére ( noté aussi x) de D, dont la différentielle est la
forme 2i7w < &,. >.

Considérons la représentation induite holomorphe:

m = Hol .
D1G

Elle se réalise ([9], chap. V) dans l’espace des fonctions C* sur G a support compact
modulo D et vérifiant:

f(dg) = Ag,p(d) " x(d)f(9) (9€G, de D), (5)
ou Ag,p représente |[detAdp\g(d)|,
1912 = [ 1f Pduc,p < oo (6)
p\G

ol dug,p est une mesure semi-invariante sur D \ G, définie par:

| etarda = / . [ tda)sapld)itdyin

pour toute fonction ¢ continue, a support compact et:

%|t=of(c:cp —tXg)=(t < &,X > _%TTL\E‘E ad(X)f(g9)) VX € h, (7)

ol on a noté un peu abusivement:

d ) d .d :
Ef(ea:p — (X, +:X32)9) = -sz(ea:p —tX19)+ sz(exp —tX19).

Remarquons que si X est réel, la relation (7) est une conséquence de la relation (5).
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Notons H(x, h) le complété pour la norme (6) de I’espace des fonctions C* sur G verifiant
(5) , (6) et (7), la représentation w se réalise alors sur H(x,h) par :

(7("f)(9) = flag"),

elle est unitaire et irréductible.

(I, 3) LIENS ENTRE LA METHODE DES ORBITES ET LA QUANTIFI-
-CATION GEOMETRIQUE

. Soit W une orbite de la représentation coadjointe d’un groupe de Lie connexe et simple-
ment connexe G, d’algébre de Lie g. Si X est dans g, on pose:

— d .
(X™£)(E) = lemof(ezp —1XE) et X(E)=<X,E>.
Pour tout { dans W, I’ensembe {X ':, X € g} engendre T¢(W). Et la 2-forme

we(X7,Y7) =< &, [X,Y] >,
est une 2-forme symplectique G-invariante.

Nous allons comparer les différentes étapes de la quantification géométrique, et la
méthode des obites sur W:

1. Préquantification - Intégralité

Le premier pas de la méthode des orbites est la donnée d’un caractére x de G(&) le
stabilisateur de &, de différentielle 2ir < &,. > sur P'algébre de Lie g(&) de G(&). Le
premier pas de la quantification gémétrique, est la donnée d’un fibré linéaire avec connexion
au dessus de W de courbure 2inw. Dans ce cas, on a vu que W est préquantifiable de
facon G-invariante, c’est & dire qu’on a les diagrammes commutatifs suivants :

0 — R — CW) — UW,B,) — 0

NA Tdow

g

et
1 — S — E(Lia) — DL(W,ﬂso) —_ 1

N oL Tow
G
avec:  do (X) = (6uANX) et AX)=X.
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En fait ces deux notions sont équivalentes, et on a:

Théoréme (I, 3, 1) [24]

Soit £y dans W. Alors §, est entier si et seulement si W est préquantifiable de fagon
G-invariante.

2 Polarisation

. Soit h une polarisation algébrique en ¢, dans g- On peut, a partir de h, construire une
polarisation géométrique F' C T(W)®, G-invariante sur W.

Proposition (I, 3, 2)

Soit h une polarisation algébrique en &,. Il existe alors une unique polarisation (complexe)
F, G-invariante telle que:
Fo=>X, ,Xeh<.

Preuve
Par construction, F¢, est un sous espace isotrope maximal de T¢o(W)®. Posons:
Foeo = > (Ang)Eeo’ Xeh<.
Ceci est bien défini, car Ad(G({o))h C h. Ce sous-espace est aussi isotrope maximal. La

distribution F' est G-invariante par construction, et elle est intégrable:
Si X et Y sont dans h, on a :

- e d -
(X~ Y7, = B s (Ad(ezth)Y)lto € F,.

Et par construction, ceci se transporte en tout point ¢ de W.

(I, 4) CAS D’ UN GROUPE DE LIE NILPOTENT.

Si G est un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, la méthode des
orbites permet de décrire tout le dual unitaire de G. On va le faire ici pour un ensem-
ble dense d’orbites génériques, afin d’avoir une expression rationnelle de la mesure de
Plancherel. Cette construction due & Kirillov et Dixmier, utilise des polarisations réelles
({23], [15]). On verra dans la quatriéme partie qu’on peut parfois utiliser des polarisations
kalheriennes. Cependent ceci n’est généralament pas possible: on donnera & la fin de ce
paragraphe un exemple de groupe de lie nilpotent G dont aucune des orbites génériques
de la représentation coadjointe n’admet de polarisation qui soit & la fois kilherienne et
G-invariante.
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1 Orbites de la représentation coadjointe

. Soit g une algebre de Lie de dimension n. On pose:

C'(g) = [g, 8], - C*(g) = [g, C* ' (g)]-

On dit que g est une algébre de Lie nilpotente, s'il existe un entier m tel que:

C™(g)#0 et C™'(g)=0.

Fixons une telle algébre, il existe alors une suite d’ideaux de g:

{0}=g,Cg,C...Cg, =g avec dimg =i.

Une telle suite est dite une suite de Jordan-Hélder d’idéaux. D’autre part, si t(s) est
Valgébre des matrices triangulaire d’ordre s, on peut raliser g comme une sous algebre

de Lie de t(s) pour un certain s grace au théoréme d’Ado.( voir par exemple Bourbaki,
Algebres de Lie, Chapitre I).

Soit G 'unique groupe de Lie connexe et simplement connexe, d’algebre de Lie g on sait

que l'application exp : g — G est un difféomorphisme global. Le produit de G s’écrit
alors:

ezpXezpY = expZ(X,Y)
ou Z(X,Y) est une fonction polynomiale. L’action adjointe de G dans g s’écrit:
Ad(ezpX)Y = e*XY ot ad(X)Y =[X,Y].
Soit £ un point du dual g* de g, l’action coadjointe de G dans g* s’écrit:

<g.&,X >=<§AdgT X > VXegVgeQG.

.Soit U(g) ( respectivement S(g) ) l’algébre enveloppante (respectivement l'algtbre
symétrique) de g. S(g) s’identifie a 'ensemble des fonctions polynomiales sur g*, qui est
une algébre de Lie pour le crochet de Poisson {, }. Notons I(g) ’anneau des polynomes
G-invariants sur g*, c’est a dire:

P € I(g) < (X~P)(€) = S Plesp— tX€),., = {X,P} =0, VXeg

et J(g) le corps des fractions rationnelles invariantes sur g*. J(g) est le corps des fractions

de I(g).
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Les orbites de la représentation coadjointe de G dans g* sont des variétés algébriques qui
se prétent & une paramétrisation agréable:

Théoréme (I, 4, 1) [34]

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe d’algébre de Lie g et
de dimension n. Alors il existe un entier k < n, un ouvert de Zariski G-invariant O C g*,
2k fonctions rationnelles p;, q; (7 = 1, ..., k) définies sur O, n — 2k fonctions rationnelles
Am (m =1,...,n — 2k) G-invariantes sur O et un ouvert de Zariski V C R"2* tels que:

i) lapplication: © — V x IR** qui 4 ¢ associe (A(€),p(£),4(€)) est un difféomorphisme,
ii) chaque orbite Wy C O est, par cette application, difféomorphe a {\} x IR%¥,
iii) pour tout X dans g et { dans O

k
<X,6>=X(\p,g) =) a;(X,¢)p; +a (A 9),
k=1

01‘1 aj(A, Q) € IR.(/\) [qj+1, ...,qk].

. La démonstration de ce théoréme se fait par récurence sur la dimension de g, en remontant
une suite de Jordan-Holder de g, et en étudiant les deux cas possibles du passage de g, a

B [14]:
1¢" Cas

I(5j+1) 74 S'(_gj) alors I(gj) C I(5j+1) et il existe A dans I(ng) - I(gj) tel que:
Ay =aXjn+B avec a€lg), BeSg,)
On prend donc comme nouvelle paramétrisation (p',q', \') :
P=p , d=q0, X=(\X\n)
i.e.: l'orbite de G; dans _g; n’a pas augmenté de dimension mais on a un invariant A, ,
de plus (V7 est strictement inclus dans V 7+1).
2¢me Cas

I(5j+1) C S(gj) alors I(5j+1) C I(Sj) et il existe Y dans I(_gj) -Ig,,,) tel que :

{X;+1,YY=2 , Zel(g, ) et Z#0.
On pose:

Pry = Xjp1, Pi=exp— qx; . ad(}(Xjr1)pi

G0 =YZ7Y, g} =exp—qi;, 0d}(Xjp)a
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si ad(}(f)g = {f,9}- On a donc un invariant Y de moins (V +! C VJ) et la dimension
de 'orbite a augmenté de 2. On démontre que les trois propriétés du théoréme sont vraies
dans les deux cas [34].

. Maintenant, si W est une orbite de la représentation coadjointe de G, W est alors une
variété symplectique, si elle est munie de la 2-forme canonique:

we(X™,Y7) =< [X,Y] >= {X, V)¢ = [X,Y],

ceci pour tout X, Y dans g, et £ dans W. La 2-forme w¢ s’ecrit dans la carte donnée par
le théoréme précédent :

k
w=de,~/\dqg

i=1

2 Méthode des orbites

. Soit £ dans O. Puisque G(£) = expg(£) est connexe et simplement connexe, toute orbite
dans g* est entiére. Considérons le paramétrage (p,q, ) de l'ouvert O ~IR?** x V donné
par le théoréme (I, 4, 1) et notons W * lorbite d’un point & = (0,0,)), A € V.

Si on pose :

h={Xeg telque X(}\p,0)=X(}0,0)},

h est alors une sous algébre de g isotrope maximale en & pour la forme bilinéaire induite
par wg, sur g. On définit un caractére x sur h par:

a(X)=2ir <&, X > si X €h,

qu’on exponentie & H = erp h en posant :

xa(ezpX) = <t X>,

La méthode des orbites associe a W la représentation induite unitaire:

™ =ind x.
H1G
7 se réalise dans I’espace H des fonctions f : G — € telles que:

1) f(gh) = xa(h™?) f(g)

2) / 1£(9)[? dg < +oo
G/H
par:

(7(9) £) (¢") = f(g79").
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Soit X}, ..., Xi une base coexponentielle de h dans 8,tout élément g de G se décompose
d’une maniére unique en:

9=goho avec ho€ Het gy= expty Xy...expty Xy (4, ., tx) EIRF.

A toute fonction f de H, on associe alors une fonction
f:G/H - C

définie par: )
f(g0) = f(g0).
™ se réalise donc sur L%(G/H) ~ L} (IR* ) puisque (G/H) = ezpIRX...expIR Xy.

Proposition (I, 4, 2) [1]

Pour tout X de g, si X(p,q,)‘) = Ef=1 aj(A,q).p; + ao(),q) et pour toute fonction
f e (RY),

(v XexpX)f)(t) = exp(i/o ao(exps X ~t)ds) f(ezpX t),

out€ IR¥~ G/H et X~ est le champ canonique de vecteurs sur G/H:

u 0
X_ = ZQJ(t)E
1=1

En particulier, on en déduit:

k 9
T MX) = Zaj(t)wj + i (t).

La démonstration se fait par induction par étage, en suivant la suite de Jordan-Holder.

Théoréme (1, 4, 3) [23]

On a une correspondance bijective entre I’ensemble des orbites de la représentation coad-
Jjointe de G et I’ensemble des classes de représentations unitaires et irréductibles de G.
L’orbite W* associée a une représentation m* est caractérisée par la formule du caractére:

Tr 7)(p) = / (Fp) (€) du(€)
W,
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ou ¢ est une fonction C'* a décroissance rapide sur G, F la transformée de Fourier usuelle

entre G identifié & g et g*, du(€) est la mesure de Liouville sur Porbite W* (du(€) = -2_%‘-(‘;1;;1
si £ = (p,q,))), enfin m(y) est l'opérateur & trace défini sur L2(]Rk) par:

™(p) u = /G ¢(9)m*(g)u dg.

Rappelons aussi que:
Théoréeme (I, 4, 4) [28]
i) Pour toute fonction ¢ dans S(G), 7*(y) est un opérateur borné,

i) si x est le produit de convolution sur G, alors, pour tout couple de fonctions ¢, v

dans §(G),
o x ) = 7 (p)om (),

iii) si p*(g) = ¢(g7") alors (") = (7(¢))*,

iv) siu est dans L*(IR*) et ¢ dans S(G) alors 7*(p)u est un vecteur C* de plus I'ensemble
des vecteurs C*° de 7 noté (L2(IR"))OC> coincide avec § [R¥),

v) On a la formule d’inversion de Plancherel:

o(e)= [ Tr (2) r)ix

ot la fonction rationnelle r()) sur V est définie de la fagon suivante:
si dg (= exp*dX ) est la mesure de Haar de G, sa duale pour la transformée de Fourier est
notée df (c’est une mesure de Lebesgue) et elle se décompose en:

dg = dux(E)r(A)dA.

3 Un contre exemple

Ici, on va donner un exemple d’une algebre de lie nilpotente g dont les orbites générique
n’admettent pas de polarisation F', qui soit & la fois kalherienne et G-invariante.
En effet, soit g I’algébre de Lie nilpotente, engendrée par {Xy, X;,X,,Y} avec:

vV, X;]=X;-1 , >0, , [Y,Xo]=[X;,X;]=0.
Soit W P’orbite du point (A,0,0,0) (A # 0), alors:

X~0|W = A, et 2X~0X2 - (X~1)2IW =0
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Donc, dimW =2 et on a :

~ ~ ~ 2 ~
Xo=2X X5 =g x2=,\%, Y =p.

Si F était une polarisation sur W telle que F N F = {0}, pour tout point de coordonées
(A,p,q) de W, on aurait:

F = > a(p,q), + b(p,q)0, < avec a(p,q)-b(p,q) —@(p,q).b(p,q) #0 Vp,q.

Supposons que F' soit G-invariante, alors puisque ’action de X,~ est —q3,, il doit exister
une fonction complexe 3 de la variable ¢ telle que, pour toute fonction C*° f sur W,

(a(p +tq,49)3, + b(p + tq,9)d,) = B(t)(a(p, 9)0, + b(p,q)0,) f(p + tg, 9)-

fl(p+¢¢.q
Donc:

Si f(p,q) = p, alors au point ¢ = 0 on doit avoir:

a(p,0) = B(t)(a(p,0) + tb(p, 0)). (1)

St f(p,q) = g, alors au point ¢ = 0 on doit avoir:
5p,0) = B(t)b(p,0). (2)
Et donc, 3 est constante et ”egale a 1 car b n’est jamais nulle, par conséquent la premiere

équation est impossible.

Dans un cadre tout différent, celui des groupes G compacts semi-simples, on peut décrire le
dual unitaire de G au moyen cette fois d’induites holomorphes: les orbites sont des variétés
kalheriennes et ’espace des sections polarisées admet un systéme d’états cohérents. Tout
ceci sera développé dans la quatrieme partie.
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II QUANTIFICATION PAR DEFORMATION D’UNE ORBITE DE LA
COADJOINTE D’UN GROUPE DE LIE NILPOTENT ET TRANSFOR-
-MEE DE FOURIER ADAPTEE

. Gardons les notations précédentes. Soit G un groupe de Lie nilpotent, réel, connexe et
simplement connexe, d’algebre de Lie g et g* le dual de g.

. Rappellons que:
- La représentation coadjointe de G dans g* est définie par :

<g6,X >=<(,AdgT'X >, VXeg, Veeg' , VgeG.

- Si W est une orbite de cette représentation, W est alors une sous variété de g*,
l'application: X — X~ de g vers T¢(W), ou X~ est le champs de vecteurs défini par :

(X=1)(6) = 5 Fleap — tXE), .,

est surjective.

- Il existe une structure symplectique sur W donnée par la 2-forme symplectique:
we(X7,YT) =< ¢, [X,)Y]>, VXeg, Vieg'.

Et pour tout X dans g, il existe une fonction X sur W définie par X () =< &, X >, telle
que:

dX = ~i(X"w et {X,¥Y}=X7Y, =<¢[X,Y]>,

ce qui caractérise le crochet de poisson sur C®°(W).

. On munit W d’une paramétrisation particuliére ( dite carte adaptée)

Définition (II, 0, 1)

Un difféomorphisme ¢ : W —IR?* | noté: ¢ — (p, q) est une carte adaptée, s'il vérifie:
k
i) Wemi(pg) = ) dpjAdyg;,

i=1

ii) les fonctions (p;,q;) ( = 1, .., k) sont polynomiales en les variables

zj(€) =< Xj,§ >,
ici {Xj,j = 1,..,k} est une base de g,
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iii) Pour tout X dans g, la fonction X s’écrit:

k

Xoc ' (p, )X (p,q) = Y _ aj(q).pj + a0(q) avec a; € R[gjt1,- ]
i=1

. On montre dans [1] qu’il existe toujours des cartes adaptées sur W. Remarquons aussi
que le théoréme (I, 4, 1) donne une carte adaptée pour toute orbite W, contenue dans un
ouvert O dense et G-invariant de g*.

. Le premier pas de la quantification par déformation de W est de définir un produit-* sur
W. On réalise ceci sur une carte adaptée, en transportant le produit-* de Moyal depuis
IR?* sur W. Le produit-* obtenu est covariant (proposition (II, 1, 4)). On peut donc
construire une représentation-* Eyy, puis une représentation unitaire et irréductible 7}V
de G, associée a ’orbite W et qui dépend de la carte c.

. On restreindra ce produit-* de Moyal sur un espace convenable, qui est ’espace S(W)
des fonctions C*° a décroissance rapide sur W. Ceci permet une construction canonique
des représentations unitaires et irréductibles de G construites au paragraphe précédent par
la théorie de Kirillov.

. Le plan de ce chapitre est le suivant :

1 - On définira le produit-*+ de Moyal sur IR?*, on donnera une formule integrale de ce
produit-*. Par une carte adaptée c, on transporte ce produit-* sur W et on montrera qu'’il
est covariant.

2 - On définira une structure de g-module sur S(W) a partir de laquelle on déduit une
représentation-* Ey.

3 - Griéce 4 la structure d’algebre de (S(W),*), on a une représentation £ de (S(W), )
définie par:
lujv=uxv (u, v € SW)),

qui n’est pas irréductible et, par une polarisation-* kilherienne (non invariante), on con-
struit une représentation T irréductible et fidéle de (S(W), *), dans un espace de Hilbert
isomorphe a L?(IR*). Sur cet espace, on construit une représentation 7% de G unitaire,
irréductible qui coincide avec celle de Kirillov et telle que T entrelace Ew et W,

4 - Par le théoreme (I, 4, 1), on définit le produit-*+ de Moyal sur un ouvert G-invariant O,
dense de g*, puis une transformee de Fourier adaptée E:

€ est définie sur S(G) a valeur dans 'espace C* (V, S( IRZ")) des fonctions C* sur V a

valeur dans § (IR?* ). On montera que:
pour f dans S(G), € (= (\,p,q)) dans O (A dans V et (p,q) dans R?),

E(F)(E) = /5 e=aX0) f(ezpX) dX
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f(ezpX) = /0 KDL f)(€) de,

ou a(X, §) est une fonction réelle polynomiale en X, p, ¢, rationnelle en A, admettant des
poles en dehors de V.

(IL. 1) PRODUIT-x

k
Soit (pj,q;) ( =1, ..., k) un systéme de coordonnées de IR?*. Notons par g = Z dp; Adg;

j
la 2-forme symplectique sur IR%* avec:

k
B(&,€) =) (p; ¢ —pjg;) o £=(p,9), & =(r.4).

i=1

Si on pose:
ﬁ st3<k
Oju = %;
I Ou

si k< j <2k,
0qj—k

le crochet de Poisson de u et v dans C*°( IR“) est alors:

k
e (222 2 s

J=1

On pose:
P"(u,v) = Ai‘j‘....Ai'j'agl,_,gru. 0j,...j, V-
PT7 est un opérateur bidifférentiel nul sur les constantes.
Définition (II, 1, 1)
Pour u et v dans C°°(IR2"),
_ (=)
Uy V= uv+; —1 PT(u,v)
r>o

définit un produit-+ sur IR?* appelé produit-+ de Moyal.
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Remarque (II, 1, 2)
De la définition précédente, on voit immédiatement que:

‘u A Ou - \ Ou
: = q;U D ~—— = iU — A———
qJ qJ 6p_, ’ qJ qJ

pj*u=p]-u—/\-a—u , uxp;=pju+A _Q_zi
qj 9p;

Rappelons (voir I'introduction) que le produit-* de Moyal est lié a la transformation de
Weyl. Il admet donc une écriture sous forme intégrale. Plus précisément:

Si on désigne par F la transformée de Fourier symplectique sur IR

Fu) (¢) = (2m)* /IR“ Py (") d’

et par X g le produit de convolution symplectique sur IR%* défini par :

(u x5 v) (¢) = (2m)~* /IR,,, =B () v(¢ ~ () dC,

on a:

Proposition (II, 1, 3) [20] [26]

Si § (IR?*) est I'espace des fonctions C*® & décroissance rapide sur IR%* et si u et v
appartiennent & § (IR?¥),

i) FoF = IdS(]R"‘)'
ii) F(u) x F(v)= F(uv) (x est la convolution usuelle).

i) (S( IR.Zk)Xﬂ) est une algébre associative et involutive pour la conjugaison (ie:
UV = Usl).

iv) Si on pose :

u v = F(F(u)xg F(v)),

'3

alors:
(u . v)(¢) = (2”)—21:/ . / . u(C')v(C”) ei[ﬂ(C,C”)-f-ﬁ(C”,C')+ﬁ((',C)] d¢'dde”.

v) Si la transformée de Fourier de u et de v est & support compact, alors la série:

S (2= P(u,v)
27 n!

n>0
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converge simplement et dans &' (]Rz") Vers u,v, (S’ (IR**) est le dual topologique de

S (mZk) )
. On peut étendre ce produit-* aux cas ol u ou v est un polynéme en (p, q) par:

Uyl = Z(—)" P"(u v) ( la somme est finie).

n>0

. Maintenant, si W est une orbite de G dans g*, et si c est une carte adaptée de W, on
définit S(W) comme étant 1'espace des fonctions u sur W tel que u o ¢! est dans S (IR** ).

Proposition (II, 1, 4)

i) Le produit-* de Moyal sur IR?* | transporté sur W par ¢, définit un produit-+ sur W qui
est G-covariant.

ii) Si u et v sont dans S(W) alors:

JEEDIGES JREGIGE

iii) S(W) est indépendant du choix de la carte adaptée c.

Preuve
i) Si X est un élément de g, la fonction X’(f) =< £, X > est un polynme de degré 1 en p.
Donc, pour tout X et Y dans g,

PT(X,Y)=0 si r>1

car P est un operateur bidifférentiel ou apparait dans chacun des termes une dérivation
en p d’ordre au moins deux sur X ou Y. Ceci entraine que :

~ ~

XV = X7 - L%, 7).

M|

D’owu: L L o
X+xY-Ys+X=-i{X,Y}

La preuve de i1) résulte du calcul suivant:
/W(u ¥ T)(E)dE = 7t F(u 5)(0) = 7+ (F(u) x5 F(5))(0)
= [ Pax©F@N-6 = [ Fu)OF@©E
w w
=< F(u), F(v) >rL2w)=< 4,V >p2w)= /w u(€)v(€)d€
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iii) découle directement du fait que tout changement de carte (p, ¢) = (p',¢') entre deux
cartes adaptées est polynomial et d’inverse polynomial.

QED

(I1. 2) ACTION DU GROUPE G

. On garde les notations précédentes et on fixe une carte adaptée c de W.

Si X est dans g et u dans S(W), on pose:

L(X)u=iX*u, RX)u=—iuxX, DX)u=iX*+u—ux*X).

Proposition (II, 2, 1)

i) Pour chaque X dans g, les opérateurs L(X), R(X), D(X), sont antisymétriques pour le
produit scalaire dans L*(W, 5%2).
i) ((S(W),*) est un g-module pour chacune des applications L, R et D.

Preuve

i) Soient u et v dans S(W). Alors:

! X v =L TxiX *u
<L(X)u,v>=(m/w (X xux*7)(€) dE= G /W( X xu)(§) d

- (_;7 /W(u viX +)(€) dE =<u,L(-X)v>.

De méme pour Ret D.
ii) En effet, dans 1'algébre End(S(W)) on a pour Xet Y dans g:
(L(X)oL(Y) = L(Y)o L(X))u = (X « ¥ =V x X) x u
=i{X,Y}*u=L([X,Y])u.

De méme pour R et D.
Q.E.D

. On cherche & exponentier ces trois actions de g dans S(W), au groupe G. Faisons-le
pour L, le cas de R et D est tout a fait similaire.

Pour L:

36



On va d’abord donner une expression de L(X)u pour u dans S(W) et X dans g :

L(X)ju=iX +U=i)_ (dl P"(X ,u).

= 2rr!
Et:
o (-1)r! rxr o u
P'(X,u)=
(X,u) a__:(a;. ) ay!...ar! (0gq1)%...(0Ogqk)%* (Opi)*i...(Opk)**
|a|=r’
k ~
(=) (r-1) oXr 0"u
YT X alal Ga) 00 Ga)Om O
|la|=r—1
Mais .
X(p,0) =Y aj(q)p; +aols) avec a; € Rgjs1,..., ]
j=1

Ce qui entraine que:

k .
(z)r+l araj(q) aru
L(X)u = .
e 22(2) 2a)axl (0q1)*.(0qe)™* *’ (p1)™...(Opx)**

fa|=r

k .
Gy alayg) oru
+ZE E 2ra,!...ax! ((9q1)"1...(Jc'iqk)“‘|= 0q;(Op1)®1...(Opk)**

. ()" 9" a.(q) 0"u
T Z_: Z 2ra;!...ax! (0q1)%...(0qx)%* (8p1)®...(Opk)*

Si on désigne la transformée de fourier usuelle partielle par rapport aux variables
b= (Pl, --,Pk) par fp, on a:

Fylpiu) (@,0) =i 5 Fy(w) (2,9)

J

et

%, (5o) (2.0) =i 2 F(u) (220).

Alors :
Fp (L(X)u) (z,9) =
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(-1

(=)

0"a(q) T1\®  /Tp\®
ar!...ag! (aql)al...qu)aa (?) (?k)

_1\r-1 ar—laj Tp\ 01 p
2 511!%.).%! (aql)“l...((gzl)c)“k (?) (7k

L 0

5; Fo() (2,9)

)2

5 () (.0)

Fp(u) (2,9)

o i (a- %))fp(u)(:v,a)

a, ay a
= (MZ';“) apl...a! (aql)"l(i.((gc)lk)“h (%) (%) k
laj=r
k
(B L -92
j= j=1
= ( Z; a; (q -~ %) - 3_(31 + %a—i) + iao(q - -:25)) Fo(u)(z,q).
j=
. Posons:
L(X) = FpoL(X)oF = X + iao g - 5)
: ) ay . .
=Y i (1-3) (- 5; +3 5) +ieo(a-3)
On a alors:

Proposition (II, 2, 2) [3]

X est un champ de vecteurs sur IR?*. Son flot est:

9(t) = ezptX(z,q) = (ﬁ;,t,ﬁa,t)

avec
_— — tag
Pkt =zk —tar , Gy = qr + <>
et, par induction,
¢ 1
Pu=zi= [ ai(Ta-35,0)ds (<))
0
1
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Preuve

On cherche ¢ :IR — IR?* telle que:

d — k 1
700 =%\, =D i = 3)(=0:; +359,) et $(0) = (z,9).
7=1

Posons:
z;(8(8)) = yi(t), qi(8(2)) = z;(t).

Alors:

d Y dy; 0 dz; 8

dt g dt Oz; o) dt Bq,-lw)
avec:

dy; t

— == - _y_g_)) et y;(0) = z;.

Puisque a; est une constante, on a:

t
Yi(t) = —tar + 2 et z(t) = Eak + qk.
D’ou
dy. - t
Bt (1) = e (a1(t) - ) et yii(0) = 2an.
dt 2
Ce qui entraine que:

e L COR )t

De méme pour zx_;. Et, par itération, on a prouvé la proposition.

Théoréme (II, 2, 3) (3]

Soit X € g. Alors, pour tout u dans S(IR?¥), I'équation :

9 —
(*) 5 F(tva"’Q) = (L(X)oF) (t,z, q)
avec la condition au bord F(0,z,q) = u(z, q), admet une unique solution:
t — —
F(t,z,q) = expi / o (z/;(e:tp sX(:c,q)))dsu (ea:pt X(z,q)).
0
ot la fonction v :IR* xIR¥ —IRF est définie par Y(p,9) =q—%.
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Et si on pose :

(W(t, X)u)(z,9) = F(t,2,9),
on définit ainsi un opérateur sur S(IR?¥) qui admet une unique extension unitaire sur
L2(IR,2k).
Preuve

. De l’expression de L’Z}) (= X +iag (¢g—%)) et d’apres la proposition précédente, F(t,z, q)
vérifie I’equation différentielle (*), et on a bien

F(0,z,q) = u(z,9q).

L’unicité de F découle de 'unicité de la solution d’une équation différentielle avec condition
initiale.
D’autre part, si u est une fonction de L2(IR?*), alors:

- dzrdg
2 _ 2
Wt Xyullaon = [ 1 u(eept®ie,0) P Gt

Mais, comme ’application (z, q) — ezptX(z,q) est de Jacobien 1 (proposition (II, 2, 2)),
alors:

[W(t, X)ull2 = |lullL2,

ce qui montre que W (¢, X) est un opérateur unitaire sur L2(IR2").

QE.D
L’application ¢ —— W(t, X )u de IR vers L2(IR2") étant continue, et puisque:
Wty 4+ t2, X)u = W(t1,X)oeW(t2, X)u,
alors W(t, X) est un groupe a un parameétre d’opérateurs unitaires sur L2(]R2k) qui admet

comme générateur infinitésimal F,o L(X),F; ! sur S(IR*F).

Posons:

Ut,X)=FoW(t,X)oF:.
On a alors:

Proposition (II, 2, 4) [3]

Pour tout X dans g, il existe un unique groupe & un paramétre unitaire U(t, X) sur L*(W)
tel que:
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1) S(W) est inclus dans le domaine du générateur de U(t, X) et stable sous U(t, X).
2) Sur (W), on a:

LUt X))o = L(X).

3) I existe une unique représentation unitaire L de G dans L*(W)) telle que, sur S(W)),

% L(exptX),_, = L(X), (X €g).

Corollaire (I1, 2, 5) [2]
Pour u dans S(IR?**), et X dans g:

Fp (L(e:cth)u) (z,q) = expt /ot ap (¢(ezp - srX_(:v,q))) ds.(Fpu) (e:z:p - t)_((:v,q)).

Définition (II, 2, 6)

Pour g dans G et u dans S(W), on définit la représentation-*+ Ew par:

Ew(g) *u = L(g)u.

Comme, par définition,

(e X)u) *v = €(X)(u *v),

alors:
(L(g)u) * v = L(g)(u *v).

D’autre part, » et D ont les mémes propriétés que £, on définira donc de méme les
représentations L(g) et D(g) de G dans S(W) et on posera:

R(glu=uxEw(9™') D(g9) = Ew(g)*u*Ew(g™").

Enfin, par construction,

u* R(g)v = R(g)(u *v)
et D(g) est un automorphisma de (S(W), *).
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(II, 3) POLARISATION-*

. Fixons une carte adaptée c, considérons les deux représentations régulieres £ et r de
S(W) définies par:
L(u)v =u*v, r(u)v =v*u.

On a vu que, pour g dans G et u dans S(W),

¢(Ew(g) * u) = L(g)ot(v).

Enfin, il est clair que si V est un sous-espace de S(W) £-invariant, alors V' est G-invariant.
On va maintenant chercher V tel que la restriction de £ & V soit irréductible.

2 2
Sion pose @ =2F¢ 3 , on a alors:

Proposition (II, 3, 1) (3]
) QeS(W), O=Q, FQ=Q, ||Qr:=1etQ*xQ=1Q,
i) €(u) et r(u) sont des opérateurs bornés pour la norme de L*(IR?%F, %ﬂfﬁ-),

iii) r(Q)L? (W) est £-invariant.

Preuve
i) S’obtient par un calcul direct.

ii) si u et v sont dans S(W), alors:

2 = 1 u*v-uTv = ! U*V*D *U
e = g [, (s oW1 = g [ dé
! T*xU = ;- VD *xU)U
=(§1r—)kfwu(v*v*u)d£— )t /W( Yud€
1 ?Nu = 1 VD uxu)(—
= Gt [ e D@t = g [ o em R a6
1 _ —
< Gyt |, F@* wI@IFE + D).
Mais:
F(v *B)(€)] = |F(v) x5 FE)(E)]
< (1)~ /w [Fo)(€)PdeP}] /W F(o)()[Pde]}.
D’ou

leu(@)IZ2 < lvllZa-

De méme pour r.
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iii) Soit v dans r(Q)L3(W). 1l existe alors u dans L?(W) telle que v = u * 2, et donc si v’
est dans S(W),

L= xv=(v*u)*Q=r(Q)v *u)

Ceci est vrai pour tout v' dans S(W). De plus r(Q)L?(W) est non vide, il contient (2.
QED

Proposition (II, 3, 2) 3]
Pour ! = (1, ..., 1x) dansIN* | on pose:

1

— ik ITRFPUAY 1 1 - -
Q= =o:J=1(pJ +1q;)* * 9219([!)1/2'

On a alors:

1) O € L2(W) et *m = 61,,", ’

ii) le systéme {Q * Qy, | et m dans IN*} est une base hilbertienne de L*(W),
iii) le systéme {Q;, | € IN*} est orthonormé dans L*(W) et maximal dans r(2)L*(W),
iv) a équivalence prés, il existe une seule représentation T de (S(W), *) qui est fidele et
irréductible; essentiellement T est la réstriction de ¢ & r(Q)L*(W).

Remarques (11, 3, 3) (2]

1) Considérons les fonctions de Hermite dans L*(IR*):

(g A s k
(21 /2 eT o7 €, le IN".

{h1, 1 € IN*} est une base hilbertienne de L?(IR*) et si on pose :

hi(z) =

U : r(Q)LAH(W) — LA(IRY),
Q— hy,

U est un isomorphisme. Par conséqaent T se rcalise sur LZ(IRk) de la fagon suivante:
siu € S(W), fe L*(IRF),
(T(w) £) &) = ((tetw)t ™) £) ®)

De plus, puisque :

(pj+1g;)~ = (2(; + 1))%Ql+[j] et (pj —igj)* = (211'))%91-[1']

alors: 5
U(gi * W) () =5 hm (C) et U(pj*Qm) = —i'az_ hm(¢)-
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2) Soit S la transformation sur S(W) définie par :

s+t
2 )-

(Su)(t,8) = (Fpu)(t - s,
Alors:
S(uxv)(p,q) = (27r):5£ /IR," Su(p,t)Sv(t, q)dt.

De plus, si f est dans L*(IRF),
(T(u) f)(t) = /W(s u)(t,s) f(s) ds.

3) La construction précédente correspond & un choix d’une polarisation (complexe)

kalherienne non invariante en général. En effet soit FF = > ?‘Z; , J=1.,k <, on

%,- est le champ hamiltonien associé a la fonction z; = p; + ig;. Considérons I’ensemble:

K={uecSW) telleque uxz;=zj)u Vj=1,.,k}.

Comme ¢~1(0,0) = &, I’équation u * z; = zj(£o)u s’ ecrit:

u*x(p; +1¢;)=0 pour j=1,.,k
et admet donc comme solution u(p,q) = f(p + iq)e_("2+qz). Par conséquent:
K =r(Q)L*(W),
puisque parmi les vecteurs *ﬁm, les seuls qui sont dans K sont les ;.
. D’autre part, si on choisit une polarisation algébrique réelle en ¢, = ¢=1(0, 0) par exemple
Palgébre h C g définie en (I, 4, 2), alors la polarisation-* est I'espace:
V={ueSW) \ u*xX=0 (Xeh)
={ueSW) \ uxqg;=0 (j=1,..k)}
Donc les fonctions u de V sont les fonctions de la forme:
u = f(g)e
ot f(q) est C*™ en q. On obtient donc des fonctions qui ne sont pas dans L*(W).

. Maintenant, soit (T, H) la représentation fidéle, unitaire et irréductible de (S(W),*). 1l
existe une représentation unitaire unique 7 de G dans H telle que:

T(Ew(g)*u) = m(g9)oT(u) Vg€ G et Vu € S(W).
Alors:
T(Ew(g) *u* Ew(g'™")) = 7(g)oT(w)om(¢"").

Proposition (II, 3, 4) [2]

La représentation m de G définie cidessus coincide avec la représentation unitaire et
irréductible ¥ associée & 'orbite W par la méthode des orbites de Kirillov.
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Preuve

Considérons la réalisation de (7, H) donnée dans la remarque (II, 3, 3):

H=IX(R), T(u)f = [Uelold)f.

Soit {h; , | €IN*} la base de L2(IR¥), formée par les fonctions de Hermite h;.
a) Puisque:

1\/- V2

zihi(z) = (1 + )2 huag) + —(’ Vi hu_gj = U(g; * )

et comme g¢; * ¢; = ¢jg; pour tout i et j, alors, pour tout polynome a(q) en ¢, on a:
U(a(q) * ) = a(z)hy(z).

b) Puisque U(p;j * Um) = —i52= hm(z) et, si m # j, on voit que:
J dz;

0
UPj * gm *Um) = w:m ; hm(z).
D’ou, si X appartient a g et

k

X(p,9) =) aj(9)p; + ao(g)
Jj=1
et si u appartient & L2(W) et
U= Zal,le *ﬁma
Im

a) et b) entrainent que:

T(L(X)u).ha = U (X * (% Q) = Y a1, mld (3 * 1% Q # Qo x Q)

Im

- Zza, ,.LI[Z (ej(q)p; + ao(q)) * Q]

j=1
-3 “f(“”)aT,. + ico(@)T(w)hn = 7" (X)oT()]hn.
-
En effet, on a vu dans la proposition (I, 4, 2) que:
. d
7rW(X) = Zaj(z)aTj + ta(z).
i=1
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. Maintenant, si 7’ est une représentation de G vérifiant la relation

T[L(g)u] = 7'(9)s T(w),

alors, pour §}, on a:

T[L(g)Su]ho = [r'(g)oU)(u) = 7'(g)hy,
donc:
m'(g) = m(g) = 7" (9).
Q.E.D

Remarque (II, 3, 5) 2]

. Considérons la représentation unitaire de G x G réalisée dans L*(W) par:

(L ® R)(91,92)u = L(g1)oR(g2)u

L(X)u=iX*u, RXju=-wu*+xX Xeg

Vu les expressions de L(X) et de R(X) données dans le corolaire (II, 2, 5) qui sont des
opérateurs différentiels & coefficients polynomaux en (p, q), alors une fonction u de L(W)
est un vecteur C*™ de L@ R si et seulement si Du appartient & L2(W), pour tout opérateur

differentiel D a coefficients polynomaux, ce qui est équivalent & dire que u est dans S(W)
ou encore que, Si:

u = Zal’mﬂl *ﬁm,

Im

la suite (ay,m) est a décroissance rapide: pour tout polynome @ de deux variables:

sup|Q(l, m)aum| < oo.

. Enfin dans toute la construction précédente on a supposé la carte adaptée c fixée, mais:

Proposition (II, 3, 6) [2]

Deux cartes adaptées distinctes définissent deux structures d’algébres isomorphes sur

S(W).
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Preuve

Soit ¢’ une autre carte adaptée et *', ] les objets définis par la carte ¢’. On pose:
(U * W) = Y+ W 1.

Alors ¢ est un opérateur unitaire de L?(W) sur lui-méme et si u s’écrit:

u = Eal,mﬂl *-ﬁm’

I,m

u est dans S(W) si et seulement si la suite (aj,) est a décroissance rapide. Donc

P(S(W)) = S(W).
Et puisque:

(QI *ﬁm) * (Ql’ *ﬁm’ = 61’,le *ﬁm' et *ﬁm = (Qm *ﬁl),
alors ¢ est 'isomorphisme recherché:

p(uxv) = p(u) ¥ p(v) et (@) = p(u).

Q.E.D

(II, 4) TRANSFORMEE DE FOURIER ADAPTEE

Considérons la carte C, donnée par le théoréeme (I, 4, 1). C est une carte adaptée pour un
ensemble O, G-invariant, dense dans g*. Posons C({) = (), p,q) et notons W Porbite du
point C~1(},0,0).

Définition (II, 4, 1)

Pour u et v dans C*°(O), on pose:

(u*v)(P, g, A) = (uy,, *9),, )P, g) =uv + Z(;)’%P'(ulwuvlwx )-
r>1

Ceci définit un produit-* sur O, qu’on appellera produit de Moyal sur O.

Remarque(Il, 4, 2)
1) Siuy,, etv,, sont dans S(W?*), alors (u *v),, converge et est dans S(WH).

2) Ce produit-* est tangentiel. Cette propriété signifie que uxv|_, ne dépend que deu
et de v ,. En particulier, pour toute fonction f G-invariante sur O, f xu = ux f = fu,
puisque f est constante sur chaque orbite w.
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. Soit (7r)‘,"H) la représentation unitaire et irréductible de G associée a ’orbite WA. Notons
Hoo l'espace des vecteurs C™ de la représentation 7*, et HS(H) 'espace des opérateurs

de Hilbert-Schmidt sur H. On pose pour A dans HS(H) et (g1,92) dans G x G:

p(91,92)4 = 7 (g1)eAom(g5 ).

p* est une representatlon unitaire de G x G dans HS(H), notons H.S(H) 'espace des
vecteurs C® de p*.

D’autre part, soit (T, H) la réalisation de la représentation de (S(W?), *) définie dans la
proposition (II, 3, 2), on a alors:

Proposition (II, 4, 3)
i) Pour u dans S(W?):
dpd
Tr(@w)= [ uie0) Gk

ii) T* est une transformation unitaire de L*(Wy) dans HS(H) en particulier:

I T2() s = Il  lzaqwn),

iif) Si (L ® R)* est la représentation de G x G dans S(W?*) définie plus haut, alors pour
u dans S(W?):

T*((L® R)(91,92)u) = (g1, 92)T(u).

Preuve:

i) Soit u dans S(W?*). Posons:

u= E aym * Q-

I,m
Alors
Tr(T’\(u)) = Y <Twhn,hn>.
nEINb
Et puisque:
T (u)hy = UL hy = U(u * Qy),
on a: _
Tr(T*) =Y Y atm < W 00, 20 >
n Im
Mais:

Qo * QA = bmnSl et QxQ=Q.
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Donc :

Tr(TA(u)) = Z Z Apm <, Ry > 60 = Z U m g Q+Q,, él:i)i
n Im I,m s

_ dpdq

ii) On a bien siir:
1Tl = Tr(TA @) TA(w)") = Tr(TA(w)eTX(®))
= Tr(Ta\(u *g)) = /Wx(u +7)(p,q) dpdq

(2m)*
dpdg
= 2 - 2
= [, W9 Gk = 1w sy
et il est facile de voir que T a une image dense dans HS, en utilisant les fonctions hy,.

iii) Si u est dans S(W*), alors u est un vecteur C* de (L ® R)* et on a:

T((L® R (91,92)u) = T ((La(g)oRa(g2)u) = ™(g1)oT(w)om(95")
= p*(91,92)T(u).
Q.E.D.

Corollaire (II, 4, 4)
u appartient & S(W?) si et seulement si T*(u) appartient & HS(H)oo-

. Maintenant, soit f dans ’espace S(G) des fonctions C* & décroissance rapide sur G,
'opérateur 7*(f) défini dans (I, 4, 3) est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur H. De plus
par construction 7*( f) est un vecteur C*® de p*.

Donc (T*)~! (x*(f)) est un vecteur C* de (L ® R)*, il est donc dans S(W?).
Définition (II, 4, 5)
Pour f dans §(G), on pose :

E(f)yr = ((TA):lw)\)f.

Alors £(f) est une fonction sur O telle que pour tout A dans V, £(f),, , est dans S(W?).
On appellera cette fonction E( f ) la Transformée de Fourier adaptée de | f. On notera £(f)x
la restriction E(f)l,,» de E(S) & w2,
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Proposition (II, 4, 6)

i) Soit f et f' dans S(G). Si on désigne par (x) le produit de convolution défini par :

(Fx £0)= [ flag"™) £1(5")dd,
on a alors:
E(f x f') = E(f) * E(f")-
ii) Si on note par § Ia fonction f(g) = f(g~1), alors:

£(f) = E().

Preuve

i) Puisque * est un produit-* tangentiel sur O, il se restreint aux orbites. Il suffit donc

de vérifier la forrnule ci-dessus pour la restriction aux orbites W), lorsque A décrit V. En
effet, on a:

E(f % hwy = (@ (P x £9) = (@7 (P(£er*(f)
= (T (P() * @7 ()
= E(Hiw, * ES i, -
i1) Ce résultat découle de:
TE(S)) =) = ()"
(TAES)" =TED).

Q.E.D

On peut donner une formule intégrale de cette transformée de Fourrie adaptée, qui
généralise le cas abélien, plus précisement:

Théoreme (II, 4, 7) (2]

1) II existe une fonction réelle a(X,) sur g X O, qui, si O est identifié 4 V x IR2k est
polynomiale en X, p et g, rationnelle en ), réguliére sur V, et telle que :

E(f)p,a, ) = / (foezp) (X) e~ io(Xpa N gx
£

dpdq

myF

f(ezpX) = /o e XPINE(f)(p, g, \r(A)
2) E(f) est C*® sur O.
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Preuve

Dans le théoréme, les mesures dX, df, dg sont normalisées de la fagon suivante:

dpdg
e
et la transformée de Fourier usuelle entre (L?(g,dX) et (L*(g*,df) est unitaire. r(A)dA

est alors la mesure de Plancherel (voir la proposition(l, 4, 4)). Rappelons qu’en effet la
formule de Plancherel s’écrit:

d(expX) = exp*d(X) , d€é=r(N)

feapX) = (Eterp-200) () = [ rOTr (2 (L)

- /v rN)Tr(n*(ezp = X)onX(f)) dA
Mais:

Tr(x(eap = X)o 7(f)) = Tr (v (ezp = X), T*(S(f)))
M =Tr(T (L(exp X)E(£))
/ L(ea:p X)S(f)) (p,q,7) (zpd)qk

Donc :

fleapX) = [ [ r)-(Eezp - X02() 7.0, e )i dx

= f () / (Leap - 20E(1) 0.0.3) 757 )m dr.

D’aprés le corollaire (II, 2, 5), on peut écrire ceci sous la forme:

f(ezpX) = /vr(/\) R expi /olao (z,b(e:cpsf(ﬂ,q, A))) ds

(]:pg(f)) (esz(O, q, /\)) (o d)qk/z d,

siX =Y 5 @ (9) P+ aolg)-
Avec les notations de la proposition (II, 2, 2), on en déduit:

e.z‘ptj(-(% q) = (P, 0 G ‘) i=1,....k
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ou:

p; =— /01 a; (zb(e:cps-X-(O,q,)\))ds, G =q; — % /01 a; (z,/)(e:cpsf(o,q, /\))ds

Et alors :

flezpX) = /v r()) /]R" exps /0 . (¢(ezp37(o,q,A)))ds

dpdq _dpdg

.eTp — 1 < 5,}) > g(f)(p’-q-a A) (2 )k/2

Donc:

flempx)= [r0) [ comi [ [Za,- ($(e2psX(0,4,0))p;

i=1

+ a0 (W(eapsX (0,4, A)))] dsE(f) (p,7, A)(z" ”;32 d\.

Vu 'expression de §, le changement de variable ¢ — ¢(q) =7 a 1 comme jacobien (voir
proposition (II, 2, 2)), ce qui entraine que:

€xps b 3 d d
f(esz)_// e % (p(expsX 0,67 @ N2) &) (p,q,/\)r(/\)(zp)g/zd/\

Et donc, la fonction a(X, p, g, A) définie par:

1
oXpa N = [ X(p#(eapsT(0,67(0), 1), N) ds
0
est polynomiale en X, p et ¢, rationnelle en XA et réguliére sur O.

. D’autre part, pour tout A fixé dans V, on pose:

\I’I(P, q) = / f(CIpX)e_'.“(X»P,q,»\)dX.
-4

La fonction ¥ est C*, bornée sur W* puisque la fonction a est polynomiale en X, p, q.
Mais pour [ et m dansIN *:

< \I’f, Q Q >|L2(wl) / f(e:ch)/ eia(X,p.q, )‘)QI * Q d}:lq aX.

Mais d’aprés le calcul (1) plus haut, si u est dans S(W?*):

dpdq
(2m)k
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Donc:

<O, Q*Qm >p2wry = /f(e:sz)Tr[T'\(L(exp - X)) *ﬁm)]dX
g

- / f(expX )Tr[(n*(ezp — X)oT ( * T,,)]dX.
g

Or:
Trim*(L(ezp — X)oT (U * Q)] = ) < TX(Q * Qm)hn, 7 (€2pX )hn > p2(IRx)
— E < U(Q’ * ﬁm *-Qn), WA(CQPX)hn >L3(IR,")

= bmn < i, (ezpX)hn > 2 IRy
=< hi,m*(ezpX)hm > 2Ry
=< h,,7r’\(esz)hm > 12(IR*) -

D’ou :
<Up, U QU >2wny = / f(ezpX) < 7*(expX Yhm, by > dX
-1

=< 1 (fhm, bt >=< T*(E(F)r) b, bu >

(2)
=< ULE(F)A)U g, bt >=< LE(F)A) R, U >

=< E(f)r * Qm, U >= / E(f)r* Qm * Ql(d;d)i

/ 5(f),\Qz*Q =< g(f)x,ﬂz*ﬂ >.

(2 )"
On a donc bien ¥ = £(f)a.
2) Evidemment:

E(f)(p,q,7) = / (foezp) (X) e~e(XpaNgx
-1

est C™ en (p,q, ) sur O puisque la fonction a est polynomiale en X et f € §(G).
Q.E.D
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III PROPRIETES DE &

Dans le chapitre précédent, on a vu que la transformation £ s’écrit:
(5N)© = [ e f(ezpX)ax
g

et

e (@) eapX) = [ eHKOp(e)it,
g

ou la fonction a est polynomiale en X, rationnelle en £, réguliére sur O.

Si G est abélien, a(X,£) est < £, X > et on retrouve la transformée de Fourier usuelle. £
apparait ainsi comme une déformation de la transformée de Fourier abélienne. Il est donc
naturel de voir ce qu'il advient de la régularité de £ et de la densité de I'image de S(G)
par £. Par exemple si on veut étendre £ & des espaces de distributions, on a besoin de
propriétés de régularité et de densité.

Gardons les notations précédentes. Dans la premiére partie de ce chapitre on va établir
certaines proprietés de régularité de £, entre autres:

£:5(G) = C™ (v,S(IR“))
est continue. Dans la deuxiéme partie, on s’intéressera a la densité de I'image de S(G)

dans C (v, S(IR“)).

(I11, 1) REGULARITE DE £

Théoréme (III,1 ,1)

Si on munit §(G) et C=(V, §( IRzk)) de leurs topologies usuelles, alors ’application:
£:8(G) — C®(V, S(IR?*))

est continue.

Avant de démontrer le théoréme, on va établir quelques résultats préliminaires qui ont un
interét en soi:

Fixons A et notons £(f)x la restriction de £(f) &4 W?. Soit p* la représentation de G x G
dans HS(L?(IR)), définie dans la proposition (I, 4, 3):

PM(91,92)4 = ™ (91)o Ao (92) "
si g1, g2 sont dans G et A dans HS(L?(IRF)).
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On construit une représentation de G x G qu’on notera encore p* sur LZ(IR% ), considéré
comme espace des noyaux des opérateurs de H.S' (Lz(IRk)) par :

p*(g1,92)K[A] = K [p*(91,92)4]
si K[A] est le noyau de opérateur A de HS((L*(IRF)).
Considérons la représentation (L ® R)* de G x G dans LZ(W?*) définie par:
(L ® R)* (91,92)u = La(91)e Ra(g2)u (u € L*(W?) (g1,92) € G x G).
Notons (P,Q) (P €eIR*,Q €IR*) un point deIR?*. Une fonction K de L*(IR?*) est donc
fonction de P et de Q. Nous noterons également (7*)p (resp. (7*)g) l'action du groupe
G sur les fonctions K qui se déduit par opération de la représentation 7* sur les variables
P seulement (resp. @) seulement), alors on a:
Proposition (III, 1, 2)
1) Si K est dans L? (IR?*), alors:
(P*( 91, 92)-K)(P,Q) = p( g1)om)( 92)K(P, Q),

pour tout g, g dans G et (P,Q) de IR%*.
2) p* et (L® R)* sont unitairement équivalentes et pour tout u dans S(IR), et g1, g2 dans
G:

K[TNL®R( g1, g2)-u)l = p*( g1, 92)-K [T (w)],

Preuve
Soit A dans HS(L2(]R’°)), K(P,Q) son noyau dans L? (IR“), u et v deux fonctions dans

L? (IRF¥), alors:
< (P g1, ¢2)A),v > =< A onX(g7 " Yu, 7 (g7 v >
= J o KPQES( 97 (@B 61 )0)(P)APAQ
- / <y 9w, K(P,) > (n3( 91 )v)(P)dP
- /mk < (73( g2)K), T > (w}( o7 Jo)(P)dP
= [ o B u(@)3 a7 Ie)(P)APAQ
= [ <TR(@E), (35w > w(@)dQ

- / w3 91)(m3( 92)E) (P, Q)u(Q)B(P)dPdQ

—< /m~ (73(91)- (T 9 K)(» Qu(@)d@Q,v > .
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Donc:
K[p*( 91, 92)A] = 7p( 91) (73 ( 92)K[A]).

2) Les espaces de réalisation de p* et (L ® R)* sont isomorphes & L? (IR?**). Et puisque:
P91, 92)TH(u) = 7*(91)eTXw)om(937) = T*(La( 1) Ra( g2)u)
= T*((L ® R)*u).

et que:
P (g1, 92)K[A] = K[p*( g1, g2)4],

on a alors ’entrelacement annoncé.

Q.E.D

Remarque (III, 1, 3)

Soit L, (resp R, ), la représentation réguliere gauche (resp droite) de G dans L*(G) définie
par:

(Lof)9") =F(a79), (Ry(N))d')=f(d'9)), (9€G, feL*Q)).

Puisque:

TA(LA(9)E(F)r) = 7 (9)oTH(E(F)A) = 7M(g) o7 (f) = 7 (L4 f)
=T (E(Lyf)a),
et que T* est une représentation fidéle, alors :

LA(9Ef)r = E(Lgf)r, RA(9)E(f)r = E(Ryf)a-

Donc, si g; et g; sont dans G et f dans L?(G)) et si nous notons 7(g1,g2) l'opérateur
Ly, o Ry,, alors:

Lx(91)oRa(92)E(f)x = E(Lg, o Ry, f)r = £(7(91,92)f) -
Donc £y entrelace les deux représentations T et (L ® R)* de G x G dans S(G) et S(W?).

Proposition (III, 1, 4)
Si A est un opérateur différentiel 4 coefficients polynomiaux en P et Q sur L? (IR**), alors:
A=)"a;j(Ne Vi, V;) (somme finie),
ij

ou V;, V; sont des éléments de I'algébre enveloppante U(g) de g et a; j(\) est une fonction
rationnelle sur V admettant des péles en dehors de V.

96



Preuve

On prouve ceci par récurrence sur la dimension de g.
Si dimg = 1, c’est evident. Supposons que I'assertion soit vraie pour dimg < n — 1. Soit:

E=8, 0812 D8 =10}

une suite d'ideaux de g, {X; € 8 & ,t=1 ...,n} une base de g. On notera les objets
contruits sur g, par un exposant (1). Soit m:g* — g* ., la projection canonique, I(g;)
’anneau des polynémes invariants sur gi, S(g;) I’algébre symétrique de g..

Deux cas sont alors possibles: [14]

1°" cas:

I(g )¢ S(g,_,), alors I(g__ ) C I(g,) et il existe v dans I(g )—I(g,_,) tel que:

y=aX,+B a€ Ig ), BE S(g, ,) e a#0.

Dans ce cas, on pose:

O =x"H O )N {¢ € g \a() #0}
et:
An) — (,\(n—l)’,y), p(n) = p(n—l), q(n) — q(n—l)_

A(" n-1)

L’espace de réalisation des représentaions w ) est le méme que celui de #X"" . Donc
tout opérateur différentiel a coefficients polynomiaux en (™, ¢™) sur L? (]R""z est
un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux en (p{"~V, ¢(»~V) sur L? (IR*"-*)
(kn = kn—-1). L’hypothése de recurrence permet alors de conclure.

gieme .,
I(g, ) C S(g,_,) alors I(g ) C I(g,__,) et il existe une fonction ¥ dans I(g__ ) —I(g,)
tel que:

(X, Y}=2+#0, Ze Ig).

On choisit Y tel que O™~ N {£\Y(€) = 0} ne soit pas vide. Si A(*~1) est une fonction
rationnelle invariante sur g _ , la fonction:

AP () = XD r(exp — z/'%;-an)

est rationnelle invariante sur g et identiquement nulle si A(®*~1) est la fonction Y. On
pose:

O = {€ € gi\n(ezp - A Xal) €O et Z(6) #0)
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et

~ Y _ Y B Y
P =K d =g, B =l Veap— ZXa, ¢ =g Veap — 2 Xo.

Par construction, O™ est un ouvert de Zariski invariant, V(") est I'image de O par les
applications A(") et avec ces notations,

A() Aln~1)
Tn  =Indg, 16, 7

se réalise dans L*(IR, L? (IR""")) qui est isomorphe & L? (IR*» ), puisque k, = k,_; +1
de la fagon suivante:
(w'\(")(:vezstn)cp)(u, t) = (WA("_l)(czpuX,.:cexp —uXyn)p)(u+s,t), (%)
si z est dans G,,_1, (s,u) dans IR?, ¢ dans IR*»-1 et ¢ dans L? (IR*»),
D’ou :
a) pour s = 0:
(n’\(")(:v)cp)(u,t) = (w"("_l)(ezpanzezp —uXy)p)(u,t).

Maintenant soit o 1’opération de symétrisation compléte de S(g ) dans U(g, ), avec la
convention o(X) = —:X si X est dans 8, alorspourY € I (5.._15" o(Y) est central dans

Ug,_,)et A (0(Y)) est scalaire et prend la valeur Y(A). Dot

(P @)1 = (" (o AdeapuXa)Y ), ) = (oY + uZ))(u, 1)
= (YD) 4+ uZOD ), 8) = wZ(A (a0
car Y(A(®~1)) est par construction nul et Z(Mn=1) est Z(A(M),

b) Si on pose z = 1, puis on dérive par rapport a s au point s = 0 la formule (*), on
obtient:

(d"'\(")(xn)‘P)(U, t) = a—icp(u, t).

D’autre part, on a vu que:

P (VL V)E(P,Q) = (P ) p(ViN o (VR(P, Q),

pour tout V;, V; dans U (_gn) et K dans L? (IR?*») et que tout opérateur différentiel 3
coefficients polynomiaux en les variables (P, Q) peut s’écrire sous la forme:

-DP,Q = Z D;’oDé)
i,J

ot D% (resp D"Q) est un opérateur différentiel & coefficient polynomiaux en les variables P
seulement (resp Q seulement). De a) et b) on déduit:
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La multiplication par P, (resp Qx,) est donneé par:

Pe,K(P,Q) = Z7' (A2 ((a(Y), 0K (P, Q),

Qe K(P,Q) = 2702 ((0,0(Y))K(P, Q).

Et
o n
o K(PQ) =" (X, 0K (P,Q),
o (n)
20, K(P.Q) = »"" (0. Xa)K(P,Q).

. Il reste & exprimer les opérateurs différentiels & coefficients polynomiaux dans les variables
restantes. Mais si on pose:

P=(P,P,), Q=(Q,Q),

I’hypothése de recurrence entraine que, avec des notations évidentes :

(Dp @ K)(P,Q) =" a; ;A D)X ™) p(Vi)(mX™ D)o (VK (P, Q)

1,)
ou V; et V; sont dans U(g, _,) Donc:
(DP’,Q’K)(P’ Q) =
= i) (@) p(ezp — Q. adX (Vo) (™™ )g(e2p — Qx, adXn(V;) K(P, Q)
t,)

(A 5 CI (TN S (1) e
_ga.,,(x e [;T TZ)) (adX,) (V.)E;T(m) (adXa)(V3)].

et on achéve la démonstration en remplacant la multiplication par Py, ou Q4, par son
expression calculée plus haut en fonction de p)‘(").

QE.D
Proposition (III, 1, 5)

Si A est un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux en (p, 9), indépendant de )\ sur
C> (V,S( IR”‘)), pour chaque A de V il existe alors un opérateur différentiel & coefficients
polynomiaux A* sur L?(IR?*), tel que:

K [T*(Au)] = AAK [T*(u))
pour tout u € C*°(V, S(IR?F)).
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Preuve

Soit u une fonction de C*°(V, §( IR2* ), alors on peut lécrire:

u(pa q, ’\) = Z al,m(A)Ql *ﬁm,

lm
avec aym dans C*°(V) et pour chaque A fixé, la suite (a;m(A)) est & décroissance rapide

en (I,m).
Fixons A dans V, si U est I’application de la remarque (II, 3, 3):

(T (w)ha) (€) = U + 2)(E) =U( T ctm(N * T * 2a)(€)
lm
= 3 arn(Whi(€) = (3 arm(VAi(6)) /IR,‘ () Fm(m)dy
1 Im
= [ 3 ctm Ve m(n)a(m)en,
R lm

ce qui entraine:
K[TXw)(&n) = ) atm(NUQ)EU(m)()-
Im

D’autre part, on sait que 7* (Ll (5)) est 'algebre des opérateurs différentiels a coefficients

polynoniaux sur L2(IRF), donc tout opérateur différentiel A & coefficients polynomiaux en
(p, q) s’écrit d’aprés la remarque (II, 1, 2):

Au=ZP,-"‘*u*Q;
1,J

ou P!'et Q] sont des polynomes * en (p, g). D’aprés la remarque (1II, 3, 3),
, 0
u(qj * Qm)(E) = Ejhm(E) et u(pJ * Qm)(E) = _'a?Jhm(E)
Alors:
K[TAu)(&,n) = Y aim(X) UP? + u)(E) U@m * Q5 )(n)

i,j,L,m

= Z a,m(De-hi)(€)(Dyhm)(n)
lm

= (Deo D) K [TX(w)) (&, 1) = AK [T ()] (¢,m),

ou D¢ (resp D,) est un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux en £ (resp 7).
QED

60



Corollaire (III, 1, 6)

Si A est un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux en (p, q), indépendant de A
sur C*(V,S(IR**)), alors:

Au(p,g,)) = ) ai ;(N)((L ® RNVi, V;)u)(p. g, M)
i,J
ot V;, V; sont dans U(g) et a; ;(\) est une fonction rationnelle sur V admettant des péles
en dehors de V et la somme est finie.

En particulier, il existe des opérateurs différentiels A, ; j a coeflicients polynomiaux sur G
muni de la carte exponentielle tels que:

Ap E(f) = ai j(ME(Aziif)
X

et la somme est finie.

Cette propriété est en un certain sens la généralisation du résultat suivant bien connu: la
transformée de Fourier abélienne transforme un opérateur différentiel & coefficients poly-
nomiaux en un opérateur du méme type.

Démonstration du théoréme (III, 1, 1)

On considére sur C*(V, 8(p, q)), la famille des semi-normes:
P(u) = Pr.,.,,Dr k() = sup sup|(1+p" + ¢°) Dy o(Dau)(P: 4, M|,
P

ot K est un compact de V, D, 4, D) sont des opérateurs différentiels a coefficients constants
dans les variables A, p et ¢. Si on écrit:

E(f)p,q,A) = /(foe:cp) (X) e“"“(xm,q,)\)dx,
g
un calcul direct donne 1’estimation:

P(E(f)) <C D supsup|(1+p° + ¢*)M D, E(R;(X)f)(p, 0, )|,
i) AEK p,g

ici, M est un entier, D;;’q un opérateur différentiel & coefficients constants et R; un poly-
nome sur g. Le corollaire (III, 1, 6) entraine que:

(1+p* +@)MD;} E(F) = aw 3 (AL ® RNV, V))E(S).

i',j,

Et d’aprés la remarque (III, 1, 3), si X est un élément de g:
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E(X™f) = La(X)E(f), E(XTf)=RAX)E(f)

ou les opérateurs X~, X* sont définis par:

- d d
X" fig = Ef(ea:p - th)|t=o, X+f|g = a?f(gea:th)“:o.

Ils sont a coefficients polynomiaux en z = ezpX, puisque le produit sur G est une fonction
polynomiale.

Il existe donc un entier m et un opérateur différentiel D, coefficients polynomiaux en
z € G tel que:

P(E(f)) < C'QUS,

Q(f)=sup|(1+ 1:2)"’sz|.
z€G
Q.E.D

Proposition (III, 1, 7)

€ se prolonge en une transformation unitaire entre L*(G) et L*(g*) qui entrelace les
représentations 7 et [®(L® R)*r(\)d\ de G® G dans L*(G) et L2*(g*) (r(X) a été définie
en (I) et donne la mesure de Plancherel). £ est une isométrie entre les espaces L*(G)* et
L*(g*)> des vecteurs C*® de ces deux représentations.

Preuve

La formule de Plancherel [28] pour G décompose I’espace L?(G) portant la représentation

7 de G @ G en une intégrale directe fe HS(Ha)r(A)dA ou chaque HS(H,) porte la
représentation p* de GR®G. On a vu que H S(H,) peut étre identifié & L?(W*) (proposition
(11, 1, 2)) et qu’avec ces identifications, la formule de Plancherel s’éscrit:

6y = [ 1T POy Nr = [ 150 Brsasornr()ix
= [T = 1o

£ s’etend donc en une transformation unitaire entre L?(G) et ff,B L2WMr(A)dX qui est

L*(g*). € entrelace donc T et [ €B(L ® R)*r(A\)d) et est une isométrie entre les espaces
L*(G)>, L*(g*)™ de vecteurs C* de ces représentations.
QED
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Tous ces résultats sont bien sir des généralisations du cas de la transformée de Fourier
abélienne.

(111, 2) L’IMAGE DE L’ ESPACE DE SCHWARTZ DE G PAR £
On garde les notations précédentes. Considérons la suite des idéaux de g:

{0}Ccg,C..Cg =g (dimg, =1).
L’ensemble {X\X; € g, —g, . ,i=1, ..,n} est une base de g et tout éléments g de G
s'écrit :

n .
g = ezxp Z z; X;.
=1

Choisissons (z, ..., £,) comme coordonnées sur G. On va montrer que £ (S(G)) est dense

dans C*® (V,S(p,q)) sous I’hypothése (H) suivante sur la paramétrisation de l'ouvert
OcCcg":

Pour tout : = 1, ..., n, il éxiste un opérateur différentiel
en les variables )\, p, ¢ noté Aj\’p, g0 & coefficient rationnels
(H) en )\, polynomiaux en p, q tel que :

g(:l?,‘f) = '.A,p,qg(f)'

Notre approche consiste & montrer que £ (S(G)) contient ’espace C2° (V,S( IR%F )) des
fonctions C* & support compact sur V a valeurs dans S(IR?F).
Proposition (III, 2 ,1)

Sous I’hypothése (H), si A, est un opérateur différentiel a coeflicient polynomiaux sur G
alors :

Il existe un opérateur différentiel Ay, , a coefficients polynomiaux en p, q rationnels en A
tel que :

E (Az.f) = Axyp, E(f)
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Preuve

Soit X ~ le champ de vecteurs sur G défini par:

(X"P(9) = 3 fewp~ X} 5if € C=(G).
Alors:

f— a )
Xy = B2, et +§ Pi(Tr, .. z1+1)a—xl pour j=1,...,n,

ol p; est un polynéme. Mais puisque (remarque (II, 1, 2)):

et s1 on écrit:

Xj(p’ q’A) = Z ay (st qu)pl + aO(Xj’ q, A)7
i=1

alors :
E(X7 f)=iX;+E(f) = B, ,£(f),

ou BJ Ap.a est un opérateur différentiel & coefficients polynomiaux en (p, ¢), rationnels en A,

et par récurrence sur j, il existe des polyndmes p/(z) et des opérateurs différentiels BY Xpia
a coefficients polynomiaux en p, q et rationnels en A tels que:

a _ 7]
g(a_zjf) =&(X; ) - Z; 5(?-’(%, ""m‘+1)6_:1:;f)
= B:\JP . E(P(zn,-zis1)f),

ceci pour tout j =1,...,n. Le résultat découle alors de I'’hypothése (H).
Q.ED

Proposition (III, 2, 2)

On suppose I’hypothése (H) vérifiée. Soit a une fonction C*° a support compact sur V,
on pose pour X dans g, s et n dans INF:

dpdqd/\

$(ezpX) = /o el X:PaNg(2) Q, * Oy r(A)dA @

1 est alors dans §(G).
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Preuve

Remarquons que 1 est une fonction C*® bornnée sur G. On va montrer que % appartient

& L*(G) et que Dy appartient a L*(G) pour tout opérateur différentiel D 3 coefficients
polynomiaux.

1 Soit ¢ un élément de S(G) alors:
dpdg

Eia(xrpvq”\)a(/\)T(A)Qs * -ﬁmd/\_) dX.

<o>w0= [ P ([ o

vxIR*
Or d’aprés les calculs (1) et (2) dans la preuve du théoréme (I, 4,7):

, — dpd — dpd
ia(X,p,q,)) _p_q - - Lq_
/ W € Qy*xQm o) / \ L(exp — X)Q, * Qy 2m)E

=Tr (T’\ (L(exp - X)Q, * ﬁm))
=< hy, N (expX )hm > 2R -

D’ou:

<Y,0>pyq) = /G (p(esz)</Ga(/\)r(/\) < hg, ™ (e2pX)hm >R dA) dX

= [ o) ([ elcapX) < eA(eepX i, b, >

) dXdA

- /v a(W)r(A) <T@ Vo By > oo dA
Mais d’aprés le calcul (2) dans la preuve du théoréme (I1, 4, 7):
< WA(‘P)hm» hy >=< g(‘P)A, Q, *ﬁm >.

Et alors :
<Y,p>p26) = / a(A)r(d) < 2, * [ E(p)r > dA
\%
=< a(A), * ﬁm, E(p) >120) -
D’ou :

| <0 >126) | < E(@)IL20)llafs * DmllL2(o)

< Cy lleliLze),
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puisque £ est unitaire et a(\) est & support compact dans V. La forme linéaire

@ —< 1, > est donc continue sur L?(G), et par le théoréme de Riesz, 1 est dans
L?(G).

2 Soit ¢ dans §(G). On remarque que si A; est un opérateur différentiel a coefficients
polynomiaux en z = expX, I'adjoint A} de A, est aussi un opérateur différentiel a coeffi-
cients polynomiaux, et alors si D est un opérateur différentiel a coefficients polynomiaux,
le méme calcul que dans 1 entraine que:

| <Dy, >L2(G) | = | < ¢,D*(p >L(G) I = | < a(A)Q, *ﬁm,E(D*gp),\ > |
Et, par la proposition (III, 2, 1), on a:

| < DY, >126) | = | < Arp.gE(9), (M) *Qm >12(0) |
=] < E(p), Arp,e@(A) Qs * U >L2(0) |

< Cpyllellrze)-

D est donc dans L%(G), et finalement ¢ est un élément de §(G).
QED

Théoréeme (III, 2 , 3)

Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe. Supposons que
I'hypothése (H) est vérifiée. Alors :

8(8(G)) est dense dans C°°(V,S(]R2k)).

Preuve

Soit E ’espace C°(V) ® S(IR?*). Par la proposition (11, 2, 2), E C 8(S(G’)). Comme
C(V) est dense dans C*(V) et que C*®°(V) ® S(IR?*) est dense dans son complété, on a
alors le théoreéme, puisque: [32]

Cx(V) & S(R™) = C=(V,5(p,9))-
QED

. Bien siir Phypothése (H) est vérifiée dans le cas abélien. D’autre part, si on reprend la
construction des variables A, p,q on peut déterminer £(z,f) dans tous les cas. Avec les
notations précédentes:
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Proposition (II1, 2, 4)
Soit

{0} =g, C..Cg =g

la suite des idéaux donnée précédemment,
* *
(gt —
mig, — Ens

la projection canonique et f un élément de S(G). Alors:
. Si dim W = dim W™ il existe « dans C*®(V) telle que:

) 0
g(xnf)(p» q, A) = _za(’\)a/\ g(f)(paqa ’\) (’\ € v)
. Si dim Wy =dim W,,(,\) + 2,

E(zaf) = —iaipke( f).

Preuve

Soit (p, g, A) (resp. (p', ¢', \')) la paramétrisation des orbites de G dans g* (resp de
Gp-1dansg ).
On a deux possibilités :

1°" cas:
Ig )¢ S(g,_,)alors I(g ) CI(g,) et il existe Ar dans I(g ) — I(g,_,) tel que:

M=aX, + 8 (ae Ig, ;) A€ S(E"-l))
et (p, Q) = (P’, ql), A= (A,a ’\T)

En utilisant la construction de (IT) de la fonction a, pour tout X dans g:
1

a(X,p,q,A) = / )Z'( , ¥ (ezptY(O, ¢! (), )\), A))dt

[

et comme

k
X(p,q,3) = X'+ 2o X0 =) oj(X', ¢, NP} + ao(X',¢', X') + 2a(Ar = Bl

i=1

avec X' dans g___, on obtient:
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60[ j
oA,

0q
0\,

=0 ,

Donc:

E(znf) =/a 6% a(X,p,q,/\)e_"“(x"”q'A) f(ezpX)dX = —ia())
g

r

oleme 4.

I(g,)C S(g,_,) il existe alors Y dans I(g _ ) — I(g,,) tel que:

{X0,Y}Y=2, Z€I(g.), Z#0 sur g*.
On pose :

Oa 1
0 , a—/\r(X,p,q,/\)—a Tn.

9E(f)
O

pr=Xn, G=YZ7', pi=eczp—qi ad Xop!, ¢i=ezp— qrad Xng..

Et puisque:

k
X(p.0,)) =) @j(X,q,)) pj + ao(X,4,2),
j=1
avec o = T, et %ﬁ{- = 0, alors:

Oa
22(X,p,q,\) = Tn.
ak( P, A) =12

Et finalement

Eznf) = —i "’gg ).

Q.ED

Malheureusement, on ne peut pas poursuivre cette récurrence pour déterminer directement

E(z;f) pour j < n afin de prouver (H) en toute généralité.

(II1, 3) Exemples

Dans ce paragraphe on donnera des exemples oi 'hypothése (H) est vérifiée.

1 L’algébre de Heisenberg
Soit g I’algebre de Heisenberg, notons les éléments X de g:
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X = :L'1X1 + I2X2 + 273X3 avec [X3,X2] = Xl, chentral

et les éléments £ de g*

E=6f +E&fr+E&fs avec < fi,X; >=6;;,

I'ouvert O de g* du théoreme (I, 4, 1) est défini par:

O = {{€g" tel que & # 0}

et on a:

Xi(p,g, ) =& =2, Xa(p,q,)) =Xq, Xa(p,q,A) =p.
D’ou:
X (p,g,)) = x3p + Az2g + Az1 = —a(X,p,q, \).

Puisque, pour f dans S(G):

E(f)(p, g, ) = / e~ 4 (X:p0A) f(exp X)d X,
g

on obtient alors:

&N, = (55 + 3952 ) EOP2, )

E(o2)p,0,Y) = =3 7P 2. )
£(zaf)(p,a, A) = %S(f)(p,q, %)

et (H) est vérifiée.

2 L’algebre g,

Soit g I’algébre de Lie nilpotente engendrée par : {X;, X2, X3,X4} avec les relations de
commutations:

(X4, X3]) = Xa, [X5,X3]=X2, [Xs5,X4=-Xs.

L’appellation g_ 4 est due & Dixmier et cette algébre est le contre-exemple classique pour
des questions similaires.
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On définit P'ouvert O C g* par:

O={egtelque {6 #0 (& =<§,X;>)}

et on a:

. . ~ ~ A A
Xi=XA, Xa=X, Xsi=Mhg, X,=p, Xs-A3+/\—j -5

Un calcul direct montre que:

a(X,p,q,) = -X(p,q,)) + ’\—uzs + '2\4:c5a:§ + -2—:%:::3.
On a finalement:
ai/\sa(X,p,q,)\) =I5
a_ap a(X,p,q,A) = x4 + Aozs
a% a(X,p,q,A) = Ayz3 - %335
aiha(X,P,q,z\) =2+ :\-1- T5 + % 3+ -1%:1:41:5

3 1 )
a(X P,q,\) =1 + qz3 + —=zizs — gpxs
24 A

5=

On en déduit £(zs f) puis E(z4f) ,..,£(z1 f) en inversant un systéme triangulaire, on obtient
ainsi des fonctions du type Ay , ,£(f). Ce qui montre que (H) est vérifiée avec le méme
argument que pour 1’algebre de Heisenberg.

3 Algébre super-spéciale

On étudie ici une classe d’algébres de Lie appelée “super-spéciale” ou I'hypothése (H)
est vérifiée. De plus, toute algébre de Lie nilpotente peut étre plongée dans une certaine
algebre super-spéciale.

Construction

On se donne un entier n et pour 1 < ¢ < j < n, on notera:
E; ; la matrice n x n avec E;; = (ake) ou ap e = 6i k60
. $(n) lespace des matrices engendrées par {E;; ,1<i<j<n}.
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On définit un ordre total sur IN x IN par:

(1,7) < (k,6) si (i<k) ou (i=ketj20).
Soit B le vecteur (By,...,By) dans R 5 (B appartient aIR"—*+1). On pose, pour
1<:1<5<n,

Xi;=(B1,...,Bn)

od B, =0sis#iet B;=10,...,0,1,0,...,0) ot1 le “1” est & la (j — ¢ + 1)iéme place. Si
A est dans t(n), on définie par récurrence:

0 *
Ai=A, A= (0 Ai—1>.

Notons (A, B) la matrice :

A 0 ... 0 B
0 A 0 ... 0 B
0 0 A 0 B
(4,B) = :
0 0 0 A, B,
0 0 0 0 0

L’espace:

g ={(A,B) tel que A € (n), B € IRﬂ%ﬂl}

est une algébre de Lie nilpotente de dimension n?, avec le crochet:

A, B),(A',B")] = (|4, A"), A1B, — A\ By, ..., A.B!, — A, B,). 3.1)
1

D’ou les relations de commutation sur la base {E; j, X} de g:
[(0, X&,¢(0, X)) = (0,0) (3.2)
N [0,Xy,) sis=ietr>k 3.3
[(Er,s0)(0, X)) = { § 5o (33)
(Eri,0) sis=k et r#1
[(Er,s,0), (Ek,i,0)] = { —(Ei,,0) sir=i et s#k (3.4)
0 sinon

Remarques
1) Si (r,s) < (k,£) alors:
(k,s) < (r,s) et (r,£) < (r,s)

2) Puisque t(n) est la sous algébre des matrices (A,0) de g, toute algébre de Lie nilpotente
est une sous algébre d’une certaine algébre super-spéciale.

Pour 1 <i<netl<i<j<n,on appelle:
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8;; ’algébre de Lie engendrée par {(0, Xkx) pour k < ¢},
g ; I’algébre de Lie engendrée par {(0, Xk ) pour (k,s) > (4,5)}
521. l'algébre de Lie engendrée par {(Ex,s,0) et (0, B) avec (k,s) < (3,7)}.

Ceci etant posé, vu les expressions (3.2 ), (3.3) et (3.4), la suite:

{0} C 51,1 C 52,2 c...C En,n c gn—l,n C 5n—2,n—1 c &n—Z,n
'
C gn—3,n—2 c gn—3,n—1 c En—-3,n Covenns c 51,11 c gl,n c... (35>
' ' ' ! _
C§1,2 C§2,n C "‘C52,3 c... CEn-l,n =8

est une suite d’idéaux de g qu’on notera, pour simplifier les notations,

{0}cg,C...Cg,.=8

On pose:
X,(6) = Ei j(§) =< (Ei;,0),€ > si s> n(anr -
Xo(8) = Xij(6) =< (0, X;;),6 > si s< n(n2+ 2,

et si (,7) est le s-iéme indice dans la suite (3.5).

L’ensemble O C g" est alors:

O={tecg" tlque X&) #0,i=1,...,n%,
VY est inclus dansIR™ et @ ~ V xIR*"—1)

Proposition (III ,3 ,1)

Avec les notations précédentes, la paramétrisation de I'ouvert O donnée par le théoreme
(1, 4, 1) admet la propriété suivante:

Si on pose:
1
d1=1, d2=2, e, dn=n, Ck='n+1, ck_1=n+2, ey Clzﬂl.é-}__),
£1=_n(n_+1)_+1, 52=M+2, ey £ =n?
2 2
et:

Zd.- = ’\ia Zc.- = 4, Zl.' = Dy,

: 2
alors, pouri =1,...,n%
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Xi(\p,9) = Xi(2) = Zifi(Z4) + 9i( 21, .., Zizy),

ot f; est une fonction rationnelle réguliére sur V et g; est une fonction polynomiale en les
variables Z.,Z, rationnelle en Z; et réguliére sur O.

Preuve

Elle se fait par récurrence sur m = dimg, en remontant la suite (3.5):

"8 n est commutative alors on pose pour j =1,..., 2gnle):
X; = Zy;.

- Pour 5'1,", on a:

Ig, )CIg,,) et Xin€1(g, )~ Ig )

D’autre part : 3 ) )
(B0, X1,0) = X1

qui est central.
On pose alors:

Zy =E1n et Ze, =X1027]

Z4; a été défini plus haut pour j =1,... ,1(-"2—“2 -1

- Supposons maintenant que la proposition soit vraie pour g, 1 < m et soit:

2' = (24,20, 7))
les éléments de la proposition pour g . Alors:

~

Ig,)cI(g,_,) e X.an€llg, ,)-Ig,)
En particulier:

qui est central. On pose alors:

Zt., = Xm = En—l,n, Zc,, = ‘fn—l,ﬂ(jzn,")_-l

Z; = exp—Zc,,ad,(g)XmZ: pour 1#ci et i# k.

Maintenant, on va écrire X i(Z) dans les nouvelles coordonnées Z = (Zq4, Z., Z¢), mais
I’hypothése de récurrence entraine que:

X2 = Zif(2) + gi(24, ..., 2!_ avec X1(2')=Z).
1 i—1
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D’ou:

Z' = Xifi(Xy, ..., Xa) + gi(X1,..., Xio1)
ou f! et g; sont des fonctions rationnelles en X'd'. polynomiales en X ch -
Finalement:
Si i < ¢ alors Z; est dans I(g) donc Z; = Z],

Sit > ¢ alors [X',n, Z!)=Qi(Z3,...,2!_,), ot Q; est une fonction rationnelle en Z,
polynomiale en Z}, Z;.
Puisque exp -2, ad,(g)X mZ; est polynomiale, alors:
Z;=2Z!+hi(Z!,...,Z|_)) et Z,=2;.

Ce qui entraine:
Z!=2Z;+hi(Z,...,Zi—),

avec h rationnelle en Z4, polynomiale en Z., Z, et donc:

Xi(2Z)=Z:f!'"(Za) + 9/ (Z1, ..., Zi-).
QED

Proposition (III, 3, 2)

2

Avec les notations précédentes et pour m = n®,

oX,2) =) ziZifi(Z)+ Y, 2 ...25r faram(2),
i=1

(a1,.--,6m)

si:

X=Y zXi et fo.an(Z)=9(2, - Zj-1),
avec g rationnelle en Z3 polynomiale en Z., Z,.

Preuve
. Considérons la suite {0} = gC...Cg_ =8 d’idéaux de g

L’ensemble {X; € g. —g. ,,t = 1,..,m} est une base de g. D’apres la proposition
précédente, on a:

2(2) =Y w2 f(Z)+ Y wigi(Zor- -, Fim), (36)

=1 i=1
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si

k
X(2) =) aj(X,2)Z + ao(X, 2),

i=1
avec aj € IR(Z4)[Z¢;+1,- - -, Zc, ), alors:

@;(X,2) =z, f;(Za) + Y €igi(Z1,- -, Do 41)- (3.7)
i>¢;

Calculons la fonction a:

1
o(X,Z) = /0 X(Z¢, ¥(exp X(0,671(2.), Za)), Za)dt. (3.8)

V(20 2) = 2o~ 2, xpR(0,2,24) = (6(20), 6:(20)),

ou

1
6(Ze;)= 2, + -;— / a;(exp SY(O, Ze,Zq))ds
0

¢(Ze) = —/0 a;i(exp X (0, Z,, Z4))ds

enfin ¢~1(2Z.;) = ¢7(Z.,). Puisque:

- 1t S
Wi(exptX(0,67(20),20) = 7 (Ze) + 5 [ au(w(exn X (0,671(Z0), Za))ds
0
et vu ’expression des a;, (3.7), alors on a:

Yi(exptX(0,671(Zc), 2a)) = Zei + Y Tyt 3w fil(Z1see s Zay)- (39)

al..+l yeoey@m

Finalement, si on remplace les Z., dans (3.6) par les ¥(X,Z) de la relation (3.9), on
obtient:

m

o(X,Z2) =Y «Z:fi(Z)+ Y, .2 far,an,

=1 G1,..-y0m

ou fa’,,_",am(Z) =9(Zy,...,2Zj—1). g est donc rationnelle en Z4, polynomiale en (ZcézzEt))D
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Proposition (III, 3, 3)

Avec les notations précédentes, pour tout polynéme Q(z1,...,zm) = Q(z) sur G, il existe
un opérateur différentiel Az a coefficients rationnels en Z,, polynomiaux en Z., Z, tel que:

E(Q(z)f) = AzE(f).

Preuve

Il suffit de prouver la proposition pour Q(z) = z;,i=1,...,m. Vu ’expression de a(X, 2)
dans la proposition (III, 3, 2), on a:
O0a(X, 2)
0Zn

Appliquons une récurrence descendante. Supposons que &(z;f)) soit de la forme AzE(f)
pour tout : tel que : > j. Alors:

35(f)

= -Tmfm(Zd) soit = fm(Zd)g( mf)

O0a(X, 2 - .
(aZJ ) = szJ(Zd) + z Jf:i .. .zm"‘fa,.“,__.,,,m(Zl, - 7Zj—l)-

Qig1,-,8m

Ce qui entraine que:

P — (228 ;1) + A5, E05).
J

Et donc £(z;f) a la forme voulue.
Q.E.D.
4 Algébre de Lie nilpotente & 3 pas

Cette catégorie d’algebre de Lie nilpotente & été étudiée par Ractlif dans [30].

. Soit Hy le groupe de Heisenberg de dimension 2n + 1, d’algebre de Lie h,,. Considérons
le sous groupe S du groupe symplectique SP,,:

S = { (é ?) , I est I'identité, S est une matrice symétrique n x n},

et notons g 'algebre de Lie de S. Alors le produit semi-direct de s par h,, noté sh,, est une
algebre de Lie nilpotent a 3 pas.

On représente un élément de sh,, par (S,X,Y,Z), ou X, Y sont dans IR®, Z dans IR et
S est une matrice symétrique n x n, le crochet de Lie s’ecrit:
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[(s,x, Y, Z), (S’,X’,Y’,Z')] =(0, 0, SX' - §'X, XY' — X'Y).

On pose: N

B; =(0,...0,1,0,...0), ot le 1 est a la i'®™€ place,

Si,j = (ak,) est la matrice n x n symétrique avec ax; = & 81+ 6i1 6j &,

X; = (0, B,,0,0), Y; = (0,0, B;,0), Z, =(0,0,0,1) et E; ; = (S;,;,0,0,0).
Alors le systeme {Zp, X;,Y;,E; j, 1 <i <j < n} est une base de sh, avec pour seuls
crochets non nuls:

[Eijs Xi] =Y, [Eij,Xj]l=Yi, [XiYi]=2Z
On définit un ordre total sur IN xIN en posant:

(1,7)<(r,s) si (i<r) ou (i=retj<s).

Soit pour 1 <i:<j < n:
Palgebre de Lie engendrée par Z,
5 I’algebre de Lie engendrée par Zy, Y3, ..., Yn_it1
E I’algebre de Lie engendrée par Zy, Y3, ..., Yy, X1,..., X
8 ; 'algebre de Lie engendrée par Zo,Y1,..., Yo, X1,.... X0, Ers  (3,7) < (1,9).
Alors la suite:

{0}=g,Cg,C--Cg,Cg-Cg,Cg,C--Cg, . =8

est une suite d’idéaux de sh,,. Remarquons que:

Ig)cIg)et V1€ Ig )-I(g)),
g cIg_ et Yiel(g )-Ig),
SO 1~
- I(g,) C Ig, ,) avec M,y = By 1 2o + 5Y/ € (g, ) - I(g),),

. I(gr,’) - I(gk’l) si (r,s) < (k,1).

En effet:
[(Xi, X;] =0, [Xi,Y;]=6i; Zo ,
et pour 5 > i:
Y; Y; Y; Y;
exp — -Z—O ad(X')Z_:) = 7:)‘ , €Ip-— Z_o ad(X,)XJ = XJ

On peut alors paramétrer ’ouvert:
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O={f{€ g* tel que Zy(&) # 0}
par (A,p,q), ot :

. V; . Y2
Ay = 2y, q,-=Z£0, pi = X, /\,J—E,J Z0+YY sitF#j et /\,,_E,,Z0+—-2—-. (4.1)

n

Donc, si X appartient a sh, et X est z Zy + Z (z:Xi + yv:iY3) + Zz,-,j E; ;, alors la
i=1 i<j

fonction X est:

n e
X(p,q,\) =2\ + Z(/\ly: g +Tip)) + ) T (’\"—;q"i)+z 3 (A,,+ 2)

i=1 1<y i=1
Comme dans ’exemple précédent, si on écrit:

k
X(p,g,)) = Y aj(X,q,A)p; +ao(X,q,\),
o=1

alors a; = z; pour j = 1,..., k, et on obtient:

1 2
G(X b9, A) X(pa q, ’\) - 24A iB,',.’L"- 12A1 Z T Jz ‘tJ

1<j
Proposition (III, 3, 4)
Pour l'algébre de Lie sh,,, Phypothése (H) est vérifiée.
Preuve
Puisque :
Oa
X ) ”\ - xn
ap; Kop )=
Oa
A) = zij,
6A,, (X »,q, ) Tij
(Xpaq,’\) AyJ-l-Z:x'J a5
1<)
et
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a n
-a-j\a:(X,p,q, A)=z2+ E Yidi — { Y (M + 4ig5)

i<1

+Z:1:,,()\,,+ q') - — Zz,y,x T;

on prouve la proposition avec le méme argument que pour les exemples précédents.

Q.ED

. Maintenant, soit g une algebre de Lie nilpotente a 3 pas quelconque avec un centre de
dimension 1; dans [30] Ractliff a montrer qu’il existe une injection J de g vers sh, pour
un certain n tel que J(g) est un idéal de sh,, et:

J(g) +5=sh,.

Soit V' un sous espace de s tel que g ~ h,, + V et {e,,...,em} une base de V. On choisit
une base {e;,...,en} de s telle que:

{e1,...em} C {e1,...em' }.
Donc, si on appelle comme ci-dessus:
Palgébre de Lie engendrée par Z,
5 P’algebre de Lie engendrée par Zy, Y1,..., Yn—it1
g} l’algebre de Lie engendrée par Zy, Y1, ..., Yy, Xy, ..., Xi
. g i algebre de Lie engendrée par Zy, Y1, ..., Yy, X1,..., Xn, €1, ...€;,
puisque [s, s]=0, alors:

{0}cg,Cg,C..Cg, Cg C..Cg Cg"h-.CEm=8

est une suite d’idéaux de g. Et on a donc une paramétrisation (p, g, A) de O, avec des
fonctions invariantes de la forme:

As =) Bij\ij

ou B; ; est réel et A; ; sont les fonctions définies dans (4,1).
Finalement la construction de la fonction a sur g en utilisant l'injection J prouve comme
précédemment:

proposition (III, 3, 5)

Soit g une algébre de Lie nilpotente & 3 pas dont le centre est de dimension 1, alors
Ihypothése (H) est vérifiée.
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IV PROUDUIT-+ DE MOYAL SUR LES ESPACES SYMETRIQUES HERMITIENS

- Dans cette partie, on construit un produit-* dit “de Moyal” sur les espaces symétriques
hermitiens. Pour cela, on compare le produit-* de Moyal sur les orbites de la représentation
coadjointe du groupe de Heisenberg au produit-* (équivalent) de Berezin sur ces mémes
orbites. Ceci s’explicite bien & I'aide du symbole de la symétrie géodésique. On applique
la méme transformation sur un espace hermitien symétrique, ce qui s’écrit en fonction du
Laplacien dans le cas d’espace de rang 1. Enfin, on calcule explicitement ces transforma-
tions pour la sphére usuelle.

(IV, 1) L’exemple du groupe de Heisenberg

- Soit Hag41 le groupe de Heisenberg de dimension 2k + 1, h,, +1 son algebre de Lie et
{X1,.., X, Y1, ..., Yk, Z} une base de h,, ., avec les relations de commutations:

(Xi,Y;)]=6i; 2.

. La structure des orbites de Hyx41 dans hj; ., est bien connue. Avec les notations de (I
et (II), on a:

O = {€ € h};.,, tels que Z(£) # 0} y =IR*.
L’orbite W* d’un point ¢ de O tel que Z (&) = A, est paramétrée par:

Y;(§)
22,

pi(6)=X;()  4(&) =
. Soit x le caractére défini sur le centre Z(H3k41) de Hyjyy, par:
x(ezp cZ) = €',

. D’aprés le théoréme de Stone et Von Neumann, il existe, & équivalence pres, une et une
seule représentation unitaire irréductible de Hjiqy telle que sa restriction & Z(Hag41) soit
un multiple de x. Rappelons qu’on peut obtenir cette représentation de deux maniéres: soit
comme une induite unitaire (on la notera alors 7*), soit comme un induite holomorphe ( on

la notera U*). Nous allons construire explicitement ces deux représentations et I’opérateur
d’entrelacement qui les relie.

Par ailleurs, 'orbite W*, munie de sa structure symplectique naturelle w:
wE(X_’Y_)=_ <£’[XaY] >7 VX7Y€h2k+la

est symplectomorphe & IR** muni de la 2-forme canonique dp A dg. On sait [18] qu'a

équivalence pres, il n’y a qu'un produit-* sur (W*, w): le produit-* de Moyal, déja in-

troduit, avec toutes ses propriétés en (I) et (IT). On notera ici ce produit-* par *p; pour
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la circonstance. On construira d’autre part le produit-* de Berezin, noté *p sur W*,
grace a I'existence d’une structure kahlerienne invariante. Enfin on donnera explicitement
l'opérateur d’équivalence et on terminera ce paragraphe en donnant une interprétation
géométrique de cet opérateur.

(V, 1, 1) La représentation unitaire induite 7*

. Soit & le point de W* de paramétres:
p;(&o) = ¢;(&0) = 0.
Nous choisissons la polarisation réelle h C hyy ., en &:
h=>27Z1n,.Y<.
7> est alors définie par:

= Ind
ezphTHak 41

ou x est le caractére défini sur exph par:

X (ea:p (bY + cz)) = e*,

7 se réalise sur L? (IR*) de la fagon suivante:

(w* (e:l:p (aX +bY +c2)) f) (1) = eMeHb+4] 54 4 g)  VFe L? (IRM).

Les opérateurs infinitésimaux de 7* sont alors:

(PXNH@) = g2 (*(ezp ;X)) (D)lay=0 = 5 f(2),
(PO = 5 (r*(eap b;Y) )ty =0 =  iM;£(2),
(N2)f)(t)=  Z(mMezp cZ)f)e=o =  iM(B).

(V, 1, 2) La représentation induite holomorphe U*

Choisissons maintenant une polarisation positive [9] h C hyy 1 ©

?

h=>Z,Xj+/\

Y; <®.
La polarisation géométrique sur W? qu’elle définit est engendrée par:

Fe C TE(W)C, avec Ff=> 6p,- + iaq,- <®.
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Proposition (IV, 1, 2, 1)

i) Chaque élément g de Hy; | , (g =ezp (aX +bY +cZ),a,b € C keeC ) s’écrit d’une
facon unique sous la forme: -

a 1 B 1
g = ezpy: (X_XY) exp [-z—z- (X+:\-Y)+uZ]
ot a = —Ab+1ia, B=Ab+1a, p=c—f;.%.

ii) W? est isomorphe & H, +1/ezph et est donc muni d’une structure complexe invariante.

Avec cette structure, si nous posons (z = p + iq), W est isomorphe & € k. Avec ces
notations, l'action de Hy, ., sur W est:

gz=2z+Ab—1ia, sig=ezp(aX +dY +cZ).

Preuve
i) Est un calcul direct dans Hg; , qui est, par I'application exponentielle, isomorphe a
h3iss-

ii) On prolonge 'action de h3),, € -linéairement. Puisque:

_ o _ a
X, = 30" Y; )\5;],
alors: ) 5 5 s
i - }
=30 =55+ o, =25
1 - 0 .0 0
(XJ'*"XY;) "a"q- —13’; = —21.%]'
Donc:

exp %(X+§Y).z =z et exp %(X — iY).z =z —a.

On en déduit que W est isomorphe & Hf, ., /ezph et & € * par:
z t z i
§a:p —Z(X——A'Y)fo —i[ea:p —Z(X—'XY)] — 2.

Finalement, on montre par un calcul direct que l'action de H3;, ; sur W2 a la forme
annoncée.

Q.ED
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La représentation induite holomorphe U?, se réalise dans 1’espace H des sections holomor-
phes d’un fibré en droites complexes sur W*. Plus précisément, nous considérons le fibré
principal '
A
H3kyy — Hyipyr/ezph = W7
Nous lui associons le fibré en droites:
L5 w>

ou L~ Hf , xC [/~ , et ~ est la relation d’équivalence définie par:

(9,2) ~(¢',2') ou [g,2]= [é',z'] <= Jh € exph tel que (¢',2') = (gh,x(h™1)z).

Avec:
P(lg,2]) = lg] = 90.
Posons: |

z 1
o(z) =ezp — Z(X - XY)

o est une section holomorphe du fibré principal Hj; ,; — W?; toute section holomorphe s
de L s’écrit:

8(2) = [o(2), F(2)],

ou F(2) est une fonction holomorphe sur € k. Notons T I'espace des sections holomorphes
de L. Le groupe H3, ., agit sur I' par:

(95)(2) = gs(97"2) si glo(2), F(2)] = [g0(2), F(2)].

Proposition (IV, 1, 2, 2)

Soit z un point de W* et g = ezp (aX + bY + cZ) un point de Hj;, alors il existe un
élément c(g,z) de exph tel que

(9)(2) = [o(2), x(<(9,9)) F(g7'2)),
et

Ab+1ia

(Ab + 2a)(22 — Ab + ia)]Z
21 )

4\

c(g,2) = exp (X + % Y) exple +
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Preuve

En effet:

(95)(2) = [90(97"2), F(97"2)] = [0(2)(0(2)) ' go (97" .2), F(g7"2)]-

On pose:
c(g,2) = 07} (2)go(¢g7 1 2).

Un calcul direct donne alors 'expression de ’élément c(g, z) de ezph et on a:

(95)(2) = [0(2), x(c(g,2))F (g™ 2)).

. Soit Hp ’espace des fonctions holomorphes f sur W?, telles que:
1917 = [ 15 e dadz < oo
WA

On définit alors la représentation U* de Hypyq sur Hp par:

(U" (ezp (aX +bY + cz)) f)(z) = f(z — Ab + ia) e*Mi (Ab+ia) (2z-Xb+ia)

Remarques:

1) U* est unitaire si on munit Hs du produit scalaire:
<f,f >=/ f(2) f'(2) &% dudz.
wa

2) HF contient toutes les fonctions polynomiales en z et:

<z,2™>=0 si l#mdans IN.

3) Si f est une fonction polynomiale alors:

< f,1>
<1l,1>

donc |f(0)| Sm.

10) = T

4) Pour tout z de W :

£(2) = (U*(ezp( Imz X — Rf\ 2 yy) f) (0) .
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En particulier si f est une fonction polynomiale:

o< M
HORS TRas

Ceci entraine que, si f est dans le complété (pour || ||) de espace des fonctions polynomi-
ales, on peut trouver une suite de fonctions polynomiales (f.) qui converge uniformément
vers f, sur tout compact K C W?. Donc f est holomorphe.

5) Comme toute fonction holomorphe admet un développement en série entiere, alors,
d’apres 2) et 4), le systéme {2!, | €IN*} est une base orthogonale de HF.

. Les générateurs infinitésimaux de la représentation U* sont:

(27 @) =((50 + 5201)
(20)1) ) = (=g + 527 @)

(U2(2)f)(2) =ids(2)

(V, 1, 3) L’entrelacement entre les représentations 7* et U*

Soit {h;, | €IN*} la base de L2(IR*) ot h; est la fonction de Hermite:

9 e
h’lyn-y’k(tl’ ""tk) = z(tJ - 'aT)hh,...,l,'—l,...,lg(tla "',tk), hO(t) = € 9
J

Proposition (V, 1, 3, 1)
L’application:
T LY(RY - Hp (k) =2"%r"%2

est unitaire. De plus:

(X9 £) (= ((=er@)er™?) £) (2):
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Preuve

Pour I = (1,...,1x) dans IN* on pose:

Alors:

L= ] = (ly o lj = 1, o0y D).

. -
hi(t) = i(t; — E)h,_[,-](t) = (i) H(gj — ;)7 ho(t).

"On voit donc, par récurrence sur [, que:

&
(t? - ai)hl = (211 + l)hl
. 2

‘D’autre part, pour chaque j, on a:

(X +3Y) = & —t (X = 3Y) = &+t
A(Y. L iV — . MY. _iVvy— _9;_98
U- (XJ+ ,\YJ)_ 125, Ut (XJ ,\YJ)_ 21’6:,-.
Posons:
_k
cp=2"7Ix"17,
Alors: .
; 1
Thy =(=i)remd(X; + 3¥)hi-(5
) t I
=az! = (-)UNX; + $¥)as' 1.
} )
=(-)UNX, + T Yi)eThi-ij
Donc:

ram}(X; + 3Y;) = UNX; + $Y)er V.

Par ailleurs,

m(X; — 3Y)ho = UNX; = ¥i)ho = 0.

Et par récurrence sur [/, on obtient:

rom}(X; = 5 ¥i)hu

. 1 t
=(=)remd(X] + 35 + Phii

=(=i) [~ (20 = ) + )rhigy — Thl—[ﬂ]
=(=i)[UNX? + —Y"’)o-rh, a1+ SUNZ)emhigz
(i) (U2X; = S Yoo (X + ;Yj)hz—m)
=UMNX; - il;y,-),rh,.
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Enfin, le choix de notre constante donne:
Imholl#e = collLlize = [[Roll2-
Et on prouve par récurrence, comme ci-dessus, que 7 est unitaire:
Ir(h)lloee = [Pallz VI
Q.ED

(V, 1, 4) Calcul symbolique et produit-* de Berezin sur W*

. Soit L 25 W le fibré linéaire défini en 2, 3¢ la section (qui ne s’annule pas) de L:

s0(2) = [o(2), 1]

o(z) =ezxp — %(X - %Y)
Comme dans (I, 1), on définit les états cohérents sur W? ainsi:
Si s est dans I, z dans W* et ¢ dans P~1(2), on pose:
s(P(q)) = 3(9)g-

L’application s —— 3(q) est alors une fonctionnelle linéaire continue sur I'. D’aprés le
théoreme de Riesz, il existe une section holomorphe e, (I’état cohérent) dans I' telle que:

3(q) =< s,e, > pour tout s de Hp.
Bien entendu, Hj4; agit sur I' (proposition (IV,1,2,1)) et on a:
Vee € \ {0}, ecq=1¢e,, Vg € Hakt1, geq = egq.

Posons, pour z, u dans W:

€so(2)(¥) = [o(u), Ex(u)),
E, est alors dans HF et toute section de carré integrable s de L s’écrit:

o(2) = [0(2), F(2)] =< F, E; >, [0(2), 1]
et
F(z) =< F,E; > -

Proposition (IV, 1, 4, 1)

1) Pour z et u dans W*:
E.(u) = (2r)" k.
2) Si Fp q)(t) = 77 (Eptig)(t), alors:

O B R O
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Preuve

1) Calculons Ey. Comme, pour tout f, polynéme de Hp, on a:

f(0) =< f,Eo >,
on déduit que:
<f,1>
f(O) =< faEO >= < 1,1 >-

Donc:

Eo =121 =(2r)"%.1.
Si z = p + iq, d’aprés la proposition (IV, 1, 2, 1):

z=g¢.0 ou g=erp(—¢X + %Y)

Ce qui implique que:
9s0(0) =g(0(0),1} = [g,1]
=lo(2)07(2)g,1]
=[o(2), x(c(g,2))1]-

ou ¢(g, z) est donnée dans la proposition (IV, 1, 2, 2), avec:

1 ) ) 1
x(c(g,2)) = e:zpz(p —1q)(2z—p—1iq) = ea:pzzz.

Donc:
950(0) = e¥*¥[0(2),1] = e2*%s0(2)
1

et comme e,y = C €4, ON a:
(a) eg0(0)(4) = €74 ey (5)(4) = [o(u), €4 . (u)].
D’autre part, puisque e44 = geg:

€g00(0) (1) =(9es0(0))(4) = g.[0(g7"u), Eo(g7 )]

=[go(g™ u), (27)*1] = [0 (u)c(g, u), (27)7¥]
=(2m) " *[o(u), x(c(g,w))).

Mais: _
X(e(g,w)) = ezp3(p — ia)(2u — (p + ia)) = exp(5(2u - 2).

Donc:

(®) egso(@(1) = (27)¥lo(w), ep3 (2u - 2)].
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En identifiant (a) et (b), on obtient:

E.(u) = (2n) ",

2) On a:

egso(O)(u) =(gcao(0))(u) = [O’(U), x(c(g,u))Eo(g"lu)]
=[o(u), (U*(9)Eo)(u)]

et, grace a la relation (a), on obtient:
Ey(u) = e4*(U(9) Eo)(u)

D’autre part:

Thy =cp.1 = co(21r)kEo = 2%71'%"Eo,
donc:
1B, = 2'%1"%"(!’; = Fo0(t).
Par conséquent, pour z = p + iq = ¢.0 avec g = exp(—¢X + {Y),

Fp o) =(rE)(t) = (r (X UN9)Bo ) (1)
—eir’td’ ((7r'\(g)¢,7'_l ).Eo)(t).

Le résultat s’en déduit, vu I’expression de 2.

Q.ED
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Définition (IV, 1, 4, 2) [10]

. Posons e, = e,,(;). Si A est un opérateur borné sur Hp, on définit son symbole (au
sens de Berezin) comme étant la fonction A sur W:

~ <Ae,e,>
A(z) = _n 7
<e;e;,>
On définit aussi: 4
- < €y,Cy >
A(z,u) = —2"=—
< €,y >

A admet un seul developpement A au voisinage de la diagonale qui soit antiholomorphe
en la premiére variable et holomorphe en la seconde variable. La donnée de A est donc
équivalente a celle de A. D’autre part on peut écrire 'opérateur A & partir de la fonction
A comme un opérateur a noyau [12]:

(Ap)(2) = (27r) / ap(u)A(u z)e dud_

On a donc une correspondance bijective entre ’espace des opérateurs bornés L(HF) et
’espace £(H) des symboles. Ce dernier espace est dense dans C*° (W™).

Définition (IV, 1, 4, 3) [10]
Si A et B sont deux opérateurs sur Hp, on pose :

(A% B) () = A.B (2).

On définit ainsi un produit-* sur Pespace des symboles des opérateurs bornés sur Hr qui
sont des fonctions C™ sur W.

Remargques

i) La formule intégrale de ce produit-* s’écrit [12]:
(A,,B) (z) = (2r)* e ¥ / B(z,u) A(u,z2) e e~ "% dudi.
772

i) Si A et B sont des fonctions polynomiales, alors A ,BB est aussi une fonction poly-
nomiale.
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(IV, 1, 5) Lien entre le produit-* de Moyal et celui de Berezin

On va construire l'opérateur d’équivalence entre ces deux produits-*. Hjgqy est
évidemment un groupe de Lie nilpotent et son orbite W* est isomorphe & IR%*. Nous
gardons donc les notations des parties (II) et (III).

Soit T* la réalisation de la représentation de (S(W?*),*p) définie en (II, 3 , 3). Si u est
dans S(W?) alors T*(u) est un opérateur de Hilbert-Schmidt sur L*(IRF) = 771 (HF).
Proposition (IV, 1, 5, 1)

. Si u appartient 4 S(W?*), alors, avec les notations précédentes:

TX(u)(p,q) = (¢}2u)(p,q)

ou A est l'opérateur de Laplace.

Preuve:
On a: ,\( \F
— < T*u Foo>
X — p.arIpg 2
(u)(P,9) <F.F.>
mais:

< Fy 0o Fog >=< 7Y (E,), 77 Y(E;) >= Ex(z) = (27) *e~ ¥ = (2m)*e= 535

D’autre part I'opérateur T*(u) est un opérateur a noyau S (voir la remarque (II, 3, 3)),
donc:

< T'\(“)Fr.anp,q > = /l= T'\(“)Fp,q(t)Fp,q(t)dt
R

1
(2m)}

=2"§k7r"2"/ S(u)(t,3)6"%(’2‘“2)ei("2_qz)e"(’_‘)e“"“)dsdt.
R2E

Lu S(u)(t’ s)Fqu(s)Fp,q(t)dtds

Effectuons le changement de variables:

t+s
2 b

r=1t—8, yYy=
alors:

TX(u)(p,q) = 2 ¥x~* /

Fp(u)(z, y)e_’}(’z+4”z)e_“”e'qz)ez‘”da:dy
m2k

= 2'%1"‘/ fp(u)(:c,y)e"'"‘e'(”'q)ze_%‘zd:cdy
Rk :

= 2_k7r'%k/ u(t, y)ei‘("")e'(”"q)ze_'}'zd:cdydt.
nsk
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En écrivant u sous la forme F(F~!(u)) et en développant F~!(u), on obtient:

Tm)(p, q)= 22k n % A F(u)(a, b)e“‘“‘e_ib”ei”(’_”)e_(y_q)ze#d:cdydtdadb
S5k

. = 973 y2k A F(u)(a, b)e~ e~ Y= dydadbdt
4k

A e'fz eiz(t-p)d_z.
k (27r)%

Or:
_z2 . dzx 2 2
=52 iz(t-p) = Fe=F\(f —p) = e—(t=P)*.
Ake € o)} FleT)t—p) =e
Donc:
TA(u)(p, q) = 2~ F 2% A F(u)(a,b)e e~ v~ (t=P) ¢ ~(v=0)° dtdydadb
4k
=2;§"‘,|--2’=A F(u)(a, b)e“a(“”)e‘“’(y"’)e“(""’)ze‘(y‘”ze"(“P+"q)dtdydadb.
4k
Mais:

]

A e~t-p)?gmiatt-p) % _ _ g o}
k (2m)?

de méme pour les termes en y, on obtient alors:
— . . —(a)? _2
T (u)(p,q) = (27)~* A F(u)(a, b)e~*Pe~?¢ =5 eI dadb
2k
2,2
= 7 (F(u).e™ 75 ) (p, ) = (¢ u)(p,q).
Q.ED

Théoréme (IV, 1, 5, 2)

Si u et v sont dans C*(W?), alors :

e'}A(u ) = etty ,Be*Av.
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Preuve

Puisque :
THMu apyv) = THu)oTAv) = TMu),, TA(v),
le résultat découle de la proposition (IV, 5,1 , 2). ' Q.ED

(IV, 1, 6) Interprétation géométrique de ’operateur eid:

. ’ . ’ , . rd ’ . -L
. On va donner une interprétation géométrique de I'opérateur d’équivalence e*4

la méthode d’Unterberger et de Moreno [33], [27 ].
Soit G ’extension de Hapy4y par Zo:

, en suivant

G= Z; X, Hupr = {(&,h), € = *1, h € Haunl},
ou :
p(e) h = p(e) ezp (aX +bY +¢cZ) = exp (e(aX + DY)+ cZ).
La multiplication de G est alors:
(6,9) (¢',9") = (€', 9p(e) §') et (6,9)=(1,9) (&,1).
En considérant Paction du groupe G sur W* définie par:
(L,9) (P g) = 9(p,g) et  (51)(pg) =€ (P,9),

on définit une représentations de G sur Hp, qui est une extension de la représentation U?,
par:

(UA(E, g) f) (Z) — eiCX+-A—E¢'.—°(2z—Xb+ia)f(€(Z _ /\b+l(1)).

. Maintenant, si 8, est la symétrie géodésique autour du point z = p +iq de W*, alors 6,
s’écrit comme un élément de G:

. . 2 )
8. (p +ig')=2p—p' +i(2¢-4) = (— 1,ezp(~2¢X + —f Y)) (' +id).
et donc 'opérateur A, sur Hp associé a cet élément est défini par:

(A:5)(w) = (U*@.) ) (w) = &) f(—u +22).

Proposition (IV, 1, 6, 1)
Si A, est le symbole au sens de Berezin de A;, alors:

Z, (u) = e~lz—ul*,
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Preuve:

On a 4
A, (u)= S AzCus Cu >
< Eyy€y >
Mais:
< Ayey ey >= < UNB,)ey, 64 >= (U’\(Gz)e,,)(u)
=cey(—u + z)e* )
—ce— FEtuitiz—4t
et:
< ey,Ey >= ce'“’}.
Donc:

A, (u)= el

Proposition (IV, 1, 6, 2)
Si f est dans HF, alors:

/WA f(2) A4(u) dedz = (eiA f) (u).

Preuve
En effet:
/WA f(z) A,(u) dzdz = /WA F(2) el dadz
—F (F()eF ) (w)
=(et2f) w).

Ce qui prouve la proposition.

Si on pose alors:
oW = [ ) A dea,

on a:

@(u.uv) = (<I>(u))‘8(<l>(v)).
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(IV, 2 ) ESPACES HERMITIENS SYMETRIQUES COMPACTS

Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et simplement connexe, soit g son algebre de

Lie. Chaque orbite W de la représentation coadjointe de G est difféomorphe & IR%*. Nous
pouvons donc considérer W comme une orbite d’un groupe de Heisenberg “externe” et
réaliser sur W la construction précédente. Nous savons que le produit-* de Moyal *ps sur
W n’est plus invariant mais seulement covariant:

iXa iV —it.,iX = i[X,Y], VX,Yeg.

Considérons maintenant la construction du produit-* de Berezin *g sur W, muni de
la structure complexe définie ci-dessus. Les “états cohérents” ne sont plus réellement
cohérents sous ’action de G mais seulement sous ’action du groupe de Heisenberg “ex-
terne”. De plus, la propriété de covariance n’est en général pas vérifiée pour le produit-*
de Berezin. Il est donc impossible de relier a ce produit-* une construction raisonnable de
représentations de G.

. Nous concluons de ces remarques, que le bon objet pour écrire ’analyse harmonique
des groupes de Lie nilpotents (ou méme exponentiels [4]), est le produit-* de Moyal.
D’autre part, pour les groupes compacts, les seules constructions de représentations-#* con-
nues utilisent le produit-* de Berezin. Dans cette partie, nous allons donner une définition
d’un produit-* de Moyal sur des orbites coadjointes de tels groupes, en généralisant la
réalisation géométrique de 'opérateur d’équivalence étudiée ci-dessus pour IR%* (voir [27]).
Il sera ainsi possible de construire une théorie unifiée des représentations-* pour les cas
exponentiels et compacts semi-simples.

Rappelons d’abord les constructions connues pour les groupes de Lie compacts semi-
simples.

Soit G/K un espace hermitien symétrique compact. Nous pouvons supposer G/K irre-
ductible, le cas général se déduisant de ce cas particulier par produit. Nous choisissons
donc G simple et compact, connexe et simplement connexe, K est alors le centralisateur
d’un tore de G ([21]). Notons o le point K de G/K.On peut alors définir un calcul sym-
bolique et un produit-* de Berezin sur ’espace des symboles sur G/K ([31], [7]). Tout
d’abord, on construit un fibré en droites complexes Ly sur G/K. Pour cela, on choisit une
chambre de Weil dans le dual de I'algébre de Lie du tore dont K est le centralisateur et
on exponentie un poids entier de cette chambre, prolongé trivialement a ’algébre de Lie k
de K, pour obtenir un caractéere A de K.

. Soit T'y Pespace des sections holomorphes de Lx. On définit les états cohérents e, (g
dans L \ { section nulle }), les symboles et le produit-* de Berezin comme dans (IV, 1).
Le théoréme de Borel-Bott nous dit alors que I'y est de dimension finie et que ’action de
G sur cet espace définit une représentation unitaire irréductible 7*, de poids dominant A
([35], par exemple). G agit donc sur I'espace V) des symboles des opérateurs sur T'y.

. La symétrie géodésique 8, autour d’un point z de G/K est définie par un élément de G,

que nous noterons aussi §,. Soit A} = 7*(8,) l'opérateur correspondant sur Ty et A} son
symbole.
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Definition [27]

Soit f un symbole dans V), on pose:
(2 ) = [ 1) B ) o)

ou y est une mesure invariante sur G/K, qui sera normalisée plus tard.

Sur chaque Vi, on définit le produit-* de Moyal %}, par:
S fu, ) = B (Hea M)
Leinme (IV, 2, 1)

Pour chaque z et u de G/K, on a:

A3 (u) = 43 (2).

Preuve

Fixons u, pour chaque z dans un voisinage géodésique ¥ de u, il existe un point v dans U
tel que:
6,2 = u.

Soit s¢ une section de L qui ne s’annule pas sur /. Alors:

Z} (u) = < A} ey5(u)s €ag(u) > _< A €40(8,2)1 Cs0(802) >
< €so(u)> Cao(u) > < €44(8,2)) Ea0(8,7) >

Mais:

€ao(8,2) = 0o-€(o=140)() = T (60)(€sy(2))
ou:

so = (85 '50)(2)

et:

72(8,6.0,) = 7(6s,:) = T2 (8y) = A).
Donc:

< Aﬁ €s0(2)1Ca9)2) >
< €4(2) €a0(z) >

Adw) = = AX(2).

Comme G/K est connexe et A} (u) est analytique en z, I’égalité ci-dessus est vraie sur
tout G/K.

QED
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Lemme (IV, 2, 2)

Soit L, Paction réguliére gauche de I'élément g de G dans L*(G/K), alors:

L(VMCV* et L@ =&*L,.

Preuve:

.Soit z un point de G/K et g, un élément de G tel que g;0 = z. Puisque:
A} = 1X(g:)oAdom (g7 ),
alors, pour tout g de G,
T(9)e A2em (g 7!) = 7X(gg.0)e Asom N (g,7) = Aj .-

D’ou:

A3,(u) = A} (¢7'w).

Maintenant, par définition:

(@I, F) ()= [ L F D B @)
= [ FG&) & o) ute)
G/K

= [ F@ B @) ue)
G/K

Q.ED

Corollaire (IV, 2, 3)

Si le rang de I’espace symétrique G/K est un, alors &> est une fonction ¢ du Laplacien A
sur G/K.
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Preuve

Dans ce cas, les composantes isotypiques de la représentation réguliére L sur L?(G/K)
sont de multiplicité un et contiennent seulement des fonctions C°°. D’autre part, I’espace
des opérateurs différentiels invariants sur G/ K est I'espace des polynémes en A. Ces com-
posantes sont donc séparées par A ([21]). Le corollaire découle donc du lemme précédent.

. Maintenant, on peut identifier 'espace G/K avec 'orbite W de la représentation coad-
jointe d’un multiple de A de telle fagon que le symbole de 'opérateur 7}(X) soit, pour
tout X de g, la fonction X =< X,. > sur l'orbite W. Le produit-* de Berezin est alors

covariant sur W. D’autre part, puisque G est simple, 'espace des fonctions X, pour X
dans g est invariant sous la représentation L et irréductible. Si, de plus, G est de rang 1,
cet espace est une composante isotypique de L et il existe donc une constante C) telle que:

$X)=CX, VXe€g
On peut alors choisir la normalisation de la mesure u de telle facon que C) soit égale a 1

Proposition (IV, 2, 4)

.Pour un bon choix de la mesure u, le produit * de Moyal est covariant:

iX. iV — iV, iX = iX)Y], VX,Yeg

Un exemple:

.Soit S? la spheére de rayon 1 dans IR®. On sait que S? est I’espace symétrique hermitien

SU(2)/K ou:
K= { (e(‘)‘P e“(')‘*") , P E IR}.

S? est aussi une variété kahlérienne, si on I'identifie 8 SL(2, € )/H ou:

d! 0
H—{(c d),C,dGC,dgéO}.

On choisit comme carte de S? la projection stéréographique:
S?\ {pdle nord} — C .
La structure complexe de S2 est, dans cette carte, la structure complexe usuelle de € .
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Soit g un élément de SL(2,C ). L’action de g sur S? s’écrit dans la carte:

az+b ) a b
gz= """ si g_(c d) etz € €C, cz+d#0.

Les fibrés holomorphes en droites complexes sur S? sont paramétrés par IN et sont trivialisés
sur notre carte ainsi:
Pour chaque m deIN, on définit le caractére x de H par:

&l 0\ _
(% 3)=

Lm = SLy(€ )x, € — SLy(C )/H.

Toute section holomorphe s de L, s’écrit alors dans notre carte:

et le fibré L,, par:

=15 1) Fo

ou F est une fonction polynomiale de degré au plus m en 2. En particulier, on notera sg
la section définie par la fonction F' constante, égale a 1.

Notons T';, I'espace de ces sections holomorphes. SU(2) agit ainsi sur I'm; qu’on identifie
a l'espace des fonctions polynomiales de degré au plus m:

(@ F) @ =(+p F (5D, s 9= (% 2).

On munit Ty, du produit scalaire invariant:

< F,F' >=L F(z) F'(z) h(z)p

ou: )
i1 duAldu

h(z) = (1 + 22)—'“ et H= 2—7; -(I_-HLE)_E

(i est la mesure normalisée de S?).

Les états cohérents sur L,, sont alors:

cuio®@ = [ (5 1) E)]
Proposition (IV, 2, 5)
E.(u)=(m+ 1)1 + zu)™.
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Preuve:

Le cacul se fait comme dans le cas du groupe de Heisenberg, le résultat est dans [7] et {37].

. Soit u un point de notre carte, posons:

1 U
_ <(1+.m)§ (1+ui)? )
Gu = —i@ 1 ’

(+ui)?  (Q4ui)?

gu est alors dans SU(2) et gyo = u.
Si 6, est la symétrie géodésique sur S? autour du point z, on aura:

2z — u(l — z2)
27u + (1 — 23)

0.(u) =g. 6 g:l.u =

Proposition (IV, 2, 6)

0. est définie comme un élément de SU(2):

\ — 5 zz=1 —_ D z
ouax=1t T D B=2 o

D’autre part, si AT désigne ™ (8,), alors:
. am[2Fut82)+ (1 - 22)(1 - ul)m
AP(v) = (=) [ (1 + ua)™(1 + 22) 1™

Preuve

L’écriture de 0, comme un élément de SU(2) est un simple calcul utilisant la section

trivialisante de notre carte.

D’autre part:
—_— — <t™(8,)e,,eq >
AP () =r(B:)(u) = STekent
_m"(6:)E.(u)
E.(u)

et I’expression de @(u) découle de celles de 7™ et de E,.

z

. Notons e;(z) la section 27 so(2) = [<(1) 1

une base de I'y, et:

Lemme (IV, 2, 7)

.Si V,, est l’espace des symboles des opérateurs sur I'y, alors :
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)PP (2) = sy 6 =1,..,m} est une base de Vpn.
ii) SU(2) x SU(2) agit sur V,, par:

(9,9") P (2) = P e, (2)

et le vecteur de plus haut poids de cette représentation irréductible est ﬁ;g,em.

Preuve

1) Soit s un élément de I'y,, si on pose:
Pe'?’ej (s) =< s, ¢€; > ¢;,

alors {Pe':‘,ej, 1, =0,...,m} est une base de L(T'y,) , et:

Pele; €so(2)1€s0(z) >

< €so(2)s €s0(2) >

_< €350(2)r i >< €j,C44(z2) >
Bl < eso(z)’eso(l) >

_ 1 213
Tm4+1(1+z2)™

— <
Pe(2)=

puisque:
ei(2) = < €iyesz) > €t h(z) = < s0(2),80(2) >
ii) Comme:
((g, g')Pc'?,e,-)(s) =(9'Pc'?,e,-g_l)(3)
= < s,g9¢ > g'e; = P;Z;,g'e,,
et

ip iy’
sig= (CO eP‘*’) et g' = (60 6_2‘/) alors on voit que :

(9,9") Pf'_‘:, — eilm—28)p—(m=2r)¢'] p:n.-:',

ce qui prouve le lemme.

. Maintenant, la représentation réguliere de SU(2) sur V,,, se décompose en somme de
représentations irréductibles:

m

> Dy,

k=0
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par construction Pe"0 ., €st un vecteur de poids dominant dans Vi, c’est donc le poids
dominant de D, unique & un multiple scalaire prés. De plus le laplacien A sur S? s’écrit:

=(1+ uu) Y g_
On a donc:
(A €0,Ck )(Z) = _k(k + 1) eo € (Z)'
Enfin:

Proposition (IV, 2, 8)

La transformation ®™ a la forme suivante:

leDh = a(mwk)Idle

avec:
0 si k>moum—k impair
a(m,k) = ! m+k))
(m. %) 2F(—i)m+! i ( _k) sinon.
(m+k+1)! (2=)
Preuve
Puisque ™ commute avec L et donc scalaire sur chaque Dy:
(q,m eq, ek)(z) = a(m k) eo,ek(z)’
alors, pour z = 1, on a:
1 z)”‘(m +1) & Zptk zm—p _
(2™P)() = ¢ " 1 E o e L

_ (=™ e ()T _
= 2n(k+1) / Cn® Tizzymiin 742
(z)m™ (=)

T (k4 L)(m+k+ 1) (=SE)

Mais:
k

)= ———
eo Ck( ) 2k(k+1)
ce qui nous donne le résultat.

On déduit finalement de ce qui précéde ’expression de la fonction ¢ telle que ™ soit

$(A):
¢ = tow

w(A) = —% + %(1 —4A?)} et y(k) = a(m, k).
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V REPRESENTATION-+ REGULIERE DES GROUPES DE LIE
COMPACTS

. Dans cette partie, on construit la représentation-* réguliére d’un groupe de Lie compact
G. On montrera qu’on peut toujours réaliser G comme un sous-groupe de SO(V) ot V
est un espace vectoriel euclidien de dimension n + 1.

On réalise le fibré cotangent T*(G) de G comme une orbite O, de la coadjointe du
groupe produit semi-direct de G avec V, = V x ... x V' n fois . A partir d’'un produit-*
sur T*(G), on construit la représentation-* associée a l'orbite 0. Puis, on en déduit la
représentation-* réguliere du groupe G.

. Sur T*(G), deux produits-* ont été construits, I'un par A. Lichnerowicz, I'autre par S.
Gutt. Dans cette partie, on utilisera le produit-* de S. Gutt, les polarisations naturelles

de celui de A. Lichnerowicz définissent en effet un espace de fonctions polarisées réduit a
0.

(V, 1) Rappel sur les groupes compacts

1) G étant un groupe de Lie compact, soit T' un tore maximal dans G, t son algébre de Lie,
A le systéme des racines de la complexifiée g® de g par rapport a £ et D(g) le diagramme:

D(g)={H €t tel que a(H) € 2ir Z, pour un certain a € A}

. Notons t, =t — D(g) et fixons une composante Py de ¢, telle que 0 € Py.

Si on pose :

C = Ad(G)P,
ou Ad est I’action adjointe de G, alors [21], I'application :

G/T X Po —_— Gr
(¢T,H) — gezpHg™!

est une bijection sur son image qui sera appelé G, 'ensemble des points réguliers dans G.
G, est dense dans G. Par construction, ’application ezxp : C — G, est bijective.

. Pour X fixé dans C, soit:
Dx = {Y € C tel que exp — XezpY ¢ Gr}
DYy = {Y €C tel que ezp — YezpX ¢ G,.}
Cx=C-Dx , C'x=C-DYk.

D’aprés ce qui précéde, les applications:
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W(X,):Cx — Cet P(,X):C'x — Cou ¢(X,Y) =exp - XezpY sont des injections

a image dense. De plus:

(X,Y) = —p(Y,X) si¥Y eCxNC'x.

2) Soit G un groupe compact connexe et réel, g son algebre de Lie. Ona g =2z® s ou
s = [g, g] et z est le centre de g. Posons dimz = p.

Soit G' la composente de I'identité dans le groupe des automorphismes linéaires sur s et G
son revétement universel. Le centre Z de G’ est alors un sous groupe fini. Si CardZ =r,
considérons le tore T =IR/ 5 et un sous groupe cyclique E d’ordre r de ce tore. Si on
désigne par G” le groupe produit de G' par p exemplaires de T, et par N le sous groupe
E,...E,Z de G” chaque E; est une copie de E, il existe alors (voir par exemple le livre de
Pontryagin, section 64 exemple 106), un sous groupe fini central H de G tel que G/H soit
de la forme G” /.

Soit x; : T — @€ le caractere xi(z) = e?i"% de T;, alors & ;xi ® Ad est une
représentation fidéle de G”/y. Mais on sait (voir par exemple: Hochschild ‘Structure
des groupes de Lie’), que pour tout h dans H, il existe une représentation 7y de dimension
finie telle que 7, (h) # Id. La représentation

p=0,xi®AdD Y
heH
est donc une représentation fidéle de G sur un espace de dimension fini V. Comme G est
un groupe de Lie compact, il existe alors une forme quadratique sur V invariante par G,

il s’ensuit que p(G) est un sous groupe compact de O(V'), donc de SO(V) puisque G est
connexe.

(V, 2) Réalisation de T*(G) comme une orbite de G x V,,

On garde les notations précédentes. Soit Vi =V x ... xV m fois, G agit alors sur V,, par:
g(er, - em) = (g9€1,-...,96m), € €EV et g€ G.

Notons O,, l'orbite d’un point (ey, ...,em) dans V, sous G.
Lemme (V, 2, 1)

Sim =n et {e1,...,en} un systéme libre de V alors O est isomorphe a G.

Preuve

Soit (e1,--,ent1) une base de V. Si g appartient au le stabilisateur G(ey,..,en) de
(€1, ..., €n), alors ge; = e; pour i = 1,...,n, mais puisque g est dans SO(V), alors g stabilise
> ey, ...,en < et son orientation donc e,4; d'ou g = Id. Et par conséquant :

O. ~G/G(e1,...,en) =G. Q.E.D
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. Considérons le groupe produit semi-direct G x V,, qu’on réalise matriciellement par :

g 0. 1
GxVa={(g,-.Ya)=| 4 . Y. }
0 0 1

Le produit dans G x V,, sécrit :
(9, Y1, ., Yo)(¢', Y7, Yy) = (99',9Y] + Y1,..,9Y, + 13).
L’action adjointe de G x V,, est donnée par :
Ad(g,Y1,...,. Yo )X, Th,....Ty) = [Ang, —(AdgX)Y; + ¢Th,...,—(AdgX)Y, + gT,.] .
Par conséquent, si (§,7,...,7,) sont les coordonnées sur la base dual de g* x V' alors:

Ad*(g, Yl’ A | Yn)(é, 7’1’ reey nﬂ) = (6,7 n; %y r’:l)

g =gt+) gnAY: , ni=gn

=1
la forme n AY etant définie sur g par:
<pAY,X >=<nXY > (XY estaction de g dansV).

. Si {ei, ..., en} un systéme libre de V. Prenons le point (0,e,, ..., €,) dans g* x V,. Notons
O P'orbite de ce point sous G x V,, .

Proposition (V, 2, 2)
O est symplectomorphe a T*(G).

Preuve

T*(G) = {(g,a) avec §€EG et a € T;(G)} ~Gxg'

Tout d’abord l'application :
0 —T*G)

(a,g(el, - c,,)) — (g,a)

est bijective, vu le lemme précédent.
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D’autre part, soit A la 1-forme de Liouville sur T*(G):
Aoy X, T)=a(X) si Xeget Teg"
alors:
dNg.e0 (X, T), (X', T")) = (X, TP, )(X', T) = (X', T)Ag (X, T)
~ g ([(6T), (X, T))-

Remarquons que :

1) Si X est dans g, on peut voir (X,0) comme un champ de vecteurs sur G x g* et la
fonction (X, 0)~ sur l'orbite est définie par:

(X050 =< (X,0), (a,g.(el, ...,e,,)) >= a(X) = Ay ((X,0)).
2) Si Y € Ty(G) vu comme un vecteur tangent a la fibre de T*(G) en (g, @), on a:
Mo (0,Y) =0.
. Soit w la 2-forme symplectique sur O :
w((X,7),(X',Y") = {(X,Y), (X", Y)")

ot {,} est le crochet de poisson sur O.

On va montrer que:
Wg,a) = dA(g,0)-
En effet, il suffit de voir que :

a)d(g.) ((x, 0), (X',O)) = (X',0).a(X) — (X,0).0(X") + a([X,X'])
= {(X,00%, (X", 00"} ) = 9o, (X, 0), (X', 0)).
B)dA(g.0) ((x, 0), (0, Y)) = (0,Y).a(z) — (X,0)-A(g.0)(0,Y) + A(g,0) ([(X, 0), (O,X)])
= (0’ Y)(X’ 0)~ = {(X, 0)~, (Ov Y)N}(g,a) ’
puisque [(x, 0)~,(0,Y)~] = (0, X.¥)™.

)
g0 (0 Y),(0,Y) = 0 =t ((0,1), (0,¥1),

puisque [(o,Y),(o,Y')] =0.
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(V, 3) L’induite unitaire

On choisit la polarisation algébrique réel h = {0} x Vj,, et on définit un caractére x sur h
par:

n
x(0,v1, 09, ...,0,) = zE < ej,vj > (('vl,...,v,,) €V, et (e1,...,e,) dans V; ﬁxé).
i=1

On exponentie x au sous groupe H = {I} x V,, par :

. n
X(I, vl, caey vn) = e' E, =1<ej Vi >.

L’induite unitaire

= ind
HTC?xV,.X

se réalise alors sur ’espace :

_ ‘ 1)F(h.A) = x(h)F(A) si he H
H= {F.G’x Var— € avec{2)fH\GxV,. |F(A)|?dA < o0 }

par, si A et A’ sont dans G x V,,
(W(A).F)(A') = F(A'A).
Or, g \ G x V,, est canoniquement isomorphe & G. Considérons en effet la section 7 :
7T:G—GxV,, g¢g+—(g,0,..,0).
Alors a chaque F' de H on associe une fonction f sur G définie par:
f(9)=F(r(g)) VgeG.

Donc 7 se réalise sur L%(G), pour f dans L%(G), (9,Y1,...,Yy,) dans G x V,, et ¢' dans G

on aura:

(W(g,Yl, --~,Yn)f)(y') =x(1,9' 'Y, ..., Ya) f(¢'9).

Les générateurs infinitésimaux de 7 sont:
. . P
i Xeg (m(X,0f)(g) = Ff(g'eptX) o,

siYevV, (w(o, Y)f) (¢") = x(I,9'*Y) f(g")
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Remarquons que 1’on peut écrire:

X(IglY)=i) <ej,g7lY;>=i) Yi(ge:) =i¥(9) (¥ =(Yi,...,Yn)).
Jj=1 Jj=1

Done 7((0,Y)™) est la multiplication par une fonction qui ne dépend que des variables de

la base G du fibré T*(G).

(V, 4) Représentation-*
. Soit C I'ouvert de g défini dans (V,1).

Définition (V, 4, 1):

Soit f une fonction C* & support compact sur T*(G) et ¢ une fonction de L?(G), on pose:

(Asp)(g) = /c / . 6i°(x)f(gervp§,a)tp(ge:va)dXda.
£

Ainsi défini, A; est un opérateur linéaire sur L*(G).
Notons par B ’ensemble des fonctions de C*°{T*(G) ), telle que la transformée de Fourier

partielle de f par rapport a la variable dans la fibre (F, f) ait un support k compact et
inclu dans (G x C)

Proposition (V, 4, 2)
Si f est dans B alors
i) Ay est un opérateur de Hilbert Schmidt sur L>(G) et on a une estimation:

l45llas < C(R)IIfllez

(C(k) est une constante qui dépend de k)
ii) L’adjoint de I'opérateur Ay est A} = AT'

iii) TrAj= fT.(G) f(g,a)dgda.
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Preuve

i) Soit f un élément de B, et v une fonction de L*(G) :
ia(X) X
(AroX@) = [ [ €0 flgesn, ahplgeapX)dX do
§‘
X
- [(Faraeary, XplgespX)ax
Si A(X)dX est une mesure de Haar invariante a gauche sur exp C, on pose:

®s(g,expX) = (fa,f)(gea:p{, X)A(X)™t.

®; est C° sur G x G, et a support compact inclus dans G x exp C.

Alors si dg est la mesure de Haar sur G on a:

(419)(0) = [ B0, capX)olgezpX)A(X)da
= / ®/(g,9")p(99")
G.
= [ 850,97 ¢ et )dg'
G

Donc Ay est un opérateur de noyau Ks(g,¢') = ®5(9,971¢’).

D’ou :
”Af”%{s—/x Ky(g, g)l dgdg’ —/xclq’f(g,y"g') 2d9dy'
//|‘I’f(y,y)| dgdg'
-_—/ /|‘I>f(g, ea:pY)I A(Y)dY dg
GJC
_ / / [e2 f)(gexp%,Y)\zA_l(Y)deg.
G JC

Mais , comme f € B, (F,f) est a support compact k dans G x C, ce qui entraine que :

Mslfes < C8) [ [|(FafNaeary )| d¥d

<ce [ .

puisque A(Y") est bornée sur la projection de k sur C.

2
f)9,Y)| d¥dg = constantel|f]I3s,
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ii) Si Kf(g,9') est le noyau de 'opérateur Ay, alors I'adjoint A} de Ay a comme noyau:
Kj(g',9) = ®5(s',9""9)-
. Posons g = ezpX,g' = ezpY avec X et Y dans C tels que ¢’ 'g € exp C, alors :

g7'g €expC et g7lg' = expyp(X,Y).

Donc :
E;(¢'9) = Fah)(g'e 2B p(x, 1)) (0%, 1))
Mais:
(.7-'_;7)(9,X) = (faT)(g’ _X) et ’l/)(Y,X) = —1/)(Xv Y)
Alors:
E;(¢'9) = (FaT) (025 p(x, 1)) A (w(x, 1))
= @7(g,eap(X,Y)) = ¥5(9,97'¢)
= K3(¢9,9').
D’ou

(45)" = A7.

iii) Se déduit du fait que le noyau de Ay est continu donc que
TréAys = / Kf(g,9)dg = / $s(g,I)dg
G G
= [(Fne0dg= [ f(g,aode
G T*(G)

Q.ED

. Maintenant, si f est dans B, la formule :

lAs|ks = Tr(Ag 0 A7)
définit un produit scalaire dans B par :

<f,f >= Tr(AgoAy).
Notons L? le complété de B pour cette norme.

Proposition (V, 4, 3)

L’application A qui & f associe Ay est une bijection de L? sur I'espace HS (Lz(G)) des
opérateurs de Hilbert Schmidt sur L%(G)).
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Preuve

D’une part, I'injectivité découle du fait que :
2 2
HAfllas = 1 F1IL-
D’autre part, soit « C k' C C, deux compacts, p. une fonction C* telle que :

1 si Xe€x
p"(X)—{O si XeC\«

et 0 < pu(X)<1.
Si A est un opérateur dans HS (LZ(G)) , de noyau K, on définit la fonction f, dans B par:
X . / .
(Fafe)(gexp—,X) = K(g,9ezpX)A(X)px(X) (st X €« 0 ailleurs),

et donc le noyau:
K (9,9') = %5.(9,97"9").
Si g71g' s’écrit expX, avec X dans C, alors ¢' = gexpX , et:

K1.(9,9) = (Fafo)seapTy, X)AT(X) = K(g,9e2pX)pu(X) = K(g,9")pu(X).

/GxG

D’ou :

2
(K - Kf‘)(y,g’)| dgdg' =

foll.,
< Jo
<o
<SS overo

Maintenant si &, est une suite de compacts dans C tel que K,,,_ C Kn41 €t Uk, = C, alors
la suite Ky, converge vers K dans L?(G x G). ce qui entraine que f,, est une suite de
Cauchy dans B. Elle converge donc dans L? vers une certaine fonction f et K = K.

Q.ED

K(9,9ezpX) — K(g,9eapX)pu(X)| A(X)dX]

K(g,gepr)|2|(1 - pn(X))rA(X)dXdy

2
K(g,gezpX )| A(X)dXdg

2
K(g,y')\ dgdyg'.
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Définition (V, 4, 4)

S f et f' sont deux éléments de L?, on pose :
Af*f' = AfoAff.

Ce qui définit un produit associatif dans L2. On va montrer que ce produit est celui
associé au produit-+ défini par S. Gutt sur T*(G) dans [19]. Rappelons la définition de ce
produit-* :

Soit g I'algébre de Lie de G, S(g) I'algébre symétrique de g et U(g) 1’algébre enveloppante
de g.

- 5i P et Q € S(g), alors:
P+Q=0""(o(P).0(Q))

Ot o est I'application de compléte symétrisation de S(g) dans U(g).

- Si f, f'sont des fonctions de G seulement, on a:
ff=ff.

- Si f est dans C°°(G), f' dans C°(T*(G)) et 7 est la projection canonique T*(G) — G
alors:

r()e £ =0 + 1 S X X )20 2 £

r>0

ou les X; sont des champs de vecteurs sur G et les Z; sont des champs de vecteurs verticaux
de T*(G) tels que w(Z%,Xj) =6, ;.

Il existe alors un et un seul produit associatif formel sur T*(G) ~ G x g* qui vérifie ces
trois relations.

Proposition (V, 4, 5)
On peut étendre la tansformation A & L @ (g % Va) d’une fagon unique en posant:

Ag = —in(X) VX egxV,

Preuve

Il suffit de montrer que la relation qui définit Ay peut étre étendue aux éléments d’une
base de g x V.
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Si X; est un élément de g, on notera le nombre (X, 0)~(g, a) par X(g, a). Alors

~

X; = aj,

donc si ¢ est C™ sur (G) et si supp ¢ est un compact inclus dans gezp C, posons
é(z) = p(geap ) 2;X;)
j
alors ¢ est une fonction C™ & support compact dansIR™ et
(Ax, #)(9) = /c /5 _eXajp(gexpX)dX da
= /;- aj(F¢)(a)dea.

Par conséquent :

(45,9)(0) = F(o(F)) (0 = iz 4(c)

=0 .

= —i(n(X)e)(9)

De méme, si (0,Y") est un élément de {0} x V;, C g x V;,, alors la fonction (0,Y)™ que nous

notons ¥ est une fonction des variables de G seulement. Mais si @' est une fonction des
variables de G' seulement et ¢ a les mémes propriétés que ci-dessus alors:

(Ape)(s) = /,_ F(#'$)(a)da = F(F(4#9))(0)

ou on a posé: X
¢'(2) = ¢'(geap) et ¢(I) p(gezpX).

Ce qui entraine que:
(A e)(9) = ¢'(9)e(9)-
Et, vu I'expression de 7((0,Y)), (voir (V, 3)) on a:

(Aye)e) = —i(m((0,Y))¢) (9).

Q.E.D
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Remarque (V, 4, 6)

1) * “est” le produit de S. Gutt [19]. Puisque (proposition précédente), le prolongement
de la transformation A 4 L2 @ g x V,, définit un produit associatif sur un sous-espace de

L} ® S(g) tel que:
- Si P et Q sont dans S(g), alors:

PxQ=0¢"1 (a(P)a(Q))

Ou o est la symétrisation de S (g) dans U(g). ceci se démontre par induction en utilisant
A et le fait que 7 est une représentation de Ug).

- Si f est f' sont des fonctions C*® des variables de G seulement
ff=ff,
d’apreés la preuve ci-dessus.

- Un calcul simple en utilisant la transformation A et la proposition précédente montre
que la troisiéme condition du produit-+ de S Gutt est vérifide.

2) Rappelons que A. Lichnerowicz dans [25] avait défini un produit-* sur T*(G) de la fagon
suivante:

On considére G comme une sous variété deIR"t! x ..... x IR"* n fois, donc T *(G) se
réalise comme une sous variété de E:

E=(R"" x ...x R"! - {0}) x (R"*! x ... x R"*!).

Soient {g1,...,qn} , {P1,..-,Pn} deux systémes libres delR"*! [ p; >0 , 0;; , 7i; et,
vi,j (4,3 =1,...,n) des nombres réels, on définit des transformations linéaires sur E par :

@ =pq
g =p2.(g2 + Y2,191)

n—1

I = pn(gn + Z V9.i9i)

=1

n
P =P (Pn+ Y Vnipi)

=1

n
p{n—l = P;il(Pn—l + On—1,nPn + Z Vn—l,iqi)

i=1

n n
Pr=p'(P1+ ) o1ipi+s Y viig).

=1 i=1
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Si on impose dp A dq = dp' A dq' on définit alors un groupe Gy engendré par ces transfor-
mations qui agit sur E en préservant la structure symplectique et la connexion plate de E.
De plus, I'espace des orbites de E sous Gy est isomorphe & T*(G). On considére donc le
fibré principal 7 : E — T*(G) de groupe structurel Gy et le produit-+ de Moyal usuel *
sur E. Alors on pose, pour f et f' des fonctions C*® sur T*(G):

7r*f*M7r*f'=7r*(f*f,)

Ce produit-+ posséde une polarisation-* réelle naturelle:
{f tels que f x ¢; = 0 Vi}.

Malheuresement cette polarisation-* est réduite 4 0. C’est pourquoi on ne considérera pas
ici le produit-* de Lichnerowicz.

3) Notons que ces deux produits-*+ (celui de S Gutt et celui de A. lichnerowicz) sont
différents (voir [11]).

Soit f dans L? et 4 un élément de G x V,. 7(-y) est alors un opérateur unitaire, ce qui
entraine que 7(y), Ay est dans HS (Lz(G)) . Ainsi de I'action de Gx V,, dans HS (Lz(G)) ,

on déduit une action de G x V;, dans L%, notée E(y) *.

Définition (V, 4, 7)
Pour v dans G x V,, et f dans L2 :

AE(yyes = T(7)oAjg-

Proposition (V, 4, 8)
Les relations suivantes sont vérifiées:
i) E(y~')=E(y)

i) %(E(”Ptr)*f)l 0=if‘*f VliegxV,, VfeB.

t=

Preuve

i) Résulte des égalités suivantes:

Ap(yter = 717" 0 Ap = 7(7)*eAs = (45 0 n(7))
FeB(n = YFeny = AE@es
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i) Si f est dans B, Ay est de Hilbert-Schmidt et est un vecteur C* pour la représentation
de G sur HS(L?(g)) définie par (v, A) — 7(7)oA. Donc f est un vecteur C* pour la
représentation E(v)* et:

d d

E{AE(ezptl")*flt=0 = (W(ezptr‘)oAf) ‘ = W(P)oAf

t t=0
= Aif#f = A;‘?(E(ezptl")*f)lt=0

Q.ED

. D’autre part, on peut définir E(y) comme une distribution sur B. Plus précisément, &
partir du produit scalaire sur B défini précédemment, on définit une forme bilinéaire réelle
sur B par:

<< f,f' >>=Tr(As.Ayp), (sif et f sont dans B).

Avec les notations précédentes, on a:

<< ff'>>= /G _K(9,9)K (g, 0)dgdg’
x

= / $(9,97'9" )25 (g',9' " 9)dgdyg’.
GxG

Le changement de variable g~1¢g' = ¢” entrine que:

<<f,f’>>=/

G x

. Qf(g,g”)@f’(gg”,g”—l)dgdg”

= [ (Fafoear, X)(Faf Noezpy, ~X)A(-X)dodX
GxC

- /G  (Fa)a, XVFaT (0, X)A(-X) " dgdX.

Rappelons que A est définie par :

[ seMe= [ Femxincoax.
G c

Si f' est une fonction de B, Fof'(g, X)A(—X)"! est un élément de 'espace D des fonctions
C* a support compact inclus dans G x C et réciproquement. On identifie donc les duaux
de ces deux espaces en disant qu’une forme T sur B est une distribution sur B (un élément
de B') si et seulement s’il existe une distribution S de D' telle que:
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<T,f >p=< S, FofA(-X)"'>p VfeB.
En particulier toute fonction f de B définit une distribution Ty sur B par:

< Tfafl >p=<< fafl >>=< (}-af)’faFA(_X)—l >D -
- Si X €C, la distribution E(expX) existe et s’écrit alors:

< E(expX), f >B= Tr(w(eme)oAf).
Or, le noyau Kx s de l'opérateur n(expX ), Ay est

Kx.1(9,9') = Kf(gexpX,g').

Donc :

< B(espX), £ >5 = [ Kxs(0,9M0 = [ KslaeenX,g)ds

=/ ®s(gerpX,exp — X)dg
G

= [(FaaearT,~X)A-X)"dg = [ FF)(o, X)A-X) " dg
G G

=< 16 ® 6x,(Faf)A(=X)"! >p .
Ce que 1’on écrira formellement:
E(expX)=Fo(lg®bx) =16 Q® e X) =15 ® e X,
- De méme si Y € {0} x V,,, la distribution E(ezpY’) existe et s’écrit alors:

< E(ezpY), f >=Tr(n(Y).A;) Vf€B.

fpuisqﬁe;snpestfuﬂe{oﬂcttonde#ﬂ;} T 0 T T T T T T

(7(¥)eds0)(9) = € (A70)9).
Ce qui entraine que le noyau Ky ; de 'opérateur m(Y), Ay est:
Kv,5(9,9") = ¢ Ks(g,9").
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Et alors

< E(ezpY),f > = / eV DK ((g,9)dg = / eV 9@ (g,1)dg
G G

= [ ¢ OFT(a,00dg =<< ¥ @ b0, (FDACX) >>.
G
Ce qui implique :

E(expY) = Fo(e'¥ @ bo(a)) = ¥ (@) ® 1g-.

Remarque (V, 4, 9)
. On peut définir le produit-* d’une distribution T'de B' par une fonction f de B en posant:
<T«+f,f'>p=<T,f+xf'>p Vf' €B

quand ceci a un sens. En particulier si T = expl’ , (T € g® V,), la formule ci-dessus a un
sens car:

< E(expD)* f, f' >p = Tr(w(ezpl")oAfoA,:) = Tr(AE(ezpr)xfod )

=<< E(expl) * f, f' >>.

Ce qui montre que les deux définitions de E coincident.

(V, 5) Transformée de Fourier adaptée

Soit ¢ dans C°(G x V,,) alors d’aprés [36] 'opérateur:

() = /G ey

est un opera.teur de Hilbert Schmidt sur L%(G) qui est lespaxe de la réalisation de 7. Si

"(‘P) Ae(¢)

on définit ainsi une transformation :

£:C®(G x V) —» L?
@ — E(p)
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Proposition (V, 5, 1)

Pour ¢ et ¢' dans C°(G x V,) on a :

1) E(px¢')=E(p)*xE(P') (ot x est le produit de convolution)

i) E@) =% (801 =9

iit) Trr(p) = / E(p)dp (ot du une mesure invariante sur T*(G))
T*(G)

iv) Si on pose < £(p), f >=Tr (w(go)oAf), pour f € B on définit une distribution qui au
sens des distributions peut s’écrire:

E(p) = /G e B

Preuve

i) Est une conséquence des définitions puisque:

(X ¢') = Ag(pxer) = As(p)oAe(e) = Ae(oree(y)
ii) Découle de la relation
(") = m(p)" = Az
iii) La proposition (V,4,2) nous prmet en effet d’écrire:
Tra(e) =TrAg,) = / E(p)dp.
T+(G)
iv) Si on pose < E(p), f >= Tr(w(cp)oAf), et si {¢n} est une base de L?(G) alors:

<E@) f>=) <m(p)oAspn,pn >= Z/G y @(7) <m(7) 0 Af,n,pn > dy
n n X Vn

= / Sa(‘y)z < 7r(‘)’)oAf‘Pn, Pn > d‘)’
GxVy, n

= [ wnTr(n(r)o A7)y

_ GxV,

=/ e(7) < E(y), f > dy.
GxXVy,

. Maintenant si on se restreint & G, ® coincide avec la représentation réguliere droite de
G (voir la preuve de la proposition (V, 4, 5)), on a donc obtenu ici une représentation-*
associée a la représentation réguliére droite de G.
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Remarque (V, 5, 2)

Pour obtenir la représentation réguliére gauche de G il suffit de changer la définition de
lopérateur Ay comme suit :

(Are)g) = /c / e~ f(eap - 29, a)p(eap - Xg)dX da.
.

120



_seealso:

BIBLIOGRAPHIE
[1] D. ARNAL “#-product and representations of Nilpotent Groups”, Pac J of Math, 113,
285 (1984).

[2] D. ARNAL “* products and representations of nilpotent groups” preprint I.C.T.P.
(Trieste, nov. 1986).

[3] D. ARNAL, J.C. CORTET “* product in the method of orbits for nilpotent groups”,
J. Geom. and Phys. 2, 2, p.85-116 (1985).

[4] D. ARNAL, J.C. CORTET J.of funct. anal. vol92 n° 1, p.103-135 (1990).
[5] D. ARNAL, J.C. CORTET L.M.P 20 p.141-149 (1990).
[6] D. ARNAL ,S. GUTT . C.R. Acad. Sc. Paris t. 306 série I (1988).

[7] D. ARNAL, M. CAHEN, S. GUTT “Representation of compact Lie groups and Quan-

tisation by deformation” Acad. Royale de Belg. Bull. de la classe des Sc. 3eme girie t.
LXXIV 45 (1988 p. 123-141.

[8] F. BAYEN and al. “Deformation theory and quantization I, II” Ann. of Physics 111
p.61-110 (1978).

[9] BERNAT “Représentations des groupes de Lie” Monographie de la société
Mathématique de France. Dunod Paris (1972).

[10] F.A. BEREZIN “Quantization” Izv. Akad. Nauk. U.S.S.R. 38, 5 (1974); Math.
U.S.S.R. Izvetija 8, 5, p. 1109-1165, (1974).

F.A. BEREZIN “Quantization in complex symmetric spaces” Izv. Akad. Nauk. U.S.S.R.
39, 2 (1975); Math. U.S.S.R. Izvetija 9, 2 (1975) p. 341-379.

[11] M, CAHEN (editeur): S. GUTT Actes du colloque ‘Quantum Theory and Geometry
Math.’

121



~ Press (New- york) (1978)

[12] M. CAHEN, S.GUTT, J. RAWNSLEY “Quantization of Kahler manifolds I: Geometric
interpretation of Berezin’s quantization” J. Geom. and Phys. (under press).

[13] M.DE WILDE, P. LECOMTE “Formal deformations of the Poisson Lie algebra of
a symplectic manifold and star product, existence, equivalence, derivation”. NATQO ASI
Series, C 247, p 897-960 (1988).

[14] J. DIXMIER “Les Algebres enveloppantes”, Gauthier-Villars, Paris, 1972.

[15] J. DIXMIER “Sur les représentations unitaires des groupes de Lie nilpotents II”, Bull.
Soc. Math. France, 85, p. 325 - 388 (1957).

[16] M.DUFLO “Construction de représentations unitaires d'un groupe de Lie” Ann. Sc.
Ec. Norm. Sup., t. 10, p. 265 - 288 (1977).

See also

[Duflo] M.DUFLO Construction de gros ensembles de représentations unitaires
irréductibles d’un groupe de Lie quelconque (Cours d’été du C.I.LM.E, Cortona, 1980)

[17] C. FRONSDAL “Remarks on quantization” Reports on Mathematical Physics 15,1,
p. 111-145 (1978).

 [18] S. GUTT These Université Libre de Bruxelles (1980)

[19] S. GUTT Lett. Math. Phy. 7, 249 (1983).

[20] F. HANSEN “Quantum Mechanics in the Phase Space” Rep. Math. Phy.,20, (1984).

[21] S. HELGASON “Differential Geometry, Lie groups and symmertric Spaces” Academic

[22] M.S. KHALGUI “Caractéres des groupes de Lie”, J. Funct. Anal., t. 47, p. 64 - 77
(1982).

see also:M.S. KHALGUI “Extension des représentations des groupes de Lie construites par

M. Duflo.”

122



[23](3) A. KIRILLOV “Eléments de la théorie des représentations” Editions MIR Moscou
(1974).

[24] B. KOSTANT “On certain unitary Representations which arise from a Quantization
Theory” Lect. Notes in Math., 170, 237 (1970).

[25] A. LICHNEROWICZ “Construction of twisted product for cotangent bundles of clas-
sical groups and Stiefel manifolds” L. M. P. 2 133-143 (1977).

[26] J. M. MAILLARD C. R. Acad. Sci. Paris I, 2, 35 (1984).

[27] C. MORENO, P. ORTEGA-NAVARRO “Deformations of the algebra of functions on
hermitian symmetric spaces resulting from quantization” Ann. Inst. Henri Poincaré vol.

XXXVIII, n 3 (1983),p. 215-241.
[28] PUKANSZKY “Legons sur les représentations des groupes” Dunod 1967

[29] PUKANSZKY “On the character and the Plancherel Formula of nilpotent groups” J.
Funct. Anal., 1, p. 255-280 (1967).

[30] G. RATCLIFF “A 3-steps nilpotent group” J. Funct. Anal., 62, p. 38 -64 (1985)

[31] J. RAWNSLEY “Coherent states and Kahler manifold” J. Math. Oxford 2, 28 p.
403-441 (1977).

[32] F. TREVES “Topological spaces, Distributions and Kernels”. Academic Press INC
(1967)

[33] A. UNTERBERGER “Quantification de certains espaces hermitiens symétriques”
Séminaire Goulaouic-Schwartz (1979/80), exposé 16.

[34] M. VERGNE “La structure de Poisson sur l’algébre symétrique d’une algebre de Lie
nilpotente” Bull. Soc. Math. France 100 p.301 - 335 (1972).

123



[35] N. WALLACH “Symplectic Geometry and Fourier Analysis” Math. Sc. Press (1977)

[36] G.WARNER “Harmonic Analysis on Semi-Simple Lie groups I, Springer-Verlag Berlin
Heidelberg, New-york (1972).

[37] N. WILDBERGER “On the Fourier transform of a compact semi-simple Lie group”
preprint Université de Toronto, Toronto, Ontario, Canada (1987).

124



TABLE DE MATIERE

INTRODUCTION

CHAPITRE I RAPPELS

(L,1) Quantification géométrique

1 Préquantification

2 Polarisation

3 Cas holomorphe

4 Action d’un groupe de Lie

(I,2) La méthode des orbites

(I, 3) Liens entre la méthode des orbites et la quantification
géométrique

(I,4) Cas d’un groupe de Lie nilpotent

CHAPITRE II QUANTIFICATION PAR DEFORMATION DANS LE
CAS NILPOTENT ET TRANSFORMEE DE FOURIER ADAPTEE
(I1,1) Produit-*

(I1,2) Action du groupe

(I1,3) Polarisation

I1,4) Transformée de Fourier adaptée £

CHAPITRE III PROPRIETES DE £

(II1,1) Régularité de £

(I11,2) L’image de I’espace de Schwartz de G par £

(111,3) Exemples

CHAPITRE IV PRODUIT-+ DE MOYAL SUR LES ESPACES SYMETR-

IQUES HERMITIENS
~ (IV,1) L’exemple de Heisenberg

(IV, 1, 1) La représentation induite unitaire =
(IV, 1, 2) La représentation induite holomorphe U
(IV, 1, 3 L’entelacement entre les deux représentations = et U

(IV, 1, 4 Calcul symbolique et produit-* de Berezin

1

13
16
18
19
20

23
24

33
36
42
47

54
63
68

81
80
81
85
87



(IV, 1, 5 Lien entre le produit-+ de Moyal et celui de Berezin 91

(IV, 1, 6 Interprétation géométrique 93
(IV, 2) Espace hermitiens symétriques compacts 95
Exemple de la sphére 98

CHAPITRE V RPRESENTATION-+ REGULIERE DES GROUPES DE LIE
COMPACT

(V, 1) Rappel sur les groupes compacts 103
(V,2) Réalisation de T*(G) commme une orbite de G x V, 104
(V,3) L’induite unitaire 107
(V,4) Représentation-* 108
(V,5) Transformée de Fourier adaptée 118




