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Les objets du monde industriel ont souvent des formes gauches. Iæur représentation
informatique doit permettre d'effectuer des calculs et procéder à des manipulations
des informations telle que la modification de la forme.

La représentation d'objets reels du point de vue leurs propriétés géométriques est
une modélisation géométrique. C'est donc une partie de la modélisation d'un objet
ne prenant en compte que sa forme.

Au cours d'une conception, il est frequent d'introduire des algorithmes complexes
pour effectuer des opérations entre surfaces. Il a fallu donc trouver une
représentation de surfaces adaptee à ce genre d'opérations: I'intersection , le
raccordement etc.

Il y a différentes manières pour représenter une surface:

t la représentation fonctionnelle z = f(x,y): qui ne peut représenter les tangentes
verticales et qui n'est pas adaptée au problème d'interpolation.

r la représentation implicite f(x,y,z) =0, cette famille présente l,avantage d'être
une famille fermée; certains systèmes utilisent les formes implicites de degré 2,
malheureusement pour représenter une surface complexe, il faut recourir à une
forme de degré supérieur.

* la représentation polygonale: utilisée dans un grand nombre d'application telle que
la simulation et consiste à approcher une surface par des facettes quasi-planes, on
utilise aussi la triangulation pour les approximations de surfaces.

r la représentation paramétrique: la plus courante, dans cette représentation on peut
représenter les tangentes verticales, leur avantage se trouve accru car elles sont
invariantes par les transformations affines, p(u,v) peut être, une Bézier , une
B.spline polynômiale ou une B.spline rationnelle non uniforme(Nurbs).

Les avantages de la forme paramétrique et son adaptation au calculs numériques
nous incitent à utiliser cette représentation pour modéliser les courbes et surfaces.

Lors d'une conception, des cas pratiques peuvent présenter des modèles
géométriques complexes. Un exemple concret qui inspirera notre travail par la suite,
est la création d'une fenêtre ou d'un toit ouvrant dans une carrosserie.

Notre approche du problème sera définie par étapes, ainsi:

Dans le premier chapitre, on rappelle les fonctions de Bernstein-Bézier et les
fonctions B-splines qui sont la base de la modélisation des surfaces dans de
nombreux systèmes.
Nous montrons par I'exemple du cylindre, la capacité des Bézier ( respectivement
les B.splines ) rationnelles à représenter exactement les quadriques.



Dans le deuxième chapitre, une première partie traite le problème d'interpolation
par une courbe de Bézier ou par une B-spline. Autrement dit, comment faire passer
une courbe de Bézier respectivement une B-spline par des points donnés. Ces points
seront supposés repartis uniformément sur la courbe ou répondant à des hypothèses
similaires.

Ia deuxième partie du chapitre est consacrée à I'interpolation par une surface de
Bézier, autrement dit, comment faire p:rsser une surface de Béiier par des points
donnés. Nous insistons sur le fait que ces points doivent être arrangéi logiquèment
comme un réseau rectangulaire, mais qu'il n'existe pas de restriction sur leur
position dans I'espace.

Dans le troisième chapitre on étudiera un exemple pratique: "soient un cylindre et
un caneau de Bézier approchés par des facettes planes; on désire définir I'objet
résultant de la différence de ces deux objets ".

r-e, modèle géométrique défini doit présenter "un trou', à l,intérieur, ce qui
correspond à un carreau de Bézier troué. Ia difficulté réside essentiellement dans la
modélisation de la restriction.

Le fait que les polynômes de polynômes sont des polynômes est I'idée qui s'impose
pour la représentation de carreaux restreints.

Trois approches, dont on comparera les avantages et les inconvénients seront
proposees. Ces approches ne forment qu'un cas particulier d'un modèle pius
général.

'Enfin, 
on s'intéresse dans le dernier chapitre à I'utilisation interactive de ces

modèles pour la modélisation des carreaux restreints.

A noter que les problèmes de base sont volontairement sortis en annexes pour
faciliter la lecture.
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CHAPITRE 1

REPRESENTANON DES COURBES ET DES
SURFACES
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I.I. Introduction

De nombreux types de courbes et de surfaces peuvent être représentées par
leurs équations tels que le cylindre, la sphère...... . Cependant, dans le cas des
courbes et des surfaces gauches très utiles pour la conception de formes dans de
nombreux domaines tels que I'automobile et I'aéronautique; il a été nécessaire de
déterminer une représentation qui permet à I'utilisateur d'effectuer toutes les
opérations en conception et en fabrication telles que I'intersection ou le
raccordement.
On était donc amené à chercher des représentations économiques en donnees et
facilitant les traitements désirés. Ces représentations doivent présenter des qualités
fondamentales.

- Le contrôle local de Iafome de Ia surface.
- Le lissage.
- La continuitê.

Dans ce chapitre, nous introduisons des modèles qui répondent à ces éxigences et
qui sont utilisés dans de divers domaines de fabrication et de modélisation. Nous
abordons les modèles des courbes, puis leurs correspondants surfaciques.

1.2 Courbes de Bézier

1.2.1. GénéruIités

Les courbes et les surfaces de Bézier constituent un des premiers essais de creation
d'une définition à la fois souple et intuitive d'une surface pour la C.A,O (conception
assistée par ordinateur ). Elles ont été developpees dans le cadre de plusieurs
systèmes de C.A.O dont UNISIIRF chez Renault.
Elles sont intéressantes dans le sens qu'elles fournissent un contexte convenable
dans lequel on peut introduire I'idée de division et de retouche [BEZ g6].

1.2.2. Utilité des lormes paramétriques

En général, dans un système de C.A.O, les courbes ou surfaces ne peuvent être
exprimees par des équations du type Y = f ( X ); en effet:
* Iâ forme d'un objet peut avoir des tangentes verticales, ce qui posera des
problèmes avec une représentation par une fonction y=f(X).
* Dans un système C.A.O, on peut avoir à manipuler des courbes fermées, dés lors,
elles ne peuvent pas être représentées par une fonction ordinaire du type y=f(X).
Pour toutes ces raisons, on utilisera la forme paramétrique pour représenter les
courbes et les surfaces. Ainsi une courbe plane sera représentée par les deux
équations suivantes:

f x= U(tl
L Y= Vft)

-10-



Dans le cas d'une courbe de IR3 on a:
f X= utt)
J y=v(t )
L Z= W(t)

1.2.3. Courbe de Bézier

une courbe de Bézier de degré n est définie de la façon suivante:
n

Pru)= Ë r, n! rut rvecudanslo,tl
i=0 |

dans laquelle les points Pi sont les points de contrôle, et les Bin(u) sont les
polynômes de Bernstein tels que:

{ rur = t l  t t 'u )nt ui
Les Bin(u) vérifient les propriétés suivantes:

a) Partition de I'unité
g -n . .  n  i  n . i  i
.à  Bt (uJ = )r=u ,  i5cl tr 'u)" 'u '  

=[( l r : l+uln=l

b) Positivité
Pour u dans [0,1]n

81 fu) )= 0
En effet (1-u) et u sont deux quantités positives.

c) Récursivité

-n..  n ' l  n. l81 tu) = (trr)81 tu) + u t'j.itut

1.2.4. Conséquence

* Propriétés de I'enveloppe convexe

Il résulte immediatement des deux premières propriétés qu'une courbe de Bézier est
situee à I'intérieur de I'enveloppe convexe dont les sommets sont les points de
contrôle.

x Invariance par les translations

La translation d'une même quantité des points de contrôle n'altère pas la forme
d'une courbe de Bézier. En effet,soirng 1=(dx dydz) le vecteur de àéplacement;
P(u) la courbe de Bézier définie par les Pi et P1(u) la courbe de Bézier àéfinie par
les Pi*t.

np. (ut = 
,i, l 

+ rtBlr, = 
à r,{u * tË rf rur = p(u) +t
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Ainsi on peut, soit déplacer par translation les points de csntrôle et ensuite, calculer
les points de la courbe qu'ils définissent, soit calculer directement la courbe et
ensuite déplacer par translation tous les points qui sont situés sur elle, et le résultat
est identique.

*-Invariance par les rotations et les changements d'échelle

On peut faire effectuer une rotation à une courbe sans changer sa forme specifique.
Supposons qu'on fasse subir aux points de contôle une totation déf,rnie pilr un angle
A. Soit R la matrice réalisant cette rotation; soit P(u) la courbe définie par les points
Pi; soit P{u) la courbe déf,rnie par les points Rpi.

= R.P[ul

Ainsi on peut effectuer une rotation aux points de contrôle et calculer ensuite les
points de la courbe qu'ils définissent ou calculer d'abord les points de la courbe
d'origine et de leur faire effectuer la même rotation.

Un raisonnement semblable établit que la forme d'une courbe de Bézier n'est pas
affectee par un changement d'échelle des coordonnées des points de contrôle, le
même résultat sera obtenu si nous appliquons le changement d'echelle aux points de
la courbe initiale.

t-Remarque:

On démontre que les polynômes de Bernstein de degré n sont une base pour les
polynômes de degré n.

1.2.5. Courbe de Bézier cubique

Iæs cubiques, comme leurs noms l'indiquent sont de degré 3; elles sont utiles et
faciles à manipuler. A travers cette classe particulière de courbes, nous étudions et
analysons les fonctions de Bernstein et leur rôle important dans l'interactivité des
courbes de Bézier. ræs courbes de Bézier cubiques sont représentees par:

_ 1  1 e . ,P(u)= P080tu) + prBïtut +prBjtu1 + psBltut
= (1-u)3 po

On a évidemment:

+ 3u(1-u)2P, + 3u2 1t-u;n2 + u3 pt

P(0) = Pg et P(l) : Pr.

C'est à dire que le premier et le dernier point de contrôle sont situés sur la courbe.

- t2-

n n  n -  n
Pr(ut = 

,5,*P,t81 rut = REPiBi tu)



1.2.6 Analvse des pollnômes de Bemstein

fig I. I variation des polynômes de Bernstein rtens le cas d'une cubique

Chacune des courbes représente I'influence que chaque point de contrôle exerce sur
la courbe pour chacune des valeurs paramétriques u. On'peut constater ce qui suit:

* le premier point de contrôle Pg qui correspond à la fonction Bg,3(u) exerce le
plus d'influence quand u=0, puisqu'à ce moment, elle vaut 1. En fait, la position
des trois autres points de contrôle n'a aucune importance pour u=0 car leur fonction
de Bernstein associee vaut 0.

x le dernier point de contrôle P3 qui correspond à la fonction de Bernstein 83.3(u) a
un comportement symétrique à celui du point pg lorsque u:l cette fois.

* les points de contrôle intérieurs P1,P2, également symétriques l,un de l,autre, ont
le plus d'influence sur la courbe lorsque u= l/3 et u:213 respectivement.

Il faut remarquer que les fonctions de Bernstein ne sont jamais nulles, excepté pour
les valeurs u=0 et u: 1. Cela signifie que ta localisation de n'importe quet point Oe
contrôle aura une influence sur la position finale de la totalité de la courbe de
Bézier.

r-3

1.3,7 Elêvation du degré

Pour augmenter la flexibilité d'une courbe de Bézier, on augmente son degré.
Une courbe de Bézier de degré n de polygone de contrôle (po ,...... .,foy prut
aussi s'écrire comme une courbe de Bézier de degré n*1 de polygone de contrôle
(P'0,.. .......P'n+ 1); it suffit de prendre:

B e . ( t )

-13-



P'o

P' i  :

:P0  i  P ' n+ l=Po ;

l i/(n+1)) Pi-r + (1 - i/(n+l))Pi pour i=

Pô= Po P3= P'4

fig r.2 Déflrnition d'un nouveau polygone de contrôle p' à partir de
I'ancien polygone P.

Remaroue:

L'augmentation du degré d'une courbe de Bézier est une notion virtueiie, La
nouvelle famille de Bernstein n'est plus libre mais génératrice.

1.3.2 Diminution du deeré

soit une courbe de Bézier de degré n* 1 de polygone de contrôle
(P'0,' .P'n+l). Une condition suffisante pour qu'elle puisse s'écrire
aussi comme une courbe de Bézier de degré n de polygone de contrôle (pe

.,Po) est que la différence progressive d'ordre n*l
.n+ l  -

A  lo  = f l

Il suffit de prendre alors:

Po :  P'o ;  P;  = ((n*1)/(n+1- i ) )  P' i  -  ( i / (n+l- i ) )p i_r  pour i=1. . . . . . . . . .n

Rappel:

la différence progressive d'ordre r de p1 est définie de la façon suivante:

dt,

dt,

- 4't
= Pi+1 -

d-t ,,

: aoP, = P;

Pi*t '

P1

-L4-

P2



Remarque:
une cubique dont les tangentes aux éxtrémités se rencsntrent en rm point p* tei
que:

pr = (po +2p*)13 et p2 = (pt +2p*)13

n'est autre qu'un arc de parabole, en effet , la différence progessive d'ordre 3 de p9
est nulle.

1.4 Ecriture d'un pollnôme dans la base de Bernstein

soit un polynôme P(u) qu'on souhaite écrire dans la base de Bernstein. on a:

pru)= ,,Ë- r, uf rut , P(u)= Ë . i oi
i =0 t rF0 '

Les formules de changement de la base canonique à la base de Bernstein permettent
de calculer les Pi , soit:

ï  c i
Pk = .Ë + ai Fnrk=0........................n. .  

i=0  Ln
D'aprés cette expression, le calcul des Pp nécessite d'importantes opérations, II est
donc plus avatageux d'utiliser la méthode suivante:
On dérive k fois les deux expressions de P(u) et on se place à I'origine u:0. Nous
obtenons:

n k p  à x  r . - . ' lLr .0 = 
T 

H=U................................f|

cn
Nous déterminons alors les pt par le schèma suivant:

dpo

r{'lo A*t- ' o - P t

otto 4", *-*.--*-- otrn.t
0^0 .0 .0a,lo f;t' fllt"r f h
Pg 11 P2 ..-*-.....--Pp1 Pn

avec la relation :

^r r r+l
A 1,, A t,, + A Pi.t i:L*-lttFo-Ïi

Ce qui nécessite n divisions et n(n*l)/2 additions, si I'on omet les calculs
nécessaires pour les Cok.

-15-



Remarqqe

Dans les mêmes conditions, le calcul des P1 à I'aide de la première méthoOe
nécessite (n+1)(n+2)/2 additions, autant de multiplications, autant de divisions.
Pour un degré élevé la conversion d'une base à l'autre s'induit d'erreur qui peuvent
fausser certains résultats comme on le verra par la suite (ANNEXE 3).

I-5 Calcul d'une courbe de Bêzier - Algortthme de De Casteljau

1.5.1 Intoduction

Soit une courbe paramétrique plane définie dans [0,1] par :

P :  [0 ,11- - - - - - -

u  ->(x(u) ,y (u) )

La modélisation de cette courbe nécessite son évaluation en une série de paramétres
de [0,1] .

1.5.2 Le schèma de Horner

Le schèma de Horner est un moyen simple pour évaluer un polynôme.
Par exemple , si on prend la cubique :

P(u) = au3 + bu2+ cu + d

Au lieu d'un calcul direct de p(u), on le met sous une forme appropriee :

p(u) = [(au + b)u * c]u + d

Ce qui reduit le nombre d'opérations à 3 additions et 3 multiplications. Et plus
généralement l'évaluation d'un polynôme de degré n en un paramétre u nécessite n
additions et n multiplications.

1.5.3 Evaluation d'une courbe en une suite arithmétique

Il existe une autre méthode, appelee, méthode des différences progressives pour
évaluer un polynôme en une série de paramétres formant une suite arithmétique
strictement croissante dans [0,1] ; elle consiste à déduire la valeur p((i+l)/n) à
partir de celle de p(i/n) .
En effet si p(u) est de degré 1 , soit p(u) = cu + d ; I'ensemble des points p1
de ce segment de droite tel que p(i/n) = pi peut être catculé aisement , car la
différence pi+t - p1 est constante et est égale à c/n .
Le calcul de po : p(0) induit celui de p1 . Ce dernier nécessitant une seule
addition.
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Pour une cubique :

p(u) = au3 + bu2+ cu + d

on a la suite des différences progressives:

P i+ t  -  P i  :  d t , i : (3 i2+3 i + 1)a/n3 + e i+ l
1)a /n3  +  2b ln2

) blnz + cln
dt , i+  i
dz, i+ l

= d1,i = 6(i +
= d3, i  = 6aln3

d l , i

dz,i

Et l'on calcule aisement pour i=0, les valeurs po , dt , d2 , d3 i

Po
d1

d2

d3

Pi
I

3) P(tl =

P(o) : d
aln3 + blnz+ cln
6a/n3 + 2b/n2

6 aln3

Le calcul de pt , p2 , . ...pn , nécéssite ainsi 3 additions formulées ainsi.:

pi+r (-------- pi + d1
d1 . --------- dr I dz
d2 .--------- dz + d3

Et plus généralement, l'évaluation d'un polynôme de degré n à I'aide des
différences progressives nécessite n additions.
Cependant, Ia méthode des différences progressives peut induire une représentation
erronnee de la courbe, si la suite de paramétres est mal choisie. pour reduire le
pourcentage d'erreur , on procède à une subdivision de la courbe au point 1/2 .

1.5.4 Algorithme de De Casteliau

L'algorithme de De Casteljau permet de calculer une courbe de Bézier. Ces calculs
sont effectués pour t dans [0, U, car dans ce cas, nous manipulons des combinaisons
linéaires convexes, ce qui est un facteur de stabilité tcAST b7l.
Si (P0,...............PJ est le polygone de contrôle de p(t) alors, on a:

1l Pouc i=0......................n taire pÏ = pi

2l Pmrci=1......................n tefue
Pour i=0"""""""""""'n'i taire

=

n
-0

trtr riir + tPljl



Le schèma classique est le suivant:
r f ,  = Po 

pr
p9  =  P  

-0  
\' 1  - l  

- l
, 0 ,  =  PZ  

t l ' . .  
. .  o n - l-  r 0  pn

pn ' l  
o

' 1

D o  - D' n ' l  -  ' n ' l  
t  

'

Do * 
Pn--t 2

= r n

En plus de la valeur P(t), cet algorithme donne la valeur de toutes les dérivées en
ce point:

fi) nr ^i -n.i
F'h) = ..,!,!:--- A Pn'

(n'il! u

Ainsi, on remarque que la dérivee d'ordre j n'utilise que les points de la jième
colonne; par exemple:

P"[t1 = n(n-t)( pï2- a pTa - rï2 tz " t  'o

Pour n:3, on a :

P8

fig I.3 Evaluation d'une cubique à r'aide de l'algorithme de De casteljau.

L'algorithme de De Casteljau permet de subdiviser une courbe de Bézier en Z
courbes de Bézier de polygones de contrôle respectifs pg0,psl,p02,p03 et
Pg3,P12,P2l,p3o.

1.6 Courbes B.Spline

1.6.1 Intrcduction
Iæs courbes B-spline ont été introduiæs par FERGUSON chez Boeing. Dans le
même temps C.de BOOR et W.GORDON étudiaient ces courbes chez GENERAL
MOTORS.
GORDON ET RIESENFELD étaient les premiers à montrer que les courbes
B.spline sonr une généralisation des courbes de Bézier tBoo 72t (cox g2l tBoH
851.

pl r!
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La formulation des courbes B-spline est semblable à celle des courbes de Bézier. La
différence fondamentale réside dans la formulation des fonctions pondéranæs.
L'équation d'une courbe B.spline est:

n
uu)= ,$ r, uf rur

où les Pi sont les n*l points de contrôle, et les Ni\u) sont les fonctions
pondérantes qui ont les propriétés suivantes:

a) Partition de l'unité
ll 1

.[ iliful = I Por:rtoutudur [u1.1,u61[
i=0 |

b) Positivité
k

N; (u) >= 0 porrtoutu

c) Continuité
k

rl rur efl de classe ck'2
d) Un support local

k.t
Ni fu l  +

(u iq1  .u )  | t .1  . .

iliil;;-Ni+rtur

uf (r,t =o siun'rypariefipasà[ui, ui+] [
e) Récursivité

. . Ï  .  .  fu 'ui)
ltitt) = ;_*-.---*

rup1.1 .u1)

où

uln, t  = 1t  
s iuePPmientà[u i 'o i * t ]

'  [  0 dun'appatierûpasàlui,ui+l l
Puisque dans cette formule, les dénominateurs peuvent être nuls, on adopte la
convention 0/0:0.
L'ordre k de la courbe est toujours un entier compris enfie2 et n+1.
Les valeurs ui sont les éléments d'un vecteur appelé vecteur des noeuds. Un vecteur
noeud est tout simplement une suite croissante de valeurs ui.
L'ordre k de la courbe est reflété dans le vecteur noeud car il faut spécifier des
noeuds de multiplicité k aux deux extrémités du vecteur. par ,*qil", si I'on
considère 5 points de contrôle ( n=4 ) alors une courbe B.spline dlordre k:3
utilisera le vecteur nodal suivant: (0 0 0 L233 3).
Les valeurs de ui indiquent également l'intervalle dans lequel peut varier le
paramétre u. Contrairement aux courbes de Bézier où u variait entre 0 et l; avec les
B.spline le paramétre u peut varier dans l'intervalle [0,u6ur], où umax est la valeur
maximale des éléments du vecteur nodal.
Dans le cas où il n'y a aucun point de contrôle multiple, la valeur uma;r est donnée
par la relation umax:n-k+2.
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Le vecteur nodal U peut se calculer aisement comme suit:
f  0  5 i  0  =< i  =<k . l

ui = { i.k+t si } =< i =< n+l' 
L n'k+z 5i n+l =< i ={ n*k

*- Remarques

1. Dans ce cas le vecteur nodal U est dit quasi-uniforme.
2. Iæs courbes B.spline qui sont une généralité des courbes de Bézier ont toutes
leurs propriétés.

1.6.2 Analyse des _fonctions

Les fonctions mélanges sont la clé du comportement des courbes B.splines.
supposons que I'on ait 6 points de contrôle ( n:5 ), et que l'ordre k soit égal à 3.

fig I.a Fonctions mélanges dans le cas n=5 et k :3

le vecteur nodal esr égal à ( OO0I23M4)

Dans cet exemple, le point de contrôle Pg influence la courbe uniquement dans
I'intervalle [0,1] car la fonction N0,3(t) est nulle pour toute autre valeur du
paramétre t. Iæ point de contrôle P1 influence la forme de la courbe uniquemenr
dans I'intervalle [0,2] car la fonction Nt,3(t) est nulle pour toute autre valeur du
paramétre t. Iæ point P2 influence la forme de la courbe uniquement dans
I'intervalle [0,3] car la fonction mélange N2,3(t) est nulle pour toute autre valeur du
paramétre t ,etc...

On remarque dans cet exemple que trois fonctions mélanges au plus sont différentes
de zÉro pour n'importe quel valeur de t. Ainsi, il y'a au plus 3 points de contrôle
sur les 6 qui exercent une influence locale sur la forme de la courbe.
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Voici un autre exemple dans lequel n=3 etk:2.

fig I.5 Fonctions mélanges dans le cas n:3 eJk :Z
le vecteur nodal est égal à ( 001233)

1.6.3

1- Le contrôle de la courbe est local. En effet la base des B.splines est non globale.
chaque sommet affecte la forme de la courbe dans un intervalle donné.

2'I-a' base B.spline permet de changer I'ordre de la courbe sans changer le nombre
de sommets du polygone. Cela est avant4geux car une courbe d'ordre élevé est plus
difficile à contrôler et à calculer avec précision. En générat, les B.splines d'ordre 4
sont suff,isantes pour un grand nombre d'applications. Nous le verràns par la suite
dans le chapitre 3.

fig I.6 exemple d'une courbe B.spline d,ordre 3

3- Si I'ordre de la courbe est égal au nombre de sommets du polygone, alors la
courbe B.spline obtenue est identique à la courbe de Bézier.orr"iponà-tr.

4- Iæs B.splines permettent de créer des courbes avec des points anguleux, il suffit
pour cela d'introduire des sommets multiples. On peut le faire avec les Bézier mais
dans ce cas toute la courbe est alterée à cause du contrôle global.
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5- Au plus le degré de la spline diminue, au plus la courbe se rapproche du
polygone, inversement au plus le degré de la courbe augmente, au plus la courbe èst
"tendue" entre les points extrêmes.

I.6.4 Evaluation d'une B,sn

soit P(u) une courbe B.spline d'ordre k associée aux valeurs nodales u1
i=0.. ...n*k, d'aprés la propriété du support local, seuls les k points de
contrôle Pi-t+1, P1-k+2,. .,Pi inteniennent pour définir le segment[u, , ui+r[i
ainsi pour u appartenant à cet intervalle, il est necessaire de calculer les nombres:

k
N j (u) pstr 1=i'k+1..---.--.i

pour évaluer:
i

P(ut =. f . n, uf rur
i=i-k+1 '

L'algorithme de Cox - De Boor qui est une généralisation de I'algorithme de
De Casteljau pour les Bézier permet d'évaluer les B.splines par interpolation linéaire
de la manière suivanre[BOO 72] :

0
Pi

i
P i

P i

u  .  u i  - i '1. . r
uiflri ui I

ui+[,i . u oi. l
îil;-:"ï 'i'1

Soit le triangle:

D 0' i -k+l

n l
PilL*a Piï*a

Pi9r

P.0
I

On a alors:

\-2
P i - t

p.1.2 p.k-t
I t

t it
P.1

I

k-t
P(u)= P i
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1.6.5 Subdivision d,une B.solïne

Soit P(u) une B.spline d'ordre k associee à n*1 points de contrôle, on suppose quà
k est compris entre 2 et n+1, on a:

n
Pu= .Ë r, uf tur

i=0
soit t une valeur nodale de multiplicité 1 telle que t appartient à [uç_1,uo..1[, alors il
existe un entier i0 compris entre k-l et n* I tel euê t : uig, on a alors:

io ' t  r '
P(t) : E P- NT ftt

i = i0 ' k+1 '  t  
' -

Pour subdiviser P(t) en t, il suffit d'insérer cette valeur nodale k-2 fois dans la table
des noeuds. Les points de contrôle qui résultent de cette subdivision sont évalués à
I'aide de I'algorithme de cox-De Boor [BoH g4] de la façon suivante:

Initialisation:

Psrni=i0.k+1...............i0. I fï = pi

Récurrence:

Pfln r= 2.................k. I
Puni=i0 .r + 1 .................i0 . I

Pi = .-Lig.:...Tj..... p:*1 * -u.iï....:.....-u.i0 p111'  u i+ t  u i  '  u i r *  u i  I r

,
0na:  P . . i .=  P(u1g l

lu- t
Résultat: On obtient deux courbes B.splines:

à gauche :
i0 points de contrôle:

p0,...............pi0.k, t H.u*,, ------ plo.,
les valeurs nodales sont:

v0 = u 0, y I = u I *---.yig = uig: vi[+l -...................vi0+k-l = uig
à droite :

n+k-iO points de contrôle:
2 1 ,pii .t *----_.-" pi[-t . pi' ,-__---.-*.. pn

les valeurs nodales sont:

W0 = W1=-----=rï{-l=ui0, *k=Ui0+1. Ç,tk+l =Uig+A _--._Wn.i0.1+Z} =un
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On retrouve les valeurs des points de contrôle dans le schèma:

. Pi'zo ,o ;Ï,

P lâ.t,
PiT-r

Remarque importante:

Si I'on procéde à k-2 insertions de toutes les valeurs
i : k. .....n, on obtient ainsi la décomposition de
courbes de Bézier.

1.6.6 Dértvation

Soit une B.spline définie comme précédemment, On veut
d'ordre 0 à k-l en u tel que u appartient [uio , uio+1[ , on a:

lgk
P(ul = |  {Nltu)

i =i0 -k+1' I

La dérivée d'ordre r est donnée par la formule suivante:
io L+p (T)tu) = (k.1)(k.2)......-.-_.(kt) Ë pï u iirr

i0-(kt)+1
les Ptr sont définis de la façon suivante:

Initialisation:

pour  i  =  iO-k*  1 . . . . . . . . . . .  . . . i0
p(ot - pi

Récurrencel:

pour  r=  1 . . . . . . . . . . . . .k - l
pour i  =iO-(k-r) + 1.. . . . . . . . . . i0

eF'l) p (r'll
oF !  

' i  ' ^ i ' l. i = .,iffi-:---;:

.17

4

rl;t
tilt

Pio'..............'....'.......Pn

nodales ui telles que
la B.spline en n-k*2

calculer les dérivées
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Récurrence2:

pour  r :1 . . . . . .  . . .k -1
pour i=i0-k+ I .iO-k+r

P tr) - , ft"ll 
fnl

. i  -  JT-"*  (u 'u ig+r-( l r -UlPi i f

Résultat: la dérivee d'ordre r est donnée par:

p (r)u = 0r-r)(k-2). or,rr r${.n.r,
Remarque importante:

Une B.spline d'ordre k est une polynômiale de degré k-l sur chaque intervalle
[uio, ui0+1[ pour i0 compris entre k et n; ainsi si I'on calcule les dérivees d'ordre
0 à k-l en uio, on peut déterminer ce polynôme grâce à la formule de Taylor [BOH
841. I-a transformation dans la base de Bernstein permet d'avoir la courbe de Bézier
correspondante.
Le calcul des dérivees aux points nodales permet la decomposition d'une B.spline en
courbes de Bézier.

Ftg I.7 Décomposition d'une B.spline en courbes de Bézier

1.6.7 conclusion

Lorsque l'on compare les courbes de Bézier et les B.spline, on consûate que le
déplacement de n'importe lequel des points de contrôle modifie la totalité de la
courbe de Bézier, alors qu'une propriété particulière des courbes B.spline est la
localisation des déformations. Ce qui signifie qu'en déplaçant un seul point de
contrôle, on ne modifie qu'une portion de la courbe d'ensemble.
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1.7 Représentation de surfaces

1.7.1. introduction

Les quadriques, malgré leur degré peu élevé et la facilité des calculs qu'elles
fournissent, nolamment, pour I'intersection de deux quadriques qui peut être prévue
à I'avance sont incapables de représenter toutes les formes.
On a eu donc recours aux surfaces polynômiales dont la forme n'appartient pas à la
famille des quadriques. Leur représentation paramétrique est de la forme:

P(uy) = (X(uy). Y[uyJ. Z(uyl ) a'ec uetvdansD

D étant un domaine de IR2. Au couple ( u , v ) de D est associé un point de la
surface de coordonnées (x,y,z).Ces surfaces sont prises souvent ràrnr. des
distorsions de plans rectangulaires. Par la suite D sera tout le temps égal au carré
unité.
En effet sous la forme paramétrique, elles sont plus adaptees à des algorithmes tels
que I'intersection et la division.
Il est cependant possible de les représenter par leur forme implicite f(x,y,z) - 0 .
Malheureusement elle est de degré élevé pour être mise en pratique t sED g4l.
Une surface paramétrique de degré n en u et m en v admét uné foirne implicite de
degré 2.n.m, ce qui pour une cubique 3x3 entraine un degré égal à lg.
Malgré I'avantage des surfaces polynômiales, elles ne peuvent qu'approcher les
quadriques. Ce qui nous amène à considérer les surfaces polynômiales iationnelles
qui peuvent les représenter d'une manière exacte.

1.7.2. Caneaux de Bézier

Les carreaux de Bézier sont définies à I'aide des courbes de Bézier. Nous prenons le
produit tensoriel de deux courbes de Bézier soit:

nm
P(uyl = 

à ,5 r,'rf rur{ rrr arec 0 ={ uy =( 1

Les polynômes de Bernstein Bin(u) et B3m(v) ne sont pas necessairement de même
degré.
Les démonstrations à propos de I'invariance par rappon aux
rotations et aux changements d'échelles, sont immediatement
surfaces de Bézier.

translations, aux
transposables aux

1.7.3. Evaluation d,un caneau de Bézier

L'algorithme de De Casteljau, comme pour les courbes permet de calculer en un
point (u,v) la valeur d'une surface de Bézier dJ polygone de contrôle
(Pi i) i=0.. . . . . . . .nj=0.. . . . . . . .m. En effet,  si  I 'on note Cast (  pg-,p;, . . . . . . . . ,po ,  t  )  la
procédure qui permet de calculer une courbe de Bézier en t, alors I'algorithme de
De Casteljau pour un cirrreau de Bézier s,énnonce IFIO g9]:
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Données :

Première étape

Seconde étaE

Résulat

La droite qui passe par Po..n-l , P1*n-l et P'r,n est une tangente. La permutation
des rôles tenus par u et v permet de trouver une autre tangente, la droite passant par
P'r'om-t ' p*rm-l s1 P*ot ; et par consfuuent le plan tangent à la surface de Bézier
en (u,v).
Comme pour les courbes l'algorithme de De Casteljau nous permet de subdiviser
un carreau de Bézier en quatre sous qureaux de Bézier. Ceci en utilisant
I'algorithme de De casteljau par rapport à u et ensuite par rapport à v [LAN g0] .

1.7.4

Soit le polynôme x(u,v) tel que:

x(u .v)=  E E à ;u iv i
i=0 i=0 

r l

Dans la base de Bernstein, il s'écrit:

x(u,v) = 
F, à 

bï sl u r| ur
Pour transformer le polynôme x(u,v) de la base canonique à la base de Bernstein,
on décompose les monômes ui (i=0.......n), et vj ( j=Q........m) respectivement
dans Bln(u) (i:0. ....n) et Bim (v) 0:0. ...m) en utilisant la méthode de
transformation pour une courbe; ensuite on effectue les produits uivj.
une autre méthode consiste à écrire x(u,v) comme ùn plynôme en v dont les
coefficients sont des polynômes en u; on transforme chaque fâcteur dans la base de
Bernstein correspondante et on effectue les produits qui résultent.
Ia troisième méthode consiste à généraliser la méthodi utilisée pour les courbes.
on dérive k fois par rapport à u et l fois par mpport à v l,exprÂsion de x(u,v) et en
nous plaçant en (u,v) : (0,0) , on obtient:

nkl . .kl{r ooo = 
J;ïî.- n  um

où do1;  = al ,alu,,r = alralo,,,
L'indice I (resp 2 ) indique que la différence est prise relativement au premier (resp
au second) indice; on a alors les schèmas suivants.
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Pour l  =  Q. .  . . . . . . .m,  les  schèmas:
nOLI ooo

. , t  A0bto
l ^ r l  .Ll ooo

a1l b ro " 
l\f, bno

An- lJ  bro. '
d ooo

obtenus à partir de la relation :
r1

fi' b i+Lo 
= At'*U b,,., AiJ .

lu 
t oio

permettent de connaitre les:

Af, blO pornk=0"""""""""""n
l= 0........................m

Pour k=0 .. . .n , les schèmas:

n00  -L I  Dko

aolu.  ̂ 
ao% ur - . . .

i 
-t 

aolu lr aoobr*

d'*' lulr '"
o\uo

obtenus à partir de la relation:

oton = 4oJ+1oui.i ot our.,
permettent de connaitre les :

Aoo btt = bkr

1.7.5

Pour les besoins de la conception on est souvent amené à considérer des Béziertriangulaires. Un point P est repéré dans ce c:N par ses coordonnées barycenriques(a,b,c) IFIO 89].
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Notons:
^  f  . . .  l
ên  =  

t  
( i , i , k )  I i , i , kdans IN,  i+ i *k=n  I

Soientunréseautr iangulairedepointsPi l , l te lque: i  + j  *  k = n.  ondéf in i t
une surface de Bézier triangulaire de degré n:

p(a,b,c) = 
,* 

, 'u rT.u (à,b,c) ( i i . tr)dans An

dans laquelle:
n  

=  . . .111 . . .3 i6 i  ç }Bi i ,*  (  â,b,  c,  
, , r ,U,

Remarque:

pûnrâ+b+c= 1 et  ( i i .k)dàns An una: 
, f i  

t î ,u (a,b,c)  = 1

1.7.6 Pratique de Ia mise dans la base de Bentstein d'une Bêzier
triangulaire

Pour cela, il suffit de remarquer que:

. i  6i sk = .. l. l l l l  sL,,, ta,b,cJ
n! 

r'l'h

Exemole

soit une surface polynômiale définie par :

x (u ,v )=  uZ +v2
Y(u 'v )=  u  -  v
z(u,v) = uv

posonsa = u ,  b  =  vetc  =  |  -u -v  ;  a lorsona:

x(u ,v) -  az  +62
Y(u,v)=  (a-b) (a+b+c;= az  -Vz *ac-bc
z(u,v) = ab

On cherche Pi3t tel que :
2 ,

P(a,b,cl= 
,f i  

t tn Bi.r,  (à,b,c) ( i j ,kldans A2
on a:

P2oo : (1 ,1 ,0 )  Po2o=(1 , -1 ,0 )  pOO2: (0 ,0 ,0 )

P lO =(0 ,0 ,112)  P lg l  =  (0 ,112 ,0 )  Pg l t  : (0 , -1 l2 ,0 )
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1.7.7 Evaluation d'une Bêzier triangulaire

L'algorithme de De Casteljau dans le cas triangulaire repose sur la relation
recurrente suivante:

n -n'1 n-l n.l
B i j . t  (à ,b ,c )  =  .B i . t i . * (a ,b ,c l  +bB; ; . l l (e ,b ,cJ  +c  B l i , r , . f  (a .b ,c l

et s'intitule:

Initialisation : Piiro : Pijr pourij,k tel que : i*j*k:n

Pour l  =  1 . . .  . . . . . . . .n
pour i=0.  . . . .n- l

Pour j=Q"'  "n- i - l
k: n-i-j-l

ol 
l'1 l-1 l'1

'ii,k = ô Pi+1i.1+ +t rt;+r.rr * t Pi,ik*l

résultat : P (a, b, c) : pooon

Le plan passant par Plgon-l , Pgron-l ,P00lo-1 et pO*n est le plan tangent.

1.7.8 Su{aces B.splines

On définit une surface B.spline d'ordre k (2 =( k = ( n*1 ) selon u et d'ordre I
(2
j :0.. ...m de la façon suivante:

n m L r
Ptuv)= $ Ëot' 

ui tuluj tvt a,ec (uyldensuxv
où U et V sont les vecteurs nodaux, qui dans le cas d'une B.spline quasi-uniforme
sont tels que :

|  0  5 i  0  =< i  =<k- l
ui = { ik+t si l+ =< i =< n+l' 

L n'k+2 5i n+l =< i =( n+k
et

l '  0  5 i  0  =<i  =<l '1
v i  =  {  i . l+ t  s i  |  =( i  =<m+t'  

L m{+2 5i m+l=<' i  =<m+l

Toutes les propriétés des courbes B.spline se génémlisent aisement aux surfaces, on
a:

1- Pour (u,v) dans le pavé luio , uio+t[x[{o , uio+r[ où i0 est compris entre k-l et
n*l , et j0 est compris entre l-l et m*l; au plus un réseau lod influence dans ce
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pavé' d'où le caractère local des B.spline, et plus precisement on a:
io iqk l

P(uy)= .F. .E .P* Nl tu)Nj tu)
i0'k+1 i0'l+1 Ir '

I^a portion de surface définie sur ce pavé est incluse dans I'enveloppe convexe
formee par les points de contrôle (P;.;) i=iO-k+1......... i0 et j: j0{+1............ j0,
d'où la propriété de l'enveloppe convexe.

2- Sur chaque pavé la surface est de degré (k-1)x(l-1), à la limite lorsque k:n* I et
l=m*1, on obtient un ciureau deBézier de degré nxm.

3- Les surfaces B.spline sont invariantes par les transformations aff,rnes.

Remarque:

Les algorithmes permattant l'évaluation , I'insertion de valeurs nodales et la
subdivision dans le cas d'une courbe B.spline se généralisent au cas des surfaces
B.spline; ainsi pour l'évaluation d'une surface B.spline en (u,v) , on applique
I'algorithme de Cox-De Boor suivant les directions u et puis v ou inversement.
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1.8 Courbes.ç! s\rfaces de Bêzier rutionnelles

1.8.1 Intmduction

Les raisons pour les quelles, on a introduit les formes rationnelles pour représenter
les courbes et surfaces sont essentiellement :

- leur capacité à représenter un nombre imporant de formes, en effet elles
introduisent une notion plus locale, celle fles coefficients de pondération des points
de contrôle eux même. une modif,rcation d'un coefficient entraine une variation de
l'influence du point de contrôle qui lui correspond.

- Contrairement aux surfaces polynomiales, elles permettent de représenter
exactement les quadriques.

- Iæs surfaces rationnelles sont une généralité des surfaces non rationnelles, et par
consQuent, elles ont toutes leurs propriétés

Pour simplifier on étudie les Bézier rationnelles IIIL g5l t pIE g6l t FIo g9l:

1.8.2 Définition des courbes de Bézier mtionnelles

Soient deux applications H et T définies de la façon suivante:

soient ( Pi ) i=0............n un réseau de points de contrôle de IR3 , dont chaque
point de contrôle est pondéré par un coeffrcient de pondération h;.
A I'aide de l'application T , on déftnit une courbe de Bézier polynomiale dans IRa
par:

H:  IR4
(x,y,z,t)

T:413
(x,y,z) )  (x,y,2,1)

de la façon suivante:

nn
p(u)= .E^ hiT(PitBi fu) r,/ecudanst0,ll

i:0

Une courbe de Bézier rationnelle est alors définie dans IR3

R(ul = H( P(u)) =
,5 

nt rtrf (ut a/ecudsnr[0,11
I r,,{tur
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On remiuque que
habituelle:

la courbe rationnelle peut êtrenotée simplement sous la

ïl
h;  B;  (u)

"ii"---'ï""
E  h .n r  O t
i=0

forme

R(ul =
n
E
i=0

r, *! rur ori n! rut

fig I.8 Fonctions de base d'une cubique polynômiale (a) et d'une rationnelle
avec ( h0 ,hl  ,b2, h3 )  :  (  I  ,3 ,  7 ,  I  )  (b)

Les polynômes R1n(u) forment une base des fonctions rationnelles

fig I.9 [a fonction de base Rz3(u) pour différentes valeurs de M
( h 0 : h l : h 3  = 1 )

Ils ont les propriétés suivantes:
f - ils sont une généralisation des polynômes de Bemstein, en effet :

n..  n
Riful = li tu) si Powtortihi=l

2 - Partition de I'unité:
n s
E niFt =r
i=0 |

o . 5
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3 - Positivité:
S ih0 >  0 ,ho >  0eth i  )=0pour tout i=1. . . . . . . . .n - la lors :
11

Ritul )=Q
Sous ces contraintes une Bézier rationnelle est contenue dans
convexe.

son enveloppe

1.8.3 Influence des coeffrcients de pondémtion

1l nfrut=o si  f t=s
2t n! rur
3) nf rur

Une des conséquence notoire de ces propriétés est que la Bézier rationnelle dans ce
dernier cas est contenue dans I'enveloppe convexe formee par les points de contrôle
(P j ) j  :0 . . . . . . . . i - l , i  +  1. . . . . .n

fig I.10 Influence des poids nuls (a) et infini (b)

Si h1 tend vers l'infini, la courbe se réduit à une ligne polygonale formee des deux
segments [Po , Pi ] et [Pi , Po ]

1.8.4 Surface de Bézier rutionnelle

Les résultats pour une surface sont similaires à celle des courbes.
si l'on considére un réseau de points de contrôle (pg) i=0........., , i=g.........- de
IR3 dont chaque point de contrôle est associé à un point de pondération h,i . On
définit alors, à I'aide de t'application T un carreau de Bézier dans IRa par:

nm
P(uyt= ,5 ,5 

hriT( pij r { rur 4 *l
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un carreau de Bézier rationnelle est alors défini de la façon suivante:

que I'on peut ecrire sous la forme:

nm
R(uy) = ,à ,i ,,j nrn;m ruvr où rl;m ruvr = 

Ë:tËhïj,n;,l=0 X=U .. .  n

Et I'on a les propriétés suivantes:

1) rl;m ruvr = ul tut 4 ur 5i hii = rpornrsrrt (iil
nm

2t t5 tI rl;m ruvl = t
3) nl;m fuvf )= 0 si hOO. hgm .hng . hnm roïtt5trisremefipositifset hq >= Q

fig I.l I la fonction de base R*n ( u) pour différentes valeurs
deh00(h t j :  lPou r ( i i )  <>  (0 ,0 )  )

1.8.5 Reorêsentation d'un cllindre par une Bézier mtionnelle

soit le cylindre c de rayon I centré en 0(0,0,0) , d'a;ce oz et de hauteur h= I : un
paramétnge du cylindre unité est:

R(uyJ = H(P(uy)l =

x = cos (t)

y = sin (tJ

z=v

'à ,i hï sî rut df rt
'â ,i rii Pr nf rur ri ur

iryec tdsns[0,2II I
vdanr [0 .11
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s in ( t )  i  +  Yk

figI.L2

Pornt danslTnter/àlle [0, .J].
2

soit :

1 -  u2x = "-"---ï
1+ u '

y= .-?-u---.
1+ u '

z=v

Repérage d'un point du cylindre

I , posons u= t9(tl2)

s/ecu etv dàns [ 0, I I

Soient en coordonnées homogènes ( X ,Y ,Z ,W)

} (=  1 'uZ

Y:  2u  $ /ecuetvdans l0 ,11

z=v(  1+ u2 )

W= 1+ u2
L'expression ci-dessus est une représentation du quart du cylindre C, on cherche le
réseau des points de contrôle correspondant tel que:

2t z IP[uvl= ,I, ,5 
h,iT( Pii t n1 rut 11 ut

La méthode de tnnsformation de la base canonique à la base de Bernstein permer
l'écriture 4. ui 1i=0....2) et vj 1j:0..1) dans la base Bsz(u) (i=0....2) et Bil(v)
( j=0...1); ensuite,on effectue les produits uivj.
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*1 -u2

à0 = I  b0 = A0UO =t

ê l  =  Q  A l t o  =  g

az = -t  Azto = . t

d'où :
, ) -ZZl 'u '=  B[ (u)  +  81fu)

*2u

a0  =  0  b0  =  A0b0  =Q

a l  =  Z  A lUo  =  I

az = (J  Aato  =o
d'où:

-ZZZu =B1U+eBjru)
*1+ u2

ao = t  bo = Aobo =t

a l  =  g  A l to  = [

a2 = t Azto = !
d 'où :

b l=  I
b2=0

I
A-ut  = '1

b l =  I

albr  = I
b2=  2

b2=  2
b l =  I

A l b t  =  t

, F t ? ? 2 -l+  uÉ = Bô(u)  + B1fu l  +  2  82fu)
: F V

a0  =  0  b0  =  A0b0  = !

ar  =  t  a tuo = [  
b l=  1

d'où :
z

v=  g ,  ( v l

Si I'on note P;i = ( b,jl ,bij? , bijt , btjn ) ; il vient alors :

x(uyr= É ,* o* rT6,1 nl r*r

b+ i=0 i = l

i=0 I I

i = l I 1

i-2 0 0
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bfi i=0 i = l

i=0 0 0
i = 1 I t
i=2 2 2

Y(u . v l  =
2 l

81 tul 81 tu),t,t br

Z(u . v l  =
2 l

Bi (u) B1 tv)É,* .i

W(u .v )  =
2 l

Bi (u) B1 (v),â ,* .r

P(u.v)= Ê + 2 |
i=o iio 

t;i Bi (u) B 1 (vl

Le premier quadrant du cylindre associé à des coefficients de pondération comprisentre 0 et I admet pour réseau rectangulaire:

Finalement :

Px.
r.l i=0 i -1

i=0 ( (1.0.0). I ) ( (1,0,1), 1 )
i = t (a.a.0l.al (e.a.a).a)

i=2 ((0.1.0) .1)( (0 . l .u ,1)

où la d.eurière coædsnnée regésetrte
|e coeftisieït de pqndâratisn
e t â =  E t Z

b ; i=0 i=1

i=0 0 t
i = 1 0 I

i=2 0 I

:.i'......
i:.9.......
i = 1

i=0 i=1

I I

I t
i=2 2 2

(1.0.0.1) | tr.o,r.rt
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(0.1.11 hr, = I

(1 ,0 .1 )  h ,O = t
,{â {'â f,â .'

. r----- | - j---. ,

222

Résear de csntrôle d\n +:s,t de cylindce

(0.1.0) hg2 = 1

(1.0.0) hoo = I

..J?
2

I.13 Réseau de contrôle du quart du cylindre

Pour obtenir le réseau de contrôle de la moitié du cylindre on procède à une
symétrie par rapport au plan xoz; soit H1 la matrice associee, on a:

[ r  o o ol
lo.1 o olHr  =  |  r'  
l0  o 1 0 |
Lo o o rJ

Le cylindre entier sera défini par une symétrie du réseau
rapport au plan yOz, soit H2la matrice associée, on a:

de contrôle obtenu par

Ha= ïtl

(.J-2.
2

,0 )

llï
D'une façon générale, grâce aux propriétés d'invariance par transformation affine,On peut calculer le réseau de contiôtJ d'un cylindre quelconque à partir de celui ducylindre unité.

-39-



1.9 Raccotdement

Raccordement de courbes

Etant données, deux courbes de Bézier de même degré n et de polygones de
contrôle respectifs (P0.............pJ et (p'0.............p'J. une conditions-uffisante
pour que ces deux courbes se raccordent Ck en po êt p,g êSt :

drnn = drb
Remarque
La condition de raccord C0 s'écrit : po = p'0 .
La condition de raccord Cl s'écrit: pn - po_t : p'l - p'0 .
Lacondi t ionderaccordC2 s 'ecr i t :  po -  2pn_t *  pn+l  = p,2_2p,1* p,0
dans le cas où les les deux courbes sont de degrés respectifs n et m, on a:
I-acondition deraccord Cl s,écrit: n(po - po_r)= m(p'r _ p,o).
La condition de raccord C2 s,écrit:

n(n-l)(Po - 2Pn-t * Pn+t) = m(m-l)(p' 2 - Zp, t * p'o)
Raccordement entre carreaux

Soient Cs et C1 deux carreaux de Bézier définis par leurs polygones de contrôle
(P;r) i :0. . . . . . .n j=0.. . . . . . . . .m ot  (P' ;1) i :0. . . . . . . .p j :0. . . . . . . . .mi le raccordement d,ordre 0
de c6 et c1 consiste à ce que les deux isoparamétriques u:l de cg et t:0 de cr
coincident, on dit que les ciureaux sont jointifs ou qu'il y,a simple contact I vER
731.
Cela s'exprime par la relation :

Pni  :  P'Oi pour i :0.  . . . . .m

P'Pm

Iæ raccordement d'ordre I fait intervenir en plus du simple contact une ligne depoint de contrôle de chaque réseau de part èt d,aut es de l,isoparamétrique deraccord.

pour i=0.......................k
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On a les conditions de raccord tangentiel suivantes:

P6 = P'gi  pour i :0.  . . . . .m
n( Pni  -  P1n-r ; i  )  = p(P'r i  -  P'oi  )  pour i :0. . . . . . . . . . . . .m

Le raccordement du second ordre fait intervenir en plus du simple contact deux
lignes de points de contrôle de chaque réseau de part et d,autres de
I'isoparamétrique de raccord, et I'on a les conditions de raccordement d'ordre 2:

pour  i=0 . . . . . . . . . . . . .m
P"i = P'oi
n( Pni - P1a-r)i ) - p(p'ri - p,oi )
n(n- l ) (Pn; -2P1n_r) i  *P1o_zyJ :  p@-lXp'z i  -2p, t i *p 'o i )

I. 10 Calcul d,intercection

L'un des gros problèmes de la C.A.O est le calcul d'intersection entre surfaces.
Plusieurs méthodes ont été élaborées dans ce sens:

1- On utilise la méthode de subdivision pour approcher les surfaces par des facettes
planes. Les segments résultants de I'intersection entre facettes sont ainsi recollés de
manière à approcher la courbe intersection tHou g5]. une méthode afin
d'optimiser le nombre d'opérations, et qui repose sur I'idée qu'un petit carreau peut
être représenté par un degré moindre consiste à subdiviser È, .ar1euux jusqu,à ce
qu'on ait des ciureaux de degré totzl2, et I'on procede par la suite à I'intersection
entre carreux de degré 2 [ MIC 9U.

2- Une deuxième méthode consiste à résoudre un système d'équations polynômiales
à plusieurs variables, les solutions sont déterminees soit en utilisant la méthode de la
résolvante I SED 84 ] , soit la méthode de Newton.

3- Dans le cas d'une section d'une surface paramétrique finie par une surface
analytique spécifiée par son équation implicite f(x,y,z) = 0 ; on a une
représentation précise de la courbe intersection dans le dômaine paramétrique de la
forme F(u,v) = Q IFAR 851.
On établit la liste et le nombre des branches ouvertes ou fermees qui forment la
courbe intersection à I'aide des points caractéristiques de la section ( ANNEXE 4 ) .
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I.I1 CONCLUSION

Il-est clair que les B.splines quasi-uniformes qui sont une généralité des Bézièr
offrent un modèle de surfaces bien adapté à liinteraction, ei ont un pouvoir de
représentation de formes libres important. Iæur caractère tocal est très utile lors
d'une conception.
On peut augmenter la multiplicité d'un point de contrôle ou d,une valeur nodale,
cette dernière opération se fait au dépend de la flexibilité de la surface.
Les B.splines rationnelles nécessitent plus de calculs à cause de la quatrième
composante qu'elles font intervenir; elles généralisent les B.splines polynôÀidrr, .tpermettent en plus de représenter les quadriques de manière è*".t", d'e moduler la
valeur des points de contrôle à I'aide des poids, ce qui leur confère encore plus depossibilités de modélisation de formes que ces dernières.
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CHAPITRE 2

INTERPOI-ATION A L'AIDE DES MODELES
PARAMETNQUES
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II.1 PREMIERE PARTIE : INTERPOI.ATION PAR UNE coURBE

il.I.1 Introduction

Soit le problème: " Etrant donnés n*l points e0,.......,en dans IR3, on désire
définir une courbe à partir de ces points ".
Cette courbe doit répondre à certaines conditions, en général on lui impose de
passer par ces points et c'est donc une interpolation, ou bien de les approcher , et
c'est une approximation, dans ce cas la courbe ne passe pas nécessairement par ces
points.

Dans Ia suite on ne considère le problème que pour les courbes de Bézier et Ies
B.splines.

a) La méthode directe d,approximation

Les points Q0,........,en peuvent être pris comme des points de contrôle d'une
courbe de Bézier ou d'une B.spline et I'on aura:

ponmeBézisr p(")= 
à 

O1 rf Of

PouruneE-æline pM= 
Ë O1 uf rut

fig II.l Approximation d'une courbe par son polygone de contrôle

un courbe de Bézier constitqe un moyen naturel d,approximation; c,est une
approche relativement grossière de son polygone de contrôle.
Une B.spline est aussi une approximation de son polygone de contrôle. Cependant
dans ce cas' en diminuant l'ordre on aum une meilieure approximation, car la
courbe tend vers son polygone de contrôle, et au contraite, èn I'augmentant à la
limite, on aura une approximation semblable à celle de Bézier.
Dans le cas d'une B.spline, il est possible d'affiner l'approximation en augmentant
I multiplicité des valeurs nodales, cela s'effectue'âu dépend d,une certaine
flexibilité.

Q()
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Il est intéressant de noter qu'avec une B.spline rationnelle, les poids liés au points
de contrôle jouent un rôle important pour une meilleure approximation.

b) Lissage par la méthode des moindres carrées

on se donne une suite de paramétres u0,.......,un associê aux points e0,.......,en
et on cherche les points de contrôle p0,.......,pn de la courbe p(u) de Bézier ou B-
spline qui minimisent la quantité:

n2
f, = .4. l l P(ui) . oil l 

'
i=0 

rr

c) Interpolation

comme auparavant, on se fixe une suite de paramétres uo,......,un associée aux
points Q0,......,Qn, et on cherche les points de contrôI" po,.....,pn tels que la
courbe P(u) passe par les points ei en ui i=0......n.

Tolérance

On dit que la courbe P(u) repond à une tolérance T si:
f ,=.TP l l  P(ui) .Oi l l  =.  T

l=u.........n
Autrement dit, l'écart le plus important entre la courbe et un point de passage en un
paramétre ui doit être inférieur à T.
On définit aussi l'écart quadratique:

E=. . .1 . . ,FuDr r r : r  n . l l  2  l l 2
e n+r - 1:-s ll P(u r) - oi ll2 ) 

--

qui permet de mesurer I'erreur moyenne effectuee sur un point I DAN g9].

Dans le cadre de notre travail, on ne s'intéressera désormais qu'au problème lié à
I'interpolation .

II.l.2.Interyolation

On se propose de déterminer le polygone caractéristique d'une courbe de Bézier (ou
d'une B-spline) sachant que cette dernière passe pat un certain nombre de points.
Pour cela, on fixe le degré n de la courbe et on attribue à chaque point âe passage
une valeur paramétrique ui.

Dans un premier temps, on proposera une courbe de Bézier de degré n avec des
valeurs paramétriques formant une suite arithmétique de raison l/n coïprise entre 0
et 1.

Dans un deuxième temps, on proposera une courbe B.spline avec des valeurs
paramétriques calculées à I'aide de la méthode dite " méthode de la ligne brisée ,,.
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Quant au vecteur des noeuds U; il sera d'abord choisi uniforme, ensuite, il seradépendant des valeurs paramétriques ui.

*_Remafques

1- Il est utile de 
Pj:t qu'il existe plusieurs façons de choisir les paramétres et levecteur des noeuds U. on verra par la suite, comment choisir les paraméhes pourobtenir une meilleure courbe d,interpolation.

2' r'e' nombre de points de passage m étant arbitraire, on envisage les trois cassuivants:

t  l -cas n=m

Dans ce cas, la solution est immédiate.

*  2-cas m<n

Sous sa forme polynômiare, une courbe de Bézier est telle que:n
P(u)= , f  b iu t

l=u
Dans ce cas' on peut attribuer une valeur nulle aux coefficients bi dont le rang est

compris entre m+1 et n, ce qui nous ramène au cas précedent [BEz g6].

*  3 -cas  m)n

Dans ce cas, il n y a pas de solution exacte. Dans ce qui suit, on se restreinr au casoù le nombre de points de passage est égal au nombre âe points de contrôle.

soient n*1 points de passage e0, el , . . . . . . . ,en.cherchons n*1 points
P0,P1,' .,Pn tels que la courbe de Bézier associée passe par les points ei.On a:

n
Ptu)= .i r, uf fut s/ecudgnsl0,il

i=0 t
Quel que soit i=0.........n , ei appartient à p(u) si et seulement si, il existe u1 de
[0,IJ tel que:

P(u1) = qt

D'aprés ce qui précéde on a: pg=e0 et pn=en.
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En attribuant aux points de passage des valeurs paramétriques formant une suitearithmétique de raison l/n, on a:
n

Ptu i  I  =  Ë t ,  r f  tu ,J  = Qi  Pou 0=< i  =< nr i = 0  1

soit:
n-l

t5t  t l '  (1 'u,  )n{  u l  t ,  = 0l  -  t  ( t -u1l  npo* uf  rn I  psur 0=<i  =<n
on a ainsi un système d'équations linéaire à n-l equations et n_l inconnues.
Pour Pi=1xi,yi,zil et ei:(x'i ,y'i,2,),le système àn x s,ecrit:

I n'[ci rr:,i'ù 1 ll'h",r "T, I t l

.tot t,'rnr jtlrrr .-.-.- cl'r ttnn.rr o.l-l f ,  -(t-rr t+ - ol q,

Soit A la matrice carree (n-l)(n_l) associée
Det A son déterminant, on a:

nZ wZ
(l 'u 1) r I

o* r = cl --.--..-cfltr.,,1tu1-.Jttp1tq.1 p6

{lrrnlln'Z ,iÎ

t
D* A - c;. .- . .  . . . . . .c| ' t ( tr :1)u1.. . . . . . . . . [ r :n-tJ un-t TT (uk- ui  )

I  =< i  <k  = {n -1

La matrice A est inversible, en effet:
Pour k ) i, u1ç ) ui, et par conséquent Det A est non nul. Ainsi
contrôle sont définis d,une manière unique.

rÇ.1(l-r1-1)ro - r}fn

rrrl

au systéme lineaire ci-dessus. et soit

les points de
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*Renaroue

La méthode utilisée pour calculer les
courbure varie relativement peu et si
également espacés tgEZ 861.

II. 7.4. Interpolatio n oar une B. soline

valeurs paramétriques ui est valable si la
les points de passage e1 sont à peu près

ktois kfsis

U = ( 0..................0.1,2"-............Jr.k+2..................n.k+2)
Soient û0, û1,.....,ûn les valeurs paramétriques attribuês aux points de passage ei.
On a:

Qi est un point de p(u) si et seulement si il existe û; dans[up-l , un+l] tei
que:

P(û, = Qi

D'aprés ce qui précéde , û0 = uL_1 et ûn = un*1.
Les n-l autres valeurs paramétriques de ûi sont telles que:

l lnoil l
ôtï" 

= constarte où l lA 0. l l=l l0r+t '  A1 i l  et Aû i  = ûi*t-  ûi

ll ll désignelanffine eucliliErïne dens IR3

Qt* t

qil-\-
q i

./

o r/ ,

o,/"
qn

Frg II.2 ligne brisée dont les sommets sont les points de passege.

4t_

a)

- -  l ' 0  5 i  [ :< i :< la . tr i=  {  i k+ t  s i  k=< i=<n+ i
I n'k+Z si n+l :q i =< 1i[

On a alors:

Comme précédemment, on s'intéresse à faire passer une courbe B.spline d,ordre kpar n* I points de passage ei donnés.
rl 1

P(u) = i p.. NH
i:ï 

-l " t ftt) où les ( t, )i=0.............n ssntlespoifisdecsntrfie

soit u le vecteur des noeuds associé à p(u) et défini de manière uniforme:

a



n
E  q i

c = --i:J-----.
un

Ainsi, on a

Porni=1.....................n ûi =

I-es points de passage sont reliés par une ligne brisee dont la longueur est:
nn

L = E ei  = . I .  l lAQi l l
i= l  i= l  '

*Calcul de la constante c

On a:
g l  =  c (û r  -  ûo )
j z=  c (ûz  -  û r )

qn  =  c (ûn  -  ûo_r )
En additionnant membre à membre les n égalités, on obtient:

n

,L  t i  =  c(ûn-  ûol  =dn
l = I  r l

soit:

i * ûi'r

Et I'on peut déterminer û1 en fonction des qi:

û i=  -1 ,1- -  +  û i . tl c

^  q i - l
ùi-l = + Ûi'a

: : :
^  9 l
Ûl  =  " - ' "  +  Û0

En additonnut membre à membre on a: .

E  o ,
û0 =0 et poui=1.-............n ûi = .8,-,, On

Ftt 
qi

Ainsi on a un système d'équations linéaires à ntl Quations et n+l inconnues.
pouri=9.....................n P( û1) = 01

soit:

p0rni:s....-.............m 
,f t uf tt1) = 01

Soit A la matrice associée à ce système,

A = ( u! rti) li=0..........-.....n
i= 0..............-..n
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Cette mafice peut ne pas être inversible à qluse du choix des paramétres et du
vecteur des noeuds. Ce choix peut mal conditionner la matrice A; èn effet, il arrive
qu'il existe i compris entre 0 et n tel que pour tout j compris entre 0 et n on ait:

It

N; (Û i l  =  0

Et I'on aura une colonne de 0.

b) P.orétog. put h réthod. dr l. lignr brité". l. rot"u, nod"l déprnd d. ."
paramétrage.

Iæ paramétrage sera tel que:

ruo=o i
{  E,L o. = iîl--1! c où c estune c'nstsnte de drrnationl n

E s.
i-l 

'l

Alors que le vecteur des noeuds U sera tel que:
u0 =--..........--=uk.1 =û 0 = 0

_ ûi+t +............+ôi+k.l
ui*k = --l:l--....-.'..jj---.. psrni=0................n.k

un+l="""""""""'= u11..1 = ûn

Avec ce choix la matrice A est bien conditionnée car l,on a:
uo  =  ûo  <  uk

u i '  û1

un'  ûn = un+k

On montre ainsi que:

Pcnni=[............................n U! tti J *' 0
Et le théorème de SCHONBERG-WHITNEY montre que A est inversible
I DAN 89].

*-Remaroue

Cette méthode peut donner satisfaction si la courbure ne varie pas beaucoup, même
si les points de passage ne sont pas régulièrement espacés.

IIJ.S Données inadéquates - défrcience du mng

Au cours d'une interpolation, on aimerait ne piur prendre en compte certaines
donnees inadéquates; soit par exemple, le systèmifinéàr",

P(  ûù =  q i  i=0 . . . . . . . . . . . . . . . . . .n
Si la jième donnee n'est pas adaptée lors de cette interpolation, on peut l,ignorer etchercher alors n points de contrôle plutôt que n*1.
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On se place dans le cas où on cherche n*l points de contrôle à I'aide des n
données; une remédiation à la déficience du rang est donc nécessaire[COX g2]
[HAY 86] . Pour cela, on impose des contraintes, àont on présentera les avantages
et les inconvénienm.

Première contrainte:

On impose la condition : pj = 0 , autrement dit:

g tP = 0 où tP désigne le vecteur transposé de p=(po .....pj et
g -  (0. . . . . . . . . . ,0,1,0. . . . . . . . . . . . . . . .0)  où la j ième coordonnee est  égale à l .

On aboutit à un système linâire (n+l)x(n+1) stabte dans le sens que la somme des
coefficients de chaque ligne est égale à 1, mais la B.sptine qui rêsulte ne satisfait
pas la propriété de l'invariance par les transformations affines; en effet si l,on
translate toutes les données d'un vecteur r , et on calcule les points de contrôle de la
nouvelle B.spline, celle-ci ne sera pas une translation de la primière du vecteur r.

Deuxième contrainte:

On impose la condition :

o (2)
ti*l = Q

Sachant que la dérivée de p(u) esr déf,rnie par:
p (tltu) = ft.1)(k.2).. ft*r I ,,*) *li,

i = r r l
dans laquelle:

o h) r!''tl r,[t). i = .iffi-:...;:

la condition imposée s'écrit:

o [1)'i+l -  p (U
I

soit:

.li:.t..-....1i. - Pi tut
upk'ui*r - 

î ; i l ï- ; .-
En développant cette expression, dans laquelle Pi est une combinaison convexe de
P3-r et Pj*r, on obtient la relation:

Pj = (1 - r3 )Pi-r + pj Pj+r où ttj:(u;+k - u5+r)/(ui+k - uj+r * uj+r<-r -uj)

(1-p j )P j - r  -P j  * r iP l+r  =  g
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Si l'on considère la même notation que pour la première contrainte, on a:

B tP :0  avec
g = (0..........,( l-pj),-l,pj0. .0) où la j ième coordonnée est égale à -1.

Remaroue

* la somme des coeff,rcients de chaque ligne de la matrice est égale à 1, sauf celle de
la jième figne qui est égale à 0.
fdans le cas où ui+k : ...........:uj , on uti l ise la relation:

Pj  :  I  12 (Pi t  + P5+r )
On obtient d'ailleurs, cette relation quand le vecteur nodal est uniforme.

Intérêt et avantages:

* le choix de P3 + 1(r) = 0 induit une relation symétrique si r est pair avec 0 : <
r  = (  k - l

* si I'on déplace toutes les données d'un vecteur b alors la B.spline qui résulte est
une translation de la première de vecteur b.

* soit u dans [u3 , ui+ 1[, alors la dérivée seconde est exprimee par:

r(alur = rrr.l)(]r.zl t ,ft *l''.,
i'k+3

Si I'on impose la contrainte: Pi(2) : Q pour i=j-k+3.. .j , alors on a:
p(z) (u) = Q pour [ui , uj+1[; soit P(u) est un segment de droite dans cet
intervalle.
Il résulte alors une B.spline d'ordre k qui contient un segment de droite.

11.1.6 Conclusion

Quand on interpole par une B.spline, le nombre de points de contrôle étant égal à
celui des points de passage, cependant le degré de cette courbe n'est pas lié au
nombre de points de contrôle. A la limite quand l'ordre égale le nombre de points
de contrôle on obtient une interpolation de Bézier; dans ce dernier cas, le degré
étant important, la courbe entre deux points de passage a une gr_ande zone de liberté
à osciller.
Il est souhaitable d'interpoler par une B.spline non uniforme quand les points de
passages ne sont pas régulièrement espacés.
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n:6 ,  k :3

n=6 , k :4

n=6 ,  k=5

rl. .
INTERPOLATION PAR UNE B.SPLINE

Points de passage , n est leur nombre , k est I'ordre de
la B. spline d' interpolation



n=10 ,  k :3

n:8 ,  k :3

n=8 , k :4

rl. .
INTERPOLATION PAR TINE B.SPLINE

Points de passage , n est leur nombre , k est I'ordre de
la B. spline d'interpolation



ordre = 3

ordre : 4

INTERPOLATION DANS LE CAS DE DONNEES INADEQUATES.
CES DONNEES SONT REPRESENTES PAR DES ETOILES EN

DEHORS DE LA COI'RBE D'INTERPOLATION
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ordre :3

ordre :4

ordre = 5

INTERPOLATION DANS LE CAS DE DONNEES INADEQUATES.
CES DONNEES SONT REPRESENTES PAR DES ETOILES EN

DEHORS DE LA COT'RBE D'INTERPOLATION
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II.2 DEUXIEME PARTIE: INTERPOI.ATION PAR UNE SARFACE

11.2.1. Introduction

Dans ce chapitre, on dispose d'un nuage de points de IR 3; et on se propose de faire
passer une surface de Bézier par les points du réseau. Dans le cas où le nuage de
points est arbitraire, le problème s'avère diffrcile à traiter.
Dans ce qui suit, on supposem que le réseau est uniforme; autrement dit à chaque
point du réseau est attribué un couple de paramétres (ui,u;) tel que:

u i :  i /n  ,  u3  =  j /m pour i :O. .  . . . . .n  e t  j=0 . .  . . . . .m
n est le nombre de points du réseau choisi selon u.
m est le nombre de points du réseau choisi selon v.

*-Rgarqle

Comme pour les courbes, le choix fut pr&êÀemment est valable si la courbure
varie relativement peu et si les points sont à peu près régulièrement espacés.

p ( u  
i

''

t J  )  =  9 a . J

fig II.3 Répartition uniforme des points de passage du caneau de Bézier.

11.2.2. Interpolation par un caneau de Bézier

Le réseau étant uniforme, les points de passage Qil sont repartis uniformément sur
la surface de Bézier. Supposons qu'on ait n+l points de passage selon u et m+l
selon v. I: surface de Bézier nxm cherchée est telle que:

n
Ptuvl = 

fi t,i rl rur nf vr
m
E
i=0

+rec 0 =< qv =( I

Cette surface sera définie, si l'on détermine ses points de contrôle. Comme la
repartition des points de passage est uniforme on a:

Qt,t est dans P(u,v) , si et seulement si, il exisæ uk:k/n et v1=176 tels que:
P( ut, vl) : Qk,l
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soit le système:
pm k=0..*..-..........n

pow l= 0....-.................m
[ tr  n

P[uu,v') = ,5 ,5 
t,r ti(u]ldl (v1] = Q,,,

Pour résoudre le systéme ci-dessus, on procMe de la façon suivante:

a) On applique le schèma d'interpolation par une courbe de Bézier à toutes les lignes
formées par les points de passage Qk,l IBOH 841. On obtient les points de
contrôle intermediaires des courbes de Bézier corespondant à: V = vk

Fig II.4 Schéma d'interpolation ligae par ligne

o : Point de passage, t : Point de contrôle intermédiaire

b) On applique le schèma d'interpolation par une courbe de Bézier à
colonnes formées cette fois-ci par les points de contrôle intermédiaires;
les points de contrôle Pig.

toutes les
on obtient

fig II.5 schéma d'interpolation colonne par colonne.
o : Point de contrôle intermédiaire t : Point de contrôle définitif
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11.2.3 Conclusîon

Quand on interpole par un qureau de Bézier sur des points de passage qui ne sont
pas régulièrement espacés, il est évident que ce ciureau passen par ces points, mais
ailleurs, il peut subir des oscillations non souhaitées. Diautant plus que-le degré du
carreau est lié au nombre de points de passage, æ gd augmente lamplitude des
oscillations entre les points de passage quand leur nombre 

"sùrpott 
trt. 

-

Ne prenant en compte que les contraintes de position, un degié étevé du carreau
accroit le degré de liberté à I'oscillation de celui-ci entre les pointr à interpoler.
Il est donc conseillé d'interpoler par des carreau de degré p"tit, prt .*rrnpL par des
cubiques; et d'utiliser plusieurs carreaux de Bézier raccordés entre eux.
Ia méthode d'interpolation utilisée pour les surfaces B.spline est la même que celle
utilisê pour les carreaux de Bézier; comme pour les courb.s on peut interp'oler par
une surface B.spline de degré petil indépendemment du nom-bre de points de
passages, d'où leurs intérêt, surtout quand elles ne sont pas uniformes.
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INTERPOLATION PAR T]N CARREAU DE BEZIER
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CHAPITRE 3

MODELISATION DES CARREAUX DE BEZIER
RESTREINTS
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III.I INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons proposé à partir d'un modèle géométrique,
un modèle mathématique dont I'intérêt appanit de manière évidente dans la
visualisation et la créaton de nouveaux modèles geométriques.
Cette étude a été menée sous des hypothèses restrictives; en effet le nuage de points
de passage était choisi d'une manière uniforme.

Malheureusement, des cas plus pratiques peuvent présenter des modèles
geométriques plus équivoques. Ia creation d'une fenêtre ou d'un toit ouvrable dans
une qlrosserie de voiture en est un exemple concret.

frg III.I Cas equivoque de modèle geométrique présentant un trou à I'intérieur.
x : point du modèle géométrique.

Notre but dans ce paragraphe est de trouver un modèle mathématique mieux adapté
à ce modèle géométrique. autrement dit, une surface qui passe par les points du
nuage et qui présente un trou à I'intérieur.

Le domaine sur lequel est défini le modèle mathématique ne sera pas égal au carré
unité [0,1]2.

Pour illustrer les différentes approches, on étudie la trace d'un cylindre sur une
surface de Bézier; de même on s'intéresse à la création de surfaces ayant plus de
quatre bords. Ce dernier cas peut se produire lorsque le cylindre intersecte le
carreau de Bézier sur un de ses bords.
Cet exemple n'a pour objectif que de faciliær la présenation sans limiter la
généralité du problème posé.
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III.2 PRESENTArION DU PROBLEME

Soit C un modèle géométrique, dont un
Bézier.

modèle mathématique est un carreau de

fig III.2 C est un careau de Bézier approché par das facetûes planes
et D est un cylindre approché par les limites.

La combinaison de ces deux modèles peut entrainer plusieurs nouveaux modèles
plus ou moins intéressants. Supposons que l'on se place dans le cas de la figure ci-
dessous.

flrg III.3 Exemple de modèle géométrique défini à partir de C et D; les points foncés
représentent une approximation de la trace de D sur le carreau de Bézier.
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Dans ce qui suit, on suppoiera que les points d'intersection sont connus et
définissent le contour interne du ffou K, ces points peuvent p'rwenir soit:

- de I'intersection du cylindre sous sa forme Bêner rationnelle
et le carreau de Bézier.

- ou bien de la section du cylindre défini par son équation implicite
et le carreau de Bézier (ANNEXE 4).

On supposera aussi que leurs coordonnées paramétriques sont connues; dans le cas
contraire, on propose un algorithme de subdivision qui approche avec une
estimation satisfaisante les coordonnées paramétriques (u,v) d'un point (x,y,z) sur
un carreau de Bézier en utilisant I'algorithme de subdivision d'un carreau et la
propriété de I'enveloppe convexe. ( ANNEXE 2)
A la suite de cette intersection, le carreau qui était défini sur [0,1]2 a été restreint.
Le plus souvent on considère des careaux définis, comme distorsions d'un domaine
rectangulaire, c'est à dire des carreaux appartenant à la famille des surfaces
obtenues par un produit tensoriel.
Soit par exemple la cubique:

9331
P(uy) = 

,5 ,5 
r..ri tu)Bi M +rec 0 ={ uy ={ I

Plusieurs algorithmes tels que les algorithmes de subdivisions sont adaptés à cette
famille de surfaces.
Un carreau restreint peut être défini en gardant la représentation initiale et en
procedant à des operations booléennes sur le domaine paramétrique [0,1]2 ICAS 871
[MrL 86].
Un carreau restreint peut être donc représenté par un arbre CSG 2D. La,
représentation d'un solide par arbre CSG 3D consiste en des opérations booléennes
entre demi-espaces.
Par analogie, la représentation d'un qureau par arbre CSG 2D consiste en des
opérations booleennes entre demi-plans.

EXEMPLE:

le carré unité étant l'intersection de quatre demi-plans H1,H2, H3, H4 tels que:

Hr  ={ ruv t r te lRz,u>=o}

Hz ={ ruv t r te lRz I  v>= o}
, t

H3 ={ tuv}deIR2 ,  u=. t }
I

H 4 
={tuvt r le IRZ 1 u=* t  }

Si I'on intersecte le carré unité avec I'espace extérieur limité par une ellipse E telle
que:

f, = 
{ruvtdelR2, 

$:Lj + .J1* >= r I' 
(1'2) 4 llt{lé J
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On obtient le domaine résultant comme le montre la figure ci-dessous:

fig III.4 Exemple de dornaine aboutissant à un carreau restreint.

Les sommets et segments du domaine restreint peuvent être évalués à partir de
I'arbre CSG 2D.
Les limites du carreau restreint seront ainsi calculées à l'aide de la représentation
initiale(une cubique ). On peut donc créer des ciureaux complexes par modification
du domaine.
Nous proposons de modéliser le carreau restreint de trois manières différentes:

1- le domaine paramétrique du carreau restreint sera le carré unité privé de R.

P o l y g o n e

2- le domaine paramétrique du carreau restreint sera le carré unité privé de F.
Courbe de Bézier

3- le domaine paramétrique du carreau restreint sera le carré unité privé de S

une courbe cornposi te
de sp l ines cubiques

Remaroue importante: ces trois propositons n'offrent qu'un cas particulier d'un
modèle où le contour est une B.spline.

ÊnE
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CREATION DE CARREAU DE BEZIER RESTREINT PAR DES OPERATIONS
BOOLEENNES DANS LE PLAN



CREATION DE CARREAU DE BEZER A CINQ BORDS PAR DES
OPERATIONS BOOLEENNES DANS LE PLAN.
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III.3 PREMIERE PROPOSITION

On peut considérer comme modèle molhématique du modèle géomêtrique (C-D):

P(u,v) avec (u,v) ilans [0,!2 - P

R dêsigne le polygone fermé plein limité par les segments [AirAt+t]. A1 a pour

coodo nnées parumûrtques (ui,v).

As at
o'[r]^,
o'\1*,

fig III.5 Domaine paramétrique représentant lg domnins de restriction du modèle

mathématique de la première proposition.

III. 3. I Techniaue d' affrchage

Cette technique repose essentiellement sur l'intersection d'une droite et d'un
segment. La droite a pour equation soit u=ug, soit v=vg, et le segment Sera de la

forme si=[Ai,Aia1].

Y=V( l

fig III.6 lntersection d'une droite horizonùale v=vO avec le contour du polygone R.

Soit la droite v=vô-

On calcule l'intersection de cette droite avec Si (i=O...p), p éAnt le nombre de

sommets du polygone R.
Soit si 1s iième segment du polygone R, si a pour {uation paramétrique :

s i ( t )=(u i ( t ) ,v i ( t ) )
avec t dans [0,1]



où:
ui(t): (l-t)ui + tui+l

et
vi(t)= (l-t)vi * tvi+1

Premier cas: vi : vi r l

Dans ce cas le segment si est parallèle à v : 0 et on a:

s i ( t )= (u1( t ) , v )
* Si vi est différent de vg, la droite d'Quation v=vg ne rencontre pas le segment

si.
* Si vi est égal à vg, la droite v:vg est le support du segment si.

Deuxième cas: vi ( ) v; r r--

Dans ce cas vi(t) : v0 ssi 1 : (vg-vf/(vi.11-v)
* Si t n'appartient pas à [0,1] alors la droite v:vg ne rencontre pas le segment si.
* Si t appartient [0,1] alors la droite v=vg rencontre le segment si et on calcule
ui(t).

III.3.2 Etude de Pkifttl

Soit P(u,v) le carreau de Bézier et si(t) l'équation du segment [Ai,Ai1l]. tu
courbe P(si(t)) est une courbe tracée sur le caneau de Bézier.

Proposition

Soit f(t) = (u(t),v(t)) avec u(h):u0 et v(tg):vg.

Si f'(tg) est différent de 0 et si le point P(ug,vg) est régulier autrement dit le rang
de dP(ug,vg)=2, alors le point P(ug,vg) est régulier de P(f(t)).

En effet on a:

(Pof)' (t61 = Pu(ug,vg)u' (td + Py(ug,vg)v' (tg)

Application

Soir s(r) = ( u(t) , v(0 )
avec u(t) = u0 + t(u1 - ug)

v($=v0+(vt -v0)
t appartient à [0,U
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On a: s(0) = (ug,vd et s'(0) : (u1-ug,v1-vg)

Remarquons que s'(0) est différent de (0,0).
Si P(ug,vg) est un point régulier du ciureau de Bézier alors, la courbe tracee P(s(t))

admet en (ug,vg) la tangente:

P(ug,vg) + IR((u 1-ug)Pu(u6,vg) + (v 1 -vg)Pu(ug,vg))

Cette droite est incluse dans le plan tangent au carreau de Bézier en (ug,vg).

Remarque

Lorsque u(t):ug resp(v(t):vg),la courbe PG(t)) admet en (ug,vg) une tangente

dirigée par Pu(u6,vg) respectivement(Pv(u0,v0)). Dans ce cas P(s(t))est une ligne

isoparamétrique du carreau de Bézier.

III.3.3 Conclusion

Ce modèle est simple et intuitif, puisqu'il repose sur une approche par des segments
dont le traitement se trouve simplifié pour beaucoup d'opérations. Cependant ,
I'approche du contour n'est pas toujours esthétique. Ce modèle peut être adapté à
des interactions locales car si I'on modifie un sommet du polygone, ce dernier sera
modifié localement.
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DEFINITION DE NOUVEAIIX MODELES GEOMETRIQI]ES A PARTIR DU
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III.4 DEAXIEME PROPOSITION

On peut considérer le carreau ile Bézier restreint au
ensemble F dont la frontière est une courbe de
mathêmatique du modèle géomêtrique (C-D).

cané unité prtvé d'un
Bézier comme modèle

P(u , v )
+

P(u,v) avec (u,v) dans [0,112 - ,

fig III.7 I-a restriction du carreau de Bézier au domaine [0,1]2-F représente le modèle
mathématique de la deuxième proposition, la frontière de F étant plus régulière.

III.4.I schèma d'étude

ât â?

âa â8

âa

a6 âs

l"
/-o-\

+
I

L

*q

o

fig III.8 Schéma montrant las étapes à suivre pour la définition du modèle
mathérnatique de la deuxième proposition.

Dans la figure ci-dessus, les points qui définissent le contour du trou sont les points
Qi.

Q
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Le chemin I nous perrnet d'avoir le polygone plan dans le carré unité et dont les
sommets Ai(ui,v) représentent les coordonnées paramétriques des points Qi.
On a: Ai(ui,v); Qi = P(ui,vil : P(Ail.

Dans le chemin 2, on cherche la courbe de Bézier fermée qui passe par les points
Ai et qui limite le domaine F du carré unité.

Le chemin 3, nous permet d'afficher I'image de [0,1]2-f'par P.

a) Etude du chemin I

C étant un carreau de Bézier, on a:
nm

P(uv) = E î r,., rf rut 4 *r arec tt =( ur =( 1
l =0  i = [  l J  I  - -  I

Supposons que le contour du trou soit défini par p+l points Q0,... .Qp tels
que:

Qi = P( u1 , vi ) pour i=0. .....p

Précisons que les points Qi sont pris de façon à former un contour fermé comme le
montre la figure ci-dessous, il en résulte immédiatement que Q0 = Qp.
Dans le carré unité; les points A0, A1,........,Ap de coordonnées (ug,vg),
(u1,v1), ..(up,vp) forment un polygone et on a: Ag : Ap.

â0

À7

frg UI.9 Première étape: considération des coordonnées paramétriques
des points qui définissent le contour.

b) Etude du chemin 2

On considère les points Ai (:0......p), comme étant des points de passage d'une
courbe de Bézier de degré p. Soit B(t) cette courbe, on a:
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Bft) = 
Ë 

,1 ,l nf arec t itsns [o,U

où les Bi(i=O.......p) sont les points de contrôle de cette courbe. B(t) est une courbe
de Bézier fermee et plane, elle est contenue en général dans le carré unité. Soit
(xi,yil les coordonnées de Bi; on écrit:

Soit I'application:

B : [0,U -

t -

On suppose qu'à chaque point Ai est affectée une coordonnee paramétrique ti - i/p.

On déterminera les coordonnees (xi,yi) des points de contrôle de la courbe B(t)
grâce aux systèmes linéaires suivants:

{ 
u (til = ui i=0................p

I  t i  = ih

et

I v(ti)= vi i=0................p
{ '
t t 1 =i1p

? D ? D
B(tl=(u(t)y(t))=, 

à*i 
Bift l  ,  

,5 
r,B;(t l l  s/ecrdsns [0,U

fig III.10 Deuxième étape: Schéma représentant une courbe de Bézier B(t) avec son
polygone caractéristique.B(t) est obtonue parinærpolation zur las points 41.

F désigne la portion du carré limitée par la courbe de Bézier B(t).
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c) Forme aleébrioue

A I'aide de la méthode de la résolvante[SED 84], on peut passer de la représentation
paramétrique de F à la représentation algébrique; le contour est alors exprimé par
une équation de la forme: F(u,v) = Q .

d) Classification d'un point par rapport au domaine

Dans le cas où le contour est exprimé par son equation algébrique F(u,v) = 0;
celui-ci partitionne le plan en deux parties d'équations respectives F(u,v) )0,
F(u,v) < 0

fig III. I I : Classification d'un point par rapport au domaine, le contour interne
déterminé par son équation F(u,v) = g .

Un point A de coordonnées (u0 , v0) est facilement classé p:u rapport au domaine
selon qu'on ait F(u0,v0)<0 ou bien F(u0,v0) )0, avec un traitement special pour
Ies points qui sont proches du contour.

Dans le cas où le contour est exprimé par sa représentation paramétrique, on utilise
la règle suivante:
Un point A est à I'extérieur du domaine si une demi-droite d'origine A rencontre le
bord du domaine un nombre pair de fois, il est à I'intérieur si le nombre
d'intersection de cette demi-droite et le bord est impair.

Poûnàllntftian

Poimàl'ertfuieu

fig III.12 : Classification d'un point par rapport au domaine, le contour interne
déterminé par son {uation paramétrique (u(t),v(t)).
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e) Etude du chemin 3

Soit K l'image de F par l'application P. L'image de [0,U2 -F est le carreau i.
Bézier privé de K, ainsi:

P(u,v) avec (u,v) dans [0,lP -f

est un modèle mathématique de (C-D).

Remarque: le bord de K passe par les points Qi et est I'image d'une courbe de

Bézier.

III.4.2 Technique d' affrchage

Le modèle mathématique défini précédemment permet de créer et de visualiser de
nouveaux modèles géométriques. Ia technique d'affichage de ces modèles consiste à
un affichage des isoparamétriques.
On peut utiliser pour cela I'algorithme de Lane-Riesenfeld qui calcule I'intersection
entre une courbe et une droite. on propose un algorithme qui traite le même
problème mais de manière différente. Une comparaison entre les deux algorithmes a
été réalisee (ANNEXE 1).

a) Aff,rchage d'une isparamétrique v=cste

On fait varier le paramétre v dans I'intervalle [0,1] avec un pas constant h, soit par
exemple h:1/n; On calcule pour j=0....n I'intersection de la droite v : vj avec la

courbe B(t):(u(t),v(t)). Ce qui revient à résoudre I'Quation v(9- vj avec t dans

[0,l]. Deux cas peuvent se présenter:

1- Cas: L'equation v(t)=vj n'a pas de solutions réelles dans [0,1].

B ft!. (dtlrfi)l

fig IU.13 Cas où la droite v:vj ne rencontre pas le contour de F.
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Dans ce cas la droite v = vj ne rencontre pas la courbe B(t) et I'on affichera la

courbe:
P( u, v3) pour u dans [0,1]

2- Cas: L'équation v(t):vi a des solutions reelles dans [0,1]

B ttl' (q0.v(t)l

fig III. 14 schéma représenùant l'intersection de la droite v:vj avec le contour de F.

Soient tl,.....,t1les k solutions de l'{uation v(t) : vj, on a:
v(t l )  = v(tD : . . . . . . .v(tp :  vj .
On calcule ensuite pour i:O........k et pour ti dans [0,1] la valeur de ui = u(ti).

Supposons qu'en les ordonnant dans I'ordre croissant on ait: u1, u2, u3,......, uk,
dans ce cas, on affiche les restrictions de la courbe de Bézier aux intervalles:
[0 ,u1],  [u2,u3],  [uk, l ] .

Remaroue

On évitera les cas litigieux, en particulier quand il y a contact sans pénétration du
segment dans le trou en considérant une droite parallèle à une distance inférieure au
pas d'affichage.

b) Affichagg d'une isoparamétrique u=cste

I-e procédé utilisé précedemment est valable pour afficher des courbes ou des
restrictions de courbes verticales.

III.4.3 Conclusion

Ce modèle repose essentiellement sur l'interpolation par une courbe de Bézier dans
le domaine panmétrique et se trouve approximatif à cause des erreurs induites par
une interpolation à I'aide d'une courbe de degré élevé. Cependant ce modèle est
satisfaisant si la liste des points n'est pas importante. Dans ce cas, vu le c:tractère
global des courbes de Bézier, l'interaction est globale ce qui n'est pas souhaitable.
Par la suite, dans le chapitre IV on propose une démarche pour mieux localiser la
modification.
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Le contour interne est une courbe de Bézier obtenue par interpolation
sur 4 points dans le domaine paramétrique

Le contour interne est une courbe de Bézier obtenue par interpolation
sur 5 points dans le domaine paramétrique

DErnnuoN DE NOUVEAUX MODELES GEOMETRIQUES A PARTIR DU
MODELE PAR LES BEZIER
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III.5 TROTSIEME PROPOSIrION

On peut considêrer le caneau de Bézier restreint aa cané unilé privé d'un
ensemble S dont Ia frcntière est une coulbe composïtes de splines cubiques comme
modèle mathûnatique du modèle géométrique (C-D),

P(u,v) avec (u,v) dans [0,42 - 5

fig III.15 I: restriction du careau deBézier au domaine [0,t12-5 avec S une spline
composite, représente le modèle mathérnatique de la troisième proposition.

m.5.1 Interyolation par une spline cubique fermée

soient Ao, A1,... .., Ao, n*l points de [0,1]2 disposé de façon à former un
contour fermé (AO = AJ. On veut faire passer une courbe par ces points.
En général, lorsqu'on veut modéliser une courbe de grande longueur, il est
préférable de joindre plusieurs arcs de courbes entre eux. On associe à la courbe un
vecteur nodal, dont les éléments correspondent aux points de jonctions des arcs
IBAR 87].
Les valeurs nodales seront choisies en fonction de la disance des points A1.
So ientUg,U1lU2, . . . . . . . ,Un lesva leursnodales te l lesque: \<
tout i .
la courbe est définie de la façon suivante:

u

avec :

P(ul = pf ln u dau[ui .u1+1[
u 'u i

PiI
ui11' ui

O
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Chaque segment Pi(u) i=1.............n-1 est représenté par une polynômiale
cubique:

P i :  [0 ,1 ] - - -

t  -  >P( t )=a i+b i t fq t2a6, l r

fig IV.16 condition de raccord de deux segments

Si Ai a pour coordonnées ( xi , yi ) et Xi(u) désigne la première composante du

iième, segment alors les contraintes de position pour les splines cubiques s'expriment
par:

Xi(uJ = x1

Xi  (u i+r )  =  x i+ l

soit

soit

a -- x1 (1)

a1  *b i *c i  +  d i  =x i+L  Q)

Iæs points de raccord partagent les conditions aux dérivees du premier et du second
ordre. Ces conditions doivent être les mêmes de part et d'autres d'un noeud sans
imposer de valeurs.
Soient les dérivées Dg à l'extrémité de chaque segment Pg(u); on a:

X'i ( (u-ui)/(ui+r -uJ )u:ui= D1 soit bi = ( ui+r - ui ) Di (3)

de même:

X'i ( (u-u1)/(ui+r -ui) )u=ui+l = D1r.1 soit bi * 2c1 + 3d1 = ( ui+1 - u; )D;..1 (4)

Iæs équations (l) , (2\ , (3) et (4) permettent d'avoir les équations:

a i=x i
bi = (ui+r - ui) D
c i= 3 (xi+r-xù - (ui+r - u) (2D1 * Di+r) (5)

{  =  2(x i -  x i+r  )  +  (u i+ l  -  uJ  (D i  +  D i+r )
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Si à chaque point nodal, D; est choisi tel que:

X"i-t ( (u-ui-1)/(ui -ui-l) )u:ui-l = X"i ( (u-u)/(u111 -uJ )u-ui

En developpant cette égalité, on aura:

Dt-r
ui  'u i l

Remaroue

ui  'u i l+, I . q;l'oj lo, . #lt* = z [,";T'i.'i1,,.
xi  -  : ( i .1

n
(u i  '  u i l ) "

dans le cas où le vecteur nodal est uniforme, I'Quation précedente se réduit à:

Dg + 4Di  +  D i+ t  =  3(x i+ t  -x i )

Puisque la courbe est fermée, cette relation sera valable pour i mod(n*l); ce qui
aboutit à un système linéaire d'équations (n*l)x(n+1) de la forme:

41

14 t

Dg
D1

Dn'1

-  Dn

3(x  t '  xn  )
3(  xe -  x  0  )

31x n .  xn.2l
3 (x0 'xn . t

141
t  4 -

La résolution de ce système, quasi-diagonal, est simple. Il suffit par la suite
remplacer les valeurs de D; dans l'équation (5) pour obænir les coefficients ai ,
, ci , di de chaque segment.

III.5.2 Tmnsformation dans la base de Bernstein

Il est utile d'écrire chaque segment représenté par une cubique polynômiale dans la
base de Bernstein, cela nous permet d'avoir les poins de conrôle, ce qui facilite
beaucoupd'opérations telles que I'intersection d'une spline avec une droite. A l'aide
des différences progressives la transformation s'écrit sous la forme matricielle
suivante:

de
b;

P0

D1

Dz

P3

o -.1-
3

3

3

3

3

0

t

2

3

0

0

I

3

0

0

0

3

a

b

G

d
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III.5.3 Ecriture d'une spline cubioue en fonction des parwnétres
u .v du domaine

Il est possible de décrire une cubique par son Quation implicite à l'aide de la
méthode de la résolvante, soit R(u,v) : 0, cette {uation, on a:

B (u .v l  =

ào 'u  bg  co  dg  o  0

0  àg .u  b0  c0  dg  0

0  0  â0 .u  b0  c0  dg

r t - v  b1  c l  d1  0  0

o  a t - "  b t  c t  d t  o

0  0  à t .Y  b1  c l  d

R(u ,v) = 0 est de degré 3 en u et 3 en v.

III. 5. 4 Tech nique d' a.ffrchage

Elle consiste comme pour la deuxième proposition à intersecter une droite et une
courbe composite; l'avantage est que l'intersection se fait entre une droite et
plusieurs cubiques séparément.

m,5.5 Conclusion

Ce modèle utilise des fonctions simples, les splines cubiques, qui ont une souplesse
suffisante et dont le prix des calculs correspondants n'est pas trés élevé, et s'avèrent
valables pour n'importe quelle taille de la liste de points. Il est plus simple de
générer des points sur des cubiques élémentaires que générer ceux d'une courbe
globale d'ordre supérieur. De plus les splines cubiques ont moins tendance aux
oscillations qu'une spline d'ordre supérieur.
Iæur utilisation simplifie ceftaines opérations, par exemple I'intersection courbe-
droite. Cependant si l'on modifie une donnée Ai , la déformation se repércute sur
toute la spline, tout en diminuant le long de la courbe; on dit alors que le
comportement des splines est discipliné.
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III. 6 OUATRIEME PROPOSITION

On peut considêrer le caneau de Bézier restreint
ensemble BS dont Ia fruntière est une coulbe
mathémaique du modèle gêométrique (C-D).

ut cané unité privé d'un
B.spline comme modèle

P(u,v) avec (u,v) dans [0,U2 - BS

fig III. 17 Ir,restriction du carreau de Bézier au domaine [0,U2-BS avec BS une B.spline

représente un modèle mathérnatique plus général.

Dans cette proposition, le modèle obtenu généralise celui des autres propositions, en
effet avec une B.spline d'ordre 2 on obtient un polygone, soit le premier modèle
approché par les segments; dans le cas où la B.spline est d'ordre maximal égal au
nombre de points de contrôle, on obtient une Bézier, soit le second modèle.
Le cas des splines naturelles représente un cas particulier des B.splines d'ordre 4.
Le modèle par les B.splines s'offre à une interaction meilleure dans le sens qu'il
présente une uniformité dans la définition contrairement au splines naturelles.

a
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III.7 CONCLUSTON

Quatre solutions ont été proposées afin de modéliser les carreaux de Bézier

restreints.
la première consiste à restreindre le carreau au carré unité privé d'un ensemble

limité par un polygone R, ce modèle présente I'inconvénient d'être irrégulier.

la seconde le restreint au carré unité privé d'un ensemble limité par une courbe de

Bêzier, le degré lié au nombre de points de contrôle d'une Bézier induit

I'inconvénient de ce modèle.
la troisième proposition le restreint au carré unité privé d'un ensemble de frontière

une courbe composite de splines, et offre I'avantage des splines, malheureusement

on n'a pas une définition globale du contour.
Il apparait de manière évidente que le modèle par les B.splines cubiques présente

plus d'intérêt dans le sens qu'il présente I'avantage d'être approprié pour une

interaction locale; comme on le verra dans le chapitre 4.
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CHAPITRE 4

MODELE ADAPTE A L'INTEMCNON
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N.7 Introduction

On peut considérer les modèles proposés dans le chapitre precédent comme un outil
de modélisation des carreaux restreints, qui permet au concepteur de procéder à des
modifications interactives. Notre but est de montrer la capacité de chacun des
modèles à l'interaction. On étudie principalement le cas du modèle par les Bézier et
on propose une procédure pour limiter les déformations, le cas des splines cubiques
qui se prétent mal à I'interaction, enfin le cas des B.splines qui sont bien adaptés à
I'interaction.

On peut procéder à deux sortes de modifications:

* soit modifier un point de contrôle du carreau de Bézier.
* soit modif,rer un point de contrôle du contour interne.

Il est intéressant de noter que la première modification induit un changement global
du carreau restreint et que cette déformation sera locale si l'on considère une
surface B.spline.

IV.2 Interaction globale du modèIe oar les Bêzier

La modification d'un point de contrôle du contour interne modifie la totalité de sa
forme, cela présente un inconvénient pour I'utilisateur qui souhaite une modification
locale de la surface. Notre but est de contrôler cette déformation et de localiser son
effet.

lV.2.1 Définition d'une droite de Balayage

Soit f(t), la courbe de Bézier plane de degré p. f(t) détermine le bord interne du
modèle et s'écrit:

t(tt = (u(t),v(tt) = tË *i Blfi) , ,â r,,nltrr
a'ect dsns[0,11

f(t) étant fermée, on a : (xo,yd : (xp,y/. soit D la droite passanr par (xg,yg) et
dirigée par le vecteur u(a,b).

D:  {  
u( t }  =xo + 3t

I  v( t ]= rO + h
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IV.l DéFlnition d'une droite de balayage qui coupe le contour

D peut s 'écriresouslaforme: b( u(t)  -x0) -a(v(t)  -  y0) = 0

Ainsi, les points d'intersection de la droite D et de la courbe f(t) vérif,rent
l'équation:

T p

,5 ,0(  
x , 'xs)-a(y i -eo) lBi f t )  = Q

Remaroues

1) Si tous les points de contrôle de f(t) sont tels que:

b(x i  -  xs) -  a(y i  -  yo)  :0

c'est à dire les vecteurs (a,b) et (xi-xg , yi-yg) sont colinéaires alors dans ce cas, le
polygone de contrôle a pour support la droite D, par consfuuent la courbe
est incluse dans D et I'intervalle [0,1] est égal à I'ensemble des solutions de
l'équation (1).

2) Si tous les points de contrôle sont tels que:

b(x i  -  xs) -  a(y i  -  yo)  <0

alors dans ce cas, ils appartiennent à I'un des demi-plans Hg ou H1, si la quantité

I 
-bxg f ayg est négative, ils sont dans H1, dans le cas contraire, ils sont dans Hg.
L'équation (1) n'a donc pas de solutions.

On procède de la même façon, si tous les points de conuôle sont tels que:

b(x i  -  xo) -  a(y i  -  yo)  >0

3) Le cas où on peut avoir une ou plusieurs solutions se produit quand l'enveloppe
convexe formée par les points de contrôle rencontre la droite D. On appliquera par
la suite I'algorithme de De Casteljau pour résoudre cetûe équation, La subdivision
sera choisie d'une manière judicieuse (ANNE)(E I ).
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IV.2.2 Contrôle de la déformation à I'aide de I'algoritme de De CasteUau et d'une
droite D

o xo  1

Ho

Ht
0v

fig tV. 2 I-a subdivision en tg du contour afin de localiser

la déformation dans les demi-plans tlg et H1

Soient t0, tl,...,tp les solutions de l'équation (1) telles que ti soit différenr de 0 et
de  1 .
Supposons que t0 est la plus petite valeur des ti. A I'aide de I'algorithme de De
Casteljau, on divise f(t) en t:O. Il en résulte deux courbes de Bézier.

fg(t) assiciée au polygone de contrôle b0

f1(t) associée au polygone de contrôle bl

Conséquence

Si Env(b0) est une partie de Hg, et que l'on modifie un des points de contrôle de
fg(t) dans Hg, On ne modifrera le modèle qu'au dessus de I'isoparamétrique P(D).

De même, si Env(bl1 forme une partie de H1, et que I'on modifie un des points de
contrôle de ft(t) dans Hl, On ne modifie le modèle qu'en dessous de
I' isoparamétrique P(D).

I Remarques

l) Dans ces modifications, on évitera de déplacer le point de division et les points
de contrôle extrêmes.

', 2) Si f(t) est une cubique, la modificatin de I'un des deux points de contrôle interne
entrave la continuité de la tangente au point de subdivision. Cependant, on peut
toujours elever le degré de cette courbe.
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IV.2.3 Contrôle de la déformation à I'aide de De Casteljau et de deux droites de
Balayages

Soient deux droites D et D' passant par (xo,yd et ayant pour vecteur directeur
u(a,b) et v(a',b').
Soient Hg et H1 les deux demi-plans limités pil D, II'g et H'1 les deux demi-plans
limités par D' comme le montre la figure cidessous:

H'o

/D '
Hi

IV'3 Dénnition de 
*î:,i:'1"-1ii:Ïi 

De et D1

Soitent b0 et bl les deux polygones de contrôle résultants de la division de f(t) en
t:O. Soient fg(Q et f1(t) les courbes de Bézier associées.

Si t1 est tel que ft(tt) appartient à Hl, on subdivise f1(t) en tl.

Soient b1,0 et bl,1 les deux polygones résultants de cette subdivision.

Si Env@1,0; est contenue dans le demi-plan H1 respectivement dans le demi-plan
H'g; On peut faire varier un des points de contrôle dans la partie commune à H1 et
H'0 , on affectera uniquement la partie conique du modèle limitée par P(D) et
P(D').

IV.3 Intemction du modèle par les splînes

Il est intéressant de noter dans ce cas, qu'un déplacement d'un point de contrôle de
1x iième spline entrave les conditions de tangence aux extémités soit avec la (i-
l)ième spline, soit avec la (i+l)ième spline. Un moyen pour remédier à ce problème
consiste à augmenter le degré jusqu'à 4, soit, 5 points de contrôle, on ne peut
déplacer par la suite que le point de contrôle médian; et pour issurer les conditions
de raccord jusqu'à l'ordre 2 enue les splines il faut augmenter le degré jusqu'à 6,
on ne peut dans ces conditions déplacer que le point de conÛôle médian.

to , l

,\+j
l l

xo
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fig tV.+ Conditions pour assurcr la continuité d'ordre I et 2
dans le cas des splines.

Cette restriction présente I'inconvénient fondamental du modèle par les splines.

IV.4 Intêrêt du modèIe par les B.splines oour l'interuction

Contrairement au splines cubiques qui sont définies par raccordement les B.splines
sont définies comme une seule courbe, cette propriété induit l'intérêt du modèle par
les B.splines pour I'interaction .

IV.S Conclusion

Les modèles proposés offrent une nouvelle définition de points de contrôle ceux de
I'espace et ceux dans le domaine paramétrique.
Le modèle par les B.splines est mieux adapté à I'interaction malgré les calculs qu'il
nécessite par rapport aux autres modèles, son apport interactif est d'autant plus riche
que la variation de I'ordre du contour interne offre la possibilité de définir plusieurs
formes de ce dernier les unes plus régulières que les autres, il engendre dans les cas
limites le modèle par les Bézier et celui par les segments.

- 9 3 -



I
^\

[;

rx

\ -'<
\

INTERACTION GLOBALE DU MODELE PAR LES BE,IER .
ON A MODIFIE UN POINT DE CONTROLE DANS LE DOMAINE

PARAMETRIQUE , LE CONTOUR INTERNE A CTUNGE DE FONUE DE
MANIERE GLOBALE
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INTERACTION GLOBALE DU MODELE PAR LES BN,IER .
ON A MODIFIE UN POINT DE CONTROLE DANS LE DOMAINE

PARAMETRIQT]E , LE CONTOUR INTERNE A CTANGE DE FORME DE
MANIERE GLOBALE
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Seule la panie du milieu du contour qui est modifiée
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MODIFICATION DU CONTOUR INTERNE APRES SUBDIWSION A L'AIDE DE
DET]X DROITES DE BAIAYAGES
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MODIFICATION DU CONTOUR INTERNE DANS LE MODFTE PAR LES
SPLINES, LES CONDITIONS DE TANGENCE AE SOItr PLUS RESPECTEES
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Au travers de I'exemple cylindre/carreau deBêzier,l'étude de la modélisation de
carreaux restreints nous a amené à définir trois modèles mathématiques, qui sont un
cas particulier d'un modèle plus général. Ces modèles présentent des avantages et
des inconvénients qui se résument ainsi:

- 1.e, modèle par les segments est intuitif, les calculs sont simples car on
traite des primitives simples qui sont les segments, et qui, de plus est adapté à des
déformations locales.

- Iæ modèle par les Bézier, ne peut être conçu pour des degrés élevés, les
inconvénients que présente ce modèle s'induisent de la courbe de Bézier qui forme
le contour interne du carreau restreint, son caractère global n'est pas souhaitable.

- Le modèle par les splines est suffisamment souple, dans ce cas, les calculs
se trouvent simplifiés par l'utilisation des cubiques, par contre, la définition du
contour interne par composition de plusieurs cubiques nuit à I'interactivité.

- I-e modèle général par les B.splines présente dans le cas où le contour
interne est une B.spline d'ordre 4 tous les avantages du modèle par les splines, son
adaptation à l'interaction est induite par la conception du contour par une unique
courbe.

Cette étude a êté menée sous des hypothèses restrictives illustrees par I'exemple de
I'intersection d'un cylindre avec un qureau de Bézier.
Notre supposition a porté sur un ensemble de points ordonnés approchant la courbe
intersection, ces points doivent former le contour interne du carreau.
Nous avons proposé un modèle mathématique pour modéliser ce carreau restreint; il
est cependant utile de rappeler qu'au cours de cette réalisation, on a eu recours à des
méthodes numériques, ainsi plusieurs sources d'erreurs peuvent être spécifiées:

I - Les points eux mêmes sont entachés d'erreurs, puisqu'ils sont le résultat
d'une intersection entre facettes, de plus ces dernières sont calculees par subdivision
du carreau, et I'erreur n'est pas négligeable.

2 - Si les points discrets ne sont définis que par leurs coordonnées
cartésiennes, I'algorithme qu'on a proposé n'offre qu'une approximation de leurs
coordonnées paramétriques et I'erreur ainsi commise dépend essentiellement des
tests de convergence et de coplanarité.

3 - Le, contour interne résulte de I'interpolation sur ces points et n'est donc
qu'une approximation grossière de la courbe réelle.

Malgré ces inconvénients, la modélisation de calreaux restreints offre un cadre plus
général de la définition de carreaux, l'interactivité se trôuve accrue puisque I'on
considère deux définitions de points de contrôle:

- Les points de contrôle du carreau de Bézier.
- Les points de contrôle du contour interne dans le domaine de définition

du modèle Bêzier
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Cette définition reste cohérente avec les opérations effectuees sur les carreaux
obtenus par produit tensoriel; ainsi I'intersection de deux carreaux restreinis
nécessite deux étapes:

- On intersecte les carreaux comme s'ils étaient définis sur le carré unité. le
résultat est un ensemble contenant la courbe intersection.

- On élimine les parties inutiles en les classifiant par rapport au domaine.

Ces travaux peuvent être utiles, en particulier dans deux situations:

1- étant donné un objet existant, un toit de voiture par exemple, la numérisation
( par palpeur ) de cet objet donne des points comme le montre la figure ci-dessous.

. l

Pour manipuler interactivement ce modèle, il est intéressant d'en deduire un modèle
mathématique basé sur des carreaux restreints. Cependant, dans la mesure où nous
avons supposé connu le modèle mathématique du carreau non restreint de départ, iI
faudrait résoudre le cas où nous ne disposons pas de modèle mathématique. On peut
envisager par exemple, un remplissage par interpolation lineaire sur les points qui
forment le contour interne; ensuite, on définit un modèle mathématique à partir du
réseau complété.

2- étant donnés deux objets modélisés avec des facettes gauches ( modèle B.rep:
Boundary representation ) , toute opération booléenne entre ces deux objets
nécessite la mise en oeuvre de carreaux restreints. Notre approche permet d'obtenir
un modèle mathématique sans résoudre directement le problème délicat
d'intersection entre surfaces gauches.
En effet, on peut envisager les étapes suivantes:

a - facettisation des deux objets.

b - opérations booléennes sur les facettes planes, ces opérations sont non triviales,
mais dont la solution est connue; le résultat est un solide approché par des facettes
planes.

c - à partir de ce résultat, on reconstitue des caneaux restreints, ce qui aboutit à
un modèle mathématique manipulable.
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Il est évident que notre approche n'est pas parfaite à cause des erreurs de calculs,

I notamment pour reconstnrire les bords des carreaux restreints, de même, il ne faut
pas négliger la difficulté à ordonner les points après la deuxième étape.(ANNEXE5)

Il est intéressant de noter que la notion de carreaux restreints est particulièrement
utile pour représenter des objets extrudés.(ANNEXE 6)

Notre objectif est donc d'étendre à terme l'étude menée sur les ciureaux restreints
dans un modèle solide.
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ANNEXE 1

INTERSECNON D'UNE DROITE M D'UNE
COURBE DE BEIER PI./INE

I. INTRODUCTION

L'intersection de deux courbes repose essentiellement sur I'algorithme de De
Casteljau ICAST 85].

On subdivise les deux courbes au point median, jusqu'à ce que les polygones de
contrôle qui correspondent se réduisent à un segment de droite.
De nombreux algorithmes ont été élaborés dans ce sens, dont I'algorithme de Lane-
Riesenfeld.

Dans ce qui suit, on propose un algorithme dans lequel la subdivision ne se fait pas
forcément au point médian, et on étudie de manière comparative les avantages et les
inconvénients de l'un et de I'autre.

II- ALGORITHME DE LANE-RIESENFELD

Soient P(t) et Q(t) deux courbes de Bézier planes de polygones de contrôle respectifs
P : (Po ,P t , .  . . . .Pn)  e t  Q=(Qo,Qr  . . . . .Q- ) .

L'algorithme de Lane-Riesenfeld [LAN 80] permet de trouver de manière récursive
les points d'intersection de ces deux courbes selon la procédure suivante.
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PROCEDURE Intersect_Courbe_Courbe ( P, rt, Q, ftt ),'

( * Données : deux courbes de Bézier de polygottcs de contrôle respectifs P et Q,'
et de degré respectifs n et m * ) ;

( * Sonie : les points d'intersection de ces deux courbes * );

DEBUT

fi I'enveloppe convexe du polygone P ne rencontre pas
celle du polygone Q.

Alors il ny apos d'intersection
(* une courbe est tncluse dans l'enveloppe convexe de

son polygone de contrôle *' )

Sinon
debut

Si les polygones de contrôle P et Q sont assimilés aur
segments de droite [Po , Pr] et [Qo , QoJ

Alors on intersecte les segments [Po , Pn] et [Qo , QrJ

On subdivise la courbe P(t) au point médian
( * le résultu de cette subdivision sont

dew polygones de contrôle R et S *)

On subdivise la courbe P(t) au point médian
( * le résultat de cette subdivision sont

dew polygones de contôleT et U *)

On appelle quwrefois la procédure
Intercect Courbe Courbe

Intercect_Courbe_Courbe ( R, n, T, m )
Intersect_Courbe_Courbe ( R, n, U, m )
Intercect_Courbe-Courbe ( S, n, T, m )
Intersect_Courbe_Courbe ( S, n, T, m )

Sinon
debut

rte
fsi

tu
EIN

fsi
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Il est clair que si I'une des deux courbes P(t) ou Q(t) est une droite, il est inutile de
subdiviser cette dernière.

I-a procédure adaptée à I'intersection d'une droite et d'une courbe s'intitule:

PROCEDURE Intersect_Courbe_Droite ( P, n, D),'

( * Données : une courbe de Bézier dc polygonc de comrùle P et de
degré n , et une droite D déquationy: ax*b * )

( * Sonie : les points d'intersection de la courbes et de la droite x )

DEBUT

Si l'enveloppe convoce du polygone P ne rencontre pas D

Alors il ny a pas d'intersection

Sinon
debut

Jt le polygone de contrôle P est assimilé au segment
de droite [Po , PJ

Alors on intersecte les segments [Pg , PJ et D

Sinon
debut

On subdivise la courbe P(t) au point médian
( * le résultat de cette subdivision sont deux
polygones de contôle R et S *)

On appelle dew fois la procédure
I nt e r s e c t _C ourb e _D ro i t e.

Intersect_Courbe_droite ( R, n, D )
Intersect_Courbe_Droite ( S, n, D )

fin

EIN

fsi
tu

f;i
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ti III- pRoposITIoN D'ALGoRITTIME DANS LE 84s DE L'INTERSECTIoN
D'UNE DROITE ET D'UNE COURBE

Soit une courbe de Bézier plane et fermée: f(q = (x(t),y(t)) avec t dans [0,U

Soit une droite D d'équation : atr * by * c = 0 avec a,b et c des reels

Pour que la droite rencontre la courbe de Bézier f(t), il faut au moins qu'elle
rencontre l'enveloppe convexe de cette dernière.
Un point commun à D et à f(t) vérifie l'équation en t:

(1)  a :c ( t )+by( t )+c=0

Si f(r) s'écrir:

t( t)  =(x(t l ,y(t)) = ( Ë'( i  BTft) ,  
Ë r,nlrtrr

l'équation (1) s'écrit:
? D
.E^(.* .+bvi  +clnl f t )  =o
i=0 I

Posons pi : &ri + byi * c; soit à résoudre l'équation:
? D
E prB . ( t )  =  g
i = 0 ' l

Remarque

Le segment unité étant une courbe de Bézier de degré 1, peut être ecrit comme une
courbe de Bézier de degré p, ceci par augmentation du degré p.

Pour un intervalle quelconque I=[ug,u1]
s( t ;=( l - t )ug* tu1

Si ti représente un point de contrôle de I, aprés augmentation du degré jusqu'à p. ti

est tel que:
t i :u0+ i /p(u1 -ug)

Si I  : [0,1],  on âl t i  = i /p pour i=0..  . . . . .n

on forme ainsi une courbe de Bézier non piuamétrique plane dont les points de
coritrôle sont de la forme (i/p,pil.

Cette courbe sera le plus prés 6u iième point de contrôle en i/n.
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Exemple: cas d' une cubique :

Le nombre d'intersection d'une droite avec une courbe de Bézier est au plus égal au
nombre d'intersections de cette droite avec I'enveloppe convexe formee par les
points de contrôle.

On situe chaque segment du polygone de contrôle par rapport à la droite y:9.

Si pi*pi+ 1 > 0 , le segment [pi,pi+ 1] est soit au dessus, soit en dessous de la
droite y:0, dans le cas contraire, le segment traverse cette droite.

Princioe de Ia méthode

On situe tous les segments du polygone P par rapport à y=0,

* Si aucun ne rencontre cette droite, alors il n' y a pas de solutions,

* Si le polygone P rencontre une seule fois la droite y:0, alors, il y a une seule
solution qu'on calcule avec la méthode dichotomique.

* Si le polygone rencontre plusieurs fois la droite y=0, alors on subdivise celui-ci
pour ramener le problème à I'un des deux cas qui précédent.

On propose une procédure Proc, qui sépare et calcule d'une manière récursive les
points d'intersection d'une droite avec une courbe de Bézier plane.

I

I

I
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PROCWURE PROC ( P, n, lisre ) ;

(* Données : un polygone de contrôle d'une courbe de Bézier non parunétrique
dedegrén *)

(* Sonie : ane liste des racines correspondants aux poittts d'intersection de la
courbe avec la droite D *)

DEBUT
On regarde la position des segments du polygone P par rappon à y:0
(* si pr*pi+l ( 0 alorc le segment [PrPi+il renconte !:0,

sinon il est soit au dessus, soit en dessotts fu y=0 *)

S le polygone P ne rencontre pas la droite y:g

Aorc il n'y a pas de solutions

Sinon si le polygone P rencontre une seule fois la droite y:Q

Alors il y a une solution qu'on calcule avec Ia méthode dichotomique,
et on enregistre la solution dans la liste.
(* On rarcforme P0 de la base de Bernstein à la bose

canonique *)

Sinon
debut

soit [p; , pr+il est le premier segment qui rencontre la
droite !=0; on subdivise la courbe p(t) en t: (i*I)/n, on
obtient dew courbes pr@ et p2@ de polygones de
contrôle PI et P2
(* On uttlise I'algortthme de De Casteljau * )

On appelle la procédure PROC (Pt , n , listel )
On transforme le contenu de listel darc I'intervalle
0 , G+I)/nJ

On appelle la procêdure PROC (Pz , n , liste2 )
On transforme le contenu de liste2 dans I'iruervalle
[ (i+1)/n, 1]

On concatéru les dew listes listel et liste2

110
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IV - AVANTAGES Er INCOÀIWMENTS

Iæs deux algorithmes ont deux points en commun:
- Ils utilisent l'algorithme de De Casteljau .
- Ils sont récursifs.

L'algorithme de Lane-Riesenfeld est un moyen simple pour calculer f intersection
droite-courbe ou courbe-courbe et se généralise simplement au surfaces.
Cependant, I'algorithme qu'on propose peut s'avérer efficace pour deux raisons
essentielles.

- L'utilisation de I'algorithme de De Casteljau n'est pas excessive, car , on s'arrête
dés qu'on a un polygone qui ne rencontre qu'une seule fois la droite y:0. De plus
il est utilisé pour une composante.

-I l  convergerapidement au moinspourundegrénonélevé(n:< 8 ),  caron
utilise une méthode telle que la dichotomie ou la tangente aprés avoir isolé la racine.

Malheureusement, il présente un inconvenient important pour des degrés élevés
( n > 8 ), cela est dû en particulier à la transformation de la base de Bernstein à la
base canonique du polynome p(t) (ANNEXE 3); en effet si les âi désignent les

coefficients dans la base canonique :
le calcul de fu nécessite 0 opération
le calcul de a1 nécessite I opération
le calcul de ao nécessite n(n-1)/2 offrations.
Ainsi, dans la première base on a: p(1) : Pn et dans la seconde base p(1) est égal

à la somme des ai. L'erreur est donc mæcimale pour t:1 et par conséquent le calcul

d'une intersection proche de I peut s'avérer erroné.
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CALCUL D'INTERSEC:TION D'UNE DROITE ET D'UNE COURBE DE Bil,IER
APRES SEPAMTIONDES P..,/CINES A L'AIDE DE DE CASTEIJAU
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CALCUL D'INTERSECTION D'UNE DROITE M D'UNE COURBE DE BEZIER
APRES SEPARATION DES P"/]INES A L'AIDE DE DE C'ISTELIAU
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AI,INEXE 2

APPROCHE D'UN POINT DE IR3 PAR UN POINT D'IJNE
COURBE OU D'UN CARRfuAU DE BE,IER

I. INTRODUCTION

Dans la modélistion , contrairement au problème direct , qui est évoqué dans le
chapitre I , on a souvent besoin de calculer le paramétre u respectivement
( les paramétres u ,v ) d'un point d'une courbe respectivement (d'une surface ) ou
plus exactement proche de celles-ci; c'est le problème inverse de l'évaluation d'une
courbe respectivement d'un surface.

il- APPROCHE D'UN POINT DU PIÀN PAR UN POINT D'UNE COURBE
PIÀNE

Pour simplifier, on étudie ce problème dans le cadre des courbes de Bézier planes.
Soit q( x o, yo ) un point du plan et p(u) = ( x(u) , y(u) une courbe de Bézier
plane, alors u est solution de:

x(u)  =  xg e t  V(u)= y0

Pour calculer u, on propose deux méthodes dont on cite les avantages et
inconvénients .

II-1- Première méthode: Distance minimale

Approcher un point du plan par un point d'une courbe revient à calculer la distance
minimale de ce point à cette courbe IMOR 85] , en effet :
Un point q est dit à eps prés un point de la courbe ssi :

il existe u dans [0,U tel que d( p(u) , e ) < eps

dans ce cas le paramétre u , lorsqu'il existe est appelé le paraméue à eps prés de

Soit p(u) une courbe de Bézier plane de degré n et q un point du plan, la distance
minimale de q à p(u) est définie par :

dmin = a2(p(u)  , { )

soit par dérivation :

(p(u) -q) .p ' (u)  =Q (1)
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p '  ( u )

L'équation (l) peut s'écrire plus simplement :

p (u ) .p ' (u )  =Q A)

dans cette relation p(u) est la courbe de Bézier dont le polygone de contrôle a subi
une translation de vecteur q .
A I'aide des composantes de p(u) (2) s'écrit :

x(u) .x ' (u)+Y(u) .Y ' (u)  = 0 (3)

Trouver le paramétre u revient à calculer les racines d'un polynôme de degré 2n -
1 .

Remaroues

1 - L'équation (3) peut avoir 0 ou plusieurs solutions; dans le premier cas, le point
q peut être approché par p(0) si d( p(0), q) est inférieure à d( p(1) ,q ) ; par
p(1) dans le cas contraire.
dans le second cas on séléctionne le paramétre qui réalise la distance minimale.

2 - Pour une cubique, l'équation (3) est de degré 5. quand n augmente le degré de
(3) augmente, et cela présente I'inconvénient des polynômes de degré élevé.

II-2 - Dewième méthode: Utilisation de I'enveloppe convexe

Soient, comme précédemment un point q et une courbe de Bézier p(u) dans le plan.
On veut approcher q par un point de cette courbe.
L'idé€ est de subdiviser la courbe de Bézier récursivement au point médian jusqu'à
ce que soient réalisées les deux conditions suivantes.

a - Le polygone de contrôle est à eps0 prés un segment de droite de longueur
inférieure ou égale à epsO.

b - Iæ point q est à epsl contenu dans l'enveloppe oonvexe du polygone de
contrôle.
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Quand ces deux conditions sont réalisées , le paramétre u se calcule de la façon
suivante:
On calcule la distance de q à chaque sommet du réseau de contrôle, soit Pio le point
de contrôle qui réalise la distance minimale, or P1g a le plus d'influence sur la
courbe en iO/n , puisque 1x igième fonction de Bernstein atteint son maximum en
i0/n. On affecte alors au point q le paramétre i0/n.

IÂ, deuxième méthode se résume dans la procédure recherchelaram_courbe ci-
dessous:
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PROCEDURE Recherche-Pararn-Courbe ( P, rt, x, !, u )

(* Données : Une courbe de Bézter de degré n de polygone dc contrôle P,
et un point du plan (x,y) * )

(* Sonie : Le paramétre u du point (x,y) * )

DEBUT

$ Ie polygone P est assimilé au segment de droite [Po , PnJ

Aors le parwnéte de q sera approché par le paramétre du point
de contrôle le plus Proche.
(* u est alors le Pratnéte de q ")

Sinon

debut
On subdivise la courbe p(t) au point médian
( * Soient alors P1 , P2les deux polygones résultants de

cette subdivision * )

S (x,y) appanient à l'enveloppe convexeformée par P1

alors
O n appelle la procédure Recherche -Pararn -Courb e
(P1,n,,x,!,u) et on transforme daru [0,1/2J

Sinon Si

(x,y) appanient à I'enveloppe convexe formée par P2

alors
O n app elle la procédure Recherche -Paran -Courb e
(P2,n,x,!,u) et on tansforme data P/2 , 1I

fsi

tu
f;i

FIN
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II. 3 - AVANTAGES ET INCONI/ENIENTS

La première méthode repose essentiellement sur la résolution d'une equatioir
polynômiale de degré 2n-1 si la courbe de Bézier est de degré n, et I'on remarque
que pour une Bézier de degré 5, le polynôme dont on cherchera les racines est de
degré 9. le risque d'erreur dû au degré élevé est important.

Par contre, la deuxièrne méthode est beaucoup plus precise, puisqu'il s'agit de la
décomposition du polygone de contrôle à I'aide de l'algorithme de De Casteljau , ce
dernier présente l'avantage d'être stable. Cependant cette méthode ne donne entière
satisfaction que si te point q est prés de la courbe. Cetæ propriété résulte de la
convergence du polygone de contrôle vers la courbe et se traduit par le choix d'un
epsl assez petit.

III - APPROCHE D'UN POINT DE IRtr PAR UN POINT D'UN CARRHU DE
BN,IER

Soit un careau de Bézier C déf,rni par son polygone de contrôle P de degré nxm.

Soit un point Q(xs yo zo) de C , il existe alors (us,vs) dans [0, U2 tel que I'on ait:

P(ug,vg) = (xo,yo z0)

Un point Q de IRI est à eps prés un point du carreau C si et seulement si :

il existe u ,v dans [0,1] tel que d( p(u,v) , e ) < eps

On subdivise le polygone de contrôle P au point (ltz,Ll2). Soient Q, R, S et T les
quatre polygones de contrôle qui résultent de cette division. On teste si le point Qs
est à I'intérieur de I'enveloppe convexe de Q respectivement R, S et T. D'une
manière récursive, on subdivise ceux qui contiennent Qg, ainsi de proche en proche
on localise les coordoonnees paramétriques, lorsqu'on estime que le polygône de
contrôle qui contient Qg est suffisamment plan.
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Dans la figure ci-dessus, aprés une première division, le point Qo se trouve dans R,

le changement de repère s'effectue dans le domaine correspondant.
Quand les deux conditions, de convexité et de coplanarité sont satisfaites, on
approche les paramétres du point (x,y,z) par les paramétres du point de contrôle le
plus proche, ceci pour les mêmes raisons citées precedemment pour une courbe.
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PROCEDURE Rech_Param_Surf  (p ,  f , , f f i ,x , !  z ,  u ,v) ;

(* Données : un carreau de Bézier de polygone de contrôle P et de degré rum
et un point Q de coordonnées cartésiennes ( x, !, Z ) * )

( * Sonie : les pararnétres (u ,v ) de ce point *) ;

DEBUT

^tt le polygone de contôle est sffiswnment plan , et de dimensioru
négligeables

Alors les pararnétres du point (x,y,z) sont approchées par les paratnétres
du point de contrôle le plus Proche

Sinon

Debw
On subdivise le caneau P en quatre carreaux de polygones
de contrôle Pt , Pz, Pi , P4

S le point Q appanient à l'enveloppe conveJce de P1
AIors

On appelle la procédure Rech-Paratnlurf ( P1 , rt,r/t, x, y, z,u,v)
On tansforme darc [0,1/2J x [0 , 1/2J

S le point Q appanient à I'enveloppe conveJce de P2
AIors

On appelle la procédure Rech-Paratn-Surf ( P2 , tt,nt, x, y, z,u,v)
On transforme dans [0,1/2J x fl/2, IJ

$ le point Q appanient à l'enveloppe convex,e de Pi
AIors

On appelle la procédure Rech-Paran-Surf ( Pj , tt,rrr, x, y, z,Lt,v)
On transforme dans U/2, IJ x [0,1/2]

Ji le point Q appanient à l'enveloppe convace de Pa
Alors

On appelle la procédure Rech-Parun-furf ( P4 , rt,nr, x, y, z,tt,v)
On transforme daw [1/2, IJ x P/2 ,I]

Eie

&r

FIN
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CALCUL DES COORDONNEES PARAMEIRIQUES D'UN POINT PAR
SUBDIWSION DICHOTOMIQUE DE L/t COURBE
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ULflIL DES COORDONNEES PAR/TMEINQUES D'AN POINT PAR
suBDrwsloN DTÇHoToMIQUE DE rÀ COURBE
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ANNEXE 3

DGMPLE D'EUALUATTON DE L'ERREUR

L'algorithme qui traite le problème d'intersection d'une droite et d'une courbe
proposé dans I'annexe 1 nécessite la conversion de la base de Bernstein à la base
canonique, ceci peut induire des résultats erronnés pour des degrés élevés; on se
propose de traiter le problème de propagation de I'erreur KEN 8Î.
Soit alors un réseau de points de contrôle P0, P1,.............,Pn, dont chaque point

est entaché d'une erreur ei, et soit e = ffiilX 9i.

Si les coefficients de P(u) dans la base canonique sont ai, alors on a:

Ln[i
P(u)= 

i5 
Pi Bi tu] , P[uJ= 

à 
eiu

i it i=c;aPo

dans laquelle :

i  J . . . i ' i  - i
a'P0 = 

oto 
( '1) '  Ci Pi

i 
Soit ri I'erreur commise pour calculer ai:

I  i i i
r i  =  

à  
( ' 1 )  c i  . i

en majorant ri,.on obtient:
I  i .  i

l . i l  =* .E^ ci  l . i l  = 2 e
l:u

Inversement, le calcul des Pi se fait à partir des coefficients ai selon la relation:

ti = .l ..i.lll dto 0ù i til = ',"t,......6'i+l)
. i=o i !  '

Soit alors l'erreur ei en fonction de ri:
n  . t i l

e i  =E - ! : : - . t i
i=0 i!

D'où :
n  , [ i l ,  ,  n  . t i l  i

e; =< .E^ -J---- Itil =< E --!..:. z'e
i=0 i! 1=g i!

Le, rapport entre I'erreur commise sur q et I'erreur mæcimale est alors majoré:

..:.i. =< .L ..i.ltl zi = {. rn + 0 (in+r )e i=o il nt
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Conséquence:

le calcul de a0 nécessite 0 opération

le calcul de a1 nécessite 1 opération

le calcul de an nécessite n(n-1)/2 opérations.

Ainsi, dans la base de Bernstein on a: p(1) = pn ,et dans la base canonique p(1)

est égal à la somme des ai. L'erreur est donc macimale pour u=1 et par conséquent

le calcul d'une intersection proche de 1 peut s'avérer erroné.
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ANNEXE 4

SECTION D'TJNE SURFACE PAMMETNQUE PAR
UNE SURFACE ÀLGEBRIQUE

L Rappel sur les courbes algébriques olnnes

Soit C une courbe plane définie dans le carré unité [0,U2 par F(u,v):0 IRAM 81] .

Définition

Soit mg(ug,vg) un point de C.

* mg est régulier si la différentielle de f en mg notée dfm0 est non nulle.

* mg est singulier si df6g est nulle.

dfmg est l'application linéaire déf,rnie par:

(u,v)

Où Fu respectivement Fu désigne la dérivee de F par rapport à u respectivement la

dérivée de F par rapport à v.

Remarque

mg est un point singulier ssi: F(ug,vg) = Fu(ug,vg) : Fy(ug,vd : g

Equation de la tangente en un point régulier

Soit mg un point régulier de C, la tangenæ à la courbe en ce point a pour Quation:

( u - ud Fu (ug,vg) * ( v - ve)Fy(ug,vg) = Q

dont un vecteur directeur est (- Fv,Frr.
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Remaroue

* Si Fy(ug,Vo)=0, la tangente en m0 est parallèle à I'axe u=0.

r Si Fu(ug,v0):0, la tangente en m0 est parallèle à l'ære v=0.

Point d'inflexion

Soit F(u,v):0 une fonction de classe Cp (p > 1). Pour que mg(ug,vg) de la courbe

C soit un point d'inflexion il faut et il suffit que ses coordonnées (ug,vg) vérif,rent

H(ug,vg):0 avec :

H est appelée la hessienne de F, elle peut s'écrire:
0FuFv

Fv FuZ Frn'

Fu Fs,1 Fv 2

H = (Fù2.Fuu - Fuv(Fuu + F*) + (Fv)2.Fuv

l {=

Etude de la courbe au voisinage d'un point singulier

Soit m6 un point singulier de la courbe C définie par F(u,v)=0, on a:
Fu(ug,vg) : Fy(ug,vg) = 0

Soit la forme quadratique Qmg définie sur IR2 par:

Qmo(h,k)  -  rh2 +  2shk +  tkz

avec r = Fu2(ug,vg) s = Fuy(uo,v0) et t = Fv2(u0,v0)

On démontre que:

I t- Qmg est non dégénérée et définie (rt- s2 > 0), mg est un point isolée de C.

i /- QmO est non dégénérée, mais non définie (rt -s2 < 0), m0 est un noeud simple

à tangentes distinctes.

j 3- Qmg est dégénérée (rt -s2 = 0), dans ce cas mg est en générat un point de

rebroussement de première espèce.

Farouki s'est basé sur le théorème ci-dessous pour déterminer, si les points
d'intersection d'une droite et de la courbe F(u,v)=Q sont réguliers ou singuliers et

i dans ce dernier cas, la nature de ces points(point isolé,noeud,point de
I rebroussement).
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Théorème

Soit c la courbe d'équation F(u,v)=0 et D la droite d'équation:
A  +  n 'û

ç>ù  3 ,  :  o  -+  
' Ï  +  f r i

d:mi+t f
On Pose: W(9: F(a*mt,b*nt)
W(t)=0 est appelée "l'équation au t de C et D"
Soit tg une *tin. de W(Q, et soit mg le point commun correspondant de C et D'

1- tg est racine simple de rW(t) si et seulement si mg est un point régulier de C et D

distincte de la tangente en mg à C.

2- t6 est racine au moins double de W(t) si et seulement si m0 est un point singulier

de C, ou un point régulier de C en lequel la tangente est D.

3- Si mg est un point double de C en lequel la quantité rt-s2 est différente de 0,

alors tg est racine au moins triple de w(t)=0 si et seulement si D est I'une des deux

tangentes en m0 à C (ce qui implique rt-s2(0).

Si I'on prend A(ug,vg) un point appartenant à la courbe C. l'{uation paramétrique

de D est:

u(t;: ug * mt
v(9= vg * nt

On utilise le developpement en série de taylor au voisinage de 0.

w(t) =v71g) +tw'(0) +(t2lz)w'(o) +.... +(tP/p!)v/(p)

V/(0):F(u0,v0):0.

- t=0 est une racine simple de W(t) car (u0,v0) appartient à C. la droite D

rencontre C en p-l autres points que 0 sauf si W'(0)=0, auquel cas 0 est une racine

au moins double.
On a:

w'(0):0 ssi m Fu(ug,vd + n Fv(ug,vg) : 0.

Ceci est vrai quand (m,n) et (-Fu,Fû sont colineaires, autrement dit quand la droite

D coincide avec la tangente à la courbe en (ug'vg).

- Si Fu(ug,vg)=Fy(uQ,vg)=0, alors t=0 est une racine double, la droite D

rencontre la courbe enp-2 autres points sauf si V/"(0)=Q, auquel cas t=0 est une

racine au moins triple.
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On a:
w'(0) :0 ssi r2Fu21ug,vg) *2mnFuu(ug,vg) +n2ry21ug,v0)

et I'on pose:

r: Fu2(u0,v0) s: Fuy(ug,vg) t: Fv2(u0,u0)

L'étude precedente montre que:

1- On a un point isolé si rt-s2>0.L'équation quadratique homogène en (m,n)
admet deux racines distinctes complexes et conjuguées.

2- On a un point double à tangentes distinctes dont I'une est la droite D si rt-s2 < 0.
L'équation en (m,n) admet deux racines réelles distinctes.

3- On a un point de rebroussement de première espèce si rt-s2=0. L'équation en
(m,n) admet deux racines réelles qui coincident.

II. Section d'une surface pammétrique par une surface algébrioue

Si I'on considère le carreau de Bézier C de degré ru(m sous sa forme polynômiale:

P( u,v) - ( x(u,v) , y(u,v) ,z(u,v) )

et une surface algébrique de degré p ayant une equation de la forme f(x,y,z) : 0

la combinaison de ces deux équations aboutit à I'equation de la courbe intersection
dans I'espace paramétrique du ciureau de Bézier. On obtient une equation
polynômiale de la section en u et v, soit:

NM
F[uy)= E .E . , i  u '  v l  =0

i=0 i=0
où N est le degré en u et est égal à p.n et M est le degré en v et est égal à p.m.
Et I'on peut remarquer que la compléxité de la forme F(u,v) présente un
inconvénient, car, si on perturbe un des coefficients aij, on risque de changer

complétement la topologie de la section. Cependant cetûe ecriture présente un
avantage important car on peut déterminer simplement les singularités de la courbe
section [FAR 85] .
FAROUKI dans ses travaux détermine un ensemble de points pour caractériser cette
section. Cet ensemble comprend:

1 - les extrémités de chaque courbe ouverte
2 - au moins un point sur chaque courbe fermee
3 - tous les points singuliers tels que: les points doubles, de rebroussement

L'ensemble des points caractéristiques qui résulæ permet ainsi de morceler la
section en plusieurs branches. Dans chaque bruche la tangente varie entre 0 et au
plus 90 degrés, de même chaque branche peut être exprimée localement par
v=f (u)oùu=g(v)
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Points du bord

Exemple de points caractéristiques de la courbe F(u,v) = g

ces points partagent la courbes en 5 branches monotones

Ces points sont de la forme (ui ,0) , (ui ,1) ,(0 ,v) , (1 ,vJ et résultent des

équations:

F  (u ,0 )  =  0  ,  F (u , l )  :0  ,  F (O,v )  :0  e t  F ( l , v )  :  Q

et I'on remarque que si F(u,v) est de degré ( M, N ) en (u,v), il y a au plus N
points le long de u : 0 respectivement u: I ; de mêm il y a au plus N points le

long v:0 respectivement v=1.

Points où la tangente est parallèle aux axes

Ces points résultent de l'équation:

F( u,v) = Fu (u,v ) = 0 (1) et F (u ,v ) :Fu(u ,v ) :0  (2 )

Remarque: la méthode de la résolvante qui consiste à ramener une équation de
plusieurs variables à une équation d'une variable permet de résoudre ces deux
équations.
Si F est de degré (M,N) en (u,v) alors F,, est de degré (N-l,M) et Fv est de degré

(N,M-l) en (u,v) , à I'aide de la méthode de la résolvante on aura au plus 2 MN -

M solutions pour l'équation (1) et 2MN - N solutions pour l'{uation (2).
Ainsi pour une section d'une cubique pal un plan on a: M : N = 3 et on peut
avoir 15 solutions pour chacune des fuuations. Pour une section de la cubique par
une quadrique on a: M = N = 6, et I'on peut avoir 66 solutions.

Points sineuliers

Il résultent de l'équation:

F( u,v) = Fu (u,v ) = Fv(u,v) = 0
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Puisque Fu est de degré (N-l,M) et Fu de degré (N,M-l) en (u,v), alors il y a au

plus 2MN - M -N *1 points singuliers. I: multiplicité d'tm point singulier dépend
des dérivées d'ordre supérieur, si I'une des dérivês secondes n'est pas nulle alors
on a un point singulier de multiplicité 2, si toutes les dérivées secondes sont nulles
et I'une des dérivées d'ordre 3 ne I'est pas alors la mutiplicité est de 3.
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ANNEXE 5

UTILITE DES CARRMUX RESTREINTS POUR
, IÀ, MODEI,ISATION DES SOLIDES

On considère un cube déformé et un cylindre, modélisés par des surfaces
gauches, et on s'intéresse au solide résultant de l'intersection de ces deux objets; le
cube est formés de six faces Si (i=0.....6) et le cylindre de 3 faces Ci G: 1......3).

-4
f'l

J \ -

S eEt r:n crJbe dÉtsrrné C estun cylindre

1) on facettise les deux objets.
2) on intersecte chaque face S; du cube avec celles du cylindre, le résultat de
I'intersection de 51 et C1 par exemple est une suite de points ordonnés pour laquelle

on détermine les coordonnées paramétriques dans le domaine de 51 et celui de C1.

Dcnainede S , Dsneine de C 1

On interpole sur les coordonnées paramétriques des points d'intersections des deux
faces 51 et C1i on partitionne ainsi chaque domaine en deux parties, dont I'une va
constituer la partie utile qu'il faut conserver
Pour ce faire, on procède de la façon suivante: on défint un point A(u,v) du
domaine de 51, On calcule le point P = St( u,v) et on classifie ce dernier par
rapport au cylindre

û

u
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Si le point P n'appartient pas au cylindre, alors la partie utle du domaine de 51

qu'il faut conserver est celle qui ne contient pas A.
Le même processus sera utilisé pour déterminer la partie utile du domaine de C1.
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ANNEXE 6

DEFINITION D'OBJMS TROUES PAR WTRUSION

On peut définir des objets extrudés par le déplacemant d'un générateur le long
d'une trajectoire [MIN 90]. Un générateur peut être:

- de dimension I : une droite ou une courbe
- de dimension 2: une surface
- ou de dimension 3 : un volume

Exemple: sénérateur : carreau troué , lteiççIqilg : un déplacement vertical

0éplacement resUeini

Définition d'un solide troué par extnrsion, le généraæur
étant un careau restreint

Solide

t\
t\
uertical Caneau
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