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NOTATIONS

n :

m :

r i :

Notations Générales

p i :

d i :

g i :

C i :

tr i l :
l i , i :

r i j :

F i :

tWi:

L i :

T i :

nombre de produits

nombre de machines dans l'atelier
instant d'arrivée au plus tôt du produit i ("ready-time", "release-time"

ou "arrival-time")

durée totale des opérations qui permettent de réaliser le produit i

("processing-time")

instant de fin souhaitée au plus tard pour le produit i ("due-date")

nombre d'opérations pour le produit i

instant de fin du produit i ("completion time")

machine utilisée par I'opération j du produit i

durée de I'opération j du produit i

instant de début

temps de presence de la tâche i, i.e. durée pendant laquelle la tâche i

reste dans I'atelier ("flow time")
durée d'attente de la tâche i ("waiting time")

écart entre la date de fin réelle et la date de fin souhaitée de la tâche i

("lateness")

retard de la tâche i ("tardiness")

dimension de I'espace des occurences d'énoncé après caractérisation

des jeux de données numériques pour une application donnée

nombre de critères pour une application donnée

indice courant utilisé pour désigner une occurrence d'énoncé d'une

application donnée
nombre d'occurrences d'énoncé pour une application donnée lors de

la construction de la mémoire artificielle correspondante

ensemble des indices des occurrences d'énoncé pour une application

donnée lors de la construction de la mémoire artif icielle

correspondante (E=(1,2,...,co))

indice courant utilisé pour désigner une heuristique pour une

application donnée
nombre d'heuristiques utilisées pour une application donnée

p:

^t:

e:

o):

E:

h:

q :



H: ensemble des indices des heuristiques utilisées pour une application
, . idonnée (H={1,2,...,c0} )

valeur normalisée du critère considéré obtenue en appliquant

I'heuristique d'indice h q l'occurrence d'énoncé d'indice e
nombre de modalités différentes pour le critère considéré

classe de modalité i pour le critère considéré et I'heuristique h

h
ve!

q:

rl,
s: seuil minimal pour la cardinalité des classes
ME: métrique euclidienne
MDg: métrique diagonale pour I'ensemble S
MMg: métrique de Mahalanobis pour I'ensemble S
ôu(x,y): distance du point x au point y pour la métrique M

Chapitre 3

A i :
r . .
: 1 .

N:
Bt:

S:

s l i :

I(S,i):

R(i,a):

ô(i,Â):

Xi(Â):

ensemble des indices de toutes les tâches à ordonnancer
ensemble des indices des tâches précédant i dans la séquence
considérée
ensemble des indices des tâches suivant i dans la séquence considérée
indice de la dernière tâche de 81 (c'est-à-dire la tâche précédant
immédiatement i)
date d'achèvement de la tâche (i, c'est-à-dire Q1=Q(1 (si B,i=Q, on pose

0i=0)
ordonnancement partiel considéré, ou ensemble des tâches de cet
ordonnancement partiel

ordonnancement partiel obtenu en ordonnançant la tâche i immédia-
tement derrière I'ordonnancement partiel donné S, ou encore
ensemble des tâches de cet ordonnancement partiel
ordonnancement obtenu en ordonnançant optimalement les tâches de
N-(S li) immédiatement derrière S li
date d'exécution au plus tôt de la tâche i à I ' instant ^,
R(i,^)=max(ri,Â) (pour simplifier, nous notons Ri, lorsqu'il n'y a pas

d'ambiguïté)
date de fin au plus tôt de la tâche i à I'instant ^, O(i,^)=R(i,Â)+pi
valeur du critère x, x étant le symbole du critère à optimiser de la
tâche i en I'ordonnançant au plus tôt à partir de I'instant Â (on note Xi
lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité)
valeur du critère X, X étant le symbole du critère à optimiser de deux
tâches consécutives i et j (i suivie d. j), exécutées au plus tôt à partir
de I'instant Â (on note X;j lorsqu'il n'y a pas d'ambiguité)

0i:

xi j(Â):



i Xti,O): valeur du critère X, X étant le symbole du critère à optimiser de la

tâche i dans I'ordonnancement O

v: nombre de classes

M: moyenne du nombre d'occurrences d'énoncé dans une classe

E: écart-type du nombre d'occurrences d'énoncé dans une classe

Voe: pourcentage d'occurrences d'énoncé dans la classe de modalité q

\t: nombre de régions obtenues

Q: nombre total de points flous

Sq: nombre de points flous dans la classe de modalité q

NG: nombre de fois où la mémoire artifrcielle donne une valeur du critère

strictement meilleure que la stratégie habituelle

NP: nombre de fois où la mémoire artifrcielle donne une valeur du critère

strictement moins bonne que la stratégie habituelle

NI: nombre de fois où la mémoire artificielle demande un rafraîchissement

NH: nombre de fois où la mémoire artifrcielle propose la stratégie habituelle

VH: valeur moyelule du critère fournie par la stratégie habituelle

VM: valeur moyenne du critère fournie par la mémoire artificielle

TH: temps total de calcul en appliquant systématiquement la stratégie

habituelle

TM: temps total de calcul en utilisant la mémoire artificielle

TRI: nombre de fois où I'heuristique donne la meilleure valeur au critère,

critère principal de tri des heuristiques dans les tableaux et pour

l'utilisation de la mémoire

MC: moyenne du critère pour chaque heuristique sur I 'ensemble des

occurrences d'énoncé



INTRODUCTION

Les applications concrètes donnent naissance à de très nombreux problèmes

d'ordonnancement (ordonnancement de la production à moyen, court ou très

court terme, ordonnancement de projets, problèmes d'emploi du temps,
problèmes de transport ou de tournées ...).

Malheureusement, à part quelques exceptions (ordonnancement de projets à

moyens illimités ou problèmes simples d'affectation ou d'atelier, par exemple),

il existe très peu de problèmes que I'on peut résoudre de manière exacte par des

algorithmes polynomiaux (t) (en effet la plupart de ces problèmes sont

NP-difficiles).

En outre, il existe une multitude de problèmes différents selon'les hypothèses
particulières de fonctionnement des systèmes de production ou de transport.

Aussi, dans la littérature, on trouve, pour chaque famille d'hypothèses

étudiées, un ensemble éventuellement vide de méthodes exactes que I'on ne
peut utiliser que sur des problèmes de petite taille et une liste de méthodes

approchées qui sont plus ou moins bonnes selon les exemples sur lesquelles on

les applique.

Le problème que I'on cherche à résoudre dans cette thèse est le suivant:

étant donné un problème d'ordonnancement auquel on peut associer un ou
plusieurs critères d'appréciation de la valeur des solutions et étant donné un
jeu de valeurs numériques pour les paramètres de ce problème appelé ici
"occurrence d'énoncé", comment choisir parmi les nombreuses heuristiques,

proposées dans la littérature ou imaginées par la personne qui doit résoudre ce
problème particulier, celle qui a le plus de chance de donner de bonnes valeurs

aux critères considérés.

C'est pour cela que l'on a construit une mémoire artificielle qui cherche à

utiliser I'expérience passée de manière à mieux choisir dans I'avenir.

lsi I'on prend I'hypothèse généralement admise que P est différent de NP.
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Elle repose sur l'hypothèse de base suivante: si deux occurrenc"r'ti'errorr.e
numériques correspondant à un problème donné "se ressemblent" alors les
heuristiques ont des perforrnances voisines sur ces deux occurrences d'énoncé.
Par exemple, si I'objectif est de minimiser un critère donné, alors les
heuristiques qui donnent une "bonne" valeur au critère pour ces deux
occurrences d'énoncé sont les mêmes.

La conséquence de cette hypothèse est que l'on peut, pour une nouvelle
occurrence d'énoncé, chercher sa proximité avec des sous-ensembles
d'occurrences d'énoncé antérieures ayant des comportements similaires et en
déduire I'heuristique à appliquer pour sa résolution en fonction du critère
choisi.

L'idée de la mémoire artificielle a été proposée dans notre équipe (SAGEP de
I'INRIA) en 1983 et avait été testée à l'époque sur une petite maquette liée à un
problème d'ordonnancement d'un atelier flexible pour des produits en
plusieurs exemplaires avec comme critère principal l'équilibre des flux en
volume pour les différents produits.

Dans cette thèse, nous appliquons cette idée à divers problèmes
d'ordonnancement: problèmes d'ordonnancement d'ateliers de type Job-shop,
problèmes d'ordonnancement à une machine; problème de container loading
(bin-packing à trois dimensions).

Pour certains de ces problèmes d'ordonnancement, nous ne nous sommes pas
contentés des heuristiques données dans la littérature, mais nous avons
cherché à construire de nouvelles heuristiques efficaces. En particulier, pour
les problèmes d'ordonnancement à une machine, nous avons construit des
heuristiques eflicaces, basées sur des études théoriques. Ces heuristiques ont
ensuite étn généralisées aux problèmes d'ordonnancement de type Job-shop.

Pour évaluer les méthodes approchées, nous avons construit des méthodes
exactes qui nous ont permis des comparaisons intéressantes pour des
problèmes de taille limitée (procédure par Séparation et Evaluation (PSE)
explorant seulement des ensembles dominants et utilisant des bornes de bonne
qualité).
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La présentation de cette thèse est organisée de la manière suivante.

Le chapitre 1, chapitre essentiellement bibliographique, est une introduction
générale aux problèmes d'ordonnancement et à leur résolution.

La première partie du chapitre 2 est consacrée aux concepts et aux outils qui
permettent de construire une structure générale de mémoire artificielle.

La structure générale de la mémoire artificielle utilise:
- une projection des occurrences d'énoncé dans un espace de caractéristiques
lié au problème particulier considéré de manière à rechercher les proximités
dans IRP avec p fixé,
- une simulation de toutes les heuristiques sur un sous-ensemble initial
d'occurrences d'énoncé choisies les plus dispersées possibles,
- une échelle de valeurs permettant de recouvrir les occurrences d'énoncé par
des classes (classes qui ne sont en général, ni convexes, ni connexes),
- une technique de partitionnement des classes en régions connexes en
utilisant la distance de Mahalanobis ou la distance diagonale légèrement
moins performante mais considérablement moins coûteuse,
- une technique d'affectation d'une nouvelle occurrence d'énoncé à une ou
plusieurs régions de manière à assurer le meilleur choix d'heuristique pour
un critère donné.

La deuxième partie du chapitre 2 montre comment construire les modules
spécifiques propres aux problèmes considérés dans cette thèse:
- ordonnancement d'ateliers de type job-shop pour différents critères,
- ordonnancement d'ateliers à une machine avec dates d'arrivées des tâches
non identiques pour différents critères,
- ordonnancement du placement de boîtes parallélépipédiques dans un
emballage parallélépipédique ("bin-packing" ou "container loading").

Le chapitre 3 est consacré aux études théoriques concernant des problèmes à
une machine avec des dates d'arrivée des tâches différentes: minimisation de
la somme des retards, minimisation de la somme des temps de présence
(flow-times). Pour ces deux problèmes, nous définissons des ensembles



.  : ' '
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dominants: T-actif pour la minimisation de la somme des retards, F-actif pour
la minimisation de la somme des ternps de présence. Plusieurs heuristiques
efficaces sont construites qui fou.rniisent une solution dans cet ensemble
dominant. En utilisant ces ensembles dominants, et des bbrnes efHcaces, nous
construisons aussi des algorithmes exacts pour ces deux problèmes.

Le chapitre 4 est consacré aux expériences réalisées pour les trois applications
et à l'évaluation des mémoires artificielles dans le cas monocritère.



Chapitre 1-

PROBLEME S D' ORDONNA\TC EMENT
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I..1. INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous présentons les problèmes que nous abordons dans cette

thèse dans leur contexte général et nous précisons les hypothèses particulières

que nous retenons. Nous nous intéressons à deux grandes familles de
problèmes d'ordonnancement: les problèmes classiques d'ordonnancement

d'atelier et un problème moins classique de "bin-packing". Le problème de bin-
packing considéré est un problème de "container-loading": i l  s'agit
d'ordonnancer le placement d'objets parallélépipédiques dans un emballage
parallélépipédique.

1.2. PROBLEMES D'ORDONNAI\CEMET{T D'ATELIER

Les problèmes d'ordonnancement sont importants dans la vie économique.

Pour produire plus ou pour faire plus de bénéfrce à un prix aussi bas que

possible, il convient d'optimiser le processus de production. C'est pour cette
raison que nous nous intéressons aux problèmes d'ordonnancement.

Bien que des problèmes d'ordonnancement se posent dans de nombreux

domaines (ordonnancement d'atelier, ordonnancement de projets, ordon-

nancement de tâches dans les services publics, établissement d'un emploi du

temps, etc...), nous nous intéressons ici uniquement aux problèmes

d'ordonnancement d'ateliers dans les entreprises manufacturières.

Nous allons définir ce qu'est un problème d'ordonnancement d'atelier ainsi
que les solutions de ce problème appelées "ordonnancements", et rappeler les

résultats obtenus par d'autres chercheurs.

T.2.T. DEFINITIONS

Un problème d'ordonnancement consiste à affecter des tâches à des moyens de

fabrication au cours du temps pour effectuer un ensemble de travaux de

manière à optimiser certain(s) critère(s), tout en respectant les contraintes

techniques de fabrication.

Dans ce type de problème, un travail comespond au traitement d'un produit

par I'atelier. Un travail est constitué d'une succession d'opérations. Les

opérations sont effectuées par des machines. Certains auteurs ([Blazewicz et
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al. 19871) définissent plusieurs types de ressources (consommables,

renouvelables et doublement limitées (voir le paragraphe L.2.t.2. pour les

définitions)). Dans le cas d'une machine (voir le chapitre 3), un travail se
réduit à une opération. Nous utilisons alors le terme de "tâche" pour le

désigner.

La solution d'un problème d'ordonnancement général doit répondre à deux
questions:
-quand?
-avec quels moyens?

Une solution répondant à ces questions est appelée ordonnancement. Une
méthode permettant de construire un ordonnancement est appelée algorithme

ou méthode de résolution. Un ordonnancement réalisable est un

ordonnancement qui respecte toutes les contraintes du problème. Nous

utilisons le terme "ordonnancement", pour simplifrer, pour représenter un
ordonnancement réalisable (sauf indication contraire). Un ordonnancement
est souvent représenté par un diagramme de Gantt (voir la frgure 1.1 où
I'opération j du produit i est désignée par ij ).

machine 1

machine 2

0h lh h 3h 4h 5h 6h 7h 8h th 10h

Fig. 1.1. Diagramme de Gantt

L'énoncé général d'un problème d'ordonnancement d'atelier comporte quatre

types d'informations:

1) Les produits et les opérations à effectuer.
2) Les quantités et les types de ressources.

3) Les contraintes endogènes (gammes, capacités) et exogènes (délais).

4) Les critères pour évaluer la solution.
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Les différents types de contraintes et de critères font apparaître une diversité de
problèmes d'ordonnancement. Les hlpothèses potentielles et les hypothèses
retenues sont présentées dans la section I.2.t.2.

L.2.2. DIVERSITE DES PROBLEMES ET HYPOTHESES
RETENUES

a) Les produits

Les informations sur les produits sont les dates d'arrivée au plus tôt dans
I'atelier, les durées des opérations et les gammes, ainsi que les dates de fin au
plus tard.

Les produits peuvent arriver dans I'atelier en même temps, ou au fur et à
mesure que le temps progresse. Dans le premier cas, les arrivées sont dites
identiques, alors que dans le deuxième cas, elles sont dites dynamiques. Nous
nous plaçons dans le cas le plus général où les arrivées sont dynamiques.

En ce qui concerne les dates de fin au plus tard, deux cas sont possibles: ou bien
il s'agit de délais impératifs (en anglais "deadlines"), et il est alors possible
qu'il n'existe aucun ordonnancement réalisable ([Carlier 1984], [Bagchi &
Ahmadi 19871, [Potts & Van Wassenhove 1983]), ou bien il s'agit de dates de fin
souhaitées (en anglais "due dates") que nous désignons ici par délais, le
dépassement autorisé pouvant, entraîner des pénalités. C'est ce dernier cas que
nous considérons.

Les produits s'obtiennent par I'exécution d'une séquence d'opérations. Chaque
opération doit passer sur une machine et rester sur cette machine pendant un
certain temps appelé durée de I'opération. En général le passage d'une
opération à I'autre est spécifié. L'ensemble de ces passages est appelé gamme.
Nous allons présenter les différents types d'opérations et de gammes.

*Les opérations

Une opération est une succession d'actions élémentaires réalisables de
manière consécutive sur une machine. C'est une phase de fabrication du
produit que I'on ne souhaite pas détailler plus finement au niveau du problème
d'ordonnancement considéré. Un produit est terminé si et seulement si toutes
les opérations de la gamme sont réalisées.
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On distingue trois types d'opérations:

Les opérations non internrptibles - Une fois qu'une opération commence

à être exécutée sur une machine, I'exécution ne peut pas être interrompue

avant qu'elle ne soit terminée (par exemple, une opération faisant intervenir

conjointement des traitements chimiques, thermiques et mécaniques).

Les opérations intermptibles - L'interruption est autorisée. Pour finir

cette opération, il faut qu'elle se poursuive à partir de l'état où elle a été

interrompue. (lKâmpke 19871) (par exemple, lorsque le produit est en réalité un

lot de produits élémentaires identiques traités conjointement ou lorsque

I'opération est une tâche utilisant le CPU d'un ordinateur).

Les opérations pnéemptives repétees - L'internrption est autorisée, mais

I'exécution d'une opération doit être recommencée depuis le début. C'est-à-dire

que le travail déjà fait avant I'interruption a été perdu. ([Chandra 1979]) (par

exemple, réchauffement d'une pièce avant une opération de traitement à

chaud).

Dans ce travail, nous ne considérons que des opérations non interruptibles.

*Les garnmes

Si le choix de types de machines pour les opérations n'est pas imposé, on dit

que la gamme est une gamme logique, sinon on dit que la gamme est une
gamme technique. Dans une gamme logique,les entités qui inten'iennent sont

les opérations. Dans une gamme technique, machines et opérations se

confondent.

Dans le cas de gammes techniques, si I'ordre suivant lequel on doit effectuer

les opérations pour terminer un produit est totalement libre, on dit que c'est

une gamme libre, si I'ordre est entièrement déterminé, on dit que c'est une

gamme linéaire. Pour un ordre partiellement déterminée on peut utiliser le

terrne de gqmmes mixtes.

Un atelier ne comportant que des gammes libres est appelé "open-shop" (voir

par exemple [Achugbue & Chin 1982]). Parmi les problèmes à gammes

linéaires, on peut distinguer deux grandes familles de problèmes: les "flow-

shops" et les 'job-shops". IJn problème de type "flow-shop" est un problème
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dans lequel les ordres de passage de tous les produits sur les machines sont
exactement les mêmes, sinon, le problème est un problème de type 'lob.shop".

Dans la suite nous ne considérons que des problèmes de type 'job-shop". Nous
appliquons également nos méthodes à des problèmes de "flow-shop" comme
cas particuliers de 'iob-shop". Il est à noter que pour les "flow-shops", il existe
des résultats théoriques complémentaires.

b) Les machines

Le cas le plus simple parmi les problèmes d'ordonnancement est le problème
d'ordonnancement à une machine. Nous y reviendrons au chapitre B.

Si plusieurs machines sont capables de réaliser un même ensemble
d'opérations, on parle de machines en parallèle. Des machines visitées
successivement par les opérations de la gamme d'un produit sont dites en
série.

En ce qui concerne les machines en parallèle, il existe trois types de
parallélismes.

*Machines identiques

Dans le cas de machines identiques (par exemple, un ordinateur
biprocesseur.), toute opération peut être effectuée sur n'importe quelle machine
parmi les machines parallèles. Les durées de I'opération sur les machines
sont égales. Ce cas est considéré dans les études de [Eastman et al. 1964],
[Tovey 1986], lSundaraghavan & Ahmed 1984], [Sanhi 1976), ll,awler 1964],
[Luh et al. 1988].

*Machines uniformes ou à uitesses proportionnelles

Dans ce cas, les machines peuvent effectuer les mêmes types d'opérations avec
des performances différentes: les temps nécessaires pour effectuer une
opération sont différents d'une machine à I'autre. Un coeflïcient est attaché à
chaque machine et le temps nécessaire pour effectuer une opération sur cette
machine est le produit de ce coefficient par le temps nécessaire sur la machine
la plus performante (par exemple, des imprimantes à 600 et à 1200 lignes à la
minute). Ce cas a été considéré par lEmmons 1g8?], [Coffman et al. 198?].
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*Machines non reliées

Il s'agit de machines polyvalentes. Les machines sont partiellement

interchangeables. Par exemple, une machine peut être conçue spécialement

pour certains types d'opérations, mais elle peut aussi en effectuer d'autres avec

une performance moins bonne que les machines dédiées à ces opérations. Il
existe alors une matrice [t;;], où q; est le temps nécessaire pour effectuer

I'opération i sur la machine j (ll,awler & Labetoulle 1978]).

Dans le cas le plus général, les produits subissent une série d'opérations et

pour certaines de ces opérations, on a le choix entre des machines en parallèle.

Nous nous limitons au cas où une opération ne peut passer que sur une

machine. Nous supposons que, lorsque plusieurs machines sont en mesure

d'effectuer la même opération, alors un choix a été fait antérieurement de

façon à équilibrer la charge sur le moyen terme.

Nous supposons que les machines sont continuellement disponibles. Leur

capacité reste la même au cours du temps. Le cas où la disponibilité des

machines change au cours du temps a été considéré dans [Baker & Nuttle

19801.

c) Les ressources ([Blazewicz et aL.1987])

Les ressources "renouvelables" sont des ressources réutilisables (machines,

ouvriers spécialisés, régleurs...). A chaque instant, la somme des quantités

utilisées dans I'atelier ne doit pas dépasser la quantité disponible.

Les ressources consommables sont des ressources qui disparaissent au fur et

à mesure de leur utilisation (vis, boulons, petites pièces...). La consommation

cumulée de ces ressources sur un intervalle de temps compris entre deux

approvisionnements ne doit pas dépasser la quantite initialement disponible.

Les ressorrrces doublement limitées sont des ressources qui doivent vérifrer

simultanément les deux contraintes précédentes: limitation instantanée et

limitation de la consommation cumulée (matières énergétiques: charbon,

pétrole, électricité...).

Les seules ressources que nous considérons sont les machines qui sont de type

renouvelable.
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d) Les contraintes

Les contraintes sont des conditions à respecter par un ordonnancement. A part
les contraintes exprimant les types de gammes, les types d'opérations, les types
de ressources, les niveaux des stocks qui ne peuvent pas être dépassés, il peut
exister des contraintes spécifrques comme, par exemple, le retard maximal
admissible,pour un produit (lChand & schneeberger 1g8G]). Les contraintes
peuvent également traduire des durées minimales de transport entre les
machines ou des durées de réglage des machines (le problème est d'autant
plus difficile que la durée de réglage dépend de la succession des produits sur
la machine).

Il y a également des chercheurs qui considèrent les problèmes où il existe des
contraintes de précédence entre les produits (voir, par exemple, fl,awler 1928,
19781, [Schrage & Baker 1978], lsidney 19Zb]).

Nous ne considérerons pas ici ces contraintes particulières.

e)Les critères

Les critères sont utilisés pour évaluer la qualité d'un ordonnancement obtenu.

Dans la littérature, les chercheurs utilisent souvent des mesures régulières
comme critères. Une mesure est régulière ou un critère est régulier, si la
valeur à minimiser est une fonction non décroissante des dates de fin des
produits. Les critères réguliers les plus utilisés sont le maximum ou la
moyenne (éventuellement pondérée) des dates d'achèvement des produits
("completion time"), des durées de présence des produits dans I'atelier ("flow
time"), des avances-retards ("lateness"), ou des retards "vrais" ("tardiness") ou
encore le nombre de produits en retard.

Ces critères servent à exprimer de différentes façons deux sources
d'insatisfaction: celle de I'entreprise liée aux volumes trop importants
d'en-cours, et celle des clients liée au non respect des délais. Certains d'entre
eux définissent les mêmes sous-ensembles de solutions optimales (par
exemple, la somme ou la moyenne des retards!).

Un critère non régulier est un critère qui peut augmenter lorsque I'on termine
un travail plus tôt. En particulier, si le fait de terminer un travail avant sa date
de fin souhaitée ("earliness") implique un coût, alors tout critère incluant ce
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coût n'est pas régulier. Des problèmes d'ordonnancements utilisant des

critères de ce type sont considérés dans les études de Lakshminarayan et al.
(1978), de Bagchi et al. (1987) et de Ow & Morton (1989).

Nous utilisons dans ce travail plusieurs critères. Ils sont tous réguliers.

Pour un critère d'évaluation donné, un ordonnancement est optimal si la

valeur du critère est optimale (minimale ou maximale selon le criêre).

Si I'algorithme peut fournir des solutions non optimales ou si on ne peut pas

prouver qu'il conduit, pour tous les énoncés du problème considéré, à un

ordonnancement optimal, alors on I'appelle algorithme approché ou méthode

approchée, ou encore heuristique. Dans le cas contraire, on dira que

I'algoritbne est oprirnal ou que la méthode est exacte.

Une solution O domine une autre solution 01 si et seulement si elle donne une

valeur du critère au moins aussi bonne que celle fournie par 01. Une propfiété

de dominance est une propriété indiquant qu'une solution domine une autre.

LJn ensemble dominant est un ensemble dans lequel il existe au moins une

solution optimale.

Nous venons de présenter les di f férents aspects des problèmes

d'ordonnancement et les hypothèses retenues dans ce travail. Comme dans la

littérature, nous utilisons la notation A/B/C|D pour caractériser tout problème

d'ordonnancement d'atelier (lConway et al. 1967] [Rinnooy Kan 1976]), où:

A: décr i t  le processus d'arr ivée des tâches. Pour des problèmes

stochastiques, A identifie la loi de distribution des probabilités en fonction du

temps entre les arrivées des tâches. Pour les problèmes déterministes, A

fournit le nombre de produits à ordonnancer, la valeur de A peut être une

valeur entière précise (par exemple 3) ou la lettre n qui désigne un nombre

arbitraire mais fini de produits.

B: décrit le nombre de machines dans I'atelier. Il s'agit d'un entier (en

général 1, 2 ou 3) ou de la lettre m qui désigne un nombre arbitraire mais fini

de machines.

C: décrit les propriétés particulières des gammes des produits. Par

exemple: F pour les flow-shops, J ou G (pour général) pour les job-shops. Dans

le cas d'une seule machine où il n'y a pas de gamme, on utilise ce terme pour
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1 décrire des hypothèses particulières comme les arrivées dynamiques ou non
des tâches (ri>O ou rien), l'existence de contraintes de précédence entre les
tâches (prec ou rien) ou encore le fait que les tâches sont intermptibles ou non
(preempt ou rien).

D: décrit le critère utilisé pour évaluer I'ordonnancement:
Une lettre désigne la mesure de base entrant dans la composition du critère (C
pour "completion time", F pour "flo\ry time", L pour "latenesg", T pour
"tardiness", E pour "earliness", Lf pour "number of tardy jobs").
Elle est précédée de E ou de Lwi et suivie de I'indice i pour les moyennes et les
moyennes pondérées de cette mesure, où i désigne les produits. Elle est
simplement suivie de I'indice max pour les critères construits avec les
maxima.

Par exemple nl2lEtFmax caractérise un problème d'ordonnancemnt du type
flow-shop avec un nombre arbitraire de produits et 2 machines pour minimiser
la durée maximale de présence des produits dans l'atelier.

]-.2.3. MODELISATION

En résumé, nous avons retenu les hypothèses suivantes:
- Les dates d'arrivée des produits peuvent être différentes.
- Il n'y a pas de délais impératifs pour les produits.
- Les gammes sont linéaires, c'est-à-dire que l'ordre des opérations est imposé

par la gamme.
- Chaque opération ne peut être exécutée que sur une machine.
- Toutes les opérations sont non interruptibles.
- Chaque produit ne peut se trouver que sur une machine à un instant

quelconque. Autrement dit, une opération ne peut être commencée avant que
I'opération qui la précède dans la gamme ne soit terminée.

- Chaque machine ne peut exécuter qu'une opération à la fois.
- Les ressources (sauf les machines) sont en quantité infinie.
- Les critères à optimiser sont des critères réguliers.

Pour ce qui concerne la modélisation d'un problème d'ordonnancement,
différentes approches sont envisageables.
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Dans la littérature, on peut trouver la méthode des Réseaux de Petri (voir

lChrétienne 19831, [Hillion & Proth 1988, 1989]), le graphe potentiel-tâche ([Roy

19701) complété par un graphe disjonctif ([Roy & Sussman 1962]).

La modélisation la plus courante utilise des équations mathématiques, et on

obtient en général des problèmes de programmation linéaire en nombres

entiers. Dans notre étude, nous utilisons cette modélisation.

Utilisant des critères réguliers qui sont des fonctions des dates d'achèvement

C;, nous utiliserons la notation f(Ci) pour désigner la valeur du critère

considéré quelque soit celui-ci.

Le problème se modélise alors sous la forme:

Min (f(Ci))

sous les contraintes:
Vi, t i,12ri (1)

Vi, Vl<j<Bi t i12!,5-r+li j-r Q)

Vi,VLSjcg;,Vil,V1(jl(gir, si pi;=pq1jr alors ti;-t;111>li l j1 ou t11;1-ti;>li; (3)

où les notations ont les significations suivantes (les i représentent les produits,

les j représentent les opérations):
ri: instant d'arrivée au plus tôt du produit i ("ready-time", "release-time" ou

"arrival-t ime").
pi: durée totale des opérations qui permettent de réaliser le produit i

("processing-time")

di: instant de fin souhaitée au plus tard pour le produit i ("due-date").

gi: nombre d'opérations à effectuer pour le produit i.

Ci: instant de fin du produit i ("completion time", inconnue du problème).

et pour chaque opération j effectuée sur le produit i, on a:

Fi;: machine utilisée.

l i, j : durée.

tij: instant de début ("beginning time", inconnue du problème).

Pour faciliter la lecture de ce document, les notations sont introduites au fur et

à mesure de leur utilisation. Un glossaire en début de document réunit toutes

les notations générales et celles qui sont spécifiques à chaque chapitre.
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Les familles de contraintes (1) et (2) expriment la disponiblité des opérations.
Une opération ne peut être exécutée sur un produit que si le produit est bien
arrivé dans I'atelier et que les opérations précédentes dans la gamme ont été
réalisées.

La famille de contraintes (3) exprime les contraintes de disponibilité des
machines: une machine ne peut exécuter qu'une opération à la fois.

L.2,4. NOTION DE COMPLEXITE

* Présentation générale

Dans ce paragraphe, nous allons présenter brièvement la notion de complexité
afin d'éclaircir les termes que nous utilisons tout au long de cette thèse.

La complexité analyse le temps nécessaire pour obtenir une solution (on peut
également s' intéresser à la mémoire nécessaire, mais nous ne nous
intéresserons pas ici à cet aspect de la complexité). On peut considérer la durée
moyennne ou la durée dans le pire des cas. Nous traitons essentiellement ce
dernier cas.

La théorie de la complexité conduit à distinguer entre la complexité des
problèmes et la complexité des algorithmes utilisés pour les résoudre.

Pour obtenir la complexité d'un algorithme, il faut exprimer sa durée en
fonction de la taille de l'énoncé du problème notée n : f\n) (par exemple ici, le
nombre de produits ou le nombre de machines ou le nombre d'opérations ou
une combinaison de ces quantités). Lorsque z devient grand, on cherche à
majorer cette fonction f par une formule de la forme c. l(g( n)) | ,
c'est-à-dire que I'on cherche g de telle sorte que f soit en O(g(n)) (notation

classique en mathémathique).

La fonction complexité d'un algorithme est la umeilleure" fonction g(n) que I'on
puisse trouver pour majorer f.

Si f est en O(g(z)) et que g(z) est un polynôme, alors on dit que I'algorithme est
polynomial et il est d'autant meilleur pour fl grand que le meilleur degré
possible pour le polynôme est faible.
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Les algorithmes pour lesquels il n'existe aucune fonction g polynomiale telle
que f soit en O(g(z)) sont dits exponentiels (on le démontre en minorant f par

une fonction exponentielle de z).

Un problème peut être résolu par différents algorithmes et en général on n'est
pas sûr d'avoir trouvé I'algorithme de meilleure complexité. L'analyse de la

complexité des problèmes consiste à les ranger dans des classes de problèmes

de complexité "analogue".

On distingue tout d'abord entre la classe des problèmes de décision où le

résultat s'exprime par un booléen nvrai" ou ..faux,, ("Existe-t-il un objet dans

domaine de définition donné possédant une propriété donnée?") et la classe des
problèmes d'optimisation (où I'on cherche une solution optimale dans un
domaine donné). Les problèmes d'optimisation sont plus diffrciles que leurs
homologues exprimés sous forme de problème de décision comme on le verra
plus loin.

Considérons tout d'abord les problèmes de décision.

On distingue une classe de problèmes très difficiles, mais comportant peu

d'éléments: ce sont les problèmes indécidables pour lesquels il n'existe pas

d'algorithme.

On distingue une classe de problèmes dits "faciles", la classe P ou classe des
problèmes polynomiaux, pour lesquels il existe au moins un algorithme de
résolution polynomial.

On distingue une classe NP, qui contient la classe P, constituée des problèmes
que I'on peut résoudre en temps polynomial sur des ordinateurs non

déterministes (intuitivement, ce sont les problèmes qui seraient résolus en

temps polynomial si I'on disposait d'une infinité de processeurs en parallèle).

Dans la classe NP, outre la classe P, on défrnit une classe de problèmes

difficiles, la classe des problèmes NP-complets.

Pour constituer des classes de problèmes, on utilise une relation d'ordre "au

moins aussi difficile que":

Un problème de décision P1 est "au moins aussi difficile" qu'un problème P2 si

une "transformation polynomiale" (ou algorithme polynomial) peut
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transformer tout énoncé du problème P2 en un énoncé du problème P1 et si les
décisons (i.e. les réponses "vrai" ou "faux") coincident pour les énoncés
initiaux et pour les énoncés transformés.

Si Pl est polynomial, alors P2 sera polynomial, et tout algorithme qui résoud Pl
résoud P2 moyennant une transformation polynomiale de l'énoncé.

Cook (1971) a démontré qu'un problème particulier de NP appelé SAT (ou
SATISFAISABILITE) était au moins aussi difficile que n'importe quel
problème de NP. Puis il a étê démontré que de nombreux problèmes de NP
étaient au moins aussi difficile que SAT. Il s'agit donc des problèmes les plus
difficiles de NP, on les appelle les problèmes NP-complets.

Il existe des listes de problèmes déjà démontrés comme étant NP-complets
(lGarey & Johnson 1979]). Pour montrer qu'un problème est NP-complet, il
suffit de montrer qu'il est au moins aussi di{ficile que l'un quelconque d'entre
eux.

De même, il existe des listes de problèmes polynomiaux. Pour montrer qu'un
problème est polynomial, il suffit de montrer que I'un quelconque d'entre eux
est au moins aussi difficile que lui (ou de savoir le résoudre par un algorithme
polynomial).

Actuellement, on se demande si P=NP, c'est-à-dire que tous les problèmes de
NP seraient polynomiaux ou si P*NP, c'est-à-dire que les problèmes
NP-complets ne pourraient pas être résolus par des algorithmes polynomiaux.

On suppose, sans aucune preuve, que c'est la dernière conjecture qui est la
bonne et c'est pourquoi on affirme que les problèmes NP-complets ne peuvent
probablement pas être résolus par des algorithmes polynomiaux.

On peut associer à tout problème d'optimisation un problème de décision:

le problème d'optimisation étant de la forme:

"trouver dans un domaine D un objet o qui minimise une fonction F(e),,,

le problème de décision correspondant est de la forme:

"étant donné un paramètre O existe-t-il dans le domaine D un objet o tel que
F(o)<O ?".
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Soit 16 I'intenralle de définition du paramètre <D. Pour résoudre le problème de

minimisation, il s'agit de trouver la plus petite valeur <D* du paramètre O telle

qu'il existe un objet o* tel que F(o*)<ô*. Pour obtenir cette valeur F*, il suffit

d'effctuer une recherche dichotomique sur I'intervalle 16 utilisant la

résolution du problème de décision.

Par exemple, si 16 est I'intervalle frni [@e, Og] on applique I'algorithme

suivant:
<Dl=(DAi (D2=<Dg;

Tantque l@1-O2l> e faire

O=(O1+<D2)/2

S'il existe une solution
paramètre alors O2=O;

sinon O1=O;

fintantque
ô*=O.

pour le problème de décision avec (D comme

On a alors la valeur optimale O* du problème d'optimisation. On ne dispose de

I'objet optimal o* que si le problème de décision, non seulement répond à la

question posée mais encore fournit un objet permettant de répondre "oui, à la

question.

Un problème d'optimisation est donc effectivement plus difficile que le

problème de décision correspondant. On dit qu'un problème d'optimisation est

NP-difficile si le problème de décision qui lui correspond est NP-complet. Un

problème d'optimisation sera polynomial si on peut le résoudre par un

algorithme polynomial.

La notion de complexité permet d'informer les chercheurs et leur évite de

perdre du temps à essayer de construire un algorithme polynomial pour

obtenir une solution optimale alors que le problème a été démontré NP-difficile.

Conway et al. (1967) insistent sur le fait que des problèmes qui paraissent

simples sont en fait NP-difficiles et qu'avant la théorie de la complexité des

chercheurs s'acharnaient sur ces problèmes en voulant les résoudre

polynomialement.
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* Résultats connus de complexité en ordnnnancement

La complexité des problèmes à une machine est présentée dans le chapitre 3.
Nous ne discutons ici que de Ia complexité des problèmes comportant plusieurs
machines. La plupart de ces problèmes ont été démontrés NP-difficiles.

Quelques-uns seulement sont polynomiaux. Nous les présentons ci-dessous.

La méthode de Johnson (Uohnson 19541) permet de résoudre le problème
n/2/F/Fmax (minimisation de la durée totale de fabrication pour un flow-shop à
deux machines). En modifiant légèrement cet algorithme, Jackson (1956) a
construit un algorithme pour le problème n/2/G/Fmax (minimisation de la
durée totale de fabrication pour un job-shop à deux machines) sous une
hypothèse restrictive: chaque produit passe au plus une fois sur chaque
machine. Pour le problème nl2/G,li;1/Fmax (même problème sous
I'hypothèse que les durées de toutes les opérations sont unitaires, mais sans la
restriction de Jackson), Hefetz & Adiri (1982) ont construit un algorithme
polynomial très simple ("Longest Remaining First" ou I'opération la plus
prioritaire est celle qui appartient au travail pour lequel il reste le plus
d'opérations à effectuer).

Le seul problème polynomial pour trois machines est le problème n/$ÆlFmax
(minimisation de la durée totale de fabrication pour un flow-shop comportant
trois machines) sous des hypothèses restrictives (lJohnson 1g54]):

min ( l i , r )
i = l , . . . , n  i = l , . . . r n

ou (inclusif)

qui signifrent que:

ou bien la plus courte opération sur la machine 1 est plus longue que la plus
longue opération sur la machine 2,
ou bien la plus courte opération sur la machine 3 est plus longue que la plus
longue opération sur la machine 2.

Lorsque le nombre de machines est strictement supérieur à 3, tous les
problèmes traités dans la littérature sont NP-difficiles, quel que soit le critère,
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mais il existe des propriétés de dominance qui permettent de réduire

I'ensemble de solutions à considérer. Nous donnons brièvement ci-dessous les
problèmes pour lesquels il existe des propriétés de dominance.

L.2.5. PROPRIETES DE DOMINANCE, ENSEMBLES
PARTICULIERS D'ORDONNANCEMENTS

* Propriétés de dominance

1o Pour les problèmes de flow-shop, lorsque tous les produits arrivent en même

temps dans I'atelier, il suffrt, pour minimiser des mesures régulières, de

considérer les ordonnancements dans lesquels les produits sont exécutés dans
le même ordre sur les deux premières machines.

2o Pour les problèmes de type n/mÆÆmax, lorsque tous les produits arrivent

en même temps dans I'atelier, il suffrt de considérer les ordonnancements

dans lesquels les produits sont exécutés dans le même ordre sur les deux
premières machines et dans le même ordre sur les machines m-l et m (ces

deux ordres pouvant être distincts pour m>3).

30 Pour minimiser des mesures régulières, i l  suffrt de considérer les

ordonnancements semi-actifs ou les ordonnancements actifs. Les ensembles

semi-actifs et actifs sont des ensembles dominants pour les critères réguliers.
Ils sont présentés au paragraphe suivant.

4" L'ensemble des ordonnancements sans délai, que nous définissons

également au paragraphe suivant, n'est malheureusement pas dominant pour

les critères réguliers. Il est cependant beaucoup utilisé en pratique.

* Ensembles d'ordonnancernents

Différents ensembles d'ordonnancements sont définis dans la littérature. Les
plus connus sont ceux introduits au paragraphe précédent. Ils sont très utiles
pour démontrer des propriétés de dominance ou pour construire des
algorithmes à partir de règles d'ordonnancement.

lln ordonnancement serni-actif ou un ordonnancement calé à gauche est un
ordonnancement dans lequel aucune opération ne peut être exécutée plus tôt si

I'on maintient I'ordre des opérations sur toutes les machines.
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Dans cette thèse nous ne considérons que des ordonnancements semi-actifs,
sauf indication contraire.

Un ordonnancement actif est un ordonnancement dans lequel aucune
opération ne peut être exécutée plus tôt sans retarder au moins une autre
opération. Tout ordonnancement actif est semi-actif.

Un ordonnancement sans délai est un ordonnancement dans lequel aucune
machine n'est laissée inoccupée pendant une période de temps où il y a des
opérations disponibles attendant pour être exécutées sur cette machine.

I.2.6. METHODES DE RESOLUTION

Comme on I'a rappelé dans le paragraphe sur la complexité, la plupart des
problèmes d'ordonnancement sont NP-difficiles. On ne peut donc pas espérer
trouver un ordonnancement optimal en un temps raisonnable pour des
problèmes de taille industrielle. Les méthodes utilisées sont donc des méthodes
approchées. On compare deux méthodes approchées destinées à résoudre le
même problème selon deux critères principaux: la complexité de I'algorithme
(en durée de calcul) et la qualité de la solution obtenue (écart absolu ou relatif
par rapport à la solution optimale ou par rapport à la meilleure solution
trouvée).

Pour des problèmes de petite taille, nous pouvons obtenir une solution exacte.
Une méthode exacte peut servir pour résoudre des sous-problèmes d'un
problème de grande taille de manière optimale.

oMéthodes approchées

Les méthodes approchées peuvent être regroupées en deux catégories:

La première catégorie consiste à utiliser des connaissances acquises au cours
d'ordonnancements précédents ou à l'occasion de simulations. Dans cette
catégorie, nous trouvons:

- systèmes experts,
- mémoire artifrcielle.
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Les principaux systèmes experts développés en ordonnancement sont ISIS
([Fox & Smith 1984]), SOJA (ll,epape 1985], [Lepape & Sauve 1985]) et OPAL
([Bensana et al. 1988]).

Le chapitre 2 de cette thèse est consacré à la conception et à I'utilisation d'une

mémoire artificielle.

La deuxième catégorie consiste à diminuer le volume des calculs. Dans cette

catégorie, nous trouvons:

- ajout de contraintes pour diminuer le cardinal de I'ensemble des ordon-

nancements réalisables ([Potts & Van Wassenhove 1982]);
- relaxation des contraintes de façon à pouvoir construire un modèle dont la

solution est connue;
- linéarisation du critère lorsque le critère n'est pas linéaire;
- décomposition du problème initial en sous-problèmes de taille plus petite et

aussi indépendants les uns des autres que possible (décomposition temporelle

par paquets de produits ([Yamamoto 1977]), décomposition spatiale eUou

temporelle ([Portmann 1987]);
- utilisation d'une approche hiérarchique;
- construction progressive d'un ordonnancement par I'application de règles;
- amélioration progressive des ordonnancements par des méthodes de

voisinages (plus forte pente, recuit simulé, méthode TABU).

Dans ce travail, nous utilisons essentiellement la construction progressive

d'un ordonnancement par I'application de règles.

.Méthodes etcactes

Les méthodes exactes utilisent surtout deux approches de résolution très

connues: la programmation dynamique et les procédures par séparation et

évaluation ("branch and bound"). Ces méthodes sont souvent utilisées pour

résoudre les problèmes combinatoires de manière exacte, en ordonnancement

tout particulièrement. Ce sont des méthodes d'énumération implicite:

L'énumération explicite construit toutes les solutions réalisables et retient une
parmi les meilleures.
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L'énumération implicite consiste à explorer I'ensemble de
réalisables en éliminant des sous-ensembles de solutions
sans avoir à les construire.

* Prograrnmation dy namiq ue

La méthode de programmation dynamique est basée sur
d'optimalité de Bellman (1954):

toutes les solutions
moins intéressants

le fameux principe

St C appartient ù un chemin rninimal (resp. maxirnal) allant dÆ A à, B, alors
les sous-chemins de ce chemin allant de A à C et de C à B sont minimaux
(resp. maximaux).

Ce principe permet de calculer les plus courts (resp. longs) chemins d'un
graphe de manière récurrente (étape par étape) en utilisant la connaissance
des sous-chemins optimaux des étapes précédentes pour calculer les
sous-chemins optimaux de l'étape en cours.

Cette technique peut s'étendre à des séquences de tâches dans les problèmes
d'ordonnancement (par exemple lSrinivasan 197U).

*Procédure par Séparation et Eualuation

Dans cette méthode, l'ensemble des solutions du problème est décomposé en
plusieurs sous-ensembles de solutions de taille plus petite. Ces nouveaux
sous-ensembles sont eux-mêmes décomposés, et ainsi de suite, jusqu'à obtenir
des sous-ensembles dont on sait extraire la solution optimale (ou bien parce que
le sous-ensemble est réduit à une seule solution, ou bien parce qu'un
algorithme rapide permet d'obtenir la solution optimale du sous-ensemble).

Des évaluations associées aux sous-ensembles permettent d'éliminer des
sous-ensembles vides des solutions réalisables et d'éliminer sans les explorer
des sous-ensembles dominés: en particulier, l'évaluation principale, appelée
borne, est un minorant (resp. majorant) pour une recherche de minimum
(resp. maximum) (calculé le plus simplement possible (1)) de la valeur du

I Parmi les techniques permettant de calculer les bornes figurent en particulier des méthodes
générales de relaxation comme la relaxation lagrangienne ([Fisher 19?6]) ou Ia relaxation
"surrogate" (lGlover 1975]) et des méthodes de relaxation propres aux problèmes
d'ordonnancement, comme par exemple de supposer que les opérations sont interruptibles.
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critère dans le sous-ensemble considéré, si ce minorant (resp. majorant) est

plus grand (resp. petit) qu'une solution réalisable déjà trouvée, alors le

sous-ensemble est sans intérêt.

Ces minorants (ou majorants) seront d'autant plus efficaces qu'ils sont

proches de la valeur optimale du critère pour le sous-ensemble considéré.

Outre l'utilisation de la borne, des propriétés de dominance démontrées entre

des  sous-ensembles  permet ten t  d 'é l im iner  des  sous-ensembles

supplémentaires.

La succession des séparations effectuées au cours d'une PSE peut être

représentée par une arborescence. A chaque séparation, le choix du

sous-ensemble de solutions à séparer est lié à I'ordre d'exploration de cette

arborescence. On peut ainsi distinguer des PSE en profondeur d'abord lorsque

I'on sépare toujours le premier des sous-ensembles obtenus lors de la dernière

séparation, des PSE "progressives" lorsque I'on sépare toujours le

sous-ensemble de meilleure borne, ou tout autre ordre d'exploration. Selon

I'ordre d'exploration choisie, la mémoire ou les temps de calcul varient.

Nous présenterons en détail au chapitre 3 une PSE que nous avons construite

pour des problèmes à une machine.

* Méthodes exactes déueloppées par les chercheurs

Dans la l ittérature, les chercheurs s'intéressent plutôt au critère
"minimisation de la durée totale de fabrication" (Fmax ou "makespan" en

terme anglo-saxon). D'autres critères ont été étudiés par Grabowski et al.
(1983), Townsend (1977) etVepsalainen & Morton (1987).

Pour les problèmes de flow-shop, les chercheurs ont construit des méthodes

exactes essentiellement pour les "flow-shops de permutation", c'est-à-dire des

flow-shops où les produits ne peuvent pas se dépasser: ils doivent être exécutés

dans le même ordre sur toutes les machines. L'arrivée simultanée de tous les

produits en début d'ordonnancement est une hypothèse quasi universelle. Les

auteurs utilisent des ordonnancements semi-actifs (voir par exemple [Lageweg
et al. 19781). Des propriétés de dominance démontrées par certains auteurs

permettent de réduire I'ensemble de solutions à explorer (voir [Bagga &
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Chakravarti 19681, lDudek & Teuton 1964], [Smitn & Dudek 1969], [Szwarc tg7l,
1973,19781).

En ce qui concerne les problèmes de job-shop et le critère "Makespan", on
trouve énormément d'articles. Dans leur livre "Industrial Engineering"; Muth
& Thampson (1969) ont donné trois exemples. Ces trois exemples sont repris
par de nombreux chercheurs. C'est seulement vers 1970 que deux de ces
exemples sont résolus (lCarlier 1978], [McMahon & Florian lg7b]). Beaucoup de
chercheurs testent leurs algorithmes sur le troisième exemple ([Adams et al.
19881, [Barker & McMahon 1988], [Lageweg et al. Lg77l). C'est seulement
récemment que Carlier & Pinson (1989) ont réussi à résoudre le troisième
problème.

1.3. PROBLEMES DE BIN-PACKING

Dans cette section, nous allons définir
deux ou trois dimensions et essayer de
domaine.

1.3.1. DEFINITIONS

les problèmes de bin-packing à une,
résumer les résultats connus dans ce

Un pnoblème concret de bin-packing se pose lorsque I'on cherche à remplir un
ou plusieurs contenants avec un ensemble fini d'objets ou lorsque I'on cherche
à obtenir un ensemble fini d'objets en découpant un ou plusieurs objets de taille
supérieure. Dans le premier cas, il s'agit d'un problème de remplissage ou de
"contniner loading" et dans le deuxième cas il s'agit d'un pnoblème de découpe.
Ces problèmes sont très fréquents dans le monde industriel.

Il y a trois grandes familles de problèmes selon le nombre de dimensions des
objets.

- problèmes à une dimension. Le cas le plus fréquent consiste à utiliser des
barres de métal existant dans une entreprise pour satisfaire des demandes en
barres de longueurs différentes. On cherche à minimiser la longueur des
chutes non réutilisables (inférieures à une longueur minimale donnée).
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- problèmes à deux dimensions. Ces problèmes se posent en particulier chez les

fabricants de verre, de tôles, et chez les fabricants de vêtements. Il s'agit de

placer des commandes rectangulaires sur des formes rectangulaires de

formats standards en minimisant le nombre de formes à découper eUou la

surface des chutes non réutilisables obtenues.

- problèmes à trois dimensions. Ce type de problème surgit lorsqu'il s'agit de

remplir des colis, des containers, des camions, des wagons, des navires....

C'est le problème à trois dimensions qui est considéré dans ce travail.

On peut distinguer deux familles de problèmes selon le critère considéré:

- minimisation de la hauteur de I'emballage. On utilise dans ce cas des

emballages de fermeture "à I 'américaine" constitués de deux demis

emballages qui s'emboîtent de telle sorte que la hauteur de I'emballage peut

varier entre deux valeurs extrêmes hl et h2. Dans ce cas, on minimise le

volume de I'emballage en cherchant à mettre tous les objets tout en utilisant

une hauteur minimale (supérieure ou égale à hlet inférieure ou égale à h2).

- minimisation du nombre d'emballages utilisés et de leur volume total.

Les contraintes varient beaucoup suivant les types d'objets à placer dans

I'emballage. Il se peut qu'il y ait des objets fragiles sur lesquels il ne faut pas

mettre d'objets lourds. Dans certains cas, il faut prendre en considération le

centre de gravité des objets et les problèmes d'équilibre au fur et à mesure du

remplissage.

L.3.2. APPROCHES DE RESOLUTION

Les problèmes de bin-packing sont NP-difficiles. Aussi les méthodes exactes ne

peuvent être utilisées que pour des exemples de très petite taille ou dans des cas

très particuliers (beaucoup d'objets identiques par exemple: problèmes de
palétisation). Le fait que, dans les services de distribution des entreprises, ce

sont des robots qui commandent le remplissage ou la découpe, impose des

méthodes de résolution rapides, voire en temps réel.

Dans le domaine de bin-packing, les algorithmes utilisés sont essentiellement

des règles de priorité.
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Pour évaluer la qualité d'un algorithme, les chercheurs démontrent des
théorèmes sur les performances dans le pire des cas.

Dans [Garey & Johnson 1981], les auteurs ont passé en revue des méthodes de
"t5rpe glouton" (c'est-à-dire où I'on place de manière définitive les objets les uns
après les autres) pour les problèmes à une dimension en considérant comme
critère la minimisation du nombre d'emballages. Dans cet article, on peut
trouver les performances relatives à différentes règles de priorité. Ces
performances sont mesurées par le rapport du nombre d'emballages obtenus
en utilisant une règle de priorité sur le nombre d'emballages utilisés dans la
solution optimale.

Pour les problèmes de deux dimensions, nous pouvons citer les études de
Berkey & Wang (1987), de Coffman et al. (1980), Baker et al. (1980), de Rode &
Rosenberg (1987) et de Wang (1982) qui fournissent des méthodes et des
évaluations de performances dans le pire des cas.

Récemment Han et al. (1989) ont étudié un problème de "cargo loading", mais
dans leur travail, tous les objets sont identiques. Dans lBischoff & Marriott
19871, les auteurs ont comparé 14 heuristiques basées sur la méthode de George
& Robinson (1980) et celle de Bischoff & Dowsland (1982). Dowsland (1g87) a
décrit des conclusions tirées des travaux par I'auteur et par d'autres
chercheurs sur les problèmes de palletisation et de container loading.



Chapitre 2

MEMOIRE ARTIFICIELLE
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2.I. INTRODUCTION

En général, les problèmes industriels sont fondamentalement multicritères et

I'importance relative des différents critères évolue dynamiquement au cours

du temps. La mémoire artificielle permet de considérer simultanément

plusieurs critères et peut fournir à I'utilisateur un outil d'aide à la décision

multicritère. Cette décision multicritère repose sur l'ensemble des "versions"

de la mémoire artificielle: chaque version est dédiée à un critère particulier et

est indépendante des autres versions. Nous présentons dans ce chapitre la

construction d'une version de la mémoire artificielle pour I'un quelconque des

critères. L'utilisation de la mémoire artificielle, par contre, sera, soit

monocritère (utilisant une seule version), soit multicritère.

22. PRESENTATION GENERALE DE LA MEMOIRE
ARTIFICIELLE

Pour un critère donné, on cherche à résoudre un problème d'optimisation

NP-diffrcile et il est impossible d'utiliser des méthodes exactes pour des

problèmes de taille industrielle. Aussi, la littérature présente une multitude de

méthodes heuristiques qui fournissent souvent des solutions proches de

I'optimum.

En présence de plusieurs algorithmes heuristiques destinés à résoudre un

problème donné, lequel choisir? Il est très rare qu'un algorithme soit

systématiquement meilleur que les autres dans tous les cas de figure. Si I'on

veut obtenir la meilleure solution (sans garantie d'optimalité), il faut appliquer

tous les algorithmes, comparer les solutions obtenues, et retenir la meilleure.

On perd alors I'avantage des méthodes approchées - la rapidité - si le

nombre d'algorithmes candidats est très important.

Nous faisons l'hypothèse suiuante: "si deux jeur de données nurnériques

correspondant ù un problème donné sont "proches", alors les algorithmes ont

des perfortnances voisines sur ces d.eux jeur".

Nous sornïles tentés d'en tirer la conséquence suiuante: lorsqu'un jeu de

données se présente, on efrarnine les expériences faites sur des jeux de données

antérieurs proches et l'on suppose que les algorithrnes disponibles uont auoir,
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sur le nouueau. jeu de données, le mêrne effet que sur les jeux proches testés

antérieurement.

C'est I'idée de base du fonctionnement de Ia mérnoire artificielle.

L'idée de la mémoire artificielle a été proposée dans notre équipe (SAGEP de

I'INRIA) en 1983 et avait été testée à l'époque sur une petite maquette liée à un

problème d'ordonnancement d'un atelier flexible pour des produits en

plusieurs exemplaires avec comme critère principal l'équilibre des flux en

volume pour les différents produits.

L'objet de cette thèse est de construire une structure de mémoire artificielle

indépendante des applications complétée par des modules spécifiques qui

permettent d'adapter la mémoire à de nombreux problèmes d'ordon-

nancement.

Le chapitre 2 comprend deux grandes parties. La section 2.3. est consacrée aux

concepts et aux outils qui permettent de construire une structure générale de

mémoire artificielle. La section 2.4 montre comment construire les modules

spécifiques propres aux problèmes considérés dans cette thèse.

La frgure 2.1 résume les principales phases de conception de la mémoire

artificielle pour un problème donné. Les cases entourées d'un trait simple

correspondent à des modules généraux de la mémoire indépendants des

applications. Les cases entourées d'un trait discontinu correspondent à des

modules spécifiques à chaque application, mais indépendants des contextes

industriels particuliers. Les cases entourées d'un trait gras correspondent à

des modules spécifiques de I'application et du contexte industriel (par exemple:

nombre de machines dans I'atelier, choix du catalogue limité de produits ...).

Une case entourée de crochets est une étape facultative.

La phase de préparation commence par une étape qui consiste à analyser et à

modéliser le problème.

Plusieurs étapes peuvent ensuite être effectuées en parallèle.
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La mémoire nécessite un ensemble de jeux de données (appelés dans cette

thèse occurrences d'énoncé) les plus dispersés et les plus caractéristiques

possibles pour une application particulière (un contexte industriel donné par

exemple) du problème considéré. Ceci demande la construction de générateurs

de jeux de données. Ces générateurs seront présentés respectivement aux

paragraphes 2.4.L.1, 2.4.2.1 et 2.4.3.L pour chacune des applications. Le choix

des paramètres de ces générateurs permet de construire l'échantillon souhaité

à l'étape suivante.

L'étape de recherche de méthodes heuristiques existantes ou de construction de

nouvelles méthodes pour résoudre le problème peut être menée en parallèle

avec la génération d'occurrences d'énoncé. Ces méthodes sont présentées dans

la partie 2.4 pour chacune des applications: ordonnancement d'atelier de type
job-shop pour différents critères (section 2.4.L), ordonnancement d'atelier à une

machine avec dates d'arrivées des tâches non identiques pour différents

critères (section 2.4.2), placement de boîtes parallélépipédiques dans un

emballage parallélépipédique ("bin-packing" ou "container loading") pour deux

critères (section 2.4.3).

L'étape suivante consiste à expérimenter les méthodes sur l'échantillon généré

et à retenir les performances obtenues pour différents critères. Cette étape est

donc commune à toutes les versions de la mémoire artificielle.

Nous allons expliquer le fonctionnement de la mémoire artifrcielle pour une

version considérée, c'est-à-dire pour un seul critère.

Pour le critère choisi et si I'utilisation de la mémoire artificielle est

monocritère, on élimine les méthodes heuristiques "dominées", c'est-à-dire
moins bonnes que les autres sur tous les exemples (cette phase sera illustrée

au chapitre 4).

En parallèle avec les étapes d'expérimentation, il faut rechercher des

caractérisations des occurrences d'énoncé. il s'agit d'une projection des

occurrences d'énoncé dans un espace de caractéristiques lié au problème

particulier considéré de manière à rechercher les proximités dans IRP avec p

fixé, p étant la dimension de I'espace considéré (paragraphe 2.3.1.1).

La phase d'organisation a pour but de structurer la mémoire à partir des

informations recueillies au cours de la phase de préparation. Une première
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ét'ape de cette phase projette les occurrences d'énoncé dans I'espace des
caractérisations, c'est-à-dire dans I'espace dont les composantes sont les
caractéristiques.

En parallèle, on s'intéresse à la valeurs du critère fournie par les différentes
heuristiques appliquées à toute occurrence d'énoncé.

on normalise ces valeurs dans I'espace des critères (paragraphe 2.8.1.1).

L'introduction d'une échelle de valeur permet de construire un recouvrement
de I'ensemble des occurrences d'énoncé par des classes (de modalité donnée
qui indique si I'heuristique considérée donne de bons ou de mauvais résultats
pour la classe considérée). Les classes ne sont en général, ni convexes, ni
connexes (paragraphe 2.3. 1.2).

En travaillant simultanément sur I'espace des caractérisations et sur I'espace
des critères on cherche à partitionner les classes de I'espace des critères en
régions connexes "homogènes" de I'espace des caractérisations (paragraphe
2.3.1.3).

La structuration frnale de la mémoire artifrcielle consiste à retenir les
informations essentielles concernant la position des différentes régions et leur
forme.

La dernière phase de conception de la mémoire artificielle consiste à préparer
le module d'utilisation de la mémoire: étant donné une nouvelle occurrence
d'énoncé, il s'agit de trouver rapidement à partir du contenu de la mémoire la
meilleure heuristique à lui appliquer (section 2.9.2).

2,3. MISE EN PI,ACE D'UNE STRUCTT]RE GENERALE DE
MEMOIRE ARTIFICIELLE

Pour la construction et I'utilisation de la mémoire artificielle, nous avons
étendu les méthodes proposées par Bonneau & Proth (1985a, lggbb). Nous
présentons ici de manière détail lée les concepts correspondant au
développement de chaque phase, lorsqu'ils sont indépendants des applications.
Nous reportons dans la section suivante les concepts spécifiques.
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Nous terminons par une évaluation des coûts de construction de la mémoire

artificielle en fonction des choix retenus (choix des distances, essentiellement).

La comparaison entre le coût d'utilisation d'une mémoire artificielle et le coût

des méthodes classiques sera présentée avec les expériences du chapitre 4.

2.3.L. CONSTRUCTION INITIALE
ARTIFICIELLE

DE LA MEMOIRE

Les premiers modules non spécifrques à une application donnée sont les

modules "expérimentation des heuristiques sur un échantillon" et "élimi-

nation des heuristiques dominées". Ils utilisent les résultats obtenus dans les

modules précédents spécifrques et ne nécessitent qu'un environnement infor-

matique structurant les informations. N'impliquant aucun développement

théorique, ils ne seront pas détaillés dans cette thèse.

2.3.1.1. Norrnalisation des nésultats orpérimentaux

Lorsque I'on utilise des techniques d'analyse des données, on ressent le besoin

de normaliser les quantités pour donner le même poids aux différents
paramètres retenus. Nous ferons de même ici pour les occurrences d'énoncé.

Pour simplifier la présentation, nous supposons dans toutes les formules du

chapitre 2 que l'on cherche à minimiser la valeur des critères considérés (on

passe évidemment d'une maximisation à une minimisation en multipliant la

valeur du critère par -1 et en ajoutant éventuellement une constante adéquate

si on souhaite travailler sur des valeurs positives).

Il y a plusieurs manières de normaliser des données quantitatives. Nous

donnons le choix aux utilisateurs de la mémoire artificielle entre trois types de

normalisations pour la valeur des critères.

h
En notant v'" la valeur du critère considéré obtenue en appliquant l'algorithme

heuristique d'indice h (h appartcnant à I'ensemble des indices d'heuristiques H=[1,2,...r1) )
à I 'occurrence d'énoncé d'indice e (e appartenant à I 'ensemble des indices

d'occurrencss f,=(1,2,...,01) ) et uf la valeur normalisée par l'un quelconque des

procédés de normalisation, on peut définir les trois procédés de normalisation

suivants:
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1o Valeur initiale

Pas de normalisation:
h ,h

ve=v e

2o Translation sans réduction

On effectue une translation propre à chaque occurrence d'énoncé de manière à
ramener I'origine à la meilleure valeur trouvée pour I'ensemble des
heuristiques:

En posant vls = mr; (v'l), on définit la valeur normalisée par:

h , h
ve=V e-Vre

3o Translation avec réduction

On effectue une translation propre à chaque occurrence d'énoncé de manière à
ramener I'origine à la meilleure valeur trouvée pour I'ensemble des
heuristiques, puis on divise par la longueur de I'intervalle compris entre la
meilleure valeur et la valeur la plus mauvaise de manière à ramener toutes les
valeurs entre 0 et 1 (si la longueur de I'intervalle est nulle, on pose
arbitrairement la valeur normalisée à 0):

En posant:

v1s =ptï f"'1, et v2"=-t* 1r,'f;

on définit la valeur normalisée par:

tl=(t'l-r, re)/(v2s-v1.)

Nous notons [INF, SUP] I'intervalle des valeurs normalisées extrêmes prises
par le critère:

. h h
INF-min(r" ) 

"t 
SLfP=ma x(vl)

€,h 
- 

",h 

ç
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z&.L2^Reeouvrement des occurrences d'énoncé par des classes

Pour chaque heuristique, cette partie consiste à recouvrir I'ensemble des

occurrences d'énoncé en classes. Il s'agit d'un recouvrement et non pas d'un
partitionnement: I'intersection de deux classes pour une heuristique donnée
peut ne pas être vide.

Pour chaque application, on demande au concepteur de la mémoire artificielle
de fournir un paramètre q représentant le nornbre maximal de classes à
construire pour chaque heuristique.

Remarque:

Nous avons essayé plusieurs procédés pour construire les classes. Il s'agit d'un des points les

plus délicats rencontrés lors de la construction de la mémoire artificielle.

Nos premiers essais ont consisté à effectuer des partitionnements de l'ensemble des occur-

rences d'énoncé en classes disjointes. Certains utilisaient un découpage de I'intervalle [INF,

SUPI en q parties égales. D'autres cherchaient les points de coupure de I'intervalle IINF, SUPI

de manière à équilibrer les classes de la "meilleure" heuristique (celle qui fournit le plus

souvent la meilleure valeur du critère). Ces méthodes créaient dans la mémoire artificielle

plus de 30% de points "flous", c'est-à-dire des points qui ne sont pas rattachés à des régions par

la méthode de partitionnement des classes en régions proposée par Bonneau et Proth (1985) (cf.

paragraphe 2.3.1.3). Cette présence importante de points "flous" rendait inefficace l'utilisation

de la mémoire artificielle.

La version actuelle de la mémoire artifïcielle utilise une technique de
recouvrement en classes. Elle consiste à demander un coefflrcient de
chevauchement c (0<a<0,5) et à recouvrir I'intervalle [INF, SUP] en q parties

comme I'illustre la figure 2.2.

Classe de modalité 3 Classe de modalité I

Fig.2.2. Recouvrement de I'intervalle des valeurs normalisées du critère

Pour chaque heuristique h, on attribue à une occurrence d'énoncé e une ou

deux modalités de classes selon l'appartenance de uf a ,rn ou deux intervalles

du recouvrement. Une occurrence d'énoncé est donc présente dans une ou
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deux classes pour chaque heuristique et à chaque classe est associée une
modalité: q pour la meilleure classe, q-l pour la suivante, etc. selon I'ordre
inverse de la suite d'intervalles considéréS.

En cas d'absence de chevauchement des intervalles, la séparation était
arbitraire entre les classes et pour une petite variation de la valeur du criêre
un point pouvait se voir entourer de points proches dans I'espace des
caractérisations mais appartenant à une classe différente, d'où la prolifération
des points flous.

Avec chevauchement, on laisse la possibilité aux points appartenant
simultanément à deux classes Cl et C2, ou bien d'appartenir seulement à une
région de C1 ou de C2, ou bien d'appartenir simultanément à une région de Cl
et à une région de C2 ou encore dans un faible pourcentage de cas à rester dans
I'ensemble des points flous. Cette possibil i té sera examinée lors de la
construction des régions.

A la fin de la phase de recouvrement en classes, on pratique un éventuel
regroupement des classes afin de faire disparaître les classes trop petites qui
ne pourraient pas être partitionnées par des régions de densité suffisante.

Regroupement de classes:

On demande à I'utilisateur de fournir le paramètre s, seuil minimal accepté
pour la cardinalité de toute classe.

on traite le regroupement des classes pour chaque heuristique.

Pour une heuristique donnée, I'algorithme est itératif. Il s'arrête lorsqu'il n'y a
plus de classe de cardinalité strictement inférieure au seuil s.

En début d'itération, on considère une suite finie de classes dont les modalités
sont i1, i2, ..., iq'r âv€c
itciz<...<in' et q'<q.

Soit ii la modalité d'une des classes de cardinalité minimale, celle de plus
petite modalité s'il y en a plusieurs. La classe de modalité i; est absorbée par la
classe de modalité ip où k est déterminé par la table de décision suivante où les
tests sont effectués dans I'ordre de présentation et où k prend la première
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valeur pour laquelle la condition est vérifiée. Dans la table, gi est la cardinalité

de la classe de modalité i.

La classe de modalité i; est absorbée par la classe de modalité it et la suite finie

de classes restante est remise à jour pour I'itération suivante.

Après absorption, les points prennent la modalité de la classe absorbante.

2.3.1.3. Partitionnement des classes en Égions et shrchrmtion frnale
de tamémoire

Les classes obtenues précédemment ne sont ni connexes, ni convexes comme le

montre la figure 2.3 dans la page suivante.

Aussi, lors de I'utilisation de la mémoire artificielle, il est difficile d'utiliser

directement les classes pour voir si un point peut être rattaché à I'une d'entre

elles. C'est pourquoi, comme Bonneau & Proth (1985b) I'avaient fait pour des

classes disjointes, nous avons été amenés à construire un partitionnement des

classes en régions. Nous présentons maintenant une partie des notions

définies par Bonneau & Proth (1985b).

Pour rattacher, ou affecter, une nouvelle occurrence d'énoncé à une classe lors

de la phase d'utilisation, on utilise la notion de proximité. Ceci nécessite de

choisir une distance dans l'espace des caractérisations. Nous utilisons les

distances construites à partir d'une métrique, la distance entre deux points x et

y est définie de la manière suivante:
ôu(x,y)=[t(Px-Py)M(Px-Py)] u2

où M est une métrique.

M est une matrice carrée (pxp) où p est le nombre de caractéristiques ou
coordonnées. P* est le vecteur composé des coordonnées de x. Selon cette

Table 2.1. Détermination de la valeur de k

Conditions testées successivement valeur prise par k

i=l 2

i=o' q ' -1

i;-i;-rcil+r-i; ou i;-ii-r=ii+r-i; et g;t_t(g;t*t j -1

i;-i5- r>ii + r-i; ou i;-i5- r=i5+ r-i; et g;t- t>gi;* 1 j+1
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défrnition, il y a autant de distances différentes que de métriques. Examinons
les métriques intéressantes pour notre problème.

o

U:
' ( .

o r  +  i

S

o
+

f +

* +
+

+o o

o o
o

o o
o

o o

o
o o

o

o

Lo Métrioue euclidienne.

Fig. 2.3. Exemple de classes

ME.

+ +

+

+
+ . a

ft . .l
1"""1
l-. ..l

C'est la métrique la plus courante dans le calcul des distances dans I'espace.

Dans ce cas, M=ME -Ip = matrice identité de dimensions (pxp).

2o Métrique diagonale, MDS.

Dans ce cas, M=MDs=(fio1,gyvndiag(1/o1,g, 1/o2,g, .,., l/otp,s)
i=1

où oi,g, i=1,2,..., p, est la variance du vecteur obtenu en considérant h ième
caractéristique (ou coordonnée) des occurrences d'énoncé de I'ensemble S.

Classe I

Classe 2

Classe 3

o \ - o o o

x

x
x

x
x

x
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i3o Métrique de Mahalanobis, MMs.

Dans ce cas, M=MMg-[det(VCs)]l/p(VCs)-l

où VCg est la matrice de variance-covariance associée aux vecteurs-lignes de la

matrice des caractéristiques des occurrences d'énoncé de I'ensemble S.

Il est à noter que l'on peut associer une distance diagonale ou une distance de
Mahalanobis à tout sous-ensemble x de z. Nous utilisons pour la construction

de la mémoire, une distance diagonale ou de Mahalanobis générale associée à
tous les points de z tant que nous n'avons pas construit le partitionnement en

régions. Une fois le partitionnement en régions terminé, nous utilisons une
métrique propre à chaque région qui tient mieux compte de la forme de la
région comme nous I'illustrons ci-après.

Pour le partitionnement en régions (distance générale), I'utilisateur a le choix
entre les trois métriques. Pour la structuration finale de la mémoire, nous
imposons dans la version actuelle de la mémoire la métrique diagonale en
raison de son rapport qualité-temps de calcul.

La métrique de Mahalanobis appliquée à des ensembles S de forme allongée

donne des distances de mêmes ordres de grandeur pour les points les plus

éloignés du centre de gravité, c'est-à-dire qu'elle transforme un ovoïde en
sphère pour le calcul des distances entre les points de I'ovoïde. Elle permet

donc de tenir compte de la forme des ensembles (classes ou régions) auxquels
on cherche à affecter un point.

Ensemble 2

Fig. 2.4. Problème lié à I'affectation

On voit sur la figure 2.4 dans la page suivante, sur un exemple à 2 dimensions,
que si I'on utilise la métrique euclidienne, e' sera affecté à I'ensemble 2, alors

'o  
o o oê

( " "cj '" '
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qu'en fait, il est à I'intérieur des frontières à I'ensemble 1. Avec la métrique de
Mahalanobis associée à chaque ensemble, ce problème ne se pose plus.

Malheureusement, la métrique de Mahalanobis coûte très cher. Aussi on peut
se contenter d'utiliser la métrique diagonale. C'est un compromis entre la
métrique de Mahalanobis et la métrique euclidienne, car la métrique diagonale
transforme moins bien les ovoides en sphères, mais les calculs correspondants
sont nettement moins coûteux.

Nous détaillons maintenant la manière de déflrnir puis de construire les
régions en utilisant I'une quelconque des métriques.

A) DEFINITIONS

Pour définir la notion de région, on a besoin de définir tout d'abord la notion de
boule et la notion d'ensemble connexe.

I)éfinition 2.1:
Par analogie avec Ia topologie, on définit une boule dans I 'ensemble
d'occurrences d'énoncé E, de centre x et de cardinalité s+1 comme un des sous-
ensembles de points de z formé par x et ses s plus proches voisins.

Défrnition2.2:
Un ensemble connexe x d,e E est un sous-ensemble vérifiant la propriété
suivante:
Pour tout couple de points (x, y) de x, il existe une suite de boules de c incluses
dans X, 81,82, ..., B- telles que:
Vi = l, 2, ..., m-1, B;nBi*yÊA, et xeB1, yeBm.

Définition23:
IJn sous-erisemble nde rest d'épaisseur au moins s0 s'il existe une boule de c
de cardinalité s0+1 incluse dans A- On dit qu'il est de taille au moins sl si son
cardinal est supérieur ou égal à s1.

Défirrition 2.4:
On définit une région R(s0,s1) de e (sous-ensemble de s) comme un sous-
ensemble de .4 connexe d'épaisseur au moins s0 et de taille au moins s1.
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Remarque:
La notion de région telle que nous I'avons définie est beaucoup moins forte que

la convexité, ces régions pouvant avoir toutes les formes possibles pourvu

qu'elles restent connexes. Nous n'avons pas cherché à définir des régions à la

fois connexes et convexes pour deux raisons:

1'Algorithmiquement il est très difficile de reconnaître les zones convexes.

2" La convexité est une hypothèse agréable mais exigeante et I'on risque

d'obtenir des régions de cardinal bien trop faible.

Définitions 25:

1o Le centre de gfavité Gn de la région R est le point dont les coordonnées sont

les coordonnées moyennes des points de la région.

2o La métrique diagonale associée à la région R est notée Mp.

3o Le rayon maximal Rmaxg de la région R est la distance maximale entre un

élément de la région et le centre de gravité pour la métrique Mn.

RmaxP=max(ôUp(GR,e))
e e R

4o Le rayon minimal Rminx de la région R est la distance minimale entre un

élément en dehors de la région et le centre de gravité pour la métrique Mp.

Rming-mi n(ônan(Gn,e))
eeR

Ces caractéristiques vont servir pour la phase d'utilisation. Il faudra donc

stocker ces informations dans la mémoire.

Commentaire:

Rmax et Rmin définissent deux sphères avec G comme centre. La sphère

définie par Rmin est la plus gtande sphère possible ne contenant que les points

de la région. La sphère définie par Rmax est la plus petite sphère possible

contenant tous les points de la région (voir la figure 2.5). n est possible que

Rmin soit plus grand que Rmax.
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Fig. 2.5. Signification de Rmin et Rmax

I)éErrition2.6:
Soit z un sous-ensemble d'un ensemble frni x,, on dira que R1,..., Rl, zestun
partitionnement en négions (s0, sl) de.a si les ensembles R1, ..., Rl, Zvéitfient:
1) vi<, Ra est une région de taille au moins sl et d'épaisseur au moins s0,
2) Vi, Vj*i, I'ensemble RluRi n'est plus une région,
3) le sous-ensemble z est tel que:

- pour tout xe z et pour tout i, l'ensemble &u(x) n'est plus une région,
- il n'existe pas de région (s0,s1) incluse dans Z.

Zest appelé znne trouble.

Bonneau & Proth (19S5b) ont démontré le théorème suivant:

Théorème2.lz
Pour tout s0 et s1 et pour tout sous-ensemble A de z, il existe un et un seul
partitionnement en régions (s0,s1) de n

Al gon th.me .de ..con struction ..de s .ré gi.on s:

On se donne (s0,s1) et une classe A= laL, â2, ..., â<o) (où a5 est le point défini par
le vecteur des caractéristiques d'une occurrence d'énoncé de la classe 4) que
I'on veut partitionner en régions (s0,s1):

x
t \

x

x

x

t

x

x

x x

x )
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I
I  t  z i=  A ,k :=  0 ,  F INI  :=  faux ;

2. Tantoue FINI = faux faire

2.1. FINI = vrai
2.2.Pour chaque xe Zfaire

2.2.L Calculer la plus grande boule B* de centre x, incluse dans eÎ);
2.2.2 INT := {j / j<k et RlnB,r*O};

2.2.3 Si card(B*)2s0+1 El INIT=O qlaæ
k := k+1, Rp := B*, FINI:=faux, z:= z - lxl;
sinon $! INT*O alors

k:= k+1, RL:=B* L/ Ri;
ie INT

FINI := faux, z:= Z - {xl;
Supprimer les régions de INT, et renuméroter les régions de
manière contiguë, recalculer k;

Finsi.
Finsi.

Finlrour.

Fintantque.

3. Remettre les régions de taille inférieure à sl dans z.

Comme le partitionnement est unique (théorème 2.1), on peut considérer les
éléments de z dans n'importe quel ordre.

h
Nous notons fi- la classe de modalité i pour I'heuristique h. Cet algorithme de

partitionnement en régions est utilisé pour le critère considéré pour chaque

heuristique h et en rempla çant Apa" rf pour i = L,2,..., q. On obtient ainsi pour

chaque classe fl, une zone trouble z\ et un ensemble de régions

al = tdr,olr, ..., *1,"1,, o,i ,f =.""d(ql) est le nombre de régions pour la

classe ff.

1' Lorsqu'un point de â est aussi dans une autre classe en raison des chevauchements, on
suppose ici qu'il est uniquement dans .r{.
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z"3.l.L,Coût de la oonshrction

La construction de la mémoire artificielle demande beaucoup de calculs et
utilise beaucoup de mémoire centrale et d'espace disque.

Si on veut économiser de la place mémoire ou de I'espace disque, on perd du
temps pour reconstruire des informations utiles non conservées. Si ces
informations sont souvent utilisées ou longues à obtenir, le temps de
reconstruction est très long. Mais, par ailleurs, comme on n'a pas assez de
mémoire centrale pour stocker toutes ces informations, on est obligé d'utiliser
le disque. On utilise aussi le disque parce que la mémoire artificielle est
composée de plusieurs modules indépendants qui.communiquent, pour la
plupart d'entre eux, par des fichiers.

Les coût de la phase de préparation ne dépendent absolument pas des choix
faits pour la construction de la mémoire artificielle. Les coûts sont liés à
I'application considérée, à la taille moyenne et au nombre total des occurrences
d'énoncé générées, ainsi qu'au nombre d'heuristiques et à leur complexité
moyenne. Il n'existe pas de formules donnant une expression analytique de ces
coûts, aussi nous contenterons nous de fournir les valeurs pour les expériences
réalisées au chapitre 4.

Par contre, le coût de la phase d'organisation n'est pas lié à I'application
retenue. Il est lié au problème considéré par le nombre p de caractéristiques
retenues pour chaque occurrence d'énoncé, le nombre y de critères retenus
(pour une version de la mémoire artificielle, 1=1; et le nombre 11 d'heuristiques
retenues (qui peuvent varier selon le problème), d'où, pour cette phase, une
évaluation générale du coût indépendante des prtiblèmes, mais dépendante des
métriques choisies.

A) COUT EN MEMOIRE CENTRALE DE LA PHASE D'ORGANISATION

On uti l ise la mémoire centrale pour stocker les caractéristiques des
occurrences d'énoncé. Cette partie de mémoire est donc proportionnelle au
nombre or d'occurrences d'énoncé et au nombre p de caractéristiques. On
utilise aussi la mémoire pour stocker, pour chaque heuristique et chaque
critère, l'appartenance à une classe d'une occurrence d'énoncé. Cette partie de
mémoire est proportionnelle au nombre or d'occurrences d'énoncé et au
nombre q d'heuristiques.
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On utilise au moins deux fois la distance entre tout couple d'occurrences

d'énoncé. Le calcul de cette distance est très coûteux comme on le verra au
paragraphe D. C'est pourquoi on stocke le calcul de ces distances sur disque,

car d'une part la mémoire principale est insuffisante pour conserver ry

distances et, d'autre part, lors de la mise au point de la mémoire artificielle,

cela nous évitait de recommencer cette phase coûteuse précédant le partition-

nement en régions.

Remaroues:
1o On devrait ne stocker que o(o1)/2 distances, en raison de la symétrie des distances, mais

ceci augmenterait considérablement le coût du partitionnement en régions en ajoutant de

nombreuses lectures d'informations inutiles dûes à la lecture des informations par blocs et à

l'absence, pour cette solution qui économise la place, de séries contigùes pour les distances

entre un point x et tous les autres points, c'est pourquoi on a stocké en fait o2 distances.

2" Ce fichier des distances n'est plus utile après le partitionnement en régions, il ne figure donc

pas dans l'état, frnal de la mémoire artificielle.

On utilise également le disque pour stocker les informations pendant le
partit ionnement en régions. Ceci demande une place sur disque
proportionnelle au nombre o d'occurrences d'énoncé et au nombre 11 d'heuris-

tiques, puisqu'on stocke seulement le numéro de région pour chaque

occurrence d'énoncé et chaque heuristique.

Un autre fichier contient les grandeurs caractéristiques des régions. Son

encombrement est proportionnel au nombre total de régions et au nombre de

caractéristiques d'une occurrence d'énoncé.

C) COIIT EN TEMPS DE LA PHASE D'ORGANISATION

Comme on I'a vu ci-dessus, le coût en espace mémoire et en espace disque de la
phase d'organisation est pratiquement indépendant de la métrique. Il n'en est
pas de même pour le temps de calcul, et les différences sont considérables. Ce

temps peut être décomposé en deux parties: partitionnement en régions, et

calcul des grandeurs caractéristiques des régions. Nous exprimons les coûts

en nombre d'opérations élémentaires.
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{emps dc partitionnemcttt en régions

En ce qui concerne ce temps, c'est le calcul des distances qui coûte très cher. Il
faut calculer (co-1)o/2 distances. Le calcul d'une distance coûte plus ou moins
cher suivant le choix de la métrique et le nombre p de caractéristiques pour les
occurrences d'énoncé.

Pour calculer la distance entre deux points el et e2, il faut tout d'abord calculer
l'écart des coordonnées entre ces points

Vi, difi(e 1,e2)=xi,"t-xi,e2i

Le volume de calculs est proportionnel à p.

Le temps du calcul suivant est différent selon la métrique. On peut distinguer
trois cas (en supposant la métrique déjà calculée):

1o La métrique est une matrice carrée non creuse (métrique de Mahalanobis
par exemple):

Dans ce cas, on a:

ô(e 1,e2) = a / .>_ .I_ difi(e 1,e2 ).mi;.di$(e L,e2)
I  i=1 j= l

où m1; est l'élément de i-ième ligne et j-ième colonne de la métrique. Ceci coûte
alors (3p2+1) lorsque, pour tout i, dif(e1,e2) a été calculé.

Le nombre d'opérations nécessaires pour calculer <o(o1)/2 distances est donc

Ito2+p+11

En prenant le monôme de plus grands degrés de ce polynôme en p et {D, on
obtient un ordre de grandeur du coût proportionnel à o2p2.

2o La métrique est une matrice diagonale mais non euclidienne

Dans ce cas, on a:

ô(e1,e2) -

où m; est le i-ième élément de la diagonale de la métrique. Ceci coûte donc
(3p+1) lorsque, pour tout i, difi(el,e2) a étê calculé.

jt"i.ai{r eL,ez)
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Le nombre d'opérations nécessaires pour calculer o{ol.l)/2 distances est alors

g$*an+rr

L'ordre de grandeur du coût est donc proportionnel à <rl2p.

3o La métrique euclidienne

Dans ce cas, on a:

ô(e1,e2) - jaft.r,"zt
i=1

Ceci coûte (2p+1) lorsque, pour tout i, difi(e1,e2) a été calculé.

Le nombre d'opérations nécessaires pour calculer o(or-1)/2 distances est alors
o{c*1)
n13p+L)/2.

L'ordre de grandeur de ce cofrt est donc proportionnel à ol2p.

Il faut encore prendre en considération les temps de calcul de la métrique.

1o Utilisation de la métrique de Mahalanobis.

Si on utilise la métrique de Mahalanobis pour déterminer les distances entre

les points pour le partitionnement en régions, il faut tout d'abord calculer la
métrique de Mahalanobis associée à tout I'ensemble, c'est-à-dire calculer la

matrice de variances-covariances associée à cet ensemble, et I'inverser.

Afin de calculer la matrice de variances-covariances, il faut calculer la

moyenne pour chaque variable. La moyenne de la caractéristique i est calculée
en utilisant la formule suivante:

o
sr
Àxi ,k
k=1

x i= -
û)

ll faut donc (ol+1) opérations.
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1 Il faut au total p.(co+l) pour calculer les moyennes des variables.

La covariance entre les variables i et j est calculée par

û)

I(*t,u- Ïi)(xj,t- Îi)
k=1

covij -

Le coût de calcul d'une covariance est alors de (4ol+1) opérations (deux

soustractions, une multiplication, ensuite une addition, pour un k, et enfin une
division pour calculer la covariance). Le nombre d'opérations nécessaires pour
calculer la matrice de variances-covariances est donc de
Eflrfi*l)+(por+1)

L'ordre de grandeur du coût est donc proportionnel à p2ol.

En ce qui concerne I'inversion d'une matrice, on utilise la méthode de Gauss.

Supposant que la matrice originale et inverse sont respectivement X et Y, et x;;
et Yi-j sont respectivement l'élément de i-ième ligne et j-ième colonne de X et de
Y, une version simplifiée de cette méthode (où on néglige la transposition de
deux lignes lorsque le "pivot" est nul) peut fournir une évaluation approchée de
son coût. Cette version simplifiée s'écrit:

1. Initialiser Y à la matrice identité dans p. :
2. Mettre X sous forme d'une matrice triangulaire supérieure et de diagonale

unitaire: c'est-à-dire: Vi, xi,i=1, et Vj>i, xi,i=Q;
Pour i de 1è p-1 faire

Pour k dc 1! p faire
Xi ,L:=X; ,L/X1, i ;

yi,k:=yi,k/xi, i ;

Finpour

Pour jde i+ l i p fa i re

coef:=xj, i i

Pou rkde fàp fa i r e

xj,k: =xj,k-coef. xi,ç ;
yj,k: =yj,k-coef.y;,L;

Finpour

Finpour
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Finpour

3. Mettre X sous la forme d'une matrice identité

Pour idepà2fa i re
Pour jde i -1à l fa i re

Pour k de 1i p faire
-
l l  xi.t:=x:.t-xi. i 'x

yj,k: =yj,k-xj,i'yi,k;

Finpour

Finpour

Finpour

La matrice Y devient la matrice inverse de X.

La troisième partie rend Vj*i, x1,i=0 et xi,i=l. La ligne encadrée n'est pas

nécessaire, puisque seules les données des colonnes inférieures à i sont utiles
pour les calculs ultérieurs. Qu'il y ait cette instruction ou non, les colonnes

d'indice inférieur à i ne sont pas changées. Cette instruction peut donc être

éliminée.

La deuxième partie nécessite 2p(p-1) divisions plus p(p-1).p multiplications et

soustractions, il fiaut donc au total des opérations dont le nombre est

2p(p- 1 )+p(p- 1 ).p+p(p- 1).p=2p(p- 1)(p+ 1 )

La troisième partie a besoin de p2(p-1)/2 multiplications et soustractions, soit

un ordre de grandeur de p3.

Il faut au total p(3p2-p-2) opérations pour calculer la matrice inverse,

c'est-à-dire de I'ordre de p3 opérations.

Le déterminant de la matrice peut être calculé en parallèle avec I'inversion.

Le coût du calcul d'une métrique de Mahalanobis a alors un ordre de grandeur
proportionnel à (20*3p)p2, qui se simplifie ici en olp2 (car on a toujours pSol).

2o Utilisation d'une métrique diagonale

Pour déterminer une métrique diagonale, il faut tout d'abord calculer les écart-

types des variables. Pour cela, le calcul des moyennes des variables est

nécessaire.
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.

L'écart-t5pe de la variable i peut être calculé en utilisant la formule

le:z
I > (x,,_-t , \ -  /  > |  *?,-2*,,-r ,+x, I

n / -  \ -  / k = 1 \  
t ' r  t , l  

_  / t l r \  
i ' L  i , k  I  r )

- '^ i ' : r rF=rrF

Ë *?,
k = 1  

l ' K  - 2-o f  -x i

suivante:

i *?.
k = 1 1 ' K

_2x .+o .x
l l

On adopte ainsi I'algorithme

Xli:=0, X2;:=0;
Pour j de 1à at faire

X1i:=X1i+xi ; ;

X2;:=X2;+x?.:r J t

Finpour

suivant pour le calcul d'un écart-type

X21 est alors l'écart-grye de la variable x1.

Pour calculer un écart-type, il faut 2or additions, ot+3 multiplications, une
soustraction, puis le calcul d'une racine carrée. C'est-à-dire (Bco+b) opérations.

Pour calculer la métrique, il faut des opérations dont le nombre est
P'(3'o*5)+P=P'(3.ot+6)

L'ordre de grandeur est proportionnel à op opérations.

Sur un SUN 3/110, pour 600 exemples et 90 caractéristiques, il faut 40 heures
pour calculer les distances en utilisant la métrique de Mahalanobis. Ce temps
se réduit à une heure et demie si I'on utilise la métrique diagonale.

. Le temps de ealcul des grrndeurÊ ea,ructéristiques

Pour calculer les grandeurs caractéristiques, il faut calculer, pour chaque
région, la métrique qui lui est associée. La formule de calcul du temps de ce
traitement a été établie plus haut: il suffit de remplacer o par le nombre

I
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d'occurrences d'énoncé de la région (on ne peut plus simplifrer la formule
(2<+r3p)pz).

Remarque:
Les centre de gravité des régions peuvent être calculés pendant le calcul des métriques de

Mahalanobis ou diagonale.

Pour calculer les rayons Rmax et Rmin, il faut calculer les distances entre les
centres de gravité et toutes les occurrences d'énoncé.

En notant p le nombre total de régions pour toutes

nombre d'occurrences d'énoncé dans la région i, on

ordre de grandeur que n.o.

Les temps de calcul des grandeurs caractéristiques en nombre d'opérations
élémentaires sont respectivement des ordres suivants selon le choix de
métrique.

1o Pour la métrique de Mahalanobis

p

tB porpz+ )(2ui+3p)p2l=p2(3pr*3 pp+2r1 co)
i = 1

2o Pour la métrique diagonale

p

tBporp+ )Buipl=3cop(p+tl)
i=1

3o Pour la métrique euclidienne

p
2opp+)uip=@p(2p+n)

i=1

En résumé nous obtenons un tableau récapitulatif suivant:

les heuristiques et u; le
p

sr
a:)ui qui est du même

i = 1

Structuration

Table 2.1. Co-ût d'
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Le coût de construction de la mémoire artificielle dépend fortement du choix de
la métrique. D'après les analyses de ce coût, on remarque que I'utilisation de la
métrique diagonale coûte beaucoup moins cher que la métrique de
Mahalanobis et qu'elle coûte à peine plus cher que la métrique euclidienne.
C'est pourquoi les expériences que nous présentons au chapitre 4 utilisent la
métrique diagonale. Par ailleurs, pendant I'affectation, I'utilisation d'une
métrique de Mahalanobis coûte très cher. Afin de limiter le temps
d'affectation, nous utilisons exclusivement la métrique diagonale au cours de
I'utilisation de la mémoire artificielle.

2.3.2. UTILISATION DE LA MEMOIRE: AFFECTATION

Nous présentons I'utilisation de la
donnerons simplement à la fin de
utilisation interactive multicritère.

mémoire dans le cas monocritère, nous
ce paragraphe quelques idées pour une

La mémoire étant construite, le problème qui nous intéresse maintenant est de
considérer une nouvelle occurrence d'énoncé e et, en utilisant la mémoire, de
trouver le plus rapidement possible l'heuristique à lui appliquer afin d'essayer
de minimiser un critère donné.

Ceci demande de chercher à attacher la nouvelle occurrence d'énoncé e, pour
chaque heuristique, à des régions. On suppose alors qu'en appliquant cette
heuristique, e obtiendrait la même modalité que celle des occurrences d'énoncé
de cette région. Nous obtenons ainsi une modalité supposée pour chaque
heuristique. En comparant ces modalités, nous pouvons décider d'appliquer
une des heuristiques qui fournissent la meilleure modalité. Pour éliminer les
ex-æquos, lorsque plusieurs heuristiques fournissent cette meilleure modalité,
nous nous donnons un ordre de préférence. Cette ordre est défini par une
hiérarchie de type suivant: une heuristique est préférée si, pendant I'expéri-
mentation,

Lo elle est celle qui donne le plus souvent la meilleure valeur au critère;
2' à égalité, elle donne strictement la meilleure valeur le plus souvent;
3" à égalité, elle donne la meilleure valeur moyenne pour le critère.

Nous examinons les heuristiques dans cette ordre, c'est-à-dire dans I'ordre h1,
hz, ..., hrl, où h1 est celle qui est préférable, h2 est la suivante dans I'ordre de
préférence, etc.
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Avant de présenter en détail I'algorithme d'affectation, nous définissons les
notion de faible attachement et de fort attachement.

IXfrnitions 2.7:
Pour une région R d'une heuristique h, on dira qu'une occurrence d'énoncé e
est faiblement attachée à la région R si on a dy*(GR,e)<RmaxR (cette relation

signifie que Ia nouvelle occurrence d'énoncé se trouve à I'intérieur de la plus petite zone

contenant toutes les occurrences d'énoncé de la région R) et que I'occurrence d'énoncé e
est fortement attachée à la région R si on a dy*(Gn,e)<Rming (cette relation

signifie que la nouvelle occurrence d'énoncé se trouve à I'intérieur d'une zone ne contenant

que les occurrences d'énoncé de la région R).

L'algorithme est de forme itérative et s'arrête dès que l'on trouve une
heuristique de meilleure modalité possible à laquelle I'occurrence d'énoncé
peut être attachée le plus fortement possible (à égalité, on retient I'heuristique
la mieux classée dans I'ordre des heuristiques défini ci-dessus).

De manière plus détaillée:

On examine successivement les modalités par valeurs décroissantes (jusqu'à

la valeur 2).

Pour une valeur de modalité donnée, on examine les possibilités d'attachement
de I'occurrence d'énoncé à des régions associées à chaque heuristique, d'abord
en considérant les attachements forts, puis en considérant les attachements
faibles.

Pour une modalité donnée k et pour un type d'attachement (fort ou faible), on
examine les heuristiques dans I'ordre de leur classement et on cherche pour

chacune d'elle la meilleure modalité d'une des régions auxquelles I'occurrence
d'énoncé peut être attachée pour le type d'attachement considéré.

Si la meilleure modalité trouvée est égale à la modalité considérée k, alors on
retient I'heuristique correspondante et on arrête la recherche.

Si les itérations se terminent sÉrns que I'on ait choisi une heuristique, alors on
demande un raffraîchissement de la mémoire car I'occurrence d'énoncé est
probablement dans une région pauwe en expériences de la mémoire ; mais on
applique I'heuristique numéro 1, pour fournir immédiatement un résultat pas

trop mauvais à I'utilisateur.
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Signalons qu'un autre chercheur de notre laboratoire (lVoyiatzis 198?]) a

également construit une mémoire artificielle pour piloter un système de
production. Il utilise une méthode de classification automatique hiérarchique
pour construire la mémoire et une méthode d'afféctation hiérarchique basée

sur des conditions de proximité. Dans son travail, les classes ne sont pas

obtenues à partir des valeurs du critère mais à partir des caractéristiques des

occurrences d'énoncé ; mais à chaque classe est associée un vecteur

d'informations sur le comportement global de chaque heuristique pour la

classe (par exemple, le pourcentage d'occurrences d'énoncé dans la classe qui

obtient la meilleure modalité pour un critère donné). Il utilise ces valeurs pour

choisir I'heuristique après affectation de la nouvelle occurrence d'énoncé à la
classe.

Pour une utilisation multicritère de la mémoire artificielle, on peut utiliser un
tableau d'informations construit pour I'utilisation monocritère (mais non

détaillé dans I'algorithme présenté ci-dessus sous forme litteraire).

A partir d'une occurrence d'énoncé, on peut construire, pour chaque
heuristique et pour chaque critère, la liste éventuellement vide, contenant la
référence et la modalité, des régions auxquelles I'occurrence est fortement (ou

faiblement) attachée

De même que dans le cas monocritère, on utilise cette liste, mais de manière
interactive avec I'utilisateur.

On peut dans un premier temps lui fournir pour chaque critère, la liste des
modalités possibles que I 'on peut espérer obtenir avec certaines des
heuristiques et le meilleur attachement correspondant.

En conversationnel, il peut ou bien analyser le résultat donné par une des
heuristiques et la retenir éventuellement, ou bien limiter le champ des
modalités possibles pour chaque critère et avoir des conclusions sur les

conséquences pour les autres critères; ainsi en modifïant de manière

dynamique les modalités minimales souhaitées pour chaque critère, il finira
par déduire I'heuristique qui lui convient le mieux.
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Une autre façon plus simple de travailler dans un atelier de manière

multicritère consiste à choisir son critère au moment où I'on considère la

nouvelle occurrence d'énoncé (qui peut être un sous ensemble non encore

terminé de I 'occurrence d'énoncé précédente dont on recalcule

I'ordonnancement en raison d'aléas).

2.4. REALISATION DES MODT,ILES SPECIFTQTJES A CTTAQTJE
APPLICATION

2.4.L. PROBLEMES D'ORDONNANCEMENT DE TYPE
JOB-SHOP

Dans cette section, nous allons montrer comment réaliser les modules de la

mémoire artif icielle en prenant comme application les problèmes

d'ordonnancement de tlpe Job-shop.

?^4.1^.l. Génération aléatoire des occurences d'énoncé

Nous supposons que nous utilisons la mémoire artifrcielle pour un atelier

particulier. Aussi, les types de machines et les types produits pouvant être

fabriqués dans l'atelier sont connus et décrits par des paramètres. Les

nombres de tlpes de machines et de produits sont respectivement M et N. Il y a

donc autant de réalisations de mémoire artificielle possibles que d'ateliers, car

la dispersion des occurrences d'énoncé sera propre à I'atelier.

Pour chacun des N types de produits, on génère le nombre d'opérations à

effectuer, les machines utilisées par les opérations ainsi que les durées

opératoires correspondantes.

Pour générer les gammes de produits, on se donne les intervalles suivants:

[on,om] fourchette (2) du nombre d'opérations d'un produit;

[n,lm] fourchette de la plus petite durée des opérations d'un produit;

[rn,rm] fourchette du rapport de la durée la plus grande des opérations sur la

durée la plus petite des opérations.

2 Nous utilisons le mot "fourchette" pour désigner I'intervalle de défrnition des données
correspondantes lors de la génération.
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Algorithme de génération de N gammes:

Pour ide f lN fa i re
Générer un nombre d'opérations gi sur [on,om];
Générer la plus petite durée des opérations /sur [ln,lm];
Générer un entier j1 sur [l,gi]i
l i ;1:=/ ;

Pour chaque j*jl et l<j<gi
Générer une durée opératoire l;; sur U.rn,f.rml;

finpour
Pour j de 1à gl faire

Générer un numéro de machine pil sur [1,M] tel que Fi;+p,r-,
finpour

finpour

A ce niveau, on a gén&é un catalogue de produits. pour générer une
occurrence d'énoncé on tire de manière aléatoire une suite de produits dans ce
catalogue et pour chacun d'eux on génère une date d'arrivée et une date de fin
souhaitée.

Nous supposons qu'il existe des familles d'occurrences d'énoncé ayant des
caractéristiques voisines que nous générons avec les mêmes paramètres, et
d'autres familles défrnies par d'autres valeurs des paramètres. Ce sont ces
paramètres qui rendent les occurrences d'énoncé différentes les unes des
autres.

A chaque famille d'occurrences d'énoncé sont associés six paramètres:

[nn,nm]: intervalle contenant le nombre de produits à fabriquer.
cr1: coeffrcient utilisé pour la génération des dates d'arrivées des

produits;
a2, o,3, u4: coefficients utilisés pour générer les marges des produits.

Générer un nombre de produits n sur [nn,nm];
1o Pour i de 1i n faire

Générer un numéro de type de produit 4 sur 1t,Nl;
Attribuer au produit i les caractéristiques de type 4
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" 
Bi!=g'ri
Pour jde làg i fa i re

l ;1:=l ' *5 i

Fi ' i :=P'  "

finoour

fingour.

2o Calculer la charge lJ[/ de la machine la plus chargée:

![=max( t lij)
lr pi'j=p

Génération des dates d'arrivées et des dates de fin souhaitées des produits:

S"Pars idg l in fa i re
Générer la date d'arrivée sur r1 sur [0,cr]..W]
Générer le délai d1 sur [r;+p;,r;+p i+a2.W+o"3.p;+cr4.9;l

frnpour

2.4.1 2. Camctérisation des occurnences d'énoncé

Comme, pour un ensemble de commandes, le nombre de machines a été frxé
pour I'atelier considéré, mais que le nombre de produits et le nombre

d'opérations sont variables et en outre relativement grands, il faut remplacer

les jeux de données numériques correspondant à une commande par un

vecteur de caractéristiques de IRP avec p fixé. La phase de caractérisation est

rrn des aspects les plus difficiles de la consbmction de la mémoire artificielle.
Elle doit vérifier les deux conditions suivantes:
1o Bien représenter les informations des jeux de données.
2' Limiter le nombre de caractéristiques retenues.

Pour les problèmes d'ordonnancement de type Job-shop, nous proposons la

caractérisation suivante.

Nous utilisons deux scalaires sans transformation:

n: Nombre de produits dans la commande.

NOP: Nombre total d'opérations dans la commande.

Nous utilisons également les moyennes et les écart-types des vecteurs suivants:

10 Dates d'arrivée des produits.
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Durées de fabrication des produits.
Délais des produits
Marges absolues des produits (di-(ri+pi))

Ratios de marges des produits ([d;-(ri+pi)]/(di-ri))

Nombres d'opérations des produits.

Charges des machines

Nombres d'opérations sur les machines
Durées des opérations.

Cela fournit au total .20 caractéristiques. La caractérisation retient les
informations agrégées qui nous semblent les plus importantes et les plus
significatives pour tester les regsemblances entre deux jeux de dorurées.

2.4.1 3. Heuristiques utilisées

Dans la littérature, on trouve essentiellement deux types d'algorithmes
approchés: les méthodes énumératives tronquées et les constructions de
solutions obtenues en appliquant des règles de priorité ([Panwalker & Iskander
L9771). Les premières méthodes ne sont pas applicables lorsque la taille des
problèmes devient grande, surtout lorsque le nombre d'occurrences d'énoncé
est important.

Dans notre étude, nous nous limitons donc aux algorithmes utilisant des
règles de priorité pour choisir entre plusieurs opérations disponibles au pied de
la machine ou sur le point d'arriver.

Nous utilisons pour certaines de ces règles des ordonnancements sans délais,
(c'est-à-dire les ordonnancements dans lesquels on ne laisse jamais la
machine inoccupée s'il existe au moins un produit au pied de la machine qui
attend pour subir une opération), ou des ordonnancements actifs, où on peut
laisser la machine inoccupée pour attendre une opération urgente qui n'est pas
encore au pied de la machine (mais il ne doit pas exister de produits au pied de
la machine que I'on pourrait exécuter sur I'intervalle où on laisse la machine
inoccupée).

Chaque règle donne naissance à une ou plusieurs heuristiques. Les règles
utilisées dans notre approche sont:
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1. Règles tenant compte des durées d'exécution:
(1) SPI: priorité à I'opération ayant la plus petite durée d'exécution.
(2) LPT: priorité à I'opération ayant la plus grande durée d'exécution.
(3) SR: priorité à I'opération d'un travail correspondant à un minimum

de durées opératoires restant à réaliser (la plus petite somme de durées
pour toutes les opérations non encore exécutées).

(4) LR: similaire à (3) en remplaçant "minimum" par "maximum".

(5) LRM: similaire à (4), mais le travail restant n'inclut pas la durée de
I'opération envisagée.

(6) LSPON: priorité à I'opération telle que I'opération suivante dans la
gamme a la plus grande durée opératoire.
2. Rèeles tenant compte des dates de fin aq plus tard:

0) EDD: priorité à I'opération appartenant à un produit ayant la plus
petite date de fin au plus tard.

(8) OPNDD: priorité à I'opération ayant la plus petite date de fin au plus tard
par opération. Les dates de fin au plus tard par opération sont calculées
préalablement pour chaque opération de chaque produit suivant un
principe de répartition de la marge entre les opérations. La marge est ou
bien partagée également entre les opérations, ou encore partagée
proportionnellement à la durée de chaque opération, d'où (8') et (8").

3. Règles tenant comote du nombre d'opérations :
(9) FOPNR: priorité à I'opération qui appartient à un produit dont le nombre

d'opérations restant à effectuer est minimal.
(10) MOPNR: similaire à (9) en remplaçant "minimal" par "maximal".
(11) LHALF: priorité à I'opération d'un produit dont au plus la moitié des

opérations restent à exécuter.
(I2) FHALF: similaire à (11) en remplaçant "au plus" par "au moins".

4. Règles tenant compte des dates d'arrivée au plus tôt eUou des dates de
fin au plus tard:

(13) FIFO: priorité à l'opération qui est arrivée le plus tôt au pied de la
machine.

(14) FASFO: priorité à I'opération appartenant à un produit arrivé le plus tôt
dans I'atelier.

(15) LIFO: priorité à I'opération arrivée le plus tard au pied de la machine.
(16) S-1: priorité à I'opération appartenant à un produit ayant le moins

de marge restante (date de fin au plus tard moins durée opératoire totale
restante).
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(17) S-2: priorité à I'opération appartenant à un produit ayant le moins
de marge statique (date de fin au plus tard moins durée totale
d'exécution, moins date d'arrivée au plus tôt du produit).

(18) S-l/OP: priorité à I'opération appartenant au produit ayant le plus petit
ratio défini par la marge restante divisée par le nombre d'opérations
restantes.

(19) S-2/OP: priorité à I'opération appartenant à un produit ayant le plus
petit ratio défini par la marge statique divisée par le nombre d'opérations
restantes.

(20) JSR: priorité à I'opération appartenant au produit ayant le plus petit
ratio défini par la marge restante divisée par le temps restant (intervalle

entre I'instant donné et la date de fin au plus tard).
(2L) RSPII: priorité à I'opération appartenant à un produit ayant le plus

petit ratio défini par la marge restante divisée par la somme des durées
de toutes les opérations non encore terminées.
5. Règles tenant comote des machines:

(22) NINQ: priorité à l'opération dont le successeur immédiat va aller sur
une machine ayant le moins d'opérations en attente au pied de la
machine.

(23) WINQ: priorité à l'opération dont le successeur immédiat va aller sur
une machine ayant la plus petite somme de durées opératoires pour les
opérations en attente au pied de la machine.

Nous utilisons également les règles de priorité PRMT, PRTT, PRTF définies
dans le chapitre 3 et appliquées aux délais par opération obtenus en
répartissant la marge entre les opérations.

2.4.2. PROBLEME D'ORDONNA}ICEMENT A UNE IVIACHINE

Pour expérimenter I'approche mémoire artifrcielle, nous construisons aussi
une mémoire artifrcielle pour le problème d'ordonnancement à une machine.

2.42.1. Génération des occurrences d'énoncé

On se donne des intervalles et des coefHcients suivants:

[nn, nm] Intervalle contenant le nombre de tâches.

[U,12] Intervalle contenant la durée des tâches.
Coefficient pour calculer les dates d'arrivées des tâchesa l :

a2, uB (43>1, a3>a1): Coefficients pour calculer les délais des tâches
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Pour chaque série d'exemples, on change ces paramètres.

L'algorithme utilisé pour la génération des occurrences d'énoncé est le

suivant:

Générer n sur [nn,nm];
FT:=0;

Plrs idelànfaire
Générer la durée pi pour la tâche i sur [11,12];
pT:=pT+pi;

finpour

Pour i de 1à n faire
Générer la date d'arrivée ri sur [0,41'PT];
Générer la marge pi sur [0,cr2.(43-cl1)'PT];
di :=r i+pi+p;

finpour

z.4àz.Camctérisation des occurrences d'énoné

Comme pour le problème de Job-shop, nous caractérisons les occurrences

d'énoncé par:

n: nombre de tâches

et les moyennes et les écart-types des vecteurs suivants:

r: vecteur des dates d'arrivées

p: vecteur des durées

d: vecteur des délais
p: vecteur des marges

Il y a donc au total 9 variables.

Toutes les moyennes et tous les écart-types sont divisés par la durée moyenne

des tâches. Aussi, la variable indiquant la moyenne des durées des tâches

prend toujours la valeur 1 et on peut la supprimer. Le nombre de variables

devient ainsi 8.

2A2 3. Heuristiques utilisées

Nous utilisons des règles de priorité existantes, et les règles de priorité que

nous présentons dans le chapitre 3. Les algorithmes sont construits en

combinant les règles de priorité avec des générateurs d'ordonnancements.
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Certaines sont plus sophistiquées. Tous ces
chapitre 3.

2.4.3. PROBLEMES DE CONTAINER

algorithmes sont présentés dans

LOADING

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons à I'utilisation de la mémoire
artificielle pour un problème de "container loading". Cette mémoire a pour but
de choisir la meilleure stratégie parmi celles proposées par le progiciel
C.I.A.P. (Computer Integrated Automatic Packing) développé dans notre
laboratoire. Nous présentons, comme pour les autres applications, les modules
spécifiques qui permettent d'intégrer le progiciel C.I.A.P. dans une mémoire
artificielle.

2.43.1. Génération des occurences d'énoncé

Nous avons programmé un générateur de jeux de données. Pour chaque
commande, on a des objets à placer dans un emballage proposé. Il faut générer
les dimensions des objets et de I'emballage ainsi que les hauteurs autorisées
(en supposant que l'objet n'est pas obligatoirement posé sur sa plus grande
surface).

A chaque objet sont associés trois dimensions et trois booléens indiquant si une
dimension est autorisée comme hauteur ou non. Un emballage est défini par
trois dimensions: longueur, largeur et hauteur.

En ce qui concerne la génération, nous distinguons trois familles d'objets selon
leur volume: des objets gros, des objets moyens et des objets petits. Nous
distinguons également quatre familles différentes d'objets selon leur forme:
des objets cubiques, des objets plats, des objets allongés et des objets allongés
plats.

On se donne les paramètres sujvants pour générer une commande, ou plutôt
une famille de commandes:

- Nombre minimal et nombre maximal d'objets dans une commande (2
paramètres).
- Volumes minimaux et maximaux pour chaque catégorie d'objets: gros,.
moyens ou petits (6 paramètres).
- Fourchettes des rapports entre tout couple de dimensiôns pour défrnir des
objets plutôt cubiques, plats, allongés ou allongés et plats (16 paramètres).
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- Pourcentages des objets gros, moyens et petits (2 paramètres).
- Pourcentages d'objets de forme cubique, plate, allongée, allongée et plate pour

chaque catégorie d'objets gros, moyens ou petits. (12 paramètres)
- Fourchette du rapport du volume de I'emballage sur le volume total des objets.
- Fourchette du nombre d'emballages proposés.

Nous générons tout d'abord le nombre d'objets à I'intérieur de la fourchette

correspondante. Ensuite, nous générons respectivement le nombre d'objets
gros, le nombre d'objets moyens, et le nombre d'objets petits, selon les
pourcentages pour chaque type d'objets. Puis les nombres d'objets gros

cubiques, moyens cubiques, etc. sont déterminés suivant les pourcentages pour

chaque forme et chaque type d'objets. Les volumes sont générés à I'intérieur de

la fourchette du volume pour chaque cas. Les rapports des dimensions sont

ensuite générés à I'intérieur de leurs fourchettes. Les dimensions de chaque

objet sont calculées en considérant le volume et les rapports entre les

dimensions. Les trois booléens indiquant I'autorisation des dimensions comme

hauteur sont générés (avec une, deux ou trois hauteurs autorisées (3) ) selon la

forme de I'objet.

z.4&z.Camctérisations des oosurrences d'énoncé

Pour les problèmes de bin-packing, nous avons prévue deux caractérisations
possibles. La première consiste à utiliser les caractéristiques brutes (voir A).

La deuxième consiste à transformer les données brutes comme pour les
problèmes d'ordonnancement de job-shop ou à une machine. Les

caractéristiques obtenues sont appelées caractéristiques transformées.

A) CARACTERISTIQUES BRUTES

Dans le cadre de I'utilisation initiale prévue du progiciel C.I.A.P., le nombre

d'objets ne dépasse jamais 30. Ceci nous permet de travailler sur les données

brutes sans avoir à les agréger en caractéristiques. Les objets sont supposés

numérotés dans I'ordre des volumes décroissants. En cas d'ex æquo, on prend

successivement les trois dimensions de I'objets pour éliminer les cas ex æquo.

Si une commande n'a pas 30 objets à placer, les dimensions restantes sont

remplacées par des 0.

On ne permet pas, par exemple, de redresser les objets plats alors qu'un objet plutôt
cubique peut avoir de une à trois hauteurs autorisées.
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Les caractéristiques sont les rapports des paramètres suivants sur la hauteur
de I'emballage de manière à supprimer I'indétermination liée à I'unité de
dimensions ou à des transformations homothétiques sur les occurrences
d'énoncé. Ce rapport est multiplié par -1 si la dimension correspondante n'est
pas une hauteur autorisée.

Le nombre d'objets à placer

La longueur de I'emballage
La largeur de I'emballage
La plus grande dimension de I'objet n" 1
La dimension intermédiaire de I'objet no 1
La plus petite dimension de I'objet no 1

Ir 

nt"r grande dimension de I'objet no 2

La plus grande dimension de I'objet no B0
La dimension intermédiaire de I'objet no B0
La plus petite dimension de I'objet no 30

Il y a donc au total 93 variables.

B) CARACTERISTIQUES TRANSFORMEES

Nous caractérisons les occurrences d'énoncé par les valeurs suivantes.

Valeurs scalaires:
NO: nombre d'objets à placer;
NI: nombre maximal d'objets identiques dans la commande;
ND: nombre de valeurs de dimensions différentes dans la commande;
NDO: nombre d'objets différents dans la commande;
NHDI: nombre d'objets pour lesquels la plus petite dimension dl est une

hauteur autorisée;
NHD2: nombre d'objets pour lesquels la dimension intermédiaire d2 est une

hauteur autorisée;
NHDS: nombre d'objets pour lesquels la plus grande dimension dB est une

hauteur autorisée;
NH1: nombre d'objets pour lesquels une seule hauteur est autorisée;
NH2: nombre d'objets pour lesquels deux hauteurs sont autorisées;



67

rve: taux de remplissage demandé;

HLOE: le rapport de la hauteur de I'emballage sur sa longueur;

HLAE: le rapport de la hauteur de I'emballage sur sa largeur;

Outre ces valeurs scalaires, nous retenons encore les moyennes et les

écart-types des vecteurs suivants:
Dl: vecteur de plus petites dimensions des objets;

D2: vecteurs des dimensions intermédiaires des objets;

D3: vecteur de plus grandes dimensions des objets;

DG: vecteur de toutes les dimensions des objets (concaténation des

vecteurs Dl, D2 et DB);
DS123: vecteur des sommes des dimensions des objets (Dl+D2+DB);

V: vecteur des volumes des objets;

RD12: rapport de la plus petite dimension sur la dimension
intermédiaire;

RD23: rapport de la dimension intermédiaire sur la plus grande

dimension;
HLO: rapport de la hauteur sur la longueur pour les seuls objets pour

lesquels une seule hauteur est autorisée;
HLA: rapport de la hauteur sur la largeur pour les seuls objets pour

lesquels une seule hauteur est autorisée;
HLOM: rapport de la hauteur sur sa longueur pour les seuls objets qui ont

deux ou trois hauteurs autorisées;
HLAM: rapport de la hauteur sur la largeur pour les seuls objets qui ont

deux ou trois hauteurs autorisées;
REP: vecteur de NI entiers qui représentent le nombre d'objets existants

respectivement en 1, 2, ..., NI exemplaires identiques dans la

commande;

SIMH: vecteur de ND entiers qui représentent le nombre de fois où une
valeur de dimension comme hauteur autorisé" 

"pp"iuît 
dans la

commande;

SIMO: vecteur de NDO entiers qui représentent le nombre de fois où un
objet apparaît dans la commande;

Il y a donc au total 42 vanables (12 valeurs scalaires et les moyennes et les
écart-t1ryes de 15 vecteurs).
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2'4,3,3. Heuristiques utilisées: pr€sentation du Pnogiciel CJ-&P.

Le progiciel C.I.A.P. place des objets parallélépipédiques dans un emballage
parallélépipédique en tenant compte de contraintes d'équilibre et de fragilité
des objets. L'objectif est de placer un maximum d'objets dans un emballage
donné ou de limiter la hauteur de I'emballage pour une surface de base donnée
(boîte à hauteur variable composée de deux demi-boîtes qui s'emboîtent I'une
dans I'autre).

Comme pour les autres heuristiques présentées pour les autres applications, le
progiciel utilise une heuristique "gourmande" ou "gloutonne". Elle consiste à
examiner les objets suivant un ordre donné et à placer à un niveau considéré
(hauteur pour la base des objets) le premier objet possible en le plaçant
localement le mieux possible. Elle ne remet jamais en cause un placement
décidé antérieurement. L'algorithme se résume donc à une suite de
placements localement "optimaux".

Le résultat dépend de I'ordre dans lequel on considère les objets et des critères
retenus pour choisir I'emplacement de I'objet dans I'emballage. Le choix des
informations fournissant un ordre sur les objets et des critères de placement
définit une stratégie (ou heuristique de la mémoire artificielle).

Dans le progiciel, sont définis trois indices: un indice de blocage, un indice de
surplomb ou équilibre et un indice de nivellement. Un emplacement est
considéré comme d'autant meilleur que la somme pondérée de ces trois indices
est plus grande. En outre, le manque de place au niveau considéré pour placer
l'objet ou une condition d'équilibre minimum non vérifiée peut interdire le
placement d'un objet (il sera reconsidéré à un niveau supérieur).

Les trois indices traduisent les règles de bon sens suivantes:

a) Un emplacement est d'autant meilleur que I'objet est mieux encastré entre
des objets déjà placés ou contre les parois de I'emballage. Cette qualité est
mesurée par un indice de blocage. Il agrège le nombre de degrés de liberté
absents (face s'appuyant contre un autre objet ou une paroi) et la longueur du
périmètre de base de I'objet placé qui vient en contact avec d'autres objets déjà
placés ou avec les parois de I'emballage.
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b) Un emplacement est d'autant meilleur qu'il prépare une surface plane

connexe plus importante pour les niveaux supérieurs de manière à pouvoir

poser ultérieurement de nouveaux objets en équilibre sur plusieurs objets.

Cette qualité est mesurée par un indice de nivellement qui calcule la longueur

du périmètre de base de la face supérieure de I'objet venant s'aligner contre des

objets dont la face supérieure est à la même hauteur.

c) Un emplacement admissible est d'autant meilleur que I'objet a un meilleur

équilibre, c'est-à-dire que la surface sur laquelle il repose est plus importante.

Cette quantité est mesurée par un indice de surplomb.

La version actuelle comprend 2 listes complexes et six listes simples (voir

ci-après). Les listes complexes servent éventuellement à choisir une première

série d'objets qui viendront en priorité au fond de I'emballage selon le critère
plus grand nombre d'objets (ou plus grande surface de base couverte par les

objets)avant tous une même valeur Dour une de leurs hauteurs autorisées. On

poursuit ensuite avec les listes simples qui fournissent I'ordre des objets pour

le reste du remplissage.

Une liste complexe ne peut être utilisée qu'avec une liste simple. Une liste

simple, par contre, peut être utilisée toute seule. Grâce à ces combinaisons,

nous obtenons au total 18 stratégies différentes.

Les critères de tri des listes complexes sont les suivants:

Liste complexe n" 1:
Elle est partitionnée en classes selon les hauteurs autorisées
I'intérieur d'une classe, on trie hiérarchiquement selon
- Volume décroissant
- Longueur correspondante décroissante

Liste complexe no 2:

Elle est partitionnée en classes selon les hauteurs autorisées

I'intérieur d'une classe, on trie hiérarchiquement selon
- Maximum des dimensions décroissant
- Volume décroissant

des objets. A

des objets. A
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Les tris des listes simples utilisent les hiérarchies de critères suivantes:

Liste simple no 1:
- Volume décroissant
- Surface porteuse minimale croissante
- Longueur correspondante décroissante

Liste simple no 2:
- Volume décroissant
- Plus grande dimension décroissante
- Surface porteuse maximale décroissante

Liste simple no 3:
- Surface porteuse minimale décroissante
- Volume décroissant
- Longueur correspondante décroissante

Liste simple no 4:
- Surface porteuse maximale décroissante
- Volume décroissant
- Longueur correspondante décroissante

Liste simple no 5:
- Volume décroissant
- Surface porteuse minimale décroissante
- Longueur correspondante décroissante

Liste simple no 6:
- Volume décroissant,
- Surface porteuse maximale décroissante
- Longueur correspondante décroissante

Une différence importante existe entre la manipulation des listes simples selon
que leur numéro est pair ou impair. Pour les listes de numéro impair, les
objets sont toujours considérés a priori comme dressés sur leur plus petite
surface porteuse autorisée (de manière à mieux s'introduire entre des objets déjà placés)
et on abandonne cette position seulement quand le niveau de remplissage de
I'emballage ne permet plus que I'on dresse ainsi I'objet. Au contraire, dans les
listes paires, les objets sont triés en les supposant a priori posés sur leur plus
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grande surface porteuse autorisée, mais à chaque fois, on examine si les

autres positions de I'objet ne donne pas une meilleure valeur au critère de

placement local (on est ici obligé de tester toutes les positions avant de rejeter l'objet, car

sinon on risquerait de quitter un niveau de placement sans placer un objet qui peut l'être).

Les noms des algorithmes sont codés de façon suivante: pour les algorithmes

utilisant uniquement une liste simple, le nom de I'algorithme est fourni par ce

numéro; pour les algorithme utilisant une liste complexe, son nom est donné

par le numéro de la liste simple suivi du numéro de la liste complexe.



Chapitre 3

ORDONNAI\CEMENTA UNE
MACHINE
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3.1. GENERALITE

3.1.1. INTRODUCTION

Les problèmes d'ordonnancement à une machine ont intéressé de nombreux

chercheurs, comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre.

Ces problèmes sont importants essentiellement pour deux raisons.

D'abord, les résultats auxquels ils conduisent sont utilisés dans le cas

d'ordinateurs mono-processeurs et multi-usagers.

Ensuite, ces mêmes résultats sont utilisés pour la résolution de problèmes plus

généraux. En présence de plusieurs machines il est possible, dans certaines

situations, de n'ordonnancer que la machine goulot ou la machine la plus

chère. Si une machine devient une machine goulot, plusieurs solutions sont

envisageables.

* Les solutions "matérielles" consistent:

- soit à acheter une autre machine;
- soit à échanger cette machine contre une autre machine plus rapide;
- soit à modifier les gammes de façon à éviter cette machine.

* Les solutions "logicielles" consistent à améliorer I'ordonnancement de

cette machine (1).

Lorsque les solutions matérielles sont difficiles à mettre en æuvre, les

méthodes d'ordonnancement à une machine sont utilisables.

Souvent, une machine très chère est goulot d'étranglement car il n'est pas

rentable de la laisser inactive et il est trop coûteux de la dupliquer.

Il est parfois également possible qu'une chaîne entière puisse être traitée

comme une seule machine du point de vue de I'ordonnancement.

r: En G.P.A.O. OPT(Optimized Production Technology) considère qu'on ne doit ordonnancer
que les machines "goulot" en "traduisant" I'influence des autres machines sous forme de
contraintes (Mollet 19890.
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Les problèmes d'ordonnancement sont presque tous NP-difficiles. Parmi ces
problèmes, les problèmes à une machine restent les plus faciles à résoudre.

Dans la littérature, on trouve beaucoup d'algorithmes traitant ces problèmes.
Il existe notamment des algorithmes polynomiaux pour résoudre certains
problèmes particuliers. Mais, malheureusement, même pour les problèmes à
une machine, beaucoup de problèmes sont NP-diffrciles. Nous allons dans la
suite présenter brièvement la complexité des problèmes, proposer des résultats
théoriques que nous avons obtenus, et proposer des algorithmes exacts et
approchés pour des problèmes NP-difHciles.

3.L.2. COMPLEXITE DES PROBLEMES

Parmi les problèmes d'ordonnancement à une machine, certains peuvent être
résolus par un algorithme polynomial, certains autres sont démontrés
NP-difficiles. Certains ne sont ni démontrés NP-difficiles, ni polynomialement
résolvables. Ils restent donc ouverts. Nous rappelons les résultats connus en
nous limitant aux cas où les tâches ne sont pas interruptibles.

hblèmes polymomiaux

Dans la littérature, les chercheurs ont résolu certains problèmes particuliers
par un algorithme polynomial. Parmi les plus connus, on trouve les problèmes
suivants (lJackson 1955], [Rinnooy Kan 1976], [Smith 1956], [Moore 1968]). Nous
rappelons les principaux résultats en utilisant les notations classiques en
ordonnancement introduites au chapitre 1(2):

1o Le problème nJIIU=OlCmax peut être résolu en ordonnançant les
tâches dans n'importe quel ordre.

2" nllhi-Oll.,max peut être résolu en ordonnançant les tâches dans
I'ordre des délais non décroissants (EDD: Earliest Due Date).

3o n/1/r;=0, pi=D/:,T; peut être résolu en ordonnançant les tâches dans
I'ordre des délais non décroissants (EDD).

2 Les paramètres utilisés pour
trauoux I nornbre de machines
détail dans le chapitre 1.

caractériser les problèmes signifrent, dans l'ordre (nombre de
I conditions particulières I eritère). Ils ont été présentés enb
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4" nllhi20,pi=1/LT; ou n/1/ri>0, p;=D/ ITt, D divisant le PGCD (Plus

Grand Commun Diviseur) des ri, peut être résolu par la méthode de Jackson.

5" nlLlri>O/Cmax peut être résolu en ordonnançant les tâches dans

I'ordre des dates d'arrivée croissantes (FIFO: First In First Out).

6" nlllq=O/LwiCi peut être résolu en ordonnançant les tâches dans

I'ordre des p1/w; non décroissants (STWPT: Shortest Weighted Processing Time).

7" nlLlri=O/LUi est résolu par l'algorithme de Hodgson appelé aussi

I'algorithme de Moore.

Pnoblèmes NPdifficiles

Même dans le cas d'une machine, il existe encore des problèmes NP-difficiles.

Dans [Rinnooy Kan 1976], I'auteur a démontré que les problèmes suivants sont

NP-diffrciles.

nlUri>-0/}Ci

n/l/ri>O/LwiCi
n/l/ri>0/I,Ti
n/1/ri=0/)q"1t

nlUq20lLmax
n/l/ri>OÆmax

Récemment, il a été démontré ([Du & Leung 1990]) que n/l/r;=0/LTt est aussi

NP-difficile.

hblèmes ourrcrts

Le problème suivant reste ouvert du point de vue de sa complexité:
n/Uri20, p1-D/LTi, D ne divisant pas le PGCD des r;

Pour ce problème, Portmann (1987) a défini un sous-ensemble dominant, le

sous-ensemble u-actif, et calculé une borne supérieure de l'écart entre la

valeur du criêre de toute solution de ce sous-ensemble et celle de I'optimum.

1o

2"
3o

40

50

6o
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3.1.3. I{TPOTHESES DES PROBLEMES TRAITES DANS CE
CHAPITRE

Dans tout ce chapitre, on ne traite que les problèmes ayant les caractéristiques
suivantes:

1o Les tâches n'arrivent pas en même temps dans l'atelier (ri)0).

2o Dans tous les critères considérés, nous accordons la même importance à
toutes les tâches (les coeffrcients de pénalisation sur les tâches utilisés par
d'autres auteurs sont donc ici égaux, par exemple: w;=1).
3o Toutes les tâches sont non interruptibles, c'est-à-dire qu'une fois qu'une
tâche est affectée à une machine, la machine ne sera à nouveau libre que
lorsque cette tâche sera finie.
4o (Jne machine ne peut effectuer qu'une tâche à la fois.
5o Toutes les tâches sont indépendantes les unes des autres. C'est-à-dire qu'il
n'y a pas de contraintes de précédence entre les tâches.

3.L.4. OBJECTIF ET RESULTATS DE CE CHAPITRE

Dans ce chapitre, nous ne traitons que des problèmes NP-diffrciles. Nous nous
intéressons à des conditions d'optimalité locale. L'optimalité locale est
I'optimalité de deux tâches consécutives dans un ordonnancement donné, sans
tenir compte d'éventuelles conséquences sur les tâches qui suivent. Une
condition suffisante d'optimalité locale est une condition qui assure
I'optimalité locale pour deux tâches consécutives.

Nous proposons des conditions suffrsantes d'optimalité locale pour les
problèmes n/l/r;>O/LTi et nlLhi>O/LFi, et nous utilisons des conditions
démontrées par d'autres pour le problème n/1/r1)0/Lmax. En nous basant sur
ces conditions, nous construisons quatre schémas d'algorithmes approchés:
algorithmes "sans délais", "à règle pure", "à choix alternatif' et "avec phase
d'insertion". Ces méthodes approchées ont été élaborées avec pour objectif de
construire une mémoire artificielle pour les problèmes d'ordonnancement à
une machine. Les conditions suffisantes d'optimalité locale seront généralisées
comme règles de priorité pour les ordonnancements de type Job-shop utilisant
la mémoire artificielle. D'autres conditions que nous démontrons ou que nous
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trouvons dans la littérature nous ont également permis de construire de

nouveaux algorithmes exacts de résolution de type P.S.E.

Dans la littérature, les problèmes de minimisation du retard maximal et de

minimisation des temps de présence sont largement étudiés. Mais

relativement peu de résultats ont été publiés en ce qui concerne le problème de

la minimisation de la somme des retards. C'est pourquoi I'accent est plutôt mis

sur ce critère.

Dans la section 3.2, nous présentons quatre schémas de construction

d'algorithmes qui seront utilisés dans les sections suivantes. Dans la section

3.3, nous parlons brièvement du problème de la minimisation du retard

maximal, car nous proposons seulement une méthode approchée basée sur

une condition suffisante d'optimalité locale démontrée par d'autres

chercheurs. La section 3.4, est consacrée à la minimisation de la somme des
retards. Dans la section 3.5, la minimisation des temps de présence est

examinée. Une condition nécessaire et suffisante d'optimalité locale sera

donnée, ainsi que des algorithmes approchés et un algorithme exact.

3.2. SCHEIUAS DE CONSTRUCTION D'ALGORITTIMES

Dans cette section, nous présentons quatre schémas de construction
d'algorithmes. Pour passer d'un schéma à un algorithme spécifique il suffit de
préciser les paramètres soulignés dans chaque schéma. Dans ces schémas, le

terme "hiérarchie de règles" signifie que I'on applique les règles de manière

hiérarchique: si la première règle ne suflit pas pour sélectionner une tâche,
plusieurs tâches étant ex-æquo, on utilise dans I'ordre les règles suivantes
jusqu'à sélectionner une seule tâche. On termine si nécessaire par la règle qui

consiste à choisir la tâche de plus petit indice (toujours discriminante).

1o Règle pure

A chaque itération, on ordonnance définitivement une tâche prioritaire. La
priorité des tâches est totalement définie par le choix de la hiérarchie de règles.
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2o Sans délai

A chaque itération, on ordonnance définitivement une tâche prioritaire
disponible à I'instant considéré (plus petit instant où une tâche peut être
placée). La priorité est totalement définie par le choix de la hiérarchie de
règles.

3o Insertion

A chaque itération, on ordonnance déflrnitivement une tâche prioritaire I
choisie selon une première hiérarchie de règles. On cherche ensuite s'il existe
des tâches pouvant être terminées avant le début de la tâche 1,. Des itérations
secondaires placent définitivement un sous-ensemble de ces tâches en utilisant
une seconde hiérarchie de règles.

4o Choix alternatif

A chaque itération, on sélectionne une tâche g selon une première hiérarchie
de rèeles et une tâche p selon une seconde hiérarchie de rèsles.
Si une condition est vérifiée, on ordonnance définitivement c sinon p.

3.3. MINIMISATION DU RETARD IIIÆSII,IAL

Ce problème a été largement étudié dans la littérature. Citons en particulier les
articles [Dessouky & Margenthaler Lg7Zl, [Shwimer lg72], [Bratley et al. lg7g],
lBaker & Su L9741), [McMahon & Florian LgTs), [Lageweg et al. Lg76J, fpotts
19801, [Carlier 1982], [Larson et al. 1985], lGrabowski et al. 1986], [Hall & Rhee
19861.

Dans [Dessouky & Margenthaler l972),les auteurs ont démontré une condition
suffisante d'optimalité locale analogue à celles que nous démontrons pour
d'autres critères dans les sections suivantes. Les méthodes exactes proposées
par certains auteurs ([Grabowski et al. 1986] par exemple) ne peuvent pas être
utilisées en temps réel. Aussi, dans la mémoire artifrcielle, nous avons
introduit des méthodes approchées incluant la propriété de Dessouky &
Margenthaler selon les quatre types de schéma présentrés au 8.2.

Des résultats expérimentaux sont présentés au chapitre 4.
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Défrrrition 3.1
On définit une fonction PRMT (3) d'uns tâche i à I'instant Â par:

PRMT(i,^)=R(i,Â)+di

où R(i,Â) est la date d'exécution au plus tôt de la tâche i à I'instant A (pour

simplifrer, on note R; lorsqu'il y a pas d'ambiguité).

Cette fonction est la somme de la date d'exécution au plus tôt d'une tâche i à

I'instant Â et de son délai. Cette fonction est indépendante de la durée

opératoire de la tâche.

Dessouky et Margenthaler ont démontré le théorème suivant. Nous l'écrivons

en italiques: dans tout ce chapitre. nous utiliserons des italiques chaque fois

que nous rappellerons des résultats dérnentrés par d'autres auteurs.

Tlréorème 3.1 ([Dessou]qf & Margenthaler, 19721)
Une condition suffi,sante d'optimalité locale pour obtenir TmaxiitTmaxit à.

partir d.e I'instant A est
PRMT(i,A)SPRMT(i,A)
où Tmaxii est le retard maximal des tâches i et j en ordonnançant i avant j.

3.4. MIMMISATION DE I,A SOMME DES RETARDS

Cette section est consacrée au problème de minimisation de la somme des

retards. Ce problème a été démontré NP-difficile ([Rinnooy Kan 1976]) même
pour le cas particulier où les tâches arrivent en même temps dans I'atelier
([Du & Leung 1990]).

Le problème avec des dates d'arrivées identiques a beaucoup attiré I'attention

des chercheurs. Les travaux les plus connus sont lSmith 1956], [Emmons 1969],

ll,awler L977, 19821, [Potts & Van Wassenhove 1982], [Fisher 1981]. Dans ces

articles, les auteurs ont démontré des propriétés de dominance, et proposé des

algorithmes performants.

Dans les revues internationales, nous n'avons pas trouvé d'articles proposant

des résultats lorsque l'on traite des ordonnancements à une machine

comportant des arrivées de tâches échelonnées dans le temps et utilisant

3: Sigle de I'expression anglaise "Priority Rule for Maximum Tardiness"
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comme critère la somme des retards. Depuis quelques années, notre
laboratoire travaille sur ce sujet ([Portmann 1987], [Chu & Portmann 1g89,
1990a,1990b, 1990c1).

Nous allons présenter une condition suffisante d'optimalité locale (Théorème
3.2), et proposer de nouveaux algorithmes approchés efficaces construits à
partir de cette condition (Paragraphe 3.4.2). Cette condition conduit aussi à
défïnir un ensemble dominant (Défrnition 9.4 et Corollaire 9.1). Nous
présentons également une autre propriété de dominance (Théorème 3.4) ainsi
qu'un minorant (Théorème 3.5) qui nous ont permis de construire une
procédure par séparation et évaluation (PSE: voir paragraph e 8.4.2.2). Dans
cette procédure, les propriétés de dominance sont utilisées pour éliminer des
branches de I'arbre de recherche. Nous présentons encore une majoration de
I'erreur dans le pire des cas pour un des algorithmes approchés (Théorème
3.7).

3.4.T. PROPRIETES DE DOMINANCE

Une condition suflïsante d'optimalité locale est obtenue grâce à une nouvelle
règle de priorité de chaque tâche face aux délais que nous appelons PRTT (4).

Comme PRMT, c'est une fonction de I'instant Â et des paramètres de la tâche
considérée.

Définition 32
On définit la fonction "priorité face aux délais" pRTT(i,Â) pour la tâche i
commençant au plus tôt à I'instant Â par
PRTT(i,^)=R(i,Â)+max(<D(i,A),di)

où @(i,Â) est la date d'achèvement au plus tôt de la tâche i à I'instant a.

Cette fonction est une fonction continue par morceaux. Elle peut être
interprétée comme la somme de la date d'exécution au plus tôt et du délai
modifié. Le délai modifié d'une tâche i à I'instant Â est par défrnition
max(O(i,Â),di).

4: sigle de I'expression anglaise "Priority Rule for Total rardiness"
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Nous allons montrer que cette fonction peut être considérée comme une règle

dynamique de priorité des tâches. Une tâche est d'autant plus prioritaire que la

valeur de la fonction PRTT correspondante est petite. Cette priorité évolue au

cours du temps. On trouvera une étude de l'évolution de la priorité relative de

deux tâches dans I'annexe A.

Ihéorème 39
Nous considérons le problème partiel d'ordonnancement de deux tâches i et j

sur une machine disponible à partir de I'instant Â.

Si nous avons PRTT(i,A) < PRTT(j,Â) alors placer i avant j minimise la somme

des retards des deux tâches i etj.

C'est-à-dire:
PRTT(i,A) < PRTTÇ,Â) + Ttifl:i

où T;; est la somme des retards des tâches i et j en ordonnançant i avant j.

LÉmonsfiutian

En tenant compte des définitions et des contraintes du problème, on a:
Ti; = m a x ( Ri + p i- d i, 0 ) + m ax I ma x( R i + p i, Ri )+ p; - d5, 0 I

que I'on peut réécrire:
Tij = *"*( Ri + pi, di ) + max Imax( R; + ps+p;, Rj *pj ), dj] - ( d;+ d5 )

ce qui donne en utilisant I'associativité de I'opération "max":
Tij = -. * ( Ri + pi, di ) + m a x [Ri+ p ;+ pj, max ( R; + pl, d; )l - ( di+ d5 )

=maxIRi+max(Ri+pi,di)+pi+p5,max(Ri+pi,di)+max(Rj+pj,dj)l-(di+d5 )
=maxlPRTT(i,Â )+pi+pi,max(Ri+pi, di)+max(Rj+p;, d;)l -(di+ d; )

De manière symétrique, on obtiendrait:
T;i = max [PRTT0, ̂  )+p;+ pi, m ax ( Ri+ pi,dt ) +m ax (Rj+pi, d3 )l - ( di+ d5 )

Posons:
Pij=pi+pj,

Q i; = max( Ri+pi, di ) + max(Ri + p5, d; )
Dij=di+dj

Ces trois expressions sont symétriques en i et en j et on a:
Tij=*a*(PRTT(i,^)+Pi5,Q;r1-pr, (3.1)

Tli=max(PRTT(i,^)+P;;,Qi;;-ptt (3.2)

d'où PRTT(i,^)<PRTT(j,^) + T;;<T;i

Q.E.D.
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La condition que nous venons de démontrer est une condition suffrsante

d'optimalité locale. Il est possible de montrer que cette condition est également

nécessaire lorsque des conditions que nous allons préciser sont réunies.

Pour démontrer cette réciproque, nous allons introduire la notion de "délai

corrigé" et montrer que I'ensemble des solutions optimales pour les délais

corrigés est analogue à l'ensemble des solutions optimales pour les délais

originaux, ce qui nous conduit à affirmer que toutes les méthodes d'ordonnan-

cement qui cherchent à minimiser la somme des retards pourraient nlutiliser

que les délais corrigés.

Défrnition 3*3:
On définit la notion de "d,élai conigé" 4 a" la Éche i par

. di=max(ri+pi,di) (3.3)

Cette quantité est le maximum entre le délai et I'instant de fin de fabrication au
plus tôt.

Note: Si ce maximum est r;+pi, cela signifie que le délai imposé à la tâche i

n'avait pas de sens. En d'autres termes, le délai corrigé est, dans la pratique,

toujours égal au délai.

' 
Lemme 3.1
Si I'on considère un problème P de minimisation de la somme des retards et le

problème P' obtenu en remplaçant les délais d; par les délais corrigés {", alors

les problèmes P et P' sont équivalents.

Ilêmanstrutian

On note T'; le retard calculé avec comme délai df po,r" la tâche i, et T' la

somme des retards calculés avec les "délais corrigés". Nous allons démontrer

ce lemme en démontrant

Vi, Ti-T';=di-at

Dans ce but, on distingue les deux seuls cas possibles selon que le retard de la

tâche i est inévitable ou non.
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1) cas où ri+pi2di

(3.3) =+ qt=ri+pi (3.4)

ti2r1 et (3.a) + t;+pi>ri+pi=q">di

D'où T;-T';=msx(ti+pi-di,0)-max(h+p1-dlt,0)=ti+pi-di-(h*p;-qtpqt-a1

2) cas où ri+pcdi

(3.3) + 4t=di

D'où T;-T'i=111sx(ti+pi-di,0)-max(h+pi-d;t,0;=O=4t-di

Dans tous les cas, on a:

Ti-T';=fl9-6,

n n n s t '
=+ T-T'=Itr- It't 

= ){Ti-T'i) =à(4-di) =CONSTANTE
i=l i=l i=l 

-Ël

Q.E.D.

Théorème 33
Nous considérons le problème partiel d'ordonnancement de deux tâches i et j

sur une machine disponible à partir de I'instant A.
Si nous travaillons avec des "délais corrigés" notés d1 et d; et si nous avons

T5i>0 alors
T;i<T5i + PRTT(i,A) < PRTT(j,^)

Démonshatian

Comme nous travaillons sur des délais corrigés nous avons:
Vk, dr>ry+pr (3.5)

Et nous allons montrer que:
PRTT(i,^) > PRTTC,Â) + T;5 > T5i(Â) ou Ti; - T5i = 0

Pour cela, nous considérons à nouveau les formules (3.1) et (3.2) :
Ttj =ma*(PRTT(i,A )+ Pi5, Q;; ;-P t,
Tli=max( PRTT(|, A) +Pi;, Qi; ;- Pt,
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Et nous constatons qu'il faut considérer plusieurs cas en raison de la présence
du maximum.

a) PRTT(i,Â)+Pi; > Qii

Alors on a:

PRTT(i,^) > PRTT(',^)
=+ PRTT(i,^)+Pij > max ( PRTT0,A)+P;; , Q,j )
+ max ( PRTT(i,Â)+Pi; , Qii ) > max ( PRTT(i,^)+p;; , et, ;
+ max ( PRTT(i,Â)+P;5, Qt; ) - D,j t max ( pRTT(i,^)+pi1, eii ) - D;;
=r Til > Tii

b) PRIT(iA)+Pii s Qii

En combinant avec PRT'I(i,l) > PRTT(j,^) on obtient:
Tij=Tji= Qi; - D1.;

et on voudrait alors montrer que Qû - Dii.

PRTT(i,^) > PRTT(,^) + PRTT(i,^)+P,j t pRTI(i,Â)+p;5

et PRTT(i,A)+Pij < Qi5 + Qi; > PRTt(i,Â)+P;5 > PRTT(i,Â)+p;.;

En développant ces dernières égalités, elles s'écrivent:
max(Ri+pi ,d i )+max(Ri+p5,d;)>Ri+max(Ri+pi ,d i )+Pi j>R5+max(Ri+pi ,d i )+p;5

De la première inégalité on déduit:
max(R;+p1,dj) 2 Ri+P;i = Ri+ pi +pj (8.6)

Des deux termes extrêmes on déduit:
max(Ri+pi,di) > Ri+P;i = Rj+ pi +pj (g.z)

On étudie les differents cas possibles.

bI) R1+p; > &+pi+pj

Dans ce cas, on a:
R1+p5+p; > &+pi +pj+pi > Ri+pi

De (3.7) on déduit que:
di > &+pi (g.s)
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Avec I'inéquation du cas b1) on déduit encore:

R5>&+u
+ rj > A (car sinon on aurait: R; = max(ri,A) = Â ( max(rt,Â) =Ri < &+ pi )

+ r5= \

et avec (3.5) on obtient:
d5 > R3+p; (3.9)

De (3.8) et (3.9) en revenant à la défrnition de Qij et de ft on obtient:

Q t5 = m a x1 Rt + pt, di )+ m ax( R5+ p5, d; ) = d1+ d5 = D ;5

b2) R5+p; < Il.i+pi+Pi

De (3.6), on retrouve immédiatement (3.9).

On étudie les deux sous-cas issus de (3.7):

b2.1) Ri+pi > &+pi+pj

Ce cas est symétrique au cas b1) en échangeant les indices i et j (car (3.6) et (3.7)

ainsi que les autres éléments de la démonstration sont symétriques en i et j).

b2.2) Rt+pi . Rj+pi+pj

De (3.7), on retrouve immédiatement (3.8).

(3.8) et (3.9) retrouvés dans ce cas nous donnent encore Qi; = n;i.

. a.E.D.

Nous utilisons maintenant le théorème d'optimalité locale pour défïnir un

nouveau sous-ensemble dominant de solutions pour le critère somme des

retards.

Défrrrition 3.4
Considérons un ordonnancement actif O pour un problème du type n/UrillTi.

Si pour tout couple (ii) de tâches consécutives ( suivant i) on a:

R(i,0i)<R(i,0i)

ou PRTT(i,0i)<PRTT(i,0i)

où 0i est la date de fin de la tâche précédant immédiatement la tâche i dans

I'ordonnancement O (si i est la première tâche dans O, 0i=0), alors on dit que

I'ordonnancement O est T-actif.
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Le théorème 3.2 nous permet d'obtenir le corollaire suivant:

C;orollaire 3.1
Dans le cas du problème à une machine, le sous-ensemble des
ordonnancements T-actifs est dominant pour le critère "somme des retards".

Ilémanstrtïnn

La démonstration est faite par "échange de paires consécutives".

Supposons qu'il existe une solution optimale O pour un problème donné, et que
O ne soit pas T-actif. Alors il existe dans O au moins une paire de tâches
consécutives qui ne vérifient aucune des deux conditions de la définition de
T-activité. Soit i1 et j1 une telle paire de tâches, alors j1 a une plus petite priorité
face au délai que i1 et ou bien j1 arrive avant i1 ou bien les deux tâches sont
disponibles à I'instant Â. Selon le théorèm e 3.2, mettre j1 avant i1 n'augmente
pas la somme des retards des deux tâches et de même la somme des retards
des tâches suivantes n'augmente pas car la fin des deux tâches n'est pas
retardée. On construit une suite finie (5) d'ordonnancements en échangeant la
première paire de tâches consécutives qui ne vérifie pas la T-activité dans
I'ordonnancement précédent et I 'on arrête lorsque toutes les paires
consécutives vérifient la T-activité. On obtient un ordonnancement O' T-actif
dont la somme des retards est au plus aussi grande que celle de o.

Q.E.D.

Remarque
Si les tâches arrivent toutes en même temps ou sont toutes arrivées à I'instant
où I'on commence à ordonnancer (par exemple à I'instant 0), la condition
suffisante d'optimalité locale conduisant à mettre i avant j à partir de I'instant
Â devient:
max(Â+pi,d; )Smax(Â+p5,d;)

C'est bien la condition suffisante proposée dans [Smith 1gb6].

Nous allons démontrer une autre propriété de dominance. Bien qu'elle décrive
un cas restrictif, elle est utile pour éliminer des branches de l'arbre de

5: Parce que I'ensemble d'ordonnancements est fini et que I'on ne considère jamais deux fois
le même.
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-- recherche. Avant de démontrer cette propriété, nous démontrons un lemme

qui va servir à plusieurs démonstrations.

Lemme 3.2
Soient (x1, x2, ..., xn) et (yt, y2, ..., yn) deux suites quelconques de n nombres

réels. Soit (x't, x'2, ..., x'n) une suite ordonnée par valeurs non décroissantes de

n nombres réels telle que Vi, l<i<n, x'i(xi.

Si (y't, ! '2, ...,y'n) estla suite de nombres réels obtenue en triant (yry2,..., yn)

par valeurs non décroissantes, alors on a:
n n

)max(x;-yi,0 )> )max(x'i-y' i,0 )
i= l  i= l

I)émonstratioru

Nous démontrons ce lemme par récurrence sur la longueur des suites.

Lorsque n=1, le lemme est évidemment juste.

Démontrons le aussi pour rr=2.

Dans ce cas, nous avons y'z>yzet y1+y2=y'11+y'2

max(x 1-y1, 0)+max(xz-y2, O)

=max(xl-y I*x2-y2, x 1-Y1, x2-y2, O)

=max(xl-y' r*x2-V' z, xl-yl, x2-y2, 0)

>max(x' 1- y' l+x' z-y' 2, x'1-y1, x' 2-y2, 0)

=max(x' 1-y' Llx' 2-y' z, x'l-y'1, x' 2-y2, 0)

2max(x' 1-y' l+x' 2-y' 2, x'1-y'1, x'2-y'2, 0)

=max(x'1-y'1, 0)+max(x'2-y'2, 0)

=max(x'1-y'l+x'2-y'2, x'1-y1, x'1-y2, x'2-y2, 0\ (x'2>x'1)

(y1+y2=y'1+y'2)

(x'1(x1,x'2Sx2)

(y't=min(yt,y2))

(y'zàyz)

Supposons maintenant que le lemme soit juste pour nSk, nous démontrons

qu'il est aussi juste pour n=k+l.

Soit (y"1, y"2, ..., y"k) la suite de nombres réels obtenue en triant par valeurs

non décroissantes la sous suite (yty2,..., yk) (On a y"k=max1<i<t$i)).

D'après I'hypothèse de récurrence au rang k, nous avons
k+l k

XY= )max(x1-y1, 0 )>)max(x'i-y"i,0 )+max(xk+ t-yk+ 1,0 )
i= l  i= l
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D'après l'hypothèse du lemme au rang k+1, on a: xk+1>x'1a1, d'où
k

XY>)max(x'1-y"1,0)+max(x'k+ t-yk+ t,0)
i=1
k -1

= !max(x'1-y"1,0 )+max(x'p-y";.,0 )+max(x'k+ 1-Jrk+ 1,0)
i=1

En posant

â1=x'k, bl=y"k

â2=X'k+1, b2=yk*t

on applique le lemme pour n=2 aux trois suites (aL, az), (br, bz) et
(a'1, a'2)-(ar, a2) alors la suite (b't, b'z) est définie par
b' t=min{bt, bz)=min(y"k, yk*t)

b'2=max(bt, bz)=max(y"k, yk+t)=maxl<isk+l(yi)=y'k+ 1

d 'où
k -1

XY> )max(x'1-y"1,0)+max(x'p-b' 1,0 )+-ax(x'1a 1-y'k* 1,0 )
i=1

On applique le lemme pour n=k. Car les ensembles
(y"L,y"z , . . . ,  y"k-1,  b ' t )={y t ,  V2,  . . . ,  } -k+r} - {y ' t+r }
ly'  L y' z, . . . ,  y 'k)={y!, y2t . . . ,  yk+r}-{y'k+t}

coincident, et que la suite (y':r,y'2,..., y'k) est triée, on a:
k  k+1

XY>)max(x' i-y' ; ,0)+max(x'p+ 1-y'k+ 1,0;= )max(x' i-y' i ,0 )
i= l  i=1

Q.E.D.

Ttréorème 3.4
Etant donnée une séquence partielle S, s'il existe deux tâches ije N-S telles que
pi>pj, o(i,E(S))<o0,E(S)) et d1<di alors T(t(S,i ))sT(t(S j)).

E(S) représente la date de fin de la dernière tâche de la séquence S (0 si la
séquence S est vide) ; E(S) est notée Â dans la démonstration. t(Sj) est une
séquence constituée de S, suivie de j, complétée par une sous-séquence
optimale.
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Nmanstratian

Considérons un ordonnancement t(Sj).

Construisons un autre ordonnancement O' en échangeant les positions des

tâches i et j, et en gardant les emplacements des autres tâches (voir les
notations sur la figure 3.1). Puisque I'on a (D(i,Â)<(D(j,A), et pi>pj, alors O' est

réalisable.

^ r * i  l j' i  c j
a. Ordonnancement t(Sj)

Ordonnancement O'

Fig. 3.1 Illustration du théorème 3.4

Comme les emplacements des autres tâches ne sont pas modifiés, on a:
Vke SuYuAi, T'1=Tp

où Y est I'ensemble de tâches entre i et j dans t(Sj).
On en déduit que:
T(>(S,j ))-T' =Ti+Tj-T'i-T j

-max(Cj-di,0)+max(Ct-dt,0 )-max(C'i-di,0 )-max(C'j-dj,0 )

Comme on a encore:
C' i<C;,  C' icC'5<Ci

On peut  app l iquer  le  lemme 3 .2  avec  (x r ,xz )=(C j ,C i ) ,  (y r ,yz )=(d j ,d i ) ,
(x' 1,x'2)=(C';,C'i) et (y'r,y'2)=(di,dj) d'où on déduit T'<T(I(S j))

Par définition de t(S,i), on a: T(.E(S,i))<T'
d'où: T(I(S,i))<T(t(S jll.

Q.E.D.

cidjdi

a l

b.
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3.4.2. ALGORITHMES DE RESOLUTION

En ce qui concerne les méthodes de résolution, nous proposons des méthodes
approchées (section 3.4.3.3) et une méthode optimale du type "Procédure par
Séparation et Evaluation" ou PSE (section 3.4.3.2) qui nécessite le calcul de
minorants de bonne qualité que nous présentons dans la section 3.4.3.1.

3.42nL.Minorants de la somme des netards

Dans une procédure par séparation et évaluation qui minimise un critère
donné, on supprime tout sous-ensemble de solutions dont le minorant est plus
grand que la valeur du critère d'une solution réalisable déjà trouvée. La
méthode est d'autant plus performante qu'on dispose au départ d'une bonne
solution réalisable, gu€ les minorants sont calculés le plus rapidement
possible, et qu'i ls sont les plus proches possibles du minimum du
sous-ensemble.

On trouve dans la littérature des articles construisant des PSE pour le
problème nl1'/4=O/lTi (par exemple [Fisher 1976]) et même pour le problème
nlLlri=Q/lwiTi (voir par exemple [Potts & Van'Wassenhove 1985]), mais nous
n'avons rien trouvé lorsque les dates d'arrivée des tâches sont différentes, d'où
la nécessité de construire une nouvelle PSE qui puisse tourner en un temps
raisonnable sur des exemples les plus gros possibles (une vingtaine de tâches
actuellement).

Nous présentons maintenant la calcul d'un minorant calculé en O(n2) ou en
O(nlogn) si on utilise une structure de données adéquate. Dans ce calcul, nous
avons besoin de la règle SRPT (Shortest Remaining Processing Time) que nous
présentons d'abord.

Algorithme SRPI (Shortest Remaining Processing fime)

On ordonnance à chaque itération une tâche dont la durée opératoire restante
est la plus petite. Son exécution peut être interrompue lorsqu'une tâche, ayant
une durée opératoire strictement plus petite que la durée restante de la tâche
en cours, arrive. Dans I'ordonnancement obtenu, la machine n'est jamais
laissée inoccupée lorsqu'il existe une tâche arrivée et non terminée
(ordonnancement sans délai où on accepte d'interrompre les tâches).
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Ttréorème 35
Etant donné un problème P(r,p,d) (6), soient:

i) (d'1, d'2,..., d'.) la suite triée par valeurs non décroissantes correspondant

à la suite (d1, d2, ..., dtt);

ii) O le problème relaxé d'ordonnancement obtenu à partir du problème P en

supposant que les tâches sont interruptibles;

iii) Oçl un ordonnancement du problème f), non nécessairement réalisable

pour P, obtenu en appliquant la règle SRPT.

Pour tout O, ordonnancement réalisable de P, on a:
n

)max(Cti,Ool-d'i,0)<T(P,O)
i=1

où C[i,o] est la date de fin de la tâche se terminant à 1a iième position dans

I'ordonnancement o, T(fl,o) est la somme des retards de I'ordonnancement o

(réalisable pour le problème [D calculée à partir des données du problème fl.

Ilémanstrati.on

La démonstration consiste à appliquer le lemme 3.2.I1 suffit de démontrer que

Vi, C[i,Oo]<Cli,Ol
où C[i,o] est la date de fin de la tâche se terminant à la iième position dans la

séquence o.

On peut constater que O est réalisable (pas forcément semi-actif) pour Q.

n suffrt de démontrer que pour tout ordonnancement O" réalisable (pas

forcément semi-actif) pour O, nous avons:
Vi, Cli,Ool<Cli,O"l (3.10)

La démonstration utilise le même procédé que celui employé dans [Schrage

19681 pour démontrer I'optimalité de la règle de priorité SRPT pour la

minimisation du nombre moyen de tâches dans un système de file d'attente.

Dans cette démonstration, nous notons:
. f 1 si la tâche i est exécutée à I'instant t dans I'ordonnancement J

a1r,t,s)={o sinon

6 P(r,p,d) désigne le problème dont les paramètres sont donnés par les vecteurs r=(ri)i=I,...,n,
p=(pi\=I,...,n et d=(d1)q=1,...,n.
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P(i,t,.t) la durée opératoire restante de la tâche i à I'instant t dans I'ordon-
nancement -5.
O(t's) I'ensemble des tâches non terminées et disponibles à être exécutées à
I'instant t dans I'ordonnancement .f.

Nous avons alors ([Schrage 1968])
rr IV^, Vs, C(i,s)=minJ x/ Ja(i,t,J)dt=li,^J) |td  J

V^, VJ, Vi*j, a(i,Â,S)+a(i,Â,S)<1
V^, Vs, 0(A,s)={i/di,A,.s)>0 et ri<Â}

Un ordonnancement .9 vérifre la règle SRPT si et seulement si s vérifie la
propriété suivante:
Vt, a(i,t,-ç)=1 =+ ie O(t,j) et fi,t,S)-min;e g11,5y((i,t,S))

(C'est-à-dire qu'une tâche en cours de traitement est obligatoirement une des
tâches disponibles dont la durée opératoire restante est la plus petite.)

Démontrons maintenant la relation (9.10).

Si O" ne respecte pas la règle SRPT, il existe certainement un intervalle de
temps (4,Â+v) avec v>0 et une tâche ile 0(Â,O") tels que:
Vie 0(Â,O"), i*i1, fil,^,O")<fi,A,O") et Vt, Â<t(Â+v, a(il,t,O")=0

Deux cas sont alors à envisager.

Cas 1o Vie0(ÂrO"), Vt, Â<tSÂ+v, a(irtrO')=0

Dans ce cas, la machine est laissée inoccupée pendant I'intervalle (A,Â+v).

Construisons un autre ordonnancement O(1) en exécutant une partie de il sur
I'intervalle (Â,Â+v), et en avançant les autres parties de i1, si elles existent (voir
la figure 3.2). Alors, les dates d'achèvement des autres tâches ne sont pas
changées, et celle de il est diminuée. C'est-à-dire:
C(i1,O(l))<C(i1,O") et Vi, i#i1, C(i,O(l))=C(i,O")
où c(i,o) est la date de fin de la tâche i dans I'ordonnancement o.
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^ ^+v

b. Ordonnance-.nt o(l)

Fig.3.2. Cas 1o

Examinons à présent la modification des C[i,O(l)] par rapport aux C[i,O"].

Deux cas sont possibles.

1oa) La position de la tâche il (et des autres tâches) est la même dans O" et dans

Q(1) 116 fin de il dans O(1) ne précède pas la fin d'une autre tâche qui se

terminait avant il dans O"). Dans ce cas, on a:

vi, cli,o(1)l<cli,o"l

1"b) La position de la tâche i1 est antérieure dans 6(1) par rapport à O": la fin de

i1 précède la fin d'une suite (triée) de tâches kl, k2, ..., kl 0>1) (qui la précédait

dans O") on a alors
C(i 1,O(1))<C(kr, 9(1))=Q(k1,O")

C(kr,O(1))=C(kr,O")<C(kz,O")

:

C(kr,O( 1))-C(kl,O")<C(i 1,O")

On en déduit immédiatement que

vi, c[i,o(1)]<c[i,o"]

Cas 2o 3 jle O(4,O"), Vt, ^<t<^+v, a(i1,trO")=1

Construisons un autre ordonnancement Q(1) dans lequel il est exécutée aux

instants suivants

{v/a(ir,v,O)+a(i1,y,O)=1 
et r*rt"t.rJ,a(i1,t,O)+a(j1,t,O))dt=1i1,^,O)}}

et où jl reprend les derniers emplacements libérés par i1. C'est-à-dire que la

tâche i1 est exécutée aux instants qui étaient affectés, dans O", soit à la tâche
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il, soit à la tâche j1, jusqu'à la fin de i1, la tâche jl est ensuite exécutée
instants restants (voir la figure 8.3).
On a alors Vw, w*il, \4rÉj1, g1or,Q(1))=C(w,O'f)

C(i 1,O( lD<min(C(i 1,O" ),C(i 1,O"))
C0 1,O(1))=max(C(i 1,O"),C(j 1,O"))

Â Â+v

b. Ordonnancement O (l)

Fig. 3.3 Cas 2o

Une démonstration analogue à celle du 1o (analysant les possibilité des fins de
tâches, I'avance de la fin de il et I'utilisation éventuelle de la fin de i1 pour j1)
permet d'obtenir à nouveau:
vi, cli,o(l)l<cli,o"l

Dans tous les cas, on peut construire un ordonnancement g(1) te1 qus
vi, cli,o(l)lccli,o"l

Nous considérons ensuite o(1). si o(l) ne vérif ie pas sRpr, alors nous
construisons un autre ordonnancement 6(2) ; partir de o(1), par le même
procédé que le procédé utilisé pour passer de O" à O(1). Cette démarche est
poursuivie jusqu'à obtenir un ordonnancement e(z) y6ai6ant SRpT.

Par construction, nous avons
c [i, o (')] <. . . Sc [i, o (z)] =cli, ot t)l<c [i,o " ]
et pour tout ordonnancement Og du problème Q obtenu par la règle SRpT, on
a: Vi, C[i,O(')1=C[i,O'] (?)

Q.E.D.

7: r,a règle SRPT peut laisser une part de choix aléatoire en cas d'égalité mais la suite des dates
de fin de tâches est toujours la même.
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Remarque
Le tri de (dr, d2, ..., d.) a une complexité en O(nlogn). L'application de la règle

SRPT demande une prise de décision à chaque fin de tâches et à chaque arrivée

de tâches, on choisit alors entre au plus n tâches candidates. Le calcul de ce

minorant est bien en O(n2). Si on met les tâches candidates sous la forme d'un

arbre binaire, le calcul de ce minoiant se réduit à O(nlogn).

Si nous voulons obtenir plus rapidôment un minorant , il est possible d'utiliser

le minorant présenté sous la forme du théorème suivant.

Théorème 3.6
Etant donné un problème P(r,p,d) où les tâches sont numérotées dans l'ordre
de leur durée opératoire (la suite (pt, pz, ..., pn) est une suite par valeurs non

décroissantes), soient:
i) (d'1, d'2, ..., d'r,) la suite triée correspondant à la suite (dr, dz, ..., dn);

ii) (r'r,r'2,..., r'n) la suite non décroissante définie par

Vi, r ' i=pinl>i(r;);

iii) O' l'ordonnancement, non nécessairement réalisable, du problème P
obtenu en relaxant les ri par les r'i, et en ordonnançant les tâches dans

I'ordre de leur numéro (C'i est alors la date d'achèvement de la tâche i).

Pour tout ordonnancement O de P, on a la relation suivante:
n

)max(C' i-d' i,0 )<T(P,O )
i=1

Remarque
Il est évident par définition que la suite (r't,t'2,..., r'n) est non décroissante

puisqu'il s'agit d'une valeur minimale définie sur une suite d'ensembles

inclus les uns dans les autres quand i décroît. Le calcul de ce minorant

nécessite un temps de calcul en O(n) en utilisant une structure de données

adéquate (par exemple, on garde toujours la liste des délais des tâches non

ordonnancées dans I'ordre non décroissant comme dans la PSE que nous avons

construite et que nous présentons plus tard).

Démansfiutian

Nous démontrons ce théorème en montrant que le minorant est toujours

inférieur ou égal à celui calculé à partir du théorème 3.5.
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Pour cela, nous construisons le problème P", relaxation du problème P'lorsque
I'on accepte que les tâches soient interrompues. Comme Vj et k tels que jSk on a
r'j(r'k et pj<p't , I'ordonnancement O" obtenu en appliquant SRPT au
problème P" est identique à I'ordonnancement O' si en cas d'égalité on choisit
toujours la tâche de plus petit numéro. Nous avons donc vi: C[i,o"]-c[i,o'].

Nous construisons ensuite le problème p(3), relaxation du problème P lorsque
I'on accepte que les tâches soient interrompues. Soit Q(3) l'elflonnancement
obtenu en appliquant SRPT au problèm" p(3).

Lors de la démonstration du théorème 3.5, nous avons montré que la tâche se
terminant au rang i dans un ordonnancement construit selon la règle SRPT se
termine au moins aussi tôt que la tâche se terminant au rang i dans un autre
ordonnancement réalisable quelconque. Comme g(3) ss1 réalisable pouq P" et
que o' vérifie SRPT pour P", nous pouvons appliquer ici ce résultat:

vi, cli,o'J<cli,ora4

Ces dernières conditions jointes aux caractéristiques des paramètres du
problèmes P' permettent d'appliquer le lemme 8.2 et d'obtenir:

Imax(Cti,O'l-d'i,0 )<)max(C1i,O(3)1-d';,0;
i= l  i= l

où le membre de droite de l'inégalité est le minorant calculé dans le théorème
3.5.

Q.E.D.

Remarque
La construction de P' à partir de P demande un calcul des r'q (en o(n) (a)1 s1
une construction de I'ordonnancement O' (en O(n)). Le tri des délais peut être
évité en adoptant une structure de données adéquate. La complexité de
I'algorithme de calcul de ce minorant est donc bien en O(n). Bien que le temps
de calcul soit plus court, ce minorant est moins proche de I'optimum que le
précédent. Les expériences confirment bien que la PSE utilisant ce minorant
est moins efficace que celle utilisant le minorant proposé dans le théorème B.b.
Comme le nombre de tâches dans les exemples est relativement petit, le gain
sur la rapidité n'est pas suffrsant pour compenser la perte de qualité du

8: On calcule tout d'abord, r'n=rn, et ensuite pour tout i inférieur à n, r'1=rnin(r';..1, ri).
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minorant. Ce minorant pourrait devenir intéressant pour les premières

séparations de problèmes de plus grande taille (traités sur des ordinateurs plus

puissants, par exemple utilisant des processeurs en parallèle).

S.4âz.Pnocedure par Sépamtion et Evaluation

Dans ce paragraphe, nous présentons une procédure par séparation et

évaluation en utilisant les résultats théoriques introduits ci-dessus. Les

théorèmes 3.2 (ou le corollaire 3.1) et 3.4 peuvent être utilisés pour éliminer des
sous-ensembles de solutions qui ne peuvent pas conduire à une solution

optimale ou qui conduisent à une solution donnant une somme des retards au

moins aussi grande que celle pouvant être obtenue dans un autre

sous-ensemble.

Les théorèmes 3.5 ou 3.6 peuvent être intégrés dans cette procédure pour

calculer un minorant pour chaque sous-ensemble.

Les méthodes approchées du paragraphe suivant senent à obtenir une "bonne"

solution réalisable initiale. Après expérimentation, nous nous sommes limités

aux meilleures heuristiques. Elles pourraient aussi servir à déterminer un

majorant de chaque sous-ensemble. Nous avons abandonné cette possibilite car

elle augmentait le coût associé à chaque séparation de manière non négligeable

sans avoir d'effet important sur les éliminations possibles.

L'algorithme est composé de trois phases: init ialisation, séparation et

terminaison.

L'initialisation comporte la détermination des valeurs initiales des variables,

la construction d'une séquence initiale et le calcul d'une borne supérieure.

La séparation est une procédure itérative. Elle développe un arbre de

recherche, dans lequel un næud représente une séquence partielle des tâches

ordonnancées. Un descendant d'un næud est alors une séquence partielle

obtenue en ordonnançant une tâche non ordonnancée immédiatement derrière

la séquence partielle correspondant à ce næud.
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A chaque itération, la procédure
(1) identifie le næud courant (celui avec la plus petite valeur de minorant (e), en
cas d'égalité en choisissant celui ayant le maximum de tâches ordonnancées
dans la séquence partielle),
(2) génère Ies descendants du næud courant,
(3) élimine les næuds dominés,
(4) calcule les bornes inférieures pour les næuds non éliminés et met à jour la
liste des næuds actifs. (Un næud qui n'est pas courant est dominé si sa borne
inférieure n'est pas strictement inférieure à la somme des retards de la
meilleure solution réalisable trouvée.)

La phase de terminaison consiste à identifier la séquence optimale et à calculer
la valeur du critère.

Nous conservons en permanence la meilleure solution réalisable trouvée S,
dont la somme des retards est désignée par UB, et une liste des næuds non
explorés z, qui est triée dans I'ordre des bornes inférieures non décroissantes et
en cas d'égalité, dans I 'ordre des nombres décroissants de tâches
ordonnancées. Chaque næud correspond à un ordonnancement partiel. Les
tâches non ordonnancées doivent être ordonnancées derrière cet
ordonnancement partiel.

Un næud o est représenté par les six paramètres suivants:
B(o): ordonnancement partiel des tâches ordonnancées;
A(o): ensemble des tâches non ordonnancées;
D(o): l iste des délais des tâches non ordonnancées dans I 'ordre non

décroissant;

t(o): date d'achèvement de la dernière tâche ordonnancée (t(o)=E(B(o));
T(o): somme des retards des tâches ordonnancées;
LB(o): borne inférieure.

Connaissant B(o), les autres paramètres peuvent être parfaitement
déterminés. Mais si nous ne conservions pas ces paramètres il serait
nécessaire de restituer ces informations chaque fois que I'on en a besoin.

9 Cela signifie que nous avons programmé une P.S.E.P. selon la terminologie de Roy (19?0) ou
une méthode du type "branch and bound with jumptracking" selon la terminologie
anglo-saxonne.
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Le processus de cet algorithme est décrit ci-dessous.

Initialisation

Initialement, L contient un seul næud co où B(co) est initialisé à O. A(ol) contient

I'ensemble des indices de toutes les tâches. D(or) est la liste des délais de toutes

les tâches dans I'ordre des valeurs non décroissantes. t(or), T(<o) et BI(co) sont

initialisés à 0. S est initialisé à la meilleure solution fournie par IPRTT et

SDPR (voir section 3.4.2.3.), UB est init ialisé à la somme des retards

correspondant à S.

Sifiramtion

L'algorithme cherche toujours à développer un næud h (la tête de la liste r).

Pour chaque tâche de A(h), ou bien des tests nous amènent à rejeter la

séquence partielle B(h) l i  (où S li est la séquence partielle obtenue en

ordonnançant immédiatement la tâche i derrière la séquence donnée S), ou
bien on la construit et on la met dans la liste r, ou encore on construit un

ordonnancement complet (le meil leur des ordonnancements B(h)li l j lk et
B(h)lilklj) et on utilise ce nouvel ordonnancement complet pour tronquer la
liste z. Ces trois possibilités sont contenues dans le schéma suivant:

Eventuelle création d'un næud B(h) li:

Etape 1: Test 7: "éIirnination de B(h)li lorsqu'il ne peut pas conduire à, un

ordonnancement actif'
S'il existe une autre tâche je A(h) telle que O(i,t(h))<R(i,t(h)) alors

aller à l'étape 8, frnsi.

Etape2: Test 2="élimination de B(h)li quand, i l  ne peut pas conduire à un

ordonnancement T- actif'
Si card(B(h))>l et R(x,0x)>R(i,&) et PRTT(x,0X)>PRTT(i,0*) (où x est la

dernière tâche ordonnancée dans B(h)) alors aller à l'étape 8, frnsi.

EtapeS: Test 3="éIimination de B(h)li lorsqu'i l est dominé par un autre

séqucnce partielle Bh)lj (théorème 3.4)"
S'il existe une autre tâche jeA(h) telle que pj2pi, O(i,t(h))<O(i,t(h)) et

max(o(i,t(h)),d; )<max(O(i,t(h)),di) alors aller à l'étape I, finsi.
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Etape 4 "Création d'u,n nouueau næud o =B(h)li"

B(o):=B(h) l i ;
t(o):=O(i,t(h));

A(o):=A(h)-{i};
D(o):=D(h)-(d;; <tol'

T(o) :=T(h)+max(t(o)-di,0);

"obtention d,'un nouuel ordonnancement réalisabre complet et
conséquences"

Etape 5

Si card(A(o))<2 alors
Terminer I'ordonnancement partiel par
A(o) placées à partir de I'instant t(o) en
qui sera présenté à la section suivante.
optimale d'après le théorème 3.2.

Si T(o)+T(o)<UB alors "nous auons obtenu un ord,on-
nancernent stricternent meil leur que I 'ordonnancernent
précédent S", T(o)+T(o) est alors affecté à UB, S devient B(o)
suivi de o et on élimine de la liste z tout næud o' tel que
LB(o')>UB, frnsi,

aller à létape 8, finsi.

Etape6 "Calcul d'une borne inférieure pour o (=B(h)li) et conséquences,,
LB(o):=T(o)+MINOR(t(o),A(o),D(o)), où MINORft(o),A(o),D(o)) esr une
fonction décrite ci-dessous qui calcule une borne inférieure pour des
paramètres t(o), A(o) et D(o).

Test 4="éIimination de o=B(h)li lorsqu'il ne peut pas cond,uire ù un
ordonnancernent dont la sotnïLe des retard,s serd strictement
inférieure que UB"
si LB(oÈUB alors aller à l'étape 8, ftnsi.

Test 5 = "éIimination de o=B(h)li lorsqu,il est dorniné par un autre
n@,Ltd"

S'il existe un næud o' dans la liste Z tel que: LB(o')SLB(o) et A(o')=A(o)
et t(o'Xt(o), alors aller à l'étape 8, frnsi.

la séquence o des tâches de
utilisant I'algorithme IPRTT
Cette séquence partielle est

10 n-[x] signifie "éliminer l'élément (x] de la suite 8".
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Etape? "Insertion du noeud o=B(h)li ù son rang dans Ia liste L et

conséquences"
fnsertion du noeud o dans la liste triée t

Elimination de tout næud o' dans Z tel que: LB(o')>LB(o), A(o')=A(o) et

t(o)>t(o').

Etape 8 "Fin dn traitement dn création de B(h) li"

Fonction MINOR(t A-D)
"t est un instant, A est un ensemble de tâches et D est la liste triée dans I'ordre

non décroissant des valeurs des délais des tâches de A"

Initialisation:
MINOR:=0; t:=max(t,min1E 4(r1));
j:=1; Vie A, æi:=pi;

Tantque j <card(A) faire
l:={i / ie A and r;St and ni>O };
Choisir une tâche keJ telle eu€ 7rL=6inie/ri);

Calculer I'instant suivant t' (t'>t) où de nouvelles tâches arrivent.
Si t'>t+q. alors "la tôche k est terrninée"

t:=t+rki rq.:=0;
MINOR: =MINOR+max(t-Dj,Q); j :=j+ 1;

sinon "seulernent une partie de Ia tâ,clw k est effectuée"
rq:=r1-(t'-t); t:=t';

firrsi

fintantque.

(La fonction MINOR calcule le minorant présenté par le théorème 3.5 pour la
fin de la séquence. Il est évident que le calcul de cet minorant est polynomial).

Terminaison

La PSE se termine lorsque la liste z devient vide. Une solution optimale est

fournie par S et la somme minimale des retards est alors UB.

342"9. Nouveaux algorithmes apprcches

Baker (L974) a proposé des générateurs d'ordonnancements actifs et sans délai.

Nous avons déjà présenté le schéma d'algorithme pour construire des

1. a\,V
i  \ ' - . .  i. (  .
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ordonnancements sans délai à partir d'une hiérarchie de règles et nous avons
déjà défini la notion d'ordonnancement actif. Nous rappelons ci-dessous le
fonctionnement du générateur d'ordonnancements actifs tel que I'a proposé
Baker.

Générateur d'ondonnancem.ents actifr (note ACT)

1" Initialisation de l'ensemble W à I'ensemble des indices de toutes les tâches et
du temps tà0 ;
2o TantqueWfl fairc

2.1o Calculer la plus petite date de fin possible G1:=miniew(O(i,t));
2.2o Sélectionner une tâche je w telle que: R(,t)<Gl, en cas d'ex æquo j est

choisi selon une hiérarchie de règles.
2.3o Ordonnancer la tâche j: t1:=R(i,t);
2.4' Eliminer la tâche ordonnancée: W:=W-fj);
2.5" Faire progresser le temps: t:=O(i,t);

fintantqrre

Combinaison des règles classiques avec les générateurs dbrdonnanæments ou
les schérnas d'algorithmes

Dans tous les cas, il s'agit de choisir une ou deux hiérarchies de règles.

On construit un ensemble d'algorithmes en prenant comme première règle des
hiérarchies la nouvelle règle PRTT. Pour la comparer avec d'autres règles de
priorité classiques, on construit un autre ensemble d'algorithmes en prenant
comme première règle des hiérarchies les règles SPT et SLK qui nous
paraissent les plus intéressantes.

Pour les ordonnancements sans délai, on utilise SPT comme règle secondaire
si la première règle de la hiérarchie est PRTT ou SLK, et EDD si la première
règle utilisée est SFI. On résout tous les cas d'ex æquo en terminant par la
tâche de plus petit indice si deux tâches ont exactement les mêmes
caractéristiques.

Pour les ordonnancements actifs, on distingue deux types d'ordonnancements:
- ACTI: La deuxième règle utilisée est R(.) (date de commencement au plus tôt
de la tâche), la troisième règle est SPI.
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- ACT2: La deuxième règle utilisée est o(.) (date d'achèvement au plus tôt), la

troisième règle est LPT.

Pour simplifier, on code le nom des heuristiques en concaténant deux sigles: le

premier correspond au type de I'ordonnancement (SD pour Sans Délai ou ACT

pour ACTif) le deuxième correspond à la première règle utilisée. SDPR, par

exemple, désigne I'algorithme construit en utilisant le schéma d'algorithme

sans délai et en prenant comme première règle de la hiérarchie PRTT (les

autres règles étant imposées par les choix faits antérieurement). Il faut noter

qu'il n'est pas possible de construire un algorithme ACT2SPT.

Autres schémas d'algorithnes pour PRIT

Ils sont construits à partir des schémas d'algorithmes par insertion ou par

choix alternatifs (voir section 3.2.).

Algorithme IPRTT

C'est un algorithme par insertion.

La première hiérarchie de règles est composée de la règle PRTT, suivie de O(.)

(date de commencement au plus tôt de la tâche), suivie de la règle R(.).

La deuxième hiérarchie de règles est composée de la règle R(.), suivie de la

règle PRTT, suivie de la règle SPT.

Algorithme ACPRTTL

C'est un algorithme de type choix alternatif.

La première hiérarchie de règles est composée de la règle PRTT suivie de la

règle R(.) (date de commencement au plus tôt de la tâche), suivie de SPI.

La seconde hiérarchie de règles peut donner un ensemble vide de tâches. Elle

est composée d'une première règle de tlpe sélectif: la tâche p doit pouvoir se

terminer complètement avant cr, suivie de la règle O(.) (date d'achèvement au

plus tôt), suivie de la règle SPT.

La condition à vérifier est ici confondue avec la première règle sélective de la

deuxième hiérarchie: s'il existe une tâche p sélectionnée, on ordonnance p,

sinon on ordonnance 0.
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Algorithme ACPRTT7

C'est un algorithme de type choix alternatif.

La première hiérarchie de règles est composée de la règle PRTT suivie de la
règle R(.) (date de commencement au plus tôt de la tâche), suivie de SpI.

La seconde hiérarchie de règles peut donner un ensemble vide de tâches. Elle
est composée d'une première règle de type sélectif, la tâche p doit pouvoir se
terminer complètement avant c, suivie de la règle R(.) (date d'achèvement au
plus tôt), suivie de la règle SPT.

La condition à vérifrer est ici confondue avec la première règle sélective de la
deuxième hiérarchie: s'il existe une tâche p sélectionnée, on ordonnance p,
sinon on ordonnance o.

Algorithme ACPRTTS

C'est un algorithme de type choix alternatif.

La première hiérarchie de règles est composée de la règle PRTT suivie de la
règle R(.) (date de commencement au plus tôt de la tâche), suivie de SHI.

La seconde hiérarchie de règles peut donner un ensemble vide de tâches. Elle
est composée d'une première règle de type sélectif: la tâche B doit pouvoir se
terminer complètement avant cr, suivie de la règle O(.) (date d'achèvement au
plus tôt), suivie de la règle LpT.

La condition à vérifier est ici confondue avec la première règle sélective de la
deuxième hiérarchie: s'il existe une tâche p sélectionnée, on ordonnance p,
sinon on ordonnance c.

D'après le déroulement des algorithmes, on a les propriétés suivantes:

1o Les quatre derniers algorithmes construisent un ordonnancement T-actif.

2o Les quatre derniers algorithmes sont polynomiaux et leur complexité est en
O(n2). En effet, les algorithmes décrits sont des algorithmes gloutons: à chaque
itération, ils placent défrnitivement au moins une tâche. Le nombre
d'itérations nécessaires pour aboutir à un ordonnancement complet est au plus
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aussi grand que le nombre n de tâches, et à chaque itération il explore au plus

n fois les tâches non encore placées. La complexité des algorithmes est de

I'ordre du nombre de tâches au carré. Ce sont donc des algorithmes
polynomiaux en O(n2).

En ce qui concerne I'algorithme par insertion, on peut démontrer une propriété

intéressante.

Pnopriété 3.1
Aucune des tâches insérées par la phase d'insertion de IPRTT n'est en retard.

Démanstratian

La démonstration est triviale s'il n'y a aucune tâche à insérer au cours de la
phase d'insertion. Nous supposons donc qu'il en existe au moins une. La phase
d'insertion de l'algorithme génère alors un sous-ordonnancement O comme

celui illustré dans la figure 3.4.

tâches insérées après placement de la tâche I

t
tâche I placée
- la plus prioritaire
- qui peut se terminer au plus tôt

Fig. 3.4. Sous-ordonnancement O

Pour toute tâche i de O (i*l), i a une "priorité face aux délais" plus faible que l:

max(t,ri)+maxImax(t,ri)+pi,di] >max(t,rl)+maxImax(t,rt)+pt,dt]

Par ailleurs ti+pi<tt et max(t,rl)=t1 (rt) entraînent:
max(t,ri)<ti<t1=m3;(tr,1t;

et en combinant avec (3.11) on obtient:
d;>max[max(t,rl)+p1,d1]>ti+pi- C i.

la tâche i n'est donc pas en retard.

Q.E.D.

ll: En effet, si f,l est non vide, I doit arriver strictpment après t et toute tâche i de O est insérable
devant la tâche l.

(3 .11)
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Pour évaluer I'erreur commise dans le pire des cas par IPRTT (dans le cas des
durées égales), nous avons le théorème suivant dont la démonstration figure
dans l'annexe B-

Théorème 3.7
On considère le problème d'ordonnancement de n tâches sur une machine.
Dans le cas où les durées sont égales à D (rz), *i O est un ordonnancement issu
de I'algorithme IPRTT et dont la somme des retards par rapport aux délais est
égale à T, et ti { désigne la somme des retards d'une solution minimale, on a:

61=1-1*.(b1E t

Nous n'avons pas démontré que c'est une borne supérieure, mais seulement
un majorant. En effet, nous n'avons pas trouvé d'exemple pour lequel ce
majorant est atteint. Le meilleur exemple que I'on a trouvé permet d'atteindre

asymptotiquement 
l%]", où [a] désigne la partie entière d,un nombre réel

a. Nous présentons cet exemple ci-dessous.

Broncé:

n=3k;
Vi<k, ri=i(2D-e)-D, di=2kD
Vi, k<i<n, ri-O, di-(2k+l)D

Ordonnanæment donné par IPRTI
L ,2 ,  . . . ,  k ,  k+1 ,  k+2 ,  . . . ,  n
Vi<k, Ci=i(2D-e), Ti=0;
C1.. 1=(2k+l)D-ke, Tk*t=O;
Vi, k+l<icn; C1=(k+i)D-ke, Ti=(i-k-1)D-ke

n
r= . Ëtti-r.- r ln-r.r1 =I&|)JI"-E)o-[n-(k+ 1 )]ke

i=k+2

Un ordonnancem.ent optimal
k+1,  1 ,  k+2,2 ,  . . . ,
Vi<k; C*i=2iD, T*i=O;
Vi, k<i<2k, C*i=[2(i-k)-1]D, T*i=O;

12: On suppose que D ne divise pas le PGCD (Plus Grand Commun Diviseur) des dates
d'arrivée rir câr dans ce cas le problème est facilement résolu par un algorithme polynomial.
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Vb2k; C*i=iD, T*;=[i-(2k+ 1)]D

n
r*= irizr.-ruJry

i=2k+1

,-r* =zk"-ik25 _ rn- ( k+ 1 )l kr="â"o - rn{ k+ 1 )t ke +ry)D _ [n- ( k+ 1 )] ke

_,[w]o

3.4.3. RESULTATS EXPERIMENITAII'(

3.43.1.. Resultats des æmpamisons des heuristiques

Génération des énoncés

Nous avons réalisé deux séries d'expériences. Dans la première série, nous

avons pris n=20 afin de pouvoir toujours obtenir un ordonnancement optimal.

Dans la deuxième série, nous avons pris n=200. Dans ce cas il est impossible

d'obtenir un ordonnancement optimal.

Considérant que les performances relatives des algorithmes approchés peuvent

être liées à la nature des jeux de données (grande ou petite dispersion des dates

d'arrivée ou des marges), chaque série comprend L2 échantillons de 20

exemples. Un échantillon est défini par I'intenralle de dates d'arrivée BR et par

I'intervalle des marges BSLK. Les dates d'arrivée sont uniformément générées

entre 0 et BR et les marges absolues (pour chaque tache i, la marge absolue est
di-pi-ri) sont uniformément générées entre 0 et BSLK.

Pour la première série d'expérienss (n=20), nous avons générê les durées

opératoires des tâches unifomrément entre 1 et 100. Et pour la deuxième série,

nous les avons générées entre 1 et 10. De cette manière, les sommes moyennes

des durées opératoires sont comparables pour ces deux séries. On peut donc

espérer des résultats qui se ressemblent entre les deux séries pour les mêmes
paramètres BR et BSLK. Toutefois dans la première série, les durées

opératoires des tâches sont plus dispersées que celles de la deuxième série.
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Resultats

Les résultats sont fournis par des tables.

Table 3.1: des al thmes
PRTT SPT SLK

ND NDPR NDSPT NDSLK
ACTl ACTlPR ACTSPT ACTlSLK
ACT2 ACT2PR ACTSPT ACT1SLK

I IPRTT

AC
ACPRTTl
ACPRTT2
ACPRTTS

La table 3.1 résume les notations utilisées pour les difËrents algorithmes.

Table 3.2 (n=200)
IJTT

BSLK
0 500 1000 1500

50 LNVo IO0Vo LNVo L00Vo
zffi lÙOVo l00Vo 9îVo IOÙVo
500 I00Vo IO0Vo 1:00%oLOOVo

La table 3.2 indique les pourcentages de fois où un algorithme utilisant PRTT
fournit le meilleur résultat pour chaque échantillon (ce meilleur résultat est la
meilleure valeur du critère fournie par les heuristiques pour la série avec
n=200 et est la valeur optimale du critère pour la série avec n=20).

On peut observer que dans le cas où n=200, il est raisonnable d'utiliser les
heuristiques de la famille PRTT et que dans le cas n=20 pour BR=b00 et
BSLK=250 les algorithmes utilisant PRTT ne fournissent I'optimum qu'une fois
sur quatre seulement.
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Table 3.3 (n=200)
BR

BSLK
0 500 1000 1500

50
tout

PRTT

NL'.PK

+
IPRTT

NL't,K
+

\CTTPR
NDPR

250
tout

PRTT
NDPR NDPR IPRTT

500
tout

PRTT
NDPR IPRTT IPRTT

Table 3.4 (n=200)
LTi/n LTi ln perl perz

PRTT 99.20 0.05 56.4Vo 79.2%
SPI+SL. 111.10 7.8L 43.OVo 60.4%

RND 168.45 5.4L ÙVo 0%o
"OFT" 98.13 0 7L.25Vo LÙMo

Table 3.3 (n=20)
BK

BSLK
0 500 1000 1500

50
PK'I"I

+
SPT

NL'l,K
+

NDSPT

NIJT'K

+
.IDSPT

out PRTT

sauf
NDPR

250
tout

PRTT
NDPR NDPR IPRTT

500
tout

PRTT
NDPR NDPR ACTPR

Table 3.4 (n=20)
LTiln 'LTi/n perl per2

PRlT 90.47 0.74 63 .2wo 76.6Vo
SPI+SLIi 108.@ 12.00 32.33Vo 39.27o

RND 166.67 20.25 L.87Vo 2.3Vo
OPT 87.52 0 82.îVo lNVo

La table 3.3 indique les codes des meilleurs algorithmes pour chaque

échantillon. Nous constatons que pour le cas BR=O, tous les algorithmes

utilisant PRTT sont meilleurs, et que IPRTT est meilleur quand BR devient
grand. Dans presque tous les cas, il existe au moins un algorithme utilisant
PRTT qui est un des meilleurs algorithmes.

La table 3.4 montre les performances des valeurs moyennes du critère fournies
pour les différentes familles d'algorithmes par rapport à la valeur moyenne

des solutions optimales (dans le cas où n=200, la solution dite "optimale" est la

meilleure solution fournie par tous les algorithmes).

Dans la première colonne figurent les valeurs moyennes obtenues par

l'ensemble des algorithmes de chaque famille pour le critère somme des
retards pour I'ensemble des 240 exemples.

En voulant obtenir des informations sur les performances relatives des

algorithmes par rapport à I'optimum (ou à défaut par rapport à la meilleure

solution obtenue) pour chaque exemple de l'échantillon, nous avons rencontré

une difficulté: comme calculer une performance relative lorsque la solution
optimale pour la somme des retards est nulle? Ceci nous a conduit à séparer
les échantillons en deux sous-échantillons: les exemples pour lesquels on n'a
pas obtenu une valeur nulle pour la somme des retards dans le meilleur des

cas et ceux pour lesquels au moins un des algorithmes a conduit à une solution
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-(optimale) où la somme des retards est nulle. Pour n=200, 69 exemples sur 240
conduisent à une somme des retards nulles, 42 e:"emples sur 240 lorsque n=20.

La seconde colonne de la table 3.4 contient la moyenne de la somme des retards
obtenue pour chaque famille d'algorithmes pour les seuls exemples où on a
trouvé une solution où la somme des retards est nulle.

Les troisième et quatrième colonnes de la table 3.4 présentent les pourcentages
de fois où la valeur moyenne du critère fournie par une famille d'algorithmes
est inférieure à tlo%o de la meilleure valeur du critère (erreur relative d'au
plus 107o). Les pourcentages ne sont calculés que pour les exemples où la
somme des retards n'est pas nulle, L00Vo correspondant aux 240 exemples,
,rlors que la dernière colonne fournit les pourcentages corrigés en ne
i:irnsidérant que les exemples où la somme des retards n'est pas nulle, L00Vo
correspond à 171 exemples pour n=200 et à 198 pour n=20.

En examinant cette table, nous pouvons constater que les algorithmes proposés
améliorent globalement d'environ l\Vo les solutions trouvées par d'autres
familles d'algorithmes et que ces algorithmes donne une valeur du critère très
proche de I'optimum. La supériorité des algorithmes utilisant PRTT est encore
plus nette en valeur relative lorsque la somme des retards peut être nulle (pour
n-200, nous constatons que la moyenne des algorithmes utilisant le hasard est
meilleure que la moyenne des algorithmes utilisant SLACK et SPT. Ceci est dû
aux ordonnancements actifs qui sont particulièrement mauvais sur ces
exemples).

Table 3.5 (n=200)
LTi/n LT i /n " perl pe12

PRTl 98.1 0 7L.25% lÙMo
SPT+SLI 98.5 0.0015 67.5% 94.7Vo

RND LU.7 4.65 ÙVo o%
"OPT" 98.1 0 7L.25q. LOMo

Table 3.5 (n==20
LTi/n 'LT i /n ' perl per2

PRTT 88.05 0.L24 8L.25Vo 98.ïVo
SPT+SLt 91.03 0.324 54.587o 66.2Vo

RND 153.87 9.75 3.7îVo 4.5%
OPT 87.52 0 82.57o Lû%o

pour chaque
famille par

algorithmes

La table 3.5 montre les performances moyennes en retenant,
famille d'algorithmes, la meilleure solution trouvée dans la
rapport à la meilleure solution générale trouvée par tous les
optimaux ou approchés.

Dans la première colonne figurent les valeurs moyennes du critère.
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t

La seconde colonne de la table 3.5 contient les valeurs moyennes pour les cas où

la meilleure valeur obtenue est nulle (et donc optimale).

Les troisième et quatrième colonnes de la table 3.5 montrent les pourcentages

du nombre de fois où la valeur du critère fournie par la meilleure solution

d'une famille d'algorithmes est inférieure de LI07o à la meilleure valeur

obtenue par tous les algorithmes.

Comme pour le tableau précédent, la troisième colonne élimine les exemples

où la meilleure somme des retards est nulle tout en donnant un pourcentage

calculé sur I'ensemble de l'échantillon alors que la quatrième colonne fournit

un pourcentage corrigé en ne considérant que les exemples où la somme des

retards n'est pas nulle.

En examinant cette table, nous obseryons que la différence entre la meilleure

solution trouvée par les algorithmes utilisant PRTT et la meilleure de celle

trouvée par les autres algorithmes considérés est positive, mais relativement
peu importante. Par contre, la meilleure solution trouvée par les algorithmes
proposés utilisant PRTT est très proche de I'optimum.

Table 3.6
PRT'T SLK+SPl RNt) OP'I'

tt(n=20) 289.4t 158.04 22L.62 49æ9.4
tm(n=20) 41.35 31.61 110.81 49æ9.4
tt{n=200) 703.31 363.52 r68.30 L24L.2"
tm(n=200 100.62 72.70 84.15 I24t .2"

La table 3.6 montre les temps de calcul pour les différents ensembles

d'algorithmes où tt représente la moyenne des temps totaux de calcul d'une

famille d'algorithmes pour un jeu de données et où tm représente la moyenne

des temps moyens de calcul d'une famille d'algorithmes pour un jeu de

données. Nous observons que les algorithmes proposés consomment

légèrement plus de temps que les algorithmes utilisant des règles de priorité

classiques. Cette augmentation peut être considérée comme négligeable par

rapport à I'amélioration de la valeur du critère. Un algorithme optimal

consomme énormément plus de temps, il ne peut être utilisé que pour des
petites valeurs de n et dans ce cas, le gain de la solution optimale par rapport à

la meilleure solution approchée est relativement peu important.
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9.4.3.2. Expérimentations complémentaires de la Procédure par
Séparation et Evaluation

Cet algorithme a été programmé sur SUN 3/110 en utilisant le langage C. Le
test comporte 120 exemples de 20 tâchesb chacun. Chaque exemple a étÉ gén&é
selon trois distributions uniformes pour les paramètres ri, pi et d;-(r1+pi). La
valeur d" pi varie entre 1 à 10, celle de r1 entre 0 et s.Ipi et celle de d;-(r;+pi)
entre 0 et F'Ipi. Quatre valeurs ont été choisies pour c et trois valeurs pour B ce
qui dorure 12 échantillons de 10 exemples numériques.

Les tables 3.7, 3.8, 3.9 et 3.10 fournissent respectivement des statistiques sur le
nombre de séparations faites, le nombre de sous-ensembles générés, le nombre
maximal de sous-ensembles stockés dans la liste z en mémoire, et la durée
d'exécution en centièmes de secondes. Dans chaque table, pour tout
échantillon, figurent trois valeurs. La première colonne contient la valeur
minimale, la seconde la valeur maximale et la troisième la valeur moyenne de
I'information présentée dans la table.

On peut constater sur ces expériences que la difficulté du problème croît puis
décroît avec G (c'est-à-dire avec la dispersion des dates d'arrivée des tâches).
Quand cr est petit, la dispersion des dates d'arrivée n'est pas grande, le
problème devient équivalent à un problème avec des dates d'arrivée identiques
après l'ordonnancement de quelques tâches. Quand cr est grand, la dispersion
des dates d'arrivée est grande, le problème est relativement facile parceque
I'ensemble de solutions est petite. Cependant, il est difficile de tirer des
conclusions en ce qui concerne la difficulté du problème en fonction de p
(dispersion des marges). Le cas le plus difficile en ce qui concerne toutes les
mesures correspond à cr=0.5 et p=Q.59.

Table 3.7. sur le nombre de
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Table 3.8. Statistioues sur le nombre de sous-ensembles

Ê
q 0.05 0.25 0.50

0.0 1 31 18.1 35 TU 70.2 tr) zfl 111
0.5 8 rg7 53.6 ZL 2198 76r gt 4L04 1408
1.0 1 ffi 28.8 t2 NL 87.5 I vLz 76.4
1.5 11 +9 2L.5 1 il ,A.T 1 4[) 7.8

Table 3.9. Stati

Table 3.10. S

le nombre maximal de

la durée d'exécution ( le

kés

ndes)

. ù[aErsf,rques gur sous-ensembles stoc

p
o 0.05 0.25 0.50

0.0 I t:f 5.6 11 36 22.0 I 81 30.0
0.5 3 tr) 17.l 5 1007 349.0 2t IM7 398.0
1.0 I L4 7.4 3 52 2I.9 I lf) 6.5
1.5 2 uf 4.9 1 I 5.2 I 15 3.5

e 3.10. Utatrstrques sur la clurée d'exécutron (en centrèmes de seco

p
c[ 0.05 0.25 0.50

0.0 t7 æ % 35 88 52 Q 163 80
0.5 55 5m 150 483 6981 m 160 2IL42 &5
1.0 18 L52 n 50 4!8 156 t2 ffi:7 1n
1.5 42 s 56 15 113 59 72 118 m
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35. MINIMISATION DE LA SOMME DES TEMPS DE
PRESENCE (FLOW.TIMES)

Ce problème est équivalent aux problèmes nlllqlXCi, nlLlrdÙLi et au problème
de minimisation des en-cours si les en-cours sont exprimés en nombre moyen
de tâches dans I'atelier (Conway et al. 1967l). pour les entreprises, il y a donc
grand intérêt. à minimiser LFi.

ce problème a été démontré Np-difficile (lRinnooy Kan 1926]). n faut donc
utiliser des méthodes approchées pour des problèmes de grande taille.

Dans ce travail, nous démontrons une condition nécessaire et suffisante
d'optimalité locale et, à partir de cette condition, nous définissons un ensemble
dominant de solutions qui contient toutes les solutions optimales et proposons
des algorithmes efficaces qui construisent un ordonnancement contenu dans
cet ensemble.

Dessouky & Deogun (1981) ont démontré des propriétés de dominance. Elles
sont obligatoirement vérifiées dans notre ensemble dominant. par contre, elles
n'impliquent pas la condition nécessaire et suffisante présentée ici.

3.5.1. CONDITION NECESSAIRE ET SUFFISANTE D,OPTI.
MALITE LOCALE

On peut obtenir une condition nécessaire et suffisante grâce à une nouvelle
mesure de priorité de chaque tâche que nous appelons pp1'p (re).

Définition35
Nous définissons PRTF(i,Â) comme une fonction de la tâche i à l,instant Â par
PRTF(i,^)=2R(i,^)+pi=R(i,Â)+o(i,^)

Cette fonction est la somme de 2 fois la date d'exécution au plus tôt et de la
durée ou encore la somme de la date d'exécution au plus tôt et de la date de fin
au plus tôt. c'est une fonction continue linéaire par morceaux (voir la figure
3.5).

13: sigle de I'expression anglaise "priority Rule for Total Flow-time,,
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Fig. 3.5. Fonction PRTF

La condition nécessaire et suffisante est obtenue grâce à cette fonction.

Ihéorème 38
Nous considérons, pour le critère somme des temps de présence, le problème

partiel d'ordonnancement de deux tâches i et j sur une machine disponible à

partir de I'instant Â. La condition nécessaire et suffisante d'optimalité locale

pour ordonnancer i avantj est:

PRTF(i,^)<PRTF(',A)
C'est-à-dire:PRTF(i ,A)<PRTF(i ,^)<+Fi;<F; i ,oùF1;est lasommedestempsde

présence des tâches i etj.

Démarætration

D'après la défrnition et les contraintes du problème, on a:

F ;; = R(i, A ) + p i- ri + m ax [R (i, A ) + p i,R(i, Â )1 +p5 - r;

= R( i, Â ) + max [R(i, Â ) + p i, R(i, A )] + Pi+ Pj- ( ri + rj )

=R(i,Â)+maxlR(i,Â)+pi,R(j,Â)l +Pij-Rij

=max[2R(i,A)+pi,R(i,Â)+R(i,Â)J +P;5-R;;

=maxIPRTF(i,^), Zi;J+Pi5-R;5

où
Zij(Â)=R(i,À)+R(i,Â)
Pij=pi+pj

Rij=ri+rj
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De manière symétrique, on obtiendrait:
F5i=maxlPRTF(i,^),25il+P;i-R;i=max[PRTFCi,^),Ztjl+Pij-Rij

La condition suffrsante (PRTF(i,A)<PRTF(i,^) =+ F;;<F;i) est immédiate.
Démontrons maintenant la condition nécessaire.

Nous distinguons trois cas.

Cas 1o r;>O(i,Â) (i peut être terrniné auant I'aniuée dn j)

Dans ce cas, nous avons
RC,^)>o(i,^)
alors 2R(,A)+pi>2R(i,Â)+2p;+p1>2R(i,Â)+pi
+PRTF(i,^)<PRTF(i,^)

Cas 2o 
"j.o(i,^) 

et r;<<D(i,L) (i et j demandent la machine sur un interualle
commun)

Dans ce cas, on a:
Fij =2o(i,^)+pj-(ri+rj ) = PRTF(i,Â)+P;;-R;;
F;i=2@(i,Â)+pi-(r1+r5) = PRTF(i,Â)+P;;-R1;

Fi;<F5i + PRTF(i,^)<PRTF0,A)

Cas 3o r;2<D(,4) (i peut être terrniné auant l'arriuée de i)

Dans ce cas, nous avons
F;;=p1+ri+pi+pj-rj

F; i= 2 ô(i,Â) +pi- (r; +r1 )

alors F;5 >2<D(j,A)+2p1+pi-(ri+r5)

>2O(i,Â)+pi-(r;+ri)
=Fji.

Ce cas est impossible lorsque I'on suppose F;i<F;i.

Q.E.D.

Cette condition nécessaire et suffisante nous permet de définir un ensemble
dominant pour le critère IFi.
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IXfrnition&6
Considérons un ordonnancement actif O pour un problème du t5rye nlUql}Fi.

Etant données i et j deux tâches consécutives fi suivant i), si pour tout couple

(ij) de tâches consécutives on a:
R(i,0i)<R(i,0i)

ou PRTF(i,Oi)<PRTF(|,0i)

alors on dit que I'ordonnancement O est F actif.

Le théorème 3.8 nous permet d'obtenir le corollaire suivant.

CorcIlaire 32
Dans le cas du problème à une machine pour minimiser la somme des temps

de présence, tous les ordonnancements optimaux sont F-actifs.

Iâmonsttatian

Supposons qu'il existe un ordonnancement optimal O qui n'est pas F-actif,

alors, il existe au moins une paire de tâches consécutives i et j Q suivant i) telle

que:
R(i,0i)>R(i'0i)

et PRTF(i,0i)>PRTF(j,0i)

alors F=IFr = Ifr + )F1 + F1;
l=1 le& leA5

Construisons un autre ordonnancement O' en mettant les tâches de Ai et de Bi

dans la même position que dans O, et en ordonnançant i et j dans I'ordre

inverse. Cet ordonnancement est réalisable parce que R(i,0i)>R(j,0i).

D'après le théorème 3.8, on a F5icFi5.

Alors
n

F'=!F'1 = EF' t*  I t r ' t+F; i= I t r ' t *  I t r ' t+F5i< I r t*  I r r+Fi5=p
l=1 le Bj le A'i leBi leA; leBi leA5

Ceci contredit I'h1ryothèse que O est un ordormancement optimal.

Q.E.D.
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Remarques

1o La fonction PRTF(i,^) est en fait une combinaison des règles FIFO (First In
First Out) et SPT.

2o Si toutes les tâches arrivent simultanément, c'est-à-dire vi, ri=O, la
condition nécessaire et suffisante devient:
pi<pj

C'est bien la règle SPT, qui donne une solution optimale dans ce cas.

3o Si Vi, pi-D, D étant une constante, pRTF(i,Â) est équivalent à FIFO, ce qui
fournit une solution optimale dans ce cas particulier.

4o Si Vi, d1=-"", alors nlllri,lZTi est équivalent à ntUr:/ZFl. pRTT(i,ly 1yei" 1"
section 3.4) est équivalent à PRTF(i,Â) (mais PRTT(i,^) n'est pas une condition
strictement nécessaire dans le cas général).

Ehrde anal5Éique de la fonstion PRXT.

Si I'on compare la priorité de deux tâches i et j, r1 étant supposé inférieur ou
égal à rj, on peut distinguer deux cas possibles. Les frgures 8.6 et B.?
correspondent respectivement aux cas où pi>pj et p1Sp;.

2r i  +

2"j + Pj

2ri+ Pi 2ri+ Pi

P1

pj

Fig. 3.6 Cas p;>pi Fig. 3.7 Cas piSpi
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Dans le cas pi>pj (Fig. 3.6), la tâche i est prioritaire jusqu'à 
"j*ry. 

Pendant

cette période, PRTF est équivalent à la règle de priorité FIFO. A partir de cet

instant, j demeure prioritaire, PRTF est donc équivalent à la règle de priorité

SPT.

Dans le cas pi<pj (Fig. 3'.7), la tâche i reste toujours ptiôritai're. En tenant

compte que FIFO- eSt dans ce cas équivalent à SPT, on peut aussi considérer

qu'il existe une période où PRTF est équivalent à la règle de priorité FIFO, et

qu'il existe une autre période où PRTF est équivalent à SPT.

Dans les deux cas, on peut considérer que PRTF est une bascule automatique

entre les règles de priorité FIFO et SPT.

3.5.2. ALGORITHME S APPROCHES

Selon le corollaire 3.2, nous pouvons ne prendre en compte que les

ordonnancements F-actifs. Nous proposons deux nouvelles heuristiques

polynomiales, APRTF et PRTF, qui construisent un ordonnancement

appartenant à cet ensemble.

Dans la littérature, les chercheurs ont proposé des algorithmes approchés.

Dessouky & Deogun (1981) ont testé ECT (Earliest Completion Time) et EST

(Earliest Starting Time, identique à "SPT" considéré dans [Chandra 1979]).

D'après Dessouky & Deogun, ECT fournit une bonne solution approchée au

problème. Selon Chandra, EST est un bon algorithme approché pour le

problème de minimisation de la somme des temps de présence. Nous

présentons maintenant les algorithmes ECT et EST et nous proposons deux

nouveaux algorithmes approchés appelés APRTF et PRTF.

Algorithme ECT (Earliest Completion fime)

C'est un algorithme du type "Règle Pure".

La hiérarchie de règles est la suivante:

Règle no 1: la plus petite date de fin (la plus petite valeur de O(i'Â))

Règle no 2: la plus petite date de début ( la plus petite valeur de R(i'Â))

Algorithme EST

C'est un algorithme du t5pe "Sans Délai"
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La hiérarchie de règles se réduit à:
Règle no 1: la plus petite durée opératoire.

Algorithrne APRXF

C'est un algorithme de type "Choix Alternatif'

La première hiérarchie de règles est:
Règle no 1: la plus petite valeur de pRTI;

Règle no 2: la plus petite date d'exécution au plus tôt.

La deuxième hiérarchie de règles est:
Règle no 1: la plus petite date d'exécution au plus tôt;
Règle no 2: la plus petite durée opératoire.

La condition de choix entre les tâches o et p est la suivante:
En notant p le nombre de tâches non ordonnancées autres que o et p, et r la
plus petite date d'arrivée de ces tâches, la condition pour ordonnancer c est
donnée par l'équation: Fpo-FoBcp.min[R(a,Â)-R(8,^),O(p,O(a,Â))-r].

Commentaire

La première hiérarchie de règles per:met de choisir pour oc la tâche la plus
prioritaire. La deuxième hiérarchie de règles consiste à sélectionner pour p
une tâche dont I'exécution ne laisse pas la machine inactive donc ne retarde
pas I'exécution des autres tâches. La condition permet de comparer le gain et
la perte en ordonnançant cr, donc de prévoir une éventuelle conséquence sur les
tâches qui vont suiwe. Si on ordonnance une tâche plus prioritaire q, alors
qu'il existe une tâche F qui pourrait être exécutée avant cr, on laissera la
machine inoccupée plus longtemps au lieu d'ordonnancer p en priorité. La
durée de I'inactivité de la machine est de R(o,Â)-R(p,^). Chacune des tâches
restantes est retardée au plus de Ât=min[R(cr,A)-R(Ê,A),O(p,O(cr,Â))-r] (voir la
figure 3.8). On perd au total au plus p.Ât en ordonnançant a avant p. Alors que
I'on gagne Fpa-Fap si on ordonnance c avant p. Si le gain est plus grand que la
perte maximale, on a intérêt à exécuter cr avant p, sinon, on aurait intérêt à
exécuter p avant c.
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arp  ra

a. a précèdep

A"p  ra

b.p précède a

D2=R(a,A)-R(p ,A)
Dl=OtrB,(a,Â))-t

Fig. 3.8. Comparaison des perte et gain pour les ordres ap et Bcl

Algorithne PRIT'

C'est un algorithme du type "Règle Pure"

La hiérarchie de règles est:

Règle no 1: la plus petite valeur de PRTF

Règle no 2: la plus petite date d'exécution au plus tôt.

Ces algorithmes proposés sont des algorithmes polynomiaux et construisent

un ordonnancement F-actif.

3.5.3. COMPARAISON DE THEOREMES ET DE MINORA}TTS

Dans cette section, nous comparons des théorèmes et des minorants. Ceci a

pour objectif d'éliminer les théorèmes redondants et des minorants faibles

dans la PSE que nous allons construire, pour en diminuer le temps de calcul.

Dans la littérature, nous pouvons trouver beaucoup de théorèmes de

dominance, conditions sulfisantes d'optimalité, et de minorants. Nous allons

montrer que certains théorèmes de dominance décrivent un cas particulier

d'un autre théorème (ils sont donc redondants), que des conditions d'optimalité
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sont contenues dans unê propriété très .connue des.chercheurs opérationnels,
et que des minorant's sont moins. efficaces qu'un autr.e. Par conséeuent, nous
pouvons n'utiliser que les théorèmes qui ne sont pas redondants, la condition
suffisante d'optimalité la plus performante, ainsi que le minorant le plus
effrcace (sous réserve qu'il ne soit pas signifrcativement plus coûteux).

353.1. Comlramison de théonèmes de dominance

Dans [Dessouky & Deogun 1981], les auteurs ont démontré le théorème suivant:

Théorème 3.9 (lDessoulgr & Deogrrn 1981])
On considère un problème du type nl l lril EFi. N étant I'ensemble des tôchps et S
une séquence partielle d.e tâches d,e N, si une tô,che yeN-S uérifie pySpr pour
toute tûche ieN-S, et si une autre tôche *EN-S uérifie R(x,E(S))8,(y,E(S)), alors

Z(S,y) domine Z(S,x).

La propriété suivante montre que tout ordonnancement F-actif vérifie
"presque" ce théorème (1a).

Pnopriété 32
Dans un ordonnancement F-actif, pour toute tâche x, il n'y a aucune tâche
IeAx telle que:

Py<Pi, Vie A*u{x}-{y} et R(x,0*)>R(y,0*)

Iâmanstratian

Supposons qu'il existe un ordonnancement F-actif O dans lequel il y a au moins
une tâche x telle qu'il existe une tâche ye Ax (l'ensemble de tâches suivant la
tâche x) telle que:
py<pi, Vie A*u{x}-{y} et R(x,0*)>R(y,0*)

Considérons la tâche w qui précède immédiatement la tâche
F-actif, on a au moins une des relations suivantes:

R(w,0*)<R(y,0*,)

ou 2R(w,Qw)+p*<2R(y,Or")+p,

y. Comme O est

14 La différence réside dans le fait que
Dessouky et Deogun d'éliminer certains
d'autres ordonnancements.

I'on a pycpi au lieu de prSpi. Ceci permet donc à
ordonnancements F-actifs parce que dominés par
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Nous considérons deux cas.

1o R(w,0w)<R(y,0*)

Dans ce cas, on a:
rr>R(w,0w)

On a deux sous-cas à envisager:

1.1o w=x

Dans ce cas R(w,Q*)=fi,(x,0*)

1.2o w*x

Dans ce cas on a we A*, ce qui implique

R(w,Q*)>O(x,0*)=R(x,Q*)+p*>R(x,0*)

Dans les deux sous-cas, on a obtenu: R(w,0w)>R(x,0*).
Avec (3.12) on obtient alors rr>R(x,g;6)
qui implique: R(x,0*)<R(y,0*)

Ceci contredit l'hypothèse
R(x,0*))R(y,0*)

2o R(x,0w)>R(y,0*) et 2R(x,0w)+p,ns2R(y,0r*,)+py

Dans ce cas, on a la relation suivante
pw(Py

Ceci contredit l'hypothèse:

Py<Pi, Vie Av(x)-{y}

(3.12)

Dans tous les cas, il n'y a aucune tâche x vérifiant les conditions annoncées

dans la propriété 3.2.

Q.E.D.

Cette propriété montre qu'un ordonnancement F-actif vérifre le théorème 3.9
sauf dans le cas où il existe une tâche zeN-(Su(y)) telte euê py=pz.

Dans [Dessouky & Deogun 1981], les auteurs ont également démontré le

théorème suivant.
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Tlréorème 3.10 (lDessouky & Deogrrn 1g8l])
On considère un problème du type nl l lril Lh N étant l'ensemble des tâches et S
une séquence pdrtielle de tâ,ches de N. Soit y une tôche de N-S telle que
iD(y,E(9)<Aft,8(S)) pour toute tôch.e leN-S, alors un ordonnancemnnt XS,r) est
stricternent dominé si r*>A(y,E(S)).

Par ailleurs, dans lBianco & Ricciardelli 1982], les auteurs ont démontré le
théorème suivant.

Théorème 3.11 ([Bianco & Ricciardelli 1982])
On considère un problèrne du type nl 1lryl ÛwtFr, N étant l'ensernble des tâch.es
et S une séquence partielle de tâches dp N. Soient x et y deux tôches de N-5, si
rr>cD(y,E(S)), alors XS,y) dominp 26,x).

Or Conway et al. (1967) et Baker (1974) ont déjà montré que I'ensemble des
ordonnancements actifs est dominant pour les critères réguliers (voir aussi le
paragraphe L.2.5.). Comme "la minimisation de la somme (pondérée) des
temps de présence" est un critère régulier, il suffit donc de considérer
I'ensemble des ordonnancements actifs. Dans le cas d'une machine, ceci
revient à considérer seulement les ordonnancements tels que:
Vi, Vj, tel que la tâche j suit la tâche i dans I'ordonnancement, on a qcO(i,0i).

Nous avons immédiatement la propriété suivante.

Pnopriété 33
Les théorèmes 3.10 et 3.11 ne sont en fait qu'une façon particulière d'exprimer
que I'ensemble des ordonnancements actifs est dominant pour un critère
régulier.

Le théorème suivant a été démontré dans lDessouky & Deogun 1981].

Ttréorème 3.12 (lDessouky & Deogun 1981])
On considère un problème du type nl I lrtl LFi, N étant l'ensernble des tôches et S
une séquence partielle d.e tâ,ches de N. Soient i et j deux tâches de N-S, si pi>pj
et ili,E(S))<qj,E(S)), alors XS,i) dominB 86fl.

Nous allons montrer que ce théorème est un cas particulier du théorème
suivant obtenu à partir d'un théorème démontré pour le problème r/l/ril),wiFi
par Bianco et Ricciardelli (t19821) en le simplifiant avec des poids wlégaux à 1.
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Théorème 3.13
On considère un problèm.e du type nl l lril LEi" N étant l'ensemble d,es tô,clæs et S

une séquence partielle de tâ,ches de N. Soient i et i deur tdch.es de N-5, si
afi,E(S))so(i,E(S)) and iD(i,E(9)-a0,8(S))<brn)[card(N-S)-1], alors t(S,i)

dominp Z(SJ.

Pnopriété 3.4
Le théorème 3.13 est plus général que le théorème 3.12.

En e f fe t ,  s i  p i>p j ,  O( i ,E(S) )<O( i ,E(S) ) ,  a lo rs  o ( i ,E(S) ) -o ( i ,E(S) )<0  e t
(ni-n;)[card(N-S)-1]>0, ce qui implique o(i,E(S))-o(j,E(S))<(nrn;)[card(N-S)-1]. A

partir du théorème 3.13, >(S,i) domine I(Sjl.

En conclusion, parmi les théorèmes cités ci-dessus, seuls les théorèmes 3.8,

3.13 et la dominance de I'ensemble des ordonnancements F-actifs ne sont pas

redondants. (3.9 n'est que partiellement redondant, mais nous ne I'utiliseront

pas pour des raisons de coût). Les autres théorèmes peuvent ne pas être utilisés

dans une PSE.

ilfl&z.Comparaison de conditions suffisarrtes dbptimalité

Pour présenter les conditions suffisantes d'optimalité proposées par Dessouky

& Deogun (1981) et par Deogun (1983), nous avons besoin de rappeler un autre

algorithme approché nommé SFII dans [Deogun 1.983] et destiné au problème à

tâches non interruptibles. Les problèmes à tâches interruptibles peuvent être

résolus optimalement par la règle de priorité SRPT présentée dans la section

3.4. L'optimalité de ce dernier algorithme a été démontrée par Schrage (1968) et

par Smith (1978).

Algorithme SPT (Shortest Processing fime)

C'est un algorithme du type "Règle pure".

La hiérarchie de règles est la suivante:

Règle no 1: la plus petite durée opératoire

Règle n" 2: la plus petite date de début (la plus petite valeur de R(i,Â))

Tous les chercheurs concernés utilisent la propriété suivante:
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Etant donné un problème d'ordonnancetnent P où I'on minirnise un ciritère et
où les tâ,ches sont non interruptibles, on construit un problème relaré p' à
partir d2 P en autorisant I'intenuption d.es tô,ches. Toute solution optimale du
problèrne P' fournit alors un minorant pour le problème P. De plus s'il existe
un ordonnancernent optirnal de P' où aucune intenuption n'a lieu, alors cet
ordonnancement est aussi optimal pour p.

Dans [Dessouky & Deogun 1981], Ies auteurs ont démontré le théorème suivant:

st pour un problèrne P du type nll/r; l ZFi, on peut construire un
ordonnancernent uérifïant ECT d,ans lequel la première tâche d,e toute
sous-séquence contiguZ de tâches a une date d'arriuée au plus aussi grand,e
que celle de toutes les tâ,ches qui suiuent, alors cette ord,onndnceînent est
optirnal pour P.

En fait, le théorème de Dessouky & Deogun et la propriété citée ci-dessus sont
équivalents.

La démonstration de cette équivalence repose sur le lemme suivant qui servira
aussi dans d'autres démonstrations.

Lemme 3.3
Etant donné un problème P du type n/Lhi/ZF;, on construit le problème relaxé
P' où I'interruption des tâches est autorisée. S'il existe un ordonnancement O
pour P vérifiant ECT dans lequel la première tâche de toute sous-séquence
contiguë a une date d'arrivée au plus aussi grande que celle des tâches qui
suivent, alors il existe un ordonnancement O' pour P' vérifiant SRpT et dans
lequel aucune interruption n'a lieu, les tâches étant exécutées dans le même
ordre dans O et dans O'.

Démonstration

Démontrons d'abord que la première tâche dans O est aussi la première tâche
dans O', et que I'exécution de cette tâche dans O' n'est pas interrompue. Dans
ce but, considérons cette tâche indicée par i. Comme O vérifre ECT on a
O(i,^)<O(i,Â) pour toute tâche j suivant i dans O.
Comme dans O la première tâche de toute sous-séquence contiguë a une date
d'arrivée au plus aussi grande que celle des tâches qui suivent on a
R(i,^)<R(j,À) pour toute tâche j suivant i dans O.
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On a donc pour tout j: O(i,^)<O0,Â) et R(i,^)<R(i,A). Ceci implique que toute

tâche k telle que R(k,A)=R(i,À) a une durée supérieure à celle de i, aussi ne
peut-elle pas interrompre i dans O'. De même toute tâche k telle que

R(k,^)>R(i,Â) aura une durée supérieure à la durée restante de i quand k

arrivera dans I'atelier comme illustre la figure 3.9.

Fig. 3.9. Exécution de la tâche i non interrompue

Si on considère les deux problèmes d'ordonnancement P1 et P'1 obtenus à partir

des problèmes P et P' en ôtant la tâche i et en démarrant à I'instant Â et si on
définit les ordonnancements Or et O'1 de la même façon que O et O', il est
évident que 01 et O'1 fournissent la fin des ordonnancements O et O' (par

construction) et on obtient comme ci-dessus que leur première tâche est
identique et qu'elle n'est pas interrompue dans O'1. On peut ainsi construire

une suite de problèmes et d'ordonnancements dont les tâches coïncident dans
O, O', 01 et O'1. Pour k=n-l, le lemme est démontré.

Q.E.D.

Dans [Deogun 1983], I'auteur a démontré le théorème suivant:

Si pour un problème P du type nlllrilZFi, nous pouuons construire un

ordonnancernent uérifiant SPT dans lequel la prernière tâche de toute
sous-sëquence contiguë a une date d'arriuée au plus aussi grande que celle des
tâ,ches qui suiuent, alors cet ordonnancemnnt est optirnal pour P.

Une solution optimale vérifrant le théorème de Deogun vérifre aussi le

théorème de Dessouky & Deogun. Car tout ordonnancement O vérifiant SPT et
dans lequel la date d'arrivée de la première tâche de toute sous-séquence
contiguë est au plus aussi grande que celle des tâches qui suivent vérifie aussi
ECT.

o(i,a)
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Par contre, il peut ne pas exister d'ordonnancement vérifiant le théorème de
Deogun alors qu'il existe des ordonnancements vérifrant celui de Dessouky &
Deogun comme le montre le contre-exemple suivant:
n=2, r1=0, p1=8, t2=3, pz=6 où ECT est constitué de 1 suivi de 2 (sans

interruption) et donne la valeur optimale de 19 pour la somme des temps de
présence, alors que SFII est constituée de 2 suivie de 1 n'est pas optimale
(somme des temps de présence=23).

En conclusion de cette comparaison de diverses conditions suffisantes
d'optimalité, les plus puissantes sont équivalentes et consistent à tester s'il
existe un ordonnancement vérif iant SRPT pour le problème relaxé
(l'interruption des tâches est permise) dans lequel aucune interrution n'a lieu.
Comme nous utilisons aussi la règle SRPT pour le calcul du minorant de la
PSE (voir le paragraphe 3.5.4), le test d'optimalité peut être effectué en même
temps que le calcul du minorant.

353.3. Comparaison de minorarrts

Passons maintenant aux comparaisons entre les minorants proposés.

Dans [Dessouky & Deogun 1981], les auteurs ont proposé un minorant noté Mp
calculé de la manière suivante:
Pour un problèrne donné P du type nl l lril 116 on construit un ord,onnancement
O uérifiant ECT. On construit un autre problèrne P', et un ordonnancement O'
pour P' en conseruant I'ordre des tâches de I'ordonnancen'rent O, mais en
modifiant les dates d'amiuée d.es tâches de P' d.e la manière syluqn6s OE)

c'rcFo
Pouridclùnfairc

rnJ;1=min(r6)
j>i

r' 61= rni n( r 61, max(C' ft_ I l, tn ftl)
C' ftl=*o*(r' J;1,C' Ji- 1 l) + p n- u

finpur
n

La ualeur up=\G'til-ryil est un rninorant du problèrne dp d.épart p.
i=1

15 or) C'ttl est Ia date de fin de la tâche 
"n 

iième position dans O', par convention C'Jg1=0)
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Pnopriété 35
Le minorant Mp proposé par Dessouky et Deogun est toujours inférieur ou égal
au minorant M1 calculé en utilisant SRPT pour le problème relaxé qui autorise

I'interruption des tâches.

I)émonstratïon:

Pour un problème donné P, construisons un ordonnancement O vérifiant ECT
pour P. Construisons un problème P(1) et un ordonnancement g(1) pour P(1) de
la manière suivante (C[0,O(1)]=0, s[i,o] est la tâche se terminant à 1a iième
position dans l'ordonnancement o):

i) les tâches sont exécutées dans le même ordre dans O et dans O(1)'
(1 )

1r)  Vr ,  P i  =p i

i i i )  Vi '  mi=minj>i(r6,Ol)

iv) Vi,r!fls1=*inlrsli,ot, max(C[i-1,O(1)],nt)1, C[i,O(1)1=-u*f"!11],61,C[i-1,O(1)])

Construisons un problème P(2) identique à P sauf en ce que les tâches sont
interruptibles et un autre problème P(3) identique à P(2) sauf en ce que

(3) (1) _ (2)
Vl,  f ;  =f i  Sr i=1.

*
En notant Cn la somme des dates de fin des tâches d'un ordonnancement

optimal du problème fI, nous avons CptalsCp<zl

Dans [Dessouky & Deogun 1981], les auteurs ont démontré que O(1) vérifie ECT

et que dans O(1) la première tâche de toute sous-séquence contiguë a une date

d'arrivée au plus aussi grande que celle des tâches qui suivent. D'après le

i=1

Q.E.D.

minorant calculé de la manière

lemme 3.3, on a alors, Cp<rt=CptgycCp(2)

Ce qui implique:
1 t n *

Mn=Cptr) - )ricCptzl 
-)ri=M1

i=1

Dans (lDeogun

suivante:
1983]) I'auteur utilise un autre
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Pour un problème donné P du type nll lrtlLFi, on construit un autre p'roblèmn
P' auec
Vi, r'1=Q, p'i=pi

on construit un ordonnancernent oç vérif iant Spr pour p', alors
n

M6=\Ci@d-rJ est un minorant du problèm.e p.
i=7

On constate immédiatement en examinant les modes de calcul de M6 et de Mp
que:
Mc<Mo

3.5.4. UN ALGORITHME EXACT DE TYPE PSE

Outre les théorèmes 3.8 et 3.13, nous citons et utilisons les théorèmes de
dominance suivants pour éliminer davantage de sous-ensembles de solutions.

Théorème 3.14 (lDeogrrn lg8:t])
On considère un problème du type n I 1 lril Int Etant d,onné un ordonnancernent
o composé d'une séquence partielle S suiuie d'une séquence de tôches d,e N-S
obtenue en suiuant la règle SPT, notons Ip la somtne des temps libres sur Ia
machine deuant la tâche sn pième position, Ik=Ik-ftmar(rthl-Cft-il,0) auec I6=e,
Crcl=0. S'iI existe une tô,che ieN-S en position h (h>card(S)), telle que @(i,E(S))_
E(S)>In-t-Icard.(S), alors XS,i) domine E6ù pour toute tô.che jeN-S telle que
p i$j et R(i,E(S)) <R(|,E(S)).

Par ailleurs, en simplifiant un théorème proposé dans ([Bianco & Ricciardelli
19821) pour le problème nlLln/ZwiF; en prenant tous les wi égaux à L, on obtient
le théorème suivant:

Théorème 3.15
On considère un problème du type nl l lril 8r, N étant I'ensernble d,es tâchcs et S
une séquence partielle d.e tâches de N. Soient i et j deux tâches d,e N-5, si
@(i,E(s))>qi,E(s)) et prpj4aft,E(g)_qi,E(s))J.card,(N_s), alors z6,i) d,ornine
z(si).

appliquant la règle SRPT pour le problème relaxé.
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Dans la PSE, les théorèmes de dominance 3.8, 3.13, 3.14, 3.15 sont utiles pour

éliminer des sous-ensembles de solutions.

Les algorithmes PRTF et APRTF peuvent être utilisés pour déterminer une

borure solution initiale.

Le minorant peut être calculé à partir de la règle de priorité SRPT en

considérant le problème relaxé comportant des tâches internrptibles.

Le test d'optimalité peut être fait pendant le calcul du minorant.

Nous décrivons maintenant en détail la PSE.

Comme pour la minimisation de la somme des retards, I'algorithme est

composé de trois phases: initialisation, séparation et terminaison. Les phases

d'initialisation et de terminaison sont similaires à celle de la PSE pour la

somme des retards. Nous expliquons uniquement la partie "séparation".

Création éventuelle d'un næud B(h) li:

Etapel: Test 7 "éliminer B(h)li lorsqu'il ne peut pas conduire è u.n

ordonnance m.ent actif'
S'il existe une autre tâche je A(h) telle que O(i,t(h))<R(i't(h)) alors

aller à l'étape 10' finsi.

Etape2: Test 2 "éliminer Bh)li lorsqu'il ne peut po,s conduire à un

ordonnancemcnt F' actif '

Si card(B(h))>l et R(x,0x)>R(i,0*) et PRTF(x,0x)>PRTF(i,Sx), où x est la

dernière tâche ordorurancée dans B(h) alors aller à l'étape 10, ftnsi.

EtapeS: Test g"éliminer B(h)li lorsqu'il est dorniné par une autre séquence

B(h)lj d'après le théoÈm,e 3.73"
S'il existe rure autre tâche je A(h) telle que O(i,t(h))sO(i,t(h)) et

o0,(h)Fo(i,(h))s(r1-n).tcard(A(h)-11 alors aller à l'étape 10, fi nsi.

Etape4: Teet 4 "élirnincr B(h)li lorsqu'i| est dominé par unc outre séqu'ence

Bh))j d'après le théoÈmB 3.74"

S étant un ordonnancement composé de B(h) suivi des tâe;hes de A(h)

dans I'ordre de leurs durées opératoires, s'il existe une autre tâche
je A(h) telle que j occupe lième position dans S, et que
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Etape 5:

Etape 6

Etape 7

Etape 8

o(i,t(h))-t(h)>Ir-r-Icard(B(h)) et q<pi et R(i,t(h))sR(i,t(h)) alors aller à
l'étape f0, finsi.

Test 5 "élirnircr B(h)]i lorsqu'il est dominé por uræ autre séqucrrce
B(h)lj d'après le théorème 9.15"
S'il existe une autre tâche je A(h) telle que O(i,t(h))>O(i,t(h)) et
Pi-U>tO6,t(h))-O(i,(h)I.card(A(h)) alors aller à I'étape 10, ftnsl.

"Créer un nouueau næud o correspondant ù l'ordannanaempnt partiel
B(h) li"
B(o):=B(h) li;
t(o):=O(i,t(h));
A(o):=A(h)-(i);
F(o):=F(h)+t(olri;

"obtenir un ord,onnancernent réaliisable complet et en tirer les
conséquences"
Si card(A(o))s2 alors
Construire I'ordonnancement o des tâches de A(o) à partir de
I'instant t(o) en appliquant I'algorithme pRTF. cet ordonnancement
local est optimal d'après le théorème B.g.
si F(o)+F(o)<uB alors "nous auons obtenu un ord,onnancement
complet strictement meilleur que |ordonnancement antérieur
réalisabl.e.S", IIB est réinitialisé à F(o)+F(o), S devient B(o) suivi de o.
Eliminer tout næud o'de L telle que LB(o'>IIB, finsi,
aller à l'étape tQ finsi.

"calculer un rninorant pour o et en tirer les conséquences"
LB(o) :=.F(o) + MINOR(t(o), A(o));

MINoR(t(o),A(o)) est une fonction similaire à la fonction
décrite dans la PSE pour la somme des retards. Il suffit d'y
remplacer I'instruction MINOR:=MINOR+nax(t-Dj,0) par
l'instruction MINOR:=MJNOR+t-r1.

Test 6 "ëliminer o lorsqu'il ne peut pas cond,uire ù un
ordonnancement dont la sornrne des ternps de présenee est
strictement inféricure à W\
Si LB(oÈIJB alors aller à t'étape 10, ftnsi"
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Test 7 "éliminer o lorsqu'il est dominé par un autre næud o' déjù

généré"
S'il existe un n(pud o' dans L tel que: LB(o')<LB(o) et A(o')=A(o) et

t(o')St(o), alors aller à l'étape 10' frnsi.

Etape 9 "Insérer Ie næud o ù. son rang d,ans la liste L et en tirer les

conséquences"
Insérer le næud o dans la liste tnée L.

Eliminer tout næud o' dominé par o dans la liste Z, c'est-à-dire tout

næud tel que LB(o')>LB(o), A(o')=A(o) et t(o)>t(o').

Etape 10 "Terminer Ia traiternent de Ia création du næud B(h)li"

3.5.5. RESULTATS NUMERIQUES

Dans cette section, nous fournissons des résultats numériques afin d'évaluer

les performances des algorithmes.

Les algorithmes heuristiques et la PSE ont été programmé sur un SUN 3/110.

Nous avons gén&é au hasard 7 échantillons d'exemples avec respectivement

20, 30,40, 50, 60, ?0, 80 tâches. Les exemples sont générés de la même manière

que dans [Hariri & Potts 1983] pour le problème nlLhdzwiFi en prenant ici tous

les wi égaux à 1. Les durées opératoires des tâches ont été générées entre 1 et

100. Les dates d'arrivées des tâches ont été générées entre 0 et 50,5'n'cr. 10

valeurs de a (0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 1,0, I,25, L,50, L,'15,2,0, 3,0) nous ont permis de

générer 10 exemples pour chaque échantillon.

Table 3.11. Résultats de la PSE

NNC: nombre de næuds considérés
NNG: nombre de næuds générés
CPUT: temps de CPU en secondes
*. calcule à partir des exemples résolus en moins de 36 minutes. Seuls cas, oir le

compteur du temps de CPU donne une valeur correcte (pas de débordement du
compteur).

n n æ û 50 m 70 80

NNC 19.2 52.L 153.7 193.7 1358.6 2099.3 3585.3

NNG L9.7 57.5 188.9 265.7 L 2.5 2658.3 4235.5

CPUT 0.18 0.76 4.93 11.93 83.08 30d,.4 274.40*
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La table 3.11 résume les résultats concernant la PSE. Dans cette table, on peut
voir que cet algorithme est capable de résoudre des problèmes contenant
jusqu'à 80 tâches. Seulement un exemple avec 80 tâches n'a pas pu être résolu
en moins de 36 minutes.

Table 3.12. valeur moyenne du critère f : r't pour chaque échantillon

toujo ution fournie

UET:
par APRTF et PRTF
un "macro" algorithme consistant à toujours retenir la meilleure solution EST et
ECT

La table 3.12 montre les valeurs moyennes du critère obtenues par différents
algorithmes. A partir de cette table, on voit qu'en moyenne, la meilleure
solution trouvée par APRTF et PRTF (i.e. la solution trouvée par upRTF) est
très proche de I'optimum. La déviation relative ne dépasse jamais 0,7LVo. On
voit aussi que pour chaque échantillon la solution trouvée par UPRTF est
toujours meilleure que la meilleure solution trouvée par ECT et EST (i.e. la
solution trouvée par UET).

n n s û 50 m 70 80
APRTF 199.760 2t7.633 253.295 3/:0.962 356.570 364.367 397.551
PRTF 2U2.L40 220.440 ffi.7Æ 3/.8.794 369.2C[f 376.660 411.139

ES[ 200.315 218.100 253.532 341.134 356.868 364.786 397.74r
ECT 220.975 243.920 289.665 385.8?6 420.8?5 424.99L 464.O89

UPRTF 199.760 217.380 252.372 340.854 356.39? 364.2t6 397.501

UET 200.315 2r7.870 253.532 14L.LU 356.868 364.786 397.74L

BAB 199.610 2L5.Ut 25L.L92 339.3:12 355.768 362.653 396.406
UP ;u r "macro" algorlthme consistant à touiours retenir la me ure so

Table 3.13. de calcul (en secondes CPU)
n n æ 40 50 m 70 80

APRTF 0.0128 0.0240 0.0368 0.0608 0.0816 0.LÙ?l 0.t2M
PRTF 0.0080 0.0176 0.0224 0.0272 0.04€i0 0.0656 0.0800
ESf 0.0080 0.0112 0.ÙLu 0.0352 0.M32 0.0432 0.0640
ECT 0.0016 0.0208 0.ÙnA 0.0352 0.ow 0.0720 0.0928

IJPRTF 0.0208 0.0416 0.0592 0.0880 0.1296 0.1680 0.nu
I,]ET 0.0096 0.0320 0.0368 0.0704 0.0976 0.1152 0.1568
BAB 0.18 0.76 4.93 11.93 83.08 304.4 274.40
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La table 3.13 montre le temps moyen de calcul sur un SUN 3/110 consommé par

les différents algorithmes pour chaque échantillon. On peut remarquer que

I'algorithme APRTF consomme un peu plus de temps, mais comme on peut le

voir dans table 3.12 et dans la suite, il est meilleur que les autres.

Si nous comparons les heuristiques proposées avec respectivement UET et la

PSE, nous obtenons les tables 3.14 et 3.15. Dans ces tables, on voit que APRTF

est toujours au moins aussi bon que UET. Bien que PRTF ne soit pas toujours

meilleur que UET, il est toujours au moins aussi bon que ECT. Pour certains

exemples, il est même meilleur que APRTF. Par conséquent, utiliser UPRTF

ou tout simplement APRTF semble une bonne solution pour trouver une

solution très proche de I'optimum. A partir de la table 3.15, nous constatons

que le nombre de fois où UPRTF donne l'optimum décroît avec le nombre de

tâches. A partir des tables 3.L4 et 3.15, nous pouvons conclure que I'efficacité de

la PSE provient aussi de la bonne performance des heuristiques.

Chaque
B: nombre d'exemples (sur 10) pour lesquels un

moins aussi bon que UET
SB: nombre d'exemples (sur 10) pour lesquels

strictement meilleur que UET

algorithme est au

un algorithme est

Tab le3 .14 .B:SB

n n æ 40 s 60 70 80

APRTF 10:4 10 :6 10:  3 10:6 10 :4 10:3 10:5

PRTF 5:3 6:5 4:3 3:3 2;2 2:2 2 2

UPRTF 10:  4 10:7 10:  4 10:7 10:4 10 :4 10 ;7
ease de la table contient les informations B : SB où

Tab le3 .15 .O:SO

n n s û 50 æ 70 80

APRTF 9:4 5:2 4:2 2:0 1:0 0:0 1 0

PRTF 5 3 4:1 2:1 0:0 0:0 0:0 0:0

UPRTF I 4 6:3 4:2 2:0 1:0 0:0 1 0
case de la contient O : S O o ù

O: nombre d'exemples pour lesquels un algorithme donne I'optimum
SO: nombre d'exemples pour lesquels un algorithme donne I'optimum

alors que UET ne le donne Pas

Bien que, dans les expériences faites, UPRTF soit toujours meilleur que UET,

on peut construire des contre-exemples comportant un petit nombre de tâches.
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Un contre-exemple montrant que EST peut donner une solution strictement
meilleure que celle donnée par UPRTF est donnée ci-dessous.

Jeu de données du ntre-exemple

La solution donnée par IIPRTF est L,9,2 ce qui donne une somme des temps de
présence de 55, alors que la solution donnée par EST est 2,8, 1, ce qui donne
une soutme des temps de présence de bB.

Un contre-exemple montrant que ECT peut donner une solution strictement
meilleure que celle donnée par UPRTF est le suivant.

Jeu de données du second contre-exemple

La solution donnée par UPRTF est L,9,2 dont la somme des temps de présence
correspondante est 600, alors que la solution donnée par ECT est 2, 3, 1 dont la
somme des temps de présence correspondante est bg2.

On peut penser que ces cas de figure où EST ou ECT sont strictement meilleurs
que APRTF ou PRTF sur quelques tâches sont beaucoup plus rares que les cas
contraires, ce qui fait que pour des exemples comportant un grand nombre de
tâches APRTF et PRTF sont meilleurs que EST et ECT.

3.6. CONCLUSION GENERALE DU CIIAPITRE

Dans ce chapitre, nous avons considéré des problèmes d'ordonnancement à
une machine. Nous avons obtenu des résultats théoriques que nous avons
utilisés pour développer des heuristiques.

co

Tâche r p

L 2 li|

2 0 n
3 n 1

Tâche r p

I 0 m
2 10 181

3 191 10
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En particulier, nous avons démontré différentes conditions suffrsantes ou

nécessaires et sulfisantes d'optimalité locale pour des problèmes NP-difficiles.

Cela nous a permis de défrnir des ensembles dominants pour différents
critères et de constnrire des algorithmes approchés performants que nous

avons util isés dans la mémoire artifïcielle pour les problèmes

d'ordonnancement à une machine. Ces conditions peuvent aussi être utilisées

comme règles de priorité dans des cas plus généraux. En particulier, ces

règles nous ont permis d'enrichir les règles de priorité pour les problèmes

d'ordonnancement de tlpe Job-shop.

Les résultats théoriques obtenus sont d'autant plus intéressants pour le critère
minimisation de la somrne des retards avec des dates d'arrivée des tâches

différentes que la littérature est pauwe pour ce tlpe de problème.



Chapitre 4

EVALUATION DE LA MEMOIRE
ARTIFICIELLE
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4.1. INTR,ODUCTION

Dans ce chapitre, nous allons montrer des résultats numériques obtenus dans
le cadre de la mémoire artificielle pour l'évaluer dans le cas monocritère ; en
effet il n'est pas possible de l'évaluer dans le cas d'une utilisation multicritère
interactive faisant intervenir un décideur. Cette évaluation est faite en
comparant les résultats obtenus en appliquant I'heuristique proposée par la
mémoire artificielle et ceux obtenus en appliquant systématiquement la "meil-

leure" heuristique (appelée aussi stratégie habituelle).

Ces résultats numériques recouvrent les trois applications retenues. Dans la
section 4.2, nous présentons les résultats obtenus pour les problèmes

d'ordonnancement de type Job-shop. La section 4.3 est dédiée aux problèmes

d'ordonnancement à une machine et la section 4.4 est consacrée aux problème

de container loadi.gg. Dans toutes ces applications, nous présentons

respectivement les résultats relatifs à la construction et à I'utilisation. Ces
résultats comportent deux aspects: le temps de calcul (mesuré sur un SUN
3/110 sauf indication contraire) et les résultats des valeurs des mesures. Pour
la construction, nous présentons les résultats et les coûts des phases

d'expérimentation, d'élimination, de recouvrement par des classes et de
partitionnement en régions.

Dans tout ce chapitre, les résultats sont présentés sous forme de tableaux.
Nous utilisons des notations suivantes:
v: nombre de classes;

M: moyenne du nombre d'occurrences d'énoncé dans une classe;
E: écart-type du nombre d'occurrences d'énoncé dans une classe;
Voei pourcentage d'occurrences d'énoncé dans la classe de modalité q;

\r: nombre de régions obtenues;

Q: nombre total de points flous;

Qq: nombre de points flous dans la classe de modalité q;

NG: nombre de fois où la mémoire artifrcielle donne une valeur du critère
strictement meilleure que la stratégie habituelle;

NP: nombre de fois où la mémoire artifrcielle donne une valeur du critère
strictement moins bonne que la stratégie habituelle;

NI: nombre de fois où la mémoire artificielle demande un rafraîchissement;
NH: nombre de fois où la mémoire artificielle propose la stratégie habituelle;
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VH: valeur moyenne du critère fournie par la stratégie habituelle;
VM: valeur moyenne du critère fournie par la mémoire artificielle;
TH: temps total de calcul en appliquant systématiquement la stratégie

habituelle;

TM: temps total de calcul en utilisant la mémoire artificielle;
TRI: nombre de fois où I'heuristique donne la meilleure valeur au critère,

critère principal de tri des heuristiques dans les tableaux et pour
I'utilisation de la mémoire;

MC: moyenne du critère pour chaque heuristique sur I'ensemble des
occurrences d'énoncé.

Pour le partitionnement des classes en régions, nous avons choisi s0=3 pour
l'épaisseur des régions, une taille minimale s1=5 pour les régions .

4.2. PROBLEMES D'ORDOI\NAI{CEMEI{T DE JOB.SHOP

Rappelons que I'on considère un atelier donné avec un nombre de machines
fixé ici égal à 13 et que l'on gérère a priori un catalogue de produits dans lequel
on choisit des produits de manière aléatoire pour créer les occurrences
d'énoncé.

Pour ces problèmes, nous avons gén&é six grandes familles comportant
chacune 100 occurrences d'énoncé pour la construction de la mémoire
artifrcielle. Les familles diflèrent par le nombre de produits choisis dans la
catalogue, les fourchettes de génération des dates d'arrivée et celles des dates
de frn souhaitées. Les nombres de produits sont compris entre 30 et 60. Cela
nous a donné des exemples de 60 à 160 opérations. Il nous a fallu 6 heures pour
appliquer 27 heuristiques à ces 600 exemples et obtenir la valeur
correspondante des critères.

Pour ces problèmes, nous choisissons les critères "minimisation de la somme
des retards" et "minimisation de la somme des temps de présence" qui nous
intéressent particulièrement. Les paragraphes 4.3.1 et 4.3.2 présentent
respectivement des résultats concernant ces deux critères.

Pour évaluer la mémoire artiflrcielle, nous avons gén&é 600 nouvelles
occurrences d'énoncé avec les mêmes paramètres de génération que ceux
utilisés pour la génération des occurrences d'énoncé pendant la construction
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de la mémoire artificielle (mais les suites de nombres aléatoires générés ne

sont pas les mêmes).

4.2.L. MINIMISATION DE LA SOMME DES RETARDS

Dans ce paragraphe, nous présentons des résultats obtenus pour le critère

"minimisation de la somme des retards". Minimiser la somme des retards est

un critère équivalent à minimiser la moyenne des retards par travail ; en

outre, si I'on multiplie par une constante toutes les données d'une occurrence

d'énoncé, le problème d'ordonnancement obtenu a toujours le même sous-

ensemble de solutions optimales, mais la valeur correspondante du critère est

multipliée par la constante ; on aurait donc des occurrences d'énoncé qui

auraient les mêmes caractérisriques, mais pour lesquelles la valeur du critère,

au lieu d'être identique, serait multipliée par la constante. Pour éviter cette

anomalie, nous avons en fait utilisé dans la mémoire artificielle le critère

équivalent pour toute occurrence d'énoncé: "minimisation de la somme des

retards divisée par le nombre de travaux et par la somme totale de toutes les

durées opératoires" C'est ce critère qui est présenté dans les tableaux ci-

dessous, multiplié par 1000 en raison de sa valeur très petite. Avec ce critère,

nous avons essayé tous les types de normalisation possibles.

1o Normalisation du type "Valeur initiale" et nombre de modalités q égal à 5

Les résultats intermédiaires sont résumés dans la table 4.1, où les heuristiques

présentées sont celles qui ne sont pas dominées par les autres. L'ordre de

présentation des heuristiques est I'ordre défini dans le chapitre 2, c'est I'ordre

décroissant de la colonne TRI. L'heuristique EDD, placée en premier est donc

la stratégie habituelle pour le critère "minimisation de la somme des retards".

Il est assez surprenant que des heuristiques (MPRTF, PRTF, SR) ne tenant pas

compte des délais des produits puissent fournir de meilleures valeurs que

celles qui en tiennent compte.

En outre, on a vérifié que seulement 10 points sont flous pour toutes les

heuristiques non dominées. Le temps utilisé pour calculer la matrice générale

des distances (avec la métrique diagonale) et pour effectuer le recouvrement en

classes et le partitionnement en régions est d'environ une heure. Le temps de

calcul des grandeurs caractéristiques des régions (centre de gravité, métrique

diagonale propre à la région, rayons maximal et minimal) est d'environ 10

minutes.
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Table 4.1.
h v M E voq v a 0q TRI MC

EDD 2 m 1&l 84.3 5 n L1 r32 4.60
MPRTI 2 ffi m 87.6 4 56 5 113 4.53
OPNDf, 2 g?A 169 82.0 5 m 16 s 4.85
PRTF 2 3m L77 u.2 4 85 L2 n 4.80
MOD 2 gZL 158 80.3 6 p, 1tl 70 5.M
SR 2 331 L7L 83.7 5 80 15 70 5.08
S1 3 m 1&l 77.7 5 130 % s) 5.35
S2 4 166 180 75.8 3 131 31 s 5.56
ECT 3 w 165 72.7 7 113 n 3r. 6.13

On peut remarquer qu'avec la normalisation "Valeur initiale", le nombre de
points flous pour une heuristique n'est pas très important. Cela signifie que
I'hypothèse "deux occurrences d'énoncé proches ont des valeurs du critère
proches pour la même heuristique" est souvent vérifiée (hypothèse de
continuité de la valeur du critère pour une heuristique donnée).

Les résultats fïnaux de la phase d'utilisation de cette version de la mémoire
artificielle sont résumés dans la table 4.2.

Table 4.2.

On constate que pour 503 exemples sur 600, c'est-à-dire pour presque B4Vo d,es
nouvelles occurrences d'énoncé générées, la mémoire propose la stratégie
habituelle comme meilleure stratégie possible. Ceci n'est pas étonnant si I'on
remarque dans le tableau 4.1 que 84,3Vo des occurrences d'énoncé de la
mémoire se trouve dans la classe de meilleure modalité pour I'heuristique
habituelle et si I'on se souvient que la mémoire recherche en priorité un
rattachement à une région de meilleure modalité en commençant par
I'heuristique habituelle (première dans le classement des heuristiques).

On voit, pour cette version, que le pourcentage de points flous n'est pas très
important, mais la mémoire artificielle est moins bonne en moyenne que la
stratégie habituelle (mais l'écart sur la moyenne est négligeable si on le compare avec les

NG NP NI NH VH VM TSH TMA
g7 m 7 503 4.685 4.692 25', 35'
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écarts séparant les moyennes des heuristiques) aussi bien en temps de calcul qu'en

valeur du critère.

20 Normalisation du type "Translation sans réduction",

modal i tésqégalà5

et nombre de

Il n'y a aucun point toujours flou pour toutes ces heuristiques. La matrice des

distances a déjà été calculée pour la version ci-dessus, le temps nécessaire

pour le partitionnement en classes et le recouvrement en région est d'une

dizaine de minutes. Le temps uti l isé pour calculer les grandeurs

caractéristiques des régions est d'environ 5 minutes.

Les résultats finaux sont résumés dans la table 4.4.

L'expérience montre que la mémoire artif icielle construite avec la

normalisation "translation sans réduction" n'est pas meilleure pour le critère

"minimisation de la somme des retards" qu'une bonne heuristique testée par

simulation, mais ici encore, l'écart sur la valeur moyenne est négligeable.

Table 4.3.

h v M E Voq V 0 0q TRI MC

EDD 3 208 zffi 94.8 %l 3 2 L32 4.æ

MPRTI 2 308 n3 96.8 2T I 0 113 4.53

OPNDD 2 309 2A2 92 u I 5 s 4.85

PRTF 2 YL 253 94.5 33 3 1 92 4.80

MOD 3 zt1. 2AO 9t.2 % 2 9 70 5.04

SR 2 3r7 243 93.3 u 2 6 70 5.08

S1 2 316 M 86.5 38 7 ut 39 5.35

s_2 3 2r7 m u.7 59 3 18 s 5.56

ECT 3 2L8 179 77.0 4L æ 31 31 6.r.3

Table 4.4.

NG NP NI NH VH VM TSH TMA

0 2 3 595 4.685 4.686 25', 35'
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3o Normalisation du type "Translation avec réduction" et nombre de modalités
qéga là5

Table 4.5.

II y a 136 points toujours flous pour toutes ces heuristiques. Le temps utilisé
pour calculer les grandeurs caractéristiques est environ lb minutes.

On remarque qu'avec la normalisation "Translation avec réduction", le
nombre de points flous est beaucoup plus important qu'avec les autres types de
normalisation. Cela signifre que I'hypothèse "pour deux occurrences d'énoncé
proches, c'est la même heuristique qui fournit la meilleure valeur du critère"
est moins souvent vérifiée.

Les résultats finaux sont résumés dans la table 4.6.

Table 4.6.

On peut remarquer que bien que la mémoire construite avec la normalisation
"translation avec réduction" soit plus souvent perdante que gagnante, elle
fournit en moyenne une meilleure valeur au critère (comme précédemment,
l'écart n'est pas très important).

h v M E voq V 0 Aq TRI MC
MD 5 135 s il.0 I w7 L32 tn 4.60

MPRTI 5 136 75 M.2 10 458 L4l 113 4.53
OPNDD 5 135 75 46.3 8 4n IM s 4.85
PRTF 5 TU 4l 34.0 11 531 163 92 4.80
MOD 5 LA Q 34.8 6 538 168 70 5.04
SR 5 135 p 30.3 ffl 5æ up n 5.08
S1 5 136 æ 30.7 7 ffi L{I s) 5.35
s_2 5 1ff! 42 27.5 10 525 L52 s 5.56
ECT 5 tn r02 L4.7 I 3æ 81 31 6.13

NG NP NI NH VH VM TSH TMA
n zi I 5m 4.685 4.678 25', 35'
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4.2.2. MINIMISATION DE LA SOMME DES TEMPS DE
PRESENCE

Comme pour la minimisation de la somme des retards, nous avons été amenés

à utiliser le critère équivalent "minimisation de la somme des temps de

présence divisée par le nombre de travaux et par la somme totale de toutes les

durée opératoire".

Pour la normalisation "translation sans réduction", toutes les occurrences

d'énoncé se trouvent dans la meilleure classe pour I'heuristique PRTF, la

mémoire artificielle ne sert plus à rien, puisque pour toute nouvelle occurrence

d'énoncé, la mémoire va proposer PRTF. C'est pourquoi nous présentons

uniquement les normalisations "valeur init iale" et "translation avec

réduction".

1o Normalisation du type "Valeur initiale" et nombre de modalites q égal à 5

Il y a 28 points toujours flous pour toutes ces heuristiques. Le temps utilisé

pour calculer les grandeurs caractéristiques des régions est d'environ 10

minutes.

Les résultats finaux sont résumés dans la table 4.8.

La mémoire construite avec la normalisation "valeur initiale" donne de moins

bons résultats que ceux obtenus en appliquant systématiquement la stratégie

habituelle.

Table 4.7.

h v M E Voq v 0 0q TRI MC

PRTF 4 tt? Lt4 26.3 8 LL4 30 Æ 43.L37

MPRTT 4 176 105 23.3 I 159 36 189 41.843

SR 4 183 n L9.7 9 121 M 55 45.n0

ECT 4 180 108 15.3 11 176 4L 47 45.723

Table 4.8.

NG NP NI NH VH VM TSH TMA

3 11 4 5æ 43.378 43.476 25', 35'
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2o Normalisation du tlpe "Translation avec réduction" et nombre de modalités
qéga là5

Table 4.9.

Il y a 70 points toujours flous
pour calculer les grandeurs
minutes.

pour toutes ces heuristiques.
caractéristiques des régions

Le temps utilisé
est d'environ 5

Les résultats finaux sont résumés dans la table 4.10.

Table 4.10

On constate à nouveau pour ce tyrye de normalisation qu'il y a plus de flous
mais que la mémoire construite avec la normalisation "translation avec
réduction" est en moyenne légèrement meilleure que la stratégie habituelle.

4,3. RESULTATS POUR LES PROBLEMES D'ORDON.
NAT{CEMENT A UNE IT{ACHINE

Pendant la construction de la mémoire artificielle pour ce problème, nous
avons gén&é six grandes familles comportant 100 occurrences d'énon cé. Le
nombre de tâches pour un exemple varie entre 200 et 400. L'expérience sur ces
exemples a duré environ dix heures pour I'ensembl e de 27 règles. Après
I'expérience, pour le critère "minimisation de la somme des temps de
présence", I'algorithme APRTF domine les autres, sauf pour un exemple où
I'algorithme EST domine APRTF. On peut ainsi conclure que la mémoire
artificielle n'a pas d'intérêt pour ce critère parce que le nouvel algorithme que
nous avons proposé domine quasiment tous les algorithmes proposés
antérieurement. Une bonne simulation peut remplacer complètement la
mémoire artifrcielle. Pour le critère "minimisation du retard maximal',,
I'algorithme sans délai utilisant la règle EDD domine les autres. Il n'y a donc

h v M E voq V 0 0q TRI MC
PRTF 5 1% 148 69.8 3 w7 50 Æ 43.I37

MPRTF 5 Læ 89 51.3 10 4% 151 189 43.U3
SR 5 130 85 2L.3 12 396 tzl 55 45.ûO

ECT 5 IE 110 16.3 5 338 s! 47 45.723

NG NP NI NH VH VM TSH TMA
3 2 ril ffi 43.378 43.372 25', 35'
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pas d'intérêt non plus d'appliquer la mémoire artifrcielle. Pour le critère

"minimisation de la somme des retards", les nouveaux algorithmes proposés

au chapitre 3 (SDPRTT et IPRTT) dominent globalement tous les autres (sauf

pour 20 occurrences d'énoncé), ce sont donc les seuls que la mémoire

artifrcielle conserve.

Lorsque I'on utilise la normalisation "translation sans réduction", pour la

stratégie habituelle (SDPRTT), toutes les occurrences d'énoncé se trouvent

dans la meilleure classe. Ça signifie que même dans le cas où cette heuristique

ne fournit pas la meilleure valeur, la différence entre la meilleure valeur et la

valeur qu'elle fournit est très petite. Dans cette circonstance, toute nouvelle

occunence d'énoncé sera attachée à la meilleure classe de la stratégie

habituelle. La mémoire artificielle perd son utilité.

1o Normalisation du type "Valeur initiale", et nombre de modalités q égal à 5

Il n'y a 21 points toujours flous pour toutes ces heuristiques. Le temps utilisé

pour calculer les grandeurs caractéristiques des régions est d'environ 1

minute.

Les résultats finaux sont résumés dans la table 4.t2.

La mémoire construite avec la normalisation "valeur initiale" est sans intérêt

pour le critère.

2o Normalisation du tSpe "Translation avec réduction", et nombre de modalités

qéga là2

Les résultats intermédiaires sont résumés dans la table 4.13.

Table 4.11

h v M E voq V a oq TRI MC

NDPRTT 5 TÆ 51 27.3 10 40 1 ffi 59.563

IPRTT 5 \4 4 23.5 s 0 4 u 61.062

Table 4.12.

NG NP NI NH VH VM TSH TMA

0 0 æ 570 83.831 8:!.831 35' 45',
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Table 4.13

Il y a 41 points toujours flous pour toutes ces heuristiques. Le temps utilisé
pour calculer les grandeurs caractéristiques est d'environ B0 secondes.

Les résultats finaux sont résumés dans la table 4.14.

Avec la normalisation "translation avec réduction", la classe d'occurrences
d'énoncé pour lesquelles l'heuristique IPRTT fournit une meilleure valeur au
critère est tellement petite qu'une nouvelle occurrence d'énoncé est toujours
attachée à la stratégie habituelle. La mémoire artifrcielle n'est pas plus
performante que la stratégie habituelle.

4.4. RESULTATS POI.]RLES PROBIÆMES DE BIN.PACKING

Pour ces problèmes, nous avons généré 600 occurrences d'énoncé provenant de
14 familles pour construire la mémoire. Elles difhrent par le nombre d'objets à
placer, par les pourcentages des objets gros, moyens et petits et par les
pourcentages des objets plats, cubiques, allongés et plats/allongés, et encore
par le fait que des objets se répètent plusieurs fois dans une occurrence
d'énoncé ou encore que I'on retrouve souvent ou non une dimension comme
hauteur autorisée d'objets différents.

A partir d'une liste d'objets à placer, nous avons généré une ou plusieurs
occurrences d'énoncé en générant un ou plusieurs emballages. Le volume de
I'emballage est généré entre LLTVo et L30Vo du volume total des objets. Mais il est
très rare que les différentes heuristiques réussissent à placer tous les objets
dans I'emballage, aussi le critère utilisé ici, pourcentage en volume des objets
placés (par rapport au volume total des objets) est compris entre B8 (quand on
rejette accidentellement un gros objet) et 100, avec une moyenne comprise entre
70 et 75 pour I'ensemble des heuristiques.

h v M E voq V 0 0q TRI MC
NDPRTT 2 m m %.3 2 47 7 ffi 59.563
IPRTT 2 3m w 6,36 5 42 u u 61.062
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Pour ce problème, avec le produit C.I.A.P. réalisé dans notre équipe, on a

besoin d'environ 12 heures pour I'application d'une heuristique à 600 exemples

sur un IBM PC AT et de t heures sur un SUN 3/60. Le nombre d'objets à mettre

dans les emballages varie entre 15 et 30.

Pour ce problème, aucun algorithme n'est dominant. Les algorithmes sont très

complémentaires.

D'après les expériences effectuées pour les autres applications, nous nous

sommes aperçu que la normalisation "translation avec réduction" semble plus

intéressante que les autres. Nous nous sommes donc l imité à cette

normalisation et nous ne testons que sur 98 exemples appartenant à 14 familles

(car I'application des heuristiques est assez coûteuse). Par contre, nous avons

essayé deux types de caractérisation: caractéristiques brutes, caractéristiques

transformées.

Table 4.15

h v M E 7oL V 0 01 TRI MC

6 3 2L4 12L M,2 6 %r s ?3,2 74.36

5 3 215 ln U,2 5 2N r02 2n 74.37

2 3 2L4 72L &.3 6 287 91 na 74.33

1 3 2t6 118 63.8 4 m 103 % 74.26

51 3 219 6T 52,8 ul 393 t57 LU 72.88

2t 3 216 76 il,5 72 3S 160 ltr| 73.L2

11 3 n7 a 51,8 ffl 400 Læ 163 72.82

61 3 2L8 n 54,5 12 390 160 162 73.13

52 3 218 il 48.7 10 42 175 135 72.35

æ, 3 2L7 æ 50,5 11 4m ffn 133 72.49

n 3 2t8 61 50,5 10 M9 185 L32 72.Æ

12 3 219 il 48,6 11 49 175 r32 72.n
4L 3 m il 36,8 n 401 r72 110 70.u
4 3 2r4 æ 28,0 ul 359 t47 105 69.74

42 3 3lt) ?CI 33,5 L4 NI L37 99 69.86

3 3 218 65 32,2 t5 3m 151 92 70.18

31 3 2t8 58 35,0 L7 42n 183 89 70.?5

æ 3 2L7 68 33,0 t2 M rg7 8il 69.78
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Avec :ces caqactéristiquee; le ternps' de calcul des .distahces générales'est
d'environ l'heure et-quart. Les résultats inter.rnédiaires sont résumés dans la
tabte 1.15. Il,y a 47 points toujours flous pour touteS ees heuristiq.ues. Le teinps
utilisé pour caiculer les grandeurs caractéristiques des regions est dienvi.ron 2
heures et 15 rninutes.

. Les résultats finaux sont .réstrniés. dans.la.table .4,16.

Pour ee problèrne' on vôit que la rnémoire artifrcielle est légèrement meilleure
que la'stratégie habituelle (ear ici on cherehe à rnaximiser Ie critère).

'

Table 4.16.
NG NP NI NH VH VM TSH TMA

7 2 0 æ 79.08 79.27 2h00 2h05

Table 4.17
h v M E VoL v q 01 TRI MC
6 3 2r4 12r u,2 4 304 s %2 74.4i
5 3 2L5 tn u.2 8 3L7 r% 2n 74.31
2 3 2t4 tzr 41.3 4 w w n8 74.33
I 3 2L6 118 6.3,8 6 3lj) 121 % 74.21t

51 3 219 gI 52,9 I 4to 159 TU 72.88
2L 3 216 76 U,5 8 381 136 163 73.L2
11 3 NL u 51,8 ilf ffi 161 163 72.82
61 3 218 n u,5 8 38r 136 L62 73.13
52 3 2t8 il 48.7 ul 4æ L75 135 72.35
æ 3 zfl æ 50,5 12 4æ 156 133 72.49
n 3 2I8 61 50,5 12 M 156 L32 72.8
12 3 219 il 4€|,6 15 4L5 161 t32 72.n
4L 3 m il 36,8 L4 ffi 172 110 70.u
4 3 2r4 80 28,0 10 gn LU 105 69.74
42 3 3il) 70 33,5 72 4u} 168 99 69.86
3 3 2L8 6 32.2 uf 4M 160 92 70.18
31 3 218 58 35,0 ff| 4% I:t3 89 70.?.5
n 3 2L7 68 33,0 11 399 162 83 69.78
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2o Caractéristiques transformées

Il y a 34 points toujours flous pour toutes ces heuristiques. Le temps utilisé

pour calculer les gtandeurs caractéristiques des régions est d'environ une

heure.

Les résultats finaux sont résumés dans la table 4.18.

Avec la caractérisation considérée, la mémoire est à peine meilleure que la

stratégie habituelle.

4.5. CONCLUSION

Dans ce chapitre, nous avons présenté des résultats numériques pour évaluer

I'approche mémoire artifrcielle. Nous constatons que l'approche mémoire

artificielle ne fournit pas une effrcaiité aussi bonne que nous le souhaitions.

Mais dans I'ensemble, elle fournit en moyenne des résultats équivalents à une

bonne heuristique choisie par simulation pour tous les problèmes considérés.

Elle fournit même une moyenne légèrement meilleure lorsque la mémoire est

construite avec la normalisation "translation avec réduction". Par contre,

comme elle est à peu près aussi bonne pour chaque critère donné, elle constitue

un bon outil pour une approche multicritère où le décideur peut changer

dynamiquement de critères au cours du temps (le problème d'ordonnancement

devient dynamique si à I'instant Â, on considère les travaux restant à faire).

Mais malheureusement, il paraît diffrcile d'évaluer la mémoire dans ce

contexte.

Table 4.18.

NG NP NI NH VH VM TSH TMA

I 1 0 s 79.08 79.r2 2h00 2h05
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CONCLUSION

rend deux grand I pa.rt des applications duCe travail comprend deux grandes'parties: dlunt

concept de mémoire artificielle.à.plusieurs.preb,lèmes.diordonnailcement et des

améliorations de I'appr,oche mérnoiqe .artifîcielle; dlautre part des

développements théoriques pour. certains. p-roblèmes d'ordonnancement

particuliers à une machine.

En ce qui concerne la mémoire artificielle, llidée a'ét'é proposée dans notre

équipe en 1983. Son utilisation stricte sur nos exemples de taille relativement

importante ne nous a pas donné des résultats satisfaisants. Cela nous a

conduit à concevoir des adaptations. En effet la transcription intégrale de la

méthode proposée par Bonneau & Proth (1985b) nous a conduit à une mémoire

artifrcielle contenant un pourcentage important de points flous, mais qui

surtout fonctionnait à un coût prohibitif en mémoire et en temps (car I'utilisation

de la mémoire artifrcielle demandait que I'on conserve toutes les occurrences d'énoncé avec

leurs caractéristiques, I'util isation demandant non seulement la position des centres de

gravite des régions, mais aussi la connaissance des points situés dans les régions pour des

affectations utilisant une méthode de plus proches voisins).

Nous avons proposé un recouvrement en classes au lieu du partitionnement

init ial. Ceci nous a permis au moins pour les deux premiers types de

normalisations de faire chuter considérablement le nombre de points flous.

Par ailleurs, notre méthode d'utilisation de la mémoire artificielle se limitant à

la notion d'attachement fort ou faible des occurrences d'énoncé aux régions et à

la grandeur des modalités correspondantes, nous avons pu obtenir un coût

d'utilisation du même ordre de grandeur que l'application d'une heuristique.

Nous avons également cherché à évaluer cette approche dans Ie cas

monocritère. L'évaluation utilisait deux critères d'évaluation: le coût de

construction et d'utilisation et la qualité des solutions obtenues.

Apparemment, cette approche ne se révèle pas aussi effrcace que I'on pouvait

espérer au niveau de la qualité des solutions obtenues. Ceci est peut être dû à

un choix maladroit ou incomplet des caractéristiques des occurrences d'énoncé

ou à la non convexité des régions construites.
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Mais dans I'ensemble, elle fournit en moyenne des résultats équivalents à une
bonne heuristique choisie par simulation pour tous les problèmes considérés.
Elle fournit même une moyenne légèrement meilleure lorsque la mémoire est
construite avec la normalisation "translation avec réduction". Par contre,
comme elle est à peu près aussi bonne pour chaque critère donné, elle constitue
un bon outil pour une approche multicritère où le décideur peut changer
dynamiquement de critères au cours du temps.

En ce qui concerne les études théoriques du chapitre 3, les résultats obtenus
sont très satisfaisants. Nous avons démontré des conditions suffisantes ou
nécessaires et suffisantes d'optimalité locale qui peuvent aussi être considérées
comme des règles de priorité. Ceci nous a permis de définir des ensembles
dominants de solutions. L'ensemble F-actif dominant contient même toutes les
solutions optimales pour la minimisation de la somme des temps de présence.
Les nouvelles heuristiques construites à partir des défrnitions des ensembles
dominants donnent des résultats très proches de I'optimum pour les petits
exemples où l'on est capable de calculer I'optimum et dominent très souvent les
autres heuristiques pour les exemples de grande taille.

Pour la minimisation de la somme des retards, nous avons démontré un
théorème complémentaire de dominance, Nous avons en outre été amenés à
démontrer des théorèmes (non évidents) pour construire des minorants. pour la
minimisation de la somme des temps de présence, nous avons comparé des
théorèmes de dominance, des conditions d'optimalité et des minorants,
proposés dans la littérature ou démontrés par nous même de manière à
éliminer ceux qui sont dominés. Ces résultats joints aux nouvelles
heuristiques efficaces proposées nous ont permis de construire des algorithmes
exacts. Ces algorithmes exacts permettent de résoudre des problèmes de plus
grande taille que ceux résolus par les algorithmes proposés dans la littérature
(pour la minimisation de la somme des retards, la taille des problèmes résolus n'est pas très
grande, mais il n'existait pas d'algorithme publié ni exact ni approché lorsque les dates
d'arrivée des travaux ne sont pas identiques; pour la minimisation de la somme des temps de
présence, notre algorithme peut résoudre des problèmes avec 80 tâches,30 tâches de plus que les
algorithmes existants dans la littérature: pour un problème NP-diffrcile, cette amélioration
n'est pas négligeable).

En ce qui concerne les perspectives, il semble intéressant d'effectuer des
recherches plus approfondies dans les directions suivantes:
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1o Défrnir des concepts plus appropriés que ceux de régions afin de réduire
I'effet de la non convexité des régions. Les nouveaux objets à définir ne seraient
pas nécessairement convexes, mais on exigerait au minimum que leur centre
de gravité soit à I'intérieur de leurs frontières.

2o Construire de nouvelles mémoires artifrcielles avec d'autres types de
caractérisation, afin de mieux mettre en évidence la ressemblance entre les
occurrences d'énoncé (cela demanderait une analyse plus frne des données et
des résultats obtenus pour les différents critères par les différentes
heuristiques).

3o Etendre les résultats théoriques pour les problèmes d'ordonnancement à une
machine aux problèmes d'ordonnancement comportant des machines en
parallèle. Nous avons déjà généralisé des règles de priorité aux problèmes
d'ordonnancement de type job-shop et les résultats obtenus sont assez
encourageants.

40 Les problèmes de minimisation de la somme pondérée des temps de
présence ont été abondamment étudiés dans la littérature, mais nous n'avons
pas trouvé d'article traitant les problèmes de minimisation de la somme
pondérée des retards lorsque les dates d'arrivées des tâches sont différentes. Il
serait intéressant de travailler dans ce sens.

Il y a donc de nombreuses extensions possibles à ce travail, aussi bien pour
I'amélioration de la mémoire artifrcielle que pour le développement de
nouveaux algorithmes de résolution de problèmes d'ordonnancement.
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ETUDE AI{ALNIQUE DE LA
FONCTION PRTT
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La fonction PRTT est donnée par la forrrule:
PRTT(i,A)=R(i,A) + max[<D(i,A), dyl

En étudiant les différents cas possibles et en supposant que I'on travaille sur les

délais corrigés (di>ri+pi), on obtient immédiatement:

PRTT(i,A)=
ri+di si À<ri
A+di si riSÂSdi-pi
2Â+pi si di-pi<^

C'est une fonction non décroissante, continue et linéaire par morcearxr (voir

Fig. A.1). Elle est constante tant que la tâche i n'egt pas prête à être exécutée.

Elle croît à la même vitesse que A tant que la tâche planifiée au plus tôt n'est
pas en retard, et son ordonnée à I'origine eet d1. Aussi, si on compare sa

priorité avec celle d'une autre tâche disponible et non en retard en

conrmençant à I'instant Â, c'est la tâche de plus petit délai condgé qui est la

plus prioritaire. Elle croît à une vitesse double de Â lorsque la tâche planifiée au
plus tôt est en retard et son ordonnée à I'origine est pi. Aussi, si on compare sa

priorité avec celle d'une autre tâche qui serait aussi en retard en commençant

en A, c'est la tâche de plus petite durée qui est la plus prioritaire.

On peut considérer que cette règle de priorité est une règle souple qui, lorsque

l'on compare deux tâches à placer consécutivement sur une machine, passe de

la règle FIFO (First In First Out) quand une des deux tâches n'est pas encore

sur le point d'arriver, à la règle EDD (Earliest Due Date) quand aucune des

deux tâches n'est en retard, puis à la règle SPT (Shortest Processing Time)

lorsque les deux tâches sont en retard. Les cas transitoires (par exemple, I'une

en retard et pas I'autre) sont traités également puisque PRTT(i,^)<PRTT(i,A) +

Ti,j(A)<T5,i(Â). Les instants où la priorité change peuvent être obtenus

analytiquement dans chacun des cas possibles comme le montrent les figures

4.2, A.3 et 4.4.

Toutes les frgures ont été réalisées en supposant arbitrairement que la tâche

d'indice i est la tâche ayant le plus petit délai (di<d;).

Les fi.gures de A.2 correspondent au cas où ri+diSr;+d; (ou encore d5-d;>ri-r;,

c'est-à-dire que l'écart entre les délais est supérieur à l'écart entre les dates

d'arrivées en inversant les tâches et quelle que soit la tâche qui arrive la

première). Dans ce cas, la tâche de plus petit délai est toujours prioritaire si
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c'est également la tâche de plus petite durée (ni<n;) ; sinon la tâche de plus petit

délai est la plus prioritaire jusqu'à I'instant d;-ni (à partir duquel les deux

tâches seront en retard), puis celle de plus petite durée devient la plus

prioritaire.

Les figures A.3 et A.4 correspondent au cas où ri+d1)r5+d5 (ou encore d5-diSri-

r;, c'est-à-dire que l'écart entre les délais est inférieur à l'écart entre les dates

d'arrivée en inversant les tâches). Dans ces deux cas, c'est obligatoirement la

tâche de plus grand délai qui arrive la première.

La figure A.4 correspond au sous cas où ri+diS2d5-p5. Alors, la tâche qui arrive

le plus tôt est la plus prioritaire jusqu'à I'instant ri+di-d5 (c'est-à-dire la date

d'arrivée de celle de plus petit délai diminuée de l'écart entre les délais). Puis

la tâche de plus petit délai devient la plus prioritaire et le reste si c'est aussi la

tâche de plus courte durée. Sinon, c'est I'autre tâche de plus courte durée qui

redevient prioritaire à partir de I'instant d5-ni comme dans le cas de la figure

4 .2 .

Fig. 4.1

PJ
<ou>à
pi

Fig. 4.2
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La figure A.4 correspond au sous cas où ri+d1>2di-pi. Alors, la tâche qui arrive

le plus tôt est la plus prioritaire jusqu'à l'instant 
ri+$i-Pj, puis c'est la tâche de

plus petit délai qui a également dane ce cas la plus petite durée qui devient Ia
plus prioritaire et qui le reste.

ca8
{-di<ri-rj
t
di<4i
û
ri+di<2dj-pj

cas
dj-di<ri-rj
ù
disdj
û,
ri+dÈ2{i-pj

Fig. A.3 Fig. A.a

Cette étude analytique montre bien que si I'on s'intéresse à l'évolution de la
priorité de deux tâches consécutives au cours du temps avec pour objectif de
minimiser la somme des retards, alors la fonction PRTT donne d'abord la
priorité à la tâche qui arrive la première (FIFO), puis donne la priorité à celle
de plus petit délai (EDD) et enfin, lorsque les deux tâches sont en retard, elle
donne la priorité à celle de plus petite durée (SPT).

Fig. A.3
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DEMONSTRATION DU
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La démonstration se déroule en quatre parties.

Dans la première partie, on démontre des lemmes qui serviront dans la

démonstration du théorème; dans la seconde partie, on analyse des

caractéristiques de I'ordonnancement obtenu avec I'heuristique IPRTT; dans

la troisième pertie, on cherche une fonction de majoration par rapport à des

paramètres; dans la quatrième partie, on maximise cette fonction en

choisissant des paramètres.

Premièrc Partie:

Pour simplifier les notations, on note dans la suite de liarticle le "délai corrigé"
de la tâche i par di et on ne travaille plus qu'avec des "délais conigés".

Lemme B.1:
Considérons un problème P et un problème P' identique à P, sauf en ce qui

concerne les dates d'arrivées des tâches qui sont inférieures:
Vi, r ' iSri

alors on a:
* { .

T(P''OP')<T(P,OP)

Démonstration:

Tout ordonnancement O réalisable pour P est également réalisable, il fournit la

même somme des*retards*pour P et pour P'. C'egt-à-dire T(P',O)<T(P,O), en

particulier T(P',Op)=T(P,Op).

Par ailleurs, on a: T(P',Op')ST(P',Op).

Ce qui implique t{f',O},,)<tCf ,Oit.

Q.E.D.

Lemme 8.2:
Considérons un problème P et un problème P'

concerne les délais qui sont supérieurs:
Vi, d'i>di

alors on a: t{e',Of,,)<te,Of,l

identique à P, sauf en ce qui
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Démonstration:

Les problèmes P et P' ont
ordonnancement réalisable
égale à celle obtenue pour

d'une tâche, son retard
* * * .

le même ensemble de solutions réalisables. Tout
O a une somme des retards pour P' inférieure ou
P ( T(P',O)<T(P,O) ), car si I'on augmente le délai

ne peut que diminuer. On en déduit que:

Q.E.D.

réalisable O pour P, nous
les dates d'arrivée et les
des tâches de la manière

(8.1)

(B.2)

T(P,OP)>T(P"O P)>T(P"O P' ) .

Lemme 8.3:
Etant donné un problème P et un ordonnancement
considérons le problème P' obtenu en conservant
durées des tâches de P et en modifiant les délaie
suivante:
Vi, ie E, d'i=di
Vi, ie E, d'iSdl

où E=(i/Ci<di): c'est I'engemble des tâches strictement en avance dans O.
Alors on a:

* *
T(P,O)-T(P,OP)<T(P"O)-T(P"O P' )

Dérnonstration:

n n
T(P,O)-T(P',O)=)max(ti+pi-di,0)-!max(ti+pi-d'i,0 )

i=l i=l

= Ilti+pi-di-(ti+pi-d'i)l + I0
ieE

=!(d'i-di)+){d'i-di;
ie E ieE
n

=)(d'i-di)
i=1

Par ailleurs, on a:
{ . *

T(P"OP)>T(P"OP')

(8.3)

(8.4)
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: t ( r t n n
T(P',Op)-T(e,Of )=lmax(t*i+p1-d'1,0)-),max(t*i+p1-d;,0 )

i=l i=l
n n

i=1
n

=![max(t*i+pi,d'i)-d'i]-L t-ax(t*i+pi,di)-di]

=![max(t*i+pi,d'i)-max(t*i+pi,di)]+L(di-d'i) (B.8)
i=l Ë1

et (8.1) et (B.2) + d'iSdi=rmax(t*i+p;,d'i)Srrax(t*i+pi,di) (8.6)

(8.3), (B.b) et (8.6) + T(p',o;>T(p,o;)<Ë,(ur-u'r)=T(p,,o)-T(p,o) (8.?)
i-1

En combinant (B.4) et (B.7), on a:
: f € * * { .

T(P"Op, )-T(P,O p)sT(P"O)-T(p,O)+T(p,O)-T(p,Op)<T(p"o)-T(p"op, )

Q.E.D.

Conollaire B.1:

Etant donné un problème P et un ordonnancement réalisable O pour P,
considérons le problème P' obtenu en conseryant les dates d'arrivée et les
durées des tâches de P, et en modifiant les délais des tâches de la manière
suivante:
Vi, ieE, d'i>di
Vi ,  ieE, d ' i<di

où E={i/Ci<di} I'ensemble des tâches strictement en avance dans O, alors on a:
T(P,O)-T(P,OP)<T(P"O)-T(P"OP' )

I)êmnnstrotian:

Construisons un problème P" en conser:vant les dates d'arrivée et les durées
des tâches du problème P et en modifiant les délais de la manière suivante:
Vi ,  ieE, d" i=di
Vi, ieE, d"i=d'iSdi

Alors, d'après le lemme B.3, on a:
* *

T(p,o)-T(p,op)<T(p",o)-T(p",op,,) (B.g)
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Par ailleurs, on a: T(P",O)=T(P',O)

le lemme 8.2, on a encore:
*

et, d'après
*

(B.e)

(B.10)T(P"OP')<T(P"'OP")

En combinant (8.8), (8.9) et (B.10), on a donc:
* r *

T(P,O)-T(P,OP){(P"O)-T(P"OP' )

Q.E.D.

DeuxièmePartie:

Si dans O il y a au moins un intervalle de temps inutilisé de longueur

supérieure ou égale à D, on peut toujours décomposer O en

sous-ordonnancements indépendants les uns des autres,  chaque

sous-ordonnancement ne contenant que des intervalles de longueur

strictement inférieure à D. En effet, O étant actif toutes les tâches placées

derrière un intervalle de longueur supérieure ou égale à D ne sont pas encore

arrivées au début de cet intervalle. Le fait que la machine aurait pu être libérée

plus tôt en ordonnançant différemment ce qui précède I'intervalle n'a donc

aucune influence sur les décisions ultérieures.

On ne s'intéresse donc qu'au cas où O ne laisse la machine inutilisée que

pendant des intervalles de temps de longueur strictement inférieure à D,

sachant que lorsqu'il y a plusieurs sous-ordonnancements indépendants,

I'erreur totale est la somme des erreurs commises pour chacun d'entre eux.

On simplifie la description en choisissant I'origine de I'axe du temps de telle

sorte que:

n
min(ri)=0
i=1

et on suppose que les tâches sont renumérotées dans I'ordre de leur position

dans O.

O est constitué de q (g>1) sous-séquences contiguës, telles que devant chaque

sous-séquence k il y a un intervalle de temps inutilisé de longueur ^k avec
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JO.aL.n Vk>l
[0<Â6D pour k=1

On a aussi:
q

h=(i-1)D+ Iln
k=1

où og est le numéro de la sous-séquence à laquelle appartient la tâche i.

Considérons maintenant les caractéristiques de I'ordonnancement construit à
I'aide de notre heuristique.

Les itérations successives ne placent qu'une seule tâche lorsque la phase
d'insertion n'a pas assez de place pour insérer des tâches "moins prioritaires".
On décide de regrouper dans un ensemble noté ô les tâches obtenues avec des
itérations successives qui ne placent qu'une seule tâche.

Par ailleurs, on décide de noter par ô' I'ensemble des tâches insérées par une
phase d'insertion (voir la figure B.1).

tâche appartenant àô

tâche appartenant à 6'

Fig. 8.1. Ordonnancement obtenu avec IpRTT

Montrons que si une tâche j suit une tâche i qui est strictement en avance,
alors j ne serait pas en retard en terminant à I'instant de fin de la tâche i. Pour
cela, on considère les cas où la tâche i est dans ô puis dans ô':

Vij, ie ô et j>i, on a PRTT(i,ti)<PRTT(i,ti), ce qui implique selon les deux cas
possibles a) et b):

4
A

am
A
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[") ta>rj + max(Ci,d;)àmax(Ci,di)
{ .
Lb) ti<rj + djtCi

et Vij, ie ô' et j>i, la règle d'insertion implique eelon les deux cas possibles a)

et b):

Jt) 
ti>ri =+ dj>Ci

Lb) ticr; + djtCi

on a donc:
Vij, j>i, si di>Ci alors dj>Ci G.11)

Nous cherchons maintenant une formule minorant le délai de toute tâche
numérotée i.

Soit h1 la première tâche de la sous-séquence k, alors:

Pour tout

Isi 
i=rr",

1.,o",
t

corrigés:

l: Dans ce cas, on a:
PRIORft o.,t5o.-\)<PRIOR(i,t5o.-Âs.)

= hor*dho.amsx(ri,t5o.-Âr)+maxlmax(ri,t1o.-ao.)+D,dil

et par ailleurs, max(r1,t1o.-Âo,)."ho,

{Vi, 
ono,=o1, h6,* 1>i>hor>oi

LVi, l<i<n-1, olSoialSoi+1

i, on a encore (car on travaille sur les délais

oi Gi

ri=ti=(i- 1)D+ !41 + diàri+D=ho,D+ !Âr
k=l k=l

( q

J 
si ri>r6si + di>ri+Dàqro.+D=\D+!lr

1o i

[.si 
ricr5o., d1>dtro.2ho.n+]t (1)

d1)ri+D)

(8.12)

Il y a obligatoirement: ditdho.
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c'est-à-dire une formule de minoration du délai de la ième 16s5r.

Oi

Vi, di>hoD+!Âp ,
k=1

lnoisième Partie:

(8.18)

Si B désigne la somme de tous les intervalles, c'est-à-dir., n=!4L, et si q est le
k=f

quotient de la division entière de B par D, nous notons l, la valeur de q
augmentée de 1, on a:

(ir-1)D<BdJ)

où ?r, est un entier strictement positif. Il est évident que l,<g, car sinon, il y
aurait au moins un intenralle de temps de longueur supérieure ou égale à D.

Nous cherchons une majoration de I'erreur commise en fonction de 7r,.

Soit P' le problème obtenu à partir du problème P en conservant les dates
d'arrivée et les durées des tâches mais en modifiant les délais de la manière
suivante:

Vi, d'i=di+min(i,X)D-lA1 (d'i)di)
k=l

alors le lemme 2 nous permet de déduire que:

*
T(P"OP')<T*

(B.14)

(8.15)

On construit un nouvel ordonnancement O' (Fig. B.2.b) en décalant vers la

droite chaque tâche i de O de la durée min(i,î,)D-ïOn. Ceci conduit à mettre À
k=1

intervalles de longueur D devant les 1, premières tâches, les tâches restantes
étant alors toutes consécutives.

On a pour tout i:

Ti(P',O')-max(C'1-d'i,0)=max[(min(i, lu)+i )D-d'i,0]
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Ci

=max ([min(i,?r)+i]D- lmin(i,]')D- !41+d1J,0 ]
krf

O1
=max(iD+!lç-d1,0)

k=1

=Ti

et on a donc:
T(P',O')=T (8.16)

avec (B.15) et (8.16) on a donc:

T-T*<T(P"O')-T(P"O;,) (8.1?)

Il suffit maintenant de majorer T(P',O')-T{e',Of,,).

Soit E'={ilC'icd'i}u{0}={0,er,e2,...,e6}, où er est le numéro de la t-ième tâche

strictement en avance par rapport à son délai dane O' pour le problème P'.

Soit ti=ssrd{V0d<i et le E'} le nombre de tâches strictement en avance situées
avant la tâche i+1 dans O'. Alors er, est la tâche strictement en avance la plus

proche de i et on a:

{vi, 
err*1>i)er,àri, lrq=ri 

(8.1g)
LVi, 1<<n-1, ti3tialSti+1

Par convention, on pose: €o=0.

On a:
Vi, ie E' + d'i>C'i

o;
+ di+min(i,t)D- >^1>[min(i,L)+i]D

KE
Oi

+ di>iD+!A1=Ci
k=1
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En particulier:
Vi, erreE'=+ d*>C*

On déduit de (8.18), (8.19) et (8.11):
o%,

Vi, d1>c"o=êriD+IAO
T - [ = 1

(8.le)

formule que I'on utilise pour minorer (B.14):

Vi, d'i=fl1amin(i,1,)D' TOO
k=1

o"q 
oi

>e'D+ !41+min(i,1,)D- !41
k=l k=l

Oi

=€riDimin(i,Îr)D- I Ât (8.20)
k=o%*1

Par ailleurs (B.13) et (B.14) impliquent:

d'i=di+min(i,X)D-!41
k=1

oi o;
>ho,D+ )Âr +min(i, ?')D - L^r.

k=l k=l
-[ho,+min(i,]r)lD (8,21)

Avec (8.20) et (B.21) on a donc:
6;

d'iàmax(hoiD,errD-
k=Oeq+1

Nous cherchons maintenant à simplifier cette minoration en distinguant deux
cas:

Oi

1) oer=oi =r qr>ho, et
k=o"*+t

+ d'i>[e..+min(i,X)]D
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On construit alors un problème P" à partir du problème P' en consenfant les
dates d'arrivée et les durées des tâches et en modifiant les délais de la manière
suivante:
Vi, ie E', d"g=+oo;,d'1
Vi, ie E', d"q=[max(ho'err)+min(i,],)lD (sd'1 d'après (8.22))

2) o*<oi =+ e"<\ et
Gi

k=oeq+1

Oi

=+ %iD-
k=os**1

=+ d'i>[ho. +min(i,I)]D

Dans tous les cas, on a:
Vi, d'i>[max(ho,,er,)+min(i,I)]D

Alors en utilisant le corollaire B.1 et (8.1?), on obtient:

T-T* <T(p"O', )-T(p',Of,,)srtr",o' )-T(p1o l, )

avec (B.23) et (8.24) on a donc:

T-T*<T(p",O',)-T(p",O|,,,)<T{p,,,o, )-T(p(a);oitsl)

(8.22)

(B.23)

(8.25)

On construit un problème p(3) tr partir de P" en conser:vant les durées et lee
délais des tâches, mais on diminue les dates d'affivée des tâches à 0, d'après le
lemme B.1, on a: 

*
T(P",Op")gT(P(3); Op1a1) @.ùL)

Pour p(3), on peut facilement construire un ordonnancement optimal Oiral

(voir la figure 8.2.c).Il suffit pour cela de mettre les tâches dans I'ordre EDD
(Earliest Due Date). On place donc les tâches n'appartenant pas à E' dans
I'ordre de leur numérotation, les unes derrière les autres, sans laisser la
machine inoccupée, et en plaçant les tâches de E' immédiatement derrière
dans n'importe quel ordre puisqu'elles ne sont jamais en retard.
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En fait, cet ordonnancement vérifie EDD, parce que:
Vij, ie E', jG E', j>i:

min(j,I)>min(i,I)
et (B.12) et (8.18)

+ max(ho' err)>max(ho' er, )

Avec (8.26) et (B.27), on a:
Vij, ie E', jÉ E', j>i,

+ erràe' et \>hoi

max(h6r,et5)+min6,X,)>max(hoi,€jr)*min(i,I) =+ d'j)d";

Pour finir on majore T(P",O')-T1pts);Oi1sl):

Vi, C'i=[i+min(À,i)]D
fo si i.E'

Ti(P",o' )={c'i-d"1=;i-max(ho,,er,)JD si ie E'

et Vi, ie E, Ctgf=li-ri]D

On a donc:

vi, T(P(3,,or,r,r={Lt.t aI{-d,,i,0)=maxli-ri-min(x,i)-max(ho'eti),01D si ie E,

on a:
Vi ,  iÉ E' ,

Ti(P",O')-Ti(P(3);O;1s1)={i-max(hoi,eri)-max[i-ri,min(i,I)-max(ho'err),01]D

=-max[-ri-min(i,À),max(holerl)-i1p

=min[ti+min(i,I),i-max(ho,,e., )J D
=minIri+min(i, ]r,), -max(hor-i,e"r-i )lD
=min[ti+min(i,L),min(i-ho'i-e", )l D

=min[min(i+ri,l.+ri),min(i-\,i-er,)JD

=min(i+ri,I+ri,i-holi-er, )D
=min(î,+ti,i-\,i-err)D Q) G.28)

(8.26)

(8.27)

2: En fait, on a toujours rlX), i-ho.$ et i-er.(i, on a donc: min(i-h6.,i-eq)si+ri
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et Vi, ieE', Ti(P",O')-Ti(P(g);Oga1)=0=min(I+ri,i-ho'i-ej,)D (3) (B.2e)

De (B.28) et (B.29) on déduit:
r t n

T(p",O')-T1p(3);op,<ay)= ltT(p",o')-Ti(p",o"- )l
i=1

n
sr

=.,fmin(I+ri,i-ho,,i- er, )D
i=1

Ce problème a une solution unique qui est:

[vi, 
i+, ol=ho.=i

I 
Ot,i>1., oi=ho.=1

I Vi, icor,li=er.=i
t '
(.Vi, bol, Ti=e".=6p

Il reste donc à chercher la borne supérieur" a. !*in(?r+ti,i-hoi,i-e1i)D.
i=1

Quatrième Partie:

On doit résoudre le problème de maximisation euivant:

n

M ax ), min(l.+ti,i-hoi,i-e1,)
i=1

sous les contraintes:

h6r=O1=1, On=IDà?u, 1n=O)

Vi, o1o,=oi,ler=ti

Vi, \a1>iàho.>oi, err*1>i)err>t1

Vi, 1<sn-1, oi<oia1<oi+1, rlStialStg+1

G.30)

3: Pour tout ie E', e.r=i, À+ti2b0 et Èh6r, on a donc: min(l+r1,i-ho*i-e1.)D=0
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Avec (8.25) et G.30) on a donc:
n

sr''1'-'1't'3)min(L+ti,i-hoi,i-e1r)D

i=1

mgx(?!,o) n

i=f i=max(l,,to)+ 1

n
= )*itttl+ro,i-?r,,i-to)D

i=max(l,,or)+1
n

= fmintl+co,i-max(X.,o)lD
i=max(?u,co)+ 1
n-max(À,ot)

= ),mitttl,+o,i)D
i=1

n-max(?t,to)
= )min[max(i,,,co)+min(I,co),i]D

i=1

Pour faciliter le calcul, on Pose:
nl=min(L,o) et n2=max(?r,,co)

Alors on a:

1Sn1Sn2<n
n-n2

et T-T*< )min(n1+n2,i)D
i=1

Et on doit chercher la valeur maximale de la fonction

n-n2

f(n1,n2)= !min(n1+n2,i)
i=1

en examinant les deux cas suivants.

A) n-n2<n1+n2

Alors:
n-n2 (n-n2+1)(n-n2)

f (n1,n2)=I i  = '  z
i=1

On a en outre: n-2n2Sn13r2 + n2$,



rn-lrxn-*l
d'où f(n1,n2)<-!4

@
9

_92n2*+So
E.G-

=(5+6)'8nT:E_

tgz

(6n+3P'(2n-B)2

_ t(6n+ 3 X 2n- 3)l (_6n+3 )+ (2n- B )l
9.16

_(6n+B)2j 
9.16

_(2n+-L)2
16

B) n n2>n1+n2

Alors:

n1+n2 n-n2
f(n1,n2)= I i* ) (nr+n2)

i=1 i=n1+n2+1
(n1+n2Xn1+n2+L) . ,

-+[n-(n 1+2n2)](n 1+n2)
(n1+n2X2n+1-n1-3n2)

-

16
-l2n+L+nL-n212a_=----T---
-(2n+t)2
< _

16

Dans tous les cas, on a:

T-T* < (n1,n2)D . (2n+1)2^
=T-U

Inpimé cn Frencc

fbrdrs }hionrt & lcclcrch Sïnf-r.,igue.r co Autometiguc

+1+n1-n2) - 1-3n1 (2n+1+n1 + (2n+1-3n1



Resumé d€ la thèse

L'objectif de la thèse a été de construire une'structure générale de. mémoire
artificielle et de l'évaluer suf.de nombreux problèmes d'ordonnancement. En
cherchant des algorithmes';apprôchés efficaces pour la mémoire artificielle
relative à ces problèmes, il a été trouvé des résultats arrulytiqrr"s nouveaux sur
les problèmes à une machine que nous présentons au chapitre 3.

Le chapitre 1, essentiellement bibliographique, 
"rt 

rrrr. introduction générale
aux problèmes d'ordonnancement et à leur résolution

La première partie du chapitre 2 est consacrée aux concepts et aux outilq qui
permettent de construire une structure générale de mémoire artificielle.

La deuxième partie du chapitre 2 montre comment construire les modules
spécifiques'propres aux problèmes considérés dans cette thèse:
- ordonnancement d'atelier de t;pe job-shop pour différents critères,
- ordonnancement d'atelier à une machine avec dates d'arrivée des tâches non
identiques pour différents critères,
- ordonnancement du placement de boîtes parallalélépipédiques dans un
emballage parallalélépipédique (problème de "container loading").

2

Le chapitre 3 est consacré aux problèmes à une machine, et en particulier atrx
résultats analytiques nouveaux trouvés (problèmes n/Uri>OÆFi et.n/Uri20/),Ti

essentiellement).

Le chapitre 4 est consacré.à une première évaluation du concept de mémolqr
artifïcielle grâce à de nombreuses expériences réalisées pour les troii

Iapplications.

Mots clés

Algorithmes Exacts et Approchés - Ordonnancement d'Atelier - Séquencement
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