UNIVERSITE
DE LORRAINE

AVERTISSEMENT

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de
soutenance et mis a disposition de I'ensemble de Ila
communauté universitaire élargie.

Il est soumis a la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci
implique une obligation de citation et de réeférencement lors de
I'utilisation de ce document.

D'autre part, toute contrefacon, plagiat, reproduction illicite
encourt une poursuite penale.

Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr

LIENS

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4

Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm




|

Unité q%sociée au CNRS n°399
' Héthoqes Mathémat iques pour I'Analyse des Systémes.
|
Thése présentée 3 I'Université de Metz
pour obtenir le grade de
docteur de I'Université de Metz

en mathématiques

mention : mathématiques appliquées-analyse non linéaire

par Monsieur Gérard Michaille

Sujet de la thése :Inéquations variationnelles fortement non

linéaires et applications.

Soutenue le 22 Mars 1988
~devant le jury composé de
Messleurs : M.CHIPOT.Professeur a I'Université de Metz
F.MURAT.Professeur a I'Université de Paris VI

e i e e =
| BIBLIOTHEQUE UNIVERSITAIRE DE METZ nvers‘té de Nancy ' _ Rapporteur
|

TN

022 420294 3
. PTOTESSeW a I'université de Metz - Rapporteur.

fversité de Metz




ISGMP
Unité associée au CNRS n*399

Méthodes Mathématiques pour I'Analyse des Systémes.

Thése présentée a I'Université de Metz
pour obtenir le grade de
docteur de I'Université de Metz

en mathématiques

mention : mathématiques appliquées-analyse non linéaire

par Monsieur Gérard Michaille

Sujet de 1a thése :Iinéquations variationnelles fortement non

linéaires et applications.

BIBLIOTHEQUE UNaIEE%S\TAmE ‘
Soutenue le 22 Mars 1988 e
devant le jury composé de '
Messieurs: M.CHIPOT.Professeur a I'Université de Metz Cote A) / M (3 e a9/ <
FMURAT.Professeur 2 I'Université de Paris VI —
oo | Maganin

- MPIERRE.Professeur a 1'Université de Nancy | - Rapporteur 7
C.ROGER. Professeur a 1'Université de Metz

A.ROUX. Professeur a I'Université de Metz - Rapporteur.



Je voudrais tout d' abord remercier Monsieur CHIPOT qui a dirigé et encouragé mon
travail Les idées échangées, le travail 2 son contact furent pour moi une expérience fructueuse et
déterminante.

Je remercie également :

_ Messieurs MURAT, PIERRE, ROGER et ROUX de me faire 'honneur de participer au
Jury,
toutes les personnes qui de prés ou de loin m'ont soutenu au cours de cette these, en

particulier les personnes de 'université de Metz, Monsieur FEGGOUS, sans oublier ma famille

ainsi que mes amis.



Sommaire

0.Introduction p. 1

1.Notations et position du probléme p.3

2.Une propriété générale de monotonie p.6

3.Quelques applications p.13

4.Un contre-exemple p.21

5.Quelques extensions p.24

6.Un résultat d'existence p.37

7.Existence d'une frontiére libre p.43

8.Etude numérique d'un probléme comportant un terme de transport p-50

Bibliographie p.67



0.Introduction

Le résultat principal de cette thése est une propriété de monotonie, et donc d'unicité, pour une
classe importante d'inéquations variationnelles a opérateurs A fortement non linéaires du type:

uek
<A(x,u,Vu),v-u>2<fv-u> V v e K.
( Les notations seront précisées plus loin .)

La technique utilisée nécessite un choix précis de "fonctions test “ .Ceci nous conduit 2 une-
caractérisation abstraite (mais assez souple) des convexes adaptés 2 notre méthode.Pour les
problemes correspondants, nous obtenons ainsi, dans la partic 2 un résultat de monotonie
permettant de comparer les solutions de deux problémes dont les convexes sont, en un certain sens
comparables.Précisons en outre, qu'aucune hypothése de différentiabilité (sauf dans la partie 7) ne
portera sur l'opérateur du probléme. Ces résultats généralisent et unifient ceux obtenus par M.
Artola [2], L. Boccardo [3] , H. Brezis [6] , H. Brezs - D. Kinderlehrer - G. Stampacchia [8], J.
Carrillo - M. Chipot [9] , J.1.Diaz-M.Pierre [13] , J. Douglas Jr. - T. Dupont - J. Serrin [14] , G.
Gagneux [15] , N.S. Trudinger [17] , [27].

Dans un deuxi®me temps, nous donnons dans la partie 3, des exemples concrets de différents
problémes oii la monotonie est vérifiée.Pour cela nous "jouons"aussi bien sur I'opérateur que sur le
convexe .

La partie 4 est consacrée 2 I'étude d'un contre-exemple 3 'unicité montrant qu'une propriété
suppl¢mentaire du terme de transport de I'opérateur considéré est nécessaire pour pallier certains
cas de défaut d'unicité. Cette derniére remarque nous conduit dans la partie 5 A étendre alors dans
ces cas le théoreme 2.1.

La partie 6 est consacrée 2 une démonstration élémentaire de l'existence d'une solution pour les
problémes envisagés ci-dessus . Quelques hypothéses supplémentaires sont nécessaires.

Notre résultat de monotome nous permet, dans la partie 7, de démontrer I'existence d'une frontiére
libre pour certaines méquanons variationnelles lorsque l'opérateur présente , en un certain sens, une

singularité en 0.
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Enfin, dans la partie 8, nous traitons I'analyse numérique d'un probléme élémentaire ou la non
linéarité provient d'un terme de transport.Pour la mise en ceuvre d'un algorithme de résolution nous
utilisons certains résultats des parties 2 et 6.

Avant d'aborder la partie 2, donnons dans une premiére partie quelques notations et précisons
le cadre fonctionnel dans lequel nous nous plagons.



Soit 02 un ouvert borné de RY de frontiére I Lipschitzienne. Pour p>1 on notera W1P(Q)
I'espace de Sobolev des fonctions de LP(0) (2 valeurs dans R ) dont les dérivées au sens des
distributions sont dans LP(Q) ; LP(Q) éant l'espace des fonctions de puissance piéme
intégrables. Nous noterons | lp 1a norme usuelle de LP .On pourra se réfécer a [1] ou [17] pour
plus de détails sur les espaces de Sobolev.

Pour K convexe fermé de W1-P(Q2) ,V désignera le sous espace fermé de W/P(Q2) engendré
par

K-K={kk'lk K€K} (1.1)

\A désignera le dual de V pour la topologie induite par wiP(0).Pour f € V*nous allons
éudier desinéquations variationnelles dutype

vek
(1.2)
<A(x,u,Vu),v-u> 2 <f,v-u> V veE K

ot A est un opérateur non linéaire de K dans V* et o <,> désigne le crochet de dualité entre
VeV

Précisons notre opérateur A.Nous supposerons que A est donné (avec [a convention des indices
répétés)par:

<A(x,u,Vu),v> = I 0 Ajx.u,Vu).av/ax; + a(x,u).vdx + Il‘ y(x,u).f dovveV. (1.3)

(i.e. A(x,8,Vv).ov/ox; signifie Z; A;(x,0,Vu).9v/dx; ob la sommation en i est prise de 1 & n.
Cette convention sera utilisée dans toute la suite. Dans la derniére intégrale dG désigne la mesure
superficielle sur T et u et v désigne (avec la méme notation) leur trace respective sur I' (voir [1] ,
(18], [23])).



Dans le but de donner un sens a (1.3) nous supposerons que pouri=1,...,n

Ai(x,u,vli) , axw) e LP(Q) , yxuw € LPM) V ueK (1.4)

(p' = p/(p-1) est I'exposant conjugué de p. On notera que (1.4) nous assure que l'operateur A
defini par (1.3) estdans V*).

Une condition simple pour que (1.4) soit vérifié, est par exemple , de supposer que
A;(x,u,§) , a(x,u) , y(x,u) sont des fonctions de Caratheodory . (1.5)
(i.e.me.surables en x et, pour presque tout X, continues en les autres variables) , et que
3 une constante C, et des fonctions C'e LP'(Q), C" e LP'(T),C, C,C" = 0 telles que
| A0, E) IS C(1ulPL+1E1P 1)+ Cx), Taxu) ISClulPl+ C(x) (1.6)
Vue R,VEe R, x-p.p.dans Q,1y(x,u) I SClulPl+C'(x),Vue R, x-ppsur T
oll x-p.p. signifie "pour presque tout x..."
(On notera que grice au théoré¢me d'injection de Sobolev ainsi qu'au théoréme de trace , ( voir [1]
, [23] ), I'exposant de | u | dans les inégalités ci-dessus pourrait étre pris supérieur a p-1).

Nous supposerons que

u— a(x,u) est croissante x-p.p.dans Q.

(1.7)
u — Y(x,u) est croissante x-p.p.sur I

¢ses fon ntal ivan
Tout d'abord nous supposerons que cet opérateur est elliptique c'est & dire qu'il existe une
constante v strictement positive telle que:

(Ajxu8) - Ajxu,0).8 - &) 2 vIE-LIP
(1.8)
V E,{e R, Vu € R, x-p.p. dans Q.

(E=(&; Eppeens En) » £ = (g5 Lpoenns Cp) » 1 & - £ 1 désigne 1a norme Euclidienne de €-C,(.)1e
produit scalaire usuel).



De plus , nous supposerons qu'il existe une fonction @ positive , croissante , continue , une
1
constante C et une fonction ge LP (Q) telle que:

FAGRL,E) - A, V,E) IS Co (Iv-ul X TEIP +g(x))
(1.9)
VEe R™, V u,v € R, x-pp.dans Q.
(Cette hypothése n'intervient pas dans la partie 6. Ici, A désigne le vecteur de composantes A; et
| |sanorme Euclidienne.)

Pour ® nous serons amenés, sauf dans la partie 6, & considérer les deux hypothéses

Jor v @190 = 4 (1.10)
et
jo+ 1/ oP'(s)ds = + oo .
(1.11)

Remarquel.1: 11 est clair que (1.10) implique (1.11) puisque p' = p/p-1 > 1/p-1.De plus lorsque
p<2 , en tenant compte de (1.9) , (1.10) est vérifié pour des A; Holderiennes en u d'exposant
supérieur ot égal A p-1 (la constante de Holder dépendant de € - se reporter a la partie 3 pour des
applications convaincantes), et de méme (1.11) est vérifi€ pour des A; Holderiennes en u
d'exposant supérieur oll égal 2 1/p',  étant le module de continuité en u de A; . Pour p > 2
I'hypothése (1.10) n'est vérifi€e que lorsqué les A ne dépendent pas de u. '
On notera (sauf dans - la partie 7) qu'aucune hypothése de différentiabilité ne portera sur les A;
et que seules les hypotheses de structure (1.8) , (1.9) interviendront ( comme dans {17] , [27] pour
le cas Lipschitzien).



2. Unepropriété généralede monotonie:

Soient K, , K, deux convexes fermés de Ww1.P(2).Nous dirons que K, , K, possedent fa
propriété (H)si et seulement si:

v, +F,-n)e Ky , u- F,-y)e K, Vye K . Ve K (H)

pour toute fonction Lipschitzienne F ayant un module de Lipschitz inférieur 2 1 et telte que F(x)=0
pour X<0£v pos itive.

Remargue?. 1 cette propriété impliqueen particulier:
oy + (@9 ) = Max(ey )€ Ky L 5p- (0p-9)" = Miny )€ Ky

pour chaque w, € K, , u, € K, (vairla partie 3 o on utitisera cette remarque). Une telle
propriété semble caractéristique de convexes définis par des contraintes ponctuelles.

Pour i = 1,2 notons Vj I'espace engendré par K; - K; (voir (1.1)) et par V;* sont dual. Notre

principal résultat estalorsle suivant:

Théoreme2. 1 : SoientK; (i=1,2) deux convexes fermés de W*-P(Q2) vérifiant(H) .Soient
f; € V;* tellesque

<Ay, v> 2 <y, v> VvevVny, , v20 2.1)
Supposons (1.3),(1.4).(1.7).(1.8).(1.9) vérifiées pour K, et K, etsoientw; (i =12 ) une
lution de
yEK
22)

<A(x,u, Vo), v-up> 2 <fivup>  V veEK;

Algrs si



@ : (1.11) est vérifié et si

u — a(x,u) est strictement croissante x-p.p sur . 2.3)
ou
(i) : (1.10) est vérifié et si

u — a(x,u) est strictement croissante sur une partic de mesure non nulle de 2.4)

ou

u — Y(x,u) est strictement croissante sur une partiede I" (2.5)

ou

Il existe une constante Ctelleque |vI,SCHVvIl,  Vve VinV,  (2.6)
alors:

u,(x) Suy(x) p.pdans Q. 2.7

Remarque 2.2 : On notera que le cas (i) est simple et général (voir plus loin le théorgme 3.1). Le
cas (ii) est plus compliqué mais nous verrons que ce résultat est d'une certaine maniére optimal en
ce qui concerne I'hypothése sur ©.

Démonstration : Posons

+o0

I(e)=J 1 g 28)
o (5)e

€
(En prenant @ suffisamment grand dans (1.9), on peut supposer :
+o0

j 1, ds < +oo ).
1 mp(S)




Considérons F€ définie par

X
—1- pl, ds pourx > €
I(e)
e @ (s)
F&(x) = (2.9)
0 pourx <€

1l est clair que F€ est une fonction Lipschitzienne qui s'annule pour x <0. Grice a (H) , pour )
suffisamment petit, nous avons :

u, +8F&(u,-u,)e K, , u,- 8F(u,-u;)e K, .
En substituant ces deux fonctions dans (2.2) nous obtenons :
<A(x, u,,Vu,), 8FE(u, - u; ) > 2 <f, 8FF (u, - u;) >
<A(x,u,,Vu,),-8F&(u, - u; ) > 2 <f,,-8F(u, - u;) >.
Et en additionnant
<A(x,u,,Vu,) - A, Vu,), SFE(u, - u,) ) > 2 <f;, 8F (u, - u)) > - <fp, 8F€ (u; - uy) >.
Gricea(2.1)ona:
<A(x,u,,Vu,) - A(x,u,,Vu,), Fé(u, - 1)) >20
(On remarquera que par la propriété (H) , Fé(u,-u)e V,NV,),
ou encore
<AGu,Vu,) - A, Vu,), FE, - u;) > 2 <A@, V1) - Ay, Va,), FEu, - u)) >

En tenant compte de (1.3) nous en déduisons (pour alléger les notations nous omettrons les
mesures d'intégration)



f Q (Aj(x,u,Vu,) - Aj(x,u,,Vu,)) OF%(u, - u,)/ox;
+ Jo (a0ony) - atxu)FE@, - up + J1 400y - YR )FE, - )
< Jo (AixupVuy) - Axuy Vo, )OFS, - u)Rx; . (2.10)
En remarquant que
SFE(u, - u;) fAx; = (FE)(u, - uy)d(u, - )oK

et en utilisant (1.8),(1.9) nous obtenons apres avoir allégé 1'écriture de (F":)'(u2 - u,) par (FEy"

vIgWa,-up 1P @y + [o @iy - acu)Fe@, - up + Jr (xny) - voou))FEG, - uy)

IA

I ol Ax,u,Vu)) - A(x,u,,Vu,) | F' 1 V(u, - uy) |

IA

IQCm( luyuyl) (1 Vo, 1P~ 14 g(x) ) (F8Y I V(uy - up) | . 2.11)
Utilisant I'inégalité de Young
| ab< ePaP/p + (&) PP fp'
avec € = (vp/2)/P nous obtenons :
,[QCm(qu-ull)(qullp' 1+ g(x)) (F&) 1V(u,-u))
<v/i2 IQ IV(u, - u,) 1P (F&)' + (C/e)Pfp' IQ @P'( 1 uy-u, ) (IVu, P~ 1+ g(x) )P’ (FEY.
De (2.9) et (2.11) nous déduisons :

v 2 Jo W, - u) 1P @ + Jo () - aou ) FE, - u) + I (og) - Yoy )FEG -u)

s— | (Iva, P+ g00)® 212)

1€) * [y, 0, >e]

C est une constante positive et [u,-u; > €] désigne 'ensemble des x de Q ol u,-u; est
strictement plus grand que €.
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Considérons d'abord le cas (i).
Par (2.12) et puisque (FE)' est positive et u — Y(x,u) est croissante nous obtenons :

Jo ax.uy) - atxu )FEGR, - uy)

< —C— (|Vu1 Ip-l+ g(x))p
I(e) [u,-u, > €]
< _E_j (vu, P4 g)? (2.13)
Ie)

(Noter que pour utiliser 1a monotonie de ¥ nous devons prouver que si WLP(Q) - LP)
désigne l'opérateur trace alors T(F&(u, - u,)) = F&(1(u,) - ©(u,)). 11 est facile d'établir cette
propriété en utilisant une approximation .+ par des fonctions C! - Nous utiliserons encore cette
remarque dans la suite .)

Si € = 0, alors I(€) — +oo , FE(x) - Osi x<0et1si x>0.Donc par (2.13) nous obtenons en
faisant tendre € vers O:

(a(x,uz) - a(x,ul)) < 0
[u,-u, > 0]

ce qui par (2.3) donne (2.7).

On se place maintenant dans le cas (ii).
En revenant & (2.12) nous obtenons en faisant tendre € vers 0 (rappelons que (1.10) entraine
(1.11) et donc que I(€) = +oo) :

(a(x,u,) - a(x,u,)) dx  + j ((x,u) - ¥(x,u,)) do < 0

(v,-u, > 0]

j [u2-u1 > 0]

et dans les deux premiers cas de (ii), u, - u, est donc négative sur une partic de mesure non nulle
deQoudeTl.

D'autre part grice & (2.12) et 2 (1.7) nous avons apres simplification par I(€) :
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'V(u ‘i] ) |p . f
—— < EI (Ive, P+ g’ < C
[u,-u, >€] @ (u,-uy) Vo Tlu,u, >

o C'est indépendant de €. (On remarquera que | Vu, Pl g(x) e LP'(Q)). Si nous posons

X
J‘—l—— ds pour x > &
1/p-1
e @ (s)
SE(x) = .19
0 pour x < €

nous obtenons :
IV (a,u,) P
—— = J vstw,up P < C.
[u,-u, > €] © (8,-u,) Q
Mais puisque S€ est Lipschitzienne et s'annule pour x <0, S&( u, -u; ) € VNV, (voir la
propriété (H)) et l'inégalité de Poincaré est vérifiée. Dans les cas (2.4) , (2.5) cela résulte du fait

que S&( u, -u, ) est nulle sur une partie de mesure non nulle de Q ou de I',dans le cas (2.6) cela
provient de I'hypothése.Nous obtenons donc:

[ 1580, u)P < C

et (2.7) est obtenue grace a (1.10) apres avoir fait tendre € vers 0.
Ceci termine la démonstration.

Remarque 2.3 : On remarquera que (2.1) a lieu par exemple lorsque f; e LP'(Q) etf, 2f, p.p.
dans Q.

Sous I'hypothése (1.11) on sait qu'il ne suffit pas en général de supposer u — a(x,u) seulement
croissante (voir [9] exemple 2.2.1 et la section 4 qui suit ); cependant , avec quelques hypothe€ses
supplémentaires et pour certains opérateurs la monotonie sera maintenu@dans ce cas (voir pour
cela la partie 5). '

Nous ne savons pas, dans ce cadre général , lorsqu'on suppose (i) et seulement w(t) tendant vers
0 avec t au lieu de (1.11), si la monotonie est encore vérifi€e.Des résultats partiels ont cependant été
obtenus (voir [10],[11]).
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Nous aurions pu prendre deux opérateurs différents pour des convexes K, et K,. Si Al désigne
l'opérateur correspondant A K; , nous obtenons le méme résultat de monotonie pourvu que :

<A2(x,u,Vu) -Alx,u,Vu),v> 2 0 Vuek,,Vve V\nV,,v20
avec les hypotheses sur A transférées 2 A! et AZIl est facile de voir par exemple que I'inégalité
ci-dessus a lieu pour a, > a,, ¥, 2 v, ol a;, ¥; sont les fonctions a,y correspondant a Al i=1.2.
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3. Quelques applications

Nous voudrions montrer que le théoréme 2.1 conduit en particulier a l'unicité d'une solution
pour certaines équations et plus généralement pour certaines inéquations variationnelles associcées
2 des convexes définis par des contraintes ponctuelles lorsque 1'opérateur est par exemple quasi
linéaire.Introduisons donc quelques convexes fermés .

Pour i = 1,2 considérons les fonctions

¢:T>R , y;T>R (.1)
?:Q>R , ¥ :QoR (3.2)
Soit
K; = {ve WIPQ)| g;(x) < v(x) Syj(x) p.p.sur T,
@;(x) < v(x) < ¥j(x) , Vv(x) € C(x) p.p.dans Q ) (3.3)

ol pour presque tout x’C(x) est un convexe fermé de R et ot 1a restriction de v A T est prise au
sens des traces. (Il est facile de voir que Kj,i=1,2 sont des convexes fermés de WLP(Q)).
On a alors:

Proposition 3.1 . Supposons que (9,,y,,®P,,¥;) < (¢, ¥, @, ¥; ) alors . K, K, vérifient
(H).

(@Y PY,) <(@1,y, P, ) signifie  que chaque composante du premier vecteur est
inférieure 2 chaque composante du second et ceci presque partout sur I" ou dans Q ).

Démonstration : Soit F est une fonction Lipschitzienne positive, de constante de Lipschitz inférieure
a1,ettelle que F(x)=0pour x <0. Soient u, € K, , u, € K, alors (voir [17]) :

u, +Fu,-vu;) , u,- Fy-u,) € WLP(Q) (3.4)
et ]
¢, P, <1, < uy +Fuy-u;) S up+(uy-yy = Max(u,,u,) < y,,¥;

: (3.5)
0@, S Min(uy,uy) =y~ (0y-1) S 0y - F(y-u) Su, Sy, ¥y

p.p- dans I'et p.p. dans Q respectivement.
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De plus,

V[u, +F(u,-u, )] =Vu, + FH)V(u, - u; ) € C(x) p.p. dans Q

(3.6)
Viu, - F(u, - u, )] = Vu, - F)V(u,-u,) e C(x) p.p.dans Q
puisque F' € [0,1] et C(x) est convexe pour presque tout x dans €. Ceci démontre (H).
Comme conséquence immédiate du théoréme 2.1 nous avons alors:
Theoréme 3.1: Soit u; (i=1,2) une solutionde
y; € Kj
CN))
<A(x,n,Vup),v-u> 2 <fi,v-u> V ve K.
ol K; est donné par (3.3) et f; e V;"._Supposons que (1.3).(1.4).(1.7).(1.8).(1.9) soient
vérifiées pour K, et K, etque
@) : (1.11) est vérifie avec
u — a(x,u) strictement croissante x-p.p. dans Q. (3.8)
ou
(3.9

ou
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u — Y(x,u) est stricternent croissante sur une partie de mesure nonnullede I” (3.10)

ou

ilexiste une constante C telleque | v [p<CIIVvll, V ve V)NV, (3.11)
M (fg,(Pz,\I’z,(pz,\I’z ) < ( f ls(pl"lflaq)l "Pl ) ona
u,(x) <uy(x) p.p.dans Q. (3.12)
Remarque 3.1. f, <f, est prise au sens de (2.1). On remarquera que le résultat ci-dessus est
trés naturel. En oubliant pour 1'instant les contraintes sur le gradient et en interprétant u comme le
déplacement vertical d'une membrane €lastique sous l'action d'une force verticale d'intensité f,

@y, D, ¥ étant des contraintes sur ce déplacement , il est clair que moins la force est grande et
plus les obstacles sont bas, moins la membrane se déplace vers le haut. '

Corollaire 3.1: Soit
K={ve WP(Q)| @) <v(x) <y(x)ppsurT,

®(x) < v(x) SPX), Vv(x) e C(x) p.p.dans Q } (3.13)

ol
o:T -R R \|I:'I" ——)-E (3.14)
0 R , ¥Q-5R (3.15)

sont des fonctions de T et Q@ dans R, et C(x) est un convexe fermé de R™. Supposons que
(1.3).(1.4).(1.7.(1.8).(1.9) aient liey et que :

@ : (L.11) est vérifiée avec

u — a(x,u) est strictement croissante p.p. dans Q.
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(i) : (1.10) est vérifiée avec :
u — a(x,u) est_strictement croissante sur une partie de mesure non nulle de Q

ou
u — 7Y(x,u) est strictement croissante sur une partie de mesure non nullede I

ou
il existe une constante Ctelque | v 1,<ClIWIl, Vve V

Alorssi fe V (voir (1.1)) il existe au plus une solution de:

ue K
(3.16)
<Ax,u,Vu),v-u>2<fv-u> V ve kK

Démonstration_: Il suffit d'appliquer le théoréme 3.1 avec K, =K, =K, f; =f, =f.

Les résultats ci-dessus donnent 'unicité ou plus généralement une propriét€ de monotonie
pour de nombreux problémes. Donnons quelques exemples.
1) Problémes aux limites. elliptiques non lin€aires.

En effet, on choisitici ® = -eo, ¥ =40 ,C(x)=R? Vxe Q. En prenant ¢ dans
WLP(Q) eten choisissant ¢ =y = ¢ sur une partie Iy de ', ¢ =-c0, Y =+ ailleurs, ona
K=¢+V ol Vestdéfini comme étant le sous espace :

V={ve WhP(Q)|v=0sur Iy}
Et donc, pour fe V* défini par

d,v>=JQf1.v + Irt'l.v

2

(3.16) est é€quivalent a :
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ne K

(3.17)
<AxuVu),v>=<fv> VveV

et u est la solution du probléme
-0A;(x,u,Vu)/dx; + a(x,u) = f! dans Q
u=¢ sur I,

A;(x,u,Vu).n; +y(x,u) = 2 sur TT 0-

Ainsi, dans les cas (i) ou (ii) et si 'existence d'une solution est prouvée , cette solution est unique
et sa dépendance en les données ¢, f, f2 est monotone. Dans le cas (ii) , lorsque (3.9),(3.10) ne
sont pas vérifi€es nous devons supposer (3.11). Si I'ja une mesure non nulle il est bien connu
que I'inégalité de Poincaré est vérifiée et nous obtenons donc 1'unicité et la monotonie en fonction
des données. Dans le cas particulier ot I'ly=I" nous avons un probléme de Dirichlet non linéaire.

Dans le cas ot I'y=( le probléme est un probléme de type Neumann pour lequel nous avons
l'unicité dans les cas (i),(ii) mais dans ce dernier cas lorsque (3.9), (3.10), (3.11) ne sont pas
vérifi€es l'unicité peut tomber en défaut comme c'est le cas pour les problémes linéaires. En effet
la solution du probléme de Neumann linéaire (ici a =0 ) est définie 2 une constante additive prés:

-Au=f in Q
(3.18)
ouion=0 on T

2) Problémes d' obstacles :
Comme ci-dessus, prenonsici ¢ =y =¢ sur I'j ol I, estuneparticde I',@=-co,y = +oo
ailleurs, Cx)=R? Vxe Q.
De plus si E,F sont deux parties mesurables de Q posons

=P dans E , @ =-c dans QFE

Y=Wdans F , WY =+ dans QJF.
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Alors K devient

K={ve WLP(Q) | v(x) =¢ sur Ty, P(x) <v(x) p.p.dans E, v(x) <W¥(x) p.p.dansF }

et pour un tel convexe on obtient l'unicité pour le probléme (3.16) ainsi que la monotonie par
rapport aux données f, ¢, P ,"¥. On remarquera que lorsque E =Q ,F = nous obtenons un

probléme classique A un obstacle et que lorsque E=F=Q nous obtenons un probléme 2 double
obstacle .

3) Problémes de Signorini ou problémes 3 obstacles minces

Enprenant @ =-00, ¥ =400, C(x) =R? Vxe Q etE, F deux parties mesurables de I
avec '

¢=¢ surE , @ =- sur [/E

y=y sur F, Y =+eo sur I'/F
alors K devient

. K={ve WLP(Q)| ¢(x) < v(x) p.p.dans E , v(x) Sy(x) p.p.dans F }
Pour un tel convexe, pourvu que nous soyons dans les cas (i) ou (ii), nous obtenons alors l'unicité
ainsi que la monotonie par rapport 2 f,0,y pour le probleme (3.16).

Remarquons que nous avons choisi les obstacles sur I" mais que nous aurions pu les prendre sur
Q. |

4) Problémes avec contraintes sur le gradient :

Prenons par exemple =y =¢ sur I' , @ =-c0 ,'¥ = +oo alors K devient
K={ve WhP(@Q)| v=¢ sur T, Vv(x)e C(x)p.p. dans Q}.

Dans le cas p=2, ¢ = 0,C(x) =B, ol B est la boule unit¢ ferméede R™ nous obtenons le
convexe d'un probleme de type torsion élasto-plastique :
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K={ve Wh2(Q) | v=0 sur T, 1Vv(x)I< 1p.p.dansQ}.
Plus généralement si A(x) est une matrice définie sur €2, nous obtenons l'unicité pour les convexes
du type

K={ve WLP(Q)| v=¢sur T, Ax)Vv(x) € C(x) p.p.dans Q }.

(A: R® -RY étant linéaire et C convexe fermé de R4, AlC={ & |AE e C Jest eneffetun
convexe fermé de RM).

En prenant par exemple A(x) = (aij(x)) » i=1.9,j=L.,n et Cx)=1IIj[c j(x), ¢; j(x)]
ol ¢)j,cyj sont desfonctions de Q dans R, K devient

K={ve WhP@)| v=¢ surT, ¢ j(x) € Xja;(x)ov/xj < ;) pp.dans Q,i=
1,..,q}.

Pour ces convexes dans les cas (i) et (ii) nous avons l'unicité et la monotonie par rapport aux
données.

Examinons maintenant quelles sortes d'opérateurs satisfont aux hypothéses (1.4) , (1.8) , (1.9).
Pour simplifier et illustrer ce qui suit, nous nous restreignons au cas le plus important i.e:p=2.

Notons aij(x,u) , Bj(x,u) des fonctions de Caratheodory pour lesquelles il existe une constante C

positive et une fonction C' e L%(Q) telles que :

Iaij(x,u) ISC, 1Bjx,u)l <Clul+ C(x) Vue R x-pp.dans Q , Vij=1,.n.
(3.19) '
On suppose qu'il existe une constante positive v telle que

ai(xwEi &2 v 1§17 V e R, (3.20)
Alors si I'on pose

Ai(xn, &)= aj;(x,u) E it B;(x,u) ' @2y

et si les hypotheses (1.5) , (1.6) sur a(x,u) ,¥(x,u) sont vérifiées , I'opérateur quasilinéaire A
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<A(x,u,Vu),v> = I Q aij(x,u)au/axj.av/axi + B;(x,u).0v/dx; + a(x,u).v dx + J I Y(x,0).vdo

est bien défini pour v € V et pour A, vérifiant (1.8). De plus, s'il existe une fonction positive
strictement croissante continue o, telle que :

| aij(x,u) - a.ij(x,v) ISCa(lvul) V ue RP, x-p.p.dans Q
(3.22)
| By(x,u) - Bix,v) ISCa(lvul) (gx)) Vue R, x-p.p. dans Q

pour une fonction g de L2(Q), nous avons (1.9). Un tel opérateur satisfait donc toutes les
hypothéses de la partie précédente , et le théoréme (3.1) ainsi que son corollaire (3.1) s'appliquent.

Dans le cas p=2, (1.10) et (1.11) s'écrivent

[+ 1 xs)ds =+ o (3.23)
et
Io+ 1/ ?(s)ds = + oo . (3.24)

Ainsi, en particulier si les A;(x,u, £) sont Lipschitziennes en u (avec une constante de Lipschitz
dépendante de &) (1.10) est vérifiée.(Ce cas , sans terme de transport , a été étudié par Artola [2],
dans le cas particulier du probléme 2 un obstacle , et avec d'autres fonctions test que celles utilisées
ici.)

Siles A;(x,u§) sont Holdériennes d'exposant supérieur ol égal 2 1/2, (1.11) est vérifiée.Sous
I'hypothese (3.22) , (3.23) et (3.24) correspondent aux cas ou les ajj» B; sont respectivement
Lipschitziennes en u et Holdériennes en u d'exposant supérieur ou €gal 1/2.Comme nous l'avons
déja mentionné , lorsque (3.23) n'est pas vérifiée, l'unicité peut étre en défaut méme si (3.9),
(3.10) , (3.11) sont vérifiées.Nous donnons un exemple illustrant cette derniére remarque dans la
partie qui suit.
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4.Un_contre-exemple

Considérons une fonction P = B(r) qui satisfait pour 0 <o <12a:
Br)=0 sir<0 our=21 , PE®>0 sil<r<l

B~ r® pour r>0,r—0 , BE)~ (1-r)%pour r<l, r—1

et définissons U(r) par

U =0 sir< 0
\
U@
r= {9 i 0<r<l (4.1)
0 B(s)
U =1 si T2 1.

Soit Q la boule ouverte de centre 0 et de rayon 2 de R2 et notons (r,0) les coordonnées polaires
d'un point x = (x;,x,) de Q\0,0), (r=1x1).
Soit A une fonction positive appartenant a3 C*°(Q2) et qui vérifie:
AX)=AMD=1sir<1/4 , AX)=AMr)=0sir 212 .
Soient

- B,(x,u) =-cos 6.8(u) , By(x,u) =-sin 0.8(u) , a(x,u) = A(x).u , Y(x,u) = u

5
(Si l'on souhaite que B; soit regulier, on peut remplacer cos@ et sin6 par des fonctions réguliéres
égales A cosO et sin® pourr2> 1/2} Pour 1/2 < 1y < 1 posons

ux) = Ulr-1y) , (r=Ixl).
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11 est alors facile de voir que u vérifie:
,[ Q {9u/0x; + Bi(x,u)}.0v/dx; + a(x,u).v dx + jl“ y(x,u).v do

- Jrivds vvewlxe) @2

(Eneffet a(x,uy) =0 dans Q , y(x,u) =1 sur I'etpar(4.1)

J Q {0u/dx; + Bi(x,u)}.0v/ox; = ,[ Q Vu.Vv - cos 0.B(u).0v/dx, - sin 6.B(u).dv/0x,
=lr> 112 ou/dr.ov/or - B(u).dv/or = 0.).

Ainsi, puisque r, peut prendre toute valeur entre 1/2 et 1 le probléme (4.2) a une infinité de
solutions mé€me si

u — a(x,u) est strictement croissante sur une partie de mesure non nulle de Q
u — Y(x,u) est strictement croissante sur une partic de mesure non nulle de I .
De plus si l'on considére
K={veWbQ) I v=1 sur T}
V = K-K = W 12(Q)

alors,
il existe une constante Ctelleque | v L,<ClIVvll, VveV

et u est un élément de K vérifiant (4.2) pour tout vde V !
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On remarquera également que u est solution du proinlémc non linéaire de type Neumann
-0/0x;{Ju/ox; + By(x,u)} = 0 dans Q
ouon =0 sur T.
et ceci montre que, dans le cas non linéaire, deux solutions ne différent pas nécessairement par une

constante.

Nous allons montrer dans la partie qui suit que le "défaut" d'unicité est di a la présence du
terme de transport (i.e. aux fB; ).
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5.Quelques extensions

Dans cette partie nous nous restreignons au cas p=2 et aux opérateurs A ou A; est donné par

Aj(x,u, &) = a55(x,u) § ; + Bj(x.u) (5.1)

Comme nous I'avons vu dans la partie précédente, lorsque a(x,u) n'est pas strictement croissante
p.p. dans Q l'unicité est en défaut méme si (1.11),(3.9),(3.10),(3.11) ont lieu.

Nous allons montrer que, dans le cas des problemes 2 obstacles, et donc également dans le cas
d'équations, lorsque a(x,u) est seulement supposée croissante, l'unicité et la monotonie par
rapport aux données peuvent étre préservées, ceci toujours dans le cas (i) i.e.quand (1.11) a lieu.
On ajoutera pour cela certaines conditions surles [B;(x,u).

Plus précisément , s'il existe des constantes a; ,i= 1,...,n non toutes nulles telles que

n
u - 'zlai ﬁi(x,u) (5.2)
1=
est monotone alors on a l'unicité de (1.2) sous une hypothése plus faible que (1.10). ( i.e.
A;x,u,k) = aij(x,u) E i+ B;(x,u) satisfait & (1.9) avec @ vérifiant (1.11)).
On remarquera que pour que (5.2) ait lieu il suffit que I'un des B; ne dépende pas de u ou soit

monotone en u (en effet si B,(x,u) est monotone en u , alorspour a;=1,a;= O0Vi#1,(5.2)
est monotone en u).

Pouri=1,2, soient ¢; € wl2(Q) , et Q;, Vi, ®P;,¥; des fonctions vérifiant 3.1),
(3.2). '
Pouri=1,2 soit
Ki={ve WI2@Q)] v=¢; sur[y, ¢j(x)<v(x)<wj(x) pp.surl,
D;(x) < v(x) < '¥j(x) p.pdans Q} (5.3)

ou Iy estune partie de I.

Alors on a:



25
Theoréme S.1: Soit u; (i=1,2) une solution de
y; € K;
(5.4)
<A(x,ui,Vui),v-ui> 2 <fi,V-U'> V veK;

ol K; est donné par (5.3) et f; € V;".On suppose de plus que

A est donné par (1.3) (5.1). et (1.4).(1.7),(1.8).(1.9) sont vérifies avec p =2 pour K, ¢t K,.

Il existe des constantes a; ,i=1,..,n,non 11 11 :

n
u - 231 Bi(x,u)

i=1

est monotone .
Pour tout u dans R. ajj(xu) appartient 3 W'-**(Q) et il existe une constante C telle que

Iaaij(x,u)/axkl < C xpp.dans Q ,Vue R, Vijk=1..n. (5.5

u— y(x,u) est strictement croissante surI'/ Iy . (5.6)
Alors si (1.11) est vérifi€ et si (£5.0,,02,¥2.Qp Y5 ) < (£1,0,,0,,¥,,2,,F) on a
B,(x) <y (x) ae.xe Q. 5.7

(¢, S ¢, signifie ici ¢, < ¢, surT).
Corollaire 5.1:Sous les hypothéses du theoréme 5.1 il exi I Jution d

ue K
(5.8)
<Ax,u,Vu),v-u>2<fv-u> V ve K
ol K est un convexe du type K;.
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Nous prouvons directement le Theoréme 5.1 , ce corollaire en €tant une conséquence
immédiate .

Démonstration du Theoréme 5.1: On utilise une technique de [9].

Premiére étape:Nous démontrons ici

Ai(x,ﬁz,Vuz) - Ajx,u,Vu)). L =0 VEecdD (5.9)

[u,-u, > 0] axi

Considérons & e C1(Q) , & > 0.Soit F = F€ définie par (2.9). Pour & suffisamment petiton a :

uy +88FE(, -uy) e Ky, uy- 8Fm,-up) e Ky

(8 est choisi de sorte que 8 < 1 et la démonstration est identique & celle de (3.5)). En substituant
ces deux fonctions dans (5.4) nous obtenons (voir la démonstration du théoré¢me 2.1):

< A(xu,,Vu)) - A(x,u,,Vu,) , EFS(0, - 1,) ) > 20

Clestadire

I Q (Aj(x,u,,Vu,) - Ay(x,uy,Vu,)) 0EFE(u, - u,)/0x;

+ JQ (a(x,u,) - a(x,u,)) EF%(u, - u;) + ,fr (Y(x,up) - ¥(x,u))) EFE(u, -u)) < 0. (5.10)

En conséquence ,

J Q (Aj(6,u,, V1) - Aj(x,u,,Vu,)) 0&/0x; F&(u, - uy)

+ .[Q (a(x,u,) - a(x,uIZ) EF%(u, - uy) + jr (¥(x.) - Y(x,,)) EFE(u, - uy)
< -IQ (Aj(x,u,Vu,) - Aj(x,u,,Vu,)) & OFE(u, - u))/0x; . (5.11)

Estimons le membre de droite, noté RH, de (5.11).On a:
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A0y, Vu)) - Ax,u,Vu,) . g’% <0 VEeC@®,E20.

j [v,-u, > 0]

En échangeant £ en M - £ ol M est une constante supérieure i § dans l'inégalité ci-dessus ,on
aboutit bien a (5.9).

deuxiéme étape: Nous démontrons que (u, - ul)'*‘e WOI’Z(Q).

Grice 4 (5.9) et (1.7) , (5.13) devient

Y(x,u,) - xu,).E < 0 V Ee cl(?z) , €20
[uz-u1 > 0]

Avec (5.6) nous en déduisons que (u, -u 1)+ = 0 sur I Ty, D'autre part sur Tyon a (u, - u1)+=
(¢2 - ¢1)+= 0. Ceci montre que (u2 -u 1)'*'e W01’2(Q),

Troisieéme étape : Fin de la démonstration.
En tenant compte de (5.1) , (5.9) s*écrit

*  du du o
(a:(x0) == - a.(xu)=— ). ==
[u,-u, > 0] Y2 axj 1yl axj axi

o€ 1=
+ (x)-Bixu)ex = 0 VEe C'@. 5.14
J[uz-u1>0161(xu2 Bitxy). 5 ge CO (5.14)

Nous choisissons & = eO(a.X) dans (5.14), ol (a.x) est le produit scalaire usuel entre les deux
vecteurs a = (ay,..,ap) €t X = (Xy,...Xp) de R™ | et ot o est une constante positive si (5.2) est
décroissante ,négative si (5.2) est croissante.On obtient alors:

auZ aul a(a.x)
J'[uz-ul>0]{aij(x’uz)7'5% ) aij("’“l)ﬁx_j}°°”‘ie 2 0. (5.15)

Posons

u

Aij(x.u) = I aij(x,s) ds . (5.16)
0 .
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Alors,pour k=12, Aj(xu) € WhAQ) et
u

k
——aAij(x,uk) = a..(x,u )E‘j(- + ———aaij(x,S) ds
ox. 1K ox, ox. )
%] j
Ainsi (5.15) devient -
J' { {A (xu) A, (xu)} J' i - ds } o e“(?'x) > 0.(.17)
[u,-u, >0] a 2 ! ox.
_ U .
En posant w = (u2 u1)+11v1ent
j e = (AR W) “Agcu)) e R
u1+wa x)
a..(X,$
- I , j gx ds. o a, ea(ax) =2 0.
Q j

1

Or Aij(x’“1+w) - Aij(x,u'l) € W01’2(Q) ; en intégrant par parties et en tenant compte de (5.16) ,
'(1.8) nous obtenons donc

u,+w

1 _
: da..(x,s)
I I [- 2vial + oa 3x ]dsea(a'x) 2
Q oy i
u W

(XS)
I I [- a2a (xs)aa +cza1 5}( ]dsea(a'x)
J

v
(o]

- Avec o suffisamment grand (voir (5.5)) cette inégalité conduit & une contradiction sauf dans le cas
N ot w =0 . Ceci termine la démonstration.
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Remarque 5,2 ; 1a condition u — y(x,u) strictement croissante sur I'-I" ; est nécessaire. En effet
considérons dans R le probléme:

"+ (B(u)'=0 dans (0,2), u(0)=0, u(2)=1

ou P est choisi comme dans le contre-exemple de la partie 4 (voir aussi [9] ). (On sait que ce

probléme posséde une infinité de solutions ). Soit 2=(0,2)x(0,2) et I‘0 = I‘o Y FO 2 (voir la figure

ci - dessous)

X
O
e Q
L1 | To,2

Pour (x,,x,)€ Q posons u(x;,X,)=u(x;) olu est une des solutions précédentes. Il est clair que u
vérifie:

- Au+df(u)/dx1=0 sur Q
u=Q sur I
dou/ Bxi.ni=0 sur I" - I" 0 ( (n,) désignant le vecteur normal extérieur a I)
ot d=Osur"g et 1surl ),

Si V={ve W12(Q) / v=0sur T o} et K=0+V, le probléme équivaut alors &:

ueK et

J‘Vu.Vv-J' p(u)ﬁ’.l =0 Vvdans .V
ax1
Q Q
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Les hypotheses (1.11),(1.7),(1.8),(1.9),(5.5) sont vérifi€es ainsi que la relation (5.2) avec a,=0;

B8,=B; a,=1 et B,=0 alors que Y(x,u)=0.

Donnons une 1égére amélioration du théoréme précédent en affaiblissant 1'hypothése (5.5).

Soit (a,b)={ajx; /x=(x;)e Q} o aixi=2iaixi avec la convention des indices répétés.Dans le cas ol

n>2, on définit 2*par 1/2*=1/2 —1/n et on note (2*) son conjugué (on a alors (2*)=2n /n+2 <2).On
considére l'hypothése suivante:

Dans le cas n>2:

2
Il existe fe L( )(a,b) telle que:

Iaiaai’j(x,u)/axkl <f(ajx;) V k=1...n; ,Vj=1...n,VueR
Dans le cas n=2:

Il existe ge 11,+<o[ et fe LY(Q) telle que I'inégalité ci-dessus soit encore vérifiée (5.5 bis)

(Par exemple si u —)Bl(x,u) est monotone, (5.5 bis) devient: | aal’j(x,u)/axk | <f(xy))

W Sous les hypothéses du théore¢me 5.1, en substituant I'hypothése (5.5 bis) a
I'hypothése (5.5), on a la méme conclusion.

emon: ion :
Comme dans la démonstration du théoréme 5.1 ona

du au, . o | 0
j(ai'j(x,uz)a—le - ai'j(x,lll)a—xl')-a—ET + J.(Bi(x’uZ)‘ Bi(X,Ul)) -a'%- =0
pour tout £ C* ()

Soit alors €=&(s) dans C2(R). Considerant €=£(a;x;), on obtient :
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au ‘ |
j{ a, (x, 112)— -4, (x, ul)—}a £, x)20 :
[uj-u >0] ax,

J
pour tout § vérifiant £>0 si (5.3) est décroissant et &'<0 si (5.3) est croissant

Avec les notations du théorcme 5.1 on obtient alors:
u,+w ,
oa. (x,s) '
‘1[{ (A u+w)-A; (x,u,))- J‘T—ds}aﬁ(ax’PO (5.18)

Complétons (a;) en une base orthonormée de RN ((aj) est supposé de norme 1).On notera H

I'isomorphisme orthogonal associé:

H: RMeeeeenenn >R
p CLNREETEES -->x avec X=(X1,Xjp,...Xy) od Xy=oy ;x; pour k=l...n, et a ;= a;pour
i=1l...n

Soit Q= (-r,r) P oli r est assez grand pour que Q < Q .On remarquera que dans la nouvelle base

(-r,r)n'lx(a,b) c,H'l(Q) =(-r,r)! . Démontrons alors le lemme suivant:

Lemme:Avec I'hypothése (5.5 bis) nous avons:
1.1
(A, 00, +wW)-A, (xu)))a, € W™ (Q)
Preuve du lemme: Par une remarque faite dans la section 2, il est facile de voir que cette fonction -

s'annule sur I au sens des traces dans W1(Q).D'autre part nous avons:

u+w
Ba, (x s)
—ds

o

) du, du
_(ALj(x,u1+w) - AiJ(x,ul)) = ai‘j(x,uz) K - a,l'j(x,u

ox,

1

etil suffitde prouverque:

111+W

aa, (x )
ds est dan L Q
—a-xk—a estdans L (£2)

u,
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Pour cela on a;

aa (x s) |
i[ J‘ I SJ f(ax)w et, avec le changement de variable H, apres avoir prolongé

w amsx que f par 0, on obtient :

u+w

o

% (XS)ads|s £X) W|JacH|dX = J£(X YW|JacH | dX'dX

l n h e n
H'(Q (-r,0"

ou X=(X".X )e (-r,0)™Ix(-1,r), W=woH et olt l JacH | =1, H étant orthogonale.

Considérons tout d'abord le cas ol n>2 .En utilisant I'inégalité de Holder le deuxiéme membre se

majore par:
1 L
. 2’y . 2
2 L}
(Joxp@axex) ([ w
(0" (rn)"
1
L@
. ac( J' @ )) . .
Le premier facteur est égal 4 C f(Xn) < +oo d'aprés (5.5 bis)
(-r,r)

D'autre part we W‘:'z(ﬂ) =>We Wl(ofr,r)’,'c:t par injection de Sobolev wlffr 1" L2 (-r,r)“
Le deuxiéme facteur est donc fini ce qui termine la démonstration du lemme dans ce cas .

Dans le cas n = 2, il suffit d'utiliser l'inégalité de Holder comme ci-dessus avec q substitué 4 (2%)

et de remarquer que Wl(gr,r)ﬁcaL?Ef’r)ﬂq‘ désignant le conjugué de q .
Revenons & (5.18). /
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.. 0
(ALj(x,ul+w) - Ai’j(x,ul))a].l prolongé par 0 ainsi que K(Ai,j(x,uﬁw) - Ai,j(x,ul))ai
1

(ceci grice au lemme précédent) et w ainsi que E','(aixi) sur Q - Q donne :

u+w

aa (x s) ,
J{ (A {Gxu+w)-A, (x, ul)) “‘ s}aiE, (ax)2 0 (5.19)

(oit on a gardé les mémes notations.).
D'autre part en utilisant les notations

A (K9)=A, H0S) , 4 Xs)=a, HEK)S) et U K)=uHX)

WX )=wH(X))

et aprés changement de variable, I'inégalité (5.19) conduit a:
U+W

aﬁLj(X,s)

>t Jag(x) 20 (5.20)

f{ X (&, XU +W)-A, (X,UD)er, . -
H'@Q Y

(On omettra 1a mesure dX).
Par Fubini (5.20) devient:

J‘ {J' (A, (XU +W)-A, (X Uy ; 20X’ -

(-r,p) (-, r)

Or pour presque tout X, , X —)(Al J(X U1+W)- Al ,J(X’Ul))‘ﬁ est dans Wo1 1((-r,)™1). Nous

obtenons donc:

U+W
aﬁ( ,)

} §'(Xn)an2 0 .21
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J o

(r.n)"

1))oc adX' =0 pour k=1...n-1

(5.21) devient alors:.

J {J. (A (KUAW)-A, (X ,U)) agdX -
(-r,v) (-r,r)

U +W.
aa (X 8)
J' J aidst'} g'(xn)dxnz 0 (5.22)
(r r) U,

Posons U(X )= J‘(AU(X,U1+W) - A, X.U) JaadX’
(ro™

(On remarquera, en revenant a I'expression de Ai j»que (1.8) entraine U(X;)20)
D'apres (5.5 bis):

a4, (X.$) |
0K, il

aai,j(x,s)
axj

a <HX) pour j=1...n

En remarquant alors que f(X,) < (EXp/v) § ,j(X,s)ajai et en revenant a l'expression de U,
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(5.22) conduit a:

1si €20
J(U'(x oK ))E K )X 20 0b o~{ :
n v n /0= 0U 0= -1si ESO
(-r,r)
c'est a dire

d ,
J'dX (UK KX )KRX,) E(X )X, 20 (5.23)
X
X,
ol K(Xn)=exp(..QJ’f(t)dt)
va

Choisissons 2'(Xn)= aK(Xn)eaXn ot le signe de o est adapté a la monotonie de (5.2)
(5.23) conduit a:

d oX,
T (UXDKX))ae "dX 20 (5.24)
('rar) i
I est facile de voir que UX)K(X)e W,L1((-r,r)).Une intégration par parties dans (5.24) donne

alors:

JU(xn)K(Xn)azeax“

(-r,r)

ce qui conduit 2 une contradiction sauf si w=0.

dX <0
n
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6.Un_résultat d'existence

Nous allons donner, dans cette partie, une démonstration élémentaire de I'existence d'une
solution pour les problémes considérés précédemment.Pour d'autres résultats avec d'autres
hypothéses on pourra se référer a [4] , [7], [16] , [19], [24], [25].

Soit K un convexe fermé de WIP(Q) et A(x,u,Vu) un opérateur de K dans v* défini par (1.3).(V
est un sous espace fermé de W1:P(Q) engendré par K-K).
On suppose que

Aj(xn,8) , a(x,u) , ¥(x,u) sont des fonctions de Carathéodory 6.1)

et qu'il existe des constantes C, et C, ,des fonctions C; € LP'(Q) ,Cy€ LP'(I') ,C 2 0, telles
que

|AXu, E)ISC lulP 1+ CIEIPT+C(x), VueR,VEe R

pour presque tout x de Q (6.2)
taix,u) I<C, ful p-1, C,(x) Yue R, pour presque tout x de Q (6.3)
| 9(x,u) ISC, lulP1+C, (x),Vue R, pour presque tout x de I". (6.4)

(A désigne le vecteur (A,,...,Ap), | | sa norme Euclidienne ).

On suppose de plus que

u — a(x,u) est croissante pour presque tout x de Q.
(6.5)

u — Y(x,u) est croissante pour presque toutx deI".

Pour ueK,w e K on définit l'opérateur A(x,w,Vu) par
<A(x,w,Vu),v> = j Q Ai(x,w,Vu).av/axi + a(x,u).vdx + jl" Yxu).vdo VveV (6.6)
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et on fait I'hypothése
<Ax,w,Vv) - Ax,w,Vu),v-u> 2 v(v-u Il'p)P Vu,veK,we K. 6.7)
(K désigne l'adhérence de K dans LP(Q) )

ol v est une constante strictement positiveet 1.1, = 1. L +11V .l désigne la norme usuelle de
19(Q Lp P

WHP(Q).

Nous avons alors :

.Theoréme 6.1: Soient K un convexe fermé de WLP(Q) et A(x,u,Vu) un opérateur de K dans
V* vérifiant (6.1)-(6.7).si de plus:

(i) Kest borné dans LP(Q) (6.8)
ou .
i G <v (6.9)

alors pour f € V*il existe une solution de

uek
(6.10)
<Axu,Vu),v-u>2<fv-u> V v e K

Remarque 6.1: On remarquera tout d'abord que s'il existe des constantes C,’, C,, et une
fonction C; telles que pour £>0 et pour presque tout x de

AU, E)ISC lulP 1€+ CIEIP 1+ Cy(x), Yue R, VEe R (6.11)
alors (6.9) est automatiquement vérifiée pour C; aussi petit que l'on veut .L'existence est donc
réalisée dans ce cas . _

Pour I'hypothése (6.7) , on notera que si (1.8) est vérifiée, on a:

<A(x,w,Vv) - A(x,w,Vu),v-u> 2 v(IV(v-u )IP)P

+ jQ (a(x,v) - a(x,u)).(v-u)dx+ IF (Yxv) -yxu))v-u)doc Vu,ve K,we —IE
et (6.7) est vérifiée par' exemple (voir (6.5)) s'il existe une constante c telle que



39

(a(x,v) - a(x,u)).(v-u)>clv-ulP pp.dans une partic de Q de mesure non nulle
ou '

(yx,v) - yx,u))(v-u) >clv-u IP p.p.sur une partie de I" de mesure non nulle
ou

ilexisteuncconstanteCtellequeIvlpSCIIVvIIp VveV

Démonstration du théoréme 6.1:

Premiére étape: Soit w € ‘I-('nB(O,R) ol B(O,R) est la boule fermée de centre O et de rayon R de
LP(Q) .On considére u = T(w) la solution de :

uek
(6.12)
<A,w,Vu),v-u>2<fv-u> V ve K

Une telle solution existe et est unique.En effet, grice aux hypothéses de croissance (6.2),(6.3) et
(6.4)

Vu— Aix,w,Vu), u— ax,u), u— Y(x,u)

sont des opérateurs de Nemyckii et donc continus de LP(Q) dans LP'(Q) (voir [20] p. 184 ou

23] p.37). u — A(x,w,Vu) est donc continu de K dans V;* on peut alors résoudre (6.12)
dans l'intersection de K avec tout sous espace de dimention finie de V (voir 18). En utilisant (6.7)
ainsi que le lemme de Minty il est alors facile de conclure 2 I'existence de u (on pourra se référer a
[18], [20] pour les détails techniques).

deuxie¢me étape: T envoie le convexe K M B(0,R) dans lui méme pour R suffisamment grand.
‘Dans le cas (i) il n'y a rien & prouver si R est suffisamment grand.
Dans le cas (ii) en prenant vy € K de (6.12) nous obtenons

<A(x,w,Vu),v0-u> 2 <f,vy-u>

= < A(x,w,Vvp) -A(x,w,Vu),vy-u> < <A(x,w,Vvp),vy-u> - <f,vy-u>.
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v(vy-u Il'p)P < AW, Vvphvgusl + Hfly* . Ivgul; . (6.13)
Esﬁmoﬁs le premier terme du mcmbre de droite de (6.13).
I<A(x,w,Vvp),vy-u>l =
I j Q {Ai(x,w,Vvo).Bvo-u/axi + a(x,vo);vo-u }dx + Jl" Y(x,Vg).Vy-u do |
< lvg-u Il.p[ 1A, w, Vvl Ip- + 1 a(x,vp) Ipv + 19(x,vg) Ip- }
< 1vg-ul (G wiPl+ C)
ol C est une constante positive .
(cela résulte facilement de (6.2) puisque
HAGW, Vvl by € 1 Gl WP+l Vg IP1 4+ Cy(x) Ly
< CHw Pl Gyl Vv 1PN+ 1G5 Iy ).

En revenant & (6.13) nous obtenons

v{lvg-ulpg)Pt < vlvg-ul Pl < C (wiPt+ C. (6.14)
Ce qui implique
1 1
C -1 7t _ G o1 L
lvg-ul < (2wl e Sy < (2P wl (S
Py Py v Py

Etdonc .
Cluly < (e liw 4 c

Si on suppose a= (C,/V )1/1"1 < 1alors pour R > C/(1-a) , I'inégalité ci-dessus montre que
T envoie K N B(O,R) dans lui méme.Ceci termine la démonstration de cette étape.
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Troisieme étape: Fin de la démonstration. :

De (6.14) et de la compacité de I'injection de wbLP(Q) dans LP(Q) il est clair que T( KN BOR))
est relativement compact dans KN B(O,R).

Nous allons utiliser le théoréme du point fixe de Schauder (voir [17]). Pour terminer la
démonstration il reste alors & montrer la continuité de T.

Soit wy € E N B(O,R) telle que wy — w dans LP(Q) , et uy = T(wy) une solution de (6.12)
corespondant 3 w = wy. '

Nous déduisons de (6.14) que 1 uy '1,p est bornée indépendamment de k et nous pouvons extraire
une sous suite (encore notée uy ) telle que uy converge faiblement dans W1P(Q) et fortement dans
LP(Q) vers u,, quand k — +eo .

Mais par le lemme de Minty

ueK
<AX, Wi, Vug),v-uy> 2 <f,v-up> vV ve K.

est équivalent 2
y e K
(6.15)
<A(X,W,VV),v-up> 2 <f,v-u> V ve K

L'inéquation de (6.15) peut s'écrire :
' o(v - uk)
JQ Ai(x,wk,Vv) —-5;(1—-— + a(x,v) (v- uk) + er(x,v) (v- Uy 2 <fv- >

et en faisant k — +oo nous voyons que u,,, satisfait a

U, € K
(6.16)
<A(x,w,VV),v-u,>2<fv-u,,> V v é K

pourvu que nous prouvions que

AW Vv) — Ajow,Vv)  dans LP(Q). 6.17)
Mais grice aux hypotheses de’ croissance 62) w— Ai(x,w,Vv) est un opérateur de Nemyckii
(6.17) est donc bien vérifiée.
En appliquant de nouveau le lemme de Minty nous obtenons
U, €K

<A®x,w,Vu ), v-u,>2<fv-u,> V veK
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Z-E - I l' n I L] E l l!
Considérons le probléme suivant:

< A®x,u,Vo),v-u>2 0 VVEK(D,‘V (7.1)

ue de

ot A(x,u,Vu) =- —a—Ai(x,u,Vu) + a(x,u)

ox

1

et K(b ¥ {ve <I>+H(: (Q)/ 0<v(x)<¥(x) p.p.dans Qet |Vv(x) | <R p.p. dans Q }

R>0;¥>0 p.p.dansQet ®>0 p.psurl.

Nous supposerons également : a(x.0) =0 et Ai(;(_,Q_,Q)ﬂ)_ 1.2)
Pour ® non identiquement nulle sur une partie de I', nous montrons que sil'undes - A;(x,u,0)
n'est pas régulier au voisinage de 0 1" ensemble N(u) = { xe Q) / u(x)=0 t est de mesure non
nulle pourvu que @ _soit assez petit . d

Nous utiliserons les résultats de monotonie des sections 2 et 5, c'est pourquoi dans tout ce qui '
suit on se placera dans les conditions d'application des théormes 2.1),(5.1) et (5.2).

Nous faisons les hypothéses supplémentaires suivantes:

Hypoth¢ses sur les Ai(x,g,Q)
On notera pour toute la suite Bi(x,u) =A;(x,u,0) et on suppose que :

Jije [1...n] tel que Bio(x,u)=|3(u) ou B R'-R’ satisfait ;
B «C(10:n1,R) NC'QONLR) |
' . d
B(0)=0 ; B0 ; BP croissant sur JO, N] et Jl B(—Z) <+ o0 7.3)
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(Remarquons que nos hypothéses sur B sont locales en 0* et qu'un exemple d'une telle fonction

est fourni par : B(t)=t%* od & €[1/2, 1[ .On supposera par la suite que iz=1).

On suppose enfin —g%(x,u)so vi=2..n,vuelR

théses ctures:

1l existe C>0 tel que: |—a—Ai(x,u,§)|SC vij=l..nvi=1l.n
9%;
1

d
et en posant aﬁ(x,u,§)= S—Ai(x,u,t E)dt
07

On notera qu'alors A;(x,u,§) = 3; ’j(x,u,?;)&j +A;(x,u,0)

= a’l,] (x’u’g)gj +Bi(x’u)

et on remarquera que
vig |2 xuptscle|>vE R

On suppose de plus que ai,j(x,u,E,)e Cl(QXRxRD) avec:
| Pt byl <C; | iy l<C
axi t Ak J - ’ au t A 4 -

da, "
I?.‘J_(x,u,g) | SC'

-

Avec nos notations ainsi qu'avec (7.3) et (7.4) il est facile de montrer que :

7.4)

(7.5)
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Axu,Vu) = - %Ai(x,u,Vu) + a(x,u) = - Ta?_(-(ai' j(x,u,Vu)-guT)-a—i-(B(u))
i i ]

i=n

-Z%(pi(x,u)) + a(x,u) (7.6)

=2 1

et nous utiliserons cette expression par la suite, qu'on notera A(u).

Notations et hypothéses sur P et sur £2:

Nous noterons I%={ xe I’ /®(x) =0 }et m={xer /Dx)>0}

Définissons CDS = sup { D(x),xe Q } et on supposera que mss_n 7.7
On pose également: '
xt=sup {xl /x=(x1,x")e I'+}

hy= sup{x"’-xl /xe Q2 } ;h_= sup{xl-—x"'/er} etD=h_+h_ (voirla figure ci-aprés).
On _supposera{ xe Q/xpx*}#ﬁ' . On pose = +o si h;=0.
X +

/\r+ ro

u=0

X+ X* +0(0)

Vv

-

Théoreme 7.1: Sous les hypothéses (7.2)-(7.6) et pour <Ds assez petit vérifiant :



< A(w) ,v>20VveH3(Q) ,v20ppsurQ

e aw 3 \
Daprés l'expressiondewona: == },lﬁ(w)si‘l ; F:gx;= u28i'18j'lB(W )B'(W) ot SU ={

i

) 9B, aB,
D'autre part -éx—i(ﬂi(x,w)) = -aTi-(x,w) - uB(w)Ble-(X,W)

o

=—(X,w) pouri=2...n

OX.
-{

- uB(w)B'(w) pouri=1

D'apres l'cxprcssion (7.6) on obtient alors:

d —
Aw)=(- auaxax 3)-qaxw»)-—a;a—xj-'wsx—'a?'gaxaxka—x

(On a omis la variable (x,w,Vw) pour ne pas alourdir I'expression)

et grice & (7.2), (7.4), la croissance de u —->a(x,u) etace qui précede :

47

1sik=l

0 sinon

A(w)2 pBW)B'w)(1 - pa, ) - uB(w)( +ul3(w)—-u B(w)B(w)—é—) .7

Donnons une minoration du deuxiéme terme de (7.7):

Lemme : -uB(w)( +uB(w)—‘-l- 2B(w)p’ (w) g LL ) > - i?B(w)B'(w)DC()

1

ot C(w) = C + upm)C + p2pm)B'm)C
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mmm:.:
_upewy(- 2 +uﬁ(w)—-u2ﬂ(w)B(w) = LL )2 - uw)(CHuBm)C+U2BM)B'™M)C')

1

Or x1—B(w) est convexe:
en effet - sur {xe Q/ x12x1+60(0) } on a w=0=B(w)

- sur {xe Q/ x1<x++6(0) } onal<w<Tet d(B(w))/dxy=- uB(W)B'(w) qui est

croissante de la variable x{ ( croissance de B}’ et décroissance de w).

Onadonc:
B(w(xT+0(0))-B(w(x1))= - B(w(x1))

2(xT+0(0)-x1) d(B(w(x1))/ dx2-up(w)B'(w)D ce qui termine la preuve

du lemme.
Revenons 2 la démonstration du théoréme: en revenant a (7.7) et grice au lemme précédent on
obtient:

A(w)ZuB(w)B'(w)(1-u(a1,1+C(p.)D)) et , avec l'expression de C():

Aw)RpBw)B'W)(1-1CD+1)-CDBMI- DEMBMICH?) 20 pour pea,bl

Deuxi¢me étape:
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Grice 2 (7.2) 0 est solution du probléme:

<A(0),v-0>20V veK;y

Comme d'autre part u est solution du probléme :

<AQ@),v-u>20 Vve chw JuekK

" le théoreme 1.1 assure que O<u p.p sur Q. |

D'aprés la premiére étape < A(w),v>20Vve HIO(Q), v20.

Nous remarquons de plus ;
min(uw)>0  p.pdans Q; | Vw [ <R p.p dans © pour p €]a,b (en effet u<R/B(M) ) (7.8).
SurT0 | w2u=0 et sur ['Fyxq<x* d'olt w(x))2w(xt)=®2® et doncw>u pp sur[ (7.9).
Une extension facile du théoréme 1.1 donne alors uSwp.psurQ:

En effet avec les nptatidns des sections précédentes il suffit de prendre v = u - F¢(u-w) comme

~ fonction test dans le probléme <AQ@),v-u>20 Vvve K(”, , UE K(D,‘P ce qui est loisible grace a
' (7.8) et (7.9) et de prendre v = Fg(u-w) dans < A(w) ,v>20.

On a donc_OSusw p.p sur Q, ce qui entratne que u s'annule sur {xe Q/x1>xF+0(0) } .Cet

ensemble n'est pas vide pour >a , ce qui termine la démonstration.
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8 Etud srique d' bR tan un t et I

Dans cette partie nous allons traiter numériquement le probléme non linéaire simple suivant :

-Au - ;—(B(u)) = f sur =(0,1)x(0,1)
X
ue W(I)’z(Q)

ot B est continue dans R, vérifie les conditions de monotonie des parties 2 et 5 et B(u)e LZ(Q),

fe L%Q) .On notera (x,,x,) les points de Q .

Cette équation est non linéaire et de plus ne correspond pas 2 la recherche du minimum d'une
fonctionnelle. Mise sous forme variationnelle, elle équivaut a :

qu.Vv dxldxz-i B(u)%v; dxldx2=g[fvdx1dx2 Vve W:)'Z(Q)
1

ue W, A(Q) . @.1)

(On omettra par la suite les mesures dx, et dx, .).
On montre (on se reportera A la fin de cette section pour plus de détails ) que u est dans L=(Q) et

que lul SC | £] , ou Cne dépend pas de B et de f ce qui permet, aprés troncature de supposer f
bornée . ( voir [9] ).

L'idée de base pour obtenir un algorithme de résolution de (8.1) est liée aux techniques utilisées
dans les démonstrations d'existence et qui sont fondées sur la recherche d'un point fixe pour
l'opérateur T défini par:

T: W A(Q) = Wy (Q)

vwe Wo%(Q) T =Tw) est solution dans Wy () de :

?[VE.VV + z[[3(w)§;v- =£fv Vve W(l)'z(Q) .
1
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On notera que T est bien défini, continu de LX) dans L%(Q) et compact (on se reportera  la
partie 6 et a [9] pour plus de détails).Nous verrons d'autre part que I'unicité de la solution du
probleme (8.1) (voir la partie 2) joue un role essentiel dans la convergence de I'algorithme qui suit.

Algorith a

A la lumiére de ce qui précéde , nous considérons alors I'algorithme suivant:

u, est donné arbitrairement dans Wy12(),

pour n20, u, étant connu , on détermine uy,, | solution de:

JVuml.Vv + J.B(un)g% =g[fv Vve W(l)-Z(Q) (8.1),
Q ! |

On remarquera que la suite (u,), vérifie u, ;. 1=T(u,).On a alors le théoréme de convergence

suivant :
Théoréme 8.1, Soit (up), la suite définie par l'algorithme ci-dessus, alors :
u,, converge vers la solution u de (8.1) dans W12(Q) (fort) .
~ Démonstration.
premiére étape . On démontre que u,, converge vers u dans L%(Q) fort .11 est facile de montrer

que | u, | 12 < C ot C est une constante indépendante de n (voir [9] ).Il existe alors une sous suite
de u,, encore notée uy, qui CONVErge Vers Uy, dans WH%(Q) -faible.On en déduit que u,, est dans
W, L2(Q).

D'autre part par compacité de l'injection i: W2(Q)-LAQ), pour une sous suite (toujours notée
uy), Uy Converge Vvers u,, dans L*(Q) fort et par la continuité de T: LAQ)—-LAQ) (cf partie 6),
u=T(u,).ceci prouve que uoo est une solution de (8.1) et, par unicité que u.,=u.

On a donc, pour une sous suite u,—>u dans L2(Q).Cette sous suite étant dans un relativement

compact de L%(Q), il suffit de montrer que u est sa seule valeur d'adhérence ce qui est clair en
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reproduisant le raisonnement ci-dessus pour une sous suite.

Deuxieéme étape.Il suffit de prouver que | Vu, 1,— | Vu |2.

En prenant v = u,, 1 dans (8.1),, on obtient

du
JI Vu |2 + Jﬂ(un) a;ﬂ =£f u_, C'estadire
o) 1

du du
le,.ﬂ 2+ [ 3o B, ) 22 +i[s<u,,ﬂ>7;;—l - ![ 62,
Q

Pour le second terme de (8.2), ona, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz et une remarque de

la premiére étape :
B \ z
IJ;(B(un) - Bu,, ) == | scg' |Bw) - Ba,,)12)*  od Cne dépend pasden.
1

Mais v—B(v) est un opérateur continu de L2(Q) dans L¥(Q) (voir la partie 6 ) de sorte qu'en
utilisant la premigre étape, ce second terme tend vers 0.

1l est clair d' autre part que if u_., tend vers g’;f u.

Jdu
11 suffit donc de prouver que J;B(un +1)—£+—1- tend vers sJ;B(u)-g—xu— pour avoir , en passant a la
1 : 1 .
limite dans (8.2)n le résultat cherché .

S

Pour cela posons B(s) = JB(t)dt .

0
Nous de al TOuvVer —a—(B( )) tend vers g (B( ))
ous devons OISI_), uver que o U E u) .

o

Déja |£I—(B(u D <C V|, £C (Cdésigne différentes constantes indépendantes de

on rappelle que P est supposé borné. ) .
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ad
E(B (u, +1)) a alors une valeur d'adhérence dans LZ(Q)-faible et il reste donc a prouver qu'elle est

égale 7‘\Z—(B' (u)) (elle sera alors unique ).B étant Lipschitzienne on a |B(u,, )-B@)| <Clu,, -ul,
1

ce qui prouve, grice a la premiére étape que B(un +1) —B(u) dans LZ(Q)-fort , donc dans D'(Q2) et par

conséquent que a%(B(un +1) )—) §xa_l(B (u)) dans D'(2) ce qui temine la démonstration .
} 1

Remarque 8.1.
1) 11 est facile de monter que lorsque B € Ccl¢-lul o , [ul o) lasolution uy, 1 de (8.1), estdans
W22(Q).En effet on a B(uy)e WHHQ) et (8.1),, équivaut 2

u )

' 1,2 . a(B( n . 2 )
Vun+1.Vv = | gvVve W, (Q) ou g= axl + f appartient A L"(2) .
Q

11 est alors classique (voir [5] ) que Uy 1.est_dans W2%(Q) et que |0%u,,, [3x:9x; |,<clgl..

( C désignera différentes constantes indépendantes de n). Grice 2 la premicre étape de la
démonstration du théoréme 8.1, il est facile de voir que | Vu | ,<C et donc que Jﬂn+1-l-z <C
En utilisant une méthode semblable  celle de la premiére étape du théoreme 8.1 (la compacité de

I'injection J:W22(Q)—W12(Q) étant ici le principal argument) on montre d'une autre maniére le
théoréme précédent.

2) Lorsque | B'(® | <M oii la constante M est assez petite, il est possible de donner une estimation
de la vitesse de convergence de cet algorithme.En posant en effet v=u,,, ;- u dans (8.1) et (8.1),,
on obtient apres différence et utilisation de I'inégalité de Cauchy-schwarz:

IV(uml- u) |ZSM|un- u|2|V(un- u) |2 .

En utilisant I'inégalité de Poincaré \/; vl , S |vvl , pour tout v de W;'Z(Q) ol a=2r’est la plus

petite valeur propre de -A dans le carré Q (voir [2 1])on en déduit facilement:
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Joa(lu -l Ve -wl,)<as f;l Nva i,
M2
<) ava)|ve vl

et donc |u IIZ_KIU-U|120uK—(—-—21+J— toado=nyZ.
'n+ J_‘ J;

Pour M < —(LJJZ— K est alors infériur 2 1, T est contractant dans W (Q) et on a l'estimation de

(1+J— o)

la vitesse de convergence: | u-u | <K" |u -u I , bourvu que I'on connaisse une estimation a priori

127
de |u|1'2

Le résultat du théoréme précédent nous conduit & résoudre 2 chaque itération n un probleme
linéaire (8.1),,.La stratégie que l'on adoptera est alors la suivante: pour tout n de N

a) On discrétise avec intégration numérique le probléme (8.1),, en un probleme linéaire en

dimension finie (8~1)n,h ou h sera le pas de la discrétisation.Ce pas sera constant en n.

b) Nous résolvons le systéme ainsi obtenu par une méthode directe (une méthode itérative
introduirait des itérations "emboitées").On utilisera la méthode de Choleski.

¢) On passe ensuite au calcul d'une valeur approchée de uj 5 du probleme (8.1)p41 1 dans lequel

on a reporté une valeur approchée u, .1 de uy, 1 calculée dans l'étape b)

Discrétisation de (8.1);,.
On décompose  en triangles isométriques comme sur la figure ci-dessous

a
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DN
SN
NN
NN

? Xy

On a h=1/N+1, le nombre de points intérieurs a € est alors N2.0n notera Ty, I'ensemble des

triangles décomposant Q et T I'un quelconque de ceux-ci.On désignera par py | le point intérieur &

Q de coordonnées (kh,lh) ou k=1...N, 1=1...N.

De maniére classique on définit les fonctions ¢y 1 pour k=1.. .N, 1=1...N par:
q’k,l(Pk,l) =1
P 1@ =0 si G

Py 1 st continue sur Q et coincide avec un polyndme de degré 1 sur chaque
triangle de T},

On notera Dy 1 1a réunion des six triangles de sommet commun py 1, Dk,li i=1...6 désignera
chacun de ces triangles.On remarquera qu'alors @y est et de support Dy -

On désignera par Wjl-2h le sous espace de W1-2(Q) engendré par les @, ; Il est clair qu'alors
dim( W,12h ) = N2, '

Pour discrétiser totalement (8.1),, , on utilisera la formule d'intégration approchée d'ordre 1
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suivante (voir [26] ):

3
1 1!
J-v(x) dx = 3 mes(T) v(p'ir) pour tout tout triangle T ,ou p':‘ i=1...3 sont les sommets de T
T i=1
On sera amené A utiliser, pour l'estimation de I'erreur dans W01-2(Q) due 2 la discrétisation, le

résultat suivant :

Lemme 8.1: Soit ge WL=°(T) et Pe P(T) ot P{(T) désigne 'ensemble des restrictions & T des
polyndmes du premier degré.On a alors:

3
| J.gP --;mes(r)lzg(pf)P(plT) | <clnllgl,_ ;IPl,, 1 0d Cestune constante quine dépend pas de
T =1

h,T,g,P et ot | l LeoT? | | T désignent les normes de Wl'"(T) et W1'2(T) respectivement.

1,2
Démonstration. Dans ce qui suit C désignera différentes constantes indépendantes de h,T,g et P.

) - 1 T .
Pour toute fonction v, notons v = 3 v(p1 ) . Avec cette notation nous avons:

1=1
Ifgp-nglsjlgP-gﬁl +f|g?-g'FI
T T T T

Estimons le premier terme du membre de droite de cette derniére inégalité, on a:

jlgP-gl-?‘I < |g|“TJ‘|P-F| et, en utilisant le théoréme de la moyenne
T T
sclgl_rp’alvel_ ;)

or, VP étant constant, h I VP I T h | VP | = %Jl VP | et par I'inégalité de Cauchy- - Schwarz,
T

<c |p|
12T.
et nous obtenons donc

2
J'|gP-gF| <Ch |g|1,~.T|PI1.2.T :
T
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Estimons enfin le second terme, on a :
J-| gP-gP| < |P | jl g-E | et, en utilisant encore le théoréme de 1a moyenne,
T‘ . . T . . N . ’.--.. . e - -
| <c|P| -,h(h|g|1,,T)
Ma1s pour tout P de Pl(T) il est classique qu il existe C indépendante de hetP tclle que:

|p | wT S | P | o1 qui permet donc la majoration suivante du second terme :
N .-h ’ ,

]

=

| P - 2P| S'Ch2|g| |p| et le lemme 8.1 et donc démontré .
N8l F 2T

ion numérique (8.1 n,h s'écrit:

léme discrétisé avec inté

g[ 5‘“'}‘ -&-;i+ Z%mes(T)Eﬁ(un_h(Pl LJ 1 Z—mCS(T)Zf(Px )q’u(pl
=1

X
k Tel'g}ll‘ TGT
pour tout @, . de W, avecu ¢ dans W0 T etobu 2nCSt la solution du probleme discrétisé

(8.1), y 4 CLOU Uy, =1y= 0.
(11 est clair que pour toutne N, (8.1)n’hposséde une unique solution.Pour davantage de précisions

on pourra se reporter aux prdpriétés de la matrice A de ce systtme, explicitée ci-dessous.)

Enposantu_, lekl ¢, jpour toutn,,
k,

en adoptant la numérotation suivante: pour tout réel Y, , indicé par (k) , on pose Yy =Y N34
( pour k fixé de 12 N, 1 varie de 12 N); en explicitant les fonctions de base ainsi que leurs dérivées

-partielles (de module 1/h), le problémc (8.1)n,h s'écrit :
AX + [E-mes(r)f_ﬁ(u,, (o) - Z—mes(T)ZB(un o] =F
' T-D D

T-D . D}
1 désxgnant un vecteur colonne de lignes indicées par NG-1)+j )

.-( la notatlon [
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n+l

2 '
od X=(Xn e 131k=1...N,J=1...N * F=(Fy . 1y4k=1...NJ=1...N =h"f(p, ;) quon notera

avec FN(k 1+

2 . ] ] " .
h ka et ot 1a matrice A est définie de la maniére suivante:

Ay P2 |
\NO
As .
i,i
N_i N

AN N-1 AN,N

0

avec les matrices N x N suivantes:

; 0
A= | \
]I] A - -
N 1= 1 |
0 ' -1

i=1..N k=1..N-1

1 est classique (voir [21] ) que A est définie positive (de plus petite valeur propre 8 sin2(1th/2) ).

Une analyse précise du deuxiéme terme du premier membre de ce systéme donne enfin:

Z—mes(T)Eﬁ(u h(pl ))_ (ZB, 1 _]+B1-1 J+l BU 1 2[31_])

T—D D
Z—mes(T)Xﬁ(un h(pl ))—(2B1 j+Bl J+1+Bl+lj 1 B1+l _])
TeD D
Bi'j =B(X;(i_l)+j) si (ij)e [1.....N]2 et BiJ= B(0) sinon .

ce qui donne:
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B=(BN(k-1)+l)k=l---N.l=1---N ol BN(k-1)+1= h/6 (ZBk-l.l“"Bk-1,1+1+Bk,1-1'Bk,1+1'Bk+1.1-1'25k+1.1)

Résumons:
Le probleme (8.1), 1, consiste  résoudre  chaque itération n, le systéme lin€aire

suivant:

1
AX =F-B avec X=(Xyq 11,)y; k1= 1N

) 2 )
Bk’1=|3(X;(k_l) 2 sikDe {1,...N}"; Bhl=B(O) sinon
FN(k-1)+l=h2fk.l et BN(k-1)+l= h/6 (ZBk-l,l+Bk-l.l+l+Bk,l-l-ﬁk,lﬂ_Bk+1.1-1-2Bk+1.1)'

N N
n+l

La solution sera alors un+1.h=szN(k—1)+l(pk.l etuy,, =0 .
k=1 I=1 '

Le théoréme suivant précise I'ordre de l'erreur due a la discrétisation.Nous utiliserons, pour ce
théoréme, 1'abus de notation suivant : | A | 12~ | Vv | ’ (ces deux normes sont en fait équivalentes.).
Théoréme 8.2. On suppose que B € Ccl¢-lul o , lul o) avec l B'(t) | <M et que fe WH*°(Q2).On

a alors l'estimation suivante:

VneN, | u | 125 <C lh | ot C est une constante indépendante de h (dépendant éventuellement de n ).

Démonstration.Dans tout ce qui suit C désignera différentes constantes indépendantes de h.

Notons u: 1p 12 solution du probléme discrétisé sans intégration numérique (8.2) nh défini par

*

U p=Yop &

du, +1,h OV 1.2.h :
n 2
:‘[ %, %, ![B « nh)ax ‘,[ VveWy @2y

* 1,2.h
wan€Wo

u,) et parVne N:
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Premidre &

. * 2
On estime l'erreur entre u Ln Sty dans W:)' «Q) .

(C étant une constante indépendante de h)
Démonstration du lemme 8.2:

elle se fait par récurrence sur n.Par le choix des fonctions initiales, l'inégalité ci-dessus est bien

vérifiée 2 l'ordre 0.Considérons alors le probléme "intermédiaire” (8.3),, ,, suivant:

>k

du B ov
n+l,h OV - 1,2,h 8.3
i o %, +§[B(un) F ifv V veW, (8.3), 1
** 1,2,h ' '
W.10€ Wo
En prenant v=u’::;1 W u: +Lh dans (8.2) St (8.3) i apres différence et en utilisant I'inégalité de

Cauchy-Schwarz on obtient:

< 1By - B,

1,2

*¥ » |

Yrth” Ynelh

Par l'inégalité de Poincaré jointe  'hypothése de récurrence, on obtient alors:

Ul =MChhl (8.2)

Li,h” Yasth

11 est d'autre part facile de voir que :

Wk I

Uy |, Sinf(lv-u | (8.3)

1,2
ve W0 h

I Uoth”

(voir par exemple le théoréme 3.12 de[26]avec a(u,v)=l!Vu_Vv et L(v)= _K[B(un) g)%’_ +fy
1
et ot V=w:)'2(g) ).

Si ITu__, désigne l'interpolé de Lagrange de u_,, dans W1.2h, nous avons (car u,,,;€ W22(Q)

n+l

d'aprés la remarque 8.1) :

| SC|h| |u

n+l' 12 n+l Iz,z (se reporter également A [26]démonstration du th.5.1-4 pages

| LW u

109-110).
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L'inégalité (8.3) cpnduit alors a:

o | bl T,
Ui p Yot |, SCIRT UL o,

Or, d'aprés la remarque 8.1 on a | u, | 225 < C ot C ne dépend pas de n.On obtient donc

ek
|un+l,h-un+l|l’2SC|h| , (8.4)

Les estimations (8.2) et (8.4) donnent alors :

-u_ | <cln | ot C est une constante indépendante de h

|u n+l ' 12

n+l,h
ce qui termine la démonstration du lemme.
D 39 EI
On estime I Y dans W~
n estime Y'erreur entre u_, etu ; dans Wy (Q) .

Lemme 8.3.
Sous les hypothéses du théoréme 8.2, il existe une constante C indépendante de h telle que :

|u:_h-um|1’2SC|h| pour tout n de N.

monstration du lemme 8.3:
On raisonne par récurrence sur n.L'inégalité énoncée est bien vérifiée pour n=0 par notre choix des

fonctions initiales.Pour n=1, de (8.2)11‘h etde (8. l)n,h on déduit par différence:

la(u:ﬂ,h-unﬂ.h) v

* av
axk axk + (B(u h)-B(un,h))_

(| (B, Z—mes(r)fﬁ(u,, S ))—-( )
O X1 'I‘eT

=( fv El—mcs('r)Zf(pl )V(pl)) pour toutvch (8.5)
o) TeT ‘

Pour le deuxieéme terme, la propriété de B jointe aux ine'galités de Cauchy-Schwarz et de Poincaré

conduit a:

|J(B(un'h) B ))_ I Mlll n.hll,zlvll,z

et donc par hypothése de récurrence:
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| f!(ﬁ(u: ,,,)-B(u,,,h))-a%‘(’— sclnllvl,, (8.6)
1

Estimons le troisi¢me terme et le second membre qu'on notera respectivement I et J de (8.5).Pour

cela nous utilisons le lemme 8.1 rappel€ ci-dessus.De ce lemme on déduit que pour tout T de T, :

3
I~ IJ‘B(un.h) -%mes(T)Zﬁ(un'h(P;r)l ngll Isth|3Iﬁ(un,h)ll'm_T va_l
s 1=1 1T 1 T

ov
(on remarquera que la restriction & T notée 5{ | est constante et égale 2 %;(p;r) pour 1=1...3;on a
T

d'autre part utilisé le lemme 8.1 avec P=1.).

D'apres les hypothéses faites sur B et avec la remarque ci-dessus, on a:

B, <c(1+lax I)

En revenant Iron obtient donc:

L= ClnlInl*(1+ Iax I)|

<C|h|J‘(1+| I)l-a-—| Par Cauchy-Schwarz

<C | h | (h+ | un nli2 T) |v l (ot | | 12T désigne la norme de WI’Z(T) D. 8.7) .
o 12T ’

Aprés sommation en T de Ty, I'estimation (8.7) donne l1l<clnl (1+ | Unp I ) 2) lvl 12
Mais, par hypothése de récurrence, en utilisant le lemme 8.2, et en remarquant que | u | 1 2s Cot
C est indépendante de n (se reporter 2 la démonstration du théoréme 8.1 ) nous obtenons :

|u | S|u

Y lu, |
125 Pan U 1125 UnnUnli2¥ 1ty 2

<c|n] +C.

L'estimation de I ci-dessus donne alors | I I <C | h | Iv | 1,2 oll C ne dépend pas de h. (8.8)
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Estimons enfin J. Le lemme 8.1 donne :
3
1
|va-§-mes(T) lzlf(pf)v(pf) | sclallel, plvl, o
T -

et aprés sommation en T

Irl<clnl lel, _Ivl,,. 89)

Enreportant (8.5), (8.8), et (8.9) dans l'inégalité (8.4) avec v = u: +1h" Une1p OR obtient alors

I“:+1,h'“n+1.h | 12 C | h| ott C ne dépend pas de h ce qui termine la démonstration du lemme 8.3 .

Derniére étape. Estimation de l'erreur entre u_, etu,_ h.

11 suffit de regrouper les résultats des lemmes 8.2 et 8.3 pour obtenir:

. .

I“n+1‘ “n+1.h| 125 I“n+1'“n+1.h |1,2+ | Une1h™ Ynsth | 1.2

<C|h| ot Cne dépend pas deh . Fin de la démonstration .

Avant de passer 2 la résolution effective du systéme (8-1)n,h sur un exemple, donnons l'estimation

de |ul .. annoncée au début en explicitant les constantes intervenant dans les différentes

majorations.

Théoréme 8.3. 1a solution du probleme 8.1 est dans L*™(€2) avec lul S12w | £] 5

(cette estimétion est optimale au sens précisé dans [22] ).

Démonstration.Nous allons utiliser une technique due 2 J.Mossino; J.M.Rakotoson et R.Temam,
utilisant la notion de réarangement décroissant et 1'inégalité isopérimétrique de De Giorgi (c.f.[22]
; (241 [25] ). )

Estimons d'abord supess(u).Pour t dans]0, supess(u)[ prenons v=(u-t)* dans (8.1). (si supess(u)
est négatif ,on n'a rien  prouver.) On a: '
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IIVu |2+Z[B(u>£—«u-t)*) = |f(u-)

1

[u>t] [u>t] S
Comme dans [9] posons : B(s)=j|3(o+t) do
-

On obtient alors J| Vu | 2+g[§i—3 ((u-t)+) = J‘f(u-t)
[u>t] 1 [u>t]

Mais il est facile de voir en utilisant le théoreme de la divergence et le fait que B((u-t)+) =0sur I' que

axis«u-t)*) =0 (c.£ [9])

[w>t] !

On obtient alors J' | Vu |2 = If(u—t) et tout revient & rechercher une estimation de supess(u) pour le

[u>t] [u>t]
probléme linéaire | Vu.Vv = | fv dans W-A(Q) avec v = (u-t)".
0

En reprenant la démonstration de [22] p.24 (avec c=0; N=2; (xNzn) on aboutit a:

1< 2 (J‘f ) @ 1) o p() = mes(fu>t]) . (8.10)
TSt \

Mais , en utilisant I'inégalité de Holder :
1

j'f <u®>lfl,
[u>t]
et en reportant cette derniére inégalit€ dans (8.10) on obtient alors:
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1
1<- _1_ | f | HH(E) 2 '(t) ce qui conduit , en intégrant entre o et supess(u) dans R  :

4 supess(u) 1

supess(u) <-—|f| J- ® p(t) dt.

Enfin, grice au lemme A.1.2. de [21]

HO) | )
1 2,01 2 1
supc:ss(u)_<.—|f|2 c dO'S—IfI?_mes(Q) =—-|f|2
4n 2n 2n
H(supess(u))
Pour estimer infess(u), il suffit de remarquer que -u est solution d'un probléme identique avec

B (t)=-B(-t)

On obtient alors 1a méme estimation pour supess(-u) ce qui correspond bien au résultat énoncé.

Nous allons tester I'algorithme ci-dessus sur I'exemple suivant:
2 2 2 2,2 .
B=t", f(xl,x2)= - 2(x1-x1) - 2(x2-x2) - 2(x1-xf)(x2-x2) (1-2x,) et de solution xl(l-xl)xz(l-xz) .

Le programme de calcul utilise le résultat classique suivant : dans la méthode de Choleski la matrice
triangulaire supérieure S telle que SS=A et la matrice A ont méme profil.Ceci implique que S est
une matrice bande supérieure de largeur n+1 et nous permettra de gagner un peu de temps de calcul
dans la résolution de chaque systéme.

Nous donnons ci-dessous les résultats obtenus sur Goupil G4.
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Valeurs exactes a 10

p—

Q. 00000 O.00000 O, 00000 O,00000 O.00000 0.00000 O,00000 0,00000 O,00000

0.00000 0.011946 0.0Z051 Q. 02563 G.02734 0,02563 0.02031 0.01196 Q.00000

0.00000 0.02051 G,.03516 0.04395 0.044688 0.043%95 0.038516 0.02051 0. 00000

Q. 00000 O,02583 0,0473%5 0054593 G.0OHEE39 0.034%93 0.04393 0.02567 0. Q00000

1

0.00000 0.02734 0.045488 0.0585% 0.056250 0.0585% 0. 044688 0.02734 0. 00000

O.00000 0.02563 0.04355 0,05493 0.0585%9% 0.05493 Q.04395 0.02563 0. 00000

0.00000 &,02051

03516 0.047%95 0.04488 0.043925 0.03516 0.02051 0. 00000

0.00000 0011986 0.02051 0,02563 Q02734 0.0256% 0.02051 0.011%6 G.00000

O. CGOO00 O, Q000 O, 00000 O, 00000 O, 00000 O, 00000 O, G000 O, 00000 O, GO000

\ . .
valeurs aobtenues apres 35 iterations

Q. 00000 O,.00000 O, 00000 O,G0000 O, 00000 O.00000 O,00000 O, 00000 O,00000

O.00000 0. 011986 0.02050

GLOT05] 0,.01197 O.00000

0. 00000 0O.0204%9 0, 03514 0.04397 0.04487 0.04395 0.035317 0.02052 0. 00000

oot cllee

000000 O,025481 0.04392 0.054%1 0.05859 0.03494 0., 04557
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