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CHAPITRE 1

INTRODUCTIGH

Dans les problémes de mécanique phusique ou dans les technigues de
transitions d’échelles (passage micro-macro), les problémes d’inclusions
Jouent un rdle déterminant, au méme titre que les a&utres défauts de
structure (défauts ponctusals, dislucé£ions...). Ces problémes
d’inclusions ont &té abordés par de nombreux auteurs, mais c’est
Eshalby [1] qui en a donné une forme compacte et globale. La solution de
c2s problémes est simple et analytigue dans l2 cas d'inclusions
sphériques dans une matrice A& comportement isotrope. Pour de nombreux

problémes, les hupoth&szs ( inclusions sphériques, matrice isotraope)

sont souvent trop restrictives et éloignées de la réalité physiqgue.

Il est alors indispensable de disposer de la solution aux
problémes d’inclusions dont la forme est plus complexe (mais
toujours ellipsoidale, pour CONsServer certaines propriétés

intéressantes) et situfées dans une matrice dont le comportement est
anisotrope. Le premier objectif de ce trauail consiste donc A&
élaborer ces méthodes (analytiques et numériques) permettant de
calculer tous les champs mécaniques (contraintes, déformations, ~
rotations) & l’intérieur d;une inclusion ellipso!dale située dans
une matrice infinie A comportement linéaire et anisotrope. Pour
aboutir & cette solution nbus reprenons la technique du tenseur de
Green et montrons que tous les problémes d’inclusions (plastique,

hétérogéné, probléme mixte) se raménent a la détermination 4’un



tenseur d’ordre 4 dont la connaissance permet d’aberder tous les
problémes d’inclusions. La méthode numérique de calcul de ce
tenseur d’ordre 4 passe par la transformée de Fourier du tenseur de
green et les calculs numérigues sont ramenés a une 1intégrale double.
La solution du problédme de 1’inclusion est ensuite appliguée &
deux situations phusiques différentes.
La premiére relidve du domaine de la plasticitéd des polycristaux
métalliques et concerne l’effet de forme (initiale ou induite) des
grains sur les contraintes internes d’incompatibilités
plastiques intergranulaires telles qu’elles sont prises en compte
dans le mod2le de Kriiner. En effet, lors de grandes Jdéformations
plastiques, la microstructurse du polycristal éuonlue et les
conditions de compatibilité et d’équilibre prennent une forme
particuliére aux jeints de grains. Dans le cadre du wodéle de
Krigner, ceci se traduit par une lol d’interaction qui prend la forme
A2 4
qé = 2,.3 + LM (liakl— 55@,%9\\) (E&’L— E"Q\Qf)

squation dans laquelle la forme des grains intervient par

(1.1

l’intermédiaire du tenseur d'Eshelbuy S; ;...

Les résultats gue nous obtenons sont ensuite comparés & la théorie
proposée par Honneff et Mecking [2] consistant & relaxer certaines
conditions cinématiques du modile de Taulor pour tenir compte d’un effet

de forme des grains.



Parall®lement & 1’influence de la forme des grains sur les contraintes
internes, nous analysons l’effet de la forme sur les rotations de réseau

cristallin. Les relations obtenues s’écrivent

P

® P

(Jié- = - (—‘);.3 * A;uéwt (EM‘ Em,) (1.2)
et illustrent, pour des formes particuliéres, la théorie déja proposée
par Berveiller et Zaoui {3].
ta seconde application de la solution du probléme de 1’inclusion
plastique concerne wuns premidére approche du mécanisme de plasticité de
transformation couplée dans le cas d’une transformation martensitique.
Dans ce cas, on admet toujours (Weschler Liberman st Read, [4] Boules-
Mackenzie [S] que la déformation inélastique de Bain est accommodée
par une transformation a réseau invariant (glissement ou
maclage) intervenant uniguement dans la martensite. Cette théorie
prévoit des résultats corrects dans de nombreux cas mais n’explique
pas certaines situations. Les aobservations expérimentales les plus
récentes montrsnt souvent gu’il 4y a =eu  accommodation plastique dans
l1’austénite pendant la formation de la martensite.
Pour aborder ce problé&me, nous calculons, & partir de la solution du
probléme d’inclusion, 1’énergie élastique associée aux contraintes
internes dues & la formation de martensite non relaxée et cherchaons la
situation relaxée par une minimisation de cette énergie élastique. Nous
calculons en particulier 1l’orientation du plan d’habitat (interface
austénite-Martensite) dont 1’évolution, avec la partition de

l’accommodation de la déformation de Bain est trds sensible.



Chapitre I1I

Théorie d’ Eshelby pour les problémes d’ inclusion



2.3.

CHAPITRE I1

THEORIE D’ ESHELBY POUR LES PROBLEHES DI’ INCLUSIONS

Rappel des équations de la mécanique des milieux continus

Le probleme de 1’ inclusion plastique

Le probléme de 1’ inclusion hétérogene

Le probléme de 1’ inclusion plastigque et hétérogéne

Conclusion



Ce chapitre est consacré aux différents problémes d’inclusions dont la
solution est connue et maintenant classique. Ces problémes se subdivisent

en trois catégories

% Le probléme de 1%inclusion plastique pour lequel une région
(1’inclusion) subit une déformation inélastique homogéne et crée
des contraintes internes. Le comportement de 1’inclusion et de la
matrice est supposé &lastique et il s’agit de trouver les champs
mécaniques (déformation totale, rotations, contraintes) dans le
milieuw.

% Le probléme de 1’ inclusion hétérogéne pour lequel l’inclusion
posséde des constantes élastiques différentes de la matrice, celle-
ci étant soumise & des forces de surface. Dans ce cas, il n'y a pas
de contraintes internes (ou résiduelles).

% Le probléme mixte pour lequel l’inclusion, de constantes élastigues
différentes de la matrice, subit une déformation inélastique

source de contraintes internes. De plus, la matrice est chargée a

L’infini.

Ces différents problémes ont des applications nombreuses en mécanlique
des solides, physique du métal et métallurgie phusique et ont recu des
solutions. L’article d’Eshelby [1] constitue une synth&se remarquable de
ces problémes. Cependant, si les solutions de ces problémes sont plus ou
moins simples dans le cas d’une matrice élastique isotrope, elles
nécessitent le recours a des méthodes numériques spécifiques dans le cas

d’une inclusion ellipsoidale et d’une matrice anisotrope.



Le but de ce chapitre est de rappeler les différentes solutions pour les
problémes d’inclusions en utilisant néanmoins des méthodes plus modernes
et plus compactes d’analyse. Cette présentation a 1’avantage de montrer
la grande unité de ces problémes et de les réduire finalement au calcul
d’un tenseur t qui génére la solution des différents problemes
d’inclusion. Mous rappelons tout d’abord, dans le paragraphe suivant,
les équations de la mécanique des milieux continus. Ce rappel nous permet
simultanément de présenter les notations utilisées dans cette th2se.

2.1) Rappel des équations de la mécanigue des milieux continus

Mous nous limitons dans ce travail au cadre classigue de
l'élasticité en petites déformations, c’est-3-dire au cas ol les
déformations et rotations sont infinitésimales. De plus, nous nous
limitons a 1'appr0ximatidn gquasi-statique 4qui suppose gue les
forces d’inertie sont négligées.

Nous repérons les coordonnées d’un point matériel xq, X2, Xj (ou
x;) dans un systzme de coordonnées cartésiennes et nous appelons ug
u, et uy Cu;) les composantes du vecteur déplacement d’un point
donné.

a) cinématigue

Le gradient du déplacement B;; est donné par

= DM
Pié = Ju’”;a = R (11-1)

et sa partie symétrique ¢;;, qui est le tenseur de déformation
s'écrit :

€xy = IAZ— (p’cé* /gé"“) = TA.?': <MMJ N /U‘é?k) (11-2

Le tenseur rotation w;; s’obtient par :

0 - £ (B i) 30 oo



Le champ de tenseur f;; caractérisant une transformation donnée
n‘est pas toujours intégrable. Pour que le milieu ne perde pas
sa compacité dans l’espace euclidien, il faut que §;; dérive
d’un champ de déplacement.

B;; doit #&tre une différentielle totale exacte et vérifier la

condition d’intégrabilité de Cauchy

Cing ﬁ%v&’ O (114
ou € e désigne un suymbole d’antisuymetrie défini par
€ e = 0 si deux au moins des indices sont égaux
€;p = 1 sl la séquence ;,, s’obtient par un nombre pair

de permutations & partir de la séquence 1,2,3
€ipe = - 1 si la séguence ;,, s’obtient par un nombre
impair de permutations & partir de la séquence

1,2,3

Mous avons uwtilisé la convention d’Einstein de sommation sur
les indices répétés.
Une autre forme des relations de compatibilité est donnée par

Krtner [6] qui introduit le tenseur incompatibilité Inc et

Inec &€ = O (11-5)

En général pour les problémes gqui nous intéressent ici, la
transformation totale, compatible résulte d’une partie
inélastique B* et d’une partie élastique B* associée aux
contraintes internes (et appliquées). En petites déformations,
on a

P’:b - [3;“. ﬁia (11-6)



b)

c)

Statigue
fAux déformations élastiques sont associées les contraintes

¢:: composantes d’un tenseur symétrique (éguations d’équilibre)

()

et qui vérifient les équations d’équilibre

= G

(117
,5+€,;,:D

29 R

3

ol f; désignent les forces de volume.

Sur la fronti®re du solide, les relations d'équilibre prennent

la forme particuliére

(ri-2>

ol n désigne la normale unitaire extérieure au solide et T,

les forces surfacigues imposées & la frontiére.

Comportement (&lastigue) du matériau

Mous ne précisons icil gque la forme du comportement élastigue du
matériau, la déformation inélastique étant supposée connue.
Dans ce cas les contraintes locales en r sont reliées aux
déformations élastigues par la relation

e
T; () = C,z.éu (r) EH, (<) C(11-9)
od C;;,, désigne les constantes élastiques en r. Dans le cas
d’un matériau homog2ne, C;;,, ne dépend pas de r.

En général C,;;,, posside les symétries suivantes

Ciske = Cijex

Cijxe = Cjiwe (11-10)

Ciske = Creiys
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d) Elastostatigque

Résoudre un probléme d’élastostatigue revient, pour un solide

donné et un chargement connu , & trouver les champs cinématiques

Cu, B, €) et statiques (gJ satisfaisant aux équations (I11.4)

(11.5Y et (11.7).

En régle générale deux méthodes ont été proposées

- celle gui part d’une formulation cinématiqus

— celle qui exprime le probléme externe de contraintes ou de
potentiel de contraintes.

Mous rappelons la premiere formulation en 1l’adaptant au probléme

qul nous interessse ici (présence d’une déformation iné&lastiqued.

A partir de (11-8) et de (11-1D, on a :

(=
P"{) = A,y - Fig (11-11)

soit pour les contraintes (dans un milieu homogéne)d

P
0;,3 = C/Lj’kﬂl (JJ-@,,Q_ ﬁ&_y,) (11-12>
L’équation d équilibre (11-7) s’écrit alors

° )

C"‘éH Hri - C’Léﬁ?/ (3%?4/'-*' Fé = 0 (11-13)
(11-13) consiste en une équation aux dérivées partielles dont
la solution u(r) dépend des données f; et Bf,.
Pour intégrer (11-13) il est commode &’intreduire le tenseur
de green G;,(r) qui est le déplacement dans la direction Jj au
point r d0 & une force unité appliquée selon n & l'origine.

On a donc pour Gjq
(r) _
Cxaw, Gé”wi?t * Spn 5x) =2 O (11-14)

avec la condition auxiliaire que G;, s’annule & l'infinl. 8,5 est
le symbole de Kronecker et 8(r) est la distribution de Dirac. De
la définition de cette derniére et de la relation (11-14), on

tire
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()= [ 5,5 (e-x') Uy (£7) dv’
Y (11-153

soit 4’apras (11-13) ( )
r.x’ |
A (¥) = - fvcia"hl 6'3."”’“"' My (5) &Y (11-18)
on a la propriété suivante pour Gjn,;,, .
G o-x?) 3G (r-¢’)
VXL T ONXA (11-17)
(11.16) s’écrit alors

(e-v) dv’
Hn (8] 2 - f sine Qo Mg SE7 SV
En utilisant le théordéme de la divergence, on a :
AL, () = ‘fc*a&!e & 0x) ), () A s +) e
Cx-¥ ,
j Cijn Gam<‘“"),u4a'(\f7d$~~ fc'«akeé Maki V' (g1o10)

Nous supposons que le déplacement total tend vers o lorsque r

(11-18J

tend vers 1’infini. Dans ce cas il reste

1 )= [ e )

v (11-282
soit en tenant compte de (11-133 ‘
' )~ Ciyog BE, o0 CC) | dv!
(x) = fe‘ (or) § LY - Coe Pra,i }
M 5] V0 ] 2% kb (11-21)
Lorsqu’il n’y a pas de forces volumigues, il reste
-x' . Y (Y:) T
~ (I‘) = - .m(t X ) C,b e T * dv

pP étant connu, 1’intégrale (11-22) permet de trouwver le
déplacement total un, si on connait le tenseur de green Gjn.
Ce formalisme est utilisé dans le paragraphe sulvant pour

exprimer la solution du probléme de 1’inclusion plastique.

2.2) Le probléme de 1’inclusion plastique.

Mous considérons un milieu infini, homogéne de constantes élastiques

£9;,.. Au sein de ce milieu se trouve une inclusion de volume V limitée

par une surface S.
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Nous supposons gque cette inclusion a subi une transformation
inélastique uniforme BF. Le probléme résolu par Eshelby revient alors a
calculer les champs de contraintes et de rotations dans le milieu infini.
Pour retrouver la solution d’Eshelby nous utilisons une méthode directe.
Le gradient du déplacement u;; se compose d’une partie élastique Bf; et

d’une partie plastique Bf; qui s’écrit

4 (11-23)
B, (x) :ﬁ?. g (x) i
/ua /"a
ol g(r) désigne la fonction indicatrice d'Heaviside

o S~ Y 4: N

(c) = 11-24)

B A Si reV [
On a donc :
(11-253

My = Big + P

A cause de la symétrie en (k,1) du tenseur C%;,,. les contraintes g;;

(11-28)

o by 4 Ay
Ty (0 = Cise (’“fz,au - P ) )

et les conditions d’équilibre donnent, en l’absence de forces volumigues

-2 X)) e v L)
gs. ) = C"ﬁtQ J—‘—{z}ga - CwaQQ F{z?;a ) = O (11-27>

/"Q)a
Le terme C%;,, BF,,; s’apparente & des forces volumigues fictives et an a,

pour le milieu infini : .

! o ' .

Mom () - -fGém(‘:'f) C.,{,a'ez» P{(X.;/'b' (') dv
o

Le terme BL.,;’ s’écrit compte tenu de (11-23)

3 , °
Pwﬁ” () = - my o ) P’kl (11-29)

(11-28>
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ol B, est constante et on a :

M am
Y

Cette intégrale se transforme & l’aide du théorzme de Stokes, en intégrale

sur le volume V, soit :

(r) "/’ﬁa“‘?fv (x-x') Ce;,a'kg Pzz dv’

(11-31>
te gradient du déplacement total s’écrit
(S'!. o ? P
ka,mLﬂ: Ga'mai«""" Chjre FW av
v (11-32>
soit puisque C%;,. B[, est uniforme ,
( ) ° ? &!-!) )
) - C Gimot'm dv
My m” "7 = Eijwe PH g~r" (11-33)
V N
Soit t*ngi'le tenseur
(x-¢')
JGaN\.),(, av'
on a alors :
?
L0 - Chgee P
tmxm.,\.o C”"ae‘ kx (11-34)

La deformatlun totale ¢ en r s’écrit
?
(r) A (0) (o) . ) %
Emu =7 (t’w\ﬂw"a /M’“/"a C’”am sz (11-35)

et la rotation totale s’obtient & partir de

(L5 = %(t (£) . _ tmﬁ),aé ) Chjne f?’f«&

e A q (11-38)
1l reste alors & calculer le tenseur t,n;;(r) gui s’ écrit :
(r-x
t (f) G4 M an) dv’
/w\m;\,é a oA C11-37)
Si on note x; 1es coordonnés de r et x{ celles de r’, on a :
G (r—!') 6 (Y- )
g ’W‘/"”a C11-38)
on a donc :
Y. L3
t G i ‘(" I) av' (11-39)
/“KA~'~6 = - 96~7A/4N.

A
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En général le tenseur t n’a pas de proprétés particuliéres. Par contre,

Eshelby [1] a montré que dans le cas d’inclusions de forme ellipsoidales,

t est uniforme dans 1’inclusion ellipsoldale. Mous appelons t! cette

valeur et la calculons a partir de la valeur moyenne de t dans V

) /
t/wmw;) = _,..JJ Gam,km dvay 1o

Lorsqu’on ne s’interesse qu’aux champs cinématiques et statigques &
1’intérieur d’une inclusion ellipsoidale (et plastique) le probléme se
raméne alors & la connaissance du tenseur t!-

Dans ce «cas, on a les formules suivantes pour les champs cinématiques
et statiques dans l’inclusion.

p¥;(cd> = pf; dans V

Bis = t}ixe Clomn Bln
€p; = % (tige + t) ke dChennBhin

(@]
-n

11
ot

(bl e + L3 kedClemnPin — ey
wiy; = % Gl - L3 e dChemnBin
wi; = 5 (blsue — thiy e )C8emnBhn — wf;

G;j = C?Jpq{%(tque + tgpke)CzEmnﬁ;n - ell:q}

Le tenseur S d’Eshelby, reliant la déformation totale dans l’inclusion
4 la déformation plastique ¢P s’obtient par
T I o
Y
Y S

remargues .

On voit que pour calculer explicitement § il suffit de connaftire le
tenseur t!. On remarque également que $S;;,, possade les symétries

suivantes :

Sisxe = Ssike

Sijke = Sijex (11-42)
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mais en général S;;.e # Skeis

Le calcul de t! nécessite la connaissance du tenseur de green G du
milieu infini de constantes élastiques C?.

Dans de nombreux prnblémes il est é&galement nécessaira de connafTtre
1’énergie élastique W associée aux contraintes internes dues & la présence
d’une inclusion plastigue.

On a

e . (11-43)
\%/ - J_J/, ~ 646 av
— Ab
v v

Soit d’aprés (11-11)
4 (11-44)
_ 4 — -‘—E.-)
W = z_/o;a()i,u,a iy av
VOO

Par intégration par parties en tenant compte du fait que @;;n; est

nul sur la frontidre du solide, on a :

\/\/ :._i 0:.5?.01\, v
2 F Av (11-45)
Y

et puisgue 6;; est uniforme dans V (ainsi que £7) on a :

A .
W = - K) “¢ " (11-46)
On remarque donc que le calcul de W se raméne a celui du champ de
contrainte dans l’inclusion, c’est & dire finalement au calcul du tenseur
L1,

On a :

. : L8 L v e (11-47
W = -5V Cijeq {% (tvm Barte )C%Qfmm Conm E""} S :
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fvant d’attaquer le probléme du calcul de t!, nous formulons le
probléme de l’inclusion hétérogéne et le probléme mixte (plastique et
hétérogene). On verra que, dans ces deux cas, la solution sera également

liée au calcul de t!.

2.3) Le probléme de 1’inclusion hétérogéne.

Mous considérons un milieu infini Ve de constantes élastiques C® en
tous les points sauf & l’intérieur d’une inclusion ellipsoldale de volume
YV ol elles sont égales & C!. Comme dans le cas de l’inclusion plastique,
nous supposons qu’d l’interface S, le déplacement est continu.

Dans 1’état initial, nous supposons gu’il n’y a pas de contraintes et
nous cherchons le champ de déformation (&lastigue car nous supposons qu’il
n’y a pas de déformations inélastiques) d@ & des forces surfacigues qui
créent un champ uniforme T, ¢° dans le milieu infini homogéne.

fvec les naotations du paragraphe précédent, on a :

1

c®+ (¢5-¢C°) Q)
C®+ A__C e(\:)

c ()
(11-48)

¥

En utilisant 1’équation intégrale ou L.S.D. proposé par Dederich et

Zeller [?], le déplacement u(r) s’écrit
) = ° r- \') (r d ‘
M (e) = )/”'“‘93 ACii%e f& O¢") dv (11-49)

soit pour le gradient B et en tenant compte des propriétés de é)

o (‘.“‘:‘ '
./um\( ): il (‘:)- G"“iaa‘"\ )AC/Lé?QQ 5&2 (r) dv '’ (11-50)

mym,
\')
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D’aprés Eshelby [1], €., est uniforme dans l’inclusion ellipsoldale. Par
hypothése, il en est de méme de Ac et on a donc :

/U«m», 2 Jﬁm,w t"m’“’"é L e (11-51)

Equation dans laguelle on a posé, comme dans le paragraphe précédent:

t (1) . i (r-x’)

iy = Gaww'm’ oV’ | (11-52>
v

La déformation dans 1’inclusion est donc solution de

z T *

I .
ém\m, = E:r\.'fv * :AZ— {tmmi’é-\- tﬂ\fm‘v;‘a‘x AC’LI;Q(L E%L (11-53)

et la rotation s’écrit

T T T

ACijee &%L

I

o

4 t N --. t . -
(.L)m,-,-L = (J.)rrr\,'r\, +z rm.w,ué mfm«pé (11-54)
On voit donc d’aprés (11-52) (11-53) et  (11-54) oque la solution du
probleéme de 1l’inclusion hétérogine se raméne, en fin de compte & la
détermination du méme tenseur t! que celui introduit lors du probléme de

1’inclusion plastique.

2.4) Le probléme mixte

Il s’agit du probleéme d’une inclusion plastique et hétérogeéne
c’est—a-dire une inclusion auant des constantes élastiques C! différentes
de celles de la matrice C° et ayant subi une déformation inélastique

uniforme €”.
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Pour résoudre ce probléme, nous partons d’une autre équation
intégrale proposée par Berveiller et Zaoui [3] et reprise par Berveiller,
O.Fassi Fehri et Hihi [8] pour résoudre le probléme de la paire
d’inclusions.
Auec les motations des paragraphes précédents, cette éguation s’écrit

e s (¢ &\:—f:’) )P (¢ ) )
M omyoe = J-/er() J;G”%og'% {C*okt -6C J&? W 1-ss)

[

) _ (x) °.
6Cizpn = C*am T TARY

Dans notre cas, on a

sié(r) = EAa e (r)

T ° ! _ . (\"' (11-58)>
Sc*akl. = CC',LakD,‘ C/La'gd/\) 9(‘:) = AC&&%LG —)
1"&quation (11-55) se transforme en :
_‘-l) T 4 - .. .
»m‘,ii = A?m(ﬁg * Gmff,,%w {C»'m €oe ACijas Ew} dv (11-57)
v

soit

T ° (\“ kY‘) b v - .. .
ﬁm(fn,) = ) t‘/mm,/u) {C’”awf-e‘ﬁ AC"'@RR Efet 1158

Dans ce probl&me mixte, on voit & partir de (11-58) que la snlutioﬁ
dépend également du tenseur t,n;;, de la méme facon que pour les problémes
d’inclusions plastique et les problémes d'inclﬁsions hétéroganes.

Ce résultat juétifie par ailleurs la méthode de 1’inclusion plastique
équivalente d’Eshelby, gui utilise une déformation plastique fictive pour
résoudre le probléme de l’inclusion hétérogene.

On peut facilement vérifier que la relation (11-58) cantient les

solutions (11-53) et (11-54),
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2.5. Conclusion

La présentation compacte des problémes d’inclusions plastiques,
d’inclusions hétérogeénes et les problémes mixtes montrent que leur
solution se raméne en fin de compte au calcul de l’intégrale t!.

Celle ci ne peut se faire que lorsque le tenseur de Green du milieu
C° et connu, ce qui n’est malheureusement le cas que des milieux
isotropes.

Dans le chapitre suivant, nous proposons une méthode numérique pour
calculer les tenseurs t! pour des inclusions ellipsoldales de forme

quelcongue et pour des anisotropies de la matrice guelcongue.



Chapitre III

Détermination du tenseur S et résultats préliminaires
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CHAPITRE 111

DETERHINATION BU TENSEUR S ET RESULTATS PRELIMINAIRES

. Calcul du tenseur de green pour un milieu infint anisotrope

. Calcul du tenseur t! pour une inclusion sphérigque

. Calecul du tenseur t! pour une inclusion ellipsoidale

. Résultats concernant une inclusion ellipsoidale dans un milieu

isotrope et une inclusion sphérique dans une matrice cublque.

. Résultats cuncernant une inclusion ellipsoldale daps une matrice

cubique.

. CONCLUSION.
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INTRODUCTION.

La méthode développée par Eshelby (1) pour réscudre certains problémes
relatifs aux champs de contraintes et de déformation des inclusions est
ici étendue aux matériaux anisotropes.

Eshelby (1) a calculé le tenseur S pour une inclusion ellipsoldale dans
une matrice isotrope. Nous étendons en effet le calcul pour une inclusion
ellipsoidale dans un milieu infini anisotrope.

La connaissance des composantes du tenseur § permet de trouver la
déformation totale 7 & l’interieur de 1’inclusion, en fonction de la
déformation de transformation e.

QT: ég (11i-13

Le calcul est développé tout d’abord pour une inclusion sphérique puis
dans le cas d’une inclusion ellipsoidale.

Le procéds est fondé sur l’emplol de la transformation de Fourier.

Nous examinons enfin quelques applitations préliminaires.

—~ calcul des composantes litterales du Lenseur S pour une inclusion
applatie (disque) dans un milieu isotrope.

— calcul des composantes numérigues du tenseur § pour une inclusion

 sphérique et éllipsoldale dans une matrice cubique.

— résultats concernant l’anisotroplie mécanigue.
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3.1. Calcul du tenseur de Green pour un milieu infini anisotrope.

Le tenseur de Sreen gui intervient dans l’expression de t! est solution

des équations

Cr)
CLQUJ Gé""‘”& + S 5= O (11-2)

avec la condition 8 4 o lorsgue r 4 =.

Pour un miliew & symétrie isotrope, la forme explicite de G est connue.
Par contre pour un milieu & symétrie quelcongque, 1l est difficile de
trouver une expression explicite de G.

Pour trouver 8, nous partons de 1la démarche usuelle gqui consiste &

introduire la Transformée de Fourier ¥ de G.

On a les relations usuelles

T =

- -

G . () _ A 5 . (&) & AVe,

,.a = -8;'1—1'3 “9
Y

—_

. R
3% (&) /GLQ’(-)Q dv
v

~ _'E.? (111-3>
S (%) jS(r)e av = 4 |
N

(R}

de (I11-3D on tire la relation

G'Lé’wz' = - —;—r?' J %k{?—g ?ﬁa (Q) Q _ de
\

et on obtient & la place de (I111-2) le suystdme linéaire :

~ >
CL'am %,; %‘-’h ﬂée}"\ (k) = 51/”\, (111-5>
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+
En introduisant le module k du vecteur k, on a :

2 ~ =
k Cijnt X I% '?3'”” (%) = §IL% (111-8>
et en posant C";"é%.l )(—,{, BL;{Q = AQ‘Q' , (II1-8) devient

Mo Gy = gz 2

(111-»
. + . e, - . . >
expression dans laquelle x désigne le vecteur unitaire dans la direction k

En supposant gue l'inverse de A;, existe, ce gui nécessite que la forme

Cﬁ'é’kl XA,BL’Q_ soit définie, on a pour Ef;n

5- (%) = ‘;} A—;jm (i} (I11-8)

aMr

Pour le tenseur de Green G;;(r), on a donc

A2y kR
G/‘L-} (f) = -g—- :éé' Aam (1) e (111-9

1-(3

d‘J%
%

Cas particulier d’un solide isotrope.

Dans ce cas, on a :
Cié‘(«t = A SA(; 5&;; + 4 (gﬁ'k 55:,* Sig 59'& ) (111-10)

on obtient pour ¥

~ el A e )\_\_}4 IA’}L\
9’%‘}(&) ) %7(5’“3 N2 )

(rri-11>

Dans ce cas on peut trouver la forme explicite de G :

() - 4 .. - j§132~ Y, i ‘)
G*a('),‘ TR (Sﬁa DRk T hegp 779

(rr-12
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3.2. Calcul du tenseur t! pour une inclusion sphérique.

Le tenseur t! qui décrit la solution de tous les problémes

d’inclusions, est donné par :

I
o e 4y av (111-13)
t,téwz -y Glaﬁm v

v /Y’

D’aprés (111-4), on substitue dans (111-13 ) G,.;,,; par son expression en

fonction de g, on a :

— P
T - ,L%..(f*f')
L., A4 Jj ( g () kue dv Ay dve
H = v ; (111-142
ﬂaie v 3“3 Ay VQ X'a 3 14
D’aprés (111-8), g prend la forme %’,: A,Qa (y-) , on peut donc

simplifier (I11-14 ) sous la forme :
> - —01)

; , y & (FF)
t—}»ékz T, y Alé L Xa e v VAV, (111t
v /N Vg

. > .
Il est commode d’exprimer le vecteur X en coordonnées sphériques sous la

forme
ki = k sin® cos@ = kxy
k, = k sinB sin@ = kx, (Ii1r-18’
k; = k cos8 = kxg

on a alors :

2
dvp = R siwe de d ¢ ok
Cl11-17)

et t! s’écrit :

—ﬁ"))

- 1t ﬁ (r-f

2
1
Lo _ A Sam® 49 Ag (X) XI 0\?5?.‘/ e B ovird (111-18)
*oRE T gy 0

o



Pour une inclusion sphérique, 1’intégrale sur k est indépendante de g et

? et vaut 202 V. 24

<
T
. .. _ A . -4 _
On a donc : t‘*aw = A jSM\G do A%- )LA.’X&adg (111-19)

°

Pour un milieu isotrope, t! s’exprime sous la forme :

< « 2t

o D an S A N, X)X, X, d -
tﬁgwi_m Js 8 db (49 M&/« -0 X > % ¢ (111-20)
soit encore :

1,27
T
A+M S d

t‘wawl‘ {f[g X; X%SMG’AMWMQ/‘I XII&)CP_ wo dodg (rri-21)
Les tcrmes '

A,, /xmx% Siwp dB dqg | (111-22)

SinB d0 d¢ -

Aa’kﬁ J J X4 Xy Xee X R 6 (111-23)

se calculent facilement et on obtient

J"[”:-\egm% dodd -
An:jﬂf swip siwg A d¢
A33=Jﬂf22'mbmz¢ do 4%

o [

Bag= Dy = Bp3 = O

T

wlF w

CI1rr-24>

il
wk‘
A

sgit encore de maniére condensée :

J JXL X, Simp 49 d$ = —L—;— T Sg | (111-25)
° ©
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Le second membre de (111-23) se calcule aussi Ffacilement. Toutes

les composantes de Z§ sont nulles sauf :

/\AA\A ) /\2222’ ) /\3.5}3 3 /\AAZ‘L ) AAA?>-5 , /\2233
En effet :
« 2 b 12 ¢
Aunir = J Js;w?s Ceo® 46 d¢ = =
x oo i
A
/\.ZZL?, :‘J f Siwe Simp do dP = _4_2'7\’
[+ Q
(% N A2 7e
- <[ S (rir-eed
« a2t A )
AM},'LZJ S S mzcﬁ s'qub ded¢ = .—475'“
-3 L3

w (O 2 3 e
( S S0 O op dP qu:_Z_S.Tr

[+

,\A'\'b3:

A ) ) .
) . ol
/\2133=J f i Gn© Siwm P dB d o= = T

o ©

Soit encore de manidre condensée :

« o«

Le tenseur t! s’écrit donc

t- gx& SJL T jg (3"'5 3&1+ g/u« Sﬁ": §,¢g Sﬁ> e C111-28)

- oA 1
Ak T }T’ 3
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3.3. Calcul de t! pour une inclusion ellipsoldale.

Pour une inclusion ellipsoidale dont les axes principaux colncident
avec le repére de travail et dont les axes principaux sont a,, a, et a,,
on peut se ramener a la la forme précédente en effectuant les changements

de wvariables suivant

A x S ox

(I111-29)
a Qa
s 9 &, , %
%_(%A)&L‘) %3) K(A&A’“A 27 75, ‘&3>
On a alors la propriété
r'& = R! K
- (111-30)
lLes composantes ®; se mettent alors sous la forme
:(—L = \+4 : YQ'
A4 2
(111-31>
avec Py o o
W .
° —
LA = Qa
‘ha 2 a,
° o o (111-32)
3
et on a directement & partir de (111-19)
2
T «
.1 :
i 4_ |simedd | ALV W K. K4
Akl T n M e ~ 8¢ (111-33)
o 0

équation qui permet donc le calcul des composantes du tenseur t! A partir
de la forme de l’inclusion définie par (ay, a,, az) et les

constantes élastiques C;;,, de la matrice qui interviennent dans AzY.
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3.4. Résultats concernant une inclusion ellipscldale dans un milieu

fsotrope et une inclusian sphérique dans une matrice cubique.

1> Calcul des composantes du tenseur S et du tenseur S-1 dans un milieu

isotrope.

En utilisant le calcul de base d’Eshelby (1) on donne les composantes

litterales significatives du tenzeur S et S-1 dans l’approximation £

= 4< 1
I

sous la forme d’un tableau.

1 est le tenseur unité d‘ordre quatre, défini par :

Lijwr = (i T S )



~ .
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1 b = <<1 Si/jkl = Sijkl- 'ijkl
a
Sijki i ‘
Sttt = 2- 0 T o A B
BRE A E L
T ao-T 7. 20—1 7tc
224" 5 ga -0 8°
20-1 7c 201 Ze
2211:1_0 g3 i-0 8°2
20-1 e - 29-1 Ze
133 =5 = -0 8°
- 2.0 7. 2- 0 7c
2222 = —— > 73 1-0 43
S 20—1 7Jlc 201 7
2233 *4" 5 g a t-o 87

80-140+117Tcra

80U-140+1)7Tc/a

53311 - 8(1-0) 81-0)
Sgsp = 8O0+ Tcra 80-(40+1 7T c/a

T 811-0) 8(1-0)
S _(20-1)17T<a 1 (20-1) 7T <
3333 41-0 41-0)

1-20 7c "1-20 7Tc 1
S = B
1212 Si-07 a SaoT A !

0-2 7c 1 0-2 7Tc
S =
1313 8107 a *73 57-07 a
S _v0‘_2 7T C 1 0-2 7T C
232_3_8(1—0) a +2 g8i1-0) a
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~2) Cas d’une watrice a symétrie cubique et d’une inclusion sphérique
plastique,
Dans le cas d’une inclusion plastique, les contraintes dans 1’inclusion
s’écrivent d’aprés les résultais du chapitre [11]

1 v ¢

o = C,;-sm %(tmm& tl%mm)cmmvaem'é\"eﬁ (111-34)

“?

que nous mettons sous la forme

T

e?
055 :\ﬂ;m ki (111-35)

La connaissance de L;;,, permet alors de calculer directement les
contraintes dans 1l’inclusion dues & une déformation plastigue ef. Dans le

cas d’un milieu isotrope, d’une inclusion sphérique et d’une déformation

plastique incompressible, on aurait

Gy = -ap (M) €L = - m €y

L4-- SV
A=V

(I11-28>

ol B est égal & : 2
45

Dans la forme plus générale (111-34), intervient l’anisotropie de ¢ la

(=]
.

fois par C mais é4galement par 1’intermédiaire de Lr.
MNous nous limitons ici au cas d’un milieu & symétrie cubique pour lequel

C;;xe Peut se mettre sous la forme

C,

) /lé SQQ+ Cll-tc- (Sia 53‘1-\‘ S’,‘;g g;k ) - H 5""?53.? 5411 5,21 C(111-37)

avec

H = 2Cuy + 54.2"' P



Le tableau (a) indique les waleurs c¢iy, ¢;,, C,, et H de

monocristaux cubiques courants.

Tableau a :
MATERIAUX Cy1q Cy 5 Cha H
Miobium 24.85 13.90 2.93 - 4.8
Plomb 4.88 4.23 1.48 2.3
Cuivre 16.84 12.14 7.84 10.5
Laiton 8 12.79 10.21 8.22 14.8

32

quelques

Mous donnons ensuite pour ces matériaux les tenseurs S et &-1, dans le

cas ol la position de 1’inclusion par rapport & la matrice est donnée par

trois angles d’'Euler @,

=P =0,

8ge.

Dans les matrices S et $-1 ne figurent que les valeurs significatives.

On pose : 8" = §-1.

¥ CUIVRE
0.4506 0.131 6]
0.450 5]
S = ©
* LAITON B
8.283 0.182
0.383
§:

.131
.131
.450

0.182
0.182
0.383

0.286

9.280

0.286

9.280

©.286

0.289



x NIOBIUM
9.e22 Q
6]
§ =
x PLOMB
B.452 8]
6]
S =
% CUIVRE
-0.541 0.
-9,
s’=
* LAITON B
-9.615 8
-0
s'= |
x MIOBIUM
-0.320 0
-0
s'=
*x PLOMB
-0.547 ©
‘ -0
§’=

.089
.ez22

.181
.452

.182
.615

.088
.380

.191
. 547

.89
.083
9.622

[

0.191
e.191

0.131
0.131
.S541

8.182
9.182
.615

2.089
.380

0.181
8.181
~0.547

0.200
9.200
0.285
0.285
—0.213 )
—0.213
-0.219
-0.219
-9.299
~0.299
-0.214 ,
~0.214
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0.200

0.285

-0.213

-8.218

-0.299

-0.241
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Le tenseur S admet également la symétrie cubique et se met sous la
forme

S*é?qk = 842 &) ‘9“ +Suy (é@ﬁsé’ﬁ Six Sé&)— Hg"P%P 5&7 517 (111-38)

’
— + -
avec H = &25‘*”- 542 S’H
Les differentes composantes de § ont été calculées pour les
métaux cubiques indiqués dans le tableau (a) et on a obtenu les résultats

contenus dans le tableau (b).

Finalement, le tenseur L est décomposé de maniZre analogue selon la forme

H

et on a :
/

I Cﬂjl’? SF‘?ﬁA (111-40)

Lises = C»;‘M (Smg[ P1%2 ):

Les termes Ly,, Ly, et H" s’expriment en fonction de c1,, c1,, H et S{,,

534 2t H® sous la forme

' / , ’ - / ,
L’ll = 3 C'ﬂlg{z + 2 CI+L/- 542 - H 542_ +°251,_4‘C42/—H Cra
LH-L,. = 2 CL,_L,_ S:“ﬁ (111-41)

H's 3HH-2HS,, -2 H Gy

Le tableau (b) iﬁdique les valeurs H, H’, H", L;,, Lg, du Niobium, du

matériau isotrope, du Plomb, du Cuivre et du Laiton B.



Tableau b:
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Mi1OBIUM MATERIAU PLOMB CUIVRE LAITON 8
H -4.8 2 2.3 12.4 14.8
H’ -0.129 -0.8030 B8.2700 B.278 0.424
H" -0.2568 0.020340 2.8428 8.8796 17.88867
Ly, ~-1.8531 -0.340e8 -0.3990 -3.1382 - 3.1127
Laa ~-1.7521 ~-0.3875 -0.8377 -3.2120 ~ 3.60060
On trace ensuite les courbes de couplage H’ en fonction de H et H" en

fonction

de H. Ces courbes marquent

laiton B, du cuivre et du niobium.

Ce sont les figures (3.1) et (3.2)

l’anisotropie mécanique du plomb,

du
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Y

-10

Fig. 3.1.

Courbe marquant l’anisctropie mécanique du Nb, Pb, Cu et du L

H"en Fonction de H
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H 4
0.4

0.2-

- Fig. 38.2.

_024 ' Courbe wmarcuant l’anisolropi= mécanique du Nb, Pb, Cu et du LB

H’ en fonction de H




3.5.b) Cas d’une matrice & symétrie cubique et d’une Inclusion

ellipsoidale plastique

Pour la fin des résultats préliminaires, on donne les tenseurs S et
S-1 pour les matériaux comme le cuivre et 1le laitons B dans les

conditions suivantes

Dans le cas du cuivre :

On considére une inclusion ellipsoidale telle qu’un de ses axes
principaux soit confondu & 1l’axe cristallographique [1117.

La position d’une telle 1inclusion par rapport au repére
ctistallagraphique est donnée par les angles &, = 45°, & = 55¢ et
$, = 73.897° qui sont des angles d’Euler.

Dans le cas du laiton B :

L’un des axés principaux de 1’inclusion ellipsoidale est dans la
dirsction n, nosrmale dont les «cowposantzs sont données dans l2 repére
cristallographique par

0.8485
-5
n /-0.141
-0.7481

La position de 1’inclusion dans ce cas par rapport & la matrice liée
au repére cristallographique est donnée par les angles d’Euler qui sont:
& = ??.?331°, P = 138.4256 , §, = 53.201"
— Ces deux derniéres familles de résultats nous montrent le caractire
anisotropique que présentent les tenseurs S et S - I =8
Dans les deux cas l’inclusion prend des formes successives
~ disque a=>b=10, c=1

~ disque plat a=b =100, ¢c = 1



Pour le cuivre
¥ a=b=10 ; c=1
0.138 0.015
0.019 0.178
S = 0.421 0.302
- 0.259 0.049
- 0.048 - 0.007
- 0.028 0.014
* a=Db=100 ; c=1
0.8865 0.004
©.0803 B.2E6
S = ©.496 0.377
0.357 0.081
0.690 - 0.022
- 9.8e2 0.801
* 3a=b=18; c=1
- B.862 B8.815
8.019 - 0.822
S’= 0.421 0.3e2
B8.259 0.849
- 0.849 - 0.007
- 0.828 - 0.914
*» a=D>b=10 ; c=1
- 0.835 0.0064
0.003 - 0.934
§’= 0.496 0.377
0.357 0.081
- 0.080 - 0.022
- 0.002 - 0.001

(R F ST ST

OOOOO® COO0O0OCcOo

OO O®

.005
.002
.947
.010
.000
.008

.928
.014
.93

.813
.081
.014

[x 1

PR Ls )

.602
.@53
.010
Nelelt)
.bes

.023
.014
. 065
.013
.061
. 000

OO0 QRO [sleololeleYw]

OO ®

.002
.000
.013
.414
.024
.00z

.epe
.681
. 600
.486
. 004
.BB0

.e62
. 006
.013
. 886
. 024
.2

.0e2
.001
.00
.014
. 004
. 200

OOOOO® OO OO0O0CO0O

OO

.002
.000
. 004
.023
. 442
.000

.00
. 000
.00
.04
.481
.84

@2
.06e
.04
.023
.858
.80

. 060
.00
. 000
. 084
.09
. 004

[ Eo R ] OO OCO0QO0OO0O

[SRNIT ST R o

.018
.005
.073
.029
.132
.047

.82
.2e1
.e61
.33
.164
.825

.@19
.0B5
.@73
.023
.132
.453

.02
.001
.061
.053
.164
. 475

33



Cas du Laiton 8

10

ey

1

|

OO E

1] OO i OO

OO

10 ; c =1
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3.6 CONCLUSION

Nous avons présenté un calcul et une ananlyse numérique du tenseur
d’Eshelby . Ce résultat nous a permis de faire apparaftre les effets de
l’anisotropie mécanique de certains matériaux, et surtout wva nous
permettre d'accédef &4 d’importantes applications du moins dans les limites

de 1’obtention des résultats numérigues.

Mos résultats montrent clairement les effets de 1’anisotropie dus
d’une part & la morphologie de l’inclusion, et d’autre part & son

grientation.

En effet, la texture cristallographique dans sa forme générale tient

compte de l’effet morphologique des grains.

Le probléme de l’inclusion étant alors entiérement résolu par les
calculs présentés dans ce chapitre, on va consacrer les chapitres suivants

aux applications.



Chapitre IU

Effet de la forme des grains sur les contraintes
internes et les rotations du réseau lors de la

déformation plastique des polycristaux métalliques.
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Chapitre 1V

Effet de la forme des grains sur les contraintes internes
et les rotations du réseau lors de la déformation plastique

des poluycristaux métalliques.

4.1, Généraliteés

4.2. Théorie de la défurﬁatiun partiellement imposée
4.3. Interaction grain - matrice
4.4. Changements d’orientation

4.5, Discussion et conclusion
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1U. EFFETS DE LA FORME DES GRAINS SUR LES CONTRAINTES INTERNES ET LES
ROTATIONS DE RESEAU LORS DE LA DEFORHATION PLASTIQUE DES

POLYCRISTAUX METALLIQUES.

Dans ce chapitre, on utilise la solution du probléme d’inclusions

plastiques ellipsoidales pour analyser les effets de la

forme des grains sur les contraintes internes
4’ incompatibilités intergranulaires gqui prennent naissance lors
de la déformation plastique des polycristaux metalligues. Cn montre
ainsi gque la forme des grains initiale ou induite) peut
affecter de maniére significative les contraintes internes et
jouer un rble important sur l’écoulement plastigue. Un deuxiéme
effet de la forme des grains concernant les rotations du
réseau cristallin et induit par la rotation plastigue est mis en
&uidence et montre des différences sensible; par rapport aux
relations utilisées usuellement dans le cas de grains égquiaxes. Bien

que la forme des grains modifie sensiblement les résultats de

texture, les analyses présentes sont limitées au cas d’une accomoda-

tion élastique.

4.1. Généralités

Dans les dix dernigres années un effort a été fait pour permettre
de relier le comportement macroscopiqus d’agrégats polucristallins aux

caractéristiques granulaires de ses constituants. L’écroulssage
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macroscopique peut &tre attribué a des différents facteurs tels que la
texture, la forme des grains, le durcissement microscopique. La texture
induite par l’orientation cristallographique de chaque grain constituant
le matériau, est liée aux conditions aux limites qui sont appliquées &
celui-ci, c’est-a-dire & 1’intéraction entre ce cristallite et saon
environnement. Le durcissement microscopigue, 4@ aux interactions des
dislocations ne sera pas considéré ici.

Pour modéliser la plasticité poluycristalline, il est nécessaire de
pouvoir évaluer les relations wmwécaniques entre un grain et son
entourage. Dés qu’il y a glissement microscopigue sur des syst&mes de
glissements donnés, la désorientation entre les grains crée des
incompatibilités de déformation, ce ‘qui engendre des champs de
contraintes. Les mod&les statigues (1) ne tiennent pas compte d=s champs
de contraintes internes. Cesrmndéles semblent prédire. correctemsnt la
texture du laiton. En.reuanche ils ne tiennent pas comptes de
phénoménss tels gque le grand durcissement latent, =2t les
hétérogénéités de déformation.

Ces modiles ont é&té, par le passé, moins développés que les modéles
de Taylor (2,3).Ces derniers font intervenir des champs de contraintes
importants qui emp&chent toutes les hétérogénéités de déformation.
L’importance du champ des contraintes provient de la réponse élastique
de la déformation incompatible grain-matrice.

Le modele de Taylor a permis de prédire une grande variété de
texture de déformation & un niveau moyen de déformation (4,7). Cependant
les modeéles de Taylor sont inadaptés aux grandes hétérogénéités de

déformation ce qui est le cas pour les matériaux présentant une forte
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anisotropie pouvant &tre due é la forme des grains ; & l’orientation des
cristallites ; & la surface d’écoulement anisotrope des monocristaux ou
bien & de trés fortes différences de tailles entre les grains voisins.
(matériaux poluphasés par exemple)d.

Eshelby (9) a calculé analytiguement 1’interaction élastique entre
un grain plastigue donné et son entourage. Ce calcul a été appliqué par
Kréner (18) auw cas d’un grain plastique sphérique dans une matrice
plastiguement déformée.

Lorsque le grain et la matrice sont élastiquement isotropes, et que
la matrice infinie poss&dde une déformation plastique uniforme, pour un

grain de forme sphérique, la lot d’intéraction s’écrit alors :

LanY
o
<
—
]

]

G;? v Z;f‘/“ (E‘zé - Eia )

ot g, ¢?, =, E,?P sont le tenseur des contraintes et de déformation
plastigue dans le grain et dans la matrice respectiuement ; p désigne le
module de cisaillement &lastique.

Budianski et Wu (11) ont montré que dans le cas des monocristaux
&Zlasto-plastiques parfaits, le modéle self-consistent de Krdner aboutit
3 la m8me réponse que celle du modéle de Taylor pour certain
pourcentage de déformation.

Pour prendre en compte la forme des grains, il convient d’utiliser
le calcul d’Eshelby pour une inclusion ellipsoidale. C’est ce qui est
fait par la suite mais auparavant nous rappelons la théorie de Mecking (2

) concernant le modéle de Taylor relaché.
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4.2. Théorie de la déformation partiellement imposée.

L’hypothése ,de Taylor sur V'uniformité de la déformation
suppose implicitement une forme de grain pratiguement équiaxe. Ce type
de modéle est nommé DT1 (Déformation Totalement Imposée).

Lorsque la forme des grains est prise en compte, certaines
composantes de la déformation sont relachées. Ce type d approche est
nommée DPl (déformation partiellement imposée)

Honneff et Mecking (15) ont observé le phénoméne suiuvant
Lorsqu’un grain est applati (Fig. 4. aj, certaines composantes de
cisaillement de «ce grain particulier peuvent 2tre tr&s différentes des
compsantes homologues de la .matrice environnante. Ces différences
peuvent par conséquent s’accommoder localement, et le formalisme de
Kréner, Budianski et Wu trouve dans ce cas son application. La loi
4’ interaction de KrbBner s’applique aux grains sphériques, mals lorsgue
le grain devient trés plat les contraintes de réaction dues &
1’ incompatibilité de certaines composantes de déformation s’annulent. La
relaxation d’une composante de déformation donnée entraine 1’égalité de
la composante de contrainte correspondante et de la composante de
contrainte macroscopique. La composante de déformation relaxée ne crée
pas de contrainte.

D’aprés le formalisme de Krbdner, les composantes de déformation non
relaxées sont en fait totalement imposées. En appliquant cette théorie
aux matériaux monophasés, possédant une grande énergie de faute
d’empilement, on peut montrer | en particulier qu’une composante

expérimentale de la texture du laminage ne peut pas €tre représentée par
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la théorie de Tauylor, Bishop et Hill. Concernant la texture du laminage,
on trouve également que la composante de cisaillement ¢y, Fig. 4.a, ne
soit relaxée, ce qui n’est pas cohérent avec 1’argument de la forme du
grain.

Les calculs des changements d’orientation ne pourraient &tre faits
qu’en utilisant la méthode classique, comme le montrent Honneff et
Mecking (15), et dans un cas plus général par Kocks et Chandra
(21), «qui consiste a suustraire la rotation plastique de la
rotation totale moyenne dans le but d’obtenir la rotation du réseau,
plGtot gque de chercher 4 déterminer guelle direction et guel plan
matériel restent fixés dans 1’espace. Ce travail montre que la
relaxation de certaines composantes de déformation diminue le nombre
des systémes de glissement nécessaires. Nous pouvons dire en résumé
que la théorie DP! représente mieux les textures en grande déformation
aussi longtemps gue les grains ont 34 peu preés la wéme forme que
1’&chantillon entier. Son applicatiun s’zudre mauvaise en compression
uniaxiale au cours de laquelle éertains grains ne conservent plus la
forme cylindrigue de 1’éprouvette, mais se déforment en cisaillement et
s’activent également en déformation plane (c’est le cas des métaux
cubique face centrée).

Les hétérogénéités de déformation ne sont prises en compte que pour
les composantes de déformation relaxées, c’est-a-dire gque les
composantes de déformation non imposées sont différentes d’un grain a un
autre, contrairement a celles qui sont imposées.

Les sollicitations faites sur les monocristaux par J. Driver (27

dans des conditions assez contraignantes, ainsi que les simulations
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effectuées sur les polycristaux (torsion, laminage) tendent,& confirmer
la validité d’un tel modéle. Cependant le phénoméne de courbure dans les
grains en compression montre également que les composantes de
déformation non relaxées peuvent €tre trés différentes d’un grain & un
autre. Ces phénoménes sont des contres exemples concernant les
composantes de déformation imposée,

Dans le paragraphe suivant, nous appliquons les calculs relatifs &
17inclusion plastique aux effets de la forme du grain dans l2 probléme
de Kréner. La formulation de Kriner pour un grain sphérique, doit Btre
modifiée en tenant compte de 1’4volution de la forme du grain. La
prédiction des textures peut désormais &tre faite en considérant deux
cas extrémes : pu les grains sont, soit fquiaxes, soit trés anisotropes

géométriquement, c’est-3-dire dans les conditions DT! ou DPI.

4.3. Interaction grain-matrice.

MNous utilisons la solution du probléme d’inclusion pour étudier
l’effet de la forme des grains sur les contraintes internes.
Cette é&tude va nous permettre d’estimer les contraintes de réaction

provoquées par des différences entre les composantes de

déformation plasti inet de son environmement .

Pour mettre en duidence cet effet, on considére que les pruyriétés
élastiques du grain et de la matrice dans laquelle il est inclu sont

isotropes,



La loi d’interaction pour le grain alors

] e
C{{,} = ZAQ Tt IM (“ngk’l B 5%%2) (E%L‘ E‘%t) (iv.2)
S est le tenseur d’Eshelby et 1 le tenseur unité d’ordre
quatre. En supposant que les essais de traction et de compressian

sont effectués respectivement suivant les axes 1 et 3, et que le
laminage est fait en comprimant suivant l"axe 3 5 la
direction de laminage étant celle de 1’axe 1, il est interessant
d’étudier la variation du champ de contraintes en fonction de 1la
déformation et donc de la forme des grains. Qualitativement, plus
les termes 8;;,, sont grands, pPlus les contraintes de réactions
provoquées par la différence Efe - €P, seront fortes. Cependant, une
réaction Ffaible aura tendance & permetire une grande déviation entre
les déformations, et dans le cas limite, une réaction nulle

permettra de relaxer entidrement la composante de Jdéformation

correspondante.

Pour faciliter la lecture des résultats, on a choisi une
représentation vectorielle des tenseurs d’ordre quatre de la manieére
suivante : les indices 1,2,3,4,5 et 8 se rapportent aux composantes des
tenseurs 11,22,33,23,13 et 12 respectivement. Les tenseurs de contrainte

et de déformation &tant symétriques, six indices suffisent.
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G est le tenseur des contraintes, ¢’ est le déviateur, on pose

(1v.3
£ (&> Gas by s 2655 5 263,260 ) |

fiuec ces notations, la formule (IV.2) s’écrit

ot les Q;; sont donnés & partir des S; .,

En posant Q}uémﬂ\ - Q/«\ (I;Vém,w‘s-,m,b, on a :

“?
1 ‘
Q= - (3 Qri1s — Qpp11 — QZZ")
3\
{ .
Qy, = 3 (2 Q1122 = Qr22, — 03322)
1
Qg = = (2 Q135 = Qza335 — 03333)
Led
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Q311 5 Qy, =

Qo723 Q46

Qrz11 : Qg

Qllzz - 02222)

2 Q3323 - 02223 - Q2232 - 01123 - 01132)

2 szzl - 92213 - 0223! - Qlils - Qltzl)

€ Q3321 =~ Qap15 = Qupp1 — Quyy, -~ Qxxzx)
Q2322 3 Quz = Qpq33

= Qo313 i Q4 = Quz1y

= Qizz2 5 Qgg = Qrg44



Q54 = 01323 ; 055 = 01313 H st = Qizlz
Q1 = Qia11 5 Qgz = Q15,2 & Qgz = Qrazz
Qs = Quiaos i Qgg = Qua1z 5 Qe = Qi1

L’&tude des composantes Q;; est interessante pour la raison suivante :
Lorsqu’une composante Q;; est importante cela signifie qu’un incrément
de la composante de déformation ¢; conduit & une forte contrainte qui
dans un sens tend & diminuer la déformation correspondante, et donc
conduit particuliérement & une certaine homogénéisation de cette
composante de déformation et prévoit surtout les déviations de la valeur
moyenne de la composante de déformation macroscopigque correspondante.
Par contre lorsque Q a une valeur faible, c’est libérer la composante de
déformation correspondante et affaiblir l=s contraintes de réaction
associées. C'est & dire autoriser des déuviations importantes autour de
la valeur moyenne de la composante de déformation macroscopique.

les wvaleurs initiales des composantes du tenseur Q (guand le grain
est sphérique) correspondent & la formulation du mod2le de Kriner, qui
peut Btre associé & la théorie de la déformation totalement imposée.

Quand ¢

1]

rtaines composantes Q;; tendent wers des valeurs nulles, on est
amené & se placer dans les «conditions de déformation partiellement

imposée ou le mod&le statigque.
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Mous étudions dans les exemples suivants 1”évolution des
caractéristigues des termes de réacticn Q;; en fonction de la
variation de la forme du grain, au cours des processus mécaniques tels
gque la traction, la compression et le laminage.

Dans le cadre de la traction, un grain gqui pour simplifier, est pris
de forme initiale cubique, va se déformer en traction suivant la forme
indiquée sur la figure (4.b). Les axes wvont dorénavant €tre choisis de
maniére & garder 1’ordre suivant

Lid L, > Ly C1v-4)
Ces trois paramétres représentant les longueurs principales du grain
suivant les directions 1,2 et 3. Les relations de compatibilité sur les

faces 2 et 2 deviendront prépondérantes. Elles s’écrivent

€32 T By , €335 = Eg » €12 T B, et g5 = Eyq
(Iv-5>
La relation d’équilibre complémentaire est
Gpz = Zgq : (1v-8)

qui s’annule en 1l’absence de frottement de surface. Les relations (IV-7)

ont été obtenues en réunissant toutes les conditions de compatibilité

sur les faces 2 et 3, la relation (1V-8), en gardant 1"équilibre commun
& ces faces.

En compression uniaxiale, lorsque le grain est comprimé, il adopte
la géométrié shématisée sur la figure (4.c). La face 3 devenant

prépondérante, il est possible de déterminer des conditions portant sur
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les déformations :

€1y = E11 » €9, = E22 et €1, = E12 (IV—?)

les conditions d’équilibre restantes sont
G113 = Zy3 et G,, = Zoa (1y-3

En ce qui concerne le laminage; il est important de noter qu’il
s’agit d’un processus industriel tras complexe que 1’on peut approcher
numériquement par une simulation de 1’essaij de compression plane.

En réalité le frottement éxercé par les laminoires sur les tfles
influe sur le développement de la texture de surface.

Méanmains, ce frottement é&tant symétrique, il existe un domaine ol
il n’influe Plus, et qui est proche des conditions simulées ici. Les
conditions sont les m@mes que dans le cas de la compression uniaxiale.

Mous tracons les courbes représentant “les coefficients Q;; en
fonction du rapport de forme géométrique des grains. Ainsi la composante
Q1 refléte 1’influence sur la composante de contrainte Gy, de la
composante de déformation €11. Sur la figure (4.bp) correspondant & un
grain étiré uniaxialement, les termes de réactions reliés é, la
composante c;, croissent de telle sorte que les grains sont suceptibles
de n’avoir qu’une faible déviation autour de la wvaleur Eyy. Les
composantes de cisaillement ont une certaine déviation, elles n’ont
daucune raison d’€tre relaxées, les contraintes de réactions associées ne
tendent par uvers zéro. Les termes de réaction associés & la composante
€22 et & la composante €33 donnent des courbes qui sont & partir 4’une
certaine déformation moins élevées que celle de la composante e(,. (La

traction s’effectue dans la direction associée & e,4).

=~J



S8

La figure (4.C) illustre la compression uniaxiale, qui est
caractérisée par 1’expansion équibiaxée de l”inclusion, dans laguelle
les composantes Q;, et Q,, croissent Progressivement et de maniére
importante comme 1"indique la figure.

Les termes de réaction Q: et Q,, provoquent une augmentation
assez importante des composantes du champ de contraintes associées 3 eq,
2t €,, . Cependant le terme correspondant & €3z donne une courbe qui
décroit progressivement avec une forte pente au départ et qui, tris
vite, se stabilise pour engendrer de faible contrainte dans la direction
correspondante 3 cette composante. Il faut noter l’effet du terme
correspondant § 13 composante ey, de cisaillement, la courbe Q¢ qui
traduit cet effet croit de wmanidre significative, puis se stabilise. Les
contraintes qu’engendre ce terme sont éleuées,

Cn constate que les autres composantes de cisaillement €23 et g4,
peuvent Etre relaxées comme l"indiquent les courbes Qs et Qg.. Cette
derniére remarque confirme les hypothises simples de Honneff et Mscking.
La relaxation des composantes €;; et €,, parait raisonnable. Les autres
composantes devant en revanche &tre imposées. La déviation de 1a
composante ¢,, de cisaillement.est pour ainsi dire interdite, alors que
les deux autres deviennent de plus en plué relaxées.

En examinant les courbés on peut conclure que 13 théorie bPI est
Uélable bpour un champ de déformation infinie.

D’ aprés Eshelby, le champ de déformation est uniforme 3 l'intérieur
du grain, et 1a décroissance graduelle des termes Q,; explique
simplement qu’il Y a de plus en plus d’incompatibilité de déformation

entre la matrice et le grain.



Les conditions de compatibilité appliquées aux surfaces de gros
grains deviennent de plus en plus importantes, elles sont introduites
pour relaxer certaines composantes du tenseur de déformation dans le but
de décrire de mani2re adéquate le phénoméne de courbure des grains
observés en compression dans les matériaux & structure cubique Fface
~centrée.

Par un raisonnement analogue, la figure 4.4 montre gque <,; et €13
peuvent &tre relaxées ce qui confirme les hupothéses simples faites par
Honneff et Mecking. Les conclusions qu’on peut tirer de 1’examen de
cette figure sont assez similaires & celles de la compression uniaxiale.

Dans le cas du laiton, les grains laminés et orientés ont tendance &
vouloir s’activer en cisaillement mais de tr&s fortes contraintes
d’interaction grain-matrice développées dan§ la formulation de Kréner
emp@chent ce mécanisme de déformation en provoguant une destabilisation
de }’orientation du laiton.

En d’autres termes, l’orientation du laiton en laminage et la
direction (110) des fibres en compression, sont des composantes de
texture associées & une certaine hétérogénéité de déformation qui n’est
pas explicable par la variation de la forme du grain. Si le modele
appliqué ne tient pas compte de cette hétérogénéité, alors les résultats
prédits ne conviendront pas & «ces composantes de ‘texture. Il est
nécessaire de noter que la discussion se limite ici & l’effet de la
forme du grain, les autres effets d’anisotropie ont é&té négligés par
hgpothése, a savoir les effets d’anisotropie sur les systémes actifs de
glissement gqui peuvent avoir une cause wmécanique ¢ intra ou

intergranulaire), et qui peuvent modifier les conclusions finales.
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Nous awvons décrit dans ce chapitre comment les états de
contraintes du grain peuvent €tre connus et quels sont les systémes de
glissement qui peuuen£ 2tre activés. Mis & part les calculs de texture,
il est également intéressant et important d’€tre capable de connaftre
les rotations du réseau. Dans le chapitre suilvant nous parlerons des

changements d’orientation dans un cas général et pour une forme donnée.

4.4 Changements d’orientation

Dans la formule de Krbdner, Taylor, Bishop et Hill, 1le gradient
total (macroscopigue) de déplacement B supposé uniforme, la rotation

élastigue du réseau est ocbtenue par la formule.

- wh; (QRVERC)]

ol QI° est la partie antisuyméirigue du tenseur 3 2t dont la forme

analuytique est donnée par (11-302
La partie plastique de la rotation wf est donnée par

wf; = % (b? n§ — b§ n¥d> yS/2 (Iv-10>

ol s représante 1'indice du systéme actif, n® eét bs

sont respectivement le wvecteur normal au plan de glissement et la

direction du glissement, S est 1l’incrément de dé&formation en
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cisaillement de ce systéme actif. Lorsque les grains ne sagnt pas
équiaxes, toutes les composantes du gradient de déplacement total
ne peuvent pas &tre transmises de grain en grain et un calcul
approprié a é&té fait en tenant compte de la forme du grain (18). La
formule (IV—ll) est encore valable localement lorsque le tenseur de
rotation locale Q7 est différent de la rotation totale moyenne QT°
Ceci parce gque les grains ne se déforment pas exactement comme la
matrice, et particuliérement parce que la rotation des axes
principaux des grains ne peuvent pas toujours €tre celle des axes de

1’&chantillon.

Pour le tenseur de rotation du rése;u, on sait gue le gradient de
déplacement total s’écrit

T (r-y') g )
/u'm.rnvr) = j'{-r:\;’m- * C"'}g{x GéMVLm AE%L AN (Iv-11)

v

2

ol HE%n est le gradient de déplacement total & 1'infini qu’on
superpose A& celui de l’inclusion pour awoir le gradient de déplacement
total pf,a(r), A ef est le tenseur d’incompatibilité de déformation

plastique entre l’inclusion et la matrice.

On en déduit la partie symétrique du gradient de déplacement total.

el, = €fg + S[nm]kg Acf, (1v-12)
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ol S[nm]ke désigne la partie symétrique de Sn,,, par rapport aux

indices n et m.

Qhn = Q8+ Anpee el

(Iv-13>

Anmke = S]nm[ke et ol S]nm[ke désigne la partie antisymétrique du

tenseur Snp,e Par rapport aux indices n et m.

Les différentes formes que prennent les inclusions modifient les valeurs

des composantes § et A ce qui affecte les interactions et les

changements d’orientation.

Cn a:

v
34
3

1

QLS + Anpye Ache

A partir des expressions (IV-15) et (I1V¥-14) on a:

ol w*® représente la rotation du réseau de l’inclusion.

que lorsque les inclusions sont sphérigues toutes les

(Iv-14)

(1v-153

Il faut noter

composantes du

tenseur A sont nulles. Pour classifier les résultats sur les rotations
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du réseau, on peut écrire gue l’expression de la rotation locale totale

Ql est
0 PaAel, gAef,
QF = QT° + |x 0 ract,; (IV-18)
X X 0

dans lagquelle le dernier terme du second membre de cette expression
écrite sous forme matricielle représente l’erreur gqu’on commet lorsqu’on
applique la méthode classique pour les calculs de rotatidns.
AcP est le tenseur d’incompatibilité de déformation plastique entre un
point et sa matrice environnante, en d’autres termes, <c’est la
différence entre le tenseur de déformation plastique local et le tenseur
de déformation plastique wmacroscopique. La variation des termes P,q et r
est présentée comme fonction de la déformation pour le cas particulier
des conditions dé&ja analysées antérisurement.

Sur la figure (4.e) sont représentées les wvariations des
trois param2tres P,q et r pour le cas de la Lractinn; on remaraque que r
garde une waleur nulle. Il faut également voir que ni P, ni g ne
tendent vers la wvaleur asgmptntique 1 qui aurait &té celle diduite de la
théorie DPI.

Ceci nous améne & dire que la texture calculée par le f‘ormalisme~
généralisé de Kriéner peut €tre calculée en utilisant la théorie de la

déformation partiellement imposée auvec une légdre différence.
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Cela montre également que si la théorie DPl est souvent utilisée
pour simuler la texture de traction (19,29), c’est en désaccord avec le
point de vue des changements d’orientation.

En ce qui concerne la compression les termes q et r tendent
lentement wvers la valeur asymptotique 1 de 1la théorie DPI tandis que P
est constamment nul. La théorie DPI et celle de Kréner généralisée
conduisent & la méme réponse.

En laminage les courbes des paramétres p,qg et r sont montrées sur la

figure (4.f), od r et g tendent wvers les wvaleurs asymptotiques de

la théorie DP! , alors que P reste faible.

4.5 Discussion et conclusion

Dans le passé il a été prouvé que 1"approche classique de Krénar
et la théeorie de DTI sont équivalentes & la limite de grande
déformation. Mous avons montré dans ce chapitre [4] qu’il y a une
forte similarité entre le modéle de Kriéiner généralisé et la théorie DPI.

Les résultats montrent que les mod2les limités strictement & la
théorie DT1 ou DPI seulement représentant les extrema de l’interaction
mécanique réelle.

Dans le cas de grande déformation, la théorie DPI n’est pas
Jjustifiée en traction comme 1’ont prédit Kocks et Canova (19), elle
différe également de la théorie de Krdner généralisée dans ce cas bien
précis.

La théorie DTl n’est pas souvent Justifiée également, les
résultats des figures 4.b et 4.e montrent que la réalité est au milieu

des théories limites DTI et DPl. Les calculs montrent néanmoins dans ce
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chapitre que le principe de la théorie DPl est associé a l’interaction
du grain avec ses voisins et y est limité.

Les composantes de déformation non relaxées doivent &tre égales &
celles de la déformation macroscopique, ce qui donne de tras grandes
valeurs des termes de réactions correspondants. Le formalisme de Kréner,
est fondé sur l’interaction élastique, donc sur 1’homogénéité de la
déformation plastique dans la matrice infinie. Cepandant les faits
expérimentaux montrent qu’'il y a une certaine hétérogénéité de
déformation aussi bien dans les grains que dans la matrice, et que
1’interaction est plus un probleme élastoplastique.

Tous les facteurs conduiraient a diminuer plus souvent
l"interaction mécanique, permettant ainsi une certaine liberté
supplémentaire dans la déformation du grain.

Il 4y a une différence entre le phénoméne de relaxation de
certaines composantes de déformation C(ce qui est égquivalent & annuler
les contraintes correspondantes et & conduire a la désactivation de
certains sustémes de glissement) et celui des grandes déviations de
certaines autres composantes (qui est induit par des contraintes de
réaction mais ne contraint pas & la désactiuation des systémes de
glissement).

En effet, prenons le cas d’un grain applati (théorie DPI), si le
phénoméne de courbure des grains est traité par la méme théorie (21) au
cours de l’applatissement de ce grain Cen compression uniaxiale par
exemple), alors le grain va se déformer sur un seul systéme.

Cependant, si les trois composantes de déformation conduisant & de

fortes contraintes de réaction sont déuviées de leur wvaleur moyenne en
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accord avec certaines régles (Zaoui et Berveiller (22), Kocks (230 )
alors la déformation est activée sur trois systémes de glissement, qui
ne sont pas les mémes que ceux choisis par la théorie DPI.

Dans le premier traitement, il y a une grande déviation de la
déformation plastigue parce que les contraintes de réaction et les
déformations élastiques sont suffisantes pour remettre le grain dans un
dtat d’équilibre avec ses voisins.

En d’autres termss, l’accommodation de la déformalion
plastique joue ici un rfile important. Il semble gue le phénoméne de
courbure 4du grain en compression uniaxiale pourrait &tre expliqué par
les analyses de ce deuxidme test.

Dans le cas du laiton en laminage, si les composantes de déformation
imposées sont égales aux composantss moyennes correspondantes, alors
l1"&état de contrainte & 1’intérieur de ces grains est déuié de 1’é&tat
de contrainte moyenne de 1’é&chantillon; ce qui nécessite une
accommodation plastique gui contribue & 1’é&tablissement de
l1’&quilibre. Une telle situation tend & promouvoir un
cisaillement gqui est habituellement interdit par la théorie DPI.
Cela explique pourquoi la composante de la texture du laiton ne
reut 8tre prédite ni par la théorie DTl ou la théorie DPI. Cette
composante de texture est attribuée & 1’absence de cisaillement, et
si cette dernité¢re n’est pas préuvue par un mod&le, alors son
orientation n’est pas représentée dans les résultats par un modéle
théorique.

Il 4y a bien une bonne similarité entre les résultats de

ces théories et ceux de nos calculs, bien gue nous nous soyons limités
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aux interactions purements élastiques, et aux matériaux isotropes dans
ce chapitre.

Les résultats des calculs s’appliquent mieux & la réalité phusique
si on tient compte de la non homogénéité de la déformation plastique en
dehors de l’inclusion, c¢’est-a-dire, qu’en réalité, pour tenir compte
du fait que la matrice est en écoulement plastique, il Ffaut prendre,
dans le «calcul du probléme d’inclusions, un champ u é&lastoplastique

et non simplemsnt élastigque. Ceci a évidemment pour effet d’améliorer

les formules d’interactions et des rotations du réseau dans l’inclusion.



Figure 4.a
Réométrie d’un orain plat. Les composantzas de déformation
€5, 2t ¢4, peuvent 8tre relaxées puis les changements de
dimensions induites peuvent &tre accoﬁodés localement par

les grains voisins.
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Figure 4.b

Evolution des coefficients montrant la teneur de la réaction des
cpmposantes de contraintes associées sux composantes de déformation
plastique_pour un grain &tiré. On note en particulier 1’importante
augmentation de la composante Ey,, et 1’ importante diminution des

composantes E.,, Ezz et E,x.
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Figure 4.c

Evolution des termes de réactiun llors de la compréssion d4’un grain. Les
courbes Ju dessus réprésentent les caractéristiques des termes de réaction
associés aux composantes de la diagonale du tenseur de déformation, celles du
dessous correspondent aux cisaillements. Les composantes Ey,, et E,, et Ey,

augmentent alors gue les composantes de cisaillement tendent & €tre relaxées.
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Figure 4.d
Evolution des termes de réaction des contraintes pour un grain laming.
Les courkes a,b, et c de la (fig. 4.d) sont respectivement associées aux
composantes de contraintes 6,,,6,,, et G35 alors que les dernidres courbes
correspondent aux contraintes de cisaillement.-On note une similarité avec

les courbes correspondantes & la compression unixiale du grain.
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Figure 4.¢

Varialtion des paramétires p,q et © en fonction de la d&formation vraie

pour les cas de la traction uniaxiale (1) et de la compression uniaxiale 2.
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Varlation des paramélres p,q et r

pour le cas du laminage comme fonction de la déformation vraie accumulée.
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Application &4 1la transformation martensitique
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CHAPITRE U

APPLICATION AR LA TRANSFORMATION HARTENSITIQUE

Généralités sur les transformations martensitiques

Mouvelle approche de la transformation martensitigue

Application au cas de l’alliage Fer-MNickel (20%)

Discussion et conclusion
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D’un point de wues structural la transformation mwartensitique est
caractérisée par l’interface entre l’austenite est la martensite (plan
d’habitat) 1’orientation cristallographique de la martensite par rapport
4 l'austenite et la déformation macroscopique associée A la
transformation. Les théories phénomenologiques développées par
NESCHLER-L IBERMAN-READ (W.L.R) [4] et BOWLES-MACKENZIE (B.M) [B]

permettent généralement de déterminer tous les éléments géométrigques de

la transformation. Elles repsosent sur plusieurs hypoth&éses dont les

principales sont les suivantes

- l’existence d’un plan invariant
- la présence d’une déformation supplémentairs dans la

martensite (par rapport 3 la déformation de Bain) a réseau invariant.

Cette derniére déformation e=st nfcéssalire & 1’accommodation &=

la déformation de Bain.

Ces théories ne permettent pas de rendre compte de certaines
Dbseruatiﬁns (plan d’habitat) (225)théorique au lieu de
258)expérimentale dans le Fe- 31% Ni. Elles ont #&té complétées
par CROKEM et BILBY [24] qui ont introduit la notion de
double cisaillement. BOWLES et DUNE [2B5] ont également modifié ces

théories en introduisant une accommodation plastique dans 1’austénite.

L’approche simplifiée que nous proposons dans ce cinguidme chapitre est

une formulation en petites déformations des théories phénoménologiques



qui décrivent la transformation martensitique. La nouvelle approche est
fondée sur la notion d’énergie élastique associée aux déformations

inilastigques de la transformation.

Elle permet, par 1’intermédiaire de la minimisation de 1’énergie
élastique de déterminer l’amplitude de cisaillement, la normale du plan

d’habitat.

Pour 1illustrer la nouvelle formulation, nous envisageons deux

applications de natures différentes :

—~ cas de l’accommodation pure dans la martensite (EP= 0)

~ cas ot (BP # 0), accommodation au ssin de 1’zusténite.

Toutes ces applications seront faltes & partir des solutions numériques
du prcobléme de 1l’inclusion qul sera assimilée & la plaquette martensite

formée.
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S.1. Généralités sur les transformaticns martensitigues

Les transformaticons par cisalllement constituent un groupe de
transformaticns dans 1°état solide trés important, que l’on rencontre
dans les allizages, certains métaux purs et m&me des composés minéraux.
L’exemple le plus important de ce type de transformatlion est celuil de la
transformation martensitique.

Le nom de "martensite” désigne & l’origine , le produit résultant de la
transformation, au cours du refroidissement rapide de 1’austénite des
alliages fer-carbone.

S.1.1. Définition

Les transformations martensitiques sont classées dans la catégoris
des transitions displacives.

Dans cette catégorie de transition, il n’y a pas diffusion d'atcmss,
ni 4’ions, 11 4y a cependant un dé€placemsnt relatif des icns. Les
distances parcourues sont inférisures & la dimension movenne ds la
mallle du réseau m@re. [ 107! & 10°2 fols le paramétre ds la maille )
Cn peut ainsi dé&finir la transformation martensitique comme suit

- C’est l& passaze de la structure cristalline de la phase initiale
(phase mire) a éelle de la nouvelle phase (produit de transformation)
s’effectuant par un mécanisme cristallographique, macroscopiquemsnt
équivalent & un cisaillement, qui méne les atomes de leurs positions
primitives au sein du réseau initial, en leurs positions finales au sein
du réseau de transformation.

Dans tous les cas la composition chimigue du prodult de
transformation est 1identique & celle de la phase mére. Ces

transformations sont appelées égalemsnt “transformation sans diffusion”.



Par extension, le terme de “transformation martensitique” a é&té
g€néralisé 4 un grand nombre de systémes d’'alliages dont les
transformations possédent certalnes caractéristiques tupligques de la

transformation martensitique des aciers.

5.1.2. Les aspects de la transformation martensitique

Flusicurs aspects des transformaticns martensitiques sont &tudifds et
discutds dans 1a littérature. Un grand nombre de définitions des
phénoménss rencontrés dans ces transformations sont proposéss par
plusieurs auteurs.

a) Aspect cindtique

L’ étude cindtique a permis ds mettre en évidence les divers modes de
décomposition de la phase de haute tampérature . Dans le cas dss
aciers, la décomposition de 1’susténite s’effectus selon la température
de traitemsnt isotherme (ou selon la vitesse de refroidissement) selon
trois modss principaux :

La transformation perlitique

La transformation esutectolide

La transformation bainitique

La transformation martensitique

La derniére transformation débuts au refroidissement 3 une températurs
appelée M, (M pour martensits, 8 pour "Start"). Le point Mg dépend du
type d’alliage considérd, des teneurs en &léments d’alliage, également
de certains facteurs, tsls que la grosseur du grain de la phase de haute
température , les traitements thermiques ou mécaniques qui lul ont &été

appliqués. La température Mg est cependant, en général, indépendante de

la vitesse de refroidissement.
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On désigne égzalement par M, la température de fin de transformation,
le point M, est également indépendant de la vitesse de refroidissement.
La crolssance des plaquettes ds martensite s’effectue avec une vitesse
assez lmportante et psut &tre supérisure 3 10%cm s~t,
La composition chimique du produit formé est sensiblement celle de
1a phase mére. On admet qus la transformation s’opérs sans diffusicn.

b) Aspescts cristallographiques

La structurs du produit martensitique dépend essentiellemsnt de la
nature de 1’alliage. Les structurss cristallographiques sont donc trés
variées.
Dans le cas des alliages ferreux, on peut envisager trois classes
principales de martensite.

- La marteﬁsite quadratique centrée

- La martensite cublique centréie

— La martensite ds structure hexagonals

1} Relations d’erientation

Une dss caractéristiques importantes des transformations martensitiques
est la relation d’orientation entrs les résesaux ds la phase mérs
(austénite) et de la phase martensitique (produit de transformation).
En d’autres termes, i1 existe des relations d’orientation entre le
réseau cristallin du produilt martensitiqus =2t celul de la phase mére.
Elles peuvent #8&tre établies expérimentalement avec une trés bonne
précision, 4 1’alde des techniques de diffraction des rayons X. Ellses
dépendent du type d’alliage considérsd,de la structure cristallographique
des deux phases en question, de 1la composition de 1’alliage, volre meme

de la température a4 laquelle s’est formé le produit martensitiqus.
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Elles s’expriment soit en précisant les angles formés par certains
vecteurs cristallcgraphiquss,. convenablement choisis et appartenant
aux réseaux des deux structures, solt en spécifiant le parallélisme
entre certains plans et directions cristallographiques propres aux deux
réssaux.

Nous citerons commz exemple les relations d’orientation de :

{111), /7 (0D11),
Kurdjumcv et Sachs
(F, - C) [o111, // [111],

(111), /7 (101},
[121], /7 [101],

NISHIYAMA (F, - N;)

Plusieurs théories ont 3téd é&lzsborées pour trouver des relations
mathématiques reliant le réseau martensitique & celul de la phase mére,
Blles sont 1liées a 1’ &nergle &lastiqus 4’ incompatibilité des

déformaticons inélastiques.

2. Le plan d’habitat.

Les plaqusttes constituant le produit de transformation scont séparées de
la phase mdre par une interface plane appeléd “plan limite" ocu "plan
d’hablitat". La détermination de la normale 3 ce plan d'habitat est
associée ézalement 4 1’ énergls élastique d’ incompatibilité.

3. Morphologie de la martensite.

On distingue habltusllement deux typss de morphologie caractéristique
de la martensite formée qui sont

- Le martensite en lattes ou martensite massive

— La martensite en plaquettss cu martensite lenticulaire.
Ces deux types de martensite correspondent nonb seulement & des
caractéristiques morphologiques .distinctes, mais également & des
caractéristiques cristallographiques (relations d’orientation, plan
d’habitat) différentes alnsi qu’a des mécanl smes de formation

différents.
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Lz martensite en lattes correspond & une structure morcelée en
blccs, A contours déchiquettés. La structure est constituée de

plaquettes de dimension a>bd>c éléments constitutifs de base, alignés

u]

parallélement les unes aux auntres et groupéss au seln d’snsembles

appelés "paquets” ou "bloc”.

La martensite en plaquettes correspond & un snchevEétrement de
plaquettss cu lentilles individualisées et orientédes selon des angles
définis 2u sein de chaque grain de 1l’austensite. Cette morpholozis se
distingue de cells de la martensite en lattes, en ce sens qu’il ne se

forme pas de plaquettes adjacentes paralléles les unes aux autres.

c) Aspects gdométriques de la transformation martensitique.

L’apparition de la martensite s’ accompagne d’une dé&formation
macroscopique de® 1’&chantillon qui se manifeste généralement par
1’existence d’un relief superficiel aqui permet de 1la réveler par

microscopis.

suivantes

¥ Le plan d’accolsment ne sublit aucune rotation et tous les vecteurs de
ce plan d’accolement sont consesrvés en modules et en direction (ni
distorsion, ni rotation dans le plan).

x Nous pouvons estimer alors que la transformatlion martensitique est une
transformation affine et qu’elle laisse invariant le plan d’accolement

% L’hypothése d’un cisaillement homogé&ne sur le plan d’accolement est
alors cohérente avece l1’'apparition de ce rellef st une analogle est

falte avec le maclage.
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5.1.3. Théorie mathématique de Lieberman, Wechsler et Read

La théorie mathématique de ces auteurs conduit a2 la d2termination des
caractéristiques cristallographiques de la déformation qui permet de
passer de la maille de la phase mére a celle de la phase martensitique,
en se fondant uniquement sur les valeurs expérimentales des paramétres
de ces deux phases. Le calcul repose sur les deux axiomes suivants

- Parmi toutes les déformations géométriques possibles perﬁettant
de passer de la maille de la rphase mére & la mallle de la martensite,

ffectivement est celle qul entrafnera le

(118

celle qul se reproduira
minimum de distorsicn st nécessitera ainsi une énergis minimals.

- L’interface séparant les deux phasss (ou plan d'habltat) est
supposée &tre un plan invariant, c’est & dire un plan de distorsion
nulle et dont la position reste fixe au cours de la déformation.

a) HModals de Bain.

Bain a propossé le mod2le suilvant pour rendre compte du passage d’uns
structure cubique & faces centrées 3 uns structure quadratique centrée
ou cubique centrée. Le mod&le s’applique en particulier 3 la
transformaticon austénitique (martensite des alliages ferreux). Dans
cette déformation, chaque atome conserve son entourage. Ce modéle
correspond donc blen & une transformation sans diffusion. Mals 11
n’implique pas un mécanisme de cisaillement.

Une telle déforfmation est dite déformation homogéne de réssau, st
reptésentée par la matrice

o

a0

Vo

a0
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ol 20 est le paramétre de la mallle cublque & facescentrées, et a et ¢
sont les paramdtres de 1a mallle quadratique centrée réelle de la
martensite.
En effet sslon Bain, la structurs cubique & facescentrées peut &tre
décrite en adoptant une maille quadratique centrée dont les axes ox’,
OY’, 02’ sont paralldles & des directions du type <110> et <001> et dont
les paramétres sont : ao/y@;selon OX’ et OY" et ao selon 0Z2°.
Le passagce de la maille gquadratique centrée, ainsi isolée, & la naille
quadratique centrée réelle d2 la martensite peut Etre réalisée par une
déformation purs, homogéne de réseau, qul se caractérise par uns

compressicon c/a selon 02’ et une dilatation sslon les axes oM’ et QY

La dé&formation homog2ne de Bain condult & 1’existence 4’un cons non
distordu, donc de l’existence des contraintes internss, ceci exige done
q’uns déformation supplémentairs soit ajoutds & la déformation homcgdns
de vréssau de facon & ce qus la d&formation globals soit a plan
invariant.

b. Déformatioﬁ invariante de réseau.

Les contraintes internes induites par la déformaiton homogeéne de Baln
sont relaxées par une déformation supplémentaire.

Elle doit conserver le réseau pulisque la déformation de Baln en donns
les paramétres corrects.

Cstte aéformation accomnodante qui assurs 1’ invariance du

plan d’accolement ne peut &tre qu’un glissement ou un maclage
(déformation invarante de réseau) réalisé solt dans 1’austénite

soit dans la martensite.
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Pour que le plan non distordu garde sa position par rapport 3 la
matrice 11 faut ajouter une rotation 3 ces deux déformations homogénea
. de réseau et invarianteade réseau.

Ainsi, la déformation totale associée su plan invariant s’écrit

D=RE.B
B : représents la transformation homcgéne de Bain.
P : représente ls cisalllement (glissement ou maclage)

rotation qui laisse invariant le plan 4’ hablitat.

I}

Dans 1a théorie de MWHechsler, Lieberman et Read (4), pour ajuster la

déformation totale, deux solutions sont proposées : 1l’uns supposes que le
produit martensitique est constitusd 4’un empilement de macles, dont
1’épaisssur relative sst caleculde ds tells maniérs que la déformaticn
macroscopique totals condulss & 1l’existence d’un plan invariant ;

-~ X x

L’zutre solution implique un cisaillement homogénes, combingd & un

@

déformation par glissement, dont 1’amplitude est calculée de telle
manisre que la dé&formation macroscopiqus totale laisse un plan
invariant.
L’intéraét ds cette théorle réside dans 1le fait qu’il est possidbls &
partir de la condition du plan invariant et de 1a dlagonalisation de
B.P, ds calculer pour chaque transformation martensitiqus:

— la normale aw plan 4'habitat

— la direction de cisaillement

1’amplitude de cisalllement

1’orientation Pelative entre les deux phases.
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11 faut cependant noter que cette théorle est purement phé&noménologique
et qu’elle ne dscrit pas cbligatolrement les déplacements résls subis
par les atomes au cours de la transformation. Par allleurs, la
théorlie de W.L.R. posséde un certain nombre de restrictions qui ns
permettent pas touts la généralité. En particulier, 1a théorle suppose
une accommodation de la déformation de Bain par l’intervention d’un
mécanisme & réseau invariant dans 1a martensite. Elle exclut
donc la possibilité d’accommodation plastique dans 1’austenite.
Afin d’étudier les effets d’une accommodation plastique dans
1’austenite, nous reprencns la m#thode d’analyss de la transformation
martensitique proposée par Ben Salah (28) et nous 1’appliquons au

cas ou il y a plasticité dans l’ausgténits.
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5.2. Nouvelle approche de la transformation martensitique

Les déformations mises en Jeu dans la transformation martensitique sont
généralement de l’ordre de 10 %. Une formulation en petites déformations
pesut donc &tre Jjustifiée.

La théorie de W.L.R. ou B.M. considére une interface plane et infinie
entre 1’austdnite et la martensite. Cstte hypothése simplificatrics
permet ds simplifier les calculs géométriques. Uns autre maniére

ds décrire ls volums d’une plaquette de martensite consiste &
1’assimiler & une inclusion ellipsoldale applatie c.a.d. de rapport c/a
trés faible.

Pour analyssr les différents aspects cristallographlques et
morpholoziquss associés 3 la Transformaticon martensitique, nous
vtllisons done 1a solubtion ds probldme ds 1’incluzion plastlqus
(homogdns) pour décrire 1’énsrgle é&lastiqus associée aux déformations

inélastiquss de la transformation.

(1Y

ngendrés par la

[\l

rogé&néité &lastiqus

0w
an

Nous nézlizaons 1"hiét

{

transformation et supposons ques la matrice posséde un comportement

élastique isotrops.

1) fispects clnématigues
Mous supposons qus dans 1’inclusion-de martensite, dsux déformatlions
indlastiques se sont produltes :

- la diformation ds Bain : <®

— la transformation a réseau invariant e®! + uwR!
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qul comporte une dé&formation pure c€®! et une rotatlon "plastique"
wR! Dans la matrice, nous supposons qu’une déformation plastique EFP

uniforme s’est produite.

S1 on désigne par UV, le wvolume de 1’lInclusion ds martensite, la

déformation in&lastique dans tout le milieu s’écrit :

' hY v A\
B )= By (8~ €5 0l - Biy) B

*
0 So T é \/I (v.1)
ou 9 (\f\ = A ' Sa Y c VI

2) Aspects statiques

En 1’absence de contraintss appliquées, 1’énergie élastique W dans

ls milisu est uniquement associée aux contraintes internes, on & !

W= 2+ 1% (¢) 5;,3' (t) av

T2
v v.2)
T Q AN
puisqus ./“l/{A,)a} = 5,"3 + £,\.9 , ona
Ry é"""\
W o= A | (o) | Mg, Gy
2 0 (.3)

\Y

ol {7 d5isigns toutes les déformations d’origine inélastiques
solt

_ A T -4 o %
W = o o;é (r) M{b,” av ) 0;% (r) E*a av (V.4)
N

v
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La premiére intégrals se transforme en intégrale de surface et. en

intégrale de volume aprés intézration par parties

T (e), ™ o
) . -4 |G : ~a Lo (D EL av
W = .—2— i (Y)/u.,,fna ds 2 | %399 i AV 3 [vka A%
S \Y
{(V.5)
Le premler terms est nul pulsque G;; n; est nul sur S
Le second terme est nul & cause de la propriété a;;,; = 0
on a donc
W oo 2 o (¢) €77 (r) dv
= - ) A - (V.8)
Vi
A
Lz terms éié\r)s'écrit d’aprds (V-1
(C'/i,é (x) = EM() * E,:,}a"' &"'3 - E,ua ) .7
=t on a pour W
LA ¢
8 K1 A .
W o=-2 |9 (G,- +E..)dv-z % Fa av
= 2 ,\,6
N Y (V.2)

ou ¥V, désigns le volume ds la martensite et UV, le volume d'austénite.

Pour une inclusion ellipsoldale et une déformation inélastique uniforms

dans V; , ! est uniforms dans V,. On a donc
L\
_ _A VN gt (E_?’.A-E--)- E o--\l
\ﬁ/ = 9 t Ay o) ! a

(V.10)
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O G" déslgne la valeur moyenne des contraintes dans la matrice

M
01_5 Av W.11)

- M A
o. = A
“1 Ym

Vi

La wvaleur moyenns sur tout 112 volume des

nulle , on a:

™M A T
I (HNavs A | Gy ave 5 6;3 dv = O
' v
v (4 Vi Ny v.12)

solt VMG;;‘ ~ VY, @3 = O

on a finalement :
)

s [ ~ v
v 5 (525"&;\%‘&3\)

T 8 QU ® T
-x (g8, g%, L B gV
Y% (”3* )+2 3 78 v.13)

[

= -4
W= -
W =

Rof

L’é&tat de contralnte dans 1’inclusion se calculs alsément & partir de la

solution du probléme de 1’inclusion plastique.

on a:

1
0;;; = C'Lé&‘v' (Ied'\-mr-\: S%Lfmn) {E:“n— (E:WM:\. &M“ }

(vV.14)



Solt :

W=24Vy.C M Coeman Sﬁtmn\ 1E:m: st E:“)} { E:é - (6}334r Ei;)}

o
(V.18)

La plaqustte d= martensite va ss former en cherchant a minimiser
1’2nergie W. Plusieurs solutions sont possibles selcon le comportemsnt
rhéologique de 1l’austénite et de la martensits.

. pas d’accommodation plastique dans 1’austénite : EF = O

alors
W = ;;‘ Vs C*’vé\’«e (lumi Smrm) (E’?"”* g‘:’t" (‘EEJ N Eixé)

(V.16)
L’accommodation se falt alors par 1’intermé&diairs ds la
déformaticn & réseau invariant ¢R! et par une forme et uns
orientation de 1’ellipscide adaptés.

. accommodation uniquement dans 1’austénite eR! = O

alors

® ® ° ®

W 5 Vx i (Iatm; Sﬁemn) (Emw‘ Errvwv) (Ef*"'a’ a”e)

(V.17)
L3 encore, les déformations EP et 1’inclusion peuvent s’ajuster
pour que W =0

. accommodation mixte ekl 2 0, Er # 0

Dans ce cas, les incompatibllités de la déformaticn de Bain sont
accommodées A la fols par une transformation & réseau invarlant

de 1’austénite et par une déformation plastique de la martensite.



5.3 fAipplication au cas des alllages Fer-Nickel (20 %)

a) Méthodologie - paramétres du calcul.
Dans ces alliages, la déformation de bain, décrite dans

reptre de l’austénite s’écrit sous la forme

24 =] [a]
cb; = o 3y o
o] ] Ci

avec a; = 0.1321Z8

cy = -0.1584E9

cr

Lz systéms de glisszement condulsant 3 la ransformaticn & réssau

invariant est choisi sous la forme

o)+ 4 (e)

o

B -

+

H. BOUJAOUINE A.EBERHARDT =t M.BERVEILLER [2f] ont montré que e’

83

le

est

effectivement vun tel systéms qui supports la plus grands clsslon rédulte

sous 1’effet des contraintes internes dues a B

Le tenseur ¢P et eR! prend donc la forme

(9]
-
[

+

(9]
-2
G

1

TN
o o
® O
o O
~———
+
11
TN
[o T
o 0
o O
S——
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Ol g désigne 1’amplitude du glissement dans 1a martensite servant 3
accommoder totalement ou partiellement, les incompatibilités dues & c®
Pour les constantes élastiques nous cholsissons un matériau isotrope et

homogeéne tel que

A= 1.2140 da N/mm®

7540 daM/mm?

=
'

L’accommodation plastigque dans la matrice est Jdifficils & analyser
en général car elle dépend des contraintes internes pendant la formation

de la plaquette de Ms et des contraintes appliguées.

Bans ce travail nous avons uniguement tenté de mettre en é&uidence
l’effet d'une accommodation plastique dans la matrice sur
l”orientation finale du plan 4’habitat. A cet effet, nous avons
choisi des formes particulidres de EP; en laissant néanmmoins
variable la gquantité de déformation plastique dans la matrice. Les
détails de la forme précise de EP sont précisés lors des résultats.
La méthode générale ds calcul consists 3 chercher le mnminimum de W
fonction de a,b,c,a,B,7y et g

-~ ab c sont les paramétres de 1’éllipsoide

- « P v repirent 1’orientation de 1’ellipsolde par rapport A
l’austénite

- g mesure & la folis le glissement plastique dans la martensite
et la part de EF dans 1l’accommodation de €B. Pour limiter les
- calculs, nous avons fixé les valeurs de a b et ¢ en cholsisszant un

éllipsolide de révolution (a = b) et de rapport de forme c¢/a = 10-3
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Pour les différents cas envisagés, nous tracons des courbes de niveau de

w dans le repdre cristallographiqua courbes gquil permettent de trouvsr

1’orientation de la plaquette w est minimale. Cette orientation définit

le plan d4’habitat. Un exemple est donné sur la figure (B.1).

(BP = 0 )

La figure (5.2) représente la variation d2 w en fonction de g.

b) Résultats
Les résultats théoriques aque nous présentons, sont scus la forms de
figures inverses de pBles sur lesquelles on reprrésents les positions des

normalss au plan d’habitat trouvéss pour des Energies minimales.

Dans ce cas, la normale au plan d’habitat trouvée correspond au vecteur

e 3
n (8.795 ; -90.669 ; 0.€01)

Sur la figure (5.1) on a les courbes d’iscénergie tracées en fonction de

la normale au plan d’habitat.
L’orientation de la plaguette de martensite correspondant au minimum

d’énergie de déformation élastique est donnée par le plan d’habitat

cristallographique (7.95 0.69 6.091. ), c’est & dire (11 1 9
Le plan d’habitat obserué expérimentalement par NISHIYAMA [28] pour des

teneurs en nickel s’étendant entre 27 et 34% en poids est sensiblement



ce plan cristallographique (259).

On remarque une différence entre les deux plans d’habitats. Mehl et
Derge (28) ont montré que les plans d’habitats présentés par les
alliages Fe-MNi dépendaient . de la tewpérature de déformation de la
martensite.

8i on observe parfois une dispersion notable entre les résultats
présentés par différents auteurs c’est parceque le plan d’habitat dépend
aussi d2 la composition de 1’alliage ; de plus la détermination

expérimentale des indices cristallographiques du plan d’habitat est

licat

o~
4]

~1
L

2} Beccommodation mixte

La formation des plaguettes de martensite implique un cisaillement
donc une modification de forme de la région transformée. Il s’ajoute
en outre une wvariation relative de volume, lorsque le produit
martensitigue et la phase wmére ont des densités différentes. En
conséguence la formation de la martensite entraine la création de
contraintes au sein de la matrice non transformée, dont 1’importance
est d’autant plus grande gue les plaguettes de martensite sont plus
épaisses.

e niveau de contraintes peut atteindre la limite 4’élasticité de la
phase mére. Celle-ci se déforme plastigquement et cette déformation
peut également affecter la martensite elle-m€me.

Mous 1illustrons sur les figures suivantes l’influence de

1’accommodation au sein de la phase mére sur l’orientation du plan



4’ habitat.

On note EP le tenseur de d&formation plastique macroscopique de la phase
mére. Nous choisissons différentes formes pour E° mals autorlseons par
1’intermé&diairs d’un facteur d'zccommodation o« une répartition

de celle-cl entre la phase mére et la martensite.

La forme de EP est donnée par : Ef = wg 0 o 8]

Dans ce cas la nocrmale au plan d’habitat trouvés dépend ds la valeur de
z. Sur la figure (5.3) on montre les différentes positions des plans
d’habitats en fonction des o. La position 1 est une position ds Péférenge
ol o =0 alors que la position & correspond a = 1/8 et au plan
(8 0O B8 ) comme il fallait s’y attendrs, cn  observe une influencs
notable de 1’ acccommodation plastique dans  1’austénite sur

1’orientaticn du plan d’habitat. Dans ce <cas, la normale au plan

d'habitat se rapproche de la zons (100),(111), ce qui est plus

conforme aux cbsservations expérimentalss.

2e cas : Accomodation par cisaillement dans le plan ¢(2,3)

Dans ce cas, on a :



La normale au plan d’habitat a tendance, lorsque a augmente 3 se

rapprocher de 1’axe (100).

3e cas : Accommodation par un double cisaillement
0 0 1
EPF = wog 0. 0 1
1 1 0

Dans c= cas, l’orientation finale du plan d'habitat lorsque o augmente
tend & ss rapprocher de l’orientation [225) qui sst courammsnt

observée dans le cas de certains aclers (Fs 8%cr 1%c)
4e cas :

L’accommodation plastigue dans 1’austénite dépend & la fois
des contraintes internes associées a la formation des plagquettes
de martensite =t des contraintes appliquées qui peuvent
orienter 1’écoulement plastique dans l’austénite. Pour prendre en
compte l’effet des contraintes appligquées nous supposons gque L’état

de contraintes appliquées est une traction simple.

La forme de 1l ’écoulement plastique associée 3 cette contrainte

est choisie d’aprés la loi de Levy Mises

Dans le cas ou une contrainte de traction est appllquée selon 1l’axe 3,

Ef; prend la forme



.BP . = mg

©c O =
o = O
wn O O

La figure (5.8) représente 1’8évolution de 1la normale au plan d’'habitat
dans ce cas. On observe que cette normale tend & se rapprocher de 1’ axe
[111] lorsque 1l’accommodation plastique dans la matrice augments.
Ceci peut se faire par augmentation des contraintes appliquées et
doit pouvoir s’cbserver expédrimentalement.

v

De la méme maniére, lorsque la contrainte de traction est paralleéls

a4 [111] on cbserve (fig 5.7) que la normale au plan d’habitat tend 3 se

rapprocher de 1l'axe [ 225 ]



100

001

111 : 3|c

110

Figure 5.1 : figure Inverss de pSle, montrant les courbes d’isoénergie
autour du plan d'habitat dans le cas ol on a l’accommodation pure dans

la martensite.
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0.79r

0.57

0.25

L}

3lc
5
b
C _
£=0.001
p
E=0
1
1 i 1 1 P—
o1 0132 0.2
Figure 5.2. : Variation du minimum d’énergic en fonction de 1’ amplitude

du glissement plastique.
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111

N

00
(oNeNeo]
e NeoR_

ER. a'g[

—1

a=0.5
2+9=O-168

(=173
+9-0160

a. =116
+9-0155

o =01
4+ g9=0149
X=1/20
+9=O.’1378

1+ on32 110

001

Figure 5.3 : Filgurs inverss de pdle, montrant leos normales  aux plans
d’habltats dans

le cas de l’accommodatlion mixbe en fonction de la wvaleur
du parandtre «.
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001

Figure $.4 : Figure inverse da p8le, montrant

d’habltat dang le cas de l"accommodation mix

du paramdtre co.

000
Ep:agoo1
010

110

les normales aux plans

te en fonetion d= 1la valsur
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111

[225
=12
g=0168

+ =13
+9= 0160

Q=114
g=0157
4+ =15
4 =116
+9=01548

=01
+9=0149

o =1120
<4 9=01384

+%28432 10

001

Figure 5.5 @ Flgure inverse ds  pSle montrant los normales  aux plans
d’habitat dans lz cas ds 1’accommodation mixtz en fonotlon ds la valour

~du paramdbrs ce.
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110

001

Figure 5.6. : Flgure lnverze de p&lo montrant los normales  aux plans

d4'habitat dans lo cas de 1"accommadation mixte en fonetlon du paramdtre

.
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EP_ gl-05857 0.5668 —05792

01935 03959 —0.5792>
\— 0787 -02272 05735

110

001

Flqure 5.7, : RFizure lnvarss da p&8lz, montrant l2s nopmales aux plans

d’habitats dans le cas de 1’ accommodatlon mixte &n fonctlion du paramétrs
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G.4. Discussion et conclusions

Le m#canisme physique de dé&formation associé 3 une transformation de
rhass =st complexe et difficile & analyser dans le cas général. Pour les
transformations martensitiques, les théories classiquss supposent gu’uns
transformation a réseau invariant (glissement ou maclage) suffisent pour
acecommoder les contraintes internes duss & la défcrmation inglastique de
Bain. Dans de nombreux cas, 1l en est ainsi. Ces cas correspondent en
général aux situations dans lesgquslles 1 austénite possé&de une limite
&lastique suffisamment 8levée, pour que, en l’'absence de contraintes
appliquées, il n’y alt pas d’é&coulement plastique dans la phase mére.

tuations pour lesgusllsz la

[

- — L ~ gy § 4+ = - [, = - P,
Far COoONLres, i1 2X18TS des NoOGLrSuUssSs s

thécris phénoménologique classique est insuffisante car elle ne prend
pas en compts la possibilité des relaxation plastiqus dans la phase mére.

C’est le domaine de la plasticitd de transformation couplée tells

qu’ells a 4té d&finit par Patocor st Bsrveiller [30]. ©Cs cas est

n

nettement plus complexe & analyssr. Nous avons montréd sur des cas
simples et avec des hypothdses simplificatrices, que les effsts d’uns
accommodaticn plastique dans 1’austénits sur l’orientation de la normale
au plan d’habitat sont trés importants.

Cetts premid&rs approche sst actusllement reprise dans un contexte plus

global.
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Conclusion
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UIl> Conclusion

Le but de= ce travail &tait double.

1) é&laborer un programms permettant de tralter les rroblémes
complexss d’inclusions (ineclusicn éllipsoldale dans une matrice lingaire
anisotrops). Cet cbjectif a &té atteint et ce programme est actuellement

utilisé par de ncombreuses personnes au laboratoire.

2) appliguer les sclutions du problémss ds 1'inclusion éllﬁpsoidale

- - L
Ior'm2 SCNd

[\

3 deux gituaticns physiguss pour lesquelles les effsts &

importants

— le probléms des 1’é&voluticn du champ ds contrainte interns et
de rotaticn ds réseau crisiallin dans les polycristaux possédant une
texture mocrphologiqus

- 1le probléme de l’accommcodaticon plastiqus d'uns plagquetis

de martensite par déformation plastique de 1’austénite.

Dans ces deux situations phusiques, nous avons montréd que les effets de
formes et d’orientation Jouent un rdle considérable qul dolwvent gtre
pris en compte dans les moddles plus globaux de détermination des

propriétés effectives des matériaux hétérogénes.
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