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R é s u l L a L s  s o u s  f s r n e s  d e  C . L . F .  ;

x  I n f  I u e n c e  d e  i n ,  t J 3  l .

L a  o i i i i n u L i c n  , i e  i n  e n L r a i n e  u n e  c h u L e  d e  I  i m i t e  C e  f  o r m a - c e  s u r t o u t  d a n s  I e

. . l n n = i  n c  ê p  l ' = . - - ç 3 n s i n n  ( F i r : u r e  3 ) .  P c u r -  u n e  v a l e u r  t r è S  f  a i b ' l e  d - r e  m  O n  r e t r O U v eU U f f l é ! l i E  U E  I  = ^ P q , ' r r u "  a ,  r s u r ' -  = / .  I U U !  u l l s  v e l '

l a  c o u r b e  I  i i n i L e  d : e  f  o r n a g e  L r a c É e  a v e c  l e  c r i L è r e  C e  f  a r c e  n a x i n u n  C e  S t J l F T

[ 1 3 ] ,  e L  e n  d É f o r m a l i o n  p l a n e  i a , i é f o r r n a l i o n  c r i L i q u e  e s L  é g a l e  à  n .

x  I n f  I q g n s Ê  , i e s  p a r a i n è L r e s  ' i ' a n i s o t r o p i e .

U n e  ô u g n e n L a L i o n , i e  r .  I a i s s e  i n L a c t  l e  n i v e e u , j e  l a  c o u r b e  e n  e x p , ? n s i s n ,

p a r  c o n L r e , j a n s  l e , j o r i a i n e , l u  r é t r e i n t  o n  o b s e r v e  u n e  n e t L e  d i m i n u L i o n , i u  n i v e a u

d e  f o r m a g e  ( F i g u r e  9 ) ,  q u a n t  à  r ,  s  o f ,  a  u n e  a u g m e n L a t  i  o n  d e  I  i n r i  L e

, l ' e m b o u L i s s a g e  a v e c  c e  c o e f f i c i e n L  d a n s  I e s  d e u x  z o n e s  d e  d é f o r m a L i o n  ( r é L r e i n t

+  e x p a n s i o n )  ( F i g u r e  1 0 ) .  D a n s  l e  c a s  d ' u n e  a n i s o t r o p i e  n o r n a l e  ( r o  =  r r u )  o n  a

u n  e f f e L  c o m b i n é ,  c e  q u i  n o u s  d o n n e  u n e  a u g n e n t a t i o n , l e s  n i v e a u x , l e s  c o u r b Ê s  e n

e x p a n s i o n  e t  u n e  c h u L e  e n  r é L r e i n t  ( F i g u r e  1 1 ) .
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i ' t  n B  ;  i n f  l u e n i e  i e  l a  s e n s i b i  I  i L é  à  l a  ' - ' i L e s s e  ' i e  l a

d é f o r m a L i o n  s u r  I e s  C ' L ' F  t r a c é e s  a v e c  l e  c r i L è r e

d e  s t a b i l i t ê  e f f e c L i v e '
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R90=5
R90=2.
R90= 1

R0= 1

n=O.22
m=0.01

f i g  1 O  :  i n f l u e n c e  d e  R . ,  s u r  l e s

d e  s L a b i  I  i t é  e f f e c L i u e  '

C . L . F  t r a c é e s  e v e c  I e  c r i L è r e

n o u e n n e  s u r  l e s  C ' L ' F

s t a b i  I  i  t é  e f f e c L  i v e  '

i n f l u e n c e  d e

L r a c é e s  a v e c

I ' a n i  s o t r o P i e

l e  c r i t è r e  d e

R=RD=R

n=D.22

m=0.0i

f  i g  1 1  :



3 )  D e s c r l p t i o n ' d u  m o d è l e  d e  l l â R C I N I Ê K - X U C Z I N S X V  ( n - X )

L e  m o , J è l e  f l - X  e s L  u n  n o , l è l e  à  d e u x  z o n e s  q u i  n o u s  p e n m e L  , l e  a g . t i t .

I ' i n s L a b i l i L É  p l a s L i q u e  p o u r , j e s  c h e m i n s  d e  d é f o r n a L i c n  I i n é a i r e s .  - l Ê L l l l l E R  e L

C o l i  [  1 a ]  o n L  r e p r i s  i e  r n o , l è I e  e n  s u p p 0 s a n L  q u e  I a  b a n d e  e s l  i n c l i n é e  ' j ' u n  a n g l e

/r.t+s
g  n c n  n u l .  Ê l o r s  I e  c o e f f i c i e n L  d ' a n i s o l r s p i s Y v a  i n l e r v e n i r  d a n s  l ' a n a l U s e .

F o u r , l é c r i r e  I e  d é u e l o p p e m e n L  d e  I a  s L r i c L i o n  l o c a l i s é e ,  c e  m o l è l e  s u p p o s e

I , e x i s L e n c e , i e  C é f a u L s , j a n s  I a  L ô l e  q i . i i  p e u v e n L  - â L r e  a s s i m i l é s  à  u n  s e u ! .  ' i e

n a L u r e  E ê a n ë L r i q u e  d e  s u r f a c e .

F  i  gu i -e  13 .  1 â .  I  -  - - r - - - .  - - L  u n  û é t ' a u L;  t u I E  ! : ! = ] E l i L g l i l

t ' en , j e  ' i e  sous -épa  i  s  seu r  .

E ê o n ê L r i q u e  i n i L i a l s o u s  l a  f o r n e  , 1  ' u n e

L ô I e  e s L  a l  o r s  c c m p o s é e  d e  ' i e u x  z û n e s  :

-  l a  z o n e  â  d ' é p s i s s e u r  h Â  C e  r - r a l e u r  i n i L i a l e  h Â , o ,

-  l a  e o n e  B  ' l ' é r ' a i s s e u i -  h B  ' 3 e  t r a l e u r  i n i L i a l e  h B , o ,

c a n a c L é r i s é  l e  d é t ' a u L  g é o r n é L r i q u e  i n i L i a l  p a r  l e  r a p p o r L

^ 2

L A

h â  -  h B. ù  ( O )  . .  ( O )

" ^"  r o t

, A

0n



< T

I , é L u c e  c s n s i s L e  à  a p p l i q u e F  u n  é L a L  p l a n  d e  c o n L r a i n L e s  à  l a  p a r L i e  " A "  e t  c e

s u i , . r r e  l ' É v o l u t i o n  d e s  d é f o r r i a L i o n s  d a n s  I e s  2  z o n e s '  Ê f i n  d ' é v i L e n  I e s

F , r o b l è r , e s  c e  r c t a L i o n ,  o n  s u p p 0 s e  q u e  l e  r e p è r e  F r i n c i p a l  d e  c o n L r a i n L e s  ( 1 ,  ? '

3 )  e s L  c o n f o n d u  a v e c  l e  r e p è r e  p r i n c i p a l  d ' a n i s o L r o p i e  ( x ,  a ,  z )  d a n s  l a  z o n e  Ê '

D a n s  c e  c a s  I e  r e p è r e  p r i n c i p a l  à e  d é f o r m a L i o n  e s L  c o n i o n d u  a ' . r e c  I e  r e p è r e

n - i  n , - i  n . r l  , ' i p  , - n n L r a i n L e .y r  ! r . - r ! , q !  ' r !  v v ' ,

D a n s  I a  b , : n , j e  c e c i  n ' 3 u r a  p e s  l i e u  q u a n C  I ' a n g l e  V  e s L  n o n  n u l ' . '

F i g u r e  1 3  ;  O r i e n L a L i c n , j e s  a x e s  p r i n c i p a u x  d e  c o n l r a i n L e s  p t s I -  r a p p c r L  a u ; <  a r : e s

p r i n c i F a u x  d '  a n i  s c L r o P i e .

tô le

c'
3,2



e t  p 3 r  c o n s é q u e n L  o n  s u r a  L o u j o u r s  u n  p r o b l è m e ,  c a r  d a n s  c e L L e  z o n e  l e s  a x e s

p r i n c i p a u x  d e  , J é f o r m a L i o n s  n e  c o Î n c i d e n L  p a s  ô v e c  I e s  a x e s  d ' o L h o L r o p i e  '

E n  i m p o s a n L  a u i :  e x L r é m i L é s , l e  I a  L ô t e  u n  c h a r g e m e n ;  c a i ' a c L é r i s É  p a r  I e  c h e n i n

d e d é f o n r n a L i o n P = c | / e | = D â ? / D î r Q u , o n m a i n L i e n L c o n s L a n L , l a r o L a L i o n d e l a

b a n , l e  i n c l i n É e ' l ' u n  e n g l e  i n i t i a l  V o  e s L  ' i o n n é e  p a r :

L E r p  =  L g V o
;

e f  =  l n

I i ,  I l  é L a n L

L ô l e .

r i  | Â
r i  L 2

e L  e |  =  | n  -

i î , o ,  
-  

l ! , o ,
É v E , -

^ r  I  Ê  I  É r
E L  l t  r O l  ,  l 2  t o l

e c L u e I  l e s  û e  I a

t r Ê s p e c L i u e m e n L  I e s  d i m e n s i o n s  i n i L i a l e s - t
C L

l \
1 \

I
I

tâ(o)

ri

I
I

I
I
I

F i  gu re t 4 :  R o L a L  i  o n  d e  I a  b a n d e  a u  c o u r s  d e  I a  d é f o r r n a l  i  o n  '



6 0

4 )  Ê p p l  i  c a t i  o n  d u - m o d è l  e  I - X  è  d e s  t ô l  e s  a n l  s o t r o p e s  '

p o u r  d e s  r n a L é r i a u x  a n i s o L r o p e s ,  p r é s e n L a n L  u n e  s g m é L r i e  c r L h o L r o p e ,  l e

c r i L è i - e , i e  H I L L ,  q u i  F e r n Ê L  ' l e  Ë é f i n i r  I e  s e u i l  d ' é c o u l e m e n t  p l a s L i q u e  s ' é c r i L  :

f ?  =  E ?  =  [ l ]  ( f . . . . , - f r , ) =  +  F  ( t ï " r - Ç = r ) ?  +  G  ( 6 2 = - Ç n ' * ) =  +  2 ( F ' 1 . " + L f e e - + O f ? E ' ' ) ]

q u i  s ' é c i - i  L  , i = n s  l e  c a s  ' i e  c c n L r a i n L e s  p l a n e s  i

i ?  =  i ?  =  H  ( f . . - - f  
" " ) =  

+  F î 1 s  +  L l  ( c . . . r . ) ?  +  2  F ' f ? . e ( 3 3 )

L a  l o i , j e  i î c r , - r a i i i é  D i j  =  À  e ' : / Û î i :  n o u s  C o n n e  l e s  c Û a p o s a n L e s  C e  r ; i L e s s e  ' i e

, i é t ' o r n a L i o n  :

D . , *  =  À  [ l i  f . . r ,  *  H  ( f , . , , ,  -  ç " " ) ) / î

D * ,  =  . \  [ F  4 " ,  *  H  ( 6 * ,  -  6 ' . ' . )  ] / f ( 3 1 )

D = =  =  , \ .  [  - F  î r ,  -  e . c . , . . . ) / î

n  -  O  î  l F
U - . . : 9  -  r  v v g r r

à  t , a r L i r  r r e  c e s  é q u a L i c n s  o n  L i r e  l e s  c c r n , ! o s a n L e s  d u  L e n S e u r  c e  c o n L r a i n L e s  :

FD- - . .  -  HD,z

À I F G + G H + H F ]

G D r *  -  H D , z ( 3 2 )6 ' "  =  
I rG  +  È t i  +  HFr

f , r"=Ft

O n  d é f i n i L  l a  v i L e s s e  d e , l é f o r n a L i o n  é q u i v a l e n L e  È  p a r  :

-  r r  -  e  à  =  19u ; j  D i j  -  u



o ù  o ; ;  D ; ;  e s t  I a  p u i s s a n c e  d e  d É f o r r n a L i o n  p l a s t i q u e / F u i s q u e  û  =  f , o n  o b t i e n t  l

l -  -  i  F D - * -  H D = =  \ t  /  
t l D r "  -  H D = - =  \ t  , ,  I F D - "  

-  Ê D * *  \ t  e D t ' ,  l t ")  =  c  -  |  Ê  l __ - - -1  +  ! - . - - l  +  H  l - l  +  -  I
|  \ F G + G H + H F l  \ r o + 0 H + H F /  \ F t 3 + c H + H F /  P  J

a ç ; e c  l ' h u p o t h è s e  ' i e  I ' É c r o u i s s a l e  i s c L r c F e  ;  I a  s u r f , = c €  s e u i ! .  s e  , i i l a t e

u n i i a r m é m e n L  a i i t c u f  d e  I ' o r i g i n e  d e s  c o n L r a i n t e s .  C e L t e  d i i a L a L i c n  e s L  c û n L r ô l é e

- - -  :  - - - - i r - ^ -  - . . :  - - - À
l ' û I  u t r u . r .  ! J É l  ù t i i E L !  E >  L i u r  s u r r L

x  c b L e n L  i  a n  ' j e s  é q u a t  i  c n q  :

L e s  é q u a L l o n s  , l ' é o - u l  l i b r e s  E L  c a  e o r , p a L i b i  l i L é  s ' é c r i v a n l  ;

- a  L Ê  -  . - A  ! - Ê
U f i  n  I r  -  u n n  r r

. - Â  F . Ê  - , : E  h Ê  ( 3 4 )
U n t  l l  -  ' J n L  r r

Di .  =  DE .  
'

i e s  é q u a L i o n s  , i e  c h a n g e m e n L  , j e  r e r . è r e  e L  l e s  É q u a L i o n s  ( ' 1  )  c o i ' , i b i n é e s  a u x

é q u a t i o n s  ' i ' É q u i l i b r e  e L , j e  c c n p a L i b i l i L é  n c u s  F e i - n € L t e n t , i ' a , , , c i r  u n  s g s L è n e

d ' É q u a t i o n s  n c n  t i n é a i r e s ,  d ' i n c o n n u e s  D 9 * ,  D E , ,  D l '  q u ' o n  r é s o u d  p a r  l a

i n é L h o d e  ' i e s  a i r ' r o x i m a t i o n s  s u c c € s s i u e s .  ( a n n e : < e  i )

x  E q u a L i o n  d i f f é r e n t i e l  I e s  r e l a L i v e s  à  c h a q u e  z o n e  :

L e s  v i l e s s e s  d e  d é f o r m a L i o n s  0 . , . .  e t  D * ,  s o n t  c s n f o n ' j u e s , r v e t r  I e s  v i L e s s e s

d e  i i é f o r m a L i o n  I o g a r i t h r n i q u e s  :

ir r
n - l
u t x  -  u w Y  -  -

i ,

i ,
D r "  =  é * ,  =  

; -  
( 3 6 )

l 2

-  I a  r . r i t e s s e  ' i e  d é f o r m a t i c n  É q u i , ; a l e n L e  e

-  r t
-  l a  d é i o r r i a t i o n  p l a s L i  q u e  c u r i u l é e  e  =  |  a  ' i r

I
J o

L
t l

n -u z z

t l
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c ' e s L  u n  s u s L è m e  d ' é q u a t i o n s  q u ' c n  r é s o u d  p a r  l a  m é t h o d e  d e  R U I I G E  K U T T A  q u i  n o u s

d o n n e  d ' u n e  p a r t  l î ,  I t  e I  h A  e t  q u i  d o n n e n t  p a r  c o n s é q u e n L  â Ê  e t  I ' a n g l e

d ' i n c l i n a i s o n  a c t u e l l e  r t r  d e  l a  b a n d e ,  ê L  d ' a u t r e  p a r L  I B ,  h E  e t  7 . Ê g a n L  I î  e t

I 1  o n  c a l c u l e  e ! . ,  e 0 ,  q u i  n 0 u s  p e r m e L t e n t  d e  L r a c e r  l e s  c o u r b e s  t i m i t e s , j e

f o r m a g e .

y  =  âË1,

5 )  E f f ' e L  d e  c o u r b u r e  :

C n  L r ; c e  l e  s  c o u r L , e s  I  i m i t e  ' j e  È o r n a - s e  p o u r  d i f ' f É r e n L s  c a s  , i ' a n i s c L r o p i e  e n

c h c i s i s s ; n L  l ' i n c l  i n a i s i o n  i n i t i a l e  C e  l a  b a n ' j e  q u i  ' j o n n e  i e  n i r . r e a u  1 e  p l u s  b a s

C e  c e s  c o u r b e s .  E n  f , : i s ' : n L  r ; ; r i e r  r d s  a L r E c  I e s  a u L i - e  c o e f f i c i e n t s  r o  Ê L  r o r ,

c o n s t a n t s  e L  É g a u x  à  l ' u n i t é .  o n  r e m a r q u e  q u e  p o u r  1 e  d o m a i n e  d u  r é L r e i n t ,  i e

n i r ' r e a u  d e  I a  C L F  r e s t e  i n u , : r i a n t ,  t a n d i s  q u e  p o u r  I e  d o m a i n e  d e  I ' e x p a n s i c n ,  l e

- : . . ^ - . ,  ^ L , . r -  - . . -r i l v € d u  c n u L e  a u e c  I ' a u g m e n t a L i c n , 3 e  r o =  ( r , r o i r  f i g u r e  1 5 ) .  L l e c i  e s L  d ' a u l a n L  r , , r a i

I  -  ^ - - ! a . :  - :t r - u e  r E  c û e r r l c l e n L  C e  1 ' é c r c u i s s a - e e  e = L  é l e v é ,  ( c a s  C u  T i t a n e  e l  C u  Z i r c c n i u n )

- t  _ _ :F E r . = n ' = r o g l €  a u € c  l a  L h é e r i e  d u  v e r L e x ,  E n  e : : p I i : i - u Ê  c e  f a i L  p a r  l ' e f f r t , j e

' ! - n r i i h r r r p  n n , n  ç g 1 3 ,  0 n  r J ' i  L r a c e r  I e s  s u r f  , = c e s  , i e  c h a t g e  a i n s i  q u e  l e s

t r a i e L s  , i e  c h s r E e n e n L s  r e l a t i f s  à  c h a q u e  L g p e  d ' a n i s o L i - c p i e  , j a n s  u n  r e p è r e

Ê é f  i n i  F a r  l e s  c h a n g e m e n L s  d ' a x e s  c i  , i e s s o u s  :

; ,

a u e c  s ;  j  é t a n L  l e  d é v i a t e u r

l e  c r i t è r e  d e  H I L L  s ' é c r i L  :

ç ?

-  S " " )

( s * *  *  s " r )

= . Æ  s * ,

d e  c o n t r a i n t e s .  d a n s  I e

( 3 ? )

c a s  d e  c s n L r a i n L e s  p l a n e s

I

= - -=  (s , . *
i?

l3*
I

= - v ' 2G ?

c a

c ?

- - T

xa

iz i1
_+_
va z"

(38)

c a s  o u F = G f r o  = t r s e )q u i  r e p r é s e n L e I ' é q u a t i o n  d ' u n e  e l  t  i p s o l d e  p o u r  t e
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f i S  1 g :  É v o l u t i o n  d e s  s u r f a c e s  d e  c h a r g e s  d a n s  l e s  Ë  z o n E s ,

F - * - - - l  a - -  :  / :  - -  \  - r  rr a p p r r L € e s  a  L û r , ' f , 2 . ,  e L  t e s  t r a j e t s  d e  c h a r g e m e n t s

'  F o u r  l e s  3  u a l e u r s  d e  R o .
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a u e c - = ( F +
xa

1 3
- = - ( F
V ? ?

i
..- n

= r -  
'

P o u r  I e  c a s  d e  l ' e x p a n s i o n  é q u i U i a x é e ,  o n  t r a c e  I ' i n L e r s e c t i o n  d e s  d i f f é r e n t e s

s u r f a c e s  d e  c h a r g e s  â v e c  I e s  d i f f é r e n t s  p l a n s  ( a r , c r ) ,  ( a r , c r )  e L  ( c , , r . ) .

R e m e r q u o n s  q u e  l a  c o u r b u r e  E u  p o i n L  d e  c h a r g e  r e s L e  I a  m ê r , e  q u e l q u e  s o i t  r r .
r - - -  r ^  - r - -  , )  I  t  r \u E r s  r s  p r é r .  \ u l , u " - / ,  r q  u u  u c  c 0 € f f i c i e n t  n ' i n t e r u i e n t  p a s  e L  n e  j c u e  a u c u n

r ô l e  ( F i g u r e  1 9 ) .  P a r  c o n l r e  l a  c o u r b u r e  a u g n e n t e  a v e c  r d s  C e n s  l e  p l a n  ( ; r , ; r )

( F i g u r e s  1 6 ,  1 7 , 1 8 ) .  S u i -  c e s  I i g n e s  I e  c h e m i n  d e  c h a r g e m e n L  d a n s  I a  z c n e  Ê  e s t

u n  c h e m i n  b i a i : é  s g m É t r i q u e  ( p  =  1 ) ,  3  u a l e u r s  C e  r r c  s c n t  c o n s i . d é r é e s  ( 1 ,  2 . 5

e L  5 ) .  O n  c c n s t a t e  l ' a u g n e n t a t i o n  , l e  c o u r b u r e  e u x  p o i n t ,  o u  i ,  
" t  

i ,  s c n L  n u l s

q u a n d  r o  =  a u g n e n t e  ( F i g u r e  1 6 ,  1 7 ,  1 3 ) .

D a n s  l a  z o n e  B ,  l e  c h e r n i n  . j e  ' j é f  c r r n a L i o n  s ' é l o i g n e  d u  c h e r n i n  i n p o s é  e n  Ê .  I  I  v a

C e  l a , j É t ' s i ' n a t i o n  b i a i : é e  s g r i é t i - i q u e , ; e i ' s  L a , i é i c r n e L i c n  F l ; n e .  C e  c h e n g e r u e n L  C e

c h e m i n  e s t  f  a v s r i  s é  p E r  u n Ê  f  o r t e  c o u r b u r e  I  o c a l e  , i e  I a  s u i ' F a c e  d e  c h a i - a e .  D o n c

q i i a n d  r o .  e u g n e n t e  ! . e  m a t é r i a u  e s t  p l u s  i n s t a b l e ,  c û T î n e  û n  l e  c c n s t o L e  s u r  l a

i ' i  q u r e  1 5  [  e 1  ]  .

b - i  t s - t r e L J - r o t a t  i  s n

G + 4H)/?

+ G )

û J P r i n c i p e  i '  c b j e c t l , , , i t é  |  1 5 1

é q u a t  i  o n s  q u i  t r a d u i  s e n t  I e  c o r n p o r t n e n t  d u m a L é r i a u  d o  i  v e n t  ê t r e

F a r  l ' é q u a L i o n  Ii n u a r i a n l e s  L a r s , i e  L o u t  c h a n - q e m e n L  r é f é r e n L i e I , i é c r i L

o ù  x ( t )  e t  x '

r e s p e c t  i v e n e n t

+ +
: < ' ( L )  =  C ( t )  +

( L )  s c n t  l e s  p o s  i  t  i  o n s

d a n s  l ' a n c i e n  e L  I e

+
t l ( L )  x

à  t ' i n s t a n t  L

(  s9)

d ' u n e  p a r L i c u l e  n a L é r i e l  I e

n o u u e a u  r é f é r e n L i e l  ,  C ( t  )  d é f i n i t  l a

t r a n s l a L i o n ,  e t  G ( L )  l a  r o t a L i o n  c r f h o g o n a l . e  i

A ( t ) . Q r ( t )  =  Q T ( L ) .  O ( L )  =  1

0 r  ( L )  e s L  l e  t r a n s p o s é  d e  O ( L )

o b t e n i r  I a  r e l a t i o n  s u i v a n L e ,  e u ' o n  E u r a  b e s o i nc e  q u r  n t r u s  p € r n e L  d '



,  + .  -  + ,  r r ] - \
\ o " I  

=  [ c ( t )  F ] ( d * )=  F ' ( ax i

, i ' cù  F '  =  t ( L )  F  (12>

f n  L e n s e u r  T  i i 1  2 r n e  c r , i i - e  e s L  f r i l  c b j e c L i i  s ' i  t  s e  L i - a n s f  û r i - , r e  c o i r ' n :  s u i L  :

T '  =  0 ( L ) .  T  û î ( L ) .  < 1 1 >

O O t + 0 0 1 = @

s o i L  F  I e  L e n s e u r ,  E r a d i e n L  d e  d é f o r m a L i o n .  U n e  p a r L i c u l e  m a L é r i e l I €  a  p 0 u r

p o s i L i o n  i n i L i a l e  ; ' i ;  ( c o o r , j o n n é e s  I a g i ' a n g i e n n e s )  e L  p o u r  p o s i L i o n  a c I u e l l e  x ;

( c o o r d o n n é e s  e u l é r i e n n e s )  o n  a ;

+ +
( d x )  =  F ( d ; i )

+ t +
( , i :<)  = F '  ( ' i l i )

+ +
c ù  ( C i )  C é s i g r e  l e , . , e c L e u r  c o c : - , j o n n é e s  d e  d x  d a n s  i ' a n c i e n  r e p è r e . , p u i s q u e  :

+ +
( ' i x ) '  =  0 ( L ) . ( d i : )

- -  ^ L r :  ^ * t
U I I  U U L I E I i L

S c i L  L  L e n s e u r  - s r a , f  i e n L  , j e  t ; i L e s s e  q u i  e s L  ' j é f  i n i  p e r  :

---+ --+
( d i : )  =  F ( d X )

. + +
=  F F - t  ( ' j x )  =  L ( ' j i : )

: ,
r rCnC  L  =  l -  l -  '

o r  ; '  =  à r  +  r - l È  e L  F ' - t  -  F - 1 e - t

d ' c ù  L '  =  0 . L  Q t  +  Ê  ( 4 ? . >

i ' c r - m e  q u i  n i c n L r e  I a  n o n  o b j e c L i , . r i L é  ' j u  L e n s e u i -  L .  f i  =  û C t  e s t  u n  t e n s e u r

= r l  i  c r r n S l r ;  ' , ' o  ^ p p e l é  L e n s e u r  r . r i L e s s e  C e  r o L a L i c n  , i u  n s u , . , e a u  r é f é r e n L i e I  F r a r
5 " r . - L Â  !  j u v  u

- - - - ^ - r  \  r  '  - - . - i e n .  : j i  o n  , 3 é c o m p o s e  L  e n  p a t r L i e s  s g r n é L r i q u e  e L  a n L i s g m É L r i q u e ,r o P P U t  L  É  r  q r i L

o n  a  a i n s i  l e  L e n s e u r  L a u x , l e  d é f o r m a t i o n  D  e L  1 e  L e n s e u r  L a u x  d e  r o L a L i o n  u r  q u i

s e  L r a n s f o r m e n L  e n  D ' e L  u ' p a r  I e s  r e l a L i o n s  s u i v s n L e s  :



D '  =  0 . D  O t

u l  ,  =  0 u 0 r  +  â  ( 4 3 )

c n  r € n a r q u e  a i n s i  i ' o b j e c L i , . , i L é  , i e  D  q u i  F e u L  Ê t r e  u t i l i s é  d a n s  C e s  l o i s  C e

c o m p o r L e n e n L  c c n L r a i r e m e n L  à  u .

b )  D É r i u a t i  o n  o b i e c t i u e .

S o i  L  T  u n  L e n s e u i -  o b i e c L i  f  e L  q u i  p , i r  c o n s é q u e n L  s e  L r a n s f  o r n e  e n  T '  p a r  :

I  '  -  r ' lTt- l i|  -  u r e

1 a  d é r i u é e  p a r  n a p p o r L  a u  L e m p s  d e  T '  s ' é c r i  L  :

= O T G r  +  A 1 '  -  T '  i 1  ( 1 4 )

- - , , -  - i - . - i  q u e  l a  C é r i , - , é e  p , : r  i - ê p F G r L  E u  L e u * , p s  û ' u n  L e n s e u r  o b j e c L i  ir - r i t  l = , i i É L l u c  s r l l è

n ' e s L  p E !  u i . l  L e n s e u r  c b j e c l i f ,  r e  q u i  F c s e  i j n  p r c t ' 1 ë n - =  é n c i n e  F t i . r i -  L ' é c r i L u r e

, j e s  I o i s  C e  c r n p r r L e n e n L s  i a i s a n L  i n L e r , . , e n i r -  , j e s  ô é i - i , ' ' é e s  L e n p c i - e l l e s .  F c u i -

- a - - , : - -  - -  - - - r - , . l è - m =  c ' e s i - à - o ! r e  p c u i -  a , ; o i r  d e s  d é r i i , é e s  c b j e c L i u e s ,  c n  e s i
!  t r : : U ! i U !  E  t - a  

l t L  u L l

e m é n é  à  É l i n i n e r  d e s  r o L a L i o n s  F a i - a s i L e s  € ; 1  d é r i . v a n L  l e  L e n s e u r -  T  d a n s  u n

r e , = è i - e  F l u =  c u  n o i n s  t i É  à  l a  n a l i è i - e .  '

c  )  D É r  i  u é e  d e  J a u m a n n  .

L e  F r i n c i F e  e s t  C e  c l . . - = r c h e r  u n  r - € F è r e  I  i é  à  I a  n E L i è r e  P E r  r a . û F u î i - L  a u q u e l

I a , j é r i v a L i c n ,  d ' u n  L e n s e u r  o b j e c L i f ,  s c i L  e I I e  m â n e  o b J e c L i u e  c ' e s L - à - ' j i r e  :

9 9

i '  =  n i n t  ( { 5 )
9

a r . , e c  i  l a  C é r i v é e , l u  t e n s e u r  T  d a n s  l e  r e p è r e  i n d i q u é .  P o u r  t r o u v e r  c e  r e p è r e  à

p a r l i r  d u  r e p è r e  d e  r é f é r e n c e  s u p p o s o n s  q u e  l a  s o m r n e  d e s  d e u x  d e r n i e r s  L e r i n e s  d e

I a  r e l a L i o n  ( 4 4 )  s o i L  n u l l e ,

c ' e s t - à - d i r e Ê T ' ,  -  T ' , â  =  O

à  p a r t i r  d e  ( { 3 )  o n  o b t i e n L  .

i '  =(cro ' ) '

t t ' O  =  0 r , r  +  ô



d '  o ù n  -  , " ô  -  ô r . r

I e  L r a n s p o s é  ô t  d e  ô ,  s a c h s n L  q u e  u r r  -  -  t d , ,  s ' é c r i l  :

O r  =  _  G t  t t ,  +  u . 0 1

e n  r e n p l a ç a n L  Q  e L  Q r  d a n s  ( 1 1 >  o n  o b L i e n L  :

i '  -  u ' T '  +  T ' u r '  =  A ( i  -  r , r . T  +  T u r ) G t

v v
T '  -  n T  a r tI  -  U r . U

\ : Û  /

( 1 7  )

é c r i L u r e  q u i  i r i e L  € n  é u i , i e n c e  l a  L r a n s f o r m a L i o n  c b i e c L i , . , e  , : e  L a  C é r i u é e  ' i ' u n

L ; n s e u r -  o b j e c i , i f , , i e n s  u n  t e I  r e p è i - e ,  e p F e l é  r e p è i - e  c ! - r , - : i a L i o n n e l ,  I i é  à  i a

p a r L i c u l . e  e g e n L  c s n n s  r . r i t e s s e  a ; ' i - E u l a i r e  l e  L e : - i  s € L i r  r - , i L e s = e  C e  r " - ' r a L i c n  u .

l \  n a - ! . . - 1 9 - -
I t ,  u t r i  I  v É  L  I  u r t  I J t  u l J l  E  .

I l  e x i s L e  u n e  a u L r e  l a ç o n  d ' a , . , c i r  u n =  C é r i , . i a L i c n  o b j e c L i , ; e  e n  f a i s ; n L  a F p e I

É  i a  Ë e c G i r t r s i . L i c r , j ; r  g : - a ' i i e n i , i É i c r ; ; L i c n  F  q u i : ' É c r - 1 i  ;

-  -  - ! l l  -  l l f l

. = : . r e ç  ! - l  - = l  r , r  l € s  L e n s = u r s  , i é i c r n a L i ! n s  t r " r € s  i r c i L  : t  g a u c h - = ,  F i  e s l  l e  i e r s = u i '

- ^ r  - r  i  ^ -  - - t 1 - r - c n a i ,  q l l i  r é g i L  I a  r o t e L i o n  , j u  r € p è r e  i r a L é r i e l  e p p e l é  r e p è r :I U L d L i U l l ,  U I  L l l ! 5  U l l q I ,  q U r  l E g l L  ! q  I  u L ù L r u r | J U

-  ' - : -  ' 1 ; r - ! L  l e  L e n s e u i -  L r i L e s = e  ' i e : - c L a L i o n  ' i e  c e  r ê i é r e n L i e l  p : i -  r ; . E F û i - Lu l  u u l  E ,  u i l  u t r l  l r l

a u  r é r é r e n L i e l  l a g r a n g i e n  p a r  n  =  Ë l F l , t ,  e L  l a  C é r i v é e  e n  i - c t a l i o n  p r o p r e  e s L

' j é F i n i é  p e i -  T "  =  i  -  ç 7 T  +  T a .

F l e r u e r q u c n s  q l i ' o n  p e u L  n i e L L r e  l e s  , j e u x  ' i é r i u é e s  F r é c é ' i e n L e s  s c u s  l a  f  c i - n e  ;

T ' '  -  T  -  Q ' T  +  T Q *

T ' é L a n L  I a , i é r i u é e  o b j e c L i u e  d u  L e n s e u r  T

- . r  ^ - l  I  -  I  - - - - . .) r  ç è  L  ! E  u = r r r = u I -  , . l i L e s s e  C e  r o L a L i o n

f ) '  s ' i ' i e n L i f  i e  a , - , e c  u  d s n s  l e  c a s  d e  I a  d É r i v a t i o n  d e  . , l e u m a n n  e L  a v e c  Q  , i a n s  I e

c a s  d e  l a  d é r i u a l i o n  p r o p t r e .



\
e )  U n e  f a m l  I  I  e  d e  d é r i v a t l o n s  o b J e c t i v e s '  t 1 5 l

L e  L e n s e u n  g r a n d i e n L  , i e s  v i  L e s s e s  e s L  d o n n é  p a r  :

L = F F - r = À R r + R U U - t R t

avec F = FiU

L s  F a r L i e  a n L i s u r n é L n i q u e  d e  L  n c u s  d o n n e  I e  L e n s e u i -  v i L e s s e  ' i e  r o L a L i o n  r , t

I

L J  =  -  ( L  -  L T )
â

= RR,  *  1R, r r - r  -  u - 'ù )P, '
)

" u = .  
É i i t  =  Q  e s L  I e  L e n s e u r  u i  L e s s e  d e  r o t a L i  o n  p r o F r e .

i - r r  i é i i . n i L  u n e  È a u r i l l e , j e  è 3 r i ' t ê s  o b j e c L i r , ' e s  e n  p o s a n L  :

u .
ç ) ,  =  L r  _  _  R  (UU- l  _  | - t ! - t )F :  t  a , , r ec  i , l  L  v  L  7 .

L

s i  i ,  =  o E:- l  .3  ( . i '  -  ; j ,  cn i -€ Lrsut- ,e I .= cas ce i  a  ' ié i - i , ;ée ce . - . launan; ' l  .

s i  v  =  1  o n  a  Ç 2 *  -  A ,  c ' e s L  I e  c a s  , j e  t a  d é r i , - r é e  e n  r o L a L i o n  p r c p n e .

L = , 1 é r i ' - , é e  c b j = c L i , , r =  T * , j e  T , j a n =  L e  r e F è r e  a l o n L  f ? '  i c u r  r - ; i L e s E E  C - =  r c L a L i c r

^ ,  ^ L ! :  - - t
5  U U L I Ë t i L  U O !

T"  =  i  -  ç2 'T  +  Tç "
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? )  Ê p p l  I  c a t l  o n  a u  p r o b l  è m e  d '  I  n s t a b l  I  I  t é

a )  C i  s a i  I  l e m e n L  s  i m P  l e  i

p o u r  b i e n  c o m p r e n d r e  I ' u L  i  l  i  s a L  i  o n  d u

u a  é L u d i e r  d ' a b o r d  l e  c i s a i  I  I e r n e n L  s i m p l e .

D a n s  l e  c a d r e  d u  n o d è l e  l l - X ,  l a  b a n d e

s o u m i s Ê  a u  c i s a i l l e r n e n L  s i m P I e '

t i s  2 O  :  c i s a i l l e n e n L  s i m p l e

r é f é r e n L  i e l  L o u r n a n L  o n

d e  s o u s  é p a i s s e u t r  s e r a

L a  p o s i L i o n  d ' u n e  p a r t i c u l e  à  I ' i n s l a n L

p o s i L i o n  i n i t i a l e  ( X r , X 2 , X 3 )de  sa

L  e s L  d o n n é e e n  f o n c L  i  o n
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l l r  - x r  +

x : = X r

X s = X r

f1 ' (o
I

l a r@
I
L O O l

g r a d i e n L  d e s  v i L e

r  a  i '  0 l

r=l n s tl
L . a D l

c b L i e n L  I e  t e n s e u r  v i L e s s e

d e  r o L a L i o n  t J .

I  1 , 2

( 4 8 )

( 4 3 )

L J I  J

( 5 2 )

I e  r e p è r e  R .  L e  L e n s e u n  g r a d i e n L  d e

|  -  r É - l

d e  d é  f  o r n a L  i  o n D  e L  1 e  L e n s e u r

( x , , x r , x = )

d é f o r m a L  i  o n  s ' é c r i  L

- !  I  -
C L  I E

F _

t  - - ^ ^ . . . -

L ' E  t É  U t l

. . :  !  - - ^ ^r /  I  L E  >  5 C

( L + L  t  )

( L - L t  )

( x , , x r )  l e  r e p è r e  o b t e n u

+ - +
u (R/R)  =  i /2  x t

o e r r n l L

a l  o r s  :

> E  5

I

u - -
)

t -  0  i /?  0 I
r=  l t tzo  a  I

L O  A  A  J

1

t t  -

c

r O -(/? O I
r^ i - l - i teoa l

La a  o  J

D p a r  l a  r o L a L i o ns o i L
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r o L a L i c n  d u  r e p è r e  R  p a r  r a p p o r t  à  R

L a  n a L r i c e  0

l J q t

r l g  c r  :

q u i  d é Ê i n i L  I a  r o t a t i o n  d e  R  p a r  r a p p o r L

I

c o s T , / â  s i n r / 2

-sin-t  /2 cos' t ' , /2

aÇ)

R  e s L  d o n n é e

' l
'l

1J

-fo=L
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b ) \  P r s b l e m e  à  d e u x  z o n e s

f i g  2 2  :  t ô l e  f o r m é e  d e  d e u x  z o n e s  :

-  z o n e  h o m o g è n e  Ê  d ' é p a i s s e u r  h n

-  B a n d e  d e  s o u s  é p a i s s e u r ,  a p p e l é e  z o n e  B ,

d ' é p a i s s e u r  h B

D a n s  l a  z o n e  Ê ,  l e  r e p è r e  R  e s L  c o n f o n d u  a v e c  l e  r e p è r e  R  c a r  l e

c i s a i l l e n e n L  i  e s L  n u l  d a n s  c e L L e  z o n e .

D a n s  l a  b a n d e  B  o n  c h o i s i L  l e  r e p è r e  â  i n i f i r t  c o n f o n d u  a v e c  l e  r e p è r e

R ( x t , x r , x r ) .  L e  r e p è r e  R '  ( n , t )  e s t  l i é  à  l a  b a n d e  e t  L o u r n e  a v e c

c e l l e - c i  ( f i g  2 3 ) . S o i L  V  l ' a n g l e  d e  r o L a L i o n  d e  l a  b a n d e ,  o u  d e  R '

,An



s o i L  Ë  I e  r e p è n e  o b L e n u - P a r
r o L a t i o n  i n L a n t a n é e  d e  R  P a r

I a  r o L a L  i  o n  c o r o L a L  i  o n n e  I  l e
r a p p o r l  à  R '  e s L  d o n n é  P a r

d e  R ' , I e v e  c L  e u r

ô r  = ( i / ? )

0 n  d é f i n i t  l e s  a n g l e s  c  e L  F  P a r  :

o  =  ( x ,  , n )

c r  =  ( x r , x r )

x 3

bande

.-
' D l

t  .  
- 9  

t
J l L x ' I

' t

f  i s  2 3  : r e p r é s e n t a L i o n  d e s  d i f f é r e n L s  r e p è r e s  d a n s  l a
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o n  a  e  = ( - ' r l 2 )  +  v 0

car

e = - i /2

e L  à  l ' i n s L a n L  i n i t i - f "  Â  e s L  c o n f o n d u  a u e c  R , d o n c  ;

e = ç l s

t l u  e s L  I ' i n c l i n a i s o n  i n i t i a l e  d e  I a  b a n d e .

D a n s  I a  b a n d e  l e  m a t é r i a u  s u b i  L  u n  c i  s a i  I  I e r n e n [ .

O n  s u p p o s e  c o m m e  F . S I D O R O F  e L  Ê . D O U G U I  Q n  q u e  I e  r e p è r e
;

p r i n c i p a l  d ' o r L h o L r o p i e  d u  r n a L é r i a u  s u b i L  u n e  r o L a l i o n .  0 n  s e  r e s t r e i n L

i c i  a u  c a s  d ' u n e  r o L a L i o n  c o i - a L a L i o n n e l l e .

E n  L o u L e  r i g u e u r  l ' c r L h c L r o p i e  d u  m a L é r i a u  e s L  p e r L u r b é e

L o r s q u ' o n  f a i L  u n  e s s a i  h o r s  a x e s .  L ' h u p o L h è s e  f a i L e  i c i  e s L  d o n c . c o n m €

e n  1 " 7 1 ,  a s s e z  g r o s s i è r e .

t

Ê  l a  d i f f é r e n c e  d u  c a s  o ù  o n  n e  L i e n l  p a s  c o n r p l e  d e  l a  r o L a l i s n ,

i c i  L c u L e s  I e s  e n L i L é s  r e l a L i v e s  à  I a  z o n e  B  s e r o n l  e x p r i m é e s  d a n s  c e

n o u u e a u  r e p è r e ,  a i n s i  o n  o b L i e n L  l e s  L e n s e u r s  6 R n , 6 F . , D ? .

q u ' o n  u t i l i s e  p o u n  l ' é c r i L u r e  d e s  r e l a L i o n s  d ' é q u i L i b r e  e L  d e

c o m p a L i b i l i L é

o B n  =  ô r  r  c o s e ê  +  i r t  s i n e e  +  ? i t a  c o s ê  s i n ê

o H t  = ( o r " - c , ,  )  c o s ê  s i n e  +  c r ,  ( c o s a e -  s i n ? e )

D E .  =  0 , ,  s i n e e  +  D r .  c o s ? e  -  2 D r 2  c o s e  s i n e

a v e c  D t  t ,  D r r , D , 2  s o n L  I e s  é l é m e n L s  d u  L e n s e u r  v i t e s s e  d e  d é f o r m a t i o n

d a n s  l e  r e p è n e  c o r o t a t  i  o n n e  I  .
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t )  R é s u l t a t S  e t  l n t e r p r é t a t l o n s

p o u r  m e L t r e  e n  é v i d e n c e  l ' e f f e L  d e  l a  r o t a L i o n  o n  a

L r a c é  I e s  c o u r b e s  l i m i L e s  d e  f o r m a g e  ( 0 i s  2 4 )

D a n s  I e  d c m a i n e  d e  l ' e r p a n s i o n  o ù  i l  a p p a n a i L  q u e  l a

r o L a L i o n  d e  l a  b a n d e  e s L  n é g L i g e a b l e , l e  n i u e a u  d e s  c o u r b e s  l i m i t e s  d e

f o r m a g e  n e  c h a n g e  p a s .  P a r  c o n L r e  d a n s  I e  d o m a i n e  d u  r é L r e i n L  ( p ) 0 ) ,

o ù  I e  m o d e  d ' i n s L a b i I i L é  s e  f a i L  p l u L ô L  p a r  c i s a i l l e m e n t  ( a n n e x e  3 ) , I e s

c o u r b e s  q u i  é L a i e n L  c o n f o n d u e s  p o u r  d i f f é r e n L e s  v a l e u n s  d e  r r s ,  s i  0 n  n e

L i e n L  p a s  c 0 m p L e  d e  l a  r o L a l i o n  d u  r e p è r e  p r i n c i p a l  d ' a n i s o L r o p i e  p a n

r a p p o r L  à  I a  b a n d e ,  n e  s o n L  p l u s  c o n f o n d u i J q u a n d  l a  r o L a L i o n  e s L  p r i s e

e n  c 0 m p t € .

L e  n i v e a u  d e s  C . L . F  d i n r i n u e  q u a n d  o n  a u g m e n L e  n o = .

Ê  f i n  d e  r e p r é s e n L e n  c l a i r e n e n t  l a  r o L a L i o n  d e s  s u r f a c e , s  d e  c h a r g e , o n  a

é L a b l  i  u n  I o g i c i e l  q u i  p e E - r n e L  d e  L r a c e r  u n e  e I  I  i p s o î d e  q u e l c o n q u e  e n

p e r s p e c L i v e

E n  c h o i s i s s a n L  c o m m e  p l a n  d e  p r o j e c L i o n ,  I e  p l a n  ( g r , U a )

d e  n o r m a l e  ( 1 , 1 , 1 )  r a p p o r t é  a u  r e p è r e  ( ; r , ; " , ; )  ( é q u a t i o n  3 ? ) ,  o n  L r a c e

I a  p r o j e c L i o n  c i - d e s s u s ,  e n  p t r e n a n L  c o m p L e  d e  l a  r o L a L i o n  ( f i g  z s a )  e t

e n  l a  n é s l i g e a n L  ( f i g  2 5 b ) .

L ' é v o l u [ i o n  d u  L r a j e L  d e  c h a r g e m e n L  d a n s  l e s  d e u x  c a s ,  n o u s  p e r r n e l  d e

v o i r  I ' é v o l u t i o n  d e  c e L L e  s u r f a c e  q u i  s e  L r a d u i L  p a n  u n e  F o L a I i o n .
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n = '22

t i s  2 4  I  i n f l u e n c e  d e  R " .

L e n a n L  c o m P L e  d e

d ' o r L h o t r o P e  d a n s

s u r  l e  n i v e a u  d e s  C ' L . F .  L r a c é e s

l a  r o L a t i o n  d e s  a x e s  P r i n c i P a u x

l a  b a n d e .

(o)

(b)

(c )
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1
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D / q

1
L ,
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E t l
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t

REO I  \  - - J

' a - . ^
î =  i i t  .
r r ,  r  u i L

n : .  l a

I
t - .-l

f i s  2 5 ( a )  :  s u r f a c e

L r a j e L

I e  p l a n

( 1  , 1 , 1 )

de  cha rge  dans  Ia

d e  c h a r g e m e n L .

d e  p r o j e c L i o n  e s L

r a p p o r L é  a u x  a x e s

b a n d e  e n  p e r s p e c l i v e  e L  l e

p l a n  ( g ' u z )  d e  n o r m a l

c o n L r a i n L e s  ( à , , â r , à r )

l e

de

a x e s  p r i n c i p a u x  d ' a n i s o t r o p i e  e s t  n é g l i s é e  'l a  r o L a L i o n  d e s
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f i s  2 5 ( b )

____r

s u r f  a c e  , l e  c h a r g e  d e n s  I a  b a n d e  e n  p e r s p e c L  i v e  e L  l e

L r a j e l  d e  c h a r g e m e n t  '

I e  p l a n  d e  p r o j e c L i o n  e s L  l e  p l a n  ( u " g ' )  d e  n o r m a l

( 1 , 1 , 1 )  r a p p o r t :  u " *  a x e s  d e  c o n L r a i n L e s  ( i '  ' i ' ' ' i t )

l a  r o L a L i  o n  d e s  a i : € s  p r i n c i p a u > :  ' f  ' a n i  s o t r o p i e  e s L  r e s p e c L é e
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c .  L .  F .
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R e n a r q u e s

-  l a  c o m p a r a i  s o n  d e s  c o u r b e s  ( b r  ) ,  ( c ,  )  a v e c  l e s

c o u r b e s  ( b r ) , ( c " )  d e  l a  f i g  ( 2 6 )  n o u s  p e t r m e L  d e  c o n f i r m e r  l ' e f f e L

, l e s L a b i l i s a n L  d e  l a  c o u r b u r e .  E n  e f f e L  s i  o n  s e  c o n L e n L e  d e  d é c r i r e

I ' a n i s o t r o p i e  d u  m a L é r i a u  s e u l e n e n L  e n  f o n c L i o n  d e  r ,  I e s  s u r f a c e s  d e

c h a r g e s  q u i  s o n L  d e s  e I  I  i p s o Ï , i e s  d a n s  l e s  c a s  ( b r  )  e t  ( c t  ) ,  d e v i e n n e n L

d e s  s p h è r e s  [ ( b , ) , ( c " ) ] r o ù  l a  c o u r b u r e  e s L  c o n s L a n t e  q u e l q u e  s o i L  I e

L r a j e L  d e  c h a r g e m e n L .

D a n s  I e  c a s , l ' u n e  a n i s o L n o p i e  L r a n s v e r s e ,  I e  n i u e a u  d e s  c o u r b é s

l i m i t e s  n ' e s L  p a s  a f f e c L é  c o m n e  i t  s e  d e i L  p a r  l a  r o L a L i o n  é v e n L u e l l e  d u

r e p è r e  d ' a n  i  s o L r o p  i e  p a r  r a p p o r L  a u  i ' e p è r - e  d e  l a  b a n d e  .

9 )  Ê p p l i c a t i o n  a u  z i r c o n l u m  e t  a u  t i t a n e  :

I n t r o d u c t  i  o n  :

C e s  m a L é r i a u x  s o n L  I ' e n i e u  d ' i n L é r â L  i n d u s L r i e l -

L e  I i L a n e  e s L  L r è s  u L i t i s é  e n  a é r o n a u l i q u e  p o u t r  s a  f a i b l e

d e n s i t é  ( 4 . 5 g / c m s )  l a q u e l l e  e s L  a s s o c i é e  u n e  r é s i s t a n c e  m é c a n i q u e

é l e v é e .  L e  z i t r c o n i u m  e L  s e s  a l l i a g e s  s o n L  u L i l i s é s  c o m n e  é l é m e n L s  d e

q a i n a g e  d e s  c o m b u s L i b t e s  n u c l é a i r e s ,  p o u r  s a  f a i b l e  s e c L i o n  d e  c a p L u r e

p o u r  l e s  n e u L r o n s  t h e r m i q u e s  c e  q u i  l e  r e n , l  p l u s  i n L é r é s s a n L  q u e  I ' a c i e r

i n o x g d a b l e  ;  p n i n c i p a l  m a L é r i a u  p o u r  l a  s L r u c t u r e  d e s  r é a c t e u r s

n u c l é a i r e s .



a )  D o n n é e s  e x p É r l n e n t a l e s

L e s  p a r a n è L r e s  d ' a n i s o L r o P i e

c i - d e s s o u s  s o n L  d o n n é s  p a r  1 1 . J  p h i  I  i p p e  [ 2 5 ]

d ' é c r o u i  s s a g e  d e  s e n s  i b i  I  i  t é  à  l a  v  i  L e s s e  d e

c o n L r a i n L e s  s e u i  l s  i n i L i a l e s  s o n L  c a l c u l é e s  à

e > : p é r i n e n L a l e s  I i r é e s  d ' u n  0 u u r a g e  r u s s e  [ â 6 ]

r é s u m é s  d a n s  l e  L a b l e a u

l e s  c o e f f  i  c i e n L s

d é f o r m a L  i  o n  e L  I e s

p a r L i r  d e s  c o u r b e s

*
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rt
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( I rrun)

2.7 2 A 1 nq . L 5.3 5 .5



a ?

b )  R é s u l t a t s  :

E n - c o m b i n a n L  I e s  d o n n é e s  d e s  d e u x  t a b l e a u x  c i - d e s s u s ,  o n

L r a c e  I e s  C . L . F  d e s  d e u x  m a L é r i a u x  h e x a g o n a u x ,  e n  F a i s a n L  a p p e l  a u

n o d è l e , i e  l 1 â R C I f l l Ê K - K U C Z | I K I  a u e c  u n e  a n i s o L r o p i e  i n i L i a l e  d e  t g p e  H i l I .

L a  l o i  d e  c o m p o r L e m e n L  u L i t i s é e  e s L  l a  i o i  d ' é c n o u i s s a g e  i s o L r o p e

6  =  K Ê n € n

L e s  i ' i g u r e s  ( 2 ? )  e L  ( 3 8 )  r n o n t r e n L  l ' e f f e L  d u  c o e f f i c i e n L

d ' é c r o u i s s a g e  s u r  1 e  n i v € a u  e I  l a  f o r m e  d e s  C . L . F  d e  c e s  d e u x  m a L é r i a u x .

E n  F a s s a n L  d ' u n e  v a l e u r  f  o r L e  ' i e  n  à  u n e  v a l e u r  f  a i b l e ,  E n  a  u n e

n e L L e , l i m i n u t i o n  d u  n i v e a u  d e s  C . L . F  e L  u n  c h a n g e n e n L , l e  f o r m e  d a n s  l a

r é g  i  o n  d e  I  ' e x p a n  s  i  o n  .

c )  C o m p a r a l s o n  a u e c  l e s  r é s u l t a t s  e x p é r i n e n t a u x

S u r  l e s  f i g u r e s  ( 2 9 )  e L  ( 3 Ê )  n o u s  a v o n s  r e p o r L ê  I e s

r é s u l L a L s  e x p é r i m e n L a u x , i u  T i t a n e  e L  d u  Z i r c o n i u m  [ 2 5 ]  e L  l e s

dé f  o r rna t  i  ons  c r  i  L  i  ques  ca l  cu  lée  s  ave  c  I '  approche f1ÊRC I  N l  ÊCK-KUCZ I  NSKV .

t e  d é f  a u L  e s [  d e  d e u x  p o u r  c e n L  Q Z ) .

L e  m a n q u e  d e s  d o n n é e s  e x p é r i m e n L a l e s  c o n c e r n a n L  l e

c o e f P i c i e n t  d ' é c r o u i s s a g e  e L  d e  s e n s i b i  I  i L é  à  l a  v i L e s s e  d e  d é P o r m a L i o n

d e s  m a t é r i a u x  u L i t i s é s  d a n s  l ' e x p é r i e n c e  d e  m i s e  e n  f o r n e ,  n o u s  a

c o n d u i L  à  p r e n d r e  d e s  v a l e u r s  d u  c o e f f i c i e n I  n  q u i  r a p p r o c h e  l e s  c o u r b e s

c a l c u l é e s  e L  e x p é r i m e n L a l e s .



5<À

I I  e s L  à  n o L e r  q u e  l e  c o e f f i c i e n t  d ' é c r o u i s s a g e  n ,  d a n s

l a  f o r m u l a L i o n  d u  c o m p o r L e m e n L  p r o p o s é e ,  d é p e n d  d e s  p r é d é f o r m a t i o n

s u b i e s  p a r  I e  m a L é r i a u .

P o u r  l e  z i r c o n i u m  o n  o b L i e n L  u n e  e x c e l l e n L e  c o n c o r d a n c e

e n L r e  l e s  c o u r b e s  e x p é n i m e n L a l e s  e L  I e s  c o u r b e s  c a l c u l é e s  ( f i g ; 3 0 )

P c u r  l e  L i L a n e  o n  o b L i e n L  u n e  a s s e z  b o n n e  c o n c o r d a n c e .
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n

(o) .  38

(b) .  0B

(c)  .  0B

R0 RgO R45

t.2 2.8 2 '

r .2 2-B 2.

2.  2.  2.

i n f l u e n c a  d u  c o e f f i c i e n L

I a  f o r m e  d e s  C . L ' F '

l e  n i t , e e u  e L
ç i s  27  : : d ' é c r o u i  s s a g e



(o)

(b)  -

7'(c)
.2

d ' ê c r o u i  s s a g e  s u r l e  n i v e a u  e L

.2

i n f  l u e n c e  d u  c o e f  f  i c i e n L

I a  f o r m e  d e s  C ' L ' F '

n m R0 RgO R45

(o)  .  442 .073 ?.7 5 '  5  4 '  2

(b)  .03 .O73 2-7-  s .T-  4 '2
(bi ' .ba .073 4. 15 4.r5 4. 15

e i s  28  :
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e i s  2 9  : c o u r b e s  d e  f o r m a g e  d u  L i L a n e

a ) c o u r b e  c a l c u l é e

b ) c o u r b e  e x p é r i m e n L a l e ,  m é L h o d e  d ' I R S I D  [ 2 5 ]
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f  i g  : l B  :  c o u t r b e s  I  i m i L e s  ' l e  F o r m a g e  d u  z i r c o n l u r n

a )  c o u r b e  c a I  c u I é e

b ) c o u r b e  e x p é r i m e n L a l e  r n é L h o d e  d ' I R S I D  I e 5 ]



C H Ê P I T R E  I  I  I

E c r o u l s s a g e  I n d u i t

1 )  û b L e n L i e n  e t  r é s o l u L i o n  d e s  É q u a I i a n s

Ë )  E l r c  I  u L  i  c , n  d e  i  a  s u r f  e c e  ' i e  c h e r g e  .

. . r  , - u r i , y q r  s r r u r r  u € s  C . L . F  c t ' t e n u e s  à  F a r L l r  ' i e s  , i e u : ' :  l o i s

à '  É ' r r  n r r  i  c e : n e

. { ' r  r E ! . - L  J -  - - i  - I :  - -
1 )  T !  ! E L  U E  !  U L q L I U ; I



E C B O U I S S R G E  I N D U I T

1 )  O B T E N T I O N  E T  R E S O L U T I O N  D E S  E Q U Ê T I O N S

S H R I V Ê S T Ê , J Ê  Ê L  D L I B E V  [ 2 S ]  o n L  é t e n d u  I C  C T i t è T C  d C  H i I I  F O U T

u n  é c r c u i s s a g e  i n d u i L  e n  p a r a n è t r a n L  l e  d é p l a c e m e n L  d e  I a

s u r f a c e , j ' É c o u l e m e n L F ' a r l e L e n s e u r u ; - ; . D e s a u t e u r s c o n s i ' i è r e n t q u e

, i a n s  l e  p l a n  p r i n c i p a l  d e s  c c n L r a i n i e s ,  c e L L e  s u r f û c e  e s L  r é E i e  p a i '

1 ' é q u a L  i  o n  :

f =  [  { t - r ' H )  L , : , , - j - ] , ,  i 3  -  2 H  i c . = r - . 3 : r ) 3 +  ( F + H )  ( a r r -  l r r i =  i t " e  t :  i l

€ ' -  Ê  - . - f  s
i -  r  t r - L L -

E t r Ê c  j j i - i  =  , l i ; - r  -  Ë E g

i r  e = L  I e  , i É , - , i a L e u r  , i u  L e n s e u r  i J . û u a n l  à  n o u s  n c ' r s  a l l c n s  É ' : i - i i - e

I ' é q u a L i o n  ( 1 )  s o u s  u n e  f o i - r i i e  p l u s  g é n Ë r a l e  e n  t e n a n L  c c n p t e  C u  t e r r ' e  F

q u i  i n t e r v i e n L  , l a n s  I e s  c a l c u l s  I o r s q u e  I ' i n c l i n a i s o n  V  d e  I a  b a n d e  e s L

n o n  n u l  I e .

f =  [  ( G + H )  ( c , ,  - 1 3 , ,  ) a  -  2 H  ( s  z z -  f i z z ) ? +  ( F + H )  ( a r r - p r r ) ? +

Z P ( o ,  , - D r  r ) "  J "  a  ( 3 )



D a n s  l a  z o n e  Ê ,  o ù  I e  r e p è r e  p r i n c i p a l  d e s  c o n L r a i n t e s  e s t  c o n f o n d u

a v e c  l e  r e p è r e  p r i n c i p a l  d ' a n i s o L r o p i e ,  I a  l o i  d e  n o r m a l  i L É  n o u s

p € r m e L  d ' a v o i r :

û i ,  -  j l l t  = ( F  D i '  -  H  D î 3 ) Ê s l ( ( F G + G H + H F ) . \ Ê )

o l .  -  P 2 ,  = ( r 3  l i ,  -  H D ! , ) f  s /  ( ( F Ë + G H + I + F )  . i Ê )

n Ê  -  -  f n f r  4 n A  \q v g f -  D a  a  
-  \ u 1  |  |  u ) ^  t

D î ,  e t  D ! ,  s o n L  L e s  v i t e s s e s  d e  , i É f o r m a l i o n  i m p o s é e s  à  l a  p l a q i i e  e L

o i  j  s c n t  I e s  c o n t r a i n L e s  c c f r e s p o n , 3 a n L e s -  \ Ê  e s t  i l n  c o e f  i i c i e n t

d e  p i ' o F o r t  i  o n n a l  i  L é .

l a n s  I a  b a n , i e  ( z c n e  Ë . )  c n , f  i

û : r  -  F r ,  = ( F  D r ,  -  H  D , s ) f s l ( ( F G + G H + H F ) À B )

i " "  -  - , J r r . = ( G  6 2 ,  -  H D . . ) t ' 6 l ( ( F G + L è H + H F )  À B )

d , ,  -  F , ,  =  D , =  f e l ( ) . B P )

f u  d é s i g n e  I e s  d i m e n s i o n s  d e s  s u r f a c e s  d e  c h Ê r g e s  ' j e s  d e u x  z o n e s  q u i

r e s L e n t  c o n s t a n L e s .

L e s  e n L i t é s  o ; . ; ,  F t : ,  r e l a t i v e s  à  I a  z o n e  B ,  s c n L  e : < p r i m é e s  d a n s  I e

r e p è r e  p r i n c i p a l  d ' a n i s o t r o p i e  d e  I a  L ô l e .

L e s  r e l a t i o n s  d ' é q u i  I  i b r e  e t  . i e  c o r u p a l i b i  t  i  t é  e x F r i m É e s  ' i a n s  l e  r e p è r e

( n ,  L )  s ' é u r i u e n L  :



6 n n â  h A  =  6 n n B  h B

-  A  È â  -  . -  B  h Bv n t  r 1  -  s n t

D  .  â  =  D .  .  B- t  t  - t  t

ê i  r  â 1À  r g  v r o r i e n t a t i o n  d e  I a  b a n d e  r e p è r é e p a r  l e s  a x e s  ( n , t )

n o r r n a l  e t  t a n g e n t

C e s  é q u a L i o n s  n o u s  p e r n e t t e n t  d ' o b t e n i r  u n s U s L è m e  d ' é q u a L i o n  n o n

I i n é a i r e  ( a n n e x e 2 )  e n  D r  r ,  D a z  e L  D ,  z  q u

d e s  a p p r o x i m a t i o n s  s u c c e s s i u e s ,  s o i L  p a r

' o n  r é s o u d ,  s o i t  p a r  l a  m é t h o d e

l a  n é t h o d e  d e  N e u L o n .



2 )  E v o l u t l o n  d e  l a  s u r f a c e  { e  c h a r g e

D a n s  l e  c a d r e  d u  m o d è l e  d ' é c r o u i s s a g e  c i n é m a L i q u e ,  l ' é v o l u t i o n  d e  I a

s u r t - ' a c e ,  q u i  s e  L r a d u i l  p a r  u n  s i i n p l e  d ê p l a c e n e n L ,  e s L  r é g i e  F a r  l e s

é q u a L  i  o n s  s u i v a n L e s .

D a n s  I a  z o n e  Ê  o n  a  :

u i ;=801 . ; -Êeu f ;

d a n s  l a  z o n e  B  o n  a  :

Ê  e l  B  s c n t  , i e s  c c n s l a n l e s  q u i  c a i - a c t É i - i . s e n L  L e  n a t É r i a u  u L i l i s é ,  Ç

) L - i - -  -  r r * i u é e  n b i e c t i r _ , e .  r  - -  / - . . - L : ^ - -  C i f . f é r e n l i e l l . e s  ( : : â . 1 1 )u E S ! ! l r È  L t l i t r  u E r  -  -  - -  L - E s  E l i u Ê L l u l l >

- . . - - :  - a - ^  . l - - -  1 -  * - * l - ^  ( . '  . -  \  r n n F n n l r r  I  ^  - ^ - ; - - .
e . < P l L m È E S  U û I r 5  f C  I C P e l t r  | . X ! , ^ c , X z )  L U t t L U l l u i l .  t v t r r -  r E  I t r P s r E

F r i n c i p a l  o ' c i - L h o t r o F i e  , j a n s  I a  z o n e  f i  s c n L  :

n  -  i  -  I  . / lL ' !  I  
-  o l  I  

-  r t  /  r !

n  -  Â  -  i  t ' ru 2 2  -  - - 2 ?  -  L î t  L )

D r s  =  é = c  =  Ë o r / h o =

l a n s  l a  z o n e  B ,  o n  u t i l i s e  l e s  r i Ë n e  É q u a L i o n s .

L e s  é q u a t i o n s  ( 6 )  a s s o c i é e s  , 3 u x  é q u a L i o n s  ( ? )  f o r m e n L  u n  s g s t è n e

d ' é q u a L i o n s  d i f f é r e n t i e l l e s  q u ' o n  r é s o u d  p a r  l a  m é t h o d e  d e  R u n g e  K u L t a .

E L  o n  o b t i e n t  à  c h a q u e  i n s t a n t ,  l e s  d é f o r m a t i o n s ,  I e s  é p a i s s e u r s  e L  l e s

p o s  i  t  i  o n s  d e s  s u r f a c e s  d ' é c o u l e m e n t  d a n s  c h a q u e  z o n e  .



3 )  C o m s a r a l s o n  d e s  C . L . F  o b t e n u e s  à  p a r t i r e  d e s  d e u x  l o i s  d ' é c r o u l s s a g e

l a  c o n L r a i n L e  é q u i v a l e n t e  d a n s  l a  z o n e  h o m o g è n e  s ' é c r i L  :

t i  =  [ F 6 2 ? a  +  6 6 ? ,  +  H  ( a r r - 6 r r ) '  +  ? P  a ! r ] t " ( 8 )

e L  l a  v i  L e s s e

L ' é v o l u t i o n  d e s  p a r a m è t r e s

s u r f a c e  d ' é c o u l e m e n L  d a n s

m a t i o n  é q u i v a i e n t e  e s L  d o n n é e  p e r

+ H )  é !  ,  +  H ê , ,  j e  +  [  ( G + H ) é  2 ' + t s è 1  1  ) ?  +

' t  I  z a

- . e  ( F 0 + G H + H F ) a  |  / ( F G + 6 H + H F )' l

I  ^  :  a  è  ^ -
U E  U E I  U I

^  - l ^ f  f î
L  - 1 L A I  \ T

t

(r €,r ( 3 )

P c u r  I e  t r a j e L  d e  c h a r g e m e n L  p  =  O  c ù  I ' i n c l i n a i s o n  d e  l a  b a n ' i e  v  e s t

n u I I e , l a  c o n L r a i n L e  c . ,  
"  

e t  I a  i , i t e s s e  ' j e  d é f  a r ; i r a L i o n  c *  s c n L  n u l l e s

I ' é c r o u i s s a g e  i n d u i L  n o u s  d o n n e  ( é q u a L i o n  5 )

6 t t  =  l J r r  + [ t : F + H )  È , t  +  H é " r ) r o / [ ( F G + ' i H + H F ) À ]

f l n l

6 2 2  =  j S r z  + [  ( G + H )  è ? , +  H è ,  ,  l f  ,  / [  ( F G + r i H + H F ) ]  l

û :  r  e t  u r z  e u i  r e p r é s e n l e n L  I a  p o s i L i o n  d e  l a

I ' e s p a c e  d e s  c o n t r a i n t e s  e s t  d o n n é e  p a r  :

â , ,  =  B é , ,  -  É i Ë u *

4 ? 2  =  E Ë , 2 ?  -  H € C t l ? ( i 1 )

E n  r e m p  l a ç a n L p a r  s a  v a l e u r  ( 9 ) ,  l a p r e r n i è r e  é q u a t  i  o n  d e  ( 1 D  d e v i e n t

& , ,  =  
" . r r  [ B  -  a '  Q ] (  1 2 )



aue c

O  =  [  ( G ( F + H ) + H p ) e  + F ( ( G + H ) p + H ) ? + H ( F - G p ) z  ) t  
/ " / [ F C + G H + H F  

]

E n  i n t é - o r a n t  ( 1 â )  o n  o b t i e n t  i

û r r = B [ l - e x p ( - Ê ; ) ] / Ê O

e t  û 2 a  =  p û 1 1

n t

J  e s t  l a , l é f o r n a t i o n  é q u i u a l e n t e  |  =  i  Ë  ( t ) , i r
I' J O

s i  o n  r e m p l a c e  e ( ! 1  e L  c ( 2 2  P a r  l e u r s  u a l e u r s  d a n s  l e s  é q u a t i o n s  ( 1 0 ) , e n

u L i l i s a n L  l ' e q u a l i o n  Q )  o n  o b t i e n l  :

r r ,  =  [  f a  C + B ( 2 + p )  ( 1 - e x p ( - Ê € )  )  / f r ) / A

f  1  ^ \

î  z z  =  [  f u D + B ( 2 p + 1 )  ( t - e x p ( - Ê s )  )  / Ê ] / e

ave  c

t  = ( ( F + H )  + p H ) / ( F G  + G H + H F )

/  t  E - r

D  = ( ( G + H ) p  +  H ) / ( F G + G H + H F )

e L  f i n a l e m e n L  I a  c o n L r a i n t e  é q u i u a l e n t e  s i  o n  s u p p o s e  q u e  F = H '  ô  s ' é c r i L  :

|  = ( f / l 7 g ) r t e  I  f e +  B  ( 1 - e x p ( - Ê € )  ) / Ê ] / o

r e l a t i o n  i d e n t i q u e  à  c e I I e  d e  I a  l o i  d e  v o c e ,  u L i I i s é e  p a r  G . F E R R O N  e L

f1 .  f lL I  HA TOUÊT t  [  6 ,7  ]

a  =  s [  l -c rexp  (FË)  ]



0 ù  û  e t . 9  s o n t  c a r a c t é r i s t i q u e s  d e s  n a L é r i a u x .

S i  o n  c o n s i d è r e  u n e  a n i s o L r o p i e  p o u r  I a q u e I  I e  r e  =  r g s  = 1 ,  o n  r e t r o u u e

I a  c c n L r a i n t e  é q u i v a l e n t e  d o n n é e  p a r  D . D U D Z I I ' . I S K l  e t  Ê . f 1 t t L I t . l Ê r R I  l ? ? l

c  =  Ê o  +  [ 1 - e x p ( - Ê e ) ) ' j P / " A

P o u r  c a r a c L é r i s e r  e n L  i è r e m e n L  I e  m ; L é r i a u ,  o n  s e  ' i o n n e  I e s  p . : r a m è L r e s

s u i u a n t s :

l . ^
l n

I

5 t Ê  |

I i 6s fiFâ 35 f1PÊ |

0 n  c o m p a r e  m a i n t e n a n L  I e  m a t  é r i . a u  c i - ' j e s s u s ,  F r é s e n t e n t  u n  é c r c u i  s s a q g e

c i n é n a t i q u e ,  a u € c  u l ' r  i r i a t é r i a u  p r é s e n t a n L  u n  é c r o u i s s a E e  i s c t r o F e  ' j é c r i L

F E r  l ' É a - r a t i o n  ( 1 L ; 1  .  L a  i i E u r e  ( : r â i  * c n L i - e  q u e  l e s  C . L . F  L r a c É e s  à

l ' a i ' j e  d u  m o C è l e  d ' é c r o u i s s a g e  i s a L r - o F , e  e I  I e  m o , i è t e  d ' é c r o u i s s a g e

c i n É m a i i q u e  i n d u i L  c n L  I e  m â i n e  n i ' - ; e a u  F , o u r  I a  C É f ' a i - n a L i o n  p I a n e .

P a n  c c n t r e  d a n s  I e  d o m a i n e  d e  I ' e x p a n s i o n  ( p ) o ) ,  I ' é c r o u i s s a g e

c i n É r a L i q u e  d o n n e  u n  n : . . - , - = ê u  , i e  s  L 1  . L . F  p l u s  b a s .

C e l t e  d i f f é r e n c e , i e  n i v e a u  e s L  d t e  à  I a  d i f f é r e n c e  d e  c o u r b u r e s  d e s  d e u x

s u r f a c e s  , i ' É c c u l e r n e n L  [ â e ]  ( f  i g  r ï i { )

I l  e s L  à  n o t e r  q u e  F o u r  ! . e s  c o u i - b e s  , i e s  f  i o u r e s ( . 3 2 , 3 - 1  E t  : i 5 )  r n  n ' a  F . : s

u n e  ' i é r i r ; e t i o n  o b j e c I i u e  c e  ù ;  i  q u i  n ' a f  f e c t e  q u e  p e u  l e s  r é s u l t a t s .



T L

y i e l d

Or=A112

s t ress p a i  h  o u i s i d  e t h e  b a n ds t ress  Pa ' , h  i ns i de
the  band

f i - q  3 3 ;  s u r f a c e  d ' é c o u l e m e n L  i s o L r o F e  e L  c i n é m a L i q u e ,

e L  c h e m i n s  d e  c h a r g e r n e n L s  à  I ' i n L é r i e u r  e L  à

l ' e x l é r i e u r  d e  I a  b a n d e .



E n  f a i s a n t  a u g m e n l e r  l e  p a r a n è t r e  d ' a n i s o t r o p i e  r a s  ( 1 , 2 . 5 , 5 )  o n

o b t i e n l  u n e  c h u t e  d u  n i v e a u  d e  f o r m a g e  p l u s  i n t e n s e  p o u r  l e s  c o u r b e s

c i n é m a t i q u e s  ( f i g  3 4 )  q u e  p o u r  l e s  c o u r b e s  i s o t r a p e s  ( f i g  3 5 )  d a n s  I e

d o n a i n e  C e  I ' e x F a n s i o n .  D e c i  e s t  ' i t  a u s s i  à  I ' e f t ' e L  d e  c o u r b u r e .

F n  c F F p l  n r r = n , . i  r  = r t n n c n l =  l - S  C O U f b , U f e S  , j e S  S U f i a C e S  d e  C h É f g e SL r r  ç r r . - L  Y u u r r q  r l s  q q e H

a u g m e n t e n t  a u  F o i n L  d e  c h a r g e m e n L  c e  q u i  f ; c i l i t e  l e s  d É v i a L i o n s , j u

L r a , j e L  d e  c h a r g e m e n L  d a n s  l a  z c n e  B  u e r s  u n  é t a L  d e  ' i é f o r m a t i o n  p l e n e  e t

F e r  c o n s é q u e n L  I e  m a L é r i a u  C e , ; i e n L  p l u s  i n s L a b l e  q u a n d  i ' .  
"  

a u g r r e n L e .

{ )  E f  f e t  d e  i - o t a t i o n

F c u i -  t e n i r  c c m - r l e  C e  l . a r c l e t i c n ,  r n  e r : p r l r e  L c u ' . e - - r :  À  l -
= ! i L  I  L E !

- - : - - -  J - - -  I  -  - - - . : * ^  - - - - l  - ! :  ^ - - - l  ( . .  . .  \
l i t r L t r S ! é l I  t r 5  t J é l l 5  L F -  L U  U = I  E  L U I  U L o L t U l i i l g t  \ À t  , . \ 4 ,

3  r = r



i i u  : i 6  :  r e p r é s e n [ a t i o n  d e s  d i  f  f  É r e n t s  i - e F è r e s  d a n s  l a  b e n , i e

L e  r e p è r e  c o r o t a t i o n n e t  É  e s t  o b t e n u  p a t r  u n e  r o t a t i o n  d e  - t l Z  p a r

r a p p o r L  a u  r e p è r e  ( n ,  L )  q u i  c a r a c L é r i s e  I e s  d i r e c t i o n s  n o r m a l e  e L

t a n g e n L e  d e  I a  b a n d e .



I e s  a n g l e s  i n s c r i L s

û =  ( x ,  , x ,  )

$ r -  (x ,  ,  n )

d a n s  1 a  f i g u r e  s o n t d e f i n i s  c o m m e  s u i t

è -  ( x ,  , n )

. , .  - - l  r r : - - r : - - : - - -  J ^  l -  L - - J ^  - - -
\ j  t r 5 L  I  I  i l L l  L l l E l : u l l  r i E  ! c l  u é l l u E  L , û l

- - - - ^ - t  - "  * - - : - -  Ê  i  . . -  n  ' ' . .  . -  ' i
L S F f P U I L  é L r  r t r F E ! t r  r r À . t r  r a  \ j ( t , X 2 J .

n ,  f  -  r  \  - - -  - - - - - - l  : .  Ê  / . .
J ' r  \  l l  ,  L . /  ! ' û I  r  ! : F P U I  L  É  t \  \ . r . 1  I  . 1 , 1É  a u i  C é f i n i L  I a  r o L a t i o n  d u  r e p è r e

e s L  é - q a l e  i

e = ( - l l ? )  +  V e

c a r
^ -  /  - ' .  / + \
v - \ - { / L }

Ê  I ' i n s t ô n L  i n i L i a l ,  I e  r e p è r e  R  e s L  s u F p o s é  c o n i o n d u  a v e c  l "  t " p è t u  Â

E i e n  e n L e n d u  L e s , i é r i , - , a L i c n s  s e r o n L  a u s s i  r e l a L i v e s  a u  r e F è r e  Ë .  S u r  l a

F i  n r r r e  ( 2 ? \  n n  u o i L  q u e ,  p O u r  l e  d O m a i n e  ' j U  r e t r e i n L  I a  C a u r b er  r  s u r  H u u  ,  l - ,  v q r

c i n é m a L i q u e  q u i  L i e n L  c a m p L e  d e  l a  r o t a t i o n . i e s  a x e s  d ' a n i s o L r o p i e  ' j a n s

I a  b a n d e ,  e s L  s i L u é e  e n  d e s s o u s  d e  l a  c o u r b e  c i n é m a t i q u e  p o u r  I a q u e l l e

o n  n é s l i g e  c e t L e  r o t a L i o n .  C e c i  e s L  d t  à  I ' e f f e L  d e  r o L a t i o n  q u i  d i m i n u e

l a  s L a b i i i L é  d e s  r n a t é r i a u x .  S u r  I a  f i g u r e  ( 3 8 )  o n  v s i t  c e t t e  i n s L a b i l i t é

a u g m e n L é e  q u a n d  r o =  e s L  g r a n d .  E n  e f f e L  i l  U  a  u n e  c h u L e  r e m a r q u a b l e

d e s  c o u r b e s  I  i r n i  L e s  ( a )  e L  ( b )

L a  c o u r b e  ( a )  e s L  l a  c o u r b e  c i n é m a t i q u e  q u i  n e  L i e n L  p a s  c o n p L e  d e  l a

r o [ a t i o n  d e s  a x e s  d ' a n i s o t r o p i e  d a n s  l a  b a n d e ,  I a  c o u r b e  ( b )  e s t  l a

c o u r b e  c i n é m a L i q u e  p o u r  l a q u e l l e  o n  p r e n d  c o m p t e  d e  c e t t e  r o t a t i o n .

L e s  d e u x  c o u r b e s  s o n L  L r a c é e s  p o u r  t r o  =  F g o  =  1  e L  F a s  =  5



f i s  3 2  :  I n f l u e n c e  d e s  d e u x  m o d è I e s

d e s  C . L . F

E c r o u i s s a o e  i s o L r o P e

E c r o u i s s a g e  c i n é m a L i q u e

i n f l u e n c e

u L i I i s a n L

d ' é c r o u i s s a g e  s u r  l e s  n i v e a u

a )

D )

, 3 e  R o q  s u r  I e  n i t ' r e a u  ' i e s  C ' L ' F  t r a c é e s  e n

l e  m o , i è  t e  d ' É c r o u i  s s a E e  i n ' i u i  t  '

R0 RgO R45

(o)  1,  7 '  7 ,

(b)  1,  1,  2,  5

(c)  7,  1,  5 '

(o)

(b)
(c )

.2

.2

f  i s  3 4  :



RO

(o)  7 ,

(b) 7,
(c)  7,

RsO R45

7, 1,

1,  2,5
r t r
I  t  ' ) 2

f i s  3 5  : i n f l u e n c e

u t i l i s a n L

, 3 e  R o  s  s u r  I e  n i u e a u  d e s

I e  n o , J è  I e  d ' é c r o u i  s s a g e  i

C . L . F  L r a c é e s  e n

s  o  t r o P e  .

e i s  3 ? :  i n f l u e n c e  ' i e  I a  r o L a t i o n  s u r

u n  r n a l é r i a u  i  s o t r o P e  '

I e  n i u e a u  d e s  C ' L ' F  P o u r

a x e s  P r i n c i P a u x
a ) c o u r b e  c i n é m a t i q u e

d ' a n ï s o I r o P i e

courbe c. i  némaL i  que

d ' a n i  s o t r o P i e

s a n s  r o t a t i o n  d e s

a v e c  r o t a L i o n  d e s
b )

a x e s  P r i n c i P a u x



-t+

(o)
R0=R90= 1.

R45=5.

(b)

. t

.2

ç i g : r S  ;  i n f l u e n c e  ' l e  l a  r c l a t i o n  s u r  I e  n i v e a u  ' j e s  C ' L ' F  p c u i '

u n e  a n i s o L r o p i e  ( R u  =  R g o  =  I  e L  R " s  =  5 )

a )  c o u r t ' e  c i n É m a t i q u e  s a n s  r o t a t i o n  ' l e s  a : { Ê s  F r i n c i p a u x

d ' a n i s o t r o P i e

b )  c o u r b e  c i n É m a L i q u e  a u e c  r o L a L i o n  ' J e s  a x e s  p r i n c i p a u x

d ' a n i s o t r o P i e
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RHNEXE 1

LOI  D 'ECOULEhENT EH ECROUISSÊGE ISOTFOPE

Dans  I  a  zone  F l  :

L a  i o i , l e  c o m p o r L e r n e n L  C a n s  l a  z o n e  Ê  s ' É c r i L  ;

E A  -  : U . f E l  + . Â ) n ç È m
!  -  r r t p B ' | r

DU

asL  1a  , l é fo rnaL ion  équ i va len te '

e t  â  l a  v l Lesse  de  Cé fo r= r ' aL ion  équ i va len te '

La  l o l  ' j e  no r i na l i i é  nous  pe rmeL  d 'avo i r  l es  cÛn l ra in les  re laL l ves  à

cet te zone I

I

2 =  i  c d t
J s

F D f '  - h D ! 3  ^ ^
c A  =  - - - -- r r  

À Ê ( F G + G H + Ë F )

r iDÊ ̂ -  ls î .
s i ^ =  - - - - - - - - - : -  i Â

\n (FG+GH+FS')

aves ÀF = â '

t 1 )



\ . . /

D a n s  I e  r e p è r e  ( n , t )  I i é  à  l a  b a n C e  Û n  a  :

o â n =  6 î r  e o s e  r l ,  +  s î r ^  s i n e r l

sÊ .=  (o l " - c f  ,  )  cos  ru  s i n  v  ( 2 )

D t .  =  D î ,  s i n ? r 1 l  *  D â ,  c o s ? \ ,

D a n s  l a  z o n e  B  :

D , ,  e t  â ;  _ 1  s o n t  d e s  e n L i L é s  r e l a t l v e s  à  l a  z o n e  B  e x p r l n r é e s  d a n s

I e  r e p è r e  c o r o t a t l o n n e l . Ê  p a r t i r  d e  ] a  ] o i  d e  n o r m a l l L é  o n  o b t i e n L  :

f  t  d ' a p r à s  l '  i n e o m p i = e s s i b i  l i t é  p i a s l i q i l a  o n  a  :

D,  ,  =  
[ (G+H)  

â ,  ,  - no ,  , l  ]E  /F

D . .=  
[ (F+H)o . , - uo , , ]  

ÀÊ /F

i , .  =  I E P  ; , 2 / f

AVÊC

E L

D=.  =  - ( 0 , , n  ô r r )

F  =  K  f ç l  -  *  f e l n  i e "r  -  r \  ( u g  t

) , e  =  â e

d a n s  I e  r e p è r e  ( n , L )  o n  a  :

D B n  =  D u  c o s e o  *  D r "  s i n e e  +  2 0 , ,  c o s e  s i n 6

(  -1)

D E .  =  ô , ,  s i n a ê  n  i æ  c o s e e  -  Z i r  c o s ê  s i n e

Les  cc ,n t ra in tes  dans  l a  zone  B  exp r l r nées  dans  Ie  repè re  ca ro taL lonne l

s ' o b L l e n n e n t  à  p a r t t r  d e s  é q u a l l o n s  ( 3 )



Y3

La  L rans fo rna t l on  des  con t ra lnLes  du  repè re  co ro ta t i onne l  au  repè re

( n , t )  n o u s  d û n n e  :

o F n =  d r  I  c o s ? e  n  ' : ' ,  s i n ?  ê  +  ? ; 1 "  c o s o  s i n s

û 8 . =  i r .  s i n ? e  +  i - r "  c û s e ê  -  Ê ; , '  c c s e s î n Ê  t 6 )

s R . =  ( . a r r - o r r )  c û s 6  s i n ê  +  c ,  '  ( c o s e e - s i n ? e )

L e s  é q u a t l o n s  d ' é o - u ï  l l b r e s  e t  d e  c o m p a i i b i  l i i é  s ' é c r i v e n t  :

. . q  h Ê  - . - Ê  ! . 8, J n n  r 1  -  u n n  r r

. A  h A  -  . . 8  h B. J n t  r r  -  ' J n t  r r f ? 1

- !
E L

T l Ê  -  n Bs t t  -  ! t t

L e s  é q u a t l o n s  ( 1 ) ,  ( 2 ) ,  ( 3 ) ,  ( 4 ) ,  ( 5 ) ,  ( 6 )  e L  ( 7 )  n o u s  d o n n e n L  u n  s 3 s t è m e

, â ' é q u a t i o n s  n o n  l l n é a l r e s  e n  i , , , f r r ,  e L  D , z  9 u ' o n  r é s o u d  p a r  I a  m é L h o d e

d e s  a p p r o x i n a t l o n s  s u c c e s s i v e s .
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ÊIINEXE 2

L O I  D ' E D S U L E T E I

I J a n s  l a  z o n e  â  i

0n  suppose  que  1a  su r face  d 'écou le rnen t  se  L rans laLe  (éc rou l ssage

c i n é m a L i q u e ) ,  s a n s  s e  d l l a t e n  I p a s  d ' é c r o u l s s a g e  i s o t r o P e )

0n prend donc :

f â  =  K ( E s  *  â t ) n  e A "  e s L  u n e  c o n s L a n t e

r " ' r "  n - l a  v l Lesse  de  dé fo rnaL ion  équ i va len te  ,

e t  e  e s t  I a  d é i o r m a t i o n  é q u i v a l e n L e .

La  I  o  i  , i e  no r i - f l a  I  i  t é  nous  donne  :

FDI ,  -  Æ! .
o?,  - f r f l ,  =  - - l l - - - - - : :  fâ

ÀA (FG+GFI+HF)
( 1 )

trDB -- -lJn'1
6 \ r-Fî  ̂ = :: '- ' :- ' :111 s g

ÀÊ tF 'G+Ql+FF)

) , c  =  Ën

L e s  c o n L r a i n t e s  e t  I e s  v i t e s s e s  d e  d é f o r m a t i o n s  d a n s  l e  r e p è r e  ( n , L )

s ' é  c r  i  u e n  L

6 Ê n n = G î r  c o s a  r l ,  +  s l z  s i n e  r . i r

c Ê .  =  ( o ! r  -  o f r )  c o s  { r  s i n  r Y  ( " )

D î * .  =  D f ,  s i n e  r y  *  D . r ,  c o s a  V



aç

D a n s  l a  z o n e  B  :

=  '  -  
i t é s  r e l a l i u e s  à  l a  z o n e  B  e x p r i m é e sD i . ; ,  

" 1  
F i ;  S o l ' l L  d e s  e n L

d a n s  I e  r e p è r e  c o r o t a L i o n n e l  '

É t  p a r L i r  d e  l a  I o i  d e  n o r m È t i L é  o n  o b l i e n L .

i l ,  ,  =  [  ( G + H )  ( ; r  r - 8 , ,  ) - H ( ; 2  , - F r r )  ] À B / f  s

b r ,  =  [  ( F + H )  ( G r r - P , 1 2 ) - H ( ; 1  r - J ] r , )  l À e / f  e

0 , ,  =  ( ; , r - F r ) ) P ^ e / t s

e L  D = .  =  - ( 0 , , +  D z ' )

d ' a p r è s  L '  i n c o m p r e s s i b i l i L é  p l a s t i q u e .

^ l
E L

F  =  k  f t r - + ; Ê 1 n  s e nI  û  
-  r \

\  B _ - B

' j a n s  L e  r e p è r e  ( n , . 1  )  o n  o b t  i e n L  :

D F n  =  D r r c o s a É  +  D ' o  s i n e É  +  2 D r ?  c o s ê s ' i n e

(.{  )
D E * .  =  D , , s i n a É  +  D . o  c o s e Ê  -  3 Û r ,  c o s 6 s i n ê

L e s  c o n L r a i n t e s , s a n s  I a  z o n e  B  e x p r i m é e s  d a n s  I e  r e F è r e  c o r o L a L i c n n e l

s ' o b I i e n n e n l  à  p a r L i r  d e s  é q u a L i o n s  ( 3 )



E6

L a  t r a n s f o r a m a t i o n  d e s  c o n L r a i n L e s  d u  r e F è r e  c o r o L a t i o n n e l  a u  r e p è r e

( n , t )  n o u s  d o n n e  :

a B n  = â r ,  c o s e e  +  t ? ,  s i n a e  +  2  o r z  c o s e  s i n ê

û P .  = J u  s i n e e  +  o a a  c o S ? e  -  â a r :  c o s ê  s i n Ê  ( 6 )

s F .  = ( 6 r "  -  6 r r )  c o s e  s i n e  +  â , ,  ( c s s ? e - s i n a e )

L e s  r e l a t i o n s  e n t r e  a i  i  e L  J i i . ;  s o n t  :

ÈÊ - .- , .Ê _ ^.Ê
Y 1 1  -  * t  I  * 3 3

Ê Ê  -  - . A  _  . - . R
) r 2 ?  -  s 2 2  * 3 3

f t r ,  =  I , r -  i = .

i r ' r =â ' . " - o= ,

Y ! z  -  v t ?

L e s  u ;  ;  s o f l L  c a l c u l é e s  p Ë r  l ' i n t é s r a t i o n  n u r n é r i q u e  d u  s g s [ è r i e

d ' é q u a t i o n s  d i f f é r e n L i e I  I e s  s u i u a n L  :

â ; 1 =  B  D ;  - ;  -  Ê  â , t ; ;

U n e  f o i s  q u e  l e s  f j ; ;  s o n L  c o n n u s ,  I e s  r e l a t i o n s  d ' é q u i l i b r e  e t  d e

c o m p a t i b i l i t é  q u i  s ' é c r i u e n t  ;

6 f , n  h A  =  û B n  h B

s I t  h *  -  o t .  h u

n Ê - n Bu t t  -  L t t

( 2 \

r o )

(  1 0 )



??

L e s  é q u a t i o n s  ( 1 ) , ( e ) , ( 3 ) , ( 4 ) , ( 5 ) , ( 6 )  e t  ( 1 0 )  n o u s  d o n n e  u n  s g s L è m e

d ' é q u a t i o n  n o n  l i n É a i r e ,  
" n  

Ë ,  , , î " ,  e t  D ,  r ,  q u ' 0 n  r é s o u d  p a r  I a  m é L h o d e

d e s  a p p r o x i m a t i o n s  s u c c e s s i v e s .
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ÊNNEXE 3

N O D E  N ' I N S T Ê B I L I T E

D a n s  l e  d o m a i n e  d u  r é t r e i n t  I ' o r i e n t a t i o n  c r i L i q u e  C e  l a  b a n C e  e s t

d É f i n i e  p a r  u n  È n g I e  V  d i r ' f é r e n L  d e  z é r o .  C e c i  e s L  u r a i  a u L a n t  p o u r  u n

r n a L é r i a u  i s o L r o p e  q u e  p o u r  u n  n a t é r i a u  a n i s o t r o p e .  L a  b a n i e  e s t  a l o r s

s o u m i s e  a u  c i s a i l l e m e n t ,  c e c i  e s t  d ' a u t a n L  p l u s  p r o n o n c é  q u a n d  p

d i m i n u e .

S u r  l a  f i g u r e  ( 1 )  o u  p ) O  ( p = 0 , 5 )  o n  o b s e r v e  u n e  l o c a l i s a L i o n  e n

s L r i c t i o n  ( D B ^ / D f , n  <  i n f i n i e  ) .

S u r  I a  r ' i g u r e  ( 2 )  B n  a  u n e  c o r i r b i n a i s o n  d e s  d e u x  L u p e s  d e  I c c a l  i s a t i o n .

s t r i c t i o n  ( D R n  / D Ê n  +  i n f  i n i e ) e L  c i s a i l l e r n e n L  ( - i e 7 i ' n  a  i n i i n i e ) .

I

L a  f i g u r e  ( 3 )  m o n t r e  q u e  l a  l o c a l i s a t i o n  d e  L u p e  c i s a i l l e m e n L  d o i r i n e .

L e s  f i g u r e s  ( 1 ) , ( e ) , ( 3 )  s o n t  t r a c é e s  p o u r  u n e  a n i s o t r o p i e  d é f i n i e  p a r

_ {  _ r  _  =  $! o - r g g - L  c L  r d s

S u r  I e s  f i g u r e s  ( 4 ) , ( 5 ) , e t  ( 6 )  o ù  r r = r o o = 1  e t  t r o s = ? . 5  o n  p e u t  f a i r e  I e s

même re rnar  que s .

L a  c o m p a r a i s o n  d e s  f i g u r e s  ( 3 )  e t  ( 6 ) ,  m o n t r e  q u e  I e  c i s a i l l e m e n t  e s t

d ' a u t a n t  p l u s  p r o n o n c é  q u a n d  r . =  a u g m e n t e .  L ' é v o l u L i o n  d e ' 1 ' e  e s L  p l u s

p r o n o n c é  s u r  l a  f i g u r e  ( 3 )  ( r r r = 5 ;  q u e  s u r  l a  f i g u r e  ( 6 )  ( R o .  -  2 . 5 ) .

E t  l ' é v o l u t i o n  p o u r  D f , n  e s L  d e  t U p e  c o n t r a i r e .
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CONCLUS I  ON

L e  b u t  . i e  c e  t r a v a i i  é t a i t  d e  m o d é l i s e r  l ' i n f  l u e n c e  d e

I ' a n i s o t r o F i e  i n i t i a l e  e L  i n d u i L e  s u r  I e  d é v e l l o F F e m e n t  d e s  i n s t a b i l i t é s

p l a s L i q u e s  e n  e m b o u L i s s a g e .  L e s  r é s u l L a t s  t h é o r i q u e s  o n t  é L é  d a n s

c e r t a i n s  c a s  c o r n p a r é s  a u e c  l e s  r é s u I t a L s  e x p é r i m e n L e u x ,  n o t a r n m e n L  F o u r

, j e s  m a t é r i a u x  p r é s e n t a n L  u n e  f o r L e  a n i s o t r o p i e  c o m m e  l e  L i t a n e  e t  l e

z i r c s n i u m .

D e s  r é s u l t a t s  a n t é r i e u r s  r e l a t i f s  a u x  e f f e t s  d ' a n i s o L r o p i e

i n i L i a l e  o n [  é t é  é L e n d u e s  € n  F r e n a n t  e n  c o i r p t e  l a  p a s s i b i l i L é  d e

r o t a t i o n  d u  r e p è r e  p r i n c i p a l  d ' a n i s s t r o p i e .  0 n  s ' e s L  I i m i t é  i c i  à  u n e

r c L a t i o n  d e  t U p e . l É r U l ' 1 Ê f i l . l ,  a f i n  d e  r e c u e i l l i r  d e s  r é s u l L a t s  q u a l i L a i i f s .

C e s  r é s u l t a L s  i n d i q u e n L  q u e  I e s  e f f e t s  d e  r o L a L i o n

c o n s  i d É r é s  s t r n L  , i e s t a b i  I  i  s e n L s  e n  r é t r e i n L .

E n s u i t e  n o u s  a r - , o n s  a n a l U s é  l e  c a s  d e  I ' a n i s o t r o F i e

: - J . . ;  r  -  - - -  . . -  i - - - . . :  - - - - -  - : - 4 -r U u u r  L E  ! ' q r  u r r  s c F o L r I S S a g e  c r n e r n a L i q u e  c o u p l É  à  u n e  a n i s o t r o F , i e  i n i L i a l e

o r t h o t r o p e  d e  L u p e  H i I L .  L e s  e f f e t s  d e  r o L a t i o n  d u  r e p è r e  p r i n c i p a l

d ' a n i s o t r o p i e  s o n L  i n c l u s  d a n s  I a  f o r m u l a L i a n .  L e s  e f f e L s  d e  c o u r b u r e  d e

l a  s u r f a c e  d ' ê c o u l e m e n L  s o n t  c l a i r e m e n t  m i s  e n  é v i d e n c e  d a n s  l e  c a d r e  d e

l ' é c r o u i s s a g e  c i n é r n a L i q u e .  I  I s  s o n L  b e a u c o u p  p l u s  p r o n o n c é s  q u e  d a n s  l e

c a s  d e  l ' é c r o u i s s a g e  i s o t r o p e .

Ê u  t o t a l ,  e n  c o m b i n a n L  l ' é c r o u i s s a g e  c i n é m a t i q u e  e L

i s o t r o p e ,  l e s  r n o d è l e  p r o p o s é s  s o n t  s u f f i s a r n m e n t  s o u p l e s  p o u t r  r e n d r e

c o r n p t e  d e s  a s p e c t s  e s s e n L i e l s  d u  c o m p o r t e m e n L  m é c a n i q u e  d e s  r n a t é r i a u x  e n

c h a r g e m e n t  q u a s  i - m o n o L o n e .
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