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Résumé

Nous avons proposé dans cette thése une nouvelle approche de modélisation des réponses
cellulaire et tumorale durant la radiothérapie. Cette modélisation est fondée sur les chaines
de Markov. Elle se situe dans le cadre de la théorie de cible qui suppose qu’il existe dans
la cellule des régions sensibles appelées cibles, qui doivent toutes étre désactivées pour
tuer la cellule. Un premier travail est consisté & proposer un modéle & temps discret en
tenant compte non seulement des phases de réparations cellulaires entre les fractions de dose
mais également de 1'hétérogénéité des dommages cellulaires. Nous avons ensuite proposé
un modéle stochastique de la durée de vie cellulaire. Cette modélisation fut également
étendue a une population de cellules et a permis d’établir de nouvelles expressions des
probabilités d’efficacité et de complication thérapeutique. Nos derniers travaux portent sur
le développement d’un modéle de type chaine de Markov a temps continu qui pourrait étre
appliqué aux réponses des tumeurs traitées par la thérapie photodynamique.

Mots clés : modélisation mathématique, chaines de Markov, théorie de cibles, croissance
des tumeurs, radiothérapie, durée de vie cellulaire.

Absract

In this thesis, we have proposed a Markov chain modeling of the cell and tumor behaviors
during radiotherapy. Our approach is based on the target theory where it is assumed that
the cell contains a number of sensitive sites called targets which must be all deactivated
to produce the cell death. A first task was to provide a discrete-time model taking cell
repair between dose fractions and the heterogeneity of cellular damage into account. Then,
we proposed a stochastic model of the cell lifespan. This model was also extended to a
cell population and allowed to derive new expressions of the efficiency and complication
probabilities of the treatment. Finally, we focused on the development of a model based on
Markov chain in continuous time which could be applied to the responses of tumors treated
by photodynamic therapy.

Keywords : mathematical modeling Markov chains, target theory, tumor growth, radio-
therapy, cell lifespan.
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CHAPITRE 1

Introduction

Le cancer est une maladie caractérisée par la croissance incontrolée des cellules. Il y a
plus de 100 types différents de cancer, chacun est classé selon le type de la cellule qui est
initialement affectée. D’autre part, les cellules normales ont une capacité de reproduction
limitée, alors que les cellules cancéreuses peuvent se reproduire & l'infini et ne respectent
plus les régles biologiques de 1'organisme. Les cellules cancéreuses ne sont pas aptes a se
spécialiser ni & se différencier et elles ont deux propriétés transmissibles [10] : (i) elles se re-
produisent au mépris des lois normales de la division cellulaire ; (ii) envahissent des espaces
réservés a d’autres cellules. C’est I'ensemble de ces actions qui rend le cancer particulié-
rement dangereux et devient un probléme de santé publique majeur qui concerne tous les
pays, les classes sociales et les dges.

Une cellule individuelle anormale qui a un mode de prolifération limité par rapport a celui
d’une cellule normale, ne produit pas de dommages significatifs. Mais, si sa prolifération
n’est plus controlée, elle donnera naissance & une tumeur. Tant que les cellules de cette
tumeur restent rassemblées en une seule masse, c’est le cas d’une tumeur bénigne, on peut
généralement obtenir une guérison compléte par I'extrait chirurgical de la masse [10]. Une
tumeur devient cancéreuse lorsqu’elle est maligne, c’est-a-dire lorsque ses cellules ont la
capacité de se détacher et d’entrer dans les vaisseaux sanguins et lymphatiques et former
par suite des tumeurs secondaires dans d’autres sites corporels [10]. Plus la dissémination
du cancer est large, plus il devient difficile de I’éliminer. Les facteurs de risque de cancer
sont internes (génome, mutation, déficit immunitaire, etc) et/ou externes (consommation
d’alcool, de tabac, sédentarité et a une mauvaise alimentation).
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Chapitre 1. Introduction

Le traitement classique du cancer est basé principalement sur la chirurgie, la radiothérapie
et la chimiothérapie. La radiothérapie utilise les rayonnements ionisants pour détruire les
cellules cancéreuses ou affaiblir leur capacité a se reproduire. Cependant, ce traitement
touche aussi les tissus sains voisins et par conséquent, l'efficacité de la radiothérapie dépend
du choix de la planification du traitement et de la dose totale & appliquer, prenant en
compte : (i) la dose efficace capable de détruire la tumeur, (ii) la dose de tolérance des tissus
sains (qui est la plus grande quantité des radiations n’entrainant pas d’effets défavorables
ou nuisibles) et (iii) la nature et la gravité des complications qui peuvent se produire.
Généralement, on cherche a atteindre le meilleur controle tumoral avec le minimum de
complications des tissus sains.

Le cancer est un domaine de recherche important en médecine, mais il fait aussi I’objet
de recherches en mathématiques appliquées. Les mathématiques sont notamment utilisées
pour modéliser la croissance de tumeurs cancéreuses, dans le but principal d’optimiser le
traitement en augmentant lefficacité antitumorale et en diminuant la toxicité sur les cel-
lules saines. En radiothérapie, le phénoméne de transfert d’énergie entre un rayonnement et
une cellule en un point donné est un phénomeéne incertain, qui est généralement décrit par
des variables aléatoires. Deux probabilités sont généralement utilisées pour évaluer un plan
de traitement en radiothérapie : la probabilité de contrdle tumoral TCP (Tumor Control
Probability) qui mesure, dans certain sens, l'efficacité du traitement et la probabilité de
complication des tissus sains environnants NTCP (Normal Tissue Complication Probabi-
lity). Ces indicateurs dérivent de certains modeéles mathématiques de survie cellulaire qui
décrivent la relation entre la dose d’exposition et les effets provoqués dans les cellules. Les
modéles utilisés présentent certaines limites, ils sont généralement statiques et ne prennent
pas en compte la dimension temporelle de la réponse au traitement. La plupart ignorent
aussi les mécanismes de réparation cellulaire. Pour certains modéles, la réponse d’une cellule
dépend de sa position dans son cycle. Toutefois, jusqu’a présent et & notre connaissance,
I’hétérogénéité et la graduation des dommages dans les cellules d’'une tumeur n’ont pas été
considérées.

Pour prendre en compte ce dernier aspect, nous prenons comme point de départ la théorie
des cibles [18, 19] que nous revisitons dans un contexte stochastique. Cette théorie fut
introduite dans les années 1920 lorsque les biologistes ont commencé & appliquer la physique
quantique & la biologie. Selon la théorie des cibles, il existe un certain nombre de sites actifs
spécifiques dans la cellule appelés cibles qui doivent toutes étre désactivées pour produire
la mort de la cellule. Chaque cible est désactivée lorsqu’elle est touchée par les particules
du rayonnement ionisant. Ces cibles ont une interprétation biologique, elles peuvent étre
identifiées & certaines molécules de I’ADN porteuses d’informations génétiques de la cellule.
Plusieurs classes de modéles de coups basées sur la théorie des cibles, ont été proposées en
fonction des nombres de cibles et de coups nécessaires pour désactiver une cible.
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Chapitre 1. Introduction

Contributions

Dans cette thése, nous avons premiérement développé un modéle fondé sur la théorie des
cibles et les chaines de Markov a temps discret. Ce modéle est capable de décrire la réponse
d’une cellule et la croissance de la tumeur au cours de la période de la radiothérapie.
En outre, le modéle proposé prend en compte les facteurs suivants : (i) les mécanismes
de réparation cellulaire qui se produisent entre les fractions de doses; (ii) ’hétérogénéité
des dommages et les différentes réponses cellulaires au traitement. Notre modéle est une
généralisation des modéles classiques.

Ensuite, nous introduisons une nouvelle modélisation probabiliste de la durée de vie
d’une cellule et d’'une tumeur. L’introduction de la durée de vie aléatoire d’une tumeur est
une mesure de efficacité du traitement. Un résultat intéressant présenté, est que la valeur
moyenne de la durée de vie d’une tumeur peut étre considérée asymptotiquement comme
une fonction logarithmique du nombre initial de cellules dans la tumeur, ce qui résout un
probléme numérique rencontré dans le cas des tumeurs de grandes tailles. La probabilité
de controle tumoral TCP est définie classiquement par la probabilité que le nombre de
cellules cancéreuses survivantes aprés le traitement soit nul, et NTCP est la probabilité que
le nombre de cellules saines tuées par le traitement dépasse un seuil donné. Nous proposons
des nouvelles formulations temporelles de ces deux indicateurs grace a la durée de vie de la
tumeur et de celle des tissus sains voisins.

Dans une derniére contribution, nous proposons une version en temps continu des mo-
deles précédents : (i) la réponse d’une cellule au traitement est décrite par une chaine de
Markov & temps continu en considérant les mécanismes de réparation et I’hétérogénéité des
dommages; (ii) la durée de vie d’une tumeur et d’un tissu sain sont modélisées par des
variables aléatoires continues, qui aménent a des expressions temporelles du TCP et du
NTCP, similairement au cas du temps discret. La modélisation en temps continu pourrait
décrire les réponses tumorales lentes et tardives, et s’appliquer a des thérapies dont les doses
ne sont pas délivrées selon un rythme aussi régulier que la radiothérapie.

Publications. Les développements & temps discret ont été proposées dans trois publica-
tions : deux conférences internationales ("CAB 2010" et "IFAC World congress 2011") [49,
13] et un journal international (JTB 2011) [50]. En outre, un autre papier ("Tumor Growth
Modeling Based on Cell Lifespans") a été soumis dans le journal (Mathematical Models
and Methods in Applied Sciences). Finalement, un papier est en cours de rédaction a pour
sujet le modele a temps continu qui est introduit au Chapitre 5.
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Chapitre 1. Introduction

Organisation de la thése

Nous donnons dans cette section le plan suivi dans ce manuscrit.

Chapitre 2, I’état de P’art. Dans ce chapitre, nous présentons un petit rappel biolo-
gique de la cellule et ses éléments essentiels, ainsi que les types de dommages subis par
les radiations. La théorie des cibles, les modéles de coups et d’autres modéles de réponse
tumorale sont aussi présentés. En outre, le probléme d’optimisation sous contrainte, carac-
térisé par les probabilités de contréle tumoral et de complication des tissus sains adjacents,
est présenté par son aspect mathématique en décrivant les différents modéles classiques qui
conduisent aux expressions de ces deux indicateurs.

Chapitre 3, modéle multinomial. Dans ce chapitre, nous présentons notre premiére
contribution, un modéle fondé sur une chaine de Markov & temps discret, qui décrit la ré-
ponse cellulaire au cours de la radiothérapie. Ce modéle tient compte des mécanismes de
réparation et I’hétérogénéité des dommages cellulaires. Les propriétés théoriques des com-
posantes de ce modéle et une comparaison avec les modéles classiques sont aussi présentées.

Chapitre 4, durée de vie cellulaire. Dans ce chapitre nous introduisons la prolifération
cellulaire partielle et nous présentons une nouvelle contribution qui consiste a modéliser la
durée de vie d’une cellule et d’'une tumeur par des variables aléatoires. Nous déterminons
les caractéristiques de ces durées de vie et on montre que les indicateurs TCP et NTCP sont
complétement dérivés de la durée de vie de la tumeur et de celle des tissus sains voisins.

Chapitre 5, modélisation en temps continu. Dans ce chapitre, nous étudions la
réponse cellulaire et tumorale au traitement en temps continu. La nature du traitement
n’est pas spécifiée. Cette approche est fondée sur une chaine de Markov & temps continu
et modélise ’hétérogénéité des dommages et la réparation des lésions dans les cellules. En
outre, nous modélisons la durée de vie d’une tumeur et d’un tissu sain par des variables
aléatoires continues, qui aménent & des expressions temporelles du TCP et du NTCP.
L’aspect asymptotique de ces indicateurs pour des grands nombres de cellules cancéreuses
et normales est aussi déterminé.

Chapitre 6, conclusion et perspectives. Le dernier chapitre conclut cette thése et
présente nos perspectives.

Theése 18 Roukaya Keinj



CHAPITRE 2

Etat de |'art
Sommaire
2.1 Introduction . .. ...... ...t 20
2.2 Rappels de biologie cellulaire . . ... ............... 20
2.2.1 Lecyclecellulaire. . . . . .. .. . o 24
2.2.2 Lamort cellulaire . . . .. ... ... ... 0. 25
2.3 Rappels de radiobiologie . . .. ... ... ... ... ..., 26
2.3.1 Effets directs et indirects de la radiothérapie . . . . ... ... .. 26
2.3.2  Systéme de planification de traitement . . . . . . ... ... ... 27
2.4 Modéles de croissance naturelle d’'une population cellulaire . . 27
2.4.1 Modéles indépendants du cycle cellulaire . . . . . . .. .. .. ... 27
2.4.2 Modéles dépendants du cycle cellulaire . . . . . . .. ... ... .. 29
2.5 Réponse au traitement d’une cellule et d’une tumeur ... .. 31
2.6 Modéles balistiques "coups-cibles" . . ... ... ... ... ... 32
2.6.1 Modéle multi-cible & plusieurs coups . . . . . . . . . ... ... .. 33
2.6.2 Modéle avec une cibleauncoup . . ... ... ... 34
2.6.3 Modéle multi-cible Auncoup . . . . ... ... 34
2.6.4 Modéle & une cible létale et m cibles sublétales . . . . . . ... .. 34
2.6.5 Modéle quadratique . . . . ... Lo 35
2.6.6 Modéle linéaire quadratique . . . . . . . . . ... 36
2.7 Optimisation du plan de traitement ... ............. 37
2.7.1 Probabilité de contréle tumoral . . . . . . ... 37
2.7.2  Probabilité de complication dans les tissus sains . . . . . ... .. 38
2.8 Conclusion . ... ... i e e e e 39

19



Chapitre 2. Etat de lart

2.1 Introduction

En cancérologie, les modéles mathématiques sont principalement utilisés pour prévoir
la croissance de tumeurs cancéreuses |80]. Cette modélisation nécessite une bonne compré-
hension de la biologie cellulaire et des effets biologiques du traitement sur les cellules. Pour
cette raison, nous donnons dans ce chapitre des propriétés générales concernant la vie d’'une
cellule et de ses constituants, et nous décrivons briévement 'effet de la radiothérapie sur les
cellules et leurs réponses associées. Finalement, nous présentons en fin de chapitre quelques
modéles mathématiques classiques qui décrivent la croissance d’une population cellulaire et
tentent de prendre en compte différents critéres biologiques.

2.2 Rappels de biologie cellulaire

La cellule est I'unité structurale, fonctionnelle constituant tout ou partie d’'un étre vi-
vant [10]. La cellule se reproduit en se divisant en deux cellules filles identiques. Les cellules
ne sont pas toutes identiques (différenciation ou spécialisation cellulaire) méme si elles sont
toutes constituées d’un cytoplasme entouré d’une membrane et contiennent un matériel
génétique a base d’ADN (acide désoxyribonucléique). Les cellules présentent entre elles des
différences morphologiques et architecturales. On distingue deux types de cellules : les pro-
caryotes et les eucaryotes, selon qu’elles possédent un noyau ou non. Les procaryotes (par
exemple les bactéries) contiennent ’ADN sous forme libre dans le cytoplasme, tandis que
dans les eucaryotes, le noyau contient ’ADN et est entouré d’une membrane nucléaire.

Les cellules des étres humains, des plantes, des animaux sont des eucaryotes. Nous ne
considérons dans ce qui suit que ce type de cellules. Les éléments essentiels de la cellule
(voir la Figure 2.1) sont les suivants :

e le cytoplasme est la matiére de la cellule vivante située & l'extérieur du noyau, dans
laquelle baignent les organites de la cellule (le réticulum endoplasmique, appareil de
Golgi, les mitochondries, etc.);

e la membrane plasmique est une double membrane qui entoure le cytoplasme. Elle est
composée d’'une bicouche phospholipidique et maintient le contenu cellulaire. Elle est
résistante tout en controlant les échanges de matiéres et d’informations grace a cer-
taines molécules émettrices/réceptrices, c.-a-d. des protéines capables de reconnaitre
spécifiquement un composé ;

e le noyau est l'organite majeur présent dans la majorité des cellules. Il est le centre de
controle de tous les processus de la cellule. Le noyau contient des chromosomes qui
se trouvent dans un état presque invisible appelé chromatine. Avant la division de la
cellule, les filaments de chromatine épaississent et forment des chromosomes visibles.
Les chromosomes sont constitués de protéines et d’ADN ;
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Mitochondrie Membrane cellulaire

Réticulum
endoplasmique

Hyaloplasme

Appareil de Golgi Noyau

FIGURE 2.1 — Une cellule eucaryote et ses éléments principaux.

e l'acide désoxyribonucléique (ADN) est la molécule qui porte, sous forme codée, toutes
les informations génétiques concernant ’organisme. Elle détermine le développement
des cellules et controle leur fonctionnement. Une molécule d’ADN se présente comme
une double hélice enroulée. Elle est organisée sous la forme d’un polymeére de bases
désoxyribonucléiques ou nucléotides. Comme le montre la Figure 2.2, chaque nucléo-
tide est constitué d’un groupe de phosphate lié au désoxyribose (un sucre) qui est a
son tour lié & une base azotée. On distingue quatre bases azotées : I'adénine (notée
A) et la guanine (notée G), la thymine (notée T) et la cytosine (notée C). Les nucléo-
tides sont assemblés entre eux par des liaisons covalentes qui joignent le désoxyribose
a ’acide phosphorique. Les deux brins de I’ADN sont unis par des liaisons hydrogéne
entre les bases des deux brins qui s’associent de facon complémentaire. En face d’une
thymine (T) se trouve une adénine (A) avec une interaction a deux liaisons hydrogéne
entre les deux ; de méme qu’en face d’une guanine (G) se trouve une cytosine (C) avec
une interaction & trois liaisons hydrogéne.

Le filament d’ADN est condensé sous forme de fibres constituant de base de la chro-
matine qui est elle-méme plus ou moins condensée pour constituer les chromosomes.
La Figure 2.3 décrit la structure et les dimensions d'un chromosome ;

e la membrane nucléaire entoure le noyau. Elle est en fait formée de deux membranes
trés rapprochées formant en certains endroits des pores qui permettent ’échange de
certaines matiéres entre le noyau et le cytoplasme;

e la mitochondrie : elle est la source principale d’énergie de la cellule et posséde son

IECN - 2 Decembre 2011 21 Roukaya Keinj



Chapitre 2. Etat de lart

Phosphate Sucre Adénine (A) Thymine (T) Sucre Phosphate
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FIGURE 2.2 — Une molécule d’acide désoxyribonucléique (ADN).
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FIGURE 2.3 — Structure et dimensions d’un chromosome.
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propre ADN (ADN mitochondrial).

2.2.1 Le cycle cellulaire

Le cycle cellulaire est la séquence des phases par lesquelles passent une cellule mére
jusqu’a sa division en deux cellules filles. La durée de cycle cellulaire varie considérablement
d’un type cellulaire & un autre, mais les cellules de méme type ont une durée du cycle a peu
prés constante. La durée typique du cycle pour une cellule eucaryote est de 18 — 24 heures.
Les divisions cellulaires assurent le développement de l'organisme. La plupart des cellules
se divisent en donnant naissance & deux cellules filles génétiquement identiques & celle de
la cellule meére.

Les phases du cycle cellulaire

Le cycle cellulaire comprend quatre phases notées et ordonnées par : G, S, Go et M
(voir la Figure 2.4). Durant les phases S et M, les cellules exécutent les deux étapes clés du
cycle : la réplication de '’ADN (phase S pour synthése) et le partage en parts rigoureusement
égales des chromosomes entre les deux cellules filles (phase M pour mitose). Les deux autres
phases du cycle, G1 et Go, représentent des inter-périodes. Au cours de la phase GG, la cellule
effectue sa croissance et se prépare a effectuer correctement la phase S. Au cours de la phase
G, la cellule est dans un état transitoire avant la phase M. Les trois premiéres phases (G,
S, Gg) constituent 'interphase, durant laquelle le noyau de la cellule est limité par une
enveloppe nucléaire, alors que la mitose (M) est caractérisée par la disparition de cette
enveloppe et I'apparition des chromosomes qui étaient sous forme de filaments invisibles
(les chromatines).

Phase S :
réplication de I'ADN

Phase G2 :
croissance, préparation
de la mitose

Phase G1:
croissance, préparation de
la réplication

Stade GU:
hors du eyele ecllulaire

FIGURE 2.4 — Les phases du cycle cellulaire et la phase de quiescence Gy.
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Il existe dans la cellule des points de contrdle qui surveillent le déroulement du cycle et
bloquent ce progrés lorsqu’une situation anormale est détectée. Ces points de controle ou
de blocage peuvent étre reliés & des événements importants du cycle cellulaire [88] et se
situent :

e en (1, en absence de facteurs de croissance ou d’altération dans 'ADN ;
e en fin de S, en présence ou absence d’ADN non répliqué ;

e en (9, en présence ou absence d’altération de ’ADN répliqué ;

e en M, lorsque les chromosomes sont alignés.

La phase de quiescence. Aprés le cycle cellulaire, les cellules filles sortant de la mitose
peuvent entrer en phase Gg, phase de "quiescence", appelée aussi phase G prolongée [6].
Dans cette phase, les cellules n’effectuent ni réplication d’ADN ni mitose. Elles sont en
dehors du cycle cellulaire mais elles peuvent y entrer a nouveau aprés une stimulation par
certains facteurs extérieurs. Notons que la plupart des cellules dans un organisme adulte
sont dans 1’état quiescent.

Diverses techniques expérimentales permettent de suivre la cellule dans son cycle : (a)
la courbe FLM (Fraction of Labeled Mitosis) [10] permet d’estimer la durée du cycle cel-
lulaire [61]; (b) la cytométrie de flux 73] est une méthode qui permet d’évaluer le nombre
de cellules dans une population, ainsi que la proportion des cellules dans chaque phase
du cycle. Elle mesure aussi la teneur en ADN qui se dédouble durant la phase S et sert
également a déterminer la durée des phases du cycle.

2.2.2 La mort cellulaire

On distingue deux types de mort cellulaire : 'apoptose et la nécrose. La nécrose résulte
d’une agression extérieure de la cellule et se traduit par la rupture des membranes cellu-
laires et la libération de fragments d’organites, d’acides nucléiques et de protéines. Dans
un tissu, ces débris provoquent une réaction inflammatoire. L’apoptose ou suicide cellulaire
programmé, ne provoque pas d’inflammation, la membrane plasmique n’est pas détruite et
la cellule émet des signaux qui permettent ensuite sa destruction. Ces deux types de mort
sont décrits dans la Figure 2.5.

La protéine p53 est I'un des facteurs qui activent ’apoptose pour les cellules qui contiennent
un ADN anormal. La manque ou l'inactivation de p53, qui se produit par exemple dans
les cellules cancéreuses, permet aux cellules qui ont subi des lésions au niveau de 'ADN
d’échapper a ’apoptose. Ce qui leur permet de répliquer leur ADN anormal et de continuer
la duplication en donnant naissance & des cellules filles génétiquement 1ésées. Le nombre de
lésions augmente ainsi, contribuant & 'instabilité génétique et a la formation de métastases.
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FIGURE 2.5 — Deux types de mort cellulaire : I'apoptose et la nécrose.

2.3 Rappels de radiobiologie

2.3.1 Effets directs et indirects de la radiothérapie

Un nombre important des patients souffrant d’un cancer regoivent un traitement par
radiothérapie. Les particules du rayonnement ionisant arrachent les électrons des atomes et
des molécules rencontrées dans la matiére vivante. L’effet dominant est la dégradation de
la molécule d’eau qui conduit a libérer des espéces chimiques et des radicaux libres (comme
Iion hydroxyle (OH ™) ou I'ion eau (H>O™)) qui vont pouvoir diffuser et attaquer les mo-
lécules présentes dans les cellules, principalement les molécules d’ADN [30]. Les particules
ionisantes peuvent affecter directement ’ADN mais d’une maniére marginale.

Les lésions non réparées au niveau de I’ADN provoquent la mort de la cellule. La lésion la
plus simple est la cassure simple brin (single-stand break). Dans ce cas, 'autre brin est resté
intact et, étant complémentaire du brin cassé, permet sa réparation. La cassure double brin
(double-stand break) se produit lorsque deux cassures simple brin ont lieu & deux endroits
opposés. Dans ce cas, la réparation est plus difficile puisque I'information nécessaire pour
restituer la molécule n’est plus contenue dans le brin complémentaire.
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2.3.2 Systéme de planification de traitement

Un "bon" plan de traitement consiste a réduire la tumeur tout en préservant les tissus
sains adjacents [16, 67, 68, 63, 87]. L’étude du plan de traitement est faite via des logiciels
(Systémes de Planification des Traitements SPT) a l’aide de techniques récentes d’image-
rie médicale. Des images scanner réalisées sur les SPT permettent de visualiser en trois
dimensions le volume & irradier et les organes sensibles voisins. Une optimisation conduit
a focaliser les rayonnements sur la zone tumorale et & épargner le plus possible les tissus
sains. Les distributions possibles de dose de traitement sont simulées sur ’ordinateur selon
le principe de "trial-and-error" en utilisant des méthodes comme celle de Monte Carlo. A
partir de ces résultats de simulations, les paramétres de l'irradiation sont déterminés en
commun entre le médecin et le radio-physicien.

2.4 Modéles de croissance naturelle d’une population cellu-
laire

Les systémes de planification de traitement actuels utilisent des modéles de distribution
de la dose physique de rayonnement ionisant recue par les tissus biologiques. Malheureu-
sement, ils ne prennent pas en compte la réponse biologique de ces tissus suite & cette
irradiation. Par conséquent, les calculs d’efficacité du traitement et des risques de compli-
cations restent trés incertains. Pour tenter d’améliorer ces prédictions, une stratégie consiste
& utiliser des modéles mathématiques de la croissance et de la mortalité cellulaire. Nous
présentons dans la suite de ce chapitre, quelques modéles classiques de la croissance natu-
relle (sans traitement) d’une population cellulaire et des modéles qui décrivent la réponse
cellulaire & la radiothérapie.

Plusieurs modéles de croissance naturelle d’une population de cellules ont été proposés |7,
64, 20]. Certains sont décrits par des équations différentielles et stipulent une modélisation
indépendante/dépendante du cycle cellulaire. Ces modéles s’intéressent principalement au
taux de croissance de la population : n/(t)/n(t) ot n(t) est le nombre moyen de cellules a
I'instant ¢ et n/(t) est sa dérivée.

2.4.1 Modéles indépendants du cycle cellulaire
Nous présentons dans cette section certains modeéles classiques de croissance cellulaire
qui ne prennent pas en compte le cycle cellulaire.

2.4.1.1 Le modéle exponentiel

C’est le modele le plus simple [7], qui repose sur les hypothéses suivantes :
e toutes les cellules ont les mémes propriétés ;
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e la mort cellulaire n’est pas considérée ;

e il n’existe aucune limitation a la prolifération cellulaire.
Ces hypothéses impliquent que toutes les cellules ont la méme durée de vie T.. Chaque
cellule se divise en deux cellules filles et ainsi de suite. A la iéme génération (aprés i
mitoses), i.e. au temps t = iT,, le nombre de cellules provenant d’une cellule initiale est
alors n(t) = 2¢ = 97: = ¢9%. (Uest une croissance exponentielle de taux g = h}ﬁ et
caractérisée par 1’équation différentielle : ‘

n'(t) = gn(t). (2.4.1)

Plus généralement, si & ¢ = 0 on a n(0) cellules, le nombre de cellules & l'instant ¢ de ce

modéle exponentiel est
n(t) = n(0)e". (2.4.2)

Une extension du modéle exponentiel prend en compte la mort cellulaire avec un taux b > 0,
en considérant :

n'(t) = (g — b)n(t). (2.4.3)
Dans le cas ott ¢ — b > 0, la population continue a croitre exponentiellement mais avec un
taux ralenti, tandis que si g — b < 0 elle disparait rapidement.

2.4.1.2 Modéle logistique

L’idée générale de ce modéle est que les cellules ne peuvent pas proliférer & 'infini et que
la population de cellules croit jusqu’a une taille maximale nommée capacité biotique. En
deca de cette capacité biotique, la population a tendance a croitre, au dela, elle a tendance
a décroitre. Verhulst a proposé un modeéle [64] appelé modéle logistique, avec un taux de
croissance g > 0 (la nature de g n’est pas précisée) et un effet inhibiteur modélisé par un
facteur h > 0. Si la population cellulaire contient n(t) cellules a I'instant ¢, alors le taux de
multiplication de chaque cellule est proportionnel & g — (n(t) — 1)h. Le facteur (n(t) — l)h
désigne effet inhibiteur des n(t) — 1 autres cellules que celle considérée. Notons que, plus
n(t) est élevé, plus leffet est grand. L’équation en n(t) est alors

n'(t) = (g — [n(t) — 1]R)n(t). (2.4.4)

Cette équation s’intégre :

0)elg+h)t
n(t) = — (0’;( )eh o . (2.4.5)
n n
1= 20 (B ) el

Il a été montré [36] que I'équation (2.4.4) admet deux états d’équilibre : n = 0 (population
nulle) est un équilibre instable et n = % est un équilibre stable. Le comportement de

t +— n(t) dépend de n(0). Plus précisément :
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e si n(0) > %, alors n/(t) < 0 et n(t) est décroissante. En outre, tlim n(t) = #,
—00

c’est le point d’équilibre stable ;
esi0 < n(0) < #, alors n/(t) > 0 et n(t) croit avec le méme point d’équilibre
lim n(t) = %.

t—o0
Par suite, la droite n = % est une asymptote horizontale et la valeur % est regardée

comme la taille maximale de la tumeur.

Citons également le modeéle de Gompertz [12] ot il est supposé que le taux de mortalité
augmente de facon exponentielle avec I’age.

2.4.2 Modéles dépendants du cycle cellulaire

Le cycle joue un role fondamental dans la croissance d’une population cellulaire. Par
conséquent, un premier facteur & modéliser est la position de la cellule dans son cycle.

Dans [20, 21], Kendall a supposé que chaque cellule passe par K phases consécutives de
maturité. A la fin de la K éme phase, la cellule se divise en deux cellules filles et chacune
entre de nouveau dans la premiére phase, comme décrit dans la Figure 2.6. Donc, ce modéle
représente la partie proliférative. Cependant, la phase G et la mort des cellules ne sont pas
prises en compte. Une cellule passe d’une phase & une autre avec un taux ¢ et le nombre

FIGURE 2.6 — Modeéle a K phases discrétes (Kendall) de croissance d’une population cellu-
laire sans considérer la mort cellulaire. Chaque bloc correspond & une phase de maturité et
9 est le taux de transition cellulaire d’une phase a une autre.

moyen de cellules dans la phase i est noté n;(t). Le vecteur n(t) = (ni(t),...,nk(t)) vérifie
I’équation
dn(t)
— = An(t 2.4.6
) Ane) (246
avec
-9 0 ... 0 20
9 -9 ... 0 0
A= . . o (2.4.7)
0 0 9 =9
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et un vecteur initial n(0) donné. Le nombre 2 qui apparait au bout de la premiére ligne de
la matrice, correspond aux 2 cellules filles nées aprés la K éme phase. Il a été montré que
ni(t) = c;e oit A est la plus grande valeur propre de la matrice A. Une premiére facon pour
prendre en compte la mort cellulaire dans ce modéle est de supposer qu’elle se produit a la
sortie de la derniére phase. Dans ce cas, en remplagant 'entrée (2¢9) dans la matrice A par
(T9) avec T < 2, la population croit encore exponentiellement mais avec un taux moindre.

Ensuite, Takahashi [55] a généralisé ce modéle, en supposant que la perte cellulaire pou-
vait se produire aléatoirement dans chaque phase et suivant une loi de Poisson de paramétre
v, comme montré a la Figure 2.7. Le vecteur des nombres moyens de cellules n(t) vérifie
I'équation (2.4.6) avec la matrice

—(U+7) 0 .. 0 79
A= 1:9 _(19:+ Mo ? ? (2.4.8)
6 0 19 —(19.+ v)

La population croit exponentiellement ou disparait selon la plus grande valeur propre A de
la matrice A. Notons que les paramétres de transition et de perte cellulaire peuvent étre
différents dans les K phases. Des études pour 'estimation des paramétres de ce modéle ont
été faites dans [56].

A~y A~y A~y A~y

1 v 2 i’ooo K-1 v K M’
t v |

FIGURE 2.7 — Modéle a phases discrétes (Takahashi) de croissance d’une population cel-
lulaire considérant la mort de cellule & l'issue de n’importe quelle phase. Chaque bloc
correspond & une phase de maturité. 9 est le taux de transition cellulaire d’une phase & une
autre et v est le taux de mort.

v

Les modéles de Kendall et de Takahashi sont des modéles a phases discrétes et a temps
continu. Un formalisme & temps discret a été introduit par Hahn [27, 28] et a été suivi par
plusieurs développements [29, 69, 65, 45, 46]. Le modéle de Hahn est de la forme suivante :

n(j+1) = An(j), JjeN. (2.4.9)
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Les entrées de la matrice A sont les probabilités de transitions du processus de saut associé
aux changements de phase. L’évolution de la taille de la population varie selon la plus
grande valeur propre A\ de la matrice A.

Certains modeéles prennent en compte la position de la cellule dans le cycle cellulaire avec
une variable continue comme le modéle de Rubinow [75, 76] dans lequel la population croit
exponentiellement sous des conditions précises. En outre, le modeéle de Rittgen-Tautu [85],
vérifiant 1'équation (2.4.6) avec une matrice A associée, prend en compte le fait que la
cellule peut étre dans I’état de quiescence (la phase Gy).

2.5 Réponse au traitement d’une cellule et d’'une tumeur

Controéler la croissance d’'une tumeur nécessite la modélisation de la réponse cellulaire

durant la radiothérapie. Pour ce traitement, une succession de fractions de dose toutes de
magnitude ug, sont délivrées quotidiennement sur la région a traiter.
Désignons par S; la réponse binaire d’une cellule ¢ a 'application d’une fraction de dose.
S; est une variable aléatoire qui vaut 1 si la cellule 7 survit et 0 si elle meurt. S; suit la
loi de Bernoulli de paramétre p. (P(Si =1) = pc). Dans un premier temps, le réel p. est
considéré comme un parameétre. Les modéles de coups présentés dans la section suivante
relient p. & la dose up du rayonnement ionisant.

Dans le cas d'une population de ng cellules, le nombre N de cellules survivantes aprés
application de la dose est alors

no
N=>5. (2.5.1)
=1

L’événement {N = j} signifie qu’il y a j cellules vivantes aprés 'application de la dose,
parmi les ng cellules initiales. Si les cellules réagissent de maniére indépendante et identique
aux radiations, alors N est une variable aléatoire de loi binomiale B(ng, p.). La probabilité
d’avoir j cellules survivantes est alors donnée par

P(N = j) = (J)pb(1 = pe)"0 7. (2.5.2)
La loi de N peut étre approchée par une loi de Poisson P(\) si (i) ng est grand, (ce qui
se produit en pratique, car une tumeur peut contenir des milliards de cellules), (ii) la
probabilité de survie p. d'une cellule est faible (ce qui revient & supposer que la dose est

A

efficace) et (iii) pc est relié¢ a ng par p. ~ 7.

Sous ces hypothéses, le nombre moyen de cellules survivantes au traitement est donné par
E(N)=mngpec= A (2.5.3)

On définit la fraction de survie S de la proportion de cellules survivantes :

g_ le nombre de cellules survivantes _ N ‘ (2.5.4)

le nombre de cellules initiales no
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Comme le nombre de cellules survivantes varie entre 0 et ng, la fraction de survie S peut

prendre les valeurs {0, nio, ..., 1}. Son espérance est égale a

E(S) = = Pe. (2.5.5)

S est donc un estimateur sans biais de p.. Notons que cette fraction de survie dépend de
I'intensité de la dose ug appliquée.

Plusieurs travaux de recherche ont eu pour objectif d’établir des modéles reliant p. a la
dose de traitement ug, comme les courbes de survie mesurées expérimentalement |18, 44|
et les modéles de coups-cibles présentés dans la section suivante.

2.6 Modéles balistiques "coups-cibles"

La radiosensibilité des cellules est déterminée expérimentalement par la réalisation de
courbes de survie aprés irradiation de cellules en culture in vitro. Ces courbes représentent
graphiquement la relation entre la fraction de survie cellulaire, qui est une estimateur sans
biais de la probabilité p., et la dose de radiations délivrée ug. Les premiéres courbes de
survie relatives a des cellules de mammiféres ont été obtenues expérimentalement par Puck
et Markus en 1956 [82].

Les modéles balistiques "coups-cibles" sont des modélisations mathématiques des courbes
de survie. Ils apportent aux cliniciens des informations sur efficacité thérapeutique d’un
plan de traitement, ainsi qu'une compréhension des complications produites au niveau des
tissus sains irradiés. Ces modéles sont fondés sur la théorie des cibles introduite dans les
années 1920 lorsque les biologistes ont commencé a élaborer des approches quantiques de la
mortalité cellulaire dans les tissus irradiés [26, 54, 41]. Cette théorie fut ensuite développée
par K. C. Atwood et A. Norman [48], D. E. Lea [19], E. C. Pollard et autres [24, 23]
et donna lieu & beaucoup d’autres développements [44, 86, 83, 79, 42, 84, 9, §|. Dans la
théorie des cibles, une cellule est supposée avoir des structures vitales appelées "cibles"
qui doivent étre toutes inactivées pour tuer la cellule. Par exemple, les chromosomes sont
des cibles sensibles [30] mais on peut aussi ajouter la membrane nucléaire ou des organites
cellulaires & proximité de la membrane nucléaire [66]. Chaque cible est désactivée quand
elle est frappée par un certain nombre de particules ionisantes provenant du rayonnement.
On parle alors de "coups" portés sur les cibles.

Remarque 2.6.1. Depuis la découwverte de I’ADN par Crick et Watson en 1953 [/3], on
peut raisonnablement poser la question de lintérét des modeéles "coups-cibles” en radio-
thérapie. Pourquoi par exemple me pas se concentrer sur une modélisation plus fines des
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dommoages subis au niveau de I’ADN comme les cassures simple-brin ou double-brin ainsi
que les pontages ADN-protéine.

La théorie des cibles offre d’abord un formalisme abstrait relativement simple permettant
de quantifier les dommages cellulaires. On peut par exemple griace au mombre de cibles
touchées d’une cellule, modéliser plusieurs niveauzr de dommages comme :

e les dommages létaux qui sont irréversibles et irréparables, et qui conduisent a la mort

cellulaire ;

e les dommages sublétauxr qui peuvent étre réparés en quelques heures a moins que des
dommages sublétaux supplémentaires s’ajoutent aux précédents pour éventuellement
conduire aur dommages létaux ;

e les dommages potentiellement létauz, lorsque les mécanismes de réparation des dom-
mages sublétaux ne sont pas efficaces.

Par ailleurs, la théorie des cibles propose un cadre générique qui permet d’étendre appli-
cation de ces modéles de dommage cellulaire & d’autres thérapies que la thérapie photody-
namique.

Nous présentons plusieurs modéles de coups : le modeéle multi-cible a plusieurs coups |44,
86, 37|, le modele une cible & un coup qui est connu aussi par le modéle linéaire |25,
44], le modele multi-cible a un coup [44, 86], le modeéle quadratique et le modéle linéaire
quadratique [51, 62]. Les courbes associées aux modeéles de coups et présentées dans la suite
sont en coordonnées semi-logarithmiques.

2.6.1 Modéle multi-cible a plusieurs coups

Dans ce modéle général [44, 86], les cellules sont supposées identiques et chaque cellule
contient m cibles. Chaque cible nécessite h coups pour sa destruction. La mort cellulaire
provient lorsque les m cibles sont détruites. On note p = 1 — ¢ la probabilité qu'une cible
reste active aprés 'application d’une dose ug. Sous I’hypothése que les cibles sont désactivées
d’une fagon indépendante, on a

m
P(détruire m cibles) = H(l —p)=(1-p)™. (2.6.1)
i=1

Par suite, la probabilité de survie p. de la cellule est donnée par
pe=1—(1—p)™. (2.6.2)

Pour le calcul de p, on suppose que le nombre aléatoire Y de particules qui touchent une
cible donnée, suit la loi de Poisson de paramétre p. Puisque la cible reste active tant qu’elle
est touchée par au plus h — 1 particules ionisantes, on a

12 1
= <h-1)=e* —+ .t .6.
p=PY <h-1)=e <1+u+2!+ +(h—1)!> (2.6.3)
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Dans ce modéle, le nombre moyen u de particules ionisantes qui touchent la cible est consi-
déré comme étant proportionnel & la dose ug :

[ = aug (2.6.4)

ol « est un paramétre positif qui peut étre interprété comme une caractéristique de la
radiosensibilité cellulaire [52]. D’ou

+...+

au 2 au h-1
( 2?) ((h 3)1)! ) (2.6.5)

pug) = e ¥ (1 + aug +

et
pe(uo) =1 = (1 = p(ug))™. (2.6.6)

2.6.2 Modéle avec une cible a un coup

Dans ce modéle [44, 25|, appelé aussi modéle linéaire, la cellule contient une seule cible
(m = 1) et nécessite un seul coup pour étre désactivée (h = 1). Donc selon les équations
(2.6.2), (2.6.3) et (2.6.4), la probabilité de survie p. d’une cellule est donnée par,

pe(uo) = plug) = e 0. (2.6.7)

2.6.3 Modéle multi-cible & un coup

Dans ce modéle, la cellule contient m cibles. Chaque cible peut étre inactivée par un
seul coup (h = 1) avec une probabilité p(ug) = 1 — e~*"0 (d’aprés (2.6.3) et (2.6.4)). On
déduit de (2.6.6) :

pe(ug) =1 — (1 — e *40)™, (2.6.8)

Dans ce cas, la cellule est le siége de lésions sublétales dont 'accumulation conduit a la
mort cellulaire. La Figure 2.8 représente ln( C(uo)) en fonction de ug. Pour des cellules
de mammiféres, les courbes de survie obtenues expérimentalement sont proches de celles
obtenues par ce modéle. Elles présentent en particulier un épaulement (une incurvation
initiale) étroit et un retour a une relation rectiligne aux fortes doses.

2.6.4 Modéle a une cible létale et m cibles sublétales

Dans ce modele [59], la cellule est supposée contenir deux types de cibles et reste vivante
aprés I'application d’une fraction wug si :

1. la cible de type 1 (cible létale) reste active;

2. au moins une cible de type 2 (cible sublétale), parmi les m cibles, reste active.

Theése 34 Roukaya Keinj



Chapitre 2. Etat de lart

In(pe(uo)) =In(l — (1 — e~ *%0)™)

FIGURE 2.8 — Modéle & m cibles sublétales

On suppose que le premier événement a lieu avec probabilité e ~“1%0 et qu’une cible de type 2
a une probabilité e~*2%0 de ne pas étre détruite. Alors la probabilité du second événement est
1—(1—e~@2%0)™ FEn supposant que ces deux événements sont indépendants, la probabilité
de survie de la cellule est le produit de deux probabilités de survie associées aux deux types
de cibles :

peug) = €71 — (1 — e *2u0)™]. (2.6.9)

2.6.5 Modéle quadratique

Dans ce modéle, la cellule contient une cible. La probabilité de survie p. est fonction du
carré de la dose ug [44, 86| et définie par

Pe(ug) = e Pud (2.6.10)

avec 3 est un paramétre positif.

Notons que nous n’avons pas d’interprétation de cette expression. La courbe de survie
correspondante a ce modéle en coordonnées semi-logarithmiques est donnée a la Figure 2.9.
Elle présente une tangente initiale de pente nulle et s’incurve progressivement avec la dose.
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In(pe(uo)) = —Bug

0(0,0)

uo

FIGURE 2.9 — Modéle quadratique

2.6.6 Modéele linéaire quadratique

Dans ce modele [51, 62], la cellule contient une cible. C’est une combinaison du modéle
linéaire (2.6.7) et le modele quadratique (2.6.10). II est défini par :

Polug) = e~ (@uotBug) (2.6.11)

et la courbe associée est donnée par la Figure 2.10. Ce modéle combine les deux modéles
linéaire et quadratique. La valeur ug = a/5 correspond a la dose pour laquelle les morta-
lités sont dues en parts égales & des dommages directement létaux et & 'accumulation des

dommages sublétaux :
2
e~ou0 = g~ Pug

La formule (2.6.11) est souvent utilisée car elle s’adapte bien aux données in vitro |33].

Fractionnement de la dose

En radiothérapie la dose totale u délivrée & la zone traitée est décomposée en f fractions
de méme magnitude ug (i.e. w = fup). Selon les modéles de coups usuels, nous avons [15]

pe() = (pe(uo))”. (2.6.12)
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In(pe(uo)) = —(auo + fug)

0(0,0) o/B

FI1GURE 2.10 — Modéle linéaire quadratique

Cette relation implique qu’une cellule survivante a la méme probabilité de survie aprés
chaque fraction de dose.

2.7 Optimisation du plan de traitement

La comparaison des différentes propositions dosimétriques est faite par la modélisation
des contraintes en termes de probabilités de contrdle tumoral (Tumor Control Probabi-
lity TCP) et de complication dans les organes sains irradiés (Normal Tissue Complication
Probability NTCP) [31, 32|. Les formulations des TCP et NTCP dérivent des modéles de
survie [33, 37|, des modéles stochastiques de la dynamique des populations cellulaires 70, 78]
ou des modeles fondés sur le cycle cellulaire [60].

2.7.1 Probabilité de controle tumoral

La probabilité de controle tumoral (TCP) est la probabilité qu’aucune cellule cancéreuse
de la tumeur reste vivante aprés I'application du traitement. Le TCP est utilisé comme un
indicateur qui mesure 'efficacité du traitement et permet de comparer les différents plans
de traitement pour sélectionner le plus efficace. Le calcul de cette probabilité nécessite un
modéle de la réponse biologique cellulaire. Les expressions du TCP nouvelles dérivent des
modéles de survie (voir la Section 2.6), et en majorité, du modéle linéaire quadratique [33].
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Dans le cadre général du modéle probabiliste introduit dans la Section 2.5, lorsque le
nombre de cellules cancéreuses survivantes X suit la loi binomiale B(ng, pc) nous obtenons

TCP =P(N =0)=(1—p:)". (2.7.1)
Lorsque N ~ P(ngp.), nous avons
TCP = P(N =0) = ¢ "0Pe, (2.7.2)

Ces expressions sont couramment utilisées en radiothérapie |81, 1, 22|. La validité de (2.7.2)
a fait 'objet de plusieurs études [77, 53, 58].

Par définition, le TCP est la probabilité que toutes les cellules sont tuées aprés traite-

ment. Or, la notion "aprés traitement" est trés floue. Les effets d’un traitement impliquent
une cascade de réactions intracellulaires et les conséquences a 1’échelle de la tumeur ne sont
visibles que sur une échelle de temps de 'ordre de plusieurs semaines. Comme cet aspect
n’est pas pris en compte dans les expressions (2.7.1) et (2.7.2), une formulation temporelle
du TCP est nécessaire.
Les formulations du TCP données par "Zaider et Minerbo" [57] et par "Dawson et Hillen" [2]
sont fondées sur un processus de naissance et mort (birth-death process) o le nombre de cel-
lules survivantes (N (t)) 40 €st un processus stochastique & temps continu. Par conséquent,
la probabilité de contréle tumoral & Dinstant ¢ est donnée par TCP(t) = P(N(t) = 0).
Par ailleurs, dans notre modéle proposé a la Section 3.4, nous avons procédé d’une maniére
analogue en considérant le nombre de cellules survivantes a des instants discrets k € N*,
correspondants aux moments d’application de fractions de dose et une expression temporelle
du TCP est ensuite déduite.

2.7.2 Probabilité de complication dans les tissus sains

Les rayonnements ionisants ont une action sur les tissus sains, ce sont les effets se-
condaires du traitement. Les tissus sains sont décomposés en sous-unités fonctionnelles
(Functional Sub-Units FSU) qui ont des réponses différentes aux radiations selon leurs ar-
chitectures. Niemierko et Goitein [4] ont proposé une division des tissus en trois architectures
fondamentalement différentes :

e pour l'architecture en série (systéme nerveux : moelle épiniére, nerfs,...), des dom-
mages dans I'une de ses structures (FSUs) entrainent une complication sur tout le
systéme ;

e Darchitecture en paralléle ou organe critique (rein, foie, poumon . ..), une complication
dans la fonction de 'organe apparait si un nombre seuil n de sous-unités fonctionnelles
est touché;

e une réponse graduée (peau, muqueuses ...) a lirradiation apparait d’une maniére
continue.
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Plusieurs expressions de la probabilité de complication dans les tissus sains (NTCP) ont
été proposées. On cite le modeéle de Lyman [14, 11, 38, 39, 40| et le modéle logistique [15].
Nous nous limitons & I’architecture paralléle dans la suite de la thése. Pour un organe
uniformément irradié et contenant ng FSUs et un nombre seuil n de FSUs endommagées,
il est supposé (voir [3, 5]) que :

e une complication apparait si le nombre de FSUs endommagées dépasse 1 ;

e chaque FSU parmi les ng est endommagée avec une probabilité prgi ;

e tous les FSUs se comportent d’'une fagon indépendante.
Soit Npgy le nombre aléatoire de FSUs endommagées aprés irradiation parmi les ng ini-
tiales. Par suite, ce nombre suit une loi binomiale B(ng, prsy) et la probabilité de compli-
cation peut étre exprimée mathématiquement comme

NTCP = P(Npsy > n) = EO: (7°) (prsv)' (1 = prsv)™ . (2.7.3)

1=n

Similairement au TCP, nous avons proposé une expression temporelle du NTCP a temps
discret relative aux moments d’application des fractions de dose (voir la Section 4.5).

2.8 Conclusion

Les modéles de coups présentés dans ce chapitre considérent que les cellules ont un
comportement homogéne. Dans la pratique, il y a au moins trois raisons principales pour
mettre en cause cette hypothése. La premiére cause de I'hétérogénéité des réponses cel-
lulaires provient de la distribution non uniforme de la dose de rayonnement dans la zone
irradiée. La deuxiéme cause est due aux différences entre les types de cellules (prolifératives,
quiescentes, souches, etc.) et leurs positions dans le cycle cellulaire, ainsi que la concentra-
tion non uniforme de 'oxygéne et des nutriments. Un troisiéme facteur correspond & une
variabilité des dommages d’une cellule & une autre et de leur sensibilité aux radiations. Les
deux premiers points peuvent étre pris en compte en réduisant 1’échelle de modélisation &
un niveau de sous-volumes, dans lesquels on peut raisonnablement supposer que la distri-
bution de dose et les types de cellules sont homogénes. Pour le dernier facteur, les modéles
de coups usuels supposent qu’aprés une fraction de dose, une cellule survivante se comporte
comme une cellule non irradiée. Il parait naturel de supposer que la sensibilité de la cellule
aux radiations varie durant la période du traitement. Par conséquent, la cellule survivante
peut avoir différents niveaux de radiosensibilité. Ce point ainsi que ’aspect temporel sont
les deux principaux facteurs pris en compte dans le modéle développé au chapitre suivant.
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CHAPITRE 3

Modeéle multinomial d'une tumeur
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3.1 Introduction

Nous proposons dans ce chapitre un modéle d’évolution de la taille d'une tumeur trai-
tée par la radiothérapie. Le comportement d’une cellule individuelle est modélisé par une
chaine de Markov & temps discret (voir la Section 3.2). Cette modélisation prend en compte
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I’hétérogénéité des dommages induits par les radiations et les mécanismes de réparation
dans la cellule. Il s’agit d'une généralisation des modéles de coups (voir la Section 3.3.3).
Ensuite, nous modélisons la réponse d’une tumeur. De notre point de vue, une tumeur est
constituée d’une collection de cellules indépendantes qui se comportent identiquement.

3.2 Modéle Markovien (Z;) de la réponse d’une cellule

Dans cette section, on décrit le comportement individuel d’une cellule durant la période
du traitement. On suppose que la cellule contient m cibles i.e. m structures vitales radio-
sensibles. Chaque cible peut étre inactivée par les radiations et la mort de la cellule survient
lorsque les m cibles sont inactivées. Les cibles peuvent se réactiver tant que la cellule est
toujours vivante, i.e. lorsque les cibles ne sont pas toutes atteintes.

Apres la premiére fraction de dose du traitement, différents états d’une cellule peuvent
apparaitre. La distinction entre ces états est au niveau des degrés de dommages dans la
cellule modélisés par le nombre de cibles inactivées. On considére m + 1 états de dommage
d’une cellule :

e la cellule est en état ¢ si elle posséde i cibles inactives. Lorsque ¢ € {0,1,...,m — 1},
ce sont les m états de dommage d’une cellule vivante ;
e Lorsque 7 = m, la cellule est morte.
Une illustration des différents états de la cellule est donnée a la Figure 3.1 pour m = 3.

& &
© @ @ &

FIGURE 3.1 — Etats de dommage d'une cellule (m = 3).

Soit Zj la variable aléatoire qui désigne le nombre de cibles inactives dans la cellule
a linstant k, i.e. aprés la kéme fraction de dose. Notons E l'espace d’états de la chaine
(Zy) avec E = {0,1,--- ;m}. On suppose que (Zi)ren est une chaine de Markov a temps
discret : I'état de la cellule & I'instant k 4+ 1 dépend seulement de son état a l'instant k.
Notons que I’état de mort m est un état absorbant.
Nous déterminons ensuite la matrice de transition IT correspondante a (Zy)ren en modéli-
sant les effets des fractions de dose et les mécanismes de réparation.
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3.2.1 Modélisation de l’effet des fractions de dose de rayonnement

Dans un premier temps, on considére seulement les effets des fractions de dose. Soit
P(i,j) la probabilité qu'une cellule en état i passe a I’état j aprés l'application d’une
fraction de dose ug. En outre, on suppose qu’'une cible est désactivée avec une probabilité ¢
et indépendamment des autres cibles de la cellule. Par conséquent, aprés ’application d’une
fraction de dose,

e une cellule en état 0 passe a I’état j par la désactivation de j cibles parmi les m cibles

actives, 0 < 7 < m, avec une probabilité

P(0,j) = ()¢’ (1 - )" (3.2.1)

e une cellule en état 1 passe a ’état j par la désactivation de j — 1 cibles parmi les
m — 1 cibles actives, 1 < 7 < m, avec une probabilité
P(Lj) = (3¢ (1 - )", (3.2.2)
e une cellule en état ¢ passe a ’état j par la désactivation de j —i cibles parmi les m —1
cibles actives, i < j < m, avec une probabilité
P(i,j) = (75)d ' (1 - 9™, (3.2.3)
e une cellule en état m — 1, soit elle reste en état m — 1 avec une probabilité P(m —
1,m—1) = 1—gq, soit elle meurt aprés la désactivation de la derniére cible active avec
une probabilité P(m — 1,m) = q;
e finalement, une cellule morte reste en état m avec une probabilité P(m,m) = 1.
L’expression générale de la matrice P qui modélise I'effet du traitement est alors

.. mfl j—i o m—j < g
P(i.j) _ { i e G M (3.2.4)
0<i,j<m 0 Jj<i
et son expression explicite est
Q=™ (al—q™ " ... ¢
0 (1—q)m! R U
P=| : :
0 0 q
0 0 1

La Figure 3.2 montre les transitions correspondantes a l'effet d’une fraction de dose avant
I'intégration de la réparation des cibles, pour le cas d’une cellule a trois cibles (m = 3).
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(1-q)? (1-q)?

FIGURE 3.2 — Graphe de transition de (Zj)ren sans considérer la réparation des cibles.

Relation entre ¢ et uy

Le paramétre ¢ est la probabilité de désactiver une cible active aprés une fraction de
dose ug. Pour relier ce paramétre avec le plan de traitement réel, on considére les possibilités
suivantes :

e si la cible est désactivée lorsqu’elle est touchée par une particule ionisante, I’équation

(2.6.5) implique que
g=PY >1)=1—e >, (3.2.5)

ol Y est le nombre des particules ionisantes dans la dose ug qui touchent la cible dans
la cellule;

e selon le modéle linéaire quadratique, une cellule meurt aprés une fraction de dose ug
avec une probabilité de mort ¢, = 1 — e—ouo—pug Cependant, il est clair que dans
notre modeéle ¢. = P(0, m) = ¢"™. Par conséquent,

g=(1— e owo—Budym (3.2.6)

3.2.2 Modélisation de la réparation des lésions

Nous introduisons les mécanismes de réparation des cibles que ’on considére avoir lieu
entre deux fractions de dose consécutives. Soit r la probabilité qu'une cible désactivée dans
une cellule vivante se réactive. On suppose que les cibles inactives sont réparées d’une fagon
indépendante. Par conséquent, entre deux fractions de dose consécutives,
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e une cellule en état 0 reste dans cet état avec une probabilité 1, car cette cellule ne
posséde pas de cibles & réparer ;

e une cellule en état 1, retourne a I’état 0 si la seule cible inactive est réparée avec une
probabilité r, ou reste dans 1’état 1 avec une probabilité 1 — r;

e une cellule en état ¢« < m — 1 peut retourner a I'état j si ¢ — j cibles inactives sont
réparées, ce qui se produit avec une probabilité (ﬁ_j)ri_j(l —7)7,0<j<i;

e finalement, une cellule morte reste en état m avec une probabilité 1.

La matrice R correspondante aux mécanismes de réparation est alors donnée par

RG.j) _ [ ()ri(-rf j<i -
0<i,j<m 0 1<j o
et 'expression explicite correspondante
1 0 0 0
r 1—7r 0 0
R=|" @r@-r) 1-1)? 0 (3.2.8)
0 0 0 1

3.2.3 Matrice de transition de (Zj)

En joignant les effets des fractions de dose et les mécanismes de réparation, la dynamique
de la chaine (Zy)ren est donnée par sa matrice de transition II comme suit :

I = PR. (3.2.9)
Rappelons que (Z;) est une chaine de Markov, alors
(i, j) = Pr(Zit = | Zi = 1).

Soient ¢ =1 —q et v = 1 — r. Pour le cas d’une cellule a trois cibles, I'expression de la
matrice II devient

(rg+d)° = (rq)* 3r'qq® +6rr'g* ¢ 3¢°¢r” ¢
H _ ,r,q/2 + 2T,2qq/ ?,,/qlz + 4r,r,/qq/ 2r12qq/ q2 (3 2 10)
72 q/ 27“7“’6]’ r’2q’ q e
0 0 0 1

La Figure 3.3 illustre le graphe de transition correspondant a la chaine de Markov (Zj)
aprés 'intégration de la réparation des cibles.

Avec la matrice de transition II et la loi initiale de Zj, nous déterminons la loi de probabilité
de Zj, pour tout k € N*.
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(rq+q)* — (rq)® r'q? + drr'qq
37,,/qq/2 + 67,,74/q2q/

FIGURE 3.3 — Graphe de transition de (Z)ren pour m = 3 et en considérant la réparation
des cibles.

3.2.4 Loi de probabilité de Z;

Apreés avoir appliqué k fractions de dose, il est intéressant de connaitre I’état de la cel-
lule. Dans notre modéle, Z; est le nombre de ce cibles désactivées dans la cellule. Pour
"mesurer" l'effet du traitement, il est donc intéressant de connaitre la loi de Zj,. Ce point
sera aussi développé au niveau de la tumeur dans la Section 3.4.

Soit le vecteur v = (l/]g, o), V]i = Pr(Z =1). La propriété de Markov donne

v = voll”, Vk e N*. (3.2.11)

Si la cellule est initialement en état 0, alors Pr(Zy = 0) = 1, donc vy = (1,0,...,0). Par
conséquent,

vi =T11%(0,4) i€ {0,...,m}. (3.2.12)

Notons que la matrice de transition II et ainsi la loi de Zj, dépendent de trois paramétres :
le nombre de cibles m, la probabilité g de la désactivation d’une cible et la probabilité r de la
réparation d’une cible inactive. L’influence de ces paramétres sur la probabilité IT#(0,m) de
mort de la cellule, est décrite par le Corollaire 3.3.2 et quantifiée par une analyse numérique
dans la Section 3.4.2.
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3.3 Propriétés de (Zy)

Une caractéristique intéressante de notre approche est qu’elle intégre ’accumulation des
dommages dans la cellule. Par conséquent, la réponse de la cellule dépend de (i) son état,
(ii) Pefficacité du traitement et (iii) les mécanismes de réparation, voir la Section 3.3.2.

3.3.1 Expression récursive de (Zj)

Notre but est de définir Z; récursivement. Si Z;, = m i.e. la cellule est morte, alors
Zr4+1 = m car m est un état absorbant. Dans le cas oit Z < m, Zj11 est déterminé en deux
étapes correspondantes a l'effet d’une fraction de dose et aux mécanismes de réparation.
Cette expression récursive permet de simuler la trajectoire k — Z et est utilisée également
dans la démonstration de la Proposition 3.3.1.

Effet d’une fraction de dose

Les Zj, cibles désactivées de la cellule restent toutes inactives durant 'application de la
fraction de dose avec probabilité 1, puisque la réparation des cibles n’est pas considérée dans
cette phase. Une cible active, parmi les m — ¢ cibles actives dans la cellule, est désactivée
indépendamment des autres cibles avec une probabilité g. Cette réponse est illustrée a la
Figure 3.4. Soit Z; 1 le nombre de cibles inactives aprés la k 4+ 1éme fraction mais avant
les mécanismes de réparation ('indice k + % est un temps fictif qui représente une phase
intermédiaire),

m—2Zy,

Zyor =Zk+ Y Gy (3.3.1)
j=1

ot les (&, 1 j) sont des variables aléatoires i.7.d. qui suivent la loi de Bernoulli de parameétre
q:
LIS 15 = 1 si la jéme cible active est désactivée aprés une fraction de dose. Cet
événement se produit avec probabilité q.
LI 1= 0 si la jéme cible active reste active aprés une fraction de dose.

Z

ki1 peut étre exprimé d’une maniére équivalente par
2
m—Zk
Zipr=Zu+ Y U0,y <0 (3.3.2)
j=1

ol les (Uy, 1 ;) sont des variables aléatoires i.i.d. qui suivent la loi uniforme ¢/({0, 1).
2 2
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1—q

e (O

™~

X —

FIGURE 3.4 — La réponse d’une cible durant ’application d’une fraction de dose. On désigne
par le cercle vide la cible active et une cible inactive par une croix dans un cercle.

Mécanismes de réparation

Si la cellule est morte i.e. Zk+% = m, alors la réparation n’a aucun effet et dans ce cas
on reste a Zx1 = m. Considérons le cas Z; 1 < m. Comme les effets des radiations ne
sont pas pris en compte dans cette période, les m — Z; 1 cibles actives restent actives avec
probabilité 1. Une cible désactivée, parmi les Z; | 1 cibles inactives dans la cellule vivante,
reste inactive avec probabilité 1 — r. Ces réponses sont représentées a la Figure 3.5. Enfin,
le nombre de cibles inactives dans la cellule a l'instant k£ + 1 est donné par

Z

k+3

Zpy1 = Z Ek+1,55 (3.3.3)

J=1

ot les (&,41,;) sont des variables aléatoires 4.4.d. qui suivent la loi de Bernoulli de parameétre
1—r:
® {11, = 1sila jeme cible inactive reste inactive, ce qui produit avec une probabilité
1—7r;
® {11, = 0sila jeme cible inactive est réparée.
D’une maniére équivalente, Zj,1 peut étre définie par

Zk+%

k41 = Z 1{Uk+1,j§1—r}’ (3.3.4)
=1

ot les (Ug41,5) sont des variables aléatoires 4.4.d. qui suivent la loi uniforme ¢/(]0, 1]).
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e
PN
O —0

FIGURE 3.5 — La réponse d’une cible durant la période de réparation. On désigne par le
cercle vide la cible active et une cible inactive par une croix dans un cercle..

Expression récursive de (Zy)

En rassemblant l'effet du traitement et les mécanismes de réparation, le processus (Zy)
est défini comme suit :

Zy = 1 <m
-z
Zk—i—% = Zk:+2;n:1 kfk_;_%J-
(3.3.5)
Zk+% .
doje1 k1 if Zyp <m

Zk41
m if Zk—f—l =m,
2

ol les ({1 ;) et (§k41,5) sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi de
27
Bernoulli, avec P(§k+lj = 1) =q et P(gk-‘rl,j = 1) =1 —r.
3

En outre, une expression équivalente de (Zy) :

( Zy = 1<m
-7
Zk+% = Zk + Z;n:l k 1{Uk+%,j§q}
(3.3.6)
Ty if 2

Zk+1 = ijl {Uk+1,jgl_r} 1 k‘i’% <m

m if Zk—f—l =m,

2

ot les (Up,1 ;) et (Ug41,5) sont des variables aléatoires indépendantes qui suivent la loi
2’
uniforme U([0, 1]). Notons que I'extinction de ce processus arrive lorsque Z, 1 = m.
2

Les formules (3.3.5) et (3.3.6) seront utilisées pour démontrer la Proposition 3.3.1 (voir plus
loin).
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Nous sommes maintenant capables de déterminer le sens de variation de la réponse d’une
cellule au traitement en fonction de la probabilité de désactivation g, ou de la probabilité
de réparation r ou de I’état initial de la cellule.

3.3.2 Monotonie de E(f(Z}))

Nous décrivons ici influence des paramétres ¢, r et de I'état initial Zy sur la loi Zj.
On commence par un résultat général, des applications sont données ensuite (voir le Corol-
laire 3.3.2).

Proposition 3.3.1. Soit m fizé. Pour toute fonction croissante f on a

1. i E(f(Zy)|Zo =i) est croissante ;

2. q— E(f(Z1)|Zo = 0) est croissante;

3. r— E(f(Zk)|Zo = 0) est décroissante.

Démonstration. L’idée générale de la preuve est la suivante : on considére une collection
de variables aléatoires (X (a)), dont la loi dépend d'un paramétre a. Pour deux valeurs a

et a’ nous allons construire deux variables aléatoires X (a) et X (a’) telles que X (a) (resp.

~

X(a’)) a la méme distribution que X (a) (resp. X(a’)) et vérifient

X(a) < X(d') presque stirement (p.s.). (3.3.7)
Par suite, si f est une fonction croissante on a
E(f(X(a))) = E(f(X(a))) < E(f(X(d")) = E(f(X(da))). (3.3.8)

La preuve de cette proposition est détaillée pour £ = 1. On obtient le résultat pour £ € N*
en raisonnant récursivement, en utilisant (3.3.5) et la propriété de Markov.

1. Soient Zy (i), Zx(i") les valeurs de Zj lorsque Zy = i et Zy = i’ respectivement. Pour
i < 4" < m, nous définissons les variables aléatoires Z(i) et Z1(i') de méme distribution
que Z1(i) et Z1(i") respectivement. L’objectif est de montrer que Z;(i) < Z1(4').

Conformément a (3.3.5) (avec k = 0),

(i) = i+2§”:‘1"§%,j = i+2§”:‘1f/£%,j+2§”:;1,i,+1§%7j
() = {+X7 6y = i+ T &+ ).

N

Nl N

5 (3.3.9)

Comme &1 i< 1, alors
27
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On déduit que )
(i) < Z1(i). (3.3.10)

1
2 2
Si Z1(i') = m, alors Z,(¢') = m et Z1(i) < Zy(i').

1

2

Pour Zi (i) < m , on pose iy = Z (). Notons que (3.3.10) implique que
2

i1§i3<m.

Similairement, selon (3.3.5) on définit :

Zl (Z) = Z&»j et Zl(i/) == Zgl’j' (3311)
7=1 Jj=1

Comme & ; > 0, alors

21 =3 "= €+ Y €2 =200, (3.3.12)
J=1 J=1 j=1

Jj=i1+1
Finalement, nous avons démontré que si i < ¢/ < m, alors
Z1(i) < Z1(i")  (p.s.).

2. Pour la deuxiéme propriété de la Proposition 3.3.1, considérons les variables aléatoires

7Z1(q) et Z1(q') définies selon (3.3.2) et (3.3.4) avec les mémes suites de variable aléatoires

(Ugt1 4)s (Ukt1,5), et de méme distribution que Z1(q) et Z1(g’) respectivement. Notre ob-
27

jectif est de montrer que si ¢ < ¢ alors Z1(q) < Z1(¢').
D’apres (3.3.2), pour k =0 et j € {1,...,m}, puisque ¢ < ¢’ on a

m—1 m—1
~ . . 5 /
Zi(q) =i+ Z‘I Ly < S0+ Zl L, <qy = 21(d). (3.3.13)
Jj= Jj=
Si Z1(¢') = m, alors Z1(q) < ZA% (¢"). Dans le cas Zé (¢) < m, Z1(q) est obtenue par (3.3.4)
2
(r est fixé) :
Z% (9) Zg (9) Zg (¢)
Zi(q) = Z Ly, <1} < Z Ly j<1-0y + Z L, <1 = Z1(q). (3.3.14)
7=l i=1 j=21(g)+1
2
Par suite

Z1(q) < Z1(d)  (a-s.).

3. Avec une méthode similaire, on démontrerait que r — E(f(Z1)|Zy = 0) est décroissante.
OJ
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Un exemple intéressant est celui de la fonction croissante f(z) =1 {a>mo} avec 0 <mg <
m. D’aprés la Proposition 3.3.1, P(Z; > mg|Zp = i) est une fonction croissante en ¢ et
inversement, elle décroit avec r. Notons que, dans le cas particulier ott mg = m nous avons
f(z) = 14—,y et 'influence de g, r et Zy sur la probabilité 1% (4,m) de mort cellulaire &
I'instant k, est décrit par le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.2. Pour m fizé, on a
1. i+ T*(i,m) et g T1¥(i,m) sont croissantes;

2. v+ I1F(i,m) est décroissante.

Ce corollaire montre que la probabilité de mort cellulaire augmente lorsque I'intensité du
traitement augmente et diminue avec l'activation des mécanismes de réparation des lésions.
Ce qui correspond bien & I'intuition. De plus, une simulation numérique est donnée dans la
Section 3.4.2.

3.3.3 Comparaison avec les modéles de coups

Les modéles de coups présentés dans la Section 2.6 ignorent les mécanismes de répara-
tion et I'hétérogénéité des dommages cellulaires dans la tumeur au cours de la période du
traitement. La probabilité de survie p.(kug) d’une cellule aprés k fractions de dose toutes
d’intensité ug, est donnée selon ces modeéles par p.(kug) = (pe(uo))”, oit pe(ug) est la pro-
babilité de survie d’une cellule aprés une seule fraction. Par conséquent, la probabilité de
mort d’une cellule aprés k fractions de dose est

qe(kug) =1 — (pc(uo))k. (3.3.15)

La probabilité p.(ug) est donnée par les équations (2.6.7), (2.6.8), (2.6.9), (2.6.10) et (2.6.11)
selon chaque modéle.

Dans le modéle Markovien présenté précédemment, la probabilité qu’une cellule, initia-
lement en état 0, meurt aprées k fractions est

qe(kug) = I1%(0, m). (3.3.16)

Supposons dans notre modéle Markovien, que tous les dommages sublétaux sont compléte-
ment réparés entre les fractions de dose, i.e. r = 1, alors la population de cellules survivantes
devient homogeéne. Supposons de plus que ¢ vérifie (3.2.5), alors nous sommes dans le cas
du modéle multi-cible a un coup et on peut facilement vérifier que la probabilité de survie
pe(kug) est la méme selon les deux modeles.

D’autre part, si nous fixons le paramétre m = 1 et prenons le paramétre ¢ selon (3.2.6),
nous obtenons le modéle linéaire quadratique.
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3.3.4 Application numérique

Nous avons montré que le modéle multi-cible a un coup est un cas spécifique de notre
modéle Markovien obtenu pour r = 1. L’importance du paramétre de réparation r est mis
en évidence numériquement dans cette étude, ainsi que son effet dans le calcul de la dose
totale a appliquer.

Une fois les valeurs des paramétres g, r, ug et m données, on peut déterminer numéri-
quement II (via (3.2.9)), et donc II* pour & € N*. Nous avons implémenté la variation de
probabilité de mort k — g.(kup) d’une cellule dans ’environnement Matlab. Rappelons que
selon le modele multi-cible & un coup ((3.3.15) et (2.6.8)),

1
)

e(kug) =1— (1 — (1 - e—auo)m)k

alors que d’aprés notre modeéle (3.3.16

—aug

QC(ku()) - Hk(O, m) avec q= 1—e

Fixons les paramétres m = 3, o = 0.33Gy ™!, ug = 2Gy. Pour notre modéle, on prend
comme exemple r = 0.3 < 1 pour montrer 'influence de ce paramétre de réparation.

La Figure 3.6 présente la variation de la probabilité de mort d’une cellule g.(kup) en fonc-
tion du nombre k de fractions de dose. La courbe en bleu correspond au modéle Markovien
et la courbe rouge correspond au modéle multi-cible a un coup. Il est clair que la probabilité
de mort selon notre modéle est plus grande que celle obtenue par le modéle multi-cible a un
coup. Ceci est dii aux dommages intracellulaires cumulés qui augmentent la radiosensibilité
des cellules au cours de la radiothérapie. Ce facteur est pris en compte dans notre modéle
Markovien par le paramétre de réparation r. Le modéle multi-cible a un coup conduit a
un surdosage et donc a un grand risque d’effets secondaires. Notre modéle pourrait donc
présenter un intérét en pratique.

3.4 Modéle multinomial d’une tumeur

Dans ce qui précéde, nous avons étudié le comportement individuel d’une cellule durant
la radiothérapie, en intégrant deux critéres importants qui sont généralement ignorés :
I’accumulation des dommages au cours du temps et les mécanismes de réparation. Dans
cette section, nous passons a I’échelle tumorale. Nous supposons que toutes les cellules
ont le méme comportement que celui décrit dans la Section 3.2. Ainsi la tumeur est une
population hétérogeéne de cellules qui n’ont pas toutes le méme degré de dommages. Le
but principal est I’évolution de la taille de la tumeur durant la période du traitement. Nous
nous intéressons également au nombre de cellules de méme niveau de dommages. Dans cette
partie, la prolifération cellulaire n’est pas considérée, mais sera modélisée dans le chapitre
suivant.
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09r Modéle Markovien
0.8r
0.7r
0.6

Modeéle multi-cible a un coup

0.5

Probabilité de mort cellulaire

0.1 : ' :
0 5 10 15

Nombre de fractions de dose

FIGURE 3.6 — Graphe de la probabilité de mort d’une cellule en fonction du nombre de
fractions de dose, avec m = 3, a = 0.33Gy ™! et ug = 2Gy. La courbe en bleu correspond
au modéle Markovien avec 7 = 0.3 et la courbe rouge correspond au modeéle multi-cible a
un coup.
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On considére une tumeur contenant ng cellules toutes en état 0. On suppose que les cel-
lules se comportent d’une facon indépendante, sans interaction et avec la méme dynamique.

Ainsi, pour chaque cellule j, on associe une chaine de Markov a temps discret (Z,gj )), ot
Z,ij ) est le nombre de cibles inactives dans la cellule j a linstant k (voir la Section 3.2).

Les chaines de Markov {(Z]E,j ))}je{l,-.-,no} sont indépendantes et ont la méme matrice de
transition II définie par la relation (3.2.9).

Apres 'application de k fractions de dose, on s’intéresse au nombre de cellules dans les
différents états 0,...,m. Soient Xy (i) le nombre de cellules qui sont en état 7, & I'instant
k, parmi les ng cellules initiales :

no
X3,(i) = 21{Z£,>:i}, ie{0,1,---,m}. (3.4.1)
=1

Les variables (Z,gl) ; 1 <1 < ng) sont i.i.d et suivent la méme loi que Z. D’aprés (3.2.12),

ona P(Z ,gl) = i) = vi = I1¥(0,4). Par conséquent, le vecteur des m + 1 variables aléatoires

(X%(0),..., Xg(m)) suit la loi multinomiale de parameétres ng et vy, :
no!
P(X(0) = ho, ..., Xp(m) = hm) = -———— ()" ... (), (3.4.2)
hol. .. hy!
ou, pour tout i € {0,...,m}, h; est un entier naturel et hg + ...+ hy, = no.

En particulier, le nombre X;(k) de cellules en état ¢ & l'instant k suit la loi binomiale
B(ng, V) et sa moyenne est

E(X;(k)) = novl = nolT*(0,1). (3.4.3)

Covariance entre Xj(i) et X (i)

Grace a (3.4.1) et a I'indépendance des variables (Z,gl) ;1 <1<mng),ona

no 1o

Cov(Xi(i), Xp(i')) = Z Z Couv(1 20—y 1 {Zéy)zi/}) (3.4.4)
I=110=1

no
— ; Cov(l{zg)zi}, 1{21(:):2./})

=no Cov(Liz,=iy, Lz=r})-
Par suite,

—ng IT%(0,4)I1%(0, ¢ i
Cov (X (), Xi (1)) :{ nol%’?(o(,(z’)()lﬂ—(l%f(()),i)) ziz’ (3:4.9)

Notons que pour i # 7', les nombres aléatoires X (i) et X (i') de cellules en états i et i’
respectivement, ont tendance & varier dans un sens opposé.
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Chapitre 3. Modéle multinomial d’une tumeur

3.4.1 Mesures de l’efficacité du traitement

La fraction M}, de cellules mortes dans la tumeur aprés la kéme fraction de dose, mesure,
dans un certain sens, l'efficacité du traitement. Il est clair que

_ Xi(m)
no

M, (3.4.6)

Dans la proposition suivante, on présente quelques propriétés vérifiées par M.

Proposition 3.4.1. 1. E(Mj) = I1¥(0,m) ;
2. Var(My) = nLOHk(O,m)(l —11%(0,m)) ;
3. (My)k>0 converge presque siirement (p.s.) vers 1 lorsque k tend vers linfini ;

. lim E(Mg) = 1.

Démonstration. 1. et 2. résultent immédiatement du fait que le nombre de cellules mortes
a linstant k, Xy(m), suit la loi binomiale B(ng,I1¥(0,m)).
3. On peut exprimer M} comme suit :

Xk(m) 1 0
M = = — 1 . 3.4.7
"7 e no ; {z;)=m} (3.4.7)

Pour chaque cellule [, (Z,gl) k>0 est une chaine de Markov qui converge presque stirement

1 k — t un état absorbant, d li ol =ng. P
vers m lorsque 00, car m est un état absorbant, donc  lim Do (20 —my = "0- Par
suite, on obtient lim M = 1.
k——+o0
4. On a E(My) = 1I¥0,m) = P(Z;, = m). Comme m est un état absorbant, alors
lim Z; = m. Par conséquent, lim FE(My)=1. O
k—+o00 k—+00

Ces propriétés montrent que la population cellulaire tend & disparaitre au fur et & mesure
que des fractions de dose sont délivrées.
Un des objectifs du traitement est rendre Xy (m) (resp. My) le plus proche de ng (resp. 1)
possible. Puisque Xj(m) est une variable aléatoire, il parait naturel d’introduire :
e la probabilité que toutes les cellules soient mortes P(X;(m) = ng) = (I1¥(0,m))"";
e le nombre moyen E(X k(m)) de cellules mortes.
Comme X}, (m) ~ B(ng, 1¥(0,m)), alors

E(Xk(m)) = no(I1"(0,m)). (3.4.8)

Par conséquent, il suffit de considérer uniquement le premier paramétre P (Xk(m) = no)
(qui revient au TCP a linstant k, cf Section 2.7.1). Alors, selon ce critére, le but du
traitement consiste & rendre cette probabilité la plus grande possible.
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Chapitre 3. Modéle multinomial d’une tumeur

On présente dans la section suivante un exemple numérique qui montre I'influence des
paramétres ¢ et r sur le nombre moyen E(X k(m)) de cellules mortes.

3.4.2 Application numérique

On s’intéresse & mesurer quantitativement l'efficacité du traitement et en particulier, le
role joué par les mécanismes de réparation sur la taille de la tumeur. Ce qui pourrait donner
des informations nécessaires aux cliniciens pour choisir le plan de traitement convenable. On
montre ici numériquement I'influence des paramétres ¢ et r sur le nombre moyen F (X k(m))
de cellules mortes donné par (3.4.8) selon le modéle multinomial. On fixe m = 3 et ng = 100.
Pour r = 0.5, la Figure 3.7(a) décrit les variations de E(Xk(m)) pour ¢ = 0.3, 0.5, 0.7 res-
pectivement. Il est clair que lorsque g augmente, i.e. le traitement devient plus efficace,
le nombre moyen de cellules mortes augmente. Cependant, ce nombre diminue lorsque les
mécanismes de réparation deviennent plus importants dans les cellules, ce qui est observé
dans la Figure 3.7(b) pour r = 0, 0.5, 1 respectivement. Ces résultats valident aussi numé-
riquement le Corollaire 3.3.2 & propos de la probabilité de mort I1¥(0, m) et de E(X k(m))
qui varient dans le méme sens.

100 f— e ——* +/+,,+77¢ 100r — 4
- 4 e
9t 7 =07 L %f -
- p—
A r=05
& sor ¥ 7 & sor -
5] =05 £ .
-

g 70} & 70}
3 ¥ — 8 r=1
E} o E]
= 60f e = eof
S a T 3
S 500 ¥ 3 500
= =
S / q=0.3 S
2 4ot y 2 4ot
5 + / B
5 80 / £ 30r
g / £
3 / S
Z 20t |/ Z 20p

101 /f 10F

o . . ) o . . )
0 5 10 15 0 5 10 15

Nombre de fractions de dose

(a) Variation de E(Ny) pour r = 0.5.

Nombre de fractions de dose

(b) Variation de E(Nj) pour ¢ = 0.5.

FIGURE 3.7 — Influence des parameétres ¢ et r sur le nombre moyen de cellules mortes
E(X(m)), avec m = 3 et ng = 100.

3.5 Conclusion

Nous avons proposé un modeéle multinomial de la réponse d’une tumeur aprés traite-
ment. Le comportement individuel d’une cellule cancéreuse est modélisé par une chaine de
Markov a temps discret. Le modéle multinomial prend en compte (i) la variété des réponses
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Chapitre 3. Modéle multinomial d’une tumeur

des cellules aux radiations en fonction de leur radiosensibilité et (ii) les mécanismes de répa-
ration qui se produisent entre les fractions de dose. Par conséquence, nous pouvons obtenir
une meilleure estimation de la croissance tumorale pendant et aprés la radiothérapie.

Ce nouveau modeéle comporte trois paramétres principaux : (i) le nombre de cibles m dans
la cellule, qui permet de quantifier I’hétérogénéité des dommages intracellulaires au cours du
traitement, (ii) la probabilité ¢ qu'une cible active est désactivée aprés une fraction de dose
et (iii) la probabilité r pour qu'une cible inactive dans une cellule vivante se réactive. Le
paramétre ¢ est lié a la dose ug selon la sensibilité intrinséque d’une cible aux rayonnements.
En outre, le modéle multinomial est une généralisation des modéles de coups typiques. En
se basant sur le modeéle multinomial, nous soulignons 'influence important du paramétre
de réparation r, qui pourrait conduire a réduire la dose de radiation totale & appliquer et
par suite diminuer le risque d’effets secondaires.
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Durée de vie cellulaire
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4.1 Introduction

Pour modéliser la taille d’'une tumeur, nous avons introduit au chapitre précédent le mo-
déle multinomial, qui est basé sur une extension des modéles de coups. Toutefois, comme
la majorité des modéles classiques, le modéle multinomial évalue, & un moment donné, le
nombre de cellules cancéreuses survivantes dans la population cellulaire.

Dans ce chapitre, nous commencons par nous placer au niveau de la cellule. Nous sup-
posons que la cellule est soumise a un traitement de radiothérapie et qu’elle se comporte
comme il est décrit dans la Section 3.2. Nous introduisons la durée de vie de la cellule,
comme le premier instant ot la cellule est détruite. Il s’agit bien d’un paramétre qui prend
en compte l'efficacité du traitement, puisque plus la durée de vie de la cellule cancéreuse est
courte plus le traitement est efficace. Ce qui constitue une nouwvelle mesure de 'efficacité
du traitement. Elle peut aussi étre facilement reliée a celui que nous avons introduit (voir
Section 3.4.1). Nous déterminons la fonction de répartition, la moyenne et la variance de la
durée de vie de la cellule en fonction des paramétres du modéle m, q et r (Via 11, cf (3.2.9)).
Une propriété fondamentale de la dynamique cellulaire n’a pas été prise en compte par notre
modéle : la division cellulaire. Un procédé classique pour la prendre en compte est d’in-
troduire des processus de branchement. Dans notre situation, compte tenu du fait qu'une
cellule peut avoir plusieurs états, un processus de branchement multitype parait étre un
choix raisonnable. Toutefois, afin de réduire la complexité de cette approche, nous avons
introduit une "approximation" qui permet d’obtenir des résultats assez explicites.

Situons nous a présent au niveau de la tumeur, qui est supposée étre une collection
de cellules cancéreuses sans aucune interaction et ayant le méme comportement face au
traitement : dommages puis réparation et prolifération. Nous introduisons ensuite la durée
de vie de la tumeur comme le premier instant ot toutes les cellules de la tumeur sont
détruites. A nouveau, cette variable aléatoire mesure l'efficacité du traitement. La loi de
cette variable aléatoire est difficile & décrire, sauf dans le cas ot le nombre initial ny des
cellules cancéreuses dans la tumeur est faible. Lorsque ng est grand, ce qui est le cas de
tumeurs déja avancées, on peut montrer que la valeur moyenne de la durée de vie de la
tumeur se "comporte" comme alog(ng) + b (cf Section 5.3.3).

On définit ensuite la probabilité de controle tumoral (TCP) a linstant k, qui est la
probabilité pour que la tumeur soit entiérement détruite a Uinstant k. T'C' Py est en fait la
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Chapitre 4. Durée de vie cellulaire

fonction de répartition de la durée de vie de la tumeur, prise au temps k. Par conséquent,
(T'CPy)1, mesure efficacité du traitement. On s’intéresse aussi aux dommages occasionnés
par le traitement sur les tissus sains voisins de la tumeur.

On suppose que les cellules saines se comportent comme les cellules cancéreuses : elles
subissent des dommages puis peuvent étre réparés. Les paramétres associés aux cellules
saines sont bien sir différents de ceux relatifs aux cellules cancéreuses. La probabilité de
complication (Normal Tissue Complication Probability NTCP) a 'instant k est la probabi-
lité qu'un certain nombre de cellules saines soient détruites. Ainsi, NT'C Py, "petit" signifie
que le traitement a peu endommagé les tissus adjacents a la tumeur. On dispose ainsi d’une
famille de points (NTCP;,1 — TCP;) de [0,1]?, qui permet de trouver des traitements
optimaux : efficaces pour détruire la tumeur et non agressifs pour les tissus sains proches
de la tumeur.

4.2 Durée de vie d’une cellule

On considére une cellule cancéreuse qui subit un traitement de radiothérapie. Rappelons
les hypothéses du modéle multinomial : une cellule contient m cibles et la mort survient
lorsque toutes les cibles sont désactivées par les radiations. La variable Zj, est le nombre de
cibles inactives dans la cellule aprés la kéme fraction dose et (Zj) est une chaine de Markov
a temps discret (cf Section 3.2).

4.2.1 Durée de vie T

La durée de vie d’une cellule est le premier instant aléatoire T" ou la cellule est morte :
T =inf{i >1; Z; = m}, (4.2.1)

ot (Zy) est la chaine de Markov introduite dans la Section 3.2.

Dans les modéles de coups et le modéle multinomial, un instant k est fixé et seules
les variables aléatoires & cet instant sont considérées, par exemple le nombre de cibles
désactivées Zy. Remarquons que {T' = k} = {Z1 # m,--- ,Zx_1 # m,Zy = m}. Par
conséquent, T révéle 'aspect "dynamique" de la vie de la cellule puisque 1'événement {T" =
k} fait intervenir la séquence Z1,- -, Zj au lieu de Zj seulement.

Comme T est une variable aléatoire, nous ne pouvons pas I’étudier comme un paramétre
réel. Nous calculons sa moyenne, sa variance, sa fonction de répartition et ses intervalles
de confiance. Dans le cas ot les valeurs numériques des paramétres ¢, r et m sont données,
les quantités ci-dessus et leurs variations peuvent étre déterminées d’une maniére explicite
(voir la Section 4.2.4).
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4.2.2 Distribution de T

Proposition 4.2.1. Si la cellule est initialement en état ig (Zy = ip < m), sa durée de vie
T vérifie les propriétés suivantes :

1. La fonction de répartition F de T est déterminée par la matrice de transition 11 de
(Zk) -
F(k) = P(T < k) =1I*(ig, m). (4.2.2)
2. Pour tout k € N*,
"1 — )"t < P(T=k) < q(1 —qg™" . (4.2.3)

En particulier, st m = 1 alors T' suit la loi géométrique de paramétre q.

La preuve est donnée dans la Section 4.7.1.

4.2.3 Espérance, variance et intervalle de confiance de T

Proposition 4.2.2. Pour tout n € N*, la valeur moyenne E(T™) est finie. De plus

E(T) = k(II*(ig,m) — 1" (ig, m)) (4.2.4)
E>1
Var(T) = Y k(1T (ig, m) — ¥ (ig,m)) — (E(T))? (4.2.5)
E>1

avec ZO = io.

Intervalle de confiance de T

Un intervalle de confiance I de T est un intervalle de [0, co[ vérifiant :
P(Tel)>1-46, (4.2.6)

ot 1 —6 est le degré de confiance. Nous ne considérons que des intervalles du type I =]u1, t2]
avec

11 =maz{k; F(k) < B1} et 1o =min{k;1 — F(k) < 2}, (4.2.7)

avec 81 + B2 = 6. Par exemple, 0 = 0.05, 51 = B2 = % = 0.025. Dans les applications qui
suivent, nous observons que F(T') appartient & I.
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4.2.4 Analyse numérique

La loi de la durée de vie T dépend des parameétres ¢, r et m. Une fois les valeurs de ces
paramétres données, on peut déterminer numériquement II (via (3.2.9), (3.2.4) et (3.2.7))
et II¥ pour tout & € N*. Nous avons implémenté sous Matlab la fonction de répartition
F et Pespérance E(T) en utilisant les équations (4.2.2) et (4.2.4) respectivement. Fixons
m = 3 et Zyp = 0. Les bornes de Uintervalle I =|i1, 5] sont calculées selon (4.2.7) avec
b1 = P2 = g = 0.025. Nous présentons des résultats numériques pour décrire 'influence des
paramétres ¢ et r sur la fonction F' et I'intervalle I. On fixe un parameétre et on fait varier
Iautre.

Nous étudions premiérement l'influence du paramétre de désactivation ¢, qui mesure
Ueffet du traitement, sur 'intervalle I en fixant » = 0.3. Les Figures 4.1(a) et 4.1(b) décrivent
F pour ¢ = 0.2 et ¢ = 0.6 respectivement.
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Nombre de fractions de dose [k]

(a) La fonction de répartition F' avec g = 0.2. (b) La fonction de répartition F' avec ¢ = 0.6.

FIGURE 4.1 — Influence du paramétre de désactivation g sur la fonction de répartition F'
et sur l'intervalle de confiance I de T'. Les lignes en pointillé représentent les bornes de I a
95% (B1 = P2 = 0.025), avec m =3, Zp =0 et r = 0.3.

Fixons ¢ = 0.6 pour montrer 'influence du paramétre de réparation r. Les Figures 4.2(a)
et 4.2(b) présentent F' lorsque r = 0.2 et r = 0.6 respectivement.

La Table 4.2.4 donne quelques valeurs numériques. La largeur de I se réduit lorsque le
traitement devient de plus en plus efficace ce qui augmente la précision sur 7. Inversement,
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(a) La fonction de répartition F' avec r = 0.2.  (b) La fonction de répartition F' avec r = 0.6.

FIGURE 4.2 — Influence du paramétre de réparation r sur la fonction de répartition F' et
sur l'intervalle de confiance I de T'. Les lignes en pointillé représentent les bornes de I a
95 % (81 = P2 = 0.025), avec m = 3, Zy = 0 et ¢ = 0.6.

Paramétre fixé | Paramétre varié¢ | E(T) I Fonction de répartition de T
r=03 q=02 20.23 | 2, 6] Figure 4.1(a)
q=0.6 2.90 | [1,8] Figure 4.1(b)
q=0.6 r=0.2 2.75 | [1,7] Figure 4.2(a)
=06 3.48 | [I,11] Figure 4.2(b)

TABLE 4.1 — Influence des paramétres de désactivation q et de réparation r sur 'espérance
E(T) et l'intervalle de confiance I de T avec m = 3 et 1 = B2 = 0.025.

I'intervalle I est plus large lorsque les mécanismes de réparation deviennent plus importants
dans la cellule.

Les Figures 4.3(a) et 4.3(b) complétent cette analyse numérique, en montrant U'influence
de g et 7 sur E(T).

C’est un aspect important de notre approche de pouvoir mesurer la longueur de I'intervalle
I et de E(T) en fonction de g et r.
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FIGURE 4.3 — Variation de E(T") et de I'intervalle de confiance I en fonction de ¢ et r, avec
m = 3. Les courbes en pointillé représentent les bornes de I 4 95% et les courbes continues
représentent E(T).

4.3 Durée de vie d’une tumeur

L’objectif est de mesurer Defficacité du traitement durant la période ou il est appliqué,
grace a la durée de vie de la tumeur. Nous considérons une tumeur initialement composée de
ng cellules qui se comportent indépendamment, sans interaction, avec la méme dynamique
et sont toutes en état 0. La prolifération cellulaire est un facteur fondamental dans la
croissance tumorale, ignorée dans le modele multinomial (cf Section 3.4), elle est intégrée
dans ce nouveau modéle.

4.3.1 Modélisation de la division cellulaire

Considérons une cellule cancéreuse en état 0. Une fois la kéme fraction de dose appli-
quée, nous supposons comme le modéle multinomial, que la cellule peut étre endommagée
puis réparée, et ce qui est nouveau, peut se diviser avant I'application de la k + 1éme frac-
tion de dose.

Plus précisément, nous supposons qu'une cellule peut se reproduire si elle est dans 1’état 0
et reste dans cet état aprés 'application d’une fraction de dose, ce qui se produit avec une
probabilité P(0,0) = (1 — ¢)™. En outre, une telle cellule peut, soit se diviser (proliféra-
tion) et donner naissance a deux cellules filles en état 0 avec une probabilité pu, soit rester
inchangée avec une probabilité 1 — p.

Dans le cas ou la division cellulaire a eu lieu, il est commode de considérer, pour les déve-
loppements suivants, que la cellule mére est toujours en vie et qu'une nouvelle cellule (en
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état 0) est artificiellement ajoutée.

Par conséquent, a chaque instant k, ng nouvelles cellules en état 0 sont "ajoutées". Cette
propriété permet de définir la durée de vie L de la tumeur comme la durée de vie des ng
cellules "méres", combinée avec celle des nq cellules "ajoutées" a l'instant £ = 1 et ainsi de
suite (cf Sections 4.3.3 et 5.3.3).

4.3.2 Durée de vie L,, des nj cellules "méres"

Pour chaque cellule j, parmi les ng cellules initiales, nous associons la durée de vie
correspondante :

TV = inf{i > 1,27 = m}, (4.3.1)

ot Zi(j ) est I'état de la cellule 7 au temps k. Rappelons que les chaines de Markov (Z ,ij )) 1<j<no

sont indépendantes et ont la méme loi que (Z) (cf Section 3.2) avec Zy = 0.
La durée de vie L, des ng cellules "meéres" est le premier instant oil toutes ces cellules sont
tuées. Ly, peut étre exprimée en fonction des variables {T(J)}je{l,m,no},

Ly, = maz{TW, ... TM)}, (4.3.2)

Puisque toutes les cellules se comportent d’une maniére indépendante et avec la méme
dynamique, les variables aléatoires T, ..., T("0) sont i.i.d. et ont la méme distribution
que T' (cf (4.2.2)). Par conséquent,

P(Lp, <k)=P(TW <k)x...x P(T™) <)
= (P(T < k))"™.

En accord avec (4.2.2) et I'hypothése que toutes les cellules sont initialement en état 0, la
fonction de répartition de L, est alors

P(Ly, < k) = (I1F(0,m))"™. (4.3.5)
L’espérance de Ly, est exprimée en fonction de sa fonction de répartition :

E(Lny) =  k(P(Lpy < k) = P(Ly, <k —1)).
k>1

= k((IF(0,m))" — (I1"1(0,m))™). (4.3.6)

k>1
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La formule (4.3.6) permet de calculer explicitement E(L,,) lorsque ng n’est pas trop
"egrand", en revanche, si ce n’est pas le cas, des problémes numériques se produisent. Il
est donc intéressant de décrire le comportement asymptotique de E(Ly,,) pour des grandes
valeurs de ng (voir la proposition suivante). Ce résultat sera généralisé a la durée de vie
moyenne de la tumeur dans la Proposition 4.3.5.

Proposition 4.3.1. Fizons les paramétres m, q et r. La durée de vie moyenne E(Ly,)
vérifie

log(no) gt =gt

- log(no) 2¢' ™
—log(1—q)  —4log(1—q) —

E(Ln,) < g — ) (L= g")logl—7)’ (4.3.7)

> 2
pour tout ng > T Ta=g)

La preuve est donnée dans la Section 4.7.3.

Remarque 4.3.2. 1) Notons que q — m et q — m sont deuz fonctions dé-
croissantes. Par suite, (4.3.7) signifie intuitivement que E(Ly,) est aussi une fonction dé-
croissante de q, ce qui est un résultat raisonnable car il est attendu que la durée de vie de
la tumeur se décroit lorsque le traitement devient plus efficace.
2) Les constantes log(_ll_q) et log(l__lqm) qui apparaissent dans (4.5.7) ne sont sirement pas
optimales. Toutefois, elles présentent l’intérét d’étre explicites.

Intervalle de confiance de L,

Soit J,, un intervalle de confiance de Ly, du type J,, =]k1, k2| avec

P(Lpy < k1) <0.025 et P(Lp, > k) < 0.025. (4.3.8)

4.3.2.1 Analyse numérique

Afin d’étudier numériquement I'influence du nombre ng sur la durée de vie L,,, nous
avons implémenté sous Matlab la fonction de répartition et la moyenne de L, selon les
équations (4.3.5) et (4.3.6) respectivement. Fixons les parameétres m = 3, ¢ = 0.6 et r = 0.2.
Table 4.2 résume les résultats numériques obtenus pour ng = 500, 1000, 5000 et 10000. Ces
valeurs choisies de ng ne produisent pas des erreurs numériques significatives.

On observe que la durée de vie moyenne des ng cellules "méres" E(Ly,,) croit avec ng tandis
que la largeur de I'intervalle de confiance reste presque constante.

4.3.3 Prolifération et croissance de la tumeur

Le mode de reproduction d'une cellule, introduite dans la Section 4.3.1, implique qu’aprés
I’application de la premiére fraction de dose sur les ng cellules initiales, un nombre S; de
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no E(Ly,) Ing Fonction de répartition de Ly,
no = 500 11.82 | [9,17] Figure 4.4(a)
no = 1000 | 12.89 | [10,18] Figure 4.4(b)
no = 5000 | 15.38 | [12,20] Figure 4.4(c)
no = 10000 | 16.45 | [14, 21] Figure 4.4(d)

TABLE 4.2 — Influence du nombre des cellules initiales ng sur 'espérance et I'intervalle de
confiance de Ly,,.
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FIGURE 4.4 — La fonction de répartition et I'intervalle de confiance J,, de la durée de vie
Ly, des ng cellules cancéreuses initiales ("meéres") pour ny = 500, 1000, 5000 et 10000, avec
m=3,q=0.6¢et r=0.2.
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nouvelles cellules en état 0 est produit avec S; ~ B(ng, (1 — ¢)™). Nous avons a faire
avec un processus de branchement multitypes puisque les cellules peuvent étre dans les
états 0,1,...,m. Afin d’obtenir des résultats aussi explicites que possible et en particulier
éviter la difficulté de I’étude des processus de branchement multitypes, nous "remplagons"
le nombre aléatoire S; par la partie entiére nq de sa moyenne,

n = [E(S1)] = [nop(1 —¢)"], (4.3.9)

avec |x| est la partie entiére de x. Ainsi, les effets de la premiére fraction de dose, les
mécanismes de réparation et la prolifération des ng cellules initiales sont considérés comme
étant équivalents aux effets de la premiére fraction suivis des mécanismes de réparation sur
les ng cellules "meéres" et a I'ajout de ny nouvelles cellules en état 0.

La division cellulaire qui a lieu aprés la premiére fraction de dose est modélisée d’une
maniére analogue. La duplication concerne les n; nouvelles cellules et les X1(0) cellules
parmi les ng initiales qui sont restées en état 0, aprés la premiére fraction de dose (voir
Section 3.4). 11 est clair que X1(0) ~ B(ng,11(0,0)). Similairement, Sy nouvelles cellules
apparaissent, et conditionnellement a X;(0) = x1, Sy ~ B(azl +ny, u(l — q)m) Par consé-
quent

E(S2) = pu(1 —q)™(n1 + E(X1(0))) = p(1 — q)™ (n1 + noll(0,0)). (4.3.10)
Ensuite, nous remplagons a nouveau le nombre aléatoire So des nouvelles cellules par
no = I_E(SQ)J (4.3.11)

Cette analyse est répétée aprés chaque fraction de dose j en ajoutant n; nouvelles cellules en
état 0, résultantes de la prolifération cellulaire. La suite n; est alors donnée récursivement

par
j—1

nj = |p(l—q)™ Y TFH0,0)m j>1. (4.3.12)
=0
La preuve de cette formule est détaillée dans la Section 4.7.4.

4.3.4 Etude de la suite (n;) associée a la prolifération

La suite entiére (n;) (4.3.12) représente le nombre de cellules supplémentaires résultantes
de la division cellulaire aprés chaque fraction de dose. Nous déterminons dans la proposition
suivante les conditions sous lesquelles la suite (n;) finit par rester égale a 0, i.e. le cas
d’extinction de 'ajout de cellules provenant de la duplication.

Proposition 4.3.3. 1. Lorsque p(1—q)™ > ;5 I1%(0,0) < 1, alors il existe jo € N* tel
que
nj=0 Vi>jo. (4.3.13)
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St de plus, il existe \g > 1 tel que

Aop(1 = @)™ AgTIF(0,0) < 1, (4.3.14)
k>0

alors (4.3.13) est vérifiée avec jy = UZ‘ZEZS +CJ , ou C est une constante qui ne
dépend que de p, m, q, r et Y.
2. Lorsque p(1 —q)™ > 1~ 11%(0,0) > 1, désignons par vy 1’élément unique de )0, 1[ tel

que 1(1=q)™50 >0 AR1TI*(0,0) = 1. Sing > %, alors la suite (nj) est non bornée.

La preuve est donnée dans la Section 4.7.5.

Cette proposition donne des conditions nécessaires d’extinction de la prolifération, pour
que la durée de vie de la tumeur (voir la Section 5.3.3) soit finie. De plus, le fait que le
nombre jg de fractions de dose, au dela duquel il n’y a plus de cellules supplémentaires, est
majoré par une fonction logarithmique de ng, est un résultat qui sera utilisé dans la preuve
du Théoréme 4.3.5.

4.3.5 Durée de vie L d’une tumeur

On définit la durée de vie L de la tumeur comme la durée de vie des ng cellules "meéres",
combinée avec celle des nj cellules "ajoutées" a l'instant & = 1 et ainsi de suite :

L =max{Lng, 1+ Ln,, 24 Ly, ...} (4.3.15)

Ly; j > 1 est la durée de vie des n; cellules supplémentaires résultantes de la division cel-
lulaire a I'instant j. Puisque les cellules ajoutées se comportent comme les cellules initiales,
on déduit de (4.3.5) :

P(Ly; < k) = (II*(0,m))". (4.3.16)
Remarquons qu’il peut exister une suite infinie d’indices j tel que n; > 1. Alors la variable
aléatoire L est infinie. Pour cette raison, il est important de donner des conditions sous
lesquelles n; = 0, pour j assez grand.

Proposition 4.3.4. La fonction de répartition G de L est donnée par

k—1 _
Gy =PL<k)=]] (H’f*j(o,m))m k> 1. (4.3.17)
§=0

Par conséquent, la valeur moyenne est

BE(L) =) k(G(k) — G(k —1)). (4.3.18)

k>1
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Démonstration. Comme tous les groupes de cellules ajoutées sont indépendants, on déduit
de (4.3.15) et (4.3.16) :

k—1 —

P(L<k) =] P(L, <k—j)= H(H"”JOm)nj k> 1.

j=0 =0
O

Nous sommes maintenant capables de généraliser la Proposition 4.3.1 et de montrer,
lorsque ng est grand, que la durée de vie moyenne de la tumeur est bornée par deux
fonctions logarithmiques du nombre initial nyg.

Théoréme 4.3.5. Supposons que (4.3.14) a lieuw avec Ao > 1. Pour des valeurs fizes de m,
q et r, il existe a > 0,b € R tel que pour des grandes valeurs ng, on a

1-m

log(ngp) 3¢ —¢
< B(L) < al b. 431
Tlog(1—q) T —dlogi —g) = EW) = aloglno) + (4.3.19)

La preuve est donnée dans la Section 4.7.6.

4.3.6 Analyse numérique

Dans l'application de nos résultats théoriques, deux régimes sont distingués selon la
valeur de ng. Si ng est "petit", les calculs de la fonction de répartition, la moyenne et
la variance de L sont numériquement possibles. Pour les grandes valeurs de ng, le risque
d’erreurs dans les calculs numériques devient important. Ce probléme numérique limite
actuellement ’application de notre modéle aux études in vitro dans lesquelles le nombre
initial de cellules n’est pas assez large. En outre, notre modéle s’applique aussi aux études
i vivo dans lesquelles la tumeur peut étre décomposée en sous-volumes, par exemple "les
voxels", dont chacun contient un nombre initial de cellules compatible avec les limites de
calcul de ce modéle proposé.

Soit J un intervalle de confiance de L de type J =|j1, j2] tel que

J1 = maz{k; G(k) <0.025} et jo=min{k;1— G(k) <0.025}. (4.3.20)

Cas ou ng est petit

Nous avons implémenté la fonction de répartition G et l'espérance E(L) (voir (4.3.17)
t (4.3.18)) sous Matlab avec m =3, ¢ = 0.5 et r = 0.1. La Figure 4.5(a) (resp. la Figure
4.5(b)) présente la moyenne E(L) et l'intervalle de confiance J en fonction de ng pour
p = 1(resp. en fonction de p pour ng = 1000). Les courbes en pointillé correspondent a
I'intervalle de confiance J & 95% et les courbes continues représentent £(L). Nous observons
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que E(L) augmente avec ng tandis que la largeur de U'intervalle de confiance reste presque
constant. En outre, F(L) augmente avec le taux p de prolifération de cellules.

La Proposition 4.3.3 montre que le nombre jo de fractions de dose qui arréte la naissance
de cellules supplémentaires est au plus une fonction logarithmique de ng. Pour cela, nous
avons implémenté la suite (n;) (voir (4.3.12)) et nous retirons jo (n; = 0 pour tout j > jo)
lorsqu'il existe, i.e. dans le cas d’extinction correspondant & (4.3.14). La Figure 4.6(a) (resp.
la Figure 4.6(b)) montre un exemple de la variation de jy en fonction du log(ng) (ng < 109)
(resp. en fonction du paramétre de désactivation q) avec m =3, 7 = 0.5 et =1 (le choix
des paramétres est un exemple sans aucune justifications réelles). On observe sur la Figure
4.6(a) que jo est approximativement une fonction croissante linéaire de log(ng). Comme
prévu, la Figure 4.6(b) montre que jo diminue lorsque le traitement devient plus efficace.
On aurait pu également tracer les variations de jy en fonction du paramétre de réparation
r.

Cas ou ng est grand

Les études in vivo concernent un grand nombre ng de cellules initiales. Par conséquent,

la formule (4.3.19) est donc intéressante. Toutefois, il nous parait impossible de la vérifier
numériquement la formule (4.3.18) n’est plus opérationnelle pour ny grand. Pour les mémes
raisons de limitations numériques, il ne nous est pas possible de faire des simulations de
Monte Carlo.
Dans le Théoréme 4.3.5, les valeurs de jy, a et b ne sont pas explicites. Il nous a paru
intéressant de tracer E(L) en fonction de log(ng), lorsque ng < 10°. On observe pour ng
petit que E(L) est une fonction affine de log(ng), ce qui est un peu plus précis que le double
encadrement (4.3.19), voir la Figure 4.7 avec m = 3, ¢ = 0.6, up = 1 et r = 0.4.

4.4 Durée de vie d’un tissu sain

Comme nous 'avons fait pour définir la durée de vie d’'une tumeur, on définit la durée

de vie d’un tissu normal tout en respectant ses propriétés spécifiques.
Rappelons que (voir la Section 2.7.2) les tissus normaux sont divisés en trois architectures
différentes |4], architecture en série, architecture en paralléle et réponse graduée. Nous nous
limitons & l'architecture paralléle ott une complication survient lorsque le nombre de sous-
unités fonctionnelles endommagées dans le tissu normal est supérieur & un certain seuil
n.

Dans notre approche, nous supposons que chaque sous-unité fonctionnelle se comporte
comme une cellule cancéreuse mais avec des valeurs différentes des paramétres. Par com-
modité, on désignera par "cellule saine" une sous unité fonctionnelle. On suppose donc
qu’une cellule saine contient m cibles, chacune d’elle est désactivée avec une probabilité g
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FIGURE 4.5 — Variation de E(L) et 'intervalle de confiance .J en fonction de ng et u, avec
m = 3, ¢ = 0.5 et r = 0.1. Les courbes en pointillé correspondent & J et les courbes
continues représentent E(L).

et réparée avec une probabilité 7. On note II%(0,7m) la probabilité qu'une cellule normale
est en état m (cellule morte) a l'instant k.

Notons que, les cellules normales se reproduisent d’une maniére harmonieuse et seulement
lorsqu’il est nécessaire. Pour cela, nous ne considérons pas la prolifération cellulaire normale,
qui est remplacée par une (i — 1) capacité de réserve.

Durée de vie T d’une cellule normale

Considérons une cellule normale contenant initialement m cibles actives. Soit Zj le
nombre de cibles désactivées dans cette cellule & 'instant k. La durée de vie T' de la cellule
est définie comme dans le cas d’une cellule cancéreuse :

T =inf{i >1; Z; = m}, (4.4.1)

et la fonction de répartition correspondante est

F(k) = P(T < k) =11%(0,m). (4.4.2)

Durée de vie L; 5, d’un tissu normal.

Considérons maintenant un tissu normal contenant initialement ng cellules et soit Ly 5,
sa durée de vie.
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FIGURE 4.6 — Variation du nombre moyen jy de fractions de dose qui annule la naissance
de cellules supplémentaires, en fonction de log(ng) et de la probabilité de désactivation g,
avecm =3, r=05et u=1

Pour chaque cellule j nous associons la durée de vie correspondante,
TU) = inf{i > 1; 29 = m}, (4.4.3)

ou Zi(j) est I'état de la cellule j a 'instant k.
Soit X% (0,m) le nombre de cellules saines mortes a I'instant k& parmi les g cellules initiales.
Il est clair que

{Lnn, <k} ={Xk(0,m)>n}. (4.4.4)

Comme une cellule saine est morte a I'instant k avec une probabilité F(k) = P(T < k),
alors

X (0,m) ~ B(no, F(k)). (4.4.5)
Par conséquent, on déduit la proposition suivante.

Proposition 4.4.1. La durée de vie du tissu normal Ly 5, vérifie

P(Lag, < k) =Y () (F(k)' (1 = F(k))™ ™" (4.4.6)

&
~
uﬁl
El
Il
=
~
asl
El
IA
=
|

P(Lam, <k—1)). (4.4.7)
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FIGURE 4.7 — Variation de E(L) en fonction de log(ng), avec m = 3, ¢ = 0.6, u = 1 et
r = 0.4.

Comme application de nos résultats, nous montrons dans la suite qu’il est possible de dé-
finir les indicateurs TCP et NTCP qui sont utilisés par les cliniciens et les radiothérapeutes.
Ce qui leur permet d’évaluer, d’optimiser et de comparer les plans de traitement.

4.5 Optimisation d’un plan de traitement

Le but principal de la radiothérapie est de choisir un plan de traitement qui est capable
d’éliminer la tumeur sans causer de dégats importants dans le tissu normal adjacent. Pour
aider les radiothérapeutes a répondre a cette question, nous proposons un nouveau schéma,
la courbe ECT (Efficiency Complication Trade-off) qui s’inspire des courbes ROC (Recei-
ver Operating Characteristic)/DET (Detection Error Trade-off) utilisées en biométrie. La
courbe ECT permet a la fois de maximiser l'efficacité du traitement et de minimiser les
complications dans les tissus normaux adjacents.

4.5.1 Probabilités de controle tumoral et de complication

La probabilité de controle tumoral (Tumor Control probability TCP) a Uinstant & est
la probabilité de tuer la tumeur & cet instant, i.e. la durée de vie de la tumeur est inférieure
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a k. D’aprés (4.3.17) on a :

k—1
TCP, = P(L<k) =[] (Hk_j((),m))nj k> 1. (4.5.1)
j=0

La probabilité de complications (Normal Tissue Complication Probability NTCP) est dé-
finie comme la probabilité qu’une complication apparaisse dans le tissu normal adjacent.
Compte tenu de (4.4.6) :
no B ) B )
NTCPy :=P(Lag, <k) =Y _ () (F(k) (1 - F(k))"™". (4.5.2)
i=n
Des calculs numériques des T'C' Py, et NT'C Py, sont présentés dans la section suivante, et un
schéma qui permet de choisir un plan de traitement, efficace mais qui préserve au mieux
les tissus sains, est également proposé.

Distribution de dose non uniforme

En pratique, la radiothérapie est organisée en 5 fractions de dose par semaine. Plus
précisément, la premiére fraction est donnée le lundi matin et il n’existe aucun traitement
le week-end. Pour acquérir les données de la tumeur, on emploie la technique d’analyse
tomographique CT-scan (Computed Tomography) qui consiste & mesurer I'absorption des
rayons X par la tumeur et les tissus sains et reconstruire des images 2D ou 3D des structures
anatomiques.

Chaque CT-scan est décomposée en sous-volumes appelés voxels. Dans ce cas, chaque
voxel v recoit une dose uniforme mais celle-ci peut varier d'un voxel a un autre. Sous
I’hypothése que les voxels sont indépendants, alors le TCP globale & U'instant k est définie
comme :

nt
TCP = [[ TCPyy, (4.5.3)
v=1
ol ny est le nombre total des voxels associés a la tumeur. T'C' Py, désigne la probabilité que
toutes les cellules cancéreuses dans le voxel v sont mortes a 'instant k. T'C' P, ,, est exprimé
d’une fagon similaire a (4.5.1).

Pour le tissu normal, NT'C P, est la probabilité qu’au moins un voxel, parmi les n; voxels
associés, a été endommagé. Sous I’hypothése que ces voxels normaux sont indépendants,

alors
Tt

NTCP,:=1-[[(1 = NTCP,). (4.5.4)
v=1
ou NTCPy, désigne la probabilité quune complication apparait dans le voxel normal v,
définie similairement & (4.5.2).
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4.5.2 Analyse numérique

La courbe ECT (Efficiency Complication Trad-off) permet de calculer a la fois la proba-
bilité de complication du tissu sain NTCP (sur l’axe des x) et la probabilité du non-efficacité
du traitement (1-TCP) (sur 'axe des y) pour différentes valeurs de k (nombre de fractions
de dose). Dans ce schéma, 1'objectif thérapeutique idéal est le point d’origine O(0,0) car il
correspond & un traitement efficace & 100% et un risque nul de complication. Notons que
k — TCP, et Kk — NTCP, sont croissantes car ce sont les fonctions de répartition de L et
Ly 5, respectivement (voir (4.5.1) et (4.5.2)).

La Figure 4.8 présente la courbe ECT pour m = m = 3, ¢ = 0.7, ¢ = 0.6, » = 0.3,
7 = 0.5, ng = 10000 et 7 = ng = 1000 ( les entiers n et ny sont pris relativement petits
pour éviter les complications numériques). Pour simplifier, nous ne considérons pas la proli-
fération cellulaire et nous travaillons a 1’échelle d’un voxel : la distribution de dose est aussi
homogéne.

Le choix du nombre optimal de fractions consiste & sélectionner le point de la courbe le
plus "proche" du point idéal O(0,0). Nous proposons trois stratégies :

e un premier choix consiste & limiter la probabilité de complication du tissu normal
avec un seuil fixé & 0.05 (ligne pointillée verticale). Au-dela de ce niveau, le risque
de complication est jugé inacceptable. On déduit du graphe que le nombre le plus
approprié de fractions de dose & appliquer est k& = 13 et que la probabilité de non-
efficacité du traitement estimée est 1 — TCP = 0.3;

e un deuxiéme choix est de donner la priorité a ’efficacité thérapeutique en utilisant un
seuil de non-efficacité fixé a 0.05. Ce choix conduit & choisir au moins £ = 16 fractions
de dose avec un risque de complication estimée & NTCP ~ 0.3;

e une troisiéme possibilité est un choix de compromis entre l'efficacité thérapeutique et
la préservation du tissu sain. Dans ce cas, on choisit k& = 14 fractions de dose avec
une probabilité du non-efficacité inférieure a 0.2 et une probabilité de complication

NTCP =~ 0.05.

4.6 Conclusion

Nous avons proposé une approche originale qui exprime la distribution de la durée de
vie d’une tumeur et des cellules normales en fonction du nombre de fractions de dose en
radiothérapie. Alors que les modéles existants examinent le nombre de cellules survivantes
dans la population traitée & des instants fixes, notre approche de modélisation révele la
dynamique de la réponse tumorale. Elle est basée sur le modéle multinomial, qui lui méme
est fondé sur une chaine de Markov a temps discret. Ce modéle tient compte de (i) I'hétéro-
généité des dommages cellulaires, (i) des mécanismes de réparation qui se produisent entre
les fractions de dose et (iii) de la prolifération cellulaire moyenne. La contribution principale
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FIGURE 4.8 — La courbe ECT (Efficiency Complication Trade-off) pour m = m = 3, ¢ = 0.7,
Gg=0.6, r=0.3, 7= 0.5, ng = 10000, et 7 = Ry = 1000.

est l'introduction d’une nouvelle variable de réponse, la durée de vie L d’une tumeur. Nous
avons montré que la moyenne E(L) peut étre approchée par une fonction logarithmique
du nombre initial des cellules cancéreuses. En outre, nous avons introduit la durée de vie
d’un tissu normale Lj 7,. Enfin, nous avons fourni des formulations originales du TCP et
NTCP, et nous avons proposé une nouvelle courbe appelée ECT (Efficiency Complication
Trade-off). Cette représentation synthétique résume toutes les informations sur Uefficacité
du traitement et la complication des tissus sains voisins. Elle permet de retirer plusieurs
possibilités de choix pour le radiothérapeute et de contrdler le rapport bénéfice/risque du
traitement.
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4.7 Preuves des Propositions

4.7.1 Preuve de la Proposition 4.2.1

1. D’aprés la définition de T (cf (4.2.1)) et le fait que m est un état absorbant, nous
avons

P(T <k)=P(Zy=m) VkeN. (4.7.1)
L’équation (3.2.12) donne

F(k) = P(T < k) =1I*(ig, m).

2. Posons
A= max { > T4} = Jax {1 — 11, m)} (4.7.2)
j<m—1
Ao i =1— 'Lnaxl{l_[(i,m)}. (4.7.3)
Alors,
AM=1- _éninl{H(Lm)} (4.7.4)

et pour tout « < m — 1, nous avons
1—X <II(i,m) <1 - Xo. (4.7.5)
Notons que A} < 1 et Ao < 1. Montrons que
P(T =k) < (1= M)A ! Vik>1. (4.7.6)
On ne considére que k = 3 (la preuve est analogue pour k € N*).

P(T:3) :P(Zl #m,Zg#m,Zgzm)
= Y P(Zi=i1| Zo=i0)P(Zy =iy | Zy = i1)P(Z3 =m | Zy = ip)

i1,02<m—1

= > (ig, i1)M(iy, ip)TI(iz, m)

i1,12<m—1

IN

(1=X) [ D & > T(irsiz) p Mo, ir)

i1<m—1 | iz<m—1

S@=M)M [ ) M(ip,dn) | < (1= A)AT.

11<m—1
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Similairement, en utilisant (4.7.5) et ’équation suivante

> (g, j) = 1 —T(ig,m) > Ay, (4.7.7)
j<m—1
nous déduisons que
(1—=XM)N)F < P(T =k). (4.7.8)

Notez que, A1 et A2 sont des fonctions en m et g. En effet, selon (3.2.9), (3.2.4) et (3.2.7)
nous avons

(i, m) =Y P, j)R(j,m) (4.7.9)
j=0
=P(i,m)=¢™" (i <m).

Par conséquent, nous obtenons

AM=1—¢" et Ma=1—gq. (4.7.10)

4.7.2 Preuve de la Proposition 4.2.2

D’aprés (4.2.3), la valeur moyenne E(T") est finie pour tout n > 1 :

E(T") =) K'P(T=k) <q) k'(1-¢" " <o,
k>1 E>1

D’autre part, E(T) s’exprime aisément a 'aide avec la fonction de répartition F :

E(T) =) k(P(T <k+1)— P(T <k))

k>1

= k(F(k) - F(k - 1)).
k>1

=" k(1 (ig, m) — I (g, m)).
k>1

Rappelons que F(T?) < oo, donc la variance de T est finie et donnée par

Var(T) = E(T?) — (E(T))2
=N K (P(T < k+1) - P(T < k)) — (E(T))”

k>1

= > KA (i, m) — I g, m) — (E(T)’,
k>1
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4.7.3 Preuve de la Proposition 4.3.1

Démonstration. 1) Premiérement, on montre que

log(ng)  3¢™ ' —g™
_ < E(L,). 4711
log(1—q)  —4log(1—q) — (L) ( )

Comme nous avons 1 — F(k) = ;5 P(T = i), alors (4.2.3) implique que

¢" Y (1—q) ' <1-F(k)<qg > (1—¢™)"
i>k+1 i>k+1

Ce qui conduit &
1

qm_l(l_Q)k <1-F(k) < W

(1—q™*
et
1 _

pr (1—¢g™* < F(k)<1—¢™ 11 —-q)" (4.7.12)

Il est commode d’introduire la variable aléatoire Uy, comme

log(no)

o := L, —_— 7
Uno :=Lno ¥ 000 )

(4.7.13)

D’aprés (4.3.5) nous obtenons

PUy <z)=P (Lno <z-— m> =P <Ln0 < {x - mp (4.7.14)

“(rl-mia))

pour tout z > llozg((ln_o(;), et |a] désigne la partie entiére de a. L’équation (4.7.12) donne
log(ng)
F (\‘a} _ lOg(TLo)J) <1- qul(l _ q) {I_Zogg(l—O@J,
log(1 —q)
Comme nous avons
l l
{x_QWM>JSx_Oﬂmﬂetl_q<L
log(1—q) log(1 —q)
alors
log(ng) 0g(ng) m—1 N\
1— qul(l —q) {x_zoggu—oq)J <1-— qul(l — q)x_li)gg(TOq) =1— u

no
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En combinant les inégalités précédentes, on déduit que

m—1 1 _ x no 1 (1_qm—1<17q)m)
P(Unogx)§<1—q(Q)> :enoog 0 , sz.
ng log(1 —q)
La formule de Taylor nous donne
u?
_u—mglog(l—u)<—u 0<u<l. (4.7.15)

Par conséquent,
Come1g_ e log(no)
PU, <z)<e 7" (-0 > _to9\10)
Ung < @) < e ’ = log(1—q)
et )
P(Up, >2) >1—e 0" (1707,

On déduit de )

e_zgl—x—l—% x>0,

I'inégalité

m— xT 1 m— X
P(Upy > ) > ¢" 1 —q)" — 2¢* ™ V(1 ¢)*, z>0.

2
Soit X une variable aléatoire intégrable dans R. On montre aisément :

00 0
B = [P ydy- [ POC< ).
0 —00
En particulier,

E(X) < /000 P(X > y)dy.

Si X > —couc >0, alors

0 0
/ P(X <y)dy= [ P(X <y)dy.

Appliquant (4.7.18) et (4.7.20) pour X = Uy, et ¢ = —li(;g((ﬁ’;), on obtient
e 0
E(U,,) = / P(Un, > 2)dz — | P(U, < 2)da.
0 —c

Puis a l'aide de (4.7.17) on a
m—1 _3qm71

q m—1
T gy

P(U,, de > ——M—
/0 (Uno > w)dz > 4log(1 —q

(4.7.16)

(4.7.17)

(4.7.18)

(4.7.19)

(4.7.20)

(4.7.21)

(@™ <1). (4.7.22)

Theése 82

Roukaya Keinj



Chapitre 4. Durée de vie cellulaire

D’autre part, utilisant (4.7.16) et le fait que e > 1+ x,2 > 0, on obtient

B o ﬂ -1
P(U,,. < z)dz < / P Al Vil e 4.7.93
/ (Uno < @) 0 g™ tlog(1 —q) ( )

—C

Les relations, (4.7.21), (4.7.22) et (4.7.23) impliquent

1
E(U,, ) > 3 m—1_ _1-m ’
et finalement
log(no) 1 -1 -
E(L,,) > — 3¢ — my.
(L) 2 log(1—¢q) —4log(1 — q)( ¢ ")

2) Similairement, pour montrer que F(L,,) est majorée par une fonction logarithmique de
ng, on introduit

log(no)
I L 4 —9AR0) 4.7.24
Uno o F log(1 —q™) ( )
Soit x > 0. (4.7.12) et |a| > a — 1, impliquent
m log(ng)
F (\‘x — loQ(n/O)J) 2 1 — %16log(1—q )\\iﬂ— log(gl_gm)J (4725)
log(1—q™) qm
1
>1-— 1—q¢m)*t—.
> qm_l( q") -~

On procéde comme dans I'étape 1 précédente. On déduit de (4.7.25) :

-1
nolog(l_%)

P(U,, <x)>e mod (4.7.26)
Do,
1 li(l—an)fil) 1 _ M r—1
P, >x)<l—c "g( T ) < polog (1 - (qmzl> : (4.7.27)
noq
puisque 1 —e " <z, Vo > 0.
Nous avons les inégalités suivantes
_ ,myx—1
Sl ) < ! < 1; ng = .
noqul noqul(l qm) 2 qul(l qm)
Yo gcu< )
e U, u<g.
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A Taide de (4.7.15) et (4.7.27) nous obtenons

2(1 _ qm)m—l
Utilisant (4.7.19) pour X = Uy, :
_2q1 m
EU )<
(Uno) < (1 —gm™)log(1 —g™)’
et finalement,
l 2 1-m

4.7.4 Preuve de la formule (4.3.12)

Raisonnons avec la méme analyse donnée dans la Section 4.3.3 : aprés la j—1éme fraction
de dose, la duplication concerne les cellules qui restent en état 0 parmi les ng cellules initiales
et les m1,n9,...,nj_1 nouvelles cellules qui sont restées en état 0, aprés la j — 1éme fraction
de dose. Soit X;_1,;(0) le nombre de cellules, parmi les n; cellules ajoutées, qui restent en
état 0 apres la j — léme fraction de dose. Il est clair que X;_1,(0) ~ B(n;, II7-17%(0,0)).
A l'instant j, un nombre S; de nouvelles cellules en état 0 apparait. Conditionnellement &
Xjflyl(O) = xj_1,; pour tout l e {0, cey ] — 1}, Sj ~ B(a;j_m + ...+ -Z'j—l,j—la,u(l — q)m)
Par conséquent

Jj—1 j—1
B(S)) = (1= )™ > BE(X;-1,(0) = (1 — )™ (DT 1710,0)my). (4.7.28)
=0 =0

Finalement, on pose n; = [E(S;)] et la formule (4.3.12) est établie.

4.7.5 Preuve de la Proposition 4.3.3

Afin d’étudier les propriétés de la suite entiére (n;) nécessaire pour définir la durée de
vie de la tumeur (voir la Section 5.3.3), on associe la suite réelle (n;) :

7o = nNo

- , 4.7.29
ni+1 = p(l—g)™ 3o TWH0,0)m, j > 0. ( )

a) La proposition suivante donne des conditions suffisantes assurant la convergence de la
suite (7);). On en déduira la convergence de la suite (n;) dans la partie b).
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Proposition 4.7.1. 1. Lorsque p(1 — q)™ > 1 11%(0,0) < 1, alors lim n; = 0. De

Jj——+o00

plus, s’il existe \g > 1 tel que

Aop(1 =)™ > " AGTIF(0,0) < 1, (4.7.30)
k>0
alors
<1 Yj>jo, (4.7.31)

avec jo = Uzgggg + C'J et C' est une constante qui ne dépend que de i, m, q, r et \g.

2. Lorsque p(1 —q)™ > >0 11%(0,0) > 1, alors la suite (n;) est non bornée.

Démonstration. Posons
S(A) = ANTI%(0,0), A > 0. (4.7.32)
k>0
Rappelons que la chaine de Markov (Zj) définie dans le chapitre précédent (Section 3.4)

est transiente car ’état m est absorbant. Par conséquent, S(1) < oo.
Soit A > 0, on multiplie 7,41 (4.7.29) par MT! et on somme sur j € {0, ..., k},

k+1 E g
S X =l — ™ | DD N0, 0)m | - (4.7.33)
7=1 7=01=0

Pour [ fixé, on pose i = j — [ et on obtient

k+1 k k—I o
S O Nn =l —g™y ( m Y N0, 0)) : (4.7.34)
j=1 1=0 =0
Cependant,
k=l
D ONIT(0,0) < ) NTT(0,0) = S(N). (4.7.35)
=0 i>0
Comme A, p(1 —g)™ et n; sont positifs, alors
k+1 k k+1
D N < Al = g)™S(N) Y Al < Au(1— )™ S(A Z Al (4.7.36)
j=1 1=0
Par conséquent, si S(\) < co nous obtenons
k+1 '
(1= Al = @)™S(N) D Ny < M1 = )™ S(A)no. (4.7.37)
j=1
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Supposons que
Ap(l—q)mS(\) < 1. (4.7.38)

Si on fait tendre £ — oo dans (4.7.37), on aura

Al = q)"S(N)
;AJ IS T 1 - gms(y) 0 S (4.7.39)

1) Si p(1—¢q)™S(1) < 1, la condition (4.7.38) est vérifice pour A = 1. Alors H(1) < oo, i.e.
j£:7U < 0.
Jj=0

Ce qui implique en particulier que hlll n; = 0.
(o9}

Considérons le cas Agu(l — ¢)™S(No) < 1 ou A\g > 1.Comme (4.7.38) est vérifice avec
A = )g, alors

> Xm; < Cono, (4.7.40)
7>0

ou Cj est une constante qui ne depend de pu, m, g, r et A\g. Donc

Xn; < Cong, ¥ j > 0. (4.7.41)

Par suite (4.7.31) est vérifice avec jo = UZZE g + C'J et C' = In(Cp).

2) Supposons pu(1 —¢)"™S(1) > 1. Puisque A — pu(1 — q)"™AS(A) est continue, strictement
croissante et nulle en 0, alors il existe un unique 7y €]0, 1] tel que

11 —q)"0S(0) = 1. (4.7.42)

Donc p(1 — ¢)™AS(N\) < 1 pour tout A € [0,79[. On déduit que (4.7.38) est vérifiée pour
A < 70, ce qui implique que H(\) < oo.
On reprend les calculs précédents et on fait tendre k& — oo dans (4.7.34) :

H(A) —ng = p(1—q)"A | Y Nny | [ D NTF(0,0) | = p(l— @) AH(NS(A). (4.7.43)
Jj=0 120
Puisque H () < oo pour A < 7y, alors
H(A\) (1= Al —¢q)™S(N)) =no, YA € [0,7]. (4.7.44)

La fonction A — H () est croissante, si H(7y) < 0o, alors en prenant la limite A — vy dans
(4.7.44) et en utilisant (4.7.42) on obtient ng = 0, ce qui est impossible. Par conséquent,
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H(~p) = oo et H(A) < oo pour tout A < 79. Ce qui signifie que R = 7 est le rayon de
convergence de la série entiére H(\). Rappelons,

R = sup{r; |n;|r? bornée}.

Soit v < 74 < 1, alors (Uj(%l))j) est une suite non bornée. Pour tout réel A, il existe une
suite croissante (jy,) telle que [n;,|(v4)’" > A. D’oi

A
(o)~

Ce qui signifie que la suite (7)) est non bornée lorsque p(1 —¢)™S(1) > 1. O

Nj =

b) Nous montons a présent la Proposition 4.3.3. Tout d’abord, on montre par récurrence
que
n; < U V_] > 0. (4.7.45)

En effet, si j = 0, ng = ng par définition. Supposons que
ng <ng Vk<J.
Alors ‘ ‘
p(L =)™ > TF(0,0)m < p(1 — )™ > T F(0,0).
k=0 k=0
Mais |a]| < a, on déduit de (4.3.12) et (4.7.29) que
njs1 = | (1l — g™ S TR0, 00 | < (1 — g™ 3 T (0, 0y
k=0 k=0

J
< pu(l—g)™ Y TH(0,0)m
k=0

< Mjt1-

1) On commence par le cas u(l —q)™ > ;- 11%(0,0) < 1. D’aprés la Proposition 4.7.1,

,lir+n n; = 0. Mais (n;) est une suite entiére d’entiers naturels, on déduit alors de (4.7.45)
j—+oo

qu’il existe jo tel que n; =0V j > jo.

De plus, s'il existe A\g > 1 tel que (4.3.14) est vérifiée, alors la Proposition 4.7.1 et (4.7.45)

impliquent (4.3.13) avec jo = UZ? E;gg + CJ , et C est une constante qui ne depend que de

my, m, q, T et )\0~
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2) Supposons maintenant que p(1 — ¢)™ > ;g 11%(0,0) > 1. Puisque a — 1 < |a], on
déduit de (4.3.12) que

nj1 = p(l—q)™ <Z 7=, 0)”1) - L

=0

On multiplie par M *! et on somme sur j, 0 < j < k :

k+1 k
>N —ng = (L =)™ | Y MY NT(0,0) | = DN
J=0 1<k i<k-1 §j=0

On fait tendre k£ — 00, ce qui est possible comme étant toutes les quantités sont positives :

BN = no > Au(l — @™ SOVE(A) — %; 0< A<, (4.7.46)

ot S(A) a été défini en (4.7.32) et
1(A) := ) niN.
J=0

Si H(y) = o0 (70 est donnée par (4.7.42)), le rayon de convergence de H()) est au plus
Yo. En procédant comme dans la deuxiéme partie de la preuve de la Proposition 4.7.1, on
montre que la suite (n;) est non bornée.

Supposons que g(%) < 00. On peut prendre A = 7y dans (4.7.46) :

H(vo) (1 —you(l — ¢)™S(70)) > no — gl

Puisque you(l — q)"™S(v0) = 1 (i.e. la définition de 7p), l'inégalité précédente conduit a

70
no < To"

4.7.6 Preuve du Théoréme 4.3.5

Selon la Proposition 4.3.3 et sous la condition (4.3.13), n; = 0 pour tout j > jo avec

. log(no) J
= +C|, CeR.
70 LOQ(AO)

Par conséquent, la durée de vie L se réduit a

L =maz{Lng, 1+ Ln,, -, Jo + Ln,, }- (4.7.47)
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Il est clair que Ly, < L. Par conséquent, (4.3.7) implique

log(no) 3¢t —gtmm

< E(L). 4.7.48
Tlog(1-9) T ~dlogT—q) = ) s
D’autre part, pour tout j € {0,...,jo}, on a
j +Lnj < jO +Lnj‘
Alors,
L < jo+maz{Lng, Ly, -, Ln, }- (4.7.49)

Comme toutes les cellules sont indépendantes, on a

maz{Lngs Lngs -+ Ly, } 2 L (4.7.50)
ou Nj, =ng+ ...+ nj,. D’apres (4.7.41), (4.7.45) et A\g > 1, on a
n; < Cong Vied{0,...,50} (4.7.51)
Par conséquent,
Nj, < Cono(jo +1). (4.7.52)

D’aprés (4.7.49), (4.7.50), (4.7.52), la définition de jo (cf Proposition 4.3.3) et la Proposi-
tion 4.3.1, on obtient

log(Njo)

. e, log(NGy)
E(L) < jo+ E(Ln;,) < jo + —log(1 —q™)

+ay (4.7.53)
< alog(no) + b,

ol @ > 0 et b sont deux constantes.
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CHAPITRE 5

Modélisation en temps continu
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Chapitre 5. Modélisation en temps continu

5.1 Introduction

Dans les chapitres 3 et 4 précédents, nous avons étudié la réponse cellulaire & un trai-
tement et la croissance d’une tumeur en considérant des processus stochastiques & temps
discret. Les instants successifs correspondent a 'application des fractions de dose de radio-
thérapie. Dans ce chapitre, nous considérons des processus a temps continu afin de modéliser
la réponse tumorale durant ’application en continu de la dose de rayon dans des traite-
ments comme la curiethérapie permanente dans laquelle la durée d’application de la dose
totale peut varier de quelques semaines & un mois, ou aprés la thérapie photodynamique
ot la durée d’application de la dose de lumiére peut varier de quelques secondes & plusieurs
dizaines de minutes. En outre, 'amplitude du signal lumineux peut aussi varier durant le
traitement.

5.2 Modéle Markovien continu de la réponse d’une cellule

Nous conservons certaines des hypothéses que nous avons adoptées dans la modélisation
temps discret : la cellule contient m cibles sensibles, chaque cible peut étre inactivée par le
traitement et la mort de la cellule survient lorsque les m cibles sont inactivées. En outre,
les cibles peuvent se réactiver tant que la cellule est toujours vivante.

On suppose qu'une dose u de traitement est appliquée sur une cellule & ¢ = 0. Pour une
cellule donnée, on note Zj, le nombre de cibles détruites a l'instant t = kh, ot h = At est
petit et k un entier. On observe ainsi les dommages subis par la cellule en des instants treés
rapprochés. On suppose que (Zgp)k>0 est une chaine de Markov, dont la dynamique est
donnée par 11, (cf Section 3.2) avec des paramétres m, gy et rp. Ainsi g, est la probabilité
qu’une cible active soit désactivée dans le petit intervalle de temps [kh, (k + 1)h]. D’une
maniére analogue, 7, est la probabilité qu’une cible inactive dans une cellule vivante soit
rendue active durant Uintervalle [kh, (k + 1)h].

Puisque h est petit, il parait naturel de supposer que gq; et 7, sont petits : la cellule a
"tendance" a rester dans le méme état, des changements sont possibles mais avec une faible
probabilité. On suppose :

qn = ah +o(h) (5.2.1)

et
ry, = ph + o(h) (5.2.2)
¢ lim 24 — o,
avec o, p >0 e hlir%] h

Notons que « dépend de la valeur de la dose u appliquée, i.e.

a= f(u), (5.2.3)
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ou f est une fonction croissante.
Les états possibles d'une cible durant 'intervalle [, ¢ + h] sont représentés a la Figure 5.1.

t t+h

FIGURE 5.1 — Réponses (inactivation et réparation) d’une cible dans l'intervalle [¢,¢ + h].
Un cercle vide représente une cible active; un cercle avec un croix représente une cible
désactivée.

Etude de la matrice de transition II,

La matrice de transition IIj, associée a la chaine (Zp )k, modélise effet de la dose et
les mécanismes de réparation :
11, = PRy, (5.2.4)

Dans ce qui suit, nous adoptons la convention que la premiére colonne et la premiére
ligne d’'une matrice seront notées par l'indice 0. La matrice P décrit les mécanismes de
désactivation des cibles (effets du traitement). D’aprés (3.2.4), on a

M=) I g Ymmd <

Py(i, 5) :{ G=an (A —an)™ i<y (5.2.5)
0 7 <.

La matrice Ry, décrit les mécanismes de réparation des cibles. D’aprés (3.2.7), on a

EanT Y j<i

Ru(i, j) :{ (i~ ! = (5.2.6)
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Lemme 5.2.1. Les probabilités de transitions de la chaine de Markov (Zyy) sont données
par 1y (i, 7) = P(Z(gs1yn = J1Zkn = 1), 0 < i, j < m, avec

a(m —i)h + o(h) j=i+1, 0<i<m-—1
1 —[a(m—1i)+iplh+o(h) j=1, 0<i<m-1
(i, ) = iph + o(h) j=i—1, 1<i<m-—1 (5.2.7)
1 j=i=m
0 sinon.

Démonstration. 11 est facile de montrer a partir de (5.2.5), (5.2.1) et (5.2.2) :

Py (i,0) — (1—ah+oh)™" =1—a(m—i)h+o(h)
Py(i,i+1) =a(m—1i)h+o(h) (5.2.8)
Pu(ij) = o(h?) j>itl .
P (i, ) =0 J <t
On procéde d’une maniére analogue avec Ry, (1, 7) :
Ry, (i, ) =1—iph+o(h)
Ry(i,i—1) =iph+o(h) i>1
Ry(i,j) = o(h?) j<i-1 (5.29)
Ry (i, ) =0 J >
Si i = m, alors II(m, m) = 1. On supposera par la suite que i € {0,...,m — 1}.
D’aprés (5.2.4) on a :
(i, 5) = > Phli, k)Ru(k,5) = > Puli, k)Ra(k, §). (5.2.10)
k=0 k=1

Lorsque 57 =1, on a

I, (i,8) = Pp (i, )Ru i, 6) + Pr(iyi + DR+ L)+ > Puli b)Ru(k,i).  (5.2.11)
k>i+1

On déduit de (5.2.9) et (5.2.8) :

Pr(i i+ 1)Ry(i + 1,4) = o(h)

> P, k)Ry(k, i) = o(h)
k>i+1

Py (i,9)Rp(i,4) = 1 — [a(m — i) + ip]h + o(h).

Ce qui montre la seconde identité de (5.2.7). Les autres formules de (5.2.7) se montrent
d’une maniére analogue. O
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5.2.1 Définition de la chaine de Markov a temps continu (Z7;)

L’analyse précédente nous conduit & la définition suivante :

Définition 5.2.2. (Z;) est la chaine de Markov a temps continu, a valeurs dans {0,1,...,m}
et de probabilité de transition vérifiant

P(Zisn=j|Z=i) =mp(i,4), t>0,h>0,0<i,5<m (5.2.12)
avec
a(m —i)h + o(h) j=i+1, 0<i<m-—-1
1 —[a(m —1)+iplh+o(h) j=1, 0<i<m-—1
mh(i,7) = iph + o(h) j=1—-1, 1<i<m-1 (5.2.13)
1 j=t=m
0 sinon.

Pour montrer 'existence d’une telle chaine de Markov, nous écrivons (5.2.13) sous la
forme

(i, 7) = 0ij + qijh + o(h) h — 0, (5.2.14)

ol d;; est la fonction Dirac donnée par

(1 =
5ij = { 0 iz} (5.2.15)
D’aprés (5.2.13) et (5.2.14), il est facile de déduire que

—ma j=0

qoj = Mo J=1 (5.2.16)
0 sinon.
Pour 1 <i<m—1,
ip j=1—1.
- _ ) lem—=i)+ipl  j=i
qij = a(m _ Z) .7 —i+1 (5.2.17)
0 sinon;
et pour ¢ = m,
Gm; =0 Vj €{0,...,m}. (5.2.18)
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La forme explicite de la matrice Q = (i j)o<i j<m est alors

—am am 0 0
p  —am—1)—p a(m—1) 0
0 2 — —2)—2 :
Q= : g R - (:219)
: (m—1)p —a—(m—-1)p «
0 0 0

Comme la matrice Q vérifie

gij > 0 J#i
{ S0l 0 0Zi<m (5.2.20)
alors (cf Théoréme 2.8.2 dans [47]) la relation (5.2.14) implique que (Z;)¢>¢ est une chaine
de Markov a valeurs dans {0,1,...,m}. Notons que (Z;) est un processus de naissance
et mort. On déduit (voir la Section 2.6 dans [47]) une description plus trajectorielle de
(Z;). Une cellule vivante en état i a Uinstant ¢, i.e. Z; = i < m, reste dans cet état un
temps exponentiel S; de paramétre 6(i) = a(m — i) + i p, puis saute soit a 'état i + 1 avec
probabilité (M?ﬁ, soit a I'état ¢ — 1 (i > 1) avec probabilité (Mﬁ”ﬁ. Rappelons
qu’une variable aléatoire £ est exponentielle de paramétre € > 0, si sa densité est définie
par 06_9$1{1>0}.

5.2.2 Loide Z,

Nous ne considérons que le cas ot la cellule est initialement dans 1’état 0, i.e. Zg = 0.
Ceci conduit & introduire

Pi(t)y=P(Z;=j | Zy =0) = m(0, ), j€{0,...,m}. (5.2.21)
Rappelons que la famille des matrices I1(t) = (m(i, j ))0 <ij<m vérifie I'équation :
Ir'(t) = I1(t)Q. (5.2.22)
Par conséquent,
Pj(t) = (TI(1)Q)(0,5) = > _ Pu(t)grj, 0<j <m. (5.2.23)
k=0

Il s’agit d’un systéme linéaire & m + 1 équations différentielles linéaires en Pj(t), j €
{0,...,m} qui compte tenu de (5.2.16), (5.2.17) et (5.2.18) s’écrit sous la forme :

—maPy(t) + pPy(t) ji=0
Pi(t) = { Oégn - ((]) = 1)Pi-1(t) = ((m = g)a+jp) Pi(t) + (5 + D)plijcm-2y Pjsr(t) 1<
abPp,_1(t j=m
(5.2.24)
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Soit A la matrice transposée de la matrice Q et soit P(¢) le vecteur colonne de dimension
m+ 1 dont les coordonnées sont Py(t),. .., Py(t). Il est clair que les équations (5.2.23) sont
équivalentes a

P'(t) = AP(t), (5.2.25)
avec la condition initiale P(0) = (1,0,...,0)*, (la cellule est initialement en état 0, i.e.
Py(0) =1).

Proposition 5.2.3. Les matrices Q et A sont diagonalisables et ont m+ 1 valeurs propres
distinctes Ao, ..., Am tel que

—mmaz(a,p) < Ap < ... <A < Ao =0.

La preuve est donnée dans la Section 5.6.1.

La matrice Q dépend seulement de m, o et p. Malheureusement, il n’est pas possible d’ex-
primer explicitement les valeurs propres de Q. Toutefois pour des valeurs de m, a et p, les
valeurs propres Ao, ..., A, peuvent étre déterminées numériquement, voir la Section 5.3.2.

Proposition 5.2.4. Le vecteur solution P(t) du (5.2.25) est une combinaison linéaire de

termes exponentiels. Plus précisément, il existe m + 1 vecteurs de R™*Y, My, ..., M,,, tels
que
m
P(t) =Y M;eM', Vi >0. (5.2.26)
=0

Démonstration. La solution de 1'équation (5.2.25) prend la forme d’une matrice exponen-
tielle :
P(t) = A P(0). (5.2.27)

Comme A est diagonalisable dans R, il existe alors une matrice réelle inversible U telle que
U~ 'DU = A ou

Ao
A
D= _ . (5.2.28)
Am
Donc, la matrice exponentielle et est
A =UtPU. (5.2.29)
e'D est aussi une matrice diagonale,
et)\o
et)q
etP = _ : (5.2.30)
. et)\m
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Dot (5.2.26). O

5.3 Durée de vie d’une tumeur

Dans cette section, on ne tient pas compte de la prolifération cellulaire.

5.3.1 Durée de vie T d’une cellule cancéreuse

Nous donnons la loi de la durée de vie d’une cellule cancéreuse. Soit 7' la durée de vie
de la cellule : T est le premier instant ou la cellule est en état de mort, i.e. lorsque ses m
cibles sont détruites :

T =inf{t > 0; Z; = m}. (5.3.1)
Proposition 5.3.1. La fonction de répartition de T est donnée par
m
Ft)=P(T <t) =1+ M;meV’, (5.3.2)
j=1
ot les M;,, sont des constantes et A\, < ... < A1 sont les valeurs propres négatives de la

matrice Q.

Démonstration. D’aprés la définition (5.3.1) de T, le fait que m soit un état absorbant et
que la cellule soit initialement en état 0, on a

P(T<t)=P(Z =m|Zy=0), ¥t >0. (5.3.3)
Nous déduisons de la définition (5.2.21) de Pp,(t) :
P(T <t) = Py(t). (5.3.4)

La Proposition 5.2.4 implique que P,,(t) est une combinaison linéaire de termes exponen-
tiels,

m
Pr(t) =Y Mjmet! (5.3.5)
j=0

ou les M, sont des constantes et A\, < ... < A9 = 0 sont les valeurs propres de la matrice

Q.

Comme P,,(t) est la fonction de répartition de 7', nous avons
Pp(t)=P(T <t) — 1.
t—o0

Puisque Ay, ..., Ay, sont négatifs, on en déduit :

m
Mom =1 et P(IT>t)=1=Pp(t) = —Myme = > M;e’.
j=2
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Proposition 5.3.2. La distribution de T est asymptotiquement approchée par une distri-
bution exponentielle de parametre X = —A1 > 0, ot Ay est la plus grande valeur propre
négative de la matrice Q,

1—F(t)~ e (t = +00), (5.3.6)
avec 5 > 0.

La preuve est donnée dans la Section 5.6.2.

5.3.2 Analyse numérique

Une fois les valeurs des paramétres «, p et m données, la matrice Q est déterminée par
(5.2.19). Rappelons que A est la transposée de Q. Nous avons implémenté ces matrices
dans Ienvironnement de calcul Matlab et nous pouvons calculer les valeurs propres ()
correspondantes ainsi que les coefficients M;, (cf (5.3.2)) en résolvant le systéeme (5.2.24)
avec la condition initiale P(0) = (1,0,...,0). Par conséquent, le calcul de la fonction de
répartition F' de T est possible.

Approximation de la distribution de T’

Nous avons montré dans la Proposition 5.3.2 que pour des grandes valeurs du temps ¢,
nous avons 1 — F(t) ~ fe ™™, t — oo, avec A = —Aj et B = —M; p,. La Figure 5.2 présente
F (la courbe continue) et son approximation 1 — fe~** (la courbe pointillée) pour m = 3,
a =9 et p=>5. Nous remarquons clairement que ces deux quantités sont quasi égales dés
que t > 0.2.

Influence de « et p sur T

Nous présentons ici un ensemble de résultats numériques pour montrer I'influence des
paramétres de désactivation des cibles « et de réparation p, avec m fixé, sur A et 5. On fixe
un paramétre et on fait varier l'autre.

Fixons la valeur m = 3. Les Figures 5.3(a) et 5.3(b) montrent les variations de A en
fonction du paramétre de désactivation de cibles « et du paramétre de réparation p respec-
tivement. Nous observons que A croit avec « et décroit avec p.

Similairement, les Figures 5.4(a) et 5.4(b) présentent la variation de  en fonction de
« et de p respectivement. Nous observons que [ croit avec a et décroit avec p.

Le sens de variation de A et 8 en fonction des parameétres « et p, ne permet pas de déduire
Iinfluence de ces deux paramétres sur la durée de vie d'une cellule, puisque 1—F(t) ~ Be™.
Pour cette raison, on étudie la variation de la fonction F(t) :=1— Be ™ en fonction de «
et p.
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09} E/N'

0.8
0.71

0.6r

Fonction de répartition F(t)

01 A Il L L L L Il L L ]
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (t)

FIGURE 5.2 — Tracé conjoint de la fonction de répartition F (trait plein) de T' et F(t) =
1 — Be™* (trait pointillé), avec m =3, a =9 et p = 5.

La Figure 5.5(a) présente les variations de F(t), pourm =3, p=20et a = 2,5,8. D’autre
part, la Figure 5.5(a) présente les variations de F(t), pour m =3, a = 2 et p = 5,10, 15.
Nous déduisons que la probabilité de mort cellulaire a U'instant ¢, P(T' < t) (approximée par
F(t)) augmente lorsque le traitement devient plus efficace (augmentation de ) et diminue
lorsque les mécanismes de réparation dans la cellule deviennent plus importants.

5.3.3 Durée de vie L,, de la tumeur

Nous considérons une tumeur contenant initialement ng cellules. Pour chaque cellule j,
nous associons la durée de vie correspondante,

70 = inf{t > 0; 29 = m}, (5.3.7)

ol Zt(j ) est le nombre de cibles inactives de la cellule J alinstant t.

Nous ne considérons pas ici la prolifération des cellules. Dans ce cas, la durée de vie d’une
tumeur L, est définie comme le maximum des durées de vie des ng cellules,

Ly, = maz{TM, ... 7"}, (5.3.8)
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45 T T T T T T T T T 14

40t d

351 N

301 N

251 b

20f .

Exponential distribution parameter (1)
Exponential distribution parameter (i)

55

4 ~__ |
5 1 T
o , , , , , , , , , 2 , , , , , , , , ,
5 10 15 20 25 30 3 40 45 50 55 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Target deactivation rate (@) Target reparation rate (p)
(a) Sensibilité de A vis-a-vis de o pour p = 10 (b) Sensibilité de A vis-a-vis de p pour a = 20

FIGURE 5.3 — Influence du paramétre de désactivation des cibles « et du paramétre de
réparation p sur le paramétre exponentiel A de la durée de vie T', avec m = 3

Sous I’hypothése que toutes les cellules se comportent d'une maniére indépendante et avec
la méme dynamique, les variables T, ..., T(0) sont i.i.d. et ont la méme distribution que
T. Nous obtenons alors

P(Ln, <t) = P(TW <t) x...x P(T") <t) = (F(t))™. (5.3.9)

Ensuite, nous examinons le cas des grandes valeurs de ng en étudiant les propriétés de Ly,
lorsque n tend vers U'infini. Selon le théoréme de Fisher-Tippet-Gnedenko [74], le maximum
L, renormalisé, converge en loi vers une distribution de Gumbel lorsque n — oc.

Proposition 5.3.3. Soit A = =\ et 8 = —Mi,, comme définis dans la Proposition 5.5.2.
La suite ()\Ln —log(Bn),n > 1) converge en loi vers une variable aléatoire & qui suit une
distribution de Gumbel,

PE<t)y=e* . (5.3.10)

La preuve est donnée dans la Section 5.6.3. On déduit de cette proposition la conséquence
suivante concernant la convergence des moments renormalisés.

Proposition 5.3.4. Pour tout k> 1, on a

lim E ([/\Ln - log(ﬁn)]k> = (—1)FT® (1), (5.3.11)

n—oo

avec T'(z) = [t te~tdt, © > 0 et ') est sa dérivée d’ordre k.
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1
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Target deactivation rate () Target reparation rate (o)

(a) Sensibilité de g vis-a-vis de a pour p = 10 (b) Sensibilité de S vis-a-vis de p pour a = 20

FIGURE 5.4 — Influence du paramétre de désactivation des cibles o et du paramétre de
réparation p sur le coefficient 3, avec m = 3.

Démonstration. Puisque la durée de vie T' est & valeurs dans Ry, alors sa fonction de
répartition F' vérifie
0
/.

Par conséquent, (5.3.11) est une conséquence directe de la Proposition 5.3.4 et du point i)
de la Remarque (haut page 78 de [74]). O

lz[FdF(2) = 0 < 0.

Corollaire 5.3.5. La moyenne et la variance de L,, vérifient :

B log(n) _7 +log(B)

TLEIEOOE (Ly) 5 5 (5.3.12)
: 7w’
nll)r_ir_loo Var (Ly) = 6x2 (5.3.13)

ot v est la constante d’Fuler.

Démonstration. En utilisant la Proposition 5.3.4 pour £ =1 et 2, on a

lim AE (L,) — log(Bn) = —I"(1)

n—+00
et
: _ AR,
nh_{I;oE([)\Ln log(Bn)]*) =T"(1).
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(a) Variations de 1 — e~ pour p =20 et @ = 2,5,8 (b) Variations de 1 — Se~** pour a = 2 et p = 5,10,15

FIGURE 5.5 — Influence du paramétre de désactivation des cibles o et du paramétre de
réparation p sur Papproximation de F(t), 1 — Be=.

Notons que I'(1) = —~, ot v est la constante d’Euler et
I'(z) 1 > /1 1
I‘(x)__x_’y—’_; r o r4+x)’

voir la page 58 du [35]. Dérivons les deux membres de cette équation, on obtient

I"(z)I(z) —=T'(z)®> 1 1
Ué(i«)? ():xQ 3 .

Pourz =1onal(l)=1etI'(1) = —y, dou:

oo
1
") = =1+Y ——.
(1) =~ ;(er)z

2

Mais > | & = % (cf page 49 du [35]), alors

o
2

(1) =2+ %

Nous obtenons ainsi (5.3.12) et (5.3.13). O

IECN - 2 Decembre 2011 103 Roukaya Keinj



Chapitre 5. Modélisation en temps continu

Fixons une grande valeur ny, les relations (5.3.12) et (5.3.13) donnent deux caractéris-
tiques intéressantes de Ly, :

B(Ln) = jlog(n) + 7512

Vertin) (5.3.14)

Q

6A2"

Rappelons que ce résultat ressemble a celui obtenu en cas discret dans la Proposition 4.3.1.
Toutefois, le Corollaire 5.3.5 est plus précis car nous avons un développement asymptotique
de E(Ly), alors que dans la Proposition 4.3.1, nous avons seulement un encadrement de
E(Ly). Notons de plus que la convergence de la variance de L,, vers une constante fut
observée dans le cadre discret sur des applications numériques (cf Section 4.3.2.1, lorsque
la taille de l'intervalle de confiance de L,, reste presque constante).

5.3.4 Expression temporelle du TCP

Notre modéle en temps continu permet aussi d’obtenir une expression temporelle de la
probabilité de contréle tumorale TCP. Nous raisonnons comme nous ’avons fait dans le
cadre du modele discret (cf Section 4.5), le TCP a un instant ¢ est la probabilité pour que
la tumeur soit détruite & cet instant. Par conséquent, il s’exprime aisément a 'aide de la
fonction de répartition de la durée de vie de la tumeur :

TCP(t) = P(Ly, < t). (5.3.15)

D’aprés la Proposition 5.3.3, on obtient pour des grandes valeurs de ng

At

TCP(t) ~ P(€ < Xt — In(Bng) = e P (t > 0). (5.3.16)

Notons que cette valeur est assez "petite". En outre, rappelons que cette expression de
I'indicateur TCP est valide pour une population cellulaire non proliférative comme les
cellules quiescentes (dans la phase Gy).

5.4 Durée de vie d’un tissu normal

Similairement au cas d’une cellule cancéreuse et comme nous 'avons fait dans le cas
du temps discret (cf Section 4.4), on suppose qu'une cellule normale contient m cibles. On
note Z; le nombre de cibles inactives dans la cellule a U'instant t. Comme dans le cas de la
cellule cancéreuse, on suppose que (Z;) est une chaine de Markov & temps continu avec les
paramétres g, = ah + o(h) et 7, = ph + o(h).
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5.4.1 Durée de vie T d’une cellule saine

Nous considérons une cellule normale contenant 7 cibles. Soit T la durée de vie de cette
cellule,
T =inf{t > 0; Z; = m}. (5.4.1)
Soit Q la matrice génératrice de (Z;) (définie similairement a Q, cf (5.2.19) et (5.2.20)).
D’apreés les Propositions 5.2.3, 5.2.4 et 5.3.2), d’une fagon similaire nous pouvons approcher
asymptotiquement la distribution de T par une distribution exponentielle de paramétre
A > 0, oit —\ est la plus grande valeur propre négative de la matrice Q. Soit F la fonction
de répartition de T, alors pour grand ¢ on a

1— F(t) ~ Be ™. (5.4.2)

5.4.2 Durée de vie L; ;, d’un tissu normal

Considérons maintenant un tissu normal contenant initialement 7nq cellules et de capacité
de réserve (n — 1). Pour chaque cellule j nous associons la durée de vie correspondante,

TO) = inf{t > 0: 29 = m}, (5.4.3)

ol Zt(j ) est le nombre de cibles inactives dans la cellule j. Ces variables aléatoires sont
ordonnées dans une séquence croissante :

Ttm0) < o) < < T(Roimo) (5.4.4)

Cette suite est la statistique d’ordre de T, T . T(0) of TEM0) egt 1a jeéme statistique
d’ordre. Notons que le maximum Ly, = T(070) et soit my, le minimum des {7}, alors
mT_L() — T(l:’ﬁo).

Pour un instant ¢, soit X;(0,7) le nombre de cellules saines mortes & cet instant parmi
les ng cellules initiales. Il est clair que

{Linn, <t} ={X(0,m) > n}. (5.4.5)
Comme une cellule saine est morte a I'instant ¢ avec une probabilité F(t) = P(T < t), alors
X4(0,m) ~ B(io, F(t)). (5.4.6)
Par conséquent, la fonction de répartition Fy.5,(t) de Lj 5, est donnée par
no
Fring(t) = P(Lasg <) =Y (") (F(t)' (1 - F())™ " (5.4.7)
1=n

Notons que, un calcul numérique est possible pour 7, g pas trop grands. Intéressons nous
a présent aux grandes valeurs de ng et étudions la convergence de Ly 5, lorsque n tend vers
I'infini, n étant fixé.
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Proposition 5.4.1. Pour n fixé, la suite (S\n%l)ﬁ,n + log(ﬁ_),n > 1) converge en loi vers
une variable aléatoire (5 lorsque n — oo, avec

<1 [ t—zogw))]m’i

k:

_ [a(t log(ﬁ))
HM @) :=P(a<t)=1—¢

' M

La preuve est donnée dans la Section 5.6.4.

5.4.3 Expression temporelle du NTCP

La probabilité de complication dans le tissu voisin est définie par la fonction de répar-
tition de la durée de vie Ly 5,. D’aprés la Proposition 5.4.1, lorsque 7 est grand, on peut

approximer asymptotiquement Ly 7, par la variable M. Alors,

Ang®
- 1 _
NTCP(t) = P(Lan, <t) ~ P(CG < Angt+log(5)) (5.4.8)
Al o
~1—= e—’ﬁo(oct)m nlg(at) b
k!

Similairement au cas du temps discret (cf Section 4.5.2), ces expressions temporelles du
TCP et NTCP pourraient étre utilisées pour choisir la dose et la durée totale du traitement.
Des applications numériques sont possibles, mais elles nécessitent une précision sur le type
du traitement et ses caractéristiques (la modulation de la dose en fonction du temps, 'inter-
action du traitement avec les cellules, etc.). Ceci est une parmi les perspectives envisagées
dans la suite.

5.5 Conclusion

Nous avons étudié dans ce chapitre la réponse cellulaire et tumorale au traitement en
temps continu. La nature du traitement n’est pas spécifiée et ses effets sur les cellules sont
considérés par notre modélisation. Notre approche est fondée sur une chaine de Markov &
temps continu qui modélise ’hétérogénéité des dommages et la réparation des lésions dans
les cellules. Des expressions temporelles du TCP et du NTCP sont établies ainsi que leur
valeur asymptotique pour des grands nombres de cellules initiales.

Finalement, un travail en cours de développement, consiste & proposer un modéle de
croissance de la tumeur & m compartiments en tenant compte de la prolifération cellulaire
et de la mort naturelle des cellules.

Il s’agit d’'un modéle de croissance classique reposant des équations différentielles ordinaires.
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Les modéles a plusieurs compartiments sont utilisés souvent pour décrire des critéres et des
phénomeénes biologiques et physiologiques. Par exemple les modéles de Kendall |20, 21] et
de Takahashi [55], ot les compartiments correspondent aux différentes phases de maturité
des cellules. Un modeéle & deux compartiments a été proposé dans [2]. Les deux comparti-
ments correspondent aux cellules prolifératives et aux cellules quiescentes, et un systéme de
deux équations différentielles ordinaires, qui montre I’évolution du nombre moyen des cel-
lules de chaque type, a été proposé. De notre part, nous visons & modéliser I’accumulation
des dommages, ’hétérogénéité des réponses cellulaires au traitement et les mécanismes de
réparation.

5.6 Preuves des propositions

5.6.1 Preuve de la Proposition 5.2.3

Nous démontrons cette proposition en 5 étapes. La méthode de bissection [71] est utilisée

dans les étapes 1, 2, 3 et 4 et le théoréme de Gerschgorin (cf Section 4.5 du [17]) est appliqué
dans la derniére étape.

Etape 1

Relation récursive entre les déterminants des sous-matrices de Q.

Rappelons que Q = (gi,j)o<i,j<m est donnée par (5.2.19). Posons Q; = (¢i,j)o<i j<i- Alors

Q) = (—am), Q1=<

. Qu=Q  (56.1)

—Qam am )
p —alm—1)—p )

Soit Cj(A) = det(Q; — AI) le polyndme caractéristique de la matrice Q;, [ € {0,...,m}.
Les racines de Cj(\) sont les valeurs propres de Q. Avec la convention que C_1(A) =1 et
en développant chaque déterminant selon la derniére colonne, nous obtenons

Co(A)  =4qo00—A
Cl()\) = (ql,l - )\)Cl—l(/\) - q“_lql_l’lcl_g(/\), = 1, cee, M — 1 (5.6.2)
Cn(A) = =ACm_1(N).

Notons que la relation récursive ci-dessus est aussi valide pour | = m puisque G m =

dmm—1 = 0.

Etape 2

2)
b)

deur polynomes consécutifs de la suite {Cy(A) }ieqo,..,m—1) m'ont pas des racines communes ;
si Ci(x) =0, pour unl e {l,...,m—2}, alors C;_1(x)Ciy+1(x) < 0.
(5.6.3)
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On commence par la propriété a). Supposons qu’il existe un nombre réel z et un [ €
{0,...,m — 2} tels que Cj(z) = Ci41(x) = 0. Si I > 1, la formule (5.6.2) appliquée en
remplagant [ par [ + 1 donne :

—q1+1,191,1+1C1—1(z) = 0.

Puisque ¢;41; # 0 et ¢ 141 # 0 pour [ = 0,...,m — 2, alors Cj_;(x) = 0. On recommence
le raisonnement avec Cj_1(z) = Cj(z) = 0 et ainsi de suite. On obtient finalement

Ci(z) = Co(x) = 0. (5.6.4)
Mais Cy(z) = go,0 — z, d’oi
T = {do,0 = —am.
Mais, par définition :
C(—am)—‘o anm ‘——am;&() (5.6.5)
1 P a—p 1% . .0.

Cela génére évidemment une contradiction avec (5.6.4), ce qui démontre la propriété a).

Montrons & présent la propriété b). Supposons que Cj(x) = 0 pour un l € {l,...,m — 2}
donné. Appliquons (5.6.2) avec [ + 1 au lieu de [, nous obtenons :

Cri1(z) = —q41,90,41C1-1 ().

Selon (5.2.19) nous avons ¢;4+1; > 0 et ¢—1; > 0 pour tout I € {1,...,m — 2}. Il est clair
que ces conditions et la propriété ci dessus a) impliquent que

Cr-1(z)Cya () < 0.

Ce qui prouve b).

Etape 3
Pour tout 1 € {1,...,m — 1},

les 1 4+ 1 racines de Cy(\) sont réelles, simples et séparées par celles de Ci_1(N\).  (5.6.6)

I est clair que le terme dominant de Cj(\) est (—\)!*!, alors

Ci(—o0) =400 Vie{l,...,m—1}. (5.6.7)
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On montre (5.6.6) par récurrence sur [. Pour [ = 1, nous avons
C1(\) = X2+ (2am — a + p)A + a*m(m — 1),
et le discriminant est donné par
A = (2am —a+ p)? —4a’*m(m — 1) = (a — p)? + damp.

Comme les paramétres o, m et p sont des réels positifs non nuls, alors A > 0 et C1(A) a
deux racines réelles distinctes.

Un calcul direct montre que C1(—am) = —amp < 0. Puisque C est un polynoéme de degré
2, qui a deux racines distinctes et C(+00) = +o00, alors —am, la racine de Cp(z), est
comprise entre les deux racines de Cf.

Supposons que (5.6.6) est vraie pour [ € {1,...,m —2}. Les racines zg < ... < z; de Cj(\)
sont séparées par celles de C;_1(\). Cependant, C;_1(\) a aussi des racines réelles simples
et Cj_1(—00) = 400, alors sign C;_1(zj) = (—1)7. Donc nous déduisons de 1'étape 2-b) que

sign Cp41(z;) = (—1)’*1, pour tout 0 < j < 1.

Cette propriété et (5.6.7) impliquent que le polynéome Cj11(A) de degré [ + 2, a une racine

réelle dans chaque intervalle | — oo, 2], |zo, z1[, . . ., |21, +00[ et 'assertion (5.6.6) est vraie
pour [ + 1.

En particulier, Cy,—1(\) a m racines réelles distinctes notées Ai, ..., Ap.

Etape 4

Le polynéme Cy,(N) @ m + 1 racines réelles distinctes.

Rappelons que Cy,(A) = —ACp,—1(A). Par conséquent, Cp,(A) a m + 1 racines simples
si et seulement si les racines distinctes {\;}jeq1,.. my de Cp—1()) sont non nulles.

Soit v = (vo, ..., Um—1)" un vecteur de dimension m qui vérifie :
Q10 = 0. (5.6.8)

La relation (5.6.8) est équivalente a

—amug + amuy = 0 V0 = U1
pvo — [a(m — 1) + plur + a(m — 1)vg =0 v = Vo
: A :
(m —2)pvpm—3 — [2a+ (m — 2)plvm—2 + 2avpym—1 = 0 Um—2 = Um—1
(m —1)pvm—2 — [+ (m — 1) p|vym—1 =0 avpm—1 = 0.
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Comme « > 0, la solution unique de (5.6.8) est v = 0. Ceci implique que 0 ne peut pas étre
une valeur propre de @,,,—1 et par conséquent, 0 n’est pas une racine de Cp,—1(\). Donc,
nous avons démontré que Cp,(A) a m + 1 racines réelles simples, A\g = 0, A\1,..., A, et les
matrices Q et A sont diagonalisables. On supposera A, < ... < A1.

Etape 5
Les valeurs propres de Q
A < ... < A1 < Ag=0.

D’apreés le théoréme de Gerschgorin [17, 72|, toute valeur propre de Q = (¢; ;) appartient &
au moins un des disques de Gerschgorin D((qiﬂ', 0), R,-) de centre (g¢;;,0) et de rayon R;, ol

R, = Z’@h’,j’-

J#

Notons que, d’aprés (5.2.19), ¢i; < 0 et gy = — 325,61 = —(am + (p — @)i) pour
0 < 7 <m — 1. Alors Rz = |qm-| et

D(qi,|qii]) C {# € C; Re(z) < 0}.

Pour tout ¢ € {0,...,m — 1}, on a D(¢i4, |gi,i]) C D(Gig,ios |Gio,io]) O

’qm,io| = maxﬂ%’,i’ ,0<0 < m} (5.6.9)
= max{am + (p — a)i,0 < i <m}
_ ) pm pza
|l am p<a

= m(maz(a, p)).

On peut donc affirmer que toutes les valeurs propres de Q sont dans D(gi i, |Gig,io]) C {2 €
C; Re(z) < 0}.

D’autre part, Q a m + 1 valeurs propres réelles distinctes, elles sont donc localisées dans
I'intervalle négatif [—2 ¢y .i0 !, 0]-

5.6.2 Preuve de la Proposition 5.3.2
Rappelons que
1= F(t) =) MjmeV", (5.6.10)
j=1
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ou les Mj,, sont des constantes et \,, < ... < A sont les valeurs propres négatives de la
matrice Q.
Soit jo = inf{j > 1; tel que M;,, # 0}. Alors

1 — F(t) ~ Mj, metot, t — oo. (5.6.11)

Puisque 1 — F'(t) > 0, alors M, ,, > 0.
Soit Uy, = (U)\j(O), o U, (m))* un vecteur propre non nul de la matrice Q et associé a
la valeur propre ;. On commence par établir deux résultats préliminaires.

Lemme 5.6.1. Pour tout j € {1,...,m}, le processus (e‘AthAj(Zt)) est une martingale.

La preuve de ce lemme est donnée dans la Section 5.6.2.1.

Lemme 5.6.2. Pour tout j € {1,...,m}, Uy, (m) =0 et Uy,(0) # 0.

La preuve est donnée dans la Section 5.6.2.2.

Montrons & présent la Proposition 5.3.2 i.e. jp = 1.

On raisonne par I'absurde, on suppose que 2 < jo < m. D’apreés le Lemme 5.6.1, (e_)‘ﬁU)\1 (Zt))
est une martingale et le théoréme d’arrét appliqué sur cette martingale en T'At (T est la
durée de vie de la cellule) donne

E (e*M(tAT)UAl(ZMT)yZO - 0) = Uy, (0). (5.6.12)
Puisque T est un temps d’arrét fini, alors
lim MU, (Ziar) = e MU (Z7) (p.s.). (5.6.13)
Mais Z7 = m, alors
tliglo e MO (Ziar) = e MUY, (m). (5.6.14)

D’autre part, on a
[Ux, (Zinr)| < mazf|Uy, (i)],0 < i <m} < oo

et
e MONT) < =M (N} < ().

Mais, d’aprés (5.6.10) on a :

e MT —0) — ooe—ht —
E(e 7|2y = 0) /0 a1 - P(t)

m [e'e)
= — Z M;mA; / e~ Mttt
j=1 0
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Rappelons que nous avons fait I'’hypothése : jo = inf{j > 1; tel que Mj,,, # 0} > 2, alors

m

ZijmAj /

e~ M=)t gy (5.6.15)
9 0
1

E(e ™M Zy=0) = —
J

MjmAj
— B J)\] o Al

J
m
)\4
=2 7oA

On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée dans (5.6.12) et d’aprés
(5.6.14), on obtient

Uy, (m)E(e ™MT|Zy = 0) = Uy, (0). (5.6.16)

Puisque E(e 7| Zy = 0) < o0, il est clair que d’aprés le Lemme 5.6.2, 'identité (5.6.16)
est impossible. Par suite jo = 1 et 1 — F(t) ~ e avec 8= My, >0 et A= —)\;.

5.6.2.1 Preuve du Lemme 5.6.1

Soit A une valeur propre de Q et Uy un vecteur propre associé. On montre ce lemme en
deux étapes. On commence par établir :

1) BE(UA\(Z))|Zo = 1) = Upn(i)eM, t >0;0<i <m.
Soit ¢ fixé. Soit F; I'espérance conditionnelle sachant que Zy = 7 et
d(t) = E;(Ux(Zy)), t > 0.

Soit A > 0. On a

¢t + h) = Ei(Ux(Zsn)) = Ei(Ei(Ux(Zy40)| Z1)) (5.6.17)
= E;i(v(Z))
V(j) = Bi(Ux(Zean)| Ze = §) =Y _UA(K)Pi(Zyyn = k| Z; = ) (5.6.18)
k=0
=Y UA(k)P;(Zn = k)
k=0
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Développons 9(j) et utilisons (5.2.14),

V(i) = UGV Pi(Zn = §) + Y Un(k)P;(Z), = k)
k#j
= Un(j)(1 + qj;h) + > Ur(k)gjrh + o(h)
Py
=Ux(j) + (QU»)(j)h + o(h)

= Ux(j) + AUA(j) 1 + o(h)
=Ux(7)(1 + Ah) + o(h).
Revenons a (5.6.17),
ot + h) = E;(Ux(Z)(1 4+ Ah))) + o(h)
= (14 Mh)E ( (Zt)) o(h)
= (14 A\h)op(t) + o(h).
Par suite,
ot +h) = olb) h}z ~2) _ () +o(1).
En prenant la limite h — 0, dans ’équation précédente on obtient
¢'(t) = Ao(t).
De plus, ¢(0) = E;(Ux(Zo)) = Ux(i), d’on

¢(t) = E;(Un(Zy)) = Ur(i)e™

2) Le processus (Ux(Zy)e Mt > 0) est une martingale.

On note F; := o(Zs;s < t). Soit 0 < s < t. Puisque (Z;) est un processus de Markov,
alors
Ei(Ux(Z1)|Fs) = Ei(Ux(Z4)| Zs)
et
Ei(Ux(Z1)|Zs) = Ez, (Ux(Zi—s))-
On déduit de 'étape 1) :
Ei(U\(Z0)| Fs) = Un(Zs)eM—2).
Cette derniére relation est équivalente a

Ei(e"MUN(Z4)|Fs) = e U (Zs).
Ce qui signifie que (e_MUA(Zt))t est une martingale.
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5.6.2.2 Preuve du Lemme 5.6.2

Soit A une valeur propre non nulle de la matrice Q et Uy un vecteur propre non nul
associé. D’aprés la forme explicite de Q (cf (5.2.19)), on a

QUA(m) = AUx(m) = 0.

Par suite Uy(m) = 0 car A # 0.
Supposons que Uy(0) = 0. D’aprés Pexpression de Q, on obtient

QU (0) = amUy (1) = \U(0) = 0.

Donc Uy(1) = 0 (c, m et X sont non nuls) et ainsi de suite, on arrive a U)(0) = ...
Ux(m) = 0. Ce qui est impossible car Uy est un vecteur propre.

5.6.3 Preuve de la Proposition 5.3.3

Notons que, la preuve de la convergence en loi du maximum renormalisé des variables
exponentielles, vers la distribution de Gumbel, est donnée dans [74] (page 39). Soit F), la
fonction de distribution de A\L,, — log(fn). On a

Fo(t) = P(\Ln — log(fn) < t) = P <Ln - t+l09(6n)>

=)y

(5.6.19)

A

{ )]

nln (F t+log<Bn) ))

(t+lo?\(ﬁn))

Cependant, lim F =1, alors

n—-+4o0o

n (F <t+l0§](6n)>> NF<t+lo/€(5n)> 1 (o)

i (p (SE00)) (- (EO0)Y

Selon (5.3.6), nous avons 1 — F(t) ~ fe~* lorsque t est grand, alors
t l og(Bn
nin <F <+og(ﬁn)>> ~ —nﬁe*/\m o~ et (n — 00).

et

A
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Finalement, nous obtenons hl’_{l E.(t) = e ¢t € R. Nous en déduisons que la suite
n—-+0o0

()\Ln —log(pn),n > 1) converge en loi vers la distribution de Gumbel lorsque n tend vers
I'infini.
5.6.4 Preuve de la Proposition 5.4.1

Rappelons que m,, est le minimum des {70 )}1§j§n. Sa fonction de répartition Fi., est
donnée par

Fin(®) = 1~ Pl > ) = 1= PIW > 1, T0) 5

(5.6.20)

Comme il est montré dans (Théoréeme 2.8.2 du [34]), la suite (S\n%Lﬁ’n +log(B),n > 1)
converge en loi vers H(™(t), avec

n—1
HO(W) =1 [1 - HO]Y. L {-loglt - HE
k=0

si et seulement si, (;\n%mn + log(B),n > 1) converge en loi vers H(t). Pour cela, nous

étudions dans un premier temps la convergence de (S\n% my, + log(B),n > 1). En utilisant
(5.6.20) on a

P(nwmy, + log(B) < t) = P (mn < HW)

Anm

e (]

Lemme 5.6.3. Au voisinage de 0, la fonction de répartition F vérifie

F(t) =a™™ +o(t™), t—0 (5.6.21)

ot m est le nombre de cibles dans la cellule saine.

La preuve est donnée dans la Section 5.6.4.1. Par suite, lorsque n — oo on a

lim P(S\n%mn—i—log(B) <t)= lim 1—|1— am(t __ZOQ(B))m

n—+o0 n——+00 paz)

e [a(t—l§g<5>>]m7
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_ _ a(t— log(ﬂ))
Par conséquent (/\n%mn + log(B),n > 1) converge en loi vers H(t) =1 —e¢ [ ]

On peut donc affirmer que (S\n%Lﬁ,n + log(B),n > 1) converge en 101 vers H(™(t),

m 1 =\\ 1 mk
7 a(t— 10 (5)) 1 t .y
HO@) = P(Gn < t) =1 — e 1“7 le[wMM}
k=0
5.6.4.1 Preuve du Lemme 5.6.3

Rappelons que F(t) = Py (t), P(t) = (Pj(t))0<j<m (cf (5.2.21)) et A est la matrice
transposée de la matrice Q (cf (5.2.19)). Comme P(t) est de classe C™, pour tout entier
k > 1, il existe des vecteurs By, By,. .., By dans R™H! tels que

P(t) = By + Bit + ... + Bytt + o(t")

P'(t) = By +2Bot + ... + (k + 1) Br1t" + o(tF)
ou By = P(0) = (1,0,...,0)*. En remplacant les expressions précédentes dans (5.2.25),
apreés identification on obtient

1_
B] == *,AA.B]'f]_7 \V/] 2 1.
J

Un raisonnement par récurrence conduit a B; = %AJ By.

Comme F(t) = Pg(t) est la (m + 1)éme coordonnée du vecteur P(t), on s’intéresse a
déterminer la (m + 1)éme coordonnée de Bj : Bj(m) = %AJBO(m) = %Aﬂ‘(m,o) car
Bo = (1,0,...,0)*

Démontrons par récurrence sur 1 < j < m que

AJ(j,0) = a/m(m—1)...(m—j+1)

Ai(1,0) = 0 VI>j+1. (5.6.22)

Pour j =1, d’aprés (5.2.16) on a

Supposons que (5.6.22) est vraie pour l'ordre j et montrons qu’elle est vraie pour j + 1.
Soient j > 1et 0 <k <j—1, on déduit de (5.2.17) :

AG+1,k)=Q(k,j+1)=0 car k < j.
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Par conséquent :

A(j+1,k)AY(k,0)

8

AT 41,0) =

£
Il
o

A(g +1,k)A7(k,0)

Il
NE

i
<.

j+1,5)A7(5,0) +0
jgadm(m —1) ... (m—j+1)
(m—jam(m—1)...(m—j+1)=amim—1)...(m —j).

En outre, pour i > j+ 2 on a

(I
S ;>‘

Ql

AVTL(,0) = Zm:A(i, k)A7 (k,0)

= ZJ: A(i, k)AI (k,0) +0

Par conséquent, (5.6.22) est vraie pour tout 1 < j < m.
On en déduit que Bj(m) = %Aj(m,o) = 0 pour tout 1 < j < m et
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CHAPITRE O

Conclusions et Perspectives

6.1 Conclusions

La théorie des cibles repose sur ’existence d’un certain nombre de sites actifs spéci-
fiques dans la cellule appelés cibles. La mort de la cellule survient lorsque toutes les cibles
sont désactivées par le traitement. En radiothérapie, les cibles peuvent étre identifiées aux
molécules de ’ADN qui sont principalement affectées par les rayonnements ionisants. Plu-
sieurs classes de modéles fondées sur la théorie des cibles ont été proposées. Ces modéles
décrivent la relation entre la dose d’exposition et les effets provoqués dans les cellules. Ils
présentent certaines limites : ils ne prennent pas en compte de la dimension temporelle et les
mécanismes de réparation cellulaire sont généralement ignorés. En outre, certains modéles
distinguent les réponses des cellules selon leurs positions en cycle cellulaire. Cependant,
I’hétérogénéité des réponses et la graduation des dommages dans les cellules sont rarement
considérées.

Dans cette étude, nous avons premiérement modélisé le comportement individuel d’une
cellule en réponse a la radiothérapie. L’accumulation et la réparation des lésions dans la
cellule et sa réponse aprés chaque fraction de dose sont décrites par une chaine de Markov
a temps discret. Les instants discrets de temps représentent les moments d’application des
fractions de doses. Par conséquent, une cellule peut étre en différents états de radiosensibi-
lité selon le degré des dommages produits. Notre modélisation comporte trois paramétres
principaux : le nombre de cibles m, la probabilité ¢ de désactiver une cible aprés une frac-
tion de dose et la probabilité » pour qu’'une cible inactive se réactive. Ceci a permis de
quantifier numériquement I'influence des paramétres ¢ et r sur la réponse cellulaire.
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Ensuite, nous avons considéré une tumeur contenant ng cellules qui se comportent d’une
fagon indépendante et avec la méme dynamique. La tumeur est divisée en m catégories pour
intégrer la variation de la radiosensibilité des cellules en fonction de leurs états. D’ailleurs,
nous avons déterminé la loi du nombre aléatoire de cellules dans chaque état et le modéle
multinomial de la réponse tumorale & temps discret, est ainsi proposé. On a montré que ce
modeéle est une généralisation des modéles de coups classiques qui ignorent la variation de
la radiosensibilité entre les cellules et les mécanismes de réparation durant la radiothérapie.
En outre, nous avons montré I'influence de la modélisation de la réparation, qui pourrait
conduire a réduire la dose de radiation totale & appliquer et diminuer le risque d’effets
secondaires.

Nous avons ensuite introduit la durée de vie d’une cellule et d’une tumeur comme des
variables aléatoires. Cette approche est fondée sur le modéle multinomial et tient compte
de la prolifération cellulaire, 'hétérogénéité des dommages cellulaires et les mécanismes de
réparation qui se produisent entre les fractions de dose.

L’introduction des temps aléatoires de vie cellulaire et tumorale, apporte une vision dy-
namique de I’évolution de la taille de la tumeur. Les moments d’ordre un et deux, ainsi
que les fonctions de répartition et les intervalles de confiance pour ces durées de vie ont été
déterminés. Nous avons montré que la valeur moyenne de la durée de vie d’une tumeur peut
étre considérée comme une fonction logarithmique du nombre initial ng de cellules dans la
tumeur.

En outre, la probabilité de controle tumoral TCP et la probabilité de complications dans le
tissu sains NTCP, utilisées en radiothérapie pour évaluer, optimiser et comparer les plans
de traitement, sont obtenues & partir de la durée de vie d’une tumeur et de celle du tissu
sain voisin.

L’hétérogénéité des réponses et la graduation des dommages dans les cellules sont des
conséquences générales. Elles ne sont pas limitées a la radiothérapie dans laquelle les frac-
tions de dose sont appliquées a des instants discrets. Un traitement quelconque et ses effets
tardifs peuvent aussi induire ces conséquences. Pour cette raison, nous avons développé
une modélisation en temps continu. Des expressions temporelles du TCP et du NTCP ont
été obtenu obtenues pour ce modéle ainsi que leur valeur asymptotique pour des grands
nombres de cellules.

6.2 Perspectives
Estimation des paramétres. Un premier objectif dans la poursuite de ces travaux est

la résolution du probléme inverse lié a l’estimation des paramétres des modéles proposés
dans cette étude, a partir de données expérimentales in vitro.
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Stratégie de controle adaptatif. Les modéles obtenus pourront étre utilisés pour conce-
voir une stratégie de controle adaptatif du traitement en modulant soit la durée du traite-
ment soit les intensités des fractions de doses appliquées quotidiennement. Plusieurs straté-
gies de controle, pour d’autres applications que la santé, ont été développées sur des modéles
markoviens.

Application sur la thérapie photodynamique. Malgré l'efficacité des traitements
classiques, ils présentent de nombreux inconvénients : la chirurgie est en générale trop débi-
litante pour le malade, tandis que la radiothérapie et la chimiothérapie touchent les tissus
sains. La thérapie photodynamique est une technique innovante de traitement basée sur
I’association de (i) molécules photosensibilisantes capables d’absorber la lumiére et entrai-
nant une série de réactions causant des dommages irréversibles dans les cellules tumorales,
et (ii) d’une source lumineuse. Ce sera la combinaison de ces deux facteurs qui permettra
de cibler spécifiquement les tissus tumoraux et de les détruire. Le protocole clinique de la
cette thérapie est le suivant :
e le photosensibilisateur est injecté par voie intraveineuse ;
e aprés un certain temps les molécules photosensibilisantes se concentrent dans les
cellules tumorales ;
e la zone tumorale est irradiée sélectivement par une source lumineuse;
e les molécules photosensibilisantes absorbent la lumiére et générent des espéces létales
pour les cellules tumorales.
Contrairement a la radiothérapie, la thérapie photodynamique n’utilise qu’une seule dose
de rayon lumineux. La quantification des dommages cellulaires, introduite au chapitre 5,
est tout a fait générique et pourrait étre appliquée aux réponses des cellules in vitro traitées
par cette thérapie.
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