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Introduction générale

Pendant les cinquante dernières années, l'étude des phénomènes stochastiques a pris
un intérêt croissant. De nombreuses recherches ont été réalisées dans ce domaine, stimulées
par le besoin de prendre en compte les aspects �aléatoires� dans les systèmes physiques.
Les équations di�érentielles stochastiques (EDS) sont très utiles dans la représentation
de la dynamique des processus physiques, techniques, biologiques et économiques, a�n de
tenir compte des phénomènes aléatoires a�ectant ces systèmes.

Quand un processus physique est a�ecté par un bruit brownien (ou de Wiener), l'équa-
tion di�érentielle ordinaire (EDO) ne peut plus être utilisée car ce type de bruit n'est pas
dérivable, la dérivation par rapport au temps n'ayant donc plus de sens. Une des méthodes
dans l'analyse des EDS est de convertir l'EDO en une EDS formulée avec des termes dif-
férentiables et non avec des dérivées pour pouvoir exprimer l'e�et de bruit qui a�ecte le
système physique.

Une EDS comprenant un processus de Wiener w(t) (voir annexe A paragraphe A.4)
est composée de deux parties, à savoir la dérive (ce qui est multiplié par dt) et la di�usion
(ce qui est multiplié par dw(t)). Il y a deux formes importantes des EDS a�ectées par un
processus de Wiener : la forme dite de Stratonovich et la forme dite d'Itô (voir annexe
A paragraphe A.6 pour la di�érence entre ces deux formes). Dans ce mémoire nous nous
sommes intéressés à celle au sens d'Itô.

La théorie des EDS introduite par Itô [Itô51], et développée indépendamment dans
l'ex-URSS par Gikhman, ainsi que les travaux de Wiener [Wie49] et Levy [Lév48] sur le
mouvement brownien, ont fourni les outils de base pour l'étude des EDS.

La notion de stabilité des solutions des EDS est apparue pour la première fois dans
l'article de Kats et Krasovskij [KK61]. Puis, dans les années soixante, la stabilité des
EDS au sens d'Itô a été étudiée par Has'minskii [Has80]1 dans l'ex-URSS et par Kush-
ner [Kus67] aux Etats-Unis. D'autres études plus récentes sur les EDS ont été réalisées
par Gikhman et Skorokhod [GS72], Friedman [Fri75], Krylov [Kry80, Kry95], Ikeda et
Watanabe [IW81], Karatzas et Shreve [KS91], Da Prato et Zabczyk [DZ92] et Øksen-
dal [Øks03]. Plusieurs dé�nitions de stabilité ont été introduites par Has'minskii [Has80],
Kushner [Kus67] et Mao [Mao94a, Mao97]. La théorie de l'existence et de l'unicité des

1L'édition russe du livre de Has'minskii est parue en 1969 et la traduction anglaise du livre a été
réalisée en 1980.
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solutions des EDS a été faite dans Has'minskii [Has80].

La méthode de Lyapunov, développée dans le 19ème siècle, reste un des outils les plus
importants pour l'étude de la stabilité des EDO. Le point fort de cette méthode est que
la stabilité du point d'équilibre est démontrée à partir d'une étude qualitative, sans avoir
besoin de trouver la solution de cette équation explicitement. Cette théorie a été généra-
lisée aux EDS par Has'minskii [Has80] et Kushner [Kus67]. Un opérateur di�érentiel L
(voir l'équation (1.20)) est introduit. Cet opérateur est composé de trois termes dont un
tient compte de la partie di�usion de l'EDS (voir paragraphe 1.3).
La condition de stabilité asymptotique V̇ (x(t)) < 0, où V (t) est une fonction de Lyapu-
nov, en déterministe, est remplacée par la condition LV (x(t)) < 0 en stochastique.

Cette méthode de Lyapunov pour les sytèmes stochastiques a été développée et utilisée
récemment dans les problèmes de la commande des systèmes stochastiques par Florchin-
ger [Flo93, Flo95, Flo97, Flo02] et d'autres [Thy97, CG98, HP98, Ugr98, EHP99, Yon02,
CZ04].

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés au �ltrage des systèmes stochastiques
décrits par des EDS an sens d'Itô. Le but du �ltrage est l'estimation de l'état d'un système
donné ou l'estimation d'une combinaison linéaire de l'état en présence d'un signal de bruit,
le signal �ltré pouvant être employé pour l'analyse et la synthèse de lois de commande
du système étudié. Dans le �ltrage, on cherche à minimiser l'e�et du signal de bruit sur
l'erreur d'estimation. Le critère de minimisation souvent retenu est la variance de l'erreur
d'estimation : il s'agit alors du �ltrage de Kalman, proposé par Kalman [Kal60] pour
les systèmes linéaires à temps discret et par Kalman et Bucy [KB61] pour les systèmes
linéaires à temps continu. Cette approche requiert que les bruits qui a�ectent le système
aient des propriétés statistiques connues et interviennent linéairement, c'est-à-dire d'une
manière additive dans l'équation de l'état et dans les mesures : c'est pourquoi on peut
alors approximer �la dérivée� d'un bruit brownien par un bruit blanc (voir [AM79]). La
littérature sur le �ltre de Kalman est abondante, un tour d'horizon exhaustif est proposé
dans [Jaz70, AM79]. Kailath [Kai68] a dérivé le �ltre de Kalman à partir des propriétés
de la séquence d'innovation. Les problèmes dûs à l'implantation numérique de �ltre de
Kalman ont été traités dans [Men71] pour les volumes de calcul requis et dans [KBS71]
pour la robusti�cation du comportement numérique des algorithmes. Concernant l'ap-
plication du �ltre de Kalman à des problèmes spéci�ques de l'automatique, notons par
exemple l'estimation des biais [Fri69], l'identi�cation récursive des paramètres [Meh71] et
le diagonistic de l'état des systèmes [WJ76]. L'application du �ltre de Kalman pour les
systèmes incertains à temps continu est faite dans [XS94], et pour les systèmes incertains
à temps discret dans [XSd94]. La dérivation du �ltre de Kalman en utilisant les EDS au
sens d'Itô est décrite dans [RS85, Øks03].

En pratique, on n'a pas toujours à disposition toutes les propriétés statistiques des
bruits. Pour surmonter ces di�cultés, une approche alternative appelée, �ltrage H∞, a
été introduite.
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En e�et, dans le �ltrage H∞, les perturbations sont supposées être des signaux à éner-
gie bornée. Ceci rend cette approche plus appropriée dans plusieurs applications. Des
méthodes d'études diverses, comme l'équation algébrique de Riccati, l'interpolation, la
théorie des jeux, la théorie de Lyapunov (les LMIs), ont été proposées pour la conception
du �ltre H∞ dans [Sha90, Fu91, NK91, YS92a, PK97, FS01].

A la di�érence du �ltrage de Kalman, le point de vue H∞ pour le �ltrage des systèmes
est déterministe car la perturbation utilisée pour l'indice de performance est considérée
comme un signal à énergie bornée. Récemment, plusieurs auteurs ont généralisé cette
approche aux systèmes stochastiques en ajoutant un bruit brownien qui intervient de
manière multiplicative vis-à-vis de l'état. Les modèles utilisés sont alors des EDS. Dans
[HP98], le lemme borné réel [BEFB94, Sch90] est étendu aux systèmes stochastiques à
temps continu (voir paragraphe 1.6.2). En utilisant ce lemme, des problèmes d'estima-
tion pour le �ltrage robuste H∞ d'ordre plein pour les systèmes stochastiques linéaires
incertains à temps continu ont été traités dans [GLSY01]. Dans [GLSY01], une condition
su�sante pour la résolution du problème de �ltrage H∞ pour les systèmes stochastiques à
temps continu avec un bruit multiplicatif est obtenue et une approche LMI est proposée.
Le cas discret est traité dans [GSY01]. Il est à noter que l'ordre du �ltre H∞ dérivé dans
ces derniers articles est le même que celui des systèmes considérés.

Le �ltre d'ordre réduit, c'est-à-dire d'ordre inférieur à celui du système, est uti-
lisé dans beaucoup d'applications lorsque la mise en ÷uvre pratique d'un �ltre d'ordre
plein est très di�cile pour di�érentes raisons : un ordre élevé du �ltre peut engendrer
des limitations liées au temps de calcul ou à l'implémentation du �ltre en temps réel
[KSN92, NHS87, WG98]. Un autre avantage des �ltres d'ordre réduit est l'estimation
d'une combinaison linéaire de l'état qui estime directement une commande de retour
d'état u(t) = Lx(t) où u(t) ∈ IRm et x(t) ∈ IRn avec m < n. C'est pourquoi, la réalisation
d'un �ltre d'ordre réduit a été étudiée dans plusieurs références. Dans [NHS87, NHS89],
un �ltre de Kalman d'ordre réduit est proposé. Le �ltre H∞ d'ordre réduit est abordé dans
[BK94]. Plus généralement, dans [GW97], des conditions nécessaires et su�santes ont été
données pour trouver un �ltre H∞ d'ordre réduit pour les sytèmes déterministes à temps
continu et discret en résolvant certaines LMIs. Concernant les systèmes stochastiques, on
rencontre également plusieurs références qui traitent du �ltrage H∞ d'ordre réduit. Dans
[Sto02, XC02], un �ltre H∞ d'ordre réduit est proposé pour un système stochastique dont
l'état est a�ecté par un bruit multiplicatif.

Les travaux proposés dans ce mémoire abordent la synthèse de �ltres H∞ d'ordre plein
et d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques à temps continu avec bruits multiplica-
tifs. Les bruits considérés dans l'équation d'état et dans les mesures sont des processus
de Wiener.

Les systèmes stochastiques étudiés dans ce mémoire sont écrits sous la forme d'une
équation di�érentielle stochastique au sens d'Itô. Dans ces systèmes, la dérive et la dif-
fusion sont linéaires et/ou bilinéaires. Les systèmes avec plusieurs bruits multiplicatifs et
les systèmes dont les mesures sont a�ectées par des bruits multiplicatifs sont également
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traités dans ce mémoire. La conception d'une commande H∞ basée sur un observateur
d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques incertains est également étudiée.

Les systèmes avec bilinéarités, rencontrés dans ce mémoire, sont transformés en sys-
tèmes avec des incertitudes paramétriques en utilisant un changement de variable sur la
commande ui(t) supposée bornée. Cela n'est pas restrictif car c'est le cas de la majorité
des systèmes physiques [ZMRS03].

Dans ce mémoire, nous avons utilisé une approche de Lyapunov pour l'étude des
systèmes stochastiques. La condition de stabilité LV (x(t)) < 0, l'application de la formule
d'Itô et des lemmes de majoration nous ont permis d'écrire le problème sous la forme d'une
LMI avec une ou des contraintes de type égalité. Une LMI est un système d'inégalités
matricielles de la forme

F (x) = F0 +
N∑

i=1

xiFi < 0

où les matrices Fi sont symétriques et connues et où les scalaires xi sont les variables
inconnues à déterminer. L'observateur ou le correcteur à synthétiser est une fonction de
ces variables xi.

L'intérêt des méthodes basées sur des LMIs vient du fait que ces dernières peuvent être
résolues en utilisant la programmation convexe. Avec cette approche, on n'est plus limité
aux problèmes ayant une solution analytique. En résolvant ces inégalités, on obtient un
domaine de solutions faisables, c'est-à-dire de solutions satisfaisant ces LMIs, plus vaste
que celui généré par la recherche de solutions analytiques. En utilisant le fait qu'une inéga-
lité possède davantage de solutions qu'une équation, il est possible d'employer les degrés
de liberté supplémentaires pour inclure d'autres objectifs que ceux initialement retenus.
Ainsi, en utilisant l'approche de type Lyapunov pour les systèmes aussi bien détermi-
nistes que stochastiques, un nombre important de problèmes de commande et de �ltrage,
incluant simultanément plusieurs spéci�cations, peuvent se mettre sous une forme LMI.

Le critère de performance considéré est le gain H∞ du signal de perturbation v(t) vers
le signal d'erreur d'estimation e(t)

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

.

La stabilité retenue pour les systèmes stochastiques étudiés dans ce travail est la sta-
bilité exponentielle en moyenne quadratique. Cette dé�nition de la stabilité a été retenue
pour son e�cacité et l'e�cience des outils nécessaires à l'analyse des systèmes stochas-
tiques.

La méthode utilisée pour trouver les matrices des �ltres est basée sur l'utilisation de la
formule d'Itô, et la résolution des LMIs couplées à des contraintes bilinéaires qui assurent
la stabilité et la performance et permettent de calculer les matrices du �ltre. Pour les
�ltres d'ordre réduit, la solution d'une contrainte écrite sous la forme d'une équation de
Sylvester permet d'exprimer toutes les matrices du �ltre recherchées en fonction d'une
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seule matrice de gain Z et �nalement la résolution des LMIs couplées à des contraintes
bilinéaires permet le calcul du gain Z et donc des matrices du �ltre.
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Chapitre 1

Généralités et position du problème
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1.1 Introduction

Les équations di�érentielles ordinaires (EDO) sont utilisées pour décrire le compor-
tement de systèmes physiques dans di�érents domaines. Mais cette approche s'avère in-
satisfaisante, en particulier quand le modèle n'est pas connu exactement ou quand les
bruits intervenant dans la dynamique du système ne sont pas dérivables. C'est pourquoi
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les équations di�érentielles stochastiques (EDS) sont utilisées pour représenter ce type de
systèmes.

Les EDS interviennent dans une variété de problèmes d'intérêt pratique. En génie
civil, par exemple, l'étude de la stabilité des systèmes mécaniques et des systèmes de
structure élastique sujets à des charges d'intensité aléatoirement variable est réalisée à
partir des EDS. Dans le domaine de l'automatique, les perturbations aléatoires agissant
sur un processus commandé sont prises en compte dans des équations du type d'Itô
(voir paragraphe 1.3) décrivant le comportement dynamique du système. Les phénomènes
de dispersion dans des milieux aléatoires et de l'évolution d'un processus chimiques et
biologiques sont également décrits par des équations ayant des coe�cients stochastiques.
Les EDS sont aussi utilisées en sismologie pour analyser les tremblements de terre, en
économie et les cours boursiers, en informatique pour modéliser des réseaux, . . .

La di�érence des EDS par rapport aux EDO est qu'elles contiennent un terme aléatoire
qui représente la partie probabiliste dans le système. Les systèmes stochastiques sont donc
composés de deux parties : la dérive qui représente la partie dominante du système et la
di�usion qui représente la nature aléatoire de la dynamique du système autour de la
dérive [Cyg96]. Par exemple, dans un système électrique, les variations de la résistance
avec la température peuvent être assimilées à un processus stochastique [UP99], ainsi que
les vibrations qu'un système mécanique subit [Ugr98], . . . Ainsi, une EDS peut être écrite
sous la forme suivante, dite équation di�érentielle d'Itô

dx(t) = f(x, t)dt + g(x, t)dw(t). (1.1)

Dans cette équation, la dérive est f(x, t)dt et la di�usion est g(x, t)dw(t) où w(t) est
un mouvement brownien, appelé aussi processus de Wiener.

Le mouvement brownien est le nom donné aux trajectoires irrégulières du pollen en
suspension dans l'eau, observées par le botaniste Robert Brown en 1828. Ce mouvement
�aléatoire�, dû aux chocs successifs entre le pollen et les molécules d'eau, entraîne la disper-
sion du pollen dans l'eau. Le champ d'application du mouvement brownien est beaucoup
plus vaste que l'étude des particules microscopiques en suspension et inclut la modélisa-
tion du prix des actions boursières, du bruit thermique dans les circuits électroniques, du
comportement limite des problèmes de �les d'attente et des perturbations aléatoires dans
un grand nombre de systèmes physiques, biologiques ou économiques.

Bachelier (1900) a obtenu les premiers résultats quantitatifs en s'intéressant aux �uc-
tuations du prix des actions en économie. Einstein (1905) a déterminé la densité de pro-
babilité de transition du mouvement brownien à partir de la théorie moléculaire de la
chaleur. Le premier traitement mathématique rigoureux est dû à N. Wiener (1923, 1924),
qui a prouvé l'existence du mouvement brownien (voir [KS91]).

Plusieurs auteurs, comme Kushner [Kus67], Kozin [Koz69], Has'minskii [Has80] et Mao
[Mao94a, Mao97], se sont intéressés à l'étude de la stabilité des solutions des EDS. Une
analyse exhaustive de l'existence, l'unicité et le comportement de la solution de l'équation
di�érentielle d'Itô est faite dans [Has80, Mao97].
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1.2 Présentation des systèmes stochastiques

1.2.1 Notation des systèmes stochastiques

Tout au long de ce mémoire, l'équation d'état d'un système stochastique sera donnée
sous la forme suivante

dx(t) = f(x(t), u(t), v(t))dt + g(x(t), u(t), v(t))dw(t) (1.2)

où
• x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état,
• u(t) ∈ IRm est le vecteur de commande,
• v(t) ∈ IRq est le signal de perturbation,
• f(x(t), u(t), v(t)) représente la dérive de l'EDS qui est une fonction linéaire ou
bilinéaire en x(t), u(t) et v(t),

• g(x(t), u(t), v(t)) représente la di�usion de l'EDS qui est une fonction linéaire ou
bilinéaire en x(t), u(t) et v(t),

• w(t) est un processus de Wiener scalaire centré (ou mouvement brownien2),
et donc le nom d'un système sera donné en fonction de la linéarité des deux fonctions
f(x(t), u(t), v(t)) et g(x(t), u(t), v(t)).

Dans le cas des systèmes avec plusieurs processus de Wiener, le deuxième terme de

l'équation (1.2) devient
k∑

i=1

gi(x(t), u(t), v(t))dwi(t).

1.2.2 Systèmes stochastiques : forme di�érentielle et forme inté-
grale

Un système stochastique peut être décrit sous les formes équivalentes suivantes :
• la forme di�érentielle

dx(t) = (At0x(t) + B0v(t))dt + Aw0x(t)dw(t) (1.3a)

y(t) = Cx(t) + D0v(t) (1.3b)

• la forme intégrale

x(t) = x(0) +

∫ t

0

(At0x(s) + B0v(s))ds +

∫ t

0

Aw0x(s)dw(s) (1.4a)

y(t) = Cx(t) + D0v(t) (1.4b)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de mesure et
v(t) ∈ IRq représente les perturbations exogènes. w(t) est un processus de Wiener scalaire
centré qui véri�e [Has80]

E {dw(t)} = 0 et E {dw2(t)} = dt. (1.5)

Dans ce mémoire, c'est la forme di�érentielle qui sera utilisée.

2Tout au long de ce mémoire nous allons utiliser le terme processus de Wiener au lieu du mouvement
brownien (voir annexe A paragraphe A.4).
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1.2.3 Equation di�érentielle ordinaire et équation di�érentielle
stochastique

Une EDO peut être écrite sous deux formes qui sont équivalentes
• soit :

dx(t) = At0x(t)dt, (1.6)

• soit :
dx(t)

dt
= At0x(t), (1.7)

et dont la solution est

x(t) = x(0)eAt0t. (1.8)

Alors qu'une EDS est écrite sous la forme suivante

dx(t) = At0x(t)dt + Aw0x(t)dw(t) (1.9)

et ne peut pas être écrite sous la forme analogue à (1.7)

dx(t)

dt
= At0x(t) + Aw0x(t)

dw(t)

dt
(1.10)

car w(t) est un processus de Wiener et donc non dérivable.
La notation de (1.10) est une notation abusive et il ne faut donc pas l'utiliser.
Tout au long de ce mémoire la notation retenue pour représenter un système stochas-

tique est celle de (1.9).

1.2.4 Bruit multiplicatif et bruit additif

Le terme �bruit multiplicatif�, �incertitudes stochastiques� ou �système bilinéaire sto-
chastique� est utilisé dans la littérature, par exemple dans [GLSY01], [El 95], [CG98] ou
[Sto02], quand on a le terme Aw0x(t)dw(t), c'est-à-dire quand on a le produit entre l'état
et le processus de Wiener dans l'équation de la dynamique de l'état. C'est la di�érence
par rapport au bruit additif qui est représenté par le terme Aw0dw(t) et qui, à la di�érence
du cas multiplicatif, intervient linéairement. Quand on a seulement ce terme additif dans
l'équation d'état, on peut appliquer le �ltre de Kalman pour l'estimation de l'état de
système [Kal60, KB61, Fri69, AM79], l'identi�cation récursive des paramètres [Meh71] et
le diagonistic de l'état des systèmes [WJ76]. L'application du �ltre de Kalman pour les
systèmes incertains à temps continu est faite dans [XS94], et pour les systèmes incertains
à temps discret dans [XSd94]. Dans [NHS87, NHS89], un �ltre de Kalman d'ordre réduit
est proposé. La dérivation du �ltre de Kalman en utilisant les EDS au sens d'Itô est
décrite dans [RS85, Øks03]. Cependant, à la di�érence du cas addiditif, la présence d'un
bruit multiplicatif pose des problèmes au niveau de stabilité pour réaliser une estimation
de l'état du système et elle exprime le côté non linéaire du phénomène physique. C'est
pourquoi les dé�nitions de la stabilité des systèmes stochastiques sont spéci�ques (voir
paragraphe 1.4.2).
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1.2.5 Les systèmes stochastiques et les systèmes déterministes
incertains

Dans les systèmes déterministes, les incertitudes sont représentées comme des varia-
tions paramétriques bornées qui peuvent a�ecter les matrices de système.

Considérons un système déterministe incertain décrit par l'équation di�érentielle or-
dinaire suivante

ẋ(t) =

A0 + M∆(t)N︸ ︷︷ ︸
∆A0(t)

x(t) + B0v(t) (1.11)

où ∆A0(t) représente des incertitudes paramétriques bornées.
Une autre façon de modéliser ces incertitudes est l'utilisation de processus de Wiener

[Sus78, Ugr98, UP99]. Considérons un système stochastique décrit par l'équation di�é-
rentielle stochastique suivante

dx(t) = (At0x(t) + B0v(t))dt + Aw0xdw(t) (1.12)

où w(t) est un processus de Wiener qui représente les incertitudes ou les variations pa-
ramétriques et qui véri�e (1.5). Sous des conditions de dérivabilité et de Lipschitz, il est
montré dans [Sus78] que les deux descriptions ci-dessus sont connectées de la manière
suivante : At0 = A0 et Aw0 = σMN où σ2 = E {∆2(t)}.

Pour obtenir une forme d'Itô (à la place de la forme de Stratonovich3 [Has80, RW87a,
Øks03] voir paragraphe 1.3), qui est plus aisée pour la résolution car cette forme est une
martingale (voir annexe A paragraphe A.5 et A.6) , il faut poser At0 = A0 +0.5A2

w0. C'est
la forme d'Itô qui va être retenue tout au long de ce mémoire.

Pour les systèmes déterministes incertains, il est possible de prévoir l'état du système
à un instant futur connaissant son état à un instant initial (à condition qu'il n'y ait
pas d'incertitudes). Par contre, pour les systèmes stochastiques, l'état du système à un
instant futur connaissant son état à un instant initial n'est pas prévisible : nous pouvons
seulement estimer la probabilité qu'a le système d'être dans un état donné à un instant
futur.

Finalement, c'est la nature physique de système étudié qui nous guide dans le choix
entre le modèle déterministe incertain et le modèle stochastique pour l'étude d'un système
donné.

1.3 Le processus d'Itô et la formule d'Itô

Dé�nition 1.3.1 (Processus stochastique). On appelle processus stochastique à va-
leurs dans un espace E4 munie d'une tribu5 E une famille X = {x(t) ; 0 6 t < ∞} de
variables aléatoires dé�nies sur un espace de probabilité (Ω,F , P ) à valeurs dans l'espace
mesurable (E, E).

3Le système stochastique peut être mis sous la forme de Stratonovich (voir [Sus78]).
4E = IRn dans la pratique.
5Tribu : ensemble stable par réunion et par passage au complémentaire.
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Chapitre 1. Généralités et position du problème

Dé�nition 1.3.2 (Processus d'Itô). C'est un processus stochastique x(t) à valeurs dans
E (ou dans IRn) de la forme :

x(t) = x(0) +

∫ t

0

f(s)ds +

∫ t

0

g(s)dw(s) (1.13)

avec 0 6 t 6 T, x(0) ∈ IRn, f(s) ∈ L1(IR+; IRn) et g(s) ∈ L2(IR+; IRn×m) tels que∫ T

0

|f(s)| dt < ∞ p.s. pour tout T > 0, (1.14)

et ∫ T

0

|g(s)|2 dt < ∞ p.s. pour tout T > 0. (1.15)

n

On peut aussi écrire l'équation (1.13) sous la forme :

dx(t) = f(t)dt + g(t)dw(t). (1.16)

Avant d'introduire la formule d'Itô, notons que les di�érentielles dans une EDS véri�ent
les règles suivantes [Mao97, Øks03]

dw(t) dw(t) = dt, (1.17a)

dw(t) dt = dt dw(t) = 0. (1.17b)

Un outil très important pour résoudre et analyser les EDS est la formule d'Itô donnée
par le théorème suivant.

Théorème 1.3.1 (Formule d'Itô). [Kus67, Koz69, Mao97] Soit x(t) un processus d'Itô.
Pour toute fonction Φ(t, x(t)) ∈ C1,2(IR+×IRn; IR) et tout 0 6 t 6 T , Φ(t, x(t)) est un
processus d'Itô et véri�e l'EDS suivante :

dΦ(t, x(t)) =

{
Φt(t, x(t)) + Φx(t, x(t))f(t) +

1

2
tr
(
gT (t)Φxx(t, x(t))g(t)

)}
dt

+ Φx(t, x(t))g(t)dw(t) (1.18)

que l'on peut également écrire sous la forme intégrale suivante et en utilisant le produit
scalaire

Φ(t, x(t)) = Φ(0, x(0))+∫ t

0

{
Φs(s, x(s)) + 〈Φx(s, x(s)), f(s)〉+

1

2
tr
(
gT (s)Φxx(s, x(s))g(s)

)}
ds

+

∫ t

0

〈Φx(s, x(s)), g(s)dw(s)〉 (1.19)
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1.4. Stabilité des systèmes déterministes et stochastiques

avec les notations suivantes
• Φt : est la dérivée de la fonction Φ par rapport au temps,
• Φx : est la dérivée première de la fonction Φ par rapport à la variable x,
• Φxx : est la dérivée seconde de la fonction Φ par rapport à la variable x,

avec

Φt =
∂Φ

∂t
, Φx =

[
∂Φ
∂x1

. . . ∂Φ
∂xn

]
,

Φxx =

(
∂2Φ

∂xi∂xj

)
n×n

=


∂2Φ

∂x1∂x1
. . . ∂2Φ

∂x1∂xn

.

.

.

.

.

.

.

.

.

∂2Φ
∂xn∂x1

. . . ∂2Φ
∂xn∂xn

.

Dans la littérature [Kus67, Koz69, Has80, Mao94a, Mao94b, Mao97, Thy97], on trouve
souvent la notation suivante

LΦ(x(t)) = Φt(t, x(t)) + Φx(t, x(t))f(t) +
1

2
tr
(
g(t)T Φxx(t, x(t))g(t)

)
(1.20)

et donc la formule d'Itô (1.18) se réécrit avec cette dernière notation

dΦ(t, x(t)) = LΦ(x(t))dt + Φx(t, x(t))g(t)dw(t). (1.21)

1.4 Stabilité des systèmes déterministes et stochastiques

La stabilité est une propriété qualitative des solutions des équations di�érentielles qui
sont souvent étudiées sans être résolues. Des concepts de stabilité sont habituellement
dé�nis en termes de paramètres relatifs à la convergence tels que les conditions initiales
ou le temps. La littérature sur le sujet est abondante avec des nombreux concepts de
stabilité qui ont été étudiés. Ces concepts de stabilité, en général, ont été dérivés de
l'étude des systèmes déterministes. Il s'en suit qu'il y a au moins autant de concepts de
stabilité pour l'étude des systèmes stochastiques qu'il y en a pour l'étude des systèmes
déterministes. La raison est tout à fait claire. Les concepts déterministes de la stabilité
ont leurs contre-parties stochastiques en fonction de la convergence de la théorie des
probabilités. La stabilité, sous ses nombreuses dé�nitions, est une propriété de base de
tous les systèmes que l'on peut rencontrer. Nous allons présenter quelques dé�nitions de
la stabilité pour les systèmes déterministes et stochastiques.

1.4.1 Stabilité des systèmes non linéaires déterministes

Considérons l'équation di�érentielle non linéaire suivante

ẋ(t) = f(x(t)) (1.22)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système. On note x(t, x0, t0) la trajectoire (solution)
d'une équation di�érentielle déterministe avec comme condition initiale x(t0) = x0 à

13



Chapitre 1. Généralités et position du problème

l'instant initial t0. Nous supposons que le champ de vecteurs f(x(t)) est Lipschitzien6

pour garantir l'existence et l'unicité d'une solution dans le cas déterministe.
Nous supposons également, sans perte de généralité, que xe = 0 est un point d'équilibre

du système (1.22) car on peut toujours se ramener au point d'équilibre nul en faisant le
changement de variable x(t) = x(t)− xe.

1.4.1.1 Stabilité des systèmes non linéaires déterministes : dé�nitions

Dé�nition 1.4.1 (La stabilité au sens de Lyapunov). [Hah67, Lya92, Vid93] Le
point d'équilibre xe = 0 est stable au sens de Lyapunov si

∀(δ, t0) > 0, ∃ ε(δ, t0) > 0, t0 > 0 tel que si ‖x0‖ < ε alors

‖x(t, x0, t0)‖ < δ pour tout t > t0. (1.23)

Lorsque l'on dit qu'un système est stable, cela sous-entend que le point d'équilibre
considéré est stable au sens de Lyapunov. Si le point d'équilibre n'est pas précisé, il s'agit
de l'origine xe = 0.

Dé�nition 1.4.2 (La stabilité uniforme). [Hah67, Lya92, Vid93] La stabilité est uni-
forme si la relation (1.23) est véri�ée quel que soit t0.

Cette notion de stabilité uniforme se traduit par le fait que ε est indépendant de
l'instant initial t0, c'est-à-dire ε = ε(δ). C'est généralement le cas des systèmes autonomes
(le champ f ne dépend pas explicitement de t comme dans (1.22)). Dans la plupart des
cas, il est �naturel� de prendre t0 = 0.

Dé�nition 1.4.3 (L'attractivité). [Hah67, Lya92, Vid93] Le point d'équilibre xe = 0
est attractif si

∀t0 > 0,∃ ε(t0) > 0 tel que si ‖x0‖ < ε alors lim
t→∞

‖x(t, x0, t0)‖ → 0. (1.24)

Remarque 1.4.1. L'attractivité du point d'équilibre xe = 0 est dite uniforme si ε > 0
existe indépendamment de t0. La valeur ε > 0 dé�nit une boule ouverte Bε de rayon ε et
de centre x0. Bε est le domaine d'attraction ou le bassin d'attraction. p

Dé�nition 1.4.4 (La stabilité asymptotique). [Hah67, Lya92, Vid93] Le point d'équi-
libre xe = 0 est asymptotiquement stable s'il est stable au sens de Lyapunov et attractif.

Remarque 1.4.2. Le point d'équilibre xe = 0 est uniformément asymptotiquement stable
s'il est uniformément stable et uniformément attractif. p

Dé�nition 1.4.5 (La stabilité exponentielle). [Hah67, Lya92, Vid93] Le point d'équi-
libre xe = 0 est exponentiellement stable s'il existe α > 0 et β > 0 tels que

‖x(t, x0, t0)‖ 6 α ‖x0‖ e−β(t−t0) ∀t > t0. (1.25)

6Une fonction f(x) est Lipschitzienne si

∃ k > 0;∀x, y ∈ IRn, ‖f(x)− f(y)‖ 6 k ‖x− y‖ .
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1.4. Stabilité des systèmes déterministes et stochastiques

Toutes ces notions sont locales puisque la stabilité est assurée dans un voisinage de
l'origine de rayon ε (Bε est le domaine d'attraction).

Dé�nition 1.4.6 (La stabilité globale). [Hah67, Lya92, Vid93] Le point d'équilibre
xe = 0 est globalement asymptotiquement (exponentiellement) stable s'il est aymptotique-
ment (exponentiellement) stable pour tout x0 ∈ IRn.

1.4.1.2 Stabilité des systèmes non linéaires déterministes : théorèmes

Les théorèmes suivants donnent les conditions su�santes de stabilité du point d'équi-
libre xe = 0.

Théorème 1.4.1 (Théorème de Lyapunov pour la stabilité asymptotique locale).
[Hah67, Lya92, Vid93] Le point d'équilibre xe = 0 est stable (respectivement asymptoti-
quement stable) s'il existe une fonction scalaire V (x(t)) de classe C1(IRn), dé�nie dans
une boule Bε, telle que

• V (x(t)) > 0, V (0) = 0,
• V̇ (x(t)) 6 0 (respectivement V̇ (x(t)) < 0), ∀t > t0, ∀x0 ∈ Bε.

Théorème 1.4.2 (Théorème de Lyapunov pour la stabilité uniforme). [Hah67,
Lya92, Vid93] Le point d'équilibre xe = 0 est uniformément stable s'il existe une fonction
scalaire V (x(t)) > 0 de classe C1(IRn), dé�nie dans une boule Bε, telle que

V̇ (x(t)) 6 0, ∀t > t0, ∀x0 ∈ Bε. (1.26)

Théorème 1.4.3 (Théorème de Lyapunov pour la stabilité asymptotique glo-
bale). [Hah67, Lya92, Vid93] Le point d'équilibre xe = 0 est globalement asymptotique-
ment stable s'il existe une fonction scalaire V (x(t)) de classe C1(IRn) telle que

• V (x(t)) > 0, V (0) = 0,
• V̇ (x(t)) < 0, V̇ (0) = 0
• V (x(t)) →∞ quand ‖x(t)‖ → ∞.

Théorème 1.4.4 (Théorème de la stabilité exponentielle). [Hah67, Lya92, Vid93]
Le point d'équilibre xe = 0 est exponentiellement stable s'il existe une fonction de Lyapu-
nov V (x(t)) de classe C1(IRn), dé�nie dans une boule Bε, et des constantes c1 > 0, c2 >
0, c3 > 0 et c4 > 0, telles que, ∀x ∈ Bε et ∀t > 0, nous avons les inégalités suivantes

• c1 ‖x(t)‖2 6 V (x(t)) 6 c2 ‖x(t)‖2
,

• V̇ (x(t)) 6 −c3 ‖x(t)‖2
,

•
∥∥∥∥∂V (x(t))

∂x

∥∥∥∥ 6 c4 ‖x(t)‖.

1.4.2 Stabilité des systèmes stochastiques

Les notions de stabilité pour les équations di�érentielles stochastiques sont, pour la
plupart, dérivées de la stabilité au sens de Lyapunov des équations di�érentielles non
linéaires déterministes.
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Chapitre 1. Généralités et position du problème

Nous allons rappeler l'équation di�érentielle stochastique (1.1)

dx(t) = f(x, t)dt + g(x, t)dw(t). (1.27)

Supposons que

f(0, t) ≡ 0 et g(0, t) ≡ 0, ∀t > t0,

alors l'équation (1.27) a pour solution x(t) ≡ 0, ce qui correspond à la valeur initiale
x(t0) = 0. Cette solution est appelée la solution triviale.

Pour assurer l'existance et l'unicité de la trajectoire, la condition de Lipschitz suivante
est su�sante [Has80]

‖f(x, t)− f(y, t)‖+ ‖g(x, t)− g(y, t)‖ < b ‖x− y‖ , avec b > 0.

1.4.2.1 Stabilité des systèmes stochastiques : dé�nitions

Dé�nition 1.4.7 (La stabilité en probabilité). [Koz69, Has80, Mao97] Le point
d'équilibre xe = 0 est stable en probabilité si, pour toute paire δ ∈ (0, 1) et r > 0, il
existe ε = ε(δ, r, t0) > 0 tel que

P {‖x(t, x0, t0)‖ < r ∀t > t0} > 1− δ, ∀ ‖x0‖ < ε. (1.28)

C'est la version stochastique de la stabilité au sens de Lyapunov (voir dé�nition 1.4.1).

Dé�nition 1.4.8 (La stabilité asymptotique). [Koz69, Has80, Mao97] Le point d'équi-
libre xe = 0 est asymptotiquement stable s'il est stable en probabilité et si, pour tout
δ ∈ (0, 1), il existe ε = ε(δ, t0) > 0 tel que

P
{

lim
t→∞

‖x(t, x0, t0)‖ = 0
}

> 1− δ, ∀ ‖x0‖ < ε. (1.29)

C'est la version de la stabilité asymptotique au sens de Lyapunov (voir dé�nition
1.4.4).

Dé�nition 1.4.9 (La stabilité asymptotique au sens large �in the large�). [Koz69,
Has80, Mao97] Le point d'équilibre xe = 0 est asymptotiquement stable au sens large s'il
est stable en probabilité et, en plus, si

∀x0 ∈ IRn, P
{

lim
t→∞

‖x(t, x0, t0)‖ = 0
}

= 1. (1.30)

Dé�nition 1.4.10 (La stabilité en moyenne quadratique). [Koz69, Has80] Le point
d'équilibre xe = 0 est stable en moyenne quadratique si, pour un δ > 0 donné, il existe
ε(δ, t0) > 0 tel que ‖x0‖ < ε implique

E

{
sup
t>t0

‖x(t; x0, t0)‖
2

}
< δ. (1.31)
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Dé�nition 1.4.11 (La stabilité asymptotique en moyenne quadratique). [Koz69,
Has80] Le point d'équilibre xe = 0 est asymptotiquement stable en moyenne quadratique
si

lim
t→∞

(
E
{
‖x(t; x0, t0)‖

2
})

= 0. (1.32)

Dé�nition 1.4.12 (La stabilité exponentielle en moyenne quadratique). [Koz69,
Has80, Mao97] Le point d'équilibre xe = 0 est exponentiellement stable en moyenne qua-
dratique s'il existe ε > 0 et deux constantes c > 0, β > 0 tels que ‖x0‖ < ε implique pour
tout t > t0

E
{
‖x(t; x0, t0)‖

2
}

6 c ‖x0‖
2
e−β(t−t0). (1.33)

Dé�nition 1.4.13 (La stabilité interne). [HP98] Le point d'équilibre xe = 0 véri�e la
stabilité interne s'il existe une constante c > 0 telle que

E

{∫ ∞

0

‖x(t; x0, t0)‖
2
dt

}
6 c ‖x0‖

2
, ∀x0 ∈ IRn. (1.34)

Remarque 1.4.3. La stabilité exponentielle en moyenne quadratique est équivalente à la
stabilité interne [HP98, Dam04]. p

Dé�nition 1.4.14 (La Stabilité externe). [HP98] Le système stochastique (1.3) véri�e
la stabilité externe si

∀v(t) ∈ L̂2 ([0,∞) ; IRr) , y(t) = Cx(t) + D0v(t) ∈ L̂2 ([0,∞) ; IRq)

et ∃γ ≥ 0 tels que ‖y(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

. (1.35)

Corollaire 1.4.1.

• La stabilité exponentielle en moyenne quadratique implique la stabilité asymptotique
en moyenne quadratique.

• La stabilité interne (ou exponentielle en moyenne quadratique) implique la stabilité
externe (voir [HP98]).

1.4.2.2 Stabilité des systèmes stochastiques : théorèmes

Théorème 1.4.5 (Théorème de la stabilité en probabilité). [Kus67, Has80, Mao97]
Le point d'équilibre xe = 0 est stable en probabilité s'il existe une fonction de Lyapunov
dé�nie positive V (t, x(t)) ∈ C1,2(IR+×IRn; IR) telle que

LV (t, x(t)) 6 0, (1.36)

pour tout x 6= 0 (voir la dé�nition de L dans l'équation (1.20)).

Théorème 1.4.6 (Théorème de la stabilité asymptotique). [Kus67, Has80, Mao97]
Le point d'équilibre xe = 0 est asymptotiquement stable en probabilité s'il existe une fonc-
tion de Lyapunov dé�nie positive V (t, x(t)) ∈ C1,2(IR+×IRn; IR) telle que

LV (t, x(t)) < 0, (1.37)

pour tout x 6= 0 (voir la dé�nition de L dans l'équation (1.20)).
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Théorème 1.4.7 (Théorème de la stabilité asymptotique en probabilité au sens
large (globale)). [Has80] Le point d'équilibre xe = 0 est globalement asymptotiquement
stable en probabilité s'il existe une fonction de Lyapunov dé�nie positive V (t, x(t)) ∈
C1,2(IR+×IRn; IR) véri�ant

lim
t→∞

{
sup
t>0

V (t, x(t))

}
= 0

telle que LV (t, x(t)) est dé�nie négative et

lim
x→∞

{
inf
t>0

V (t, x(t))
}

= ∞. (1.38)

Théorème 1.4.8 (Théorème de la stabilité exponentielle en moyenne quadra-
tique). [Kus67, Has80, Mao94a, Mao97] Le point d'équilibre xe = 0 est exponentielle-
ment stable en moyenne quadratique s'il existe une fonction de Lyapunov dé�nie positive
V (t, x(t)) ∈ C1,2(IR+×IRn; IR) et des constantes positives c1, c2 et c3 telles que, si

c1 ‖x(t)‖2 6 V (t, x(t)) 6 c2 ‖x(t)‖2
et LV (t, x(t)) 6 c3V (t, x(t)) ∀x(t) ∈ IRn,

(1.39)
alors

E
{
‖x(t; x0, t0)‖

2
}

6
c2

c1

‖x0‖
2
e−c3(t−t0) pour t > t0. (1.40)

Remarque 1.4.4. La stabilité en moyenne quadratique implique la stabilité en probabilité
et la stabilité asymptotique en moyenne quadratique implique la stabilité asymptotique.
Nous pouvons obtenir la stabilité en moyenne quadratique (asymptotique) avec un choix
particulier de la fonction de Lyapunov. p

Dans ce mémoire, nous allons utiliser essentiellement la stabilité exponentielle en
moyenne quadratique (ou la stabilité interne) et la stabilité asymptotique en moyenne
quadratique.

En fait, ces deux dé�nitions de stabilité sont en grande partie utilisées en raison de
leur e�cacité et de l'e�cience des outils nécessaires à l'analyse des systèmes stochastiques
[Flo95, RS96, Mao96, HP98, MKR98, Ugr98, GLSY01, XC02, Sto02, XC03, ZCT05].

1.5 Stabilisation et déstabilisation des systèmes sto-

chastiques

1.5.1 Cas scalaire

Considérons le système stochastique scalaire suivant

dx(t) = ax(t)dt + bx(t)dw(t) (1.41)

avec x(t) ∈ IR et a, b ∈ IR.
En divisant par x(t) (avec x(t) 6= 0), et puis en intégrant de 0 à t, nous avons∫ t

0

dx(s)

x(s)
= at + bw(t) avec w(0) = 0. (1.42)
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En appliquant la formule d'Itô (1.18) à la fonction g suivante [Øks03]

g(t, x(t)) = ln x(t) avec x(t) > 0, (1.43)

on obtient

d(ln x(t)) =
1

x(t)
dx(t) +

1

2

(
−1

x2(t)

)
(dx(t))2, (1.44)

soit
dx(t)

x(t)
= d(ln x(t)) +

1

2
b2dt. (1.45)

Finalement, en intégrant cette dernière relation de 0 jusqu'à t et en utilisant la relation
(1.42), nous obtenons la solution x(t) suivante

x(t) = x(0)e(a− 1
2 b2)t+bw(t). (1.46)

Nous remarquons que nous avons trois cas :

(i) si a > 1

2
b2 alors x(t) →∞ p.s. quand t →∞,

(ii) si a < 1

2
b2 alors x(t) → 0 p.s. quand t →∞,

(iii) si a = 1

2
b2 alors x(t) va �uctuer suivant les variations du bruit, p.s.

Nous pouvons remarquer que le bruit multiplicatif, dont �l'amplitude� est représentée
par la constante b, peut in�uencer la stabilité du système (1.41).

En e�et, si le système dx(t) = ax(t)dt est instable c'est-à-dire quand a > 0, le système
(1.41) peut devenir stable si (ii) est véri�é. Donc, le bruit peut stabiliser le système. Par
contre, dans le cas scalaire, le bruit ne peut pas déstabiliser le système stable dx(t) =
ax(t)dt avec a < 0. Ces remarques sont valables uniquement pour une EDS scalaire avec
bruit multiplicatif.

1.5.2 Cas de dimension 2

Considérons le système stochastique de dimension 2 suivant

dx(t) = Ax(t)dt + bBx(t)dw(t) (1.47)

avec x(t) ∈ IR2, A,B ∈ IR2×2 et b ∈ IR.
Il est montré dans [Mao94a, Mao94b] que, si l'inégalité suivante est véri�ée

b2 > 2 ‖A‖ , (1.48)

alors, selon le choix de la matrice B, le système (1.47) peut être exponentiellement stable
ou instable. Par exemple, le système (1.47) est exponentiellement stable pour B = I

et exponentiellement instable pour B =

[
0 1

−1 0

]
(voir [Mao94a]). Ainsi, indépendam-

ment de la stabilité du système dx(t) = Ax(t)dt, le bruit multiplicatif peut stabiliser ou
déstabiliser le système stochastique.
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1.6 Outils pour l'analyse des systèmes

Nous allons donner dans cette section une série de dé�nitions, de lemmes et de théo-
rèmes pour les systèmes déterministes qui nous seront utiles dans la suite de notre travail
et nous allons examiner leurs correspondants pour les systèmes stochastiques.

1.6.1 Lemme borné réel pour les systèmes déterministes (LBR)

Considérons le système déterministe LTI décrit par

(G) =

{
ẋ(t) = At0x(t) + B0v(t)

z(t) = Cx(t) + D0v(t)
(1.49)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état, z(t) ∈ IRr est le vecteur de sortie et v(t) ∈ IRq est celui
de la perturbation.

Dé�nition 1.6.1 (Norme H∞). [Fra87] La norme H∞ du système (1.49), stable ou
instable, est dé�nie par

‖G‖∞ := sup
ω∈IR

λmax(G(jω)GT (−jω)). (1.50)

En d'autres termes, la norme H∞ d'une fonction de transfert représente le maximum
sur toute la bande des fréquences de la valeur singulière maximale de la réponse fréquen-
tielle du système considéré.

La norme H∞ est dé�nie par (1.50), que le système soit stable ou instable, tant que le
système ne possède pas de pôles sur l'axe imaginaire. Par exemple,

∥∥ 1

s+1

∥∥
∞

=
∥∥ 1

s−1

∥∥
∞

= 1,

tandis que
∥∥1

s

∥∥
∞ = ∞. Toutefois, pour une entrée bornée, le système 1

s+1
possède une sortie

bornée, ce qui n'est pas vrai pour le système 1

s−1
. Il est donc nécessaire de dé�nir le gain

L2.

Dé�nition 1.6.2 (Gain L2). [GL95] Si le système (1.49) est asymptotiquement stable,
alors, si v(t) ∈ L2 implique y(t) ∈ L2 et, pour x(0) = 0, le gain L2 du système (1.49) est
donné par

‖G‖∞ = sup
v∈L2

‖y‖2

‖v‖
2

, ‖v‖2 6= 0. (1.51)

Le gain L2 sert à mesurer la quantité d'énergie transmise par le système. Si ce gain est
inférieur à 1, on dit que le système est contractif ou non expansif. Ainsi, la notion de gain
L2 est utile pour quanti�er la façon dont le système rejette les perturbations externes.

La norme H∞ permet donc de spéci�er des conditions de pire cas. Cette propriété est
en fait une norme très pertinente pour traiter les problèmes de robustesse.

Remarque 1.6.1 (Norme H∞ et gain L2). L'utilisation du théorème de Parseval permet
d'interpréter (1.51) comme un gain fréquentiel ou temporel sur les signaux (la norme L2

d'un signal temporel est la même que la norme L2 de la transformée de Laplace de ce
même signal). Ainsi, pour un système stable, la norme H∞ de la fonction de transfert est
la norme induite L2 de l'opérateur d'entrée-sortie associé au système, c'est donc le gain
L2 du système. De plus, les équations (1.50) et (1.51) permettent de considérer ‖G‖∞
comme une généralisation de la norme spectrale des matrices constantes. p
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1.6. Outils pour l'analyse des systèmes

Remarque 1.6.2. D'après la dé�nition 1.6.2, la norme ‖G‖∞ est une norme induite, elle
véri�e donc l'inégalité multiplicative

‖GF‖∞ 6 ‖G‖∞‖F‖∞.

Cette propriété s'avère très utile pour les problèmes de robustesse. p

Le lemme borné réel pour les sytèmes déterministes est donné par le théorème suivant.

Théorème 1.6.1 (Lemme borné réel : cas continu). Les trois propositions suivantes
sont équivalentes pour le système (1.49) :

1. At0 est stable7 et ‖G‖∞ < γ,

2. ∃P = P T > 0 telle que [Wil71, AV73, SMN90]

R = γ2Iq −DT
0 D0 > 0, (1.52)

AT
t0P + PAt0 + CTC + (PB0 + CTD0)R

−1(PB0 + CTD0)
T < 0. (1.53)

3. ∃P = P T > 0 telle que [BEFB94, Sch90]
AT

t0P + PAt0 PB0 CT

BT
0 P −γ2Iq DT

0

C D0 −Ir

 < 0. (1.54)

Le théorème 1.6.1 peut s'écrire en fonction d'une équation algébrique de Riccati en
remplaçant ∃P = P T > 0 par ∃P = P T > 0 et le symbole d'inégalité dans l'inégalité
algébrique de Riccati (1.53) par le symbole d'égalité si, de plus, on al A + BR−1(DTC +
BTP ) est asymptotiquement stable.

1.6.2 Lemme borné réel pour les sytèmes stochastiques (LBRS)

Considérons le système stochastique suivant

dx(t) = (At0x(t) + B0v(t))dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t) (1.55a)

y(t) = Cx(t) + D0v(t) (1.55b)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état, y(t) ∈ IRr est le vecteur de sortie et v(t) ∈ IRq est celui
de la perturbation. w(t) est un processus de Wiener qui véri�e (1.5).

Dé�nition 1.6.3 (Gain L2 stochastique). [HP98, GLSY01] Si le système (1.55) est

exponentiellement stable en moyenne quadratique, alors v(t) ∈ L̂2 implique y(t) ∈ L̂2. Le
gain L2 stochastique du système (1.55) est donné, pour x(0) = 0, par

‖y(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(1.56)

7Une matrice est dite stable si elle est Hurwitz. C'est-à-dire si la partie réelle de toutes ses valeurs
propres est strictement négative (Re(λ) < 0).

21



Chapitre 1. Généralités et position du problème

La norme ‖�‖2bL2
est dé�nie par

‖f‖2bL2
= E

{∫ ∞

0

‖f(t)‖2
dt

}
=

∫ ∞

0

E
{
‖f(t)‖2

}
dt < ∞, (1.57)

où L̂2

(
[0,∞) ; IRk

)
est l'espace des processus stochastiques non anticipatifs de

carré-intégrables et f(�) = (f(t))t∈[0,∞) ∈ IRk. Le gain L2 stochastique sert à trouver une
limite sur le gain d'entrée-sortie du système.

Le lemme borné réel pour les sytèmes stochastiques est donné par le théorème suivant.

Théorème 1.6.2 (Lemme borné réel stochastique : cas continu). [Mor95, DHS97,
HP98, GLSY01] Supposons que le système (1.55) véri�e la stabilité interne 1.4.13, alors le
système (1.55) véri�e la stabilité externe 1.4.14. De plus, ce système véri�e la performance

H∞ (1.56) pour un certain réel γ > 0 donné et pour tout v(t) ∈ L̂2 ([0,∞] ; IRm) s'il existe
une matrice P = P T ∈ IRn×n, telle que la LMI suivante soit véri�ée

PAt0 + AT
t0P PB0 AT

w0P CT

BT
0 P −γ2Iq BT

wP DT
0

PAw0 PBw −P 0

C D0 0 −Ir

 < 0. (1.58)

Cette dernière LMI est équivalente à ∃P = P T ∈ IRn×n, avec P > 0, telle que

R = γ2Iq −DT
0 D0 > 0, (1.59)

AT
t0P + PAt0 + CTC + (PB0 + CTD0)R

−1(PB0 + CTD0)
T

+ (Aw0 + Bw)TP (Aw0 + Bw) < 0. (1.60)

Démonstration. La démonstration que la stabilité interne de système (1.55) implique la
stabilité externe est un passage simple entre leurs dé�nitions (voir dé�nition 1.4.13 et
dé�nition 1.4.14).

Pour démontrer maintenant la LMI (1.58), nous allons considérer la fonction de Lya-
punov suivante

V (x(t)) = xT (t)Px(t), avec P = P T > 0. (1.61)

En utilisant la formule d'Itô (1.18) avec les dérivées suivantes

• Vt(t, x(t)) = xT (t)
dP

dt
x(t) = 0, car x et P sont considérés comme des termes indé-

pendants et P est une matrice constante,
• Vx(t, x(t)) = (P + P T )x(t) = 2Px(t),
• Vxx(t, x(t)) = 2P ,

nous avons

dV (x(t)) = LV (x(t))dt + 2xT (t)PAw0x(t)dw (1.62)
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avec

LV (x(t)) = 2xT (t)P (At0x(t) + B0v(t))+
1

2
tr
(
(Aw0x(t) + Bwv(t))T 2P (Aw0x(t) + Bwv(t))

)
.

(1.63)
Considérons l'indice de performance suivant

Jyv = E

{∫ ∞

0

(
yT (t)y(t)− γ2vT (t)v(t)

)
dt

}
, (1.64)

que l'on peut écrire en utilisant le théorème de Fubini8 [Che85]

Jyv =

∫ ∞

0

E
{(

yT (t)y(t)− γ2vT (t)v(t)
)
dt + dV (x(t))

}
− E {V (x(t)}t=∞ + E {V (x(t)}t=0 , (1.65)

car, en prenant l'espérance mathématique des deux côtés de l'équation (1.62) et grâce à
(1.5), nous avons

E {dV (x(t))} = E {LV (x(t))dt} .

Or, comme E {V (x(t)}t=0 = 0 car x(0) = 0 et E {V (x(t)}t=∞ > 0, ceci implique

Jyv 6
∫ ∞

0

E
{(

yT (t)y(t)− γ2vT (t)v(t)
)
dt + LV (x(t))dt

}
. (1.66)

Maintenant supposons que la LMI (1.58) est véri�ée. On va montrer qu'elle est su�-
sante pour assurer la stabilité et la performance H∞ du système (1.55).

En appliquant le lemme de Schur (voir annexe B paragraphe B.2) sur la LMI (1.58),
on a[

CTC CTD0

DT
0 C −γ2Iq + DT

0 D0

]
+

[
PAt0 + AT

t0P + AT
w0PAw0 PB0 + AT

w0PBw

BT
0 P + BT

wPAw0 BT
wPBw

]
︸ ︷︷ ︸

Ξ

< 0, (1.67)

et l'inégalité (1.66) se réécrit

Jyv 6
∫ ∞

0

E


[
x(t)T v(t)T

] [CTC CTD0

DT
0 C −γ2Iq + DT

0 D0

][
x(t)

v(t)

]
dt︸ ︷︷ ︸

(yT (t)y(t)−γ2vT (t)v(t))dt

+
[
x(t)T v(t)T

]
Ξ

[
x(t)

v(t)

]
︸ ︷︷ ︸

LV(x(t))

dt

 < 0,

8Pour un processus stochastique X(t), si X(t) est mesurable, alors nous avons l'égalité suivante

E

Z T

0

X(t)dt

ff
=

Z T

0
E {X(t)dt}
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donc, si la LMI (1.58) est véri�ée, alors le système (1.55) est stable et véri�e la performance
H∞ donnée par (1.56). •

Remarque 1.6.3. Le LBR (1.54) pour les systèmes déterministes du théorème 1.6.1 est
obtenu à partir du LBRS du théorème 1.6.2 en remplaçant Aw0 = 0 et Bw = 0 dans (1.58)
(voir aussi (1.60) et (1.53)). p

1.7 Les notations utilisées dans ce mémoire

Les systèmes étudiés tout au long de ce mémoire seront notés généralement de la façon
suivante

• l'équation d'état :

dx(t) =

((
At0 +

∑
i>1

ui(t)Ati

)
x(t) + B0v(t)

)
dt + Aw0x(t)dw(t) + Bwv(t)dw(t)

+
∑
j>1

uj(t)Awjx(t)dwj(t) + Bu(t)dt (1.68)

• l'équation de sortie mesurée utilisée :

y(t) = Cx(t) + D0v(t) (1.69)

ou
dy(t) = Cx(t)dt +

∑
k>1

Jkx(t)dwk(t) (1.70)

• l'équation de sortie du système utilisée :

z(t) = Lx(t) + D1v(t) pour le �ltrage (1.71)

ou
z(t) = C1x(t) + D1v(t) + D2u(t) pour la commande (1.72)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, z(t) ∈ IRr

est une combinaison linéaire des composantes du vecteur d'état x(t) avec r 6 n dans le
cas du �ltrage, u(t) ∈ IRm est l'entrée, ui(t) et uj(t) sont des commandes scalaires et
v(t) ∈ IRq représente les perturbations exogènes. wi(t) est un processus de Wiener scalaire
centré qui véri�e

E {dwi(t)} = 0 , E {dwi(t)
2} = dt , pour i = 0, 1, . . . (1.73a)

E {dwi(t)dwj(t)} = E {dwj(t)dwi(t)} = ϕijdt , avec 0 6 ϕij < 1,

pour i, j = 0, 1, . . . avec i 6= j. (1.73b)

Dans le cas du �ltre d'ordre plein nous allons utiliser les notations suivantes avec la
mesure y(t)

dx̂(t) = (At0x̂(t)+u1(t)At1x̂(t))dt+K0(y(t)−Cx̂(t))dt+u1(t)K1(y(t)−Cx̂(t))dt (1.74)
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ou avec la mesure dy(t)

dx̂(t) = (At0x̂(t)+u1(t)At1x̂(t))dt+K0(dy(t)−Cx̂(t)dt)+u1(t)K1(dy(t)−Cx̂(t)dt) (1.75)

où x̂(t) ∈ IRn est l'estimation de l'état x(t), K0 et K1 sont les matrices à calculer.
Dans le cas du �ltre d'ordre réduit nous allons utiliser les notations suivantes

dη(t) = M0η(t)dt +
∑
i>1

ui(t)Miη(t)dt + N0y(t)dt +
∑
j>1

uj(t)Njy(t)dt (1.76a)

ẑ(t) = η(t) + Ry(t) (1.76b)

où η ∈ IRr est l'état du �ltre avec r 6 n, ẑ(t) ∈ IRr est l'estimation de z(t) et Mi, Ni pour
i = 0, 1 . . . et R sont les matrices à déterminer.

Les indices t ou w des matrices du système (1.68) permettent de préciser que la matrice
est multipliée par dt ou par dw(t) (c'est-à-dire si la matrice intervient dans la dérive ou
dans la di�usion du système stochastique). Le coe�cient i qui suit ces indices indique la
présence ou non d'une commande scalaire ui(t) dans le terme considéré.

Des notations identiques sont utilisées dans les développements mathématiques lorsque
les termes considérés représentent �la même notion�. Ainsi, la même matrice Aw1 peut
avoir une expression donnée dans un paragraphe et une expression di�érente dans un
autre paragraphe, mais elle intervient de manière �similaire� dans les EDS.

Dans le but d'alléger les notations lorsque nous avons, dans le système étudié, un seul
processus de Wiener, il sera noté sans aucun indice.

1.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les systèmes stochastiques en commançant par
introduire les EDS et la di�érence entre celles-ci et les EDO. Parmi les di�érentes formes
des EDS, nous nous sommes intéressés aux EDS au sens d'Itô, et donc la dé�nition du
processus d'Itô et de la formule d'Itô ont été développées. Cette formule représente un
outil très important pour l'étude des EDS et donc des systèmes stochastiques.

Nous avons présenté un tour d'horizon sur les di�érentes dé�nitions et théorèmes sur
la stabilité des systèmes déterministes et stochastiques. Puis, l'e�et de la présence d'un
bruit multiplicatif dans un système stochastique sur la stabilisation ou la déstabilisation
de ce dernier (cas de dimension 1 et 2) a été explicité.

Nous avons conclu ce chapitre en introduisant quelques outils nécessaires pour l'analyse
des systèmes et notamment le LBR pour les systèmes déterministes et le LBRS pour les
systèmes stochastiques.
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Chapitre 2. Filtrage robuste d'ordre plein pour les systèmes stochastiques

2.1 Introduction

L'estimation de l'état d'un système donné sert dans de nombreuses applications. Par
exemple, pour diminuer les e�ets des bruits sur les mesures, pour faire de la commande
par retour d'état estimé, pour estimer certaines variables non accessibles, pour faire de la
supervision ou du diagnostic de procédés industriels . . .

Le problème du �ltrage a reçu une attention toute particulière depuis les célèbres tra-
vaux de Kalman et Bucy [Kal60, KB61]. Puis, la notion du �ltrage H∞ a été introduite
dans les années quatre-vingt, et depuis le �ltrage H∞ a été traité par plusieurs auteurs
en utilisant un critère de performance H∞. Le �ltre d'ordre plein (c'est-à-dire que la
dynamique du �ltre est de même ordre que celui du système) est étudié, avec les di�é-
rentes approches comme l'équation algébrique de Riccati, l'interpolation, la théorie des
jeux, la théorie de Lyapunov (les LMIs) et d'autres, dans [Sha90, Fu91, NK91, YS91b,
YS91a, ST92a, ST92b, YS92b, SK94, HSK96b, HSK96c, HSK96a, DZ97, PP98, XFL98,
BM99, KSH00, HK01]. Le �ltrage robuste d'ordre plein pour les systèmes linéaires incer-
tains, avec un critère de type H∞, est abordé dans [XdF91, FdX92, PM94, XS94, XSd94,
PM96, TS96, LF97, Ger99, GB99, WB99, PP00, EC01, Say01]. Dans [XdS94], Xie et al.
ont proposé un �ltre robuste d'ordre plein lorsque le système incertain à observer est
instable.

L'application de la technique du �ltrage au sens H∞ pour les systèmes stochastiques
a pris beaucoup d'importance dans les deux dernières décennies [Mao97, DS98, Ugr98,
HP98, CGS00, GLSY01, SP02, GMP02, Sto02, XC03, ZC05].

La plupart des articles cités ci-dessus traitent le cas des systèmes stochastiques avec
un bruit multiplicatif dont la dynamique est donnée par

dx(t) = (At0x(t) + B0v(t))dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t).

Dans ce chapitre, nous allons présenter le �ltrage d'ordre plein pour di�érentes classes
de systèmes stochastiques par ordre croissant de complexité du système.

La section 2.2 traite le �ltrage des systèmes décrits par l'EDS précédente avec des
mesures données par

y(t) = Cx(t).

Dans la section 2.3, (voir [SRZ+05]), le système considéré présente une bilinéarité
état-commande dans la dérive de la dynamique de l'état et est sous la forme

dx(t) = (At0x(t) + u1(t)At1x(t) + B0v(t))dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t)

y(t) = Cx(t).

Le �ltrage H∞ d'ordre plein pour ce système est étudié dans le cas où il y a m
bilinéarités état-commande dans la dérive de la dynamique de l'état, c'est-à-dire pour
un système de la forme
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dx(t) =

(
At0x(t)+

m∑
i=1

ui(t)Atix(t) + B0v(t)

)
dt + (Aw0x(t) + Bwv(t)) dw(t)

y(t) = Cx(t).

Dans la section 2.4, (voir [HRZS06]), le système considéré présente la même bilinéarité
état-commande que celui de la section 2.3, de plus, une bilinéarité état-commande est
présente dans la partie di�usion de la dynamique de l'état

dx(t) = (At0x(t) + u1(t)At1x(t) + B0v(t))dt + Aw0x(t)dw0(t) + u1(t)Aw1x(t)dw1(t)

y(t) = Cx(t).

En�n la section 2.5, (voir [HRSZ05]), concerne un système présentant une bilinéarité
état-commande dans la dérive et dont la mesure et l'état sont corrompus par des bruits
multiplicatifs

dx(t) = (At0x(t) + u1(t)At1x(t) + B0v(t))dt + Aw0x(t)dw0(t)

dy(t) = Cx(t)dt + J1x(t)dw1(t).

L'approche utilisée pour traiter les systèmes bilinéaires est basée sur un changement
de variable qui transforme la bilinéarité état-commande en une incertitude paramétrique.
Puis, en utilisant la formule d'Itô et des lemmes de majoration sur le système devenu
�incertain�, nous arrivons à écrire une LMI couplée à une contrainte égalité qui garantit
la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et la performence H∞ des systèmes. La
résolution de ces LMIs couplées à une contrainte égalité nous permettent de trouver les
di�érentes matrices du �ltre. Un exemple illustratif est présenté pour chaque cas traité.

2.2 Filtrage des systèmes stochastiques sans commande

2.2.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique suivant, dans lequel f(x(t), v(t)) et g(x(t), v(t))
de l'équation (1.2) sont linéaires

dx(t) = (At0x(t) + B0v(t))dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t) (2.1a)

y(t) = Cx(t) (2.1b)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie et
v(t) ∈ IRq représente les perturbations exogènes. w(t) est un processus de Wiener scalaire
centré qui véri�e (1.5).

Hypothèse 2.2.1. Nous supposons que le système stochastique (2.1a) avec v(t) ≡ 0 est
exponentiellement stable en moyenne quadratique.
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Problème 2.2.1. Le but est de construire un �ltre d'ordre plein pour le système (2.1) de
la forme suivante

dx̂(t) = At0x̂(t)dt + K0(y(t)− Cx̂(t))dt (2.2)

où x̂(t) ∈ IRn est l'estimation du vecteur d'état et K0 est un gain matriciel à déterminer
a�n que l'erreur d'estimation e(t) = x(t)− x̂(t) soit exponentiellement stable en moyenne
quadratique (voir dé�nition 1.4.12) et que, pour un réel γ > 0 donné, la performance H∞

suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(2.3)

soit véri�ée.

La dynamique de l'erreur est alors donnée par

de(t) = (At0 −K0C) e(t)dt + B0v(t)dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t). (2.4)

Considérons maintenant l'état augmenté ξ(t) composé de l'état x(t) et du signal d'er-
reur e(t)

ξ(t) =

[
x(t)

e(t)

]
. (2.5)

A partir de (2.4) et (2.1), le système augmenté s'écrit de la façon suivante

dξ(t) =
(
Ât0ξ(t) + B̂0v(t)

)
dt +

(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)
dw(t) (2.6a)

e(t) = Ĉξ(t) (2.6b)

où

Ât0 =

[
At0 0

0 At0 −K0C

]
, B̂0 =

[
B0

B0

]
,

Âw0 =

[
Aw0 0

Aw0 0

]
, B̂w =

[
Bw

Bw

]
, Ĉ =

[
0 In

]
.

2.2.2 Synthèse du �ltre et performance H∞

Le théorème suivant garantit la stabilité en moyenne quadratique et la performance
H∞ du système (2.6).

Théorème 2.2.1 (La stabilité et la performance H∞). Le problème 2.2.1 du �ltrage
H∞ est résolu pour le système (2.1) avec le �ltre (2.2) tel que la dynamique de l'erreur
(2.4) soit exponentiellement stable en moyenne quadratique si, pour un réel γ > 0 donné,
il existe des matrices P1 = P T

1 ∈ IRn×n, P2 = P T
2 ∈ IRn×n, P3 ∈ IRn×n, Y20 ∈ IRn×p et

Y30 ∈ IRn×p telles que la LMI suivante soit véri�ée
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P1At0 + AT
t0P1 P3At0 + AT

t0P3 − Y30C

P T
3 AT

t0 + P T
3 At0 − CTY T

30 P2At0 − Y20C + AT
t0P2 − CTY T

20 + In

BT
0 (P1 + P T

3 ) BT
0 (P3 + P2)

(P1 + P3)Aw0 0

(P T
3 + P2)Aw0 0

(P1 + P3)B0 AT
w0(P1 + P T

3 ) AT
w0(P3 + P2)

(P T
3 + P2)B0 0 0

−γ2Iq BT
w(P1 + P T

3 ) BT
w(P3 + P2)

(P1 + P3)Bw −P1 −P3

(P T
3 + P2)Bw −P T

3 −P2


< 0, (2.7)

et que le gain K0 soit la solution de l'équation suivante[
Y20

Y30

]
=

[
P2

P3

]
K0. (2.8)

Démonstration. En appliquant le LBRS du théorème 1.6.2 au système augmenté (2.6),
nous obtenons la LMI suivante

PÂt0 + ÂT
t0P + ĈT Ĉ PB̂0 ÂT

w0P
B̂T

0 P −γ2Iq B̂T
wP

PÂw0 PB̂w −P

 < 0, (2.9)

avec

P =

[
P1 P3

P T
3 P2

]
> 0. (2.10)

Il su�t de remplacer les matrices du système augmenté (2.6) par leur expression pour
trouver la LMI (2.7) du théorème 2.2.1. •

2.2.3 Traitement de la non convexité du problème

La solution de la LMI (2.7) avec la contrainte (2.8) est un problème non convexe9.
Une solution K0 à la relation (2.8) existe si et seulement si la condition du rang suivante
est véri�ée

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
Y20 P2

Y30 P3

]
. (2.11)

9Une fonctionf : A −→ IR où A ⊂ IRn est convexe si

f((1− α)x + αy) 6 (1− α)f(x) + αf(y), ∀α ∈ [0, 1], et ∀x, y ∈ A.
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Alors, pour obtenir des solutions à la LMI (2.7) qui satisfont la contrainte (2.8), on
applique un algorithme itératif qui consiste à résoudre la LMI (2.7) de manière itérative
en testant la condition de rang (2.11) à chaque étape.

Algorithme 2.1 (Algorithme de relaxation). Les di�érentes étapes de l'algorithme
sont
(Etape 1) résoudre la LMI (2.7) avec P1, P2, P3, Y20 et Y30 comme variables,

(Etape 2) tester la condition de rang (2.11)
• si la condition (2.11) est véri�ée =⇒ �n de l'algorithme,
• sinon aller à l'étape suivante,

(Etape 3) résoudre la LMI (2.7) avec P1, P2 et P3 comme variables, Y20 et Y30 étant �xes
et obtenues à l'étape 1,

(Etape 4) tester la condition de rang (2.11)
• si la condition (2.11) est véri�ée =⇒ �n de l'algorithme,
• sinon aller à l'étape suivante,

(Etape 5) résoudre la LMI (2.7) avec P1, Y20 et Y30 comme variables, P2 et P3 étant �xes
et obtenues à l'étape 3,

(Etape 6) tester la condition de rang (2.11)
• si la condition (2.11) est véri�ée =⇒ �n de l'algorithme,
• sinon aller à l'étape suivante,

(Etape 7) si le nombre d'itérations est inférieur à un nombre N �xé par l'utilisateur,
aller à l'étape 3,

(Etape 8) si le nombre d'itérations est supérieur ou égal à N =⇒ l'algorithme ne
converge pas.

Remarque 2.2.1. La solution de l'équation (2.8) devient un problème convexe dans le cas
où P3 = 0, c'est-à-dire dans le cas où la matrice P est une matrice bloc-diagonale, car la
matrice P2 est inversible. Dans ce cas, l'équation (2.8) devient

Y20 = P2K0 (2.12)

et le gain K0 est obtenu directement. p

2.2.4 Exemple numérique

Considérons le système (2.1). Les di�érentes matrices de ce système ont les valeurs
suivantes

At0 =


−1.5 1 −1

0.5 −2.5 1

0 −0.6 −3.5

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

 ,
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2.2. Filtrage des systèmes stochastiques sans commande

Aw0 =


1 0 0.2

0.5 0.3 −0.1

−0.2 0 0.2

 , Bw =


−0.1 0.1

0.5 0

−0.6 0.2

 , C =

[
0 0.1 0.3

0.2 0.2 0

]
.

Les conditions initiales sont

x(0) =


−1

0.5

1

 x̂(0) =


0

0

0

 .

Avec le théorème 2.2.1, la solution de la LMI (2.7) est obtenue pour γ = 2.279 et le
gain K0 est calculé de la relation (2.8)

K0 =


−7.2510 6.2417

−7.6428 3.6170

−7.0580 5.5010

 .

Ce calcul a été fait avec une matrice P bloc-diagonale de la forme

P =

[
P1 0

0 P2

]
.

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (2.6). Nous pouvons
voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 2.1) et l'évolution du signal d'erreur e(t) et du signal
de perturbation v(t) (�gure 2.2).
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Fig. 2.1 � L'état x(t).
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Fig. 2.2 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).

2.3 Filtrage des systèmes stochastiques avec commande

2.3.1 Filtrage des systèmes stochastiques avec une commande

2.3.1.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique suivant, dans lequel f(x(t), u(t), v(t)) de l'équa-
tion (1.2) est bilinéaire et g(x(t), v(t)) de l'équation (1.2) est linéaire

dx(t) = (At0x(t) + u1(t)At1x(t) + B0v(t))dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t) (2.13a)

y(t) = Cx(t) (2.13b)

avec x(t) ∈ IRn le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp le vecteur de sortie, v(t) ∈ IRq

les perturbations exogènes et u1(t) ∈ IR une commande scalaire. w(t) est un processus de
Wiener scalaire centré qui véri�e (1.5).

On suppose que la commande u1(t) dans le système (2.13), est une commande appar-
tenant à l'ensemble Γ suivant

Γ = {u1(t) ∈ IR | u1 min 6 u1(t) 6 u1 max}. (2.14)

Hypothèse 2.3.1. Nous supposons que le système stochastique (2.13) avec v(t) ≡ 0 est
exponentiellement stable en moyenne quadratique (voir dé�nition 1.4.12) ∀u1(t) ∈ Γ.
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2.3. Filtrage des systèmes stochastiques avec commande

Problème 2.3.1. Le problème à résoudre est de construire un �ltre d'ordre plein pour le
système (2.13) de la forme suivante

dx̂(t) = (At0x̂(t)+u1(t)At1x̂(t))dt+K0(y(t)−Cx̂(t))dt+u1(t)K1(y(t)−Cx̂(t))dt (2.15)

où K0 et K1 sont des gains matriciels à déterminer tels que l'erreur e(t) = x(t) − x̂(t)
soit exponentiellement stable en moyenne quadratique et que, pour un réel γ > 0 donné,
la performance H∞ suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(2.16)

soit véri�ée.

La dynamique de l'erreur est alors donnée par

de(t) = dx(t)− dx̂(t) = (At0 + u1(t)At1 −K0C − u1(t)K1C) e(t)dt + B0v(t)dt

+ (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t). (2.17)

Considérons le vecteur d'état augmenté suivant

ξ(t) =

[
x(t)

e(t)

]
. (2.18)

La dynamique du système augmenté (2.13) et (2.17) est donnée par

dξ(t) = (At0ξ(t) + u1(t)At1ξ(t) + B0v(t))dt + (Aw0ξ(t) + Bwv(t))dw(t) (2.19a)

e(t) = Cξ(t) (2.19b)

avec

Ati =

[
Ati 0

0 Ati −KiC

]
, pour i = 0, 1, B0 =

[
B0

B0

]
,

Aw0 =

[
Aw0 0

Aw0 0

]
, Bw =

[
Bw

Bw

]
, C =

[
0 In

]
.

2.3.1.2 Passage du système stochastique avec une commande vers un système
avec incertitudes paramétriques

Pour étudier la stabilité, nous allons faire le changement de variable suivant sur la
commande u1(t)

u1(t) = α1 + σ1ε1(t) (2.20)

où α1 ∈ IR et σ1 ∈ IR sont donnés par

α1 =
1

2
(u1min + u1max), σ1 =

1

2
(u1max − u1min). (2.21)
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La nouvelle variable ε1(t) est dé�nie par ε1(t) ∈ Γ ⊂ IR où Γ est dé�ni par

Γ = {ε1(t) ∈ IR | ε1min = −1 6 ε1(t) 6 ε1max = 1} . (2.22)

Le système augmenté (2.19) peut être réécrit sous la forme suivante après avoir rem-
placé u1(t) = α1 + σ1ε1(t)

dξ(t) =
(
(Ât0 + ∆Ât0(t))ξ(t) + B̂0v(t)

)
dt +

(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)
dw(t) (2.23a)

e(t) = Ĉξ(t) (2.23b)

où

Ât0 = At0 + α1At1, ∆Ât0(t) = H1∆ξ(ε1(t))H, B̂0 = B0,

Âw0 = Aw0, B̂w = Bw, Ĉ = C,

avec
H1 = σ1At1 , ∆ξ(ε1(t)) = ε1(t)I2n et H = I2n.

Notons, qu'à partir de (2.22), ∆ξ(ε1(t)) véri�e

‖∆ξ(ε1(t))‖ 6 1. (2.24)

Lemme 2.3.1. La stabilité exponentielle en moyenne quadratique du système (2.13) est
équivalente à la stabilité exponentielle robuste stochastique du système (2.23).

2.3.1.3 Synthèse du �ltre et performance H∞

Le théorème suivant garantit la stabilité en moyenne quadratique et la performance
H∞ du système (2.23).

Théorème 2.3.1 (La stabilité et la performance H∞). Le problème 2.3.1 du �ltrage
H∞ stochastique est résolu pour le système (2.13) avec le �ltre (2.15) tel que la dynamique
de l'erreur (2.17) soit exponentiellement stable en moyenne quadratique si, pour un réel
γ > 0 donné, il existe un réel µ > 0 et des matrices P1 = P T

1 ∈ IRn×n, P2 = P T
2 ∈

IRn×n, P3 ∈ IRn×n, Y20 ∈ IRn×p, Y21 ∈ IRn×p, Y30 ∈ IRn×p et Y31 ∈ IRn×p tels que la LMI
suivante soit véri�ée



(1, 1) (1, 2) (P1 + P3)B0 σ1P1At1

(1, 2)T (2, 2) (P T
3 + P2)B0 σ1P

T
3 At1

BT
0 (P1 + P T

3 ) BT
0 (P3 + P2) −γ2Iq 0

σ1A
T
t1P1 σ1A

T
t1P3 0 −µIn

σ1(A
T
t1P

T
3 − CTY T

31) σ1(A
T
t1P2 − CTY T

21) 0 0

(P1 + P3)Aw0 0 (P1 + P3)Bw 0

(P T
3 + P2)Aw0 0 (P T

3 + P2)Bw 0
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σ1(P3At1 − Y31C) AT
w0(P1 + P T

3 ) AT
w0(P3 + P2)

σ1(P2At1 − Y21C) 0 0

0 BT
w(P1 + P T

3 ) BT
w(P3 + P2)

0 0 0

−µIn 0 0

0 −P1 −P3

0 −P T
3 −P2


< 0, (2.25)

où

(1, 1) = P1(At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
TP1 + µIn,

(1, 2) = P3(At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
TP3 − Y30C − α1Y31C,

(2, 2) = P2 (At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
T

P2 − Y20C − CTY T
20

− α1

(
Y21C + CTY T

21

)
+ (µ + 1)In,

et que les gains matriciels K0 et K1 soient solution de l'équation suivante[
P2

P3

] [
K0 K1

]
=

[
Y20 Y21

Y30 Y31

]
. (2.26)

Démonstration. Nous allons commencer par démontrer la stabilité du système (2.23) pour
v(t) ≡ 0.

Considérons la fonction de Lyapunov suivante

V (ξ(t)) = ξT (t)Pξ(t), (2.27)

avec la matrice de Lyapunov suivante

P = PT =

[
P1 P3

P T
3 P2

]
> 0, où Pi ∈ IRn×n pour i = 1, 2, 3. (2.28)

En appliquant la formule d'Itô sur le système (2.23) (voir théorème 1.3.1), nous avons

dV (ξ(t)) = LV (ξ(t))dt + 2ξT (t)PÂw0ξ(t)dw(t) (2.29)

avec

LV (ξ(t)) = ξT (t)
(
PÂt0 + ÂT

t0P + P∆Ât0(t) + ∆Ât0(t)
TP + Âw0PÂw0

)
ξ(t). (2.30)

En utilisant le lemme de majoration (voir annexe B lemme B.1.1), nous avons

2ξT (t)P∆Ât0(t)ξ(t) 6 ξT (t)
(
µ + µ−1Pσ1At1AT

t1σ1P
)
ξ(t), (2.31)

37



Chapitre 2. Filtrage robuste d'ordre plein pour les systèmes stochastiques

d'où

dV (ξ(t)) 6

ξT (t)
(
PÂt0 + ÂT

t0P + µI2n + µ−1Pσ1At1AT
t1σ1P + ÂT

w0PÂw0

)
ξ(t)dt

+ 2ξT (t)PÂw0ξ(t)dw(t). (2.32)

En prenant l'espérance des deux côtés de l'équation (2.32), nous avons

E {dV (ξ(t))} 6

E
{

ξT (t)
(
PÂt0 + ÂT

t0P + µI2n + µ−1Pσ1At1AT
t1σ1P + ÂT

w0PÂw0

)
ξ(t)dt

}
+ E

{
2ξT (t)PÂw0ξ(t)dw(t)

}
︸ ︷︷ ︸

=0

. (2.33)

le terme de droite de l'inégalité (2.33) est nul, grâce à la relation (1.5).
En appliquant le lemme du Schur (voir annexe B lemme B.2.1) sur la LMI (2.25) du

théorème 2.3.1, si cette LMI est véri�ée, nous avons

PÂt0 + ÂT
t0P + µHTH + ÂT

w0PÂw0 + µ−1PH1H
T
1 P = −K < 0. (2.34)

Puisque λmin(K) > 0, où λmin est la plus petite valeur propre de la matrice K, la
relation (2.33) devient

E {dV (ξ(t))} 6 −λmin(K)E
{
‖ξ(t)‖2

}
dt. (2.35)

Soit β > 0 donné par (voir [MKR98] équation (2.3))

β =
λmin(K)

λmax(P)
, (2.36)

et en utilisant l'intégration par parties, nous avons

d
(
eβtV (ξ(t))

)
= eβt (βV (ξ(t))dt + dV (ξ(t))) (2.37)

or, d'après (2.32) et en utilisant V (ξ(t)) = ξT (t)Pξ(t) 6 λmax(P) ‖ξ(t)‖2
, nous avons

dV (ξ(t)) 6 eβt (βλmax(P)− λmin(K)) ‖ξ(t)‖2
+ 2ξT (t)PÂw0ξ(t)dw(t). (2.38)

qui est équivalent à
dV (ξ(t)) 6 2ξT (t)PÂw0ξ(t)dw(t), (2.39)

car selon la valeur de β donnée par (2.36), nous avons

βλmax(P)− λmin(K) = 0, (2.40)
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et donc en prenant l'éspérance des deux côtés de la relation (2.39), nous avons

E
{
d
(
eβtV (ξ(t))

)}
6 0. (2.41)

En intégrant de 0 à t > 0 l'équation (2.41) et en utilisant le théorème de Fubini
[Che85], nous avons

eβt
E
{
ξT (t)Pξ(t))

}
6 eβ×0

E
{
ξT (0)Pξ(0))

}
(2.42)

qui peut être réécrite comme

λmin(P)E
{
‖ξ(t)‖2

}
6 E

{
ξT (t)Pξ(t)

}
6 ce−βt (2.43)

où c = E {ξT (0)Pξ(0))} est une constante positive bornée.
Finalement, de l'inégalité (2.43) on peut déduire que

E
{
‖ξ(t)‖2

}
6

c

λmin(P)
e−βt (2.44)

ce qui assure la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du système (2.23).
Maintenant, nous allons étudier les performances H∞ du système (2.23) avec v(t) 6= 0

et x(0) = 0 car ces performances ne sont fonction que de la perturbation v(t), mais pas
de la condition initiale x(0).

On considère l'indice de performance suivant

Jξv = E

{∫ ∞

0

(
ξT (t)ĈT Ĉξ(t)− γ2vT (t)v(t)

)
dt

}
. (2.45)

En appliquant la formule d'Itô au système (2.23) nous avons

dV (ξ(t)) = LV (ξ(t))dt + 2ξT (t)P(Âw0ξ(t) + B̂wv(t))dw(t) (2.46)

avec

LV (ξ(t)) = 2ξT (t)P
(
Ât0 + ∆Ât0(t) + B̂0v(t)

)
+
(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)T

P
(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)
. (2.47)

Ecrivons Jξv en utilisant le théorème de Fubini [Che85]

Jξv =

∫ ∞

0

E
{(

ξT (t)ĈT Ĉξ(t)− γ2vT (t)v(t)
)
dt

+LV (ξ(t))dt} −E {V (ξ(t)}t=∞ + E {V (ξ(t)}t=0 . (2.48)

Or, comme E {V (ξ(t)}t=0 = 0 car ξ(0) = 0 et E {V (ξ(t)}t=∞ > 0, ceci implique

Jξv 6
∫ ∞

0

E
{(

ξT (t)ĈT Ĉξ(t)− γ2vT (t)v(t)
)
dt + LV (ξ(t))dt

}
. (2.49)
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Maintenant considérons que la LMI (2.25) est véri�ée. On va montrer qu'elle est suf-
�sante pour assurer la stabilité et la performance H∞ de (2.23).

En appliquant le lemme de Schur (voir annexe B lemme B.2.1) sur la LMI (2.25), on
a [

Θ PB̂0 + ÂT
w0PB̂w

B̂T
0 P + B̂T

wPÂw0 B̂T
wPB̂w

]
︸ ︷︷ ︸

Ξ

+

[
I2n 0

0 −γ2

]
< 0, (2.50)

avec
Θ = PÂt0 + ÂT

t0P + µHTH + ÂT
w0PÂw0 + µ−1PH1H

T
1 P .

Ainsi, l'inégalité (2.49) devient

Jξv 6
∫ ∞

0

E

{[
ξ(t)T v(t)T

]
Ξ

[
ξ(t)

v(t)

]
dt +

[
ξ(t)T v(t)T

] [ĈT Ĉ 0

0 −γ2Iq

][
ξ(t)

v(t)

]
dt

}
< 0,

donc si la LMI (2.25) est véri�ée alors le système (2.23) est stable et véri�e la performance
H∞. •

Remarque 2.3.1. La solution donnée par le théorème 2.3.1 est non convexe. Les gains K0

et K1 calculés par l'équation (2.26) existent si et seulement si la condition de rang suivante
est satisfaite

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
Y20 Y21 P2

Y30 Y31 P3

]
. (2.51)

Pour la résolution de la LMI (2.25), nous appliquons l'algorithme de relaxation 2.1.
Dans ce cas, le test de rang est fait sur l'équation (2.51), les variables de l'étape 1 sont
remplacées par P1, P2, P3, Y20, Y21, Y30 et Y31, les variables de l'étape 3 sont remplacées par
P1, P2 et P3 avec Y20, Y21, Y30 et Y31 �xes et, �nalement, dans l'étape 5, les variables sont
remplacées par P1, Y20, Y21, Y30 et Y31 avec P2 et P3 �xes. Ainsi, la remarque 2.2.1 adaptée
à ce cas reste valable. p

2.3.1.4 Exemple numérique

Considérons le système (2.13). Les di�érentes matrices de ce système ont les valeurs
suivantes

At0 =


−1.5 1 −1

0.5 −2.5 1

0 −0.6 −3.5

 , At1 =


0 −0.02 0.04

0 −0.01 −0.02

0 −0.01 0.02

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

 ,

Aw0 =


1 0 0.2

0.5 0.3 −0.1

−0.2 0 0.2

 , Bw =


−0.1 0.1

0.5 0

−0.6 0.2

 , C =

[
0 0.1 0.3

0.2 0.2 0

]
.
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2.3. Filtrage des systèmes stochastiques avec commande

La commande u1(t) est dé�nie comme dans (2.14), soit

u1 min = −7 6 u1(t) 6 u1 max = 8,

et les conditions initiales sont

x(0) =


−1

0.5

1

 , x̂(0) =


0

0

0

 .

En vertu du théorème 2.3.1 et pour µ = 0.38, la solution de la LMI (2.25) est obtenue
pour γ = 1.5 et les gains K0 et K1 sont obtenus à partir de la relation (2.26)

K0 =


65.290 36.329

21.893 25.930

12.650 −7.583

 , K1 =


1.737 −1.184

−0.8684 0.921

0.868 −0.592

 .

Ce calcul a été e�ectué à partir d'une matrice P bloc-diagonale de la forme

P =

[
P1 0

0 P2

]
.

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (2.23). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 2.3) et l'évolution du signal d'erreur e(t) et
du signal de perturbation v(t) (�gure 2.4). Les simulations sont faites avec la commande
u1(t) = 0.5 sin(3t) + 2.
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Fig. 2.3 � L'état x(t).
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Fig. 2.4 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).

Nous allons maintenant faire les calculs avec la matrice

P =

[
P1 P3

P T
3 P2

]
.

En appliquant l'algorithme 2.1 nous avons :
(Etape 1) la résolution de la LMI (2.25), avec P1, P2, P3, Y20, Y21, Y30 et Y31 comme va-

riables, donne

P1 =


1.0970 0.3567 −0.1458

0.3567 0.7714 0.0047

−0.1458 0.0047 0.5049

 , P2 =


1.1114 0.2953 −0.1536

0.2953 1.0213 0.2486

−0.1536 0.2486 1.4391

 ,

P3 =


−0.6381 −0.4891 0.0304

−0.4724 −0.4532 0.1576

0.1023 0.0511 −0.4228

 ,

Y20 =


−4.1046 2.8417

−6.8163 1.2771

−9.3839 5.9468

 , Y21 =


1.5404 −1.0502

−0.1580 0.1078

0.7671 −0.5230

 ,

Y30 =


0.1995 3.0860

−1.5742 2.9864

4.7498 −0.9585

 , Y31 =


−0.3286 0.2240

−0.1450 0.0989

−0.1169 0.0797

 ,
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2.3. Filtrage des systèmes stochastiques avec commande

(Etape 2) le test de la condition de rang (2.51) donne

rang

[
P2

P3

]
= 3 6= rang

[
Y20 Y21 P2

Y30 Y31 P3

]
= 6,

(Etape 3) la résolution de la LMI (2.25), avec P1, P2 et P3 comme variables et Y20, Y21, Y30

et Y31 données à l'étape 1, est

P1 =


2.3525 0.6458 −0.2493

0.6458 1.7317 0.0383

−0.2493 0.0383 1.2335

 , P2 =


1.9761 0.4893 −0.1630

0.4893 1.8715 0.0873

−0.1630 0.0873 2.1908

 ,

P3 =


−1.1332 −0.6271 0.2768

−0.8067 −0.6193 0.4583

0.1605 0.1735 −0.4101

 ,

(Etape 4) le test de la condition de rang (2.51) donne

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
Y20 Y21 P2

Y30 Y31 P3

]
= 3, =⇒ �n et convergence de l'algorithme.

La solution de la LMI (2.25) est obtenue pour γ = 3 et pour µ = 0.91. Les gains K0

et K1 sont calculés de la relation (2.26)

K0 =


−2.4029 1.9238

−2.2395 −2.2236

−7.1523 4.7879

 , K1 =


1.6322 −1.1129

−0.9268 0.6319

0.8525 −0.5813

 .

Les �gures 2.3 et 2.4 deviennent
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Fig. 2.5 � L'état x(t).
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Fig. 2.6 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).
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2.3.2 Filtrage des systèmes stochastiques avec m commandes

2.3.2.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique suivant, dans lequel f(x(t), u(t), v(t)) de l'équa-
tion (1.2) est bilinéaire d'ordre m et g(x(t), v(t)) de l'équation (1.2) est linéaire

dx(t) =

(
At0x(t)+

m∑
i=1

ui(t)Atix(t) + B0v(t)

)
dt + (Aw0x(t) + Bwv(t)) dw(t)(2.52a)

y(t) = Cx(t) (2.52b)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, v(t) ∈ IRq

représente les perturbations exogènes et ui(t) ∈ IR pour i = 1, . . . ,m sont des commandes
scalaires. w(t) est un processus de Wiener scalaire centré qui véri�e (1.5).

On suppose que les commandes ui(t) pour i = 1, . . . ,m sont toutes bornées et qu'elles
appartiennent à l'ensemble Γ suivant (analogue de (2.14))

Γm = {ui(t) ∈ IR | ui min 6 ui(t) 6 ui max pour i = 1, . . . ,m}. (2.53)

Hypothèse 2.3.2. Nous supposons que le système stochastique (2.52) avec v(t) ≡ 0 est
exponentiellement stable en moyenne quadratique.

Problème 2.3.2. Le problème à résoudre est de construire un �ltre d'ordre plein pour le
système (2.52) de la forme suivante

dx̂(t) =

(
At0x̂(t) +

m∑
i=1

ui(t)Atix̂(t)

)
dt+K0(y(t)−Cx̂(t))dt+

m∑
i=1

ui(t)Ki(y(t)−Cx̂(t))dt

(2.54)
où K0, . . . , Km sont des gains matriciels à déterminer tels que l'erreur e(t) = x(t)− x̂(t)
soit exponentiellement stable en moyenne quadratique et que pour un réel γ > 0 donné la
performance H∞ suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(2.55)

soit véri�ée.

La dynamique de l'erreur est alors donnée par

de(t) = dx(t)− dx̂(t) = (At0 −K0C) e(t)dt +
m∑

i=1

ui(t) (Ati −KiC) e(t)dt

+ B0v(t)dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t). (2.56)

Considérons le vecteur d'état augmenté ξ(t) donné par (2.18). Donc, la dynamique du
système augmenté formé par (2.52) et (2.56) est donnée par

dξ(t) = (At0ξ(t) +Amξ(t) + B0v(t)) dt + (Aw0ξ(t) + Bwv(t))dw(t) (2.57a)

e(t) = Cξ(t) (2.57b)
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avec

At0 =

[
At0 0

0 At0 −K0C

]
, Am =

[∑m

i=1 ui(t)Ati 0

0
∑m

i=1 ui(t) (Ati −KiC)

]
,

Aw0 =

[
Aw0 0

Aw0 0

]
, B0 =

[
B0

B0

]
, Bw =

[
Bw

Bw

]
, C =

[
0 In

]
.

2.3.2.2 Passage du système stochastique avec m commandes vers un système
avec incertitudes paramétriques

Pour étudier la stabilité du système augmenté (2.57), nous allons faire le changement
de variable sur les commandes ui(t) suivant

ui(t) = αi + σiεi(t) (2.58)

où αi ∈ IR et σi ∈ IR pour i = 1, . . . ,m sont donnés par

αi =
1

2
(uimin + uimax), σi =

1

2
(uimax − uimin), i = 1, . . . ,m, (2.59)

et α0 = 1 et σ0 = 0.
Les nouvelles variables �incertaines� sont les εi(t) ∈ Γm ⊂ IR où le polytope Γm est

dé�ni par

Γm = {εi(t) ∈ IR | εimin = −1 6 εi(t) 6 εimax = 1 pour i = 1, . . . ,m} . (2.60)

Donc, le système augmenté (2.57) peut être réécrit sous la forme suivante

dξ(t) =
(
(Â0m + ∆Â0m(t))ξ(t) + B̂0v(t)

)
dt +

(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)
dw(t)(2.61a)

e(t) = Ĉξ(t) (2.61b)

où

Â0m =

[∑m

i=0 αiAti 0

0
∑m

i=0
αi (Ati −KiC)

]
, ∆Â0m(t) = H0m∆ξm(ε(t))Hm,

B̂0 = B0, Âw0 = Aw0, B̂w = Bw, Ĉ = C,

avec

H0m =

[
σ1At1 · · · σmAtm 0 · · · 0

0 · · · 0 σ1(At1 −K1C) · · · σm(Atm −KmC)

]
,(2.62a)

∆ξm(ε(t)) = bdiag(ε1(t)In, . . . , εm(t)In, ε1(t)In, . . . , εm(t)In), (2.62b)
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Hm =

[
In · · · In 0 · · · 0

0 · · · 0 In · · · In

]T

. (2.62c)

Remarquons que les matrices H0m et HT
m sont de dimensions 2n× 2(n×m).

Notons, qu'à partir de (2.60), ∆ξm(ε(t)) véri�e

‖∆ξm(ε(t))‖ 6 1. (2.63)

Lemme 2.3.2. La stabilité exponentielle en moyenne quadratique du système (2.52) est
équivalente à la stabilité exponentielle robuste stochastique du système (2.61).

2.3.2.3 Synthèse du �ltre et performance H∞

Le théorème suivant garantit la stabilité en moyenne quadratique et la performance
H∞ du système (2.61).

Théorème 2.3.2 (La stabilité et la performance H∞). Le problème 2.3.2 du �ltrage
H∞ stochastique est résolu pour le système (2.52) avec le �ltre (2.54) tel que la dynamique
de l'erreur (2.56) soit exponentiellement stable en moyenne quadratique si, pour un réel
γ > 0 donné, il existe un réel µ > 0 et des matrices P1 = P T

1 ∈ IRn×n, P2 = P T
2 ∈

IRn×n, P3 ∈ IRn×n, Y2i ∈ IRn×p et Y3i ∈ IRn×p pour i = 0, . . . ,m tels que la LMI suivante
soit véri�ée

(1, 1) (1, 2) (P1 + P3)B0 (PH0m)11 (PH0m)12

(1, 2)T (2, 2) (P T
3 + P2)B0 (PH0m)21 (PH0m)22

BT
0 (P1 + P T

3 ) BT
0 (P3 + P2) −γ2Iq 0 0

(PH0m)T
11 (PH0m)T

21 0 −µI(n×m) 0

(PH0m)T
12 (PH0m)T

22 0 0 −µI(n×m)

(P1 + P3)Aw0 0 (P1 + P3)Bw 0 0

(P T
3 + P2)Aw0 0 (P T

3 + P2)Bw 0 0

AT
w0(P1 + P T

3 ) AT
w0(P3 + P2)

0 0

BT
w(P1 + P T

3 ) BT
w(P3 + P2)

0 0

0 0

−P1 −P3

−P T
3 −P2


< 0, (2.64)

où

(1, 1) =
m∑

i=0

αiP1Ati +
m∑

i=0

αiA
T
tiP1 + mµIn, (2.65a)
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(1, 2) =
m∑

i=0

αiA
T
tiP3 +

m∑
i=0

αiP3Ati −
m∑

i=0

αiY3iC, (2.65b)

(2, 2) =
m∑

i=0

αi

(
P2Ati + AT

tiP
T
2 − Y2iC − CTY T

2i

)
+ (1 + mµ)In,

(2.65c)[
(PH0m)11 (PH0m)12

(PH0m)21 (PH0m)22

]
=[

σ1P1At1 · · · σmP1Atm σ1(P3At1 − Y31C) · · · σm(P3Atm − Y3mC)

σ1P
T
3 At1 · · · σmP T

3 Atm σ1(P2At1 − Y21C) · · · σm(P2Atm − Y2mC)

]
, (2.65d)

et que les gains matriciels K0, . . . , Km soient solution de l'équation suivante[
P2

P3

] [
K0 · · · Km

]
=

[
Y20 · · · Y2m

Y30 · · · Y3m

]
. (2.66)

Démonstration. Elle est similaire à la démonstration du théorème 2.3.1 et est donc omise.
•

Remarque 2.3.2. La solution donnée par le théorème 2.3.2 est non convexe. Les gains
K0, . . . , Km calculés par l'équation (2.66) existent si et seulement si la condition de rang
suivante est satisfaite

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
Y20 · · · Y2m P2

Y30 · · · Y3m P3

]
. (2.67)

Pour la résolution de la LMI (2.64), nous appliquons l'algorithme de relaxation 2.1.
Dans ce cas, le test de rang est fait sur l'équation (2.67), les variables de l'étape 1 sont
remplacées par P1, P2, P3, Y2i et Y3i pour i = 0, . . . ,m, les variables de l'étape 3 sont
remplacées par P1, P2 et P3 avec Y2i et Y3i pour i = 0, . . . ,m �xes et, �nalement, dans
l'étape 5, les variables sont remplacées par P1, Y2i et Y3i pour i = 0, . . . ,m avec P2 et P3

�xes. Ainsi, la remarque 2.2.1 adaptée à ce cas reste valable. p

2.3.2.4 Exemple numérique

Considérons le système (2.52) avec deux commandes. Les di�érentes matrices de ce
système sont données par

At0 =


−1.5 0.1 −1

0.5 −2.5 1

0 −0.6 −3.5

 , At1 =


0 −0.02 0.04

0 0.01 −0.02

0 −0.01 0.02

 ,
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At2 =


0 0.01 −0.01

0 −0.01 0.01

0 0.01 −0.01

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

 ,

Aw0 =


1 0 0.2

0.5 0.3 −0.1

−0.2 0 0.2

 , Bw =


−0.1 0.1

0.5 0

−0.6 0.2

 ,

C =

[
1 0 0

0 1 0

]
.

Les commandes u1(t) et u2(t) sont dé�nies comme dans (2.53), soit

u1 min = −7 6 u1(t) 6 u1 max = 8,

u2 min = −5 6 u2(t) 6 u2 max = 6,

et les conditions initiales sont

x(0) =


−1

0.5

1

 , x̂(0) =


0

0

0

 .

En vertu du théorème 2.3.2 et pour µ = 0.38, la solution de la LMI (2.64) est obtenue
pour γ = 15 et les gains K0, K1 et K2 sont obtenus à partir de la relation (2.66)

K0 =


−15.8784 80.5728

−7.0722 40.3935

−6.1623 −15.4757

 , K1 =


0.1158 −0.0789

−0.0579 0.0395

0.0579 −0.0395

 ,

K2 =


−0.0263 0.0316

0.0263 −0.0316

−0.0263 0.0316

 .

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (2.61). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 2.7) et l'évolution du signal d'erreur e(t) et du
signal de perturbation v(t) (�gure 2.8).
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Fig. 2.7 � L'état x(t).
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Fig. 2.8 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).
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2.4 Filtrage des systèmes stochastiques avec plusieurs

bruits multiplicatifs

2.4.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique suivant avec deux bruits multiplicatifs, dans lequel
f(x(t), u(t), v(t)) de l'équation (1.2) est bilinéaire, g0(x(t)) de l'équation (1.2) est linéaire
et g1(x(t), u(t)) est bilinéaire

dx(t) = (At0x(t) + u1(t)At1x(t) + B0v(t))dt

+Aw0x(t)dw0(t) + u1(t)Aw1x(t)dw1(t) (2.68a)

y(t) = Cx(t) (2.68b)

avec x(t) ∈ IRn le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp le vecteur de sortie, v(t) ∈ IRq les
perturbations exogènes et u1(t) ∈ IR une commande scalaire. wi(t) pour i = 0, 1 est un
processus de Wiener scalaire centré qui véri�e [Has80]

E {dwi(t)} = 0 , E {dwi(t)
2} = dt , pour i = 0, 1 (2.69a)

E {dw0(t)dw1(t)} = E {dw1(t)dw0(t)} = ϕdt , avec 0 6 ϕ < 1. (2.69b)

Comme c'est souvent le cas pour des processus physiques, nous supposons que la
commande u1(t) dans le système (2.68) est bornée, c'est-à-dire que u1(t) une commande
appartenant à l'ensemble Γ ⊂ IR où Γ est dé�ni en (2.14).

Hypothèse 2.4.1. Nous supposons que le système stochastique (2.68) avec v(t) ≡ 0 est
exponentiellement stable en moyenne quadratique (voir dé�nition 1.4.12) ∀u1(t) ∈ Γ.

Problème 2.4.1. Le problème à résoudre est de construire un �ltre de la forme suivante

dx̂(t) = (At0x̂(t)+u1(t)At1x̂(t))dt+K0(y(t)−Cx̂(t))dt+u1(t)K1(y(t)−Cx̂(t))dt (2.70)

où K0 et K1 sont des gains matriciels à déterminer tels que l'erreur e(t) = x(t) − x̂(t)
soit exponentiellement stable en moyenne quadratique et que, pour un réel γ > 0 donné,
la performance H∞ suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(2.71)

soit véri�ée.

La dynamique du signal d'erreur est donnée par

de(t) = ((At0 −K0C)e(t) + u1(t)(At1 −K1C)e(t) + B0v(t)) dt

+ Aw0x(t)dw0(t) + u1(t)Aw1x(t)dw1(t). (2.72)

Considérons le vecteur d'état augmenté suivant

ξ(t) =

[
x(t)

e(t)

]
. (2.73)
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La dynamique du système augmenté (2.68) et (2.72) est donnée par

dξ(t) = ((At0 + u1(t)At1)ξ(t) + B0v(t)) dt

+Aw0ξ(t)dw0(t) + u1(t)Aw1ξ(t)dw1(t) (2.74a)

e(t) = Cξ(t) (2.74b)

avec

Ati =

[
Ati 0

0 Ati −KiC

]
, pour i = 0, 1, B0 =

[
B0

B0

]
,

Awi =

[
Awi 0

Awi 0

]
, pour i = 0, 1, C =

[
0 In

]
.

2.4.2 Passage du système stochastique avec une commande vers
un système avec incertitudes paramétriques

Comme dans le paragraphe 2.3.1.2, pour étudier la stabilité du système augmenté
(2.74), nous faisons le même changement de variable sur la commande u1(t) donné par
l'équation (2.20) (voir aussi (2.21) et (2.22)). Et donc, ce dernier système augmenté peut
être réécrit sous la forme suivante

dξ(t) =
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt + Âw0ξ(t)dw0(t)

+
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
ξ(t)dw1(t) (2.75a)

e(t) = Ĉξ(t) (2.75b)

où

Ât0 = At0 + α1At1, ∆Ât0(t) = H1∆ξ(ε1(t))H, (2.76a)

B̂0 = B0, Âw0 = Aw0, (2.76b)

Âw1 = α1Aw1, ∆Âw1(t) = H01∆ξ(ε1(t))H, (2.76c)

Ĉ = C, (2.76d)

avec

H1 = σ1At1, H01 = σ1Aw1, (2.77a)

H = I2n, ∆ξ(ε(t)) = ε1(t)I2n. (2.77b)

Notons, qu'à partir de (2.22), ∆ξ(ε1(t)) véri�e l'équation (2.24).

Lemme 2.4.1. La stabilité exponentielle en moyenne quadratique du système (2.68) est
équivalente à la stabilité exponentielle robuste stochastique du système (2.75).
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2.4.3 Synthèse du �ltre et performance H∞

Le théorème suivant garantit la stabilité en moyenne quadratique et la performance
H∞ du système (2.75).

Théorème 2.4.1 (La stabilité et la performance H∞). Le problème 2.4.1 du �ltrage
H∞ stochastique est résolu pour le système (2.68) avec le �ltre (2.70) tel que la dynamique
de l'erreur (2.72) soit exponentiellement stable en moyenne quadratique si, pour un réel
γ > 0 donné, il existe des réels µ1 > 0, µ2 > 0 et µ3 > 0 et des matrices P1 = P T

1 ∈
IRn×n, P2 = P T

2 ∈ IRn×n, P3 ∈ IRn×n, Y20 ∈ IRn×p, Y21 ∈ IRn×p, Y30 ∈ IRn×p et Y31 ∈ IRn×p

tels que la LMI suivante soit véri�ée

(1, 1) (1, 2) (P1 + P3)B0 σ1P1At1 (1, 5) AT
w0(P1 + P T

3 )

(1, 2)T (2, 2) (P T
3 + P2)B0 σ1P

T
3 At1 (2, 5) 0

BT
0 (P1 + P T

3 ) BT
0 (P3 + P2) −γ2Iq 0 0 0

σ1A
T
t1P1 σ1A

T
t1P

T
3 0 −µ1In 0 0

(1, 5)T (2, 5)T 0 0 −µ1In 0

(P1 + P3)Aw0 0 0 0 0 −P1

(P T
3 + P2)Aw0 0 0 0 0 −P T

3

(1, 8)T 0 0 0 0 0

α1(P1 + P3)Aw1 0 0 0 0 0

α1(P
T
3 + P2)Aw1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

AT
w0(P3 + P2) (1, 8) α1A

T
w1(P1 + P T

3 ) α1A
T
w1(P3 + P2) 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−P3 0 0 0 0

−P2 0 0 0 0

0 −µ3In 0 0 0

0 0 −P1 −P3 σ1(P1 + P3)Aw1

0 0 −P T
3 −P2 σ1(P

T
3 + P2)Aw1

0 0 σ1A
T
w1(P1 + P T

3 ) σ1A
T
w1(P3 + P2) −µ2In



< 0,

(2.78)

où

(1, 1) = P1(At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
TP1 + (µ1 + µ2 + ϕµ3)In

+ α1ϕ
(
AT

w0(P1 + P T
3 + P3 + P2)Aw1 + AT

w1(P1 + P3 + P T
3 + P2)Aw0

)
,
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(1, 2) = (At0 + α1At1)
TP3 + P3(At0 + α1At1)− Y30C − α1Y31C,

(2, 2) = P2(At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
TP2 − Y20C − CTY T

20 − α1

(
Y21C + CTY T

21

)
+ (1 + µ1 + µ2 + ϕµ3)In,

(1, 5) = σ1(P3At1 − Y31C),

(2, 5) = σ1(P2At1 − Y21C),

(1, 8) = ϕ
1
2 σ1A

T
w0(P1 + P T

3 + P3 + P2)Aw1,

et que les gains matriciels K0 et K1 soient solution de l'équation suivante[
P2

P3

] [
K0 K1

]
=

[
Y20 Y21

Y30 Y31

]
. (2.79)

n

Démonstration. Considérons la fonction et la matrice de Lyapunov (2.27) et (2.28) res-
pectivement. Nous allons commencer par démontrer la stabilité du système (2.75) qui est
équivalente à la stabilité du système (2.68) pour v(t) ≡ 0.

En appliquant la formule d'Itô sur le système (2.75) (voir thérème 1.3.1), nous avons

dV (ξ(t)) = LV (ξ(t))dt + 2ξT (t)PÂw01(t)ξ(t) (2.80)

où
Âw01(t) = Âw0dw0(t) +

(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
dw1(t), (2.81)

avec

LV (ξ(t))dt = 2ξT (t)P
(
Ât0 + ∆Ât0(t)

)
ξ(t)dt + 〈PÂw01(t)ξ(t), Âw01(t)ξ(t)〉. (2.82)

En prenant l'espérance mathématique de l'équation (2.80), le deuxième terme de la
droite de l'égalité, en vertu de l'équation (2.69a), est nul. Donc, d'après l'équation (2.69),
voir aussi la proposition 5.3 (page 35) [YZ99], et le théorème 5.21 (page 28) [Mao97],
l'équation (2.80) devient

E {dV (ξ(t))} = E {LV (ξ(t))dt}

= 2ξT (t)P
(
Ât0 + ∆Ât0(t)

)
ξ(t)dt + E

{
〈PÂw01(t)ξ(t), Âw01(t)ξ(t)〉

}
, (2.83)

et donc, en utilisant (2.69), nous avons

E {dV (ξ(t))} = 2ξT (t)P
(
Ât0 + ∆Ât0(t)

)
ξ(t)dt + ξT (t)

{
ÂT

w0PÂw0

+
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)T

P
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
+ ϕ

(
ÂT

w0P
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
+
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)T

PÂw0

)}
ξ(t)dt. (2.84)
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En utilisant les lemmes de majoration (voir annexe B lemme B.1.1), nous avons les
inégalités suivantes

2ξT (t)P∆Ât0(t)ξ(t) 6 ξT (t)
(
µ−1

1 PH1H
T
1 P + µ1H

TH
)
ξ(t), (2.85a)(

Âw1+∆Âw1(t)
)T

P
(
Âw1+∆Âw1(t)

)
6 ÂT

w1

(
P−1−µ−1

2 H01H
T
01

)−1
Âw1+µ2H

TH,(2.85b)

2ξT (t)ÂT
w0P∆Âw1(t)ξ(t) 6 ξT (t)

(
µ−1

3 ÂT
w0PH01H

T
01PÂw0 + µ3H

TH
)

ξ(t), (2.85c)

et E {dV (ξ(t))} peut alors être borné par

E {dV (ξ(t))} 6 ξT (t)
{
PÂt0 + ÂT

t0P + µ−1
1 PH1H

T
1 P + µ1H

TH

+ ÂT
w0PÂw0 + ÂT

w1(P−1 − µ2H01H
T
01)

−1ÂT
w1 + µ2H

TH

+ ϕ
(
µ−1

3 ÂT
w0PH01H

T
01PÂw0 + µ3H

TH
)}

ξ(t)dt. (2.86)

En suivant le même raisonnement utilisé dans la démonstration du théorème 2.3.1
nous pouvons prouver que

E
{
‖ξ(t)‖2

}
6

c

λmin(P)
e−βt (2.87)

où c = E {ξT (0)Pξ(0))} et β est une constante positive, ce qui assure la stabilité expo-
nentielle en moyenne quadratique du système (2.75).

Maintenant, nous allons étudier les performances H∞ du système (2.75) avec v(t) 6= 0
et x(0) = 0 car ces performances ne sont fonction que de la perturbation v(t), mais pas
de la condition initiale x(0).

En appliquant la formule d'Itô pour le système (2.75) (voir théorème 1.3.1), nous avons

dV (ξ(t)) = LV (ξ(t))dt + 2ξT (t)PÂw01(t)ξ(t) (2.88)

où Âw01(t) est donnée par l'équation (2.81) et LV (ξ(t)) est donnée par

LV (ξ(t))dt = 2ξT (t)
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt

+ 〈PÂw01(t)ξ(t), Âw01(t)ξ(t)〉. (2.89)

Ecrivons Jξv, de l'équation (2.45), en utilisant le théorème de Fubini [Che85]

Jξv =

∫ ∞

0

E
{(

ξT (t)ĈT Ĉξ(t)− γ2vT (t)v(t)
)
dt

+LV (ξ(t))dt} −E {V (ξ(t)}t=∞ + E {V (ξ(t)}t=0 . (2.90)

Or, comme E {V (ξ(t)}t=0 = 0 car ξ(0) = 0 et E {V (ξ(t)}t=∞ > 0, ceci implique

Jξv 6
∫ ∞

0

E
{(

ξT (t)ĈT Ĉξ(t)− γ2vT (t)v(t)
)
dt + LV (ξ(t))dt

}
. (2.91)

55



Chapitre 2. Filtrage robuste d'ordre plein pour les systèmes stochastiques

En prenant l'espérance mathématique de l'équation (2.88), le deuxième terme de la
droite de l'égalité, en vertu de l'équation (2.69a), est nul. Donc, d'après l'équation (2.69),
voir aussi la proposition 5.3 (page 35) [YZ99], et le théorème 5.21 (page 28) [Mao97],
l'équation (2.88) devient

E {dV (ξ(t))} = E {LV (ξ(t))dt}

= 2ξT (t)P
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt

+ E
{
〈PÂw01(t)ξ(t), Âw01(t)ξ(t)〉

}
, (2.92)

et donc

E {LV (ξ(t))dt} = 2ξT (t)P
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt

+ ξT (t)

(
ÂT

w0PÂw0 +
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)T

P
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
+ϕ

(
ÂT

w0P
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
+
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)T

PÂw0

))
ξ(t)dt. (2.93)

que nous pouvons majorer en appliquant les lemmes de majoration (voir annexe B lemme
B.1.1).

Maintenant, supposons que la LMI (2.78) est véri�ée. On va montrer qu'elle est su�-
sante pour assurer la stabilité et la performance H∞ du système (2.75).

En appliquant le lemme de Schur (voir annexe B lemme B.2.1) sur la LMI (2.78), on
a

Θ1 =

[
Θ PB̂0

B̂T
0 P 0

]
︸ ︷︷ ︸

Ξ

+

[
ĈT Ĉ 0

0 −γ2

]
< 0, (2.94)

avec

Θ = PÂt0 + ÂT
t0P + µ−1

1 PHT
1 H1P + (µ1 + µ2 + ϕµ3)H

TH

+ ÂT
w0PÂw0 + ϕµ−1

3

(
ÂT

w0PH01H
T
01PÂw0

)
+ ÂT

w1

(
P−1 − µ2H01H

T
01

)−1
Âw1

+ ϕ
(
ÂT

w0PÂw1 + ÂT
w1PÂw0

)
.

Ainsi, l'inégalité (2.91) devient

Jξv 6
∫ ∞

0

E

{[
ξ(t)T v(t)T

]
Ξ

[
ξ(t)

v(t)

]
dt +

[
ξ(t)T v(t)T

] [ĈT Ĉ 0

0 −γ2Iq

][
ξ(t)

v(t)

]
dt

}
< 0,

donc si la LMI (2.78) est véri�ée alors le système (2.75) est stable et véri�e la performance
H∞.

Pour retrouver la LMI (2.78), il su�t d'appliquer le lemme de Schur (voir annexe B
lemme B.2.1) plusieurs fois sur l'équation (2.94).
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En e�et Θ1 s'écrit comme suit

Θ1 =

[
PÂt0 + ÂT

t0P + CTC PB̂0

B̂T
0 P −γ2Iq

]
+ µ−1

1

[
PHT

1 H1P 0

0 0

]

+ (µ1 + µ2 + ϕµ3)

[
HTH 0

0 0

]
+

[
ÂT

w0PÂw0 0

0 0

]
+

ϕµ−1
3

(
ÂT

w0PH01H
T
01PÂw0

)
0

0 0


+

[
ÂT

w1(P−1 − µ2H01H
T
01)

−1Âw1 0

0 0

]
+ ϕ

[
ÂT

w0PÂw1 + ÂT
w1PÂw0 0

0 0

]
. (2.95)

En appliquant le lemme de Schur une première fois, Θ1 est équivalent à

Θ2 =


(1, 1) PB̂0 PH1

B̂T
0 P −γ2Iq 0

HT
1 P 0 −µ1I2n

+


ÂT

w0

0

0

P [Âw0 0 0
]

+


ϕµ−1

3

(
ÂT

w0PH01H
T
01PÂw0

)
0 0

0 0 0

0 0 0

+


ÂT

w1(P−1 − µ2H01H
T
01)

−1Âw1 0 0

0 0 0

0 0 0

 , (2.96)

où

(1, 1) = PÂt0 + ÂT
t0P + ĈT Ĉ + (µ1 + µ2 + ϕµ3) HTH + ϕ

(
ÂT

w0PÂw1 + ÂT
w1PÂw0

)
.

Finalement, en appliquant le lemme de Schur une deuxième fois, Θ2 est équivalent à

Θ3 =



(1, 1) PB̂0 PH1 ÂT
w0P ϕ

1
2 ÂT

w0PH01 ÂT
w1P 0

B̂T
0 P −γ2Iq 0 0 0 0 0

HT
1 P 0 −µ1I2n 0 0 0 0

PÂw0 0 0 −P 0 0 0

ϕ
1
2 HT

01PÂw0 0 0 0 −µ3I2n 0 0

PÂw1 0 0 0 0 −P PH01

0 0 0 0 0 HT
01P −µ2I2n


(2.97)

et la LMI (2.78) se déduit en remplaçant les di�érentes matrices par leur expression
(c'est-à-dire insérer (2.76) et (2.77)) dans la LMI (2.97). •

Remarque 2.4.1. La solution donnée par le théorème 2.4.1 est non convexe. Les gains K0

et K1 calculés par l'équation (2.79) existent si et seulement si la condition de rang suivante
est satisfaite

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
Y20 Y21 P2

Y30 Y31 P3

]
. (2.98)
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Pour la résolution de la LMI (2.78), nous appliquons l'algorithme de relaxation 2.1.
Dans ce cas, le test de rang est fait sur l'équation (2.98), les variables de l'étape 1 sont
remplacées par P1, P2, P3, Y20, Y21, Y30 et Y31, les variables de l'étape 3 sont remplacées par
P1, P2 et P3 avec Y20, Y21, Y30 et Y31 �xes et, �nalement, dans l'étape 5, les variables sont
remplacées par P1, Y20, Y21, Y30 et Y31 avec P2 et P3 �xes. Ainsi, la remarque 2.2.1 adaptée
à ce cas reste valable. p

Remarque 2.4.2. Tout au long de cette analyse le terme Bwv(t)dw0(t) n'a pas été pris en
compte dans le système (2.68), car ce terme aurait introduit dans l'égalité (2.93) le terme

2vT (t)B̂T
wP∆Âw1(t)ξ(t) que l'on aurait pu borner par l'inégalité suivante (en appliquant

les lemmes de majoration B.1.1)

2vT (t)B̂T
wP∆Âw1(t)ξ(t) 6 vT (t)

(
µ−1

4 B̂T
wPH01H

T
01PB̂w

)
v(t) + µ4ξ

T (t)HTHξ(t), (2.99)

et alors on aurait eu le terme suivant dans la relation de Θ1 de l'équation (2.95)

ϕµ−1
3

(
ÂT

w0PH01H
T
01PÂw0

)
ϕµ−1

4 B̂T
wPH01H

T
01PB̂w

ϕµ−1
4 B̂wPHT

01H01PB̂T
w 0

+ ϕµ4

[
HTH 0

0 0

]
, (2.100)

à la place du terme ϕµ−1
3

(
ÂT

w0PH01H
T
01PÂw0

)
0

0 0

 , (2.101)

donc on aurait une bilinéarité que l'on n'aurait pas pu enlever. Cette bilinéarité est,
en e�et, due aux deux termes antidiagonaux et au zéro qui est sur la diagonale. p

2.4.4 Exemple numérique

Considérons le système (2.68) dans le cas particulier où les di�érentes matrices de ce
système sont données par

At0 =


−1.5 1 −1

0.5 −2.5 1

0 −0.3 −3.5

 , At1 =


−0.5 −0.2 0.04

0.9 −0.1 −0.02

1 −0.01 −1.2

 , B0 =


−0.1 0

−1 −3

0.6 0.5

 ,

Aw0 =


−0.01 0 0.02

0.05 −0.3 −0.01

−0.2 0 −0.2

 , Aw1 =


−0.1 −0.02 0.04

−0.1 −0.1 −0.002

0.05 −0.001 −0.2

 , C =

[
1 0 0

0 1 0

]
.

La commande u1(t) est dé�nie comme dans (2.14), soit
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u1 min = −5 6 u1(t) 6 u1 max = 7,

et les conditions initiales sont

x(0) =


−1

0.5

1

 , x̂(0) =


0

0

0

 .

En vertu du théorème 2.4.1 et pour µ1 = 0.1, µ2 = 0.01 et µ3 = 0.01, la solution de
la LMI (2.78) est obtenue pour γ = 1 et les gains K0 et K1 sont obtenus à partir de la
relation (2.79)

K0 =


5.506 −10.009

4.460 48.640

−0.010 2.644

 , K1 = 10−3 ×


7.692 −100

−3.846 49.999

3.846 −50

 .

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (2.75). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 2.9) et l'évolution du signal d'erreur e(t) et du
signal de perturbation v(t) (�gure 2.10). Les simulations sont réalisées avec un coe�cient
de covariance entre les processus de Wiener w0(t) et w1(t) qui vaut ϕ = 0.0541.
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Fig. 2.9 � L'état x(t).
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Fig. 2.10 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).

2.5 Filtrage des systèmes stochastiques avec des me-

sures stochastiques

2.5.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique avec une mesure stochastique suivant, dans lequel
f(x(t), u(t), v(t)) de l'équation (1.2) est bilinéaire et g(x(t)) de l'équation (1.2) est linéaire

dx(t) = (At0x(t) + u1(t)At1x(t) + B0v(t))dt + Aw0x(t)dw0(t) (2.102a)

dy(t) = Cx(t)dt + J1x(t)dw1(t) (2.102b)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, v(t) ∈ IRq

représente les perturbations exogènes et u1(t) ∈ IR est une commande scalaire. wi(t), pour
i = 0, 1, est un processus de Wiener scalaire centré qui véri�e (2.69).

Notre objectif est de construire un �ltre de la forme suivante

dx̂(t) = (At0x̂(t) + u1(t)At1x̂(t)) dt + K0 (dy(t)− Cx̂(t)dt)

+u1(t)K1 (dy(t)− Cx̂(t)dt) (2.103a)

où K0 et K1 sont des gains matriciels à déterminer tels que l'erreur e(t) = x(t)− x̂(t) soit
stable en moyenne quadratique.
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La dynamique de l'erreur e(t) est donnée alors par l'équation suivante

de(t) = (At0 −K0C + u1(t)(At1 −K1C)) e(t)dt + B0v(t)dt

+ Aw0x(t)dw0(t)− (K0 + u1(t)K1) J1x(t)dw1(t). (2.104)

Considérons le vecteur d'état augmenté ξ(t) dé�ni dans (2.73). La dynamique du
système augmenté (2.102) et (2.104) est donnée par

dξ(t) = (At0ξ(t) + u1(t)At1ξ(t) + B0v(t))dt +Aw0ξ(t)dw0(t)

+(Aw1 + u1(t)Aw2)ξ(t)dw1(t) (2.105a)

e(t) = Cξ(t) (2.105b)

avec

At0 =

[
At0 0

0 At0 −K0C

]
, At1 =

[
At1 0

0 At1 −K1C

]
, B0 =

[
B0

B0

]
,

Aw0 =

[
Aw0 0

Aw0 0

]
, Aw1 =

[
0 0

−K0J1 0

]
, Aw2 =

[
0 0

−K1J1 0

]
, C =

[
0 In

]
.

Hypothèse 2.5.1. Nous supposons que le système stochastique (2.102) avec v(t) ≡ 0 est
exponentiellement stable en moyenne quadratique (voir dé�nition 1.4.12).

Problème 2.5.1. Le problème à résoudre est de construire un �ltre de la forme (2.103)
tel que le système augmenté (2.105) est exponentiellement stable en moyenne quadratique
et que, pour un γ > 0 donné, la performance H∞ suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(2.106)

soit véri�ée.

2.5.2 Passage du système stochastique avec une commande vers
un système avec incertitudes paramétriques

Comme dans le paragraphe 2.3.1.2, pour étudier la stabilité du système augmenté
(2.105), nous faisons le même changement de variable sur la commande u1(t) donné par
l'équation (2.20) (voir aussi (2.21) et (2.22)). Et donc, ce système augmenté (2.105) peut
être réécrit sous la forme suivante

dξ(t) =
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt + Âw0ξ(t)dw0(t)

+
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
ξ(t)dw1(t) (2.107a)

e(t) = Ĉξ(t) (2.107b)

où

Ât0 = At0 + α1At1, ∆Ât0(t) = H1∆ξ(ε1(t))H,
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B̂0 = B0, Âw0 = Aw0,

Âw1 = Aw1 + α1Aw2, ∆Âw1(t) = H02∆ξ(ε1(t))H,

Ĉ = C,

avec

H1 = σ1At1, H02 = σ1Aw2,

H = I2n, ∆ξ(ε1(t)) = ε1(t)I2n.

Notons, qu'à partir de (2.22), ∆ξ(ε1(t)) véri�e l'équation (2.24).

Lemme 2.5.1. La stabilité exponentielle en moyenne quadratique du système (2.102) est
équivalente à la stabilité exponentielle robuste stochastique du système (2.107).

2.5.3 Synthèse du �ltre et performance H∞

Le théorème suivant garantit la stabilité en moyenne quadratique et la performance
H∞ du système (2.107).

Théorème 2.5.1 (La stabilité et la performance H∞). Le problème 2.5.1 du �l-
trage H∞ stochastique est résolu pour le système (2.102) avec le �ltre (2.103) tel que la
dynamique de l'erreur (2.104) soit exponentiellement stable en moyenne quadratique si,
pour un réel γ > 0 donné, il existe des réels µ1 > 0, µ2 > 0 et µ3 > 0 et des matrices
P1 = P T

1 ∈ IRn×n, P2 = P T
2 ∈ IRn×n, P3 ∈ IRn×n, Y20 ∈ IRn×p, Y21 ∈ IRn×p, Y30 ∈ IRn×p et

Y31 ∈ IRn×p tels que la LMI suivante soit véri�ée



(1, 1) (1, 2) (P1 + P3)B0 σ1P1At1 (1, 5) AT
w0(P1 + P T

3 )

(1, 2)T (2, 2) (P T
3 + P2)B0 σ1P

T
3 At1 (2, 5) 0

BT
0 (P1 + P T

3 ) BT
0 (P3 + P2) −γ2Iq 0 0 0

σ1A
T
t1P1 σ1A

T
t1P

T
3 0 −µ1In 0 0

(1, 5)T (2, 5)T 0 0 −µ1In 0

(P1 + P3)Aw0 0 0 0 0 −P1

(P T
3 + P2)Aw0 0 0 0 0 −P T

3

(1, 8)T 0 0 0 0 0

−(Y30 + α1Y31)J1 0 0 0 0 0

−(Y20 + α1Y21)J1 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0
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AT
w0(P3 + P2) (1, 8) −JT

1 (Y T
30 + α1Y

T
31) −JT

1 (Y T
20 + α1Y

T
21) 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−P3 0 0 0 0

−P2 0 0 0 0

0 −µ3In 0 0 0

0 0 −P1 −P3 −σ1Y31J1

0 0 −P T
3 −P2 −σ1Y21J1

0 0 −σ1J
T
1 Y T

31 −σ1J
T
1 Y T

21 −µ2In



< 0, (2.108)

où

(1, 1) = P1 (At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
T

P1 + (µ1 + µ2 + ϕµ3)In

+ ϕ
(
AT

w0 (Y20 + Y30 + α1(Y21 + Y31)) J1 + JT
1

(
Y T

20 + Y T
30 + α1(Y

T
21 + Y T

31)
)
Aw0

)
,

(1, 2) = P3(At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
TP3 − Y30C − α1Y31C,

(2, 2) = P2 (At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
T

P2 − Y20C − CTY T
20 − α1

(
Y21C + CTY T

21

)
+ (1 + µ1 + µ2 + ϕµ3)In,

(1, 5) = σ1(P3At1 − Y31C),

(2, 5) = σ1(P2At1 − Y21C),

(1, 8) = ϕ
1
2 σ1A

T
w0(Y21 + Y31)J1,

et que les gains matriciels K0 et K1 soient solution de l'équation suivante[
P2

P3

] [
K0 K1

]
=

[
Y20 Y21

Y30 Y31

]
. (2.109)

n

Démonstration. Pour démontrer ce théorème, il su�t de suivre les mêmes démarches faites
dans la démonstration du théorème 2.4.1. •

Remarque 2.5.1. La solution donnée par le théorème 2.5.1 est non convexe. Les gains
K0 et K1 calculés par l'équation (2.109) existent si et seulement si la condition de rang
suivante est satisfaite

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
Y20 Y21 P2

Y30 Y31 P3

]
. (2.110)

Pour la résolution de la LMI (2.108), nous appliquons l'algorithme de relaxation 2.1.
Dans ce cas, le test de rang est fait sur l'équation (2.110), les variables de l'étape 1 sont
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remplacées par P1, P2, P3, Y20, Y21, Y30 et Y31, les variables de l'étape 3 sont remplacées par
P1, P2 et P3 avec Y20, Y21, Y30 et Y31 �xes et, �nalement, dans l'étape 5, les variables sont
remplacées par P1, Y20, Y21, Y30 et Y31 avec P2 et P3 �xes. Ainsi, la remarque 2.2.1 adaptée
à ce cas reste valable. p

2.5.4 Exemple numérique

Considérons le système (2.102). Les di�érentes matrices de ce système sont données
par

At0 =


−1.5 1 −1

0.5 −2.5 1

0 −0.6 −3.5

 , At1 =


−0.01 0.1 0

0 −0.05 0

0.15 0 −0.02

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

 ,

Aw0 =


1 0 0.2

0.5 0.3 −0.1

−0.2 0 0.2

 , J1 =

[
−0.03 0 −0.03

0 −0.01 0

]
, C =

[
1 0 0

0 1 0

]
.

La commande u1(t) est dé�nie comme dans (2.14), soit

u1 min = −5 6 u1(t) 6 u1 max = 6,

et les conditions initiales sont

x(0) =


−1

0.5

1

 , x̂(0) =


0

0

0

 .

En vertu du théorème 2.5.1 et pour µ1 = 6.3008, µ2 = 0.1311 et µ3 = 3.5733, la
solution de la LMI (2.108) est obtenue pour γ = 8 et les gains K0 et K1 sont obtenus à
partir de la relation (2.109)

K0 =


−20.9706 254.9143

−14.9540 162.3214

5.6050 −62.5710

 , K1 =


−0.0144 0.1207

−0.0112 −0.0336

0.0978 −0.0057

 .

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (2.107). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 2.11) et l'évolution du signal d'erreur e(t) et du
signal de perturbation v(t) (�gure 2.12). Les simulations sont réalisées avec un coe�cient
de covariance entre les processus de Wiener w0(t) et w1(t) qui vaut ϕ = 0.0235.
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Fig. 2.11 � L'état x(t).
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Fig. 2.12 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).
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2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le �ltrage H∞ d'ordre plein pour di�érentes classes
des systèmes stochastiques.

Le critère H∞ qui exprime l'attenuation entre la norme du signal de perturbation v(t)
et la norme de l'erreur d'estimation e(t) par un réel γ > 0 a été retenu comme un indice
de performance.

Un changement de variable est utilisé pour transformer la présence d'une bilinéarité
en une incertitude paramétrique. En utilisant la formule d'Itô et des lemmes de majora-
tion sur le système devenu �incertain�, nous avons développé pour chaque système étudié
une LMI couplée à une contrainte égalité qui assure la stabilité exponentielle en moyenne
quadratique et qui véri�e l'indice de performance H∞.

La résolution de cette LMI avec contrainte nous a permis de calculer les matrices du
�ltre H∞ pour chaque cas traité.
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3.1 Introduction

Pour des raisons liées à des limitations de temps de calcul ou à l'implantation en temps
réel, le �ltrage d'ordre réduit, c'est-à-dire d'ordre inférieur à celui du système, est préféré
au �ltrage d'ordre plein, en particulier pour les systèmes de grande dimension. Un autre
intérêt des �ltres d'ordre réduit est l'estimation d'une combinaison linéaire de l'état (la
partie utile seulement), par exemple la synthèse d'une commande par retour d'état estimé
u(t) = Lx̂(t) où u(t) ∈ IRm et x̂(t) ∈ IRn avec m < n.

Le �ltrage d'ordre réduit pour les systèmes déterministes, dans lequel on estime tout
le vecteur de l'état via un �ltre dont l'ordre est inférieur à la dimension de l'état estimé,
a été traité dans [Lue66, Lue71, O'R78] : il s'agit de l'observateur de Luenberger. Le
�ltrage d'ordre réduit est dit fonctionnel lorsqu'on ne souhaite estimer qu'une combinaison
linéaire de l'état. Ce problème a été traité dans [Dar00a]. L'utilisation des factorisations
dans le domaine fréquentiel pour synthétiser un observateur de Luenberger est abordé
dans [Hip89]. L'application des observateurs de Luenberger dans le cadre du �ltrage de
Kalman a été étudiée dans [NHS87, HW90, WH90, PSS91, KSN92]. Le �ltrage fonctionnel
au sens de Kalman est résolu dans [Dar00b], d'une part, et au sens H∞ d'ordre réduit
dans [GW97, YH97, WG98, DZS01], d'autre part.

Le problème du �ltrage d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques au sens H∞ est
peu abordé dans la littérature [XC02].
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3.1. Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter le �ltrage d'ordre réduit pour di�érentes classes
de systèmes stochastiques par ordre croissant de complexité du système.

Dans la section 3.2, (voir [SHR+04]), le système considéré est donné par

dx(t) = (At0x(t) + B0v(t))dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t)

y(t) = Cx(t) + D0v(t)

z(t) = Lx(t).

Dans la section 3.3, le système considéré présente m bilinéarités état-commande dans
la dérive de la dynamique de l'état et écrit sous la forme

dx(t) =

(
At0x(t)+

m∑
i=1

ui(t)Atix(t)+B0v(t)

)
dt + (Aw0x(t)+Bwv(t)) dw(t)

y(t) = Cx(t)

z(t) = Lx(t).

Dans la section 3.4, le système considéré présente une bilinéarité état-commande dans
la dérive et des bruits multiplicatifs bilinéaires dans la di�usion de la dynamique de l'état

dx(t) = ((At0 + u1(t)At1) x(t) + B0v(t)) dt + Aw0x(t)dw0(t) + u1(t)Aw1x(t)dw1(t)

y(t) = Cx(t)

z(t) = Lx(t).

Dans la section 3.5, (voir [HSR+06]), le système étudié présente une bilinéarité état-
commande dans la dérive de la dynamique de son état qui est a�ectée par un bruit
multiplicatif ainsi que son équation de mesures

dx(t) = (At0x(t) + u1(t)At1x(t) + B0v(t)) dt + Aw0x(t)dw0(t)

dy(t) = Cx(t)dt + J1x(t)dw1(t)

z(t) = Lx(t).

Dans la section 3.6, (voir [SHR+04]), nous avons considéré un système stochastique
avec des incertitudes paramétriques

dx(t) = ((At0 + ∆At0(t))x(t) + (B0 + ∆B0(t))v(t)) dt

+ ((Aw0 + ∆Aw0(t))x(t) + (Bw + ∆Bw(t))v(t)) dw(t)

y(t) = Cx(t) + D0v(t)

z(t) = Lx(t).

Plusieurs auteurs se sont intéressés à l'étude de la commande pour les systèmes sto-
chastique comme Florchinger dans [Flo97], Ugrinovskii dans [Ugr98] et Chen et Zhang
dans [CZ04]. La commande H∞ basée sur un observateur pour un système stochastique
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avec des incertitudes paramétriques est traité dans la section 3.7 (voir [ZHR+05]) pour le
système suivant

dx(t) = ((At0 + ∆At0(t))x(t) + (B0 + ∆B0(t))v(t)) dt + Bu(t)dt

+ ((Aw0 + ∆Aw0(t))x(t) + (Bw + ∆Bw(t))v(t)) dw(t)

y(t) = (C + ∆C(t)) x(t) + (D0 + ∆D0(t)) v(t)

z(t) = C1x(t) + D1v(t) + D2u(t).

L'approche utilisée pour traiter les systèmes bilinéaires est basée sur un changement
de variable qui transforme la bilinéarité état-commande en une incertitude paramétrique.
Puis, en utilisant la formule d'Itô, la résolution d'une condition écrite sous la forme d'une
équation de Sylvester qui permet d'exprimer les matrices du �ltre d'ordre réduit en fonc-
tion d'un gain unique Z et des lemmes de majoration sur le système devenu �incertain�,
nous arrivons à une formulation LMI avec une contrainte égalité qui garantit la stabilité
exponentielle en moyenne quadratique et la performance H∞ du système. Les matrices
du �ltre sont exprimées en fonction du gain Z. Un exemple illustratif est présenté pour
chaque cas traité.

3.2 Filtrage d'ordre réduit pour les systèmes stochas-

tiques sans commande

3.2.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique suivant, dans lequel f(x(t), v(t)) et g(x(t), v(t))
de l'équation (1.2) sont linéaires

dx(t) = (At0x(t) + B0v(t))dt + (Aw0x(t) + Bwv(t))dw(t) (3.1a)

y(t) = Cx(t) + D0v(t) (3.1b)

z(t) = Lx(t) (3.1c)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, z(t) ∈
IRr est une combinaison linéaire des composantes du vecteur d'état x(t) avec r < n, et
v(t) ∈ IRq représente les perturbations exogènes. w(t) est un processus de Wiener scalaire
centré qui véri�e (1.5). Sans perte de généralité, nous supposons que rang L = r.

L'objectif est de synthétiser un �ltre fonctionnel pour estimer z(t).

Hypothèse 3.2.1. Nous supposons que le système (3.1) avec v(t) ≡ 0 est exponentielle-
ment stable en moyenne quadratique.

Problème 3.2.1. Notre but est de construire un �ltre fonctionnel d'ordre réduit de la
forme suivante

dη(t) = M0η(t)dt + N0y(t)dt (3.2a)

ẑ(t) = η(t) + Ry(t) (3.2b)
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où η(t) ∈ IRr (avec r < n) est le vecteur d'état du �ltre et les matrices M0, N0 et R sont à
déterminer a�n que l'erreur d'estimation e(t) = z(t) − ẑ(t) soit stable exponentiellement
en moyenne quadratique (voir dé�nition 1.4.12) et véri�e la performance H∞

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(3.3)

pour un γ > 0 et pout tout v(t) ∈ L̂2 ([0,∞] ; IRm).

En utilisant (3.1c), l'erreur d'estimation devient

e(t) = Lx(t)− ẑ(t) = ε(t)−RD0v(t) (3.4)

avec

ε(t) = Tx(t)− η(t), (3.5)

T = L−RC. (3.6)

A partir de (3.5), nous avons

dε(t) = Tdx(t)− dη(t) (3.7)

qui est équivalent, d'après (3.1) et (3.2), à

dε(t) = T ((At0x(t) + B0v(t)) dt + (Aw0x(t) + Bwv(t)) dw(t))

−M0η(t)dt−N0 (Cx(t) + D0v(t)) dt. (3.8)

En posant η(t) = Tx(t)− ε(t) dans (3.8), nous avons

dε(t) = (M0ε(t) + (TAt0 −M0T −N0C) x(t) + (TB0 −N0D0) v(t)) dt

+ (TAw0x(t) + TBwv(t)) dw(t). (3.9)

En dé�nissant l'état augmenté suivant

ξ(t) =

[
x(t)

ε(t)

]
, (3.10)

le système augmenté obtenu à partir de l'équation d'erreur (3.9) et l'équation de la dyna-
mique d'état (3.1a) est donné par

dξ(t) = (At0ξ(t) + B0v(t)) dt + (Aw0ξ(t) + Bwv(t)) dw(t) (3.11a)

e(t) = Cξ(t)−RD0v(t) (3.11b)

avec

At0 =

[
At0 0

TAt0 −M0T −N0C M0

]
, B0 =

[
B0

(TB0 −N0D0)

]
,
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Aw0 =

[
Aw0 0

TAw0 0

]
, Bw =

[
Bw

TBw

]
, C =

[
0 Ir

]
.

A�n de supprimer l'e�et direct de l'état x(t) dans la dérive de la dynamique de l'erreur
d'observation, on pose la condition suivante

TAt0 −M0T −N0C = 0, (3.12)

qui correspond à une équation de Sylvester.
Ceci est �équivalent� à la condition de non biais pour les systèmes linéaires détermi-

nistes [DZS01].

Remarque 3.2.1. La contrainte (3.12) sert à transformer la matrice At0 dans le système
augmenté (3.11) en une matrice bloc-diagonale. Ceci ressemble à l'approche du �ltrage
d'ordre plein dans lequel l'e�et de l'état dans la dynamique de l'erreur y est également
annulé. En fait, nous pouvons retrouver les matrices correspondantes à l'ordre plein en
posant

T = I (3.13a)

M0 = At0 −K0C. (3.13b)

p

3.2.2 Résolution de l'équation de Sylvester

Dans la suite, nous allons utiliser la condition de Sylvester (3.12) pour exprimer toutes
les matrices du �ltre (3.2) en fonction d'une matrice de gain unique Z.

Puisque [L† (In − L†L) ] est de rang plein lignes, l'équation (3.12) est équivalente à

(TAt0 −M0T −N0C)
[
L† In − L†L

]
= 0, (3.14)

où L† est une inverse généralisée de L et satisfait L = LL†L [LT85]. Puisque rang L = r,
on a LL† = Ir et la relation (3.14) devient

0 = TAt0L
† −M0TL† −N0CL†, (3.15a)

0 = TA + M0RC −N0C, (3.15b)

où

A = At0(In − L†L), (3.16a)

C = C(In − L†L). (3.16b)

En utilisant (3.6) et la relation LL† = Ir, l'équation (3.15a) donne

M0 = LAt0L
† −RCAt0L

† + M0RCL† −N0CL†

= LAt0L
† −RCAt0L

† − (N0 −M0R)CL†

= LAt0L
† −
[
R N0 −M0R︸ ︷︷ ︸

K0

][
CAt0L

†

CL†

]
(3.17)
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que l'on écrit sous la forme

M0 = A−KC, (3.18)

avec

A = LAt0L
†, (3.19a)

C =

[
CAt0L

†

CL†

]
, (3.19b)

K=
[
R K0

]
, (3.19c)

K0 = N0 −M0R. (3.19d)

Puis, les relations (3.6), (3.19c) et (3.19d) nous permettent de réécrire l'équation
(3.15b) sous la forme

KΣ =
[
0 LA

]
, (3.20)

où

Σ =

[
D CA

0 C

]
, (3.21)

et, s'il existe une solution générale à l'équation (3.20), elle est alors donnée par

K = LA Σ
†
+ Z(I2p − Σ Σ

†
), (3.22)

avec

Z =
[
ZR Z0

]
, (3.23)

où Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées.
La solution de la contrainte (3.12) existe si et seulement si la condition de rang (C.20)

est véri�ée (voir annexe C, lemme C.1.1).
En utilisant la dé�nition de T et les équations (3.19) et (3.22), la relation (3.18) devient

M0 = At − ZCt, (3.24)

où

At = A−
[
0 LA

]
Σ
†
C, Ct = (I2p − Σ Σ

†
)C.

En utilisant les développements précédents, la fonction de transfert de v(t) vers e(t)
donnée par (3.4) et (3.9), devient

dε(t) = ((At − ZCt) ε(t) + (LB0 −RCB0 −K0D0 − AtRD0 + ZCtRD0) v(t)) dt

+ (TAw0x(t) + TBwv(t)) dw(t) (3.25a)

e(t) = ε(t)−RD0v(t) (3.25b)
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Nous allons maintenant imposer la contrainte suivante

RD0 = 0. (3.26)

Nous introduisons cette contrainte pour deux raisons.
D'une part, le fait de considérer RD0 = 0 évite d'avoir une bilinéarité pour le gain Z

dans l'équation (3.25a), ce qui �linéarise� ce problème de �ltrage, et nous pourrons, plus
loin, l'exprimer sous la forme d'une LMI.

D'autre part, avec la relation (3.25b), on obtient e(t) = ε(t) et la fonction de transfert
de v(t) vers e(t), donnée par (3.25), n'a plus de terme direct et devient

de(t) = ((At − ZCt) e(t) + (B01 − ZB02) v(t)) dt

+ ((Aw(01) − ZAw(02)) x(t) + (Bw(01) − ZBw(02)) v(t)) dw(t), (3.27)

où

B01 = LB0 −
[
0 LA

]
Σ
†

[
CB0

D0

]
, B02 = (I2p − Σ Σ

†
)

[
CB0

D0

]
,

Aw(01) = LAw0 −
[
0 LA

]
Σ
†

[
CAw0

0

]
, Aw(02) = (I2p − Σ Σ

†
)

[
CAw0

0

]
,

Bw(01) = LBw −
[
0 LA

]
Σ
†

[
CBw

0

]
, Bw(02) = (I2p − Σ Σ

†
)

[
CBw

0

]
.

Sous les contraintes (3.12) et (3.26), le système augmenté (3.11) peut être réécrit sous
la forme suivante (voir [Dar00a, DZS01]) avec les notations de la relation (3.27)

dξ(t) =

([
At0 0

0 At − ZCt

]
ξ(t) +

[
B0

B01 − ZB02

]
v(t)

)
dt

+

([
Aw0 0

Aw(01) − ZAw(02) 0

]
ξ(t) +

[
Bw

Bw(01) − ZBw(02)

]
v(t)

)
dw(t) (3.29a)

e(t) =
[
0 Ir

]
ξ(t) (3.29b)

3.2.3 Synthèse du �ltre d'ordre réduit et performance H∞

Nous pouvons alors écrire le système augmenté (3.29) comme

dξ(t) =
(
Ât0ξ(t) + B̂0v(t)

)
dt +

(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)
dw(t) (3.30a)

e(t) = Ĉξ(t) (3.30b)

où les matrices Ât0, B̂0, Âw0, B̂w et Ĉ peuvent être déduites directement de (3.29).
Le théorème suivant donne le �ltre H∞ stochastique d'ordre réduit.
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Théorème 3.2.1. Si la condition de rang (C.19) est véri�ée, le système stochastique
(3.1) admet le �ltre (3.2) qui assure la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du
signal d'erreur (3.4) et la performence H∞ (3.3) si, pour un réel γ > 0 donné, il existe
des matrices P1 = P T

1 ∈ IRn×n, P2 = P T
2 ∈ IRr×r, P3 ∈ IRn×r, Y2 ∈ IRr×2p et Y3 ∈ IRn×2p

telles que la LMI suivante soit véri�ée



P1At0 + AT
t0P1 AT

t0P3 + P3At − Y3Ct P1B0 + P3B01 − Y3B02

P T
3 At0 + AT

t P T
3 − CT

t Y T
3 P2At + AT

t P2 − Y2Ct − CT
t Y T

2 P T
3 B0 + P2B01 − Y2B02

BT
0 P1 + BT

01P
T
3 − BT

02Y
T
3 BT

0 P3 + BT
01P2 − BT

02Y
T
2 −γ2Iq

P1Aw0 + P T
3 Aw(01) − Y3Aw(02) 0 P1Bw + P3Bw(01) − Y3Bw(02)

P T
3 Aw(01) − Y2Aw(02) 0 P T

3 Bw + P2Bw(01) − Y2Bw(02)

0 Ir 0

AT
w0P1 + AT

w(01)P3 − AT
w(02)Y

T
3 AT

w(01)P3 − AT
w(02)Y

T
2 0

0 0 Ir

BT
wP1 + BT

w(01)P
T
3 − BT

w(02)Y
T
3 BT

wP3 + BT
w(01)P2 − BT

w(02)Y
T
2 0

−P1 P3 0

P T
3 −P2 0

0 0 −Ir


< 0, (3.31)

et que le gain Z soit solution de l'équation suivante[
P2

P3

]
Z =

[
Y2

Y3

]
. (3.32)

n

Démonstration. En vertu du théorème 1.6.2, le problème du �ltrage H∞ est résolu pour
le système (3.30), si et seulement s'il existe une matrice P = PT > 0 telle que l'inégalité
matricielle suivante soit véri�ée

PÂt0 + ÂT
t0P PB̂0 ÂT

w0P ĈT

B̂T
0 P −γ2Iq B̂T

wP 0

PÂw0 PB̂w −P 0

Ĉ 0 0 −Ir

 < 0. (3.33)

En prenant P = PT =

[
P1 P3

P T
3 P2

]
> 0 et en remplaçant les di�érentes matrices du

système (3.30) par leur expression, la LMI (3.31) est obtenue directement. •
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Remarque 3.2.2. La solution donnée par le théorème 3.2.1 est non convexe. La matrice du
gain Z calculée par l'équation (3.32) existe si et seulement si la condition de rang suivante
est satisfaite

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
Y2 P2

Y3 P3

]
. (3.34)

Pour la résolution de la LMI (3.31), nous appliquons l'algorithme de relaxation 2.1.
Dans ce cas, le test de rang est fait sur l'équation (3.34), les variables de l'étape 1 sont
remplacées par P1, P2, P3, Y2 et Y3, les variables de l'étape 3 sont remplacées par P1, P2

et P3 avec Y2 et Y3 �xes et, �nalement, dans l'étape 5, les variables sont remplacées par
P1, Y2 et Y3 avec P2 et P3 �xes.

Ainsi, la remarque 2.2.1 adaptée à ce cas reste valable. p

3.2.4 Exemple numérique

Considérons le système (3.1). Les di�érentes matrices de ce système sont données par

At0 =


−3.5 −1 1 0

0 −1.5 −1 0.5

1 1 −2 1

1 0 0.5 −1

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

0 −0.2

 ,

Aw0 =


0.2 −0.1 0 −0.3

−1 1 0 1

−0.6 0.1 0 −0.5

0.5 0.1 −0.5 −0.4

 , Bw =


−0.1 0.1

0.5 0

−0.6 0.2

0.5 −0.1

 ,

C =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
, D0 =

[
0 −1

0 −1

]
,

L =

[
0 0.5 0 −1

0 −1 0 0.5

]
.

Le gain Z calculé par la LMI (3.31) du théorème 3.2.1 est obtenu pour γ = 1.119

Z =

[
−7923.945 −6658.539 15197.665 7.0247

13527.306 10489.120 −22286.430 −10.196

]
.
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Ce calcul a été fait avec une matrice P bloc-diagonale de la forme

P =

[
P1 0

0 P2

]
.

Les matrices du �ltre (3.2) sont données par

M0 =

[
3.683 9.366

−6.673 −14.720

]
, N0 =

[
1.262 3.012

−3.176 −4.333

]
,

R =

[
−0.5 0.5

0.625 −0.625

]
.

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (3.30). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 3.1) et l'évolution du signal d'erreur ε(t) et du
signal de perturbation v(t) (�gure 3.2).
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Fig. 3.1 � L'état x(t).
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Fig. 3.2 � Le signal d'erreur ε(t) et le signal de perturbation v(t).

3.3 Filtrage d'ordre réduit pour les systèmes stochas-

tiques avec m commandes

3.3.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique suivant, dans lequel f(x(t), u(t), v(t)) de l'équa-
tion (1.2) est bilinéaire (m bilinéarités) et g(x(t), v(t)) de l'équation (1.2) est linéaire

dx(t) =

(
At0x(t)+

m∑
i=1

ui(t)Atix(t)+B0v(t)

)
dt + (Aw0x(t)+Bwv(t)) dw(t) (3.35a)

y(t) = Cx(t) (3.35b)

z(t) = Lx(t) (3.35c)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, z(t) ∈ IRr

est une combinaison linéaire des composantes du vecteur d'état x(t) avec r < n, v(t) ∈ IRq

représente les perturbations exogènes et ui(t) ∈ IR, pour i = 1, . . . ,m, sont des commandes
scalaires. w(t) est un processus de Wiener scalaire centré qui véri�e (1.5). Sans perte de
généralité, nous supposons que rang L = r.

On suppose que les commandes ui(t) pour i = 1, . . . ,m sont toutes bornées et appar-
tiennent à l'ensemble Γm suivant (voir paragraphe 2.3.2.1, équation (2.53))

Γm = {ui(t) ∈ IR | ui min 6 ui(t) 6 ui max pour i = 1, . . . ,m}. (3.36)
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L'objectif est de construire un �ltre d'ordre réduit de la forme suivante

dη(t) =

(
M0η(t) +

m∑
i=1

ui(t)Miη(t)

)
dt +

(
N0y(t) +

m∑
i=1

ui(t)Niy(t)

)
dt(3.37a)

ẑ(t) = η(t) + Ry(t) (3.37b)

où les matrices Mi, Ni pour i = 0, . . . ,m et R sont à déterminer.

Hypothèse 3.3.1. Nous supposons que le système (3.35) avec v(t) ≡ 0 est exponentiel-
lement stable en moyenne quadratique ∀u1(t) ∈ Γm.

Problème 3.3.1. Pour un réel γ > 0 donné, le but est de trouver les matrices du �ltre
d'ordre réduit (3.37) telles que l'erreur e(t) = z(t)− ẑ(t) soit exponentiellement stable en
moyenne quadratique et que pour un réel γ > 0 donné la performance H∞ suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(3.38)

soit véri�ée.

L'erreur d'estimation est donnée par

e(t) = (L−RC)x(t)− η(t). (3.39)

Soit

T = L−RC, (3.40)

alors, en utilisant (3.35a) et (3.37a), la dynamique de l'erreur devient

de(t) =

((
M0 +

m∑
i=1

Miui(t)

)
e(t) + TB0v(t)

)
dt + (TAt0 −M0T −N0C) x(t)dt

+
m∑

i=1

(TAti −MiT −NiC) ui(t)x(t)dt + T (Aw0x(t) + Bwv(t)) dw(t). (3.41)

A�n de supprimer l'e�et direct de l'état dans la dérive de la dynamique de l'erreur,
nous allons poser les contraintes suivantes

TAti −MiT −NiC = 0, pour i = 0, . . . ,m, (3.42)

qui correspondent à des équations de Sylvester.
Ceci est �équivalent� à la condition de non biais pour les systèmes linéaires détermi-

nistes [DZS01].
Considérons le vecteur d'état augmenté suivant

ξ(t) =

[
x(t)

e(t)

]
. (3.43)
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La dynamique du système augmenté constitué de (3.35a) et (3.41), en considérant les
équations de Sylvester (3.42), est donnée par

dξ(t) =

((
At0 +

m∑
i=1

Atiui(t)

)
ξ(t) + B0v(t)

)
dt + (Aw0ξ(t) + Bwv(t)) dw(t) (3.44)

avec

Ati =

[
Ati 0

0 Mi

]
, pour i = 0, . . . ,m, B0 =

[
B0

TB0

]
,

Aw0 =

[
Aw0 0

TAw0 0

]
, Bw =

[
Bw

TBw

]
.

3.3.2 Résolution des équations de Sylvester

Dans la suite, nous allons utiliser la condition de Sylvester (3.42) pour exprimer toutes
les matrices du �ltre (3.37) en fonction d'une matrice de gain unique Z.

L'équation (3.42) est équivalente à

(TAti −MiT −NiC)
[
L† In − L†L

]
= 0, pour i = 0, . . . ,m, (3.45)

où L† est une inverse généralisée de L et satisfait L = LL†L [LT85]. Puisque rang L = r,
on a LL† = Ir et la relation (3.45) devient

0 = TAtiL
† −MiTL† −NiCL†, pour i = 0, . . . ,m, (3.46a)

0 = TAi + MiRC −NiC, pour i = 0, . . . ,m, (3.46b)

où

Ai = Ati(In − L†L), pour i = 0, . . . ,m, (3.47a)

C = C(In − L†L). (3.47b)

En utilisant (3.40), l'équation (3.46a) donne

Mi = Ai −KiC i pour i = 0, . . . ,m, (3.48)

avec

Ai = LAtiL
†, (3.49a)

C i =

[
CAtiL

†

CL†

]
, (3.49b)

Ki =
[
R Ki

]
, (3.49c)

Ki = Ni −MiR. (3.49d)
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Puis, les relations (3.40), (3.49c) et (3.49d) nous permettent de réécrire l'équation
(3.46b) sous la forme

KΣ = LA, (3.50)

où

K =
[
R K0 · · · Km

]
, (3.51)

A =
[
A0 · · · Am

]
, (3.52)

Σ =



CA0 CA1 · · · CAm

C 0 · · · 0

0 C
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 · · · 0 C


, (3.53)

et, s'il existe une solution générale à l'équation (3.50), elle est alors donnée par

K = LA Σ
†
+ Z(I(m+2)p − Σ Σ

†
), (3.54)

avec
Z =

[
ZR Z0 · · · Zm

]
, (3.55)

où Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées.
La solution de la contrainte (3.45) existe si et seulement si la condition de rang (C.14)

est véri�ée (voir annexe C, lemme C.1.1).

3.3.3 Passage du système stochastique avec m commandes vers
un système avec incertitudes paramétriques

Comme dans le paragraphe 2.3.2.2, pour étudier la stabilité du système augmenté
(3.44), nous allons faire le changement de variable suivant sur les commandes ui(t)

ui(t) = αi + σiεi(t) (3.56)

où αi ∈ IR et σi ∈ IR pour i = 1, . . . ,m sont donnés par

αi =
1

2
(uimin + uimax), σi =

1

2
(uimax − uimin), i = 1, . . . ,m, (3.57)

et α0 = 1 et σ0 = 0.
Les nouvelles variables �incertaines� sont les εi(t) ∈ Γm ⊂ IR où le polytope Γm est

dé�ni par

Γm = {εi(t) ∈ IR | εimin = −1 6 εi(t) 6 εimax = 1 pour i = 1, . . . ,m} . (3.58)
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Donc, la dynamique de l'erreur (3.41) peut être réécrite comme

de(t) =
(
At − ZCt + (Ãt − ZC̃t)∆ε(ε(t))He

)
e(t)dt + (B01 − ZB02) v(t)dt

+ ((Aw(01) − ZAw(02)) x(t) + (Bw(01) − ZBw(02)) v(t)) dw(t) (3.59)

où

At =
m∑

i=0

αiAi − LA Σ
†
Λ, Ct = (I(m+2)p − Σ Σ

†
)Λ,

Ãt =
[
σ1A1 · · · σmAm

]
− LA Σ

†
Υ, C̃t = (I(m+2)p − Σ Σ

†
)Υ,

B01 = LB0 − LA Σ
†
Φ, B02 = (I(m+2)p − Σ Σ

†
)Φ,

Aw(01) = LAw0 − LA Σ
†
Ψ, Aw(02) = (I(m+2)p − Σ Σ

†
)Ψ,

Bw(01) = LBw − LA Σ
†
Θ, Bw(02) = (I(m+2)p − Σ Σ

†
)Θ,

et

Λ =


∑m

i=0 αiCAtiL
†

α0CL†

...

αmCL†

 , Υ =



σ1CAt1L
† · · · σmCAtmL†

0 · · · 0

σ1CL† . . .
...

...
... 0

· · · 0 σmCL†


,

Φ =


CB

0
...

0

 , Ψ =


CAw0

0
...

0

 , Θ =


CBw

0
...

0

 , He =


Ir

...

Ir

 ,

∆ε(ε(t)) = bdiag(ε1(t)Ir, . . . , εm(t)Ir).

En utilisant la dé�nition (3.58), la matrice ∆ε(ε(t)) véri�e

‖∆ε(ε(t))‖ 6 1. (3.62)

En utilisant (3.56), l'équation d'état (3.35a) devient

dx(t) =

((
m∑

i=0

αiAti +
m∑

i=1

σiεi(t)Ati

)
x(t) + B0v(t)

)
dt + (Aw0x(t) + Bwv(t)) dw(t).

(3.63)
Donc le système augmenté (3.44) s'écrit

dξ(t) =
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt +

(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)
dw(t) (3.64)

où

Ât0 =

[
Aα 0

0 At − ZCt

]
, Aα =

m∑
i=0

αiAti, ∆Ât0 = H1∆ξ(ε(t))H,
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B̂0 =

[
B0

B01 − ZB02

]
, Âw0 =

[
Aw0 0

Aw(01) − ZAw(02) 0

]
, B̂w =

[
Bw

Bw(01) − ZBw(02)

]
,

avec

H1 =

[
σ1At1 · · · σmAtm 0

0 · · · 0 Ãt − ZC̃t

]
, H =

[
In · · · In 0 · · · 0

0 · · · 0 Ir · · · Ir

]T

,

∆ξ(ε(t)) = bdiag(ε1(t)In, . . . , εm(t)In, ε1(t)Ir, . . . , εm(t)Ir).

Il est à noter qu'à partir de (3.58), ∆ξ(ε(t)) véri�e

‖∆ξ(ε(t))‖ 6 1. (3.65)

3.3.4 Synthèse du �ltre d'ordre réduit et performance H∞

Considérons le système obtenu par l'équation (3.64)

dξ(t) =
((

Ât0 + ∆Ât0

)
ξ(t) + B̂0v(t)

)
dt +

(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)
dw(t) (3.66a)

e(t) = Ĉξ (3.66b)

où Ĉ =
[
0 Ir

]
. (3.67)

Le théorème suivant permet d'obtenir le gain Z et donc de synthétiser le �ltre (3.37).

Théorème 3.3.1. Si la condition de rang (C.14) est véri�ée, le problème 3.3.1 du �ltrage
H∞ d'ordre réduit est résolu pour le système (3.35) avec le �ltre (3.37) tel que la dynamique
de l'erreur d'estimation (3.41) est exponentiellement stable en moyenne quadratique si,
pour un réel γ > 0 donné, il existe un réel µ > 0, et des matrices P = PT et Q = QT ,
P, Q ∈ IR(n+r)×(n+r) tels que Ku 0

0 I((n+r)×m+q)

T

×



At0P + PA
T

t0 PĈT PH
T

1 PA
T

w0 µH B0

ĈP −In+r 0 PB
T

w 0 0

H1P 0 −µI(n+r)m 0 0 0

Aw0P BwP 0 −P 0 0

µHT 0 0 0 −µI(n+r)m 0

B
T

0 0 0 0 0 −γ2Iq


×

 Ku 0

0 I((n+r)×m+q)

 < 0, (3.68)
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 Ky 0

0 I((n+r)×(m+1))

T

×



QAt0 + A
T

t0Q QB0 QH A
T

w0Q µH
T

1 ĈT

B
T

0 Q −γ2Iq 0 B
T

wQ 0 0

HT Q 0 −µI(n+r)m 0 0 0

QAw0 QBw 0 −Q 0 0

µH1 0 0 0 −µI(n+r)m 0

Ĉ 0 0 0 0 −In+r


×

 Ky 0

0 I((n+r)×(m+1))

 < 0, (3.69)

In+r = PQ, (3.70)

où

At0 =

[
Aα 0

0 At

]
, B0 =

[
B0

B01

]
, Aw0 =

[
Aw0 0

Aw(01) 0

]
, Bw =

[
Bw

Bw(01)

]
,

Ct =
[
0 Ct

]
, C̃t =

[
0 C̃t

]
, Âw =

[
Aw(02) 0

]
, I0,r =

[
0 Ir

]T

,

H1 =

[
σ1At1 · · · σmAtm 0

0 · · · 0 Ãt

]
, I(n+r)m = bdiag(Inm

, Irm
),

et les matrices Ky et Ku sont respectivement les bases des noyaux de


Ct B02

Âw Bw(02)

C̃t 0

 et


−IT

0,r 0 0 0 0

0 0 0 −IT
0,r 0

0 0 0 0 −IT
0,r


T

. Tous les gains Z sont donnés par

Z = H
†
RKG

†
L + Z−H

†
RHRZGLG

†
L, (3.72)

avec

K = −R−1
1 H

T

LS1G
T

R

(
GRS1G

T

R

)−1

+ R−1
1 S1/2

2 R2

(
GRS1G

T

R

)−1/2

,

S1 =
(
HLR−1

1 H
†
L −Q

)−1

> 0,

S2 = R1 −H
T

L

(
S1 − S1G

T

R

(
GRS1G

T

R

)−1

GRS1

)
HL,
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Q =



QAt0 + A
T

t0Q QB0 QH A
T

w0Q µH
T

1 ĈT

B
T

0 Q −γ2Iq 0 B
T

wQ 0 0

HT Q 0 −µI(n+r)m 0 0 0

QAw0 QBw 0 −Q 0 0

µH1 0 0 0 −µI(n+r)m 0

Ĉ 0 0 0 0 −In+r


.

Les matrices R1, R2 et Z sont arbitraires et véri�ent les relations R1 = RT
1 > 0 et

‖R2‖ < 1. Les matrices HL, HR, GL et GR sont de rang plein et véri�ent H = HLHR et
G = GLGR avec

H =


−IT

0,rQT 0 0 0 0 0

0 0 0 −IT
0,rQT 0 0

0 0 0 0 −IT
0,r 0


T

,

G =


Ct B02 0 0 0 0

Âw Bw(02) 0 0 0 0

C̃t 0 0 0 0 0

 .

n

Démonstration. Supposons que, pour un réel γ > 0 et µ > 0, il existe une matrice

Q = Q
T

> 0 telle que

Q +

H


Z 0 0

0 Z 0

0 0 Z

G

+

G
T


ZT 0 0

0 ZT 0

0 0 ZT

H
T

 < 0. (3.73)

D'après le lemme de projection [IS94], cette solution Q existe si et seulement si les
matrices P = PT > 0 et Q = QT > 0, avec P = Q−1 (voir annexe D), sont les solutions
des LMIs (3.68) et (3.69) et de l'équation (3.70).

Les LMIs (3.68) et (3.69) sont déduites de (3.73). Les formules proposées dans [IS94]
(voir annexe B lemme B.3.1) nous permettent de trouver le gain Z (3.72).

Considérons la fonction de Lyapunov suivante

V (ξ(t)) = ξT (t)Pξ(t), avec P = PT > 0. (3.74)

En appliquant la formule d'Itô sur le système (3.64), nous avons

dV (ξ(t)) = LV (ξ(t))dt + 2ξT (t)
(
Âw0ξ(t) + B̂wv(t)

)
dw(t) (3.75)

avec

LV (ξ(t)) = 2ξT (t)P
(
(Ât0 + ∆Ât0)ξ(t) + B̂0v(t)

)
+ ξT (t)ÂT

0 PÂ0ξ(t). (3.76)
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En utilisant les lemmes de majoration (voir annexe B lemme B.1.1) et une intégration
par partie, nous pouvons montrer que le système augmenté (3.64) avec v(t) ≡ 0 est
exponentiellement stable en moyenne quadratique (voir la démonstration du théorème
2.3.1).

En e�et, en remarquant que l'équation (3.75) avec (3.76) pour v(t) ≡ 0 correspondent
à l'équation (2.29) avec (2.30), nous pouvons suivre les démarches de la démonstration
jusqu'à l'équation (2.44) et déduire la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du
système augmenté (3.64), pour v(t) ≡ 0, si la LMI (3.73) est satisfaite.

Maintenant, en suivant les démarches de la démonstration du théorème 2.3.1 pour
v(t) 6= 0, nous pouvons a�rmer que, si la LMI (3.73) est véri�ée, alors le système (3.64)
est stable et véri�e la performance H∞.

•

Remarque 3.3.1. Pour résoudre les LMIs du théorème avec l'égalité (3.70), nous devons
utiliser un algorithme heuristique de chute de rang pour obtenir des solutions locales à la
contrainte non convexe (3.70) (voir annexe D). Celui qui a donné le meilleur résultat, dans
notre cas, est l'algorithme de linéarisation avec complémentarité conique [EOA97]. p

3.3.5 Exemple numérique

Considérons le système (3.35) avec deux commandes. Les di�érentes matrices de ce
système sont données par

At0 =


−1.5 1 −1

0.5 −2.5 1

0 −0.6 −3.5

 , At1 =


−0.1 0.1 −0.03

0.2 −0.05 0.04

0.15 0.2 −0.02

 ,

At2 =


0.01 −0.02 0.04

−0.06 0.01 −0.02

0.03 −0.01 0.02

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

 ,

Aw0 =


−0.35 0.1 −0.2

−0.25 −0.3 0

−0.2 0 0.2

 , Bw =


−0.1 0.1

0.5 0

−0.6 0.2

 ,

C =

[
1 0 0

0 1 0

]
, L =

[
0 −1 1

1 0 −1

]
.
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Les commandes u1(t) et u2(t) sont dé�nies comme dans (3.36), soit

u1 min = −5 6 u1(t) 6 u1 max = 6,

u2 min = −7 6 u2(t) 6 u2 max = 8,

et les conditions initiales sont

x(0) =


−1

0.5

1

 , η(0) =

[
0

0

]
.

Le gain Z est obtenu de la relation (3.72) du théorème 3.3.1 pour γ = 9 et µ = 25.5308
est donné par

Z =

[
−0.9633 −2.8985 1.9872 −3.1750 −0.6573 −0.8893 0.1733

1.6339 1.4718 −0.6419 2.3150 −0.2040 0.0281 0.1181

]
.

Ce calcul a été fait avec une matrice P bloc-diagonale de la forme

P =

[
P1 0

0 P2

]
.

Finalement, les matrices du �ltre (3.37) sont données par

M0 =

[
−1.6626 0.5600

0.5600 −1.6626

]
, M1 =

[
0.0118 −0.0118

−0.0118 0.0118

]
, M2 =

[
−0.0102 0.0102

0.0102 −0.0102

]
,

N0 =

[
1.9210 −7.1830

0.2843 4.9777

]
, N1 =

[
0.3370 0.1351

−0.3370 −0.1351

]
, N2 =

[
−0.0146 −0.0211

0.0146 0.0211

]
,

R =

[
0.7454 −1.5320

0.2546 0.5320

]
.

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (3.66). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 3.3) et l'évolution du signal d'erreur e(t) et du
signal de perturbation v(t) (�gure 3.4).
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Fig. 3.3 � L'état x(t).
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Fig. 3.4 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).
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3.4 Filtrage d'ordre réduit pour les systèmes stochas-

tiques avec plusieurs bruits multiplicatifs

3.4.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique bilinéaire avec deux bruits multiplicatifs suivant,
dans lequel f(x(t), u(t), v(t)) de l'équation (1.2) est bilinéaire, g0(x(t)) de l'équation (1.2)
est linéaire et g1(x(t), u(t)) de l'équation (1.2) est bilinéaire

dx(t) = ((At0 + u1(t)At1) x(t) + B0v(t)) dt

+Aw0x(t)dw0(t) + u1(t)Aw1x(t)dw1(t) (3.77a)

y(t) = Cx(t) (3.77b)

z(t) = Lx(t) (3.77c)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, z(t) ∈ IRr

est une combinaison linéaire des composantes du vecteur d'état x(t) avec r < n, v(t) ∈ IRq

représente les perturbations exogènes et u1(t) ∈ IR est une commande scalaire. Sans perte
de généralité, nous supposons que rang L = r. wi(t), pour i = 0, 1, est un processus de
Wiener scalaire centré qui véri�e (voir l'équation (2.69))

E {dwi(t)} = 0, E {dwi(t)
2} = dt, pour i = 0, 1, (3.78a)

E {dw0(t)dw1(t)} = E {dw1(t)dw0(t)} = ϕdt, avec 0 6 ϕ < 1. (3.78b)

On suppose que la commande u1(t) appartient à l'ensemble Γ suivant (voir paragraphe
2.3.1.1, équation (2.14))

Γ = {u1(t) ∈ IR | u1 min 6 u1(t) 6 u1 max}. (3.79)

L'objectif est de construire un �ltre d'ordre réduit de la forme suivante

dη(t) = (M0 + u1(t)M1) η(t)dt + (N0 + u1(t)N1) y(t)dt (3.80a)

ẑ(t) = η(t) + Ry(t) (3.80b)

où les matrices Mi, Ni pour i = 0, 1 et R sont à déterminer.

Hypothèse 3.4.1. Nous supposons que le système (3.77) avec v(t) ≡ 0 est exponentiel-
lement stable en moyenne quadratique ∀u1(t) ∈ Γ.

Problème 3.4.1. Pour un réel γ > 0 donné, le but est de trouver les matrices du �ltre
d'ordre réduit (3.80) telles que l'erreur e(t) = z(t)− ẑ(t) soit exponentiellement stable en
moyenne quadratique et que pour un réel γ > 0 donné la performance H∞ suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(3.81)

soit véri�ée.
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Avant de continuer nous allons faire un changement de base a�n d'obtenir des processus
de Wiener décorrélés. La matrice de ce changement de base est ϕb

ϕb =

[
1 0

ϕ 1

]
avec

[
1 0

ϕ 1

][
1 0

−ϕ 1

]
=

[
1 0

0 1

]
. (3.82)

L'équation d'état (3.77a) est équivalente à

dx(t) = ((At0 + u1(t)At1) x(t) + B0v(t)) dt

+
[
Aw0x(t) u1(t)Aw1x(t)

] [1 0

ϕ 1

][
1 0

−ϕ 1

][
dw0(t)

dw1(t)

]
et �nalement la dynamique de l'état s'écrit

dx(t) = ((At0 + u1(t)At1) x(t) + B0v(t)) dt

+ (Aw0 + ϕu1(t)Aw1) x(t)dw0(t) + u1(t)Aw1x(t)dw1(t). (3.83)

où
dw1(t) = −ϕdw0(t) + dw1(t) (3.84)

et les relations (3.78a) et (3.78b) deviennent

E {dw0(t)} = E {dw1(t)} = 0 (3.85a)

E {dw0(t)
2} = dt, E {dw1(t)

2} = (1− ϕ2)dt, avec 0 6 ϕ < 1, (3.85b)

E {dw0(t)dw1(t)} = E {dw1(t)dw0(t)} = 0. (3.85c)

L'erreur d'estimation est donnée par

e(t) = (L−RC)x(t)− η(t). (3.86)

Soit
T = L−RC, (3.87)

alors, la dynamique de l'erreur devient

de(t) = Tdx(t)− dη(t). (3.88)

En insérant (3.77) et (3.80) dans (3.88), la dynamique de l'erreur (3.88) s'écrit sous la
forme

de(t) = (M0 + u1(t)M1) e(t)dt + TB0v(t)dt

+ (TAt0 −M0T −N0C) x(t)dt + (TAt1 −M1T −N1C) u1(t)x(t)dt

+ T (Aw0 + ϕu1(t)Aw1) x(t)dw0(t) + u1(t)TAw1x(t)dw1(t). (3.89)

A�n de supprimer l'e�et direct de l'état dans la dérive de la dynamique de l'erreur,
nous allons poser les contraintes suivantes

TAti −MiT −NiC = 0, pour i = 0, 1, (3.90)
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qui correspondent à des équations de Sylvester.
Ceci est �équivalent� à la condition de non biais pour les systèmes linéaires détermi-

nistes [DZS01].
Considérons le vecteur d'état augmenté suivant

ξ(t) =

[
x(t)

e(t)

]
. (3.91)

La dynamique du système augmenté constitué de la nouvelle équation d'état (3.83) et
(3.89), tout en considérant les contraintes (3.90), est donnée par

dξ(t) = ((At0 +At1u1(t)) ξ(t) + B0v(t)) dt +Aw0ξ(t)dw0(t) +Aw1u1(t)ξ(t)dw1(t), (3.92)

avec

At0 =

[
At0 0

0 M0

]
, At1 =

[
At1 0

0 M1

]
, B0 =

[
B0

TB0

]
,

Aw0 =

[
Aw0 + ϕu1(t)Aw1 0

T (Aw0 + ϕu1(t)Aw1) 0

]
, Aw1 =

[
Aw1 0

TAw1 0

]
.

3.4.2 Résolution des équations de Sylvester

Comme dans le paragraphe 3.3.2, la solution de l'équation de Sylvester (3.90) donne

Mi = Ai −KiC i pour i = 0, 1, (3.93)

avec

Ai = LAtiL
†, (3.94a)

C i =

[
CAtiL

†

CL†

]
, (3.94b)

Ki =
[
R Ki

]
, (3.94c)

Ki = Ni −MiR, (3.94d)

et
KΣ = LA, (3.95)

où

K =
[
R K0 K1

]
, (3.96)

A =
[
A0 A1

]
, (3.97)

Σ =


CA0 CA1

C 0

0 C

 , (3.98)
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et, s'il existe une solution générale à l'équation (3.95), elle est alors donnée par

K = LA Σ
†
+ Z(I3p − Σ Σ

†
), (3.99)

avec
Z =

[
ZR Z0 Z1

]
, (3.100)

où Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées.
La solution des contraintes (3.90) existe si et seulement si la condition de rang (C.17)

est véri�ée (voir annexe C, lemme C.1.1).

3.4.3 Passage du système stochastique vers un système avec in-
certitudes paramétriques

Comme dans le paragraphe 2.3.1.2, pour étudier la stabilité du système augmenté
(3.92), nous faisons le même changement de variable sur la commande u1(t) donné par
l'équation (2.20) (voir aussi (2.21) et (2.22)).

La dynamique de l'erreur (3.89) peut donc être réécrite comme suit

de(t) =
(
At − ZCt +

(
Ãt − ZC̃t

)
∆ε(ε(t))He

)
e(t)dt + (B01 − ZB02) v(t)dt

+
(
Aw(01) − ZAw(02) +

(
Ãw(01) − ZÃw(02)

)
∆x(ε(t))Hx

)
x(t)dw0(t)

+
(
Aw(11) − ZAw(12) +

(
Ãw(11) − ZÃw(12)

)
∆x(ε(t))Hx

)
x(t)dw1(t) (3.101)

où

At = A0 + α1A1 − LA Σ
†
Λ, Ct = (I3p − Σ Σ

†
)Λ,

Ãt = σ1A1 − LA Σ
†
Υ, C̃t = (I3p − Σ Σ

†
)Υ,

B01 = LB0 − LA Σ
†
Φ, B02 = (I3p − Σ Σ

†
)Φ,

Aw(01) = L (Aw0 + ϕα1Aw1)− LA Σ
†
Ψ0α, Aw(02) = (I3p − Σ Σ

†
)Ψ0α,

Ãw(01) = LAw1 − LA Σ
†
Ψ0σ, Ãw(02) = (I3p − Σ Σ

†
)Ψ0σ,

Aw(11) = LAw1 − LA Σ
†
Ψ1α, Aw(12) = (I3p − Σ Σ

†
)Ψ1α,

Ãw(11) = LAw1 − LA Σ
†
Ψ1σ, Ãw(12) = (I3p − Σ Σ

†
)Ψ1σ,

et

Λ =


CAt0L

† + α1CAt1L
†

CL†

α1CL†

 , Υ =


σ1CAt1L

†

0

σ1CL†

 , Φ =


CB

0

0

 ,

Ψ0α =


C (Aw0 + ϕα1Aw1)

0

0

 , Ψ0σ =


ϕσ1CAw1

0

0

 , Ψ1α =


α1CAw1

0

0

 ,
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Ψ1σ =


σ1CAw1

0

0

 , He = Ir, Hx = In,

∆ε(ε(t)) = ε1(t)Ir, ∆x(ε(t)) = ε1(t)In.

En utilisant la dé�nition (2.21), les matrices ∆ε(ε(t)) et ∆x(ε(t)) véri�ent

‖∆ε(ε(t))‖ 6 1, et ‖∆x(ε(t))‖ 6 1. (3.105)

En utilisant (2.20), l'équation d'état (3.83) devient

dx(t) = ((At0 + α1At1 + At1σ1ε1(t)) x(t) + B0v(t)) dt

+ (Aw0 + ϕα1Aw1 + ϕσ1ε1(t)Aw1) x(t)dw0(t) + (α1Aw1 + σ1ε1(t)Aw1) x(t)dw1(t). (3.106)

Donc le système augmenté (3.92) s'écrit

dξ(t) =
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt +

(
Âw0 + ∆Âw0(t)

)
dw0(t)

+
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
ξ(t)dw1(t) (3.107a)

e(t) = Ĉξ(t) (3.107b)

où

Ât0 =

[
At0 + α1At1 0

0 At − ZCt

]
, ∆Ât0(t) = H1∆ξ(ε(t))H,

Âw0 =

[
Aw0 + ϕα1Aw1 0

Aw(01) − ZAw(02) 0

]
, ∆Âw0(t) = H2∆ξ(ε(t))H,

Âw1 =

[
α1Aw1 0

Aw(11) − ZAw(12) 0

]
, ∆Âw1(t) = H3∆ξ(ε(t))H,

H1 =

[
σ1At1 0

0 Ãt − ZC̃t

]
, H2 =

[
ϕσ1Aw1 0

Ãw(01) − ZÃw(02) 0

]
,

H3 =

[
σ1Aw1 0

Ãw(11) − ZÃw(12) 0

]
, H =

[
In 0

0 Ir

]
,

B̂0 =

[
B0

B01 − ZB02

]
, Ĉ =

[
0 Ir

]
,

∆ξ(ε(t)) = ε1(t)In+r,

avec, du fait de (3.58),
‖∆ξ(ε(t))‖ 6 1. (3.109)
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3.4.4 Synthèse du �ltre d'ordre réduit et performance H∞

Le théorème suivant nous permet de calculer les matrices du �ltre réduit robuste.

Théorème 3.4.1. Si la condition de rang (C.17) est véri�ée, le problème 3.4.1 du �ltre
réduit du système (3.77) avec le �ltre (3.80) tel que la dynamique de l'erreur (3.89) soit
exponentiellement stable en moyenne quadratique et véri�e la performance H∞ (3.81) est
résolu si, pour un réel γ > 0 donné, il existe des réels µ1 > 0, µ2 > 0 et µ3 > 0 et des
matrices P1 = P T

1 ∈ IRn×n, P2 = P T
2 ∈ IRr×r, P3 ∈ IRn×r, G2 ∈ IRr×3p et G3 ∈ IRn×3p tels

que la LMI suivante soit véri�ée

(1,1) (1,2) (1,3) σ1P1At1 0 (1,6) (1,7) 0 (1,9) (1,10) 0

(1,2)T (2,2) (2,3) 0 P2eAt−G2eCt 0 0 0 0 0 0

(1,3)T (2,3)T −γ2Iq 0 0 0 0 0 0 0 0

σ1AT
w1P1 0 0 −µ1In 0 0 0 0 0 0 0

0 eAT
t P2−eCT

t GT
2 0 0 −µ1Ir 0 0 0 0 0 0

(1,6)T 0 0 0 0 −P1 −P3 (6,8) 0 0 0

(1,7)T 0 0 0 0 −P T
3 −P2 (7,8) 0 0 0

0 0 0 0 0 (6,8)T (7,8)T −µ2In 0 0 0

(1,9)T 0 0 0 0 0 0 0 −P1 −P3 (9,11)

(1,10)T 0 0 0 0 0 0 0 −P T
3 −P2 (10,11)

0 0 0 0 0 0 0 0 (9,11)T (10,11)T −µ3In


< 0 (3.110)

où

(1, 1) = P1(At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
TP1 + (µ1 + µ2 + (1− ϕ2)µ3) In,

(1, 2) = (At0 + α1At1)
TP3 + P3At −G3Ct,

(2, 2) = P2At + AT
t P2 −G2Ct − CT

t GT
2 + (1 + µ1 + µ2 + (1− ϕ2)µ3) Ir,

(1, 3) = P1B0 + P3B01 −G3B02,

(2, 3) = P T
3 B0 + P2B01 −G2B02,

(1, 6) =
(
AT

w0 + ϕα1A
T
w1

)
P1 + AT

w(01)P
T
3 − AT

w(02)G
T
3 ,

(1, 7) =
(
AT

w0 + ϕα1A
T
w1

)
P3 + AT

w(01)P2 − AT
w(02)G

T
2 ,

(1, 9) = ϕ
(
α1A

T
w1P1 + AT

w(11)P3 − AT
w(12)G

T
3

)
(1, 10) = ϕ

(
α1A

T
w1P

T
3 + AT

w(11)P2 − AT
w(12)G

T
2

)
(6, 8) = ϕσ1P1Aw1 + P3Ãw(01) −G3Ãw(02),

(7, 8) = ϕσ1P
T
3 Aw1 + P2Ãw(01) −G2Ãw(02),

(9, 11) = σ1P1Aw1 + P3Ãw(11) −G3Ãw(12),

(10, 11) = σ1P
T
3 Aw1 + P2Ãw(11) −G2Ãw(12),

ϕ = (1− ϕ2)
1
2 .

et que le gain Z soit solution de l'équation suivante[
P2

P3

]
Z =

[
G2

G3

]
. (3.111)

n
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Démonstration. Considérons la fonction de Lyapunov suivante

V (ξ(t)) = ξT (t)Pξ(t), (3.112)

avec la matrice de Lyapunov suivante

P = PT =

[
P1 P3

P T
3 P2

]
> 0, où P1 ∈ IRn×n, P2 ∈ IRr×r et P3 ∈ IRn×r. (3.113)

Nous allons commencer par démontrer la stabilité du système (3.107) pour v(t) ≡ 0.
En appliquant la formule d'Itô sur le système (3.107) (voir théorème 1.3.1), nous avons

dV (ξ(t)) = LV (ξ(t))dt + 2ξT (t)PÂw01(t)ξ(t), (3.114)

où
Âw01(t) =

(
Âw0 + ∆Âw0(t)

)
dw0(t) +

(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
dw1(t), (3.115)

avec

LV (ξ(t))dt = 2ξT (t)P
(
Ât0 + ∆Ât0(t)

)
ξ(t)dt + 〈PÂw01(t)ξ(t), Âw01(t)ξ(t)〉. (3.116)

En calculant l'espérance mathématique de l'équation (3.114), nous annulons le deuxième
terme de la droite de l'égalité et donc (3.114) devient

E {dV (ξ(t))} = E {LV (ξ(t))dt}

= 2ξT (t)P
(
Ât0 + ∆Ât0(t)

)
ξ(t)dt + E

{
〈PÂw01(t)ξ(t), Âw01(t)ξ(t)〉

}
, (3.117)

puis, en raison des équations (3.85a)−(3.85c), (3.117) donne

E {dV (ξ(t))} = 2ξT (t)P
(
Ât0 + ∆Ât0(t)

)
ξ(t)dt

+ ξT (t)

((
Âw0 + ∆Âw0(t)

)T

P
(
Âw0 + ∆Âw0(t)

)
+(1− ϕ2)

(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)T

P
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

))
ξ(t)dt. (3.118)

En utilisant les lemmes de majoration (voir annexe B lemme B.1.1), nous avons les
inégalités suivantes

2ξT (t)P∆Ât0(t)ξ(t) 6 ξT (t)
(
µ−1

1 PH1H
T
1 P + µ1H

TH
)
ξ(t), (3.119a)(

Âw0+∆Âw0(t)
)T

P
(
Âw0+∆Âw0(t)

)
6 ÂT

w1

(
P−1−µ−1

2 H2H
T
2

)−1
Âw1+µ2H

TH,(3.119b)(
Âw1+∆Âw1(t)

)T

P
(
Âw1+∆Âw1(t)

)
6 ÂT

w1

(
P−1−µ−1

3 H3H
T
3

)−1
Âw1+µ3H

TH, (3.119c)

et E {dV (ξ(t))} peut alors être borné par
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E {dV (ξ(t))} 6 ξT (t)
(
PÂt0 + ÂT

t0P + µ−1
1 PH1H

T
1 P + µ1H

TH

+ ÂT
w0

(
P−1 − µ2H2H

T
2

)−1
ÂT

w0 + µ2H
TH

+ (1− ϕ2)ÂT
w1

(
P−1 − µ3H3H

T
3

)−1
ÂT

w1 + (1− ϕ2)µ3H
TH
)

ξ(t)dt. (3.120)

En suivant le même raisonnement que celui utilisé dans la démonstration du théorème
2.3.1, nous obtenons

E
{
‖ξ(t)‖2

}
6

c

λmin(P)
e−βt, (3.121)

la LMI (3.110) est véri�ée, la stabilité exponentielle en moyenne quadratique du système
(3.107) est assurée.

Maintenant, nous allons étudier les performances H∞ du système (3.107) avec v(t) 6= 0
et x(0) = 0 car ces performances ne sont fonction que de la perturbation v(t), mais pas
de la condition initiale x(0).

On considère l'indice de performance suivant

Jξv = E

{∫ ∞

0

(
ξT (t)ĈT Ĉξ(t)− γ2vT (t)v(t)

)
dt

}
. (3.122)

En appliquant la formule d'Itô sur le système (3.107) (voir théorème 1.3.1), nous avons

dV (ξ(t)) = LV (ξ(t))dt + 2ξT (t)PÂw01(t)ξ(t) (3.123)

où Âw01(t) est donnée par l'équation (3.115) et LV (ξ(t)) est donnée par

LV (ξ(t))dt = 2ξT (t)
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt + 〈PÂw01(t)ξ(t), Âw01(t)ξ(t)〉.

(3.124)
Ecrivons Jξv, de l'équation (3.122), en utilisant le théorème de Fubini [Che85]

Jξv =

∫ ∞

0

E
{(

ξT (t)ĈT Ĉξ(t)− γ2vT (t)v(t)
)
dt

+LV (ξ(t))dt} −E {V (ξ(t)}t=∞ + E {V (ξ(t)}t=0 . (3.125)

Or, comme E {V (ξ(t)}t=0 = 0 car ξ(0) = 0 et E {V (ξ(t)}t=∞ > 0, ceci implique

Jξv 6
∫ ∞

0

E
{(

ξT (t)ĈT Ĉξ(t)− γ2vT (t)v(t)
)
dt + LV (ξ(t))dt

}
. (3.126)

En prenant l'espérance mathématique de l'équation (3.123) nous annulons le deuxième
terme en raison de l'équation (3.85a), et l'équation (3.123) devient

E {dV (ξ(t))} = E {LV (ξ(t))dt}

= 2ξT (t)P
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt + E

{
〈PÂw01(t)ξ(t), Âw01(t)ξ(t)〉

}
,

(3.127)
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et donc

E {dV (ξ(t))} = 2ξT (t)P
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt

+ ξT (t)

((
Âw0 + ∆Âw0(t)

)T

P
(
Âw0 + ∆Âw0(t)

)
+(1− ϕ2)

(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)T

P
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

))
ξ(t)dt, (3.128)

que nous pouvons majorer en appliquant les lemmes de majoration B.1.1 (voir (3.119)).

Maintenant considérons que la LMI (3.110) est véri�ée. On va montrer qu'elle est
su�sante pour assurer la stabilité et la performance H∞ de (3.107).

En appliquant le lemme de Schur (voir annexe B lemme B.2.1) sur la LMI (3.110), on
a

Θ1 =

[
Θ PB̂0

B̂T
0 P 0

]
︸ ︷︷ ︸

Ξ

+

[
ĈT Ĉ 0

0 −γ2

]
< 0, (3.129)

avec

Θ = PÂt0 + ÂT
t0P + µ−1

1 PHT
1 H1P + (µ1 + µ2 + (1− ϕ2)µ3) HTH

+ ÂT
w0(P−1 − µ−1

2 H2H
T
2 )−1Âw0 + (1− ϕ2)ÂT

w1(P−1 − µ−1
3 H3H

T
3 )−1Âw1.

Ainsi, l'inégalité (3.126) devient

Jξv 6
∫ ∞

0

E

{[
ξ(t)T v(t)T

]
Ξ

[
ξ(t)

v(t)

]
dt +

[
ξ(t)T v(t)T

] [ĈT Ĉ 0

0 −γ2Iq

][
ξ(t)

v(t)

]
dt

}
< 0,

donc si la LMI (3.110) est véri�ée alors le système (3.107) est stable et véri�e la perfor-
mance H∞.

Pour retrouver la LMI (3.110), il su�t d'appliquer le lemme de Schur (voir annexe B
lemme B.2.1) plusieurs fois sur l'équation (3.129). En e�et Θ1 s'écrit comme suit

Θ1 =

[
PÂt0 + ÂT

t0P + ĈT Ĉ PB̂0

B̂T
0 P −γ2Iq

]
+ µ−1

1

[
PHT

1 H1P 0

0 0

]

+ (µ1 + µ2 + (1− ϕ2)µ3)

[
HTH 0

0 0

]
+

[
ÂT

w0(P−1 − µ−1
2 H2H

T
2 )−1Âw0 0

0 0

]

+ (1− ϕ2)

[
ÂT

w1(P−1 − µ−1
3 H3H

T
3 )−1Âw1 0

0 0

]
, (3.130)
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En appliquant le lemme de Schur (voir annexe B paragraphe B.2) plusieurs fois, Θ1

est équivalent à

Θ2 =



(1, 1) PB̂0 PH1 ÂT
w0P 0 ϕÂT

w1P 0

B̂T
0 P −γ2Iq 0 0 0 0 0

HT
1 P 0 −µ1In+r 0 0 0 0

PÂw0 0 0 −P PH2 0 0

0 0 0 HT
2 P −µ2In+r 0 0

ϕPÂw1 0 0 0 0 −P PH3

0 0 0 0 0 HT
3 P −µ3In+r


, (3.131)

où
(1, 1) = PÂt0 + ÂT

t0P + ĈT Ĉ + (µ1 + µ2 + (1− ϕ2)µ3) HTH,

et la LMI (3.110) se déduit en remplaçant les di�érentes matrices du système (3.107) par
leur expression dans la matrice Θ2 de l'équation (3.131). •

Remarque 3.4.1. La solution donnée par le théorème 3.4.1 est non convexe. La matrice
du gain Z calculée par l'équation (3.111) existe si et seulement si la condition de rang
suivante est satisfaite

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
G2 P2

G3 P3

]
. (3.132)

Pour la résolution de la LMI (3.110), nous appliquons l'algorithme de relaxation 2.1.
Dans ce cas, le test de rang est fait sur l'équation (3.132), les variables de l'étape 1 sont
remplacées par P1, P2, P3, G2 et G3, les variables de l'étape 3 sont remplacées par P1, P2

et P3 avec G2 et G3 �xes et, �nalement, dans l'étape 5, les variables sont remplacées par
P1, G2 et G3 avec P2 et P3 �xes. Ainsi, la remarque 2.2.1 adaptée à ce cas reste valable.
p

3.4.5 Exemple numérique

Considérons le système (3.77). Les di�érentes matrices de ce système sont données par

At0 =


−10.5 −1 0

0 −5 0

−2 0.1 −6.5

 , At1 =


−0.1 0.1 0

0 −0.0500 0

0.15 0 −0.02

 ,

B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

 , Aw0 =


−0.35 0.1 −0.2

−0.25 −0.3 0

−0.2 0 0.2

 ,

98
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Aw1 =


0.1 0.6 0.4

0.3 −0.03 −0.1

0.2 0.3 −0.2

 , C =

[
1 0 0

0 1 0

]
,

L =

[
0 −1 1

1 0 −1

]
.

La commande u1(t) est dé�nie comme dans (2.14), soit

u1 min = −5 6 u1(t) 6 u1 max = 6,

et les conditions initiales sont

x(0) =


0.5

−0.5

0.75

 , η(0) =

[
0

0

]
.

Avec le théorème 3.4.1 pour µ1 = 126.1330, µ2 = 94.8343 et µ3 = 2.2076 × 103 la
solution de la LMI (3.110) est obtebue pour γ = 20 et le gain Z est calculé de la relation
(3.111)

Z =

[
−0.2163 −0.3254 76.1372 −79.9758 0.5511 −0.5698

−0.0149 −0.4494 110.5339 −113.7233 −1.9156 1.8853

]
.

Ce calcul a été fait avec une matrice P bloc-diagonale de la forme

P =

[
P1 0

0 P2

]
.

Finalement, les matrices du �ltre (3.80) sont données par

M0 =

[
−84.0802 −77.5802

−110.9210 −117.4210

]
, M1 =

[
−0.5100 −0.4900

1.7600 1.7400

]
,

N0 =

[
92.1982 −126.9867

134.0330 −181.3606

]
, N1 =

[
0.7456 −0.7681

−2.3291 2.8530

]
,

R =

[
0.0508 −0.2139

0.1522 −0.3738

]
.

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (3.107). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 3.5) et l'évolution du signal d'erreur e(t) et
du signal de perturbation v(t) (�gure 3.6). Les simulations sont faites avec la commande
u1(t) = 0.5 sin(3t) + 2, et un coe�cient de covariance entre les processus de Wiener w0(t)
et w1(t) qui vaut ϕ = 0.0215.
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Fig. 3.5 � L'état x(t).
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Fig. 3.6 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).
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3.5 Filtrage d'ordre réduit pour les systèmes stochas-

tiques avec des mesures stochastiques

3.5.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique avec une mesure stochastique suivant, dans lequel
f(x(t), u(t), v(t)) de l'équation (1.2) est bilinéaire et g(x(t)) de l'équation (1.2) est linéaire

dx(t) = (At0x(t) + u1(t)At1x(t) + B0v(t)) dt + Aw0x(t)dw0(t) (3.133a)

dy(t) = Cx(t)dt + J1x(t)dw1(t) (3.133b)

z(t) = Lx(t) (3.133c)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, z(t) ∈ IRr

est une combinaison linéaire des composantes du vecteur d'état x(t) avec r < n, v(t) ∈ IRq

représente les perturbations exogènes et u1(t) ∈ IR est une commande scalaire. wi(t),
pour i = 0, 1, est un processus de Wiener scalaire centré qui véri�e (3.78). Sans perte de
généralité, nous supposons que rang L = r.

On suppose que la commande u1(t) est bornée et appartient à l'ensemble Γ dé�ni par
l'équation (3.79).

L'objectif est de construire un �ltre d'ordre réduit de la forme suivante

dẑ(t) = (M0 + u1(t)M1) ẑ(t)dt + (N0 + u1(t)N1) dy(t) (3.134)

où ẑ(t) ∈ IRr est l'état du �ltre avec r < n et les matrices Mi et Ni pour i = 0, 1 sont à
déterminer.

Hypothèse 3.5.1. Nous supposons que le système (3.133) avec v(t) ≡ 0 est exponentiel-
lement stable en moyenne quadratique ∀u1(t) ∈ Γ.

Problème 3.5.1. Pour un réel γ > 0 donné, le but est de trouver les matrices du �ltre
d'ordre réduit (3.134) telles que l'erreur e(t) = z(t) − ẑ(t) soit exponentiellement stable
en moyenne quadratique et que pour un réel γ > 0 donné la performance H∞ suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(3.135)

soit véri�ée.

La dynamique de l'erreur d'estimation est alors (avec ẑ(t) = Lx(t)− e(t))

de(t) = (M0 + M1u1(t)) e(t)dt + LB0v(t)dt

+ ((LAt0 −M0L−N0C) + (LAt1 −M1L−N1C)u1(t)) x(t)dt

+ LAw0x(t)dw0(t)− ((N0 + u1(t)N1) J1x(t)dw1(t). (3.136)

A�n de supprimer l'e�et direct de l'état dans la dérive de la dynamique de l'erreur,
nous allons poser les contraintes suivantes

LAti −MiL−NiC = 0, pour i = 0, 1, (3.137)
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qui correspondent à des équations de Sylvester.
Ceci est �équivalent� à la condition de non biais pour les systèmes linéaires détermi-

nistes [DZS01].
Considérons le vecteur d'état augmenté suivant

ξ(t) =

[
x(t)

e(t)

]
. (3.138)

La dynamique du système augmenté constitué de (3.133a) et (3.136), tout en considé-
rant les relations de Sylvester (3.137), est donc donnée par

dξ(t) = (At0 +At1u1(t)) ξ(t)dt + B0v(t)dt

+Aw0ξ(t)dw0(t) + (Aw1 +Aw2u1(t)) ξ(t)dw1, (3.139)

avec

At0 =

[
At0 0

0 M0

]
, At1 =

[
At1 0

0 M1

]
, B0 =

[
B0

LB0

]
,

Aw0 =

[
Aw0 0

LAw0 0

]
, Aw1 =

[
0 0

−N0J1 0

]
, Aw2 =

[
0 0

−N1J1 0

]
.

3.5.2 Résolution des équations de Sylvester

Comme dans le paragraphe 3.3.2, la solution de l'équation (3.137) (l'équation de Syl-
vester) mène à l'équation

Mi = Ai −KiC, pour i = 0, 1 (3.141)

avec

Ai = LAtiL
†, (3.142a)

C = CL†, (3.142b)

Ki = Ni, (3.142c)

et à
KΣ = LA, (3.143)

où

K =
[
N0 N1

]
, (3.144)

A =
[
A0 A1

]
, (3.145)

Σ =

[
C 0

0 C

]
, (3.146)
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Ai = Ati(In − L†L), pour i = 0, 1, (3.147)

C = C(In − L†L), (3.148)

et, s'il existe une solution générale à l'équation (3.143), elle est alors donnée par

K = LA Σ
†
+ Z(I2p − Σ Σ

†
), (3.149)

avec
Z =

[
Z0 Z1

]
, (3.150)

où Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées.
La solution des contraintes (3.137) existe si et seulement si la condition de rang (C.17)

est véri�ée (voir annexe C, lemme C.1.1).

3.5.3 Passage du système stochastique avec une commande vers
un système avec incertitudes paramétriques

Comme dans le paragraphe 3.4.3 (ou 2.3.1.2), pour étudier la stabilité du système
augmenté (3.139), nous faisons le même changement de variable sur la commande u1(t)
donné par l'équation (2.20) (voir aussi (2.21) et (2.22)). La dynamique de l'erreur (3.136)
peut être réécrite comme

de(t) =
(
At − ZCt + (Ãt − ZC̃t)∆ε(ε(t))He

)
e(t)dt + B0v(t)dt + Aw0x(t)dw0(t)

+
(
Aw(11) − ZAw(12) + (Ãw(11) − ZÃw(12))∆x(ε(t))Hx

)
x(t)dw1(t) (3.151)

où

At = A0 + α1A1 − LA Σ
†
Λ, Ct = (I2p − Σ Σ

†
)Λ,

Ãt = σ1A1 − LA Σ
†
Λ, C̃t = (I2p − Σ Σ

†
)Λ,

B01 = LB0, Aw0 = LAw0,

Aw(11) = LA Σ
†
Ψα, Aw(12) = (I2p − Σ Σ

†
)Ψα,

Ãw(11) = LA Σ
†
Ψσ, Ãw(12) = (I2p − Σ Σ

†
)Ψσ,

et

Λ =

[
CL†

α1CL†

]
, Ψα =

[
−J1

−α1J1

]
, Ψσ =

[
0

−σ1J1

]
, He = Ir, Hx = In,

∆ε(ε(t)) = ε1(t)Ir, ∆x(ε(t)) = ε1(t)In.

En utilisant la dé�nition (3.58), les matrices ∆ε(ε(t)) et ∆x(ε(t)) véri�ent

‖∆ε(ε(t))‖ 6 1, ‖∆x(ε(t))‖ 6 1. (3.154)
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En utilisant (3.56), l'équation d'état (3.133a) devient

dx(t) = ((At0 + α1At1 + σ1ε1(t)At1) x(t) + B0v(t)) dt + Aw0x(t)dw0(t). (3.155)

et le système augmenté (3.139) s'écrit donc

dξ(t) =
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) + B̂0v(t)
)
dt

+Âw0ξ(t)dw0(t) +
(
Âw1 + ∆Âw1(t)

)
ξ(t)dw1(t) (3.156a)

e(t) = Ĉξ(t) (3.156b)

où

Ât0 =

[
At0 + α1At1 0

0 At − ZCt

]
, ∆Ât0(t) = H1∆ξ(ε(t))H,

Âw0 =

[
Aw0 0

Aw0 0

]
, B̂0 =

[
B0

B01

]
,

Âw1 =

[
0 0

Aw(11) − ZAw(12) 0

]
, ∆Âw1(t) = H2∆ξ(ε(t))H,

H1 =

[
σ1At1 0

0 Ãt − ZC̃t

]
, H2 =

[
0 0

Ãw(11) − ZÃw(12) 0

]
,

H = In+r, Ĉ =
[
0 Ir

]
,

∆ξ(ε(t)) = ε1(t)In+r.

Il est à noter qu'à partir de (3.58), ∆ξ(ε(t)) véri�e

‖∆ξ(ε(t))‖ 6 1. (3.158)

3.5.4 Synthèse du �ltre d'ordre réduit et performance H∞

Le théorème suivant nous permet de calculer les matrices du �ltre réduit robuste.

Théorème 3.5.1. Si la condition de rang (C.17) est véri�ée, le problème 3.5.1 du �ltre
réduit du système (3.133) avec le �ltre (3.134) tel que la dynamique de l'erreur (3.136) soit
exponentiellement stable en moyenne quadratique et véri�e la performance H∞ (3.135) est
résolu si, pour un réel γ > 0 donné, il existe des réels µ1 > 0, µ2 > 0 et µ3 > 0 et des
matrices P1 = P T

1 ∈ IRn×n, P2 = P T
2 ∈ IRr×r, P3 ∈ IRn×r, G2 ∈ IRr×2p et G3 ∈ IRr×2p tels

que la LMI suivante soit véri�ée
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(1, 1) (1, 2) P1B0 + P3B01 σ1P1At1 P3Ãt −G3C̃t (1, 6)

(1, 2)T (2, 2) P T
3 B0 + P2B01 σ1P

T
3 At1 P2Ãt −G2C̃t 0

BT
0 P1 + BT

01P
T
3 BT

0 P3 + BT
01P2 −γ2Iq 0 0 0

σ1A
T
t1P1 σ1A

T
t1P

T
3 0 −µ1In 0 0

ÃT
t P T

3 − C̃T
t GT

3 ÃT
t P2 − C̃T

t GT
2 0 0 −µ1Ir 0

(1, 6) 0 0 0 0 −P1

(1, 7) 0 0 0 0 −P T
3

(1, 8)T 0 0 0 0 0

(1, 9)T 0 0 0 0 0

(1, 10)T 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0

(1, 7) (1, 8) (1, 9) (1, 10) 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

0 0 0 0 0

−P3 0 0 0 0

−P2 0 0 0 0

0 −µ3In 0 0 0

0 0 −P1 −P3 P3Ãw(11) −G3Ãw(12)

0 0 −P T
3 −P2 P2Ãw(11) −G2Ãw(12)

0 0 ÃT
w(11)P

T
3 − ÃT

w(12)G
T
3 ÃT

w(11)P
T
2 − ÃT

w(12)G
T
2 −µ2Ir



< 0

(3.159)

où

(1, 1) = P1(At0 + α1At1) + (At0 + α1At1)
TP T

1 + (µ1 + µ2 + ϕµ3) In

+ ϕ
(
AT

w0 (P3Aw(11) −G3Aw(12)) + (P3Aw(11) −G3Aw(12))
T

Aw0

)
+ ϕ

(
AT

w0 (P2Aw(11) −G2Aw(12)) + (P2Aw(11) −G2Aw(12))
T Aw0

)
,

(1, 2) = (At0 + α1At1)
TP3 + P3At −G3Ct,

(2, 2) = P2At + AT
t P2 −G2Ct − CT

t GT
2 + (1 + µ1 + µ2 + ϕµ3) Ir,

(1, 6) = AT
w0P1 + AT

w0P
T
3 ,

(1, 7) = AT
w0P3 + AT

w0P2,

(1, 8) = ϕ
1
2

(
AT

w0

(
P3Ãw(11) −G3Ãw(12)

)
+ AT

w0

(
P2Ãw(11) −G2Ãw(12)

))
,

(1, 9) = AT
w(11)P

T
3 − AT

w(12)G
T
3 ,

105



Chapitre 3. Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques

(1, 10) = AT
w(11)P2 − AT

w(12)G
T
2 ,

et que le gain Z soit solution de l'équation suivante[
G2

G3

]
=

[
P2

P3

]
Z. (3.160)

n

Démonstration. En suivant les mêmes étapes de la démonstration du théorème 2.4.1, nous
démontrons le théorème ci-dessus, avec comme matrice intermédiaire (qui correspond à
la matrice Θ1 (2.97) du théorème 2.4.1) la matrice suivante

(1, 1) PB̂0 PH1 ÂT
w0P ϕ

1
2 ÂT

w0PH2 ÂT
w1P 0

B̂T
0 P −γ2Iq 0 0 0 0 0

HT
1 P 0 −µ1In+r 0 0 0 0

PÂw0 0 0 −P 0 0 0

ϕ
1
2 HT

2 PÂw0 0 0 0 −µ3In+r 0 0

PÂw1 0 0 0 0 −P PH2

0 0 0 0 0 HT
2 P −µ2In+r


, (3.161)

où

(1, 1) = PÂt0 + ÂT
t0P + ϕ

(
ÂT

w0PÂw1 + ÂT
w1PÂw0

)
+ (µ1 + µ2 + ϕµ3)H

TH.

Considérons la matrice P = PT =

[
P1 P3

P T
3 P2

]
> 0 avec P1 ∈ IRn×n, P2 ∈ IRr×r et

P3 ∈ IRn×r. En remplaçant les di�érentes matrices du système (3.156) par leur expression
dans la relation (3.161), la matrice de la LMI (3.159) est obtenue directement. •

Remarque 3.5.1. La solution donnée par le théorème 3.5.1 est non convexe. La matrice
du gain Z calculée par l'équation (3.160) existe si et seulement si la condition de rang
suivante est satisfaite

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
G2 P2

G3 P3

]
. (3.162)

Pour la résolution de la LMI (3.159), nous appliquons l'algorithme de relaxation 2.1.
Dans ce cas, le test de rang est fait sur l'équation (3.162), les variables de l'étape 1 sont
remplacées par P1, P2, P3, G2 et G3, les variables de l'étape 3 sont remplacées par P1, P2

et P3 avec G2 et G3 �xes et, �nalement, dans l'étape 5, les variables sont remplacées par
P1, G2 et G3 avec P2 et P3 �xes. Ainsi, la remarque 2.2.1 adaptée à ce cas reste valable.
p

106
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3.5.5 Exemple numérique

Considérons le système (3.133). Les di�érentes matrices de ce système sont données
par

At0 =


−1.5 1 −1

0.5 −2.5 1

0 −0.6 −3.5

 , At1 =


−0.01 0.1 0

0 −0.05 0

0.15 0 −0.02

 ,

Aw0 =


1 0 0.2

0.5 0.3 −0.1

−0.2 0 0.2

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

 ,

C =

[
1 0 0

0 1 0

]
, J1 =

[
−0.03 0 −0.03

0 −0.01 0

]
,

L =

[
0 −1 1

1 0 −1

]
.

La commande u1(t) est dé�nie comme dans (2.14), soit

u1 min = −5 6 u1(t) 6 u1 max = 6,

et les conditions initiales sont

x(0) =


−1

0.5

1

 , ẑ(0) =

[
0

0

]
.

Avec le théorème 3.5.1 pour µ1 = 7.4628, µ2 = 0.0057 et µ3 = 0.2476 la solution de la
LMI (3.159) est obtebue pour γ = 22 et le gain Z est calculé de la relation (3.160)

Z =

[
−6179.565 −6191.2468 47.380 47.2190

−1810.724 −1819.847 20.760 20.796

]
.

Ce calcul a été fait avec une matrice P bloc-diagonale de la forme

P =

[
P1 0

0 P2

]
.
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Finalement, les matrices du �ltre (3.134) sont données par

M0 =

[
−9.291 −4.791

−4.862 −7.362

]
, M1 =

[
−0.041 −0.020

−0.114 −0.146

]
,

N0 =

[
4.291 −7.391

5.862 −3.262

]
, N1 =

[
0.171 0.009

−0.002 −0.002

]
.

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (3.156). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gure 3.7) et l'évolution du signal d'erreur e(t) et
du signal de perturbation v(t) (�gure 3.8). Les simulations sont faites avec la commande
u1(t) = 0.5 sin(3t) + 2, et un coe�cient de covariance entre les processus de Wiener w0(t)
et w1(t) qui vaut ϕ = 0.0215.
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Fig. 3.7 � L'état x(t).
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Fig. 3.8 � Le signal d'erreur e(t) et le signal de perturbation v(t).

3.6 Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes

stochastiques incertains

3.6.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique incertain suivant derivé du système (3.1), dans
lequel f(x(t), v(t)) et g(x(t), v(t)) de l'équation (1.2) sont linéaires

dx(t) = ((At0 + ∆At0(t))x(t) + (B0 + ∆B0(t))v(t)) dt

+ ((Aw0 + ∆Aw0(t))x(t) + (Bw + ∆Bw(t))v(t)) dw(t) (3.163a)

y(t) = Cx(t) + D0v(t) (3.163b)

z(t) = Lx(t) (3.163c)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, z(t) ∈
IRr est une combinaison linéaire des composantes du vecteur d'état x(t) avec r < n et
v(t) ∈ IRq représente les perturbations exogènes. Sans perte de généralité, nous avons
rang L = r. w(t) est un processus de Wiener scalaire centré qui véri�e (1.5). Sans perte
de généralité, nous supposons que rang L = r. Les matrices ∆At0(t), ∆B0(t), ∆Aw0(t) et
∆Bw(t) représentent les incertitudes qui a�ectent le système et qui véri�ent[

∆At0(t) ∆B0(t) ∆Aw0(t) ∆Bw(t)
]

= F∆(t)
[
HAt0 HB0 HAw0 HBw

]
, (3.164)

avec
∆T (t)∆(t) 6 Ij ∀t > 0, (3.165)
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Chapitre 3. Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques

∆(t) ∈ IRi×j est une matrice inconnue avec des éléments Lebesgue mesurables.

Hypothèse 3.6.1. Nous supposons que le système (3.163) avec v(t) ≡ 0 est exponentiel-
lement stable en moyenne quadratique.

Problème 3.6.1. L'objectif est de construire un �ltre d'ordre réduit de la forme suivante

dη(t) = M0η(t)dt + N0dy(t) (3.166a)

ẑ(t) = η(t) + Ry(t) (3.166b)

tel que l'erreur d'estimation e(t) = z(t) − ẑ(t) soit exponentiellement stable en moyenne
quadratique et que, pour un γ > 0 donné, la performance H∞ suivante

‖e(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(3.167)

soit véri�ée.

En remplaçant z(t) par son expression, l'erreur d'estimation devient

e(t) = Lx(t)− ẑ(t) = ε(t)−RD0v(t), (3.168)

avec

ε(t) = Tx(t)− η(t), (3.169)

T = L−RC. (3.170)

De (3.169), nous avons la relation

dε(t) = Tdx(t)− dη(t), (3.171)

qui, d'après (3.163) et (3.166), est équivalente à

dε(t) = (M0ε(t) + (TAt0 −M0T −N0C + T∆At0(t)) x(t)) dt

+ (TB0 −N0D0 + T∆B0(t)) v(t)dt

+ (T (Aw0 + ∆Aw0(t))x(t) + T (Bw + ∆Bw(t))v(t)) dw(t). (3.172)

3.6.2 Passage du système stochastique incertain vers un système
augmenté incertain en fonction du gain Z

A�n de supprimer l'e�et direct de l'état x(t) dans la dérive de la dynamique de l'erreur
d'observation, on pose la condition suivante

TAt0 −M0T −N0C = 0, (3.173)

qui correspond à une équation de Sylvester qui est équivalente à la relation (3.20).
Si la condition de rang (C.20) est véri�ée, alors la contrainte (3.173) a une solution

donnée par (3.22) et (3.23). De plus, si la contrainte (3.26) (RD0 = 0) est véri�ée, il est
montré que ε(t) = e(t) (voir [Dar00a, DZS01]).
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3.6. Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques incertains

En dé�nissant l'état augmenté suivant

ξ(t) =

[
x(t)

ε(t)

]
, (3.174)

et en utilisant les contraintes (3.26) et (3.173), le système augmenté obtenu à partir de
l'équation de la dynamique d'état (3.163a) et de l'équation d'erreur (3.172) s'écrit sous la
forme

dξ(t) =

([
At0 0

0 At − ZCt

]
+

[
∆At0(t) 0

T∆At0(t) 0

])
ξ(t)dt

+

([
B0

B01 − ZB02

]
+

[
∆B0(t)

T∆B0(t)

])
v(t)dt

+

([
Aw0 0

Aw(01) − ZAw(02) 0

]
+

[
∆Aw0(t) 0

T∆Aw0(t) 0

])
ξ(t)dw(t)

+

([
Bw

Bw(01) − ZBw(02)

]
+

[
∆Bw(t)

T∆Bw(t)

])
v(t)dw(t) (3.175a)

e(t) =
[
0 Ir

]
ξ(t) (3.175b)

où Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées et

At = A−
[
0 LA

]
Σ†C, Ct = (I2p − Σ Σ†)C,

B01 = LB0 −
[
0 LA

]
Σ†

[
CB0

D0

]
, B02 = (I2p − Σ Σ†)

[
CB0

D0

]
,

Aw(01) = LAw0 −
[
0 LA

]
Σ†

[
CAw0

0

]
, Aw(02) = (I2p − Σ Σ†)

[
CAw0

0

]
,

Bw(01) = LBw −
[
0 LA

]
Σ†

[
CBw

0

]
, Bw(02) = (I2p − Σ Σ†)

[
CBw

0

]
.

Les matrices A, A, C et Σ sont données par

A = At0(In − L†L), C = C(In − L†L),

A = LAt0L
†, C =

[
CAt0L

†

CL†

]
,

Σ =

[
D0 CA

0 C

]
.
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Le système (3.175) peut être réécrit comme

dξ(t) =
((

Ât0 + ∆Ât0(t)
)

ξ(t) +
(
B̂0 + ∆B̂0(t)

)
v(t)

)
dt

+
((

Âw0 + ∆Âw0(t)
)

ξ(t) +
(
B̂w + ∆B̂w(t)

)
v(t)

)
dw(t) (3.176a)

e(t) = Ĉξ(t) (3.176b)

où les matrices Ât0, B̂0, Âw0, B̂w, et Ĉ sont déduites directement de (3.175), et les incerti-

tudes ∆Ât0(t), ∆B̂0(t), ∆Âw0(t), et ∆B̂w(t) véri�ent[
∆Ât0(t) ∆B̂0(t) ∆Âw0(t) ∆B̂w(t)

]
= F̂ V (t)

[
ĤAt0 ĤB0 ĤAw0 ĤBw

]
, (3.177)

avec

F̂ =

[
F

F̂1 − ZF̂2

]
,

F̂1 = LF −
[
0 LA

]
Σ†

[
CF

0

]
, F̂2 = (I2p − Σ Σ†)

[
CF

0

]
,

ĤAt0 =
[
HAt0 0

]
, ĤB0 = HB0 ,

ĤAw0 =
[
HAw0 0

]
, ĤBw

= HBw
.

3.6.3 Synthèse du �ltre robuste d'ordre réduit et performance
H∞

Le théorème suivant permet de calculer les matrices du �ltre réduit robuste.

Théorème 3.6.1. Si la condition de rang (C.19) est véri�ée, le problème du �ltrage
robuste stochastique 3.6.1 est résolu pour le système stochastique incertain (3.163) avec
le �ltre (3.166) si, pour un réel γ > 0 donné, il existe deux réels µ1 > 0 et µ2 > 0 et des
matrices P1 = P T

1 ∈ IRn×n, P2 = P T
2 ∈ IRr×r, P3 ∈ IRn×r, Y2 ∈ IRr×2p et Y3 ∈ IRn×2p tels

que la LMI suivante soit véri�ée

(1, 1) AT
t0P3 + P3At − Y3Ct (1, 3)

P T
3 At0 + AT

t P T
3 − CT

t Y T
3 (2, 2) P T

3 B0 + P2B01 − Y2B02

(1, 3)T BT
0 P3 + BT

01P2 − BT
02Y

T
2 µ1H

T
B0

HB0 + µ2H
T
Bw

HBw
− γ2Iq

(1, 4)T (2, 4)T 0

P1Aw0 + P3Aw(01) − Y3Aw(02) 0 P1Bw + P3Bw(01) − Y3Bw(02)

P T
3 Aw0 + P2Aw(01) − Y2Aw(02) 0 P T

3 Bw + P2Bw(01) − Y2Bw(02)

0 0 0
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(1, 4) AT
w0P1 + AT

w(01)P
T
3 − AT

w(02)Y
T
3 AT

w0P3 + AT
w(01)P2 − AT

w(02)Y
T
2 0

(2, 4) 0 0 0

0 BT
wP1 + BT

w(01)P
T
3 − BT

w(02)Y
T
3 BT

wP3 + BT
w(01)P2 − BT

w(02)Y
T
2 0

−µ1Ii 0 0 0

0 −P1 −P3 (1, 4)

0 −P T
3 −P2 (2, 4)

0 (1, 4)T (2, 4)T −µ2Ii


< 0,

(3.178)

avec

(1, 1) = P1At0 + AT
t0P1 + µ1H

T
At0

HAt0 + µ2H
T
Aw0

HAw0

(2, 2) = P2At + AT
t P2 − Y2Ct − CT

t Y T
2 + Ir,

(1, 3) = P1B0 + P3B01 − Y3B02 + µ1H
T
At0

HB0 + µ2H
T
Aw0

HBw
,

(1, 4) = P1F + P3F̂1 − Y3F̂2,

(2, 4) = P T
3 F + P2F̂1 − Y2F̂2.

et que le gain Z soit solution de l'équation suivante[
Y2

Y3

]
=

[
P2

P3

]
Z. (3.179)

n

Démonstration. Le système stochastique incertain (3.176) est robuste exponentiellement
stable en moyenne quadratique et véri�e la performance H∞ si la LMI suivante est véri�ée
[Mao96, MKR98, XC03]

(1, 1) (1, 2) PF̂ ÂT
w0P 0

(1, 2)T (2, 2) 0 B̂T
wP 0

F̂ TP 0 −µ1Ii 0 0

PÂw0 PBw 0 −P PF̂

0 0 0 F̂ TP −µ2Ii


< 0, (3.180)

avec

(1, 1) = PÂt0 + ÂT
t0P + ĈT Ĉ + µ1Ĥ

T
At0

ĤAt0 + µ2Ĥ
T
Aw0

ĤAw0 ,

(1, 2) = PB̂0 + µ1Ĥ
T
At0

ĤB0 + µ2Ĥ
T
Aw0

ĤBw
,

(2, 2) = µ1Ĥ
T
B0

ĤB0 + µ2Ĥ
T
Bw

ĤBw
− γ2Iq.

Considérons P = PT =

[
P1 P3

P T
3 P2

]
> 0 avec P1 ∈ IRn×n, P2 ∈ IRr×r et P3 ∈ IRn×r. En

remplaçant les di�érentes matrices par leur expression dans la relation (3.180), la LMI
(3.178) est obtenue directement.
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Finalement, le gain Z donné par (3.179) permet de calculer les matrices du �ltre
(3.166). •

Remarque 3.6.1. La solution donnée par le théorème 3.6.1 est non convexe. La matrice
du gain Z calculée par l'équation (3.179) existe si et seulement si la condition de rang
suivante est satisfaite

rang

[
P2

P3

]
= rang

[
Y2 P2

Y3 P3

]
. (3.181)

Pour la résolution de la LMI (3.178), nous appliquons l'algorithme de relaxation 2.1.
Dans ce cas, le test de rang est fait sur l'équation (3.181), les variables de l'étape 1 sont
remplacées par P1, P2, P3, Y2 et Y3, les variables de l'étape 3 sont remplacées par P1, P2

et P3 avec Y2 et Y3 �xes et, �nalement, dans l'étape 5, les variables sont remplacées par
P1, Y2 et Y3 avec P2 et P3 �xes. Ainsi, la remarque 2.2.1 adaptée à ce cas reste valable. p

3.6.4 Exemple numérique

Considérons le système (3.163). Les di�érentes matrices de ce système ont les valeurs
suivantes

At0 =


−3.5 −1 1 0

0 −1.5 −1 0.5

1 1 −2 1

1 0 0.5 −1

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

0 −0.2

 ,

Aw0 =


0.2 −0.1 0 −0.3

−1 1 0 1

−0.6 0.1 0 −0.5

0.5 0.1 −0.5 −0.4

 , Bw =


−0.1 0.1

0.5 0

−0.6 0.2

0.5 −0.1

 ,

C =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
, D0 =

[
0 −1

0 −1

]
,

L =

[
0 0.5 0 −1

0 −1 0 0.5

]
,
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et les incertitudes sont dé�nies par

F =


0.1

−0.1

0.2

0.2

 ,

HA =
[
0.1 0.1 0.2 0.1

]
, HA0 =

[
−0.1 −0.1 0.2 0.1

]
,

HB =
[
−0.2 −0.1

]
, HB0 =

[
0.1 0.2

]
.

Le gain Z, calculé par la LMI (3.178) du théorème 3.6.1, est obtenu pour γ =
2.876, µ1 = 8.981 et µ2 = 5.697 et est donné par

Z =

[
−3735.766 −3572.846 8971.896 2.662

6544.427 5245.425 −11493.927 −2.670

]
.

Ce calcul a été fait avec une matrice P bloc-diagonale de la forme

P =

[
P1 0

0 P2

]
.

Les matrices du �ltre (3.166) sont données alors par

M0 =

[
0.775 3.550

−1.654 −4.683

]
, N0 =

[
−0.919 0.831

0.587 −0.569

]
,

R =

[
−0.5 0.5

0.625 −0.625

]
.

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (3.208). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gures 3.9 et 3.11) et l'évolution du signal d'erreur
ε(t) et du signal de perturbation v(t) (�gures 3.10 et 3.12). Les simulations sont faites
pour deux valeurs des incertitudes ∆(t).
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Chapitre 3. Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques

1. Cas ∆(t) = 0.5 :
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Fig. 3.9 � L'état x(t).
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Fig. 3.10 � Le signal d'erreur ε(t) et le signal de perturbation v(t).
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3.6. Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques incertains

2. Cas ∆(t) = −0.3 :
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Fig. 3.11 � L'état x(t).
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Fig. 3.12 � Le signal d'erreur ε(t) et le signal de perturbation v(t).
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Chapitre 3. Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques

3.7 Commande H∞ robuste basée observateur pour les

systèmes stochastiques incertains

3.7.1 Formulation du problème

Considérons le système stochastique incertain avec une commande suivant, dans lequel
f(x(t), u(t), v(t)) et g(x(t), v(t)) de l'équation (1.2) sont linéaires

dx(t) = ((At0 + ∆At0(t))x(t) + (B0 + ∆B0(t))v(t)) dt + Bu(t)dt

+ ((Aw0 + ∆Aw0(t))x(t) + (Bw + ∆Bw(t))v(t)) dw(t) (3.182a)

y(t) = (C + ∆C(t)) x(t) + (D0 + ∆D0(t)) v(t) (3.182b)

z(t) = C1x(t) + D1v(t) + D2u(t) (3.182c)

où x(t) ∈ IRn est le vecteur d'état du système, y(t) ∈ IRp est le vecteur de sortie, z(t) ∈ IRr

est une combinaison linéaire des composantes du vecteur d'état x(t) avec r < n, u(t) ∈ IRm

est l'entrée et v(t) ∈ IRq représente les perturbations exogènes. w(t) est un processus de
Wiener scalaire centré qui véri�e (1.5).

Les matrices ∆At0(t), ∆B0(t), ∆Aw0(t), ∆Bw(t), ∆C(t) et ∆D0(t) représentent les in-
certitudes qui a�ectent le système et qui véri�ent

∆At0(t) ∆B0(t)

∆Aw0(t) ∆Bw(t)

∆C(t) ∆D0(t)

 =


Fx

Fx0

Fy

∆(t)
[
Hx Hv

]
, (3.183)

avec
∆T (t)∆(t) 6 Ij ∀t > 0, (3.184)

où ∆(t) ∈ IRi×j est une matrice inconnue avec des éléments Lebesgue mesurables.
Notre objectif est de construire une commande basée observateur de la forme

dη(t) = M0η(t)dt + N0y(t)dt + Wu(t)dt (3.185a)

u(t) = η(t) + Ry(t) (3.185b)

où η(t) ∈ IRm est l'état du �ltre.

Dé�nition 3.7.1 (La stabilité en moyenne quadratique pour les systèmes in-
certains). [XC03] Le système stochastique incertain (3.182) est dit robuste stochastique-
ment exponentiellement stable en moyenne quadratique s'il est exponentiellement stable
en moyenne quadratique pour toutes les incertitudes admissibles ∆At0(t), ∆B0(t), ∆Aw0(t),
∆Bw(t), ∆C(t) et ∆D0(t).

Dé�nition 3.7.2 (La stabilisation par une commande). [LGLS01] Le système sto-
chastique incertain (3.182) est dit robuste stochastiquement exponentiellement stabilisable
par une commande basée observateur s'il existe un gain L, un observateur fonctionnel
dη(t) = M0η(t)dt + N0y(t)dt + Wu(t)dt et une commande u(t) = η(t) + Ry(t) tels que

(i) limt→∞E
{
‖u(t)− Lx(t)‖2

}
= 0 si v(t) ≡ 0,
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3.7. Commande H∞ robuste basée observateur pour les systèmes stochastiques incertains

(ii) le système en boucle fermée (3.182)-(3.185) soit robuste stochastiquement exponen-
tiellement stable.

Problème 3.7.1. Le problème est de construire un observateur fonctionnel stochastique
(3.185a) et une commande (3.185b) tels que le système incertain (3.182), rebouclé avec
(3.185), véri�e la dé�nition 3.7.2 et satisfasse, pour un réel γ > 0 donné, la performance
H∞ suivante

‖z(t)‖2bL2
6 γ‖v(t)‖2bL2

(3.186)

pour tout v(t) ∈ L̂2 ([0,∞] ; IRm).

3.7.2 Expression de la boucle fermée

En dé�nissant le signal d'erreur d'observation

e(t) = Lx(t)− u(t) = ε(t)−RD0, (3.187)

avec
ε(t) = Tx(t)− η(t) et T = L−RC, (3.188)

nous obtenons la relation suivante

dε(t) = Tdx(t)− dη(t). (3.189)

La dynamique de ε(t) (3.189), est obtenue en remplaçant (3.182a) et (3.185a) dans
(3.189) et donnée par

dε(t) = (M0ε(t) + (TAt0 −M0T −N0C + T∆At0(t)−N0∆D0(t)) x(t)) dt

+ (TB0 −N0D0 + T∆B0(t)−N0∆D0(t)) v(t)dt + (TB −W ) u(t)dt

+ (T (Aw0 + ∆Aw0(t))x(t) + T (Bw + ∆Bw(t))v(t)) dw(t). (3.190)

A�n de supprimer l'e�et direct de l'état x(t) et de la commande u(t) dans la dérive
de la dynamique de l'erreur, nous supposons les contraintes suivantes

0 = TAt0 −M0T −N0C, (3.191a)

W = TB. (3.191b)

Ce qui est �équivalent� à la condition de non biais pour les systèmes linéaires déter-
ministes sans incertitudes.

En dé�nissant l'état augmenté suivant

ξ(t) =

[
x(t)

ε(t)

]
, (3.192)

et en utilisant (3.187), le signal de sortie du système (3.182) est donnée par

z(t) =
[
C1 + D2L −D2

]
ξ(t) + (D1 + D2R(Fy∆(t)Hv + D0)) v(t). (3.193)
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Chapitre 3. Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques

Avant de continuer, imposons la contrainte suivante qui va être justi�ée plus loin.

R
[
Fy D0

]
= 0. (3.194)

La contrainte RD0 = 0 a été justi�ée dans le paragraphe 3.2.2. Nous allons donner
une justi�cation pour la contrainte RFy = 0 au paragraphe 3.7.3.

En utilisant (3.190), les contraintes (3.191a)-(3.191b), (3.194) et le retour d'état u(t) =
Lx(t), la boucle fermée formée par le système (3.182) et le �ltre (3.185) est donnée par

dξ(t) =

([
At0 + BL −B

0 M0

]
+

[
∆At0(t) 0

T∆At0(t)−N0∆C(t) 0

])
ξ(t)dt

+

([
B0

TB0 −N0D0

]
+

[
∆B0(t)

T∆B0(t)−N0∆D0(t)

])
v(t)dt

+

([
Aw0 0

TAw0 0

]
+

[
∆Aw0(t) 0

T∆Aw0(t) 0

])
ξ(t)dw(t)

+

([
Bw

TBw

]
+

[
∆Bw(t)

T∆Bw(t)

])
v(t)dw(t) (3.195a)

z(t) =
[
C1 + D2L −D2

]
ξ(t) + D1v(t). (3.195b)

3.7.3 Calcul du gain de retour d'état L

En remplaçant la commande u(t) par Lx(t) dans le système (3.182) et en supposant
que l'état est mesuré, nous obtenons

dx(t) = ((At0 + BL + ∆At0(t))x(t) + (B0 + ∆B0(t))v(t)) dt

+ ((Aw0 + ∆Aw0(t))x(t) + (Bw + ∆Bw(t))v(t)) dw(t) (3.196a)

y(t) = x(t) (3.196b)

z(t) = (C1 + D2L)x(t) + D1v(t) (3.196c)

Le lemme suivant va nous permettre de calculer la matrice du retour d'état L.

Lemme 3.7.1. Le système (3.182) (ou (3.196)) est robuste stochastiquement exponentiel-
lement stabilisable par la commande u(t) = Lx(t) et nous avons ‖z(t)‖2bL2

6 γ‖v(t)‖2bL2
si,

pour un réel γ > 0 donné, il existe deux matrices Q = QT ,
Q ∈ IRn×n et Y ∈ IRm×n et deux scalaires réels µ1 > 0 et µ2 > 0 tels que l'inégalité
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3.7. Commande H∞ robuste basée observateur pour les systèmes stochastiques incertains

suivante soit véri�ée

(1, 1) B0 QCT
1 + Y TDT

2 Fx QAT
w0 0 QHT

x

BT
0 −γ2Iq DT

1 0 BT
w 0 HT

v

C1Q + D2Y D1 −Ir 0 0 0 0

F T
x 0 0 −µ1I` 0 0 0

Aw0Q Bw 0 0 −Q Fx0 0

0 0 0 0 F T
x0

−µ2I` 0

HxQ Hv 0 0 0 0 −(µ1 + µ2)
−1Ik


< 0,

(3.197)
avec

(1, 1) = At0Q + QAT
t0 + BY + Y TBT .

Le gain L est alors donné par

L = Y Q−1. (3.198)

n

Démonstration. Considérons le système incertain (3.196). En appliquant la LMI (3.6.1)
du théorème 3.6.1 nous obtenons directement la LMI (3.197). •

3.7.4 Conception de la commande basée observateur

Comme dans le paragraphe 3.2.2, la solution de l'équation de Sylvester (3.191a) (ou
(3.12)) donne

M0 = A0 −KC0, (3.199)

avec

A0 = LAt0L
†, (3.200a)

C0 =

[
CAt0L

†

CL†

]
, (3.200b)

K=
[
R K0

]
, (3.200c)

K0 = N0 −M0R, (3.200d)

et

KΣ = LA, (3.201)

où

K =
[
R K0

]
, (3.202)

A = A0, C = C(In − L†L), (3.203)
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Chapitre 3. Filtrage robuste d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques

Σ =

[
Fy D0 CA

0 0 C

]
, (3.204)

et, s'il existe une solution générale à l'équation (3.201), elle est alors donnée par

K =
[
0 0 LA

]
Σ
†
+ Z(I2p − Σ Σ

†
), (3.205)

où Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées.
La solution de la contrainte (3.191a) existe si et seulement si la condition de rang

(C.16) est véri�ée (voir annexe C, lemme C.1.1).
Il est à noter que les termes dans lesquels il y a des incertitudes comme T∆At0(t) −

N0∆C(t) et T∆B0(t) − N0∆D0(t) dans (3.195), peuvent être exprimées en fonction des
matrices du système. Par exemple, en utilisant (3.183), (3.188) et (3.200d), le premier
terme est donné par

T∆At0(t)−N0∆C(t) = LFx∆(t)Hx −RCFx∆(t)Hx − (K0 + M0R)Fy∆(t)Hx,

=

(
LFx −

[
R K0

] [CFx

Fy

])
∆(t)Hx −M0RFy∆(t)Hx. (3.206)

Remarquons que dans le deuxième terme de l'équation (3.206), nous avons le produit
M0R. En utilisant (3.199), (3.200) et (3.205), nous trouvons que ce produit est bilinéaire
en le gain Z. D'où l'utilité de la contrainte (3.194) (RFy = 0) a�n d'éviter cette bilinéarité.
Cette bilinéarité existe aussi dans le terme TB0 −N0D0 (voir (3.195)). Donc en vertu de
la contrainte (3.194), l'équation (3.206) devient

T∆At0(t)−N0∆C(t) =
((

LFx − CL
{2,F}

)
− Z

(
I2p − Σ Σ

†
)

C{2,F}

)
∆(t)Hx, (3.207)

où les matrices C{2,F} et CL
{2,F} sont données par

C{2,F} =

[
CFx

Fy

]
, CL

{2,F} =
[
0 0 LA

]
Σ
†
C{2,F}.

D'une façon similaire, nous pouvons calculer les autres termes T∆B0(t) − N0∆D0(t)
et TB0 −N0D0. En utilisant (3.183), (3.188) et (3.200d) nous avons

T∆B0(t)−N0∆D0(t) =

(
LFx −

[
R K0

] [CFx

Fy

])
∆(t)Hv −M0RFy∆(t)Hv,

TB0 −N0D0 = LB0 −
[
R K0

] [CB0

D0

]
−M0RD0,

d'où l'utilité de la contrainte (3.194) (RD0 = 0) a�n d'éviter la bilinéarité en le gain Z
dans les termes M0RFy∆(t)Hv et M0RD0.
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Ainsi, la boucle fermée (3.195) devient

dξ(t) =
(
Ât0 + ∆At0(t)

)
ξ(t)dt +

(
B̂0 + ∆B0(t)

)
v(t)dt

+
(
Âw0 + ∆Aw0(t)

)
ξ(t)dw(t) +

(
B̂w + ∆Bw(t)

)
v(t)dw(t) (3.208a)

z(t) = Ĉξ(t) + D1v(t) (3.208b)

où [
∆At0(t) ∆B0(t)

∆Aw0(t) ∆Bw(t)

]
=

[
Fx

Fx0

]
∆(t)

[
Hx Hv

]
, (3.209)

avec

Ât0 =

[
At0 + BL −B

0 Ât − ZĈt

]
, B̂0 =

[
B0

B̂01 − ZB̂02

]
,

Âw0 =

[
Aw0 0

Âw(01) − ZÂw(02) 0

]
, B̂w =

[
Bw

B̂w(01) − ZB̂w(02)

]
,

Ĉ =
[
C1 + D2L −D2

]
,

Fx =

[
Fx

F̂x1,1 − ZF̂x1,2

]
, Fx0 =

[
Fx

F̂x0,1 − ZF̂x0,2

]
,

Ât = LAt0L
† − CL

{1,At0}, Ĉt = (I2p − Σ Σ†)C{1,At0},

B̂01 = LB0 − CL
{0,B0}, B̂02 = (I2p − Σ Σ†)C{0,B0},

Âw(01) = LAw0 − CL
{2,Aw0}, Âw(02) = (I2p − Σ Σ

†
)C{2,Aw0},

B̂w(01) = LBw − CL
{2,Bw}, B̂w(02) = (I2p − Σ Σ†)C{2,Bw},

F̂x1,1 = LFx − CL
{2,F}, F̂x1,2 = (I2p − Σ Σ

†
)C{2,F},

F̂x0,1 = LFx0 − CL
{2,F0}, F̂x0,2 = (I2p − Σ Σ

†
)C{2,F0},

Hx =
[
Hx 0

]
, Hv = Hv,

et

C{1,At0} =

[
CAt0L

†

CL†

]
, CL

{1,At0} =
[
0 0 LA

]
Σ
†
C{1,At0},

C{0,B0} =

[
CB0

D0

]
, CL

{0,B0} =
[
0 0 LA

]
Σ
†
C{0,B0},

C{2,Aw0} =

[
CAw0

0

]
, CL

{2,Aw0} =
[
0 0 LA

]
Σ
†
C{2,Aw0},
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C{2,Bw} =

[
CBw

0

]
, CL

{2,Bw} =
[
0 0 LA

]
Σ
†
C{2,Bw},

C{2,F0} =

[
C2Fx0

0

]
, CL

{2,F0} =
[
0 0 LA

]
Σ
†
C{2,F0}.

Le théorème suivant nous permet de déterminer les matrices du �ltre réduit robuste.

Théorème 3.7.1. Si la condition de rang (C.19)10 est véri�ée, le problème 3.7.1 de la
commande basée observateur d'ordre réduit est résolu sous la contrainte (3.194) et avec
un retour d'état L donné par (3.197)-(3.198) si, pour un réel γ > 0 donné, il existe des
réels µ1 > 0 et µ2 > 0, et des matrices P = PT et Q = QT , P, Q ∈ IR(n+m)×(m+n) tels que Ku 0

0 Iq+2i

T

×



At0P + PA
T

t0 PĈT PA
T

w0 (µ1 + µ2)PHT
x B0 Fx 0

ĈP −Ir 0 0 D1 0 0

Aw0P 0 −P 0 Bw 0 Fx0

(µ1 + µ2)HxP 0 0 −Ij (µ1 + µ2)Hv 0 0

B
T

0 DT
1 B

T

w (µ1 + µ2)H
T
v −γ2Iq 0 0

F
T

x 0 0 0 0 −µ1Ii 0

0 0 F
T

x0
0 0 0 −µ2Ii


×

[
Ku 0

0 Iq+2i

]
< 0, (3.213)[

Ky 0

0 Ir+j

]T

×



QAt0 + A
T

t0Q QB0 QFx A
T

w0Q 0 ĈT (µ1 + µ2)H
T
x

B
T

0 Q −γ2Iq 0 B
T

wQ 0 DT
1 (µ1 + µ2)H

T
v

F
T

x Q 0 −µ1Ii 0 0 0 0

QAw0 QBw 0 −Q QFx0 0 0

0 0 0 F
T

x0
Q −µ2Ii 0 0

Ĉ D1 0 0 0 −Ir 0

(µ1 + µ2)Hx (µ1 + µ2)Hv 0 0 0 0 −Ij


×

[
Ky 0

0 Ir+j

]
< 0, (3.214)

10Dans (C.19), il faut remplacer D0 par [Fy D0].
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In+m = PQ, (3.215)

où

At0 =

[
At0 + BL −B

0 Ât

]
, B0 =

[
B1

B̂01

]
, Aw0 =

[
Aw0 0

Âw(01) 0

]
,

Bw =

[
B0

B̂01

]
, Fx =

[
Fx

F̂x1,1

]
, Fx0 =

[
Fx

F̂x0,1

]
,

C̃ =
[
0 Ĉt

]
, C̃0 =

[
Âw(02) 0

]
, I0,m =

[
0

Im

]
,

et les matrices Ky et Ku sont respectivement les bases des noyaux de[
C̃ B̂02 F̂x1,2 0 0

C̃0 B̂w(02) 0 0 F̂x0,2

]
et

[
−IT

0,m 0 0 0 0

0 0 0 −IT
0,m 0

]
.

Tous les gains Z sont donnés par

Z = H
†
RKG

†
L + Z−H

†
RHRZGLG

†
L, (3.216)

avec

K = −R−1
1 H

T

LS1G
T

R

(
GRS1G

T

R

)−1

+ R−1
1 S1/2

2 R2

(
GRS1G

T

R

)−1/2

,

S1 =
(
HLR−1

1 H
†
L −Q

)−1

> 0,

S2 = R1 −H
T

L

(
S1 − S1G

T

R

(
GRS1G

T

R

)−1

GRS1

)
HL,

Q =



QAt0 + A
T

t0Q QB0 QFx A
T

w0Q 0 ĈT (µ1 + µ2)H
T
x

B
T

0 Q −γ2Iq 0 B
T

wQ 0 DT
1 (µ1 + µ2)H

T
v

F
T

x Q 0 −µ1Ii 0 0 0 0

QAw0 QBw 0 −Q QFx0 0 0

0 0 0 F
T

x0
Q −µ2Ii 0 0

Ĉ D1 0 0 0 −Ir 0

(µ1 + µ2)Hx (µ1 + µ2)Hv 0 0 0 0 −(µ1 + µ2)Ij


.

Les matrices R1, R2 et Z sont arbitraires et véri�ent les relations R1 = RT
1 > 0 et

‖R2‖ < 1. Les matrices HL, HR, GL et GR sont de rang plein et véri�ent H = HLHR et
G = GLGR avec

H =

[
−IT

0,mQT 0 0 0 0 0 0

0 0 0 −IT
0,mQT 0 0 0

]T

,

G =

[
C̃ B̂02 F̂x1,2 0 0 0 0

C̃0 B̂w(02) 0 0 F̂x0,2 0 0

]
.

n
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Démonstration. Le système incertain (3.208) est dit robuste exponentiellement stable en
moyenne quadratique avec la performance (3.186) si, pour certains scalaires µ1 > 0 et

µ2 > 0, il existe une matrice Q = Q
T

> 0 telles que (voir lemme 3.7.1)

Q +

(
H

[
Z 0

0 Z

]
G

)
+

(
G

T

[
Z

T
0

0 Z
T

]
H

T

)
< 0. (3.217)

D'après le lemme de projection d'Iwasaki et Skelton [IS94], cette solution Q existe si
et seulement si les matrices P = PT > 0 et Q = QT > 0, avec P = Q−1 (voir annexe D),
sont les solutions des LMIs (3.213) et (3.214) et de l'équation (3.215). Les LMIs (3.213)
et (3.214) sont déduites de (3.217). Les formules proposées dans Iwasaki et Skelton [IS94]
(voir annexe B lemme B.3.1) nous permettent de trouver le gain Z (3.216).

•

Remarque 3.7.1. Pour résoudre les LMIs du théorème avec l'égalité (3.215), nous devons
utiliser un algorithme heuristique de chute de rang pour obtenir des solutions locales à
la contrainte non convexe (3.215) (voir annexe D). Celui qui a donné le meilleur résultat,
dans notre cas, est l'algorithme de linéarisation avec complémentarité conique [EOA97]. p

3.7.5 Exemple numérique

Considérons le système (3.182). Les di�érentes matrices de ce système sont données
par

At0 =


−3.5 −0.5 0 0

0 −1.5 0.1 0

0.1 0 −2 0

0.1 0 0 −1

 , B0 =


−0.1 0.3

−1 0.2

0.6 0.5

0 −0.2

 , B =


1 0

0 1

0 0

0 0

 ,

Aw0 =


0.2 −0.1 0 −0.3

−1 1 0 1

−0.6 0.1 0 −0.5

0.5 0.1 −0.5 −0.4

 , Bw =


−0.1 0.1

0.5 0

−0.6 0.2

0.5 −0.1

 , C1 =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
,

D1 =

[
0 −1

0 −1

]
, D2 =

[
1 0

0 0

]
, C =

[
1 0 0 0

0 1 0 0

]
, D0 =

[
0 −1

0 1

]
,

et les matrices des incertitudes de l'équation (3.183) sont données par
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Fx =


0.1

−0.1

0.2

0.2

 , Fx0 =


0.1

−0.1

0.2

0.2

 , Fy =

[
−0.01

0.01

]
,

Hx =
[
0.1 0.1 0.2 0.2

]
, Hv =

[
−0.1 −0.1

]
,

et les conditions initiales sont

x(0) =


−2

1

2

1

 , η(0) =

[
0

0

]
.

La LMI du lemme 3.7.1 nous donne le gain du retour détat L pour γ = 2.9, µ1 = 6.765
et µ2 = 6.800

L =

[
−0.026 −0.083 0.024 −0.030

1.782 −0.647 −0.240 −0.826

]
,

puis le théorème 3.7.1 nous donne le gain Z suivant

Z =

[
180.8 142.3 274 −664.8

−2274.2 −1902 −3753.2 8958.3

]
.

Alors, les matrices du �ltre (3.185) sont données par

M0 =

[
−1.885 0.032

5.248 −1.187

]
, N0 =

[
−0.071 −0.002

−4.207 −0.413

]
,

W =

[
1.035 1.035

0.970 0.970

]
, R =

[
−0.035 −0.035

0.031 0.031

]
.

Les �gures suivantes montrent la simulation du système augmenté (3.208). Nous pou-
vons voir l'évolution de l'état x(t) (�gures 3.13 et 3.16) et l'évolution du signal d'erreur
ε(t) et du signal de perturbation v(t) (�gures 3.14, 3.15, 3.17 et 3.18). Les simulations
sont faites pour deux valeurs des incertitudes ∆(t).
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1. Cas ∆(t) = 0.7 :
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Fig. 3.13 � L'état x(t).
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Fig. 3.14 � Le signal d'erreur ε(t) et le signal de perturbation v(t).
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Fig. 3.15 � Zoom de la Figure 3.14

2. Cas ∆(t) = −0.7 :
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Fig. 3.16 � L'état x(t).
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Fig. 3.17 � Le signal d'erreur ε(t) et le signal de perturbation v(t).
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Fig. 3.18 � Zoom de la �gure 3.17.
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3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons traité le �ltrageH∞ d'ordre réduit pour di�érentes classes
de systèmes stochastiques.

Le critère H∞ qui exprime l'attenuation entre la norme du signal de perturbation v(t)
et la norme de l'erreur d'estimation e(t) par un réel γ > 0 a été retenu comme indice de
performance.

L'approche utilisée pour traiter les systèmes bilinéaires est basée sur un changement
de variable qui transforme la bilinéarité état-commande en une incertitude paramétrique.
En utilisant la formule d'Itô, des lemmes de majoration sur le système devenu �incertain�
et une contrainte écrite sous la forme d'une équation de Sylvester, toutes les matrices du
�ltre sont exprimées en fonction d'une seule matrice de gain Z. La résolution d'une LMI
couplée à une contrainte algébrique assure la stabilité exponentielle en moyenne quadra-
tique et garantit l'indice de performance H∞.

Le �ltrage H∞ d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques incertains est également
traité. A la �n, la synthèse d'une commande H∞ robuste basée sur un observateur d'ordre
réduit pour les systèmes stochastiques incertains est proposée.
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Conclusion générale

Dans ce mémoire, nous avons évoqué le problème du �ltrage H∞ d'ordre plein et
d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques à temps continu.

Les systèmes stochastiques considérés sont décrits par une équation di�érentielle d'Itô.
Dans la dynamique de l'état des systèmes stochastiques considérés, à part la présence d'un
bruit multiplicatif, des bilinéarités dans la dérive ou dans la di�usion étaient permises.
Le cas des mesures a�ectées par un bruit multiplicatif a été également étudié. Les bruits
considérés sont des processus de Wiener.

Le critère H∞, qui exprime l'attenuation entre la norme du signal de perturbation v(t)
et la norme de l'erreur d'estimation e(t) par un réel γ > 0, a été retenu comme indice de
performance.

L'approche utilisée pour traiter les systèmes bilinéaires est basée sur un changement
de variable qui transforme la bilinéarité en une incertitude paramétrique.

La théorie de Lyapunov généralisée aux EDS a été employée dans la démonstration de
la stabilité exponentielle en moyenne quadratique des systèmes étudiés.

L'application de la formule d'Itô et des lemmes de majorations nous a permis d'expri-
mer le problème du �ltrage sous la forme de LMIs couplées à des contraintes bilinéaires.
Ces LMIs assurent la stabilité exponentielle en moyenne quadratique et véri�ent l'indice
de performance H∞. La résolution de ces LMIs nous a permis de calculer les matrices
des �ltres. Pour les �ltres d'ordre réduit, la solution d'une contrainte écrite sous la forme
d'une équation de Sylvester permet d'exprimer toutes les matrices du �ltre en fonction
d'une seule matrice de gain Z et �nalement la résolution de ces LMIs sous contraintes
algébriques permet de trouver ce gain Z et donc les matrices du �ltre.

Le �ltre H∞ d'ordre réduit pour les systèmes stochastiques incertains a été réalisé,
ainsi que la commande H∞ robuste basée sur un observateur d'ordre réduit pour ces
même systèmes.

133



Conclusion générale

Perspectives

Suite aux travaux exposés dans ce mémoire, les extensions et les perspectives suivantes
nous semblent être des pistes de recherche à approfondir :

1. sur les méthodes développées :
• relaxer la contrainte RD0 = 0 (voir (1.69) et (1.76)) a�n de rendre les conditions
de rang (voir annexe C, paragraphe (C.1)) moins restrictives,

• traiter les bilinéarités état-commande sans introduire la notion d'incertitude,

2. sur la classe de systèmes stochastiques considérée :
• étudier le cas des systèmes stochastiques dans lesquels la dérive et la di�usion
sont des fonctions polynomiales en l'état et trouver un �ltre de dimension �nie
pour ces classes de systèmes,

• relaxer les contraintes dues à la stabilité exponentielle en moyenne quadratique
a�n de ne se limiter qu'à la stabilité exponentielle en probabilité, le problème
résidant dans la recherche de la fonction de Lyapunov,

• étendre les résultats obtenus au �ltrage des systèmes singuliers (ou algèbro-di�érentiel)
stochastiques,

3. beaucoup de travaux ont été réalisés dans le diagnostic et la supervision des systèmes
en utilisant les propriétés stochastiques du �ltre de Kalman, les bruits considérés
dans ces systèmes étant additifs. L'extension de ces travaux aux systèmes ayant
bruits multiplicatifs est un problème ouvert.
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Annexe A

Dé�nitions relatives aux processus
stochastiques

A.1 Tribu ou σ−algèbre
Soit Ω un ensemble non vide et F une classe de parties de Ω. On dit que F est une

tribu sur Ω si

1. Ω ∈ F ,
2. F est stable par passage au complémentaire : si A appartient à F alors Ac appartient

à F ,
3. F est stable par union dénombrable : si (An)N ⊂ F alors ∪NAn appartient à F .

Si F est une tribu sur Ω, (Ω,F) est appelé espace mesurable et les éléments de F sont
des événements.

A.2 Espace probabilisé

Soit (Ω,F) un espace mesurable et P une application de F dans [0 1]. P est une
probabilité sur (Ω,F) si

1. P(0) = 0 , P(Ω) = 1,

2. Pour toute suite (An)N d'événements deux à deux disjoints, c'est-à-dire An∩Am = 0
si n 6= m, P(∪nAn) =

∑
nP(An).

Le triplet (Ω,F ,P) s'appelle un espace probabilisé ou espace de probabilité.

A.3 Espérance mathématique

Soit X une variable aléatoire réelle dé�nie sur (Ω,F ,P). On note E(X) l'espérance
de X :

E(X) =

∫
Ω

X(w)dP(w) =

∫
R
xdF (x), (A.1)

où F est la fonction de répartition de X.
Si E(X) = 0 on dit que X est centrée.
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A.4 Processus de Wiener ou mouvement brownien

Sur un espace probabilisé (Ω,F ,P), on dé�nit un mouvement brownien (ou un pro-
cessus de Wiener) B avec les trois propriétés suivantes :

(1) Indépendance des accroissements. Pour tout n > 2, les accroissements aléatoires
Btn

−Btn−1 , Btn−1 −Btn−2 , · · · , Bt1 −Bt0 sont indépendants pour tout 0 = t0 < t1 <
· · · < tn.

(2) Stationnarité. Pour tout δ > 0, la loi de la variable Bt+δ − Bt ne dépend pas de
l'instant t.

(3) Continuité. Le processus B est continu.

Un processus B est un mouvement brownien de dimension d et de matrice de covariance
Q si et seulement si :

(i) B0 = 0,
(ii) B est continu,
(iii) B est gaussien,
(iv) Pour tout t, s > 0, on a E(Bt) = 0 et E(BtB

T
s ) = min(t, s)Q.

Quand Q = I, le mouvement brownien B est appelé mouvement brownien standard.

A.5 Martingale

Dé�nition A.5.1 (Une martingale). [RW87b, Øks03, KS91] Un processus M(t) pour
t ∈ IR+ est une Ft-martingale si

(i) M est adapté,

(ii) E(M(t)) < ∞,

(iii) E(M(t))|Fs) = M(s) p.s. ∀ 0 6 t < s,

où F est une tribu (voir A.1).

A.6 Di�érence entre la forme d'Itô et la forme de Stra-

tonovich

Notre objectif est de calculer l'intégrale stochastique suivante∫ t

0

f(s)dw(s), (A.2)

or, les trajectoires des processus de Wiener (ou mouvement brownien) ne sont pas à
variation �nie et donc l'intégrale précédente n'est pas une intégrale au sens de Riemann-
Stieltjes.

L'intégrale stochastique (A.2) peut être approximée de la façon suivante

x(t) =

∫ t

0

f(s)dw(s) = lim
n→∞

(
n∑

j=1

f(t∗j) (w(tj+1)− w(tj))

)
, (A.3)
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A.6. Di�érence entre la forme d'Itô et la forme de Stratonovich

où t∗j ∈ [tj tj+1]. Nous supposons ici que 0 = t1 < t2 < · · · < tn = t avec

lim
n→∞

(
max
16j<n

|tj+1 − tj|
)

= 0, et que w(tj+1)− w(tj) est centré et indépendant de f(t).

La di�érence principale entre les formes d'Itô et de Stratonovich eréside dans l'évalua-
tion la relation (A.3)

(1) dans le cas où on évalue l'intégrale au point t∗j = tj, on obtient l'intégrale d'Itô notée∫ t

0

f(s)dw(s), (A.4)

qui est une martingale,

(2) dans le cas où on évalue l'intégrale au point t∗j =
tj + tj+1

2
, on obtient l'intégrale de

Stratonovich notée ∫ t

0

f(s) ◦ dw(s), (A.5)

qui n'est pas une martingale (pour plus de détails, voir [RW87a, Øks03, Dam04]).
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Annexe B

Compléments mathématiques

B.1 Lemme de majoration

Lemme B.1.1 (Lemme de majoration). [WXD92, XC03] Soit les matrices réelles
suivantes A,D,S,W et F de dimensions appropriées telles que W > 0 et F TF < I. Alors
nous avons les inégalités suivantes

(1) Pour tout scalaire µ > 0 et deux vecteurs x, y ∈ IRn,

2xTDFSy 6 µ−1xTDDTx + µyTSTSy. (B.1)

(2) Pour tout scalaire µ > 0 tel que W − µDDT > 0,

(A+DFS)
T W−1 (A+DFS) 6 AT

(
W − µDDT

)−1A+ µ−1STS. (B.2)

B.2 Lemme de Schur

Lemme B.2.1 (Lemme de Schur). [BEFB94] Etant données trois matrices Q, R et S
(Q = QT et S = ST ), les deux propositions suivantes sont équivalentes

(1) [
Q R

RT S

]
< 0. (B.3)

(2)
S < 0 et Q−RS−1RT < 0. (B.4)

La matrice Q−RS−1RT est aussi appelée complément de Schur de S. Ce lemme reste
véri�é lorsque l'on remplace �<� par �6�, et �>� par �>�.

B.3 Lemme de projection

Lemme B.3.1 (Lemme de projection). [GA94, IS94] Etant données trois matrices
B, C et Q (Q = QT ), les deux propositions suivantes sont équivalentes
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(1) Il existe une matrice P telle que

BPC + (BPC)T + Q < 0 (B.5)

(2)

BT⊥T

QBT⊥ < 0 (ou ∃µ ∈ IR tel que µBBT −Q > 0) (B.6)

et
C⊥T

QC⊥ < 0 (ou ∃µ ∈ IR tel que µCTC −Q > 0). (B.7)

Donc, pour résoudre (B.5), il su�t de véri�er (B.6) et (B.7) et après on reconstruit P
par (B.8).

Dans le cas où il existe une solution P à (1), alors nous pouvons paramétrer toutes les
solutions P par [IS94]

P = B†
RKC†

L + Z −B†
RBRZCLC†

L (B.8)

où
B = BLBR et B = CLCR (B.9)

sont respectivement des factorisations de rang plein de B et C, les matrices Z, R et L
sont arbitraires et véri�ent

R = RT > 0 et ‖L‖ < 1, (B.10)

et les matrices K, S1 et S2 sont données par

K = −R−1BT
LS1C

T
R

(
CRS1C

T
R

)−1
+ R−1S1/2

2 L
(
CRS1C

T
R

)−1/2
(B.11a)

S1 =
(
BLR−1B†

L −Q
)−1

> 0 (B.11b)

S2 = R−BT
L

(
S1 − S1C

T
R

(
CRS1C

T
R

)−1
CRS1

)
BL. (B.11c)
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Annexe C

Résolution des équations de Sylvester

C.1 Cas général

Considérons l'équation de Sylvester suivante

(TAti −MiT −NiC)
[
L† In − L†L

]
= 0, pour i = 0, . . . ,m, (C.1)

et la contrainte
RD0 = 0, (C.2)

avec L ∈ IRr×n et rang L = r.
Après avoir développé les calculs (voir chapitre 3, paragraphes 3.2.2 et 3.3.2), on arrive

à
KΣ =

[
0 LA

]
, (C.3)

où

K =
[
R K0 · · · Km

]
, (C.4)

A =
[
A0 · · · Am

]
, (C.5)

Σ =



D0 CA0 CA1 · · · CAm

0 C 0 · · · 0

0 0 C
. . .

...

0
...

. . . . . . 0

0 0 · · · 0 C


, (C.6)

et, s'il existe une solution générale à l'équation (C.3), elle est alors donnée par

K =
[
0 LA

]
Σ
†
+ Z(I(m+2)p − Σ Σ

†
), (C.7)

avec
Z =

[
ZR Z0 · · · Zm

]
, (C.8)

où Z est une matrice arbitraire de dimensions appropriées.
L'existence de cette solution est garantie par le lemme suivant.
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Lemme C.1.1 (Existence de la solution des équations de Sylvester). [SZRD02]
L'équation de Sylvester (C.1) a une solution si et seulement si la condition de rang sui-
vante

rang



0 LAt0 LAt1 . . . LAtm

D0 CAt0 CAt1 . . . CAtm

0 C 0 . . . 0

0 0 C
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 C

0 L 0 . . . 0

0 0 L
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 L



= rang



D0 CAt0 CAt1 . . . CAtm

0 C 0 . . . 0

0 0 C
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 C

0 L 0 . . . 0

0 0 L
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 L



(C.9)

est véri�ée.

Démonstration. La relation (C.1) est véri�ée, si et seulement s'il existe une solution K à
l'équation (C.3), c'est-à-dire si et seulement si [LT85][

0 LA
]
(I(m+2)p − Σ Σ

†
) = 0, (C.10)

ce qui est équivalent à

rang Σ = rang

[
0 LA

Σ

]
. (C.11)

En partant de chacun des membres de l'équation (C.9), nous pouvons écrire les rela-
tions suivantes

rang



0 LAt0 LAt1 . . . LAtm

D0 CAt0 CAt1 . . . CAtm

C 0 . . . 0

0 0 C
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 C

0 L 0 . . . 0

0 0 L
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 L



= rang



0 LAt0 LAt1 . . . LAtm

D0 CAt0 CAt1 . . . CAtm

C 0 . . . 0

0 0 C
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 C

0 L 0 . . . 0

0 0 L
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 L


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×



Ip 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 L† 0 . . . 0 In − L†L 0 0 0

0 0 L†
. . .

... 0 In − L†L
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 L† 0 . . . 0 In − L†L



= rang



0 LAt0L
† LAt1L

† . . . LAtmL† LAt0 LAt1 . . . LAtm

D0 CA 0L† CA 1L† . . . CA mL† CA 0 CA 1 . . . CA m

0 CL† 0 . . . 0 C 0 . . . 0

0 0 CL† . . .
... 0 C

. . .
...

...
...

. . . . . . 0
...

. . . . . . 0

0 0 . . . 0 CL† 0 . . . 0 C

0 Ir 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 0
. . .

... 0 0
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 Ir 0 . . . 0 0


= (m + 1)r + rang

[
LA

Σ

]
(C.12)

et

rang



D0 CAt0 CAt1 . . . CAtm

0 C 0 . . . 0

0 0 C
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 C

0 L 0 . . . 0

0 0 L
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 L



= rang



D0 CAt0 CAt1 . . . CAtm

0 C 0 . . . 0

0 0 C
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 C

0 L 0 . . . 0

0 0 L
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 L



×



Ip 0 0 . . . 0 0 0 0 0

0 L† 0 . . . 0 In − L†L 0 0 0

0 0 L†
. . .

... 0 In − L†L
. . .

...
...

...
. . . . . . 0

...
. . . . . . 0

0 0 . . . 0 L† 0 . . . 0 In − L†L


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= rang



D0 CAt0L
† CAt1L

† . . . CAtmL† CAt0 CAt1 . . . CAtm

0 CL† 0 . . . 0 C 0 . . . 0

0 0 CL† . . .
... 0 C

. . .
...

...
...

. . . . . . 0
...

. . . . . . 0

0 0 . . . 0 CL† 0 . . . 0 C

0 Ir 0 . . . 0 0 0 . . . 0

0 0 Ir

. . .
... 0 0

. . .
...

...
...

. . . . . . 0
...

. . . . . . 0

0 0 . . . 0 Ir 0 . . . 0 0


= (m + 1)r + rang Σ. (C.13)

Puis, en nous référant à la relation (C.11), la condition (C.9) est démontrée. •

C.2 Cas particuliers

C.2.1 Cas d'un système avec m commandes et D0 = 0

La condition (C.9) du lemme C.1.1 devient

rang



LAt0 LAt1 . . . LAtm

CAt0 CAt1 . . . CAtm

C 0 . . . 0

0 C
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 C

L 0 . . . 0

0 L
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 L



= rang



CAt0 CAt1 . . . CAtm

C 0 . . . 0

0 C
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 C

L 0 . . . 0

0 L
. . .

...
...

. . . . . . 0

0 . . . 0 L



. (C.14)

C.2.2 Cas d'un système avec une commande

Dans ce cas, l'équation de Sylvester (C.1) suivante

(TAti −MiT −NiC)
[
L† In − L†L

]
= 0, pour i = 0, 1. (C.15)
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Lorsque D0 6= 0, la condition (C.9) du lemme C.1.1 devient

rang



D0 LAt0 LAt1

0 CAt0 CAt1

0 C 0

0 0 C

0 L 0

0 0 L


= rang



D0 CAt0 CAt1

0 C 0

0 0 C

0 L 0

0 0 L


. (C.16)

Quand D0 = 0, la condition (C.9) du lemme C.1.1 devient

rang



LAt0 LAt1

CAt0 CAt1

C 0

0 C

L 0

0 L


= rang



CAt0 CAt1

C 0

0 C

L 0

0 L


. (C.17)

C.2.3 Cas d'un système sans commande

Dans ce cas, l'équation de Sylvester (C.1) devient

(TAt0 −M0T −N0C)
[
L† In − L†L

]
= 0. (C.18)

Lorsque D0 6= 0, la condition (C.9) du lemme C.1.1 devient

rang


0 LAt0

D0 CAt0

0 C

0 L

 = rang


D0 CAt0

0 C

0 L

 . (C.19)

Quand D0 = 0, la condition (C.9) du lemme C.1.1 devient

rang


LAt0

CAt0

C

L

 = rang


CAt0

C

L

 . (C.20)
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Annexe D

Prise en compte de la contrainte
PQ = I (théorèmes 3.3.1 et 3.7.1)

Dans les théorèmes 3.3.1 et 3.7.1 du chapitre 3, on doit résoudre deux LMIs avec la
contrainte PQ = In+` où P = PT > 0 et Q = QT > 0 sont les inconnues pour ces LMIs
(PQ = In+r dans le théorème 3.3.1 et PQ = In+m dans le théorème 3.7.1).

Cette situation se retrouve dans le problème de la synthèse d'un correcteur statique
pour un système linéaire : une contrainte de rang (rang(PQ) = n + `) est ajoutée, ce qui
rend ce problème non convexe.

En e�et, la LMI [
P In+`

In+` Q

]
> 0 (D.1)

intervenant dans la synthèse d'un correcteur H∞ d'ordre plein (voir [GA94, MOS98,
SGC97]) est alors remplacée par[

P In+`

In+` Q

]
> 0, et rang

[
P In+`

In+` Q

]
= n < 2(n + `) (D.2)

où n est l'ordre du correcteur à obtenir (voir [EG93]).
Les trois heuristiques suivantes :

(i) réduction de potentiel [DD94b, DD94a],
(ii) projections alternées [BG96, GW96],
(iii) linéarisation avec complémentarité conique [EOA97].

permettent d'obtenir une dégénéréscence de rang dans la LMI (D.2).
Ces heuristiques ne convergent pas toujours et ne donnent pas forcément le correcteur

stabilisant d'ordre minimal. A la di�érence des deux dernières approches citées ci-dessus, la
technique de la réduction de potentiel [DD94b, DD94a] conduit très vite à un problème de
taille prohibitive. Les méthodes basées sur la linéarisation avec complémentarité conique
[EOA97] et sur les projections alternées [BG96, GW96] sont les plus faciles à implémenter
sur le plan informatique. La méthode basée sur la linéarisation avec complémentarité co-
nique [EOA97] réalise à chaque étape une optimisation sur l'ensemble des paramètres des
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LMIs, alors que la technique des projections alternées [BG96, GW96] n'optimise que sur
les matrices P et Q. De ce fait, l'utilisation de la linéarisation avec complémentarité co-
nique [EOA97] présente un avantage sur l'emploi des projections alternées [BG96, GW96].
Cependant, le principal problème est de �xer le seuil à partir duquel on considère qu'il y a
une chute de rang, c'est-à-dire la valeur maximale des valeurs singulières que l'on néglige
en les considérant comme nulles. Si ce seuil est �xé trop grand, il peut s'en suivre une
dégradation des performances.

Le rang minimal dans (D.2) est n = n+ ` et correspond à notre problème, c'est-à-dire
à PQ = n + ` et donc à tr(PQ) = n + `. Dans ce mémoire, l'algorithme proposé dans
[EOA97] a donné des résultats satisfaisants.

Par exemple pour le théorème 3.3.1, cette méthode se met en ÷uvre de la manière
suivante

On lance d'abord le solveur pour trouver une solution faisable x = (P, Q) aux LMIs
(3.68), (3.69) et (D.2) pour le théorème 3.3.1. Elle constituera un point de départ pour
l'algorithme de décroissance de rang. Le problème d'optimisation à résoudre est alors le
suivant [EOA97]

min tr(PQ) (D.3)

sous les contraintes LMIs (3.68), (3.69) et (D.2).
Mais bien que la trace soit une fonction linéaire, la relation (D.3) ne l'est pas car nous

avons le produit P×Q. Ce problème est résolu en proposant une approximation linéaire
de cette trace

min Ψ(Pk, Qk) (D.4)

avec

Ψ(Pk, Qk) = constante + tr(Pk−1Qk + Qk−1Pk) (D.5)

où l'indice k représente le numéro de l'itération.
Cette linéarisation explique le nom de linéarisation avec complémentarité conique

donné à cette méthode dans la mesure où le problème sera résolu dans l'ensemble (cône)
constitué par les matrices semi-dé�nies positives.

A l'itération k, Pk−1 et Qk−1 sont donc connues. L'algorithme est initialisé avec une
solution x0 = (P0, Q0) correspondant aux LMIs (3.68), (3.69) et (D.2). L'algorithme à
mettre en ÷uvre est le suivant.

Algorithme D.1.

(i) Trouver un élément x0 = (P0, Q0) satisfaisant l'ensemble des LMIs. Poser k = 0.
(ii) Poser k = k + 1, Vk = Qk−1 et Wk = Pk−1. Chercher xk = (Pk, Qk) en résolvant le

problème d'optimisation suivant

min tr(VkPk + WkQk) (D.6)

avec xk = (Pk, Qk) véri�ant les LMIs à résoudre.
(iii) Si le critère sur (D.6) est atteint, on passe à l'étape (iv). Sinon, on relance l'étape (ii)

jusqu'à ce que ce critère soit atteint ; s'il n'est pas atteignable, on quitte l'algorithme
car il ne peut pas générer de chute de rang.
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(iv) On pose k = 0, x0 = xk. A cette étape, on a obtenu une chute de rang de 1 dans le
produit PQ. On va à l'étape (ii) pour tester s'il est encore possible de diminuer le
rang. Dans le cas contraire, on pose x = xk et on arrête l'algorithme.

La convergence de l'algorithme est démontrée car la suite tr(Pk−1Qk + Qk−1Pk) est
décroissante et minorée par 2(n + `), où n + ` est l'ordre du système (3.66) pour lequel
nous cherchons un correcteur d'ordre �xe (voir [EOA97], théorème 2.1).

Il est à remarquer qu'il nous faut choisir un seuil à partir duquel on considérera que
les valeurs singulières de la matrice sont nulles car, bien que l'algorithme force certaines
d'entre elles à tendre vers zéro, elles ne seront jamais précisément nulles.
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Annexe D. Prise en compte de la contrainte PQ = I (théorèmes 3.3.1 et 3.7.1)
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Résumé

Ce mémoire aborde la synthèse de �ltres H∞ d'ordre plein et d'ordre réduit pour les
systèmes stochastiques à temps continu avec bruits multiplicatifs. Les bruits considérés
dans l'équation d'état et dans l'équation de mesures sont des processus de Wiener.

Les systèmes stochastiques étudiés dans ce mémoire sont écrits sous la forme d'une
équation di�érentielle stochastique au sens d'Itô dans lesquels la dérive et la di�usion sont
linéaires ou bilinéaires. Les systèmes avec plusieurs bruits multiplicatifs et les systèmes
dont les mesures sont a�ectées par des bruits multiplicatifs sont également traités dans
ce mémoire. La conception d'une commande H∞ basée sur un observateur d'ordre réduit
pour les systèmes stochastiques incertains est étudiée.

Le critère de performance considéré est le critère H∞ du signal de perturbation vers
le signal d'erreur d'estimation. La stabilité retenue pour ces systèmes stochastiques dans
ce travail est la stabilité exponentielle en moyenne quadratique.

La méthode utilisée pour trouver les matrices des �ltres est basée sur l'utilisation de
la théorie de Lyapunov pour les équations di�érentielles stochastiques, la formule d'Itô et
sur la résolution des Inégalités Matricielles A�nes couplées à des contraintes bilinéaires
qui assurent la stabilité et la performance.

Mots-clés: Systèmes stochastiques, Systèmes stochastiques incertains, Filtrage H∞, Fil-
trage H∞ d'ordre réduit, Robustesse, Fonction de Lyapunov, Stabilité exponentielle en
moyenne quadratique, Formule d'Itô, Inégalités Matricielles A�nes, Processus de Wiener.



Abstract

This memory approaches the synthesis of full and reduced-order H∞ �lters for con-
tinuous time stochastic systems with multiplicative noises. The noises considered in the
state equation and in the measurement one are Wiener processes.

The stochastic systems studied in this memory are written in the form of an Itô
di�erential equation in which the drift and the di�usion are linear or bilinear. The systems
with several multiplicative noises and the systems whose measurements are a�ected by
multiplicative noises are treated in this memory. Finally, the design of reduced-order H∞

observer-based control for the uncertain stochastic systems is studied.
The performance index considered is the H∞ criterion from the disturbance signal

towards the estimation error signal. The stability retained for these stochastic systems in
this work is the exponential mean-square stability.

The method used to �nd the matrices of the �lters is based on the use of the theory of
Lyapunov for the stochastic di�erential equations, the Itô formula and on the resolution
of Linear Matrix Inequalities coupled to bilinear constraints which ensure the stability
and the performance.

Keywords: Stochastic systems, Uncertain stochastic systems,H∞ �ltering, reduced-order
H∞ �ltering, Robustness, Lyapunov function, Exponential mean-square stability, Itô for-
mula, Linear Matrix Inequalities, Winer process.


