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Notations

• La lettre p désigne un nombre premier. Dans la partie consacrée à l'inégalité de Thran-Kubilius,
il en est de même pour la lettre q.

• alb signifie que a divise b et pVlln signifie que pVln et pv+l t n.
• (a, b) désigne le pgcd des entiers a et b.
• l(n) := 1 (n E N*).

• w(n) := Lpln 1 et T(n) := Ldln 1

• J1-(n) := {(_I)W(n) si n est sans facteur carré, (fonction de M6bius).
o dans le cas contraire,

{
log p si n = pV

• A(n):= 0 dl' . (fonction de Von Mangoldt).ans e cas contraIre,

• ep(n) := Ll";m";n, (m,n)=l 1 est la fonction indicatrice d'Euler.
• P(n) désigne le plus grand facteur premier de n, avec la convention P(I) = 1.
• S(x, y) := {n :::;; x: P(n) :::;; y} et w(x, y) est le cardinal de S(x, y).
• La fonction de Dickman (! est définie comme l'unique solution continue de l'équation différentielle

aux différences finies

V{!'(v) + {!(v - 1) = 0 (v> 1), {!(v) = 1 (0:::;; v:::;; 1).

ous posons également {!(v) = 0 pour v < O.

• Étant donné un nombre réel x, nous notons [x] sa partie entière, (x) sa partie fractionnaire, et
Ilxll := d(x, Z) = minnEz lx - ni la distance de x à l'ensemble des entiers.

• Ç'(v) désigne, pour v > 1, l'unique solution strictement positive de l'équation

1 + vÇ'(v) = eç(v).

On pose Ç'(I) = O.
• a = a(x, y) désigne la solution de l'équation transcendante

L logp = log x (x ~ Y ~ 2).
po. -1

p";y

• ( désigne la fonction zêta de Riemann.
• logk désigne la k-ième itérée de la fonction logarithme.
• Nous utilisons indifféremment la notation de Landau f = O(g) et celle de Vinogradov f « g

pour signifier que Ifl :::;; Gigi pour une constante positive G, qui peut être absolue ou dépendre
de certains paramètres, auquel cas la dépendance pourra être indiquée en indice.

• La notation f ;::;: g signifie que f « g et g « f ont lieu simultanément.
• A désigne l'ensemble des fonctions arithmétiques additives à valeurs réelles, c'est-à-dire telles que

f(n) = L f(pV) (n E N*).
pvlln





Introduction

Cette thèse comporte deux parties indépendantes, toutes deux dédiées à l'étude des entiers
friables, ou sans grand facteur premier, et à leur implication dans la théorie analytique et
probabiliste des nombres. Nous désignons par P(n) le plus grand facteur premier d'un entier n ~ 2
et nous posons P(l) = 1. L'ensemble

S(x,y):= {n ~ x: P(n) ~ y}

dont le cardinal est noté \lJ(x, y), a fait l'objet d'une littérature considérable depuis le travail de
Bruijn en 1951, et notamment lors des vingt dernières années. L'introduction des entiers friables
s'est en effet révélée très utile dans de nombreux problèmes.

Dans la première partie, nous utilisons les entiers friables pour traiter un problème posé par
Davenport en 1937 concernant des séries trigonométriques à coefficients arithmétiques. La première
fonction de Bernoulli normalisée est définie par

si rJ ct- Z,
si rJ E Z,

où (-) désigne la partie fractionnaire. Elle est en tout point somme de son développement en série
de Fourier : on a, pour tout rJ E JR.,

(1) B(rJ) = - L sin(~~krJ) .

k~l

Étant donnée une fonction arithmétique g : N* ---4 C, on déduit de (1) le calcul formel

(2)

L g(n) B(nrJ) = - L g(n
k
) sin(2'1rnkrJ)

n 'lrn
n~l n,k~l

= - L (g * 1)(m) sin(2'1rmrJ),
'lrm

m~l

où * désigne le produit de convolution de Dirichlet, et 1 la fonction arithmétique définie par
l(n) = 1 pour tout n ~ 1. En posant

(3)

nous pouvons réécrire (2) sous la forme

f = g * 1,

L f(m) sin(2'1rmrJ) +L g(n) B(nrJ) = O.
'lrm n

m~l n~l

Étant donné un couple de fonctions (f,g) liées par la relation (3), déterminer les nombres réels rJ
pour lesquels l'identité (Dn) prend un sens analytique, est un problème difficile que l'on ne sait
actuellement pas résoudre en toute généralité. Nous noterons désormais (f, g) E D1J pour signifier
qu'un couple de fonctions (f,g), liées par la relation (3), satisfait l'identité (D1J)'

Désignons par 6 l'élément neutre pour la convolution et par J..L la fonction de M6bius. Davenport
a établi que (6, J..L) E D1J pour tout rJ ER Plus précisément, il obtient l'estimation effective

(4) A (_a ).= sin(2'1rrJ) L J..L(n) B( _a) 1
u 'U, y . + n-u «(1 )A

'Ir n ogy
n'i;y

(y ~ 2),
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Où A est une constante positive arbitraire. La méthode de Davenport consiste à utiliser la
décomposition

avec

et

L'intégrale l ramène le problème à un cas où la série double figurant dans (2) est sommable, et pour
lequel l'interversion des sommations est donc licite. Estimer J consiste essentiellement à contrôler
les discontinuités de

(5) {} ~ L p,(n) B(m9).
n

n~y

Le saut de la fonction (5) en un point de Farey a/q, avec 1 :( a :( q :( y et (a, q) = 1, vaut

n~y

n=O(mod q)

p,(n)
n

p,(q)
q L

n~ylq

(n,q)=1

_p,_(n_) « _---,-----1_---,-
n q + (logy)A'

pour tout A > 0, où la dernière évaluation peut être établie par une méthode classique d'intégration
complexe. Davenport obtient l'évaluation souhaitée en sommant sur tous les points de Farey d'ordre
y appartenant à l'intervalle [{}I, {}] et obtient l'estimation

(6)

qui est suffisante pour conclure.

Cependant cette méthode échoue dans le cas de certaines fonctions arithmétiques de référence.
Par exemple, lorsque (I,g) = (log, A), où A désigne la fonction de von Mangoldt, le contrôle des
discontinuités ne semble plus envisageable, car le saut en un point de Farey a/q de la fonction
{} ~ Ln~y A(n)B(n{})/n ne tend pas vers 0 lorsque y ---4 00, contrairement au cas de la fonction p,.

ous donnons dans l'appendice A de la première partie de ce travail, un exposé plus détaillé sur
la méthode de Davenport et ses limites.

Il est par ailleurs à noter que l'extension du résultat de Davenport par convolution se heurte
également à des obstacles sérieux. Ainsi, on a bien

(7)

6. f ({}, y) : = L f(m) sin(21rm{}) + L g(n) B(n{})
1rm n

m~y n~y

= L f(m) 6. (m{), y/m),
m

m~y

mais la contribution à (7), des entiers m ~ y/2, pour lesquels le résultat (4) de Davenport est
sans intérêt, peut être substantielle, hors des circonstances où l'on dispose d'une forte condition
de décroissance pour la fonction f.

Environ soixante années plus tard, La Bretèche et Tenenbaum ont exploité les récents
développements effectués sur les entiers friables pour développer un cadre mieux adapté à ce
problème. La P-sommation, introduite par Fouvry et Tenenbaum en 1991, constitue l'outil
déterminant de cette nouvelle méthode. Ce procédé consiste à sommer non plus sur les entiers
n :( y mais sur les entiers n tels que P(n) :( y. L'emploi de la P-sommation pour traiter le
problème de Davenport peut être justifié par l'énoncé suivant: le P-développement en série de
Fourier de la fonction B converge ponctuellement vers B, c'est-à-dire

(8) \J({},y) := B({}) - B({}, y) = 0(1) (y ---400)



avec

De plus,
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B(rJ, y) := - L sin(27rnrJ).
7rn

P(n)~y

9

supB(rJ,y) = supB(rJ) + 0(1) (y --t 00),
19ER 19ER

ce qui signifie que le phénomène de Gibbs est évité. Le procédé de P-sommation est donc plus
régulier que la sommation usuelle.

La Bretèche et Tenenbaum parviennent à établir, grâce à cette méthode, que (log, A) E D19

pour tout rJ E R, alors que la méthode de Davenport fournissait seulement le résultat pour presque
tout rJ. Désignons par T(n) la fonction qui compte le nombre de diviseurs d'un entier n. La Bretèche
et Tenenbaum traitent également le cas du couple (T, 1) qui s'avère être particulièrement intéressant
dans la mesure où l'ensemble des nombres réels rJ pour lequels la relation (D19) n'est pas satisfaite
est non vide. Notant {qm}~=l la suite des dénominateurs des réduites de {), les auteurs de [3]
obtiennent que pour {) ER" Q, le couple (T, 1) appartient à D19 si, et seulement si, la série

L (-1)m (log qm+1)

m~l qm

est convergente.
Qu'une condition de croissance sur la suite {qm}~=l intervienne ici n'est pas surprenant en

soi: heuristiquement, les nombre réels {) posant problème sont ceux pour lesquels les nombres
n{) approchent trop bien les discontinuités de la fonction B, c'est-à-dire les nombres entiers. En
effet, c'est en ces points que la convergence du développement en série de Fourier de B est la plus
mauvaise. Or, de tels points sont précisément ceux pour lesquels la suite {qm}~=l croît très vite.

Nous nous sommes penchés sur le cas du couple (TI<+l' TI<) où TI< désigne, pour r;, > 0, la puissance
de convolution d'ordre r;, de la fonction 1 ; autrement dit TI«n) est le coefficient générique de la série
de Dirichlet ((s)1< où ( désigne la fonction zêta de Riemann. ous obtenons une caractérisation
des nombres irrationnels pour lesquels (TI<, TI<+l) E D19. Pour énoncer notre résultat principal, nous
introduisons la fonction multiplicative fI< définie par

fl«pV) : = (1 - ~) 1< L TI«pi+V)
P j~O pl

= TI<(PV) { 1 + 01< G)} (v ~ 1),

en convenant que la lettre p désigne un nombre premier. Nous obtenons le résultat suivant.

Théorème 1. Soient r;, > 0 et {) ER" Q . On a

(9)

si, et seulement si, la série

(10)

converge.

Compte-tenu des identités Tl = 1, T2 = T et fI = 1, ce théorème correspond à une généralisation
à r;, > 0 du résultat obtenu par La Bretèche et Tenenbaum pour r;, = 1.

La fonction fI< satisfait la majoration

fl«q) «1< qé (q ~ 1, r;, > 0).
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Un théorème de Khinchine, dans [la], nous permet alors de montrer que l'ensemble des nombres
irrationnels pour lesquels la série (10) n'est pas convergente, est de mesure de Hausdorff nulle. Il
est cependant non vide: il est possible de construire un nombre irrationnel de sorte que ses réduites
croissent suffisamment vite pour que la série (10) diverge.

La Bretèche et Tenenbaum ont établi indirectement dans [3], que l'identité (9) est valide pour tout
{) E Q. Nous retrouvons ce résultat en donnant de plus une estimation de la vitesse de convergence
des deux séries impliquées dans (9).

Par ailleurs, il est aussi possible de considérer la fonction T z lorsque z est un nombre complexe.
La Bretèche et Tenenbaum ont établi la validité de l'identité

(11) L TZ+l(m) sin(2nm{)) + L Tz(n) B(n{)) = a
nm n

m;;'l n;;'l

pour tout {) E IR lorsque zEe vérifie Iz - 11 ~ 1. ous obtenons qu'une condition suffisante pour
la validité de (11), lorsque z est un nombre complexe quelconque et {) un nombre irrationnel, est

(12)

Pour établir de tels résultats lorsque {) E IR ...... Q, nous suivons la méthode introduite par La
Bretèche et Tenenbaum dans [3]. ous commençons par établir que les deux séries, mises en jeu
dans (11), et la série

(13)

convergent ou divergent simultanément pour tous zEe et {) E IR ...... Q. L'étude de la convergence
de la série

(14) L TZ+l(m) sin(2nm{)) (z E C,{) E IR ...... Q)
nm

m;;'l

se déduit, via une sommation d'Abel, de l'estimation de la somme

(15) L TZ+l(m) sin(2nm{)).
m~x

Une telle estimation est réalisée dans [3] et repose sur l'évaluation des sommes d'exponentielles

L Tz(m)e2iTCamjq (1 ~ a ~ q, (a, q) = 1),
m~x

par la méthode de Selberg-Delange. On en déduit une estimation de (15) faisant intervenir
les dénominateurs des meilleures approximations rationnelles de {), c'est-à-dire les éléments de
l'ensemble

1)({)) := {q ~ 2 : Ilq{)11 < min Ilr{)II},
l~r<q

où II{)II désigne la distance du nombre réel {) à l'entier le plus proche. On sait classiquement que
1)({)) coïncide avec {qm}~=l' ce qui nous permet de relier la convergence de la somme (14) à la
convergence de la série (la).

Pour étudier la convergence de la série

(16) L Tz(n) B(n{))
n

n;;'l

nous employons le fait, établi dans [3], que la fonction T z est bien répartie dans les progressions
arithmétiques de petit module.
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ous faisons intervenir les entiers friables pour établir, qu'en cas de convergence, les séries (14)
et (16) ont des sommes opposées, c'est-à-dire que

( ) ()
~ Tz+l(m) . ~ Tz(n)

17 .0.T%+l {);Y := LJ sm(2Km{)) + LJ --B(n{)) = 0(1) (y ~ (0).
Km n

m~y n~y

La P-sommation étant plus régulière que la sommation usuelle, La Bretèche et Tenenbaum
préconisent d'établir en premier lieu la validité du P-analogue de (17), c'est-à-dire

(18) V'T%+l({)'Y):= z= TZ+l(m) sin(2Km{)) + z= Tz(n) B(n{)) = 0(1) (y ~ (0),
Km n

P(m)~y P(n)~y

puis d'en déduire (17), via la formule

.0.T%+, ({); y) = V'T%+'({)'Y) - UT%+l({);Y) - VT.({);y) (y ~ 2),
où l'on a posé

~ Tz+l(m).
UT +, ({); y):= LJ sm(2Km{)),

% Km
P(m)~y

m>y

et z= Tz(n) B(n{)).
n

P(n)~y
n>y

L'étude des «défauts de P-régularité», UT%+,({)iY) et VT%({);y), est effectuée dans [3]. En
approchant B par une fonction dont le développement en série de Fourier est absolument
convergent, et en procédant à une interversion de sommation devenue licite, La Bretèche et
Tenenbaum montrent que l'étude de VT%({)), et à l'évidence celle de UT%+, ({), y), peut se ramener à
celle des sommes d'exponentielles

(19) z= T z (n)e2i
ll'n19 (z E q.

nES(x,y)

La Bretèche a établi dans [1] des résultats permettant d'évaluer des sommes du type (19).
Cela repose essentiellement sur la méthode classique de Vinogradov pour évaluer des sommes
d'exponentielles sur des arcs mineurs. En choisissant y de manière à ce que {) appartienne à un arc
mineur, La Bretèche et Tenenbaum obtiennent la formule

liminf IUT%+l ({), y)1 + IVT'({),y)1 = o.
y---too

Pour établir (18), nous exploitons un autre aspect capital de la P-sommation, à savoir le
respect de la structure multiplicative du produit de convolution de Dirichlet : la formule, dite
des convolutions complètes, affirme que pour deux fonctions arithmétiques j, g, nous avons

z= j(n) z= g(m) = z= (f * g)(k),
P(n)~y P(m)~y P(k)~y

sous réserve de convergence des trois séries. Rappelant la définition de V'({), y) en (8), nous obtenons
en particulier

n
(21)

(20)

z=
P(n)~y

11n1911~1/y

En localisant les entiers n, dont la contribution à (21) est non négligeable, à l'aide des approxi
mations diophantiennes de {), nous obtenons que (18) est satisfaite dès que la condition (12) est
remplie. Cette dernière étape nécessite également une estimation de la moyenne de T z sur les entiers
friables, fournie par Smida, dans [11].

~ Tz(m)
V'T%+,({),y) = LJ ~V'(m{),y),

P(m)~y

formule que l'on peut avantageusement comparer à (7) : les entiers y/m ont disparu.
ous utilisons alors une estimation effective de la formule (8), établie au Théorème 2.2 de [3].

Nous obtenons que la somme intervenant dans (20) est essentiellement dominée par

TAn)
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La deuxième partie de cette thèse se place dans le cadre de la théorie probabiliste des nombres
et de l'étude de la répartition des fonctions additives via l'inégalité de Turan-Kubilius.

Convenons que la lettre p désignera toujours un nombre premier. Si f est une fonction additive,
nous pouvons écrire

f(n) = L f(pV) = L fp(n) (n::;; x),
pvlln p";;;x

où les fp sont définies par

(22) f (n) = {f(pV) s~ pVlln
p 0 SI pt n.

Si Vx désigne la mesure uniforme sur Ox := {n::;; x}, on a

vx{fp(n) = f(pV)} = wx(pV) : = ~{ [;] - [pV:l] }

= plv (1-~) +o(~).

La répartition de la fonction f peut donc être modélisée par celle d'une variable aléatoire Zf,x
définie par

où les çp sont des variables aléatoires indépendantes géométriques de paramètre (1 - l/p). Les
approximations naturelles de l'espérance et de la variance d'une fonction additive f définie sur Ox
sont donc

f(pV) ( 1)Af(x) := JE(Zf,x) = L -v 1 - - ,
pV";;;x p p

2 (1)2{ f(pV)}2
V(Zf,x) = Bf(x) - L 1- P L -----pv-'

p";;;x 1";;; v";;; log xl log p

où l'on a posé

B (X)2 := JE(Z2 ) = " f(pv)2 (1- ~),f f,x L.J pV P
pV";;;x

et où JE et V désignent respectivement l'espérance et la variance relatives à la loi de probabilité des
variables aléatoires çp. Avec ces notations, l'inégalité classique de Turan-Kubilius s'énonce sous la
forme

(23)

où la constante implicite ne dépend pas de la fonction additive f.
La quantité Vf(x) ne représente pas exactement la variance de f sous la mesure vx, qui s'écrit

avec
1

Ef(x) = - L f(n).
x
n~x

Cependant, l'écart entre Vf(x) et Vf(x) reste négligeable devant B f (x)2.
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La constante C peut donc être vue comme une mesure de l'écart séparant la théorie probabiliste
des nombres et la théorie des probabilités. Plus précisément, on peut considérer la constante

. V'f(x)
C = hmsup sup B ( )2'

x--->oo fEÂ f x

où la lettre Â désigne l'ensemble des fonctions additives à valeurs réelles. Dans [2], La Bretèche et
Tenenbaum déduisent d'une formule asymptotique pour la variance V'f(x), établie par Hildebrand
dans [11], l'égalité C = 2.

On peut espérer approfondir notre compréhension de la nature probabiliste de l'ensemble Ox,
en remplaçant la mesure l/x par la mesure uniforme sur S(x, y), que nous désignons par lIx ,y. En
conservant la définition (22) des fonctions fp, nous avons, pour une fonction additive f dont le
support est inclus dans S(x, y),

Notant
\IJm(x, y) := {n E S(x, y) : (n,m) = 1},

nous observons que la loi des fp est désormais donnée par

(24)

Pour construire un modèle probabiliste de f dans ce cadre, il nous suffit donc de disposer d'une
approximation simple du rapport \IJp(x/pv, y)/\IJ(x, y). L'estimation de \IJ(x, y), obtenue dans [14]
par la méthode du col, suggère que ce rapport est proche de la quantité

où 0: désigne la solution de l'équation transcendante

'" logp = logx.
LJ pO:-l
p":;'y

Cela nous amène à approcher la répartition de f par celle de la variable aléatoire

Zf,x,y := L çp,
p":;'y

où les çp sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est définie par

Tout comme dans le cas x = y, nous sommes conduits à considérer les approximations naturelles
de l'espérance et du moment d'ordre 2 de f,

f(pV) ( 1 )Af(x, y) := IE(Zf x y) = '" -- 1 - - ,, , LJ pVO: pO:
pVES(x,y)

2 ._ 2 _ f(pv)2 1
Bf(x,y) .-IE(Zfxy)- '" --(1--)., , LJ pVO: pO:

pVES(x,y)



14 BRUNO MARTIN

Avec ces notations, La Bretèche et Tenenbaum établissent dans [2] que la majoration

(25) 1 "{ }2 2Vf(X,y):= w(x,y) L.., f(n) - Af(x,y) «Bf(x,y)
nES(x,y)

est uniforme pour f E Â et 2 ~ Y ~ x.

Là encore, se pose le problème d'élucider le comportement asymptotique de la constante optimale
impliquée dans (25), c'est-à-dire,

Vf(X, y)
C(x,y):= sup B ( )2·

fEÂ fX,y

Lorsque x = y, les inégalités (23) et (25) coïncident à un terme négligeable près, aussi peut-on
affirmer que

C(X,X) =2+0(1) (x---->oo).

La Bretèche et Tenenbaum établissent par ailleurs que

(26)

dans le domaine

C(X, y) = 1 + 0(1)

y ~ xo(l) et -y- ----> 00.
logx

L'objet de notre étude consiste à déterminer le comportement asymptotique de C(x, y) lorsque le
paramètre u := log xl log y ~ 1 est fixé. Plus précisément, nous étudions la valeur de

C(u) := limsup C(x, x 1
/

U
) (u ~ 1).

x---+oo

Tout comme dans le cas x = y, nous remarquons que la quantité Vf(x, y) ne représente pas la
variance empirique relative à la mesure I/x,y d'une fonction additive mais la moyenne de l'écart
quadratique entre f et l'espérance de son modèle. Il serait donc plus juste, dans la perspective de
jauger l'écart entre la théorie probabiliste des nombres et la théorie des probabilités, d'étudier les
quantités,

# ._ 1 "{ }2Vf (x, y) .- w(x, y) L.., f(n) - Ef(x, y) ,
nES(x,y)

avec
1

Ef(x, y) := w(x, y) L f(n),
nES(x,y)

et
# ._. vt(x, y)

C (u).- hmsup sup B ( )2'
u---+oo fEÂ f x, Y

d'autant que ces quantités n'ont pas, a priori, le même comportement que Vf(X, y) et C(u) dès

que u > 1. Cependant la quantité Vf(x, y) est plus maniable que vt (x, y) et donc plus susceptible
d'applications: La Bretèche et Tenenbaum déduisent par exemple de l'inégalité (25) un théorème
portant sur la structure multiplicative des entiers friables. Les deux approches présentent donc
un intérêt. Dans un souci de clarté, nous nous contentons d'exposer dans cette introduction des
résultats concernant la variance semi-empirique Vf(x, y) et la constante C(u). À chacun de ces

résultats correspond un analogue pour la variance empirique vt (x, y) et la constante C#(u) dont
nous donnerons le détail dans le développement de ce travail.

L'étude précise de l'approximation du rapport

wp(xlp/.l, y)
w(x, y)
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9m(0:) := Il (1 - pla)
plm

p:a ( 1 - pla)'

est évidemment fondamental pour notre étude. On sait classiquement que l'expression de la densité
naturelle des entiers friables fait intervenir la fonction f2 de Dickman, définie comme étant l'unique
solution continue de l'équation différentielle aux différences finies

vf2'(v) + f2(v - 1) = 0

avec la condition initiale
f2(V) = 1 (0 (; v (; 1).

C'est notamment l'objet de la formule de Hildebrand ([12]). Par ailleurs, une estimation de 0: dans
notre domaine étude est indispensable et s'exprime en fonction de ç(u), qui est l'unique solution
strictement positive de l'équation 1 + uç(u) = eç(u), lorsque u > 1. Nous posons ç(l) = O. Ces
considérations nous amènent à constater que la fonction h définie par

h( ) .- f2(u - v) -vç(u) ( >- 1 0 ~ ~ )
u,v.- f2(u) e u"" , "'v"'u,

joue un rôle capital dans ce travail.
A l'instar de Hildebrand pour le cas u = 1, nous établissons une formule asymptotique pour

Vf(x, y) afin d'en déduire des estimations de C(u). Nous employons les notations

logd
(m E N*) et ud:= - (d ~ 1).

log y

Cette formule fait également intervenir une fonction 'l9 x ,y(pV), précisément définie au chapitre suiv
ant. Dans le cadre de cette introduction, nous nous contentons de préciser que 'l9 x ,y(pV) = h(u, upv )

lorsque pV E S(xjy, y) et que nous disposons d'un encadrement optimal de 'l9 x ,y(pV) dans le domaine
pV E S(x, y) " S(xjy, y).

Théorème 2. Soit A > 1 et z : jR+ -t jR+ une fonction telle que z(t) (; t pour t ~ 0, et
limt-too z(t) = +00. Il existe une suite {ém}~=l ne dépendant que de A, et convergeant vers 0,
telle que l'on ait, uniformément pour f E A, x ~ 2, Y = x 1/ u , 1 (; u (; A,

(27) Vf(x, y) = Pj (x, y) + ('Pn, Su'Pn}u - Rj(x, y) + {én + on(1)}Bf(x, y)2 (x -t 00),

avec

et
* ( f(pV))2Rf(x, y):= L L gp(o:)h(u, upv ) pva .

p~z(y) v~l

Dans ce théorème, Su désigne un opérateur, exprimé en fonction de h(u, v), défini sur l'espace
de Hilbert Hu = L2([0, 1], mu) où mu est une mesure adaptée au problème. 'Pn est une fonction de
Hu qui est une approximation quadratique de f suffisamment précise pour que

Il'PII~ (; {(1 + 0(1)} L f(p)2 gp(O:) (x -t 00).
p~y p

L'un des aspects cruciaux de la formule (27), est que l'opérateur Su est autoadjoint et compact.
Il existe donc une base hilbertienne de vecteurs propres diagonalisant Su' En notant ~(u) la plus
grande valeur propre de l'opérateur Su, nous avons donc immédiatemment,

(28)

ous introduisons les quantités

h1(u):= max h(u, v) et h1(u):= min h(u, v).
O~v~u-l O~v~l

En distinguant bien la contribution des nombres premiers p (; y, de celle des nombres entiers
pV E S(x, y) avec v ~ 2, nous déduisons de la formule asymptotique (27) et de la majoration (28),
l'encadrement suivant pour C(u).
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Corollaire 3. Soit U ~ 1. On a

(29) max {2h(u, u), h1(u) + K;(U)} ~ G(u) ~ max {2h(u, u), hj(u) + K;(U)}.

Hildebrand a démontré que K;(1) = 1/2. Pour U > 1, nous ne pouvons pas déterminer
explicitement K;(U). Cependant, nous pouvons employer une méthode classique d'analyse numérique
pour obtenir une approximation de K;(U) avec une précision arbitraire.

De plus, en établissant la continuité de l'application U f---t K;(U), nous déduisons de (29) qu'il existe
un voisinage de U = 1 pour lequel G(u) = 2h(u, u).

Par ailleurs, en étudiant la répartition des valeurs propres de l'opérateur Su, nous obtenons une
version effective de (26), soit

G(U) = 1 +O(~).

ous améliorons ainsi le terme d'erreur en 1/VU qui découle des calculs menés par La Bretèche et
Tenenbaum dans [2J.

La forme quadratique ('Pn, Su'Pn) figurant dans la formule (27), provient d'une certaine forme
quadratique Qf(x, y) apparaissant naturellement en développant Vf(x, y) en utilisant l'additivité
de f. Une partie importante du travail consiste ainsi à établir que l'on peut approcher certaines
sommes discrètes sur S(x, y), par des intégrales ne dépendant plus de x et y. Cela nécessite d'obtenir
des propriétés concernant les vecteurs propres de Su.
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1. Introduction
Considérons la fonction B définie par :

si iJ tt Z,
si iJ E Z.

Son développement en série de Fourier s'écrit :

(1·1 ) B(iJ) = - f sin(:~kiJ).
k=l

Soit à présent une fonction arithmétique g. En effectuant une interversion formelle de sommations,
on obtient l'identité

(1·2)

L g(n) B(niJ) = - L g(~ sin(2nkniJ)
n~l n n,k~l nn

= _ L (1 *g)(m) sin(2nmiJ),
nm

m~l

où * désigne l'opérateur de convolution entre deux fonctions arithmétiques et 1 dénote la fonction
définie par l(n) = 1 (n E N*). Le problème de décider si ce calcul formel est ou non licite a été
introduit par Davenport dans [6] et [7]. En posant f = 1 * g, l'identité (1.2) s'écrit,

U(I; iJ) + V(g; iJ) = 0,

avec

U(I; iJ) := f f(m) sin(2nmiJ),
nm

m=l

et

V(g; iJ) := f g(n) B(niJ).
n

n=l

Étant donné un couple de fonctions arithmétiques (l, g) vérifiant

(1·3) f = 1 * g,

BlBUOTHEl.IuL Ut:.,:, ~vl 1

Rue du Jardtn Botanique
~At\f\ \111 1 c:o<:u C:CU\I A 1IJf"V
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nous écrirons (1, g) E D{) pour signifier que les séries U(I; 'l9) et V(g; 'l9) convergent et que la relation
(D{)) est satisfaite, soit

(1·4) 6.j('l9; y) := L f(m) sin(2nm'l9) + " g(n) B(n'l9) = 0(1) (y ---7 00).
nm L.J n

m';;;y n';;;y

(y ---7 00).(1·5)

Conformément à l'usage, nous désignons la fonction de Mobius par la lettre J.L. Dans [7], Davenport
établit que (8, J.L) E D{) pour tout 'l9 E IR. Cependant sa méthode échoue dans le cas de fonctions
arithmétiques de référence tels que (log, A), (A, -J.L log) ou (T, 1), où A désigne la fonction de von
Mangoldt et T la fonction qui dénombre les diviseurs d'un entier. Nous décrivons les mécanismes
et les limites de la méthode de Davenport dans l'Appendice A.

Nous profitons également de l'occasion pour fournir les détails permettant de confirmer l'assertion
de Davenport [6] selon laquelle la théorie des fonctions L de Dirichlet implique directement la
relation (8,J.L) E D{) pour 'l9 E Q. ous donnons en appendice B, deux arguments, l'un élémentaire,
l'autre analytique, auxquels Davenport pouvait vraisemblablement songer, au vu des connaissances
disponibles en 1937.

Dans [3], La Bretèche et Tenenbaum ont employé une nouvelle méthode, reposant sur l'utilisation
des entiers friables, pour aborder la question. Ils ont pu ainsi établir de nombreux résultats validité
pour la relation (D{)), parmi lesquels plusieurs critères généraux. En particulier le cas des trois
couples de fonctions suscités, pour lesquels l'approche de Davenport est inefficace, a pu ainsi être
complètement élucidé.

Décrivons succintement, à présent, les fondements de cette approche nouvelle.
Désignons par P(n) le plus grand facteur premier d'un entier n ? 2 et convenons que P(l) = 1.

La méthode de [3] repose sur la P-sommation, qui consiste à sommer non plus sur les entiers
n ~ y mais sur les entiers n tels que P(n) ~ y. Ce procédé initialement introduit par Fouvry et
Tenenbaum dans [9] est plus régulier que la sommation usuelle, dans la mesure où il permet d'éviter
le phénomène de Gibbs (cf. le théorème 5.1 de [3]), ce qui justifie l'emploi de la P-sommation pour
traiter ce problème.

La méthode de La Bretèche et Tenenbaum consiste à établir en premier lieu le P-analogue
de (1·4), soit

V j('l9; y):= L f(m) sin(2nm'l9) + L g(n) B(n'l9) = 0(1)
nm n

P(m)';;;y P(n)';;;y

Ils désignent ensuite un couple (l, g) de fonctions arithmétiques liées par (1·3) et vérifiant (1·5)
comme 'l9-adapté.

Introduisant, comme dans [3], les «défauts de P-régularité» des P-sommes correspondant aux
séries U(I;'l9) et V(g;'l9), soit

" g(n)Vg ('l9; y):= L.J -B(n'l9).
n

P(n)';;;y
n>y

Nous obtenons alors l'identité

(1·6) (Y? 2).

La Bretèche et Tenenbaum déduisent de cette formule plusieurs conditions suffisantes usuelles de
validité de (D{)) pour un couple 'l9-adapté, dont celle qui suit.

Proposition 1.1. Soit (1, g) un couple 'l9-adapté. Si les deux séries U(I; 'l9) et V(g; 'l9) sont
convergentes et si l'on a

(1.7)

alors (I,g) E D{).

Décrivons plus avant la technique employée dans [3] pour établir la 'l9-adaptation d'un couple (1, g)
de fonctions liées par (1·3). Elle trouve son origine dans la formule des convolutions complètes :
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étant données quatre fonctions arithmétiques A, f, 9 et h telles que f = 9 * h, nous avons, sous
réserve de convergence absolue des séries impliquées, l'identité

(1·8) L f(n)A(n) = L g(n) L h(n)A(mn)
P(n)~y P(n)~y P(m)~y

(y ~ 1).

Posons maintenant

(1·9) B({); y) := - L sin(2nn{)).
nn

P(n)~y

En appliquant la formule (1·8) avec h = 1 et A: n f---t sin(2nn{))/nn, nous obtenons pour un couple
(1,g) lié par (1·3) (toujours sous réserve de convergence absolue),

(1·10) L f(m) sin(2nm{)) + L g(n) B(n{); y) = 0 (y ~ 2).
nm n

P(m)~y P(n)~y

Nous déduisons donc des relations

B({); y) = B({)) - \71 ({); y),

\7o({); y) = sin(2n{)) + L J..L(n) B(n{)),
n n

P(n)~y

les identités

(1·11)

Établir la {)-adaptation d'un couple (1,g), lié par (1·3), consiste donc à montrer une forme en
moyenne d'une des relations \71 ({);y) = 0(1), \7o({);Y) = 0(1) que, d'après respectivement le
théorème 11 de [9] et le théorème 2.2 de [3], l'on sait être valable pour tout {) E JR lorsque y -+ 00.

Dans cette étude, nous emploierons la méthode de La Bretèche et Tenenbaum afin d'étudier les
identités de Davenport vérifiées par les couples (Tz+l, Tz), où Tz désigne la puissance de convolution
d'ordre z de la fonction 1. Nous énoncerons donc des conditions sur {) et z telles que l'identité

(1·12) f TZ+l(m) sin(2nm{)) + f TAn) B(n{)) = 0
nm nn

m=l n=l

soit valide. Le cas z = 0 correspond au développement en série de Fourier de la fonction B. Le
cas z = 1 correspond au couple (0, p,), traité par Davenport : la relation Do{) est alors valide pour
tout {) E R Enfin, La Bretèche et Tenenbaum caractérisent les nombres réels {) pour lesquels le
couple (T, 1) appartient à Do{), élucidant ainsi le cas z = 1 (théorème 4.4 de [3]). Ils démontrent
également que le couple (Tz+l, Tz) appartient à (Do{)) pour tout nombre réel {) dès que Iz + 11 ~ 1
(théorème 4.8 de [3]).
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2. Rappels, notations et préliminaires techniques

2.1. Les fonctions de Piltz
Nous commençons par rappeler quelques propriétés des fonctions de Piltz, n ~ Tz(n), lorsque

z E C.
Par définition, Tz(n) est le coefficient générique de la série de Dirichlet de ((sY (on choisira dans

toute cette étude la détermination principale du logarithme complexe) soit:

En effectuant le développement en produit eulérien de ((s)Z, on constate que Tz(PV) s'écrit sous la
forme d'un coefficient binômial généralisé, à savoir:

(2·1) ( V) _ (z +v-1)
T z P - V .

Pour plus de détails, nous renvoyons au chapitre 11.5 de [14J.
Dans [11], Selberg a évalué le comportement en moyenne de Tz pour tout A > 0, on a

uniformément pour Izr ~ A, x ~ 2,

(2·2) LTz(n) = r~z) (logZ)Z-I + O(x(logx)z-2).
n~x

Nous employons la notation

S(x, y) := {n ~ x : P(n) ~ y}.

os calculs nécessitent une estimation, fournie par le théorème 1 de [13], du comportement en
moyenne de T", sur les entiers friables lorsque K, est un nombre réel positif. Nous posons

._{. log x ( 3/5-")}H".- (x, y) . x ~ 2, 1 ~ logy ~ exp (log y) .

On a alors, uniformément pour (x, y) EH",

(2·3)

où e", désigne la puissance de convolution d'ordre K, de la fonction e de Dickman. Signalons que
cette estimation résulte également du corollaire 2.3 de [17J.

ous aurons aussi recours à l'inégalité

(2·4) (Izl ~ À,m ~ 1).

Enfin lorsque K, est un nombre réel positif, nous disposons de la majoration

(2·5)

En particulier,

(2·6) T",(n) «n", pour tout é > O.
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(2·7)

2.2. La fonction f z
os résultats font intervenir une fonction arithmétique qui apparaîtra naturellement à plusieurs

reprises lors de calculs ultérieurs. Lorsque z est un nombre complexe, nous posons pour q E N,

fz(q) := (ep(q))Z rI (2:: TZ(Pl+V)) .
q pVllq e~o pl

La fonction fz est multiplicative. Il sera utile de disposer d'une autre expression de fz. En
appliquant la formule de Taylor avec reste intégral à la fonction hz : x I---t (1 - x)-Z à l'ordre
Il entre les points 0 et l/p, nous obtenons

En intégrant par parties, nous obtenons finalement l'identité

(2·9)

En particulier, nous constatons immédiatemment que h(pV) = 1 pour Il ~ 1.

Il sera utile de disposer d'une estimation basique pour fz(q), valable pour chaque zEe fixé et
uniformément pour q ~ 1. Soit fi, ~ 1 tel que Izi ~ fi,. Nous avons

En utilisant (2·1), nous remarquons que, pour tout nombre premier p,

1

Tz(pvH) 1 ~ T",(pvH)
Tz(pV) '" T",(pv) .

Comme de plus, la fonction n I---t T",(n) est sous-multiplicative lorsque fi, ~ 1, nous pouvons écrire

(2·10)

fz(q) = Tz(q) (ep(q)) z rI (1 + z + Il + 0(2:: T",(pe)))
q pVllq (II + l)p e~2 pl

(
ep(q))Z rI (z+1I -2)= Tz(q) -q- pVllq 1 + (II + l)p + O",(p ) .

ous en déduisons la majoration suivante,

où nous avons employé la notation (J" := 3(e (z). En particulier, pour tous € > 0 et zEe fixés,

(2·11)

Par ailleurs, nous pouvons déduire de (2·10) la minoration suivante, valable pour chaque z fixé et
uniformément pour q ~ 1.

(2·12)
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2.3. Approximations rationnelles des nombres réels
Plusieurs de nos résultats sont exprimés en fonction des bonnes approximations rationnelles d'un

nombre réel {). ous posons, selon l'usage,

il{)11 := min I{) - ni
nEZ

({) E IR).

Pour {) E IR et Q E N* on a, en vertu du théorème de Dirichlet,

p,({); Q):= min Ilm{)11 ~ I/Q.
l~m~Q

Nous utilisons systématiquement la notation

(2·13) q({); Q) := min {q : 1 ~ q ~ Q, Ilq{)11 = p,({); Q)}.

Par commodité d'écriture, nous étendons la définition de t f----* q({); t) à [1,oo[ en posant
q({);t):= q({); ft]). Les q({);t) décrivent l'ensemble

(2·14) {q: Ilq{)11 < minl~r<q Ilr{)II}·

ous rappelons enfin certaines propriétés connues du développement en fraction continue des
nombres irrationnels. otant {qm}~=l = {qm({))}~=l la suite des dénominateurs des réduites
de {), on a qo = 1 et

(m ~ 1).

La croissance de la suite des qm est au moins exponentielle. Nous disposons par exemple de
l'inégalité

(2·15)

où nous avons posé <p = (1 + VS) /2.
Désignant par am/qm la m-ième réduite de {) E IR" Q, nous posons

La quantité (-I)mêm est de signe constant. On a

d'où

1 1
---,---------,- < lêm 1< --
qm(qm+l + qm) qmqm+l

(m ~ 1),

(2·16)
1

lêml~--
qmqm+l

(m ~ 1).

Soient B une constante positive et Qx := x/(logx)B (x ~ 2). L'ensemble des nombres réels x
tels que q({), Qx) = qm est l'intervalle défini par les conditions qm ~ Qx < qm+l ; nous le notons
[Çm,Çm+l[. ous utiliserons les relations

(2·17)
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3. Énoncé des résultats
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Lorsque {) est un nombre rationnel, l'argument employé par de la Bretèche et Tenenbaum pour
traiter le cas Iz - 11 ~ 1 est en fait valable pour tout z E C. Ainsi (Tz+l, Tz ) E D{} pour tous
{) E Q et z E C. ous nous proposons d'établir ce résultat par une méthode différente, reposant
également sur la {)-adaptation, qui fournira un renseignement qualitatif supplémentaire. Nous
obtenons l'estimation suivante.

Théorème 3.1. Soient zEe et {) E Q. Le couple (Tz+l' Tz ) appartient à D{} et de plus pour tout
A> 0, on a uniformément pour y ~ 2,

(3·1)
~ Tz+l(m) . ~ Tz(n) 1
LJ sm(27rm'l?) + LJ --B(n'l?) «(1 )A·

7rm n ogy
m~y n~y

Le cas 'l? E Q est relativement aisé dans la mesure où un résultat spécifique de {)-adaptation pour
les rationnels s'applique ici, à savoir le théorème 3.4 de [3]. En revanche, lorsque {) est irrationnel,
les résultats généraux énoncés dans la troisième partie de [3] ne s'appliquent que lorsque Iz -11 ~ 1
(théorème 3.2 de [3]). Nous prouvons cependant que l'identité (1·12) est valide pour une large
classe de nombres réels 'l?

Rappelant la définition de fz(q) en (2.7), nous introduisons l'ensemble 2(z) des nombres
irrationnels {) tels que

(3·2) 1· (log qm+âzl f ( ) - alm Izl qm - .
m--+oo qm

ous obtenons alors le résultat suivant.

Théorème 3.2. Soient zEe ...... lR:+- et {) un nombre irrationnel. Si {) E 2(z) alors le couple
(Tz+l,Tz ) appartient à (D{}).

Lorsque z est fixé, le complémentaire dans lR de 2(z) est de mesure de Lebesgue nulle, d'après
l'estimation (2·11) de flzl et le théorème 31 de [la]. En fait la démonstration de [10] fournit un
résultat plus fort: la dimension de Hausdorff de lR ...... 2(z) est nulle.

Nous pouvons également envisager la nature de 2(z) en termes de mesure d'irrationnalité. On
dit qu'un nombre réel 'l? admet le nombre positif J.L pour mesure d'irrationnalité si, pour tous é > 0,
(p, q) E N* x Z, on a lx - p/ql ~ q-IJ.-E pour q assez grand. D'après le théorème de Dirichlet,
toute mesure d'irrationnalité J.L vérifie J.L ~ 2. Nous pouvons alors affirmer que tout nombre réel
{) possédant une mesure d'irrationnalité finie appartient à 2(z). En effet, si J.L est une mesure
d'irrationnalité pour {), alors, d'après (2·16), nous avons pour m assez grand,

ce qui entraîne

et donc 'l? E 2(z). Par exemple, les nombres ((2) et ((3) appartiennent à l'ensemble 2(z), d'après
les résultats établis dans [1].

Cependant l'ensemble 2(z) est inclus strictement dans lR ...... Q. Nous pouvons en effet construire
une infinité de nombres réels {) pour lesquels la condition (3·2) n'est pas satisfaite, en déterminant
leurs réduites par récurrence.

Lorsque Iz - 11 ~ 1, le théorème 4.8 de [3] affirme que (Tz+I, Tz) E (D{}) pour tout {) E R La
condition (3·2) n'est donc pas nécessaire dans ce cas.

Étant donné z E lR:+-, nous construisons en appendice C un nombre réel 'l?, qui vérifie la condition
(3·2), mais pour lequel la relation (D{}) n'est pas satisfaite. Le théorème 3.2 est donc optimal dans
la mesure où l'on ne peut pas l'étendre à z E lR:+-.

Le théorème suivant permet d'élucider complètement le cas z E lR:+-, exclu dans le Théorème 3.2 :
nous caractérisons les nombres réels {) pour lesquels (Tz+l,Tz) E (D{}) et généralisons ainsi le
théorème 4.4 de [3].
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Théorème 3.3. Soient /î, > 0 et fJ un nombre irrationnel. Le couple (T"+l' Tt<) appartient à (D{))
si, et seulement si, la série

(3·3)

converge.

Lorsque zEe, nous montrons (cf Proposition 6.1 infra) que la série

(3·4)

converge si, et seulement si, les séries U(Tz+l; fJ) et V(Tz;fJ) convergent. De fait, nous démontrons
dans la preuve du Théorème 3.2 que la condition (3·2) entraîne la convergence de la série (3·4), dès
que Z E C ...... IR:+-. En revanche, lorsque Z E IR:+-, la condition (3·2) n'est plus suffisante mais nécessaire
à la convergence de la série (3·4). Cela explique pourquoi l'énoncé du Théorème 3.2 n'inclut pas le
cas Z E IR:+-. ous remarquons enfin que l'ensemble des réels fJ satisfaisant à l'identité (1·12) pour
Z E IR:+- constitue un ensemble possédant les mêmes caractéristiques que les ensembles :=: décrit
précédemment, en terme de mesure de Lebesgue et de mesure d'irrationnalité.

D'après le Théorème 3.3, lorsque /î, > 0, il suffit que la série

converge pour que (Tt<+l' Tt<) E (D{)). Cette condition n'est cependant pas nécessaire. En effet, nous
pouvons construire un nombre réel fJ tel que la série

(3·5)

converge, tandis que la série

(3·6)

diverge. Le détail de cette construction, qui fournit également le contre-exemple annoncé après le
Théorème 3.2, figure en appendice C.

4. Le cas {) rationnel: preuve du Théorème 3.1
La preuve du Théorème 3.1 nécessite quelques estimation préliminaires. Nous aurons tout d'abord

besoin d'une estimation du comportement en moyenne de la fonction T z sur les entiers friables,
moins précise que (2·3) mais valable sur un domaine plus large.

Proposition 4.1. Soit /î, > O. Il existe une constante b = b(/î,) telle que l'on ait uniformément,
pour x, y ~ 2, zEe, Izi ~ /î"

(4·1) L Tz(n)« x(1ogx)t<-le-blog x/logy .

nES(x,y)

Démonstration. Lorsque 2 ~ x ~ y, nous retrouvons l'estimation (2·2) de Selberg. Nous supposons
désormais que 2 ~ Y ~ x. D'après l'inégalité (2·4), nous avons

L Tz(n)« L Tt«n).
nES(x,y) nES(x,y)
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D'après l'estimation de Selberg (2·2), nous pouvons écrire

L T,,(n) = L T,,(n) +
nES(x,y) nES(~ vx~n~x

P(n)~y

« .jX(logX)"-l + L T,,(n).
vx~n~x
P(n)~y

25

otons n(y) le produit de tous les diviseurs d d'un nombre entier n tels que P(d) ~ y. Lorsque
P(n) ~ y, n(y) = n. Ainsi,

vx<n~x
P(n)~y

n~x

n(y)~vx

ous pouvons alors appliquer le lemme 2 de [15] avec f = T", ( = .jX, ç = y il existe une
constante b= b(/'i,) telle que

L T,,(n)« x(logx)"-le-bIOgx/lOgy.
n~x

n(y)~vx

Nous obtenons donc la conclusion souhaitée. o

Donnons à présent une estimation du comportement en moyenne de la fonction n I-t Tz(n)x(n)
sur les entiers friables, où X est un caractère non principal de Dirichlet.

Proposition 4.2. Soit A > 0 et /'i, ~ 1. Il existe une constante d = d(/'i" A) telle que l'on ait
uniformément pour z E C, Izi ~ /'i" 2 ~ Y ~ x, 1 ~ q ~ (logX)A, X un caractère non principal de
module q,

L x(n)Tz(n)« xe-c(logx)1/3.

nES(x,y)

L'uniformité en q ne nous est pas indispensable pour établir le Théorème 3.1 mais nous la
mentionnons à fin de références ultérieures.

Démonstration. Dans un souci de lisibilité, nous employons la notation X := eV1ogx . Nous utilisons
une technique développée par Tenenbaum dans [15]. Remarquons tout d'abord, en vertu de la Pro
position 4.1, que

(4·2) L x(n)Tz(n) = L x(n)Tz(n) + O(xe-(b/2)VI0p ).

nES(x,y) n~x

X<P(n)~y

Maintenant, nous effectuons la décomposition

(4·3)

L x(n)Tz(n) = L X(P)
n~x X<p~y

X<P(n)~y

L x(m)Tz(mp)
m~x/p

P(m)~p

où,

8 1 := /'i, L X(p)
x<p~y

L x(m)Tz(m),
m~x/p

P(m)~p

et
82 := L X(p)

x<p~y m~x/p

P(m)~p

(m,p»l

x(m)TZ(mp) - /'i, L X(p)
x<p~y m~x/p

P(m)~p

(m,p»l

x(m)TZ(m).
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Comme '" ~ 1, la fonction Tt<, est sous-multiplicative, ce qui fournit

8 2 « L LTt<,(p") L Tt<,(k)
x<p~y,,~l k~x/pv+l

1 T (p")
«x(logxt- 1

'" _ '" _t<,_
~ p~ pv .

X<p~y v~l

1
«x(logxt- 1 L 2"

X<p~y p

Finalement,

(4·4)

Pour estimer SI, nous remarquons tout d'abord que

n~x

X<P(n)~y

mP(m)~x

P(m)~y

P(m)~p~x/m

X<p~y

X(p)·

D'après le théorème des nombres premiers en progressions arithmétiques, pour tout B > 0, il
existe une constante c(B), pour laquelle on a uniformément, pour t ~ 2, 1 ~ q ~ (logt)B et X un
caractère non principal de module q,

LX(p) ~ te-c(B)Vlogt.

p~t

Nous en déduisons donc, en posant Cl := c(2A),

Sl« x L
mP(m)~x

P(m)~y

Tt<,(m) e-c(2A)V1og(x/m).

m

O~j~logx

ous posons à présent, pour °~ j ~ log x, M j := -!J. Dès lors, nous avons

Sl« x L
Mi+l<m~Mj

P(m)~ei+1

«x(logX)t<,-l L e-c1VJ- b(logx)/(j+1).

O~j~logx

Or, pour tout °~ j ~ log X, Cl Vi + b(log x) / (j + 1) »A,t<, (log x) 1/3. Par conséquent, il existe une
constante d = d(A, "') telle que

(4·5) SI « xe- d (IOgx)'/3.

Les estimations (4·2), (4·3), (4·4) et (4·5) fournissent la conclusion attendue. D

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le Théorème 3.1. Soit fJ un nombre rationnel
s'écrivant fJ:= a/q avec (a,q) = 1 et Z E C. Étant donné A> 0, nous établissons l'estimation (3·1)
par le biais de la formule (1·6) appliquée à f = Tz+1.

Le théorème 3.4 permet d'établir directement que le couple (Tz+1' Tz ) est fJ-adapté. En fait la
démonstration de ce théorème permet d'obtenir une estimation effective de \77,+1 (fJ; y). ous
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(4·6)

(4·7)

m>y
P(m)~y

= Z"'%+l (y, y; a/q) +100
Z"'%+l (t, y; a/q) dt.

y y t2

redonnons les détails dans un souci de lisibilité. D'après la définition de la fonction T z , nous
disposons de la majoration suivante, valable pour tout Z E <C.

L ITz(n)1 ~ L Tlzl(n) II (1 _~) -[zr

n n p
P(n)~y P(n)~y p~y

« (logy)lzl.

Nous pouvons donc appliquer la formule (1·11) puisque la majoration précédente garantit la
convergence absolue des séries qui y sont impliquées. ous obtenons ainsi, comme nous l'avons
remarqué dans l'introduction,

'" T z+l(m+1)
\7"'%+1 ('l9; y) = L.J \70(m'l9; y).

m
P(m)~y

Or, d'après le théorème 2.2 de [3], nous avons uniformément pour y ~ 2, a E Z, q E N,
1 ~ q ~ y/(logy)5(A+l z l+l)+20,

1
\7o('l9;y)« (logy)A+l zl+l'

ous en déduisons, qu'uniformément pour y ~ 2,
1

(4·8) \7"'%+1 ('l9; y) «(logy)A'

Estimons à présent le défaut de P-régularité U"'%+I ('l9; y). La famille des caractères impairs de
Dirichlet de module divisant q constitue une base de l'espace vectoriel des fonctions impaires,
q-périodiques, définies sur N et à valeurs complexes. Or la fonction m 1---+ sin(27ram/q) est une
fonction impaire et q-périodique. ous avons donc, d'après le Proposition 4.2, uniformément pour
2 ~ y ~ x,

m~x

P(m)~y

ous procédons alors à une sommation d'Abel: pour y ~ 2,

U"'%+l (a/q; y) = L Tz+l(m) sin(27ram/q)
m

Nous obtenons donc l'estimation
1

(4·9) U"'%+l(a/q;y)« (logy)A (y ~ 2).

Comme la fonction n 1---+ B(an/q) est également q-périodique, un argument identique fournit la
majoration

1
(4·10) V.,..(a/q;y) «(logy)A (y ~ 2).

En reportant les estimations (4·8), (4·9) et (4·10) dans la formule (1·6), nous obtenons bien (3·1).
Pour montrer que (Tz+l, Tz ) E D{}, il nous suffit de prouver que la série U(Tz+l; a/q) est

convergente. Le lemme 6.10 de [3] permet, en identifiant les parties imaginaires de l'égalité fournie,
d'obtenir l'évaluation suivante, valable pour tout Z E <C,

(4·11) Z"'%+l (x,x;~):= LTZ +l(n)Sin(27ran) ~ (1 x)A' pourtoutA>O.
q n~x q ogx

À présent, en effectuant une sommation d'Abel, il vient

(4.12) '" _Tz-,-+l--'...(n--,-) . (27ran) _ Z"'%+l (x, x; a/q) lX Z (.~) dtL.J sm - +.,. +1 t, t, 2 .n q x 1 % qt
n~x

En appliquant (4·11) avec A > 1, nous constatons dans (4.12) que le premier terme du membre de
droite tend vers 0 et que l'intégrale est convergente. La série U(T z+l, 'l9) est donc convergente.

lBLlOTHEwUf.: DE SCIENC
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5. La 'l9-adaptation du couple (Tz+l, Tz) lorsque'l9 E IR " Q
ous énonçons avant tout un lemme permettant d'alléger la preuve des résultats clefs de cette

section.

Lemme 5.1. Soit /), > O. On a uniformément pour y ~ 2, q E N*, q ~ y,

L Tt<;(n
q)« (logyt ft<;(q)·

n
P(n)";;y

Démonstmtion. Soit q un entier fixé. La fonction arithmétique n ~ Tt<;(nq)jTt<;(q) est multiplicative.
On obtient donc pour q ~ y, en effectuant un développement eulérien:

= II (1 - 1jp)-t<;
p";;y

ce qui fournit le résultat annoncé.

II(1 - 1jp)t<;
plq

o

Lorsque 0 < Izl ~ 1, la fonction T z est bornée et appartient donc clairement à l'ensemble .c2 des
fonctions arithmétiques h telles que

1
limsup - L Ih(n)1 2 < 00.

x--+oo X n~x

D'après le lemme 9.5 de [3], le couple (Tz+l, T z ) est alors 'l9-adapté si, et seulement si,

. L * B(n'l9)hm Tz (n){l - {!(Unt9y))-- = 0,
y- ' n

P(n)";;y

où nous avons employé la notation U~,y := log(lj Il'l9II)jlogy. La proposition suivante permet,
lorsque Izi > 1, d'étendre ce résultat à une large classe de réels 'l9 comprenant notamment l'ensemble
3(z).

Proposition 5.2. Soient z un nombre complexe et 'l9 un nombre réel tels qu'il existe é > 0
satisfaisant à

Hm (logqm+l)lzl-l+c = o.
m-oc qm

Le couple (Tz+l, Tz) est 'l9-adapté si, et seulement si,

. L * B(n'l9)hm Tz (n){l - {!(unt9y))-- = O.
y--+cx> ' n

P(n)";;y

Démonstmtion. Pour alléger les notations, nous poserons systématiquement /), := Izi dans toute la
suite de cette démonstration. D'après la remarque qui précède, nous pouvons supposer /), > 1. Soit
A un nombre réel tel que A> /),. Nous posons Qy := yj(logy)4A+20 et q := q('l9, Qy). En appliquant
la formule (1·10) avec f = Tz+l et 9 = T z , nous pouvons écrire que

L TZ+l(m) sin(21rm'l9) + L Tz(n) B(n'l9; y) = 0 (y ~ 2).
1rm n

P(m)";;y P(n)";;y
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(5·1)

Cette identité est licite car, d'après l'estimation (4·6), les séries impliquées sont absolument
convergentes. ous obtenons donc, comme nous l'avons remarqué dans l'introduction,

" Tz(n)\7TZ+1 C19;y) = ~ -n-v\(n'/9;Y).
P(n)';;;y

En appliquant le théorème 2.2 de [3] et en posant qn := q(n{}; Qy), il vient

" * B(n{})\7T z +l ({); y) = ~ Tz (n){l - [)(Um9'Y)}-n- + R1 (y) + R2 (y),
P(n)';;;y

où

et
1 "T,,(n)

R2 (y) «(l )A ~ --.ogy n
P(n)';;;y

On a R 2 (y) « (logy)"-A donc R 2 (y) = 0(1) lorsque y ~ 00 puisque nous avons supposé A > "'.
Il suffit donc de prouver que

(5·2) R1 (y) = 0(1) (y ~ 00)

pour établir la conclusion annoncée.
La fonction [) de Dickman satisfait l'inégalité (cf Théorème 5 chapitre III.5 de [14]),

1
[)(v) :::;: r(v + 1) (v ~ 0),

où r désigne la fonction Gamma d'Euler. La fonction v f---> [)(v) log(v + 2) est donc bornée sur JR+.
De plus, d'après des estimations classiques (cf chapitre 1.5 de [14]), nous avons, pour tout é > 0
fixé,

2w (q) (log q)2 1
-----'-;-~'-«- (q ~ 1).ep(q) q1-g

Nous obtenons ainsi que
1 "T,,(n)

R1(y)« -1- ~ ----r=€'
ogy P(n)';;;y nqn

Posons Y := yclog2 y où c est une constante que nous fixerons par la suite. Majorons tout d'abord
la contribution à R 1(y) des entiers y-friables excédant Y. Pour cela, définissons Z := Z(y) E JR par

log Z /2-- = exp(logy)1 .
log y

Nous pouvons alors écrire

T,,(n)
n

_T,,(_n) + L
n

Y<n';;;Z n>Z
P(n)';;;y P(n)';;;y

n

T,,(n)

n>Y
P(n)';;;y

D'après (2·3), l'estimation

(5·3) L T,,(n)« X[),,(U) (log y)"-1
nES(x,y)

est valable pour tous x, y tels que 2 :::;: Y :::;: x :::;: Z (nous rappelons la notation u := log xl log y).
De plus, il résulte du théorème 1 de [12] que, pour tout B > 0,

(5·4) [),,(v) «B e-Bv (v ~ 1).

En effectuant une sommation d'Abel, puis en utilisant les estimations (5·3) et (5·4), nous obtenons

L T"~n) « (e- B log Y/log y_e- B log Z / log y) (log y) ,,-1

Y<n';;;Z
P(n)';;;y

pour tout nombre réel B > O.
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D'après l'estimation (4·1), il existe une constante b = b(K.) telle que

L T/I;(n)« xe-bu (logxt- 1

nES(x,y)

«xe-bu / 2 (x > Z).

En effectuant une sommation d'Abel, nous obtenons

L T/I;(n)« e-blogZ/(2Iogy) logy.
n

n>Z
P(n)~y

Nous en déduisons que, pour tout B > 0 fixé, nous avons

n
Y<n~Z

P(n)~y

« e- B log Y/ logy(logyt- 1 « (log y)/I;-l-Bc.

~ T/I;(n)
6 --«n
n>Y

P(n)~y

Il suffit de choisir B > (K. -l)/c pour constater que cette contribution tend vers 0 lorsque y ----; 00.

Maintenant nous observons que:

1

log y
n~Y

qn;;'(log y)2><

« (log2 y)/I; = 0(1)
(log y) 1+/1;(1-2<:)

(y ----; (0).

Il nous reste donc à étudier la contribution de

1
S(y):= 

log y
n~Y

qn~ (log y) 2><

Nous avons la majoration

1
S(y) « (logy)1-4/1;<:

n~Y

qn~(logy)2><

Soit n ~ Y tel que qn ~ (logy)2/1;. Nous pouvons alors écrire n = m/d avec d
m:= nqn ~ Y(logy)2/1;. De plus, par définition de qn = q(m9,y), nous avons

qn et

Comme de plus Y (log) 2/1; ~ y 2 pour y assez grand, cela implique la majoration

m~y2

Ilm19ll~l/Qy

1
S (y) « .,.,.--------:-:-----:-(log y) 1-4/1;<:

1
(log y )1- 4/1;<:

m,cy2

IIm19IK1/Qy

L T/I;(m) F/I;(m),
m
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où F", est la fonction multiplicative définie, pour tout nombre premier p et tout entier Il ? 1, par

Comme /'i, > 1, la fonction 1/ f--+ T",(pV) est croissante, ce qui implique que l'on ait, uniformément
pour tout nombre premier p et tout entier Il ? 1,

(5·5)

Soient Cl! et f3 deux exposants conjugués; d'après l'inégalité de Hûlder,

(5·6)

où

n,(y2

Ilm9lkl/QlI

et

n

D'après (5·5), nous obtenons immédiatemment que

(5·7)

Pour étudier la contribution SI, nous considérons l'unique entier m = m(y) tel que

Le nombre réel {) peut alors s'écrire:

{) = _a_ + _--,-'Y_
qm qmqm+l

Si n ~ ~qm+l et n:f= 0 (modqm) alors

l'YI ~ 1.

Il
na n'Y Il 1 1IIm911 = -+ ? - >-.
qm qmqm+l 2qm Qy

Ainsi,

(5·8) SI(Y) «G(y) + H(y)

où

et

G(y):= L
n~y2

n=O (mod qTn)

H(y):= L

T",(n)<>
n

n
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Pour étudier la quantité G(y), nous observons que l'on peut écrire, pour tout nombre entier m,

TI«m)a = TI<'" * g(m)

où 9 est une fonction multiplicative telle que pour tout nombre premier p et tout entier 1/ ~ 1,

g(p) = 0 et g(pV) «p8v,

où 0 est un nombre réel appartenant à l'intervalle]O : 1/2[. En utilisant le Lemme 5.1 et l'estimation
(2·11), nous obtenons alors

G(y) «
P(n)~y2

n=O (modq",)

n

«~ L TI<",~qm) L 9~k)
qm P(n)~y2 P(k)~y2

(log Y)"'''' fI<'" (qm)« .
qm

Donc, pour tout c' > 0,

(5·9)
(log y) 1<'" +e:'

G(y) « -'----''--'-'---
qm

(5·10)

(5·11)

Étudions enfin la contribution H(y). En utilisant la majoration (2·5), nous obtenons tout d'abord
que

1
H(y)« (K;+1)2alogYl log2 Y "

~ n
q",+';2<n~y2

1In1911~1/Qy

À présent, nous observons que la condition Iln'l9l1 ~ l/Qy implique que Iln'l9l1 appartient à au
plus qm+l/Qy intervalles de longueur l/qm+l' Soit J l'un de ces intervalles et n un entier tel que
Iln'l9/1 E J. D'après le lemme 6.3 de [3], n peut prendre au plus 6 valeurs dans un sous-ensemble de
N du type [kqm+l; (k + l)qm+l[ (k EN). Nous désignons par ak la plus petite des valeurs modulo
qm+l que peut prendre l'entier n dans un tel sous-ensemble. Nous remarquons que ao > qm+1/2
d'après les conditions posées sur n dans la somme étudiée. Ainsi

H(y) « qm+l (II: + 1)2aclogy L 1
Qy O~k~y2 ak + kqm+l

(K; + 1)2aclogy
« Qy log Y

(log y)4A+22
« yl-2ac log(l<+l) .

En choisissant la constante c = 1/4adog(K; + 1), nous obtenons alors qu'il existe une constante
C > 0 telle que

1
H(y)« c.

y

Finalement, d'après (5·6), (5·7), (5·8), (5·9) et (5·10),

(

I<"'+e:' ) lia
S(y)« (log y) +~ (logy)-Hl/,B+4I<e:

qm yC

(

'" 1 1 ) lia« (IOgqm+l)1< -He:+4al<e: + (logy)41<e:-l a

qm yC

Ainsi, en choisissant a, c et c' suffisamment petit, nous obtenons (5·2), d'après la condition posée
sur 'l9. D

Nous sommes à présent en mesure d'énoncer et de démontrer le résultat principal de cette section.
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Proposition 5.3. Soit un nombre complexe z quelconque. Si 7'J est un nombre irrationnel
appartenant à l'ensemble 3(z), alors le couple (Tz+l, Tz ) est 7'J-adapté.

Démonstration. Nous conservons la notations fi, := 14 D'après la définition de 3(z) et la majoration
(2.11), la condition de la Proposition 5.2 est vérifiée. Une condition suffisante de 7'J-adaptation est
donc:

T(y) := L T",(n) = 0(1)
n

Iln1911 0:;; l/y
P(n) 0:;; y

(y -.. (0).

n

Posons Y = yclog2 Y, avec c = 1/2Iog(fi, + 1). D'après la preuve de la Proposition 5.2, nous avons

L T",(n) ~ L T",(n) = 0(1) (y -.. (0).
n>Y n n>Y n

Iln19IIO:;;l/y P(n) 0:;;Y
P(n)O:;;y

Évaluons à présent la contribution
T",(n)

nO:;; Y
Iln19 110:;; l/y
P(n) 0:;; y

Étant donné y ~ 2, nous considérons l'unique entier m = m(y) tel que

Il suffit alors d'appliquer mutatis mutandis la méthode employée pour estimer Sl(y) dans la dé
monstration de la Proposition 5.2. Nous obtenons finalement la majoration

(5·12)

D'après (3·2), cette quantité tend bien vers 0 lorsque y tend vers l'infini. o

6. Preuve des Théorèmes 3.2 et 3.3
6.1. Réduction du problème

Nous démontrons tout d'abord que les preuves des Théorèmes 3.2 et 3.3 peuvent être déduites
de la proposition suivante.

Proposition 6.1. Soient z E C, 7'J E lR. " Q et {qm}m~l la suite des dénominateurs des réduites
de 7'J. Les trois conditions suivantes sont équivalentes :

(i) La série U(Tz+l; 7'J) converge;
(ii) la série V(Tz ; 7'J) converge;
(iii) la série

(6·1)

converge.
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Déduction du Théorème 3.2 à partir de la Proposition 6.1.
Soit zEe ...... IR'+- et {) E 3(z). ous utilisons la 12. D'après la Proposition 5.3, le couple (Tz+l' Tz )

est {)-adapté. Montrons à présent que la condition (3·2) implique la convergence absolue de la série
(6·1) et, par conséquent, la convergence des séries U(Tz+l; {)) et V(Tz ; {)). Lorsque ~e (z) ~ 0, cette
série numérique est toujours absolument convergente en vertu de (2·15). Supposons désormais que
zEe ...... IR'+- et ~e(z) > °et posons

(1 )!Re (z)
- ogqm+l If ( )1am - z qm .

qm

Comme {) E 3(z), il existe A > °tel que

(6·2)

Nous déduisons de (6·2) et de l'estimation (2·11) que, pour tout é > 0, il existe un entier mo(é) tel
que

(6·3)

Donc pour tous Œ,fi > °tels que Œ+ fi = 1, et m ~ mo(é),

(

(1 )!Re (z) ) Ct {3
am~ Ogq~: q~ (A(lOgqm+l)!Re(z)-lzlq~)

(log q )!Re (z)-{3/zl
~ A m+l
~ Q-êqm

Fixons fi tel que fi > ~e (z)/izi puis é tel que é < Œ. Nous obtenons ainsi qu'il existe TJ > 0, tel
que, pour m assez grand,

D'après (2·15), la série Lm>-1 am est donc convergente et il s'ensuit que la série (6·1) est bien
absolument convergente. ,..

Maintenant, le lemme 6.9 de [3] montre que Ur '+ 1 ({); y) = 0(1) lorsque y -t 00 sous la
condition q({);y/(logy)4(1<2+1)+21) ~ (logy)4(1<2+1)+21. Par ailleurs, d'après le lemme 13.4 de [3],

Vr .({); y) tend vers °lorsque y -t 00 de façon que q({); y/(logy)51<2+26 ) ~ (logy)51<2+26 . Comme
q({); qm) = qm, la condition (1·7) est bien vérifiée. 0

Déduction du Théorème 3.3 à partir de la Proposition 6.1.
Soient K, > °et {) E IR vérifiant les hypothèses du Théorème 3.3. Le critère du Théorème 3.3

coïncide avec la condition (iii) de la Proposition 6.1. Cette condition est donc bien nécessaire à la
validité de (D'l9) pour le couple (TI<+I,TI<)' Pour montrer qu'elle est suffisante nous utilisons la 12.
Comme le terme général de la série (3·3) tend vers 0, {) E 3(K,) et la Proposition 5.3 assure que le
couple (TI<+I' TI<) est {)-adapté. L'argument utilisé ci-dessus pour traiter les défauts de P-régularité
reste valide et ainsi la condition (1·7) est vérifiée. 0

Les deux paragraphes suivants ont pour objectif de démontrer la Proposition 6.1.

6.2. Convergence de U(Tz+l; '19)
Nous traitons d'abord le cas où ~e (z) > 1. Désormais z désignera un nombre complexe tel que

Œ := ~e (z) > 1. Nous noterons également Izi := K,.

Nous énonçons tout d'abord un lemme technique permettant de simplifier la preuve de la Pro
position 6.1.
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Lemme 6.2. Soit {} un nombre réel, {qm}m~l la suite de ses réduites et 9 une fonction
arithmétique pour laquelle il existe b E]O; 1/<T[ tel que l'on ait uniformément pour q E N*

(6·4)

Alors les séries

(6·5)

et

(6·6)

sont simultanément convergentes ou divergentes.

Démonstration. Posons

et

bm = am (1 + g(qm) ).
logqm+l

Supposons que la série (6·6) converge et montrons que cela implique la convergence de la série
(6·5). Pour cela nous introduisons les ensembles

où c est un nombre réel tel que b < c < (1- b) / (<T -1) (un tel choix est possible au vu de la condition
imposée sur b). Nous pouvons remarquer tout de suite qu'en vertu de (6·4), (2·11) et de la croissance
exponentielle des qm, les séries LmEM

2
am et LmEM

2
bm sont absolument convergentes. On peut

donc supposer que l'ensemble Ml est infini. Cela implique également que la série LmEMl bm est
convergente. En particulier bm = 0(1) pour m E Ml. Par ailleurs, lorsque m E Ml,

ous en déduisons que am = 0(1) pour m E Ml. La sene LmEMl am g(qm)/ logqm+l est
donc absolument convergente ce qui entraîne la convergence de la série LmEM

1
am. Comme la

série LmE M2 am est absolument convergente, nous pouvons conclure que la série Lm~l am est
convergente.

La démonstration de la réciproque étant similaire, nous omettons les détails. 0

En vue d'intégration par parties ultérieures, nous rappellons le lemme 6.11 de [3] qui donne une
évaluation de Zr. (x, x; {}) := Ln~xTz(n) sin(27rn{}).

Lemme 6.3. Soit A > 0, E: > 0, et B = 4A + 4(11; + 1)2 + 12. On a uniformément pour x ~ 2,
Qx:= x/(logx)B, {} E lR, q = q({};Qx), a E::E, (a,q) = 1, Iq{} - al ~ I/Qx, {}q = {} - a/q,

(6·7)
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En fait, le coefficient du terme principal figurant dans le lemme 6.11 de [3] s'écrit sous la forme

Mais le calcul qui suit montre que les deux fonctions multiplicatives fz et 9z sont identiques.

Soient p un nombre premier et 1/ E N*. En utilisant l'identité de convolution Tz+l = 1 * Tz , on
obtient

Comme 1-ljp = cp(p)jp, ce calcul implique que 9z(p/.l) = fAp/.l). Nous obtenons bien la conclusion
annoncée.

ous sommes maintenant en mesure d'étudier la convergence de U(Tz+I; 'l9). On applique le
Lemme 6.3 avec é = 1j2B pour évaluer l'intégrale

Lors de ce calcul, nous ferons un usage fréquent des relations (2·16) et (2·17).
Avec le changement de variables t = Uléml, il vient:

() 1
Ig",'Ç"'+1 . 2( )

_ sgn é m f ( ) (1 _ l 1 I)Z SIn 1l'U d- f() z qm og U og é m 2 U
Z qm Ig",lç", 1l'U

(
(lOgqm+l)U-I lÇ"'+l dt )

+ 0 1-1/2B + t(lo t)A 'qm ç", g

la dernière évaluation provenant de l'intégrabilité sur R+ de U f--+ 10g(1 + u2 )ju2 .
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Lorsque b« a, on dispose de la majoration (a + bY - aZ «ba<T-1. Dès lors,

soit, en utilisant l'intégrabilité de U f-+ sin2 7fu/7fu2 log U et U f-+ sin2
7fU/7fU2 sur !R.+,

+0 ((IOgqm+d<T-1 +le
"'+l dt )

1-1/2B t(logt)A .qm e",

Par ailleurs, le même calcul fournit

37

(6·8)

Nous rappelons à présent le développement asymptotique effectué dans le paragraphe 11.2 de [3].

Par ailleurs, comme a > 1, h(q)1 ~ T<T(q) ~ 1. Donc, d'après (2·12), nous avons

(6·9)

Ainsi, il existe une fonction arithmétique hz telle que

(6·10)

et



38 BRUNO MARTIN

En choisissant A > 1, nous obtenons que le terme d'erreur de (6·10) est le terme général d'une
série convergente. Comme sgném = (_l)m Sgnél, nous obtenons que la convergence de la série

(6·11)

équivaut à celle de la série

ous pouvons appliquer le Lemme 6.2 avec 9 == hz et b = liB. En effet, nous avons bien B > a
puisque B = 4A + 4(11; + 1)2 + 12. ous pouvons donc d'affirmer que la convergence de la série
(6·11) équivaut à celle de la série (6·1).

ous pouvons à présent établir l'équivalence (i)<=?(iii) de la Proposition 6.1. Considérons un
nombre réel x ~ 2 et désignons par M = Mx l'unique entier tel que Ç,M ~ X < Ç,M+I. On a, par
(6·8) et (6·9)

(6·12)

où E est une fonction arithmétique satisfaisant la majoration uniforme pour m ~ 1,

(6·13)

Lorsque la série (6·1) converge, on a

(6·14) lim E(m) = O.
m->oo

En effet, c'est une conséquence directe du Lemme 6.2, appliqué avec g(q) := qI/B. ous déduisons
donc de ce qui précède l'implication (iii)=}(i).

Établissons la réciproque. Au vu de (6·12), il suffit de prouver que la convergence de U(Tz+I, '19)
implique (6·14). Or, on a

(6·15)

La formule (6·7) et les relations (2·17) permettent de montrer que le premier terme du membre de
droite tend vers 0 lorsque m ~ 00. En effet,

(6·16)

[
ZT%+l (x, Xj '19)] Ç=+l « (log ç,m+IY"lfz(qm+r)1 (ém+lÇ,m+r)2

X ç= qm+1

+ (logç,m)" Ifz(qm) 1 (émÇ,m)2
qm

« Ifz(qm)l.
Jqm+1

Sous l'hypothèse (i), le membre de gauche de (6·15) tend vers 0 puisque c'est le terme général d'une
série convergente. Donc le terme principal du membre de droite de (6·10) tend vers 0 lorsque m
tend vers l'infini. Cela permet d'affirmer que fz(qm)(log qm+IY Iqm = 0(1), lorsque m ~ 00 sous
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la condition logqm+l > q;;', avec l/B < D < (1 -l/B)/(Œ -1) (un tel choix est possible puisque
B > Œ), ce qui implique (6·14) sous la même condition. La relation (6·14) est encore vérifiée sous
la condition logqm+l :( q;;' d'après (6·13). Cela achève la preuve de l'équivalence.

Lorsque Re (z) :( 1, des calculs similaires, mais cependant plus simples car de nombreux termes
d'erreurs disparaissent, fournissent les estimations

(6·17)

et

(6·18)

D'après (6·17), la convergence de la série (6·1) équivaut à la convergence de la série

L'équivalence des points (i) et (iii) de la Proposition 6.1 s'établit alors en suivant la même démarche
que précédemment. D'après (6·18), la convergence de la série (6·1) entraîne la convergence de
U(Tz+li19). Pour démontrer la réciproque, il suffit, au vu de (6·18) et (6·17), de prouver que la
convergence de U(Tz+l; 19) implique

(6·19)

Or, les relations (6·15) et (6·16) montrent que

rç
=+l dt

} F ZT%+l (t, ti 19) f:2 = 0(1)
ç=

ce qui permet, d'après (6·17), d'établir (6·19).

(m ----> 00),

6.3. Convergence de V(Tz ; fi)
Nous commençons par estimer WT % (x, Xi 19) := Ln:o;;x T z (n)B(n19), en vue d'intégration par parties

ultérieures. Pour cela, nous rappelons la définition d'une fonction de type Siegel-Walfisz fort donnée
dans [3].

Définition 6.4. On dit qu'une fonction arithmétique f est de type Siegel-Walfisz fort, et l'on
note f E SW+, si l'une des deux conditions équivalentes suivantes est satisfaite:

(i) pour tout A > 0 fixé, et uniformément pour r E N*, mE N*, cE N*, (c, m) = 1, on a

(6·20)
n~x/r

n=:c(modm)

1
f(rn) = <p(m) L f(rn) + O((logXx)A)i

n:O;;x/r
(n,m)=l

(ii) pour tout A > 0 fixé, et uniformément pour q E N*, a E Z, on a

(6·21 )
n~x

n=:a(modq)

où l'on a posé m := q/(q, a).

f(n) = <p(~) L f(qn/m) +°C1ogXx)A) ,
n:O;;mx/q
(n,m)=l
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Le lemme suivant de [3] permet d'évaluer Wf(x, x; '19) pour une fonction f de type Siegel
Walfisz fort. Son énoncé nécessite quelques notations. Lorsque '19 E ]R ...... Q et b ~ 0, nous posons
Xb := min(x, b/llq'l9ll) et introduisons, étant donnée une fonction arithmétique f, les sommes

(6·22)

T~I)=TP)(x;'I9):= L f(n)B(anq+b),
Xb<n";;Xb+l

T~2)=T~2)(X;'I9):= L f(n)(n'l9q-~),
Xb<n";;Xb+l

T~3)=TP)(x;'I9):= L f(n).
xb<n";;xb+l

an=-b (mod q)

Enfin lorsque (a,q) = 1 et mlq, on introduit la quantité

(6·23) 'Y(m;b/q):= L B(~ + ~),
l";;d";;m
(d,m)=1

qui est indépendante de a.

Lemme 6.5. Soient A, B > O. On a uniformément pour f E SW+, '19 E ]R ...... Q, x ~ 2,
Qx := x/(logx)B, q = q('I9; Qx) :::;;; (logx)B, a E Il, (a,q) = 1, Iq'19 - al:::;;; l/Qx, 'I9q := '19 - a/q > 0,

(6·24) Wf(x,x;'I9)= L n+o((logx)BNf(X))
O";;b";;xllqiill

où Nf(x) := m3.Xn,,;;x If(n)1 et

(6·25) rp '- T(I) + T(2) _ .!T(3)
.L b·- b b 2 b

De plus, on a sous les mêmes conditions, et uniformément pour 0:::;;; b :::;;; xllq'l9ll,

(6·26)

T(I)=,\,,'Y(m;b/q) '\" f(qe)+O( x ),
b L.J ep(m) L.J m (logx)B+A

mlq xbm/q<l";;xb+lm/q
(l,m)=1

(3) 1 '\" (qe) ( x )
Tb = ep(d) L.J f d + 0 (logx)B+A '

dXb/q<l~dxb+dq

(l,d)=1

où l'on a noté d = q/(b, q) et où les constantes implicites ne dépendent que de celles de (6·20) et
(6·21).

(xllq'l9ll > 1),(6·27)

Nous sommes maintenant en mesure d'évaluer WTz (x, x; '19). ous conservons les notations K. := Izi
et a := lRe (z).

Lemme 6.6. Soit A> 0 et B = 5(A+K.2+K.+4), on a uniformément pour x ~ 2, Qx = x/(logx)B,
'19 E ]R, q := q('I9; Qx), a E Il, (a, q) = 1, Iq'19 - al :::;;; l/Qx, 'I9q := '19 - a/q,

a_l{TI<+2(q)10gq 1}
WT.(x, x; '19) «x(logx) q + (logx)A

et

(6·28) (xllq'l9ll ~ 1),

où

R( ) (1 )a-l (TI«q)(lOgq)2 Xllq'l9ll) x
x, q «x og x 1 +-- + (1 )A+B'q ogx q ogx
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Démonstration. L'évaluation (6·27) coïncide avec celle du lemme 13.6 de [3]. Quant à (6·28), on
peut remarquer que les deux membres sont des fonctions impaires de {). On peut donc supposer par
la suite que {)q > O. On applique alors le Lemme 6.5 à la fonction T z , qui est de type Siegel-Walfisz
fort comme l'affirme le lemme 13.5 de [3].

Ici, comme x < l/llq{)ll,

Si m E N*, nous pouvons remarquer qu'en vertu de la symétrie des entiers premiers à m par
rapport à m/2, Î(m; 0) = O. Nous pouvons donc écrire, d'après (6·26),

r.(l) - 0 ( x )
o - (logx)A+B'

Par ailleurs,

Enfin,

rJ3) = L Tz(qe) + 0 ((lOg~A+B ) .
f';;;'x/q

Afin d'évaluer le terme principal, nous allons appliquer la méthode de Selberg-Delange. Posons

Hz,q(x) := LTz(qe).
f';;;'x

La série de Dirichlet associée à Hz,q s'écrit, suite à un calcul similaire à celui réalisé dans le
paragraphe 2.1, pour SEC avec ~e (s) > 1,

où Gz est défini par:

Gz(s, q) = II(1 - P-sy II L Tz(P:s+j)·
plq pj IIq v~o P

On a la majoration suivante, pour Is - 11 « 1/log(2q) :

Gz(s, q) «TK,(q) log(2q).

Une application du théorème 3 du chapitre II.5 de [14J fournit alors l'estimation suivante:

" (0) fz(q) (1 )z-l 0 ((lOgq)2 (1 )0'-2 x)
~ Tz ~q = f(z)qX ogx + q x ogx + (logx)A+B '

f';;;'x/q

ce qui achève la preuve du lemme.

Nous sommes maintenant en mesure d'évaluer l'intégrale suivante

o

Nous supposons tout d'abord que a > 1. Nous omettons les détails qui sont similaires à ceux du
paragraphe précédent. Nous obtenons
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Nous en déduisons les estimations

(6·29)

et

(6·30)

ous pouvons maintenant établir l'équivalence (ii)<=?(iii). La preuve étant similaire à celle de
l'équivalence (i)<=?(iii) effectuée dans le paragraphe précédent, nous n'en donnons que les étapes
essentielles.

Nous dédui~ns de la formule (6·29), et des estimations (2·6) et (6·9), qu'il existe une fonction
arithmétique hz telle que

(6·31)

et
- l/Bhz(qm) «qm .

Cela permet d'établir, en appliquant le Lemme 6.2 avec 9 = hz et b = liB, que la convergence
de la série

équivaut à celle de la série (6·1). Pour x ~ 2, nous désignons par M = Mx l'unique entier tel que
~M ~ X < ~M+l' Une sommation d'Abel fournit alors l'identité

(6·32)
T (n) 1~",+1 dtL ~B(n{}) = L WT.(t, t; {})'t2 + F(M) + 0(1),

n';:;x l';:;m';:;M ~"'

où F est une fonction arithmétique satisfaisant à la majoration, uniforme pour m ~ 1,

Supposons que la série (6·1) converge. Le Lemme 6.2 appliqué avec g(q) := ql/ B prouve que
F(m) = 0(1) lorsque m --+ 00. Cela fournit l'implication (iii)=?(ii).
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Supposons réciproquement que la série V(Tz ; 'l9) converge. De l'identité

nous déduisons que

43

(m -400).

La relation (6·31) permet alors d'établir que F(m) = 0(1) lorsque m -4 00 sous la condition
logqm+l > q~ avec l/B < D < (l-l/B)/u. Comme F(m) tend également vers a lorsque m -400

sous la condition logqm+l ~ q~, nous pouvons finalement écrire que

F(m) = 0(1) (m -4 00).

Cela fournit l'implication (ii)=?(iii), au vu de (6·32).

Lorsque u ~ 1, nous obtenons les estimations suivantes, qui permettent de conclure.

et

L Tz~n) B(n'l9) = L lf.Tn+l W,-jt, t; 'l9) :2t
n';;;x l';;;m';;;M f.Tn

+0 CIog~:+lY!Z(qM)) +0(1).

Nous omettons les détails qui sont identiques à ceux du paragraphe précédent pour le cas u ~ 1.

7. Appendice A
Dans [7], Davenport établit que (0, p,) appartient à D'19 pour tout 'l9 E lR. Il obtient même

l'estimation effective

(7·1)
sin(27r'l9) ~ p,(n) 1

~('l9; y) := ~6('l9; y) = + L -B(n'l9) «(l )A
7r n ogy

n';;;v

valable pour tout A > 0, uniformément pour y ~ 2 et 'l9 E lR.
Nous décrivons ici les étapes essentielles du raisonnement de Davenport afin d'en examiner les

possibilités de généralisation.
Pour obtenir l'estimation (7·1), Davenport applique un principe classique d'analyse selon lequel

le contrôle d'une fonction numérique sur un intervalle J, peut être obtenu par le contrôle de sa
moyenne et de ses accroissements sur J. Davenport effectue ainsi la décomposition

(7·2)

avec

1
'192

J := ~('l9; y) d'l9,
'19 ,

et
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Intégrer tl.('I9; y) permet de ramener le problème d'interversion des sommations au cas trivial d'une
série double sommable. Plus précisément, Davenport obtient

1= T('I92, y) - T('I91, y)

avec

(7·3)

On a donc trivialement

T('I9, y) = _1_ '""" p,(n) '""" cos(27fmn'l9).
27f20 n2 0 m2

n>y m~l

1« l/y,

mais cette première évaluation est cependant insuffisante pour conclure car les valeurs critiques de
'19 2 - '19 1 dans (7·2) sont o(l/y). Davenport établit alors que l'estimation

(7.4) '""" p,(n)e2i7rm9 « yo (logy)A
n""y

est valable, pour tout A > 0, uniformément pour y ~ 2, '19 E IR. En intervertissant les sommations
dans (7·3) puis en effectuant une sommation d'Abel, il obtient ainsi, pour tout A > 0,

(7·5)
1

1« (1 )A'Y ogy

où la constante implicite ne dépend que de A.
Ensuite, en vue d'estimer l'intégrale J, Davenport établit la validité de l'estimation

(7·6)

pour tout A > °et uniformément pour y ~ 2, '19 1 < '19 2 . La fonction sinus étant continue, ce
problème est immédiatement réduit à l'étude des accroissements de la fonction

à Y fixé. Sur tout intervalle sur lequel R y est dérivable, sa dérivée R~ est uniformément majorée
par

Il reste donc à étudier la contribution des discontinuités de R y sur l'intervalle ['19 1 , '19 2 ]. Ces
discontinuités se situent aux points de Farey a/q, avec 1 ~ a ~ q ~ y, (a,q) = 1, et a/q E ['19 1,'192 ].

En un tel point a/q le saut de la fonction Ry vaut

Sy(a/q; p,) := - L p,(n) = - p,(q) L P,(kk).
n q

nO;;; y ko;;;y/q
qln (k,q)=l

Par une technique classique d'intégration complexe, Davenport établit, pour tout A > 0, la
majoration uniforme

1
Sq(q;p,)« (1 )A·

q + ogy

otons ar/q1, ... ,ar /qr les points de Farey de l'intervalle ['191,'19 2 ], rangés dans l'ordre croissant.
Il est classique que aHr/qH1 - aj/qj = l/qjqH1. Davenport en déduit que la somme de tous les
sauts de l'intervalle ['19 1 , '19] vaut

r r 1 r-1 1 1
LSy(aj/qj;p,) «L (1 )A« y L -- + (1 )A
j=l j=1 qj + og y j=l qjqH1 og Y

r-1
'""" {aH1 aj } 1 1«y 0 - - - + (1 )A« ('19 - 'I9 1)y + (1 )A
j=l qH1 qj ogy ogy

Finalement, nous obtenons bien (7·6). En choisissant '19 2 = '19 1 + l/y(logy)A, Davenport déduit
(7·1) de la décomposition (7·2) et des estimations (7·5) et (7·6).
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Pour reproduire un tel raisonnement pour un couple de fonctions (J,g) lié par (1·3), nous devons

donc être en mesure d'établir:

(Cl) une borne uniforme en fJ pour la somme d'exponentielles

L g(n)e2i7rn19;

n~y

(C2) la continuité de la fonction fJ I--t U(J;fJ) ou, ce qui est plus faible, la convergence de la

série U(J, fJ) et une estimation du type

L f(m) «y(logy)h,
m~y

où h est une constante fixée dépendante de de f ;
(C3) l'estimation

L Sy(a/q,g) = 0(1) (y -+ 00),
191 <ajq<t92

où Sy(a/q,g) désigne le saut de la fonction fJ I--t ~n~yg(n)B(nfJ)/nen un point a/q, et où la
somme porte sur tous les points de Farey a/q E [fJ 1, fJ2] dont le dénominateur n'excède pas y.

Notons d'emblée qu'une évaluation uniforme des sommes d'exponentielles, analogue à (7·4) n'est
pas disponible, pour la fonction 9 = A : la méthode de Vinogradov permet d'obtenir pour tout
A> 0, l'estimation

L A(n)e2i7rnt9 « ~() + 0 ((10 Y )A)'
n~y cp q gy

où q est le dénominateur d'une bonne approximation rationelle de fJ. (1) Cette estimation, optimale
lorsque fJ est rationnel d'après le théorème des nombres premiers en progressions arithmétiques,
est insuffisante dès que q est petit.

La condition (C3) semble actuellement hors d'atteinte pour une grande classe de couples (J, g).
Étudions par exemple le cas du couple (A, -1.L1og) et considérons les accroissements de la fonction

(7·7) fJ I--t - L p,(n) log(n) B(nfJ).
n

n~y

Le saut de cette fonction en un point de Farey a/q vaut

(7·8) S (a/q;-p,log):= p,(q) "" p,(n)log(qn) = p,(q) L logp +O(IOgqe-JIOg(yjq)).
y q ~ n q p-1 q

n~yjq plq
(n,q)=l

En conservant les notations employées pour traiter le cas de la fonction p" nous avons

(7·9)
L Sy(aj/qj; -p,log) = Sy(ar/qr; -p,log) + O( log y L ~)
l~j<r l~j<r qJ

= Sy(ar/qr; -p,log) + O( (fJ2 - fJ 1)y log y).

Pour le choix fJ2 = fJ 1 + 1/y(logy)A+1 avec A > 0, le terme d'erreur de (7·9) tend bien vers a
lorsque y -+ 00. En revanche, en l'absence d'un renseignement sur la taille ou la factorisation de
qr, le terme principal de (7·9) ne tend pas vers o. Une autre voie pourrait être d'estimer le nombre
de points de Farey dans l'intervalle [fJ1, fJ2] en utilisant une estimation de

Nq(t):= L 1 (t > 0).
n~t

(n,q)=l

1. Pour une estimation précise de cette somme d'exponentielles, nous renvoyons à (8).
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Mais cette méthode échoue également. Définissons Rq(t) par l'identité

(7·10) Nq(t) = t{ cp~q) + Rq(t)} (t > 0).

Nous avons la majoration classique

2w (q)
IRq(t)1 «-t- (t > 0),

qui s'obtient par inversion de Mobius. Nous avons alors, uniformément pour '19 1 :::;; '19 2 ,

(7·11)

L Sy(aj/qj; - J-L log) = L Sy(a/q; -J-L log){ Nq(19 2q) - Nq(19 1q)}
1~j~r q~y

= ('19 2 - '19 1 ) L cp(q)Sy(a/q; -J-Llog) + 0 (L ISy(a/q; -J-Llog)12W (q)).
q~y q~y

Le terme d'erreur de (7·11) ne tend pas vers 0 lorsque y ---+ 00. D'autres estimations plus fines
de Rq sont établies au paragraphe 3 de [3] mais elles ne permettent pas plus de conclure.

Une dernière possibilité pour montrer que la somme des sauts tend vers 0 consisterait à étudier
les éventuelles compensations induites par les facteurs J-L(qj) dans la somme

L Sy(aj/qj, -J-Llog) = L J-L(qj) L
1~j~r 1~j~r qJ n~y/qj

(n,qj)=1

Il faudrait, pour cela, être en mesure d'obtenir des renseignements sur la factorisation des
dénominateurs des fractions de Farey situés dans un petit intervalle. Cela semble hors d'atteinte,
au vu des techniques actuellement disponibles.

8. Appendice B

Dès l'introduction de [6], Davenport énonce que le couple (8,J-L), appartient à (Df)) pour tout
'19 E iQ. Il donne comme justification : « (. ..)the convergence of the series for rational '19 is easily
deduced from the theory of Dirichlet's series, and the identities are then valid.» Nous proposons
ici de justifier cette assertion en n'employant que des outils connus en 1937. ous fournissons tout
d'abord une preuve reposant sur deux estimations obtenues par la méthode classique d'intégration
complexe. Nous établissons par la suite que le recours à l'analyse complexe n'est pas indispensable
et que l'on peut déduire, de manière élémentaire, ce résultat du théorème des nombres premiers
en progressions arithmétiques.

Considérons donc un nombre rationnel '19 s'écrivant '19 = a/q avec (a, q) = 1. Nous rappelons que
la famille V+ (q) des caractères impairs de Dirichlet de module divisant q constitue une base de
l'espace vectoriel des fonctions impaires, q-périodiques, définies sur N et à valeurs complexes.

Pour s ~ 1, nous introduisons la fonction arithmétique .Às définie par

(8·1) .Às(n) := L ~s(~~ .
dln

Cette fonction apparaîtra naturellement dans la preuve de l'assertion de Davenport.
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Lemme 8.1. Il existe des constantes c > 0 et d > 0 dépendant au plus de q, tels que l'on ait,
uniformément pour x ~ 2, s ~ 1, X E V+(q), X non principal,

(8·2)

et

(8·3)

As(x) := L Às(m)x(m) = O(xe-CVlOgx)
m~x

C(x) := L p,(n)x(n) = O(xe-dVIOgX).
n~x

Démonstration. Établissons l'estimation (8·2). Notons Cs la série de Dirichlet associée à Às, soit

L Às(m)
Cs(w) := --x(m).

m W

m~l

ous désignerons respectivement par a et T la partie réelle et la partie imaginaire de la variable
complexe w. D'après (8·1), nous avons, pour a > 1,

L(w,X)
L(w + s -l,X)'

Or, il existe Co > 0 tel que le domaine H du plan complexe défini par

(8·4) a ~ 1 - Co/ log(ITI +2),

soit une région sans zéro de la fonction w 1-> L(w, X). Par conséquent, Cs admet un prolongement
analytique dans le domaine (8·4). Étant données les estimations classiques (voir par exemple le
chapitre III de [2]) des fonctions L de Dirichlet dans le domaine H, il existe une constante C ~ 0
tel que l'on ait uniformément pour w E H, ITI ~ 3 et s ~ 1,

(8·5)

Posons maintenant K, := 1 + 1/ log x. En appliquant la seconde formule de Perron à As, nous
obtenons, pour T ~ 2,

1 11<+iT X
W

( logT)As(x) = -.- Cs(w)- dw + 0 x-
T

.
2z7r l<-iT W

D'après le théorème de Cauchy, nous avons

où ç; est la ligne brisée K, - iT, 1 - Co / log T - iT, 1 - Co / log T + iT, K, + iT. D'après la majoration
(8·5), la contribution des segments horizontaux de ç; à l'intégrale est

(logT)C
«x T '

tandis que celle du segment vertical est

« x(log Tfe-co log xl log T.

En choisissant T = eVIOgX, nous obtenons bien l'estimation (8·2).

'.c..
8lBLlOTHEc..UE DES SCIENCES

Rue du Jardm Botamque

54600 VillERS-lES-NAN



48 BRUNO MARTIN

L'estimation ( ·3) s'obtient de manière identique. La série de Dirichlet associée à J.L(n)x(n) vaut

L J.L(n) x(n) = 1 (0" > 1).
n~l nW L(w,X)

Elle admet donc un prolongement analytique dans le domaine H. Comme de plus, il existe une
constante D ~ 0 telle que l'on ait uniformément pour w EH, 171 ~ 3,

1 c
L(w,X) «(10gI71) ,

nous pouvons obtenir (8·3) de la même manière que (8·2). 0

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer directement que (<5, J.L) appartient à D{). ous
établissons tout d'abord la convergence de la série

Par linéarité, il suffit de montrer la convergence de

(8·6)

pour tout caractère X non principal de module divisant q. Pour cela nous effectuons une sommation
d'Abel, soit

" J.L(n) x(n) = C(x) + JX C(t) dt.
L n x t2
n~x 1

La convergence de la série (8·6) est donc une conséquence directe de l'estimation (8·3).
Établissons à présent l'identité

(8·7) sin(27ra/q) = L J.L(n) B (an) .
-7r n q

n~l

Rappelons tout d'abord le théorème d'Abel pour les séries de Dirichlet. Soit F(w) := Ln>-l ann-w

une série de Dirichlet convergente pour 0" > 1. S'il existe cEe tel que >"

L an
=c+O(l) (x--too),

n
n:S;;x

alors on a
F(O")=c+o(l) (O"--t1+).

La série Ln>-l J.L(n)B(an/q)/n étant convergente, nous pouvons écrire, d'après le théorème d'Abel,
>"

que

L J.L(n) B (an) = lim f(8),
n q 8--+1+

n~l

avec

f(8) = L J.L~7) B (a;) .
n~l

En introduisant le développement en série de Fourier de la fonction B dans l'expression de f, nous
obtenons

f(8) = _ " J.L(n) " sin(27rakn/q).
L n 8 L k7r
n~l k~l
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Or, pour 8 > 1 et M ? 1, nous avons

L p,(n) L sin(21rakn/q) = L Às(m) sin (21ram) .
n S k m q

n~M k~M/n m~M

De plus, il est bien connu que

49

_~ ""sin27rk{) = ({)) o( 1 )
1r t0 k + 1 + t II{)II

Il s'ensuit que

(t ? 1, {) E IR).

f(8) = -~ L p,~~) { L sin(21r;kn/
q

) + o(;)} + o( L ~s)
n~M k~M/n n>M

1 "" Às(m)
= -- L -- sin(21ram/q) + 0(1) (M --t 00).

1r m
m~M

Cela implique l'identité

f(s) = -~ L Às~m) sin (21ram) (8) 1).
m~l q

Comme lims->l+ Às(m) = <5(m), il nous suffit, pour prouver (8·7), de montrer que la série

"" Às(m) . (21ram)L --sm --
m q

m~l

converge uniformément en 8 sur tout intervalle [1; b], avec b > 1. Nous pourrons alors effectuer une
interversion de limites et obtenir

L p,(n) B (an) = lim _~ L Às(m) sin (21ram)
n q s->l+ 1r m q

n~l m~l

= _~ L lim Às(m) sin (21ram)
1r s->l+ m q
m~l

sin(21ra/q)

c'est-à-dire la conclusion souhaitée.
Par linéarité, nous nous ramenons à étudier

(8·8) L Às(m)x(m)/m,
m~l

où X est un caractère non principal de module divisant q. Or, par sommation d'Abel, nous obtenons

"" Às(m) x(m) = _ As(x) +1= As(t) dt.
L m x t2

m>x x

D'après (8·2), la convergence de la série étudiée est bien uniforme pour 8 ? 1, ce qui achève la
preuve de (8·7).

ous avons utilisé une méthode d'intégration complexe pour démontrer la convergence de la
série (8·6) et la convergence uniforme de la série (8·8). Montrons maintenant que ces deux points
peuvent être déduits de manière élémentaire du théorème des nombres premiers en progression
arithmétique qui stipule que, si X est un caractère non principal de module q, alors on a

(8·9) L A(n)x(n) = o(x) (x --t 00).

Nous aurons besoin de deux résultats auxiliaires.
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Lemme 8.2. Soit {an}~=l une suite bornée de nombres complexes et f : JR -+ C une fonction
admettant une limite flnie l E C en +00. Nous avons

~ an (X) ~ an~ - f - = l ~ - + o(log x)
n n n

n~x n~x

Démonstration. Soit E: > O. Il existe A ~ 0 tel que

(x -+ 00).

(8·10) If(x) - li ~ E: (x ~ A).

Comme x 1---7 xli log2 x est une fonction croissante, il existe Xo tel que, pour tout x ~ XO,
xl/1og2x ~ A. Dès lors, en notant X:= XI-I/log2X, nous avons, pour tout x ~ Xo,

Pour n ~ X, nous avons x/n ~ A. ous déduisons donc de (8·10)

Nous obtenons finalement qu'il existe Xl tel que, pour tout x ~ Xl,

L ~ {f (;) - l} ~ E: logx,
n:S;;x

ce qui correspond à la conclusion attendue. o

Lemme 8.3. Soit q E N*. On a uniformément pour x ~ 2, 1 ~ s ~ 2, X un caractère de Dirichlet
non principal dont le module divise q,

(8·11)

(8·12)

(8·13)

L X(7) = L(s, X) + O(x- S
),

n
n~x

A(n) L'L --;sx(n) = -[;(s, X) + 0(1) (x -+ 00),
n:S;;x

~ J-L(n) x(n) « 1,
~ n S

n:S;;x

Démonstration. Soit K(x) := Ln~x x(n). De l'estimation classique

q
K(x) ~ 2'

nous déduisons, grâce à une sommation d'Abel,

~ x(n) = L(s, X) + K(x) -100

K(t) dt.
~ n S X S t1+s
n~x x

Cela implique immédiatemment l'estimation (8·11).
En effectuant une sommation d'Abel et en utilisant (8·9), nous obtenons, uniformément pour

1 < s ~ 2,

Comme L(l, X) =1- 0, la fonction s 1---7 -L' / L(s, X) est continue au point s = 1 ; cela nous permet
d'obtenir (8·12) en faisant tendre s vers 1.
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De l'identité de convolution J = J.L * 1 et de (8·11), nous déduisons

1 = L J.L~~) X(d) L x~rr:)
d~x m~x/d

= L(s,X) L J.L~~)X(d) +0(1).
d~x
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Comme la fonction L(s, X) est continue et ne s'annule pas pour s ? 1, nous obtenons bien (8·13).
o

Pour démontrer la convergence de la série (8·6), nous employons le théorème de Tauber pour les
séries de Dirichlet dont nous rappelons l'énoncé. Soit F(w) := Ln>-l an/nw une série de Dirichlet.
On suppose qu'il existe eE C tel que '"

F(o-)=e+o(l) (o--d+),

et que
""""" anL.J - log n = o(log x)

n
n~x

(X --+ 00).

Le théorème de Tauber stipule alors que la série Ln~l an/n est convergente et que l'on a

Montrons que nous pouvons appliquer ce théorème à la série (8·6). Pour 0- > 1, nous avons, d'après
la continuité de 1/L(s, X) au voisinage de 1,

Par ailleurs, de l'identité de convolution J.L log = -A * J.L, nous déduisons

L J.L(n) x(n) logn = - L J.L(m) x(m) L A(d) X(d).
n m d

n~x m~x d~x/m

En appliquant (8·12) puis le Lemme 8.2, nous obtenons

L J.L(n) x(n) logn = LL' (1, X) L J.L(m) x(m) + o(logx) (x --+ 00).
n m

n~x m~x

Finalement, la relation (8·13) fournit

L J.L(n) x(n) logn = o(logx) (x --+ 00).
n~x n

Le théorème de Tauber fournit donc la conclusion requise.

Pour montrer la convergence uniforme de la série (8·8), nous nous ramenons tout d'abord à l'étude
d'une fonction complètement multiplicative. Pour cela, nous introduisons la fonction complètement
multiplicative >.; définie, pour tout nombre premier p et tout entier v ? 1, par
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Où 9s est la fonction multiplicative définie, pour tout nombre premier p, par

Comme .Às(p) = 1 - pl-S, nous avons Igs (pli) 1 ~ 1 pour tout v ~ 2. Il s'ensuit que la série

est absolument et normalement convergente. (2) Comme nous avons

:L .Às(m) x(m) = :L 9s(n) x(n) :L .À;(d) X(d),
m n d

m~l n~l d~l

il nous suffit donc de démontrer que la série

(8·14) :L .À;dd) X(d)
d~l

converge uniformément pour S E [1; b] où b est une constante> 1 arbitraire.
Pour cela, nous employons un raffinement du théorème de Tauber, qui est une conséquence directe

de la démonstration de ce théorème. Soit Fs (w) := 2:n>-1 an(s) / nw, une série de Dirichlet, où s
est un paramètre réel. On suppose qu'il existe l(s) E C et b> 1 tels que

(8·15) Fs(<Y) = l(s) + 0(1) (<Y ~ 1+, 1 ~ s ~ b),

et que, uniformément pour 1 ~ s ~ b,

(8·16)

Alors la série

:L an(s) logn = o(logx) (x ~ 00).
n

n~x

converge uniformément vers l(s) pour 1 ~ s ~ b. Montrons que ce théorème s'applique à la série
(8·14) avec b = 4/3.

Nous avons tout d'abord

p

ce qui fournit la condition (8·15), par continuité respective de <Y f---+ L(<Y, X) et <Y f---+ 1/L(<Y+ s -1, X)
en <Y = 1 et <Y = S pour s ~ 1.

2. Cette conclusion reste valide lorsque s E iC : nous avons 9. (n) = 0, sauf lorsque l'entier n est de la forme
n = u 2v 3 auquel cas nous disposons de la majoration 19.(n)1 ~ 2w (uv) ; la propriété requise résulte alors de
l'inégalité classique 2w (n) ~ T(n) et de la majoration (2·6)
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Pour établir la condition (8·16), il nous suffit de montrer que, uniformément pour 1 ~ s ~ 4/3,
nous avons

(8·17)
>'*(m)L _S-x(m) = o(logx) (x --+ 00).

m
m~x

Convenons désormais que toutes les relations asymptotiques et toutes les majorations seront
établies uniformément pour 1 ~ s ~ 4/3.

De l'identité de convolution log = >. * 1, nous déduisons

L >';(m) x(m) logm = L >';(n) x(n) L >';(d) X(d)A(d).
m n d

m~x n~x d~x/m

Nous allons établir les deux estimations

(8·18)

et

(8·19)

avec

>'*(n)
Es(x) := L _S-x(n) « 1

n
n~x

>'*(d)
Ds(x) := L ~X(d)A(d) = r(s) + 0(1) (x --+ 00),

d~x

r(s) « l.

D'après le Lemme 8.2 cela impliquera bien l'estimation (8·17).
Pour estimer Es, nous introduisons la fonction multiplicative hs définie par:

(8·20) >.* = (hs * J.L) * 1
s Is '

où Is est définie, pour m ~ l, par Is(m) = ml-s. ous avons alors, pour tout nombre premier p,

En particulier, nous disposons de la majoration suivante, valable uniformément pour tout nombre
premier p et tout Il ~ 2.

ous en déduisons que

(8·21) L Ihs(n)1 < 00.
n

n~l

En effet, comme la fonction hs est multiplicative, il suffit de prouver que la série

LL hs(~II)

P 1I~1 P

est absolument convergente. Or, comme nous supposons que 1 ~ s ~ 4/3, nous avons

(8·22)

Ih (pli) 1 p(s-I)(II-I)LL s Il «LL Il

p 1I~1 P p 1I~2 P

1 1«LL 211/3« L 4/3 < 00.
p 1I~2 ppp
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Maintenant, d'après (8·20), nous pouvons écrire

Es(x) = L h~~) x(n) L p,~~) X(d) L x~) (x? 2).
n:O:;;x d:O:;;x/n m:O:;;x/(nd)

ous déduisons donc de (8·U), (8·13) que

Es(x) = L h~~)x(n){L(l,x) L P,~~\(d)+O(l)}
n:O:;;x d:O:;;x/n

= L h~~) x(n){ ~~~: ~~ (1 + 0(1)) + 0(1)} (x? 2).
n~x

Par analycité de s 1-4 1/L(s, X) sur [1; +00[, nous avons donc,

Es(x) = 0 (L Ih~~)I) (x? 2).
n:O:;;x

Finalement, d'après (8·21), nous obtenons bien l'estimation (8·18).

Évaluons à présent Ds. Comme Às(p) = 1 - pl-s, nous avons

= L A~n) x(n) - L A~~) x(n) + L A(P~:(P)1I {À;(pV) - (1 _ pll(l-S») }.
n~x n:::;;;x pV~x

1I~2

La dernière série est absolument convergente, et sa somme est uniformément bornée puisque

ous obtenons donc, d'après (8·12),

L' L'
Ds(x) = [;(s,X) - [;(1, X) + t(s) + 0(1) (x ---+ (0),

avec t(s) « 1. L'analycité de s 1-4 L'/L(s,X) sur [1;+00[ implique alors immédiatemment
l'estimation (8·19).

ous avons ainsi établi la condition taubérienne (8·16). Le théorème de Tauber s'applique
et fournit bien la conclusion souhaitée, à savoir la convergence uniforme de la série (8·8) pour
1 ~ s ~ 4/3.
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Nous fournissons ici le contre-exemple annnoncé dans la troisième partie concernant le Théo-
rème 3.3. Pour cela nous construisons les réduites de {) par récurrence suivant la relation

qm+1 = am+1qm + qm-1·
Supposant les m premières réduites construites pour m assez grand, montrons que l'on peut trouver
qm+1 tel que

qmH soit premier et (q )1/1<- (q )1/1<-{ 1}
;;: ~ log qm+1 ~;;: 1 + m .

Nous employons la notation habituelle,

1r(x, a, q) := 1 (x ~ 1, q E N, 1 ~ a ~ q).
n~x

n=a (modq)

Le théorème de Siegel-Walfisz stipule qu'étant donné A > 0, il existe une constante c > 0 ne
dépendant que de A telle que l'on ait uniformément, pour x ~ 2, 1 ~ q ~ (logX)A, a E N,
(a,q) = 1,

1r(x, a, q) = x + O(xe-Cy'IOgx).
<p(q) log x

Nous en déduisons, sous les mêmes hypothèses, que si 0 < h ~ x, alors

1r(x + h, a, q) - 1r(x, a, q) = ()~ + O(xe-cy'logx).
<p q ogx

Afin d'alléger la présentation des calculs, nous employons la notation

Àm := (qm/m)l/l<-.

Comme (qm-1, qm) = 1 et qm ~ À~ dès que A > "', nous pouvons employer le théorème de
Siegel-Walfisz pour évaluer

1r(x + h, qm-1, qm) - 1r(x, qm-1, qm),

avec x = eÀ ", et x + h = eÀ",(H1/m). Ainsi, il existe une constante c > 0 telle que

eÀ", ( eÀ", / m - 1) ,;>:;;;
1r(x+h,qm-1,qm)-1r(X,qm-1,qm) = ()). +O(eÀ",-C À",).

<p qm m

Comme <p(qm) ~ qm et que qm = mÀ~, nous obtenons

eÀ"'(eÀ",/m -1) { (mÀ~+l e-c,;>:;;;) }
1r(x+h,qm-1,qm)-1r(X,qm-1,qm)~ mÀ~+l 1+0 eÀ"'-1 .

Pour m assez grand, en vertu de la croissance exponentielle des qm et donc de Àm, nous constatons
que cette dernière quantité est strictement positive, ce qui permet d'achever la construction de
qm+1' Remarquons que l'emploi du théorème de Dirichlet dans les progressions arithmétiques
aurait été insuffisant pour conclure, dans la mesure où l'uniformité en qm et m est indispensable.

Lorsque m est assez grand, qm est premier ce qui fournit l'estimation

fl<-(qm) = ",+01<- (q~)'
ous savons d'autre part que

(logqm+1t = ~ {1 +0(~) }.
Cela nous permet d'énoncer que la série (6·5) est de même nature que la série

2: (_1)m,
m

m~l

qui est convergente, tandis que la série (6·6) est de même nature que la série

2:~,
m

m~l

qui est divergente.
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1. Introduction
1.1. L'inégalité de Thran-Kubilius

La théorie probabiliste des nombres a pour objet l'étude de la répartition des fonctions
arithmétiques considérées comme des variables aléatoires sur les espaces Ox := {n ENI n :s; x}
munis de la mesure uniforme V x ' Dans ce cadre l'espérance et la variance, dites empiriques, de f
sont définies par les formules

1
Ef(x) := - L f(n) (x ~ 2)

x
n(x

et

vt(x) := ~ L {f(n) - Ef(x)} 2 (x ~ 2).
n~x

Ce point de vue est particulièrement pertinent dans le cas d'une fonction additive, dont la
répartition peut être comparée à celle d'une somme de variables aléatoires indépendantes.

Convenons que les lettres p et q dénotent systématiquement, désormais, des nombres premiers
et nous désignons par A l'ensemble des fonctions additives à valeurs réelles. Étant donnée une
fonction f E A, nous posons,

(1·1)
si pL/lin, v ~ 1,

si P fn.
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On a donc f(n) = Lp,,;x fp(n) pour n E !lx' Posons

1
(1·2) wx(pV) := - L 1 (x ~ 2, 1/ ~ 1).

x
n~x

pVlln

La loi de fp sur (!lx, I/x) est donnée par

(1·3) I/x{fp = f(pV)} = wx(pV) = ;v (1 - ~) + O(~),

où, par abus de notation, nous interprétons (1·3) en convenant que si plusieurs valeurs f(pV) sont
égales, la probabilité correspondante est la somme des probabilités apparaissant au second membre.
Nous userons librement de cette convention dans la suite.

La description probabiliste d'une fonction additive f repose sur l'observation que les fonctions
fp sont, au moins pour les petites valeurs de p, asymptotiquement indépendantes. La théorie est
donc sous-tendue par l'idée heuristique que f se comporte essentiellement comme une somme
de variables aléatoires indépendantes. Ce point de vue est confirmé par plusieurs théorèmes de
théorie probabiliste des nombres qui fournissent, pour une large classe de fonctions additives, des
analogues arithmétiques de théorèmes probabilistes classiques. À titre d'exemple, les théorèmes
d'ErdéSs-Wintner et ErdéSs-Kac (voir par exemple [6J et [7]) sont les pendants respectifs du théorème
des trois séries de Kolmogorov et de celui de la limite centrale.

Au vu de (1·3), il est naturel de modéliser la répartition d'une fonction additive f à support
dans !lx, par celle d'une variable aléatoire Zf,x définie sur un espace de probabilité abstrait par

Zf,x = L';p,
p";x

où les ';p sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est donnée par

(1/ ~ 1).

Nous désignons respectivement par Af(x) et V(Zf,x), l'espérance et la variance de Zf,x soit

( 1) f(pV)
Af(x) := L 1 - - -v'

pV";x p P

V(Zf,x):= L (1-~) f~~)2 - L {L (1-~) f~:)}2
pV";x p";x v~l

Le moment d'ordre 2 de Zf,x vaut semblablement

Bf (x)2:= L 1E(';;) = L f(p~)2 (1- !),
pV";x pV";x p p

et l'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit immédiatement

1 2 f(pv)2 1 2 2
'iBf(X) ( L -v-(l- -) (V(Zf,x) (Bf(x) .

pV";x p P

Il est naturel de comparer la variance empirique Vr(x) à la variance V(Zf,x) du modèle, et, hormis
les questions fines relatives à la valeur exacte des constantes impliquées, cela équivaut à comparer
Vr(x) à Bf (x)2. Dans sa forme classique, l'inégalité de Thrân-Kubilius s'écrit ainsi, pour f E A,

(1·4) Vr(x) «Bf(X)2, (x ~ 2),

où la constante implicite ne dépend pas de f.
En vue d'applications ultérieures, par exemple la détermination de l'ordre normal d'une fonction

additive, il peut être plus judicieux de mesurer l'écart quadratique entre f E A et l'espérance Af(x)
de son modèle probabiliste. Aussi l'inégalité de Thrân-Kubilius est-elle plus souvent énoncée sous
la forme

(1·5) Vf(X) := ~ L {f(n) - Af(x)} 2 «Bf(X)2 (x ~ 2).
n~x
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Ainsi que le remarque Hildebrand, dans l'introduction de [11], les inégalités (1·4) et (1·5) sont
équivalentes dans la mesure où

et donc

(1·6)

(x -4 00),

(x -4 00).

Le problème du comportement asymptotique de la meilleure constante dans l'inégalité (1·4),
c'est-à-dire

vt(x)
C(x):= sup B ( )2'

fEÂ f x

se pose naturellement. Nous pouvons remarquer qu'en vertu de (1·6), on a également

C(x) = sup ;ft?2 + 0(1) (x -4 00).
fEÂ f x

Kubilius ([15],[16]) et Hildebrand ([11]) ont tout d'abord comparé Vf(x) à un autre majorant de
V(Zf,x), à savoir

Bt(X)2 := L f~:)2.
pV:S;;x

Ils ont obtenu tous deux, par des méthodes différentes, l'estimation

(1·7) sup Vf(x) = ~ + 0(1) (x -400).
fEÂ Bt(x)2 2

Dans [17], Lee obtient un résultat plus précis: il existe des constantes c et d telles que, pour x
assez grand,

3 c Vf(x) 3 d
- - -- ~ sup ~ - - --.
2 log x fEÂ Bt(x)2 2 log x

Dans [2], La Bretèche et Tenenbaum déduisent des résultats obtenus par Hildebrand que

(1·8)
Vf(x)

sup B ( )2 = 2+0(1) (x -4 00).
fEÂ f x

La différence de comportement entre ces deux rapports est une question délicate. Nous retrouvons
les formules asymptotiques (1·7) et (1·8) à partir des résultats de notre étude, et revenons en détail
sur ce phénomène au paragraphe 5.

1.2. Entiers friables
Nous rappelons que P(n) désigne le plus grand facteur premier d'un entier n ~ 2 et que l'on

pose par convention P(l) = 1. Conformément à l'usage, nous employons les notations suivantes.

S(x,y):= {n ~ x,P(n) ~ y}

et
w(x,y):= L 1

nES(x,y)

(x, y ~ 2).

Depuis une vingtaine d'années, l'étude des entiers friables, ou sans grand facteur premier, occupe
une place grandissante au sein de la théorie analytique et probabiliste des nombres. La question
d'établir une inégalité de Turan-Kubilius où seuls les entiers de S(x, y) sont retenus est à ce titre
naturellement posée.
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Dans cette perspective, munissons l'espace Ox de la mesure uniforme sur S(x, y), notée I/x,y'

Nous désignons respectivement par Ef(x,y) et vt(x,y) l'espérance et la variance empiriques de
f relatives à cette mesure, c'est-à-dire

(1·9)

et

(1·10)

1
Ef(x, y) := lJ1(x, y) L f(n)

nES(x,y)

# ._ 1 "{ }2Vf (x, y) .- lJ1(x, y) L..J f(n) - Ef(x, y) .
nES(x,y)

Notant

IJ1 m (x, y):= L 1
nES(x,y)
(n,m)=l

(m E W),

nous pouvons exprimer la loi de fp sous I/x ,y par la formule

{f f( V)} {~VII} IJ1p(x/pv,y)
I/x ,y p = P = I/x ,y n '" x,p n = lJ1(x, y) (1/ ;;:: 0).

Tout modèle probabiliste d'une fonction additive à support dans S(x, y) est donc assujetti à une
évaluation du rapport

(1·11)
lJ1p(x/pv, y)

lJ1(x,y)

Conformément à l'usage, nous désignons par [! la fonction de Dickman, définie comme l'unique
solution de l'équation différentielle aux différences

V[!'(v) + [!(v - 1) = a (v> 1),

satisfaisant la condition initiale
[!(v) =1 (O~v~l).

On prolonge classiquement [! sur ] - 00, O[ en posant

[!(v) = a (v < 0).

Hildebrand a établi dans [12] la validité de la formule

(1·12)

dans le domaine
(1 3 )5/3+'

X ;;:: 1, e og, x ~ y ~ x,

où é est un paramètre strictement positif arbitraire. Cela suggère d'approcher le rapport (1·11) par

(1·13)

où l'on a posé

(1·14) Ud:= (logd)/(logy) (d;;:: 1).
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C'est la voie empruntée par Alladi ([1]) puis Xuan ([22],[23]). Posant

(1·15)

rJf(X,y):= L
nES(x,y)

Alladi établit que l'inégalité

1lT(~,y) L {f(n)-1}f(X,y)r «rJf(x,y),
nES(x,y)

est valable pour toute fonction f fortement additive dans le domaine

61

exp(logx)2/3 ~ y ~ x.

À l'époque de la rédaction de [1], la formule (1·12) n'était établie que pour le domaine
exp(logx)3/5 ~ y ~ x.(1) Une insertion de (1·12) dans la preuve de Alladi fournit immédiatement
pour (1·16) le domaine de validité

exp {Jlog x log2 x} ~ y ~ x.

Xuan établit dans [23] l'analogue de (1·16) pour toutes les fonctions additives mais pour le
domaine restreint

en posant

(1·17)

1}f(X, y):= L
nES(x,y)

rJf(X, y):= L
nES(x,y)

f(pV)g(u-up v )

pVg(u)

f(pv)2 g(U - up v )

pVg(u)

(1·18)

En compliquant les définitions de 1}f(X, y) et de rJf(x,y), Xuan parvient dans [22] et [23] à établir
l'analogue de (1·16) dans le domaine (logX)C+ê ~ y ~ X1/1og2x, où c est une constante qui vaut 1
lorsque f est fortement additive et 2 dans le cas général.

En 2005, La Bretèche et Tenenbaum choisissent d'exploiter les résultats concernant les estima
tions du rapport (1·11) issues de la méthode du col. Notons a = a(x, y), l'unique solution de
l'équation transcendante

'"' logp = logx.
L.J po.-1
p~y

et introduisons la fonction tronquée ( de Riemann,

((s, y) := II (1 - p-S) -1 (~(s) > 1, y ~ 2).
p~y

Hildebrand et Tenenbaum ont établi dans [14] l'estimation

llT(x, y) = xo.((a, y) {1 + O(~)} (2 ~ y ~ x),
a.j27r0"2 u

où l'on a posé
log X

u:= log y ,
- . ( Y)u:= mm u, log y ,

et
0_ [d2

l0g ((s,y)]
0"2 .- d 2 .

S S=o.

1. Cette estimation est due à de Bruijn dans [4].
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La formule (1·18) suggère que le rapport (1·11) est proche de

(1·19) 1 ( 1 )- 1--
pLI(J/ pO<'

Cette approximation nous invite à modéliser la répartition de f relativement à Vx,y par celle de la
variable aléatoire Zf,x,y définie par

Z f,x,y := L çp,
p~y

où les çp sont des variables aléatoires indépendantes dont la loi est donnée par

(1·20)

ous emploierons désormais la notation

gk(S):= II (1-~) (k ~ 1,s EC).
plk P

Introduisons l'espérance et la variance de Z f,x,y,

et le moment d'ordre 2 de Zf,x,y,

(1·21 )

Ces termes restent très maniables dans la mesure où Hildebrand et Tenenbaum ont établi dans
[14] des approximations précises et simples de a suivant l'ordre de grandeur de y par rapport à x.
Pour fixer les idées, nous donnons l'estimation, valable pour x ~ y ~ 2,

log(l +Yi log x)
Œ~ .

log y

Comme précédemment, il est utile dans les applications de considérer la variance semi-empirique
Vf(x, y), introduite dans [2] et mesurant l'écart quadratique entre une fonction f E A et la moyenne
de son modèle, donc définie par

(1·22) Vf(x,y) := W(~,y) L {J(n) - Af (x,y)}2, (x,y ~ 2).
nES(x,y)

Dans [3], La Bretèche et Tenenbaum étudient avec précision la qualité de l'approximation du
rapport (1·11) par l'expression (1·19). Ils en déduisent dans [2] que l'on a uniformément pour
f E A, 2 ~ Y ~ x,

(1.23)

La Bretèche et Tenenbaum privilégient, dans [2], la quantité Vf(x,y) à Vf(x,y) car elle est bien
adaptée aux applications, comme par exemple les théorèmes de type Erdos-Wintner ou l'étude de
la structure multiplicative d'un entier friable - cf.les théorèmes 1.4 et 1.6 de [2].
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(1·24)

Nous pouvons établir directement à partir du théorème 2.4 de [3], l'estimation uniforme pour
f EÂ,

(1·25)

qui entraîne, d'après (1·24),

(1·26)

ous retrouvons et précisons (1·26) dans la Proposition 4.5 infra. En particulier, d'après (1·26),
l'inégalité

(1·27)

est également valable uniformément pour f E Â et 2 ~ Y ~ x.

Ainsi que le font remarquer La Bretèche et Tenenbaum dans [2], dans le cas x = y les inégalités
(1·5) et (1·23) sont équivalentes: l'estimation infra (2·1) donne

ce qui implique que

(1·28)

Tout comme dans le cas x = y, se pose le problème de déterminer le comportement asymptotique
de la meilleure constante dans l'inégalité (1·23), c'est-à-dire

Vf(x, y)
C(x,y):= sup B ( )2 (2 ~ Y ~ x).

fEÂ f x,y

Les estimations (1·8) et (1·28) montrent que

C(x,x) =2+0(1) (x~oo).

De plus, La Bretèche et Tenenbaum ont également établi que

C(x, y) = 1 + 0(1)

lorsque u ~ 00 et x/logy ~ 00.

Il faut remarquer que la meilleure constante asymptotique dans l'inégalité (1·27),

# _ V!(x,y)
C (x,y) - sup B ( )2'

fEÂ f x,y

n'a pas, a priori, le même comportement que C(x, y) dans la mesure où nous ne disposons pas
d'un analogue de (1·6) pour les variances friables Vf(x, y) et Vj(x, y).
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otre étude porte sur le comportement asymptotique de C(x, y) et C#(x, y) lorsque le paramètre
u = logxjlogy ~ 1 est fixé. Dans ce domaine, l'approximation (1·13), issue de la formule de
Hildebrand, du rapport (1·11) est meilleure que (1·19). Toutefois les inégalités de Turan-Kubilius
friables (1·23) et (1·27) sont valables sans restriction sur x et y et les expressions de Af(x, y) et
Bf(X,y)2 sont plus maniables que leurs analogues (1·17). Nous conserverons donc le point de vue
de La Bretèche et Tenenbaum et étudierons les constantes

C#(u) := limsupC#(x,x1/ U)
x---+oo

La relation (1·24) implique que

et C(u) := limsupC(x,x1
/
U).

x---+oo

C#(u) ~ C(u) (u ~ 1).

Par ailleurs, nous avons, d'après (1·8), (1.26) et (1·28),

C(l) = C#(l) = 2,

ainsi que
lim C#(u) = lim C(u) = 1.

u-+oo 'U-+oo

2. Estimations fondamentales
Les estimations données dans ce paragraphe sont uniformes lorsque la variable u est contenue

dans un ensemble compact de [1,00[. Donnons dès maintenant une estimation de a dans notre
domaine d'étude. Pour v > 0, nous définissons ç(v) comme l'unique solution réelle positive de
l'équation

1 + vç = eE,

lorsque v i=- 1 et nous posons ç(l) = O. La formule (7.8) de [14] indique alors que pour u ~ 1 fixé,
nous avons

(2·1) a=l- ç(u) +o( 1 ) (x~2,y=Xl/U).
logy (10gy)2

os travaux nécessitent des estimations précises du rapport (1·11) pour u ~ 1 fixé. Elles font
intervenir la fonction h définie par

(2·2)
e(u - v)e-vE,(u)

h(u,v):= e(u) (u ~ 1,0 ~ v ~ u),

qUI Joue un rôle central dans notre étude. ous regroupons quelques estimations essentielles
concernant la fonction h dans le Lemme 6.3 infra.

ous rappelons la notation Ud := logdjlogy et nous désignons par w(k) le nombre de diviseurs
premiers d'un entier k, conformément à l'usage. L'estimation suivante est une conséquence directe
du théorème 2.3 de [3] et de la formule de Hildebrand (1·12).

Proposition 2.1. Soit A > 1. Il existe une constante C absolue, telle que l'on ait, uniformément
pour x ~ 2, Y = x 1

/
u , d ~ 1, P(k) ~ y, w(k) « 1, 1 ~ u ~ A,

(2·3)

avec

\J!k(xjd, y) 9k(a) { ( )}
\J!(x, y) = ~h(u, Ud) 1 + 0 R(x, y, d) ,

1 (d)CR(x,y,d) = -1- + - .
ogy x
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L'estimation (2·3) présente l'avantage d'une grande généralité et d'une certaine maniabilité.
Cependant, elle souffre d'un défaut de précision lorsque d est proche de x. C'est pourquoi nous
donnons une autre estimation du rapport iJ!k(x/d, y)/iJ!(x, y), dans le cas où d = pV et k = p,
moins maniable mais cependant plus précise. Rappelant la définition de wx(pV) (v ~ 1) en (1·2),
nous introduisons la fonction 1'Jx ,y définie par

(2·4)

si pV ~ x/y,

si pV > x/y.

Proposition 2.2. Soit A > 1. On a uniformément pour x ~ 2, Y = x1/u , pV E S(x, y), 1 ~ u ~ A,

(2·5)

ous prouvons les Propositions 2.1 et 2.2 au paragraphe 7.

3. Méthode employée

Notre démarche consiste à établir une formule asymptotique pour vt(x, y) dont nous déduirons

des estimations de C#(u). Pour cela nous généralisons la méthode employée par Hildebrand dans

[11] pour traiter le cas u = 1. Ensuite, nous préciserons le lien entre vt(x, y) et Vf(x, y) pour
obtenir des résultats concernant C(u).

Par additivité de f, nous obtenons

(3·1)

avec

(3·2)

(3·3)

et

(3·4)

Q ( ) .= _ " f( V)f( J.L){iJ!p(x/pv,y)iJ!q(x/qJ.L,y) _ iJ!pq(x/pvqJ.L,y)}
f x, y . L P q iJ!(x )2 iJ!(x)'

v "ES( ) ,y ,yp ,q x,y
p#q

Au vu de (2·5), l'étude de Pf(x, y) et Rf(x, y) se réduit à celle de la fonction 1'Jx,y. Nous effectuons
ce travail aux paragraphes 8 et 9.
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L'étude de Qf(x, y) est plus délicate et constitue le cœur de la méthode de Hildebrand. La
formule (2·3) suggère que Qf(x, y) est proche de

(3·5)

où Ku est la fonction définie par

(3·6) Ku(s, t) := h(u, s)h(u, t) - h(u, s + t) (s, tE [0,1]).

Nous observons dès maintenant que

Ku(s, t) ;) 0 (s, tE [0,1]).

Cela résulte immédiatement de la croissance sur [l, oo[ de la dérivée logarithmique de 1/{2,

(2' (v)
r(v) := - (2(v) (v;) 0),

qui a été établie par Hildebrand (2).

D'après l'estimation (2·1) employée sous la forme

(3·7)

la quantité (3·5) est elle-même proche de

(3·8)

ous obtenons en fait le résultat suivant, énoncé rigoureusement au Lemme 15.2 infra, et qui
montre que la contribution à Qf(x, y) des puissances de nombres premiers pV avec v > 1 peut être
négligée pour la recherche de C# (u). On a

(X-+oo)

avec

(3·9)

Nous sommes donc ramenés à étudier Qj(x, y).

À x et y fixés, Qj(x, y) est une forme quadratique en la variable f E A. ous allons nous ramener à
étudier une forme quadratique définie sur un espace de Hilbert en approchant des sommes discrètes
par des intégrales, ne dépendant que de f et u, pour une mesure adaptée. L'expression de Qj(x, y)
suggère l'emploi de la mesure mu définie sur [0,1] par

(3·10)

2. Voir la preuve du lemme 1 de [12].
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(3·11) (cp, 'IjJ)u:= 11 cp(s)'IjJ(s) dmu(s),

qui lui confere une structure d'espace de Hilbert séparable. L'expression de Qj(x, y) nous incite à

considérer la forme quadratique Qdéfinie sur Hu par

Qu(cp) := -11 11 cp(s)cp(t)Ku(s, t) dmu(s) dmu(t) (cp E Hu).

Considérons à présent l'opérateur Tu de Hu défini par

(3·12)

de sorte que

Tucp(s) := -11 cp(t)Ku(s, t) dmu(t),

Nous démontrons au paragraphe 10 que Ku E L 2 ([0, 1]2, mu 0 mu) ce qui implique que Tu est
un opérateur de Hilbert-Schmidt, en particulier un opérateur compact. Comme Ku est de plus
symétrique, l'opérateur Tu est autoadjoint. D'après un théorème classique d'analyse fonctionnelle,
Hu admet donc une base hilbertienne de vecteurs propres pour Tu. De plus, les valeurs propres
constituent une famille discrète de nombres réels possédant 0 comme unique point d'accumulation
(3). Notons (qj)j~1 cette base hilbertienne et (Àj)j~1 la famille de valeurs propres associée de sorte
que

ous avons en particulier

(3·13)

où

(3·14)

Qu(cp) = (Tucp,cp)u = LÀj(cp,qj)~ ~ À(u) L(cp,qj)~ (cp E Hu),
j~1 j~1

À(U) := maxÀj > O.
J~1

La méthode de Hildebrand consiste à établir que l'on peut approcher une fonction arbitraire
f E A par une suite de fonctions {CPn}~=1 de Hu, de sorte que Qj(x,y) soit approché par

Qu(CPn) = (CPn, TuCPn)u, en vue d'appliquer (3·13) à CPn·
Afin de construire la suite {CPn}~=I' nous adaptons la structure préhilbertienne de Hu à

l'espace A, en introduisant le pseudo-produit scalaire défini par

(3·15)
'"' f(p)g(p)eupÇ(u)

(l, g) A := L..-
p~y p

(I, g E A).

De plus, pour j ? l, nous définissons la fonction arithmétique additive ijj par

(3·16) (p? 2, v? 0).

Nous pouvons alors établir que les fonctions (ijj)j~1 constituent une pseudo-base orthogonale
de l'espace A. En effet, d'après le Lemme 12.1 et la majoration (16·2) infra, nous avons, pour
1 ~ j, k ~ n,

3. Pour tout ce qui concerne la théorie des opérateurs, on pourra consulter par exemple la référence [18J.

S.C.D. - U.H.P. ....~

BiBliOTHÈQUE DES SCIENCE~
Rue du Jardin Botanique

~A()() VII U:q~·l E'-- f\jllr-Iry
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Étant donnée une fonction f E A, nous introduisons naturellement la suite {Cj (J)} f=,l de ses
coefficient de Fourier dans cette pseudo-base hilbertienne en posant

f( ) "': ( ) upç(u)
.(f) '- (f "':) -" P qJ P ecJ .- ,qJ A - L...J

p~y p

Nous définissons alors CPn par

(J E A,j ~ 1).

(3·17) CPn(t):= L Cj(J)qj(t)
l~j~n

(tE[O,l],l~j~n),

ce qui correspond essentiellement à la projection orthogonale de la fonction f sur l'espace engendré
par les fonctions {qj} j = 1 .

Nous donnons dès maintenant un analogue de l'inégalité de Bessel dans l'espace A muni du
pseudo produit scalaire défini en (3·15). Nous introduisons la quantité

(3·18) B (l)( )2 ._" () f(p)2 B ( )2f x,y '-L...Jgpa-Q-~ fX,y .
p~y p

Proposition 3.1. Soient n E N*, u ~ 1. On a uniformément pour f E A, x ~ 2, Y = x 1/ u ,

(3·19) L Cj(J)2 ~ {1 + on(1) }B?)(x, y)2 (x ~ 00).
l~j~n

4. Résultats

4.1. Formule asymptotique pOUT Vf#(X, y)

Afin d'énoncer une formule asymptotique pour vt(x,y), nous introduisons pour u ~ 1 les
quantités suivantes :

(4·1)
h1(u):= max: h(u,v),

O~v~u-l

h2 (u) := max:{2h(u, u), h(u, u - 1)}

ous mentionnons dès maintenant la formule

(4·2) h1(u) = max: h(u,v),
O~v~min(l,u-l)

établie au Lemme 6.3. Comme ç(1/Iog2) = 2 et comme la fonction ç est croissante, nous avons

(4·3)

De plus,

(4·4)

Rappelons que

(4·5)

()
e-uç(u) {e(u)} {2h(U, u) si u ~ II log 2,

h2 U = max: 2 e" =
e(u) , h(u,u-1) siu> 11 log 2.

où Pf(x, y), Qf(x, y) et Rf(x, y) sont respectivement définis en (3·2), (3·3) et (3·4). Pour établir
une formule asymptotique pour vt(x, y), nous évaluons indépendamment les trois termes figurant
dans (4·5).
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La fonction 'l9x,y(p") est définie en (2.4). Il résulte directement de l'estimation (2·5) que

f(p")2
(4·6) Pf(x,y) = L 9p(Œ)'I9x,y(p")~ +0(Bf (x,y)2) (x --4 00).

pVES(x,y)

Lorsque p" ~ x/y, nous avons 'l9 x ,y(p") = h(u, upv). Pour rendre exploitable la contribution à (4·6)
des nombres p" E S(x, y) tels que p" > x/y, nous établissons, à la Proposition 8.1, les encadrements
suivants, qui sont asymptotiquement optimaux. On a pour p" E S(x, y),

{

e-ç(u) /(!(u) +0(1) ~ 'l9 x ,y(p) ~ h(u,u -1) +0(1) si x/y ~ P ~ y,
(4·7)

h(u, u)/2 + 0(1) ~ 'l9 x,y(p") ~ h2(u) + 0(1) si LI ~ 2, x/y ~ p" ~ x, p ~ y.

Nous signalons que dans le cas u = 1 et LI = l, le minorant optimal de 'l9 x,x(p) est en fait 1/2+0(1).
L'évaluation du terme Qf(x,y) est l'objet de la Proposition 15.1 et fait intervenir la fonction 'Pn

dont nous rappelons la définition en (3·17). Enfin le terme Rf(x, y) est l'objet de la Proposition 9.1.

Théorème 4.1. Soit A > 1 et z : jR+ --4 jR+ une fonction vérifiant z(t) ~ t pour t ~ 0, et
limt--+oo z(t) = +00. Il existe une suite réelle {én}~=l' ne dépendant que de A et convergeant
vers 0, telle que, pour tout entier n ~ l, on ait uniformément pour f E A, x ~ 2, y = x 1

/
u ,

1 ~ u ~ A,

(4·8) vt(x,y) = Pj(x, y) + ('Pn, Tu'Pn)u - Rj(x, y) + {én + on(1)}Bf (x, y)2 (x --400),

où

(4·9)

et

(4·10)

avec

(4·12)

4.2. Estimation de C# (u )

Rappelons la définition de B}l) (x, y) en (3·18), posons

et conservons la notation À(u) introduite en (3·14).

Soit f E A. Appliquons (3·13) à 'Pn puis utilisons l'inégalité (3·19). Nous obtenons

('Pn,Tu'Pn)u ~ À(u) L ('Pn,qj)~ = À(u) L Cj(j)2
(4·11) l~j~n l~j~n (x --4 00).

~ {À(u) +0(1)}B?)(x,y)2

Nous sommes alors en mesure de déduire de la formule asymptotique (4·8) et des estimations (4· 7)
une majoration de la variance Vr (x, y). Majorant trivialement le terme - Rj (x, y) par 0, nous
obtenons

vt(x, y) ~ Pj(x, y) + À(u)B?) (x, y)2 + o(Bf(X, y)2)

~ 1i1(u)B?)(x, y)2 + 1i2(u)B}2) (x, y)2 + o(Bf(X, y))2,

1i1(u) := max {h1(u), h(u, u - 1)} + À(u) = h1(u) + À(u),

1i2(U) := max{h1(u), h2(u)}.

où nous avons utilisé le fait que h(u,u -1) ~ h1(u). Posant

h#(u) := max{h2(u), À(u) + h1(u)},

nous obtenons ainsi une majoration de C#(u).
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Corollaire 4.2. Pour tout u ~ 1 fixé et uniformément pour f E A, on a

(4·13)

En particulier, on a, pour u ~ 1,

(4·14)

Lorsque 1 ~ u ~ 1/log2, nous avons h2 (u) = 2h(u,u) d'après (4·1). Lorsque u ~ 1/log2, nous
avons, en vertu de (4·3) et (4·2), h2 (u) = h(u, u -1) ~ hI(u). Comme >.(u) > 0, il suit

# {max{2h(U,u),>'(U)+h I (un sil~u~I/log2,
h (u) =

>.(u) + hI(u) si u ~ 1/log2.

Toute comparaison de vt(x,y) et B f (x,y)2 pour une fonction f E A particulière est susceptible

de fournir une minoration de C#(u). Nous nous restreignons dans ce qui suit à une classe de
fonctions f satisfaisant Rj(x,y) = o(Bf(X,y)2) (x -t 00), de sorte que la contribution de

-Rj(x, y) à vt(x, y) reste négligeable.
Posons, pour cp E Hu,

Désignant par CPu un vecteur propre normalisé de l'opérateur Tu associé à la valeur propre >.(u),
nous obtenons le résultat suivant où nous posons

hl(u):= min h(u,v).
O~v~l

Proposition 4.3. Soit u ~ 1. Alors

(4·15)

En particulier,

(4.16) C#(u) ~ max{2h(u, u), hl (un·

Dans le cas où u = 1, Hildebrand démontre que >'(1) = 1/2. Lorsque u > 1, nous ne sommes plus
en mesure d'expliciter un vecteur propre de Tu. Toutefois, nous pouvons obtenir une approximation
numérique de >.(u) avec une précision arbitraire, grâce à une méthode classique d'analyse numérique
exposée au paragraphe 19.

Compte tenu de (4·14) et de (4·15), nous avons l'implication

2h(u, u) ~ hl(u) + >.(u) =} C#(u) = 2h(u, u).

Or
2h(l, 1) = 2 > ~ = h l (l) + >'(1).

De plus, les applications u I---t 2h(u, u) et u I---t hl (u) sont clairement continues et nous établissons
la continuité de l'application u I---t >.(u) à la Proposition 11.1. Nous obtenons donc ainsi la valeur
exacte de C# (u) dans un voisinage de u = 1.
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Corollaire 4.4. Il existe u~ > 1 tel que, pour 1 ~ u ~ u~, on ait

C#(u) = 2h(u, u).

Posons
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ut := sup{u ~ 1 : C#(u) = 2h(u, un.

Alors ut est fini en vertu de la minoration (4·15) puisque l'on a h1(u) > 2h(u,u), pour u assez
grand, d'après le Proposition 4.7 infra et l'évaluation (4·4). Le Corollaire 4.4 montre que ut > 1.

ous pouvons établir par calcul que 1,32 < ut < 1,48.
Pour u > ut, alors que l'inégalité (4·16) ne fournit pas de bon résultat numérique, les

relations (4·14) et (4·15) permettent un encadrement numérique satisfaisant de C#(u). En
l'absence de formule explicite pour un vecteur propre 'Pu, nous exploitons la méthode numérique
d'approximation de À(u), qui permet également d'approcher un vecteur propre pour cette même
valeur propre. Les détails sont exposés au paragraphe 19. Nous obtenons ainsi un encadrement de
C#(u) dont l'amplitude maximale est inférieure à 0,2.

En modifiant légèrement la définition de B f(x, y)2, il est possible de déterminer la valeur exacte de
la constante asymptotique optimale dans l'inégalité de Thnin-Kubilius. ous énonçons le résultat
correspondant et les étapes principales de sa démonstration dans l'Appendice.

4.3. La variance semi-empirique et C(u)
Nous rappelons la définition de la variance semi-empirique Vf(x, y) en (1·22). Cette quantité

peut être étudiée par la même méthode que celle employée pour vt(x, y), mais sans faire appel
aux résultats précédemment obtenus : nous pouvons ainsi établir que

Vf(x,y) = Pf(x,y) - Rf(x,y) - L: f(p)f(q) Ju(up,uq)e(up+Uq)ç(u) + o(Bf(X,y)2) (x ---4 (0)
p,q~y pq

où Ju est définie par

Ju(s, t) := h(u, t) + h(u, s) - h(u, s + t) -1 (s, tE [0,1]).

Considérons l'opérateur Su défini sur Hu par

Su'P(t) := 11 'P(s)Ju(s, t) dmu(s) ('P E Hu),

qui, tout comme Tu, est autoadjoint et compact. Nous obtenons pour Vf(x, y) et C(u) des résultats
similaires à (4·8), (4·14) et (4·15) : il suffit de remplacer Tu par Su, À(u) par la plus grande valeur
propre I\;(u) de Su, et 'Pu par un vecteur propre de Su. Les méthodes numériques développées
dans le paragraphe 19 sont également valables pour approcher 1\;(u). Cela donne lieu aux résultats
énoncés dans l'introduction générale de cette thèse.

Nous avons cependant privilégié la voie qui consiste à comparer les variances Vf(x, y) et vt (x, y).
Pour cela, nous définissons, pour u ~ 1 fixé, une fonction Wu par

(4·17) wu(t) := h(u, t) - 1 (t E [0,1]).

On a Wu E Hu, comme l'atteste l'estimation (6·16) infra. Cette même estimation montre de plus
que

1 11 1Ilwull~ « 2" etç(u) dt« -,
u 0 u

(u ~ 1).

Proposition 4.5. Soit u ~ 1. On a uniformément pour f E A, x ~ 2, Y = x 1/ u,

(4·18) Vf(x,y) - vt(X,y) = (L: f(p)wu(up
) eUpç(U))

2

+ o(Bf (x,y)2) (x ---4 (0)
p~y P

et

(4·19) Vf(x, y) ~ vt(x, y) + Ilwull~ B?)(x, y)2 + o(Bf(x, y)2) (x ---4 (0).

En particulier,

(4·20)
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si 1 ~ u ~ 1/ log 2

si u > 1/ log 2.

ous pouvons alors déduire de la Proposition 4.5 et des estimations de C#(u) obtenues au
paragraphe 4, un encadrement de C(u). Nous introduisons à cette fin la quantité

h(u) : = max (h2 (u), h1 (u) + À(u) + Ilwull~)

= {max (2h(u, u), h1(u) ;- À(u) + Ilwull~)
h1 (u) + À(u) + Ilwullu

Corollaire 4.6. Soit u ~ 1. Alors on a

(4·21)

En particulier, il existe Uo > 1 tel que

C(u) = 2h(u, u) (1 ~ u ~ uo).

Soit
U1:= sup{u ~ 1 : C(u) = 2h(u,u)}.

La quantité U1 est finie, pour les mêmes raisons que ut, et nous obtenons par calcul l'encadrement
1,32 < U1 < 1,48.

Nous avons donc C(u) = C#(u) dans un voisinage de u = 1. ous conjecturons que cette égalité
ne persiste pas pour tout u ~ 1 et qu'il existe Vo ~ 1 tel que

C#(u) < C(u) (u > vo).

ous donnons les détails de la preuve du Corollaire 4.6 au paragraphe 17.

4.4. Comportement asymptotique de C#(u) et C(u)
Bien que les estimations (4·14), (4·15) et (4·21) ne soient pas explicites, du fait de la présence de

À(u), elles nous permettent d'entreprendre une étude asymptotique des constantes C#(u) et C(u)
lorsque u ~ 00. ous obtenons la proposition suivante qui améliore l'estimation

C(u) = 1+ o (1/VU)

découlant des calculs menés dans la partie 5 de [2].

Proposition 4.7. On a

C# (u) = 1 + 0 ( ~) et C (u) = 1 + 0 ( ~) (u ~ 1).

Le point délicat dans la preuve de la Proposition 4.7 réside dans l'étude asymptotique de À(u).
Elle repose sur un phénomène spécifique de l'opérateur Tu : lorsque u tend vers l'infini, la plus petite
valeur propre de Tu reste voisine de -1 tandis que les autres tendent vers o. ous mentionnons
dès maintenant la majoration

(4.22)

qui est établie au Lemme 18.2 infra.

1
À(u) «- (u ~ 1),

u

ous terminons ce paragraphe en signalant que tous ces résultats restent valables pour des
fonctions arithmétiques additives à valeurs complexes, en posant

Vf(X, y) := 1IJ(~,y) L If(n) - Af (x,y)1
2

nES(x,y)

et en effectuant les changements ad hoc. Il convient notamment de choisir un autre produit scalaire
sur Hu, soit

(<p, 'ljJ)u:= 11 <p(t)'ljJ(t) dmu(t),

pour lequel l'opérateur Tu est hermitien et compact et dont le spectre demeure donc inchangé.
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5. Commentaires sur le cas u = 1
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Nous profitons de l'occasion pour tenter d'expliquer le lien entre les constantes 3/2 et 2 qui
interviennent respectivement dans les résultats (1·7) et (1·8). Nous rappelons les estimations (1·28)
et (1·6) qui montrent que l'on peut travailler indifféremment avec Vf(x, x) ou Vf(x) = vt(x, x),
et Bf (x,x)2 ou Bf(X)2.

Hildebrand a démontré que .-\(1) = 1/2. D'après la formule (3·1), l'estimation (15·1) infra et la
majoration (4.11), il vient

(x ---4 (0),

soit encore

(5·1)

Nous allons montrer que les formules asymptotiques (1·7) et (1·8) résultent toutes deux de (5·1).

En employant la majoration wx(pV) ~ l/p/./ dans (5·1), nous obtenons directement

Comme le remarque Hildebrand, cette inégalité est optimale: il suffit de considérer un vecteur
propre <p associé à la valeur propre -1/2 de Tl et d'appliquer le Lemme 16.1 infra à <p en notant
que h(l, t) = 1 pour t E [0,1]. Cela établit bien (1·7).

Établissons à présent la formule (1·8) à partir de (5·1). ous avons

En vertu de la majoration

nous avons

Par ailleurs, pour p/./ ~ x, la majoration

(5·3)

est optimale: c'est en fait une égalité asymptotique pour p = 2 et x = 2/./. Il s'ensuit que
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Finalement, nous avons établi la majoration

3 1 f(p)2 1 f(pv)2
(5·4) Vf(x) ~ 2L (1- -)- +2 L (1- -)-v- +0(Bf(X)2).

p';;;x P P pV';;;x P P
V;;:' 2

Ainsi

(5·5) Vf(x) ~ {2 + 0(1) }Bf (x)2 (x --400).

En s'inspirant du cas d'égalité de (5·3), La Bretèche et Tenenbaum considèrent la fonction f E A
définie par

{
1 si p = 2 et 2v ~ x < 2v+1

f(pV) =. '" ,
o sInon,

et établissent ainsi que (5·5) est optimale, ce qui implique bien (1·8).

Nous constatons que, dans (5·4), la constante 3/2, provenant de la contribution à Pf(x,x) des
nombres premiers p et de la majoration de Qf(x, x), est éclipsée par la constante 2, provenant
de la contribution à Pf (x, x) des nombres pV avec 1/ ~ 2. Lorsque U est proche de 1, le même

phénomène se produit pour vt(x, y) : la contribution des nombres premiers p et la majoration de
Qf(x, y) fournit la constante h1(u) + À(u) qui est éclipsée par la constante 2h(u, u) issue de de la
contribution à Pf(x, y) des nombres pV avec 1/ ~ 2. Mais, comme 2h(u, u) tend rapidement vers
o tandis que h1(u) + À(u) = 1 + O(1/u), le rapport de prépondérance entre ces deux constantes
s'inverse assez rapidement : le seuil critique est la valeur que nous avons notée ut.

6. Estimations relatives aux fonctions (2 et ç
6.1. Rappels concernant la fonction e

Nous disposons des estimations

(6.1) ç(j)(v) = (_l)j-l (j -1)! {1 +0(_1_)} (j ~ 1, v ~ 1).
vJ log 2v

Plus précisément, Hildebrand et Tenenbaum explicitent une représentation de ç(v) sous forme
d'une série double dans [13] du type

"" "" Cmk (1 + log2 V)ç(v)=logv+log2 V+LL(I) l (v~vo),
m;;:'Ok;;:'l ogv m V ogv

dont nous déduisons par dérivation les estimations suivantes, qui nous seront utiles par la suite,

"( ) 1 1 (1)ç v ------+0
- V2 v2ç(v) v2(log2v)2

(6·2) 2 2 5 (v~l).
çll'( ) 0 ( 1 )." v --+--+ +

- v3 v3ç(v) v3ç(v)2 v3(log2v)3

6.2. Dérivée logarithmique de {}
Posons

(6.3) r(v) .= _ e'(v) = e(v - 1)
. e(v) ve(v)·

Hildebrand a démontré(4) que la fonction r est strictement croissante sur [1,00[. Le comportement
asymptotique de la fonction r peut être déduit de celui de la fonction ç par le biais de la formule
de Alladi-de Bruijn (voir par exemple [20] HI.5, théorème 8), qui fournit une formule asymptotique
pour e(v) en fonction de ç(v) et de sa dérivée. Il est ainsi établi au lemme 3.7 de [2] que l'on a,
uniformément pour v ~ 1,

(6·4)

(6·5)

(6·6)

r(v) = ç(v) + O(1/v),

r'(v) = Ç'(v) +0(1/v2),

r"(v) « 1/v2.

ous aurons l'usage de nouvelles estimations relatives à la fonction r.

4. Voir la preuve du lemme 1 de [12].
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Lemme 6.1. On a, uniformément pour v? 1,

(6·7) r(v) - 3r(v -1) + 3r(v - 2) - r(v - 3) = Ç'"(V) + OCO~42V).

Démonstration. ous employons la méthode utilisée dans [2] pour établir l'estimation

(
log2V)(6·8) r(v) - 2r(v - 1) + r(v - 2) = ç"(V) + a ---;3 (v? 1)

75

au cours de la preuve du Lemme 3.7. D'après le théorème 1 de [21], nous disposons d'un
développement asymptotique de f2 à l'ordre 4, soit

où h est une fonction vérifiant

(6·9) h(j)(v)« _1_ (0 ~ j ~ 3,v? 1).
vJ+1

Nous en déduisons le développement asymptotique

(
log2V)r(t) = ç(t){l - h'(t) + H(t)} + f(t) + a ~ ,

avec

f(t) 1 ( '() çll(t)) ( '( )) 1 5 "()
ç(t) + lit: = -2 ç t + Ç'(t) 1 - h t + tç(t) + 1 + 12Ç t

- ~Ç"(t) - ~Ç'(t)Ç"(t) + ~Ç'(t)2 - ~Ç'(t)3
6 48 8 48

Ç"(t)2 Ç"(t)2 Ç"(t)Ç"'(t) 3Ç"(t)3
- 8Ç'(y) - 32Ç'(t)2 + 32Ç'(t)2 - 128Ç'(t)3

et
1

H(t) := h(t)h'(t) + 2h"(t) + h(t)3 - h(t)2.

ous pouvons établir, grâce aux relations (6·1) et (6·9), que

f il, ( ) log 2t
t «~,

1
H(t) « t3' H'(t) « t~'

La formule de Taylor-Lagrange nous permet alors d'obtenir (6·7).

Lemme 6.2. On a uniformément pour v? 1,

D

(6·10)
1

r"'(v) « 3'
v

Démonstration. Nous posons s(v) := r'(v)lr(v) = r(v) - r(v - 1) - 1/v de sorte que, d'après la
formule (6.8) de [9],

(6·11)
1

s(v) « v log(2v) (v? 1).

Nous introduisons également la fonction

() r" (v) ()2 ,() , ( ) 1t v := -(-) = s v + r v - r v - 1 + 2"'r v v
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ous avons d'après (6·6),
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1
t(v) «"""""2 (v ~ 1).

v
En dérivant l'identité r"(v) = t(v)r(v), nous obtenons

r"'(v)
r(v) = t'(v) + t(v)s(v)

= 2s'(v)s(v) + r"(v) - r"(v - 1) - 23 + O( 31
1

2 )
v v og v

= 2s'(v)s(v) + r(v)t(v) - r(v -l)t(v -1) - 23 + O( 31
1

).
v v og2v

ous avons, d'après (6·6), s'(v) « 1/v2, donc il suit

rlll (v ) 2 ( 1 )-- = r(v)t(v) - r(v - l)t(v - 1) - - + °
r (v) v3 v3 log 2v

= r(v)s(v)2 - r(v -l)s(v _1)2 + r(v){r(v)s(v) - r(v - l)s(v -1)}

-r(v - l){r(v - l)s(v - 1) -r(v - 2)s(v - 2)}

r(v) r(v-1) 2 O( 1 )
+~ - (v - 1)2 - v3 + v3 log 2v

= r(v)s(v)2 - r(v - l)s(v - 1)2

+ r(v){r(v)s(v) - 2r(v - l)s(v - 1) + r(v - 2)s(v - 2)}

+ {r(v) - r(v -1)}{r(v -1)s(v -1) - r(v - 2)s(v - 2)}

r(v) r(v - 1) 2 O( 1 )
+~-(v-1)2-v3+ v31og2v

Nous obtenons ainsi

(6·12) rlll (v) 2 ( 1 )-(-) = A(v) + r(v)2B(v) + r(v)C(v) + D(v) + E(v) - """"3 + 0 31 '
r v v v og2v

où nous avons posé

A(v) := r(v)s(v)2 - r(v -l)s(v _1)2,

B(v) := s(v) - 2s(v - 1) + s(v - 2),

C(v) := 2s(v - l){r(v) - r(v - 1)} - s(v - 2){r(v) - r(v - 2)},

D(v) := {r(v) - r(v - 1) }{r(v - l)s(v - 1) - r(v - 2)s(v - 2)},

E( ) '= r(v) _ r(v - 1)
V. V2 (v _ 1)2 .

Nous évaluons ces quantités en employant les estimations (6·8), (6·7), (6·2) et (6·6). ous avons

A(v) = r(v){ s(v) + s(v - 1)}{ s(v) - s(v - 1)} + s(v - 1)2{r(v) - r(v - 1)}

=r(v){s(v)+s(v-1)}{r(v)-2r(v-1)+r(v-2)+-;}+O( 31
1

)
v v og2v

= r(v) {s(v) + s(v - 1) } ((' (v) + :2) +°(V3 l~g 2J

_O( 1 )
- v31og2v
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B(v) = r(v) - 3r(v - 1) + 3r(v - 2) - r(v - 3) - ~ + O(~)v3 V4

= ç-III(V) _ ~ + 0(log2V)
v4 v3

=_2_+ 5 +O( 1 )
v3Ç-(v) V3ç-(V)2 v3(log2v)3'

C(v) = 2s(v - l){r(v) - r(v - 1)} - s(v - 2){r(v) - r(v - 2)}

= s(v - l){r(v) - 2r(v - 1) + r(v - 2)} + {r(v) - r(v - 2)}{ s(v - 1) - s(v - 2)}

= s(v -1){Ç"(v) + 0 CO~32V) } + {r(v) - r(v - 2)} { v2~tv) + 0 (v2(lo~ 2V)2) }

( )
Il() 2r' (v) ( 1 )

= s v ç- v - v2Ç-(v) + 0 v3(log2v)2 .

D(v) = {r(v - 1) - r(v)} (r(v - 1){ s(v -1) - s(v - 2)} + s(v - 2){r(v - 1) - r(v - 2)})

= r'(v)r(v) + O( 1 )
v2ç-(v) v3 log2v .

(
1 1) 1E(v) = r(v) 2" - ( )2 + ( )2 {r(v) - r(v -1)}v v-l v-l

= _ 2r(v) + r' (v) + 0 ( 1 ) .
v3 v2 v3 log 2v

En reportant ces estimations dans (6·12), et en employant (6·4), (6·5) et (6·1), nous obtenons

r lll (v) 1
--«----,,--:-------,-
r(v) v3log 2v'

ce qui correspond à la conclusion attendue.
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o

(6·13)

6.3. Estimation de h(u,v)
Nous regroupons dans le lemme suivant certaines estimations utiles concernant la fonction h(u, v)

définie en (2·2) et que l'on peut réécrire sous la forme

h(u,v) = e(~(:)v)e-Vç(U) = exp (lV
{r(u-t) -Ç-(U)}dt).

ous rappelons la définition de hl (u) en (4·1).

Lemme 6.3. (i) On a

(6·14)

en particulier

h(u, w) ~ max h(u, v)
O~v~l

(u ~ 1, w ~ 1),

(6·15) hl(u) = max h(u, v).
O~v~min(l,u-l)

(ii) On a uniformément pour u ~ 1 et 0 ~ v ~ u,

(6·16)

(6·17)

h(u,v) = 1+ 0(:),

h(u,v) «1.

.C.o. 
BIBLIOTHEQUE DES SCIENCES

Rue du Jardin Botanique
VILLERS-LES-NANr.V
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Démonstration. Ainsi qu'il est remarqué dans [8], nous avons

r(u - 1) ::,; ç(u) ::,; r(u) (u> 1).

La fonction r étant strictement croissante sur [1,00[, nous avons donc, pour w ~ 1, d'après (6·13),

h(u, w) = h(u, 1) exp {Jw {r(u - t) - ç(u)} dt} ::,; h(u,l),

ce qui implique bien (6·14). L'estimation (6·16) est établie au Lemme 6.1 de [9] et l'estimation (6·17)
est une conséquence directe de (6·14) et (6·16). 0

7. Comportement local de w(x, y) :
preuves des Propositions 2.1 et 2.2

Nous commençons par démontrer la Proposition 2.1. Le cas d > x est trivial dans la mesure où
h(u, v) = 0 dès que u < v. Nous supposons désormais que 1 ::,; d ::,; x. D'après le théorème 2.3
de [3], il existe une constante absolue C' > 0 telle que

i1fk(x/d, y) = gk(a) w(x/d, y) {1 +0(_1_ + (~)C') }.
w(x, y) w(x, y) log y x

ous employons à présent la formule asymptotique de Hildebrand, que nous écrivons sous la forme

{ (
log(u + 1) 1 ) }

w(x,y)=x[J(u) 1+0" log y +;;-

où le terme en l/x permet de tenir compte du cas où 1 ::,; x < y. ous en déduisons que

Wk(x/d, y) = gm(a)[J(u - Ud) {1 +0(_1_ + (~)C) },
w(x, y) d[J(u) log y x

où l'on a posé C = min(l, C'). Nous employons alors l'estimation (2·1) sous la forme

(7·1) dOl - 1 = e-UdÇ(u) {1 + OCo~y) },

et nous obtenons bien (2·3).

Démontrons à présent la Proposition 2.2. Lorsque pl/ ::,; S(x/y, y), l'estimation (2·5) est une
conséquence directe de (2·3) appliqué avec d = pl/ et k = p. Lorsque pl/ > x/y, nous avons

w (~, y) = .!. ( [~] - [_x]) = wx(pl/).pl/ X pl/ pl/+l

La formule (1·12) de Hildebrand implique que

wp(x/pl/, y) = gp(a) wx(pl/)pl/Ol {1 +0(_1_)}
w(x, y) pl/Ol [J(u)gp(a) log y

= gp(a) wx(pl/)pl/eu,,vÇ(u) {1 + 0(_1_)},
pl/Ol [J(u)gp(a) log y

où la dernière égalité résulte de (7·1). Nous avons

âgp(s) = logp «1 (s E [a, 1]).
âs pS

L'estimation (2·1) implique donc la formule

gp (a) = gp (1) { 1 + 0 Co~ y) },

qui entraîne bien la validité de (2·5) pour pl/ > x/y.



Inégalité de Turan-Kubilius pour les entiers friables 79

8. Estimation de 19 x ,y(pV) lorsque pV > x/y
Rappelons la définition de rJx,y en (2·4) et celle de h2(u) en (4·1). Ce paragraphe est dévolu

à établir un encadrement optimal de rJx,y(pV) lorsque x/y < pV ~ x. Nous obtenons le résulat
suivant.

Proposition 8.1. Soit A > 1. On a uniformément, lorsque x --+ 00, y = x 1/ u , pV E S(x, y),
1 ~ u ~ A,

(8·1)
{

e-ç(u) /r2(u) + 0(1) ~ rJx,y(p) ~ h(u,u -1) + 0(1) si x/y < p ~ y

h(u, u)/2 + 0(1) ~ rJx,y(pV) ~ h2(u) + 0(1) si v ~ 2, x/y < pV, p ~ y.

Les encadrements sont optimaux à l'exception du cas u = 1 et v = 1, pour lequel le minorant
optimal vaut ~ + 0(1).

Démonstration. Nous commençons par observer que

Posons p = yt. Il suit, lorsque x/y < pV ~ x,

Nous allons évaluer le maximum de cette quantité sur l'intervalle w ~ t ~ z lorsque

._ (U - 1 log 2)
w.- max '1 'v ogy

Une condition nécessaire pour que l'intervalle [w, z] soit non vide est u ~ v + 1, ce que nous
supposerons désormais. Cette fonction de t est le minimum de deux fonctions convexes. Elle atteint
donc son maximum, soit à une extrémité de l'intervalle, soit lorsque les deux fonctions sont égales.
Le cas d'égalité correspond à t = u - vt, i.e. t = u/(v + 1). Nous avons ainsi établi que

où l'on a posé
e-vzç(u)

B:= ,
1- y-z

1 yWV-U
C := e-wvç(u) min ( 1 + )

1 - y-W ' 1 _ y-W '

e-uvç(u)/(v+l)
D·= -------,-;,------,--::7". 1 - y-u/(v+l) .

Supposons tout d'abord que z = 1. ous avons alors

e-vç(u)
B = 1 _ y-l ~ e-(u-l)ç(u) (1 + 0(1)),

puisque v ~ u - 1. Dans le cas où z = u/v, il vient

B ~ 2e-uÇ (u)" ,
puisque z ~ log 2/ log y.

Ensuite, nous observons que l'on a

{

e-wvç(u)

_ 1- y-W

C- e-wvç(u) (1 + yWV-U )
1- y-W

si w ~ u/(v+ 1)

si w ~ u/(v + 1).
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Considérons en premier lieu le cas w = (u - l)/v. Comme v + 1 ~ u, nous avons w ~ u/(v + 1)
et, par suite,

-1
C = {1 + 1 ~ y-w }e-(U-1)Ç(U) ~ {1 + 2y-l }e-(U-1)ç(u) ~ {1 + 0(1)}e-(U-1)ç(u),

où la première inégalité provient de la minoration w ~ log 2/ log y.

Examinons ensuite le cas w = (log 2) / log y, de sorte que

(u -l)/v ~ (log2)/logy ~ u/v.

Si (v + l)w ~ u, autrement dit 2v +l ~ yU, alors

Posons wv = u -f) avec u/(v + 1) ~ f} ~ 1. En utilisant à nouveau la convexité, nous obtenons que

C = e-(u-'l9)ç(u) (1 + 2Y-'l9) ~ e-uç(u) max(eç(u), 2) + 0(1),

puisque y-u/(v+1) ~ ~ + 0(1) lorsque y -t 00.
Si (v + l)w ~ u, alors

e-wvç(u)
C = = 2e-wvÇ (u) ~ 2e-uÇ(u)+wç(u) = {2 + o(l)}e-uÇ(u).

1- y-W

Enfin, nous avons

e-uç(u)+uç(u)/(v+1) e'l9ç(u)
D ~ ~ e-uç(u) max

1 - 1/yu/(v+1) u/ (1+(log xl/log 2}";;'l9";;1 1 - y-'l9

~ e-uç(u) max (2, eç(u») + 0(1).

ous avons donc montré que l'on a dans tous les cas, lorsque u ~ 1 est fixé et y -t 00,

ce qui fournit bien la majoration (8·1) lorsque v ~ 2.

La majoration (8·1) dans le cas v = 1 correspond à un cas particulier de la preuve effectuée
plus haut. En effet, lorsque v = 1, nous avons z = 1 et w = (u - l)/v pour y assez grand, ce qui
implique

max(B, C) ~ e-(u-1)ç(u) (1 + 0(1)) (v = 1, Y -t 00).

De plus,

D ~ e-(u-l/2)ç(u) (1 + 0(1)) (v = 1, Y -t 00).
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Établissons à présent les minorations de 'l9 x ,y(pV). Lorsque x/y < pV ~ x/2, nous avons

Lorsque pV > x/2, pv+l > x. Il suit
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Sur l'intervalle [1,00[, la borne inférieure de la fonction x 1---+ [xlix vaut 1/2. Nous en déduisons
que

e-u"vç(u) e-u"vç(u)
Q(u)'l9x ,y(pV) = 2g

p
(l) ~ 2 (x/2 < pV ~ x).

De plus, lorsque pV = x/2, nous avons

ous obtenons bien la conclusion requise pour pV E S(x, y) avec v ~ 2 et pour le cas v = 1, U = l.
Lorsque 1 < U ~ 2 et x/y < p ~ y, nous avons p/x = 0(1) quand x -7 00. Il suit,

Q(U)'l9x (p) = PWx(p) e-u"ç(u) ~ e-u"ç(u) {1 _ _ P_}
,y gp(l)x xgp(l)

= e-u"Ç(u){1 + 0(1)} ~ e-Ç(u){1 + 0(1)} (x -7 00, x/y < p ~ y).

Cette minoration est asymptotiquement optimale lorsque p = y et que x/y2 est un entier tandis
que x/y tend vers un entier par valeurs inférieures. Nous obtenons bien la conclusion requise pour
1 < U~ 2 et x/y < p ~ y. 0

9. Estimation de Rf(x, y)
Rappelons la définition de Rf(x, y) en (3·4). Nous nous proposons ici d'établir la proposition

suivante.

Proposition 9.1. Soient A > 1 et z : jR+ -7 jR+ une fonction qui tend vers J'infini en J'infini.
On a, uniformément pour f E A, x ~ 2, Y = x 1

/
u , 1 ~ U ~ A,

(9·1) (x -7 (0).

Démonstration. Posons
logx

vp :=-- (2~p~x).
logp

En employant l'estimation (2·3) et la majoration (6·17), nous obtenons

avec

et
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ous avons, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

8 2 « x~ L { L gp(a) f~:j2 } { L g;~~)} 1/2 { L pVa(2C-1)} 1/2

p~y 1~v~v" 1~v~v" 1~v~v"

B f(X, y)2
« Vi

Il suit

(x --7 00).

ous remarquons par ailleurs que pour z ::;; y,

Cela implique bien la conclusion souhaitée.

10. Estimations de Ku(s, t)
Nous rappelons la définition de Ku en (3·6).

10.1. Majoration élémentaire
ous donnons tout d'abord une estimation de Ku nécessaire aux calculs ultérieurs.

Lemme 10.1. Nous avons, uniformément pour u ~ 1, s, tE [0,1],

o

(10·1) Ku(s, t) « l]o,oo[(s + t - u) + r(u) min(s, t).

En particulier, pour cbaque u > 1 fixé, nous avons

(10·2) Ku(s, t) « min(s, t) (s, tE [0; 1]2),

où la constante implicite peut dépendre de u.

Démonstration. D'après (6·17), nous avons uniformément pour u ~ 1, s, tE [0,1],

(10·3) Ku(s, t) « 1.

Lorsque s + t ::;; u, nous pouvons utiliser le fait que la fonction (! est lipschitzienne sur jR+. Plus
précisément, on a

I(!(u - s) - (!(u) 1::;; s max I(!'(u - t)1 = sl(!'(u - s)1
tE[O,s]

= r(u - s)(!(u)h(u,s)sesç(u) «r(u)(!(u)sesç(u) (0::;; s::;; u),

où nous avons utilisé la décroissance de I(!'I, la croissance de la fonction r et la majoration (6·17).
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Nous en déduisons que

1
Ku(s, t)e(s+t)ç(u) = e(u)2 {eCu - s)e(u - t) - e(u)e(u - s - t)}

= _l_{e(u - s) - eCu - s - t)} + 0 (r(u)sesç(u))
eCu)

:( r(u)se(sH)ç(u).

Il s'ensuit que
Ku(s, t) «r(u)s.

Par symétrie de Ku(s, t), nous obtenons
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(10·4) Ku(s, t) « r(u) mines, t), (s, tE [0,1], s + t :( u).

La majoration (10·1) est une conséquence immédiate de (10·3) et (10·4).
Pour établir (10·2), il nous suffit de remarquer que pour u > 1 nous avons, d'après (10·3) et

(10·4),
Ku(s,t)« 1« t (t ~ u -1),

Ku(s, t) «t (t:( u - 1),

où la constante dépend de u. La conclusion requise résulte alors de la symétrie de Ku(s, t). 0

ous pouvons d'ores et déjà déduire du Lemme 10.1 que Ku appartient à L 2 ([0, 1]2, mu ® mu).
En effet, d'après la majoration (10·1), nous avons, uniformément pour u ~ 1,

1111 11 11 dt ds 11 ls 11 dt 2 dse-2ç(u) Ku(s, t)2 dmu(s) dmu(t) « ( -) - + r(u)2 ( dt + s-)-
a a a l-s t s a Ost S

11 ds 11 ds« Ilog(l- s)l- + r(u)2 (s + sllogsl)2-
a sos

11 ds 11« Ilog(l - s)l- + r(u)2 s(1 + 1 log sl)2 ds.
a s a

Comme les deux dernières intégrales sont convergentes, nous obtenons la majoration suivante,
valable uniformément pour u ~ 1,

(10·5)

Cela implique bien la conclusion requise.

10.2. Estimation uniforme en U pOUT Ku(s, t)
L'objet de cette sous-section est d'établir l'estimation suivante de Ku dont l'uniformité en u est

cruciale pour établir la majoration (4·22).

Lemme 10.2. On a, uniformément pour u ~ 2, (s, t) E [0,1]2,

(10·6) Ku(s, t) = st heu, s)h(u, t){r'(u) - (s ~ t) rl/(u) - ~ r'(u)2 + O(u~) }.

Démonstration. ous avons

Ku(s, t) = eCu - s)e(u - t) e-(s+t)ç(u) {1 _ eCu - s - t)e(u)}
e(u)2 eCu - s)e(u - t)

=h(U'S)h(U,t){l-exP(l t

{r(u-s-w)-r(U-W)}dW)}.
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Or, d'après le Lemme 6.2,
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l t

{r(u - s-w) - r(u - w)} d = l t

{ - sr' (u - w) + s; rI/ (u - w) + 0 (:3) }dw

= l t

{ - sr'(u) + wsrl/(u) + s; rl/(u)} dw + O(~;)

= - st{r' (u) - (s; t) rI/ (u) } + 0 ( ~; ) .

D'après (6·5), (6·1) et (6·6), nous obtenons bien (10·6). o

11. Continuité de U f---+ À(U)
Rappelons les définitions de la mesure dmu en (3·10), du produit scalaire (cp, 'IjJ) f-4 (cp, 'IjJ)u

en (3·11), de l'opérateur Tu en (3·12) et celle de À(u) en (3·14). Nous nous proposons ici d'établir
le résultat suivant.

Proposition 11.1. L'application u f-4 À(u) est continue sur [1, +00[.

Démonstration. Soient u ~ 1 et v E lR tel que 1 :( u + v :( 2u. Dans les calculs qui suivent, les
termes d'erreur sont autorisés à dépendre de u.

Comme la fonction t f-4 et€(w) est bornée sur [0,1] pour w ~ 1, les mesures dmu et dmu+v
sont équivalentes sur [0,1], et donc Hu = Hu+v. Nous désignons par Nw la norme d'opérateur
correspondant à la norme Il.ll w .

Comme Tu et Tu+v sont deux opérateurs compacts autoadjoints, nous avons

La fonction v f-4 ç(v) étant de classe CI , nous pouvons écrire

(11·1)

Ilcpll~+v = 11 cp(t)2et€(U+V) ~t

= 11 cp(t)2et{€(u)+O(v)} ~t = {1 + 0(1)} Ilcpll~ (cp E Hu, v ~ 0).

Par ailleurs, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'estimation (10·5), nous avons

(11·2)

(v ~ 0).

où la dernière majoration provient de (11·1). ous déduisons de (11·1) et (11·2) la formule

À(u + v) = max (cp, Tu+vcp)u+v = max (cp, Tu+vcp)u+v {1 + 0(1)}
'P;éO Ilcpll~+v 'P;éO Ilcpll~

(cp, Tu+vcp)u+v () (T) ( )= max 2 + 0 1 = max cp, u+vCP u+v + 0 1
'P;éo Ilcpllu Il'Pu 11=1

Maintenant, nous avons, pour cp E Hu,

(cp, Tu+vcp)u+v = 11 11 cp(s)cp(t)Ku+v(s, t) dmu+v(s) dmu+v(t)

rI rI dsdt
= Jo Jo cp(s)cp(t)Ku+v(s, t)e(s+t)€(u+v)st
= b(u, v){1 + O(v)}

avec

b(u, v) := 11 11 cp(s)cp(t)Ku+v(s, t) dmu(s) dmu(t).
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Il résulte de l'inégalité de Cauchy-Schwarz que

b(u, v) « Ilcpll~ 11 11 Ku+v(s, t)2 dmu(s) dmu(t).

Or, d'après (10·1), nous disposons de la majoration

Ku+v(s, t) « l]o,=[(s + t - u - v) + min(s, t) « 1Jo,=[(s + t - 1) + min(s, t).

Le calcul effectué à la fin du paragraphe 10.1 montre alors que

b(u, v) « Ilcpll~ .
Nous obtenons ainsi l'évaluation

(cp, Tu+vcp)u+v = b(u, v) + 0 (v Ilcpll~ ).
Il s'ensuit que

où T~+v est l'opérateur défini par

T~+vcp(s) := 11 cp(t)Ku+v(s, t) dmu(t) (s E [0,1]).

Nous avons alors

À(u + v) ~ max (Tucp, cp)u + max ((T~+v - Tu)cp, cp)u + 0(1)
Il'I'll u =1 Il'I'll u =1

~ À(U) + Nu(T~+v - Tu)2 + 0(1) (v -7 0).

De même,

Nous obtenons donc

IÀ(U + v) - À(u)1 ~ Nu(T~+v - Tu)2 + 0(1) (v -7 0).

Il nous suffit donc d'établir que
lim Nu(T~+v - Tu) = O.v->o

Nous avons, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

Il suit

N(Tu+v - Tu)2 ~ 11 11 {Ku+v(s, t) - Ku(s, t)} 2 dmu(t) dmu(s).

Or, nous avons
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lim Ku+v(s, t) - Ku(s, t) = 0
v->o

pour tout s, tE [0,1], sauf éventuellement sur les droites d'équations s + t = u, t = 1 et s = 1 dont
la réunion est de mesure nulle. De plus,

Ku+v(s, t) - Ku(s, t) « l]o,=[(s + t - U - v) + 1Jo,=[(s + t - u) + min(s, t)

« l]o,=[(s + t - 1) + min(s, t),

la majoration étant uniforme en v. Comme l'application

(s, t) 1---4 1Jo,=[(s + t - 1) + min(s, t)

appartient à L2 ([0, Ij2,mu ®mu ), nous pouvons appliquer le théorème de la convergence dominée.
La conclusion requise en résulte. 0
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12. Approximation de sommes
discrètes par des intégrales

Nous rappelons la notation
logd

Ud := -1- (d ~ 1).
ogy

Lemme 12.1. Soit n ~ 1 et g : [O,I]n -t IR une fonction Riemann-intégrable telle que

(12·1 )

où les (1j h~j~n sont des applications absolument continues sur [0,1], à valeurs dans IR+, telles
que les intégrales

(12·2)

soient convergentes. Alors on a

11 dt
h(t)- (1 ~ j ~ n)

° t

'" g(UP1 , ... ,Up,J-l f( )dXI ... dxn () ( )
~ ::""':'---"-'-'_--'--!c":":"':'" _ Xl"", X n + 0 1 Y -t 00 .

Pl, ... ,Pn~Y PI···Pn [O,IJn XI",Xn

Démonstration. Soit c > O. Nous pouvons écrire

(12·3)
Pl""JPn~Y

g(U p" ... , U pn ) S () S ( ):::"":""-"-'-'---'--"-"'-'- = 1 Y + 2 y
Pl" ·Pn

avec

SI(Y) := L g(UP" "" Upn )

Pl" ·Pn

et

Pll···,Pn~Y
3i,pj ~Yc

g(UP" "" Upn )

Pl·· ·Pn

Le lemme 9 de [19] permet d'écrire

(12·4)

La majoration (12.1) implique

où l'on a posé

(l~j~n).

Maintenant, une nouvelle application du Lemme 9 de [19] permet d'écrire

où hj(c) tend vers 0 avec c.
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De plus, une sommation d'Abel à partir de l'estimation classique
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L~=log(tlogy)+c+O( \ )
P 1 + t ogy

p~y'

fournit, en introduisant la dérivée presque partout fj E LI [0,1],

(O~t~l)

l
E ili lE 1

Fj(ê) = Ji(t)- + Ji(t)dO( l )
o toI + t ogy

= r f.(t) dt + o( lJi(ê)1 + r Ifj(t)1 dt )
Jo J t 1 + dog y Jo 1 + t log y

l E dt
= Ji(t)- + oE(l),

o t

d'après le théorème de Lebesgue.
Il s'ensuit qu'il existe une fonction numérique h tendant vers a à l'origine telle

(12·5)

Reportons cette estimation dans (12·3) en tenant compte de (12·4). Nous obtenons

(y ----t 00).

La formule requise en résulte en faisant tendre successivement y vers l'infini puis ê vers O. 0

13. Vecteurs propres de Tu
Nous nous proposons ici d'établir la proposition suivante relative aux vecteurs propres de

l'opérateur Tu. défini en (3·12).

Proposition 13.1. Soit u ~ 1. Tout vecteur propre cp de Tu. est intégrable au sens de Riemann
sur [0, 1] et satisfait à la majoration

(13·1) cp(s) «s (s E [0,1]),

où la constante implicite dépend explicitement de u, de Ilcpllu. et de la valeur propre associé à cp.

Démonstration. Soit cp un vecteur propre de Tu. associé à une valeur propre À.

Traitons tout d'abord le cas où À i- O. Dans les calculs qui suivent les constantes implicites sont
absolues. Nous omettons les détails de ces calculs qui reposent essentiellement sur les estimations

f I dt
l-s Vl log(l - t)IT «IJ1/2;1](S) + I]O;1/2](S)S~ (s E]O, 1])

et

l~s~ dt «s3/2 (s E [0,1]).

Nous avons

(13·2)
1 rI

cp(s) = -~ Jo cp(t)Ku.(s, t) dmu.(t) (s E [0,1]).

Cela implique que cp est continue, donc Riemann-intégrable. De plus, d'après l'inégalité de Cauchy
Schwarz, nous avons

(s E [0,1]).
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En employant la majoration
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(13·3) Ku(s, t) « {1 + r(u)} (1]0,00[(S + t - 1) + min(s, t)) (s, t E [0,1]),

issue de (10·1), nous obtenons

e~(u)/2(1+r(u))II<p11 { }
<p(s) « À u Jllog(l - s)[ + s(l+~) .

Reportons cette estimation dans (13·2) et utilisons à nouveau la majoration (13·3). Il suit

<p(s)« e~(u)(l + ~;u))2[1<pllu {sJlogs + O(s)} (s E [0,1]).

En reportant une nouvelle fois cette estimation dans (13·2) et en utilisant (13·3), il vient

avec M u := e3~(u)/2{1+r(u)}3, ce qui correspond à la conclusion souhaitée.

Le cas À = 0 est plus délicat. En prolongeant à droite les dérivées successives de {! et en dérivant n
fois l'équation fonctionnelle de la fonction {!, nous obtenons l'identité

(0 ~ n ~ k, z E [0,1])

où les Pj,n sont des polynômes en j variables. Par définition, un vecteur propre <p associé à la valeur
propre 0 vérifie l'équation

(13·4) 11 ds
F(t) := <p(s){{!(u - s){!(u - t) - {!(u){!(u - s - t)}- = 0

o s
(O~t~l).

Soit k tel que k ~ u < k + 1. Effectuons le changement de variable z = u - k - t + 1 et considérons
d'abord le cas z E]u - k, 1]. Nous avons alors

(13·5) 11 ds
G(z) := <p(s){{!(u - s){!(z + k - 1) - g(u)g(z - s + k - 1)}- = O.

o s

En dérivant k - 1 fois l'identité (13·5), nous obtenons

où

(u - k ~ z ~ 1),

(13·6)

et

avec

G ( ) '-11 (){ g(z)g(u - s) g(u)g(z - s) } ds
IZ - <ps - -

. 0 (z+1) .. ·(z+k-1) (z-S) .. ·(z-s+k-1) S'

k-I 1 1
Qk(Z):="'g(z+j)Pjk- I ( . , ... , k ).o 'z+J+1 z+-l

j=I
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Dans (13·6), on a e(z) = 1 et e(z - s) = l]o,oo[(z - s), donc

C
1
(z) = t <p(s) { e(u - s) _ e(u) }~

Jo (z+1) .. ·(z+k-1) (z-s)···(z-s+k-1) s

l
z

() e(u - s) ds
+ 1 <P s (z+1) ... (z+k-1) s .

Cela implique

<p(z)e(u) l Z
ds

C~(z) = - (k )1 + <p(s){e(u - s)R(z) - e(u)R(z - s)}-
z -1. a s

+ R(z) 11 <p(s)e(u - s) ds (z E]U - k, 1]).
z s

où RE e1 ([0, 1]). Par ailleurs nous avons

C;(z) = t <p(s){e(u - S)Sk(Z) - e(U)Sk(Z _ s)} ds
Jo s

+ 11 <p(s){e(u - S)Sk(Z) - e(U)Tk(Z - s)} ds,
z s

avec

et
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(z E]U - k, 1]).

(13·9)

k-1 1 1

Tk(Z):= Le(z+j)Uj,kC+ j +l'"'' z+k-l)'
J=l

les Uj,k désignant des polynômes en j variables. Nous remarquons que Sk est lipschitzienne sur
[0,1] tandis que Tk l'est sur [-1,1].

Les identités (13·5), (13·7) et (13·8) impliquent alors l'existence d'une fonction V, lipschitzienne
sur [0,1] et d'une fonction W lipschitzienne sur [-1,1] telles que

<p(z) = t <p(s){e(u _ s)V(z) _ e(u)V(z _ s)} ds
z Jo s

+ 11 <p(s){e(u - s)V(z) - e(u)W(z _ s)} ds
z s

Nous pouvons obtenir, en posant z = u - k - t et en dérivant k + 1 fois l'équation (13·5), une
expression équivalente de <P pour z E]O, u - k]. Il existe donc des fonctions Vet W respectivement
lipschitziennes sur [0, 1] et [-l, 1] telles que

<p(z) = t <p(s){e(u _ s)V(z) _ e(u)V(z _ s)} ds
z Jo S

11 - - ds
+ <p(s){e(u - s)V(z) - e(u)W(z - s)} - (y E]O, 1]).

z s

Cela montre en premier lieu que <P est intégrable au sens de Rieman~. Pal:.-ailleurs, en utilisant
l'inégalité de Cauchy-Schwarz ainsi que le caractère lipschitzien de e, V et W, nous obtenons,

<p(z) « Il <pli,. (z+~) (z E]O, 1]),
z

soit
<p(z)«z~ (z Ela, 1]).

En réinjectant cette dernière inégalité dans (13·9), nous en déduisons que

(13·10) <p(z) « z(1 + 11~ dt) (z E]O, 1])

L'intégrale apparaissant dans (13·10) est convergente. Cela fournit la majoration attendue. D
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14. Inégalité de Bessel pour les fonctions
additives: preuve de la Proposition 3.1

Rappelons la définition des fonctions ijj (j ~ 1) en (3·16).
Soit n ~ 1. D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(14.1) L Cj(J)2 = L f(p) L Cj(J)ijj(p):::;;; H;/2 H~/2,
l~j~n p~y p l~j~n

avec

et

H2 := L Q \a) ( L Cj (J)ijj (p)f·
p~y P 9p l~J~n

D'après les estimations (2·1) et (13·1), nous avons

~ 1 { ~ ~}2 (1 ~ logp ~ 2)H2 = Le; L Cj (J)qj (p) + On ~ L ~ L Cj(J)
p~y P l~j~n g y p~y p l~j~n

~ ( ) ~ ( ) u ç(u)L Cj(J)Ck(J) L qj P qk P e " + On ( L Cj(J)2)
l~j,k~n p~y p l~j~n

L Cj(J)Ck(J) (Oj,k + on(l)) + On ( L Cj(J)2)
l~j,k~n l~j~n

l~j~n

Nous déduisons donc de (14·1) et de l'estimation de H 2 que

L Cj(J)2:::;;; L gp(a) f~2 (1 + on(l)) (x ---400).
l~j~n p~y

Nous obtenons bien (3·19).

15. Estimation de Qf(x, y)
Pour f E A, rappelons les définitions de Qf(x, y), Qj(x, y) et CPn respectivement en (3·3), (3·9)

et (3·17). Dans ce paragraphe, nous nous proposons d'établir la proposition suivante.

Proposition 15.1. Soit A > 1. Il existe une suite réelle {cn}~=l' ne dépendant que de A et
convergeant vers 0, telle que, pour tout entier n ~ 1, on ait uniformément pour f E A, x ~ 2,
y = x 1/ u , 1 :::;;; U :::;;; A

(15·1) Qf(x, y) = (CPn, TuCPn)u + {cn + on(l)}Bf(x, y)2 (x ---4 00).

Nous démontrons la Proposition 15.1 à partir de deux lemmes.

Lemme 15.2. Soit A > 1. On a uniformément pour f E A, x ~ 2, Y = x 1/ u , 1 :::;;; u :::;;; A,

(15·2) Qf(x,y) = Qj(x,y) +o(Bf(X,y)2), (x ---4 00)

Afin d'énoncer le lemme suivant, nous introduisons la quantité

f( )2 u"ç(u)
bf (y)2:= (J,f)A = L p e (J E A,y ~ 2).

p~y p

Lemme 15.3. Soit A > 1. Il existe une suite réelle {cn}n;31, ne dépendant que de A et convergeant
vers 0, telle que, pour tout n ~ 1, on ait uniformément pour f, 9 E A, x ~ 2, Y = x 1

/ u , 1 :::;;; u :::;;; A,
(15·3)

L f(p)g(q) Ku (up,uq)e(u,,+Uq)ç(u) :::;;; bf(y)bg(y){Cn + on(l)} + On ( L ICj(J)lh(g)I).
p,q~y pq l~j,k~n
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Déduction de la Proposition 15.1 à partir des Lemmes 15.2 et 15.3 : soit f E A, nous posons,

fn:= L Cj(J)ifj, rn := f - fn (n?: 1).
l~j~n

Nous avons

91

(15·4)

où

et

Q*( ) __ '" (In + Tn)(p)(In + Tn)(q)K ( ) (u,,+uq)ç(u)
f x, y - ~ u up , U q e

p,q~y pq

= El + 2E2 + E3 ,

(15·5)

E
3

:= - L Tn(P)Tn(q) Ku (up,uq)e(u,,+Uq)ç(u).
p,q~y pq

La somme El fournit le terme principal.

El = - L Cj(J)Ck(J) L ifj(p)tik(q) Ku(up,uq)e(u,,+Uq)ç(u).
l~j,k~n p,q~y pq

D'après le Lemme 12.1 et l'estimation (13·1), nous avons donc,

El = - L Cj(J)Ck(J) {lI 11 qj(s)qk(t)Ku(s, t) dmu(s) dmu(t) + On (1) }
l~j,k~n 0 0

= L Cj (J)Ck(f) { (qj, Tu (qk))u + On(l)}
l~j,k~n

= (CPn, TuCPn)u +On( L Cj(J)2)
l~j~n

= (CPn, TuCPn)u + On (B f (x, y)2) (X -t ()()),

OÙ la dernière égalité résulte de (3·19).

Maintenant d'après le Lemme 15.3, nous avons

E2 ::;; bfn (y)brn (y) (én +on(l)) +On( L Cj(Jn)Ck(Tn)).
l~j,k~n

Calculons le coefficient Cj(Jn) pour 1 ::;; j ::;; n. D'après le Lemme 12.1 et l'estimation (13·1), nous
avons

(15·6)

Il suit

L ifj(p)tik(p)eU"ç(u) = L qj(Up)qk(up)eU"ç(u)

p~y p p~y p

= (qj, qk)u + on(1) = Oj,k + on(l) (1::;; j, k ::;; n).

Cj(Jn) = L fn(p)ifj(p)eU"ç(u)

p~y p

= L Ck(J) L =ifj...o:.(P-'-)q=k..:.:...(p-'----)e_U"_ç(_u)

l~k~n p~y p

= L Ck(J) (Oj,k + on(l))

= Cj(J) + On( L ICk(J)I) (1::;; j ::;; n).
l~k~n
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Par linéarité de f f-4 Cj (f), nous avons également

Cj(rn) = on( L ICk(f)I) (1:( j :( k).
l~k~n

Ces deux estimations montrent que

L Cj(fn)Ck(rn) = On({ L ICj(f)lf) = On( L Cj(f)2).
l~j.k~n l~j~n l~j~n

Il nous reste à évaluer bf" (y)2 et br,,(y)2. Nous avons, d'après (15·6),

2 fn(p)2 eu p ç(u)
bf,,(y) = L p

p~y

~( )~( ) u ç(u)L Cj(f)Ck(f) L qj P qk pep .

l~j.k~n p~y p

= L cj(f)2{1 +On(1)}
l~j~n

Enfin,

br" (y)2 = bf (y)2 + bf" (y)2 - 2L f(P)fn(;)eU"ç(U)

p~y

f( ) ~( ) upç(u)
= bf(y)2 + bf" (y)2 - 2 L Cj(f) L p qj ~ e

l~j~n p~y

= {bf(y)2 - L Cj(f)2} (1 + on(1)).
l~j~n

ous obtenons donc
~2 « (bf(y)2 + L Cj(f)2) (en + on(1)).

l~j~n

ous pouvons établir que cette majoration est également valable pour ~3.

De plus, nous avons

ous en déduisons la majoration

(15·7) ~2+~3« (B f (x,y)2+ L Cj(f)2) (en +On(1)) «Bf (x,y)2{cn+ On(1)},
l~j~n

où la dernière inégalité résulte de (3·19). Compte tenu de (15·2), (15·4), (15·5) et (15·7) nous avons
établi que

OÙ {e~};;:"=l est une suite convergeant vers 0, ce qui correspond bien à la conclusion requise.

Démonstration du Lemme 15.2. D'après la Proposition 2.1, nous avons

avec
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._ L f(pV)f(ql-') (pvql-')C
R2 .- gpq(a) -- .pVC>ql-'C> X

pVq~ES(x,y)
p#-q

D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

R Bf(X,y)2 L 1 log2YB ( )21« -« -- f x,y .
log y pVC> log y

pVES(x,y)

Par ailleurs, nous avons, toujours d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

la dernière majoration résultant, via une intégration par parties, de l'estimation classique

93

Ainsi avons-nous établi que

n::::;z
w(n)=2

Z log2 Z
1 :S; ,

logz
z:? 2.

(x ---> 00).

Étudions à présent la contribution des couples (pV, ql-') tels que v ou J.L :? 2. D'après la
majoration (10·1), nous avons

(15·8)

avec

et

En utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

S,«BAX,Yl'( P"~<'
pVq~>x,v~2

)

1/2

pvc>lql-'C>

ous déduisons de l'estimation (2·1) pour a la majoration suivante.

pV,qp.~x

pVq~>x,v~2
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Il suit

(15·9)

BRUNO MARTIN

Par ailleurs, toujours d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

(15·10)

Nous déduisons donc de (15·8), (15·9) et (15·10), l'estimation

Compte tenu de l'estimation Q = 1 + 0(1) ~ 3/4, nous obtenons, de la même manière,

(15·11)

L'erreur commise en omettant la condition p =1= q dans (15·11) est, d'après l'estimation (10·2),

ce qui implique

En utilisant l'estimation (7·1), nous obtenons alors,

où la dernière égalité provient de la majoration (6·17) et de l'inégalité de Cauchy-Schwarz. Nous
obtenons bien la conclusion requise.

Démonstration du Lemme 15.3. Au cours de cette démonstration, nous précisons la dépendance
en u des valeurs propres de Tu en désignant par Àj(u) la j-ème valeur propre de Tu. Comme la
suite {qj}~l constitue une base hilbertienne de l'espace Hu = L2([0, 1], mu), la famille {qjqk}j,k~l

constitue une base hilbertienne de G := L 2 ([0,1 j2, mu 0 mu) muni du produit scalaire canonique,

(15·12) (cp,'I/J E G).
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Comme Ku E C, nous pouvons calculer son développement dans cette base, en effectuant le
calcul suivant :

(Ku, qjqk)C = 11 qk(S) 11 qj(t)Ku(s, t) dmu(t) dmu(s)

= Àj 11 qk(S)qj(S) dmu(s) = Àjbj,k (j, k ~ 1),

où bj,k désigne le symbole de Kronecker. Nous avons donc

(15·13) Ku(s, t) = L Àj(u)qj(s)qj(t) (s, tE [0,1]).
j~l

Il en découle la formule suivante, qui est classique pour un opérateur de Hilbert-Schmidt.

(15·14)

À présent, nous posons

Xn(s, t):= L Àj(u)qj(s)qj(t)
l::;;j::;;n

et nous effectuons la décomposition

(n ~ 1),

avec

et
S2'- '" f(p)g(q) {K (u u) - X (u u )}e(u,,+Uq)~(u).- L pq u p, q n P' q

p,q::;;y

Le calcul de SI est immédiat :

'" '" f(p)q;(p)eU,,~(u)'" g(q)q;(q)eUq~(u)
SI = L Àj(u)L L

l::;;j::;;n p::;;y p q::;;y q

= L Àj(u)Cj(f)Cj(g),
l::;;j::;;n

ce qui, d'après la formule (15·14) et l'inégalité (10·5), fournit le terme d'erreur de (15·3).
D'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons de plus

où nous avons posé
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D'après la Proposition 13.1 et la majoration (10·2), la fonction rJu est Riemann-intégrable et
satisfait

(15·15) rJu(s, t) «st (s, tE [0; 1]).

ous pouvons appliquer le Lemme 12.1 à la fonction rJu , pour le choix fr(t) = h(t) = t. Nous
obtenons ainsi

(15·16)

L rJu(up
, uq

) = rI rI {Ku(s, t) _ Xn(s, t)} 2 dmu(s) dmu(t) + On (1)
p,q~y pq Jo Jo

= 11 11{L À j (u)qj (S)qj(t) }2 dmu(s) dmu(t) + on(1)
o 0 j~n

= L Àj (u)2 + On(l),
j~n

où la deuxième égalité résulte de la formule (15·13). La majoration (15·15) étant uniforme pour
1 ~ u ~ A, les termes d'erreur de (15·16) ne dépendent que de n et de A. Posons

Fn(u) := L ).,j(U)2.
j~n

D'après l'identité (15·14), nous avons

lim Fn(u) = 0 (u ~ 1),
n-+oo

et

Par ailleurs, nous sommes en mesure d'établir la continuité des applications

Pour cela, nous utilisons la caractérisation suivante (cf. [5] p.908) : si

on a
\ ( ) . (cp, Tucp)u/\. u = mIn max -'-'--...."...:--

J SEVj xES Ilcpll: '
où Vj désigne l'ensemble des sous-espaces de Hu de codimension j -1. Une caractérisation similaire
est disponible pour les valeurs propres négatives rangées dans l'ordre croissant. ous omettons les
détails qui sont similaires à ceux de la preuve de la Proposition 11.1 et qui reposent essentiellement
sur la continuité de l'application u I-t Tu'

De plus, si Il'lla désigne la norme associée au produit scalaire défini en (15·12), l'application
u I-t IIKuli a est continue. Comme nous avons

Fn(u) = IIKulla - L À j (U)2,
I~j~n

d'après la formule (15·14), les fonctions Fn sont également continues. Or, en vertu du théorème
de Dini toute suite monotone de fonctions numériques continues convergeant simplement vers une
fonction continue sur un ensemble compact y converge uniformément. Nous avons donc

avec
en:= sup Fn(u)

I~u~A

Cela achève la preuve du Lemme 15.3.

et lim en = O.
n-+oo



Inégalité de Turan-Kubilius pour les entiers friables

16. Minoration de C#(u) : preuve de la 6·9

97

Commençons par énoncer un lemme permettant d'évaluer vt (x, y) et Bf (x, y) 2 pour une classe
assez générale de fonctions additives. Nous rappelons la notation

R.u(cp):= 11 cp(t)2h(u, t) dmu(t) (u) 1, cp E Hu).

Lemme 16.1. Soient u ) 1 et cp une fonction de Hu et vérifiant

(16·1) cp(s) «s (s E [0,1]).

Si f est la fonction additive définie par f(p") := cp(up v ) pour v ) 1, alors on a pour x ) 2 et
y = x 1/ u ,

et
vt(x, y) = Ru (cp) + (Tucp, cp)u + 0(1) (x ~ (0),

où les termes d'erreur dépendent implicitement de u.

Démonstration. D'après la majoration (16·1) et l'estimation Œ = 1 + 0(1) ) 3/4 qui découle de
(2·1), nous avons

Bf(X,y)2 = L cp(u:)2 + 0(1) (x ~ (0).
p""y p

Par définition,

V #( ) _ '" ( )2 iJ/p(x/p", y) '" ('" ( )iJ/p(x/p",y))2 Q ( )
f x,y - L cp up v iJ/(x,y) - L LCP up v iJ/(x,y) + f x,y .

pVES(x,y) p""y ";;:'1

D'après (15·2) et (2·3) nous obtenons

avec

Les majorations (16·1) et (6·17) et des estimations classiques de sommes portant sur des nombres
premiers nous permettent d'établir que

RI = 0(1), R2 = 0(1) et R3 = 0(1) (x ~ (0).

et que
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Nous omettons les détails qui sont similaires à ceux de la preuve du Lemme 15.2. Nous avons donc

En employant l'estimation (7·1), nous obtenons finalement

et

En appliquant le Lemme 12.1 aux fonctions t I---t cp(t)2etç(u), t I---t cp(t)2h(u, t)etç(u) et
(s, t) I---t cp(s)cp(t)Ku(s, t)e(s+t)ç(u), nous obtenons bien la conclusion souhaitée. o

(x ~ 00).

ous sommes maintenant en mesure de démontrer la 6·9. Au cours de cette démonstration, les
termes d'erreurs sont autorisés à dépendre de u.

Comparons tout d'abord vt(x, y) et Bf(x, y)2 pour la fonction f E A définie par

f(pll) = {1 si P = 2 et 2
11
~ x < 211+1

,

o sinon.

Comme u ~ 1 est fixé, nous avons, d'après la formule (1·12) de Hildebrand,

vt(x, y) = \lJ(~, ) L 1- (\lJ(~, ) L 1) 2
Y n~x Y n~x

2v lln 2 v lln

1 + 0(1)
xe(u)

Par ailleurs, en vertu de l'estimation (7·1), il vient,

Nous en déduisons
vt(x,y) 211

B ( )2 = -2h(u,u)(1 +0(1)) (x ~ 00).
f x,y x

Il suit
C#(u) = limsupC#(x,x1/ U

) ~ 2h(u,u).
x-+oo

Nous procédons de même en considérant la fonction f de A, définie par f(pll) = CPu(upv). D'après
la Proposition 13.1, nous disposons de la majoration

(16·2) CPu(s) «s, sE [0,1].
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D'après le Lemme 16.1, nous avons donc

99

(16·3)

et

(16·4)

Bf(x, y)2 = Ilcp,.ll~ + 0(1) = 1 + 0(1) (x --> 00),

Vl(X, y) = R,.(cp,.) + (T,.cp,., cp,.),. + 0(1)

= R,.(cp,.) + À(u) + 0(1) (x --> 00).

Nous déduisons de (16,3) et (16·4) la minoration

ce qui achève la preuve de la 6·9.

17. Variance semi-empirique : preuves
de la Proposition 4.5 et du Corollaire 4.6

Établissons tout d'abord la Proposition 4.5. ous rappelons l'estimation

(17·1)

ous avons, en vertu de (2·3) et de (6·17),

avec
RI .__1_ " 9 (a) f(pV)

'-logy L p pVO:
pVES(x,y)

f(pV) (PV)C
R2 := " gp(a)-- - .L pVO: X

pVES(x,y)

En employant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

ous omettons les détails. Par ailleurs, comme

nous obtenons, d'après l'estimation (6·16),

(17·2)

Ef(x, y) - Af(x, y) = L gp(a/(~) {h(u, up ) - 1} + o(Bf(x, y))
p":;'y p

= L f;~) {h(u,up ) -1} +o(Bf(X,y)).
p":;'y
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Il suit, au vu de (17·1) et de la définition de Wu en (4.17)

(17·3)

En appliquant l'estimation (7·1), nous obtenons bien (4·18).

Maintenant, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz et (2·1), nous avons

(17·4)

Le Lemme 12.1 s'applique à Wu d'après l'estimation (6·16), et il vient

w2(u )
(17·5) L u P eu"ç(u) = Ilwull~ + 0(1) (x ---7 (0).

p~y p

Compte tenu de (17·3), (17·4) et (17·5), nous obtenons bien (4·19).

Démonstration du Corollaire 4.6: D'après les estimations (4·19) et (4,12), nous avons

Vf(x, y) :Ç (h1(u) + À(u) + IlWu Il: )BY)(x, y)2

+ max.{h1(u), h2(u)}B?) (x, y)2 + o(Bf(x, y)2) (x ---7 (0),

ce qui entraîne la majoration

Vf(x,y):Ç (h(u) +0(1))Bf(X,y)2 (x ---7 (0),

soit C(u) :Ç h(u). Par ailleurs, nous avons C(u) ~ C#(u) ~ 2h(u, u). Il nous reste à établir la
minoration

(17·6)

où CPu un vecteur propre de Tu associé à la valeur propre À(u) tel que IICPullu = 1. Notons f la
fonction additive définie par f(pV) = CPu(upv). D'après les formules (16·3), (4·18) et (16·4), nous
avons

Bf(x, y)2 = 1 + 0(1),

Vf(x, y) = Ru (CPu) + À(u) + (L f(p)wu(up)eu"ç(u)f + 0(1)
p~y P

= Ru(CPu) + À(u) + (CPu,wu)~ + 0(1) (x ---7 (0),

la dernière égalité provenant du Lemme 12.1 appliqué à la fonction t ~ CPu(t)wu(t). Cela fournit
bien la minoration (17·6).

18. Étude asymptotique de C(u) et
C# (u) : preuve de la Proposition 4.7

Les deux lemmes suivants nous permettent d'établir la Proposition 4.7.

Lemme 18.1. On a uniformément pour u ~ 1 et cp E Hu tel que IIcpllu = 1,

Lemme 18.2. On a pour u ~ 1
1

À(u) « -.
u
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Déduction de la Proposition 4.7 à partir des Propositions 18.1 et 18.2. Soit 'Pu un vecteur propre
de Tu de norme 1 associé à la valeur propre À(u). D'après (4·14) et (4.15), nous disposons de
l'encadrement

L'estimation

(18·1)

est donc une conséquence directe des Lemmes 18.1 et 18.2. Par ailleurs, nous déduisons
immédiatement de (18·1) et (4·20) l'estimation

C(u) = 1 + O(~).

Preuve du Lemme 18.1. L'estimation

est une conséquence directe de (6·16). Toujours d'après (6·16), nous avons, sous l'hypothèse 'P E Hu,

Nous obtenons bien la conclusion souhaitée lorsque Ilcpllu = 1.

Preuve du Lemme 18.2. otre méthode consiste à estimer d'une part la plus petite valeur propre
À*(u) de Tu en utilisant la formule classique pour un opérateur compact et auto-adjoint

(18·2)

et d'autre part la somme des carrés des valeurs propres de Tu par le biais de l'identité établie en
(15·14), soit

(18,3)

Pour mener ces calculs, nous précisons l'estimation (6·16). Posant

'l9(u) := r(u) - ç(u),

de sorte que 'l9(u) « l/u d'après (6·4), la formule (6·6) implique le développement asymptotique

(18·4) h(u,t) = 1 +t'l9(u) - ~t2r'(u) + 0(:2)' (0:( t:( 1, u ~ 2).

Par ailleurs, pour chaque valeur du paramètre entier k ~ 1, nous introduisons les intégrales

rl ke(u-s)
h:= Jo S e(u) ds,

On a
eç(u) - 1

Jo = ç(u) =u.
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(k ~ 1).

Une intégration par parties fournit la formule de récurrence

eç(u) Jk
Jk+l = ~(u) - ~(u)

Nous en déduisons, grâce à (6·16), que

Ces estimations et le développement asymptotique (18·4) fournissent

h = Jk + 'l9(U)Jk+l - ~r'(u)Jk+2 + O(~),

Lk = Jk + 2'l9(u)Jk+l - r'(u)Jk+2 + O(~).

ous sommes maintenant en mesure d'effectuer les calculs annoncés. Estimons d'abord À*(u).
Pour cela, nous évaluons la quantité (Tucp, cp)u/ (cp, cp)u pour le choix cp(t) = t, qui est licite car cp
appartient bien à Hu. Nous avons

(cp, cp)u = JI·

D'après le Lemme 10.2 et l'identité Joi t2(u - s) ds = ut2(u), nous pouvons encore écrire

(Tucp, cp)u

= -11 11 stKu(s, t) dmu(s) dmu(t)

1
111

{ (st)}t2(u-s)t2(u-t)= - str'(u) - lst(s + t)r"(u) - dmu(st)2r'(u)2 + 0 - dsdt
o 0 2 u2 t2(u)2

r'(u)2 (1)= -r'(u)I~ + r"(u)frI2 + -2-li + 0 u .
Or,

I~ = J~ + 2'l9(u)J1h - r'(u)J3J1 + 0(1),

frh = J1h + O(u),

I~ = Ji + O(u).

Cela implique,

Nous obtenons donc

(18·5)

Il existe 0 ~ 1 tel que la dernière expression figurant dans (18·5) soit négative pour u ~ o. Nous
en déduisons que

À*(U)2 ~ r'(u)2 JI {JI + 4'l9(u)h - 2r'(u)h} - 2r'(u)r"(u)J1h - r'(u)3Ji + 0(:2) (u ~ 0).

Par ailleurs, toujours en utilisant le Lemme 10.2, nous avons

LÀ; = rI rI Ku(S, t)2 dmu(s) dmu(t)
j~l Jo Jo

= r' (u)2Lî - 2r' (u)r" (u)L IL2 - r' (u)3 L~ + 0 (:2).
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Or,
Li = Ji + 4'19(U)Jl J2 - 2r'(u)JsJl + 0(1),

L l L 2 = Jlh + O(u),

Li = J? + O(u).

Il vient donc

LÀ; = r'(u) 2Jl {JI + 4'19(u)J2 - 2r'(u)J3} - 2r'(u)r"(u)Jlh - r'(u)3J? + 0(:2)'
j~l

Finalement nous obtenons
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ce qui fournit bien la conclusion requise, compte tenu de la continuité de la fonction À établie à la
Proposition Il.1.

19. Calculs numériques
L'objectif de ce paragraphe est de décrire et de justifier une méthode d'approximation numérique

de la plus grande valeur propre de Tu et de montrer comment cette méthode peut nous permettre
également d'obtenir une minoration de C#(u) ou de C(u).

Par souci de concision, nous poserons dans tout ce paragraphe

H:=Hu,

T:=Tu ,

Ilcpll := Ilcpllu , (cp, 'l/J) := (cp, 'l/J)u,

À := À(u) (cp, 'l/J E Hu)'

(19·1)

Nous employons la méthode de Galerkin(5) qui consiste à «approcher» l'espace H par une suite
de sous-espaces de dimension finie. Soit n ~ 1. ous scindons l'intervalle [0,1] en n intervalles
fermés (Ik)O~k~n-l définis par

h:= [~,k:1] (0~k~n-1)

et nous introduisons les fonctions ('l/Jkh~k~n-l définies par

() {
1 si t E I k ,

'l/Jk t = .o smon,

et Hn le sous-espace vectoriel de H engendré par les fonctions ('l/Jkh~k~n-l' Notons IIn la projection
orthogonale sur H n . Nous obtenons le résultat d'approximation suivant.

Proposition 19.1. Soit u > 1 et cp E H un vecteur propre de Tu associé à une valeur propre À

de Tu. Alors il existe une constante Al dépendant explicitement de Ilcpll, de u et de À telle que

Al
Ilcp - IIncpll ~ ,;n'

Nous donnons la preuve de la Proposition 19.1 en fin de paragraphe.

Nous introduisons à présent l'opérateur Tn : Hn ----; Hn défini par Tn := IInT. L'opérateur Tn est
autoadjoint. En effet, nous avons pour cp E Hn ,

(Tncp, cp) = (IInTcp, cp) = (Tcp, IIncp)

= (cp, Tcp) = (IIncp, Tcp)

= (cp, IInTcp) = (cp, Tncp)·

En particulier, toutes les valeurs propres de Tn sont réelles. otre méthode consiste à approcher
À, la plus grande valeur propre de T, par la plus grande valeur propre de Tn , que nous noterons
Àn . L'estimation (19·1) nous permet d'établir le résultat suivant.

5. Pour tout ce qui concerne la méthode de Galerkin, on pourra consulter par exemple la référence [la].



104 BRUNO MARTIN

Proposition 19.2. Soit u ~ 1. La suite {Àn};;"=l est croissante et converge vers À. Plus
précisément, il existe une constante A 2 dépendant explicitement de À et de u telle que,

(19·2)

Nous donnons la preuve de la Proposition 19.2 en fin de paragraphe.

Pour approcher avec une précision arbitraire la valeur À, il nous suffit donc de calculer la plus
grande valeur de Tn . Comme (\Iljh~j~n-l constitue une base orthogonale de H n , cela revient à
déterminer la plus grande valeur propre de la matrice B = (bj,kh~j,k~n-l où

Expliquons à présent comment cette méthode nous permet également d'obtenir une minoration
de C#(u). Considérons un vecteur propre CPn de l'opérateur Tn associé à la valeur propre Àn censée
approcher À. Comme CPn est une combinaison linéaire des fonctions (\Iljh~j~n-l, elle satisfait à la
majoration

CPn(t) «t (t E [0,1]).

Nous pouvons donc appliquer à CPn le Lemme 16.1, ce qui nous donne la minoration suivante de
C#(u).

C#(u) ~ Ru(CPn) + (cp;, TuCPn) = Ru(CPn) + Àn .

IICPnl1 IICPnl1
Les quantités du membre du droite sont toutes numériquement calculables.

Preuve de la Proposition 19.1. ous avons établi que si cp est un vecteur propre de T associé à une
valeur propre À, alors

(19·3) Icp(t)1 ~ A3t (t E [0,1]),

où A3 est une constante dépendant explicitement de u, Ilcpll et À. Par ailleurs, si À # 0, il résulte
immédiatement de la majoration (16·2) que cp est dérivable sur [0,1] et que

(19·4), Icp'(t)1 ~ A4 (t E [0,1])

où A4 est une constante dépendant explicitement de u, Ilcpll et À. En particulier, nous en déduisons
que cp' est de carré intégrable sur [0, 1] pour la mesure f..t de Lebesgue.

Afin d'évaluer la quantité Ilcp - TIncP Il , nous calculons tout d'abord une expression analytique de
TIn. Étant donné cp E H, il existe des nombres réels (Œkh~k~n-l tels que

TIncp(t) = L Œk'I/Jk'
l~k~n-l

Comme TIn est autoadjoint et que la famille ('l/Jkh~k~n-l est orthogonale, nous avons, pour
1 ~ k ~ n -1,

Comme de plus 'l/Jk E Hn, il vient

Finalement, nous obtenons

si t Ela,

si t Eh, 1 ~ k ~ n - 1,
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ous pouvons d'ores et déjà remarquer que
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Nous sommes maintenant en mesure d'établir (19·1). Nous introduisons les notations suivantes:

(cp EH, 0:::;; k :::;; n - 1),

II~IIL, ,~ (l ~(t)'dt) 'i', ~ E L '([0, 1J, dt),

II~IIL'(I.) ,~ (1. ~(t)' dt) 'i' (~E H,O <;: k <;: n - 1).

Soit cp E H un vecteur propre de T. Nous avons pour 1 :::;; k :::;; n - 1,

Par ailleurs, d'après la majoration (19·3), nous avons

Finalement, nous avons

O";k";n-l

A~ 2e~(u)
~-+--
~ 2n2 n

Finalement, nous en déduisons bien (19·1) avec Al = max{2eÇ(u)A~,AVn}.

Preuve de la Proposition 19.2. Nous avons

À = max (Tcp, cp)
IIcpll:(1
cpEH

et

(19·5)
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Comme Hn ç Hn+l ç H, l'identité (19·5) implique immédiatement que la suite Àn est croissante
et que Àn :'( À.

Considérons à présent un vecteur propre ep de norme 1 de T associé à la valeur propre À, et
introduisons epn = ITnep· Comme Ilepnll :'( Ilepll = l, nous avons

Il suit, d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz et l'estimation (19·1)

IÀn - ÀI :'( 1(Tep - Tepn, epn) 1+ 1(Tep, ep - epn) 1

:'( N(T) Ilep - ITnepllllepnll + N(T) Ilepllllep - ITnepll

:'( 2N(T) Ilep - ITnepll

2A1N(T):'( ,;n ,

où N(T) désigne la norme d'opérateur de T. Nous obtenons bien (19·2) avec A 2 = 2N(T)A1 .

20. Appendice
Quitte à modifier la définition de Bf(x,y) par une norme équivalente, nous sommes en

mesure de déterminer la constante asymptotique optimale dans l'inégalité de Turan-Kubilius.
L'approximation

iJ.!p(X/pl/,X) ~ gp(a) h(u,u v)
iJ.!(x, y) pl/a: p

incite en effet à étudier le rapport

où l'on a posé
j(pl/)2

B f (x,y;h)2:= '"' gp(a)h(u,upv )-- (J E A).L..J pl/a:
pVES(x,y)

Pour chaque u ~ 1 fixé, la fonction v f-t h(u, v) est bornée, continue, et ne s'annule pas sur [0, u].
ous avons donc

Dans l'espace Hu nous remplaçons la mesure m par la mesure mh définie par

Par ailleurs, nous posons

()
J(u(s,t)

J(u,h s, t := h(u, t)h(u, s)

et nous introduisons l'opérateur Tu,h défini sur Hu par

(s, t E [0,1]),

Cet opérateur est autoadjoint et compact; il admet une base hilbertienne de vecteurs propres,
que nous notons{%,j}~l. Désignons encore par ),h(U) la plus grande valeur propre de Tu,h. Nous
obtenons le résultat suivant.
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Théorème 20.1. Soit U ~ 1. On a.
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Il est à noter que la constante Ch(U), contrairement à C#(u) ou C(u), est au moins égale à 2
quel que soit u ~ 1. Cela provient du fait que le facteur h(u, upv ) tend vers 0 lorsque u ~ 00 pour
pli > x/y.

Lorsque u = 1 la fonction v ~ h(u, v) vaut identiquement 1 sur [0, u]. Le résultat de Hildebrand
fournit donc l'égalité Àh(l) = À(l) = 1/2. Comme nous pouvons montrer la continuité de la
fonction u ~ Àh(u), nous avons donc Ch(U) = 2 dans un voisinage de u = 1. De plus, nous
pouvons établir la majoration Àh(U) « l/u pour U ~ 1. Cela implique que pour U assez grand,
nous avons Ch(U) = 2. Nous conjecturons que Ch(U) = 2 pour tout U ~ 1, ce qui corroborerait les
résultats numériques obtenus.

ous nous contentons ici de donner les étapes essentielles de la preuve du Théorème 20.1. Les
détails relèvent de calculs similaires à ceux effectués dans le cadre de la définition (1·21).

Nous considérons le produit scalaire associée à la mesure mh, soit

et nous définissons, pour f E A,

n

"l/Jn := L Cj(f; h)%,j
j=l

Nous pouvons obtenir la nouvelle formule asymptotique suivante pour Vl (x, y), où nous conservons
les notations et les hypothèses du Théorème 4.1 :

Nous pouvons établir l'analogue de la majoration (3·19) soit

(y ~ 00).

Nous avons donc

avec

L
pVES(x,y)

pV>x/y,II~2

Les calculs effectués dans la preuve du Proposition 8.1 montrent que

max 'l9 x ,y(p) ~ 1 + 0(1)
x/y<p~y heu, up ) '" ,
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ous en déduisons que

83 ~ {2 + 0(1)}

Nous obtenons ainsi la majoration

BRU 0 MARTIN

L
pVES(x,y)
pV>x/y,u~2

Cette majoration est optimale. En effet, si f est la fonction additive définie par f(pU) := cp(up v )

pour v ~ 1, où cp est un vecteur propre normé de Tu,h associé à la valeur propre Àh(u), nous avons

Par ailleurs, si f est la fonction additive définie par

f(pU) = {~ si P = 2 et 2u ~ x < 2u+1
,

sinon,

nous avons

et

V#( )_1+0(1)
f x, y - X{!(u)
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Un entier naturel est dit y-friable lorsque son plus grand facteur premier n'excède pas y. Ce travail
est consacré à l'étude des entiers friables dans le cadre de la théorie analytique et probabiliste des
nombres. La première partie est dévolue à un problème posé par Davenport en 1937, qui consiste à
déterminer les conditions de validité de diverses généralisations de son développement de la fonction
sinus en série de parties fractionnaires. Ces généralisations peuvent être décrites par un couple de
fonctions arithmétiques, liées par la relation de convolution f = 9 * 1. Nous traitons le cas où 9 est
la fonction de Piltz d'ordre z E C. La deuxième partie est consacrée à l'étude du comportement
asymptotique de la constante optimale dans une version friable de l'inégalité de Tunin-Kubilius.
Précisant des résultats récents de La Bretèche et Tenenbaum, nous généralisons au cas friable une
formule asymptotique de la variance d'une fonction arithmétique additive, établie par Hildebrand
en 1983.

CalI integer y-friable if its largest prime factor does not exceed y. We study friable integers in
the context of analytic and probabilistic number theory. We first address a problem initiated by
Davenport in 1937, and explore conditions of validity for various generalizations of his expansion
of the sine function as series of fractionnaI part. These generalizations are described by a pair of
functions, satisfaying the convolution formula f = 9 * 1. We treat the case when 9 is the Piltz
function of order z E C. In a second part, we investigate the asymptotic behaviour of the optimal
constant in a friable version of the Tunin-Kubilius inequality. Elaborating on recent results of La
Bretèche et Tenenbaum, we generalize an asymptotic fQrmula for the variance of an arithmetic
additive function established by Hildebrand en 1983.

Mots-clefs: entiers friables, P-sommation, identités de Davenport, première fonction de Bernoulli,
fonctions de Piltz, approximation diophantienne, fonction de Dickman, fonctions additives, inégalité
de Turan-Kubilius, opérateurs de Hilbert-Schmidt, méthode de Galerkin.
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