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Chapitre 1

Dynamiques hors de l'équilibre

Un des principaux buts des recherches actuelles en physique statistique est d'établir une
théorie générale décrivant la dynamique de processus hors de l'équilibre. Si le principe de
base de la physique statistique à l'équilibre repose sur la théorie de Boltzmann, il n'existe
en revanche aucune approche systématique traitant de l'évolution de systèmes loin de leur
état d'équilibre. Dans cette situation, certains matériaux voient leurs propriétés physiques
dynamiques évoluer dans le temps de manière différente en fonction de la durée écoulée depuis
leur préparation. Ce phénomène, largement répandu dans la dynamique hors de l'équilibre
des matériaux est appelé vieillissement.

1.1 Introduction

Si le phénomène de vieillissement dans les polymères [1] était déjà connu à la fin des
années 70, son étude fut relancée dans le cadre des verres de spin [2, 3] quelques années plus
tard. Dans ces matériaux, lorsqu'on modifie un paramètre de contrôle extérieur (par exemple
la température) le temps d'équilibration peut devenir si long qu'il peut dépasser la durée de
l'expérience. Une signature typique de ce comportement vitreux est la décroissance algébrique
ou de type "exponentielle étirée" des fonctions de corrélation. Dans ce cas, le système vieillit
puisque ses propriétés dynamiques dépendent de son âge défini par le temps écoulé depuis
sa préparation. Par exemple, des mesures dynamiques des propriétés optiques et mécaniques
d'un verre de silice montrent que ce matériau est apparemment à l'équilibre puisque les
grandeurs mesurées restent constantes au cours de l'expérience si sa durée n'excède pas
quelques heures. En revanche, si la durée des mesures devient de l'ordre de l'âge du matériau,
on observe alors une évolution au cours du temps de ses propriétés physiques.

Les principales manifestations du vieillissement résident dans la brisure de l'invariance
par translation dans le tempsl et la violation du théorème de fluctuation-dissipation (FDT).
D'autres manifestations plus spectaculaires ont été mises en évidence dans certains verres de
spin présentant une brisure de l'ergodicité et des effets de mémoire et de rajeunissement [4, 51.

1Les grandeurs dynamiques ne dépendent plus seulement de l'intervalle de temps entre les mesures mais
aussi de l'âge du système.

5



6 CHAPITRE 1. DYNAMIQUES HORS DE L'ÉQUILIBRE

Néanmoins, les verres de spins ne constituent pas les seuls systèmes magnétiques pou
vant présenter du vieillissement. Les modèles de ferromagnétiques "purs", trempés depuis un
état désordonné vers leur phase critique ou ordonnée, n'atteignent jamais leur état d'équi
libre dans la limite thermodynamique. Dans ces systèmes, les raisons de ce phénomène sont
interprétées en terme de croissance d'amas en équilibre à la température du bain [6].

Par exemple, pour le modèle d'Ising (d 2 2) trempé à une température T < Te croissent
des domaines ordonnés d'aimantation ±meq(T) et de longueur typique [6] L(t) rv tl/z où
Z > 0 est l'exposant dynamique. Le système, présentant alors une dynamique de diffusion
de parois séparant les domaines d'aimantation +meq(T) et -meq(T), reste dans un état hors
de l'équilibre.

Si le système est trempé à sa température critique, des amas corrélés de longueur typique
ç(t) se développent en suivant une loi de croissance [6] ç(t) rv tl/zc où Ze est l'exposant dy
namique critique, différent de Z dans le cas général. Pour un système de taille L ---* 00, les
amas critiques croissent indéfiniment et impliquent un temps d'équilibration divergeant avec
la taille du réseau.

Grâce à des résultats provenant de mesures expérimentales [7, 8] et de simulations numé
riques [9,10], le comportement asymptotique des fonctions de corrélation C(t, s) = (cP(t)cP(s))
a pu être interprété2

, dans les ferromagnétiques purs trempés à T < Te, en terme de rap
port entre les longueurs typiques des domaines équilibrés aux instants s et t > s [6] :
C(t, s) rv J[L(t)/ L(s)] avec L(t) > L(s). Dans ce contexte, il est admis que les fonctions de
corrélation C(t, s) adoptent une forme d'échelle décrite uniquement par les variables (t/ s)l/z.
Il a été également montré que dans la limite asymptotique t ~ s » 1, cette forme d'échelle
présente une décroissance purement algébrique [9, 11, 12, 13] caractérisée par un nouvel
exposant À : C(t, s) rv (t/s)-À/z avec t 2 s.

Dans le cas de trempes à la température critique, cet exposant3 À est relié à l'exposant
d)initial slip 0, régissant la dynamique du système aux temps courts, par la relation [14]
À = d - OZe' Dans la limite asymptotique, les fonctions de corrélation adoptent également un
comportement algébrique de la formé: C(t,s) rv (t/s)-À/zc où Ze est l'exposant dynamique
critique donnant l'évolution de la longueur de corrélation: ç(t) rv tl/zc.

L'hypothèse d'échelle a été confirmée par des calculs analytiques de fonctions de cor
rélation et de réponse dans des modèles exactement solubles (notamment le modèle sphé
rique [15, 16] et la chaîne d'Ising [17]). Une analyse plus fine de ces fonctions montre que
dans le régime d'échelle, les fonctions de corrélation et de réponse se comportent comme:
C(t, s) ~ s-b fe(t/ s) et R(t, s) ~ s-l-a fR(t/ s) où fe,R(x) rv x-À/Z(c) et a, b sont de nouveaux
exposants propres à la dynamique du système. Dans le cas général, b = 0 lorsque la trempe
est en-dessous de la température critique et il a été montré que a = 1/2 dans le modèle
d'Ising décrivant une dynamique de Glauber pour d > 1 [18, 19] et a = d/2 - 1 dans le

2<jJ désigne un paramètre d'ordre
3Nous conservons ici l'écriture générale). alors que dans les prochaines parties nous le noterons ).c.

4Nous conservons dans cette introduction une notation générale pour décrire les temps t et S. Dans la
suite s sera noté tw puisqu'il fait référence à un temps d'attente (" waiting time").
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modèle sphérique [16, 15, 20]. En revanche, au point critique, on montre par des arguments
d'échelle que: a = b = 2(3/IJzc où (3 et IJ sont les exposants critiques d'équilibre.

Grâce à une réécriture de la violation du FDT sous la forme:

aC(t, s)
R(t, s) = X(t, s) as

où le taux de fluctuation-dissipation X(t, s) mesure l'écart de la dynamique par rapport à la
situation d'équilibre (X = 1), Cugliandolo et al. [21, 22, 23] ont souligné l'intérêt particulier
de la quantité X oo == lims -+ oo limHoo X(t, s). Leurs études sur les verres de spin en champ
moyen ont notamment révélé que X oo pouvait être déduit de la susceptibilité magnétique
lorsque celle-ci ne dépend que de C(t, tw )' Dans les systèmes magnétiques purs, le taux de
fluctuation dissipation tend généralement vers une constante X oo ( < 1) nommée rapport de
fluctuation-dissipation (FDR) et pouvant être interprétée en terme de température effective.
Il a été montré analytiquement et numériquement que cette constante s'annule pour des
systèmes ferromagnétiques trempés en-dessous de leur point critique [24, 15] alors qu'elle
peut prend une valeur non nulle au point critique [21, 17, 25, 16]. Le FDR est par ailleurs
présenté par Godrèche et Luck comme une quantité universelle [17, 20, 18]. Les travaux
analytiques de Schehr et al. [26] ainsi que Calabrese et al. [27] ont confirmé ces prédictions
sur le modèle O(N). Récemment, Chatelain a testé explicitement l'hypothèse de Godrèche
et Luck sur de nombreux modèles à deux dimensions [28]. Ces résultats semblent conforter
l'idée d'universalité de X oo '

Les premières études de la dynamique hors de l'équilibre du modèle XY (ou 0(2)) à deux
dimensions trempé dans sa phase critique ont été initiées par Bray et Rutenberg il y a un peu
moins de dix ans. La particularité de ce modèle, ne présentant pas d'aimantation spontanée à
température finie, est que la loi de croissance des amas critiques dépend de la configuration
initiale. En effet, si le système est préparé dans un état initial suffisamment ordonné, le
développement d'amas critiques de longueur typique ç suit la loi habituelle: ç(t) rv t1

/
2

(zc = 2). Dans cette situation, Bray et Rutenberg [29] puis Berthier et al. [30] ont calculé
analytiquement les fonctions d'autocorrélation C(t, s) et les fonctions de réponse R(t, s) en
utilisant l'approximation des ondes de spin. Ces calculs ont été confirmés par Cugliandolo et
al. [21] ainsi que Picone et al. [31] grâce à une formulation de théorie des champs utilisant
le formalisme de Martin-Siggia-Rose (MSR) [32], toujours dans une approximation de basse
température.

Si par contre, le système est initialement désordonné, l'annihilation des défauts topolo
giques5 donnent lieu à une loi de croissance de type ç(t) rv Jt/ ln t [33, 34]. Dans ce cas les
fonctions de corrélation et de réponse sont calculées par simulation Monte Carlo puisqu'il
n'existe aucune approche analytique. Ainsi Berthier et al. [30] ont déduit, à partir de simula
tions et d'arguments d'échelle, une forme asymptotique des fonctions d'autocorrélation pour
une température donnée.

Dans ce contexte, nous nous intéressons dans un premier temps à la dynamique hors de
l'équilibre du modèle XY 2D trempé dans sa phase critique à une température Tf depuis

5 représentés par des vortex libres
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8 CHAPITRE 1. DYNAMIQUES HORS DE L'ÉQUILIBRE

un état ordonné (Ti = 0) ou critique (~ f. Tf). Grâce aux simulations Monte Carlo, nous
étudions notamment l'influence de la température de trempe sur les prédictions de l'approxi
mation des ondes de spin pour C(t, s). Nous comparons également les calculs analytiques de
la réponse linéaire R(t, s) avec les résultats issus des simulations puisque récemment, Chate
lain [35] puis Ricci-Tersenghi [36] ont établi une méthode de calculs numériques de réponse
magnétique.

Dans un second temps, nous procédons à une étude similaire de C(t, s) et R(t, s) dans
le cas où le système est préparé dans un état totalement désordonné (Ti -t 00). Nous
tentons de généraliser à différentes températures critiques la conjecture de Berthier donnant
C(t, s) ~ (t - S)-TJ(Tf)/2~dç(t)/ç(s)], où 'T/(Tf ) est l'exposant critique des corrélations à
l'équilibre à Tf et ~e est une fonctions d'échelle. Nous étudions également le comportement
d'échelle de la réponse linéaire. Enfin, nous terminerons cette étude du modèle XY 2D par
une analyse du FDR s'appuyant sur les calculs numériques et les formes asymptotiques de
C(t, s) et R(t, s).

La majeure partie de ces résultats a été publiée dans la revue The European Physical
Journal B [37].

Contrairement à son homologue à deux dimensions, le modèle XY 3D présente une aiman
tation spontanée à basse température. De ce fait, nous nous attendons à ce que les fonctions
de corrélation et de réponse présentent respectivement les comportements d'échelle "habi
tuels" du type: C(t, s) ~ S-b fe(t/ s) et R(t, s) ~ s-l-a fR(t/ s). Dans l'approximation ondes
de spin, les fonctions d'autocorrélation ont été obtenues par Picone et Henkel [31] sur des sys
tèmes présentant initialement des corrélations spatiales algébriques. De plus, dans le cadre
d'une théorie des champs de type M8R, Calabrese et Gambassi [27] ont déterminé, dans
le cas d'une dynamique critique du modèle O(N), une forme de C(t, s) et R(t, s) grâce à
un développement en E = 4 - d obtenu par des méthodes de renormalisation. Leurs calculs
s'avèrent être en accord avec les formes de C(t, s) et R(t, s) déduites de l'invariance d'échelle.
D'autre part, ils établissent plusieurs estimations de FDR pour N = 1, 2, 3, 00 et d = 2,
3, 4, obtenant X oo = 0.416(8) pour le modèle XY 3D (N = 2). Il semble donc intéressant
d'étudier par simulation Monte Carlo la dynamique hors équilibre du modèle XY 3D trempé
depuis un état complètement désordonné vers ses phases critique et ordonnée. D'une part,
cette étude permet d'apprécier la validité des résultats obtenus par les hypothèses d'échelle
sur un nouveau modèle obéissant à une dynamique de croissance de domaines. D'autre part,
ce travail donne l'occasion de tester les résultats de la théorie d'invariance d'échelle locale
(IEL) (pour une revue, voir la réf.[38]) sur les fonctions de réponse. Jusqu'à présent, cette
théorie a donné des résultats remarquables sur le modèle d'Ising pour 2 :::; d < 4 et d > 4
[39, 40] ainsi que dans le modèle sphérique tridimensionnel [41, 42].

Nous étudions d'abord, par simulations Monte Carlo, la dynamique hors de l'équilibre
du modèle XY 3D trempé dans sa phase ordonnée. En considérant plusieurs température de
trempe, nous calculons numériquement les fonctions d'autocorrélation, d'autoréponse et les
taux de fluctuation-dissipation. Nous comparons nos résultats sur C(t, s) et R(t, s) avec les
expressions déduites d'arguments d'échelle et de la théorie IEL pour les fonctions de réponse.
De ces analyses, nous pouvons extraire les valeurs des exposants dynamiques À et a et en
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déduire le comportement asymptotique du FDR.
La dynamique critique du modèle XY 3D, initialement désordonné, est également abordée

par des calculs numériques de fonctions de corrélation et de réponse. Ici encore, nous vérifions
la validité des résultats issus de l'hypothèse d'échelle et de la théorie IEL (pour R(t, s)). Nous
nous intéressons également à l'influence des effets de taille finie sur les fonctions d'autocorré
lation. Enfin, nous étudions la limite asymptotique du taux de fluctuation-dissipation X (t, s)
pour conclure sur une estimation du FDR que nous comparons avec la valeur Xoo = 0.416(8)
obtenue par Calabrese et al. [271.

Le lecteur pourra se référer à la réf. [43] pour consulter l'article correspondant à ces
travaux.

1.2 Généralités sur les dynamiques hors de l'équilibre

1.2.1 Quelques exemples

"Driven dynamics"

Un système présente une dynamique hors équilibre lorsqu'il est soumis à une force exté
rieure le maintenant en permanence dans un état non équilibré. Ce type de dynamique ne
présente alors aucun temps d'équilibration accessible.
En mécanique des fluides, de faibles contraintes de cisaillement appliquées à un liquide vis
queux peuvent engendrer une très lente relaxation [441. Cette expérience peut être réalisée
au moyen d'un viscosimètre de Couette (voir figure 1.1). Les équations de la dynamique
sont alors modifiées par l'ajout d'un terme convectif vV p(r, t). Expérimentalement6

, il a
été observé que la viscosité du fluide diminue lorsque les vitesses de rotation respectives
des cylindres augmentent, favorisant ainsi son écoulement. En revanche il existe un seuil W s

en dessous duquel la viscosité plafonne à son maximum. Par conséquent, pour une faible
contrainte de cisaillement (w faible), le fluide reste maintenu dans un état hors de l'équilibre
sous l'effet de son comportement dynamique visqueux.

Les dynamiques hors équilibre peuvent être également rencontrées dans les milieux gra
nulaires. Dans ces matériaux, lorsque l'énergie typique d'activation thermique kBT reste
inférieure à l'énergie potentielle de déplacement des grains (Ep rv mgd), ces derniers restent
confinés dans un état métastable. Par contre, si le milieu reçoit un apport d'énergie méca
nique sous forme de vibrations ou de chocs successifs, des transitions entre états métastables
apparaissent du fait de la migration de grains. Le système évolue alors lentement vers des
configurations plus denses.

Les dynamiques vitreuses, encore mal comprises actuellement, peuvent également présen
ter des propriétés de non stationnarité. Considérons un liquide à haute température soumis
à un abaissement de température à taux constant r = -/'J.T/ /'J.t. A chaque étape du refroi-

6Les trois exemples qui suivent proviennent de la référence [45]
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00 fluide visqueux
compressible

~
er -00

cylindres en rotation

FIG. 1.1 - Cisaillement d'un liquide par un viscosimètre de Couette.

dissement, la viscosité relaxe rapidement. Si le taux r de la trempe est suffisamment rapide,
le liquide ne cristallise pas en dessous de Ts et reste maintenu dans un état surfondu. Cet
état métastable est caractérisé par une viscosité augmentant exponentiellement lorsque T
diminue. Il existe donc une température Tg en dessous de laquelle le temps de relaxation
du liquide devient supérieur à !lt. Dans cette situation, l'équilibration du liquide n'est plus
atteinte au cours de l'expérience. Le caractère non équilibré de la dynamique se manifeste
par une brisure de l'ergodicité traduite par une variation des quantités thermodynamiques
mesurées (volume, entropie, etc... ) avec les paramètres de l'expérience.

Les études sur la propagation de particules soumises à un potentiel aléatoire ont éga
lement révélé des aspects propres aux dynamiques hors équilibre [46]. Par exemple, leur
comportement est fortement dépendant des conditions initiales. Ces systèmes sont décrits
par un Hamiltonien standard:

(1.1 )

où q; représente la position transverse de la particule en x dans un potentiel gaussien V défini
par: (V(q;, x)V(q;', x')) = - V[(q; - q;')2]c5d (x-x'). Les résultats obtenus grâce à une approche
hydrodynamique montrent que ces systèmes relaxent de manière très lente. L'extension de
cette étude à l'évolution de structures élastiques sous l'action de potentiels aléatoires (voir
la réf. [47] pour une revue récente) conduit aux mêmes conclusions.

Dynamique hors équilibre dans les systèmes magnétiques

Les systèmes magnétiques peuvent présenter de très lents processus de relaxation. Le
temps typique de relaxation devient alors très grand du fait d'un réarrangement structural
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du matériau. Par conséquent, la relaxation ne peut être observée lorsque le temps de relaxa
tion dépasse la durée de l'expérience texp .

Les verres de spins [48] sont constitués par un alliage d'ions magnétiques répartis dans
une matrice métallique non magnétique, par exemple A91-xMnx. Les ions magnétiques in
teragissent sous l'effet d'interactions RKKY : J(r) rv r-3 cos(kr). Si la répartition des ions
magnétiques est aléatoire, l'ensemble des couplages magnétiques {Ji} est décrit par une
variable aléatoire comprenant des interactions ferro- et antiferromagnétiques. Comme les
systèmes magnétiques purs, les verres de spins présentent une transition de phase séparant
une phase paramagnétique d'une phase basse température. Lorsqu'un échantillon therma
lisé à haute température est instantanément trempé sous sa température de transition Tg,
la relaxation du système devient trop lente pour être expérimentalement observée. Cette
dynamique hors équilibre a été mise en évidence par des mesures d'aimantation et de sus
ceptibilité magnétique X [3, 2] dans des alliages de CuMn. Si un faible champ magnétique
h est appliqué à partir du temps t w (l'origine des temps est fixée au moment de la trempe),
les mesures de susceptibilité magnétique X = M/h montrent que l'amplitude de X évaluée
pour t > t w décroît lentement avec le temps d'exposition au champ t - t w . Par ailleurs, en
élaborant un programme de température T(t), il a été observé [49] que ces systèmes présen
taient des propriétés de rémanence.

Ces études initiées dans les verres de spin se sont rapidement étendues aux systèmes
magnétiques purs. Dans ces systèmes, la divergence du temps de relaxation est due à la
croissance de domaines ordonnés de taille typique L(t) rv t1/

z
, où z > 0 est l'exposant

dynamique [6]. Dans la limite thermodynamique, la taille du système étant infinie, le temps de
relaxation trel rv LZ devient infini et l'état d'équilibre n'est jamais atteint. Dans la pratique,
le temps de relaxation est fini mais reste très grand devant la durée de l'expérience. La figure
1.2 montre la croissance de domaines ordonnés dans le modèle d'Ising trempé depuis un état
désordonné vers sa phase ferromagnétique. On remarque que pour des temps suffisamment
longs, ces domaines remplissent tout le système et la dynamique est alors décrite par une
lente diffusion des interfaces.

1.2.2 Les différentes approches dynamiques

Approche microscopique

La distribution de probabilité des états microscopiques accessibles d'un système physique
hors équilibre est généralement une fonction non triviale du temps. Pour des temps très
longs, nous nous attendons à ce que le système atteigne un état d'équilibre décrit par une
distribution de Boltzmann. L'évolution microscopique d'un système classique est régie par
une équation de Liouville donnant l'évolution de l'opérateur densité p :

8p(t) = _ {H }
8t ,p , (1.2)
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t = 100

t = 1000 t = 10000

FIG. 1.2 - Visualisation par simulation Monte Carlo de la dynamique hors équilibre du
modèle d'Ising (CT = ±1) trempé à t = a depuis un état désordonné vers sa phase basse
température (Tl = Tc/2). Les configurations du système aux instants t = 10,100,1000 et
10000 révèlent la croissances de domaines d'aimantation +m (amas noirs) et -m (amas
blancs). Nous utilisons des conditions de bords périodiques.

où H est le Hamiltonien du système et {,} sont des crochets de Poisson. Les valeurs moyennes
sont alors données par :

(A(t)B(t')) = l p(O)A(t)B(t')dqdp , (1.3)
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où q et p sont respectivement les coordonnées et les moments conjugués de l'espace des
phases E et p(ü) est la matrice densité à l'instant initial.

Lorsque l'on dispose d'équations régissant les transitions entre états microscopiques, l'évo
lution d'un système peut être déterminée en assimilant sa dynamique à un processus stochas
tique dicté par une équation maîtresse. Pour cela, supposons que x soit une variable aléatoire
dépendante du temps t, alors la séquence {x(t l ), x(t2), ... , x(tn)}, où t l ~ t2 ~ ... ~ t n consti
tue un processus stochastique (voir figure 1.3). La probabilité pour que x soit à la fois compris

x

~•

- --- --- --+-1---11--••-- t
~-l ~

(1.4)

FIG. 1.3 - Processus stochastique décrit par la variable aléatoire x.

dans l'intervalle [.'El, Xl + dXI] à l'instant tl, compris dans [X2, X2 + dX2] à t2, ... , compris dans
[xn, Xn + dxn] à t n est définie par Pn(Xl' t l ; X2, t 2; ... ; Xn, tn)dXl ...dxn, où la normation de la
distribution de probabilité Pn est définie par:

JdXI .. ·dxnPn(Xl, tl; ... ; Xn, tn) = 1 .

Les moyennes et les corrélations à n-points s'écrivent alors:

(1.5)

Dans le cas où les n évènements du processus stochastique sont totalement décorrélés, la
distribution de probabilité se décompose sous la forme:

n

Pn(Xl, t l ; ... ; Xn, tn) = fI PI(Xj, t j ) .
j=l

Dans la pratique, la description microscopique d'un système physique ordinaire utilise une
chaîne de Markov. Dans un processus markovien, la variable x à l'instant tn dépend unique
ment de sa valeur à l'instant t n - l . La densité de probabilité Pn devient alors un produit de
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probabilités conditionnelles:

Pn(Xl, t l ; ... ; Xn, tn) = PlIl (Xn, tnIXn-l' tn- l ) x PIII (Xn-l' tn- Ilxn-2' tn- 2) x ... (1.6)

'" x PI II (X2, t2lxI' td

où P III (xn, tnIXn-l' tn-d est la distribution de probabilité d'avoir la variable X comprise dans
l'intervalle [xn, Xn+dxn] à l'instant tn, sachant qu'elle était dans [Xn-l, Xn-l +dXn-l] à tn- l .

L'évolution de la distribution Pl (x, t) est régie par une équation maîtresse:

8PI~;' t) = Jdx' [Pl (X', t)W(x' -+ x) - PI(x, t)W(x -+ x')] , (1.7)

où W(x' -+ x) est le taux de transition7 de x -+ x'. Lorsqu'elle est unique, la solution sta
tionnaire8 Peq(x) de cette équation vérifie: Peq(x) = limHoo PI(x, t) et les taux de transitions
satisfont l'équation de bilan détaillé:

Peq(x')W(x' -+ x) = Peq(x)W(x -+ x') . (1.8)

Pour un système en contact avec un bain thermique de température T décrit par un Ha
miltonien H(x), la probabilité Peq(x) est alors donnée, dans l'ensemble canonique, par la
distribution de Boltzmann:

P (x) = _l_e- H (x)/kBT
eq Z(T) ,

où Z(T) est la fonction de partition du système.

(1.9)

L'équation-maîtresse permet d'aborder la dynamique de systèmes décrits à partir de
lois donnant les taux de transition entre états microscopiques. Considérons par exemple un
processus de diffusion asymétrique [50, 51] défini par les processus élémentaires et leur taux
associé suivants [52] :

Processus
A0 -+ 0A
0A -+ A0

taux
Td
Tg

(1.10)

Ce processus est régi par une équation maîtresse pour la probabilité P(BN ; t) de trouver à
l'instant t, N particules réparties sur les sites décrits par B = {nI, n2, ... ,nN}' L'équation
maîtresse s'écrit alors:

N

L: {TdP(Bi-; t - 1) + TgP(Bt; t - 1)}
i=I

-N(Td + Tg)P(B; t) , (1.11)

où Bt = {nI, n2, ... ,ni-l, ni ± 1, ni+l, ... ,nN}' Cette approche est également utilisée dans
l'étude de processus de réaction-diffusion, dans les dynamiques de population ou encore dans
la chaîne d'Ising avec une dynamique de Glauber [53, 54].

7Les taux de transition entre états microscopiques sont choisis ici indépendants du temps.
BEn fait, on montre que tout cycle arbitraire constitué de N étapes {xo -+ Xl -+ o •• -+ XN-I -+ xo}

vérifiant W(xo -+ XI)W(XI -+ X2)'" W(XN-l -+ xo) = W(xo -+ XN-I) ... W(X2 -+ XI)W(XI -+ xo) est
une condition nécessaire et suffisante de l'existence d'une solution de l'équation de bilan détaillé.
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Approche hydrodynamique: équation de Langevin

La description microscopique de processus stochastiques n'est envisageable que pour des
systèmes présentant un nombre raisonnable de degrés de liberté. Le nombre de ces degrés de
liberté peut être réduit en réévaluant les observables à une échelle mésoscopique. Le com
portement dynamique des observables étant essentiellement étudié dans la limite des temps
longs, il n'est pas nécessaire de connaître la cinétique complète aux temps courts. Les évo
lutions des quantités thermodynamiques sont ainsi évaluées sur une échelle de temps plus
appropriée à condition de substituer aux variations microscopiques "rapides", une force aléa
toire représentée par un bruit statistique. Une telle dynamique est décrite par une équation
de Langevin qui, dans le cas de systèmes ne présentant aucune loi de conservation, s'écrit
sous la forme :

0<Pet(r, t) __ <5H[<p(r, t)] (( )
ot - <5<pet(r, t) + et r, t , (1.12)

où <pet(r, t) est un champ à n composantes et H[<p] est la fonctionnelle de l'énergie libre du
système. La variable ((r, t) représente un bruit blanc9 gaussien caractérisé par ses corréla
tions :

(1.13)

où (-) désigne une moyenne sur les réalisations du bruit. Les équations (1.12) et (1.13) consti
tuent le modèle A introduit par Hohenberg et Halperin [55]. Le premier terme de l'équation
de Langevin (1.12) représente la relaxation du champ vers une configuration qui minimise la
fonctionnelle H[<p]. Dans la plupart des cas le second terme assure, grâce à (1.13), un retour
à une distribution de probabilité à l'équilibre définie par (1.9), c'est-à-dire la thermalisation.
La résolution de l'équation de Langevin permet de calculer l'évolution des observables dy
namiques, fonctions de <p(r, t), en réalisant une moyenne sur les réalisations du bruit et les
conditions initiales.

1.2.3 Propriétés thermodynamiques

Brisure de l'invariance par translation dans le temps

Les mesures de susceptibilité magnétique X [3, 2] sur des verres de spin, trempés à basse
température sous champ, révélent une brisure de l'invariance par translation dans le temps.
Les simulations numériques ont permis de vérifier cette propriété sur d'autres fonctions
thermodynamiques à deux temps et sur d'autres modèles statistiques. Parmi les quantités
dynamiques considérées, les fonctions de corrélation (a(t)a(tw )) et les fonctions de réponse lO

<5(a(t))/<5h(tw ) présentent un intérêt majeur puisqu'elles sont accessibles expérimentalement.
La figure 1.5 montre la brisure de l'invariance par translation dans le temps des fonctions
d'autocorrélation C(t, tw ) = (a(t)a(tw )) dans le modèle d'Ising (a = ±1) trempé à T < Tc

9Le bruit statistique est choisi blanc pour satisfaire les conditions d'équilibre.
lOCes notations compactes pour les corrélations et la réponse désignent en fait les moyennes spatiales

(a(t)a(tw )) == ft L~l (a;(t)a;(tw )) et ~~~~? == ft L~l 6j:(t(~)/
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h(t)
mesure de XCt ,t~J

ho .

,'"O'---------+---------+t-----;:;.. texp
twtrempe

FIG. 1.4 - Mesure de la susceptibilité X(t, tw) = M(t, tw)/h par application d'un champ ma
gnétique h pour t 2 tw (scénario Zero Field Cooled). La quantité M(t, tw) est l'aimantation
à t induite par le champ h.

() tw=SO
/ t

w
=100

t:, t
w
=200
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FIG. 1.5 - Fonctions de corrélation connectées dans le modèle d'Ising 2D trempé à Tc/2
depuis un état désordonné. La représentation en fonction de t - t w montre clairement une
dépendance des corrélations sur t - tw et tw .

depuis sa phase haute température. La réponse linéaire du système à l'instant t à un champ
appliqué à tw , dépend donc à la fois de la différence T = t - tw et du temps d'attente
tw . Cette dépendance de tw des fonctions thermodynamiques est associée au phénomène de
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vieillissement dans la mesure où le temps d'attente fixe l'âge du système.

Le théorème de fluctuation-dissipation

Dans un système à l'équilibre, la réponse à un champ extérieur et la fonction d'auto
corrélation Co(tw+ T, tw) == (O(tw+ T)O(tw)) sont reliées par le théorème de fluctuation
dissipation (FDT) :

R ( ) - b(O(tw+ T, tw )) 1 - R () - -~ OCO,eq(T) (1.14)° tw+ T, tw - bh(tw) h~O - O,eq T - T OT '

où le champ h est conjugué à l'observable O. Dans le cas d'un système magnétique, si h est un
champ extérieur, alors le FDT relie la réponse du moment magnétique c/J : R(t, tw) = Req(t
tw) - b(c/J(t))/bh(tw) à la fonction d'autocorrélationll

: C(t, tw) (c/J(t)c/J(tw)) = Ceq(t - tw)·
Considérons un paramètre d'ordre c/J(t) décrit par une équation de Langevin:

O~~t) = -K[c/J] + ((t) , (1.15)

où le bruit statistique ((t) vérifie (1.13) avec kB = 1. Grâce à (1.15) nous pouvons calculer12 :

(O~w - :t) (c/J(t)c/J(tw)) = (c/J(t) [-K[c/J](tw) + ((tw)]) - (c/J(tw) [-K[c/J](t) + ((tm

= A(t, tw) + (c/J(t)((tw)) - (c/J(tw)((t)) , (1.16)

où pour des raisons de causalité (c/J(tw)((t)) = 0 puisque tw < t, et donc:

(1.17)

A l'équilibre, toute fonction de corrélation à deux temps vérifie:

(1.18)

si les observables B et D sont fonction de c/J(t) du fait de la symétrie par renversement du
temps, ceci implique donc que A(t, tw) = O. La fonction d'autocorrélation étant invariante
par translation dans le temps : (&~w - %t) -+ 2&~w' ce qui conduit à13

:

(1.19)

En introduisant la susceptibilité magnétique X(t, tw ) = IL R(t, u)du, le théorème de fluctuation
dissipation peut se réécrire sous une forme intégrale:

1
T (C(t, t) - C(t, tw))

1
T (1 - C (t, tw )) (1.20)

11 Nous supposons ici que (c/>(t)) = a pour tout t.
12La démonstration qui suit est inspirée de la référence [21].
13L'identité ~(c/>(t)Ç(tw)) == TR(t, tw ) est démontrée dans la référence [45].



18

si C(t, t) = 1.
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Cugliandolo et al. [21, 22, 23] ont montré que la violation du FDT [56] peut être para
métrée par un facteur X (t, tw ) appelé taux de fluctuation-dissipation défini par:

(1.21)

L'écart de X(t, tw ) par rapport à l'unité permet d'apprécier la déviation de la dynamique
par rapport à la situation d'équilibre. Dans de nombreux systèmes, le taux de fluctuation
dissipation tend vers une constante dans la limite des longs temps d'observation t. Dans le
cas où la susceptibilité n'est fonction que de C et indépendante de t w , la forme intégrée de
(1.21) donne:

x(C) = ~ LI X(C') dC' .

Le taux de fluctuation-dissipation est donc ici égal à :

X(C) = _TdX(C)
dC

(1.22)

(1.23)

Une manière de visualiser la violation du FDT est de représenter l'évolution de la susceptibi
lité magnétique X(t, tw) = M(t, tw)/h (voir figure 1.4) en fonction de C(t, tw) [24]. Le graphe
de la figure 1.6 est une représentation paramétrique de X(C(t, tw)) dans le modèle XY 2D
trempé dans sa phase critique depuis un état initial complètement désordonné. Pour des
temps courts, la fonction d'autocorrélation décroît linéairement avec X(t, tw). La dynamique
est dite de quasi-équilibre, le FDT est satisfait et d'après (1.22) : TcX(C(t, tw)) ~ 1 - C(t, tw)
puisquel4 X (C) = 1. Lorsque t - t w augmente, le régime de vieillissement s'instaure et l'évo
lution linéaire de X(C) est abandonnée au profit d'un régime transitoire dans lequel X(C),
déterminé grâce à (1.23) diminue. Dans le régime de vieillissement (t » tw ), X(C) tend vers
une constante supposée universelle [18, 17, 28] notée X oo et appelée rapport de fluctuation
dissipation (FDR).

1.2.4 Comportement d'échelle dynamique dans les transitions de
phase

Nous nous intéressons au comportement d'échelle des fonctions de corrélation et de ré
ponse dans des systèmes présentant une transition de phase dynamique. Une manière de
réaliser une telle dynamique est de tremper brutalement à une température Tf :::; Tc un
corps ferromagnétique initialement dans un état désordonné (Ti ---+ (0) (voir figure 1.7). A
partir d'hypothèses et d'arguments d'échelle, il est possible de prédire le comportement de
ces fonctions dynamiques dans la limite asymptotique: t » tw» 1. Le temps tw est appelé
temps d'attente et t est le temps d'observation.

14Les propriétés de C(t, tw ) sont évoquées dans la prochaine partie.
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FIG. 1.6 - Susceptibilité magnétique dans le modèle XY 2D trempé depuis un état désordonné
vers sa phase critique. La réponse intégrée a été calculée pour un temps d'attente t w = 300
sur un réseau carré de longueur L = 512.
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FIG. 1.7 - Mesure des fonctions dynamiques à deux temps lors d'une trempe.

Trempe dans la phase ordonnée (Tf < Tc)

Brisure de symétrie La relaxation d'un système désordonné vers sa phase de basse tem
pérature se manifeste par la croissance de domaines en équilibre avec le bain thermique. Par
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exemple, dans le cas du modèle d'Ising, la phase ordonnée présente deux états d'équilibre
d'aimantation ±Meq(Tf ) (figure 1.8). La relaxation s'organise donc autour de la formation
de deux types d'amas, d'aimantation respective +Meq(Tf ) et -Meq(Tf ), comme le montre
la simulation de la figure 1.2. La croissance de ces domaines de taille typique L évolue de

+1r-----
+M ----------o

I-------+---O------E--_>-~ T
Tf Tc Ii

-Mo ------------------ -

-11----

FIG. 1.8 - Trempe en-dessous de Tc depuis une phase désordonnée dans le modèle d'Ising.

manière algébrique:
L(t) rv e/z , (1.24)

où z > 0 est l'exposant dynamique15
. L'évolution de la croissance des amas d'aimantation

opposée obéit au principe de minimisation de l'énergie de surface due aux spins situés à la
frontière des domaines. Il a été montré [6] dans le cas de dynamiques non conservatives16

que z = 2.

Echelles de temps caractéristiques Trois échelles de temps caractéristiques interviennent
dans une dynamique de croissance de domaines :

1. t mic : la durée typique de renversement d'un spin est notée t mic rv AZ où A est une
longueur typique de l'ordre du pas du réseau. Ce temps est associé à l'ensemble des
processus microscopiques de la dynamique.

2. t w : durant le temps écoulé entre l'instant initial et le temps d'attente, les domaines
ordonnés ont crû pour atteindre une taille typique L(tw ) rv t;}z. A l'intérieur de ces

15Remarquons que la longueur de corrélation ç = çeq(T) reste finie et inférieure à la taille des domaines
ordonnés.

16pour des systèmes à paramètre d'ordre conservé (fluides binaires [6], chaîne d'Ising avec dynamique de
Kawasaki [57, 58]) les analyses numériques et théoriques montrent que z = 3.



1.2. GÉNÉRALITÉS SUR LES DYNAMIQUES HORS DE L'ÉQUILIBRE 21

domaines les spins sont en équilibre thermique avec le bain. De ce fait, pour des diffé
rences de temps T - t - tw « tw , le système parait équilibré et satisfait le théorème
de fluctuation dissipation (voir figure 1.6).

3. tsc : pour T .2:, tw , la croissance algébrique d'amas équilibrés conduit à une dynamique
régie par la diffusion des parois de domaines. Le FDT n'est plus satisfait et l'invariance
par translation dans le temps est brisée. D'après l'hypothèse d'échelle dynamique, le
système évolue en fonction de la variable d'échelle t/tw . Pour T > tsc , les fonctions
de corrélation et de réponse entrent dans un régime d'échelle où leur dépendance en
fonction de t/tw devient algébrique. D'autre part, le taux de fluctuation dissipation
X(t, tw ) < 1 tend vers une constante notée Xoo '

régime de
quasi-équilibre

-j (X::::!)
o

régirne
cl' échelle

------11-----
(X<l )

régime
d'échelle algébrique

.. 'T
(X=cste)

FIG. 1.9 - Echelle de temps caractéristiques lors d'une transition de phase dynamique.

Hypothèse d'échelle dynamique Les simulations et les mesures expérimentales de fac
teurs de structure C(k, t) [7, 81 et de corrélations spatiales C(r, t) montrent que pour des
temps longs, l'évolution du système est paramétrée par la longueur typique des amas L(t)
[61. Cette hypothèse implique les formes d'échelle suivantes:

et
C(k, t) ~ Ld(t)g'(k L(t)) ,

(1.25)

(1.26)

où L(t) rv t l
/
z pour un modèle de ferromagnétique trempé sous son point de Curie. De façon

plus générale, l'hypothèse d'échelle statue que l'évolution de la plupart des quantités à deux
temps tw et t ~ tw est paramétrée par une fonction d'échelle de la variable L(tw )/L(t) lorsque
t » tw » 1.

Pour les fonctions d'autocorrélation à deux temps, l'hypothèse d'échelle donnel7 :

(1.27)

Dans la limite L(t) » L(tw ) correspondante à t - tw > tsc » 1, la fonction d'échelle j
adopte un comportement algébrique: j(y) rv y>'c où Àc est un nouvel exposant dynamique

17L'effet de la température n'apparait pas explicitement dans ces formes d'échelle, il intervient implicite
ment dans la loi de L(t).
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introduit par Fisher et Ruse [9] lors de l'étude de la relaxation de verres de spin. Avec la
relation (1.24), la loi d'échelle relative aux fonctions d'autocorrélation devient:

C (t, tw) ~ Acfc (t:) ,

avec fc(t/tw) l'V (t/tw)-Àc/z pour t » tw.

(1.28)

Formes d'échelle Les résultats analytiques sur le modèle sphérique [16] et les simulations
sur les modèles d'Ising uni- et bidimensionnel [18] montrent qu'au départ de la dynamique, les
fonctions d'autocorrélation décroissent rapidement de C(tw,tw) = 1 vers une valeur plateau:
qEA = M;q(T) où Meq(T) est la densité d'aimantation à l'équilibre à la température T. Ainsi,
dans le régime d'échelle, les corrélations se comportent comme [6] :

(1.29)

où, dans la limite asymptotique:

(1.30)

On remarque qu'en se plaçant à l'instant t = tw, on identifie l'amplitude de C(t, tw) dans
(1.28) avec C(tw, tw) ~ M;q(T) si tw --t 00, redonnant ainsi la forme (1.29).

L'hypothèse d'échelle appliquée aux fonctions d'autoréponse R(t, tw) implique que, dans
la limite t » t w , son comportement dynamique est encore décrit par le rapport de deux
longueurs typiques L(t) et L(tw), toujours avec L(t) l'V t1

/
z. De ce fait, on en déduit que dans

la limite t » tw :

(1.31)

Comme pour les fonctions d'autocorrélation, le comportement asymptotique de la fonction
d'échelle f est algébrique dans la limite asymptotique et caractérisé par l'exposant ÀR . La
forme générale admise pour R(t, tw) est donc de la forme:

où a > 0 est un nouvel exposant et dans la limite x = t/tw » 1 ;

fR(X) ~ AR x-ÀR
/

Z
,

(1.32)

(1.33)

où ÀR est l'exposant de la réponse [16] et AR est une amplitude.
La conjecture (1.32) est d'une part en accord avec les calculs analytiques de fonction de

réponse dans le modèle sphérique à d dimensions [15] où
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D'autre part, l'extension de la théorie de l'invariance conforme appliquée aux systèmes
dynamiques18 [38, 39, 42] donne une forme générale pour R(t, tw ) (voir annexe C.) tout à
fait en accord avec (1.32) et (1.33). Ce calcul aboutit à :

(1.34)

confirmant également l'hypothèse d'échelle sur la réponse. S'il a été longtemps admis que
les exposants Àc et À R étaient égaux, les calculs des fonctions de corrélation et de réponse
de Picone et Henkel dans le modèle sphérique ont montré qu'ils sont distincts lorsque l'état
initial comporte des corrélations initiales à longue portée [16, 12]. Dans cette situation:

(1.35)

où ex est défini par la transformée de Fourier des corrélations initiales:

(1.36)

Ce résultat a été par la suite confirmé numériquement [30, 37] dans le modèle XY 2D. Lorsque
la configuration initiale des spins est totalement désordonnée (Ti --t (0), les fonctions fc et
fR décroissent alors avec le même exposant -À/z où À = Àc = ÀR .

Le comportement dynamique du taux de fluctuation-dissipation X(t, tw ) peut se déduire de
(1.29) et (1.32) grâce à sa définition (1.21). En effet, d'après (1.29,1.30) :

(1.37)

(1.38)

d'où:

X(t, tw ) = TR(~, tw
\ :::' T

AR :~;), t» tw » 1 .
OtwC t, tw Ac, Meq T

Ainsi dans le cas d'une trempe en dessous du point critique, le rapport de fluctuation-
dissipation s'annule: X oo limtw-too limHoo X(t, tw ) = O.

Trempe critique

Description phénoménologique Dans le cas d'une trempe critique depuis un état désor
donné, le système relaxe en développant des amas critiques, comme le montre la figure 1.10.
Alors qu'à l'équilibre dans la limite thermodynamique ç --t 00, dans une trempe critique des
domaines critiques de taille typique ç croissent de manière algébrique [6] :

(1.39)

ISLe résultat est obtenu en considérant que R(t, tw ) se transforme de manière covariante sous l'action de
transformations d'échelle locales.
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t = 1000

FIG. 1.10 - Croissance des domaines critiques dans le modèle d'Ising (L2 = 2562 ) trempé
à Tc depuis un état initial désordonné. La valeur des temps d'observation correspond au
nombre de balayages Monte Carlo effectués.

où zc, l'exposant critique dynamique, est a priori différent19 de z. Le système parait critique
sur une longueur de l'ordre de ç(t) bien qu'il soit décorrélé sur une échelle de longueur
supérieure à t 1/ zc . La divergence du temps de relaxation s'explique par la croissance continue
des amas corrélés2o . Le temps de relaxation t rel étant lié à la longueur des domaines critiques
par : trel rv çzc, il devient donc ici infini.

Comportement critique Le comportement critique des corrélations spatiales déduit d'ar
guments d'échelle [18] conduit à :

(1.40)

où f3 et Il sont les exposants critiques habituels et L(t) rv t 1
/ zc . La forme d'échelle des fonctions

d'autocorrélation peut être déduite de (1.29) en remarquant qu'au voisinage du point critique
M;q(T) rv IT - Tc1

2,6 rv ç;t/v et çeq rv t"tfzc. Dans le régime d'échelle t - tw > teq , les fonctions
de corrélations prennent la forme d'échelle21

ac = 2{3/lIzc = (d - 2 + 7])/zc. (1.41)

Dans la limite asymptotique, fe décroît algébriquement:

f e (x) ::::= Ac x- Àc / Zc • (1.42)

19pour le modèle d'Ising bidimensionnel, Zc::: 2.17 i- 2 [59].
20 toujours dans la limite d'un système infini
21 Bien que les amplitudes et les fonctions d'échelle critiques de C(t, tw ) et R(t, tw ) soient différentes de

celles définies dans (1.30) et (1.33), nous conservons la même écriture afin de ne pas alourdir les notations.
Il en est de même avec les exposants critiques Àc et ÀR ·
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L'exposant critique Àc est défini par [14] Àc = d - ze() où () est l'exposant critique d'initial
slip décrivant la dynamique aux temps courts.

Toujours d'après l'hypothèse d'échelle, le profil des fonctions de réponse se présente
ici sous la forme R(t, tw) rv j(ç(tw)/ç(t)) lorsque ç(t) » ç(tw) avec dans le cas général
ç(t) rv t 1

/ zc . Comme dans le cas d'une trempe dans la phase ordonnée, le comportement
asymptotique de j est algébrique et caractérisé par l'exposant critique de la réponse À R ·

De ce fait, R(t, tw) rv fR(t/tw) avec fR(X) rv X->"R/ZC pour x » 1. D'autre part, pour de
faibles intervalles de temps t - tw, la fonction de réponse est reliée à C(t, tw) par le FDT :
TR(t, tw) = OtwC(t, tw) et en utilisant la forme (1.41) on obtient

(1.43)

(1.44)

Remarquons que lorsque le régime de vieillissement s'instaure, le FDT n'est plus satisfait et
la fonction d'échelle fR n'est plus reliée à fc par le passage de (1.43) à (1.44).

Dans le régime d'échelle, on admet alors que

(1.45)

(1.47)

(1.48)

où pour t » t w » 1 :
fR(X) ~ ARx->"R/zc . (1.46)

La forme (1.45) reste en accord avec le calcul de R(t, tw) basé sur l'hypothèse d'invariance
d'échelle locale (voir annexe C.) où :

(
t ) l+ac->"R/Zc

R(t, tw) ~ t
w

(t - tw)-l-ac , .

Le comportement asymptotique du taux de fluctuation-dissipation déduit des formes
d'échelle de OtwC(t, tw) et R(t, tw) conduit à :

oC(t, tw) -l-a f (t)
---'--'-------'-- rv t c c' -

otw - w tw '

fR(t/tw) ( t )
X (t, tw ) ~ Te f (/ ) ~ X -

c' t t w tw

Le rapport de fluctuation-dissipation tend ici vers une valeur non triviale puisque:

AR
X oo = Te -

A
.

C'

(1.49)

(1.50)
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D'après Godrèche et Luck [18, 17, 20], cette quantité représente une nouvelle grandeur uni
verselle caractérisant une dynamique critique. Chatelain [28] a notamment vérifié par si
mulation Monte Carlo que le FDR n'était pas sensible à la géométrie du réseau pour les
modèles d'Ising, de Potts (q = 4) et vectoriel (clock model) à quatre états. Ses résultats
semblent également indiquer que des systèmes appartenant à une même classe d'universalité
à l'équilibre présentent le même FDR. L'universalité du FDR a également été vérifiée dans
le modèle O(N) en dimension d = 4 - E par des méthodes de renormalisation [26, 27]. Le
FDR a également été calculé pour la chaîne d'Ising avec une dynamique de type Glauber
[60, 17] où X oo = 1/2. Dans le modèle d'Ising bidimensionnel, il a été trouvé XoosimeqO.34
[25] et dans le modèle sphérique [20, 16] X oo = 1 - 2/d si 2 < d < 4 et Xoo = 1/2 si d > 4
(voir la réf.[21] pour d'autres modèles.).



(2.1)

Chapitre 2

Etude par simulation Monte Carlo

2.1 Simulation des trempes

2.1.1 Algorithme des dynamiques utilisées

Les simulations Monte Carlo [61] décrivant la dynamique hors équilibre de modèles à
paramètre d'ordre de symétrie continue utilisent des algorithmes dits de single spin fiip.
Dans ces algorithmes, les spins sont "réactualisés" un par un avec un taux de transition
propre à la dynamique utilisée. Les algorithmes de bain thermique se décrivent en trois
étapes:

1. choisir un spin au hasard dans le réseau et le faire tourner d'un angle aléatoire puis
calculer la variation d'énergie locale !:lEi = E; - Ei associée à la rotation du spin i

2. adopter cette nouvelle configuration avec un taux de probabilité p

3. retourner à l'étape 1.

L'algorithme de Metropolis est défini par

PM = min[l, exp( -!:lEi/Tf)] ,

où Tf est la température du bain thermique.
Pour une dynamique de type Glauber, le taux de probabilité Pc varie continûment avec

la différence d'énergie !:lEi et vaut:

exp(-EUTf )
Pc = -ex-p-"-(--E-;-:-/T=---f=---)-+-"'-e-xp..!-:('------E-i/-:-T---c-

f
)

exp( -!:lEi/Tf)

exp( -!:lEi/Tf) + 1
(2.2)

En considérant un système de N spins décrit par un Hamiltonien XY de la forme:

H{e} = - L cos(ei - ej) ,
<i,j>

(2.3)

avec i, j premiers voisins, la différence d'énergie locale lors d'une transition ei ----t e~ prend la
forme:

!:lEi = - L [cos(e~ - ej) - cos(ei - ej)]
j

27

(2.4)
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Pour un système constitué de N spins, le temps est mesuré en nombre de balayages Monte
Carlo, où chaque balayage équivaut à N tentatives de renversement de spins. Même si les
taux de transition PM et Pc diffèrent, les exposants dynamiques extraits des fonctions ther
modynamiques restent les mêmes comme le prouvent les figures 2.1 et 2.2. La figure 2.1
représente la fonction d'autocorrélation (a(t)a(O)) calculée avec les dynamiques de Metro
polis et de Glauber lors d'une trempe dans la phase critique du modèle XY 2D initialement
désordonné. La figure 2.2 donne l'aimantation et la fonction d'autocorrélation calculées dans
le modèle XY 3D trempé dans sa phase ordonnée. L'intérêt de la dynamique de type Glau-

-- Metropolis
- - - Glauber

/\,........,
,.-...
o
'-..'

CD

-b 10-1

'-..'

CD
'--'

(1)

o
u
V

'-

FIG. 2.1 - Evolution de la fonction d'autocorrélation (cos[O(t) - 0(0)]) dans des simulations
Monte Carlo utilisant des dynamiques Metropolis et Glauber dans le modèle XY (L2 = 1282

)

trempé dans sa phase critique à T = 0.1.

ber est qu'elle permet, grâce à son taux de transition continu, de calculer la réponse linéaire
de l'aimantation.

2.1.2 Préparation de l'état initial

Lors des simulations Monte Carlo, nous serons amenés à considérer trois types de confi
gurations initiales.



FIG. 2.2 - Aimantations et fonctions d'autocorrélation moyennées spatialement obtenues
avec des dynamiques Metropolis et Glauber dans le modèle XY 3D (L3 = 323

) trempé à
Tc/2.

L'échantillon peut être initialement parfaitement ordonné (Ti = 0). Dans ce cas, tous les
spins pointent parallèlement dans une même direction arbitraire.
A l'inverse, la configuration initiale des spins peut être totalement désordonnée (Ti ---7 00).
L'angle initial des spins est alors choisi aléatoirement dans l'intervalle [0; 27f[.
La troisième option consiste à thermaliser l'échantillon à une température initiale donnée.
L'équilibration thermique nécessite une simulation Monte Carlo utilisant l'algorithme de
Wolff [62]. Cet algorithme dit "de cluster", ne renverse pas qu'un seul spin à chaque opération
mais tout un bloc de spins. Les algorithmes de c1uster sont particulièrement adaptés à la
préparation d'échantillons thermalisés à une température proche du point critique. En effet,
au voisinage du point critique, la longueur de corrélation ç diverge: ç rv IT - Tcl-v où v(> 0)
est l'exposant critique associé à la longueur de corrélation. Or le temps d'équilibration Test
relié à ç par l'exposant dynamique Zc de telle sorte que T rv çzc rv IT - Tcl-vzc . Ainsi
au voisinage du point critique, le temps d'équilibration T diverge. Ce phénomène est appelé
ralentissement critique. L'algorithme de Wolff pallie ce ralentissement critique dans la mesure
où le renversement de spin affecte des amas entiers de longueur typique L rv ç. Cet algorithme
est défini comme suit:

1. choisir un spin ~ au hasard ainsi qu'un vecteur directeur i aléatoirement choisi

2. opérer une réflection de ~ par rapport au plan perpendiculaire à i: Si ---7 R(T)Si == S~
et marquer ce site
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3. activer toutes ses liaisons voisines avec une probabilité

et opérer la même rotation R(r') sur les sites activés puis les marquer

4. réitérer l'étape précédente avec ces sites activés en ne considérant que leur(s) liaison(s)
non activée(s) jusqu'à ce qu'il n'y ait plus de nouvelles liaisons

Ce processus doit être répété un nombre de fois dépendant de la nature et des paramètres
du système. Pour nous assurer de la complète thermalisation, il est nécessaire de calculer
une fonction d'autocorrélation X :

1 tmaz -t 1 tmaz -t 1 tmaz-t

X(t) = ""' m(t')m(t' + t) - ""' m(t') x ""' m(t' + t), (2.5)
t -t LJ t -t LJ t -t LJ

max t' =0 max t' =0 max t
'
=0

dans laquelle t max est le nombre total de boucles de l'algorithme Wolff et m est l'aimantation
du système.
Le graphe 2.3 montre l'évolution de X en fonction du nombre d'itération Wolff sur un réseau

0.008

0.006

0.004
---.

~

0.002

0

-0.002
0 200 400 600 800 1000

FIG. 2.3 - Fonction d'autocorrélation au cours du processus de thermalisation à température
critique d'un réseau carré de taille L 2 = 5122 initialement ordonné. Il apparait que r ~ 300
boucles Wolff.

carré de taille L 2 = 5122 thermalisé à T = TKT . Il est possible de repérer un temps de
décorrélation r correspondant au nombre de boucles Wolff nécessaire pour décorréler un
échantillon. Dans la pratique, nous utilisons un nombre d'itérations Wolff proche de 20r. Le
temps de décorrélation doit être évalué pour chaque nouvelle température initiale considérée.
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2.2 Calcul des quantités thermodynamiques

2.2.1 Grandeurs moyennes et fluctuations

31

Les simulations Monte Carlo à l'équilibre constituent un processus de Markov générant une
suite d'états sélectionnés au hasard vérifiant une distribution de Boltzmann. Ainsi, le cal
cul de grandeurs thermodynamiques (aimantation, chaleur spécifique, susceptibilité, etc... )
nécessite de moyenner leurs valeurs afin d'éliminer leur fluctuations. Pour des systèmes à
l'équilibre on peut moyenner ces grandeurs sur un même échantillon à condition de relever
leur valeurs entre des états décorrélés. Cette méthode ne peut évidemment pas être utilisée
pour l'étude d'un système dynamique. Les fluctuations affectées aux quantités thermody
namiques sont éliminées en moyennant les résultats sur plusieurs échantillons décorrélés.
Supposons que l'on réalise la trempe d'un système parfaitement ordonné initialement à une
température Tf finie. Malgré l'unicité de l'état initial, les différentes réalisations de l'al
gorithme sur le choix des sites et la valeur dont l'angle est changé définissent autant de
chaînes markoviennes aux histoires différentes. A chaque échantillon correspond une propre
réalisation des fluctuations thermiques. Si on travaille sur une trempe effectuée depuis une
température Ii > 0, on peut générer plusieurs états initiaux différents engendrant ainsi leur
propre chaîne de Markov. Dans ce dernier cas, la moyenne est opérée sur les états initiaux
et sur les réalisations du bruit thermique.

2.2.2 Fonctions d'autocorrélation

Le calcul des fonctions de corrélation à deux temps tient une place de choix dans l'étude
de transitions de phase dynamiques. Grâce à des arguments d'échelle et à l'approximation
des ondes de spin, nous disposons de la forme de la loi d'échelle régissant le comportement
dynamique des fonctions de corrélation dans le modèle XY. Le second intérêt de ces fonctions
est qu'elles permettent d'étudier l'écart de la dynamique par rapport à la situation d'équilibre
grâce au théorème de fluctuation-dissipation (1.21). Dans notre étude, nous nous focalisons
sur les fonctions d'autocorrélation à deux temps:

(2.6)

où les crochets (-) représentent une moyenne sur les réalisations du bruit thermique.
Pour le modèle XY, la fonction d'autocorrélation est exprimée en fonction des paramètres
angulaires des spins :

1 N

C(t, tw ) = N 'L(cos[Bi(t) - Bi(tw )]) ,

i=l

(2.7)

où N est le nombre de sites du réseau. L'invariance par translation spatiale du système nous
permet de moyenner les corrélations sur l'ensemble des sites. Le résultat final est obtenu en
moyennant les fonctions d'autocorrélation sur un grand nombre d'échantillons afin d'atténuer
les fluctuations dues au bruit thermique.
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2.2.3 Susceptibilité magnétique

A priori, la fonction de réponse R(t, tw ) ne peut pas être calculée par simulation à partir de
sa définition

R(t t
w

) = 5(cP(t)) 1

' 5h(tw ) h(tw)-tO

dans la mesure où elle fait intervenir le rapport de deux quantités infinitésimales. Néan
moins il est possible de calculer une fonction de réponse intégrée entre deux temps t l et t 2

entre lesquels un faible champ magnétique h est appliqué. Cette fonction s'apparente à une
susceptibilité magnétique et vaut :

(2.9)

(2.10)

En fonction des valeurs de t l et t 2 , deux scénarios sont envisagés.
Si t l = 0 et t 2 = t w , la susceptibilité X est alors proportionelle à une aimantation thermoré
manente MTRM (pour Thermo-Remanent Magnetisation) :

*MTRM(t, tw ) = ltwR(t, u) du.

Le cas t l = tw et t2 = t correspond au scénario ZFC (pour Zero Field Cooled) [24] où on
mesure l'aimantation induite par le champ h :

x(t, tw ) = tR(t, u) du .Jtw

(2.11)

Afin d'éviter les effets non linéaires l'amplitude de h doit rester faible. De plus, la présence
d'un champ extérieur brise la symétrie du système et risque de favoriser une direction d'ai
mantation. Pour supprimer cette anisotropie, la direction du champ magnétique local est
distribuée aléatoirement pour chaque échantillon.

Les approches TRM et ZFC ont chacune leur inconvénient. L'aimantation thermoréma
nente est obtenue par intégration de R(t, u) pour u compris entre 0 et tw , or pour u « tw

le système n'est pas encore entré dans le régime d'échelle. De ce fait, la borne inférieure de
l'intégrale (2.10) peut modifier la valeur de l'exposant a, défini dans (1.32) et (1.45), lorsque
celui-ci est extrait de l'analyse de l'aimantation TRM. Ce problème n'est évidemment pas
rencontré au cours d'une simulation ZFC lorsque le temps d'attente est suffisamment long.
Cependant, la borne supérieure de l'intégrale peut poser des problèmes de convergence en
fonction de la forme de R(t, u). Dans la pratique, nous préférons avant tout éviter les contri
butions pré-asymptotiques [63] en calculant la susceptibilité dans le scénario ZFC.
Afin d'obtenir une expression permettant de calculer numériquement X(t, tw ), examinons
l'influence de h sur la valeur moyenne de l'aimantation dans la limite continue:

(2.12)



2.2. CALCUL DES QUANTITÉS THERMODYNAMIQUES

h

33

h TRM ZFC

o t t

FIG. 2.4 - Profil de h(t) lors des approches TRM et ZFC.

où h(i) vérifie h(i) = 0 et h(i)h(Xi) = h~b(i - Xi), -.- désignant une moyenne sur les
réalisations du champ. On en déduit alors:

~ 1-=~----

X(O, t, tw ) = X(t, tw ) = h2 \cP(i, t))hh(i) .
o

En discrétisant cette relation, on obtient pour le modèle XY :

(2.13)

(2.14)

où hf'Y sont les composantes du champ magnétique et (-) représente la moyenne sur les
échantillons. Nous choisissons une distribution de champ bimodale :

hX,y = {±ho si t 2:: tw

l 0 sinon
(2.15)

réactualisée pour chaque échantillon. Comme nous l'avons vu dans le paragraphe 1.2.3, la
violation du FDT peut être abordée en étudiant le comportement de la susceptibilité ZFC
en fonction de l'autocorrélation C(t, tw ) calculée en l'absence de champ extérieur. Etant
donné que le calcul de X(t, tw ) nécessite l'application d'un champ magnétique, il faut donc
calculer séparément C(t, tw ) sur un système identique sans champ extérieur. En choisissant
un champ magnétique aléatoire suffisamment faible (ho = 0.04), nous avons vérifié qu'il
n'influait pas significativement sur le comportement des fonctions d'autocorrélation. De ce
fait, la représentation paramétrique de X(C) ne nécessite qu'une seule simulation où X(t, tw )

et C(t, tw ) sont calculés simultanément.
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2.2.4 Fonction de réponse

L'étude numérique de la réponse d'un système à un champ magnétique consiste généralement
à analyser le comportement de la susceptibilité. La réponse linéaire étant définie par le
rapport de deux quantités infinitésimales, il est impossible de la calculer numériquement à
partir de (2.8). Cependant, Chatelain et Ricci-Tersenghi [35, 36] ont montré qu'il est possible
de calculer la réponse magnétique R(t, tw ) dans une dynamique de type Glauber.
L'équation maîtresse en temps discret de la dynamique de bain thermique est donnée par:

P({B'},t+ 1) = LPc({B} -+ {B'})P({B},t), (2.16)
{O}

où Pc({B} -+ {B'}) est donné par (2.2), P({B}, t) étant la probabilité que le système soit dans
la configuration {B} à l'instant t. L'expression de l'aimantation moyenne dans la direction x
au site i s'écrit alors:

(cos Bi(t)) = L cos(Bi)P({B}, t) = L cos(Bi)P({B}, tl {B'}, tw+ 1)P({B'}, tw+1) (2.17)
{O} {O},{O'}

qui, grâce à l'équation maîtresse (2.16) donne

(cos Bi(t)) = L cos(Bi)P({B},tl{B'},tw+1) LP~({BI}-+{B'})P({B"},tw), (2.18)
{o},{O'} {O"}

où p~ est le taux de la transition {B"} -+ {B'} en présence d'un champ extérieur h = (hX
, hY )

appliqué entre t w et t w + 1 :

h ({ "} {'}) exp[-jJH{B', hl]
Pc B -+ B = exp[-jJH{B",h}] +exp[-jJH{B',h}] .

(2.19)

(2.22)

La composante suivant x de la fonction de réponse s'obtient en dérivant (2.18) par rapport
au champ local hi :

L cos BiP({B}, tl{B'}, tw+1) 8p~( {B;~: {B'}) 1 P({B"}, tw)
{O},{O'} t hi-tO

{O" }

L {cosBiP({B},tl{B'},tw+l)
{O},{O'}

x L p~({BI}-+{B'})P({B"},tw)[jJcosB~ - jJcosB~W]} (2.20)
{O"}

avec:
cos B~w = p~({B"} -+ {B'}) cos B~ + (1 - p~({B"} -+ {B'})) cos B~' (2.21)

définissant une des composantes du champ de Weiss local. En remarquant que la deuxième
ligne de (2.20) vaut jJ[cos Bi(tw+ 1) - cos Br (tw+ 1)], nous obtenons:

o(cosBi(t)) 8(cosBi(t)) 1 W
o X( ) = 8hx = jJ(cosBi(t)[cosBi(tw+1) - cos Bi (tw+1)]).
ht t w t hX-tO,
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Le calcul de la composante suivant y de la réponse suit exactement le même principe et mène
au résultat final:

f3 N
N L { (cos Bi(t) [cos Bi(tw+1) - cos Bt(tw+1)])

i=l

+ (sin Bi(t)[sin Bi(tw+1) - sin Bt (tw+ 1)]) } . (2.23)

Cette démarche peut se généraliser à des fonctions de réponse spatiales:

(
6(COSBi(t)) 6(sinBi(t))) 1

6hj(tw) + 6h] (tw) hj(tw)

f3 (cos Bi (t) [cos Bj (tw+ 1) - cos Bf (tw+ 1)])

+f3(sinBi(t)[sinBj (tw +1) - sin Bf(tw +1)]) .

(2.24)

(2.25)

Le principal intérêt de ce calcul est qu'il n'inclut aucune contribution non linéaire dans la
réponse.

2.2.5 Rapport de fluctuation-dissipation

Le taux de fluctuation-dissipation X(t, tw) défini dans (1.21) permet d'apprécier l'écart
de la dynamique par rapport à la situation d'équilibre. A partir du FDT valable à l'équilibre,
on voit que cet écart peut être estimé quantitativement par X(t, tw), X = 1 correspondant
à une situation d'équilibre. Dans la plupart des cas, le taux de fluctuation-dissipation tend
vers une constante X oo appelée rapport de fluctuation-dissipation (FDR) défini par:

X oo == lim lim X(t, tw) .
tw-too t-too

(2.26)

Dans les systèmes magnétiques purs, cette quantité tend généralement vers une valeur non
triviale à Tc alors qu'elle s'annule pour des trempes sous le point critique. Dans la pratique,
nous disposons de deux méthodes permettant d'extraire le FDR à partir des simulations.

La première méthode concerne les systèmes présentant, dans la limite asymptotique, un
taux de fluctuation-dissipation uniquement fonction de C(t, tw)' Dans ce cas1

, l'intégration
du FDT donne dans le cadre d'un scénario ZFC :

ft TR(t, u)du
Jt w

Tx(t, tw )

(2.27)

(2.28)

si C(tw,tw) = 1. Dans la limite des longs temps d'observation, l'opposé de la pente de la
droite extrapolée sur X( C) donne une estimation de X oo '

1Cette situation est très fréquemment rencontrée dans les verres de spin et les systèmes frustrés.
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Dans le cas général, le FDR se détermine directement à partir de la limite asymptotique
de X(t, tw ) lui-même défini par:

ou

X()
T R(t, tw )t t - ---------'--------'---

, w - C (t, tw + 1) - C(t, tw )

(2.29)

(2.30)

en temps discret. L'inconvénient du calcul réside dans la dérivation numérique de C(t, tw )

qui, en raison de sa faible amplitude, répercute d'importantes fluctuations sur X(t, tw ).

L'échantillonage pour de tels calculs est d'autant plus important qu'à la limite asympto
tique, l'amplitude de la réponse devient du même ordre de grandeur que les fluctuations de
D.twC(t, tw ). En fonction de la température de trempe et du modèle, il arrive que X(t ::?> 1, tw )

reste inexploitable en dépit d'un très grand échantillonage.

2.2.6 Estimation des erreurs

Les calculs de valeur moyenne d'observable à partir des simulations Monte Carlo com
portent une erreur statistique due aux fluctuations générées par l'algorithme. L'effet des
fluctuations est considérablement atténué lorsqu'on opère une moyenne des résultats sur dif
férents échantillons décorrélés et/ou sur différentes réalisations du bruit thermique (la validité
de cette hypothèse dépend de la "qualité" du générateur de nombres aléatoires). Néanmoins
il subsiste une incertitude sur le résultat final qu'il est possible d'évaluer en calculant la
déviation standard (7 de la moyenne de l'observable [61] :

-JJ I:~o(A(t) - (A(t)))2 = J 1 ((A2(t)) - (A(t))2) ,
N-l N-l

(2.31)

où A(t) est la valeur à l'instant t de l'observable A pour le i e échantillon et N est le nombre
d'échantillons total.
Nous utiliserons notamment ces calculs d'erreur lors de l'analyse des fonctions de réponse
R(t, tw ). Comme ces fonctions tendent rapidement vers zéro il existe une valeur minimale
de t notée terr(N) pour laquelle R(t, tw ) < (7R(t). Par conséquent, l'ensemble des valeurs de
R(t, tw ) pour t 2 terr(N) n'a plus aucune validité puisque le signal est entièrement écranté
par le bruit statistique.
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Chapitre 3

Le modèle XY bidimensionnel

3.1 Propriétés à l'équilibre

3.1.1 Présentation générale

L'intérêt du modèle XY ou 0(2) en physique du solide se justifie tant par ses applica
tions pratiques que par son comportement critique non trivial. Ses nombreuses applications
concernent notamment l'étude de films magnétiques ou supraconducteurs [65, 66] et les so
lides de basse dimensionnalité [67]. Le modèle XY constitue également un support servant à
la description du gaz de coulomb [68], de la transition À de 4 He [64, 69] ou des transitions
rugueuse et smectique [70]. La présence de défauts topologiques dans le modèle explique la
richesse de ses applications. Les équations régissant le comportement et l'influence de ces
défauts peuvent être transcrites à l'étude de dislocations, de charges ponctuelles [71] ou de
vortex dans les supraconducteurs.
Le modèle XY est constitué de spins à deux composantes en interaction sur un réseau. Son
Hamiltonien sous champ s'écrit:

'Ii = -JL~' S~ - h· L~
(i,j)

où la première somme décrit l'interaction entre premiers voisins par le biais de la constante
d'échange J positive pour un couplage ferromagnétique et négative pour un couplage an
tiferromagnétique. Le deuxième terme représente l'interaction entre les spins et le champ
magnétique qui tend à aligner les moments suivant sa direction. Les spins étant tous normés
à l'unité, il est commode de réécrire le Hamiltonien en fonction des variables angulaires:

'Ii = -J L cos(fJi - fJ j ) - L[hx cos (fJi ) + hysin(fJi )] .

(i,j)

En l'absence de champ la fonction de partition est donnée par:

37

(3.2)

(3.3)
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La particularité de ce modèle réside dans l'absence d'aimantation spontanée pour toute
température non nulle. Il a été montré plus généralement par Mermin et Wagner [72] que tout
système à symétrie continue ne présente pas d'ordre à longue distance à température finie dès
lors que sa dimension euclidienne D est inférieure ou égale à deux. Dans le cas du modèle
XV, les fluctuations de grandes longueurs d'onde sont responsables de l'absence d'ordre
à grande distance [731. Supposons qu'à très basse température il existe une aimantation
spontanée pour laquelle tous les spins sont alignés parallèlement à la direction x par exemple.
Les fluctuations de l'aimantation doivent tendre vers zéro quand T -+ 0, aussi nous ne
nous intéresserons qu'aux fluctuations transversales de l'aimantation. Le Hamiltonien des
fluctuations transversales s'écrit sous la forme:

_ 1 ""'( y Y)2
Hfluct - 2J L..J Si - Sj

(i,j)

(3.4)

sr étant la composante transversale de l'aimantation du spin i. Le passage à la limite continue
donne:

1 J2 ( 2Hfluct -+ 2J d x '\lc/Jy) (3.5)

Ce Hamiltonien admet pour fonction de corrélation T j (Jk 2 ) dans l'espace de Fourier et la
fluctuation (c/J;) s'écrit:

(3.6)

où A est de l'ordre du paramètre du réseau et L sa taille. Ainsi les fluctuations de l'aiman
tation divergent avec la taille du système rendant instable la phase aimantée.

3.1.2 La transition de Kosterlitz-Thouless

Malgré l'absence d'aimantation spontanée à température finie, le modèle XY présente
une transition de phase particulière causée par la présence de vortex [73].
Kosterlitz et Thouless [71] ont montré que ces défauts topologiques se présentent sous la

forme de paires de vortex-antivortex pour T < TKT (voir figure 3.3) alors que les vortex
deviennent libres à haute température. La température séparant ces deux phases topolo
giques peut se déterminer très qualitativement par des considérations énergétiques. En effet,
l'énergie créée par le vortex décrit par la figure 3.1 vaut

(3.7)

L'entropie associée à la création de ce vortex est S = kB 10g(LjA)2 où (LjA)2· est le nombre
maximal de sites pouvant accueillir un vortex. Ainsi l'énergie libre de création d'un vortex
vaut:

F = Ev - TS = (7fJ - 2kB T) 10g(LjA) . (3.8)
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FIG. 3.1 - Configuration des spins d'un vortex dans un réseau XY.
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A basse température le coût énergétique dû à la création d'un vortex diverge avec L. De ce
fait, les vortex s'associent par paires pour éviter cette divergence sachant que l'énergie d'une
paire vortex-antivortex vaut Epair ~ 27fJ log(R/A) où R est la distance séparant le centre
des vortex.

A l'inverse, la formation de vortex isolés est favorisée à haute température, soit pour
T > TKT = 7fJ/2kB . La figure 3.2 montre la configuration d'un système de taille L2 = 102

initialement désordonné et mis en contact à t = 0 avec un bain thermique de température
Tf > TKT · La configuration a été affichée à l'instant t = 500 et montre la présence de vortex
isolés (repérés par un contour en pointillés) dans cette phase paramagnétique.

La différence d'aspect topologique des phases basse et haute températures se manifeste
dans le comportement des fonctions de corrélations spatiales. A basse température, le calcul
de la fonction de corrélation conduit à :

(3.9)

la deuxième égalité provenant du fait que le Hamiltonien est gaussien. Nous sommes ramenés
à calculer la moyenne ((e(r) - e(0))2) connaissant la transformée de Fourier:

(3.10)
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FIG. 3.2 - Vortex isolés dans la phase paramagnétique d'un réseau XY de taille L 2 = 102 .

obtenue d'après (3.3). L'évaluation des corrélations spatiales de phase donne:

2kBT J d2k 1 - eik
.
r kBT r

((8(r) - 8(0))2) = -J- (27f2) k2 ~ 7fJ ln ~ ) pour r» a. (3.11)

Ainsi la décroissance des corrélations dans la phase basse température est algébrique:

kBT
G(r) = r-T/ , 'Tl = 27fJ . (3.12)

La phase basse température, caractérisée par une ligne de points fixes) présente une diver
gence de la longueur de corrélation ç et de la susceptibilité magnétique.

Le comportement des corrélations spatiales pour T > TKT peut être déterminé par un
développement haute température:

(ei{'('I-'(O))) ~ (;) 'la = e-~ 'a(T/J) . (3.13)
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La phase haute température présente donc un comportement paramagnétique caractérisé
par une longueur de corrélation

(3.14)
a

ç= In(T/ J)

L'approximation des ondes de spin néglige les effets des vortex, elle n'est donc rigoureuse
ment valable qu'à très basse température. Par exemple les calculs numériques par simulation
Monte Carlo de l'exposant TJ(T) [74] montrent bien une dépendance linéaire en température
pour T --7 0 (voir figure 3.5). En revanche, les effets dus aux défauts topologiques inter
viennent lorsqu'on se rapproche de la température de Kosterlitz. Les exposants critiques
déterminés numériquement sont plus élevés que leur valeur prédite par l'approximation des
ondes de spin. La valeur numérique de la température de Kosterlitz-Thouless a été déter
minée grâce à des simulations Monte Carlo [75, 76, 77] pour lesquelles: TKT "" 0.893 avec
J=1.

3.1.3 Comportement dynamique

Lors d'une trempe vers la phase critique (T ::; TKT ), l'évolution de la longueur de corré
lation ç est fonction de la topologie de l'état initial.
Si l'état initial est en équilibre à une température T ::; TKT , le système ne présente pas de
vortex libre et la thermalisation des ondes de spin conduit à une dynamique standard du
type [6] :

ç(t) "" t 1
/
z avec z = 2 . (3.15)

Lorsque l'état initial présente des vortex libres, le processus d'annihilation des paires de
vortex-antivortex ralentit la dynamique [33]. Ce résultat, se traduisant par des corrections
logarithmiques, peut se démontrer très qualitativement [80, 29]. Le paramètre d'ordre cP,
réévalué à une échelle mésoscopique, obéit à une équation de Langevin (modèle A [55]) :

GcP oH
Gt 0cP . (3.16)

A présent, évaluons la dissipation d'énergie causée par un vortex iS91é se déplaçant à une
vitesse v dans la direction x. Le champ engendré par ce vortex vérifie cP(x, y, t) = cPv(x-vt, y)
et l'énergie dissipée par son déplacement vaut:

(3.17)

où "Iv est un coefficient de friction. Si nous étendons ce raisonnement à une configuration de
vortex à l'équilibre dans un système isotrope, le coefficient de friction (extrapolé à v = 0) "1
vaut Ev d'après (3.7). Cette relation devient pour une paire de vortex-antivortex séparés de la
distance R : "I(R) = 7f In(R/a). Dans la phase haute température, nous faisons l'hypothèse
que la distance typique de séparation des vortex est ç(t), donnant ainsi un coefficient de
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t = 150 t = 1500

t = 15000 t = 150000

FIG. 3.3 - Configuration des spins à T = 0.1 sur un réseau de dimensions 512 x 512.
L'orientation des spins est représentée par une teinte de gris proportionnelle à sin2 2(). Les
vortex se situent au centre "d'étoile" à quatre branches.
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friction 'Y rv ln (Çja). De même la force typique d'attraction ou de répulsion entre vortex
est F = -dEpair/dR rv l/ç, d'où la vitesse typique d'un vortex: dÇjdt rv F/'Y rv l/E,ln(Çja).
Par intégration on obtient l'équation régissant l'évolution de la longueur de corrélation à
partir d'un état initial hautement désordonné:

ç(t) rv (t/ ln t)1/2 . (3.18)

(3.19)

Ce résultat, d'abord obtenu par Pargellis et al. [78] sur des films de cristaux liquides, a été
confirmé par des simulations Monte Carlo [79, 34, 80, 301.

En conclusion, le modèle XY à deux dimensions présente une dynamique particulière dans
la mesure où l'évolution de ç ne dépend que de la "température initiale" du système. Si l'état
initial est préparé en étant thermalisé à une température Ti S; TKT , les vortex s'associent
par paires et ç(t) rv t1

/
2

. En revanche, si la configuration initiale présente des vortex libres
(Ti > TKT), la dynamique est ralentie et vérifie ç(t) rv (t / ln t) 1/2.

3.2 Résultats sur les trempes dans la phase critique

3.2.1 Trempes depuis un état ordonné

Nous nous intéressons tout d'abord au comportement hors équilibre d'un réseau XY
parfaitement ordonné mis en contact à t = 0 avec un bain thermique de température Tf S;
TKT . Nous rappelons que dans cette situation, la croissance des amas critiques vérifie ç(t) rv

t 1
/

2
. Les fonctions d'autocorrélation et d'autoréponse ont été calculées Rutenberg et Bray

[29] ainsi que Cugliandolo et al. [21] en utilisant l'approximation des ondes de spin (voir
annexes A et B) :

1 [(1 + X)2]TJ(Tf )/4
C(t, tw ) = (t _ t

w
)TJ(Tf)/2 4x

R t t _ 'r/(Tf ) [(1 + X)2] TJ(Tf)/4
( , w) - 2T

f
(t _ tw)l+TJ(Tf)/2 4x ' (3.20)

où x = t/tw et 'r/(Tf ) est la valeur de l'exposant critique1 des corrélations spatiales spin-spin.
Ces expressions, valables pour t » t w » 1 font clairement apparaître deux contributions
décrivant deux processus distincts de la dynamique. Les termes ne dépendant que de t-tw re
présentent un processus stationnaire de relaxation des spins à l'intérieur de domaines corrélés.
Ce phénomène réversible et invariant par translation dans le temps domine le comportement
de C(t, tw ) et R(t, tw ) pour de faibles écarts de T = t - t w . A partir d'arguments d'échelle, il
est possible de prédire le comportement stationnaire des fonctions d'autocorrélation lorsque
T « t w . A l'instant tw , le système est localement critique puisque Tf S; TKT. A l'intérieur
des domaines corrélés, ses corrélations spatiales varient en loi de puissance

(3.21)

1 Dans la suite nous adopterons indifféremment la notation 'f//,i pour désigner respectivement 'f/(Tf ) et
'f/(Ti ).
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Or l'évolution de la longueur de corrélation ç satisfait ç(t) t'V t1/ z , on en déduit que l'état
d'un spin à l'instant t - t w se propage avec une célérité:

(3.22)

Par conséquent, considérer la corrélation à l'instant t w de deux spins distants de r revient

t

FIG. 3.4 -

à considérer la corrélation d'un seul même spin entre deux instants séparés de T = r/v (voir
figure 3.4) :

(3.23)

Au final nous retrouvons la loi régissant le comportement des fonctions d'autocorrélation
dans le régime stationnaire :

(3.24)

pour t - tw « tw et z = 2. La deuxième contribution est fonction du rapport t/tw , cette
partie n'est plus invariante par translation dans le temps, elle traduit le vieillissement du
système. La fonction de vieillissement gouverne le comportement de C(t, tw ) dans le régime
t - tw ~ tw et dans la limite t » tw » 1 : C(t, tw ) t'V (t/tw )-TJ(Tf)/4.

Berthier et al. [30] ont vérifié que les fonctions d'autocorrélation calculées par simulation
Monte Carlo à Tf = 0.3 coïncidaient avec la forme (3.19). Nous nous proposons ici de vérifier
les conjectures sur C(t, tw ) et R(t, tw ) dans la gamme 0 < Tf ~ TKT ·
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Fonctions de corrélation

Nous avons simulé quatre trempes sur des systèmes de taille L2 = 1002 en utilisant des
conditions de bords périodiques afin de limiter les effets de surface [81]. Les températures de
trempe considérées sont Tf = 0.1,0.3,0.5,0.7 et TKT . Les quantités ont été calculées sur une
moyenne de 5000 échantillons.
Une première analyse de nos résultat semble montrer que la forme (3.19) reste valable en

0.3 ,---------,---------,-------,---------,-----,-----,

-- l1(Tf) numerique
. l1(Tr) par regression non lineaire

0.2

0.1

0.8 TKT0.60.40.2
OC--------'---------'-----'-------'-----...--J

o

FIG. 3.5 - Exposants critiques des corrélations extraits de nos simulations par régression
non-linéaire. Ces valeurs correspondent aux données de la référence [74].

dehors de la plage ondes de spin à condition de remplacer r;OB (Tf) = TJ!27f par sa valeur
déduite de la figure 3.5. Afin de tester la validité du calcul ondes de spin, nous avons effectué
une régression non linéaire de nos données avec la forme (3.19) pour vérifier la dépendance
en température de r;(Tf ) = r;f' Sur la figure 3.5 sont représentées les valeurs des exposants r;f
extraits par régression ainsi que leur incertitude. Les barres d'erreur représentent les incer
titudes graphiques ainsi que les incertitudes provenant de la régression. La courbe donne les
valeurs de r;(Tf ) obtenues numériquement dans la référence [74]. Nous n'avons pas reporté
sur le graphe (3.5) leurs incertitudes car elles restent négligeables devant les incertitudes
liées à la régression. La concordance entre les valeurs extraites de nos données et les valeurs
connues justifie a priori la validité de la forme d'échelle (3.19) sur l'ensemble des tempéra
tures de trempe considérées.
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FIG. 3.6 - Comportement asymptotique de C(t, tw ) pour cinq températures de trempe dans le
régime d'échelle t > tw » 1. Les droites en trait épais représentent la dépendance algébrique
attendue.



3.2. RÉSULTATS SUR LES TREMPES DANS LA PHASE CRITIQUE 47

A présent, nous pouvons étudier plus en détail le comportement d'échelle des fonctions
d'autocorrélation pour chaque température Tf. La figure (3.6) montre la superposition des
fonctions d'autocorrélation rescalées C(t, tw)(t - tw)"'1t/2 en représentation log -log où les va
leurs numériques de 'Tlf ont été extraites de [74]. Le résultat analytique (3.19) semble être en
accord avec nos simulations quant au comportement asymptotique des fonctions d'autocorré
lation même si la zône d'étude reste inférieure à deux décades en raison de la transformation
d'échelle t ~ (t/tw+1)2/(4t/tw). La superposition des fonctions de corrélation privées de
leur partie stationnaire reste très satisfaisante sauf pour de faibles temps d'attente à très
basse température. Ceci s'explique par une instauration plus lente du régime d'échelle pour
de basses températures de trempe.
Sur la figure 3.6, les droites en trait épais représente le comportement algébrique attendu
donné par l'exposant 'TlJ!4. Les inserts se réfèrent à des calculs de régression linéaire réalisés
sur la représentation log-log en vue de comparer les exposants des corrélations avec la valeur
attendue (en trait épais). Pour chaque temps d'attente2

, nous avons extrait la dépendance
de la valeur de l'exposant avec la largeur de l'intervalle considéré. Les intervalles d'étude
ont une largeur ~i - tmax - t i où tmax est le temps maximal de la simulation et t i balaie
l'ensemble du régime algébrique. L'accord entre les exposants extraits par régression linéaire
et la valeur théorique 'Tlf /4 est remarquable pour les températures les plus basses. Au fur et à
mesure qu'on élève la température de trempe, il apparait une légère déviation des exposants
probablement due aux effets des vortex. éanmoins, la forme d'échelle prédite par l'approxi
mation des ondes de spin reste valable quelque soit la température de trempe. Ce résultat
est plutôt surprenant compte-tenu des approximations du calcul ondes de spin qui néglige les
effets des vortex. Or, la figure 3.3 montre clairement leur présence à très basse température.
Ces observations impliquent que l'influence des paires de vortex-antivortex ne modifie qua
siment pas la dynamique du système. Les seules corrections constatées interviennent dans la
valeur de l'exposant de la fonction associée au vieillissement.

Fonctions de Réponse

L'étude numérique du comportement d'échelle des fonctions de réponse est très délicate
dans la mesure où elles tendent rapidement vers zéro et deviennent alors totalement écrantées
par le bruit statistique. Or le régime d'échelle a lieu pour t » t w , c'est-à-dire là où l'amplitude
de ces fonctions est faible. Comme on peut s'y attendre, les résultats des fonctions de réponse
décrivent essentiellement le régime stationnaire. Le graphe 3.7 montre une dépendance quasi
exclusive de la réponse en fonction de la différence de temps t - t w . Afin de vérifier si les
résultats issus des simulations coïncident avec l'expression (3.20), nous avons directement
comparé nos données avec la forme (3.20). La figure 3.8 montre un très bon accord entre les
simulations et les résultats analytiques d'autant plus qu'aucun paramètre ajustable n'a été
ajouté lors du tracé des expressions analytiques.

2Les symboles des inserts et des graphes se réfèrent aux mêmes temps d'attente.
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FIG. 3.7 - Fonctions de réponse représentées dans la variable t - t w lors de trempes opérées
à Tf = 0.3 et Tf = TKT sur des systèmes de taille L 2 = 1002 avec 10000 réalisations. La
superposition des courbes montre que la réponse est quasiment invariante par translation
dans le temps.

Rapport de fluctuation-dissipation

Il est possible de prédire qualitativement le comportement de X(t, tw ) grâce à une inter
prétation du FDT en terme de température effective [82,83,25]. Après le régime stationnaire,
certains modes n'ayant pas encore thermalisé, le système parait équilibré à une température
effective Teff comprise entre Ti et Tf. Le FDT s'écrit alors:

(3.25)

avec X(t, tw ) ~ 1 pour des temps d'observation postérieurs au régime de quasi-équilibre où
X c:= 1. A partir des formes analytiques de C(t, tw ) et R(t, tw ), nous pouvons en déduire le
comportement du taux de fluctuation-dissipation grâce à sa définition (1.21) :

t
x=- .

t w
(3.26)

Les variations de cette fonction sont en accord avec l'interprétation en terme de température
effective. Pour x c:= 1, l'expression (3.26) confirme que X(t, tw ) c:= 1. Puis lorsque x augmente,
le dénominateur OtwC(t, tw ) décroît pour s'annuler pour t/tw = 2 + V5, dans ce cas nous
retrouvons bien X(t, tw ) ~ 1. Enfin, dans le régime de vieillissement (x ~ 1), la limite
asymptotique de (3.26) donne Xoo = O.

Le graphe de gauche de la figure 3.9 représente le taux de fluctuation-dissipation calculé
à Tf = 0.3. Ces résultats sont en accord avec la forme (3.26) puisqu'ils confirment l'existence
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FIG. 3.8 - Fonctions d'autoréponse obtenues par simulations Monte Carlo de trempes à
Tf :S TKT · Les courbes en trait plein représentent les prédictions analytiques (3.20).

d'une divergence de X(t, tw ) pour t/tw ~ 2 +J5. D'autre part, dans la limite asymptotique,
ils montrent que le rapport de fluctuation-dissipation s'annule.

Le graphe de droite de la figure 3.9 représente la susceptibilité ZFC calculée à Tf = 0.3.
D'une part, on remarque que X ne dépend pas rigoureusement de C(t, tw )' Néanmoins ces
calculs confirment que pour de faibles différence de temps, XX(t, tw ) == -TfdX/dC :::: 1. Les
longs temps d'observation ne nous permettent ni d'observer la divergence de X(t, tw ) ni
d'extraire X oo en raison du tassement des valeurs de C(t, tw )'



50 CHAPITRE 3. LE MODÈLE XY BIDIMENSIONNEL

20 0.3

-- t =20
w

-- t =50
w

10

0.2

,,--,
) ,,-...

~ U....." 0 '-"..... (If ~'-"
~ ~

1 0.1
G-----8 t =la1

! w

-10 n····-···---F' t =30
w

<)--~ t =100w

L,----C,. t =300
,W

-- FDT

-20 a
0 500 1000 1500 0.7 0.8 0.9 1

t C(t,t
w

)

FIG. 3.9 - A gauche: rapport de fluctuation-dissipation calculé à Tf = 0.3 sur un système de
taille L2 = 502

. A droite: graphe paramétrique représentant la susceptibilité magnétique en
fonction de C(t, tw ) dans un scénario ZFC pour Tf = 0.3 dans un système de taille L2 = 1002 .

3.2.2 Trempes depuis un état critique

Il est possible de généraliser les relations3 (3.19) et (3.20) à des systèmes initialement
thermalisés à température finie Ti :s: TKT [21, 29] :

(3.27)

T/(T[)-T/(Ti)

R(t t ) _ TJ(Tf ) [(1 + x?] 4 ( )

, w - 2T
f
(t _ t

w
)l+T/(T[)/2 4x 3.28

où TJ(Ti ) est l'exposant critique des corrélations spatiales du système initialement thermalisé
à la température Ii. Les fonctions régissant le régime de quasi-équilibre dans (3.27,3.28)
restent inchangées puisqu'elles décrivent le processus de thermalisation du système avec le

3Nous rappelons que la croissance des domaines corrélés est toujours du type ç(t) '" t1
/

2
.
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bain thermique et ne dépendent donc pas de la configuration initiale. On peut remarquer
que la relation entre (3.27) et (3.28) prend la forme4

:

R(t t ) = 'Tl(TJ) C(t, tw )
, w 2T

J
t - tw

(3.29)

Cette équation s'apparente au FDT affecté aux fonctions

et
R (t t ) = A'Tl(TJ) (t - t )-1-7)(T/)/2

eq , w 2 w

à la différence près que l'amplitude A dépend de t/tw puisqu'elle décrit le vieillissement du
système.
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FIG. 3.10 - Evaluation du temps de décorrélation lors de la thermalisation d'un système
L 2 = 1002 à différentes températures critiques ~.

L'état initial est préparé en utilisant l'algorithme de Wolff [621. Pour s'assurer de la com
plète thermalisation de chaque échantillon, nous devons évaluer le temps de décorrélation

4n en est de même entre (3.19) et (3.20).
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pour chaque type de préparation. Nous avons simulé la thermalisation de systèmes initia
lement désordonnés, vers les cinq températures critiques considérées dans cette partie. La
figure 3.10 représente la fonction d'autocorrélation définie par (2.5) en fonction du nombre
d'itérations Wolff twolff' Il apparait clairement que le temps de décorrélation augmente
significativement avec la température de préparation de l'échantillon.

Fonctions de corrélation

Dans le cas de trempes entre deux états critiques, on s'attend à ce que les fonctions d'auto
corrélation prennent la forme (3.27) si les températures Ii et Tf sont suffisamment basses.
Nous avons simulé deux trempes vers Tf = 0.3 et 0.5 partant d'un état initial thermalisé à
Ii = 0.1. La figure 3.11 montre les fonctions d'autocorrélation réévaluées en fonction de la
variable d'échelle (x + 1)2/4x. La superposition des courbes relatives aux différents temps

0.ül5 ...--------------, 0.03 ...---------------,
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-0.005.
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:11 t
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FIG. 3.11 - Régime asymptotique des fonctions d'autocorrélation lors de trempes à Tf = 0.3
(10000 échantillons) et Tf = 0.5 (20000 échantillons) depuis un état initial préparé à Ii = 0.1.

d'attente est remarquable tout comme la concordance du comportement algébrique avec les
exposants critiques Tlf et Tli. La figure 3.12 donne l'évolution de l'exposant de la fonction
d'échelle [(x + 1)2/4x]t1/J-1/i)/4 obtenue par un calcul de régression linéaire des quantités re
présentées sur le graphe 3.11. Nous avons représenté en parallèle les valeurs du coefficient de
régression linéaire r affecté à chaque régression calculée à ti. Les valeurs d'exposant les plus
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FIG. 3.12 - Etude par régression linéaire des exposants des fonctions relatives au vieillisse
ment des corrélations lors de trempes à Tf = 0.3 (à gauche) et Tf = 0.5 (à droite) depuis
~ = 0.1. Les droites représentent la valeur de (r/J - 'Tli)/4 extraite de [74].

fiables coïncident bien avec les valeurs numériques de ('Tlf - 'Tli)/4 tirées de [74], justifiant
pleinement la forme d'échelle (3.27). Ici encore, les défauts topologiques n'apportent aucune
correction visible aux calculs issus de la théorie ondes de spin.
Nous avons également simulé des trempes dans le cas où ~ > Tf. La figure 3.13 montre les
fonctions d'autocorrélation calculées pour ~ = TKT et Tf = 0.1. A mesure que la tempé
rature de trempe s'abaisse, le régime d'échelle s'établit plus lentement, expliquant le léger
écart des faibles temps d'attente par rapport à la superposition des autres courbes. Les
prédictions de l'approximation ondes de spin donnent des résultats moins probants lorsque
la température critique initiale est relativement élevée. 1'insert de la figure 3.13 représente
les calculs des exposants de chaque courbe toujours avec le même procédé de régression
linéaire. Même si les valeurs des exposants se rapprochent de la valeur numérique atten
due lorsqu'on augmente t i et tw , il subsiste un écart probablement dû aux effets des paires
vortex-antivortex. éanmoins, la théorie ondes de spin donne des résultats étonnamment
bons lorsque la température de préparation est relativement élevée. Ici encore, la contribu
tion des défauts topologiques ne semblent intervenir qu'au niveau de la valeur de l'exposant
de la fonction de vieillissement.

s.c.o. •U.H.P. NANCY 1(
BLIOTHÈQUE DES SCIE..I~~.
Rli" (",1 J?rO!î 2.( 1" .. "
f ..... ~ 1 \ _. r. 1
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FIG. 3.13 - Fonctions d'autocorrélation affectées à une trempe de Ti = TKT vers Tf = 0.1.
Nous avons utilisé 5000 réalisations.

Fonctions de réponse

L'analyse des fonctions d'autoréponse montre de nouveau que le signal concerne essentiel
lement le régime stationnaire, soit: R(t, tw ) ~ (t - tw )-1-T/J/2. De ce fait, l'influence de la
température de préparation n'apparait plus dans nos résultats. La figure 3.14 montre les
fonctions d'autoréponse pour des trempes à Tf = 0.3 depuis plusieurs températures de pré
paration. Pour les trois temps d'attente considérés (tw = 30,100 et 300), la superposition
des courbes prouve que la réponse décrit essentiellement le régime stationnaire. Ce constat
persiste quelque soit les températures Ti et Tf choisies dans la phase critique.

Rapport de fluctuation-dissipation.

Nous avons calculé la susceptibilité magnétique lors de trempes à basse température par
tant de configurations initiales thermalisées à Ti = TKT . La figure 3.15 montre l'évolution
de la susceptibilité ZFC en fonction de la température de trempe. Le régime stationnaire
(C(t, tw ) ~ 1) est représenté par une variation linéaire de X avec C(t, tw ) suivant l'équation:
X(C) = 1 - C, prouvant la validité du FDT. Lorsque t - tw .2: tw intervient un régime de
cross-over précédent le régime asymptotique. L'évolution de Xx s'interprète en terme de tem
pérature effective Teff [25, 83] qui ici est supérieure à Tf puisque Tf < Ti, ceci implique donc
Xx ~ 1. Malheureusement, le régime asymptotique permettant d'extraire X~ n'est atteint
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FIG. 3.14 - Fonctions d'autoréponse affectées à des trempes à Tf = 0.3 depuis différentes
températures de préparation Ii.

que pour Tf = 0.1. Lorsque l'écart entre les températures de trempe et de préparation est
faible, le graphe paramétrique est rapidement freiné par la lente décroissance des fonctions
de corrélation. Sur la figure 3.15, nous avons réalisé près de 35000 balayages Monte Carlo
sur des systèmes de taille 100 x 100, malgré tout il est impossible d'en extraire une valeur de
X~. Nous avons vérifié que ce régime pré-asymptotique persistait pour toute trempe critique
vérifiant Ii > Tf en utilisant un temps d'observation maximal de 35000.
Le calcul explicite de X(t, tw ) à partir des prédictions théoriques (3.27) et (3.28) conduit à :

x (t, t
w

) = (1 _"lf - "li (x - 1) 2 ) -1

2"lf x + 1

ce qui implique X oo = O.

3.2.3 Trempes à partir d'un état désordonné

t
X=-

t 'w
(3.30)

L'approximation des ondes de spin permet de calculer analytiquement les fonctions de
corrélation et de réponse dans le cas où l'état initial est suffisamment ordonné. En revanche,
lorsque l'état initial est désordonné il n'existe aucune approche analytique donnant accès à
C(t, tw ) et R(t, tw )' Lorsque la configuration initiale des spins est désordonnée, nous avons
vu précédemment que la croissance des domaines critiques obéit à Ç'(t) t'V Jtl ln t. A partir
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FIG. 3.15 - Graphe paramétrique de la susceptibilité ZFC lors de trempes à très basses
températures partant d'un état initial thermalisé à TKT . Les grandeurs ont été calculées
pour t w = 200 en utilisant 4000 échantillons.

de simulations Monte Carlo, Berthier et al. [30] ont étudié le comportement d'échelle des
fonctions d'autocorrélation pour une température de trempe Tf = 0.3. Grâce à des arguments
d'échelle, ils ont établi la forme de la fonction d'échelle de C(t, tw ) :

(3.31)

où ç est la longueur de corrélation vérifiant ç(t) rv (tl ln t)1/2. Grâce à l'hypothèse d'échelle
et aux formes d'échelle précédemment utilisées, nous nous attendons à ce que la fonction
d'autoréponse se comporte comme:

(3.32)

Dans cette partie, nous procédons à une étude systématique en température de C(t, tw ) et
R(t, tw ) afin de vérifier les conjectures (3.31,3.32). Nous essaierons également de déterminer
le comportement des fonctions <Pc et <P R liées au vieillissement.
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FIG. 3.16 - Rapports de fluctuation-dissipation évalués lors d'une trempe à Tf = 0.1 d'un
système de taille 50 x 50 initialement thermalisé à TKT (10000 échantillons ont été utilisés).

Fonctions de corrélation

(3.33)

Nous avons calculé les fonctions d'autocorrélation C(t, tw ) lors de trempes à Tf = 0.3,0.5,0.7
et TKT . La figure 3.2.3 représente la superposition des fonctions de corrélation rescalées
C(t, tw )(t-tw )1](Tf )/2 associées à trois temps d'attente. Ces données sont représentées en fonc
tion de la variable d'échelle ç (t) / ç (tw ) = [(tIn tw ) / (tw ln t )F/2. La superposition des fonctions
de corrélation est remarquable justifiant ainsi la loi d'échelle (3.31). Pour ç(t)/ç(tw) > 1, la
fonction de vieillissement q>c adopte un comportement algébrique indépendant de la tempé
rature de trempe. Tout semble donc indiquer que la loi d'échelle est décrite par:

C(t t ) = 1 [ ç(t) ] K.

'w (t - tw )1](Tf)/2 ç(tw ) .

où Berthier et al. [30] ont estimé /'ï,/2 à -0.54. Néanmoins nous devons rester prudents face
à cette conclusion car la correction logarithmique due aux vortex libres restreint la fenêtre
d'étude à moins d'une décade. La valeur de /'ï" très proche de -1, fait apparaitre q>c(x)
comme le premier terme du développement de Taylor d'une fonction analytique 9 de la
variable d'échelle x- 1 = ç(tw)/ç(t). Dans ce cas:

g(x- 1
) ~ g(O) + ax- 1 ,x-1 « 1 (3.34)

où numériquement g(O) ::; 0.01. Ainsi si g(O) = 0, le comportement des corrélations pour
t » tw devient : C(t, tw ) rv C 1/ 2-1]J!2, aux corrections logarithmiques près. Dans le cas



58 CHAPITRE 3. LE MODÈLE XY BIDIMENSIONNEL

10

() t =100
w

o t =300
w

+ t =1000w
-1

-- y-x

112
[Ct ln tw)/tw ln t)]

FIG. 3.17 - Représentation des fonctions d'autocorrélation réévaluées lors de trempes à
Tf ::; TKT depuis un état désordonné. Les valeurs moyennes ont été obtenues à partir de 50
systèmes de taille L2 = 5122

. Les températures de trempe sont respectivement de haut en
bas: Tf = 0.3, Tf = 0.5, Tf = 0.7 et Tf = TKT ·

contraire (g(O) =1- 0), la limite asymptotique de C(t, tw) est gouvernée par la fonction de
quasi-équilibre, soit: C(t, tw) rv t-T1f/ 2 .

Fonctions de réponse

Les conditions initiales provoquent d'importantes fluctuations sur les fonctions d'autoréponse
en dépit d'un très grand échantillonnage. Ces fluctuations s'avèrent d'autant plus grandes
que la température du bain est élevée. Comme pour les trempes considérées précédemment,
le régime asymptotique de R(t, tw) est rapidement écranté par le bruit statistique.
La figure 3.18 représente les fonctions de réponse calculées lors de trempes à Tf = 0.1 et
Tf = 0.3 pour t w = 100 et 300. Comme pour les fonctions d'autocorrélation, nous avons
multiplié R(t, tw) par sa partie stationnaire. De ce fait, si la conjecture (3.32) est exacte, les
courbes affectées aux deux temps d'attente doivent se superposer puisqu'elles représentent
la fonction <I>R[Ç(t)/ç(tw)]. Malgré les fluctuations persistantes, il s'avère que nos résultats
sont en accord avec la loi d'échelle (3.32). Cette loi d'échelle est en accord avec la forme
prédite par l'invariance conforme [38, 39, 421 où: R(t, tw) ~ (t-tw)-A(t/tw)-B. Par ailleurs,
il semble que <I> R ait un cornportement linéaire avec ç(t) / ç(tw )' Toutefois la variable d'échelle
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FIG. 3.18 - Comportement asymptotique des fonctions d'autoréponse lors de
Tf = 0.1 (à gauche) et Tf = 0.3 (à droite) sur un système de taille L2 = 1002

.

trempes à

utilisée restreint considérablement notre fenêtre d'étude déjà diminuée par les fluctuations
thermiques, par conséquent il convient de rester prudent sur ces conclusions.

Rapport de fluctuation-dissipation

Nous avons procédé à des calculs de susceptibilités ZFC afin d'étudier la dépendance de
X~ limHoo -TfdX/dC en fonction de la température de trempe. La figure 3.19 montre
une représentation paramétrique de la susceptibilité ZFC en fonction de C(t, tw ) lors d'une
trempe à Tf = 0.3 pour différents temps d'attente. Pour les faibles valeurs de t - tw , nous
retrouvons la signature du FDT (X = 1). Pour des temps plus longs, le régime transitoire
fait rapidement place au régime asymptotique pour lequel la susceptibilité adopte un com
portement linéaire avec la fonction d'autocorrélation : TfX(t, tw ) ex: -X~C(t, tw )' Le système
étant trempé depuis un état de très haute température vers sa phase critique, on s'attend à
ce que X~ < 1. Le comportement de X est qualitativement le même pour Tf = 0.1,0.5,0.7
et TKT . Pour toutes ces températures, il s'avère que le comportement asymptotique de la
susceptibilité ne dépend pas de la température de trempe comme le prouve le graphe de
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FIG. 3.19 - Représentation paramétrique de la susceptibilité ZFC en fonction de C(t, tw ) dans
un système de dimensions L 2 = 1002 trempé à Tf = 0.3. Les quantités ont été calculées sur
une moyenne de 1000 échantillons. La ligne en pointillés représente la situation d'équilibre.

gauche de la figure 3.20. De ce fait, le rapport de fluctuation-dissipation Xà, doit se compor
ter de manière linéaire avec Tf. Le graphe de droite de la figure 3.20 montre la dépendance
en température de X~ extrait graphiquement à partir des représentations paramétriques de
x(C). Nous trouvons effectivement une évolution linéaire en température de Xà" avec:

(3.35)

A partir des formes 3.31 et 3.32 et en utilisant <4>c(x) :::: x-1 et <4>R(X) :::: x, nous nous
attendons à ce que :

(3.36)

Contrairement aux résultats issus des calculs de susceptibilité ZFC, nous nous attendons
à ce que le FDR s'annule en suivant une décroissance logarithmique. Afin de vérifier ces
prédictions, nous avons calculé numériquement le rapport de fluctuation-dissipation X(t, tw)
via (2.30). Nous avons représenté sur la figure 3.21 l'évolution de X(t,20) (visualisé par
des cercles pleins) représenté dans la variable d'échelle tIn tw/twln t, lors d'une trempe à



3.2. RÉSULTATS SUR LES TREMPES DANS LA PHASE CRITIQUE 61

OXX

-- y=T!(2TKT)

O"-----~.L--~.L--~-'--~-'--~-'-------J

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

TfTKT

0.2

0.4

o Tf=O.l
1\ T f=0.3
/ Tr=0.5
... T f=0.7

" Tr=TKT

o L--~-'--~--'-~--'-~----'-~~,

o 0.2 0.4 0.6 0.8 1

C(t,lOO)

0.2

0.6

0.4

FIG. 3.20 - A gauche : représentation paramétrique de la susceptibilité magnétique X en
fonction de G(t, tw ) pour différentes températures de trempe avec tw = 100. A droite:
évolution de X~ en fonction de la température réduite. La droite montre un comportement
linéaire en T/(2TKT).

Tf = 0.7. Il semble que X(t, tw ) décroisse avec le temps d'observation. Notons au pas
sage que le taux de fluctuation-dissipation n'est pas fonction de G(t, tw ) comme le prouve
l'insert de la figure 3.21. Nous avons également représenté sur cette figure le taux de fluctua
tion dissipation rescalé X(t, tw ) (ln t/ ln tw )' Ces fonctions rescalées semblent tendre vers une
constante, justifiant une décroissance logarithmique de la forme: X(t, tw ) rv ln tw / ln t. La
figure 3.22, représentant le taux de fluctuation-dissipation rescalé obtenu à Tf = 0.3, appuie
notre hypothèse d'échelle. En effet, si la fonction X (t, tw ), représentée dans l'insert de la
figure 3.22, semble décroître, la forme rescalée X(t, tw ) ln(t)/ln(tw ) tend également vers une
constante.
Les résultats différents obtenus à partir des approches ZFC et des calculs numériques de
X(t, tw ) s'expliquent par la contribution des corrections logarithmiques. Si on néglige les
facteurs logarithmiques dans les formes d'échelle de G(t, tw ) et R(t, tw ), le calcul de X(t, tw ),

dans la limite asymptotique, conduit à :

X'( ) = TfR'(t, tw ) ~ 2TfA~ -1- a
t, tw a G'(t t ) A' T ,tw , w C

(3.37)
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FIG. 3.21 - Taux de fluctuation-dissipation rescalés lors d'une trempe depuis un état désor
donné à Tf = 0.7 sur un système de taille L 2 = 502 . La ligne continue représente la valeur
de X~ = Tf /2TKT . Les symboles de l'insert et du graphe principal sont affectés aux mêmes
temps d'attente.

avec

(3.38)

et

(3.39)R'(t, tw ) = A~(t - tw )-I-q,/2 C:)'/2 .
Les facteurs logarithmiques apportent une contribution quasi-constante dans l'évaluation de
la réponse intégrée X(t, tw ) = Jt~ R(t, u)du, conduisant à X~ =1= O. Les corrections d'échelle
sont en revanche visibles dans les calculs de X(t, tw ) comme le prouvent les figures 3.21 et
3.22. Ces corrections provoquent l'annulation du FDR.

Pour résumer, la détermination du FDR utilisant des calculs de susceptibilités magné
tiques donne des valeurs finies de Xà, proportionnelles à la température de trempe. Ces
valeurs sont non nulles car les contributions logarithmiques restent très faibles dans le calcul
de la susceptibilité ZFC. Cependant, les calculs numériques des taux de fluctuation dissipa-
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FIG. 3.22 - Taux de fluctuation-dissipation rescalés lors d'une trempe depuis un état désor
donné à Tf = 0.3 sur un système de taille L 2 = 502 (avec 104 réalisations). La ligne continue
représente la valeur de X~ = TJ!2TKT .

tion font apparaitre ces corrections impliquant une décroissance logarithmique de X(t, tw )

qui s'annule dans la limite asymptotique.

3.3 Discussion

Nous avons analysé le comportement d'échelle des fonctions de corrélation et de réponse
dans le modèle XY 2D trempé dans sa phase critique en considérant différentes conditions
initiales.

Lorsque les configurations initiales sont ordonnées (~ = 0) ou critiques (0 < Ti < TKT ),

les simulations Monte Carlo ont confirmé les prédictions basées sur les calculs ondes de spin
[29, 30, 21]. En dépit des hypothèses de l'approximation des ondes de spin, celle-ci donne
des résultats remarquables dans toute la phase critique où il apparait que:
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avec TJ(Tj , Ii) = TJf - TJi et TJ(Tf ,0) = TJf' Cette constatation peut paraitre surprenante dans
la mesure où la figure 3.3 montre clairement la présence de défauts topologiques à très basse
température. Les seules corrections d'échelle notables ont été observées lorsque la tempéra
ture de trempe (Tj ) ou de préparation (Ti) est relativement élevée dans la phase critique.
Dans ce cas, nous avons observé une légère déviation de l'exposant TJ(Tf ,Ti) extraits des cor
rélations par rapport aux prédictions analytiques. Une détermination précise de l'exposant
TJ(Tf ,Ti) à partir de nos données est délicate, néanmoins dans le cas où Ti < Tf et Tf < Ti
les calculs ondes de spin tendent à sous-estimer TJ(Tj , Ti) (voir figures 3.6, 3.12 et 3.13). En
raison des fluctuations thermiques relativement importantes dans les fonctions de réponse
pour des temps longs, nous avons simplement pu constater que la forme analytique (toujours
obtenue dans l'approximation ondes de spin)

TJ [(
t+t )2]T/(Tj'Til/4

R(t t ) - f w
, w - 2T

f
(t - tw)1+T/J!2 4ttw

décrit remarquablement nos calculs numériques.
Les formes asymptotiques des corrélations et de la réponse faisant apparaitre les exposants

Àc [9, 11] et ÀR [38] donnent:

1
C(t, tw) = r;;}(t/tw)-Àc/z, Àc = "2(TJf + TJi) (3.40)

1
R(t, tw) = r::vl-a(t/tw)-ÀR/Z, ÀR = 2 + "2(TJf + TJi) , (3.41)

avec a = b = TJJ!2 et TJi = 0 lorsque l'état initial est parfaitement ordonné. L'égalité entre
les exposants a et b est le résultat attendu lorsqu'il s'agit de trempes critiques [18, 30]. La
relation liant les exposants des corrélations et de la réponse donne ici: Àc = À R - 2, étendant
au modèle XY les prédictions de Picone et Henkel [161 dans le modèle sphérique. En effet,
leur calcul suggère la relation : Àc = ÀR + Œ où Œ est défini par les corrélations spin-spin
initiales dans l'espace de Fourier: ëk(t = 0) rv IkI Q

.

L'étude du taux de fluctuation-dissipation X(t, tw ) a été abordée de manière qualitative
par le biais de calculs de susceptibilités ZFC. Lorsque l'état initial est parfaitement ordonné,
les simulations ont montré que X (t, tw) > 1 pour des différences de temps t - tw "intermé
diaires". Ce résultat s'interprète qualitativement en terme de température effective Teff dans
la mesure où Teff < Tf. En revanche, dans la limite asymptotique, les formes de C(t, t w ) et
R(t, t w ) prédisent l'annulation du FDR. Cette limite n'a pas pu être atteinte en raison de
contraintes numériques. De la même manière, la limite asymptotique de X(t, t w ) n'a pu être
observée dans le cas où Tf < Ti < TKT ·

L'étude de trempes critiques à partir d'états complètement désordonnés a permis de
valider et de généraliser à toute température Tf ~ TKT la conjecture de Berthier et al.
[30] sur la forme d'échelle des fonctions d'autocorrélation. De plus, grâce à des arguments
d'échelle nous avons établi une expression générale gouvernant le comportement des fonctions
de réponse. A des corrections logarithmiques près, les formes asymptotiques obtenues sont :

C(t, tw) = Ac(t - twtT/J!2<PC(ç(t)/ç(tw))



3.3. DISCUSSION

avec <I>c(x) rv x-1 et :
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(3.42)

où il semble que <I>R(X) ex x (nous rappelons qu'ici ç(t) rv Jt/lnt). D'une part nous retrou
vons l'égalité entre les exposants dynamiques b et a = 'Tlf /2 en accord avec les conjectures
actuelles sur les trempes critiques depuis un état désordonné [18]. D'autre part, les formes
<I>c(x) et <I>R(X) nous permettent de vérifier la relation Àc = ÀR = À (puisque Ct = 0) avec
À ~ 1 + 'Tlf' Cette valeur s'inscrit dans l'encadrement prédit par Fisher, Yeung et al. [9, la]
obtenu par des arguments d'échelle: d/2 :::; À :::; d.

L'étude du taux de fluctuation-dissipation X(t, tw ) s'est basée sur trois approches. Les si
mulations ZFC ont montré que la susceptibilité magnétique n'est pas une fonction de C(t, tw )'

Néanmoins, les graphes paramétriques révèlent que Xx tend vers une constante non nulle
indépendante du temps d'attente. L'analyse des simulations relatives à différentes tempéra
tures de trempe montre que : X~ = TJ!2TKT . Le comportement linéaire en température
de X~ implique que la réponse intégrée du système ne dépend pas de la température de
trempe. Pour toute trempe dans la phase critique depuis un état désordonné, la violation du
FDT s'écrit alors:

R( ) = _l_oC(t, tw )
t, tw T 0 .

2 KT t w

L'expression de X(t, tw ) a également été obtenue à partir des formes d'échelle de C(t, tw )

et R(t, tw ). Ces calculs aboutissent à : X(t, tw ) rv (ln tw / ln t) ce qui implique X oo = a
dans la limite t » tw » 1, en désaccord avec les résultats issus de l'approche ZFC. Les
corrections d'échelle logarithmiques sont à la source de ce désaccord dans la mesure où
elles ne perturbent quasiment pas la réponse intégrée. Les calculs numériques des taux de
fluctuation-dissipation utilisant (4.12) confirment la décroissance logarithmique de X (t, tw )

et valident sa forme d'échelle déduite à partir de <I>c et <I> R.
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Chapitre 4

Le modèle XY tridimensionnel

4.1 Généralités à l'équilibre

Contrairement au modèle à deux dimensions, le modèle XY tridimensionnel présente une
transition de phase ordinaire. En effet, dans le cas de systèmes possédant un paramètre
d'ordre à symétrie continue, la théorie de Mermin et Wagner [721 interdit l'existence d'une
phase ordonnée si D ~ 2. Lorsque D > 2, ces systèmes peuvent présenter un ordre à
longue distance en dessous d'une température critique finie. De ce fait, le modèle XY 3D
présente une transition de phase séparant une phase paramagnétique d'une phase aimantée.
L'influence des défauts topologiques n'est pas aussi marquée que dans le cas bidimensionnel
car la dimension supplémentaire rend instable les vortex ponctuels. Malgré tout, les défauts
topologiques persistent sous la forme de lignes de vortex (voir figure 4.1) comme il en existe
dans les matériaux supraconducteurs de type II [84]. Il a été montré numériquement que la

~\~
E 3'

------- ~~
~\~

E ~

------- ~~
~\~

~ l\------:
FIG. 4.1 - Structure de lignes de vortex dans un réseau tridimensionnel.

transition de phase du modèle XY 3D se traduit par une discontinuité de la densité de lignes

67
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de vortex au point critique [85].
Le Hamiltonien du système décrit des interactions entre spins planaires premiers voisins

dans les trois directions spatiales :

(4.1)
<i,j> <i,j>

Comme précédemment, l'orientation de chaque spin peut être repérée par une variable an
gulaire B. Des développements hautes températures [86] ont estimé le couplage critique à
K c = 0.4539 ± 0.0013. Pour nos simulations, nous utilisons la valeur K c = 0.4542 obtenue
par la méthode des cumulants de Binder [87, 88]. Les exposants critiques ont été estimés
par des techniques de renormalisation et des développements en E [89, 90]. Les valeurs des
exposants f3 et v que nous utiliserons sont extraites d'analyses numériques (voir références
[91, 92]) :

f3 é:è:' 0.349, v é:è:' 0.672 .

4.2 Dynamique hors équilibre

4.2.1 Dynamique dans la phase ferromagnétique

(4.2)

La figure 4.2 montre la croissance de domaines ordonnés dans le modèle XY à trois
dimensions trempé sous son point critique à Tf = 0.9 (Tc é:è:' 2.202) depuis un état initial
désordonné. Les trois configurations représentent l'état du système dans un plan parallèle
au plan de rotation des spins. La nuance de gris est proportionnelle à 1 - cos(Bi - Bmax ) où
Bmax représente la direction de l'aimantation totale dans le plan considéré.

t = 10 t = 100 t = 1000

FIG. 4.2 - Croissance de domaines ordonnés dans le modèle XY 3D (L3 = 1283) trempé à
t = 0 à T = 0.9 < Tc depuis un état initial totalement désordonné.

Lorsqu'un système initialement désordonné est trempé sous sa température critique, la
dynamique aux temps courts est décrite par une rapide décroissance des corrélations de
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C(tw , tw ) = 1 vers la valeur plateau M;q(Tf ). L'instauration du régime d'échelle (t - tw >
t w ), correspondant au vieillissement, impose aux corrélations un comportement de la forme
[14,18] :

C(t, tw ) r:::: M;q(Tf ) fe (L) , (4.3)

où fe(x) r:::: Aex-Àc /z pour x = t/tw » 1. Nous avons également vu que la forme d'échelle
de la fonction de réponse conjecturée à partir d'arguments d'échelle conduit à [14, 18] :

(4.4)

avec a > O. Le taux de fluctuation-dissipation déduit de ces deux formes d'échelle est donné
par:

t-a A
X(t, tw ) r:::: Tf M2

w
(T) A R, ' (4.5)

eq e
où AR et A e, sont des amplitudes positives. Ainsi, dans la limite asymptotique, le FDR doit
s'annuler.

4.2.2 Dynamique critique

Comme dans le cas de trempes ferromagnétiques, la dynamique critique du modèle XY
3D comporte un régime stationnaire suivi par un régime d'échelle. Le régime stationnaire
voit la croissance de domaines corrélés de longueur typique ç(t). Cette loi de croissance
ne comporte aucune correction logarithmique en raison de l'instabilité des vortex ponctuels,
l'évolution de ç suit donc une loi purement algébrique donnée par [6] : ç(t) rv t 1/ zc . L'exposant
dynamique critique Zc a été estimé théoriquement [93] et numériquement1 [95, 96] avec une
valeur proche de deux.

Nous rappelons les formes d'échelle attendues des fonctions d'autocorrélation :

(4.6)ac = 2(3/vzc = (d - 2 + 'TJ)/zc ,C(t, tw ) r:::: t~ac fe (L)
où fe(x » 1) ~ Aex-Àc/zc. La forme d'échelle des fonctions de réponse déduites de (4.6) est
donnée par:

(4.7)R(t t ) rv t- 1
- ac f (~), w - w R t

w

Ici, conformément aux prédictions de la réf. [16], nous nous attendons à ce que Àe = ÀR = ÀC

car nos échantillons ne présentent aucune corrélation initiale à longue portée. Le calcul du
taux de fluctuation-dissipation à partir des formes d'échelle (4.6) et (4.7) mène à :

(4.8)

1Il semble que la valeur de Zc dépende des conditions de bord puisque Jensen et al. [94] ont trouvé Zc ~ 1.5
pour des conditions de bord fluctuantes.
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et dans la limite des temps longs:

(4.9)

4.3 Résultats numériques

Les simulations Monte Carlo ont été effectuées sur des systèmes cubiques de taille maxi
male L 3 = 503

. Afin d'éviter les contributions dues aux effets de surface, nous utilisons des
conditions de bords périodiques.

4.3.1 Trempes dans la phase basse température

Dans cette partie, nous avons simulé des trempes dans la phase basse température à partir
de configurations initiales complètement désordonnées. Jusqu'à présent, il n'existe aucune
approche analytique permettant de prédire exactement le comportement de fonctions à deux
temps dans le cas du modèle XY à trois dimensions. Cependant, nous nous attendons à
ce que les fonctions d'autocorrélation et d'autoréponse se comportent conformément aux
prédictions (4.3) et (4.4). Afin d'étudier l'influence de la température de trempe, nous avons
considéré trois températures de bain: Tf = 0.3,0.9 et 1.5. Nous utilisons dans nos simulations
une dynamique de type Glauber afin d'avoir accès aux fonctions de réponse [35] sans pour
autant altérer la dynamique (voir figure 2.2).

Fonctions cl'autocorrélation

Nous avons représenté respectivement sur les figures 4.3 et 4.4 les fonctions d'autocor
rélation réexprimées dans la variable d'échelle x = t/tw pour les températures de trempe
Tf = 0.9 et Tf = 1.5. Les systèmes de taille L3 = 503 ont été préparés dans des états initiaux
totalement désordonnés.
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FIG. 4.3 - Fonctions d'autocorrélation représentées dans la variable d'échelle tltw lors d'une
trempe à Tf = 0.9 (avec 103 échantillons).
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FIG. 4.4 - Fonctions d'autocorrélation à Tf 1.5 représentées dans les variables tltw et
(t + tw )2/4ttw . Nous avons utilisé 103 échantillons.
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Les figures 4.3 et 4.4 montrent que pour de faibles écarts de temps (x < 1), les corrélations
décroissent rapidement vers une valeur plateau. Les lignes en pointillés représentent la valeur
de M;q(Tf ) calculée sur ces mêmes systèmes en utilisant l'algorithme de Wolff. Il apparait
clairement que ces droites coïncident avec les valeurs plateau atteintes par les corrélations
dans le régime initial. Le régime préasymptotique est caractérisé par l'instauration de la
forme d'échelle C(t, tw ) ~ M;q(T)fe(t/tw ) où fe est non triviale. Les corrélations adoptent
ensuite un profil algébrique pour t/tw » 1 avec un exposant Àe ~ 1.7 ± 0.1 indépendant
des températures de trempe. Nous pouvons remarquer la présence d'effets de taille finie
pour Tf = 1.5 alors qu'ils sont absents à Tf = 0.9. Ceci implique une loi de croissance:
L(t) = A(Tf ) t 1

/
z où l'amplitude A(Tf ) augmente avec la température. Par ailleurs nous

avons calculé les fonctions d'autocorrélation à Tf = 0.3 en conservant la même base de
temps. Ces données ne se superposent pas sous la transformation t ~ t/tw et ne montrent
aucune dépendance algébrique avec t/tw . En effet, le régime d'échelle s'instaure pour des
temps d'autant plus longs que la température de trempe est basse.

Les simulations Monte Carlo donnent une valeur de Àe assez proche de la valeur obtenue
dans la théorie de champs libres. Le calcul des fonctions d'autocorrélation utilisant le for
malisme MSR montre que lorsque l'action effective est exprimée en terme de champs libres,
alors [31] :

[( ) 2]->'~/ZCO (t t ) = M 2 (T) t + tw
, w eq f 4tt

w
' (4.10)

avec À~ = d/2. Le graphe de droite de la figure 4.4 représente les fonctions d'autocorrélation
exprimées dans la variable (t+tw )2/4ttw ainsi que la forme algébrique y t'V [(t+tw )2/4ttw ]->'c/2

(en traits mixtes). La superposition des courbes issues des simulations est remarquable,
notamment pour les temps d'attente les plus élevés. Le régime algébrique, plus net dans
cette nouvelle représentation, est en accord avec la valeur Àe = 1.7 ± 0.1.

Fonctions de réponse

Sur les figures 4.5 et 4.6 (graphe de gauche) sont représentées respectivement les fonctions
d'autoréponse calculées à Tf = 0.9 et Tf = 1.5 dans des systèmes de taille L 3 = 503

initialement désordonnés. Le bruit statistique nous a contraint à restreindre notre fenêtre
d'observation, raccourcissant ainsi la zône affectée au régime asymptotique. Néanmoins, la
superposition des fonctions d'échelle parait optimale pour a = 1/2. Afin de vérifier cette
valeur, nous avons calculé la réponse linéaire à x = t/tw fixé lors d'une trempe à Tf = 1.5
(graphe de droite sur la figure 4.6). D'après la forme (4.4), R(t = xtw , tw ) t'V t;;;l-a fR(x),
nous pouvons en déduire une valeur de a en analysant la forme algébrique de R(xtw , t). Par
régression algébrique, nous trouvons a::: 0.6 (en pointillés sur le graphe) pour x = 8,10 et
15. A cause du bruit statistique, nous n'avons pas pu déterminer l'exposant a pour de plus
grandes valeurs de x. Toutefois, nous avons constaté que la valeur de a converge vers 1/2
à mesure que x augmente. D'autre part, les résultats obtenus dans les modèles d'Ising 2D
et 3D [39, 35, 97, 19] et le modèle sphérique [98, 15, 20, 16], nous confortent dans notre
estimation.
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En choisissant a = 1/2, nous avons tracé sur les figures 4.5 et 4.6 le comportement
asymptotique attendu pour fR(X) = X->'R/Z en posant ÀR = Àc ~ 1.7. Nos résultats semblent
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-- fR(tft

w
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FIG. 4.5 - Fonctions d'autoréponse à deux temps représentées dans leur variable d'échelle
t/tw lors d'une trempe à Tf = 0.9. Les tirets donnent le comportement algébrique attendu
avec ÀR = Àc = 1.7. La courbe en trait épais représente la forme (4.11) prédite par l'inva
riance d'échelle locale.

bien converger vers ce reglme algébrique dont l'exposant vérifie à la fois la conjecture :
À R = Àc = À et l'encadrement [9, la] : d/2 ~ À ~ d.

Les formes d'échelle (4.3) et (4.4) impliquent que ces deux quantités se transforment de
manière covariante sous la transformation d'échelle globale: t -t bt où b est un facteur de
dilatation constant. Il a été montré [38] que la fonction d'autoréponse reste covariante sous
une transformation d'échelle locale avec b = b(t), en excluant les translations dans le temps.
Sous cette condition, la réponse linéaire prend la forme R(t, tw ) ~ t;;l-UfR(t/tw ) avec:

t
x -» 1

tw
(4.11 )

où ra est une constante de normalisation. Ces prédictions d'invariance d'échelle ont été
confirmées numériquement dans le modèle d'Ising 2 2D et 3D [40] ainsi que dans le modèle
sphérique à trois dimensions [39, 41, 42]. Sur les figures 4.5 et 4.6 a été tracée la fonction

2avec une dynamique de Glauber

s.c.o.": U.H.P. NANCY ~
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FIG. 4.6 - Fonctions d'autoréponse affectées à un système trempé à Tf = 1.5 depuis un état
initial désordonné.

d'échelle (4.11) en posant À R = À = 1.7, a = 1/2 et ro = 0.18. L'accord de nos données avec
la forme (4.11) valide l'hypothèse d'invariance d'échelle locale qui, jusqu'à présent, n'avait
pas été testée dans des modèles décrits par un paramètre d'ordre à symétrie continue.

Rapport de fluctuation-dissipation

La figure 4.7 montre la représentation paramétrique de la susceptibilité ZFC X en fonction
de C(t, tw ) calculée à T = 0.3. Pour de faibles écarts de temps t - tw , nous retrouvons une
dépendance de X(C) conforme au FDT représenté par la droite en traits pointillés sur la
figure 4.7. Pour des temps plus longs la susceptibilité tend vers une constante, ce qui infère
X oo = O. Ce résultat est en accord avec la limite asymptotique de (4.5) et nous l'avons vérifié
pour différentes températures de trempe. La susceptibilité n'est pourtant pas uniquement
une fonction de C(t, tw )' En effet, nous pouvons remarquer que la susceptibilité diminue
très faiblement avec tw durant le régime de vieillissement. Cette dépendance de X avec tw

s'explique en terme de densité de paroi de domaine. Nous avons vu que seuls les spins
situés au niveau des parois de domaine contribuent à l'aimantation induite par le champ
magnétique [241. La croissance continue des domaines ordonnés induit une diminution de
la densité de parois. Ainsi, durant ce processus, la réponse magnétique au champ extérieur
diminue également.
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FIG. 4.7 - Susceptibilités ZFC calculées à T = 0.3 sur un système de taille L3 = 1003 .

Utilisant la définition de X(t, tw) qui, en temps discret s'écrit:

X()
TR(t,tw)tt ---::-;__--',------'c:-----;------:-

, W - C(t, tw+ 1) - C(t, tw) , (4.12)

(4.13)

nous avons calculé numériquement le taux de fluctuation dissipation X(t, tw)' Nous avons vu
que la forme d'échelle de X(t, tw) s'écrit, dans le cas de trempe en-dessous du point critique:
X(t, tw) ~ t;;aX(t/tw) où la fonction d'échelle X est reliée à ie et in. En utilisant les formes
(4.10) et (4.11), le rapport de fluctuation-dissipation s'écrit:

X(t, tw) ::= Axt~a ix (t~)
avec

(4.14)

La figure 4.8 montre les taux de fluctuation dissipation rescalés X(t, tw)t~ calculés lors d'une
trempe à T = 0.9. En posant a = 1/2, les formes rescalées convergent vers une unique courbe
maîtresse dont l'équation est donnée par (4.14) avec À = 1.7 et z = 2.

Etant donné que nous disposons de résultats relatifs à la réponse linéaire R(t, tw), nous
n'effectuons pas d'analyse quantitative sur la susceptibilité ZFC. Remarquons que lorsqu'on
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FIG. 4.8 - Taux de fluctuation dissipation représentés dans la variable t/tw lors d'une trempe
à T = 0.9 sur un système de taille L3 = 303 (avec 4500 échantillons). L'insert donne la
dépendance de X(t, tw ) avec les fonctions d'autocorrélation (les symboles se réfèrent aux
mêmes temps d'attente).

ne dispose pas de la réponse linéaire, Henkel et al. [41, 42] ont montré qu'il est possible
d'extraire les exposants a et ÀR à partir de la susceptibilité thermorémanente PTRM(t, t w ) =

J~w duR(t, u) calculée à T :S Tc avec un état initial désordonné. En considérant le modèle
d'Ising (d = 2 et 3) et le modèle sphérique (d = 3), ils établissent la forme d'échelle suivante:

(4.15)

où les fonctions d'échelle lM et gM sont reliées à la réponse linéaire. Une telle approche n'est
pas reproductible sur la susceptibilité ZFC X(t, tw ) puisque, toujours d'après Henkel et al. :

(4.16)

avec g(x) r'V X-A où l'exposant A n'est aucunement lié au vieillissement mais plutôt à la
ruguosité des interfaces entre domaines ordonnés3

.

3Dans le cas de trempes critiques, il apparaît que A = 0 [421.
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Fonctions d'autocorrélation La figure 4.9 représente les fonctions d'autocorrélation ob
tenues à Tc ~ 2.202 [87] sur un réseau de dimensions L3 = 503 . Les données ont été multipliées

par le préfacteur d!/vzc afin d'isoler la fonction le. Les valeurs des exposants critiques f3 et v
sont données par (4.2). La superposition des courbes relatives aux différents temps d'attente
est remarquable, en accord avec (4.6). En analysant la limite t» tw , la fonction le présente
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FIG. 4.9 - Fonctions d'autocorrélation calculées à Tc pour six temps d'attente. Les valeurs
moyennes ont été obtenues à partir de 5000 échantillons.

une dépendance purement algébrique caractérisée par l'exposant ),.c / zc. Nous avons évalué
cet exposant grâce à une série de régressions linéaires au sens des moindres carrés sur les
variables log le et log(t/tw ) affectées à six temps d'attente. L'insert de la figure 4.10 repré
sente la variation de ),.C/ zc évalué par régression linéaire sur une série d'intervalles de largeur
constante dont les centres respectifs explorent le régime asympotique. Nous remarquons que
la zône la plus fiable est située entre 700 et 1200. En effet, pour des temps relativement
courts le régime algébrique n'est pas encore totalement établi alors que pour les temps les
plus grands les fluctuations statistiques perturbent l'extraction de ),.c / zc. De cette première
analyse, nous en déduisons que ),.c / zc est compris entre 1.25 et 1.45. Afin de préciser da-
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vantage la valeur4 de )..C/ Zc nous avons effectué des régressions linéaires sur des intervalles
de différentes largeurs en utilisant le même procédé que dans les parties 3.2.1 et 3.2.2. La
figure 4.10 représente les estimations de )..c/ Zc en fonction de la largeur des intervalles ainsi
que les coefficients de corrélation r associés à chaque régression. Nous en déduisons que les
calculs les plus fiables se réfèrent au Il plateau Il donnant )..C / Zc = 1.34 ± 0.05.
En vue d'étudier l'influence des effets de taille finie, nous avons également calculé les fonc-
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FIG. 4.10 - Variation de l'exposant )..c/zc évalué par régressions algébriques dans le régime
asymptotique à partir des résultats de la figure 4.9. Les symboles du graphe principal et de
l'insert se rapportent aux mêmes temps d'attente.

tions d'autocorrélation sur des systèmes de tailles L = 10,20,30 et 40. La figure 4.11 re
présente l'évolution de )..C / Zc extrait par régression linéaire sur des systèmes de différentes
tailles pour tw = 80. Il apparait clairement que les effets de taille finie influent sur la valeur
de l'exposant )..C. D'autre part pour les plus petites tailles, il est difficile de repérer un ré
gime algébrique vu les variations de )..C. La longueur typique des domaines ordonnés étant
de l'ordre de la taille du système, le régime d'échelle n'est plus vérifié dans ces conditions.
Lorsque la taille du système augmente, la figure 4.11 montre que le régime algébrique a bien
lieu et son exposant associé N / Zc converge alors vers une valeur proche de 1.34.
Nous poursuivons notre étude des effets de taille finie en analysant le comportement de la

4Etant donné que l'exposant dynamique Zc n'a pas été déterminé avec une grande précision, nous préférons
présenter la valeur de ..\c / Zc.
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FIG. 4.12 - Fonctions d'autocorrélation exprimées dans la variable d'échelle t/LZc pour t w =

0.2Lz
c avec L = 10,20,30 et 40. Les quantités ont été moyennées sur 1000 réalisations.
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fonction d'échelle de C(t, t w ) avec L. En supposant que les fonctions de corrélation obéissent
à la relation d'échelle dynamique:

(4.17)

où b est un facteur de dilatation arbitraire et en posant b = L, cette relation devient:

(4.18)

où F est une fonction d'échelle. A tw/ LZc fixé, nous nous attendons à ce que F adopte
un comportement algébrique dans la limite des longs temps avec un exposant proche de
À/ZC' La figure 4.12 représente la fonction d'échelle F(t/ LZc, tw/ LZc = 0.2) évaluée sur des
systèmes de taille croissante. La superposition des courbes relatives aux différents systèmes
confirme la relation (4.18). Dans le régime d'échelle, F(t/LZc, 0.2) rv (t/ LZc )-1.34, confirmant
la valeur ÀC/Zc :::::::: 1.34±0.OS. On constate par ailleurs, que les effets de taille finie deviennent
relativement importants au delà de t = 2LZ

c

Fonctions de réponse

La fonction de réponse R(t, tw ) rescalée est représentée sur la figure 4.13 faisant apparaitre
la fonction d'échelle fR(t/tw). Malgré les fluctuations critiques, les réponses calculées pour
différents temps d'attente se superposent sur une courbe maîtresse adoptant un comporte
ment algébrique pour les longs temps d'observation. Nous avons également tracé (en tirets)
la dépendance algébrique attendue, c'est-à-dire fR(t/tw) rv (t/tw)->'c/ zc avec ÀC/zc = 1.34.
Cette valeur semble confirmer les prédictions de la réf. [16] quant à l'égalité Àc = ÀR lorsque
l'état initial est désordonné. De plus, elle satisfait l'encadrement: d/2 ~ ÀC(:::::::: 2.68) ~ d
prédit dans [9, 10] avec Zc :::::::: 2.

D'autre part, la fonction d'échelle de la réponse linéaire déduite des théories d'invariance
conforme [38] est donnée par: fR(x) = rôx-1-a(x - l)l+a->.c/zc avec a = 2/3/vzc' Cette
fonction a été reproduite sur la figure 4.13 avec a = O.S et ÀC / Zc = 1.34. La superposition des
résul tats analytiques et numériques est remarquable pour ra ~ 0.17. Ceci confirme encore
l'hypothèse d'invariance d'échelle locale de la réponse linéaire.

Rapport de fluctuation-dissipation

L'expression (4.8) montre que le FDR prend une valeur non triviale dans le cas de trempes
critiques. Grâce à un développement en E = d - 4, Calabrese et Gambassi [27] ont obtenu
X oo = 0.416(8).

La figure 4.14 représente les calculs de susceptibilités magnétiques dans le scénario ZFC,
évaluées à t w = 200. Les résultats ne montrent quasiment aucune déviation par rapport
au théorème de fluctuation-dissipation. Nous avons recalculé XZFC (C) en modifiant des pa
ramètres tels que t w ou l'amplitude ha du champ magnétique mais les résultats restent
inchangés. Nous avons également évalué la susceptibilité ZFC par intégration de la fonction
de réponse XR(t, tw) = IL R(t, u)du (représentée par des cercles sur la figure 4.14) mais ce
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FIG. 4.13 - Fonctions d'échelle de la réponse lors d'une trempe critique d'un système de
taille L3 = 503 . Les quantités ont été moyennées sur 5000 échantillons.

calcul confirme les résultats obtenus par la méthode standard. Néanmoins, dans la limite
C(t, tw ) ---+ 0, il semble que la susceptibilité ne suive plus la forme imposée par le FDT (voir
insert de la figure 4.14). Mais il est impossible d'en déduire une éventuelle valeur de Xoo en
raison des fluctuations de C(t, tw ) et X(t, tw )'

Nous avons calculé numériquement, grâce à (4.12), le taux de fluctuation-dissipation sur
des systèmes de taille L = 20 et 30. La figure 4.15 représente le taux de fluctuation dissipation
calculé à T = Tc sur des systèmes cubiques de taille L = 20 et L = 30. L'insert montre la
dépendance de X avec la fonction d'autocorrélation où, de bas en haut, on a t w = 10,20 et
30. Nous voyons ici clairement que le taux de fluctuation-dissipation n'est pas une fonction de
C(t, t w )' D'après (4.8), le taux de fluctuation-dissipation est une fonction de t/tw et comme
le signal de X(t, tw ) est très bruité pour de longs temps, nous avons représenté cette quantité
dans la variable tw/t. En dépit des fluctuations statistiques, la superposition des courbes de
la figure 4.15 confirme la forme d'échelle (4.8). De plus, il s'avère que l'ensemble de nos
données converge vers une valeur proche de 0.4. En supposant un comportement algébrique
du type: X(t, tw ) = X oo +6~, nous en déduisons X oo = 0.43 ± 0.04. La ligne continue de la
figure 4.15 représente la valeur de FDR obtenue par Calabrese et Gambassi [27], tout à fait
compatible avec les résultats numériques.
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FIG. 4.14 - Susceptibilités magnétiques calculées à Tc pour t w = 200. Les symboles "+"
correspondent à la susceptibilité ZFC calculée de manière standard via (2.14) et les cercles
se réfèrent au calcul de la réponse intégrée. L'insert représente un agrandissement de zône
relative au régime asymptotique. Pour ces deux calculs, nous avons utilisé 500 échantillons.

4.4 Conclusion

ous avons analysé la dynamique hors équilibre du modèle XY 3D par simulations Monte
Carlo considérant des trempes depuis un état désordonné.

Les prédictions d'invariance d'échelle sur les fonctions d'autocorrélation et d'autoréponse
sont en accord avec nos simulations concernant les trempes dans la phase basse température
(T < Tc) où :

avec fc(x) '::: fR(X) t'V x->../z pour x » 1. Une analyse plus fine des données montre que les
fonctions d'autocorrélation sont très bien approchées par la forme d'échelle déduite d'une
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symboles "vides" à la taille L3 = 203 (26000 réalisations). Les traits mixtes représentent la
valeur moyenne de X(t, 20) opérée sur 5 points consécutifs avec L = 30.

théorie de champs libres [31] donnant:

[( )2] -À~/Z
C(t t ) = M2 (T) t + tw

, w eq 4tt
w

Dans ce contexte, ce résultat implique que la fonction d'autocorrélation définie par C(t, tw ) =
(</J(t)</J(t w )), est décrite par des champs </J dits quasi-primaires (voir annexe C.). Les calculs
numériques concernant la réponse linéaire présentent un très bon accord avec la forme ana
lytique calculée à partir de l'hypothèse d'invariance d'échelle locale [38] :

(

t ) l+a-ÀR/Z

R(t t ) = r t- 1- a - (t - t )-l-a, w 0 w t
w

W·

Notons que l'hypothèse IEL a été testée avec succès sur le modèle d'Ising 2D et 3D [39, 40]
ainsi que le modèle sphérique 3D [41, 42].
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Le comportement algébrique des fonctions d'échelle fe et fR est caractérisé par un unique
exposant À = Àe = À R ~ 1.7 ± 0.1, très proche de l'exposant de champs libres ÀO = d/2 et
satisfaisant aux conditions d'encadrement [9, 10, 12] : d/2 ~ À ~ d. Ce résultat confirme éga
lement les prédictions de Picone et al. [16] sur l'égalité des exposants Àe et ÀR lorsque l'état
initial est désordonné. L'analyse numérique des fonctions de réponse montre que a = 1/2.
Cette valeur est également retrouvée dans le modèle sphérique tridimensionnel [98,15,20,16].
Le rapport de fluctuation-dissipation a été déterminé grâce à des simulations ZFC et des
calculs sur X(t, tw )' Dans les deux approches nous trouvons: X oo = 0, ce résultat étant gé
néralement admis pour toute trempe en-dessous de Tc. Les analyses du taux de fluctuation
dissipation ont par ailleurs confirmé les formes d'échelle attendues concernant les fonctions
d'autocorrélation et d'autoréponse.

Dans le cas de trempes critiques, les calculs des corrélations et de la réponse ont justifié
les conjectures actuelles donnant :

avec fe(x) ~ fR(X) rv x-Àc /zc pour x» 1. Nous avons extrait des fonctions d'autocorrélation
la valeur ÀC/zc ~ 1.34 ± 0.05. Nous avons vérifié que cette valeur coïncidait avec l'exposant
associé à la réponse linéaire. L'étude des effets de taille finie sur l'autocorrélation a confirmé
la relation d'échelle dynamique: C(t, tw , L) = b-2f3/vC(b-zct, b-Zctw , b- 1L) où L est la taille
du système et b un facteur de dilatation arbitraire. Les prédictions de l'hypothèse IEL ont
également été vérifiées avec succès sur les fonctions d'autoréponse avec la même valeur de
l'exposant ÀC / ZC' Notre estimation satisfait ici encore aux conditions d'encadrement de Fi
sher, Yeung et al. [9, 10] et se trouve être assez proche de l'exposant critique relatif au modèle
d'Ising 3D où5 À}s ~ 2.8 [lI].

Les calculs de susceptibilité magnétique obtenue par application d'un champ aléatoire
ou par intégration de la réponse linéaire ne montrent aucune violation du FDT alors que les
calculs de Calabrese et Gambassi [27], utilisant un développement en E = d - 4, prévoient
X oo ~ 0.416(8). Les calculs numériques du taux de fluctuation dissipation ont révélé que
cette quantité converge dans la limite asymptotique vers une constante proche de 0.43±0.04,
compatible avec l'approche analytique.

5En prenant Zc = 2, on obtient ).C ~ 2.68 dans le modèle XY à trois dimensions.
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Chapitre 5

Chaîne quantique d'Ising

5.1 Introduction

La chaîne quantique d'Ising en champ transverse constitue un des systèmes les plus
simples présentant une transition de phase quantique à température nulle. Outre son intérêt
théorique, ce modèle est également étudié expérimentalement! dans le contexte des recherches
sur les verres quantiques [100]. En effet, lorsque la température de transition de la phase
"vitreuse" est suffisamment basse interviennent des effets quantiques.

Depuis plus de vingt ans, de nombreuses études théoriques 2 sur les chaînes quantiques
désordonnées s'emploient à comprendre les effets des fluctuations quantiques sur les proprié
tés à l'équilibre et les phénomènes critiques relatifs à ces systèmes.

Les études sur les verres de spin classiques ont montré que le phénomène de vieillisse
ment était dû à un ralentissement de la dynamique interdisant un retour à l'équilibre (pour
des échelles de temps "accessibles" expérimentalement). Pour des systèmes quantiques, la
dynamique à température nulle est générée par les fluctuations quantiques et il a été mon
tré expérimentalement [104] et théoriquement que ces systèmes présentaient également du
vieillissement [105, 106].

Cette deuxième partie est consacrée à l'étude de la dynamique à température nulle de
la chaîne quantique d'Ising désordonnée. Nous nous intéressons à l'évolution des aimanta
tions transverses de volume et de surface ainsi qu'aux fonctions de corrélation bord à bord
spin-spin (af(t)a"f(t)). L'évolution des opérateurs quantiques, représentés en terme de fer
mions libres, est donnée par l'équation de Schrodinger dépendant du temps. Les grandeurs
dynamiques sont donc obtenues ici à partir d'une équation d'évolution parfaitement justifiée
microscopiquement.

Si la solution de la chaîne d'Ising homogène est connue depuis les travaux de Lieb, Schultz

l La réf. [99] comporte quelques exemples de marériaux décrits par un Hamiltonien d'Ising dans un champ
transverse.

2De nombreuses techniques ont été employées pour ces études théoriques, nous pouvons notamment citer
la méthode des répliques [101], le groupe de renormalisation [102] et les simulations Monte Carlo [103].
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et Mattis, le cas du modèle bidimensionnel avec désordre corrélé a été exactement résolu par
McCoy et Wu [107]. Grâce à la correspondance entre systèmes classiques à d dimensions et
systèmes quantiques à d + 1 dimensions, Shankar et Murthy [108] ont transcrit les travaux
de McCoy et Wu sur la chaîne quantique désordonnée. Plus tard, Fisher [102], s'appuyant
sur une procédure de renormalisation introduite par Ma et al. [109], a étudié plus en détail
la transition de phase quantique présentée par ce modèle. Fisher caractérisa l'écart au point
critique par un paramètre 5 prenant en compte les distributions des couplages et des champs
magnétiques. Il a également montré que l'exposant dynamique z varie continûment avec
5 dans la phase paramagnétique (5 > 0) alors qu'au point critique (5 = 0), z = 00. Les
calculs numériques [110, 111] ainsi que les travaux [112] utilisant l'approche de Ma, ont
confirmé et complété les prédictions de Fisher quant aux propriétés de la phase de Griffiths
[113, 114, 115]. Les résultats issus des techniques de renormalisation ont été appuyés par
des calculs numériques basés sur une représentation des opérateurs en terme de fermions
libres. La descritption fermionique a également permis d'étudier la structure du spectre en
énergie [110] ainsi que les aimantations de surface et les fonctions de corrélation spin-spin
[116,117,118,119].

Les travaux de Niemeijer [120] et Tjon [121] dans les années 60, ont montré que la relaxa
tion à très basse température de chaînes quantiques n'était pas exponentielle mais algébrique
contrairement aux prédictions de Terwiel et Mazur [122]. Plus récemment, les calculs ana
lytiques des aimantations et des fonctions de corrélation dans les chaînes d'Ising et XY
homogènes [123, 106, 124, 125, 126] ont confirmé le caractère algébrique de la relaxation3 . Il
a été notamment montré par Schütz et Thimper [106] que lorsque l'état initial est ordonné,
l'aimantation décroît comme <X t-W avec respectivement w = 3/2 et w = 1 dans les chaînes
d'Ising et XX. Les calculs de fonctions d'autocorrélation C(t, tw ) [106, 126] ont également
confirmé la présence de vieillissement dans ces chaînes quantiques. Dans le cas d'une prépa
ration inhomogène, Berim et al. [124] ont montré que l'exposant w dépend explicitement du
vecteur d'onde caractérisant l'inhomogénéité de l'état initial.

Cette deuxième partie débute par une présentation générale des chaînes d'Ising quan
tiques homogène et désordonnée placées dans un champ transverse. Nous rappelons no
tamment les principaux résultats de Fisher concernant la chaîne présentant des couplages
aléatoires. Le chapitre suivant est consacré au calcul des quantités dynamiques en utilisant
une description fermionique. Nous exposerons ensuite nos résultats relatifs à la chaîne d'Ising
désordonnée placée sous un champ transverse uniforme ho. Le système est préparé dans des
états parfaitement ordonnés respectivement dans les directions x et z. Les calculs concernent
l'évolution des aimantations transverses et longitudinales ainsi que des fonctions de corréla
tion bord à bord pour différentes valeurs de champ. Ce travail a été publié en 2002 dans The
European Physical Journal B [128].

3Des mesures expérimentales ont mis en évidence une relaxation magnétique algébrique à très basse
température [127].
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5.2 Modèle d'Ising quantique

5.2.1 Cas homogène

Présentation

Il
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Le modèle d'Ising classique a été introduit par Lenz et Ising en 1920 [129] dans le but
de décrire le comportement collectif d'une assemblée de moments magnétiques. Ce modèle
considère les interactions magnétiques à courte portée de spins placés sur un réseau A. Les
moments magnétiques Si = ±1 interagissent en premiers voisins avec des couplages ferro
(J > 0) ou antiferromagnétiques (J < 0). Le Hamiltonien classique est donné par:

H = -J L Si Sj,
(i,j)EA

(5.1)

où i et j repèrent les positions des spins premiers voisins.
La chaîne d'Ising quantique décrit les interactions entre des spins 1/2 disposés sur un

réseau unidimensionnel. Les trois composantes du spin S sont représentées par des matrices
de Pauli :

1
(5.2)sx,y,z = _CJx,y,z

2
où

CJX = ( ~ ~ ) CJY = ( 0 ~ ) CJZ = ( 1 0 ) . (5.3)
0 -1

Les matrices de Pauli satisfont les règles de commutation:

(5.4)

et
[ XX] - [Y Y] - [Z Z] - 0CJi ,CJj - CJi' CJj - CJi' CJj - .

Le Hamiltonien de la chaîne d'Ising quantique en champ transverse s'écrit:

H = -JLCJkCJk+l - h LCJk .

k k

(5.5)

(5.6)

Ce modèle, présentant une transition de phase quantique à température nulle, a été exac
tement résolu en 1961 [130] par des méthodes de seconde quantification. Grâce à la corres
pondance formelle entre des systèmes quantiques à d dimensions et des systèmes classiques
à d + 1 dimensions, on montre que ce modèle se situe dans la même classe d'universalité que
le modèle d'Ising classique à deux dimensions [107].

Diagonalisation du Hamiltonien en champ transverse

Nous considérons une chaîne d'Ising comportant L sites et placée sous un champ magné
tique h transverse. Nous nous plaçons dans des conditions de bords libres. Le Hamiltonien
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est alors défini par :
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L-l L

H = -JLa~a~+l - hLa~.
k=l k=l

(5.7)

Ce Hamiltonien peut être réduit à un Hamiltonien de fermions libres par transformation de
Jordan-Wigner [1311 suivie d'une transformation canonique, de type Bogoliubov [1321. Ici,
nous introduisons les oprérateurs Ak et Bk définis par:

k-l

Ak = II(-aj)a~
j=l

k-l

Bk = i II(-aj)ak .
j=l

Ces opérateurs satisfont les règles d'anticommutation :

(5.8)

(5.9)

(5.10)

(5.11)

A partir des définitions (5.8) et (5.9), les opérateurs a~a~+l et ak peuvent être réexprimés
en fonction des opérateurs A et B :

(5.12)

(5.13)

En introduisant le vecteur à deux composantes

(5.14)

et son adjoint rt = (Ak , iBk ), le Hamiltonien (5.7) se réécrit:

Cette relation peut être réexprimée sous une forme plus compacte:

H= ~r+ Tr
2

(5.15)

(5.16)
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où r+ est un vecteur à 2L composantes défini par r+ = (ri, rt, ... ,rt). L'opérateur Test
représenté par une matrice hermitienne 2L x 2L définie par blocs:

J rT Y +irTx

2

T=

J rTY-irTx

2

JrTY-irTX
2

JrTY+irTX
2

JrTY +irTx

2

JrTY-irT x
h(JY

2

(5.17)

Par une transformation canonique [130, 132], le Hamiltonien est ramené à un système de
fermions libres:

H = t 'q (ry:ryq - D' (518)

où le spectre du Hamiltonien {Eq } est constitué par les valeurs propres positives4 de l'équa
tion :

TV~ = AqV~ q = 1,2, ... ,2L . (5.19)

Les fermions 7]: et 7]q sont respectivement les opérateurs de création et d'annihilation satis
faisant les règles d'anticommutation fermioniques. Ces fermions diagonaux s'expriment en
fonction des opérateurs A et B par la forme :

7]: = ~ 2:)<p~(k)Ak + 1/J~(k)Bk)
k

7]q = ~ L(<p~(k)Ak -1/J~(k)Bk) .
k

où les <p~(k) et 1/J~(k) sont les composantes du vecteur V; définies par:

(5.20)

(5.21)

V' = 2.qJ2

<p~(I)

-i1/J~(I)

<p~ (2)
-i1/J~ (2)

<p~(L )
-i1/J~(L)

(5.22)

4Le spectre en énergie de la matrice T est réparti symétriquement autour de zéro, ainsi on a f.q= IAql.
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5.2.2 Cas désordonné

Présentation

Le modèle d'Ising occupe une place de choix dans l'étude de systèmes désordonnés puis
qu'il a été résolu de manière analytique par McCoy et Wu [107]. Le modèle de Wu et McCoy
[107, 114] considère des spins d'Ising placés sur un réseau rectangulaire. Les couplages hori
zontaux Ji sont aléatoires mais invariants le long d'une même colonne alors que les liaisons
verticales K sont toutes identiques (voir figure 5.1).

K K K

0---0---0---0-- - - - - ---0---0

K

0---0---0---0-- - - - - ---0---0

,

1---0---0---0-- - - - - ---0---0

K
JI J2 J3

O-~-O-~-O-~-O---------O

FIG. 5.1 - Modèle de McCoy et Wu

K

L'intérêt de ce modèle, a priori artificiel, est dû à l'équivalence de sa matrice de transfert
dans la direction verticale avec le Hamiltonien quantique:

(5.23)

où les champs hi, tous identiques, sont reliés aux liaisons K. Par la suite, Shankar et Murthy
[108] ont étendu ce modèle à des champs magnétiques hi aléatoires.

Les travaux de Shankar et al. [108] et Fisher [102] sur la chaîne d'Ising décrite par le
Hamiltonien (5.23) ont montré que ce système présente une transition de phase quantique à
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température nulle lorsque:
[ln J] = [ln h]

93

(5.24)

où [.] représente une moyenne sur les réalisations du désordre. L'écart au point critique est
paramétré par :

o= [ln h] - [ln J] (5.25)
var[h] + var[J] ,

où var[·] désigne la variance de la distribution considérée. Dans toute la suite, nous noterons
respectivement 7r(J) et p(h) les distributions des couplages et des champs.

Propriétés à température nulle

A température nulle, la chaîne d'Ising désordonnée en champ transverse présente un
point critique séparant une phase paramagnétique (0 > 0) d'une phase aimantée (0 < 0). La
phase paramagnétique présente une particularité pour 0 < Oc où Oc est la valeur maximale
de 0 pour laquelle il existe des domaines Ac vérifiant hi < Ji, Vi E Ac. Dans cette phase

Phase aimantée Phase paramagnétique

Phase de Griffiths-------1------+1-------... 8
o DG

FIG. 5.2 - Diagramme de phase de la chaîne d'Ising désor.donnée en champ transverse à
température nulle.

faiblement désordonnée (appelée aussi phase de GrifIith~) l'énergie libre n'est plus une
fonction analytique du champ longitudinal6 H x .

Phase désordonnée (0 > 0) L'exposant dynamique z reliant le temps de relaxation Tr

à l'échelle de longueur caractéristique l associée est défini par Tr t'V ZZ. Il a été montré [117]
que dans la phase de Griffiths, cet exposant peut être calculé à partir de la racine positive
de l'équation:

[(ft] =1, (5.26)

où [.] représente une valeur moyenne sur le désordre gelé. L'équation (5.26) implique que z
dépend de 0 et pour 0 < 0 < Oc [102, 110, 116] :

z = ~0(1 + 0(0))2, 0 --f 0 , (5.27)

5n existe également une phase de Griffiths dans la région faiblement ordonnée où réciproquement Ji < hi,
Vi E Ac.

6Ce champ intervient dans le Hamiltonien par une interaction du type Hxaf.
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(5.28)lim z = 1 .
o-+°ë

Dans la phase de Griffiths, l'aimantation m X est une fonction singulière du champ magnétique
uniforme Hx [114, 102] : m~ing(Hx) rv IHxI1/z, induisant une susceptibilité magnétique infinie.
Dans toute la phase paramagnétique, les fonctions de corrélation spatiales C: = (aiai+T)
présentent une décroissance exponentielle de la forme: C: rv exp(-r /ç) où la longueur de
corrélation moyenne ç est donnée par :

avec v = 2.

2
lv = ----::-::-----:---=-

var[h] - var[J] ,
(5.29)

Phase critique (<5 = 0) Dans la phase critique, le temps de relaxation TT' inversement
proportionnel à l'espacement des niveaux d'énergie du bas du spectre, est relié à la longueur
de corrélation ç par :

ln TT rv e/2
, (5.30)

correspondant à Zc -----t 00. A l'approche du point critique, l'aimantation de surface ms = (an
se comporte comme

(5.31)

avec /3s = 1 [114]. L'aimantation de volume, définie par (an (i étant affecté à un site "suffi
samment éloigné" de la surface) est caractérisée par un autre exposant f3 = 2 - (1 + V5)/2
d'après les résultats de Fisher [102]. La moyenne des fonctions de corrélation spatiale [C:]
présente un comportement algébrique de la forme:

4>= 1+V5
2

(5.32)

(5.33)

Au voisinage du point critique, les distributions de probabilité étant très étendues, les quan
tités correspondantes ne sont plus auto-moyennantes. De ce fait, les valeurs moyennes et les
valeurs typiques ne coïncident plus. La valeur moyenne représente l'évaluation de la grandeur
mesurée au cours d'une expérience alors que la valeur typique est la valeur obtenue avec une
probabilité de un pour un événement donné. Cette propriété caractéristique, apparaissant
dans certains systèmes désordonnés, se manifeste dans l'évaluation des fonctions de corré
lation spatiales C:. La valeur moyenne [C:] est essentiellement obtenue à partir de rares
événements correspondant à une paire de spins fortement corrélés: (aiai+T) :::: 1. Shankar
et Murthy ont montré [108, 102] que pour de faibles valeurs de <5 les corrélations spatiales
typiques adoptent une décroissance exponentielle:

-lnC; ~ El,
çt

où la longueur de corrélation typique 6 est caractérisée par l'exposant critique Vt = 1 (qui
est la valeur de v dans la chaîne d'Ising homogène).
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5.3 Calculs dynamiques
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La dynamique "naturelle" de systèmes quantiques est gouvernée par l'équation de Liou
ville7

:

â~~t) = i[H, p(t)] == 12(p(t)) , (5.34)

où p est l'opérateur densité, H le Hamiltonien et [, ] un commutateur. Le super-opérateur
12 est appelé opérateur quantique de Liouville. La valeur moyenne d'une observable ° à
l'instant t est donnée par:

(O)(t) = Tr{p(t)O} , (5.35)

avec Tr{p} = 1, où Tr{-} désigne la trace.
Habituellement, afin d'étudier les propriétés dynamiques d'un système quantique, on le
couple à un bain lui-même décrit de manière quantique. Le réservoir peut être notamment
modélisé par une assemblée d'oscillateurs harmoniques en équilibre à une température T. Le
Hamiltonien total H est divisé en trois termes:

(5.36)

où Hs et Hb sont respectivement les Hamiltoniens du système et du bain et HI représente
l'interaction entre ces deux parties. A présent, les quantités moyennes sur le système sont
obtenues à partir de l'opérateur densité réduit:

(5.37)

où l'on a effectué la trace de p(t) sur les degrés de liberté du bain. La valeur moyenne de
l'observable ° est donnée par:

(5.38)

où Tr s est la trace réalisée sur les degrés de liberté du système.

Cette approche est en général très complexe et nous avons choisi une voie plus simple.
Nous considérons le cas d'un système isolé préparé dans un état initial pur, décrit par le ket
Iwo). L'évolution temporelle de Iwo) est donnée par l'équation de Schrodinger :

Iw(t)) = exp(-iHt)lwo) , (5.39)

où H est le Hamiltonien du système fermé. La valeur moyenne à l'instant t de l'opérateur °
est alors donnée par la moyenne quantique :

(O)(t) = (w(t)jOlw(t)) . (5.40)

Dans la représentation de Heisenberg, l'évolution de l'observable est traduite dans l'opérateur

O(t) = exp(iHt)O exp( -iHt) ,

7 Cette relation est l'analogue quantique de (1.2)

(5.41)
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et sa valeur moyenne est obtenue par :

(O)(t) = (wol exp(iHt)O(t) exp(-iHt)lwo) . (5.42)

Nous nous intéressons au calcul des valeurs moyennes des aimantations et des fonctions
de corrélations dans une chaîne d'Ising de taille L décrite par le Hamiltonien (5.23) dans des
conditions de bords libres. Le système est initialement préparé dans un état Iwo). L'évolution
temporelle de l'aimantation transverse au site i est alors donnée par:

(5.43)

où ai est la matrice de Pauli introduite dans (5.3). De la même façon, on étudie les fonctions
de corrélation bord à bord cio (t) définies par :

(5.44)

Dans toute la suite, nous considérerons deux types d'états initiaux. Le système peut être
préparé dans l'état Iwo) = Iz) défini par:

Iz) = ( ~ ) Q9 ( ~ ) Q9 ... Q9 ( ~ ) , (5.45)

et satisfaisant ailz) = Iz) pour i = 1,2, ... , L. L'autre état initial considéré, noté lx), est
donné par:

lx) = ~ ( ~ ) Q9 ~ ( ~ ) Q9 ... Q9 ~ ( ~ ) , (5.46)

et vérifie aflx) = lx) pour i = 1,2, ... , L. L'action respective des opérateurs af et ai sur les
états Iz) et lx) provoque le renversement du spin i puisque:

et (5.47)

en d'autres termes:

(5.48)

pour i = 1,2, ... ,L. Il en est de même pour l'opérateur aY :

i = 1,2, ... , L . (5.49)
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5.3.1 Evolution temporelle des opérateurs échelle

Le calcul des valeurs moyennes (5.43,5.44) nécessite de connaitre Clt(t) et Clf(t)ClL(t). Ces
opérateurs peuvent être réexprimés en fonction des opérateurs échelle Ak(t) et Bk(t) à partir
des définitions (5.8,5.9) et des relations de commutation (5.45.5). Comme Cli = BiAi, on en
déduit:

(5.50)

de même:
(5.51)

où Q = TI~=l (-Cl]). Il reste maintenant à déterminer l'évolution temporelle des opérateurs
A et B.

Diagonalisation de la matrice T

Nous avons vu précédemment que la diagonalisation du Hamiltonien d'Ising implique la
résolution de l'équation aux valeurs propres TVq = AqVq où les éléments de la matrice her
mitienne T sont définis par les couplages et les champs transverses. Lorsque le Hamiltonien
d'Ising est inhomogène la matrice 2L x 2L correspondante est définie par:

T= (5.52)

La diagonalisation numérique de la matrice T utilise une routine standard [133]. En écrivant
les vecteurs propres Vq de la matrice T sous la forme8 :

Vq(2k) = 'ljJq(k)

Vq(2k - 1) = -cPq(k) k=1,2, ... ,L
(5.53)

nous obtenons deux relations liant les opérateurs de création et d'annihilation aux opérateurs
échelle:

Ak = LcPq(k)(TJ: +TJq)
q

Bk = L 'ljJq(k)(TJ: - TJq) .
q

(5.54)

(5.55)

8Cette écriture des composantes de Vq diffère de (5.22) car il est plus commode, lors de la diagonalisation,
de travailler sur une matrice à éléments réels.



98 CHAPITRE 5. CHAÎNE QUANTIQUE D'ISING

En inversant ces expressions, nous obtenons:

(5.56)

(5.57)

Expression des contractions

L'évolution temporelle à température nulle des opérateurs fermioniques diagonaux 7]: et
7]q est donnée par :

(5.58)

l ous avons utilisé ici la forme quadratique (5.15) pour 1i ainsi que la relation de commutation
h:,7]q'] = Oq,ql. D'autre part, comme (7]:? = 0, nous obtenons: 7]:e-ifqt71;t1)q = 7]:, ce qui
implique:

et
7]q(t) = e-ifqtryq

ous en déduisons l'évolution temporelle des opérateurs échelle:

Ak(t) = L cPq(k) [eifqt7]: + e-ifqt7]q]
q

Bk(t) = L 'l/;q(k) [eifqt7]: - e-ifqt7]q]
q

(5.59)

(5.60)

(5.61)

(5.62)

En réinjectant dans ces deux relations les expressions de ry: et 7]q provenant de (5.56,5.57),
nous obtenons:

et

Ak(t) = L(AkA/)tA/ + (AkB/)t B/
/

(5.63)

(5.64)Bk(t) = L(BkA/)tAI + (BkBI)tBI ,
/

où les contractions (")1 définies à partir d'anticommutateurs sont données par [126, 125] :

1
(AkAI)t 2" {Ak(t), Al} = L cPq(k)cPq(l) COS(éqt)

q

1
(BkBI)t == 2" {Bk(t), Bd = L 'l/;q(k)'l/;q(l) COS(éqt)

q

(5.65)

(5.66)
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(5.67)(AkBI)t = (BIAk)t = iL <pq(k)'l/Jq(l) sin(Eqt) .
q

Ces contractions peuvent être exprimées en terme de fonctions de Bessel Jv(x) lorsque la
chaîne est homogène [126, 125] :

(AkAI)t = (BkBI)t = (-I)k+IJ2k _21 (2t)

(AkBI)t = i( _1)k+I+l J2k-21+l (2t) ,

(5.68)

(5.69)

lorsque k = O(Lj2). Dans le cas désordonné, les contractions sont calculées numériquement
à partir des vecteurs <Pq et 'l/Jq extraits de Vq et des valeurs propres Eq.

5.3.2 Calcul des aimantations moyennes

L'évolution de l'aimantation transversale mto(i, t) est définie par:

(5.70)

Le produit d'opérateurs Bi(t)Ai(t) déduit de (5.63) et (5.64) peut se réécrire de manière plus
compacte sous la forme:

(5.71)

où

r il = { A j

J B j

Ainsi mto(i, t) est donné par l'expression:

si il = 1
si il = 2

(5.72)

où il reste à déterminer ('l'a 1rjl rj~ 1'l'a) en fonction de l'état initial.

(5.73)

Système préparé dans l'état Iz)

L'expression de m~(i, t) fait intervenir les contributions non nulles des termes: (Zlrjl rj~ Iz).
L'action des opérateurs r~l et r~i2 renverse respectivement les spins situés en j et j'. De ce
fait, les contributions non nulles apparaissent pour j = j'. Dans ce cas, nous avons pour
j=1,2, ... ,L:

(zIAjAjlz) = -(zjBjBjlz) = 1 ,

puisque A2 = _B2 = 1, quelque soit Iwo), et

(5.74)

(5.75)
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m~(i, t) = (zlat(t)lz) = Lj ((BiAj)t(AAj)t - (BiBj)t(ABj)t)

+ Lj ((BiBj)t(AAj)t - (BiAj)t (AiBj)d (5.76)

On montre assez facilement que la première somme dans (5.76) s'annule exactement réduisant
le résultat final à :

L

m~(i, t) = L ((BiAj)t(AAj)t - (BiBj)t(ABj)t)
j=1

(5.77)

L'aimantation transverse est évaluée numériquement à partir de l'expression (5.77) compor
tant les contractions calculées au préalable grâce à (5.65,5.66,5.67).

Système préparé dans l'état lx)

En appliquant la même méthode au calcul de m~ (i, t), nous devons évaluer les contri
butions non nulles de (xlqlrj~lx). Ici, l'action des opérateurs r~l et r i2 j sur l'état lx) est
différente du cas précédent. Par exemple, pour j < j' l'opérateur AjAjl retourne les spins
situés entre les positions j et j' - 1. Les contributions non nulles concernent les termes de
type:

ous en déduisons :

(xIAjAjlx) = -(xIBjBjlx) = 1

(xIAj+1Bjlx) = -(xIBjAj+1Ix) = 1 .

(5.78)

(5.79)

m~( i, t) = (xia: (t) lx) = Lj ((BiAj)t(AAj)t - (BiBj)t(ABj)t)

+ Lj ((BiAj+1)t(ABj)t - (BiBj)t(AiAj+1)t) (5.80)

où comme précédemment, la première somme s'annule. L'évolution de l'aimantation est donc
donnée par:

L

m~(i, t) = L ((BiAj+1)t(ABj)t - (BiBj)t(AiAj+1)t)
j=1

5.3.3 Fonctions de corrélation connexes C~,z(t)

L'évolution des fonctions de corrélation 6iO(t) se détermine grâce à la moyenne:

(5.81)

(5.82)

où nous avons utilisé (5.51). ous devons donc évaluer les contributions non nulles des termes
(\lI oIr~l rj~Q 1\li0)'
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Pour un système préparé dans l'état Iz), l'action de l'opérateur Q sur l'état initial est:

L

Qlz) = II (-o-~) Iz) = (-l)Llz) .
m=l

(5.83)

Les contributions non nulles concernent les cas où il =1= i2 et j = j'. Dans une chaîne
comportant un nombre de sites pair, l'expression des fonctions de corrélation ëL(t) vaut
alors:

L

ëHt) = L ((A1Bj)t(BLAj)t - (A1Aj)t(BLBj)t)
j=l

La fonction de corrélation connexe Ci (t) est définie par :

CHt) = ëHt) - (zlo-f(t)lz) (zlo-l(t) Iz) ,

et comme:
(zlo-f(t)jz) = (zlo-f(t)lz) = 0 ,

alors:
CHt) = ëHt) .

(5.84)

(5.85)

(5.86)

(5.87)

Lorsque Iwo) = lx), l'action de l'opérateur Q sur l'état initial renverse tous les spins de
la chaîne, de sorte que :

Qlx) = lx) ,

où (xix) = O. Les éléments non nuls sont donnés par:

ous en déduisons l'évolution des fonctions de corrélation ëL(t) :

(5.88)

(5.89)

(5.90)

La fonction de corrélation connexe CL(t) est obtenue en retranchant à (5.90) le produit
(xlo-f(t)lx)(xlo-f(t)lx) dont les termes sont donnés par:

(5.91)

et
(5.92)

Ainsi, la fonction de corrélation connexe est réduite à :

(5.93)
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Chapitre 6

Dynamique hors de l'équilibre

Nous étudions la dynamique hors équilibre d'une chaîne d'Ising désordonnée de taille L
avec des conditions de bords libres. Le Hamiltonien est défini par:

L-l L

1i = - L Jka~a~+l - L hka~ ,
k=l k=l

où les distributions des couplages et des champs sont données par:

7r(J) = { 1 s~JE[O,l]
o smon

et
p(h) = b(h - ho)

(6.1)

(6.2)

(6.3)

La valeur du champ critique he déduite de (5.25) est obtenue pour ho = e- 1. Les quantités
calculées sont obtenues après avoir été moyennées sur les réalisations du désordre.

6.1 Aimantations de surface et de volume

6.1.1 Aimantations sous champ critique

Nous considérons ici l'évolution des aimantations de surface et de volume pour des sys
tèmes placés sous champ critique he et préparés dans les états lx) et Iz) à t = O.

La figure 6.1 montre l'évolution des aimantations transverses de surface m~(l, t)
(zlaf(t)lz) et de volume m~(L/2, t) (z\af/2(t)lz) calculées pour un état initial préparé
dans l'état Iz). Dans la limite des temps longs, les aimantations de surface et de volume
tendent respectivement vers des constantes m~ et m~ indépendantes de la taille du système.
La relaxation ne suit pas une loi exponentielle mais plutôt algébrique. Cette décroissance
s'accompagne d'oscillations dont la période proche de 27r, est liée aux propriétés de la distri
bution du désordre. Nous avons vérifié que ces oscillations persistaient pour une distribution
exponentielle des couplages: 7r(J) = a exp( -aJ). Avec cette nouvelle distribution, la période

103
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FIG. 6.1 - Aimantations critiques transverses dans la chaîne d'Ising désordonnée préparée
dans l'état jz).

des oscillations varie linéairement avec le paramètre Q. Le temps microscopique T caracté
ristique de ces oscillations est donc inversement proportionnel au couplage moyen [J] = Q-l

du système.

Pour une distribution de couplage définie par (6.2), le comportement de l'aimantation de
surface est très bien décrit par la fonction (voir fig. 6.1)

C1.l5 [cos(1.2t - 1.46) - 0.43 cos(0.3t - 1)] + 0.5

justifiant une relaxation algébrique. En raison de la divergence de notre fonction "test"
lorsque t -t a, nous n'avons pas pris en compte les valeurs de [m~(1, t)] aux temps courts.

ous n'avons pas été en mesure de reproduire cette analyse sur l'aimantation de volume en
raison de la faible amplitude des oscillations.
La figure 6.3 représente l'évolution des aimantations de surface m~(l, t) et de volume m~(L/2, t)
pour un système préparé dans l'état lx). Comme précédemment, l'approche des aimantations
vers leur valeur stationnaire m~ et m~ est algébrique. On remarque que les comportements
de m~(L/2, t) et m~(L/2, t) sont similaires à ceux observés dans la chaîne homogène dans
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FIG. 6.2 - Aimantation transverse de surface dans la phase critique pour une distribution
de couplage exponentielle 7f (J) = a exp(- c:û). Le système est préparé dans l'état 1z) et les
quantités ont été moyennées sur 105 réalisations.

laquelle [106, 126, 1251 :

m~(t) = ~ + J1~;t) (6.4)

mZ (t) = ~ _ J1(4t) (6.5)
x 2 4t'

où J1 est une fonction de Bessel de première espèce. Dans ce cas, la relaxation obéit à une
loi algébrique en C 3/ 2 .

On remarque également que dans la chaîne homogène : m~(t) + m~(t) = 1. Ce résultat peut
se démontrer par des arguments de dualité. Pour un système initialement préparé dans l'état
1z), la densité d'énergie à t = 0 est donnée par :

1 L-1

e(O) = L L (zlhi,i+1Iz)
i=l

où hi,i+1 est le Hamiltonien local de la chaîne homogène défini par
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FIG. 6.3 - Aimantations transverses dans la chaîne d'Ising désordonnée sous champ critique.
Le système est préparé dans l'état initial lx).

Le système étant invariant par translation hi,i+l = h et la densité d'énergie initiale vaut:

e(O) = (zlhlz) = -h(zl(Jz Iz) = -h .

Comme l'énergie du système est conservée, on a pour tout t :

e(t) = (zlh(t)lz) = -(zl(Jf(t)(Jf+l(t)lz) - h(zl(Jt(t)lz)
= -h.

Ainsi au point critique (h = 1), les deux contributions du Hamiltonien local vérifient:

De plus, comme la chaîne homogène est autoduale au point critique, alors:

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(zl(Jf(t)(Jf+l (t) Iz) = (xl(Jt(t) lx) ,

nous en déduisons donc quel m~(t) + m~(t) = 1.

(6.10)

1Le fait que limt-HX> m;,z (t) = 1/2, implique que pour un système préparé dans l'état Iz), l'énergie est
équitablement répartie sur les sites et sur les liaisons dans la limite asymptotique.
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6.1.2 Valeurs asymptotiques des aimantations transverses

Nous avons calculé la valeur asymptotique de l'aimantation pour différentes amplitudes
de champ magnétique ho. Les résultats ont été obtenus sur des systèmes de taille croissante
préparés initialement dans l'état lx) ou Iz). La figure 6.4 donne les valeurs de l'aimantation
transverse en fonction de l'écart au point critique ho/he pour des systèmes de taille L =
20,30,40 et 50. Nous avons également représenté la dépendance en champ de l'aimantation
dans la chaîne d'Ising homogène extraite de la référence [1061 :

(6.11)ho
Pour h - < 1h -e

1 - h2 - 2E(h - 1)
m=

2(l h )

1 + h + 2E(2h - 1)
m = - 2h2 pour h 2: 1 (6.12)

où la densité d'énergie E de l'état initial est donnée par E = -2(mü)2 - hmo' Nos résultats
ne semblent pas être sensibles aux effets de taille finie comme le prouve la superposition des
courbes correspondant aux différentes tailles. Contrairement au cas homogène, l'aimantation
ne présente aucune singularité au voisinage du point critique dans l'hypothèse où les effets
de taille finie sont négligés.

6.2 Fonctions de corrélation des spins de surface

6.2.1 Fonctions de corrélation sous champ critique

Nous nous intéressons à présent à l'évolution des fonctions de corrélation connexes entre
les spins situés aux extrémités de la chaîne sous champ critique:

Cf(t) = (xlo-f (t)o-l( t) lx) - (xlo-f (t) lx) (xlo-l(t) lx) (6.13)

et, d'après (5.86) :
[Ci(t)] - [(zlo-f(t)o-l(t) Iz)] . (6.14)

L'analyse aux temps courts des fonctions de corrélation montre que celles-ci restent nulles
jusqu'à un seuil, dépendant de L et de la préparation initiale. Les excitations se propageant
à une vitesse finie, les corrélations entre les spins de surface demeurent nulles en moyenne
tant que le signal n'a pas joint les deux extrémités (t < ,(L)). Comme la vitesse v de ces
excitations est indépendante de la taille du système, la valeur2 du seuil ,X,Z(L) est pro
portionnelle à L. Nous remarquons sur la figure 6.5 que ,x ~ 2,z ~ L. La propagation
des excitations, générées par le retournement des spins sous l'effet de l'opérateur o-z, étant
favorisée avec un état initial Iz), il est normal de trouver ,Z < ,x.

Pour t 2: ,x,z, les corrélations [Cl,Z(t)] augmentent jusqu'à atteindre une valeur constante
[Cl'Z(oo)] pour de très longs temps d'observation (figure 6.6). L'étude de systèmes de diffé
rentes tailles montre que la valeur asympotique [Cl'Z(oo)] est fonction de L.

2Il a été montré dans la réf. [126] que la valeur de T est indépendante de h pour h ~ 1 alors que T

augmente quand h diminue pour h < 1
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FIG. 6.4 - Valeurs asymptotiques de l'aimantation transverse en fonction de ho/he. Les
courbes garnies de symboles se réfèrent aux systèmes désordonnés préparés dans les états
lx) (ligne continue) et Iz) (tirets). Les lignes épaisses dépourvues de symbole représentent la
valeur de l'aimantation dans la chaîne d'Ising homogène. La ligne continue (discontinue) est
associée à un système préparé dans l'état lx) (Iz)).

6.2.2 Valeurs asymptotiques

Le calcul des valeurs asymptotiques Cf (00) pour des systèmes de différentes tailles L
montre au point critique que Cf((0) rv 1/L. Ce comportement peut être expliqué en expli
citant la forme (5.93) et en utilisant (5.67) :

Cf(t) = I: cPq(l )cPq1 (1 )'l/Jq(L)'l/Jql (L) sin(Eqt) sin(Eq1t)
q,q'

1+2 I: Dqql {cOS[(Eql - Eq)t] - cOS[(Eql + Eq)t]} (6.15)
q,q'>q

G(L) + F(L, t) , (6.16)
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FIG. 6.5 - Evolution aux temps courts des fonctions de corrélation bord à bord [C~,Z(t)] pour
différentes tailles de systèmes.

avec
(6.17)

Dans la limite des temps longs, les phases deviennent aléatoires (F(L, t » 1) ---t 0) et seule
subsiste la moyenne:

[ëf(t)] ~ [G(L)] == ~ 2)<p~(1)VJ;(L)]
q

t» 1. (6.18)

En fait, c'est le bas du spectre, donc la plus petite excitation, qui fixe le temps caractéristique
de relaxation TT pour lequel, lorsque t > TT le corrélateur atteint une valeur stationnaire. Au
point critique, les excitations Cq se comportent comme Cq rv exp( -aLl / 2 ) dans le bas du
spectre [110, 1161 et le temps de relaxation caractéristique est TT rv exp(aLl / 2 ). De plus, la
somme (6.18) est dominée par le terme associé au mode q = 1 localisé aux extrémités de la
chaîne:

[G(L)] ex [<p~(l)VJ~(L)] , (6.19)

où <Pl(l) et VJl(L) représentent les aimantations de surface à l'équilibre dans la direction x
[134, 135] pour Cl ---t O. Ces aimantations sont données par:

(

L-l i ) -1/2

((lD = <Pl(l) = 1 +~D À j (6.20)
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FIG. 6.6 - Relaxation des fonctions de corrélation moyennes [Cf(t)] des spins de surface
dans une chaîne de taille L = 20. Le système, préparé dans l'état lx), est placé sous champ
critique (6 = 0). L'insert montre la fonction de corrélation [Cf(t)] calculée sur ce même
système préparé dans l'état Iz). L'équation de la droite (en traits interrompus) est donnée
par (6.18). Les calculs ont recquis 50000 échantillons

et

(6.21)(aD = ,ML) = (1 +~g ),L-j) -1/2 ,

où )..j = (h j / Jj )2. Au point critique, les fluctuations des couplages )..j sont déterminées grâce
au théorème de la limite centrale:

c> O. (6.22)

De ce fait, la contribution d'un échantillon au calcul de la moyenne [G(L)] est proportionnelle
à exp( _cL l / 2 ). La moyenne [G(L)] fait apparaitre l'aimantation de surface <Pl (1) qui d'après
(6.20), vérifie:
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où les Àj sont des variables aléatoires appartenant à l'intervalle rhÔ, 00[. Ainsi, l'aimantation
de surface <P1(1) est non nulle si chaque terme de la somme (6.23) reste fini. Autrement dit,
chaque terme de (6.23) doit comporter au moins autant de couplages forts (À j « 1) que

de couplages faibles (À j ~ 1). La probabilité PP)(L) pour qu'un échantillon caractérisé par
ses couplages {À j } vérifie cette condition peut être interprétée en terme de marche aléatoire
[116, 136, 118]. Si chaque couplage fort (faible) est associé à un déplacement vers le haut
(bas), alors les échantillons contribuant à <Pl (1) =1= 0 sont décrits par une marche aléatoire
n'explorant que des ordonnées positives ou nulles (voir figure 6.7). De la même manière,

y(l)
couplage faible y(L)\

couplage fort
1
1

"/1
Y

1
\

"
, ,

0 ------------ ~ 1
À1 Î"'2 À

L
_

1

FIG. 6.7 - Marche aléatoire unidimensionnelle de L-1 pas contribuant à l'aimantation <p(1).

l'aimantation de surface 'l/J1 (L) est non nulle si le marcheur partant de l'ordonnée YL, rejoint
Yo sans jamais dépasser son ordonnée de départ. Les couplages des échantillons décrivent donc
une marche aléatoire de L pas entre deux murs absorbants d'ordonnée respective y = -1
et y = YL + 1. La probabilité Ps(L) pour qu'un échantillon contribue à [G(L)] =1= 0 est liée
à la probabilité de survie du marcheur après L pas, voir figure 6.8. On montre que dans le

y(l)

mur absorbant
y(L)+ 1 - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -

y(L)

o
-1 --------------------------------------------

mur absOl:bant

l

FIG. 6.8 - Marche aléatoire entre deux murs absorbants contribuant à G(L).
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cas d'une marche isotrope, correspondant au cas critique 0 = 0, la probabilité de survie d'un
marcheur accomplissant L pas entre Yo = 1 et YL = r - 1 sans toucher les murs distants de
r est:

Ps(L, r - 1) = _1_ t (_1)rn+l cosL ( 7rm ) sin2 ( 7rm )
r+1 r+1 r+1

rn=-r

La fonction [G (L)] est alors donnée par :

L-l

[G(L)] '" L Ps(L, r) .
r=l

(6.24)

(6.25)

L'analyse de la somme de probabilités (6.25) dans la limite continue aboutit à [G(L)] '" 1/L.
Dans le cas où 0 > 0, la marche n'est plus isotrope et le marcheur est attiré vers le mur absor
bant. Les rares contributions à [G(L)] proviennent des fluctuations maintenant le marcheur
à l'écart des murs. D'après la réf. [116], la probabilité correspondante se comporte comme
P;>O(L) '" L -3/2 exp(-aL1/ 2). Dans la phase ferromagnétique (0 < 0), le marcheur a ten
dance à s'éloigner du mur absorbant. De ce fait, pour L suffisamment grand, les fluctuations
ne sont plus assez importantes pour que le marcheur atteigne un des murs. La probabilité
de survie du marcheur ne dépend alors plus de L et tend vers une constante.
La figure 6.9 montre la dépendance de [G(L)] avec la taille du système dans les trois situa
tions évoquées (0 = 0, > 0 et < 0). L'évolution des valeurs de [G(L)] calculées avec (6.18)
corroborent les prédictions de la marche aléatoire. Pour ho = he (0 = 0), [G(L)] évolue
proportionnellement à 1/L. Dans la phase paramagnétique (ho> he), l'insert de la figure 6.9
confirme que [G(L)] '" L-3/2exp(-aLl/2). Enfin, pour ho < he, la valeur asymptotique des
corrélations Cf tend vers une constante indépendante de L.

6.3 Conclusion

Nous avons étudié numériquement la relaxation de l'aimantation et des fonctions de cor
rélation bord à bord dans la chaîne d'Ising désordonnée.
A partir de systèmes préparés dans les états lx) et Iz), nous avons observé une relaxation
algébrique des aimantations transverses accompagnée d'oscillations dont la période est di
rectement liée à la distribution des couplages. Ces oscillations rendent difficile l'extraction
de l'exposant associé à la relaxation. éanmoins il semble que l'aimantation transverse se
comporte en ex r U5 . Dans la chaîne homogène, l'aimantation transverse relaxe plus rapide
ment avec un exposant universel valant 3/2 quelque soit 0 < h < 00 [106, 126]. L'étude des
valeurs asymptotiques [m~o(ho)] montre que lorque l1IJo) = Iz) l'aimantation est une fonc
tion croissante du champ transverse. L'allure de la fonction [m~(ho)] est comparable à celle
observée dans le cas homogène (voir figure 6.4). Cependant, dans ce dernier cas la singula
rité de l'aimantation au point critique ne semble pas reproduite dans la chaîne désordonnée.
Nous avons calculé la valeur stationnaire de l'aimantation [m~(ho)] pour des systèmes de
différentes tailles au voisinage du point critique, la superposition des résultats ne montre
aucune évolution avec la taille de la chaîne et aucune singularité de l'aimantation. Pour des
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FIG. 6.9 - Dépendance des valeurs asymptotiques [G(L)] avec la taille L du système. Sur
le graphe de gauche, les symboles se réfèrent au calcul de [G(L)] pour fJ < 0 et fJ = 0, les
lignes donnent les résultats analytiques. Le graphe de droite concerne le cas fJ > 0 où les
prédictions donnent [G(L)] rv L-3/2exp(-aL) (ligne continue).

raisons de dualité, au point critique, la chaîne homogène satisfait l'égalité m~ = m~ [106].
Nous observons la même chose dans la chaîne désordonnée : [m~(hc)] = [m~(hc)].

Les résultats de l'étude dynamique des fonctions de corrélation (af(t)aL(t)) , liées au
développement des corrélations spatiales, sont plus instructifs. Pour des temps inférieurs à
un seuil T déterminé par la taille L du système et son état initial, les corrélations restent
nulles en raison de la vitesse finie des excitations. L'étude de ces corrélations dans la chaîne
homogène par Ig16i et Rieger [1261 a relevé un comportement similaire dicté par les inter
férences quantiques. Ils ont observé que les corrélations CL(t) restaient nulles en dessous
d'un seuil TL, Puis pour t 2 TL, les corrélations augmentent très rapidement pour atteindre
leur valeur maximale C~ax(Td avant de décroître jusqu'à t = 3TL où elles augmentent de
nouveau pour atteindre un autre maxima C~ax(3Td, et ainsi de suite pour t = 5TL, etc...
La dépendance de Cf(t) avec L à t fixé a révélé une décroissance proportionnelle à L-a.

Pour h = 1(> 1), il a été trouvé C~ax(TL) t'V L-2/3(t'V L-1) alors que Cf(t =1 Td t'V L-I
pour h 2 1. Dans le cas de la chaîne avec des couplages aléatoires, dès que les extrémités de
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celle-ci sont connectées, c'est-à-dire pour t ~ T, les corrélations ne présentent pas de maxima
mais augmentent continûment jusqu'à atteindre une valeur stationnaire dépendant de ho et
de L. Cette différence s'explique par le fait que les interférences quantiques sont effacées par
la présence du désordre des couplages magnétiques.

La valeur asymptotique des corrélations Cf(t) a pu être reliée au produit des aimantations
de surface. Pour un champ critique, les contributions non nulles de ces aimantations pro
viennent de rares échantillons caractérisés par des domaines fortement corrélés (À j ~ 1). La
densité de probabilité Ps (L) de ces échantillons a été déterminée grâce à une interprétation en
terme de marche aléatoire, où nous avons trouvé Ps(L) rv 1/L. Chaque échantillon donnant
une contribution d'ordre un au corrélateuJ Cf(oo), nous en avons déduit que [Cf(oo)] rv 1/L,
cette dépendance étant retrouvée dans la chaîne homogène où [126] Cf(t) rv 1/L à t =1= TL

fixé. Pour un échantillon ferromagnétique (0 < 0), la marche aléatoire associée s'écarte des
bords absorbants si bien que la taille du système n'intervient plus dans la probabilité de
survie du marcheur. Dans ce cas, la valeur asymptotique des corrélations tend vers une
constante indépendante de L pour L suffisamment grand. Lorsque ho > he, le marcheur est
attiré vers les murs, Cf (00) diminue donc logiquement avec L en suivant une décroissance
exponentielle proportionnelle à exp (-aLl/ 2 ) alors que cette décroissance est algébrique dans
la chaîne homogène avec un exposant a = 1.

Les résultats de Iglôi et Rieger [126] montrent que la dépendance des corrélations bord
à bord avec la taille du système est algébrique. Dans le cas de la chaîne désordonnée, nous
ne retrouvons cette dépendance algébrique que pour ho = he. Si dans la chaîne homogène,
le comportement asymptotique des corrélations est dicté par les fluctuations quantiques, il
est exclusivement dû à la distribution statistique des couplages dans la chaîne désordonnée.
Ceci explique les différents comportements qualitatifs de [Cf(oo)] en fonction des couplages
Ài ·
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Annexe A

Fonctions de corrélation dans
l'approximation des ondes de spin

Nous détaillons ici le calcul des fonctions de corrélation dans le modèle XY 2D lors
d'une trempe dans sa phase critique à partir d'un état initial thermalisé à 1i ::; TKT . La
dynamique, non conservative et dissipative, est régie par une équation de Langevin décrivant
la relaxation du paramètre d'ordre ;j réévalué à une échelle hydrodynamique:

a;j 6H -+

at = - 6;j + ((x, t) .

Ici, ;j(x, t) est un vecteur à deux composantes dont la fonctionnelle en énergie

(A.l)

(A.2)

a un potentiel V(;j) minimal pour l;jl = 1 de sorte que V(;j) = VO(;j2 - 1? Le bruit ther
mique ( = ((l, (2) suit une distribution gaussienne dont les deux moments sont caractérisés
par:

((i(X, t)) = 0 et ((i(X, t)(j(X', t')) = 2T62 (x - x')6(t - t')6ij . (A.3)

Le champ ;j peut se réécrire en fonction d'un paramètre angulaire: ;j = exp(iB) et dans la
limite des basses températures, l'énergie devient:

(A.4)

avec Ps(T) = T/27r'T/(T). A présent nous pouvons réécrire l'équation de mouvement du modèle
A (A.l) dans l'espace de Fourier dans l'approximation des ondes de spins:

Ok = -Ps(T)k2Bk + (k ,

où (k est la composante du bruit localement perpendiculaire à ;j vérifiant:
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L'approximation de basse température néglige l'influence des vortex, on peut légitimement
omettre la périodicité sur [O,27f] de la variable equi, après avoir été réévaluée à une échelle
mésoscopique, peut être assimilée à une variable continue sur [-00,00[. La résolution de
l'équation (A.5) conduit à :

(A.7)

où t est le temps d'observation. Connaissant le comportement de ek(t), nous voulons main
tenant calculer

00 (_l)n
C(t, tw) == (cos[e(x, t) - e(x, tw)]) = l +L -(-)' ((e(x, t) - e(x, tw)?n) , (A.8)

2n .
n=l

où la fonction d'autocorrélation a été développée en puissance de e(x, t) - e(x, tw)' Le ca
ractère gaussien des fluctuations de phase permet de relier les moments de e(x, t) - e(x, tw)
avec leur écart-type [84] :

(A.9)

Et comme (2n - 1)!!/(2n)! = 1/(n!2n ), la fonction d'autocorrélation s'exprime uniquement
en terme du second moment ((e(x, t) - e(x, tw)?), soit:

(A.IO)

avec

(A. 11)

Les trois termes de l'intégrale (A.11) se calculent grâce à (A.7) puisque:

l tl rt2
(ek(tde- k(t2)) = (ek(0)e_k(0))e-k2(tl-t2) + 0 Jo dtldt2e-k2(tl-Ide-k2(t2-12) ((k(tlK-k(t2)).

(A.12)
Par ailleurs, nous faisons l'hypothèse que la densité de probabilité des phases à t = 0 suit
une distribution gaussienne, soit:

(A.13)

où 'T/i est l'exposant critique initial des corrélations. Cette hypothèse permet de calculer les
corrélations initiales des phases l et donc le premier terme de (A.12) :

(A.14)

1La relation (A.14) est également valable lorsque le système est initialement ordonné puisque dans ce cas
(Bk(O)B_k(O)) = 0 et 'T}i == 'T}(T = 0) = O.
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Le calcul de la double intégrale ne pose aucun problème et aboutit à

l tl t2
dtldt2e-k2(tl-tI)e-k2(t2-12) ((k(tl )(-k(t2)) = ~: TU (e- k2

(t l -t2) - e-k2 (t 1+t2)) , (A.15)

où T/f = T / (21f Ps (T)). En affectant à t l et t2 les variables de temps appropriés, nous pouvons
évaluer BU, t w ) :

B(t,tw ) = J2~~2 [(T/i-T/f) (e-2k2t+e-2k2tw _2e-
2k2

(t+tw)) +T/fe -
k2

(t-tw)]. (A.16)

La divergence ultra-violet de l'intégrale est réglée en multipliant chaque intégrant par un
facteur exp( -a6k2) dans lequel ao matérialise le pas du réseau. Le résultat conduit à :

() (t-tw + a6 ) (t +tw + a6 )B t, tw = T/f ln 2 + (T/i - T/f) ln
ao y'(2t + a6) (2tw + a6)

(A.17)

qui, dans la limite t » tw » a6 donne le résultat attendu pour les fonctions d'autocorréla
tion :

(A.18)
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Annexe B

Réponse angulaire et fonction de réponse

Cette annexe vise à montrer, grâce au formalisme M8R, que la fonction de réponse
R(t, tw ) est liée à la réponse angulaire Ro(t, tw ) = o(e(t))j6h(tw ) par l'intermédiaire de la
fonction de corrélation, soit:

(B.l)

Le formalisme M8R est un puissant outil de traitement de systèmes classiques en interaction
avec un environnement classique. Nous n'aborderons pas les fondements ainsi que les mul
tiples domaines d'application de cette théorie, pour les détails voir les références [32, 45]. Ce
qu'il faut retenir de la théorie M8R appliquée au modèle XY est que la moyenne (cj;(t)) du
paramètre d'ordre se calcule à partir d'une intégrale fonctionnelle:

(cj;(t,r)) = j Dcj;D~cj;(t,r)exp (-SefJ[cj;,~,h]) ,

où Seff[cj;,~, h] est une action effective constituée ici par la somme de deux termes:

- f -[Bcj; OH]S[cj;, cj;, h] = dtdr cj; Bt +~ ,

et

(B.2)

(B.3)

(B.5)

s[cj;,~] = -~ jdtdrdtldrl(((t, r)((t' , r/))~(t, r)~(t', r') - ~ jdrdr/~(O, r)a(r - r/)~(O, r') .

(B.4)
Le champ cj; est appelé champ de réponse du fait de la relation:

o(cj;(t, r)) = ("'(t r):i.(t' r')) .oh(t' , r') 'f', 'f' ,

et la fonction a(r - r') de (B.4) décrit les corrélations spatiales initiales qui, dans l'approxi
mation des ondes de spin, sont données par leur transformée de Fourier :

~ (k) = 21rT/(Ti) = Ti
a k2 k2 .
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Le bruit thermique ((t, r) est un bruit blanc dont les deux premiers moments sont donnés
par

(((t, r)) = 0 et (((t, r)((t' , r')) = 2T8r,r,8(t - t') . (B.7)

L'action (B.4) décrivant les fluctuations thermiques et initiales s'écrit alors sous la forme:

où

3[4>, J] = - jdtdrdt'dr'J(t, r)K(t, t' ;r - r')J(t, r') ,

1
K(t, t';r - r') = T8(t - t' )8(r - r') + 28(t)8(t')a(r - r') .

(B.8)

(B.9)

Dans notre cas le paramètre d'ordre est la variable angulaire e mais nous conservons la
notation 4> plus habituelle à la théorie des champs.
Nous commençons d'abord par expliciter l'action (B.3) en définissant le hamiltonien H sous
champ:

H[4>, h] = - j dr (('\74»2 + h4>(r)) = - j dr ((\74»2 + hx cos 4>(r) + hysin 4>(r)) , (B.10)

qui, réinjecté dans (B.3), donne l'action:

- f -[a4> ]5[4>,4>, h] = dtdr 4> at - 6.4> + hx sin(4)) - hy cos(4))

La fonction d'autoréponse R(t, tw ) est définie par la limite:

R( )
=1' [(cos 4>(t, r)h - (cos4>(t,r)) (sin 4>(t, r))h - (sin4>(t,r))]

t, tw lm () + () ,
h-+O hx tw , r hy tw , r

(B.11)

(B.12)

où Oh précise que la valeur moyenne a été calculée en présence d'un champ magnétique h.
L'évaluation de l'aimantation dans la direction x est ramené à un calcul intégral du type:

(cos 4>(t, r)) = j V4>VJ { cos 4>(t, r) exp (- jdtdr J [~~ - 6.4>]) exp (-3[4>, J]) } (B.13)

(cos 4>(t, r)h = jV4>VJ { cos 4>(t, r)

x exp (- jdtdr J [~~ - 6.4> + hx(tw ) sin 4>(tw ) - hy(tw) cos 4>(tw )]) exp (-3[4>, J])} ,

(B.14)
et en développant l'action (B.11) au premier ordre en h on obtient:

(cos 4>(t, r))h = (cos 4>(t, r)) + hx(tw, r)(cos 4>(t, r) sin 4>(tw , r)J(tw , r)) ,

L'aimantation dans la direction y se calcule de la même façon :

(B.15)

(B.16)
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Ainsi la fonction de réponse s'obtient en calculant la moyenne:

(~(tw, r) sin (q;(t, r) - q;(tw, r)))
(~(tw, r) sin (q;(t, r) - q;(tw, r)) exp( -s[q;, ~]))o ,

(B.17)
(B.18)

où 00 indique que la moyenne n'a été calculée qu'avec l'action S[q;,~, 0]. En développant le
sinus, la loi binômiale donne :

00 2k+l

R(t, tw;r) = L L Rk,l(t, tw;r) ,
k=O 1=0

avec

(B.19)

Les champs q; et <P étant gaussiens, leurs corrélations vérifient ici :

(q;(t, r)q;(tw, r')o

(~(t, r)~(tw, r')o

(q;(t, r)~(tw, r'))o

o
o

, 8(t-tw ) ((r-r')2)
Re (t, t w ; 1r - ri) = ( ) exp - ( )41r t - t w 4 t - tw

(B.21)

Ainsi, le développement au premier ordre de l'exponentielle dans (B.20) donne:

Rk,,(t, tw;r) = 1!(2k(~l{:ll)!k! JDdjdj' (~(tw, r)q,'(t, r)q,2k+H(tw, r)~(j)~(j, j')~(j'))o ,

(B.22)
où j représente le couple de variables (t j , rj). Après avoir identifié Re(t, tw;r), le théorème
de Wick permet de décomposer la corrélation des 2k + 2 champs restants en somme de
corrélations à deux champs satisfaisant (B.21) :

(B.23)

Le calcul de la somme sur l donne :

00 1 J k
R(t, tw;, r) = Re (t, tw;r) L k!(2k)! fI djdj' ([q;(t, r) - q;(tw, r)]2k~(j)K;(j, j')~(j'))o .

k=O j=l

(B.24)
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En appliquant la même stratégie que précédemment sur la fonction d'autocorrélation, on
trouve:

00

L Ck(t, tw ; r)
k=O

~ (_l)k [ (]2k ( - )L (2k)! ( </;(t, r) - </; tw , r) exp -8[</;, </;] )0.
k=O

(B.25)

Ici, c'est le k-ème ordre du développement de l'exponentielle qui apporte une contribution
non-nulle d'après (B.21), soit:

k

Ck (t, tw;r) = k' (~k)! JDdjdj' ([q\(t, r) - q\(tw, r)]2k~(j) K(j, j')~(j'))o . (B.26)

Ce terme apparaissant dans (B.24), nous pouvons réécrire la fonction de réponse sous la
forme:

(B.27)

où Re(t, tw ) est donné par (B.21) et C(t, tw ) a été calculé dans l'annexe A. Le résultat final
est donc:

'leT! )-TJ(Ti)

'TJ(Tf ) [P. + 1)2] 4

R(t, tw ) = 2T
f
(t _ t

w
)l+T/(T!)/2 4À '

où À = t/tw et T = 27r'T/(T) dans l'approximation des ondes de spin.

(B.28)



Annexe C

Invariance d'échelle locale et fonctions
de réponse

Cette annexe donne quelques notions sur la théorie de l'invariance conforme1 [137] dans
le cadre d'une dynamique de croissance de domaines régie par une équation de Langevin.
Dans ce contexte, en faisant l'hypothèse que la fonction d'autoréponse R(t, tw ) se transforme
de manière covariante sous certaines transformations d'échelle locales, alors il a été montré
que [39, 38] :

(

t ) l+a-ÀR/Z
R(t, tw ) ~ ra t

w
(t - tw )-I-a , (C.1)

où ra est une amplitude positive. Cette relation est valable pour une dynamique critique
(auquel cas l'exposant ).,R/z est remplacé par ).,R/zc) ou dans la phase ordonnée.

Dans le cadre de phénomènes critiques à l'équilibre, l'invariance conforme2 s'appuie sur
la covariance de corrélateurs à n points G(rI, ... , rn) = (4)1 (rI) ... 4>(rn)) sous les transfor
mations globales ri H bri

(C.2)

où Xi est la dimension d'échelle du champ 4>i vérifiant: 4>i(bri) = b-Xi 4>(ri). Ainsi, au point
critique, l'invariance d'échelle globale est étendue à une invariance conforme. De la même
façon, Henkel [38] a montré qu'une transformation d'échelle globale infinitésimale dynamique

tH (1 + éYt rH(l+é)r (C.3)

avec une constante lél « 1, peut être étendue, quelque soit la valeur de l'exposant dyna
mique z, à une transformation d'échelle locale infinitésimale où é = dt, r) dépend à présent
de l'espace et du temps.

l Pour une description plus détaillée de la théorie de l'invariance conforme reliéée aux transformations
d'échelle dynamique, le lecteur pourra consulter la revue [38].

2Voir les réf.[138, 139] pour une introduction.
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Invariance de Schrodinger

Les transformations d'échelles locales représentent les symétries adoptées par certaines
équations aux dérivées partielles telles que l'équation libre de Schrodinger dans le cas où
z = 2 (cf. équation de diffusion libre). Dans ce paragraphe, nous déterminons les éléments
de symétrie de l'équation libre de Schrodinger afin d'en déduire les propriétés de symétrie
de l'équation de Langevin.

Le groupe de Schrodinger [140], donne les éléments de symétrie maximale de l'équation
libre de Schrodinger :

D-1 OVJ~~' r) = D.VJ(t, r) , (CA)

où D est une constante de diffusion. Le groupe de Schrodinger Sch(d) agit sur les coordonnées
de l'espace r et du temps t par la transformation (t,r) f---t (t',r') = g(t,r) où

, cd+(3
t f---t t = --,t +6

, Rr + vt + a
r f---t r = -----

,t+ 6
(C.5)

où R est une matrice de rotation3 et a, (3, " 6, v, a sont des paramètres réels vérifiant
a6 - (3, = 1. L'action du groupe Sch(d) sur les fonctions d'ondes VJ = VJ(t, r) solutions de
l'équation libre de Schrodinger donne la transformation:

où la fonction compagnon 19 est connue explicitement [140, 141].
Pour simplifier les notations, nous nous plaçons dans le cas unidimensionne14 (d = 1)

pour présenter les générateurs de Sch(l) donnant les symétries de (CA) :

X o = -tOt - l.ro _:!::z r 2

Yl/2 = -tor - Mr

Mo=-M

translation dans le temps

dilatation

transformation spéciale de Schrodinger

translation dans l'espace

transformation de Galilei

changement de phase

(C.7)

où D-1 = 2M et x = d/2 représente la dimension d'échelle de la fonction d'onde VJ(t, r) solu
tion de (CA). L'ensemble de ces générateurs forme une algèbre de Lie notée sch1 satisfaisant

3dans un espace à d dimensions
4La généralisation à d > 1 ne pose pas de problème.



oc/J(t,r) = /\"'( )ot U<p t, r ,

(C.lO)
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les relations commutation:

[Xn , X n ,] = (n - nl)Xn+n , , [Xn , Ym ] = (~ - m) Yn+m , [Yl / 2 , Y- l / 2] = Mo (C.8)

où n, nI E {±l, O} et m E {±H.
Considérant l'équation de Langevin sans bruit thermique donnant l'évolution du champ

c/J(t,r):

(C.g)

nous remarquons que cette équation possède les mêmes propriétés de symétrie que (CA).
On qualifie alors un champ c/J de quasi-primaire s'il se transforme suivant (C.6) avec g(t, r)
donnée par (C.5) où ao - f3, = 1.

Invariance d'échelle locale

Nous faisons ici l'hypothèse que les fonctions de réponse spatiales à deux temps, définies
dans le contexte de la théorie MSR (voir annexe B.), par5 :

O(c/J(tl , rI)) 1 -

R(tl , t2 ; rI, r2) = oh( ) = (c/J(t l , rl)c/J(tz, r2)) ,
t 2 , r2 h=O

sont covariantes sous certaines tranformations locales. Etant donné que nous considérons une
dynamique hors de l'équilibre, l'invariance par translation dans le temps est brisée. De ce fait,
les champs c/J(t, r) et ~(t, r) ne sont pas covariants sous l'ensemble des transformations (C.7)
mais uniquement pour celles définissant le sous-algèbre S = {Xo, Xl, Y- l / 2 , Yl / Z}' Ainsi, les
conditions de covariance de la fonction de réponse R sont définies par:

1
m=±2'

(C.ll)

En utilisant l'invariance par translation dans le temps, nous pouvons écrire R = R(tl , t2 ; r)
avec r = rI - r2. Si à présent, on s'intéresse aux fonctions d'autoréponse à deux temps
R(t, tw), il suffit de poser r = O. Dans ce cas, les conditions Y- l/2R(t, tw) = Yl/zR(t, tw) = 0
sont automatiquement satisfaites. Ainsi, les deux conditions restantes sont XoR(t, tw)
X 1R(t, tw) = 0 et conduisent aux équations différentielles:

(tOt + twOtw+ :1 + :2) R(t, tw) = 0,

(
2 2 2Xl 2X2)t Ot + twOtw + ---;-t + ---;-tw R(t, tw) = 0 .

La solution est alors donnée par:

R(t, tw) = ro C:Y"-X')IX (t - tw)-(x,+x,)lx , t> tw

5Nous admettons ici que le champ de réponse ~ est un opérateur quasi-primaire.

(C.12)

(C.13)

(C.14)



où ra est une amplitude et Xl, X2 sont respectivement les dimensions d'échelle des champs cP et
J. La forme générale des fonctions d'autoréponse étant donnée par R(t, tw ) = r;:/-a fR(t/t w )

avec fR(X) rv x-ÀR
/

Z dans la limite X » 1, on en déduit par identification des exposants:

(C.15)

otons enfin que cette théorie ne s'applique pas au cas du modèle d'Ising à une dimension
avec une dynamique de type Glauber à température nulle. Dans ce cas, il faut passer à une
représentation généralisée de l'invariance d'échelle locale [31].
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Résumé

Cette thèse est consacrée à l'étude de la dynamique hors équilibre dans le modèle XY et
la chaîne quantique d'Ising.

La dynamique du modèle XY à deux et trois dimensions a été suivie au cours de trempes
simulées par des techniques Monte Carlo.
Les résultats sur la dynamique critique du modèle XY 2D préparé dans un état suffisamment
ordonné ont confirmé les prédictions de l'approximation ondes de spin quant au comporte
ment d'échelle des fonctions d'autocorrélation et de réponse à deux temps. Lorsque le système
est trempé depuis un état de haute température, la forme de ces fonctions a été obtenue par
des hypothèses d'échelle. L'étude de la violation du théorème de fluctuation dissipation a
révélé la contribution de corrections logarithmiques provoquant l'annulation du rapport de
fluctuation dissipation.

Dans le modèle XY 3D, les simulations Monte Carlo de trempes à T ~ Tc depuis un état
initial désordonné ont validé les conjectures actuelles sur les formes d'échelle et les exposants
dynamiques des fonctions de corrélation et de réponse. L'analyse de la réponse linéaire
a également confirmé l'hypothèse d'invariance d'échelle locale. Les calculs numériques de
rapport de fluctuation dissipation sont en accord avec les prédictions théoriques issues du
groupe de renormalisation dans le cas de trempes critiques.

L'étude numérique de la dynamique à température nulle de la chaîne quantique d'Ising
désordonnée a révélé une décroissance algébrique de l'aimantation transverse sous champ
critique. Le comportement asymptotique des corrélations entre les spins de surface a été
interprété en terme de marche aléatoire. Dans les trois phases, cette approche a souligné
trois dépendances distinctes des corrélations en fonction de la taille de la chaîne.

Mots-clés : dynamique hors équilibre, vieillissement, simulation Monte Carlo, modèle
XV, chaîne quantique désordonnée, modèle d'Ising.
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