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Introduction

Dans ce mémoire, nous étudions le comportement global des noyaux de la chaleur —
autrement dit, nous prouvons des estimations uniformes en les variables d’espace et de
temps — dans deux cadres, qui, nous le verrons, sont étroitement liés 'un a ’autre: celui des
espaces symétriques riemanniens non compacts et celui des groupes de Lie semi-simples (eux
aussi non compacts).

Dans l’espace euclidien R™, la solution du probléme de la chaleur (avec condition initiale
J € G(R")) 9

E;(x,t) = Agu(z,t) pourz e R*ett >0

u(z,0) = f(z) pour z € R”
(qui est unique & partir du moment ol on lui impose de ne pas <exploser » & U'infini — disons
par exemple que ’on suppose u bornée)* est donnée par 'opérateur intégral

we,t)= [ dyhle) 1)

dont le noyau h:(z,y) (appelé noyau de la chaleur) est

_lz—y)?

hi(z,y) = (4mt)"F e @ (z,y € R*, t > 0)

(bien entendu, |z| désigne ici la norme euclidienne de z = (z1,...,2,): ]2 = 22+ -+22). 11
est alors naturel de transposer ce probléme a une variété plus générale. Dans ce nouveau cadre,
on ne dispose pas (sauf cas trés particuliers) de formule pour h:(z,y), ni, & plus forte raison,
d’expression explicite (que ce soit & Paide de fonctions élémentaires ou méme de fonctions
liées aux spécificités de la variété). Aussi doit-on se limiter, en général, & espérer obtenir des
estimations de ce noyau, qui intervient aussi bien en géométrie différentielle qu’en probabilités.
Cette étude a fait ’'objet d’innombrables publications (pour le cas des variétés riemanniennes
et des groupes de Lie, on renvoie, entre autres, & [Da], [Gr], [Va-Sa-Co], ainsi qu’aux travaux
auxquels ces auteurs font référence). Dans les deux situations qui nous intéressent ici, on peut
également citer [An-Ji,] et [An-0s;] (ainsi que les références qui y sont mentionnées) pour ce
qui est des espaces symétriques non compacts, et [Al-Lo| et [Mu] pour les groupes de Lie
semi-simples.

Apres avoir rappelé les principales propriétés du noyau de la chaleur sur une variété riemann-
ienne générale, nous exposerons, au chapitre 1, les prérequis sur les groupes de Lie semi-
simples indispensables & une bonne compréhension des outils manipulés dans les chapitres 2

* Llindice z dans I’expression Agu signifie que 'opérateur différentiel A est appliqué & z— u(z,t) (cf. conven-
tion d’écriture 1, infra).
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et 3. Ceux-ci sont rassemblés autour de trois axes principaux: la structure de tels groupes
(systéme de racines, groupe de Weyl, décompositions polaire, de Cartan et d’Iwasawa, opéra-
teur de Laplace-Beltrami sur 'espace symétrique associé, opérateur de Casimir), la descrip-
tion des sous-groupes et sous-algébres paraboliques standards, ainsi que des rappels d’analyse
sphérique (définition et propriétés des fonctions sphériques, développement de Harish-Chan-
dra, transformation sphérique).

Le chapitre 2 a pour objet le noyau de la chaleur (associé & I'opérateur de Laplace—
Beltrami) sur les espaces symétriques riemanniens non compacts. Sur un tel espace X = G/K
(ot G désigne un groupe de Lie réel, semi-simple, connexe, non compact, de centre fini, dont
Pélément neutre est noté e, et K un sous-groupe compact maximal de G), du fait de la G-
invariance de la métrique riemannienne — on désignera cette derniére par la notation | - | —,
on peut voir le noyau de la chaleur comme ne dépendant que d’une seule variable spatiale,
puisque hi(zK,yK) = hy(o,z7'yK) pour tous z, y € G (0 = eK est le point base de X), ce
qui justifie la notation h;(z~'y) pour cette derniére quantité (cette remarque restera valable
dans le cadre des groupes de Lie, qui nous occupera au chapitre 3). J.-Ph. Anker & L. Ji ont
décrit le comportement de hy(z) et de ses dérivées spatiales (cf. [An-Ji;], théoréme 3.7) sur
tout domaine de paramétres (z,t) € G x )0, +oo[ ol le quotient |z K|/t reste borné (et ont
montré que les estimations obtenues restaient valables loin des murs de a):

Théoréme 1 (Anker—Ji). — Pour tout réel k > 0, on a

matman g |H |2

hi(exp H) <, t7% ( H (1+(a, H))(1 4+t + (e, H)) 2 ) e tlel® (e H) =g
aeﬁg

uniformément pour t > 0 et H € a+ avec |H| < k(1 +1).*

Cet énoncé nécessite quelques explications. Soit 8 une involution de Cartan de G (qui définit
donc, par différentiation, une involution de l’algebre de Lie g de G) dont K est I’ensemble
des points fixes; alors g se décompose en g = £€P s, oll 5 est le sous-espace propre de g associé
& la valeur propre —1 (pour I'involution #). Soit a une sous-algebre abélienne maximale de g,
contenue dans s. La forme de Killing induit un produit scalaire (- ,-) sur a — on note | -] la
norme associée —, qui permet d’identifier ce dernier & son dual a*. Le choix d’une chambre de
Weyl (dite positive) at dans a détermine un systéme positif de racines £ C a* pour (g, a),
dont le sous-ensemble des racines indivisibles (c’est-a-dire des o € £+ qui vérifient za ¢ £7)
est noté & — les murs de a que 'on a mentionnés précédemment sont les noyaux (au sens
algébrique) des formes linéaires o € EZB). Soit m, la multiplicité de la racine o € % ; on
pose alors g = % Y aes+ Mo et Pon note n = dims = dima+ ), .5+ Mq la dimension de X.

En 1988 déja, dans [An;], J.-Ph. Anker avait conjecturé que ’estimation du théoréme 1 était
valable sur tout le domaine at x ]0,4o0[. C’est la démonstration de ce résultat que nous
exposerons tout au long du chapitre 2, et qui fait, entre autres, ’'objet de [An-0s,1] et [An-0s,].

Théoréme 2. — Le noyau de la chaleur hi(x) sur X vérifie ’estimation

n ma+m _ 2
hi(exp H) <172 < [T @+ (e B)) (1 +t+ (o, H)) e 1) o—tlol? (o, H)~ L
aEZg

* Te symbole X, signifie que le quotient de h¢(exp H) par le membre de droite est compris entre deux constantes
strictement positives dépendant éventuellement de k, mais indépendantes de H et de ¢.
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uniformément pour t > 0 et H € a+.°

La preuve de ce théoréme, quoique technique, repose fondamentalement sur un outil élémen-
taire, & savoir le principe faible du minimum parabolique (cf. lemme 2.1.3):

Lemme 3 (principe faible du minimum parabolique). — Soit T1 < T3 deux réels et

Q un ouvert connexe et relativement compact de X. Soit u : Q x [Ty, T3] — R une fonction

continue telle que I'application partielle z — u(z,t) (respectivement t — u(z,t)) soit de

classe €2 sur Q, pour tout t € [Ty, Ty] (respectivement de classe ‘@”1 sur |T1,Ts], pour tout

xz € Q). Notons A 'opérateur de Laplace-Beltrami sur X et L = 6t — A Popérateur de la

chaleur sur X. Si u > 0 sur (2 x {T1}) U (0Q x |T4,T3]) et si Lu > 0 sur Q x |11, T3], alors
>0 sur Q x [Ty, Tz).

Les espaces hyperboliques réels HY (R) sont de rang 1; les noyaux de la chaleur h¢(z) qui
leur sont associés sont alors des fonctions radiales, que ’on notera h:(r), ot 7 = |z K| désigne
la distance de zK a o. Dans ce cadre, le théoreme que nous avons énoncé précédemment se
réduit & ’énoncé suivant, déja obtenu par E. Davies & N. Mandouvalos (cf. [Da-Ma]) :

Théoréme 4 (Davies—Mandouvalos). — Soit N > 1. Le noyau de la chaleur hy(r) sur
I’espace hyperbolique réel X = HY (R) vérifie I'estimation

N—1)2 _.N-1 N-3 r2

hf‘(r)xt_%e_t( Z Y1+t+r)z e %

uniformément pour r > 0 et t > 0.*

Le paragraphe 2.2 est essentiellement consacré & la démonstration du théoréme 2 dans ce cas
particulier, qui, du fait du rang 1, ne nécessite pas la manipulation des notations relatives
aux paraboliques et qui, du méme coup, s’en trouve grandement simplifiée.

La partie radiale de opérateur de Laplace-Beltrami sur H" (R) est donnée par

d? d
rad AHN(R) = m + (N - ].) cothr d_1"
On peut, plus généralement, se placer dans le cadre de la théorie des opérateurs de Sturm-

Liouville et considérer les opérateurs différentiels sur [0, +oo[ de la forme
d2

d
D, = d2+ ()

ol la fonction 7 : ]0, +co[ — R a grosso modo le méme comportement aux voisinages de 0% et
+00 que la cotangente hyperbolique. Si D, définit un hypergroupe de Chébli-Trimeéche, on
peut prouver des encadrements assez fins pour hy(z) (cf. [Fi], [Fi-An] et [Bl-Xu], par exemple),
voire méme, sous des hypothéses plus contraignantes, en obtenir un ordre de grandeur (cf. [Lo-
Ro]). Ces principaux résultats sont rappelés, sous forme d’aparté, a la fin du paragraphe 2.2.

Les sections 2.3 et 2.4 traitent de la démonstration du théoréme 2 (en rang quelconque),
respectivement selon que la variable ¢ est petite (disons 0 < ¢ < 1) ou grande (¢t > 1). Alors que

® Le quotient de h;(exp H) par le membre de droite est compris entre deux constantes strictement positives.

* Le symbole X signifie que le quotient de h¢(r) par le membre de droite est compris entre deux constantes
strictement positives (indépendantes de r et t).
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la preuve en temps borné est, mutatis mutandis, la méme qu’en rang 1, celle relative aux temps
grands devient beaucoup plus technique. Plus précisément, nous effectuons un «découpage »
(lié aux sous-groupes paraboliques de G) de la chambre de Weyl positive en zones sur chacune
desquelles nous déterminons une approximation du noyau de la chaleur, puis <recollons» ces
différentes estimations & l'aide de fonctions plateauz (fonctions caractéristiques régularisées).

Dans le troisieme chapitre, nous nous intéressons cette fois aux noyaux de la chaleur
sur les groupes de Lie réels semi-simples — nous conserverons les notations G, g, K, a™, ...
introduites précédemment —, qui sont associés aux sous-laplaciens A = ) | i X ]2 (ol les X; sont
des éléments de g C %(g)) vérifiant la condition dite de Hormander, & savoir que les X, avec
les crochets de Lie successifs [X;, Xi|, [Xj, Xk, X1}, . .. , engendrent I’algébre g tout entiére,
ce qui assure ’existence du noyau de la chaleur htG (z) correspondant. Bien que I'on dispose
de majorations (et, dans une moindre mesure, de minorations) assez fines pour h%(z) (cf.
notamment [Al-Lo| et [Mu], dont les principaux résultats sont rappelés au paragraphe 3.1 —
nous en profitons pour introduire la notion de distance de Carnot-Carathéodory sur G), il
n’existe pas, a notre connaissance, d’estimations «optimales» pour ces noyaux. Suivant une
idée de N. Lohoué, nous montrons que, pour tout sous-laplacien de la forme A = X2 + ... +
X2+ Y2+ -+ Y2 ou (Xi,...,X,) désigne une base orthonormale de s et Y7, ..., Y
des éléments quelconques de ¢ (en nombre arbitraire, ce qui inclut en particulier le cas ol
A= X?+4...4 X2) — les sous-laplaciens de ce type forment un ensemble que nous noterons
Z — le noyau de la chaleur associé est comparable (& un décalage de temps pres) a celui de
I'espace symétrique G/K, au sens suivant :

Théoreme 5. — Pour tout € > 0 et tout sous-laplacien A de la classe %, il existe deux
constantes Cy, Cy > 0 (dépendant de ¢ et, bien sir, du sous-laplacien A) telles que le noyau
de la chaleur h¥(z) associé & A vérifie Pencadrement

C1h¥ (2) < h(2) < Cahf(z) (2 €G,t>2),

ot hX(z) désigne le noyau de la chaleur sur I'espace symétrique X = G/K.

Le théoreme 2 permet (entre autres) de déduire de ce résultat un encadrement précis de
he (z):

Corollaire 6. — Pour tout sous-laplacien A de la classe .Z, il existe des constantes Cj,
Cy > 0 telle que le noyau de la chaleur h¥(z) associé vérifie, pour tous t > 2 et z € G,
Pencadrement

lz)2 —tp|2 — Nzl®
Cr 57175y (2) o) 19D < R (2) < Cp 78 () pole) €7 T,

ou o désigne I'état fondamental de I'opérateur de Laplace—Beltrami sur ’espace symétrique
X, ||z|| la distance géodésique de = & e pour la métrique de contrdle correspondante et wy :
G — R Ia fonction K-biinvariante dont la restriction 4 At = exp at est donnée par

(a, H) ) metiia —

wi(exp H) = H (1 + = (H € at).
aezg
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Outre la comparaison entre noyaux de la chaleur résumée dans le théoreme 5, nous montrons
que, pour chaque sous-laplacien de .Z, la distance de Carnot—Carathéodory associée est com-
parable, & une constante additive pres, & la métrique riemannienne sur X = G/K et que le
bas du spectre L? de 'opérateur —A est le méme que celui de (Popposé de) 'opérateur de
Laplace-Beltrami sur X, & savoir |g|2. Nous donnons enfin une estimation de la fonction de
Green associée.
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CONVENTIONS D’ECRITURE

1. Soit X une variété, D un opérateur différentiel sur X et u : (z,t) — u(z,t) une fonction
réguliere en la variable x € X. Alors la notation D,u désignera la fonction Duy, ol u; est
I'application partielle définie sur X par u:(z) = u(z,t). De méme, si v : (z,y,t) — v(z,y,t)
est régulieére en z, alors on posera D;v = Duy 4, oll vy est ’application partielle donnée par
vy t(z) = v(z,y,t).

2. Si f et g sont deux fonctions & valeurs (réelles) positives, on notera f < g (ou g 2 f)
pour signifier qu’il existe une constante C' > 0 pour laquelle on a 'inégalité f < Cg (en
particulier, si f < g, alors f = O(g)). La dépendance de la constante en d’éventuels para-
metres sera précisée en indice ; ainsi, ’expression f <, ¢ indiquera que la constante C' dépend
du parametre . Par ailleurs, on notera f =< g pour f < g < f (c’est-a-dire f < g et g < f)
et f =<, gpour f Sk g Sk f

3. Si J# est un espace préhilbertien complexe, son produit scalaire (- |- ) sera, par conven-
tion, linéaire a gauche et antilinéaire & droite: (Az | py)s = A (z | ¥)se. On omettra de
préciser en indice ’espace sur lequel on consideére le produit scalaire, dés lors qu’il n’y aura
aucune confusion possible sur celui-ci.

4. Soit V un espace vectoriel sur le corps R. L’espace vectoriel complexifié obtenu & partir de
V sera noté V¢ : rappelons qu'’il est obtenu comme le produit tensoriel (sur R) de V par C, et
qu’en tant que R-espace vectoriel, il est canoniquement isomorphe & V @ :V. Cette remarque
permet donc de définir les parties réelle et imaginaire de tout élément de Vi : si z € Vg, alors
Re(z) et Sm(z) sont des éléments de V.



Rappel

Noyau de la chaleur sur les variétés riemanniennes

Soit (X, g) une variété riemannienne de dimension n et (U, $) une carte de X: U est
un ouvert de X et ¢ = (¢1,...,¢,) un difféomorphisme de U sur une partie de R", qui
définit un systéme de coordonnées locales (z1,...,2,) = (¢1(z),..., ¢n(z)) sur U. Notons X
I’espace des champs de vecteurs sur X. A chaque fonction réguliere f on associe son gradient
Vxf € X défini par g(Vxf, X) = X f, pour toute fonction f € ¥ (X). Considérons également
l'opérateur de divergence divx, o, pour chaque X € X et chaque z € X, (divg X), est la
trace de ’endomorphisme v — V,(X) de T, X, olt V désigne la connection riemannienne sur
X (cf., par exemple, [He,], §1.9). En coordonnées locales (sur U), les opérateurs gradient et
divergence ont les expressions suivantes:

Vif= Y. gF0f0 et diveX =g Y 8i(lgl? X;),
j=1

1gg,kgn

pour tous f € F°(U) et X € X s'écrivant sur U comme X = 3%, X; §;, ot 'on a posé
9; = 9/0z; (1 < j < n) et ol (gjx)jk est la matrice n x n dont les coefficients sont les
gk = 9(95,0k), (¢7%); x son inverse et |g| la valeur absolue de son déterminant. L opérateur
de Laplace-Beltrami A = Ax sur X est Uopérateur différentiel d’ordre 2, symétrique, défini
par

Axf =divx(Vxf) (f € ¥7(X))

(cf. [Hez], §11.2.4). Une fois défini cet opérateur, on peut considérer le probléme de la chaleur
sur X

s,

a—ltb(:c, t) = Agu(z,t) pourz € Xett>0 (équation de la chaleur)
u(z,0) = f(z) pour z € X (condition initiale)

u(z,t) =0 pour z € 0X et t > 0 (condition au bord),

ou f € %.(X), la dernitre condition n’ayant de sens que pour une variété & bord (lorsque
0X = @, on la remplace par une condition de croissance modérée sur u).

Nous n’entrerons pas dans les justifications détaillées de la construction du noyau de la chaleur
(qui sont exposées dans [Gr], ainsi que dans les notes de cours [Ang]). Pour résumer, la théorie
spectrale de 'opérateur A permet de montrer que, pour tout compact {2 C X & bord régulier,
le semi-groupe d’opérateurs e*®® (ou Aq désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami sur Q)
admet un noyau intégral h¥(z,y) (appelé noyau de la chaleur sur ) et donc que la solution
du probléme de la chaleur sur © (avec condition initiale f) est donnée, pour tous z € Q et
t > 0, par u(z,t) = (e!22 f)(z). On montre que, sur lintérieur Q° de £, le noyau h$® vérifie
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I’équation de la chaleur

T hP(e) = (Ba)hf(@y) (e, yeQ 1> 0)

avec la condition initiale A{*(z,y)dy — J, lorsque ¢ — 0% (au sens des distributions). En
outre, grace au principe faible du minimum parabolique (cf. lemme 2.1.3), on prouve que
application Q — A$(z,y) est croissante:

QCQ = h(z,y) <hi(zy) (zyeQ t>0)

Il s’ensuit également que h{}(z,y) > 0, pour tous z, y € Q° et t > 0, et que Jo dy h$(z,y) < 1.
Epuisons la variété X a l'aide d’une suite exhaustive de compacts & bords réguliers (Qr)z>1
et considérons la limite

(P0) he(z,y) = lim h{™*(z,y)  (z,y €X, t > 0).
k—oo

Cette limite existe (dans ]0,+o0]) d’apres (0.1), est indépendante de la suite (Qx)r>1 et est
presque partout finie, puisque fx dy ht(z,y) < 1. La théorie classique de convergence des
solutions d’équations paraboliques prouve par ailleurs la régularité de h:(z,y) en les variables

(z,y,1).
Résumons les principales propriétés du noyau de la chaleur h:(z,y).
(P1) La fonction (z,y,t) = hi(z,y) est de classe €°° sur X x X x ]0, +00] et est solution de

I’équation de la chaleur

ohi(e,) = Aai(e,y) By EX, 8> 0),

avec la condition initiale hi(z,y)dy — d; (¢t — 0F).
(P2) Symétrie:
hi(z,y) = he(y, z) (z,yeX, t>0)

(P3) Propriété de semi-groupe (due & lidentité et es2 = (t+9)8) .
haslo,) = [ dehl@2)hley)  @ueX, ts>0),
X

ou dz désigne la mesure riemannienne sur X (cf. [He,], §1.1.1).

(P4) Positivité :
hi(z,y) >0 (z,y€X°, t>0)

De plus, dans les cas que 'on considérera (essentiellement lorsque X est un espace symétrique
riemannien non compact), on montre que la variété est stochastiguement compléte (cf. [Gr],
§3.3):

(P5) /Xdyht(x,y) 1 (z€X, t>0)

En particulier, h:(z,y) dy est une mesure de probabilité sur X, en vertu de (P4) et (P5).
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Chapitre 1

Rappels de géométrie et d’analyse sur
les espaces symétriques riemanniens non compacts

Dans ce chapitre sont rassemblés certains résultats de base concernant la structure
des espaces symétriques non compacts et des groupes de Lie semi-simples (§1), les nota-
tions relatives aux sous-groupes paraboliques de ces mémes groupes de Lie (§2), ainsi que
quelques définitions et résultats d’analyse sphérique (§3). Ces rappels ont pour buts, d’une
part, d’introduire les notations (nombreuses, mais standards) et le vocabulaire dont nous
aurons besoin par la suite et, d’autre part, d’éviter toute ambiguité sur les objets qui seront
manipulés. Nous nous autoriserons a ne pas mentionner (& de rares exceptions prés) les
démonstrations des résultats énoncés, celles-ci étant tout a fait classiques et figurant dans de
nombreux ouvrages. En particulier, [Knz], [Wr], [Hei], [He.] et [Ga-Va] constituent d’excellentes
références en la matiere.

1 Structure des groupes de Lie semi-simples

Concernant les démonstrations des résultats de cette partie, nous renvoyons aux para-
graphes 1.1 et 2.3 de [wr|, & [Ga-Va] (§§2.1 & 2.2) et & [Kn;] (chapitres II, III, VI et VII).

Soit X un espace symétrique riemannien non compact. Il est généralement réalisé comme
un quotient X = G/K, ou G est un groupe de Lie réel semi-simple, connexe, non compact,
4 centre fini (ou, plus généralement, un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-
Chandra) et ol K est un sous-groupe compact maximal de G. Notons respectivement g et £
les algebres de Lie de G et K, et considérons une involution de Cartan € de g pour laquelle
t est 'ensemble des vecteurs fixes. Soit B la forme de Killing sur g, définie, rappelons-le, par
B(X,Y) = tr{(ad X) o (ad Y)} pour tous X, Y € g; B est une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée, négative sur € et positive surs = {X € g: 8(X) = — X}, si bien que, lorsque G
est semi-simple, la formule (X,Y) = —B(X,6(Y")) définit un produit scalaire sur g, Ad(K)-
invariant, pour lequel la décomposition (dite de Cartan) en sous-espaces propres g = ¢ s
est orthogonale — dans le cas ol G n’est supposé que réductif, on modifie la forme de Killing
sur le centre de g (cf. 'explication qui suit la proposition 2.1.12 dans [Ga-Va]). Grace au
théoréme de représentation de Riesz, nous identifierons donc, lorsque cela s’avérera utile (et
sans le rappeler systématiquement), I’espace vectoriel g & son dual g*. Par ailleurs, on étendra
le produit scalaire ainsi défini par bilinéarité & l'espace complexifié ac = ag en un produit
hermitien, dont la norme associée sera notée |- | = (-, )2,

Théoréeme 1.1.1 (décomposition de Cartan de G). — L’application K x s — G,
(k,X) — kexp X est un difféomorphisme.
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Considérons un sous-espace de Cartan a de (g,0), autrement dit une sous-algébre de Lie
maximale de g, abélienne (c’est-a-dire vérifiant [a, a] = {0}) et contenue dans s. On montre
que de tels espaces existent et sont tous conjugués par K via 'action adjointe Ad; par suite,
s = Upex Ad(k)a — lorsque G est réductif dans la classe de Harish-Chandra, on prouve
méme que, dans cette égalité, on peut restreindre la réunion & I’ensemble des k € K qui sont
aussi éléments du sous-groupe analytique fermé (semi-simple) de G dont l’algébre de Lie est
(9, g). Pour tout élément A de a*, on pose

(1.1) grn={X€g:VHeaq, (adH)X = (N H)X}

et on désigne par ¥ l’ensemble fini des A # 0 pour lesquels gy (qui est appelé, dans ce cas,
sous-espace radiciel de g) n’est pas réduit & {0}. L’ensemble ¥ est stable par 'application
A — —X\ et ses éléments sont appelées racines (restreintes) de (g, a). La multiplicité de la
racine A est, par définition, ’entier my = dim gy > 1. On étend cette notation aux A € a*
qui ne sont pas racines de g en posant, dans ce cas, my = 0.

Proposition 1.1.2 (décomposition radicielle). — g se décompose suivant la somme
directe orthogonale suivante :

gza@m@@ga,

=go o€l

oum= {X € t:VH € a,(ad H)X =0} désigne le centralisateur de a dans €.

Sur a*, on choisit un ordre vectoriel, c’est-a-dire une partie de a* ne contenant pas 0, dont
les éléments sont dits positifs, et vérifiant les deux conditions suivantes:
(i) pour tout A € a* non nul, il y a, parmi A et —A, un, et un seul, vecteur positif;
(i) si A et u sont deux vecteurs positifs de a* et si s est un réel (strictement) positif,
alors s\ + p est positif.
La notation X1 désignera alors I’ensemble des racines positives, autrement dit les vecteurs
positifs de X.

Proposition et définition 1.1.3. — Soit a € . Si § est une racine positive proportion-
nelle & «, alors nécessairement 8 € {%a, a,2a}. L’ensemble des racines positives indivisibles
a (cest-a-dire telles que 2o ¢ £+) est noté Tf .

Soit n = @a€2+ go- En raison de l’inclusion

(12) [gx\agu] C IX+p ()‘7/J' € CI.*),

n est une sous-algebre nilpotente de g, dont le sous-groupe analytique de G associé sera noté
N = expn. De méme, on désignera par A = exp a le sous-groupe analytique de G' d’algebre
de Lie a. On montre que N et A sont des sous-groupes fermés de GG simplement connexes.

Théoréme 1.1.4 (décomposition d’Iwasawa). —
(i) L’algébre de Lie g se décompose suivant la somme directe g =t @ a@n.
(ii) G est le produit direct des trois sous-groupes K, A et N. Plus précisément, le produit
Kx AxN — G, (k,a,n) = kan est un difféomorphisme. Tout élément z € G se
décompose donc de maniére unique sous la forme z = K|(z](exp H{z])N|z], avec
Kzl € K, H[z] € a et N[z] € N.
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Proposition et définition 1.1.5 (groupe de Weyl). —
(i) Soit a € ¥. La réflexion o, de a* définie par

2B,

|af?

oa(B) =8

laisse le systéme de racines ¥ globalement invariant.

(ii) Le sous-groupe de O(a*) engendré par {o, : o € £} est fini et canoniquement iso-
morphe au quotient W(G,A) = M'/M, ot M = expm = {z € K : Ad(z)a = a} et
ot M' = {z € K : Ad(z)a C a} est le normalisateur de a dans K. On appelle ce
groupe, noté traditionnellement W = W(X), le groupe de Weyl associé au systéme
de racines X.. Dans ce qui suit, on identifiera les éléments de W & ceux de W(G, A).

Les hyperplans Ker a (pour a € ¥), que nous appellerons murs, partagent I’espace a* en un
nombre fini de composantes connexes (ouvertes): les chambres de Weyl; le groupe W agit
naturellement sur ’ensemble de ces chambres, de maniére simplement transitive. La réunion
des chambres de Weyl est un ouvert dense dans a, noté a’, dont les éléments sont appelés
éléments réguliers. Fixer un ordre sur a* revient a choisir 'une des chambres de Weyl, dite
positive, notée a™ et définie alors par

at ={H €a:VYa € T, (a,H) > 0},

zone & laquelle on fera jouer un réle particulier. a™ est un céne ouvert (épointé) et convexe
de a & partir duquel on retrouve, via l'action du groupe de Weyl, tous les éléments de a’ et
auquel (ou, plus exactement, & ’adhérence duquel) on peut restreindre 'étude des fonctions
K -biinvariantes sur G — une fonction f sur G est dite K-bitnvariante si f(kizks) = f(z)
pour tous k1, k2 € K et tout z € G —, comme le justifie le résultat suivant.

Théoréme 1.1.6 (décomposition polaire de G). — Le groupe G se décompose en G =
K (expat)K. Plus précisément, tout élément x de G s’écrit sous la forme z = ky(exp H)k;
avec ki, ko € K et ou I’élément H € at est déterminé de maniére unique. On pose alors
|| = |H].

Preuve. L’aspect «existentiel» de cette autre réécriture du groupe G s’explique aisément
& partir de ce qui précéde. En effet, grace a la décomposition de Cartan de G (cf. théoréme
1.1.1), on est ramené 3 prouver que exps C K(expat)K. Or, ceci découle du fait que s
et a s’écrivent respectivement, comme nous ’avons vu, sous la forme s = {J, ., Ad(k)a et
a=a =[],cpw-at. Quant & I'unicité, il suffit de prouver que, si H et H' € a* sont liés
par une condition de la forme exp H' = ki(exp H)ks, ol k1, k2 € K, alors H = H': sous
cette hypothese, on a en effet exp H' = kk, - k5 ' (exp H)k,, d’ol1, en vertu de I'unicité de la
décomposition de Cartan 1.1.1, k1ky = e (I'unité de G), puisque H € s et k; ' (exp H)k, €
exp s. Par suite, exp H' = k, (exp H)k]'!. a* étant un domaine fondamental pour l’action de
W, on en déduit que exp H = exp H’, d’ou le résultat annoncé. O

Remarquons toutefois que ’application z € X +— |z| n’est pas une distance sur X, puisque,
pour tous k, k' € K, on a |kz| = |k'z|.

Il nous arrivera fréquemment de travailler avec des fonctions K-biinvariantes, ou de nous
ramener & I’étude de telles fonctions. Cette propriété de K-biinvariance sera matérialisée, du
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point de vue des notations utilisées ici, par un bécarre , qui apparaitra en exposant pour
les espaces de fonctions sur G. Ainsi, par exemple, %,(G)? désignera ’ensemble des fonctions
continues sur GG, & support compact et K-biinvariantes.

Définition et proposition 1.1.7 (racines simples). — Une racine positive o € T
est dite simple si elle ne peut s’écrire comme somme de deux éléments de ¥ ; de maniére
équivalente, I'ensemble TI des racines simples est défini par Il = St~ (ZF +X71). Les éléments
de II forment une base de a* et sont donc au nombre de dim a = £ (entier qui est aussi appelé
rang de espace symétrique G /K, ou encore rang réel du groupe semi-simple G). On les
désignera, dans ce qui suit, par ai, ..., Q4.

Proposition 1.1.8. — Soit o € 3, que I'on décompose (de maniére unique) sous la forme
a = Z§=1 via;. Alors les réels v§* sont tous entiers et de méme signe; « est une racine
positive (a € B7) si, et seulement si, vi20pourj=1,..., L.

Proposition 1.1.9. — Les réflexions par rapport aux racines simples engendrent le groupe
de Weyl W. De plus, il est facile de constater que les éléments de la chambre de Weyl positive
a't sont exactement les vecteurs H € a qui font un angle aigu (c’est-a-dire qui ont un produit
scalaire > 0) avec toutes les racines simples dans II.

Dans a*, un des vecteurs, proportionnel a la moyenne des racines positives pondérées par leur
multiplicité, joue un réle remarquable en analyse et fera son apparition au paragraphe 3: il

s’agit de
1
o= 5 Z M.
aet
Notons que, compte tenu de la définition de n et des espaces radiciels g, cette formule est
équivalente 3 la condition (g, H) = % tr{(ad H)|n} pour tout H € a. Le résultat suivant, dont

la démonstration est adaptée du lemme X.3.11 de [He,|, précise la position de ¢ dans a.

Proposition 1.1.10. — Le vecteur ¢ (vu comme un élément de a) appartient & la chambre
de Weyl positive a*.

Preuve. Commengons par montrer que, si o; est une racine simple, alors la réflexion oy,
définit une permutation de 'ensemble ¥ \ {e;, 2a;} préservant les multiplicités. Soit a €
ot \ {a;,2a;}, décomposé sous la forme a = S ¢_, v&a,, ot tous les coefficients v/ sont
positifs ou nuls, et ot >, .. i > 0. D’aprés I'assertion (i) de la proposition 1.1.5, 04, (a) est
une racine, qui vaut

2{a, aj) 2(a, a;)
0q; (@) =~ —l—a_l—zl—aj = (1/9‘ - ———%)aj + Z Ve oy,
j

Comme Zk# vg > 0, la proposition 1.1.8 implique que la racine o4, (c) est positive et non
proportionnelle & a;. D’autre part, I'identification W = M’/M (cf. 1.1.5.ii) permet de voir la
réflexion o,, comme une classe kM € K/M, avec k € M'. L’action de o4, s’identifie alors &
celle de 'automorphisme Ad(k), qui permute les sous-espaces radiciels. g, et Ad(k)gs ayant
méme dimension, les multiplicités des racines a et o4, () sont par conséquent égales.
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Achevons & présent la démonstration de la proposition en écrivant que

Me, + 2May,. m
Q:uaj+ Z Doy

2 2
a€TT
ag{a;,2a;}
Puisque o4, (a;) = —ay, il s’ensuit que
m A+'2WQ . m
0oy (0) = =5 a;+ Y L ou,(a)
aczt
ag{a;,2a;5}
M, + 2Mag., 7na%(a)
- et ey Dol
acxt
ag{a;,2a;}

= 0 — (Ma, + 2maa;)ay,

d’apres ce qui précede. Or, par définition, o4,(0) = 0 —~ 2|laj|~%(ay, 0) @, ce qui montre que
(aj,0) = 3laj|*(ma, + 2maq,) > 0, d’olt le résultat. O

Soit (X;)1¢;j<m une base de g. Notons (bjx);,x la matrice réelle m x m dont les coefficients
sont donnés par
bix = —(X;, 0(Xx))

(lorsque g est semi-simple, on a donc bjx = B(X;, Xi), ou B est la forme de Killing sur g) et
(67%); & sa matrice inverse. L’ opérateur de Casimir de g est ’élément de I’algebre enveloppante
% (g) défini par

(1.3) o= > VXX,
1<5,k<m

(conformément & I’habitude, on injecte g dans son algébre enveloppante).

Proposition 1.1.11 (propriétés du Casimir). —
(i) La formule (1.3) définit bien un élément Q0 de %(g), indépendant du choix de la
base CX%)lsjsnp
(ii) Q appartient en fait au centre de %(g).
(iii) L’action de ) induit celle de Popérateur de Laplace-Beltrami Ax sur X, au sens ou
Pon a Axf(z) = f(z : ) pour toute fonction f € € (X) = €™ (G)X.

Pour mémoire, rappelons que l'algébre enveloppante %(g) opeére sur les fonctions de € °(G)
via la formule suivante: si Xy ... Xk, Y1...Y; € Z(g) et si f € €°°(G), on pose, & la fagon
de Harish-Chandra,

15} 0 0
(14) f(Xl...Xk.l'.Yl.._Y'l)_a—Sl3120--- B_Sk_s}c=0 gatlzo...
' o
e — f(exp(lel—}—---—i—stk)x exp(t1X1+---+thl)>,
atl t;=0

pour tout z € G. En particulier, si I'on identifie les fonctions (régulieres) sur X = G/K avec



24 Rappels de géométrie et d’analyse sur les espaces symétriques riemanniens non compacts

les fonctions (régulitres) K-invariantes & droite sur G (ce que nous ferons systématiquement
par la suite), %(g) opere & droite sur ¥ *°(X) & ¥ (@)X via la formule (1.4).

Les propriétés énoncées en 1.1.11 sont classiques (cf., par exemple, [Va,], §3.11). L’assertion
(i) montre en particulier que Popérateur © est donné par @ = Q, — Q,, ou Qs et O
sont les éléments de %(g) définis respectivement par Q, = 320_) X7 et Q, = 270 ) X7,
(X1,...,Xy,) désignant une base orthonormale arbitraire de s, complétée par des elements
Xn+1, -+, Xm de € en une base orthonormale de g (cf. [wr], §2.3.3, exemples 1 et 2) —

on montre que 25 et e sont indépendants du choix d’une telle base. Il est clair que les
éléments de %(t) C %(g) agissent trivialement sur les fonctions K-invariantes & droite et
que, compte tenu de ces notations, 'identité énoncée au point (iii) peut également s’écrire

Axf(x) = f(il? : Qs)

Soit J(X) = det (224X)| ) le jacobien du difféomorphisme Exp : s — X = G/K,

) =
X — (exp X)K (cf. [Heg] p. 273), de telle sorte que

/dmf /dXJ fEPX)  (f € B(X)).

La fonction J est de classe ¥°°, Ad(K)-invariante sur s, ce qui nous permet, en vertu des
propriétés de a et de la décomposition de Cartan, de la considérer indifféremment comme une
fonction (réguliere) K-biinvariante sur G ou comme une fonction (réguliere) W-invariante sur
a. Ceci nous autorise donc & considérer I’expression

(1.5) J(H) = H (M)ma _ é@ = (e, H) H (1 + (a,H))_m‘* (H € a),

ex+ <O[,H> 65(H) aEDt
ou
(1.6) H sh™= (a, H) < e2(eH) H ( )ma
aEct a€Zt
et
(1.7) 6s(H) = [] (e, l)™
aest

désignent les fonctions densités correspondant & I'action de K, respectivement sur X et sur
s, qui sont elles aussi de classe ¥ *° et W-invariantes. La fonction densité dx apparailt, entre
autres, dans la décomposition polaire de la mesure de Haar sur G:

/G dz f(z) = vol(K /M) /K dky / dH dx(F) /K ks f (k1 (exp H)ks),

pour toute fonction f € G.(X) (cf. [Heo], théoreme 1.5.8).
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2 Sous-algebres et sous-groupes paraboliques standards

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions relatives aux sous-groupes pa-
raboliques de G (et aux sous-algébres paraboliques de g associées), en mettant en avant le
role du sous-groupe P = MAN de G, qui sera qualifié de paraboligue minimal (standard),
canoniquement associé a la chambre de Weyl positive que 'on s’est fixé dans a. Nous nous
restreindrons aux paraboliques standards, ce qui nous permettra de contourner I’approche
axiomatique des sous-groupes paraboliques (au sens général), telle que I'a introduite J. Tits.
Pour une présentation de la théorie des systemes de Tits, nous renvoyons, par exemple, & [Wr]
(§1.2.1). Quant aux démonstrations des résultats cités dans cette partie, elles figurent dans
[wr] (§81.2.3 & 1.2.4) pour le cas semi-simple ; pour ce qui est du cas réductif, on se référera
notamment & [Kn,] (chapitre VIL.7) ou encore & [Ga-Va] (§2.3) et & [va;] (§11.6).

Théoréme et définitions 1.2.1. —

(i) SiI’on conserve les notations introduites au § 1, Pensemble P = M AN est un sous-
groupe fermé (autrement dit, un sous-groupe de Lie) de G, appelé sous-groupe pa-
rabolique minimal standard, qui coincide avec le normalisateur de N dans G, sur
lequel le produit M x Ax N — P, (m,a,n) — man est un difféomorphisme.

(ii) L’algébre de Lie associée 4 P est p=m® a®n, ou m = 3¢(a) est la sous-algébre de
Lie de g associée a M. p est appelée sous-algebre parabolique minimale de g.

Définitions 1.2.2. — On appelle sous-groupe parabolique standard de G tout sous-groupe
de Lie contenant P. De méme, on appelle sous-algébre parabolique standard de g toute sous-
algébre de Lie contenant p.

Les principaux résultats rappelés dans cette partie expliquent, en substance, que, d’une part,
les paraboliques standards (sous-algébres et sous-groupes) sont en bijection avec les parties
de lensemble I C £ des racines simples de (g,a™), et que, d’autre part, si ’on se donne
I C II, on peut exhiber une méthode de construction de la sous-algebre parabolique standard
pr de g associée, le sous-groupe parabolique standard P; de G correspondant pouvant alors
étre récupéré a partir de p; (comme Pintuition peut nous le faire deviner, p; est alors ’algebre
de Lie du sous-groupe Pr).

Nous allons commencer en expliquant par quel procédé on peut canoniquement associer
a chaque partie I C II une sous-algébre parabolique standard de g. Soit donc I une partie
de I'ensemble des racines simples IT = {a,...,as} C L& C a* et Z[I] le Z-sous-module de
a* engendré par I. On pose alors £y = Z[I]NT et ©F = TT Ny = £+ N Z[I], ainsi que
af = ﬂaezf Ker «, dont V'orthogonal dans a est noté aj. Il est facile de voir que a; n’est autre
que le sous-espace vectoriel engendré par I dans ’espace euclidien a = a*. En particulier,
pour les cas extrémes I = @ et [ = I, on retrouve ag = all = {0} et ag=a? =o' = W - at
(ensemble des éléments réguliers dans a).

Au chapitre 2, nous serons amenés a «découper» l’espace a en zones sur chacune desquelles
on déterminera une estimation du noyau de la chaleur. Sous 'action du groupe de Weyl, on
peut se ramener au découpage de la chambre de Weyl positive fermée at. La décomposition
la plus naturelle est donnée par la proposition suivante, dont la démonstration est triviale.
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Proposition 1.2.3. — La fermeture at de la chambre de Weyl positive se décompose suivant
at = UICn(aI)+ (union disjointe), ot 'on a posé, pour toute partie I de II,

(al)* = {HeaI VB ETIN1,(8,H) >0}

{HEa:VaeI,(a,H):O ot VﬁeH\I,(ﬁ,H)>O}CF.

L’ensemble (a')* = al est réduit & Porigine et (a?)* coincide avec la chambre de Weyl
(ouverte) a't, ce qui montre que at = a* U dat, avec dat = Uz#lcn(a1)+. Ceci justifie (du
moins lorsque I est un sous-ensemble propre de II) la terminologie de face pour chacun des
(a)*.

Pour tout J C II, définissons *(a;) = {H € a7 : I(Va)aer € 10, +ool!, H = Docl Vaa}.
Alors les (af)* — *(as) définissent une partition de a (cf. [La] pour la démonstration de ce
résultat excessivement technique).

Théoréme 1.2.4 (décomposition d’Arthur). — On a la décomposition (en réunion
disjointe)
a= ] (@)t -*an).
ICI

Le schéma ci-dessous illustre cette décomposition dans le cas du rang 2 (avec II = {a, 5}):
'espace a est ainsi divisé en quatre régions disjointes, de la forme (a)* — W, avec I = @,
{a}, {8}, {a, B} (les bords de ces zones appartiennent aux régions hachurées, I’origine se
trouvant quant & elle dans la région —*a, correspondant 3 I = II).

I={a} I=0o ‘
Q"
N i
. e
I={a,8)

_

Posons ny = @aez+ go et nI = 9(n1) @a62+ g—o (cf. (1.1) pour la définition des g, ), ainsi
quen! = @aez+\2+ g et =0(nl) = ®a62+\2+ g—_a, de telle sorte que I'on ait n = n;@n’
et T = fA(n) = n; ®nul. Soit g; la sous-algtbre de g engendrée par n; @ A7, Si I'on suppose g
semi-simple, on montre que gy 'est également (cf. lemme 1.2.3.14 dans [wr]). De méme, dans
le cas réductif, la sous-algebre g; est elle aussi réductive. Comme cette derniére est #-stable,
sa décomposition de Cartan relative a linvolution 6| est gy = & @ s7, o €7 = €N gy et
sr=sMNgs.
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Lemme 1.2.5. — a; est un sous-espace abélien maximal de sy, qui coincide avec I'intersection
grNa.

La encore, la preuve est classique (cf. [wr], lemme 1.2.3.15). Passons & présent 4 la définition

de la sous-algebre parabolique standard associée & I: il s’agit de

(1.8) pr=p®n =moi® O go=moaenen)addon
aES+u(-5H) h

~~
=my

Notons que m; est une sous-algébre de g, puisque le crochet de Lie [ny, 7] est contenu dans
gr C go ® ny & 7y, o — rappelons-le — go = 34(a) = a @ m est le centralisateur de a (cf.
proposition 1.1.2), et que [n7,iy] Na C ay. Par suite, my contient gj.

Lemme 1.2.6. — Le sous-espace py défini par (1.8) est une sous-algébre de Lie de g.

Preuyve. Remarquons tout d’abord que les sous-espaces m; et a’ commutent : [mz, a’] = {0},
car [m® ar,a’] C [m @ a,a] = {0} (par définition de a et m) et n; ® Ay = P 5, Ja, donc,
pour tous o € Sy, X € go et H € of, on a [X,H] = (o, H)X = 0, ce qui montre que
[n; @ fir,a’] = {0}. En outre, m; normalise n’: si X € my et Y € g, (pour o € ¥j), alors,
pour tout H € a, l'identité de Jacobi donne

(A, [X,Y]] = [X,[HY]] + [[H,X],Y] = (o, H) [X, Y],
N—— N —
=(a,H)Y =0

ce qui prouve que [X,Y] € go C ny, d’olt [mz,nf] C n?. Il en va de méme de af: [a nf] =

{0} c nf. Par conséquent, [mr,a’ & nf] C af ® nf, ce qui montre, compte tenu de ce qui
précede, que [pr,pr] C m; @ af ®nl. O

pr est donc une sous-algebre de Lie de g qui contient p. En fait, les sous-algebres p; (avec
I C TI) sont les seules & contenir p, comme le précise I’énoncé suivant (cf., par exemple,
lemme 7.74, propositions 7.76 & 7.78 et corollaire 7.81 dans [Kn,]):

Théoreme 1.2.7. — Les sous-algébres paraboliques standards sont paramétrées par les
sous-ensembles de II. Plus précisément, toute sous-algébre parabolique standard de g est de
la forme p; = m;@al en! (cette expression de py sous forme d’une somme directe est appelée
décomposition de Langlands de p;), avec I C II, ott my, al et n' ont été définis ci-dessus. En
outre, ces derniers vérifient les propriétés suivantes:

(i) my est une sous-algébre réductive de py ;

(i) a! est une sous-algébre abélienne de pr ;

(iii) n! est un idéal nilpotent de py ;

(iv) of @ m; est le centralisateur et le normalisateur de af dans g;

(v) la sous-algébre a’ @ my est réductive;

(vi) ps est son propre normalisateur (dans g).

Notons A! et NT les sous-groupes analytiques de G d’algebres de Lie respectives a! et nf
et considérons le normalisateur P; de p; dans G. Alors Pr est un sous-groupe de Lie de G
qui contient P, dont ’algebre de Lie est pr. Les P; ainsi construits sont en fait les seuls
sous-groupes paraboliques standards de G.
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Théoréme 1.2.8. — Les sous-groupes paraboliques standards de G sont paramétrés par les
sous-ensembles de II et sont les normalisateurs dans G des sous-algebres paraboliques stan-
dards de g. Le sous-groupe parabolique P; obtenu comme normalisateur de p; se décompose
sous la forme Pr = M;A' N (décomposition de Langlands du parabolique Pr), ott M est un
sous-groupe de Lie réductif de G dont I’algébre de Lie est p; et tel que M; A" normalise NT.
De plus, le produit My x A’ x N — Pr, (m,a,n) — man est un difféomorphisme analytique.

Remarque. — Expliciter le sous-groupe M; dans le cas réductif est toujours délicat. Pour
ce faire, considérons le centralisateur de a! dans G (nous noterons ce sous-groupe Gy), qui
coincide avec l'intersection PyNP;, P désignant le normalisateur dans G de p; = m;@a’ @a’.
Formellement, on a M; = ﬂc Ker ¢, ol lintersection porte sur ’ensemble des homomor-
phismes continus ¢ de G dans RY (cf. [Ga-Va], p. 68). Le sous-groupe G (de méme que M)
est réductif dans la classe de Harish-Chandra. C’est cette propriété qui est a la base de la
plupart des résultats d’analyse harmonique qui se démontrent par récurrence sur la dimension
du groupe G.

Théoreme 1.2.9 — (1 est un sous-groupe réductif de G dans la classe de Harish-Chandra,
pour lequel K NGy = K N M; est un sous-groupe compact maximal.

Nous sommes alors en mesure d’appliquer toute la théorie exposée au §1.1 au groupe Gy et,

en particulier, de considérer les espaces symétriques X; = G;/(K NGr), pour chaque I C II.

On peut diagonaliser ad a’ sur R; si 'on pose
o) ={Xeg:VHed, (adH)X = () H)X},
pour toute forme linéaire A sur a, alors g se décompose en

s=deme @ s,
a€X(l)

ot Z(I) = X(g,al) est 'ensemble des racines de (g,a!), c’est-a-dire des formes linéaires
non nulles a sur al pour lesquelles le sous-espace go(I) n’est pas réduit & {0}. Z(I) n’est
pas toujours un systéme de racines (au sens abstrait); il n’y a donc pas de groupe de Weyl
<algébrique » correspondant. En revanche, par analogie avec le cas d’un sous-espace de Cartan
a de s (cf. 1.1.5.1i), on peut considérer le quotient

W =W(G, A") = Nk(a')/ Zk (a!)

du normalisateur N (a!) = {k € K : Ad(k)a’ C a!} de of dans K par le centralisateur
Zx(a!) = {k € K : Ad(k)a! = a’}. On montre alors que a! est 'ensemble des vecteurs de a
fixés par les éléments de Wj.

3 Analyse sphérique sur GG

Dans ce qui suit, le groupe semi-simple (et, par conséquent, unimodulaire) G sera muni
de sa mesure de Haar biinvariante. Par ailleurs, les mesures de Haar sur les compacts K et
K/M sont normalisées de telle fagon que [, dk =1 et fK/M d(kM) = 1.



1.8. Analyse sphérique sur G 29

3.1 Fonctions sphériques

Soit (m, ##) une représentation unitaire de G. On notera [, 5] ’ensemble des représen-
tations unitaires qui lui sont équivalentes. Le dual unitaire du groupe G est alors ’ensemble
G des classes d’équivalence [, 5#| de représentations unitaires irréductibles de G.

Définition 1.3.1 (représentation de classe 1). — Une représentation irréductible (n, %)
du groupe G est dite de classe 1 si elle admet un vecteur K-fize non nul, c’est-a-dire s’il existe
& € {0} tel que w(k)€ =&, pour tout k € K.

L’ensemble des classes d’équivalence de représentations unitaires de classe 1 de G sera noté
Gr. Cette définition est manifestement consistante, puisque, si m est de classe 1, alors
toute représentation équivalente & m est elle aussi de classe 1. Le résultat suivant montre
qu’une représentation irréductible de G ne peut avoir «trop» de vecteurs K-fixes (cf. [He.],
lemme IV.3.6).

Proposition 1.3.2. — Une représentation (7, 5¢) de G est de classe 1 si, et seulement si,
le sous-espace (complexe) €k des vecteurs K-fixes dans ¢ est de dimension 1.

Définitions et proposition 1.3.3. — Soit (w,5#) une représentation unitaire de classe
1 de G et & € #x un vecteur K-fixe unitaire. Alors la fonction ¢, : G — C définie par
on(z) = (m(z)€ | £) est sphérigue et de type positif, aux sens suivants:
(i) ¢r est continue, vérifie pr(e) = 1 et lapplication f — [, dz f(z)pr(x) est un
homomorphisme de algébre de convolution €,(G)! dans C (fonction sphérique);
(ii) pour tous nombres complexes cy, ..., ¢; et tous éléments z1, ..., z; de G, on a
Z;)kzl ¢j Ck P (xj_lxk) > 0 (fonction de type positif).
A chaque représentation unitaire de classe 1 de G, on associe donc, de manidre unique —
compte tenu de la proposition 1.3.2, la fonction ¢, définie en 1.3.3 est indépendante du
choix du vecteur £ —, une fonction sphérique de type positif ¢,. Réciproquement, pour toute
fonction ¢ : G — C sphérique de type positif, on peut construire, de fagon canonique (cons-
truction dite de Gel’fand-Naimark-Siegel), une représentation unitaire (m,, #£,) de classe 1
de G dont la fonction sphérique associée (via 1.3.4) est ¢ (cf. [Heo], théoremes IV.1.5 &
IV.3.4). Cette correspondance est résumée dans le théoréme 1.3.5 (ibid., théoréme IV.3.7
pour la démonstration).

Théoréme 1.3.4. — L’application ¢ — [m,, #,] définit une bijection de I’ensemble des
fonctions sphériques sur G de type positif sur I'’ensemble des classes d’équivalence de représen-
tations (unitaires) de classe 1 de G.

Définitions et théoréme 1.3.5 (série principale unitaire sphérique de G). — Pour
tout A € a*, soit x» le caractére du sous-groupe parabolique minimal P = MAN par
xx(man) = e“MI8a) (avec m e M, a € A, n € N), ainsi que wy, = Ind$ x» la représentation
de G induite par x,. Celle-ci se réalise sur I'espace de Hilbert (complexe) €, = H# =
L?*(K/M) par

(1.9)  {ma(2)f} (kM) = e PFHETRD p(Kz=1kM)  (z€G, f €, ke K).

La représentation (my, ) est unitaire de classe 1 et la famille de représentations (my)ea
est appelée série principale unitaire sphérique de G. Le sous-espace de S des vecteurs K-
fixes est réduit aux fonctions constantes: € = C1, oul € S désigne la fonction constante



30 Rappels de géométrie et d’analyse sur les espaces symétriques riemanniens non compacts

égale a1 ; la fonction sphérique ¢ associée & (my, 5 ) est donc donnée par ¢y (z) = (mx(z)1 |
1) 12k /), autrement dit par les formules intégrales

(1.10) ox(z) :/ dk e~ (ir+e Hlz7 k) :/ dk elir—e, H[zk]) (z € G).
K K

Corollaire 1.3.6 (propriétés élémentaires de ¢, ). — Soit A € a*. La fonction sphérique
@ est, d’aprés la proposition 1.3.3, de type positif et vérifie donc les propriétés usuelles des
fonctions de type positif, & savoir :
(i) prle) > 0 et, pour tout z € G, |pa(z)| < pale) (avec, ici, px(e) =1);
(i) pour tout z € G, px(z™1) = pa(z) = p_r(x).
Quant & la régularité de 'expression ¢y (x) suivant les variables = et A, elle est donnée par:
(iii) @, est une fonction K-biinvariante de classe € sur G, qui peut donc également
étre vue comme une fonction K-invariante (4 gauche) de classe €°° sur Despace
symétrique X;
(iv) pour tout z € G fixé, la fonction A — ¢, (z) est de classe €™ sur a*.

La formule (1.10) s’étend & tout A dans ’espace complexifié ag. et définit une représentation de
G dans L?(K/M), qui n’est plus nécessairement unitaire. De la méme fagon, (1.11) s’étend &
tout A € ag et définit une fonction sphérique sur G. De plus, pour tout € G fixé, la fonction
A = @y (z) est analytique sur af. L’énoncé suivant nous montre que l'on obtient ainsi toutes
les fonctions sphériques sur G (cf. [He.], théoréme IV.4.3).

Théoréme 1.3.7 (Harish-Chandra). — Lorsque A décrit ’ensemble af, on obtient, par
(1.10), toutes les fonctions sphériques sur G. En outre, si A\, u € ag, alors ¢y = ¢, si, et
seulement si, A et y sont conjugués par le groupe de Weyl W (g, a).

3.2 Développement en série et fonction ¢ de Harish-Chandra

Les fonctions sphériques introduites au paragraphe précédent se caractérisent également
en termes d’opérateurs différentiels invariants (cf. [Heo], §§IV.2.1 &4 IV.2.3). Dans ce qui suit,
I(X) désignera P’ensemble des opérateurs différentiels sur X = G/K invariants & gauche par
les translations G — X, g — g - = (pour chaque z € X), que 'on peut identifier & l’ensemble
Dk (G) des opérateurs différentiels sur G, invariants & gauche, et K -invariants ¢ droite.

Théoréme 1.3.8 (caractérisations des fonctions sphériques). — Si ¢ désigne une
fonction de €(G)?, alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Papplication f +— [, dz f(z) ¢(z) est un homomorphisme non trivial de I’algebre de
convolution €,(G)" dans C (autrement dit, ¢ est une fonction sphérique) ;
(ii) o n’est pas identiquement nulle et vérifie [, dko(zky) = o(z)e(y) pour tous z,
yeG;
(iii) ¢ est de classe €°° sur G, vérifie p(e) = 1, et, pour tout opérateur différentiel
D € Dk (G), il existe un nombre complexe v = v(D, ¢) tel que Dy = v p.

Afin d’alléger les notations, posons At = exp a™ et, pour tout z € G, notons L : z — L,
(respectivement R : z — R;) la représentation réguliere & gauche (respectivement & droite)
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de G dans F(G): (Ly-1 f)(y) = f(zy) = (R, f)(z). Chaque fonction continue K-biinvariante
sur G étant déterminée par sa restriction & A7, il est naturel de se demander ce qu’il en est
des opérateurs différentiels K-biinvariants sur G — rappelons qu’un opérateur différentiel D
sur G est dit K-biinvariant si D o (L X Ry/) = D pour tous k, k' € K.(cf. [He,], §§11.3.3 &
11.3.4)

Proposition et définition 1.3.9 (partie radiale d’un opérateur différentiel). — Soit
D e D(X) = Dk (G). Alors il existe un unique opérateur différentiel D sur A qui satisfait
identité (Df)| g+ = D(f|a+) pour toute fonction f € €°(G)". Cet opérateur D est appelé
partie radiale (ou, plus exactement, partie A K-radiale) de D et I'on pose D =rad D.

Dans le cas de 'opérateur de Laplace-Beltrami Ax, on dispose d’une formule explicite pour
sa partie radiale (cf. [He,], proposition II1.3.9):

(1.11) rad Ax = Aq + (V(logdx), V) = A+ Y mgcoth(e, H) - (a, V).
a€est
Théoréeme 1.3.10. — Soit A € a*. Le caractére infinitésimal de m) pour le Casimir ) est

égal & —(|A\|% + |0]?) ; on a ainsi m\()1 = —(|A|> + |0|?) 1. En particulier,

(1.12) (rad Ax)x = ~(IA* + |o]*) @a.

Ce théoreme (cf. [He,], §IV.5, formule (7)) jouera un réle clef au paragraphe 3.2, lorsque ’on
déterminera le comportement du noyau de la chaleur associé a un sous-laplacien sur G de la
forme A = Q,+>" ;X ]2, ot les X; sont des éléments quelconques de £. L’équation différentielle
(1.12) vérifiée par @) est également & la base des résultats, établis par Harish-Chandra et par
R. Gangolli, qui suivront.

(1.11) peut se reformuler en
rad Ax = Aq + (20, V) + Z mq(cotha — 1) {a, V).
€+

On peut donc voir I'expression ) s mg(cotha — 1) (@, V) comme une perturbation de
Popérateur différentiel & coeflicients constants A, + (20, V); p» est alors une solution per-
turbée de ’équation différentielle

(1.13) (Aa+ (20, V) F = =(IA?+10l?) £

Comme la fonction H — e est une solution évidente de (1.13), on se rameéne &

rechercher une solution de

(114 (Aa+ (20, V)+ > malcotha—1)(a, 7))@ = =(]A1? + [of2) @
o+
de la forme

(1.15) $u(H) = e08) S 5 () e @H),
qeQt



32 Rappels de géométrie et d’analyse sur les espaces symétriques riemanniens non compacts

ot O = Nay + -+ + Nay désigne le réseau des racines positives et ol les v,(A) sont des
coefficients & déterminer. On montre, en injectant le développement (1.15) dans I’équation
différentielle (1.14), que, formellement, ces coefficients sont liés par la condition de récurrence

(1.16) (g, q+20) 7N =2 > mq D (o g+ 0= 2ka+iX) yg2ka(A) (A€,
agcZt k=1

pour g € Q% ~\ {0}, et avec o = 1. L’étude de la convergence ponctuelle de la série (1.15),
qui est liée & celle de la croissance des coefficients -y, (menée par R. Gangolli) aboutit aux
théorémes suivants (cf. [Ga-Va], §84.3 & 4.4, et [He,), §IV.5):

Théoréme 1.3.11. —

(i) Le développement (1.15) est défini et absolument convergent pour tout H € a™ et
tout A € D, ot D désigne 'espace ag privé des hyperplans affines ¢; = {\ € af :
{q,q + 2i\) = 0}, pour g € QF ~\ {0}. C’est en particulier le cas pour H € a* et )
dans la bande at +i{\ € a: |A\| < e} C ac, pour tout € > 0 assez petit.

(ii) La convergence est uniforme sur tout produit d’une sous-chambre {H € a* : Va €
I, (o, H) > ¢}, ot ¢ > 0, par un compact de D.

(iii) Le coeficient dominant v, vaut identiquement 1 et les autres coefficients v,(}),
donnés par (1.16), sont des fonctions rationnelles en A € ag. Pour tout compact de
D, il existe des constantes positives C et N telles que I'on ait |y,(A)] < C(1+ |g))V
pour tout g € Qt.

On montre que les fonctions ®,,., (sur A¥) sont linéairement indépendantes (cf. [Ga-Va),
propositions 4.4.1 et 4.4.3). Par conséquent, la fonction sphérique ¢ est combinaison linéaire
des ®,,.5, pour w € W:

(1.17) o= cuw(}) Bu.n.
weEW

Si 'on pose ¢(A) = ciq(A) — Id désigne 1'élément neutre du groupe de Weyl W — alors, en
identifiant les développements (1.17) pour ¢y et @,.» (qui sont égaux d’apres le théoréme
1.3.7), on obtient la relation ¢, (A\) = c(w - ) pour tout w € W. Pour tout A dans le réseau
Q=Za;+ -+ Zoy et tous w, w' € W distincts, considérons ’hyperplan 7,(w, w’) = {A €
ag cw- A —w - A =1iq} et désignons par D’ le domaine D privé de ces hyperplans:

D'=D~ U To(w,w').
qgeQ
wtw EW

D' ainsi défini est un ouvert dense de ag, connexe et W-invariant, qui contient une bande
at +i{A € a:|A| <&} Cac, pour tout € > 0 assez petit.

Théoréme 1.3.12 (développement en série de Harish-Chandra de ¢, ). — Pour tout
H € a™ et tout A € D', le développement

(118) (p/\(exp H) — Z C(w . )\)e(iw-)\—eyfn Z pyq()\) e—(q,H)
wew geEQTt
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est absolument convergent.

Le comportement de la fonction c est étroitement lié & celui des fonctions sphériques ¢y,
comme le montre le résultat suivant.

Proposition 1.3.13. — Pour tout H € a* et tout A € a —ia™ C a¢ & a, on a, asympto-
tiquement, lim;_, 4o0 €A OtH) ) (exp tH) = c()).

Les principales propriétés de la fonction ¢ ont été établies par S. Gindikin et F. Karpelevi¢ (cf.
[Gi-Ka]) ; plus précisément, ils ont montré que c est, & une constante multiplicative pres (cette
constante de normalisation est donnée par la condition ¢(—ig) = 1), le produit des fonctions
¢ associées aux sous-groupes de rang réel 1 définis a partir des racines positives indivisibles
de (g,a), ce qui permet d’obtenir, aprés calcul en rang réel 1, une expression explicite de la
fonction c relative au groupe G, ne faisant intervenir que la fonction (méromorphe) I d’Euler.

Si a € 57 est une racine positive indivisible, notons g{®) la sous-algébre de Lie de g définie
par gl® = apm @ @ﬁe{ia,iza} gp- g étant supposée semi-simple, g(®) est elle aussi §-stable
et semi-simple, de rang réel 1 (dans le cas réductif, on montre que g(® est elle-méme réductive
et que son algebre dérivée [g(®), g{®)] est de rang réel 1). Le sous-groupe analytique G(® de G,
d’algebre de Lie g{*), est semi-simple (respectivement dans la classe de Harish-Chandra. . .)
et, si K(®) désigne le sous-groupe analytique (compact maximal) de G associé & £(*) = gng(®)
I’espace symétrique G(O‘)/ K(@) est de rang 1, ses seules racines étant +o (et éventuellement
+2a), pour lequel on notera c¢(®) la fonction ¢ associée.

Théoréme 1.3.14 (Gindikin—Karpelevi¢). — La fonction ¢ associée au groupe G est
donnée par

c(N) =7 [] <90 (reav),

aen?

ol v = Haezg (@ (—ip)~t (de telle sorte que c(—ip) = 1) et oir

I@())
(@)(y) = —= )
PN = @@y’

avec (% = L(mq + 2map) o et

LA o))
2maa) + 3 (iA, ')’

Mo

L@ = (i), o)) rg

T (Zmg + (i), o)) T(A(

+
Mgy

ou 'on a posé o' = |a| 2 a.

La fonction ¢ étant holomrphe sur D', le théoréme 1.3.14 en définit un prolongement méro-
morphe & tout ’expace ag.

Proposition 1.3.15. — La fonction ¢ est méromorphe sur af et holomorphe sur I'ouvert
a —iat C ac = af et est donnée, pour tout A dans cet ouvert, par I'intégrale absolument
convergente

c(/\):/~dﬁe_<i’\+9’H[m),
g
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ot la mesure de Haar sur N = exp (avec T = @ cx+ §—o) est normalisée par la condition
fﬁ dme~2(e:HA) = 1. Par ailleurs, ¢ satisfait les propriétés suivantes:
(i) pour tout A € a, c(—=A) = c(A);
(ii) pour tout A € af et tout w € W, on ac(w - A) c(—w- A) = c(A)c(});
(iii) le module de la restriction c|, est une fonction W-invariante.

Les identités précédentes décrivent complétement le comportement de c. Concernant ses sin-
gularités, les informations nécessaires sont rassemblées dans ce qui suit. Introduisons la fonc-
tion 7 : ag — C définie par w(A) = [[, e+ (A, @), ainsi que 'ensemble

0

m
== {)\ € ac : Ya € If, (Sm(A),a) < |a|? min (1, —;—)},
et posons b = 7 - ¢. L’ouvert E contient une bande a +¢{\ € a: [A] < €}, pour € > 0 assez
petit.

Proposition 1.3.16. —
(i) b n’a pas de zéro sur =.
(ii) b et b~! sont holomorphes sur E.

uant & la croissance de la fonction ¢, on montre qu’elle est au plus polynomiale :
y

Proposition 1.3.17. — Soit § € ]0, 1] tel que on ait 26 < min,, st Ma et =5 le domaine

e
Hs = {A € ac:Va e TF, (Sm(N),a) < 5|a[2}.

1

Alors ¢~ et ses dérivées partielles (4 tous ordres) sont dominées par (1 + ||)("~4/2 sur Z;.

On dispose d’estimations treés fines des fonctions sphériques @) (cf., par exemple, les formules
de Trombi-Varadarajan). Sans aller aussi loin, notons simplement que le comportement des
@ et de ses dérivées partielles, pour A € a, est gouverné par celui de I’état fondamental ¢y,
comme le montre la proposition suivante (cf. [Ga-Va], proposition 4.6.2):

Proposition 1.3.18. — Pour tout D € %(g), on a

ox(z: D) < (14 X)L 4 () (Aea*, z€q).

3.3 Transformation de Harish-Chandra

Définition 1.3.19 (transformation de Fourier). — Si f est une <bonne s fonction sur
G (c’est-a-dire vérifiant des conditions suffisantes de régularité et de décroissance & I'infini),

on définit sa transformée de Fourier Ff = f par la formule Ff(r) = f(n) = n(f) =
Jodz f(z) m(z) € U(S#%), pour toute représentation (m, %) € G.

De la proposition 1.3.2 on déduit que la transformée de Fourier d’une fonction K-biinvariante
est nulle en dehors du sous-ensemble Gx de G formé des représentations # € GG de classe 1:
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Définition 1.3.20 (transformation sphérique). — Si f est une «bonne» fonction (au
sens de la définition précédente) supposée K -biinvariante sur G, sa transformée de Fourier
se réduit & la transformation scalaire

A~+%f@>=f0>=cﬂmﬂwlwzlgmﬂmwxw (Aea”),

appelée transformée sphérique (ou encore transformée de Harish-Chandra) de f.

En effet, sous I'hypotheése précédente, on montre que la fonction A — f(x\) est analytique sur
ag, donc entierement déterminée par sa restriction & a*.

La transformation de Harish-Chandra induit des isomorphismes entre différents espaces
de fonctions remarquables. Avant d’énoncer précisément ce résultat, il nous faut donner la
définition de certains d’entre eux. L’espace de Schwartz #(G) est 'ensemble des fonctions
f € €°°(G) pour lesquelles les quantités e} (1 + |[H))V |f(D; : = : D;)| sont bornées uni-
formément pour z € G, quels que soient Dy, Dy € %(g) et N > 0. D’autre part, I’espace de
Paley-Wiener PW(ay.) est Pensemble des fonctions entieres f sur ag vérifiant la condition

3R >0, VN €N, 3Cxy > 0, VA € ag, [f(A)] < Cy (1 + A7V HISmOL

Théoréme 1.3.21 (formule d’inversion sphérique). — La transformation sphérique ‘H
réalise un isomorphisme entre les espaces suivants :

(1.19) LHG) = L2, [e(W)]2dN)W
(1.20) EX (G = PW(ap)W
(1.21) LG L AV,

En outre, Iapplication H s’inverse suivant la formule

(4m)* |W|2v01 (K/M) / dA e[ HIN) p-r(z)  (z€G),

(1.22) flz) =

pour toute < bonne » fonction f (en particulier pour f € €°(G) U F(G)Y).

L’exposant W, pour les espaces L2, de Paley~Wiener et de Schwartz, signifie que ’on se
restreint au sous-espace (de L?, de PW ou de %) des fonctions f invariantes par le groupe
de Weyl W = W(g, a). Pour la démonstration de ce difficile théoreme, nous renvoyons, entre
autres, & [He,]. L’étude du cas L? aboutit & un analogue de la formule de Plancherel pour la
tranformée de Fourier euclidienne (cf. [Ga-Va], théoreme 1.6.5).

Théoréme et définition 1.3.22 (formule de Plancherel, mesure de Plancherel). —
Il existe une unique mesure de Borel positive p sur G, appelée mesure de Plancherel, telle

que l'identité
[ dsls@P = [ au(m) 1 Fm?
G G

soit vérifiée pour toute fonction continue f € L*(G)NL%(G). De plus, la restriction & L*(G)N
L?(G)! de I’application f +— f se prolonge en un isomorphisme de L?(G)! sur L?(G, ).
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Théoréme 1.3.23. — Le sous-ensemble supp p N Gy de Gx est réduit & la série principale
unitaire sphérique (my)xgax-

Corollaire 1.3.24. — La restriction de la mesure de Plancherel 4 {my : A € a*} est propor-
tionnelle & |c(\)]72dA.

Dans le cadre des espaces symétriques riemanniens non compacts, la transformation
sphérique constitue un outil extrémement efficace pour justifier I’existence du noyau de la
chaleur. En effet, sous réserve que I’'on impose une condition de décroissance assez forte pour
u (nous pouvons nous placer ici dans le cadre de I’espace de Schwartz #(G)Y), on peut
appliquer la transformation sphérique H au probleme de la chaleur

Ou
(1.23) ot
u(z,0) = f(z) pour tout z € X

(z,t) = Axu(z,t) pourtoust>0etzeX

et Pon se ramene ainsi & ’équation d’évolution suivante :

O(Hu)

o (A t) = =(IA7 +o]?) Hu(\t)  (A€a*, t>0),

avec la condition initiale Hu(\,0) = Hf()\) pour tout A € a*. L’unique solution de ce nouveau
probléme est donnée de maniere élémentaire par Hu(),t) = e~tM*+el”) 21 £(X), pour tous
A € a* et t > 0. En particulier, lorsque f = §,, la solution (au sens des distributions) du
probleme (1.23) n’est autre que le noyau h¢(z). La formule d’inversion sphérique (1.22) fournit
alors la relation

dA
(1.24) hi(z) = const./ R e D o) (ze G, t>0).
a*

C’est cette expression intégrale du noyau de la chaleur qui, en la combinant & des estimations
trés fines des fonctions sphériques ¢y, est & la base des résultats obtenus par J.-Ph. Anker &
L. Ji (cf. §2.1) dans [An-Ji1] et [An-Jiz].



Chapitre 2

Noyau de la chaleur sur les espaces
symétriques riemanniens non compacts

La détermination d’estimations fines (voire, mieux, de formules explicites) pour le noyau
de la chaleur (associé & 'opérateur de Laplace-Beltrami) sur les espaces symétriques (rieman-
niens) non compacts a fait Pobjet de trés nombreux travaux (cf. notamment [An-Ji,] et [An-Jis]
et les références qui y sont citées). Dans un premier temps, nous exposerons le théoréme cen-
tral de ce chapitre et 'idée qui sous-tend sa démonstration (§1), puis nous examinerons en
détail sa preuve dans le cas des espaces hyperboliques réels (ol ’on retrouve ainsi le résultat
classique de E. Davies & N. Mandouvalos). Dans les paragraphes 3 et 4, finalement, nous
montrerons ce théoreme en toute généralité, en distinguant les cas ou la variable ¢ est petite
(autrement dit bornée) ou grande (¢ > 1 par exemple).

1 Enoncé du résultat et principe de la démonstration

Soit X un espace symétrique riemannien non compact, réalisé comme X = G/K ou
G est un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra et K un sous-groupe
compact maximal de G. On reprendra les notations du paragraphe 1.1. Soit hi(zK,yK)
(z, y € G, t > 0) le noyau de la chaleur sur X associé & opérateur de Laplace—Beltrami.
Remarquons tout d’abord que, compte tenu de 'action de G sur Pespace X, la fonction
X? 5 R, (zK,yK) — hi(zK,yK) est G-invariante: hy(gzK, gyK) = hi(zK,yK) pour tous
g, z,y € G et tout ¢t > 0. Il S’ensuit que, si 'on note e I’élément neutre de G et 0 = eK
le point base de X, alors hy(zK,yK) = hi(o,z"'yK) (z, y € G, t > 0). On peut donc
considérer le noyau h;(z K, yK) comme une fonction K-biinvariante sur G, via l'identification
hi(z) = hi{o,zK) (z € G, t > 0). Cest ce que nous ferons systématiquement par la suite. La
fonction G x 10, +0o] = R, (z,t) ~ hy(z) ainsi définie est de classe ¥ et symétrique en z
(d’apres (P2)): hy(z™1) = hy(x).

J.-Ph. Anker & L. Ji ont montré dans [An-Ji;] (théoréme 3.7) les estimations suivantes:

Théoréme 2.1.1 (Anker—Ji). —
(i) Pour toute constante k > 0,
— 2
ho(exp H) =t (1407 71551 (] (14 (o, H) ) e7lel (=55,
aeEg

uniformément pour t > 0 et H € aT sous la condition |H| < x(1 +t).
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(ii) (Estimation loin des murs) Il existe un réel k > 0 pour lequel on a
n ma+m2g —
hi(exp H) X,it_f{ H (1+(a, H)) (t+ (o, H)) 2 l}x
aeﬁg
« e=tlel*=(e. )11
pour tous t > 0 et H € a* tel que mingen(e, H) > &.

La démonstration repose essentiellement sur lexpression intégrale (1.24) du noyau de la
chaleur et sur l'utilisation d’estimations treés fines pour les fonctions sphériques ¢y (cf. §1.3).
Gréace a cette technique, ils ont été en mesure de prouver également les estimations attendues
pour les expressions différentielles h:(z : D) (o D € %(g)), sous les mémes hypotheses que
pour le théoréme 2.1.1.

Le résultat que nous prouvons dans ce chapitre est le suivant:

Théoréme 2.1.2. —
2

n Ma+mog
(2.1) hy(expH) <t~z ( H 1+ (o, H))(1+t+ (o, H)) 2 1> e_”"'z‘("’H)-%L,
aEEj

uniformément pour H € at et t > 0.

(Cet énoncé avait été conjecturé par J.-Ph. Anker dans [An,].) L’outil de base de la démonstra-
tion que nous proposons ici est le principe faible du minimum parabolique, dont voici I’énoncé
(cf. [Pr-we], section 3.3, pour une version forte de ce principe du minimum parabolique, selon
lequel, si Pon suppose en outre qu’il existe un point (z.,t,) € Q x |T1,T2[ ot la fonction u
s’annule, alors u est identiquement nulle sur Q x [T3,£.]):

Lemme 2.1.3 (Principe faible du minimum parabolique). — Soit M une variété
riemannienne, A Iopérateur de Laplace—Beltrami sur M, T; < Ty deux réels et ) un ouvert
connexe et relativement compact de M. Soit u : Q x [Ty, T3] — R une fonction continue telle
que D’application partielle z +— u(z,t) (respectivement t — u(z,t)) soit de classe €* sur Q,
pour tout t € [T1, Ty] (respectivement de classe €' sur |Ty,Ty], pour tout z € ). Notons L
Popérateur de la chaleur L = ?96? — A,. Alors

(i) si Lu > 0 sur Q x |Ty, T3], alors u atteint son minimum sur Q X {T1}UIQ x [T1, T3] ;

(ii) siu >0 sur Q x {T1}UIQ x [T1,T] et si Lu > 0 sur Q x |1y, T3], alors u > 0 sur

?EX HH,IBL

T, ta)

%// (
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Preuve. Les assertions (i) et (ii) étant clairement équivalentes, du fait de la continuité de u
sur le compact  x [T1,T»], il suffit de prouver (ii). Raisonnons par I’absurde, en supposant
que la fonction u prend au moins une valeur strictement négative sur 2 x |T7,T5]; on pose
alors ugp = |infoyr, 1) ul > 0. Soit € un réel vérifiant 'encadrement 0 < ¢ < Ty/ug et v la
fonction définie sur [T, T3] X Q par v(t,z) = u(t,x) +e(t — T1). Par continuité de v, il existe
un point (zg,t0) € Qx]7T71,T2] ol la fonction v atteint son minimum, qui est donc strictement
négatif, compte tenu du choix de ¢. De la minoration v(zo,t) > v(zo, o) pour tout ¢ € |11, to),
on déduit que g—;’(xo,to) < 0. De la méme fagon, comme v(z, ty) > v(zg,to) pour tout z € €,
il vient Av(zg,to) < 0. Par suite, on obtient Lv(zg, ) < 0, d’olt une contradiction, puisque
Lv=Lu+e>0. O

La version euclidienne de ce principe du minimum est due & E. Levi (cf. [Les] et[Le;]), sa
version générale ayant été prouvée par M. Picone (cf. [Pii] et [Piz]).

Voici & présent comment nous allons ’appliquer. Raisonnons sur un probléeme de majo-
ration (on traiterait de la méme fagon le cas d’une minoration) et supposons que ’on cherche
a prouver l'inégalité hy(z) < h(z,t) (typiquement, pour ce qui nous intéresse, h est la borne
supérieure conjecturée), autrement dit, une majoration de la forme h:(z) < Ch(z,t) pour
une certaine constante C' > 0. Introduisons alors la fonction u(z,t) = Ch(z,t) — hi(z) (ol
C est fixée arbitrairement) et considérons l'opérateur de la chaleur L = 6% — Ax. Comme le
noyau de la chaleur annule L, on obtient Lu = C'Lh. D’autre part, puisque nous cherchons
a prouver que la différence u(z,t) = Ch(z,t) — hi(z) est <petite», la quantité Lu(z,t) doit
étre contrélable, et, quitte a remplacer la constante C par une fonction minorée C(z,t) dont
on connait le comportement (ainsi que celui de ses dérivées suivant les variables d’espace et
de temps), on cherche & se ramener au cas ou la différrence C(z,t) h(z,t) — hi(z) est positive.
Nous verrons en pratique qu’il faudra procéder avec beaucoup de précautions, compte tenu
en particulier des domaines considérés (car I’ensemble 2 se doit d’étre relativement compact).

Notons que, contrairement & la démonstration de J.-Ph. Anker & L. Ji, qui obtenaient des
estimations des dérivées partielles du noyau de la chaleur, le principe du minimum, tel qu’il
est appliqué, ne permet pas d’aboutir directement & de tels résultats.

Avant de présenter la démonstration du théoreme 2.1.2 en toute généralité (ce qui fera
I'objet des paragraphes 3 et 4), attachons-nous & l’exposer dans le cas le plus simple, & savoir
celui des espaces hyperboliques réels.

2 Le cas des espaces hyperboliques réels

Le comportement global du noyau de la chaleur sur les espaces hyperboliques réels H (R)
a été entierement déterminé par E. Davies & N. Mandouvalos (cf. [Da-Ma]), qui en ont méme
obtenu des formules exactes. Ces espaces étant de rang réel 1, la fonction hi(z) est radiale,
au sens ou elle ne dépend en fait que de la distance géodésique |z| de 0 = eK & z, en vertu
de la décomposition polaire (cf. théoréme 1.1.6) de G. Dans la suite de ce paragraphe, hy(r)
désignera la valeur commune de hy(z) pour |z| =7r.
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De maniere précise, on a les expressions (valables pour tous r > 0 et ¢t > 0)

-

N

-k L /N-1)2 1 8 N;‘I 2
W) = {2t amV ) et R (- ) T e

pour N impair, et

+o00 Mot
[N] N+1 () ds A VAR S R
hi = {t(2m) } ? ~ +/chs—chr ( 83)( shs 8s> ¢

pour N pair > 2, expressions redémontrées recemment par A. Grigor’yan & M. Noguchi (cf.
[Gr-No]) — le lecteur aura deviné que hE (r) désigne le noyau de la chaleur sur l'espace
HY(R). Remarquons que, bien entendu lorsque N = 1, nous retrouvons le noyau de la
chaleur sur R: AR(r) = (4nt)~le~ %7 /1.

o

N

Comme le montrent les formules précédentes, pouvoir expliciter le noyau est une chose, encore
faut-il étre en mesure d’en donner un ordre de grandeur. Le résultat de E. Davies et N. Man-
douvalos a le mérite de répondre & cette question, dans le cas des espaces hyperboliques, &
l'aide de fonctions élémentaires ; leur démonstration a pour point de départ deux formules de
récurrence qui lient les noyaux de la chaleur sur les différents espaces HV (R) :

W) = Y2 e 1780 Dy
t 2m » chs—chr 9s
w42y L we (1 0N\,
e (r) = 97 © ( shr 8r)h (r),
valables pour tous N 2 1, r > 0 et ¢ > 0.

Théoréme 2.2.1 (Davies-Mandouvalos). — Soit N > 1. Le noyau de la chaleur hy(r)
sur I'espace hyperbolique réel X = H" (R) vérifie I'estimation

[N]

r

) e ) (14t e ® (150,72 0)

(2.2) hig(r) <

Preuve. Nous procéderons en deux temps, suivant que ¢ est petit (disons ¢ < 1) ou non.

x Pour ¢ petit: Lorsque ¢ est petit, le membre de droite dans (2.2) est de 'ordre de

_N N-1 2 N 2 rshr
12 2

N 1
eI (L) T e w = 4 E e (S1) T =) g0,
ol heUel(r) = (4mt)~N/2 =i/t désigne le noyau de la chaleur euclidien sur RY et J(r) =
(shr/r)N~1 le jacobien de I’application Exp introduite au paragraphe 1.1. L’idée va donc étre
ici de comparer le noyau de la chaleur hyperbolique hX(r) = h¥P(r) = hy(r) avec la quantité
h(r,t) = kS (r) J(r)~/2. Rappelons que, sur HY(R), la partie radiale de opérateur de
Laplace-Beltrami Ayyp = Ayw gy est donnée par

d? d d? O, d
— 4+ (N-1 — = yP
az " ( ) cothr dr  dr? = dpyp dr’

(2.3) rad Apyp =
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ol dpyp(r) = sh™ ™7 est la fonction densité sur HY (R) (cf. §1.1). Un calcul élémentaire

montre que (2.3) se reformule en

2

(2.4) rad Apyp = 0.7 0 —— 0 &2

hyp ° hyp — “hyp’

ol whyp désigne la fonction

1

(6:22) N-1y2 N-1N-3 1
(2.5) Whyp(T) = 5}1&) (7”)—< 2 ) 2 2 sh?r

N-1

Les analogues de ces fonctions dans RY sont la densité Oeval(r) =7 et la fonction

e N-1N-31
(2'6) weucl(r) = 5(13{131 (T') = 5 5 X

De plus, la partie radiale du laplacien euclidien Agyel = Arn~y est

d2 N-—-14d d2 5’ , d _1 d2
(2.7) rad Acyel = a;-i + - ar = W + 66‘:; &' = 6euil dr T © 6ezuc1 “euel:

Comme il I’a été souligné au paragraphe 1.1, le lien entre le jacobien J et les fonctions densités
Onyp €t Oeuct est donné par

o a0 =52 = ()

Pour démontrer la majoration h:(r) < h(r,t), restreignons-nous & une boule fermée Br =
B(o,R) = {z € HY(R) : |z|] < R}, ol R > 0 est arbitraire — le principe faible du minimum
parabolique nécessite en effet que I'on se place sur un compact de X = HV(R) —, et intro-
duisons le noyau de la chaleur h§R> (z,y) sur Bg avec la condition au bord th) (z,y) =0
pour tout z € dBg et tout y € Bgr. Soit maintenant USR) . Br x B % [0,1] — R la fonction
définie par UB) (z,y,t) = e h(d(z,y),t) - h§R> (z,y), ol ¢ > 0 désigne une constante dont
nous préciserons plus loin la valeur et ol d désigne la métrique riemannienne sur Bg. U(®
n’étant pas continue (en tout cas, pas de maniére triviale!), le lemme 2.1.3 ne s’applique
pas en Pétat 3 U(F), Afin de contourner cet obstacle, nous allons utiliser 'astuce suivante:
toute fonction f € €°°(Bgr) C ¥(Bg) & valeurs positives ou nulles et d’intégrale 1, on associe
I’expression

up(z, 1) = /B dy U (2,9,1) £(1)
= ot /B dyh(d(z9),t) f) — | dyniP (o) F©).

Bp
Ny
—— "

uy (z,t) uz(z,t)

De manitre classique, us est continue sur Br x [0, 4oco| puisque us(y,t) = f(z) lorsque
(y,t) = (x,0). D’autre part, u; est continue sur Bg x |0, +00] et vérifie elle aussi lim, gy u; =
#(z), car

lim dy h(d(o,y),t) = 0

t—0+ JYEBR
lylze
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pour tout € > 0, ce qui montre que, lorsque t tend vers 0 (par valeurs positives), alors la
masse de y — h(d(z,y),t) se concentre autour du point z. Ceci prouve que la fonction uys est
continue et, par suite, vérifie les hypotheses de régularité du lemme 2.1.3 (avec Q = Bg). Par
ailleurs, on a uf(z,0) = f(z) — f(z) = 0 pour tout = € By et

us(z, t) = ¢ /B dyh(de, .0 1) [ ayhP @) ) > 0

>0 =0

s

pour tous z € 0Bpg et t > 0 (puisque f a été supposée positive). Reste & étudier la positivité
de Lpypuys = gguf — Apyptys sur Bg % 0,1]: on a

Liyph %h?d(r) (rad Apyp) (heud (r)J(r)” 1/2)
(T’ t) = eucl - eucl
h hgei(r) hgeel(r) J(r) =2/
_ %hteucl(,r) ~ 67‘2 {heucl( ) eucl( ) 1/2 } +on (7-)
h?ml(T) hteud( ) eucl (7)} /2 P

d’apres (2.4) et (2.8), d’oli, en vertu de (2.7),

Lyyph 2heel(r)  (rad Aeya)hS™(r)
T(1", t) = ;gucl » - Rl () + Whyp (1) — Weua (7).
~—

On vérifie alors aisément, & partir de (2.5) et (2.6), que la quantité

Liyph _ _(N-1\2 N-1N-3/ 1 1
R ) = o (r) —wmalr) = (=) + =5 5 <sh2r =)

(2.9)

est bornée. Choisissons donc la constante ¢ de telle sorte que A™! Lunyph + ¢ > 0. Par suite,
puisque

Liyptia(2, 1) =/BR dy (gt ~ (Anyp)e ) Nz, y)f( ) = (z € Bg,t > 0),

———

=0

on a

Lpypus(z,t)

= = cu1(z,t) + Lnypui(z,t)

:/BRdy{ch(d(a:,y),t) (;)t (Anyp)z )h(d(m,y),t)j}f(y) > 0.

v

20 (d’apres le choix de ¢)

D’apres le principe faible du minimum parabolique, on en déduit que
urle,t) = [ ayU®a,p,0) £) 0
Br

sur tout Bg x [0, 1]. Moyennant le choix d’une unité approchée (fn)nz1 sur Bg, on en déduit,
de maniére classique, que

U (z,y,t) = e h(d(z,y),t) — B{¥(2,9) 20  (2,y € Br, t > 0),
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ce qui montre que h§R>(m,y) < et h(d(z,y),t) < e°h(d(z,y),t) pour tous z, y € Bp et
0 < t < 1. En passant a la limite (R — +00), on obtient le résultat attendu: h:(z,y) <
h(d(z,y),t), autrement dit h¢(r) < h(r,t) (r 2 0,¢ > 0).

Concernant la minoration h¢(r) > h(r,t), il suffit d’intervertir les roles de AP et hSUC! * En
effet, montrer celle-ci revient & prouver que hy(r) = AMP(r) > hSUl(r) J(r)~1/2, c’est-a-dire
heuel(r) < hMYP(r) F(r)Y/2 (pour tous 7 > 0 et ¢ > 0).

* Pour t grand: Dans le domaine {(r,t) € [0, 4o0[ x [1,+00[}, le comportement de I'ex-
pression

(M

»

et ) e 1 p ) (L4t + 1) T e R

(2.10) ¢~

(qui n’est autre que le membre de droite dans (2.2)) differe selon que la variable 7 domine,
ou est dominée par, la variable ¢. Ainsi, lorsque ¢ < 7, (2.10) est du méme ordre que

¥ e IR R A T s el el ()

étant donné que J(r) = (shr/r)N =1 x e"W=1p=(N=1) ¢t que || = Z(N — 1). Si 'on pose
hi(r,t) = heuel(r) e=tlel® 7(r)=1/2 alors, en vertu de (2.9),

L(hr) 7(r) )
BTr) T ()7

= _19’2 + whyp('r) - weucl("') =

Lh
=2 (r,2) = —Jol* +
1

N—lN—3( 1 1)7

2 2 \gh’r 12
ou 'on a posé L = Lyyp. On en déduit alors immédiatement que
Lhy 1 1
OS5 Q<<

Lorsque, cette fois, c’est ¢ qui est prépondérant sur 7 (disons sur la zone r < 2t), ’expression
(2.10) est de ’ordre de

wo(r) e—tlglz*%;

* Cette astuce nous a été suggérée par G. Carron.
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Posons donc ha(r,t) = t=3/2 po(r) e~tlel*=57*/t_ On a alors

h2 (T)t)_ 2t _]QI +‘4—t-2'5
ainsi que ,
Oha/0r (r,1) = po(r) 1
ha ’ wo(r) 2t
et

82h}zlic’9r2(r,t) _ %(Oh}iéar) N (8h2£87~>2

_ chlrdeol) ~ehlr? L (b)Y, 7
= wtae) T

_pglr) 1 r? o g(r)
Copo(r) 2t 42t @o(r)]
d’ou
(rad A)hs 0?hy/0r? 8 (r) Bhy/Or
M ) = T v
h,2 (T’ ) hz (T) ) 6(7‘) h2 (Tﬁ t)
1 " &) 1 r?2  rd ~1
NG <(’00 (r) + o(r) QDO(T)> 2t + 42t dr{log (gpoé )}(T)
(on a posé A = Apyp et 8(r) = Snyp(r) = sh™ "17). Or, @o est une fonction propre pour
'opérateur rad A, associée & la valeur propre —|g|?, donc @) + (log8)' vy = ~|o|?po. Par
suite LA Ohy /O (rad A)R
2 ha/0t ra 2
e ) = e
2(r,0) = 2 () - B2
1 rd 1 1 1
=~ + = = {loglpo 83)}(r) = 7 {£(loglwo 61)) (1) - 1,
ou & désigne lopérateur d’Euler sur R: £f(r) = r f'(r). De Pestimation
(2.11) £(10g(p0 01))(r) < 14+ 0(:—)  (r>0)
1+r

(cf. [An-0s;] pour la démonstration de ce résultat), on déduit bien évidemment que

22 (1) = O(zrgs) (2 max(Lr/2))

Considérons & présent les fonctions modifiées
hi(r,t) = exp ( F CTi\/ 1+ 7'2) ha(r,t),

oll ¢4 et c_ sont deux constantes > 0 dont on précisera plus loin les valeurs. La correction
apportée & hy est bornée (par deux constantes > 0) sur la zone considérée et 'on a

+
Oh; /at(r, t) = 8h2/8t(r, t) + ct—_zl_ V1412

hi ha
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et
ohs /or (r,1) th/ar( 9 Ct T
T+ \D = i) — T T—)
h;- hz t V1412
d’olt
9*hd Jor? (r,t) = 82h2/8r2( ) — c+ 1 _c_?t r?
e YT T R, YT w2 R 140
_ 2cq r Bhy/Or (r,)
t /14172 ho T
En résumé,
LhZ Lh, C+ 5, C+ 1 c?,_ r2
G = VI S e T T e
2¢c4 r  Ohg/Or (r, ) + [ &)y r
E VT h VTR S VT
1 1 C+ 1 1 1
=7 - T —— 1
Ct 1 c?,_ r?

Dans cette derniere somme, ’expression figurant dans la seconde accolade est de ordre de
14+0(1/(147)), alors que la premidre est dominée par 1/(1+4r), d’apres (2.11). Par conséquent,

si ’on choisit la constante ¢y > 0 assez grande, la somme

(oo 880 — 1} + % oL {6 (toglin 64)) (1) + 1 |

est positive et, pour ce choix de ¢4, on a

c. 1 cz 72 _01
=0(3)-

2 12 12 1412
En procédant de la méme facon pour la fonction hs, on montre que

1 {28(10g(<,006%))(r) + 1—:r2}

%(T’t) = % {g(log(SDO 6%))(7‘) - 1} - T m
1 2 r?

donc, si c_ > 0 est choisie assez grande, on a LA, < 0 avec
Lhy 1
L oy =o(2)
20 =0(5
Reste maintenant & recoller les estimations obtenues sur la zone ¢ > 1. Considérons pour cela
une fonction plateau (de classe €°°) x : R — [0, 1], telle que

x=1 sur]- o0,1]
x =0 sur [2,+o0]
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et introduisons les fonctions

hgb(r,t) = {l - X(t)}hl(r t) +X( ) R (r,t).
Un calcul élémentaire montre que

Lhi (r t)

2 ! r +
0 - (S-S0 % c0)

={1—x<t>}w+x<zzw< (3)>

x (E Tty + {541 ) bha(rt) - 2 OR% (1. 4) - [543 o) ! hg:(r,t)>

t or t2

5 x"(5) (= i), 1).

Or,

et

Il s’ensuit que
LE(r,t) = {1- X( ) }rhar,e) +X( ) Lk (r,1)

+x (3) (T matnt) - { S e tontin ) ) 7 2 —Zss b))

+ glgx”(f) (A1 — hE)(r,1).

Comme x et ses dérivées successives sont bornées et que, lorsque r et ¢ sont comparables, les
fonctions hi, hg, h;t et hi sont toutes comparables entre elles, toutes les expressions appa-
raissant dans le calcul de LA/ hT sont soit du méme signe que +, soit dominées par 1/¢2.
Venons-en (enfin) & lestimation du noyau de la chaleur h:(r), en commengant par sa majo-
ration. Nous allons appliquer le lemme 2.1.3 & la fonction

w(rt)=Ce= 5 hi(rt) - PG r20,t>1),

qui est continue sur [0, R] x [1,T] et de classe € «a l'intérieur du domaine» (R > 0et T > 1
ont été choisis arbitrairement et les constantes C et ¢’ seront déterminées ultérieurement).
Remarquons d’une part que

Lhy ¢ Lhd

conrg DT E

est positive pourvu que ¢’ soit choisie assez grande et, d’autre part, que

u(r,1) = Ce™° hi(r,1) — h§R> (r) 2 Ce~¢ hd(r,1) — hy(r)
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est elle aussi positive si C' est assez grande. En outre, u(R,t) > 0 pour tout ¢ € [1,T]. Le

principe du minimum montre alors que h§R> (r) < Ce~¢/*hf(r,t) < ChJ(r,t) pour tous

r € [0,R] et ¢t € [1,T). En faisant tendre R ,** +00 et T' /* 400, on obtient hy(r) < hd(r,t)

pour tous r > 0 et ¢ > 1.

Quant 3 la minoration, on applique le principe du minimum 3 u(r, t) = hy(r) —C e/t h3 (r,t).

Comme précédemment, on choisit ¢’ > 0 assez grande et C' > 0 assez petite pour que
=S oM
Cec'lth] t2 hg

soient positives. De plus, dés que R > 2T, on a u(R,t) = hy(R) — Cef/*h3 (R,t) >

—C' J(R)"1/2, ot Von a posé C' = Ce® (4w)~™/2. D’aprés le principe du minimum, on

obtient alors u(r,t) > —C' J(R)~/? sur [0, R] x [1,T]. En passant & la limite, on obtient

u(r,t) 2 0, c’est-a-dire hy(r) > C h3 (r,t) pour tous r > 0 et ¢ > 1.

Ceci conclut la démonstration du théoreme. O

(r,t) et u(r,1) = hi(r) — Ce® hy (r, 1)

Via des méthodes probabilistes, G. Lorang & B. Roynette ont généralisé, dans [Lo-Ro],
le résultat de E. Davis & N. Mandouvalos aux noyaux de la chaleur associés aux opérateurs
différentiels sur [0, +o0o[ de la forme

d? d
12 —_— el
(2.12) D, 52 + 7(r) o
ol 7 : ]0, +00[ = R est de classe €2, & dérivées bornées sur [1, +ool, et vérifie les hypotheses
() = = +0(r) (r—0)
1
(2.13) 7(r) =20+ o(;;) (r — +00)
1
! — —_
T('I‘)—O(T2> (r = +00),

oia > 0et p € R Siaet désignent deux parametres réels positifs (non tous nuls),
alors la fonction 7(r) = a coth r + 28 coth 2r satisfait les conditions (2.13), avec a = a + f3 et
20 = a+20. Pour certaines valeurs des paramétres « et 8, rappelées dans le tableau ci-dessous,
D, est la partie radiale de 'opérateur de Laplace-Beltrami sur les espaces hyperboliques
HY(K), pour K =R, C, H (ainsi que I'espace H2(0)).

HY(K) e! B
HY (R) N-1 0
HN(C) 2(N -1) 1
HY(H) 4(N - 1) 3
H?*(0) 8 7
Théoreme 2.2.2 (Lorang—Roynette). — Soit D, un opérateur différentiel de la forme

(2.12), ou T vérifie les hypothéses (2.13), et (r,t) — h](r) le noyau de la chaleur associé.
Alors

at 2

hT(r)<t=5F e~ =" (1 pr)(1+t+7)T e ®  (£>0,r30).
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En particulier, pour 7(r) = 7o 8(r) = acothr + 28 coth2r, avec a, 8 > 0, (a,8) # 0, on
obtient estimation suivante:

[

r

et (1h ) (1+t+1r) T e ® (>0, 730)

hy®f(ry <t~
Pour @« = N — 1 et 8 = 0, on retrouve bien entendu le théoreme 2.2.1 pour le noyau de la
chaleur sur HY (R).

Il est & noter que ces résultats s’inscrivent dans le cadre des hypergroupes de Chébli-Trimeche
(qui sont eux-mémes des cas particuliers d’hypergroupes de Sturm-Liouville). Afin de ne pas
entrer dans la théorie générale des hypergroupes (nous renvoyons pour cela a [Bl-He]), disons
simplement qu’il s’agit, entre autres, d’étudier le comportement de fonctions remarquables
(telles que le noyau de Poisson, ou bien certaines fonctions maximales, comme celle de Hardy-
Littlewood) associées & un opérateur différentiel d’ordre 2 sur [0, +oo[, de la forme

dz  u(r) d 1 d d
D, ;, = —— —_— = = -
Wk T e + p(r) dr  p(r) dr ('U(T) dr>’

ol p : [0,400] — R désigne une fonction continue, de classe %2 sur ]0,+0co[, satisfaisant les
conditions suivantes:
(i) la fonction p est croissante, vérifie p(0) = 0, u(r) > 0 pour tout r > 0, ainsi que
lim oo pp = +00;
(ii) w'/p est une fonction décroissante de classe € sur |0, +o0[ (ce qui implique que
20 = lim, 4o p/(r)/pu(r) > 0 existe) qui admet, au voisinage de 0, le développement

asymptotique )
L0 ) o),
p(r)

oll @ > 0 et b est une fonction impaire de classe € sur R.

Sous ces hypotheses, A. Fitouhi (cf. [Fi]), A. Fitouhi & H. Annabi (cf. [Fi-An]) et W. Bloom &
Z. Xu (cf. [Bl-Xu], §2), pour ne citer qu’eux, ont obtenu des résultats assez précis concernant
le noyau de la chaleur associé h} (r).

Théoréme 2.2.3 (Fitouhi & Fitouhi—Annabi). — II existe A > 0 tel que 'on ait

e af2 2 . 2
(2.14) et e m <) <t F w10, > 0).
p(r) ~

La majoration dans (2.14) est optimale lorsque ¢ = 0. Dans le cas ou ¢ > 0, W. Bloom &
Z. Xu ont amélioré ce résultat (cf. [Bl-Xu], théoréme 2.2).

3 Estimation du noyau en temps petit

Comme pour le cas des espaces hyperboliques réels, I'idée est de comparer, pour H €
a, le noyau de la chaleur h(exp H) & l’expression h$(H)J(H)~'/?, ot 'on a désigné par
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hi(H) = (47rt)“”/26‘%|H|2/t le noyau euclidien en dimension n = dim X = dims. Gréce au

principe faible du minimum parabolique, nous montrerons, dans un premier temps, qu’en
temps borné, le noyau de la chaleur dans la boule B(o, R) C X, avec condition de Dirichlet
au bord, est < J(H)~Y/2h3(H). Dans un deuxidme temps, le passage & la limite R — 4co
nous permettra de récupérer la majoration adéquate de AY¥. Enfin, en intervertissant les réles
de h? et k¥, nous pourrons minorer ce dernier. L’objectif de ce paragraphe est résumé dans
I’énoncé suivant.

Théoréme 2.3.1. — Soit T' > 0. Alors le noyau de la chaleur sur X vérifie 'estimation

Ri(z) <pt™3J(z) " 2e ™  (z€G,0<t<T).
Autrement dit, pour tout T > 0, on a I’estimation

Wi (exp ) =r 7 ( [ (14 (1)) e @D="F  (Hed, 0<i<).
acs+t

Notons h(H,t) = hi(H) J(H)~Y/2, pour tous H € a* et ¢t € ]0,T), la borne conjec-
turée. Afin de pouvoir appliquer le principe du minimum, nous devons déterminer Peffet de
Popérateur de la chaleur Lx = (% — rad Ax sur la fonction h. Celui-ci peut étre obtenu &
partir de Dégalité i 8y * = b2 6%/%. En effet, on a les identités

1) -1 L
(2.15) radAX:Aa+<V6—§,v>=5xzoAuoa§—wx
et
Vi, _1 1
(2.16) radAszAa+<—5—,V>:6s F 6 Ag o8 — ws,
ou 'on a posé
A8a(05%) Aa(8)%)
(2.17) wx = T/Xf— et ws= —iél—;z—,
X 5
ce qui montre que
(rad Ax)h  A4(6°R) A(8L/2R3) (rad A, )RS
= —WY = e — WY = t W — W
h 5%, X TS s hs s
et, par conséquent, que
Lyh 0hi/0t (radAx)h LA}
(2.18) 3 = he - 3 = b2 + WX — Ws = WX — Ws,
puisque le noyau A annule 'opérateur de la chaleur L,.
Lemme 2.3.2. — La fonction wx — w; est bornée sur a. (Plus exactement, cette fonction,

définie a priori sur o, est prolongeable en une fonction bornée sur a.)
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Preuve. wx — w; est W-invariante sur a; il suffit donc de prouver le résultat sur a*. En

combinant ’identité A f ’ l \ i (ﬂ)
f ?

valable pour toute fonction f € ‘za”°°(a) ne s’annulant pas, aux calculs de gradients

VYY), . 1 vy, 1 Me
512 (H)—ia%;macoth(a,f[)a et 51/3 (H) == Z (a,H)a

on obtient ’expression suivante :

(2.10) (wx — wa)(H) = (\V&f - |2

2) +%a; malal2<<a7iq>2 B shz(clx,fﬂ)’

>+

pour tout H € a+t. La derniére somme, portant sur 1’ensemble fini 3%, est manifestement
bornée sur a+, puisque la fonction 7 + 7=2 — (sh7)~2 (prolongée par continuité en r = 0) est
bornée sur [0+ oo[. On se raméne donc & 'examen de la différence |V (log 8x)|* — |V (log d5)|?.
Loin des murs, autrement dit lorsqu’il existe une constante ¢ > 0 telle que H € a vérifie
(a, HY > ¢ pour toute racine o € %, chacun des carrés scalaires dans (2.19) est borné; en

effet, si on examine, par exemple, le cas de |V(log dx)| — I’étude de |V(logds)| est encore
plus simple a traiter —, on obtient
V—‘55*‘(1{)' < Y malal coth(e, H) < (cothe) S malaf
6X ~ 84 ? ~ 87 .
Q€L+ aext

Il nous reste donc & étudier le cas ot H € at est proche d’un mur. Aussi placons-nous pres
d’une face (af)*, ot I désigne un sous-ensemble non vide I de II, plus précisément sous les
conditions

(2.20) {(a,H)<c pour « € I

(a, HY 2 pouraellN],

ou c et ¢’ désignent deux constantes strictement positives que I’on précisera plus loin (celles-
ci dépendent de I). Décomposons alors le jacobien J sous la forme J = J; JZ, ot Jr =
0x.,1/0s,1 €t JI = 6§7§/5§, la notation I en indice ou en exposant signifiant que, dans (1.6) et
(1.7), les produits sont respectivement restreints aux racines a € £ ou aux a € ¥ N\ E7,
de telle sorte que dx = Oy ; & =T, 0,1 6k et 8, = 01 &%, Par suite,

|V (log &%) | ~ [V (log &)
‘v1ogjl)+V(1og55,) (logéx)‘ —’V(logcss,I)—l-V(logég)Q
= |V(log J3)|* + |V (log %)|* — |V (log 61)|7 + 2<V(log 1),V (10g8,.1))
+2(V(10g. 77), V(log 85) ) + 2(V(log 4, 1), V(log T1))
= |[V(1og )| + [V (1og %) " — |V (log 6])[* +2(V(10g 4, 1), V(1og 7))
+2<V(Iogjj) (10g6§7g)>.
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Dans cette derniére somme, les trois carrés scalaires sont bornés: d’une part, la fonction J;
est réguliére et strictement positive, donc V(log Jr) est continue, d’ott bornée, car évaluée
sur un compact de a;. D’autre part, sous les hypothéses (2.20), les racines a € &7 37 sont,
dans la zone considérée, minorées par un réel > 0; en effet, si ’on ordonne les racines simples
ai, ..., ag de telle fagon que I = {ay,. .., Oém} et si @ € &7 se décompose suivant les racines
simples en a = °¢_, v2; (ol tous les entiers »* sont > 0), le fait que a ¢ T} se traduit par
la condition 35 ;< v 2 1 et lona

i=1"1
(o, H) = Z vi(a, H) + Z vi{ay, H) > ¢ Z v —c Z vy,

1<\ |I[<ige )<ige 1<

d’ott (o, H) > const. > 0 quelle que soit la racine o dans I’ensemble fini &% \ 7, dés lors
que les constantes ¢ et ¢’ sont convenablement choisies — le cas ot I = II est trivial. Par
Pinégalité de Cauchy—Schwarz, ceci montre également que (V(log J;), V(log 6§7§)> est borné.
Quant au produit scalaire (V(log ds 1), V(log J)), celui-ci s’écrit également

m

(2.21) <V(log65,1),V(logJ)> > ﬁ(a,V(logJ)(H)).
aEE}" ’

Choisissons un systéme de coordonnées (Hz, ..., Hy) relatif & une base orthonormale de q,
dont le premier vecteur est a/|a/, et notons, pour une fonction réguliere f(H) = f(Hy, ..., Hy)
sur a, (81f)(Hx,...,Hy) la dérivée partielle de f, évaluée en H, suivant le vecteur a/|al. Si
I'on note f = logJ, lexpression (2.21) devient ZaEE}*’ ma(O01f)(H)/H7; or Papplication
partielle Hy — f(Hi,...,H;) est paire. En effet, si ’on identifie chaque vecteur H de a & ses
composantes (Hy,...,H;), on a

(= Hy, Hy,... Hy) = (Hy - 2Hy, Hy, ..., Hy)

_, (edlal )
=

|| [a/|a|’

=H-2H, — = oa(H).

La fonction J est invariante par le groupe de Weyl W, et en particulier par la réflexion o ;
il en va donc de méme de f, d’oti la parité de H; — f(H), d’aprés le calcul précédent. Ceci a
notamment pour conséquence que la dérivée de cette application partielle, évaluée en 0, est
nulle. Nous en déduisons donc que

(O f)(H) _ (01)f(Hy,---, He)  (61f)(0, Hy, - .
Hl Hy H,

1
, Hy) :/ ds (82 ) (sHy, Ha, . .., Hy),
0

quantité qui est bornée, en vertu des relations suivantes:

@uf)H) = 3 malal(coth(a H) -

aent

2 2 1 1
GNE) = ), melo ((a,H>2 B sh2<a,H>>'

Revenant & la formule (2.21), on obtient ainsi le résultat annoncé. O
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Preuve du théoréme 2.3.1. Commengons par démontrer la majoration
hi(@) Srhlz,t)  (z€X 0<t<T)

en nous fixant un réel R > 0 et en considérant le noyau de la chaleur h§R> (z,y) dans la boule
Br = B(o,R) = {z € X: |z| < R}, autrement dit la solution fondamentale du probléme

{ (Lx)xhém(%y) =0 pourx&eBretyc P—R;
h§R>(:1:,y) =0 pour z € 8Bp et y € Bpg.

Posons, pour tous z, y € G et t > 0, h(zK,yK,t) = hi(y~ z) T(y~'z). Soit UE) : B x
Br x [0,T] — R la fonction définie par U{®) (z,y,t) = e h(z, y,t) — ht(R) (z,y) lorsque t # 0,
prolongée par U (z,y,0) = 0 (pour z, y € Bg), ol la constante ¢ > 0 est choisie de telle
sorte que ¢ + wx — ws > 0 sur a. A toute fonction f € €(Br) N € (Br), & valeurs > 0 et
d’intégrale 1, associons us : Bg x [0, T] — [0, +oo], (z,t) = [5, dy USEY (z,y,t) f(y), que on
décompose sous la forme

up(, £) = e /B dyhlz,,1) 1 (y) - /B dyhi® (z,4) f ()

N -

W oW
w1 (z,t) uz{z,t)

uy est continue sur Bg x [0, +oo| puisqu’elle a pour limite f(z) en (z,0). En outre, concernant
U1, ON &
m  u(e,) = £(y)
(@,5)5(1,0)

pour tout y € Br. uy est donc continue sur Bg x [0, T] et satisfait les conditions de régularité
du lemme 2.1.3 (1& encore pour Q = Bg). D’autre part, uy est bien positive sur les «bords»
du domaine, car, pour tout € Bg, us(z,0) = u1(z,0) — us(z,0) = f(z) — f(z) = 0 et, pour
tout (z,t) € Bgr x 0,T],

up(z, ) = €7 /B dy h(z, v, 1) f(y) - /B dyh® (2,9) f(y) > 0.

R
~ J 2
v v

>0 =0

Quant a la positivité de Lxus sur Br x |0,T], on a, comme pour le cas hyperbolique réel,
f

Lyus(z,t) = / dy (ﬁ —~ (Ax)m)hﬁm (z,y) fly) =0  (z € Bg,t>0),

Br OOt
=0
d’oll L (2,1)
XUFT,
—gct—’ = cui(z,t) + Lxui(z, )

= /BR dy { ch(z,y,t) + <c’% - (Ax)z>h(x,y,t)l} fly) =0

-

>0

Dans ces conditions, le principe faible du minimum parabolique s’applique et prouve que la
fonction uy est positive sur Bg x [0, T). En choisissant une approximation de 'unité (fr)n>1,
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on montre alors que UF (z,y,t) = e h(z,y,t) — h§R> (z,y,t) est > 0 sur By x Bg x [0, 7).
Par conséquent,

h§R> (z,y,t) < e h(z,y,t) < e h(z,y,t) (r,y € Br, 0<t<T).

Or, ht(R) (z,y) / h¥(z,y) lorsque R  +co. Il s’ensuit la majoration annoncée: h¥(z,y) <r
h(z,y,t) (pour tous z, y € X et 0 <t < T).

En ce qui concerne la minoration correspondante, il suffit 14 encore d’intervertir le réle des
noyaux h¥(H) et hi(H). O

4 Estimation du noyau en temps grand

Rappelons que IT = {a;,...,as} C a* désigne 'ensemble des racines simples de g; nous
noterons (&, ..., as) la base (de a) duale de (a1, ..., ap).

Commencons par examiner ce qui se passe loin des murs en introduisant la borne con-
jecturée dans cette zone:

|H|2

ho(H,t) =t % e e g(H)"T e~ (Hear, t>0).

Proposition 2.4.1. — (Lxhg/hg)(H,t) = O(t72) dés que mingex+ (o, H) 2t > 1.

Preuve. Comme hg(H,t) = (4m)"/2e~tlel’ 7(H)~1/2 h$(H), les calculs effectués dans la
partie 2.3 montrent que (rad Ax)hg/he = A hi/hS + ws — wx, Aot Lxhg/he = —|o|? +
wx — ws. Puisque 'on a

A (6%

~ 3 Me 2 1 ma’a|2
ws(H) = 512 (H) = Z (a—_,H)a‘ D) Z (o, H)?

a€Xt €Lt

1
1

et que
2,2

me_ |’ m2o]
2 o) I <22 Ly

act aEnt

(d’aprés I'identité du parallélogramme), il est clair que ws(H) < {minges+{a, H)?} 71 <72,

Par ailleurs,

1 2 1 M |r|?
WX(H)‘IQI221’ Z macoth(a,H)a‘ -3 z _’“||—_|le
OZGE+ aceT+

N §< > ma{coth(a, H) +1} o, Y mafcoth(a, H) - 1} a)
aez’ aES+
_ L1y malef
2 QEZZH— Sh2<a7H>.
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La derniére somme est manifestement < e™?™%aex+(%H) En outre, la norme du vecteur
>oaes+ Maicoth{a, H) + 1} o est bornée indépendamment de H, donc, en vertu de I'inéga-
lité de Cauchy—Schwarz,

wx(H) = [ol?| S S malal - |cothia, H) — 1|+ O (e~ 2MMacst (=),

aext
De la majoration coth(a, H) ~ 1 = 2/(eX®H) — 1) < e=HoH) on déduit que wx(H) — |o]* =
O(e2Minaen+ ()Y d'oh le résultat. O

Placons-nous & présent prés de l'origine en nous restreignant & Pensemble des H € a* qui
vérifient la condition mingen{a, H) <t et considérons, dans cette région, la fonction

2
hau(H, ) = 17871551 =16l o () e~ Yo

Proposition 2.4.2. — On a la majoration
Lxhn 1 1
H,t)=0(- Hea', t .
hn (H,1) (t 1+mina€n(a,H)> (H ea™, t>0)
Preuve. On a, d’une part,
Ohy /0t _1¢ + . |H|?
(8, 1) =~ 5+ 1531) ~ 1l +
et, d’autre part,
(rad Ax)hn _ Aahn n <V(5x th>
h11 A dx ' hn
Aq A Voo V Véx V \Y
_ 900+ a’7+2< <P0’__’Y>+< X’ ‘P0+_'Y>
©o Y Yo Y dx  ¥o 04
_ (rad Ax)eo + Aa’7+2<v(§00531g/2) Y_’Z>
%o Y 0dy>

ou 4 désigne la gaussienne v(H,t) = e~ IHI/t (H € a,t > 0). Cette fonction vérifie, de fagon
élémentaire, les relations

Vo H Agy IHI2 £
—(H,t) = —— t Hit)= — - —
S (Ht)=—g e S =T 5
(rappelons que £ désigne la dimension de a). En outre, la fonction sphérique g est propre
pour Popérateur Ax: on a ainsi (rad Ax)pg = —|0|?@o. On en déduit que
Lyxhn 1 V(e8¢ ?) 1 12 N
T ) = ?{<W(H)’H> - 5311 = {€(ogleody ) (B) — 1251},

ou & désigne Popérateur d’Euler: (£f)(H) = (Vf(H), H), pour toute fonction f différentiable
sur (un ouvert de) a. On est donc amené & majorer la différence 8(10g(g00631g/2)) - =5
J.-Ph. Anker, Ph. Bougerol & T. Jeulin ont prouvé (cf. [An-Bo-Je], proposition 8.2) qu’<a
I'infini», loin des murs (autrement dit, lorsque mingem(a, H) — +00), cette fonction tend
vers 0. Le résultat suivant précise & quelle vitesse (et permet de conclure la démonstration de
la, proposition 2.4.2).

Lemme 2.4.3. — On a le développement

£ (1og(1py 63)) (H) = |53 | + O (-

1+ mingen(a, H))

(H € a™).



2.4. Estimation du noyau en temps grand 55

Preuve. La fonction ¢ 5;g/ ? se développe suivant

polexp H) Sx(H)E = 3 @8 3™ o T] (o H),

q€2Q* Jcsg a€J

ou les coefficients cq,7 sont dominés par une puissance de 1 + |g|, indépendante de J, et avec
Co,zt >0 (cf. [An-Bo-Je], formule (8.4)). Alors

olexp H) 8t} = (D) {eymg + X cor I] faiD)™}

JCZg’ aEEg'\J
+ 2 @ [ )
ge29" Jcegd a€J
q#0

= 7(H) {COvEBL + O(l + minalen<a,H>>}.

D’autre part,

E(o S3)H) = (Vg ) (H), HYy = 3 @ 3™ ¢ 5 (17— (g, 1) [[ (e B)

ge2Q+ Jced aelJ

(ibid., (8.5)), d’ol (en distinguant des autres le cas oli ¢ = 0)

E(po63)(H) = 3 cos 1] [ fe H) + o(;m m(H) e~ minaen<a,H>>
Jcsd acJ

= n(H) {CO,EET ]E(ﬂ + O<1 —+ minalerl<a’H>> }

Par suite,

V(po &%) (H), H
g(log(% dylg/z))(H) = < ° X1/2 >
(o 0 ) (H)
CO,Zg‘ ’Egl + O<1+mina2n(a,H)) + 1
= 1 :lEOI+O<1+min (a H))’
Cozp T 0(m) ae

ce qui est bien le résultat annoncé. g

Un raisonnement analogue peut s’appliquer aux «petits» espaces symétriques X; = G;/(KnN
Gr) (cf. §1.2). A condition d’introduire les notations correspondantes (fonction sphérique
©1,0, €tc.), on obtient I'énoncé suivant:

Corollaire 2.4.4. — On a le développement

1 1
5(10g((p1’0 6}%’1))(}1) - IEIO| + O(l + minger (@ H)) (H € a¥).
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Loin des murs, la fonction ke peut étre corrigée par e*</t, ol ¢ > 0 est une constante
assez grande (le signe + étant fonction de U'inégalité & prouver: + pour la majoration du
noyau, — pour sa minoration). De méme, prés de l'origine, hrr peut étre corrigée par

exp(:i:% Z \/l—i—(a,H)?).

a€2§

Pres des murs, les estimations du noyau de la chaleur que nous considérons sont des mélanges
~ . I — . . Y
de ces deux cas extrémes. Soit m* = Zaev\z‘f Mo = ZQEEJF\E? dim g,. Désignons par

1H|?

mi 1 —_
hi(H,t) =t 37150~ o7tlel® o) (exp Y JH(H) 2 e~ (HeaF, t >0)

la borne conjecturée dans la zone Ry, qui correspond grosso modo & ’ensemble des H € at
vérifiant (o, H) < t pour tout o € I et (8, H) >t pour tout 8 € Il N I — en fait, il faut y
ajouter des conditions supplémentaires (cf. figure p.57: la zone R; en question est la région
grisée).

Lemme 2.4.5. — Si I'on pose o; = %Zae}:f mea et wk = (6%)"Y2A{(6%)/?}, on a
I'identité

(rad Ax) o {py,0(8%)""/*}
©r1,0(0%)71/?

= A +2(Viog ((pI’Oé;g/,?),V)

1
— wk = losl? ~ 5(V(log bx.1), V(log 6%) ).

Preuve. En vertu de la relation rad Ax = Aq + (V(log 6x), V), on a

(rad Ax) o {9y 4(6%) "/}
01,0(8%) "1/
_Bao {‘Pl,o(‘sifg)_l/z} <V5x Vero 1 vy
(8T 0 pro 2 &

2O Tl

+7)

Aapro . Aa{(0%)"V/%} Voro Vg
+ - )

=0+ 2 + ,
’ < ‘Pz,o(‘ssjs)‘l/z $1,0 (8%)~1/2 ¢ro Ok
Véxr V& Voo 1V Véx
+ =+ , = — = ,V
< 0x,1 6k T pro 2 8% > < Ox >
V(5005 7 A Véx; V Ao{(61)-1/2
=Aa+2< (‘PI,OI%I)’V>+ a1,0 +< : X,I, <P1,0>+ a{(} x_)1/2 }
01001 1,0 X,I P10 (6%)
- 1T Vb5 LV
2\ ox1 & 2 6k |

Or, la fonction sphérique ¢ o est propre pour 'opérateur de Laplace-Beltrami sur X;, dont
la partie radiale est rad Ax, = Ay, + (V(log 6x 1), V), et associée a la valeur propre —|oz|?.
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Cette remarque, combinée au fait que Aq, 70 = Agpro (puisque Agre; o = 0), aboutit done
a la relation

Aqpr0 Véox,r Vero

e Sx.1 )= ~laif”

Y10 X, 7 ¥I1,0

D’autre part, en appliquant le laplacien A, & I'identité triviale (8%)~1/2(6%)/2 = 1, on obtient
8a{(02)717) | A{(60)°} 1 |veg [ _

(o0) 172 G

c’est-a-dire
2

Ao{(65)7 2} 1|veg P A6} 1|verP
AR CORCI I B
ce qui acheve la démonstration du lemme. a
al)t (o, H) =t

Déterminons & présent ’action de 'opérateur de la chaleur Lx sur la fonction h;. On a,
de maniére évidente,
Ohy/0t 1,7 m?
——(H,t :——(— xt —l———)- LI et S
En outre, en appliquant la formule établie au lemme précédent & la fonction (H,t) —
+ I
420 l=m /2 o—tlel” §I(H)1/2 4(H, t), on obtient

(rad Axhs _ Ao{(0))Y*7} <V<wf,oa§£> V{<5§>1/27}>

|H1?

hi (6D)1/2 orodys | (807
1,V , V&
R 2 -/ Y7X]I X
‘*’X |QII 2< 6X,[ 3 6% >
1/2
_ A{0)7} | Aay <w£ ‘_7_7_>+ <V(301,o‘5x/,1) V6§>
(61)1/2 v s 0rods O

V(e 0% v 1 /Yoy, Vbl
+2<_L,_O_XQ T ol - § (T, VO

1/2 a ) T
‘Pl,o‘sx/,f v 2N Ox Oy
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autrement dit,

(rad Ax)h; _ A{(sDHV?} |H? ¢ 1 ,VéE
= (65)1/2 )+ 37~ 5 2t< s! (H)’H>
V(o 062 ve! V(g o652
n (e1,00%.7) (H), 25 (1)) — 1 (er00%.7) (H), H
51/2 51 ¢ (51/2
Pr,o0x,1 s Pr,o9%,s
1/Vé \
~wh() -l - 5 (L, S )
2 5X,I (SX

Par suite, en regroupant les résultats obtenus et en utilisant le fait que

vo!
<6ICH%H>= > mp=ml,
5 ﬁEE‘*‘\ET
on trouve
Lch 1 : V(s o0¢7) . Vel
M1 (1,1) = 3 (£(onleo 600) (1) - 127l ) - (2228 ), Soe )
1 901,05X,I s
1 /Vé Y
5 { (), S ) + wh() =l (B) + e - ol
) X

ot 'on a posé w! = 65_1/2 Aaéiﬂ. Examinons alors chacun des termes de cette derniere
somme.

Lemme 2.4.6. — Le vecteur o' = o — o7 = %Zﬁezﬁ\z? mgpf3 appartient & a.

Preuve. 1 suffit de prouver que of est fixé par tous les éléments de W;. Notons (ay, ..., Qp)
la base duale de (ay,...,a) et posons A = > Benu B. Ce vecteur vérifie (AT, @) = 0 pour
tout o € I et (AT, 8) = 1 pour tout B € II \ I, ce qui montre que A’ appartient & la face
(al)*, et donc qu’il est fixé par W;. En particulier, comme le groupe W; est engendré par
les réflexions o, (a0 € I), on en déduit que oo(A?) = Al pour tout o € I. Par ailleurs, A’
permet de caractériser les éléments de £ \ £7 parmi les racines y € S:siy =3
ol les coefficients v, sont des entiers tous de méme signe, alors v € &% < =7 si, et seulement
si, le produit scalaire (A7, y) = 3 5.1 ; v est strictement positif,

Les éléments de W définissent de fagon claire des permutations de ’ensemble X7, ainsi que
de £\ X;. En fait, ils permutent également les éléments de T* \ =7 ; en effet, si y est un
vecteur de ©F \ IF, alors, pour tout @ € I, on a (04(7), AT) = (y,04(A1)) = (y,A!) > 0,
d'oti o,(y) € ZT N 7.

Par suite, 04(0’) = %quzﬁ\z;‘ MyOo(y) = %Z,Yez+\2;r Mg, (v)Y = o'. Ceci prouve bien

Vol

que o est fixé par les réflexions o, (a € I), donc par W. ad
Lemme 2.4.7. — On a la majoration
Vi ; Vol > ,
2.22 — 22 (H), X (H) ) = O(e~2minsen~(6,H)
222) (Stun, S ) = of )
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pour H € a™.

Preuve. La relation V(logdx 1)(H) = Zaez;“ me coth(a, H) o (pour tout H € a®) montre
que la fonction V(log dx. ) prend ses valeurs dans le sous-espace ay, donc, d’apres le lemme
précédent,

(V(10g 8,1)(H), V(log 6%) (H) ) = (V (log 6 1) (H), V(log 8%)(H) - 2¢")

= Z Ma COth(Ol, H) ga(H)>
aEET

ot l'on a posé

go(H) = (@, V(log65)(H) = 20"y = Y ms(coth(8, H) - 1)(a, B).
pest st

Les racines 8 € 1 \ T} étant minorées sur la région R par une constante > 0, on déduit
de la majoration élémentaire coth(8, H) — 1 = 2/(e2%H) —1) < e~ 2BH) que T'on a go(H) <
exp(—2mingen1{f, H)). Pour conclure, il nous reste & estimer coth{a, H) go(H), lorsque
a € F. Commengons par remarquer que, si (o, H) = 0, alors go(H) = 0, puisque, dans ce
cas, H est fixe par I'action de o, donc

ga(H):ga(o'a(H)) = Z mB(COth<0a(IB)7H>_1)<a75>'
pest~sf

Or, nous avons vu lors de la précédente démonstration que la réflexion o, permute les éléments
de =t < TF, dou

gou(H)= > mg g (coth(B,H) - 1){a,0a(B))

gext.zst
I

= Z mB(COth<IB,H>_1)<0a(a>7IB>:_ga(H):
pezt\xt
puisque l'action de o, préserve les multiplicités des racines et échange o avec —a. Lorsque

(o, H) est petit (disons < 1), alors (2.22) est clairement vérifiée. Quant au cas ol (o, H) > 0
est petit, introduisons le projeté orthogonal
(o, H)

H=H-21
oz

de H sur Phyperplan de a orthogonal & «; on a ainsi go(H') =0 et

ga(H) :ga(H) _ga(Hl) :AldS%{ga(Hl —S‘<a,H> a)}

|af?
= — <TC;IJZ> /0 ds (8aga) (H’ — 3<TO’[’I2{> a)

ce qui montre que la quantité

cothies H) gufr) = ~ {2 LU0 g (9,90 (ar - s o)
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est bel et bien dominée par e~2™irsen~s(6.H) 0O

Regroupons a présent les diverses estimations obtenues et utilisons la majoration
wé(H) — wg(H) - |QI|2 = O<6‘2minﬁen\1(5,H)>>

qui se prouve en suivant la démonstration de la proposition 2.4.1 et en remplagant ¥ par
PIREEN E}F. Tout ceci nous fournit une estimation de Lhy/h;.

Proposition 2.4.8. —

Lhj 1 1
Mgy =of= .
hr (H,1) O(t 1+mina€1(a,H))

Introduisons les fonctions 77,:';: définies par 7L}t = Gjt hr, ou la correction apportée a hy est

Gli(H,t)::exp<$§ S \/l—l—(a,H)?) (H €aF, t>0),

+
aEZ‘.I'O

et recollons ces différentes bornes h; en une fonction A* (comme précédemment, h*+ sera notre
estimation supérieure du noyau de la chaleur, et A~ son estimation inférieure), W-invariante,
dont la restriction a at est donnée par la formule

hE(H ) = e¥F Y XI(%H) RE(H, 1)
ICII

(pour une certaine constante x > 0 & préciser), grice aux fonctions plateaux x; définies
comme suit. Soit x4+ : R — [0, 1] une fonction de classe € telle que

X+ =0 sur]-— oo, —¢
X+ =1 sur[e,400],

ol € sera choisi ultérieurement, et x_ : R — [0, 1] définie de telle sorte que x4+ (z) = x~(—z).
La fonction x est alors donnée par

) = { TT TLx-(@rowe 1) = @) JTT xe (687,80 - 07,00)
weWr a€l BelINT

ot A € at est fixé. On décompose ce dernier en A = A; + Al suivant a = a; @ af. Alors
Ar € (ar)* C T(as) et AT € (af)*.

Estimons les nouvelles bornes Tzf Afin d’alléger les formules, posons

&(H)= Y V1+(e H)?,

+
0‘621,0

de telle sorte que 67 (H,t) = exp(Fc&;(H)/t). On a, d’une part,

oht /ot e dhi /ot
Wt (H,t)—it—zﬁz(H)“l'—’h‘Ii—“(HJ)
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et, d’autre part,

(2.23) YO () = vem -0 Y e
- o7 ' aeE"’ 1+ (e H>2
d’ol, par application du lemme 2.4.5,
(rad Ax)%li A 9% {(51)1/2 '7} c
NN (H Lt = Ht)+—=l 1 — H
h[i ( ) 91 ( ) ((51)1/2’)’ ( 2 <V§I ) H>
c vag(H) Ve, () _1<V5§ R V(s 0057 .
:Ft 5! y V&I 2 61( )5 >:F? W( ), V& (H)
s s 1,0%X,I
v{(s1)1/?
v Yoot () VUG 7} 7}(H,t)>—W§g(H)—|@1l2
i, 05X I (65)1/2 R
1 /Véy A >
-z L (H), H) ).
5 (52t S
Par conséquent,
Lxh¥ Lxh Agb%
ELL(H,0) = S (H ) & g &(H) ~ 2 (H,1) F 55 (Ve (H), H)
h3 t 91 t
c V61 2c Vip &>
+ - ( ~F(H), V& (H) —(—I%%L)(H),ve,(m -
t\ & T\ o, Y
5 I,0YX, I

D’apres (2.23), on a les égalités suivantes:

5 &(H) 7 5 (VE(H) H) = 3 (\/ﬁm_,_ML)

2
oext, 1+ (a,H)
1
st ¥ g o(d)
2 P 2
= 1+ {o, H) t
o A 07 Vo
2497 _ - I
(Y = ] H,t)} + diva 7 )
c2 {(a, H) ¢ lar|?
3| £ Bl T el
€XT a€XT ,
ol
2 \/TH— = o),
1S 2508 (o

donc (67)7! A, 67 est inférieure ou égale & une fonction dominée par 1/¢2. De la méme fagon,
(67)7r A 67 > O(1/t?). D’autre part,

I
<V£5(H),V£1(H)>= > a5 X ————1{?(?[{)2 8.0 =0(3)

+ et
pest\zt a€st,
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(des que I # II). Pour compléter lestimation du quotient Lxhi/hl, il reste encore &
déterminer I'ordre de grandeur du produit scalaire (Vlog(y; o 6y I) VED.

Lemme 2.4.9. — On a 'encadrement

CEIE S(BVGUE) ST (BE], Hew)

Preuve. Commencons par montrer que le produit scalaire

(2.24) (B,VE (H a; \/ﬁ_

est positif, quel que soit B € £} (autrement dit, que V&;(H) € (as)*). Si (o, B) < 0, consi-
dérons la contribution, dans la somme (2.24), des racines a et og(a) et examinons la somme

(o, H) (0p(a), H)
2.25 —_— (e, ogla),
(2.25) s () s (05(0),6)
correspondante. Alors

(03(),6) = (a =2 %20 6,6) = (e, ),

donc (2.25) se reformule en

<a7H> _ (Uﬁ(a)aH>
(2.26) (. ><¢1 @B Vit <aﬁ<a>,H>2>'

Or, (op(), H) = (o, H) = 28| ~*(a, B)(B, H) > (a, H), puisque (o, ) < O et (8, H) > 0. La
croissance de la fonction s — s/v/1+ s? (s > 0) implique alors que la quantité (2.26) est > 0,
d’otu le résultat.

Revenons au lemme proprement dit. Remarquons que, sans limiter la généralité, on peut
supposer § indivisible (f € 2}"’0); notons alors Hg la projection orthogonale de H sur la
droite engendrée par B: Hg = H ~ |B|7%(8, H) 8. On a ainsi

B A (8,H)
<I3,V§1(H)> = <5aV€J(H)> - <ﬁ,v£I(Hﬁ)> - _/0 ds %<5>V£I (H -8 |ﬂ|2 ﬁ)>

(o, 8)
9 Ve H Z [+ o HP

avec

d’out

(2.27) (B, VE;(H)) = <[|5£3|12{> S (a,,@)2/01ds{1+<a, (H-ﬁ'fé'}f) ﬁ)>2}

+
Ez:1,0

Wl
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Par suite,

(6. &: () > 6.1 [ ds{1+0-06,87) " =68 [ as{1+26,07)

En effectuant le changement de variable ¢t = s(1 + (5, H)), on obtient

1+(8,H) 2y-%
6,960 > 2 [T e ()

6,1 [ B,H) \n-F_ (BH) [
2@75/0 dt{l“%m)} 2@717 dt (1+t%)~

compte tenu de la majoration 1+ t2(8, H)?(1+ (3, H))"2 < 1+ ¢% O

Lemme 2.4.10. — Lorsque minyes{a, H) — +00, on a estimation

(Viog (ero 8D, VErm) < Y B2 o(—— ).

MiNger (&
a,,BEE}",O ( ’

Preuve. D’apres (2.23), on peut écrire

1/2
(2.28) <V(‘PIO(E§2])( H), Ve, (H > Z

)
Pro «ezf,

m <O(, \Y% lOg‘ ((pI,O 631{,?) (H)>

Posons «;(H) = Hﬁe}:* (B, H) et QF = _pes NB. Aucours de la démonstration des lemmes
2.4.3 et 2.4.5, nous avons prouvé ’estimation

1
mi(H) {00’241-,0 +0 (1 + minger{a, H>> },

avec co s+ > 0, ainsi que le développement

prolexp H) ox i(H)E = Y em@® N ¢ T](8, H),

ge207 Jjcef,  peJ

rope
Il

(2.29) cpj’o(exp H) 5x,](H)

duquel on déduit, par différentiation, que

(a, V{pr 0 = > el ¥ cq,J(Zm,ﬂ) IT & &) aq)HwH)

g€207F Jcet, BeJ BeJ BEJ
B'#B
{2, B) 1
=m;(H {C + +O< - ) .
) 0’2"";3; (B, H) " "\ + minger (8, H)?
I,0

En combinant ce résultat & (2.29), on obtient

s B (@, 8) 1
(o, Viog(py o 0 1) (H)) _ﬁeZE; (B8, H) +O(1+minB€I<ﬁaH>2),
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d’ou le résultat, en vertu de (2.28). O

La fonction (Vlog(ep; 4 6;1{3)(1{), V&, (H)) étant bornée (et positive), on en déduit l’estima-
tion globale suivante :

Corollaire 2.4.11. —

V(1,0 851) 1
< 51/2 (H)aV£I<H)>" 1+mina€1(a,H).

Proox,r

A condition de rassembler les résultats obtenus jusque-l1a, ceci nous permet d’évaluer le com-
portement de Lyh¥ /h¥ :

Proposition 2.4.12. — Si ’on choisit la constante ¢ > 0 assez grande, on a
Lxh; Lxh 1
X I(H,t);O(iz) ot X I(H,t)gO(—;).
hy t hy t

On en déduit qu’en choisissant la constante « assez grande, on aura les inégalités Lx%; <0<
Lxh}, & condition que les termes faisant intervenir les fonctions plateaux x; et leurs dérivées
ne perturbent pas le résultat.

Pour tout A € a*, considérons le céne tronqué C(A) = at N (A — +a). Rappelons au
passage les définitions de la chambre de Weyl fermée a* et de son cone dual *a:

F:{Hea:VaeH,<a,H>>o}:Zm+a

a€ll
ﬁ:{Hea:VaeH,@,H);o} =3 Riq,
a€Il
ce qui montre que
(2.30) C(A) = {H €aF :Yaell, (& H) < (&, A)}.

Plus généralement, posons, pour I C II fixé, (a!)+ = a*Nal et +(al) = *ana
que at = (a?)*+ et ta = T(a?).

Lemme 2.4.13. — Ces ensembles vérifient I'inclusion (al)t C *(al).

I — on rappelle

Preuve. Commencons par examiner le cas ot J = @ et montrons que a* C +*a — nous
reprenons ici la preuve donnée dans [He,| (chapitre VII, §3, lemme 2.20.iii). Soit H =
> oet Calt € at et démontrons que les coefficients c, sont tous > 0. Comme le produit
scalaire de deux racines positives (simples) distinctes est toujours < 0, on a

0<| Y leala— ] = S RlaP + 3 leal lewl {o0!) ~2 3 Jeal o, H) + |HP

acll aell ao,lo;’glﬂ <0 a€ell >0
< Zcilaﬁ-}— Z Ca Co (a,a')—Qan(a,H)+lH|2
a€ll a,0'€ll a€ll
a#a’

2
=0.

:‘ana——H

a€ell



Sngnmn b gﬂﬁﬁgggdpﬁ %AM@? ‘i
BIRLIOTHEQUE DES SCIENCES
Rue du Jardin Bolanigue 65

2.4. Estimation du noyau en temps grand
4 ’ " ®aa0n Vi|LLERS-LES-NANCY

Par suite, H = }_ cq|cale, ce qui montre que cq = [cq| > 0. Pour un sous-ensemble I C II

général, on a (al)t = a* Nal Cc Fanal = +(al). O
Lemme 2.4.14. — Soit € = (a1,...,as) la base de a formée des racines simples, € =
(@1,...,a4) sa base duale et soit I' = T'(e) la matrice de Gram associée a €. Alors:

(i) la matrice de Gram associée 4 € est '™} ;
(ii) les coefficients de la matrice ™! sont tous > 0.

Preuve. En vertu d’un résultat classique sur les matrices de Gram, I' est inversible, puisque
la famille € est libre. D’autre part, moyennant le choix d’une base orthonormale de a, on
peut identifier cet espace (et, par suite, a*) & R’. Soit E (respectivement ) la matrice de
passage de la base canonique de R® = a vers e (respectivement vers €) ; alors E*=E! (o
E* désigne la transposee de la matrice E) et I' = E*E. La matrice de Gram de la base duale
€ est donc E*E = E-Y(EB~V)* = (B*E)"1 =TI

Corollaire 2.4.15. Soit pr! le projecteur orthogonal sur al. On a I'identité

Preuve. 1l est clair que +(af) = *ana

pri(fa) =pr! (D " Ryo) =) Ria' = Y Ry,

a€cll a€ll BellINI

il suffit, pour conclure, de prouver que pr (+a) C +a. On voit, de maniére immédiate, que 'on
peut se limiter & vérifier que les projetés B = pr!(B) des racines 8 € II\ I sont bien éléments
de *a. Or, B! = B — B, avec Br € a;. Pour tout o € I, on a donc (o, ') = (a,8) < 0
Décomposant By sous la forme By = Y7 o ca (avec ¢, € R}, ceci se traduit par le fait que
les coefficients du produit matriciel T - 87 sont tous < 0 — I’espace a; est ici identifié & RIZI
via la base (a)qer des racines simples dans ay; S s’identifie donc au vecteur colonne dont

les coefficients sont les c,. D’aprés le lemme 1.ii, les coefficients de I'"!(—I"- 81) = —f; sont
> 0, ce qui montre que —f3; et, par conséquent, A7 appartiennent & *a. O
Lemme 2.4.16. — Pour tout A € a*, C(A) vérifie les propriétés suivantes :

(i) 'ensemble C(A) est borné (donc compact) ;

(ii) pour tout I C II, le projeté orthogonal de C(A) sur a* coincide avec la trace de C(A)
sur af ; celui-ci ne dépendant pas de la composante Ay de A, on posera C(A!) =
C(A)Nal;

(iii) CI(AT) est donné par CI(AT) = (af)* N (AT — +(al)).

I

Preuve. Soit H € C(A), que 'on décompose en H = ) . cac. Alors (1) montre que ses
composantes ¢, = co(H) = (&, H) sont bornées 0< e < (a A), ce qui prouve I'assertion (i).
Pour (ii), commencons par remarquer que af N C(A) C prf(C(A)). Or, le projeté pr I(a¥)
coincide avec (al )+ ; en effet, il le contient de manitre évidente et, d’autre part, on a prf (a*) C
(al)*:si H € aF, alors Hy € (a7)* = {H € a; : Va € I,{a, H) > 0}, puisque (o, Hf) =
(a, H) — {a, H') = (a, H) > 0 (les racines o € I sont orthogonales & a’). En reprenant le
raisonnement mené dans la démonstration du lemme 1 (on se place dans ay au lieu de travailler
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dans a), on voit que (ar)* C *(ar) = Y c; Ry . Par suite, Hy = pr!(H) € +(az); on peut
donc écrire H; = Zaef co OU les coefficients ¢, sont tous > 0 et, pour tout g € II \ I,
ona (B,Hr) =3 crcalB ) < 0. Comme (8,H) > 0 (par hypothese), on en déduit que
(8,HT) = (8,H) — (B, H;) > 0, ce qui montre bien Pinclusion prf(a*) c (al)* et prouve que
prl(C(A)) € pr!(aF) Nprl(A — *a) C (al)+ N (AI *(al)), en vertu du corollaire 3.

Il reste & vérifier que tout (af)*N(AT~+(af)) C a ﬂC( ). Comme aNC(A) = (a)+N(A="Fa),
il est suffisant de prouver que A’ — +(af) C A — Ta. Soit donc H = AT - Y pems csB’, ot
les cg sont > 0. Alors H = A — {Zﬁ_eH\I cgB + (A1 — Dgens cgBr)}. Or, pour tout
BellNI, =B; € (af)t C *(a;) C *a, car (o,—B1) = —{(a,8) 2 0 (o € I). Comme
Ay € prl(at) = (a7)* € *(a;) C *a, on en déduit que la derniére expression entre accolades
est élément de Ta, d’ott le résultat. O

Lemme 2.4.17. — Soit a € I et w € W;. Alors les composantes du vecteur w - &y — Qy
relativement a la base (aq,..., o) de a sont toutes négatives ou nulles.

Preuve. Puisque tout élément w du groupe de Weyl Wi C W préserve les sous-espaces
orthogonaux a; et a, et que les réflexions par rapport aux éléments de I engendrent Wi,
une récurrence immédiate prouve qu’il suffit de démontrer que si les coefficients cg dans la
décomposition

(2.31) w-ay -8y =Y cpf

BeI

sont tous < 0, alors il en va de méme des composantes de (o, w) - &7 — @y, pour toute racine
simple o' € I. Supposons donc que la décomposition (2.31) soit vérifiée pour des coefficients
¢p tous < 0 et considérons une racine simple o € I. Alors, d’apres (2.31),

(aa,w)-afzw-a,-n(“’l—afl;?‘ﬁ =@+ csh- M?(af, )+ eslB o))

Bel Bel

Si a # o, alors (ay,a’) = (@,a’) = 0 et la composante de (oyw) - &1 — &y suivant o’ est

(2.32) T ’I2 > el

Bel

Rappelons que le produit scalaire de deux racines simples est toujours < 0 (cf. [Kn]) ; par suite,
la quantité (2.32) est négative ou nulle. De plus, la composante de (oow) - &y — & suivant
BelN {a’} est cg, donc < 0. Quant au cas ol @ = ¢/, de la méme fagon, la composante de
(oqw) - @1 — @y suivant B € I \ {a} est ¢g < 0. Pour ce qui est de sa composante suivant o
(que I'on notera c.,), écrivons la décomposition a priori

(oqw) 81 —ar =cho+ Y,

BeI~{a}

Comme (a,a;) = (o, @) = 1 et que (B,ar) = (B,a) = 0 pour toute racine f € I \ {a},
le calcul du produit scalaire du vecteur (o w) - & — @y contre & aboutit a I'égalité ¢, =
((oqw) - @, a;) — |a;]?, quantité qui est < 0 d’apres U'inégalité de Cauchy-Schwarz. O
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Dans ce qui suit, A est fixé dans la chambre de Weyl positive. Celle-ci étant ouverte, le
vecteur A = A + ¢ o reste dans a™ dés que € > 0 est assez petit. Compte tenu de ce
qui précede, le découpage obtenu pour l'espace a a la forme suivante — il est & noter que le
découpage de la chambre de Weyl a* est donné par la décomposition d’Arthur (cf. théoréme
1.2.4) de a*, autour du point A —:

at étant ouvert, le vecteur A, = A+ €3 o reste dans a™, pourvu que € > 0 soit assez
petit. Soit & présent ag € IT et w € W tel que w - Qg # Q. Alors, pour tout ¢ > 0 assez petit,
on a (w - &g, H) < (Qg, A) pour tout H € C(A¢). On en déduit que P’expression donnée de
x1(H) se réduit au produit
Wi{a
{ H X— ((&I,w “Hrp) ~ (aI,AI>)I ™ O}]}{ H X+(<517HI> - </31,A1>>}
a€l pelI]

sur (a7)* +af (donc sur a+). D’autre part, les conditions H € C(A,) et (a, H) < ¢ impliquent
que (@, H) < (@, A) ; on peut donc éliminer le facteur supplémentaire x_ ((ar, Hy) = (@1, Ar))
au voisinage du mur o*. Donc, au voisinage du mur ap, V7 est une combinaison de formes
linéaires du type a; (pour o € I \ {ag}) et B (pour B € Il \ I), orthogonales & ap.

A partir de ces résultats, on procéde comme précédemment pour obtenir I’énoncé suivant :

Théoréme 2.4.18. — On a I'estimation
n metm _ 2
he(exp H) < ¢72 ( 11 (1+(a,H))(t+<a,H))_‘2‘2°‘ 1) e~ tlel’ (o B -1
aesd

uniformément pour H € at et ¢t > 1.






Chapitre 3

Noyaux de la chaleur
sur les groupes de Lie semi-simples

Dans cette derniére partie, nous nous placerons dans le cadre d’un groupe de Lie réel
semi-simple G, que ’on supposera, comme dans la section 1.1, connexe, non compact et a
centre fini, et que 'on munira de sa mesure de Haar biinvariante.

1 Estimations du noyau pour des sous-laplaciens de Hoérmander
généraux

Rappelons quelques résultats concernant les noyaux de la chaleur sur G. Soit X1, ..., X; des
éléments de g, que ’on peut voir, grace a la formule

Xf@) =S| fleepix)  (Fe¥7(G), se0)
comme des champs de vecteurs invariants ¢ gauche sur G (c’est-a-dire commutant & tous
les L, pour z € G, ce qui se vérifie aisément) — en pratique, nous identifierons systéma-
tiquement X 4 X. A partir de ces champs de vecteurs, on peut former le sous-laplacien
A= Z;zl ij. Une condition suffisante pour qu’au sous-laplacien A on puisse associer un
noyau de la chaleur (défini comme solution fondamentale du probléme de la chaleur

) %(w,t) = Agu(z,t) pourz € Gett>0
u(z,0) = f(z) pour z € G

sur la variété G, pour f € €.(G) — on impose ici encore & u d’avoir une croissance modérée
a l'infini) est la condition de Hérmander (cf. [st] ou [Va-Sa-Co]):

(H) la sous-algeébre de Lie engendrée par {Xi,...,X;} est g.

Rappelons simplement que, sous cette hypothese, le noyau de la chaleur h:(z,y) vérifie les
propriétés (P1) & (P5) (avec X = G) et qu’il est G-invariant & gauche, ce qui permet, si
I'on pose hi(z) = hi(z,e) pour tous z € G et t > 0, d’obtenir la solution du probléme (3.1)
comme la convolée d droite (du fait de I'invariance & gauche des champs de vecteurs X;) de

f par hy:

(3.2) u(z,t) = f*xhe(z) = /Gdy he(y~tz) fy) (z e G, t>D0).



70 Noyaux de la chaleur sur les groupes de Lie semi-simples

La fonction obtenue est donc réguliere en (z,t) € G x ]0,4+o0], symétrique en = et positive
(ht(z) = he(z™1) > 0 pour tous z € G et t > 0), et satisfait ’équation de la chaleur

———ht(:z:) Ah(z) (z€G,t>0)

(nous montrerons au lemme 3.2.4 qu’elle vérifie la condition initiale lim;_,o+ he(z) dz = de),
ainsi que légalité [ ¢ dz hi(z) = 1. La propriété de semi-groupe (P3) se traduit quant & elle,
compte tenu de la formule (3.2), par ’identité de convolution

(33) hy x hy = ht+s (t,S > O)

En outre, h; appartient & tous les espaces LP(G), pour 1 < p < +o0.

Nous établissons ici, en reprenant en détail le contenu de I’article [0s], une estimation du noyau
h:(z) en temps grand (disons par exemple ¢t > 2, z € G) pour une certaine famille de sous-
laplaciens que nous expliciterons au paragraphe 3.2. Pour un sous-laplacien de Hormander
général (c’est-a-dire obtenu & partir d’un systéme X de champs de vecteurs vérifiant la condi-
tion de Hérmander), on dispose d’ordres de grandeur pour h:(z) (toujours en temps grand) :

Théoréme 3.1.1 (Mustapha). — Pour un sous-laplacien de Hormander général A, on a
la majoration

z 2
(3.4) hi(z) < Ce~t ¢~ 5-1=01 18 (131 5e @),

ot C désigne une constante > 0 ne dépendant que de G et de A, olt A\g est le trou spectral
de 'opérateur ~A sur 'espace de Hilbert L*(G) et ot ||z|| := dx(e, z) représente la distance
de e & x pour la métrigue de Carnot-Carathéodory associée (cf. infra).

La démonstration de ce résultat, ainsi que celle du théoreme 3.1.2, font I'objet de l'article
[Mu] — Pexposant —%E— |23 | n’y est pas donné explicitement, mais peut étre obtenu & partir
de [Bo] (théoréme 2.3.1) et de [Lo2] (§ 3). Précisons également, toujours a propos du théoréme
3.1.1, ce que 'on entend par trou spectral de —A: il s’agit du bas du spectre de l'opérateur
~A = -3, X7 sur I'espace L*(G), autrement dit de la quantité

3:5 do=  inf = (-A = inf X £l 20
(3.5) 0= e o (=Af ] flrze el Z“ ifllze )
||f”L2(G)=1 ”fHL2(G)=1

(puisque une intégration par parties montre que opérateur X, sur 'espace %, °(G) a pour

adjoint ~X;: (X;f | 9)r26) = — [ 4o f(2) X;3(@) = (7 | K;9)z2(@) pour tous f, g €
g0

En fait, S. Mustapha prouve également des majorations du méme type que (3.4) pour les

dérivées partielles suivant la variable de temps (3 tous ordres) et d’espace (& Vordre 1 uni-
quement) :

Théoréme 3.1.2 (Mustapha). — Soit X = (X1,...,X;) un systéme de Hormander
général, A = Z;zl XJ2 le sous-laplacien associé et k un entier positif. Alors le noyau de
la chaleur hy(z) satisfait

3Ic

izy?
gy hi(z) ‘ Sy et =515~k o= "o t>1,z€G)
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et ok

otk
ou C' > 0 est une constante qui ne dépend que de G et de A.

ez

Xihy(z)| et 8151~k e=Ter (1> 1,2€G, j=1,...,0),

La métrique sur G la plus adapée aux estimations du noyau de la chaleur h:(z) dépend du
sous-laplacien considéré ; il s’agit de la distance de Carnot—-Carathéodory, introduite dans [Ca]
(cf. [Be], §81 & 2, ainsi que [Va-Sa-Co], §II1.4, pour plus de détails). Rappelons au passage
qu’un chemin 7 : [0,1] = G est dit absolument continu si

Ye >0, 3n > 0, Vp € N*, th,tQ,.. ,top €[0,1], tl\--- top,

ZIt?y taj—1| <n = EH7 ta;) 'Y(t2j—1)|l Se€

On montre en particulier que, sous cette hypothese, v est une fonction uniformément continue
sur [0, 1] et qu’elle admet en presque tout point ¢ € [0, 1] une dérivée ¥(t) € T ;)G, intégrable
sur le segment de définition.

Définition 3.1.3 (chemin tangent & un systéme de champs de vecteurs). — Soit
Xi,...,X; des éléments de g = T.G. Un chemin absolument continu v : [0,1] — G est dit
tangent a X1, ..., X; (ou encore horizontal) s’il existe des fonctions aq, ..., a; € L?([0,1], R)

telles que 'on ait

(3.6) Za] X; (7)) = (dy Ly (Zaj(t)X)

pour presque tout t € [0, 1].

Comme cela est précisé dans la définition, nous avons identifié chaque champ de vecteurs X
au vecteur tangent X (e) € T.G.

Définition et théoréme 3.1.4 (distance de Carnot—Carathéodory). — Soit X =
(X1,...,X1) une famille d’éléments de g satisfaisant I’hypothése (H) et v : [0,1] = G un
chemin absolument continu qui lui est tangent. La longueur du chemin -y est définie par la
formule

(3.7) lv| = inf { /01 dt <iaj(t)2)%},

Jj=1

ot la borne inférieure porte sur toutes les décompositions de ¥(t) de la forme (3.6) (puisque,
en général, une telle décomposition n’est pas unique, dés lors que les champs de vecteurs
X1, ..., X, ne sont pas partout linéairement indépendants). On pose alors, pour tous z,
y € G, dx(z,y) = infl|y|, ot la borne inférieure porte sur tous les chemins absolument
continus v : [0,1] — G, tangents & X, et tels que v(0) = = et ¥(1) = y. La quantité dx(z,y)
est finte et la fonction dx définit une distance sur le groupe G, appelée distance de Carnot-
Carathéodory ou encore distance de controle.

z et y étant fixés dans G, la quantité dx(z,y) est a priori un élément de [0, +oo]. Le fait
que la fonction dx soit & valeurs finies est loin d’étre trivial: ce résultat est un corollaire du
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théoréme de Chow : celui-ci affirme que, sous ’hypotheése (H), deux points quelconques dans
G peuvent toujours étre joints par un chemin tangent & X.

Proposition 3.1.5 (propriétés de dx). — Soit X un systéme de Hérmander de champs
de vecteurs invariants a gauche et dx la distance de contrdle associée.
(i) La métrique dx est G-invariante & gauche: dx(gz,gy) = dx(z,y) pour tous g, ,
y € G. En particulier: dx(z,y) = dx(e,z7'y) = ||z~ y||.
(ii) dx induit la topologie de G.
(iii) Les boules fermées Br = {z € G : ||z|| = dx(e,z) < R} sont compactes pour la
métrique dx.
(iv) II existe une constante C > 0 telle que, pour tous =, y € G de distance mutuelle
dx(z,y) > 1, on puisse trouver des points £o = , T1, ..., Tx—1, Zr = y dans G,
avec k < Cdx(z,y), tels que dx(zj—1,2;) <1 (pour 1 < j < k).

Les distances de contrdle associées & deux systémes de Hormander X et X’ ne sont a priori
pas comparables. Mais ce phénomene est purement local, car dx et dx, et plus généralement
toutes distances sur G invariantes & gauche et connectées (c’est-a-dire satisfaisant les pro-
priétés (ii) & (iv) dans 3.1.4) sont comparables «& 'infini», au sens suivant :

Proposition 3.1.6. — Soit d; et dy deux distances sur G, invariantes a gauche et connectées.
Alors 1+||z|}y =< 1+||z||2 pour tout z € G, ott on a posé ||z||; = d;(e,z) (7 = 1,2); autrement
dit, il existe une constante C > 0 telle que l'on ait C™*(1+ ||z|l1) < 1+ ||z||s < C(1 + |]z])1)
quel que soit z € G.

D’un point de vue géométrique, dans le cadre (dit sous-riemannien) qui nous intéresse, on
prouve classiquement qu’a partir du moment ol X est un systeme de Hormander, il existe,
dans 'espace (G,dx), des géodésiques locales. Pour ce qui est des géodésiques globales, la
complétude de l'espace métrique (G,dx) est une condition suffisante de leur existence (cf.
[Mo], théorémes D.8 & D.9):

Proposition 3.1.7. — Soit X un systeme de Hormander sur G.
(i) Autour de chaque = € G, on peut trouver un voisinage U de z tel que, pour tout
point y € U, il existe une géodésique passant par z et y;
(ii) Si G est complet pour la métrique dx, alors par tous points z et y € G passe une
géodésique.

Nous montrerons en particulier que, dans le cas de la classe .2 que nous considérerons au
paragraphe suivant, nous sommes dans le cas de I’assertion (ii), ce qui implique I’existence
de géodésiques globales sur G (cf. corollaire 3.2.8).

Récemment, G. Alexopoulos & N. Lohoué ont amélioré, grace a des techniques d’homogé-
néisation, la majoration (3.4) de h;(x) qu’avait prouvée S. Mustapha et en ont méme exhibé
un minorant non trivial sur chacun des domaines de G x [1, +oo[ ot le rapport ||z||/+/t reste
borné (cf. [Al-Lo], théoreme 1.1):

Théoréeme 3.1.8 (Alexopoulos—Lohoué). — Pour tout sous-laplacien de Hérmander gé-
néral A, il existe des constantes C, pu > 0 telles que le noyau de la chaleur associé a A
vérifie

=112

(3.8) he(z) < et == 1551 wo(x)e™ cr t>21, z€q)
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et
(3.9) he(z) > et~ 57150 o) (t21, 3 €G, ||z = O(VR)).

Plus précisément, (3.9) signifie que, pour tout x > 0 fixé, on peut trouver un ¢ = ¢(k) > 0 tel
que 'on ait la minoration

hi(z) > ce ™ =I5 wo(z) (t>1, z€G, |z|| <&V

Le point de départ du raisonnement de G. Alexopoulos & N. Lohoué est le principe de Harnack
(cf. théoréme 3.1.9): moyennant un léger décalage (contrblable) du parametre de temps, on
peut comparer le noyau de la chaleur h:(z) au noyau K-biinvariant associé (3.11); c’est ce
méme argument qui a été employé dans [Os] et que 'on détaillera dans les lemmes 3.2.2 &
3.2.3.

Théoréme 3.1.9 (principe de Harnack — version 1). — Soit A un sous-laplacien de
Hérmander sur G, t; < ty deux réels d’un intervalle o, B[ C R (avec —c0 € @ < B < +00),
Q2 C G un ouvert relativement compact et X un compact de G. Alors, pour tous entiers jg,
Ji, -+, ju = 0 (ou v désigne la dimension de G), il existe une constante C' > 0 telle que,
pour toute solution u strictement positive de ’équation de la chaleur —%u(x, t) = Au(z,t) sur
Q x |a, B, on ait 'inégalité

()" (52)" () "

(Les dérivées spatiales sont prises suivant un systéme de coordonnées locales fixé.)

sup

< C inf u(z,ta).
zeX zeX

Théoréme 3.1.10 (principe de Harnack — version 2). — Soit X = (X31,...,X;) un
systéme de Hérmander de champs de vecteurs (invariants & gauche) sur G et A = X2+ -+ X}
le sous-laplacien associé. Pour tous x € G et r > 0, notons B(z,r) C G la boule ouverte de
centre z et de rayon r pour la métrique dx. Alors, pour tous t; < t; dans Iintervalle |0, +00],
tout x € |0,1] et tous entiers jo, j1, ---, Jji = 0, il existe une constante C' > 0 telle que, quels
que solent z € G, r €0, 1] et quelle que soit la solution u strictement positive de I’équation
de la chaleur £u(z,t) = Au(z,t) sur B(z,/r) x ]0,+0c0[, on ait I'inégalité

(_8_)1’0le Xtu(y,rt)| < C inf  u(y,rty)
ot 1 Y, Ti1)| X YEB (@,5/F) Y, ri2).

sup
yEB(z,k/T)

Ces deux versions du principe de Harnack sont démontrées dans [va-Sa-Co] (théoremes II1.2.1
& V.4.2).

Reste la question du comportement du noyau de la chaleur en temps petit, que nous
n’étudierons pas ici. Mentionnons simplement le résultat suivant, qui utilise ’énoncé précédent
(cf. [Va-Sa-Co], théoreéme V.4.3).

Théoréme 3.1.11. — Soit X un systéme de Hormander et hi(z) le noyau de la chaleur sur
G associé. Alors il existe un entier positif d < dim G et une constante C > 0 telle que 'on
ait l'encadrement

1,
C

flzh?

22
e=Cl Chy(z) <Ot fe 0 (0<t<1, z€Q)

R,
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2 Estimations du noyau pour les sous-laplaciens de la classe .¥

Nous avons rappelé dans les chapitres précédents (cf. pp.15-16 et § 1.1) les résultats de
base relatifs au noyau de la chaleur associé & l'opérateur de Laplace-Beltrami Ax sur I’espace
symétrique X = G/ K et que l’action de ce dernier peut étre obtenue en faisant opérer & droite
le Casimir Q@ = Q; — Q € Z(g) (ol, ce qui revient au méme, 1’élément Q) sur les fonctions
de €*°(X) = ¥*°(G)¥. 1l est alors naturel de considérer le laplacien A = Qg + Q¢, ainsi que
le sous-laplacien A = €, et de s’interroger sur le comportement des noyaux de la chaleur
qui leur sont associés. Dans le reste de ce chapitre, nous nous restreindrons a la classe .Z (qui
englobe les deux cas que nous venons d'évoquer) des sous-laplaciens A invariants & gauche
de la forme

!
(3.10) A=Qs+zy}2,
Jj=1
ou Yy, ..., Y] sont des éléments quelconques de &€ C %(%), qui sont donc associés aux systeémes

X = (Xy,...., X, Y1,..., Y1) (ot (X1,...,X,) désigne une base orthonormale quelconque
de s), et nous montrerons que les noyaux de la chaleur correspondants ont tous le méme
comportement, qui (du moins en temps grand) est extrémement lié & celui du noyau associé
4 Ax. Plus précisément, le bas du spectre de 'opérateur —A sur L2(G) est le méme que celui
de —Ax sur L?(X) (autrement dit, vaut |g|?) et la distance de contrdle (sur G) définie par
A est comparable & la métrique riemannienne sur X, & une constante additive prés. Nous
conclurons en donnant l'estimation de la fonction de Green sur G.

Afin d’assurer l’existence des noyaux de la chaleur associés aux sous-laplaciens de la classe
Z, nous ferons ’hypotheése supplémentaire selon laquelle 'algébre de Lie g de G n’a pas de
facteur compact. Ceci est justifié par le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. — Toute base de s satisfait la condition de Hormander.

Preuve. L’algébre de Lie g est semi-simple; elle s’écrit donc (de maniére unique) comme
somme directe d’idéaux g = @?zl g;j, ol chaque g; est une algebre de Lie simple (cf. [Kn,],
théoreme 1.51, ou [He, ], corollaire I1.6.2). Le sous-espace j = [s, 5]®s est un idéal de g = ¢Ps;
en effet, ¢ est une sous-algebre de Lie de g et s un sous-espace satisfaisant les inclusions
[¢,5] C s et [5,5] C & (qui découlent immédiatement de la définition de € et s), donc [j, g] C
s @ [s,s] = j. Il s’ensuit que, pour chaque j =1, ..., p, le sous-espace j N g; est un idéal de
gj, ot jNg; = {0} oujng; = g;, compte tenu de la simplicité de g;. Puisque aucune des
algebres de Lie g; n’est compacte (g est supposée sans facteur compact), on a nécessairement
jNg; = g; pour tout indice j. Par conséquent, j = @_,(iNg;) = B%_; g; = g, ce qui montre
que la sous-algebre de Lie de g engendrée par s (qui n’est autre que j) est g tout entiere. O

Comme ), = Z?:l X 32, il s’ensuit que tout sous-laplacien de .Z est de Hormander et que ’on
peut donc lui associer un noyau de la chaleur h:(z) (z € G, t > 0), qui satisfait les propriétés
rappelées précédemment. On se propose ici de déterminer le comportement global de h:(x).

Dans ce qui suit, la notation hg (z) désignera le noyau de la chaleur moyenné bilatéralement
sur K :

(3.11) Ri(z) = // dky dky by (krzhks)  (z € G, t > 0).
KXxXK
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Lemme 3.2.2. — Pour tous R > 0, T > 0 et € > 0, il existe une constante C' > 0 telle que,
pour tout t > T et tous z, y € G vérifiant dx(z,y) < R, on ait hy(x) < Chyye(y).

Preuve. Fixons-nous R > 0, T > 0 et ¢ > 0; soit alors N un entier > max {R, %s/T}.
Afin d’alléger I’écriture de certaines expressions, posons 7 := %e/N . D’apres le principe de
Harnack (théoreme 3.1.9), il existe une constante C; > 0 telle que, pour toute solution
strictement positive u de 1’équation de la chaleur sur G X ]0,+oo[ et tous z, y € G de
distance mutuelle < %, on ait u(r,z) < Cru(27,y). Considérons a présent deux éléments z,
y € G tels que dx(z,y) < R. Comme dx(z,y) < N = 2N - %, on peut trouver zy, ... ,
xzon-1 dans G satisfaisant & la condition d(z;_1,z;) < % pour tout j tel que 1 < 5 <
2N, ou I'on a posé zp := z et zoy := y. Soit ¢t > T. Pour 1 € 7 < 2N, notons u; la
fonction définie par u;(s, z) := hsyit(j—2)-(2) (8 > 0, z € G); u; est une solution strictement
positive de I’équation de la chaleur sur |0, +o0o[ x G, donc le théoreme 3.1.9 s’applique et nous
fournit 'inégalité u;(r,z;-1) < C1u;(27,%;), c’est-d-dire hyi(j_1)-(zj—1) < Cihiyjr(z;). En
combinant les relations obtenues en faisant varier 7 entre 1 et 2N, on obtient

hi(z) = he(z0) < Crhopr(21) < CPhitar () < -+ < CEV hypons (wan) = CF hyye(v).

Ceci acheéve la démonstration. O

Lemme 3.2.3. — Pour tout € € |0, 1], on a I’encadrement global

h’g—e(x) Se hi(z) Se h5+5($) (ze@G, t>1).

Preuve. En vertu du lemme 3.2.2, il existe, pour tout R > 0, une constante C = C(e,R) > 0
telle que P'on ait hy(z) < C hyye/2(y) pour tout t > 1 et toute paire de points z, y € G dont
la distance mutuelle est < R. En prenant pour R le diametre de K, on obtient

he(k1zks) < Cheqg (k1z) = Chyps (27 kY < C% hege(z™h) = C% hyye(z),

pour tous t > 1, z € G et ky, k2 € K, en utilisant la symétrie hs(y) = hs(y~!) et invariance
3 gauche de la distance dx, d’ott ¥ (z) < C2 hyse(z), pour tous z € G et ¢ > 1, en intégrant
suivant les variables k; et k9. L’estimation réciproque s’obtient de maniere analogue. ]

La fonction h? étant une <bonnes fonction K-biinvariante (au sens de la définition
1.3.19), on peut lui appliquer la formule d’inversion sphérique (1.22). Essayons tout de méme
de retrouver cette identité & partir de la formule de Plancherel. Soit ¢ > 0 et z € G fixés.
Gréce a la propriété de semi-groupe

(3.12) h%*h% :ht,

combinée a la symétrie de h;/y, on peut mettre hg(:c) sous la forme

hE(m)z/ dkl/ d/ﬂz/ dy hyjo(kyzkay ™ )he 2 (y)
K K G

(3.13)
- /G dy Fhays ey )5, (y) = /G dy Sy s () e (),
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ol les fonctions ht/z et ht/2 sont définies respectivement par ht/g fK dk hyso(ky) et
htf§2( ) = [i dk hyjo(yk) = Khyy2(y™1). D’autre part, de la formule de Plancherel

/ dy [ ()P* = /Aduw) tr {m($)m()" },
G G

pour ¥ € LY(G) N L*(G), p désignant la mesure de Plancherel sur le dual G (cf. [w], théo-
réme 14.11.2), on déduit, par polarisation,

/dy¢ /duﬂ)tr{”(cbﬂ(%f} )} = /dﬂ ) tr {m(¢ =97},

pour tous ¢, ¢ € L}(G) N L?(G), la notation 9* désignant la fonction définie par ¢*(y) =
P(y~1) (y € G). Cette derniére identité, appliquée & @(y) = Fhy/a(zy) et ¥(y) = Fhy/a(y), se
traduit par

(3.14) /G dy Khy () by o) = / dps(m) tr {e(z) " (R}

En effet, les fonctions ¢ et 9 appartiennent bien & L*(G) N L?(G), sont positives, continues
et satisfont

(6 97)(y) = /G dz Khy (g2 ) Bheya(z)
:Adkl/};dk2/Gtht/2(k1$yk22_1)h’t/2(z)
= / dk; / dks hy(krzyks) = Bl (zy),

K K

d’apres (3.12), d’ou, formellement, 7(¢ * ¢*) = [,dy hﬂ(xy) w(y) = W(x)—lﬂ(hh) En re-
groupant (3.13) et (3.14), on obtient le résultat voulu:

(3.15) i) = [ du(m) b {n(a) " n(hD)}

D’apreés 1.3.23 et 1.3.24, la contribution du complémentaire (dans @) de Gk 2 I'intégrale
(3.15) est nulle. Cette derniére se réduit alors a

(3.16) hi(z) = m/‘ dA[e(N)[7% tr {mx(z) " ma(h])},

avec £ > 0, constante indépendante de z et de £. Pour tout A € a*, notons my(dk) =
Jx dkmx(k) le projecteur orthogonal de J# = L?(K/M) sur le sous-espace 5, = C1 des
vecteurs K-fixes de % (cf. théoréme 1.3.5). Par K-biinvariance de hg, on a

ma(h) = ma(dk) ma (B]) ma(dF),

d’olt, pour toute base orthonormale (£o,£1,&2,...) de 52 telle que &, =1,

tr {mx (z) "Ly ()} = }: ma(@) i m (R | &), = (7r,\(dk) o (RY) 7 (k)1 ‘ w,\(m)l)

4

(ma(dk) ()L | &), (ma(2)1 [ €5) L, = (HRD () oa(z),

'M8 |

<
Il
o
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%hg désignant la transformée de Fourier sphérique de hg — rappelons qu’elle vérifie
(HAH(A) = (ma(h)1 ] 1) = (ma(he)1 | 1)

pour tout A € a*. La fonction ¢, est de type positif, donc ¢, (z) = px(z~1). Compte tenu de
la symétrie de h; (et, par suite, de celle de h?), la relation (3.16) se reformule en

dx
@) = [ o (401 1) a2

Dans tout ce qui suit, A est fixé dans a*. Considérons le probleme de Cauchy
(3.17) W' (t) =~ (AP +lol?) u(®) (¢ >0),

ol la fonction inconnue u : ]0,4o0o[ — C est de classe €' et satisfait & la condition au
bord lim;_,o+ u(t) = 1. La fonction u;(t) = e~tUA*+lel*) op est, bien sir, une solution. C’est
également le cas de la fonction

usg(t) = (7r>\(ht)1 ‘ 1)9? = /deht(a:) ox(z);

démontrons cette derniere assertion. Le théoreme de convergence dominée permet d’écrire

GmeD = [ @) mEn  ¢>0

en vertu des majorations

9 [Edls
— < < e i1
|57 (he(@))] S ha1(2) S exp ( c 1) (z€G, t>0)
(cf. théorémes 3.1.10 et 3.1.1), la constante C' > 0 étant indépendante de t et z. Par suite,
d
= (ma(h)1) = / o @h)@m@l= Y [ d&@mEmn@  (¢>0),
Xex

compte tenu de I'expression (1) du sous-laplacien A. Or, pour X € X et t > 0 fixés, on a

d
ds

(Xhi)(zexpsX) = ‘ (X hy)(z(exp soX)(exp o X))
= (tht)(:z: exp 50X ) (so R, z€ Q)

8=38¢

et, pour un = n(X) > 0 assez petit (toujours d’apres les références mentionnées ci-dessus),

sup |(Xhe)(zexpsoX)| S higa(z) < Cle -l

Isol<n

(z €G),

olt ¢! = C'(t) > 0 ne dépend pas de z. Par suite, il est licite d’écrire

/de (tht)(x)m\(m)l:/ dzvdi i O(Xht)(xexst)Wx(a:)l
- a% . /G dz (Xhe) (@) (2 exp(—sX))1,
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le vecteur 1 € % étant € °° pour la représentation m,. De manitre analogue & ce qui précéde,
on a, pour tout sg € R et tout z € G,

’gdg _ (Xhe)(z) ma(zexp(~sX))1
s=8g 12(@)
=% _O(Xht)(m)7r,\(:1:)7r>\(xexp(—sz))7r,\(xexp(—aX))1
” L2(G)
< ’(Xht)(iﬂ)‘ adg _ Wx(xexp(—aX))l
o=0 L2(G)

S.; I(Xht)(m)’ ,S ht+1<.’L‘) 5 C”e—'(,‘}/‘fH“:“z,

ol la constante C” est indépendante de s et de z. Il s’ensuit que

/dx (tht)(x)wx(xﬂ:w/ dz (Xhe)(z) ma(z) ma(X)1.
G G

En poursuivant le raisonnement de la méme fagon, on obtient

/da:(Xht)(:c)ﬂ,\(x)m /dxht ma(z) T (X)?1,

d’ou
d

dt(ﬂ')\(ht Z / dCE(X2ht)( )7!',\( )1_/ d:Eht( )71’,\( )’Ir)\(A)l (t>0).

XeX

Or la fonction 1 est K-invariante & droite, ce qui implique que 75 (X)1 = 0 dés que X € ¢. On
en déduit alors que 'on a mx(A)1 = mx ()1 = mA ()L = —(|]A|2 + |0|?) 1, d’aprés la formule
du caractere infinitésimal. Par conséquent, la fonction u, vérifie I’équation différentielle (3.17).
Pour étudier le comportement de us(t) lorsque ¢ — 07, nous allons utiliser le résultat suivant :

Lemme 3.2.4. — La mesure de probabilité h:(z)dz (sur G) converge vaguement vers la
masse de Dirac 8., lorsque t — 0.

Preuve. Soit (t;);>0 une suite de nombres réels strictement positifs convergeant vers 0. La
suite (h, () dz);»0 est & valeurs dans le compact .#(G), formé des mesures de probabilité
sur G; on peut donc en extraire une sous-suite convergeant vers un élément m € Z(G).
Soit r > 0 et B, = B(e,r) C G la boule ouverte de centre e et de rayon r (pour la distance
de Carnot—Carathéodory dx), et soit ¢ : G — C une fonction continue a support compact
disjoint de B,. Pour j assez grand, on peut appliquer a h;; la majoration

2
(3.18) hi(z) < Ct™7e™ ct 0<t<1l, z€@G)
(cf. théoreme 3.1.11), ou C et <y sont des constantes > 0 indépendantes de ¢ et de z, donc

|/ dxhtj(x)¢(x)’<0t;*’e‘25_tj/ dze 25 15(2),
B B

ce qui montre que lim;_, fBr dz hy,(z) ¢(z) = 0. On en déduit que le support de la mesure
m est contenu dans toute boule B,, autrement dit dans {e}. m est donc égale & la masse de
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Dirac en e.

Si, & présent, on suppose que h; ne converge pas vaguement vers d. lorsque ¢ — 0%, alors
il existe une suite (¢;);>0 de réels strictement positifs convergeant vers 0 et une fonction
test ¢ continue sur G et & support compact, tels que infjsold(e) — [, dz ¢(z) by, (z)] >
0. Le raisonnement précédent montre alors que la suite (h¢;);>0 admet 6. comme valeur
d’adhérence, ce qui est en contradiction avec la derniére remarque. |

Soit x : G — [0, 1] une fonction de classe € telle que x(z) =1si z € By et x(z) =0
siz € G~ By. On a donc

wlt) = [ whEx@eE [ deh (-x@)nE @0,
Or, d’apres (3.18),

flz]?

I/G\B dz hy(z) (1 — x()) <P,\(w)| < Ct Ve~ /dee— 50 0<t<1)

(car la fonction ¢, est bornée), d’ou lim; o+ fG\Bl dz hi(z) pa(z) = 0. D’autre part, le
lemme 3.2.4 montre que lim;_,o+ f32 dz he(z) x(z) er(z) = @r(e) = 1. On peut donc en
conclure que les solutions u; et us du probleme de Cauchy sont égales, ce qui revient a dire
que (HARH(A) = e=tIA*+el?) (¢ > 0), et donc que

dA _ 2 2
hi(z) = n/ WC HIAHel™) ) (2) (t>0, zeq).

Ce résultat, combiné au lemme 3.2.3, fournit ’encadrement suivant pour h:(z):

Théoréme 3.2.5. — Il existe deux constantes C1 et Cy strictement positives, indépendantes
de t et de z, telles que, pour tout t > 2 et tout x € G, on ait
dA 2,02 dA 2 (12
Cl/ _IA DA o) (1) < hy(2) < 02/ X DA o, ()
o [c(A)]? h av [c(A)]?

Bien entendu, le fait de se restreindre aux temps ¢ > 2 est totalement arbitraire ; on prouve
de la méme fagon que, pour tout € € ]0,1], on a, en vertu de la formule (1.24), ’encadrement

h’zg—e(x) 55 h’t(x) 55 h§+e (.’E),

pour tous z € G et t > 1, ot h¥(z) désigne le noyau de la chaleur sur X = G/K.

Lemme 3.2.6. — Soit X un systéme de Hormander pour lequel le sous-laplacien associé est
dans la classe .Z. Alors il existe une constante ¢ > 0 telle que I'on ait

(3.19) lz) < lz]| < lz] + ¢ (z € G),

ou, rappelons-le, on a posé ||z|| = dx(e, z).

Preuve. Le systéme X est de la forme X = (Xy,...,Xn,Y1,...,Y7), ou (Xq,...,X,) est
une base orthonormale de s et Y7, ..., Y; des éléments de . Fixons z € GG et considérons un
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chemin absolument continu v : [0,1] — G joignant e & = et tangent & X. Alors « vérifie une
condition du type

k=1

n l
(320) 'y(t) = (deL’Y(t)—l) <Zaj(t) Xj -+ Zbk(t) Yk>

pour presque tout t € [0,1], olt les a; et by sont de carré intégrable sur [0,1] (cf. définition
3.1.3). De la majoration triviale

L (iaj(t)2 ) > [l <§aj(t)2>%,

k=1

on déduit I'inégalité de gauche dans (3.19). Quant & la démonstration de la majoration ||z|| <
|z| + ¢, commengons par remarquer que l'on a ||exp X|| = |X| dés que X € s; puisque
I'inégalité || exp X|| > | X| a déja été prouvée, il reste & montrer que || exp X|| < | X| pour tout
X € s. Considérons le chemin v(t) = exp(tX) joignant e & exp X. Alors

1 —exp(—tad X)
tad X >(X)

Y(t) = (dexp tx exp)(X) = (deLeXPtX)<

pour tout ¢ € [0,1] (cf. [He.], théoréme 1.7). Par conséquent, ¥(t) = (deLexptx)(X), ce
qui montre que v est tangent & X et implique que ||exp X|| < |y| = |X|. Pour conclure,
remarquons que |X| = |exp X| pour tout X € s (puisque cette égalité est vérifiée pour
tout X € at et que Ad(K)at = s) et écrivons z = kexpX (k € K, X € s) suivant la
décomposition de Cartan G = K exp s; alors, par invariance a gauche de la métrique dx, on
obtient

dx (e, kexp X) < dx(e, k) + dx(k, kexp X) = ||k[| + [ exp X|| = ||k[| + | exp X],

d’ot ||z|| < |z| + ¢ ol ¢ est, par exemple, le diametre de K. 0
Corollaire 3.2.7. — L’espace métrique (G,dx) est complet.

Preuve. Soit (z,,) une suite de Cauchy dans G pour la métrique dx. Alors les quantités ||z, ||
sont bornées, et, par suite (d’apres le lemme précédent), les quantités |z,| le sont également.
Le théoreme de Bolzano—Weierstrafi montre alors que, de la suite (z,), on peut extraire une
sous-suite convergeant pour |-|. Comme dx induit la topologie naturelle de G, la suite extraite
converge dans ’espace métrique (G,dx). Puisque (z,) est de Cauchy et admet une valeur
d’adhérence, elle converge. O

Corollaire 3.2.8. — Dans ’espace métrique (G, dx), par tous points z, y € G, il passe une
géodésique.

Le théoreme 3.2.5 permet, comme on l'a vu ci-dessus, de comparer h:(z) au noyau de la
chaleur associé a 'opérateur de Laplace-Beltrami sur ’espace symétrique X, dont nous avons
obtenu le comportement au chapitre 2:
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8.6.0, - UH.P. NANESY
BBUDTHEOUE 55 ot
i

Corollaire 3.2.9. —
(i) On a ’encadrement global

—t] g2~ ALz —t]p|?—zl®
=515 g (2) w(z, ) e e T < hy(z) <t 57150 g () wiz, £) el ~ 3D
pour z € G et t > 2, ol ¢ — w(z,t) est la fonction K-biinvariante sur G dont la

restriction & exp a* est donnée par w(exp H,t) = Haezg (1+ (o, H)/t)z (Matmae) =1,
On en déduit en particulier ’encadrement

_n_ |t 1 g2 l=l? e 1 2 zl?
t—2 IEOIJ(Q;) 7 e tlel” — 57— S,ht(l‘),it 2 J(z) " ze tlel® - 17y

pourz € Gett 2> 2.
(ii) Lorsque t > 1 et ||z|| = O(t), on a Pestimation
lizy?

ha(a) = 175715 gy (g) e~lel =5

Rappelons au passage les estimations

oo(exp H) < e~ (&:H) H (1+ (o, H)) (H € at)
cext

et
Jlexp H) < e~{eH) H (l—i—(a,H))m“ (H € at)

agnt

Preuve. D’apres le théoreme 3.2.5, on a I'encadrement hf_l/z(m) < he(z) < hﬁl/z(:c) (z € G,
t > 2) et, d’apres le lemme 3.2.6, ||z|| < |z]| + ¢, d’ou

22 =l 2fePt+1) - (ol +¢)?(2t+1) _ |a]* — (2c]e| +c?)(2t +1)
t+1/2 t+17 (2t +1)(t+1) (2t +1)(t+ 1)
_ {lzl =2t + 1)} - 22t + 1) o c? S 2
2t+1)(t+1) S

Il s’ensuit que e~ §/el°/(t+1/2) < =3ll2l’/(t+1) (z € G, ¢ > 0). En combinant ce résultat au
théoreme 2.1.2, on prouve la majoration dans (i).
La minoration, quant & elle, découle de 'inégalité

el _ =l LR

t—1 t—-1/27 (t-1)(2t-1) > 0.

L’assertion (ii) est immédiate, & partir de ce qui précéde: lorsque ||z|| = O(¢), alors |z| <
l|z|| < t, ce qui montre que, pour ¢ > 1, la quantité w(z,t) est majorée (et minorée par 1). O

Le théoreme 3.2.5, via le précédent corollaire, permet également de déterminer le bas du
spectre L? d’un sous-laplacien de la classe .Z:
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Corollaire 3.2.10. — Si A est un sous-laplacien de .%, alors

inf  (—A = |p|2.
fe‘i”?"(G)( f1 e =lol

||f”L2(G)=1

Preuve. Ce résultat découle de l'estimation suivante, obtenue par Ph. Bougerol (cf. [Bo],
théoreme 2.3.1) et explicitée par N. Lohoué (cf. [Loz], §3) : hs(e) =< t~7¢~ 1551 g=tho (t = +00),
combinée & D’assertion (ii) du corollaire 3.2.9. U

Remarque. Le corollaire 3.2.10 peut également étre obtenu indépendamment du théoréme
3.2.5, a partir des principes de majoration de Herz (cf., par exemple, [Los], lemmes 1 et 2). En
effet, les normes des représentations réguliere Lg(h!) sur L2(G) et quasi réguliere Lg / p(hY)
sur L2(G/P) sont comparables :
IEc®D ) = S (Le(rd)¢ | ¥)
l#llz=llll2=1 T
T < sw (Leyp(hD)é | W) = (1 Zesp ()| 2oy my

¢, 9L (G/P)
[9llz=l1ll2=1

et, pour tout € > 0, il existe des fonctions %, Y€ L3(G/P) et ¢;,%; € L*(G) (j = 0) vérifiant
1#5llz2cy = 19llL2(/p) et 19512 (@) = ¥llz2 () Py, Pour lesquelles
l|1Z6/#(h3) IHLZ(G/P) (Leyp(hi)d | §)+e = hm (Lo (hd)s; | ¢5)+e < |'|LG(h5)H|L2(G)+€‘

On en déduit les égalités

(3.21) H|Lc(h5)|HL2(G) = |||LG/P(hE)H|L2(G/P) = H[”O(hE)IHLZ(K/M)’

Lg,p s'identifiant 4 la représentation (mo, L2(K/M)). Par K-biinvariance de hl,

[0l poaeyny = sup  (mold) mo(f) mo(dk)f | g)
(3.22) e

= (mo(hI)1 | 1) = (HA1)(0) = e~ tlel’,
puisque ||mo(dk) fll2(x/my = | [ Ak f(kM)| < || fllz2(kx/a)- En outre, on remarque facile-

ment que, pour toute mesure de probabilité u sur G, on a

HILG(#)IHLNG) = Sup (La(m)e | ¥)

¢, YEL*(G)
6,920, llgll2=ll9]l2=1
par suite, si I'on reprend les notations et la conclusion du lemme 3.2.3, on obtient, en re-
groupant (3.21) et (3.22),
(t—1)|0|? h
Crett=lel Cl”[LG(ht—l)IHm(G) < ”|LG(ht)mL2(G)

< Cof| La(hr)||| oy = Coe™ M1,
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pour tout ¢ > 2. Or, en raison de la symétrie de h; et grice aux changements de variables
r—z lety—y !

(Lo(h)d | ) = /G d /G dy he(z) $(z ) P(y) = /G de /G dy ha(z™) dlyz™) B7)
- / dy (¢ % b)) B7) = / dy (¢ 8)(4) D7),
G G

pour tous ¢, ¥ € L(G), ol ¢ est définie par d(z) := ¢(z~ 1) (z € G). L’application ¢ +— ¢
étant une isométrie de I'espace de Hilbert L?(G), on déduit du calcul précédent I'identité
”ILG(ht)IHLz(G) = sup (I’G(h’t)gg I ’QL) = I”etAHIL2(G)'
¢, YEL*(G)
lolla=1l¥ll2=1
D’apres la décomposition spectrale

+oo
et = / dE, et = / dE, e”?,
)\ESPLZ(_A) Ao

o1 Spr2 (—A) désigne le spectre de 'opérateur —A sur Pespace L2(G), la norme de 'opérateur
de semi-groupe et

,ona

vaut

tA tAo

“|etAHIL2(G) = /\S;/I\Do e =e "0

on est alors en mesure d’en conclure que Ao = |g|?.

Par ailleurs, & partir du corollaire 3.2.9, on obtient, comme dans [An-Ji,], ’encadrement
suivant de la fonction de Green

+00 9
9(z) = / at M =N hy(z) (20, 2€0),
0

qui est, rappelons-le, le noyau intégral de 'opérateur (—A — |g|? + ¢?)~1:

-1 _

(—A—lel®+¢?) fla) = (f*g)) (=) = /Gdyf(y) gcly™z)  (feC(G), z€Q).
Mentionnons également que c’est le comportement de cette fonction K-biinvariante sur G qui
détermine la compactification de Martin de I'espace symétrique X (cf. [Gu-Ji-Ta]).
Corollaire 3.2.8. —

(i) Supposons ¢ > 0. Alors
ge(exp H) = |H|%—%Z—IE§I< ] 0+ e H>)> o~ (e H)~CIH]
aezg

pour tout H € at avec |H| > 1.
(ii) Dans le cas limite ¢ = 0, on a, sous la méme hypothése,

g¢(exp H) = |H|2—2—2IEJI< H (1+ (a,H))) e~ (0 H),
aEEé
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principale (série — unitaire
sphérique)
principe
de Harnack
du minimum parabolique
probleme de la chaleur

R
racine (restreinte)
indivisible
positive
simple
décomposition radicielle
sous-espace radiciel
radiale (partie —)
rang
d’un espace symétrique
réel d’un groupe de Lie
régulier (élément —)

25,

17, 37,

20,

17, 37, 40, 69

35
25
27

27
31

35
35
21

20
28

29

28
20
20
22
20
20
31

22
22
21

S
Schwartz (espace de —)
sous-espace
de Cartan
radiciel
sphérique
fonction —
série principale unitaire —
stochastiquement complete
(variété —)
symétrique (espace —)

T
tangent (chemin — & un systéme
de champs de vecteurs)
transformée
de Fourier
de Harish-Chandra
sphérique

trou spectral
type positif (fonction de —)

v
vectoriel (ordre —)

w

Weyl
chambre de —- (positive)
groupe de ——

35

20
20

29
29

18
19

71

34
35
35
70
29

20

21
21, 28



Index des notations

Nota bene. La liste ci-dessous ne mentionne pas les notations définies dans le paragraphe

Conventions d’écriture (cf. p. 16).

a (sous-espace de Cartan)

a™ (chambre de Weyl positive)

ac (complexifié de a)

ar, ClI

(af)*, *(ar)

A

A+

AI

B (forme de Killing)

b(A

(A) (fonction de Harish-Chandra)
?(X), €°(G)" 17, 22,
x (distance de contréle)

D(X), Dk (G)

[}

S

Q9

!

divg, divx (divergence)

e (élément unité du groupe G)
flz: X) (notation différentielle)
f (transformée de Fourier)

Ff (transformée de Fourier)
gc (fonction de Green)

g

gr

805 Bas B

g ()

G

Gr

G (dual unitaire)

Gk

ht (377 y)

hi (@, y)

[)

"(R) (espaces hyperboliques)
H) (condition de Hérmander)
f (transformée sphérique)

X oy

¢=dima (rang de G/K)

L, 30,

Lg, Lg/p
A

Me, Ty
M, M’

A#(G)

m

my

n (dimension de la variété X)
N

N
NI

=

I =I

T_'L, nr, ﬁ[, n, n
0

O(V) (groupe orthogonal de V)

P (parabolique minimal)

Py, Py

(PO), (P1), ..., (P5)

PW(ag) (espace de Paley—Wiener)

20
39
69
35
29
24
19
20
19
26
22

82
74
20
21
28
78
25
27
17
20
34
27
20
26
37
21
25
28
18
35
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p

pr

Q

o+

Rk; Ra:

Rr

rad D, rad A

s (supplémentaire de  dans g)

51

(@)W, L(G)

T.X, T,G (espace tangent)

U(s#) (groupe unitaire de 5¢)

%(g) (algebre enveloppante)

w

Wi

Xt Xf

X (variété, espace symétrique)

Xr

X (espace des champs de
vecteurs sur X)

ai, ..., og (racines simples)

Yq(A)

6. (masse de Dirac en )

45, Ox

A, Ax

Ag

6 (involution de Cartan)

Ao

56,

17,

25
27
32
32
30

31
19
26
35
17
34
23
21
28
69

28

17
22
32
18
24
17
31
19
70

t (mesure de Plancherel) 35
=, 25 34
[r, 5] 29
7(f) 34
DY 29
Ty 29
w(A) 34
II 22
0 22
o 21
S 32
b 20
Yt (racines positives) 20
Y& (racines positives indivisibles) 20
S, 5F 25
2(1) 28
Tq(w, w') 32
©0, P 30
O 29
Dy 31
X 29
w(z,t) 81
Q, Qe, Qs 93, 24, 74
V, Vx (gradient) 17
(-,-) (produit scalaire sur a) 19
|H|, |Al, |ol, |z| (norme sur a) 19, 21
|v| (longueur d’un chemin) 71
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Estimations globales du noyau de la chaleur

Résumé. — Ce mémoire s’organise autour de deux cadres d’étude: d’une part, celui des
espaces symétriques riemanniens non compacts X = G/K, pour lesquels nous prouvons un
encadrement optimal et global en les variables d’espace et de temps, du noyau de la chaleur
associé a l'opérateur de Laplace-Beltrami A ; d’autre part, dans le cas d’un groupe de Lie
semi-simple G, nous montrons que tous les sous-laplaciens sur G qui induisent l'action de
A sur X = G/K présentent des analogies avec A vis-a-vis de ’équation de la chaleur #1é
bas de leur spectre L? est le méme, les distances de Carnot-Carathéodory associées sont
comparables a la métrique riemannienne sur X et, surtout, les noyaux de la chaleur sont tous
comparables (en temps grand) au noyau de la chaleur sur X. Nous en déduisons en particulier
des encadrements tres précis des noyaux de la chaleur dans ce cadre, ainsi que des fonctions
de Green correspondantes.
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Global heat kernel estimates

Abstract. — This thesis deals with sharp heat kernel estimates in two related settings. We
consider first noncompact Riemannian symmetric spaces X = G/K, and obtain in this case
the same upper and lower bound for the heat kernel associated with the Laplace-Beltrami
operator A. These bounds are global in space and time. We consider next the class of sub-
Laplacians on a semisimple Lie group G which induce A on the associated symmetric space
X = G/K. These sub-Laplacians share properties with A: they have the same L* spectral
gap, the associated Carnot-Carathéodory distances are all comparable with the Riemannian
metric on X and, most of all, their heat kernels are all comparable (for large time) with the
heat kernel on X. This yields sharp heat kernel bounds and, consequently, optimal Green
function estimates.
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