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Introduction

Dans ce mémoire, nous étudions le comportement global des noyaux de la chaleur ­
autrement dit, nous prouvons des estimations uniformes en les variables d'espace et de
temps - dans deux cadres, qui, nous le verrons, sont étroitement liés l'un à l'autre: celui des
espaces symétriques riemanniens non compacts et celui des groupes de Lie semi-simples (eux
aussi non compacts).

Dans l'espace euclidien ~n, la solution du problème de la chaleur (avec condition initiale
f E ?!fc(~n))

{

~~ (x, t) = ~xu(x, t) pour x E ~n et t > 0

u(x,O) = f(x) pour x E ~n

(qui est unique à partir du moment où on lui impose de ne pas «exploser» à l'infini - disons
par exemple que l'on suppose u bornée)* est donnée par l'opérateur intégral

u(x, t) = r dy ht(x, y) f(y)
Jfif. n

dont le noyau ht(x, y) (appelé noyau de la chaleur) est

n Ix-YI 2

ht(x, y) = (41ft)-2 e--4t - (x, y E ~n, t > 0)

(bien entendu, 1x 1 désigne ici la norme euclidienne de x = (x 1, ... , x n ) : 1x /2 = xî +...+x;;,). Il
est alors naturel de transposer ce problème à une variété plus générale. Dans ce nouveau cadre,
on ne dispose pas (sauf cas très particuliers) de formule pour ht(x, y), ni, à plus forte raison,
d'expression explicite (que ce soit à l'aide de fonctions élémentaires ou même de fonctions
liées aux spécificités de la variété). Aussi doit-on se limiter, en général, à espérer obtenir des
estimations de ce noyau, qui intervient aussi bien en géométrie différentielle qu'en probabilités.
Cette étude a fait l'objet d'innombrables publications (pour le cas des variétés riemanniennes
et des groupes de Lie, on renvoie, entre autres, à [Da], [Gr], [Va-Sa-Co], ainsi qu'aux travaux
auxquels ces auteurs font référence). Dans les deux situations qui nous intéressent ici, on peut
également citer [An-Ji1 ] et [An-osd (ainsi que les références qui y sont mentionnées) pour ce
qui est des espaces symétriques non compacts, et [AI-Lo] et [Mu] pour les groupes de Lie
semi-simples.

Après avoir rappelé les principales propriétés du noyau de la chaleur sur une variété riemann­
ienne générale, nous exposerons, au chapitre 1, les prérequis sur les groupes de Lie semi­
simples indispensables à une bonne compréhension des outils manipulés dans les chapitres 2

* L'indice x dans l'expression ,6.xu signifie que l'opérateur différentiel ,6. est appliqué à x I--t u(x,t) (cf. conven­
tion d'écriture 1, infra).
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et 3. Ceux-ci sont rassemblés autour de trois axes principaux: la structure de tels groupes
(système de racines, groupe de Weyl, décompositions polaire, de Cartan et d'Iwasawa, opéra­
teur de Laplace-Beltrami sur l'espace symétrique associé, opérateur de Casimir), la descrip­
tion des sous-groupes et sous-algèbres paraboliques standards, ainsi que des rappels d'analyse
sphérique (définition et propriétés des fonctions sphériques, développement de Harish-Chan­
dra, transformation sphérique).

Le chapitre 2 a pour objet le noyau de la chaleur (associé à l'opérateur de Laplace­
Beltrami) sur les espaces symétriques riemanniens non compacts. Sur un tel espace X = G/ K
(où G désigne un groupe de Lie réel, semi-simple, connexe, non compact, de centre fini, dont
l'élément neutre est noté e, et K un sous-groupe compact maximal de G), du fait de la G-
invariance de la métrique riemannienne - on désignera cette dernière par la notation 1 . 1 -,

on peut voir le noyau de la chaleur comme ne dépendant que d'une seule variable spatiale,
puisque ht(xK, yK) = ht(o, x- 1yK) pour tous x, y E G (0 = eK est le point base de X), ce
qui justifie la notation ht (x- 1y) pour cette dernière quantité (cette remarque restera valable
dans le cadre des groupes de Lie, qui nous occupera au chapitre 3). J.-Ph. Anker & L. Ji ont
décrit le comportement de ht (x) et de ses dérivées spatiales (cf. [An-Jill, théorème 3.7) sur
tout domaine de paramètres (x, t) E G x ]0, +oo[ où le quotient IxKI/t reste borné (et ont
montré que les estimations obtenues restaient valables loin des murs de Cl) :

Théorème 1 (Anker-Ji). - Pour tout réel"" > 0, on a

ht(exp H) ";:::,K r~ ( II (1 + (a, H)) (1 + t + (a, H)) m"'-J;m
2 Cl 1) e-tleI2_(e,H)-I~t ,

aEL;t

uniformément pour t > a et HE Cl+ avec IHI :( ",,(1 + t).*

Cet énoncé nécessite quelques explications. Soit e une involution de Cartan de G (qui définit
donc, par différentiation, une involution de l'algèbre de Lie 9 de G) dont K est l'ensemble
des points fixes; alors 9 se décompose en 9 = ~ EB.6, OÙ.6 est le sous-espace propre de 9 associé
à la valeur propre -1 (pour l'involution e). Soit Cl une sous-algèbre abélienne maximale de 9,
contenue dans .6. La forme de Killing induit un produit scalaire ( . , . ) sur Cl - on note 1 . lIa
norme associée -, qui permet d'identifier ce dernier à son dual Cl*. Le choix d'une chambre de
Weyl (dite positive) Cl+ dans Cl détermine un système positif de racines ~+ C Cl* pour (9, Cl),

dont le sous-ensemble des racines indivisibles (c'est-à-dire des a E ~+ qui vérifient ~ a ~ ~+)

est noté ~t - les murs de Cl que l'on a mentionnés précédemment sont les noyaux (au sens
algébrique) des formes linéaires a E ~0)' Soit ma la multiplicité de la racine a E ~+; on
pose alors f2 = ~ I":aEL;+ maa et l'on note n = dim.6 = dim Cl + 2:aEL;+ ma la dimension de X.

En 1988 déjà, dans [An2l, J.-Ph. Anker avait conjecturé que l'estimation du théorème 1 était
valable sur tout le domaine Cl+ x ]0, +00[. C'est la démonstration de ce résultat que nous
exposerons tout au long du chapitre 2, et qui fait, entre autres, l'objet de [An-asl] et [An-as2].

Théorème 2. - Le noyau de la chaleur ht(x) sur X vérifie l'estimation

ht (exp H) ";:::, r~ ( II (1 + (a, H))(l + t + (a, H)) m"'-J;m
2 Cl -1) e-tleI2_(e,H)- I~t

aEL;t

* Le symbole :>::K signifie que le quotient de h t (exp H) par le membre de droite est compris entre deux constantes

strictement positives dépendant éventuellement de K, mais indépendantes de H et de t.
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uniformément pour t > 0 et H E a+. o

La preuve de ce théorème, quoique technique, repose fondamentalement sur un outil élémen­
taire, à savoir le principe faible du minimum parabolique (cf. lemme 2.1.3):

Lemme 3 (principe faible du minimum parabolique). - Soit Tl < T2 deux réels et
D un ouvert connexe et relativement compact de X. Soit u : D x [Tl, T2 ] --+ IR une fonction
continue telle que l'application partielle x H u(x, t) (respectivement t H u(x, t)) soit de

classe '#l2 sur D, pour tout t E [Tl, T2 ] (respectivement de classe '#lI sur ]TI , T2 ], pour tout
x E D). Notons .0.. l'opérateur de Laplace-Beltrami sur X et L = gt - .0.. l'opérateur de la
chaleur sur X. Si u ~ 0 sur (D x {Td) u (aD x ]TI , T2 ]) et si Lu ~ 0 sur D x ]TI , T2], alors
u ~ 0 sur D x [TI ,T2]'

Les espaces hyperboliques réels H N (IR) sont de rang 1; les noyaux de la chaleur ht (x) qui

leur sont associés sont alors des fonctions radiales, que l'on notera ht(r), où r = IxKI désigne
la distance de xK à o. Dans ce cadre, le théorème que nous avons énoncé précédemment se
réduit à l'énoncé suivant, déjà obtenu par E. Davies & N. Mandouvalos (cf. [Da-Ma]):

Théorème 4 (Davies-Mandouvalos). - Soit N ~ 1. Le noyau de la chaleur ht(r) sur
l'espace hyperbolique réel X = H N (IR) vérifie l'estimation

X N t( N_l)2 N-l N-3 r 2

ht (r) ~ CT e- -2- e- r - 2- (1 + r)(l + t + r) -2- e-4t"

uniformément pour r ~ 0 et t > 0.*

Le paragraphe 2.2 est essentiellement consacré à la démonstration du théorème 2 dans ce cas

particulier, qui, du fait du rang 1, ne nécessite pas la manipulation des notations relatives

aux paraboliques et qui, du même coup, s'en trouve grandement simplifiée.

La partie radiale de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur H N (IR) est donnée par

d 2 d
rad.0..HN(lK) = dr 2 + (N -l)cothr dr'

On peut, plus généralement, se placer dans le cadre de la théorie des opérateurs de Sturm­
Liouville et considérer les opérateurs différentiels sur [0, +oo[ de la forme

où la fonction T : ]0, +oo[ --+ IR a grosso modo le même comportement aux voisinages de 0+ et
+00 que la cotangente hyperbolique. Si DT définit un hypergroupe de Chébli-Trimèche, on
peut prouver des encadrements assez fins pour ht(x) (cf. [Fi], [Fi-An] et [Bl-Xu], par exemple),
voire même, sous des hypothèses plus contraignantes, en obtenir un ordre de grandeur (cf. [Lo­
RoJ). Ces principaux résultats sont rappelés, sous forme d'aparté, à la fin du paragraphe 2.2.

Les sections 2.3 et 2.4 traitent de la démonstration du théorème 2 (en rang quelconque),

respectivement selon que la variable t est petite (disons 0 < t ~ 1) ou grande (t ~ 1). Alors que

o Le quotient de ht(exp H) par le membre de droite est compris entre deux constantes strictement positives.

* Le symbole:=: signifie que le quotient de ht(r) par le membre de droite est compris entre deux constantes

strictement positives (indépendantes de r et t).
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la preuve en temps borné est, mutatis mutandis, la même qu'en rang 1, celle relative aux temps
grands devient beaucoup plus technique. Plus précisément, nous effectuons un «découpage»
(lié aux sous-groupes paraboliques de G) de la chambre de Weyl positive en zones sur chacune
desquelles nous déterminons une approximation du noyau de la chaleur, puis «recollons» ces
différentes estimations à l'aide de fonctions plateaux (fonctions caractéristiques régularisées).

Dans le troisième chapitre, nous nous intéressons cette fois aux noyaux de la chaleur
sur les groupes de Lie réels semi-simples - nous conserverons les notations G, g, K, a+, ...
introduites précédemment -, qui sont associés aux sous-laplaciens b. = 2: j XJ (où les X j sont
des éléments de g c %'(g)) vérifiant la condition dite de Hormander, à savoir que les X j , avec
les crochets de Lie successifs [Xj , X k ], [[Xj , Xk1, Xl], ... , engendrent l'algèbre g tout entière,
ce qui assure l'existence du noyau de la chaleur hf(x) correspondant. Bien que l'on dispose
de majorations (et, dans une moindre mesure, de minorations) assez fines pour hf(x) (cf.
notamment [AI-Lo] et [Mu], dont les principaux résultats sont rappelés au paragraphe 3.1 ­
nous en profitons pour introduire la notion de distance de Carnot-Carathéodory sur G), il
n'existe pas, à notre connaissance, d'estimations «optimales» pour ces noyaux. Suivant une
idée de N. Lohoué, nous montrons que, pour tout sous-laplacien de la forme b. = X{ + +
X; + y1

2 + ... + y k
2 , où (Xl"'" X n ) désigne une base orthonormale de s et YI, , Yk

des éléments quelconques de e (en nombre arbitraire, ce qui inclut en particulier le cas où
b. = X{ +... + X;) - les sous-laplaciens de ce type forment un ensemble que nous noterons
.2 - le noyau de la chaleur associé est comparable (à un décalage de temps près) à celui de
l'espace symétrique G/K, au sens suivant:

Théorème 5. - Pour tout é > a et tout sous-laplacien b. de la classe .st, il existe deux
constantes Cl, C2 > 0 (dépendant de é et, bien sûr, du sous-laplacien b.) telles que le noyau
de la chaleur hf(x) associé à b. vérifie l'encadrement

(x E G, t ;:;:: 2é),

où h~(x) désigne le noyau de la chaleur sur l'espace symétrique X = G/K.

Le théorème 2 permet (entre autres) de déduire de ce résultat un encadrement précis de
hf(x) :

Corollaire 6. - Pour tout sous-laplacien b. de la classe .st, il existe des constantes Cl,
C2 > a telle que le noyau de la chaleur hf (x) associé vérifie, pour tous t ;:;:: 2 et x E G,
l'encadrement

où <Po désigne l'état fondamental de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur l'espace symétrique

X, Ilxllla distance géodésique de x à e pour la métrique de contrôle correspondante et Wt :

G -t ffi. la fonction K -biinvariante dont la restriction à A + = exp a+ est donnée par

(H E a+).
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Outre la comparaison entre noyaux de la chaleur résumée dans le théorème 5, nous montrons
que, pour chaque sous-laplacien de ~ la distance de Carnot-Carathéodory associée est com­
parable, à une constante additive près, à la métrique riemannienne sur X = G/ K et que le
bas du spectre L 2 de l'opérateur -.6. est le même que celui de (l'opposé de) l'opérateur de
Laplace-Beltrami sur X, à savoir 1t?/2. Nous donnons enfin une estimation de la fonction de
Green associée.
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CONVENTIONS D'ÉCRITURE

1. Soit X une variété, D un opérateur différentiel sur X et U : (x, t) H u(x, t) une fonction
régulière en la variable x E X. Alors la notation Dxu désignera la fonction DUt, où Ut est
l'application partielle définie sur X par Ut(x) = u(x, t). De même, si v : (x, y, t) H v(x, y, t)
est régulière en x, alors on posera Dxv = DVy,t, où Vy,t est l'application partielle donnée par
Vy,t(x) = v(x, y, t).

2. Si f et 9 sont deux fonctions à valeurs (réelles) positives, on notera f ;S 9 (ou 9 .2:: 1)
pour signifier qu'il existe une constante C > 0 pour laquelle on a l'inégalité f ~ Cg (en
particulier, si f ;S g, alors f = O(g)). La dépendance de la constante en d'éventuels para­
mètres sera précisée en indice; ainsi, l'expression f ;SK 9 indiquera que la constante C dépend
du paramètre f'l,. Par ailleurs, on notera f ::=::: 9 pour f ;S 9 ;S f (c'est-à-dire f ;S 9 et 9 ;S 1)
et f ::=:::K 9 pour f ;SK 9 ;SK j.

3. Si de est un espace préhilbertien complexe, son produit scalaire ( ·1· )& sera, par conven­
tion, linéaire à gauche et antilinéaire à droite: (>,x 1 /-LY)& = >..p, (x 1 Y)Yé'. On omettra de
préciser en indice l'espace sur lequel on considère le produit scalaire, dès lors qu'il n'y aura
aucune confusion possible sur celui-ci.

4. Soit V un espace vectoriel sur le corps Ilt L'espace vectoriel complexifié obtenu à partir de
V sera noté Vc: rappelons qu'il est obtenu comme le produit tensoriel (sur IR) de V par <C, et
qu'en tant que IR-espace vectoriel, il est canoniquement isomorphe à V EB iV. Cette remarque
permet donc de définir les parties réelle et imaginaire de tout élément de V<c: si x E Vc, alors
Re(x) et ~m(x) sont des éléments de V.



Rappel

Noyau de la chaleur sur les variétés riemanniennes

Soit (X, g) une variété riemannienne de dimension n et (U, cP) une carte de X: U est
un ouvert de X et cP = (cPl,"" cPn) un difféomorphisme de U sur une partie de ~n, qui
définit un système de coordonnées locales (Xl,"" Xn) = (cPl(X), ... , cPn(X)) sur U. Notons x
l'espace des champs de vecteurs sur X. À chaque fonction régulière f on associe son gradient
\lxf E x défini par g('V'xf, X) = X f, pour toute fonction f E C(!oo (X). Considérons également
l'opérateur de divergence divx, où, pour chaque X E x et chaque x E X, (divx X)x est la
trace de l'endomorphisme v f---7 \lv(X) de TxX, où \l désigne la connection riemannienne sur
X (cf., par exemple, [Hel], §1.9). En coordonnées locales (sur U), les opérateurs gradient et
divergence ont les expressions suivantes:

'V'xf = L gjk ajf fA
l(,j,k(,n

et

pour tous f E ~oo (U) et X E x s'écrivant sur U comme X = 2:7=1 X j aj , où l'on a posé
aj = a/OXj (1 ~ j ~ n) et où (gjk)j,k est la matrice n x n dont les coefficients sont les
gjk = g(Oj, Ok), (gjk)j,k son inverse et Iglla valeur absolue de son déterminant. L'opérateur
de Laplace-Beltrami ~ = ~x sur X est l'opérateur différentiel d'ordre 2, symétrique, défini
par

~xf = divx(\lxj)

(condition au bord),

(équation de la chaleur)

pour x E X (condition initiale)

pour x E X et t > 0

pour x E ax et t > 0

au
at (x, t) = ~xu(x, t)

u(x,O) = f(x)

u(x, t) = 0

(cf. [He2], §II.2.4). Une fois défini cet opérateur, on peut considérer le problème de la chaleur
sur X

où f E ~c(X), la dernière condition n'ayant de sens que pour une variété à bord (lorsque
ax = 0, on la remplace par une condition de croissance modérée sur u).

Nous n'entrerons pas dans les justifications détaillées de la construction du noyau de la chaleur
(qui sont exposées dans [Gr], ainsi que dans les notes de cours [An3])' Pour résumer, la théorie
spectrale de l'opérateur ~ permet de montrer que, pour tout compact 0 C X à bord régulier,
le semi-groupe d'opérateurs etl::.ÇJ (où ~n désigne l'opérateur de Laplace-Beltrami sur 0)
admet un noyau intégral hf(x, y) (appelé noyau de la chaleur sur 0) et donc que la solution
du problème de la chaleur sur 0 (avec condition initiale j) est donnée, pour tous x E 0 et
t ;? 0, par u(x, t) = (etl::. n j)(x). On montre que, sur l'intérieur 0° de 0, le noyau hf vérifie



18 Noyau de la chaleur sur les variétés riemanniennes

l'équation de la chaleur

â n n
ât ht (x, y) = (f::..rJxht (x, y) (x E 0 0

, y E 0, t > 0)

avec la condition initiale hP (x, y) dy -+ Ox lorsque t -+ 0+ (au sens des distributions). En
outre, grâce au principe faible du minimum parabolique (cf. lemme 2.1.3), on prouve que
l'application 0 f---1- hP(x, y) est croissante:

1 n ) n'o cO=} ht (x, y :::; ht (x, y) (x,yEO, t>O).

Il s'ensuit également que hP(x, y) > 0, pour tous x, Y E 0 0 et t > 0, et que In dy hP(x, y) :::; 1.
Épuisons la variété X à l'aide d'une suite exhaustive de compacts à bords réguliers (Okh)l
et considérons la limite

(PO) (x, Y E X, t > 0).

Cette limite existe (dans ]0, +00]) d'après (0.1), est indépendante de la suite (Okh)l et est
presque partout finie, puisque Ix dy ht(x, y) :::; 1. La théorie classique de convergence des
solutions d'équations paraboliques prouve par ailleurs la régularité de ht(x, y) en les variables
(x, y, t).

Résumons les principales propriétés du noyau de la chaleur ht(x, y).

(Pl) La fonction (x, y, t) f---1- ht(x, y) est de classe ~oo sur X x X x ]0, +oo[ et est solution de
l'équation de la chaleur

(x, Y E X, t > 0),

avec la condition initiale ht(x, y) dy -+ Ox (t -+ 0+).

(P2) Symétrie:
(x, Y E X, t > 0)

(x, Y E X, t, S > 0),

(P3) Propriété de semi-groupe (due à l'identité et!::. eB!::. = e(t+s)!::.) :

ht+s(x, y) = i dz ht(x, z) hs(z, y)

où dz désigne la mesure riemannienne sur X (cf. [He2], §1.1.1).

(P4) Positivité:
ht(x, y) > a (x, Y E XO

, t > 0)

De plus, dans les cas que l'on considérera (essentiellement lorsque X est un espace symétrique
riemannien non compact), on montre que la variété est stochastiquement complète (cf. [Gr],
§3.3) :

(x E X, t > 0).(P5) i dy ht(x, y) = 1

En particulier, ht(x, y) dy est une mesure de probabilité sur X, en vertu de (P4) et (P5).
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Chapitre 1

Rappels de géométrie et d'analyse sur
les espaces symétriques riemanniens non compacts

Dans ce chapitre sont rassemblés certains résultats de base concernant la structure
des espaces symétriques non compacts et des groupes de Lie semi-simples (§ 1), les nota­
tions relatives aux sous-groupes paraboliques de ces mêmes groupes de Lie (§ 2), ainsi que
quelques définitions et résultats d'analyse sphérique (§ 3). Ces rappels ont pour buts, d'une
part, d'introduire les notations (nombreuses, mais standards) et le vocabulaire dont nous
aurons besoin par la suite et, d'autre part, d'éviter toute ambiguïté sur les objets qui seront
manipulés. Nous nous autoriserons à ne pas mentionner (à de rares exceptions près) les
démonstrations des résultats énoncés, celles-ci étant tout à fait classiques et figurant dans de
nombreux ouvrages. En particulier, [Kn2], [Wr], [Hel], [He2] et [Ga-Va] constituent d'excellentes
références en la matière.

1 Structure des groupes de Lie semi-simples

Concernant les démonstrations des résultats de cette partie, nous renvoyons aux para­
graphes 1.1 et 2.3 de [Wr], à [Ga-Va] (§§ 2.1 & 2.2) et à [Kn2] (chapitres II, III, VI et VII).

Soit X un espace symétrique riemannien non compact. Il est généralement réalisé comme
un quotient X = G/K, où G est un groupe de Lie réel semi-simple, connexe, non compact,
à centre fini (ou, plus généralement, un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish­
Chandra) et où K est un sous-groupe compact maximal de G. Notons respectivement 9 et e
les algèbres de Lie de G et K, et considérons une involution de Cartan e de 9 pour laquelle
eest l'ensemble des vecteurs fixes. Soit B la forme de Killing sur g, définie, rappelons-le, par
B(X, Y) = tr{ (ad X) 0 (ad Y)} pour tous X, Y E g; B est une forme bilinéaire symétrique
non dégénérée, négative sur eet positive sur s = {X E 9 : e(X) = -X}, si bien que, lorsque G
est semi-simple, la formule (X, Y) = -B(X, e(y)) définit un produit scalaire sur g, Ad(K)­
invariant, pour lequel la décomposition (dite de Cartan) en sous-espaces propres 9 = eEB s
est orthogonale - dans le cas où G n'est supposé que réductif, on modifie la forme de Killing
sur le centre de 9 (cf. l'explication qui suit la proposition 2.1.12 dans [Ga-Va]). Grâce au
théorème de représentation de Riesz, nous identifierons donc, lorsque cela s'avérera utile (et
sans le rappeler systématiquement), l'espace vectoriel 9 à son dual g*. Par ailleurs, on étendra
le produit scalaire ainsi défini par bilinéarité à l'espace complexifié ac C>f. aê en un produit
hermitien, dont la norme associée sera notée 1 . 1 = ( . , . )1/2.

Théorème 1.1.1 (décomposition de Cartan de C). - L'application K x s -t C,
(k, X) H k exp X est un difféomorphisme.
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Considérons un sous-espace de Cartan a de (g, B), autrement dit une sous-algèbre de Lie
maximale de g, abélienne (c'est-à-dire vérifiant [a, a] = {a}) et contenue dans B. On montre
que de tels espaces existent et sont tous conjugués par K via l'action adjointe Ad; par suite,

B = UkEK Ad(k)a - lorsque G est réductif dans la classe de Harish-Chandra, on prouve
même que, dans cette égalité, on peut restreindre la réunion à l'ensemble des k E K qui sont
aussi éléments du sous-groupe analytique fermé (semi-simple) de G dont l'algèbre de Lie est
[g, g]. Pour tout élément À de a*, on pose

(1.1) gÀ = {X E g: VH E a, (adH)X = (À,H)X}

et on désigne par 1:: l'ensemble fini des À =1= apour lesquels gÀ (qui est appelé, dans ce cas,
sous-espace radiciel de g) n'est pas réduit à {ü}. L'ensemble 1:: est stable par l'application
À M -À et ses éléments sont appelées racines (restreintes) de (g, a). La multiplicité de la
racine À est, par définition, l'entier mÀ = dim gÀ ? 1. On étend cette notation aux À E a*
qui ne sont pas racines de g en posant, dans ce cas, mÀ = a.

Proposition 1.1.2 (décomposition radicielle). - g se décompose suivant la somme

directe orthogonale suivante:

où m = {X E ~ : VH E a, (ad H)X = a} désigne le centralisateur de a dans t

Sur a*, on choisit un ordre vectoriel, c'est-à-dire une partie de a* ne contenant pas 0, dont
les éléments sont dits positifs, et vérifiant les deux conditions suivantes:

(i) pour tout À E a* non nul, il y a, parmi À et - À, un, et un seul, vecteur positif;
(ii) si À et J-l sont deux vecteurs positifs de a* et si s est un réel (strictement) positi(

alors sÀ + J-l est positif.
La notation 1::+ désignera alors l'ensemble des racines positives, autrement dit les vecteurs
positifs de 1::.

Proposition et définition 1.1.3. - Soit 0: E 1::+. Si (3 est une racine positive proportion­

nelle à 0:, alors nécessairement (3 E {~o:, 0:, 20:}. L'ensemble des racines positives indivisibles

0: (c'est-à-dire telles que ~o: ~ 1::+) est noté 1::t.
Soit n = EBQE 2:+ gQ' En raison de l'inclusion

(1.2) (À, J-l E a*),

n est une sous-algèbre nilpotente de g, dont le sous-groupe analytique de G associé sera noté
N = exp n. De même, on désignera par A = exp a le sous-groupe analytique de G d'algèbre
de Lie a. On montre que N et A sont des sous-groupes fermés de G simplement connexes.

Théorème 1.1.4 (décomposition d'Iwasawa). -
(i) L'algèbre de Lie g se décompose suivant la somme directe g = ~ EB a EB n.

(ii) G est le produit direct des trois sous-groupes K, A et N. Plus précisément, le produit
K x A x N --+ G, (k, a, n) f---t kan est un difféomorphisme. Tout élément x E G se
décompose donc de manière unique sous la forme x = K[x](expH[x])N[x], avec

K[x] E K, H[x] E a et N[x] E N.
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Proposition et définition 1.1.5 (groupe de Weyl). ­
(i) Soit 0: E ~. La réflexion (Jo. de a* définie par

((3) = (3 _ 2(0:, (3)
(Jo. 10:1 2 0:
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laisse le système de racines ~ globalement invariant.
(ii) Le sous-groupe de O(a*) engendré par {(Jo. : 0: E ~} est fini et canoniquement iso­

morphe au quotient W(G, A) = M'lM, où M = expm = {x E K : Ad(x)a = a} et
où M' = {x E K : Ad(x)a c a} est le normalisateur de a dans K. On appelle ce
groupe, noté traditionnellement W = W(~), le groupe de Weyl associé au système
de racines ~. Dans ce qui suit, on identifiera les éléments de W à ceux de W(G, A).

Les hyperplans Ker 0: (pour 0: E ~), que nous appellerons murs, partagent l'espace a* en un
nombre fini de composantes connexes (ouvertes) : les chambres de Weyl; le groupe W agit
naturellement sur l'ensemble de ces chambres, de manière simplement transitive. La réunion
des chambres de Weyl est un ouvert dense dans a, noté a', dont les éléments sont appelés
éléments réguliers. Fixer un ordre sur a* revient à choisir l'une des chambres de Weyl, dite
positive, notée a+ et définie alors par

a+ = {H E a : 'ï/0: E ~+, (0:, H) > O},

zone à laquelle on fera jouer un rôle particulier. a+ est un cône ouvert (épointé) et convexe
de a à partir duquel on retrouve, via l'action du groupe de Weyl, tous les éléments de a' et
auquel (ou, plus exactement, à l'adhérence duquel) on peut restreindre l'étude des fonctions
K -biinvariantes sur G - une fonction f sur G est dite K -biinvariante si f(k I xk2) = f(x)
pour tous k l , k2 E K et tout x E G -, comme le justifie le résultat suivant.

Théorème 1.1.6 (décomposition polaire de G). - Le groupe G se décompose en G =
K(expa+)K. Plus précisément, tout élément x de G s'écrit sous la forme x = kl (expH)k 2

avec k l , k2 E K et où l'élément H E a+ est déterminé de manière unique. On pose alors

Ixl= IHI·
Preuve. L'aspect «existentiel» de cette autre réécriture du groupe G s'explique aisément
à partir de ce qui précède. En effet, grâce à la décomposition de Cartan de G (cf. théorème
1.1.1), on est ramené à prouver que exp.5 C K(exp a+)K. Or, ceci découle du fait que .5
et a s'écrivent respectivement, comme nous l'avons vu, sous la forme .5 = UkEK Ad(k)a et
a = a' = UWEW W . a+. Quant à l'unicité, il suffit de prouver que, si H et H' E a+ sont liés
par une condition de la forme exp H' = k l ( exp H) k2 , où k l , k2 E K, alors H = H': sous
cette hypothèse, on a en effet exp H' = k l k2 . k2I (exp H)k2 , d'où, en vertu de l'unicité de la
décomposition de Cartan 1.1.1, k I k2 = e (l'unité de G), puisque H E .5 et k2

1(expH)k 2 E

exp.5. Par suite, exp H' = k l (exp H)k11
. a+ étant un domaine fondamental pour l'action de

W, on en déduit que exp H = exp H', d'où le résultat annoncé. 0

Remarquons toutefois que l'application x E X H Ixl n'est pas une distance sur X, puisque,
pour tous k, k' E K, on a Ikxl = Ik'xl·

Il nous arrivera fréquemment de travailler avec des fonctions K-biinvariantes, ou de nous
ramener à l'étude de telles fonctions. Cette propriété de K-biinvariance sera matérialisée, du
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point de vue des notations utilisées ici, par un bécarre q, qui apparaîtra en exposant pour
les espaces de fonctions sur G. Ainsi, par exemple, ~c(G)Q désignera l'ensemble des fonctions
continues sur G, à support compact et K-biinvariantes.

Définition et proposition 1.1.7 (racines simples). - Une racine positive a E l:+
est dite simple si elle ne peut s'écrire comme somme de deux éléments de l:+ ; de manière
équivalente, l'ensemble II des racines simples est déBni par II = l:+ " (l:+ + l:+). Les éléments
de II forment une base de a* et sont donc au nombre de dim a = e (entier qui est aussi appelé
rang de l'espace symétrique G1K, ou encore rang réel du groupe semi-simp1e G). On les
désignera, dans ce qui suit, par al, ... , ag.

Proposition 1.1.8. - Soit a E l:, que l'on décompose (de manière unique) sous la forme
a = 2:~=1 vjaj . Alors les réels vj sont tous entiers et de même signe; a est une racine
positive (a E l:+) si, et seulement si, vj ~ 0 pour j = 1, ... , e.
Proposition 1.1.9. - Les réflexions par rapport aux racines simples engendrent le groupe
de Weyl W. De plus, il est facile de constater que les éléments de la chambre de Weyl positive
a+ sont exactement les vecteurs H E a qui font un angle aigu (c'est-à-dire qui ont un produit
scalaire > 0) avec toutes les racines simples dans II.

Dans a*, un des vecteurs, proportionnel à la moyenne des racines positives pondérées par leur
multiplicité, joue un rôle remarquable en analyse et fera son apparition au paragraphe 3: il
s'agit de

Notons que, compte tenu de la définition de n et des espaces radiciels ga, cette formule est
équivalente à la condition ((2, H) = ~ tr{ (ad H) 1n} pour tout H E a. Le résultat suivant, dont
la démonstration est adaptée du lemme X.3.11 de [Hel], précise la position de (2 dans a.

Proposition 1.1.10. - Le vecteur (2 (vu comme un élément de a) appartient à la chambre
de Weyl positive a+.

Preuve. Commençons par montrer que, si aj est une racine simple, alors la réflexion (J'aj

définit une permutation de l'ensemble l:+ " {aj, 2aj} préservant les multiplicités. Soit a E

l:+ " {aj, 2aj}, décomposé sous la forme a = 2:~=1 vkak , où tous les coefficients vk sont
positifs ou nuls, et où 2:k::h vk > O. D'après l'assertion (i) de la proposition 1.1.5, (J'aj (a) est
une racine, qui vaut

Comme 2:k::h vk > 0, la proposition 1.1.8 implique que la racine (J'aj(a) est positive et non
proportionnelle à aj. D'autre part, l'identification W ~ MI lM (cf. 1.1.5.ii) permet de voir la
réflexion (J'aj comme une classe kM E KIM, avec k E MI. L'action de (J'aj s'identifie alors à
celle de l'automorphisme Ad(k), qui permute les sous-espaces radiciels. ga et Ad(k)ga ayant
même dimension, les multiplicités des racines a et (J'aj (a) sont par conséquent égales.
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Achevons à présent la démonstration de la proposition en écrivant que
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Puisque (Taj (aj) = -aj, il s'ensuit que

ma
-o.

2
aE~+

afit{aj,Zaj}

d'après ce qui précède. Or, par définition, (Taj(e) = e - 2[aj/-Z(aj, e) aj, ce qui montre que
(aj, e) = ~/ojIZ(maj + 2mzaJ > 0, d'où le résultat. D

Soit (Xjh~j~m une base de g. Notons (bjk)j,k la matrice réelle m x m dont les coefficients
sont donnés par

(lorsque 9 est semi-simple, on a donc bjk = B(Xj , X k), où B est la forme de Killing sur g) et
(bjk)j,k sa matrice inverse. L'opérateur de Casimir de 9 est l'élément de l'algèbre enveloppante
%'(g) défini par

(1.3) n=

(1.4)

(conformément à l'habitude, on injecte 9 dans son algèbre enveloppante).

Proposition 1.1.11 (propriétés du Casimir). -
(i) La formule (1.3) définit bien un élément n de %'(g), indépendant du choix de la

base (Xj)l~j~m'

(ii) n appartient en fait au centre de %'(g).
(iii) L'action de n induit celle de l'opérateur de Laplace-Beltrami b..x sur X, au sens où

l'on a b..xf(x) = f(x: n) pour toute fonction f E '(fOO(X) ~ '(fOO(G)K.

Pour mémoire, rappelons que l'algèbre enveloppante %'(g) opère sur les fonctions de ~oo (G)
via la formule suivante: si Xl' .. X k, Y1 ... Yi E %'(g) et si f E ~OO(G), on pose, à la façon
de Harish-Chandra,

f (X 1 ... X k : x : Y1 ... Yi) = aa 1 . .. aa 1 aa 1 ...

Sl 81=0 Sk 8k=0 t1 tl=O

... ~I f(exP(SlX1+···+SkXk)xexP(hX1+···+tIXI)),
atl tl=O

pour tout x E G. En particulier, si l'on identifie les fonctions (régulières) sur X = G/ K avec
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les fonctions (régulières) K -invariantes à droite sur G (ce que nous ferons systématiquement
par la suite), %'(g) opère à droite sur ~OO(X) ~ ~OO(G)K via la formule (1.4).

Les propriétés énoncées en 1.1.11 sont classiques (cf., par exemple, [Va2), §3.11). L'assertion
(i) montre en particulier que l'opérateur n est donné par n = n s - nt, où n s et nt
sont les éléments de %'(g) définis respectivement par n s = ~7=1 XJ et nt = ~;n=n+l XJ,
(Xl,' .. ,Xn ) désignant une base orthonormale arbitraire de E, complétée par des éléments
X n + l , ... , X m de e en une base orthonormale de 9 (cf. [Wr), §2.3.3, exemples 1 et 2) ­
on montre que n s et nt sont indépendants du choix d'une telle base. Il est clair que les
éléments de %'(e) c %'(g) agissent trivialement sur les fonctions K-invariantes à droite et
que, compte tenu de ces notations, l'identité énoncée au point (iii) peut également s'écrire
b.xf(x) = f(x : ns )'

Soit :J(X) = det Chi~~X) IJ le jacobien du difféomorphisme Exp E -t X
X I---t (exp X)K (cf. [He2), p. 273), de telle sorte que

G/K,

i dxf(x) = 1dX :J(X)f(ExpX)

La fonction :J est de classe 'tfoo, Ad(K)-invariante sur E, ce qui nous permet, en vertu des
propriétés de a et de la décomposition de Cartan, de la considérer indifféremment comme une
fonction (régulière) K-biinvariante sur G ou comme une fonction (régulière) W-invariante sur
a. Ceci nous autorise donc à considérer l'expression

(H E a),

où

(1.6)

et

(1. 7) ~s(H) = II (ex, H)ma

QE~+

désignent les fonctions densités correspondant à l'action de K, respectivement sur X et sur
.5, qui sont elles aussi de classe ~oo et W-invariantes. La fonction densité ~x apparaît, entre
autres, dans la décomposition polaire de la mesure de Haar sur G :

r dxf(x) =vol(K/M) r dk l r dH~x(H) r dk2 f(k l (expH)k 2 ),
Je JK Ja+ JK

pour toute fonction f E 'tfc(X) (cf. [He2), théorème 1.5.8).
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Dans cette section, nous rappelons quelques définitions relatives aux sous-groupes pa­
raboliques de G (et aux sous-algèbres paraboliques de 9 associées), en mettant en avant le
rôle du sous-groupe P = MAN de G, qui sera qualifié de parabolique minimal (standard),
canoniquement associé à la chambre de Weyl positive que l'on s'est fixé dans Q.. Nous nous
restreindrons aux paraboliques standards, ce qui nous permettra de contourner l'approche
axiomatique des sous-groupes paraboliques (au sens général), telle que l'a introduite J. Tits.
Pour une présentation de la théorie des systèmes de Tits, nous renvoyons, par exemple, à [Wr]
(§ 1.2.1). Quant aux démonstrations des résultats cités dans cette partie, elles figurent dans
[Wr] (§§ 1.2.3 & 1.2.4) pour le cas semi-simple; pour ce qui est du cas réductif, on se référera
notamment à [Kn2] (chapitre VIL7) ou encore à [Ga-Va] (§ 2.3) et à [Val] (§ II.6).

Théorème et définitions 1.2.1. -

(i) Si l'on conserve les notations introduites au §1, l'ensemble P = MAN est un sous­
groupe fermé (autrement dit, un sous-groupe de Lie) de G, appelé sous-groupe pa­

rabolique minimal standard, qui coïncide avec le normalisateur de N dans G, sur
lequel le produit M x A x N -+ P, (m, a, n) 1--+ man est un difféomorphisme.

(ii) L'algèbre de Lie associée à Pest P = m EB a EB n, où m = 3e(a) est la sous-algèbre de
Lie de 9 associée à M. P est appelée sous-algèbre parabolique minimale de g.

Définitions 1.2.2. - On appelle sous-groupe parabolique standard de G tout sous-groupe
de Lie contenant P. De même, on appelle sous-algèbre parabolique standard de 9 toute sous­
algèbre de Lie contenant p.

Les principaux résultats rappelés dans cette partie expliquent, en substance, que, d'une part,
les paraboliques standards (sous-algèbres et sous-groupes) sont en bijection avec les parties
de l'ensemble II c :Et des racines simples de (g, a+), et que, d'autre part, si l'on se donne
J c II, on peut exhiber une méthode de construction de la sous-algèbre parabolique standard
PI de 9 associée, le sous-groupe parabolique standard PI de G correspondant pouvant alors
être récupéré à partir de PI (comme l'intuition peut nous le faire deviner, PI est alors l'algèbre
de Lie du sous-groupe PI)'

Nous allons commencer en expliquant par quel procédé on peut canoniquement associer
à chaque partie J c II une sous-algèbre parabolique standard de g. Soit donc J une partie
de l'ensemble des racines simples II = {0:1" .. , o:g} c :Et c a* et Z[J] le Z-sous-module de
a* engendré par J. On pose alors :El = Z[I] n :E et :Et = :E+ n :El = :E+ n Z[J], ainsi que
al = naEL;[ Ker 0:, dont l'orthogonal dans a est noté Q.I· Il est facile de voir que al n'est autre
que le sous-espace vectoriel engendré par l dans l'espace euclidien a ~ a*. En particulier,
pour les cas extrêmes J = 0 et J = II, on retrouve a0 = arr = {O} et arr = Q.0 = a' = W . a+
(ensemble des éléments réguliers dans a).

Au chapitre 2, nous serons amenés à «découper» l'espace a en zones sur chacune desquelles
on déterminera une estimation du noyau de la chaleur. Sous l'action du groupe de Weyl, on
peut se ramener au découpage de la chambre de Weyl positive fermée a+. La décomposition
la plus naturelle est donnée par la proposition suivante, dont la démonstration est triviale.
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Proposition 1.2.3. - La fermeture a+ de la chambre de Weyl positive se décompose suivant
a+ = UICIl(aI )+ (union disjointe), où l'on a posé, pour toute partie 1 de II,

(aI )+ = {H E al : V(3 E II,, 1, ((3, H) > O}
= {H E a : Va E 1, (a, H) =° et V(3 E II " 1, ((3, H) > °}C a+.

L'ensemble (a Il )+ = aIl est réduit à l'origine et (a0)+ coïncide avec la chambre de Weyl
(ouverte) a+, ce qui montre que a+ = a+ U oa+, avec oa+ = U0:;t:ICIl(aI )+. Ceci justifie (du
moins lorsque 1 est un sous-ensemble propre de II) la terminologie de face pour chacun des
(aI )+ .

Pour tout 1 C II, définissons + (al) = {H E al : 3(VaJaEI E ]0, +00[1, H = LaEI vaa}.
Alors les (aI )+ - +(aI) définissent une partition de a (cf. [La] pour la démonstration de ce
résultat excessivement technique).

Théorème 1.2.4 (décomposition d'Arthur). - On a la décomposition (en réunion
disjointe)

a = U ((aI )+ - +(aI ))'
!CIl

Le schéma ci-dessous illustre cette décomposition dans le cas du rang 2 (avec II = {a, (3}) :
l'espace a est ainsi divisé en quatre régions disjointes, de la forme (aI )+ - +(aI), avec 1 = 0,

{a}, {(3}, {a, (3} (les bords de ces zones appartiennent aux régions hachurées, l'origine se
trouvant quant à elle dans la région -+a, correspondant à 1 = II).

1 = {a}

(3 \-,

1= {a,(3}

1=0

1 = {(3}

Posons nI = EBaE~+ 9a et nI = e(nI) = EBaE~+ 9-a (cf. (1.1) pour la définition des 9a), ainsi
1 1 1

que nI = EBaE~+,~j 9a et n = e(nI ) = EBaE~+,~j 9-a, de telle sorte que l'on ait n = nIEfmI

et n = e(n) = nI EB nI. Soit 91 la sous-algèbre de 9 engendrée par nI EB nI. Si l'on suppose 9
semi-simple, on montre que 91 l'est également (cf. lemme 1.2.3.14 dans [Wr]). De même, dans
le cas réductif, la sous-algèbre 91 est elle aussi réductive. Comme cette dernière est e-stable,
sa décomposition de Cartan relative à l'involution el I est 91 = el EB SI, où el = en 91 et
SI =Sn9I.
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Lemme 1.2.5. - al est un sous-espace abélien maximal de SI, qui coïncide avec l'intersection

91 n a.

Là encore, la preuve est classique (cf. [Wr], lemme 1.2.3.15). Passons à présent à la définition
de la sous-algèbre parabolique standard associée à 1: il s'agit de

Notons que ml est une sous-algèbre de 9, puisque le crochet de Lie [nI, nI] est contenu dans
91 C 90 EB nI EB nI, où - rappelons-le - 90 = 39 ( a) = a EB m est le centralisateur de a (cf.
proposition 1.1.2), et que [nI, nI] na c al. Par suite, ml contient 91.

Lemme 1.2.6. - Le sous-espace PI défini par (1.8) est une sous-algèbre de Lie de 9.

Preuve. Remarquons tout d'abord que les sous-espaces ml et al commutent: [ml, al] = {O},
car [m EB al, al] C [m EB a, a] = {O} (par définition de a et m) et nI EB nI = E9o:E~I 90:, donc,
pour tous a E ~I, XE 90: et HE al, on a [X,H] = (a,H)X = 0, ce qui montre que
[nI EB nI, al] = {O}. En outre, ml normalise nI: si X E ml et Y E 90: (pour a E ~I), alors,
pour tout H E a, l'identité de Jacobi donne

[H, [X, YJ] = [X, [H, Y] J + [[H, X], YJ = (a, H) [X, Y],
'-v-" "'-..-'

=(o:,H)Y =0

ce qui prouve que [X, Y] E 90: C nI, d'où [ml, nI] C nI. Il en va de même de al : [al, nI] =

{O} C nI. Par conséquent, [ml, al EB nI] C al EB nI, ce qui montre, compte tenu de ce qui
précède, que [PI, PI] C ml EB al EBnI . 0

PI est donc une sous-algèbre de Lie de 9 qui contient p. En fait, les sous-algèbres PI (avec
l C II) sont les seules à contenir P, comme le précise l'énoncé suivant (cf., par exemple,
lemme 7.74, propositions 7.76 & 7.78 et corollaire 7.81 dans [Kn2]):

Théorème 1.2.7. - Les sous-algèbres paraboliques standards sont paramétrées par les

sous-ensembles de II. Plus précisément, toute sous-algèbre parabolique standard de 9 est de

la forme PI = ml EB al EBnI (cette expression de PI sous forme d'une somme directe est appelée
décomposition de Langlands de PI), avec l C II, où ml, al et nIant été définis ci-dessus. En
outre, ces derniers vérifient les propriétés suivantes:

(i) ml est une sous-algèbre réductive de PI ;
(ii) al est une sous-algèbre abélienne de PI;

(iii) nI est un idéal nilpotent de PI;

(iv) al EB ml est le centralisateur et le normalisateur de al dans 9;
(v) la sous-algèbre al EB ml est réductive;

(vi) PI est son propre normalisateur (dans 9).

Notons AI et NI les sous-groupes analytiques de G d'algèbres de Lie respectives al et nI

et considérons le normalisateur PI de PI dans G. Alors PI est un sous-groupe de Lie de G
qui contient P, dont l'algèbre de Lie est PI' Les PI ainsi construits sont en fait les seuls
sous-groupes paraboliques standards de G.
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Théorème 1.2.8. - Les sous-groupes paraboliques standards de G sont paramétrés par les
sous-ensembles de II et sont les normalisateurs dans G des sous-algèbres paraboliques stan­
dards de 9. Le sous-groupe parabolique PI obtenu comme normalisateur de PI se décompose
sous la forme PI = MIAI N l (décomposition de Langlands du parabolique PI), où MI est un
sous-groupe de Lie réductif de G dont l'algèbre de Lie est PI et tel que MIAI normalise NI.
De plus, le produit MI x AI X NI --+ PI, (m, a, n) f---t man est un difféomorphisme analytique.

Remarque. - Expliciter le sous-groupe MI dans le cas réductif est toujours délicat. Pour
ce faire, considérons le centralisateur de al dans C (nous noterons ce sous-groupe G1), qui
coïncide avec l'intersection PlnPI , PI désignant le normalisateur dans C de PI = mIEBaI EBnI .
Formellement, on a MI = nÇ Ker (, où l'intersection porte sur l'ensemble des homomor­
phismes continus (de GI dans 1R+ (cf. [Ga-Va], p. 68). Le sous-groupe CI (de même que MI)
est réductif dans la classe de Harish-Chandra. C'est cette propriété qui est à la base de la
plupart des résultats d'analyse harmonique qui se démontrent par récurrence sur la dimension
du groupe G.

Théorème 1.2.9 - G l est un sous-groupe réductif de C dans la classe de Harish-Chandra,
pour lequel K n G l = K n MI est un sous-groupe compact maximal.

Nous sommes alors en mesure d'appliquer toute la théorie exposée au §1.1 au groupe Clet,
en particulier, de considérer les espaces symétriques XI = GIi (K n CI), pour chaque l C II.

On peut diagonaliser ad al sur 1R; si l'on pose

9.>-(1) = {X E 9: VH E al, (adH)X = (,\,H)X},

pour toute forme linéaire .À sur al, alors 9 se décompose en

9 = al œml EB E9 go(1),
oE~(I)

où ~(1) = :E(g, al) est l'ensemble des racines de (g, al), c'est-à-dire des formes linéaires
non nulles ex sur al pour lesquelles le sous-espace go(1) n'est pas réduit à {ü}. ~(1) n'est
pas toujours un système de racines (au sens abstrait) ; il n'y a donc pas de groupe de Weyl
«algébrique» correspondant. En revanche, par analogie avec le cas d'un sous-espace de Cartan
a de 5 (cf. 1.1.5.ii), on peut considérer le quotient

WI = W(C,AI ) = NK(aI)/ZK(aI )

du normalisateur NK(aI ) = {k E K : Ad(k)aI C al} de al dans K par le centralisateur
ZK(aI ) = {k E K : Ad(k)aI = al}. On montre alors que al est l'ensemble des vecteurs de a
fixés par les éléments de WI .

3 Analyse sphérique sur G

Dans ce qui suit, le groupe semi-simple (et, par conséquent, unimodulaire) G sera muni
de sa mesure de Haar biinvariante. Par ailleurs, les mesures de Haar sur les compacts K et
KIM sont normalisées de telle façon que fK dk = 1 et fK/M d(kM) = 1.



1.3. Analyse sphérique sur G

3.1 Fonctions sphériques

29

Soit (n, ff) une représentation unitaire de G. On notera [n, ff] l'ensemble des représen­
tations unitaires qui lui sont équivalentes. Le dual unitaire du groupe G est alors l'ensemble
ê des classes d'équivalence [71", ff] de représentations unitaires irréductibles de G.

Définition 1.3.1 (représentation de classe 1). - Une représentation irréductible (n, ff)
du groupe G est dite de classe 1 si elle admet un vecteur K -fixe non nul, c'est-à-dire s'il existe
ç E ff" {O} tel que n(k)ç = ç, pour tout k E K.

L'ensemble des classes d'équivalence de représentations unitaires de classe 1 de G sera noté
ê K. Cette définition est manifestement consistante, puisque, si 71" est de classe 1, alors
toute représentation équivalente à n est elle aussi de classe 1. Le résultat suivant montre
qu'une représentation irréductible de G ne peut avoir «trop» de vecteurs K-fixes (cf. [He2J,
lemme IV.3.6).

Proposition 1.3.2. - Une représentation (7I",ff) de G est de classe 1 si, et seulement si,
le sous-espace (complexe) ffK des vecteurs K-fixes dans ff est de dimension 1.

Définitions et proposition 1.3.3. - Soit (71", ff) une représentation unitaire de classe
1 de G et ç E ffK un vecteur K-fixe unitaire. Alors la fonction '{J7r : G ---7 te définie par
'{J7r (x) = (n( x)ç 1 ç) est sphérique et de type positif, aux sens suivants:

(i) '{J7r est continue, vérifie '{J7r(e) = 1 et l'application f 1---+ Je dx f(x) '{J7r(x) est un
homomorphisme de l'algèbre de convolution '1&'c(G)Q dans te (Jonction sphérique);

(ii) pour tous nombres complexes Cl, ... , Cl et tous éléments Xl, ... , Xl de G, on a
:z=~, k= l Cj Ck '{J7r (x j lXk) ;? 0 (Jonction de type positif)·

À chaque représentation unitaire de classe 1 de G, on associe donc, de manière unique ­
compte tenu de la proposition 1.3.2, la fonction '{J7r définie en 1.3.3 est indépendante du
choix du vecteur ç-, une fonction sphérique de type positif '{J7r' Réciproquement, pour toute
fonction '{J : G ---7 te sphérique de type positif, on peut construire, de façon canonique (cons­
truction dite de Gel 1and-Naimark-Siegel) , une représentation unitaire (ncp, ffcp) de classe 1
de G dont la fonction sphérique associée (via 1.3.4) est '{J (cf. [He2J, théorèmes IV.1.5 &
IV.3.4). Cette correspondance est résumée dans le théorème 1.3.5 (ibid., théorème IV.3.7
pour la démonstration).

Théorème 1.3.4. - L'application '{J 1---+ [ncp, ffcp] définit une bijection de l'ensemble des
fonctions sphériques sur G de type positif sur l'ensemble des classes d'équivalence de représen­

tations (unitaires) de classe 1 de G.

Définitions et théorème 1.3.5 (série principale unitaire sphérique de G). - Pour
tout À E u*, soit XÀ le caractère du sous-groupe parabolique minimal P = MAN par
XÀ(man) = ei(À,loga) (avec m E M, a E A, n EN), ainsi que 7I"À = Ind~XÀ la représentation
de G induite par XÀ' Celle-ci se réalise sur l'espace de Hilbert (complexe) ffÀ = ff
L 2 (K/M) par

(1.9) {nÀ(x)f}(kM) := e-(iÀ+e,H[x-1k]) f(K[x-Ik]M) (x E G, f E ff, k E K).

La représentation (nÀ' Y'cf) est unitaire de classe 1 et la famille de représentations (7I"À)ÀEU*
est appelée série principale unitaire sphérique de G. Le sous-espace de ff des vecteurs K­
fixes est réduit aux fonctions constantes: ffK = te 1, où 1 E ff désigne la fonction constante
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égale à 1; la fonction sphérique CP>" associée à (1f>", &) est donc donnée par CP>" (x) = (1f>..(x)l 1

l)U(K/M), autrement dit par les formules intégrales

(1.10) (x E C).

Corollaire 1.3.6 (propriétés élémentaires de CP>..). - Soit À E a*. La fonction sphérique
CP>" est, d'après la proposition 1.3.3, de type positif et vérifie donc les propriétés usuelles des
fonctions de type positif, à savoir:

(i) cp>..(e) > aet, pour tout x E C, Icp>..(x)1 ~ cp>..(e) (avec, ici, cp>..(e) = 1);
(ii) pour tout x E C, cp>..(x- 1 ) = CP>" (x) = cp_>..(x).

Quant à la régularité de l'expression CP>" (x) suivant les variables x et À, elle est donnée par:
(iii) CP>" est une fonction K-biinvariante de classe ~= sur C, qui peut donc également

être vue comme une fonction K-invariante (à gauche) de classe ~= sur l'espace
symétrique X;

(iv) pour tout x E C fixé, la fonction À f--+ cp>..(x) est de classe C(!= sur a*.

La formule (1.10) s'étend à tout À dans l'espace complexifié a;[; et définit une représentation de
C dans L2 (KjM), qui n'est plus nécessairement unitaire. De la même façon, (1.11) s'étend à
tout À E aè et définit une fonction sphérique sur C. De plus, pour tout x E C fixé, la fonction
À f--+ cp>..(x) est analytique sur at L'énoncé suivant nous montre que l'on obtient ainsi toutes
les fonctions sphériques sur C (cf. [He2], théorème IV.4. 3).

Théorème 1.3.7 (Harish-Chandra). - Lorsque À décrit l'ensemble aè, on obtient, par
(1.10), toutes les fonctions sphériques sur C. En outre, si À, f-l E aè, alors CP>" == Cpf.L si, et
seulement si, À et f-l sont conjugués par le groupe de Weyl W (g, a).

3.2 Développement en série et fonction c de Harish-Chandra

Les fonctions sphériques introduites au paragraphe précédent se caractérisent également
en termes d'opérateurs différentiels invariants (cf. [He2], §§IV.2.1 à IV.2.3). Dans ce qui suit,
lIlJ(X) désignera l'ensemble des opérateurs différentiels sur X = C j K invariants à gauche par
les translations C -+ X, 9 Hg· X (pour chaque x E X), que l'on peut identifier à l'ensemble
lIlJK (C) des opérateurs différentiels sur C, invariants à gauche, et K -invariants à droite.

Théorème 1.3.8 (caractérisations des fonctions sphériques). - Si cP désigne une
fonction de ~(C)Q, alors les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) l'application f H JG dx f (x) cp(x) est un homomorphisme non trivial de l'algèbre de
convolution ~c (C) Q dans te (autrement dit, cP est une fonction sphérique) ;

(ii) cP n'est pas identiquement nulle et vérifie JK dk cp(xky) = cp(x)cp(y) pour tous x,
y E C;

(iii) cP est de classe ~= sur C, vérifie cp(e) = 1, et, pour tout opérateur différentiel
DE lIlJK(C), il existe un nombre complexe, = ,(D,cp) tel que Dcp = ,cp.

Afin d'alléger les notations, posons A+ = exp a+ et, pour tout x E C, notons L : x H Lx
(respectivement R : x f--+ Rx ) la représentation régulière à gauche (respectivement à droite)
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de G dans 'G'(G): (LX-lf)(y) = f(xy) = (Ryf)(x). Chaque fonction continue K-biinvariante
sur G étant déterminée par sa restriction à A+, il est naturel de se demander ce qu'il en est
des opérateurs différentiels K-biinvariants sur G - rappelons qu'un opérateur différentiel D
sur G est dit K-biinvariant si Do (Lk XRkl) = D pour tous k, kt E K.(cf. (He2J, §§II.3.3 &
II.3.4)

Proposition et définition 1.3.9 (partie radiale d'un opérateur différentiel). - Soit
D E JD)(X) ~ JD)K (G). Alors il existe un unique opérateur différentiel D sur A + qui satisfait
l'identité (D f)IA+ = 15UjA+) pour toute fonction f E 'G'OO(G)Q. Cet opérateur 15 est appelé
partie radiale (ou, plus exactement, partie A+K-radiale) de D et l'on pose 15 = radD.

Dans le cas de l'opérateur de Laplace-Beltrami ~x, on dispose d'une formule explicite pour
sa partie radiale (cf. (He2J, proposition II.3.9):

(1.11) rad.6.x =.6. a + (\7 (log <5x), \7) = ~a + L macoth(a,H). (a, \7).
aEE+

Théorème 1.3.10. - Soit ..\ E a*. Le caractère infinitésimal de 1r).., pour le Casimir 0 est
égal à _(1..\1 2 + leI 2

); on a ainsi 1r)..,(O)1 = _(1..\1 2 + lel 2
) 1. En particulier,

(1.12)

Ce théorème (cf. (He2J, §IV.5, formule (7)) jouera un rôle clef au paragraphe 3.2, lorsque l'on
déterminera le comportement du noyau de la chaleur associé à un sous-laplacien sur G de la
forme.6. = Os + '2.:: j XJ, où les Xj sont des éléments quelconques de t L'équation différentielle
(1.12) vérifiée par cp).., est également à la base des résultats, établis par Harish-Chandra et par
R. Gangolli, qui suivront.

(1.11) peut se reformuler en

rad.6.x =.6.a + (2e, \7) + L ma (coth a -1) (a, \7).
aEE+

On peut donc voir l'expression '2.::aEE+ ma(cotha - 1) (a, \7) comme une perturbation de
l'opérateur différentiel à coefficients constants .6.a + (2e, \7); cp).., est alors une solution per­
turbée de l'équation différentielle

(1.13)

Comme la fonction H H e(i)..,-e,H) est une solution évidente de (1.13), on se ramène à
rechercher une solution de

(1.14)

de la forme

(1.15)

(.6. a + (2e, \7) + L ma(cotha - 1) (a, \7))<P>.. = _(1..\1 2 + lel 2
) <p)..,

aEE+

<p>..(H) = e(i)..,-e,H) L rq(..\) e-(q,H) ,

qEQ+
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OÙ Q+ = Nal + ... + Nae désigne le réseau des racines positives et où les rq (À) sont des
coefficients à déterminer. On montre, en injectant le développement (1.15) dans l'équation
différentielle (1.14), que, formellement, ces coefficients sont liés par la condition de récurrence

(1.16)
00

(q, q+ 2iÀ) rq(À) = 2 L ma L (a, q+ Q - 2ka + iÀ) rq-2ka(À)
aEE+ k=l

(À E Cl*),

pour q E Q+ " {O}, et avec rO == 1. L'étude de la convergence ponctuelle de la série (1.15),
qui est liée à celle de la croissance des coefficients rq (menée par R. Gangolli) aboutit aux
théorèmes suivants (cf. [Ga-Va], §§ 4.3 & 4.4, et [He2], §IV.5):

Théorème 1.3.11. -
(i) Le développement (1.15) est défini et absolument convergent pour tout H E a+ et

tout À E 1), où D désigne l'espace aè privé des hyperplans affines çq = {À E aè :
(q, q -1- 2iÀ) = O}, pour q E Q+ " {O}. C'est en particulier le cas pour H E Cl+ et À
dans la bande Cl+ + i{ À E a : IÀI < é} C ClIC, pour tout é > 0 assez petit.

(ii) La convergence est uniforme sur tout produit d'une sous-chambre {H E a+ : \la E

II, (a,H)? c}, où c > 0, par un compact de D.
(iii) Le coefficient dominant rO vaut identiquement 1 et les autres coefficients rq (À),

donnés par (1.16), sont des fonctions rationnelles en À E aè. Pour tout compact de
1), il existe des constantes positives C et N telles que l'on ait Irq(À)1 ~ 0(1 + Iql)N
pour tout q E Q+.

On montre que les fonctions <Pw'À (sur A+) sont linéairement indépendantes (cf. [Ga-Va],
propositions 4.4.1 et 4.4.3). Par conséquent, la fonction sphérique 'PÀ est combinaison linéaire

des <Pw'À' pour w E W:

(1.17) 'PÀ = L cw(À) <Pw'À'
wEW

Si l'on pose c(À) = CId (À) - Id désigne l'élément neutre du groupe de Weyl W -, alors, en
identifiant les développements (1.17) pour 'PÀ et 'PW'À (qui sont égaux d'après le théorème
1.3.7), on obtient la relation cw(À) = c(w . À) pour tout w E W. Pour tout À dans le réseau
Q = Z al + ... + Z ae et tous w, w' E W distincts, considérons l'hyperplan T q (w, w') = {À E

Clè : w . À - w' . À = iq} et désignons par 1)' le domaine 1) privé de ces hyperplans:

1)' = 1)" U Tq(W, w').
qEQ

w:;t:w'EW

1)' ainsi défini est un ouvert dense de aè, connexe et W-invariant, qui contient une bande
a+ + i{ À E a : IÀI < é} C ClIC, pour tout é > 0 assez petit.

Théorème 1.3.12 (développement en série de Harish-Chandra de 'PÀ). - Pour tout
H E a+ et tout À E 1)', le développement

(1.18) 'PÀ(exp H) = L c(w . À)e(iw'À-e,H) L rq(À) e-(q,H)
wEW qEQ+
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est absolument convergent.

Le comportement de la fonction c est étroitement lié à celui des fonctions sphériques <p)."
comme le montre le résultat suivant.

Proposition 1.3.13. - Pour tout H E a+ et tout À E a - ia+ c ae ~ aè, on a, asympto­
tiquement, limt-t+CXJ e(-iÀ+(],tH) <p).,(exptH) = c(À).

Les principales propriétés de la fonction c ont été établies par S. Gindikin et F. Karpelevic (cf.
[Gi-KaJ) ; plus précisément, ils ont montré que c est, à une constante multiplicative près (cette
constante de normalisation est donnée par la condition c( -ie) = 1), le produit des fonctions
c associées aux sous-groupes de rang réel 1 définis à partir des racines positives indivisibles
de (g, a), ce qui permet d'obtenir, après calcul en rang réel 1, une expression explicite de la
fonction c relative au groupe C, ne faisant intervenir que la fonction (méromorphe) r d'Euler.

Si a E ~6 est une racine positive indivisible, notons gCa) la sous-algèbre de Lie de 9 définie
par g(a) = aEBmEBEB,8E{±a,±2a} g,8. 9 étant supposée semi-simple, g(a) est elle aussi B-stable
et semi-simple, de rang réel 1 (dans le cas réductif, on montre que g(a) est elle-même réductive
et que son algèbre dérivée [g(a), g(a)] est de rang réel 1). Le sous-groupe analytique c(a) de C,
d'algèbre de Lie g(a), est semi-simple (respectivement dans la classe de Harish-Chandra... )
et, si K(a) désigne le sous-groupe analytique (compact maximal) de C associé à eCa) = eng(a),
l'espace symétrique cCa) / KCa) est de rang 1, ses seules racines étant ±a (et éventuellement
±2a), pour lequel on notera c Ca) la fonction c associée.

Théorème 1.3.14 (Gindikin-Karpelevic). - La fonction c associée au groupe C est
donnée par

c(À) = 'Y II cCa )(À)

aE~t

(À E a*),

où 'Y = rraE~t c(a)(-ie)-l (de telle sorte que c(-ie) = 1) et où

ICa)(À) = r((iÀ,a'))rUma + !(iÀ,a'))

rOma + (iÀ, a')) r(~(ma+ 2m2a) + !(iÀ, a'))'

où l'on a posé a' = lal- 2 a.

La fonction c étant holomrphe sur D', le théorème 1.3.14 en définit un prolongement méro­
morphe à tout l'expace aè.

Proposition 1.3.15. - La fonction c est méromorphe sur aè et holomorphe sur l'ouvert

a - ia+ c ae ~ aè et est donnée, pour tout À dans cet ouvert, par l'intégrale absolument
convergente

c(À) = i dTi e-(i).,+(],H[ri]) ,
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où la mesure de Haar sur N = exp n (avec n = E9aE~+ 9-a) est normalisée par la condition
JN dn e- 2(e,H[n]) = 1. Par ailleurs, C satisfait les propriétés suivantes:

(i) pour tout À E a, c( -À) = c(À) ;
(ii) pour tout À E a;;: et tout w E W, on a c(w . À) c(-w . À) = c(À) c(À) ;

(iii) le module de la restriction cl a est une fonction W -invariante.

Les identités précédentes décrivent complètement le comportement de c. Concernant ses sin­
gularités, les informations nécessaires sont rassemblées dans ce qui suit. Introduisons la fonc­
tion "Ir : a;;: ~ C définie par "Ir(À) = I1aE~+ (À, 0:), ainsi que l'ensemble

o

et posons b = "Ir' c. L'ouvert S contient une bande a + i{À E a: IÀI ~ c}, pour E > 0 assez
petit.

Proposition 1.3.16. -
(i) b n'a pas de zéro sur S.

(ii) b et b- 1 sont holomorphes sur 2.

Quant à la croissance de la fonction c, on montre qu'elle est au plus polynomiale:

Proposition 1.3.17. - Soit 5 E ]0, 1[ tel que l'on ait 25 < minaE~t ma et 3 0 le domaine

Alors c- 1 et ses dérivées partielles (à tous ordres) sont dominées par (1 + IÀI)(n-e)/2 sur 3 0 ,

On dispose d'estimations très fines des fonctions sphériques <PÀ (cf., par exemple, les formules
de Trombi-Varadarajan). Sans aller aussi loin, notons simplement que le comportement des
<PÀ et de ses dérivées partielles, pour À E a, est gouverné par celui de l'état fondamental <Po,
comme le montre la proposition suivante (cf. [Ga-Va], proposition 4.6.2) :

Proposition 1.3.18. - Pour tout D E ~(g), on a

<P À (x : D) ;S (1 + 1À 1) deg D <Po (x)

3.3 Transformation de Harish-Chandra

(À E a*, x E G).

Définition 1.3.19 (transformation de Fourier). - Si f est une «bonne» fonction sur
G (c'est-à-dire vérifiant des conditions suffisantes de régularité et de décroissance à l'infini),
on définit sa transformée de Fourier :F f = Î par la formule :F f (7f) = Î(7f) = 7fU)
JG dx f (x) 7f(x) E U (Jf'1r ), pour toute représentation (7f, &1r) E ê.
De la proposition 1.3.2 on déduit que l~ transf~rmée de Fourier d'une fonction ~-biinvariante

est nulle en dehors du sous-ensemble GK de G formé des représentations 7f E G de classe 1 :
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Définition 1.3.20 (transformation sphérique). - Si f est une «bonne» fonction (au
sens de la définition précédente) supposée K -biinvariante sur G, sa transformée de Fourier
se réduit à la transformation scalaire

À f---7 Hf(À) = f(À) = (1(7f>J1 Il) = fa dx f(x) <P>Jx) (À E a*),

appelée transformée sphérique (ou encore transformée de Harish- Chandra) de f.

En effet, sous l'hypothèse précédente, on montre que la fonction À 1----+ f(À) est analytique sur
aè, donc entièrement déterminée par sa restriction à a*.

La transformation de Harish-Chandra induit des isomorphismes entre différents espaces
de fonctions remarquables. Avant d'énoncer précisément ce résultat, il nous faut donner la
définition de certains d'entre eux. L'espace de Schwartz Y(G) est l'ensemble des fonctions
f E ~=(G) pour lesquelles les quantités e(g,H) (1 + [HI)N If(DI : x : D2)[ sont bornées uni­
formément pour x E G, quels que soient Dl, D 2 E %'(g) et N;.>, O. D'autre part, l'espace de
Paley- Wiener PW (a.;cJ est l'ensemble des fonctions entières f sur aè vérifiant la condition

Théorème 1.3.21 (formule d'inversion sphérique). - La transformation sphérique H
réalise un isomorphisme entre les espaces suivants:

(1.19)

(1.20)

(1.21)

L2(G)q ~ L2(a.*,lc(À)I- 2dÀ)w

~c= (G)q ~ PW(a.è) W

Y(G)q ~ Y(a.*)w.

En outre, l'application H s'inverse suivant la formule

(1.22) (x E G),

pour toute « bonne» fonction f (en particulier pour f E ~c= (G)q U Y(G)q).

L'exposant W, pour les espaces L 2 , de Paley-Wiener et de Schwartz, signifie que l'on se
restreint au sous-espace (de L 2 , de PW ou de Y) des fonctions f invariantes par le groupe
de Weyl W = W(g, o.). Pour la démonstration de ce difficile théorème, nous renvoyons, entre
autres, à [He2]' L'étude du cas L 2 aboutit à un analogue de la formule de Plancherel pour la
tranformée de Fourier euclidienne (cf. [Ga-Va], théorème 1.6.5).

fa dx If(x)1 2
= fa d/1(7f) 11(7f)1 2

soit vérifiée pour toute fonction continue f E LI(G) nL2(G). De plus, la restriction à LI(G) n
L2(G)q de l'application f H f se prolonge en un isomorphisme de L2(G)q sur L2(G, /1)'

Théorème et définition 1.3.22 (formule de Plancherel, mesure de Plancherel). ­
Il existe une unique mesure de Borel positive /1 sur C, appelée mesure de Plancherel, telle
que l'identité
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Théorème 1.3.23. - Le sous-ensemble supp f-l nêK de êK est réduit à la série principale
unitaire sphérique (7rÀ)ÀEll*'

Corollaire 1.3.24. - La restriction de la mesure de Plancherel à {7rÀ : >. E a*} est propor­
tionnelle à Ic(>')1- 2 d>'.

Dans le cadre des espaces symétriques riemanniens non compacts, la transformation
sphérique constitue un outil extrêmement efficace pour justifier l'existence du noyau de la
chaleur. En effet, sous réserve que l'on impose une condition de décroissance assez forte pour
u (nous pouvons nous placer ici dans le cadre de l'espace de Schwartz Y(G)~), on peut
appliquer la transformation sphérique 1-l au problème de la chaleur

(1.23)
{

/Ju
/Jt (x, t) = .6.xu(x, t) pour tous t > 0 et x E X

u(x,O) = f(x) pour tout x E X

et l'on se ramène ainsi à l'équation d'évolution suivante:

(>' E a*, t > 0),

avec la condition initiale 1-lu(>', 0) = 1-lf(>') pour tout>' E a*. L'unique solution de ce nouveau
problème est donnée de manière élémentaire par 1-lu(>., t) = e-t (IÀI

2
+leI

2
) 1-lf(>') , pour tous

>. E a* et t ~ O. En particulier, lorsque f = 60' la solution (au sens des distributions) du
problème (1.23) n'est autre que le noyau ht(x). La formule d'inversion sphérique (1.22) fournit
alors la relation

(1.24) (x E G, t > 0).

C'est cette expression intégrale du noyau de la chaleur qui, en la combinant à des estimations
très fines des fonctions sphériques <PÀ, est à la base des résultats obtenus par J.-Ph. Anker &
L. Ji (cf. §2.1) dans [An-Ji l ] et [An-Jiz].

• ••



Chapitre 2

Noyau de la chaleur sur les espaces
symétriques riemanniens non compacts

La détermination d'estimations fines (voire, mieux, de formules explicites) pour le noyau
de la chaleur (associé à l'opérateur de Laplace-Beltrami) sur les espaces symétriques (rieman­
niens) non compacts a fait l'objet de très nombreux travaux (cf. notamment [An-Ji l ] et [An-Ji2 ]

et les références qui y sont citées). Dans un premier temps, nous exposerons le théorème cen­
tral de ce chapitre et l'idée qui sous-tend sa démonstration (§ 1), puis nous examinerons en
détail sa preuve dans le cas des espaces hyperboliques réels (où l'on retrouve ainsi le résultat
classique de E. Davies & N. Mandouvalos). Dans les paragraphes 3 et 4, finalement, nous
montrerons ce théorème en toute généralité, en distinguant les cas où la variable t est petite
(autrement dit bornée) ou grande (t ~ 1 par exemple).

/

1 Enoncé du résultat et principe de la démonstration

Soit X un espace symétrique riemannien non compact, réalisé comme X = G/ K où
G est un groupe de Lie réductif dans la classe de Harish-Chandra et K un sous-groupe
compact maximal de G. On reprendra les notations du paragraphe 1.1. Soit ht(xK, yK)
(x, y E G, t > 0) le noyau de la chaleur sur X associé à l'opérateur de Laplace-Beltrami.
Remarquons tout d'abord que, compte tenu de l'action de G sur l'espace X, la fonction
X2 -+ 1Ft, (xK, yK) f---+ ht(xK, yK) est G-invariante: ht(gxK, gyK) = ht(xK, yK) pour tous
g, x, y E G et tout t > O. Il s'ensuit que, si l'on note e l'élément neutre de G et ° = eK
le point base de X, alors ht(xK, yK) = ht(o, x-1yK) (x, y E G, t > 0). On peut donc
considérer le noyau ht (xK, yK) comme une fonction K-biinvariante sur G, via l'identification
ht(x) = ht(o, xK) (x E G, t > 0). C'est ce que nous ferons systématiquement par la suite. La
fonction G x ]0, +oo[ -+ 1Ft, (x, t) f---+ ht(x) ainsi définie est de classe 1f= et symétrique en x
(d'après (P2)): ht(x-1) = ht(x).

J.-Ph. Anker & L. Ji ont montré dans [An-Jh] (théorème 3.7) les estimations suivantes:

Théorème 2.1.1 (Anker-Ji). ­

(i) Pour toute constante r;, > a,

ht(exp H) ~K, C~ (1 + t) n 2e-1I:cil ( II (1 + (a, H)) e-tleI2_(e,H)_I~;2,

aEI:ci

uniformément pour t > aet H E a+ sous la condition IHI ~ r;,(1 + t).
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e- t el -(e,H)------;rr-,
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(ii) (Estimation loin des murs) Il existe un réel K, > 0 pour lequel on a

ht(expH) ':=::-K C~ { TI (1 + (ex,H))(t+ (ex,H)) m,,"';m
2 Q

_
l

} x

o:EL;t

2 ( [H1 2
X e-t!e! - e,H)------;rr- ,

pour tous t > 0 et HE a+ tel que minO:Err(ex, H) ~ K,.

La démonstration repose essentiellement sur l'expression intégrale (1.24) du noyau de la
chaleur et sur l'utilisation d'estimations très fines pour les fonctions sphériques cp), (cf. §1.3).
Grâce à cette technique, ils ont été en mesure de prouver également les estimations attendues
pour les expressions différentielles ht(x : D) (où D E %'(g)), sous les mêmes hypothèses que
pour le théorème 2.1.1.

Le résultat que nous prouvons dans ce chapitre est le suivant:

Théorème 2.1.2. -

(2.1) ht(exp H) ':=::- C~ ( II (1 + (ex, H))(l + t + (ex, H)) m,,"';m
2 Q

O:EL;t

uniformément pour H E a+ et t > O.

(Cet énoncé avait été conjecturé par J.-Ph. Anker dans [An2]') L'outil de base de la démonstra­
tion que nous proposons ici est le principe faible du minimum parabolique, dont voici l'énoncé
(cf. [Pr-We], section 3.3, pour une version forte de ce principe du minimum parabolique, selon
lequel, si l'on suppose en outre qu'il existe un point (x*, t*) E n x ]Tl , T2 [ où la fonction u
s'annule, alors u est identiquement nulle sur n x [Tl, t*]) :

Lemme 2.1.3 (Principe faible du minimum parabolique). - Soit M une variété
riemannienne, .6.. l'opérateur de Laplace-Beltrami sur M, Tl < T2 deux réels et n un ouvert
connexe et relativement compact de M. Soit u : n x [Tl, T2] -+ JR une fonction continue telle
que l'application partielle x I--t u(x, t) (respectivement t I--t u(x, t)) soit de classe ~2 sur n,
pour tout t E [Tl ,T2 ] (respectivement de classe ~l sur ]Tl ,T2 ], pour tout x En). Notons L
l'opérateur de la chaleur L = %t - Llx . Alors

(i) si Lu ~ 0 sur n x ]Tl ,T2 ], alors u atteint son minimum sur n x {Tr} U an x [Tl, T2 ] ;

(ii) si u ~ 0 sur n x {Tr} u an x [Tl, T 2 ] et si Lu ~ 0 sur n x ]Tl ,T2 ], alors u ~ 0 sur
n x [Tl, T2 ].

t

...
x

t
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Preuve. Les assertions (i) et (ii) étant clairement équivalentes, du fait de la continuité de u
sur le compact D x [Tl, T2], il suffit de prouver (ii). Raisonnons par l'absurde, en supposant
que la fonction u prend au moins une valeur strictement négative sur D x ]TI , T2 ] ; on pose
alors Ua = 1 infS1 x [Tl,T 2 ] u 1 > O. Soit ê un réel vérifiant l'encadrement 0 < ê < T2 / Ua et v la
fonction définie sur [Tl, T2] x D par v(t, x) = u(t, x) + E(t - Tl)' Par continuité de v, il existe
un point (xa, ta) E D x ]TI , T2 ] où la fonction v atteint son minimum, qui est donc strictement
négatif, compte tenu du choix de ê. De la minoration v(xa, t) ;:: v(xa, ta) pour tout t E ]TI , ta],
on déduit que ~~ (xa, ta) :::;; O. De la même façon, comme v(x, ta) ;:: v(xa, ta) pour tout x E D,
il vient .6.v(xa, ta) :::;; O. Par suite, on obtient Lv(xa, ta) :::;; 0, d'où une contradiction, puisque
Lv = Lu + ê > O. 0

La version euclidienne de ce principe du minimum est due à E. Levi (cf. [Le2] et[Le2])' sa
version générale ayant été prouvée par M. Picone (cf. [pid et [Pi2 ]).

Voici à présent comment nous allons l'appliquer. Raisonnons sur un problème de majo­
ration (on traiterait de la même façon le cas d'une minoration) et supposons que l'on cherche
à prouver l'inégalité ht(x) :s h(x, t) (typiquement, pour ce qui nous intéresse, h est la borne
supérieure conjecturée), autrement dit, une majoration de la forme ht(x) :::;; Ch(x, t) pour
une certaine constante C > O. Introduisons alors la fonction u(x, t) = Ch(x, t) - ht(x) (où
C est fixée arbitrairement) et considérons l'opérateur de la chaleur L = %t - ..6.x. Comme le
noyau de la chaleur annule L, on obtient Lu = C Lh. D'autre part, puisque nous cherchons
à prouver que la différence u(x, t) = Ch(x, t) - ht(x) est «petite», la quantité Lu(x, t) doit
être contrôlable, et, quitte à remplacer la constante C par une fonction minorée C(x, t) dont
on connaît le comportement (ainsi que celui de ses dérivées suivant les variables d'espace et
de temps), on cherche à se ramener au cas où la différrence C(x, t) h(x, t) - ht(x) est positive.
Nous verrons en pratique qu'il faudra procéder avec beaucoup de précautions, compte tenu
en particulier des domaines considérés (car l'ensemble D se doit d'être relativement compact).

Notons que, contrairement à la démonstration de J.-Ph. Anker & L. Ji, qui obtenaient des
estimations des dérivées partielles du noyau de la chaleur, le principe du minimum, tel qu'il
est appliqué, ne permet pas d'aboutir directement à de tels résultats.

Avant de présenter la démonstration du théorème 2.1.2 en toute généralité (ce qui fera
l'objet des paragraphes 3 et 4), attachons-nous à l'exposer dans le cas le plus simple, à savoir
celui des espaces hyperboliques réels.

2 Le cas des espaces hyperboliques réels

Le comportement global du noyau de la chaleur sur les espaces hyperboliques réels H N (ffi.)
a été entièrement déterminé par E. Davies & N. Mandouvalos (cf. [Da-Ma]), qui en ont même
obtenu des formules exactes. Ces espaces étant de rang réel 1, la fonction ht(x) est radiale,
au sens où elle ne dépend en fait que de la distance géodésique Ixl de 0 = eK à x, en vertu
de la décomposition polaire (cf. théorème 1.1.6) de G. Dans la suite de ce paragraphe, ht(r)
désignera la valeur commune de ht(x) pour Ixl = r.
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De manière précise, on a les expressions (valables pour tous r ;:: 0 et t > 0)

pour N impair, et

pour N pair;:: 2, expressions redémontrées récemment par A. Grigor'yan & M. Noguchi (cf.
[Gr-No]) - le lecteur aura deviné que h~N](r) désigne le noyau de la chaleur sur l'espace
H N (JR). Remarquons que, bien entendu, lorsque N = 1, nous retrouvons le noyau de la
chaleur sur ffi.: h~(r) = (411"t)-1 e-t r2 / t .

Comme le montrent les formules précédentes, pouvoir expliciter le noyau est une chose, encore
faut-il être en mesure d'en donner un ordre de grandeur. Le résultat de E. Davies et N. Man­
douvalos a le mérite de répondre à cette question, dans le cas des espaces hyperboliques, à
l'aide de fonctions élémentaires; leur démonstration a pour point de départ deux formules de
récurrence qui lient les noyaux de la chaleur sur les différents espaces H N (ffi.) :

h[N+l]( ) _ J2 _(lY_l)t 1+00
ds 8 h[N]( )t r - -- e 2 4 - t s

211" r Jch s - ch r 8s

h[N+2]( ) = ~ -Nt ( __1_ ~)h[N]( )
t r 2 e h ~ t r,

11" s r ur

valables pour tous N ;:: 1, r ;:: 0 et t > O.

Théorème 2.2.1 (Davies-Mandouvalos). - Soit N ;:: 1. Le noyau de la chaleur ht(r)
sur l'espace hyperbolique réel X = RN (ffi.) vérifie l'estimation

(2.2)
x:. N t( N-l)2 N-l N-3 r 2

ht(r);::::CTe- -2- e-r-2-(I+r)(I+t+r)-2-e-Tt" (t > 0, r ;:: 0).

Preuve. Nous procéderons en deux temps, suivant que t est petit (disons t ~ 1) ou non.

* Pour t petit: Lorsque t est petit, le membre de droite dans (2.2) est de l'ordre de

où h;uc1(r) = (411"t)-N/2 e-t r2 /t désigne le noyau de la chaleur euclidien sur ffi.N et :J(r) =
(shr/r)N-1lejacobien de l'application Exp introduite au paragraphe 1.1. L'idée va donc être
ici de comparer le noyau de la chaleur hyperbolique h~(r) = h~YP(r) = ht(r) avec la quantité
h(r,t) = h;uc1(r):J(r)-1/2. Rappelons que, sur H N (ffi.) , la partie radiale de l'opérateur de
Laplace-Beltrami ~hyp = ~HN (R) est donnée par

(2.3)
d 2 d d2 6~yp d

rad~hyp = d 2 + (N -1)cothr -d = d 2 + -~- -d 'r r r Uhyp r
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OÙ <5hyP (r) = shN -1 r est la fonction densité sur RN (lR) (cf. §1.1). Un calcul élémentaire
montre que (2.3) se reformule en

(2.4)

(2.5)

où Whyp désigne la fonction

1/2 Il

(<5hyP ) r _ (N - 1) 2 N - 1 N - 3 _1_
Whyp(r) = <51/2 () - 2 + 2 2 sh2 r'

hyp

Les analogues de ces fonctions dans ]RN sont la densité <5eucl (r) = r N - l et la fonction

(2.6)
1/2 Il

( )
_ (<5eucl ) ( ) _ N - 1 N - 3 ~

Weucl r - 1/2 r - 2 2 r2 .
<5eucl

(2.7)

(2.8)

lim r B dyh(d(o,y),t) = °
t-tO+ 1ïfE R

Iyl~€

De plus, la partie radiale du laplacien euclidien .6.eucl = .6.R N est

_ d2 N - 1 d _ d2 6~ucl d _ _ ! d2 l
rad .6.eucl - dr 2 + r dr - dr2 + 6

eucl
dr - 6 eucl 0 dr2 0 6:ucl - W euc1 ·

Comme il l'a été souligné au paragraphe 1.1, le lien entre le jacobien .:ret les fonctions densités
6 hyp et 6 eucl est donné par

.:r(r) = 6hyp (r) = (Sh r ) N -1 .

6 euc1 (r) r

Pour démontrer la majoration ht(r) .:s h(r, t), restreignons-nous à une boule fermée BR =
B(o,R) = {x E HN(lR) : Ixl:::; R}, où R > °est arbitraire -le principe faible du minimum
parabolique nécessite en effet que l'on se place sur un compact de X = RN (lR) -, et intro­
duisons le noyau de la chaleur h~R) (x, y) sur BR avec la condition au bord h~R) (x, y) == °
pour tout x E BBR et tout y E BR, Soit maintenant UeR) : BR x BR X [0,1] -+ lR la fonction
définie par UeR) (x, y, t) = ect h(d(x, y), t) - h~R) (x, y), où c > °désigne une constante dont
nous préciserons plus loin la valeur et où d désigne la métrique riemannienne sur BR, UeR)
n'étant pas continue (en tout cas, pas de manière triviale !), le lemme 2.1.3 ne s'applique
pas en l'état à U(R). Afin de contourner cet obstacle, nous allons utiliser l'astuce suivante: à
toute fonction f E '(jcOO(BR) C '(j(BR) à valeurs positives ou nulles et d'intégrale 1, on associe
l'expression

Uf(x, t) = r dy UeR) (x, y, t) f(y)
1BR

= ect r dy h(d(x, y), t) f(y) - r dy h~R) (x, y) f(y).1BR 1BR
\, J \", ri

V V

Ul (x,t)

De manière classique, U2 est continue sur BR x [0, +oo[ puisque U2(y, t) -+ f(x) lorsque
(y, t) -+ (x, 0). D'autre part, U1 est continue sur BR x ]0, +oo[ et vérifie elle aussi lim(x,o) U1 =

j(x), car
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pour tout é > 0, ce qui montre que, lorsque t tend vers 0 (par valeurs positives), alors la
masse de y H h(d(x, y), t) se concentre autour du point x. Ceci prouve que la fonction uf est
continue et, par suite, vérifie les hypothèses de régularité du lemme 2.1.3 (avec n = BR). Par
ailleurs, on a uf(x, 0) = f(x) - f(x) = 0 pour tout x E BR et

uf(x, t) = ect r dy h(d(x, y), t) f(y) - r dy h;R) (x, y) f(y) ~ 01BR 1BR
\" 'V' .1 \. 'V,- J

~o =0

pour tous x E BBR et t > 0 (puisque f a été supposée positive). Reste à étudier la positivité
de Lhypuf = gt uf - .6..hypuf sur BR X ]0,1] : on a

d'après (2.4) et (2.8), d'où, en vertu de (2.7),

Lhyph(r t) __ gth~Ucl(r) _ (rad.6..eucl)h~UCI(r)
, 1 + Whyp(r) - Weucl(r).

h h~ucl (r) h~uC (r)
\. .1

V

=0

On vérifie alors aisément, à partir de (2.5) et (2.6), que la quantité

Lhyph _ _ (N - 1) 2 N - 1N - 3(1 1)
(2.9) -h-(r, t) - Whyp(r) - Weucl(r) - -2- + -2- -2- sh2 r - r2

est bornée. Choisissons donc la constante c de telle sorte que h- l Lhyph + C ~ O. Par suite,
pUIsque

on a

r (B ) (R)LhypU2(X,t) = 1B
R

dy , Bi -- (.6..hyp )x ht (x,y)/(y) = 0
v

=0

(x E BR, t > 0),

LhypUf(x, t) () ()
--"-'--'-t'------'- = CUI x, t + LhypUI x, t

eC

= Ln dy {~h(d(X,y), t) + (~ - (.6.. hyp )x)h(d(x, y), t)J f(y) ~ o.
v

~O (d'après le choix de c)

D'après le principe faible du minimum parabolique, on en déduit que

sur tout BR x [0,1]. Moyennant le choix d'une unité approchée (jn)n~l sur BR, on en déduit,
de manière classique, que

U(R) (x, y, t) = ect h(d(x, y), t) - h;R) (x, y) ~ 0 (x, Y E BR, t ~ 0),
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ce qui montre que h~R) (x, y) :( ect h(d(x, y), t) :( eC h(d(x, y), t) pour tous x, y E BR et
o < t :( 1. En passant à la limite (R --+ +(0), on obtient le résultat attendu: ht(x, y) .:s
h(d(x, y), t), autrement dit ht(r) .:s h(r, t) (r ? 0, t> 0).
Concernant la minoration ht(r) .2: h(r, t), il suffit d'intervertir les rôles de h~YP et h;ucl.* En
effet, montrer celle-ci revient à prouver que ht(r) = h~YP(r) ~ h;ucl(r) J(r)-1/2, c'est-à-dire
h~ucl(r) .:s h~YP(r) J(r)I/2 (pour tous r ? 0 et t > 0).

t

r < t
'"

t < r
'"

1 ------<------------------------------.
t :( 1

o r

* Pour t grand: Dans le domaine {(r, t) E [0, +oo[ x [1, +oo[}, le comportement de l'ex­
pression

(2.10)
N t( N-l)2 N-l N-3 r 2

CT e- -2- e- r - 2-(1 + r)(1 + t + r)-2- e--;rr

(1 ~ t :( r).

(qui n'est autre que le membre de droite dans (2.2)) diffère selon que la variable r domine,
ou est dominée par, la variable t. Ainsi, lorsque t ~ r, (2.10) est du même ordre que

étant donné que J(r) = (shr/r)N-I )::: er(N-I) r-(N-I) et que lei = ~(N - 1). Si l'on pose
hl(r, t) = h;ucl(r) e-tlel2 J(r)-1/2, alors, en vertu de (2.9),

Lh l 2 L(h;ucl(r) J(r)-1/2)
;;;(r, t) = -lei + hiUcl(r) J(r)-1/2

2 N-IN-3( 1 1)= -lei + Whyp(r) - Weucl(r) = -2- -2- sh2 r - r 2 '

où l'on a posé L = Lhyp . On en déduit alors immédiatement que

Lh l ( ) < ~ < ~
hl r, t '" r2 '" t2

Lorsque, cette fois, c'est t qui est prépondérant sur r (disons sur la zone r ~ 2t), l'expression
(2.10) est de l'ordre de

* Cette astuce nous a été suggérée par G. Carron.
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ainsi que

et

d'où

Lh2 ( )_8h2 /8t( )_(radfl)h2 ( )
h

2
r, t - h

2
r, t h

2
r, t

1 rd 1 1{ 1 }= - - + - - { log(<Po 82") }(r) = - E (log( <Po 82")) (r) - 1 ,
t t dr t

(rad L),)h2 ( ) _ 8 2 h2/8r2
( ) 8' (r) 8h2/8r ( )

h
2

r,t - h
2

r,t + 8(r) h
2

r,t

1 (I/() 8'(r) '()) 1 r
2

r d { ( _l)}()= -- <Po r + -- <Po r - - + - - - - log <Po8 2 r
<po(r) 8(r) 2t 4t2 t dr

(on a posé L), = L),hyp et 8(r) = 8hyp (r) = shN -1 r). Or, <po est une fonction propre pour
l'opérateur rad.6., associée à la valeur propre -leI 2

, donc <p~ + (log8)'<p~ = -leI 2 <po. Par
suite,

où E désigne l'opérateur d'Euler sur IR: Ef(r) = r f'(r). De l'estimation

(2.11) E(log(<po 8~))(r) ~ 1 + 0(_1_)
l+r

(r ? 0)

(cf. [An-osd pour la démonstration de ce résultat), on déduit bien évidemment que

Lh2 (1)
h;(r, t) = 0 t(l + r)

Considérons à présent les fonctions modifiées

(t? max{1,r/2}).

où c+ et c_ sont deux constantes > 0 dont on précisera plus loin les valeurs. La correction
apportée à h2 est bornée (par deux constantes> 0) sur la zone considérée et l'on a
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et

d'où

En résumé,

Dans cette dernière somme, l'expression figurant dans la seconde accolade est de l'ordre de
1+0(1/(1+1')), alors que la première est dominée par 1/(1+1'), d'après (2.11). Par conséquent,
si l'on choisit la constante c+ > 0 assez grande, la somme

1 { 1 } c+ 1 { II}- E(log(<po ~2))(1') - 1 + - 2E(log(<po ~2))(1') + --2
t t JI + 1'2 1 + l'

est positive et, pour ce choix de c+, on a

En procédant de la même façon pour la fonction h;, on montre que

Lhj" (1', t) = ~ {E(lOg(<po ~t))(1') -1} - c_ J 1 {2E(lOg(<po ~t))(1') + _1_2}
h2 t t 1 + 1'2 1 + l'

c- 1 C:.. 1'2

t2 JI + 1'2 t 2 1 + 1'2'

donc, si c_ > 0 est choisie assez grande, on a Lh; ~ 0 avec

Reste maintenant à recoller les estimations obtenues sur la zone t ;;: 1. Considérons pour cela
une fonction plateau (de classe 'jt'CXl) X: IR ---7 [0,1], telle que

{
X:=1 sur]-oo,l]
X := 0 sur [2, +oo[
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et introduisons les fonctions

ht(r, t) = {1- X(~)} hl(r, t) + X(~) h~(r, t).

Un calcul élémentaire montre que

Lht(r,t)

oh± (02h± 6'(r) oh± )
= 0: (r, t) - or; (r, t) + 6(r) 0: (r, t)

= {1- X(~)} Lhl(r, t) + X(~) Lh~(r, t) + X'(~) x

(
20hl {r 16'(r)} 2 oh~ {r 16'(r)} ± )

x t or (r,t) + t2 + t 6(r) hl(r,t) - t a;-(r,t) - t2 + t 6(r) h2 (r,t)

1 ,,(r) ( ±)+ t 2 X t hl - h2 (r, t).

Or,

et

ohl (r, t) = _ ~ ('!:.. + 6' (r) _ N - 1) hl (r, t)
or 2 t 6(r) r

oh~( )_(<po(r) r c± r )h±()--rt - ----=f- rt
or' <Po (r) 2t t~ 2 , .

Il s'ensuit que

Lht(r, t) = {1 - X(~)}Lhl(r, t) + X(~) Lh~(r, t)

,(r) (N -1 {2 ( 1 ) 2c± r } ± )+ X - -- hl(r, t) - - E log (<Po 62") (r) =f -2-~ h2 (r, t)
t rt rt t 1 + r2

+ t~ X"(~) (h l - h~)(r,t).

Comme X et ses dérivées successives sont bornées et que, lorsque r et t sont comparables, les
fonctions hl, h2, h~ et ht sont toutes comparables entre elles, toutes les expressions appa­
raissant dans le calcul de Lht /ht sont soit du même signe que ±, soit dominées par l/t2.
Venons-en (enfin) à l'estimation du noyau de la chaleur ht(r), en commençant par sa majo­
ration. Nous allons appliquer le lemme 2.1.3 à la fonction

(r ;? 0, t ;? 1),

Lh+ c' Lh+_---,-::;3--,--(r t) - _ + _3
e-c' It hi ' - t2 hi

est positive pourvu que c' soit choisie assez grande et, d'autre part, que

qui est continue sur [0, R] x [1, T] et de classe ~oo «à l'intérieur du domaine» (R > aet T > 1
ont été choisis arbitrairement et les constantes C et c' seront déterminées ultérieurement).
Remarquons d'une part que
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est elle aussi positive si C est assez grande. En outre, ueR, t) ? 0 pour tout t E [1, T]. Le
principe du minimum montre alors que h~R)(r) :s:; Ce-c'/tht(r,t) :s:; Cht(r,t) pour tous
r E [O,R] et t E [l,T]. En faisant tendre R /' +00 et T /' +00, on obtient ht(r):S ht(r,t)
pour tous r ? 0 et t ? 1.
Quant à la minoration, on applique le principe du minimum à uer, t) = ht(r)-C é'/t h"3(r, t).
Comme précédemment, on choisit c' > 0 assez grande et C > °assez petite pour que

Lh"3 c' Lh"3
-C-e-c' /--"-t-h-"3 (r, t) = t2 - -h-s-(r, t) et

soient positives. De plus, dès que R ? 2T, on a u(R,t) = ht(R) - Cé'/ths(R,t) ?
-C' :J(R)-1/2, où l'on a posé C' = C eC

' (47r)-n/2. D'après le principe du minimum, on
obtient alors uer, t) ? -C' :J(R)-1/2 sur [0, R] x [1, T]. En passant à la limite, on obtient
uer, t) ? 0, c'est-à-dire ht(r) ? C hs(r, t) pour tous r ? 0 et t ? 1.
Ceci conclut la démonstration du théorème. 0

Via des méthodes probabilistes, G. Lorang & B. Roynette ont généralisé, dans [Lo-Ro],
le résultat de E. Davis & N. Mandouvalos aux noyaux de la chaleur associés aux opérateurs
différentiels sur [0, +oo[ de la forme

d2 d
(2.12) DT = dr2 + T(r) dr'

où T : ]0, +oo[ ~ ~ est de classe 1f2, à dérivées bornées sur [1, +00[, et vérifie les hypothèses
a

T(r) = - + O(r) (r ~ 0)
r

(2.13) T(r)=2e+O(r~) (r~+oo)

T'(r) = O(r12 ) (r ~ +(0),

où a > °et e E R Si 0: et (3 désignent deux paramètres réels positifs (non tous nuls),
alors la fonction T( r) = 0: coth r + 2(3 coth 2r satisfait les conditions (2.13), avec a = 0: + (3 et
2e = 0:+2(3. Pour certaines valeurs des paramètres 0: et (3, rappelées dans le tableau ci-dessous,
DT est la partie radiale de l'opérateur de Laplace-Beltrami sur les espaces hyperboliques
H N (OC) , pour OC =~, C, !HI (ainsi que l'espace H 2 (O».

HN(OC) 0: (3

HN(~) N-1 0

HN(C) 2(N - 1) 1

H N (IHI) 4(N - 1) 3

H 2(O) 8 7

Théorème 2.2.2 (Lorang-Roynette). - Soit DT un opérateur différentiel de la forme
(2.12), où T vérifie les hypothèses (2.13), et (r, t) f---+ h[(r) le noyau de la chaleur associé.
Alors

0+1 2 0-2 r 2

hT(r) :::::: t--2- e- tg -gr (1 + r) (1 + t + r)-2- e-4t' (t> 0, r ? 0).
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En particulier, pour T(r) = Ta ,{3(r) = acothr + 2$ coth 2r, avec a, $ ;? 0, (a,$) i= 0, on
obtient l'estimation suivante:

(t > 0, r ;? 0).

Pour a = N - 1 et $ = 0, on retrouve bien entendu le théorème 2.2.1 pour le noyau de la
chaleur sur H N (IR).

Il est à noter que ces résultats s'inscrivent dans le cadre des hypergroupes de Chébli- Trimèche
(qui sont eux-mêmes des cas particuliers d'hypergroupes de Sturm-Liouville). Afin de ne pas
entrer dans la théorie générale des hypergroupes (nous renvoyons pour cela à [BI-He]), disons
simplement qu'il s'agit, entre autres, d'étudier le comportement de fonctions remarquables
(telles que le noyau de Poisson, ou bien certaines fonctions maximales, comme celle de Hardy­
Littlewood) associées à un opérateur différentiel d'ordre 2 sur [0, +00[, de la forme

(r --+ 0),f-L'(r) = 9:. + b(r)
f-L(r) r

où f-L : [0, +oo[ --+ IR désigne une fonction continue, de classe '1f2 sur ]0, +00[, satisfaisant les
conditions suivantes:

(i) la fonction f-L est croissante, vérifie f-L(O) = 0, f-L(r) > a pour tout r > 0, ainsi que
lim+oo f-L = +00 ;

(ii) f-L' / f-L est une fonction décroissante de classe '1foo sur ]0, +oo[ (ce qui implique que
2(2 = limr~+oo f-L'(r)/f-L(r) ;? aexiste) qui admet, au voisinage de 0, le développement
asymptotique

où a > a et b est une fonction impaire de classe '1foo sur IR.

Sous ces hypothèses, A. Fitouhi (cf. [Fi]), A. Fitouhi & H. Annabi (cf. [Fi-An]) et W. Bloom &
Z. Xu (cf. [Bl-Xu], §2), pour ne citer qu'eux, ont obtenu des résultats assez précis concernant
le noyau de la chaleur associé hr (r).

Théorème 2.2.3 (Fitouhi & Fitouhi-Annabi). - Il existe À ;? a tel que l'on ait

(2.14) (t > 0, r > 0).

La majoration dans (2.14) est optimale lorsque (2 = O. Dans le cas où (2 > 0, W. Bloom &
Z. Xu ont amélioré ce résultat (cf. [Bl-Xu], théorème 2.2).

3 Estimation du noyau en temps petit

Comme pour le cas des espaces hyperboliques réels, l'idée est de comparer, pour H E

a, le noyau de la chaleur h~(expH) à l'expression h~(H):J(H)-1/2, où l'on a désigné par
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h~(H) = (47rt)-n/2 e-tIHI
2
/t le noyau euclidien en dimension n = dimX = dims. Grâce au

principe faible du minimum parabolique, nous montrerons, dans un premier temps, qu'en
temps borné, le noyau de la chaleur dans la boule B(o, R) c X, avec condition de Dirichlet
au bord, est ;S :J(H)-1/2hHH). Dans un deuxième temps, le passage à la limite R -7 +00
nous permettra de récupérer la majoration adéquate de h~. Enfin, en intervertissant les rôles
de h~ et h~, nous pourrons minorer ce dernier. L'objectif de ce paragraphe est résumé dans
l'énoncé suivant.

Théorème 2.3.1. - Soit T > O. Alors le noyau de la chaleur sur X vérifie l'estimation

(x E G, 0< t ~ T).

Autrement dit, pour tout T > 0, on a l'estimation

(H E a+, °< t ~ T).

Notons h(H, t) = h~(H) :J(H)-1/2, pour tous H E a+ et t E ]0, Tl, la borne conjec­
turée. Afin de pouvoir appliquer le principe du minimum, nous devons déterminer l'effet de
l'opérateur de la chaleur Lx = %t - rad ~x sur la fonction h. Celui-ci peut être obtenu à
partir de l'égalité h 0~2 = h: 0;/2. En effet, on a les identités

(2.15)

et

(2.16)

où l'on a posé

/ \7ox ) _1 1
rad~x=~a+\~,\7 =ox2o~aoox-WX

/\7os ) _1 1
rad ~s = ~a + \ 6;' \7 = Os 2 0 ~a 00; - W s ,

(2.17)

ce qui montre que

et

et, par conséquent, que

(2.18)

puisque le noyau h: annule l'opérateur de la chaleur Ls .

Lemme 2.3.2. - La fonction Wx - Ws est bornée sur a. (Plus exactement, cette fonction,
définie a priori sur a', est prolongeable en une fonction bornée sur a.)
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D..nf = l\1 f
l
2

d' (\1 f
)

f f + IV n f '

Preuve. w,;; - Ws est W-invariante sur a; il suffit donc de prouver le résultat sur a+. En
combinant l'identité

valable pour toute fonction f E 1ffoo (a) ne s'annulant pas, aux calculs de gradients

et

on obtient l'expression suivante:

pour tout H E a+. La dernière somme, portant sur l'ensemble fini L;+, est manifestement
bornée sur a+, puisque la fonction r M r- 2

- (shr)-2 (prolongée par continuité en r = 0) est
bornée sur [0+00[. On se ramène donc à l'examen de la différence 1V'(1og8,;;W -1\1(log8s W.
Loin des murs, autrement dit lorsqu'il existe une constante c > 0 telle que H E a vérifie
(a, H) ~ c pour toute racine a E L;, chacun des carrés scalaires dans (2.19) est borné; en
effet, si l'on examine, par exemple, le cas de 1\1(1og8,;;)1 - l'étude de 1\1(log8s )1 est encore
plus simple à traiter -, on obtient

1 ~~,;; (H)I ~ :L mala[ coth(a, H) ~ (coth c) L malal·
aE~+ aE~+

Il nous reste donc à étudier le cas où H E a+ est proche d'un mur. Aussi plaçons-nous près
d'une face (aI )+, où l désigne un sous-ensemble non vide l de II, plus précisément sous les
conditions

(2.20) {
(a, H) ~ c
(a,H) ~ c'

pour a E l
pour a E II,, I,

où c et Cf désignent deux constantes strictement positives que l'on précisera plus loin (celles­
ci dépendent de I). Décomposons alors le jacobien :J sous la forme :J = .:JI:JI , où .:JI =

8';;,1/8s ,I et .:JI = 8i/8;, la notation l en indice ou en exposant signifiant que, dans (1.6) et
(1. 7), les produits sont respectivement restreints aux racines a E L;j ou aux a E L;+ " L;j,
de telle sorte que 8,;; = 8,;;,1 8i = .:JI 8s ,1 8i et 8s = 8s ,1 8;. Par suite,

1V'(1og 8,;;) 1

2
-1\1(log 8s ) 1

2

= 1V'(log.:JI ) + \1(log8s ,1) + \1(lOg8i)1
2

-1V'(1og8s ,1) + V'(1og8;) 1

2

= 1\1(1og.:JI )1

2 + 1V'(log 8i) 1

2
- 1V'(log 8;) 1

2 + 2(V'(1og:JI ), V'(1og 8s ,1))

+ 2( \1 (log .:JI)' V'(log 8i)) + 2( V'(1og 8s ,1)' V'(log :JI))

= 1V'(log.:JI )!2 + 1V'(log8i)1
2

-1\1(log8;)1
2 + 2(V'(1og8s ,1), V'(1og.J))

+2( \1 (log .:JI)' V' (log 8i) ).
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Dans cette dernière somme, les trois carrés scalaires sont bornés: d'une part, la fonction :TI
est régulière et strictement positive, donc \7 (log :TI) est continue, d'où bornée, car évaluée
sur un compact de al. D'autre part, sous les hypothèses (2.20), les racines a E ~+ "-. ~t sont,
dans la zone considérée, minorées par un réel> 0; en effet, si l'on ordonne les racines simples
al, ... , ae de telle façon que l = {al,"" alII} et si a E ~+ se décompose suivant les racines
simples en a = 2:;=1 viai (où tous les entiers vi sont ~ 0), le fait que a tJ. ~t se traduit par

la condition 2:III<i~evi ~ 1 et l'on a

(a,H) = L vf(ai,H) + L vf(ai,H) ~ c' L vi - c Lvi,
l~i~III III<i~e III<i~e l~i~III

d'où (a, H) ~ const. > °quelle que soit la racine a dans l'ensemble fini ~+ "-. ~t, dès lors
que les constantes c et c' sont convenablement choisies - le cas où l = II est trivial. Par
l'inégalité de Cauchy-Schwarz, ceci montre également que (\7 (log:TI ), \7 (log 8~)) est borné.
Quant au produit scalaire (\7 (log 8s ,I) , \7(log:T)), celui-ci s'écrit également

(2.21) \\7(10g8s ,I), \7(log:T)) = L (::~) (a, \7(log:T)(H)).
aE~j

Choisissons un système de coordonnées (Hl,"" He) relatif à une base orthonormale de a,
dont le premier vecteur est a/lai, et notons, pour une fonction régulière f(H) = f(Hl , ... , He)
sur a, (8d)(Hl , ... , He) la dérivée partielle de f, évaluée en H, suivant le vecteur a/lai. Si
l'on note f = log:T, l'expression (2.21) devient 2.:aE~+ ma(8d)(H)/Hl; or l'application

1

partielle Hl I--t f(Hl , ... , He) est paire. En effet, si l'on identifie chaque vecteur H de a à ses
composantes (Hl, ... , He), on a

( - Hl, H2 , . .. , He) = (Hl - 2Hl , H2 , ... , He)

= H - 2Hl ~ = H _ 2 (a/lai, H) = (fa(H).
lai la/lal1 2

La fonction :T est invariante par le groupe de Weyl W, et en particulier par la réflexion (fa;
il en va donc de même de f, d'où la parité de Hl I--t f(H), d'après le calcul précédent. Ceci a
notamment pour conséquence que la dérivée de cette application partielle, évaluée en 0, est
nulle. Nous en déduisons donc que

(8d)(H) _ (8l )f(Hl , ... ,He) _ (8d)(0, H2 , .. ·, He) -11 d (8 2 f)( H H H)
- H - SIS 1, 2, .. ·, e,

Hl Hl 1 0

quantité qui est bornée, en vertu des relations suivantes:

(8,f)(H) = o~+ molal ( coth(a, H) - (a,lH ))

(8iJ)(H) = o~+ molal'Ca,~), - sh,(~,HJ

Revenant à la formule (2.21), on obtient ainsi le résultat annoncé. o
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Preuve du théorème 2.3.1. Commençons par démontrer la majoration

h~(x) -:5T h(x, t) (x E X, °< t ~ T)

en nous fixant un réel R > °et en considérant le noyau de la chaleur h~R) (x, y) dans la boule
BR = B(o, R) = {x EX: Ixl ~ R}, autrement dit la solution fondamentale du problème

{

(R) -
(LxJxht (x, y) == ° pour x E BR et y E BR

(R) -
ht (x, y) ° pour x E 8BR et y E BR,

Posons, pour tous x, y E G et t > 0, h(xK, yK, t) = h:(y-1x) :T(y-1x). Soit UeR) : BR X

BR X [0, T] -7 ffi. la fonction définie par UeR) (x, y, t) = ect h(x, y, t) - h~R) (x, y) lorsque t =f. 0,
prolongée par UeR) (x, y, 0) = °(pour x, y E BR), où la constante c > °est choisie de telle
sorte que c + Wx - Ws ~ °sur a. À toute fonction f E ~(BR) n ~cOO(BR), à valeurs ~ °et
d'intégrale 1, associons Uj : BR x [0, T] -7 [0, +00[, (x, t) M fER dy UeR) (x, y, t) f(y), que l'on
décompose sous la forme

Uj(x, t) = ect r dy h(x, y, t) f(y) - r dy h~R) (x, y) f(y) .
1ER 1ER

" J " JV v
Ul (x,t) U2(X,t)

U2 est continue sur BR x [0, +oo[ puisqu'elle a pour limite f(x) en (x, 0). En outre, concernant
Ul, on a

lim Ul(X, t) = f(y)
(x,t)~(y,O)

pour tout y E BR, Uj est donc continue sur BR x [0, T] et satisfait les conditions de régularité
du lemme 2.1.3 (là encore pour n = BR)' D'autre part, Uj est bien positive sur les «bords»
du domaine, car, pour tout xE BR, Uj(x,O) = Ul(X,O) - U2(X,0) = f(x) - f(x) = °et, pour
tout (x, t) E 8BR X ]0, Tl,

Uj(x, t) = é t r dy h(x, y, t) f(y) - r dy h~R) (x, y) f(y) ~ O.
1ER 1ER

" ri " .1v v
~o =0

Quant à la positivité de Lxu j sur BR X ]0, Tl, on a, comme pour le cas hyperbolique réel,

LXU 2(X, t) = LR dy ,(~ - (/::,.x) x ) h~R) (x, y)/(y) =°
v

=0

(x E BR, t > 0),

d'où

~O

Dans ces conditions, le principe faible du minimum parabolique s'applique et prouve que la
fonction Uj est positive sur BR x [0, T]. En choisissant une approximation de l'unité (fnk~l,
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on montre alors que U(R) (x, y, t) = ect h(x, y, t) - h;R) (x, y, t) est ~ 0 sur BR X BR X [0, T].
Par conséquent,

h;R) (x, y, t) :( ect h(x, y, t) :( ecT h(x, y, t) (x, y E BR, 0 < t :( T).

Or, h;R) (x, y) )' h~(x, y) lorsque R)' +00. Il s'ensuit la majoration annoncée: h~(x, y) ~T
h(x, y, t) (pour tous x, Y E X et 0 < t :( T).
En ce qui concerne la minoration correspondante, il suffit là encore d'intervertir le rôle des
noyaux h~(H) et ht(H). 0

4 Estimation du noyau en temps grand

Rappelons que II = {al, ... ,ad c a* désigne l'ensemble des racines simples de g; nous
noterons (âl, ... ,âe) la base (de a) duale de (al, ... ,ae).

Commençons par examiner ce qui se passe loin des murs en introduisant la borne con­
jecturée dans cette zone:

(H E a+, t > 0).

Proposition 2.4.1. - (LXh0/h0 )(H, t) = O(C 2 ) dès que minaE~+ (a, H) ~ t ~ l.

Preuve. Comme h0 (H, t) = (47r)n/2 e-tlel2 .:J(H)-1/2 h;(H), les calculs effectués dans la

partie 2.3 montrent que (radD.x)h0 /h0 = D.shUh; + W s - Wx, d'où L xh0 /h0 = -lel 2 +
Wx - W s · Puisque l'on a

et que

I

L ma 1

2

~ 2 L m;lal
2

aE~+ (a, H) a " aE~+ (a, H)2

(d'après l'identité du parallélogramme), il est clair que ws(H) ~ {minaE~+(a,H)2}-1:( C 2 .

Par ailleurs,

1 1 1
2

1 m lal 2

wx(H) - lel 2 = 4 L ma coth(a, H) a - 2" L 2 a -lel 2

aE~+ aE~+ sh (a, H)

= ~\ L m a { coth(a, H) + 1} a, L m a { coth(a, H) - 1} a)
aE~+ aE~+

_ ~ '" ma lal 2

~ 2 .
2 aE~+ sh (a, H)
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La dernière somme est manifestement .:s e- 2 min"'EE+ (o,H). En outre, la norme du vecteur

2:oE2:+ m o{coth(a, H) + 1} a est bornée indépendamment de H, donc, en vertu de l'inéga­
lité de Cauchy-Schwarz,

Iwx(H) - le1 21;S L molal· 1coth(a, H) - 11 + 0 (e-2min",EE+ (o,H»).

oE2:+

De la majoration coth(a, H) - 1 = 2/(e2(a,H) - 1) ;S e-2(a,H) on déduit que wx(H) - lel 2 =
O(e- 2min"'EE+(o,H»), d'où le résultat. 0

Plaçons-nous à présent près de l'origine en nous restreignant à l'ensemble des H E a+ qui
vérifient la condition minoErr(a, H) .:s t et considérons, dans cette région, la fonction

e 1 +1 _ 112 IHI
2

hrr(H, t) = C"2- 2:0 ete <po(H) e-----:rr-.

Proposition 2.4.2. - On a la majoration

Lxhrr (H t) = 0 (~ 1 )
hrr' t 1 + minaErr(a, H)

(H E a+, t > 0).

Preuve. On a, d'une part,

8hrr/8t (H t) = -~ (~ 12:+1) _1 12 IHI
2

hrr ' t 2 + a e + 4t2
et, d'autre part,

(rad ,6,x)hrr = ,6,ahrr + /\7~x \lhrr )
hrr hrr \ ~x ' hrr

= ,6,a<PO + ,6,a, + 2/\l<po, \l,) + /\l~x, \l<po + \l,)
rpo , \ <Po, \ ~x <Po ,

= (rad.6.x)<po + D.al +2/\l(<pO~~2),\l,),
<Po ,\ <pO~~2 ,

où, désigne la gaussienne ,(H, t) = e-tlH l
2
ft (H E a, t > 0). Cette fonction vérifie, de façon

élémentaire, les relations

\l'(H t) = _H et D.a'(H t) = IHI
2

_ i
,'2t ,'4t2 2t

(rappelons que f désigne la dimension de a). En outre, la fonction sphérique <Po est propre
pour l'opérateur ,6,x: on a ainsi (rad D.xJ<po = -leI2rpo. On en déduit que

L~hrr (H, t) = ~ {t(<p~~Y,2) (H), H) - lEt} = ~{E(log(<pO~~2))(H) - I~t I},
rr <Po x

où E désigne l'opérateur d'Euler: (Ej)(H) = (\l f(H), H), pour toute fonction f différentiable
sur (un ouvert de) a. On est donc amené à majorer la différence E(log(<pO~~2)) - l2:tl.
J.-Ph. Anker, Ph. Bougerol & T. Jeulin ont prouvé (cf. [An-Bo-Je], proposition 8.2) qu'«à
l'infini», loin des murs (autrement dit, lorsque minoErr(a, H) -7 +00), cette fonction tend
vers O. Le résultat suivant précise à quelle vitesse (et permet de conclure la démonstration de
la proposition 2.4.2).

Lemme 2.4.3. - On a le développement

E(lOg(<Po~~))(H)=I2:tl+O(l+ . 1 ( H))
mmaErr a,
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Preuve. La fonction <Po c5~2 se développe suivant

<Po (exp H) c5x (H) t = .L e-(q,H) L Cq,J II (a, H),
qE2Q+ JCEt aEJ

55

où les coefficients cq,J sont dominés par une puissance de 1 + Iq/, indépendante de J, et avec
Co E+ > 0 (cf. [An-Bo-Je], formule (8.4)). Alors

, 0

<Po (exp H) c5x(H) ~ = 1r(H) { co,Et + L cq,J II (a, H) -1 }

JCEt aEEt'-J

+ L e-(q,H) L Cq,J II (a, H)
qE2Q+ JCEt aEJ

q::;éO

= 1r(H) {COE+ +0(1 .1 ( H))}'
, 0 + mlllaEII a,

D'autre part,

[(<Po c5~)(H) = \,'\!(<Po c5~)(H), H) = .L e-(q,H) L cq,J (IJI- (q, H)) II (a, H)
qE2Q+ JCEt aEJ

(ibid., (8.5)), d'où (en distinguant des autres le cas où q = 0)

[(<Po c5~)(H) = .L CO,J IJI II (a, H) +°(IHI1r(H) e- min" Err (a,H) )
JCEt aEJ

= 1r(H) {Co E+ 1~t 1 + 0 ( 1 . 1 ( H) ) } .
, 0 + mlllaEII a,

Par suite,

[(10 ( c51/ 2))(H) = ('\l(<poc5~2)(H),H)
g <Po x (<Po c5~2)(H)

_ co,Et I~t1+ 0 (l+min,,~rr (a,H))

cO,Et + 0 (l+min,,~rr(a,H))

ce qui est bien le résultat annoncé.

_ + ( 1 )-I~o 1+O. ,
1 + mlllaEII(a, H)

o
Un raisonnement analogue peut s'appliquer aux «petits» espaces symétriques XI = CJ/(Kn
CI) (cf. §1.2). À condition d'introduire les notations correspondantes (fonction sphérique
<PI,O, etc.), on obtient l'énoncé suivant:

Corollaire 2.4.4. - On a le développement
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Loin des murs, la fonction h0 peut être corrigée par e±c/t, où c > 0 est une constante
assez grande (le signe ± étant fonction de l'inégalité à prouver: + pour la majoration du
noyau, - pour sa minoration). De même, près de l'origine, hrr peut être corrigée par

exp ( ± ~ L JI + (a, H) 2 ) .

QEL;ci

Près des murs, les estimations du noyau de la chaleur que nous considérons sont des mélanges
de ces deux cas extrêmes. Soit ml = '2:QEL;+,L;; m Q = '2:QEL;+,L;; dimgQ. Désignons par

(H E a+, t > 0)

la borne conjecturée dans la zone RI, qui correspond grosso modo à l'ensemble des H E a+
vérifiant (a, H) :::;; t pour tout a E l et ({3, H) ?:: t pour tout {3 E II '- l - en fait, il faut y
ajouter des conditions supplémentaires (cf. figure p. 57: la zone RI en question est la région
grisée).

Lemme 2.4.5. - Si l'on pose f2l = ~ '2:QE L;+ mQa et w~ = (O~) -1/2.6. a { (O~) 1/2}, on a
l

l'identité

(rad.6. )o{ln (OI)-1/2}
X r l,a x =.6. + 2/\710 ( 01/2) \7)

(01 )-1/2 a \ g <PI,a X,I ,
<PI ,0 X

- w~ -1f211 2
- ~\\7(1og0X,I), \7(1ogo~)).

Preuve. En vertu de la relation rad.6.x = .6.a + (\7(1og ox), \7), on a

Or, la fonction sphérique <Pl,a est propre pour l'opérateur de Laplace-Beltrami sur XI, dont
la partie radiale est rad.6.x1 = .6. aI + (\7(1og0X,I), \7), et associée à la valeur propre -1f211 2.
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6.. a<PI,a + (~6X,I, \l<PI,a) = -IL?! 12.
<PI,a X,I <PI,a

D'autre part, en appliquant le laplacien 6.. a à l'identité triviale (6~)-1/2(6~)1/2 = 1, on obtient

6..a{(6~)-1/2} + 6..a{(6~)1/2} _ ~ 1\l6~ /2 = 0
(6~)-1/2 (6~)1/2 2 6~

Cette remarque, combinée au fait que 6.. al <PI,a = 6.. a<PI,a (puisque 6..aI<PI,a == 0), aboutit donc
à la relation

c'est-à-dire

6..a{(6~)-1/2} =~1\76~12 _6..a{(6~)1/2} =~1\l6~12 _wI
(6~)-1/2 2 6~ (6~)1/2 2 6~ x'

ce qui achève la démonstration du lemme. o

((3, H) = t

._----?-- .
aE!
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autrement dit,
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Par suite, en regroupant les résultats obtenus et en utilisant le fait que

on trouve

où l'on a posé w!
somme.

Ô;;1/2 D. aÔ;/2. Examinons alors chacun des termes de cette dernière

Lemme 2.4.6. - Le vecteur r/ = (J - (JI = ~ L,BEL;+,L;j m,Bf3 appartient à 0.1.

Preuve. Il suffit de prouver que r/ est fixé par tous les éléments de W I . Notons (â 1 , ... , âe)
la base duale de (al, ... , ae) et posons AI = L,BElhI $. Ce vecteur vérifie (AI, a) = a pour
tout a E Jet (AI ,f3) = 1 pour tout 13 E II,, J, ce qui montre que AI appartient à la face
(c/)+, et donc qu'il est fixé par WI. En particulier, comme le groupe WI est engendré par
les réflexions (J'a (a E 1), on en déduit que (J'a(A I ) = AI pour tout a E J. Par ailleurs, AI
permet de caractériser les éléments de I;+ " I;j parmi les racines, E I; : si , = LaEII vaa,
où les coefficients Va sont des entiers tous de même signe, alors, E I;+ " I;j si, et seulement
si, le produit scalaire (AI,,) = L,BEII'I v,B est strictement positif.
Les éléments de WI définissent de façon claire des permutations de l'ensemble I;I, ainsi que
de I; " I;I. En fait, ils permutent également les éléments de I;+ " I;j ; en effet, si , est un
vecteur de I;+ "I;j, alors, pour tout a E J, on a ((J'a (,) , AI) = (" (J'a (AI)) = (" AI) > 0,
d'où (}a(,) E I;+ " I;j.
Par suite, (J'a((JI) = ~ L,EL;+,L;j m,(J'a(,) = ~ L,EL;+,L;j mUO-Ci)l = r/. Ceci prouve bien
que r/ est fixé par les réflexions (J'a (a E 1), donc par WI. 0

Lemme 2.4.7. - On a la majoration

(2.22)
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pour HE a+.

Preuve. La relation \7(log8x ,I)(H) = 2:aE~i ma coth(a, H) a (pour tout H E a+) montre
que la fonction \7 (log 8x,I) prend ses valeurs dans le sous-espace al, donc, d'après le lemme
précédent,

\\7(log8X ,I)(H), \7(log8~)(H)) = \V(log8X ,I)(H), \7(log8{J(H) - 2r/)

= L ma coth(a, H) 9a(H),
aE~;

où l'on a posé

9a(H) = (a, \7 (log 8~)(H) - 2/) = :L m(3 (coth(,8, H) - 1) (a, ,8).
(3E~+ ......~;

Les racines ,8 E I;+ ........ I;j étant minorées sur la région RI par une constante> 0, on déduit
de la majoration élémentaire coth(,8, H) -1 = 2/(e2 «(3,H) -1) ,:S e- 2 «(3,H) que l'on a 9a(H) ,:S
exp(-2 min(3Eil'-.I(,8, H)). Pour conclure, il nous reste à estimer coth(a, H) 9a(H), lorsque
a E I;j. Commençons par remarquer que, si (a, H) = 0, alors 9a(H) = 0, puisque, dans ce
cas, H est fixe par l'action de 0'a, donc

9a(H) = 9a(O'a(H)) = L m(3( coth(O'a(,8),H) -l)(a,,8).
(3E~+"""~;

Or, nous avons vu lors de la précédente démonstration que la réflexion 0'a permute les éléments
de I;+ ........ I;+ d'où1 ,

9a(H)= L maa «(3)(coth(,8,H)-l)(a,O'a(,8))
(3E~+"""~;

:L m(3 (coth (,8, H) - 1) (O'a(a),,8) = -9a(H),
(3E~+"""~;

puisque l'action de 0'a préserve les multiplicités des racines et échange a avec -a. Lorsque
(a, H) est petit (disons ~ 1), alors (2.22) est clairement vérifiée. Quant au cas où (a, H) > °
est petit, introduisons le projeté orthogonal

H I = H- (a,H)
lal 2 a

de H sur l'hyperplan de a orthogonal à a; on a ainsi 9a(H' ) = 0 et

ce qui montre que la quantité

(a, H) coth(a, H) t (' (a, H) )
coth(a, H) 9a(H) = - lal 2 Jo ds (80.90.) H - s lal 2 a
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est bel et bien dominée par e-2min,6Elh.I(,B,H).

Regroupons à présent les diverses estimations obtenues et utilisons la majoration

o

qui se prouve en suivant la démonstration de la proposition 2.4.1 et en remplaçant ~+ par
~+ " ~j. Tout ceci nous fournit une estimation de LhJ/h I .

Proposition 2.4.8. -

LhI (H t) - 0 (~ 1 )
hl ' - t 1 + minaEI(a, H) .

Introduisons les fonctions ht- définies par ht- = et- hl, où la correction apportée à hl est

et-(H, t) = exp ( =F ~ L JI + (a, H)2)
aEb;'o

(H E a+, t> 0),

et recollons ces différentes bornes hl en une fonction h± (comme précédemment, h+ sera notre
estimation supérieure du noyau de la chaleur, et h- son estimation inférieure), W-invariante,
dont la restriction à a+ est donnée par la formule

h±(H, t) = e=FT L XI (tH) ht-(H, t)
l cIl

(pour une certaine constante K, > 0 à préciser), grâce aux fonctions plateaux XI définies
comme suit. Soit X+ : IR. --t [0, 1] une fonction de classe ~oo telle que

{
X+ == 0 sur] - 00, -E]
X+ == 1 sur [E, +00[,

où E sera choisi ultérieurement, et X- : IR. --t [0,1] définie de telle sorte que X+(x) = X-(-x).
La fonction XI est alors donnée par

XI(H) = { II IIx-((âI,W.HI)-(âI,AI))}{ II X+(U3I ,HI)-(,BI,AI ))},
WEWI aEI ,BETh.I

où A E a+ est fixé. On décompose ce dernier en A = AI + AI suivant a = al œal. Alors
AI E (aI)+ C +(aI) et AI E (aI )+.

Estimons les nouvelles bornes ht-. Afin d'alléger les formules, posons

~I(H) = L JI + (a, H)2,
aEb;'o

de telle sorte que et(H, t) = exp(=FC~I(H)lt). On a, d'une part,

oht-1ot(H ) = ~ c (H) oht-1ot(H)
- ± ' t ± 2 4,,1 + ± , t
hl t hl
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et, d'autre part,
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(2.23)
\le± cc"" (a H)
-i-(H, t) = =f- \lçI(H) = =f- LJ ' a,
el t t + Jl+(a,H)2

QE~1,0

d'où, par application du lemme 2.4.5,

(radf:.x)hi(H t) = f:.aet(H t) + f:. a{(8;)1/2'}(H t) ± ~ (\lé (H) H)
hi ' et' (8;)1/2, , t2 "'1 ,

Cf ~ (:~; (H), %(H)) - :t (:~; (H),H) Cf 2tC /'V('PI'~~~;) (H), %(H))
s s \ 'PI,a X,I

+2 (\l('PI, a8i;) (H) \l{(8;)1/2'}(H t)) -wI(H) _1 12
5:1/2 '(81 ) 1/2 ' X (2 l'P I,auX,I s,

_ ~ j\l8x ,I (H), \l~i(H)).
2 \ 8x ,I 8x

Par conséquent,

-± ±
Lxhl LxhI C f:.ae l c ( )
----=±(H, t) = -h-(H, t) ± 2 çI(H) - -±-(H,t) =f 2 \lçI(H), H

hl l t el t

± ~ c~; (H), 'VeI(H)) ± ~C C('PI'~~~;) (H), %(H))
S 'PI,a X,I

D'après (2.23), on a les égalités suivantes:

et

où
~ (a,H) a - 0 1
~ JI + (a, H)2 - (),

QE~1,0

donc (en- 1 f:.aet est inférieure ou égale à une fonction dominée par l/t2. De la même façon,
(e"i )-1 f:.aeÏ ? O(I/t2). D'autre part,

j\l8;(H) \lé (H))- "" m{3 "" (a,H) ((3 a)-O(~)\ 8; ''''1 - {3E~~~+ ((3, H) Q~ JI + (a, H)2 ' - t
1 1,0
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(dès que l #- II). Pour compléter l'estimation du quotient Lxht /ht, il reste encore à
déterminer l'ordre de grandeur du produit scalaire (V'log('P],O 8i!}) ,V'/;,]).

Lemme 2.4.9. - On a l'encadrement

((3 E 2:-j, HEa+).

Preuve. Commençons par montrer que le produit scalaire

(2.24)

est positif, quel que soit (3 E 2:,j (autrement dit, que V'/;,](H) E (a])+). Si (a, (3) < 0, consi­
dérons la contribution, dans la somme (2.24), des racines a et 0',6 (a) et examinons la somme

(2.25)

correspondante. Alors

donc (2.25) se reformule en

(
(a, H) (0',6 (a), H) )

(2.26) (a, (3) JI + (a, H)2 - JI + (O',6(a), H)2 .

Or, (O',6(a), H) = (a, H) - 21(31- 2 (a, (3)((3, H) ~ (a, H), puisque (a, (3) < 0 et ((3, H) ~ O. La
croissance de la fonction 8 H 8/)1 + 82 (8 ~ 0) implique alors que la quantité (2.26) est ~ 0,
d'où le résultat.
Revenons au lemme proprement dit. Remarquons que, sans limiter la généralité, on peut
supposer (3 indivisible ((3 E 2:,7,0); notons alors H,6 la projection orthogonale de H sur la
droite engendrée par (3: H,6 = H - 1(31-2 ((3, H) (3. On a ainsi

avec

d'où

((3, H) '""" 2 rI { / ( ((3, H) ) ) 2 } - ~
(2.27) ((3, V'/;,](H)) = l$f2 ~ (a, (3) Jo d8 1 + \ a, H - 8 1(31 2 (3 .

QE~I,O
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Par suite,
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En effectuant le changement de variable t = 8(1 + ((3,H)), on obtient

((3 H) r1+((3,H) ((3 H) 2- 1

((3,\lçI(H))~ 1+ ((3,H) 10 dt{l+t
2
C+((3,H))} 2

>- ((3,H) t dt {l+t2( ((3,H) )2}-~>- ((3,H) tdt(l+t2)-~
y 1 + ((3, H) 10 1 + ((3, H) y 1 + (/3, H) 10 '

compte tenu de la majoration 1 + t2((3, H)2(1 + ((3, H))-2 :::; 1 + t2.

Lemme 2.4.10. - Lorsque minaE!(a, H) -t +00, on a l'estimation

Preuve. D'après (2.23), on peut écrire

o

(2.28) (
\l ('PI,O <5;/,;) (H) \le (H)) =" (a, H) / a \lIa ( <5 1/ 2) (H))

<51/ 2 ' "'1 L JI + (a H)2 \, g 'PI,O X,I
'PI,O X,I aE~+'

J,O

Posons 1rI(H) = rr(3E~j 0 (/3, H) et Qj = ~(3EI N(3. Au cours de la démonstration des lemmes
2.4.3 et 2.4.5, nous avons prouvé l'estimation

(2.29) 'PI,o(exPH)<5X,I(H)t=1rI(H){co~++O(l .1 (H))}'
, [,0 + mlnaEI a,

avec Co ~+ > 0, ainsi que le développement
, [,0

'PI,o(expH) <5x ,I(H)t = L e-(q,H) L cq,J II (/3,H),
qE2Qj JC~i.o (3EJ

duquel on déduit, par différentiation, que

En combinant ce résultat à (2.29), on obtient

/ 1/2)" (a, (3) ( 1 )
\a, \llog('PI,O <5X,I)(H) = ~ ((3,H) +0 l+min(3EI((3,H)2 '

(3E~ [,0
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d'où le résultat, en vertu de (2.28). 0

La fonction (\7log(lf'l 0 oi!~)(H), \7~l(H)) étant bornée (et positive), on en déduit l'estima-, ,
tion globale suivante:

Corollaire 2.4.11. -

(
\7( 0

1
/

2
) )

1f'1,0 X,I (H), \7~ (H) ;;::: 1 .
If' 01/ 2 1 l+minaE1(a,H)

1,0 X,I

À condition de rassembler les résultats obtenus jusque-là, ceci nous permet d'évaluer le com­
portement de Lxhy /hy :
Proposition 2.4.12. - Si l'on choisit la constante c> 0 assez grande, on a

Lxhj ( 1 )h+ (H, t) ;:: 0 t 2
1

et LxhJ (1)h- (H, t) ~ 0 t2 .

1

On en déduit qu'en choisissant la constante K, assez grande, on aura les inégalités LxhJ ~ 0 ~

Lxh j, à condition que les termes faisant intervenir les fonctions plateaux XI et leurs dérivées
ne perturbent pas le résultat.

Pour tout A E a+, considérons le cône tronqué C(A) = a+ n (A - +a). Rappelons au
passage les définitions de la chambre de Weyl fermée a+ et de son cône dual +a:

a+ = {H E a: Va E TI, (a, H) ;:: O} = L ~5
aEII

+a = {H E a: Va E TI, (5, H) ;:: O} = L ~a,
aEII

ce qui montre que

(2.30) C(A) = {H E a+ : Va E TI, (5, H) ~ (5, A)}.

Plus généralement, posons, pour l c TI fixé, (a1)+ = a+na1 et +(a1) = +ana1 - on rappelle
que a+ = (a0)+ et +a = +(a0).

Lemme 2.4.13. - Ces ensembles vérifient l'inclusion (a1 )+ C +(a1 ).

Preuve. Commençons par examiner le cas où l = 0 et montrons que a+ C +a - nous
reprenons ici la preuve donnée dans [Hel] (chapitre VII, §3, lemme 2.20.iii). Soit H =

2:aEII caa E a+ et démontrons que les coefficients Ca sont tous ;:: O. Comme le produit
scalaire de deux racines positives (simples) distinctes est toujours ~ 0, on a

o~ 1 L Icala - HI
2

= L c;!aI 2 + L Icallca'i (a, a') - 2 L Ical (a, H) + IHI 2

aEII aEII a,a'EII ~ aEII ~
a,pa' '" '"

~ L c;lal 2 + L Ca Ca' (a, a') - 2 L ca(a, H) + IHI 2

aEII a,a'EII aEII
a,pa'

= 1 L caa - H 1

2

= O.
aEII
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Par suite, H = 2:aE ll ICa la, ce qui montre que Ca = ICa 1;? O. Pour un sous-ensemble l c II
général, on a (aI )+ = a+ n al C +a n al = +(aI ). 0

Lemme 2.4.14. - Soit € = (al,"" ag) la base de a formée des racines simples, Ê =

(â l , ... , âg) sa base duale et soit r = r(€) la matrice de Gram associée à €. Alors:
(i) la matrice de Gram associée à Ê est r- l ;

(ii) les coefficients de la matrice r- l sont tous;? O.

Preuve. En vertu d'un résultat classique sur les matrices de Gram, r est inversible, puisque
la famille € est libre. D'autre part, moyennant le choix d'une base orthonormale de a, on
peut identifier cet espace (et, par suite, a*) à ~g. Soit E (respectivement Ê) la matrice de
passage de la base canonique de ~g ~ a vers € (respectivement vers Ê) ; alors Ê* = E- l (où
Ê* désigne la transposée de la matrice Ê) et r = E* E. La matrice de Gram de la base duale
Ê est donc Ê* Ê = E-1(E-1)* = (E* E)-l = r- 1 .

Corollaire 2.4.15. Soit prI le projecteur orthogonal sur al. On a l'identité

+(aI ) = prI (+a) = L ~,6I.
,BEll,I

Preuve. Il est clair que +(aI ) = +a n al C prI (+a) C al. Comme

prI(+a) = prI(L ~a) = L ~aI = L ~,6I,
aEll aEll ,BEll,I

il suffit, pour conclure, de prouver que prI (+a) C +a. On voit, de manière immédiate, que l'on
peut se limiter à vérifier que les projetés ,61 = prI (,6) des racines ,6 E II,, l sont bien éléments
de +a. Or, ,61 = ,6 - ,61, avec ,61 E al. Pour tout a E I, on a donc (a,,6I) = (a,,6) ~ O.
Décomposant ,61 sous la forme ,61 = 2:aEI caa (avec Ca E ~), ceci se traduit par le fait que
les coefficients du produit matriciel r . ,61 sont tous ~ a- l'espace al est ici identifié à ~III

via la base (a)aEI des racines simples dans al; ,61 s'identifie donc au vecteur colonne dont
les coefficients sont les Ca' D'après le lemme l.ii, les coefficients de r-1(-r. ,61) = -,61 sont
;? 0, ce qui montre que -,61 et, par conséquent, ,61 appartiennent à +a. 0

Lemme 2.4.16. - Pour tout A E a+, C(A) vérifie les propriétés suivantes:
(i) l'ensemble C(A) est borné (donc compact);

(ii) pour tout l c II, le projeté orthogonal de C(A) sur al coïncide avec la trace de C(A)
sur al ; celui-ci ne dépendant pas de la composante AI de A, on posera Cl (AI) =

C(A) n al ;
(iii) CI(AI ) est donné par CI(AI) = (aI )+ n (AI - +(aI )).

Preuve. Soit H E C(A), que l'on décompose en H = 2:aE ll caa. Alors (1) montre que ses
composantes Ca = ca(H) = (&, H) sont bornées: a ~ Ca ~ (â, A), ce qui prouve l'assertion (i).
Pour (ii), commençons par remarquer que al n C(A) c prI(C(A)). Or, le projeté prI(a+)
coïncide avec (aI )+; en effet, il le contient de manière évidente et, d'autre part, on a prI (a+) C

(aI )+: si HE a+, alors HI E (aI)+ = {H E al: Va E I,(a,H);? a}, puisque (a, HI) =
(a, H) - (a, HI) = (a, H) ;? a (les racines a E l sont orthogonales à al). En reprenant le
raisonnement mené dans la démonstration du lemme 1 (on se place dans al au lieu de travailler
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dans a), on voit que (aI)+ C +(aI) = I:o EII14a. Par suite, HI = prl(H) E +(aI); on peut
donc écrire HI = I:oEI coa où les coefficients Co sont tous;:;:: a et, pour tout 13 E II " J,

on a (13, HI) = I:oEI Co (13, a) ~ O. Comme (13, H) ;:;:: a (par hypothèse), on en déduit que
(j3,HI ) = (j3,H) - (13, HI) ;:;:: 0, ce qui montre bien l'inclusion prl(a+) C (al )+ et prouve que
prl (C(A)) c prI (a+) n pr l (A - +a) C (al )+ n (AI - +(al )), en vertu du corollaire 3.
Il reste à vérifier que tout (aI)+n(AI -+(aI )) C al nC(A). Comme alnC(A) = (al)+n(A-+a),
il est suffisant de prouver que AI - +(aI ) C A - +a. Soit donc H = AI - L,BErr'I C,Bj3I, où

les c(3 sont;:;:: O. Alors H = A - {I:,BErr'IC,Bj3 + (AI - L,BErr'IC,Bj3I)}' Or, pour tout
13 E II,, J, -131 E (aI)+ C +(al) C +a, car (a, -131) = -(a,j3) ;:;:: a (a E 1). Comme
AI E prl (a+) = (al) + C + (al) C +a, on en déduit que la dernière expression entre accolades
est élément de +a, d'où le résultat. 0

Lemme 2.4.17. - Soit a E J et W E WI. Alors les composantes du vecteur w . âl - â l

relativement à la base (al,' .. ,ae) de a sont toutes négatives ou nulles.

Preuve. Puisque tout élément w du groupe de Weyl WI C W préserve les sous-espaces
orthogonaux al et al, et que les réflexions par rapport aux éléments de J engendrent WI ,
une récurrence immédiate prouve qu'il suffit de démontrer que si les coefficients c(3 dans la
décornposition

(2.31) w . â l - âl = ~ C,Bj3
,BEI

sont tous ~ 0, alors il en va de même des composantes de (0"o,w) . âl - âl , pour toute racine
simple a' E J. Supposons donc que la décomposition (2.31) soit vérifiée pour des coefficients
c(3 tous ~ aet considérons une racine simple a' E J. Alors, d'après (2.31),

( ) ~ ~ (w· &'1, a') , ~ '" 13 2 ((~ ') '" (13 ')) ,O"o'W . al = W· al - 2 [a'1 2 a = al + ~c,B - [a'1 2 al,a + ~c,B ,a a.
,BEI (3EI

Si a =j:. a', alors (âI , a') = (â, a') = a et la composante de (0"o,w) . âl - âl suivant a' est

(2.32)

Rappelons que le produit scalaire de deux racines simples est toujours ~ a(cf. [Kn]) ; par suite,
la quantité (2.32) est négative ou nulle. De plus, la composante de (O"o,w) . âl - âl suivant
13 El" {a'} est c,B, donc ~ O. Quant au cas où a = a', de la même façon, la composante de
(O"ow) . âl - â I suivant 13 El" {a} est c,B ~ O. Pour ce qui est de sa composante suivant a
(que l'on notera c~), écrivons la décomposition a priori

(O"oW)·âI-âl=c~a+ ~ c(3j3.
,BEh{o}

Comme (a,âl ) = (a,â) = 1 et que (j3,âI ) = (j3,â) = a pour toute racine 13 E J" {a},
le calcul du produit scalaire du vecteur (O"ow) . âl - âl contre âl aboutit à l'égalité c~ =

((O"ow)· â l ,âI ) -lâI I
2, quantité qui est ~ a d'après l'inégalité de Cauchy-Schwarz. 0
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Dans ce qui suit, A est fixé dans la chambre de Weyl positive. Celle-ci étant ouverte, le
vecteur Ae = A + é .2:a:EII 0: reste dans a+ dès que é > 0 est assez petit. Compte tenu de ce
qui précède, le découpage obtenu pour l'espace a a la forme suivante - il est à noter que le
découpage de la chambre de Weyl a+ est donné par la décomposition d'Arthur (cf. théorème
1.2.4) de a+, autour du point A -:

a+ étant ouvert, le vecteur Ae = A + é .2:a:EII 0: reste dans a+, pourvu que é > 0 soit assez
petit. Soit à présent 0:0 E II et w E W tel que w . âo i- âo. Alors, pour tout é > 0 assez petit,
on a (w . âo, H) :::;; (âo, A) pour tout H E C(Ae ). On en déduit que l'expression donnée de
XI(H) se réduit au produit

{IIx_((âI,W.HI)-(âI,AI))'Wh{Qo}I}{ II X+(((3I,HI )-((3I,AI ))}
a:EI ~EII,I

sur (aI)++aI (donc sur a+). D'autre part, les conditions HE C(Ae ) et (o:,H) ::; é impliquent
que (â, H) ::; (â, A) ; on peut donc éliminer le facteur supplémentaire X- ((â I , HI) - ((il, AI))
au voisinage du mur o:l... Donc, au voisinage du mur o:(}, \lXI est une combinaison de formes
linéaires du type (il (pour 0: El" {o:o}) et (31 (pour (3 E II,, 1), orthogonales à 0:0.

À partir de ces résultats, on procède comme précédemment pour obtenir l'énoncé suivant:

Théorème 2.4.18. - On a l'estimation

ht (exp H) ~ r ~ ( II (1 + (0:, H) Ht + (0:, H)) m
Q

-t;m 2 g 1) e-tleI2_(e,H)_I~;2 ,

a:E:Et

uniformément pour H E a+ et t ;;:: 1.

• ••





Chapitre 3

Noyaux de la chaleur
sur les groupes de Lie semi-simples

Dans cette dernière partie, nous nous placerons dans le cadre d'un groupe de Lie réel
semi-simple G, que l'on supposera, comme dans la section 1.1, connexe, non compact et à
centre fini, et que l'on munira de sa mesure de Haar biinvariante.

1 Estimations du noyau pour des sous-laplaciens de Hormander
généraux

Rappelons quelques résultats concernant les noyaux de la chaleur sur G. Soit Xl, ... , Xl des
éléments de g, que l'on peut voir, grâce à la formule

- dlXf(x) = -d f(x exptX)
t t=ü

(j E '6'OO(G), x E G),

comme des champs de vecteurs invariants à gauche sur G (c'est-à-dire commutant à tous
les Lx, pour x E G, ce qui se vérifie aisément) - en pratique, nous identifierons systéma­
tiquement X à X. À partir de ces champs de vecteurs, on peut former le sous-laplacien

6. = L~=l XJ. Une condition suffisante pour qu'au sous-laplacien L\ on puisse associer un
noyau de la chaleur (défini comme solution fondamentale du problème de la chaleur

(3.1)
{

~~ (x, t) = 6.x u(x, t) pour x E G et t > 0

u(x,O) = f(x) pour x E G

sur la variété G, pour f E '6'c(G) - on impose ici encore à u d'avoir une croissance modérée
à l'infini) est la condition de Hormander (cf. [St] ou [Va-Sa-Co]):

(H) la sous-algèbre de Lie engendrée par {Xl, ... ,Xz} est g.

Rappelons simplement que, sous cette hypothèse, le noyau de la chaleur ht(x, y) vérifie les
propriétés (Pl) à (P5) (avec X = G) et qu'il est G-invariant à gauche, ce qui permet, si
l'on pose ht(x) = ht(x, e) pour tous x E G et t > 0, d'obtenir la solution du problème (3.1)
comme la convolée à droite (du fait de l'invariance à gauche des champs de vecteurs X j ) de
f par h t :

(3.2) (x E G, t > 0).
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La fonction obtenue est donc régulière en (x, t) E G x ]0, +00[, symétrique en x et positive
(ht(x) = ht(x- l ) > a pour tous x E G et t > 0), et satisfait l'équation de la chaleur

(x E G, t > 0)

(nous montrerons au lemme 3.2.4 qu'elle vérifie la condition initiale limH.o+ ht(x) dx = 6e ),

ainsi que l'égalité JG dx ht(x) = 1. La propriété de semi-groupe (P3) se traduit quant à elle,
compte tenu de la formule (3.2), par l'identité de convolution

(3.3) (t,s>O).

En outre, ht appartient à tous les espaces LP (G), pour 1 :::; p :::; +00.

Nous établissons ici, en reprenant en détaille contenu de l'article [os], une estimation du noyau
ht(x) en temps grand (disons par exemple t ;? 2, x E G) pour une certaine famille de sous­
laplaciens que nous expliciterons au paragraphe 3.2. Pour un sous-laplacien de Hormander
général (c'est-à-dire obtenu à partir d'un système X de champs de vecteurs vérifiant la condi­
tion de Hormander), on dispose d'ordres de grandeur pour ht(x) (toujours en temps grand):

Théorème 3.1.1 (Mustapha). - Pour un sous-laplacien de Hormander général b.., on a
la majoration

(3.4) (t ;? 1, x E G),

(3.5)

(t ;? 1, x E G)

où C désigne une constante> a ne dépendant que de G et de .6., où >'0 est le trou spectral
de l'opérateur -b.. sur l'espace de Hilbert L 2 (G) et où Ilxll := dx(e, x) représente la distance
de e à x pour la métrique de Carnot-Carathéodory associée (cf infra).

La démonstration de ce résultat, ainsi que celle du théorème 3.1.2, font l'objet de l'article
[Mu] -l'exposant -~.e-I~tl n'y est pas donné explicitement, mais peut être obtenu à partir
de [Bo] (théorème 2.3.1) et de [Lo2 ] (§ 3). Précisons également, toujours à propos du théorème
3.1.1, ce que l'on entend par trou spectral de -.6.: il s'agit du bas du spectre de l'opérateur
-b.. = - 2:j XJ sur l'espace L 2 (G), autrement dit de la quantité

>'0 = inf (-.6.f 1 fh 2 (G) = inf ~ IIXj flli2(G) ;? a
fE"G'coo (G) fE"G'coo (G) .

IlfII L 2(G)=1 IIfII L 2(G)=1 J

(puisque une intégration par parties montre que l'opérateur X j sur l'espace C(!c
oo (G) a pour

adjoint -Xj : (Xjf 1 gh2 (G) = - JG dx f(x) Xjg(x) = -(J 1 Xjg)P(G) pour tous 1, 9 E

C(!c
oo

(G) ).

En fait, S. Mustapha prouve également des majorations du même type que (3.4) pour les
dérivées partielles suivant la variable de temps (à tous ordres) et d'espace (à l'ordre 1 uni­
quement) :

Théorème 3.1.2 (Mustapha). - Soit X = (Xl,"" Xl) un système de Hormander
général, .6. = 2:~=1 XJ le sous-laplacien associé et k un entier positif Alors le noyau de
la chaleur ht (x) satisfait

1
Bk h ( )1 < -tÀo t-.t-I~+I-k -~- t X k e 2 0 e vt
Btk cv
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(t ?: 1, x E G, j = 1, ... ,1),
1

8k
1 \ e 1 +1 IIxl1

2

Xh() < -tAOt---L: -k---,.,-,-
- J' t X k e 2 ° e vt8tk rv

où C > a est une constante qui ne dépend que de G et de ..6..

et

La métrique sur G la plus adapée aux estimations du noyau de la chaleur ht(x) dépend du
sous-laplacien considéré; il s'agit de la distance de Carnot-Carathéodory, introduite dans [Ca]
(cf. [Be), §§ 1 & 2, ainsi que [Va-Sa-Co), §III.4, pour plus de détails). Rappelons au passage
qu'un chemin "( : [0,1] -7 G est dit absolument continu si

Vé > 0, 3'17 > 0, Vp E N*, Vt l , t2, ... , t2p E [0,1], t l ::; ... ::; t2p,
p p

I: It 2j - t2j-11 ::; '17 ==? I: lb(t2j) - "((t2j-l) Il ::; é.

j=l j=l

On montre en particulier que, sous cette hypothèse, "( est une fonction uniformément continue
sur [0,1] et qu'elle admet en presque tout point t E [0,1] une dérivée -y(t) E T,Ct)G, intégrable
sur le segment de définition.

Définition 3.1.3 (chemin tangent à un système de champs de vecteurs). - Soit
Xl, ... ,Xl des éléments de fi ~ TeG. Un chemin absolument continu "( : [0,1] -7 G est dit
tangent à Xl, ... , Xl (ou encore horizontal) s'il existe des fonctions al, ... , al E L 2([0, 1], IR)
telles que l'on ait

(3.6)
1 1

-y(t) = I:aj(t)Xj('Y(t)) = (deL,(t)-l) (I:aj(t)Xj )
j=l j=l

pour presque tout t E [0,1].

Comme cela est précisé dans la définition, nous avons identifié chaque champ de vecteurs X
au vecteur tangent X(e) E TeG.

Définition et théorème 3.1.4 (distance de Carnot-Carathéodory). - Soit X =

(Xl,"" Xl) une famille d'éléments de fi satisfaisant l'hypothèse (H) et "( : [0,1] -7 G un
chemin absolument continu qui lui est tangent. La longueur du chemin "( est définie par la
formule

(3.7)

où la borne inférieure porte sur toutes les décompositions de -y(t) de la forme (3.6) (puisque,
en général, une telle décomposition n'est pas unique, dès lors que les champs de vecteurs
Xl, ... , Xl ne sont pas partout linéairement indépendants). On pose alors, pour tous x,
y E G, dx(x, y) = inf l'YI, où la borne inférieure porte sur tous les chemins absolument
continus"( : [0,1] -7 G, tangents à X, et tels que "((0) = x et "((1) = y. La quantité dx(x, y)
est finie et la fonction dx définit une distance sur le groupe G, appelée distance de Carnot­
Carathéodory ou encore distance de contrôle.

x et y étant fixés dans G, la quantité dx(x, y) est a priori un élément de [0, +00]. Le fait
que la fonction dx soit à valeurs finies est loin d'être trivial: ce résultat est un corollaire du
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théorème de Chow: celui-ci affirme que, sous l'hypothèse (H), deux points quelconques dans
G peuvent toujours être joints par un chemin tangent à X.

Proposition 3.1.5 (propriétés de dx ). - Soit X un système de Hormander de champs
de vecteurs invariants à gauche et dx la distance de contrôle associée.

(i) La métrique dx est G-invariante à gauche: dx(gx, gy) = dx(x, y) pour tous g, x,
y E G. En particulier: dx(x, y) = dx(e, x-ly) = Ilx-lyll.

(ii) dx induit la topologie de G.
(iii) Les boules fermées BR = {x E G : Ilxll = dx(e,x) ::::; R} sont compactes pour la

métrique dx.
(iv) Il existe une constante C > 0 telle que, pour tous x, y E G de distance mutuelle

dx(x, y) ~ 1, on puisse trouver des points Xo = x, Xl, ... , Xk-l, Xk = Y dans G,
avec k ::::; C dx(x, y), tels que dX(Xj-l, Xj) ::::; 1 (pour 1 ::::; j ::::; k).

Les distances de contrôle associées à deux systèmes de Hormander X et X' ne sont a priori

pas comparables. Mais ce phénomène est purement local, car dx et dx ', et plus généralement
toutes distances sur G invariantes à gauche et connectées (c'est-à-dire satisfaisant les pro­
priétés (ii) à (iv) dans 3.1.4) sont comparables «à l'infini », au sens suivant:

Proposition 3.1.6. - Soit dl et d2 deux distances sur G, invariantes à gauche et connectées.
Alors l+llxlll ;:::; 1+llx112 pour tout x E G, où l'on aposé Ilxllj = dj(e, x) (j = 1,2); autrement
dit, il existe une constante C> 0 telle que l'on ait C- l (1 + Ilxlll) ::::; 1 + IIxl12 ::::; C(l + Ilxlh)
quel que soit x E G.

D'un point de vue géométrique, dans le cadre (dit sous-riemannien) qui nous intéresse, on
prouve classiquement qu'à partir du moment où X est un système de Hormander, il existe,
dans l'espace (G, dx), des géodésiques locales. Pour ce qui est des géodésiques globales, la
complétude de l'espace métrique (G, dx ) est une condition suffisante de leur existence (cf.
[Mo], théorèmes D.8 & D.9) :

Proposition 3.1. 7. - Soit X un système de Hormander sur G.
(i) Autour de chaque x E G, on peut trouver un voisinage U de x tel que, pour tout

point YEU, il existe une géodésique passant par x et y;

(ii) Si G est complet pour la métrique dx, alors par tous points x et y E G passe une
géodésique.

Nous montrerons en particulier que, dans le cas de la classe .2 que nous considérerons au
paragraphe suivant, nous sommes dans le cas de l'assertion (ii), ce qui implique l'existence
de géodésiques globales sur G (cf. corollaire 3.2.8).

Récemment, G. Alexopoulos & N. Lohoué ont amélioré, grâce à des techniques d'homogé­
néisation, la majoration (3.4) de ht(x) qu'avait prouvée S. Mustapha et en ont même exhibé
un minorant non trivial sur chacun des domaines de G x [1, +oo[ où le rapport Ilxll/Vi reste
borné (cf. [AI-La], théorème 1.1) :

Théorème 3.1.8 (Alexopoulos-Lohoué). - Pour tout sous-laplacien de Hormander gé­
néral .6., il existe des constantes C, f1 > 0 telles que le noyau de la chaleur associé à .6.
vérifie

(3.8) (t ~ 1, x E G)
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(3.9) (t ~ 1, x E G, Ilxll = O(Ji».

Plus précisément, (3.9) signifie que, pour tout K > a fixé, on peut trouver un c = C(K) > a tel
que l'on ait la minoration

(t ~ 1, x E G, IIxll ~ KJi).

Le point de départ du raisonnement de G. Alexopoulos & N. Lohoué est le principe de Harnack
(cf. théorème 3.1.9): moyennant un léger décalage (contrôlable) du paramètre de temps, on
peut comparer le noyau de la chaleur ht(x) au noyau K-biinvariant associé (3.11); c'est ce
même argument qui a été employé dans [os] et que l'on détaillera dans les lemmes .3.2.2 &
3.2.3.

Théorème 3.1.9 (principe de Harnack - version 1). - Soit .6. un sous-laplacien de
Hormander sur G, t1 < t2 deux réels d'un intervalle ]a,,B[ C IR (avec -00 ~ a < (3 ~ +00),
n c G un ouvert relativement compact et X un compact de G. Alors, pour tous entiers Jo,
J1, ... , Jv ~ a (où 1/ désigne la dimension de G), il existe une constante C > a telle que,
pour toute solution u strictement positive de l'équation de la chaleur ît u(x, t) = .6.u(x, t) sur
n x la, (3[, on ait l'inégalité

:~~ 1(%tYo (a~Jh '" (a~Jjv u(x, t1)1 ~ C l~Jc u(x, t2).

(Les dérivées spatiales sont prises suivant un système de coordonnées locales fixé.)

Théorème 3.1.10 (principe de Harnack - version 2). - Soit X = (Xl, .. . , Xl) un
système de Hormander de champs de vecteurs (invariants à gauche) sur G et.6. = Xf+ . ,+Xl
le sous-laplacien associé. Pour tous x E G et r > 0, notons B(x, r) C G la boule ouverte de
centre x et de rayon r pour la métrique dx . Alors, pour tous t1 < t2 dans l'intervalle ]0, +00[,
tout K E ]0, I[ et tous entiers Jo, J1' ... , JI ~ 0, il existe une constante C > a telle que, quels
que soient x E G, r E ]0, I[ et quelle que soit la solution u strictement positive de l'équation
de la chaleur îtu(x, t) = .6.u(x, t) sur B(x,.;r) x ]0, +00[, on ait l'inégalité

sup 1(aayaxiI ... xtu(y, rt1)1 ~ C inf u(y, rt2)'
YEB(x,Kovr) t YEB(x,Kovr)

Ces deux versions du principe de Harnack sont démontrées dans [Va-Sa-Co] (théorèmes III.2.1
& V.4.2).

Reste la question du comportement du noyau de la chaleur en temps petit, que nous
n'étudierons pas ici. Mentionnons simplement le résultat suivant, qui utilise l'énoncé précédent
(cf. [Va-Sa-Co], théorème V.4.3).

Théorème 3.1.11. - Soit X un système de Hormander et ht(x) le noyau de la chaleur sur
G associé. Alors il existe un entier positif d ~ dim G et une constante C > a telle que l'on
ait l'encadrement

(0 < t ~ 1, x E G).
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2 Estimations du noyau pour les sous-laplaciens de la classe ~

Nous avons rappelé dans les chapitres précédents (cf. pp. 15-16 et §1.1) les résultats de
base relatifs au noyau de la chaleur associé à l'opérateur de Laplace-Beltrami ~x sur l'espace
symétrique X = G/ K et que l'action de ce dernier peut être obtenue en faisant opérer à droite
le Casimir D = D5 - De E 02/(fl) (où, ce qui revient au même, l'élément D5 ) sur les fonctions
de 1f OO (X) ~ 1fOO(G)K. Il est alors naturel de considérer le laplacien ~ = D5 + De, ainsi que
le sous-laplacien ~ = D5 , et de s'interroger sur le comportement des noyaux de la chaleur
qui leur sont associés. Dans le reste de ce chapitre, nous nous restreindrons à la classe 2 (qui
englobe les deux cas que nous venons d'évoquer) des sous-laplaciens ~ invariants à gauche
de la forme

1

~ = °5 +L Yj2,
j=l

où YI, ... , Yi sont des éléments quelconques de ec 02/(e), qui sont donc associés aux systèmes
X = (Xl,"" X n , YI,"" Yi) (où (Xl"'" X n ) désigne une base orthonormale quelconque
de s), et nous montrerons que les noyaux de la chaleur correspondants ont tous le même
comportement, qui (du moins en temps grand) est extrêmement lié à celui du noyau associé
à ~x. Plus précisément, le bas du spectre de l'opérateur -~ sur L 2 (G) est le même que celui
de -~x sur L2 (X) (autrement dit, vaut 1(11 2) et la distance de contrôle (sur G) définie par
~ est comparable à la métrique riemannienne sur X, à une constante additive près. Nous
conclurons en donnant l'estimation de la fonction de Green sur G.

Afin d'assurer l'existence des noyaux de la chaleur associés aux sous-laplaciens de la classe
2, nous ferons l'hypothèse supplémentaire selon laquelle l'algèbre de Lie fl de G n'a pas de
facteur compact. Ceci est justifié par le lemme suivant.

Lemme 3.2.1. - Toute base de s satisfait la condition de Hormander.

Preuve. L'algèbre de Lie g est semi-simple; elle s'écrit donc (de manière unique) comme
somme directe d'idéaux fl = E9;=1 flj, où chaque flj est une algèbre de Lie simple (cf. [Kn2J,
théorème 1.51, ou [Hed, corollaire 11.6.2). Le sous-espace j = [s, s] EEîs est un idéal de fl = eEEîs ;
en effet, e est une sous-algèbre de Lie de 9 et s un sous-espace satisfaisant les inclusions
[t,s] Cs et [s,s] c e (qui découlent immédiatement de la définition de t et s), donc [j, fl] C

s EEî [s, s] = j. Il s'ensuit que, pour chaque j = 1, ... , p, le sous-espace j n gj est un idéal de
flj, d'où j n flj = {o} ou j n flj = flj, compte tenu de la simplicité de flj· Puisque aucune des
algèbres de Lie gj n'est compacte (g est supposée sans facteur compact), on a nécessairement
j n flj = flj pour tout indice j. Par conséquent, j = E9;=1 (j n flj) = E9;=1 flj = g, ce qui montre
que la sous-algèbre de Lie de 9 engendrée par s (qui n'est autre que j) est fl tout entière. 0

Comme 0 5 = 'L.7=1 XJ, il s'ensuit que tout sous-laplacien de .:.t'est de Hormander et que l'on
peut donc lui associer un noyau de la chaleur ht(x) (x E C, t > 0), qui satisfait les propriétés
rappelées précédemment. On se propose ici de déterminer le comportement global de ht(x).

Dans ce qui suit, la notation h~ (x) désignera le noyau de la chaleur moyenné bilatéralement
sur K:

(3.11) (x E C, t> 0).
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Lemme 3.2.2. - Pour tous R ? 0, T > aet é > 0, il existe une constante C > a telle que,
pour tout t? T et tous x, y E G vérifiant dx(x,y) ~ R, on ait ht(x) ~ Cht+ê(Y)'

Preuve. Fixons-nous R ? 0, T > a et é > 0; soit alors N un entier> max {R, ~é/T}.
Afin d'alléger l'écriture de certaines expressions, posons T := ~é/N. D'après le principe de
Harnack (théorème 3.1.9), il existe une constante Cl > a telle que, pour toute solution
strictement positive U de l'équation de la chaleur sur G x ]0, +oo[ et tous x, y E G de
distance mutuelle < ~, on ait U(T,X) ~ 01u(2T,y). Considérons à présent deux éléments x,
y E G tels que dx(x, y) ~ R. Comme dx(x, y) < N = 2N . ~, on peut trouver Xl, .,. ,

XZN-l dans G satisfaisant à la condition d(Xj-l,Xj) < ~ pour tout j tel que 1 ~ j ~

2N, où l'on a posé Xo := x et XZN := y. Soit t ? T. Pour 1 ~ j ~ 2N, notons Uj la
fonction définie par Uj (s, z) := hs+t+(j-Z)r(z) (s > 0, z E G); Uj est une solution strictement
positive de l'équation de la chaleur sur ]0, +oo[ x G, donc le théorème 3.1.9 s'applique et nous
fournit l'inégalité Uj(T,Xj-l) ~ Cluj(2T,Xj), c'est-à-dire ht+(j-l)r(Xj-l) ~ Clht+jr(Xj). En
combinant les relations obtenues en faisant varier j entre 1 et 2N, on obtient

Ceci achève la démonstration.

Lemme 3.2.3. - Pour tout é E ]0,1[, on a l'encadrement global

o

(x E G, t? 1).

Preuve. En vertu du lemme 3.2.2, il existe, pour tout R ? 0, une constante C = C(E, R) > a
telle que l'on ait ht(x) ~ C ht+ê/Z(Y) pour tout t ? 1 et toute paire de points X, y E G dont
la distance mutuelle est ~ R. En prenant pour R le diamètre de K, on obtient

pour tous t ? 1, x E G et kl , kz E K, en utilisant la symétrie hs(Y) = hs(y-l) et l'invariance
à gauche de la distance dx, d'où h~ (x) ~ OZ ht+ê (x), pour tous x E G et t ? 1, en intégrant
suivant les variables k l et kz. L'estimation réciproque s'obtient de manière analogue. 0

La fonction h~ étant une «bonne» fonction K -biinvariante (au sens de la définition
1.3.19), on peut lui appliquer la formule d'inversion sphérique (1.22). Essayons tout de même
de retrouver cette identité à partir de la formule de Plancherel. Soit t > a et x E G fixés.
Grâce à la propriété de semi-groupe

(3.12)

combinée à la symétrie de ht / z, on peut mettre h~ (x) sous la forme

(3.13)
h~(x) = l dk l l dk z le dy ht/z(klXkzy-l)ht/z(Y)

= le dyKht/z(xy-l)h~z(y) = le dyKht/z(xy)Kht/z(Y),
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où les fonctions Kht/2 et h~2 sont définies respectivement par Kht/2(y) = JK dk ht/2(ky) et
ht2(y) = JK dk ht/2(yk) = Kht/2(y-I). D'autre part, de la formule de Plancherel

fc dy/1/J(y)1 2
= kdP,(n) tr{n(1/J)n(1/J)*},

pour 'ljJ E LI(G) n L2(G), p, désignant la mesure de Plancherel sur le dual G (cf. (w], théo­
rème 14.11.2), on déduit, par polarisation,

Ldyqy(y)'ljJ(y) = kdp,(n) tr{n(qy)n('ljJ)*} = kdP,(n) tr{n(qy*'ljJ*)},

pour tous qy, 'ljJ E LI (G) n L2(G), la notation 'ljJ* désignant la fonction définie par 1/J* (y) =

'ljJ(y-l) (y E G). Cette dernière identité, appliquée à qy(y) = Kht/2(xy) et 1/J(y) = Kht/2(y), se
traduit par

(3.14)

(qy * 'ljJ*)(y) = fc dz Kht/2(xyz-l) Kht/2(z)

= Ldkl Ldk2 fc dz ht/2(kIXyk2Z-I) ht/2(z)

= fK dk l Ldk2 ht (k I xyk2) = h~(xy),

d'après (3.12), d'où, formellement, n(qy * 'ljJ*) = JGdyh~(xy)n(y) = n(x)-111'(h~). En re­
groupant (3.13) et (3.14), on obtient le résultat voulu:

En effet, les fonctions qy et 1/J appartiennent bien à LI (G) n L2(G), sont positives, continues
et satisfont

(3.15)

D'après 1.3.23 et 1.3.24, la contribution du complémentaire (dans G) de GK à l'intégrale
(3.15) est nulle. Cette dernière se réduit alors à

(3.16)

avec K, > 0, constante indépendante de x et de t. Pour tout À E a*, notons 11',>., (dk) =
JKdk11',>.,(k) le projecteur orthogonal de,y'éJ = L2(K/M) sur le sous-espace,y'éJK = iCI des
vecteurs K-fixes de ,y'éJ (cf. théorème 1.3.5). Par K-biinvariance de h~, on a

d'où, pour toute base orthonormale (ça, 6, 6, ...) de ff telle que ça = 1,

00

= L (11',>., (dk) n,>.,(h~)ll çj)yt' (11',>., (x)l 1 çj)yt' = (1-lh~)(,À.) 'P'>"(x),
j=O
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1-Lh~ désignant la transformée de Fourier sphérique de h~ - rappelons qu'elle vérifie
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pour tout), E 0.*. La fonction 'P).. est de type positif, donc 'P)..(x) = 'P)..(x- 1
). Compte tenu de

la symétrie de ht (et, par suite, de celle de h~), la relation (3.16) se reformule en

Dans tout ce qui suit, ), est fixé dans 0.*. Considérons le problème de Cauchy

(3.17) (t > 0),

où la fonction inconnue u : ]0, +oo[ --+ ce est de classe '6' 1 et satisfait à la condition au
bord limt-to+ u(t) = 1. La fonction Ul(t) = e-t (I)..1

2
+leI

2
) en est, bien sûr, une solution. C'est

également le cas de la fonction

démontrons cette dernière assertion. Le théorème de convergence dominée permet d'écrire

en vertu des majorations

8 ( Ilx112 )1-
8

(ht (x) )1::s ht+ 1 (x) < exp - C -t rv t+1

(t > 0)

(x E G, t > 0)

(cf. théorèmes 3.1.10 et 3.1.1), la constante C > a étant indépendante de t et x. Par suite,

(t > 0),

compte tenu de l'expression (1) du sous-laplacien .6.. Or, pour X E X et t > a fixés, on a

:s Is=so (Xht)(x exp sX) = d~ 10'=0 (Xht )(x(exp soX)(exp ()X))

= (X2ht )(x exp soX) (so E lR, xE G)

et, pour un 'Tl = 'Tl(X) > a assez petit (toujours d'après les références mentionnées ci-dessus),

(x E G),

où CI = CI(t) > a ne dépend pas de x. Par suite, il est licite d'écrire

1
dx(X2ht)(x)1f)..(x)1=1 dx

d
d

1 (Xhd(xexpsX)1f)..(x)l
G G s 8=0

= dd 1 1dx(Xht )(x)1f)..(xexp(-sX))l,
s 8=0 G
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le vecteur 1 E ..Ye étant <:p}oo pour la représentation 1fÀ' De manière analogue à ce qui précède,
on a, pour tout So E IR et tout x E G,

Il
i-I (Xht)(x) 1fÀ (x exp( -sX)) 1/1
ds 8=80 L2(G)

= Iidd 1_ (Xht)(x) 1fÀ(x) 1fÀ(xexp(-soX)) 1fÀ (x exp(-O"X)) 111
0" 0"-0 L2(G)

~ I(Xht)(x)llldd 1_ 1fÀ (x exp(-O"X)) 111
0" 0"-0 L2(G)

:s 1(Xht)(x) 1 :s ht+l(X);S C"e-c\,llxI12,

où la constante C" est indépendante de So et de x. Il s'ensuit que

En poursuivant le raisonnement de la même façon, on obtient

d'où

(t > 0).

Or la fonction 1 est K -invariante à droite, ce qui implique que 1fÀ (X) 1 = 0 dès que X EtOn

en déduit alors que l'on a 1fÀ(..6..) 1 = 1fÀ(Dp)l = 1fÀ(D)l = _(1'>'1 2 + lel 2
) 1, d'après la formule

du caractère infinitésimal. Par conséquent, la fonction U2 vérifie l'équation différentielle (3.17).
Pour étudier le comportement de U2(t) lorsque t -+ 0+, nous allons utiliser le résultat suivant:

Lemme 3.2.4. - La mesure de probabilité ht(x) dx (sur G) converge vaguement vers la
masse de Dirac be , lorsque t -+ 0+.

Preuve. Soit (tj k;~.o une suite de nombres réels strictement positifs convergeant vers O. La
suite (htj (x) dx)j~O est à valeurs dans le compact JIt(G), formé des mesures de probabilité
sur G; on peut donc en extraire une sous-suite convergeant vers un élément m E JIt(G).
Soit r > a et Br = B(e, r) C G la boule ouverte de centre e et de rayon r (pour la distance
de Carnot-Carathéodory dx ), et soit cp : G -+ te une fonction continue à support compact
disjoint de Br. Pour j assez grand, on peut appliquer à htj la majoration

(3.18) (0 < t < 1, x E G)

(cf. théorème 3.1.11), où C et 'Y sont des constantes> 0 indépendantes de t et de x, donc

ce qui montre que limj-+oo fEr dx htj (x) cp(x) = O. On en déduit que le support de la mesure
m est contenu dans toute boule Br, autrement dit dans {e}. m est donc égale à la masse de
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Dirac en e.
Si, à présent, on suppose que ht ne converge pas vaguement vers Je lorsque t ----+ 0+, alors
il existe une suite (tj }j-;30 de réels strictement positifs convergeant vers 0 et une fonction
test <jJ continue sur G et à support compact, tels que infj~ol<jJ(e) - fcdx<jJ(x)htj(x)1 >
O. Le raisonnement précédent montre alors que la suite (htJj~o admet Je comme valeur
d'adhérence, ce qui est en contradiction avec la dernière remarque. 0

Soit X : G ----+ [0,1] une fonction de classe 1f= telle que X(x) = 1 si x E BI et X(x) = 0

si x E G " B 2 . On a donc

(t > 0).

Or, d'après (3.18),

(0 < t < 1)

(t> 0, xE G).

(car la fonction 'P)., est bornée), d'où limt-to+ fC'-.B
1

dx ht(x) 'P).,(x) O. D'autre part, le
lemme 3.2.4 montre que limt-to+ fB

2
dx ht(x) X(x) 'P).,(x) = 'P).,(e) = 1. On peut donc en

conclure que les solutions UI et U2 du problème de Cauchy sont égales, ce qui revient à dire
que (1{h~)(À) = e- t (j).,1

2
+leI

2
) (t > 0), et donc que

hQ(x) = K, r dÀ e-t (I).,1 2 +leI 2
) 'P).,(x)

t la' IC(À)1 2

Ce résultat, combiné au lemme 3.2.3, fournit l'encadrement suivant pour ht(x):

Théorème 3.2.5. - Il existe deux constantes Cl et C2 strictement positives, indépendantes
de t et de x, telles que, pour tout t ~ 2 et tout x E G, on ait

Bien entendu, le fait de se restreindre aux temps t ~ 2 est totalement arbitraire; on prouve
de la même façon que, pour tout é E ]0,1[, on a, en vertu de la formule (1.24), l'encadrement

pour tous xE G et t ~ 1, où h~(x) désigne le noyau de la chaleur sur X = G/K.

Lemme 3.2.6. - Soit X un système de Hormander pour lequel le sous-laplacien associé est
dans la classe .z. Alors il existe une constante c > 0 telle que l'on ait

(3.19) Ixl :;:;; Ilxll :;:;; Ixl + c (x E G),

où, rappelons-le, on a posé Ilxll = dx(e, x).

Preuve. Le système X est de la forme X = (XI, ... ,Xn,YI, ... ,Y/), où (XI, ... ,Xn) est
une base orthonormale de .5 et YI, ... , Yi des éléments de t Fixons x E G et considérons un
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chemin absolument continu 1 : [0,1] -+ C joignant e à x et tangent à X. Alors 1 vérifie une
condition du type

(3.20) ~(t) = (deL'Y(t)-l) (t aj(t) X j +t bk(t) Yk)
J=l k=l

D

pour presque tout t E [0,1], où les aj et bk sont de carré intégrable sur [0,1] (cf. définition
3.1.3). De la majoration triviale

on déduit l'inégalité de gauche dans (3.19). Quant à la démonstration de la majoration Ilxll :::;
Ixl + c, commençons par remarquer que l'on a Il exp XII = IXI dès que X Es; puisque
l'inégalité Il expXl1 ~ IXI a déjà été prouvée, il reste à montrer que Il expXl1 :::; IXI pour tout
X Es. Considérons le chemin ,(t) = exp(tX) joignant e à exp X. Alors

. (1- exp(-tadX))
,(t) = (dexp tX exp) (X) = (deLexp tX) t ad X (X)

pour tout t E [0,1] (cf. [He2J, théorème 1.7). Par conséquent, ~(t) = (deLexptx)(X), ce
qui montre que 1 est tangent à X et implique que Il exp XII :S III = IXI· Pour conclure,
remarquons que IXI = 1 exp XI pour tout X E 5 (puisque cette égalité est vérifiée pour
tout X E a+ et que Ad(K)a+ = 5) et écrivons x = k exp X (k E K, X E 5) suivant la
décomposition de Cartan C = K exp 5; alors, par invariance à gauche de la métrique dx , on
obtient

dx(e, k exp X) :S dx(e, k) + dx(k, k exp X) = Ilkll + Il exp XII = Ilkll + 1 exp XI,

d'où Ilxll :S Ixl + c où c est, par exemple, le diamètre de K.

Corollaire 3.2.7. - L'espace métrique (C, dx ) est complet.

Preuve. Soit (xn) une suite de Cauchy dans C pour la métrique dx. Alors les quantités Ilxnll
sont bornées, et, par suite (d'après le lemme précédent), les quantités Ixnlle sont également.
Le théorème de Bolzano-WeierstraJ3 montre alors que, de la suite (xn ), on peut extraire une
sous-suite convergeant pour 1·1. Comme dx induit la topologie naturelle de C, la suite extraite
converge dans l'espace métrique (C,dx ). Puisque (xn ) est de Cauchy et admet une valeur
d'adhérence, elle converge. D

Corollaire 3.2.8. - Dans l'espace métrique (C, dx), par tous points x, y E C, il passe une
géodésique.

Le théorème 3.2.5 permet, comme on l'a vu ci-dessus, de comparer ht(x) au noyau de la
chaleur associé à l'opérateur de Laplace-Beltrami sur l'espace symétrique X, dont nous avons
obtenu le comportement au chapitre 2:
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Corollaire 3.2.9. -
(i) On a l'encadrement global

e 1 +1 -tl 12_~ e 1 +1 -tl 12_~C"2- I;o ipo(x) w(x, t) e {} 4(t-1)::S ht(x) ::s C"2- I;o ipo(x) w(x, t) e {} 4(t+1)

pour x E G et t ~ 2, où X f---+ w(x, t) est la fonction K-biinvariante sur G dont la
restriction à exp a+ est donnée par w(exp H, t) = Il:1<EI;t (1 + (a, H) It) t (m",+m2",)-1.

On en déduit en particulier l'encadrement

pour x E G et t ~ 2.

(ii) Lorsque t ~ 1 et Ilxll = O(t), on al'estimation

Rappelons au passage les estimations

ipo(expH) ::=:: e-({},H) II (1 + (a,H))

aEI;t

et
:J(expH)::=:: e-({},H) II (1 + (a,H))m",

aEI;+

(H E a+)

Preuve. D'après le théorème 3.2.5, on a l'encadrement h~_1/2(X) ::s ht(x) ::s h~+1/2(X) (x E G,
t ~ 2) et, d'après le lemme 3.2.6, Ilx/l ~ Ixl + c, d'où

Ixl2 IIxl12 21x1 2(t + 1) - (Ixl + c)2(2t + 1) Ixl2- (2clxl + c2)(2t + 1)---'----'-- - -- >: - '---'----,-'---,-'---'--:-----'-----'-
t + 112 t + 1 /' (2t + 1) (t + 1) - (2t + 1) (t + 1)

{Ixl- c(2t + I)F - c2(2t + 1) c2
2

= >: --- >: -c .
(2t + 1)(t + 1) /' t + 1 /'

Il s'ensuit que e-tl x I
2
/(t+l/2) ::s e-tllx I1

2
/(t+l) (x E G, t > 0). En combinant ce résultat au

théorème 2.1.2, on prouve la majoration dans (i).
La minoration, quant à elle, découle de l'inégalité

IIxl12 Ixl 2 Ixl2-- - ~ ~ o.
t-l t-1/2 (t-l)(2t-l)

L'assertion (ii) est immédiate, à partir de ce qui précède: lorsque /lxll = O(t), alors Ixl ~
Ilxll ::s t, ce qui montre que, pour t ~ 1, la quantité w(x, t) est majorée (et minorée par 1). 0

Le théorème 3.2.5, via le précédent corollaire, permet également de déterminer le bas du
spectre L2 d'un sous-laplacien de la classe .st:
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Corollaire 3.2.10. - Si .6. est un sous-laplacien de 2, alors

Preuve. Ce résultat découle de l'estimation suivante, obtenue par Ph. Bougerol (cf. [Bo],
théorème 2.3.1) et explicitée par N. Lohoué (cf. [Lo2 ], §3) : ht(e) ::=:: t-te-l:Etl e- tÀQ (t -t +00),
combinée à l'assertion (ii) du corollaire 3.2.9. 0

Remarque. Le corollaire 3.2.10 peut également être obtenu indépendamment du théorème
3.2.5, à partir des principes de majoration de Rerz (cf., par exemple, [Lo1 ], lemmes 1 et 2). En
effet, les normes des représentations régulière LG(h~) sur L 2(G) et quasi régulière LG/p(h~)

sur L 2 (G/P) sont comparables:

IIILG(h~) IIIL2(G) = sup (LG(h~)cP l 'ljJ)
rP,7/JEL2(G)

IlrPI12=1I7/J112=1 ::;; __ sup (LG/p(h~):i 1 ;J) = IIILG/p(h~)IIIL2(G/P)
rP,7/JEL2(G/P)
~ -

IlrPI12=117/J1I2=1

et, pour tout é > 0, il existe des fonctions:i,;J E L2(G/P) et cPj, 'ljJj E L2(G) (j;:: 0) vérifiant

IlcPjIIL2(G) = Il:iIIL2(G/P) et Il'ljJjllL2(G) = Il;J11L2(G/p), pour lesquelles

~ ~- ~ . ~ ~

IIILG/p (ht )IIIL2(G/p) ::;; (LG/p(ht)cP l 'ljJ)+é = }-=-.~ (LG(ht)cPj l 'ljJj)+é::;; IIILG(h t )IIIL2(G)+é.

On en déduit les égalités

LG/p s'identifiant à la représentation (1fo,L2(K/M)). Par K-biinvariance de h~,

(3.22)

1111fo(h~)IIIL2(K/M) = sup (1fo(dk) 1fo(h~) 1fo(dk)f 1 g)
f, gEL 2 (K/ M)
IIfIl2=llgI12=1

= (1fo(h~)l Il) = (1-lh~)(O) = e-tleI2,

puisque II1fo(dk)fIIL2(K/M) = 1 fK dk f(kM)1 ::;; IlfllL2(K/M)' En outre, on remarque facile­
ment que, pour toute mesure de probabilité Il sur G, on a

sup
rP,7/JEL2(G)

rP,'l/J~o, IlrPI12=11'l/J1I2=1

par suite, si l'on reprend les notations et la conclusion du lemme 3.2.3, on obtient, en re­
groupant (3.21) et (3.22),

C1e-(t-1)leI
2

= C111I LG(hL1) IIIL2(G) ::;; IIILG(ht ) 111L2(G)

::;; C211ILG(h~+1) IIIL2(G) = C2 e-(t+1)leI
2
,
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pour tout t ~ 2. Or, en raison de la symétrie de ht et grâce aux changements de variables
x H x- 1 et y H y-l, on a

(Lc(ht)~ 1 1/;) = le dx le dyht(x)~(X-1y)1/;(y) = le dxLdyht(x- 1)cP(yx-1)'Ij;(y)

= le dy (cP * ht)(y) 'Ij;(y) = Ldy (et!::.. cP) (y) 'Ij;(y) ,

pour tous cP, 'Ij; E L2(G), où ~ est définie par ~(x) := cP(x-1) (x E G). L'application cP H ~

étant une isométrie de l'espace de Hilbert L 2 (G), on déduit du calcul précédent l'identité

IIILc(ht ) IIIL2(C) = sup (Lc(ht)~ 1;j;) = Illet!::..lllp(c)'
</>,7/JEL2(C)

11</>112=1I7/J112=1

D'après la décomposition spectrale

et!::.. = r dE.\ e-t.\ = r+<XJ dE.\ e-t.\,
} .\ESp L2 (-!::..) J.\o

où SPL2 (-~) désigne le spectre de l'opérateur -~ sur l'espace L 2 (G), la norme de l'opérateur
de semi-groupe et/::;. vaut

Illet!::.. III 2 = sup e-t.\ = e-t.\o
L (C) .\>-.\

.,.... 0

on est alors en mesure d'en conclure que '>"0 = lel 2 .

Par ailleurs, à partir du corollaire 3.2.9, on obtient, comme dans [An-Ji l ], l'encadrement
suivant de la fonction de Green

gc(x) = 1+<XJ dt et (leI
2
-ç2) ht(x) (( ~ 0, xE G),

qui est, rappelons-le, le noyau intégral de l'opérateur (-~ - lel 2 + (2)-1 :

( - ~ -lel 2 + (2r
1
f(x) = (j *gç)(x) = Ldy f(y) gdy-1 X) (j E 1fc (G), xE G).

Mentionnons également que c'est le comportement de cette fonction K-biinvariante sur G qui
détermine la compactification de Martin de l'espace symétrique X (cf. [Gu-Ji-Ta]).

Corollaire 3.2.8. -
(i) Supposons ( > O. Alors

gç(exp H) ~ IHlt-tg-l~tl ( II (1 + (a, H)) ) e-(e,H)-(IHI,

aE~t

pour tout H E (1+ avec IHI ~ 1.
(ii) Dans le cas limite ( = 0, on a, sous la même hypothèse,

gc(exp H) ~ IHI2-g-21~tl ( II (1 + (a, H))) e-(e,H).

aE~t

• ••
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principe
de Harnack 73
du minimum parabolique 38

problème de la chaleur 17, 37, 69

17,37,40,69

90

N
noyau de la chaleur

p

Paley-Wiener (espace de -)
parabolique

sous-algèbre - standard
sous-groupe - minimal

(standard)
partie radiale
Plancherel

formule de­
mesure de-

polaire (décomposition -)
positivité

racine positive
fonction de type positif

principale (série - unitaire
sphérique)

R
racine (restreinte)

indivisible
positive
simple
décomposition radicielle
sous-espace radiciel

radiale (partie -)
rang

35
25

25, 27

25, 27
31

35
35
21

20
28

29

20,28
20
20
22
20
20
31

S
Schwartz (espace de -)
sous-espace

de Cartan
radiciel

sphérique
fonction -
série principale unitaire ­

stochastiquement complète
(variété -)

symétrique (espace-)

T
tangent (chemin - à un système

de champs de vecteurs)
transformée

de Fourier
de Harish-Chandra
sphérique

trou spectral
type positif (fonction de -)

V
vectoriel (ordre-)

W
Weyl

chambre de - (positive)
groupe de-

35

20
20

29
29

18
19

71

34
35
35
70
29

20

21
21,28

d'un espace symétrique 22
réel d'un groupe de Lie 22

régulier (élément -) 21



Index des notations

Nota bene. La liste ci-dessous ne mentionne pas les notations définies dans le paragraphe
Conventions d'écriture (cf. p.16).

20
39
69
35
29
24
19
20
19
26
22

30, 69
82
74
20
21
28
78
25
27
17
20
34
27
20
26
37
21
25
28
18
35

m
ml

n (dimension de la variété X)
N
N
NI

O(V) (groupe orthogonal de V)
P (parabolique minimal)
PI, PI
(PO), (Pl), ... , (P5)
PW(aéJ (espace de Paley-Wiener)

n
- - 1-1n, nI, nI, n , n
o

H[x]
Hn (lR) (espaces hyperboliques)
(H) (condition de Hormander)
1-lf (transformée sphérique)
ff<p

:J
K
K[x]
~

~I

f = dima (rang de G/K)
Lx
Le, L elP
.2

a (sous-espace de Cartan) 19
a+ (chambre de Weyl positive) 21
ae (complexifié de a) 16
al, al 25
(aI )+, +(aI) 26
A 20
A+ 30
AI 27

B (forme de Killing) 19
b(À) 34
c(À) (fonction de Harish-Chandra) 32
~(X), ~COO(G)Q 17,22,69
dx (distance de contrôle) 71
][J)(X), ][J)K (G) 30
V 32
VI 32

diva, divx; (divergence) 17
e (élément unité du groupe G) 21
f (x : X) (notation différentielle) 23
j (transformée de Fourier) 34
:Ff (transformée de Fourier) 34
gç (fonction de Green) 83
9 19
91 26
90, 9Q, 9.>- 20
9.>-(1) 28
G 19
CI 28
q (dual unitaire) 29
CK 29
ht (x, y) 18

hP(x, y) 17



92

35
34
29
34
29
29
34
22
22
21
32
20
20
20
25
28
32
30
29
31
29
81

23, 24, 74
17
19

19, 21
71

f-L (mesure de Plancherel)

~+ (racines positives)
~t (racines positives indivisibles)

~I, ~j

~(I)

Tq(W,W')
'Po, 'P).,

'P7r
.p).,

X).,
w(x, t)
n, nt, ns

\7, \7x (gradient)
( . , .) (produit scalaire sur a)
IHI, IÀI, lei, Ixl (norme sur a)
IÎI (longueur d'un chemin)

17
22
32
18
24
17
31
19
70

25
27
32
32
30

56, 57
31
19
26
35
17
34
23
21
28
69

17,19
28

P
PI
Q
Q+

Rk , Rx

RI
rad D, rad.6.
S (supplémentaire de ~ dans g)

SI

5"(a*)W, 5"(G)
TxX, TxG (espace tangent)
U(~) (groupe unitaire de ~)
%'(g) (algèbre enveloppante)
W
WI
Xj, Xj
X (variété, espace symétrique)

XI
:t (espace des champs de

vecteurs sur X)
al, ... , ae (racines simples)
Îq(À)
bx (masse de Dirac en x)
l5s , l5x
.6.,.6.x
.6. a

e (involution de Cartan)
Ào
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