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Chapitre 1

Introduction

Nécessité des preuves en informatique

Les systémes informatiques, en tant que tels ou comme composante de systémes automatigues, ont
pris une grande importance dans de nombreux domaines. Dans certains domaines, ludiques ou portant
peu de conséquences, tester et éprouver les logiciels peut paraitre suffisant. Mais il en est d’autres ot cela
ne 'est de toute évidence pas.

En effet lorsque les enjeux sont importants, pour des raisons économiques (gestion des transactions
boursiéres et bancaires, ... et plus encore pour des raisons humaines (gestion d'un métro automatique,
gestion des commandes d'un avion, gestion d’une centrale nucléaire, .. . ), il apparaft comme indispensable
de pouvoir vérifier et prouver formellement la fiabilité du systéme ou au moins son respect de certaines
propriétés par rapport & une spécification.

De plus avec I'essor d’internet, on a vu le bescin de sfireté des logiciels apparaitre dans des applications
en apparence moins complexes. En effet les protocoles qui assurent 'authentification des accés et la
sécurisation des données ont un réle clé notamment pour le développement du commerce électronigue.
Garantir leur fiabilité est nécessaire afin qu’ils ne deviennent pas le maillon faible du systéme dont ils
sont déja la partie accessible, et cela nécessite le recours 4 des prenves formelles souvent difficiles.

Intérét de la preuve par récurrence

Lorsque U'ensermnble des états dans lesquels peut étre le systéme est fini, les méthodes dites de vérifica-
tion de modéles peuvent convenir. Mais dans le cas contraire, trouver une abstraction finie satisfaisante
est un probléme difficile, notamment pour s’assurer que 'abstraction faite ne masque pas d’erreur. Un
des moyens de g’affranchir de la contrainte de finitude est d’utiliser un raisonnement par récurrence.

Le raisonnement par récurrence est une méthode de preuve fondamentale en mathématiques, qui
permet de prouver des propriétés dites inductives. Les propriétés inductives ne sont pas généralement
valides {sur tous les modéles), mais elles le sont sur le domaine syntaxique {modéles de Herbrand), ¢
qui leur donne un grand intérét car le domaine syntaxique est Souvent celul qui nous intéresse pour les
‘propriétés & prouver sur une spécification.

Par exemple, si on a une spécification classique des entiers, avec 0 et la fonction successeur s, et les
régles . + 0 = = et z + s(y) = s(z +y) définissant la fonction d’addition -+. Les propriétés classiques
de Paddition, commutativité et associativité par exemple, sont des propriétés inductives. C'est le cas
également des propriétés sur les protocoles, dont la preuve nécessite généralement la récurrence, sur la
longueur des messages notamment.
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Diversité des méthodes de preuve par récurrence

Depuis I'émergence de l'informatique, les preuves par récurrence ont &ié étudiées comme 'un des
concepts fendamentaux 3 automatiser pour les nombreuses preuves du domaine mathématique utilisant
ia récurrence. Elles le sont encore plus aujourd’hui parce que les propriétés que 'on socuhaite prouver au
sujet d’un programme ou de sa spécification sont en général des propriétés inductives. C’est pourguoi les
preuves par récurrence ont un réle critique tant dans les assistants de preuve que dans les démonstrateurs
automatiques.

Les preuves par récurrence peuvent étre effectuées de fagons diverses qu’il n'est pas évident de relier
4 un nivean autre que sémantique. Je classerai ici les méthodes en trois familles :

— La premiére famille est celle des méthodes utilisant explicitement le principe de récurrence noe-
thérienne ou un principe de récurrence plus restreint mais directement reli¢, comme le principe de
récurrence par les constructeurs dont le principe de récurrence de Peano est 'exemple type.

Cette méthode est la plus évidente du paint de vue de sa justification formelle, mais elle est difficile
4 automatiser dans toute sa généralité, notamment parce qu’elle g’exprime le plus naturellement
dans un cadre d’ordre supérieur.

— La deuxiéme famille de méthodes utilise la réécriture. Les deux grandes méthodes dans cette famille

sont la récurrence par consistance et la récurrence par réécriture.
L'intérét de ces méthodes est 1a simplicité du cadre de la réécriture. Leur difficulté est la démonstra-
tion que les preuves effectuées sont bien des preuves de propriétés inductives. Démontrer, au niveau
des preuves, que les preuves effectuées 4 Paide de ces méthodes sont des preuves par récurrence est
I’objectif auquel je souhaite contribuer dans cette thése.

— La troisiéme famille, qui n’est pas traitée ici, est appelée “descente infinie” [WirQ0] et vise 4 simuler
la fagon informelle que peut avoir un masthématicien de décrire une preuve par récurrence.

Cette méthode est particuliérement adaptée a des preuves par Pabsurde, o Pon réfute la possibilité
de trouver un contre-exemple minimal.

Diversité des systémes effectuant des preuves par récurrence

Cette diversité au niveau des méthodes de preuve par récurrence s’est naturellement trouvée refliétée
et méme amplifiée au niveau des systémes qui les implémentent.

Les méthodes de récurrence par consistance et de récurrence par réécriture sont par nature fortement
automatiques. Elles sont implémentées par des systémes comme Spike, RRL ou encore LP (the Larch
prover).

1l en va bien stir tout autrement de F'usage explicite du principe de récurrence noethérienne. On trouve
deux catégories de systémes implémentant ce type de méthodes :

— Une premiére famille comprenant. notamment Coq, Isabelle, HOL et PVS est celle des assistants de

preuve, dans lesquels chaque étape de la preuve est spécifiée par I'utilisateur ou par une “tactique”.

— Une autre catégorie ou 'on trouve notamment NQTHM et son successeur ACL2, est celle ol bien

qu’utilisant le principe de récurrence de fagon explicite, on détermine automatiquement les schémas
de récurrence a employer afin de rendre les preuves automatiques.

Comparaison des systémes et intérét d’une coopération

Les assistants de preuve permettent de réaliser des preuves complexes, mais leur utilisation est rendue
délicate et peu attrayante pour un non expert par la nécessité de spécifier chaque étape, méme si les
“tactiques” permetient de definir des séquences qu’on pourra alors ne plus répéter.

Les prouveurs automatiques ont 'avantage de ne pas requérir d’intervention de la part de utilisateur
au cours de la preuve, mais ils ne peuveni pas réaliser certaines preuves possibles avec un assistant de
preuve, et il faut parfois écrire la spécification de fagon appropriée.

Ces caractérigtiques font qu’on souhaiterait pouvoir faire coopérer différents systémes, notamment
un assistant de preuve et un prouveur automatique, afin d’effectuer automatiquement les preuves que
le prouveur sait gérer tout en ayant la possibilité d’interragir au niveau de agsistant de preuve pour
terminer les preuves plus difficiles.



Intérét du mode sceptique

Pour assurer un maximum de fiabilité, des systémes comme Coq utilisent isomorphisme de Curry-
Howard pour que le typage d’un terme de preuve par un noyau de taille restreinte permette de s’assurer
qu'une preuve est correcte. Ainsi la fiabilité de Pensemble du systéme est assurée par la seule fiabilité de
ce noyau, puisque toute erreur dans le reste du systéme sera détectée par le noyau lors de la vérification
de la preuve.

Dans une telle approche, chaque étape de preuve doit construire le terme de preuve permettant de
la vérifier. Ainsi on ne peut se contenter pour une coopération entre cette approche et un prouveur
automatique d’'un mode confiant ot la réponse est de la forme “oui” ou “non”, mais it faut ufiliser un
mode sceptique ol la réponse est un terme de preuve.,

Un autre intérét du terme de preuve est de pouvoir, toujours grice 4 I’isomorphisme de Curry-Howard,
et sous certaine couditions (preuve constructive, donce intuitionniste), en extraire un programme certifié
qui sera donc assuré d’étre conforme A sa spécification.

Cadre de coopération

Construire une coopération dans le mode sceptique nécessite un cadre unifié dans lequel comprendre la
méthode employée par le prouveur en termes de celle que peut vérifier I'assistant de preuve. Construire un
tel cadre et amorcer Ia compréhension de la méthode de preuve par récurrence par réécriture est I'objectif
de cette thése. Construire effectivement la coopération sceptique en sera une perspective naturelle.

Notre cadre doit permettre d’unifier le cadre d’ordre supérieur qui est celui des assistants de preuve,

-t le-plus naturel de 1'usage explicite du principe de récurrence noethérienne, avec le cadre de réécriture
du premier ordre utilisé pour la récurrence par réécriture.

La déduction modulo [DHK98] est un formalisme construit pour permettre de distinguer clairement la
partie calcul et la partie déduction d’un raisonnement. La partie calcul est alors placée (internalisée) dans
une congruence modulo laguelle on va raisonner. La déduction modulo permet également de raisonner 4
Pordre supérieur grice & la formulation de la logique d’ordre supérieur de [DHKO01], obtenue en plagant
dans la congruence un calcul de substitutions explicites ([ACCL91]). Une propriété importante de cette
formuilation est qu’elle est intentionnellement équivalente & la formulation classique, ce qui lui permet de
préserver les propriétés algorithmiques d'un programme extrait.

Extension de la déduction modulo

Pour gérer les preuves par récurrence, j’ai étendu le cadre de la déduction modulo. En effet, les
hypothéses de récurrence que P'on va vouloir internaliser sont par nature conditionnelles, ce qui n’est pas
géré par le cadre initial de la déduction modulo. Gérer les régles conditionnelles m’a également amené a
devoir prendre en compte le contexte dans lequel s’évalue la congruence, et notaminent la condition.

D’autre part, 'ordre de récurrence ne peut pas étre rendu compatible avec la congruence. Pour gérer
cela Jal introduit la notion de symbole protecteur. Un symbole protecteur empéche la congruence de
fonctionner sur ses arguments. Ainsi bien que s(z) + 0 soit équivalent & s{z), s(z) + 0 > s{s(x)) n’est pas
équivalent & s(z) > s(s(z)}, grace au fait que > est un symbole protecteur,

Traitement de la récurrence

On parvient dans cette extension de la déduction modulo & internaliser les hypothéses de récurrence,
ce qui permet de placer les preuves effectuées par le prouveur dans la partie calcul, en conservant le
cadre de ’assistant de preuve dans la partie déduction. On parvient ainsi & comprendre la méthode de
récurrence par réécriture comime le résultat de I'internalisation des hypothéses de récurrence en déduction
modulo.

En mettant en forme les preuves, on parvient également & expliquer 'usage d’hypothéses de récurrence
provenant des autres buts, dans e cas d’une preuve simultanée de plusieurs buts. Ce point est un des
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comportements étonnants mais particuliérement puissants de la méthode de preuve par récurrence par
réécriture.

On donne aussi une preuve syntaxique d’une propriété permettant de ne pas vérifier explicitement
la condition de récurrence, ce qui est un autre comportement étonnant de la méthode de preuve par
récurrence par réécriture.

Plan de la thése

— Dans le premier chapitre, on présente la logique du premier ordre. Aprés le rappel des définitions

classiques de la logique du premier ordre, on donne des définitions permettant d’utiliser des prédicats
d’égalité.
Contrairement aux définitions classiques sur les prédicats d’égalité, on permet de contréler Paction
de ces prédicats par des symboles protecteurs. Ces symboles protecteurs ont pour role de bloquer
I’égalité lorsque la sémantique de certaines opérations, comme la comparaison par un ordre >’ le
nécessite.

— Le deuxiéme chapitre présente la déduction modulo [DHK98], dans une version étendue a 1'utili-

sation de régles conditionnelles et i 1a présence de symboles protecteurs grice aux définitions du
premier chapitre.
On présente d’abord la déduction modulo et ses propriétés indépendamment de la représentation
choisie pour la congruence. On montre ensuite que la représentation i aide des systémes de réécri-
ture de classes conditionnels définis au chapitre précédent permet de reconstruire la contrepartie
logique d’une congruence, ce qui est la propriété que l’on attend d’une bonne représentation.

— Le troisiéme chapitre présente le traitement que l'on peut faire de la logique du premier ordre
elle-méme avec les idées de la déduction modulo. Cette idée reprise de [Vir98] est ici corrigée afin
d’obtenir les bonnes propriétés. Le systéme obtenu ne comporte plus dans sa partie déduction que les
régles connues pour étre responsables de 'indécidabilité de la logique du premier ordre, c’est-a-dire
celles traitant les gquantificateurs.

— Le quatriéme chapitre présente la logique d’ordre supérieur et sa formulation dans le cadre de la

déduetion modulo [DHKO1].
On présente d’abord le A-calcul et sa version typée. On présente ensuite la représentation de la
logique d’ordre supérieur & 'aide du A-calcul typé (HOL)). On présente ensuite les A-calculs avec
substitutions explicites et on détaille Ao, dont on va se servir pour représenter la logique d’ordre
supérieur dans le cadre de la déduction modulo.

— Le cinquiéme chapitre présente la méthode de preuve par récurrence noethérienne et ia méthode de
récurrence par réécriture.

On présente les différentes phases de la méthode de preuve par récurrence noethérienne : mise en
forme et généralisation, choix de la variable de récurrence, choix du schéma d’instanciation et choix
de lordre de récurrence.

On présente la définition des ensembles couvrants, puis la définition des ensembles test dans le cas
général et dans le cas 0@ 'on a des constructeurs libres.

On présente ensuite un exemple de spécification Spike, ainsi qu'un exemple de preuve et un exemple
de réfutation 4 I'aide du systéme Spike dans cette spécification.

Enfin on présente rapidement la méthode de récurrence par consistance.

- Le sixiéme chapitre montre comment le fait de voir Putilisation du principe de récurrence noethé-
rienne dans un cadre de déduction modulo permet de comprendre la méthode de récurrence par
réécriture. Aprés avoir montré comment obtenir et mettre en forme de puissantes hypothéses de
récurrence, de facon A les internaliser lorsqu’elles sont équationnelles, on montre comment un ordre
comme celul utilisé par Spike permet de ne pas vérifier explicitement la condition de récurrence.
On termine par le résumé de la méthode et quelques exemples.
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Chapitre 2
Logique du premier ordre

Je donne dans ce chapitre les définitions de logique du premier ordre dont on va se servir par la suite.

Dans un premier temps, je rappelle les définitions classiques de la syntaxe et de la sémantique de la
logique du premier ordre, ainsi que le calcul de séquents [GLT8Y, Gal86] qui permet de représenter les
preuves. '

Ensuite je donne des définitions permettant d’utiliser des prédicats d’égalité et ceci de deux facons
dont on verra au chapitre 3 comment elles se correspondent. Contrairement aux définitions classiques
de [Gal86] par exemple, on a ici la possibilité de restreindre (par des symboles protecteurs) les prédicats
d’égalité.

La premiére facon d’utiliser les prédicats d’égalité consiste & définir la théorie qu’ils doivent satisfaire.
La seconde est d’utiliser les systémes de réécriture de classes conditionrnels et les relations qu’ils définissent.

2.1 Logique du premier ordre

2.1.1 Syntaxe
2.1.1.1 Termes

Définition 2.1 Soit F un ensemble fini de symboles de fonctions avec leur arité.
T(F) désigne 'ensemble des termes clos construits sur F avec la régle :
— si f d’arité n est dans F et ¢1,..., ¢, sont dans T(F) alors f(41,...,t,) est dans T{F).

Exemple 2.1 Soit F = {a:0,b:0,¢:0,g:1,f:2,h:3}. Des exemples de termes clos sonf :
- a,
- g(b),
- f(a, g(b)),
- h(f(a,g(b)),g(a),a)

Définition 2.2 Solent F un ensemble fini de symboles de fonctions avec leur arité et A un ensemble
infini dénombrable de symboles de variables.

T{F,X) désigne 'ensemble des fermes construits sur F et X' avec les régles .

- gi = est dans A" alors 2 est dans T(F, A"},

— 81 f d’arité n est dans F et t1,...,t, sont dans 7 (F, &) alors f{#:,..., ) est dans T(F, A).

Remarque 2.1 Tout terme clos dans T(F) est également, un terme dans 7(F, X).

Exemple 2.2 Soient F comme précédemment et A’ = {z,y, 2, ¢, . ..}. Des exemples de termes sont :
-z,
- g(y):
- f(a':‘g(y))!
— h{f(a,g(z)),9(b),y).
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Remarque 2.2 Certains symboles de fonction sont parfois utilisés de fagon infixée, notamment pour
respecter 'usage. Par exemple on notera z -+ y, pour +(z,y). Ce type de notation n’a pas d’influence a
part sur la lisibilité.

2.1.1.2 Formules atomiques

Définition 2.3 Soit P un ensemble fini de symboles de prédicats avec leur arité.

On appelle AP(P,F, X} I'ensemble des formules atomiques construites sur Pensemble des prédicats
P et Uensemble des termes 7(F, ") avec les régles :

— st P d’arité n est dans P et #1,...,t, sont dans 7(F, X) alors P(t1,...,t,) est dans AP(P,F, X}

Exemple 2.3 Soient F et A’ comme précédemment et P = {P : 0,Q : 1,R : 2}. Des exemples de
formules atomiques sont :

- P,

- Q(a)}

- Q(‘r)a

- R(a, z).

2.1.1.3 Formules non atomiques

Définition 2.4 Soit 7 un ensemble fini de symboles de prédicats avec leur arité.

Prop(P,F,X) est Pensemble des formules du premier ordre construit sur les formules atomiques dans
AP(P,F,A) avec les connecteurs A, V, =, -, L et les quantificateurs ¥ et 3 avec les régles :

— 81 F est dans AP(P,F, &) alors F est dans Prop(P, F, &),
1 est dans Prop(P, F, X),
si F est dans Prop{P,F,X), alors ~F est dans Prop(P, 7, X),
si Fy et Fp sont dans Prop(P,F,X) alors F; A Fy, Fy V 3 et F; = F3 sont dans Prop(P, F, X)),
si z est dans X et F est dans Prop(P, 7, X) alors dzF et V& F sont dans Prop(P, F, X).

H

Exemple 2.4 Scient 7, X et P comme précédemment. Des exemples de formules du premier ordre sont :
_ J_,
- Q(a') A R(b: 5!.‘),
- Q(b) v R(y? G.),
- P= Q(G’)I
- vz Q(z),
- V2 {Q(z) = R(z, g(2))),
- Jx Q(x),
= 32 (Q(z) A R(z, 9(y)))-

Remarque 2.3 Si on met toutes les parenthéses nécessaires 4 supprimer les ambiguités, les formules
deviennent rapidement difficiles & lire. On utilisera donc les conventions suivantes :
— = a une priorité plus faible que les connecteurs binaires, ainsi =P A (¢ (z) signifie (-P) A Q{z),
- les quantificateurs 3 et V ont une priorité plus grande que les connecteurs, ainst Vo (}(z) = P signifie
Y (QQ{x)) = P, parfois aussi noté (Ve Q{z)) = P s'il y a un risque d’ambiguité.

Remarque 2.4 Une variable située dans la portée d’un quantificateur est dite liée, sinon elle est dite
libre. Ainsi dans Yz R{x,y), = est lide et y est libre.

Remarque 2.5 La liste de connecteurs donnée ici n’est pas minimale pour la logique classique, en effet
n’'importe lequel des connecteurs A, = ou V suffit, accompagné de -, a définir les deux autres. De méme
chacun des quantificateurs V et 3, accompagné de -, permet de définir autre. On peut également soit
définir =4 par 4 = L, soit se passer de L.

Cependant, il n’est pas possible de réduire le nombre de connecteurs dans d'autres logiques, notamment
la logique intuitionniste, dans lesquelles les liens entre les connecteurs sont différents, et notamment le
symbole L indispensable 4 la définition de —.
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Remarque 2.6 On pourrait considérer | comme une formule atomique, mais cela rendrait le traitement
des formules atomiques moins uniforme, notamment en ce qui concerne la sémantique.

Remarque 2.7 1l est facile en logique classique du premier ordre de définir des connecteurs supplémen-
taires, par exemple on utilise souvent :

ReR2F=2RB)AF=>FR).

Remarque 2.8 Comme pour les symboles de fonction, certains symboles de prédicat sont parfois utilisés
de fagon infixée. Par exemple on notera x € y, pour €(z,y).

Notation 2.1 Pour améliorer la lisibilité :
— F1,...,%n sera noté T,
-z 0y1 A - Axp Oy, seranoté T OF, oit O est n’importe quel symbole {opérateur) binaire,
— on note Q(F, v;,3) si v; est le i*™M€ argument de Q.

2.1.1.4 Positions

Définition 2.5 Pour repérer une partie d’un terme, ou un symbole particulier, on les désigne par leur
position. On repére chaque position par la séquence des numéros d’arguments permettant d’atteindre
cette position. La téte du terme est notée A.

Exemple 2.5 Ainsi dans le terme A(f(a, g(b))), a est en position 1.1, g(b) en position 1.2, et b en position
1.2.1.

Notation 2.2 On note {|, le sous-terme de ¢ 4 la position p. On note ¢[t'], le fait que ¢ a pour sous-terme
4 la position p le terme ¢#'.

Ces définitions s’étendent naturellement aux formules.

Remarque 2.9 Les guantificateurs peuvent &tre considérés comme unaires, et indissociables de la va-
riable qu’ils lient, ou binaires. On les considérera ici comme unaires, ce qui est le choix le plus fréquent.

2.1.1.5 Substitutions
Définition 2.6 Une substilulion est une application de X vers T(F, ).

Définition 2.7 Une substitution de X vers 7({F) est appelée une substitution close.

Notation 2.3 On note {x; = {1,...,2, = tn,...} la substitution donnant & zy la valeur 1, ..., 4 x,
la valeur t,, ... On simplifie la notation en ne mentionnant que les variables effectivement modifiées.

Une substitution s’étend naturellement aux termes, ainsi qu'aux formules sans quantificateurs. Pour
les quantificateurs en revanche il faut faire attention 4 la laison des variables, et aux captures de variables
libres par un quantificateur.

Définition 2.8 Soit o une substitution.

~ a(Vz F(z)) = Vuo(F(u)),

- o(Jz F(z)) = Juo(F(u)).
otl F(u} = 7(F(z)) avec 7 = {x — u}, et » est une variahle n’apparaissant pas dans ¢ (u n’est aucun
des x;, ni n'apparait dans un des #).

Exemple 2.6 Soient F, P et A’ comme précédemment. Soit o = {z - f{a,b),y — g(2)}.
- o(Q(f(z,y))) = Q{f(f(a,b),9(2))),
- G(V$Q(f(3) y)}) = qu(f(u? Q(Z))):
- o(V2Q(f(y,2))) = VuQ(f(g(2),u)}.
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2.1.2 Sémantique
2.1.2.1 Interprétations

Définition 2.9 On appelle Bool Pensemble des booléens { fauzx, vrai}.

Définition 2.10 Une interprétation I sur un domaine [J associe :
— & chaque symbole de fonction f d’arité n dans 7 une fonction de D™ dans D,
— & chaque symbole de prédicat P d’arité n dans P une fonction de D™ dans Bool.

2.1.2.2 Valuations

Définition 2.11 Une waluation v associe & chaque variable dans /¥ une valeur dans D. Elle s’étend aux
termes et aux formules atomiques grice a Uinterprétation, et aux formules non atomiques par les régles :

- v{l) = faux,

— uv{=F"} = vrai si et seulement si v(F} = fauz,

- v(F1 A Fy) = wrat si et sedlement sl v(F)) = vrai et v(Fy) = vrag,

— v{Fy V Fy) = vrai si et seulement s1 v(F1)} = vrat ou v(F2) = vrai,

~ v(F] = Fy) = vrai si et seulement si v(F) = fouz ou v(F) = vrat,

- v(ZzF) = vrai sl et seulement si il existe une valeur d dans D telle que v{F{d/z}) = vrai,

— v(VzF) = vrai si et seulement si pour toute valeur d dans D, v(F{d/z}) = vrai.

2.1.2.3 Modéles

Définition 2.12 Un modéle d'une formule F' est une interprétation telle que toute valuation rend F
vraie.

Définition 2,13 Une formule I est
— wvalide si toute interprétation de F' est un modéle de F,
-~ satisfioble 8’1l existe une interprétation de F qui est un modéle de F,
— insatisfioble s'il n’existe aucune interprétation de F qui soit un modéle de £

Exemple 2.7 Soient F, P et X comme précédemment, :
- ¥z (Q(z) v -Q(z)) est valide,
- Jz Q) (x) est satisfiable,
— 1 est insatisfiable.

2.1.2.4 Conséquences

Définition 2.14 Une formule F' est une conséquence (déductive) d’un ensemble de formules I si toute
interprétation qui est modéle de toutes les formules de T' est aussi un modéle de F.

Exemple 2.8 Soient F et X' comme précédemment et P = {P:1,R:1}:
- Vz R(z) est une conséquence de {Vz P(z), ¥z (P(z) = R{z))}.
2.1.2.5 Interprétations de Herbrand

Définition 2.15 Une interprétation de Herbrand est une interprétation telle que :
- D=T(F),
— pour tout symboele de fonction f dans F, I(f) = f.

2.1.2.6 Modéles de Herbrand

Définition 2.16 Un modéle de Herbrand d’une formule F est une interprétation de Herbrand qui est un
modéle de F.
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Définition 2.17 Une formule £ est
— inductivement valide si toute interprétation de Herbrand de F est un modéle (de Herbrand) de F,
— inductivement satisficble §'ll existe une interprétation de Herbrand de F' qui est modéle (de Her-
brand) de F.

Exemple 2.9 Soient F ={a:0,b:0},P={R:1}et X = {z}:
— (R(a) A R(b)) = Vz R(z)} est inductivement valide, mais n’est pas valide,
- (—=R{a) A ~R(b)) = Jz R{xz) est satisfiable, mais n’est pas inductivement satisfiable.

2.1.2.Y Conséquences inductives

Définition 2.18 Une formule F' est une conséguence inductive d'un ensemble de formules I' si toute
interprétation de Herbrand qui est modéle de toutes les formules de I est ausst un modéle (de Herbrand)
de F.

Exemple 2.10 Soient F = {a:0,0:0}, P={R:1} et X = {z} :
- Vz R(z) est une conséquence inductive de { R(a), R(b)}, mais n’en est pas une conséquence déductive.
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Dans V-d et 3-r, y doit &tre une nouvelle variable libre.
Dans V-r et 3-d, ¢ est un terme quelconque.

FiG. 2.1 - Le calcul des séquents
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2.1.3 Calcul des séquents

Le calcul des séquents [GLT89, Gal86] (figure 2.1) permet de représenter les preuves. Du c6té gauche
du symbeole F se trouve un ensemble I’ d’hypothéses. Du ¢6té droit du symbole - se trouve un ensemble A
de conclusions. Le jugement ' F A signifie “la conjonction des hypothéses dans T implique la disjonction
des conclusions dans A”.

2.2 Prédicats d’égalité

2.2.1 Symboles protecteurs

Les symboles protecteurs permettent d’empécher les prédicats d’égalité d’agir sous certains symboles
dont [a sémantique et la définition ne sont pas compatibles avec une telle modification de leurs arguments.

Si on prend par exemple F = {+,5,0} avec les égalités habituelles  + 0 < z et z + s(y) = s(z +y),
on ne veut pas transformer s(z} + 0 > s(s(z)) en s(z) > s(s(z)) puisqu’un ordre rpo avec la précédence
+ > s > 0 donne Vorientation s(z) + 0 > s(s(x)) et s(s(z)) > s{z). En d’autres termes, les prédicats =
et > ne sont pas cohérents au sens de [JK86]. Pour ne pas avoir 3 les rendre cohérents, ce qui serait une
limitation importante, on n'autorise pas le prédicat d’égalité = 4 agir sous le prédicat > en faisant de ce
prédicat un symbole protecteur.

On va tenir compte de ces symboles protecteurs de la méme fagon dans la théorie de égalité et dans
les relations définies par un systéme de rééeriture de classes conditionnel, afin d’obtenir la correspondance
entre les deux au chapitre 3.

2.2.2 Théorie de I’égalité

On étend la définition de P'égalité pour tenir compte des symboles protecteurs :

Définition 2.19 Soit = un prédicat binaire, et soient F, « et Pp des sous-ensembles respectivement
de F et de P.
On note f}j‘x :f\fp,x et Pﬁ,;( :tP\P B
= est un prédicat d’égalité dont les symboles protecteurs sont les éléments de F et P s’} satisfait la
théorie Th. formée des axiomes suivants :
1. Vo {z =x)
2. VzVy(z=y=y=1)
. Ve VyVa{lzs=yry=z =22 x2)
4. pour tout f d’arité n dans F, pour tout ¢ € [1...n],
Y, 2,7, ¥ (mi =i = (f(ﬁ’miaﬁ) = f(ﬂﬁ Yi,U)))
si et seulement si f est dans Fp .
5. pour tout @) d’arité n dans P, pour tout 7 € [1...n],
V"’—LJ i, U, Y (xz == (Q(ﬁ1 .’Euﬁ) A4 Q(E: y‘bs:'})))
si et seulement si () est dans Pp .

Remarque 2.10 Les axiomes 1, 2 et 3 expriment respectivement la réflexivité, la symétrie et la transi-
tivité.

Remarque 2.11 On peut définir Th. de plusieurs facons équivalentes.
— 1l est facile de démontrer, grace & la transitivité et 4 la réflexivité que les axiomes 4 et 5 sont
&quivalents aux axiomes suivants :

4!, pour tout f dans F,
VZ g (z <7 = (f(7) < f(7))
si et seulement si f est dans Fp .
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5. pour tout ¢ dans P,
vz, (T =y = (QF) « QF))
si et seulement si @ est dans Pp <.
— on peut aussi dans 5 et 5 utiliser ug => au lieu d'un <.
5", pour tout ¢ dans P,
VE (@ =<TAQRE) = QF)
st et seulement si ¢} est dans Py <.
— la symétrie se déduit de 5" et de la réflexivité, puis la transitivité se déduit de 5" et de Ta symétrie,
avec = pour () dans les deux cas.

Remarque 2.12 Un prédicat d’égalité ne peut pas étre un symbole protecteur pour lui-méme. En effet,
5 appliqué 4 x se déduit de la symétrie et de la transitivité. On a donc nécessairement = € 75 .., et on
ne le mentionnera plus explicitement par la suite.

On peut noter que daus le cas des prédicats d’égalité, la notion de cohérence définie dans [PS81, JK86,
Vir02] permet d’assurer la compatibilité de théories équationnelles. Néanmoins on ne souhaite pas ici se
limiter 4 des théories compatibles. On peut également noter que la notion de “symbole gelg” introduite
trés récemment en logique de réécriture [BMMO2] est similaire & notre notion de symbole protecteur.

Remarque 2.13 Dans les définitions précédentes, soit un symbole n’est pas protecteur, soit il ’est pour
tous ses arguments. Une extension possible est de considérer des symboles protégeant seulement certains
de leurs arguments.

Remarque 2.14 II est important que les symboles d’égalité soient protecteurs les uns par rapport aux
autres, en effet, si =; n’est pas protecteur pour =5, et que @ =, b, on a a =y o par réflexivité de =, et
par 5 pour =g avec ) = =

a=9b={a=; 0 axb)
d’olt @ =1 b, par symétrie et transitivité de <.

On obtient ainsi que =) contienf =y. Si réciproquement <y n’est pas protecteur pour =1, alors les
deux égalités se confondent. C’est ainsi que dans un cadre classique, sans symboles protecteurs, deux
prédicats d’égalité sont toujours identiques.

Il faut donc rendre = protecteur pour =3 pour pouvoir rendre un symbole protecteur pour =5 et
non protecteur pour <j.

La théorie de I'égalité sera considérée dans les deux contextes suivants :

1. lidentité, qui vérifie de plus
- Vg ({f(z) < f(7) >z =7)
pour tout f dans F.
- VE,¥ (~f(z) < 9(7))
pour tous f et g dans F tels que f # g.
2. les égalités impliquées par des axiomes de la forme ¢ < #'.

Définition 2.20 On définit le prédicat :=: comme un prédicat d’identité qui n’a de plus aucun symbole
protecteur.

Ce prédicat dénote une égalité syntaxique sur les termes et sera utilisé pour les définitions de types
abstraits. On note Th.—. sa théorie.

Définition 2.21 On définit le prédicat =~ comme un prédicat d'égalité tel que :=: € P, (= est
protecteur pour =), ce qui signifie que l'égalité définie par = ne pourra pas transformer une égalité
avec :=:. En effet, aucun symbole n’étant protecteur pour :=:, il est nécessaire comme expliqué dans
la remarque 2.14 que :=: soit protecteur pour tout prédicat d’égalité pour lequel on souhaite avoir des
symboles protecteurs.

On utilisera ce prédicat pour les théories équationnelles. On note Thy, sa théorie.

Exemple 2.11 Soit £ = {a = b, f(z) = g(z)}.
L’égalite générée par I est g et contient a =g b, f(a) =g gla), f(b} =g g(b), fla) =g f{b),
9(e) =<g g(b}, f(a) <g g(b), f(b) <& gla), - .. :
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2.2.3 Systémes de réécriture de classes conditionnels
2.2.3.1 Définitions

Définition 2.22 Une régle de rééeriture conditionnelle de termes est une paire de termes [, avec une
proposition ¢, notée I — r si ¢.

Les variables de ¢ et r doivent apparaitre dans [.

¢ représente une condition ¢ et peut étre absent.

Exemple 2.12 Des régles de réécriture comme = + 0 — z et ly.x.la.yl3 — lylo.xlds si y >« font
respectivernent partie de la théorie des groupes et d’un algorithme de tri de listes.

Définition 2.23 Un aziome conditionnel de termes est une paire de termes f, g avec une proposition c,
noté f = gsic.
Les variables de f et de g doivent &tre les mémes, et les variables de ¢ doivent apparaitre dans f et g.
¢ représente une condition ¢ et peut &tre absent.

Exemple 2.13 Des exemples d’axiomes équationnels de termes sont ¢ +y =X ¢y + 7 et z.(y.2) = {z.y).2
qui font respectivement partie de ia théorie des groupes Abéliens et de la théorie des listes.

Définition 2.24 Une regle de rééoriture conditionnelle de propositions est un triplet de propositions ¢, I, r
oil [ est atomique et ¢,r sont arbitraires, noté [ — r si c.

Tes variables libres de ¢ et r doivent apparaitre dans 1.

¢ représente une condition ¢ et peut &tre absent.

Exemple 2.14 Un exemple de régle de réécriture de propositionsest £ € Ply) = Vz z €z => 2 €y)
qui décrit l'ensemble des parties en théorie des ensembles.

Définition 2.25 Un aziome conditionnel de propositions est une paire de propositions atomiques I,r
avec une proposition ¢, noté I =1 si c.

Les variables de f et de g doivent étre les mémes, et les variables libres de ¢ doivent apparaitre dans
fetg

¢ représente une condition ¢ et peut &tre absent.

Exemple 2.15 Un exemple d’axiome équationnel de propositions est la commutativité d’un symbole
dégalité ~: (z~y) = (y ~ x)

Définition 2.26 Un systéme de rééeriture de classes conditionnel est une paire, notée RE, composée de :
— R : un ensemble de régles de réécriture conditionnelles de propositions ou de termes,
— & : un ensemble d’axiomes équationnels de propositions ou de termes.

2.2.3.2 Théorie canonique associée a un systéme de réécriture de classes conditionnel

Définition 2.27 A un systéme de rééeriture de classes conditionnel RE, on associe la théorie notée The
telle que pour chaque régle de réécriture conditionnelle [ — r si ¢ ou axiome équationnel [ = 7 si ¢, Tre
contient la proposition :

- ¥E(e = (I & 7)) sil et r sont des propositions,

- YE(c = (I = r)) sil et r sont des termes.

Tre est la contrepartie logique de 1€, c’est-a-dire que la déduction en présence de Tre est équivalente
a la déduction modulo RE (voir lemme 3.2, section 3.4).
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2.2.3.3 Relations définies par un systéme de réécriture de classes conditionnel

Définition 2.28 Soit ¢ un terme, on définit Prot(t, w,=) comme étant vrai si et seulement si la position
w est sous un symbole protecteur {pour )}, c’est-a-dire si un symbole protecteur (pour =) apparait dans
le terme ¢ 4 une position préfixe de w.

Définition 2.29 Soit P une proposition, on définit de la méme fagon Prot(P, w, =).

Définition 2.30 Etant donné un systéme de réécriture de classes conditionnel RE, un ensemble de
propositions I', des propositions P, P', @, ' et ¢, une occurrence w non protégée pour = dans P (¢’est-a-
dire telle que Prot{P,w, =) est faux), et une substitution o telle que T're, I' F o{c), on définit les relations
suivantes :

1. P +—L P si P! = Plo(r)l., pour un axiome équationnel I = r si ¢ ou r < I si ¢ dans £ tel que
o(l) = P,. On dit que P est £-équivalent & P' dans le contexte T.

2, P :E P' est Péquivalence générée par £ pour un contexte T, ¢’est-a-dire la cloture réflexive et
transitive de «—L.

3. F —A% P, si P! = Plo(r)],, pour une régle de réécriture | — 7 si ¢ dans R telle que o{l) = B,.
On dit que P se R-rééerit en P' dans le contexte T

4. P~k P! si P! = o(P[rl.), pour une régle de réécriture I — r si ¢ dans R telle que o{l) = a(P).
On dit que P se R-surréduit en P’ dans le contexte T.

5. Q—%e @, 5 Q =L Plo(Dl, Q' =L Plo(r)|w, pour une régle I — r si ¢ dans R. On dit que @ se

. RE&-rééeriten (' dans le contexte T

6. P‘"""}FR,E P, si P' = Plo(r)]., pour une régle I — 7 si ¢ € R telle que o(I}) =L P,,. On dit que

- Pse R,E-rééerit en P’ dans ie contexte I'. Ceci est la relation classique adaptée de Peterson et
Stickel [PS81] ou elle était définie uniquemnent pour des termes.

7. :%E est la congruence générée par R U £ dans un contexte I', donc la cléture symétrique, réflexive
et transitive de +—1 U —1L,.

N(ltation 2.4 Quand le contexte I" est soit vide soit clair d’aprés le contexte on omet.
Notation 2.5 La cloture réflexive et transitive d’une relation —s est notée —.
Notation 2.6 On note +—% la cloture symétrique de —v 4.

Notation 2.7 On note «—rpue=t—p U +—¢.

La relation =%, n’est pas décidable en général, notamment puisqu’on doit décider la validité de
la condition pour appliquer une régle conditionnelie. Cependant plusieurs restrictions de la définition
générale de réécriture conditionnelle, comme la réécriture non équationnelle et non conditionnelle avec
un systéme noethérien, la rendent décidable. Des restrictions plus intéressantes comme les systémes de
réécriture décroissants sont par exemple décrits dans [D090].
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Chapitre 3
Déduction modulo

La déduction modulo {DHK98] permet, en raisonnant module une congruence, de distinguer la partie
ealcul d’un raisonnement de sa partie déduction. Cela permet de mettre en évidence les étapes importantes
du raisonnement en “masquant” le calcul.

On présente d’abord la déduction modulo indépendamment de la fagon de représenter la congruence.
La congruence peut ici tenir compte du contexte dans lequel elle est appliquée, ce qui est une extension
par rapport & [DHK98] et [Dow99].

On présente ensuite la représentation par systéme de réécriture de classes conditionnel qu'on utilisera
pour la suite. Le caractére conditionnel des régles et des équations, ainsi que la prise en compte par les
systémes de réécriture de classes conditionnels de symboles protecteurs (voir chapitre 2) sont de nouvelles
extensions au formalisme.

3.1 Introduction

Prouver par une déduction dans Parithmétique de Peano que 2+ 2 = 4 est relativerment long et difficile,
alors que le vérifier par un calcul est trivial. Comme le note Gilles Dowek dans sa thése d’habilitation
[Dow99], ce fait avait déja été remarqué par Henrl Poincaré dans [Poi02]. I est la motivation principale
de la. déduction modulo.

La déduction modulo [DHK98] est une présentation de la logique du premier ordre, dans laquelle des
termes mais aussi des propositions peuvent &tre rendus équivalents par une congruence. Les notions de
terme et de proposition sont celles de la logique (multisortée) du premier ordre.

Quand on applique une régle de déduction on utilise un filtrage modulo cette congruence. Donc si on
a par exemple A = B par la congruence, on est capable d’appliquer n’importe quelle régle utilisant A sur
une entrée contenant en fait B. Par exemple si on a 2+ 2 = 4 alors une preuve de

Ad4=4F2+2=4B

est simplement

Ad=dF2+2=4, 5 *xome

On considére une congruence ¢ définie sur les propositions et capable de tenir compte de 'ensemble
d’hypothéses I' présent dans le contexte, on la note =L.. Les régles de déduction ont a prendre en compte
cette congruence. Par exemple, la régle 4 droite pour la conjonction n’est pas formulée

I'-4,A TFBA
L-AABA

mais

T-AA TFBA
TFD,A

si D=L AnB.

iT



18 Chapitre 3. Déduction modulo

Les preuves en déduction module sont beaucoup plus courtes que leurs équivalents en déduction
classique, puisque les calculs représentés par la congruence sont masqués. Cela permet de se focaliser sur
les étapes importantes de Ia déduction.

3.2 Calcul des séquents modulo

Le calcul des séquents modulo (figure 3.1} étend le calcul classique [GLT&9, Gal86] en permetiant
de travailler modulo une congruence C. En fait cette congruence est un peun plus générale ici que dans
[DHK98], ot elle ne tient pas compte du contexte I'. Dans ces régles, " et A sont des multiensembles
finis de propositions. Quand la congruence :E. est simplement Pidentité, ce calcul des séquents se réduit
au caleul classique. Dans ce cas les séquents sont notés avec le symbole - habituel.

P A The QA

axiome si P =% Q cut si P =f,

Pl @ Tha A

[,01,@2 ko A ; : Fho @1,82 A . :
T,PigA contraction-g si P =£7 Q1 =E Q2 Wcontraction—d si P :I(;, 1 :g Qs
ko A

ﬁaﬁaiblissement—g —f%aﬁ‘aiblissement-d

IP,@Qlc A T F'te PA TheQ,A o p
TRrcA 8 S E=c(PAQ) Troma 4 S R= A
IPre A T,QFc A Do PQ,A

v-g siR=L(PV(Q) v-d si R=L (PVvQ)

T,RFc A TFo R,A
Lo 1;’,% Fz’g 08 SR=L (P Q) ——F’I‘IT_';CR?AAi—d siR=5 (P = Q)
e g
m—AL-g SiP =51
%(Qa%f) V-g si P =5 Yo Q) F——'_"i\c—%{-%%é(@m, yyv-d si P :g Y ()
_F’%f%/iif 2(Q.zy) 3¢ 5 P=5 3 Q Lo Qujz), & Fﬁi{Zﬁ’A(Q,x,o 3-d si P =53 Q

Dans ¥-d et d-r, y doit &tre une nouvelle variable libre.
Dans V-r et 3-d, { est un terme quelconque.

Fia. 3.1 — Le calcul des séquents modulo

La décidabilité de la vérification de preuve pour le calcul des séquents modulo se réduit & la décidabilité
de la relation :E, puisqu’on peut vérifier pour chaque régle que les conditions d’application sont satisfaites
et qu'on fournit les informations nécessaires dans les régles pour les quantificateurs. Dans le cas ot =5
n’est pas décidable, on pourra néanmoins utiliser des instances ou il est “facile” de vérifier que les conditions

d’application sont satisfaites.
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3.3 Lien entre déduction modulo et déduction classique

On P’a dit, les preuves en déduction modulo sout plus courtes que leurs équivalents en déduction
classique, mais on peut aller plus loin et les relier par une équivalence. Ainsl une preuve en déduction
modulo n’est gu’une forme condensée d'une preuve en déduction classique gu’on est capable de recons-
tituer si nécessaire. Pour cela, on définit la notion de compatibilité entre un ensemble d’axiomes et une
congruence.

Définition 3.1 Un ensemble d’axiomes 7 et une congruence C sont compatibles sous un ensemble
d’axiomes If si :

A. pour toutes propositions P et } et contexte I', P :g,r €} implique T,U,I'+ P & @ e,
B. pour toute proposition P dans T,on a lf Fo P.

Notation 3.1 Une congruence C compatible avec une théorie 7" sous une théorie I sera notée Coyy.

Sous I'hypothése de compatibilité, on accéde ainsi & une modularisation puissante du processus de
déduction qui permet de “déduire modulo” et qui est liée au “principe de Poincarg” de iBB97] :

Proposition 3.1 Si la théorie 7 et la congruence C' sont compatibles sous une théorie If on a :
T,U,TF A siet seulement si T,U, ' o A

Preuve: La preuve est similaire & celle prégentée dans [DHEK9S8].

-- La partie “seulement si” est une simple récurrence sur la structure de la dérivation de 7,0, T F A,
explicitant les témoins en utilisant le filtrage du premier ordre.

— La partie “si” est une récurrence sur la structure de la dérivation de 7,U, T o A.
Notons d’abord qu’en utilisant la régle de confraction toute preuve de ce jugement peut étre
transformée en une autre ol les propositions de 7 apparaissent en partie gauche de chaque
séquent.
Par exemple, détaillons le cas ol la derniére régle appliquée est A-d.
Dans ce cas, la preuve est de la forme :

T 4
T, U T PA T, UTHo QA
T.UTFs R A

A-d ot R=LHT PAQ

Par hypothése de récurrence on a des preuves «' et p' de 7, U, T F P, A et T, U, TF QA
On construit la preuve :
il p
T.UrFPA  T,UTHQA
TUTHFPAQA

OnaR :g,u,r P A @, donc puisque T et € sont compatibles (sous &), T,U,T'F (P A Q) = R.
Le modus ponens est une régle dérivée du calcul de séquents puisque :

A-d

. UTFAS i
UTBrBS MO YrrAps nteemetd yTraSBs
UT, A= B+ B, UTrA= B,B.§ affaiblissement-d
Z/[ F I__ B 6 Coupure

Donc on peut construire une preuve de 7, U4, ' F R, A, O
Corollaire 3.1 Sila théorie T et la congruence C' sont compatibles sous une théorie If on a :

T,U,T'F A stet seulement s1 7, T o A
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Preuve: En partant de la proposition précédente, il nous reste & montrer que
T, UT ko A siet seulement si U4, T Fo A,

Or puisque 7 et ¢ sont compatibles sous I{, on a if ¢ P pour toute proposition P dans 7, ce qui
nous permet de conclure.
O

Sous 'hypothése de compatibilité, la proposition précédente permet d’internaliser dans la congruence
une partie du processus de déduction. Quand la congruence est décidable, vérifier "équivalence de deux
termes ou de deux propositions est juste un calcul. Cela signifie que la déduction modulo permet de tracer
une séparation entre la déduction (en général indécidable) et le calcul (une partie décidable du processus
de raisonnement). Un des principaux avantages de cette approche est qu’en passant d'une preuve dans
le calcul des séquents standard & une preuve dans le calculs des séquents modulo, la partie calcul de la
preuve devient invisible puisqu’elle est enfermée dans la congruence.

Appliquer la direction : st 7, F A alors T - A est appelé pousser ou internoliser (parfois aussi
intégrer) la théorie T dans la définition du séquent et permet de faire disparaitre la théorie au niveau de
la déduction pour la faire passer au niveau du calcul. La direction opposée est appelée retirer la théorie
T de la définition du séquent ou ezternaliser la théorie T et permet de faire réapparaitre la théorie aun
niveau de la déduction. Cette opération peut méme &tre effectuée de fagon incrémentale puisqu’elle a la
bonne propriété d’étre modulaire cormme démontré par les résultats suivants :

Définition 3.2 Soient € et (9 deux congruences.
La congruence ¢ U O est définie récursivement par a =g, uc, b 81
soit @ =¢, b,
goit @ =¢, b,
soit il existe ¢ tel que a =¢, ¢ =cyue, b,
soit il existe ¢ tel que a =¢, ¢ =¢yucy b

}

Lemme 3.1 Soient 7; et 73 deux ensembles d’axiomes et C;(u,) et Cr(z4) des congruences compatibles
respectivement avec 71 et Tz sous les ensembles d’axiomes I et L.
La congruence Cr; 4,y U Cryu) €80 compatible avec 71 U 7 sous 1y U .

Preuve: On doit prouver que

A. pour toutes propositions P et (} et contextes I,

Ui, T : :
P H;CTl{ul)UCTz(Ug) Q lmphque 717 E:MlﬂL{Q?P F P < Q

On procéde suivant les cas de la définition 3.2.
- G p=tisel @, par la compatibilité de 71 et Cr; ) sous Uy, on obtient que pour tout I",

u_l(f',mun
P =g, Qimplique 71,4, T - P < Q.
Donc en particulier si I' = U, T on obtient que P =% @ implique 77,1, I'F P & Q.

T Crien)
La monotonie de la logique nous permet d’ajouter 7z et donc de conclure.

- & p=tatl @, par la compatibilité de Tz et C'ryqp,) sous U, on obtient que pour tout I,

" Omem
P =ié2,r @ implique 73,U, "+ P & Q.
Taitz)
Donc en particulier si I = 14y, T on obtient que P =22*2T O implique 75,14, 16, T'F P < Q.

T Craua)
La monotonie de la logi%ue nous permet d’ajouter 7y et donc de conclure.
— gt p Yol p _lhih, ,on a 77, T, U, Us,T I P ¢ R et par hypothése de

Criagn) ~ ~COnen)YCn ) ) JE T
récurrence 71,7”2,1/{1,?/[2,1{‘ F R & @ d’on on déeduit facilement 71, Ta,U;, 0, T+ P & Q.
. Uzl Uz, :
=8l P =g R0 e ey @ on 8 T, T, Un, Up, T F P & R et par hypothese de

récurrence 71, Ts, U1, Ua, I' - B & @ d’oit on déduit facilement 77, 72,0, U, TH P & Q.
B. Pour chaque proposition P dans 73 U 73 on a Uy, F Oy U, (L) P
Deux cas sont possibles :
— soit P est dans T1 et on a lh ke, , P, done Uy, Us boyp 0 0000 £
~ soit P est dans Tz et on a ly b ) P, done Uy, Us bog iy UCr 0, £
a
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Par le lemme précédent et le corollaire 3.1, on obtient immédiatement la modularité :

Corollaire 3.2 Soient 71 et 7> deux ensembles d’axiomes et C'r; un) et Crep) des congruences com-
patibles respectivement avec 7y et 73 sous les ensembles d’axiomes Uy et Us. Soit Cpyuraqguie) une
congruence compatible avec 71 U 75 sous Uy Ulds.

Pour tout I,

Z/{I:U%P g_CTluTzitllUUz) a
E:UIJUZsF FCT](LQ) A f=s 7177-2’71/{111{27F|_A = 71,?/{1,?/{2,Fi"072(u2) A
ih, U, T I_C'Tl(ul YWCT, ) A

Remarque 3.1 La modularité permet de choisir d’internaliser ou d’externaliser 71 ou 75 ou les deux,
ou encore I'un puis Pautre de la fagon qui convient le mieux. Elle permet aussi de prendre simplement
Criany Y Crae Pour CruTssuw,). Elte sera donc trés utile dans le traitement de la récurrence.

Remarque 3.2 Bien que trouver une congruence correspondant 4 un ensemble d’axiomes soit une opé-
ration modulaire, il n’en sera pas forcément de méme au niveau des représentations. En effet, 1'union des
représentations des congruences ne sera pas forcément une représentation de l'union des congruences,

Si, dans la représentation choisie, pour toute congruence C' il existe un ensemble d’axiomes Te ()
compatible avec C sous 'ensemble d’axiomes I/, alors 'hypothése de compatibilité n’est pas une restriction
et la. déduction modulo n’est pas une extension propre de la logique du premier ordre [DHK98]. En effet
pour toute congruence :g’r, on peut trouver une théorie 7 telle que U,T + P est prouvable modulo
=g’r si et seulement si T,2/,I' - P est prouvable en logique du premier ordre classique. Bien sir, les
propositions prouvables sont les mémes, mais les preuves sont trés différentes, en fait beaucoup plus

courtes en déduction modulo.

3.4 Congruence représentée par un systéme de réécriture de classes
conditionnel

On montre ici que pour tout systéme de réécriture de classes conditionnel RE, il existe un ensemble
d’axiomes T tel que 7 et RE sont compatibles sous la théorie de Végalité :

Lemune 3.2 Pour tout systéme de réécriture de classes conditionnel RE, la théorie Tre de la défini-
tion 2.27 est compatible avec RE sous Th.

Preuve: On doit prouver que :

A. pour toutes propositions P et ¢ et tous contextes I' tels que P:g}x’r ¢, on a

Tre, The,I'F P & Q.
Thx

T
On procéde par récurrence sur la longueur n de la derivation P+, & Q.
- 8t n =0 alors P = () et la propriété est trivialement vérifiée,

— sinon Pe—pit PHES L Q.

11 v a six possibilités, selon que 'on applique un axiome, une régle dans le sens direct ou une
régle dans le sens gsymétrique, et selon que la régle ou 'axiome porte sur des termes ou des
propositions.
s Si la régle ou 'axiome porte sur des termes.
On a dans Tge un axtome YT (c(Z) = (I{T) = r{Z))). On va donc instancier cet axiome
suivant o et I'appliquer en utilisant les axiomes de 1'égalité.
Pour chaque cas, on détaille la construction de la preuve dans le calcul des séquents,
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* S5i on applique un axiome f < gsicoug= fsic, ona

P = Plo(f)ly =z Plo(g)lu = P'

pour une occurrence w dans P telle que Prof(P,w, <) est faux et une substitution o
telle que T're, The, ['F a(e).

Par hypothése de récurrence on a Tre, Th-,I'F P & Q.

On construit maintenant une preuve de Tre, The, TF P & (Q :

Tre, The, ' F P & Q

4 [par contraction et instantiation}

Tre, The, T, 0(c(@))=> (0 (f(&)) < o(g(@))) F P & Q

4+ [par implication & gauche et affaiblissement]

Tre, Ths, I'E 0(c(T)) et Tre, Thx,T,0(f(7)) < o(g@) F P = Q

Tre, Thye, T F o{c(Z)) est vral par hypothése.
Tre, Th=, D, o(f(T)) = ¢(g(®T)) F P & Q est prouvé ainsi :

Tre; Th=, I, o(f(T)) < 0(g(Z)) - P & @
4 [en utilisant les axiomes de I’égalité]
TRS:TthFaU(f(E)) = O-(g(f)) FP & Q
4= [par affaiblissement]

Tng,Thx,]__‘ Py Q

ce qui est exactement hypothése de récurrence.
Si on applique une régle | = » si ¢ dans le sens direct, on a

P = Plo(D], »5=T Plo(r)]. = P’

pour une occurrence w dans P telle que Prof(P,w, =) est faux et une substitution o
telle que Tre, ' F o(c).

Par hypothése de récurrence on a Tre, Th., T F P & Q.

On construit maintenant une preuve de Tre, The, T P & Q :

Tre, Thee, 'FP & Q

< [par contraction et instantiation]

Tre, The, T o{c(@N=@(@) =cr@))F P & Q

& [par implication & gauche et affaiblissement)]

Tre, The,T'F a(c(T))) et Tre, Thx, T, a(l{T)) xo(r(@)) F P & Q

Tre, The,T'F o{c(F)) est vrai par hypothése.
Tre, The, T, o(l(F)) = o(r(E)) F P < § est prouvé ainsi :

Tre, Th=, T, o(i(T)) xa(rZT)) F P & Q
4 [en utilisant les axiomes de ’égalité]

Tre, Th=, I, o({@) = o(r@) F P’ & Q
4 [par affaiblissement]

Tre, The, '+ P & Q

ce qui est exactement I'hypothése de récurrence.
Si on applique une régle I — » si ¢ dans le sens symétrique, on a

P = Plo(r)], 5= Plg(l)], = P

pour une occurrence w dans P’ telle que Prot(FP,w,=) est faux et une substitution o
telle que Tre, T F o(c).
Par hypothése de récwrrence on a Tge, The, T F F' & ().
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On construit maintenant une preuve de Tre, The,T'F P & @ :

Tre, The,'FP & Q

<= [par contraction et instantiation]

Tre, Thx, T, 0(e(T)))=+{a(l(Z))  o(r(Z)) - P & Q

< [par implication & gauche et affaiblissement)

Tre, Th=,T F o(c(E) et Tre,Th=,T,c(l(@T)) < o(rZ))FP & Q

Tre, Th=, T o{c(Z)) est vrai par hypothése.
Tre, The, T, a{l(Z)) x o{r(Z)) b P & ( est prouvé ainsi :

T‘R,Sa ThX1 F) U(l{.’,_b“)) = J(T(E)} FP& Q
< [en utilisant les axiomes de P'égalitd]

Tre, Ths, T, o(i(Z)) < o(r(Z) F P' & Q
4 [par affaiblissment]

Tre, The,TFFP & Q

ce qui est exactement Phypothése de récurrence.
» 5i la régle ou 'axiome porte sur des propositions.
On a dans Tre un axiome VZ (e(T) = (1{Z) < r(@))). On va donc instancier cet axiome
suivant ¢ et appliquer 'équivalence obtenue.
Pour chaque cas, on détaille la construction de la preuve dans le calcul des séquents.
* Si on applique un axiome f < gsicou g f siec,on a

P = Plo(f)l wg™" Plo(g)l, = P’

pour une occurrence w dans P telle que Prot(P,w, <) est faux et une substitution o
telle que Tre, The, T F o(c).

Par hypothése de récurrence on a Tre, Thy, T = P & Q.

On construit maintenant une preuve de Tre, Th=,I'F P & Q) :

Tre, Th,THFP&Q

< [par contraction ef instantiation]

Tre, Th=,T,0(c(@)))=>(c(f(T) & o(g@)) F P = Q

<= [par implication & gauche et affaiblissement]

Tre, Thx, 'V a(c(x))) et Tre, Th=, T, a(f(T)) & o(g(@) F P & @

Tie, The, I' F o{c{T)) est vrai par hypothése.
Tre, Th=,T,0(f(F)) & o(g(T)) + P & @ est prouvé ainsi :

Tre, Thx, T, 0(f(Z)) & o(g(T)) - P & Q
«= [grace & Péquivalence]

Tre, Thx, I, o(f(Z)) @ a(g@) F P’ & Q
<= [par affaiblissement)]

Tre, The, ' P & Q

ce qui est exactement 'hypothése de récurrence.
* Si on applique une régle [ — r si ¢ dans le sens direct, on a
The,T
P =Pla(l)], =+xg™" Plo(r)i, =P
pour une occurrence w dans P telie que Prot(P,w, <) est faux et une substitution o

telle que Tre, I'F o{e).
Par hypethase de récurrence on a Tre, The, T'F P & Q.
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On construit maintenant une preuve de Tre, Th=,I'F P & @ :

Tre, The, I'F P & @

< [par contraction et instantiation]

Tre. Th, T, o{c(Z)))={c(l(Z)) © o(r(T))) F P& Q

< [par implication 4 gauche et affaiblissement)

Tre, The, T'F o(c(E))) et Tre, The, TL,a{l(ZT)} < o(rT F P& Q

Trey The, T b a{c(E)) est vrai par hypothése.
Tre, The, T, o{l(T)) © o(»(T)) F P & Q est prouvé ainsi :

Tre; Thx,T,0(l(z)) @ o(r(Z) F P & Q
<= [grace & I'équivalence]
Tng,Th;:,F,U(I(E)) = U{T{—f)) FP e Q
< [par affaiblissement]

T’."\’,E:ThX}F FP e Q

ce qui est exactemnent I'hypothése de récurrence.,
% Si on applique une régle { — r si ¢ dans le sens symétrique, on a

P = Plo(r)l, <= Plo(l)) = P'

pour une occurrence w dans P’ telle que Prot(P,w, ) est faux et une substitution ¢
telle que Tre, I F o(c).

Par hypothése de récurrence on a e, The, T'F P & Q.

On construit maintenant une preuve de Tre, Th=, I'F P < Q

Tre, The, I’ FP& @

<« [par contraction et instantiation]

Tre, The,Ta(e(E))=(o{l(ZT)) © oc(r@)) F P & Q

< [par implication A gauche et affaiblissement]

Tre, Th, T - 0(e(Z))) and Tre, Thy, T, 0 (U(E) & a(r(@) F P & Q

Tre, The,I' F o(e(T)) est vrai par hypothése.
Tre: The, T, a(l(F)) & o(r(E)) F P & @ est prouvé ainsi :

Tre, The, [, o(l(z)) @ o(r(@) F P Q
< [srice A I'équivalence]

Tre, The, I, o(l(T) @ o(r(@) F P & Q
<= [par affaiblissement)]

Tre, The, L F P & @

ce qui est exactement hypothése de récurrence.

B. Pour toute proposition P dans Tre, on a The Fre P.

Il y a deux sortes de propositions dans Tre.

— Si P est de la forme, VZ(c = (p < ¢)), on a & prouver qu'on a Th= Fre VE(e = (p & 7).
Pour cela on va appliquer 'axiome ou la régle correspondant dans RE, ce qui s'écrit ainsi
dans le calcul des séquents modulo :

The Fpg VT(C = (p =4 q))

4= [par affaiblissement]

Fre VZ(e = (p & q))

< |par libération et implication a droite]

(@) Fre p(H) © o)

< |[par et & droite et deux fois implication & droite]
c(@), p(¥) Fre ¢(@) et ¢(@), q(7) Fre p(@)

Qui sont vrais par application de Axiome modulo.
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~ 51 P est de la forme VZ{c = (g = d)), on a & prouver qu'on a Thy, bre VEe = (g < d)).
Pour cela on va & nouveau appliquer 'axiome ou la régle correspondant dans RE, cette
fois-ci 4 l'aide de Th.., ce qui s’écrit ainsi dans le calcul des séquents modulo ;

The Fre Vf(c = (g = d))

& [par libération et implication & droite]
Thx,cy) Fre 9(¥) = d(@)

< [par affaiblissement)

Vz (%= ), c(F) Fre g(7) < d(@)

< [par instantiation]

9(7) = 9(@), c(¥) Fre g(@) = @)

0 Ce qui est vrai par application de Axiome modulo.

Remarque 3.3 Bien sir il est tentant d’organiser les choses de facon & obtenir des systémes de réécri-
ture de classes RE qui soient confluents et noethériens. Cela facilite en particulier la décision de I’égalite
modulo RE. Mais on doit remarquer qu'd ce point du formalisme, aucune restriction & propos de la
confluence ou de la terminaison de RE n’est imposée, ce qui sera utile par la suite puisqu’on aura un
systéme faiblement terminant pour la représentation de la logique d’ordre supérieur et de la réécriture
ordonnée dans la récurrence par réécriture. De plus la confluence n'est pas non plus exigée pour la récur-
rence par rééeriture (la convergence close de la définition n’est nécessaire que pour obtenir la complétude
réfutationnelle).

Remarque 3.4 Le souhait d’avoir des systémes confluents et noethériens est une limitation 4 la modu-
larité. En effet, I'union de deux systémes confluents et noethériens n’est pas nécessairement un systéme
confluent et noethérien pour I'union des congruences. Dans le cas des systémes de réécriture habituels,
la confluence est modulaire si les systémes sont disjoints [Toy87]. Pour la terminaison, des conditions
suffisantes existent également :

- aucun des deux systémes ne contient de régle effondrante [Rus87],

— aucun des deux systémes ne contient de régle dupliquante [Rus87],

— 'un des deux systémes ne contient ni régle effondrante, ni régle dupliquante [Midg89). i
Ces trois conditions, comme le montre Ohlebusch dans [Ohl93], sont des corollaires de la condition
suivante : si les systémes sont disjoints et terminants et que leur union est non terminante, alors 'un des
systémes a une régle effondrante et ’autre a une régle dupliquante.
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Chapitre 4

La logique du premier ordre
comme déduction modulo

Le calcul des séquents du premier ordre est généralement considéré comme ne contenant aucun calcul
mais seulement de la déduction pure. Mais, comme Pa remarqué Patrick Viry [Vir98], cela n’est pas
complétement vrai si on y regarde avec attention, en utilisant un environnement de déduction modulo.

Les éléments de calcul que Pon va metire dans la congruence sont d’abord des comportements impli-
cites du calcul, puis des conséquences bien connues qu’on ne souhaite plus prouver. Suivant Patrick Viry,
on transforme le calcul des séquents en systéme de réécriture pour terminer avec un calcul sous forme de
théorie de réécriture orientée [Vir95] pleinement dans Pesprit de la déduction modulo [DHK98].

Le systéme auquel aboutit Patrick Viry dans [Vir98} n’a pas les propriéiés souhaitées, on le modifie
donc afin de les obtenir. Ce travail a été publié & la session étudiante de ESSLLI 2000 [Dep0].

4.1 Rendre le calcul des séquents explicite

On donne ici (figure 4.1) une définition du calcul des séquents classique qui est moins générale que
celle de [GLT&9] dans le sens qu’elle ne peut pas étre étendue facilement, 4 lintuitionnisme par exemple.
Elle est néanmoins suffisante pour la logique classique et servira mieux nog objectifs pour des raisons qui
seront précisées section 4.5.

La congruence sera représentée par un systéme de réécriture, constituant la partie R de la théorie de
réécriture orientée, confluent et terminant modulo 'associativité-commutativité de certaing opérateurs,
conservée dans la partie E de la théorie de réécriture orientée. On va modifier le calcul en identifiant autant
d’éléments de calcul que possible, afin d’obtenir la congruence la plus large possible tout en préservant
la. confluence. Il faudra bien siir &tre également attentif & préserver la prouvabilité.

Les régles du systéme de réécriture orientée sont notés avec le symbole — pour la partie R, avec
le symbole =5 pour la partie ER et avec le symbole & pour la partie E. Le symbole -+ représente le
fait que bien qu'elles soient orientées d'un point de vue opérationnel, les régles dans E'R conservent leur
sémantique de congruence.

4.1.1 Ensembles de formules

Dans la figure 4.1, les 4, 5, . . . sont des ensembles de formules, donc 'operateur ', :

— est commutatif : ceci est implémenté dans les régles £LX et RX.

— est associatif : ceci est laissé implicite. En effet on n’a méme aucune parenthése dans £X, RX, £LC
et RO

— est idempotent : cecl est implémenté dans les régles £LC et RO

— admet un élément neutre 4 droite et 4 gauche, Pensemble vide de formules : ceci est implicite dans
le membre droit ou gauche vide dans des expressions comme + B ou A .

27
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Axi AFCB ACHB
ACr G B Aom arB M
ADCAFEB X A+ B, D,C B RX
ACDANEB A+ B,C.D,B
A,G,C’Fﬁﬁo AFC,CB
ACEHB AFC.B
AFCB 4,CFB
== . == R
A,-CHB Ar-=C B
ACDEEB p : AFC,B A+D B
ACcADFB N AL CAD.B N
A CHB A,Dhﬁﬁ AFC DB
Acvbre Y AFCVDE
AFC,B A DFB ACHDB
Ac=prp AFC= DB
A Cla/z},Vo.Ci- B oy Arvz.C Cly/z}, B
AvVz.CHB AFvz.C, B
A, C{y/z},3=z.C+ B ArF3Fz.C,C{a/z}, B
A CFEB : AF32.C.B
Dans RY et £3, ¢ doit &étre une nouvelle variable lbre,
Dans £V et B3, a est un terme quelconque.
Fig. 4.1 — Le calcul des séquents classique

Donc on peut ajouter le symbole 57’ pour Pensemble de formules vide et les axiomes :

A,(B,C) =~ (458),C
AB =~ BA
Av = A
Ad ~ A

A ce stade on peut éliminer £LC, RC, LX et RX du systéme de déduction puisqu’ils sont remplacés
par la congruence.

4.1.2 Ensembles de séquents

Les régles & deux prémisses ont un opérateur muet qui signifie qu’on manipule en fait des ensermbles
de séquents. Donc cet opérateur que on dénote o’ comme dans
A-C,B o ADFB
AC=>DFB

L=

a les mémes propriétés que ’,’. Son élément neutre sera noté "¢’ et n’est rien d’autre que la prémisse vide

de la régle Axi
e la régle Axiom o

A,CHCB
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On ajoute donc A Ia congruence les axiomes suivants pour '¢’, o I', A et © sont des ensembles de
séquents :

E-(A-@)

20w R
@ -

L ]

®

= >
L ]

= -1
- <o

[ ]
L]
&*

On utilise ici une congruence permettant d’identifier non seulement des formules, mais aussi des
ensembles de formules (section précédente) et méme ici des ensembles de séquents. La correction de cette
congruence dépend grandement des propriétés du calcul des séquents du premier ordre. On doit signaler
aussi que cela change objet de preuve. L’arbre de preuve habituellement utilisé avec le calcul des séquents
devient une suite d’ensembles de séquents. Par exemple :

ADFB AEFB
AFGB ~ ADVEFB
AC=(DVE)FB

devient
AFC,B e« ADFB e« AAEFB

AFC,B ¢« ADVEFB
AC=(DVE)FB

Ce changement est plus important qu’il n'y parait, parce qu’il permet de rassembler des éléments
de la preuve qui seraient trés éloignés dans Parbre de preuve et d’utiliser cela pour simplifier la preuve.
Notamment, le fait d’avoir ’axiome I'eI’ = I' introduit un partage des séquents qui interviennent plusieurs
fois dans la preuve, faisant ainsi penser plus & un graphe orienté acyclique qu'a un arhre.

4.1.3 Substitutions explicites

Regardons les régles traitant les quantificateurs. Le C'{a/z} est un méchanisme de substitution qui est
laissé complétement implicite. Le rendre explicite n’est pas évident puisque, & cause des quantificateurs
il faut éviter les captures. On va donc avoir besoin d un calcul de substitutions explicites travaillant avec
les quantificateurs au lieu de 'abstraction du A-calcul.

Ce calcul aura un meilleur comportement que le calcul correspondant pour A puisque ses Heurs —
les quantificateurs — sont des formules et ne peuvent pas étre réintroduits par la normalisation d’une
substitution. Mais 1a nécessité de ne pas capturer les variables existe et on a la méme solution : les indices
de Pe Bruijn [dB72]. Ce calcul doit gérer la signature de nos termes et formules pour trouver on les
substitutions doivent avoir liew.

On utilise Ag [ACCL91] comme base pour notre caleul. Rappelons la signification des notations -

— Les substitutions deviennent des objets syntaxigues de fagon a pouvoir &tre explicitement appliquées

4 un terme ou & une formule en utilisant l'opérateur ']’

— Une substitution est essentiellement une liste de termes & substituer aux indices,

— Le constructeur de liste est noté ',

— La substitution identité est notée "id’ et correspond & la liste infinie 1-2-3. .,

— La substitution décalage est notée *{’ et correspond A la liste infinie 2.3-4. .., elle est utilisée pour
gérer les lieurs et de telle fagon que 2 soit noté 1[1], 3 soit noté 1[T}{1], - . .,

— Le dernier opérateur est 'o’ qui dénote la composition de deux substitutions de telle fagon que 1[1][1]
soit équivalent 3 1[t o 1],

— Une substitution a - b- (1 o 1) gignifie que U'indice 1 doit &tre remplacé par a et Pindice 2 doit étre
remplaceé par b, les autres indices restant inchangés grace a la substitution 1 o 1 (qui correspond a
3-4..). .

On commence par les axiomes qui gérent la signature, pour tout f et P dans la signature :

flag,. . yan)ls] = flals],... an[s])
Plag,...,on)[s] = Plaifs],...,anls]}
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La traversée des quantificateurs, en tenant compte de leur pouvoir liant et en évitant les captures, est
gérée par les axiomes :

(VA)[s] ~ V(A[L-(so1)])
3A)s] = 3AL-(so1))
Les axiomes pour les connecteurs sont évidents :
(0A)s] & (Als])
(AAB)s] = A[s]A B[]
(Av B){s] ~ Als]V B[
(A= B)[s] =~ Als]= B3]
On ajoute aussi les axiomes de ¢ :
alid =~ a
(alsD[f] ~ a[sot]
la-s] =~ a
idos & 8
tola-s) =~ s
(s1083)083 ~ s10(sz083)
(a-s)ot = aft]-(sci)
soid =~ s
1.1 = id
1[s]- (tos) = s
Et on termine par des axiomes Id et Clos dédiés au cas d’une substitution appliquée 4 une proposition :
Alid] ~ A
(Alshlt]l = Alsot]

4.2 Simplification des preuves

Maintenant qu'on a rendu explicites les calculs implicites du calcul des séquents classique, on va
s’intéresser & une autre source de calcul. I y a des propriétés qui sont des conséquences de la logique
et qu’on ne veut plus prouver, parce qu'elles sont bien connues. On peut en intégrer certaines dans le
calcul, mats on verra qu'on doit étre prudent & ce sujet pour préserver les bonnes propriétés du systéme
résultant. On ajoute donc dans la congruence les axiomes :

A=>B =~ -AVB
d4A = V-4
ce qui permet d’abandonner les régles L=, R=, £ et R3.
Par ailleurs les équivalences standard :

ﬁ—\A =3 A
AnA = A
CAVA = A

permettent de simplifier encore les preuves. Cependant on verra section 4.3 quil faut ajouter une régle
supplémentaire pour préserver la confluence.

On peut aussi, en identifiant des séquents et des ensembles de séquents, déplacer directernent certaines
régles dans la congruence, y compris la régle Axiom :

A-CHFEB ~ ARCB

AF-C/B = ACHFEB
ACADFB = ACDWNEB
AFCVD,B ~ AFC DB
AFCAD,B = AFC,B e A-D.B
ACVDEEB =~ ACFE « A/ DFB
ACHFC B ~ ©
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4.3 Orientation des équations

On veut maintenant orienter les axiomes pour éire opérationnels et pour prouver que la congruence est
en fait décidable. La congruence est décidable si on peut orienter les axiomes en un systéme de réécriture
de classes convergent modulo un ensemble d’axiomes pour lequel on sait déferminer une telle propriété. En
pratique cela signifie que seuls des axiomes d’associativité-commutativité peuvent rester (figure 4.2). Ceci
répond aussi aux critéres d’opérationnalité et assure de pouvoir implémenter avec un systéme utilisant la
réécriture comme par exemple ELAN' [BKK*98]. Les régles dans £R peuvent correspondre & des régles
non nommeées en ELAN, les régles dans R étant des régles nommaées.

Faire ceci montre qu’on doit &tre prudent quant aux propriétés qu'on internalise, parce qu’il peut y
avoir des problémes de confluence. Avec les axiomes des sections 4.1 et 4.2, des expressions comme

AFCADCADB
permettent de choisir de décomposer le A’ ou d’utiliser I'tdempotence de ). Ce choix ne converge pas :

AFCAD,CAD,B — AFCAD,B —s AFC,BeAvD,B

fmm

AFCAD,C,BeAFCAD,D,B

4

N
T
Q
&
I
e
T
&
Q
vy
N
e
!
>
=
!
i

2 ? .—— bl 7—.~—- 7 1

FCOCBeAFD CBe A-C,D,BeA+-D, DB

FC,BeA-D,C.BeAFC.D,Be At D, D, B

i € s [

FC,BeAr-D,C,BeA-C,D,Be A+ D,B
ce qui est résolu en ajoutant un axiome de subsomption qui manquait dans [Vir9§) :
ArBeAAFB,B ~ AFB

Il faut noter que cet axiome est facile 4 exprimer dans notre formalisme mais ne peut pas étre appliqué
dans son orientation utile si on garde la représentation habituelle des preuves sous forme d’arbres, en
effet cela revient A réunir deux branches de Parbre, créant ainsi un graphe orienté acyclique.

L’axiome de subsomption ajouté, U'orientation peut étre effectuée et la complétion en utilisant CiME
[CM96] ajoute des régles de réécriture (voir figure 4.4) pour gérer le cas ofi un ensemble de formmuiles est
vide corme dans

“CFB->gFC,BetCHC,B =<

Ceci assure que ER est localement confluent modulo E. La terminaison du systéme, conjecturée dans
[Dep00] a été prouvée par Xavier Urbain a 'aide de CiME2, qui exploite les techniques de preuve incré-
mentale de terminaison développées dans sa thése [Urb01].

AC éa (E)Q) ~ (A_,_B_),Q_
Ce AB =~ BA

E =
Ao To(Ae@) ~ (TeA)e®
(e FeA =~ Ael

F1G. 4.2 — Les axiomes restants (associativité-commutativité)

Uhttp :/ felan loria.fr/
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4.4 Déconnecter déduction et congruence

Maintenant on veut &tre en mesure de se concentrer sur Uapplication des régles de déduction, qui doit
étre contrélée de fagon non déterministe, et faire uniquement de la normalisation avec la congruence.
Pour faire cela, il faut éviter que la congruence puisse interférer avec la déduction. Pour assure cela, on
utilise les techniques de [Vir95], donec on transforme les régles de déduction restantes pour former une
théorie de réécriture orientée. Ces régles doivent &tre cohérentes avec ER modulo E, ce qui est obtenu
par complétion de cohérence en ajoutant des régles (voir figure 4.3) pour gérer le cas ol un ensemble de
formules est vide comme :

VO+FB — Cla-id,vyC+HB

issu de :
AVCEFB = ACe-id,YyC+F B

dans le cas ou A est 7.

On ajoute aussi la régle ¢ — O. Cette régle permet de vérifier que la preuve a 4té finie par la
congruence, par exemple dans le cas propositionnel on cette régle est la seule & rester, traduisant la
décidabilité du calcul des propositions. La régle ' s O — I' dans R est seulement nécessaire pour
préserver la cohérence , mais ne sera jamals utilisée avec une stratégie utilisant la congruence en tant que
normalisation. Contrairement a ce qui est dit dans [Dep00], elle doit rester dans R car elle génére la régle
<& — O comme paire critique avec la régle T'e & -Z3 T dans ER.

( LY-1 ANCFB — A,Cla-id,VC+ B
L9-2 VOFB — Cla -id],YC+ B
RY-1 A4+-YC, B — AEVC, Cln-id}, B
RY-2 AFYC — A YC, Cln-id]

R =
Cut AFB — AFC Be A CHE
Ue-2 LeO — r
_ congruent & — a
In R¥-1 and RY-2, n must be a fresh free index.
In £V-1 and £¥-2, o is any term.
Fi1c. 4.3 — Les régles de déduction

On obtient que R est fortement cohérent avec ER modulo E, ce qui assure que n’importe quelle stratégie
peut étre appliquée pour 'utilisation de la congruence par rapport awx régles de R. On peut remarquer
que la congruence peut augmenter beaucoup la taille de 'objet.

Théoréme 4.1 Un séquent A - B a une preuve dons R modulo ERUE si et seulement si il en o une
dans le caleul des séguents classique.

Une preuve de A - B dans R modulo ER UE est une dérivation de A F B jusqu’a O. Les résultats

en sections 4.3 et 4.4 prouvent gu’utiliser la stratégie que nous avons décrite est équivalent 4 utiliser la
P q g y q
RFERUE

relation R/ER U E donc il rester a prouver que 4 - B — O si et seulement si A - B a une preuve
dans le calcul des séquents classique. Notons que la relation R/ER U E considére ER comme un ensemble
d’équations plutéit que comme un ensemble de régles.

La partie “si” est facile, en simulant chaque régle du calcul des séquents par des régles de R ou des
axiomes de ERU E et en remarquant qu’une preuve se termine toujours par une utilisation de la régle
congruent.

La partie “seulement si” doit assurer que toutes les équations introduites dans les sections 4.1, 4.2
et 4.3 identifient des objets dont la prouvabilité est la méme dans le calcul des séquents classique. Cect
est évident pour les équations introduites en section 4.1. Cest encore facile pour les équations introduites
en section 4.2 et 4.3 en se rappelant qu'on veut préserver les preuves et non leur structure.
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AF-CB
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ACADFB
CADFB
A+CVD,B
AFCVD
AFCAD,B
AFCAD
ACVDFEB
CvVD+B

4,CHCB
A4CFC
CHC,B
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ArveAA+B
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4.4 — La congruence (orientée)
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( Appf f(ala"':aﬂ)[sl = f(al[slﬂ'--:aﬁ[s])
Appp Play,...,a,)s] —— Plai[s],...,ax[s])
App-, (=4)[s] = —(A[s])

Appa (AAB)ls] — Als]AB[s]
Appy (AvB)[s] — Als]VB[s]
Apps (A=B)i =+ Alsl= Bls
Absy (VA)[s] -5 V(AT -(so D)
Abs3 (34)s] -Z=» F(A[L-(so D]
) Id alid] = a
ERvas =\ Id; Alid % A
Clos; (als])[t] = alset]
Closy (A[slt] = Alsof]
VarCons la-s] = a
IdL ides = s
ShiftCons tola-8) &y s
AssEnv (s1082) sy -Z3 s10(820853)
MapEnv (a-s)ot — aft] (sof)
IdR soid = s
VarShift 1.+ 5 id
SCons 1fs]- (tos) = s
F1G. 4.5 — Le caleul de substitutions pour les quantificateurs

4.5 Choix du calcul

Dans cette section, on va expliquer les choix faits pour le calcul de la figure 4.1. On va aussi voir

comment il est possible d’aller plus loin.

— Pour préserver la confluence, on n'a pas de régle d’affaiblissement. En effet ces régles générent des
paires critiques qu’il est impossible de refermer. L’absence de régle d’affaiblissement est compensée
par la forme de la régle Axiom de la figure 4.1, qui eflectue en une seule fois tous les affaiblissements.

— La présence de contractions implicites dans les régles concernant ies quantificateurs est nécessaire
pour obtenir la cohérence avec la régle issue de la contraction. Je remercie ici Jiirgen Stuber de
m’avoir fait remarquer ce probléme,

Intuitivement, le probléme est qu’il peut &tre nécessaire d'utiliser plusieurs instances d'une quan-
tification, ce qui est rendu impossible par la contraction orientée dans le sens terminant d’une
réduction. Formellement :

AVCONYCFB — A Claid,VO+rB — A Claid),Clbid+ B
!
AYCHB

1
A Claid - B

— La forme choisie pour les régles RV et £A permet d’éviter d’introduire des affaiblissements ca-
chés. Elle n’est cependant pas compatible avec la logique intultionniste. Pour gérer la logique in-
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tuitionniste, il faudrait donec introduire un opérateur supplémentaire représentant la disjonction
d’ensembles de formules.

— On n’a pas non plus la formule toujours fausse L. On pourrait Pintroduire, ainsi que la régle
correspondante et la définition ~A = A = L, ce qui est nécessaire pour la logique intuitionniste.
En revanche, poser 4 A=A = 1 comme dans [Vir98] provoque Papparition de la régle de coupure
en tant que paire eritique, et on ne parvient pas ensuite a trouver un systéme confluent.

4.6 Conclusion

On a montré que le calcul des séquents du premier ordre peut étre vu comme un calcul modulo. Pre-
miérement en rendant explicites ses éléments calculatoires implicites, ensuite en ajoutant 4 la congruence
plusieurs conséquences du calcul.

Les seules régles de déduction qui restent ensuite sont différentes versions de RV et £V. On peut voir
que ce sont les régles qui gérent les quantificateurs et en effet il est bien connu que l'indécidabilité de
la logique du premier ordre réside 14. On a donc obtenu une distinction claire entre la partie déductive
indécidable et la partie calcul décidable placée dans la congruence.

Ceci rend la recherche de preuves plus simple puisque la partie calcul peut &tre gérée par simple
normalisation de ’ensemble de séquents que l’on veut prouver et donc on n’a qu’a chercher Poption
intelligente lorsqu’on utilise une régle de R. Cette idée pourrait &tre implémentée en ELAN [BKK V98]
en utilisant des régles non nommées pour ER et des régles nommeées et une stratégie pour R, Il resterait
cependant & gérer les témoins a dans les régles £V et I'introduction de lemmes par la régle Cut. Cette
gestion peut se faire soit par des interactions avec Putisateur soit avec des méthodes d’unification ou
d’autres ‘méthodes de recherche automatique de preuves.
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Deuxiéme partie

Preuves par récurrence
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Chapitre 5
Logique d’ordre supérieur

La logique d’ordre supérieur permet de quantifier non seulement sur les termes, mais aussi sur les
fonctions et méme les prédicats et donc les formules. Cette possibilité met au méme plan termes, fonctions
et prédicats, le formalisme le plus évident pour exprimer la logique d’ordre supérieur est donc le M-calcul,
ce qui donne le systéme HOL,.

Cependant, puisque notre premier but est de formaliser les preuves par récurrence dans le contexte
de la déduction modulo, nous aurons 4 exprimer I'axiome de récurrence, qui est une formule d’ordre
deux. Pour le faire dans une présentation de premier ordre de la logique d’ordre supérieur, on utilise le
formalisme introduit dans [DHKO1].

5.1 lambda-calcul

On rappelle ici les définitions classiques du A-calcul que on peut retrouver dans [Bar84] ou [Kri93]
par exemple, .

51.1 Syntaxe du A-calcul

Définition 5.1 Soit X’ un ensemble infini dénombrable de symboles de variables, et 7 un ensemble fini
de symboles de constantes.
Les termes du A-calcul sont construits comme suit :
— si z est dans A’ alors x est un A-terme,
si f est dans F alors f est un A-terme,
si ¢ est un A-terme et x est dans X' alors Az.t est un A-terme,
si ¢ et ¢ sont des A-termes alors (¢ ') est un A-terme.

Exemple 5.1 Soient X = {z,y,z....} et F = {a, f}. Des exemples de A-termes sont :

- a,

- (f f),

- {f a),

- (Az.(f 2) ),

- (Az.{f =) y),

~ {Az.{z z) Az.(z 1)),

— (Oalf D y) (= lf 2) ).

39
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5.1.2 Occurrences libres et liées

Deéfinition 5.2 Une occurrence de variable est dite lide =i elle est dans la portée d’'un A, libre sinon.
Formellement, soit t un A-terme et z une variable :
- si t est la variable z, alors
e l'occurrence de z dans £ est libre,
e z n'a pas d’occurrence liée dans £.
— si ¢ est une variable y différente de z, alors
e z 1’a pas d’occurrence libre dans ¢,
s z n'a pas d’occurrence liée dans {.
— sl t est de la forme (¢, ts) alors
» les occurrences libres de x dans ¢ sont ses occurrences libres dans #; et ¢3,
e les occurrences lites de o dans £ sont ses occurrences liées dans ¥ et &3,
— sl t est de la forme Ay.t" avec y différent de z, alors
s les oceurrences libres de = dans ¢ sont ses occurrences libres dans ¢/,
# les occurrences Jiges de x dans ¢ sont ses occurrences liges dans #.
- si ¢ est de la forme Az.t', alors
s 7 n'a pas d'occurrence libre dans ¢,
e les occurences liées de = dans ¢ sont ses occurences libres et liées dans ¢,

Exemple 5.2 Soit t le Mterme ((Az.{f z) y) (A=z.(f 2} z)).
— x a une occurrence libre et une occurrence liée dans ¢,
— y a une occurrence libre et pas d’occurrence liée dans ¢,
— z a une occurrence liée et pas d’occurrence libre dans .

Remarqgue 5.1 Une variable peut avoir deg occurrences libres et des occurrences lidées dans un méme
terme. De méme elle peut avoir des occurrences lides par des A différents. Ces deux situations sont source
de confusion, puisque les différentes occurrences de la méme variable syntaxique représentent alors des
objets différents. C’est pourquoi Barendregt a posé comme condition d’hygiéne d’éviter cela ([Bar84]).

5.1.3 Substitutions

Définition 5.3 Une substitution est une application de X' vers les A-termes.

Notation 5.1 On note {z;/t1,...,2n/tn,...} la substitution donnant & =; Ia valeur ¢;, ..., & z, la
valeur #,, ... On simplifie la notation en ne mentionnant que les variables effectivement modifiées.

I’extension d'une substitution aux A-termes n'est pas triviale. En effet il faut gérer le risque qu'un A
capture une variable libre.

Notation 5.2 On note t{z /t1,...,2,/t,, ...} Vapplication de la substitution {zy /t1,..., 2n/ts,...} au
terme t.

Définition 5.4 On définit 1a substitution d’ordre supérieur par :

—ax{zift1,. . ol =, 8 T =y,
- y{zi/t, ... mn/tn, ...} =y s pour tout 4, y # i,
~ e{@yfli,. ., Tnftn, ...} =c, 8l c est une constante,

(ed){z1/t1,. . 2nfbn, - y={c{a fle, .. Bnfta, .. Y Az fl, . o2 [t ),
- dycf{z/t, . T ftn, -} = dzely/z @/t B/t .. }), OO z Mest aucun des z; et n'a
d’occurrence libre ni dans ¢, ni dans aucun des ¢;.

Exemple 5.3

= Ar(zy){z/y} = Az.(z )

- Ar(zy){y/z} = Az.(2 )
Remarque 5.2 La substitution d’ordre supérieur n’est en fait pas plus complexe que la substitution
sur les formules du premier ordre avec quantificateurs. Les quantificateurs sont en effet également des
lieurs. La différence vient du fait que le A est un symbole de fonction et donc la difficulté apparait dés les
A-termes, alors qu’au premier ordre seules les formules sont concernées.
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5.1.4 Axiomes de conversion

Deux A-termes syntaxiquement différents peuvent avoir le méme “sens”, il sera donc nécessaire de
pouvoir déterminer si deux termes ont ou non le méme sens. Pour cela on associe un axiome de conversion
4 chaque facon d’obtenir deux termes équivalents.

5.1.4.1 Axiome o

La premiére est la possibilité de renommer une variable liée par un A, ce qui est notamment nécessaire
lorsqu’une variable existe libre et liée ou liée par deux A différents. Il faut remarquer que cette possibilité
existe aussi en logique du premier ordre, au niveau des formules, puisque les quantificateurs sont des
lieurs. L’axiome associé est axiome a. Cet axiome n’est pas orientable, mais ce probléme est résolu dans
les implémentations grice aux indices de De Bruijn {[dB72]).

Définition 5.5 On définit |’ axiome o par :
Azt =4 Ay.t{z/y} si y n’a pas d’occurrence libre dans ¢

Exemple 5.4 Soient X et F comme précédemment.

Az(f 1) =o Az.(f 2).

Un terme avec indices de De Bruijn représente la classe des termes équivalents par 'axiome «. Lors-
qu’on fait un raisonnement & !a main et qu’on veut éviter de devoir utiliser 'axiome alpha, mais qu'on
ne veut pas utiliser les indices de De Bruijn, notamment parce qu’ils ne sont pas faciles a lire, on utilise
les conventions de Barendregt [Bar84], qui revienneni simplement, 4 ne pas utiliser la méme variable pour
deux objets différents.
5.1.4.2 Axiome /i

- La deuxiéme vient de la forme (¢ t') représentant ’application d’'une fonction & un argument, il faut
pouvoir évaluer le résultat de cette application. L'axiome permettant cela est 'axiome 3, qui est Paxiome
essentiel du A-calcul et est toujours donné sous forme de régle :

Définition 5.6 On définit I'aziome 3 par
(Azt t') —g t{z/t'}
Exemple 5.5 Soient A et J comme précédemment.

(Az.(f z) a) =5 Az.(f 2){z/a}.

5.1.4.3 Axiome g

La troisiéme et derniére est que 'on peut avoir une fonction qui ne se sert pas de son argument,
I'axiome correspondant est 'axiome 7, qu’on trouve utilisée en tant que réduction, mais aussi en tant
qu'expansion dans le A-calcul typé, ol le typage assure la terminaison d’un tel usage.

Définition 5.7 On définit I exieme 5 par

Azt =, {5 # n'a pas d’occurrence libre dans ¢.

Exemple 5.6 Soient X et F comme précédemment,
Az.a =g 0.
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5.1.5 JA-calcul typé

Définition 5.8 Soit 7 un ensemble de types de base.
Les types simples sont définis par
- 1 T € 7 alors T est un type simple.
- 81 T et U sont des types simples alors T' ~+ I/ est un type simple.

Exemple 5.7 Soit 7 = {,0}-
Des exemples de types simples sont :
e
- 0o,
- {(i=0) —o

Notation 5.3 Soient T', U et V' des types simples.
Onnote T - U =V pouwr T — (U = V).

Définition 5.9 Seuls sont congidérés comme valides dans le A-calcul typé les A-termes typés auxquels on
peut associer un type & partir de ceux attribués aux symboles de variables et de constantes de la facon
suivante :
~ sl t est un terme de type U et o est une variable de type T alors Az.t est un terme de type T — U.
— st t est un terme de type 7' —» U et t' est un terme de type T alors (¢ ') est un terme de type U.

Exemple 5.8 Scient 7 = {T,,Tf}, & = {z,y,%,...} et F = {a, f}, avec = de type T, y de type T,,
z de type T, a de type T, et f de type Ty — T'.

— Az.a est de type T, — 173,

= Ax.(f z) est de type T, = T¥,

— (z a) n’est pas un A-terme typé,

— (f y) est de type T,

- (z y) n'est pas un A-terme typé,

~ {f f) n’est pas un A-terme typé,

~ (f a) est de type T},

- (Az.(f =} a) est de type T},
~ (\a.(f @) y) est de type T,
- (Az.(z =) Az.(x z)) n’est pas un A-terme typé,
—A{(Az.(f ) ¥) Qz.(F 2) z)) rest pas un A-terme typé.

Proposition 5.1 La réduction Sy {(avec 5 orienté dans le sens d’une réduction) est confluente et termi-
nante dans le A-calcul typé. La forme normale (unique) d’un terme o est notée a |.

5.2 HOL,

On considére un A-calcul typé ayant comme types de base ¢ et o, et parmi ses constantes =, Aet v,
de type 0 — 0 — 0, = de type 0 — o, L. de type o, Vr et 3r de type (T — 0} — o (on utilise une notation
avec un point pour les constantes pour les différentier des connecteurs et quantificateurs de la logique du
premier ordre).

Les propositions sont par définition les termes of type o.

Les regles de déduction {{DHKO1]) sont données en figure 5.1 ot toutes les propositions sont supposées
en forme normale. Une présentation alternative ne normalise pas les propositions aprés les régles sur les
guantificateurs mais prend # et 7 comine axiomes.

Ce systéme est connu pour &tre consistant et vérifier I'élimination des coupures {Gir70, Gir72].

5.3 Substitutions explicites

La formulation de la logique d'ordre supérieur que Pon utilise est basée sur les indices de De Bruijn
et les substitutions explicites. Les substitutions explicites ont été développées a partir de [ACCL91] pour
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om LLPFA THPA

PrPp TFA o
LRPEA rERPA

T.PFA TFpa o

I'-A kA
— 2 weak-l _
r"P|_Awea 1_\’_P’A\rvea.kr
'=PA TVQFA PTHQ A

- =-1 - -1

L{ZPQFA '-{=Po)LA

LPQrA CEPA TFQA,
MLIAPQYEA THAPQ@),A
DLPEA TQFA, . rEPQA

T, (VP Q) A TH(VPQ),A

rEpA LLPHA
T.(=P)FA re&P,Aa
T,iFA
LIRS, PPy LA,

T, (¢ P} A TH(¥P),A

L,EPFA T3 P),A
ol les régles V-1 et 31 supposent que y n’apparait pas libre dans I" ni dans A

FiG. 5.1 —- HOL-A : Les régles de déduction de HOL-A

améliorer la compréhension du mécanisme de substitution, placé au niveau méta dans le A-calcul classique,
et ce afin d’améliorer et de faciliter les implémentations. '

En effet, le mécanisme de substitution est loin d’étre atomique comme le suggére son traitement au
niveau méta. Il est méme assez complexe, ce qui a donné lieu 4 la diversité des calculs. La “famille” Ao
comporte notamment Ao ([ACCL91]), \osp ([CHLI2]) qui est souvent appelé Ao et qui est en fait celu
que nous allons utiliser ici et Aoy (JCHL92]). Avy atteint I'objectif d’étre confluent y compris sur les
termes comportant des variables de type substitution.

Un autre objectif, la préservation de la terminaison forte, a fait émerger une autre “famille” de calculs,
dans laguelle on retrouve Av ([Les94]) ainsi que Ad et Adyn ([Kes96]).

Ces deux objectifs se sont révélés contradictoires, comme le montrent des paires de calculs pour lesquels
I'ajout des régles nécessaires & la confluence fait perdre la préservation de la terminaison. On citera ici
As (JKR95]) et As. ([KR96]}, qui ont la particularité de ne pas comporter de type substitution et d’atre
infinitaires.

Comparer quelques uns de ces systémes du point de vue de I'implémentation a &té "objet de mon
stage de DEA [Dep97], avec pour résultat que la confluence ou la préservation de la terminaison forte n’a
pas de réelle influence sur efficacité pratique des calculs.
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54 Mo

5.4.1 Le systéme

Nous allons donc utiliser Aosp, que nous appellerons Ao par la suite. Ce calcul introduit les substitu-
tions sous forme de listes de termes avec les symboles id, ., T et o pour les construire. Ensuite un nouveaun
constructeur de termes est introduit _[_} qui permet d’appliquer une substitution explicite & un terme.
Les régles de réécriture décrivant évaluation du Ag-calcul soni données en figure 5.2.

Beta (Aa)b ~+  alb.id]
Eta Ala 1) = b

if @ =, b[t]
o-reduction :
App @Bl - (als] Bs)
VarCons  1[a.s] -+ a
Id alid) - a
Abs {Aa)[s] -+ Ala[l.{s o )]}
Clos (a[s])[¢] - a[soi]
IdL idos -+ 8
ShiftCons T o (a.s) - 8
AssEnv (s19082)0s83 — s10{sz083)
MapEnv  (a.s)ot - aft].{sot)
IdR soid —+ 5
VarShift 1.1 > id
Scons 1s].(tes) — s

F1G. 5.2 - Les régles de réécriture du Ao-calcul

Ce systéme est confluent sur les termes comportant des variables de type terme, mais pas de type
substitution. Il n'est pas fortement terminant sur les termes typés {Mel95], mais il est faiblement termi-
nant, c’est-a-dire qu'il est terminant pour une straiégie adéquate, comme celle qui consiste & r-normaliser
aprés chaque pas de Beta ou Fta.

Les sortes simples ne sont plus suffisantes avec les indices de De Bruijn. En effet, on doit donner une
sorte non seulement aux termes comme (A4 1} (qui regoit la sorte 4 — A), mais aussi aux termes de
la forme 1. Done, comme décrit dans [DHKO0], on a a considérer des sortes de la forme ' F T o T est
un type simple et I' un contexte, c’est-a-dire une liste de types simples permettant de typer les variables
libres du terme considéré. On introduit aussi des sortes de la forme T' = A pour typer les substitutions.

5.4.2 Précuisson

A la suite de [DHKOQ0], on utilise une traduction du A-calcul en Ao-calcul appelée précuisson. Les
variables lites sont traduites par les indices appropriés et les variables libres sont traduites en variables
de la théorie du premier ordre, réhaussées par un opérateur [1"} approprié selon le contexte dans lequelle
elles apparaissent, afin de pouvoir utiliser la substitution du premier ordre. En effet, sans le [1"], les
variables de Ia théories du premier ordre sont capturées par les A.

Définition 5.10 La précuisson d’un A-terme a est le Ao-terme défini par ap = F{a,[ ]) ot F{a,l} est
défini en utilisant la liste de variables I ([ ] étant Ia liste vide) par :
- F((Ai?a.),l) = )‘(F(a'iml))a
= F((a b),l) = Fla,)F (b1},
- F(z,1) = 1{1* ], si z est la k-iéme variable de [
- F(z,l) = z[t"] oll n est la longueur de [ si  est une variable n’apparaissant pas dans I on une
constante.
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La précuisson préserve le type et permet d’utiliser une substitution du premier ordre sur les variables
de la théorie du premier ordre Ac. De plus, si ¢ =5 ¢, alors tp —a, i et si ¢ —, ¢ alors tr g T,
ce qui permet de simuler une réduction 97 en restant & chaque étape dans l'image de la précuisson et en
étant donc capable de reconstruire la réduction 87 4 partir de la réduction dans Ags.

55 HOL),

On veut utiliser la logique d’ordre supérieur dans le cadre de la déduction modulo. On vy parvient en
mettant dans la congruence un calcul de substitutions explicites et un encodage approprié des connecteurs
et quantificateurs de la logique d’ordre supérieur [DHKO01].

5.5.1 syntaxe

HOLy, est le caleul des séquents modulo défini de la fagon suivante :
- La syntaxe du langage consiste en un ensemble infini de sortes de laforme T FT et TF AouT et A
sont des séquences de types simples et T est un type simple et contient les symboles de fonction

suivants :
1 de sorte ALF A

ay_,p4 derang (I'-FA->BTHAIFB
o derang (ATFB)'+A-—B

(157 derang (IMFATETOCF A

idt desorte I'HT

o desorte ATFT

L derang (TFATHIOTF AT
oI derang (IR IV, IY F T 17

= desorte Fo—-o0—0
A desorte Fo—0—-+0
v desorte Fo—=o0—o0
) de sorte Fo—o

L de sorte Fo

Va desorte F{A—>0)—o0
ER desorte F{4d—=0)—o

et un unique symbole de prédicat unaire :

¢ derang (F o)

— La congruence est définie par le systéme de réécriture de classes noté Ae L et consistant en les régles
de réécriture du Ao-calcul avec les régles logiques £ données en figure 5.3.

d=azy) = e(z)==(y)
shzy) — elz)Aely)
e(Vay) = e(z)Vely)
e(mx) = —elx)
'E(.i.) - 1L
e(Vr z) = Vye(z y)
e(drz) — Jye(zy)

F1a. 5.3 — Les régles de réécriture £

Comme démontré dans [DHKO01], le systéme Ao L est faiblement terminant et confluent sur les termes
ne contenant pas de variables de substitutions et la théorie HOL,, est consistante et la régle de coupure
v est redondante.
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- HOL), est intentionnellement équivalent & la présentation habituelle de la logique d’ordre supé-
rieur HOL) [DHKO01]. Cela signifie qu'on n’a pas besoin de considérer comme identiques des fonctions
qui calculent le méme résultat de fagon différente. Ceci est important si on souhaite par la suite ex-
traire un programme d’une preuve réalisée dans ce formalisme, afin de pouvoir en controler les propriétés
algorithmiques.

Par la suite on utilise HOL), comme une présentation au premier ordre de la logique d’ordre supéricur.

Notation 5.4 On note F** les séquents dans HOL,,.

5.5.2 Utilisation de la notation classique

Les formules de HOL), peuvent étre dénotées par les formules d’ordre supérieur correspondantes
malgré un point de vue légérement différent comme illustré sur un exemple simple :

VP 3rVz(z € 7= P(x)) (6.1
Dans HOL, cette propogition s’exprime de la fagon suivante :
VAPIATYAZ (2 € 7 = P(x))
En appliquant la précuisson on obtient :

e(a(¥, (A1), Aa(¥[1?],
Aafa(=[1%], ale(e 171 1),2)), a3, D))

Par AgL-normalisation, et en omettant le symbole de fonction « partout ol il ne met pas en évidence
que les quantifications sont de premier ordre, on obtient, :

VP 3IrVz (e(z € 7) = e{aP, x))) (5.2

Cette forme est trés proche de la notation d’ordre supérieur {5.1), 4 la différence principale que c’est
maintenant une proposition du premier ordre. En effet, si on omet d’écrire le symbole de prédication e
et le symbole de fonction & on obtient de nouveau la notation standard. Cela revient & considérer (3.1}
comme une notation pour la, proposition du premier ordre (5.2).



Chapitre 6

Preuves par récurrence

La preuve par récurrence est une méthode de preuve fondamentale en mathématiques. Sa formalisation
la plus générale et naturelle est la récurrence noethérienne. Son usage manuel suit souvent des schémas
bien connus, récurrence simple ou compléte sur les entiers, récurrence structurelle, ...
~ Pour sa mécanisation, on a été¢ amené a se poser d’autres questions. En effet 1a récurrence noethérienne
ne s’automatise pas en général et décrire les schémas classiques de fagon formelle n’est pas toujours
évident, et prouver qu’on 8'y raméne Pest encore moins.

Dans le contexte de la rééeriture, différentes méthodes ont é6é crédes pour prouver par récurrence. Elles
se répartissent en deux familles, récurrence par consistance et récurrence par réécriture. Dans la premiére
famille, on ajoute le but aux hypotheses dans une formalisation adéquate. On vérifie (généralement par
complétion) la consistance de Pensemble, et cette consistance signifie que le but est une conséquence
inductive des hypothéses. Dans la deuxiéme famille, on instancie les variables de récurrence par des
ensembles couvrants ([Red90]) ou des ensembles test ([Bou94, BKR95]), et on réécrit le but & Paide des
définitions et des hypothéses de récurrence.

6.1 Reécurrence noethérienne

6.1.1 Principe de récurrence noethérienne

On rappelle d’abord les notations et résultats standard sur la récurrence noethérienne [Wec92|.

Notation 6.1 On note avec = les définitions.

1l est équivalent de définir ainsi nos notations ou de définir des prédicats supplémentaires avec des
axiomes utilisant 'équivalent logique <.

Cette équivalence n’est pas vérifiée dans certaines logiques “exotiques”, paraconsistantes par exemple.

— Premierement, I'inclusion est modélisée par la proposition :
7 Cm éVSD(SET}:#EETg).

— La propriété pour un élément x d'étre minimal dans un ensemble T par rapport & une relation R
est défini par :
Minimal(R,7,z) = 2 € T A=Jy (y € T A R(z,¥)).

— Une relation binaire % est Noeethérienne ot bien fondée sur un ensemble 7 si tout sous ensemble
non vide de 7 a au moins un élément minimal pour R :

Noeth(R,7) =¥ (' Cradz(z € 7)) = Ty Minimal(R, 7', y)).
— Une proposition P est récurrente par rapport 4 Ia relation B dans ensemble 7 quand :

Rec(P,R,7) ¥z ((x € IT AWy ({ye T A R(z, 1) = Ply))) = P(z)).

47
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- Pour dénoter une proposition vraie sur un ensemble 7, on définit :
True(P,7) £ ¥z {x € T = P(x)).
— Le principe de récurrence noethérienne pour une proposition P peut maintenant étre défini comme :
NoethRec(P, R,7) £ Rec(P,R,7) = True(P, 7).
Proposition 6.1 [Hue86, Wec92] Pour tout B et 7 on a:
Noeth(R,7) iff VP (NoethRec(P, R,T)).

Ceci permet d’utiliser la proposition YR V7 (Noeth(R, 1) = YP {NoethRec(F, R, 1))), pour rendre le
principe de récurrence noethérienne disponible tout en générant explicitement les obligations de preuve
de noethérianité.

6.1.2 Conséquence inductive et conséquence inductivement prouvable

Une proposition P valide dans tous les modéles de Herbrand d’une théorie Th, est appelée une
conséguence inductive de Th,, ce qui se note Th, Fing P. Une proposition P valide dans tous les
modéles d'une théorie Th,, est appelée une econséquence de Thy, ce qui se note Thy, |= P. Une théorie
telle que |=rng et = coincident est dite w-compléte

Quand la théorie Th, est un ensemble de clauses de Horn, il existe un plus petit modale de Herbrand
(par rapport & U'inclusion) unique qui peul &ire utilisé comme un représentant canonique. Le cas des
axiomes équationnels est encore plus simple puisque le plus petit modéle de Herbrand est Ualgébre initiale
T(F)/Thy. On parle alors de conséquence initiale. Une conséquence initiale positive est une conséquence
inductive {[BKR95]).

Une conséguence inductivement prouvable est une proposition qui peut &tre formellement dérivée en
logique d’ordre supérieur (par exemple en utilisant HOLy) avec le principe d'induction et la théorie
utilisateur comme contexte.

Une proposition P est donc une conséguence inductivement proungble de Th,, quand

YRV7 (Noeth(R,r) = YP (NoethRee(P, R, 7))}, Thy F P.

Leg conséquences inductivement prouvables de Th,, sont des conséquences inductives de Th,, c’est &
dire :
Thu ,:I'n,d P
S
YRY7 (Noeth(R,7) = YP (NoethRec(P,R,7))), Th, F P

6.1.3 Preuve par récurrence noethérienne

On veut prouver une propriété P par récurrence noethérienne. Le séquent correspondant s’écrit :
VRYr (Noeth(R,7} = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy - P

La preuve est faite en itérant quatre étapes décrites dans les sections suivantes, chacune de ces étapes
nous conduit & faire des choix importants.

- la mise en forme de la propriété vers une propriété universelle est aussi occasion de la généraliser

sl nécessaire,

— la variable de récurrence doit &tre décisive pour établir la propriété, et notamment son instanciation

doit permettre de simplifier le but,

— le schéma d’instanciation doit instancier la variable de récurrence avec un ensermble de valeurs

adéquat,

— la relation noethérienne (généralement un quasi-ordre) doit permettre d’obtenir les hypothéses de

récurrence nécessaires.

Une fagon de choisir simultanément le schéma d’instanciation et la relation noethérienne est de choisir
un schéma, de récurrence. On peut alors laisser [a relation noethérienne partiellement implicite et, la preuve
de sa noethérianité au niveau méta.

Chacun de ces choix est connu pour &tre non trivial [Bun01].
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6.1.3.1 Mise en forme de la propriété

On va d’abord mettre en forme la proprigté & démontrer, pour cela on choisit une propriété @ et
éventuellement une propriété Q' telles que VZ (T € 7 = Q(F)) A Q' implique P pour des ensembles 7
définis par la théorie utilisateur Th,. @ est la propriéié qui va éfre prouvée par récurrence, (' est une
partie restant & démontrer par d’autres méthodes.

On a donc :

YRY7 (Noeth(R,T) = VP (NoelhRee(P, R, T})),Th, F P
<= [par coupure]

VRY7T (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Th,,VEZ €eT=>Q@)AQ'F P (6.1)
et

VRYT1{Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P,R,7)}),Th, FVE(Z € T= Q@) AQ, P (6.2)

Le séquent (6.1) correspond & la preuve que YZ (T € T = Qi) A @' impligue P, et donc que notre
mise en forme est correcte.
On obtient donc le séquent (6.2) comme nouveau but.

Remarque 6.1 En général, on supprimera le P restant par affaiblissement.

Remargue 6.2 Méme si P est déja de la forme VZ(Z € 7= Q(Z)) on peut avoir 4 passer par cette étape
pour généraliser la propriété & prouver. St on a par exemple une spécification classique sur les listes :

append(nil,y) — vy
append(cons(z,y),z) — cons(z,append(y, z))
rev(nil) — nil
rev{cons(z,y)) — append(reviy),cons(z,nil))
grev(nil,z) — =z
grevicons(z,y),2) — grev(y,cons(z,z))

rey-est la fonction qui permet de renverser une liste. grev est une fonction qui permet aussi de renverser
une-liste, mais & Paide d’un parameétre supplémentaire “accumulateur” afin d’8tre récursive terminale.
Montrer I’équivalence entre rev et grev, ne peut se faire sous la forme

Vil € list = rev(l) = grev(l, nil))

parce que hypothése de récurrence obtenue ne permet pas d’aboutir.

En effet, on obtient comme hypothése de récurrence rev(l) = grev{l, nil), et comme sous-buts :

— reu(nil) ~ grev{ndl, nil), qui se réduit trivialement,

- rev(cons(z,l)) = grev(cons(z,l),nil), qui se réduit
s en append(rev(l), cons(z, nil)) = grev(l, cons{z, nil)),
 puis en append(grev(l, nil), cons(z, nil)) = qrev(l, cons(z, nil)) par I'hypothése de récurrence,
» mais on ne peut plus appliquer de régle et la preuve échoue.

On doit donc généraliser en

VI Vo ((Is € list Aly € list) = grev(ly, la) & append(rev(ly), la))

Trouver une bonne généralisation est un probléme complexe qui ne sera pas traité dans cette thése,
mais par exemple dans la thése de Eric Gascard [Gas02] 4 qui j’al emprunté cet exemple.

6.1.3.2 Choix de la variable de récurrence

L’étape précédente nous laisse des buts de la forme :

VYEYT (Noeth(R,T) = VP (NoethRec(P, R, T))), Thy b VE (ZTeT=Q(T)

Selon la variable que ’on va maintenant, choisir, on pourra avancer plus ou moins vite vers une preuve.
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Ce choix est entiérement libre dans la méthode de preuve par récurrence noethérienne et son auto-
matisation constitue un probléme important.

Le choix d’unr ensemble de variables de récurrence peut &tre vu comme le choix d’une variable de
récurrence dont le type sera le produit cartésien des types des différentes variables.

Ce choix, une fois effectué, se traduit donc simplement de la maniére suivante :

VRV7 (Noeth{R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7))), Thy
FYEZ eT= Q)
—
VYRYT (Noeth(R,7) => VP (NoethRec(P, R, 7)), Th, (6.3)
FVr (2 e i = VaVi (U e To AT €T) = Q(T, :,7))) ’
Le choix de la variable de récurrence peut &tre guidé par la définition, ainsi une définition de I'addition
sur les naturels par la droite :

z4+0 - =z
z+s(y) = s(zt+y)

suggére de choisir comme variable de récurrence une variable située 4 droite du +, puisque Pinstanciation
d’une telle variable permettra d’utiliser les régles de la définition.

6.1.3.3 Choix du schéma d’instanciation

Un schéma d’instanciation est un ensemble de motifs couvrant le type de la variable de récurrence.
Instancier la variable de récurrence par chacun de ces motifs va permetire de décomposer le probléme afin
de le simplifier. Un bon schéma d’instanciation va aussi permettre d’utiliser les hypothéses de récurrence.

Un schéma d'instanciation a la forme générale :

SIrs) =Vai(zj em= \) TWE ez =)
j=1l..n

Un schéma d’instanciation trivial est donné par la définition du type (constructeurs}. D’autres schémas
peuvent étre déduits de cette définition et d’autres éléments, comme la définition des opérations ou le
but & prouver.

Ainsi une définition sur les naturels ot P(s(z)) est défini en fonction de P{x) suggére un schéma {0, s(z}}
alors qu’une définition ov P(s(s(z))) est défini en fonction de P(z) suggére un schéma {0, s(0), s{s(z))}.
Drans le cas ol plusieurs schémas sont suggérés par différents éléments de la définition,; il faut choisir ou
combiner les schémas, voire trouver ailleurs un schéma moins évident. On notera ici le lien trés fort avec
la surréduction.

Exemple 6.1 Soit la définition suivante pour la fonction -+ :

240 = =z
r+sly) — s(z+y)

le schéma d’instanciation suggéré par cette définition est {0,s({z)}.
Exemple 6.2 Soit la définition suivante pour la fonction Pair :
Pair(t) — wvrai
Pair(s(0}) — faux
Pair(s(s(z))y — Pair(z)

le schéma d’instanciation suggéré par cette définition est {0, s{0), s(s{x))}}.



6.1. Récurrence noethérienne 51

Formellement, on repart de I'étape précédente et on obtient :

VYRY7r{Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P,R,7})), Thy

FVz (2 € m=2 VOV {(TET, AT €T) = Q(H, 2;,7)))
<= [par coupure et affaiblissements]

VRYr (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy - SI(r:)  (6.4)
et

YRYT (Noeth(R, ) = VP (NoethRec(P, B, 1)), Ty, SI(7:)

FVzi(z € i = VavVi (R e T, AT €Ty) = QU, 2;,7)))

(6.3)

(6.5)

Le séquent (6.4 représente la preuve de correction du schéma d’instanciation S1, qui devra &tre prouvée
par ailleurs.
On obtient donc le séquent {6.5) comme nouvean but.

Lemme 6.1 S5t SI(7;) est un schéma d’instanciation des variables de Ia sorte 7; alors pour prouver

VRYT (Noeth(R,7) = VP {NoethRec(P, R, 7)), Thy (6.3)
'—in(xiET,;=>VﬁW((ﬂEﬁ/\ﬁEﬁ)#Q(-ﬁ,mi,ﬁ))) )

il suffit de prouver

YRYT {Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7))}, Thy, ST(1:) (6.5)
b Vi (20 € 7= VAVE (4 € TUAT € 7)) = Q(T, 2:,7))) '

6134 Choix de la relation noethérienne

‘Le choix de la relation noethérienne < détermine les hypothéses de récurrence que 'on va obtenir. En
effet on aura une hypothése de récurrence pour chaque élément relié & =} par la relation (inférieur & =}
dans le cas d'un quasi-ordre).

Formellement, on repart de P'étape précédente et on obtient :

YRY71 (Noeth(R, ) = VP {NoethRec(P, R,7))), Thy, SI{7;)
V(s e > VIAVI(BETR AT € Ty) = Q(H, 24,T)))
<= [par contraction et instanciation|
VRVT (Noeth{R, ) =» VP (NoethRec(P, R, 7))}, Thy, SI{1:),
Noethi=<, ;) = VP (Ind(F,<,73) = Vz (z € ; = P(x))),
FVr(z e n=2VaVo (T e QAT € T) = QT 2,7)))
4= [par implication & gauche] et affaiblissements
VRYT (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R,7))), Thy, SI{m:) b Noeth(<,7:)  (6.6)
et
VRV7 (Noeth(R, ) = YP (NoethRec(P, R,7))), Thy, SI(r),
VP (Ind(P,<,7:) = ¥z (z € 7 = P(x))), (6.7)
FVe; (g € =>VavWw((meTo AT €7 = Q(W,2:,7)))

(6.5)

le séquent (6.6) correspond & la preuve que < est une relation noethérienne sur 7;.
On continue donc par :

YRY7T (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, T}}), Thy, SI(%),

VP (Ind(F, <, 1) = Yz (z € 7 = P(z))), (6.7)

FVz (2 e m=>VuVT (R e T AT € 7)) = Q(T, 21,7)))

<= [par instanciation et renommage de variables liées {quantifiées)]

YRYT1 (Noeth(R,7) = VP (NoethRee(P, R, 7)), Thy, ST{%),

Vo ({af e AV, (gl eTAz <z)) = VBT (RET, AT ETY)
=>Q@,z;,7)))) =2 VuvVo (U e T, AT € Ty) = @4, =,7)))

=2V (2l e = VEVT (B CTL AT ETY) = Q(H, 21,7)))

FVzi(z e =2 VEVE (T ETR AT ET,) = Q(@, 24,0)))
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<= [par implication & gauche| et affaiblissements
VRVYT (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy, ST(1:),
FVzl((zemAVE ((ZieTAzZ, <2)) VOO (R ETa AT ET,)
=Q(T,z;,M))) = Va0 (T € Ty AV € 77) = Q(T, 2}, 7))
et
Vol (g e =2 VavVo (U e AT ET) = QT, z},7)))
b Vx; (3}5 C 1= V’TLV’E((E ETuNUE ﬁ) = Q(E,ﬁs%,'ﬁ)))
<= |par aziome]
YRY7 (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7))}, Thy, SI(1:)
FVzi{(z, e AVZ((zieTAg <2} =>VaVo(RET,ATET,)
=Q(%,z;, 7))} = VaVo (U € 7y AV € 7)) = Q(T, 24, )
<= [par instanciation]
YRY71 (Noeth(R,T) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy, SI(7;)
F(X]enAve((zierhe, < X)) =>VaVi (W e H ATET)
S Q (2, 0)) = VAV (T € 7 AT € 7) = Qi XL,7)))
<= |par implication & droite et et & gauche]
VRN (Noeth{R, ) = YP (NoethRec(P, R, 7)), T'h,, SI(;), X € 7,
Vi ((zi € T Az < X]) =>VaVo((T e T, AT C Ty) = Q(T, 25, 7)) (6.8)
FYaVo (B eTu AT € TYy) = QT, X[,1)))

Nous pouvons dong conclure :
Lemme 6.2 5i < est une relation noethérienne sur 7;, alors pour prouver

VRYr (Noeth(R,7) = VP {NoethRec(P, R, 1))}, Thy, SI{7;) (6.5)
FVe (3 Em=VaVi (T e Tu AT €T = QT, z;,0))) )

il suffit de prouver

VRV (Noeth(R,7) => VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy, SI{m:), X] € 7,
Vai (2 € TAZ < X)) 2 Vevo (B e T AD €)= Q1 23, 7))) (6.8}
FVaVT((T e T AT €7T) = T, X[,T)))

6.2 Reécurrence utilisant la réécriture

Les méthodes basées sur la réécriture du premier ordre se classent en deux familles : récarrence par
consistance et récurrence par réécriture. Elles ont pour point commun d’utiliser ordre bien fondé induit,
par les régles de réécriture (supposées terminantes) de la théorie utilisateur pour construire leur ordre de
récurrence.

6.2.1 Récurrence par réécriture

Dans les méthodes de récurrence par réécriture, on instancie les variables de récurrence par des
ensemble couvrants (JRed90]) ou des ensembles test ([Bou%4]}, et on réécrit le but & I'aide des définitions
et des hypothéses de récurrence.

Définition 6.1 ([Red90]) Soit A un ensemble d’axiomes équationnels et > un ordre bien fondé stable
par substitution. Un ensemble de termes {t;}; de sorte s est un =-ensemble couvrant pour s {par rapport
& A) si, pour tout terme clos g de sorte s, il existe un #; et une substitution ¢ tels que g =4 o(t;) et

Exemple 6.3 Soient A= {z+0==z,24+s(y) = s(z+y)}, et = l'ordre rpo [Der82] avec pour précédence
+ =35>0
{0, s(x}} est un ensemble ~-couvrant pour Nat.
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La notion d’ensemble couvrant est cependant assez vague, spécifiant seulement qu’il faut traiter tous
les cas (modulo A). En effet, un ensemble de termes réduit 4 une variable vérifie la définition. Clest
pourquoi Bouhoula, Kounalis et Rusinowitch ont introduit la notion d’ensemble test [BKR95, BR93].

Pour que les ensembles tests soient effectivement utiles, et en particulier pour qu'ils générent des buts
réductibles, ils ne peuvent comporter de variables qu’a partir d’une certaine profondeur.

Définition 6.2 Soit R un ensemble de régles conditionnelles. On définit :
~ profondeur(R) comme la profondeur maximum des membres gauches des régles de R,
— sprofondeur(R) comme la profondeur maximum des positions strictes (non variables) dans les
membres gauches des régles de R,

Exemple 6.4 Soit R={z+0—>z,z+s(y) = s(z+y)}
profondeur(R) = 3.
sprofondeur(R) = 2.

Deéfinition 6.3 Soit R un ensemble de régles conditionnelles, soient R; I’ensemble des régles linéaires 4
gauche de R et R,,; ensernble de ses régles non linéaires A gauche.

On définit D(R) comme

- profondeur(R) si profondeur(R,;) < profondeur(R;) et sprofondeur(R) < profondeur(R;),

— profondeur(R) + 1 sinon.

Définition 6.4 Si R est un ensemble de régles conditionnelles, alors un ensemble test S(R) pour R est
un ensemble fini de termes R-irréductibles qui a les propriétés suivantes :
complétude pour tout terme clos R-irréductible s, il existe un terme ¢ dans S(R) et une substitution
close & tels que a(t) = s,
transnormalité pour tout terme non-clos ¢ dans S(R) et pour toute position w dans ¢ telle que
— t], est un terme non-clos,
- |u| =profondeur(R).
il existe une infinité d’instances closes fortement irréductibles o, 11, ... telles que toly # t1lu,- .-

couverture tout terme non clos dans S (R) n’a de variables qu’a une profondeur supérieure ou égale a
D(R).

Dans le cas de régles portant sur des constructeurs libres, les définitions précédentes peuvent étre
simplifiées.

Deéfinition 6.5 Soit £ un ensemble de régles conditionnelles sur des constructeurs libres.
On définit D{R) comme :
— profondeur(R) — 1 si sprofondeur{R) <profondeur(R) et R est linéaire gauche,
- profondeur(R} sinon.

Deéfinition 6.6 Si R est un ensemble de régles conditionnelles sur des constructeurs libres, alors un
ensemble test S(R) pour I est un ensemble fini de termes constructeurs R-irréductibles qui a les propriétés
suivantes :
— pour tout terme clos R-irréductible s, il existe un terme ¢ dans S(R) et une substitution close o
tels que o(t) = s,
— tout terme non clos dans S(R) contient seulement des variables de sortes dont I'ensemble des termes
constructeurs clos est infini (it existe an moins un constructeur d’arité at moins 1) et elles ne peuvent
apparaftre qu’a une profondeur supérieure ou égale 4 D(R).

Exemple 6.5 Soit E={z+0—= 2,2+ s(y) = s{z +y)}. Un ensemble test pour K est :
S(R) = {0,s{z)}.

Définition 6.7 Soit H un ensemble d’équations conditionnelles, W un ensemble d’équations et { un
terme. On définit la relation de rééeriture supportée — gy par :

o (s)] =y o ()]

g'il existe une substitution o et une équation conditionnelle a; = b; A ... Aa, = b, = s =1 dans H telle
que :
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1. o(8) < a(t),
2. Vi€ {l,...,n} il existe ¢; tel que o(a;) =5y 4 et o(b;) =Huw ti,

La récurrence par engembles test egt réfutationnellement compléte quand la théorie est présentée par
un ensemble de régles équationnelles convergeant sur les termes clos.

Pour opérationnaliser la méthode sous forme d'un systéme d’inférence, on définit deux relations. La
réécriture supportée permet de réécrire & I'aide d’un ensemble d’équations conditionnelles et en tenant
compte des hypothéses de récurrence. La réécriture relaxée permet de réécrire de fagon non orientée, si
des conditions externes en assurent la validité.

Notation 6.2 On note a = b si ¢ est syntaxiquement, identique a b Smt ~< un ordre noethérien. On note
afbsiaAbetayfbetaZzb :

Définition 6.8 Soit H un ensemble d’équations. On définit la relation de réécrifure relozée par :
g[f(u)] ~ g[f(v)] s'1l existe (u=v) € H et une substitution # tels que 8(u) # 6(v)

Définition 6.9 On donne ici un systéme d’inférence 7 ([BKR95]) basé sur la notion d’ensemble test.
E est Pensemble des équations & prouver et H D’ensemble des équations déja réduites que Pon peut

utiliser comme hypothéses de récurrence. Soit < un ordre noethérien.

générer (EU{e=¢'}, H) b (EU(U, E,;),HU{e=¢})
Pour toute instance-test o(e) = a(e’), il existe b tel que :
- soit o(e) A a(e') et (o(e) = pruRUe=e) b) et By = {b=a(e}},
— soit o(e) # ale) et (0(e') - riHUBUe=e) D) et By = {o(e) = b},
— goit o(e) = o(e') et E, = B.

simplifier; (EU{a =0}, H)F; (EU{a' = b}, H)
i a = piruEU{a=b}] O

simplifier, (EU{a=b},HU{g=h})) Fr (EU{a' =b},HU{g="h})
Si alo(g)lu —a a’ = alo(h)]u et (o{g) <a ou g < k).

simplifiers (FEU{c=d}U{a=b},H)F; (EU{c=d}U{d =0}, H)
St alz(c)]u —E a' = alo(d)]y, et ole) aa.

simplifiers (EU{a =20}, H)F (EFU{a' =b}, H)
Sia~a,af#beta <b

effacer (BU{a=a},H) 7 (E H)

échec (EU{e=¢e'},H) O
5%l y a une instance-test o(e) = a(e') telle que ole) £ ole') et :
- soit o(e) = a(e') et ole) ¥riruEu{a=b))
- soit o(e) # o(e') et o{e) Yrimuruia=sy) et o(e'} YRirUBU{a=b}]"

Ce systéme d’inférence est correct et réfutationnellement complet dans le cas ot R est un systéme
équationnel convergeant [BKR95].

Exemple 6.6 Voici un exemple de spécification Spike :

apecification : plus_droite
sorts Nat;

constructors :
0 : -> Nat;
s_ : Nat -> Nat;
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defined functions :
+_ : Nat Nat -> Nat;

axioms :
x+ 0 -> X;
x + 8(y) -> s(x + y);

Exemple 6.7 Voici le script de preuve généré par Spike pour le but 0 + & = = avec la spécification
précédente :

A11 the rules are oriented !
test set of R :

-> Nat = {0 ; s(x1)}

induction positions of functions:
-> + & [[2]]
"E0 = {0 + x1 = x1}
Applicaticn of gemnerate omn:

0+ x1 = xt
with test substitutions:

x1 -> {0; s(zx1)}

1) 0 =0 ;
2y 8(0 + x1) = s(x1)

Delete O =0

El = {s(0 + z1) = s(x1)}

Hl = {0 + x1 = x1}

Simplification of:
a(0 + x1) = =s(x1) by Hi:
s(x1) = s(x1)

E2 = {s{x1) = s{x1)}

H2 = {0 + x1 = xi}

Delete s{x1) = s(x1)

The initial conjectures are inductive theorems of R.

Exemple 6.8 Voici le script de réfutation généré par Spike pour le but 0 -+ s(z) = 2 avec la méme
spécification :

All the rules are oriented !

test gset of R :
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-> Nat = {0 ; s(x1)}

induction positions of functions:

-> + @ [[2]7]

EO = {0 + s(x1) = x1}

Simplification of:

0 + s(x1} = x1 by RIHO U EC]:

s(0 + x1) = x1
El = {s(0 + x1) = x1}
H1 = {}

Application of generate on:
s{0 + x1) = x1

with test substitutions:
xl -> {0; s(z1)}

1) s(0) = 0 ;
2) s{s(0 + x1)) = s(x1)

E2 = {s(0) = 0 ;
s(s(0 + x1}) = s{x1}}
H2 = {s(0 + x1) = x1}

Simplification of:
8(s(0 + x1)) = s(x1) by H2:
s(xl1) = a{xl)

E3 = {s(0) = 0 ;
s{x1) = s(x1)}
H3 = {s(0 + x1) = xi}

No inference rule can be applied to:

s(0) =0

Chapitre 6. Preuves par récurrence

One of the initial conjectures is not an inductive theorem of R

provided that R is ground convergent.

Spike est un systéme entiérement automatique. La récurrence par réécriture utilisant les ensembles
test lui permet de trouver seul des lemmes qu’il faut parfois spécifier 4 d’autres prouveurs. I1 est de plus
capable d’utiliser mutuellement les différentes conjectures comme hypothéses de récurrence.

It est ainsi possible de réaliser antomatiquement avec Spike des preuves difficiles, comme le tour de

cartes de Gilbreath (voir [Bou94]).
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6.2.2 Récurrence par consistance

La récurrence par consistance est issue des travaux de Musser [Mus80]. La méthode a été employée
selon plusieurs variantes, notamment par Huet et Hullot [HH82], Jouannaud et Kounalis [JK89] et
Bachmair [Bac88]. Elle a été uniformisée par Comon et Nieuwenhuis par Uintroduction de la notion
de I-axiomatisation [CNOO, Com01].

Le principe de la méthode est d’ajouter ajouter le but aux hypothéses dans une formalisation adéquate
(en présence d’une [-axiomatisation). On vérifie (généralement par un processus de saturation comme
la complétion) la consistance de l'ensemble, et cette consistance signifie que le but est une conséquence
inductive des hypothéses.

La récurrence par consistance ne sera pas {raitée dans cette thése, mais constitue une perspective
intéressante et qui semble accessible en utilisant approche développée ici. On rappelle ici la propriété
qui est 4 la base de la méthode de récurrence par consistance :

Définition 6.10 {[CNOQ]) Soit E un ensemble d’axiomes, et ¢ une équation. Une [-axiomatisation A
est telle que ¢ U AU E est consistant si et seulement 81 ¢ est une conséquence inductive de E.

Exemple 6.9 Soit E = {& + 0 = z,z + s(y) = s(z + y)}, une [-axiomatisation est par exemple
A= {0#s(z),s(z) = s{y) >z =y}
A Taide de cette [-axiomatisation, on prouve 0 + z = z. En effet, la saturation de 0 + z = = avec
produit deux paires critiques :
— La premiére, 0 + 0 = 0, est trivialement réduite en 0 = 0.
— La seconde, 0 + s(y) = s(y),
o est d’abord réduite en s(0+ y) = s(y) par E,
s puis en s(y) = s(y) par ce qui correspond & 'hypothése de récurrence.
On peut également réfuter z + = = 2. Dans ce cas on a deux paire critiques 4 nouveau.
— La premiére, 0 + 0 = 0, se réduit trivialement.
— La seconde, s{x} + s(z) = s{zx),
» se réduit en s(s(x) + z) = s(z) par E,
s et en s(z) + z =z par la J-axiomatisation.
s(x) + r = z génére de nouvelles paire critiques dont s(0) + 0 = 0, qui se réduit en s5(0) = 0,
fournissant ainsi un témoin d’inconsistance.
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Chapitre 7

Déduction modulo
et raisonnement par récurrence

On montre comment, le fait de voir Putilisation du principe de récurrence noethérienne dans un cadre
de déduction modulo permet de comprendre la méthode de récurrence par réécriture.

On montre d’abord comment obtenir et mettre en forme de puissantes hypothéses de récurrence, de
fagon & les internaliser lorsqu’elles sont équationnelles.

On montre ensuite comment un ordre comme celui utilisé par Spike permet de ne pas vérifier explici-
tement la condition de récurrence.

On termine par le résumé de la méthode et quelques exemples.

7.1 Utiliser I’hypothése de récurrence

On veut prouver qu’une propriété P est une conséquence inductivement prouvable d'une théorie T'h,,.

On va ici mettre en forme les hypothéses de récurrence, de fagon a pouvoir les internaliser par la suite.
Inspirés par le comportement de la récurrence par réécriture, et notamment de Spike, on va mettre en
évidence un maximum d’hypothéses de récurrence et d'usages de celles-ci.

Notation 7.1 On utilise des majuscules X pour les variables libres comme elles sont libérées par les
régles V-d et 3-g sur les quantificateurs (voir Figure 3.1).

Notation 7.2 Quand une théorie utilisateur est une théorie équationnelle, on a aussi hesoin d’avoir Th.,y
et Th._. dans le contexte. Pour cela on note Th la théorie suivante :

YRYT (Noeth(R,7) =» VP (NoethRec(P, R, 7)), Tha, Th.—.

7.1.1 Cas d’un but unique

On veut prouver qu'une propriété VZ{T ¢ 7= (C(Z) = @(T))) est une conséquence mductivement
prouvable d’une théorie utilisateur Th,,. Par souci de lisibilité, on écrit le cas o1 on a deux variables at
une condition. Les résultats s’étendent naturellement 4 Paide de propriétés logiques usuelles, notamment
I'équivalence entre A = (B = C) ot (AA B) = C.
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Lemme 7.1 Soient une théorie utilisateur Th,, et un ordre < noethérien sur un ensemble 7, les relations
suivantes sont vérifides :

VRYT (Noeth(R, T) = VP (NoethRec(P, R, 7))), Th,,

7 oYy (2 € 7y = (3 € 7y = (Olayy) > Q1) 1
S81
YRVr (Noeth(R,T) = YP (NoethRee(P, R, 7)), Thy, X € 7, (7.2)

My (y €1y = (C(X, 1) = Q(X, 1))
$SI

YRY7 (Noeth(R,7) = VP {NoethRee(P, R, 7)), Thy, X € 7z,
VaVy((z €Az < X Ayen, AC(z,y) = Qz,y) (7.3)
A Wy (y €y = (C(X,y) = QX))

Preuve: Voir annexe A 0O

7.1.2 Cas de buts multiples

Si on a deux propriétés portant sur le méme ensemble (ou un ensemble et un sous-ensemble de celui-ci},
on peut générer une hypothése de récurrence pour chaque propriété. Cette possibilité est trés puissante,
et en effet elle est utilisée dans Spike.

L’hypothése que les propriétés portent sur un ensemble et son sous-ensemble permet d’obtenir Péqui-
valence entre

Vo (z € n = (Ci{z) = Q1(z))) Ay (y € m = (Ca(y) = Q2{y)}))
et,
Vo (z €7 = ((Ci{z) = Qi(x)) AVy (y € 72 = (Caly) = Q2(y)))))-

Lemme 7.2 Soient une théorie utilisateur Th,, et un ordre < noethérien sur un ensemble 71, et soit
un sous-ensemble de 1, les relations suivantes sont vérifiées :

YRYT (Noeth{R,7) = VP (NoethRec(P,R,7))), Thy,Ve(z € e =z € 1) (7.4)
F Yo (zen = (Cilz) = Q=) AVy (y € = = (Caly) = Q2())) '

551

VRY7T {Noeth{R,T) = VP (NoethRec(P,R,T)}),Th, Vz(zemn=>sen),XEn (7.5)
FA (CL(X) = QuX)N) AVY (y € 12 = (Caly) = Q2())) )

551

VYRVT (Noeth(R,T) = YP (NoethRec(P, R, 7))}, Thy,Vz{z e m=2>zen), X e,
Vz((zen Az < XAC(z) = Q@) Yy ({y € m Ay < X ACh(y)) = Qaly)) (7.6)
A (CH{X) = Q:(X)) AVy (y € 2= (Caly) = Qa(w)))

Preuve: Voir annexe B o
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7.2 Internalisation
Lorsque les propriétés () 4 prouver sont des théorémes équationnels de la forme u = v, les hypothéses
de récurrence exhibées 4 la section précédente ont exactement la forme des théories canoniques que
nous avons définies au chapitre 3, et peuvent donc &tre internalisées dans la déduction modulo grace an
lemme 3.2.
Soit
Qz,y) = ta(z,y) = ta(z,y)

I’hypothése de récurrence
VeVy((zemnz< X nyeny AC(zy) = Q)

prend la forme
VeVy((ze Az < XAy er, AC(z,y) = tilz, ¥) = t2(z,y))

On note :
REpectg,om)(X) = iy mtalzy)size Az < X Ay €y AC(z,y)

la forme internalisée de cette hypothése de récurrence.
Remarque 7.1 Selon le contexte, ' peut &tre absent.

Soit-'-:.:

a2z, w) = t1{z,w) = ta(z, w)
L’hyéothése de récurrence
| VzVw{(z €Az =< X Aw € 1y AC(z,w)) = Qz,w))
obtenue en étendant le lemme 7.2 au cas de deux variables prend la forme
VeVw((z € o Az X Aw € 7y ACa(z,w)) = t1(z, w) ~ t2(2, w))
Oun note :
RE Reo(Q2,0,C0,m0)(X) = tilz,y) mia(z,y) sizem Az < X Aw € Ty ACy(z,w)

la forme internalisée de cette hypothése de récurrence.

Remarque 7.2 Selon le contexte, Cs peut &tre absent.

Exemple 7.1 On se place dans arithmétique de Peano. Les définitions pour cela sont données section
7.5.1.
Soit le but

Ve(r € Not=>0+ora)AVyVe((y e NatAz € Nat) = (y+ 2z~ z+y))

On peut obtenir les hypothéses de récurrence suivantes pour une récurrence sur g :
~ REReciotame e X) =0+zrasizc NatAe < X

= RERec(ytzreatyttamaya)X) =y +2zmz+ysiy€ Nat Az € Nat A y <X

= Répec(ytrmetyotama,a)(X) =y +zrztysiye Nathze Nathz < X
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7.3 L’ordre de récurrence

Un point essentiel de la méthode de preuve par récurrence noethérienne est de trouver une relation
noethérienne < sur laquelle baser la récurrence. Une relation non transitive étant difficile & utiliser, on
utilisera généralement une relation d’ordre.

Une premiére remarque est que l'ordre ne peut pas étre compatible avec la congruence, ¢’est pourquoi
< sera un symbole protecteur.

Ensuite, si le systeme de réécriture de classes conditionnel RE Ty, est noethérien, un choix possible
pour l'ordre de récurrence est Pordre permettant son orientation, ou un ordre le contenant. C’est en effet
le choix qui est fait par les méthodes de récurrence par réécriture.

Pour utiliser la forme équationnelie de ’hypothése d’induction RE ge.(X)} on doit vérifier la condition
z < X. Le théoréme 7.1 montre que dés que le but a été simplifié, ce n’est plus nécessaire si on utilise
pour z < X

z <X & tizy) =ty <Xy =Xy

ol <, est I'ordre utilisé dans Spike [Bou94| et défini ci-dessous.
On donne ici deux définitions de Pordre. On donnera en annexe C deux autres définitions et les preuves
établissant I'équivalence de toutes ces définitions.

Définttion 7.1 Soit < un ordre noethérien sur les termes.

() e <t
Clt=tYy=< ({t'},{t}) ift<t
({t,t'},{}) otherwise
et on définit <, par
amb<,crdsiClamb) K Cle~ d)
ol € ex €8t 'extension lexicographique de 'extension de < aux ensembles.

Définition 7.2
f) ety >, 31y

fee
{t1,t2} > {3, ta}
1 =83 Nt > 14
to =3 AL i
Vbt Ay 2T BN

i1 =t4 Nt > ta
to =tg Ao > 13

On donne ici les principales propriétés qui caractérisent <,.
Lemme 7.3 <, est un ordre noethérien.

Preuve: Trivial par construction puisque 'extension aux ensembles et Pextension lexicographique pré-
servent la noethérianité et que la construction de la complexité place toujours le terme le plus grand
en premiére position lexicographigue O

Lemme 7.4 >, respecte la sémantique de commutativité de =z
Soient #; et to des termes et E une équation.

Lty > E=tomiy > F
Ex . timta=>E> taxt

Preuve: 1l est facile de vérifier que C'(#; ) = Cte &2 4y). O

Lemme 7.5 Quasi-stabilité par ajout d’un contexte équationnel.
Soient 1, &5 et { des termes.
>t =2t mt>, ot
sit#
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Preuve: Ceci est aussi assez facile 4 vérifier avec la définition de C, par cas de la comparaison entre {; et ¢
d’une part, et de t» et ¢ d’autre part. O

Lemme 7.6 Les réductions des deux termes d'une éguation ne commutent pas.
i1 2 tg >, ti fs by >, tll %t;#tl ety >ty 'n‘.a‘i’tz e t;_ %i’g
Preuve: Ceci est facilement vérifié a ’aide de la définition. O

Lemme 7.7 >, est stable par substitution si > lest.

Preuve: On vérifie facilement que la construction de la complexité préserve la stabilité. O

<, permet de traiter le cas de buts non orientables, comme la commutativité. En effet, méme si les
termes ne sont pas comparables, <. est capable de comparer les équations. De plus on a :

Lemme 7.8 Soient £ et ¢/ deux termes tels que £ # ¢
tt <ot ot

Preuve: Cette propriété est facile & vérifier en remarquant que ’on a des ensembles et non des multi-
ensembles. O

Cette propriété permet de toujours pouvoir effectuer un pas qui rend une égalité triviale, méme lorsque
cela ne serait pas permis par l’ordre sur les termes.

Exemple 7.2 Soit s un symbole de fonction d’arité 1 et + un symbole de fonction d’arité 2. Et un ordre
ipo avec la précédence s < +.
~ s(s(z) + y) et s(y + s{z)) ne sont pas comparables.

Cependani <, permet, de comparer

s(z) + s{y) = s(s(z) +y) <c s(z) + s(y} = s(y + s(z))
puisque s{z) + s(y) n’est pas comparable 4 s(y + s(z)) et que s(x) + s{y) > s(s{z) + ).

Les résultats suivants terminent 'explication du comportement de la récurrence par réécriture dans
notre contexte orienté preuve. Ils affirment que quand on utilise Uordre utilisé dans Spike, les conditions
d’application des hypothéses de récurrence sont toujours satisfaites.

Lemme 7.9 Soit un but a; =~ aa, et une régle £ = ts.
On a o(ty) =~ o(ts) <. a1 = a2 s la régle est utilisée -

1. sur un sous-terme strict de
2. aprés avoir réduit le buf en of = oy
(a) sur le terme a
{b) sur un sous-terme sirict de
{c) sur aeg en téte, st ay £ as ou ay > alts)

3. apreés avoir réduit le but en of = of

Remarque 7.3

— C'est sans perte de généralité que les symétries enfre o et ag dune part, et ¢ et ¢ d’autre part
ont ét& omises.
— Le cas 2b n’est pas redondant avec le cas 1 4 cause du lemme 7.6.

Preuve: Voir annexe C. O
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Théoréme 7.1 Soit un but o ~ @, et une hypothése de récurrence de ia forme :
t1{z) mta(z) si z € T Ati(z) & ta{z) < 11(X) = (X))

La condition ¢ (z) & ta(z) <. t:1{X) = 12(X) est toujours satisfaite si hypothése est utilisée :

1. sur un sous-terme strict de oy
2. aprés avoir réduit le but en of =~ ay
(a) sur le terme o}
(b) sur un sous-terme strict de ag
(c) sur ap en tdte, si a1 & az ou a1 > o(ts)

3. aprés avoir réduit le but en of ~ af

Preuve: Le résultat découle du lemme 7.9 |

Ce théoréme va nous permetire de ne pas vérifier explicitement la condition de récurrence, dés lors

u'on va utiliser une stratégie qui en vérifie les hypothéses.
a gle g

Conjecture 7.1 Le lemme 7.9 n'est plus vrai avec un ordre basé sur un ordre de réduction et non de
simplification,

Conjecture 7.2 Le théoréme 7.1 reste vrai avec un ordre basé sur un ordre de réduction et non de
simplification.

7.4 Reésumé de la méthode

A Paide des résultats précédents, notre méthode va consister 4 :

. Internaliser tout ou partie de la théorie utilisateur Th,,,

Utiliser les résultats de la section 7.1 pour générer et mettre en forme les hypothéses de récurrence,
. Internaliser les hypothéses de récurrence,

. Instancier le but & 1’aide d’un schéma d’instanciation,

Réduire les sous-buts & Iaide de la théorie utilisateur et des hypothéses de récurrence,

R

. Recommencer & partir du point 2 tant que cela est nécessaire.

7.5 Quelques exemples

On montre comment prouver avec notre méthode que, dans I’arithmétique de Peano,

— 0 est un élément neutre & gauche et & droite pour 'addition, ce qui est une preuve simple.

— Paddition est commutative, ce qui nécessite une preuve plus élaborée, puisqu’on a un axiome non

orientable.

- Paddition est associative, ce qui nous permettra d’illustrer une récurrence sur deux variables.

On enrichit ensuite les définitions avec les booléens et les fonctions patr et impair définies de fagon
croisée.

On montre comment prouver simultanément que Pair{z -+ z) = vrai et que s{z) +y = s(z + y), ce
qui nous permettra d'illustrer Putilisation de s(z) + y = s(z + y) comme hypothése de récurrence pour
la preuve de Pair(z + z) = vrai.

Enfin on donne la spécification d*un exemple plus élaboré gui peut &tre prouvé par Spike.
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7.5.1 Contexte

D’abord, on met en place la théorie de Parithmétique de Peano. Soit :
— Une sorte Nat avec 0 € Nat, s(x) € Nat et x +y € Naot pour tout z € Nat et y € Nat. Ceci est
exprimeé par :

Thsort — Vr(z € Nat &
Nat = (z:=:0V Jy(y € Nat Az:=:8(y)) V3Iy3z(y € Nat Az € Nat A=y + z)))

Remarque 7.4 Ceci pourrait aussi 8tre internalisé en utilisant notre capacité a réécrire des pro-
positions.
— Une définition pour le symbole + exprimée par :

TReeTF Ve(z € Nat=>z+0=z)
Nat VaVy ((z € Nat Ay € Nat) = 2+ s{y) = s{z +4))

En utilisant le lemme 3.2, on peut internaliser Thf\?[{;r sous la forme :
Jgdeft 4+ 0=~z six € Nat
Nat " lz+s(y) ~s(z+y)size NatAyc Nat

d . _— . s .
REY E{:’ peut étre orienté en un systéme de rééeriture confluent et terminant

sodef+ z4+0 >z st z € Nat
T le+sly) o s(z+ylsiz € NatAy € Nat

7.5.2 Prouvons que 0 est élément neuntre 4 gauche pour 'addition

- On va d’abord prouver une proposition simple, que toutes les méthodes peuvent prouver.
On veut prouver la proposition :

Ve(z € Not= 04z = x)
On part donc du séquent :
Th, Thigrt bredes+ Valz € Nat = 0+ z & )
Par récurrence, on obtient :
Yz {x € Nat < (2:=:0V Jy(y € Nat A z:=:5(y))))
la preuve de se réduit & :
Th Thia: M redsr+ R pos s my(oy 0T 0 0 (7.1

et
¢ .
Th,Thiyr;,Y € Nat I_Rsif;‘;‘uﬂzﬁumﬂm,m)(s{Y)) 04 s(Y) = s(Y) (7.8)

(7.7) est trivial en utilisant Thx.
(7.8) est aussi prouvé en utilisant The, avec

0+s(Y)=s(Y) — s(0+Y)=s(Y)
— s{Y) = s(Y)

Notons que dans I'utilisation de Phypothése de récurrence, grace au théoréme 7.1, la condition
0+Y =Y <. 0+3(Y) = s(Y)

n’a pas & &tre explicitement vérifiée puisque le but & été réduit auparavant.
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7.5.3 Prouvons la commutativité de 1’addition

On va maintenant prouver une proposition plus difficile, notamment parce qu’il est nécessaire de
pouvoir gérer le fait qu’elle n’est pas orientable.
On veut prouver la proposition :

Ve{r € Nat=>Vy(ye Nat=z+y=y+2)
Par récurrence sur x on obtient :

Th, Thir: ) Yy {ye Nat=0+y~y+0) (7.9)

4
R£;£=+UR'5Rec[m+y=y+m\=)(0

et
Th, Tht, 7 € Nat b R I URE pente s ymvs oo (5(2)) Vy(y € Nat = s{Z) +y =y + s(Z)) (7.10)

(7.9) se réduit facilement & l'exemple précédent.
Pour (7.10), une récurrence sur y nous donne :

Th,Thi¢rt, Z € Nat

- (7.11}

. Z ] VA
RENTTURE Rectorymyta.») (SIENURE Rec(ai 21 bymatut2).5) (0) s(Z) +0 0+2)

et

Th,Thi¢, Z € Not,V € Nat

b (7.12)
R‘c“Nat URSRec(z+y=y+m,z)(S{Z))URERBG(J(Z)+yz5(y+z},y)(S(V))

$(ZY+s(V) = s(s(V) + 2)

(7.11) est simple, en utilisant le résultat de I’exemple précédent.
(7.12} est réduit de la fagon suivante :

s{Z)+ s(V) = s(s(V) + Z)
— 5(Z)+5(V) = 3(Z +s(V))
— s(s(Z)+ V) = s(s(Z+V))

puis s(s(Z) + V) = s(s(Z + V)) est prouvé par une récurrence facile sur V' et on a terminé.
L’étape difficile ici est d’appliquer hypothése de récurrence. En notant s # t si s est incomparable
avec t, et en utilisant un ordre LPO avec la précédence 0 < 8 < +, on a :

s{ZY+s(V)y # s(s5(V)+2)
s(ZY+s(VY > s(Z+s(V))

ce qui nous permet d’orienter ce pas, puisque
s(Z)+s(V) 2 s(s(V}Y+ 2) >, 5(Z) + s(V) = s(Z + s(V)).
On a aussi :
s(Z)+s(V) > Z+s(V)
s(Vy+s(Z)y > s(V)+2
ce qui permet de vérifier que, comme nous I’assure le theoréme 7.1, la condition de récurrence

Z+s(V)ms(VY+Z <, s(Z) +s{(V) = s(V) + s(Z)

est bien respectée.
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7.5.4 Prouvons 'associativité de Paddition

On veut maintenant prouver 'associativité de 'addition +.

On peut la prouver par récurrence noethérienne sur une seule variable, mais on va ici procéder comme
Spike, et utiliser une récurrence sur deux variables.

On veut prouver la proposition :

Ve (z € Nat = Vy(y € Nat >Vz(z € Nat=z+ (y+2) = {(z +y) + 2)))

On oriente ce but de gauche & droite, en donnant un statut lexicographique de droite 4 gauche au
symbole +.
Une récurrence sur y et z réduit la preuve 4 :

Th,Thsort
Nat (713)

FRS;‘J{JURSREC@J,@MM:+y)+=,|y.zn(iO,O]) Ve(r € Nat= -+ (0+ 0} =~ (z +0) +0)
el
Th,Thi™t, Z € Nat
FREOI?{;I-U‘R’Eﬁec(m-i-(y-l-z)t(z-i-u)-i-z.[u,z])(EO’S(Z}]) Vo (s € Nat =+ (0+5(2)) ® (z+0) +s(Z)) (7.14)
et
Th, Thit, W € Nat
i_RE?\fE{fURSRH(m+(y+z)m(m+y)+z,(y,z])([s{W)gO]) Ve(z € Nat=z+ (s(W)+0) = (z+s(W))+0) (7.15)
et
Th,Thigrt Z € Nat,W € Nat
R N URE o vt srmtosmi e toep s s(zy)) VE (2 € Nat = @+ (s(W) + 5(2)) = (z + s(W)) + 3(2))

,: (7.16)
(7.13) et (7.15) se terminent de fagon triviale, par simplification en utilisant la théorie utilisateur.
(7.14) est réduit de la fagon suivante :

T+ (0+s(Z)) = (z+0)+s(2)
z+s(0+2Z) =~ (z+0)+ s(2)
s(z+{0+2)) =(x+0}+s5(2)
s((z4+ 0+ 2) = {z+ 0} + 5(2)
slz+ Z) = (z+0) + s(Z)
s(fx+Z) x4+ 8(2)
sle+ Dy ~slz+7Z)

U

(7.16) est réduit de la fagon suivante :

z+ (s(W) +s(2)) = (z + s(W)) + s(Z)
x+8(s(W)+ Z) = (x+ s(W)) + 5(Z)
s(@+ (8(W) + 2)) = (x + s(W)) + 5(2)
(o + s(W) + ) = (5 + 5(W) + 574}
s(s(z + W) + Z) = (z + s(W)) + s(Z)
s(s(x + W) + Z) m s{(z + s(W)) + Z)
s(s{lx + W)+ Z) m s{s(z + W) + 2Z)

LEEEL

7.5.5 Un exemple de définition croisée : Pair et I'mpair

Bien que ne posant de probléme ni dans notre cadre, ni en récurrence par réécriture, les définitions
croisées ne sont pas syntaxiquement possibles dans NQTHM et sont gérées par une syntaxe ad hoc dans
ACL2.
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On compléte les définitions de la section 7.5.1 avec :

Thsort — Vi {x € Bool &
Boot = (z:=:vrai vV o:=:fouz V Jy(y € Nat A z:=:Pair(y)) vV Jy(y € Nat A z:=:Impair(y))))

pdef (Pair) _ Pair(0) =~ vrai
Bool “ | Vz(z € Nat = Pair(s(z)) ~ Impair(z))

Thdef(fmpai'r} _ Impair(0) = fauz
Bocl ~ | Vz(z € Nat = Impair(s(z)) ~ Pair(z))

On veut prouver la proposition
Vz(z € Nat = Pair(z + 2z) m vrai) AVzVy ((z € Nat Ay € Nat) = s{z) + y = s(z +u))
Une récurrence sur z, en utilisant le lemme 7.2, réduit la preuve 4 :

Th, Thii Thifen

= . .
Rg}i\i{:» U Rg-dgei)(ler) U RgdBeéfo(,!Impazr)'LJ

RgRec(Paif‘(z+z) svrai,z) (O) u
7?’(‘;Rec(s(m} +yres{z+ty), Pair(z+z)mvrei,z,z) (0) U

Ree(s(z)tyms{z+y),Pair(ztz)mvras,y,z) (O)
Pair(0+40) m vrai AVz Yy ((2 € Nat Ay € Nat) = s(z) +y = s(z+y))

et
Th, Thigrt, Thisth, W € Nat
= de def{Pai def({Impoair
RENLT uReGIFe uREGIm U
REREC(Pa.iT(z+z)murn,i,z) (S(W))U
RERec{s(m)—{-y%s(m-}-y},Pair(z+z)zvraé,x,z) (S(W))U

Rec{s(m)+y%s(m+y},Pair(z+z)%vrm’,y,z)(S(W))
Pair(s(W} -+ s(W)) = vrai AVaVy ((z € Nat Ay € Nat) = s{z) +y ~ s(z +y))

Par calcul des séquents on obtient :

Th, Thivet, Thigs,

F e i ef(Impair
RENTFUREGLT™ U REG[TT U
7?’SRec(P(m"r(erz)mm"a«L,z) (O)U (7.17)
RSH&C(E(m)—i—y%s(z-ﬁ-y) Foir{ztzynvrai,z,z) (O)U
RgRec{s(m)-}-yms(m«Fy) Poair(z+z)~vrai,y, z)

Pair(0 + 0) = vrat

et
Th, ThSgE, Thigr!, W € Nat
- . .
RELT URELLTS) U RekI iy
Mﬂec(Pair(z+z)mura-i,Z) (8 (W))U (718)
- Rec(s(a:)+yms(m+y},Pair(erz)%vrai,w,z)(S(W))U
Rec{s(:c)erms(a:w{wy),Pair(z-’rz)murai,y,z)(S(VV))
Pair{s(W) + s(W)) ~ vrai
et
Th, Thig™t, Thig™t | W ¢ Nat
“RetruRs PRt e

Yz Vy({z € Nat Ay € Nat) = s(z) +y = s{z + 1))

(7.19)

(7.17) est trivial et (7.13) est prouvé par une récurrence simple.
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(7.18) est réduit de la facon suivante :

Pair(s(W) + s(W)) = vrat
Pair(s(s(W) + W)) ~ vrai
Impair(s(W) + W) = vrai
Impair(s(W + W) ~ vrai
Poir(W + W) = vrai

vrai & vrad

Lt

L'étape intéressante ici est
Impair{s(W) + W) a vrai — I'mpair(s(W + W) =~ vrai

Elle correspond & l'utilisation de RE gec(sia) +yms{zy), Pair(z+2)mvraiy,z) (S(W)).
Sa condition de récurrence se vérifie trivialement puisque W < s(W).

7.5.6 Un exemple plus élaboré

On domne cette exemple sous la forme d’une spécification Spike. Les sortes natl et nat2 sont deux
représentations des entiers naturels. La sorte ret représente une retenue dans ’addition plus2r.

natl est la représentation habituelle des entlers avec 0 (noté zerol) et s, nat2 est une représentation
des entiers en binaire, L’intérét d’une telle représentation est que la fonction plus? est plus efficace que
1a fonction plusl.

Les constructeurs de nat2 sont zero2, f et g. f est & comprendre comme f(zx) = 2z + 1 et g est &
comprendre comme g(z) = 2z+2. On aurait pu prendre f(z) = 2z et g(z) = 22+ 1 mais les constructeurs
f et zero2 n’auraient alors pas été libres, ce que Spike ne sait pas traiter.

Le fait d’avoir une retenue allant jusqu’da 2 est nécessaire pour donner des définitions orientables
facilemerit avec un ordre syntaxique.

econvl? et conv2l sont les fonctions de conversion entre les deux représentations des entiers.

specification : spec
sorts natil, nat2, ret2;

constructors :
zerol : ~> mnatil;
s_ : natl -> nati;

Zero2 : -> nat2;
f_ : nat? -> nat2;

g : mat2 -> nat2;
r0 : -> ret2:
ri : -> ret2;

r2 : -> ret?;

defined functions :

plusl__ : natl natl -> natil;
plus2__ : nat2 nat2 -> nat2;
plus2r___ : nat2 nat2 ret2 -> nat2;
conv2l_ : nat2 -> natl;
convli2_ : natl -> nat2;

axioms :

plusi(x,zerol) = x;
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plusl(x,s(y)) = s(plusi(x,y));
plus2(x,y} = plus2r(x,y,r0};

plua2r(x , zero?2, r) = x;
plus2r(zero2, y , r0) = v;

plus2r (£ (x) , £(y) , r0) = g{plus2r(x,y,r0));
plus2r (£ (x) , gly) , r0) = £(plus2rix,y,rl));
Plus2r(g(x) , £(y)} , r0) = f(plus2riz,y,r1));
plus2r(g(x) , gly) , r0) = g(plus2r{x,y,rl));

plusZr(zero2, zero2, rl1) = f(zero2);
plus2r(f(x) , zero2, rl) = g(x);
plus2r(g{x) , zero2, rl) = f{plusl2r(x,zerol,rl));

plus2r(zero2, £(y) , r1) = gly);
plus2r(£(x) , £(y) , r1) = £f(plus2r(x,y,rl));
plus2r(g(x} , £(y) , r1) = g(plus2r(x,y,rl));

plus2r(zero2, g(y) , r1) = f(plus2r(zerc2,y,ri));
plus2r{f(x) , gy} ., r1) = g(plus2r(x,y,r1));
plus2r(g(x) , gly) , rl) = £(plus2r(x,y,r2));

plus2r(zero2, zero2, r2) = g(zero2);
plus2r(f(x) , zero2, r2) = f(plus2r(x,zero,rl));
plus2r(g(x) , zero2, r2) = g(plus2r(x,zero2,rl));

plus2r(zero2, £(y) , r2) = f(plus2r{zerol,y,rl));
plus2r(f(x) , £(y) , r2) = g(plus2r(x,y,ri));
plus2r(g(x) , £(y) , r2) = f(plus2r{x,y,r2));

plus2r(zero2, gly) , r2) = glplus2r(zero2,y,ri});
plus2r(f{x) , g(y) , r2) = f(plus2r(x,y,r2));
plus2r(g(x) , g(y) , r2) = g(plus2r{x,y,r2));

conv2l(zero2) = zerol;
conv21(£(x)) = =s(plusl(conv2i(x),conv2i(x)));
conv21{g(x)) = s(s(plusl(conv2li(x),conv21{x))));

convli2(zerol) = zero2;
convi2{s(x)}) = plus2(convi2(x),f(zero2));

Le fait que les deux définitions coincident est représenté par les buts
conv21(plus2(z,y)} = plusl(conv2l(z), conv21(y))

et
conv12(plusl(z,y)) = plus2(convl2(z}, convl2(y))

mais Spike ne parvient pas a prouver cela directement.
Il ¥ parvient cependant avec quelques lemmes, dont

conw21(plus2r(zl, 22,72)) = s(s(plusl(conv21{z1), conv21(22))))

et
conv2](plus2rizl, £2,r1)) = s(plusl{conv2i(z1), conv21(22))).

Ces deux buts sont intéressants parce que Spike n’arrive 4 prouver aucun des deux, mais qu’il parvient
& prouver les deux simultanément.



Chapitre 8

Conclusion et perspectives

Apports de la thése

Logigue du premier ordre comme déduction modulo

On a vu comment les principes de la déduction modulo s’appliquent au calcul des séquents lui-méme.

En effet, bien qu’il soit considéré comme déduction pure, le calcul des séquents comporte en lui-méme
une part de calcul venant & la fois d’éléments laissés implicites, comme la gestion des substitutions ou
des ensembles (de formules et de séquents).

On peut de plus ajouter du calcul correspondant & des simplifications par des propriétés connues,
comme AA A = A On a vu qu'il faut cependant &tre attentif & ce que ces ajouts ne posent pas de
problémes de controle de la déduction modulo, et que notamment le tiers exclus AV A = T ne peut pas
étre vu comme un calcul sur lequel aucun controle ne serait requis.

. Ce dernier point, ainsi que la nécessité d’introduire une notion de subsomption, faisait que le systéme
obtenu par Patrick Viry [Vir98] n’avait pas les propriétés de confluence souhaitées.

Il est -4 remarquer que la notion de subsomption ne correspond pas 4 la vision traditionnelle d’arbre
de preuve; puisqu’elle réunit deux sous-buis. On se trouve alors avec des preuves qui peuvent &tre vues
sous forme de graphe orienté.

Extension de la déduction modulo

Pour gérer la récurrence noethérienne dans le cadre de la déduction modulo, trois extensions a ce
cadre ont été nécessaires :

— La premigre extension est la prise en compte de régles et axiomes conditionnels, nécessaire pour
exprimer que Phypothése de récurrence ne peut s’appliquer qu'aux instances plus petites que celle
que on veut prouver.

Le principe de cette prise en compte est de lancer récursivement ’évaluation des conditions. Bien
que le probléme de la mise en ceuvre d’une telle approche se pose dans le cas général, il est possible
de prendre en compte des cas simples o ’on peut assurer le bon comportement du mécanisme.
On powrrait aussi considérer la congruence comme une gestion de contraintes qui ne résoud que
partiellement le probléme posé, mais le fait avec un bon comportement et notamment en temps fini.

- La deuxiéme extension est la prise en compte du contexte dans lequel travaille la congruence,

notamment pour ’évaluation des conditions.
Si on reprend I'exemple de la régle axiome on a :
F%,P Fo Qa&dome si P :5 (]

On tient ainsi compte du contexte I' pour évaluer 'équivalence entre 4 et B.

Cette prise en compte du contexte est particuliérement importante pour Pévaluation des conditions

dans les hypothése de récurrence.
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~ La troisiéme extension est la prise en compte de symholes protecteurs.
En effet, laisser interagir librement la congruence et I'ordre noethérien introduit par la récurrence
suppose que Pordre soit compatible avec la congruence, ce qui est trés restrictif.
Par exemple, avec les égalités habituelles z + 0= z et z + 3(y) < s{z + y), s(z) + 0 > s(s(z)) de-
vrait &tre équivalent & s{x) > s(e(z)). Or un ordre rpo avec la précédence + > s > ( donne
Porientation s(z) + 0 > s(s(z}) et s(s(z)) > s(x).
Déclarer le prédicat > représentant l'ordre comme symbole protecteur permet d’éviter ce phéno-
méne.

Déduction modulo et raisonnement par récurrence

On a vu comment le cadre de la déduction modulo permet de comprendre dans un méme formalisme
récurrence noethérienne et récurrence par réécriture.

On parvient ainsi & voir la récurrence par réécriture comme le résultat de I'internalisation des hypo-
théses de récurrence en déduction modulo. En effet, comme les hypothéses de récurrence viennent enrichir
le systéme 4 I’aide duquel le but est réduit dans la récurrence par réécriture, les hypothéses de récurrence
internalisées viennent enrichir la congruence qui permet de simplifier les étapes de déduction.

On a vu comment comprendre certaines propriétés de la méthode de récurrence par réécriture, et
notamment du sysiéme Spike :

- L’utilisation d’un but comme hypothése de récurrence pour la preuve d'un autre but.

Cette utilisation se justifie en récurrence noethérienne par la possibilité de générer une hypothése de
récurrence & partir d’un autre but lorsque celui-ci porte sur la méme sorte (ou sur une sous-sorte).

— La non vérification de la condition d’ordre liée & Phypothése de récurrence.

Ce comportement est validé par le fait qu’en utilisant le méme ordre sur les équations que Spike,
et en utilisant une stratégie appropriée qui consiste principalement & d’abord réduire le but par
une régle déja présente avant d’utiliser 'hypothése de récurrence, la condition d’ordre attachée a
I'hypothése de récurrence est nécessairement vérifide.

On a donné ici une preuve syntaxique de cette propriété qui était justifiée de fagon sémantique dans
la méthode de récurrence par réécriture. Les conditions posées sur Uapplication de I’hypothése de
récurrence semble également moing restrictives que celles pratiquées par Spike, mais il n’est pas
évident que cela ait des conséquences pratigues.

Perspectives

Les perspectives de ce travail sont :

~ Premiérement de raffiner et de compléter la compréhension de la récurrence par réécriture, et
notamment de comprendre comment regrouper les sous-buts issus des schémas d’'instanciation en
un seul but multiple.
En effet, pour pouvoir générer des hypothéses de récurrence fortes entre les différents sous-buts, il
faut les regrouper en un but multiple. Mais il faut comprendre ce que devienment les hypothéses de
récurrence lors de ce regroupement, puisqu’elles ont été instanciées lors de 1'utilisation du schéma,
d’instanciation.
Si on prend par exemple la preuve de commutativité de l'addition, les deux sous-buts sont
0+ y = y+ 0 avec 'hypothése de récurrence g +y ~ y+xz siz < 0 et s(2) +y =y + s(z) avec
I’hypothése de récurrence z +y =y + 2 st z < s{z).
On voudrait donc regrouper en 0 +y & y + 0 A 5{z) +y = y + s(2), avec comme hypothéses de ré-
currence g+y my+rsig <0etz+y ~ y+zsiz < s(z). Mals la preuve formelle d’un tel
Tegroupement reste i trouver.
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— Deux points doivent &tre implémentés :

e La vue en déduction modulo du calcul des séquents du premier ordre. En effet, cette vue en
déduction modulo permet d’isoler un enserble de régles dont Papplication devra é&tre controlée
par une stratégie, les autres régles pouvant étre appliquées sans controle selon un processus de
normalisation.

¢ La méthode de récurrence en déduction modulo. I faudra pour cela développer un systéme
recherche de preuve basé sur notre méthode. Ce systéme pourrait utiliser la surréduction, qui
correspond bien au principe instanciation-réduction qui apparait dans la récurrence.

Ce travail a été commencé et a donné lieu 4 Pimplémentation d’un prototype. Ce prototype devra
évoluer pour intégrer un ordre puissant, du type de celui utilisé par Spike, afin de pouvoir gérer
des axiomes non orientables.
— La coopération sceptique entre un assistant de preuve comme Coq et un prouveur automatique
implémentant la méthode de récurrence en déduction modulo.

ELAN est un choix de langage d'implémentation naturel parce que des travaux récents [Ngu02]

permettent la coopération entre Cog et ELAN dans le cas de la logique équationnelle.

— Une autre voie intéressante est d’étudier d’autres méthodes de preuve par récurrence, notamment
la preuve par consistance.

En effet la récurrence par consistance est également basée sur la réécriture et semble donc pouvoir

s'interpréter dans notre cadre, en utilisant également par exemple les I-Axiomatisations de [CN0Q].

La récurrence par consistance et un processus réfutationnel; et la reconstruction de ses étapes de

récurrence s’avére plus difficile que dans le cas de la récurrence par réécriture. Le lien entre les

J-Axiomatisations, qui caractérisent le modéle initial, et le principe de récurrence noethérienne doit

notamment &tre précisé.
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Annexe A

Preuve du lemme 7.1

Lermme 7.1 Soient une théorie utilisateur Th,, et un ordre < noethérien sur un ensemble 7., les relations
suivantes sont vérifiées :

}_)u:r

|_)\cr

I_,}\ur

VRYr (Noeth(R, ) = YP (NoethRec(P, R, 7)), Thy
VaVy(z ez = (yen = (Céff»‘é;f) = Q(z,1)))
YRYr (Noeth{R,7) = VP (NoethRec(P,R,7))), Thu, X € 7
Yyly € 7y = (C(X,y) = Q(X,y)))

S57
YRYT (Noeth(R,r) = YP (NoethRec(P, R, 1)), Thy, X € 74,
VaVy((z €Az < X Ay €my AC(z,y)) = Qz,¥) (7.3)
Vy(y € 7y = (C(X,y) = QX))

(7.1)

(7.2)

Preuve de la partie “(7.1) si (7.2)”

Dans HOL,, on a:

VYRY7 (Noeth(R, )} = VP (NoethRec(P, R, 7))), Thy
FA YzVy(z e = (y € Ty = (C{z, y) = Qz,¥))))

(7.1)

{;:::}
VRVT (Noeth(R, ) = VP (NoethRec(P,R,7)}), Thy
FM Vo (z€m=Vyly € ry = (Cla,y) = Qx,y)))
<= [par instanciation}
VRY7 {Noeth(R,T) = VP (NoethRec(P, R,7))), Thy,

Fro X er, > Vylyeny = (C(X,y) = Q(X,y))

= [par implication & droite]

VRYr (Nocth(R,7) = VP (NoethRee(P, R, 7))}, Thu, X € s
B Yy (y € 7y = (C(X, 1) = Q(X, 1))

(7.2)
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Preuve de la partie “(7.2) si (7.1)”

Dans HOL,, on a:

VRV7 (Noeth(R,7) = VP {NoethRec(P, R, 7)), Thy, X € 7,

R Yy (y € 7y = (C(X,y) = Q(X, 1))
<= [par coupure]

VRYT (Noeth(R, ) = VP (NoethRec(P, R,7))), Thy, X € 72

FAYVe(z e = Vy(y €7 = (Clz,y) = Qlz, ), Yy (y € 7, = (C(X,y) = QX,y))
et

VRYT (Noeth(R, ) => VP (NoethRec(P, R,7))), Thy, X € 7,

Ve(z et =>Yyly € 7y = (Clz,y) = Qlz, ) F Yy (y € 7, = (C(X,y) = Q(X, )}

(A.1)

(A.2)

On prouve facilement :

VRVT (Noeth(R,7) = YP (NoethRee(P, R, 7))}, Thy, X € 74,

Vo (z €7 =Yy (y € 7y = (Clz,y) = Qlz, ) F Wy (y € 7y = (C(X, ) = Q(X, 1))}
<= [par instanciation]

VRYT (Noeth{R, 1) = VP (NoethRee(P, R, 7)), Thy, X € 7o,

Xem=>Vyyen=(CXy)=>QXN) " Yyyern=(CXy)=QXy)
<= [par implication & gauche]

YRYVT (Noeth(R,T) = VP (NoethRec(P,R,7))), Thy, X € 7y

F X € 7, Yy (y € 7y = (C(X, 1) = Q(X,y)))
et

VRY71 (Noeth(R,r} = VP {NoethRec{P,R,7))), Thy, X € 7z,

Vyly €7y = (C(X,y) = QX)) FY Yy [y € 7y = (C(X,) = Q(X )

(4.2)

Deoenc on continne avec :

VRVr (Noeth(R,7) = VP (NoethRee(P, R,7))), Thu, X € 74

B2 Y (2 € 7 = Yy (y € 7y = (Clz,y) = Qa,1)), Yy (v € 7y = (C(X,v) = Q(X, )
<= [par affaiblisserment]

YRVT (Noeth(R,7) = VP (NoethRee(P, R, 7))}, Thy, X € 7,

P2 Yz (3 € 7= Wy (y € 7y = (Cla,y) = Q1))
—

VRYT (Noeth(R,r) = VP (NoethRec( P, R, 7)), Th,,

FrA Yoy (z € = (y € 7 = (Olz, 1) = Q(z,4))}

(A1)

(7.1)

Preuve de la partie “(7.2) si (7.3)”

Dans HOLy, on a, en déroulant Papplication du principe de récurrence, et en mettant en forme
I’hypothése de récurrence obtenue :

VRVr (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy, X € 7
FA Wy (y € 7y = (C(X,y) = Q(X, 1))
par contraction et instanciation,
Pensemble et la relation de récurrence sont choisis
VRYT (Noeth(R,r} = YP {NoethRec(P, R, 7))}, Thy, X € 75, Noelh{=, 1) = VP {NoethRec(P, <, 7))
B Yy (y € 7y = (C(X,9) = Q(X, 1))
<= [par implication & gauche]
VRY7 (Noeth(R,7) = VP (NoethRee(P, R, 7))}, Thy, X € 7
F7 Noeth(=<, 7.}, Vy (y € 7 = (C(X,p) = Q(X,y)))
et
VYRY7 (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R,7))), Thy, X € 7, VP (NoethRec(P, <, 1))
B Yy (y € 7y = (C(X, ) = Q(X, 1))

(7.2)

(A.3)

(A.4)



Puisqu’on suppose < noethérien sur 7., on a bien :

VRYT (Noeth(R, 1) = YP (NoethRec(P, R, 7)), Thy, X €7,

A Noeth(<, ), ¥y (1 € 79 = (C(X.5) = OUX.0)) (4-3)

Donc on continue avec :

YRY7 (Noeth(R,7) = YP (NoethRec(P, R, 7))}, Thy, X € 75, VP (NoethRee(P, <, 7)) (4.4)
B2 Yy {y € oy = (C(X,y) = Q(X,1))) '
<= |[Par instanciation et renommage de variables liées (quantifiées)]
YRY7 (Noeth(H,T) => YP (NoethRec(P, R, 7)), Thy, X € 7y,
Ve((zenAvVe{lzenmAz<a)=Vy(y€n = (Clz,y) = Qzy)))
=Vy(y € 7y = (Clz,y) = Qz,1))))
=>Ve(zen=>Vy{yen = (Cz,y) = Qz,v))
FA Yy (y € ry = (C(X,9) = QX))
o
YRYr {Noeth{R,7) = VP (NoethRec(P,R,7))), Thy, X € Ty,
Ve{(zempAVzVy(lz e hz <Ay ey AC(z,y)) = Qz, 1))
=Vy(y € oy = (Clz,y) = Q(z,))))
=Vr(zen=>Yyyen = (Clry) = Qy))
Py (y € 7y = (C(X,y) = QX))
<= [par implication ¢ gauche]
YRY71{Noeth(R,7} = VP (NoethRec(P, R, 7)), Th,, X € 1,
FY V(e Ay (g €m Az <eAy € ny AC(2,9) = Qla,y))) (A.5)
=Yy (y € 7y => (Cla,y) = Qz, 1)), Yy (y € 7y = (C(X,y) = Q(X, 4)))
et
VRY1 (Noeth(R,r) = VP (NoethRec(P, R, 7))}, Thy, X € 7z,
Vo (z € m = Vy(y € 7y = (Clz,y) = Qz, ) (A.6)
B2y (y € 7y = (C(X, ) = QX))

On prouve facilement

VRY7 (Noeth(R,T) =>YP (NoethRee(P, R,7))), Thy, X € 1z,
Vo(z € 7 = Yy (y € iy = (Clz,y) = Q(z,9)))) (A.6)
A Vy (y €Ty = (C(Xay) = Q(X,y)))
<= [par affaiblissement]
Xen,Vo{z e =Yy lyeny= Clo,y) = Qlz.v)))
FA ¥y (y € 7y = (C(X, y) = Q{X,y)))
4== [par instanciation]
Xen,Xen=>Wyen=>(CXy) = QX y))
F 9y (y € 7y = (C(X, ) = Q(X, 1))
< [par implication & gouche]
XenbVY Xen,Vylyern=(CWX,y)=>Q(X, 1)
et
X €7, Vy(y €y = (C(X,y) = Q(X,1)))
FA Wy (y € 7y = (C(X, 1) = Q(X, 1))
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Donc on continue avec :

YRYT (Noeth{R,7) = VP (NoethRec(P, R,7)}), Thy, X € 7,
FAMVYr((z e AVZVy (e Az <z Ay €Ty AC(z,y) = Qz,y)) (A5)
=Vy(y € 7y = (Clz, 1) = Qzy)), Yy {y € 7, = (C(X,9) = Q(X, )
<= [par affaiblissement]
VRYT (Noeth(R,T) = VP {NoethRec(F, R, 7)), Thy
FAVe((z e, AVaVy((z € m Az <Ay €7 AC(z, y) = Qlz,9))
=>Vy(y €7y = (Clz,y) = Qz,9)))
<= [par instanciation]
VRV7 (Noeth(R,T) = VP (NoethRec(P, R, +))}, Thy
FM (X ey AVzVy(z €Az <zAY € 7y AC(ZY) = Qlz, y))
2Vyl{y e ry = (C(X,y) = Q(X,y))
<= [par implication @ droite]
YRYT {Noeth(R, ) = YP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,
(XemavVeVy{zenAz<zAyermn AC(z,y) = Qz, 1)
HAT Wy (y € 1y = (C(X, u) = Q(X,y)))
<== |par et & gouche]
VRY7 (Noeth{R, 1) = YP (NoethRec(P, R, 7)), Th., X € 7o,
YaVy((z e m Az <2 Ay €7y AC(2, ) = Qz,y)) (7.3)
A7 ¥y ly € 7y = (C(X,y) = Q(X,y)))

Preuve de la partie “(7.3) si (7.2)”

Dans HOL,, on a :

YERY7 (Noeth(R,7) = VP {NoethRec(P,R,7))),Thy, X € 72,
VaVy((z € e Az <zAy €y AC(z,y)) = Qlz. ) (7.3)
P Wy (y € 7, = (C(X,9) = Q(X,9))

<= [par affaiblissement]
VRYT (Noeth(R,T) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy, X € Ty

4 Yy (y € 7 5 (CLG ) = QUX, 7)) (7.2)



Annexe B

Preuve du lemme 7.2

Lemme 7.2 Scient une théorie utilisateur Th, et un ordre < noethérien sur un ensemble 71, et soit
un sous-ensemble de 7, les relations suivantes sont vérifiées :

F,\cr

E'_‘)\c'

:|_/\cr

VRV7r (Noeth(R, ) = VP (NoethRee(P, R, 7))}, Thy, Ve (z € m=> 2 € 7)
Vo (z € 7= (Ci(z) = Qu(=)) AVy (v € 1 = (Ca{y) = Q2(¥)))

S&T
VRV7T (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P,R,T))), Thy,Vz(z €Emn=>zen), X en
(CLX) = (X NAVylyen= (02(9)5?1692(3;)))
VYRY7 (Noeth(R, ) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,Vz(z Em=>z €n), X € 1,
Vz((zen Az < XAC(z)=> Q@) Vy(ly e nry < X AC{Y) = Q2(y)

(C1{X) = G {X)) Ay (y € o = (Caly) = Qa(y)))

Preuve: Preuve de la partie “(7.4) si (7.5)”

Dans HOL,, on a:

VRV7 (Noeth(R,7) = VP {NoethRec(P, R,7))), Thy, Yz (s E m = x € 7y)
B2V (2 € 7 = (Colz) = Que)) AVy [y € 7 = (Caly) = Q2(1))

=

VYRY7 (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,Vz(z € s > 2 € 1)
R Vo (z € o= ((Colz) = Qule)) AVy (y € = (Caly) = Q2(1)))

f—

[par instanciation]

VYRY7 (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7))}, Thy, Yz (z € =z € 1)
B X en = (C1X) = QX)) AVy(y € 2 = (Caly) = Q2(u))))

Ee—]

[par implication & droite]

VRVT (Noeth(R,T) = VP (NoethRec(P, R,7))), Thy,Vx(z e mn=zen), X En
FA (CL{X) = QX)) AVy (y € o = (Ca(y) = Q:(1)))
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Preuve de la partie “(7.4) si (7.5)”

Dans HOL,, on a :

VRVYr {Noeth(R,7) = YP (NoethRee(P, R, 7)), Thy,Vz(renmn=>zxen),X cn
FA (CL(X) = QLX) A VY (y € 72 = (Caly) = Qa{y)))

4= [par coupure]
VRYT (Noeth(R, 7} = YP (NoethRee{P,R, 7)), Thy, ¥z (2 e =z €M), X €N
FA Yo (z e mo= ((Ch(2) = Qo)) AVy (y € = = (Cay) = Q2(1))), (B.1)
(Cr(X) = Q:(X)) A VY (¥ € 72 = (Ca{y) = Q2(9)))

et
VRVT (Noeth(R,7) = VP (NoethReéec(P, R, 7)), Thy,Ve (z ¢ =2 €n), X €n,
Vo (@ € 11 = ((C1(3) = Qu(&)) AVE(y € 7 = (Caly) = Qo)) (B.2)
FA (CL(X) = QX)) A VY (y € 2 = (Ca(y) = Qa{y)))

On prouve facilement :

YRY7 (Noeth(R,7) = VP (NoethRee(P, R, 7)), Thy,,Ve{z € m =2 c 1), X € 1y,
Ve {z €n = ((Cilz) = (z)) AVy(y € 7 = (Caly) = Q2(y)1))) (B.2)
FA7 (CH{X) = QuXN) A Yy (y € 72 = (Caly) = Q2(u)))

<= [par instanciation]
VRVT {Noeth(R,7) = VP (NoethRec{P, R, 7)), Thy Nz (z € =z € ), X €1,
X € ((C1(X) = Q1 (X)) AVy (y € 72 = (Caly) = Qs (1))
P (G (X) % Qu(0) AV (3 € 7 = (Caly) = Q=)

< [par implication & gauche|
VRV7 (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P,R, 7))}, Th,Vz(z e m=>z€n), X € 7,
FA X € m, (C1{X) = Qi(X)) AVy (y € 72 = (Caly) = Q2(9))

et
VRYT{Noeth(R,r) = VP (NoethRec{P, R, 7)), Thy,Nz{z en=>z€n), X €n,
(CLX) = QLX) AVY (y € 72 = (Coly) = Qa(y)))
FA (Cy(X) = QuX) AVy (y € 2 = (Ca(y) = G2(9)))

Donc on continue avec :

VRY7 (Noeth(R,7) = VP (NoethRee(P, R, 7})), Th,Vz(z €=z cn), X cn
FA7 Vo (2 € 7= ((Colz) = Qula)) AVy (y € 72 = (Ca(y) = Q2())))), (B.1)
(C1(X) = Qu(X)) AV (y € 12 = (Ca () = Qo)
<= [par affaiblissement]
YRV {Noeth(R,7) = VP (NoethRee(P, R, 7)), Thy,Vz (z € 79 => 2 € 1)
PV (5 € 7 = ((Cr(0) = Qa(@)) AV (Y € 72 = (Caly) > Qo 0))
—
VRY7 (Noeth(R,7) = YP (NoethRec(P,R,7))), Thy,Ve (s € m =z € 1) (7.4)
F Ve (0 € 7 = (C1 (@) = Gr(2) A VY (y € 72 = (Caly) > Qol®))) ‘
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Preuve de la partie “(7.5) si (7.6)”

Dans HOL), on a.:

YRVT (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P,R,7))),Th,,Vz(zen=2>zen), Xen
FA (CL(X) = QX)) AV (y € 72 = (Ca(y) = Q2 ()

<+ |par le lemme 7.1]
VRYT (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,Vz{z E n=>z€n), X €7,
Vz({zem Az < X)=>((Ci(z) = Q@) AVy(y € 2 = {Caly) = Q2(y)))))
7 (G (X) = Q1 (X)) AV (3 € 72 = (Cala) = Qo))

< [par coupure]
YRY7 (Noeth(R, ) = VP (NoethRec(P,R, 7)), Thy,Ve(z € m=2>z¢cn), X €T,
Vz{(z e nnz < X)=((Ci(z) = Q1(z)) AVy (¥ € 12 = (Caly) = Q2()))))
F Ve ((z € Az < X)= (Ci{z) = Qu(z)),
(CLX) = QXN AVY (¥ € 1 = (Coly) = Q2(n)))

et
YRY7{Noeth{R,T) =+ VP (NoethRec(F,R, 7))}, Thy,Vz(z €=z emn),X €7,
Ve((zen Az <X)= (Ci(z) = Qi(z)),
Vz({zen Az < X)=(([Cile) = Qu{z)) AVy (y € = (Caly) = Q1)) )
FAT{Ch{X) = QX)) AVY (y € 7o = (Caly) = Q2(9)))

(7.5)

(B.3)

On prouve facilement :

YRV {(Noeth(R,7) = YP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,Yz (t € o >z € 1), X € 7,
Ve(lzen Az < X) = ((Cilz) = Qi(z)) AVy (y € o= (Ca(y) = Q2(y))))
Frvr(zen A< X)=(C1(z) = Q@)
(C1(X) = QU AVY (¥ € 2 = (Cay) = Q:2(¥)))

<= [par aflaiblissernent]
Vz((zen Az <X)= ((Ci(z) = Qua)) AVy(y € m = (Caly) = Q1))
FVz((z €n Az < X) = (Cilz) = Qi(z))

<= [par instanciation]
Vz((z €n Az < X) = (Ci{z) = Qi(z) AVY(y € = (Caly) = Q2(¥))))
FM (X enAX <X)=2 (C1X) = G (X))

<= [par instanciation]
(XenAX<X)=({Ci(X) = QX)) AVy(y € 1 = (Caly) = Q(y))))
Fe (X enAX <X)= (C1(X) = Q1(X))

4== |par implication a droite]
(XenAX<X)=>(CXy=2Q@NAVen=(Caly) = Q) X en AX < X
FA O1{X) = Q1{X)

< |par implication & gauche|
XenmAX <X XenAX < X,01(X) = Q1(X)

et
C1{X) = Q1(X), Wy (y en = (Ca(y) = Q) X € AX < X N C1(X) = Q1(X)

(B.3)
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Donc on continue avec :

YRYT (Noeth(R, ) = VP (NoethRee(P,R, 7)), Th,, Vr(zem =z en), X €n,
Ve((z€n Az~ X)=(Cilz) = Qi(z)),
Vz((zen Az < X)=((Ci(z) = Qi(z)) AVy (y € 2 = (Co(y) = Q2(y}))))
A (C1{X) = QX)) Ay (y € 7o = (Caly) => Qa)))
—
YRY7(Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P,R,7))},Thy,Vz(z € m=>z € 1), X €7,
Yr((z€n Az < X ACHz)) = Qi (z)),
Ve((zen Az <X} = ((Ci(z) = Qu(z)) Ay (y € m = (Caly) = Q)
FA (C1(X) = Qu(X)) Ay (y € m = (Caly) = Q2(1)))
<= [par coupure]
VEYT (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P,R, 7)), Thy,Vz (z€n=zen),X €7,
Vz{(en Az < X ACi(z) = (z)
Vz{(zen Az < X)= ((Ci(z) = Q{z) A VY (y € 2 = (Caly) = Q2(¥))))) (B.5)
FYy((yen Ay < X) = Yy (y € = (Ca(y) = Q2(1)))),
(Ci{X) = (X)) AVy(y € 2 = (Coly) = Q2()))
et
YRYT (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Th,Vz(z €y =2z c ), X €1,
Vz({zem Az < XAC(z)) = Qu{e),YVy(lyen Az < X)=>Vy(y € 2 = (Caly) = Q2(9)))),
Ve{lzen Az < X)= ((Ci(z) = Qi{z) AVY (y € 2 = (Caly) = Q2(y)))))
FA (Ci(X) = QuX) Ay (y € 7 = (Caly) = Qa(p)))

(B.4)

(B.6)

On prouve facilement :

VRYT (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,Ve(z € m =z €n), X €7,
Ve((men hz<XAC(z) = Qi(z)),
Ve((zenrz = X)= ((Ci(z) = Qi(z)) AVy (¥ € = (Ca(y) = Q2())))) (B.5)
R Wy ((y € 2 Ay < X) =Yy (y € 72 = (Caly) = Q2(1))));
(CL(X) = QX)) AVy (y € 2 = (Caly) = Q2(¥)))
<= [par affaiblissement]
Ve(lze€n Az < X)= ((Cilz) = (@) AVyly € 2 = (Caly) = Q2(y)))))
FA¥ ¥y ((y €Ay < X) =Yy (y € m = (Coly) = Q1))
<== [par instanciation|
Vez({zemn Az < X)= ((Ci(z) = iz) AVy{y € = (Caly) = Q2(y)))))
¥ X enAY < X)=Vy(y €n = (Caly) = Q2(y)))
<= [par instanciation]
Y enAY < X)= (Ci{Y) = QX)) AVy(y € 2 = (Caly) = Q2(v))))
FM (Y enAY <X)=Vyly € m = (Coly) = Q2(y)))
<= [par implication & droite]
enrY <X)=({(C1(X) =X AYy(y € = {Caly) = Qy))) .Y enAY <X
FA7 Wy (y € 7 = (Ca(y) = Q2(y)))
<= [par implication & gauche|
YennAY <X
¥ Y en AY < X,Vy(y € m = (Caly) = Qa2(y)))
et
Cil)=> ) Vylyen = (Cay) = Q) X en AX <Y
FA7 Y (y € 7 = (Caly) = Qa(y)))



Donc on continue avec :

VYRYT (Noeth(R,7) = YP (NoethRec(P,R, 7)), Thy,Vz(z e >z en), X € 7,
Ve(zenAnz < XAC{z)=C1(z),Yy((yc Ay < X)=Vy(y € 1= (Caly) = Qa2(¥)))),
Vz({zen Az < X)=((Ci(z) = Q@) AVy(y € 1 = (Ca(y) = Q2()))))
FA7 (C1(X) = Qu(X)) AVy (y € 72 = (Caly) = Q1))

T
VRVr (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,, Vi (z € m=>2€7), X €n,
Ve{(zen Az < XAC(z) = h(z),VyVy({[y€n Ay < X Ay € 2 AC(y)) = Qa(n)),
Ve{(z e Az < X)= ((Cilz) = Qilz)) Ay (y € 2 = (Ca(y) = Q2(¥)))))
FA7 (C1(X) = Qu{X)) Ay (y € 2 => (Caly) = Q2(¥)))

—
VYRYT (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, B, ™)), Thy,Vz (z € =z €71), X €7,
Ve((zemnz < XACHz)) = Gi(z). Yy (g € m Ay < X AC2(y)) = Qa(y),
Vz((zen Az < X)= ((Cilz) = Qu(z)) AVy(y € 2 = (Caly) = Q2(¥)))))
B (C(X) = QuX) AVy (y € = (Cay) = Q2(1)))

<= [par affaiblissement]
YRYT (Noeth(R,7) = YP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,Vz (s Emn =z €7 ), X €7y,
Vz{(zennAz< X AC1(Z) = (), Vy((y € Ay < X ACy(y)) = Qa2(y))
FM{CL(X) = (X)) A VY (y € 7o = (Ca(y) = Q2(1))

Preuve de la partie “(7.6) si (7.5)”
.Dans HOL); on a:

 VRVr (Noeth(R,7) = VP (NoethRec(P, R, 7)), Thy,Vz (z e >z €n), X €7,
CVz(zennz< X ACi(z) = Qi(@), Yy ({(y € mAy < X AC2(y)) = Q2(y)) {(7.6)

M (GHX) = (X)) Ay (y € 72 = (Caly) = Q2(v)))
< [par affaiblisserment]

YRYr {Noeth(R,r) = VP (NoethRec(P,R,7)}),Thy,Vz(z e m =z €n), X €7, (7 5)
B2 (C1{X) = Qu(X)) AVY (y € m = (Caly) = Q2()) '

O
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Annexe B. Preuve du lemme 7.2



Annexe C

Preuves des résultats
concernant 'ordre de récurrence

On donne ici plusieurs définitions alternatives pour <., qui nous serviront & prouver les principaux
résultats.

On prouvera qu’elles sont équivalentes & la définition 7.1.

Dans toutes ces définitions, soit < un ordre noethérien sur les termes.

Définition C.1

f1 Rty > la ity

i

t1 > ta Aig >t4/\(t1 >t3\/(t1 =t3/\52>t4))

by >t Aty <tg A (b > 8V (1 :t4Af2>t3))

b1 >t Aty =14 Aty > 8]

tr >t Al fts AbL >3 AT > 1

t1 <t2/\t3>t4/\(t2 >t3\/(t2$t3/\t1>t4))

t1 <t2/\t3<t4/\(t2>f4V(t2:t4/\t]_>t3))

by <ta Atz =ty Nty >t}

By <to AtgFity Ado > i3 Ais > 1s

=ty Atz >ty Ay > 13

t: =ta Als < iy /\té)t}l

ti=ta Aty =ts Ath >t

b=ty Adfgfftg AL >t AL >ty

Al >t AL >t Vi > ta)

b1 F g Ay <ty A(f12t4Vfgzt4)

LWl At =14 At >3 Vi >13)

tl#tzf\ig#t4 /\(tl >l Via >t Vi >t4vtg>t4)
Atr ZtaVis > ) At 2 taVis > Ly)

)

<L L < L0 <L LKL
Ry

Définition C.2

t) R fo > Iy iy
pd
(t >t3Vt2>t3)/\(t1>t4Vt2 >?f4)
th=taA (e >l Vig =184V (1 > ta Aty # ta))
t2=t3/\(t]_>t4Vt3=t4V(t2>t4/\t1#t2}
Vo oh#FERAVS tlﬁt4/\(t2>t3Vt3:t4V(t1>f3/\t1#tzg)
fg:t4/\(t1 >t3\/t3:t4\/(t2>i3/\t1#t2))
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Annexe C. Preuves des résultats concernant I'ordre de récurrence

On commence par donner une forme simplifiée de >, dans le cas d’ensembles de deux termes incom-
parables, puisque c’est le cas le plus difficile rencontré avec <,.

Lemme C.1
=
<
A

A

th#Eta Atz #ty

({tlat?.} = {t33t4}

((tl >3 Vi >lg Vi >t Via >t4)
(t1 >tz Via 2 ta)

(t1 > taV itz > 14)))

Preuve: Par la définition de >, on a:

<< <<qgd

ty FlaAta# by

({t1,ta} > {ts, 14}

((fl >taViy > tg) A (fl >t Vig > t4))
(tr =3 Ao > tg)

(tg =tz At > t4)

(t]_ ="ty Aty > t3)

(ta =ta Atg > t3))

En remarquant qu’ils n’introduisent pas d’inconsistance, on ajoute les cas dont on a besoin pour

recomnbiner :

<< <<

bt Aty # iy

({1, t2} > {ta, ta}

((tl >t3 Vi > tg)/\ {tl >taVie > t4))
((tl :tg Vtg = tg) /\t2 > t4)

((tl =1tz Vis :tg) Al > t4)

({(t1 =ty Via =t4) Ntz > t3)

((t}_ =t4Vig = t4) Aty > tg)

On pent maintenant recombiner, pour obtenir :

=N
=
3

v

tiFta AtaF ity

({t1, 22} > {ts, 4}

(({tl =iz Vig= tg) A (fl >taVig > t4))
((tl = ta; Vtg = t4) A (t]_ > i’g V?fg > tg))
(81 > taVita > t3) At > taV E2 > 14))))

Recombinant encore, on obtient :

t1 Fla Ml iy

= ({t1,t2} > {t3,t4}

=4
Vv

(((tl >ty Vi > t4) A (tl 2taVig 2 tg))
((tr > taVia > ta) At 2 84 Vi2 > 1))

Maintenant, comme on veut une forme conjonctive, on étend pour obtenir :

>>> 0

Lyt Nla F 1y

{{t1:t2} > {ta,t4}

((tl SiaVity >t Vi > Vig > te)
(tl >faVipg >1la Vi 2t3Vt22t3)

(tl >t4Vi2>t4Vt12t4vt22t4)

{ty 2taVity >3 Vi 2t Via > ta)})

Un dernier jeu de simplifications nous permet finalement d’obtenir :

=
f=
A
A

L Ft Az # iy

({t1, 12} > {ts, 4}

(t1 >tsViza >t3 Vi >ta Vi > t4)
{t1 2ty V iy > ta)

{t1 > t4 Vi > ta)))
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O
Lemme C.2 La définition C.1 est équivalente 4 la définition 7.1.

Preuve: Cela vient facilement en étendant #, = f3 >, t3 = t4 depuis la définition 7.1. On procéde par
cas :
—sit; >y, 0na G(fl [ tz) = ({tl}, {tz})
® sity > t4, on a Cts = t5) = ({ta}, {t1}), et done

by Rety Doty et St >3Vl :tgf\tg>t4)

81 {3 < tg, on a Oty & ta) = ({ta}, {t3}), et done
f1 /ety ety iy &0 >t4V(tl =f4/\t2>t3)
o sily =ty =13, onaCts &ty = ({t1},{}), et donc

byt Doty ity St >t

81 €3 # t4, on a C(ly ~ t4) = ({t3,24}, {}). et donc
ti et Delgmity ot >3 Al > 1

-8t < t;, on a C(tl Frz tz) = ({tz},{tl})
® sity > 14, 0na Cltz & tg) = ({ta}, {ta}), et donc

Iy Rety e By moty Sty >3V (ks =3 Aty > ty)

e sitg <t4,0naC(ts ~tg) = ({f1}, {ts}), et donc
bty oty Rty Sty >V (f2 =ts Aty > £3)
o sity =1ty =13, onaC(ty~t) = ({5}, {}), et donc

t R by Setg Rty <>ty > 15
e sity#ts, onaClts & ts) = ({£3,ta},{}), et donc
fhty Dolgls &ty >3 Nl > 14

—sity =ty =t,onaClti mty) = ({5}, {D
e gity > £y, on a Otz = {4) = {{ts}, {#1}), et donc

i1 &t >et3%t4@té>i’3

o 8ty <tyg,onaCls = ts) = ({ts}, {#3}), et donc

tyroty Doty Roty &1 >y
o sitz =ty =1¢3,0onaC(ts=t) = ({2}, {}), et donc

ti Rty Doty ity &t >t
o sit3#ta, ona Otz mty) = ({$3,14}, {}), et done

ity ety Rty St >ty Ay >ty
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- sitidfty,ona O ~ i) = ({t1,82),{})
» sit3 > ts,0na Oty = tg) = ({ta}, {ts}), et donc
Ll > lgmity &l 283V > i
o sity <ty,oma Oty ~ty) = ({ts}, {£2}), et done
hhmty > tamly ol Z2taVia >y
o sity =1ty =13, ona Cty ~ty) = ({t§}, {}), et donc
t Rty ety by Oty 2V > 1)
o sity #14, ona Otz = ta) = ({ta,t4},{}), et donc on est dans le contexte du lemme C.1 et
t Aty e by Rty {tr, ) > {2, 14}
On finit la preuve en rassemblant tout. O
Lemme C.3 La définition C.2 est éduiva,lente & la définition C.1.

Preuve: Ceci est facilement vérifié en simplifiant la définition C.1 pour chaque cas de la comparaison
de £; avec ty et de t3 avec ty. O

Lemme C.4 La définition 7.2 est équivalente & la définition C.2.
Preuve: Ceci est facilement vérifié sur les définitions C.2 et 7.2. O

Lemme C.5 Quand les équations ont un terme en commun, on obtient une définition simplifiée dont on
se servira pour montrer les résultats principaux.

Soient ¢y, to et ¢ des termes.

Rt tamt &l FEA (G >t Vi =tV (s <EAL #1))

Preuve: Ceci est facilement vérifié avec la définition C.2. O

Lemme C.6 Soit un but oy = a9, et une régle t; ~ fs.
On aco(ty) = olta) <. a1 = as si la régle est utilisée :

1. sur un sous-terme strict de oy
2. aprés avoir réduit le but en o} & ap
(a) sur le terme of
{b) sur un sous-terme strict de «y
(c) sur as en téte, si oy £ s ou oy > o(ta)

3. aprés avoir réduit le but en of =~ o}

Preuve: On suit les cas de Pénoncé :
1. La régle est utilisée sur un sous-terme strict de oy.

Oxn a par hypothése :
oy ® g = oplo{t)]e = oo

et puisque o [7(th)], & @ = aifo{tz)]w =~ a2, on a:
oty ® @ e o)l ~ s (C.1)
Par la propriété de sous-terme de Pordre de simplification, on a.

C)!l[O'{tl}]u > U(tl)
al[J(tg)]w > J(tg)



Donc
ar > o(ty) by a; = aq[o(t1)] > o(t)

et par le lemme C.5 appliqué & (C.1), on peut déterminer deux cas :
— Soit @ [O'(tl)]w > o [G‘(tg)]u.
Dans ce cas on a

o1 > o(ta) par oy = ago(t1)]e > aalo(ta)]w > o(tz)

Pour résumer on a o1 > o(ty) (C.2) et oy > o(ts) (C.3),
donc a; = az > o(t:) = a(ta).
- Soit o4 [o(t2)]w € ao.
Dans ce cas on a
as > o(ty) par ag > ai[e(ts)]w > o(ts)

Pour résumer on a ag > a(t;) (C.2) et az > a(t2) (C.4),
donc @y ~ o > o(t1) = o(ta).

. La régle est utilisée aprés aveir réduit le but en of = as,
(a) sur le terme o
Puisque oy = az =™ ol 2 a2, on a :
Qi R Qg e O] T Qs

par hypothése, on a :
o) may = ayfo(t)]e = aq

et puisque o} [0(¢1)]w = a2 = of{o(t2)]w = az, on a:
ajfo(t)]e = az >, aifo(t)). =~ as
Par la propriété de sous-terme de Pordre de simplification, on a :

aflo(t)]w = a(t)
oo (tz)l > olts)

Par le lemmme C.5 appliqué & (C.5), on a
X1 75 (65

et trois cas :
~ Le premier cas est a; > of.
Dans ce cas on a

oy > o(ty) par ap > af = affo(t)le > a(t1)

et par le lemme C.5 appliqué & (C.6), on peut déterminer deux sous-cas :

e Soit aifo(t)]. > aie(t2)]e.
Dans ce cas on a

ay > oltz) par a1 > af = ai[o(t1)]w > ailo(t)]e > alta)

Pour résumer on a a; > o) (C.8) et oy > o(ts) {C.9),
donc oy & wg > ot1) = o(ta2).
e Soit affo(ta)]y < a2,
Dans ce cas on a
ay > a(tz) by aa > ajfo(ta)lw > olta)

Pour résumer on a a; > o{(t;) (C.8), as > o{ty) (C.10) et oy # an {C.7),

donc a & ag > o{ty) & o(ia).
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— Le deuxiéme cas serait o = e, mais il n’est pas possible, puisqu’ll contredit (C.6).
1 pas p
— Le troisiéme cas est @} < ag A oy # aa.
Dans ce cas on a

oy > ot} par oy > of = afo(t)le = ol(t) (C11)

et par le lemme C.5 appliqué 4 {C.6), on peut déterminer deux cas :
o Soit af[o(t1)]w > af[o{ts)]e.
Dans ce cas on a

ag > o(ts) par ag > o = ajfo{ti e > aife(ta)le > o(ta) (C.12)

Pour résumer on & @y > o(t;) (C.11) et as > o(t;) (C.12),
donc ay = aa >, o(t1) = o(ta).
¢ Soit e [o{ta)lw < aa.
Dans ce cas on a
wg > ofts) par az > ay{o(ta)]e > o{ts) (C.13)

Pour résumer on a ag > o(f1) {C.11), as > o(¢2) (C.13) et ag # ag (hypothése),
donc s & g >, olty) = o(ts).

(b) sur un sous-terme strict de
Puisque oy = oz =" @] ”2 g, o0 &
Qo e a) = an (C.14)

par hypothése, on a :

Q) & az = af & aso(t)]e
et puisque o) & aal[o(t)], — &) = aslo(ia)],, ona:
o) & aslo(t)]e >e af = az|o(ta)]w (C.15)
Par Ia propriété de sous-terme de Uordre de simplification, on a :

aglo(t)]w > o(t1)
(Iz[ﬂ'(tg)]w > O’(f2)

done
as > o(ly) par ag = as[o(t )le > o(t1) {C.16)

et par le lemme C.5 appliqué & (C.15), on peut déterminer deux cas :

— CEg[O’(tl)]w > Odz[(f(tz)jw.
Dans cecason a

oy > o(ta) par as = aafo(l1)]w > aalo{ta)ly > alte) (Can

Pour résumer on a ap > o(t1) (C.16) et az > o(ta) (C.17),
donc a & ag >, o{t1) = o(t2).
~ Soit asfo(ta)], < -
Dans ce cas par le lemme C.5 appliqué a {C.14), on peut déterminer deux sous-cas :
s ¥ > Od’l.
Dans ce cas on a

o > o(ta) par an > af > aplo(ta)]. > o(ta) (C.18)

Pour résumer on a as > o(t) (C.16) et oy > o(i3) {C.18),
donc an ™ ag >e o(t1) = o(la).
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Ofll S g,
Dans ce cas on a

ag > o(ta) par az > o > azlo(t2)]. > alts) {C.19)

Pour résumer on a a2 > o{t;) (C.16) et ay > o(f) (C.19),
donc oy =~ a e G'(tl) ] J(tg).

(c) sur ag en téte, sl ay & ag ou a1 > o(tz)
Puisque oz = o3 2" o} ® e, ona:

) B3 Qg . 0 B2 O {C.20)

par hypothése, on a -

o) Ao = o) & o(ty)

et puisque of = o(f1) — of =o(ty), ona:

af = o(ty) >, of 22 o(ts) (C.21)

Par le lernme C.5 appliqué a {C.21), on a :

Xy # (073 (022)
on peut déterminer deux cas :
- O’(tl) > O'(tz).
Dans ce cas on a
oy > o(ta) par as = o(t1) > o(t2) (C.23)
On doit procéder par cas entre aq et s :
® 1 = 3.
Ceci contredit (C.20) et donc ne peut pas &ire le cas.
* # o,

Dans ce cas on a as = o(ty) (hypothése) as > o(t2) (C.23) et a # a,
donc ay =2 ey > o(t1) ~ o(ta).

> 2.

Dans ce cas on a ay > olt1) et oy > olfz),

done o &~ a3 >, O‘(fl) =4 J(tg}.

a1 < Qn.

Dans ce cas on a ag > g, a{t1} > o(ta), as = a(t1) et a1 > o(ta),
donc oy & ap >, o(t1) = olts).

- Soit a(ts) < of -
Dans ce cas par le lemme C.5 appliqué 4 (C.20), on a trois sous-cas :

& > Of’l.
Dans ce cas on a
a1 > o(te) par oz > o) > altsz) (C.24)

Pour résumer on a o = a(t1), a1 > a(ta) (C.24) et aq # ay (C.22),
donc ay = as >, o{t1) = o(ts).
O!"l = 3.
Ceci comtredit (C.21) et donc ne peut pas 8tre le cas.
Ot"l < s Aoy F#F as.
Dans ce cas on a
az > olls) par as > of > o{tz) (C.25)

Pour résumer on a az = a(t1} ap > o(t2) (C.25) et a; # oz (hypothése),
done an = ap >, o (1) & o(ts).
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3. La régle est utilisée aprés avoir réduit le but en of = of.
Puisque oy & s " o) & by, on a

Q] B Qg e Q) R (C.26)

par hypothése, on a :
o) ~ ay = alfo(t)]e ~ ab

et puisque o} o(t1)] ~ 0 — a}[o(ta)l ~ b, on a
ayfo(ty)lw ® ap > oqo(ta)le ~ 0 (C.27)
Par la propriété de sous-terme de 'ordre de simplification, on a :

ay[o(t)le 2 ofty)
aylo(ta)le 2 o(t2)
Par la défirition C.2 appliquée 4 (C.26}, on peut déterminer trois cas :
- > oo,
Dans ce cas on a
cy > oft) par oy > o = offo(t)]e = olty) (C.28)

et par le lemme C.5 appliqué 4 {C.27), on peut déterminer deux sous-cas :
o Soit o [o(t1)]w > of [o{ta)]..
Dans ce cas on a

o > olty) par oy > 0 = of[o(t1)]e > cifo{ts)l. > olts) (C.29)

Pour résumer on a a; > o(t;) (C.28) et 1 > o) (€.29],
done @y & aa >, o(ty) = a(fa).
o Soit af [e(l2)]w < af.
Dans ce cas, en reprenant la définition C.2 appliquée 4 {C.26), on a deux sous-cas
* Soit ay > of.
Dans ce cas on a

a1 > alty) par oy > o > af[o(t2)]w > ota) {(C.30)

Pour résumer on a oy > o(t1) (C.28) et oy > a(ty) (C.30),
donc oy = ag >, alt1) = alts).

* Soit as > ab.
Dans ce cas on a

az > o(tz) par ag > ab > ajfo(la)l. > o{ta) {C.31}

Pour résumer on a a; > o(t;) (C.28) et az > o(t2) (€.31),
donc @ & o >, 0t} = o(t).
— g > ah.
Dans ce cas on a
az > ot} par as > o = ajfo(t)]w = olt1) (C.32)

et par le lemme C.5 appliqué a (£.27), on peut déterminer deux sous-cas :
s Soit &) [o{t1)]e > ajlo(ta)]w.
Dans ce cas on a

ay > olty) par ag > oy = ajfo(t)], > allo(t)]. = o(tz) (C.33)

Pour résumer on a as > o{ty) (C.32) et ar > o(ts) {C.33),
donc a;y = oz > o{t1) = o{ta).
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e Soit o [o(f2)]e < .
Dans ce cas, en reprenant la définition C.2 appliquée & (C.26}, on a deux sous-cas
* Soit g > .
Dans ce cas on a

a1 > o(tz) par a1 > af > offo(ta)]e = o(ta) (C.34)

Pour résumer on a ay > o) (C.32) et oy > o(t2) (C.34),
done a; & og >, O'(t1) ¥ O’(tz).

* Soit as > .
Dans ce cas on a

@z > o{la) par az > ag = o) [c(t2)]e = o(is) {C.35)

Pour résumer on a as > o(&;) (C.32) et ap > o(tg) (C.35),
done a1 & o >, o(ly) = o(ts).
- & -',é 9.
On a quatre sous-cas : ay = a(t1), @y = o(t2), s = o (1) and s = o(t2).
Chacun d’eux contredit les hypothéses et done ne peut se produire.
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A-termes typés, 42
w-compléte, 48
E-équivalent, 15
‘R-réécrit, 16
R-surréduit, 15
R, E-réécrit, 15
RE-rééerit, 15

axiome o, 41

axiome j, 41

axiome 1, 41

axiome conditionnel de propositions, 14
axiome conditionnel de termes, 14
axiomes de conversion, 41

bien fondée, 47

calcul des séquents modulo, 18
compatibles sous, 19

congéqguence, 10, 48

conséquence inductive, 11, 48
conséquence inductivement prouvable, 48
conséquence initiale, 48

déduction modulo, 17

ensemble test, 53
externaliser, 20

formules atomiques, 8
formules du premier ordre, 8

inductivernent satisfiable, 11
inductivement valide, 11
insatisfiable, 10

intégrer, 20

internaliser, 20

interprétation, 10
interprétation de Herbrand, 10

minimal, 47
modéle, 10
modéle de Herbrand, 10

Noethérienne, 47

occurrence lide, 40
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occurrence libre, 40

position, 9

pousser, 20

précuisson, 44

principe de Poincare, 19

principe de récurrence noethérienne, 48

réécriture relaxée, 54

réécriture supportée, 53

récurrente, 47

régle de réécriture conditionnelle de propositions,
14

régle de réécriture conditionnelle de termes, 14

retirer, 20

satisfiable, 10

substitution, 9, 40

substitution close, 9

substitution d’ordre supérieur, 40
symboles protecteurs, 12

termes, 7
termes clos, 7
types simples, 42

valide, 10
valuation, 10
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Abstract

Proof by induction is a key proof method, as much because of the many proofs in mathematical
domain which use it as because the properties we want to prove on a programm or its specification are
often to be proved by induction. It is also the case for properties of protocols, as the absence of possibility
for intruding, whose proofs also need induction, on the length of the messages for instance.

The methods for proof by induction, and thus the systems which implement them, are very different.
The noetherian induction method is very general and its theoretical roots are clear. But its automation
is difficult, which lead to the conception of proof assistants which are deeply or fully guided by the user.
The induction by rewriting method on the contrary is by nature very automated.

The link between noetherian induction and induction by rewriting is generally established at a se-
mantical level. Thig thesis establishes this link at the proof level using the deduction modulo formalism.
Proof by induction by rewriting is then seen as the result of the internalization of induction hypotheses
in deduction modulo.

To be able to establish this link, the formalism of deduction modulo is extended to congruences
represented by conditional rules and equations. The evaluation of these conditions lead us to also take
into account the context in which the congruence is applied. Finally, since the induction ordering cannot
be made compatible with the congruence, we had to define it as protective, i.e. blocking the application
of the congruence.

The results obtained about the internalisation of the induction hypotheses enable to explain some of
the behavior of the induction by rewriting method : the use of one goal as an induction hypothesis to
prove another goal and the possibility not to explicitly check the induction condition.

The link established in this thesis, because it lies at the proof level, will also enable systems to
cooperate in a skeptical mode where the answer is not simply “yes” or “no” but a proofterm with which
the correctness of the proof can be verified thanks to the Curry-Howard isomorphism.

Keywords: Automated deduction, Proof by induction, Noetherian induction, Induction by rewriting,
Deduction modulo, Rewriting



Résumé

La preuve par récurrence est une méthode de preuve fondamentale, tant pour les nombreuses preuves
du domaine mathématique qui P'utilisent que parce que les propriétés que Ion souhaite prouver an sujet
d'un programme ou de sa spécification sont souvent prouvables par récurrence. Clest également le cas
pour les propriétés sur les protocoles, comme 'absence de possibilité d’intrusion, dont la preuve nécessite
également la récurrence, sur la longueur des messages notamment.

Les méthodes de preuve par récurrence, et donc plus encore les systémes qui les implémentent, sont
trés diverses. La méthode de preuve par récurrence noethérienne est générale et ses fondements sont
clairs. Cependant son automatisation est difficile, ce qui a conduit 3 la conception d’assistants de preuve
qui sont fortement voire complétement guidés par 'utilisateur. La méthode de preuve par récurrence par
réécriture est au contraire par nature trés automatique.

Le lien entre récurrence noethérienne et récurrence par réécriture est classiquement établi de fagon
sémantique. Cette thése établit le lien au niveau des preuves a l'aide du formalisme de la déduction
modulo. La preuve par récurrence par réécriture est ainsi vue comme le résultat de l'internalisation en
déduction modulo des hypothéses de récurrence.

Pour parvenir & établir ce lien, le formalisme de la déduction modulo est étendu au traitement de
congruences exprimées & Paide de régles et d’équations conditionnelles. L'évaluation de ces conditions
nous a également amené & prendre en compte le contexte dans lequel est appliquée la congruence. Enfin,
Pordre de récurrence ne pouvant pas-étre compatible avec la congruence, il a fallu le définir comme
protecteur, c’est-a-dire bloquant 'application de la congruence.

Les résultats obtenus sur 'internalisation des hypothéses de récurrence permettent d’expliquer certains
comportements de la méthode de récurrence par réécriture : l'utilisation d'un but comme hypothése de
récurrence pour la preuve d'un autre but et la possibilité de ne pas vérifier explicitement la condition de
récurrence.

Lelien établi dans cette thése, parce qu'il se situe au niveau des preuves, permettra aussi la coopération
des systémes dans un mode sceptique oi la réponse n’est pas de type “oui” ou “non” mais un terme de
preuve i partir duquel la correction de la preuve peut étre vérifige grace 4 l'isomorphisme de Curry-
Howard.

Mots-clés: Déduction antomatique, Preuve par récurrence, Récurrence noethérienne, Récurrence par
réécriture, Déduction modulo, Réécriture.
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