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Introduction 

Présentation et contexte du sujet 

Le mémoire que nous allons présenter porte sur la modélisation, l'étude théorique et la 

résolution numérique des transferts de chaleur à travers les milieux semi-transparents 

monodimensionnels et anisotrope. Nous appliquerons notre modèle au cas des milieux 

isolants fibreux à base de silice et nous mettrons en évidence les résultats typiques de ce type 

de matériaux. 

Le transfert de chaleur par rayonnement, mais aussi par conduction, a fait l'objet de 

nombreuses études à travers le monde ces dernières années. Son importance dans l'isolation 

thermique a poussé les chercheurs à étudier et à modéliser plus finement ses propriétés 

radiatives. Les deux modes majeurs de transfert de chaleur dans les matériaux isolants que 

nous allons étudier sont le rayonnement et la conduction. Les travaux de thèse de Guilbert [1] 

et Boulet [2] ont montré que le rayonnement peut représenter jusqu'à la moitié du transfert de 

chaleur dans ces milieux à des températures comprises entre 300 à 400 K. TI y a quelques 

années le transfert radiatif était calculé à partir de coefficients obtenus grâce à des modèles 

empiriques qui se sont révélés très vite limités. On a donc essayé de modéliser le transfert 

radiatif à partir de modèles mathématiques. Depuis, les connaissances sur le sujet n'ont cessé 

de s'étendre. Aujourd'hui, on constate que, si tous les aspects théoriques possibles de 

l'interaction rayonnement-conduction dans les milieux semi-transparents ont été traités, ou du 

moins abordés : 

- régime stationnaire/transitoire, 

- géométrie monodimensionnelle et étendue aux autres dimensions (cartésienne, 

cylindrique, sphérique), avec/sans symétrie azimutale, modèle deux/multiflux, 

- milieux gris/non gris, homogènes/non homogènes, 

- milieux diffusants/non diffusants (isotropes ou non), 

- frontières transparentes, opaques (émission et réflexion diffuses/spéculaires, 

grises/non grises) ou semi-transparentes, températures imposées ou conditions de 

flux, 

- gamme de températures étendue, 

- propriétés thermophysiques constantes ou variant avec la température, 

- transferts couplés à la convection, .... 

rares encore sont les travaux qui les intègrent dans leur pluralité. Les études actuelles portent 

sur des conditions complexes, plus conformes aux réalités industrielles, mais nécessitant 

souvent beaucoup de patience et d'effort de la part des scientifiques, pour n'apporter parfois 
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que quelques éléments d'infonnations très ponctuels. Ces progrès, on les doit à la fois au 

formidable essor des méthodes et techniques diverses de résolution numérique des problèmes, 

et au spectaculaire développement des puissances de calcul des ordinateurs qui pennettent de 

les mettre en œuvre. 

Plusieurs techniques ont été développées pour effectuer des calculs de simulation dans 

ces milieux semi-transparents, au niveau du rayonnement, de la conduction, de la convection 

dans certaines situations, ainsi qu'au niveau du couplage entre ces modes de transferts. 

L'utilisation de ces techniques de calcul en simulation doit être fondée sur des modèles 

adéquats, capables de décrire la réalité physique considérée. Cette aptitude des modèles 

repose, parmi d'autres éléments, sur une utilisation de valeurs de propriétés thermophysiques 

caractérisant bien le milieu à simuler. La caractérisation d'un milieu se traduit donc par la 

détermination de ses propriétés. Dans le transfert radiatif, les besoins en données sont de plus 

en plus poussés, puisque les calculs doivent être faits en tenant compte des variations 

spatiales, angulaires et spectrales du rayonnement. Ainsi, les propriétés correspondantes 

doivent contenir des informations sur leur évolution directionnelle et spectrale, en fonction de 

la température. Guilbert [1] a montré que les milieux fibreux isolants ne peuvent pas être 

considérés comme gris. Par ailleurs, il a montré qu'ils sont absorbants, émissifs et diffusent de 

façon fortement anisotrope. Dans le cas des transferts conductif et convectif, les propriétés 

thermophysiques (la chaleur massique, la conductivité thermique et le coefficient d'échange 

par convection) doivent prendre en compte la variation en fonction de la température. Les 

travaux réalisés au LEMTA et à Saint Gobain sur la détermination des propriétés radiatives et 

thermiques des matériaux fibreux isolants [1,2,3,4] nous permettront de présenter une étude 

qui tient compte de ces comportements radiatifs et thenniques complexes. 

Le recensement des travaux portant sur les études stationnaire et transitoire du 

phénomène de couplage dans les milieux semi-transparents montre que, jusqu'ici, il existe 

assez peu d'études sur le régime transitoire et, pour la majeure partie, les milieux considérés 

sont gris non diffusants [5-8] ou, encore avec une diffusion isotrope [9-15]. Certains auteurs 

considère toutefois des milieux non-gris non diffusants [16], ou encore avec une diffusion 

isotrope [17], parfois même avec une diffusion anisotrope [18]. De plus, les problèmes 

associant les températures imposées aux frontières ont été largement modélisés, mais il existe 

assez peu d'études portant sur les conditions de flux [19-27]. Cependant, les enjeux pratiques 

et économiques demeurent importants. Nous verrons que les moyens mathématiques et 

numériques que nous mettons en œuvre permettent de répondre dans leur complexité à 

certaines de ces questions. Par ailleurs, notons que, dans les références que nous venons de 

citer, les milieux fibreux ne sont pratiquement pas étudiés. 

Ainsi, le modèle que nous établissons est très complet par rapport à ceux existant dans 

la littérature, puisque nous considérons un modèle multiflux. Les milieux étudiés sont non 

gris, anisotropes, absorbants, diffusants et émissifs. Les propriétés thermophysiques (la 

chaleur massique cp (T), la conductivité thermique Âc (T) et les coefficients d'échange par 

convection ho (T) et hE (T) ) varient avec la température. 
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La thématique abordée est donc pluridisciplinaire puisqu'elle concerne la physique, la 

mécanique énergétique, la thermique, les mathématiques ... Par ailleurs, la diversité du thème 

de recherche fait que nous disposons d'une littérature importante sur le sujet. 

Présentation des résultats de la thèse 

Dans cette thèse, les différents chapitres peuvent être lus de manière quasi indépendante 

l'un de l'autre. La numérotation est locale à chaque chapitre. Les références bibliographiques 

se trouvent en fin de chaque chapitre, Nous présentons ici les problèmes abordés et nous 

annoncerons les résultats principaux obtenus dans cette thèse chapitre par chapitre. A la fin de 

cette introduction, nous donnons les publications réalisées à l'issue de ce travail. 

Chapitre 1 : Modèles régissant les transferts thermiques 

Dans ce premier chapitre, nous nous intéressons à la modélisation mathématique des 

transferts de chaleur couplés par rayonnement et conduction à travers les milieux semi

transparents. Ceci dans le cas d'une géométrie monodimensionnelle (adaptée au cas d'une 

tranche plane) en régime transitoire, avec des conditions de température ou de flux imposées 

aux frontières, avec et sans symétrie azimutale, Le modèle utilisé se compose d'une équation 

de la chaleur non linéaire (l'équation de conservation de l'énergie) régissant la température 

dans le milieu et de l'équation du transfert radiatif (ETR) qui est une équation de transport 

intégro-différentielle, régissant le champ de luminance monochromatique dans le milieu, le 

couplage étant dû, d'une part au terme source d'énergie radiative et, d'autre part, au terme 

d'émission propre du milieu qui dépend de la température. Par ailleurs, la modélisation du 

transfert radiatif nécessite la connaissance d'un certain nombre de coefficients caractérisant 

les propriétés radiatives du milieu: (ja le coefficient d'absorption, (js le coefficient de 

diffusion et P la fonction de phase. Le coefficient d'extinction est défini par (je = (j a +(j s • 

Ces coefficients interviennent dans l'ETR et nous supposons qu'ils sont donnés. 

Si l'on désigne El' épaisseur du milieu et t fi' instant où le régime stationnaire est 

atteint, alors le système couplé d'équations en régime transitoire s'écrit: 

1 aL(x,Ji,m,À,t) aL(x,Ji,m,À,t) 
-. +Ji" = 
c at ax 
(ja (Ji,w,À) . r (T(x,t),À) - (jeCf.l,m, À) . L(x,Ji,m,Â,t) (0.1) 

2n 1 

+_1 . J J (js(f.l',m',Â)· P((f.l',m') -7 (f.l,m),Â). L(x,Ji',m',Â,t) df.l' dm' 
4n , , 

(j) =0 Il =-1 

V (x,f.l,m,Â,t) E (0, E) x [-1, l]x [0, 2n]x (O,oo)x (0, tf] 
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aT a aT 
p. c/T(x,t»· -at(x,t) - ax (ÂJT(x,t»· ax (x,t» = S,(x,t) V (x,t) E (O,E)x (0, tf] (0.2) 

avec 

1 f L(x,/-l,m,Â,t)· /-l d/-l dm dÂ 
Â=O m=O p=-l 

aT 
Qc(x,t) =-Âc(T(x,t»·_(x,t) 

ax 

QI (x, t) = Qr (x, t) + Qc (x, t) 

V(X,t)E (O,E)x(O,tf ] 

V (x,t) E (O,E)x (0, tf] 

V (x,t) E (O,E)x (0, tf] 

V(X,t)E (O,E)x(O,tf ] 

Le système est associé à deux types de conditions aux limites : 

(0.3) 

(0.4) 

(0.5) 

(0.6) 

- lorsque les températures sont imposées aux frontières (on suppose que les frontières 

sont noires et qu'il y a symétrie azimutale), on a: 

T(O,t)=f(t) et T(E,t)=TE 

L(O,/-l,Â,t) = E(f(t),Â) 

L(E,/-l,Â,t) = E(TE,Â) 

V tE (0, t f] où f (t) ~ To très rapidement 

V (/-l,Â,t)E (0, l]x (0,00) X (0, tf] 

V (/-l,Â,t)E [-l,O)x (0,00) X (0, tf] 

(0.7) 

(0.8) 

- lorsque les conditions de flux sont prises en compte (on suppose que les frontières sont 

transparentes), on a : 

L(O, /-l,m,Â,t) = :;c (/-l,m,Â,t) V (/-l,m,Â, t) E (0,1] x [0, 2n] x (0,00) x (0, t f] 

L(E,J.l,m,Â,t) = ~ (/-l,m,Â,t) V (/-l,m,Â,t) E [-1,0) x [0, 2n] x (0,00) x (0, t f] 
(0.9) 

aT 
-Âc(T(O,t». ax (O,t) + ho(T(O,t»·(T(O,t)-T~,o(t» = ° V tE (O,tf ] 

aT 
Âc(T(E,t»· ax (E,t)+ hE(T(E,t»·(T(E,t)-T~,E(t» = ° V tE (O,tf ] 

(0.10) 

La condition initiale est la suivante (elle est valable pour les deux types de conditions aux 

limites décrites ci-dessus) : 

T(x,O) = TE V XE [0, E] (0.11) 

Les inconnues du système sont: la luminance L(x,J.l,m,Â,t) repérée à la position x, dans la 

direction (/-l,m) , à la longueur d'onde Â et au temps t, et la température T(x,t) à la position 

x et au temps t. La fonction LO(T,Â) qui intervient dans (0.1) et (0.8) est donnée. C'est la 

luminance monochromatique du corps noir à la température T et à la longueur d'onde Â. 

li n'existe pas, a priori, de méthode générale pour résoudre un problème de ce type, où 

le couplage et les non-linéarités empêchent de prédire le comportement global des équations. 
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Chapitre II : Analyse mathématique du problème en régime stationnaire 

L'étude théorique mathématique de l'ETR et, de manière générale, les équations de 

transport, ont beaucoup été étudiées. A ce sujet nous renvoyons au travail de synthèse [28], 

réalisé par V. Agoshkov (1998). Ce n'est que très récemment que l'étude théorique du 

système des équations couplées par rayonnement et conduction a été abordée par Kelley 

(1996) [29]. Ce dernier a étudié le système 1 D, en régime stationnaire, lorsque le milieu est 

supposé homogène, gris et isotrope, avec symétrie axiale et lorsque l'équation de la chaleur 

est linéaire. Dans cette partie, nous généralisons l'étude de Kelley. Nous montrons les 

résultats d'existence, d'unicité et de régularité de la solution pour le système décrit au chapitre 

I, en régime stationnaire, avec la symétrie azimutale et lorsque les températures sont imposées 

aux frontières. Les techniques utilisées sont les suivantes: problème de point fixe compact, 

théorèmes de point fixe de Schauder et de Banach, théorie des opérateurs intégraux et des 

arguments de monotonie. 

On pose n = (0, E) x [ -1,1], an+ = { ° } x (0 ,1] et an- = { E } x [-1,0) , qui sont des 

ensembles bornés. Nous disons alors que le couple (T, L) est une solution si T est une 

solution dans C([O,E])nC\O,E) (i.e. c'est une solution classique) et L est une solution 

appartenant à È( (0,00); C(n u ag+ uan-) n Cl
( (O,E);C ([-1,1] \ {O}))). Alors, on a les 

résultats suivants: 

Théorème 1 (existence) : Sous les hypothèses (2.9)-(2.15) spécifiées au chapitre II, le 

système a une solution (T, L). Par ailleurs, le champ de températures T satisfait 

min (To' TE) ~ T (x) ~ max (To' TE) pour tout x E [0, E] et la luminance L satisfait 

LO (min (To' TE)' Â) ~ L(x,,Ll, Â) ::; LO (max (To' TE)' Â) pour tout (x, ,Ll,Â) E nx (0,00) , 

(x,,Ll,Â) E an+x(O,oo) et (X,,Ll,Â) E an-x(O,oo). 

Proposition 2 : Sous les hypothèses du théorème 1, la luminance L est une fonction croissante 

de To' TE' T dans le sens que si ° < S 0 ~ To < +00, ° < S E ~ TE < +00 et ° < S (X) ~ T (X) < +00 

pour tout XE (O,E) alors L(S,So,SE)(X,,Ll,Â) ~ L(T,To,TE)(x,,Ll,Â) pour tout 

(X,,Ll,Â)E nx(O,oo), où l'on note L(T,y;"TE) la luminance associée aux températures 

Théorème 3 (régularité) : Sous les hypothèses du théorème 1, la solution (T, L) est telle que 

TE C=(O,E) et LE È( (0,00); C=((O,E);C ([-1,1] \ {O}))). 

Proposition 4 : Sous les hypothèses du théorème 1, l'équation de la conduction peut être 

réécrite uniquement en fonction de la température et des coefficients radiatifs comme 
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d dT 
--(Àc(T(x))· -(x)) = Ir (T(x)) 

dx dx 

où la fonction Ir sera donnée dans la suite. Par ailleurs, cette proposition permet de montrer 

l'unicité de la solution (T, L) du système. 

Théorème 5 (unicité) : Sous les hypothèses du théorème l, la solution (T, L) est unique. 

Chapitre III : Présentation de quelques méthodes numériques en régime stationnaire 

TI existe une abondante bibliographie concernant les techniques de résolution des 

équations couplées par rayonnement et conduction en régime stationnaire. Dans le cadre de 

cette thèse, nous n'avons pas souhaité entrer dans le détail de chacun de ces problèmes ou 

techniques; ceci pourrait faire l'objet d'un ouvrage général. Toutefois, afin de guider le 

lecteur dans ses recherches, nous renvoyons à la thèse de Z. E. Da Silva (1997) [30] qui donne 

une intéressante revue bibliographique synthétique de ces études sous forme de tableaux. En 

outre, ces tableaux permettent de faire le point des hypothèses traitées dans les diverses 

études. Notons toutefois que, en ce qui concerne la méthodologie de résolution de l'ETR, les 

méthodes dites de flux sont les plus utilisées, spécialement la méthode des ordonnées 

discrètes. 

Ce troisième chapitre est donc consacré à la résolution numérique des équations 

couplées, en régime stationnaire, avec symétrie azimutale et lorsque les températures sont 

imposées aux frontières. Nous donnons aussi une méthode de résolution de l'ETR sans la 

symétrie azimutale, associée aux conditions de flux. Dans le but de résoudre l'ETR, nous 

discrétisons l'espace angulaire suivant plusieurs directions et nous utilisons une quadrature 

numérique du type composée pour approcher le terme intégral de l'équation. TI en résulte alors 

un système différentiel du premier ordre linéaire, associé à des conditions aux limites, du 

type: 

d LÂ (x) = A
Â 

• L
Â 

(x) + 0'; (x) 
dx 

(0.12) 

où L
Â 

est le vecteur dont les composantes sont les luminances dans les différentes directions 

discrètes retenues pour l'étude. Dans les deux cas (ETR avec et sans symétrie azimutale), nous 

aboutissons au système différentiel donné par (0.12). La seule différence avec le problème 

avec symétrie azimutale est que, pour le problème sans symétrie azimutale, nous avons à 

traiter un problème de plus grande taille. La solution du système s'exprime à l'aide d'une 

exponentielle de matrice; cependant cette solution présente un caractère d'instabilité 

numérique. Pour pallier à cette difficulté, différents auteurs ont proposé une technique 

particulière pour résoudre le système, basée sur le principe d'interaction du milieu [31-34]. 

Cependant, nous montrons que cette méthode ne résoud pas complètement le problème. Ainsi, 

en considérant que le système est monochromatique (ce qui impose de le résoudre sur 
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l'ensemble du spectre concerné), nous proposons trois méthodes différentes, dans le but de 

soulever le problème de l'instabilité numérique et réduire les temps de calcul. La première 

méthode utilise le principe d'interaction du milieu et fait intervenir des matrices de 

transmission et de réflexion. C'est la technique évoquée précédemment: nous avons repris 

cette méthode et nous y avons apporté quelques améliorations au niveau de la précision et des 

temps de calculs. La deuxième méthode consiste à résoudre le système en diagonalisant au 

préalable la matrice caractéristique du milieu A,1,' ce qui permet de contourner le problème de 

l'instabilité numérique et avoir un~ résolution quasi analytique en espace. La troisième 

méthode consiste à discrétiser le système (0.12) par un schéma aux différences finies centré

décentré. Nous donnons aussi les avantages et les inconvénients des différentes méthodes. 

Pour résoudre la deuxième équation, nous proposons deux schémas aux différences finies 

centrés légèrement différents, associés à une transformation de Kirchhoff. Cette technique 

permet de traiter la non linéarité de l'équation de manière efficace [35]. Ensuite, nous 

abordons le couplage entre les deux équations par une méthode de point fixe qui porte 

uniquement sur le champ de températures. 

Chapitre IV: Analyse d'un schéma numérique en régime stationnaire 

Si des études ont été menées sur la preuve de convergence pour des schémas 

numériques de l'équation du rayonnement [36,37,38] indépendamment de celle de la 

conduction, à l'heure actuelle il semble que l'étude de la convergence pour les équations 

couplées n'a pas encore été abordée. Le but de ce chapitre consiste à étudier la convergence 

d'un des schémas numériques exposés au chapitre ilI, pour la résolution des équations 

couplées, en régime stationnaire, avec symétrie azimutale et lorsque les températures sont 

imposées aux frontières. Nous considérons le schéma aux différences finies décentré d'ordre 

un pour la résolution du système (0.12) et un schéma aux différences finies centré d'ordre 

deux, associé à la transformation de Kirchhoff pour la résolution de l'équation de la chaleur. 

Nous utilisons une quadrature basée sur la formule à trois points de Simpson composée pour 

approcher l'intégrale en angle et la formule des trapèzes composée pour approcher l'intégrale 

en longueurs d'onde. La preuve de la convergence repose essentiellement sur des arguments 

de monotonie et l'application d'un point fixe discret, portant uniquement sur le champ de 

températures. Les équations non-linéaires sont résolues à l'aide de la méthode de Newton. 

Nous utilisons un maillage uniforme du domaine spatial [0, EJ, défini par: Xi = i· h 

avec 0 ~ i ~ nt + 1 où h est le pas constant du maillage. Nous découpons l'intervalle 

angulaire [O,n] à l'aide d'un pas constant iJB=n/m tel que BI =LlB /2, Bj+1 =Bj +LlB 

Vl~j~m-2 et Bm =n-iJB/2. Alors, nous posons J1j=cos(e j ) Vl~j~m. Nous 

considérons un domaine spectral borné (0, Âmax] et nous notons Âk 1 ~ k ~ N la suite 

croissante des longueurs d'onde discrètes prise avec un pas constant LU, = Âmax / N 
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(ÂN = Âmax)' L(x;,Pj,Âk) représente l'approximation de la luminance L(x,p,Â) au point 

(Xi'pj,Âk) pour 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m ,1 ~ k ~ N . f; respectivement l'approximation du champ 

de températures T(x) au point x; pour 1 ~ i ~ nt . Nous obtenons alors les résultats suivants: 

Théorème 1 (existence) : Sous les hypothèses (4.1) à (4.7) spécifiées au chapitre IV, le 

schéma numérique décrit précédemment admet une solution (T,L). De plus, cette solution 

vérifie min(To,TE)~ T; ~max(To,TE) \j 1~i~nt et r(min(To,TE),Âk)+O(~e4) ~ 

L(Xi'pj,Âk) ~ r(max(To' TE),Âk) + 0 (~e4) \j 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m, 1 ~ k ~ N . 

Ainsi, moyennant une petite erreur sur le pas angulaire ~e, nous retrouvons l'encadrement 

de la solution continue. 

Proposition 2 : Sous les hypothèses du théorème 1, la luminance approchée L est une 

fonction monotone de To' TE' T dans le sens que si 0 < S 0 ~ To < +00, 0 < S E ~ TE < +00 et 

O<S; ~r; <+00 pour tout l~i~nt, alors L(§,So,SE)(x;,f.1j'Âk)~L(T,To,TE)(Xi'Pj,Âk) 

\j 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m et 1 ~ k ~ N où l'on note L(T,To,TE) la luminance approchée 

associée aux températures T, To ,TE . 

Ainsi, nous retrouvons la même propriété de monotonie que possède la solution continue. 

Théorème 3 (unicité) : Sous les hypothèses du théorème 1, la solution (T,L) est unique. 

Théorème 4 (convergence) : Sous les hypothèses du théorème 1, le schéma numérique est 

convergent: la solution (T,L) converge vers la solution (T,L) du système continu, lorsque 

les pas h ---7 0, ~e ---70, ~Â ---70 et Âmax ---7 00 comme 11 ~Â . C'est un schéma d'ordre un en 

h , quatre en ~e et un en ~Â . 

Chapitre V: Présentation d'une méthode numérique en régime transitoire 

Ce chapitre décrit une méthode numérique pour la résolution du système couplé en 

régime transitoire, d'une part lorsque les températures sont imposées aux frontières évoluant 

rapidement dans le temps et, d'autre part, lorsque le milieu est soumis à des conditions de flux 

très intenses. Une conséquence de ces fortes sollicitations au niveau des conditions aux 

limites est que la discrétisation en espace nécessite un maillage plus fin dans la zone à fort 

gradient de température. En régime transitoire, du fait que la vitesse de propagation du 

rayonnement est très grande (c == 3.108 mis), le premier terme de l'ETR peut être négligé 

devant les autres termes. L'ETR est alors quasi stationnaire et sa résolution est la même qu'en 
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régime stationnaire. Nous utilisons alors la méthode basée sur la diagonalisation de la matrice 

caractéristique du milieu pour résoudre le système (0.12), car elle est très rapide et analytique 

en espace. Concernant l'équation de la chaleur en régime transitoire, si on fait l'inventaire 

issu de la littérature des différentes méthodes de résolution de cette équation (lorsque celle-ci 

est couplée à l'ETR), on s'aperçoit que les schémas de différences finies (en espace et en 

temps de type Crank-Nicholson) sont les plus couramment utilisés [6-14,16-17,19-26,39-40]. 

La technique de substitution de noyau dont le but est d'obtenir des solutions semi-analytiques 

est aussi employée [15,18]. Les techniques de l'approximation nodale [21] et celle des 

volumes finis [27] sont aussi utilisées. Cependant, compte tenu du problème que nous avons à 

traiter, nous utilisons la méthode des éléments finis car elle est plus précise et elle peut être 

utilisé avec des maillages non réguliers. Ainsi, dans un premier temps, nous appliquons les 

transformations de Kirchhoff et enthalpique, dans le but de simplifier le problème non 

linéaire. Ensuite, nous résolvons la nouvelle équation en espace par la méthode des éléments 

finis; celle-ci nécessite des éléments p2 afin que le flux conductif soit d'ordre un. Pour le 

schéma en temps, nous utilisons une méthode de Runge-Kutta implicite adaptée aux 

problèmes raides, compte tenu des variations rapides des températures et flux. 

Chapitre VI : Résultats numériques : application à un milieu réel de fibres de silice 

Dans ce dernier chapitre, nous exposons les résultats numériques donnés par la 

simulation, pour les régimes stationnaire et transitoire. L'application porte sur un matériau 

isolant constitué de fibres de silice. Nous comparons aussi les performances des différentes 

méthodes de résolution de l'ETR en termes de précision et de temps de calcul. L'accord entre 

les résultats numériques et théoriques donne entière satisfaction. Les résultats obtenus par le 

code en régime stationnaire conduisent bien à un flux total constant dans le milieu, 

conformément à la loi de conservation de l'énergie, avec une erreur relative très faible. Pour 

l'exemple d'application traité, le flux radiatif dans le milieu représente environ un tiers du 

flux total, ce qui confirme l'importance accordée à ce mode de transfert. Le code, en régime 

transitoire et lorsque les températures sont imposées aux frontières conduit, après 

convergence, à des résultats (pour le champ de températures et les flux) très proches de ceux 

obtenus par le code en régime stationnaire (lorsque les températures finales sont imposées). 

Le code en régime transitoire et lorsque le milieu est soumis à des conditions de flux, donne 

des résultats encourageants. Par ailleurs, les résultats de simulations obtenus montrent la 

stabilité et la convergence des schémas considérés. 

Enfin, le mémoire s'achève sur une conclusion générale, donnant un bilan des apports 

de ce travail et s'ouvrant sur quelques recommandations et perspectives nouvelles pour la 

poursuite de cette recherche. 
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Chapitre 1 

Modèles régissant les transferts thermiques 

Résumé: Les trois modes de transfert de chaleur au sein d'un matériau sont le 

rayonnement, la conduction et la convection. Cependant, pour les types de milieux que nous 

étudions (matériaux composites à plusieurs phases: solide, fluide) et la gamme de 

températures dans laquelle nous travaillons, nous pouvons nous limiter aux transferts radiatif 

et conductif. Nous allons présenter ces deux modes de transferts thermiques, dans un milieu 

semi -transparent. 

1.1 Transfert de chaleur par rayonnement 
radiatif 

l'équation du transfert 

Au préalable, il nous a paru nécessaire de définir certaines grandeurs et qualificatifs 

fondamentaux que nous retrouverons tout au long de notre étude: 

milieu semi-transparent: un milieu est désigné comme semi-transparent dans une bande de 

fréquence donnée des ondes électromagnétiques lorsqu'il transmet partiellement ces ondes. 

Dans ces conditions, il réfléchit et absorbe aussi partiellement (il n'est ni transparent ni 

opaque). 

milieu gris : un milieu est dit gris lorsque les propriétés radiatives du milieu sont 

indépendantes de la longueur d'onde. Dans le cas contraire, le milieu est dit non gris, les 

grandeurs sont dites monochromatiques et indexées de l'indice Â. 

diffusion isotrope : la diffusion est dite isotrope lorsque la diffusion est la même quelle que 

soit la direction de diffusion considérée. Dans le cas contraire, la diffusion est dite anisotrope. 
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le flux radiatif: c'est la valeur instantanée d'un débit d'énergie radiatif que nous noterons 

généralement Q, éventuellement avec un indice It s'il s'agit de la grandeur 

monochromatique. 

la luminance: considérons une surface élémentaire dS située à l'abscisse s. Soit dQ le flux 

traversant dS selon une famille de directions comprises dans un angle solide élémentaire dQ 

et centrées autour de la direction L\ faisant un angle e avec la normale à dS, pour un intervalle 

spectral dit donné. On définit alors la luminance monochromatique LÀ par 

y 

LÀ (s, L\) = ___ d_Q=----__ 
dS . cos e . dO. . dit 

x 

n 

figure 1.1 : La luminance monochromatique 

z 

La direction L\ est repérée par les angles e et m. e est l'angle polaire et m l'azimut. L'angle 

solide élémentaire dg est défini par la relation : dg = sin e . de . dm ou encore 

dg = -dl1' dm en posant Il = cose . 

la luminance du corps noir: de par sa définition, un corps noir absorbe tout le rayonnement 

qu'il reçoit; il ne réfléchit pas, ne transmet rien et il émet un rayonnement de luminance 

monochromatique donné par la loi de Planck : 

E;.(T) = Cl 

1t5 
• [exP( ~ )-1] 

It·T 

(1.1) 

où T désigne la température du corps en Kelvin et Cl' C2 sont deux constantes positives du 

rayonnement 
-2 

C2 = 1,4388·10 m·K 
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Les courbes de lafigure 1.2 indiquent l'évolution de la luminance monochromatique du corps 

noir en fonction de la longueur d'onde, pour trois valeurs différentes de la température: 

T = 300 K , 400 K et 500 K . 

On remarque que toutes ces courbes; 

passent par l'origine et sont tangentes en ce point à l'axe des abscisses, 

admettent cet axe comme asymptote lorsque la longueur d'onde tend vers l'infini, 

passent par un maximum Âm' T dont la valeur est d'autant plus grande que la 

température est élevée et ce pour une longueur d'onde d'autant plus petite 

(Âm • T = 2898 Ilm· K ), 

sont «emboîtées» les unes dans les autres; la courbe à la température r; est 

entièrement située au-dessus de celle à température T2 si r; > T2 • En d'autres mots, 

pour une longueur d'onde Â fixée, L~ (T) est une fonction croissante de T. 

A l'ambiante (300 K), l'émission du corps noir se situe à 82% entre 4,5 microns et 25 microns 

et, lorsque la température augmente, on observe un déplacement du domaine d'émission vers 

les plus courtes longueurs d'onde. C'est donc essentiellement dans cette gamme de valeurs 

que nous travaillerons, plus précisément entre 3,5 microns et 25 microns. 

'E' 140 .----___r_-~.----___r_----.--_,__-___, 

8 120 
.>l 
S 

N
S 

100 

..... 
~ 80 
.~ 
o 
<=1 
V> 60 

8-
o 
~ 40 

'"Cl 

" il 20 
Cd 

500K 

.S L~~~~~~======;=~~~~ s 0 

.E 0 10 15 20 25 30 

longue ur d'onde (micromtre) 

figure 1.2 ; La luminance monochromatique du corps noir 

Par ailleurs, le rayonnement émis par un corps noir est isotrope. La luminance totale du corps 

noir s'obtient en intégrant la luminance monochromatique du corps noir sur tout le spectre des 

longueurs d'ondes. On obtient alors la loi de Stefan-Boltzman ; 

J L~(T) dÂ = CI .y4 
o n 

(1.2) 

où CI est la constante de Stefan-Boltzman ; CI = 5,6698.10-8 W . m-2 
• K-4. 

La modélisation du transfert de chaleur par rayonnement à travers un milieu semi

transparent fait appel à des coefficients radiatifs qu'il est nécessaire de préciser. Les propriétés 
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radiatives du milieu sont caractérisées par les coefficients monochromatiques d'absorption 

0" aÂ (~), de diffusion O"sÂ (~), ainsi que la fonction de phase PÂ (~'-7~). Ces grandeurs 

dépendent de la direction de propagation du rayonnement ~ et de la longueur d'onde Â. Elles 

sont strictement positives, bornées et peuvent varier fortement avec la longueur d'onde. 

Dans notre étude, nous supposons que le milieu est homogène. Nous faisons aussi une 

approximation en supposant que les propriétés radiatives ne dépendent pas de la température 

du milieu. 

Le type de matériau que l'on désire étudier est le milieu fibreux (qui est semi

transparent). Ce milieu présente des propriétés caractérisées par l'arrangement des fibres. 

Différents cas peuvent se présenter: 

1. fibres réparties aléatoirement dans l'espace. 

2. fibres orientées dans des plans, avec un cas particulier intéressant qui est une 

stratification dans des plans parallèles aux frontières du milieu. 

3. fibres orientées selon une direction d'espace donnée ou éventuellement "tissées" 

selon un nombre fini de directions privilégiées. 

Nous nous intéresserons, dans ce travail, au cas de fibres réparties aléatoirement dans des 

plans parallèles aux frontières. Ceci implique des symétries pour les coefficients radiatifs, 

comme nous le verrons aux chapitres deux et trois. 

Si l'on effectue, à une longueur d'onde donnée, un bilan des mécanismes physiques 

d'interaction rayonnement/milieu pour un rayonnement se propageant à travers un milieu qui 

absorbe, émet et diffuse (figure 1.3), on obtient l'expression d'une équation monochromatique 

appelée équation du transfert radiatif (ETR). 

...,.----, émission 

figure 1.3 : milieu semi-transparent 

On considère, pour l'établissement de cette équation, un faisceau de rayonnement qui se 

propage dans une certaine direction d'incidence ~, dans un volume élémentaire d'un milieu 

semi-transparent. Nous choisissons un volume de contrôle cylindrique de longueur ds. Le 

cylindre est orienté selon la direction ~ de propagation du rayonnement. Un changement 
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d'intensité de ce rayonnement est observé pour le parcours ds la luminance passe d'une 

valeur LÀ à une valeur LÀ + dLÀ (figure 1.4). 

._.-' -"-

s +ds 

figure 1.4: Variation de la luminance à la traversée d'un élément cylindrique. 

L;.,,Cs,l1,t) représente la luminance monochromatique à la longueur d'onde Â, au point 

d'abscisse curviligne s, dans la direction 11 et à l'instant t. Plusieurs processus expliquent la 

variation de la luminance dans le cylindre élémentaire : 

• Perte par absorption 

Une partie du rayonnement est absorbée par le milieu. La perte due à l'absorption dans 

le cylindre de longueur ds est donnée par la relation suivante: 

dLÀ (s,l1,t) = -a aÀ (11)· LÀ (s,l1,t)· ds 

où a aÀ (11) est le coefficient monochromatique d'absorption. 

• Perte par diffusion 

Le matériau étudié étant un milieu semi-transparent diffusant, une partie du 

rayonnement provenant de la direction 11 est diffusée dans toutes les autres directions. 

L'atténuation due à la diffusion est donnée par: 

dLÀ (s,l1,t) = -asÀ (11)· LÀ (s,l1,t)· ds 

où a SÀ (11) est le coefficient monochromatique de diffusion (s pour "scattering"). 

• Gain par émission propre 

Ce phénomène est lié à la température du milieu. Si l'on considère que l'on est à 

l'équilibre thermodynamique local, en utilisant la loi de Kirchhoff, le renforcement par 

émission propre est donné par : 
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où T(s,t) est la température du milieu au point s, à l'instant t et L~ (T(s,t)) est la luminance 

du corps noir à cette température, donnée par la loi de Planck. 

• Gain par diffusion 

Le rayonnement dans la direction i1 est renforcé par la diffusion des rayonnements 

provenant de toutes les autres directions de l'espace (figure 1.5). On explicite le gain par 

diffusion en introduisant une distribution angulaire de diffusion (ou fonction de phase) PA 

telle que la probabilité, pour que ce qui est diffusé le soit dans l'angle solide da centré autour 

de la direction i1 (figure 1.5), est égale à 

_1_. PA (i1'~ i1). da 
4n 

La somme des probabilités sur toutes les directions de diffusion de l'espace doit être égale à 

l'unité; aussi la fonction de phase doit être normalisée: 

(1.3) 

Remarque 1.1 : la fonction i1 ~ _1_ . PA (S ~ i1) est une densité de probabilité sur a = 4n . 
4n 

-------------j----

milieu 

figure 1.5 : Gain par diffusion d'unfaisceau de rayonnement 
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Le gain par diffusion s'écrit alors: 

où le terme intégral prend en compte la diffusion des rayonnements provenant de toutes les 

directions de l'espace. 

Par ailleurs, le coefficient de diffusion monochromatique et la fonction de phase spectrale 

satisfont l'équation de conservation suivante, Lee [1] : 

(lA) 

• Bilan radiatif général 

Nous pouvons à présent écrire le bilan d'énergie pour la luminance LÀ qui traverse 

l'élément de volume de longueur ds en sommant les contributions par émission, absorption et 

diffusion décrites précédemment: 

{
variation de} { gain par} { renforcement} {perte par} {atténUatiOn} 
la luminance = émission + par diffusion - absorption - par diffusion 

En notant que: 

LÀ (s,~,t) + dLÀ (s,~,t) = LÀ (s + ds,~,t) 

nous pouvons alors écrire : 

Ll. (s + ds,~,t) - Ll. (s,~,t) = - ((Jal. (~) + (Jsl. (~)). Ll. (s,~,t)· ds + (Jal. (~). L~ (T(s,t))· ds 

+ _1_. f (Jsl. (~'). Pl. (~'---7~). Ll. (s,~',t) dg'· ds 
4n , 

n =41r 

En divisant l'expression ci-dessus par ds et en prenant la limite quand ds ---7 0, nous 

obtenons finalement l'équation du transfert radiatif: 

(1.5) 
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L'équation (1.5) est aussi une équation intégro-différentielle de transport [2]. L'ETR 

est une traduction mathématique du bilan de l'énergie radiative dans le milieu. Elle représente 

l'évolution de la luminance monochromatique du rayonnement le long d'une trajectoire s, au 

cours du temps. Elle est valable en chaque point du milieu, dans l'intervalle de fréquence 

Â + dÂ, à l'intérieur d'un angle solide élémentaire dO. centré autour d'une direction il. 

Une écriture couramment utilisée met en évidence un terme source d'énergie radiative 

monochromatique J;Js,il,t) tel que: 

(1.6) 

avec 

J Â (s,il,t) = (J a),Jil) . L~ (T(s,t)) + f (JsÂ (il') . PÂ (il'-7 il) . LÂ (s,il' ,t) dO.' 
, 

n =4" 

et où nous avons introduit le coefficient monochromatique dit d'extinction, traduisant 

l'atténuation du rayonnement dans le milieu et défini par: 

(1.7) 

Le premier terme du membre de droite de l'équation (1.6) traduit donc l'atténuation du 

rayonnement, tandis que le second terme représente le renforcement du rayonnement. 

L'équation (1.5) (ou encore (1.6)) est valable pour tout type de milieu semi-transparent 

absorbant, diffusant et émissif (d'indice de réfraction égal à un). 

La luminance spectrale est fonction de la coordonnée de position, de la direction et du 

temps: L;Js,il,t). Entre s et t, nous avons les relations suivantes: 

s = c· t et ds = c . dt (1.8) 

où c est la vitesse de propagation du rayonnement dans le vide (c = 2,997930.108 mis). En 

tenant compte de (1.8), nous pouvons écrire: 

dL
À 

(s,il,t) 1 dL
À 

(s,il,t) 
= 

ds c dt 
(1.9) 

Par ailleurs, étant donné que la luminance dépend directement du temps par 

l'intermédiaire de s, la dérivée totale de LÀ par rapport à t, sera: 



dL). (s, d, t) 

dt 
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aL). (s, d, t) aL). (s, d,t) 
c· + as at 

En substituant (1.10) dans (1.9), nous obtenons: 

dL). (s,d,t) 

ds 

aL). (s,d,t) 1 
+ as c 

aL). (s, d, t) 

at 

i ' 

(1.10) 

(1.11) 

Du fait que la vitesse de propagation du rayonnement est très grande, le deuxième terme du 

membre de droite de (1.11) peut, dans notre cas, être négligé devant le premier. L'équation du 

transfert radiatif est alors quasi stationnaire, car la dépendance de la luminance en temps est 

implicite à travers le terme émission, et donc: 

dL). (s,d,t) 

ds 
"'" 

aL). (s,d,t) 

as 

Réécrivons l'équation du transfert radiatif dans ce cas: 

(1.12) 

Le temps interviendra dans l'équation (1.12) uniquement à travers le terme émission, 

par l'intermédiaire du champ thermique. L'évolution en régime transitoire de ce champ est 

décrite par l'équation de conservation de l'énergie dont nous parlerons plus loin. 

L'équation qui régit le Transfert Radiatif (ETR), dans le cas le plus général d'un milieu 

semi-transparent absorbant, diffusant et émissif, est donc une intégro-équation aux dérivées 

partielles, puisque la luminance apparaît dans le terme intégral et la dérivée directionnelle 

aL). induit des dérivées partielles selon les variables d'espace quand elle est écrite as 
explicitement dans un système de coordonnée spécifique. La luminance est elle-même 

fonction de six variables indépendantes: trois coordonnées de position, deux coordonnées 

angulaires pour la direction de propagation et une variable temporelle. 

Dans le cas d'un milieu non gris, l'équation devient encore plus complexe car une 

variable supplémentaire (la longueur d'onde 11.) traduisant la dépendance spectrale des 

propriétés radiatives et, donc de la luminance, est introduite. 

L'équation du transfert radiatif est par conséquent très complexe, et par suite sa 

résolution est très difficile. Afin de faciliter sa résolution, des simplifications peuvent être 

faites. 
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1.1.1 L'équation du transfert radiatif pour un milieu à faces parallèles 

Une possibilité de simplification de l'ETR réside dans le choix de la géométrie du 

système pris en compte. Le passage du cas tridimensionnel au cas monodimensionnel, 

correspondant à celui d'une couche limitée par deux plans "infinis", parallèles est pleinement 

justifié par les applications pratiques qui nous intéressent. C'est uniquement ce cas qui sera 

pris en compte par la suite. On considère un repère cartésien R(O, x, y, z) lié à notre milieu. 

La dimension suivant la direction Ox est très faible par rapport aux dimensions des deux 

autres directions. Cela nous permet de considérer le problème unidirectionnel et de ne prendre 

en compte que le transfert selon la direction Ox. Notre milieu aura une épaisseur E. 

Soit s la distance parcourue par le rayonnement selon la direction de propagation .6. et e 
l'angle entre l'axe des coordonnées x et la direction .6. (figure 1.6). En projetant l'élément de 

longueur ds sur l'axe Ox, nous avons: dx = ds . cos e = f.1 . ds en posant f.1 = cos e 

Face 1 

)1=1 OJ 

..... --t---.. )1 = 0 

)1=-1 

o Face 0 

figure 1.6 : Système de référence dans le cas de la couche plane 

La dérivée curviligne :s peut être exprimée en terme de dérivée par rapport à x : 
d a dx a 
ds = ax . ds = f.1 . ax 

En introduisant ces relations et en se rappelant que l'angle solide est donné par 

dQ = -df.1 . dm , l'ETR devient dans le cas de la couche plane: 

2n 1 (1.13) 
+_1_. J J a sÀ (f.1',m')·PÀ((f.1',w')-7(f.1,m))·LÀ(x,f.1',m',t) df.1' dm' 

4n , , 
ru =0 /1 =-1 
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1.1.2 La symétrie azimutale 

Notre domaine d'application concerne les fibres réparties aléatoirement dans des plans 

parallèles aux frontières. De ce fait, les propriétés radiatives ((5 aÂ' (5 sÂ et P;,.) sont moyennées 

sur les directions azimutales et deviennent indépendantes de l'angle (j) : nous somnies alors en 

présence d'une "symétrie azimutale". Cela permet de s'affranchir de la variable (j) dans l'ETR. 

La condition de symétrie azimutale facilite les calculs dans la résolution de l'ETR. En utilisant 

cette condition, la luminance du rayonnement ainsi que les propriétés radiatives sont 

indépendantes de l'angle azimut ro et sont constantes autour d'un cône d'angle solide dg 

centré sur l'axe Ox, (figure 1.7). Dans ce cas, l'ETR devient: 

(1.14) 

figure 1.7 : Discrétisation polaire de l'espace sphérique en plusieurs anneaux 

Nous avons abordé, dans la première partie de cet exposé, un rappel de l'établissement 

de l'équation du transfert radiatif ainsi que les simplifications couramment utilisées (nous ne 

reporterons que les éléments nécessaires à la suite de l'exposé, le lecteur étant invité pour plus 

de détails à se reporter aux ouvrages de références [3,4,5,6,7]). 

En fait, les grandeurs qui présentent un grand intérêt dans le domaine de l'ingénierie 

sont plutôt le flux radiatif et sa divergence, plus que la luminance elle-même (qui n'est en fait 

qu'une grandeur intermédiaire de calcul). L'expression monochromatique du vecteur densité 

de flux de rayonnement est obtenue, par intégration sur tout l'espace, de la luminance 

pondérée par la direction : 

Q'A(S,t)= f L;Js,Ô.,t).ô. dg (1.15) 
Q=4n 
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L'étude porte sur la géométrie monodimensionnelle. On considère alors sa composante 

seulement suivant la direction Ox, qui est telle que: 

211: 1 

Qrix,t) = f f L;Jx,f.1,m,t)· f.1 df.1 dm (1.16) 
00=0 1l=-1 

et lorsqu'il y a symétrie azimutale: 
1 

Qr,l (x, t) = 2n . f LI. (x, f.1, t) . f.1 df.1 (1.17) 
-1 

L'intégration sur tout le spectre des longueurs d'ondes donne le flux radiatif total: 
~ 

Qr(x,t) = f Qrix,t) dÂ (1.18) 
o 

Dans les milieux semi-transparents, les transferts de chaleur et la distribution de la 

température sont la conséquence de deux mécanismes : la conduction et le rayonnement 

lorsque la convection est négligée. Le calcul des champs de température ne peut se faire que 

par un couplage entre ces deux modes de transfert. La réponse transitoire des températures 

dans le milieu est donnée en résolvant l'équation de la chaleur qui est aussi l'équation de 

conservation de l'énergie. 

1.2 Transfert de chaleur par conduction l'équation de conservation de 
l'énergie 

Désignons par V un volume élémentaire d'étude de notre milieu, délimité par une 

surface S, qui est la frontière de V. Le volume V et sa frontière S seront considérés comme 

indéformables, fixes, continus et semi-transparents. 

V : volume d'étude 

v S : frontière de V 

dV n 
ext n ext : nonnale à S orientée vers 

l'extérieur du milieu 

figure 1.8 : Elément de volume du milieu 
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Notre milieu reçoit, conduit et absorbe un certain flux de chaleur. Sa température T 

évolue donc dans le temps et l'espace: T = T(s,t). TI en est de même de la "densité de flux 

total de chaleur" Qt. Qt = Qt(s,t). Rappelons que, par définition même de Qt' la quantité de 

chaleur reçue par V à travers S par unité de temps, est égale à : 

J - Qt . next dS 
s 

(1.19) 

Le milieu étant considéré comme indéformable, seule la variation locale de température 

intervient dans l'expression de la variation instantanée de l'énergie interne totale E du milieu. 

Par unité de temps, le "stock" d'énergie thermique accumulé par le milieu par échauffement 

s'accroît de 

avec 

Q 

dE = dQ = dQ. dT = J c (T). dT dm = J p. c (T). dT dV 
dt dt dT dt P dt P dt v v 

la quantité de chaleur échangée par le milieu avec son environnement, 

la masse volumique du milieu, 

(1.20) 

P 

cp(T) la chaleur massique du milieu à pression constante dépendant de la température. 

L'application du premier principe de la thermodynamique au volume V conduit à écrire 

le bilan suivant lorsqu'il n'y a pas création d'énergie: 

Variation de l'énergie interne de V = flux traversant S 

Soit (1.19) = (1.20) : 

J p. c (T)· dT dV = J- Qt . next dS 
p dt 

v s 
(1.21) 

Le bilan énergétique devient, après application de la formule d'Ostrogradsky 

(transformation de l'intégrale de surface en intégrale de volume) au membre de droite de 

(1.21) : 

f p. cp (T)· ~~ dV = f - div ( Qt) . next dV 
v v 

(1.22) 

soit en termes de bilan local au sein de V et par unité de volume: 

(1.23) 
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(1.23) est l'équation de conservation de l'énergie et Qt désigne la densité de flux de chaleur 

totale. 

On a adopté comme première hypothèse de départ le transfert de chaleur simultané 

radiatif-conductif couplé et en absence de convection naturelle, ce qui revient à exprimer la 

densité de flux de chaleur totale Qt' par 

Qt = Q,+Qc (1.24) 

où Q, est la densité de flux radiatif totale qui a été définie au paragraphe 1.2.2 et Qc désigne 

la densité de flux de chaleur par conduction, donnée par la loi de Fourier: 

(1.25) 

où Âc est la conductivité thermique du milieu. 

La loi (1.25) exprime que les flux de chaleur par conduction sont d'autant plus intenses 

que les écarts de température sont plus marqués, et qu'en outre la chaleur va des points chauds 

vers les points froids. 

En assimilant la divergence du flux radiatif à un terme source local Sr' l'équation (1.23) 

s'écrit: 

avec 

avec 

p. c (T)· dT - div(Âc(T). grad(T» = Sr 
P dt 

Sr = -div(Q,) 

Dans le cas de la géométrie monodimensionnelle, l'équation (1.26) s'écrit: 

dT d dT 
P . C p(T(x,t». -(x,t) - -(Âc(T(x,t»· -(x,t» = S,(x,t) 

dt ili ili 

S,(x,t) = - d Q, (x,t) 
dX 

et le flux conductif est donné par 

dT 
Qc(x,t) = -Âc(T(x,t» ·_(x,t) 

dX 

(1.26) 

(1.27) 

(1.28) 

(1.29) 

(1.30) 
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La divergence du flux radiatif est d'un grand intérêt pratique car elle caractérise l'énergie 

radiative nette absorbée par le milieu. Elle représente, de ce fait, le terme source radiative que 

l'on retrouve dans l'équation de conservation de l'énergie (1.28). Si ce terme est nul, le milieu 

est dit à l'équilibre radiatif. 

Dans la plupart des cas, la chaleur massique et la conductivité thermique sont prises 

comme des constantes. Ici, du point de vue théorique, elles varient avec la température. 

L'équation (1.28) est alors non linéaire, ce qui complique beaucoup plus sa résolution. 

C'est l'équation de conservation de l'énergie qui permet d'effectuer le couplage entre le 

phénomène de conduction et de rayonnement. En effet, nous avons besoin du champ de 

températures dans l'ETR pour le calcul de l'émission propre du milieu, et du champ de 

luminance pour le calcul du terme source radiatif qui intervient dans l'équation de 

conservation de l'énergie. 

L'interaction conduction-rayonnement à l'intérieur d'un milieu semi-transparent est donc 

totalement décrite par les deux équations: 

l'ETR, exprimant le bilan radiatif, 

l'équation de conservation de l'énergie. 

Ces deux équations définissent un système fortement couplé d'équations aux dérivées 

partielles et intégro-différentielle non linéaires, où les inconnues sont le champ de luminance 

et le champ de températures. La démarche de notre étude va consister à résoudre 

simultanément ces deux équations. 
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1.3 Récapitulation du modèle 1 D utilisé 

• L'équation du transfert radiatif 

1 2n: 1 (1.31) 
+-. f f (JsÀ(f.1',m')·PÀ((f.1',m')-7(f.1,m))·LÀ(x,f.1',m',t) df.1' dm' 

4n , , 
(i) =0 Il =-1 

V (x,f.1,m,t)E (0,E)x[-1,lJx[0,2nJx(0,tj J et ÂE(O,oo). t j représente l'instant où le 

régime stationnaire est atteint (à une tolérance donnée près). 

aLÀ (x, f.1,t) ( ) 0 (T()) ( ) f.1' = (JaÀ f.1 'L,À x,t - (JeÀ f.1 ·LÀ(x,f.1,t) ax 
1 avec symétrie azimutale (1.32) 

+.!. . f (JsÀ (f.1') . PÀ (f.1' -7 f.1) . LÀ (x, f.1' ,t) df.1' 
2 -1 

V (X,f.1,t)E (O,E)x[-l,lJx(O,tj J et ÂE (0,00). 

• Flux radiatif 
~ 2n: 1 

Qr(X,t) = f f f LÀ (x,f.1,m,t)· f.1 df.1 dm dÂ (1.33) 
À=O (i)=0 11=-1 

~ 1 

Qr(x,t) = 2n· f f LÀ(x,f.1,t)·f.1 df.1 dÂ avec symétrie azimutale (1.34) 
À=O 11=-1 

V(X,t)E (O,E)x(O,tjJ 

• Terme source d'énergie radiative 

Sr(x,t)=_aQr(x,t) V(X,t)E (O,E)x(O,tjJ ax (1.35) 

• L'équation de conservation de l'énergie 

aT a aT 
p.c/T(x,t))'--at(x,t)-ax(Âc(T(x,t)). ax(x,t)) = Sr(x,t) V(x,t)E(O,E)x(O,tjJ (1.36) 

• Flux conductif 

aT 
Qc(x,t)=-Âc(T(x,t))·_(x,t) V(X,t)E (O,E)x(O,tjJ ax 

• Flux total 

QrCx,t) = Q,(x,t)+Qc(x,t) V(X,t)E (O,E)x(O,tjJ 

(1.37) 

(1.38) 
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1.4 Conditions aux limites 

Pour fermer le problème, il reste à introduire les conditions aux limites. Dans notre 

étude, elles seront de deux types. Dans un premier temps, nous étudierons le problème lorsque 

ies températures sont imposées aux frontières de l'échantillon, correspondant à un système 

aux plaques chaudes gardées. Ce sont des conditions de type Dirichlet. Dans un deuxième 

temps, nous étudierons le problème lorsque nous imposons un flux de rayonnement aux 

frontières de l'échantillon. 

1A.1 Températures imposées aux frontières 

Pour les conditions de températures imposées, nous supposerons que les frontières de 

notre milieu sont noires (figure 1.9). Nous désignons des frontières noires comme étant des 

surfaces uniquement émissives (pas de réflexion ni de transmission). Nous allons résoudre Je 

problème dans ce cas; d'une part en régime permanent, et d'autre part en régime transitoire. 

Nous pourrons alors comparer les résultats lorsque le régime transitoire atteint le régime 

permanent. 

En régime stationnaire : seules les conditions aux bords interviennent. 

Les conditions thermiques nécessaires à la résolution de l'équation de conservation de 

J'énergie sont les suivantes: 

en x = 0 , T = ~, est la température que l'on supposera chaude. 

en x = E , T = 1~, est la température que l'on supposera froide. 

Dans le cas de frontières noires, pour lesquelles les températures sont fixées, les conditions 

aux limites radiatives (figure 1.9) sont, d'après Ozisik [6] : 

en x = 0 , LÂ(O,j.i,OJ) = I:~(1;,) pour 0 < J.l ~ 1 et 0 ~ OJ ~ 2:rr 

en x=E, LÂ(E,j.i,OJ)=L~(TE) pour -l~j.i<O et O~(O~2:rr 

En régime transitoire: nous devons rajouter la condition initiale. 

Nous supposerons que la couche du milieu est initialement à température uniforme et un 

échelon de température sera brusquement appliqué sur l'une de ses faces, ce qui se traduit 

mathématiquement par les relations suivantes: 

les conditions thermiques pour t > 0 sont: 

en x = 0 , T(O,t) = 1(t), est la température chaude qUI vane au cours du temps et 

atteint la température constante Ta' 

en x = E , T = TE' est la température froide qui reste constante au cours du temps. 

la condition initiale à l'instantt = 0 est: T(x,O) = 1~, une température constante dans le milieu. 
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Alors les conditions radiatives pour 1 ::::: 0 sont données par : 

en x = 0 , L). (0, j.1,OJ , /) = L~. (f(/)) pour o < Il :s; 1 et 0 :s; OJ :s; 2:rr 

pour - } :s; Il < 0 et O :s; OJ :s; 2:rr 

o x F 

figure 1.9 : Conditions aux limites radiatives el luminances dans le milieu. 

Remarque 1.2 : nous allons étudier un milieu à symétrie azimutale dont les conditions aux 

limites radiatives présentent aussi cette symétrie. 

1.4.2 Flux imposés aux frontières 

Si les conditions de températures imposées aux frontières sont relativement assez 

nombreuses dans la littérature, il n'en est pas de même pour les flux imposés, et encore moins 

pour des surfaces semi-transparentes. En effet, l'hypothèse des températures imposées, 

intéressante par sa simplicité, présente cependant en transfert thermique un inconvénient: la 

détermination des températures de surface est délicate et peu précise, et parfois même 

impossible à réaliser. 

Les conditions de Dirichlet sont alors souvent remplacées par des conditions de Fourier 

(de flux) qui nécessitent la connaissance de lois simulant le comportement du milieu extérieur 

au système thermique étudié. Le problème physique que l'on désire traiter est celui d'un 

échantillon semi-transparent à faces parallèles, bordé de frontières semi-transparentes et 

soumis à des conditions de flux . Ce problème est loin d'être évident, comme nous allons le 

voir dans la suite. Nous supposons que l'échantillon est une plaque plane composée d'un 

matériau fibreux, positionnée verticalement dans une air calme (figure 1.10). Les deux faces 

x = 0 et x = E sont en contact avec des ambiances de températures respectives TtYJ.o et TtYJ, /~· 

et les échanges superficiels entre paroi et ambiance sont caractérisés par des coefficients 

d'échange convectif ho et hE· Cette plaque est soumise à un flux radiatif sur ses deux 

surfaces (figure 1.10), que l'on supposera très intense sur l'une d'elles (soleil par exemple). 

L'échauffement des deux parois sous l'effet du rayonnement va se traduire par une génération 

de chaleur au sein du milieu. Nous étudierons alors le transfert de chaleur au travers de cette 

plaque. Pour cela, nous devons établir en premier lieu les conditions aux limites radiatives, 



pUIS les conditions aux limites thermiques, ces dernières faisant appel au coefficient de 

convection h, dont nous déterminerons la grandeur. Au préalable, nous allons introduire 

quelques notions qui serviront pour l'établissement des conditions aux limites. 

E 

o E 

'1'
""'À 

~
; 

! 
~ ! 

1 

1 

figure 1.10 : Plaque plane soumise à unflux radiat!! sur ses de1lx slllJàces 

1.4.2.1 Réception du rayonnement par un corps : réflexion, absorption et transmission 

Pour cette partie, nous adoptons les définitions données par Ozisik [6]. Nous allons 

définir des grandeurs permettant de caractériser le comportement radiatif des corps réels : 

émissivité, absorptivité, réflectivité et transmittivité. Considérons, figure 1.11, un flux 

monochromatique incident Q 2,i contenu dans un angle solide dQ , qui atteint une surface dS 

appartenant à l'enveloppe S d'un corps, selon une direction caractérisée par le vecteur unitaire 

1'1. 

(C) 

/ \ 
11\ / \ 

dS 11\ / \ 
1 1 \ / \ 

1 1 \ \ 
/ a~sofpfion \ 

1 1 / \ \ 
! 1/ \ 

/ ~ 
lransm i ssi on 

fig1lre 1.11 : Réception du rayonnement thermique par un corps. 

Dans le cas le plus général, c'est à dire pour les milieux semi-transparellts, à ce flux incident 

vont correspondre trois flux : 



34 

un flux réfléchi, QÀJ qui est renvoyé sans avoir pénétré dans le corps (C), 

un flux transmis, QÀ.I qui, ayant pénétré dans (C) au travers de dS, le traverse, 

un flux absorbé, Q;La qui pénètre et est conservé dans (C), constituant un apport 

énergétique pour ce dernier. 

La conservation de l'énergie entraîne: 

(1.39) 

Soit LÀ (s,11) la luminance du rayonnement réfléchi dans la direction l'l, correspondant 

à la luminance L)Js,Ll') du rayonnement incident suivant la direction l'l' (figure 1.12). 

dS s 

fIgure 1.12 : Réflectivité monochromatique bidirectionnelle. 

La réflectivité monochromatique bidirectionnelle est le rapport de la luminance 

monochromatique du rayonnement réfléchie dans une direction donnée à la densité de t1ux 
, 

radiatif monochromatique incident sur l'échantillon dans un angle solide élémentaire dQ . 
, " 

L;Js, Ll)· cose . dO. représente le flux d'énergie par unité de surface, incident sur 

l'échantillon. 

( 1.40) 

De même, nous pouvons considérer le même type de problème en nous intéressant à la 

luminance transmise à travers le corps (C) : L). (s, Ll), et définir la transmittivité 

monochromatique bidirectionnelle: 

(1.41) 

Remarque 1.3 : ces grandeurs peuvent prendre des valeurs positives, inférieures ou 
, " 

supérieures à un, sans limitation particulière, dans la mesure où la valeur dO. (ou dO. ), par 

exemple, peut être très faible. 
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En multipliant les deux membres de (1.40) par cose· dO. et en intégrant les expressions sur 

tout le demi-espace, on obtient la réflectivité monochromatique directionnelle hémisphérique 

qui est le rapport du flux réfléchi par l'échantillon sur tout le demi-espace, au flux incident sur 
, 

l'échantillon dans un angle solide élémentaire dO. : 

f J;t(s, 11)· cose· dO. 

( A) Cl Q).,r p), S,Ll' = -'-'----~~~~~, ~- = 
L).(s,I1')·cose ·do. Q).,i 

par définition (1.42) 

On fait de même pour (1.41). On obtient la transmittivité monochromatique directionnelle, 

définie de manière analogue, mais cette fois en relation avec le flux de rayonnement transmis 

f J:;ans C">', 11)· cose· dO. 
n Q).J 

f J (S,I1") = '" "" = par définition (1.43) 
LJ(s,I1")·cose ·do. Q).J 

L'absorptivité monochromatique directionnelle est, quant à elle, définie par: 

Q 
ŒA(S,d) = ~ 

Q},.i 

Compte tenu de la conservation de l'énergie (1.39), on a : 

PJ(s,l'1) + TJ(S,d) +aJ(s,l1) = 1 avec O:::;a,1, :::;1, 0:::; PA :::;1, 0:::; TA :::;l. 

(1.44) 

(1.45) 

L'émissivité monochromatique directionnelle est le rapport entre la luminance 

monochromatique LA (s, 1'1) du matériau dS considéré, à la température 1; et celle du corps 

noir à la même température L~ (T) : 

(1.46) 

Les absorptivités et émissivités monochromatiques directionnelles sont liées par la loi de 

Kirchhoff Drapper, soit : 

(1.47) 

Remarque 1.4 : les coefficients que nous venons de définir dépendent aussi de la température 

T et de la nature de la surtàce dS. 

Ces grandeurs caractérisent de manière globale le comportement d'un corps vis-à-vis du 

rayonnement qu'il reçoit. Nous en venons maintenant à l'établissement des conditions aux 

limites radiatives. 
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1.4.2.2 Conditions aux limites radiatives pour un milieu semi-transparent avec des surfaces 

semi -transparentes 

Nous considérons un milieu semi-transparent d'épaisseur E, possédant des frontières 

semi-transparentes. Nous désignons des frontières semi-transparentes comme étant des 

frontières qui peuvent rétléchir, transmettre et absorber le rayonnement. Pour l'écriture des 

conditions aux limites, on se place dans le cas le plus général. On impose à l'extérieur des 

deux faces, respectivement, deux sources de rayonnements (figure 1.13) d'intensités 

différentes, qui évoluent dans le temps et définies par : 

• .;G (p, m,t) avec 0 < Jl :::; 1 , 0 :::; m :::; 2n et t ? 0 pour la face avant (i . e. en x = 0 ) 

• ~ (p , m,t) avec - 1 :::; Jl < 0 , 0 :::; m :::; 2n et t ? 0 pour la face arrière (i.e. en x = E ). 

l 

L~ (Xnt ) iL~ (Xli I ) L (ln 
~ :~ ~ ! 

!~~~~ t~ i 
~~ l ~~ if 

C ·. 

o x x 
1 lit 

E 

figure 1.13 : Conditions aux limites radiatives 

Les conditions aux limites radiatives pour des surfaces semi-transparentes sont 

détaillées dans Modest [4]. 

Le rayonnement en x = 0, de direction 0 < p :::; 1 , 0 :::; m :::; 2n et pour t ? 0 , est dû à : 

• l' émission propre de la frontière, 

• la rétlexion du rayonnement de la frontière dirigée vers l' intérieur du milieu, 

• la transmission du rayonnement provenant de )' extérieur du milieu, celui que l'on impose. 

soit, 
2/l (1 

f f " PÀ. (O,(Jl' ,cû') ,(p,m)) ·LÀ. (O,Jl' ,OJ',f)· Jl' dJl' dm' 
, , 

w ~ O p = - [ 

2n: [ 

+ f f " 'l" }, (O, (J.l' , (i)'),(p ,m)) ' cZ'l (J.l' ,m',t)· Jl' dJ.l' d(i)' 
, , 

(v = Op = ü 
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De même, le rayonnement en x = E, de direction -1 ~ JI < ° , ° ~ 0) ~ 21C et pour t ~ 0, sera 

donné par: 
2Jr 1 

LÀ(E,JI,O),t)=&À(E,JI,O))·L~(TE(t))-I- f f p:(E,(JI',O)'),(JI,O))).LÀ(E,/.i,O)',t)'JI' dJl' dO)' 
, , 

lU = O!I = 0 

27r 1) 

-1- f f Il 

T). (E, (JI', 0)'), (JI, O))).,~ (JI', 0/ ,/)' JI' dJl' dO)' 
, , 

IÜ = 0 fi =-1 

avec 

~ (t) la température de la face avant qui évolue dans le temps, 

l~ (t) la température de la face arrière qui évolue dans le temps, 

8;{ (0, JI, 0)) l'émissivité monochromatique directionnelle de la face avant, 

8;JE,JI,0)) l'émissivité monochromatique directionnelle de la face arrière, 
Il 

PÀ (0, (u', 0)'), (JI, 0))) la réflectivité monochromatique bidirectionnelle de la face avant, 
Il 

PÀ (E, (JI', 0)'), (JI, 0))) la réflectivité monochromatique bidirectionnelle de la face arrière, 
Il 

T À (0, (JI', 0)'), (JI, 0))) la transmittivité monochromatique bidirectionnelle de la face avant, 
Il 

r À (E, (JI', 0)'), Cu, (j))) la transmittivité monochromatique bidirectionnelle de la face arrière. 

Remarque l. 5 : Dans les conditions aux limites radiatives décrites ci-dessus, 

L).(O,JI',o/,t) avec -l~JI'<O, 0~(j)'~21C et LÀ(E,JI',(o',t) avec O<JI'~l, 0~{o'~21C, 

sont des inconnues. Par conséquent, la résolution de l'ETR avec ce type de conditions aux 

limites sera très complexe. 

lA.2.3 Conditions aux limites thermiques pour un milieu semi-transparent avec des 

frontières semi-transparentes 

On se propose dans cette partie d'établir les conditions aux limites pour le champ de 

températures. On se place toujours dans le cas le plus général en considérant des frontières 

semi-transparentes. Le milieu est soumis à un flux de rayonnements thermiques sur ses deux 

surfaces, respectivement ~ et ~. L'échantillon d'épaisseur E, initialement isotherme, est 

donc excité par une impulsion de flux radiatives. Il subira, suite à son échauffement, des 

pertes radiatives, conductives et convectives sur les deux faces, caractérisées par des 

coefficients d'échange. 

Glass et al. [9] ont modélisé le transfert de chaleur couplé par rayonnement et 

conduction dans un milieu gris, émissif et absorbant, soumis à des conditions de flux. Les 
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frontières du milieu sont semi-transparentes et leur propriétés radiatives (réflectivité, 

transmittivité et émissivité) diffèrent selon qu'elles sont en contact avec le milieu intérieur ou 

extérieur. Les auteurs donnent alors la forme générale des conditions aux limites thermiques 

qui s' appliquent au niveau de l'équation de conservation de l'énergie, puis traitent le cas 

pmiiculier d'un milieu à frontières opaques pour lequel les pertes par convection ne sont pas 

prises en compte. Les conditions aux limites thermiques sont obtenues à partir d'un bilan 

énergétique sur les surfaces. Le passage du cas développé par Glass et al. au cas qui nous 

intéressent se fait en supposant que le milieu est non gris et que les propriétés radiatives des 

frontières (réflectivité, transmittivité et émissivité) deviennent des grandeurs qui dépendent de 

la direction et de la longueur d'onde du rayonnement. 

Un bilan sur la surface avant (figure 1.14) nous amène alors à décomposer les gains et 

les pelies comme suit: 

o 
figure 1.14 : Conditions aux limites thermiques. 

• Les gains 

(1) : pmt absorbée du flux provenant du rayonnement que l'on impose 
U) 2n 1 

f f f {1-P: (ü ,(,u,m))-T" (ü ,(,u,m)) } · ;;C (/t,m,l)·lt dit dro d), 
À=O m=O p =O 

(2) : pmt absorbée du flux par rayonnement issue de la surface 
if.) 2lf 0 

f f f 
),=0 (0= 0 p =- I 

(3) : pmt absorbée du flux par rayonnement provenant de la source de température T if.),O se 

trouvant à l'extérieur du milieu 
if.) 2n 1 

f f f {l -P: (Ü ,(/t ,m)) - T,, (ü ,(,u,m))} ·L~ (Too, o )·lt dit dm dA 
,,=0 m=O p =O 

en supposant que le milieu extérieur émet comme un corps noir. 
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• Les pertes 

(4) : perte (ou gain) par convection 

où ho est le coefficient d'échange convectif de la face avant. 

(5) : perte (ou gain) par conduction 

(6) : perte par rayonnement venant de l'émission propre de la paroi: flux à la surface émis 

vers l'extérieur du milieu 
= 2n 0 

f f f êÂ(O,(J.l,m))·L~(T)·J.l dJ.l dm dA 
Â=O w=O Il =-1 

(7) : perte par rayonnement venant de l'émission propre de la paroi: flux à la surface émis 

vers l'intérieur du milieu 
= 2n 1 f f f êÂ(O,(J.l,m))·~(T)·J.l dJ.l dm dA 

Â=O w=O Il=O 

et nous aurons une expression similaire pour l'autre face. 

Les grandeurs qui interviennent dans les écritures précédentes sont: 

T la température de la face avant, 

T=.o est la température ambiante du milieu extérieur, 

P;., (0, (J.l,m)) la réflectivité monochromatique directionnelle hémisphérique de la face avant, 

T;.,(O,(J.l,m)) la transmittivité monochromatique directionnelle de la face avant, 

ê;., (O,J.l,m) l'émissivité monochromatique directionnelle de la face avant. 

Si l'on regroupe les gains, indépendants de la température de surface, dans une fonction go' 

soit go = (1) + (2) + (3) et les pertes radiatives, dépendantes de la température de surface, dans 

une fonction fo(T) , soit fo(T) = (6) + (7), alors les conditions aux limites en x = ° 
deviennent : 

(1.48) 

avec 
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~ 2n 1 

fo(T) = f f f E),(O,(J.l,m))·~(T)·J.l dJ.l dm dÂ 
),=0 (ù=0 J.l=-l 

Remarques 1.6 : 

1) Nous avons noté ho (T) parce que en toute rigueur, le coefficient d'échange par convection 

varie avec la température de surface. Nous donnerons son expression dans la suite. 

2) La condition aux limites (1.48) est une écriture générale pour un milieu à frontières semi

transparentes. C'est une condition aux limites mixte (ou de Fourier) et non linéaire. 

3) Comme dans le cas des conditions aux limites radiatives (remarque 1.5), il apparaît des 

inconnues dans les conditions aux limites thermiques (dans (2)). Cela rendra plus difficile 

la résolution de l'équation de conservation de l'énergie. 

1.4.2.4 Hypothèse simplificatrice de frontières transparentes 

Comme nous venons de le voir, dans le cas général, les conditions aux limites pour un 

milieu à frontières semi-transparentes sont assez complexes. Le domaine d'application qui 

nous intéresse dans cette étude, est celui des matériaux isolants du type laine de verre, 

composés de fibres de silice, où les fibres sont stratifiées dans des plans parallèles aux 

frontières du milieu et où la densité de fibres est très faible (figure 1.15). On est alors amené à 

considérer la surface comme étant pratiquement transparente car la densité de fibres est très 

faible et la probabilité pour un rayon incident de rencontrer une fibre dans le plan de 

l'interface est négligeable par rapport à celle de traverser l'air (figure 1.15). Par ailleurs, une 

surface sans volume ne peut pas absorber et donc ni réémettre. 

fib res air 

figure 1.15 : Echantillon étudié: isolant composé de fibres de silice. 

Ainsi, l'hypothèse de surfaces transparentes va considérablement simplifier la résolution 

du problème. Les frontières transparentes sont une hypothèse selon laquelle, aux bords, le 

milieu et le rayonnement n'auraient aucune interaction. Dans ce cas, les conditions aux limites 

radiatives deviennent 
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en x=o, LJ.(O,f.1,w,t) = :Z;(f.1,w,t) pour 0<f.1:::;;1, 0:::;; W:::;;2n, t~O 

en x=E ,LJ.(E,f.1,w,t) = ~(f.1,w,t) pour -1:::;;f.1<0, 0:::;;w:::;;2n, t~O 

(1.49) 

(1.50) 

Au niveau des conditions aux limites thermiques, nous aurons Jo = go = 0, pour avoir 

finalement en x = 0 

(1.51) 

Si pour la face avant, nous avons une perte par conduction, alors pour la face arrière, nous 

aurons un gain par conduction. Ainsi la condition aux limites thermiques en x = Es' écrit: 

(1.52) 

Remarques 1.7 : 

1) (1.49) et (1.50) sont des conditions aux limites non homogènes. 

2) (1.51) et (1.52) restent toujours des conditions aux limites de type Fourier et non linéaire. 

3) L'hypothèse de frontières transparentes conduit à des conditions aux limites thermiques 

sans terme radiatif. 

4) Nous n'avons plus les problèmes de résolution soulevés dans les remarques 1.5 et 1.6. 

1.4.2.5 Le coefficient d'échange convectif 

Le coefficient d'échange convectif h caractérise l'échange de chaleur entre le fluide et la 

paroi du milieu étudié. Sa grandeur dépend de la géométrie du système d'échange thermique 

(plaque, cylindre, etc .... ) et a une valeur locale qui dépend de la position du point sur la paroi. 

En première approximation, nous considérons une valeur moyenne pour la totalité de la paroi 

considérée. Par ailleurs, le coefficient a des expressions différentes suivant que le régime de 

l'écoulement du fluide est laminaire ou turbulent. Dans cette étude, on considère une plaque 

plane verticale (figure 1.10) et c'est la valeur moyenne du coefficient que l'on désire connaître. 

On la note toujours h pour ne pas alourdir les notations. Le fluide sera l'air. 

Les éléments qui vont suivre sont tirés de la référence [8]. La détermination du 

coefficient passe par le calcul intermédiaire de quelques nombres : 

Le nombre de Nusselt 

h·H 
N =--

U Â 
c,a 

H désigne la hauteur de la plaque (figure 1.10) et Âc,a la conductivité thermique de l'air. 
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Le nombre de Rayleigh 

p,. est le nombre de Prandtl et Gr le nombre de Grashof. 

Le nombre de Prandtl 

1/ .c P = r'a p,a 

r Âc,a 

/-la désigne la viscosité dynamique de l'air et C p,a sa chaleur massique. D'après la table des 

propriétés thermodynamiques de l'air [8], pour une plage de températures variant entre 100 K 

et 1500 K, le nombre de Prandtl pour l'air varie très peu. Nous fixerons alors sa valeur égale à 

p,. =0,7. 

Le nombre de Grashof 

_ g . H 3 IT - T~ 1 G - ."'----'-
r 2 T 

Va f 

OÙ g est l'accélération de la pesanteur (g = 9,81 m/s2
), va est la viscosité cinématique de l'air, 

T est la température de la paroi, T
oo 

est la température ambiante de l'air et Tf est la 

température de film de l'air définie par Tf = (T + T~)/2. 

Le calcul du nombre de Grashof permet de déterminer la nature du régime convectif: 

Si Gr ~ 108 alors le régime est laminaire, 

Si Gr ~ 109 alors le régime est turbulent. 

Pour une plaque plane verticale, on utilise l'une des deux relations suivantes pour le nombre 

de Nusselt, selon le régime de l'écoulement de l'air: 

N 0 59 R 1/4 ,. 1 . . 
u =, . a en reglme ammmre 

Nu = 0,13· Ra
l/4 

en régime turbulent 

Nous pouvons à présent déduire l'expression de h à partir des relations ci-dessus: 

En régime laminaire 

(1.53) 

En régime turbulent 

(1.54) 
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Ces deux expressions de h font ressortir que celui -ci dépend des variations de la 

conductivité thermique Âc.a et de la viscosité cinématique va avec la température de film de 

l'air. Par ailleurs, nous possédons la table des propriétés thermodynamiques de l'air [8]. Nous 

pouvons alors obtenir une expression polynomiale (de degré 2) très approchée de chacune de 

ces deux fonctions (figures 1.16 et 1.17) : 

Âc.a(Tf ) = 10-4· (c] .rl + c2 • Tf + c3 ) 

avec c] =-2,55xlO-4 ; c2 =9,2xlO-] ; c3 =6,7783 

va(Tf ) =10-6 .(c4 .Tl +cs ·Tf +c6 ) 

avec c4 = 7,56x10-s 
; Cs = 4,76 X 10-2 

; C6 = -4,74 

0.07,----,---,.---,----,-----,---,.---,----,----, 

- approximation polynomiale ~K/ 
0.06 A"/ * valeurs obtenues par la table/,v 

/~ 

? 0.05 

~ 
's 0.04 

/ 
/y 

i 
o 
: 0.03 

/? 
'0 
,0 

e .:l<' 

.!'I 0.02 .J/ 
/11" 

0.01V
7 

OL-~_~_~_~~_~_~~~~ 

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 
temp6aturc en (K) 

figure 1.16 : Variation de la conductivité 

thermique de l'air en fonction 

de sa température. 

1.5 Conclusion 

" 1 'al // - approxnnatlon po ynoIlll e 
* valeurs obtenues par la table / 

/ 
// 

/ 

0.8 

"',g 0.6 

0.4 

0.2 /-"" /"* 
A<-'/* 

o~-
100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000 

tempthtture en (K) 

figure 1.17 : Variation de la viscosité 

cinématique de l'air en 

fonction de sa température 

Nous avons présenté le modèle des transferts de chaleur couplés par rayonnement et 

conduction, dans les milieux semi-transparents en régime transitoire. Nous avons établi 

l'équation du transfert radiatif et l'équation de conservation de l'énergie, et nous avons 

explicité les expressions des flux radiatif et conductif. Une hypothèse simplificatrice de 

géométrie mono dimensionnelle a été introduite dans notre étude afin d'obtenir le modèle 

particulier d'un milieu à faces parallèles. Nous avons aussi donné les conditions aux limites 

de notre problème correspondant, d'une part aux températures imposées et, d'autre part, aux 

conditions de flux, avec l'hypothèse simplificatrice de frontières transparentes liées à la nature 

de notre milieu. La suite de notre exposé va maintenant porter sur l'analyse mathématique du 

problème en régime stationnaire, lorsque les températures sont imposées aux frontières. 
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Chapitre II 

Analyse mathématique du problème en 
~ . . . 

regIme statIonnaIre 

Résumé: Dans ce chapitre, nous allons montrer les résultats d'existence, d'unicité et de 

régularité de la solution pour le système couplé des équations du rayonnement et de la 

conduction décrit au chapitre I, avec la symétrie axiale et lorsque les températures sont 

imposées aux frontières pour des surfaces noires, correspondant aux conditions de type 

Dirichlet non homogènes. Cependant, pour simplifier l'analyse, nous étudierons seulement le 

régime stationnaire. L'étude du régime transitoire et des conditions de flux sera laissée en 

perspective. Les principaux outils utilisés dans la démonstration sont les théorèmes de point 

fixe de Banach, de Schauder et des arguments de monotonie. 

2.1 Introduction et principaux résultats 

Kelley [1] a prouvé les résultats d'existence et d'unicité pour le système 1 D couplé par 

rayonnement et conduction, en régime stationnaire et avec des conditions aux limites de 

Dirichlet non homogènes pour des surfaces noires. Le milieu pris en compte par Kelley est 

supposé homogène, gris et isotrope, avec symétrie axiale. Par ailleurs, l'équation de la 

conduction est linéaire. Notre but sera d'étendre l'étude de Kelley à celle d'un milieu non 

gris, anisotrope, absorbant, diffusant et émissif. Comme lui, on supposera que le milieu est 

homogène avec symétrie axiale. Cependant, nous allons considérer l'équation de la 

conduction non linéaire à cause de la dépendance en température de la conductivité 

thermique, comme décrit dans le chapitre 1. 
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Pour commencer, nous établissons le système des équations en régime stationnaire. il 

suffit alors de reprendre les équations données au paragraphe 1.3 en supprimant la variable 

temps et en annulant les termes 'dérivées' par rapport au temps. On désigne toujours E 

l'épaisseur du milieu, que l'on supposera fini. On pose Q = (0, E) x [ -1 , 1 ] , 

dQ+ = { ° } x (0 ,1] et dQ- = { E } x [-1,0), qui sont des ensembles bornés. Le système 

s'écrit alors de la façon suivante: 

dL(X,f..l,À) 1 0 1 1 1 
f..l. = (J a (f..l, /l,) . r, (T(x), /l,) - (J.(f..l, /l,) . L(x, f..l, /l,) 

dx 
1 1 V (X,f..l,À) E Qx(O,oo) (2.1) 

+2" . f (Js(f..l',À)· P(f..l'---7 f..l,À)· L(x,f..l', À) df..l' 
-1 

d dT 
--(Àc(T(x»·-(x» = SJx) V XE (O,E) (2.2) 

dx dx 

associé aux conditions aux limites suivantes: 

et où 

T(O) = To ' T(E) = TE 

L(x,f..l,À) = LO(I;"À) (x, f..l,À) E dQ+ x (0,00) 

L(x,f..l,À) = LO(TE,À) (x, j.l,À) E dQ- x (0,00) 

= 1 

Qr (x) = 2n -f f L(x,f..l, À) . f..l df..l dÀ 
a -1 

(2.3) 

(2.4) 

v X E (0, E) (2.5) 

v X E (0, E) (2.6) 

Dans l'ETR et les conditions aux limites radiatives, À est un paramètre. Mais ici, nous 

avons fait apparaître À comme une variable dans tout le système (2.1)-(2.6), car celle-ci ne 

peut pas être considérée comme un paramètre pour tout le système, puisque Qr donné par 

(2.5) dépend de tous les À E (0,00) . Ainsi, Sr donné par (2.6) et le champ de températures T 

donné par (2.2) (2.3), dépendent eux aussi de tous les À E (0,00). Nous rappelons que les 

inconnues du système sont la luminance monochromatique L(x,f..l,À) repérée à la position x, 

dans la direction f..l et à la longueur d'onde À, et la température T(x) à la position x. 

Nous rappelons que la fonction C (T,À), qui intervient dans l'ETR et aux conditions 

aux limites radiatives, est la luminance monochromatique du corps noir donnée par (1.1), soit 

C(T,À)= CI 

À
5 

. [exP( ~ ) -1 ] 
À·T 

(2.7) 
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et que (2.8) 

Remarque 2.1 : Pour chaque Â E (0,00) fixé, E (T, Â) est une fonction C= ( ] 0, oo[) et 

strictement croissante de T. 

Nous rappelons également que le coefficient d'extinction a e est défini par 

(2.9) 

D'après (1.3), la fonction f.1 --7! . P(f.1' --7 f.1, Â) est une densité de probabilité sur [ -1 ,1] qui 
2 

satisfait 

1 1 

_. f P(f.1'--7 f.1,Â) df.1 = 1 
2 -1 

pour tout f.1' E [ -1 , 1] et Â E (0,00). 

D'après (1.4), 

1 1 

- . f a.(f.1',Â)· P(f.1'--7 f.1,Â) df.1' = O"s(f.1,Â) 
2 -1 

pour tout f.1 E [-1,1] et Â E (0,00). 

(2.10) 

(2.11) 

Comme précisé au chapitre l, les coefficients d'absorption et de diffusion aa' as sont 

strictement positifs et bornés, i.e. qu'il existe des constantes 8~ ,8;, 8;,8; telles que 

° -- < ( 1) < -+ < aa - O"a f.1,/"\' - aa < +00 

0< a; ~ O"s(f.1,Â) ~ 8; < +00 

pour tout (f.1,Â) E [-l,l]x (0,00) . 

(2.12) 

Par ailleurs, les coefficients radiatifs sont continus pour la direction et vérifient les propriétés 

suivantes de symétries (les fibres sont réparties dans des plans parallèles aux frontières) : 

O"a(f.1,Â) = O"a(-f.1,Â) ; a.(f.1,Â) = O"s(-f.1,Â) ; a e (f.1,Â) = a e (-f.1,Â) d'après (2.9) 

P(f.1'--7 -f.1,Â) = P(-f.1'--7 f.1,Â) ; P(f.1'--7 f.1,Â) = P(-f.1'--7 -f.1,Â) 

pour tout f.1, f.1' E [0, 1] et Â E (0,00). 

(2.13) 

Nous supposerons que les températures aux bords To et TE sont strictement positives et 

bornées: 

° < To < +00 et ° < TE < +00 (2.14) 

Et enfin, nous ferons l'hypothèse suivante sur la conductivité thermique Âe : 

Hypothèse 2.2 : Âe est définie sur [0,00 [, Âe E C= (] 0,00 D n C([O, 00 D , elle est intégrable 

sur ] ° , M [ et il existe deux constantes ÂI et Â2 telles que 
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° < Àl ~ Àe (U) ~ À2 < +00 pour tout U E ] 0, M [ (2.15) 

où M est un réel positif borné fixé. Nous supposerons de plus que Àe est une fonction 

strictement croissante sur l'intervalle ] ° , 00 [ . 

Nous allons à présent établir les principaux résultats obtenus dans cette étude. 

Pour commencer, nous dirons que le couple (T, L) est une solution du système (2.1)-(2.6) si 

T est une solution dans C([O,E]) n C 2 (0,E) (i.e. c'est une solution classique) et L est une 

solution appartenant à E( (0,00); C(n u an+ u an-) (l C\ (O,E);C ([-1,1] \ {O}))) . 

Alors, on a: 

Théorème 1 (existence) : Sous les hypothèses (2.9)-(2.15), le système (2.1)-(2.6) a une 

solution (T, L) . Par ailleurs, le champ de températures T satisfait 

min (To' TE) ~ T(x) ~ max (To' TE) pour tout x E [0, E] et la luminance L satisfait 

L
O (min (To' TE ),À) ~ L(x, Il, À) ~ LO (max (To' TE ),À) pour tout (x, Il,À) E nx (0,00), 

(x,Il,À) E an+x(O,oo) et (x,Il,À) E an-x(O,oo). 

Nous faisons remarquer que l'encadrement de la luminance monochromatique est, à notre 

connaissance, un résultat nouveau. 

Proposition 2 : Sous les hypothèses du théorème 1, la luminance L est une fonction croissante 

de To' TE' T dans le sens que si ° < S 0 ~ To < +00, ° < S E ~ TE < +00 et ° < S (x) ~ T (x) < +00 

pour tout XE (O,E) alors L(S,So,SE)(x,Il,À) ~ L(T,To,TE)(x,Il,À) pour tout (x, Il,À)E 

n x (0,00 ) , où l'on note L(T, To' TE) la luminance associée aux températures T, To' TE . 

Théorème 3 (régularité) : Sous les hypothèses du théorème 1, la solution (T, L) est telle que 

TE C~(O,E) et LE E((O,oo);C~((O,E);C([-I,I]\{O}))). 

En d'autres termes, la température et la luminance sont des fonctions très régulières en la 

variable x et la luminance a la même régularité que celle de la luminance du corps noir. 

Proposition 4 : Sous les hypothèses du théorème 1, l'équation de la conduction (2.2) peut être 

réécrite uniquement en fonction de la température et des coefficients radiatifs comme 

d dT 
- -(Àe(T(x))· -(x)) = f,(T(x)) 

dx dx 

où la fonction f r sera donnée dans la suite. En outre, cela signifie que le champ de 

températures dans le milieu peut être déterminé uniquement à partir des températures que l'on 

impose aux frontières et des propriétés radiatives du milieu. 

Par ailleurs, cette proposition permet de montrer l'unicité de la solution (T, L) du système: 
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Théorème 5 (unicité) : Sous les hypothèses (2.9)-(2.15), la solution du système (2.1)-(2.6) 

est unique. 

Le plan de ce chapitre s'organise de la manière suivante: dans le prochain paragraphe, 

nous prouvons le théorème 1, la proposition 2 et le théorème 3. Nous reformulons le système 

(2.1 )-(2.6) comme un problème de point fixe compact. Cette approche permet de montrer 

l'existence de solutions, en utilisant les théorèmes de point fixe de Banach et de Schauder. En 

utilisant les régularités des fonctions LO (T,À) et Àc' nous déduisons le théorème 3. Dans le 

paragraphe 3, nous prouvons la proposition 4, i.e. nous exprimons le terme source radiatif, 

uniquement en fonction de T et alors nous prouvons le théorème 5. Et enfin, dans la dernière 

partie, nous donnons une conclusion. 

2.2 Existence et régularité des solutions pour le système couplé 

2.2.1 Existence et unicité de la solution pour un problème aux limites auxiliaire 

Dans ce paragraphe, nous donnons un lemme d'existence et d'unicité pour un problème 

aux limites auxiliaire. TI s'agit d'une ETR qui est plus générale que celle donnée par (2.1)

(2.4). Bien sûr, cette équation n'a pas de solution analytique. La preuve du lemme est basée 

sur le théorème de point fixe de Banach et les relations portant sur les coefficients radiatifs. 

Nous considérons le problème aux limites suivant 

f.l. dL(x,f.l,À) + O"eCf.l,À)· L(x,f.l,À) = (A L) (x,f.l, À) + H(x,f.l,À) (x, f.l,À)E nx(O,oo) 
dx 

L(x,f.l, À) = if>o (f.l, À) (x, f.l,À) E dn+ x (0,00) (2.16) 

L(x, f.l, À) = if>E (f.l, À) (x, f.l, À) E dn- x (0,00) 

où A est un opérateur intégral linéaire défini par 

1 1 

(A cp) (x,f.l, À) = 2 . f O"s(f.l',À)· P(f.l'---7 f.l,À)· cp(x,f.l',À) df.l' 
-1 

(2.17) 

pour toute fonction cp E I!((O,oo);L=(n)) et pour tout (x,f.l,À) E nx(O,oo). Les fonctions 

H, if>o et if>E sont données et appartiennent respectivement à I! ((0, 00) ; L= (n)) , 

I! ((0,00) ; L"" ( (0, 1])) et I! ((0, 00) ; L"" ([-1,0))) . 

Avant de se lancer dans l'analyse du problème (2.16), nous rappelons le résultat suivant. 

Lorsque le milieu est gris et isotrope, c'est-à-dire que les propriétés radiatives du milieu ne 
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dépendent pas de la direction et de la longueur d'onde (la fonction de phase P == 1), l'équation 

(2.16) devient 

1 

f,l' aL~'r,f,l) +L(r,f,l) = (J)2 . f L('r,f,l') df,l' +H('r,f,l) V ('r, f,l) E (O,E*)x[-l,l] 
'r -1 

L(O,f,l) = <PJf,l) 0< f,l ~ 1 

L( E* , f,l) = <P E (f,l) - 1 ~ f,l < ° 
où nous avons introduit l'épaisseur optique 'r définie par 'r = O'e . x, l'albédo (J) défini par 

(J) = O's /O'e et E* = O'e . E . Alors, il est connu [2,3] que si (J) vérifie 0< (J) < 1 (or ceci est 

toujours vrai, d'après les relations (2.9) et (2.12)), ce problème est bien posé et admet une 

unique solution dans un espace qui va dépendre des régularités des fonctions H, <Po et <PE' La 

preuve se fait par l'application du théorème de point fixe de Banach. 

Nous allons alors utiliser la même technique de démonstration et l'adapter à notre 

problème. Au préalable, il nous faut introduire un espace fonctionnel. Nous définissons 

l'espace Epar 

(2.18) 

et nous introduisons la norme suivante: 
~ 

Il g III,~ = fil g C ·,Â) II~ dÂ 
o 

où Il g (-, ·,Â) II~ = sup 1 g(X,f,l,Â) 1 
(x, ,u)E!1 

pour toute fonction g : Q x (0,00) ~ R . 

( E, Il'III,~) ainsi défini est un espace de Banach. 

Nous donnons à présent le lemme annoncé. 

Lemme 2.3 : On se donne les paramètres To,TE'O'a'O's'P satisfaisant les relations (2.9)

(2.14) et les fonctions H, <Po et <PE appartenant respectivement à LI «0,00) ; C(Q)), 

LI «0,00); C( (0, 1])) et LI «0,00); C( [-1, 0))). Alors, le problème aux frontières (2.16) a une 

unique solution dans l'espace E. 

preuve. 

Définissons l'application V': (E, Il'111,) ~ (E, Il'111) telle que pour cpE E, L = V'(cp) 

est la solution du problème suivant 



51 

/.l' dL(x,/.l,Â) + (Je (/.l,Â) . L(x,/.l,Â) = (A cp) (x,/.l,Â) + H(x,/.l,Â) (x, /.l,Â)E Ox (0,00) 
dx 

L(x, /.l, Â) = <P.(/.l, Â) (x, /.l, Â) E dO+ x (0,00) (2.19) 

L(x,/.l,Â) = <P
E 
(/.l, Â) (x, /.l,Â) E dO- x (0,00) 

où la fonction cp apparaît dans le terme intégral de l'équation. Alors f7 , ainsi définie, est une 
, 

application strictement contractante. En effet, si l'on prend deux fonctions cp et cp E E telles 
, , 

que L = f7( cp) et L = f7( cp ) , la solution de (2.19) est donnée sous forme intégrale. 

Pour 0 < /.l ~ 1, la solution est donnée par 

L(x, /.l,Â) =!. J exp(-(x - y). (Je (/.l, Â) ). (A cp + H)(y, /.l,Â) dy 
/.l 0 /.l 

+ exp(-x. a e (/.l,Â) ). <Po (/.l,Â) 
/.l 

Alors, en utilisant l'expression de l'opérateur intégral A donné par (2.17), il vient 
, 

L(x,/.l,Â) - L(x,/.l,Â) 

= J f as~' ,Â) . P(/.l'-7 /.l,Â) . exp( -(x - y). (Je (/.l,Â) ) . (cp - cp' )(y,/.l' ,Â) d/.l' dy 
o -1 /.l /.l 

et 

1 L(x,/.l,Â) - i(x,/.l,Â) 1 

~ J f as(/.l',Â) . P(/.l'-7 /.l,Â)· exp(-(x - y). (Je (/.l,Â) ) d/.l' dy ·11 (cp - CP') (-, ·,Â) Il 
o -1 2/.l /.l ~ 

(2.20) 

On peut appliquer le théorème de Fubini et intégrer l'expression suivant la variable y, pour 

obtenir 

1 
L(X,Il,Â)- i(x,Il,Â) 1 ~~. J as(Il',Â) . P(Il'-7 Il,Â) dll' ·11 (cp-cp') (', ·,Â) Il 

2 -1 ae(Il,Â) ~ 

En utilisant la relation (2.11), on obtient pour tout 0 < /.l ~ 1 

1 
L(x,/.l,Â)-i(x,/.l,Â) 1 ~ as (/.l,Â) ·11 (CP-cp')(·,·,Â) Il (2.21) 

(Je (/.l,Â) ~ 

Lorsque -1 ~ /.l < 0 , la solution de (2.19) est donnée par 

E 

L(x,/.l,Â) = _!. f exp( -(x - y). ae(/.l,Â) ). (A cp + H)(y,/.l,Â) dy 
/.l x /.l 

+ exp((E - x) . (Je (/.l,Â) ). <PE(/.l,Â) 
/.l 

(2.22) 
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Par des calculs similaires, on montre que la relation (2.21) est valable aussi pour -1:::; J1 < O. 

Lorsque J1 = ° , la solution de (2.19) est donnée par 

1 
L(x,O,Â) = . (A cp + H)(x,O,Â) 

O"e(O,Â) 

Alors 

(2.23) 

1 
L(x,O,Â) - i(x,o,Â) 1:::; O"s (O,Â) ·11 (cp - CP') (-, ·,Â) Il (2.24) 

O"e(O,Â) = 

Finalement, en combinant les relations (2.21) et (2.24), il vient 

1 
L(x,J1,Â)-L'(x,J1,Â) 1:::; O"s(J1,Â) ·11 (CP-cp')(·,·,Â) Il (2.25) 

O"e (J1,Â) = 

pour tout (x, J1,Â) E (lx (0,00) . 

En utilisant les relations (2.9) et (2.12), on a 

0" s (J1, Â) = (1- 0" a (J1, Â) ) :::; C 

O"e(J1,Â) O"e(J1,Â) 
(2.26) 

pour tout (J1, Â) E [-1,1] x (0,00) où c est une constante définie par 

cr 
c=(I- a ) cr+cr a s 

(2.27) 

La constante c satisfait ° < c < 1 et est indépendante de J1 et Â. Finalement, d'après (2.25), 

(2.26) et une intégration sur tous les Â E (0,00), il suit 

(2.28) 

ce qui donne la stricte contraction de l'application C. 

De plus, pour cp E E, on a bien L = C(cp) E E. En effet, si on reprend les calculs (prendre la 

forme intégrale de l'équation donnée par (2.20), (2.22) et (2.23)), on a pour chaque Â E (0,00) 

IIL(.,.,Â)II=:::; c·llcp(-,·,Â)II= + (a-~a-)·IIH(-,.,Â)II= +G(Â) (2.29) 
a s 

où c est la constante donnée par (2.27) et la fonction G est définie par 

G(Â) = max (sup 1 <Po(J1,Â) l, sup 1 <PE(J1,Â) 1) (2.30) 
O<p";' -''';p<O 

pour tout Â E (0,00) . Alors, une intégration de (2.29) sur tous les Â E (0,00) donne 

IILII,.=:::; c·llcpll,.= + (a-:a-)·IIHII,.= + IIGII, <+00 
a s 

(2.31) 
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ce qui prouve déjà que la solution L de (2.16) appartient à l'espace È((O,oo);L~(n)). La 

régularité demandée sur la solution s'obtient facilement en utilisant les régularités des 

fonctions H, <Po' <P E . La continuité de L en f.1 = ° vient du fait que 

xiE 

lim JX !.exp(-(x- y).!). f(y,ë) dy = lim 
E-'>O ë ë E-'>O 

J exp(-z)·f(X-ë·z,ë) dz =f(x,O) 
O<E~I 0 O<E~I o 

et de même 

• E -1 1 
hm J _. exp(-(x- y). - ). f(y,ë) dy = f(x,O) 
E-'>O ë ë 

-I~E<O x 

pour toute fonction f : n ~ R donnée, continue et bornée sur n, pour tout XE (0, E) . 

Finalement, par le théorème de point fixe de Banach, le problème aux frontières (2.16) a 

une unique solution dans E. De plus, la solution est obtenue comme la limite dans E de la 

suite L~) définie par : 

L(n) = rc(L(n-I)) pour tout n ~ 1 (2.32) 

et où nous pouvons prendre 

L(O) =0 o (2.33) 

Remarque 2.4 : Si, aux hypothèses du lemme 2.3, on ajoute l'hypothèse de régularité suivante 

sur H: HE E((O,oo);Ck ((O,E);C([-l,l]\{O}))) pour kE N, alors on vérifie facilement 

que la solution de (2.16) appartient à 

E( (0,00); C(n u an+ u an-) n Ck+I( (O,E); C( [-1, 1] \ {O}))). 

On termine maintenant ce paragraphe avec un résultat de monotonie. 

Lemme 2.5 : Sous les hypothèses du lemme 2.3, la solution L de (2.16) est une fonction 

monotone de <Po' <P E ,H dans le sens que si 

° < 1JI 0 (f.1, Â) :::; <Po (f.1, Â) < +00 

0< 1JI E (f.1, Â) :::; <PE (f.1, Â) < +00 

pour tout (f.1, Â) E (0,1] X (0,00) 

pour tout (f.1, Â) E [-1, 0) X (0,00) 

0< G(x, f.1, Â) :::; H (x, f.1, Â) < +00 pour tout (x, f.1, Â) E n X (0,00) 

alors L(G,1JIo,1JIE)(X,f.1,Â):::; L(H,<po ,<PE)(x, f.1,Â) pour tout (x, f.1,Â)E nx (0,00) 

où l'on note L(H,<Po,<PE) la solution associée aux fonctions H,<po et <PE' 

preuve. 

On procède par récurrence. La solution L est donnée par les itérations (2.32) et (2.33). Alors 

L(O) (G, 1JI 0' 1JI E )(x, f.1, Â) :::; L(O) (H ,<Po ,<PE )(x, f.1, Â) pour tout (x, f.1, Â)E n X (0,00). Supposons 

maintenant que L(n-I) (G, 1JIo' 1JI E )(x, f.1, Â) :::; L(n-I) (H ,<Po ,<PE )(x, f.1, Â) V (x, f.1, Â)E n X (0,00) . 
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D'après (2.20) et pour O<}l:::; 1, on a: 

L(n) (H, lPo ,lPE )(x, }l,À) - L(n) (G, 1jI 0' 1jI E )(x,}l, À) 

= ~. J exp( -(x - y). (Je (}l,À) ). { A (L(n-I) (H ,lPo ,lPE) - L(n-I) (G,1jIo,1jI E» (y,}l,À) 
}l a }l 

+(H-G)(y,}l,À) }dy 

+exp(-x· (Je (}l,À) )·(lPo -1jIo)(}l,À» ~o 
}l 

Cette quantité est positive car A donné par (2.17), est un opérateur linéaire positif (i.e. 

agissant sur une fonction positive il donne une fonction positive). De la même façon, en 

utilisant (2.22), on obtient le même résultat pour -1:::;}l < ° . 
D'après (2.23) et pour }l = ° , on a 

L(n) (H,lPo ,lPE)(X,O, À) - L(n) (G,1jIo ,1jI E)(X,O,À) 

= 1 . { A (L(n-I) (H,lPo ,lPE) - L(n-I) (G,1jIo ,1jI E »(x,O, À) + (H - G)(x,O, À) } ~ ° 
(Je (O,À) 

Cette quantité est aussi positive par les même arguments. o 

2.2.2 Existence et régularité des solutions pour le système couplé 

2.2.2.1 Problème de point fixe compact 

Dans ce paragraphe, nous donnons un théorème d'existence et d'unicité de la solution de 

l'ETR, lorsque la température T est donnée. Nous montrons que l'existence d'une solution T, 

et implicitement l'existence d'une solution L, du système couplé (2.1)-(2.6) se ramène à 

l'étude de l'existence d'une solution d'un problème de point fixe compact. On procède en 

définissant les deux quantités suivantes 

T_ = min (To ' TE) et T+ = max (To ' TE) 

et en définissant une application point fixe compacte g: D -7 D , par 

g(T) = T 

où T sera solution du système couplé (2.1)-(2.6). D est donné par 

D = { UE C([O, E]) 1 T_ :::; U:::; T+ } 

(2.34) 

(2.35) 

(2.36) 

qui est un ensemble convexe, fermé et borné. L'application g va dépendre, bien entendu, 

des paramètres To ' TE ' (J a' (J s' P . A cette application, nous appliquerons alors le théorème de 

point fixe de Schauder, que nous rappelons (voir, par exemple Martin [4]). 
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Théorème de point fixe de Schauder: Soit X un espace de Banach réel, D eX, un 

ensemble non vide, convexe borné et fermé, et ff: D ~ D une application continue et 

compacte. Alors ff a au moins un point fixe. 

Nous devons donc montrer que l'application ff: D ~ D est bien définie, continue et 

compacte. 

Théorème 2.6 : On se donne les paramètres To ' TE ' (J a' (J s' P satisfaisant les relations (2.9)

(2.14) et un champ de températures T E D où D est donné par (2.36). Alors l'ETR a une 

unique solution L appartenant à I! ((0, 00) ; L= (O.)) . 

preuve. 

Ce résultat se déduit assez facilement à partir du lemme 2.3. On pose 

H (x, Ji,}.,) = (J a (Ji,}.,). r (T(x),}.,) pour tout (x, Ji,}.,) E o.x (0,00), <Po (Ji,}.,) = r (To,}.,) pour 

tout (Ji,}.,) E (O,l]x(O,oo) et <pE(Ji,}.,)=LO(TE,}.,) pour tout (Ji,}.,) E [-l,O)x(O,oo). Alors, 

en utilisant (2.8) et (2.12), H, <poet <PE appartiennent respectivement à Ll((O,oo);C(Q)), 

L1((0,00);C((0,1])) et L1((0,00);C([-1,0))). En appliquant le lemme 2.3, l'ETR a une 

unique solution dans E définie par (2.18) et, en particulier, la solution appartient à 

L1((0,00);L=(o.)). 0 

Nous allons à présent simplifier l'expression du terme source radiatif Sr qui intervient 

dans l'équation de la conduction. En utilisant l'ETR et le théorème de dérivation sous le signe 

intégral, nous pouvons permuter dérivée et intégrale dans l'expression ci-dessous 

~ J f L(x,Ji,}.,)· Ji dJi d}., = J f dL(X,:,}.,). Ji dJi d}., 
dx 0 -1 0 -1 d 

(2.37) 

Nous remarquons alors que le terme dans l'intégrale de droite est le premier terme de l'ETR. 

Le terme de gauche correspond, à une constante près, au terme source radiatif Sr' Alors, nous 

pouvons exprimer Sr comme 

00 1 00 1 

Sr (X) = - 2n . f f (J a (Ji,}.,) . r (T(x),}.,) d,u d}., + 2n . f f (Je (,u,}.,) . L(x,,u,}.,) d,u d}., 
o -1 o -1 

= 1 

- 2n· f f f(x,,u,}.,) d,u d}., 
o -1 

où la fonction f est définie par 

1 

f(x,,u,}.,) =! . f (Js(,u',}.,)· P(,u'~ ,u,}.,). L(x,,u',}.,) d,u' 
2 -1 

(2.38) 

(2.39) 

pour tout (x,,u,}.,) E Q x (0,00). En utilisant les relations (2.9), (2.10) et le théorème de 

Fubini, il vient: 
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00 1 00 1 

Sr (X) = 2n· f f O"aCu,Â)' L(x,,u,Â) d,u dÂ - 2n· f f O"a(,u,Â)' r(T(x),Â) d,u dÂ (2.40) 
o -1 o -1 

pour tout XE (0, E) . 

Proposition 2.7: Sous les hypothèses du théorème 2.6, Sr E C(O,E). 

preuve. 

En utilisant (2.12) et l'expression de Sr donnée par (2.40), on a pour tout XE (O,E) 

= = 1 

ISr(X)I~2n.a;.{ 2·fr (T(x),Â) dÂ+ f f 1 L(x,,u,Â) 1 d,udÂ} 
o 0 -1 

~ 4n . a;. { : ·11 T II~ + Il L 111,= } < +00 en utilisant (2.8). o 

Pour alléger les écritures qui vont suivre, on définit l'opérateur linéaire intégral M par 
= 1 

(M g)(x) = f f g(x,,u,Â) d,u dÂ (2.41) 
o -! 

pour toute fonction g E È ((0, 00) ; L= (n)) et on définit la fonction F par 

= 1 

F(x) = f f O"a(,u,Â)' L(x,,u,Â) d,u dÂ (2.42) 
o -1 

pour tout XE (0, E) , où 0" a est le coefficient d'absorption et L la solution de l'ETR. Alors, 

en utilisant (2.40) et les notations (2.41) (2.42), Sr s'écrit sous la forme 

SrCx) = 2n· {F(x) - (M O"a' LO(T)) (x) } (2.43) 

L'équation de la conduction est non linéaire due à la dépendance en température de la 

conductivité thermique. Afin de faciliter l'étude, nous introduisons la transformation de 

Kirchhoff. C'est un outil classique pour résoudre les équations aux dérivées partielles non 

linéaires [5]. Elle permet, lorsque cela est possible, de transformer une E.D.P. du second ordre 

non linéaire (i.e. l'opérateur différentiel est non linéaire) en une E.D.P. semi-linéaire, où la 

non-linéarité apparaît au second membre. La transformation de Kirchhoff est définie par 
u 

'Pe(u) = f Âe(s) ds (2.44) 
o 

où Âe est donnée par l'hypothèse 2.2. Nous posons alors pour tout XE [0, E] 

T(x) = 'PJT(x)) (2.45) 

Remarque 2.8 : 'Pc est une fonction continue et strictement croissante de TE D (d'après 

(2.15), Âe (T) > 0 \;j T E D ). Alors, on peut définir son inverse 'P;I et 'P;! sera aussi une 
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fonction continue et strictement croissante de TE D . 

L'équation de la conduction est alors équivalente à 

T = 'f';1 (i) 

où T est solution de l'équation semi-linéaire suivante 
_II 

-T = Sr(T) 

avec les conditions aux bords de Dirichlet non homogènes 

T(O) = Ta ' T(E) = TE 

où Ta = 'f'cCI ;') , TE = 'f'c(TE) et Sr = Sr 0 'f'c-
1
. 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

Maintenant, nous allons donner la formulation du point fixe. Pour cela, nous définissons les 

deux quantités 

(2.49) 

et l'ensemble D par 

(2.50) 

Nous allons alors exprimer l'application fJ', donnée par (2.35), comme la composition de 

quatre applications non linéaires, soit : 

fJ' = 'f'c-1 
0 ut 0 cg 0 (j (2.51) 

Au préalable, nous définissons une application [il: D ------7 D telle que pour TE D, [il(T) soit 

la solution de l'ETR. L'ensemble D est donné par 

D = {g(x,j1,À) E I}((O,oo) ;C(Q)) 1 r(T_,À)":;' g(-, ',À)":;' r(T+,À) } (2.52) 

où T_ et T+ sont donnés par (2.34). Par ailleurs, on munit D de la norme 11·111.=' 

Nous définissons alors l'application {j: D ------7 D x D en posant pour TE D, (jeT) = (T, L) et 

L(x,j1,À) = [il(T)(x,j1,À) pour tout (x, j1,À) E Qx (0,00). 

, 
Nous définissons l'application cg: DxD ------7 D en posant pour TE D, F = (C{] 0 (j) (T) où 

, 
F est la fonction donnée par (2.42) et (jeT) = (T, L)E DxD. L'ensemble D est donné par 

(2.53) 

, , -
Nous définissons l'application ut: D ------7 D telle que pour FE D , () = cA(F, Ta' TE) soit la 

solution de l'équation (2.47) (2.48), qui s'écrit encore sous la forme suivante 
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{ 
8 " = 2n· { <1>(8) - F } 

8(0) = Ta ' 8(E) = TE 

où la fonction <1> est définie par <1>(8) = M (j a . r ('l';' (8)) pour tout 8 E D . 

(2.54) 

et enfin, 'l'c-': D ---7 D telle que pour TE D, T = 'l';' (T) vérifie le système (2.1 )-(2.6). 

De manière plus synthétique, on a 

C Œ 1 cA _ 'l'c-' 
(D,II·II=) ~ (D,II· II=)X(D,II· Il,,=) ~ (D,II·II=) ~ (D,II·II=) --7 (D,II·II=) 

T ~ (T, L) --7 F --7 T ~ T 

Notons que les applications fJ', cA, Œ, C et [J dépendent aussi des conditions aux bords 

Ta' TE et que cette dépendance est importante. Quand c'est le cas, nous donnerons la 

dépendance explicitement en écrivant, sans alourdir les notations, fJ'(T, Ta' TE)' cA(F, Ta' TE)' 

Œ(T, L, Ta' TE)' C(T, Ta' TE) et [J(T, Ta' TE)' Par ailleurs, nous devons montrer que 

l'équation (2.54) a une unique solution positive. 

Remarque 2.9 : Soit T_ et T+ donnés par (2.49). Alors, en utilisant l'hypothèse 2.2 donnée 

dans le paragraphe 1, 'l'c-' E C= ([T_ , T+]) et en particulier 'l';' est une fonction 

Lipschitzienne sur l'intervalle [T_ , T+ ]. 

Nous allons maintenant nous intéresser aux applications [J, C et donner quelques propriétés 

qui portent sur la solution de l'ETR. Le théorème 2.6 montre que les applications [J et C 
sont bien définies. 

Théorème 2.10 : C est une application continue de D vers D x D . 

preuve. 
1 

On prend deux couples d'éléments (U, L), (V, L) E D x D tels que C(U) = (U, L) , 
1 1 

CCV) = (V, L) où L et L sont solutions de l'ETR. Alors, en utilisant les relations (2.12) et 

(2.29), nous déduisons que 

IILc-,.,Â)-ic-,.,Â)II= $ c·IILc-,',Â)-ic-,',Â) 11= + a~~a; ·llr(u,Â)-r(V,Â)II= 
pour tout Â E (0,00), où c est la constante donnée par (2.27). Une intégration sur tous les 

ÂE (0,00) donne: 
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= 

. f Il r(U,Â)-r(V,Â) 11= dÂ 
o 

En utilisant (2.8), il vient 

Il L-i Il ~~. __ 6; __ . CY ·11 U 4 
_ V4 1 L 

',= 1 e CYa +CYs 7C 

et Il L - i Il,,= ~ este ·11 U - ViL 
puisque u, V E D (i.e. ils sont bornés par T+) et U 4 

- V 4 = (U - V)· (U + V)· (U 2 
- V 2

). Par 

conséquent, Il U - V 11= + Il L - i Il,,= ~ este ·11 U - V 11= o 

Proposition 2.11 : Sous les hypothèses du théorème 2.6, soit ~(T) la solution de l'ETR. 

Alors :J! est une fonction monotone de To' TE' T dans le sens que si ° < S 0 ~ To < +00 , 

O<SE~TE<+oo et O<S(x)~T(x)<+oo pour tout XE (O,E) alors 

:J!(S,So,SE)(X,J.1,Â) ~ :J!(T,To,TE)(x,J.1,Â) pour tout (x, J.1,Â) E Qx (0,00). 

preuve. 

On pose H(x,J.1,Â) = CYa (J.1,Â)· LO (T(x),Â) et G(x,J.1,Â) = CYa (J.1,Â)· r (S(x),Â) pour tout 

(x, J.1,Â) E Qx(O,oo). </Jo (J.1,Â) = r(To,Â) et lfIo(J.1,Â) = LO(So,Â) V (J.1,Â) E (O,l]x(O,oo). 

</JE (J.1,Â) = r (TE' Â) et lfI E(J.1,Â) = LO (SE ,Â) V (J.1, Â) E [-1,0) x (0,00). Alors on a le résultat 

directement en utilisant la remarque 2.1 et le lemme 2.5. 0 

Corollaire 2.12 : Sous les hypothèses de la proposition 2.11, ~(T) E D, oùD est donné par 

(2.52). 

preuve. 

D'après le théorème 2.6, ~(T)E E((O,oo) ;C(Q)). Maintenant, si on suppose la température 

constante dans le milieu et T = To = TE alors, d'après les relations (2.9) et (2.11), r (T, Â) est 

solution de l'ETR. En utilisant la monotonie de l'application :J! donnée par la proposition 

2.11, il vient 

LO (T_,Â) = :J!(T_,T_,T_)(x,J.1,Â) ~ ~(T,T_,T+)(x,J.1,Â) ~ :J!(T+,T+,T+)(x,J.1,Â) = r (T+,Â) 

pour tout (x, J.1,Â) E Qx (0,00). 0 

Maintenant, on va s'intéresser à l'application cg et on donne quelques propriétés qui portent 

sur la fonction F. Le théorème 2.6 montre que l'application cg est bien définie. 

1 

Théorème 2.13 : cg est une application continue de D x D vers D . 

preuve. 
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1 1 1 

Soit F,G E D et (U,L),(V,L) E DxD tels que F=cg(U,L) et G=cg(V,L). Alors 

pour tout XE (0, E) , on a 

= 1 

1 F(x) - G(x) 1 = 1 f f Œa{f.l,Â)· (L(x,j.l,Â) - i(x,j.l,Â)) dj.l dÂ 1 
o -1 

= 1 

$; 6;' f fi L(x,j.l,Â) - i(x,j.l,Â) 1 dj.l· dÂ en utilisant (2.12) 
o -1 

Par conséquent, Il F - G 11= $; este· (II L - i 111,= + Il U - v 11= ) o 

Proposition 2.14 : Sous les hypothèses du théorème 2.6, F = (cg 0 (!) (T) est une fonction 

monotone de To' TE' T dans le sens que si ° < S ° $; To < +00 , ° < SE$; TE < +00 et 

0< S(x)$;T(x) <+00 pour tout XE (O,E) alors (cgo{!)(S,So,SE)(x)$;(cgo{!)(T,To,TE)(x) 

pour tout XE (O,E). Par ailleurs, si T = To =TE, alors F(x) = M Œa' LO(T) V XE (O,E). 

preuve. 

F s'écrit encore sous la forme F = M Œ a . fil (T, To' TE)' Alors, le résultat de monotonie 

s'ensuit en utilisant la proposition 2.11, la positivité de l'opérateur M et celle du coefficient 

Œa' Soit maintenant T = To =TE . D'après l'équation de la conduction (2.2), il vient SJx) = ° 
pour tout XE (O,E) Le. d'après (2.43), F(x) = M Œa' LO(T) pour tout XE (O,E). 0 

Le corollaire qui va suivre est une conséquence importante de la proposition. 

1 

Corollaire 2.15 : Sous les hypothèses du théorème 2.6, FE D où D est donné par (2.53). 

preuve. 

Le résultat se déduit très facilement à partir de la proposition 2.14. 

FE C(O, E) puisque Œa est borné et LE E«O,oo); C(Q)). D'après la proposition 2.14, on 

a (cg 0 (!)(T_, T_, T_) $; (cg 0 (!)(T, T_, T+) $; (cg 0 (!)(T+, T+, T+) avec F = (cg 0 (!)(T, T_, T+), 

(cgo{!)(T_,T_,T_)=M Œa'LO(T_) et (cgo{!)(T+,T+,T+)=M Œa·L:(T+). 0 

Nous allons à présent étudier l'application cA. Dans un premier temps, on montre que 
1 

l'application cA est bien définie, i.e. que pour FE D donné, le problème aux limites (2.54) a 

une unique solution positive e E D qui satisfait les propriétés de monotonie par rapport aux 

données. Avant de se lancer dans l'étude, on donne deux propositions qui serviront pour la 

démonstration. Les résultats que nous énonçons maintenant sont des résultats fondamentaux 
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pour l'étude de certaines classes d'E.D.P. non linéaires, qui contiennent un terme non linéaire 

monotone et un second membre dans l'espace l! avec 1 ~ p < +00 . 

Proposition 2.16 (DaPrato [6]): Soit 0 c Rn un ouvert borné de frontière dO assez 

régulière, <1>: 0 X R ~ R, (x, u) ~ <1> (x, u) continue et croissante en u quel que soit XE 0, 

FEl! (0) avec 2 ~ p < +00 . Alors :3! u E D 6. n D<f) tel que 
p p 

{ 

- ~ u(x) + <1> (x,u(x)) = F(x) 'yi XE 0 

U = ° sur dO 

où D6.p =W 2,P(Q)nWo
1,P(Q) et D<f)p ={UE l!(O);x~<I>(x,U(X))E l!(0)}. 

(2.55) 

Proposition 2.17 (Brezis-Strauss [7]): Le cas p = 1 a été étudié par Brezis-Strauss. Si 

FEE (0) alors (2.55) a une unique solution u appartenant à Wou (Q) . 

1 

Théorème 2.18 : On se donne FE D . Alors, l'équation semi linéaire (2.54) a une unique 

solution positive 0 E D n W 2
,p (0, E) avec 2 ~ p < +00 . 

preuve. 

Sans ajouter de notation supplémentaire, définissons la fonction <1> par 

Alors <1> est définie sur R. C'est une fonction continue et strictement croissante, d'après la 

remarque 2.1 et la remarque 2.8. Par ailleurs, elle est bornée et 

<1> (0) < M Œa· r(\f';l(T_)) si () < T_ 

<1> (0) > M Œa· r(\f';l(T+)) si () > T+ 

FE D i.e. FE L= (0, E) et est telle que 

<1> (T_) ~ F(x) ~ <1> (T+) 'yi XE (O,E) 

Maintenant, posons 

(2.56) 

O(x) = U(x) + To • (E - x) + TE· x et <1>* (x,U(x)) = <I>(U(x) + To • (E - x) + TE· x) 
E E 

pour tout XE [0, E]. Alors <1>* est défini sur [0, E] x R. Elle est continue et strictement 

croissante en U, pour tout XE [0, E] . Le problème aux limites avec des conditions aux bords 

de Dirichlet non homogènes sur [0, E] (2.54) est alors équivalent au problème suivant avec 

des conditions aux bords de Dirichlet homogènes 
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{ 
-U"(x)+ 2n· ct>* (x,U(x)) = 2n· F(x) 

U(O) = U(E) = ° 
XE (O,E) (2.57) 

(2.57) a un second membre dans L~ (0, E) c I! (0, E) V 1 ~ p < +00. Alors, d'après la 

proposition 2.16, (2.57) a une unique solution dans W
2
,p (0, E) n Wo1,p (0, E) V 2 ~ p < +00 . 

Par conséquent (2.54) a aussi une unique solution, appartenant à W 2
,p (0, E) V 2 ~ P < +00 . 

En particulier, elle est absolument continue [8]. 

li reste maintenant à montrer que T_ ~ e ~ T+ . Faisons la preuve par l'absurde. Supposons 

alors que ::3 X * E (0, E) tel que 8 (x *) < T_ . Dans ce cas, il existe un intervalle [a, b] contenant 

x* tel que 8 < T_ sur (a, b) et 8(a) = 8(b) = T_ . En utilisant la monotonie de ct> , il vient 

<P (8) < <P (T_) sur (a, b). Compte tenu de (2.56), on aura 8 "= 2n· {<p (8) - F } < ° sur (a, b) 

i.e. 8 est une fonction concave sur [a, b] et alors 8(x*) ~ T_ , ce qui est une contradiction. Par 

conséquent T_ ~ e sur [0, E] . De la même manière, on montre que e ~ T+ sur [0, E] . Ce qui 

conclut la preuve du théorème. 0 

Maintenant, on donne le résultat de continuité suivant. 

1 

Théorème 2.19 : cA est une application continue de D dans D . 

preuve. 
1 - - - -

Soit F, G E D , U = cA (F,To,TE ), V = cA(G,To,TE ) et W = U - V . Alors West solution du 

problème aux frontières 

{ 
W " = 2~ { ct>(U) - <P(V) - (F - G) } 

W(O) = W(E) = ° 
Nous pouvons multiplier les deux membres de l'équation par - W et intégrer par partie pour 

obtenir la relation suivante 

1 

'1

2 

E E W = - 2n· f W . {ct>(U) - <P(V) } dx + 2n . f w· (F - G) dx 
2 0 0 

En utilisant la monotonie de la fonction ct> , on observe que le premier terme du membre de 

droite est négatif. Alors, il vient 

1 w ' 1 : ,; 2"'.! W . (F~· G) <Ix ,; 2Jr. E ·11 w 11_ ·11 F - G 11_ 

En utilisant les injections continues de Sobolev et l'inégalité de Poincaré, on a 
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Alors, si W 'f::. 0 et en divisant par Il W 11= ' on obtient 

Il W 11= ~ este ·11 F - G 11= 

ce qui complète la preuve. 0 

Nous terminons maintenant la discussion sur cA avec un résultat de monotonie. 

, 
Proposition 2.20 : On se donne F et G E D . Alors, l'application cA est une fonction 

monotone de To ' TE ' F dans le sens que si T_ ~ S ° ~ To ~ T+ ; T_ ~ S E ~ TE ~ T+ et 

o ~ G(x) ~ F(x) < +00 pour tout XE (O,E) alors cA (G,So,SE)(X) ~ cA (F,To,TE)(x) pour tout 

xE[O,E]. 

preuve. 

Posons U = cA (F,To,TE), V = cA(G,So,SE) et W = U - V . Alors West solution du problème 

aux frontières suivant 

W " = 2n . { <P(U) - <P(V) - (F - G) } 

Nous devons montrer que W ~ O. L'idée de la preuve est similaire à celle utilisée dans le 

théorème 2.18. Par l'absurde, supposons que :JX*E (0, E) tel que W(x*)<O, alors il existe 

un intervalle [a, b] contenant x* tel que W=U-V<O sur (a, b) et W(a)=W(b)=O. 

Puisque <P est strictement croissante, alors <P(U) - <P(V) < 0 sur (a, b). Par ailleurs, 

" 
F - G ~ O. Dans ce cas, en combinant les relations, il vient W ~ 0 sur (a, b) i.e. West 

concave sur [a, b] et donc W (x *) ~ 0, ce qui est une contradiction. 0 

2.2.2.2 L'existence de solutions pour le système couplé 

Dans cette section, on établit l'existence de solutions (T, L) pour le système couplé 

(2.1)-(2.6). 

Corollaire 2.21 : Sous les hypothèses du théorème 2.6, le problème aux frontières (2.54) a une 

unique solution positive e = (cA 0 cg 0 C) (T) telle que e E D n W 2
,p (0, E) avec 2 ~ p < +00 . 

preuve: 
, 

TI suffit d'appliquer le théorème 2.18 avec F = (cg 0 C) (T). FE D d'après le corollaire 2.15. 

o 
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Comme conséquence directe du paragraphe précédent, on a un résultat de monotonie pour 

l'application ff . 

Proposition 2.22 : Sous les hypothèses du théorème 2.6, l'application ff est une fonction 

monotone de To' TE' T dans le sens que si ° < S 0 :::; To < +00 , ° < SE :::; TE < +00 et 

° < S(x):::; T(x) < +00 pour tout XE (O,E) alors fl'(S,So,SE)(X):::; ff(T,To,TE)(x) pour tout 

XE [O,E]. 

preuve. 

Le résultat découle de l'expression de ff donnée par (2.51), la remarque 2.8, la proposition 

2.14 et la proposition 2.20. 0 

Soit maintenant un petit corollaire qui servira pour la preuve du théorème qui va suivre. 

Corollaire 2.23 (Brezis [8]) : Soit 1 c R un intervalle borné, GE Cl(R) et u E Wl,p (1) avec 

1:::; p :::; +00 . Alors Go u E Wl,p (1) . De manière générale, cette propriété est valable aussi pour 

les espaces Wm,p. 

Théorème 2.24 : Sous les hypothèses du théorème 2.6, l'application ff a un point fixe 

TE D n W 2,P(0,E) avec 2:::; p < +00. 

preuve. 

ff est donnée par ff (T) = ('l';l 0 rA 0 Cf] 0 (j) (T) pour tout TE D . Alors ff est bien définie 

et va de D dans D : ff (T) E D puisque T = (rA 0 Cf] 0 (j) (T) E D d'après le corollaire 2.21, 

et 'l'c-l est une fonction continue (remarque 2.8). ff est une application continue car c'est la 

composée d'applications continues, d'après le théorème 2.10, le théorème 2.13, le théorème 

2.19 et la remarque 2.8. T = 'l'c-l (i) et TE D n W 2
,p (0, E) avec 2:::; p < +00 d'après le 

corollaire 2.21. Alors, en utilisant la remarque 2.9 et le corollaire 2.23, il vient que 

TE DnW2,P(0,E) avec 2:::;p<+00.Enparticulier, TE W 2,2(0,E)CW1,2(0,E). 

Par ailleurs, T appartient à un borné de W l,2(0,E). En effet, en utilisant la même technique de 

démonstration que pour le théorème 2.19 et l'hypothèse 2.2, on en déduit que 

, 
et sachant que TE D et FE D : 

Il 
'11

2 

2n . E -T :::; 2 1+ . M (J a . r (TJ 
2 Âc(T_) 

De plus, l'injection de W l ,2(0, E) dans C([O, E]) est compacte [8], donc ff est une 

application compacte de D dans D. Ainsi, ff vérifie bien les hypothèses du théorème de 
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Schauder. Son application nous donne alors l'existence d'un point fixe T de fi, ce qui achève 

la démonstration. 0 

On peut maintenant conclure sur l'existence de solutions pour le système couplé (2.1)-(2.6). 

Théorème 2.25 : On se donne les paramètres To ' TE ,(Ja' as' P satisfaisant les relations (2.9)-

(2.14). Alors le système (2.1 )-(2.6) admet une solution (T, L) telle que T E D et LE D . 

Preuve. 

D'après le théorème 2.24, l'application fi a un point fixe TE D. Alors T satisfait (2.2) avec 

Sr donné par (2.40). Par conséquent, si L est une solution de l'ETR, le couple (T, L) vérifie 

le système (2.1)-(2.6). D'après le corollaire 2.12, LE D. 0 

2.2.2.3 Régularité des solutions pour le système couplé 

Théorème 2.26 : Sous les hypothèses du théorème 2.25, le système (2.1)-(2.6) admet une 

solution (T, L) telle que TE D n C 2 (0, E) et LE D n E où D est donné par (2.52) et E est 

donné par (2.18). 

preuve. 

La régularité de la solution de l'ETR est donnée par le lemme 2.3. Concernant la régularité de 

la température, le point fixe T de fi satisfait (2.2) avec Sr donné par (2.40). En utilisant la 

régularité de la solution de l'ETR, on peut appliquer le théorème de continuité sous le signe 

intégral pour dire que Sr E C(O,E). Puisque 'P;l est aussi une fonction continue, alors le 

problème aux limites (2.47) (2.48) a une solution classique TE C 2 (0,E) (voir, par exemple 

Brezis [8]). Alors, en utilisant la remarque 2.9, T = 'Pc-leT) est aussi dans C 2 (0,E). 0 

En fait, la solution (T, L) a plus de régularités: 

Corollaire 2.27 : Sous les hypothèses du théorème 2.26, la solution (T, L) est telle que 

TE C=(O,E) et LE E((O,oo);C=((O,E);C([-I,I]\{O}))) 

preuve. 

Par le théorème 2.26, TE C 2 (0, E). En utilisant la remarque 2.1 et la remarque 2.4, on en 

déduit que LEE ( (0,00) ; C3 
( (0, E) ; C ( [-1,1] \ {O} ) )) . Alors Sr donné par (2.40) appartient à 

C\O, E) et par suite TE C4 (0, E). En utilisant la remarque 2.9, il vient que TE C\O, E) . 

Ensuite, par récurrence, on obtient le résultat. 0 
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2.3 Unicité de la solution pour le système couplé 

Dans ce paragraphe, nous étudions l'unicité de la solution du système (2.1)-(2.6). La 

démonstration est assez longue et consiste à montrer que l'application fT a un unique point 

fixe T dans D. Alors le système (2.1)-(2.6) aura un unique couple de solution (T, L), sous 

la condition que TE D . Dans un premier temps, nous allons exprimer la fonction F, donnée 

par (2.42) et qui intervient dans le terme source radiatif Sr donné par (2.43), uniquement en 

fonction de T. Ainsi, nous aurons Sr uniquement en fonction de T. Dans ce cas, on ramène 

le problème à l'étude d'une seule équation en T et finalement on pourra prouver l'unicité de la 

solution. 

2.3.1 Expression du terme source radiatif en fonction de la température 

Proposition 2.28 : Sous les hypothèses du théorème 2.26, soit (T, L) une solution du système 

couplé (2.1 )-(2.6) et F la fonction donnée par (2.42) que nous rappelons 
~ 1 

F(x) = f f (ja(f..l,Â)· L(x,f..l,Â) df..l dÂ 
o -1 

pour tout XE (O,E) . Alors F satisfait l'égalité suivante 

F(x) = (M Q f) (x) + h(x) 

(2.58) 

(2.59) 

pour tout XE (0, E), où la fonction f est donnée par (2.39). Q est un opérateur intégral 

linéaire défini par la somme de deux opérateurs, soit 

où 

Q=Ql+ Q2 

x 1 

(QI u)(x,,u,Â) = f f q(x,f..l, y,f..l',Â)· u(y,,u',Â) df..l' dy 
o 0 

E 0 

(Q2 u)(x,,u,Â) = f f - q(x,,u, y,,u',Â)· u(y,f..l' ,Â) df..l' dy 
x -1 

(2.60) 

(2.61) 

pour toute fonction u E L!((O,oo)x[-I, 1]; r(O,E)) et (x, ,u,Â) E Qx (0,00), avec un noyau q 

donné par: 

1 (j (,u' Â) 
q(x,,u,y,,u',Â)=_.(ja(f.l',Â).P(f.l'--7f..l,Â).exp(-(x-y). e ' ) 

2f.l' f.l' 

pour tout (x,f..l,y,f.l',Â)E Qx(O,x)x(O,I)x(O,oo). 

M est l'opérateur intégral linéaire défini par (2.41) et la fonction h est définie par 

h(x) = (M Q (ja . r(T))(x) + (M ({Je·, ·,T",TE))(x) 

pour tout XE (0, E) , où la fonction ({J est donnée par 

(2.62) 

(2.63) 
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pour tout (x,J.1,Â) E QX(O,oo). 

preuve. 

Lorsque 0 < J.1' ~ 1 , la forme intégrale de l'ETR est donnée par 

1 x ( 'Â) 
L(x,J.1',Â)=-.fexp(-(x-y). (Je J.1 , ).S(y,J.1',Â)dy 

J.1' 0 J.1' 

+ exp( -x· (Je (J.1 : ,Â) ) . r (Ta' Â) 
J.1 

et lorsque -1 ~ J.1' < 0 , celle-ci est donnée par 

-1 E (J ( 'Â) 
L(x,J.1',Â)=-.fexp(-(x-y). e J.1, ).S(y,J.1',Â)dy 

J.1' J.1' 

où la fonction S est définie par 

x 

+ exp((E - x)· (Je (J.1:,Â) ). r(TE,Â) 
J.1 

S(x,J.1,Â) = f(x,J.1,Â) + (Ja(J.1,Â)· r(T(x),Â) 

pour tout (x, J.1, Â) E Q x (0,00) . 

(2.64) 

(2.65) 

Pour obtenir l'égalité (2.59), il suffit de multiplier (2.64) par!. (Ja(J.1' ,Â)· P(J.1'---7 J.1,Â) et 
2 

intégrer sur (J.1, J.1') E (-1,1) x (0,1) , en utilisant la relation (2.10). Ensuite, il faut multiplier 

(2.65) par la même quantité et intégrer sur (J.1, J.1') E (-1,1) x (-1,0), toujours en utilisant la 

relation (2.10). Et enfin, il faut additionner ces deux dernières quantités et intégrer sur tous les 

Â E (0,00). 0 

Nous allons maintenant exprimer la fonction f uniquement en fonction de T. 

Proposition 2.29 : Sous les hypothèses du théorème 2.26, soit (T, L) une solution du système 

couplé (2.1)-(2.6). Alors, la fonction f donnée par (2.39), satisfait une équation intégrale de 

Fredholm de second espèce [9] i.e. 

f -K f = g (2.66) 

où K est un opérateur intégral linéaire identique à l'opérateur Q si l'on remplace (Ja par (Js 

et la fonction g est définie par 

(2.67) 
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pour tout (x, f.1,À) E nX (0,00). La fonction <1> est identique à la fonction cp si l'on remplace 

preuve. 

La preuve est similaire à celle d'avant. TI faut multiplier (2.64) par !. (Js (f.1' ,À) . P(f.1'-"7 f.1, À) 
2 

et intégrer sur f.1' E (0,1). Ensuite, il faut multiplier (2.65) par la même quantité et intégrer 

sur f.1' E (-1,0), en utilisant les propriétés de symétrie donnée par (2.13). Et enfin, il faut 

additionner ces deux dernières quantités. 0 

Remarque 2.30 : 

(M cp) E C([O,E]) et <I>(·,f.1,À,To,TE)E C([O,E]) pour tout (f.1,À) E [-I,I]x(O,oo). 

Proposition 2.31 : On munit l'espace E((O,oo)x[-I, 1]; C(O,E)) de la norme suivante: 

= 1 

Il g Il = J J Il g (-, f.1, À) 11= df.1 dÀ où Il g (-, f.1,À) 11= = sup 1 g(x,f.1,À) 1 
xe (O,E) o -1 

On se donne les paramètres To,TE,(Ja,(Js'P satisfaisant les relations (2.9)-(2.14). Alors 

l'opérateur K est un opérateur linéaire continu de (E ((0,00 ) x [-1, 1] ; C (0, E)) ; 11·11) dans 

(E((O,oo)x[-I, 1]; C(O,E)) ;11·11) et (1 - K) a un opérateur inverse borné sur cet espace. 

preuve. 

Nous devons montrer que pour toute fonction g E E ((0,00) x [-1,1] ; C (0, E)) non nulle 

avec une constante c qui vérifie 0< c < 1. M est l'opérateur intégral défini par (2.41). 

Pour tout (x, f.1,À) E nx (0,00), on a 

(K g) (x,f.1,À) 

x 1 (' À) ( 'À) 
= J J (Js;: . P(f.1'-"7f.1,À)·exp(-(x-y)· (Je f.1,' )·g(y,f.1',À) df.1'dy 

° ° f.1 f.1 
E 0 (J ( 'À) (J ( ! À) 

+ J J - s2f.1,' ·P(f.1'-"7f.1,À)·exp(-(x-y)· e f.1,' )·g(y,f.1',À) df.1'dy 
x -1 f.1 f.1 

x 1 (' À) ( 'À) 
~ J J (Js ; : . P(f.1'-"7 f.1,À)· exp(-(x- y). (Je f.1,' ) ·11 g(-,f.1',À) 11= df.1' dy 

° 0 f.1 f.1 

E 0 (' À) ( 'À) 
+ J J -(Js2f.1,' ,P(f.1'-"7f.1,À).eXp(-(X-y).(Je f.1,' )·llg(-,f.1',À)II=df.1'dy 

x -1 f.1 f.1 

On peut appliquer le théorème de Fubini et intégrer l'expression suivant la variable y. On 

obtient l'inégalité suivante 
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TI vient alors 

Il (K g) (,1',,1.) 11_,; ~.! ::~~: :~~ . P(I"-7 1',,1.) Il g( ,1" ,,1.) 11_ dl" 

En utilisant les relations (2.26) et (2.27), on a 
1 

Il (K g) (- ,f.l,Â) II~ ~ ;. f P(f.l'~ f.l,Â)·11 g(- ,f.l',Â) II~ df.l' 
-1 

où c est la constante donnée par (2.27) qui satisfait ° < c < 1 et est indépendant de f.l et Â. 

Une intégration sur les f.l E (-1,1) donne 

1 1 

fil (K g)(. ,f.l,Â) II~ df.l ~ c· fil g(-,f.l,Â) II~ df.l 
~ ~ 

en utilisant la relation (2.10). Et enfin, une intégration sur Â E (0,00) donne le résultat. 0 

On donne maintenant un théorème qui nous sera utile: 

Théorème 2.32 (Kress [9]) : Soit X un espace de Banach, A: X ~ X un opérateur linéaire 

borné tel que Il A Il < 1 et soit 1: X ~ X l'opérateur identité. Alors, (I -A) a un opérateur 

inverse borné sur X qui est donné par la série de Neumann: 
~ 

(I -Ar l = LAn 
n=O 

Ainsi, d'après la proposition 2.31 et le théorème 2.32, (I -K) a un opérateur inverse borné 

sur t ((0,00) x [-1,1]; C (0, E)) qui est donné par 

n=O 

Alors, d'après les relations (2.66) et (2.67), nous pouvons exprimer f en fonction de T par 

(2.68) 

Proposition 2.33 : Sous les hypothèses de la proposition 2.31, l'opérateur Q est un opérateur 

continu de E((O,oo) x [-1,1]; L~ (O,E)) dans t ((0,00) x [-1,1]; L~ (0, E)) . 

preuve. 

Similaire à l'opérateur K. 0 

Proposition 2.34 : Sous les hypothèses de la proposition 2.31, l'opérateur (K + Q) est un 

opérateur continu de t ((0,00) x [-1,1] ; C (0, E)) dans t ((0,00) x [-1,1] ; C (0, E)) . 
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preuve. 

D'après les propositions 2.31 et 2.32. 0 

Nous pouvons à présent exprimer Sr uniquement en fonction de T et nous obtenons la 

proposition suivante. 

Proposition 2.35 : L'équation de la conduction (2.2) (2.3) peut être réécrite uniquement en 

fonction de la température et des coefficients radiatifs. 

Preuve. 

li suffit d'exprimer Sr uniquement en fonction de la température et des coefficients radiatifs. 

Nous rappelons alors l'expression de Sr donnée par (2.43) : 

Sr (x) = -2n· {(M Œa' L"(T))(x) - F(x)} 

pour tout XE (0, E) . En utilisant les relations (2.59) et (2.63), il vient 

Sr= -2n.M{(I-Q)Œa ,L"(T)-(Q!+cp(-,·,·,To,TE))} 

En utilisant (2.68), on exprime Sr en fonction de T par 

Sr(T) =- 2n·M {(I- Q(I- Kr!) Œa . LO(T) 

-Q(I-Kr! <P(-,.,.,To,TE)-cp(-,·,·,To,TE)} 

Ce qui termine la démonstration. o 

(2.69) 

Remarque 2.36: La formulation (2.69) peut être très intéressante d'un point de vue numérique 

et spécialement pour les temps de calcul. En effet, la résolution de l'équation de la conduction 

avec le terme source radiatif donné par (2.69) ne demande pas au préalable la résolution de 

l'ETR pour chaque longueur d'onde. Cependant, une difficulté subsiste, puisqu'il faut 

calculer une valeur approchée de l'opérateur (1- Kr! . 

Maintenant, nous donnons un lemme qui sera essentiel pour la preuve de l'unicité. 

Lemme 2.37: Sous les hypothèses de la proposition 2.31, soit g E E(Qx(O,oo)) une fonction 

positive et non nulle. Alors 

Il (K + Q) g IILl«o,~)XO)) < Il g IILl((o,~)XO))' 
preuve. 

En utilisant la relation (2.10) et le théorème de Fubini, on a pour tout Â E (0,00) 

! E x Â 
= f f f Œe(f.l, ).exp(_(x_y).Œe(f.l,Â)).g(y,,u,Â) dydxdf.l 

p=O x=o y=o f.l f.l 
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1 E E 

+ f f f (J/j1,À). exp(-(y - x)· (Je (j1, À) ). g(y,-j1,À) dy dx dj1 

Jl=O x=O y=x j1 j1 

1 += += À À 
= f f f (Je(j1, ).exp(_(x_y).(Je(j1, ))·g(yj1À).l dydxdj1 

Jl=O x=- y=_ j1 j1" {O<y<x<E} 

1 += += À À 
+ f f f (Je(j1, ). exp(-(y - X)· (Je(j1, )). g(y -j1 À)·l dy dx dj1 

Jl=O x=- y=_ j1 j1' , {O<x<y<E} 

Les fonctions à intégrer sont positives. Alors, il vient 

Il ((K + Q) g) e ·,À) IILI(Q) 
1 += += À À 

~ f f f (Je(j1, ). exp(-(x - y). (Je(j1, )).1 . g(y,j1,À)·l dy dx dj1 
Jl=O x=- y=_ j1 j1 {O<x-y<E} {O<y<E} 

1 +00 +00 

f f f (Je(j1,À) (( ) (Je(j1,À)) 1 (À) 1 + ·exp x-y' . {-E<x-y<O}'g y,-j1, . {O<y<E} dydxdj1 
Jl=O x=- y=- j1 j1 

1 1 

= f Il hej1,À) * Gej1,À) IILI(R) dj1 + f Il Hej1,À) * Ge-j1,À) IILI(R) dj1 
Jl=O 

où * est la produit de convolution sur R. Les fonctions h et H sont données par 

h( 1) - (Je (j1,À) ( (Je(j1,À)) 1 . H( 1) - h( 1) t,j1,A - . exp -t· . {O<t<E} , t,j1,A - -t,j1,A 
j1 j1 

pour tout j1 E [ -1 ,1 ] \ {O} et À E (0,00). La fonction G est donnée par 

G(y,j1,À) = g(y,j1,À) .1{o<y<E} 

pour tout j1 E [-1,1] et À E (0,00). Grâce à l'inégalité de Young que nous rappelons 

on a: 

1 1 

~ f Il h(',j1,À) IIL!(R) ·11 Gej1,À) IIL!(R) dj1+ f Il Hej1,À) IILI(R) ·11 G(·,-j1,À) IIL!(R) dj1 

avec 

Il hej1,À) III =11 Hej1,À) III =l-exp(-E· (Je (j1,À) ) 
L (R) L (R) j1 

Or 

car la fonction à intégrer est positive et non nulle. Finalement, on obtient 

Il ((K + Q) g) e ·,À) IILI(Q) < Il g (-, ·,À) IILI(Q) 
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pour tout Â E (0,00) et donc 

Il (K + Q) g 1 L((o.=)xnn < Il g 1 ILl ((o.=)Xn)) • 0 

Nous possédons à présent tous les éléments qui serviront pour la preuve de l'unicité de la 

solution. 

2.3.2 Unicité de la solution pour le système couplé 

Lemme 2.38 : Sous les hypothèses du théorème 2.26, l'application fJ' a un unique point fixe 

TED. 

preuve. 

L'idée de la preuve est similaire à celle proposée par Kelley [1]. On définit une suite en 

posant U(O) = T_ et u(n) = fJ'(u(n-I)) pour tout n ~ 1. La proposition 2.22 implique que la 

suite est croissante. Par ailleurs, elle est majorée par T+, et donc converge vers une limite 

U E C ([0, ED. Puisque l'application fJ' est compacte, la suite U (n) appartient à un sous

ensemble compact de C([O, ED. Alors, il existe une sous-suite UI{J(n) E C([O, ED qui 

converge vers U E C([O,ED et par la continuité de fT , U = fJ'(U). De manière similaire, la 

suite définie par V(O) = T+ et ven) = fJ'(v(n-I)) pour tout n ~ 1, est décroissante et converge 

vers V = fJ'(V) E C([O, ED. Par ailleurs, si T = fJ'(T) (fJ' a au moins un point fixe d'après le 

théorème 2.24) alors U:S; T :s; V. En effet, T_ = U (0) :s; T(O) :s; V (0) = T+. Alors, par la 

proposition 2.22, il vient que U(l) :s; T(l) :s; V(l) . Ensuite, en passant à la limite, on a le résultat. 

Nous complétons alors la preuve en montrant que U = V ou encore U = V en posant 

U = \}'c(U) et V = \}'c(V), U et V sont solutions de (2.47) et (2.48) avec Sr donné par 

(2.69). Alors, la différence W = V - U ~ ° satisfait 

{ 
W " = 2n· M {(I - Q(I - Krl ) Œa . (r(\}';I(V)) - LO (\}';l (U))) } 

W(O) = W(E) = ° 
II 

(2.70) 

D'après la proposition 2.7, Sr E L=(O,E) (c E(O,E)). Par conséquent, W E E(O,E) et il 

vient 
, ,E Il 

W (E) - W (0) = f W (x) dx 
o 

E 

= 2n· f M {(I - Q(I - Krl) Œa . (r(\}';I(V)) - r(\}';l( U))) } (x) dx 
o 
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E 

= 2n· f M {(l- (K + Q)) (l- Kr1 O'a' (r('I';\V)) - r('I'c-1
( U))) } (x) dx (2.71) 

° 
D'après les remarques 2.1 et 2.8, O'a(,u,Â)' (r ('l'c-1 (V(x)),Â) - r('I'c-1(U(x)),Â)) ~ 0 pour 

tout (x,,u, Â) E Q x (0,00) . Par ailleurs, (l - Kr1 est un opérateur positif, d'après (2.60) (2.61) 

et (2.62) et puisque K est un opérateur identique à l'opérateur Q si l'on remplace 0' a par as' 

Si l'on pose 

g =(l-Kr1 O'a . (r('I'c-1(V))-r('I'c-1(U))) 

et si l'on applique le lemme 2.37 à (2.71), en utilisant le théorème de Fubini, on obtient 

W (E) - W (0) ~ O. Puisque, W ~ 0 et W(O) = W(E) = 0, alors W (0) ~ 0 ~ W (E). 

Ainsi, combinant les deux relations, il vient W (0) = W (E) et donc 

Il (K + Q) g 1 ILl ((o.=)xQ)) = Il g 1 ILl ((o.=)xQ)) 

Le lemme 2.37 implique que g = 0 et alors V = U . Ce qui achève la démonstration. 0 

Nous pouvons à présent conclure ce paragraphe en donnant un corollaire d'unicité pour le 

système couplé (2.1 )-(2.6). 

Corollaire 2.39 : Sous les hypothèses du théorème 2.26, le système (2.1)-(2.6) a un unique 

couple de solution (T, L) . 

preuve. 

Le résultat découle directement du théorème 2.6 et du lemme 2.38. 0 

2.4 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous venons de montrer les résultats d'existence, d'unicité et de 

régularité de la solution pour le système couplé des équations du rayonnement et de la 

conduction, avec la symétrie axiale, en régime stationnaire et lorsque les températures sont 

imposées aux frontières. Par la même occasion, nous avons établi certaines propriétés sur les 

champs de températures et de luminances. Comme nous l'avons mentionné au début de ce 

chapitre, l'étude théorique mathématique du régime transitoire et des conditions de flux sera 

laissée en perspective. A présent, nous pouvons nous intéresser à la résolution numérique des 

équations, en régime stationnaire. Pour commencer, on s'intéressera à la résolution de l'ETR. 
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Chapitre III 

Présentation de quelques méthodes 
,." . '" . . . numeriques en regime statIonnaIre 

Résumé: Dans ce chapitre, nous présentons quelques méthodes numériques pour 

résoudre le système couplé des équations du rayonnement et de la conduction, en régime 

stationnaire et lorsque les températures sont imposées aux frontières. Nous donnons aussi une 

méthode de résolution de l'ETR sans la symétrie azimutale et associée aux conditions de flux. 

Les méthodes numériques en régime transitoire seront évoquées au chapitre V. 

3.1 Introduction 

Nous avons montré, dans la première partie, que le système des équations à résoudre est 

fortement couplé. Cependant, dans un premier temps, nous pouvons résoudre les deux 

équations "indépendamment" l'une de l'autre, en fixant le champ de températures pour 

l'ETR et en fixant le terme source radiatif, ou encore la fonction F donnée par (2.42), pour la 

seconde équation. Nous proposons alors une méthode appropriée au type de l'équation et 

munie d'un maillage spécifique (dans notre cas, maillage à pas constant ou à pas variable). 

L'idée de base pour relier les deux algorithmes et ainsi résoudre le système d'équations 

couplées est d'utiliser une méthode de point fixe dont le rôle va être d'obtenir les entrées 

initialement inconnues. Par ailleurs, le fait de "découpler" chacune des deux équations 

constitue un avantage non négligeable pour l'implémentation informatique et la vérification 

de chaque sous-programme, mais aussi surtout pour valider chacune des méthodes 

numériques qui résolvent les équations. 
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Pour la résolution numérique des équations en régime stationnaire, mais aussi en régime 

transitoire que nous verrons au chapitre V, nous supposons que les coefficients radiatifs a a ' 

as et P sont donnés. Le point de départ de la méthode de calcul de ces coefficients repose 

sur la résolution des équations de Maxwell, associée à la théorie de Mie. A ce sujet, nous 

renvoyons le lecteur aux thèses de Guilbert [1], Boulet [2] et Milandri [3]. 

La difficulté essentielle pour résoudre le système couplé des équations du rayonnement 

et de la conduction dans les milieux semi-transparents étant la résolution de l'ETR, il nous a 

paru alors nécessaire de présenter une brève étude bibliographique sur ce thème qui constitue 

un immense champ de recherche. Ce rappel permettra de définir plus précisément les objectifs 

de notre travail. Pour commencer, il est à noter que, dans notre cas, l'ETR n'a pas de solution 

analytique. Alors, il apparaît nécessaire d'employer une méthode numérique pour résoudre 

l'équation. Sur le plan pratique, l'une des difficultés essentielles dans la résolution numérique 

de l'ETR, dans le cas général, réside dans le calcul d'une fonction de sept variables (trois 

coordonnées de position, deux coordonnées angulaires, une variable temporelle et un 

paramètre spectrale). Typiquement, pour un problème stationnaire bidimensionnel, la 

discrétisation spatiale nécessiterait 100 x 100 = 10 000 points, la discrétisation angulaire 

20 x 20 = 400 points, la discrétisation spectrale 500 points, soit un total de l'ordre de 

2000000000 points! C'est pourquoi, dans notre étude, on se limite au problème 

monodimensionnel adapté à un milieu limité par deux plans "infinis" parallèles, qui est 

totalement justifié pour les applications pratiques que nous avons à traiter. Par ailleurs, l'ETR 

étant de type intégro-différentiel, l'autre difficulté majeure pour la résoudre provient du terme 

intégral et du terme non homogène. Différents auteurs ont publié des ouvrages concernant la 

résolution de l'équation, notamment Chandrasekhar (1960) [4], Hottel et Sarofim (1967) [5], 

Ozisik (1973) [6] et Modest (1993) [7]. Aussi, une abondante bibliographie est donnée par 

Viskanta (1984) [8]. Ozisik [6] propose un récapitulatif des différentes méthodes existantes, 

comprenant des solutions formelles (utiles pour la compréhension mais peu adaptées au cas 

de milieux réels), des méthodes dites "approchées" et des méthodes numériques. Les 

solutions formelles n'étant applicables que pour des cas particuliers, elles ne sont pas 

abordées ici. Nous présentons seulement quelques exemples de méthodes approchées et 

numériques, les plus fréquemment utilisées. 

Les méthodes approchées: il s'agit généralement de méthodes donnant des formes 

simplifiées de solutions formelles parmi lesquelles les méthodes connues sous le nom de : 

L'approximation de Rosseland ou approximation des fortes épaisseurs optiques 

Cette approche est à l'origine des travaux de Rosseland dans le domaine de 

l'astrophysique (1936) [9]. L'hypothèse simplificatrice consiste à considérer que le milieu est 

optiquement épais ou, en d'autres thermes, que l'épaisseur du milieu est beaucoup plus 

grande que le libre parcours moyen des photons. Dans ce cas, l'équation se simplifie 
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considérablement pour donner une équation, similaire à la loi de Fourier, faisant intervenir le 

flux radiatif (Ozisik [6]) : 

dT 
Qr (x) = - Âr (T(x»· -(x) 

dx 

où Âr est la conductivité radiative donnée par : 

(J est la constante de Stefan-Boltzman. f3r est le coefficient d'extinction moyen de Rosseland 

qui a pour expression: 

1 = TC • f~ _1_. dL~ (T) dÂ 
f3R(T) 4·(J·T

3 
,1.=0 (Je,1, dT 

Cependant, la formulation proposée par cette méthode n'est valable que dans le cas d'un 

milieu diffusant de façon isotrope. De plus, on peut noter que cette approximation ne 

s'applique correctement que loin des frontières du milieu. Aussi, cette approximation reste 

très limitée dans son champ d'application. 

Le modèle à deux flux 

Cette approximation a été proposée pour la première fois par Schuster et Schwarzchild 

au début du siècle dernier (Chandrasekhar [4]). L'hypothèse simplificatrice consiste à 

considérer la luminance constante dans chaque demi-espace, mais pouvant être différente 

d'un hémisphère à l'autre. L'ETR se ramène alors à un système de deux équations 

différentielles, l'une pour la composante positive du flux et l'autre pour la composante 

négative. Dans son travail de thèse, Guilbert [1] a utilisé cette méthode. 

Dans de nombreux cas, les deux méthodes approchées que nous venons d'exposer 

permettent d'approcher les solutions exactes. Elles ont en outre l'avantage de permettre de 

représenter le transfert radiatif comme un phénomène conductif et de définir une conductivité 

radiative par analogie avec la conductivité thermique. Le problème de transfert couplé 

radiatif et conductif peut alors être traité comme un transfert conductif uniquement par 

additivité simple des flux. On se ramène ainsi à étudier une seule équation de la température. 

Cependant, selon Tong et Tien [10], Lee [11] et également Uny [12], ces méthodes simples 

sont insuffisantes pour représenter de façon précise le transfert radiatif dans les milieux 

fibreux, ces derniers présentant une diffusion fortement anisotrope. 

Les méthodes numériques: Elles sont nombreuses. 

La méthode des zones 

Cette méthode a été proposée pour la première fois par Hottel et Cohen (1958) [13]. 

Elle consiste à diviser le milieu en un nombre fini de zones volumiques isothermes et les 
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surfaces entourant le milieu en un nombre fini de zones surfaciques isothermes. Le transfert 

radiatif est modélisé en écrivant un bilan d'énergie pour chaque zone. Ce bilan fait intervenir 

des coefficients Si et Sj appelés facteurs d'échange directs qui représentent la fraction 

d'énergie radiative quittant la zone Si absorbée par la zone Sj' Les échanges pouvant 

intervenir sont du type surface-surface, volume-surface ou volume-volume. La procédure qui 

consiste à écrire un bilan énergétique sur chaque zone conduit à la résolution d'un système 

d'équations algébriques non linéaires en fonction de la température. La matrice de ce système 

est complètement pleine. Elle est par conséquent difficile à inverser. Toutefois, la méthode 

des zones permet d'obtenir des résultats d'une bonne précision si le nombre de zones choisies 

est suffisamment important. 

La méthode de Monte Carlo 

La méthode de Monte Carlo fournit une approche statistique pour résoudre l'ETR en 

invoquant une description probabiliste des processus d'échanges radiatifs. Cette méthode 

consiste à suivre le chemin de paquets d'énergie depuis leur émission jusqu'à leur absorption 

dans le milieu ou jusqu'à ce qu'ils s'échappent du milieu. Le paquet peut subir au sein du 

milieu une absorption, une diffusion ou encore une réflexion. Tous ces événements sont 

choisis de manière probabiliste par utilisation de nombres aléatoires. Les différents choix 

possibles appartiennent à une distribution statistique respectant les propriétés radiatives du 

milieu étudié. La méthode de Monte Carlo permet de traiter des problèmes à géométrie 

complexe trop difficilement solvables par d'autres techniques. Cependant, des erreurs 

statistiques peuvent apparaître si le caractère aléatoire des nombres générés n'est pas garanti 

et, de plus, le temps de calcul est relativement important ainsi que la taille mémoire requise. 

La précision de cette méthode peut être améliorée en augmentant le nombre de paquets 

d'énergie; cependant cette opération conduit à une augmentation du temps de calcul, d'après 

Al Abed et Sacadura [14]. Pour une présentation détaillée de la méthode de Monte Carlo, on 

peut citer Howell (1968) [15], Haji-Sheikh (1988) [16], Walters et Buckius (1992) [17]. 

Les méthodes multiflux 

Le principe de ces méthodes repose sur une discrétisation de l'espace angulaire et, dans 

les différents angles solides formés, la luminance est considérée uniforme. La forme la plus 

simple de discrétisation consiste à utiliser l'hypothèse simplificatrice de l'isotropie 

hémisphérique de la luminance. li s'agit du modèle à deux flux que nous avons déjà évoqué. 

Ce modèle peut être étendu à des modèles à quatre ou six flux pour des géométries 

multidimensionnelles et si on affine encore la discrétisation angulaire, nous obtenons la 

méthode des ordonnées discrètes. 

La méthode des ordonnées discrètes 

Cette méthode a été proposée pour la première fois par Chandrasekhar [4] pour résoudre 

les problèmes de transfert radiatif monodimensionnel dans le domaine de l'astrophysique. 
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Depuis, son adaptation à la résolution de l'ETR a connu un certain succès et a été utilisée par 

plusieurs auteurs pour différents cas de géométrie, milieux et conditions aux limites. La 

méthode des ordonnées discrètes consiste à approcher le terme intégral dans l'équation par 

une formule de quadrature, soit : 
N 

f f (n) dn == l f k • OJk 
O~41r k~l 

où OJk est le poids d'intégration associé à chaque direction. En écrivant l'ETR pour 

chaque direction, nous obtenons alors un système d'équations aux dérivées partielles qui se 

résoud en utilisant une discrétisation spatiale, une méthode aux différence finies par exemple. 

La méthode des ordonnées discrètes est aussi appelée approximation SN où N indique l'ordre 

de la quadrature qui est reliée aux nombres de directions. Jamaluddin et Smith [18] ont 

montré qu'en géométrie bidimensionnelle les approximations S4' S6 et S8 permettent de 

modéliser le transfert radiatif dans un milieu diffusant, émissif et absorbant avec une précision 

acceptable. De manière générale, S2 donne souvent des résultats assez mauvais, S4 peut 

suffire dans certains problèmes couplés, S6 voire S8 ne sont en général pas très pénalisants à 

utiliser. Pour une présentation détaillée de la méthode des ordonnées discrètes, on peut citer 

Carlson et Lathrop (1968) [19], Fiveland (1982-1984) [20,21], Stammes et al. (1988) [22] et 

Kumar et al. (1990) [23]. 

La méthode des harmoniques sphériques 

Un autre type d'approximation consiste à développer la distribution angulaire de la 

luminance en une série d'harmoniques sphériques. La série peut être tronquée arbitrairement à 

N termes. On parle de méthode PN et l'ETR se réduit, comme l'approximation SN' à un 

système d'équations aux dérivées partielles. Cette méthode fut proposée la première fois par 

Jeans (1917) [24] qui étudiait le transfert radiatif dans le domaine de l'astrophysique. La 

complexité mathématique de cette méthode augmente rapidement avec l'ordre de 

l'approximation. Alors, les approximations les plus souvent utilisées sont ~ et ~. 

L'approximation ~ a le mérite de remplacer l'équation aux dérivées partielles en un système 

plus simple; cependant, des problèmes de précisions numériques peuvent apparaître pour 

certaines géométries dans la limite des milieux optiquement minces (Modest [7]). Bayazitoglu 

et Higenyi [25] ont constaté ce genre de problèmes lors du traitement du transfert radiatif 

monodimensionnel, lorsque les frontières du milieu sont des cylindres ou des sphères, alors 

que pour un milieu à faces parallèles, la différence entre ~ et ~ est négligeable. Pour les 

approximations d'ordre supérieur, notamment Ps, la précision numérique gagnée est 

relativement faible en comparaison de l'augmentation de la difficulté analytique et du temps 

de calcul. 
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La méthode des éléments finis 

La méthode des éléments finis a également été utilisée pour résoudre l'ETR, pour un 

problème couplé conductif-radiatif, dans un milieu gris non diffusant contenu dans une 

enceinte rectangulaire (modèle 2D). Les auteurs Razzaque et al. [26] reconnaissent certaines 

difficultés de mise en œuvre. Roux et al. [27] ont utilisé la méthode des éléments finis pour 

résoudre l'ETR sur un milieux isolant fibreux absorbant, diffusant, émissif et l'ont comparé à 

la méthode aux ordonnées discrètes. TIs en concluent que les résultats obtenus sont en très bon 

accord. 

Enfin, nous allons présenter une dernière méthode dite matricielle. 

La méthode matricielle 

C'est une méthode qui s'applique seulement dans le cas d'une géométrie 

monodimensionnelle. Le point de départ des méthodes matricielles est, comme pour 

l'approximation SN' d'approcher l'intégrale de l' ETR par une quadrature numérique afin 

d'obtenir, pour les directions choisies, un système d'équations différentielles ordinaires. Le 

système se réduit dans le cas du transfert mono dimensionnel pour la direction (Ox) à un 

système différentiel du type : 

d L;. (x) = A;. . L;. (x) + @; (x) 
dx 

où L;. est le vecteur dont les composantes sont les luminances dans les différentes directions 

discrètes retenues pour l'étude. Dans sa thèse, Boulet [2] a généralisé les travaux de Guilbert 

[1] en passant d'un modèle deux flux à un modèle multiflux. Pour résoudre l'ETR dans ce 

cas, il a utilisé la méthode matricielle. Partant du système d'équations différentielles obtenus, 

la solution immédiate est celle qui consiste à utiliser les exponentielles de matrices. Comme 

nous avons adopté nous aussi cette méthode, son développement sera présenté en détail par la 

suite. 

TI existe également des combinaisons des méthodes appelées méthodes hybrides 

permettant de pallier les inconvénients de chacune tout en profitant des avantages des autres. 

Quoi qu'il en soit, aucune de toutes ces méthodes que nous venons de présenter n'est 

considérée comme étant la plus adaptée à tout type de problème. Les problèmes industriels 

que l'on peut rencontrer sont très diversifiés, notamment par la nature du milieu à étudier et 

par la variété des conditions aux limites qui peuvent être traitées. Aussi, le choix d'une 

méthode est le plus souvent conditionné par le type d'application et c'est généralement un 

compromis entre les exigences de l'utilisateur en termes de difficulté de mise en œuvre, de 

précision et de coût en place mémoire et temps de calcul. 
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3.2 Résolution numérique de l'ETR en régime stationnaire 

Nos applications vont porter sur l'étude des milieux fibreux qui sont en général non 

gris. Ainsi, dans notre cas l'ETR est une équation monochromatique, ce qui impose de la 

résoudre sur l'ensemble du spectre concerné. Dans l'équation, la longueur d'onde Â est un 

paramètre. En conséquence, nous devons résoudre l'équation autant de fois qu'il y a de 

longueurs d'onde à prendre en compte. Dans les applications, celles-ci peuvent aller jusqu'à 

la valeur 500 par exemple. Une attention toute particulière sera alors portée sur cet aspect. 

Avec le souci de réduire les temps de calcul, nous allons présenter différentes méthodes 

numériques pour résoudre l'équation, en régime stationnaire. Par la même occasion, nous 

donnerons l'efficacité et les contraintes de ces méthodes. Par ailleurs, nous pourrons par la 

suite comparer les résultats obtenus par les différentes méthodes et ainsi valider le modèle. 

Ceci sera fait au chapitre VI. Nous allons nous intéresser à la résolution de l'ETR en présence 

de la symétrie azimutale et lorsque les températures sont imposées aux frontières. Nous 

donnerons aussi une méthode de résolution de l'ETR sans la symétrie azimutale et associée 

aux conditions de flux, que nous reporterons en annexe 3. Nous supposerons, pour la 

résolution de l'équation, que le champ de températures est donné. li est à noter que la 

résolution numérique de l'ETR est composée de trois problèmes distincts: la discrétisation 

angulaire, la discrétisation spatiale et la discrétisation spectrale. Pour commencer, nous 

allons étudier la discrétisation angulaire. 

3.2.1 La discrétisation angulaire 

Nous utilisons la méthode matricielle pour résoudre l'ETR. Elle consiste, dans un 

premier temps, à discrétiser l'espace angulaire pour lequel nous choisissons un certain nombre 

de directions spécifiques Il j 1::::; j ::::; m comme indiqué sur la figure 3.1, avec m un nombre 

entier positif, que l'on choisira pair pour une raison de symétrie. La discrétisation angulaire 

permettra alors d'approcher le terme intégral de l'équation par une formule de quadrature. Les 

équations discrètes sont obtenues à partir de l'ETR écrite pour chaque direction. Cette 

procédure transforme l'équation intégro-différentielle, dans notre cas (monodimensionnel), à 

un système différentiel ordinaire (E.D.O.). La précision de la solution dépendra bien entendu 

du choix de la quadrature. li n'existe pas a priori de choix optimal de directions qui 

conviennent à tous les types de problèmes. Celui-ci dépend en réalité de la connaissance des 

directions privilégiées du transfert radiatif. 
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x 

y 

figure 3.1 : Discrétisation de l'espace angulaire 

La semi-discrétisation de l'ETR en la variable f.l donne: 

aLÂ (x,f.l j ) 0 ~ P 
f.l j . ax = (JaÂ (f.l) . EÂ (T(x)) - (JeÂ (f.l j) . LÂ (x,f.l) + f:t Â (f.lk --7 f.l j) . LÂ (x,f.lk) (3.1) 

1':5, j':5,m 

où le coefficient PÂ prend en compte le coefficient de diffusion, la fonction de phase et les 

poids d'intégration: 

PÂ(f.lk --7f.l)=~·(JSÂ(f.lk)·PÂ(f.lk --7 f.lj)·sin (Ok)' c: V1':5,j,k':5,m (3.2) 
2 

Les coefficients C: sont les poids d'intégration liés à la formule de quadrature et les {Ok} k:; 

sont les directions discrètes polaires telles que f.lk = cos (Ok) VI ':5, k ':5, m. 

Nous faisons remarquer que, dans les équations (3.1), LÂ est en fait une valeur 

approchée de la luminance et, pour ne pas alourdir les écritures qui vont suivre, nous 

garderons la même notation. Par ailleurs, la validité de la relation (3.1) est conditionnée par la 

capacité de la somme discrète à représenter le terme intégral. TI est donc nécessaire de choisir 

une bonne formule de quadrature et de prendre éventuellement une valeur de m suffisamment 

grande pour avoir une bonne précision numérique. Par la suite, nous aurons besoin de 

connaître les coefficients radiatifs (Ja' (Js et P intervenant dans les équations (3.1). Dans nos 

applications (on renvoie au chapitre VI), nous utiliserons les coefficients qui ont été calculés 

par Boulet [2], et plus récemment par Milandri [3]. Ces auteurs ont calculé les coefficients 

pour différents types de milieux fibreux et toujours pour des directions angulaires choisies 

avec un pas constant, comme décrit sur la figure 3.2. Par conséquent, nous serons contrains 

d'utiliser le même découpage de l'espace angulaire. Nous rappelons que la variable f.l est 
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définie par ,u = cos (8) où 8 E [O,n] est l'angle polaire. Le découpage se fait sur l'intervalle 

angulaire [0, n / 2] (le découpage de l'intervalle [n / 2, n] s'opère par symétrie) avec un pas 

constant LI (J = n / m (figure 3.2) tel que 

(Jl = ~(J , (Jj+l = Bj +.LIB V l ~ j ~ m/2- 2 et Bml2 = ; - ~(J 
Finalement, il vient 

,uj=cos(8j ) V l~j~m, ,uj=-,um+l-j V ml2+1~j~m et O<,uj<1 V l~j~m/2. 

-
7r LIe "2 7r LIe 
--- -+-

2 2 2 2 2 

figure 3.2 : Découpage de l'intervalle angulaire 

Dans sa thèse, Boulet [2] a utilisé la méthode du point milieu composée pour évaluer 

l'intégrale, sur le même support d'intégration défini ci-dessus. Mais cette méthode est 

évidemment peu précise. li nous a paru alors nécessaire d'utiliser une formule de quadrature 

donnant une plus grande précision. En calcul intégral, il est bien connu que la méthode de 

Gauss est la meilleure lorsque la fonction à intégrer peut être évaluée en des points arbitraires, 

non régulièrement espacés (points de Gauss). La méthode ne peut alors s'appliquer que 

lorsque la fonction est connue en ces points précis. Dans notre cas, nous ne pourrons pas 

l'utiliser puisque le support d'intégration est formé de points régulièrement espacés. La 

méthode de Romberg est une technique d'intégration numérique qui permet d'atteindre aussi 

des résultats très précis et elle utilise un découpage de l'intervalle à pas constant. Cependant, 

pour pouvoir l'appliquer, il faut que le nombre de sous-intervalles soit une puissance de 2 (ce 

qui n'est pas toujours pratique) ou encore le nombre de points de la forme m = 2n + 1 i.e. m 

impair. Dans notre application, nous avons précisé que m doit être pair. De plus, la méthode 

ne donne pas, pour le calcul de l'intégrale, une expression faisant intervenir explicitement les 

valeurs que prend la fonction aux différents points de discrétisation de l'intervalle et c'est ce 

que l'on recherche dans la relation (3.1). Par conséquent, cette méthode non plus ne pourra pas 

être utilisée. Les formules de Newton-Cotes sont satisfaisantes mais ne doivent pas être 

utilisées pour une valeur de m élevée, plus précisément m ~ 7, car elles deviennent instables. 

Au-delà de cette valeur, on est conduit à faire des intégrations par arcs. On partage le domaine 

d'intégration en un certain nombre d'intervalles partiels, et sur chacun d'eux on utilise les 

formules de Newton-Cotes: c'est la méthode de Newton-Cotes composée. Nous appliquerons 

alors cette méthode sur l'intervalle [81' 8m ] • Dans les applications, nous prendrons m;:::: 12 et 

nous utiliserons la formule de type Villarceau. Nous renvoyons à l'annexe 1 pour les valeurs 

des coefficients C: . 
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Remarque 3.1 : Dans la pratique, on ne peut pas déterminer les coefficients radiatifs pour les 

deux valeurs, en e = a et e = n . Par conséquent, nous ferons une extrapolation linéaire pour 

connaître ces deux valeurs et nous utiliserons alors une intégration du type trapèze pour 

intégrer la fonction sur les deux intervalles partiels [a,el] et [em,n]. On peut penser que les 

erreurs d'intégration seront les plus grandes à ces deux endroits, surtout si la fonction à 

intégrer varie fortement ou change complètement d'allure dans ces deux zones. Dans la 

pratique, le transfert radiatif est généralement le plus important dans ces deux zones. Par 

contre, il est certain que les deux valeurs de la fonction obtenues par extrapolation, aux 

extrémités de l'intervalle, seront d'autant plus proches des valeurs réelles que si l'on prend m 

suffisamment grand et du même coup on réduira les erreurs d'intégration. Si cela est vraiment 

nécessaire, une autre façon de procéder serait de discrétiser les deux intervalles partiels 

[a,el] et [em,n] avec un pas plus fin (et non constant éventuellement) tout en gardant la 

même discrétisation avec un pas constant de l'intervalle [el' e m] . 

Nous supposons que les températures sont imposées aux frontières. Dans ce cas d'après (2.4), 

les conditions aux limites radiatives discrètes sont données par 

(3.3) 

Les m équations différentielles couplées (3.1), associées aux conditions aux limites (3.3) 

peuvent se mettre sous forme matricielle. Au préalable, nous divisons l'espace en deux 

hémisphères, l'un correspondant à l'hémisphère "avant" : a < f.l ~ 1 , et l'autre à l'hémisphère 

"arrière" : -1 ~ f.l < a , comme décrit sur lafigure suivante: 

z 
hémisphère arrière hémisphère avant 

()=nI2 O<,u:::':;l 

----t-------=:"f""---t--~ x 

figure 3.3 : Découpage de ['espace en deux hémisphères 

Nous introduisons alors deux champs de luminance L; et LA de taille m/2, 

correspondant respectivement aux hémisphères avant et arrière (figure 3.4) : 

L; (x) = [LÀ (x,,li) l!>j!> m/2 

LA (x) = [LÀ (x,-,li) l!>j!> m/2 

(3.4) 
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et nous introduisons le vecteur luminance LÀ de taille m formé des deux vecteurs L~, et L~ 

(3.5) 

L), est donc le vecteur dont les composantes sont les luminances dans les m directions Pj 

retenues pour l'étude. 

Nous introduisons à présent le vecteur @~}(x) de taille m, défini par: 

l @O.I ( ) i 
@O( ) _ (ij À X 

(0 x-. ), @o.+( ) 
-0 X }, 

(3.6) 

où @t+ (x) est le vecteur de taille ml2 de composantes 

(3.7) 

Dans le cas des fibres réparties aléatoirement dans des plans parallèles aux frontières, le 

calcul des coefficients radiatifs du milieu met en évidence différentes symétries [2,3] que 

nous allons utiliser afin de simplifier au maximum l'écriture matricielle: 

et par suite 

(JaÀ (JI) = (J aÀ ( - JI) 'II 1 <s, j <S, m 1 2 

'II 1 <s'j<s' ml2 

PÀ(Jlk ~ Iii) = PÀ(-Jlk ~ -Jli) 

P},(Jlk ~ -Il) =PÀ(-j'k ~ Jlj) 

'II 1 <s'j,k<s' ml2 

'II 1 <s'j,k <s, ml2 

Remarque 3.2 : Les coefficients C: dans l'écriture (3.2) vérifient 

111 

(3.8) 

(3.9) 

(3.10) 

1) l C:=I, O<C:<! 'II !<S,k<s'l1I (avec m~12) et par suite P),(flk~flJ»O 

'II l<s'j,k<s'l11. 

2) C"o = C~'lk pour tout ml2 + 1 <S, k <S, m . 

A partir des relations (3.2), (3.8), (3.10) et la remarque 3.2, nous déduisons 

PÀ(Jlk ~ Jl j ) = P)J-Jlk -+ -Jl j ) 'II 1 <S, j,k <S, ml2 

'II 1 <S, j,k <S, ml2 
(3.11 ) 

Finalement, la forme matricielle de (3.1) est donnée par: 

d LÀ (x) _ L _ .!pO_ 
--"-'--'- - AÀ· À (x) + (9 À (x) 

dx 
(3.12) 
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OÙ Al. est une matrice carrée de taille m qui a une structure composée de quatre blocs: 

[ 
i A2] A - À. À. 

À, - 2 1 
- AÀ, - AÀ, 

(3 .13 ) 

où A~, et A~ sont deux matrices carrées de taill e ni / 2 dont les éléments sont donnés par : 

(A~ )jk =_1_ . {PÀ(Jlk -+ ,u) - O"eÀ (Uk) · 6jk } 
Ji j 

(3 .14) 

2 1 P (A À) jl: = - . À (Ilk -+ - Jl j ) 

Jl j 
(3 . ] 5) 

pour 1 :s; j ,k :S; m/2 U est l' indice de ligne et k est l'indice de colonne). Par la suite, nous 

désignerons AÀ, la matrice caractéristique du milieu. 

Remarque 3.3 : 

1) La prise en compte d'un modèle multiflux conduit, après la semi-discrétisation en angle 

de l'ETR, à un système différentiel donné par (3 .12). 

2) Nous pouvons noter la structure particulière da la matrice AÀ, qui vient de la symétrie des 

coefficients radiatifs du milieu . 

3) La dimension de la matrice A~. et celle des vecteurs LÀ et @)~ dépendent du nombre de 

directions de discrétisation choisi pour la variable JI . 

D'après (3 .3) et (3.4), le système différentiel (3 .12) est associé aux conditions aux limites 

suivantes (figure 3.4) : 

l
L~ (TJ j lL~ (TE )j 

L: (O) = : et L~ (E) = : 
[ 0 (1') [ 0 ('1' ) 

JÀ · 0 ..JÀ I. F. 

(3 .16) 

o x E 

figure 3.4 : Conditions allx limites radiatives elillminallces dans le miliel! 

Nous pouvons à présent passer à la discrétisation spatiale. 
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3.2.2 La discrétisation spatiale 

Le système (3.12) associé aux conditions aux limites (3.16) est un système différentiel 

ordinaire du premier ordre, linéaire, non homogène et à coefficients constants. Par ailleurs, 

nous savons résoudre complètement ce genre de système. Par conséquent, nous pouvons 

donner la solution analytique du système (3.12) (3.16). Le principe général de résolution d'un 

système différentiel est bien connu : il consiste à résoudre le système homogène et à 

rechercher une solution particulière du système général. La solution générale du système est 

alors obtenue en faisant la somme des deux solutions précédentes. Dans un premier temps, 

nous allons résoudre l'équation homogène associée à (3.12), puis nous chercherons une 

solution particulière. Nous noterons, pour la suite de notre exposé, LhÂ la solution homogène 

et LpÂ la solution particulière. Pour les conditions aux limites, nous avons: 

{ 

L~ (0) = L:Â (0) + L;Â (0) 

t; (E) = L~Â (E) + L~Â (E) 
(3.17) 

où L:Â (0) et L;Â (0) sont respectivement les conditions aux limites homogènes et 

particulières, au point x = O. L~Â (E) et L~Â (E) sont respectivement les conditions aux limites 

homogènes et particulières, au point x = E . 

Le système homogène associé à (3.12) correspond à un problème de transfert de chaleur 

radiatif sans émission propre, dont la mise en équation est: 

d LhÂ (x) - A . L ( ) 
- Â MX 

dx 
(3.18) 

auquel on associe les conditions aux limites radiatives homogènes suivantes: 

{ 
L~Â (0) ~ L~ (0) - L;~ (0) 

LhÂ (E) - LÂ (E) - LpÂ (E) 
(3.19) 

Pour la résolution du système homogène (3.18) (3.19), nous supposons que les conditions aux 

limites particulières L;Â (0) et L~Â (E) sont données. Le système différentiel (3.18)-(3.19) a 

une solution unique donnée par 

(3.20) 

où exp (AÂ • x) est l'exponentielle de la matrice (AÂ • x) et K Â, est un vecteur constant 

d'intégration de taille m, déterminé par les conditions aux limites (3.19). 

Si nous posons 

[e~ (x) e~ (X)] [K~] 
exp (AÂ • x) = 3 4 et K Â = 2 

eÂ(x) eÂ(x) K Â 

où e~ (x) 1 ~ i ~ 4 sont des matrices carrées de taille m/2 et K~, K~ sont des vecteurs 

colonnes de taille m/2. li vient alors: 



{ 
L~ix) = el (x) . Kl + e~(x)' K~ 
L~ix) = el (x) . Kl + e1 (x) . K~ 
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Nous pouvons à présent déduire l'expression du vecteur K)" en fonction des conditions aux 

limites radiatives homogènes: 

Kl = L~iO) et K1 = (e1(E)r
1 

• (L~iE) - el (E)· L~À(O)) 

Par ailleurs, la solution (3.20) possède la propriété de semi-groupe, i.e. si 0 < Xi < Xi+l < E 

alors 

(3.21) 

Ainsi, la solution au point Xi+l est donnée directement par la relation (3.21) si l'on connaît la 

solution au point Xi • 

Cependant, la mise en application directe du calcul de la solution du système homogène 

par les relations (3.20) et (3.21), sous la forme d'un code de calcul, pour les cas pratiques qui 

nous intéressent, ne sera pas possible parce qu'elle conduit à une instabilité numérique. Nous 

allons donner l'explication du phénomène par les éléments qui vont suivre. Pour commencer, 

nous donnons quelques propriétés concernant les valeurs propres de la matrice A)". 

Proposition 3.4 : Pour !l(} suffisamment petit, la matrice A)" n'a pas de valeur propre nulle. 

Preuve. 

Soit A~ une matrice carrée de taille m définie par A~ = G . AÂ où G est une matrice diagonale 

de taille m donnée par 

o 

G= 
fJ m / 2 • sin((} m/2) • C:/ 2 

- fJ 1 • sin((}l) . C: 
o 

- fJ m / 2 • sin((} m/2)' C:/ 2 

Nous allons tout d'abord montrer que la matrice A~ est à diagonale strictement dominante, i.e. 

1 (A~) kk 1 > i 1 (A~) jk 1 V 1 ~ k ~ m 
j=l 
j# 

D'après les relations (2.10) et (3.2), il vient 

~ p sin (() . ) . C~ 
-L.J Â(fJk ~ fJj)·. ] ~ = (J'sÂ(fJk)+êÂ(!l(}) 
j=l sm ((}k) . Ck 

et d'après les relations (2.11) et (3.2), on a 

(3.22) 
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m 

L PÀCUk ~ J.1 j ) = eJsÀ (J.1 j )+1h(1l8) (3.23) 
k=l 

OÙ EÀ, l1À sont des réels qui représentent les erreurs d'intégration et EÀ (1l8), l1À (1l8) ~ 0 

lorsquell8 ~ O. Alors, 

1 (A~)kk 1 = 1 sin(8k) . C~ 1·1 PÀ (J.1k ~ J.1k) - eJeÀ (J.1k) 1 = sin(8k) . C~ . { eJeÀ (J.1k) - PÀ (J.1k ~ J.1k) } 

carO < sin(8k)· C~ < 1 \;j 1 ~ k ~ m, PÀ (J.1k ~ J.1 j ) > 0 \;j 1 ~ j,k ~ m (d'après la remarque 3.2), 

eJsÀ <eJeÀ et eJeÀ (J.1k)-PÂ,(J.1k ~J.1k»O pour 118 suffisamment petit d'après (3.23). 

Par ailleurs, 
m m 

L 1 (A~) jkl = L PÀ (J.1k ~ J.1). sin(8)· C~ 
j=l j=l 
j#k j#k 

Dans ce cas, 

1 (A~)kkl- i 1 (A~)jkl=sin(8k)'C~ . (eJaÀ (J.1k)+eJsÀ (J.1k»- i PÀ(J.1k ~ J.1j).sin(8j)'C~ 
j~ j~ 
j#k 

=sin(8k)'C~ . (eJaÀ (J.1k)-EÀ(1l8» enutilisant(3.22) 

Pour 118 suffisamment petit, cette quantité sera strictement positive. La matrice A~ étant à 

diagonale strictement dominante, elle est alors inversible et det (A~) i=- O. D'autre part, 

det (AÀ) = det (G-1 
• A~) = det (G-1

). det (A~) i=- 0 car 

m/2 1 
det(G-1)=(-1)m/2·n . (J 2 :;to 

j=l (J.1j.sm(8 j )·Cj ) 

ce qui prouve que la matrice A
À 

est inversible et donc elle n'a pas de valeur propre nulle. 0 

Proposition 3.5 : Si çÀ est une valeur propre de la matrice AÀ, associée au vecteur propre 

[ : ~] où X ~ , X 1 sont deux vecteurs colonnes de taille m /2, alors - ç Â est aussi valeur 

propre de la matrice A;. associée au vecteur propre [:f]. Par ailleurs, (ç;.)' est valeur 

propre de la matrice (A~ + A1)· (A~ - A1) associée au vecteur propre (Xl- X1) et est aussi 

valeur propre de la matrice (A~ - A1)· (A~ + A1) associée au vecteur propre (X~ + X1). 

preuve 

Ona 

[ 
A~ A1]. [x~] = çÀ, • [x~] 

_A2 _Al X2 X2 
À À, À, À, 

ou encore en développant le produit, il vient 
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{ 
A~. X ~ + A~. X ~ = {" . X ~ 

2 l l 2 ;: 2 
- AÀ . X À - AÀ . X À = ~ À . X À 

Le système est équivalent à 

c'est à dire 

en multipliant (4.) par-l 

en multipliant (~ ) par - 1 

[ 
A~ A~].[X~]=_çÀ'[X~] 

_A2 _Al Xl Xl 
À À À À 

ce qui démontre le premier point de la proposition. 

Le système (3.24) est encore équivalent à 

{ 

(A~ - A~). (X~ - X~) = çÀ . (X~ + X~) (~):= (~) + (L2 ) 

l 2 l 2 ;: l 2 
(AÀ +AÀ)'(XÀ +XÀ) = ~À ,(XÀ -XÀ) (L2):=(~)-(L2) 

En substituant (~) dans (~) et (L2 ) dans (~), nous obtenons 

{ 

l 2 12 12 ;:2 l 2 
(AÀ +AÀ)·(AÀ -AÀ)'(XÀ -XÀ) = (~À) ,(XÀ -XÀ) 

l 2 l 2 l 2 ;: 2 l 2 
(AÀ -AÀ)·(AÀ +AÀ)'(XÀ +XÀ) = (~À) ,(XÀ +XÀ) 

ce qui démontre le deuxième point de la proposition. 0 

(3.24) 

Remarque 3.6 : Pour les cas pratiques qui nous intéressent, nous avons déterminé les valeurs 

propres de la matrice A
À 

en utilisant le logiciel Matlab. Dans nos applications, nous avons 

pris m = 12 directions et N = 211 longueurs d'ondes, variant de 3,5 à 25 microns. Les 

courbes de la figure 3.5 représentent les six valeurs propres positives de la matrice A
À 

en 

fonction de la longueur d'onde. En particulier, celles-ci sont réelles, simples et distinctes pour 

chaque longueur d'onde. 

Dans Roche [28], il est démontré que le calcul de l'exponentielle d'une matrice par des 

méthodes numériques est intrinsèquement instable si les valeurs propres (ou la norme) de la 

matrice sont supérieures à l'unité. D'autres auteurs [29,30,31] ont montré que ce phénomène 

d'instabilité numérique apparaît lorsque l'épaisseur optique du milieu, définie par 

r À, (x, p) = (JeÀ, (p) . x, augmente. Mais ceci revient à dire que les valeurs propres de la matrice 

AÀ, . x sont élevées, puisque celles-ci sont proportionnelles à l'épaisseur optique. Or, il se 

trouve que les matériaux fibreux du type de ceux que nous étudions sont caractérisés par une 

épaisseur optique importante; par conséquent les valeurs propres sont également importantes 

comme le montre la figure 3.5. Finalement, si notre problème est numériquement mal posé, 

cela vient du fait que la solution homogène (3.20) est donnée par une exponentielle de matrice 



91 

et cette matrice a des valeurs propres réelles, positives, non nulles et très élevées. Dans nos 

applications, l'épaisseur du milieu est égale à 10 cm. La valeur limite de x pour laquelle la 

méthode serait malgré tout applicable dépend donc des caractéristiques du milieu. 

2 .5 

0.5 

o L-__ <-=-=-=--'=~~-"' __ -'-' __ -' 
o 0.5 1.5 2 2.5 

w'd\Clenglh (microns) X 10.5 

figure 3.5 : Valeurs propres de la matrice AÀ. 

Finalement, nous sommes amenés à proposer une autre méthode pour résoudre le 

système (3 .12) (3.16). Pour passer outre ce problème numérique, Waterman [29], ensuite 

Flatau et Stephens [30] , et plus récemment Boulet et al. [31], ont introduit une méthode stable 

numériquement appelée principe d'interaction, utilisant deux matrices caractéristiques 

représentant la transmission et la réflexion pour une couche d'épaisseur donnée. Nous avons 

repris cette méthode et nous y avons apporté quelques améliorations au niveau de la précision 

et des temps de calcul. Nous renvoyons à l'annexe 2 pour la description de la méthode. 

Cependant, son utilisation dépend fortement de la variation du champ de températures dans le 

milieu et reste donc très limitée dans les applications. Par ailleurs, nous ne savons pas donner 

la limite de validité de cette méthode. Pour ces raisons, il nous a paru nécessaire de 

développer une autre méthode pour résoudre le système (3 .12) (3.16) . 

3.2.2.1 Méthode par diagonalisation 

Dans ce paragraphe, nous allons présenter une nouvelle méthode stable et très précise 

pour résoudre le système (3 .12) (3.16). Elles s'appuie essentiellement sur la diagonalisation 

de la matrice caractéristique du milieu AÀ, ' 

Une condition suffisante pour que la matrice AÀ, soit diagonalisable est que toutes ses 

valeurs propres soient distinctes. Alors, d' après la remarque 3.6 et pour les cas pratiques qui 

nous intéressent, cette condition est vérifiée. D'après la proposition 3.5, la matrice 

(A~ - A~ ). (A~ + A~ ) est aussi diagonalisable et sa réduction est donnée par : 
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(DJ2 =S~I·(Al-A~).(Al +AD·S;( 

avec (D;'y = diag [œlJ2
] l$f<;m/2 où œDbf<ôm/2 et (-ÇDl$f<ôm/2 sont les valeurs propres de la 

matrice A A,' SA, est la matrice de passage, carrée de taille m /2 . La réduction de la matrice A A, 

est quant à elle donnée par: 

AA, =!.[ U~ u~l'[ DA, 0 ].[ Z~ Z~] (3.25) 
4 U 2 U l 0 - D Z2 Zl A, A, A, A, ~A, 

où les matrices U~, U~, Z~ et Z~ sont définies par 

U~ = S;( + W;( ; U~ = S;( - W;( 

ZI =S-1 +W-1 . Z2 =S-I_W-1 
~;( ;( ;(,;( ;( ;( 

W;( = (Al + A~). S;( . D~1 = (Al- A1rl
. S;( . D;( 

Si on substitue la matrice AA, par son expression (3.25) dans la solution homogène donnée par 

(3.20), il vient: 

l [Ul L/ù(x)=-· 
4 U 2 

;( 

En posant 

K =!.[ Zl 
;( 4 Z2 

;( 

on a alors 

U1].[ exp(D;( ·x) 0 ].[ Zl ZZ:I].K;,. 
U~ 0 exp( -D;( . x) Z~ /C 

(3.26) 

Les composantes vectorielles de L'M (x) correspondant aux hémisphères avant et arrière sont 

données par: 

K;( est un vecteur constant de taille m qui est déterminé par les conditions aux limites: 

L;;((O)=[Ul Un·K;( et L~1;((E)=[U1 Ul]·Exp;((E)·K;( 

ou encore, écrit sous une autre forme: 

_ [ [U~ U~] ]-1 [L;;((O)] 
K;( = [U~ U~]. Exp;((E) . L7,;((E) 

(3.27) 

En substituant K;( donné par (3.27) dans (3.26), on obtient l'expression de la luminance 

homogène en fonction des conditions aux limites: 
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La matrice Exp;., a les propriétés suivantes: 

(Exp,t (x)r l = Exp,t (-x) et Exp,t (x)· Exp,t (y) = Exp,t (x + y) 

En utilisant ces propriétés et en se rappelant que pour deux matrices A et B, on a la propriété 

B-1 
• A -1 = (A. Br1 (3.28) 

il vient: 

En développant l'expression de la matrice à inverser, on a : 

2 * ]-1 U,t ·E,t(x) 
1 * U,t ·E,t(x-E) 

(3.29) 

P d'fi·· E* () d· (ç {a) , (f:. j) 1 1 . ar e ImtlOn, ,t a = lag e l$j$mI2 ou '='/l l$j$mI2 sont es va eurs propres stnctement 

positives de la matrice A;.,. Par conséquent E~ (a) diverge si a est positif. Pour déterminer la 

matrice à inverser de (3.29), nous allons nous ramener à des matrices E~(a) où a sera une 

valeur négative. La matrice E~ a les mêmes propriétés que la matrice Exp;.,. Dans ce cas, il 

vient 

u1 ].[E~(E-X) 0 ]}-I 
Ul·E~(-E) 0 E~(x) 

(3.30) 

en utilisant la propriété (3.28) et où l'on a posé 

Bl(x)=E~(x-E) et B~(x)=E~(-x) 

En reportant (3.30) dans (3.29), on obtient finalement l'expression qui permet de calculer la 

luminance homogène en tout point du milieu sans problème de stabilité numérique: 

Lhix ) = [Ul U1]. [Bl (x) 0 ]. [ ul· E~ (-E) U~ ]-1 [L~À(O)] 
U~ ul 0 B~(x) U~ ul· E~ (-E) L~À(E) 

(3.31) 

Remarque 3.7 : 

1) les matrices Bl et B~ peuvent être déterminées de manière itérative. En effet, soit 

o < Xi < Xi+1 < E, alors 
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Bl(xJ=E~(-(Xi+1-XJ)·Bl(Xi+1) et Bi(Xi+1)=E~(-(Xi+1-XJ)·Bi(Xi) (3.32) 

2) dans nos applications, le plus souvent E~ (-E) == 0, la matrice nulle (voir figure 3.5). 

3) la réduction de la matrice AÂ, se ramène en fait à la réduction de la matrice 

(Al - A~ ) . (Al + A~ ), ce qui réduit la taille du problème par deux. Le logiciel Matlab 

(version 5.3) que nous utilisons calcule les valeurs propres et les vecteurs propres de la 

matrice (Al - A~ ) . (Al + A~ ) assez rapidement et avec une très bonne précision. 

L'algorithme utilisé est la méthode QR. De plus, le calcul de la matrice E~ ne pose pas de 

problème puisqu'il est donné directement par la relation 

* _. -ç{x 
EA. (-x) - dzag (e )1";j,,;m/2 pour tout XE [0, E]. 

Nous allons maintenant chercher une solution particulière au système (3.12). Puisque 

aucune solution évidente n'apparaît, on utilise la méthode de variation des constantes, c'est-à

dire qu'on cherche une solution particulière sous la forme 

Lpix) = exp (AA. . x)· KA. (x) 

où KÂ, est supposé différentiable. KÂ, est donné par l'expression suivante 

x 

KA. (x) = f exp (-AA. ·s)·@;(s) ds + CA. 
o 

pour tout 0 < x < E où CA. est un vecteur constant quelconque de taille m. Généralement on 

prend CA. = 0 le vecteur nul, mais ici nous verrons que CA. joue un rôle important et nous le 

choisirons de façon à ne plus avoir le problème d'instabilité numérique. Alors, la solution 

particulière est donnée par 
x 

LpA.(x) = f exp(AA. ·(x-s))·@;(s) ds + exp(AA. ·x),CA. 
o 

En utilisant la forme réduite de la matrice AÂ, donnée par (3.25), il vient 

(3.33) 

Posons à présent 

[ 

@,o,+(s) ] [Z1 Z2] @;(s)=_A._=!.A.A..@;(s) 
ft'0,- ( ) 4 Z2 Z1 
(9 A. S A. A. 

- [c;] 1 [Zl et CA. = _ =_. 
C- 4 Z2 

A. A. 
(3.34) 

alors d'après (3.6),ona: @;'-(s) =-@;'+(s). 
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En reportant (3.34) dans (3.33), il vient 

x J E~(x-s).@;-+(s) ds +E~(x)'C; 
o 
x -J E~(s-x).@;-+(s) ds +E~(-x)'C;: 
o 

C; et C;: sont deux vecteurs constants de taille ml2 que l'on peut fixer nous même. On pose 

E 

alors C; = - J E~ (-s)· @;-+(s) ds et C;: = 0, le vecteur nul. Par suite 
o 

x E 

E~(x)·C; =- J E~(x-s)'@;-+(s) ds - J E~(x-s)·@;'+(s) ds 
o x 

en utilisant les propriétés de la matrice E~ et en découpant l'intégrale en deux. Dans ce cas, 

E 

[

U I U 2 ] J E~(x-s)·@;-+(s) ds 
L (x) = _ Â Â. x 

pÂ U2 U I x 

Â Â J E~(s-x)·@;-+(s) ds 
o 

ou encore en développant le produit, on obtient les composantes vectorielles de LpÂ 

correspondant aux hémisphères avant et arrière : 
E x 

L:Â(x)=-ul· J E~(x-s)·@;-+(s) ds - U~'J E~(s-x)'@;'+(s) ds 
x 0 

E x 
(3.35) 

L~Â(x)=-U~, J E~(x-s)·@;-+(s) ds - Ul·J E~(s-x)'@;'+(s) ds 
x 0 

On en déduit alors les conditions aux limites particulières: 
E E 

L:Â(O)=-Ul·J E~(-s)'@;-+(s) ds et L~Â(E)=-Ul'J E~(s-E)·@;-+(s) ds (3.36) 
o 0 

On s'aperçoit alors que 

lorsque x < s < E , le calcul de E~ (x - s) est stable puisque x - s < 0, 

lorsque 0 < s < x, le calcul de E~ (s - x) est stable puisque s - x < O. 

Ainsi, le calcul de la solution particulière et des conditions aux limites particulières, données 

respectivement par les relations (3.35) et (3.36), conduit à un problème numérique stable. 

D'après les relations (3.6), (3.7) et (3.34), @;,+ est un vecteur colonne de tailleml2 donné par 

Alors, il vient 

@;-+(s)= : (Zl-Z~)'[ (JaÂ(J.1) 'L~(T(S))] 
p} 1< '< /2 _}_m 
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x - 1 
f E~(s-x)·@t+(s) ds=-(Zl-Z1)·J(x) 
o 4 

où l(x) et J(x) sont deux vecteurs colonnes de taille ml2 donnés par 

1 (x) = [ cr aÀ (11).] e!; 1 . (x - s) . ~ (T (s)) dS] 

f1} x 1<"< /2 _}_m 

J (X) = [ cr aÀ CIl) . Je!; 1 . (s - x) . L~ (T (s)) dS] 

f1} 0 l~j~m/2 

Finalement, en reportant (3.37) dans (3.35), la solution particulière est donnée par 

[ 

1 1 2 1 _ 4 (ZÀ -ZÀ)·I(x) 
Lpix) --UÀ • 

1 1 2 
4 (ZÀ - ZÀ)' J(x) 

et les conditions aux limites particulières par 

L;À(0)=-Ul":(Zl-Z1)·1(0) et L~À(E)=-Ul·:(Zl-Z1)·J(E) 

(3.37) 

(3.38) 

(3.39) 

A présent, il ne reste plus qu'à calculer les intégrales (pour un indice 1:::; j:::; ml2 fixé) 

données par: 

] e!;l·(x-s) .~(T(s)) ds et J e!;l'(s-x) ·~(T(s)) ds 

x o 

Au préalable, on discrétise le domaine spatial [0, E] (avec un pas constant ou non) en posant 

0= Xo < Xl < x2 < ........ < xnt < Xnt+l = E 

Ensuite, on pose 

0/=] e!;l,(xi-s).L~(T(s))ds avecO:::;i:::;nt 

Xi 

K/ = 1 e!;l'(s-x;) ·~(T(s)) ds avec l:::;i:::;nt+l 
o 

Puis on détermine les intégrales par récurrence : 

0/=7 e!;l·(xi-s).~(T(s)) ds + e!;l,(xi-Xi+l).Oi~l O:::;i:::;nt-l 

Xi 

Xi 
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Dans la pratique, la fonction I.:;, (T(s)) ne sera connue qu'aux extrémités de l'intervalle 

[xi' Xi+l]' Alors, on l'approxime par une droite sur cet intervalle, soit L~ (T(s)) =- ai' s + hi 

pour tout SE [Xi' Xi+1]. Dans ce cas, il vient 

Xi Xi 

et 

Xi Xi 

Nous possédons à présent tous les éléments nécessaires à la résolution du système 

(3.12) (3.16). Après avoir déterminé les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice 

(Al- A~). (Al + A~), les relations (3.39) donnent les conditions aux limites radiatives 

particulières L;;.,(ü) et L~;.,(E). Les relations (3.31) et (3.32) permettent de calculer la 

luminance homogène Lh)' en tout point du milieu, en fonction des conditions aux limites 

radiatives homogènes. La relation (3.38) permet de calculer la luminance particulière Lp). en 

tout point du milieu. La sommation des deux dernières quantités donne le champ de 

luminance en tout point du milieu. Finalement, la méthode que nous venons de présenter est 

stable quelles que soient les conditions d'utilisation et elle est très simple à programmer. La 

précision de la méthode est donnée par la précision de la quadrature numérique utilisée pour 

approcher l'intégrale de l'ETR et par la précision du calcul approché des valeurs propres. Par 

rapport à la méthode basée sur le principe d'interaction, le calcul de la luminance demande 

beaucoup moins d'opérations. Alors, elle est aussi intéressante pour les temps de calcul et la 

place mémoire. Outre ces avantages, la méthode peut s'utiliser avec un maillage en espace à 

pas variable sans aucun problème, puisque la résolution est analytique en espace. Cependant, 

notons que la méthode est limitée dans les applications, par la nature du milieu. Elle peut être 

utilisée seulement lorsque le milieu possède une symétrie (fibres réparties dans des plans 

parallèles aux frontières) qui conduit à la même structure de la matrice caractéristique A;., 

donnée par (3.13). De plus, nous ne pouvons pas étendre la méthode à la dimension en espace 

supérieure à un. Pour les applications que nous avons à traiter dans notre étude, nous 

pourrions nous contenter de cette méthode. Cependant, il serait intéressant d'avoir une 

méthode qui puisse s'appliquer pour n'importe quel type de milieu. En effet, comme 
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mentionné au début du premier chapitre, nous pourrions étudier, par exemple, des milieux 

fibreux dont les fibres sont réparties aléatoirement dans l'espace ou bien orientées selon une 

direction d'espace donnée ou éventuellement tissées selon un nombre fini de directions 

privilégiées. Milandri [3] a abordé récemment ce problème et a calculé les propriétés 

radiatives pour ce type de milieux. Nous allons maintenant présenter la méthode par 

différences finies et nous verrons qu'elle répond au problème que nous venons de soulever. 

3.2.2.2 Méthode par différences finies 

Dans ce paragraphe, nous allons construire un schéma aux différences finies pour 

résoudre les équations (3.1) (3.3). Le schéma va être décrit sur une partition régulière de 

l'intervalle [0, EJ. 

La première étape de la résolution passe par un maillage du domaine. On subdivise 

l'intervalle [0, EJ en nt + 1 intervalles égaux de longueur h : Xi = i· h pour 0 :s; i :s; nt + 1. Soit 

D le rectangle [0, E] x [-1,1]. On définit un quadrillage de D en considérant les points ~j de 

coordonnées (Xi' f.1 j) O:s; i :s; nt + 1 et 1:S; j :s; m (figure 3.6). 

On note L;Jxi ,f.1j ) l'approximation de la luminance monochromatique L).(x,f.1) aux 

points (xp f.1) pour 1:S; i:S; nt et 1:S; j::::; m. L). est connu aux frontières. D'après (3.3), on a 

pour 1::::; j ::::; ml 2 
(3.40) 

L). (E,-f.1 j) = L). (E,-f.1) = E';. (TE) pour 1::::; j :s; ml2 

De façon générale, nous utiliserons la formule centrée pour l'approximation de la 

dérivée. Cependant, la luminance étant connue sur la frontière seulement pour 

i = 0, 1::::; j :s; ml 2 et pour i = nt + 1, m/2 + 1::::; j ::::; m (nœuds représentés en rouge sur la 

figure 3.6), alors pour l'approximation de la dérivée aux points (~,-f.1j)' 1::::; j::::; ml2 (nœuds 

représentés en bleu sur lafigure 3.6), il faudra utiliser une formule décentrée à droite et pour 

l'approximation de la dérivée aux points (xnt , f.1 j ) , 1::::; j::::; ml2 (nœuds représentés en vert sur 

la figure 3.6), il faudra utiliser une formule décentrée à gauche. Si nous discrétisons les 

équations (3.1), suivant la variable espace X, par un schéma d'ordre un, en tenant compte des 

remarques précédentes pour l'approximation des dérivées, nous obtenons le système 

d'équations suivant: 
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m 

= I p,,(,uZ ~,uj).L"(Xi,,uZ)+(J'a,,(,uj)·L~(T(Xi)) 
Z=I 

(3.41) 

m 

= I p,,(,uZ ~-,uj).L,,(xi',uz)+(J'a,,(,u)·L~(T(x)) 
Z=I 

1 ::; i ::; nt et 1::; j ::; m / 2 

On peut augmenter la précision de la solution approchée en considérant l'ordre deux. On 

obtient alors le schéma suivant: 

~ ~ 

L" (Xi+I,,u j) - L" (Xi_I,,u j) 
,uj' 2h 

m 

= (J'a" (,u j)' E',t (T(xi)) - (J'e" (,u) ·L" (xp,u) + I P" (,uz ~ ,uj) ·L" (xp,uz) 
z=! 

ou encore en multipliant la relation par 2h et en divisant par ,u j , nous obtenons 

~ ~ ~ 

- L" (Xi+2 ,,u) + 4· L" (xi+l',uj) - 3· L" (xi,,uj) 

m 1 ~ 

- 2h· I -. {p" (,uz --7,u) - (J'e" (,uz)' (jjz}· L" (xp,uz) 
/=1 ,uj 

= 2h .(J'a,,(,uj).L~(T(x)) pour i=l, ml2+1::;j~m 
,uj 

(3.43) 
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- - -3· LA (Xi'Jl) -4· LA(xi_i'p,) + LA (Xi-2,P,) 

, m 1 _ 
- 2h· L -. {PA (P,I ----7 p,j) - (jeA (P,I)' Ôjl } . LA (Xi'f.1I) 

1=1 p,j 

= 2h . (J'aA (p, ) . L~ (T (X)) pour i = nt, 1 5, j 5, ml 2 
p,j 

(3.44) 

Nous pouvons écrire le système d'équations {(3.40) (3.42) (3.43) et (3.44)} sous forme 

matricielle afin d'obtenir un système linéaire de taille nt· m : 

(3.45) 

où G)" est une matrice carrée de taille nt· m donnée par une décomposition par bloc: 

G1 
A G4 G5 

-1 G2 
A 1 

-1 G2 
A 1 0 

GA = (3.46) 

-1 G 2 
A 1 

0 -1 G 2 
A 1 

G6 G7 G3 
A 

où chaque bloc est défini par : 

1 est la matrice identité de taille m. 

G~ est une matrice carrée de taille m définie par: G~ = -2h· A)" où A)" est la matrice 

caractéristique du milieu donnée par (3.13). 

Gl est une matrice carrée de taille m définie par: Gl = G1 + G 8 
• 

G~ est une matrice carrée de taille m définie par: G~ = G1 + G9 
• 

G i 4 5, i 5, 9 sont des matrices carrées de taille m données par: 

G4 =[I 0]. G5 =[0 0]. G6 =[I 0]. G7 =[-4I 0] 
o 41 ' 0 - l' 0 0 ' 0 - 1 

G8 = [ 0 0]. G9 = [31 0] 
o -31 ' 0 0 

pour les deux dernières lignes, 1 est la matrice identité de taille m12. 

KA et F)" sont respectivement le vecteur luminance 'approché' et le vecteur second membre, 

de taille nt· m définis par : 
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LÀ (XI) 

LÀ (x2 ) 

2h."r" (x) + [L~ (0)] 
À 1 0 

2h·@{(x2 ) 

K À = et FÀ (3.47) 

2h . @{ (x
nt

_ l ) 

LÀ (xnt_ l ) 

2h·"r;(xm )- [0 1 LÀ (xnt ) L-;'(E) 

OÙ LÀ est le vecteur luminance défini par (3.5), @{ est le vecteur défini par (3.6), L~ (0) et 

L-;' (E) sont les vecteurs 'conditions aux limites' donnés par (3.16). 

Le système que l'on a à résoudre peut être de très grande taille, par exemple supérieur à 

14000, si l'on choisit de prendre 100 points de discrétisation pour la variable espace x, 12 

directions pour la variable angulaire f.1 et 12 directions pour la variable azimutale (J) en 

considérant éventuellement le problème sans la symétrie azimutale, dont nous parlerons par la 

suite. En conséquence, la matrice du système linéaire aura une structure très "creuse". Pour 

résoudre le système, il convient de mettre en œuvre une technique particulière pour éviter 

aussi bien de stocker des termes nuls que d'effectuer des opérations dont l'un des opérandes 

est nul. Les méthodes itératives les plus récentes et très performantes de type Gradient 

conjugué préconditionné ont été développées particulièrement pour traiter ce genre de 

problèmes. La matrice du système linéaire n'étant pas symétrique, ni définie positive, on 

utilise la méthode CGS (Conjugate Gradients Squared method) [36]. Cette méthode est une 

des mieux adaptées à la résolution de système linéaire de grande taille et pour des matrices 

quelconques. Elle est utilisée avec succès dans la pratique et l'expérience a montré qu'elle est 

plus robuste que la méthode GMRES [37]. Dans l'algorithme, la plus grande partie des calculs 

consiste en des produits matrice-vecteur. Par ailleurs, la matrice du système linéaire G;., elle-

même n'intervient que sous forme de produit par un vecteur, ce qui fait qu'il n'est pas 

nécessaire de la stocker, d'où l'idée de définir dans le programme une fonction qui fait 

directement le produit. En utilisant la structure de la matrice G;., donnée par (3.46), le produit 

matrice-vecteur GÀ • K
À 

de taille nt· m est donné par : 

Gl· LÀ (XI) + G4 . LÀ (x2 ) + G5 . LÀ (x3 ) 

- LÀ (Xi) + G1· LÀ (x2 ) + LÀ (x3 ) 

- LÀ (x2 ) + G1· LÀ (x3 ) + LÀ (x4 ) 

- LÀ (xnt - 2 ) + G1· LÀ (xnt - I ) + LÀ (xnt ) 

G6 
• LÀ (xnt - 2 ) + G7 

. LÀ (xnt _ l ) + Gi . LÀ (xnt ) 

(3.48) 



102 

Bien entendu, la version sans stockage est beaucoup moins coûteuse en place mémoire et 

donc en temps de calcul que celle avec stockage. Par ailleurs, la précision des résultats et la 

rapidité de convergence de la méthode dépendent du nombre de conditionnement de la 

matrice du système linéaire. La courbe de la figure 3.7 représente une estimation en norme 2 

du nombre de conditionnement de la matrice GÂ en fonction de la longueur d'onde, pour le 

type de matériau que l'on étudie. Nous remarquons alors que la matrice est très mal 

conditionnée pour les courtes longueurs d'ondes variant entre 3,5 et 5 microns. En 

conséquence, nous avons choisi une matrice de préconditionnement adaptée à la méthode, 

basée sur la factorisation incomplète L.U [38]. 

La méthode aux différences finies est une approche différente de celles évoquées 

précédemment pour la résolution de l'ETR dans le sens où nous résolvons l'équation 

directement sans avoir au préalable à résoudre l'équation homogène et chercher une solution 

particulière. Nous sommes amenés à résoudre le système linéaire (3.45) où la matrice G
Â 

comporte beaucoup d'éléments nuls. En utilisant la méthode CGS et le produit matrice

vecteur (3.48) qui tient compte de ce caractère creux, nous limitons le nombre de calculs et 

nous rendons la méthode plus rapide. Le schéma de différences finies présenté sous cette 

forme est très simple à programmer. Par ailleurs, notons que la méthode a certains avantages: 

elle peut être appliquée sur n'importe quels types de milieux et en particulier sur un milieu qui 

n'a aucune symétrie. La méthode peut être étendue à des cas plus compliqués incluant par 

exemple les conditions aux bords réfléchissantes, les conditions de flux, un milieu non 

homogène, ... Il est aussi possible d'étendre la méthode en dimension deux ou trois pour les 

coordonnées de position. La seule difficulté tient dans les temps de calcul et la place 

mémoire. La méthode des différences finies est donc une méthode très efficace; néanmoins 

elle présente un inconvénient : le maillage du milieu doit être uniforme si l'on veut garder la 

précision d'ordre deux en espace (pour le schéma d'ordre deux). Dans le cas contraire, il est 

préférable d'employer la méthode précédente. Comme pour tout type de schéma aux 

différences finies, nous devons montrer la convergence de la méthode. Dans le chapitre 

suivant, nous étudierons la convergence du schéma d'ordre un et nous ferons un commentaire 

sur celui d'ordre deux. 
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Conditions aux bords 

o Luminance calculée en utilisant la dérivée centree 

• Lummance calculée en utilisant la dérivée décentrée ft droite 

Il 
• Luminance calculée en utilisant la dérivée décentrée à gauche 

fïgure 3.6 : Discrétisation du domaine D 
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figure 3.7 : Estimation en norme 2 du nombre de conditionnement 

de la 1'1wtrice G
À 

enfonction de la longueur d'onde 

3.2.3 La discrétisation spectrale 

Nous en venons à présent à la discrétisation spectrale de l'ETR. On note AI- ' 1 :S; k :s; N 

la suite croissante des longueurs d'onde discrètes avec AN = Amax . Nous rappelons que A est 

un paramètre dans l'ETR et donc nous devons résoudre l'équation discrétisée pour chaque Ak ' 

1 :s; k :s; N . Si on considère, pour la discrétisation spatiale de l'ETR, la méthode utilisant le 

principe d'interaction ou bien la méthode par diagonalisation, alors nous avons à résoudre les 

équations suivantes: 
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dL (x) 
".' ' , = AJ • L J (x) + dJ;' (x) t/ l ~ k ~ N tfr .. ,... . . .., .. (3.49) 

Par contre, si on utilise la méthode des différences finies pour la discrétisation spatiale de 

l'ETR, alors nous avons à résoudre les systèmes linéaires suivants' 

(350) 

Remarque 3.8 : Les matrices G i 4 ~; ~ 9 intervenant dans la composition de la matrice G; 

donnée par (3.46) ne dépendent pas de la longueur cl' onde, En conséquence, il est préférable 

de les calculer au tout début du programme avant de rentrer dans la boucle des longueurs 

d'ondes. 

3.3 Résolution numérique de l'équation de conservation de l'énergie en 
, • 4· • regime stanormane 

Pour la résolution numérique de l'équation de conservation de l'énergie (mais aussi du 

système couplé) en régime stalionrmire, nous utilisons un maillage uniforme du domaine 

spatial [0, El défini par: Xi = i· h avec 0 ~ i ~ nt + l où h est le pas constant du maillage. A 

cette discrétisation spatiale, nous associons les discrétisations angulaire et spectrale que nous 

avons définies précédemment. 

Nous énonçons maintenant une série de notations qui serviront pour la suite de notre 

exposé. De manière générale, nous utilisons la notation â pour indiquer l'approximation de a 

et a pour indiquer la transformation de Kirchhoff de a. On note alors: 

LÀk (x"p) l'approximation de la luminance monochromatique L;..(.r,j.l) au point 

~ 1 

1~ et 1; respectivement les approximations du champ de températures TCx) et de sa 

dérivée au point x, pour 1 :; i ~ nt , 
.-... ___ • ~_ r __ 

(Q,;.)" (Q,)" (S,)" (QJ, et (QJ, respectivement les approximations de Q,Jx) , 

Q (x), Si (x), Œ (x) et Qr (x) au point x, pour ! ~ i ~ nt , 

f;, l'; et (<D(1'»; respectivement les approximations des fonctions T (x) (détlnie par 

(2.45)), F(x) (définie par (2.42» et <:P(T(x)) (définie par (2.54)), au point x, 

'\jl:;i:;nt, 

i Ilt· 
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Nous allons présenter dans ce paragraphe deux méthodes numériques, légèrement 

différentes, pour résoudre l'équation de conservation de l'énergie en régime stationnaire, 

donnée par (2.2) et (2.3). La première méthode consiste à partir de l'équation (2.47) (2.48) 

obtenue après la transformation de Kirchhoff, que nous rappelons: 

{ =T "(x~ = ~(x) _ V 0 < x < E (3.51) 

T(O) = Ta' T(E) = TE 

Nous supposons, pour la résolution de cette équation, que le terme source radiatif Sr est 

donné. Cette équation a une solution analytique donnée par : 

T (x) = J Qr(S) ds - ~ . [ J Qr(s) ds +Ta -TE 1 + Ta (3.52) 
o E 0 

où Qr est le flux radiatif total donné par (2.5). Pour un maillage non uniforme du domaine 

spatial, il est plus aisé et la précision sera meilleure si on utilise la formule (3.52), car elle est 

donnée par une intégrale. Dans notre cas (maillage uniforme), nous préférons (car facile à 

mettre en œuvre) calculer la solution T par un schéma classique de différences finies (d'ordre 

2) plutôt que d'approcher l'intégrale par une formule de quadrature. Dans les deux cas, la 

précision sera quasiment la même. En effet, même si l'on choisit une bonne formule de 

quadrature, cela aura très peu d'effet puisqu'il ne faut pas oublier que le flux radiatif total est 

déjà calculé avec une certaine erreur (en o(h 2
) par exemple si on utilise le schéma aux 

différences finies d'ordre deux pour la résolution de l'ETR). Nous utilisons alors la formule 

centrée d'ordre deux pour approcher la dérivée seconde de l'équation (3.51). Nous obtenons 

ainsi le schéma numérique d'ordre deux suivant: 

{ 

_ Ti+1 -2·Ti +TH =(S). 
h2 r 1 

-;::;- - -;::; -
To =Ta T nt+1 =TE 

V 1 ~ i ~ nt 
(3.53) 

et le système linéaire de taille nt suivant: 

D·T=S (3.54) 

où D est une matrice carrée tridiagonale de taille nt et S est un vecteur colonne de taille nt, 

donnés par: 

2 -1 (Sr)1 T" 
-1 2 -1 0 (Sr)2 0 

1 1 
D=-· S= +_. 

h2 

0 
h2 

-1 2 -1 (Sr)nt-I 0 

-1 2 (Sr)nt TE 

TI est connu que le schéma numérique (3.53) est convergent. Par ailleurs, nous résolvons le 

système linéaire (3.54) par une méthode de remontée-descente. 
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La deuxième méthode, pour résoudre l'équation de conservation de l'énergie en régime 

stationnaire, consiste à partir de l'équation (2.54) que nous rappelons: 

{ 
__ r "(x~+ 2~. <P(T(x)) = 2n· F(x) 'If 0 < x < E (3.55) 

T(O) = To ' T(E) = TE 

Nous supposons, pour la résolution de cette équation, que la fonction F est donnée. Par 

rapport à l'équation précédente (3.51), l'équation (3.55) n'a pas de solution analytique. De la 

même façon, nous utilisons la formule centrée d'ordre deux pour approcher la dérivée 

seconde de l'équation (3.55). Par ailleurs, nous posons 

(3.56) 

_ N m 

(<Ï>(T))i = L L (JaÂk (J1j)' L~k el';\'Ï;))· sin (8 j )· Cr c; 'If 1::;; i::;; nt (3.57) 
k=l j=l 

pour approcher les fonctions F et <P(T). Ainsi, nous obtenons le schéma numérique d'ordre 

deux suivant: 

{ 
__ 1' ;.~ \:; + l' ;~+ 21r . (iP(r)); = 2". F; 

To = To ' T nl+l = TE 

'If 1::;; i::;; nt 
(3.58) 

Ce schéma est évidemment plus difficile à résoudre, puisque c'est un schéma non linéaire. 

Les deux méthodes numériques (3.53) et (3.58) que nous venons de présenter permettent de 

calculer le vecteur T . Nous devons à présent déterminer le vecteur T en fonction de T. 
Celui-ci est déterminé par une transformation de Kirchhoff inverse qui consiste à résoudre 

l'équation non linéaire vectorielle suivante: 

F*(T) =0 (3.59) 

où F*: Rnt ~ Rnt est une fonction non linéaire. Nous notons la énième composante de F* 

* * * - --par F; . Alors, d'après (2.45), les composantes F; sont données par: F; (T) = 'Pc (T) - 'F; 

pour tout 1::;; i::;; nt où la fonction 'Pc est définie par (2.44). Nous pouvons aussi résoudre 

indépendamment les équations non linéaires suivantes: 

(3.60) 

Si on connaît explicitement la fonction 'P;l, on a directement le résultat. Dans le cas 

contraire, on est amené à chercher le zéro d'une fonction d'une variable réelle à valeur réelle, 

qu'il est plus facile de résoudre. Pour cela, nous utilisons un algorithme, donné par le logiciel 

Matlab, basé sur une combinaison des méthodes de la bissection, sécante et l'interpolation 

inverse [37]. Cet algorithme donne de très bon résultats. 
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Le schéma numérique (3.53) associé à (3.60) que nous venons de présenter (et que nous 

utiliserons dans la pratique voir l'explication un peu plus loin au paragraphe 3.4.2) pour 

résoudre l'équation de conservation de l'énergie en régime stationnaire, a l'avantage d'être 

plus précis et plus simple à programmer que le schéma de différences finies habituellement 

utilisé pour résoudre ce genre d'équations non linéaires [39]. La technique de transformation 

de Kirchhoff a permis de traiter la non-linéarité de manière plus efficace. 

3.2 Résolution numérique du système couplé en régime stationnaire 

3.4.1 Calcul des flux et du terme source radiatif 

Lorsqu'on est parvenu à calculer le champ de luminance dans le milieu, l'étape suivante 

consiste à déterminer les flux radiatifs (monochromatique et total) et ensuite le terme source 

radiatif qui intervient dans l'équation de conservation de l'énergie. 

En présence d'une symétrie azimutale, le flux radiatif monochromatique est donné par 

(1.17). Nous calculons l'intégrale en utilisant la même technique que celle que nous avons 

proposée pour évaluer le terme intégral de l'ETR (méthode de Newton-Cotes composée), en 

sachant que nous avons le même support d'intégration. TI vient alors: 
m 

(Qr,l)i = 2n.I, lÀ(xi,Jl)·Jlj·sin(}j.C~ V l::;;i::;;nt 
j=l 

(3.61) 

Les coefficients C~ 1::;; j ::;; m sont les poids d'intégration liés à la formule de quadrature et 

sont les mêmes que ceux utilisés dans la formule (3.2). 

En l'absence de symétrie azimutale, le flux radiatif monochromatique est donné par 

(1.16). En utilisant la même technique d'intégration que celle utilisée pour calculer l'intégrale 

de l'ETR sans la symétrie azimutale, on obtient: 

VI::;; i::;; nt (3.62) 

Les coefficients ctO 1::;; l ::;; M sont les poids d'intégration liés à la formule de quadrature en 

(f) et sont les mêmes que ceux utilisés dans la formule (A3.2) de l'annexe 3. 

Le flux radiatif total est donné par (1.18). Le support d'intégration en longueurs 

d'ondes est un domaine infini. Dans les applications, nous intégrons l'expression sur le 

domaine fini (0, ÂN]. Nous rappelons que {Âk }:=l forme la suite croissante des longueurs 

d'ondes discrètes. TI vient alors, lorsqu'il y a la symétrie azimutale: 

V l::;;i::;;nt (3.63) 
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et sans la symétrie azimutale : 

(Qr)i = i t f L).k (Xi,f.1j ,WI)· f.1j' sin 8 j · C~ . Ciro. ct V 1 ~ i ~ nt (3.64) 
k=1 1=1 j=1 

où les coefficients ct 1 ~ k ~ N sont les poids d'intégration liés à la formule de quadrature en 

Â. Dans nos applications, les valeurs Âk 1 ~ k ~ N ne sont pas régulièrement espacées et sont 

distribuées de façon quelconque. En conséquence, pour évaluer l'intégrale, nous utilisons la 

formule de Simpson à pas quelconque, qui consiste à approcher la fonction par une parabole 

sur un intervalle partiel de trois points. Les calculs conduisent à la formule suivante: 

pour tout 1 ~ i ~ nt , avec ~Â.zk = Â.zk - Â.zk+1 et ~Â.zk+1 = Â.zk+l - Â.zk+2 . 

li nous reste à présent à déterminer le terme source radiatif Sr donné par (2.6). Pour 

approcher la dérivée, nous avons jugé utile et suffisant de prendre les formules d'ordre quatre, 

utilisant cinq points. Ces formules sont données dans [40]. Par ailleurs, les valeurs du flux 

radiatif total aux bords en x = 0 et x = E n'étant pas connues, nous utilisons les formules 

décentrées pour calculer la fonction Sr près des bords. li vient alors : 

- -1 - - - - -
(S')1 = 12. h . ( - 25· (Qr)1 + 48· (Qr)2 - 36· (Qr)3 + 16· (Qr)4 - 3· (Qr)5) 

- -1 - - - - -
(S')2 = -_. ( - 3· (Qr)1 -10· (Qr)2 + 18· (Q')3 - 6· (Qr)4 + (Qr)5) 

12·h 

- -1 - - - - . 
(S')i = 12. h . «Qr)i-2 - 8· (Qr)i-l + 8· (Qr)i+l - (Qr)i+2) V 3 ~ l ~ nt - 2 

- -1 - - - - -
(Sr)nt-l = 12. h . (- (Qr)nt-4 + 6· (Qr)nt-3 -18· (Qr)nt-2 + 10· (Qr)nt-l + 3· (Qr)nt) 

- -1 - - - - -
(Sr)nt = 12. h . (3· (Qr)nt-4 -16· (Qr)nt-3 + 36· (Qr)nt-2 -48· (Qr)nt-l + 25· (Qr)nt) 

(3.65) 

Lorsque le champ de températures dans le milieu est connu, nous pouvons alors déduire le 

flux conductif et ensuite le flux total donnés par (1.24) et (1.30). De la même façon que pour 

la dérivée du flux radiatif, nous approchons la dérivée de la température par les formules de 

dérivation d'ordre quatre. Mais cette fois-ci, nous pouvons utiliser les valeurs aux bords car 

celles-ci sont connues. li vient alors: 
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-' 1 - - --== --·(-3·T -lO·T +18·T -6·T +T) 12. h 0 1 2 3 4 

-' 1 - - --
~ == 12. h . (~-2 - 8· ~-l + 8· ~+l - ~+2) \:f 2:::; i :::; nt-l (3.66) 

-' 1 - - - -
Tnt == 12. h . ( - Tnt-3 + 6· Tnt_2 -18· Tnt_1 + 10· Tnt + 3· TE) 

Nous déduisons alors le flux conductif 'approché' : 
,..., - ,...;' 

(QJi =-Âc(~)'~ \:f l:::;i:::;nt 

li est à présent très facile de calculer le flux total puisqu'il est donné simplement par la somme 

du flux radiatif total et du flux conductif : 
- - -

(Qt)i = (Qr)i + (QJi \:f 1:::; i:::; nt 

3.4.2 Résolution numérique du système couplé en régime stationnaire 

Nous rappelons que les inconnues de notre système d'équations couplées sont le champ 

de luminance et le champ de températures. Le schéma de résolution global du système en 

régime stationnaire est itératif (figure 3.8). Nous résolvons le système par une méthode de 

point fixe, qui porte uniquement sur le champ de températures. La démarche de résolution est 

la même (ici nous avons la version discrète pratique) que celle présentée au chapitre II sur 

l'étude théorique du système. 

Nous avons proposé précédemment deux schémas numériques ((3.53) et (3.58)) pour la 

résolution de l'équation de conservation de l'énergie. Notons alors que, lorsque l'on résout le 

système couplé, le premier schéma (3.53) n'est en fait qu'une relaxation du deuxième schéma 

(3.58). Ce dernier est évidemment plus précis, mais cependant plus difficile à résoudre (car 

non linéaire). Si les deux algorithmes pour la résolution du système couplé, l'un considérant 

le schéma (3.53) et l'autre le schéma (3.58) (pour la résolution de l'équation de conservation 

de l'énergie) convergent, alors ils convergent vers la même solution, pour le premier la 

convergence étant seulement plus lente. Par ailleurs, le schéma (3.53) présente un intérêt par 

rapport au deuxième, puisqu'il passe par le calcul intermédiaire du flux radiatif et du terme 

source radiative, et dans la pratique ce sont deux quantités que l'on désire connaître. En 

conséquence, dans la pratique nous utiliserons le schéma (3.53). Au chapitre suivant, nous 

ferons toutefois l'étude de la convergence du schéma (3.58). 

Par ailleurs, nous prenons un champ de températures initial linéaire car c'est 

vraisemblablement le champ de températures le plus proche du champ réel que l'on peut 

donner. En effet, d'après l'étude théorique faite au chapitre II, nous savons que la température 

dans le milieu est strictement comprise entre les deux températures fixées aux bords. De plus, 

'.,j ,.-'1 
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nous choisissons un critère de convergence qui porte sur le champ de températures et qui doit 

vérifier 

1 f(n+l) _ f(n) 1 
max 1 _ 1 <8 
l~i~nt 1 T (n+l) 1 

1 

où 8 est un réel strictement positif que l'on se fixe au départ. C'est le critère d'arrêt. 

Début 

Entrée des données géometrique, 

thermique et radiative 

Initialisa tion du champ de température 

Résolution de lE 1R 

pour chaque Âk 1 ::; k ::; N 

Résolution de l'équation 

de conservation de l'énergie 

Utilisation du nouveau 

champ de température 

Champ de température, 

Calcul de Qc et Qt 

figure 3.8 : Organigramme pour la résolution des équations 

couplées en régime stationnaire 

3.3 Conclusion 

Ce chapitre était consacré à la résolution numérique des équations couplées du 

rayonnement et de la conduction, en régime stationnaire et lorsque les températures sont 

imposées aux frontières. Pour résoudre l'ETR, nous avons discrétisé l'espace angulaire 

suivant plusieurs directions considérant ainsi un modèle multiflux et nous avons utilisé une 

quadrature numérique du type Newton-Cotes composée pour approcher le terme intégral de 

l'équation. TI en résulte alors un système différentiel du premier ordre linéaire, associé à des 
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conditions aux limites. La résolution du système est immédiate en utilisant l'exponentielle de 

matrice. Cependant, nous avons vu que cette forme de solution présente un caractère 

d'instabilité numérique. Pour pallier à cette difficulté, mais aussi dans l'esprit de réduire les 

temps de calcul, nous avons proposé trois méthodes différentes pour résoudre le système. La 

première utilise le principe d'interaction du milieu et fait intervenir les matrices de 

transmission et de réflexion. La seconde résoud le système en diagonalisant au préalable la 

matrice caractéristique du milieu, ce qui a permis de soulever le problème de l'instabilité 

numérique et avoir une résolution analytique en espace. Enfin, la troisième méthode utilise un 

schéma aux différences finies centré-décentré. Nous avons aussi donné l'efficacité et les 

contraintes des différentes méthodes. Par ailleurs, nous avons étendu notre étude, associant les 

conditions de flux et nous avons décrit la méthode qui résout l'ETR lorsqu'il n'y a plus la 

symétrie azimutale. Ensuite, nous avons calculé les flux de chaleur ainsi que le terme source 

radiatif intervenant dans la deuxième équation. Alors, nous avons abordé la résolution de 

l'équation de conservation de l'énergie, qui dans notre cas est non linéaire. Nous avons 

proposé deux schémas aux différences finies centrés légèrement différents, associés à la 

transformation de Kirchhoff. Cette technique a permis de traiter la non-linéarité de manière 

plus efficace. Le couplage entre les deux équations a été abordé par une méthode de point fixe 

qui porte uniquement sur le champ de températures. 

Faisons remarquer qu'il existe encore une autre façon de résoudre l'ETR que nous 

n'avons pas mentionnée. Il s'agit d'appliquer un point fixe comme indiqué par les relations 

(2.32) et (2.33) vues au chapitre II. Cependant avec L~) pris linéaire entre les deux valeurs 

~ (min (To ,TE)) et L~ (max (To ' TE )) car, comme pour la température, c'est vraisemblablement 

le champ de luminance le plus proche du champ réel que l'on peut donner. Mais cet 

algorithme nous paraissait un peu lourd à combiner avec l'autre point fixe qui résout le 

système couplé et il n'est pas dit que cette méthode soit plus rapide que celles que nous avons 

données. Notons toutefois que cette méthode peut s'appliquer, comme la méthode des 

différences finies, à n'importe quels types de milieux. Et enfin, remarquons qu'il existe 

encore une autre façon de résoudre le système couplé. C'est la remarque 2.36 que nous avons 

faite au chapitre II. Mais il nous paraissait un peu trop tôt pour aborder cette méthode. Nous la 

laisserons en perspective. 

Notons que les méthodes de calcul numérique présentées dans ce chapitre peuvent être 

adaptées à tout type de milieu semi-transparent. Au chapitre VI, nous appliquerons ces 

différentes méthodes sur des milieux fibreux réels. Mais des extensions pour d'autres types de 

matériaux sont envisageables s'il est possible au préalable de calculer les propriétés radiatives 

variant avec la direction et la longueur d'onde. 

A présent, après avoir décrit les différentes méthodes numériques pour résoudre notre 

système, nous allons, comme annoncé, passer à l'analyse numérique du schéma aux 

différences finies d'ordre un en espace (3.41) qui résoud l'ETR, couplé au schéma non 

linéaire (3.58) associé à la transformation de Kirchhoff inverse (3.59), pour la résolution de la 

deuxième équation. 
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Chapitre IV 

~~ .. f;jC:~~ ~~ iJ~~~I~,.F\ ~ ~ ~~'): ) 
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nue ou JdcÔin l'3C::'il;'1Uii 

~â?~r;c, \!;~ ... ~_F: f1,~~-t. L':~3"'1\~l\NC:\/ 

Analyse d'un schéma numérique en régime 

stationnaire 

Résumé: Dans ce chapitre, nous étudions la convergence du schéma numérique couplé 

(3.41) (3.58) (3.60) décrit au chapitre précédent. Nous rappelons que le schéma (3.41) permet 

de résoudre l'ETR et le schéma (3.58), associé à la transformation de Kirchhoff inverse 

(3.60), donne une solution approchée à l'équation de conservation de l'énergie. La preuve de 

la convergence repose essentiellement sur des arguments de monotonie et l'application d'un 

point fixe discret, portant uniquement sur le champ de températures. Les équations non 

linéaires sont résolues à l'aide de la méthode de Newton. 

4.1 Introduction et principaux résultats 

Avant de passer à l'étude de notre problème, nous mentionnons quelques travaux 

portant sur le problème de la convergence d'un schéma numérique pour l'équation du 

rayonnement et la résolution numérique du système couplé des équations du rayonnement et 

de la conduction. Des résultats de convergence pour la méthode des ordonnées discrètes 

appliquée à la résolution de l'équation du rayonnement ont été obtenus pour estimer 

séparément les discrétisations angulaires et spatiales. De manière générale, les résultats de 

convergence pour les discrétisations angulaires ont été étudiés par les auteurs 

[1,2,3,4,5,6,7,8]. Les discrétisations spatiales ont été étudiés (indépendamment de 

l'approximation angulaire) par Lesaint et Raviart [9], Larsen et Nelson [10]. Les résultats de 

convergence et de stabilité pour les approximations spatiales et angulaires combinées ont été 

obtenus pour la première fois par Pitkaranta et Scott [11]. Ces auteurs ont étudié la 
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convergence de la méthode des ordonnées discrètes pour la résolution de l'ETR, lorsque le 

milieu est homogène, gris et isotrope (la fonction de phase P == 1), avec un terme source 

isotrope. Les conditions aux limites radiatives sont supposées nulles. Pour approcher le terme 

intégral de l'ETR, ils ont utilisé la quadrature de Gauss et les formules composées. Pour 

approcher la dérivée de l'équation, ils ont utilisé les formules centrées-décentrées et la 

méthode de Galerkin discontinue. Les erreurs sont estimées dans la norme I! (l ~ p ~ +00) . 

Beaucoup de schémas numériques ont été proposés pour résoudre le système couplé des 

équations du rayonnement et de la conduction, en régime stationnaire. Nous ne mentionnerons 

ici que les travaux de Kelley et Banoczi. Kelley [12] a développé un algorithme rapide pour 

résoudre l'ETR associée à des conditions aux limites radiatives uniquement émissives (nous 

renvoyons à l'article pour les détails de l'algorithme). Le milieu est toujours supposé 

homogène, gris et isotrope (la fonction de phase P == 1), avec un terme source isotrope. 

Ensuite, Banoczi et Kelley [13] ont proposé un algorithme rapide pour résoudre le système 

couplé par rayonnement et conduction, associé cette fois-ci à des conditions aux limites 

radiatives émissives, avec une réflexion spéculaire et diffuse. Le système est exprimé comme 

un problème de point fixe non linéaire qui porte uniquement sur le champ de températures. La 

résolution du point fixe demande au préalable de résoudre l'ETR et l'équation de 

conservation de l'énergie (qui dans leur cas est linéaire). Ces auteurs proposent alors de 

coupler le solver de l'ETR (développé par Kelley [12]) avec un solver qui utilise la méthode 

des éléments finis pour résoudre la deuxième équation. Le point fixe est alors résolu par une 

méthode de Newton-GMRES. Ce travail porte sur la dimension un en espace. Les auteurs ont 

poursuivi cette étude pour le problème en dimension deux [14]. Cependant, aucune preuve de 

convergence pour ce schéma n'a encore été établie. De manière générale et d'après nos 

connaissances, il n'existe pas de résultats de convergence pour la discrétisation de l'ETR 

couplé à l'équation de conservation de l'énergie. Ce problème reste donc ouvert. En ce qui 

nous concerne, après avoir étudié l'existence et l'unicité de notre système et donné un schéma 

numérique qui résoud le système, il nous a paru naturel de passer à l'étude de la convergence 

de ce schéma. Pour cela, nous supposons les discrétisations angulaire et spatiale définies au 

chapitre précédent. Cependant, afin de simplifier l'étude et sans perdre de généralité, nous 

supposerons dans ce chapitre que la suite des longueurs d'ondes discrètes Âk 1 ~ k ~ N est 

prise avec un pas constant ~Â = Âmax / N . Nous rappelons que Âmax = ÂN • Dans ce cas, nous 

approcherons l'intégrale en Â à l'aide de la formule des trapèzes composée. Nous aurons 

alors ct = ~Â V 1 ~ k ~ N. De même, nous utiliserons une quadrature plus simple pour 

approcher l'intégrale en f) (ou encore en f.l), basée sur la formule à trois points de Simpson 

composée. Comme pour l'étude théorique des équations, dans ce chapitre nous faisons 

apparaître de nouveau la longueur d'onde Â comme une variable. 

Nous énonçons maintenant une série d'hypothèses qui seront nécessaires pour établir la 

preuve de convergence du schéma (3.41) (3.58) (3.60). 
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Hypothèse 4.1 : Nous supposons que les paramètres Ta' TE , cr a' crs' P sont donnés et satisfont 

les relations (2.9) à (2.14) du chapitre II. Par ailleurs, nous résolvons le système des équations 

couplées par un algorithme de point fixe. Pour la convergence de cet algorithme, nous 

supposons que la donnée initiale appartient à l'intervalle [T_, TJ. 

Hypothèse 4.2 : Nous faisons l'hypothèse 2.2 sur Âc' Alors, en particulier c'est une fonction 

Lipschitzienne sur] 0,00 [ et on note YÂ
c 

sa constante de Lipschitz. 

Nous allons être amenés à établir des critères d'erreurs dues aux approximations des 

intégrales et des dérivées. Cela suppose une certaine régularité sur les coefficients radiatifs et 

la luminance. 

Hypothèse 4.3 : Nous supposons les régularités et les majorations suivantes sur les 

coefficients radiatifs : 

P E C;'Jl,([-I, l]x[-I, 1]), crs E C;([O, 1]), cra E C;([O, 1]) et cra E C1(0,00). 

sup 
JlE [-1,1] 
Jl'E [-1,1] 
ÂE(O,=) 

a4 p a4 

-4 (f.l-7f.l',Â) <+00 ; sup -4 [cr s (f.l,Â).P(f.l-7f.l',Â)] <+00 
af.l JlE[-I,I] af.1 

Jl'E [-1,1] 
ÂE(O,=) 

Avant de passer aux autres hypothèses, nous donnons quelques propriétés concernant le 

coefficient P donné par la relation (3.2). D'après les relations (2.10) et (3.2), il vient l'égalité 

suivante: 

m sin (8 . ) . CO L P(f.1k -7f.1j'Â)·. J ~ = cr/f.1k,Â)+EI (f').8,f.1,f.1k,Â) (4.1) 
j=1 sm (8k )· Ck 

et d'après les relations (2.11) et (3.2), on a 
m 

L P(f.1k -7 f.lj'Â) = crs (f.1 j ,Â) + E2 (t:.8,f.l,f.l j ,Â) (4.2) 
k=1 

où El et E2 sont deux réels qui représentent les erreurs d'intégration. Nous utilisons ici, pour 

approcher le terme intégral en 8, la formule à trois points de Simpson composée [15]. Dans 

ce cas, l'erreur est donnée par 

(4.3) 

si f est, de manière générale, la fonction à intégrer sur l'intervalle [O,n] et t:.8 = n / m est le 

pas constant d'intégration en angle. Alors, les deux erreurs El et E2 sont données par 

t:.8 4 
• n . a4p 

El (t:.8, f.1, f.1k ,Â) = . sm (8) . crs (f.1k)·) . -4 (f.lk -7 f.l,Â) 
2880 af.1 

(4.4) 
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Revenons à présent aux autres hypothèses. 

Hypothèse 4.4 : Nous supposons les régularités et les majorations suivantes sur la luminance: 

LE C:(O, E) (d'après l'étude faite au chapitre II, cette condition est vérifiée), LE C;([-I, 1]) 

et LE ct (0, 00) , 

a2L a4 

sup -:l

X
2 (x,)l,Â) < +00; sup -4 [cr/)l,Â). P()l-7 )l',Â)· L(x,)l,Â)] < +00 V ÂE (0,00) 

(x, Il) Er). 0 (x,l1)dl a)l 
Il'E[-I,I] 

sup 
(X,I1)En 
ÀE(O,~) 

a2 a4 

sup 2 4 [cra()l,Â).(L(x,)l,Â)-r(T(x),Â))] <+00 
(X,I1)E n aÂ a)l 
ÀE(O,~) 

Par ailleurs, nous supposons que les fonctions suivantes sont dans E). (0, 00) : 

a2L 
sup -:l

X
2 (x,)l,Â) 

(X,I1)En 0 

a4 

; sup -:1,,4 [cr s ()l,Â),P()l-7 )l',Â)·L(x,)l,Â)] 
(X,I1)En Or 
I1 E[-I,I] 

Des critères de stabilité vont apparaître pour le schéma numérique en question. Nous allons 

les énoncer. Au préalable, introduisons quelques définitions. 

Définissons la constante c par: 

cr a fl.()4 'Ir 
c=l- + ._-. sup 

6; + a; a: + 6; 2880 I1E[-I,I] 
Il'E[-I,I] 
ÀE(O,~) 

où a: ' a; , a; et 6; sont les constantes données par (2.12). 

(4.6) 

Supposons que la sous-solution que l'on note (L, U) et que la sur-solution que l'on note 

-' -(L , V), du schéma numérique (3.41) (3.58) et (3.60) existent. Dans ce cas, posons 

...... ,...,,' -
j(xp)lj'Â)=L (xp)lj,Â)-L(xj,)lj,Â) pour tout l~i~nt, l-::;'j-::;'m, ÂE(O,oo) et 
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](O,f.1 j ,Â)=](E,-f.1j ,Â)=O pour tout 1$,j$,m/2, ÂE (0,00). Par ailleurs, définissons la 

quantité /1 lorsque, pour un indice 1 $, k $, Ent (nt /2) + 1 et Â E (0,00) fixés, il existe 

1$,j$,m/2 tel que ](xk ,-f.1 j ,Â)i=O ou ](xnt+l _ k ,f.1j ,Â)i=O,par: 

nt m 
(4.7) 

-L L El (11(),f.1,f.1 j ,Â)· 7 (xp f.1 j ,Â). sin (()). c; 
i=1 j=1 

pour tout Â E (0,00) et pour tout 1$, k $, Ent (nt / 2) + 1. Ent désigne la partie entière et El est 

l'erreur d'intégration donnée par (4.4). 

Soit 0, il E R nt tel que T_ $, Oi $, T+ et T_ $, li; $, T+ \j 1$, i $, nt où T_, T+ sont donnés par 

(2.34). Définissons alors les erreurs d'intégration E (I1Â2
) et 11 (I1Â2

) par: 

= = 

= f ~~;ILO(OpÂ)-L"(V;,Â)1 dÂ- f ~~;IL"(OpÂ)-L"(V;,Â)1 dÂ+E(I1Â
2

) 

o Âm", 

k=1 

= 

=f 
o 

max 
I"i"nt 

1 . aL" (Ü Â ) __ 1_. aL" CV Â) I1Â 
Âc(OJ aT i' k Âc(V;) aT p k 

1_ . aL
o 

(Ü. Â)-~' aL" (V,Â) dÂ 
Âc(UJ aT" Âc(lI;) aT • 

= 1 aL" - 1 aL"-- f max ·_(U Â)--_·_(V Â) dÂ+71 (I1Â2
) 

Am", I::;i::;nt Âc (OJ aT i' Âc (i~) aT p " 

Définissons la constante r par 

(4.8) 

Hypothèse 4.5 : On suppose que le pas 11() est suffisamment petit pour que les deux 

conditions suivantes soient satisfaites: 0 < c < 1 et /1 ~ 0 pour tout 1$, k $, Ent (nt /2) + 1 (on 

démontrera par la suite, lemme 4.30, qu'il existe bien un pas 11() suffisamment petit qui 

vérifie la deuxième condition). 

Hypothèse 4.6 : On suppose, pour Âmax fixé, que le pas I1Â est suffisamment petit pour que 

les deux conditions suivantes soient satisfaites: 
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~ 

- f Œ~~IL"(Oi'Â)-LO(y;,Â)1 dÂ+ê(~Â2) ~ 0 
Âmax 

~ 

- f max 
l:S;i:S;nf 

Âmax 

Par ailleurs, des critères de convergence concernant les données initiales vont apparaître pour 

les problèmes non linéaires du schéma numérique en question. Nous allons les énoncer: 

Hypothèse 4.7 : On considère l'algorithme de Newton pour la résolution des problèmes non 

linéaires (3.58) et (3.59). On suppose alors que la donnée initiale du schéma (3.58) : 
-;::;(0) -;::; - 0 -
T E B (T ,8) avec 8 < 8/r et que la donnée initiale du schéma (3.59) : T ( ) E B (T ,11) 

avec 11 < Âc(T_) IrÂ
e 

• 

Nous allons maintenant établir les principaux résultats obtenus dans ce travail. Rappelons 

pour commencer le schéma numérique (3.41), (3.58) et (3.60). Celui-ci est donné par : 

m 

= L P(,ul ~ ,uj,Âk)· L(xi,,ul'Âk) + (Ja(,uj,Âk)· L"CI;,Âk) 
1=1 

m 

= L P(,ul ~ -,uj,Âk)· L(Xi',uI'Âk ) + (Ja (,uj,Âk )· L" CI;,Âk ) 

1=1 

pour 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ ml 2 et 1 ~ k ~ N , 

{ 
__ 1' '+~ \:' + 1"~ + 2" (iP (f)) , ~ 21r F, 

To = To T nt+l = TE 

V 1 ~ i ~ nt 
(4.10) 

et 

'l'Jf;) = T; V 1 ~ i ~ nt (4.11) 
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avec les notations données au chapitre ID. Alors, on a les résultats suivants: 

Théorème 1 (existence) : Sous les hypothèses 4.1 à 4.7, le schéma numérique donné par (4.9) 

(4.10) et (4.11) admet une solution (T,L). De plus, cette solution vérifie T_ ~ 'F; ~T+ 

V l~i~nt et r(T_,Âk)+O(~84) ~ L(Xi'f.1j ,Âk) ~ r(T+,Âk)+O(~84) V l~i~nt, 

1 ~ j ~ m et 1 ~ k ~ N . 

Ainsi, moyennant une petite erreur sur le pas angulaire ~8, nous retrouvons l'encadrement 

de la solution continue (Théorème 1 du chapitre II). 

Proposition 2 : Sous les hypothèses du théorème 1, la luminance approchée L donnée par le 

schéma numérique (4.9) est une fonction monotone de To' TE' Y dans le sens que si 

o < S ° ~ To < +00 , 0 < S E ~ TE < +00 et 0 < Si ~ 'F; < +00 pour tout 1 ~ i ~ nt , alors 

L(S,So,SE) (Xi'f.1 j ,Âk) ~ L(Y,To,TE) (Xi ,f.1j' Âk) V 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m et 1 ~ k ~ N où l'on 

note L(Y,To,TE) la luminance approchée associée aux températures Y,~,TE. 

Ainsi, nous retrouvons la même propriété de monotonie que possède la solution continue 

(Proposition 2 du chapitre Il). 

Théorème 3 (unicité) : Sous les hypothèses du théorème 1, la solution (Y,L) est unique. 

Théorème 4 (convergence) : Sous les hypothèses du théorème 1, le schéma numérique donné 

par (4.9) (4.10) et (4.11) est convergent: la solution approchée (Y, l) converge vers la 

solution (T,L) du système (2.1)-(2.6), lorsque les pas h ~ 0, ~8 ~ 0, ~Â ~ 0 et Âmax ~ 00 

comme 1/ ~Â. C'est un schéma d'ordre un en h, quatre en ~8 et un en ~Â. 

A partir de maintenant et tout au long de ce travail, nous supposerons que les 

hypothèses 4.1 à 4.7 sont vérifiées. 

Nous pouvons remarquer que nous n'avons aucune restriction concernant le pas en 

espace h. Notons aussi que l'ordre de précision du schéma en angle 8 est le même que celui 

donné par la formule de quadrature approchant l'intégrale en 8. L'ordre de précision du 

schéma en longueur d'onde Â est donné par celui de la formule de quadrature approchant 

l'intégrale en Â abaissé d'un. Pour améliorer les ordres du schéma (en 8 et Â), il suffit alors 

d'utiliser des formules de quadrature plus précises: il faudra supposer plus de régularités (en 

8 et en Â) sur les coefficients radiatifs et la luminance. 

Le plan de l'exposé qui va suivre est le suivant. Dans un premier temps, nous faisons 

une étude d'un schéma numérique plus général que celui donné par (4.9). Ensuite, nous 
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formulons le schéma numérique couplé (4.9) (4.10) (4.11) comme un problème de point fixe 

discret et nous montrons que celui-ci a une solution unique. Enfin, nous montrons la 

convergence de la solution approchée (f].) vers la solution continue (T,L) du système 

(2.1)-(2.6), en établissant successivement des preuves de convergence pour L et f. Par la 

même occasion, nous donnons une preuve de convergence du flux "approché" Qr vers le 

flux continue Qr. 

4.2 Convergence du schéma numérique pour le système couplé 

4.2.1 Existence et unicité de la solution d'un schéma numérigue pour un problème aux limites 

auxiliaire 

Dans cette partie, nous nous intéressons à la discrétisation du problème aux limites 

donné par (2.16). Nous proposons, pour discrétiser l'équation, un schéma numérique du 

même type que celui proposé pour l'ETR et donné par (4.9). Nous donnons alors un lemme de 

convergence pour ce schéma. De plus, comme pour la solution continue (lemme 2.5), nous 

montrons que la solution du schéma discret préserve la propriété de monotonie. 

On considère le schéma décentré à gauche pour les valeurs 0 < f.1 :::;; 1 : 

m 

= L P(f.1k --7 f.1 j ,À)· L(Xpf.1k,À) + H(xpf.Lj,À) (4.12) 
k~l 

pour 1:::;; i :::;; nt, 1:::;; j :::;; ml 2 

et on considère le schéma décentré à droite pour les valeurs - 1 :::;; f.L < 0 : 

L(xi+p-f.L j'À) - L(xj ,-f.L j'À) ~ 
- f.L j . + (je(f.Lj,À)· L(xp-f.Lj,À) 

h 
m 

= L P(f.Lk --7 -f.Lj,À)· L(xpf.Lk'À) + H(xj,-f.Lj'À) (4.13) 
k~l 

pour 1:::;; i :::;; nt, 1:::;; j :::;; ml 2 

Pour compléter le schéma, nous imposons les conditions aux limites discrètes suivantes: 

L(O,f.Lj,À) = lPo (f.L j ,À) et L(E,-f.Lj,À) = lPE(-f.Lj,À) VI:::;; j:::;; ml2 et ÀE (0,00) (4.14) 

Le système d'équations {(4.12) (4.13) et (4.14)} s'écrit sous la forme d'un système linéaire: 
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(4.15) 

où MI\, et NI\, sont deux matrices carrées de taille nt· m. Chacune des deux matrices est 

donnée par une décomposition par bloc. NI\, est diagonale par bloc: 

GI\, 

(4.16) 

GI\, 

G 1\, est une matrice carrée de taille m. P; et P; sont des matrices carrées de taille ml 2 . 

La matrice MI\, est donnée par : 

1 
M =-·U·C+D 

1\, h el\, (4.17) 

U* 

où U= avec U* = (4.18) 

U* 

- f.lm12 

U est une matrice diagonale de taille nt· m et U* est une matrice diagonale de taille m. 

C2 C3 

Cl C2 C3 fI 0] CI-

O o 0 
Cl C2 C3 

C= avec c,f 0] (4.19) o -1 
Cl C2 C3 

C, =[ ~ ~] 0 Cl C2 C3 

Cl C2 

C est une matrice tridiagonale par bloc de taille nt· m et Cl' C2 , C3 sont trois matrices 

diagonales de taille m. l désigne la matrice identité de taille m12. 

et avec LeI\, = 

0" e (f.l" À) 

O"e (f.lmI2' À) 

0" e (f.l" À) 
(4.20) 

Del\, est une matrice diagonale de taille nt· m et LeI\, est une matrice diagonale de taille m. 



Lemme 4.8 : La matrice M À est inversible. 

Preuve: 
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En utilisant l'expression de la matrice M À donnée par (4.17), on a 

M À =DeÀ 'QÀ (4.21) 

où QÀ = (1 + *. D:1· U . C) et l désigne la matrice identité. D'après l'hypothèse 2.12, la 

matrice DeÀ est inversible. TI reste donc à montrer que la matrice QÀ est inversible. La 

matrice QÀ est donnée par 

B-1 -C 
À À 

-AÀ B~l -CÀ 

o B-1 -C 
À À 

A B-l 
- À À 

avec A - . B -[ UÀ 0] [VÀ 0] 
À - 0 0 ' À - 0 V

À 

(4.23) 

où 

(4.24) 

Notons que QÀ est une matrice tridiagonale par bloc et chaque bloc est une matrice diagonale 

de taille m. Les matrices U À et VÀ sont de taille m /2 . Par ailleurs, il est facile de voir que QÀ 

est une matrice à diagonale strictement dominante. Elle est donc inversible et son inverse est 

donnée par: 

BÀ CÀ ·B1 C 2 ·B3 
À À 

... ... ... C nt - 1 • B nt 
À À 

AÀ ·B1 BÀ cÀ ·B1 

A2 ·B3 
À À AÀ .B1 BÀ cÀ ·B1 

Q-l_ 
À - (4.25) 

CÀ .B1 

Ant -
1 

• B nt ... . .. ... AÀ .B1 BÀ À À 
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La matrice Qïl est une matrice de taille nt· m constituée de blocs et chaque bloc est une 

matrice diagonale de taille m. Notons au passage que A;., . C;., = C;., . A;., = O. 0 

K~ est un vecteur de taille nt· m donné par : 

L(Xp f.lm/2,Â) 

L(xp-f.lpÂ) 

1 s; i S; nt 

F; est le vecteur' 'second membre" de taille nt· m donné par: 

f (x ) +..!... U* .[ cp~] 
;., 1 h 0 

f;., (x2 ) 

f;.,(xnt_ l ) 

1 * [ 0 ] f (X )-_·U . 
;., nt h cp;" 

E 

où pour l'indice i fixé, f;., (Xi) est un vecteur de taille m donné par 

f;.,+ (xJ et f;.,- (xJ sont deux vecteurs colonnes de taille ml 2 donnés par 

ft(xJ = [H(xi,f.lj,Â) LjS;m'2 

f;.,-(xi) = [H(xi,-f.lj'Â) L
j

S;m'2 

(4.26) 

(4.27) 

(4.28) 

(4.29) 

cp~ et cp~ sont deux vecteurs colonnes de taille m12, donnés par les conditions aux limites: 

<I>~ = l L(O,f.lj,Â) LjS;m'2 

<I>~ = [L(E,-f.lj'Â) Lj S;m'2 

(4.30) 

Nous allons maintenant montrer que le système linéaire (4.15) admet une solution unique K~. 

Au préalable, nous donnons deux lemmes auxiliaires utiles à la démonstration. 
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Lemme 4.9: Soit a, a deux réels tels que 0 < a:::; 1, x> 0 et N ~ 1 un entier naturel. Alors, 

on a 

preuve: 

N a k - 1 • x 

{; (a+x/ 

N a k - 1 • x L <1 
k=1 (a + X)k 

X N ( a Jk x N ( a J' 1-(_a r 
- a'{; -a-+-x - a·t; -a-+-x- -~= ~.a(+: J 

1- -
a+x 

x 

a 

1 
--- où c est la constante donnée 

par (4.6) et fi~, fi; sont les constantes données par (2.12). 

preuve: 

La matrice MÂ1
• N À (= Qt· D;l· N À ) est donnée par 

~.~ ~.~.~ ~.~.~ 

~.~.~ ~.~ ~.~.~ 

~.~.~ ~.~.~ ~.~ 

A nt - 1 • B nt . G* 
À À À 

où G; est une matrice carrée de taille m donnée par 

R; et RÂ sont des matrices carrées de taille m / 2 . 

(4.31) 

2 * CÀ ·BÀ ·GÀ 

BÀ ·G; 

Si on développe les produits de la matrice M Â1 
• N À donnée par (4.31), celle-ci s'écrit encore 

de la façon suivante: 
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.... " ..... ' ... ... ... [s~.", ::.m 1 

................ ,. ... [s;,3 s;.,3] [S;,2 s;.,2] [S;,1 s;.,1] 
o 0 0 0 S-,1 S+,1 

Â Â 

où les matrices sti et S;.,i pour 1 :s:; i :s:; nt , sont données par 

. fli.-1 . h . Œ (fl. Â) 
(S-"). = J e J' 

Â Jk (fl j + h . Œ e (fl j' Â ) ) i 

S;,i et SJ.,i sont des matrices carrées de taille m12. 

Par ailleurs, on a 

En utilisant le lemme 4.9, il vient 

P(flk -7-fl j ,Â) 

Œe(flj,Â) 

N i-1 h ( Â) L fl j . . CJ' e fl j' . < 1 VI :s:; N :s:; nt et 1:S:; j :s:; ml 2 
i~1 (fl j + h· CJ'e(flj,Â))' 

En utilisant les relations (2.9), (2.12), (4.2), (4.5) et l'hypothèse 4.5, on déduit 

~ P(flk -7 flj,Â) Œa(flj,Â) ê 2(fle,fl,fl j ,Â) 
~ -----'---= (1- + ):S:;c 
k~1 Œe(flj,Â) Œe(flj'Â) CJ'e(flj'Â) 

(4.32) 

(4.33) 

(4.34) 

pour tout 1:S:; j:S:; ml2 et Â E (0,00) où c est la constante donnée par (4.6). En combinant les 

relations (4.32), (4.33) et (4.34), on obtient 

(4.35) 

ce qui démontre le premier point du lemme. 
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On déduit ensuite III M;.I III~ à partir de la relation (4.32), en prenant dans l'expression N Â = 1 

la matrice identité, i.e. d'après (4.16), cela vient à poser P(,uk --? ,uj'À) = Ôjk (le symbole de 

Kronecker). Dans ce cas, il vient 

En utilisant l'inégalité (4.33) et ensuite la relation (2.12), on obtient: 

1 1 
------- ~ ------~ max 

ISjSm/2 (Je (,u j , À) 6;+6; 
o 

Proposition 4.11 : Le système linéaire (4.15) admet une solution unique i;. 
preuve: 

On peut résoudre le système linéaire (4.15) par la méthode itérative suivante: 

M . i*,(n+1) - N . K*,(n) + F* 
Â Â - Â Â Â (4.36) 

où on désigne par i?n) la nième itération de i;. Cette méthode est convergente lorsque 

p(M;.I· NÂ )<1 (voir [16]). Sachant que p(M;.I·NJ ~IIIM;.I'Ndl~ on en déduit 

finalement le résultat énoncé, en utilisant le lemme 4.10. 0 

4.2.2 Convergence d'un schéma numérique pour un problème aux limites auxiliaire 

Nous allons à présent établir la convergence du schéma (4.12), (4.13) et (4.14), au sens 

de la norme vectorielle Il'II~ et de la norme matricielle subordonnée correspondante. La 

démonstration repose de façon essentielle sur le fait que les normes III'III~ des deux matrices 

M;.I et M;.I . N Â sont bornées indépendamment du pas h. 

Proposition 4.12 : Soit L la solution approchée vérifiant le schéma discret (4.12), (4.13) et 

(4.14). Alors, on a la majoration suivante: 

~~~t 1 L(xi',uj,Â) - L(Xi',uj,À) 1 =11 Le ·,À) - Le ·,Â) II~ 
lSjSm 

1 1 < --.------
- l-c 6; +6; 

sup 
(X,J.l)EQ 
J.l'E[-l,l] 

a4 

a,u4 [(Js(,u,À)' P(,u --? ,ur,À)' L(x,,u,À)] 

h a2L 
+_. sup dX2 (x,,u,À) 

2 (X,J.l)EQ 

pour tout À E (0,00), où c est la constante donnée par (4.6). 

(4.37) 
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preuve: 

D'après l'étude théorique faite au chapitre II, la solution L de (2.16) vérifie 

Lell,Â)E C2(0,E) pour tout J.1E[-l,l]\{O}et ÂE(O,oo).LaformuledeTaylordonne, 

pour i = 1, 2, ........ , nt et j = 1, 2, ........ , m 

dL ( ') _ L(xi'Ilj'Â) - L(xi_pllj,Â) h d
2
L ( h') 

dx Xi' Il j' /1, - h + 2 . dx2 Xi + ai' , J.1 j' /1, 

dL Â _ L(xi+p ll j ,Â)-L(xi'llj ,Â) _ h. d2L . Â 
dx (Xi'll j , ) - h 2 dX2 (Xi +ai h,ll j , ) 

avec 1 ail < 1 "11 ~ i ~ nt. 

Par ailleurs, pour approcher le terme intégral de l'équation (2.16), nous utilisons une formule 

de quadrature de type Simpson composée. Alors, pour i = 1,2, ..... , nt et j = 1, 2, .... , m, on a: 

1 

~ -J crs(Il',Â)·P(J.1'~ Il j ,Â).L(xi'Il',Â) dll' 
-1 (4.38) 
m 

= L P(llk ~ Il j ,Â)·L(xi,llk,Â)+ê3 (118,Il'Xi'll j ,Â) 
k=1 

où ê 3 est un réel qui représente l'erreur d'intégration donné par 

118 4
• n d4 

• 
ê3 (118,J.1'Xi'll j ,Â) = . -4 [a.(Il,Â). P(1l ~ Il.,Â)· L(Xi'Il,Â)]. sm (0) (4.39) 

2880 dll J 

Exprimons à présent que la fonction L est solution de (2.16) aux points (xi ,llj ,Â) 1 ~ i ~ nt, 

1 ~ j ~ m, Â E (0,00) en remplaçant les valeurs dL (Xi' J.1., Â) par les expressions ci -dessus et 
dx J 

en remplaçant le terme intégral de l'équation par la formule de quadrature donnée par (4.38). 

Il vient alors : 

L(Xi'J.1j ,Â) - L(xi_pllj'Â) h d2L 
J.1 j . + J.1 j . - . -2 (Xi + ai . h, Il j' Â) + cre (11 j' Â) . L( Xi' Il j' Â) 

h 2 dx 
m 

= L P(J.1k ~ J.1 j' Â) . L(xi'llk' Â) + ê 3 (110, Il, Xi' Il j , Â) + H (Xi'll j , Â) 
k=1 

m 

= L P(J.1k ~ -Ilj'Â). L(xi'llk ,Â) + ê 3 (118,11, Xi'-J.1 j , Â) + H(Xi'-Ilj'Â) 
k=1 
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Ce système d'équations s'écrit sous la forme matricielle suivante: 

(MJe -NJe).K~ =F; + Eh,MI (L) (4.40) 

où M Je et N Je sont les deux matrices données par (4.16) et (4.17). F; est le vecteur donné par 

(4.27) et K~ est le vecteur 'exact' de taille nt· m donné par : 

K~ = 

L(x;, J.ll' Â) 

L(xi' J.lm/2' Â) 

L( xi' - J.ll' Â) 

Eh,MI (L) est le vecteur 'erreur' de taille nt· m donné par : 

Des équations (4.15) et (4.40), on déduit 

Par suite, 

En utilisant le lemme 4.10, on obtient 

et il reste à combiner avec l'inégalité 

ll04 . 11: (j4 Il Eh,MI (L)II~ ~ . sup -4 [CJ,(J.l,Â). P(J.l ~ J.l',Â)· L(x,J.l,Â)] 
2880 (x,/-l)dl (jJ.l 

/-l'E[-I,I] 

h (j2L 
+_. sup ':\x 2 (x,J.l,Â) 

2 (x,/-l)dl 0 

(4.41) 

(4.42) 

(4.43) 

(4.45) 

o (4.46) 
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Nous terminons maintenant ce paragraphe en donnant un résultat de monotonie et un lemme 

technique qui servira pour la suite. Auparavant, nous donnons un lemme auxiliaire. 

Lemme 4.13 : Soit fun vecteur de taille nt· m. Si /; ;:::: 0 V 1:S; i :s; nt· m alors (MÂ' . f); ;:::: 0 

et (NJ.. . f); ;:::: 0 V 1:S; i:S; nt· m. 

preuve: 

C'est évident pour la matrice NJ.. donnée par (4.16) car, d'après la remarque 3.2 du chapitre 

III, tous ses coefficients sont strictement positifs. En ce qui concerne la matrice MÂ', d'après 

(4.21), celle-ci est donnée aussi par M-;" = Q-;.l . D;;. D'après (4.20) et (4.25), les matrices 

Q-;" et D;; ont des coefficients qui sont tous positifs. Par suite, la matrice M-;" a aussi tous 

ses coefficients positifs. 0 

Proposition 4.14: La solution L du schéma numérique (4.12), (4.13) et (4.14) est une 

fonction monotone de <Po' <P E ,H dans le sens que si 0 < lfI 0 (J.l j' Â) :s; <Po (J.l j' Â) < +00 , 

O<lfIE(-J.lj,Â):S;<PE(-J.lj'Â)<+oo pour tout 1:S;j:S;m/2, Â E (0,00) et 

O<G(Xi'J.lj,Â):S;H(xi'J.lj,Â)<+oo pour tout l:S;i:S;nt, l:S;j:S;m, ÂE (0,00), alors 

L(G,lfIo,lfIE)(Xi'J.lj'Â):S; L(H,<Po'<PE)(Xi'J.lj,Â) pour tout 1:S; i:S; nt, 1:S; j:S; m et ÂE (0,00) 

où l'on note L(H, <Po' <PE) la solution "approchée" associée aux fonctions H, <Po et <PE. 

preuve: 

Nous fixons 1:S; i :s; nt, 1:S; j :s; m, Â E (0,00) et nous procédons par récurrence. D'après 

(4.36), il vient i~,(n+') = M-;" . NJ.. . i~,(n) + M-;.l . F; . 
Posons pour n = 0 . i*,(O) (G lfI lfI ) = i*,(O) (H th th ) = 0 alors 

• J.. '0' E J.. ''/'o''/'E 
-(0) -(0) 
L (G, lfIo' lfI E )(x;, J.l j ' Â) :s; L (H ,<Po ,<PE )(xi' J.l j ' Â) . 

Supposons maintenant que f<n)(G,lfIo,lfIE) (Xi'J.lj'Â):S; f<n)(H,<PO,<PE) (Xi'J.lj,Â). Formons 

alors la différence des deux vecteurs i~,(n+')(H,<Po'<PE) et i~,(n+')(G,lfIo,lfIE). 

j(*,(n+l) (H th th ) - i*,(n+') (G lfI lfI ) 
J.. ''/'o''/'E J.. '0' E 

= M-;.l . NJ.. . (i~,(n) (H '<Po,<PE) - i~,(n)(G,lfIo,lfI E)) + M-;" . (F; (H '<Po,<PE) - F; (G,lfIo,lfI E)) 

-*,(n) -*,(n) Par hypothèse, chaque composante du vecteur KJ.. (H,<Po'<PE)-KJ.. (G,lfIo,lfIE) est 

positive. D'après (4.27), 
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MH)(x,)- MG)(x,) + : ·u· -[ <I>;(~")~<I>;(1f1")l 

f Â (H) (X2) - f Â (G) (X2) 

pour tout 1:::; i :::; nt et Â E (0,00). Par hypothèse, f Â (H) (x;) - f Â (G) (x;) est donc un vecteur 

qui a toutes ses composantes positives. D'après (4.18) et (4.30), 

Par hypothèse, ces deux vecteurs ont aussi toutes leurs composantes positives. Par suite, le 

vecteur F;(H,lPo,lPE)-F;(G,lfIo,lfIE) a toutes ses composantes positives. Pour conclure la 

preuve du lemme, il suffit d'appliquer maintenant le lemme 4.13. 0 

Lemme 4.15: On suppose que 0< G(xp f.1 j ,Â) :::; H(xpf.1j'Â) < +00 pour tout 1:::; i :::; nt, 

1:::; j:::; m et Â E (0,00), alors la solution L du schéma numérique (4.12), (4.13) et (4.14) 

vérifie h _+' (H(xp f.1 j ,Â) - G(xi ,f.1j ,Â)):::; L(H)(xp f.1 j ,Â) -L(G)(xi ,f.1j'Â) pour tout 
l+h'(}e 

1 :::; i :::; nt, 1:::; j :::; m et Â E (0,00). 

preuve: 

Nous fixons 1:::; i:::; nt, 1:::; j:::; m, ÂE (0,00) et nous procédons par récurrence comme pour la 

démonstration précédente. Toujours d'après (4.36), on a K~,(n+l) = M-;l . N
Â 

• K~,(n) + M-;l . F; . 

Posons pour n = ° : 



K*'(O) (H) = h 
Il l+h.6: 

H(Xi'llm/2,Â) 

H (Xi' -Ill' Â) 

15:i5:nt 
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et K*,(O)(G) = h 
Il 1 + h· 6: 

Alors pour n = 0 la relation est vraie. Supposons maintenant que 

G(Xi , Ilm/2' Â) 

G(Xi'-lll'Â) 

15:i5:nt 

-en) -en) h 
L (H)(Xi'llj,Â) - L (G)(Xi'llj,Â) C. _+ . (H(Xi'llj,Â) - G(Xi' Ilj' Â)) et formons la 

l+h'CTe 

différence des deux vecteurs K~,(n+l) (H) et K~,(n+l) (G). 

K?n+l)(H) - K~,(n+l)(G) = MÂ1
• Nil . (K~,(n)(H) - K~,(n)(G))+ MÂ1

• (F;(H) - F;(G)) 

Par hypothèse, chaque composante du vecteur K~,(n)(H)-K?n)(G) est positive. Alors, par le 

lemme 4.13, le vecteur MÂ 1 
• Nil . (K~,(n)(H) - K~,(n)(G)) a toutes ses composantes positives. 

Ainsi, f}n+l)(H) (Xi'llj,Â) - f}n+l)(G) (Xi'Ilj'Â) C. {MÂ1 
• (F; (H) - F; (G)) } (Xi'llj,Â). 

Par ailleurs, d'après (4.21) et (4.25), MÂ1 = QÂ1 
• D;1 et QÂ1 = Ail + Bil où Ail est la matrice 

QÂ1 sans les blocs diagonaux et Bil est la matrice constituée des blocs diagonaux de la 

matrice QÂ1 
• Ainsi, 

f}n+l)(H) (Xi'Ilj'Â) - f}n+l)(G) (Xi'llj,Â) C. {Ail' D;1· (F;(H) - F;(G)) } (Xi'Ilj'Â) 

+{BIl ·D;1·(F;(H)-F;(G)) } (Xi',uj,Â) 

Par hypothèse, F; (H) - F; (G) est un vecteur qui a toutes ses composantes positives. Les 

matrices Ail et D;1 ont tous leurs coefficients positifs. Par suite, 

f}n+l) (H) (Xi ,llj,Â) - f}n+l)(G) (Xi'llj,Â) C. {Bil . D;; . (F; (H) - F; (G)) } (xi,llj,Â) 

D'après (4.20), (4.23) et (4.24), il vient 

L'''''(H) (x,,!1j,Â) -L'""'(G)(x,,!1j,Â) ;" 1 1 h _ . (H (x,,!1j,Â) - G(x,,!1j,Â» 
Il j + h CT e (,u j , Â) 

h 
C. _+ . (H(xi,llj,Â) - G(Xi',uj'Â)) en utilisant la relation (2.12). 0 

1 + h· CTe 
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4.2.3 Problème de point fixe 

Dans ce paragraphe, nous montrons que le schéma numérique couplé donné par (4.9), 

(4.10) et (4.11) peut se résoudre, par analogie avec le point fixe compact du problème 

continue vu au chapitre II, à l'aide d'un point fixe discret portant uniquement sur le champ de 

températures "approché" T = (T)l~i~nt. On procède en définissant une application point fixe 

fi: i5 ~ i5, par 

fi(T) =T 

où T vérifiera le schéma discret (4.9), (4.10) et (4.11). L'ensemble i5 est donné par 

i5={ UE R nt 
1 T_ ~Ui ~T+ V l~i~nt }= [T_,TJnt 

(4.47) 

(4.48) 

où T_, T+ sont donnés par (2.34) et nous munissons i5 de la norme infinie usuelle dans R nt • 

L'application fT va dépendre, bien entendu, des paramètres To ' TE' a a' as' P . Notre objectif 

est de montrer que l'application fT est bien définie, continue, croissante (de T, To ' TE) et 

qu'elle admet un unique point fixe. 

Pour simplifier les écritures qui vont suivre, nous introduisons l'opérateur linéaire M (c'est 

l'analogue discret de l'opérateur M donné par (2.41)) défini par 
N m 

(M g)i = L L g(Xi'J1j'Âk)·sin(ej)·C~ ·ilÂ V l~i~nt (4.49) 
k=l j=1 

Nous allons maintenant donner la formulation du point fixe. Nous exprimons l'application fT 

comme la composition de quatre applications non linéaires, soit : 
~ ~I ~ ~ ~ 

fT = ''l'c- 0 cA 0 cg 0 C (4.50) 

Les applications 'Î';I , ~ , éj} et ë sont les versions discrètes des applications "1';1, cA ,cg et C 

établies dans le cas continue. Au préalable, nous définissons une application fi: i5 ~ i5 
telle que pour TE i5, fi(T) est la solution approchée de l'ETR, donnée par le schéma 

numérique (4.9). L'ensemble D est donné par 

i5={ gE RntxmxN 1 r(T_,Âk)+Ci,j,k(T_)~gi,j,k ~r(T+'Âk)+Ci,j'k(T+)} 
V 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m, 1 ~ k ~ N 

avec une majoration sur Ci,j,k donnée par 

1 1 

ile4 1 n ° 
max c.. (T) ~ -. ·--·L (T,Â)· sup 

l,j,k 1 ~- ~- 2880 k I~i~nt - C (J + (J /lE [-l,l] 
I~j~m a s /l'E[-I,I] 

(4.51) 

pour tout 1 ~ k ~ N où c est la constante donnée par (4.6). Par ailleurs, on munit l'ensemble 

i5 de la norme Il ·111,= définie par 
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N 

/1 g /11,== L Il g(., ·,Âk) 11= . ~Â où Il gC ·,Âk) 1 L = ~~~t 1 g(XP,uj,Âk) l 'ïI 1 ~ k ~ N . 
k=1 

L'application [;i est l'analogue discret de l'application :if . 

Nous définissons alors l'application C: D ---7 D x D en posant pour T E D, C (T) = (T, i) 

et i = :i(T). 

Nous définissons l'application cf}: D x D ---7 D en posant pour TE D, F = (cf} 0 C) (T) où 

F est le vecteur de taille nt donné par (3.56) et C (T) = (T, i) E D x D . L'ensemble D est 

donné par 

(4.52) 

et on munie l'ensemble D de la norme infinie habituelle dans R nt . 

-L'application cA:D ---7 D est définie comme il suit. Pour FED (F=(F;)I~i~nt)' nous 

définissons T = (f; )I~i~nt = rA (F, ~, TE) comme étant la solution du schéma numérique donné 

par (4.10). L'ensemble D est donné par 

(4.53) 

où T_, T+ sont donnés par (2.48) et nous munissons D de la norme infinie habituelle dans R nt . 

-1 - - - - - -l-
et enfin 'l'c- : D ---7 D où pour T = (r; )I~i~nt E D , 'l'c- (T) est la solution de l'équation (4.11). 

De manière plus synthétique, on a 
- - - - 1 C cg 1 cA 'l'c-

(D,II· 11=) ~ (D,II· II=)X(D,II· 111,=) ~ (D ,11·/1=) ~ (D,II·II=) ~ (D,II·II=) 
T (T,L) F T ~ T 

Comme dans le cas continu, les applications fi, rA, cf} , C et:i dépendent aussi des 

conditions aux bords To' TE et cette dépendance est importante. Quand c'est le cas, nous 

donnerons la dépendance explicitement en écrivant, sans alourdir les notations, 

fi(T,To,TE),rA(F,To,TE), cf}(T,To,TE) , C(T,To,TE) et :i(T,To,TE). 
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Nous allons maintenant nous intéresser aux applications [JI, (} et donner quelques propriétés 

qui portent sur la solution approchée de l'ETR. Pour commencer, nous allons montrer que les 
- -applications [JI et (} sont bien définies. 

Théorème 4.16: Soit Y E jj où jj est donné par (4.48). Alors, l'ETR a une unique solution 

approchée L donnée par le schéma numérique (4.9). 

preuve. 

On pose H(x;,I1j'Â)::::: (Ja(l1 j ,Â)· LO(ï;,Â) pour tout 1::;; i::;; nt, 1::;; j::;; m et Â E (0,00), 

<Po(l1 j ,Â)=LO(To,Â) et <PE(-l1 j ,Â) = LO(TE,Â) pour tout 1::;;j::;;m/2 et Â E (0,00). 

Ensuite, on applique la proposition 4.11. 0 

- --Théorème 4.17 : (} est une application continue de D vers D x D . 

preuve. 

On prend deux couples d'éléments (U,l), (V,I')E DxD tels que ë(U)=(U,I), 
- - ,.." _, ,.." -' 
(} (V) = (V, L ) où L et L sont les solutions approchées de l'ETR. Alors, si nous reprenons 

de nouveau les calculs donnés par la preuve de la proposition 4.12, nous déduisons que 

Il lc.,Âk)-I'c.,Âk) Il ::;;~. __ 6; __ ·11 r(U,Âk)-r(V,Âk) II~ 
~ 1 C (Ja +(Js 

pour tout 1::;; k ::;; N où c est la constante donnée par (4.6). En multipliant la relation par le pas 

~À et en sommant sur tous les 1::;; k ::;; N , il vient 

L'hypothèse 4.6 conduit à : 

II I -l'II ::;; ~. __ 6; __ . J Il r (U, À) - LO (V, À) II~ dÀ 
1,~ 1 c (J a + (J s 0 

En utilisant la relation (2.8), on obtient 

puisque U, V E jj (i.e. ils sont bornés par T+). Par conséquent, 

Proposition 4.18 : Sous les hypothèses du théorème 4.16, la solution approchée de l'ETR 

fi (Y) , donnée par le schéma numérique (4.9), est une fonction monotone de To' TE' f dans le 
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- -sens que si 0 < S ° ~ To < +00, 0 < SE ~ TE < +00 et 0 < Si ~ ~ < +00 pour tout 1 ~ i ~ nt , alors 

{f(S,So,SE) (xi ,J1j ,Âk) ~ {f(T,To,TE) (Xi'J1 j ,Âk) V 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m et 1 ~ k ~ N . 

preuve. 

On pose H(Xi'J1j,Âk)=(J'a(J1j,Âk)·r(~,Âk) pour tout l~i~nt, l~j~m et l~k~N, 

<Po (J1j' Âk) = r(~,Âk) et <PE (-J1j' Âk) = r(TE,Âk) pour tout 1 ~ j ~ ml2 et 1 ~ k ~ N . 

Ensuite, on applique la proposition 4.14 en utilisant la remarque 2.1. 0 

Corollaire 4.19 : Sous les hypothèses du théorème 4.16, {f(T)E 15, où l'ensemble D est 

donné par (4.51). 

preuve. 

On suppose que la température T est constante dans le milieu. Dans ce cas, d'après les 

relations (2.9) et (2.11), r(T,Â) est solution de l'ETR. D'après la proposition 4.12, 

r(T,Âk)+Ci,j,k(T) est solution du schéma discret (4.9) où Ci,j,k(T) est l'erreur entre la 

solution exacte et la solution approchée, qui vérifie: 

1 1 /),,()4 . n a4 

max ICi.j,k(T)I~ -1 -. -- -- 2880 ·LO(T,Âk)· sup ")IIJ(J'J,u,Âk)·P(,u-7,u',Âk)] 
1~I~nt -c (J'a +(J's ,LIE[-l,l) Of"" 
l~j~m ,LI'E[-l,l) 

VI ~ k ~ N. En utilisant la monotonie de l'application fi donnée par la proposition 4.18, il 

vient: {f(T_,T_,T_) (Xi',uj,Âk) ~ {f(T,T_,T+) (Xi',uj,Âk) ~ {f(T+,T+,T+) (Xi'J1 j ,Âk) 

avec :j(T_,T_,T_) (xi ,J.1 j ,Âk) = LO(T_,Âk) + Ci,j,k (T_) et {f(T+,T+,T+) = E' (T+,Âk) + Ci,j,k (T+) pour 

tout 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m et 1 ~ k ~ N . 0 

Maintenant, nous allons nous intéresser à l'application cg et nous donnons quelques 

propriétés qui portent sur le vecteur F donné par (3.56). Le théorème 4.16 montre que 

l'application éjj est bien définie. 

Théorème 4.20 : éjj est une application continue de 15 x 15 vers 15 . 
preuve. 

,..., ,....' ,...., ,...,,...,,..., ,..., -,....-' 
Soit F,G E D et (U,L), (V,L)E DxD tels que F=cg(U,L) et G=cg(V,L). Alors 

pour tout 1 ~ i ~ nt , on a 
N m 

1 ~ - Ci 1 = 1 L L (J'a (J.1j' Âk)· (L(xi , J.1 j' Âk) - L' (Xi' J.1 j , Âk»' sin (()j)' C~ . flÂ 1 

k=l j=l 
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,; 6; . ~ Ill(., ·,A,) -l' (-, ·,A,) 11_ . dA ~ 6;.lll-l Î 1 •. _ (d'après la remarque 3.2, ~ C~ ~ 1) 

Par conséquent, Il ft - G 11= ~ 6; . (II L - L ' Il,.= + Il (j - fT 11= ) 0 

Proposition 4.21 : Sous les hypothèses du théorème 4.16, ft = (cf} 0 C) (T) est une fonction 

monotone de To' TE' T dans le sens que si 0 < So ~ To < +00, 0 < SE ~ TE < +00 et 

O<Si~r;<+oo V l~i~nt, alors (cf}oC)(S,SO,SE)i~(!§OC)(f,To,TE)i pour tout 

1 ~ i ~ nt . Par ailleurs, si r; = Ta = TE V 1 ~ i ~ nt alors F; = M (j a . r (f;) V 1 ~ i ~ nt . 

preuve. 

ft s'écrit encore sous la forme: F = M (ja· :i(Y,To,TE). Alors, le résultat de monotonie 

s'ensuit en utilisant la proposition 4.18, la positivité de l'opérateur M et celle du coefficient 

(ja donnée par (2.12). Supposons maintenant que ~ = Ta = TE \;j 1 ~ i::;; nt. Alors, d'après le 

schéma numérique donné par (4.10), il vient F; = (<D(Y))i = M (ja· r(i;) V 1 ~ i ~ nt. 0 

-,..., -' 
Corollaire 4.22: Sous les hypothèses du théorème 4.16, FE D où D est donné par (4.52). 

preuve. 

Le résultat s'ensuit d'après (!§ 0 C)(T_, T_, T_) ~ (!§ 0 C)(Y T_, T+)i ~ (cf} 0 C)(T+, T+, T+) 

\;j 1 ~ i ~ nt, comme établi dans la proposition précédente avec F; = (!§ 0 C)(Y, T_, T+)i pour 

tout l~i~nt, (cf}oC)(T_,T_,T_)=M (ja·r(T_) et (!§oC)(T+,T+,T+)=M (ja·r(T+) 0 

Nous allons à présent étudier l'application :4 . Dans un premier temps, nous allons montrer 

- - -que l'application est bien définie i.e. que pour F = (F; )'<;i<;nt E D donné, le schéma numérique 

semi-linéaire d'ordre deux (4.10) a une unique solution positive TE D qui satisfait les 

propriétés de monotonie par rapport aux données. Au préalable, nous faisons une remarque 

utile pour la suite. 

Remarque 4.23 : D'après la remarque 2.1 et la remarque 2.8, la fonction <D donnée par (3.57) 

est une fonction strictement croissante de Y . 

Théorème 4.24 : On se donne F E D . Alors, le schéma numérique (4.10) a une unique 

solution positive Y E D . 
preuve. 
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Pour commencer, prouvons par l'absurde que T_::; T; ::; T+ '\1 1::; i ::; nt . Supposons alors que 

j io' 1::; io ::; nt tel que '1;0 < T_ . Dans ce cas, il existe un ensemble {1Zr, .. ,n2} contenant io tel 

que '1; < T_ '\1 nI < i < n2 et T,., ~ T_, T,.2 ~ T_ . En utilisant la monotonie de <1> (remarque 

4.23), il vient (<1> (T)); < <1> (T_) '\1 nI < i < n 2 • Puisque ft E D i.e. <1> (T_)::; F; ::; <1> (TJ 

'\1 1::; i ::; nt , on a 
- -
T;+l - 2~~ +T;-l = 2n. { (<I>(T)); - F; } < 0 '\1 nI < i < n

2 

En appliquant le principe du maximum discret, on déduit que a; ~ 0 '\1 1Zr < i < n2 et ensuite 

'1; ~ T_ '\1 nI < i < n2 • En particulier '1;0 ~ T_, ce qui est une contradiction. Par conséquent 

f ::; '1; '\1 1::; i ::; nt . De manière similaire, on montre que '1; ::; T+ '\1 1::; i ::; nt . 

Pour résoudre le schéma (4.10), on applique la méthode de Newton [17]. (4.10) est équivalent 

au problème de point fixe G (T) = 0 où G: De Rnl 
---7 Rnl 

• On note la énième composante 

de G par G;. Alors, on a 

G;(T)=2n.{(<I>(T));-F;}+ :2 {-ri+l+2.'1;-Ti-l} '\I1::;i::;nt 

Soit VG: De Rnl 
---7 Rnl xR nl la matrice Jacobienne de G. Elle est donnée par 

~ . ( 2 + 2n . h 2 
• (<l>' (T));) si i = j 

h 

si j = i + 1 ou j = i -1 

o sinon 

où, d'après (3.57), 

-' = -f ~ 1 ar 1 1. e 1 (<P (T)); = .L.i .L.i Œ a (f.l j , /l,k ) • - (, /l,k ) • --- • sm (0 . ) . C j . L1/l, '\1 1::; i ::; nt 
k=l j=l aT Âc (T;) J 

...... ' -;::; 

D'après la remarque 2.1 et la relation (2.15), il vient (<P (T)); > 0 '\1 1::; i::; nt. De plus, 

'\1 TE D, VG (T) est une matrice à diagonale strictement dominante. Elle est donc 

inversible. Par ailleurs, V G : DeR nI ---7 R nI X R nI est Lipschitzienne. En effet, soient T, if E D 
-- - - 1- - l-et T ,0 E D tel que T; = \{1; (T;) , 0; = \{1; (0;) '\1 1::; i ::; nt . Alors, on a successivement: 
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III VG (T) - VG (iJ) III~ = 2n . ~~~ 1 (éî>' (T»i - (éî>' (iJ»i 1 

N 1 ar - 1 ar-
:::;2n.tr·L max -_-·-(T,Â)--_-·-(8.,Â) ~Â 

a k=l lsiSnt Â/T;) aT ' k Âc(8J aT ' k 
(f sin(8).C~ <1) 

j=l 

~ 1 ar - 1 ar-
:::;2n.ër·f max -_-·-(T,Â)--_-·-(8.,Â) dÂ 

a 0 IsiSnt Âc(T;) aT' Âc(8J aT ' 

en utilisant l'hypothèse 4.6. Par le théorème de dérivation sous l'intégrale et (2.8), on a: 

d
d
T 
J r (T, Â) dÂ = J aa~ (T, Â) dÂ = 4· CT .r

3 

o 0 n 

Alors, on a successivement 

-3 -3 
_+ T 8. 

:::; 8 . CT • CT • max -'-_- - -'-_-
a ISiSnt Âc (T;) Âc (8

i
) 

8 -+ 
:::; • CTa 

• ~ • max 1 Âc(~)' ~3 - Âc(~)' ~31 (en utilisant l'hypothèse 4.2) 
(Â/T_» ISiSnt 

:::; 8.6;.~ . max 1 Âc(~)' (~3 _~3) +~3. (Âc(~) -Âc(~» 1 :::; Y'II T -iJ II~ 
(Âc(T_» ISiSnt 

avec la constante de Lipschitz y donnée par (4.8). L'algorithme de Newton est donné par: 

-;::; (n+l) -;::; (n) -;::; (n) = (n) 

T =T -(VGr1(T )·G(T ) 

=(0) _ 

et l'algorithme converge si la donnée initiale T E B (T, 8) avec 

8< 1 

y·11 (VG(T)rlll~ 
(4.54) 

D'après [18], Il (VG (T)r1 II~ :::; i qui est une constante indépendante de h. Alors, il suffit de 

prendre 8 < 8/y (cette condition est vérifiée par l'hypothèse 4.7). Ce qui termine la 

démonstration du théorème. 0 

Corollaire 4.25 : Sous les hypothèses du théorème 4.16, le schéma numérique (4.10) a une 

solution unique T = (:4 0 cf} 0 ë) (T) tel que TE i5 . 
Preuve: 

TI suffit d'appliquer le théorème 4.24 avec ft = (cf} 0 ë) (T). FE D d'après le corollaire 

4.22. 0 

Maintenant, nous donnons un résultat de continuité pour l'application cA . 
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-Théorème 4.26 : cA est une application continue de D vers D. 

preuve. 

,..." - -' -;:::; ,...,,..., ,...",..." ,..." - - -
Soit F, G E D , U = cA(F,Ta,TE), V = cA(G,T",TE) et W = Ü - V . Alors West solution du 

problème discret suivant 

{ :'+. -~ ~~' + WH = 2" { ($(Ü)), - ($cV)), - (F, - G,) } 

Wo = W nt+, =0 

'\1 1::::; i ::::; nt 

Sous forme matricielle, on a 

A· W = -2n· { éP(Ü)-éPCV) - (F -G) l (4.55) 

où A est la matrice de discrétisation de l'opérateur - L1 en dimension un. En effectuant le 

produit scalaire de (4.55) avec le vecteur W, il vient 

(A·W, W)2=-2n·(éP(Ü)-éPCV), W)2+2n·(F-G, W)2 

En utilisant la monotonie de la fonction éP (remarque 4.23), on observe que le premier terme 

du membre de droite est négative. Alors, on a 

Par ailleurs, 

où (0, > 0 est la plus petite valeur propre de la matrice A. Alors si W:j:. 0 et en divisant par 

Il W II~ , on obtient 

Nous terminons maintenant la discussion sur cA avec un résultat de monotonie. 

Proposition 4.27 : On se donne F et G E D . Alors, l'application cA est une fonction 

monotone de Ta' TE' F dans le sens que si T_ ::::; Sa ::::; Ta ::::; T+ ; T_::::; SE::::; TE::::; T+ et 

0::::; Gi ::::; F; < +00 '\1 1::::; i::::; nt alors cA (G,Sa,SE)i ::::;;( (F,Ta,TE)i '\1 1::::; i::::; nt. 

preuve. 

Posons Ü = cA (F,Ta,TE), il = ;((G,Sa,SE) et W = iJ - V . Alors West solution du problème 

discret suivant 
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W =T -S ~O o 0 0 

Nous devons montrer que W; ~ 0 V 1 ~ i ~ nt. La démonstration est similaire à celle 

présentée pour le théorème 4.24. Par l'absurde, supposons que ::3 io ; 1 ~ io ~ nt tel que 

W;o <0, alors il existe un ensemble {~, .. ,n2} (nI <io <n2) tel que Wi=Ui-Vi<O 

V nI < i < n2 et Wn, ~ 0, W
n2 
~ O. Alors, puisque cp est strictement croissante (remarque 

V 1 ~ i ~ nt , on a 

-
W i+l - 2 . W i + W i-l 0 \-l'E l' 1" d . d' 
----2--- ~ V nI < l < n2 . n app lquant e pnnclpe u maXImum lscret, on en 

h 

déduit que W; ~ 0 V ~ < i < n2 • En particulier W;o ~ 0 , ce qui est une contradiction. 0 

TI reste enfin à étudier l'application 'Ï';l. Le théorème suivant permet de montrer que 

l'application est bien définie. 

Théorème 4.28 : On se donne T E D. Alors, le schéma numérique (4.11) a une unique 

solution positive TE jj . 

preuve. 

Si on connaît explicitement la fonction 'P;l, on a directement le résultat. Dans le cas 

contraire, pour résoudre l'équation (4.11), on applique de nouveau la méthode de Newton. 

(4.11) est équivalent au problème de point fixe (3.59) i.e. F* (T) = 0 où F*: jj c R nt ~ Rnt 
. 

Les composantes de F* sont données par 
* - ,....-F; (T) = 'Pc Cf; ) - T; V 1 ~ i ~ nt 

Soit VF*: jj c Rnt ~ Rnt xR nt la matrice Jacobienne de F*. Elle est donnée par 

(VF*(T)) .. = a l'j* (T) = {ÂcCF;) si i = j 
IJ a T. 0 sinon 

J 

V TE jj, VF*(T) est donc une matrice diagonale et d'après l'hypothèse 2.2, chaque 

élément de la diagonale est strictement positif. La matrice est alors inversible. Par ailleurs, 

d'après l'hypothèse 4.2, la fonction Âc est Lipschitzienne. Par conséquent, 

VF*: jj c Rnt ~ Rnt xR nt l'est aussi. L'algorithme de Newton est donné par: 

T (n+1) = T (n) _ (VF*rl(T (n»). F* (T (n») 
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et l'algorithme converge si la donnée initiale T (0) E B (T,1]) avec 

min 1 Âc (T) 1 
1] < I<i<nt 1 

rite 

Alors, d'après l'hypothèse 4.2, il suffit de prendre 1] < Âc(T_) IrAe (cette condition est vérifiée 

par l'hypothèse 4.7). Avant de terminer la preuve, notons que la solution T appartient bien au 

domaine D. 0 

Nous énonçons maintenant un résultat de monotonie pour l'application point fixe f7 qui est 

une conséquence directe de ce qui vient d'être fait jusqu'à présent. 

Proposition 4.29 : Sous les hypothèses du théorème 4.16, l'application f7 est une fonction 

monotone de To' TE' T dans le sens que si 0< So :::; To < +00, ° < SE :::; TE < +00 et 

O<Si:::;7; <+00 V l:::;i:::;nt, alors fi(s,so,SE)i :::;fi(T,To,TE)i V l:::;i:::;nt. 

preuve. 

Le résultat vient de l'expression de fi donnée par (4.50), la remarque 2.8, la proposition 4.21 

et la proposition 4.27. 0 

Lemme 4.30: Supposons que la sous-solution que l'on note (i,Ü) et que la sur-solution que 

l'on note (i " V), du schéma numérique (4.9) (4.10) et (4.11) existent. Dans ce cas, posons 

,..., ,...,,' ,..." 

j(Xi'J.!j,Â)=L (Xi'f.1 j ,Â)-L(xi'J.!j'Â) pour tout 1:::; i:::;nt , l:::;j:::;m, ÂE (0,00) et 

](O,J.!j'Â)=](E,-J.!j,Â)=O pour tout 1:::;j:::;mI2, ÂE (0,00). Par ailleurs, définissons la 

quantité I~ lorsque pour un indice 1:::; k :::; Ent (nt 1 2) + 1 et Â E (0,00) fixés, il existe 

1:::;j:::;mI2 tel que ](xk,-J.!j'Â):f.O ou ](xnt+l_k,J.!j,Â):f.O,par: 

nt m 
(4.56) 

-L L El (/}'8,J.!,J.!j,Â)· ] (Xi'J.!j'Â). sin (8)· C~ 
i=1 j=1 

pour tout Â E (0,00) et pour tout 1:::; k :::; Ent (nt 1 2) + 1. Ent désigne la partie entière et El est 

l'erreur d'intégration donnée par (4.4). Alors, il existe un pas /}'8 suffisamment petit qui 

vérifie I~ ~ ° pour tout 1:::; k :::; Ent (nt 1 2) + l. 

Preuve. 

D'après le lemme 4.15 et le corollaire 4.19, il vient 

h . cr (f.1., Â) - - - 4 
0:::; a J .(r(v.,Â)-r(Ui'Â)):::;j(Xi'f.1j'Â):::;r(T+,Â)+O(/}'8) 

l+h.a: 1 
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ou encore en utilisant la relation (2.12) 

0::; h· 6; . (r CV,À) - r C{]pÀ))::; ] (xp /1j,À) ::; r (T+, À) + 0 (!18 4
) 

1 + h· 6: 1 

(4.57) 

pour tout 1::; i ::; nt, 1::; j ::; m et À E (0,00). D'après la relation (4.4), El (!18, /1, /1 j'À) ---70 

lorsque Ll8 ---7 O. Ensuite le résultat se déduit facilement. 0 

Théorème 4.31 : Sous les hypothèses du théorème 4.16, l'application fi' a un point fixe 

T E D qui est unique. 

Preuve. 
- -- -1 - - - - - - -D'après (4.50), fi' est donnée par fI'(T) = (o/c- 0 cA 0 cg 0 (j )(T) pour tout TE D. Alors fi' 

est bien définie et va de i5 dans i5. fi est une application continue comme composition 

d'applications continues d'après les théorèmes 4.17, 4.20, 4.26 et la remarque 2.8. 

Définissons maintenant une suite en posant D(O) = T_ et D(n) = fi(D(n-1)) pour tout n ~ 1. La 

proposition 4.29 implique que la suite est croissante. Par ailleurs, elle est majorée par T+, et 

donc converge vers une limite D bornée. Par la continuité de fi, D = fi(D). De la même 

façon, définissons la suite V (n) par V (0) = T+ et V (n) = fi (V (n-1)) pour tout n ~ 1 . La suite V (n) 

est décroissante et minorée par T_ et donc converge vers une limite V bornée telle que 

- -- - - - - -- 1 V = fI'(V) . Soit maintenant la suite T(n) définie par T(O) E D et T(n) = fI'(T(n-)) pour tout 

n ~ 1. Alors, par la monotonie de fi (proposition 4.29), il vient Dt) ::; ~(n) ::; V;(n) pour tout 

1 ::; i ::; nt et n ~ O. Par ailleurs, si D = V alors par le théorème de comparaison des suites 
- - -

y(n) ---7 f = D = V . TI faut donc montrer que D = V ou encore D = V en posant D; = o/c (D;) 

et V; = o/c (V;) VI::; i ::; nt . La différence W; = ~ - D; ~ 0 VI::; i ::; nt , satisfait 

W;+1 - 2· W; + W;-1 

h2 

N m _ _ 

= 2re· L L (Ja(/1j,Àk)' (r (0/;1 (V;),Àk) - r (0/;1 (D;),Àk)) . sin (8)· C~ ·!1À 
k=1 j=1 
N m __ 

- 2n . L L (J a (/1 j ,Àk) . (.;/(o/c-1 (V)) - f}(o/c-1 (D))) (Xp /1 j' Àk)' sin (8 j ) . C~ ·!1À 
k=1 j=1 

- -Wo =Wnt+1 =0 

En sommant la relation sur les 1::; i ::; nt , il vient: 

(4.58) 
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1 --= --= 
0~--2 .(WI+Wnt ) 

h 
N nt m _ _ 

=2n'L L L O"a(,uj,Âk)·(r('I':I(~),Âk)-r('I':I(Üi),Âk))·sin(e).C~ ·~Â (4.59) 
k=1 i=1 j=1 
N nt m __ 

- 2n· L L L O"a(,uj'Âk)' C~('I':ICV)) -9'('I'c-I(Ü)))(Xi',uj,Âk )' sin (e j )· C~ . ~Â 
k=1 i=1 j=1 

Posons alors 

c* 

c= 

c* 

et 

avec C* = 

sin (el)' ct 

sin (em / 2 ) • C!12 
sin (el)' CIO 

avec LaÀ = 
0" a (,um/2' Â) 

O"a (,upÂ) 

V 1::; i ::; nt 

(4.60) 

F;('I'c-I(T)) est un vecteur colonne de taille nt· m et pour l'indice i fixé {LO('I':I(~),Â) J est 

un vecteur colonne de taille m. C est un vecteur colonne de taille nt· m et C* est un vecteur 

colonne de taille m. DaÀ est une matrice diagonale de taille nt· m et LaÀ est une matrice 

diagonale de taille m. 

Alors, en utilisant le système linéaire (4.15) et la relation (4.59), il vient: 

1 --= --= o ~ -11,(WI +Wnt) 

= 2n· i ( (I - (M Àk - N;.. ri. Da).)' (F~ ('l'c-\V)) - F~ ('l'c-ICiJ))), Da;" . C) L1Â 
k=1 

où (-, -) représente le produit scalaire euclidien dans Rntxm
• 

Par ailleurs, pour tout Â > 0, on a successivement 

(4.61) 
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( (1- (M). - N).)-l . Da).)' (F;('I';l(V)) - F; ('l'c-1CiJ))) , Da). . C) 
= ( D~l· (M). - Da). - N).)· (M). - N).r1. Da). . (F;('I'c-1(V)) - F; ('l';l (Ü)) ), Da). . C) 
=( (M). -Da). -N).)·(M). -N).r1.Da). .(F;('I';\V))-F;('I'c-1(Ü))),C) 

=( (M). -Da). -N).)·]). ,C) 
en posant ]). =(M). -N).r1.Da). . (F;('I';l(V))-F;('I';l(Ü))). l). est un vecteur de taille 

nt . m et représente la différence de deux solutions (pour deux températures différentes) du 

schéma numérique (4.9). On note ses composantes ] (xi,f.lj,Â) pour 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m et 

](O,f.lj,Â), ](E,-f.lj,Â) les conditions aux bords. En fait, on a: 

] (xi' f.l j ,Â) =if(V)(xi'f.lj,Â)-if(Ü)(xi'f.lj,Â) pour tout 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m, ÂE (0,00) et 

] (0, f.lj' Â) = ] (E,-f.lj,Â) = ° pour tout 1 ~ j ~ m12, ÂE (0,00). D'après la proposition 4.18, 

on déduit que (if(Ü), tJ) et (if(V), V) sont respectivement sous-solution et sur-solution du 

schéma numérique (4.9) (4.10) (4.11). Les relations (4.9), (4.15), (4.17), (4.20) et (4.59) 

conduisent à : 

( (M). - Da). - N).) . ]). , C) 
nt m/2 

=LL 
i=l j=l 

nt m/2 

+LL 
i=l j=l 

i=l j=l 

nt m m 

-L L L P(f.lk ---7f.lj,Â).sin(ej)·C~ ·](Xi,f.lk,Â) 
i=l k=l j=l 

En utilisant la relation (4.1) et en sommant sur les 1 ~ i ~ nt , il vient: 

((M). -Da). -NJ']). ,C)=Il 

où Il est défini par (4.56). D'après l'hypothèse 4.5 et le lemme 4.30, on a : 

((M). -Da). -N).).]). ,C)~O pour tout ÂE (0,00) (4.62) 

Alors, les relations (4.61) et (4.62) conduisent à Wl = W nt = O. Notons que si 

] (Xp-f.lj,Â) =] (Xnt,f.lj,Â) = ° V 1 ~ j ~ ml2 et ÂE (0,00) alors, on déduit directement, 

-d'après la relation (4.57), que Wl = W nt = O. En répétant la même procédure mais en 

sommant cette fois-ci (4.58) sur les 2 ~ i ~ nt -1, on aura W 2 = W nt-l = O. Ainsi de suite, pour 

avoir finalement W i = ° V 1 ~ i ~ nt . Ce qui achève la démonstration du théorème. 0 
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Nous pouvons maintenant conclure ce paragraphe sur l'existence d'une solution unique au 

schéma numérique couplé (4.9) (4.10) (4.11). 

Théorème 4.32 : Le schéma numérique donné par (4.9) (4.10) et (4.11) admet une solution 

unique. De plus, la solution approchée (T, L) est telle que T E D et L E D où D et D sont 

donnés respectivement par (4.48) et (4.51). 

preuve: 

Le théorème 4.31 assure l'existence d'un unique point fixe T E D. Alors T satisfait (4.10) 

(4.11) avec ft donnée par (3.56). Par conséquent, si L satisfait le schéma numérique (4.9) 

alors le couple (T,L) satisfait le schéma numérique (4.9) (4.10) (4.11). D'après le corollaire 

4.19, LED. 0 

4.2.4 Convergence du schéma numérique pour le système couplé 

Dans ce paragraphe, nous montrons la convergence de la solution approchée (T, L) vers 

la solution continue (T,L) du système (2.1)-(2.6), en établissant successivement des preuves 

de convergence pour L et T. Nous donnons aussi par la même occasion, une preuve de 

convergence du flux' 'approché" Qr vers le flux continue Qr' 

Proposition 4.33 : Sous les hypothèses du théorème 4.16, soit L la solution exacte de l'ETR et 

L la solution approchée vérifiant le schéma numérique (4.9). Alors, on a la majoration 

suivante: 

~~~t 1 L(xi , f.1 j' À) - L(xp f.1 j' À) 1 = Il Le " À) - Le " À )11= ~ al (À) . h + a2 (À) . .ô.e 4 (4.63) 
15,j5,m 

1 1 1 d2L 
al (À) = _. __ __ sup -2 (X,f.1,À) 

1-c (J'a +(J's 2 (X,,u)EQ dx 
(4.64) 

lIn d4 

a2 (À) = _. . -. sup -4 [(J's(f.1,À). P(f.1 ~ f.1' ,À)' L(x,f.1,À)] 
1- c a~ + a; 2880 (X,,u)E Q df.1 

,u'E[-I,I] 

pour tout À E (0,00), où c est la constante donnée par (4.6). 

preuve: 

On applique la proposition 4.12. 0 

Proposition 4.34 : Sous les hypothèses de la proposition 4.33, soit Qr donné par (2.5) et Qr 

donné par (3.63). Alors, on a la majoration suivante: 

Il Qr - Qr 11= ~ 81 (Àmax ) + bl • h + b2 . .ô.e4 + b3 • .ô.À
2 + b4 • /).}.,2 • .ô.e 4 (4.65) 
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où 
= 

81 (Amax) = 4n-· f LO (T+, A) dA et 81 (Amax ) ~ O. bj 1 ~ i ~ 4 sont des constantes données par 
Âmax~= 

Âmax 

n- 2 N a4 
+-_. L sup -4 [L(X,,u,Ak)·,ul LU, 

1440 k=1 (x,,u)dl a,u 
'1 ""'I 2L 

b - n- . ""max 0 ( '1) 
3 - sup ""'1'1 2 x,,u,,," 

6 (x,,u)dl 0"" 
ÂE[O,Âmax 1 

b __ Amax . n- 2 

--==--- . SUp 
4 17280 (x,,u)dl. 

ÂE[O,Âmax 1 

preuve: 

D'après (2.5) et (3.63), on a pour tout 1 ~ i ~ nt 

= 1 N m 

1 Qr(XJ - Qr(Xj) 1 = 2n-· f f L(Xi',u,A)',u d,u dA - L L L(Xi',uj,Ak)·,uj . sin (8)· C~ . ~A 
o -1 k=1 j=1 

=1 Âmax1 =1 

Or f f L(xj,,u,A)',u d,udA= f f L(Xp,u,A)',u d,udA+ f f L(Xi',u,A)',u d,udA 
o -1 0 -1 Âmax -1 

1 m 

et f L(Xi',u,A)',u d,u= L L(xp,uj,A).,uj.sin(8j)'C~ +ë4(~8,,u,Xi'A) 
~ j~ 

où ë 4 est un réel qui représente l'erreur d'intégration en 8, donné par 

~84 . n-. a4 

ë4(~8,,u,Xi'A) = . sm (8) '-4 [L(Xp,u,A)·,ul 
2880 a,u 

Âmax 1 N m 

f f L(xj,,u,A)',u d,u dA = L L L(Xi',uj,Ak)·,uj . sin (8 j )· C~ . ~A + ë5(~A,A,,uj,XJ 
o -1 k=1 j=1 

N 

+ L ë4(~8,,u,Xi'Ak)~A+ë6(~8,~A,A,,u,XJ 
k=1 

où ë 5 et ë 6 sont des réels qui représentent les erreurs d'intégration en A. 

Pour approcher l'intégrale en A, on utilise la formule des trapèzes composée [15]. Dans ce 

cas, l'erreur est donnée par 

ë(f) = ~A2. Amax . f(2)(A) 
12 

si f est, de manière générale, la fonction à intégrer sur l'intervalle [0, Amax] . 
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E5 et E6 sont alors donnés par 

E5(L1Â,Â,,uj'X;) = - L1Â
2

. Âmax .,uj' sin (fJ). C~ . d
2
: (Xi',uj'Â) 

12 dÂ 

L1Â!. Â d2
E 

E6(L1fJ,L1Â,Â,,u,x;) = - max . -t(L1fJ,,u,Xi'Â) 
12 dÂ 

L1Â,2 . Âmax L1fJ4. n . (fJ) d
2 

d
4 

[L( 1)] 
= 12 . 2880 . sm . dÂ2 d,u4 xi',u,/\",u 

Finalement, on aura pour tout 1 :::; i :::; nt 

~ 1 

1 Qr(x;)-ct(x)I:::;2n. f f L(xi',u,Â)',u d,udÂ 
Âmax -1 

N m 

+ 2n· L I..I L(xi,,uj,Âk ) - L(Xi',uj,Âk ) 1· C~ L1Â 
k=1 j=1 

N 

+2n'(L 1 E4(L1fJ,,u,xi' Âk ) 1L1Â+[ E5(L1Â,Â,,uj'x) [+1 E6(L1fJ,L1Â,Â,,u,x) 1 ) 
k=1 

D'après l'étude faite au chapitre II, la solution L de l'ETR vérifie: 

r (T_,Â):::; L(x,,u,Â):::; r(T+,Â) pour tout (x,,u,Â) E nx (0,00) (4.66) 

Alors, 

~ 1 ~ 

2n· J J L(xi',u,Â)',u d,udÂ :::;4n· J r(T+,Â) dÂ=DI(Âmax ) et DI(Âmax ) -7 O. 
Â",,,,,---7~ 

D'après (2.8), DI (Âmax ) < +00 pour tout Âmax E (0,00). 

N m 

2n· L L 1 L(xi',uj,Âk ) - L(Xi',uj'Âk ) 1· C~ L1Â 
k=l j=1 

N N 

:::; 27r . L Il L(·, " Âk ) - Le-, ·,Âk ) II~ L1Â:::; 2n . L (al (Âk ) • h + a 2 (Âk ) . L1fJ4) L1Â 
k=l k=1 

en utilisant la majoration (4.63). al et a 2 sont donnés par (4.64). 

N L1fJ4.n2 N d4 
2n'L IE4(L1fJ,,u,Xi'Âk ) 1 L1Â:::; 'L sup ::.,u4[L(x,,u,Âk )·,u] L1Â 

k=l 1440 k=1 (x,,ulE11 U 

En utilisant toutes ces majorations, on retrouve le résultat (4.65). 0 
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Proposition 4.35 : Sous les hypothèses de la proposition 4.33, soit f le point fixe de f7. 

Alors, on a la majoration suivante: 

Il T - f 11= ~ 82 (Âmax ) + d; . h + dl . h
2 + d 2 • f1.8

4 + d3 • f1.Â
2 + d4 . f1.Â2 • f1.8

4 (4.67) 

où T est le champ de températures vérifiant le système (2.1 )-(2.6), 
= 

82 (Âmax )=4n·do·a;. f (E(T+,Â)-E(T_,Â)) dÂ et 82 (Âmax ) Am~~ 
Am" 

do' d; et di 1 ~ i ~ 4 sont des constantes données par 

d; =do ·a; ·bl 

dl = do . ~. sup 1 T (4) (x) 1 
12 XE (a,E) 

1 a+ n 2 N 

d 2 = do . ~. __ a -- . 1440 . L 
c a a + as k=l 

bl est la constante donnée par la proposition 4.33 et r '11,-1 est la constante de Lipschitz de 'P;l . 

preuve: 

D'après l'étude faite au chapitre II, la solution T de (2.47) (2.48) vérifie T E C 2 (0, E). La 

formule de Taylor donne, pour i = 1, 2, ........ , nt 

T- "( ) _ 7;+1 - 2· 7; + 7;-1 h
2 

T- (4) ( h) (T T( ) \...11 . <) (4.68) - x' - - + - . x. + a, . ,,= x,, v ~ l _ nt 
, h2 12 " 

avec 1 ail < 1 V 1 ~ i ~ nt. Par ailleurs, d'après (2.43), pour tout 1 ~ i ~ nt, on a 

= 1 

Sr(Xi ) = 2n· f f aaCU,Â)' (L(Xpfl,Â) - E('Pc-
l(7;),Â)) dfl dÂ 

a -1 

= 1 

= 2n· f f aa(fl,Â)' (L(Xpfl,Â) - E ('P;l (7;), Â)) dfl dÂ 
(4.69) 

N m 

+ 2n· L L aa(flj>Âk)' (L(Xpflj,Âk) - E('Pc-
l
(7;),Âk))' sin (8)· C~ f1.Â 

k=l j=l 
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OÙ E7 est un réel qui représente l'erreur d'intégration en 8 et en Â, donné par 

Exprimons à présent que la fonction T est solution de (2.47) (2.48) aux points Xi 1 ~ i ~ nt , 

- " 
en remplaçant les valeurs T (x;) par l'expression (4.68) et en remplaçant les valeurs Sr(x;) 

par l'expression (4.69). On aura alors pour tout 1 ~ i ~ nt 

= 1 

= 2n· f f 0" aCu,Â)' ( L(xi'.u,Â) - LO ('l';I(IJ, Â)) d.u dÂ 
Âmax -1 

N m 

+ 2n· L L O"a(.uj'Âk)· (L(xi' .uj'Âk ) - g('I'c-1(T;), Âk))' sin (8 j )· C~ ~Â + E7(~8,~Â,.u, xi,Â) 
k=1 j=1 

Ce système d'équations s'écrit sous la forme matricielle suivante: 
- ,.... - ,.... 

A· T = -2n· <P(T) + 2n· (M O"a' L) + Eh,Ml,tU (L,T) (4.70) 

où A est la matrice de discrétisation de l'opérateur - ~ en dimension un, T = (T; )1~i~nt' ~ est 

la fonction donnée par (3.57), M est l'opérateur donné par (4.49), et 

Eh,Ml,tU (L,T) = (Eh,Ml,tU (L,TU1~i~nt avec 

= 1 

Eh,Ml,A)' (L,I\ =2n· f f O"a(.u,Â).(L(Xi'.u,Â)-g('I';\T;),Â)) d.u dÂ 

pour tout 1 ~ i ~ nt . 

Des équations (4.10) et (4.70), on déduit 

A· (f - T) = -2n· (~cT) - ~(T)) + 2n· ((M O"a' L) - F) + Eh,Ml,A)' (L,T) (4.71) 

Alors, on a 

pour tout 1 ~ i ~ nt . Posons à présent pour tout 1 ~ i ~ nt 
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_ {2. (eD(f)); - (eD(Y)); 
- - re si T; -:t T; 

aJT,T) = T-T 
1 1 

o sinon 

Par la monotonie de eD on déduit que a/T,Y) ~ 0 pour tout 1 ~ i ~ nt. Le système (4.71) est 

équivalent à 

(A + D)· (T - Y) = 2re· ((M (Ja' L) - F) + êh.M.!>Â (L,T) 

où D est une matrice diagonale de taille nt définie par D = diag(a;(T,T)). D'après [18], la 

matrice (A + D) est inversible et 

Ainsi, 

Par ailleurs, 

N m Il (M (Ja ·L)-F II~ = ~~; L L (Ja(J!j,Àk)·(L(x;,J!j,Àk)-L(xi'J!j,Àk))·sin (()j)'C~ ~À 
k~l j~l 

N 

~a;'L (al(Àk)·h+a2(Àk)·~e4) ~À 
k~l 

en utilisant (2.12) et (4.63). Les deux quantités al et a2 sont données par (4.64). 

~~. sup IT(4) (x)I+4re.a;. j (r(T+,À)-r(T_,À))dÀ (enutilisant(4.66)) 
12 XE (O.E) Â 

~e4 .re 2 N 

+ 'L sup 
1440 k=l (x.,u)dl 

~À2. À ·re 
+ max. sup 

6 (x.,u)dl 
ÂE[O.Âm" 1 

max 

ë)4 
-4 [(Ja(J!,Àk)· (L(x,J!,Âk) - LO(T(x),Àk))] ~À 
ë)J! 

ë)2 
ë)À2 [(Ja(J!,À). (L(x,J!,Â) - r(T(x),À))] 

et Il T - Y II~ ~ r '1',-1 ·11 T - T II~ où r '1';1 est la constante de Lipschitz de \fc-
l 

. 

En utilisant toutes ces majorations, on retrouve le résultat (4.67). 0 

Nous sommes maintenant en mesure d'établir le théorème de convergence annoncé. 
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Théorème 4.36 : Le schéma numérique donné par (4.9) (4.10) et (4.11) est convergent: la 

solution approchée (T,L) converge vers la solution (T,L) du système (2.1)-(2.6), lorsque les 

pas h ---70, !18 ---7 0, !1Â ---7 ° et Âmax ---7 00 comme 1/!1Â. C'est un schéma d'ordre un en h, 

quatre en !18 et un en !1Â . 

preuve: 

Le résultat se déduit directement des propositions 4.33 et 4.35. 0 

4.3 Conclusion 

Dans ce chapitre, nous avons montré le résultat de convergence d'un des schémas 

numériques présentés au chapitre III, pour la résolution des équations couplées, en régime 

stationnaire, avec symétrie azimutale et lorsque les températures sont imposées aux frontières. 

Plus précisément, nous avons considéré le schéma aux différences finies décentré d'ordre un 

(3.41) pour la discrétisation spatiale de l'ETR et le schéma non linéaire (3.58), associé à la 

transformation de Kirchhoff inverse (3.59) pour la discrétisation de l'équation de conservation 

de l'énergie. Par ailleurs, nous avons montré que la solution approchée pour le schéma en 

question préserve (moyennant une petite erreur sur le pas angulaire) les mêmes propriétés que 

la solution du système continu, établies au chapitre II. Nous pouvons ainsi conclure que le 

schéma numérique est cohérent avec le problème continu: il a les mêmes propriétés. 

Concernant le schéma aux différences finies décentré d'ordre deux (3.42) (3.43) (3.44) 

pour la discrétisation spatiale de l'ETR, ce schéma est donc plus précis que le premier; 

cependant il n'a pas la propriété de monotonie donnée par la proposition 4.18. Donc la preuve 

de convergence que nous avons donnée pour le schéma couplé ne s'applique pas pour ce 

dernier. Toutefois, dans les applications, nous utiliserons ce schéma (car plus précis) et nous 

verrons qu'il donne des bons résultats. En ce qui concerne les autres méthodes de résolution 

spatiale de l'ETR: la méthode utilisant le principe d'interaction et la méthode par 

diagonalisation, toutes les deux partent de la solution donnée par 
x 

LJ.(x) = LhJ. (x) + Lp" (x) = exp (A;. ·x)·K;. + f exp (A;. ·(x-s»·@;(s)ds 
o 

Ensuite ce sont seulement des techniques qui permettent de résoudre le problème de 

l'instabilité numérique. Cette solution a bien la propriété de monotonie donnée par la 

proposition 4.18. La preuve se fait par récurrence de la même façon que celle donnée par la 

proposition 4.14. 

A présent, nous allons nous intéresser à la résolution numérique des équations en 

régime transitoire. 
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Chapitre V 

Présentation d'une méthode numérique en 

régime transitoire 

Résumé: Dans ce chapitre, nous présentons une méthode numérique pour résoudre le 

système couplé des équations du rayonnement et de la conduction en régime transitoire, d'une 

part lorsque les températures sont imposées aux frontières du milieu et, d'autre part lorsque le 

milieu est soumis à des conditions aux limites de flux. La résolution de l'ETR en régime 

transitoire est la même qu'en régime stationnaire. Nous utilisons alors la méthode basée sur la 

diagonalisation de la matrice caractéristique du milieu, vu au chapitre Ill. Par contre, en 

régime transitoire l'équation de conservation de l'énergie est plus complexe. Dans un premier 

temps, nous appliquons les transformations de Kirchhoff et enthalpique à l'équation. Ensuite, 

nous résolvons l'équation en espace par la méthode des éléments finis p2 (il résulte alors des 

fonctions linéaires par morceaux pour le flux conductif) utilisant un maillage à pas variable. 

Enfin, nous résolvons le système différentiel en temps qui en résulte par une méthode de 

Runge-Kutta implicite, adaptée aux équations raides. Le couplage entre les deux équations est 

résolu par itération au cours du temps. 

5.1 Introduction 

Dans ce chapitre nous proposons de résoudre le système couplé des équations du 

rayonnement et de la conduction en régime transitoire décrit par (1.31) (ou (1.32)) (1.33) (ou 

(1.34)) (1.35) (1.36) (1.37) (1.38). Dans un premier temps, nous considérons comme 

conditions aux limites les températures imposées aux frontières et, ensuite, nous étendons 
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l'étude en incluant des conditions aux limites de flux. Lorsque nous avons présenté les 

équations au premier chapitre, nous avons souligné que l'ETR donnée par (1.31) (ou (1.32)) 

est quasi stationnaire, c'est-à-dire que le temps intervient dans l'équation uniquement à 

travers le terme émission par l'intermédiaire du champ de températures. Dans ce cas, le temps 

est considéré simplement comme un paramètre dans l'équation. La dépendance de la 

luminance en temps est ainsi implicite à travers le champ de températures et l'évolution du 

champ de températures en régime transitoire est décrite par l'équation de conservation de 

l'énergie. Par conséquent, pour un champ de températures donné et à un instant donné, la 

résolution de l'ETR en régime transitoire est la même qu'en régime stationnaire. TI suffit alors 

de reprendre une des méthodes que nous avons présentées au chapitre III. Compte tenu du fait 

que la deuxième méthode basée sur la diagonalisation de la matrice caractéristique du milieu 

est très rapide et analytique en espace, nous utiliserons alors celle-ci. A présent, il nous reste 

plus qu'à résoudre l'équation de conservation de l'énergie, calculer le terme source radiatif et 

les flux de chaleur, en régime transitoire. 

Si au niveau des conditions aux limites et comme nous l'avons décrit au premier 

chapitre, nous appliquons une variation rapide de température ou bien un flux de rayonnement 

très intense sur l'une des faces du milieu étudié, alors nous observons aux premiers instants 

un gradient de température de plus en plus élevé proche de cette face, pour atteindre des 

valeurs très importantes. Dans ce cas, nous sommes en présence d'un modèle de système 

thermique fortement sollicité et qui pose des problèmes numériques délicats. TI apparaît 

clairement que, pour traiter ce type de problème, la zone à fort gradient de température 

nécessite une étude très fine. Pour des raisons de coût et de temps de calcul, il n'est pas 

nécessaire d'utiliser un maillage uniformément fin, partout dans le milieu. Dans ce but, il 

convient alors de raffiner uniquement la zone d'intérêt particulière. Si nous voulons résoudre 

l'équation de conservation de l'énergie par la méthode des différences finies, nous devons 

modifier en conséquence les formules de dérivation en espace et les adapter pour un maillage 

à pas variable, mais alors nous perdons de la précision. Par contre, la méthode des éléments 

finis est bien adaptée à ce type de maillage et permet d'obtenir une précision plus grande. De 

plus, un autre avantage que présente cette méthode est qu'il est possible de prendre en compte 

des conditions aux limites portant sur les gradients de température (conditions de Neumann 

ou de Fourier), ce qui est nettement plus malaisé pour la méthode des différences finies. 

Rappelons de plus que la méthode des éléments finis a l'avantage, par rapport à la 

méthode des différences finies, de pouvoir traiter sans difficultés supplémentaires toute 

géométrie ainsi que d'augmenter la précision des résultats au prix d'efforts de programmation 

raisonnables. 
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5.2 Semi-discrétisation en espace de l'équation de conservation de 
l'énergie par la méthode des éléments finis 

Pour commencer, rappelons l'équation que nous avons à résoudre. D'après (1.36), on a : 

dT d dT 
p,cp(T(x,t))'a;-(x,t)-dX(ÂJT(x,t)). dx (x,t)) = Sr(x,t) V(X,t)E (O,E)x(O,tfJ (5.1) 

Pour la résolution de cette équation, nous supposons que le terme source radiatif Sr est 

donné. Nous faisons l'hypothèse 2.2 sur Âc' La masse volumique du milieu p est une 

constante strictement positive et bornée. cp (T) représente la chaleur massique du milieu à 

pression constante et varie avec la température. De plus, nous faisons l'hypothèse suivante sur 

Hypothèse 5.1 : cp est définie sur [0,00 [ , cp E C= (] 0,00 D (l C([O, 00 D, elle est intégrable 

sur JO, K [ et il existe deux constantes Cl et C2 telles que 

° < Cl ::;; Cp (U) ::;; C2 < +00 pour tout U E JO, K [ 

où K est un réel positif borné fixé. 

Nous pouvons alors définir la fonction bijective T p suivante: 

u 

T p (u) = f cp(s) ds 
o 

VUE JO,K[ 

(5.2) 

(5.3) 

(5.3) représente la transformation enthalpique et, comme pour la transformation de Kirchhoff 

(2.44), elle est très utilisée pour résoudre les équations aux dérivées partielles non linéaires 

[1,2,3,4,5]. En appliquant les transformations de Kirchhoff et enthalpique à l'équation (5.1), 

nous obtenons une nouvelle formuiation de l'équation: 

d (TpoT) d\~ oT) _ 
p' d (x,t)- 2 (x,t) - Sr(x,t) V(X,t)E (O,E)x(O,tfJ (5.4) 

t dx 

A cette équation, on adjoint les conditions aux limites suivantes: 

- lorsque les températures sont imposées aux frontières, on a : 

T(O,t)=f(t) V tE (O,tfJ où f(t)~To très rapidement 

T(E,t)=TE V tE (O,tfJ 
(5.5) 

- lorsque les conditions de flux sont prises en compte, d'après (1.51), (1.52) et après 

transformation de Kirchhoff, on a: 
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- a(~XOT) (O,t) + ho(T(O,t))·(T(O,t)-T=,o(t)) = ° "if tE (O,tf] 

a(~XOT)(E,t)+ hE(T(E,t))·(T(E,t)-T=,E(t)) = ° "if tE (O,tf] 

(5.6) 

La condition initiale est la suivante (elle est valable pour les deux types de conditions aux 

limites décrites ci-dessus) : 

T(x,O) = TE "if XE [0, E] (5.7) 

avec les notations données au chapitre 1. 

La semi-discrétisation en espace par la méthode des éléments finis passe par les étapes 

suivantes: 

1. la formulation variationnelle: cette étape consiste en particulier à définir l'espace V dans 

lequel on cherche la solution T , 

2. l'approximation de Galerkin : cette étape consiste à trouver un sous-espace de 

dimension finie Vh C V dans lequel on cherche l'approximation Th de T. 

Nous allons maintenant détailler ces différents points. Dans un premier temps, nous allons 

nous intéresser au problème (5.4) (5.5) (5.7), lorsque les températures sont imposées aux 

frontières. Ensuite, nous allons traiter le problème (5.4) (5.6) (5.7), associant les conditions 

aux limites de flux. 

5.2.1 Formulation variationnelle pour le problème associant les conditions aux limites de 

températures imposées 

Définissons V* l'espace fonctionnel par : 

V* ={ gCt)E H1(0,E) ; g(O,t)=f(t) et g(E,t)=TE "if tE (O,tf] } 

Définissons de même V l'espace des fonctions test par: V = H~(O,E) 

H1(0,E) et H~(O,E) sont les espaces de Sobolev définis par: 

H\O,E) = { f E L\O,E) ; d'x E L2(0'E)} et H~(O,E) = {f E H1(0,E) ; f(O) = f(E) = ° } 

ils sont munis du produit scalaire 
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E 

(U, v\ = J U(X)'V(X)+U'(X).V'(X) dx 
o 

et de la norme correspondante 

Multiplions alors l'équation (5.4) par une fonction test VE V et intégrons entre x = ° et 

x = E . Nous obtenons: 

J

E d (r oT) JE dZ(lf/oT) JE 
p' p (x,t)· v(x) dx - Cz (x,t)· v(x) dx = Sr(x,t)· v(x) dx 

o dt 0 dX 0 

En intégrant par partie le second terme du membre de gauche de (5.8), nous déduisons: 

E d(roT) E d lf/oT E 
p' J p (x,t)· v(x) dx + J (c ) (x,t)· v '(x) dx = J Sr(x,t)· v(x) dx 

o dt 0 dX 0 

J

E d (r oT) d JE 
En remarquant que: P (x,t)· v(x) dx = - (rpoT)(x,t)· v(x) dx 

o dt dt 0 

E 

et en posant pour tout u, v E L\O,E): (u, v) = J u(x)· v(x) dx 
o 

et pour tout u E V* , V EV: 
E 

a (u, v) = J du (x,t)· v '(x) dx 
o dX 

(5.8) 

(5.9) 

Nous sommes ainsi conduits à une nouvelle formulation du problème (5.4) (5.5) (5.7): 

trouver, pour tout tE (0, t f] , une fonction TE V* qui satisfait la condition initiale (5.7) ainsi 

que 

d 
p' dt ((rpoT)(·,t) ,v) + a((~oT)Ct),v) = (SrCt),v) \iVEV (5.10) 

où la dérivée .!!:..- est prise au sens des distributions sur (0, t f] . 
dt 

Nous sommes dans le cas de conditions aux limites de Dirichlet non homogènes. Nous 

rappelons qu'étant donné une fonction quelconque T* E V*, cet espace peut s'exprimer 

comme 

V* = { g(-,t) E Hl (0, E) ; gCt) = vCt) + T* Ct) , vet) EV \i t E (0, t f] } 

Ainsi, en posant pour une fonction T* E V* (qui satisfait de plus la condition initiale (5.7)) 

donnée: 

(5.11) 
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la formulation (5.10) est alors équivalente à la suivante: trouver, pour tout tE (0, t f]' une 

fonction TC t) E V qui satisfait la condition initiale (5.7) ainsi que 

d -" -" P' dt (rp(T(·,t)+T Ct)), v)+a (~(T(-,t)+T Ct)), v) = (S,(-,t), v) VVE V (5.12) 

(5.12) constitue le problème variationnel du problème (5.4) (5.5) (5.7). Nous allons 

maintenant passer à l'approximation de Galerkin, basée sur la formulation faible (5.12). 

5.2.2 Approximation de Galerkin pour le problème associant les conditions aux limites de 

températures imposées 

Notons pour la suite: Th' Th et Th" respectivement les approximations des fonctions 

T, T et T". Nous aurons alors, compte tenu de (5.11) : 

(5.13) 

Définissons à présent CP1' CP2 , ........ , CPN N fonctions linéairement indépendantes de V et 

construisons l'espace Vh en considérant toutes les combinaisons linéaires des fonctions 

CPi 1::;; i ::;; N . Par ailleurs, posons 

1~" (x,t) = j(t)· CPo (x) + TE' CPN+! (x) (5.14) 

pour tout (X,t)E [O,E]x(O,t f ] où CPo et CPN+! sont des fonctions continues, de premières 

dérivées continues par morceaux qui vérifient: 

(5.15) 

Dès lors, l'approximation de Galerkin du problème variationnel (5.12) se formule de la 

manière suivante: pour tout tE (0, t f]' trouver une fonction Th Ct) E Vh qui satisfait 

(5.16) 

pour toute fonction vh E Vh • De plus nous exigeons que Th (x,O) = T,. (x,O) + Th" (x,O) = TE 

V XE [0, E] qui est la condition initiale. 

Développons à présent ~ Ct) dans la base cp! ,CP2 , ...... , cp N de Vh • Nous pouvons alors écrire: 

N 

T,.(x,t) = L Tj(t)·cp/x) V (X,t)E [O,E]x(O,t f ] (5.17) 
j=! 

où les valeurs T/t) sont les composantes de ~ C t) dans la base des cp j et dépendent du temps. 

En posant To(t) = Jet) et TN+!(t) =TE pour tout tE (O,tfL d'après (5.13), (5.14) et (5.17) il 

vient: 
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N+l 
Th (X,t) = L T/t)'({Jj(X) V (X,t)E [O,E]x(O,tt] (5.18) 

j=O 

Posons à présent les approximations suivantes: 
N+1 

'P" (Th (x,t)) == L 'P" (T/t))· ({J/X) V (x,t) E [0, E] x (0, tt] (5.19) 
j=O 

N+l 
et r/I;,(x,t))== L r/T/t))'({J/X) V (X,t)E [O,E]x(O,tt] (5.20) 

j=O 

Les approximations (5.19) et (5.20) sont couramment utilisées. Voir à ce propos [1,2,3,4]. En 

remplaçant (5.19) et (5.20) dans (5.16) et en choisissant comme fonction test V h = ({Ji 

VI:::; i :::; N , nous obtenons alors les équations suivantes: 

N d N, , 

P'L d(rp(Tj(t)))'«({Jj' ({J;)+ L ~(T/t))'«({Jj' ({Ji) 
j=l t j=l (5.21) 
d" " = (S,e.,t),({Ji)-P . dt (rp(f(t)))'«({Jo ,({J;)-~(f(t))'«({Jo' ((Ji)-~(TE)'«({JN+l'({Ji) 

pour tout 1 :::; i :::; N . 
, 

Dans l'écriture (5.21) et pour un indice i E { 0, .... , N + 1} fixé, nous avons noté ({Ji (x) la 

dérivée de ((Ji(X) par rapport à x. 

Si nous posons maintenant: 

- T(t) le N vecteur de composantes T) (t) 1:::; j :::; N 

- rp (T(t)) le N vecteur de composantes rp (T) (t)) 1 :::; j:::; N 

- ~ (T(t)) le N vecteur de composantes ~ (T/t)) 1:::; j :::; N 

- [M] la N x N matrice de coefficients [M]i,j = «({Ji' ({J) 1:::; i, j :::; N 

([ M] est la matrice de masse), 
, , 

- [R] la N x N matrice de coefficients [Rl,j = «({Ji' ({Jj) 1:::; i, j:::; N 

([R] est la matrice de rigidité), 

- 5,(t) le N vecteur dont la énième composante est (Sr );(t) = (S,(·,t), ({J) 1:::; i:::; N 

- MO le N vecteur de composantes Mf = «({Jo ' ({Ji) 1 :::; i :::; N 
, , 

- R O le N vecteur de composantes Rf = «({Jo' ({Ji) 1 :::; i:::; N 

- RE le N vecteur de composantes 
, , 

RiE = «({JN+l ' ((Ji) 1:::; i:::; N 

alors les relations (5.21) sont équivalentes à chercher le vecteur T(t) tel que 
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d 
p·[M]· dt (rp(T(t)))+ [R]· ~(T(t)) 

= S, (t)- p' ~ (r (f(t))). MO - 'P (f(t))· RO - 'Pc (TE) . RE 
dt p c 

(5.22) 

En notant que 

- ~(r (f(t)))=c (f(t))·i(t) où i(t) est la dérivée de f(t) par rapport à t. 
dt P P 

_ ~(r (T(t))) = d rp (T) . dT(t) = [C (T(t))]. dT(t) 
dt p dT dt p dt 

où [Cp (T(t))] est la matrice Jacobienne donnée par: 

[C p (T(t))] = diag { cp (T/t))} 1 -;, j -;, N 

le système différentiel (5.22) est alors équivalent à: 

dT(t) 1 -1 { , ° -----;u- = P ·([M]·[Cp(T(t)))) . -[R].~(T(t))+S,(t)-p·cp(f(t))·f (t)·M 

- ~(f(t))· RO - ~(TE)' RE } (5.23) 

Remarque 5.2 : La matrice [M] est symétrique, définie et positive. Elle est donc inversible. 

[Cp (T(t))] est une matrice diagonale et d'après l'hypothèse (5.1), chaque élément de la 

diagonale est strictement positif. Par conséquent, cette matrice aussi est inversible. 

L'approximation de Galerkin pour le problème associant les conditions aux limites de 

températures imposées conduit donc au système différentiel en temps, du premier ordre, non 

linéaire (5.23). Les inconnues de ce système sont les composantes T/t) , 1-;' j -;, N de la 

solution ~ dans la base des ({)j' La condition initiale du système différentiel est définie par: 

Tj (0) = TE V 1-;' j -;, N . 

Passons maintenant au problème associant les conditions aux limites de flux. 

5.2.3 Formulation variationnelle pour le problème associant les conditions aux limites de flux 

Définissons maintenant V· l'espace fonctionnel par : 

g(-,t) E HI (O,E) ; a (~~og) = ho (g). (g - T~.o) sur l'ensemble {x = O} x (0, t f] 

a ('l'og) { } - a~ = hE (g) . (g - T~.E) sur l'ensemble x = E x (0, t f] 

V'= 
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Définissons de même V l'espace des fonctions test par: V = H1(0,E). 

De la même façon, multiplions l'équation (5.4) par une fonction test VE V , et intégrons 

entre x = ° et x = E . Nous obtenons: 

E d(ToT) E d 2 'PoT E 
p' J P (x,t)· v(x) dx - J (c

2 
) (x,t)· v(x) dx = J Sr(x,t)· v(x) dx 

o dt 0 dx 0 

(5.24) 

En intégrant par partie le second terme du membre de gauche de (5.24), il vient: 

J
E d (T oT) JE d('PoT) [d('POT) JE p' P (x,t). v(x) dx + c (x,t)· v '(x) dx - C (x,t)· v(x) 
o dt 0 dx dx 0 

E 
(5.25) 

= J Sr(x,t)·v(x)dx 
o 

Le terme "tout intégré" est égal à : 

- d(i:
T

) (E,t)· v(E) + d(i:T) (O,t)· v(o) (5.26) 

Nous supposons que la fonction TE V* , alors (5.26) donne: 

hE (T(E,t))· (T(E,t) - T=.E (t))· v(E) + ho (T(O,t))· (T(O,t) - T=.o (t)). v(O) (5.27) 

En substituant la relation (5.27) dans (5.25), nous obtenons finalement: 

J

E d (T oT) JE d('PoT) 
p' P (x,t).v(x)dx+ C (x,t).v'(x)dx 

o dt 0 dx 

+ ho (T(O,t))· (T(O,t) - T=.o (t))· v(O) + hE (T(E,t))· (T(E,t) - T=.E (t)). v(E) (5.28) 

E 

= J Sr(X,t)·V(X) dx 
o 

Nous sommes ainsi conduits à la formulation variationnelle suivante : trouver, pour tout 

tE (0, t f], une fonction TCt) E V (puisque les conditions aux bords ont été utilisées dans 

(5.28)) qui satisfait la condition initiale (5.7) ainsi que 

d 
p' dt ((TpoT)(-,t) , v) + a ((~oTK,t), v) + ho (T(O,t))· (T(O,t) - T=.o (t)). v(O) 

+ hE (T(E,t))· (T(E,t) - T=.E (t))· v(E) = (S,(-, t), v) VVE V 

où la dérivée ~ est toujours prise au sens des distributions sur (0, tf] . 
dt 

Nous allons maintenant passer à l'approximation de Galerkin. 

(5.29) 



166 

5.2.4 Approximation de Galerkin pour le problème associant les conditions aux limites de 

flux 

Notons pour la suite Th l'approximation de la fonction T. Définissons de plus, 

([Jo' ([Jl ,([J2 , ........ , ([JN ,([JN+l N + 2 fonctions linéairement indépendantes de V et 

construisons l'espace Vh en considérant toutes les combinaisons linéaires des fonctions 

([Ji ° ~ i ~ N + 1. Nous prendrons alors les fonctions ([Ji ° ~ i ~ N + 1 définies précédemment, 

car elles conviennent parfaitement. 

L'approximation de Galerkin du problème variationnel (5.29) se formule alors de la manière 

suivante: pour tout tE (0, t j]' trouver une fonction 1~ Ct) E Vh qui satisfait : 

d 
p . - (Tp (Th Ct)), Vh) + a ( ~ (Th Ct)), Vh) + ho (Th (O,t))· (Th (O,t) - T= 0 (t))· Vh (0) 

dt ' (5.30) 

+ hE (Th (E,t))· (Th (E,t) - T=,E (t)). Vh (E) = (Sr Ct), Vh) 

pour toute fonction vh E Vh • De plus, nous exigeons que Th (X,O) = TE V XE [0, E] qui est la 

condition initiale. 

Développons à présent Th (·,t) dans la base ([Jo' ([Jl ,([J2 , ........ , ([JN ,qJN+l de Vh • Nous pouvons 

alors écrire : 
N+l 

Th (x,t) = LTj(t)'qJj(X) V (X,t)E [O,E]x(O,t j ] (5.31) 
j=O 

où les valeurs Tj (t) sont les composantes de Th Ct) dans la base des qJ j et dépendent du temps. 

De la même façon que pour le problème précédent, posons les approximations suivantes: 
N+l 

~(Th(X,t))= L ~(T/t))'([J/x) V (X,t)E [O,E]x(O,t j ] (5.32) 
j=O 

N+l 

et T p(Th (x,t)) = L T/T/t))'([Jj(X) V (X,t)E [O,E]x(O,t j ] (5.33) 
j=O 

Si nous remplaçons (5.31), (5.32) et (5.33) dans (5.30) et si nous choisissons comme fonction 

test Vh = ([Ji V ° ~ i ~ N + 1, nous obtenons alors les équations suivantes: 

N+l d N+l, , 

p.~ d(Tp(Tj(t)))'(([Jj' ([JJ+ L ~(Tj(t))'(([Jj' qJi) 
j=O t j=O 

+ ho (To (t))· (To (t) - T=,o (t)). qJi (0) + hE (TN +1 (t)). (TN +1 (t) - T=,E (t))· qJi (E) (5.34) 

= (SJ,t),([JJ 

pour tout ° ~ i ~ N + 1. 

Si nous posons maintenant: 
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T(t) le (N + 2) vecteur de composantes T/t) 0 $; j $; N + 1 

- [Cp (T(t)] la (N+2)x(N+2) matricedéfiniepar: 

[C p (T(t)] = diag {cp (T/t»} 0 $; j $; N + 1 

'P" (T(t) le (N + 2) vecteur de composantes 'Pc (T) (t» 0 $; j $; N + 1 

- [M] la (N+2)x(N+2) matrice de coefficients [Ml,j = (cpi' cp) 0$;i,j$;N+1 

([M] est la matrice de masse), 
, , 

- [R] est la (N + 2) x (N + 2) matrice de coefficients [R]i,j = (CPi ' cp) 0 ~ i, j $; N + 1 

([R] est la matrice de rigidité), 

- 5,(t) le (N+2) vecteurdontlaénièmecomposanteest: (5r );(t)=(SrCt),CPJ 

- T=(t) le (N + 2) vecteur de composantes: 

si j = 0 

si 1 $; j $; N 

si j = N +1 

- [H (T(t)] la (N + 2) x (N + 2) matrice de coefficients : 

{ 

ho(To(t» si i = j = 1 

[H(T(t)l,j = hE (TN +I (t» si i = j = N + 1 

o sinon 

alors les relations (5.34) sont équivalentes à chercher le vecteur T(t) tel que 

dT(t) =~. ([M] . [Cp (T(t)] rI . {- [R]· 'P" (T(t) + Sr (t)- [H(T(t)]· (T(t)- T= (t) } 
dt p (5.35) 

V tE (0, t f] 

L'approximation de Galerkin pour le problème associant les conditions aux limites de flux 

conduit donc au système différentiel en temps, du premier ordre, non linéaire (5.35). Les 

inconnues de ce système sont les composantes T j (t) , 0 $; j $; N + 1 de la solution Th dans la 

base des cp) . La condition initiale du système différentiel est définie par : 

T j (0) = TE V 0 $; j $; N + 1 

Remarque 5.3 : (5.35) est un système différentiel en temps de taille N + 2, tandis que (5.23) 

est un système différentiel en temps de taille N. 
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5.3 Résolution des systèmes d'équations différentielles en temps 

Dans notre cas, avec les conditions aux limites que nous prenons en compte 

(températures imposées aux frontières qui évoluent rapidement dans le temps ou alors les flux 

aux surfaces qui sont très intenses), les systèmes d'équations différentielles en temps (5.23) 

ou encore (5.35) que nous avons obtenus après la semi-discrétisation en espace, ont la 

propriété d'être raides (en anglais stiff problem) [6,7]. Les équations raides en temps sont 

caractérisées par le fait qu'elles ont des solutions qui varient rapidement par rapport au temps. 

Pour ces équations, on est obligé de limiter le pas de temps, non pas pour des raisons de 

précision, mais pour des raisons de stabilité. Pour remédier à ces contraintes, on utilise alors 

des schémas très stables, qui sont implicites et qui nécessitent donc (sauf cas exceptionnel) 

une méthode itérative de résolution à chaque pas de temps. En ce qui nous concerne, nous 

avons utilisé une formule de Runge-Kutta implicite (TR-BDF2), qui est décrite en annexe 4. 

Celle-ci nous a donné entière satisfaction comme nous le verrons au chapitre suivant, lors des 

résultats de simulation. 

5.4 Résolution numérique du système couplé en régime transitoire 

Pour la résolution numérique du système couplé en régime transitoire, nous discrétisons 

le domaine spatial [O,E] (avec un pas non constant) en posant: 

° = Xo < -X.i < x 2 < ........ < xm < xnt+! = E 

En ce qui concerne la discrétisation temporelle, nous appelons i1t le pas de temps et 

nous posons t n = n . i1t V n EN. De plus, nous notons n fi' entier naturel pour lequel 

tnf = t f . Nous rappelons que t f correspond à l'instant où le système d'équations atteint le 

régime stationnaire. 

En tenant compte que l'expression du flux conductif donnée par (1.37) fait intervenir la 

dérivée première en espace de la température, nous proposons alors d'utiliser pour la 

formulation "Eléments Finis", les fonctions de base quadratique de Lagrange. Nous aurons 

ainsi des fonctions linéaires par morceaux pour le flux conductif. Nous renvoyons à [9] pour 

la description de ces fonctions. Par ailleurs, pour intégrer les systèmes différentiels en temps 

(5.23) ou encore (5.35), nous devons au préalable construire les matrices de masse et de 

rigidité [M], [R], ainsi que les vecteurs S,(t) , MO, RO et RE. Pour cela, nous posons: 

N = 2nt + 1, Xi+1/2 =!. (Xi + X i+!) V 0:::; i:::; nt et Zi = Xi/2 V 0:::; i:::; N + 1 
2 

Les calculs conduisent alors aux formules que nous donnons en annexe 5. Notons que nous 

avons maintenant une nouvelle discrétisation du domaine spatial [0, E] définie par les points 

Zi V 0:::; i :::; N + 1. Rappelons aussi que 
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• Zo' Z2' Z4'····· .. · .... , ZN+1 sont les nœuds principaux de la discrétisation 

• [Zo, Z2]' [Z2' Z4]'············, [ZN' ZN+J sont les éléments géométriques 

• Z" Z3' Zs,············, ZN sont les nœuds intérieurs aux éléments géométriques 

Ainsi, sur chaque élément géométrique, le champ de températures est approché par un 

polynôme de degré deux et le flux conductif est, quant à lui, approché par un polynôme de 

degré un. 

A présent, nous énonçons une série de notations qui serviront pour la suite de l'exposé. 

On note: 

- ï:(n) l'approximation du champ de températures T(x,t) au point Zi et à l'instant tn 

pourO:::;i:::;N+1 et nE {O, ...... ,nj}. 

(Qr)~n), (Sr)~n), (Qc)~n) et (Qtt) respectivement les approximations de Qr(x,t) , 

Sr(x,t), Qc(x,t) et QrCx,t) au point Zi et à l'instant tn pour O:::;i:::;N+l et 

nE {O, ...... ,nj}. 

Passons maintenant au calcul des flux et du terme source radiatif. 

5.4.1 Calcul des flux et du terme source radiatif 

Le régime transitoire ne change en rien le calcul des flux radiatifs monochromatique et 

total donnés par la relation (l.33) (ou (l.34)). TI suffit alors de reprendre les expressions 

"approchées" en régime stationnaire données par (3.77) (ou (3.78)) et (3.79) (ou (3.80)). Par 

contre, en régime transitoire, plus précisément si nous utilisons un maillage du domaine 

spatial avec un pas variable, alors le calcul du terme source radiatif donné par (1.35) n'est 

plus le même. De la même façon que pour le maillage régulier, nous utilisons les formules de 

dérivation d'ordre quatre utilisant cinq points pour l'approximation de la dérivée. Ces formules 

sont décrites dans [10]. Dans ce cas, le calcul du terme source radiatif conduit aux formules 

que nous donnons en annexe 6. 

Comme mentionné au début, sur chaque élément géométrique, nous aurons des 

fonctions d'interpolations linéaires par morceaux pour le flux conductif. Alors, nous pouvons 

exprimer ce dernier dans la base pl . Dans ce cas, notons X j Q :::; j :::; N + 1 ses fonctions de 
2 

base. Nous renvoyons aussi à [9] pour la description de ces fonctions. Ainsi, nous aurons: 
(N+I)/2 

Qc(x,t) == L Q/t)·Xj(x) V (X,t)E [Q,E]x(Q,t j ] (5.36) 
j=O 

où les valeurs Q j (t) sont les composantes de la valeur approchée en espace de Qc (-, t) dans la 

base des X j et dépendent du temps. Par ailleurs, en appliquant la transformation de Kirchhoff 

à (1.37), nous obtenons l'expression suivante pour le flux conductif : 
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Q ( ) = _ a (~ oT) ( ) \-1 ( ) [0 (0] c x,t x,t v x,t E ,E]x ,tf ax (5.37) 

En utilisant l'approximation (5.19) pour la fonction (~ oT)(x,t), nous obtenons l'expression 

approchée suivante pour le flux conductif : 

(5.38) 

où la dérivée est prise ici au sens faible. 

En multipliant les relations (5.36) et (5.38) par la fonction test Xi (x) V 0 ~ i ~ N + 1 et en 
2 

intégrant les deux expressions entre x = 0 et x = E , il vient: 
(N+l)/2 N+l , N + 1 
L Q/t)'(Xj,xJ= - L ~(Tj(t»'(q>j'xJ V O~i~--
j=O j=O 2 

Si nous posons maintenant: 

Qc(t) le (N + 1 + 1) vecteur de composantes Q/t) 0 ~ j ~ N + 1 
2 2 

T(t) le (N + 2) vecteur de composantes T/t) 0 ~ j ~ N + 1 

~ (T(t) le (N + 2) vecteur de composantes 'Pc (Tj (t» 0 ~ j ~ N + 1 

[A] la (N + 1 + l)x (N + 1 + 1) matrice de coefficients 
2 2 

[Al,j= (Xi ,X) 0~i,j~N+1 
2 

[B] la ( N + 1 + 1) x (N + 2) matrice de coefficients 
2 

, 
[Bl,j = (Xi' ({Jj) o ~ i ~ N + 1 

et 0 ~ j ~ N + 1 
2 

(5.39) 

alors les relations (5.39) sont équivalentes à résoudre le système linéaire de taille (N + 1 + 1) 
2 

suivant: 

[A]· Qc (t) = - [B] . ~ (T(t) (5.40) 

où le vecteur inconnu est Qc(t). Nous supposons bien sûr que le vecteur T(t) est connu. 

Qc(t) est donc le vecteur dont les composantes sont les valeurs du flux conductif "approché" 

déterminées aux nœuds principaux du maillage. Les valeurs du flux déterminées aux nœuds 

intérieurs aux éléments géométriques sont données par : 

(Q- )(n) 1 {(Q- )(n) (Q- )(n)} \-11 < . < NI" d' .' . 
c i = 2' c i+1 + c i-l V - l - et III lce llmpau 
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Il est à présent très facile de calculer le flux total puisqu'il est donné simplement par la somme 

du flux radiatif total et du flux conductif : 

(Qf)~n) = (Qr)~n) + (QJ~n) V ° ~ i ~ N + 1 et nE {O, ...... ,n
f

} 

5.4.2 Résolution numérique du système couplé en régime transitoire 

Le schéma de résolution global du système des équations couplées en régime transitoire 

est itératif. L'organigramme qui décrit l'algorithme est donné par la figure 5.1. Tout d'abord, 

nous introduisons les données géométriques, thermiques, radiatives et, ensuite, nous 

construisons un maillage en espace adapté au problème posé. Nous avons souligné en 

introduction de ce chapitre la nécessité de mailler plus finement la zone à fort gradient de 

température. Alors, nous proposons ici une diminution progressive des pas de discrétisation 

au fur et à mesure que le gradient de température croît. Donnons ainsi la détermination de 

cette graduation. En supposons par exemple que les conditions aux limites sont les plus 

, 'importantes" sur la face avant, nous proposons de découper le domaine spatial [0, E] en 

deux parties: [0, z] sur lequel nous appliquons une discrétisation en progression géométrique 

et [z, E] sur lequel nous appliquons un maillage régulier. Si h est le pas constant du maillage 

régulier, le plus simple consiste à prendre z = h (ou bien z = 2h, ... ). Si nous considérons le 

segment de longueur h par exemple que l'on désire découper en Nt pas variant en 

progression géométrique, la raison ex de cette progression est définie par: hi-! = ex . hi 

(i = 2, ......... , Nf) et hN = h. Ensuite, le choix des paramètres ex et Nt permet de moduler la 
1 

suite des pas au gré de l'utilisateur. 

Revenons à présent à la suite de l'algorithme de lafigure 5.1. En partant du champ de 

températures initial à l'instant to = 0, la résolution de l'ETR fournit le champ de luminance 

et, par intégration de celui-ci sur le domaine angulaire et spectral, le flux radiatif à l'instant 

to' En dérivant par rapport à la variable d'espace le flux radiatif, on obtient le terme source 

radiatif Sr à l'instant to' On peut alors résoudre l'équation de conservation de l'énergie et 

obtenir ainsi le champ de températures à l'instant d'après. Les itérations sont ensuite 

poursuivies jusqu'à la convergence du régime transitoire vers le régime stationnaire. Cette 

condition est vérifiée quand le flux total est constant d'après l'équation (1.23), ou encore 

lorsque le champ de températures ne "varie plus" et vérifie le critère d'arrêt suivant: 
1 f(n+l) _ r(n) 1 

max '_ ' < e 
l:5i:5nt 1 T (n+l) 1 , 

où e est un réel strictement positif que l'on se fixe au départ. C'est le critère d'arrêt. 

Remarque 5.4 : Nous avons à résoudre l'équation de conservation de l'énergie sur un 

intervalle du type [t,t+M] où le terme source radiatif n'est connu qu'à l'instant t. Nous 
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faisons alors une approximation pour ce dernier, avec une erreur en o(~t). En conséquence, il 

faudra prendre un pas temps suffisamment petit pour réduire l'erreur au maximum. 

Remarque 5.5 : Notons qu'à chaque pas de temps nous devons résoudre l'ETR pour toutes les 

longueurs d'ondes discrètes Âk 1::;; k ::;; N . Nous pouvons alors prévoir des temps de calculs 

très longs pour la résolution des équations couplées en régime transitoire, surtout si le système 

met un certain temps avant d'atteindre le régime stationnaire. Ainsi, une résolution rapide de 

l'ETR présente un interêt très important en régime transitoire, beaucoup plus qu'en régime 

stationnaire. 

Début 

Entrée des données géometrique, 

thermique et radiative 

constructi on du maillage 

champ de température initial : to = 0 

Résolution de lE TR 

pour chaque Àk 1 ~ k ~ N 

Résolution de l'équation 

de conservation de l'énergie 

champ de température 

figure 5.1 : Organigramme pour la résolution des équations 

couplées en régime transitoire 

N.B. Nous avons reporté en annexe 7 un problème test qui permet de "valider" la méthode 

des éléments finis combinée à la méthode de Runge-Kutta implicite que nous venons de 

présenter. 
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5.5 Conclusion 

Nous venons de résoudre le système couplé des équations du rayonnement et de la 

conduction en régime transitoire, d'une part lorsque les températures sont imposées aux 

frontières du milieu (qui peuvent évoluer rapidement au cours du temps) et, d'autre part 

lorsque le milieu est soumis à des conditions aux limites de flux (qui peuvent être très 

intenses). La méthode numérique utilisée pour résoudre le système couplé des équations est 

rapide et très précise. En effet, la résolution numérique de l'ETR est rapide et analytique en 

espace. L'équation de conservation de l'énergie est résolue en espace par la méthode des 

éléments finis p2 (connue pour être très précise) utilisant un maillage non uniforme (de façon 

à résoudre les fronts de températures avec précision). Le système différentiel en temps 

résultant a été résolu par une méthode de Runge-Kutta implicite, adaptée aux équations 

raides. Par ailleurs, les transformations de Kirchhoff et enthalpique appliquées à l'équation de 

conservation de l'énergie ont permis de traiter la non-linéarité de l'équation de manière très 

efficace et précise. Les flux de chaleur et le terme source radiatif ont été calculés de manière 

très précise en utilisant des formules d'intégration et de dérivation d'ordre élevé. Le couplage 

entre les deux équations a été résolu par itération au cours du temps. 

Cependant, nous n'aborderons pas dans ce travail l'étude de l'analyse numérique des 

schémas en régime transitoire. Nous la laisserons simplement en perspective. Toutefois, dans 

le chapitre suivant, nous montrerons que, dans la pratique, les schémas sont convergents pour 

les types de matériaux et les conditions aux limites que nous prenons en compte. 
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Chapitre VI 

Résultats numériques: application 

milieu réel de fibres de silice 

, 
a un 

Résumé: Dans ce chapitre, nous présentons les résultats numériques pour le modèle 

considéré, en régime stationnaire et transitoire. En régime transitoire, nous étudions deux 

exemples: l'un lorsque les températures imposées aux frontières évoluent rapidement dans le 

temps, et l'autre lorsque les conditions aux limites de flux sont très intenses. L'application est 

réalisée sur un matériau de type isolant constitué de fibres de silice. Nous comparons aussi les 

performances des différentes méthodes de résolution de l'ETR, en termes de précision et de 

temps de calcul. 

6.1 Introduction 

Jusqu'à présent, nous avons situé notre étude dans un cadre général afin de couvrir une 

très grande diversité de problèmes. Il reste que le domaine d'application qui nous intéresse est 

celui des milieux fibreux. La suite de notre présentation va par conséquent concerner 

uniquement ce type de milieux. Plus précisément, nous allons porter notre étude sur des 

matériaux isolants du type laine de verre, composés de fibres de silice comme le montre la 

figure 1.15. Par ailleurs, mentionnons que ce sont des matériaux proches de ceux que l'on 

utilise en isolation thermique. Ce type de matériaux a fait l'objet de nombreuses études aü 

LEMTA, notamment par Guilbert (1985) [1], Boulet (1992) [2] et Milandri (2000) [3]. Voici 

les caractéristiques du milieu réel que nous allons considérer dans la suite de ce chapitre: 

- géométrie: milieu plan du type "mur", 
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- nature des fibres : silice pure de masse volumique 2200 kg/nr' , 

- diamètre des fibres : 7 microns, 

- longueurs des fibres : quelques millimètres, 

- masse volumique du milieu: p = 20 kg/m3 
, 

- morphologie du milieu : le cas qui sera étudié est celui de fibres stratifiées dans des 

plans parallèles aux frontières du milieu, 

- épaisseur du milieu : E = 10 cm ; hauteur du milieu : H = 50 cm . 

Les propriétés radiatives du milieu sont caractérisées par les coefficients monochromatiques 

d'absorption a aÀ.' de diffusion a sÀ.' ainsi que la fonction de phase PÀ.' Pour nos applications, 

nous reprenons les coefficients caractéristiques du milieu, qui ont été calculés par Guilbert 

[1], Boulet [2], et plus récemment par Milandri [3]. De manière générale (et quand ce ne sera 

pas le cas, nous le préciserons), les discrétisations angulaires et spectrales qui seront utilisées 

sont les suivantes: 

- nombre de discrétisations angulaires : m = 12 , 

- nombre de discrétisations spectrales: N = 211 . 

Les 211 longueurs d'ondes que nous prenons en compte sont significatives pour le milieu et 

varient entre 3,5 et 25 microns. Comme présenté sur la figure 6.1 , la variation spectrale des 

coefficients radiatifs montre que le milieu fibreux que nous étudions est clairement non gris, 

ce qui justifie totalement la prise en compte du caractère monochromatique dans notre étude. 

Par ailleurs, ce milieu fibreux possède la caractéristique fondamentale de diffuser le 

rayonnement de façon fortement anisotrope. A ce sujet, nous renvoyons le lecteur à la thèse 

de Boulet [2] et à celle de Milandri [3]. 

~,--., 5000.------.-----~---~--~--____, 

'c< 

S 4 500 

i!l 
.~ 4 000 

~ 3 500 
<1.) 
o 
() 3000 

.~ 2500 

;fj 
\:l 2 000 
() 'ê 1500 

] 1000 

() 

~ 50: '-----_ _ -lL...=------"--~ ___ ~ __ ~ __ ____' 

o 10 15 20 25 

W a ve le n g th (mic ro n s ) 

figure 6.1 : Variation des coefficients radiatifs monochromatiques moyens 

(i.e. moyennés sur les directions) enfonction de la longueur d'onde 

Dans notre cas, la conductivité thermique du milieu étudié est déduite par une relation 

semi-empirique qui prend en compte la conduction de l'air, des fibres de verres et les contacts 

entre les fibres (Langlais et Klarsfeld, 1985) [4] : 
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Âc (T)=a.To,81 + b·T + c (mWlm·K) (6.1) 

où a = 0,2572, c = 0,0527 . pO,91 et b = 0,0013· c. p est la masse volumique du milieu en 

kg/m3 et T est la température du milieu en K. 

Remarque 6.1 : La conductivité thermique donnée par la relation (6.1) vérifie bien 

l'hypothèse 4.2. du chapitre IV avec ~ = Âc(T_) et Âz = Âc(T+). 

Nous avons traité le problème transitoire au chapitre V avec une chaleur massique cp 

qui varie avec la température. Cependant, pour les exemples d'applications qui vont suivre 

dans la gamme de températures considérée, nous la prendrons constante et égale à 

670 J I(kg . K). Cette valeur est donnée par la table thermophysique [5]. 

Les applications numériques que nous allons présenter tout au long de ce chapitre ont 

été effectuées sur un ordinateur de type Pentium II, 450 Mhz avec 128 Mo de mémoire. 

Passons maintenant, aux applications numériques et, pour commencer, en régime stationnaire. 

6.2 Résultats numériques en régime stationnaire 

Dans le but de comparer les différentes méthodes numériques que nous avons 

présentées au chapitre III, nous désignons par: 

- Méthode 1 : la méthode qui résoud le système couplé en utilisant les matrices de 

transmission et de réflexion pour la résolution de l'ETR (la solution 

particulière du système (3.12) (3.16) est calculée à l'aide d'un polynôme 

de degré trois), 

- Méthode 2: la méthode qui résoud le système couplé en utilisant le schéma de 

différences finies d'ordre deux pour la résolution de l'ETR, 

- Méthode 3: la méthode qui résoud le système couplé en utilisant la technique de 

diagonalisation de la matrice caractéristique du milieu pour la résolution 

de l'ETR. 

Par ailleurs, pour les exemples d'applications qui vont suivre, nous avons discrétisé le 

domaine spatial [0, E] à l'aide de nt = 99 points (le pas constant en espace est alors égal à 

h = E I(nt + 1) = 1 mm) et nous avons fixé les températures aux frontières à Ta = 400 K et 

TE = 300 K . Nous avons ainsi choisi un exemple où l'écart entre les températures fixées aux 

bords est relativement important. Dans ces conditions, l'algorithme qui résoud le système 

couplé (pour les trois méthodes) a convergé en dix itérations avec une tolérance e = 10-6 
• 
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Nous avons reporté dans le Tableau 6.2 les résultats obtenus par les différentes méthodes 

numériques. Pour chaque colonne, trois valeurs sont représentées : à gauche les valeurs 

correspondent à la Méthode 1, au centre à la Méthode 2 et enfin à droite à la Méthode 3. Nous 

pouvons alors constater que les résultats indiqués sont en parfait accord. Cette comparaison 

prouve ainsi que les différentes méthodes génèrent de bons résultats, ce qui valide en 

particulier les différentes méthodes de résolution de l'ETR. Notons toutefois une très légère 

différence concernant les résultats de la première méthode. Cela vient du fait que c'est la 

moins précise (car la solution particulière est calculée par un polynôme de degré 3). Les 

temps de calculs que nous présentons maintenant sont les temps CPU (nécessaire pour obtenir 

la convergence des méthodes, correspondant à dix itérations). Voici ce que nous avons 

enregistré: 

nt = 10 nt = 100 nt = 100 

m=12 m=12 m=100 

Méthode 1 (version de Boulet et al.) 208 s. 37 min. 04 s. 15 h. 34 min. 07 s. 

Méthode 1 (notre version) 59 s. 9 min. 43 s. 4 h. 42 min. 36 s. 

Méthode 2 46 s. 2 h. 19 min. 56 s. 52 h. 39 min. 50 s. 

Méthode 3 37 s. 10 min. 27 s. 3 h. 39 min. 53 s. 

Tableau 6.1 : Comparaison des performances des différentes méthodes 

au niveau des temps de calculs. 

Comme le montrent les résultats regroupés dans le Tableau 6.1, lorsque nt = 10 et m = 12, le 

gain de temps est très important pour les nouvelles méthodes, puisque: 

la Méthode 1 (notre version) est approximativement 3,5 fois plus rapide, 

la Méthode 2 est approximativement 4,5 fois plus rapide, 

la Méthode 3 est approximativement 5,6 fois plus rapide, 

Lorsque nt = 100 et m = 12, le gain de temps est aussi important pour les méthodes 1 et 3, 

puisque: 

la Méthode 1 (notre version) est approximativement 3,8 fois plus rapide, 

la Méthode 3 est approximativement 3,6 fois plus rapide, 

Par contre, la méthode 2 n'est plus compétitive face aux autres méthodes. 

La troisième colonne du Tableau 6.1 donne un aperçu des temps de calculs lorsque le nombre 

de directions polaires augmente, passant de m = 12 à m = 100. On constate alors que pour 

chaque méthode le temps de calcul devient excessivement long: il et multiplié par environ 

25 ! 
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Nous avons représenté sur les figures 6.2 et 6.3 respectivement le champ de 

températures et les flux de chaleur en fonction de la position dans le milieu. Nous pouvons 

alors constater que: 

- d'après la figure 6.3 ou encore d'après les résultats présentés dans le Tableau 6.2, nous 

avons bien un flux total constant dans le milieu conformément à la loi de conservation de 

l'énergie, avec une erreur relative de moins de 0,01 %. 

- nous pouvons observer, d'après la figure 6.3 (ou le Tableau 6.2), l'importance du flux 

radiatif total dans le milieu: celui-ci représente approximativement un tiers du flux total 

sous les conditions de calculs précisées au début, ce qui confirme l'importance accordée à 

ce mode de transfert de chaleur. 

- le champ de températures réel obtenu est quasiment linéaire. Cela justifie en particulier le 

calcul de la solution particulière du système (3.12) (3.16) sous forme de polynôme pour 

la méthode 1. Par ailleurs, cela justifie le choix d'un champ de températures linéaire pour 

l'initialisation des calculs par la méthode de point fixe. 

- d'après lafigure 6.3, le flux radiatif total passe par un maximum dans le milieu et le flux 

conductif, quant à lui, passe par un minimum, au même point. D'après les relations (2.6) 

et (2.40), en ce point le terme source radiatif est nul et : 
00 1 00 1 

f f (faÀ (J.1)' LÀ (x,f.1) df.1 dÂ = f f (faÀ (f.1). ~ (T(x)) df.1 dÂ (6.2) 
o -1 0 -1 

- comme le montre la figure 6.2, la température est une fonction décroissante (ceci lorsque 

la température imposée sur la face avant est supérieure à celle imposée sur la face arrière) 

et qu'elle est encadrée par les deux températures fixées aux bords: nous retrouvons ainsi 

le premier point du résultat énoncé par le théorème 1 du chapitre IV. 

Par ailleurs, nous avons testé la stabilité des méthodes en ce qui concerne la donnée 

initiale. Nous avons considéré un champ de températures initial sensiblement différent d'une 

fonction linéaire, comme le montre la figure 6.2. Finalement, l'algorithme a convergé vers le 

même champ de températures réel. 

Nous avons représenté sur les figures 6.4 et 6.5 le champ de luminance dans la première 

direction f.11' en fonction de la position dans le milieu et en fonction de la longueur d'onde. 

Ces figures montrent que, comme pour la température, la luminance est décroissante en 

fonction de la position dans le milieu (ceci toujours lorsque la température imposée sur la face 

avant est supérieure à celle imposée sur la face arrière). Les figures montrent aussi que la 

courbe de la luminance a une allure (en fonction de la longueur d'onde) proche de celle du 

corps noir. 

Sur les figures 6.6, 6.7 et 6.8, nous avons représenté les courbes de la luminance et celle 

du corps noir, à différentes positions dans le milieu et en fonction de la longueur d'onde. Les 

courbes en noir représentent la luminance du corps noir. Ensuite, pour ne pas alourdir les 
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figures, nous avons représenté la luminance spectrale uniquement dans deux directions qui 

sont cependant significatives. Les courbes en bleu représentent la luminance dans la première 

direction f.ll de l'espace avant: c'est dans cette direction que la valeur de la luminance est la 

plus importante. Les courbes en rouge représentent la luminance dans la première direction 

- f.ll de l'espace arrière: c'est dans cette direction que la valeur de la luminance est la plus 

faible. Sur la figure 6.6, nous constatons alors que les luminances spectrales calculées sont 

très proches (elles peuvent prendre des valeurs supérieures ou des valeurs inférieures) de 

celles du corps noir à la température du point considéré. A certains endroits (pour les 

longueurs d'ondes inférieures à 5 microns et supérieures à 10 microns), les courbes se 

superposent pratiquement. C'est dans la zone comprise entre 5 et 10 microns que les courbes 

de la luminance spectrale, calculée dans les deux directions f.ll et - f.ll' s'écartent le plus de 

celles du corps noir à la température du point considéré. Notons alors que c'est la variation 

des luminances spectrales en fonction de l'angle polaire qui est à l'origine du caractère plus 

ou moins isolant du milieu. Comme le montre toujours la figure 6.6, la luminance spectrale 

calculée est une fonction encadrée par les luminances monochromatiques du corps noir, aux 

deux températures imposées aux bords: nous retrouvons ainsi le deuxième point du résultat 

énoncé par le théorème 1 du chapitre IV. 

A l'aide des figures 6.7, 6.8 et 6.9, nous avons voulu mettre en évidence l'influence du 

choix du nombre de discrétisations angulaires sur le calcul des luminances spectrales et des 

flux de chaleur. Les courbes de la figure 6.7 ont été obtenues en prenant 100 directions 

angulaires, les courbes de lafigure 6.8 à l'aide de 12 directions angulaires et les courbes de la 

figure 6.9 respectivement pour 12 et 100 directions angulaires. Pour mieux mettre en évidence 

le phénomène concernant les luminances spectrales, nous avons représenté celles qui ont été 

calculées très près des frontières du milieu (aux abscisses x = 1 mm et x = 9,9 mm). Si nous 

rappelons le résultat concernant l'encadrement de la luminance, énoncé par le corollaire 4.19 

du chapitre IV, nous avons : 

~k (TE) + Ci,j,k(TE) ~ LÂk (xi'f.l) ~ ~k (To ) + Ci,j,k(TJ \j 1 ~ i ~ nt, 1 ~ j ~ m et 1 ~ k ~ N . 

où Ci,j,k (T) représente l'erreur entre la luminance exacte (solution de l'ETR) et la luminance 

calculée, qui vérifie "if 1 ~ k ~ N 

~~~t 1 Ci,j,k(T) 1 ~ ~:~T) . a- ~:~- . 2:80' /l~~gl) a~~J ()sÂk (f.l)' PÂk (f.l-7 f.l')] 
I:<;;J':<;;m Âk aÂk SÂk 1"" /l'E[-I,I] 

(6.3) 

où C Âk est la constante donnée par : 
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Remarque 6.2 : 

1) En fait, nous avions démontré au chapitre IV une majoration de la quantité ~~~t 1 Ci,j,k(T) 1 

I~j~m 

où apparaissent les constantes 6:,6;,6;,6; et c qui sont indépendantes de la longueur 

d'onde. Toutefois, la relation (6.3) que nous venons d'écrire est encore vraie lorsque les 

coefficients d'absorption, de diffusion et la constante c sont monochromatiques puisque la 

longueur d'onde est un paramètre dans l'ETR. 

2) ~~~t 1 Ci,j,k(T) 1 représente l'écart absolu et r l(T) '~~~t 1 Ci,j,k(T) 1 représente l'écart 
I~j~m Âk I~j~m 

relatif. 

a4 

3) Le terme sup ":\f.l4 [cr SÂ
k 
(f.l) . P

Âk 
(f.l ~ f.l')] est d'autant plus grand que la variation de la 

JlE[-I,I] 0 
Jl'E[-I,I] 

fonction f.l ~ cr sÂ (f.l)' p, (f.l ~ f.l') est rapide. 
k "k 

L'erreur Ci,j,k (T) est donc proportionnelle au pas angulaire à la puissance quatrième (car 

nous avons utilisé la formule à trois points de Simpson composée dans la démonstration) et 

nous réduisons l'erreur en prenant un pas plus fin. Si nous analysons le problème pour la 

luminance spectrale calculée à l'abscisse x = 1 mm, alors l'écart qui existe entre la courbe en 

bleu et la courbe en noir représente l'erreur Ci,j,k (T;,). Nous observons une très nette 

différence pour les deux figures 6.7 et 6.8. Lorsque le modèle utilise 100 directions 

angulaires, nous obtenons des résultats très satisfaisants. Par contre, lorsque 12 directions 

angulaires sont prises en compte, nous constatons que l'erreur est assez importante. 

Cependant, comme le montre la figure 6.9, les conséquences sur les flux de chaleur sont très 

minimes. En effet, nous observons une très légère différence qui se situe uniquement près des 

frontières du milieu. 

De plus, notons d'après la proposition 4.33 que l'erreur pour les luminances calculées à 

n'importe quelle abscisse dans le milieu peut être la même ou encore plus importante puisque 

une erreur supplémentaire vient s'ajouter provenant de la discrétisation spatiale. 

Par ailleurs, notons que l'erreur Ci,j,k (T) est plus importante lorsque le coefficient 

d'absorption est très faible, d'après la formule (6.3). D'après la figure 6.1, la zone où le 

milieu étudié absorbe très peu se situe dans les courtes longueurs d'onde. Le phénomène que 

nous avons mis en évidence précédemment concerne justement ce domaine spectral. Nous 

savons que nous pouvons réduire l'erreur en prenant un pas angulaire suffisamment fin. 

Cependant les temps de calculs deviennent aussi plus importants comme le montre clairement 

le Tableau 6.1. TI faut donc faire un compromis entre la précision et les temps de calculs. En 
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conclusion, nous conseillons lorsque cela s'avère nécessaire, de prendre un pas angulaire plus 

fin dans la zone à très faible absorption du milieu. 

Enfin, à l'aide des figures 6.10,6.12 et 6.13 comparées auxfigures 6.2,6.4 et 6.5, nous 

montrons que la luminance spectrale calculée est une fonction croissante de la température tel 

gue cela est énoncé par la proposition 2 du chapitre IV. La figure 6.11 comparée à la figure 

6.3 montre que les flux de chaleur sont aussi des fonctions croissantes de la température. 



Epaisseur Flux total 

(m) (W/m2
) 

0 

0.01 47.30 / 47.31 / 47.32 

0.02 47.30 / 47 .3 1 / 47.33 

0.03 47.30 / 47.31 / 47.33 

0.04 47.30 / 47.3 1 / 47.33 

0.05 47.30 / 47.3 1 / 47.33 

0.06 47.30 / 47.3 1 / 47.33 

0.07 47.30 / 47.3 1 / 47.33 

0.08 47.30 / 47.3 1 / 47.33 

0.09 47.30 / 48.31 / 47.33 

0.1 
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Flux radiatif 

(W/m2
) 

19.94 / 19.89 / 19.9 1 

19.63 / \9.50 / \9 .5 \ 

18.88 / 18.84 / 18.85 

18.04 / 18.06 / 18.07 

17.\4 / 17.20 / 17.2 1 

16.20 / 16.26 / \ 6.26 

15 .2 1 / 15.24 / 15.24 

14.16 / 14.14 / 14.14 

12.96 / 12.87 / 12.88 

Flux conductif 

(W/m2
) 

27.36 / 27.41 / 27.4\ 

27.67 / 27.80 / 27.8 \ 

28.42 / 28.47 / 28.48 

29.26 / 29.24 / 29.25 

30.15 / 30.10 / 30. 11 

31.1 0 / 3 1.05 / 31.06 

32.09 / 32.07 /32.08 

33. \3 / 33. 17 / 33.18 

34.34 / 34.43 / 34.44 

SIHUO n IF lUe DF:E., S(;IU~C;';:~·) 
fL'·" ,-,II IJidi:113('teniquo 

L";'·\ c'" {l, \:·t~~:J.t~:H~3-N/\r\~CY 

Température 

(K) 

400.00 / 400.00 / 400.00 

391.39 / 391.45 / 391.47 

383 .15 / 383 .18 / 383.20 

374.59 / 374.59 / 374.60 

365 .62 / 365.6 1 / 365.62 

356.19 / 356. 19 / 356.20 

346.26 / 346.28 / 346.28 

335 .77 / 335.80 / 335 .81 

324.66 / 324.70 / 324.70 

312.86 / 312.87 / 312.87 

300.00 / 300.00 / 300.00 

Tableau 6.2 : Flux de chaleur et champ de températures dans le milieu : 
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figure 6.2 : Champ de températures dans le milieu 
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figure 6.3 : Flux de chaleur dans le milieu 



50 

~ 
E 40 
e 
u 

E 30 
N 

E 

~2o 
b' ru 
u 
c: 
~ 10 
E 

o 
25 

Longueurs d'ondes (microns) 

184 

. . . . 

.. .. 
30 

. . .. .. . 25 

20 

15 

0.1 

o 0 Position (m) 

figure 6.4 : Champ de luminance (dans la direction Jl] = cos(Jr /24» enfonction de la 

position dans le milieu et enfonction de la longueur d'onde: Vif sur laface avant 
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figlfre 6.5 : Champ de luminance (dans la direction Ji] = cos(Jr /24» enfonction de la 

position dans le milieu et enfonction de la longueur d'onde: Vif sur laface arrière 



45 
L~(To) 

LA (x,f.11) 

40 l- I A~ m = 100 directions 
L~(f(x)) x =lcm 

~ 
~ s:::: 

LA (x ,- f.11) ~ 

35 0\ 

~ 
0\ 

M 
r./':J 9 
S 30 x =3cm 

§ 

0 
~i5 

M 
\'\) 

~ ::::l 
. u .'- ~;::-

S ::::l -
(') ~ 

01 25 
~ ~ . 
..... ::::l 
Cl t::I 

S x =5 cm 
::::l ;::: 

-:--.. ~ R 

. ~ 20 
...... t::I - ...... 
t::I ~ 00 

à§ 
VI 

r./':J ~ ~" ... \'\) 
<!) ~ ;::: 

. u x=7 cm s:::: ~ 
s::::: 

..., 
"" 

C'j 15 
~~ 

- Cl 

.S Cl "" ;::: ;:::'.: 

S 
~ .... . 
\'\) Cl 

3 x =9cm ;::: 

"" 
10 ~ 

::::l 

"" ~ 
~, 
:::--: 

5 ê 

o ~, ------~~~------------~----------~----------~----------~ 
o 5 10 15 20 25 

Longueurs d'onde s (microns) 



V1 
Q 
0 .-...... 
<.) 
(J) 
l-< .-""0 

0 
0 
.,....-( 

Il 
~ 

~ 

ha 
'-/ 

~~ 

---... 
.--< 

:::t. 
~~ 

'-' 

I ~~ 

186 

jigure 6.7 : Champ de luminance calculé près desjrontières du milieu 

en jonction de la longueur d'onde (111 = 100 ) 
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figure 6.8 : Champ de luminance calculé près desfrontières du milieu 

en fonction de la longueur d'onde (m = 12) 
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figure 6.9 : Flux de chaleur dans le milieu 
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figure 6.10 : Champ de températures dans le milieu 
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figure 6.11 : Flux de chaleur dans le milieu 
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figure 6.12 : Champ de luminance (dans la direction JLI = cos(Jr /24)) enfonction de la 

position dans le milieu et enfonction de la longueur d'onde: vu sur laface avant 
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figure 6.13 : Champ de luminance (dans la direction JLI = cos(Jr /24) ) enfonction de la 

position dans le milieu et enfonction d la longueur d 'onde: vu sur laface arrière 
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6.2 Résultats numériques en régime transitoire 

6.3.1 Températures imposées aux frontières 

Nous avons cherché à calculer le champ de températures et les flux en fonction du 

temps lorsque Ta = 400 K; TE = 300 K et la température imposée sur la face avant (en x = 0 ) 

suit une évolution linéaire très rapide: 

jet) = a 
{ 

(T - TE) t + TE lorsque 0 ~ t ~ 1 s 

T" lorsque t ~ 1 s 

Nous avons utilisé un maillage en espace à pas variable et nous l'avons raffiné dans la zone à 

fort gradient de température, en l'occurrence ici sur l'intervalle [0, E / 5 ] , ceci à l'aide de 20 

points et d'une discrétisation en progression géométrique avec une raison a = 0,8. 

L'intervalle [E / 5, E] quant à lui, a été discrétisé avec un pas constant h = 2,5 mm. Par 

ailleurs, nous avons utilisé un pas de temps très petit (par rapport au temps mis pour que le 

système se stabilise) : I1t = 0,5 S , pour des raisons de stabilité et de précision. 

Sur les figures 6.14, 6.15, 6.16 et 6.17, nous avons représenté l'évolution du champ de 

températures et des flux en fonction du temps et de l'abscisse du point considéré. Nous 

pouvons alors constater qu'aux premiers instants, le gradient de température est très 

significatif: les flux radiatifs et conductifs prennent des valeurs très importantes. A chaque 

instant, nous observons l'existence d'un maximum pour le flux radiatif total: en ce point, le 

terme source radiatif est nul et d'après la relation (6.2) : 
~ 1 ~ 1 

f f (JaÂ(f.1)·LÂ(X,f.1,t) df.1dÂ= f f (JaÂ(f.1)·L~(T(x,t)) df.1dÂ (6.4) 
o -1 o -1 

puisque la relation est encore vraie en régime transitoire. Au premier tiers du temps environ, 

le champ de températures est pratiquement linéaire. Ensuite la convergence vers le régime 

stationnaire est beaucoup plus lente. Quand le système atteint le régime stationnaire 

(t f == 1250 s.) , le flux total devient constant et égal à 47.33 W/m2 
.. C'est une valeur 

numérique que nous retrouvons à partir du modèle développé précédemment en régime 

stationnaire. Comme le montre le Tableau 6.2, nous retrouvons aussi les mêmes valeurs pour 

le champ de températures, les flux radiatifs et conductifs. Par ailleurs, le programme a mis 

exactement 54 h. 57 min. 40 s. pour converger, avec une tolérance ê = 10-6 
• Le temps de 

calcul reste donc quand même assez important, bien que nous ayons amélioré 

considérablement les temps de calculs pour la résolution numérique de l'ETR. 
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6.3.2 Condition aux limites de flux 

Pour cette application, nous nous sommes placés dans le cas où le milieu est éclairé par 

un corps noir, à une température de 600 K sur la face avant (en x = 0) et à une température de 

300 K sur la face arrière (en x = E). Ces deux températures sont ensuite maintenues 

constantes au cours du temps. Nous pouvons ainsi considérer la symétrie azimutale dans notre 

modèle, puisque les conditions aux limites radiatives respectent cette symétrie. 

Nous supposons que la température ambiante de l'air du côté de la face avant du milieu, 

s'échauffe et suit l'évolution linéaire suivante: 

{ 
150· t + 300 lorsque O:S; t :s; 120 s 

T 0 (t) = 
=, 450 lorsque t? 120 s 

et nous supposons que la température ambiante de l'air du coté de la face arrière du milieu 

reste constante au cours du temps et égale à T=,E (t) = 300 K . 

Pour le modèle numérique, nous avons utilisé un maillage en espace à pas variable et 

nous l'avons raffiné près des deux frontières du milieu, sur les deux sous-intervalles [0, E / 5] 

et [4E/5,E]. Ceci (pour chaque sous-intervalle) à l'aide de 30 points et d'une discrétisation 

en progression géométrique avec une raison a = 0,8. L'intervalle [E / 5, 4E / 5] , quant à lui, a 

été discrétisé avec un pas constant h = 2,5 mm. Toujours pour des raisons de stabilité et de 

précision, nous avons utilisé un pas de temps très petit: !1t = 0,5 s . 

Sur les figures 6.18,6.19,6.20 et 6.21, nous avons représenté l'évolution du champ de 

températures et des flux en fonction du temps et de l'abscisse du point considéré. Sur ces 

quatre figures, les courbes en noir correspondent à l'instant t = 1 s, les courbes en vert à 

l'instant t = 75 s, les courbes en rouge à l'instant t = 250 s et enfin les courbes en bleu à 

l'instant t f = 1500 s : c'est l'instant où le régime stationnaire est atteint. Les courbes de 

températures passent par un maximum dans le milieu: c'est la perte par convection sur la face 

avant qui en est responsable. En particulier, cela conduit à un flux conductif à valeur négative 

proche de la face avant. Le pic du flux radiatif est dû au fait que le flux incident croît très 

rapidement: le rayonnement se propage dans le milieu à une vitesse proche de celle de la 

lumière dans le vide. L'élévation de température ne peut pas se faire à la même vitesse donc 

le flux conductif ne varie pas de la même façon. La variation rapide de la température sur la 

face avant conduit à un flux conductif qui varie aussi fortement. Au premier quart du temps 

environ, le champ de températures est pratiquement linéaire. Ensuite la convergence vers le 

régime stationnaire est beaucoup plus lente. Quand le système atteint le régime stationnaire 

(t f == 1500 s.), le flux total devient constant et égal à environ 205 W/m2
, avec une erreur 

relative inférieure à 0,6 % comme le montre lafigure 6.23. Notons que nous pouvons réduire 

encore l'erreur en prenant un maillage plus fin près des frontières. 



193 

Par ailleurs, le programme a mis exactement 82 h. 04 min. lOs. pour converger, avec 

une tolérance [; = 10-6 
. Le temps de calcul est donc tout aussi important que pour le modèle 

précédent (températures imposées aux frontières). De plus, bien que nous ayons donné la 

méthode qui permet de simuler le problème associant les conditions de flux sans la symétrie 

azimutale (donné en annexe 3), nous n'avons pas effectué d'essai pour ce modèle car les 

temps de calculs sont trop longs. En théorie, le programme (dans les conditions définies 

précédemment en rajoutant 12 directions azimutales) devrait tourner un mois ! 
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0.02 47.33 19.50 
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Flux conductif Température 

(W·m·2) (K) 

400.00 

27.40 39 1.50 

27.83 383.21 

28.47 374.6 1 

29.25 365.62 

30.11 356.20 

31.05 346.28 

32.08 335 .8 1 

33.18 324.70 

34.43 312.85 

300.00 

Tableau 6.2 : Flux de chaleur et champ de températures dans le milieu, 

obtenus après convergence vers le régime stationnaire 
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6.4 Conclusion 

Nous avons appliqué nos différentes méthodes numériques mises au point en régime 

stationnaire et transitoire à des milieux fibreux réels. En régime stationnaire, nos résultats 

concordent parfaitement avec les résultats théoriques (encadrement de la température et de la 

luminance, un flux total constant dans le milieu, monotonie de la luminance). La comparaison 

des résultats issus de nos différentes méthodes numériques en régime stationnaire a permis de 

valider le code en régime stationnaire. Le code, en régime transitoire et lorsque les 

températures sont imposées aux frontières, conduit, après convergence, à des résultats très 

proches de ceux obtenus par le code en régime stationnaire (lorsque les températures finales 

sont imposées). Le code en régime transitoire et lorsque le milieu est soumis à des conditions 

de flux donne des résultats encourageants. 

Par ailleurs, notons que nous n'avons pas comparé nos résultats en régime transitoire à 

ceux issus de travaux d'autres auteurs, que ce soit pour le modèle qui considère les conditions 

aux limites de type températures imposées aux frontières ou celui des conditions de flux, pour 

la simple raison que nous n'avons trouvé aucun modèle qui soit aussi complet: il semble que 

ce soit une première étude de ce genre, considérant un modèle aussi complexe. Notons 

toutefois qu'il sera nécessaire pour la suite de ces travaux d'effectuer des confrontations avec 

divers résultats expérimentaux, pour tester la validité de notre modélisation en régime 

transitoire. 
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Conclusion et perspectives 

Le travail présenté dans ce mémoire nous a permis d'étudier d'un point de vue 

théorique et numérique les transferts de chaleur couplés par rayonnement et conduction à 

travers un milieu semi-transparent, dans le cas d'une géométrie monodimensionnelle. Le sujet 

que nous avons traité fait l'objet d'un nombre important de recherches en raison de ses 

applications industrielles variées, notamment en ce qui concerne les questions d'isolation 

thermique (barrières thermiques et résistance au feu). Le transfert radiatif à travers les milieux 

fibreux a beaucoup été étudié au laboratoire d'un point de vue théorique et expérimental. 

L'effort s'est particulièrement orienté sur la détermination des propriétés radiatives des 

matériaux fibreux, par des méthodes directes (basées sur les équations de Maxwell) et 

inverses. Notre objectif était alors de répondre à certaines exigences concernant plus l'aspect 

thermique. En particulier, il s'agissait d'étudier les transferts de chaleur couplés par 

rayonnement et conduction, d'une part en régime stationnaire et, d'autre part, en régime 

transitoire. 

Le modèle que nous avons établi est très complet par rapport à ceux existant dans la 

littérature, puisque nous considérons un modèle multi flux. L'étude porte sur un milieu non 

gris, anisotrope, absorbant, diffusant et émissif. Les propriétés thermophysiques du milieu : la 

chaleur massique, la conductivité thermique et le coefficient d'échange par convection varient 

avec la température. Nous avons fait une étude complète concernant le régime stationnaire et 

nous avons ensuite étendu l'étude au régime transitoire en considérant, d'une part les 

températures imposées aux bords qui peuvent évoluer rapidement dans le temps et, d'autre 

part, des conditions aux limites de flux pouvant être très intenses. 

L'analyse mathématique montre que le modèle en régime stationnaire, et lorsque les 

températures sont imposées aux frontières (pour des surfaces noires), est bien posé. Par la 

même occasion, nous avons établi certaines propriétés concernant les champs de températures 

et de luminances dans le milieu. En outre, nous avons mis en évidence que la luminance 

monochromatique est une fonction encadrée par les luminances monochromatiques du corps 

noir, aux deux températures imposées aux bords. 

Ensuite, nous avons présenté quelques méthodes de résolution numérique pour ce 

modèle. Après avoir donné les limites de validité de la méthode basée sur le principe 

d'interaction, nous avons développé deux nouvelles méthodes stables et précises pour 

résoudre l'ETR. La deuxième équation a été résolue à l'aide d'un schéma aux différences 

finies associé à la transformation de Kirchhoff. Le couplage entre les deux équations a été 

abordé par une méthode de point fixe qui porte uniquement sur le champ de températures. 
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L'étude faite au chapitre IV montre que le schéma numérique est convergent sous 

certaines hypothèses de régularités, de bornitudes et de conditions de stabilité portant sur les 

pas angulaire et spectral. En outre, nous montrons que les solutions approchées préservent les 

propriétés établies dans le cas continu. 

Au chapitre V, nous donnons une méthode de résolution numérique en régime 

transitoire. La résolution de l'ETR n'est pas modifiée lorsque l'on étudie le régime transitoire. 

Après avoir appliqué les transformations de Kirchhoff et enthalpique, l'équation de 

conservation de l'énergie est résolue en espace par la méthode des éléments finis p2 

(nécessaire pour que le flux conductif soit d'ordre un), utilisant un maillage à pas variable (de 

manière à résoudre les fronts de température avec précision). Ensuite, le système différentiel 

en temps a été résolu par une méthode de Runge-Kutta implicite adaptée aux équations raides, 

compte tenu des fortes variations de flux et de températures dans le milieu. 

Enfin, dans la dernière partie de ce travail, nous avons analysé les résultats numériques 

obtenus par la simulation, en régimes stationnaire et transitoire. L'application a été réalisée 

sur un matériau isolant constitué de fibres de silice. L'accord entre les résultats numériques et 

la théorie s'est montré très satisfaisante, ce qui confère une certaine validité à la démarche 

pOursUI VIe. 

Par ailleurs, les travaux réalisés nous ont permis de mettre au point un code de calcul 

qui permet de simuler le comportement d'un matériau isolant face au feu. Celui-ci a été écrit à 

l'aide du logiciel Matlab. Soulignons que ce code constitue un instrument de qualité, 

répondant aux exigences réelles de l'industriel, en termes de précision et de temps de calculs. 

TI devrait beaucoup aider à une meilleure caractérisation des matériaux isolants. Une 

application future de cette recherche est l'amélioration des performances d'un isolant 

thermique en cas d'incendie, soumis à de forts gradients thermiques. 

Enfin, concernant les perspectives d'étude apparaissant à l'issue de ce travail, celles-ci 

sont relativement nombreuses. A COUIt terme, nous pouvons envisager les points suivants: 

1) en régime transitoire, construire un maillage adaptatif (en fonction de l'évolution au 

cours du temps des gradients de températures dans le milieu), ceci afin de réduire le 

coût en temps de calcul du programme; 

2) étendre l'étude du problème en considérant de manière générale des frontières semi

transparentes, ceci afin de pouvoir étudier différents types de matériaux semi

transparents, notamment les verres qui présentent un grand intérêt industriel; 

3) traiter le problème lorsque les coefficients radiatifs varient avec la température ou 

encore lorsqu'ils varient en fonction de la position dans le milieu, ce qui correspond à 

un milieu non homogène; 

4) en régime transitoire, faire l'étude théorique mathématique et la convergence des 

schémas numériques; 

5) résoudre l'ETR par une méthode de point fixe (portant sur le terme intégral) ; ensuite, 

comparer les résultats et les temps de calculs aux autres méthodes; 
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6) pour la méthode de résolution de l'ETR basée sur le principe d'interaction, voir si on 

peut construire une autre solution particulière qui utiliserait les matrices de 

transmission et de réflexion; 

7) concernant les applications, prendre comme conditions aux limites de type flux, un 

signal modulé et voir que, dans certaines conditions, le terme émission propre du 

milieu peut être négligé conformément à l'hypothèse avancée (nous avons déjà fait des 

essais et ceux-ci sont concluants); 

8) déterminer l'expression de la chaleur massique en fonction de la température pour le 

type de matériaux étudiés; 

9) en termes de résolution spectrale, il convient de prendre plus de longueurs d'ondes; 

10) faire une étude mathématique pour affirmer l'hypothèse qu'en régime transitoire; on 

peut négliger le premier terme de l'ETR qui contient la dérivée temporelle. 

A long terme, nous pourrons aborder les points suivants: 

Il) valider le modèle par des mesures expérimentales (une thèse a débuté récemment pour 

valider le modèle en régime transitoire); 

12) essayer de résoudre l'équation de conservation de l'énergie lorsque le terme source 

radiatif est exprimé uniquement en fonction de la température; 

13) faire une étude sur le calcul d'erreur des coefficients radiatifs et ensuite étudier la 

sensibilité due à ces erreurs sur la solution de l'ETR; 

14) le calcul des coefficients radiatifs passe par la résolution des équations de Maxwell. 

Dans ce cas, il serait intéressant d'y apporter des techniques mathématiques 

performantes pour traiter le problème. Ensuite il sera nécessaire de fusionner les 

programmes; 

15) généralisation du modèle en 2D, 3D en considérant des géométries complexes. Dans 

ce cas, il faudra s'orienter vers d'autres techniques numériques pour résoudre l'ETR. 

Nous songeons notamment à la méthode des éléments finis ou celle des volumes finis. 

La deuxième équation pourra toujours être résolue en espace par la méthode des 

éléments finis. On préconise aussi d'utiliser une méthode de décomposition de 

domaine, faire du calcul parallèle; 

16) faire l'étude théorique mathématique et l'étude de la convergence des schémas 

numériques, pour les modèles en 2D et 3D; 

17) nous pouvons envisager l'extension de l'étude au problème du couplage avec la 

convection. Si, à température ambiante, la convection est très faible dans les isolants 

fibreux, lorsque la température est plus élevée, ce phénomène n'est plus négligeable. TI 

est certain que la prise en compte de la convection rend l'étude plus complexe. Ce 

problème constitue un vaste champ de recherche. Dans un premier temps, il faudra 

étudier le transfert de chaleur combiné rayonnement-convection. 
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Annexe 1 : Les coefficients cZ 1::;; k ::;; m 

Nous rappelons que m doit être pair. Pour m ::;; 6, nous utilisons les formules de Newton

Cotes, données par le tabeau suivant: 

Nom m -e 
Cl 

-e 
C2 

-e 
C3 

-e 
C4 

-e 
Cs 

-e 
C6 

Trapèze 2 /),,8 /),,8 
- -

2 2 

Newton 4 3· /),,8 9· /),,8 9· /),,8 3· /),,8 
-- -- -- --

8 8 8 8 

Villarcea 6 95· /),,8 375· /),,8 250· /),,8 250· /),,8 375· /),,8 95· /),,8 

u 288 288 288 288 288 288 

Pour une grande valeur de m (dans nos applications m ~ 12), on applique une intégration par 

arc en utilisant les formules composées : 

ëe = ëe = 1451· /),,8 . ë e = ë e _ 1478· /),,8 . ë e = ë e = 1380· /),,8 
m 1440' 2 m-l 1440' 3 m-2 1440 

ë
4
e = ë e 3 = 1462· /),,8 ; ë s

e = ë e 4 = 1429· /),,8 et ë
k
e = /),,8 pour 6::;; k ::;; m - 5 

m- 1440 m- 1440 

Puis on tient compte des intégrations sur les deux intervalles partiels [0,81] et [8rn ,n] (les 

deux valeurs aux bords de l'intervalle angulaire en 8 = 0 et 8 = n, sont obtenues par 

extrapolation linéaire). Dans ce cas, les poids d'intégration cZ 1::;; k ::;; m sont donnés par: 

Ce = ë e + 5 . /),,8 . Ce = ëe _ /),,8 . Ce = ëe + 5 . /),,8 . Ce _ ë e _ /),,8 
1 1 8 '2 2 8' m m 8 ' m-l - m-l 8 

et Ce = ë e pour 3::;; k ::;; m - 2 
k k 
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Annexe 2 : Méthode utilisant le principe d'interaction 

s.c.n, .. UJtP. NANC"! '1 
BIBLIOTHÈOUE DES SCIEI\ICES 

Rue du Jar(l;n Bo <ln/que 

r.;t,·(-)OO VlI l EHS-U:S- Nf\ NCV 

Considérons une couche du milieu d'épaisseur x2 - XI (0 < XI < x2 < E) (figure A2.l) et 

définissons les matrices de transmission' et de réflexion que l'on note TÂ. et RÂ. en tant que 

grandeurs caractéristiques du rayonnement respectivement transmis à travers le milieu et 

réfléchi par le milieu, pour les différentes directions d'incidence envisageables. Pour les cas 

pratiques qui nous intéressent, nous pouvons considérer que quelle que soit la direction de 

propagation du rayonnement préalablement choisie (sens positif ou négatif), les 

caractéristiques obtenues pour la transmission ou la réflexion seront les mêmes. Cela ne serait 

pas le cas si les propriétés radiatives variaient avec l'abscisse X par exemple. 

Soit L"Â. (x l ), L"Â. (x2) les deux champs de luminance monochromatiques homogènes 

définis respectivement aux abscisses XI et x2 (figure A2.1). 

o 

figure A2.1 : Luminances homogènes aux bords et luminances 

homogènes dans le milieu aux abscisses XI et x~ 

Nous pouvons alors écrire le principe d'interaction entre XI et x2 : 

{ 
L;ù (X2) = T~,2 ·L;J.ol (x l ) + R~,2 . L7,À (x2) 

L~v, (XI) = RI
/ . L;'À (XI) + T~,2 . L~J.ol (x,) 

E 

(A2.1) 

Le système (A2.I) est ce que Flateau [1] appelle la forme matricielle du principe d'interaction. 

T~· 2 et R'/ sont des matrices carrées de taille m /2 qui ne dépendent que de la longueur 

d'onde et de l'épaisseur de la couche (XI ~ x2 ) et permettent donc de définir le champ de 

luminance homogène à n'importe quelle abscisse dans le milieu. Le principe d' interaction qui 

utilise les conditions aux bords est donné par: 

{ 
L;ù (x) = Tt . L;'À (0) + R~x . L7,À (x) 

L~v.c x) = TiŒ 
. L7,À (E) + R~E . L;';. (x) 
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pour tout 0 < x < E où T;x, R~x sont caractéristiques de la couche (0 ----j- x) et T~Œ, R;E sont 

caractéristiques de la couche (x ----j- E) . 

En regroupant les conditions aux bords à droite, on a : 

Le système est équivalent à 

L~;. (x) = Tt . L7,;. (0) 

L~;. (x) = T~Œ . L~}, (E) 

{ 
(I - R~x . R;E ). L;'À (x) = l~)X . L~;À (0) + R~x . T~Œ . L~À (E) 

- R;E . L;';. (x) + L7,;. (x) = T~Œ . L7,;. (E) 

où J désigne la matrice identité de taille m /2. En inversant la matrice (I - R~x . R~-E ) , il vient 

h;" A A À h;" A À h;" (A2.2) 
{ 

C (x) = (J - R~x . R::E )-1. (Tox. L' (0) + R~x . r E . L- (E)) 

L7,;, (x) = ~Œ . L~}, (E) + RlE . L;';. (x) 

Le système (A2.2) donne l'expression du champ de luminance homogène en tout point 

du milieu, à partir des matrices de transmission et de réflexion et en fonction des conditions 

aux limites radiatives homogènes. Il nous reste maintenant à établir un moyen de calculer les 

matrices de transmission et de réflexion en tout point du milieu. Les méthodes de calcul que 

nous allons développer sont appelées: "doubling method" et "adding method". Elles sont 

basées sur un processus itératif que nous pouvons mettre facilement en œuvre 

numériquement. Considérons pour cela un milieu composé de n couches élémentaires toutes 

très fines, avec des épaisseurs qui peuvent être éventuellement différentes (figure A2.2). 

2 3 /1 

figure A2.2 : Milieu composé de n couches élémentaires toutes très fines 

Pour simplifier les écritures qui vont suivre, l'indice A n'est plus mentionné mais il s'agit 

toujours de relations monochromatiques. Appelons respectivement 'Fz et k~ les matrices de 

transmission et de réflexion de la couche n° 2, de même 1'3 et R3 les matrices de la couche 

n0 3, et enfin T~+3 et R2+3 les matrices caractéristiques de la couche totale 2 + 3. 
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Reprenons de nouveau le système (A2.I); il est équivalent à : 

[ ]

-1 [ ] 
1 -R

2 
T

2 
0 

Lh (x2 ) = . . Lh (~) 
o -T R-l 2 2 

(A2.3) 

En inversant la matrice de (A2.3), nous avons: 

[~ =;,'T ~ [~ -~ ;,:.,-. ] (Al.4) 

En utilisant (A2.4) et en développant le membre de droite de (A2.3), nous obtenons: 

Lh(X2) =E2 . Lh(Xl) (A2.5) 

où nous avons posé 

[ 

-1 

E. = ~ - Ri . r; . Ri 
1 -1 

-T ·R. 
1 1 

avec l'indice i qui représente le n° de la énième couche. De même, on a 

Lh (X3) =E3 . 4(x2) 

En combinant avec la relation (A2.5), il vient 

Lh (x3) = E3 . E2 . Lh (Xl) 

De plus, nous avons: 

Des relations (A2.7) et (A2.8) nous déduisons la propriété fondamentale: 

E3 . E2 = E2+3 

De même nous aurons : 

E2 . El = EI+2 

puisque les matrices Ej ne dépendent que de l'épaisseur de la couche. 

Réécrivons la relation (A2.9) en utilisant les expressions des matrices El' E2 et El+2 : 

(A2.6) 

(A2.7) 

(A2.8) 

(A2.9) 

En développant et en simplifiant le membre de gauche, nous obtenons par identification 

l'expression de ~+2 et RI+2 en fonction de ~ , RI' T2 et R2, soit : 

{ 

~+2 = T2 . r..,2 où r..,2 = (1- RI . R2r' . ~ 
Rl+2 = RI + ~ . R2 . r.. 2 

(A2.1O) 
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Le système (A2.10) nous procure un mode de calcul itératif permettant de connaître les 

matrices de transmission et de réflexion caractéristiques de couches de matériaux de plus en 

plus épaisses. Ce premier principe de calcul où les différentes itérations peuvent être menées 

sur des couches élémentaires de tailles variables est appelé "adding method". Si nous 

considérons le cas particulier où les couches 1 et 2 ont la même épaisseur, nous avons les 

égalités suivantes: I; = T2 , RI = R2 et le système (A2.1O) devient: 

{ 
T2** = T . r où r = (l - R2r l 

. T 
(A2.11) 

R2=R+T·R·r 

où T2* et R; sont caractéristiques d'une épaisseur double. 

Le système (A2.11) permet donc de calculer les matrices de transmission et de réflexion 

d'une couche de matériau d'épaisseur double de celle de départ, d'où le nom de "doubling 

method". Lorsque les couches ont la même épaisseur, cette procédure est plus efficace que la 

première, puisqu'elle nécessite un nombre d'itérations plus petit. En effet, reprenons le cas 

décrit sur la figure A2.2 et supposons que les différentes couches ont toutes la même 

épaisseur xn 12n
• Pour connaître les caractéristiques du milieu au point xn ' à partir de la 

première sous-couche, il faudrait : 

n itérations en utilisant la méthode dite "doubling", 

2n -1 itérations en utilisant la méthode dite "adding". 

Pour des raisons de coût et de gain de temps, nous aurons donc intérêt à utiliser la procédure 

(A2.11), d'autant plus qu'il faut garder présent à l'esprit que nous ne travaillons pas avec des 

grandeurs scalaires mais avec des matrices carrées de taille m12. Par contre, lorsque les 

couches ont des épaisseurs différentes, la procédure (A2.1O) est la seule qui peut être utilisée. 

Par ailleurs, rien ne nous empêche de combiner les deux procédures lorsque cela est possible. 

Finalement, par itérations successives, on en déduit les matrices de transmission et de 

réflexion nécessaires au calcul des luminances dans le milieu. Comme pour tout type de 

processus itératif, il se pose le problème de l'initialisation donnant les caractéristiques de la 

couche élémentaire de départ: RI et I;. Le mode d'initialisation que nous choisissons utilise 

une relation donnant une correspondance entre les matrices de transmission et de réflexion 

d'une part et l'exponentielle de matrice d'autre part. Rappelons la relation (3.21) du chapitre 

III appliquée à l'indice i = 2 : 

Lh(X2 ) =exp(A·(x2 -Xl))· Lh(XI ) (A2.12) 

En identifiant les relations (A2.5) et (A2.12), il vient: 

exp (A· (x2 - Xl)) = E2 (A2.13) 

De même, nous aurons: 

(A2.14) 

si l'on considère la première couche. 

En utilisant les expressions respectives de exp (A· Xi) et El' nous avons: 
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(A2.15) 

De façon générale, nous aurons : 

[ 

-1 
T -R . T ·R 

exp (A. x) = x x x x 
-1 

- T ·R x x 

(A2.16) 

où Tx et Rx sont caractéristiques de la couche (0 -7 x) 

La relation (A2.16) est essentielle puisqu'elle confirme l'équivalence entre les deux 

méthodes: exponentielle de matrice et principe d'interaction. En utilisant la relation (A2.15) 

et par identification, nous obtenons l'initialisation des matrices de transmission et de 

réflexion: 

{ 
r; = (:4 (XI)fl 

RI =e (xl)·r; 
(A2.17) 

En ce qui concerne ce mode d'initialisation de li et RI' deux remarques s'imposent: 

- il faut calculer exp (A . XI) 

- il faut inverser la matrice e4 (Xi) 

Pour réaliser ces deux conditions, nous devons choisir une couche d'épaisseur élémentaire Xi 

assez petite. Le calcul de l'exponentielle de matrice va alors se révéler possible. TI est bien 

évident que la précision des matrices d'initialisation 1i et RI conditionne la précision des 

matrices Tx et Rx' donc celle de la luminance du milieu. Le problème qui se pose maintenant 

est comment choisir XI de manière optimale. Les auteurs Boulet et al. [2] ont pris la valeur 

suivante: Xi = x/2M (x est un point de l'intervalle d'étude (0, E») avec M un entier positif 

constant quelle que soit la longueur d'onde et égal à 8 dans leurs applications, sans donner 

l'explication. Toutefois, avec cette valeur, la méthode a donné des résultats satisfaisants. 

Cependant, il semble plus judicieux de choisir M en fonction de la longueur d'onde puisque 

les calculs dépendent de celle-ci. Par ailleurs, nous calculons l'exponentielle de matrice en 

utilisant les approximants de Padé à l'aide du logiciel Matlab. Comme déjà dit au chapitre III, 

Roche [3] a montré que le calcul de l'exponentielle par cette méthode est stable seulement 

lorsque la norme de la matrice est inférieure à un. Nous devons alors utiliser ce critère, soit : 

ce qui revient à prendre 

M Â = Ent [lOg (~ 'IIAÂL)] + 1 
log 2 

(A2.18) 
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où Ent désigne la partie entière et ~ est le premier pas de discrétisation de l'intervalle [0, EJ. 

Pour un maillage régulier ~ = h. Par ailleurs, nous avons choisi de prendre pour la norme 

matricielle la norme infinie pour une raison de simplicité de calcul. Avant chaque calcul, il 

faudra donc calculer IIAÀ, t. Sur la figure A2.3 nous avons représenté la variation de M Â ' 

donnée par la relation (A2.18), en fonction de la longueur d'onde. L'application porte sur le 

même type de milieu fibreux que celui utilisé par Boulet et al. (les longueurs d'ondes varient 

toujours de 3,5 à 25 microns). On s'aperçoit dans ce cas que la valeur 8 est omniprésente et 

cela justifie la valeur que les auteurs ont prise pour M Â. Notons toutefois que, dans cet 

exemple, le gain de temps est pratiquement inexistant, mais rien n'empêche que dans d'autres 

situations le gain de temps puisse être plus intéressant. 

8.5 

- !i!iii!n!!lIltOliIlIl"'II" 0 0 0 0 

7.5 

.00_ 
M 6.5 

Â 

o ou 

5.5 

m 

4.5 

4~--~~--~----~----~--~ 
o 10 15 20 25 

Wa ve1ength (microns) 

figure A2.3 : Variation de M Â enfonction de la longueur d'onde 

Nous possédons à présent tous les éléments nécessaires à la résolution du système homogène 

(3.18)-(3.19). Partant de la forme matricielle du principe d'interaction, nous savons déterminer 

les matrices de transmission TÂ et de réflexion RÂ du milieu à n'importe quelle abscisse x 

dans le milieu (systèmes (A2.1O), (A2.11) et (A2.17)). Ensuite, nous pouvons calculer le 

champ de luminance dans le milieu en l'absence d'émission propre en utilisant les matrices 

TÂ et RÂ (système (A2.2)). A priori, en utilisant de simples opérations matricielles, nous 

disposons d'un moyen de calcul efficace qui a l'avantage de faire appel à des grandeurs qui ont 

une signification physique et restent donc interprétables. Cette méthode est relativement 

simple à programmer car elle ne fait intervenir que des additions, multiplications ou inversion 

de matrices. Le seul inconvénient reste l'initialisation qui peut demander un temps de calcul 

important. 

A présent, nous allons donner les algorithmes (la version de Boulet et al. [2] et la 

nôtre) utilisés dans la pratique. Au préalable, nous discrétisons le domaine spatial [0, EJ avec 

un pas constant h en posant Xi = i . h pour ° ~ i ~ nt + 1. 
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Algorithme de Boulet et al. (utilise uniquement la "doubling method") : 

Pour i =1: nt 

1) calcul de exp(A
Â 

·XJ2MI.) et exp(A
Â 

• (E-x;)/2MI.) 

2) calcul par la "doubling method" de 

TÂo,x; et R~'x; à partir de exp (AÂ . xJ 2M I.) , 

T~,(E-X;) = T;;,E et R~,(E-x;) = R;;,E à partir de exp (AÂ . (E - x;) / 2M 
1. ) 

3) calcul de LhÂ (Xi) par la relation (A2.2) 

Notre algorithme (utilise une combinaison de la "doubling method" et la "adding method") : 

1) calcul de exp(A
Â 

·x,/2M I.) 

2) calcul par la "doubling method" de T~,Xl et R~,Xl à partir de exp (AÂ . x, / 2MI. ) 

Pour i = 2: nt 

3) calcul par la "adding method" de 

et on garde en mémoire TÂo,x; ,R~'x; 

Fin 

Pour i = 1: nt 

4) calcul de LhÂ (Xi) par la relation (A2.2) 

Fin 

TI est clair que notre algorithme effectue beaucoup moins d'opérations. Nous verrons 

dans les applications au chapitre VI que nous gagnons un facteur quatre environ dans les 

temps de calculs. Les algorithmes que nous venons de présenter sont valables pour un 

maillage uniforme en espace, mais nous pourrions les adapter sans problème à un maillage 

non uniforme. 

TI reste à présent à déterminer une solution particulière du système général (3.12) (3.16). 

Boulet et al. [2] ont calculé la solution particulière sous forme polynomiale. Ce type de 

résolution a déjà été appliqué par Stammes et Swanson [4] dans un autre domaine (étude du 

transfert radiatif dans une atmosphère diffus ante ). La méthode consiste à approcher la 

luminance du corps noir par un polynôme, que l'on introduit dans l'ETR et ensuite, par 

identification, on déduit les coefficients du polynôme qui représente la luminance. En ce qui 

concerne l'ordre du polynôme, lorsque le champ de températures est quasi linéaire par 

exemple, Boulet et al. ont montré que le degré trois suffit pour avoir un résultat satisfaisant. 
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Cependant, ils mentionnent qu'il faut prendre des précautions lorsque la température a un 

profil plus particulier et notamment lorsque celle-ci varie fortement dans le milieu. Dans ce 

cas, la luminance du corps noir varie aussi fortement et il devient difficile de l'approcher par 

un polynôme dans tout le milieu. Par conséquent, la validité numérique et la précision de la 

méthode sont mises en cause. Par ailleurs, lorsque l'on augmente le degré du polynôme, le 

problème peut devenir instable. Dans la pratique, on ne dépasse guère le degré sept ou huit. 

Nous pourrions éventuellement prendre des fonctions autres que des polynômes, telles que la 

fonction exponentielle ou une combinaison de la fonction exponentielle avec un polynôme par 

exemple, qui pourraient mieux approcher la fonction. Mais cette approche ne peut pas être 

utilisée avec efficacité car on ne connaît pas à l'avance l'allure de la fonction: celle-ci dépend 

des conditions imposées. 

[1] P. L. Flateau and G. L. Stephens. On the fundamental solution of the radiative transfer 

equation. Journal of Geophysical Research. Vol. 93, p. 11037-11050, 1988. 

[2] P. Boulet, G. Jeandel and G. Morlot. Model of radiative transfer in fibrous media, 

matrix method. Int. J. Heat Mass Transfer. Vol. 36, n° 18, p. 4287-4297, 1993. 

[3] J. R. Roche. Application des Approximants de Padé au Calcul de l'Exponentielle d'une 

matrice. Thèse de 3ème Cycle, Université Scientifique et Médicale de Grenoble, 1980. 

[4] K. Stammes and R. A. Swanson. A new look at the discrete ordinates method for 

radiative transfer. calculations in anisotropically scattering atmospheres. J. Atmos. Sei. 

Vol. 38, p. 387-399, 1981. 
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Annexe 3 : Résolution numérique de l'ETR sans la symétrie azimutale 

L'hypothèse de la symétrie azimutale faite jusqu'à présent était tout à fait en accord avec 

la symétrie propre du milieu. Cependant, l'utilisation du modèle nécessite également cette 

symétrie pour les conditions aux limites. Lorsque l'on impose les températures aux parois 

pour des surfaces noires, ou plus généralement lorsque l'on impose un flux de rayonnement 

ayant pour axe de symétrie la normale aux frontières de l'échantillon (figure A3.1), la 

condition de symétrie est remplie. Par contre, si l'éclairement n'est pas uniforme, ce n'est plus 

le cas. 

axe de symétrie axe de symétrie 

figure A3.1 : Pour une direction f.1 donnée, l'éclairement est 

le même pour toutes les directions azimut ID 

Si on impose donc un flux de rayonnement dans une direction (Jlj' (Ok) (figure A3.2) 

autre que la normale aux frontières de l'échantillon, le flux est maximal dans cette direction et 

on ne peut plus appliquer la symétrie azimutale. TI est alors indispensable de connaître les 

coefficients radiatifs en fonction des deux angles (polaire et azimutal) qui repèrent les 

directions considérées. Par ailleurs, une extension de la méthode de calcul à des problèmes 

sans isotropie azimutale est nécessaire pour simuler complètement le cas réel. 

(O. 
i 

ri 

E 

figure A3.2 : Flux de rayonnement dans une direction autre 

que la normale aux frontières de l'échantillon 

Les méthodes de résolution que nous avons développées au chapitre III peuvent 

s'appliquer au problème qui est posé ici, sans grande difficulté. En effet, si nous revenons à 
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l'ETR donnée par la relation (1.13) au chapitre I, nous avons alors une intégrale double dans 

l'équation et rien ne s'oppose à ce qu'une double discrétisation (selon J.1 ' et (J) ') soit effectuée 

et une nouvelle forme discrète de l'ETR écrite sous la forme suivante: 

dLÂ (x, J.1 j' (J)k) 
J.1j' dx = (JaÂ(J.1j,{J)k)·L~(T(x)) - (JeÂ(J.1 j ,{J)k)·LÂ(x,J.1 j ,{J)k) 

+ L PÂ ((J.1I'{J)p) -HJ.1 j ,{J)k))· LÂ (x,J.1I'{J)p) (A3.1) 

1 ~ j ~ m et 1 ~ k ~ M 

pour M directions de discrétisation de la variable (J) et toujours m directions de discrétisation 

de la variable J.1. On a donc décomposé l'espace en m X M directions possibles. LÂ est 

toujours une valeur approchée de la luminance et, pour ne pas alourdir les écritures, on garde 

la même notation. De la même façon que pour le modèle avec symétrie azimutale, PÂ prend 

en compte le coefficient de diffusion, la fonction de phase et les poids d'intégration liés à la 

quadrature numérique. Comme pour la variable J.1, nous discrétisons l'intervalle angulaire 

azimutal [0,2n] avec un pas constant (figure A3.3). On approche alors l'intégrale suivant 

l'azimut dans l'ETR par la même technique que celle de l'angle polaire, qui utilise donc les 

formules de Newton-Côtes composées avec les poids qui lui sont associés. Le découpage de 

l'intervalle angulaire azimutal [0,2n] permet de définir les directions azimutales 

{J)k 1 ~ k :::;; M . Ce découpage s'effectue avec un pas constant L!ro = 27[/ M (figure A3.3) tel 

que: 

ml m2 mM 12 mM 12+1 mM 

1 

1 1 1 
1 

1 1 
1 

0 1< 21< 
Llm Llm Llm 

21< -~ 1< -- 1< +-
2 2 2 2 

figure A3.3 : Découpage de l'intervalle angulaire azimutal 

Remarque 1 : Dans la pratique, on ne peut pas déterminer les coefficients radiatifs pour les 

deux valeurs en (J) = ° et (J) = 2n . Alors, comme pour la variable angulaire (), nous faisons 

une extrapolation linéaire pour connaître ces deux valeurs et nous utilisons une intégration du 

type trapèze pour intégrer la fonction sur les deux intervalles partiels [0,{J)1] et [roM' 2n]. 

Finalement, le coefficient PÂ est donné par : 

PÂ ( (J.1I'{J)p) --7 (J.1 j' (J)k) ) = _1_ . (J sÂ (J.11' (J)p) . PÂ ( (J.11' (J)p) --7 (J.1 j' (J)k) ) . sin((}z) . c: . C; (A3.2) 
4n 

V 1 ~ j, k ~ m et 1 ~ l, p :::;; M 
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où les coefficients C: sont les mêmes que ceux intervenant dans la relation (3.2) et définis 

par la formule de quadrature associée à la variable polaire e . Les coefficients C; l '5, p '5, M 

sont les poids d'intégration liés à la formule de quadrature en w. lis ont les mêmes valeurs 

que les coefficients ct! si l'on remplace le pas .Je par .Jw et la valeur m par M. Nous 

renvoyons à l'annexe 1 pour les valeurs de ces coefficients. 

Pour la résolution numérique des équations discrètes (A3.2), vu que nous avons encore 

un système d'équations différentielles, la méthode utilisée au chapitre ru pour l'écriture 

matricielle peut être conservée. On peut utiliser de nouveau le modèle deux courants qui 

consiste à séparer le champ de luminance selon deux hémisphères. Par contre, il est certain 

que la prise en compte de l'azimut entraînera une augmentation de la taille des vecteurs et des 

matrices intervenant dans le calcul. En fait la dimension est multipliée par le nombre de 

discrétisation retenues pour repérer l'azimut. En conséquence, l'ensemble des opérations 

matricielles nécessitera une place mémoire et des temps de calcul plus importants. 

Nous allons donc, comme dans le cas de la symétrie azimutale, introduire deux champs 

de luminance L~ et L~ correspondant respectivement aux hémisphères "avant" (0 < Il '5, 1) et 

"arrière" (-1 '5, Il < 0) et qui prennent en compte les directions azimutales : 

L~ (x) = LA (x,Ilj'Wk ) pour 1'5, j '5, ml2 et 1'5, k '5, M 

LÂ(x) = LA (x,-llj,Wk ) pour 1'5,j'5,mI2 et 1'5,k'5,M 
(A3.3) 

Les vecteurs L~ et L~ sont des vecteurs colonnes de taille (ml 2) X M . lis sont ordonnés de la 

façon suivante: pour une direction Il j' on classe dans l'ordre les directions wk (k variant de 1 

à M). Le vecteur luminance LA est alors formé des deux vecteurs L~ et L~, soit: 

LA est un vecteur colonne de taille m x M . 

On introduit maintenant les deux vecteurs @;-+ (x) et -@;'+ (x) correspondant 

respectivement aux hémisphères "avant" et "arrière" et qui prennent en compte les directions 

azimutales: 

@;-+(x) est un vecteur de taille (mI2)xM et il est ordonné de la même façon que le vecteur 

L~ : pour une direction J.1j , on classe dans l'ordre les directions wk (k variant de 1 à M). 

On définit alors le vecteur @;(x) par 
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Nous allons à présent introduire les différentes symétries qui apparaissent dans les 

coefficients radiatifs et qui nous permettront de simplifier l'écriture matricielle. On considère 

toujours le cas des fibres réparties aléatoirement dans des plans parallèles aux frontières du 

milieu. Les coefficients monochromatiques d'absorption et de diffusion étant caractéristiques 

au milieu, ils sont toujours indépendants de l'azimut, soit : 

a aÀ (Jl,m) = a aÀ (f.l) 'yi (f.l,m) E [-1,1] x [0, 2n] 

a sÀ (f.l,m) = a SÀ (f.l) 'yi (f.l, m) E [-1,1] x [0, 2n] 

et on a toujours les symétries 

aaÀ (f.l) = (J'aÀ (-f.l) 'yi ° < f.l ~ 1 

a sÀ (f.l) = a sÀ ( - f.l ) 'yi ° < f.l ~ 1 

car les plans contenant les fibres sont parallèles aux frontières du milieu. 

(A3A) 

(A3.5) 

Les relations de symétrie concernant le coefficient PÀ ont été étudiées par Milandri [1] 

et nous allons les énoncer. Nous considérons toujours une répartition aléatoire des fibres dans 

des plans qui sont parallèles aux frontières de l'échantillon. Dans ce cas, l'axe (Ox) est un axe 

de symétrie pour les plans fibreux et il vient: 

PÀ ( (f.l, m + ~m) -7 (f.l., m.) ) = PÀ ( (f.l, m) -7 (f.l., m. - ~m) ) 

'yi f.l,f.l.E [-1,1] et m,m.E [0,2n] 

Le plan (yOz) est un plan de symétrie et il vient: 

PÀ ( (f.l, m) -7 (f.l., m.) ) = PÀ ( (-f.l,m) -7 (-f.l., m.) ) 

PÀ ( (f.l, m) -7 (-f.l., m.) ) = PÀ ( (-f.l, m) -7 (f.l., m.) ) 

'yi f.l,f.l. E [0,1] et m,m. E [0, 2n] 

Le plan (xOz) est un plan de symétrie et il vient: 

PÀ ( (f.l, m) -7 (f.l., m.) ) = PÀ ( (f.l,n - m) -7 (f.l.,n - m.) ) 

'yi f.l,f.l.E [-1,1] et m,m.E [0,2n] 

Le plan (xOy) est un plan de symétrie et il vient: 

PÀ ( (f.l, m) -7 (f.l., m.) ) = PÀ ( (f.l, 2n - m) -7 (f.l., 2n - m.) ) 

'yi J.l,f.l. E [-1,1] et m,m. E [0, 2n ] 

(A3.6) 

(A3.7) 

(A3.8) 

(A3.9) 

Finalement, les symétries qui nous intéressent le plus sont celles énoncées par (A3.7) car, 

dans ce cas, d'après les relations (A3.2), (A3A) et (A3.5), il vient: 

pÀ ( (f.ll'mp) -7 (f.lj,mk )) = pÀ ( (-f.lpmp) -7 (-f.lj'illk )) 

PÀ ( (f.ll' mp) -7 (-f.l j' illk ) ) = PÀ ( (-f.ll' mp) -7 (f.l j' illk ) ) 

'yi 1 ~ j, k ~ m et 1 ~ l, p ~ M 

Ainsi les propriétés de symétrie par rapport au problème de départ avec symétrie azimutale 

sont conservées et nous obtenons la même forme matricielle pour l'ETR : 

d LÀ(x) = AÀ . LÀ (x) + @;(x) 
dx 

(A3.1O) 
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OÙ AÂ, est une matrice carrée de taille m x M qui a la même structure: 

-r A~ A~ J A,-
"" 2 1 

-AÂ, -AÂ, 

avec Al et A~ des matrices carrées, cette fois-ci de taille(m/2)xM, définies respectivement 

par les blocs (Al) jl et (A1) jl , 1-:;, j,Z-:;' m/2: 

2 2 2 2 
(A,t)l,l (A,t)1,2 (A,t)1,3 ...... (A,t)I,mI2 

2 
(A,t)2,1 

1 
A,t = 

Les blocs (Al) jl et (A1) jl sont les matrices carrées de taille M définies par: 

(Al) jl = { ~ . [ P,t ( (Ill' ID p) ~ (11 j' IDk ) ) - cr e,t (Ill ,(j) p) . 8 jl . 8 pk J} 
Il} l~k,p~M 

(A1) j/ = {~. [P,t ((llp IDp ) ~ (Ilj'IDk )) J} 
Il} l~k,p~M 

Si on considère les conditions de flux, alors d'après (1.49), (1.50) et (A3.3), le système 

différentiel (A3.l0) est associé aux conditions aux limites suivantes: 

L; (0) = [~(Il j' IDk ) Lj~m/2, \$k~M 
LÂ (E) = [ :;z;" (-11 j' IDk ) Lj~m/2, l~k~M 

(A3.11) 

Finalement, toutes les méthodes numériques que nous avons développées au chapitre III 

peuvent être utilisées ici pour la résolution du système (A3.1O) sans la symétrie azimutale, 

associant les conditions aux limites de flux (A3.11). En effet, on est amené à résoudre le 

même type de système différentiel (même structure de la matrice A,t), associé au même type 

de conditions aux limites. La seule différence avec le problème de départ est que nous avons 

maintenant à traiter un problème de plus grande taille. 

[1] A. Milandri. Détermination des paramètres radiatifs d'un isolant fibreux: théorie de 

Mie, oscillateurs de Lorentz et méthode inverse. Thèse de 3ème Cycle, Université Henri 

Poincaré, Nancy l, France, 2000. 
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Annexe 4 : La formule de Runge-Kutta implicite (TR-BDF2) 

La formule de Runge-Kutta implicite (TR-BDF2) rentre dans la catégorie des méthodes 

"DIRK" (Diagonally Implicit Runge-Kutta). Cette méthode est implantée dans le logiciel 

Matlab (version 5.3) et elle est décrite dans l'article [1]. La méthode est due à Bank et al. 

(1985) [2] qui l'ont développée pour des problèmes de simulation de circuits et de semi

conducteurs. La méthode s'écrit sous la forme du tableau classique de Runge-Kutta : 

0 0 0 0 
y d d 0 

1 (i) (i) d 

(i) (i) d 

où y = 2 - -fi, d = Y / 2 et (i) = J2 / 4 . 
, 

Sur l'équation y = f(y,t), pour avancer d'un pas de temps I1t de tn à tn+1 , on procède donc 

aux opérations : 

Yn.l = Yn 

Yn ,2 = Yn + I1t· {d . fUn' Yn) + d . fUn + y ·l1t, Yn,2) } 

Yn,3 = Yn +l1t.{(i). fUn,Yn)+(i)' fUn +y·l1t,Yn,2)+d· fUn+l'Yn,3)} 

puis Yn+l = Yn,3 

Ce schéma est donc composé d'une formule de trapèze et d'une formule de différentiation 

rétrograde d'ordre deux, d'où le nom TR-BDF2. TI est d'ordre deux et a la propriété d'être 

fortement S-stable. Pour une définition précise, nous renvoyons à Alexander [3]. 

[1] M.E. Hosea and L.F. Shampine. Analysis and implementation of TR-BDF2. Applied 

Numerical Mathematics. Vol. 20, p. 21-37,1996. 

[2] RE. Bank, W.M. Coughran, W. Fichtner, E.H. Grosse, DJ. Rose and RK. Smith. 

Transient simulation of silicon devices and circuits. IEEE Trans. Comput. Aided 

Design. Vol. 4, p. 436-451, 1985. 

[3] R Alexander. Diagonally implicit Runge-Kutta Methods for Stiff ODE's. SIAM J. 

Numer. Anal. Vol. 14, n06, 1977. 
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Annexe 5 : Construction des matrices de masse et de rigidité [M], [R], ainsi que des 

vecteurs Sr (t) , MO, RO, RE définis aux paragraphes 5.22 et 5.2.4. 

La matrice de masse [M] 

Cette matrice est symétrique. Nous remplissons alors uniquement sa partie triangulaire 

supérieure. 

• [Ml. i pour 1::;; i ::;; N 

si l'indice i est impair: 

si l'indice i est pair: 

Zi+2 
1 f (x - Zi+2)2 . (x - Zi+l)2 dx + ------~~------~ 

( Zi+2 - Zi )2 . ( Zi+l - Zi )2 

• [Ml,i+l pour 1 ~ i ~ N-1 

si l'indice i est impair : 

Zi+l 
-1 f 2 = ( )2 ( ) ( ). (X-Zi+1)'(X-Z)'(X-Zi_1) dx 

Zi+l - Zi . Zi+l - Zi-l . Zi - Zi-l 

si l'indice i est pair: 

-1 = ------------------------~ 
( Zi+2 - Zi+l ) . ( Zi+2 - Zi ) . ( Zi+l - Zi )2 

• [ML+2 pour 1~i~N-2 

si l'indice i est impair: [Ml.i+2 = 0 

si l'indice i est pair : 

1 = ----------------~--------
( Zi+2 - Zi+l ). ( Zi+2 - Zi )2. ( Zi+l - Z) 

zi_l 

Zi+2 

f (x - Zi+2)2 . (x - Zi+l)' (x - z) dx 
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Lorsque l'on considère les conditions aux limites de flux: 
Z2 

1 2 • f • [M]o,o = (X-Z2)2'(X-Z1)2 dx 
(Z2 . Zl ) ° 

• [M]O,1 = 

Z2 
1 f 2 • [M]O,2 = 2 • (X-Z2)'(X-Z1)'X dx 

Z2 . Zl . ( Z2 - Zl) ° 
• [M ]O,i = 0 pour 3 ~ i ~ N + 1 

E 

• [M]N+l,N+l = 
1 f (X-ZN)2 '(X-ZN_1 )2 dx 

ZN-l 

E 

f (x-zN)·(X-ZN_1)2.(x-E) dx 

ZN-l 

• [Ml,N+l = 0 pour O~i~N-2 

La matrice de rigidité [R] 

Cette matrice aussi est symétrique. Nous remplissons de même uniquement sa partie 

triangulaire supérieure. 

• [Rl. i pour 1 ~ i ~ N 

si l'indice i est impair : 

si l'indice i est pair : 

= 
Zi 

1 f (2x - Zi-l - Zi_2)2 dx 
( Zi - Zi-l )2 . ( Zi - Zi_2)2 zi_2 

1 zif (2x _ Zi+2 - Zi+l)2 dx 

( Zi+2 - Zi )2 . ( Zi+l - Zi)2 zi 
+ 

• [Rl,i+l pour 1 ~ i ~ N-l 
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si l'indice i est impair : 

-1 ~~ 
= 2 . f (2x - Zi+l - Zi-l)' (2x - Zi - Zi-l) dx 

( Zi+l - Zi) . ( Zi+l - Zi-l ) . ( Zi - Zi-l ) 

si l'indice i est pair : 

-1 = ------------------------~ 
( Zi+2 - Zi+l ) . ( Zi+2 - Zi ) . (Zi+l - Zi )2 

• [Rl,i+2 pour 1 ~ i ~ N - 2 

si l'indice i est impair: [Rl,i+2 = 0 

si l'indice i est pair : 

= 

• [Rl,j =0 pour i+3~j~N 

Zi-l 

Zi+2 

f (2x - Zi+2 - Zi+l) . (2x - Zi+2 - Zi) dx 

Zi 

Lorsque l'on considère les conditions aux limites de flux: 

• [RJo 1 = 

Z2 

• [RJO,2 = 2 1 . f (2x-z2 -zl)·(2x-z1) dx 
Z2 . Zl . (Z2 - Zl) 0 

• [RJO,i = 0 pour 3 ~ i ~ N + 1 

• [RJN+l,N~ = 
1 

• [RJN-1,N+l = 

• [RJi,N+l = 0 pour 0 ~ i ~ N - 2 

E 

f (2x - ZN - ZN_l)2 dx 

ZN-l 

E 

f (2x - ZN - ZN-l)' (2x - E - ZN-l) dx 

ZN-l 
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Le vecteur S,ft) : 

Sur chaque intervalle [Zi-l' Zi+'] 1:S; i:S; N , nous approchons le terme source radiatif S,(-,t) 

par un polynôme de degré deux: S,(x,t) == P;(x,t) où P;(x,t) = aJt)· x2 +bi(t)· x+ cJt). Par 

ailleurs, nous rappelons que les valeurs aux bords (en x = 0 et x = E) de la fonction Sr ne 

sont pas connues. Dans ce cas, nous imposons: S,(O,t) == S,(z"t) et S, (E,t) == S,(ZN,t). 

• (S, );(t) pour 1:S; i :s; N 

si l'indice i est impair: 

-1 Zi+' 

= _. _ . f P;(x,t)· (x-zi+,)· (x-zj-\) dx 
(Zi+' zJ (Zi zj-\) 

Zi_' 

si l'indice i est pair: 

Lorsque l'on considère les conditions aux limites de flux: 
Z2 

• (S,)o(t) =_1 __ f ~(x,t)'(X-Z2)'(X-Z,) dx 
Z2 . Z, 0 

Lorsque l'on considère les conditions aux limites de températures imposées, nous devons 

construire les vecteurs MO, RO et RE : 

Le vecteur MO : 

Z2 

• MO - 1 f (x - Z2) . (x - Z,)2 . x dx 
2 - Z22 'Z, '(Z2 -z,) - 0 

• MiO = 0 pour 3:S; i :s; N 
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Le vecteur RO: 

Le vecteur RE : 

• RiE = 0 pour 1 ~ i ~ N - 2 
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Annexe 6: Calcul du terme source radiatif et construction des matrices [A], [B] 

intervenant dans l'expression du flux conductif, en régime transitoire. 

Dans ce qui suit, 1 1 désigne le déterminant et Cl = 1/2, C2 = 1/6, C3 = 1/24. Par ailleurs, 

nous rappelons que les valeurs aux bords (en x = 0 et x = E ) du flux radiatif total ne sont pas 

connues. Ainsi, nous utilisons les formules de dérivation décentrées près des bords: 

(Qr)~n) - (Qr)~n) Cl· (Z2 -ZI)2 C2 · (Z2 -ZI)3 C3 · (Z2 -ZI)4 

(Qr)~n) - (Qr)~n) Cl· (Z3 -ZI)2 C2 · (Z3 -ZI)3 C3 · (Z3 -ZI)4 

(Q-r )4(n) - (Q-r )I(n) C ( )2 C ( )3 C ( )4 1· Z4 - ZI 2· Z4 - ZI 3· Z4 - ZI 

(SJ~n) = _ (Qr)~n) - (QJ~n) Cl· (Zs -ZI)2 C2 · (Zs -ZI)3 C3 · (Zs -ZI)4 

(Z2 -ZI) Cl· (Z2 -ZI)2 C2 · (Z2 -ZI)3 C3 . (Z2 -ZI)4 

(Sr)~n) = 

(Z3 -ZI) Cl· (Z3 -ZI)2 C2 · (Z3 -ZI)3 C3 • (Z3 -ZI)4 

(Z4 -ZI) Cl· (Z4 -ZI)2 C2 · (Z4 -ZI)3 C3 • (Z4 -ZI)4 

(Zs -ZI) Cl· (Zs -ZI)2 C2 • (Zs -ZI)3 C3 • (Zs -ZI)4 

(Qr )~n) _ (Qr )~n) Cl . (ZI -Z2)2 C2 • (ZI -Z2)3 C3 • (ZI -Z2)4 

(Qr )~n) _ (Qr )~n) Cl . (Z3 -Z2)2 C2 . (Z3 -Z2)3 C3 . (Z3 -Z2)4 

(Qr)~n) _ (Qr)~n) Cl . (Z4 -Z2)2 C2 • (Z4 -Z2)3 C3 • (Z4 -Z2)4 

(Qr )~n) _ (Qr )~n) Cl . (Zs -Z2)2 C2 • (Zs -Z2)3 C3 • (Zs -Z2)4 

(ZI -Z2) Cl . (ZI -Z2)2 C2 • (ZI -Z2)3 C3 • (ZI -Z2)4 

(Z3 -Z2) Cl . (Z3 -Z2)2 C2 • (Z3 -Z2)3 C3 • (Z3 -Zz)4 

(Z4 -Z2) Cl . (Z4 -Z2)2 C2 . (Z4 -Z2)3 C3 • (Z4 -Z2)4 

(Zs -Z2) Cl . (Zs -Z2)2 C2 • (Zs -Z2)3 C3 • (Zs -Z2)4 

A présent pour 3 ~ j ~ N - 2, nous avons 

(Qr)~"}2 - (Qr)~n) Cl· (Zj-2 _Zj)2 

(Qr)~"}l - (QJ~n) Cl· (Zj_l _Z)2 

C2 • (Zj-2 _Zj)3 

C2 • (Zj_I _Z)3 

C3 • (Zj-2 _Z)4 

C3 . (Zj_l _Z)4 

(QJ~~1 - (Qr)~n) Cl· (Zj+l _Z)2 C2 · (Zj+I _Zj)3 C3 · (Zj+I _Zj)4 

- (n) - (n) 2 3 4 
(Qr) j+2 - (Qr) j Cl· (Zj+2 -Zj) C2 • (Zj+2 -Zj) C3 • (Zj+2 -Z) 

(Zj-2 -Zj) Cl· (Zj-2 _Z)2 C2 · (Zj_2 _Zj)3 C3 · (Zj_2 _Z)4 

(Zj_l -Zj) Cl . (Zj-I _Z)2 C2 • (Zj_l -Zj/ C3 . (Zj_l _Z)4 

(Zj+l -Zj) Cl· (Zj+l _Zj)2 C2 • (Zj+l _Zj)3 C3 · (Zj+l _Zj)4 

(Zj+2 -Zj) Cl· (Zj+2 _Zj)2 C2 · (Zj+2 _Zj)3 C3 • (Zj+2 _Z)4 
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Et enfin, 
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- (n) - (n) 2 
(Qr)N-2 - (Qr)N-1 Cl' (ZN-2 -ZN-l) 

(Qr)~) - (Qr)~~l Cl' (ZN -ZN_I)2 

(ZN-2 -ZN-l) 

(ZN -ZN-l) 

Cl . (ZN-2 -ZN_I)2 

Cl . (ZN -ZN_I)2 

C2 • (ZN-2 -ZN_I)3 C3 · (ZN-2 -ZN_I)4 

C2 . (ZN -ZN_I)3 C3 . (ZN -ZN_I)4 

C2 . (ZN-2 -ZN_I)3 C3 · (ZN-2 -ZN_I)4 

C2 • (ZN -ZN_I)3 C3 • (ZN -ZN_I)4 

- (n) - (n) 2 3 4 
(Qr)N-4-(QJN CI '(ZN_4- ZN) C2 '(ZN_4- ZN) C3 '(ZN-4- ZN) 

- (n) - (n) 2 3 4 
(Qr)N-3-(Qr)N CI '(ZN_3- ZN) C2 '(ZN_3- ZN) C3 '(ZN_3- ZN) 

- (n) - (n) 2 3 4 
(Qr)N-2 - (Qr)N Cl' (ZN-2 -ZN) C2 · (ZN-2 -ZN) C3 · (ZN-2 -ZN) 

- (n) - (n) 2 3 4 
(QJN-I-(Qr)N Cl '(ZN-l-ZN) C2 '(ZN-l-ZN) C3 '(ZN-l-ZN) 

(ZN-4 -ZN) Cl' (ZN-4 -ZN)2 C2 . (ZN-4 -ZN)3 C3 · (ZN-4 -ZN)4 

(ZN-3 -ZN) Cl' (ZN-3 -ZN)2 C2 · (ZN-3 -ZN)3 C3 • (ZN-3 -ZN)4 

(ZN-2 -ZN) Cl' (ZN-2 -ZN)2 C2 · (ZN-2 -ZN)3 C3 • (ZN-2 -ZN)4 

(ZN-l -ZN) Cl' (ZN-l -ZN)2 C2 · (ZN-l -ZN)3 C3 • (ZN-l -ZN)4 

La matrice [A] 

Cette matrice est symétrique. Nous remplissons alors uniquement sa partie triangulaire 

supérieure. 

• Pour 1 ~ i ~ N et lorsque l'indice i est pair: 

[A] i i = 1 2·] (x - Zi_2)2 dx + 1 2 zr (x - Zi+2)2 dx 
2'2 ( Zi - Zi-2 ) ( Zi+2 - Zi ) 

~~ ~ 

• Pour 1 ~ i ~ N - 2 et lorsque l'indice i est pair: 

[Al,,+, ~ (z -~z ),' '1' (x-z;+»·(x-z,) dx 
2'2 i+2 i zi 

• pour.i + 2 ~ j ~ N et lorsque les indices i et j sont pairs: [A] i j = 0 
2 2 2 -,-

2 2 
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z2 

-1 f • [A]a,l = --2' (X-Z2)'X dx 
Z2 a 

• Pour 2:::;.i:::; N + 1 et lorsque l'indice i est pair: [A] ,= 0 
2 2 a~ 

• [A]N+l N+l 
-2-'-2-

• [A]N_l N+l 
-2-'-2-

'2 

-1 E 
= . f (x - Z ) . (x - E) dx 

(E _)2 N-l 
ZN-l 

zN_l 

• Pour O:::;.i:::; N - 3 et lorsque l'indice i est pair: [A] i N+l = 0 
2 2 2'-2-

La matrice [B] 

• Pour 1:::; i:::; N et lorsque l'indice i est pair: 
z' 1 1 

[B] i , = 2' f (2x - Zi-l - Zi-2) . (x - Zi-2) dx 
2" (Zi - Zi-l ) . ( Zi - Zi-2 ) z 

i-2 

• Pour 1:::; i:::; N -1 et lorsque l'indice i est pair: 

[B], = 1 zr (2X-Zi+2 -z)'(X-Zi+2) dx 
~,i+l ( Zi+2 - Zi ) . ( Zi+l - Zi ) . ( Zi+2 - Zi+l ) 

Zi 

• Pour 1:::; i:::; N - 2 et lorsque l'indice i est pair: 

• Pour i+3:::;j:::;N, l:::;i:::;N-3 etlorsquel'indiceiestpair: [B], =0 
l , 

2'} 

• Pour 2:::; i :::; N et lorsque l'indice i est pair: 

[Bl = 1 
~,i-l ( Zi-l - Zi-2 ) . (Zi-l - Zi ) . ( Zi - Zi-2 ) 

Zi 

f (2x - Zi - Zi-2)' (x - Zi-2) dx 

Zi-2 

• Pour 3:::; i :::; N et lorsque l'indice i est pair: 
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• Pour 1 ~ j ~ i - 3 , 4 ~ i ~ N et lorsque l'indice i est pair: [B]. = 0 
1 . z,j 

Z2 

• [B]O,2 = 2 -1 . f (2x - Zl)' (x - Z2) dx 
Z2 . (Z2 - Zl) 0 

• Pour 3 ~ j ~ N + 1: [B]o,j = 0 

• [B]lO = 

• Pour 2 ~.i ~ N + 1 
et lorsque l'indice i est pair: [B]. = 0 

2 2 ~ 

E 
1 

• [B]N+l = ------:-----
-2-,N+l (E - ZN_l)2 . (E - ZN) 

f (2x - ZN - ZN-l)' (x - ZN-l) dx 

• Pour 0 ~ j ~ N - 2: [B]N+l = 0 
-2-,j 

-1 
• [B]N_l = --------

-2-,N+l (E - ZN_l)2 . (E - ZN) 

ZN-l 

E f (2x-ZN -ZN_l)·(x-E) dx 

zN-l 

P 0 i N - 3 1 l" d'" 0 • our ~ - ~ -- et orsque III lce l est paIr: [B]j = 
2 2 -,N+l 

2 



231 

Annexe 7 : Problème test 

Pour mesurer l'efficacité (et sa programmation ... ) de la méthode des éléments finis 

combinée à la méthode de Runge-Kutta implicite présentée au chapitre V, nous l'avons testée 

sur un problème modèle dont on connaît la solution analytique et qui est représentatif du 

problème spécifique pour lequel a été étudiée la méthode (équation parabolique dont la 

solution en temps présente un profil raide). Bien que nous ayons effectué plusieurs essais, 

nous n'en reportons ici qu'un seul (et pour les températures imposées aux frontières) mais qui 

est cependant significatif. Voici l'exemple que nous avons traité: 

(T - f (t)) C . t 
T(x,t)= E ·x+f(t)- 1 x·(x-E) "iI0'5,x'5,EetO'5,t'5,50s 

E (c2 + x) 

avec des conditions aux limites et une condition initiale compatibles avec la solution. 

f (t) = (Ta - TE) . t + TE "il 0 '5, t '5, 50 s, I: = 400 K, TE = 300 K 
50 

T(x,O) = TE "il XE [0, E], Cl = 100000 et C2 = 300 

Dans ce cas, le second membre de l'équation est donné par: 

dT ' (dT J2 d
2
T Sr(x,t) =p . cp' -at(x,t) - ÂcCT(x,t))· dx (x,t) - Âc(T(x,t))· dx2 (x,t) 

"il 0 < x < E et 0 '5, t '5, 50 s . 

avec 

dT (x,t)=(l-~).i(t)- cl·x·(x-E) 
dt E (c2 +x) 

dT (x,t) = (TE - f(t)) -Cl .t'(l- C2 '(C2 +~)J 
dx E (C2 +x) 

d 2T ( ) __ 2t . Cl . C2 • (C2 + E) 
2 x,t - 3 

dx (C2 + x) 

La figure ci-dessous montre alors un parfait accord entre les solutions numérique et 

anal ytique. 

figure A 7.1 : Comparaison entre les solutions numérique et analytique 
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NOMENCLATURE 

c vitesse de propagation du rayonnement dans le vide mis 

s abscisse curviligne m 

t temps s 

x position dans le milieu m 

E épaisseur du milieu m 

T température K 

Ta température chaude au bord en x = 0 K 

TE température froide au bord en x = E K 

Cp chaleur massique à pression constante JI(kg·K) 

L
Â 

luminance monochromatique W/(m3.sr) 

L~ luminance monochromatique du corps noir Wlm3 

QrÂ flux radiatif monochromatique Wlm3 

Qr flux radiatif total Wlm2 

Qc flux conductif Wlm2 

QI flux total Wlm2 

Sr terme source radiatif Wlm3 

ho coefficient d'échange par convection en x = 0 W/(m2.K) 

hE coefficient d'échange par convection en x = E W/(m2.K) 

T=.o température ambiante du milieu extérieur en contact avec la face avant K 

T=.E température ambiante du milieu extérieur en contact avec la face arrière K 

température de film du milieu extérieur en contact avec la frontière 

P
Â 

fonction de phase monochromatique 

Symboles Grecs 

direction de propagation du rayonnement 

longueur d'onde 

K 

m 
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Q angle solide 

() angle polaire 

(J) angle azimutal 

f.l cosinus de l'angle polaire 

p masse volumique 

conductivité thermique du milieu 

coefficient monochromatique d'absorption 

coefficient monochromatique de diffusion 

coefficient monochromatique d'extinction 

Indices 

Â monochromatique 

a absorption 

s diffusion 

e extinction 

r radiatif 

c conduction 

t total 

O,E frontières 

Exposants 

o relatif au corps noir 

+ hémisphère avant (0 < f.l ~ 1) 

hémisphère arrière (-1 ~ f.l < 0) 

kg/m3 

W/(m·K) 

-1 m 

-1 m 

-1 m 
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R ' , . e:sume 

L'objet de ce travail est l'étude et l'analyse numérique des transferts de chaleur couplés par 
rayonne.ment et conduction à travers les milieux semi-transp~ents, Le modèle utilisé est constitué 
d'un système de deux équations aux dérivées partielles couplées: l'équation intégro-différentielle 
du transfert radiatif (ETR), qui a comme inconnue la luminance, et une équation non linéaire de la 
chaleur régissant la température dans le milieu, Dans le premier chapitre de la thèse, nous détaillons 
la modélisation avec les hypothèses simplificatrices qu'elle comporte. Dans le second chapitre, nous 
montrons l'existence et l'nnicité du système couplé d'équations en régime stationnaire. Le troisième 
chapitre est consacré à la résolution numérique des équations en régime stationnaire. Pour résoudre 
l'ETR, nous discrétisons l'espace angulaire suivant plusieurs directions et nous utilisons une 
quadrature numérique pour approcher l'intégrale de l'équation. TI en résulte alors un système 
différentiel linéaire du premier ordre que nous résolvons par trois méthodes différentes. La 
deuxième équation est résolue à l'aide d'un schéma aux différences finies, associé à une 
transformation de Kirchhoff. Le couplage entre les deux équations est résolu par une méthode de 
point fixe. Dans le quatrième chapitre, nous étudions la convergence d'un schéma numérique en 
régime stationnaire. Dans le cinquième chapitre nous présentons une méthode numérique pOUT 

. résoudre le système couplé en régime transitoire, d'une part lorsque les températures sont imposées 
aux frontières et, d'autre part, lorsque le milieu est soumis à des conditions de flux. L'équation de la 
chaleur est résolue en espace par la méthode des éléments finis p2. Le système différentiel en temps 
est résolu par une méthode de Runge-Kutta implicite, adaptée aux équations raides. Le dernier 
chapitre de ce travail analyse les résultats numériques obtenus par la simulation appliquée à un 
matériau isolant constitué de fibres de silice. 

Mots clés: Rayonnement, conduction, milieu semi-transparent, non linéaire, point fixe, système 
différentiel, différences finies, éléments finis. 

Abs1rad 

The mm of this work ls the study and the numerical analysis of heat transfer coupled by 
radiation and conduction through semi-transparent media. The model used is a system of partial 
differential equations coupling the intFgro-differential equation of the radiative transfer (~TE), 
which has as un.'mown the radiation intensity, and a nonlinear heat equation governing the 
temperature in the medium. In the frrst chapter of the thesis, we detail the modelling and the 
simplifying assumptions. In the second chapter, we show the existence and unicity of the coupled 
system of equations in steady state. The third chapter is devoted to the numerical solution of the 
equations in steady state. In order to solve the RTE, the angular space is ruscretized according to 
several directions and a quadrature rule is used to approach the integral of the equation. Theil, it 
results a frrst order linear differential equation system which was solved by three different methods. 
The second equation is solved using the Kirchhoff transformation associated with a centered fInite 
difference scheme. The coupled system of equations is sol ved using a fIxed-point method. In the 
fourth chapter, we study the convergence of a numerical scheme in steady state. In the flfth chapter, 
we present a numerical method achieved to solve the coupled system in transient state, frrstly when 
the temperatures are imposed at the boundaries and, secondly, when the medium is subjected to flux 
conditions. The heat equation is solved in space by the fInite element method pZ. The differential 
system in time is solved by a implicit Runge-Kutta method, adapted to stiff equations. The last 
chapter of this work analyses the numerical results obtained by the simulation applied on a insulator 
composed of silica fibers. 

Key words: Radiation, conduction, semi-transparent medium, non linear, fixed point, differential 
system, finites differences, finites elements. 
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