
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

AVERTISSEMENT 
 
 

Ce document est le fruit d'un long travail approuvé par le jury de 
soutenance et mis à disposition de l'ensemble de la 
communauté universitaire élargie. 
 
Il est soumis à la propriété intellectuelle de l'auteur. Ceci 
implique une obligation de citation et de référencement lors de 
l’utilisation de ce document. 
 
D'autre part, toute contrefaçon, plagiat, reproduction  illicite 
encourt une poursuite pénale. 
 
Contact : ddoc-theses-contact@univ-lorraine.fr 
 
 
 
 
 

LIENS 
 
 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 122. 4 
Code de la Propriété Intellectuelle. articles L 335.2- L 335.10 
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php 
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm 

mailto:theses.sciences@scd.uhp-nancy.fr
http://www.cfcopies.com/V2/leg/leg_droi.php
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm
http://www.culture.gouv.fr/culture/infos-pratiques/droits/protection.htm


S.C.D.• U ~,.. , 1:1 \'i "'. ~\W"" •
~~l.~ ~ 6~j"'\. i;,,# 11 fi

BIBLIOTHÈQUE DES SCIENCES
Rue du Jardin Botanique

54600 VILLERS-tES-NANCY

UFR S.T.M.I.A.
École Doctorale IAE + M
Université Henri Poincaré- Nancy 1
D.F.D. Mathématiques

Contribution à l'analyse et la simulation numérique de
l'équation de Vlasov.

THÈSE

présentée et soutenue publiquement le 02 juillet 2001

pour l'obtention du

Doctorat de l'Université Henri Poincaré - Nancy 1
(Spécialité Mathématiques appliquées)

par

Francis FILBET.

Composition du jury

RapportenT's: P. DEGOND,

F. BOUCHUT,

Président: P. BERTRAND,

E3;arninatenrs: S. BENACHOUR,

PH. LAURENÇOT,

E. SONNENDRUCKER,

Directeur de Recherche CNRS,
Univ. P. Sabatier, Toulouse.
Chargé de Recherche CNRS,
ENS Ulm, Paris.
Professeur,
Univ. H. Poincaré, Nancy.
Professeur,
Univ. Nancy 2, Nancy.
Chargé de Recherche CNRS,
Univ. P. Sabatier, Toulouse.
Professeur,
Univ. L. Pasteur, Strasbourg.

Institut Élie Cartan Nancy.



S.C.D, • lI.H.P. NIl,NCY 1
BIBLIOTHÈQUE DES SCIENCES

Rue du Jardin Botanique

54600 VILLERS-LES-NANCY

1

Je tiens à remercier tout particulièrement Eric Sonnendrücker et Saïd Bena
chour qui m'ont encadré durant ces trois années de thèse. J'ai pu bénéficier de leurs
compétences et apprécier la liberté qu'ils m'ont accordé dans mes choix de recherche.
Je leur en suis profondément reconnaissant.

Je remercie François Bouchut et Pierre Degond de s'être intéressés à mon tra
vail et d'avoir accepté la lourde tâche de rapporteur. Leurs remarques ont permis
l'amélioration de ce document.

J'adresse tous mes remerciements à Pierre Bertrand pour avoir accepté de présider
ce jury et pour m'avoir transmis sa passion pour la physique des plasmas. Philippe
Laurençot a joué un rôle important dans la préparation cette thèse, j'ai apprécié sa pa
tience et sa disponibilité, et ses nombreux conseils ont guidé une partie de ces travaux.

Toute ma gratitude va également à l'équipe E.D.P. de l'institut Elie Cartan au
sein de laquelle cette thèse s'est déroulée dans de très bonnes conditions. La diversité
de cette équipe m'a été très profitable et m'a permis de progresser. Je tiens parti
culièrement à remercier Genia et Christine Kazantsev, Jean-Rodolphe Roche, Bruno
Pinçon, Marius Tucsnak, Olivier Coulaud, les composantes nancéenne et strasbour
geoise de l'ACI Jeunes chercheurs "Analyse mathématique et simulation numérique
de particules chargées" et le LPMI de Nancy. Merci à tous pour m'avoir supporté.

J'ai apprécié les qualités scientifiques du "Landau team", plus particulièrement
Lorenzo Pareschi, Stéphane Cordier, Christophe Buet et Cédric Villani. Je remercie
le GdR SParCh et le TMR "Asymptotic Methods in Kinetic Theory" qui m'ont per
mis de participer à diverses manifestations scientifiques (CEMRACS'99, Workshops,
séjours à l'Université de Ferrare). Je tiens également à saluer l'équipe de Jacques
Segré au C.E.A. à Bruyères-le-Châtel pour son accueil très chaleureux et Jean-Louis
Lemaire avec qui j'ai eu l'occasion de collaborer.

Cette thèse a été réalisée grâce au soutien financier de la région Lorraine, du CEA
et de l'INRIA.

Last but not least, je ne saurais dire ici combien je dois à ma famille qui m'a
constarnment soutenu au cours de ces trois années. Merci à Céline qui nl1apporte
beaucoup.



2



TABLE DES MATIÈRES

Table des matières

SoC.O. - tl.I'!.? i\JiUIlCY 1
Bi8L10THÈQUE DES SCiENCES

Rue du Jardin Botanique

54600 VillERS-lES-NANCY

3

1 Introduction. 5

2 Analyse d'un schéma volumes finis pour Vlasov-Poisson. 25
2.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.2 Régularité et discrétisation de l'équation de Vlasov-Poisson. 26
2.3 Estimations a priori. 31

2.3.1 Estimation sur les dérivées de Eh, 34
2.3.2 Estimation EV faible de !ho . 36
2.3.3 Estimation EV forte de!h. . . . . 39

2.4 Démonstration du théorème 2.1. ..... 43
2.4.1 Convergence vers la solution faible de l'équation de Vlasov. 44
2.4.2 Convergence vers la solution de l'équation de Poisson. 48

2.5 Estimations d'erreurs. 49
2.6 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3 Quelques schémas conservatifs pour l'équation de Vlasov.
3.1 Introduction. . .
3.2 L'équation de Vlasov. . .
3.3 La méthode de conservation des flux.

3.3.1 La reconstruction ENO....
3.3.2 La méthode Positive et à Flux Conservatif (PFC).

3.4 La méthode semi-Iagrangienne. . ..
3.4.1 L'interpolation de Lagrange.
3.4.2 L'interpolation d'Hermite...

3.5 La méthode de conservation de l'énergie..
3.6 Tests numériques. . . . . . . . . . . . .

3.6.1 L'advection linéaire. . .....
3.6.2 Le système de Vlasov-Poisson.

3.7 Conclusion. . . . . . . . . . .....

4 L'équation de Vlasov axisymétrique.
4.1 Introduction. . .
4.2 Recherche d'invariants .

61
61
63
64
66
68
73
74
75
76
79
79
80
91

97
97
99



4 TABLE DES MATIÈRES

5

4.3 Solutions stationnaires.. . . . . . . . . . . . . . . ..
4.3.1 Fonction de distribution K-V. . . . . . . . . .
4.3.2 Fonction distribution de Maxwell-Boltzmann.

4.4 Discrétisation de l'équation de Vlasov axisymétrique.
4.5 Résultats numériques. . .

4.5.1 Faisceau semi-gaussien.
4.5.2 Faisceau Maxwell-Boltzmann.

4.6 Conclusion. . . . . . . . . . . . . . .

Approximation de l'équation de Landau.
5.1 Introduction. . .
5.2 Comparaison de schémas numériques. . . . . . . . . . . .

5.2.1 Trois algorithmes rapides pour l'équation de Landau..
5.2.2 Tests numériques dans le cas homogène. . . . . . . . .
5.2.3 Une première discrétisation de l'équation de Landau non ho-

mogène .
5.2.4 Tests numériques dans le cas non homogène ID x 3D .
5.2.5 Conclusion...........................

5.3 Discrétisation de l'équation de Landau non homogène 2D x 2D..
5.3.1 La méthode numérique.
5.3.2 Tests numériques.
5.3.3 Conclusion.. .

100
100
103
103
105
105
106
109

115
115
117
118
127

136
137
139
142
143
150
155

6 Existence de solutions pour Vlasov-Darwin.
6.1 Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
6.2 Adimensionnement des équations de Vlasov-Darwin.
6.3 Estimations a priori .
6.4 Étude d'un problème régularisé. . . . . .
6.5 Preuve de la Proposition 6.4. .. . . . .
6.6 Étude de l'existence de solutions faibles.
6.7 Convergence de Vlasov-Darwin pour des petites vitesses.

163
163
166
169
182
184
193
196



S.C.D. - lUi.P. NANCY 1
BIBLIOTHÈQUE DES SCIENCE~

Rue du Jardin Botanique

54600 VILLERS-LES-NANCY

5

Chapitre 1

Introduction.

Un plasma est un gaz constitué de particules chargées, ionisées, et dont la densité
satisfait simultanément deux critères. Elle doit être suffisamment élevée pour que les
particules obéissent aux lois statistiques, mais assez faible pour que les interactions
binaires soient négligeables comparées aux forces coulombiennes de longue portée. En
fait, la caractéristique d'un plasma est la prépondérance des effets collectifs sur les
interactions entre les particules.

Au-dessus d'une température de 100 000 K, la matière est dans un état ionisé.
Pour cette raison, le plasma est parfois appelé le quatrième état de la matière. En
effet, l'augmentation de la température provoque le passage de l'état solide à l'état
liquide. De même, si la température d'un liquide est assez élevée, il se transforme en
gaz. Enfin, si un gaz est porté à très haute température, les particules sont ionisées,
et l'on obtient un plasma.

Pour autant, il est possible de générer un plasma sans recourir à l'augmentation
de la température. Pour cela, il faut provoquer un mécanisme d'ionisation à une très
faible densité. D'ailleurs, la plupart des plasmas fabriqués en laboratoires ou se situant
dans la couche ionosphérique (au-dessus de l'atmosphère) suivent ce principe.

L'état de plasma dépend donc plutôt du ratio de la densité des particules sur la
température. Ce n'est qu'en introduisant les échelles caractéristiques d'un plasma
que nous constatons cette propriété. Tout d'abord, pour caractériser l'échelle du
temps, nous introduisons la fréquence plasma: si un groupe d'électrons est bruta
lement déplacé, une force électrostatique de direction opposée au déplacement est
créée de manière à rétablir la position d'équilibre. Ces particules oscillent autour de
cette position. La fréquence plasma représente la fréquence de ces oscillations et est
définie par

(

2 ) 1/2noq
Wp = éa rr~c

où no représente la densité des électrons, q la charge, me la masse d'un électron et fa
la permittivité du vide.

Ensuite, l'échelle d'espaee est caractérisée par la longueur de Debye ÀD, qui définit
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le seuil au-dessus duquel l'individualité des particules disparaît, et l'ensemble des par
ticules est perçu comme un nuage électronique. En termes de densité et de température
la longueur de Debye s'exprime de la façon suivante

où ct désigne l'espèce des particules, no,,, la densité, T" la température des particules
ct et k B la constante de Boltzmann. La longueur de Debye fait clairement apparaître
l'importance que joue le ratio de la densité sur la température dans la définition d'un
plasma. Nous définissons ensuite la sphère de Debye, qui est la sphère de rayon ÀD

et qui exprime la zone d'influence d'une particule. Ainsi, le nombre de particules
contenu dans cette sphère no Àb joue un rôle important en physique des plasmas.
C'est pourquoi, nous introduisons le paramètre plasma g

1
g= --3-'

no À D

Étant donné que la fréquence de collisions entre les particules décroît avec la den
sité l ou lorsque la température croît, la condition "g tend vers zéro" correspond
à une décroissance de la fréquence de collisions. En effet, les forces eoulombiennes
exercées entre deux particules voîsines, sont négligeables devant la force de Coulomb
générée par l'ensemble des particules. Dans ce travail, nous nous sommes essentielle
ment intéressés aux plasmas "Vlasov", c'est-à-dire pour lesquels le paramètre g est
suffisamment petit pour négliger les collisions entre les particules.

Bien que les plasmas soient très peu présents sur la Terre dans leur état na
turel, leurs applications sont de plus en plus diversifiées. Dans la vie de tous les
jours, on trouve les plasmas dans les tubes à décharge électrique (tubes à néons), les
arcs électriques... Les premiers travaux d'expériences concernant la physique des plas
mas remontent aux années vingt par Langmuir, Tonks... Par exemple, les décharges
électriques sont utilisées dans le traitement de matériaux et de surfaces. Les plasmas
se retrouvent également dans les écrans plats. Cependant, l'application majeure de la
physique des plasmas est la recherche sur la fusion thermonucléaire contrôlée qui a
pour but d'obtenir une énergie propre et renouvelable utilisant la fusion à l'image de
ce qui se produit dans une bombe à hydrogène ou dans le soleil.

Il existe deux moyens pour produire de l'énergie par réaction nucléaire. D'une
part, la fission consiste à faire collisioner un atome d'Uranium 235 avec un neutron
thermique, le noyau se brise alors en deux parties plus légères. Il est suivi de l'émission
de deux ou trois neutrons qui libèrent de l'énergie et qui vont à leur tour réagir dans
une réaction de fission en chaine. Ce procédé est aujourd'hui largement exploité.

D'autre part, la fusion consiste en la formation d'un atome plus lourd à partir du
contact entre deux atomes plus légers ayant vaincu la force de répulsion coulombienne.
Il y a alors production d'énergie, selon la relation d'Einstein (E = mc2 ), du fait de
la différence de masse entre les réactifs et les sous-produits de la réaction de fusion.
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La fusion du Deutérium avec le Tritium est la plus simple à réaliser, elle polarise
donc les recherches. Le Deutérium (D) est non radioactif, c'est un atome d'hydrogène
(H) qui s'est vu rajouter un neutron. Sur Terre une molécule d'eau sur 30 000 est de
l'eau lourde c'est-à-dire qu'elle contient deux atomes de Deutérium. En fait, un mètre
cube d'eau renferme 34 g de Deutérium qui sera équivalent, sur le plan énergétique
(en termes de fusion), à 300 000 litres de pétrole. Quant au Tritium (T), d'une période
radioactive de 12 ans, et donc relativement vite désintégré par rapport à de l'Uranium
(U) utilisé dans la réaction de fission, il sera produit par surrégénération du Lithium
(Li) représentant 0.004% de la croûte terrestre.

-+ Hé + T + 4.78 MeV

-+ He4 + T + nI - 2.47 MeV,

où He symbolise un atome d'Hélium et nI un neutron.
L'avantage économique majeur de la réaction de fusion est que ces éléments sont

uniformément répartis sur Terre. La réaction de fusion considérée entraîne la formation
d'Hélium non radioactif, ne pouvant être confiné dans l'atmosphère terrestre du fait
de la vitesse de libération.

D+T-+Hé (3.52 MeV)+n l (14.06 MeV).

Les quantités de combustibles et de cendres produites par an et par réacteur seraient
de quelques centaines de kilogrammes. De plus, de par les critères très stricts de la
réaction de fusion il ne peut y avoir "emballement" comme c'est possible pour la
réaction de fission qui nécessite un contrôle actif. Sans l'injection de combustible dans
le réacteur, son fonctionnement ne serait que de quelques dizaines de secondes. De plus,
la faible quantité de réactifs présents dans le réacteur (environ 10 grammes) limite
l'importance de tout accident éventuel. Mais un réacteur à fusion devra supporter
des contraintes neutroniques, thermiques, mécaniques très sévères de sorte que la
réalisation industrielle d'un réacteur est un réel défi. Le réacteur sera alimenté en
combustible (mélange Deutérium-Tritium). Ce mélange passera alors à l'état plasma,
au sein duquel la réaetion de fusion aura lieu. L'émission d'un neutron thermique,
pouvant traverser la barrière magnétique, sera l'origine de la régénération du Tritium,
par surrégénération du Lithium "stocké" dans la paroi. Ce Tritium sera alors mélangé
avec le Deutérium et réintroduit dans la ehambre. La production d'Hélium sera l'un
des moyens de ehauffage, de par la perte de l'énergie cinétique de ees noyaux sous
forme de chaleur. L'Hélium, produit non radioactif, sera extrait du plasma. La chaleur
produite sera transformée en électricité par l'intermédiaire d'un fluide caloporteur,
selon des techniques bien développées dans l'exploitation de l'énergie de fission.

Pour que deux noyaux puissent fusionner, et donc fournir de l'énergie, il faut
qu'ils parviennent à s'approcher à des distances très faibles pour lesquelles les forces
nucléaires peuvent intervenir. Pour ce faire les noyaux doivent posséder une énergie
cinétique suffisante pour vaincre la force de Coulomb, liée à la charge électrique
des noyaux. Cette force de répulsion a une portée bien supérieure à celle des forces
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FIG. 1.1 - Fusion d'un atome de Tritium et de Deutérium permettant de fournir de
l'énergie.

nucléaires. Cependant, il existe une distance (Ra) à partir de laquelle les forces at
tractives prennent le pas sur les forces répulsives. Pour les noyaux auxquels nous nous
intéressons, cette distance est de l'ordre du diamètre nucléaire (5. 10-15 m).

Le processus de fusion exige de chauffer et maintenir le plasma à des régimes de
température plus importants que dans le coeur du soleil. Ces contraintes dictent les
recherches qui définiront le coeur des réacteurs car il faut maintenir le plasma dans
des conditions favorables aux réactions et cela pendant un temps suffisamment long.
Cette capacité à conserver la chaleur suffisamment longtemps est appelée confinement
de l'énergie.

Alors que dans le soleil le confinement est gravitationnel, sur Terre deux voies de
recherche se développent: la méthode du confinement inertiel et celle du confinement
magnétique.

Le confinement inertiel est dû à la propre inertie des particules. C'est à l'intérieur
d'une microcapsule de mélange réaetif fortement comprimée par des lasers que la
fusion se produit, d'abord au centre puis vers l'extérieur, par propagation, dans le
combustible froid environnant. La réaction de fusion a lieu aussi longtemps que le
combustible reste confiné par sa propre inertie.

Le confinement magnétique a été historiquement le premier et reste toujours
prépondérant, même si la recherche sur le confinement inertiel a tendance à plus
se développer. Pour le confinement magnétique, la pression magnétique équilibre la
pression cinétique et empêche théoriquement le contact avec les parois du fait de la
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création d'un véritable bouclier magnétique. De plus, dans un plasma, les particules
se mouvant de façon désordonnée, l'ajout d'un champ magnétique fait qu'elles ac
quièrent un mouvement de giration hélicoïdale autour des lignes de champ formées
dans le plasma.

Le confinement est limité par les collisions coulombiennes entre particules d'espèces
différentes (électrons et ions par exemple) qui provoquent un phénomène de diffusion
de ces particules à travers les surfaces magnétiques. Le plasma n'étant pas en équilibre
thermodynamique, vu que la présence du champ magnétique n'apporte pas d'énergie
potentielle, les collisions entres particules font évoluer le système vers l'équilibre, à n
et T constant, détruisant ainsi le confinement. Le problème est que les collisions ne
constituent pas le seul mécanisme qui eontrôle cette évolution.

Un plasma confiné est le siège d'un grand nombre d'oscillations. La plupart d'entre
elles sont stables mais certaines sont instables. La vitesse de propagation de ces
dernières est telle qu'elles sont en résonance avec le mouvement d'un ensemble pri
vilégié de particules dont elles tirent par effet Landau l'énergie nécessaire à leur am
plification. Il en résulte des champs électriques turbulents qui jouent un rôle analogue
à celui des collisions pour augmenter les coefficients de transport perpendiculaires. Il
peut en résulter des instabilités et des pertes.

Enfin, il faut éviter la contamination du plasma par des impuretés, c'est-à-dire
par les atomes qui se libèrent lorsque le plasma atteint une température extrêmement
élevée et entre en contact avec la surface des matériaux constituant la chambre. Cette
contamination est susceptible de refroidir le plasma et de réduire la probabilité de
fusion en diluant les ions de Deutérium et de Tritium combustibles. De plus, il y aura
perte par rayonnement électromagnétique. En effet, les impuretés sont des particules
d'éléments "lourds" qui en traversant le plasma s'ionisent. Le problème responsable
de ce rayonnement électromagnétique est que ces impuretés ne s'ionisent pas totale
ment et ainsi attirent les électrons. Pour les numéros atomiques élevés, l'ignition est
empêchée à partir d'une concentration en impuretés de quelques pour cent. Pour les
numéros atomiques faibles il y a seulement dilution. Son principe consiste à dévier
des particules du plasma à l'aide de champs magnétiques vers des plaques cibles de
vant lesquelles le flux du plasma réduira les impuretés. De cela il résultera un plasma
peu chaud et très dense qui protégera ces plaques de l'énergie incidente et réduira la
production d'impuretés.

La compréhension de tous les phénomènes entrant en jeu nécessite une modélisation
mathématique à la fois du transport, des collisions et des interactions des particules
qui suivent les lois de la physique statistique. On représentera l'ensemble des parti
cules d'une même espèce par une fonction de distribution f(t,:i;,t;) qui est positive,
et dépend de sept variables, le temps t, la position x, et la vitesse v (ou l'impulsion
O, Nous supposerons que f(t, . ,.) appartient au moins à l'espace Ltoc(JR.d x JR.d),
où d représente la dimension du problème. D'un point de vue physique f(t,x,Odx dt;
représente la probabilité de trouver des particules dans un élément de volume dx dt;
au temps t, au point de l'espace des phases (x,t;). Le domaine physique, caractérisé
par la variable x, peut être un ouvert borné n. Il en va de même pour l'espace des
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vitesses (ou de l'impulsion O. Pour certains modèles, en utilisant la symétrie du do·
maine géométrique, la dimension des espaces x et ç peut être différente. Par exemple,
le problème ID1/2 signifie que l'espace des phases est (x,ç) E JR X JR2.

Comme nous l'avons déjà vu, les particules sont soumises aux forces coulombiennes
de longue portée générées par le mouvement de l'ensemble des particules. Ces forces
sont assimilées à des champs moyens électromagnétiques, appelés champs autoconsis
tants. Ainsi, les équations du mouvement sont données soit par la loi de Newton dans
le cas classique, soit par la relation d'Einstein dans le cas relativiste

dx;
dt = v(ç),

dç
dt = F(t,x,v(Ç)), (1.1)

où F (t,x,v) représente le champ de force total et dans le cadre classique la valeur de
la vitesse v (Ç) est donnée par

v(O = Çjm,

tandis que dans le cadre relativiste

ç/m
v(Ç) = VI + 1f,121m2 c2

Ce système peut être reformulé à travers une équation aux dérivées partielles
vérifiée par la fonction de distribution f, qui traduit la conservation du nombre de
particules le long des trajectoires

d of°= d/(t,x(t),ç(t)) = at + v(Ç).\1x f + F(t,x,v).\1çf.

La fonction de distribution f(t,x,O qui décrit l'évolution statistique du système de
particules, est constante le long des courbes caractéristiques (x(t),ç(t)) données par
(1.1). Nous obtenons alors, l'équation de Vlasov

ofat + v(ç).\1xf + F(t,x,v).\1ç/ = °
avec une donnée initiale à t=O,

f(t = o,x,Ç) = fo(x,O, If (x,ç) E JR3 X JR3.

Le champ de force F (t,x, v) est la force de Lorentz donnée par

F(t,x,v) = '1. (E(t,x) + v /\ B(t,x)) ,
rn

(1.2)

(1.3)

(1.4)

où E(t,x), B(t,x) désignent les champs moyens autoconsistants solutions des équations
de Maxwell

aE 2 .i--c \1xB=-
at Eo'

aB
8t + \1 xE = 0,

\1. E =!.!..., \1. B = 0,
EO

(1.5)
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où c représente la vitesse de la lumière dans le vide, fa la permittivité du vide, p(t,x)
et j(t,x) sont les densités de charge et de courant calculées à partir de la fonction de
distribution f(t,x,O

p(t,x) = q l' f(t,x,Odç,
lmd

j(t,x) = q l' v f(t,x,Odç,
lmd

(1.6)

où q est la charge d'une particule. Un modèle approché et souvent utilisé, est le système
de Vlasov-Poisson, qui ne prend en compte que les effets électrostatiques (B = 0) et
où (1.5) est remplacé par

p
V'. E = -, et V' x E = O.

fa
(1.7)

Le problème de l'existence de solution du modèle de Vlasov-Poisson (VP) et Vlasov
Maxwell (VM) a fait l'objet de recherches actives ces dernières années. Nous rappe
lons ici les principaux résultats concernant les théorèmes d'existence de solutions des
systèmes de Vlasov-Maxwell classique ou relativiste et Vlasov-Poisson classique.

Le premier résultat d'existence de solutions classiques pour Vlasov-Poisson est
donné par S.V. Iordanskii [25]. S. Ukai et T. Okabe [30] montrent ensuite l'existence
et l'unicité de solutions globales en temps pour le problème en dimension deux, et
l'existence locale en temps en dimension trois. C. Bardos et P. Degond donnent un
théorème d'existence de solutions pour (VP) en dimension trois pour des données
initiales petites [4]. Le problème en dimension trois est complètement résolu par K.
Pfaffelmoser [27]. Ce résultat a été simplifié et amélioré par différents auteurs [23, 24,
26, 29]. Cette approche consiste à considérer une solution dont la donnée initiale est
à support compact et à contrôler l'accroissement du support au cours du temps. Soit

Q(t) = 1 +sup{lvl::J (T,X) E [O,t[XJR3,j(T,X,V) of O}.

Dans [27], nous pouvons trouver le résultat suivant

Théorème 1. Supposons que la donnée initiale fa soit une fonction positive à
support compact appartenant à CZ(JR3 x JR3). Alors, le problème de Vlasov-Poisson
(1.2)-(1.7) sur tout l'espace JR3 x JR3 admet une uniqv.e sol1Jtion f appartenant à
CI(JR+ X JR3 X JR3) et

Q(t) ::: Cp (l + t)P, p> 33/17

et le champ électrique autoconsistant E appartient à Cl (JR+ X JR3) et est lipschitzien
par rapport à x.

Notons que le taux de croissance du support de la fonction de distribution f a été
amélioré dans [29], mais sa valeur optimale est toujours inconnue.
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Lorsque la donnée initiale n'est pas à support compact, P.-L. Lions et B. Perthame
[26J ont développé une autre approche qui consiste à rechercher des solutions fortes.
L'équation de Vlasov n'est pas satisfaite au sens classique puisque la solution n'est
pas suffisamment régulière, mais est vérifiée au sens des distributions. De plus, il est
possible de définir les courbes caractéristiques presque partout. La démonstration est
basée sur des estimations a priori sur le champ E et les moments d'ordre m > 3.
Dans [26], les auteurs montrent le résultat suivant

Théorème 2. Supposons que la donnée initiale fa soit une fonction positive
appartenant à LI n L oo (IR3 x IR3 ) et

r. . Iv lm fad:r;dv < +00, m 2 ma > 3.
.1lB3 xIR3

Alors, l'équation de Vlasov-Poisson (1.2)-(1.7) admet une solution for·te f apparte
nant à l'espace C(IR+,L I nLOO(IR:J x IR3 )) et vér~fiant

suI' r . Iv lm j(t,x,v)dxdv :S CT, 'dT> O.
tEIO,T] JIR3 xIR3

De plus,

1 + 31:Sq<3+mo
p(t,x) = f(t,l;,v)dv E C(IR ,Lq(IR' )),

IR' 3
3 3 + mO

E(t,x) E C(IR+,Lq(IR )), 3/2 < q < 3 6 _ mo'

Enfin, sous des hypothèses minimales sur la donnée initiale

et fo E LI n LOO (IRd ) , ou bien fo log+(jo) E L 1 (IRd X IRd ), A.-A. Arsene'v [1], puis
différents auteurs [5, 13J ont montré l'existence de solutions faibles. Dans ce cas,
l'équation de Vlasov-Poisson est satisfaite au sens des distributions.

Théorème 3. Soit fa une fonction positive appartenant à LI n LOO(IR:J x IR:J) et
supposons que

j,. Ivl2 fodxdv < +00.
IR.3 xJR3

Alors, il el;iste une solution faible à l'équation de Vlasov-Poisson (1.2)-(1.7) appar
tenant à l'espace C (IR+ ,L00 (IR3 X IR3

) - 111*) vérifiant

[(t) = r . Ivl2 f(t,x,v)dxdv + ~ j,'. IE(t,x)12dx:S [(0).lIR3 XJR 3 2 lR3
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La démonstration est basée sur les estimations a priori naturelles de conservation
des normes LP pour 1 :::: p :::: +00 et de l'énergie

La régularité elliptique de l'équation de Poisson permet ensuite d'obtenir la conver
gence forte du champ électrique, ce qui donne un sens au produit E(t,x) f(t,x,v).

R. Robert a montré l'unicité des solutions faibles en dimension trois lorsque celles
là sont à support compact [28]. Nous mentionnons également les travaux de Majda
et Zheng en dimension une, qui montrent l'existence de solutions lorsque la donnée
initiale est une lnesure.

Concernant le problème de l'existence et de l'unicité de solution classique globale
pour le système de Vlasov-Maxwell, nous rappelons les travaux de R. Glassey et W.
Strauss [19, 20] dans le cas relativiste, et de S. Wollman [31] pour le cas classique.
Dans [19], les auteurs démontrent le théorème suivant

Théorème 4. Supposons que la donnée initiale fa soit une fonction positive à
support compact appartenant à C I (IR3 x IR3 ) et les champs électromagnétiques Eo(x),
Bo(x) E C2 (IR3

) tels que

\7. Ba = 0, \7. Ea = PO/éO, Po = q ( fa dv.
lIR3

En supposant une estimation a priori sur l'approximation ou la solution: il existe
une fonction continue f3(t) telle que f(t,x,v) = 0, lorsq"e Ivl > f3(t). Alors, le système
de Vlasov-Maxwell (1.2)-(1.5) admet une unique solution f appartenant à l'espace
c1cm+ x IR3 x IR3). De plus, E(t), B(t) E CI(IR+ x IR3).

D'autres travaux ont été poursuivis sur le système de Vlasov-Maxwell dans l'es
pace des phases ID I / 2 [21] et 2D I / 2 [22] afin de contrôler le support de la fonction de
distribution.
De leur coté, P. Degond [12] et K. Asano [2] démontrent l'existence locale en temps
et l'unicité d'une solution forte pour le système de Vlasov-Maxwell classique. Pour
conclure sur les rappels de la théorie de l'équation de Vlasov non linéaire, nous
énonçons le théorème de R.. DiPerna et P.-L. Lions sur l'existence de solutions faibles
pour Vlasov-Maxwell classique ou relativiste [14].

Théorème 5. Soit fo une fonction positive appartenant à LI n LOO(IR:J x IR3) et
vér~fiant
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Alors, il existe 'une solution faible au système de Vlasov-Maxwell (1.2)-(1.5) apparte
nant à l'espace f E C(JR+,L=(1R3 X JR3) - "H) et E,B E C(JR+,L2(JR3) - w),

Finalement, la plupart des problèmes théoriques sur l'existence de solutions pour
l'équation de Vlasov non linéaire sont maintenant bien compris. Nous renvoyons au
travail de synthèse [6] réalisé par F. Bouchut, F. Golse et M, Pulvirenti concernant la
théorie de l'existence de solutions.

Quant à la discrétisation de l'équation de Vlasov, elle suscite beaucoup d'intérêt de
la part des physiciens. En effet, les résultats numériques peuvent indiquer de nouveaux
axes de recherches sur la modélisation et le comportement des solutions. Mais surtout
la simulation numérique en physique des plasmas permet de compléter, de guider,
et d'améliorer les tests expérimentaux souvent très coùteux dans ce domaine, par
exemple, lors de la construction de lasers, de tokamaks, ou de réacteurs nucléaires.

La plupart du temps, l'approximation de l'équation de Vlasov est réalisée par des
méthodes particulaires [8, 10, 11]. Celles-ci sont particulièrement attractives pour les
problèmes en dimensions élevées, comme c'est le cas pour l'équation de Vlasov. De
plus, ce type de schémas permet d'obtenir des résultats satisfaisants avec relativement
peu de "particules numériques" . L'idée de ces méthodes consiste à tirer aléatoirement
les positions et vitesses initiales suivant la densité de probabilité f, puis à résoudre
les équations des trajectoires. Ainsi, la fonction de distribution f(t,y;,v) est approchée
par une mesure discrète de la forme

avec

fN(t,x,V) = LWi(t) <ÎXi(t) (x) <29 <ÎVi(t) (v),
i,j

(1.8)

si x = Xi,

sinon

et les points Wi(t) et (Xi(t),Vi(t)) sont solutions du système d'équations différentielles
correspondant à l'équation des courbes caractéristiques (1.1) pour les N particules,

dXi(t) = v(t)
dt " 'l = 1, .. ,N

d Vi (t)
~ = F(t,Xi(t),Vi(t)), i = 1, .. ,N

Wi(t) = Wi(O), i = 1, .. ,N

(1.9)

où F(t,Xi(t),Vi(t)) représente la force de Lorentz (1.4). Nous appelons Wi(t) le poids
de la particule i lequel est conservé au cours du temps pour l'équation de Vlasov et
(Xi(t),Vi(t)) la position de la particule i dans l'espace des phases. L'intégration du
système (1.9) se fait le plus souvent par un schéma saute-mouton pour calculer la
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solution sur un pas de temps, par exemple nous mettons à jour la position et le poids
au temps tn+! à partir des valeurs au temps tn par

l
6t (ViW+J) - Vi(tn)) = F(tn,Xi(tn),Vi(tn)),

~t (Xi(tn+!) - J;i(tn)) = Vi(tn+!), (1.10)

Il est alors nécessaire de calculer la force de Lorentz F(tn,Xi(tn),Vi(tn)) en discrétisant
l'équation de Poisson ou le système de Maxwell sur un maillage de l'espace physique.
Nous renvoyons, par exemple, le lecteur à la revue de F. Assous et P. Ciarlet [3] pour
la discrétisation par la méthode des éléments finis pour les équations de Maxwell
puis à Birdsall-Langdon pour la résolution des équations de Maxwell ou Poisson et
le couplage avec Vlasov [8]. Finalement, les champs E(tn ) et B(tn ) sont calculés au
point :Ei(tn ) par une formule d'interpolation.

Ces méthodes permettent d'utiliser un pas de temps relativement grand contrai
rement aux schémas eulériens qui discrétisent l'équation de Vlasov sur une grille de
l'espace des phases (x,v), ce qui implique une condition de stabilité du type CFL
qui est très contraignante pour l'équation de Vlasov. De plus, ces méthodes sont
intéressantes en dimension élevée puisque le stockage est de l'ordre de d N, où N
représente le nombre total de particules et d la dimension du problème. Cependant,
pour les problèmes dans l'espace des phases 2 D ou 4 D, ces méthodes perdent de
plus en plus de leur intérêt. En effet, les moyens de calculs actuels sont tels qu'il est
possible d'utiliser un grand nombre de particules, mais le recours à des méthodes de
Monte-Carlo introduit du bruit numérique et le taux de convergence de ces schémas
est seulement de l'ordre de O(l/VN), où N est le nombre total de particules. Ainsi,
les méthodes eulériennes ou semi-lagrangiennes d'ordre élevé sont de plus en plus at
trayantes pour traiter ce type de problèmes à condition de faire appel aux techniques
de plus en plus développées du calcul scientifique et à des moyens de calculs impor
tants.

Ce travail est essentiellement axé sur la mise au point de schémas numenques
pour l'approximation de l'équation de Vlasov par des méthodes eulériennes ou semi
lagrangiennes, c'est-à-dire utilisant une grille de l'espace des phases (x,v). L'une
des difficultés est de s'affranchir de la condition CFL qui est très pénalisante pour
l'équation de Vlasov

6t <::: 6x/vmax ,

où 6t est le pas de temps, 6x la taille d'une maille de l'espace physique et Vmax le
rayon du support de l'espace des vitesses de la fonction de distribution f(t,x,v). Il faut
ensuite évaluer les erreurs numériques dues à la résolution de l'équation sur une grille
et mettre au point des algorithmes rapides de manière à réduire le temps de calculs
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et être ainsi plus compétitif face aux méthodes particulaires. Nous poursuivons notre
étude à quelques problèmes de la physique des plasmas pour lesquels l'ordre élevé
des méthodes eulériennes présente un avantage certain. Ce travail est organisé comme
suit.

Chapitre 2: Analyse d'un schéma volumes finis pour Vlasov
Poisson.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons à un problème classique en physique des
plasmas: le système de Vlasov-Poisson avec des conditions aux limites périodiques.
Nous présentons d'abord un schéma de volumes finis d'ordre un pour la discrétisation
de l'équation de Vlasov en calculant le flux au bord de chaque cellule de l'espace des
phases. Nous approchons ensuite le champ électrique en utilisant le noyau de Green
correspondant à l'équation de Poisson. Nous démontrons ainsi le théorème de conver
gence du schéma volumes finis vers la solution faible de l'équation de Vlasov-Poisson
[15, 16].
Nous posons!! = [D,L], où L représente la période en x, !!T = [D,T[x!! et de la même
manière Q =!! x IRv , QT = [O,T[xQ.

Théorème. Soit fo(x,v) nne fonction positive, continne et telle qne

où

3G > 0; fo(x,v) S G R(v) pour (.T,V) E Q, (1.11)

avec À > 2.
1

R(v) = (1 + Ivl)A

Soit (Mh)h>O une suite de maillages cartésiens de l'espace des phases et 6t le pas de
temps vérifiant la condition de stabilité suivante,

(1.12)

où Ef est nne approximation dn champ électr'ique an temps tn an point Xi. Nou8
considérons l'approximation numérique de la fonction de distribution donnée par le
schéma volumes .finis, notée par 1I,(t,:E,V) et le champ électrique autoconsistaut discret
Eh (t,x). Alors,

fh(t,x,v) ~ f(t,x,v) dans LOO(QT) faible - *, lorsque h -'> 0,

Eh(t,x) -'> E(t,x) dans G(ITT), lorsque h -'> 0,

où (J,E) dé8igne l'unique solut'ion de l'équatiou de Vla8ov-Poisson.
De plus, si fo appartient à BV(Q) et sous la condition de stabilité (plus restrictive
que la précédente)

31; E (0,1); ~~ (Ivjl + IE;'I) S 1- 1;, Vi,j,n. (1.13)
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Alors, la convergence devient forte,

fh -7 f fortement dans GO([O,T];L!oc(Q))·

La démonstration consiste d'abord à établir des estimations sur la fonction de dis
tribution Ji" sur le champ électrique discret ainsi que sur ses dérivées de manière
à montrer la convergence forte de Eh, Ceci nous permettra de traiter le terme non
linéaire Eh h. La convergence vers la solution de l'équation de Vlasov s'obtient en
suite à partir d'une estimation BV faible. Nous montrons également que si la donnée
initiale est bornée dans l'espace des variations bornées EV, alors la fonction de dis
tribution fh(t) reste bornée dans cet espace. Cette dernière estimation est utile pour
montrer la convergence forte de la fonction de distribution.

Nous lllOntrons ensuite le théorème suivant qui donne une estimation d'erreurs sur
l'approximation numérique. Pour cette démonstration nous supposons que la solution
de l'équation de Vlasov est à support compact.

Théorème. Soit fo(x,v) appartenant à W;,OO(Q). Soit (Mh)h>O une suite de
maillages de l'espace des phases et !::>t le pas de temps satisfaisant la condition de
stabilité (1.12): il existe ç E]O,l[ tel que

!::> !::>~ (l'lVj IVjl + !::>Xi IEil) :S 1 - ç, lii,j,n.
Xi Vj

NO'as considérons l'approximation numérique obtenue à partir du schéma volumes
finis, puis notons h(t,x,v) la fonction de distr'ibution discrète, Eh(t,x) le champ
électrique discret. Alors,

r e-Cdll(t,x,v) - fJ,(t,x,v)1 2dtdxdv:S G1,T(h1
/

2 + !::>t 1
/

2
) + G111io -lh(O)IIL"JQT

Chapitre 3 : Quelques schémas conservatifs pour l'équation
de Vlasov.

Nous revoyons d'abord quelques méthodes eulériennes et semi-Iagrangiennes pour
la résolution d'une équation de transport et plus particulièrement l'équation de Vla
sov couplée avec l'équation de Poisson. La plupart de ces méthodes ne donnent pas
de bonnes propriétés sur la fonction de distribution discrète, comme la préservation
de la positivité, la conservation du nombre total de particules, des normes L P et de
l'énergie. L'objectif de ce chapitre est de proposer de nouveaux schémas numériques,
les méthodes PFC (Positive and Flux Conservative), permettant d'obtenir une ap
proximation précise de la fonction de distribution dans l'espace des phases, la conser
vation de la masse globale (nous parlerons plutôt de conservation du nombre de par
ticules) et la préservation de la positivité. De plus, la méthode de reconstruction est
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locale [17].

1 Introduction.

Proposition. L'approximation numérique définie par le schéma PFC sati.~fait

- la conseT1Jation locale de la masse: pour tout i E J, f:ii~i:: fh(x)dx = !lx Ji.
- le pTincipe du maximum: pour tout x E [Xmin,XmaxJ, 0 <; fh(x) <; foo.

De plus, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution f(x)
est bornée, alors l'estimation globale suivante a lieu

[max I.h(x) -fdx)ldJ; <; !lx 2)1 - Ei)lfi+l - Jil <; TV(J) !lx,
• Xmin t

où fh est une approximation d'ordre trois de la fonction de distribution et ci est un
corTecteur de pente assurant la conser·va.tion de la. positivité.
Ensuite, nous présentons différents types d'interpolations locales pour la méthode
semi-lagrangienne. Ces méthodes doivent donner une description aussi précise que la
reconstruction par spline cubique tout en conservant l'aspect local de l'interpolation.

Enfin, nous introduisons un nouveau schéma aux différences finies issu de la dyna
mique des fluides (équation d'Euler incompressible en dimension deux) qui conserve
quelques invariants de l'équation de Vlasov (masse, impulsion, énergie, norme L 2 ).

Nous le stabilisons par l'ajout d'un terme de collisions.

Chapitre 4: L'équation de Vlasov axisymétrique.

Ce chapitre est. consacré à l'étude numérique de l'équat.ion de Vlasov axisymétrique.
Nous supposons que la fonc:t.ion de distribution initiale est. invariante par rotation.
Ainsi, la solution de l'équation de Vlasov reste invariante par rotation et vérifie
l'équation en coordonnées cylindriques

of of (q q VJ)" + vr " + -E8 (t,r) + -Ea(t,r) +
ut ur m m r

of veVr of
----=0
OVr r Dve '

(1.14)

où le champ Es(t,r) est donné par l'équation de Poisson et Ea(t,r) représente le champ
appliqué que l'on supposera la plupart du temps linéaire.

L'objectif est de développer un c:ode en coordonnées cylindriques pour traiter les
faisceaux de partic:ules et construire des solutions de références pour la mise au point
des codes cartésiens dans l'espace des phases complet. Ce travail a été réalisé en
partenariat avec le Département de Physique Théorique et Appliquée (DPTA) du
Commissariat à l'Énergie At.omique (CEA).

Dans une première partie, nous donnons une nouvelle formulat.ion de l'équation
de Vlasov en coordonnées cylindriques par la recherche d'invariants supplémentaires.
Ceci permet.tra l'implant.ation directe des calculs parallèles. Nous présentons ensuite
la construction de solutions stat.ionnaires pour le système de Vlasov-Poisson avec:
champ appliqué, comme les fonctions de distributions K-V ou de Maxwell-Boltzmann.
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La fonction de distribution K-V servira de base pour la focalisation de faisceaux
quelconques. Après un bref rappel de la méthode numérique employée, nous donnons
différents résultats numériques nouveaux dans ce domaine.

Chapitre 5: Approximation de l'équation de Landau.

Dans ce chapitre, nous traitons le cas d'un plasma collisionel modélisé par l'équation
de Landau. Il décrit donc les collisions binaires entre des particules chargées avec des
interactions longue portée,

ail.
at + v·\lxf + F(t,~;) . \lvl = EQ(.f,j),

où Q(.f,f) est l'opérateur de collisions:

(1.15)

(1.17)

Q(.f,f) = \Iv· lIR
3

1>(v - v') [(\lvl(t,V))I(t,v*) - (\lv'l(t,V*))f(t,V)] dv*, (1.16)

avec
V®v

S(v) = Id- W'
où 'Y E IR, mais le eas le plus intéressant d'un point de vue mathématique et physique
est 'Y = -3, lequel modélise les interaetions eoulombiennes.

Dans un premier temps nous présentons plusieurs sehémas pour approcher l'équation
de Landau par des méthodes déterministes [9].

D'autre part, il n'existe pas de résultats numériques dans l'espaee des phases
complet, e'est-à-dire lorsque la fonction de distribution dépend de la variable d'espace
et de vitesse (x,v). Pourtant, le couplage avec la partie transport est nécessaire pour
traiter des problèmes appliqués à la physique des plasmas ou à la dynamique des
gaz. De plus, l'ajout de la partie transport peut engendrer des oscillations ou des
discontinuités dans l'espace des vitesses et le traitement de l'opérateur de collisions par
ces algorithmes rapides pourrait entraîner des problèmes de précision. L'objectif de ce
chapitre est de donner un algorithme efficace basé sur la décomposition des opérateurs
de collisions et transports pour traiter l'équation de Landau non homogène. L'équation
de transport sera résolue en utilisant le sehéma PFC d'ordre trois permettant de
eonserver la masse, l'impulsion, l'énergie et la positivité [18].

Chapitre 6: Existence de solutions pour Vlasov-Darwin
relativiste.

Dans un premier temps, nous précisons l'adimensionement du système de Vlasov
Darwin en vue du résultat de convergence de Vlasov-Darwin vers Vlasov-Poisson
lorsque la vitesse caractéristique des partieules est négligeable devant la vitesse de la
lumière. Nous montrons ensuite un résultat d'existence de solutions faibles [7]. Nous
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introduisons un petit paramètre E: qui désigne le ratio de la vitesse caractéristique des
particules sur la vitesse de la lumière.

Théorème. Soit fo une fonction positive, appartenant à LI n LOO(IR~ x 1R~) et
vérifiant

~
. ,(ç-) - 1 .

2 io dx dÇ- < +00,
IR.3xIR3 E

avec ,(Ç) = yl1 + ",21ç-1 2 De plus, nous posons

A -A + A 2
/

3A1
/

3
0- 2 E l 2'

où Al et A2 sont donnés paT

avec

E(t) = { ,(Ç)2- 1 f dxdÇ- + -2
1

( IEdt)12 + IB(t)1 2 dx.
J~x~ E J~

Supposons qv.'il existe une constante cr > 0, indépendante de fa, EdO) et B(O), telle
que

cr ",1/2 A < 1o ,

AloTS, le système de Vlasov·DaTwin (6.6)·(6.8) admet une solution faible.

La démonstration est basée sur des estimations a prior'i naturelles sur le champ
longitudinal EL et le champ magnétique B dans l'espace LOO(IRt,L2(IR~)), puis sur
les moments de f. Cependant, les estimations a pr'iori habituelles ne donnent pas de
bornes sur la composante transverse du champ électrique Er. De plus, Er est solution
de l'équation

aoù très peu d'information est disponible sur le terme source a{, que l'on caleule à
partir de l'équation de Vlasov.

Ainsi, par une méthode du dualité nous établissons l'existence d'une borne sur
le champ électrique transverse ET dans l'espace Lroc(IR~) sous une condition de pe·
titesse sur l'énergie et la taille de la donnée initiale. Puis, nous présentons l'étude
d'un problème régularisé et le passage à la limite qui permet de conclure à l'existence
de solutions hûbles pour Vlasov·Darwin. Dans la dernière partie, nous montrons que
lorsque le ratio de la vitesse des particules sur la vitesse de la lumière tend vers zéro,
la solution du système de Vlasov·Darwin converge vers la solution du modèle simplifié
de Vlasov·Poisson.
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Théorème. Soit fa une fonction positive qui vérifie les hypothèses du théorème
précédent. Nous supposons de plus, qu'il existe Co > 0, telle que

Alors, le système de Vlasov-Darwin relativiste admet une solution faible qui converge
vers la solution faible du système de Vlasov-Poisson non relativiste, lorsque e tend ver'S
zéro. De plus, pour e suffisamment petit, la condition de petitesse sur fa disparaît.
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Chapitre 2

Analyse d'un schéma volumes
finis pour Vlasov-Poisson.

2.1 Introduction.

Le système de Vlasov-Poisson modélise un plasma non collisionel composé de parti
cules chargées. Il décrit l'évolution de la fonction de distribution (solution de l'équation
de Vlasov) sous l'effet du transport libre et des champs autoconsistants (donnés par
l'équation de Poisson). Nous nous intéressons ici aux méthodes numériques pour la
discrétisation du système de Vlasov-Poisson dans l'espace des phases (x,v). La plupart
des méthodes considérées utilisent les courbes caractéristiques données par l'équation
de Vlasov, comme par exemple les méthodes PIC (Particle In Cell) ou les méthodes
semi-lagrangiennes. Une autre approche possible est d'utiliser les méthodes volumes
finis, qui sont connues pour leur robustesse et leur cmît de calcul abordable pour la
discrétisation des lois de conservation (voir R. Eymard, T. Gallouet, R. Herbin [9] et
les références correspondantes). Des schémas volumes finis ont déjà été implantés pour
l'approximation numérique des équations de Vlasov-Poisson [3, 12, 15] ou de Vlasov
Maxwell [8]. Dans ce chapitre, nous étudions la convergence d'un schéma volumes
finis pour un problème simplifié de la physique des plasmas, c'est-à-dire le système
de Vlasov-Poisson en dimension une avec des conditions aux limites périodiques en la
variable d'espace x.

Avant de décrire précisément le problème considéré, nous mentionnons quelques
travaux où le problème de la convergence d'un schéma numérique pour le système
de Vlasov-Poisson est étudié. P.-A. Raviart et G.-H. Cottet ont présenté une analyse
mathématique d'une méthode particulaire pour la résolution du système de Vlasov
Poisson en dimension une [5]. S. Wollman a poursuivi cette étude pour le problème en
dimension une [19], puis en dimension trois [20]. D'autre part, J. Schaeffer a prouvé la
convergence d'un schéma différences finies pour le système de Vlasov-Poisson-Fokker
Planck [13], mais la partie transport est discrétisée par une méthode semi-lagrangienne
et la donnée initiale est supposée être trois fois différentiable. En fait, d'après nos
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connaissances, il n'existe pas de résultat de convergence pour la discrétisation de
l'équation de Vlasov par un schéma eulérien.

Nous rappelons maintenant le système de Vlasov-Poisson: soit fi =]O,L[ et fiT =
[O,T[x]O,L[. Nous notons par f(t,x,v) la fonction de distribution des électrons dans
l'espace des phases (avec la masse normalisée à un et la charge d'un électron à plus
un) et par E(t,2;) le champ électrique autoconsistant. Le système de Vlasov-Poisson
s'écrit alors de la façon suivante

af af af
ât +v ax + E(t,x) av = 0,

aE j',,(t,x) = f(t,x,v)dv
uX IR

avec une donnée initiale positive

(t,x,v) E [O,T[ x ]O,L[xiR,

1, (t,x) E [O,T[x]O,L[,

(2.1)

(2.2)

f(O,x,v) = fo(x,v), (x,v) E]O,L[xiR. (2.3)

Nous imposons des conditions aux limites périodiques en x:

f(t,O,v) = f(t,L,v) (t,v) E [O,T[xiR (2.4)

et une condition de compatibilité signifiant la "neutralité globale" du plasma

(2.5)tE [O,T[.±1L hl f(t,x,v)dvdx = 1

Pour déterminer de façon unique le champ électrique E(t,x), nous ajoutons une condi
tion de moyenne nulle

1L

E(t,or, )dx = OtE [O,T[, (2.6)

ce qui revient à supposer que le potentiel électrique est périodique.
Nous présentons d'abord un schéma de type volumes finis pour la discrétisation

de l'équation de Vlasov en calculant le flux au bord de chaque cellule de l'espace des
phases et approchons le champ électrique en utilisant le noyau de Green correspondant
à l'équation de Poisson. Nous donnons ensuite quelques estimations a JJT'iori sur f et
E, puis une estimation EV faible. Ceci permettra de prouver la convergence vers la
solution faible du système de Vlasov-Poisson lorsque la discrétisation de l'espace des
phases devient de plus en plus fine. Enfin, nous proposons des estimations d'erreurs
lorsque la solution est supposée plus régulière.

2.2 Régularité et discrétisation de l'équation de Vlasov
Poisson.

Nous avons à notre disposition une littérature importante concernant l'existence
de solution de l'équation de Vlasov-Poisson. Nous considérons ici le résultat obtenu
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par J. Cooper et A. Klimas [6] qui prouvent l'existence globale et l'unicité d'une
solution continue f(t,x,v), avec un champ électrique E(t,x) ayant sa dérivée en espace
~~ bornée, si la donnée initiale fo(x,v) est continue et possède son premier moment
borné. En d'autres termes, il existe une fonction positive R(v) vérifiant la propriété
de décroissance à l'infini

fo(x,v) :s C R(v) et .!aL.~ Ivl R(v)dvdx < +00.

Dans ce chapitre, nous supposons que la donnée initiale est continue et appartient
à LOO(Q) n L'(Q), où Q =]a,L[xIR et Q'T = [a,T[x Q. Puis, pour simplifier, nous
choisissons

1
R(v) = (1 + Ivl)'" ,

Ainsi, en appliquant le résultat de Cooper et Klimas, le système (2.1)-(2.6) possède
une unique solution: le couple de fonctions (.t,E) vérifie f(t,x,v) E CO(Q'T), E(t,x) E
WI,OO(fl'T) et pour toute fonction <p E COO(Q'T), périodique en x et à support compact
en (t,v), nous avons

1 o<p o<p o<p 1f( --,;- + v --,;- + E(t,x) -;:;- )dxdvdt + fo <p(a,x,v)dxdv
QT ut uX uV Q

où le champ électrique E(t,x) est donné par l'équation de Poisson

oE j,'ox (t,x) = IR f(t,x,v)dv - 1.

a,

Dans le but de calculer une approximation de l'équation de Vlasov-Poisson par un
schéma volumes finis, nous définissons Mh un maillage cartésien de l'espace des
phases. Mh sera constitué de cellules, notées Ci,j, i E l = {a, ... ,nx - 1} où n x désigne
le nombre d'intervalles de discrétisation de [a,L] et j E iZ.
Mh est donné par deux suites strictement croissantes (Xi-I/2liE{O, ... ,nx ) de l'intervalle
[a,L] et (Vj-I/2)jEZO de IR.
Nous désignons par b.xi = xi+l/2 - Xi-l/2 le pas de l'espace physique et par b.Vj =
Vj+I/2 - Vj-I/2 le pas de l'espace des vitesses. Enfin le paramètre h indique l'ordre de
grandeur de la grille

h = max{b.xi,b.Vj}.
',]

Nous supposons que le maillage est admissible, e'est-à-dire qu'il existe Cl! E]a,l] tel que

Vh > a,v (i,j) EIx iZ, Cl! h :S b.xi :S h et Cl! h :S b.Vj :S h. (2.7)

Finalement, nous obtenons un maillage cartésien composé de volumes de contrôle
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Nous appelons /';.t le pas de temps et t n = n /';.t.
La donnée initiale est projetée sur le maillage par

où Xi et Vj représentent les centres des intervalles de discrétisation [Xi-l/2,Xi+l/2] et

[Vj-l/2,Vj+l/2] .
La méthode volumes finis consiste à intégrer l'équation de Vlasov sur chaque volume
de contrôle. Ensuite en appliquant le théorème de Gauss, nous approchons les flux
sur les bords de la cellule. Ainsi,

1 1 (n+1 )-le.1 .. f t ,X ,v dxdv
Z,J CZ,) Ic

1 11 .. f(tn,x,v)dxdv (2.8)
Z,) Ct,)

IC~,jl (<f;~+1/2,j - <Pi-l/2,j + 1/J~J+l/2 -1/J~j-l/2)'

où <P~+1/2,j et 1/J~,j+1/2 représentent les flux correspondant au volume de contrôle Ci,j :

Ces flux <P~+1/2.j et 1/J~j+l/2 sont discrétisés par (P~+l/2,j et 1jJ~j+l/2 en utilisant une
formule de quadrature, par exemple à l'aide d'un schéma décentré amont, nous obte
nons

et

/';.t /';.Vj Vj fi~j

/';.t /';.Vj Vi f['j-l,j

si Vj ?' °
si Vj < °

"T,n _ { /';.t /';.Xi Er fi~j
'l'i,j+1/2 - At A X · En fn

Li, Ll. z_ Z 2,)+1

si E? ;:::: 0
si Er < 0,

où Er est une approximation du champ électrique sur l'intervalle [Xi-l/2,Xi+l/2] définie
plus loin en approchant la solution de l'équation de Poisson. La valeur frj représente
une approximation de la moyenne de la solution de l'équation de Vlasov sur le volume
de contrôle Ci,j au temps tn .

Ainsi, nous établissons la version discrète de la conservation des flux (2.8) :

f n+l _ fn 1 (:in :in "/,n .In)
i,j - i,j - ICi,jl 'Pi+l/2,j - 'l'i-l/2,j + 'l'i,j+l/2 - ,Ji ,j-l/2 . (2.9)
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Pour compléter le schéma, nous imposons des conditions aux limites périodiques en
la variable x, les valeurs f"l,j et f~x,j représentent une approximation de la fonction
de distribution sur des cellules imaginaires qui prolongent l'intervalle [O,L]

f::x,j fO~j si Vj 2:: 0,

f"l,j f::x-l,j si Vj < O.

Pour travailler dans un domaine borné en vitesse, la fonction de distribution fh est
tronquée lorsque Ivi > Vh, où Vh est un réel positif suffisamment grand, qui tend vers
l'infini lorsque h tend vers zéro. Nous définissons alors J = {j E;Z; IVj+l/21::; Vh}
et imposons

7f;f,j+1/2 = 0 \/(ij) EIx ;Z \ J.

Ainsi, nous construisons une approximation de la fonction de distribution dans le
domaine QT = nT x IR donnée par

fh(t,x,v) = { bi~j lorsque (t,x,v) E [tn,tn+J[xCi,j et (i,j) EIx J.
lorsque Ivi > Vh·

Nous calculons ensuite une première approximation de la densité de charge Ph (t,x)
et de courant jh(t,X) en intégrant la fonction de distribution en v, pour (t,x) E

[tn ,tn+1 [x [Xi-l/2,Xi+l/2 [

(2.11)

(2.10)

.ih(t,X)

Ph (t,x) l fh(t,x,v)dv = I: D.Vj fi~j = pi',
IR jEX

l v fh(t,x,v)dv = I: D.Vj Vj fi~j = Ji·
. Dl jEZ':

Pour construire une approximation du champ électrique qui soit continue en temps,
nous posons

_ ) _ ( t - t
n

) (n) t - t
n

(n+ 1 .)Ph(t,x - 1 - ~ Ph t ,x +~ Ph t ,X.

Nous pouvons maintenant résoudre explicitement l'équation de Poisson en utilisant le
noyau de Green associé

!!{ - 1 si x < y < L,L -. -
K(x.y) =

~ siO::;y::;.'E.

Le champ électrique discret Eh est alors continu en (t,~;) et linéaire par morceaux par
rapport aux variables t et x,

rL

Eh(t,x) = Jo K(x,y) (Ph (t,y) - l)dy. (2.12)
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Finalement sur l'intervalle [Xi-l/2,Xi+l/2], le champ électrique est approché en utilisant
la formule des rectangles

1 lxi+1/2
Eh(tn,xi) = !lx' Eh(tn,x)dx,

t X1:-1j2

foL K(.'Ei,Y) (Ph(tn,y) ~ l)dy. (2.13)

(2.14)

(2.16)

Nous allons maintenant démontrer le théorème de convergence de l'approximation
définie par le schéma volumes finis vers la solution de l'équation de Vlasov-Poisson.

Théorème 2.1 Soit fo(x,v) une fonction positive, continue et telle que

3e> 0; fo(x,v):s e R(v) pour (x,v) E Q,

où
1

R(v) = (1 + Ivl)'" avec À > 2.

Soit (Mh)h>O v.ne suite de maillages cartésiens de l'espace des phases et!lt le pas de
temps vérifiant la condition de stabilité suiVŒnte,

3ç E]O,l[; !l !l: (!lVj IVjl + !lxi IErl) <:: 1 ~ ç, \i(i,j) EIx J, \in E lN. (2.15)
X't Vj

Nous considérons l'approximation numérique de la fonction de distribu.tion fh(t,x,V)
donnée par le schéma volumes finis (2. g) et le champ électrique autoconsistant discret
Eh(t,x) donné par (2.12). Alors,

fh(t,x,V) ~ f(t,x,v) dans LOO(QT) faible~*, lorsque h -+ 0,

Eh(t,x) -+ E(t,x) dans emT), lorsqu.e h -+ 0,

où (J,E) désigne l"unique solution de l'équation de Vlasov-Poisson (2.1)-(2.6).
De plus, si fa appartient à EV(Q) et sous la condition de stabilité (plus reBtrictive
que la précédente)

3 lé, E]O,ll; :~ (Ivjl + IErl) :s 1 - Ié" \i(i,j) EIx J, \in E lN.

Alors, la convergence devient forte,

fh -+ f fortement do.ns eO([O,T]; Lfoc(Q))·

La démonstration consiste d'abord à établir des estimations sur la fonction de
distribution .h, sur le champ électrique discret ainsi que sur ses dérivées de manière
à montrer la convergence forte du champ électrique Eh, Ce qui nous permettra de
traiter le terme non linéaire Eh h grâce à un résultat de compacité forte sur Eh. La
convergence de .h vers la solution de l'équation de Vlasov s'obtient ensuite à partir
d'une estimation EV faible. Nous montrons également que si la donnée initiale est
bornée dans l'espace des fonctions à variations bornées EV, alors, la fonction de
distribution fh(t) reste bornée dans cet espace. Cette dernière estimation est utile
pour montrer la convergence forte de fh vers f.
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Dans cette partie. nous décrivons les propriétés satisfaites aussi bien par l'approxi
mation numérique que par la solution de l'équation de Vlasov-Poisson. Ces estimations
permettent de démontrer la convergence vers la solution.

Dans un premier temps, nous vérifions la conservation des deux premiers moments
de .h par le schéma numérique. lorsque le pas d'espace des vitesses 6.Vj est constant

f lm h(tn,x,v) ( ~ ) dxdv = f lm h(O,x,v) ( ~ ) dxdv, lin ~ O.

Nous montrons ensuite pour toute fonction 4> E C' (JR+ ,1R+) convexe, une propriété
de décroissance en temps de la fonction

k4>(.fh(t,x,v))dxdv.

Cette première estimation sur la fonction de distribution permet d'établir un principe
du maximum sur fdt). Nous donnons dans le même temps une estimation LOO du
champ électrique discret Eh(t). Par la Proposition 2.2, nous montrons l'existence
d'une borne uniforme sur .h, par rapport à la variable d'espace x. Une estimation LOO
SUI' le premier moment en vitesse de fh en découle. Enfin, l'équation de Poisson et
la conservation de la charge nous donnent une estimation du champ électrique dans
l'espace W 1,oo(QT)'

Proposition 2.1 Nous supposons qu'il existe une fonction convexe 4>, telle que

.!aL.~4>Uo(x,v))dxdv < +00.

Alors, dès que le pas de temps t:o.t satisfait (2.15), l'approximation numériq'U.e est bien
définie et vérifie

lit E 1R+,T >0, r r1JUh(t+T,X,v))dxdv~ rL r4>(h(t,x,v))dxdv.Jo Jm Jo Jm
De plus,

Fr'cuve : soit (i,j) EIx LZ. La solution numérique au temps tn+1 SUI' la cellule de
l'espace des phases Ci,j s'écrit à l'aide du schéma volumes finis (2.9)

+ -
V· V·

ftj + 6.t / f['-1 j + 6.t / f[,+-, j
, uXi ' uXi '

r+ J
',) (

1 - t:o.t (l"il + lEI'1))
t:o.Xi 6.Vj

E n+ En-
A i fn At i fn+ ""t~ ij-l +"".~ ii+l,

UVj' UVj '.
(2.17)
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avec r+ = max(r,O) et r- = max( -r,O).
Sous la condition de stabilité de type CFL (2.15), la valeur de la fonction de

distribution .fi~.t' est donnée par une combinaison convexe de .fi~j' f['-',j' f[+1,j' .fi~j-l'
.fi~j+l· Ainsi, en considérant une fonction convexe arbitraire </J, nous obtenons

Finalement, il vient pour tout n E lN

(2.18)

i,j i,)

Il reste maintenant à montrer que le champ électrique discret est uniformément borné.
La justification est similaire à celle réalisée dans le cas continu, pour tout (t,x) ap
partenant à !lT,

<

<

rL

1 Jo K(~,y) (15h(t,y) - l)dyl

j'L foL
1 K(x,y) 15h(t,y)dyl + 1 K(x,y)dyl

o . 0

fo
L L L 3

IIKIIL= Ph(t,y)dy + "2 :-:; L + "2 = "2 L.
. 0

Le champ électrique est donc bien uniformément borné par rapport au pas h. De plus,
la borne est uniforme par rapport au temps. 0

Remarque 2.1 La Proposition 2.1 permet de montrer plusieurs propriétés sur la
fonction de distribution. D'abor'd en considérant </J(r) = r- (r-espectivement </J(r) =

(r - Iifa IIL=)+) et en supposant que la donnée initiale est positive (respectivement
bornée), alors, l'approximation numérique.fh est positive (respectivement bornée) au
cour's du temps.

Nous savous qu.e da.ns le cas continu toutes les normes LP de la solution de
l'équation de Vlasov-Poisson sont conservées au cours du temps, mais dans le cas
discret la. propriété est plus faible. En effet, en prenant </J(r) = IrIP , nous établissonB
que les nonnes LP de l'approximation numérique sont décroissantes par rapport au
temps. Ceci est dû cl la dissipation du schéma numér-'ique.
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Pour établir une autre estimation sur le champ électrique, il reste à évaluer les
moments Ph et jh.

Proposition 2.2 Nous supposons que la donnée initiale fa est positive et

C
0-<: fo(x,v) -<: C R(v) = (1 + Ivl)'\'

pour À > 2. Alors, -il existe une constante CT dépendant uniquement de T, L et fa
telle que

(t,x,v) E [O,T[x]O,L[xIR,

De plus, pour h suffisamment petit, il existe une constante CT > 0, telle que

0-<: Ph (t,x) -<: CT, Uh(t,x)1 -<: CT, (t,x) E !1T . (2.19)

Preuve : notons d'abord que pour tout h -<: L, il existe une constante Co =

.. co(a,À) > 0, telle que

Alors, en posant A = (1 + ~L co!:>t) et en choisissant une approximation de la donnée
initiale telle que

nous obtenons .fh(O,:E;V) -<: AOC Rh(V), puisque A O = 1.
Raisonnons ensuite par récurrence, supposons que fh(tn,x,v) < An C Rh(v), alors, en
utilisant le schéma numérique (2.17)

v ..
+!:>t/

UXi

fI'.l,j
C Rh(Vj)

Rh(vj+l)

Rh(Vj)

et à l'aide de la condition de stabilité (2.15) sur !:>t, nous avons

< (1 - !:>t( Iv;1 + IEil)) An +!:>t IVjl An +!:>t IEil A n(1 + Co !:>Vj)
!:>:Li !:>Vj !:>Xi !:>Vj

< An(1+~Lco!:>t)=An+l
2
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Finalement, il vient

V(i,j) EIx ~,

Ainsi, puisque pour tout T < +00 et pour tout n E {O, .. ,T/ 6.t}, la quantité A n +1 est
bornée par ecoT, nous obtenons une nrajoration uniforme sur le comporternent en v

de la fonction de distribution discrète fh

Il existe évidemment une estimation analogue dans le cas continu. Maintenant, dans
le but de montrer l'inégalité (2.19) sur les moments Ph et jh, nous observons que

r Rh(v)dv =
.lm

6.v
L (1 + l':I)À <
JEZ': J

< h 1 r dv
+ ;;: .lIR (1 + IvlV

h
2L(I+ajhV

JEl1'l

< +00.

Ce qui montre que pour h suffisamment petit, il existe une constante Cr ne dépendant
que de Jo, a, T et L, telle que

et r 1 r dv
Ijh(t,x)l-<: .lm Ivl fh(t,J;,v)dv -<: CT(h + ;;:.lm (1 + Ivl)À-l) < +00.

Les densités de charge et de courant sont donc uniformément bornées par rapport à
h. D

2.3.1 Estimation sur les dérivées de Eh,

Dans la Proposition 2.1, nous avons déjà montré que Eh est uniformément borné
par rapport à h dans l'espace LOO(fh')' Calculons maintenant une estimation sur les
dérivées en (t,x) de Eh,

Proposition 2.3 En reprenant les hypothèses formulées dans la Proposition 2.1 et
pour h suffisamment petit, il existe une constante CT, ne dépendant que de la donnée
initiale et du domaine nT, telle que
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PmulIe : étudions d'abord l'estimation sur la dérivée en :C, qui est explicitement
donnée par l'équation de Poisson: soit (t,x) E OT, nous pouvons alors trouver n E

{O, .. ,T/,0,t} tel que t E [tn,tn+1[, d'où

<

1ih(t,x) - 11 S; 1Ph(t,X) 1 + 1

( t - t
n

) (TI) t - t
n

(n+! )
1 - ---z:::t Ph t,x + ---z:::t Ph t ,x + 1.

En utilisant le résultat de la Proposition 2.2 qui donne une borne uniforme sur Ph(t,X),
il vient l'estimation sur le gradient du champ électrique:

V(t,x) E OT.

Afin d'évaluer &ff/ ' nous introduisons une nouvelle approximation du courant .i, notée
par Jh(t,X), pour (t,x) E [tn,t"+![X[Xi_l/2,Xi+!/2[

--;n --;;n

C ( ) Cn ( )Ji+l - JiJh t,x = Ji + x - Xi-l/2 A •.
ti.Et

avec

Cn _ '" A . ( + ln - ln )Ji - L llVJ V j i,j - V j i+l,.i

JEZ':

et Jh E LOO (O,T; w1,oo(lî)). Nous rappelons également que l'approximation de la
densité de charge Ph précédemment définie appartient à W1,oo (O,T; LOO (0) ). Ainsi,
en intégrant le schéma (2.17) par rapport à la variable en vitesse 11, nous obtenons
comme dans le cas continu la conservation de la charge discrète

V(t,x) E OT,
aph aJh
-a (t,~;) + -a(t,x) = O.

t x

À l'aide du noyau de Green, une nouvelle formulation de &ff,", est alors donnée par

aEh ( )-a t,xt l
L

aph iL aJhK(x,y) -a(t,y)dy = -K(x,y) '"' (t,y)dy
o t . 0 uX

_ 1 (L_
-.ih(t,X) + L Jo .ih(t,y)dy

et en observant que IJi'l S; 1.i['1 + 1.i['+II, la Proposition 2.2 permet de déduire l'estima
tion sur &ff,h puisque la densité de courant est bornée uniformément par rapport à h.
Ce qui achève la démonstration. 0
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2.3.2 Estimation EV faible de .h.

Le lemme suivant sera utile pour montrer la convergence de (EhJh) vers la solution
de l'équation de Vlasov-Poisson.

Lemme 2.1 Nous supposons que le pas de temps 6.t satisfait la condition de .stabilité
(2.15) et que le maillage cartésien de l'espace des phases est admissible, c'est-à-dir'e
qu'il vérifie (2.1). De plus, la donnée initiale appart'ient à l'espace L 1(Q) n LOO(Q).
Soient R > 0 et T > 0 avec h < R et 6.t < T. Soient jOd1 E ZZ et NT E IN tels que
-R E [Vjo-1/2,Vjo+1/2[, RE [Vj,-1/2 ,Vil+l/2[ et TE [(NT - l)6.t,NT 6.t[. Pour' une
fonction lipschitzienne q, : 1R+ -+ lR+, posons

NT h [
EF,h(q,) = 6.t~~J~ 6.x i6.Vj vt Iq,(fi~j) -q,(fl'.-1)1 (2.20)

+ vj Iq,(fi~j) -q,(f;''t-1,j)1 + E;+ Iq,(f~j) -q,(fi~j-I)I+ E;-Iq,(fi~j) -q,(fi~j+l)I]

et

NT il

EF2h(q,) = 6.t L L L 6.xi6.vJIq,(fi~t) -q,(fi~j)l·
n=O iEI j=jo

(2.21 )

AloTs, il existe une constante C> 0, ne dépendant que de T, R, fa, a, ç, telle que

(2.22)

PTeuve : faisons d'abord la preuve pour q,(r) = r. En multipliant le schéma (2.17)
par 6.:1:i 6.Vj fi~j et en sommant sur i E {O, .. ,n.T - 1}, jE {jo,.. ,jr}, et n E {O, .. ,NT },
il vient:

où
El = L 6.xi6.Vj[fi~t - fi~j] !;'j,

n,i,j

et

E 2 6.t L [6.V] vt [j~j - fr-1,j] fi~j
n,Z,)

+ 6.Vj vj [fi~j - f1+1,j] fi~j + 6.x i E;+ [fi~j - fi~j-l] fi:j

+ 6.x i Ei'- [ji~j - .fi~i+l] fi~j] .
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Notons que

[fn+J fn ] fn _ 1[fn+J fn ]2 1 (fn )2 + 1 (fn+J)2
i,j - i,) i,j - -"2 i,j - i,j -"2 i,j "2 i,j ,

ainsi, BI peut s'écrire

BI -~ :L t.xit.Vj[l2t - f2j]2
n,i,j

À partir du schéma numérique (2.17), nOus établissons l'égalité suivante

~ t.xit.vJ[r+J - r]2 =6 t,] Z,J

n,i,j

:L t.~~v [t.Vj vj [li~i - f;''-l,j] + t.Vj vj [li~j - f['H,j]
. . Z J

n,t,]

2

+ t.x, E~+ [f,n) - f::]-I] + t.x, E~- [1::7 - f'~J+I] ]

37

Ensuite, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition de stabilité sur le
pas de temps (2.15), nous avons

BI > -~t.t(1 - ç) :L [t.Vj vj [li~j - f:'-I,j]2
n,t,]

+t.Vj v; [lin,} - fl~.d2 + t.Xi E~+ [lrj - fi~j_I]2

+ t.Xi E~- [f~j - fi~j+J]2]

1~ 0 2- 2'~ t.:Eit.Vj(fi,j) .
i,j
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Il reste maintenant à traiter le second terme B 2 qui peut être reformulé de la manière
suivante

B 2 ~L'lt L [L'lVj vi [fr:j - f['~lf + L'lVj vj [frj - fi+l,j]2
n,t,]

+ L'lXi B['+ [fi~j - frj-If + L'lXi Ei- [f[j - fi~j+Jl2]

+ ~L'lt L [L'lXi Ei+ [(fi~jY - (fi~jo_I)2]
n,z

+ L'lXi B['- [(fi~jo)2 - (fi~il+l)2]],

Alors, puisque BI + B2 = 0 l'inégalité suivante est vérifiée

L'lt L [L'lVj vi [fi~j - fI'-I,i + L'lVj vi [fi~j - fI+I,jF
n,t,)

A E n+ [fn fn ]2 A E n- [fn t,n ]2]+ uXi i i,] - i,j-l + uXi i 'i,j - . i,j+l

< ZLL'lXiL'lVj(f~j)2 + ~t L L'lXi IEil [(fr:io _I)2 + (fi~il+J)2]
Z,) n,z

1}' , 2 2 2 K
< ~ QT I.h(O) 1dxdv + ~ Ilfoll L = IIEhIIU(flT) = T

Nous remarquons que K ne dépend pas de h, en effet

1 1/2
IIEhIIU(flT) :S T Ilfollu(Q) et ( I.h(OWdxdv) :S, T Ilfollv(Q)'

QT

On en déduit alors compte tenu de l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

EFll, (Id) :S [L'lt~ L'lVj vJ [fi~j - fI'-I,j]2 + L'lVj vj [fi~j - fI+I,j]2

+ L'lxi Ei+ [f[j - ,iI:i _I]2 + L'lXi E;'- [fi~j _ fi~j+1]2] 1/2

X [L'lt L L'lxf(L'lVj IVil + L'lXi IEil)] 1/2
n,t,)

< hl/2(~t2[2TLR(R+~L)r2
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Maintenant, il reste à estimer le second terme EF2h (Id) donné par (2.21) : en utilisant
le schéma volumes finis (2.17), on a

EF2h(Id) = !lt L !lxi!lVjlfi~t - fi~jl
n,i,j

< !lt
2 L [!lVi vj Ifi~j - fi~l,jl + !lVj vj Ifi~j - ft'I-I,jl

n,t,)

+ !lxi Er+ Ift:j - fi~j-ll + !lxi Er- Ifi~j - fi~j+lll

Comme précédemment, nous utilisons l'inégalité de Cauchy-Schwarz, la condition de
stabilité sur le pas de temps (2.15) et la borne uniforme sur le champ électrique discret
dans LOO(llr), pour établir une borne sur le terme EF2h(Id)

Donc, le Lemme 2.1 est prouvé pour 1J(r) = r. Ces inégalités obtenues sur EF1h(Id)
et EF2h (Id) se généralisent pour toute fonction 1J lipschitzienne, puisque

Alors
EF1h (1J) -s; Lip(1J) EF1h(Id), EF2h(1J) -s; Lip(1J) EF2h (Id).

Ce qui conclut la preuve du lemme. 0

2.3.3 Estimation EV forte de !ho
Dans cette partie, nous supposons que la donnée initiale fo(x,v) appartient à

BV(Q). Dans le but d'obtenir la convergence forte dans L[oc(Q), nous devons mon
trer que la variation totale de la solution numérique reste uniformément bornée.

Rappel: rappelons d'abord la définition de la variation totale pour une fonction
à plusieurs variables (voir par exemple R.. LeVêque [11]). Pour simplifier, nous nous
limitons à une fonction à deux variables (x,y).

Définition 2.1 Soit g(,,;,y) une fonction définie sur·IR2 . La variation totale de 9 est
donnée par la limite suivante

limsup ~ !Ig(x + c,y) - g(x,y)ldxdy
é:----70 E.

+ limsup ~ !Ig(:r;,y + E) - g(x,y)ldxdy.
c----tO E.
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Nous pouvons définir la variation totale d'une fonction g, constante par morceaux:

TVxy(g) = L IYj+1 - Yjllg(XH1,Yj) - g(xi,Yj)1
i,j

Proposition 2.4 (Estimation de la variation totale de !h)
Nous supposons que la condition de stabilité sur le pas de temps (2.16) est satisfaite
et que la donnée initiale fo appaTtient à EV(Q). AloTs, il existe une constante CT,
ne dépendant que de fo, L et T, telle que

où h est donnée par (2.17).

Remarque 2.2 La fonction de distribution n'est pas à variation totale décroissante.
L'estimation EV n'est pas très rwtv.relle pour l'équation de Vlasov, puisque l'équation
de Vlasov est une équation de transport. Ainsi, cette est'imation se rapproche d'avan
tage d'une majoration du gradient discret de .h dans L 1(IR2

).

Preuve: il suffit d'exprimer la fonction de distribution discrète au temps tn+1 en
utilisant le schéma (2.17) sur deux cellules voisines i et i + 1 et de faire la différence
f i"t-1;j - fi~tl Alors, en utilisant la décomposition du champ électrique

E n+ E n+ _ E n+ + E n+
i+1 2+] 2 z'

E n- En- E n- + E n-
i+1 i+l - i i'

il vient

r+1
- r+1 = (1- L':.t(~+ vj +IE!'I)) un ,- r)

'l+l,) Z,J .6..xi+l .6..xi ,0,.'Vj 2+1,) '1-,)

vt V~
+ L':.t / (ftj - f['-1 j) + L':.t,..-L-(fi"t-2 j - fi"t-l j)

D.Xi' , Ll:Vi+1 ' ,

E n+ En-
L':. i (fn fn) i (n fn)+ t--;:- i+1 )'-1 - i )-1 + L':.t--;:- fi+l J'+1 - i )'+1

ti'V) , , UV)" ,

~+-~+ ~--~-
L':.t ,+1 , (fn fn ) L':. i+ l '( t·n fn)+ . L':.v' Hl,j - Hl,j-l + t L':.v . HU+1 - Hl,j .

J )

Nous multiplions ensuite cette égalité par L':.Vj et sommons sur i E {O, .. ,nx - 1}
et j E ;Z. En utilisant la condition de stabilité (2.16) sur le pas de temps, nous

montrons que le terme (1 - L':.t ( A vi + ~j + I;:~I)) est positif, ce qui permet
:....lX,+l .:...:..T l w.LJ
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d'établir l'inégalité suivante

'" tlv.1 f'n+l
_ In+11L J. z+l,J Z,J

'i,j
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(2.23)

(2.24)

(2.25)
i,j i,j

+ tlt L IEf:1 - Ef+ III;"+-I,j - 1;"+-1';-11
i,j

+ tlt L IEf;i - Ef-IIf;"l-l,j+I - 1,''t.I,jl·
i,j

Nous utilisons la périodicité de !h et la condition de stabilité (2.16) pour traiter les
termes de bords en x (2.23)-(2.25). Nous obtenons alors

L tlVj Il,''t.i;j - Ittl :S L tlVj If;''t.l,j - I,'~jl
'i,) i,j

+ tlt L IEf-0 - Ef+lllf+I,j - I;"+-I,j-II
i,j

+ tlt L IEf+l - Ef;lllfI't.I,j+I - fI+l,jl·
i,j

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Il reste maintenant à traiter les termes (2.27)-(2.28) qui représentent la variation
totale de !h au temps tn par rapport à la variable des vitesses v. Nous rappelons que
le champ électrique discret est lipschitzien par rapport à x

:3 CI,T > 0, IEr+I - El' 1 :S CI,T tlxi,

où la constante CI,T ne dépend que de !1T, de la donnée initiale et du temps final T.
Comme la fonction x f--t max(x,O) est lipschitzienne de norme égale à un, nous avons

'" tlv"lfn+1
- fn+I1 < '" tlv Ifn fn 1~ .J,+I,) . ',) ~ j HI,j - J,j

i,j i,j

+ tlt L IEr+1 - Erl (lfI+l,j - fr+l,j-ll)
i,j

i,j i,j

Nous obtenons finalement une estimation de la variation totale en x de la fonction de
distribution au temps tn+I en fonction de la variation totale en x et v de la fonction
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de distribution au temps tn .

Notons par TV" la variation totale en ,7;, ainsi

i,j

(2.29)

Montrons également que la variation totale en v reste bornée uniformément par rap
port à h. La démonstration est similaire à celle présentée pour l'estimation de la
variation totale en x. Nous utilisons la propriété d'admissibilité du maillage (2.7),
pour contrôler le taux de variation 11j+! ~ Vj :

1 1
V)'+l - vJ :S (- + ~) .6.11)'., 2 200

Nous estimons alors la variation totale en v de !h au temps tn +!

(2.30)

Ainsi, à partir des deux inégalités (2.29) et (2.30), puis en posant C3,T = CI,T +C2,T, la
variation totale de la fonction de distribution !h au temps tn +! s'exprime en fonction
de la variation totale de !h au temps tn

(2.31 )

En utilisant le lemme de Gronwall, nous déduisons la majoration suivante

Pour conclure la preuve de la proposition, nous utilisons le fait que lorsque fa appar
tient à BV(Q), alors, fa vérifie l'inégalité suivante

I>Vj If~l,j - fi~jl + .6.xi Ifi~j+l - fi~jl :S TVxv(Jo).
i,j

Donc, il existe une constante CT, qui ne dépend que de fa, T, L, telle que

o
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Nous considérons une suite de maillages de l'espace des phases (Mh)h>O' Cette
suite vérifie la condition d'admissibilité (2.7) et le pas de temps f::,.t est calculé de
manière à ce que la condition de stabilité (2.15) soit satisfaite.
Pour un maillage donné, nous pouvons construire une approximation (!h,Eh) en uti
lisant le schéma de type volumes finis (2.13)-(2.17). Nous posons alors

A = {Eh E W1,00(DT ); Eh donné par (2.13) pour un maillage Mh}'

D'une part, la Proposition 2.3 implique l'existence d'une constante CT strictement
positive, ne dépendant que de la, T, L, telle que

VEh E A,

D'autre part, étant donné que l'injection de W1,00(llT) dans CO(TIT) est compacte, il
existe au moins une sous-suite de (Ehh>o et une fonction E appartenant à W1,00(ll·r)
telles que

Eh(t,X) ~ E(t,x) dans W1,00(llT) faible-*, lorsque h -7 0,

Eh(t,x) -7 E(t,x) dans CO(TIT ) forte, lorsque h -7 O.

De plus, la Proposition 2.1 donne une estimation uniforme de la norme LOO de !ho
Ainsi, il existe au moins une sous-suite de (!h)h et une fonction 1 E LOO(QT) telles
que

fh(t,x,v) ~ I(t,x,v) dans LOO(QT) faible-*, lorsque h -7 O.

En outre, comme la charge discrète Ph est également bornée dans Loo (DT), il existe
une autre sous-suite de (fh)h vérifiant

pj,(t,x) ~ p(t,x) dans LOO(llT) faible-*, lorsque h -7 O.

Nous prouvons facilement que la limite p(t,x) correspond à fIRI(t,x,v)dv. En effet,
considérons 'ljJ(t,x) E L1(DT ), alors

f'T f'L (Ph _ f' 1dv ) 'ljJ(t,x) da;dt = f'T f'L f' (!h - 1) 'If; (t,x ) dvdxdt
Jo Jo JIR Jo Jo Jlvl<CT

+ f'T f'L f' (.h _1)'If;(t,x)dvd:Edt.
Jo Jo Jlvl>T

Puisque Ih ~ 1 dans LOO(QT) faible-*, le premier terme de droite tend vers zéro
pour r fixé, lorsque h tend vers zéro. De plus, à partir de la seconde estimation de la
Proposition 2.1 qui est satisfaite aussi bien par 1 que par !h, nous obtenons

f' l!h - Ildv <:: f' (I!hl + 1/1)dv <:: 2 CT ( h + f' ( d~ I)J
Jlvl>T Jlvl>r Jlvl>T 1 + v
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Le dernier terme de ces inégalités devient petit, dès que l'on choisit 'r suffisamment
grand. Ainsi, Ph converge vers J'mi dv dans LOO(flT ) faible-*.
Remarquons à présent que si la donnée initiale appartient à BV(Q), nous pouvons
construire une nouvelle approximation de la fonction de distribution, Ji" continue en
temps. Il est facile de vérifier que Ji, et fh vont converger vers la même limite. Nous
posons alors,

B = {fh E C(O,T;L!oc(Q)); fh donnée par (2.17) pour un maillage Mh}

et
B(t) = {1h(t) E L[oc(Q); fh E B}.

Une conséquence du théorème de compacité d'Helly (voir par exemple [14, Théorème
5.1.1] ou [9, 11]) et l'estimation de la variation totale de la fonction de distribution .h
montre que l'injection de l'espace B(t) dans L[oc(Q) est relativement compacte. Enfin,
en utilisant le schéma numérique pour la construction de fh et à l'aide de l'estimation
de la variation totale de f,,(t), nous montrons que B est uniformément équicontinue
au sens suivant: pour tout R strictement positif et tel que la boule B(ü,R) soit incluse
dans Q, pour tout E strictement positif, il existe 1) strictement positif tel que

En appliquant le théorème d'Ascoli, nous prouvons que la fonction de distribution
discrète fh converge fortement vers i dans CO(O,T; L[oJ·

2.4.1 Convergence vers la solution faible de l'équation de Vlasov.

Soit 'P E C;;"(QT), R> °et jo,.h E LZ tels que

BUPP('P(t,X,.)) C [-R,R],

avec

Multiplions le schéma volumes finis (2.17) par

puis, BOITIllOnS sur i E {O~ .. ,nx -l}, j E {iO, .. ,jl} et n E {O, .. ,NT = It}, il vient

avec
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et

E2 = L [.6.1J j 1Jj (Ji~j - f['-l,j) + .6.1Jj 1Jj (Ji~j - fI'j-l,j) + .6.:Ei Er+ (Ji~j - fi~j-l)
n,t,]

]

l ,,,+1

+ .6.:Ei Er- (fi~j ~ fi~j+l) .6. . .6. .[ r. 'P(t,:E,1J)d:Ed1Jdt.
X z VJ t n } Ci,j

Dans la suite nous notons

El.o = J~T h(t,:E,1J)~~ (t,:E,1J)dtd:Ed1J +hfo(:E,1J)'P(O,:E,1J)d:Ed1J

et
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l ( 0'P 8'P)E2,o = h(t,:E,1J) 1J -8 (t,:E,1J) + Eh(t,:E) -8 (t,:E,1J) d:Ed1Jdt .
. QT :E 1J

Nous allons comparer les termes El et El,o, puis les termes E 2 et E2,0 de manière à
établir que El,o + E2,o converge vers zéro lorsque h -+ O.

Comparaison entre El et El,o,

Nous remarquons d'abord que El,o peut être écrit de la manière suivante en
décomposant l'intégrale sur chaque cellule Ci,j :

En utilisant une intégration par partie discrète, il suit

El,u = - L (fi~t - fi~j) l ..'P(tn+
l

,:E,1J)d:Ed1J
n,i,j . Cl,)

h(h(o,:E'1J) - fO(:E'1J)) 'P(O,x,1J)dxd1J.

Ainsi,

t n +1 •

lEI + El,DI < L If~t ~ fI:jl L Jei' 1 ~~ (t,x,1J)ldtdxd1J
n,zJ ,)

+ h11i,(O,:E,1J) - fo(x,1J)II'P(O,:E,1J)ldxd1J.

En supposant par exemple que la donnée initiale est discrétisée de la manière suivante

1 j'h(O,:r,'lJ) = -jCI .. fo(x,1J)dxd1J,
Z,] C,,)

V(:E,1J) E Ci,j
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et en utilisant le fait que la donnée initiale fa E LI(Q) n LOO(Q), nous avons

lim jlfh(O,x,v) - fo(x,v)II<p(O,x,v)ldxdv = O.
h-tO Q

De plus, à partir de l'inégalité obtenue sur le terme EF2h défini par (2.21) et en
prenant </J(r') = 1', il vient

t n +1 ,-

L If;,t - fi~jl L J.I~~ (t,x,v)ldtdxdv <::: CII<ptIIL= 6tl
/

2

n,i,j t Ct,)

Alors,
lEI + EI,o 1 --+ 0 lorsque h --+ 0,

Comparaison entre E 2 et E2,O'

Introduisons la notation

E 2 ,1 = L. [vt Ui~j -li~l,j) Ln

+

1

.t~/1:2 <P(t,xi_I/2,V)dvdt
n,t,) )- -

[,

t
n
+

1
lVj+l/2

+ vj Urj - fI'tl,j) <P(t,Xi+l/2,V)dvdt
. t n Vj_l/2

l
tn+

1 lXi+l/2
+ Er+ Ui~i - fi~j-l) <p(t,x,Vj_I/2)dxdt

tn
Xi-l/2

+ Er- Ui~j - fri+l) l,n+1 rX

i+
1

!2 <P(t,x,Vi+l/2)&Ddt]
t n }Xi-l/2

et comparons E2 et E 2,1, il vient

IE2 - E2,11

[ [

l ,n+1 ]L vt Urj - fI'-I,j) 6Xi L J. <p(t,x,v) - <p(t,:J;i_l/2,V)dvdt
n,t,) t Ct,)

[
1 [,n+! 1 ]+ vi Ui~j - .n'tl,j) 6' <p(t,x,v) - <P(t,Xi+I/2,V)dvdt
X't • t n Ci,j

+ Er+ U;~j - fi~j-l) [6~ 1:n

+

1

j' ..<p(t,x,v) - <p(t,X;lJj_1/2)dXdt]
J t Cl,)

[
1 ["n+I j ]]+ EI'- Ui~j - fi~j+l) 6vj Jt

n
Ci.) <p(t,x,v) - <p(t,x,Vj_I/2)dxdt

En utilisant l'inégalité sur le terme EF'h défini par (2,20) en prenant </J(1') = 1', il
existe une constante c > 0 ne dépendant que de T, R, L, fa, ct et ç telle que

IE2 - E 2,l1 <::: c 11\7<pIIL= h' /2
.
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Estimons ensuite IE2,O + E2,ll en écrivant le terme E2,l comme suit (nous rappelons
que <p est à support compact)

E2,l = - L Ir) [Vj 1:n

+

1
/,V;+1 /2<P(t,Xi+1/Z'V) - <P(t,xi_l/2,V)dvdt

n,i,j t· VJ-l/2

1,,,+1 /"rHl/2 ]
+Er <p(t,.'l:,Vj+l/2) - <p(t,x,Vj_l/2)dxdt ,

tn . Xi-lf2

De la rnême manière

Ainsi, il existe une constante c > 0 ne dépendant que de T, R, L, la, Œ et ç satisfaisant

IE2,0 + EZ,ll

< L Irj [.{+1 ,t~/':2 Iv - vill<p(t,Xi+I/2,V) - <p(t,.7;i_I/Z,v)ldvdt
n,z,J J -

+ ,{+1 {~~::2IEh(t,X) _ EYII<p(t,x,Vj+1/2) _ <P(t,x,Vj_l/z)ldxdt]

< c 11\7<piiL= LÙt /'"Xi /'"Vdi~j [/'"Vj + sup iEh(t,X) - Erl]
n,Z,)

< cT 11\7<pIIL= Il/ollv h,

Finalement, nous rappelons que El + E z = 0 et obtenons ainsi

E(/'"t,h) { (D<p a<p a<p) (lQT!h 75t + v ax + Eh(t,x) av dtdxdv + lQ 10(x,v)'I'(O,x,v)dxdv

E1,o +E2,o

El,o + El + Ez,o + E2,l - Ez,1 + E2,

Les estimations précédentes impliquent l'existence d'une constante C ne dépendant
que de <p, la, L, T, Œ et ç, telle que

iEI,o + EII < C (11/0 - Ih(O)llv + /'"t l
/
Z

),

iE2,0 + E2,11 < Ch,

IEz,l - E21 < C hl/2
•

Alors, le terme E(/'"t,h) converge vers zéro lorsque le paramètre h tend vers zéro.
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Comme nous l'avons vu

fh(t,x,v) ~ f(t,x,v) faiblement dans L=(QT)-*

Eh(t,x) --+ E(t,x) fortement dans CO(!1T ).

Nous avons de plus montré que le couple limite (J,E) d'une sous-suite de (ih,Eh)h>o
est une solution de l'équation de Vlasov (2.1). Pour achever la démonstration du
théorème de convergence, il faut maintenant montrer que ce couple limite satisfait
l'équation de Poisson.

Remarque 2.3 Pour le calcul numérique, nous utilisons un suppor·t en vitesse suffi
samment grand mais fini. Dans cette démonstration, nous avons supposé que lorsque
h --+ 0, le support de la fonction de distrib,ûion ih(t,~;,.) tend vers l'infini, ainsi la
condition de stabilité sur le pas de temps (2.15) nous impose que

CI E E:]0,l[,

2.4.2 Convergence vers la solution de l'équation de Poisson.

Nous rappelons que le champ électrique discret défini précédemment est continu
par rapport à (t,x). Cependant, pour simplifier l'analyse nous allons considérer une
nouvelle approximation constante sur chaque intervalle de temps [tn ,tn+! [ du champ
électrique

Eh(t,x) = foL K(x,y) (Ph (t,y) - l)dy,

où Ph est donnée par (2.10). Étant donné que 8ff," est uniformément bornée, il est
facile de prouver que Eh et Eh vont converger vers la même limite lorsque h tend vers
zéro. Ainsi, Eh converge presque partout vers E.
Montrons à présent que E(t,x) est solution de l'équation de Poisson: soit ,p(t,J;)
appartenant à L I (!1T ),

t Eh(t,x) ,p(t,x)dtdJ; = t [t
L

K(x,y) (Ph (t,y) - l)dY] ,p(t,x)dtdx.
lnT ./nT Jo

Nous savons que la densité de charge discrète Ph converge vers p(t,x) = f IR f(t,x,v)dv
dans L=(!1T ) faible-*, où f représente la solution de l'équation de Vlasov. Posons

g(t,y) = foL K(x,y) 4J(t,x)d2;, on agE: LI (!1T ). En appliquant le théorème de Fubini,
nous montrons

t Ph (t,y) g(t,y)dtdy --+ t p(t,y) g(t,y)dtdy, lorsque h --+ 0
lOT .InT
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et nous avons

E(t,:E) = !aL K(x,y) (p(t,y) - l)dy et p(t,y) = lm f(t,y,v)dv.
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Ce qui prouve que le couple (J,E) est une solution de l'équation de Vlasov-Poisson.
La formulation faible implique que la solution du système de Vlasov-Poisson ap

partient à CO ([O,T[; D'). Cependant, la régularité W1,00(flT) du champ électrique E
et la continuité de la donnée initiale en (x,v) permettent de conclure que la fonction
de distribution f est aussi continue en (t,x,v). Nous rappelons que dans le cadre de
notre étude la solution de l'équation de Vlasov-Poisson est unique, c'est donc toute
la suite (fh,Eh)h>o qui converge vers la même limite solution de l'équation.

2.5 Estimations d'erreurs.

Cette partie est consacrée à l'obtention d'estimations d'erreurs sur l'approximation
(h,Eh ). Nous supposons que la donnée initiale est à support compact par rapport
à la variable de vitesse, ainsi il est facile de vérifier, en utilisant la théorie des ca
ractéristiques, que la solution de l'équation de Vlasov reste à support compaet en
vitesse.

Pour réaliser ces estirnations d'erreurs, nous adaptons les estimations réalisées par
J.-P. Vila et P. Villedieu [18] pour l'équation de Vlasov.

Notons par M(QT) l'ensemble des mesures positives sur QT, c'est-à-dire l'en
semble des formes linéaires positives et continues sur C(QT)' Puis par WZ,OO(QT),
l'ensemble des fonctions appartenant à W 1,00(QT), périodiques en x et à support
compact en (t,v).

Proposition 2.5 Nous supposons que la condition de stabilité sur le pas de temps
(2.15) est satisfaite et que le maillage est admissible (2.1). Nous supposons également
que la donnée initiale appartient à LI (Q) n Loo (Q) et est bornée par la fonction R(v)

#finie par (2.14). Alors, il existe deux mesures v,; bot et v1, bot E M (QT) telle que pour

toute fonctiou 'P E W1,00 (QT ), 'P ;:> 0, on ait' ,

et

1· .(O'P o'P O'P) 1ih ,,+v" + Eh (t,x) " dtd2;dv + fo(x,v)'P(O,:E,v)dxdv
07' ut uX uV 0

:::: r'P(O)d I/k + r (l'Pt! + 1\7x,v'Pl)d Vk,6t'
./0 ./07'

1 2 (O'P O'P O'P) l 2- .h" + v -iJ' + Eh(t,x)" dtd1:dv - f o (x,V)'P(O,x,v)dxdv
07' ut x uV .0

::::: r'P(O)du1, + r (l'Ptl + l\7x,v'Pl)dv1"bot.
JO J 0 7'

(2.32)

(2.33)
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De plus, ces mesure" satisfont: pour tout T > °et tout R > 0, il existe une constante
C ne dépendant que de T, R, L, fa, ct et ç, telle que

v~,Lit (rO,T[ x ]O,L[ XB(O,R))

v~,Lit ([O,T[ x ]O,L[ XB(O,R))

< C (Llt1/2+ h1
/

2 + Iifo - fh(O)llu),

< C (Llt1/2+ h1
/

2 + Iifo - ,h(O)llp)·

Preuve: l'idée de la preuve est similaire à celle présentée pour montrer la conver
gence du schéma volumes finis vers la solution faible de l'équation de Vlasov. Nous uti
lisons le Lemme 2.1 pour les fonctions convexes et localement lipschitziennes 1'(r) = r

(respectivement 1'(r) = r2
) pour établir la majoration de la mesure v~ Lit (respective-

ment v~ Lit). ', ,

Considérons l' une fonction convexe et localement lipschitzienne de IR+ dans IR+.

Soit <p E C;:"(QT), <p ::> 0, soient R> 0, .io, .il E LZ tels que

supp ( <p(t,x,.)) C [-R,R]

avec

-R E (Vjo-l/2,Vjo+1/2) et RE (vj, -1/2'Vh +1/2)'

Nous multiplions l'inégalité (2.18) par la quantité

1 t",+1

Ll Ll Ll ,r r, <p(t,x,v)dxdvdt,
t X t vJ Jtn ./Ci,j

qui est positive. Puis, nous sommons sur i E {O, .. ,nx - 1}, j E {joJ"J,h} et n E

{ T }O, .. ,NT = f::..t ,il vient

avec

et

E2 L [LlVj vJ (1'Ui~j) -qJUI"-l,j)) + Llvj vj (1'Ui~j) -1'UI'el))
n,t,]

+ LlXi EY+ (1'Ui~j) - 1'UI:j-l)) + LlXi Er'- (1'Ui~j) - 4>(fi~j+1)) ]

1 ltnH j'X Ll 'Ll ' <p(t,x,v)dxdvdt.
X z VJ in Ci,j
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Dans la suite nous noterons par

EI,o = - r <f;(!h(t,x,V)) ~'P (t,x,v)dtdxdv - r<f;(jo(x,v))'P(O,x,v)dJ;dv
J~ ~ ~

et

1· ( a'P a'P)E2 ,o = - <f;(!h(t,x,v)) v ,,(t,x,v) + Eh(t,x) ,,(t,x,V) dxdvdt.
Qr uX uV

Nous remarquons d'abord que EI,Q peut être écrit de la manière suivante

EI,o = - L <f;(ji~j)1.. ('P(tn+J ,x,v) - 'P(tn,:r,v)) dxdv
n,t,) C1"J

- r<f;(jo(x,V))'P(O,x,v)dxdv.JQ

En utilisant une intégration par partie discrète, il suit

EI,o = L.(<f;UZt) -<f;(jZj)) 1. 'P(tn+l,x,v)dxdv
n,t,) C',J

+ r (<f;Uh(O,X,V)) - <f;(fo(x,v))) 'P(O,x,v)dxdv.JQ

Nous avons,

IEI,o - EII
t n +1

< L I<f;(ji~t) - <f;(fi~j)1 ~t L r..1'P(tn+l ,x,v) - 'P(t,x,v) Idtdxdv
n,t,) t JCt,)

+ k1<f;(!h(O,x,v)) - <f;Uo(x,v))II'P(O,x,v)ldxdv,

< L I<f;(fz~t) - <f;(fi~j)1 X

n,i,j

1 1· tn
+

11 II a- 1 (t - tn+J) 2 (tn+J + (t - tn+I)e,x,v)deldtdxdv,
6.t in Ci.; 0 at

+ k1<f;(!h(O,X,V)) - <f;(fO(x,v))1 'P(O,:E,v)dxdv.

Nous posons alors,

51
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< l/t,'(J(O) >= j~ 1<;b(!h(O,x,v)) - <;bUo(x,v))1 '(J(O,x,v)dxdv.

Il vient alors,

(2.34)

Ainsi, à partir de l'inégalité sur le terme EF2h défini par (2.21) dans le Lemme 2.1 et
puisque la fonction 4> est lipschitzienne, on a

vt:~t([O,T[X]O,LlxB(O,R)) <:; Ct:.t1
/
2

Puis l comme fa est suffisamment régulière, nous avons

vt ([O,TI x JO,LI XB(O,R)) <:; C h.

Pour étudier E 2 , introduisons la notation

et comparons E2 et E2,1,
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Nous montrons comme précédemment l'existence d'une mesure l/t:~t satisfaisant
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(2.35)

et en utilisant l'inégalité sur le terme EFIh. défini par (2.20) dans le Lemme 2.1 et
puisque la fonction q, est lipschitzienne, il existe une constante c > 0 ne dépendant
que de T, R, L, io, a et ç telle que

l/t:~t([O,T[xJO,L[XB(O,R))<:: c h l
/

2
.

Pour estimer ensuite jEz,o - E 2,d, nous écrivons le terme E2,1 comme suit (nous
rappelons que 'P est à support compact)

De rnêrne, nous avons

En procédant toujours de la même manière

IE2,0 - EZ,lj

< ~ q,(ji:j ) U~n+l 1~~::~2Iv -Vjll'P(t,Xi+I/Z,V) - 'P(t,xi_l/2,V)ldvdt

+ Ln+> f~::~2IEh.(t,x) - EI'II'P(t,x,Vj+l/Z) - 'P(t,X,Vj_I/2)ldxdt].

En utilisant la régularité de Eh, il existe une mesure l/t:~t telle que

(2.36)

et une constante c qui ne dépend que de io, T, R, L, telle que

<:: cT jjq,(jo) Ilv h.
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Lorsque q,(r) = r, l'inégalité (2.18) correspond au schéma numérique (2.17). Ainsi,

E, + E2 = °et

r (O<P o<p O<P) rJ
QT

h ot +v OX + Eh(t,X) av dtdxdv + J
Q

fo(x,v)<p(O,x,v)dxdv

-El,o - E 2,o

-El,o + El - E 2 ,o + E 2,1 - E2,1 + E 2 ,

< IEl,o - Eli + IE2,o - E2,ll + IE2,1 - E 2 1·

E t 1 ~+ ~,J + ~,2 + ~,3 "'( ) t' ~,l ~,2 ~,3n posan Vh ,.6.t = Vh Vh,l:::.t l/h ,l:::.t IJh,nt pour,+, r = r, e pUIsque Uh ,.6.t' Vh ,.6.t' vh,!:::.t

vérifient les inégalités (2.34), (2.35), (2.36), la première inégalité de la Proposition 2.5
suit. Nous remarquons qu'en appliquant la même technique nous pouvons montrer que
la formulation faible discrète (2.32) sur h est encadrée par deux mesures bornées.

Finalement, pour une fonction q, convexe quelconque compte tenu de l'inégalité
(2.18) et E, + E2 :'::: 0, nous obtenons

j. (0<P o<p O<P) 1- q,(h) " + v c;- + Eh(t,:r) c;- dtdxdv - q,Uo(X,V))<p(O,x,v)dxdv
QT ut uX uV Q

E"o + E2,o

< E"o - El + E2,0 - E 2,1 + E 2,1 - E 2,

< IE"o - Eli + IE2 ,o - E2 ,11 + IE2,1 - E21·

En prenant la fonction q,(r) = r 2 , localement lipschitzienne, nous pouvons appliquer

1 .• l't' d L 2 1 t 2 @ + ~,l + ~,2 + ~,3 t 1es Inega 1 es li emme . : en posan Vh,l:::.t = ViL Vh,f:..t Vh,6t J/h,l:::.t e es
estimations (2.34), (2.35), (2.36), nous obtenons le résultat.

D

À partir de cette proposition, nous obtenons le théorème suivant qui donne une
estimation d'erreurs sur l'approximation numérique. Afin de simplifier l'étude, nous
supposons que la solution de l'équation de Vlasov est à support compact par rapport
à la variable de vitesse.

Théorème 2.2 SO'ient fo(x,v) appartenant à W1,CO(Q) et (Mh)h>O une suite de
maillages de l'espace des phases, /,:;t le pas de temps sati~faisant la condition de sta
bilité (2.15): il existe ç E]O,I[ tel qu,e

/':;x~~Vj (/':;Vj IVjl + /':;Xi IErl) :'::: 1 - ç, Y(i,j) EIx J, Yn E IN.

Considérons l'approximation numérique obtenue à partir du schéma volumes finiB
(2.17), puis notons fh(t,x,V) la fonction de distribution discrète et Eh(t,x) le champ
électrique discret donné par (2.12). Alors,

r e-Œilf(t,:r,v) - h(t,x,v)1 2 dtdxdv:,::: C
"

T(h' /2 + /':;t' / 2
) + C,llfo - fh(O)IIL"JQT
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Preuve: puisque la donnée initiale est supposée être à support compact, pour un
temps T < +00, il existe R > 0, tel que

\i(t,x;) E [O,T[ x ]O,LL "upp(i(t,x,.)) C B(O,R).

De plus, en utilisant la régularité de la donnée initiale, la solution de l'équation de
Vlasov-Poisson (E,j) est unique et f appartient à W 1,OO(QT). Pour toute fonction
<p E WI,OO(QT), nous avons

kT f2(~~ + v ~: + Eh(t,X) ~:)dtdxdv +kJ5(x,v)<p(O,x,v)dxdv

1 iJf
= -2 f(Eh - E)<p(t,x,v)-iJ dtdxdv.

QT v

Compte tenu de la première inégalité de la Proposition 2.5 avec <p E WI,OO(QT), alors
la fonction de distribution f <p appartient à l'espace WI,OO(QT). Nous pouvons donc
l'utiliser comme fonction test:

l (iJ<p iJ<p iJ<p) j' 2-2 j,,] - + v -::;--: + Eh(t,x) -iJ. dtdxdv - 2 fa (x,v)<p(O,x,v )dxdv
. QT at ux. v Q

1 iJf::::-2 <//k,l:o.t,IVt,x,v(J<p)1 >-2 fh(E-Eh)<P(t,x,v)-iJ dtdxdv.
QT v

Ensuite, à l'aide de la deuxième inégalité de la Proposition 2.5, nous déduisons que

f 2 "fih ven e

j. 2(iJ<P a<p iJ<p) 1 2
QT h iJt + v ax + Eh(t,x) iJv dtdxdv + Q fa (x,v)<p(O,x,v)dxdv

:::: - < //~,l:o.t, IVt,x,v<p1 > .

Finalement, il vient en additionnant membres à membre les deux inégalités ci-dessus

r 2 ( iJ<p iJ<p iJ<p)J
QT

If -ihl at + v iJx + Eh(t,X) iJv dtdxdv

:::: -2 r (ih - .f) (Eh - E)<p iJiJf dtdxdvJQT v

- 21f11,00 < I/k,!:o.t' IVt,x,v<p1 > - < J/~,l:o.t, IVt,x,v<p1 > . (2.37)

Bj - - 3
Posons alors Cl! = 511 8v IIL= LR et w = max(2R; 2L) et considérons une fonction
k E C 1 (JR.+; [0,1]) telle que

k(r) = {
1 sirE [O,R+wT),

° sirE[R+wT+l,+oo[
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et k'(r) :S ° 'dT E IR+ Nous construisons alors

_ { k(I(1:,v)1 +wt)e-at

'P(t,.'l:,v) -

°
si (t,.7;,V) E QT,

si t 2: T.

La fonction 'P n'est pas dans l'espace W;,OO(QT), mais une technique de régularisation
habituelle montre qu'une telle fonction peut être considérée [18]. En utilisant cette
fonction 'P comme fonction test, nous calculons chaque terme de l'inégalité (2.37).
D'abord, puisque le champ électrique discret est calculé à partir du noyau de Green,
l'inégalité suivante a lieu

1 rK(1:,y)[f(t,y,v) - fh(t,y,v)]dydvl,JQ

< kIf(t,y,v) - fh(t,y,v) Idydv.

Alors, en utilisant l'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous avons

Puisque k(.) = 1 lorsque (t,1:,v) E [O,T[x]O,L[xB(O,R), il vient
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Ensuite, nous calculons les dérivées

57

o'P
7)t(t,J;,v)

o'P
ox (t,x,v)

wk'(I(x,v)1 +wt)e-n' - ak(l(:E,V)1 +wt)e-nl ,

1(;~v)1 k'(l(x,v)1 +wt)e-
n

',

o'P
OV (t,x,v) = l(x~v)1 k'(I(x,v)1 +wt) e-

nl
.

En remplaçant les dérivées par leur expression, nous obtenons finalement

[
2 l ,VX + Eh(t,X)V)

If-fhl k(l(x,v)l+wt)e-n (w+ I( )1 dtdxdv
. QT x,v

-a1 If - !h1 2 k(l(x,v)1 +wt) e-n'dtdxdv
QT

:::. -41I
of

IIL=LR r If-!h1 2 k(l(x,v)1 +wt)e-n'dtdxdv
OV lQT

-2Ifh,oo 1/~,6' ([O,T[ xJO,L[ x B(O,R)) - 1/~,6t ([O,T[ x ]O,L[ x B(O,R)).

Mais comme k' :::; °et w = max(2R; ~L), le terme suivant est positif:

v x + Eh(t,x) v
w + l(x,v)1 :::. 0,

of -
Or, k(l(x,v)1 +wt) = 1 lorsque (t,x,v) E QT et a = 511 0."IIL=LR, ce qui permet
d'établir le résultat:

kT e-n
t If - fhl 2 dtdxdv < Cl,T [V~'6t ([O,T[X ]O,L[ x B(O,R))

+ V~,6t ([O,T[X]O,L[x B(O,R)) ].

À l'aide des majorations sur V~,6t et V~,6t établies par la Proposition 2.5, nous
complétons la preuve. 0

2.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons proposé un schéma de type volumes finis pour la
résolution numérique de l'équation de Vlasov-Poisson dans l'espace des phases (x,v).
La simplicité de ce schéma permet de montrer la convergence vers la solution du
système. La preuve de la convergence ne nécessite pas beaucoup de régularité sur la
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solution, puisqu'elle utilise la formulation faible du problème; ce qui permet de traiter
la plupart des applications physiques où la fonction de distribution appartient seule
ment à l'espace LI n Loo (voir par exemple les problèmes de faisceaux de particules).
Nous avons choisi d'étudier, par souci de clarté, le problème de Vlasov-Poisson avec
des conditions aux limites périodiques en la variable x. Cependant, la démonstration
s'adapte au problème de Cauchy sur tout l'espace et pour des solutions faibles moins
régulières puisque nous n'utilisons pas les courbes caractéristiques [7] (mais dans ce
cas, il n'y a pas, en général, unicité de la solution). La démonstration des estimations
d'erreurs convient bien à l'équation de Vlasov, puisque la formulation faible, satis
faite pour toute fonction convexe de Ih, suffit à montrer ces estimations. Nous évitons
ainsi de faire appel à l'arsenal utilisé pour les équations hyperboliques non linéaires,
c'est-à-dire des formulations faibles, entropiques et discrètes.

La méthode de convergence s'applique relativement facilement aux problèmes en
dimension supérieure et pour des maillages non cartésiens, pourvu que le maillage
de l'espace physique soit le même pour le calcul de la fonction de distribution et
des champs, de manière à éviter des formules d'interpolations entre les maillages.
Les difficultés se situent plutôt dans l'obtention d'estimations a pTioTi sur les ehamps
électromagnétiques autoconsistants ou sur les quantités de la forme f IRd 1 1/J(v)dv pour
traiter la non linéarité partieulière de l'équation de Vlasov eouplée avec les équations
de Poisson ou de Maxwell.

Dans le eas du système de Vlasov-Poisson, il est possible de montrer une estimation
sur le gradient du ehamp électrique puisque le caractère elliptique de l'équation de
Poisson permet de gagner de la régularité à condition d'avoir une estimation sur la
densité de eharge p, obtenue à partir de la eonservation de l'énergie du système. Pour
montrer la convergence, il faudrait ensuite établir une majoration sur ~~ à l'aide de
la version discrète de l'équation de eontinuité

ap + V' . l' = O.at .
Une estimation de 8:/, n'est pas évidente à établir pour des maillages non structurés.
Pour le système de Vlasov-Maxwell, il n'est pas possible de montrer la convergence
forte des ehamps électromagnétiques puisque les équations de Maxwell ne permettent
pas de gagner en régularité. L'espoir est done de donner une version diserète des
lemmes de moyenne pour établir la convergence forte du terme J'IRd 11/J(v)dv.

Concernant les résultats numériques, le schéma présenté dans ce ehapitre est seule
ment d'ordre un et l'évolution de la fonetion de distribution n'est pas suffisamment
précise. De plus, la eondition de stabilité sur le pas de temps peut devenir très res
trictive si le support de la fonction de distribution en vitesse est grand. Au chapitre
suivant, nous proposons une méthode de eonservation des flux directement inspirée
de ce schéma: nous diserétisons les flux sur le bord de ehaque cellule par un sehéma
d'ordre élevé, puis pour éviter une condition CFL, nous utilisons les eourbes ca
ractéristiques.
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Chapitre 3

Quelques schémas conservatifs
pour l'équation de Vlasov.

3.1 Introduction.

L'équation de Vlasov décrit l'évolution d'un système de particules soumises aux
champs électromagnétiques extérieurs et autoconsistants générés par le déplacement
des particules. L'inconnue f(t,x,v), dépendant du temps t, de la position x et de la
vitesse v, représente la fonction de distribution des particules (électrons, ions, ... ) dans
l'espace des phases. Ce modèle est couramment utilisé pour l'étude de la propagation
des faisceaux de particules ou en physique des plasmas.
La résolution numérique de l'équation de Vlasov s'effectue le plus souvent à l'aide
de méthodes particulaires (Partiele In Cell) qui consistent à approcher le plasma ou
l'ensemble des particules formant le faisceau par un nombre fini de macro particules.
Les trajectoires de ces particules sont calculées à partir des courbes caractéristiques
données par l'équation de Vlasov, tandis que les champs extérieurs et autoconsis
tants sont approchés sur un maillage de l'espace physique. Pour une description plus
détaillée, le lecteur est renvoyé au livre de Birdsall et Langdon [2]. Ces méthodes
permettent la plupart du temps d'obtenir des résultats très satisfaisants avec un
nombre relativement peu élevé de macro particules. Cependant, il est bien connu que
le bruit numérique généré par ce type de méthodes est trop important pour décrire
précisément la fonction de distribution dans l'espace des phases. De plus, ce bruit
numérique décroît seulement en 1/JN lorsque le nombre de particules N croît. Pour
remédier à ce genre de problème, des méthodes discrétisant l'équation de Vlasov sur
un maillage de l'espace des phases ont été proposées. Parmi celles-ci, la méthode de
transformation de Fourier en (x,v) est basée sur l'utilisation de "Transformés de Fou
rier Rapides" (Fast Fourier Transform) de la fonction de distribution dans l'espace des
phases, mais est seulement valide pour des conditions de bords périodiques [11, 12].
En effet, pour les problèmes non périodiques, des oscillations de Gibbs se forment sur
le bord et se propagent à l'intérieur dn domaine. Une méthode de type éléments finis a
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aussi été proposée [21, 22]. Celle-ci est particulièrement adaptée pour le traitement de
problèmes dans des géométries complexes rencontrés dans la plupart des applications,
mais nécessite la résolution numérique d'un système matriciel à chaque itération ce qui
est un inconvénient pour la résolution de l'équation de Vlasov en dimension élevée. La
méthode semi-Iagrangienne, qui consiste à caleuler la fonction de distribution sur les
noeuds d'une grille de l'espace des phases en suivant les courbes caractéristiques, est
également utilisée. Pour connaitre la valeur de 1 à l'origine de la caractéristique, une
méthode d'interpolation d'ordre élevé est nécessaire. E. Sonnendrücker et al. [18, 19]
ont proposé la reconstruction à l'aide de splines cubiques, ce qui permet d'obtenir de
très bons résultats en terme de précision. Cependant l'utilisation de ce type d'interpo
lation détruit le caractère local de la reconstruction. Nakamura et Yabe ont pour leur
part présenté la méthode CIP (Cubic Interpolated Propagation), qui est basée sur
l'approximation des gradients de la fonction de distribution dans le but d'utiliser une
interpolation de type Hermite [20]. Cette méthode est très coûteuse en place mémoire
puisqu'elle néeessite le stockage de 1, \1x1 et \1·u1. Un autre schéma pour l'approxima
tion de l'équation de Vlasov est la méthode FCT (Flux Corrected Transport) proposée
dans [5, 6] ou plus réeemment la méthode FBM (Flux Balance Method) [8]: l'idée
de base de ces méthodes est de caleuler la moyenne de la solution de l'équation de
Vlasov par un schéma conservatif sur chaque cellule de la grille discrétisant l'espace
des phases.

L'inconvénient commun à l'ensemble de ces méthodes est la non préservation
de la positivité, ce qui représente un désavantage pour des simulations en temps
longs puisque des oscillations numériques peuvent se développer. Dans un premier
temps, l'objectif de ce chapitre est de proposer de nouveaux schémas numériques, les
méthodes PFC (Positive and Flux Conservative), permettant d'obtenir une approxi
mation précise de la fonction de distribution dans l'espace des phases, la conserva
tion de la masse globale (nous parlerons plutôt de conservation du nombre de parti
cules), la préservation de la positivité. De plus, nous proposerons des méthodes d'in
terpolations locales, ce qui permettra une parallélisation plus directe. Ensuite, nous
présentons différents types d'interpolations locales pour la méthode semi-lagrangienne.
Ces méthodes doivent donner une deseription aussi précise que la reconstruction par
spline cubique tout en conservant l'aspect local de l'interpolation. Enfin, nous intro
duisons un nouveau schéma aux différences finies issu de la dynamique des fluides
(équation d'Euler incompressible en dimension deux) qui conserve les propriétés de
l'équation de Vlasov et que nous stabilisons par l'ajout d'un terme de collisions.
Ce chapitre s'organise de la manière suivante: dans une première partie, nous décrivons
brièvement l'équation de Vlasov en rappelant quelques propriétés de la solution comme
la conservation de l'entropie cinétique, les normes IJ' de 1 et l'énergie. Ensuite, nous
présentons différentes méthodes conservatives pour la discrétisation d'une équation
de transport et plus particulièrement de l'équation de Vlasov-Poisson, en utilisant
les courbes caractéristiques. Nous donnons différentes techniques de reconstruction
qui permettent de contrôler les oscillations numériques. Dans la dernière partie, nous
présentons des résultats numériques en dimension deux et quatre, dans l'espace des
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phases pour comparer les schémas en terme de précision et de temps de calcul.

3.2 L'équation de Vlasov.
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L'évolution de la densité d'une seule espèce de particules f(t,x,v)dx dv dans l'es
pace des phases (x,v) E !Rd X !Rd, d = 1,.. ,3, est donnée par l'équation de Vlasov,

~: + v· \1x f + F(t,x,v)· \1v f = 0, (3.1)

où le champ de force F(t,x,v) est couplé avec la fonction de distribution f, ce qui
donne un système non linéaire. Nous mentionnons les modèles de Vlasov-Poisson (VP)
et Vlasov-Maxwell (VM) décrivant l'évolution de particules sous l'effet des champs
électromagnétiques autoconsistants: nous définissons d'abord la densité de charge
p(t,x) et la densité de courant j (t,x) par

p(t,x) = q r. f(t,x,v)dv,lmd
j(t,.T) = q r v f(t,x,v)dv,

JIRd
(3.2)

où q est la charge d'une particule. Le champ de force est donné pour l'équation de
Vlasov-Poisson par

q
F(t,x,v) = -E(t,x), E(t,x) = -\1,<f>(t,x),

rn
P-D."=-x'f' ,
co

(3.3)

où m représente la masse d'une seule particule. Pour l'équation de Vlasov-Maxwell,
nous avons

q
F(t,x,v) = - (E(t,:E) + v /\ B(t,x))

m

et E, B sont solutions des équations de Maxwell

BBfit + \1 x E = 0,

Y' . E =!!-, \1. B = 0,
EO

avec la condition de compatibilité

ap n .- + V'J = o.at .

(3.4)

(3.5)

(3.6)

qui est automatiquement vérifiée par la solution de l'équation de Vlasov.
Nous rappelons maintenant quelques estimations classiques sur les équations de

(VP) et (VM). D'abord en supposant que la donnée initiale io(x,v) est positive,
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la solution f(t,x,v) reste positive au cours du temps. Ensuite, en observant que
divx,v (v,F(t,x,v)) = 0, nous déduisons immédiatement que pour toute fonction {3 E
Cl (IR+ ,IR+),

d
d ( (3(.f(t,x,v))dxdv = 0, Vt E IR+
tJIRdXIRd

En particulier toutes les normes LP de f, pour 1 -<; p -<; +00, sont préservées. De plus,
en prenant (3(1') = l' In(1'), nous obtenons la conservation de l'entropie cinétique

d d J'-d H(t) = -d f(t,x,v) ln (.f(t,x,v)) dxdv = 0,
t t IRdX IRd

Vt E IR+.

Ensuite, en multipliant l'équation de Vlasov par Ivl2 et en intégrant par parties, nous
démontrons la conservation de l'énergie pour l'équation (VP)

Finalement, nous remarquons que l'équation de Vlasov, couplée avec l'équation de
Poisson, conserve également la masse globale et l'impulsion,

d
d r. .f(t,x,v) ( 1 ) dxdv = 0, Vt E IR+
t lIRdXIRd v

3.3 La méthode de conservation des flux.

Nous introduisons un nouveau schéma conservatif pour la discrétisation d'une
équation de transport. Nous proposons ensuite plusieurs techniques de reconstruc
tion. Contrairement aux méthodes eulériennes classiques de type diffërences finies ou
volumes finis explicites en temps, la méthode que nous proposons n'est pas contrainte
par une condition CFL sur le pas de temps puisque nous utilisons les courbes ca
ractéristiques. Le couplage de l'équation de Vlasov avec les équations de Poisson ou
de Maxwell provoque la "filamentation" de la fonction de distribution dans l'espace
des phases, ceci constitue la principale des difficultés dans la construction d'un schéma
numérique pour l'équation de Vlasov. En effet, la fonction de distribution f(t,x,v) est
constante le long des courbes caractéristiques qui deviennent si proches les unes des
autres que les régions de l'espace des phases où f(t,x,v) prend des valeurs différentes
se rapprochent et de forts gradients sont ainsi générés. À partir d'un certain temps,
la grille de l'espace des phases devient trop grossière pour suivre ces filaments deve
nus trop fins. Les différentes méthodes présentées brièvement dans l'introduction ne
possèdent pas de mécanismes pour distinguer les oscillations numériques de ces fila
ments. L'algorithme devrait effectivement être d'ordre élevé lorsque le concept d'ordre
est relié à celui de la précision et devrait contrôler les oscillations lorsque les gradients
deviennent trop forts ou lorsque la fonction de distribution tend vers zéro. La méthode
conservative mise au point est basée sur ces principes.
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Le point de départ de notre méthode est la méthode FBM (Flux Balanced Method)
[8J, qui discrétise l'équation de Vlasov sous sa forme conservative: nous observons
d'abord qu'en utilisant un schéma à pas fractionnaire en temps, nous pouvons nous
restreindre, sans perte de généralités, à une équation de transport en dimension une

ad + Ox (u(t,x) f) = 0, \/(t,x) E IR+ X [Xmin,XmaxJ· (3.7)

(3.8)

Nous supposerons que le champ de vitesse u(t,x) est suffisamment régulier, par exemple
u(t,x) est continue en (t,x) et localement lipschitzienne en x. Ainsi, nous pouvons
définir, au sens classique, les courbes caractéristiques correspondant à l'équation de
transport et solutions du système d'équations différentielles

{
dX (s) = u(s,X(s)),
ds

X(t) = x.

Nous notons par X(s,t,x) la solution de (3.8) et considérons le jacobien J(s,t,x) =

oxX(s,t,x). Dans [4], les auteurs montrent que le jacobien J(s,t,x) est strictement
positif pour tout (s,t,x) E IR+ x IR+ x IR et la solution de l'équation de transport
(3.7) s'écrit

f(t,x) = f(s,X(s,t,x)) .I(s,t,x), (3.9)

ce qui exprime la conservation du nombre de particules le long des courbes ca
ractéristiques

où

\/K c lR, r f(t,x)dx = r f(s,y)dy,
JK JX(8,t,K)

X(s,t,K) = {y E IR'.: 3z E K Y = X(s,t,z)}.

(3.10)

Cette propriété reste vraie en dimension supérieure, d ::-: 1. Maintenant, nous introdui
sons une suite de points (XiH/2)iEI du domaine de calcul [Xmin,XmaxJ et nous posons
6.x = .7;i+l/2 ~Xi-l/2 et Ci = [Xi-l/2,Xi+1/ 2J. Supposons que les valeurs de la fonction
de distribution soient connues au temps tn = n 6.t, nous trouvons les nouvelles valeurs
au temps t nH en intégrant l'équation de Vlasov sur chaque intervalle discret. Ainsi,
en utilisant la propriété de conservation des particules (3.10) et en rappelant que le
jacobien 3; >-+ .I(tn ,taH,x) est strictement positif, nous obtenons sur chaque intervalle

Alors, en posant

l
Xi+1/ 2

<l.>i+l/2(t
n

) = . n n 1 f(tn,x)dx,
L\. Ct ,t + ,Xi+I/2)

nous décrivons la conservation de la masse:

1X

1+
1

/

2

f(tn+"x)dx = <l.>i_l/2(tn) + 1xi
+

1

/

2

f(ta,x)dx ~ <l.>i+l/2(tn ).

Xi-Ij2 X t -lj2

(3.11)
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L'évaluation de la moyenne de la solution sur [Xi-l/2,XH1/2J permet d'ignorer les
détails de la solution exacte qui peuvent être très coûteux à estimer.

En général, nous ne pouvons pas donner une expression explicite des courbes
caractéristiques, il est donc nécessaire d'introduire une discrétisation en temps du
système d'équation différentielle ordinaire (3.8). En utilisant un schéma saute-mouton
d'ordre deux, nous aboutissons à la résolution d'un problème de point fixe, dans lequel
nous cherchons xn = X (tn,tn+J ,xHl/2) tel que

Ce problème peut être résolu de manière itérative en utilisant un point fixe de New
ton. Nous remarquons que la plupart du temps, pour les équations de transport en
cinétique, le schéma en temps à pas fractionnaire permet d'éviter cette situation
puisque les courbes caractéristiques sont des droites ou peuvent être calculées ex
plicitement.

La principale étape consiste maintenant à choisir une méthode efficace pour recons
truire une approximation de la fonction de distribution à partir des valeurs moyennes
sur chaque intervalle Ci. Dans [8], E. Fijalkow utilise seulement une interpolation
linéaire, mais cette méthode ne conserve pas la positivité et ne permet pas de contrôler
les oscillations numériques. La méthode proposée par J. P. Boris et D. L. Book [5],
ou les méthodes pour les équations de transport [13] faisant appel aux limiteurs de
pentes classiques comme "minmod" et "superbee" sont trop dissipatives pour obtenir
une description précise de la fonction de distribution ou deviennent instables. Ici, nous
utiliserons une reconstruction via primitive: soit F(tn,.) une primitive de la fonction
de distribution f (tn ,.), nous noterons par

1 rX
i+ 1 / 2

fi' = Z- lx f(tn,x)dx,
x Xi-lj2

ainsi, F(tn,Xi+J/2) - F(tn,xi_l/2) = f:l.xfr, et

i

F(tn,2;Hl/2) = f:l.x L,iJ.: = wi·
k~O

Dans la suite, la variable en temps tn agit comme un simple paramètre, elle sera donc
abandonnée. Nous présentons deux méthodes de reconstructions différentes.

3.3.1 La reconstruction ENû.

La méthode ENO (Essentiellement Non Oscillante) a été introduite par Harten
et al. dans [10]. Elle est couramment utilisée pour la discrétisation des équations
hyperboliques et permet de contrôler les oscillations numériques lms de l'apparition
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de discontinuités. Contrairement aux équations hyperboliques classiques, l'équation
de Vlasov ne développe pas de chocs, mais de forts gradients peuvent apparaitre dans
l'espace des phases. La reconstruction de type ENO paraît bien adaptée pour traiter
ce type de problème. Nous rappelons d'abord les formules de différences divisées qui
jouent un rôle important pour la mise au point de l'algorithme

F[Xi+3/2, .. ,Xi+P+1/2] - F[Xi+1/2, .. ,;Ei+p-l/2]

Xi+p+1/2 - Xi+1/2

(3.12)
Pour une fonction F satisfaisant les propriétés pour p 2 1,

- Si F(x) E CP([Xi+1/2,Xi+p+1/2]), alors

1 dPF
Cl (E [Xi+1/2,Xi+p+1/2], F[Xi+1/2,Xi+3/2,,,,Xi+P+1/2J = '-d ((J.p. xP

- Si la k-ème dérivée de F(x) est discontinue pour a <::: k <::: p sur l'intervalle

[Xi+1/2,.'ri+P+1/2], alors

F[Xi+1/2,Xi+3/2, .. ,Xi+p+1/2] = O(!'>.xk
-

p
) [wCkl ],

où [w Ck )] représente le saut de la k-ème dérivée. La reconstruction de type ENO
consiste alors à choisir le "stencil" (points d'interpolation) pour lequel l'approximation
est la plus régulière, c'est-à-dire pour laquelle la différence divisée est la plus petite
en valeur absolue sur l'intervalle [Xi-1/2,Xi+1/2]' Nous définissons d'abord q1(X), le
polynôme de degré un, interpolant la fonction F(x) en xi-1/2 et xi+1/2'

( ) ( )
Wi - Wi-1

q1 X = Wi-1 + x - xi-1/2 !'>.x '

et posons dl (i) = i. Nous raisonnons maintenant par récurrence, supposons que le
polynôme de degré k interpolant la fonction F(x) aux points

Xdk Ci)-1/2'" .,xdk (i)+k-1/2

soit connu. Pour déterminer le polynôme qk+1(X), nous considérons les k + 2 points
obtenus en ajoutant aux précédents le premier point à gauche ou le premier point à
droite et choisissons le point d'interpolation pour lequel la différence divisée est la
plus petite en valeur absolue

1 ( ') _ { dk(i) - 1 si IF[XdkCi)-3/2,·,Xdk.(i)+k-1/2]1 <::: 1F[1;dk (i)-1/2,·,Xddi)+k+1/2]1,
(k+l ,- d (') .

'k ~ SInon.

Nous continuons l'algorithme jusqu'à atteindre l'ordre souhaité. À partir de cette
reconstruction, nous établissons la propriété démontrée par A. Harten et al. [la],

Proposition 3.1 Novs svpposons qve la fonction F(x) est r+1 continv.ement dérivable
et d~finissons Fh(x), son app7'Oximation polynomiale par morceavx telle q'ue

\Ix E [Xi-1/2,Xi+1/2], Fh(x;) = qr(x),
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OÙ qr(x) est le polynôme de degré r construit en suivant l'algorithme pr·écédent.

Alors,

- dd
kq

; (x) = dd
k
~ (x) + O(Llxr+l-k ), 0 <:: k <:: 'r,

x x

- qT (x) est une approximation non oscillante au sens sw:vant

où la variation totale de la jonction F(.) est le nombre défini par la limite supérieur
du taux d'accroissement de F,

TV[F(.)] = limsup ~ JlF(x + E) - F(3;)ldx.
E--+O é

Nous renvoyons à [10] pour la démonstration. Cette dernière inégalité permet de
contrôler les oscillations numériques à l'ordre r + 1. À partir de cette approximation
d'ordre élevé, nous pouvons approcher le flux de particules 1>i+l/2(tV

) par

Cette méthode a été implantée jusqu'à l'ordre quatre. Ce n'est pas un schéma positif,
mais les oscillations numériques sont atténuées.

3.3.2 La méthode Positive et à Flux Conservatif (PFC).

Comnle précédemment, nous utilisons la reconstruction via primitive, mais le
"stencil" est désormais fixé. Pour assurer la préservation de la positivité et le prin
cipe du rnaximum dans l'étape de reconstruction, nous introduisons des correcteurs
de pentes. En effet, c'est seulement en sacrifiant le principe d'ordre élevé que nous
pourrons espérer obtenir un schéma positif.

Dans la suite, nous notons par .fc"" = max{/j}.
JE!

Une approximation d'ordre deux. Supposons pour simplifier que la vitesse de
propagation u( t,x) soit positive, nous construisons alors une première approximation
de j, d'ordre élevé sur l'intervalle [Xi-l/2,Xi+l/2] en utilisant les points {Xi-l/2' xi+l/2'
Xi+3/2} et la propriété Wi - Wi-l = Llx li:
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Ainsi, par dérivation, nous obtenons une approximation d'ordre élevé de la fonction
de distribution sur l'intervalle [Xi~I/2,Xi+I/2]:

-f () dFh () j' ( )fi+l~hh x = -d x = i + x - Xi A •
X uX

Mais, cette approximation ne satisfait pas le principe du maximum et des oscillations
numériques peuvent apparaître, nous introduisons alors les correcteurs de pentes

{

min(1; 2 li!(fi+1 ~ h))

fi = min(I;-2(f00 - fi)/(fi+I- h))

si fi+1 ~ h > 0,

si fi+1 - h < O.
(3.13)

Nous définissons alors une nouvelle approximation, où les pentes sont atténuées lorsque
la solution devient moins régulière,

(3.14)

À partir de cette reconstruction, nous pouvons démontrer la proposition suivante

Proposition 3.2 L'approximation numérique définie pa.r (3.14) satisfait:

~ La conservation locale de la masse: pom' tout i E J, f X
i+

1
/

2 fh(x)dx = L'.x fi.
Xi_l/2

~ Le principe du maxim'am: pour tout x E [Xmin,:EmaxJ, 0 <::: fh(x) <::: foo.
De plus, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution .f(x)
est bornée, alor's l'estimation globale suivante a lieu

l x
=ax Ifh(X) -lh (x)jdx <::: L'.x 2:)1 - Ei)lh+J - hl <::: TV(f) L'.x.

Xm~n i

Définissons une approximation du flux <l>i+J/2 (tn ) : nous recherchons d'abord l'in
tervalle Cj tel que X(tn,tn+1,Xi+I/2) E Cj et posons Cii = Xj+J/2 ~ X(tn,tn+J,Xi+l/2)'
lequel satisfait 0 <::: ai <::: L'.x et le flux de particules est donné par

Par symétrie, nous obtenons une approximation de 'Î'i+1/2(tn
) lorsque la vitesse de

propagation u(t,x) est négative, en posant Œi = Xj~1/2 - X(tn,tn+J,:Ei+J/2), alors
-L'.x <::: ai <::: 0 et

où Ej est donné par

j-I

+ L'.x L /k,
k=i+l

min(1; 2 (foo - fj)/(fj ~ jj~I))

min(1; ~2 fj/(fj - fj~tl)

si fj - fj-l > 0,

si fj - fj~l < O.
(3.15)
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Une approximation d'ordre trois. Nous généralisons maintenant la méthode
précédente à l'ordre trois. Sur l'intervalle [Xi-1/2,Xi+1/2], nous utilisons les points
d'interpolation {;"i-3/2,Xi-1/2,Xi+1/2,Xi+3/2} pour approcher la fonction primitive, et
introduisons des correcteurs de pentes pour finalement définir une nouvelle approxi
mation: pour tout x E Ci,

fh(x) = /; (3.16)

+ 6fx2 [2(x -Xi)(X -xi-:J/2) + (x -Xi_1/2)(X -Xi+(/2)](.fi+l - fi)

+ 6~x2 [2 (x - Xi)(X - Xi+3/2) + (x - Xi_1/2)(X - Xi+l/2)] (.fi - /;-1),

avec les correcteurs de pentes

+ {min(I;2fdUi+l - fi))

Ci = min ( 1; -2 (.foc - /;)/(Ji+l - /;))

et

si /;+1 - /; > 0,

si fi+l - /; < 0,

si Ji - fi-l > 0,

si /; - fi-l < O.

(3.17)

(3.18)

Proposition 3.3 L'approximation de la fonction de distribution fh(X) définie par
(3.16)-(3.18) et construite en utilisant ln méthode d'interpolation d'ordre trois satisfait

- La conservation lowle de ln masse: pour tout i E I, jXH1 / 2 f,,(x)dx =.6.x fi.
Xt -l/2

- Le principe du maximum: pour tout x E [Xmin,Xmax ], 0::; fh(x) ::; foc.

De pl'us, si nous supposons que la variation totale de la fonction de distribution f(J:)
est bornée, alors l'estimntion globale suivante a lieu

l xm

"" Ifh(x) -fh(x)1 dx ::; 4TV(J) .6.x,
X nun

où fh désigne l'approximation d'ordre trois de .1 sans correcteur de pente.

Preuve: considérons x E Ci = [Xi-1/2,Xi+1/2] et notons par

a(x) .6.
1
x 2 [2 (x - Xi)(X - 3;i-3/2) + (x - Xi-1/2)(J: - Xi+1/ 2)],

f3(x) .6.
1
x 2 [2 (x - Xi)(X - J;i+B/2) + (x - Xi-1/2)(x - Xi+l/2)] .

Il est alors facile de vérifier que

[

X i +1 / 2 lxi+l/2

'Xi-l/2 a(x)dx = Xi-1/2 f3(x)dx = 0,
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ce qui donne la conservation locale de la masse ou du nombre de particules sur chaque
cellule. Pour obtenir la préservation de la positivité en supposant que les valeurs (fJl.j
sont positives, nous observons que sur la cellule Ci, la fonction a(x) est croissante
tandis que la fonction j3(x) décroît et a(x), j3(x) E [-1,2]. Nous décomposons alors la
fonction fJ,(x) comme la somme de h(x) et de g(x), avec

1 [ . a(x) + ] 1 [ j3(x) _ . ]h(x) =:3 li + -2-Ei (fHI - fil , et g(x) =:3 2 li + -2-Ei (Ji - Ii-l) .

La fonction h(x) est une combinaison linéaire des valeurs li et fHI, ainsi la positivité
de h(x) résulte de la valeur prise par Er Nous raisonnons de la même manière avec
la fonction g(x) et Ei, puis, prouvons que g(x) est positive. Finalement, la fonction
de distribution fh(x), qui s'écrit comme la somme de deux fonctions positives, est
positive.
En utilisant une décomposition similaire, nous pouvons démontrer que fh (x) est
bornée par foo.
Maintenant, il reste à prouver l'estimation globale sur la reconstruction positive en
fonction de l'approximation d'ordre élevé:

1:~:X Ifh(X) -fh(X)ldx

L [1+1/2 1 a(.x) (1 - EnUHI - li] + j3(x) (1 - Ei)[1i - fH] 1 dx
i Xi-I/Z

< 2~x L(I - EnlfHI - iii + 2~xL(1- Ei)11i - fHI

< 4~."z; L IfHl - iii :s; 4~xTV(f).

o

À partir de cette reconstruction, nous pouvons approcher le flux de particules
i[>i+J/2(fn), en recherchant la cellule Cj telle que X(tn ,tn+! ,XHJ/2) E C j et en posant
ai = '"/;j+1/2 - X(tn,tn+! ,Xi+1/Z), 0 OS; ai OS; ~x. Ainsi, pour une vitesse de propagation
positive nous obtenons



72 3 Quelques schémas conservatifs pour l'équation de Vlasov.

tandis que lorsque u(t,x) est négative, en posant CYi = x.1-I/Z - X(tn ,tn +I,Xi+I/2), on
a -~,t ::; CYi ::; 0 et

- E.1 (2 + ~)(1 + ~) (f - 1-1)] .
6 ~x ~x]]

Le schéma numérique PFC est alors complètement défini.

Reconstruction en dimension supérieure. Nous présentons brièvement l'al
gorithme pour étendre la méthode en dimension supérieure (nous nous limitons ici
à la dimension deux). Soit (i,j) E lN x lN, nous notons Ci,.1 = [,Di-I/2,Xi+I/2] x
[Y.1-1/2'Y.1+J/2], une cellule de la grille du domaine de calcul. Nous posons ensuite
pour x E [Xi-I/2,Xi+I/Z]

1 l Yj
+

1
/

2

J.i(x) = ~1 f(x,y)dy et
y Yj-lJ2

1 lXi+1/21Yi+1/2

A.1 = ~y ~x Xi_II' Yj-1/2 f(x,y)dydx.

La fonction F.1(x) représente la primitive de fj(x) qui s'annule en x_I/Z, alors

i

Fj (Xi+I/2) - F.1(Xi-I/2) = ~Xfi,j, et F.1(:r'i+J/2) = ~"; L.1k,] = Wi,j'
k=O

Nous construisons alors une approximation de fiCE), notée qj(x), à l'ordre trois en
utilisant les correcteurs de pentes ftJ' et. fi,, .J

q.1(:r;) = Ji,j (3.19)
+

+ 6~~2 [2 (x -'Ei)(X - Xi-3/2) + (x -Xi_I/2)(:r; -'Di+I/Z)](fi+l,j - Ji,j)

+ 6~~2 [2 (x - Xi)(X - Xi+3/2) + (x - Xi_l/2)(X - Xi+I/2)] (fi,j - fi-I,.1),

avec

± {min ( 1; 2 A.1 / (fi±l,j - fi,j))

fi,] = min( 1; -2 (foo - Aj)/(fi±l,j - Aj))
si fi+l,.i ± Aj > 0,

si Ji±l,j - Aj < O.

Ainsi, qJ'(x) est une approximation de " fYj+1/2 f(x,y)dy. Nous réitérons le procédé
i...J.y JYj_lj2

pour:r, fixé: nous posons F(x,y) la primitive de f(x,y) par rapport à la variable y qui
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s'annule en Y-l/2' Elle vérifie donc

.i

F(X,Yj+l/2) = /::"Y L fk(X) = 'Wj(.'E).
k=O

Nous obtenons finalement sur la cellule Ci,) une approximation du type

73

où fj(x) est donné par (3.19) et les correcteurs de pentes

± { min~I;2fj(X)/(jj±1(X) - fJ(x)))
E (x) =

J min 1; -2 (joo - fj(X))/(jj±1 (x) - fj(x)))

3.4 La méthode semi-lagrangienne.

si fj±l(x) - fj(x) > 0,

si fj±1(X) - fj(x) < O.

Comme nous l'avons déjà vu le "champ de vitesse" (v,E(t,x)) de l'équation de
Vlasov-Poisson est à divergence nulle (c'est également le cas pour Vlasov-Maxwell),
ainsi l'équation de Vlasov peut s'écrire sous la forme non conservative,

8f . d d
8t +v.\1x f+E(t,x)·\1"f =0, V(t,x,v) EIR+ xIR xIR. (3.21)

Cette équation indique que la fonction de distribution est constante le long des courbes
caractéristiques. En supposant que la solution est connue au temps t n = n /::"t, elle
vérifie alors au temps tn+1

f(tn+l ,x,v) = f(tn,X(tn,tn+1,x,v),V(tn,tn+l ,x,v)),

où les valeurs (X(tn,tn+l,x,v),V(tn,tn+l,x,v)) représentent la solution du système
d'équations différentielles ordinaires correspondant aux courbes caractéristiques (qui
sont les trajectoires des particules). La méthode semi-Iagrangienne est basée sur cette
propriété. Elle consiste à approcher la fonction de distribution aux points de la grille
de l'espace des phases discrétisant le domaine de calcul (Xi,Vi)iE]' Les valeurs sont
mises à jours à chaque étape de temps en calculant l'origine des caractéristiques dans
l, d . h (X(tn tn+l . .) V(tn tn+1 . .)) P' .. l' 'd d' 'th despace es p ases "Xz,V,t , " ,Xz,Vz . lUS, a aI e une me 0 e
d'interpolation d'ordre élevé, nous reconstruisons la fonction de distribution sur tout
l'espace de manière à calculer une approximation précise de la valeur à l'origine de
la caractéristique. Dans des travaux précédents [18], une méthode d'interpolation par
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spline cubique a été utilisée. Cette méthode donne des résultants très satisfaisants
du point de vue de la précision, mais a le désavantage d'être globale, c'est-à-dire que
toutes les valeurs de la fonction de distribution sont utilisées pour la reconstruction
sur une cellule, ce qui provoque d'importantes communications entre les processeurs
lors de calculs parallèles. Nous voulons ici mettre au point une méthode locale pour
améliorer la vitesse de calcul tout en gardant une bonne précision. Pour simplifier la
présentation, nous nous limiterons au cas unidimensionnel, mais les méthodes d'inter
polations présentées ici peuvent facilement s'étendre à la dimension supérieure. Dans
la suite, nous supposerons que la fonction de distribution est connue au temps tn sur
la grille:

et présenterons deux méthodes de reconstruction basées sur l'interpolation de La
grange et d'Hermite.

3.4.1 L'interpolation de Lagrange.

Nous cherchons une approximation continue de la fonction .f(tn ,.), notée f h, telle
que

Vi E J, j,,(Xi) = fI' et "Ix E [Xi,Xi+lL fh(x) = qm(x),

où le polynôme qm(x) appartient à P2m+l[Xi,Xi+l], c'est-à-dire à l'ensemble des po
lynômes de degré 2m + 1 sur l'intervalle [Xi,Xi+!]. Nous choisissons uniquement les
polynômes de degré impair de manière à construire un schéma centré. En effet, l'en
semble des points utilisés pour construire le polynôme qm(2;) sur l'intervalle [Xi,Xi+l]
est

et qm (x) est de la forme suivante

2m+l k

qm(x) = fi-m + I:: f[Xi-m, ... ,Xi-m+k] II(x ~ Xi-m+/J,
k=! /=0

OÙ f[Xi-m"",Xi-rn+k] est donnée par la formule des différences divisées que nous avons
déjà rencontrée

f[x." ... ,Xi+p] =

f[Xil = f(Xi).
(3.22)

Cette méthode d'interpolation donne une approximation qui est simplement conti
nue. Il est donc nécessaire d'utiliser un polynôme de degré assez élevé pour mettre au
point un schéma suffisamment précis (m au moins supérieur à 2). Cette méthode a
été implantée jusqu'à m = 4, c'est-à-dire un polynôme de degré neuf.
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À partir de cette reconstruction, nous pouvons définir une approximation de la fonc
tion de distribution au temps tn+! en chaque point de la grille de l'espace des phases.
Pour rn = 2, nous supposons que X (tn ,tn +! ,x;) est déjà connu et appartient à l'in
tervalle [xjoXj+!J, alors nous notons ai = [X (tn,tn+! ,Xi) - Xj ] /.0.1;, avec .0.1; =

Xj+! - Xj. La solution au point Xi est donnée par

q2 (X(tn ,tn+l,x i))

li + aMi+! - m- ~ai(l - ai) [fj+1 - 2/j + Ij-I]

-~ai(l - ai)(l + ai)[fJ'r2 - 3 li+! + 31j - Ij-I]

+2
1
4 ai(1 - ai)(l + ai)(2 - ai) [1}'t-2 - 3/;'t-1 + 31j - Ij-I]

1
+ l2Üai(1 - ai)(l + ai)(2 - ai)(2 + ai) x

x [1j+2 - 4/j+! + 61j - 4 Ij~1 + Ij-2]·

En général, la méthode semi-lagrangienne ne conserve pas la masse globale ou le
nombre de particules, mais dans le cas de l'advection linéaire, l'utilisation de schémas
centrés permet de récupérer cette propriété. Dans ce qui suit, nous supposons que la
vitesse de propagation u est positive,

Nous cherchons (j,a), tel que j = [U",';'], où [.] représente la partie entière et Ü <:: a =
u 6t - Xi-j <:: 6x. Alors, en utilisant la méthode semi-lagrangienne et en sommant
sur l'ensemble des points de la grille, nous obtenons

+ ~a(l - a) I)II':..j+! - 2 ft':..j + fl':..j-I] +
i

.... ,

À partir des formules de différences divisées, le résultat suivant est immédiat

Lors de la résolution des équations (VP) oU (VM), la méthode de décomposition des
opérateurs revient à résoudre des équations de transport à coefficients constants; la
masse globale est donc conservée à chaque étape.

3.4.2 L'interpolation d'Hermite.

Nous présentons ici une reconstruction qui utilise des polynômes d'Hermite de
degré trois assurant la continuité de l'approximation ainsi que celle de sa dérivée.
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Pour cela, il est nécessaire d'estimer la dérivée axf(x). Dans [20], les auteurs ont
traité l'équation d'advection à coefficients constants, et ont proposé d'approcher le
profil de la dérivée en dérivant l'éqnation. Ils obtiennent ainsi nn système d'équation
de transport pour f et axf. Cette méthode convient bien à la résolution numérique de
l'équation de Vlasov-Poisson, mais le coût est d'autant plus élevé que la dimension du
problème est importante: des problèmes de place mémoire sont générés lorsque l'on
traite les équations dans l'espace des phases 2D ou 3D. Nous proposons ici d'approcher
les dérivées en utilisant une formule de différences finies à l'ordre deux et quatre
centrées.

axft = 2~X [.ti~' - li''-,] , ou axft = 12~1; [8 [fi~' - fi"-,] - [fI'+2 - fi"-2]] .

Ainsi, pour tout x E [Xi,Xi+l], f(x) est donnée par le polynôme de degré trois P:l(x)
tel que

P3(Xi) = fin,
P3(Xi+l) = fi~"

axP3 (Xi) = ax ft
axP3(Xi+l) = axfi~l·

À partir ce cette reconstruction, nous définissons une nouvelle approximation sur la
grille au temps tn+1 par ai = [X(tn ,tn+l ,Xi) - Xj] / f1x, où X(tn ,tn+l ,Xi) appartient
à [Xj,Xj+l]. La nouvelle valeur est alors déterminée par

P3 (X(tn,tn+l,Xi))

ft + ai f1.raxft + aT [3[fi~1 - m- f1;r [2ar.ft + axfI'+,]]

+af [f1x [axfI'+, + axft] - 2 [fi~l - m] .

Comme pour l'interpolation de Lagrange, un schéma centré permet d'obtenir la conser
vation du nombre de particules dans le cas particulier d'advection à coefficients
constants. En outre, pour calculer l'approxirnation sur l'intervalle [Xi,Xi+l]' nous utili
sons les points {Xi-2,Xi-l,Xi,Xi+l,Xi+2,Xi+3}, ce qui correspond au stencil utilisé pour
une interpolation de Lagrange de degré cinq.

3.5 La méthode de conservation de l'énergie.

En 1966, A. Arakawa [1] a introduit une méthode aux différences finies pour
l'intégration des équations de la dynamique des fluides en dimension deux, permettant
en particulier de conserver l'énergie cinétique et la vorticité moyenne. Ce schéma peut
facilement s'adapter à l'équation de Vlasov-Poisson. En dimension une, le système de
Vlasov-Poisson normalisé s'écrit

f1<p = Jfdv - 1. (3.23)

En posant 'ljJ = -<p + v;, nous définissons l'hamiltonien J('ljJ,f)
l'équation de Vlasov devient

of
at + J(</J,f) = o.

ü-,p Bf _ av, af et
ux av 8v 8x'
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Cette formulation constitue le point de départ de la méthode d'Arakawa, qui donne
une approximation, notée J,,('IjJ,j), d'ordre deux et quatre de J('IjJ,j), en imposant la
conservation des quantités suivantes

- Conservation du nombre de particule:

- Conservation de l'énergie:

- Conservation de la norme L 2 de 1:

Nous calculons trois approximations de J('IjJ,j) aux points de la grille (Xi,Yj);,j.
Nous notons par h = X;i+l - Xi = Yj+1 - Yj, alors:

4~2 [(1})i+I,j - 'ljJi-l,j) (fi,j+l -!i,j-I)

-(.,pi,j+1 - 'ljJi,j-I)(/i+I,j -li-I,j)],

4 ~2 ['ljJi+l,j (fi+I,j+1 - li+l,j-l) - VJi-l,j (Ii-I,j+l -li-I,j-I)

-1})i"j+1 (fi+l,j+l - II-I,j+l) + .,pi,j-I (fi+l,j-l -li-l,j-I)],

1 [ .4h2 .,pi+l"i+l (fi,j+1 - .Ii+I,j) - .,pi-I,j-l (fi-I"i -!i,j-l)

-.,pi-l,j+1 (!i,j+l -li-I,j) + .,pi+l,j-1 (fi+l,j - li,j-I)]'

L'approximation Jh(.,p,j) est finalement donnée par la moyenne des trois approxima
tions, ce qui permet de conserver la masse, l'énergie et la norme L 2 de .h. Cependant,
cette méthode ne conserve pas la positivité et l'utilisation d'un schéma en temps ex
plicite implique une condition de stabilité sur le pas de temps. De plus, ce schéma
devient "instable" lorsque des filaments se développent à l'échelle de la grille, c'est
à-dire que des oscillations numériques sont générées et se mélangent aux filaments
donnés par l'équation. Les méthodes précédentes utilisent une procédure d'interpola
tion qui élimine ces mauvaises oscillations et stabilise l'algorithme. Ici, la conservation
de la norme L 2 de .h ne permet pas d'introduire de la diffusion, ainsi des instabilités
numériques apparaissent. Nous ajoutons alors un terme de collisions qui va agir sur
les petites échelles pour relaxer la fonction de distribution. En s'inspirant des travaux
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de R. Robert et J. Someria sur la dynamique des fluides [16], nous pouvons calcu
ler un opérateur de collisions qui maximise l'entropie locale et conserve les moments
jusqu'à l'ordre souhaité. Nous désirons mettre au point un schéma qui conserve les
moments jusqu'à l'ordre deux, c'est-à-dire la masse globale, l'impulsion et l'énergie.
Plus précisément, nous recherchons l'opérateur satisfaisant

of 0:J
ot ov'

où :J est choisi tel que pour tout x, l'opérateur de collisions maximise l'entropie

S(t,x) = lm flogfdv,

et tel qu'il y ait

- une borne sur la norme

J:J2
Il:JII = i dv :S n,

où le paramètre n est de l'ordre de la taille de la grille.

- conservation du nombre de particules n, de l'impulsion 'Uo et de l'énergie c, où

n = j~fdV,

ce qui revient à imposer

Vo =.!. r fvdv,
n .JIR

r 0:J
.JIR ov (

~ ) dv = 0,
v2

- si nécessaire conservation des moments d'ordre plus élevé

Soit H l'ensemble des opérateurs pseudodifférentiels agissant sur les fonctions stric
tement positives de W1,l n LOO (IR) telles que les moments jusqu'à l'ordre kmax et
l'entropie soient finis. Nous définissons l'application Â:

H --+ IR
Â: :J --+ f J(J) ai dv

IR f 8v •

Nous cherchons alors l'opérateur :J qui minimise la fonction A sous les contraintes
indiquées précédement. En utilisant une technique de multiplicateurs de Lagrange,
nous introduisons les multiplicateurs A k , pour k=O, .... et calculons l'opérateur de
collisions :J de sorte qu'il vérifie

dH
-+
dt
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1 J (~&j
lIR f Dv

Ce qui donne
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En particulier pour kmax = 2, l'opérateur de collisions est de la forme suivante

avec Al = n'Va, et Az = ~, c'est-à-dire Al = voiT et Az = liT, où T =
f.~nV6 E-nvo

(E - nv'6)/n représente la température. La difficulté est de choisir le paramètre cy
qui détermine la fréquence de collisions permettant la relaxation de l'entropie. Nous
signalons par exemple les travaux de L. R. Gardner et al. [9] qui vont dans ce sens.

3.6 Tests numériques.

3.6.1 L'advection linéaire.

Considérons d'abord le problème de l'advection linéaire à vitesse constante avec
conditions aux limites périodiques sur [-']fj 1f] :

Df Df
Dt + v Dx = 0, 'Ix E [-1r,1r] et f(t, - 1r) = f(t,1r). (3.24)

Sous ces hypothèses simplificatrices, une analyse de Fourier du schéma est rendue
possible en utilisant une transformation de Fourier discrète

N-I N-I

Il = L Îk~eik.'rj, où il; = L iTe- ikXj
.

k=O j=O

La solution de l'équation d'advection (3.24) s'écrit pour chaque coefficient de Fourier

f'n = f"Oeikvtn
k k . . (3.25)

En général, l'égalité (3.25) n'est pas exactement satisfaite par la solution du schéma
numérique, il est alors nécessaire de donner le type d'erreur que nous pouvons ren
contrer,

- l'erreur d'amplitude ÎJ:1ÎE: les harmoniques doivent décroitre pour stabiliser
l'algorithme, ce qui induit de la diffusion numérique. Cette erreur est d'autant
plus importante que le nombre d'onde k est petit.

- l'erreur de phase Iv tn- Arg(ÎJ:1ÎEl 1: ce type d'erreur est le plus souvent appelé
dispersion et décrit l'erreur sur les harmoniques qui se propagent à la mauvaise
vitesse. Cette erreur est croissante avec le nombre d'onde k.
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D'une part, l'erreur d'amplification est présentée (voir Fig. 3.1) pour les schémas
FBM et PFC en utilisant la méthode de reconstruction d'ordre trois sans correcteur
de pente et pour les méthodes semi-lagrangiennes avec une interpolation de type
Lagrange à l'ordre trois, cinq et neuf, puis en utilisant les interpolations d'Hermite
et spline cubique. Les méthodes utilisant une reconstruction régulière c'est-à-dire au
moins continuement différentiable (Hermite et spline cubique) sont moins dissipatives
que celles utilisant une approximation au mieux continue. En fait, il est nécessaire
d'utiliser un polynôme de degré neuf pour l'interpolation de Lagrange, afin d'obtenir
un facteur d'amplification comparable à celui obtenu par la méthode spline cubique.
Pour la méthode conservative (FBM ou PFC), ce facteur est proche de celui obtenu
par l'interpolation de Lagrange de degré trois pour la méthode semi-lagrangienne.

D'autre part, l'erreur de phase (voir Fig. 3.2) obtenue pour la méthode semi
lagrangienne utilisant une interpolation d'Hermite est la plus importante. De plus,
l'interpolation par spline cubique est moins précise que celle obtenue par une inter
polation de Lagrange de degré neuf. L'erreur de phase des méthodes conservatives
semble moins importante que celle des méthodes semi-lagrangiennes.

(1 ) (2)

AmpliflcoJ:ion j","',' fo, Hermite arrl 'pline 'mterpolal;"",

(3)

FIG. 3.1 - Le coefficient d'ampl~fiC(J,tion en fonction de O! = Vt;t:;,t pour une nombre
d'onde fixé k. (1) la méthode FBM (cmix) et l'approximation d'ordre tmis sans cor
recteur de pente (ligne); (2) la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation
de type Lagrange de degré 3 (boîte), 5 (diamant) et g (cmix); (3) utilisant les po
lynômes d'Hermite (boîte) et par spline cubique (ligne).

3.6.2 Le système de Vlasov-Poisson.

Cette partie est consacrée à la comparaison des différentes méthodes de recons
truction pour traiter l'équation de Vlasov avec conditions aux limites périodiques

afat + V.T • (v f) + Vv· (E(t,3;) J) = 0
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Phase error for conser'lative method

03

Phase error for Lagrange interpolation Phase €rror for Hermite and spline
j

0.3

(3)

02 1""'\
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02

0.8 1!'
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~ +++--"'"....::n
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FIG. 3.2 - L'erreur de phase en fonction de a = V6.~t pour une nombre d'onde fixé k.
(1) la méthode FBM (croix) et l'approximation d'ordre trois sans correcteur de pente
(ligne); (2) la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation de type Lagrange
de degr'é 3 (boite), 5 (diamant) et g (croix); (3) utilisant les polynômes d'Hermite
(boite) et par spline cubique (ligne).

couplée avec l'équation de Poisson normalisée q = m. = c = 1

E(t,x) = -\lx<jJ(t,x), - b.<jJ(t,x) = f" f(t,x,v)dv-1.
llRd

La procédure de discrétisation en temps, introduite par Cheng et G. Knorr [7], est
basée sur un schéma de décomposition d'opérateurs. Pour passer de l'étape tn au
temps tn+\ nous procédons de la manière suivante

- 1. réalisation d'une première étape d'advection le long de l'axe x pour un demi
pas de temps: f*(x,v) = f(tn,eE - vb.t/2,v).

- 2. calcul du champ électrique au temps tn+1/ 2 en utilisant f* pour le calcul de
la charge dans l'équation de Poisson.

- 3. réalisation d'une étape d'advection le long de l'axe des vitesses v pour un pas
de temps:.f** = l'(eE,V - E(tn+J/2,eE)b.t).

- 4. réalisation d'une seconde étape d'advection le long de l'axe x pour un demi
pas de temps: f(tn+J ,~;,v) = f'*(x - vb.t/2,v).

Cet algorithme permet d'obtenir une approximation d'ordre deux en b.t. Nous propo
sons maintenant divers cas tests pour comparer les différents types de reconstruction.

A. L'amortissement Landau linéaire en dimension une. La donnée initiale
est

.f(O,x,v) = ~e-V2/2(1 + acos(kx)), Y(x,v) E [O,L] x IR,

où a=O.01, la période vaut L=47f et k=0.5. Le nombre de cellules utilisé est N x =32
dans la direction x et Nv=16, 32 et 64 le long de l'axe des vitesses v, le paramètre
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vmax=4.5 désigne le rayon du support de la fonction de distribution en vitesse et le
pas de temps vaut Ilt=1/8.

La Fig. 3.3 représente l'évolution de l'énergie électrique discrète 2: lEi (tW obtenue
par le schéma PFC, la reconstruction ENO d'ordre quatre, le schéma de conservation
de l'énergie et la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation par spline
cubique avec N v=32. Les résultats obtenus par la méthode semi-lagrangienne en uti
lisant les différents types d'interpolation (Hermite à l'ordre quatre, Lagrange de degré
cinq et neuf, spline) sont très proches les uns des autres. L'aspect local des recons
tructions de Lagrange et d'Hermite ne semble donc pas porter atteinte à la précision
de la méthode et ne crée pas plus d'oscillations numériques que l'interpolation par
spline cubique.

Concernant les résultats numériques, "l'effet de récurrence" apparaît à T R =44.68,
ce qui correspond à la valeur prédite TR = 21r /(k Ilv) pour l'équation de transport
libre, c'est-à-dire sans champ électrique. La méthode PFC donne dans un premier
temps une description précise de l'amortissement, mais lorsque l'on se rapproche
du temps de récurrence, l'évolution du champ électrique devient moins précise. En
revanche, les méthodes ENO, de conservation de l'énergie et semi-lagrangiennes pa
raissent moins sensibles à ce phénomène et sont plus précises pour un temps plus long.
Pour ce cas test, la fonction de distribution reste positive et les variations de la norme
d'erreur relative sur l'entropie cinétique, sur la norme L2 de f et sur l'énergie totale
demeurent inférieures à 10-5 . Pour le schéma de conservation de l'énergie, l'opérateur
de collisions est ici sans influence: les effets non linéaires sont très faibles, le schéma
ne développe donc pas d'oscillations numériques.

Le premier mode du champ électrique k=0.5, obtenu par le schéma PFC, est
présenté en Fig. 3.4, pour les discrétisations Nv=16, 32 et 64 cellules. Nous constatons
que l'amplitude du champ électrique décroît de manière exponentielle par rapport au
temps, en accord avec la théorie de Landau. Le taux d'amortissement et la fréquence
d'oscillations obtenus par cette méthode avec seulement 32 cellules en v, sont donnés
respectivement par 1=0.153 et w=1.415, ce qui correspond bien aux valeurs 1=0.1533
et w=1.4156 prédites par la théorie. L'utilisation d'un nombre suffisamment grand de
points de discrétisation permet de repousser l'effet de récurrence et donc d'améliorer
l'approximation du champ électrique pour des temps plus longs.

B. L'amortissement Landau non linéaire en dimension une. Dans cet exemple,
l'amplitude de la perturbation initiale de la densité est accrue, nous considérons la
donnée initiale précédente avec 00=0.5 et vmax=6. Le nombre de cellules en x est
Nx=32 et Nv=64, 128. La théorie de Landau ne peut plus s'appliquer puisque les
effets non linéaires deviennent trop importants, cependant ce test a été étudié par
plusieurs auteurs [11, 20, 14]. Les résultats obtenus sont en accord avec les nom
breuses simulations présentées dans la littérature: l'amplitude de l'énergie électrique
décroît dans un premier temps exponentiellement, puis oscille de manière périodique
autour d'une constante. Sur la Fig. 3.5, l'évolution de l'énergie électrique obtenue
par la méthode PFC et par le schéma de conservation de l'énergie est tracée pour
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FIG. 3.3 - Évolution de l'énergie électrique en échelle logarithmiq·ue obtenue par (1)
le schéma PFC, (2) la reconstruction END d'ordre quatre, (3) la méthode de conser
vation de l'énergie et (4) semi-Iagrangienne a'Vec une interpolation par spline cubique
pour 32x 32 inconnues ponr l'amortissement Landau linéaire.
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FIG. 3.4 - Évolution du premier mode du champ électrique E(t,k = 0.5) obtenu par la
méthode PFC, pour (1) Nv=16, (2) Nv=32 (3) Nv=64 cellules pour l'amortissement
Landau linéaire.
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une discrétisation de 32x64 cellules. Nons comparons ces résnltats avec ceux obtenus
par la méthode semi-lagrangienne ntilisant une interpolation par spline cubique avec
32 x 64 et 32 x 128 points. Nons notons d'abord que l'évolution de l'énergie électrique
donnée par les schémas semi-lagrangiens utilisant une interpolation locale (Lagrange,
Hermite) est semblable à celle obtenue à partir de l'interpolation par spline cubique,
alors que la méthode PFC est beaucoup plus précise pour une même résolution. En
effet, pour obtenir un résultat comparable avec la méthode semi-lagrangienne, il est
nécessaire d'utiliser une grille deux fois plus fine. Concernant la méthode de conserva
tion de l'énergie, les résultats numériques dépendent fortement du coefficient devant
l'opérateur de collisions: pour cette simulation il vaut 3. 10-4 , mais une petite varia
tion de ce paramètre modifie sensiblement les résultats, ce qui rend cette méthode
peu robuste et difficile à utiliser pour des cas plus complexes.

Ensuite, nous nous intéressons à l'évolution de l'entropie cinétique et des normes
LP de!h, qui sont théoriquement conservées. L'évolution de l'entropie cinétique discrète
définie par H(t)=- 2:= Ji(t) ln(fi(t)) et la norme LP(t) discrète 2:= IIi(t)IP pour p=1,2
sont présentées sur la Fig. 3.6 pour les différents schémas. Les variations de la norme L'
de !h représentent le taux de valeurs négatives de la fonction de distribution puisque
tous les schémas proposés conservent le nombre total de particules 2:= fi(t). D'une
part, les méthodes semi-lagrangiennes et de conservation de l'énergie ne préservent
pas la positivité et l'amplitude des oscillations numériques croît lorsque les effets non
linéaires deviennent plus importants. L'évolution de l'entropie cinétique ou des normes
LP de 1h obtenue par les différents types d'interpolations en utilisant la méthode
semi-lagrangienne est en accord avec l'analyse de Fourier réalisée pour l'équation
d'advection linéaire. La dissipation de la norme L 2 de !h est plus importante pour
les schémas de conservation des flux que pour les méthodes semi-lagrangiennes avec
une interpolation d'ordre élevé. En contre partie, les variations de la norme L' de
fI. sont bien plus importantes pour le méthodes semi-lagrangiennes et montrent que
la faible dissipation de ces schémas favorise l'introduction d'erreurs numériques. La
variation des points de reconstruction utilisée par la méthode ENü agit comme un
effet régularisant, ainsi la diffusion est la plus importante et l'entropie cinétique n'est
pas bien stabilisée. L'entropie obtenue par la méthode PFC est également croissante,
mais se stabilise ensuite, tandis que celle donnée par la méthode semi-lagrangienne
continue d'osciller. Il est possible de diminuer les oscillations numériques du schéma
de conservation de l'énergie en modifiant le coefficient devant l'opérateur de collisions,
mais l'amplitude de l'énergie électrique et l'entropie continuent alors de décroître par
rapport au temps.

D'autre part, la représentation de la fonction de distribution dans l'espace des
phases (x,v), montre l'apparition de trous autour de la vitesse de phase vq, = w/k.
Ces trous représentent les particules qui sont piégées par les ondes électrostatiques
(voir la Fig. 3.7). La décroissance de l'entropie entraîne une régularisation de la fonc
tion de distribution lorsque les filaments deviennent plus fins que la taille de la grille
de l'espace des phases. Des petites oscillations sont visibles pour la fonction de dis
tribution donnée par la méthode de conservation de l'énergie, elles représentent les



3.6 Tests numériques. 85

erreurs numériques. La forte diffusion des méthodes conservatives peut s'expliquer par
l'étape de moyennisation. En effet, les plus petits détails de la fonctiou de distribu
tion sont éliminés pour stabiliser le schéma. Cependant, la projection sur le maillage,
signifie que nous regardons l'équation de Vlasov à l'échelle de la grille de l'espace
des phases, ainsi les détails les plus fins ne peuvent pas être pris en compte par le
schéma numérique. De plus, l'approximation obtenue semble donner une bonne des
cription des valeurs macroscopiques, c'est-à-dire des quantités physiques obtenues par
intégration de la fonction de distribution en vitesse, puisque l'évolution du champ
électrique décrite par la méthode PFC demeure très précise avec une grille grossière
de l'espace des phases. Enfin, les variations de l'énergie totale restent inférieures à
2% pour tous les schémas numériques exceptées pour la méthode ENO, pour laquelle
l'énergie totale est croissante et l'amplitude du champ électrique est amortie. Ainsi, la
méthode ENO ne semble pas bien adaptée pour décrire les effets non linéaires générés
par l'équation de Vlasov.
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FIG. 3.5 - Évolution de l'éner:qie électrique discrète obtenue par (1) la méthode PFC et
(2) de conservation de l'énergie avec .12x 64 cellules; (.1) la méthode semi-lagrangienne
avec .12x 64 points et (4) 32x 128 points pour l'amortissement Landau non linéaire.
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FIG. 3.6 - Évolution de l'entropie cinétique discrète, des normes LI et L 2 de !h
obtenues avec 32x 64 inconnu. es pour l'amortissement Landau non linéaire.

C. L'amortissement Landau en dimension deux. La donnée initiale est choisie
telle que v = (vx,vy )

1 2 2
Jo(x,y,vx,Vy) = 27fe-(vx+Vy)/2 (1 + Ü!cos(kx~;)cos(kyY)),

avec Ü! = 0.05, le rayon du support de la fonction de distribution vaut v max=6, les
nombres d'ondes kx =ky =0.5 et les dimensions de la boîte sont prises en fonction
des nombres d'ondes L x =Ly =27f/kx=27f/ky=47f. Finalement, la grille de l'espace
des phases contient 64 points par direction et le pas de temps est fixé à 6.t=I/8.
Puisque la donnée initiale est symétrique par rapport aux axes x et y, l'évolution des
deux composantes du champ électrique est identique. Les modes de Fourier du champ
électrique sont tracés en Fig. 3.9. La décroissance des modes Ex(t,kx = O,ky = 0.5)
et Ex(t,kx = 0.5,ky = 0.5) est exponentielle en temps avec un taux d'amortisse
ment donné respectivement par, = -0.1533 et ,=-0.394 et la fréquence d'oscillations
w=1.4156 et w=1.6973, ce qui correspond aux valeurs prédites par la théorie linéaire
de Landau. L'amplitude du mode kx=ky =0.5 est la plus importante, mais celui-ci
décroît rapidement, tandis que la valeur du champ électrique correspondant au mode
kx =0.5, ky=O est bien moins ample et la décroissance moindre.

D. L'évolution d'un faisceau 2D. Nous considérons maintenant l'évolution d'un
faisceau semi gaussien dans l'espace des phases de dimension quatre. Dans ce cas
l'équation de Vlasov s'écrit de la façon suivante, pour tout x = (x,y) et v = (vx,vy),

(3.26)

où E, représente le champ électrique autoconsistant donné par l'équation de Poisson
et Ba est le champ appliqué linéaire permettant la focalisation du faisceau.
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tissement Landau linéaire 2D.

(3.27){
-D.q, = Pif0,

q, = 0,

1. Résolution de l'équation de Poisson. Le champ électrique autoconsistant
est donné par l'équation de Poisson, il vérifie donc Es(t,x) = -\1q,(t,x),

dans n = {x E fRz; Ixl2 <; ez
a )2},

sur an = {x E fR2; Ixlz = e2
a )2},

où a. désigne le rayon du faisceau. Nous discrétisons d'abord l'équation de Poisson sur
une grille régulière par une méthode spectrale:

- '\'. 2.".
q,(t,x) = L- q,k sin(-k.x),

30.
kE~2

L'utilisation d'une base de sinus permet de résoudre le problème de Poisson avec
condition de Dirichlet homogène sur n2 =] - 3

2
a, 3

2
a [2

-D.{j; = Pif0, dans n2 et {j; = 0, sur anz.

Pour trouver une approximation de l'équation (3.27), nous recherchons les points de
la grille tels que Xj E an. Puis, résolvons

si x =Xj,
sinon

q,j 0, sur an2·

Nous notons par J = {j E ~2; Xj E an}, il reste à calculer les coefficients (aj)jEJ
assurant la condition de Dirichlet homogène sur la paroi

(j;(Xj) - LaI (j;1(Xj) = 0, Vj E J.
lEJ

L'approximation de (3.27) est alors donnée par

q,(Xi) = (j;(Xi) - L aj (j;j(Xi), Vi E ~2
]EJ
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2. Résultats numériques. La fonction de distribution initiale est donnée par

et fo(x,y,vx,vy ) = 0, si x 2 + y2 > a2 Pour avoir un faisceau "adapté", nons de
vons calculer la vitesse thermique Vth et le champ électriqne appliqué E a appropriés
(voir par exemple [15]). Pour cela, nons considérons une fonction de distribution K-V
(Kapchinsky-Vladirmisky), qui est une solution stationnaire de l'équation de Vlasov
Poisson (3.26) et pour laquelle le champ électrique autoconsistant est linéaire. Ainsi,
le champ de foree électrique total s'écrit

et la fonction de distribution K-V est de la forme

fo(x,v) = 5e,

Nous calculons alors les valeurs RMS (Root Mean Square) qui correspondent aux
moments d'ordre deux en espace et en vitesse normalisés

X rms = ~ =

Yrrns =W =

J x 2 fdxdv _ /
.r fdxdv - A 2,

J y2fdxdv =A/2
J fdxdv '

Jv'Udxdv _ /
Jfdxdv -wA 2,

J v~fdxdv
j'fdxdv =wA/2.

2 - - 2 2
Vth = vi = v~ = w a /4,

Nous choisissons alors une fonction de distribution semi-gaussienne équivalente au
faisceau K-V, c'est-à-dire, telle que les deux fonctions de distribution aient les mêmes
quantités RMS

où w2 représente le coefficient directeur de la différence entre le champ électrique
autoconsistant initial et le champ appliqué Ea(t,x) = -w5.'1:. Dans cet exemple, nous
avons choisi w et Wo tels que la dépression du nombre d'onde .';'=1/4. La densité

WQ

du faisceau no peut s'écrire en fonction du courant l et de la vitesse du faiseeau V&,

de la façon suivante: no = q;b' Le faisceau est supposé être composé de particules
de potassium ionisées, le courant vaut l =0.2 A, la vitesse du faisceau est vb=0.63
x 106 m/s et le rayon du faisceau est a=0.02 m. Nous comparons la solution obtenue
par l'algorithme PFC utilisant une reconstruction d'ordre trois positive et la solution
obtenue par la méthode semi-lagrangienne (pour plus de détails voir [19]).

Les contours projetés dans l'espace des phases, les coupes de la densité ainsi que
le champ électrique total sont présentés sur les Fig. 3.10,3.11. Le faisceau commence
par se creuser à l'intérieur, ainsi les régions de fortes densités se propagent au cœur



3.7 Conclusion.

Nombre de processeurs méthode PFC méthode SPLINE
1 processeur 24 min 35 min 45 sec
2 processeurs 13 min 20 sec 19 min 45 sec
4 processeurs 5 min 50 sec 8 min 55 sec
8 processeurs 57 sec 1 min 15 sec

91

TAB. 3.1 -- Temps de calcul pour les méthodes PFC3 et semi-lagrangiennes avec inter
polation par spline cubique en fonction du nombre de processeurs pour' une résolution
32 x 32 x 32 x 32.

Nombre de processeurs méthode PFC méthode SPLINE
1 processeur 9h04min 12 h 15 min
2 processeurs 4h30min 6h20min
4 processeurs 2hllmin 3 h 07 min
8 processeurs 56 min 84 min

TAB. 3.2 - Temps de calcul pour les méthodes PFC3 et semi-lagrangiennes avec inter
polation par spline cubique en fonction du nombr'e de processeurs pour une résolution
64 x 64 x 64 x 64.

du faisceau et se dirigent ensuite de nouveau vers l'extérieur, ce qui crée des ondes
de densité de charge. Ces ondes finissent par s'amortir après plusieurs périodes. Les
résultats obtenus par la méthodes PFC sont très proches de ceux obtenus par la
méthode semi-lagrangienne avec une interpolation par spline cubique.

3.7 Conclusion.

Dans cette partie, nous avons introduit une nouvelle méthode pour la résolution
numérique de l'équation de Vlasov par une méthode eulérienne utilisant une grille de
l'espace des phases. Cette méthode impose la conservation du nombre de particules (ou
de la masse globale) et le contrôle des oscillations numériques qui peuvent apparaître
en utilisant la variation des points de reconstruction (ENO) ou en imposant la conser
vation de la positivité (PFC). Nous avons vu que cette méthode est particulièrement
efficace pour le traitement des problèmes non linéaires. D'une part, la méthode ENO
semble être trop dissipative pour donner une approximation précise de la fonction
de distribution lorsque le problème est fortement non linéaire puisque l'entropie n'est
jamais stabilisée. D'autre part, la méthode PFC est aussi précise que la méthode semi
lagrangienne et génère très peu d'oscillations numériques. La méthode PFC diffuse
davantage que la méthode semi-lagrangienne utilisant une interpolation par spline
cubique, mais les valeurs macroscopiques obtenues par intégration de la solution par
rapport à la variable des vitesses v sont données avec une bonne précision. De plus, la
reconstruction locale est particulièrement bien adaptée pour le calcul parallèle qui est
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indispensable pour traiter les problèmes de la physique avec suffisamment de points
de discrétisations en dimension élevée.

Cette méthode se présente donc comme une alternative aux méthodes particulaires
lorsque celles ci ne donnent pas satisfaction pour traiter des problèmes en ID1/2, 2D
et 2D1/2.

Ensuite, nous avons proposé et testé différentes interpolations locales pour la
méthode semi-Iagrangienne. L'étude de la stabilité L 2 confirme la précision de l'in
terpolation par spline cubique en terme de dissipation et de dispersion. Pourtant,
l'utilisation de l'interpolation eubique d'Hermite avec une approximation des dérivées
à l'ordre quatre ou l'interpolation de Lagrange de degré cinq donne des résultats très
satisfaisants avee un moindre eoût. La méthode semi-Iagrangienne qui a l'avantage
de s'adapter aux domaines à géométrie complexe [3] présente done un intérêt majeur
pour de futurs développements du traitement de l'équation de Vlasov dans l'espace
des phases.
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Chapitre 4

L'équation de Vlasov
axisymétrique.

4.1 Introduction.

Pour réaliser la fusion thermonucléaire ou traiter d'autres applications de la phy
sique des plasmas, il est nécessaire d'accélérer un faisceau de particules à très haute
énergie. Pour minimiser la radioactivité dans l'accélérateur, il faut éviter les "pertes",
c'est-à-dire les particules s'échappant du corps du faisceau. C'est pourquoi, il est essen
tiel de comprendre la formation d'un halo: une couronne formée de particules autour
du corps du faisceau. Ce phénomène apparaît lorsque la densité de charge est élevée,
ce qui provoque de fortes variations du champ électrique autoconsistant et une petite
quantité de particules est piégée autour du faisceau. Plusieurs modèles approchés ont
été considérés pour expliquer ce processus (Particle Core Model), mais la plupart ne
prennent pas en compte toutes les non linéarités. Ceci ne permet donc pas d'évaluer
la quantité de particules perdue et d'expliquer le mécanisme de formation du halo. Il
faut donc étudier un modèle plus proche de la réalité comme le système de Vlasov
Poisson. Les expériences dans ce domaine restent difficiles à mettre en place et sont
encore très coûteuses. Il est donc impératif de recourir à la simulation numérique. La
plupart des méthodes particulaires, qui sont utilisées pour la discrétisation du trans
port de particules, n'arrivent pas à décrire ces mécanismes. En effet, d'une part le
"bruit numérique" est trop important pour approcher précisément les zones de faibles
densités où se situent les halos (aux alentours de un millième de la densité totale).
De plus, le faible taux de convergence de ces méthodes ne suffit pas à bien décrire
l'évolution de la fonction de distribution même lorsque le nombre de particules se
rapproche de la réalité. Le recours à la discrétisation de l'équation de Vlasov dans
l'espace des phases semble donc souhaitable dans ce cas. Dans la plupart des appli
cations nous pouvons supposer une symétrie cylindrique et considérer l'équation de
Vlasov en coordonnées cylindriques IDI/2 ou 2Dl/2.

Dans ce chapitre, nous supposons que le faisceau est uniforme en la variable lon-
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gitudinale z et se propage à vitesse constante

où ~z représente l'impulsion dans la direction z. Ainsi, les composantes transverses
(vx,vy) sont petites devant la vitesse longitudinale V Z • Le problème se réduit donc à
l'étude de l'équation de Vlasov classique dans le plan transverse. De plus, nous sup
posons que la fonction de distribution initiale est invariante par rotation. La solution
de l'équation de Vlasov reste alors invariante par rotation et vérifie l'équation en
coordonnées cylindriques

of of (q q , V~) of" + VT " + -E.,(t,r) + -Ea(t,r) T-
ut ur m. m. r aV1

Vo V1 of
---- = 0,

rave
(4.1)

où le champ Es(t,T) est donné par l'équation de Poisson et Ea(t,r) représente le
champ appliqué que l'on supposera la plupart du temps linéaire. La variable r désigne
la distance par rapport à l'origine r = J ~;2 + y2 et

Le ehamp Es(t,r) est donné par l'équation de Poisson en coordonnées cylindriques

1 arEs
---~ = p(t,r)jEo,
r ur-

p(t,r) = q 1" f(t,r,vr,ve)dvr dve.
JlR2

(4.2)

Dans la suite, nous étudierons également l'équation de Vlasov avec un champ
magnétique appliqué de la forme B = (O,O,Bz ), où B z est constant. L'équation de
Vlasov devient alors,

of of (q qBz v~),,+ VT " + -Es(t,r) + --Va +
ut uT m m r

Of _ (q B z V
T
+ Va V1 ) .af = o. (4.3)

aVT m. rave

Cette équation est plus réaliste, puisque la focalisation de faisceaux de particules est
la plupart du temps réalisée par l'application d'un champ magnétique longitudinaL

Le reste du chapitre est organisé comme suit. Nous donnons d'abord une nouvelle
formulation de l'équation de Vlasov en coordonnées cylindriques par la recherche
d'invariants supplémentaires. Nous présentons ensuite la construction de solutions
stationnaires pour le système de Vlasov-Poisson avec champ appliqué, comme les
fonctions de distribution K-V ou de Maxwell-Boltzmann. La fonction de distribution
K-V servira de base pour la focalisation de faisceaux quelconques. Après un bref rappel
de la méthode numérique employée, nous donnons différents résultats numériques.



4.2 Recherche d'invariants.

4.2 Recherche d'invariants.
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Les courbes caractéristiques de l'équation de Vlasov en coordonnées cylindriques
vérifient le système d'équations différentielles

1
'1' = Vr

. vJ q q
V r = - + -voBz + -Es(t,r)

r m, m
. V()Vr q

Vo = --- - -vrBz·
'1' m

Il est facile de vérifier que pour l'équation (4.3),

1 2 2
H(r,v"vo) = "2m(vr + vo) + q cPs(t,r)

(4.4)

(4.5)

l =

est un invariant, où cPs est donné par Es = arcPs. Il est difficile de se placer dans le
référentiel (r,v"H) puisqu'il contient le champ autoconsistant. Nous recherchons alors
un nouvel invariant l de la forme I(,',vo) et tel que j = O. Ainsi,

. al . al
"" + Vo C;-,ur uvo

al (VOVr q ) alv, ,,- -- + -vrBz c;-,
ur r rn UV()

11, (8I _(VO+ !L Bz ) ~) .
a" '1' m avo

Il faut donc résoudre l'équation de transport

laI - (VO+ !LB ) al
ar '1' m Z avo '

1('1' = 1,vo) = h(ve).

(4.6)

Le système définissant les courbes caractéristiques correspondant à (4.6) est donné
par

1
dvo Va q B z
-=-~---

dr ,. m

Vo(8) =wo·

La solution de l'équation différentielle (4.7) s'écrit de la façon suivante,

(
1qBz 2) 1 1qBzvo(r) = swo + ---8 - - ---'1'.
2 m T 2 m

(4.7)

(4.8)

Ainsi, en prenant la donnée initiale Ir (ve) = v() + fn ~z, nous trouvons un nouvel
invariant pour l'équation de Vlasov,

1 qBz 2
I(r,vo) = I(l,vo(1)) = h(ve(l)) = 'l'Va + -2-'1' .

m
(4.9)
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Nous obtenons ainsi une nouvelle formulation de l'équation de Vlasov par un change
ment de variable (r',vr,vo) --+ (T,Vr,!) avec

l 1 qBzve = - - ---r
r' 2 m

et

af af (q 1
2

1 (qBz )2 ) af-a + Vr-
a

+ ~E,(t,r) +;) - 4- -- r ~a = 0, VI E IR.
t r rn r m V r

(4.10)

Cette nouvelle formulation est particulièrement bien adaptée pour la parallélisation
des calculs puisque la variable l joue seulement le rôle d'un paramètre [3].

4.3 Solutions stationnaires.

4.3.1 Fonction de distribution K-V.

Nous nous intéressons à la fonction de distribution de Kapchinsky-Vladirmisky (K
V), qui est une solution stationnaire de l'équation de Vlasov-Poisson. Cette fonction de
distribution a fait l'objet de nombreuses études en physique des faisceaux et constitue
le point de départ de la focalisation [4]. Soit a > 0, nous considérons la fonction de
distribution

no 2 2
fo(r,vr,vo) = -oo(-H - (31 - a ),

1r m
(4.11)

où no représente la densité totale, H et l sont donnés par (4.5) et (4.9), tandis que le
paramètre (3 reste à déterminer. Puisque H et l sont des invariants pour l'équation
de Vlasov, il est clair que fa est une solution stationnaire de l'équation de Vlasov

no 2 2
f(t,T,Vr,Ve) = fo(r(O),vr(O),vo(O)) = -oo(-H - (31 - a).

'Tf 'In

II reste à calculer le champ autoconsistant à partir de l'équation de Poisson

Nous calculons d'abord la densité de charge p. Pour cela, intégrons la fonction de
distribution par rapport à (vr,ve), pour un calcul rigoureux nous devons approcher la
mesure de Dirac par une fonction intégrable, par exemple

{

k/2, si x E [-l/k,l/kJ,
9k(X) =

0, sinon.
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Nous notons par fO,k la fonction de distribution approchée de fo. Ainsi, pour tout
() < r :::; r max , où Tma.T représente le rayon du faisceau

qno1-- fa k(r,vr,vo)dvr dvo,
Ir IR2 '

q no 1 (2 2 q 1 q B z 2 2)-- 9k vr + Vo + 2 -ep, - (3(rve + ---r ) - a dVr dve,
7r IR2 m 2rn

qno~ (2 )-- 9k vr - K dVr dve,
Ir . lR2

avec
2 q (1 q B z ) 2K = -ve - 2 -ep8 + (3r Ve + ---r + a .

m 2 m

Alors, la densité de charge approchée s'écrit

Nous posons ensuite

2 1 2 2 1 q Bz 2 q
R=a +-(3r +(3---r -2-ep8

4 2 m m

et le paramètre (3 est tel que R > O. Nous calculons,

Lorsque k tend vers l'infini, nous concluons que

p(t,T) = qno.

Le potentiel ep8 est alors donné par

Finalement, le paramètre (3 doit vérifier
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Nous reconnaissons la fréquence plasma wp et la fréquence cyc1otronique w"

2
2 q no

w --
P - mEo'

Nous avons donc,

2 (1 2 2 ) '1'2R = Cl + 213 + Wc 13 - W p 2 > O.

Dans le but d'analyser et de comparer le comportement de difierentes solutions sta
tionnaires ou non stationnaires, P. M. Lapostolle et F. J. Sacherer ont introduit les
valeurs RMS et le concept de faisceaux équivalents [2J. Deux faisceaux composés de
la même espèce de particules, ayant la même densité, le même courant et la même
énergie cinétique sont équivalents si les seconds moments de la fonction de distribution
en x, y, Vx et vy sont égaux. Considérons une fonction de distribution stationnaire
ou non stationnaire normalisée f(t,3:,y,V,r,vy ) dans l'espace des phases 4D. Le second
moment en x est défini par

et le rayon RMS dans la direction des x est donné par

X rms = ~.

De la même manière, nous définissons Yrm8J VXT'ms' v Yrms ' Dans la suite, nous utiliserons
les notations habituelles x~ms = VXrms/VZ et x' = vx/VZJ où 'lJz désigne la vitesse
constante du faisceau dans la direction z. Pour une fonction de distribution K-V,
nous notons par X max = a et x~ax = a', le rayon maxirnal du faisceau sur les axes x
et x'. Nous avons alors [4]

Ensuite, nous introduisons l'émittanee qui joue un rôle fondamental dans la physique
des faisceaux. Elle décrit l'ensemble des particules qui se trouvent à l'intérieur du
faisceau

(
-- 2)1/2

Ex = x 2 ;];'2 - X x'

Cette valeur n'est en général pas constante. En efi'et, les non linéarités dues au cou
plage de l'équation de Vlasov avec l'équation de Poisson, font croître l'émittanee tout
en oscillant au cours du temps.

D'un point de vue pratique, la fonction de distribution K-V n'est pas le meilleur
modèle pour représenter un faisceau de laboratoire. Pour cela, nous étudions les fais
ceaux semi-gaussiens (voir chapitre 2) ou les fonctions de distribution de Maxwell
Boltzmann. Cependant, pour les solutions stationnaires ou non stationnaires, les fais
ceaux K-V sont toujours utilisés pour calculer les paramètres d'adaptation à l'aide de
la définition de faisceaux équivalents.
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4.3.2 Fonction distribution de Maxwell-Boltzmann.
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Nous étudions ici une solution stationnaire de l'équation de Vlasov axisymétrique
normalisée q = m = 1 avec un champ électrique appliqué linéaire Ea(t,r) = -r/2.
Considérons la fonction de distribution pour 0 <:: a <:: 1,

(4.12)

avec <Pa(t,r) = r 2 /4 et Ea(t,r) = -arepa(t,r). Nous évaluons ensuite la solution de
l'équation de Poisson normalisée

1 a ( aep,) r
2

--- r- = aexp(-eps - -).
r ar ar 4

(4.13)

Lorsque a est différent de zéro et de un, nous ne connaissons pas de solutions explicites
de l'équation de Poisson (4.13). C'est pourquoi, nous approchons le potentiel ep., par
une formule aux différences finies: soit (r;)i»o, un maillage de ]O,rmax ]

0,

at.r2 /4,

ri-J ( (Ti-3/2 2 2))-.-'" 2epi-l-epi-2 -.---at.r exp(-epi-l-ri_d4) .
r i-lj2 1"2-1

4.4 Discrétisation de l'équation de Vlasov axisymétrique.

Nous utilisons une grille de l'espace des phases (r,vr ,!). Cependant, il est nécessaire
d'utiliser une discrétisation particulière dans la direction J. En effet, lorsque le champ
électrique total est linéaire comme pour une fonction de distribution K-V, les courbes
caractéristiques s'écrivent

où
q w2

--(ep, + <Pa) = _r2

m 2
Il faut donc contrôler le ratio J/ r, la discrétisation dans la direction J vérifie donc

J = ±wr2

Nous utilisons alors la conservation des valeurs de la fonction de distribution le long
des caractéristiques pour construire l'algorithme. Les nouvelles valeurs sont calculées
en chaque point de la grille en recherchant l'origine des courbes caractéristiques au
temps précédent. Cette méthode n'implique pas de condition de stabilité sur le pas
de temps du type CFL, ee qui pourrait être très pénalisant pour traiter l'équation
près de l'axe T = O.
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(4.14)

Ensuite, dans l'équation de Vlasov axisymétrique le facteur 12/r3 agit comme un
potentiel de répulsion par rapport au champ électrique total. Ce potentiel est le plus
important près de l'axe, où le champ électrique est négligeable. La principale difficulté
dans la discrétisation de l'équation de Vlasov en coordonnées cylindriques se situe donc
dans le traitement de l'équation près de l'axe r = O. La méthode la plus naturelle
consisterait à séparer la partie du transport libre qui peut être résolue explicitement,
puis à résoudre la partie autoconsistante. Cependant, des erreurs numériques sont
générées près de l'axe r = 0, et se propagent à l'intérieur du domaine. En effet,
lorsque l'on souhaite observer des phénomènes à de très petites échelles, il est impératif
d'empêcher la propagation des erreurs numériques. Une autre possibilité est d'utiliser
un schéma de splitting d'opérateurs classiques: sur l'intervalle de temps [tn ,tnH ], la
fonction de distribution au temps tn est donnée par rn(r,v,,1)

ur ur

{

ut + v, ur = 0,

l' (O,T,V,,1) = fn(r,v,,1).

Nous calculons le champ électrique autoconsistant Es à partir de l'approximation
r(llt,r,v,.,1). Puis,

1
uf*' (q 1

2
1 (qBz )2 ) uf*'--+ -Es(t,r)+--- - r --=0,

ut m r3
4 m uVr (4.15)

f"(O,r,v,,1) = f*(llt,r,v,,1).

Finalement, fn+l(r,v,,1) = f**(r·,v r ,1).
La discrétisation de l'équation (4.14) nécessite l'application de conditions aux

limites artificielles. En effet, en r = 0 et pour V r > 0, le flux de particules est entrant,
tandis que pour V r < 0 des particules sortent du domaine de calcul. Ainsi, nous devons
modéliser le passage des particules à travers l'axe T = O. Pour cela, nous avons imposé
la réflection spéculaire de particules

f(O,v,,1) = f(O, - v,,1), V Vr > O.

La résolution numérique des équations de transport (4.14) et (4.15) est ensuite réalisée
à l'aide d'une méthode semi-lagrangienne avec une interpolation de type Hermite. Par
exemple, pour l'équation (4.14), sur l'intervalle h,riH], nous approchons la dérivée de
la fonction de distribution en chaque point de la grille par une formule de différences
finies d'ordre quatre

u,fr = 12~r [8 [/*1 - fI'-I] - [/;''t-2 - /;"-2]] .

La reconstruction est alors donnée sur chaque intervalle [ri,riH] par un polynôme de
degré trois interpolant la fonction de distribution et sa dérivée aux points de la grille

r(r) fr + (r' - ri) u,fr + (r - r;)2 [3[/1't-1 - m- llr [2uxfr + ux.N't-dJ
+ (r - r.;)3 [llx [udr+1 + uxfrJ - 2 [fi't-I - m] .
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La fonction de distribution est alors reconstruite sur tout le domaine au temps tn . Il
reste alors à utiliser les courbes caractéristiques pour calculer la fonction de distribu
tion aux points de la grille au temps tn+1

4.5 Résultats numériques.

4.5.1 Faisceau semi-gaussien.

Dans cet exemple, nous considérons l'évolution d'un faisceau semi gaussien dans
l'espace des phases de dimension quatre. De plus, la fonction de distribution est inva
riante par rotation.

Nous résolvons donc le système de Vlasov-Poisson en coordonnées cylindriques.
Puis, pour permettre la focalisation du faisceau nous appliquons un champ magnétique
constant le long de l'axe z. Alors, la fonction de distribution obéit à l'équation de
Vlasov de la forme

VIEIR, (4.16)

où l =r 'Ue - q;:', r; et B., représente le champ électrique autoconsistant donné par
l'équation de Poisson. La fonction de distribution initiale en coordonnées cartésiennes
est donnée pour x 2 + y2 :s; a2

io(x,y,'Ux,'Uy ) = ( 2
n

)( 2) exp (- ((vx - qBZy )2 + (Vy + QBZx )2) /2V;h) '
. 2~~h ~a 2m 2m

et io(x,y,vx,vy ) = 0, si x2+ y2 > a2 Le champ magnétique B z et la vitesse thermique
Vth sont calculés à partir des quantités RMS, de sorte que le faisceau soit équivalent
au faisceau K-V adapté.

Nous supposons que le faisceau est composé d'une seule espèce de particules, des
ions lourds de potassium. La densité no est calculée à partir du courant l =0.2 A et
de la vitesse de propagation du faisceau le long de l'axe z

Q
r=I+--2 K,

me

où K est l'énergie propre du faisceau K = 8. 104 eV. Finalement, le rayon du faisceau
est a=0.02 m et la dépression du nombre d'onde w/wQ = 1/4.

Nous observons la formation d'une onde au bord du faisceau. Celle-ci se propage
à l'intérieur du faisceau et est finalement réfléchie près de l'axe r· = O. Le champ
électrique autoconsistant initial est linéaire à l'intérieur du faisceau. Les variations
du champ sont relativement faibles mais suffisantes pour perturber fortement la den
sité (Fig. 4.1). La résolution de l'équation axisymétrique permet d'utiliser un plus
grand nombre d'inconnues que pour l'approximation de l'équation en coordonnées
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cartésiennes. Ceci permet de décrire plus précisément la fonction de distribution. De
plus, la nouvelle formulation de l'équation de Vlasov conserve parfaitement les inva
riants () et l = r Ve + ~~ r 2 Dans ce cas, l'utilisation de l'équation axisymétrique et
d'une discrétisation par une méthode semi-Iagrangienne donnent des résultats très
satisfaisants. Lorsque l'on compare l'évolution de la densité obtenue par le code
axisymétrique et par une méthode eulérienne ou semi-Iagrangienne en coordonnées
cartésiennes, nous observons une plus grande amplitude de l'onde à l'intérieur du
faisceau. Ensuite, l'amortissement de cette onde est plus tardif avec le code axi
symétrique. En effet, la résolution plus faible en coordonnées cartésiennes introduit de
la dissipation numérique qui donne une approximation moins précise du transport de
particules. Pour terminer, il est possible de comparer les résultats avec ceux obtenus
par les méthodes particulaires (code WARP [1]). Le bruit numérique est clairement
trop important pour distinguer les erreurs numériques des phénomènes physiques. Il
faut utiliser un grand nombre de particules pour obtenir un résultat similaire (un
million de particules) [5].

4.5.2 Faisceau Maxwell-Boltzmann.

Nous considérons une fonction de distribution de Maxwell-Boltzmann (4.12) qui
est une solution stationnaire du système autoconsistant de Vlasov-Poisson. Nous per
turbons la densité de 50%. Les paramètres du faisceau sont les suivants: les particules
sont des ions lourds (potassium), le courant vaut l = 0.2 A et l'énergie K = 8. 104

eV ct le rayon est r max = 0.01 m. Nous présentons d'abord l'évolution des quantités
RMS

T - r2 v - 'u2 Ve - v2rms - , T,ms - Tl -r1n$ - e

et l'émittance (Tl donnée par

Or, x = r cos()

x 2 J' x 2 .f (t,:r,y,vx,vy )dx dy dvx dvy
JR4

Li
3

r 2 .f(r,vr ,I)drdvr dI (1 2

K(COS())2 d())

'Tf r 2 .
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(1) (2) (3)

FIG. 4.1 - Développement de (1) la projection en (x,y), (2) la projection en (;r;,vx),
(3) la projection en (vx,v y ) obtenues par le code axisymétrique pour un fœisceau semi
gaussien à z=O, 0.32, 0.48, 0.64, 0.96 m.
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à l'intérieur du faiscean obtenues par le code axisymétr·ique pour un faisceau semi
gaussien z=O, 0.32, 0.48, 0.64, 0.96 m.
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Ensuite, puisque 'Ux = V r cos e- Vo sine

V~ lIR' v;f(t,x,y,vx,vy)dxdydvxdvy

lm3 v;J(r,vr,I)drdVr dl c{n(COSIJ)2dIJ )

+ lm3 vJf(r,vr,I)dr dVr dl ({n (sinIJ)2dIJ)

K(V; +vJ).

X V.r lIR' X Vx f(t,x,y,vx,vy)dx dy dvx dvy

1TTVr _

Ce qui permet de calculer l'émittance à partir des coordonnées cylindriques
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La Fig. 4.5 illustre la formation d'un halo autour du corps du faisceau. Ces coupes
sont réalisées lorsque la valeur RMS vrm~ correspond à un extremum. En effet, c'est
à cet instant que le halo est le plus visible [4]. Pour une dépression du nombre d'onde
w/wo = 1/2, nous observons les contours de la densité de charge pour z=09.4 m,
13.57 m, 16.79 m, 23.05 m, 25.14 m. Le halo correspond approximativement à un
millième de la densité totale. De plus, pour notre faisceau le rayon vaut 0.01 m et la
dimension du plateau est approximativement de 0.025 m, ce qui correspond bien à la
valeur maximale du rayon, donnée par la formule empirique de T. P. Wangler et al.
[6] qui vaut 0.0241 m.

4.6 Conclusion.

Dans ce chapitre, nous avons proposé une méthode pour la discrétisation de
l'équation de Vlasov en coordonnées cylindriques sur une grille de l'espace des phases.
Les résultats numériques montrent que la précision de ce type de méthode est telle
qu'il est possible de mettre en évidence des phénomènes très fins comme la formation
de halos. Ainsi, par cette méthode nous pouvons traiter un grand nombre d'applica
tions de la physique des faisceaux et construire des solutions de références pour les
codes en coordonnées cartésiennes. En effet, pour traiter la focalisation par gradients
alternés, il faut utiliser l'espace des phases complet puisque la fonction de distribution
n'est plus axisymétrique. Nous devons donc valider les solutions numériques obtenues
par les codes 2D x 2D avant de traiter des problèmes plus complexes.
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Chapitre 5

Approximation de l'équation de
Landau.

5.1 Introduction.

L'équation de Landau ou Fokker-Planck-Landau (FPL) a été établie par Landau
en 1936 pour l'étude des collisions dans les plasmas. En effet, l'équation de Boltz
mann perd tout son sens pour des interactions coulombiennes (voir Partie l de [26])
qui sont pourtant de première importance en physique des plasmas, physique des
accélérateurs, lasers, interactions faisceaux-plasmas, ondes de chocs et expansion de
plasmas ou encore en astrophysique. Ce modèle décrit donc les collisions binaires entre
des particules chargées avec des interactions de longue portée,

3f q 1
-3 + v.\lxf + -E(t,x) . \lvf = -QUJ),

t m E
(5.1)

où q représente la charge d'une particule, et m sa masse, QUJ) est l'opérateur de
collisions défini par

QUJ) = \lv· j~3 <1>(v - v') [(\lvf(t,V))f(t,v*) - (\lv'f(t,V*llf(t,v)] dv*, (5.2)

avec:
v <Si v

S(v) = Id- W. (5.3)

L'inconnue f (t,x;v) représente la densité d'un gaz ou d'un plasma dans l'espace des
phases, de position x et vitesse v. f(t,x,v) est positive et telle que le moment d'ordre
deux soit fini. De plus, dans l'équation (5.1), E représente le nombre de Knudsen, qui
détermine la fréquence de collisions et E( t,:") désigne le champ de force autoconsistant
donné par la solution de l'équation de Poisson

E(t,x) = -\lx<jJ(t,x), - b.<jJ(t,x) =!l 1" f(t,x,v)dv,
fa } IR3
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OÙ co est la permittivité du vide. Comme pour l'équation de Boltzmann, différentes
valeurs de 'Y dans (5.3) permettent d'établir un classement: nous parlerons de poten
tiels durs lorsque 'Y > 0, de molécules Maxwelliennes, lorsque 'Y = 0 et de potentiels
mous pour 'Y < O. Ce dernier cas contient les interactions coulombiennes b = -3),
dont les principales applications sont dans le domaine de la physique des plasmas.
La structure algébrique de l'opérateur est similaire à celle de l'opérateur de Boltz
mann, nous retrouvons ainsi des propriétés physiques comme la conservation de la
masse, de l'impulsion, de l'énergie

/ Q(fJ)(v) ( :2 ) dv = 0

et la décroissance de l'entropie cinétique H(t),

dd
H

(t) = dd ( f(t,v) ln(f(t,v))dv :::; O.
,t t J]R3

Finalement, les états stationnaires de l'opérateur FPL Le. Q(fJ) = 0, sont donnés
par des fonctions de distribution Maxwelliennes :

(

1 2)P Iv - Uo
Mp,uo,T(V) = (2 2 )3/2 exp - 2 2 '

1T Vth Vth

où p est la masse totale, Uo la vitesse moyenne, et Vth la vitesse thermique qui est liée
à la température T par Vlh = )kE T lm, où le réel positif k E désigne la constante de
Boltzmann. De plus,

p = ( f(v) dv,
JJR.3

1 ;"Ua = - f(v)v dv,
P ]R3

T = ~ { f(v)(uo - v)2 dv.
3p J]R3

Comme il est bien connu dans la littérature et établi par les travaux mathématiques
d'A.-A. Arsenevet N. V. Peskov [1], P. Degond et B. Lucquin-Desreux [12] et plus
récemment L. Desvillettes [13], l'équation FPL est obtenue en supposant que les col
lisions rasantes sont prépondérantes dans l'équation de Boltzmann. Concernant le
problème d'existence de solutions, A.-A. Arsenev et N.-V. Peskov [2] ont établi un
premier résultat d'existence locale en temps de solutions faibles dans le cas spatiale
ment homogène pour les potentiels coulombiens. Récemment, une preuve d'existence
globale en temps de solutions renormalisées a été donnée par R. Alexandre et C. Vil
lani [1, 27] dans le cas non homogène et pour une donnée initiale d'énergie finie. Nous
renvoyons le lecteur intéressé au remarquable travail de synthèse de C. Villani sur le
sujet [28].
Pour l'équation de Boltzmann, la plupart des simulations numériques sont réalisées
par des méthodes Monte-Carlo [10]. Par contre, pour l'équation de Landau et plus
particulièrement pour les interactions coulombiennes, ces méthodes ne donnent pas de
résultats satisfaisants. D'ailleurs, la plupart de ces méthodes particulaires sont basées
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sur une intuition physique plus que sur la discrétisation directe de l'équation de Lan
dau [6, 19]. Plusieurs schémas déterministes ont donc été considérés, ces dernières
années, pour la résolution numérique de l'équation FPL dans le cas homogène (la
fonction de distribution f ne dépend pas de la variable d'espace x). D'abord, dans
le cas isotrope [3], c'est-à-dire lorsque la fonction de distribution ne dépend que de
la variable d'énergie E

2 = Iv1 2
, puis pour les problèmes à symétrie cylindrique dans

[23, 17]. La construction d'un schéma numérique conservatif et entropique pour l'ap
proximation de l'opérateur FPL dans l'espace des vitesses v E lR3 a été proposée par
P. Degond et B. Lucquin-Desreux [11]: le point de départ de cette méthode est de
discrétiser l'opérateur en utilisant la formulation faible du problème homogène. Ceci
permet de retrouver toutes les propriétés de conservations. Cependant, une implanta
tion directe d'un tel schéma en dimension trois est trop coûteuse. Plusieurs méthodes
rapides ont alors été considérées pour réduire le temps de calcul, comme les méthodes
multipole [16] et multigrille [7]. Une autre approche, basée sur la discrétisation di
recte de l'opérateur en utilisant une méthode spectrale, a récemment été envisagée
[20]. Elle permet de réduire le coût quadratique à N log N, où N est le nombre total
d'inconnues.

Ce chapitre est constitué de deux parties. La première est consacrée à la descrip
tion de différents algorithmes rapides pour approcher l'opérateur de Landau. Nous
présentons une nouvelle méthode basée sur l'approximation de l'opérateur pour une
fonction de distribution isotrope. Cette approximation est bien connue en physique
des plasmas pour le cas pseudo-isotrope [25] et permet de réduire l'évaluation de
l'opérateur de collisions à un coût linéaire. Des tests comparatifs pour les méthodes
multigrille, spectrale et pseudo-isotrope dans le cas maxwellien et coulombien sont
réalisés. Les méthodes spectrale et multigrille ont prouvé leur efficacité dans le cas
homogène, mais d'après nos connaissances, il n'existe pas de résultats numériques
dans la situation non homogène. Pourtant, le couplage avec la partie transport est
nécessaire pour traiter des problèmes appliqués à la physique des plasmas ou à la dy
namique des gaz. De plus, l'ajout de la partie transport peut engendrer des oscillations
ou des discontinuités dans l'espace des vitesses et le traitement de l'opérateur de colli
sions par ces algorithmes rapides pourrait entrainer des problèmes de précision. Dans
la deuxième partie, nous donnons un algorithme efficace, basé sur la décomposition
des opérateurs de collisions et transports, pour traiter l'équation de Landau non ho
mogène. L'équation de transport sera résolue en utilisant le schéma PFC d'ordre trois
permettant de conserver la masse, l'impulsion, l'énergie et la positivité.

5.2 Comparaison de schémas numériques.

Nous rappelons les principaux traits des algorithmes rapides, puis présentons la
méthode pseudo-isotropique. Ensuite, nous proposons des résultats numériques clas
siques pour le traitement de l'équation FPL dans le but de comparer la précision, le
coût et la robustesse des différents schémas numériques dans le cas homogène. Dans la
dernière partie, nous rappelons le schéma à pas fractionnaire permettant le couplage
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de l'équation de transport et de l'opérateur de collisions. Des résultats numériques
illustrant l'effet de la fréquence de collisions sont présentés dans le cas ID x 3D avec
la méthode multigrille (dimension une en espace et dimension trois en vitesse).

5,2,1 Trois algorithmes rapides pour l'équation de Landau,

Cette partie est d'abord consacrée à une brève description des méthodes spectrale
et rnultigrille. La non linéarité de l'équation de Landau est de type quadratique, ce
pendant la complexité des deux méthodes est de l'ordre de N log(N), où N représente
le nombre d'inconnues.
Dans la dernière partie, nous proposons une nouvelle méthode pour la discrétisation
de l'opérateur avec un coût linéaire lorsque la fonction de distribution est "presque
isotrope" .

A, La méthode spectrale,

Discrétisation de l'opérateur. Cette méthode a été récemment proposée par L.
Pareschi et al. pour approcher les équations de Boltzmann [21] et Landau [20, 22].
Nous décrivons brièvement l'idée de la discrétisation et renvoyons le lecteur aux ar
ticles de réferences pour plus de détails. Nous écrivons d'abord l'opérateur sous sa
forme usuelle

Q(f,j) = 'V'v· lm3 <[>(g) [('V'vf(t,V))f(t,v +g) - ('V'gf(t,v+ 9))f(t,v)] dg. (5.4)

Nous supposons que le support de la fonction de distribution est inclus dans la boule
B(0,R/2) avec R> o. Cette hypothèse ne peut pas être satisfaite en général puisque
l'état stationnaire est donné par une Maxwellienne, qui n'est pas à support compact.
La fonction de distribution est donc tronquée à zéro lorsque f prend des valeurs
suffisamment petites. À partir de cette hypothèse sur le support de la fonction de dis
tribution, le domaine d'intégration est inclus dans la boule B(O,R). Nous approchons
ensuite la fonction de distribution par une somme partielle d'une série de Fourier

fN(t,V) = L Îk(t)eii kv , (5.5)
kE{-N, .. ,N}

où k=(k1 ,k2 ,k3 ), N est le multi-entier (n,n,n), n représentant le nombre de demi
modes dans chaque direction et le k-ème mode est donné par

- 1 /, 'kfk(t) = (2R)3 f(t,v)e-' ,vdv.
, . B(D,R)

En substituant l'approximation fN(t,V) dans l'opérateur (5.4), nous obtenons
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où /3dl,m) est défini par
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'Ik E {-N, .. ,N},

'Ik E {-N, .. ,N},

r Iw11+2 [(l + m)(l- m) - (1+ m)'_lwl (1 _ m)'_IWI] eiw
.
m d111

.JB(D,K) 111 111

Ê(l,m) - Ê(m,m),

avec
Ê(l,m) = r 111117+2 [1 2 _ (1.~)2]eiW.mdw .

.JB(O,n) 11111

Nous recherchons alors la fonction de distribution f N qui vérifie

j,. {JfN Q(f f )} -ik,vd 0
B(O,R) 7ft - N, N e .V = .

Comme le terme résiduel de l'opérateur FPL est orthogonal à tout polynôme trigo
nométrique de degré :::; n, nous obtenons le système d'équations différentielles ordi
naires suivant

ddÎtk = [R"7f] 1+
3

"'" • • [- • ]L. .fi fm B(l,m) - B(m,m) .
l,mE{-N, .,N}
l+m=k

Maintenant, il reste à approcher les termes Ê(l,m) en décomposant en deux parties,

Nous posons donc

F(m) j,' 111111+2eiw.md111
B(D,K)

/,
111' 111 .

Ii,j(m) = 111111+2---'---f é wm d111,
B(D,n) Iwi

pour finalement obtenir le nouveau système d'EDO: 'Ik E {-N, .. ,N},

(5.6)

(5.7)

[;r3 L Îk-mÎm [(k - m)2F(m) - Ê(m,m)] (5.8)
mE{-N,.. ,N}

3

_ [R"7f] 1+
3

"'" "'"L. L. Îk-m Îm(ki - mi)(kj - mj)Ii,j(m).
i,j=l mE{ -N,.. ,N}

Remarque 5.1 Les coefficients F(m) et Ii,j, donnés par (5.6) et (5.7), ne dépendent
que de "'Y et s'écrivent comme des intégrales à une dimension. Ils sont donc approchés
en utilisant une formule de quadrature récursive permettant de contn)ler l'erreur
numérzque.
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Pour approcher le terme de droite du système (5.8) qui s'écrit comme une somme de
convolutions discrètes, il suffit d'utiliser un algorithme faisant appel à la Transforma
tion de Fourier Rapide (FFT). Soit Sk une convolution discrète, elle s'écrit sous la
forme

Sk = L gm hk - m·
mE{~N, .. ,N}

L'évaluation de Sk est de l'ordre de (8 n3 ) log(8 n 3 ), où 8 n3 est le nombre total d'in
connues. En effet

- la réalisation d'une FFT pour transformer gm et hk - m en !lm et hk-m dans
l'espace de Fourier a un coût de l'ordre 0((8n3 )log(8n3 )),

- le calcul de la somme dans l'espace de Fourier Bk a un "coût linéaire".

- la réalisation d'une FFT inverse pour transformer Bk en Sk a un coût de l'ordre
0((8n3 ) log(8n3 )).

L'approximation utilisant la méthode spectrale préserve exactement la masse, puisque
les conditions aux limites sont périodiques. L'impulsion et l'énergie sont contrôlées
par la précision spectrale. En effet, nous rappelons le résultat déjà présenté par L.
Pareschi et al. dans [22] en apportant une correction à la preuve. Nous introduisons
PN l'opérateur de projection

(5.9)

où d est la dimension de l'espace des vitesses et WN désigne l'ensemble des polynômes
trigonométriques de JRd de degré inférieur à INI et L~(] ~ R,R[d) est l'espace des
fonctions mesurables, périodiques de ] - R,R[d et de carré intégrable.

Proposition 5.1 Soit ry > O. Nous supposons que la fonction de distribution f solu
tion classique de l'équation de Landau satisfait

où H~ (] ~ R,R[d) désigne l'espace des fonctions mesurables, périodiques snr] ~R,R[d
et dont les dérivées ju,sqn'à l'ordre denx sont de carré intégrable.

Alors, l'approximation spectrale QN(.fN,fN) = PNQ(.fN,fN) de l'opératenr de
collisions Q(.f,f) vérifie

(5.10)

Prenve : nous décomposons d'abord l'erreur en deux parties

IIQ(.f,f) - QN(.fN,fN) IlL; < IIQ(.f,f) - QCfN,fN) IlL;
+ IIQ(.fN,fN) - QN(.fNJN)IILj;'
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Nous savons que fN E JlDN et puisque l'opérateur de Landau est quadratique en fN,
il est clair que Q(fN,fN) E JlD2 N Ainsi, en appliquant les estimations classiques des
méthodes spectrales [24], nous avons

Il reste à estimer le second terme IIQ(fJ) - Q(fN,fN)IIL~' Pour cela, nous utilisons
l'identité

Q(fJ) - Q(g,g) = Q(f + g,f - g),

où l'opérateur bilinéaire symétrique Q( .,.) est défini par

Q(f,g) = !V'v. r <Jl(w) [(V'vf(t,v + w))g(t,v) - (V'wg(t,v + w)).f(t,v)] dw
2 JB(O,2R)

+ ~V'v. r <Jl(w) [(V'Vg(t,v + w))f(t,v) - (V'wf(t,v + w))g(t,V)] dw,JB(ü.2R)

lequel peut s'écrire en utilisant le produit de convolution en reprenant les notations
de [26]

d 1
Q(f' ) - ~ - [-g 8 'f + -f 8 . -g f -f]. ,9 - L 2 ai,j Z,J ai,j 'i,) 9 - c - cg,

i,j=l

avec
.. ( ) _ 11~+2 ( .. Zi Zj) -f _ ..a Z,) Z - Z 6,t,.J - W ' ai,j - aZ,J * f

et

c(Z) = 8i,jai,j(Z) = -2 b + 3)lzI1 , cf = c* f.
Sous l'hypothèse "f > 0, les quantités ai,j et c sont bornées sur B(O,R), nous vérifions
l'estimation sur Q(f,g)

Ainsi, nous obtenons la majoration souhaitée

Ce qui conclut la démonstration de la Proposition 5.1. D

Remarque 5.2 Cette estimation n'est pas valable dans le cas coulombien, puisque
dans ce cas les quantités ai,j et c ne sont pas bornées sur B(O,R).

Notons que nous n'avons aucune information sur les états stationnaires, sur la
décroissance de l'entropie et sur la préservation de la positivité.
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B. La méthode multigrille.

Cette méthode a été proposée par C. Buet et al. dans [7]. Nous supposons ici que
le domaine d'intégration est inclus dans une "boîte" de diamètre R, que l'on notera
par Co. Posons pour toute fonction <p(v) suffisamment régulière,

H(v,v') = -~ f(t,v) f(t,v') [\lv<P(v) - \lv'<p(v')] <I>(v - v')

[\lvln(f(t,v)) - \lv·ln(f(t,v*))].

En utilisant la formulation faible, l'équation de Landau s'écrit

r Q(f,f)(v)<p(v)dv =1 H(v,v*)dv'dv.J]f(3 CoXCo
(5.11)

Puis, nous introduisons une grille régulière discrétisant le domaine d'intégration Co,
composée de N = sn points, où n représente le nombre total de niveaux de grille. Le
pas de l'espace des vitesses est noté par t!.v = R/(2n) et ft(t) représente l'approxima
tion de f(t,v/), avec VI = It!.v -Vo, 1 = (l1,l2,z3) E l = {1, .. ,2n}3 et Vo est le centre
de la grille.

Discrétisation différences finies. Dans une première partie, nous rappelons le
schéma conservatif et entropique introduit par P. Degond et B. Lucquin-Desreux [11].
À partir de la formulation faible (5.11) et pour 1 E I, nous définissons l'approximation
QU,flt de l'opérateur de collisions par

L t!.V3 Q(f,.f),<p, = L t!.v6 iI(v[,vm).
lEI (l,m)EI'

Le terme iI(v[,vm) désigne une approximation de H(v[,vm) pour une fonction test
quelconque 1" E C~(IR3)

- 1
H(v/,vm) = -2 ft(t) fm(t)[(D'P)' - (D'P)m]<I>(VI - vm)[(D lnf(t)), - (D lnf(t))mJ,

(5.12)
où D est une approximation différences finies de l'opérateur gradient.
À partir de cette formulation, nouS prenons une fonction 1" telle que 'P(v/)=l et
'P(vp)=O, pour P cl l, puis obtenons le système d'équations différentielles suivant

(5.13)

où D* est l'opérateur de différences finies adjoint de D et

PI(t) = L fl(t) fm(t)<I>(v/ - vm)((D ln f(t))l - (Dln f(t))m).
cmET



5.2 Comparaison de schémas numériques. 123

Pour obtenir la conservation de la masse, de l'impulsion et de l'énergie, nous calculons
d'abord une approximation de l'opérateur FPL en utilisant successivement l'opérateur
différences finies décentré amont D+ et aval D- définis par

s = 1,2,3,

où es représente la s-ème composante de la base canonique de IRB Nous introduisons
aussi l'approximation centrée De

(De 01.). = '!/Ji+e. - '!/Ji-e. 3
s'f/ , 2 L:l.v ' s = 1,2, .

L'opérateur FPL discret est finalement obtenu à partir de la moyenne des opérateurs
approchés à l'aide de D+ et D-. 11 vérifie ainsi

L:l.v3 L Q(f,f)l
lEI

(
~I ) = O.
v2

1

Dans [7], les auteurs reformulent ce schéma comme la somme d'une approximation
centrée d'ordre deux et d'un terme de viscosité artificielle en L:l.v2 qui permet d'éliminer
les mauvaises conservations. Dne telle approximation de (5.13) est actuellement trop
coûteuse, il faut donc réduire le temps de calcul en utilisant un algorithme rapide.

La méthode multigrille. Nous décrivons maintenant la mise au point de l'al
gorithme multigrille pour améliorer la vitesse de calcul de l'opérateur. 11 consiste à
décomposer l'opérateur en différents niveaux et à calculer les interactions entre les
particules suivant leur vitesse relative Iv - v* 1.
Au niveau un, nous décomposons le domaine d'intégration Co en huit "boites" de
taille identique notées par Cr, r E h = {O,1}3, que nous appellerons les "enfants de
Co" et Co étant le "parent" des boites Cr. Nous avons ainsi

!. Q(f,J)(v)<p(v)dv = L r H(v,v*)dvdv* .
• lR

3
(r,r')E{O,lP lcl'xcr'

Au niveau deux, nous décomposons chaque boîte Cr en "sous-boîtes" CE', pour T' E

h = {0,1,2}3, nous calculons alors les interactions des particules suivant la position
relative des boîtes d'un même niveau. Nous introduisons la définition suivante: la
cellule Ck' est dite bien séparée de C~ si et seulement si les parents de Ck' et de Ck
sont les plus proches voisins et si Ck n'est pas le plus proche voisin de Ck. Le plus
proche voisin de Ck est obtenu en ajoutant au centre les quantités (R/2k )(El,E2,E3),

avec (El,E2,E3) E {-1,0,1}.
Nous écrivons alors la formulation faible de l'opérateur comme la somme de l'intégrale
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sur les boîtes bien séparées (b.s) et sur les boîtes qui ne sont pas bien séparées (p.b.s.):

1m3 Q(f,j)(v)<p(v)

+

L: r H(v,v*)dvdv*
( ')EI .Jc~xcr;'r ,r 2 - -

b.s.

L: r H(v,v*)dvdv*.
(r,r')Eh JC'2'XC:;'

p.b.s.

Si la cellule Ci; est "bien séparée" , nous calculons l'intégrale à partir d'une formule de
quadrature donnée ci-dessous, sinon la contribution est calculée au niveau supérieur.
Nous répétons ce procédé jusqu'à ce que le niveau final n soit atteint.
Pour un niveau fixé k, nous devons approcher l'intégrale de la forme,

j. H(v,v*)dvdv*,
crxck'

(5.14)

mais une approximation directe requiert 82k évaluations, ce qui implique un calcul de
l'ordre de N 2. Ainsi, pour réduire le coùt, nous utilisons seulement nk = 8k évaluations
pour approcher (5.14), puis demandons qu'après nk itérations en temps, tous les
couples (i,j) ECr x Cr' aient donné leur contribution. Soit {l, ... ,nk}, les nk éléments
de la boîte Cr et soit 1r une permutation aléatoire de {l, ... ,nk}' Dans une première
partie, nous approchons (5.14) par une formule de quadrature de type Monte-Carlo
en utilisant les paires (1,1r(I)), 1 E {l,... ,nd, à la deuxième itération, nous utilisons
(1,1r2(1)), etc... Ainsi, après nk itérations, l'ordre 1r est de nouveau atteint.
Finalement, lorsque Cr et Cr' sont bien séparées, l'approximation Monte-Carlo de
(5.14) est donnée par

L'évaluation de l'opérateur FPL est alors réduit à l'ordre n N ( < N logN).

Discrétisation en temps. Concernant la discrétisation en temps, un schéma d'Eu
ler explicite est utilisé. Pour assurer la stabilité de l'algorithme, nous imposons des
conditions sur le pas de temps f,.t pour lesquelles le schéma donne une approximation
positive et assure la décroissance de l'entropie [8]. Il existe une constante positive
C > Ü telle que

IFP1(t) 1 = I(D*p)d:s c ln(K) !l(t),

où K = max{I,lml<:l} (fdfl+m), puis en posant f,.tl = Of/(C ln(K)), avec Of E]ü,l[,
l'approximation !l(t) reste positive. Finalement, l'entropie décroît pourvu que le pas
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de temps vérifie
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(5.15)

Nous notons enfin que pour éviter une condition de stabilité globale de type (5.15)
sur le pas de temps, nous utilisons un algorithme de sous-cyclage, c'est-à-dire que l'on
choisit un pas de temps différent à chaque niveau de grille.

C. Le schéma pseudo-isotrope.

La méthode pseudo-isotrope pour l'équation de Landau est très proche de la
méthode multigrille décrite précédemment, le point de départ est le schéma conserva
tif de type différences finies. La formulation faible discrétisée de l'équation FPL peut
être reformulée en utilisant la symétrie de l'opérateur. Pour toute fonction test 'P

L 0;/ 'Pi6.v3
= -6.v6 L fi fj(D'P)i <P(Vi - Vj )[(D ln f)i - (Dlnf)j],

iET (i,j)EI2

(5.16)

où fi désigne la moyenne de f sur la cellule i et D est l'opérateur différences finies
utilisé précédemment pour la construction de la méthode multigrille.

À partir de ce schéma aux différences finies, nous approchons le système d'équations
différentielles ordinaires:

df~~t) = FPi(t) = (D*p(t))i, Vi E I,

où D* est l'opérateur adjoint de D, et

Pitt) = L fi(t) fj(t)<P(Vi - Vj) ((Dln fit)); - (D ln f(t))j)
JET

et la matrice <P(v) s'écrit

(5.17)

Lorsque la fonction de distribution est isotrope, le facteur multiplicatif Iv - v* 17 dans
la matrice <P peut être remplacé par max(lvl,lv* IP [9, 25]. Ceci peut être vérifié en
utilisant les polynômes de Legendre. En effet, nous avons

1 1 1 1 00 1

Iv-v*1 = v+(1+2px+p2)1/2 = v+LFl(x)p,
1=0

où p = v+ /v- avec v+ = max(lvl,lv* 1) et v- = min(lvl,lv* 1), x est le cosinus de l'angle
entre les deux vecteurs vitesses et Pl désigne le polynôme de Legendre de degré l. Alors,
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comme dans le eas continu, seul le terme d'ordre zéro apporte sa contribution. Cette
propriété est utilisée pour dériver l'équation isotrope simplifiée.

Pour une fonction de distribution quelconque, nous pouvons considérer une tron
eature de la série en ne retenant que les M premiers termes du développement. Dans
eette partie, nous nous limiterons à la plus grossière approximation (M = 1). En
utilisant ee que nous appellerons l'approximation isotrope, qui est valable pour une
fonction de distribution proehe de la fonction isotrope, nous améliorons les méthodes
multipole et multigrille [7, 8, 16] : le mût de eette méthode devient en effet linéaire et
le nombre d'inconnues n'est plus forcément une puissanee de deux.

Proposition 5.2 Supposons que l'espace des vitesses v E 1R3 soit discrétisé par une
grille eampasée de points de la forme (Vi" +0.5) ~V, in E {-N, ... ,N -1} et a =1,2,3.
Alors, la méthode pseudo-isotrope décrite précédemment a un coût de calcul linéair'e
par rapport au nombre total de points de diserétisation 8 Na

Preuve: nous devons évaluer les quantités de la forme

A",/l"(Vi) = L (max(lvil,lvjIP f;}j(Vi - Vj)n(Vi - vj)/l((Dlnj); - (Dlnf)j)J),
j

(5.18)
où a, (3 et (j représentent les composantes {1,2,3} des vecteurs de 1R3

. Cette somme
peut être démmposée selon que IVil :S IVjl ou IVil > IVjl·

La première étape consiste à calculer les moments en "énergie:', dest-à-dire en Ivl.
Nous définissons alors

H",/lh(lVil) = L Vj,Œ Vj,/l (D ln f)j,J fj IVj I~E,
j

(5.19)

où les indiees a,(3 et (j sont maintenant dans {0,1,2,3}. (Vj,a désigne la a-ème compo
sante du point Vj lorsque a E {1,2,3} tandis que Vj,O est égal à 1. De plus, le paramètre
e est défini de la manière suivante

e = {
1 si IVjl :S IVil,
o smon.

Le nombre de valeurs de la forme (lvi I)i est largement inférieur au nombre total de
points de discrétisation de la grille. Par exemple, si nouS utilisons une grille uniforme
centrée Vi,Œ = (i" + 0.5)~v où i" E {-N,N - 1}, le nombre de points est NI = 8N3,
tandis que le nombre de valeurs de la forme IVil est N2 = O(N2

). En effet,

les valeurs IVil2 / ~v2 appartiennent done à l'ensemble {0, ... ,3 N 2 }. Enfin, en utilisant
la symétrie de la grille, il est possible de réduire eneore le nombre de valeurs de la
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forme IVil. Les propriétés de symétrie et la structure de la matrice 1> font que les seules
quantités nécessaires pour calculer (5.19) sont

(ex,{3,ry) E {0,1,2,3}3 tel que ex S {3, ex{3ry ft {1,6,8,27}.

Le cardinal de cet ensemble est 34. Le coùt de calcul de cette étape est donc de l'ordre
de NI = 8 N3, et le coùt en place mémoire de l'ordre de N2. Nous calculons d'abord

p",jJ" (Ivkl) = LVI", Vl,jJ (D ln fl!" fi,
1

IVII~lvkl

avec un coùt en NI = 8 N 3
.

La seconde phase est l'accumulation:

(5.20)

H",MO(lvill = LP",fi"(lvkl),
k=O

Ainsi, nous estirnons les valeurs

H"·MI(iv.;j) = L IVkl' P",B"(lvkll·
k=O

Cette évaluation nécessite environ N 2 opérations.
La troisième phase est la partie attribution. Par exemple pour le terme A1,2,2

correspondant à la première ligne et deuxième colonne

A I
,2,2 = Lmax(lvil,IVjIF (Vi - Vjh (Vi - Vjh li fj ((D Inn - (D lnnh,

j

nous étendons le produit des vitesses relatives et obtenons

(V' V· Fo,a,a - V· F 2,o,o - V· FI,o,o + F 2,I,O) (D lnf)··'1,,1 z,2 2,1 2,2 t,2

+ (V" V FO,O,2 - V F 2,o,2 _ V· F ' ,O,2 + p2,1,2) .2,1 '/,,2 2,1 },,2

Le coùt de cette dernière partie est N"
En conclusion, nous avons montré que l'évaluation de l'intégrale double de la forme

(5.18) a un coùt linéaire en dépit de sa structure quadratique. Le second avantage,
lorsque l'on utilise cette approximation, est que le nombre de points n'est plus de la
forme 2k Ceci est très important pour la flexibilité de la méthode. D

5.2.2 Tests numériques dans le cas homogène.

Nous présentons maintenant des tests numériques pour comparer les différents
algorithmes dans les situations suivantes

- le cas maxwellien (ry = 0) pour lequel des solutions explicites sont connues [4, 5].
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- le cas coulombien isotrope (-y=-3) introduit dans [25] et pour lequel un code
unidimensionnel isotrope [9] est utilisé pour calculer des solutions de références.

- le cas coulombien bi-maxwellien: ce dernier test est de première importance en
physique des plasmas et consiste en une donnée initiale bi-Maxwellienne qui est
loin de la situation isotrope. Les deux premières méthodes sont alors utilisables,
et nous permettront d'évaluer la précision en fonction du temps CPU.

Au cours de ces tests, nous observerons l'évolution des quantités physiques suivantes,

- L'entropie cinétique discrète:

H(t) = L .6.,,:) f;(t) ln(fi(t)).
iEZ;;3

- Le moment discret d'ordre quatre:

M4(t) = L .6.,,31"iI 4 fi(t).
iEE3

- Les températures discrètes: pour k = 1, 2, 3

Tk(t) = L .6.,,3 (i k .6." - u~)2f;(t)

iEJZ''3

for,,) =

où Uo (UÔ;U6,U5) est une approximation de l'impulsion ~ .fm3" f(t,'O)dv et p
une approximation de la masse totale.

L'erreur quadratique discrète: dans le cas Maxwellien (-y=0), nous pouvons cal
culer des solutions explicites. Nous notons par r xact la solution de l'équation
de Landau, puis définissons la norme L 2 de l'erreur relative discrète par

A. Le cas Maxwellien (, = 0).

La donnée initiale est choisie dans la classe des solutions exactes connues isotropes,
qui est une extension des solutions de A.-V. Bobylev [4]. Nous posons S = 0.6 et
considérons

1 1 - S Ivl 2 1'01 2

(2 "Ir S)3/2 -S- 2 S exp( - 2 S)·

Les résultats numériques sont comparés avec la solution explicite

. 1 (5S-31-S I'0 12 ) Ivl2

f(t,v) = (2"1rS)3/2 2S + -S2S exp (-2S)'

où S = 1 - 0.4 exp(-tI6). Dans ce cas les températures Tr(t) , T2(t), T3 (t) sont
égales puisque la solution est isotrope. Ce test est réalisé pour évaluer la précision
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Nombre d'inconnues spectrale multigrille pseudo-isotrope
16x16x16 0.4 sec 0.08 sec 0.03 sec
32 x 32 x 32 10 sec 1.8 sec 0.37 sec

129

TAB. 5.1 - Temps de calcul pour les méthodes spectrale, multigrille et pseudo-isotrape
en fonction du nombre d'inconnues pour' une évaluation de l'opérateur (TEST A).

Nombre d'inconnues spectrale multigrille pseudo-isotrope
16 x 16 x 16 2 min 40 sec 10 sec 03 sec
32 x 32 x 32 07 h 40 min 3 min 21 sec 1 min 50 sec

TAB. 5.2 - Temps de calcul total pour les méthodeB spectrale, multigrille et pseudo
iBotrope en fonction du nombre d'inconnues (TEST A).

des différents schémas en comparant l'évolution de l'erreur quadratique. Pour la
méthode spectrale, un schéma de type Runge-Kutta d'ordre élevé est nécessaire pour
la résolution du système d'équations différentielles ordinaires, puisqu'il est impératif
de garder la haute précision de l'algorithme. De plus, le support de la fonction de
distribution est plus important que celui utilisé pour les méthodes différences finies.
En effet, pour obtenir la stabilité du schéma et pour éviter l'effet d' "aliasing" inhérent
aux méthodes spectrales, un support suffisamment large est requis.

La simulation est stoppée lorsque l'état stationnaire est atteint, ce qui correspond,
par exemple, à la stabilisation de l'entropie. Le tableau 5.1 montre le temps de calcul
pour l'évaluation de l'opérateur de collisions: nous avons réalisé une itération avec un
pas de temps proche de zéro et un schéma d'Euler explicite. Le coût de la méthode
pseudo-isotrope est largement réduit par rapport aux méthodes rapides, en N log N.
D'autre part, le tableau 5.2, représente le temps de calcul total pour les différentes
méthodes en fonction du nombre d'inconnues. L'augmentation du temps de calcul de
la méthode spectrale avec 323 modes s'explique par l'utilisation du schéma Runge
Kutta qui nécessite plusieurs évaluations de l'opérateur à chaque itération. De plus,
la condition de stabilité est de l'ordre de O(I/N2 ), où N est le nombre d'inconnues,
ce qui devient très contraignant pour cette résolution. Un schéma d'ordre quatre de
type Adams-Balshforth, qui ne nécessite qu'une évaluation à chaque itération a été
testé, mais la restriction sur le pas de temps devient plus forte et ne permet pas de
réduire le temps de calcul. Concernant l'utilisation de la méthode multigrille, l'algo
rithme de sous-cyclage est très efficace dans cette situation. Le coût linéaire de la
méthode pseudo-isotrope pour l'évaluation de l'opérateur améliore le temps de calcul,
même si la condition sur le pas de temps demeure quadratique, i.e. ~t <:: C ~v2

L'évolution de la norme discrète, de l'entropie et du moment d'ordre quatre est
présentée (voir Fig. 5.1,5.2,5.3). Au vu des résultats numériques, les méthodes multi
grille et pseudo-isotrope semblent être d'ordre un. En effet, l'approximation différences
finies de l'opérateur gradient est d'ordre deux, mais l'ntilisation d'un algorithme
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Monte-Carlo diminue la preClSlon. En contre partie, le schéma spectral est large
ment plus précis avec 323 modes et semble être ici d'ordre deux. De plus, l'évolution
de l'erreur obtenue par l'algorithme spectral avec 16 modes dans chaque direction
est seulement quatre fois supérieure à celle obtenue par la méthode multigrille avec
32 points dans chaque direction. Pourtant, l'erreur de l'approximation spectrale ne
converge pas vers zéro lorsque t tend vers l'infini, ce qui signifie que l'état station
naire n'est pas bien décrit sur des temps longs. Enfin, le comportement de l'entropie
et du moment d'ordre quatre discrets obtenus avec 163 modes ne sont pas suffisam
ment précis, tandis que la méthode multigrille qui assure la décroissance de l'entropie
semble plus robuste.

The Quadratice~or for the spectral metllod
0.1 .----''---'-----'-'---~~---,

32 modes '
16 modes '

0'
Thequadratic error lOf the multigriil me1hod

32poinls •
16points

The quadratic errOilor the pseudo-isotropic met!l1J(lo.,
32points '
16points

0.01

0.01 0.01
0.001

0.0001

''"''
0"" 0,001

0.0001 '---~_~_~_~--l
o 10
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FIG. 5.1 - Évolution au cours du temps de la norme L 2 de l'erreur relative pOUT (1)
la méthode spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en
utilisant 16:3 et 323 inconnues (TEST A).
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FIG. 5.2 - Évolution au cours du temps de l'entropie cinétique pour (1) la méthode
spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en utilisant 163

et 323 inconnues (TEST A).
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Theloorth order moment forlhe speclral methoo The fourth arder momen11or the multigrid melhod The fourth arder momenltor the pseudo-Jsolropic methoo
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FIG. 5.3 - Évolution au cours du temps du moment d'ordre quatre pour (1) la méthode
spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseudo-isotrope en utilisant 163

et 323 inconnues (TEST A).

B. Le cas isotrope h = -3).

La donnée initiale est maintenant isotrope puisqu'elle ne dépend que du module
de la vitesse Ivl

1 ( (Ivl - (J)2)
fo(v) = S2 exp -8 (J2 '

avec S = 10, (J = 0.3. Ce test est réalisé pour comparer l'évolution de l'entropie
cinétique avec celle obtenue par le code isotrope unidimensionnel, décrit dans [9],
lequel est utilisé avec un nombre important de points de la forme 0 2 = Iv1 2 . La
résolution est de 163 modes pour la méthode spectrale et 323 pour les schémas multi
grille et pseudo-isotrope. D'après les résultats présentés en Fig. 5.4 et 5.5, l'évolution
de l'entropie induite par les trois méthodes est en accord avec celle obtenue par le
code isotrope. Pour éviter l'effet d'''aliasing'' de la méthode spectrale, le support doit
être suffisamment large, ce qui diminue la précision de la représentation de la fonction
de distribution. Cependant, l'état stationnaire semble être décrit avec précision dans
ce cas. La méthode pseudo-isotrope donne également de bons résultats puisque la
fonction de distribution reste isotrope.

C. La somme de deux Maxwelliennes Cf = -3).

La donnée initiale est maintenant choisie bi-Maxwellienne, c'est-à-dire la somme
de deux Maxwelliennes:

fo(v) = ~ (Mp,Vl.T(V) + M p,V2,T(V)),

avec Vj = (2,3,3), V2 = (4,3,3) et Vo = (3,3,3) représente le centre de la grille. La vitesse
thermique vaut Vth = 0.45, la masse totale est p = 5. Le temps final de la simulation est
T = 20, ce qui correspond à l'état stationnaire. Ce test permet d'observer l'évolution
de l'entropie, de la température et de la fonction de distribution lorsque la donnée
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FIG. 5.4- Évolution au cours du temps de l'entropie cinétique pour (1) la méthode
spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pseu.do-isotrope comparée avec
celle obtenue par le code isotrope 1d isotrope (TEST B).
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FIG. 5.5 - Évol-ntion au cours du temps de la fonction de distribution pour (1) la
méthode spectrale, (2) la méthode multigrille, (3) et le schéma pse-ndo-isotrope (TEST
B).
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initiale est loin de l'équilibre et non isotrope. En effet, dans le cas Maxwellien, C.
Villani [26] donne la vitesse de convergence de la température vers l'état stationnaire

Ti(t) = T oo + (Ti(O) - T OO
) exp(-12pt),

où T oo est la température à l'état stationnaire, p représente la masse totale. Ce
pendant, dans le cas le plus intéressant, le cas coulombien h = -3), nous n'avons
pas d'information sur le temps de relaxation. D'ailleurs, il n'existe pas de résultat
théorique prouvant que la fonction de distribution solution de l'équation de Landau
converge vers l'équilibre pour "Y = -3. Le recours à la simulation numérique devient
ici nécessaire pour comprendre les phénomènes physiques.

D'abord, nous présentons dans le tableau 5.3, le temps de calcul total pour une
itération, en utilisant un schéma d'Euler, afin de comparer le temps requis pour
l'évaluation de l'opérateur dans le cas coulombien. L'augmentation du temps de calcul
est en accord avec l'estimation théorique pour les deux méthodes en N log N, où N est
le nombre total d'inconnues. Mais, le temps nécessaire pour l'évaluation de l'opérateur
par la méthode multigrille est nettement inférieur à celui de la méthode spectrale. Le
temps CPU pour la simulation complète est donné dans le tableau 5.4. Pour ce test,
nous avons utilisé 83 et 163 modes pour la méthode spectrale et 163, 323 points pour
le schéma multigrille. Les temps de calculs sont très proches lorsque la méthode mul
tigrille est utilisée avec 323 points et la méthode spectrale avec seulement 163 modes.
Les Figures suivantes proposent l'évolution des quantités physiques obtenues par les
deux méthodes. Pour conserver l'ordre élevé de la méthode spectrale, un schéma de
type Runge-Kutta d'ordre quatre est requis. Ainsi, un petit nombre de modes suffit
à donner une approximation raisonnable: la relaxation de la température (Fig. 5.6 et
5.7) obtenue par l'algorithme multigrille avec 323 points est très proche du résultat
donné par la méthode spectrale avec seulement 163 modes. Nous pouvons noter que
l'état stationnaire de la température donné par le schéma multigrille est néanmoins
plus précis. En outre, l'entropie donnée par l'algorithme spectral, qui n'est pas un
schéma entropique, est décroissante et correspond bien à l'entropie de la méthode
multigrille. Par contre, le moment d'ordre quatre pour la méthode spectrale continue
de croitre. Enfin, l'état stationnaire de la fonction de distribution est bien décrit pour
les deux méthodes. Pour terminer, la Fig. 5.8 représente l'évolution de la fonction de
distribution dans l'espace des vitesses 3D, pour f(t,v) = 0.02, vers l'état d'équilibre.
Ce résultat est obtenue par la méthode spectrale utilisant 323 modes. Les isovaleurs
de l'état initial correspondent à deux sphères dans l'espace des vitesses JRs, Ensuite,
les deux fonctions de distribution se rapprochent pour fusionner jusqu'à ce que l'état
stationnaire soit atteint et représenté par une seule sphère centrée.

En conclusion, les deux schémas donnent des résultats très proches en terme de
précision. De plus, les tests réalisés à l'aide des différentes méthodes montrent que
la fonction de distribution converge vers un état d'équilibre à vitesse exponentielle.
Cependant, dans le cas coulombien il semble difficile de donner une formule explicite
du temps de relaxation.
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Nombre d'inconnues méthode spectrale méthode multigrille
8x8x8 0.03 sec

16 x 16 x 16 0.40 sec 0.08 sec
32 x 32 x 32 9.00 sec 1.88 sec

TAB. 5.3 - Temps de calcnl pov.r les méthodes spectrale et mv.ltigrille en fonction dv.
nombre d'inconnv.es pov.r v.ne évalv.ation de l'opératev.r (TEST C).

méthode spectrale temps CPU
8x8x8 3 rnin 57 sec

16 x 16 x 16 33 min 04 sec

méthode multigrille temps CPU
16 x 16 x 16 1 min 52 sec
32 x 32 x 32 36 min 53 sec

TAB. 5.4 - Temps de calev.l total pov.r les méthodes spectrale et mv.ltigrille en fonction
dv, nombre d'inconnv.es (TEST C).
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FIG. 5.6 - Évolv.tion av. COV.TS dv. temps de la températv.re pov.r· (1) la méthode spectrale
et (2) mv.ltigrille (TEST C).
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5.2.3 Une première discrétisation de l'équation de Landau non ho
mogène.

L'objectif de cette partie est de donner une première idée pour traiter l'équation
de Landau non homogène:

af . 1at +V.\1xi = 7-; Q(J,j). (5.21 )

Nous utilisons un schéma à pas fractionnaire ou de décomposition d'opérateurs. Sup
posons que fn(x,v) soit une approximation de f au temps tn et discrétisons d'abord
l'équation de transport libre,

af

{

75t+v.\1xf=O,

i(O,x,v) = fl:(x,v).

pour t E [O,t.t],
(5.22)

Nous posons alors f'(x,v) = f(t.t,x,v), puis résolvons la partie collisions en utilisant
un algorithme rapide,

pour t E [O,t.t],f ~ = ~Q(J]),

l ](O,x,v) = f'(2:,v).

(5.23)

La solution au temps tn+1 est finalement donnée par f n +l(2:,v) = ](t.t,x,v). Lorsque
le nombre de Knudsen E tend vers zéro, les collisions dominent la partie transport, il
faut donc diminuer le pas de temps ee qui rend la discrétisation de l'équation FPL plus
coûteuse. À partir des tests présentés dans la partie précédente, la méthode multigrille
paraît mieux adaptée pour les calculs non homogènes dans l'espaee des vitesses en
dimension trois. La méthode spectrale est plus précise, mais le temps de calcul reste
trop élevé. D'autre part, la méthode multigrille qui est seulement d'ordre un, a un coût
de calcul beaucoup plus abordable et l'algorithme de sous-cyclage permet d'utiliser
un pas de temps plus grand. Ainsi, il est possible de réaliser des simulations sur des
temps longs avec un nombre de Knudsen petit. Pour la discrétisation de l'équation de
transport, nous utilisons la méthode de conservation des flux, présentée au Chapitre
2. Celle-ci paraît bien appropriée puisqu'elle permet la préservation de la positivité,
la décroissance de l'entropie (qui est théoriquement constante), puis de conserver la
masse, l'impulsion et l'énergie

= LfI'(v)

Le couplage de ces deux algorithmes convient très bien pour la discrétisation dans le
cas non homogène puisque la plupart des propriétés sont conservées au niveau discret.



5.2 Comparaison de schémas numériques. 137

5.2.4 Tests numériques dans le cas non homogène ID x 3D.

A. Le cas d'une bi-Maxwellienne. Nous considérons d'abord une donnée initiale
bi-Maxwelienne en v, avec une forte modulation de la densité

avec ko = 0.3. Pour simplifier, nous imposons des conditions aux limites périodiques
en la variable x,

f(t,O,v) = f(t,L,v), V(t,v) E IR+ x IRS,

Avec ces hypothèses, la masse, l'impulsion et l'énergie sont conservées au cours du
temps et l'état stationnaire est donné par le produit d'une fonction constante en x et
Maxwellienne en v calculée à partir de la masse, de l'impulsion et de la température
de la donnée initiale. La température et l'entropie sont présentées dans la Fig. 5.9.
La température totale est bien conservée et l'entropie décroit exponentiellement,
puis se stabilise. Nous observons aussi que la valeur de l'entropie finale correspond
précisément à celle donnée par la solution stationnaire. Dans la Fig. 5.10, l'évolution
de la fonction de distribution dans l'espace des phases (x,v x ) obtenue par l'intégration
de la fonction de distribution en (vy,vz) est présentée: l'équation de transport avec
les conditions aux limites périodiques provoquent des oscillations dans l'espace des
vitesses. Cependant, après quelques itérations, l'opérateur de collisions agit comme
une équation de diffusion qui élimine les oscillations et homogénéise la fonction de
distribution jusqu'à atteindre l'état stationnaire.
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le cas non homogène (TEST A).
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FIG. 5.10 - Évolution au cours du temps de la fonction de d'istribution dans le CiLS

non homogène dans l'espace des phases en "' = 0 et x = 7r /ko (TEST A).

B. Le tube à choc: Du transport libre aux modèles hydrodynamiques.
Dans cet exemple, nous nous intéressons aux problèmes de la dynamique des gaz. C'est
pourquoi, nous observons l'évolution des quantités macroscopiques: p(t,x) représente
la densité du gaz, U(t,!ll) la vitesse moyenne et T(t,x) la température totale. Ces quan
t.ités sont obtenues en calculant les moments de la fonction de distribution f(t,x,v)
par rapport à la variable de vitesse v.

p(t,x) = lIR
3

f(t,x,v) dv, 1 l'u(t,x) = -(-) j(t,x,v) v dv
p t,x IR3

et. la température

1 1, 2T(t,x) = () j(t,x,v)(u(t,:r) - v) dv.
3p t,x IR3

Nous discrétisons alors l'équation de Landau non homogène:

où é est le nombre de Knudsen, qui détermine la fréquence de collisions. Lorsque
le nombre de Knudsen tend vers zéro, les collisions dominent la partie transport et
les quantités macroscopiques (p( t,x ),U(t,IJ!) ,T(t,x)) correspondent de manière formelle
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avec la solution des équations d'Euler compressibles pour la dynamique des gaz:

op a
at + ax(up) =0,

a a
at (pu) + ax (pu2+p) = 0,

a a
at (p e) + ax (p e +p) U = o.

139

Pour fermer le système, nous considérons l'équation d'état d'un gaz parfait.
Nous choisissons maintenant une donnée initiale pour le problème du tube à choc de
Sod:

{

(PI,ul,T,J = (1,0,1)

(Pr,v.roTr ) = (0.125,0,0.25)

si 0 s: x s: 0.5,

si 0.5 < x s: 1.

À partir de ces quantités, nous calculons la condition initiale pour l'équation de Lan
dau non homogène donnée par

{
ifO((xx"'v})): MMP,.U"TT' si 0 s: x s: 0.5,

. 0, Pr,Ur, r si 0.5 < x :S 1.

Nous présentons des simulations pour des nombres de Knudsen différents et compa
rons les valeurs macroscopiques (p,u,T) obtenues en discrétisant FPL à partir de la
méthode multigrille avec la solution numérique de l'équation de transport libre (sans
collision) et avec la solution numérique des équations d'Euler. La solution débute avec
un gaz de forte densité et à température élevée dans la région 0 s: x s: 0.5 et avec
une densité et une température faibles dans la région 0.5 s: x s: 1. Le gaz est initia
lement au repos. À t = 0, le diaphragme séparant les deux régions est ouvert. Ceci
provoque une onde de choc qui se propage dans le milieu à faible densité et une onde
de raréfaction dans le milieu à forte densité.
Nous observons que lorsque le nombre de Knudsen E tend vers zéro, les valeurs macro
scopiques (p,u,T) se rapprochent de la solution des équations d'Euler. D'autre part,
la solution de l'équation de transport libre (E = +(0) développe de forts gradients
par rapport à la variable des vitesses. Cependant, lorsque la fréquence de collisions
augmente, c'est-à-dire lorsque E tend vers zéro, l'opérateur de Landau agit comme
une équation de diffusion et le profil de la fonction de distribution en v devient plus
régulier (voir Fig. 5.11).

5.2.5 Conclusion.

Dans cette partie, nous avons revu et comparé les méthodes spectrale et multi
grille, puis introduit une nouvelle méthode pour approcher l'opérateur FPL lorsque



140 5 Approximation de l'équation de Landau.

DislriJutionfultOOnforlhefreetransport Dislribub'onfulldionfor\:::11Je.~ Dis!riJuoonfurdilnfor\:::1t!l·4

"' os
"'1

,
1=0,00-11:0.00- 1:lJ,OO-

o." t=o.œ-·· '" to\1,~"'" '" l:O.œ +- ~
1=0.10+ 1=0.10' 1=D.ID

1

o., lA 04

O. .. o.•
1

Il 0' o.,

1o., .. o.
h 1

02 02 0.2 l "\ 1

0.15 0.15 0.15 ,
! '.

01 0.1 0.1
,

{\ \
0.

1

o.• ,. f \ \
\

0 0 0
4 ·3 2 1 0 1 , 3 , 4 ., ., 1 0 1 , , , 4 .1 ., ·1 0 1 2 3 ,

(1) (2) (3)

FIG. 5.11 - Évolution au cours du temps de la fonction de distribution à J; = 1/2 pour
(1) le transpor·t libre, (2) l'équation FPL avec 0=10-3 et (3) E=1O-4 (TEST B).

Comparison of the density at t=0.1 0

1

0.8

0.6

0.4

0.2

~$o~~-~~~,

~

free transport 
k=1.E-04 -4-

euler equation

\.
\.
\

\1',
\'\
\, \~
'--~

~~-~,
_.. ~-.

\
: '§:

OL......_.L.-_.L.-_~_~_....L.._-'-_~_~_~_-'

o 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9

FIG. 5.12 - Densité pour l'éq'uation de transport libre, l'opérateur FPL avec 0=10-4

et le système d'Euler au temps t = 0.10 (TEST B).



5.2 Comparaison de schémas numériques. 141

Comparison 01 the temperature at t=0.10

1.4

1.2

Iree transport
k=1. E-04 .~ ...

euler equation

0.8

0.6

0.4

0.2

~'€>--~'€>-'€>--~~R-,;:~-"\,

~ "
'?,~\

'~\<
".".'.::S--<i>-V

,~\

p~,<1_. '\

..
".'$,~

'0

.........---~-~~-~-~+4

10.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.90.1
O'---'---~-~-~-~-~-~-~-~--.J

o

FIG. 5.13 -- Température pour l'équation de transport libre, l'opérate'U.r FPL avec
E=1O-4 et le système d'Euler au temps t = 0.10 (TEST B).

Comparison 01 the mean velocity al 1=0.10

1.4

1.2

Iree transport
k=1.E-04 .~--

euler equation

0.8

0.6

004

0.2

0.1

••;,if-","~~-""""<\~
.~

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

FIG. 5.14 -- Vitesse moyenne pour l'équation de transport libre, l'opérateur FPL avec
E=1O-4 et le système d'Euler au temps t = 0.10 (TEST B).



142 5 Approximation de l'équation de Landau.

la fonction de distribution est presque isotrope. Cette dernière méthode réduit sen
siblement le temps de calcul, mais ne peut pas être utilisée lorsque la fonction de
distribution est loin d'être isotrope.

La méthode spectrale conserve seulement la masse globale, mais donne une ap
proximation des moments et de l'énergie avec la précision spectrale. Un compro
mis doit être trouvé sur la taille du support pour éviter l'effet d"'aliasing" tout en
conservant une bonne description de la fonction de distribution. Les tests numériques
montrent que les variations des moments sont négligeables, mais le coût de calcul reste
trop élevé pour utiliser un nombre de modes suffisamment grand et traiter le cas non
homogène en dimension trois en vitesse. De plus, la condition de stabilité sur le pas
de temps est de l'ordre de O(1/N2), où N représente le nombre total d'inconnues en v.

Concernant la méthode multigrille couplée avec le schéma aux différences finies
préservant les moments de la fonction de distribution, elle donne des résultats satis
faisants avec un nombre d'inconnues peu élevé et un coût de calcul raisonnable. En
effet, l'algorithme de sous-cyclage évite une condition de stabilité globale sur le pas de
temps et réduit considérablement le temps de calcul. L'utilisation de formules de qua
drature de type Monte-Carlo diminue la précision du schéma, mais donne néanmoins
des résultats suffisamment précis sur la relaxation de la température et de l'entropie.
De plus, la conservation des moments et la préservation de la positivité sont un avan
tage pour la simulation en temps long, ce qui permet le couplage avec la méthode à
flux conservatif (PFC) pour le traitement de l'équation non homogène.

5.3 Discrétisation de l'équation de Landau non homogène
2D x 2D.

Dans la partie précédente, nous avons vu que la méthode spectrale donne des
résultats très précis pourvu que le nombre d'inconnues soit suffisamment élevé. Ce
pendant, le coût de calcul augmente sensiblement avec le nombre de modes puisque
l'utilisation d'un schéma explicite pour la discrétisation en temps implique une condi
tion de stabilité très pénalisante sur le pas de temps. En dimension deux, il est possible
de traiter l'opérateur de collision avec un nombre suffisamment élevé d'inconnues tout
en conservant un temps de calcul abordable.

L'objectif de cette partie est donc de développer un algorithme pour la discrétisation
de l'équation de Landau dans l'espace des phases (x,v) E lR2 xIR2 couplant la méthode
spectrale pour les collisions et le schéma à flux conservatif pour le transport. Notre
méthode est basée sur un schéma de "splitting" en temps permettant de découpler la
partie collisions et la partie transport. Dans le couplage, un schéma de type Runge
Kutta adapté pour la phase de collisions est utilisé et permet d'éviter partiellement des
pas de temps trop petits lorsque le problème devient raide. Les principales propriétés
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de notre méthode peuvent être résumées ainsi

- Précision spectrale pour l'évaluation de Q(f,f) avec N 10g(N) opérations.

- Précision d'ordre deux en temps évitant une condition de stabilité trop restric-
tive sur le pas de temps due à la raideur de l'opérateur de collisions.

- Reconstruction d'ordre trois pour la discrétisation de l'équation de transport
avec correcteurs de pentes.

- Possibilité d'utiliser des grilles différentes pour les phases transport et collisions.

- Possibilité de parallélisation grâce au schéma de "splitting".

Cette partie est organisée comme suit. D'une part, nous rappelons brièvement le
schéma spectral en dimension quelconque. Nous montrons que l'utilisation d'un schéma
explicite en temps pour la résolution du système différentiel implique une condition
sur le pas de temps du type

où E est le nombre de Knudsen et N le nombre d'inconnues. Nous rappelons ensuite
le schéma à flux conservatif (PFC) et introduisons la discrétisation de différentes
conditions aux limites.

5.3.1 La méthode numérique.

Pour le traitement numérique des équations cinétiques du type (5.1), un simple
schéma de "splitting" d'ordre un est obtenu en considérant les deux étapes successives.
Entre le t.emps tn = n!::lt et tn+l, nous approchons l'opérateur de collisions S2(!::lt)

Df 1f 8t = EQ(J,f),

l.f(o,x,v) = r(x,v).

(5.24)

Puis, nous posons .f*(x,v) = f(l:::.t,x,v) et résolvons l'équation de t.ransport Sl(l:::.t)

1
81 - -
at + v _\1xf + F(t,~,V) . \1"f = 0,

f(O,x,v) = f (x,v).

(5.25)

Finalement, la nouvelle valeur au temps tn +! est. donnée par fn+l(x,v) = 1(l:::.t,x,v).
Alors, un schéma d'ordre deux peut. être facilement dérivé en symétrisant. le schéma
d'ordre un:

Dans la suite, nous présentons d'abord la discrétisation de l'opérateur de collisions en
utilisant la méthode spect.rale. Puis, nous donnons un algorithme de discrétisation de
l'équation de transport avec des conditions aux limites diffusives ou spéculaires.
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(5.27)

A. Un algorithme rapide pour l'étape de collisions.

Nous rappelons brièvement les principales étapes de la discrétisation de l'équation
de Landau (5.1) par une méthode spectrale.

Nous écrivons d'abord l'opérateur de collisions

Q(J,f) = \1v..J~d iI>(v - v*) [(\1vf (t,v))f (t,v') - (\1". f( t,v*)) f( t,v)] dv*. (5.26)

Nous approchons ensuite la fonction de distribution par une somme partielle d'une
série de Fourier

fN(t,V) = L A(t)eifik",
kE{ -N,..,N}

où k=(k1, .. ,kd ), N est le multi-entier (11., .. ,11.), 11. représente le nombre de demi-modes
dans chaque direction et le k-ème mode est donné par

Nous calculons l'opérateur de collisions pour fN,

[R'if] ~+d ""Q(JN,fN) = ~ ll(t) lm(t) ih(l,m)é fi (Hm).",

l,mE{ -N,.. ,N}2

avec

fh(l,m) = L(ü,n) Iw l'Y+2 [(1 + m)(l - m) - (1 + m)'I:1 (1 - m)'I:I] eiw.mdw.

Nous obtenons finalement le système d'équations différentielles ordinaires suivant

avec

[;r d L f~-mlm [(k-m)2F(m) -Ê(m,m)]
mE{-N, .. ,N}

d

_ [R1l'] ~+3 "" ""~ ~ lk-m lm(ki - mi)(kj - rnj)Ii,j(m.),
i,j=l mE{ ~N, .. ,N}

(5.28)

F(rn) (5.29)

(5.30)

L'opérateur est approché par un algorithme en N log(N) basé sur la Transformation
de Fourier Rapide (FFT).
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B. Discrétisation en temps.

La comparaison des méthodes multigrille et spectrale montre qu'un schéma de
base pour la résolution du système différentiel (5.28) n'est pas bien adapté puisque
l'augmentation du nombre d'inconnues conduit à la résolution d'un système de plus en
plus raide. Ainsi, la forte non linéarité du système d'équations et le nombre important
d'inconnues rendent l'utilisation d'un schéma implicite très coûteuse. D'autre part,
la structure "diffusive" de l'opérateur de collisions entraine une condition de stabilité
sur le pas de temps de l'ordre du carré du pas des vitesses pour un schéma explicite.

Proposition 5.3 Soit 1;+J l'approximation du k-ème mode de 1 au temps tn+J,
utilisant une méthode spectrale couplée avec un schéma d'Euler explicite pour la
discrétisation en temps de l'équation de Landau. homogène. Alors, le pas de temps
Ilt doit satisfaire la condition de stabilité suivante

"J C(--Y,d,f) > 0,
E

Ilt <:: C(--Y,d,!) N2'

où N 2 = ~%=l n 2 et n est le nombre de modes dans chaque direction.

Preuve: posons F Pk (1), tel que

• 1 [7C j~+d "" • • [ 2 2]FPk(f) = ~ R L.J ik-mfm (k - m) F2 (m) - m FI (m)
mE{-N, .. ,N}

d

1 [7C jHd "" "" - -- L.J L.J fk-mfm(k i - rni)(kj - mj)Ji,j(m).
ER. . { }t,)=l mE -N, .. ,N

Alors, en utilisant un schéma d'Euler explicite d'ordre un, nous avons

La condition de stabilité sur le pas de temps est donnée par

IIk E {-N, .. ,N}, Ilt<:: l/Lip(FPk(')) ,

où Lip(FPk(')) est la constante de Lipsehitz de FPk(.), qui peut être évaluée en
calculant le jacobien :h,l

IJk,d = Id:;k(1n )1 <:: ~ [;rd
max (ir-l.Jt) [lk- 112 (IF2 (1)1 +H(k -1)1)

d

+12(1F1(l)I+F2 (k-I)I) + L Ik- 112 IJi,j(l)1 + WIJi,j(k-l)lj.
i,j=l

Or, les coefficients FI (m), Fz(m) et Ji,j sont uniformément bornés par rapport à f,
puisqu'ils ne dépendent que de Î et de la dimension de l'espace des vitesses.

7C"'I+2+d

IFI(m)l, 1F2(m)l, IJi,j(m)1 <:: 2 Î + 2 + d
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Alors, il existe une constante strictement positive C("d,R), telle que

Finalement, le pas de temps est borné par

\/k E {-N, .. ,N}.

o

À partir de la Proposition 5.3, nous observons que le pas de temps décroit lorsque
le nombre de modes croit ou lorsque le nombre de Knudsen tend vers zéro. Cet in
convénient peut être partiellement évité en utilisant un schéma d'ordre élevé explicite
avec un large intervalle de stabilité. Pour les tests numériques présentés dans la suite,
nous utilisons le schéma d'ordre trois DUMKA récemment proposé par A.-A. Medo
vikov dans [18]. Cette méthode est directement inspirée des schémas de Runge-Kutta
et le polynôme de stabilité est calculé de sorte que le domaine de stabilité soit op
timal. Ainsi, grâce au large domaine de stabilité, ce schéma permet de résoudre des
problèmes relativement raides et puisque il est explicite, le coût de calcul reste raison
nable. L'efficacité de la méthode peut être fortement améliorée en utilisant un procédé
de pas de temps adaptatif.

C. Discrétisation de l'équation de transport.

Cette partie est consacrée à la résolution numérique de l'équation de Vlasov
caractérisant la partie transport. Ainsi, nous utilisons une méthode eulérienne qui
consiste à discrétiser la fonction de distribution f sur une grille de l'espace des phases.
Considérons l'équation de Vlasov

8f .
8t + Y-x' (v j) + Y-v' (E(t,x).f) = 0

couplée avec l'équation de Poisson normalisée

(5.31 )

E(t,x) = -Y-xq,(t,x), - 6q,(t,x) = r f(t,x,v)dv.
lIRd

(5.32)

La procédure de discrétisation en temps est basée sur un schéma de décomposition
d'opérateurs. Pour passer de l'étape tn au temps tn+!,

- 1. réalisation d'une première étape d'advection le long de l'axe x pour un demi
pas de temps: .f*(x,v) = f(tn,x - v6t/2,v).

- 2. calcul du champ électrique au temps tn +!/2 en utilisant r pour le calcul de
la charge dans l'équation de Poisson.



5.3 Discrétisation de l'équation de Landau non homogène 2D x 2D. 147

- 3. réalisation d'une étape d'advection le long de l'axe des vitesses v pour un pas
de temps: 1"* = 1"(x,v - E(tn+1/2 ,x)Lit).

- 4. réalisation d'une seconde étape d'advection le long de l'axe x pour un demi
pas de temps: f(tn+l ,x,v) = j**(x - vLit/2,v).

En utilisant cette procédure, nous pouvons nous restreindre, sans perte de généralité,
à la résolution d'une équation de transport en dimension une

Bt! + Bx (uf) = 0, V(t,x) E lR+ x [.Tmin,XmaxJ, (5.33)

où u est une vitesse constante. Alors, la solution de l'équation de transport au temps
tn+l est donnée par

Nous introduisons une suite de points (Xi+l!2)iEI du domaine de calcul [Xrnin,XmaxJ et
posons Lix = xi+l/2 - Xi- 1/2, Ci = [Xi- 1/2,Xi+lf2]' Nous supposons que les valeurs de
la fonction de distribution sont connues au temps tn = n Lit et calculons les nouvelles
valeurs au temps tn+l en intégrant l'équation de Vlasov sur chaque intervalle discret.
Ainsi, en utilisant la solution explicite de l'équation, nous avons

En posant

nous obtenons la conservation du nombre de particules

(5.34)

À partir de cette reconstruction nous obtenons le schéma suivant
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D. Discrétisation des conditions aux limites.

Nous considérons l'équation de Landau non homogène (5.1) avec des conditions
aux limites supplémentaires en la variable de l'espaee physique.

Iv· nlf(x,v,t) = 1 Iv* .n(:/;)IK(v, -+ v,x,t)f(x,v"t) dv* for v· n ::,. O,X E an,
v",·n<O

(5.35)
où n(x) représente la normale unitaire intérieure au domaine n. Le fiot entrant est
défini en fonction du fiot sortant modifié par le noyau des conditions aux limites
linéaire K donné par l'intégrale (5.35). Ce noyau est tel que la positivité et la conser
vation de la rnasse soient assurées.

K(v* -+ v,x,t) ::,. 0, 1, K(v, -+ v,x,t) dv = 1.
v·n(.T-):>O

(5.36)

D'un point de vue physique, nous supposons qu'à la frontière du domaine n, une
fraction 0 des particules est absorbée par le mur. Ces particules sont ensuite ré-émises
à la vitesse correspondant à celle se trouvant dans le plasma et à la température du
mur. Quant à la fraction restante (1 - 0), elle est parfaitement réfléchie. Ceci nous
conduit à imposer pour les vitesses entrantes

f(x,v,t) = (1 - o)Rf(x,v,t) + aMf(x,v,t), x E an, 'V' n(:I:) ::,. 0,

avec 0<:: 0 <:: 1, et

(5.37)

où fs est donnée par

Rf(x,v,t)

M f(x,v,t)

f(:r,v - 2n(n· v),t),

p(3;,t)f,(v).

(5.38)

(5.39)

où ks représent.e la constante de Boltzmann et T., la température du bord an.
Dans l'équation (5.39), la valeur p(t,x) est déterminée par la conservation de la

lllasse sur la surface

27rTsp(x,t) 1 M'.D.T', (v)lv· nldv = 1, f(x,v,t)lv· nldv.
. v·n2::0 v·n<O

(5.40)

La discrétisation des réflections spéculaires est évidente pour des géométries simples,
mais est plus difficile pour des géométries complexes, par exemple, lorsque le domaine
n'est pas symétrique. Ici, nous nous plaçons dans n = [O,LF, le fiot. est alors donné
par
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La discrétisation des conditions aux limites diffusives est plus difficile à mettre en
œuvre. Pour simplifier, nous présentons le schéma pour une équation de transport en
dimension une sur l'intervalle (Xmin,Xmax ). Supposons que les valeurs de la fonction
de distribution au temps tn , (fi )iE!, soient connues. D'une part, lorsque l'origine de la
courbe caractéristique se trouve à l'intérieur du domaine, la valeur de f au temps tn+1
est calculée à l'aide du schéma PFC présenté précédemment. D'autre part, lorsque
l'origine de la courbe caractéristique est à l'extérieur du domaine, par exemple à
gauche du point x = Xmin, nous calculons la valeur jln+1/2(Xmin) qui représente une
approximation de jl(t,xmin) sur l'intervalle de temps [tn,tn+1] par

Ainsi, lorsque la vitesse v est négative, la fonction de distribution sur l'intervalle
[tn ,tn+1] est calculée à partir des courbes caractéristiques

dX
ds (8) = v, X(t) = Xmin'

L'origine de la caractéristique au temps tn peut être facilement localisée X(tn ,t,xmin) =
Xmin + v (tn - t). En exprimant la conservation de la masse, nous calculons alors

Finalement, la valeur jl"+1/2(xmin) correspond à la moyenne de l'(t,xmin) sur [tn,tn+1
] :

1 lxmin-vt>.t f(tn,x,v)dxdv

jln+1/2(xmin) = 1'<0 xmin!
21fT,f:>.t M1,0,T,(V)vdv

. v>o

Ainsi, à partir de l'n+112, nous pouvons approcher le fiot de particules lorsque l'origine
de la courbe caractéristique est à l'extérieur du domaine. Lorsque la vitesse Vj est
positive, nous notons par tE [tn ,tn+1], le ternps tel que Xmin = X(t,tn+\Xi+l/2), nous
avons alors

iI>i+1/2,j(t
n

) rx~+~:, f(tn,x,vj)dx + ~~ f(t,xmin,Vj) Vj dtIx (t,t ,Xi+lj2) Jt1

i

f:>.x L f;~j + ('1 - tn) l'n+112(Xmin)Ml,0,T,(Vj).
k=O
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5.3.2 Tests numériques.

TEST 1: le cas Maxwellien d = 2.

La donnée initiale est choisie dans la classe des solutions exactes isotropes [4]: nous
posons S = 0.5 et considérons

1 ( 1- S ( IV I2)) Ivl2

lo(v) = -- 1- -- 1- - exp(--).
2nS S 2S 2S

Les résultats numériques sont comparés avec la solution explicite

. 1 ( 1 - S ( IV I2 )) Ivl2f(v,t) = hS 1 - -S- 1- 2S exp(- 2S)'

où S = 1-0.5 exp(-2 t). Dans ce cas les températures T, (t), T2 (t) sont égales puisque
la solution reste isotrope. Ce test est effectué pour comparer l'efficacité du schéma
d'ordre trois DUMKA avec le schéma d'Euler explicite standard. La simulation est
stoppée lorsque l'état stationnaire est atteint ce qui correspond à la stabilisation de
l'entropie cinétique. Nous utilisons un nombre de modes n = 16, 32 et 64 dans chaque
direction, tandis que le pas de temps t1t et le support de la fonction de distribution
dépendent du nombre de points de la grille. D'une part, le temps total de calcul
est présenté dans le tableau 5.5 en fonction du nombre de modes. Il montre que
le schéma DUMKA utilisant une procédure de pas de temps adaptatif permet de
réduire sensiblement le temps de calcul lorsque le nombre d'inconnues augmente. En
effet, l'utilisation de la méthode spectrale avec 642 modes et du sehéma DUMKA
est pratiquement quatre fois plus rapide que l'algorithme utilisant le schéma d'Euler.
D'autre part, la norme de l'erreur quadratique est tracée dans la Fig. 5.15. Le schéma
d'Euler donne bien évidemment une approximation à l'ordre deux O(t1v2 ) puisque
il satisfait une condition de stabilité du type t1t :s; C t1v2 En outre, la solution
numérique obtenue par le schéma DUMKA est bien plus précise. Le schéma DUMKA
semble donc être prometteur pour la discrétisation d'ordre élevé de l'équation de
Landau par la méthode spectrale.

La Fig. 5.16 représente l'évolution du pas de temps t1t lorsque le schéma DUMKA
est utilisé avec une procédure de pas de temps adaptatif. Nous constatons que lorsque
la fonction de distribution devient proche de l'équilibre, il est possible de choisir un
pas de temps beaucoup plus grand.

TEST 2: l'amortissement Landau dans le cas non homogène.

Nous considérons maintenant le système de Vlasov-Poisson couplé avec l'équation
de Landau:

al al al 1
-a +vx -

a
+E(t,x)-a = -Q(f,J).

t x V x E
(5.41 )
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Nombre d'inconnues DUMKA adaptatif DUMKA !:lt fixé EULER !:lt fixé
16 x 16 000.6 sec 001.6 sec 001.2 sec
32 x 32 005.0 sec 013.0 sec 012.0 sec
64 x 64 143.0 sec 515.0 sec 512.0 sec

TAB. 5.5 - Temps de calcul total pour les schémas D UMKA et Euler en fonction du
nombre de modes (TEST 1).
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FIG. 5.15 - Évolution au cours du temps de l'erreur quadratique relative pour le
schéma (1) Euler (2) DUMKA et (8) DUMKA avec pas de temps adaptatif en utilisant
16, 82 et 64 modes dans chaque direction (TEST 1).
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FIG. 5.16 - Évolution au cours d'u temps de l'entmpie numérique et du pas de temps
pour le schéma DUMKA (TEST 1).
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La donnée initiale est donnée par

1 (2+2)/2'f(O,x,vx,Vy ) = ---c=== e- v" V y a (1
V27fa2

+ Œcos(kx)),

où a=0.24, Œ=0.5, la période en espace est L=4 et k=2 7f / L. L'équation de Vlasov
développe de la filamentation dans l'espace des phases et de larges gradients en v
sont générés. Ainsi, un nombre important de points est nécessaire pour discrétiser la
partie transport. C'est pourquoi, nous utilisons une grille dans l'espace des phases
composée de N x =32 dans l'espace physique et N vx =Nvy =64 dans la direction des vi
tesses. D'autre part, l'équation FPL agit sur des échelles plus lentes en temps et le coût
de calcul de l'opérateur de collisions augmente sensiblement lorsque le nombre d'incon
nues est accru. Nous utilisons alors une grille plus grossière (32x32) pour l'évaluation
de l'opérateur FPL. Les deux grilles de l'espace des vitesses sont liées par une inter
polation par polynômes trigonométriques. L'évolution de l'énergie électrique discrète,
Lit.xEf(t), est tracée à l'échelle logarithmique dans la Fig. 5.17 en fonction du
nombre de Knudsen c. La valeur E = +00 correspond à l'équation de Vlasov-Poisson
sans collision. Dans ce cas, l'amplitude de l'énergie électrique décroît d'abord de façon
exponentielle et oscille ensuite autour d'une constante. Par contre, en présence de col
lisions, l'amplitude de l'énergie électrique continue de décroitre en fonction du temps.
De plus, lorsque la fréquence de collisions est suffisament élevée, la décroissance reste
exponentielle. Concernant l'évolution de la fonction de distribution dans l'espace des
phases (x,vx ), sans collision, les variations de l'énergie électrique créent des bosses
autour de la vitesse de phase vq, = w/k, où west la fréquence d'oscillations et k le
nombre d'ondes. Par contre, lorsque la fréquence de collisions est suffisament impor
tante, l'opérateur de collisions agit comme une équation de diffusion et les oscillations
générées par le couplage avec le système de Vlasov-Poisson diminuent (voir Fig. 5.18).
Finalement, lorsque la fréquence de collisions croît, l'énergie électrique tend vers zéro
et la fonction de distribution est stabilisée à l'équilibre. Dans la Fig. 5.18, nous repor
tons l'évolution de la quantité

F(t,vx ) = r f(t,:r;,vx,v y) dxdvy.
llRXIR

TEST 3: Les conditions aux limites de réflection.

Nous considérons ici l'équation de Landau non homogène (5.1) dans l'espace des
phases de dimension quatre 2D x 2D. Nous notons l'espace physique 0 = (0,1) x (0,1)

of 1. 2
ot + v· 'lxf = -;;Q(f,j), V(t,x,v) E JR+ X 0 x JR ,

f(t = O,x,v) = fo(x,v), V(x,v) E!1 X JR2,

f(t,x,v)=p,(t) exp(-v2 /2aw (x)), V(t,x,V)EJR+XOOxJR2 v.n:::;0,
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,..

(1) (2) (3)

FIG. 5.17 - Évolution au cours du temps de l'énergie électrique en échelle logarith
mique en fonction du nombre de Knudsen, (1) E = +00, (2) f = 200 et (3) E = 50.

où n représente la normale extérieure au domaine. La quantité /1(t) est calculée de
sorte que le nombre total de particules soit conservé, o-w(x) représente la température
imposée à la frontière. On prend

et la donnée initiale est

{

30-
o-w(x) = 0-

si x = O,y E (0,1),
SInon

F(t,v)

j ' ( ) _ 1 (( (vx+ 1)2 + v~))oXv ---exp -
, 2 JrŒ 20'

avec 0- = 0.25 et l'espace des vitesses est tronqué à Vmax = 4.5. La fonction de
distribution initiale représente la densité d'un gaz dont la vitesse initiale moyenne est
u(x,y) =(-1,0) et la température initiale est constante T(x,y) = (0.5,0.5).

Dans la suite, nous considérons l'évolution des quantités macroscopiques: la den
sité p, la vitesse moyenne u, la température T du plasma et des quantités suivantes

r f(t,x,y,v)dvy dy,
l[o.llxIR

r f(t,x,y,v)dvx dx,
l[o,l]XIR

r f(t,x,y,v)dxdy.ln
D'une part, nous présentons les résultats pour 0=1, le nombre de cellules en x est

N x =64, Ny=32 et N v,,=Nvy =32 modes dans chaque direction pour la discrétisation
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dans l'espace des vitesses (Fig. 5.19). D'autre part, pour [=0.1, nous utilisons seule
ment 162 modes pour la discrétisation de l'opérateur de Landau et N vx =Nvy =32
points pour la résolution de l'étape de transport. Ceci pour éviter une condition de
stabilité trop pénalisante sur le pas de temps. Le lien entre les deux grilles se fait par
une interpolation par polynômes trigonométriques (voir Fig. 5.21).

Les Figures montrent les isovaleurs de la vitesse moyenne et de la température
pour différentes valeurs du nombre de Knudsen E=O.l et 1. Le front de la vitesse
moyenne et de la température se déplace le long <,le l'axe des x et est réfléchi à la
frontière x=1. Pour de petites valeurs du nombre de Knudsen, la température et la
vitesse moyenne développent de forts gradients. Concernant les projections (v.r.,v y), la
fonction de distribution intégrée en (:E,y) est initialement une Maxwellienne centrée
en u=(-l,O) et se déplace ensuite jusqu'à atteindre un état stationnaire Uend=(O,O),
avec une température différente. La projection en (x,vx) montre que lorsque la partie
transport domine les collisions (E = 1), de forts gradients dans l'espace des vitesses
sont générés. Ceci nécessite l'utilisation d'un nombre important de points dans l'espace
des vitesses. En outre, pour de petites valeurs du nombre de Knudsen (E = 0.1), les
collisions sont dominantes. Ainsi, l'opérateur FPL introduit plus de diffusion et la
fonction de distribution f dans l'espace des vitesses est plus régulière.

5.3.3 Conclusion.

Nous avons introduit une méthode efficace pour l'approximation de l'opérateur
(5.1) dans le cas non homogène. L'opérateur de collisions est résolu en utilisant une
méthode spectrale qui consiste seulement à approcher la fonction de distribution par
une série de Fourier et à discrétiser l'opérateur FPL dans l'espace de Fourier. Cette
méthode conserve la masse et donne une approximation de l'impulsion et de l'énergie
avec une précision spectrale pourvu que le support soit suffisamment grand. Pour la
discrétisation en temps, un schéma d'ordre élevé est nécessaire pour préserver la haute
précision de la méthode, mais la condition de stabilité de l'ordre de O(1/N2) est très
restrictive. Le schéma d'ordre trois DUMKA améliore sensiblement les résultats en
terme de précision et de vitesse de calcul lorsque nous utilisons une procédure de pas
de temps adaptatif. Pour conserver la précision spectrale de la méthode, il faudrait
utiliser un schéma de type spectral pour la résolution numérique de l'équation de
Vlasov. Mais, ceci ne permettrait pas de traiter des problèmes dans l'espace physique
avec des conditions aux limites réalistes. Ainsi, nous avons préféré le couplage avec
un schéma conservatif pour la phase de transport..

Finalement, cette méthode donne de bons résultats avec un nombre de modes
dans l'espace des vitesses relativement peu élevé. La méthode multirésolution consiste
à discrétiser la partie transport avec un nombre de points élevé, dans l'espace des
vitesses, tandis que l'opérateur de collisions est approché avec une résolution plus
grossière. Une interpolation par polynômes trigonométriques fait le lien entre les
deux grilles. Cette approche numérique se justifie d'un point de vue physique par
la différence d'échelles entre les deux opérateurs. En effet, les collisions coulombiennes
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FIG. 5.21 - Évolution au cours du temps de (1) de la densité p (2) de la première
composante de la vitesse moyenne, (3) de la température pour E = 0.1 (TEST 3).
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agissent sur des temps plus longs, alors que le transport crée de fortes variations dans
l'espace des phases sur des temps brefs.
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Chapitre 6

Existence de solutions pour
Vlasov-Darwin.

6.1 Introduction.

Le modèle de Darwin a été présenté par le physicien C. G. Darwin dans la revue
Philosophical Magazine dans un article intitulé "The dynam.ical m.otion of partieles"
[8J. Ce système est une approximation des équations de Maxwell écrites sous la forme
d'un Lagrangien avec un potentiel retardé, lorsque la vitesse des particules est petite
devant la vitesse de la lumière, mais pas négligeable. Nous pouvons aussi obtenir le
modèle de Darwin à partir des équations de Maxwell écrites sous la forme habituelle.
Nous rappelons d'abord le système de Maxwell pour une densité de charge p et une
densité de courant j données; les champs électrique E et magnétique B vérifient

1 BE "B .2- Bt - v x = -flo),

BB
C> + V' x E = 0,
ut

PV'. E = -, V'. B = 0,
fO

V(t,x) E JR+ x JR3,

V(t,x) E JR+ x JR3,

V(t,x) E JR+ x JR3,

(6.1)

(6.2)

(6.3)

où fa représente la permittivité du vide, c la vitesse de la lumière et fla la perméabilité
du vide, laquelle est reliée à fa et c par la relation flOfO c 2 = 1.

Pour obtenir le modèle de Darwin à partir des équations de Maxwell, il est
nécessaire de décomposer le champ électrique en deux parties: une partie longitu
dinale ou irrotationelle, c'est-à-dire à rotationel nul, qui sera notée EL et une partie
transverse ou solénoïdale, c'est-à-dire à divergence nulle, notée ET

E(t,x) = Edt,x) + ET(t,X), V' x EL = 0 et V'. ET = O.

L'approximation de Darwin consiste alors à négliger les variations en temps de la par
tie transverse devant les variations de la composante longitudinale. Ainsi, l'équation
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d'Ampère du système de Maxwell devient

(6.4)

D'un point de vue mathématique, cette approximation change la structure hyperbo
lique des équations de Maxwell, en effet le système approché est elliptique. Puisque
d'une part \7 x EL = 0, il existe une fonction scalaire </J (dès que EL est suffisamment
régulier), telle que EL = - \7 </J. D'autre part, \7 . ET = 0, alors l'équation \7. E = pjEo
du système de Maxwell peut être remplacée par

p
-!::o..<f;=-.

EO

Ensuite, en prenant le rotationel de l'équation (6.4), il vient

\7 x \7 x B = fla \7 x j

et puisque \7 . B = 0, le champ magnétique satisfait l'équation suivante

-!lB = flo\7 x j.

Enfin, compte tenu de la loi de Faraday (6.2), nous établissons l'équation vérifiée par
le champ transverse ET

8 1 82EL 8j
-!lEr = \7 x \7 x Er = --\7 x B = ---- - flo-.

8t c2 8t2 8t

L'utilisation du modèle de Darwin se justifie aussi du point de vue de la simulation
numérique. En effet, la discrétisation du système hyperbolique de Maxwell entraîne
des problèmes liés d'une part à la eondition CFL et d'autre part au transport des er
reurs numériques lorsque le maillage est trop grossier. La discrétisation des équations
de Darwin sous sa forme elliptique semble être plus stable numériquement, puisque
la condition de stabilité disparait et la dissipation est contenue dans les équations.
Des schémas numériques discrétisant le système de Darwin ont été implantés et
semblent donner des résultats satisfaisants (voir par exemple [24]). Ce modèle présente
également un "avantage" sur le modèle électrostatique, où la seule équation de Poisson
est considérée, car il prend en compte les effets induits par les champs magnétiques.

Lorsque l'on souhaite décrire l'évolution d'un plasma non collisionel, il faut coupler
les équations des champs avec l'équation de Vlasov relativiste

8f
8t + v(ç)· \7x f + q(E(t,x) +v(Ç) x B(t,x))· \7çf = 0,

où f représente la fonction distribution d'une espèce de particule (ions, électrons, ... )
et q la charge d'une particule. La variable ç désigne l'impulsion et v(Ç) est la vitesse
relativiste des particules
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où rn représente la masse d'une particule. Ainsi, les densités de charge p et de courant
j, nécessaires pour la résolution des équations de Maxwell ou de Darwin, sont calculées
à partir de la fonction de distribution solution de l'équation de Vlasov

p(t,x) = hg r f(t,x,Ç)dç,
lIR3

j(t,x) = 41fg r v(ç) f(t,x,Ç)dç.
.Jm3

Le couplage des équations des champs et de l'équation de Vlasov donne un système
non linéaire quadratique en f. Le problème de l'existence de solutions faibles et clas
siques pour le modèle simplifié de Vlasov-Poisson est bien compris dans la plupart des
cas [3, 18, 21, 23]. La question de l'unicité est résolue pour les solutions classiques et en
partie pour les solutions faibles. Nous mentionnons par exemple le résultat d'unicité
de R. Robert pour les solutions faibles à support compact [22J et celui de P.-L. Lions
et B. Perthame pour les solutions fortes avec une condition sur l'expansion du sup
port [20]. Concernant le système de Vlasov-Maxwell, R. Glasseyet J. Schaeffer ont
traité le cas des solutions classiques en dimension 1D I / 2 et 2D I / 2 , mais le problème en
dimension trois n'est que partiellement résolu [la, 2, 14J. Pour les solutions faibles, R.
DiPerna et P.-L. Lions ont donné un résultat d'existence de solutions pour le système
de Vlasov-Maxwell classique lorsque la donnée initiale fo appartient à LI n LOO (IR6)
et a une énergie finie (non relativiste)

(6.5)

Ce résultat est particulièrement intéressant puisqu'il n'utilise que les estimations na
turelles sur la solution.

Pour le système de Darwin linéaire, P. Degond et P.-A. Raviart ont montré l'exis
tence et l'unicité d'une solution lorsque les densités de charge p et de courant j sont
suffisamment régulières [11]. Mais, le problème d'existence de solutions du système
de Vlasov-Darwin n'a fait l'objet d'aucune étude. La technique mise au point par R.
DiPerna et P.-L. Lions pour les systèmes de Vlasov-Poisson et Vlasov-Maxwell ne
s'applique pas directement au système de Vlasov-Darwin. En effet, l'estimation na
turelle de l'énergie pour le système de Vlasov-Darwin ne fournit aucune information
sur la composante transverse du champ électrique ET.

Dans cette partie, nous traitons le modèle de Vlasov-Darwin et prouvons l'exis
tence de solutions faibles sous une condition de petitesse sur la donnée initiale.

Nous présentons également un résultat de convergence de la solution du modèle de
Vlasov-Darwin vers la solution du système électrostatique de Vlasov-Poisson, lorsque
la vitesse des particules est négligeable devant la vitesse de la lumière.

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans un premier temps, nous précisons l'adi
mensionnement du système de Vlasov-Darwin en vue du résultat de convergence. En
suite, nous donnons les estimations a priori naturelles sur les champs EL et B dans
l'espace Loo(IRt,L2(IR~)), puis sur les moments en ç de f. Sous une condition de pe
titesse sur l'énergie et la taille de la donnée initiale, nous établissons l'existence d'une
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\1 x B = -p-oj,

borne sur le champ électrique transverse ET dans l'espace LOO(IRt,Lfoc(1R~)).Puis,
nous étudions un problème régularisé et le passage à la limite qui permet d'obtenir
l'existence d'une solution faible pour Vlasov-Darwin. Dans la dernière partie, nous
montrons que lorsque le ratio de la vitesse des particules sur la vitesse de la lumière
tend vers zéro, le système de Vlasov-Darwin peut être remplacé par le modèle simplifié
de Vlasov-Poisson.

6.2 Adimensionnement des équations de Vlasov-Darwin.

Pour distinguer les fonctions scalaires et à valeurs vectorielles, nous introduisons
la notation:

Compte tenu des observations de la partie précédente, l'équation de Vlasov relativiste
s'écrit

alat + v(~) . \7xl + q (E + v(Ç) x B) . \1d = 0,

couplée avec le système de Darwin pour le calcul des champs (E,B)

1 aEL
----
c2 at
aB
8t + \1 x ET = 0,

\1. EL =~, \1. B = 0,
EO

E = ET + EL et \1 . ET = 0, \1 X EL = 0,

où les inconnues sont (J,EL,ET,B).
Dans le but d'étudier la convergence de la solution du modèle de Vlasov-Darwin,

lorsque la vitesse des particules devient petite par rapport à la vitesse de la lumière,
nous réalisons un adimensionnement des équations basé sur les échelles caractéristiques:

L longueur caractéristique de l'espace physique,

t temps caractéristique,

~ impulsion caractéristique,

v vitesse caractéristiquet

p,j densités de charge et de courant c:aractéristiques,

E,B champs électrique et magnétique caractéristiques,

y fonction distribution caractéristique.

Les inconnues s'expriment alors en fonction des valeurs caractéristiques, par exemple

1 = l'y, E = E' E B = B' B.,
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âp .
ât + \7. J = O.

Pour alléger les notations nous notons encore f' par 1, E' par E, etc. Les équations
de Vlasov-Darwin s'écrivent alors

ât vt -- (c EV)-â' +=v(ç-)·\7x t+qBt =~E+=v(Ç-)xB ·\7çf=O,
t L . ç- cB ç-

avec

L E âEL JI, .
~~--~ \7xB=-~/loJ'
ctcB m B'

L cB âB
~ ~ - + \7 x ET = 0,
ct E ât

où

v(Ç) = (~ ç-
mv V -21 + ç- 1Çj2Im2c2

et l'équation de continuité devient

pl,

Jt
Notons par E le ration de la vitesse caractéristique des particules sur la vitesse de la
lumière, nous avons

E="!: L v ~=1 cB =1 J~=v-p, EO! =1 et qB
c' t = , m v 'E' L 75 Wc = m .

La quantité Wc s'appelle la fréquence cyc1otronique et nous la supposons de l'ordre de
é It. L'équation de Vlasov adimensionnée est alors donnée par

âl
ât + v(Ç)· \7x l + (E(t,x) + EV(Ç) x B(t,x))· \7çf = 0,

où la vitesse relativiste est donnée par

ç-
v(Ç) = V1 + é 2 1ç-j2

et les champs électromagnétiques vérifient le modèle de Darwin adimensiOlmé

âEL .
E-- - \7 x B = -EJ

ât '

âB
E ât + \7 x ET = 0,

\7 . EL = p, \7. B = 0,

E = ET + EL et \7 . ET = 0, \7 X EL = 0

(6.6)

(6.7)

(6.8)
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Les densités de charge p et de courant j sont calculées à partir de la fonction de
distribution f

p(t,.7;) = r f(t,x,1;)dl;, j(t,x) = r v(l;) f(t,x,Ç)dl;.
) IR3 JlR3

Enfin au temps t = 0, la fonction de distribution est donnée par une fonction fa

f(t = O,x,l;) = fo(x,1;), (x,l;) E IR3
X IR3

. (6.9)

Dans la suite nous montrons que le système de Vlasov-Darwin adimensionné admet
une solution faible sous une condition de petitesse sur la donnée initiale. La fonction
de distribution f(t,x,l;) E LOO (IR+,L 1nLOO(IRO)) et satisfait au sens des distributions
l'équation de Vlasov (6.6). Les densités de charge p et de courant j sont telles que

p, .i E LOO (IRT; L4/ 3 (IR;)).

Les champs ET, EL, B vérifient au sens des distributions les équations de Darwin
(6.8) avec

(ET,EL,B) E LOO (IRT; Il} + IL6(IR;)) x LOO (IRT; IL2 (IR;)) x L=(IRT; IL2 (IR;)).

Dans la suite, nous noterons

(6.10)

Théorème 6.1 Soit fa une fonction positive, a.ppartenant à LI n L oo (IR3 x IR3
) et

vérifiant

;,
. ,(1;) - 1

.
2 fadxdl; < +00,

JR3xIR3 E-

De plus, nous p08on8

x r 2 3
Ix l3 * .lm

3
fo(x,1;) dl; E IL (IRx ) ,

où Alet A 2 sont donnés par

Al = Iifailu et A2 = IlfollZ~ (ilfoliu +o2
E(0))1/2,

où

E(t) = r . ,(1;)2-
1 f(t)d3;dl;+~ r IEL(t)1 2 + IB(tWdx.

J~XIR3 E 2J~
Supposons qu'il existe une constante (J > 0, indépendante de fa, EL(Ü) et B(O), telle
que

(J [1/2 Aa < l,

Alors, le système de Vlasov-Darwin (6.6)-(6.8) admet une solution faible.

La preuve de ce théorème sera faite en plusieurs étapes: nous recherchons d'abord
des estimations a priori sur la fonction de distribution f et les champs électriques
ET et EL et magnétique B. Nous étudions ensuite un problème régularisé pour lequel
nous montrons l'existence d'une solution globale régulière. Puis par passage à la limite
dans le problème régularisé, nous prouvons que le système de Vlasov-Darwin admet
bien une solution faible.



6.3 Estimations a priori.

6.3 Estimations a prwn.

169

Dans cette partie, nous noterons par G(fo,E), les constantes ne dépendant que de
la donnée initiale fo et de E. Puis, par G(fo), les constantes ne dépendant que de la
donnée initiale fo.

La première estimation a priori est la préservation de la positivité de la fonction
de distribution f et la conservation des normes LP, c'est-à-dire pour toute fonction
convexe <!> E Wl~',:" (lR),

r iJ>(f(t,x,O)dxdE,:::; r .<!>(fo(x,Ç))dxdE,.
J~x~ J~x~

(6.11)

Nous établissons ensuite la conservation de l'énergie.

Proposition 6.1 Soit (f,Er,EL,B) une soZ,dion régulière du système de Vlasov
Darwin. Alors, l'énergie totale, qui s'écrit

E(t) = r ,(E,)2-
1

f(t) dxdE, + ~ r IEL (t)1 2 + IB(tW dx,
J~x~ E 2J~

est conser"vée au cours du temps.
De plus,

r r f(t)IE,1 2 dE, dx + ~ r r f(t)IE,1 dE, dx :::; (1 + v0) E(t).
lIR3 1 Içl <:1/c f lIR31Içl>1/E

(6.12)

(6.13)

Preuve.' compte tenu des définitions de ,(E,) donné par (6.10) et de v(E,) introduit
dans (6.7), nous avons

E
2

E, _ E2V(C)v1 + E2Iœ- "
Nous multiplions l'équation de Vlasov (6.6) par ,(E,) et intégrons en (x,E,) :

Ce qui donne

~ r ,(E,)/ dE, dx - ,2 r j. (ET + Ed d:r; = O. (6.14)
dt 1IR'xIR3 1IR3

Ensuite, nous considérons les équations de Darwin (6.8), multiplions la première
équation par E (ET + EL) et la deuxième par c B et intégrons sur 1R~ :

_,2 r j. (ET + EL) dx,
1IR3

O.
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(6.15)

Ainsi, en additionnant ces deux égalités, nous obtenons

E
2

dd ( IELI 2 d~; + E
2

dd ( IE]2 dx = _E2 ( j. (ET + EL) dx.
2 .t .IIR3 2 t .IIR3 .IIR3

Alors, les égalités (6.14) et (6.15) impliquent la conservation au cours du temps de la
quantité suivante

Enfin, la conservation de la masse totale donne la conservation de l'énergie:

Pour montrer l'inégalité (6.13), il suffit de remarquer que

o

Corollaire 6.1 Nous supposons q1Je la donnée initiale fa est positive et telle qu'il
existe une consta.nte CUo,E) strictement positive vérifiant

Alors,

Nous donnons maintenant un deuxième Corollaire qui établit une borne sur U,EL,E)
uniforme par rapport à E.

Corollaire 6.2 Nous supposons q1Je la donnée initiale fa est positive et telle q1J'il
existe une constante CUo) strictement positive vérifiant

Alors, l'énergie E(t) est uniformément bornée par rapport à E et telle que

(( f(t)I~12 d~ dx + ~ (. ( f(t)I~1 d~ dx:S (1 + J2) E(t) :S CUo) .
.1IR' .III;IS1/s E .1IR' .I11;1>l/E
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L'estimation de l'énergie donne à la fois des estimations sur les champs (EL,E)
et sur les moments en i; de la fonction de distribution. Ceci permettra d'obtenir des
estimations sur les densités p et j.

Nous rappelons maintenant un lemme d'interpolation classique qui nous sera utile
tout au long de ce chapitre [6].

Lemme 6.1 Si la fonction de di8tribution satisfait

Alors, il existe une constante C > 0, telle que

Ilpllu+m/3 S; C Ilfll;:,L(m+3) (j~6 1i;lmf dx di;) 3/(3+m) ,

ElljlllLl+m/3 S; C Ilfll;:,LCm+3) CLG 1i;lmf dx di;r/C

3+

m
)

Preuve: nous observons d'abord que les densités ptt) et Ej(t) sont homogènes par
rapport à la variable t;, puisque E Iv(Ç)j S; l, nous avons effectivement IEjj S; p. Ainsi,
il suffit d'estimer p(x):

p(x) = 1" f(x,i;) dt;
J1R3

1" f(x,Ç)dU 1" f(x,Ç)di;
llÇl<;R J1çl>R

< CR3 IlflIL= + ;m fJR3j i;, m f(x,i;) di;,

Il s'agit maintenant de trouver le rayon R pour lequel cette inégalité est optimale.
Nous posons alors a = C IlflIL= et b = fIR31i;lm f(x,i;) di; et minimisons

Le minimum de 'ljJ est atteint pour la valeur r = [~~] 1/(m+3), ce qui donne l'inégalité
optimale

( )

3/(m+3)

fJR3 f(x,Ç) di; S; C Ilfll;:,L(m+3) fIEl' 1i;lmf(x,i;) di;

o

Pour le système de Vlasov-Darwin, l'estimation de l'énergie permet d'obtenir une
majoration des moments en i; de f. Ces estimations donnent plus de régularité sur les
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r. IW(t,x,Ç) dx d'; :s;
1m6

densités de charge p(t) et de courant j (t) dans les espaces LP (lR~), pour p strictement
supérieur à un.

Proposition 6.2 Sous l'hypothèse (6.16) ou (6.17), les densités de charge et de cou
rant satisfont

IIp(t)IIL4/3 + Ellj(t)II)L4/3 < CIifall~~ (ilfoliu + E(0))3/4, (6.18)

Ilj(t)111L' < C (ilfailu + E(O)). (6.19)

Preuve: nous montrons d'abord que le premier moment en ç de f est borné dans
Ll(lR~) :

.!m3Içlf(t,x,ç) dç = lçl<;~ 1';lf(t,x,O dç + lçl>~ IW(t,x,Ç) d';,

< r (1 + 1';1 2 )f(t,x,Ç) d'; + E (..':. r lW(t,.r,Ç) d';) .
llçl<;~ E llçl>~

Ainsi, en intégrant en .r, il vient

r f(t,x,Ç) d'; dx + r r lçl2 f(t,x,';) d'; dx
lmô 1m3 llçl<;~

+ E (..':. r r l';lf(t,x,ç) dç dX) .01JR3 llçl>~

Enfin, en appliquant le résultat de la Proposition 6.1 sur la conservation de l'énergie
et la conservation de la moyenne, nous établissons

.~6IW(t,x,ç)dx dç :s; Iifailu + (1 + E) (1 + h) E(O).

Ce qui montre que le premier moment en ç de f est borné dans iL 1(lR3
).

Ensuite, nous appliquons le lemme d'interpolation (Lemme 6.1) pour m. = 1 et
montrons le résultat

IIp(t)IIL4/3, Ellj(t)II)L4/3 < CIlf(t)II~~ (.!môlçlf(t,x,ç) dç dxr/4

,

< CIlf(t)II~~ (ilfailu + (1 + E) (1 + h) E(O)) 3/4.

Pour conclure la preuve, nous estimons j(t) dans iLl(lR~):

Ij(t,x)1 = r ç, f(t,x,ç)d'; :s; r lçlf(t,x,';)dç.
1m3 JI + 0 2 11;12 1JR'
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Ainsi,

Ijj(t)lllL, <:: 1m6 Içlf (t,x,Ç) dç dx <:: (ilfoliv + (1 + E)(1 + h) E(O)) .

Estimations sur le champ ET'

173

D

L'estimation de l'énergie (6.12) ne fournit aucune information sur la composante
transverse du champ électrique ET. À partir du système de Darwin, nous dérivons
l'équation suivante sur ET

(6.20)

Ensuite, l'équation de Vlasov (6.6) permet d'exprimer ~~, lequel dépend implicitement
de ET,

-~ = 1m3 v(ç) ® v(Ç) \7xf dç

- llR
3
(1 + E

2 IçI2)-1/2(Id - e2v(Ç) CS! v(Ç))(EL + ET + EV(Ç) x E)f dç,

où

puisque

OjVi(Ç) = (1 + E;lœ)I/2 (6i,j - E2vi(Ç)Vj(ç)).

Étant donné que le terme source j;t de l'équation (6.20) n'est pas suffisamment
régulier, nous ne pouvons pas appliquer une méthode variationnelle classique pour
établir une estimation sur ET. Notre démonstration est donc basée sur une technique
de dualité. Pour ce faire, nous avons besoin d'imposer une condition de petitesse sur
la donnée initiale. Afin d'introduire cette condition, posons

A -A + A 2
/

3A I
/

3
O~ 2 E 1 2'

où Al et A2 sont donnés par

AI = Iifoliv et A 2 = IlfoIIi,I~ (ilfoliv + E
2 E(0))1/2.

(6.21)

(6.22)

Le résultat suivant donne une estimation sur le champ électrique transverse ET
sous une condition de petitesse sur Ao.
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Proposition 6.3 Nous supposons qu'il eJ;iste une constante (J > Ü indépendante de
la donnée initiale, telle que

(6.23)

Alors, il existe une constante CUop) strictement positive, telle que

où l'espace fonctionneIIL,2+JL6 est muni de la norme Il.lllL'+1L6 définie par

2 3Er = a + b, a E JL (IR ),

Nous montrons d'abord des lemmes intermédiaires pour préparer la démonstration.
Commençons par le Lemme de Mih'lin qui coneerne l'équation de Poisson.

Lemme 6.2 Soit p E]l, + 00[, a E C3 (IR3
\ {Ü}) telle que

où a est un multi entier tel que lai :'Ô 3. Alors, l'opérateur linéaiTe 9 --+ F-1aF 9 est
continu de LP dans V, où F représente la Transformation de Fourier.

En appliquant ce Lemme à l'équation de Poisson, nous avons le résultat suivant.

Corollaire 6.3 Soit 9 E LP(IR3
), avec 1 < P < +00, considérons l'équation de Pois

son,

où Dkg indique la première dérivée partielle de g selon la k-ème composante. Alors,

où Yk désigne le k-ème coefficient de Fov.rier.

Pour la preuve du résultat, nous renvoyons par exemple à [15] ou [16].

Lemme 6.3 Soit 9 E JL2(IR3 ) nJL6/5(IR3 ). Alors, la fonction 9 peut être décomposée
de manière 'unique dans l'espace JL2(IR3

) par

2 'J9 = gr + gL, gr, gL E JL (IR'), \7 x gL = 0, \7. gr = Ü.

De plus, nous avons gr, gL E JL6/5(IR3 ) et il e,;iste 'une constante C ne dépendant pas
de 9 telle que
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Preuve: puisque la fonction g appartient à ][,2(JR3), nous pouvons appliquer la
décomposition de Hodge [5] : la fonction g peut donc s'écrire comme la somme directe
de gT et de gL avec

g = gT + gL, gT, gL E ][,2(JR3
), V' X gL = 0, V'. gT = O.

Puisque gT vérifie V'. gT=O, il existe une unique fonction 1J;g E Y telle que gT = V' X 1J;g
et l'espace Y est défini par la complétion de

(6.24)

pour la norme du gradient u -+ IIV'u111L2 (voir par exemple [9, Chapitre IX] ou [5]).
De plus, .,pg est solution de l'équation suivante au sens des distributions

-6"</)g = V' X g.

En appliquant le Lemme de Lax-Milgram, nous montrons que ce problème admet une
solution unique 1J;g E Y. De plus, nous savons que g E ][}/5 (JR3), alors en appliquant
le Corollaire 6.3, nous établissons l'existence d'une constante C > 0, telle que

Ainsi,
IlgT11 1L6/5 = IIV' X 1J;gII1L6/5 :s; C 11V'1J;gII1L6/5 :s; C IlgII1L6/5.

Nous déduisons alors que gL = g - gT E JL6/5(JR3). Ce qui conclut la démonstration.
o

Lemme 6.4 Soit gT E JL2(JR3) n JL6/5(JR3), tel que V'. gT=O. Alor's, le problème

-6..,p = gT et 1J; E Y (6.25)

admet une solution unique dans l'espace Y défini par (6.24). De plus, il existe 'une
constante C > 0 ne dépendant pas de gT, telle que

Preuve: la démonstration de l'existence et de l'unicité d'une solution de (6.25) se
fait par une méthode variationnelle classique dans l'espace de Hilbert Y muni de la
norme du gradient u -+ IIV'uII1L2.

D'une part, à l'aide des inégalités de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous établissons
[25]

(6.26)

D'autre part, l'inégalité de Calderon-Zygmund appliquée à l'équation de Poisson
donne, puisque gT E JL6/5(JR3)

(6.27)
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et puisque gT E II} (JIn
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(6.28)

Ensuite, en rappelant que l'injection de l'espace W 1,2(lR3 ) dans ][.,6 (lR3 ) est continue,
nous montrons une estimation sur \11/1 dans IL6 (lR3 )

(6.29)

Alors, en regroupant les inégalités (6.26), (6.27), (6.28) et (6.29), nous obtenons la
première estimation

Ensuite, les inégalités (6.26) et (6.30) indiquent que 1/1 appartient à W 1,6(lR3
), dont

l'injection dans l'espace IL OO (lR3
) est continue. Nous montrons donc

À partir des inégalités (6.30) et (6.31), nous concluons la démonstration

o

Lemme 6.5 Soit (f,E,B) une solution régulière du système de Vlasov-Darwin rela
tiviste. Posons

Alors, nous avons

(6.32)

Preuve: il suffit de considérer un réel R > a et de décomposer M- J (t) de la façon
suivante

f2 IlR
3

f(t,x,i;) (1 + E
2 IçI2)-1/2 dç

,2 r f(t,x,ç) (1 + E2 1I;i 2)-1/2 dç + E2 r f(t,x,i;) (1 + E2 IçI2)-1/2 dç,
J1çl<;R J1çl>R

< E
2 1If(t)liL= r (1 + E

2IçI2)-1/2 dç + ~2 r .f(t,x,i;) (1 + ,,211;1 2 )1/2 dl;.
J1ÇI<;R J1ÇI>R
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Puisque,

nous avons,

[2 r f(t,x,é,) (1 + [21é,1 2)-1/2 dé,
1IR3

< Ilf(t)llL= EI~21 R2+ ~2 lm3 f(t,x,Ç) (1 + E21~12)1/2 dé,.

Ainsi, en posant

nous minimisons la fonction <p(r) = a r + b/ r et obtenons

Il reste donc à estimer l'intégrale du second membre. D'une part, nous avons

lm3 f(t,x,é,) (1 + [21é,12)1/2 dé,

r f(t,x,é,) (1 + [21é,1 2)1/2 dé, + r j(t,x,Ç) (1 + E21é,12)1/2 dé,
l lçl"'I/E l IÇ1 >I/E

< C (P(t,X) + E
2 (~ r 1é,lf(t,:E,Ç) dé,)) .

E l"I>I/E

D'autre part,

Ilf(t)llL= :<= IlfoIIL=.
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Ce qui permet d'estimer la norme L 2 de la quantité M_ 1 , en appliquant le résultat
de la Proposition 6.1 sur l'estimation de l'énergie,

[21IM_l(t)llL' < [1/2 c Ilj(t)II~~ (1If(t)IILI + [2 (E(t)))1/2,

< [1/2 c IlfoII~~ (11fa11LI + [2E(0)) 1/2 = [1/2A2.

o

Nous présentons maintenant la démonstration de la Proposition 6.3. Compte tenu
du peu d'information que nous possédons sur v" nous ne pouvons pas appliquer les
méthodes variationnelles classiques pour obtenir une estimation sur le champ trans
verse Er. Cette preuve est donc basée sur une méthode de dualité. Nous montrons
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une estimation sur le champ électrique transverse ET en imposant une condition de
petitesse sur la donnée initiale.

Preuve de la Proposition 6.8: soit 9 E ][}(JR3) n JL6/5(JR3). D'une part, grâce au
Lemme 6.3, la fonction 9 peut être décomposée suivant sa composante longitudinale
et transverse

09 = o9T + gL, V' x o9L = 0, V'. o9T = O.

D'autre part, grâce au Lemme 6.4, il existe une unique fonction 1/J E Y solution du
problème suivant

-,6..,p = gT,,p E Y. (6.33)

Étant donné que les champs Edt) et E(t) appartiennent à l'espace JL2(JR~) et j(t)
à l'espace JL4/3(JR~) et compte tenu de l'équation donnant le champ électrique trans
verse ET (6.20) et de (6.33), nous avons

Les trois termes de ce produit de dualité donnent

Puisque V' x EL = 0, nous avons EL = -V'<jJ et V' .1/J = 0, nous obtenons donc

(6.34)

2 a2EL 2 a2
2

E < ~,1/J >= -E < -a2 V'<jJ,1/J >= Eut t

Il reste donc à estimer le produit de dualité suivant

(6.35)

(6.36)

À partir de l'équation de Vlasov, nous pouvons calculer le terme If},

a 1- al = v(O (v(ç) . V'xf) dç
t IR'

- .L3 (1 + E
2IçI2)-1/2(Id - E

2V(O ® V(O)(EL +EV(O x E)f dç,

- r (1 + E
2 IçI2)-1/2(Id - E2V(Ç) ® v(ç))ET f dç.

} iR,3

Cette estimation sera faite en plusieurs étapes.

(6.37)

(6.38)

(6.39)
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Étape 1. Nous commençons par estimer

[2 < llR
3

v(ç-) (v(Ç) . V'xf) dÇ-,'I/J > .
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Compte tenu des régularités de la densité de charge Ptt) E ][}(JR3) n ][,4/3 (JR3) et de
la fonction 'I/J E Wl,6(JR3) obtenue dans le Lemme 6.4, nons obtenons

[2 < f. v(Ç) (v(Ç) . V'xf)dÇ-,'I/J >= _[2 f. j(t,x,Ç)!v(Ç-) (V''I/J) v(Ç) d:r;dç.1m3 J~x~
(6.40)

Posons alors

JC(t,x) = .L3 j(t,x,ç) Iv(Ç)l2 dÇ-.

À l'aide de l'inégalité de Bolder, il vient

Il faut donc estimer la norme L 6/5(JR3) de JC(t,x). D'une part, nous avons

ainsi,

(6.42)

D'autre part,

Grâce à l'inégalité (6.13), nous avons alors

(6.43)

Enfin, en utilisant une inégalité d'interpolation entre les espaces LI (JR3) et L4/3(JR3),
puis les inégalités (6.42) et (6.43), nous concluons

0
2 11K:(t)IIL6/5 < IIE2JC(t)II~3 Ilé2JC(t)ll~d;3

< 0
2

/
3 ((1 + v'2) [(t)t

3
IIp(t)II~j~3' (6.44)
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En regroupant les inégalités (6.40), (6.41) et (6.44), nous obtenons l'estimation sui
vante

Enfin, compte tenu de (6.45), de la conservation de l'énergie (6.12) et l'estimation de
la densité de charge p (6.18), nous concluons la première étape

E21<!m, v(Ç) (v(ç)· "'Vx.f)dç;~J >1 (6.46)

:S C2
2

/
3 ([(0))1/3 Iifollï;: (111011u + [(0))1/2 Il"'V1/JlllL6.

Étape II. Nous allons traiter le terme (6.38) ne contenant pas la composante ET.

D'une part, en appliquant l'inégalité de Rolder, nous avons

E21!m61 ((1 +E2IçI2)-1/2 (Id-E2v(Ç) ®v(Ç)) ED)·if; d~;dçl

< E
2 C r M_ 1 (t,x)IELII1/Jldx.

}IR'
< 02 C IIM-l(t)11u IIEDIIlL,II1j'lllL=. (6.48)

D'autre part, en procédant de la méme manière pour le terme comprenant le champ
magnétique E et en observant que 2 Iv(ç)1 :S l, nous établissons

,,21 !mJ(1 + ,,2IçI2)-1/2 ((Id - 22V(Ç) ® v(Ç)) f v(ç) xE) ·1jJdçdxl

:s,,2 C IIM-1(t)llp IIE(t)lllL2111/JlllL=. (6.49)

En regroupant les inégalités (6.48), (6.49), nous utilisons l'estimation de M-l donnée
par (6.32) et de l'énergie fournie par (6.12) et obtenons ainsi l'inégalité ci-dessous

102 IIR
6

(1 + ,,2IçI2)-1/2 (Id - 02 v(ç) ® v(ç)) 1 (ED+ EV(Ç) xE) 1/Jdç dxl

:S ,,1/2Cllfollï~ (111allu +,,2[(0))1/2 [(0)1/2111/JlllL=. (6.50)

Étape III. Il reste à estimer le terme contenant ET (6.39). Celui-ci vérifie

1< j~3(1 + 2
2IçI2)-1/2 (Id - 02v(ç) ®v(Ç)) 1 ETdç,1/J >1

:S C r M_ 1 (t,x) IETII1/Jldx. (6.51)
./IR3
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Compte tenu des égalités (6.34), (6.35) et (6.36), nous avons

1 2 aj
ET 9 dx = -E < -a ,1/J> .

Dl' t
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(6.52)

Puis, les trois étapes (6.46), (6.50), (6.51) ci-dessus ont permis d'établir l'existence
d'une constante C(fo) > 0 et d'une constante C > 0 ne dépendant pas de fo, telles
que: pour toute fonction 9 E JL6/.5 n JL2(JR3)

IflR
3

ET 9 dxl < C(fo) (ljVJIIJL= [1/2 + 11\71/JIIJL6 [2/3)

+ E
2C r. M_I(t,x) IETI dx IIVJIIJL=.lIR?>

Ensuite, grâce aux Lemmes 6.3 et 6.4, nous avons

Ij~, ET 9 dxl < C(fo) E
I
/
2 (1 + E

1
/
6

) Ilg11 JL6/5n1L3

+ ?C!m, M_I(t,x) IETI dx IlgII1L6/5 n JL"

(6.53)

Nous rappelons que le dual de l'espace (JL2 n JL6/5) est JL2 + JL6 (voir par exemple [4,
Théorème 2.7.1]). Donc, pour tout a E JL2(JR3) et b E JL6(JR3), tels que ET = a + b,
nous avons

Grâce à (6.32), nous obtenons

où A2 est défini par (6.22). Observons aussi que

où AI est défini par (6.22). Ainsi, par l'inégalité de Rolder

E
2 1IM_I(t)IIL6/5 < (E2 1I M _](t)llu)2/3 (E

2 1IM_I(t)llu)I/3,

< (E2 A I )2/3 (E 1/ 2 CA2f/
3

,

< C é/2 Aî/3 A~/3.

Nous rappelons que Ao est défini par (6.21)

A -A + A 2
/
3A 1

/
3

0- 2 E 1 2'
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Ainsi, en regroupant (6.53), (6.54), (6.55) et (6.56), pour tout a E ][,2(lR3 ) et b E
IL6 (lR3

) , avec ET = a + b, il existe une constante Œ > 0 telle que

ILs ET gdXI < C(Jo) 0
1

/
2

(1 + 0
1

/
6

) IlglllL6/ 5nlL'

+ Œo 1
/

2 Ao (1lall lL, + IlbllJ[,6) Ilgll lL6/5nlL2 •

En prenant l'infimum de IlalllL' + Ilbll lL6, tels que ET = a + b, nous obtenons alors
pour tout 9 E IL6

/
5 n IL2

Ij~3 ET q dxl :s: C(Jo) [1/2(1 + 0
1

/
6

) Ilqll1L6/5nlL' + (J 0
1

/
2 A oIIETII1L2 +lL6 IlglllL6/5nlL2'

Par dualité, nous avons

Donc, sous la condition de petitesse sur la donnée initiale:

(J [1/2 A < 1o ,

nous établissons une majoration uniforme: il existe une constante C(Jo,Œ) strictement
positive, telle que

IIET(t)lllL'+lL6 :s: C(Jo,Œ) (1 + [1/6) 0
1

/
2

Ce qui achève la démonstration de la Proposition 6.3.

6.4 Étude d'un problème régularisé.

D

L'objectif de cette partie est la construction d'une suite de solutions régulières
approchant la solution du système de Vlasov-Darwin. Nous étudions alors un problème
régularisé pour lequel les estimations données dans la partie précédente restent valides.
Le paramètre E n'intervient pas, nous prendrons donc E = 1.

D'abord, nous régularisons la donnée initiale fa et supposons

(6.57)

Ensuite, nous considérons en(x) E COO (IR3 ), radiale telle que

suppen C B(O,I/n), llR
3

end:r = 1, en:::> O.

Nous nous intéressons alors au système de Vlasov-Darwin régularisé [6] :

~~ + v(Ç-) . \1x f + (EL + ET + v(ç-) x B) * en' \1çf = 0, (6.58)
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et au temps t = 0, la fonction de distribution f vérifie

f(O,x,ç) = fo(x,ç), V(x,ç) E IR3 X IR3
•

et les champs (ET(t,x),EL(t,x),B(t,x)) sont donnés par

aEL .7ft - 'il x B = -] * en, (t,x) E IR+ x IR3

aB _ ) + 375t + 'il x ET - 0, (t,x E IR x IR

'il ·EL = p*Bn , 'il·B = 0, (t,x) E IR+ X IR3

E = ET+EL et 'il. ET = 0, 'il X EL = 0, (t,x) E IR+ x IR3

avec

p(t,x) = .~3 f(t,x,ç) d ç, j(t,x) = .llR
3

v(Ç) f(t,x,ç) d ç.
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(6.59)

Proposition 6.4 Sous les hypothè.ses mentionnées ci-dessus, le système de Vlasov
Darwin régularisé (6.58)-(6.5g) admet 'une solution (r,E!},EZ,Bn) vérifiant

r E C1(IR+ x IR3 x IR3 ),

E'LBn E C1(IR+; JHl(IR3
)) et E!f E L=(IR+; Y),

où Y est défini par (6.24).

En appliquant une démarche similaire à la partie précédente, nous vérifions fa
cilement que les estimations précédentes restent valides pour le problème régularisé
(6.58)-(6.59) et grâce à l'inégalité de Young

Ces estimations sont donc uniformes par rapport à n. En effet, nous avons

- conservation de l'énergie:

- inégalité d'interpolation:
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- estimation ILl + JL6 de E!}(t) sous la condition de petitesse:

:1 C > 0, IIE!}(t)lllL'+lL6:S; c,

- conservation des normes LP: pour toute fonction (3 E CI(JR+,JR+),

r (3(r(t,x,Œdxdl;:S; r (3(jo(x,I;))dxdl; .
.J]R6 JlR6

De plus, la solution du problème régularisé satisfait les propriétés suivantes, mais
non uniformément par rapport à n :

:1 C(en ) > 0,

(6.60)

où D r(t) = (\lxr(t),'ïlt;r(t)). Enfin, la solution r(t) reste à support compact en
(x,l;) et le support est contenu dans la boule de centre °et de rayon Rn(t) défini par

Nous montrons aussi que E!}(t) est borné dans JL6(JR3) sans restriction sur la taille
de fa et sur l'énergie initiale.

Le paragraphe suivant est consacré à la démonstration de l'existence d'une solution
du système régularisé. La preuve est basée sur la linéarisation du problème.

6.5 Preuve de la Proposition 6.4.

Dans cette partie, nous montrons que le problème régularisé (6.58), (6.59) admet
une solution. Les estimations qui suivent sont valables pour un n fixé. Ainsi, pour
alléger les notations nous ne marquerons pas la dépendance de la solution en n.

La démonstration est basée sur la linéarisation du problème (6.58)-(6.59). Nous
désignons par fI la solution du problème de transport libre (Eo=Bo=O),

fI (t,x,!;) = fo(x - v(l;) t,l;)

L'équation de Vlasov relativiste linéarisée s'écrit alors pour la (k + l)-ème itération,
k "2: 0,

afk+!m + v(l;) . \1xfk+! + (Ef + E~ + 71(1;) XBk) * en . \1çfk+1 = 0,

où les champs (E~,Ef,Bk) sont supposés connus. Ainsi, à partir de la solution fk+l,
nous calculons les nouveaux champs (E~+I ,El+1,Bk+I). Le champ magnétique Bk+!
vérifie une équation elliptique

(6.61)
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Ensuite, le champ longitudinal EZ+1 satisfait l'équation de Poisson
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(6.62)

Enfin, E~+1 est solution du problème variationnel suivant: E~+1(t) E Y et Vw E y

llR
3

\1E~+1(t,x) \1w(x) + (AH! (E~+! * en) (t,x)) .w * en(x)dx (6.63)

= llR
3

(Ik+1 * en) (t,x) . w(x) dx,

où pour simplifier l'écriture, nous avons d'une part posé,

(6.64)

avec

et

I~+l(t,X) = - r (1 + lçI2)-1/2 (Id - v(Ç) CJ v(ç)) f H1 (t,x,Ç)EZ+1(t,x) *en(x) dç
1IR'

- r (1 + lçI2)-!/2 (Id - v(Ç) CJ v(ç)) fk+!(t,x,ç)v(ç) X BH] (t,x) * en(x) dç.l lR3

Puis, d'autre part la matrice AH1 est donnée par

Étude de l'équation de Vlasov linéaire.

Proposition 6.5 Nous supposons que la donnée initiale fa vérifie les hypothèses
(6.57) et que (Bk (t), El (t), E~(t)) sont donnés et appartiennent à lL2 (IR3

) xJI} (IR3 ) x
lL6 (IR3 ).

Alors, l'équation de Vlasov linéarisée (6.60) admet vme solution 'unique classique
et reste à support compact conten1J dans B(O,Rk+1(t)) avec

Preuve: nous utilisons les propriétés de la convolution, pour obtenir des estima
tions uniformes à partir d'une régularité minimale sur les champs (E~(t),EZ(t),Bk(t)).
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En effet, l'équation (6.60) est une équation de transport linéaire avec des champs
de vecteurs réguliers. Le système définissant les courbes caractéristiques

d~~s) = V(2(8)),

d3(s) = (Et(s,X(s)) + E~(s,X(s)) +v(3(s)) x Bk(s,X(s))) * IJn, (6.66)
ds

X(t) = x, 3(t) = 1;

admet donc une unique solution globale, s --+ (X(s,t,x,I;),3(s,t,x,I;)) et la solution de
l'équation de Vlasov linéaire (6.60) est donnée par

fk+l(t,X,Ç) = fo(X(0),3(0)),

où X(O) = X(O,t,x,l;) et 3(0) = 3(0,t,x,I;). De plus, en dérivant une fois l'équation de
Vlasov (6.60) en (x,t;), nous obtenons

%tD fk+l + v(I;)· \lxD fk+l + (Et + E~ + v(Ç) x Bk) * IJn · \lçD fk+l

où
ck+l = (D v(I;)) \lxfk+l + D(Et + E~ + v(l;) x Bk) * IJn . \lç/k+l.

Nous déduisons que pour tout p E [1, + 00],

Par un lemme de Gronwall, nous montrons que la quantité IID fk+l(t)IILP est bornée
par C(lJn ).

Enfin, la solution .r+!(t) reste à support compact et 8'Uppfk+l(t) C B(O,Rk+l(t))
où

o

Étude du système de Darwin linéaire.

La fonction de distribution fk+! (t) est solution de l'équation de Vlasov linéaire.
Elle vérifie donc la propriété suivante

Ilfk+l(t)IILP :S Ilf k+1(0)IILP = IlfoiILP, Vp E [l, + 00]. (6.67)
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Proposition 6.6 Si la donnée initiale vérifie les hypothèses (6.57). Alors, les champs
Bk+!, El+1 et E~+! vér~fient:

3 C(en) > 0, \-fk:::: 0, IIE~+!(t)111L6 + IIEl+!(t)111L2 + IIBk+!(t)111L2 ::::: C(en).

Pre'uve : nous donnons d'abord une estimation du champ magnétique Bk+I, lequel
vérifie

-f'>.Bk+!(t,x) = (V' x jk+! * en) (t,x).

Grâce aux propriétés de la convolution et par application du Corollaire 6.3, nous avonS

IIV'Bk+!(t)111L6/5 ::::: C Ill+! *en(t)11 1L6/5 ::::: C Iifuilu IlenII L6/5'

Ensuite, à l'aide de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous savons que

IIBk+!(t)111L2 ::::: C IIV'Bk+!(t)11 1L6/5.

Ainsi, en regroupant les deux inégalités précédentes, nouS obtenons une première
estimation de B k+1,

(6.68)

De la même manière, il existe une constante C > 0, indépendante de k, telle que

(6.69)

(6.70)

Enfin, nous traitons le champ transverse E~+!, lequel vérifie le problème varia
tionnel: E~,+! E Y et pour tout w E Y,

lIR
3
V'E~+!(t,x)V'w(x) + (Ak+!(t,a:) (E~+! • en) (t,a:)) .w * en (3;)da:

= !m3 (I
k
+! * en) (t,a:) . w(x) da:,

où le vecteur Ik+J et la matrice A k+! sont respectivement définis par (6.64) et (6.65).
La démonstration de l'existence d'une solution est basée sur le Lemme de Lax

Milgram dans l'espace de Hilbert Y. La coercivité provient de la positivité de la ma
trice A k +!. Enfin, la régularité du terme source provient du produit de convolution. De
plus, nous obtenons une borne uniforme: prenons dans la formulation variationnelle
la fonction test w = E~+!, il vient

(6.72)<

11IR
3
CL, v(ç) . V'xfk+! v (Ç)dç) * en . E~+! da:1'

< lIR
3

pk+! *en IV'E~+!I da:,

Iifo Ilu IlenllL' IIV'E~+!111L2.

jIR31V'E~+!12dx::::: .L3 (If+! +I;+I) * enE~+!da:. (6.71)

Ainsi, en décomposant le terme de droite et en rappelant que Iv(Ç) 1 ::::: l, nous avons
d'une part

I.t If+! * en . E~+!da:1
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D'autre part, puisque Bk+! et El+! sont uniformément bornés dans ][,2(JR3), nous
établissons

IliR
3
I~+!. E~+!dxl = IliR

6
(1 + lçI2)-1/2 (Id - v(Ç) <2) v(Ç)) fk+! X

X (El+ 1+ v(ç) x B k+!) * en' E~+! *endxdçl,

< Ilfk+lllv Il (El+! + B k+!) * enll IL=IIE~+! * BnII IL=,
< Iifailu (1IE1+1 1IIL2 + IIBk+11IIL2 )llenIIIL21IE~+!II}L61IBnll LB/5.

Compte tenu de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous avons

d'où

IL3 I~+1 . E~+ldXI :S C Iifo Ilu (11El+! II JI,2 + IIBk+!IIJL2 )IIBnII IL' IIBnII L6/ 5 11'VE~+!IIIL2.
(6.73)

En regroupant les inégalités (6.71), (6.72) et (6.73), nouS montrons l'existence d'une
constante C(Bn ) > 0, indépendante de k, telle que

c'est-à-dire,

Par conséquent,

(6.74)

o

Remarque 6.1 L'estimation uniforme des champs (E~(t),El(t),Bk(t)) dans l'espace
JL6(JR3) x JL2(JR3) X ][,2(JR3) et les propriétés dn produit de convolution permetteut
de contrôler le support de la fonction de distribution fk+! ,w.ifonnément par rapport
à k. Ainsi, ponr tont k ::0: 0, le snpport de la fonction de distribntion fk(t) est inclns
dans la bo'ule de centre 0 et de rayon R(t), tel qne

::J C(Bn ) > 0, R(t):S Ra + C(Bn ) t. (6.75)

Pour achever la démonstration de la Proposition 6.4, il suffit de montrer que la
solution du problème linéarisé converge vers la solution du problème régularisé lorsque
k tend vers l'infini.
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Passage à la limite: k ~ +00.

Soit Cr,El,E~,Bk)kEhv la suite de solutions de l'équation de Vlasov linéaire
(6.60), (6.61), (6.62), (6.63). D'une part, la majoration (6.67) donne une borne de
la fonction de distribution jk dans L 2(lR+ x lR6 ) . Il existe donc une sous suite de
(fkk>o et une fonction j E L 2 (lR+ x lR6

), telles que

jk ~ j faiblement dans L 2(lR+ x lR6 ), lorsque k -+ +00.

D'autre part, les majorations (6.68), (6.69) et (6.74) donnent des estimations uni
formes des champs électromagnétiques (E~,El,Bk). Il existe donc une sous suite de
(E~,El,Bkk;>o et (ET,EL,B), tels que

Bk ~ B faiblement dans L 2 (lR+ x lR3 ), lorsque k -+ +00,
El ~ EL faiblement dans L 2 (lR+ x lR3

), lorsque k -+ +00,
E~ ~ ET faiblement dans L6 (lR+ x lR3

), lorsque k --+ +00.

Il reste à montrer que la limite (f,ET,EL,B) est solution du problème de Vlasov
Darwin régularisé (6.58)-(6.59).

Nous estimons d'abord, la différence des champs magnétiques B k+1 - Bk,

\7 x \7 x (Bk+l - Bk) (t,x) = ~6 (Bk+1 - Bk) (t,x) = \7 x (l+1 - jk) * IJn(t,x).

Donc, à partir de l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev, nous avons

II(Bk+l - Bk)(t)II]L' < CII\7(B k +1
- B k )(t)II]L6/5

< C II(jk+J -l) * IJn(t)II]L6/5,

< C (r .l(fk+J ~ jk)(t)ldçdX) IIIJn lb/5,
} JR3 XIE{3

< C R(t)3 ( r l(fk+1 _ jk)(tWdç dX) 1/2 IIIJn II L6/5,
}m3 xIR3

où le rayon R(t) est défini par (6.75). Nous en déduisons alors que

(6.76)

Nous procédons de la même manière pour la différence des champs longitudinaux
El+! - El· Il vient alors

(6.77)

Nous faisons la différence des équations (6.70) relatives à E~ et E}+I, puis prenons
E}+! - E~ pour fonction test. Nous obtenons
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r (Ik+l _ Ik)(t) dJn . (E~+l - E!j,)(t)dx (6.78)
JIR'

+ r t(E~+I-E!j,)(t)*en(Ak-Ak+l)(t)E!j,(t)*endx. (6.79)
JIR'

Dans la suite, nous estimons les termes (6.78) et (6.79) en fonction de la quantité
11\7(E~+I - E!j,)llll,2'

D'abord, puisque Iv(Ç)1 <ô 1, nous vérifions

Ij~Pf+l - If)(t) * en . (E~+I - E!j, )(t)dXI

< L6l uk+l- fk)(t) * enll\7(E~+I- E!j,)(t) 1 dxdf"

< 11(/+1 - /)(t) * enIIL211\7(E~+I - E~,)(t)lllL2,

< R(t)3/2 II(fk+! - fk)(t)llL' Ilenlllll\7(E~+1-E!j,)(t)lllL2.

Ainsi, il existe une constante C > 0, dépendant de en, telle que

IL)If+l -If) * en . (E~+I - E!j,) (t)d·'L1 <ô Cil (fk+J - fk)(t) IlL' 11\7(E~+l_E!j,)(t) IllL"
(6.80)

De la même lllanière, nous avons

IL3 (I~+l - I~)(t) *en' (E~+l - E!j,)(t)dxl

< r IUk+! -l)(t)II(E1+1(t) +v(f,) x Bk+l(t)) *enll(E~+! - E!j,)(t) * enldf,dxJIR'

+ r fk(t)I(E1+1 - Ef)(t) * enll(E~+J - E!j,)(t) * enldf,dxJIR'

+ r fk(t)lv(Ç) x (Bk+1 - Bk)(t) * enll(E~+l - E!j,)(t) * enldf,d.'L.
JIR'

En utilisant les majorations obtenues précédemment sur Bk+! - Bk données par (6.76)
et sur E1+1-Ef dans (6.77) et les bornes uniformes sur Bk dans (6.68) et Ef données
par (6.69), nous montrons l'existence d'une constante C(en ) > 0, indépendante de k,
telle que

IL3 (I~+I - I~) *en' (E~+I - E!j,)(t)d:EI <ô C(en) Ilfk+! - fkllL' IIE~+l - E!j,lllL6.

(6.81)
En regroupant les inégalités (6.80) et (6.81), nous obtenons une majoration du terme
(6.78)

Ij~3 (Ik+J - I k) *en' (E~.+l - E!j,)dXI <ô C(en) Ilfk+J - fkllL' 11\7(E~+l - E!j,)lllL2.

(6.82)
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Il reste à obtenir une estimation de (6.79) : puisque le support de jk est uniformément
borné, il existe une constante C ((}n) > 0, telle que

111R
3
t(E~+1 -E~)(t) * (}n(Ak - Ak+l)(t) Eq.(t) * {}ndxl (6.83)

:S C({}n)II(E~+l - E~)(t)111L611(Jk+! - .tk )(t)IIL2.

En regroupant les inégalités (6.82) et (6.83), nous avons,

Il'V(E~+I - E~)(t)lli2 < C({}n)II(E~+! - E~)(t)111L611(Jk+1 - .tk)(t)IIL2

+ C({}n)II'V(E~+l - E~)(t)111L211(Jk+l - jk)(t)IIL2.

Grâce à l'inégalité de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev,

nous obtenons la majoration suivante

(6.84)

Pour achever la démonstration de la convergence, il faut estimer la différence
(Jk+! - jk)

:t (Jk+! - .tk) + v(Ç) . 'Vx(Jk+! - jk)

+ (El + Eq, + v(Ç) x Bk) * (}n . 'Vt;{jk+! - jk)

= -{(El-EZ-!) + (E~-E~-!) + v(Ç) x (Bk -Bk-1)}*{}n·'V ff.

Nous multiplions alors l'équation par (Jk+! - jk) et intégrons en (x,Ç), il vient

~~ r Ijk+l - j kl2 dxd~ + r (Jk+! - jk) v(Ç) . 'Vx(fk+l - .tk) dx d~
2 dt .J1RS x 1RS .J1Rfl

+ r . (fk+! - .tk) (El + E~ + v(Ç) x Bk) * (}n . 'Vç(Jk+l - jk) dx d~
JIR3 XJR3

= - f~< 3 (Jk+l_ jk) {(El- EZ-!) + (E~ - E~-!)} * {}n' 'Vçfk dxd~
Jh-cXIR

- r (Jk+l_jk){v(~) X (Bk_Bk-!)}*{}n''Vdkdxd~.
JIR3 xIR3

En utilisant les estimations d'erreurs sur les champs (6.76), (6.77), (6.84), nous ob
tenons finalement l'existence d'une constante C({}n) > 0, indépendante de k, telle
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~~ r Ifk+l_fkI2dxd~
2 dt JIR3 xIR3

< IIV'dkIIL= L3 (L3 Ifk+1
- fkld~) x

x {IE1- E1-1
1 + IEf - Ef-ll + IBk - Bk-II} *e"dx,

< C(en ) Ilfk+l - f k ll L2 Ilf k
- fk-111L"

Ainsi, nous établissons l'inégalité suivante

Par récurrence, nous en déduisons l'estimation suivante de fk+l - fk dans l'espace
L 2(JR3 x JR3)

Ilfk+l _ fk(t)llL' <:: (C(~) t)k

Ce qui prouve la convergence forte pour tout T > °dans L 2([O,T] x JR6) de la suite
Cr)kEIN vers f et compte tenu de (6.76), (6.77) et (6.84), la convergence forte de
(Bk(t),El(t),Ef(t)hElN dans ][,2(JR3) x ][,2(JR3) X JL6(JR3) vers (B,EL,ET)'

La limite ainsi obtenue satisfait les équations suivante au sens des distributions

- b.B(t,x) = (V' x j * en) (t,x;), V' B(t,x) = O.

Puis, sur le champ électrique longitudinal

De plus, ET E LOO([O,T]: Y) est solution du problème variationnel,

ln ln
oj

V'Er(t) Vw dx = ,,(t) * en' w d;D, 'v'w E Y.
. m3 • JR3 ut

(6.85)

(6.86)

(6.87)

En utilisant la régularité des champs, la fonction f vérifie f E Cl ([O,T] X JR3 x JR3),
avec f(t) à support compact et p,j E C,l([O,T] X JR3),

of
ot + v(~) . Vxl + (EL + ET + v(Ç) x B) * en . Vd = O.

Étant donné que les termes sources des équations (6.85), (6.86) et (6.87) sont régularisés
en espace et dérivable pour chaque t à dérivée continue en temps, nous avons B,
EL E C1([O,T]: c oo (JR3) n JHI(JR3)).

Montrons maintenant que (ET,EL,B) vérifient le système de Darwin régularisé
(6.59). Nous remarquons d'abord que V x (V' x B(t) - j *en(t)) = °et V x B(t) 
j * en(t) E ][,2(JR3), il existe donc une unique fonction]J E Y telle que

V' x B(t) + VI' = j *en(t). (6.88)
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De plus, en prenant la divergence de l'équation (6.88) et compte tenu de (6.86), il
vient

Nous avons donc
aef;

L'l(p - iJt) = O.

Puisque les terme sources ptt) et j(t) sont à support compact et \1p, 8ff/ E ][}(JR3),
nous établissons que

" aEL
vp+ fit =0,

ce qui donne la première équation du système (6.59)

aEL .
--;:;- + \1 x B = J * On'ut

(6.89)

Ensuite, à partir de l'équation (6.87) vérifiée par ET, nous considérons 'P = ('Pl,'P2,'P3) E
('D(JR3))3 et posons w = \7 x 'P, alors w E V(JR3) et \1. w = O. Nous pouvons donc
prendre w comme fonction test

( a' )< \7 x -L'lET + a~ * On ,'P >= O.

Il existe donc une fonction scalaire P2 E L 2 (JR3), telle que

Or en dérivant par rapport au temps l'équation (6.89), nous obtenons

aB
c;- + \1 x ET = O.
ut

Ce qui montre que les champs (ET,EL,B) sont solutions du système de Darwin
régularisé (6.59).

6.6 Étude de l'existence de solutions faibles.

Dans eette partie, nous supposons que 10 vérifie les hypothèses suivantes

Considérons une suite de fonction (E!},EZ,Bn,jn) solution du problème régularisé
(6.58)-(6.59) et rappelons l'estimation de l'énergie sur le problème régularisé qui est
uniforme par rapport à n:

(6.90)
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(6.91)

et l'estimation sur la composante transverse du champ électrique ET sous une condi
tion de petitesse sur la donnée initiale (6.23), puisque l'injection de II} + JL6 dans

') .
lLioc est continue

"IR> 0, =] CR > 0, j,' IE5Wdx <::: CRE.
B(O,R)

Les estimations (6.90) et (6.91) donnent le bon cadre fonctionnel pour décrire le
produit (EL + ET + v(t;) X E) f dans Ltoc' puisque les termes sont dans Lfoc'

En effet, ces estimations permettent d'extraire des sous suites faiblement conver
gentes dans l'espace LfocUR3). Cependant, comme nous n'avons pas d'information sur
les dérivées nous ne pouvons pas garantir l'égalité des deux quantités

Pour cela, nous utilisons le Théorème suivant, démontré dans [6, 19]

Théorème 6.2 Soient n = (O,T) x JR3 et v(Ç) E L't;,JJR3,JR3), satisfaisant

et une suite .f" bornée dans Lfoc(n x JR3) qui satisfait pour tout 1/J E 7J(JR3), la suite

{IIR
3

(Ult
n

+ \lx' v(t;) r) 1/J(V)dV}

est compacte dans Hl~~(n). Alors, la suite

est compacte dans Lfoc (n).

(6.92)

À l'aide de ce Théorème, il reste à montrer que la limite du problème régularisé
converge bien vers la solution faible de Vlasov-Darwin. Ce qui achèvera la démonstration
du Théorème 6.1.

À partir des estimations Lfoc sur la suite (fn,E'L,Ey},En)n>o, nous déduisons qu'il
existe une sous-suite qui converge faiblement dans Lfoc vers (f,EL,ET,E).

De plus, les normes LP de .f"' sont également bornées car

r (3(r(t,x,Ç))dxdt; <::: r, (3(.fo(x,Ç))dxdt;, "1(3 E C(JR+).
J~x~ Jm3x~

Ainsi, la solution du problème régularisé vérifie au sens des distributions: V 1/J E
7J(JRD

r (ur + v(Ç) . \l r) 1/J(Ç) dt; = r, gn . \l7jJ(Ç) dt;,
.JIR3 ut Jm3
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avec gn = (EL + E!} + v(f,) x Bn) * en r. Nous savons que EL' ET et B n sont bornés
dans ILfoc((O,T) x IRa) et r est bornée dans LOO((O,T) x IR3 x JR3), donc le terme
gn. \7,p(f,) est borné dans Lfoc((O,T) x JR3 x B(O,R)), pour tout T, R:S: +00. De plus,
pour tout u E JR et cr E 52, en appliquant le théorème des fonction implicites à la
fonction /30 (-) définie par

/30(Ç) = v(Ç) . cr ~ u,

nous avons
I{ç E JR3, v(f,)· (J = u}1 = O.

Grâce au Théorème 6.2, nous obtenons alors

'eh/J E D(JR~), IlR3r(t,x,f,) ·1jJ(f,)df, -+ !m3 f(t,x,Ç) ,p(Ç)df" dans Lfoc(JR+ x JR3).

Ainsi, nous montrons que 'ehf! E D(JRV,V<p E D((O,T) x JR~),

rT r (EL + E!}) <p(t,x) (r r(t,x,Ç) ,p(f,)df,) dxdt-+Jo JlE~3 11R3

faT !m3 (EL + ET) <p(t,x) (!m3 f(t,x,Ç) ,p(Ç)df,) dx dt, lorsque n -+ +00

et de la même manière, V'p E D(JR~),V<p E D((O,T) x JR~),

.[ j~3 (j~Jn(t,x,Ç),p(Ç) V(Ç)dç) x B n <p(t,x) dxdt-+

l T
IlR3(!m3 f(t,x,Ç) ,p(ç) v(ç) dl',) x B <p(t,:D) d3; dt, lorsque n -+ +00.

Nous obtenons donc un quadruplet (J,EL,ET,B) solution au sens des distributions du
problème de Vlasov-Darwin

et les champs électromagnétiques vérifient au sens des distributions

E 8EL - \7 x B = E J.
8t '

8B
8t + \7 x ET = 0,

\7 . B = 0, \7. EL = P,

\7 X EL = 0, \7. ET = O.

À l'aide de (6.6)-(6.8), nous montrons les propriétés suivantes

f E C(JR+,Loo (JR3 x JR3) - w*), EL,B E C(JR+,L2 (JR3) ~ w).
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6.7 Convergence de Vlasov-Darwin pour des petites VI

tesses.

Dans cette partie, nous supposons que la donnée initiale est uniformément bornée
par rapport à c, nous considérons les hypothèses suivantes.

Nous notons par (JO,EL.E:r,BE) la solution du système de Vlasov-Darwin (6.6), (6.8).
Nous nous intéressons à la convergence des solutions du système de Vlasov-Darwin

adimensionné lorsque le paramètre E tend vers zéro. Nous prouvons alors

Théorème 6.3 Soit fa 71.ne fonction positive, appartenant à LI n L OO (JR3 x JR3) et
71érifiant

r fa 1(1 2 dxdf, + r IEL (0)j2 + IB(0)j2 dx < Co.
lIftS X JR3 } JR3

où Co est une constante strictement positive indépendante de E: et fa satisfait la condi
tion de petitesse (6.23).

Alors, la suite de solutions du système de Vlasov-Darwin relativiste (6.6)-(6.8)
converge vers la solution faible du système de Vlasov-Poisson non relativiste, lorsque
E tend vers zéro. De plus, pour E: suffisamment petit, la condition de petitesse sur fa
devient inutile.

Nous montrons d'abord que la suite (EL(t))oo est compacte dans ILf!;(JR3
).

Proposition 6.7 Nous supposons que la donnée initiale vérifie (6.17). Alor's, la suite
de solution définissant le champ électriq'ue longitudinal (EIJoo converge fortement

dans L OO (JR+,ILf!;(JR3
)).

Avant de procéder à la démonstration de la Proposition 6.7, nous montrons le
lemme suivant qui donne une majoration de la densité de courant j.

Lemme 6.6 Sous l'hypothèse (6.17), la densité de courant j vérifie: il existe une
constante CUo) > 0, ne dépendant que de la donnée initiale fa, telle que

P'reuve : nouS définissons d'abord les fonctions de distribution if et fi par

si 1f,1 :::: liE.
SInon

et fi = JO - ff. Ainsi, nous posons
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D'une part, la conservation de l'énergie énoncée dans le Corollaire 6.2 implique

r 1~12 ff(t)d~ dx <::: (1 + h) [(0) et IIJf(t)IIL= <::: IlfoIIL='1IR6

Par une inégalité d'interpolation, nous avons

W
Iljf(t)II I1P4 <::: C Ilff(t)IIi!,;; UIR61~12 ff(t)d~ dX) "

Ce qui moutre que jf est uniformément borné dans JL5/4(JR3).
D'autre part, la conservation de l'énergie indique que j/f est borné dans JLl(JR3)

de la façon suivante

r fi(t)I~1 d~ dx <::: E (1 + h) [(0) et Ilfi(t)IIL= <::: IlfoIIL='
lIR6

(6.93)

Ainsi, par application d'une inégalité d'interpolation dans les espaces LP, nous avons

(6.94)

Il faut donc estimer Ilji II IL4/3 : nous posons alors

p~(t,x) = r. fi(t,x,Ç) d~.
1IR3

Par une inégalité d'interpolation et compte tenu de (6.93), nous avons

En d'autres termes,

Puis, en substituant cette estimation dans (6.94), nous obtenons

Ilj:fII IL5/4 < Cllj:fll~: Iljilli:/3 <::: (E (1+ h)[(0)t
5

(CUo) c 1
/
4r/5

< CUO)4/5 ((1 + h)[(0))'/5.

Ce qui montre que f = jf +.ii est uniformément borné dans JL5/4(JR3). o

Preuve de la P7'Oposition 6.7: nous rappelons que le champ électrique longitudinal
s'écrit Ei(t,x) = -'V<jJE(t,x), où </JE est solution de l'équation de Poisson
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De plus, les inégalités d'interpolation, énoncées dans la Proposition 6.2, donnent des
estimations sur les densités de charge et de courant: il existe une constante CUo), ne
dépendant que de la donnée initiale, telle que

Ainsi, puisque EL satisfait l'équation de Poisson, il existe une constante CUo) > 0,
telle que

IIEL(t)IIJLP <::: CUo), 3/2 < P <::: 12/5 et II\7EW)IIJLQ <::: CUo), 1 < q <::: 4/3.(6.95)

Pour obtenir la convergence forte de EL' nous devons maintenant estimer la dérivée
par rapport au temps de EL

aEE

c __L - \7 X BE = -cf.at
Le champ magnétique vérifie BE E ][,2(JR3) et

(6.96)

_!'>.BE= E: \7 X jE.

Or, d'après le Lemme 6.6, fit) est uniformément borné dans JL5/4(JR3) et le Lemme
6.2 permet de montrer que

(6.97)

Ainsi,

Ila~L IIJL5/4 <::: ~11\7 x BEIIJL5/4 + lIf(t)IIJL5/4 <::: C IW(t)IIJL5/4

Nous avons donc établi la majoration: il existe CUo) > 0, ne dépendant que de fo,
telle que

Ila~L IIJL5/4 <::: CIljE(t)IIJL5/4 <::: CUo).

Finalement, à partir de (6.95) et (6.98), nous avonS montré

- EL(t,x) est borné dans l'espace LOO(JR+,Wt~·;/4(JR3)),

(6.98)

BEe -
- mL est borné dans l'espace LOO(JR+,JLo/4(JR3)).

Donc, par application du théorème d'Aubin, la suite EL est compacte dans l'espace

LOO(JR+,JL~!c4(JR3)). Ce qui achève la démonstration de la Proposition 6.7 0

Nous rappelons d'abord les estimations, uniformes par rapport à c, obtenues dans
la première partie sous les hypothèses (6.17) :
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Ensuite, la fonction de distribution est bornée par la donnée initiale pour toute les
normes LP(IR6 )

lIr(t)IIL= 'Ô IlfollL=, lIr(t)lll 'Ô 1110111, Vt E IR+.

Enfin, en reprenant la démonstration de l'estimation sur le champ ET, nous pouvons
nous apercevoir que la condition de petitesse disparaît lorsque 0 est suffisamment petit

::J Co E]O,I[, 0'/2 Ao 'Ô Co.

Ainsi, pour tout R > 0, il existe une constante CR(Jo), ne dépendant que de la donnée
initiale 10 et R, telle que

(6.99)

De plus, le champ magnétique B est solution de l'équation de Poisson suivante au
sens des distributions,

-6.BE= EV' X JE, V'. BE = O.

En appliquant le Corollaire 6.3 et les inégalités d'interpolation sur la densité de courant
jE, nous obtenons l'estimation: il existe une constante C > 0, telle que

Ainsi, en appliquant le résultat de la Proposition 6.2 sur la densité de courant .i et le
Lemme 6.6, nous montrons l'existence d'une constante C(Jo) > 0, telle que

(6.100)

À partir de ces estimations, nous montrons l'existence d'une sous suite toujours
notée (r ,ELET,BE)oo et un couple (J,E), tels que

r(t,x,Ç) ~ l(t,x,ç) faiblement dans LOO (IR+,L2 (IR:J x IR3
)), lorsque E -+ 0,

et en rappelant que la suite (El(t))oo est compacte dans IL;f;(IR3 ), nous avons pour
tout R> a

E1(t,x) -+ E(t,x) fortement dans LOO (IR+,IL5
/

4 (B(0,R))), lorsque E -+ O.

De plus, les estimations sur les champs (ET,B E
) montrent qu'ils convergent vers zéro

fortement dans L foc (IR3
) .

Le passage à la limite dans les équations de Darwin ne pose pas de problème,
puisque la convergence faible suffit. Nous obtenons alors

V'. E = p, et
aE
7it = -J.
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Le traitement du terme non linéaire de l'équation de Vlasov est rendu possible par
la convergence forte des champs électromagnétiques. En effet, E Iv(Ç) 1::; 1 et d'après
les estimation (6.99) et (6.100) dans l'espace lLfocUR3) sur ET et BE, nous montrons
qu'au sens des distributions

D'une part, la convergence forte dans lL;i:UR3
) du champ électrique longitudinal El

vers la limite E et d'autre part la majoration de r pour toute les normes IJ'(JR6
)

impliquent la convergence au sens des distributions

El r -+ EJ, lorsque E -+ O.

Finalement le couple Ct ,E) est une solution faible de l'équation de Vlasov-Poisson.
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Résumé. Ce travail est consacre a l'étude de quelques problèmes de la physique des
plasmas: le transport de particules chargées et l'étude des collisions.

Dans un premier temps, plusieurs méthodes eulériennes' pouria discrétisation de l'équation
deVlasm.', modélisant le transport des partkules, sont proposées. L'originalité de ces méthodes
est l'utilisation d\m maillage ou d 1unegrille de l'espace clesphases pouvant.aller jusqu'à six
dirhensions.Unedémonstration rigoureuse de la convergence et des estimations d'erreurs
sont d'abord présentées pour un schéma simplifié. Puis des schémas d'ordre plus élevé sont
proposés et appliqués à-la physique des faisceaux. Leur précision permet de mettre en évidence
des phénomènes très fins comme la formation de halos.

Ensuite, des schémas déterministes appliqués à l'opérateur de Landau, qui décrit les colli
sions binaires dans un plasma, sont proposés. Des tests Ilumériques permettent de comparer
les différentes méthodes et mettent en évidence l'effet des collisions dans l'évolution du plasma.

Dans la dernière partie, le problème d'existence de solutions pour le modèle·de Vlasov
Darwin en dimension trois est traité. Pour cela, des méthodes classiques sut les équations
cinétiques et des résultats sur les problèmes elliptiques sont utilisés, Enfin, la convergence du
système deVlasov-Dar,'lin versVlasov-Poisson est prouvée.

Mots-clé. Physique·des Plasmas, système de Vlasov-PoissOll, méthode semi··lagrangienne,
schéma volumes-finis, équation de Fokker-Planck-Landau, systèmedeVlasov-Darwin,

Abstract. This work is devoted to the numerical simulation of transport of particles and
collisions:

~. . .'. ~

\iVe first propose a finite volume scheme to discretize the Vlasov-Poisson system) we prove
the convergence of the approximation to the couple ÇE,f)' which is the unique \veak solution of
the Vlasov-Poisson system. Then, a new scheme for solving the Vlasov equation using a phase
spacegrid is proposed. Several numerical results are presented in two and four dimensional
phase' space and thescheme is com~aredwith t!18 semi-lagrangian method. \Ve alsa give
numerical results of. beam propagation and halo formation in the transverse plan, '

The next part isclevoted ta the comparison of deterministic schemes to appro::Mimate the
Fokker-Planck-Landau equation, Nuruerical results for bbthspacehomogeneous and space
nonhomogeneous situations show theefficiency and thE') accuracy of the present method.

ln the last chapter, \\le proveglobal existence of weal<: solutions for theVlasov-Darwin
system with a restriction on the initial energy, From classical estimates on kinetic and elHptic
equations, ''ire finallyprove that "vhen thecharacteristic velocity ofparticlt;s is negligeable in
front of the lightvelocity, the solution ofVlasGv-Darwin system converges to the weak solution
of the Vlasov-Poisson sj:"stem. >

Key"':words. Plasma Physics, Vlasov-Poisson system, semi-Lagfangian methbd, finite vo
lume schemes, Fokker-Planck-Landau Equation, Vlasov-Darwin system.

,
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