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Introduction générale






Cette thése, effectuée sous la direction de Bernard Roynette, a pour théme I’étude
—de quelques équations différentielles stochastiques. Elle se développe autour de trois pro-
blémes n’ayant que peu de liens entre eux. C'est pourquoi nous introduirons ces sujets
séparément.

Le premier sujet mettra en valeur un phénoméne singulier de la théorie des grandes
déviations relative aux trajectoires d’une équation différentielle stochastique.

Le second établira 'existence, ['unicité ainsi que quelques autres propriétés de la so-
lution d’un systéme de deux équations différentielles stochastiques non-linéaires. Nous
montrerons également dans cette seconde partie que la solution du systéme peut étre
approchée par un systéme de particules interagissantes grice a la propagation du chaos.

Enfin, nous présenterons une étude développée autour du comportement asymptotique
des trajectoires d'une diffusion renforcée, c’est-a-dire d’une diffusion dont la dérive dépend
de tout le passé. En d’autres termes cette derniére partie concernera des processus 4 mé-
moire longue.

Un principe singulier de grandes déviations

La théorie des grandes déviations a pour but d’étudier et d’estimer le comportement

de certains événements rares liés & un phénoméne aléatoire. Elle s’intéresse donc, en parti-

~culier, a la probabilité qu'une trajectoire d’un certain processus stochastique atteigne un

domaine fixé. C’est dans cette thématique que s’inscrit ’étude qui suit. Nous considérons
un systéme dynamique déterministe et unidimensionnel

33':5 = b(mt):

ol b est une fonction continue, auquel nous administrons une petite perturbation aléatoire :
le systéme devient alors une équation différentielle stochastique

dX{ = b(X;)dt + edB;
X;=z€R,

ou B désigne un mouvement brownien. Nous cherchons alors & déterminer le compor-
tement de la diffusion X* lorsque le paramétre positif € tend vers zéro. Le processus
markovien X¢ va-t’il converger vers une solution du systéme dynamique déterministe? La
premiére étude relative & ce probléme remonte sans doute & 1970, date 4 laquelle ont été
publiés les résultats de A.DD.Wentzell et M.I.Freidlin concernant un systéme dynamique
perturbé dont la fonction b est lipschitzienne ([F-W1]). Leurs résultats figurent dans de
nombreux ouvrages consacrés 3 la théorie des grandes déviations (parmi lesquels [D-S],[D-
Z},|F-W2] et [V]). En fait, ils ont établi non seulement que la diffusion tend uniformément
vers ["unique solution déterministe du systéme dynamique sur tout intervalle [0,7] fini,
mais encore que la distance entre ces deux processus décroit avec une vitesse exponen-
tielle. Plus précisément, ils ont défini sur Pensemble des fonctions continues C([0,7]) la



fonctionnelle

1 T L 1
Ir(f) = 5/0 |7/ (t) —b(FE)2dt si feH

oo sinon,

oil H' désigne 'espace de Cameron-Martin, ¢’est-a-dire I'ensemble des fonctions abso-
lument continues. Ils ont alors montré que la loi de la diffusion X* suit un principe de
grandes déviations de vitesse 2 et de bonne fonctionnelle d’action Ir. Ainsi, lorsque b est
lipschitzienne, le comportement asymptotique de la diffusion est connu avec précision. Le
but de notre étude est de sortir de ce cadre lipschitzien et d’apporter un résultat précis
de grandes déviations.

En 1992, G. Jona-Lasinio, dans une intéressante discussion informelle, a donné la
" minoration des inégalités de grandes déviations avec une vitesse £2 pour une fonction b
uniquement mesurable ([J-L]). Ce résultat ne peut cependant donner entiére satisfaction
puisque la fonctionnelle d’action s’annule sur tout borélien de C([0,7']) muni de la norme
uniforme qui contient au moins une solution du systéme dynamique. Ainsi si le systéme
satisfait un phénomeéne de Peano, ¢’est-a-dire s’il existe une infinité de solutions issues de
Porigine x, il y a un manque d’information important sur le comportement asymptotique
des trajectoires sur une partie “non-négligeable” de C([0,7]).

Sortons maintenant du cadre des grandes déviations pour signaler des résultats éton-
nants obtenus dans le cadre d’une fonction b non-lipschitzienne. En 1982, R.Bafico et
P.Baldi, sans doute les premiers, ont considéré la perturbation de systémes dynamiques
vérifiant un phénoméne de Peano (|B-B|). En étudiant la diffusion associée, ils ont mis en
évidence et ont décrit les valeurs d’adhérence de la loi du processus stochastique lorsque
la perturbation tend vers zéro. Ils ont montré en particulier que le support de ces va-
leurs d’adhérence était contenu dans I’ensemble des trajectoires des solutions extrémales
(solutions quittant en premier la position d’origine).

Plagons nous, pour la suite , dans le cas particulier ol z = 0 et ol b est une fonction
impaire croissante continue et bornée vérifiant '(x) ~ C|z|"~! au voisinage de Porigine
(C' > 0 est une constante et 0 < v < 1). Dans ce cas, grace & la symétrie de ’E.D.S,,
il existe une unique valeur d’adhérence i la loi du processus, répartie uniformément sur
les trajectoires des solutions extrémales. Ainsi X* converge vers la solution extrémale
supérieure avec la probabilité 1/2 et converge vers la solution extrémale inférieure (opposé
de la solution extrémale supérieure) avec la méme probabilité 1/2.

Nous nous attachons & montrer que, dans ce cadre, la diffusion X°¢ suit un principe de
grandes déviations de vitesse ¢2, avec 1a bonne fonctionnelle d’action Iz définie ci-dessus,
sur I’ensemble des fonctions continues C([0,7°]) muni de la norme uniforme (ce résultat est
identique & celui rencontré dans la théorie de Freidlin et Wentzell, bien que la démonstra-
tion en soit différente). Comme ce résultat ne donne aucune information sur les boréliens
contenant une solution du systéme dynamique, nous étudions également la probabilité
que X° appartienne 4 un voisinage d’une telle solution déterministe. Evidemment, si ce
voisinage contient au moins une des deux solutions extrémales, 'événement n’est pas rare.
Dans le cas contraire, nous mettons en évidence un phénoméne singulier de grandes dé-

viations puisque cette probabilité tend vers zéro de fagon exponentielle, avec la vitesse
2(1-7)/(1+7)
g .



Cette description du comportement du processus stochastique lorsque son coefficient
- -de-diffusion tend vers zéro, repose sur une étude de la densité du processus par rapport i
la mesure de Lebesgue, étude faite en collaboration avec MM. Gradinaru et Roynette et
présentée également dans la premiére partie de cette thése. La densité de la diffusion a le
comportement asymptotique suivant:

- si (t,r) € R} xR est un point qui appartient au domaine contenu strictement entre
les deux trajectoires extrémales, alors la densité de X¢ en ce point décroit de facon
exponentielle & la vitesse ¢21-7/(1+7);

— si, par contre, (t,x) est strictement & “I’extérieur” des trajectoires extrémales, alors
la densité de X¢ décroit de facon exponentielle & la vitesse £2.

La démonstration de ce résultat repose tant sur des arguments probabilistes (transforma-
tion de Girsanov, formule d’It6, grandes déviations du mouvement brownien,...) que sur
des arguments analytiques (spectre d’opérateurs, solutions de viscosité des équations de
Hamilton-Jacobi).

Pour plus d’informations concernant les résultats obtenus, il est conseillé de lire direc-
tement I'introduction située au début de la premiére partie. Elle décrit de maniére plus
précise, a 'aide de formules, les différentes convergences énoncées. Signalons également
que 'idée de ce probléme a pris naissance au cours d'une discussion entre MM. Quknine
et Roynette sur la route de Quarzazate.

Systéme de processus autostabilisants non linéaires

La seconde partie de cette thése se concentre sur ’étude d’un systéme de deux équa-
tions définissant des processus autostabilisants. En d’autres termes, nous étudions un
systéme de deux E.D.S. non linéaires. Pour introduire le probléme considéré, nous avons
besoin de quelques définitions. Soient 8 : IR — IR une fonction continue impaire et
croissante, ¢ : IR — IR une fonction continue impaire et bornée, (B,;);>o et (Bt)t:zg deux
mouvements browniens indépendants tels que By = B, = 0, et une constante 1/2 < a < 1.
Nous nous intéressons alors au systéme d’équations suivant:

t ¢
X, =Xo+ B —I-a/ ¢+ vs(Xs)ds — (1 — a)[ B us(X,)ds
(E) 0 0

11 i
K;ﬂYd—FBt—i-(l—a)f qs*us(ys)ds—af B * v, (Y,)ds
0 0

P{X; € de) = w(dz) et IP(Y; € dz) = v{dx),

oil le produit de convolution est défini de la maniére suivante

B ugla) = fm Bz — y)un(dy).

La non linéarité de ce systéme repose essentiellement sur le fait que les termes de dérive
dépendent des lois de X et de ¥ : les deux équations sont donc couplées. Nous étudions



dans un premier temps l'existence et 'unicité des solutions d’un tel systéme d’E.D.S.,
puis le comportement de ces processus stochastiques lorsque le temps tend vers l'infini:
nous montrons alors que la solution (X3,Y;) se stabilise, c’est-a-dire qu’elle converge en loi
vers la distribution stationnaire. Lorsque a # 1/2 le probléme ne peut se reduire & I’étude
d’une seule équation différentielle. Nous montrons en particulier que les lois limites de X
et Y sont clairement distinctes.

Cette étude est motivée par la considération du systéme de particules stochastiques
suivant :

f ‘ ) ) 1 i N—,—,, . )
X’L,Nn — Xi1 B XENe _ X INnyy
& 0 + i Nn + M-n, L ;ﬁ( 5 8 ) 8
1 t Un
T T TP
Ny 4+ My, [y “ ’ ’ o
(F) < k_i t My
Y’l:,ﬂ’fn — Yz éz _ f Yi,Mn _ Yj:Mn d
t = ——Nn-l‘Mng;ﬂ(s s )ds
1 t dn |
ST YiMe _ xENnyge 1 <4< M,
\ Np+ M, [y ;gﬁ( ’ ) ’ -

N, et M, sont, ici, deux suites d’entiers tendant, vers I'infini quand n — oc, (B?,..,B™)
et (Bi,‘.,}?}Mn) sont des mouvements browniens indépendants de dimensions respectives
N, et M,,. Les particules de ce systéme sont de deux natures différentes et leur interaction
dépend de leur nature: deux particules de méme nature s’attirent et deux particules de
nature différente se repoussent. Lorsque le nombre de particules tend vers 'infini, nous
observons qu’il y a un phénoméne de propagation de chaos. Ainsi les (Xf’N ", f’M”‘) sont
asymptotiquement indépendantes et convergent vers la loi du couple de processus non-
linéaire {X;,Y;), solution de (E).

Les processus auto-stabilisants ont déja fait 'objet de plusieurs études. En particulier,
S. Benachour, B. Roynette, D. Talay et P. Vallois ([B-R-T-V] et [B-R-V]) ont considéré
IE.D.S.

1 t
Xt = XO + Bt — 5/ ﬁ *’U,(S,Xs)db’
0
P(X, € dz) = ult,dz).

(BE)

Dans l’équation non-linéaire (EE), le mouvement brownien, qui est un processus non
convergent, est perturbé par une dérive non linéaire et non bornée, ce qui permet de
montrer que le processus se stabilise a la limite. Par ailleurs les auteurs ont montré que
la solution de cette E.D.S. pouvait également étre approchée par un systéme infini de
particules, par un phénoméne de propagation du chaos. Ce travail a largement inspiré
cette partie de la thése.

Signalons également que Y. Tamura ([T1], [T2]) avait auparavant analysé une équation
semblable 4 (EE) en considérant une E.D.S. dirigée par le processus d’Ornstein-Uhlenbeck
(qui converge en loi quand le temps tend vers Vinfini) et dont la dérive non-linéaire est
bornée. La bornitude remplace le caractére rentrant de la fonction 3.



Mentionnons enfin un travail effectué par M. Deaconu et S. Wantz concernant un
- processus-non-linéaire auto-stabilisant réfléchi (JD-W/). Elles-ont décrit les solutions de
Iéquation :

.

1 [
Xt:Xg +Bt_§/ ﬂ*u(S,Xs)dS“’kt
[¢]
]P(Xt € dﬂ:) = U(t,dSE),Xt & ["1,1]

"

t t
e = [ Tany X)Lk = [ (Xl
\ 0 0
Ici, n est le vecteur unitaire sortant aux extrémités de U'intervalle [—1,1],

n(z) = sgn(x). X 13(z).

Dans cette équations figurent trois inconnues: le couple de processus {(Xi,k:),t > 0} et
la famille de probabilités (u(t,.),f > 0). M. Deaconu et S. Wantz étudient alors le com-
portement asymptotique de ce processus stochastique et montrent que, méme dans le cas
réfléchi, le processus se stabilise en convergent vers sa loi d’équilibre (mesure invariante).

Etude de quelques diffusions renforcées

Le but de ceite derniére partie est de présenter une étude, faite en collaboration avec
B. Roynette, sur le comportement asymptotique, quand le temps tend vers Uinfini, des
solutions de 'équation différentielle stochastique suivante:

) 1
dZt == dBt - (/ (I)(Zt _— Zs)dS) dt
0 ' (1)
Z{] = 0,

ol B désigne un mouvement brownien unidimensionnel et @ : IR — IR une fonction im-
paire mesurable bornée, vérifiant ®(x} > 0 pour z > 0. Dans cette équation la dérive 3
Vinstant ¢ dépend de tout le passé de la solution de 'E.D.S.: il s'agit donc d’une équa-
tion & mémoire longue. Cette recherche a été motivée par I'étude des marches aléatoires
renforcées, c’'est-a-dire des marches aléatoires dont la loi & Uinstant n € IN dépend de
tout le passé de la facon suivante: le marcheur cherche a retourner 13 ou il a passé le
plus de temps. Ce genre de processus a déja été étudié par plusieurs auteurs tels que
MM. Benaim, Bienveniie, Diaconis, Davis, Pemantle, Téth, Volkov...(voir, par exemple,
[Bl, D], [P], [P-V]). Un article a particuliérement retenu notre attention: il s’agit de
Pétude du comportement asymptotique de la marche aléatoire renforcée par les som-
mets, étude conduite par R. Pemantle et S. Volkov (JP-V]). Les auteurs montrent que
les trajectoires de ces marches aléatoires sont presque sirement bornées. Plus précisé-
ment, si R = {k : X,, =k pour un certainn} est le support aléatoire du processus, alors
IP(|R| = 5) > 0 et IP(|R| < o0) = 1. Ils décrivent, de plus, le comportement asymptotique
de maniére précise. Ce résultat irés intéressant nous a motivé a observer ce qui se passe



dans le cas continu: les trajectoires de la diffusion & mémoire longue (1) sont-elles conver-
~gentes? ‘Sont-elles bornées? La comparaison entre 1’équation que nous avons considérée et
le cas discret s’arréte au niveau de cette motivation puisque la dérive de TE.D.S. (1) en
un certain point dépend de la mesure d’occupation de Z dans tout I'espace (IR) et non
seulement dans un voisinage du point considéré (positions voisines pour le cas discret).

Dans le cas des processus continus, le comportement de certains processus dont la
dérive dépend de toute la trajectoire passée a déja fait I'objet de plusieurs études. Citons,
dans le contexte des diffusions auto-évitantes, les travaux de J.R. Norris, L.C.G. Rogers,
D. Williams (|[N-R-W]) et de R.T. Durrett et L.C.G. Rogers ([D-R}). Les premiers ont
étudié le comportement de la solution de

t s
thBtJr/ dsf du f (X, — X.),
0 0

avec B un mouvement brownien d dimensionnel et f(z) = ¥(z)z/||z|| od ¥(z) > 0. Les
seconds se sont concentrés sur le cas, en dimension 1, de ’équation

t
Xt = Bt — f g(XS,L(S,XS))dS,
t]

oi1 I désigne le temps local de la diffusion X. Dans les deux cas, les auteurs ont considéré
le rapport X/t et ont cherché a borner les limites supérieure et inférieure lorsque le temps
tend vers 'infini, ou & prouver la convergence presque siire de cette expression.

Les autres diffusions & mémoire longue qui ont été considérées jusqu’ici sont les diffu-
sions renforcées, c’est-a-dire les solutions de I'E.D.S. (1). Cette équation fait déja objet
de plusieurs études dans le cas de fonctions @ particuliéres. M. Cranston et Y. Le Jan ont
décrit le comportement asymptotique des trajectoires dans deux cas particuliers ([C-LJ]).

— Le premier concerne la fonction ®(z) = ax, avec @ > 0 une constante. La solution

de 'E.D.S. s’écrit alors de facon explicite sous forme d’intégrale stochastique ce qui
permet aux auteurs d’en déduire la convergence presque sire des trajectoires de la
diffusion lorsque le temps tend vers l'infini.

— Le second cas considéré est celui de I'interaction “constante” pour une E.D.S. uni-
dimensionnelle, ¢’est-a-dire ®(r) = asgn(z). Méme si, dans ce cas, la solution n’est
pas explicite, les auteurs montrent quand méme la convergence presque siire des
trajectoires grace a des principes de comparaison. Q. Raimond ([Ra]) étend ce der-
nier résultat au cas d’une diffusion dans IR™ avec n» > 2 en considérant I'interaction
constante: ®(x) = az/||z||.

Le but de cette partie de la thése est d’étendre les résultats de convergence (dans
le cas d’une diffusion unidimensionnelle) & des interactions plus générales. En fait, nous
montrons que, si ® est une fonction croissante, alors, sous des hypothéses trés faibles,
les trajectoires convergent presque stirement. Les conditions imposées 4 la fonction d’in-
teraction exigent un certain comportement au voisinage de l'origine. En effet, nous sup-
posons qu'il existe une constante C' > 0 et un polynéme Py de degré &k € IN™ vérifiant
lim, o Py(2) = +oo tels que, au voisinage de Porigine,

|®(z)| > Cexp—F; (%) : (2)



Ce résultat n’est évidermument pas optimal, cependant, la condition est relativement faible.

~Pour-démontrer la convergence des trajectoires, il suffit en fait-de reprendre la plupart des
arguments fournis par M. Cranston et Y. Le Jan. Dans le cas d’une fonction continue et
décroissante sur IR , la méme méthode ne marche plus car la monotonie globale (sur tout
IR) est un argument fondamental de la preuve. Ainsi, nous n’obtenons, dans ce dernier
cas, que la bornitude presque sfire des trajectoires.

Puisque la condition (2) est faible, nous avons cherché 4 comprendre ce qui se passe
lorsque l'interaction n’est pas locale, c’est-a-dire lorsque la fonction @ s’annule dans un
voisinage de l'origine. Pour cela, nous avons considéré 'équation (1) avec la fonction
d’interaction ®(z) = sgn(z)Ijs>a; ot @ > 0. M. Cranston et Y. Le Jan avaient déja fait
remarquer que, presque siirement, les trajectoires de telles solutions ne convergent pas.
Le comportement dans ce cas limite est donc bel et bien complétement différent. Nous
montrons en fait que, méme si les trajectoires ne convergent pas, elles restent bornées
presque sirement. Ce résultat repose sur des principes de comparaison ainsi que sur
I'étude du temps passé par une diffusion dans un certain intervalle.
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Premiére partie

Un Principe singulier de Grandes
Déviations
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Introduction

Congidérons sur [0,7] I'équation différentielle stochastique:

dX: = edB, + b(X?)dt W
X:=0.

oil b est une fonction continue et B est un mouvement brownien unidimensionnel. Si b est
une fonction lipschitzienne, alors la solution X* converge uniformément sur [0,7] lorsque
£ — 0 vers unique solution du systéme dynamique suivant

z'(t) = b(z(t))
{ #(0) = 0. (2)

De plus, Freidlin et Wentzell ont étudié la vitesse de convergence sous la forme d’un
principe de Grandes Déviations {cf par exemple [F-W], chapitre 5.6 de [D-Z], chapitre 1.4
de |D-5], section 6 de [V]). Avant de poursuivre, introduisons quelques notations ainsi que
la définition d’une fonctionnelle d’action.

Soit x un espace topologique muni de sa tribu borélienne B, .

Définition 1 Une fonctionnelle d’action I est une fonction semi-continue inférieurement
I @ x = [0,+00]. Une fonctionnelle d’action est dite bonne st pour tout ov, {x : I{z) < o}
est un compact de y.

Freidlin et Wentzell ont montré que X¢ suit un PGD dans C({0,T]) de vitesse &> avec la
bonne fonctionnelle d’action

1 r ! 2 : 1
my=1 3] FO-dsEFd s reH 3

co sinon,

ott II' désigne Vespace de Cameron-Martin, c’est-a-dire P'ensemble des fonctions abso-
lument continues sur [0,7]. En d’autres termes, si P est la loi de X, alors pour tout
borélien I' de (C([0,7]),l|-lle), on obtient 'encadrement

— inf Ip(x) < liminfe?ln P*([) < limsupe? In PE(T) <€ — inf Ip(x). (4)
zecl© g0 0 e

La démonstration repose essentiellement sur la continuité de 'application 8 € C{[0,T]) —
Y (6) définie par

V(£,0) = 8(t) ~ /0 t b(Y (s,0))ds, te€[07]. (5)

13
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Cette continuité permet d’appliquer un principe de contraction mettant en relation le

PGD dela diffusion X*¢ 4 celui du mouvement brownien, lequel est mis en évidence parle -

théoréme de Schilder. 11 est donc impératif pour cette démonstration que P'équation (5)
admette une unique solution, ce qui est vérifié lorsque b est une fonction lipschitzienne.
Le but de ce chapitre est d’étendre ce résultat de Grandes Déviations aux diffusions dont
la dérive n’est pas lipschitzienne. G.Jona-Lasinio a déja donné, sous la forme d’une dis-
cussion informelle [J-L], des estimations du type de celles de Freidlin et Wentzell pour une
équation différentielle stochastique avec dérive mesurable, mais ses résultats sont claire-
ment plus faibles que les estimations habituelles.

Pour la suite, nous allons considérer que & satisfait aux conditions sulvantes:

(H1) b est une fonction continue impaire croissante, &' € C(]0, + co[) et 5! est intégrable
au voisinage de 0.

(H2) il existe 0 < v < 1 et C > 0 tels que ¥'(z) ~ Cylz|""1 au voisinage de l'origine.

Sous les conditions de continuité de b, la famille {P. : £ > 0} est étroitement relati-
vement compacte quand € tend vers zéro. De plus, toute valeur d’adhérence P a son
support contenu dans I'ensemble des trajectoires des solutions du systéme dynamique (2).
Ce résultat manque évidemment de précision puisque, sous la condition (H1), le systéme
dynamique vérifie le phénoméne de Peano. En d’autres termes, il existe une infinité de
solutions non constantes a 'équation (2). Pourtant Bafico et Baldi ont montré que sous la
condition (H1), il existe une unique valeur d’adhérence P dont le support est 'ensemble
des trajectoires des solutions extrémales de (2), la solution extrémale supérieure (Tesp.
_inférieure) étant la solution qui quitte en premier Fintervalle | — 00,8] (resp. [—4, + oo[)
pour 4 > 0.
Le but de ce chapitre est de donner des estimations de la vitesse de convergence de P. en
termes de Grandes Déviations.
Nous étudierons dans une premiére partie a quelle vitesse la densité pi(z) de X{ tend vers
zéro pour (t,z) n’appartenant pas a la trajectoire d’une solution extrémale de I’équation

(2). Nous mettrons alors en évidence un phénomeéne particulier : la vitesse dépend forte-
ment de la position de (t,z), en ce sens qu’il apparait deux vitesses différentes dans les
Grandes Déviations. Plus précisément, si le point (¢,x) est tel que |z] > K 1(2), ot Kt
est la fonction réciproque de fgx %, il existe une fonction strictement positive k; telle que

lim &% Ingf (¢) = —Fy(j2).

Ceci signifie que, dans le domaine cité, la densité décrolt de facon exponentielle 4 la vi-
tesse 2, comme dans la théorie de Freidlin et Wentzell pour des perturbations aléatoires
de systémes dynamiques.

Par contre, pour (¢,2) appartenant au domaine situé entre les trajectoires des deux so-

lutions extrémales, i.e. |z| < K '(t), la décroissance exponentielle de la densité a pour

vitesse 21-7/U47) | Plus précisément, nous montrerons que, pour de tels points (¢,z),
20

lim e T Inpi{z) = A (K(|z]) — 1) -

-0
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la solution K~1(1)

extrémale supérieure
T

x\ 7
lo solution

extrémale inférieure \

FIG. 1 - Solutions du systéme dynamique

oll A1 est la premiére valeur propre positive de 'opérateur de Schrédinger

1 Cy C?|z|>
Sde® 2z 2

Dans une seconde partie nous exposerons un principe de Grandes Déviations fonctionnel.
En d’autres termes, si b est bornée et strictement croissante, nous démontrerons que P,
la loi de X* vérifie les estimations (4). De plus, si ¢ est une solution non extrémale du
systéme dynamique, alors il existe & > 0 tel que

lim 20/ I P | sup [ X7 — ()| <6 ) = M(K(|o(T) +8) = T)
20 t€[0,T]

Ainsi, si le Borélien considéré dans la formule (4) ne contient aucune solution du systéme
dynamique (voir Figure 2), la probabilité pour que X* appartienne a ce Borélien décroit
de facon exponentielle avec une vitesse de 'ordre de £2. Par contre, si le Borélien contient
une solution, deux cas se présentent : soit cette solution est une solution extrémale et, dans
ce cas, la probabilité d’appartenir i ce Borélien ne tend pas vers 0 puisque la solution en
question appartient au support de la loi limite P, soit le Borélien ne contient aucune des
solutions extrémales et alors la probabilité que X¢ appartienne & cet ensemble tend vers
zéro de facon exponentielle avec pour vitesse £2(1-7)/1+7,

Fig. 2 — Borélien T
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Chapitre 1

Principe de Grandes Déviations pour la
densité

Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions un principe singulier de Grandes Déviations pour une

diffusion de coefficient € > 0 et de dérive b, ol b vérifie les hypothéses (H1) et (H2). Le cas
particulier b(z) = sgn{z)|z|” avec 0 < v < 1 a fait Pobjet d’une prépublication [G-H-R].
Dans tout ce chapitre, nous faisons les preuves dans le cas b{z) = sgn(z)}|z|?, et nous
discutons de leurs extensions au cas d’une fonction b vérifiant (H1) et (H2).
Le plan de ce chapitre est le suivant: dans la premiére section nous rappelons quelques
résultats d’existence de solutions d’E.D.S et E.D.O. ainsi que les résultats de Bafico et
Baldi [B-B| concernant la dérive b. De plus, nous donnons quelques représentations de la
densité pj. Nous développons, en particulier, la densité en série de termes dépendants des
valeurs propres et fonctions propres d’un opérateur de Schrodinger. Ce genre de dévelop-
pement a déja été étudié par Kac [K]| pour des potentiels continus, et nous adaptons ce
régultat & notre situation. La deuxiéme section est consacrée i la convergence de la densité
en vitesse logarithmique 2. Nous calculons la limite pour les points (£,z) qui ne sont pas
situés entre les trajectoires extrémales (voir Théoréme 1), et nous donnons une majoration
pour les autres points. Dans les deux derniéres sections, nous étudions la convergence de
la densité en vitesse logarithmique £2~7/047) pour les points (¢,z) situés entre les deux
trajectoires extrémales. Une majoration est obtenue dans la section 1.3, pour une dérive
particuliére b(z) = sgn(z)+/]z|, en utilisant des arguments de Grandes Déviations (voir
Théoréme 2}. En particulier, nous obtenons le comportement de

1 1
lim 2% In IE {exp—gf {bs|ds},0<t< 1,
0

=0

ou {b; : s € [0,1]} est un pont brownien standard (voir Proposition 9). La limite précise
est obtenue dans le Théoréme 4 par Iétude (développée dans la section 1.4) de solution
de viscosité d'une équation de Hamilton-Jacobi. Les idées sont inspirées du livre de Barles
IB}, mais, ici, nous sommes en présence de difficultés nouvelles: b, par exemple, n’est pas
lipschitzien.

17



18 ' Chapitre 1. Principe de Grandes Déviations pour la densité
1.1 Préliminaires

1.1.1 Reésultats d’existence

Dans ce paragraphe, on rappelle quelques résultats d’existence pour I'E.D.S

dX; = edB; +sgn(X)| XE|dt
X -0, (1.1)
pour 'E.D.O.
xt = sen (@ ) m Y
{ I«.[:} :{]g_ ( t)[ tl (1_2)

et de convergence {voir [B-B]).

Proposition 1 Il existe une unique solution forte de 1.1. De plus, pour toute fonction
Borélienne f, E[f(X})] est égal i

| f(cB B[ 7_ {15 7-1g ! "B 2vg 1.3
JieB) exp (y+1)el=r 2617 g 15| P o 0 1B do 13

Preuve:

Les résultats d’existence, d’unicité faible et de non-explosion sont des conséquences du
théoréme de Girsanov et du critére de Novikov (qui est satisfait ici puisque v < 1).
L’unicité trajectorielle est une conséquence de la Proposition 3.2 dans [R-Y] p. 370. En
appliquant le théoréme de Girsanov, on a

® |/ ()| -mlreen{ [ P A a— / E Bas)].

et ainsi (1.3) résulte de la formule d’Tto6-Tanaka (grace a la convexité) et de la formule
d’occupation. QED

On étudie maintenant le systéme dynamique (1.2) et le comportement, quand ¢ — 0,
de la loi P. du processus X*:
Proposition 2 L’équation (1.3} admet une infinité de solutions:

{et=NY A2 05 —eft=NY A =0}
ot ¢, est une constante. On note

pra(t) = £{(1 -9t}

les solulions extrémales du systéme dynamique. Alors P, tend vers %6,3l + %5,92, quand
g — 0. _

Preuve: Le résultat d’existence est évident. Par le Théoréme 5.2 dans [B-B], p. 291 on
a: si P est une valeur d’adhérence {P.}, quand ¢ — 0, alors P est concentré sur les
trajectoires des solutions extrémales p: et po:

1 1
P = 55,01 + §6p2.
QED
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1.1.2 Cas particulier: v = 0

On note que, dans le cas v = 0, les calculs sont explicites: on calcule la densité et on

montre que la diffusion tend vers les solutions extrémales (les solutions de ’'E.D.O. étant
généralisées i.e. différentiables) de I'E.D.O. suivante

{ x, = sgn(z)

.’E[)EO,

qui sont p; 2(t) = +¢. Dans ce cas particulier, la diffusion X* est solution de I'équation
différentielle stochastique:

{ dXf = =dB; + sgn{X;)dt

f
X5 =0, (1.1)

et on obtient une expression de la densité p}(z) de X} par rapport & la mesure de Lebesgue:
Proposition 3 Soit p(z) = [ e ¥*/2dy. Alors,

o1 (el =P\ 1 (el VE\._ 2]
pt(m)—s\/rﬂ'te}(p_{ 2e?t } 22 (5\/5+ a)eXp g2’ (1.4)

De plus, quand £ — 0,

, 1 t R
pi(x) ~ (1— (|x|+t))expm——, st 2 #0,

v 2mt 2e%t
pi{x) ~ —E—exp—— siz=0
g 273 262’ -
En particulier, pour tout (t,z) € Ry x IR"
. 2 5 _ (‘1" - t)z
e i) =~

el
2

4
: 2 gl _ _ T
11335 hP(IX{| -t > = 57"

Preuve: Par le théoréme de Girsanov et la formule d’Ité-Tanaka, on obtient

Bl (] =B sl e {2 - 20— L),

ou f est une fonction Borélienne paire (on peut se restreindre aux fonctions paires puisque
—X¢ est également solution de (1.17)) et Ly est le temps local en 0 du mouvement brownien.
Par ailleurs, par le théoréme de Lévy, (|B:[,2L;) a la méme loi que (S; — By,S;), ol

S, = sup B,. Alnsi
0<s<t
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Or la loi du couple (B;,S:) est connue (voir, par exemple, [K-S] Proposition 8.1, p. 95):

(2b - a) (2b — a)?
B <-“ > .
P(B; € da,S; € db) = s exp o7 dadb, pour a <b ,5>0

On en déduit

E[f(X?)] f / j%b {—@bg—“ﬁ—g—%}f(e(b—a))dadb.

Par le changement de variables z := £(2b — a) et y := (b — a), on obtient

2
B = 5o [ e {—m B - - g iy
_ 2y (y+1)°
a 5\/%/ I {52 2e2t }dy
v 2y
2@ / (f e 2 dv) fled gy

L’expression de la densité {1.4) est issue de cette derniére égalité. De plus, par la méthode
de Laplace, on obtient les équivalents de 1’énoncé de la proposition. QED

1.1.3 Quelques représentations de la densité

Dans ce paragraphe, on décrit quelques représentations de la densité de X;, solution
de Péquation (1.1), pour 0 <~ < 1.

Proposition 4 Pourt >0, >0,z € R:

‘z")‘“H- 2

pilz) = a/g?e"p{w - m}

y P! (1.5)
xIE [exp {—Ef lzs + ev/thy|" " ds — 2—65/ lzs + 5\/555270{8}] 1
0 o

ot {by : £ € [0,1]} est un pont brownien standard.

Remarque 1 On peut étendre cette proposition pour b vérifiant (H1) sans difficulté. On
obtient alors

pi() = A exp { Ued — 23]
t ot 1
xIE {exp{—-é/ b'(xs +eVth,)ds ~ 53 b2(ass+c“\fb )dsH
0

ot G(z) = [ b(

(1.6)

Preuve de la Proposition 4: Par (1.3) dans la Proposition 1 et par la propriété de
changement d’échelle du monvement brownien, on obtient

$lr+1)/2

+1
Groe

Ef(X])] =T [f(sﬁBl> exp {
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7)‘;{')""1)/2
e |B T lds — 2 — |B [?7ds 3| .

On décompose le mouvement browmen comme suit :

By =gt+b,

ol g est une variable aléatoire Gaussienne standard indépendante du pont brownien b.

Aussi, .y
y+1)/2 2
E[f(X$)] = / Mexp {(—t_'_mj,;lylw.l - %—} dy

At /2 , 0
x]E[exp{ gy / ys + b7 ds—2227/ |ys+bi"’ds}]

Par le changement de variable z = £/2y, la formule ci-dessus devient

o [ f@) [+ z’
}E[f(Xt)]“/Rg QWteXp{(’Y‘i—l)EQ - 252‘5}

t ! ¢ [
xIE [exp {—:Yz—f @+ e/t ds — 522 / x5 + £v/th, IZWdSH dz
0 0

ce qui entraine I'expression de la densité (1.5). QED

Une autre expression utile de la densité est contenu dans le corollaire suivant :
Corollaire 1 Pourt >0, ¢ >0 et x € R, lo densité pi(x) est égale &

1 Laan 2 E t/s(e} 17 Bs)d
eVt eXp{('H 1)e2 28215} <o [P _/0 7 *

0@t on note s(g) = 20/ et V' le potentiel donné par

By = 0} (1.7)

Viz) = —— + a2, (1.8)

R

Preuve: Conditionnant par rapport a4 {B; = z} dans {1.3), on obtient
1 | x?
E[f(X{)] = R P o o S

o0l= [, gl o | Gl - 5

v [ L/
x g [exp — {251“7/0 \Bs|"’—1ds - 2—82—2,),f IBs|27d,3}
) 0

La fonctionnelle du mouvement brownien qui apparait dans Pintégrale du second membre
de I'égalité précédente est invariante par renversement du temps. On obtient ainsi

v 1 [
£y [exp— {261_7[0 |B,["tds — 252_27/ Bsr2')‘d3}
0

Bt:x].

Btzm}
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it ‘ 1 1 ! 2
— - Y
= ]EIL‘ [eXp— {261"7_/0 |BSIT ds - 262_27‘/{; lBS‘ ds}

Par la propriété de changement d’échelle, on parvient a la formule (1.7). QED

B;=0:|

Le résultat suivant contient un développement en série de la densité de X; en termes
de valeurs et fonctions propres d’un opérateur de Schriodinger. Ce type d’expression a déja
été considéré par Kac [K], p. 194 pour des potentiels continus.

Proposition 5 1) Pourt >0, >0 etz € R:

ey 1 TR W S A
pi(z) = )P exp { o+ 1)62}26 & s (0)e); (53(5)_1/2) ) (1.9)

j=1

ou A; et ; sont les valeurs propres et fonctions propres normalisées dans L*(R) de
Uopérateur:
142 1
“3az T2V )

V' étant donné par (1.8). De plus, la série est uniformément convergente a i fixé et pour
x appartenant ¢ un ensemble compact de IR.

2) la multiplicité de \; est égale 4 1 et la fonction propre correspondante est strictement
positive ¥1{x) > O pour toul x € IR.

Preuve:1) On considére le semi-groupe & un paramétre suivant

(@) = B [ (B o | tV(Bs)ds} ,

et on note a:{x,y) la densité de ce semi-groupe par rapport a la mesure de Lebesgue:

8_{$_y)2/,2t
at(ic;y) = W

Ainsi, en utilisant (1.7), on peut écrire

1 et 0.—%
P = i PP\ e ot Vs )

On remarque que, par définition, le semi-groupe T} préserve la positivité. Par ailleurs, le
générateur infinitésimal de T; = e~ #* est —H, oit H est un opérateur auto-adjoint positif.
En effet, cette propriété est vérifige par tous les semi-groupes de contraction auto-adjoints
(voir, [D2] Théoréme 4.6, p. 99) et on peut montrer

1/ '
E, [exp—§/ V(Bs)ds| B, = y} .
0

1 I
Tl r2im) 22wy < sup IR, {eXp_if V(Bs)dSJ <1,
z€R 1]

puisque V (-} > 0 (voir, par exemple, [Cal, p. 271).
On sait (voir [D-S] Lemma 2.1 p. 339) que la densité d’un semi-groupe, vérifiant toutes
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les hypothéses précédentes et étant un opérateur i trace, peut se développer de la fagon

suivante o
| = Zeﬂ\wx)wj(y).

Ici les A; et les 1p; sont les valeurs propres et les fonctions propres normalisées du spectre

discret de I’équation
1
—5¥"() + 5 V(@)(z) = (o).
De plus, la convergence de cette série est uniforme sur tous les compacts de IR x TR.
Pour obtenir le résultat (1.9), il reste donc & montrer que 7} est un opérateur a trace. Or,

i
aln.7) < —\/;_—ﬁ_tJE {exp—% /0 o~ bgﬂz”’dsJ — ayln3), (1.10)

ot b%* est le pont brownien allant de 0 & 0 sur [0,{] (ainsi le pont brownien standard
correspond & by = b%) et G:(z,y) est la densité du semi-groupe généré par l'opérateur de
Schrodinger

1 d? 1~

- 1/ — |2
5 T V( ), avec V(z) = |z[*.

Puisque V € L2 (R) et lim,_,o, V(z)/|2|" = +00, on peut en déduire que l'opérateur
est & trace (voir aussi [D1] Théoréme 3.2, p. 488). Par le théoréme de Mercer (voir, par
exemple, [R-S1], p. 65), on obtient :

/ a¢(z,x)dr < 00,
]R‘ .

et alors, par (1.10),
[ ai(z,z)dr < oo.
JR

En utilisant une nouvelle fois le théoréme de Mercer, on déduit que T} est un opérateur i
trace.

2) T; est un semigroupe de contraction irréductible: soit B C R, {f € L*(R)|f =
0 sur B¢} est invariant 4 gauche pour T} alors, modulo un ensemble de mesure nuile B = ()
ou R. Or la premiére valeur propre non nulle d'un semigroupe de contraction irréductible
est de multiplicité 1 et la fonction propre associée est strictement positive sauf sur un
ensemble de mesure nulle (voir [R-S2} p.202). Or comme

o) = [n e -3 [ Vs,

on en déduit que v (z) > 0 pour tout z € R. QED
Remarque 2 Dans le cas particulier v = 1/2 on trouve un équivalent de ¥;(x):

2
hi(x) ~ exp{«—gzr:g‘/2 +2vzA;}, quand x — co.

On peut alors penser que €*/°Inpi(x) tend vers A\ (24/]z| — t), si (t,z) appartient au
domaine contenu entre les trajectoires extrémales po(t) = £t2/4 (ici s(e) = £%/3).
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La seconde partie de la remarque peut &tre démontrée dans le cas simple suivant
z = es(2)? et pour tout 0 < vy < 1:
Corollaire 2 Pourt >0, 0 <vy <1,

]E%s(s) Inp(es()'/?) = =\t (1.11)

De plus, la convergence est uniforme sur tout compact de IR..
Preuve: Par (1.9), on a

p(ese)) = s e gy o e P n )

Comme V est minoré, il existe une constante K > 0 telle que
pour tout 7 = 1, |[¥lle0 < Klltll2

{voir [D1] Lemme 3.1, p. 488). Par la Proposition 5 2) et en utilisant les théorémes de
convergence classiques, on a

H(ese)) = rsmenn{ g = s} O +ols(e)

on obtient alors le résultat annoncé. 1l n’est pas difficile de modifier cette preuve pour
obtenir la convergence uniforme. QED
On observe maintenant la généralisation de ce résultat pour la diffusion (1) avec une dérive
b vérifiant les hypothéses (H1) et (H2). On utilise les mémes notations pour la densité
bien que celle-ci soit diftérente de celle du Corollaire précédent.

Proposition 6 Sous les hypothéses (H1) et (H2), pour t > 0,

lim s(e) In p(es(e)?) = —At, (1.12)

ot Ay est la premiére valeur propre positive de opérateur de Schridinger lié au potentiel

Cy

i C?zf>. (1.13)

V(z) =

De plus, ln convergence est uniforme sur tout compact de IR

preuve La preuve repose sur un argument d’encadrement. En utilisant le résultat (1.6)
de la remarque 1 et par un raisonnement analogue & celui de la preuve du Corollaire 1,
on obtient une expression de la densité

1 exp{G(SS(E)”?) 8(8)}

e/ 27t £2 2t

1 /-
xTE {exp—gf V(B;)ds
0

pi(es(e)’?) =
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ot G est la primitive de b et

V(z) =b'(ex) + bz(m).

=
Or comme &'(z) ~ Cvlz{""! au voisinage de 0 et que b(0) = 0, il existe n > 0 et deux
constantes C; <1, Cy > 1 proches de 1 telles que, pour [gz| < n,

2+2’y |SU| [ OCH_’?

=V < e

z
4 02024-2"{ | [ ,
g2
ce qui entraine (en notant x la fonction caractéristique),

E {X(sup j£B|<n) ex ——f V(B,)ds| B, = s(e )1/2}
s[04

1 [
<E [X (Sup leB,| < n) exp—E/ C?V(C,B,)ds| B, = 3(5)1/2} . (1.14)
0

5€[0,t]

On obtient la minoration en remplagant C; par Cp. On montre tout d’abord, par les
Grandes Déviations, que le fait d’introduire une indicatrice sous 'espérance ne change
pas la limite. Pour cela on considére R une fonction positive. On a alors la décomposition

suivante
t
E |x | sup [eBs] <7 exp—f R(B.)ds
s€[0,8] 0

~ & [oxp— [ R8s B = o]

t
~-1E [X (sup leB,| > 'r,r) exp—/ R(B,)ds| B, = 8(8)1/2] :
se[0.4] 0

Or, pour ¢ assez petit, le second terme du membre de droite est. majoré en valeur absolue
par

B = S(S)I/QJ

P (sup leBs| > n| B
$€[0,%]

= 8(5)1/2) < IP (sup le Bt + ses(e)/2 /1| > n)

s€[0,i]

< P| sup By 2n/2],
§€[0,1]

o1 B! est un pont brownien prenant la valeur 0 en £. Ainsi, en appliquant le principe

de Grandes Déviations du pont brownien, on obtient une décroissance exponentielle de

vitesse £ uniformément en ¢ sur tout compact de IR} . On montre alors que

4
limsup s(¢) InIE [X (sup leBs| < n) exp ~/ R(B,)ds
0

e—0 s€[0,2]

B; = 3(5)1/2]

¢
= limsups(e) InlE {exp—/ R(B,)ds
0

e=0

B, = S(E)I/Q] :
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En utilisant I'inégalité (1.14) on en déduit donc

t
lim sup s(¢) In p (es(£)*/?) < limsup s{¢) n TE [exp—%/ C2V (0, B,)ds| B,
0

=0 £-+0

= 3(5)1/2} .

La minoration est vraie également en remplacant C par Cs.
Par ailleurs, par une démonstration identique & celle de la Proposition 5, on obtient la
décomposition sous forme de série, pour i € {1,2},

1 s{g)

P——]E [eXpm~/ C?V (C;B,)ds
27t

Be=s(e)|

('2)\ -t

=6 WZ =& (045G,

ol A; et v, sont les valeurs propres et les fonctions propres normalisées dans L*(IR) de
I’équation
1 d? 1
~ 5 g ¥i(@) + 5V (@)e(2) = Ay (),

avec V défini par (1.13). On en déduit alors

lim sup s(e) In pf (e5(e)'/*) < —C?Ait,
g0
et
limiélfs(s) In pt(es(e)'/?) > —C2 At
£

En faisant tendre les deux constantes vers 1, on obtient {1.12). La convergence uniforme
provient de la convergence uniforme de la Proposition 5, puisque nous avons raisonné par
encadrement. QED

1.2 Convergence de &?1n p(x)

Le but de cette section est d’étudier le comportement de £2Inpf(z). Le résultat sera
optimal lorsque (£,x) ne sera pas situé entre les deux trajectoires des solutions extrémales
de (1.2). .

Théoréme 1 Si |z| > {t(1 — )}V, alors il existe une fonclion strictement positive ky
telle que
li_I}I(l) 2 lnpi{z) = ~k:(|z]). (1.15)

Remarque 3 Nous montrons également que, si |z} < {t(1 — v}}/*~7, alors

limsups?In pé(z) < 0, (1.16)

£—30

mais ce résultat sera amélioré dans la section 4.
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Preuve du Théoréme 1: De maniére évidente, par (1.5) on peut écrire

pi(z) = m/lz?t exp { (JﬂT:;EZ —~ 2?215} IE [exp (—F (eb) — "{ii—b))} :

ol .
F(eb) = 1{25/ |2 — Vieb,|" T du
0

et

' 1
J{eb) = g/ﬂ |z — Vieb, [P du.

i) (une majoration de limsup,_,, £* In pé(x))

|| ! ? (€b)

1 |7 T J(e

) < X — E lexp— =:ri{x).
Pi(z) < E\/27rte p{(’)f-l—l)a‘2 25%} [e P g? ] i)

La fonctionnelle J est une fonction continue minorée du pont brownien. Aussi, pour
étudier 7§ (x), on wutilise le principe de Varadhan (voir, par exemple [De-S|, p. 43). Ainsi,
en prenant le logarithme, on obtient

timsup gt (z) < o — & _ L g A(g
E_}gpg Peit) = v+1 2t 2 geH]} ’
ot pour ¢ € Hy,
1 1
A@L:t/‘Mu—v@MMFWu+/qd%mmL (1.17)
0 0

Tei

Hl = {qb(t) = /Otf(s)ds L f e LA[0,1]) et (1) = 0},

muni de la norme
1 1/2
6l o= ( [ weras)

On calcule le minimum de la fonctionnelle A:
Proposition 7 7] existe une fonction strictement positive k; telle que

' QEET - %g’ s x| < {H1 — ) }0e=)
¢Hy @ il (1.18)

e — & 4 2k (zl),  sinon.

On termine la preuve du théoréme et on décale 1a démonstration de la Proposition 7. Par
(1.18), on déduit (1.16) et

limsupe? In pi{z) < —k;(|z|).

e
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ii) (une minoration de liminf._,¢ &% In pS(x))

On remarque juste que F explose quand (f,z) est situé entre les trajectoires extrémales.
Dans la suite, on suppose que z > {t(1 — 7)}!/*~". On note & := L(z ~ Vtg,(0)) > 0,
ol ¢g est la fonction qui minimise la fonctionnelle A (voir la preuve de la Proposition 7
ci-dessous). On déduit de la preuve de la Proposition 7 que ¢y appartient a Pensemble
ouvert suivant

U :={p € C(i0,1]) : zu— Vtd(u) > ku, Vu € [0,1]}.
Par ailleurs, il existe n > 0 tel que

F($) < n.
max (¢) <7

Soit ¢ > 0 et soit V un voisinage de ¢y tel que

max J(g) < J{¢o) +4.

Notons alors W := U NV. On peut alors écrire

lim inf £ In IE [exp - (F(gb) n J(Eb))]

g—0 £ 2

. J(eb)
> ln‘;ri> 1onf £2nE [exp— (F(sb) + 2 ) ]I{ngW}]

< limi o, BT 2,
> liminfe* InP(eh € W) ll_I}I(l)E?] gle%(J(qS).

e—0

Par le théoréme de Schilder (voir par exemple [D-S}, p 18), on obtient

a2 J(eb) . 1 ey |2
liminfe?InTE |exp — { F(gb) + —; > — inf = [ (¢(w)|[*du — J(d) — 6
e—0 g pcwnH} 2 fy
1
Z “544(450) — 4.
Quand on fait tendre § vers zéro, on a
r+1 2 1
iminfe?Inpi(z) > L & _ 1 .
iminfelnpi(z) 2 77 — o7 — 3 ok, AW)

En utilisant Pexpression de Uinfimum (1.18), on obtient la limite (1.16) de I'énoncé du
Théoréme 1. Ceci termine la preuve du Théoréme 1, sauf pour la démonstration de la
Proposition 7. QED

Preuve de la Proposition 7: On remarque tout d’abord qu’on peut se restreindre
au cas z > 0. En effet, si z < 0, il suffit de remplacer b, par —b, dans (1.5) pour obtenir
le résultat, puisqu’ils sont de méme loi.

i} Soit ¢ € H;. On définit (voir figure 1.1).

a=sup{[}gu§1:¢(u)=

Sl 2
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0 @ 1

Fia. 1.1 — Description de a

Il est évident que, sur [0,1], la droite {(s) := zs/+/t minimise la fonctionnelle

¢ fo 25 — Vig(s) [P ds.

D’autre part

/ ¢ (u)du > 8 _ /Da(l’(u))gdu, Vo € Hy.

=t = [ ol < va ( [ ¢r2(u)du) "

ii} Montrons qu’il existe ¢y € H{ tel que A(dy) = inf A(¢). Prenons une suite minimisante
¢y de A. Comme cette suite est bornée dans H}, il existe une sous-suite, toujours notée
¢n, faiblement convergente vers une certaine fonction ¢g. On en déduit la convergence
ponctuelle de ¢, vers ¢y, et ainsi, par le théoréme de Lebesgue, la convergence de la
premiére partie de A(¢,) vers la premiére partie de A(¢y). Parallélement, on obtient la
convergence de la norme L? de ¢!, vers celle de ¢),. Cette convergence combinée avec la
convergence faible entraine la convergence. Ainsi A(¢,,) tend vers A(¢;) qui réalise en fait
le minirum.

Par i) on sait que sur [0,a], ¢g = {. On remarque aussi que

En effet

do(u) < I(u) pour toui u €)a,l]. (1.19)
Pour tout h € Hj & support compact dans |a,1]

‘d—A((bo + Ah)

dX =0

A=0

(cette différentiation est permise puisque, pour u €]a,1], Ty — vidg(u) > 0).
Par (1.17) et {1.18), on obtient

fﬁ vt} [z — Vido(u) P h(w)du ~ /0 o (w) () du = 0. (1.20)
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On note y(u) 1= zu—+/tdo(u) > 0. Alors, d’aprés (1.19), y vérifie 'équation différentielle:
y"(u) = 7*y*""{u) sur Ja,1], dans un sens faible, avec y(a) = 0 et y(1)} = = (grice a la
continuité de y). Ainsi y vérifie, dans un sens faible,
dy')’
du
Aussi, pour tout £ > 0,

— 2yr n_zy( tz 27— 1) ‘_27152 2y— lyf

(13

W@ = @(ate)+2 [ y(2)? 1y ()da

ate
= (¥(a+2)?+ Py(u)? — yla +£)*. (1.21)

Cette équation implique que ' peut &tre prolongée par continuité sur [a,1].
iii) On montre que, pour @ > 0, y vérifie:

y(u)' ™
t{1-7)
Pour cela, on a besoin de calculer y'(a+). On suppose que y'(a+) > 0. {y(u)[>* ' est alors
intégrable au voisinage de a et ainsi la formule (1.20) s’étend & tout ~. Tout ceci implique

que la dérivée seconde de y est une fonction. Or y'{a—) = 0, ce qui contredit 'inégalité
y'(a+) > 0. Ainsi ¢'(a+) = 0 et par (1.21) nous obtenons

y (u)? = Py(u)®

w(v) dop y(u)—r
u=a+ / —=a+ .
w(a) txv t(]. — ’}/)

- Finalement, puisque y(1) = z, on a en prenant u =1

u=a-+ - pour tout u € [a,1]. (1.22)

¢’est-a-dire

Y
t(1-7)
et alors la condition ¢ > 0 correspond &
x < {t(1 = y)a-n,

En d’autres termes, (¢,7) est situé entre les trajectoires des solutions extrémales.
iv) On peut alors calculer le minimum de A

inf A(¢) = A{do) = A( ()/VE=1() =
tf 1 — v/Edo(w) Pdu + /01 62 (u)du = *2 +t/ u — Vigo(u) P du +f 2 (u)du,
puisque ¢o(u) = I(u) sur [0,a]. Ainsi

1 o 2
w) ¥ du + / (&= y(w)” gi(“)) du

1— 1 1
u)du + (t i —2—$f y’(u)du+%/ " (u)du.

392

oe [
e

A(%) =

&-2

T
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Utilisant (1.22), on obtient :

72 1 . 1 B
Aldo) = 5 +2¢ f {t1 =)~ a)} 7 du— 2 ] {t(1 - 7)(u— o)} du,

qui peut s’écrire, grace au changement de variable v = £(1 — v)(u — a) et grace & (1.23),
de la maniére suivante

1—

{132 2 @7 2y 2x z o
Aldo) = —+ —— vI-Tdy — f v du.
L 1=vJp (-7 Jo

On obtient ainsi la premiére partie de (1.18) aprés avoir effectué quelques calculs simples.

v) On suppose maintenant que ¢ = 0 ce qui signifie, par iii), que:
@2 (1 =)
Comme dans iii), la solution du probléme (1.21) vérifie
y (w)? = y(u)* +y'(0)". (1.24)

Par contre, dans le cas (a=0), on n’obtient aucune valeur explicite de ¢/(0), (contrairement
a iif)).

vi) On calcule alors le minimum de A

inf A(¢) = A(¢y) = t f uY*du + / du
= 2 [ a2 )2—3’;

Comme y est strictement positive sur ]0,1], ¥’ ne s’annule pas grice 4 I’équation différen-
tielle (1.24) et est donc strictement positive. Aussi est-il permis d’appliquer le changement

de variable suivant J ]
& _ , (1.25)
dy y'(0)? + 2y

et on obtient \

) T ! 0 2
N _/ vy + gy — Ll o _z
t Jo t
Aprés quelques lignes de calculs relativement simples, on a

Aldy) = 22+/y'(0)? + 1222 N (y=1)y/(0p =2*

(1+ )t (1+7)t t
259’)'4-1 $2
= — 42
1+ t +2ki(z),

ol
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On montre alors que k:(z) > 0.
Par le changement de variable (1.25), on obtient

1=

] T
gy [
o 9y 0 y'(0)2 + 2y

Il s’ensuit que 3'(0), en temps que fonction de x, est strictement croissante et dérivable
pour z > {t(1 — ) }/1=7. De plus, la dérivée est égale a

vy'(0)
x4+ (v — Dy (0)2 + 222 —

Ainsi, nous pouvons calculer la dérivée ki(x) pour z > {t(1 — y)}/+-7:

1 .
ki(z) = E( y'(0)2 + 22 — t2¥) > 0, car y'{0) > 0.

On remarque que k({t(1 —)}/1~7) = 0 par iv) et que ki(z) est strictement positif pour

z > {t{1 — )}/, On en déduit que k:(x) > 0.
Ceci termine la preuve de la seconde partie de (1.18). QED

On peut montrer, par une méthode strictement identique i celle de la preuve du Théoréme
1 et & celle de la Proposition 7, que ce résultat se généralise i la diffusion (1) dans le cas
ou b vérifie la condition (HI):

Théoréme 2 Sous la condition (H1) et pour |zf > K (t), il existe une fonction stricte-
meni positive ky telle que
Hm e?Inpi(z) = —ki(|z).

£—0

On rappelle que K~! est la fonction reciproque de fox 5%’7. La preuve de ce théoréme

repose sur le fait que b soit croissante (b’ > 0 implique qu’on peut oublier ce terme dans
la majoration} et continue. Elle repose également sur la proposition suivanie

Proposition 8 Soit

1 1
A(p) =t / ¥ (zu —~ Vio(u))du + / ¢ (u)du.
0 Jo

Il existe alors une fonction strictement positive k; telle que

) 2G(|x|) — &, si |z < K ()
inf A(g) =
€Ml 2(‘?;(I"ED - % + th(]ﬂll), Sinon:

o G(z) = Ji b(y)dy.
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1.3 Etude du cas particulier b(x) = sgn(x)+/|z]

Dans ce paragraphe, nous obtenons une majoration de lim sup,_, %3 Inpé(z), pour
(t,z) situé entre les trajectoires des solutions extrémales.

Théoréme 3 Pour |z| < t2/4,

lim supe?? In pi(z) < o (t/2 — v/|z|), (1.26)

e—0

oty o est le plus grand zéro négatif de la dérivée de la fonction de Airy Ai.

Remarque 4 On connait la veleur de d) qui est égale d: o) = —1.01879297... (voir,
- par exemple, [A-S], p. 172). On remarque que, dans le Théoréme, on n'a qu’une inégalité
puzsque dans la prewve, on majore par 1 le facteur singulier suivant

1
exp {—3 / lzs + E\/f_;b3|_i/2ds}
0

dans Uexpression (1.5) de la densité pi. Dans la section 1.4 on améliore ce résultat en
donnant explicitement la limite de 2/®1npi () et donc également la constante précise qui
remplace af. :

Pour démontrer ce théoréme, on utilise un résultat concernant une fonctionnelle du pont
brownien standard {b,,u € [0,1}}, qui est intéressant en lui-méme:

Proposition 9 Pour 0 <a<1,

lime%3 In I exp—l gwlb |du| = e (1.27)
vy £ Jo () 21/3 - .

Preuve de la Proposition 9 Soit B* un pont brownien allant de 0 a z sur [0,8]. Par
la, propriété de changement d’échelle du mouvement brownien, on a

1 @ afe
E [exp —gf | Bo* d’u,] =E [exp w—/
0 0

En conditionnant {b, : 0 < u < a} par rapport & la variable Gaussienne centrée b,, de
variance ¢ = a(l — a}, on obtient

1 [ © [ e 2
E |exp—= | |b,|du] = —IE [exp—= [ |B?"|du exp—g-dzz;
£ .Jo o Yor £ Jo o
o0 ) afe?? N 2
:/ {/ —E exp—/ | B/l gy, exp—m—dm.
0 on a 20

On calcule alors la valeur de Pexpression :
du:|

¢
IE [exp—/ | B
0

2/3

|B:c/£1/3,a/52/3|du . (1.28
(]
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en utilisant des arguments similaires & ceux qui apparaissent dans [Sh].
Dans un premier temps, on rappelle la formule de Kac (voir, par exemple {I-MK], p. 54}:
pour toute fonction bornée & support compact f, et pour tout potentiel V' > 0,

oo i
IE [/ exp — {at +/ V(Bs)ds} f(Bt)dt] = u(0), (1.29)
0 0
oit u est I'unique solution bornée de [’équation
i
- 5u' (@) + (@ + V(z))u(z) = f{z). (1.30)

On prend V{(z) = |z|. Soient ®, ¥ deux solutions de ’équation homogéne

ﬂ%fu,”(sc) + (e + V(z))u(z) = 0,

telles que @ est bornée en +00, U est bornée en —oo, et telles que
Y — 'V = 2. (1.31)

Alors, par application de 'opérateur de Green & £, la solution de I'équation (1.30) s’écrit :

u(a) = 2(s) [ " W) f(y)dy + T(a) / " B ) )y, (1.32)

—00

et, par (1.29)

[ o+ [(15) smga]

0 oo
=20 [ v@rww+v0) [ ow)sww. (1.33)
—00 0

Or les fonctions d’Airy Ai et Bi satisfont a 'équation —u”(z) + zu{z) = 0, avec Ai(-)
borné en +oc (voir, par exemple, [A-S], p. 162). C’est pourquoi on obtient :

b(z) = { dAi(2/ 2 + o), o2V gy, (134)

di Ai(2'3 (—x + o)) + do Bi(2' P (—x + @), si 2 <0

ol la derniére égalité résulte de la symétrie de ’équation. Les constantes dy, dy, do peuvent
étre déterminées griice aux conditions &{04+) = &(0—), ®'(0+) = &'(0—) et grace a (1.31).
On a alors, par exemple,

2-—-1/3
 Ai(21730) A (213q)”
Pour obtenir le résultat de cette proposition il suffit d’introduire le conditionnement de
{B;: 0 < s <t} par rapport & B; = x, ¢’est pourquoi on prend, dans ’expression {1.29),
la fonction particuliére

V2T

fy) = o5 Wig-al<s}(y)

dz = (1.35)
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puis on fait tendre § | 0 (1.33). Dans le membre de droite de (1.33), on a

{ ﬁiﬁgﬁﬁii HEZ0 = Vara(0)() = VERBAI(R (o] + 0))4i(2a)

V2r2 18 45213 (1€ + @)
A7 (2'3a) ’
par (1.34) et (1.35). La limite du membre de gauche de {1.33) peut s’écrire:

o I3
- Lip—ei<sy  P(B —& <4) di
LimIE exp — ozt+f B, ds} — 1.36
30 Ug P { o Bl s < v vil (Y
. P(|B;—z| < §) z?
26 t _ oz
On note que P(|B; — z| < §) < World® 1(}%1 20 /ont = exp e Alors, par le

théoréme de convergence dominée de Lebesgue, on obtient pour (1.36)

0 * dt  V2r2 Y3 Ai(2V3 (2! + o))
9 - B,|ds| B, = = .
\/(; e [GXP /U J | L t .’L‘:I EXP ( 2t) \/'E A@,(21/3O,’)
Par inversion de la transformée de Laplace (voir, par exemple, [Ri], p. 241), on obtient
t exp —Z 1 5 " A (23 (|z| + u))
E — | |Bylds| By = 2| —=2 = — /725 — /
l:exp L | s!ds t m:l \/E \/7—72 omi Aif(21/3 ) du

Ai(2Y3|¢| + al) alt
— 1/6 .
= — oY Z A ) eXP 517z

pour z tel que Ai(2'3|z|+al) # 0, ¥n. Ici @), est le n-iéme zéro de Ai’. La derniére égalité
est obtenue en calculant les résidus de 1/A44'(u).

Enfin, puisque — A" (z) + z Ai(z) = 0,
k exp —Z > A28zl + a) apt
E — B,lds| B, = z| ——=2 = —/72'/¢ L n.
o= [ 1 o] S v S gt

Pour obtenir IE [exp —1 [ b,]du], il suffit d’intégrer I'égalité précédente:

o 1 afs?/ 12173 g/e2/3 z2
E ~ [ BEE T dy | exp ———=dx
| s e [ B ) e

22/3 oo 00 Ai 21/3 1/3 ' I 1 1 2
_ e P/ ) e 11
N o, Ai(al,) 21/322/3 a o022
AR aha
- szlcnexp 91/3:2/37
n—

ou
1

11,22
— 1/3 ! - =
Cp = T i(a;)/ Az(2 ] 1/3|-|—a,n)e:>cp{(a 02) 5 }d:z:.
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En effet, on a 02 = a(l —a) < a et |Ai{u)| < Ai(a}) (voir, par exemple, [A-S], p. 162); par
ailleurs, | Ai(a’)| ~ byn~'® et —a! ~ byn?/?, quand n 1 oo, oit b, et by sont des constantes.
On obtient alors la convergence de la série par le critére de Raabe-Duhamel.

De plus, par des arguments classiques de convergence monotone et dominée on trouve

1 fe 2°/? aja 1
]E [exp""""g/{; [bﬂdu] = a(l — a) eXp(21/3€2/3) (1 —i_ O(%)) ?

ce qui entraine (1.27). QED
Remarque 5 Le résultat est également vrat pour a = 1. En effet, dans [Ri], il est montré
que :
1 oo '
i
E {exp —\/5153/2/ bu|du] = \/’HZ M, pour t > 0. (1.37)
v} n=1 _a’ﬂ

Par des arguments similaires & ceuz utilisés dans la fin de la prevve de la Proposition 9,
on déduit que (1.27) est aussi vérifié pour a = 1.
Preuve du Théoréme 3:
i) Voici tout d’abord quelques notations, définitions et résultats concernant les espaces de
Hélder (voir, par exemple, [B-R]).
Soit 0 < & < 1. On note C* Pensemble de toutes les fonctions f sur [0,1] qui sont o~-Hblder
continues. La norme de cef espace sera notée par
|f{t) — f(s)]|
= sup —————.
£l S T
Par C§, on désigne le sous-espace de C® comprenant toutes les fonctions f telles que:
. )~ f(s
i sy O =70)
0201 5|<4 ; D<i<s<l it — sl

= 0.

Nous définissons également cg ’ensemble des suites (£, )n>0 telles que lim,,_, . &, = 0 muni
de la norme sup. On sait que les espaces de Banach séparables ¢; et C§f sont isomorphes
(voir, par exemple, [Ci]) grace & l'isomorphisme T : ¢y — C§ donné par:

.fl—)i & D,
n=1

— n (ev)

Ici {@, : n > 0} est la base de Schauder et ¢,(c) = 242~1/2217¢ ayec 7 = |log, n]. On
rappelle aussi que, puisque le pont brownien standard a ses trajectoires presque siirement
contenues dans espace de Holder de paramétre o {o < 1/2), il peut étre décomposé dans
la base de Schauder comme suit :

b= gu®n(u), ue0,1],
n=2

ou g, sont des copies indépendantes d'une Gaussienne centrée réduite.
ii}) On suppose sans perdre de généralité que x > 0. L’espérence apparaissant dans I'ex-
pression {1.5) de la densité pj{z) peut &tre majorée:

1 P
I [exp -~ {3;/ [z — eV/th | "Y2ds + 2—6f lzs — E\/fbsdsH < E,
0 0



1.3. Etude du cas particulier b(z) = sgn(z)+/\z| 37

ol

PR
E=E [exp ——/ |zs — E\/fbslds] .
2e Jy
Soit ¢ la fonction qui minimise la fonctionnelle A donnée par {1.17}, alors

£ E “1(¢0)
) < >4 .
pt( ) = 5 te P 952

On introduit la boule Hélderienne B,(¢q,8) = {¢ € C¢ : ¢ — dglla < 8} (8> 0) et on
décompose £ = E, + Fs avec:

;o
E =1 [exp {_2—52/ lrs — 5\/Eb3|d8} ][{EbéBa(%ﬁ)}:l
0

t [ |
E, =FE [exp {_2_52/ x5 — E\/I_?bslds} ]I{EbEBa(¢U:JH)}:I '
0

iii) On considére dans un premier temps E : par le principe de Varadhan pour le pont
brownien en norme Hoélderienne, on a

limsup22In By = — inf A <4 g -
e=0 ’ ' {pcHNB{¢0,8)°:¢(0)=¢(1)=0} (¢) — (gb()) JB ( )

En fait ce résultat est obtenu grace au lemme suivant :
Lemme 1 Pour toute fonction ¢ sur [0,1] telle que (0} = (1) =0,

A() — Alo) > £ / (1) — dolu)ldu + |15 — dollr. (1.39)

la fonctionnelle A étant donnée par (1.17) et a étant défini au débul de la preuve de la
Proposition 7. De plus,

si ||t ~ dollo > B, alors A(1h) — Ao} = 5.

On reporte la preuve de ce lemme et on termine la preuve du Théoréme 3.
iv) Soit la décomposition de la fonction ¢y dans Ia base de Schauder:

Z g B ol = 30 2 (1.40)

On obtient alors:

t 1
E=lim E |exp— ¢ -
= o= {55
—limf / il exp — i 1
 Ntoo fu=8 n0) ZTr)N/2 P 2:% J,

n=2( 20 (a) Yen (a

N
xs — E\/EZ Gn Py ()
n=2

N
dS} H ﬂ{ecn(a)gn E{En*ﬁ,§n+ﬁ]}:|

n=2

N
s — E\/I_fz 2, Pn(8)| ds
n=2




38 Chapitre 1. Principe de Grandes Déviations pour la densité

132 < lim (i
Ntoo

t3/2

T 52
2e 0

N2
+ HZ_? 2—;} dz...dzy.
Par le Lemme 1 et par (1.40), on a
_ N )2
exp —
) _/ /;Tn JlEn=f nily (27r (2 )N/2 nz; 2520 (o:
N
a épn
Z(cn(a):rn — &) (s) ds p dzy..dzy,
n=2 Cn(a)
puisque ¢o{u) = zu/vt sur [0,a] (voir ii) dans la preuve de la Proposition 7. Alors,
toujours par la décomposition du pont brownien, on obtient
A ¢. t3/2 a
E, < (exp—%) E [eXphE;fg ibg|ds| . (1.41)
On déduit alors de (1.38) et de la Proposition 9, que
14 4
lim sup £%® In p5(z) < max{—oo , a4 (5 — \/|IE|)} =a} (5 —V |$) ;
- g0
Ceci termine la preuve du théoréme sauf pour celle du Lemme 1. QED.

Preuve du Lemme 1: 3
i) On suppose sans perte de généralité que x > 0 et on note 7 la fonction suivante:

(e

Fi1G. 1.2 — Définition de @Z

S

/

B(a) = ) — 2 (wt )= 52) T o0 )

Alors . .
t/ 2w — Vi (u)|du = t/ leu — Vi (u)idu,
0 0

ainsi

Ay) = t/o |z — V) (u) |du +/ﬂ $? (u)du
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Puisque z » —\/fff)(-) > 0, on obtient
1 1
Al) = ¢ / (2 — Vi (u))du + / 2 (w)du
0
1 1
— ¢ [ e Visatwpau+ [ s~ [ G g
1
12 [ - s+ [ @~
[ 1]
1 1 1
= Algn) = [ - audu=2 [ 50— o+ [ (0~ 6Py
0 0
a 1
= A _ §3/2 T d ! 3/2
0= [ - o@an+ [ @ - a2 [ G-
On a utilisé le fait que ¢%(u) = —t3/2/2 sur [a,1] et ¢ (u) = 0 sur [0,a]. On obtient alors
(1.39) par une minoration évidente.

ii) Pour f € C, ||flar 2 || flla- Ainsi, pour ¢ appartenant au complémentaire de la boule
Holderienne B, (dg,3), on a A(y)) — A{po) > 5. QED

1.4 Solutions de viscosité d’une équation de Hamilton-
Jacobi

Dans les théorémes 1 et 2, nous avons obtenu le comportement de la densité pf{z),
lorsque (£,x) n’est pas situé entre les trajectoires des solutions extrémales. Le but de cette
section est d’étudier le comportement de la densité entre les extrémales. Plus précisément,
nous calculons la limite quand £ tend vers 0 de s(z) In p(z), avec s(g) = @0-7/0+7)
Théoréme 4 Si (t,x) appartient au domaine situé enire les trajecioires des solutions
extrémales de (1.2}, alors

lims{e) Inpf(x) = =M (t— 2/ (1.42)
e—0 ¢ ! 1—7 ) )
Ici, A est la premiére valeur propre positive de opérateur de Schrodinger:
1 Y Y

20 e T 2

Notre étude repose sur un outil particulier: les solutions de viscosité d’équation aux
dérivées partielles parabolique. Pour une étude détaillée de ce concept, on conseille au
lecteur de consulter Ie livre de Barles [B] ou encore celui de Fleming [F1].
On introduit tout d’abord quelques domaines du premier quart de plan:

=)
i

{tx): 0<t<T , 0<z<{(1—70}"""},
{ta): 0<t<T , O<z<{(1—-"ytP"*"),

:)z
i
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la solution - T/
extrémale \
; S es(e)2
0 T

Fi1a. 1.3 — Le domaine £

Q:={(tz): 0<t<T , 0<z<{1-yt}""},
O i={(tx): (1—eVOI <t <T | es(e)? <z < {(1 -}/,
OF={{ta): Q-7 <t <T | es{e)? <a < {(1 -}/,
Q= {(ta): (I—me¥OM <t <T , es(e)? <o < {1 -7t}

On considére maintenant I’équation aux dérivées partielles suivante, définie sur un Borélien
U C IR? (on précisera U par la suite):

Su ou %u

— + H{tzu,—,—=) =0, 1.43

g T g (1.43)
olt H est un Hamiltonien réel défini sur IR x U x IR x IR. On suppose que H est elliptique
dans le sens suivant :

H(t):cau:p':ql) S H(tvx:u:p':q?): if 2 S qi.

On donne alors la définition d'une solution de viscosité de 1’équation (1.43) qui sera
légérement différente de celle présentée dans [B| (voir Définition 2.1, p. 11 ou Définition
4.1, p. 80}, puisque les domaines que I'on considére ne sont ni ouverts ni fermés.
Définition 2 Soit u une fonction semi-continue supérieurement (s.c.s) bornée (respecti-
vement semi-continue inférieurement (s.c.i.}) définie sur un ensemble connexe U o fron-
tiere conneze. u est une sous-solution de viscosité (respectivement sur-solution de visco-
sité) de (1.43) sur U, si pour toute fonction ¢ € C*(U), et (ty,70) € U point de mazimum
local (resp. minimum local) de w — @, on a

J 0 2 )
gg(tg,:cg) + H(tg,mg,u(tﬂ,:co),a—i(tu,xﬂ),a—;g(to,a?o)) <0 (respectivement > 0). (1.44)
Proposition 10 Soit
u®(tz) = —s(e) In(pf () + e~ 2/, (1.45)

ot D > 0. Alors u* esi une solution de viscosité de

ouf . 0wt s

ot + Hg(t,IE,'U. ,-5“;,@—) =0 surfl 5 (146)
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muni de 'Hamillonien :

RS 5 uw—D
H. (t,z,u,p,q) == 54 + 5P +2"p— vz ts(e) (1 — exp TE)) ) (1.47)

Remarque 6 On introduit le terme exponentiel, avec D > 0, dans la définition de u®
dans le but d’obtenir la bornitude de cette fonction. Evidemment, en choisissant D assez
grand, ce terme supplémentaire n’inlerviendra pas dons lo limite quand ¢ — 0.

Preuve de la Proposition 10:

a) On montre tout d’abord que I'équation (1.46) est vérifiée dans un sens classique sur
Q.

Puisque V, le potentiel donné par (1.8} de Popérateur de Schrédinger, vérifie une pro-
priété d’uniforme continuité Holderienne dans un veisinage de tout point z # 0 (voir [Ro]
Définition 2 p. 122}, on déduit grace au Théoréme 1 p. 127 dans |Ro| que la fonction

2

1 T 1/t
t.x) — ——IIE —— V{(B)d

Bt:3?:|

est une solution classique de I’équation

Ou 10%°u 1 .
—8?_5@—§Vu SUI]O,T]X]R,.

Ainsi, par des arguments similaires, en utilisant (1.7), on obtient p* € C?(£2). Par la
transformation logarithmique, on déduit que u® est une solution classique de

—) = sur €2,

ot H. est donné par (1.47).

b) Par ailleurs, toute solution classique est une solution de viscosité, ce qui entraine que
u® est une solution de viscosité sur £2°. Il suffit donc de montrer que »® est une solution de
viscosité sur 5\ Q¢. On choisit ¢ € C2(F) tel que (T,zq) € € soit un point de maximum
local de u* — . En remplagant ¢ par ¢ + (z — z9)* + (t ~ T)?, la premiére et la seconde
dérivée en (T,xy) ne changent pas. On peut ainst que (T,zq) est un point de maximum
strict. I.'idée est d’adapter le raisonnement effectué sur les points de ©° au point (T,xzp).
On a besoin pour cela du lemme suivant :

Lemme 2 Soit (u,); une suite de fonction s.c.s. qui converge vers u, uniformément sur
tout compact de ’ensemble borné U. On suppose que u peut étre prolongée en une fonction
s.c.s. sur U. Si (1,€) est un point de mazimum local strict de u, il existe alors (1,,&,) € U
suite de points de mozimum local de v, telle que lim,_o(74.&,) = (7,£).

On termine maintenant la preuve de la Proposition 10. On considére la fonction

= ¢ 1
Ey(tx) == vtz —pltx) — T 1> 0.

En appliquant le Lemme 2 sur Q°, il existe une suite ({,,z,) € (¢ de points de maximum
local de =, qui converge vers (7,20}, quand n — 0. Evidemment, lim; .7 Z,(t,z) = —oc0.
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Aussi t, < T et pour 5 assez petit (t,,z,) € .
Comme u° est une sous-solution de viscosité sur {2°, on a:

i Oy D o
(T — ¢ )2 + 5 M (fn,ﬂ[}n) -+ H (tTJ?$TI7u (tmmﬂ)va (t'fh T?) 3 2( ﬂamn)) S 0.
7
Par la continuité de «°, en faisant tendre  — 0, on obtient
7, dp 02
a—f(T,mg) + H (T ,x,u(T,xq), S —(T,x5), Ha (T o)) < 0.

Le méme argument peut étre utilisé pour montrer que u° est une sur-solution. Ceci ter-
mine la preuve de la Proposition 10, il ne reste donc qu’a démontrer le Lemme 2 pour que
cette preuve soit compléte. QED

Preuve du Lemme 2: Le résultat est clair pour (7,£) € int(U) (voir [B] Lemme 4.2
p-88). On suppose maintenant que (7,£) € OU. Soit r > 0. On définit I'ensemble compact
K’ = B((r,£),r)NT, on B est une boule Euclidienne centrée en (7,§) de rayon r telle que
(1,£) est le point de maximum strict sur K. La fonction s.c.s. U, atteint son maximum
sur le compact K" au point (7,,&,). On peut alors extraire une sous-suite, notée aussi
par volonté de clareté (7;,&,), qui converge vers (7.£), quand n — 0. On suppose que
(7,6) ¢ OU. Comme u est s.c.s. et comme (7,£) est un point de maximum strict, il existe
(t,y) € K7 tel que
w(r) > ulty) > u(r)

Cette inégalité ne peut &tre vraie! En effet, u,(r,,&,) tend vers u{7,£) et u,(t,y) tend vers
u{t,y), ces deux convergences étant uniformes. Ainsi, (7,€) € 8U. On sait, de plus, que
H(7,6) — (1,€)]] < r. On peut alors choisir une suite (7",£") qui tend vers (7,£), quand
r — 0. Par diagonalisation, on trouve alors une suite (7,,&,) € U qui converge vers (7.,£),
quand n — 0. QED

Fort du résultat énoncé dans la Proposition 10, on voudrait passer & la limite quand
£ — 0 dans ’équation de Hamilton-Jacobi (1.46). On montre alors le résultat de stabilité
suivant:

Proposition 11 Soit

w(t,x) = lim sup u(s,y), pour tout (tx) € Q1. (1.48)

=0, s—=t, y—zx, (3,y)e§€

Alors 4 est une sous-solution de viscosité de 'éguation

ou ou ~
— + H, — = .
5 T Ho (m,ax) 0 sur 2, (1.49)
munie de UHamiltonien
Hy(z,p) = x"p. (1.50)

En notant y = liminfu®, au sens de la limite (1.48), alors u est une sur-solution de
viscosité de (1.49).
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La preuve de ce résultat est identique a celle du Théoréme 4.1 p.85 dans [B], mis & part que
le résultat de stabilité y est démontré pour des ensembles fermés. 11 suffit donc d’utiliser
le Lemme suivant qui est la clef de la preuve.

Lemme 3 Soit (v.). une suite de fonctions s.c.s. ayant une bornitude locale uniforme sur
Q. On définit v = limsupwv, comme dans (1.48). On suppose que T admet un mazimum
local strict sur Q. 1l eziste alors une sous-suite (ve)e de (v.). et une suite (re,20)e € 0=
telles que : R

pour tout &' > 0, v atleint un mazimum local sur OF en (rg,z.) et

,}}_If%, (re,zer) = (r,2), El’i_% ver(rer,ze) = 0{r,2).
La preuve de ce Lemme est similaire 3 celle du Lemme 4.2, p. 88 dans [B].

Par ailleurs, on obtient aussi un résultat d’unicité:
Proposition 12 Pour tout (t,x) € Q,

a(t,x) = u(t,z). {1.51)

Preuve de la Proposition 12: N

i) Tout d’abord, montrons (1.51) pour (t,z) €]0,T] x {0}. Soit ¢ € C%()) telle que (#,0)
soit un point de maximum local de % — . Utilisant le Lemme 3, on sait qu’il existe une
suite de points (t.,z.) de maximum local de u*® sur ¢ telle que:

lim(t,,z:) = (£6,0).
e

Modulo une sous-suite, on se trouve dans I'une des deux situations suivantes:
a) soit (t.,z.) € €2¢. En prenant la limite quand £ — 0 dans I'équation (1.46), on trouve

Oy
— =1 <O 1.
e 1< o ( 52)

b) soit (t,z.) € OF \ Q¢. Comme, pour D assez grand,
6 (fee) = () In(pf, (e5(e)7) + €2/°))

tend vers A1ty quand £ — 0 {voir Corollaire 2), on a @{ty,0) = A1tp.
On prend une fonction particuliére ¢y qui ne vérifie pas (1.52):
t—tg t—1g

a(t,z) — wolt,x) == a(t,x) — % — 7? cosh( 2 ) — (1.53)

on note (t,,z,) le point de maximum de @ — i, sur {} et on montre que a (i) ¢ Q.11
est clair que

(@ — o) (tgsy) 2> (@ — o) (t0,0) = @(t0,0) — n”.
Comme % est bornée, on obtient, par (1.53) lim, ,o 2, = 0, limy_5 8, = 1o ?t lim,_,q éﬂ;—t“ =
0. Par ailleurs, puisque @ est une sous-solution de viscosité, si (t,,z,) € {2, on obtient

d 0
g (tn,a) + 2 ?%(t’?’%) <0. (1.54)
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Or, par (1.53),

dpg b=t 1 Ao 1
22 (t,,x,) = sinh(-Z + = and tp,x,) = ~.

2 tt) = sinh("—1%) + = and T2 (tg.07) = -

Il est évident que ni I'équation (1.52), ni I'équation (1.54) ne peuvent étre satisfaites par
g avec 1 assez petit. Ainsi, (t,,2,) € Q et donc (¢,,7,) €]0,T] x {0}. De plus, comme on
se trouve dans le cas b), u{t,,0) = Ast,. On déduit alors que

u(to,0) < Auty + 7 — @o(ty,0).

Quand 5 — 0, on a
ﬂ(to,@) < Aifp.

En utilisant le méme raisonnement pour u, on obtient @ = u sur ]0,T] x {0}.
ii) La seconde étape consiste & démontrer (1.51) pour (¢,z) € . 1l suffit de vérifier (1.51)
sur les compacts B

Ks={(tx) :z < ((t=8)(1~ 7))/} NQ

pour tout 6 > 0. Tout d’abord, on remargue que l'inégalité

Oy o
E(t,:c) +x

Oy
— <
" (t,x) <0

3
est satisfaite sur la frontiére {(£,x) : z = {{t — §)(1 — v)}/'="} N Q. Pour prouver cela, il
suffit de raisonner comme dans la preuve de la Proposition 10 en prenant ¢ € C*{Kj) et
la suite de fonctions

n

B, (tx) == u(t,x) — o(tx) + P T L

On calcule maintenant

M = sup(i — u). (1.55)
Ks

On suppose que M > (. Comme on I’a déja vu, le maximum ne peut pas étre atteint pour
z = 0. Soit & > 0. La fonction

g (tx) == ult,x) — ot

est une sous-solution de 'équation

ou ou
§+ Q(ZE,'BE)“FCM—U
On deéfinit alors
RS A Y
Qn(t,S,.’I},y) = ﬂa(t,iﬂ) '—Q(Say) - (x y) - (t 28) ’ (156)

7 7
et on note (t,,5,.&y,Y,) le point de maximum local de ¥,. Alors @, — x: atteint un
maximum local en (4,,z,), oll x1 est la fonction définie par

@ =) , (=)
nQ TI,Q

X1 (t,.’L‘) = E(Smy'rj) +
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Par le méme argument, y» — u atteint un maximum local en (s,,3,) ol x2 est la fonction
définie par

7 (IE —y2 (t — 52
X2(8,) := alty,Tp) — W’GQ . ﬂnz) .

Pour terminer la preuve, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 4 Il existe p > 0 et (Ly,8,%0,yn), une suite de points de mazimum de ¥, (donnée
par (1.56) ), tels que

. RT3 B
il_f}%(ﬁn yp)°/n" =0, (1.57)
Ty >p et Yy, > p pour 1 assez petit. (1.58)

Oxn continue la preuve de la Proposition 12. Grace au Lemme 4, on sait qu’il existe une
sous-suite (L .Sy ,To ¥y ) de (t,50,%5,Yy), telle que z,, > 0. Comme %, est une sous-
solution de viscosité, on a

Ix I
E(tnr Ly ) + H@ (x.,j.r ’%(t‘f?' s Ly ) + o S 0,

ainsi ( ) ( )
2ty — Sy 217,,1—3}1
JU’—Qﬂm + H, (g;,f ,—nf—gﬂu) +a<0. (1.59)
Par le méme argument, comme u est une sur-solution de viscosité, on a
20ty — 5¢) 2(zy — yy)
—77,2— + Hp { 4y ,——n!?— > 0. (1.60)

En soustrayant (1.60) a (1.59) on obtient
2.'El~yr 237’_?}’ 2[{:;—y,

Par passage 4 la limite quand n — 0, et grice a (1.57) et (1.58), on obtient § < —q. Ceci
est en contradiction avec 'hypothése o > 0. La preuve est donc compléte sauf pour les
arguments du Lemime 4. QED

Remarque 7 Il est évident que

Ly
u(t,x) = A (t — fw 1/)

“est une solution classique de équation (1.49) qui vérifie u(t,0) = A;t. Aussi, par les
arguments de la preuve de la Proposition 12, on déduit un résultat d’unicité qui entraine
U =1u="1U.
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Preuve du Lemme 4: Soit M, = supg, ¥, = W, (;,5,,2y,4n). Alors, par (1.56), et pour
tout (t,x) et (s,y) appartenant a Kj,

g (t,x) — u(s,y) — (= y)’ _ - 5)° < M,

n? 7

Prenant (¢,2) = (s,y), on a
(U — u)(t,2) < My,

ainsi
M = sup({u, —u) < M,.
K;
Comme ( 2o 2
. Ty — Y [
M* < ua(tmxn) _.@(Smyﬁ) - T]g 1 — n2 L »
et comme M®, 4, et u sont bornés, il existe k& > 0, tel que
2 2
- t,— s
(=, n2’yn) + (t 5 ) <k, pour tout > 0.
n

On peut alors extraire une sous-suite (i, ,5y Ty 4y ) qui converge vers (£,s,2,y) € K; et
telle que la suite {(x,; — 4y )%/ ? : iy’ > 0} converge. Comme &y — Yy — O et by —s,y —
0, quand 7' — 0, on trouve que { = s et £ = 3.

De plus,
M® < liminf M,y < limsup M,y
. o y 2 t ;g — 1] 2
< @, (t,3) — u(t,x) — lim (x—”—,f’L) timint & 5 e
7' —0 1] 7y =30 {fi
Aussi

— .32
lim M, = M® et lim St ¥ g
nf —0 ,ril =0 ,]?-' 2

On suppose que (t,z) €]0,7] x {0}. L’inégalité précédente implique
M® <uo(tz) —ultz) = —at
puisque @ = u sur |0,7] x {0}. Or, pour o assez petit, M® est positif, ce qui contredit

notre derniére inégalité et ainsi on en déduit (1.58). QED

Pour conclure, grace a la symétrie de la densité pi(.), le résultat énoncé dans le Tho-
réme 4 est une conséquence immeédiate de la Remarque 7 et de la proposition suivante:

Proposition 13 Pour (t,x) € Q,

: . zt=v
ll_grés(e)lnpt(x) =X\ (1_“)/ ~t) , (1.61)

et la convergence est uniforme swr tout compact de 2. Par ailleurs,

lim s(e) lnpf(0) = — A, ¥t > 0.

=0
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Preuve de la Proposition 13: Cette prenve est une adaptation de la preuve d’un
résultat dans [B] (voir Lemme 4.1, p. 86).
Soit K un compact de €. Tout d’abord, on montre que lim, ,q 4° = u, uniformément sur
K. Grace 4 la Proposition 12, on sait que 4 = v = u sur K. Ceci signifie que u est une
fonction continue (puisque % est s.c.s. et u est s.c.i.). Ainsi par (1.45) u° — u est aussi une
fonction continue et M, := supy{u® — u) est atteint en (¢.,2.) € K.
Comme u° est borné, on peut extraire une sous-suite (f.,z.), telle que (to,z-) — (t,x) €
K et M. — (limsup, M,), quand £ — 0.
En utilisant (1.48), on a
: lim sup u® {ter,xer) < G{t,x).
g’ 30

Ainsi

limsup sup(u®—wu) = limsup ('uf' (e Ter) — it ,mgr))
g—=0 K g!—0

< aftz) — u(t,x) = 0.
Par des arguments similaires, on obtient

limsup sup{u —u®) <0,
g0 K
ce qui impligue,

limsup sup(u—u®} =0.
g0 K

Par ailleurs, .
lim sup ©(¢,2) = min {ﬁm sup(—s(e) Inp;(zx)) ,D}

=0 g0

liminf % (£,z) = min {lim inf(—s(c) In p¢ (m)),D} .

g0 e—0
Ainsi, pour D assez grand, le terme f}xp(—D/ s(¢)) ne change pas la limite quand ¢ tend
vers zéro, puisque u(t,z) = A (t — %) est borné. Il s’ensuit que s(g) lnpf(x) converge
uniformément vers )\1(”;1__,: — 1) sur tout compact de .
Enfin, pour z = 0, on utilise la formule (1.9) de la Proposition 5:

£ 1 - -2t 2
—_ HOX
pt(o) Es(g)l/zjzle ?7',‘)](0)
Par un raisonnement identique & celui de la preuve du Corollaire 2, on montre alors
i ciy
Eli% s{g) lnp(0) = —\it.
QED
Ce résultat se généralise au comportement de la densité de la diffusion avec dérive b,
ot b vérifie (H1) et (H2). On rappelle que
S(E) — 82(1_7)/(1+7) .
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Théoréme 5 Si (t,2) appartient au domaine situé entre les trajectoires des solutions
extrémales de (2), alors

Ii S(z) = -
lim s(e) Ingf () = A (K (Jz) — ),
ot K(z) = fom 5‘% et A1 est la premiére valeur propre positive de {'opérateur de Schrodinger

14 C +021:c]27
2dx? 2zt 2

Par ailleurs, cette convergence est uniforme sur tout compact de l'ensemble
{{t,x) 1 0<t<T,0<|zl <K'}

La démonstration de ce théoréme est identique & celle du Théoréme 4, en considérant des
domaines différents et un Hamiltonien différent :
g? g?

HE(tamau:paq) = _"2—q + 28(5‘)

p* + bla)p - b'(x)s(e) (1 — P US_?E—)Q> .

On utilise aussi la Proposition 6 a la place du Corollaire 2.



Chapitre 2

Principe de Grandes Déviations
fonctionnel

Introduction

Le but de ce chapitre est de montrer un Principe de Grandes Déviations fonctionnel
pour la loi de X* solution de 'E.D.S.

{ dX§ = edB; + b(X{)dt

feig (21)

oll B est un mouvement brownien unidimensionnel. On rappelle les hypothéses que doit
vérifier la fonction b:

(H1) b est une fonction continue impaire croissante, ¥ € C(]0, + oo[) et b ! est intégrable
au voisinage de 0.

(H2) il existe 0 < v < 1 et C > 0 tels que b'{x) ~ Cy|z|" ! au voisinage de l'origine.

On suppose de plus pour ce chapitre que b est une fonction bornée et strictement crois-
sante. Alors X°¢ suit un principe de Grandes Déviations de vitesse £ et de bonne fonc-
tionnelle d’action

1 T
=13 /ﬂ £(8) — b(F () dt , si f € H (22)
00 sinon,

ol H! est Pespace de Cameron-Martin.

Théoréme 6 Pour tout Borélien T’ de (C([0.7]),||-|oc) o7 @

— inf Ip{z) < liminfe*InIP(X¢ € T) < imsupe?InTP(X® € [') < —inf Ir(z). (2.3)

zel® e—0 e—=0 zel

La preuve de ce théoréme repose essentiellement sur des arguments utilisés dans la dis-
cussion informelle de G. Jona-Lasinio [J-L}.

49
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Par ailleurs, soit ¢ une solution du systéme dynamique

{9230 s

si @ € [, alors le théoréme précédent ne donne aucune information sur le comportement
de IP(X® € I') quand € — 0. En effet, inf,er I7(z) = 0. Par contre, 'étude effectuée dans
le chapitre précédent permet d’obtenir le résultat suivant:

Théoréme 7 Si ¢ est une solution non extrémale de (2.4), alors,

pour 0 < & < K 1T} — |¢(T)],

lim g2-0/047) [ PP ( sup |Xi — p(t)] < 5) =M(K(l¢(T) +68)-T). (2.5)

£0 te[o,T]

On rappelle que K{z} = foxa%%, que K ! est sa fonction réciproque et que A; est la
premiére valeur propre positive de I'opérateur de Schridinger lié au potentiel {1.13). Tout
ceci permet donc de bien comprendre le comportement de la diffusion lorsque le coefficient,
de diffusion tend vers zéro (voir les explications de P'introduction générale & cette partie).
Ce chapitre est divisé en trois sections: la premiére consiste & démontrer la minoration
du Théoréme 6 (c’est la partie la plus facile de la démonstration), la seconde consiste &
prouver la majoration dans le cas d’ensembles I' compacts. Dans un dernier temps, on
démontrera le Théoréme 7.

2.1 Minoration

Cette section est consacrée i ’¢tude de la minoration dans le principe de Grandes
Déviations.

Proposition 14 Soit © un ouvert de (C([0,T]),]l.||l). Alors,
. . 2 & > w"' .
lim infe* In P(X®€0)> (;1612 Ir(yp). (2.6)

preuve

La preuve de cette proposition est divisée en deux partie. La premiére a pour objectif la
minoration de la probabilité que la diffusion X¢ appartienne & une boule centrée en une
fonction w € H! et la deuxiéme consiste 4 généraliser ce résultat aux ouverts.

i) Soit ((u)new une approximation de 'unité, et on note 6™ = bx(,. Alors b™ € C*(RR)
et de plus b™ converge uniformément vers b lorsque n — oo, puisque b est uniformément
continue. Soit X™* 'unique solution forte de 'E.D.S.

t
X" =¢B, +/ b (X<Vds, pour t € [0,T). (2.7)
0

En utilisant la formule de Girsanov, on obtient, pour tout ¢ € H?

A= (sup X5 —e(t)] < 5) =1 [X ( sup |eB; — @{t)| < 5) efT] ;

tc[0,7] €[0,T]
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ou x est la fonction caractéristique et

1 [T 1 (T,
= - B - — B . 2.
= [ beBydr - 5 [ )i B

On définit £ de la méme maniére, en remplagant juste b par 4. Ainsi, pour a > 0,

+={0,T

A > E X(SUP IEBt—w(tN<5)x(i£T—E§f)l<0f) 85""}

Y%
=

tef0,T]

(n}) —a n (n)
X ( sup |eB; — p(t)] < 5) €T } e — [x(t&—&ﬂ za) ¥ ]

7,6 —x n ()
= v (SF% X1 — o(t)] < 5) e~ — P(ler — &0 > o) [T V2, (2.9)
te|0,

Cette derniére minoration est obtenue par l'inégalité de Caunchy-Schwartz.
Or, par la théorie de Freidlin-Wentzell appliquée a la diffusion X™*, on obtient, pour
h>0et e < eg(n,d,h),

P sup |[X{* —p(t)|<d)] > o~ U ()h) 222 (2.10)
+€[0,7]

ol la fonctionnelle d’action est donnée par

160 = [ 166) - 6ol ds @)
Ainsi, en utilisant (2.10) et en choisissant o = h/2? dans ’expression (2.9), on obtient
A > U (e — )| > )22 ) /2, (2.12)
On montre dans un premier temps que |

lim lime? InP{|&r — &7 > h/e?) = —oo, (2.13)

=00 £—0

puis dans un deuxiéme temps que £%In ]E[efzf&’n)] est borné uniformément en £, ce qui
entraine que dans le second membre de V'inégalité (2.12) seul le premier terme compte
la limite.

Démonstration de {2.13): comme b est bornée, on obtient la majoration

1

— f T(b2(eBs) ~ b™2(=B,))ds

T
< O AT
= < g (Iblle + 167 ]c)

11 suffit alors de calculer

P ([OT (b — b™)(eB,)dB, > E)

5
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T /\2 T
=P xp A | (b—b™)(eB,)dB, — = [ (b— ™) (eB,)d
Eeej:p{{ A—/;i _X T(:— b(”))z(sB?)dé}) | 8}
- £ 2 Jy

Mo AT
< exp {—? + *—2“‘”5 - b(n)”oo} :

La derniére inégalité est obtenue grace a l'inégalité de Markov et par un argument de
martingale. En choisissant A = h/(2¢T||b — 8™||), on obtient

> —_— < bt
P (/ (b — ") (eB,}dB, ) exp 7Tb— i )“ ,

on en déduit ainsi (2.13) puisque || — 5™)||c — 0 quand » tend vers P'infini.

On montre maintenant que £2InTE[e%4" ] est borné uniformément en . On note Z¢ la
solution de I'E.D.S. '

t
7t =¢eB, + / 2b™(Z%)ds,
8

alors, par la formule de Girsanov, on a

- T
]E[eg‘gé’)] = ]E{exp{ziez/ b(”)Q(Zs)ds}]
0
3
< o { S TIH e . 214

ce qui implique le résultat recherché. On déduit alors de (2.9), en faisant tendre h vers
ZEro,

liminfe? ln IP ( sup | X — (1)) < 5) > —I ().

£=0 £€[0,T]

Comme le membre de gauche de l'inégalité précédente ne dépend pas de n, on a par
passage a la limite

liminfe* InIP | sup |X7—o(t)] <6 | > —Ir(p),
&0 (0,7

oil, pour ¢ € H1, ,
In(g) = / & (5) — blo(s))Pds.

ii) On a montré que la minoration est vérifiée pour touie boule ouverte autour d’une
fonction de I'espace de Cameron-Martin. On prouve maintenant que ¢’est vrai pour tout
ouvert. Soit © un ouvert de (C([0,71),|].||eo)- Alors, d’aprés i), pour tout ¢ € H* N G,
36 > 0 tel que B(p,d) C @, ou B{.,.) est une boule ouverte pour la norme uniforme, d’on

liminfe? InIP(X€ € ©) > liminfe® InP(X® € B(w,8)) > —Ir(y),
e=0 e—0
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ce qui entraine

liminf&? nIP(X* >— inf [ )
iminfe*InlP(X* € ©) > .2 (i)

QED

Corollaire 3 Iy est une bonne fonctionnelle d’action. {voir Definition 1)

preuve Pour montrer que Ir est une bonne fonctionnelle d’action, il suffit que la loi de
la diffusion soit exponentiellement tendue et que la minoration dans les estimations des
Grandes Déviations soit vérifiée pour tous les ouverts (voir par exemple [D-Z] p.8). Le
deuxiéme point a évidemment été énoncé dans la Proposition 14. Il reste donc¢ 4 montrer
la tension exponentielle. Pour M > §, par le théoréme de Girsanov et par 'inégalité de
Cauchy-Schwartz, on a

c
P sup Xi <My | = IE|x| sup eB; > M | &
te[0,17 t€[0,7

1/2

< P{ sup ¢B; > M I [e%7]1/2
1€{0,7]

ot £ est défini par (2.8). Par le méme argument que celui qui vient d’&tre utilisé pour

démontrer (2.14), on obtient

B[] < exp { 25Tl -

De plus, on connait la tension exponentielle du mouvement brownien: il existe une
constante C' > 0 telle que

C
IP| sup eBy> M} < ie_MQ/EQ.
tc[0,T] M

De ces deux résultats, on déduit aisément que pour tout a, il existe un compact K, tel
que
limsupe’nIP(X°® € K} < —a.

£—0

QED

2.2 Majoration sur les compacts

En fait, pour obtenir une majoration sur les fermés de (C([0,7)),]}.llo0)s il suffit d’ avoir
la majoration sur les compacts, puisque la fonctionnelle d’action est bonne d’aprés le
Corollaire 1 (voir par exemple [D-7Z] Lemme 1.2.18 p.8). Le but de cette section est de
montrer le résultat suivant :

Proposition 15 Soit K un compact de (C([0,T)),||-||s) tel que inf cx Ir(p) > 0, alors
limsupe’ InP(X* € K) < — gxg(fin(tp). (2.15)

£—0
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La majoration dans 'inégalité (2.15) esi une conséquence immédiate de la Proposition
15.

preuve Cette preuve sera divisée en deux parties: dans un premier temps on étudie la
probabilité de I’événement

A:={p: p(e,@™(s)) > 6},

ot § > 0, p est la distance liée & la norme uniforme et ®™(s) = {p € €([0,T]) : Iéﬂn) <
s}t. Puis, dans un second temps, on estime la probabilité avec laquelle la diffusion X¢
appartient & un compact.

i) En utilisant Ia formule de Girsanov et la définition (2.13), on a

P(4) = E[x(o(eB,3™(s)) > )]
= B [x (pleB.2 () > 8) x (I ~ &l < o) 7]
+F [x (p(eB.20(5)) > 8) x (1607 — &7 2 o) ]
< [ (p(e B, (s)) > &) e 5 J e+ B [x ([5(") — &l > a) eET] .
Par 'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
P(4) <TP (p(X™,2(s)) > 6) e + Plig” - &r| > o) P IB[eH]2.
Or, par la théorie de Freidlin et Wentzell, on sait que, pour & > 0 et ¢ < g¢(n,d,h),
P (p(X™,3M) (5)) > §) < g~ (=M,

Par un raisonnement similaire a celui de la minoration dans la preuve de la Proposition 14,
’est-a-dire en utilisant I'estimation (2.13) et la bornitude de £? In IE[¢%7] uniformément
en ¢ (identique a (2.14)), on obtient I'estimation suivante, pour n assez grand,

lim sup % In IP (p(0,®™(5)) > §) < —
=0
ii) Soit K un compact de (C({0,7]),||-||cc)- Comme Iz est une bonne fonctionnelle d’ac-
tion, son minimum sur le compact est atteint. De plus, I () converge vers Ir lorsque

n tend vers l'infini, ce qui entraine que, pour n > 0, n assez grand et en choisissant
20 = p(K,®™ (lnftvaK Ir(e) — m)),

P(x € K) < P (0080 (1 In(e) = ) > 5).

Ainsi,
limsupe’ InIP(X® € K) < — inf Ip(yp) + 9.
g0 pEK
En faisant tendre 5 vers zéro, on en déduit (2.15). QED

Les sections 2.1 et 2.2 démontrent donc un Principe de Grandes Déviations pour la diffu-
sion (2.1) avec une vitesse exponentielle en £2.
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2.3 Comportement au voisinage d’une solution non ex-
trémale

Dans cette section, on se place dans un voisinage d’une solution non extrémale du

systéme suivant:
(2o

On choisit le voisinage de sorte qu’il ne contienne aucune solution extrémale et on étudie
la probabilité que la diffusion (1) appartienne & ce voisinage.

preuve du Théoréme 7

Soit ¢ une solution du systéme (2.16), telle que K~1(T)} — |p(T)] > 0, ot K ! est la
fonction réciproque de f E% et soit 0 < & < KYT) — |p(T)].

i) Soit 0 < 5 < 4. On considére alors I'ensemble suivant :

Iy = {fec(0,T]) tq. t:ﬁl)%] f(E) — ()] = 6}
N {f €C(0,T]) t.q. f(T) € [p(T) — 6 +nu(T)+ 5 —nl}

I',, est un ensemble fermé pour la topologie uniforme. Ainsi, puisque Ir est une bonne
fonctionnelle d’action {Corollaire 1), son minimum sur I', est atteint en une certaine -
fonction fy € H* NT,. On suppose que ce minimum est nul. fy est alors une solution du
systéme dynamique (2.16). De plus fo(T) € [p(T) — 6 + n,0(T) + 6 — 5] puisque fp € [',,.
On en déduit donc que | fo(t) —p(t)| < 6—n pour tout ¢ < 7. En effet, | fo{t) —¢(t)| est une
fonction strictement croissante pour f; différente de ¢ car b est une fonction strictement
croissante. On arrive alors 4 une absurdité: f; ne peut pas appartenir a I',,. On en déduit
donc que infrcr, Ir(f) > 0.

ii) En utilisant la décomposition :

P ( sup |X; — (1) < 5) =P (| X5 — o(T)| £9)
te[0,T]

-P ({X; — ()] < 61N { sup | X7 — o(t)] > 5}) )

t€{0,7
et U'inégalité

P ({IX:? — (T < 01N {tgggl | XE — o) > 5})
SP(X* e Iy) + P(|X7 — o(T)] €]6 — n,4]),

on en déduit par i) et par le principe de Grandes Déviations (Théoréme 6) que, pour 7
suffisamment, petit:

lim 207/ 1 P ( sup |Xf — p(t)| < 5) = lim XD I P (| X5 — o(T)| < 6) .

g-+0 tE[G,T} £—=0
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On considére un premier cas: la boule uniforme B{y,d) ne contient pas la fonction iden-
tiquement nulle. Alors, comme la densité de la diffusion vérifie

lim 20/ 04 I () = Ao (K (o) = ),
ol A; est la premiére valeur propre positive de 'opérateur de Schrodinger lié au potentiel
(1.13) {voir Proposition 6), et comme cette convergence est uniforme sur tout compact de
1~ K~Y(T7),0[U]0,K~*(T)], on obtient par la méthode de Laplace (2.5).
Dans le second cas, ¢’est-d-dire si B(p,d) contient la fonction identiquement nulle, il suffit
d’enlever un voisinage B(0,n), d’appliquer le raisonnement précédent, puis de faire tendre
71 vers zéro. On obtient alors (2.5) par monotonie. QED
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Deuxiéme partie

Systéme de processus autostabilisants
non linéaires






Introduction

Soient 8 : R — IR une fonction continue impaire et croissante, ¢ : IR — IR une fonction
continue impaire et bornée, {B;)i>g €t (Bt)tig() deux mouvements browniens indépendants
tels que By = By = 0 et une constante 1/2 < a < 1. Nous nous intéressons alors au
systéme d’équations suivant :

t t
X, =Xo+ B, +0,/ & * vy (Xs)ds — (1 — a)f B * ug(X;)ds
(E) 0 0

~ t t
Y}ZYO—I-Bt—%—(l—a)/O¢*u3(l/;)ds—a/06*vs(}/5)ds

P(X; € dz) = us(dz) et P(Y; € dz) = ve(dx),

ot le produit de convolution est défini de 1a maniére suivante

8% us(z) = ]m Bz — yYudy).

Dans le systéme (E), nous avons en fait quatre inconnues: les processus stochastiques X;
et Y} et leurs densités u(z) et vy(x). Ce systéme peut également s’écrire sous la forme du
systéme d’équations différentielles stochastiques suivant

i
X:=Xo+ B, — / r1(8,X;}ds
() :
Yi=Yo+ B~ [ nlsY)ds
0
ol
T1(37$) = ]E[(l - a)ﬁ(zn - Xs) - a¢(m - }fs)}

ra(s,z) = Elaf{z — Y,) — (1 — a)d(z — X,)]

Les deux processus aléatoires qui forment la solution de ce systéme sont bien sfir indé-
pendants, puisque la position de X; (respectivement de Y3} ne dépend que de la loi de Y
(X).

De telles E.D.S. ont déja été étudiées en détail, entre autres par Benachour-Roynetie-
Vallois (dont P’article a largement inspiré les démonstrations qui suivront), mais la pré-
sence d’un systéme d’équations dans ce cas le rend particulier. Ce systéme d’équations
nous provient de la propagation du chaos dans un systéme de particules

1, 2 Ny, Ny, Nn 1,M, My, M
(Xt’ ﬂ:Xt, FARRE! tm !}/;! n?"":Y; " n)
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(N, et M, sont, ici, deux suites d’entiers tendant vers I'infini quand n — oo) dont les
particules sont de deux natures différentes X et Y. ’interaction entre les particules est la
suivante : deux particules de méme nature s’attirent et deux particules de nature différente
ge repoussent.

Nous nous intéresserons donc au systéme de particules suivant {F) et & sa convergence
quand le nombre de particules tend vers Pinfini.

( : , ., 1 t N ) .
XZ,Nn :XZ_'_BZ_ —/ ﬁ(XZ,Nn '—Xg’Nn)dS
! 0T T N, Y M, g JZ:; 5
1 t M, - -
N+ M. gin — Y e 1<i<N,
(F) | TN s ;W{S e 1SS M
My,
Y;Z':Mﬂ — Y;)Z + B; _ —1__ ft26(Yj’Mn _ });LMn)dS
Np+ M, J, =
1 t
N ), 2 M = X ds, 1< < My,
\ " k=1

(B},...B¥), (B},..,B¥) sont deux mouvements brownien indépendants.

Cette partie concernant P'étude d’un systéme de processus autostabilisants non linéaires
est découpée en deux chapitres, le premier est consacré 3 I'étude du systéme (E), le second
a celle du systéme (F). Le plan est construit comme suit :

dans un premier paragraphe, nous exposerons toutes les conditions imposées sur les fonc-
tions 3 et ¢ qui seront, sans doute, loin d’étre optimales. Nous supposerons, entre autres,
que [ est continue croissante i croissance polynémiale et impaire, et que ¢ est impaire
Lipschitzienne et bornée. Nous commencerons alors dans une premiére partie par étudier
le systéme (E), c’est-a-dire 1'existence et I'unicité d’une solution. La preuve de ce résultag
n’exigera que la bornitude de certains moments de X et de Y. Puis nous étudierons I'exis-
tence et I'unicité d’une distribution stationnaire, ¢’est-a-dire une solution {(u{z)dz,v(x)dr)
au systéme

o] L

—ag:((@* v)u] + (1~ a) S [(B+u)u] = 0

—{1 - a)g%[(qﬁ * uv] + a2 (B = v)v] = 0.

Si D'existence ne demande pas de condition supplémentaire a celles définies au départ,
nous supposerons par contre pour montrer 'unicité que 3 se décompose de la maniére
suivante

&
ax?
P
Ox2

1
2

Blz) = Bolx) + ax
Bolz)

olt 3 est une fonction paire croissante convexe telle que lim;_,o+ =~ = 0 et o > 0 assez
grand. De plus, si 3 croit plus vite que |z/” pour p > 1 et si ¢ est concave, alors nous
montrerons dans le paragraphe 3 que la solution (X;,Y;} converge en loi lorsque le temps
tend vers l'infini vers (u(z)dz,v{z)dz). Pour clore 'étude du systéme (E), nous verrons
que, pour a # 1/2, les densités u et v des lois stationnaires sont clairement distinctes et
nous donnerons également une vitesse de séparation des lois de X; et de Y; au voisinage
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de Porigine, lorsque Xy et Y; ont la méme loi.
Enfin, dans un deuxiéme chapitre, nous verrons qu’il y a propagation du chaos dans le
systéme A infinité de particules {F): ¢’esi-a-dire que la suite de mesures empirigues

1 Ny, 1 My

définie sur C([0,7]), T fixé, converge en loi quand n tend vers Vinfini, vers une mesure
déterministe pu @ v, ot p(dx) = w(z)dr et vi{da) = vi(x)dz (u et v étant les densités du
couple solution du systéme (E)). Ceci permettra donc d’approcher la loi de la solution du
systéme (E) en simulant des particules, solutions du systéme (F). Nous donnerons, pour
finir, une inégalité de concentration pour la loi des particules. Cette inégalité provient de
la théorie développée autour de I'inégalité de Sobolev logarithmique (voir, par exemple
[A-co] et [M]}). Nous montrerons en particulier qu’il existe une constante Ky > 0 telle que,
pour toute fonction lipschitzienne vérifiant

inf{M >0; Yz,y € RY | f(z) — fy)| € M|z—yl} < 1,
nous avons

KT Nnrg
sup P Zr+a/ | <2exp— )
tgg ( Nn) P 4Cp

pour tout r > 0. Cp = (e1?l=T — 1)/||¢'||oo et u;(z)dx est la loi de X; solution de

I'équation (E). De méme,

KT MnTQ
sup IP >rd+q4/— ] <2exp-— ,
<r ( V Mn) e

+ gf(Xf’N”) - /m F()usly)dy

M
- 20 - f]Rf W)unlu)dy

ot vs(z)dx est 1a loi de ¥; solution de (E).
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Chapitre 1

Etude du systéme (E)

Préliminaires

Voici tout d’abord quelques notations et quelques hypothéses dont on se servira tout
au long de cette étude. '
Les hypothéses concernant 3:
B: IR — IR est une fonction continue croissante, & croissance polyndmiale et impaire. De
plus, il existe 8, >0, Sy € R, ¢> 0, C >0 et r € IN* tels que:

B(z) — Bly) > b(z —y) + By, pour tout = >y, (1.1)
1B8(z) = By < lz—yllc+|zI"+1y|"), pourzelR, etyelR, (1.2)
1B(z) < C(1L+ [z[*), 2¢27+1; (1.3)

et celles concernant la fonction ¢ :
¢ : R —+ IR est une fonction lipschitzienne de paramétre K > 0, bornée par M, > 0 et
impaire, telle que sgn(z)d(z) > 0.

1.1 Existence et unicité des solutions du systéme (E)

Cette partie a pour but de montrer P'existence et 'unicité d’une solution du systéme
(E), qui n’est pas évidente a priori, puisque la différentielle de X; dépend de la position de
X; mais aussi de la loi de Y; et réciproguement. On utilisera donc une méthode de point
fixe pour déterminer une solution. Le résultat principal de cette partic est contenu dans
le théoréme suivant :

Théoréme 1 Soient X, et Yy, deus variables aléatoires de lois symétriques, telles que
2 5 2
IE}[X(Q}(TH) | <ooet IE[YEJZ(TH) ] < co. On suppose, de plus que B > =2K o111/2 < a < 1.
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Le systéme (E) admet alors une unigue solution forte.
¢ t
X =Xo+B: + a[ / d(Xs — z)vs(x)dzds — (1 — a)/ / B(X, — x)us(x)dzds

Y= Y(’+Bt+1_a/f¢ z)u,(z dﬂ:ds—a/[ﬁ ~ 1), (z)dzds, -

o B, et ét sont deux mouvements browniens indépendants.
ug(z)dx (respectivernent vi(z)dz) est la loi de Xy (resp. Y3 ).
Pour pouvoir démontrer ce résultat, on a besoin d’introduire certains espaces fonctionnels
1) On note Ar I'ensemble des fonctions b : [0,7] x IR — IR telles que:
z — b(t,x) est croissante
b(t,®) est localement Lipschitz, uniformément par rapport & ¢ sur [0,77,

‘b(t,ﬂ’?) - b(t7y)| < Cﬂ!"'c - y|: pour |$| <n, |yl <n, te [OvT]a (15)
b(t,z) —b(ty) = (1 —a)fi{z —y) + (1 —a)Bo, pour z >y et ¢<0,T]. (1.6)
Ces fonctions vérifient de plus

b
lbllr = sup sup Dbt

1.
tefo,7) zcR 1 + |22 (1)

Az est muni de la norme ||.{|z.

2) Soit E Pensemble des fonctions b : [0,7] x IR — IR globalement lipschitziennes et
bornées par aM.
Cet espace est muni de la norme

[bllo = sup [b{t,x)]. (1.8)

tc[0,T] zcR

3) On notera enfin Fr = Ar X Ap X E x E muni de la norme

2 4
l8ll% = " lbillr + > fbilloo (1.9)
=1 i=3
ou .El = (b17627b31b4)-

En plus de tous ces espaces fonctionnels on va utiliser la transformation I' : Fpr — Fp
définie par ses coordonnées

prol’(b)(x) = E[(1 - a)f(x — X7)]

p2ol'(b)(z) = Blaf(z ~ V)] (1.10)
psol’(b)(z) = Elag(z — V)] '
psol'()(x) = E[(1 — a)g(z ~ X7)]

ol p; est la iéme projection dans 'espace Fr et X? (resp. Y} ) est solution de PE.D.S.

dX} = dB;, — by {t,X))dt + by (¢, XP)dt, (1.11)
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respectivement _
Y} = dBy — by(t,Y2)dt + ba(t,Y) . (1.12)

Pour montrer qu’il existe des solutions aux équations qui viennent d’étre citées, il sera
important d’utiliser le résultat suivant (cf Stroock et Varadhan [S-V] 1979 Théoréme
10.2.2 p.255):

Proposition 1 Soit b: R, x R — IR une fonction telle que

sup [b(¢,0)| < oo, (1.13)

>0

bt.x) ~b(t.y)| <colz —yl, pourne N, |z|<n, |y <n, (1.14)

et sgn(x)b(t,x) > 0 pour |z| assez grand, alors 'E.D.S. suivante o une unique solution
forte

i
th = X() + Bt - / b(S,Xf)dS
0

Pour montrer que le systéme (1.4) a une unique solution, on cherche un point fixe 4 la
transformation I'. Pour ce faire, on vérifie, dans un premier temps, que, pour b € Frp, les
équations (1.11) et (1.12) admettent une unique solution forte.
Or, comme b3 et by sont bornées et b € Fp, il existe x4 > 0 tel que, pour tout z vérifiant
IJ?' Z Lo,

sgn(z) (b (t,x) — bs(t,z)) > 0,

sgn{x){(ba(t,z) — ba(t,x)) > 0, pour ¢ € [0,7).

Par ailleurs, les b; sont localement Lipschitziennes pour ¢ = 1,2,3 et 4. On peut alors
appliquer la Proposition 1. On en déduit que les équations (1.11) et (1.12} admettent une
unique solution forte.

Pour la suite, on utilise les notations suivantes:

——m.b m —m,b m
Xy =EIXpm, Yy = By,

om,b ~Fm.b Srmgb b
X =supX,”, Y, =supY, .
SSt SSt

Pour démontrer l¢e Théoréme 1, on a besoin de plusieurs lemmes :

Lemme 1 Soient b € Fr, n > 1, p = (p0,,0,0) 0@ po(t,x) = Pz, alors )?jznn’p < oo et
V2™ < 0o, pourn > O tel que B[| X2 < oo et B[|Y]?*] < cc.
De plus

X2 < R (n){ X2 + T2 57 cillby — pollin(1 + X203, (1.15)
1.15
V2P < ey () { V2P + T2 520 dilibs — polli(1 + V),

ot les ¢;, d; sont des constantes ne dépendant ni de b ni de p ni de T'.
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Preuve:
i) En considérant p = {pp,00,0,0), on a alors ’équation suivante:

t
Xt = X[) + Bt - / ﬁoXst.
0

Or X, = Xge~ P + Z, ou:
t
Z, = e Pot / e™dB,.
0
Zy est alors une variable aléatoire gaussienne centrée et de variance (1 — e=2%1) /23,

Ainsi,
1 — g™ 2ot

E[(X; — e i X,)*] < ( TR

) B

On en déduit donc:
iggE[\XEIQ”] < {1+ E[| X))

ol les ¢, sont des constantes (le méme raisonnement est valable pour ). Done, si IE[| X, |**]

et IE[[Yp|?"] sont finis, il s’en suit que )?%”’p < o0 et V2 < 0.
if} Par ailleurs,

¢ t
Xf _Xf - _f (bl(S!Xg) —'plop(S:Xsp))dS—i_/ (53(5:){:) —p30p(S,X3p))d8,
0 0
d’on, pour & > 1, on obtient

t .
| X) - X{|* = —Of/ﬂ sgn( Xy — X2)| X2 — X2\ Ly 2y (b1(5,X70) — prop(s,XF))ds

I
—i—a/ sgn(X? — X7)| X! — Xf!a_lﬂ{xg;éXg}(bs(San) — psop(s,X¥))ds.
Jo

En prenant la limite quand « — 17, on a alors

£
IXP~ X0 = —[ sgn(X? — X2)(b1(5,X?D) — prop(s,X?))ds
[}

i
+ / sgn( X — XP)(ba(5,X%) — pop(s,X?))ds.
0

Comme b; est une fonction croissante, sgn(z — y)(bi(s,2) — b:(s,5)} > 0. On obtieni donc

&
Xb - XP| < — f sgn(X? — X2)(b,(5,X8) — prop(s,X?))ds
0

i
+ [ sgn(X? — X?)(ba(5,X") — paop(s,X?))ds.
[\
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Or, psop est identiquement nul et b3 est borné par (1 — a)M, ce qui implique
#
XE-X7 < (=)Mot [ [ prople(u + [X2PO)ds
0

£
< (1—a)Mt+ by ~ proplir / (1+ [X7P)ds.
0

Par un argument de convexité, on obtient

i 2n
E[|X!™] < ki () {IE[IXEIQ”] +E [{(1 — )MT + by ~ propllr [ (1+ |X512Q)ds} } } .
0
Par l'inégalité de Holder, on a

E[([ 0= pepns) | < mrma - 2

olt k{m) est une constante. On en déduit la premiére formule de (1.14) ou les ¢; sont des
constantes qui ne dépendent que de a, M et n. On peut alors effectuer les mémes calculs
pour obtenir la deuxiéme formule. QED
Pour continuer les calculs, on a besoin d’introduire un lemme plutdt technique qui s’ap-
parente 4 un lemme de Gronwall.

Lemme 2 Soit ¢ une fonction positive telle que ¢(0) = 0. On suppose qu’il existe deux
constantes b > 0 et ¢ > 0 telles que

B(t) < b fu $(s)ds +c f Vé(s)ds,
alors . ,
o) < {Z( -1} . (1.16)

Preuve: On pose 9 la solution non nuille de I'équation

v,b(t)-b/ﬂ ¢(s)ds+cf0 Jo(s)ds.
Par dérivation, on a
we _ _
) + e/ o)

puis, en prenant la primitive dans cette égalité, et en utilisant la condition initiale
#(0) = 0, on trouve

2

v = {5 -1}
Pour terminer la preuve de ce lemme, on fait appel a un résultat dans [B] (Théoréme 4.1
p.16) qui assure ¢(t) < ¥(t). QED
Lemme 3 1. T est une application de Fr dans Fr et

ITB|[5 < M + ks(1 + X529 4 Vb2, (1.17)
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2. T est continue et vérifie

lp10T'(8) — proT ()l < Ea(eKT — 1)(|[by — cxll + [1bs — cslloo)

|lp20T(B) — paol(c}l|z < ks(e(=ET — 1)(||ba — ea|lr + (162 — c4lloo)

50T (b) — psoT () loo < ksTe KT ([lby = el + f1bs — calloa) (1.18)
120l (8) — paoT(e) e < krTe@ KT ([lby — cllz + [1Bs — csllo),

oty k; sont des constantes.

Preuve:
1) Comme 3 est une fonction continue et croissante, IE[(1 — a)3(z ~ X})] est croissante
en z. Par ailleurs elle est localement lipschitzienne et vérifie, par (1.1),

E[(1-a)fz - X)) - (1-a)8y—X})] > (1-a)(Bi(z—y)+ ) pourz>y

Enfin,
E[(1 - a)f(z — X})] < E[C(1 - a)(1 + [« + |X7[*7)]

<O(1—a)(1 + B[l + X717 = C(1 — a)(1+ |=[*)(1 + X7:%).

D’oit
10T ()|l < C(1 — a)(1 + X7°7). (1.19)
De la méme maniére,
P20l ®)lr < aC (1 + Y7, (1.20)

||p30r(é)”oo < QM,
P20 (b) || oo < (1 — a) M.

On en déduit alors (1.17). Comme psol” et psol” tendent vers 0 & I'infini, ces expressions
sont globalement Lipschitziennes et bornées ce qui justifie entiérement 1).

2) On prouve maintenant la deuxiéme partie du lemme, et plus particuliérement, les deux
derniéres inégalités énoncées. Par la propriété de Lipschitz de ¢ (cf les préliminaires) on a

psol (B)(z) — psol'(c)(z)| < aE[ gz — ¥}) — ¢z — ¥)[] < aKE[|Y) — Y]],

pour tout z € IR. Or, d’aprés la démonstration du Lemme 1,
£ t
VoY € U-aR [ Y- velds+ [ n(sYd) - allds
0 0
b
Hb = aalle [ (14 vias
0
£ £
< (1)K [ V2= Yelds+ TIb = cullo + [ = calr [ 0+ VPO
0 Jo
En prenant I'espérance, on obtient

1
(Y Y1) < (1= oK [ B{Y! - Y7llds+ Tl oo = 2 = eale (1 + 7579,
0
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Par le lemme de Gronwall, on trouve
FIY? — Y¢I] < TO + 7% {llbs ~ callz + s — calloo} €75,

et ainsi
P30T (B) — paol(e)||eo < k7€ KT {{|by — coll7 + |14 — ealloc}

ou kg = aK {1+ }7]‘3’2“"). On obtient de la méme maniére la derniére inégalité de (1.18) avec
k7 dépendant de a, K et (1 + X2°9).

3) On montre enfin les deux premiéres inégalités de (1.18). En utilisant ’hypothése (1.2)
sur 3, on a

[p1oT(b)(z) — prol{c)(z)]

E[(1 - a)(B(z — X7} - B(z — X7)]]

(1 - a)ElX7 — X{l(e+ 2" + (X717 + 1XF1)]

(1~ aYks(1 + 2l )E[XY ~ X¢|(1+ | X, + 1X717)]

ky(1+ |2[ENXT — XEP)V21(1+ B[] + B[IXP))2,

IAIA A

pour tout z € IR.
1l faut alors calculer [ X? — X7|?:

A
I_th _Xtc|2 = —2/ (Xg‘X;:)(bl(S:Xg) —CI(S’X;:))dS
0

42 [0~ X030, X0) ~ (5. X0
0

IA

+ £
—2[ (X;’ — XH(b:1(8,X5) — c1(5,X))ds +2(1 — a)K/ [X;’ — ngzds
0 )

t
1 20lbs — esloo ] X8 — X¢|ds
0

IA

20t — el [ 1X = X1+ X Pds + 201 — )k [ X - X
2l — el [ 1X - Xl
En prenant I'espérance, on obtient
B XP] < 2l el [ (1 BRI = X ds
0
+2(1 —a)K f: LE[|X? — X¢)ds

i
42~ calls | TBIXE = XY
Eal

A

&
Ero(lIbs — el + s — calleo) [ X — X°Pds
0

%
+2(1 —~ a)Kf E[|X! — X¢*|ds.
0
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Puis, par application du Lemme 2, on trouve
E[|X7 — X7 "] < kyy (85T = 1)(|[by — cullr + (153 — es]loo);

d’out la premiére équation de (1.18), avec k4 qui dépend de X&', X% X5 )?;:21". La méme
démonstration est bien-entendu valable pour ps. QED
~ Voici un premier résultat d’existence et d’unicité des solutions du systéme (E):

Lemme 4 Soit L > 2aC(1 + max(k: (q) X292 ks (q) Y200)) et AL = Az N {b, || bllr < LY.
On définit Ff = A x AL x E x E. Il existe k1o tel que, si

T = k(L ; E(| X)), 1 <1< 8¢%), alors

i) T(FE) C EE et lo norme lipschitzienne de T, restreinte o FF, est inférieure 4 1/2,

it) il existe une unique solution forte au systéme (E) telle que

sup E(|X:[*) <o et sup E(|Y|*) < .
0<t<T 0<t<T

Preuve: R R
1) On choisit L > 2aC(1 + max(k; (¢) X 23,k2(q)Y,29?)). D’apreés (1.19), on a

lproT(®) |l < (1= a)O(1 + X79).

Ainsi, d’aprés le Lemme 1,

ret®lr= (1”)0(1”1“ X+ )T”Zcz-(HblHTwLIIpolloo)"(Hf?«qi’p)),

i=1
ol ||pllee = SUPzwo |Boz|/(1 + |2/%). On peut alors choisir T} assez petit tel que

(1 - a)Chi (TP el L+ [|polloo) (1 + X3847) < L/2.

=1

Ainsi I'b € it car, pour ppol’, le calcul est identique.
2) Tl s’agit maintenant d’examiner la constante de Lipschitz. En faisant la somme des
inégalités (1.18), on obtient

IT(®) —T(e)liy < (D)o cli7,

ot a(T) = (ky + ks)(eP=DET — 1) 4 (kg + ky)Tell-0KT,

On choisit T, assez petit pour que a73} < 1/2. Alors, en prenant 1" = min(77,7%), la
norme Lipschitzienne est inférieure 4 1/2. T dépend évidemment de L et de TE[| X;[*], pour
1 <i<8¢%

3) On suppose que T = kio(L ; B(| X)) 1 <4 < 8¢?). Soit by € FE. On construit alors
la suite &,,, = b, ; d’aprés le début du lemme, on a b, € KX pour tout n et I' est une
contraction de norme inférieure & 1/2. D’aprés le théoréme du point fixe, b,, converge vers
b avec la norme ||.||%. La plupart des propriétés sont évidemment directement vérifiées par
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b: il ne reste plus qu’a montrer que b, et by sont localement Lipschitziennes. On le vérifie
pour b;. Comme b, , =1,

(1 - e)E[|B(z — X;*) = By — X;")]]

(1~ a)lz —y[Ele + [zl + [yl + X}
kis(N)(1 + XM lz — y|, pour [z] <N, |y| < N.

b11 (8,2) — bpgr1 (8,1)]

IA A IA

Comume ||piob,||r < K et ||p20b, |7 < K, on en déduit, d’aprés le Lemme 1,
brgr,1 (62) — bpga,1(8y)] < k(N KT p)lx — yl.
En prenant la limite quand n tend vers I'infini, on obtient
[y (t,2) — b1 ()] < kua(N, KT p)|x — yf.

b, est done localement lipschitzienne. On peut effectuer le méme raisonnement pour b,
ce qui implique que § € FF: il s’agit donc d'un point fixe Th = b. Ainsi (X°,Y?) est une
solution forte du systéme (E). QED
On aimerait construire une solution forte sur [0, 4+ oo[. Pour cela, on a besoin de savoir
que sup,~o E{[X?[™) < 0o et sup,q E(]Y2]*) < oo, pour un certain n > 1. Pour cela,
on a besoin de majorations du type de celles développées dans le Lemme 1 mais qui ne
dépendraient plus du temps 7.

Tout d’abord, on rappelle un lemme énoncé dans [B-R-T-V] p.182.

Lemme 5 Soit f une fonction continue et dérivable définie sur [0, + oo & valeurs dans
IR. Supposons qu’il exziste { > 0 fel que {t ; f(¢) >} C {t; f'(t) <0} alors

sup f(z) < max(f(0),]).

x>0

Lemme 6 Soit b € Fr et on suppose que I'b = b, avec a = 1/2, que ) > K et que X, et
Yy sont indépendantes et de méme loi d’espérance nulle. Alors

X5 < hlms , 2 <0< 2n), ot my = TB(|Xo[H), (1.21)
VI < iglng , 2<i<2n), oumn =B(Y,[) (1.22)

Preuve: Comme g = 1/2 et, X; et Y5 sont indépendantes et de méme loi, X; et Y} sont
indépendants et de méme loi. On en déduit

1/t 1/
B = B0 - 5 [ BISCG - Xds+ 5 [ EI60x, - X0,
0 0
ot X et X' sont indépendants et de méme loi. Puisque 3 et ¢ sont impaires, on a
E[§(Xs — X})] = Elp(X, — X;)] = 0,

ce qui entraine
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Le méme raisonnement est bien entendu valable pour Y.
i) Soit Xy et X deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi. Soient deux
mouvements browniens indépendants B et B'. X, X' sont les solutions des équations

1 ¢ 1 t
X,=Xo+ B / by (5, X,)ds + / by (s,X,)ds,
1] 0

et
1 t 1 t
X! =X} + B, - 5/ bi(s,X3)ds + 5/ by(s,X;)ds,
0 0

bi(s,z) = E[B(z — X,)] = E[§{z — X))},
bs(s,z} = E[d(z — X,)] = Elp(z — X,)].
On pose Y; = X; — X et p, (1) =IE(|Y:|") pour n > 2. Alors ¥ est une semi-martingale :

1 [t (O
Y; =Yy + B, — B, — 5/ (ba(5,X5) = ba(s,X})) ds + 5 / by(s,X5) — ba(s,X,)ds.
0 0

En appliquant la formule d’1t6, on trouve

¢ t
v = v [ YPUE - B [ VP05, - (s X))
0 0

' t
+n/ Y ba(5,X,) — b3(s,X0))ds + 2n(2n — 1)[ y2-2gs.
‘ 0

On prend alors 'espérance :
pnl®) = nl0) 1 [ BV (5, X,) = bl X0+ 20(2n = 1) [ )i
n fe R (5 (5,X.) — by (s.X))]ds.
On dérive par rapport au temps pour obtenir

Eanll) (o — 1)y 5(8) + LY (b (2.X0) — bylt. X))

’ ~E[Y" b8, X5) — b (8,X)))]-

On suppose que z > y. Comme by satisfait a (1.6) et b3 est lipschitzienne de coefficient
K>0,0ona

(@ —y)(bi(t,2) — bi(t,y)) > Bule — y)® — [Bollz — ¢,
et
|b3(t,2) — ba(t,y)| < K{z — y).
On en déduit donc
U (t)

B <2020 — 1) (pan (0™ + | Bol (12 ()72 — By pion (£) + K pion ().
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Comme dans 'hypothése du lemme K < /i, il existe k7 > 0 tel que, pour z > ki7{n}, on
a
2(2n — D'~V + |Gl — Bl + Kz < 0

alors {t ; pon(t) > kir(n)} < {t; uh,(t) < 0}. En appliquant le Lemme 5, on obtient
E[(X, - X;)*"] < max(ki7(n),E[(Xo — X5)™)), n>1.

ii} Soient & et & deux variables indépendantes, £’ étani une copie de &, telles que
E[] =E[¢'] = 0. Alors

E[£] < ki (B((€ — £)%),... B((¢€ — £)*")).
La démonstration de ce résultat se fait par récurrence. Ceci termine la preuve du Lemme

6, puisque E[X;] = E[Y;] =0. QED

Lemme 7 Soit b € Fr. On suppose que U'b = b; Xy et Yy ont des lois symétriques et
B > £4K. Alors

X0 < feg(my o 2 <4 < 2n), (1.23)
V2o < kog(my 3 2 < i < 2n). (1.24)

Preuve:

i) On suppose que Xj et Yy ont des lois symétriques.

On montre alors que E[X;] = IE[}}] = 0. Pour ce faire, on considére (X3, ¥;), la solution
de

X, =Xp+ B — /0 by (5,X,)ds + /0 t bs(s,X,)ds
Y=Yy + B, — ft bo(5,X,)ds + ft ba(s,X,)ds,
1] 0
avec
bs(t,x) = Elag(x — V3)], bi(t.x) = E{(1 —a)B(z — X)),
by(t,x) = E[(1 —a)¢(z — Xy)], be(tz) = Elad(z — V)]

On remarque alors que si (Xt,Bt),(Y;,Bt) est solution faible de ces équations, alors, comme
¢ et B sont impaires, {(—X,,—B,),(—Y;,— B,) sont également solutions faibles des équations.
Grace & Punicité en loi, —X; a méme loi que X; et —¥; a méme loi que Y; puisque —Xj
a méme loi que X, et —Y, a méme loi que Y. On en déduit alors

E[-X,]=E[X]=0, ¥¢>0
E[-Y;] = B[Y;| =0, Vt> 0.

ii) Pour la suite, on va utiliser les mémes arguments que ceux utilisés dans la démons-
tration du Lemme 6, mais dans la situation présente, ¢ peut étre différent de 1/2. On
considére donc X; et X, deux solutions de

1 [ 1 [
Xt = XO + Bt - §f b]_(S,XS)dS + 5/ bg(S,XS)dS,
] 0
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et
t 1 1t
0 0

On pose Z; = X; — X et p,(t) = E(|Z;|"), pour n > 2. Z est une semi-martingale:

¢ t
Zy = Zy+ By — B, — / (1 (5,X,) — bu(5,X])) ds +/ bs{s,Xs) — bs(s,X})ds.

0 0
En appliquant la formule d’It6, puis en dérivant par rapport au temps, on obtient

!
t
Banll) (o0 — ) panea(t) + ZRIZ2 (b1, X0) — a0, X))
—2B[Z" 7 (b (8,X) — bu (2, X))
Par les mémes arguments que ceux utilisés dans la preuve précédente, on obtient

g#z < (20 — 1) (pan (£) 7™ + 20| Bo | (2 (£)) 2" + 2((1 = @) K ~ 081 pizn(2)-

Comme dans Phypothése du lemme 3, > 1=¢ K il existe £y, (n) > 0 tel que, pour

x> koi(n), ona ‘
(2n — Dzt Y 4 20| Byl Y™ + 2((1 — a) K — afy)z < 0.

Ainsi {t ; po,(f) > ka1(n)} C {t; ph,(t) < 0}. En appliquant le Lemme 5, on obtient
E[(X; - X;)™] < max(ka (n),E[(Xo — Xg)**]), > L.

La fin de la démonstration de ce lemme est la méme que celle du lemme précédent. QED
preuve du Théoréme 1
On suppose Xy, ¥y de lois symétriques. On note

U =max {T >0, lesystéme (E) admet une unique solution sur [0,77],

sup IB[X2] < oo et sup E[VY] < o0}
0<t<T 0<t<T

(par convention max () = 0).
1) On montre d’abord que U > 0. On choisit
K =max{ 2aC(1 + max(k (q)X2* ko(q)¥V200)) ;
ks(1+ ko(m; 5 2 <4< 2q) +kafni; 2<0< 2g))}
Gréice au Lemme 4, il existe T = kig(m; ; 1 <4 < 8¢%) et un unique b € AX, telque b =5

alors (X*,Y?) est 'unique solution forte du systéme (E’) sur [0,7]. On suppose qu'il existe
(X%, Y?) solution de (E") sur [0,7], telle que sup IE{Y;?] < oo et sup E[X/?] < co. On
0<t<T

note e
a(tz) = E[(1 - a)B(z ~ XP)]
eo(t,z) = Elaf{z — f@b)}
es(t,z) = Elag(x - V)]
ea(tz) = E[(1 - a)g(z — X7)]
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Ainsi )
ler(t.a)llr < ks(1 4+ X7%).

Comme ¢ = I'c, d’aprés le Lemme 7, on a
ller(t,x) ||z < ks(1 4 kuolm; 5 2 <4< 29)) < K.

De la méme maniére, on obtient |c,(¢,z)||lr < K, d’oit ¢ € A¥ et alors, par unicité, X = X,
Y =Y et b=rc. R

2) On remarque tout d’abord que X29° = koo(m,; ; 2 < 4 < 2¢). De la méme fagon, on
remarque que f{fow = koa(mi ; 2 < i < 2¢g). On pose mj = kig(m; ; 2 < j < i) et
n} = keo(m; ; 2 < j <4). Soit K’ la constante définie par I’équation (24) en remplacant
les m; et n; par les m} et n}. A ce K’ correspond un 7" = ky2(m};2 < 7 < 8¢*) > 0. On
raisonne alors par absurde: on suppose que U < oo et on choisit £ > 0 tel que ¢ < 77/2.
Or on sait que, pour € > 0, il existe T tel que U — e < T < U et qu’il existe une solution
(X,Y) sur [0,T] vérifiant supge,cr E[YY] < 0o et supycper E[X7?] < co. On considére
alors le systéme (E’) sur [T,00[ en prenant comme données initiales X7 et Yo qui sont
symétriques {on a dejd démontré dans le Lemme 7 que X; a méme loi que —X; et idem
pour Y). Or d’aprés e Lemme 7

sup IE[X?Y] < kyg(my; ; 2<i < 29) < My
0<t<T

sup B[] < kao(n; 5 2 <i < 29) < .

0<t<T
On peut donc définir une solution sur [7°,7 + T"]. Comme T + T’ > U il y a contradiction
ce qui entraine que {/ = oc. QED
En utilisant la démonstration de ce théoréme, on peut énoncer directement un autre
résultat :
Proposition 2 Soit (X,Y) une solution du systéme (E). On suppose que IE(XZ™) < oo
et IE(Y@") < oo alors

sup E[X?"] <oo et sup IEB[Y?"] < oo, pour toutn € N*.

0<t<T 0<E<T
Remarque 1 Pour a = 1/2, grice & lunicité de la solution du sysieme, le systéme
(E) n'est plus un systéme & proprement parler mais une juztaposition de deuzr éguations
identiques : on rejoint alors U'étude développée dans [B-R-T-V].

1.2 Existence d’une distribution stationnaire
Dans tout ce paragraphe, on notera u(t,z) la densité de X; et v(t,z) celle de ¥;. On

rappelle que (X;,Y}) est Punique solution forte du systéme (E) et on peut alors directement
en déduire que (u(t,x),v(tx)) est solution du systéme suivant :

Bu — 18% _ 0B 1(¢ 5 v)u] + (1 — a) 2[(8 = w)u]
(1.25)
& =55t — (- a)Fl(¢ xwel + aZl(6 x vl
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Si u(x)dx et v(x)dz sont des distributions stationnaires, elles vérifient alors:
2
55 —agl(@xv)ul + (1 - a) Z[(B* uyu] =

%g_;g — (1 —a) (¢ xup]+ aZ[(B*xv)v]=0.

En intégrant ces équations, on obtient

&) = 3oy oo {o[[orsa-t-a [pruwan},  am

ot A(u,v) est telle que [ u(z)dz = 1.

”(1 )exp{ a)/ o = uly dy—a/ Bxu(y dy} (1.28)

ot p(u,v) est telle que fm z)dr = 1. Le résultat principal de ce paragraphe est le
théoréme suivant, qui donne I’ ex1stence d'une distribution stationnaire; on énoncera par
Ia suite un résultat d’unicité.

(1.26)

v(z) =

Théoréme 2 1) Il existe un couple de densités (u,w) tel que u et v sont des fonctions
paires, de plus, (u,v) satisfait aur équations (1.26), (1.27) et (1.28).

2) Siu et v sont les densités de Xy et Yy, alors la solution (X..Y,) du systéme (E) o pour
densité jointe u(z)v(y) quelque soit t > 0.

Pour prouver ce résultat, on a besoin du Théoréme du point fixe de Schauder (voir, par
exemple, Corollaire 11.2 p.280 dans [G.T]). On note F ’adhérence d’un ensemble F
Proposition 3 On suppose que £ est un espace de Banach, C un sous-ensemble conveze
fermé, A une application de C dans C telle que

(i) A est continue

(i1) A(C} est compact

alors A admet un point fize dans C.

On détermine tout d’abord les ensembles concernés et, pour cela, on introduit quelques
notations.

Notations:

1) & est ensemble des fonctions continues f: IR — IR telles que

sup(l + |2{")|f(x)] < oo ol p > 4g.

On munit & de la norme || 00 |f|oo = supger (T + |2IP)|f(2)].
2) On définit Cps le sous-ensemble fermé convexe de &£ suivant:

cM={fezo; >0 paire ; [ f(@)de =1 sup(1+|$|")f(w)$M}.
R

zclR

3) Pour tout © € Cay, on définit v (u) = [ |«/Pu(z)dz et pour (u,v) € Cur x Car, les
opérateurs suivants

Alw)(o) = g e { [ Coruay—(-a) [ 5 u(y)dy}
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o sen{a=0) [ orupiy-o [ R

Pour pouvoir appliquer la Proposition 3, il est nécessaire de démontrer quelques lemmes
préliminaires.
Lemme 8 Soit u € Cay.

Bu,w)(z) =

k
1) 8 Ci =1+ max / il dz, alors
0<k<p-2 Jp 1+ |z}P

(u) < MC, 0<k<p-—2. (1.29)

2) B+ u est une fonction impaire et
€ A
f Bly)dy < / (8 % w){y)dy < CoMa?(1 +2%), Yz >0 (1.30)
0 1]

ot Cy est une constante dépendant de 3 et M et satisfaisant M > max(1,C%9).

Preuve: On rappelle la preuve de ce Lemme qui se trouve dans [B-R-T-V].
On montre tout d’abord la premiére partie du lemme: il est facile de voir que

| * »
= < < < p-—2.
e (1) /]RHI&:IP(HM Ju(z)de < MCp, 0<k<p~-2

11 est également évident que 3 = u est une fonction impaire. De plus, pour z > 0, on a
Brue) = fo)+ [ (3= 1) = Ble)uw)iy
= 8)+ [ (Bl —y)+ 8l +1) —26@)uw)dy.

3 étant une fonction impaire, on obtient

B+ ulz) = Bla) + [ (Bl + ) — Bly — 2) — 26(2)uly)dy.

En utilisant 1a convexité de 3 sur IR et le fait que toute fonction impaire f convexe sur
R., vérifie

fla) < 5{fle—y)+ flz+y), ¥z 20, Vy e IR,

b |

on a
Bxu(z) > B(x), Yo > 0.

On en déduit donc la minoration dans ’équation (1.30). Pour la majoration, on décompose
3 = u de la fagon suivante:

B ulz) = [ T(8(e 4+ ) — Bl)uly)dy + [ " (6) — By — 2)uly)dy.

En utilisant Pinégalité (1.2), on obtient

pru@l s+ (14 [ vuan) o 20
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Comme 7+ 1 < 2g et 2¢ < p— 2, on a, par 'inégalité de Holder,

W(u) = / ylmuly)dy < (vaq(u))™ < (MCy)7/™
< (MG )(29" D20 < pp-1/44") < pg.

Par intégration, on obtient la majoration de (1.30). QED
Grace 4 ce lemime, on peut montrer le résultat suivant:

Lemme 9 7] existe M tel que
A(CM,CM) CCy et B(CM,CM) C Cu

Preuve: Il suffit de vérifier ce lemme pour A, 'autre inclusion se montre de maniére
identique & quelques constantes prés.

On pose R(z) = (1 + |z/P)A(uv){z), ¢ et v appartenant 4 Cy,. Evidemment A(u,v) > 0.
Par ailleurs, puisque ¢ est bornée par M,, (voir Préliminaires)

Aluw)(z) < /\(%’U)exp {—(1 —a) /; B = u(y)dy + aM¢m} .

En utilisant le lemme précédent, on a

Afu)(2) < 17 exp{amx— -0 [ s}

(u,0)

On en déduit, grace a (1.1),

0< R(z) < ﬁ sup [(1 + z[”) exp {anofﬂ -~ (1 —a) /; ﬂ(y)dyH < A(uf’t}),

z€IR

ol (5 est une constante ne dépendant que de ¢, 3 et a.
On cherche maintenant 4 minorer A(u,v):

Aup) = Q/Dwexp{—(l—a) /Oxﬁ*u(y)dy+ (L/:qb*v('g)dy}da:
> Q/OOOexp{—(l—a) fomﬁ*u(y)dy—aM¢x} dx.

En appliquant {1.30), on obtient

Cy

-_ ,'Mﬂ

ou Cy = ;" exp(—(1 — a)Coy*(1 + y*4) — aMyy)dy. Cy ne dépend donc que de g, ¢, 3

et ¢. Cette derniére inégalité est obtenue par le changement de variable y = z+/M en
supposant que M > 1. Finalement, on obtient

sup R(z) < g—im

r€R

Alu,w) > 2/000 exp {—(1 — a)CoMz*(1 + z°9)
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On peut alors choisir M tel que

sup(l + |z[P) A(uv)(z) <M et sup(l + |z”)Blup)(z) < M.
z€IR zCIR

QED

Lemme 10 A et B sont des opéraleurs continus.
Preuve: On étudie la quantité suivante:

Blz) = exp{a/:@ﬁ* viy)dy — (1 -a) /Omﬁ*ul(y)dy}

— exp {a/:é*vz(y)dy— (1~a) /:ﬁ*uz(y)dy}
- (exp—-(l —a) /ﬂwﬁ*ul(y)dy) [expa/;qb*vi(y)dy—expafoxé*va(y)dy]

+ (exp afox ¢ * vz(y)dy)

x [exp—(l—a) [ ruwy-exw-a-a) [ sruatia)
= 61 (z) +6:(x).

61(a)| < (exp ~1-a [ $,8(y)dy)

Or [F v (y)dy < Myz, don

expa/ qﬁ*vl('y)dy—expa/ gb*vg(y)dy’.
0 0

@) <ae {~0-0) [ puidy+avtye

/$¢* v1(y)dy — f ¢*v2(y)dyl
0 0

< aexp {—(1 - a) fow Bly)dy + ansﬁf}

foz fm Sy — 1) (v — vg)(t)dtdy’,

Comme
dt

/0 /mqs(y — )y — vg)(t)dtdy’ < Myz|v, — 'Uzloo/m W;

et, de plus, comme sup, g |z exp{—(1 ~a) [ B{y)dy +aMyz}| < oo car 8(z) > Bz + B
pour z > 0 avec 5, > 0, on a

0. (x)] < Cslvy ~ v3)o-

On calcule maintenant {fo(x)]:

esp (~01-a) | ey ) - exp (-a-o "Tﬁ*ug(y)dy)\

< exp {~—(1 —a) f: Bly)dy + aM¢x}
X lexp (~(1 — a)¢1(x)) — exp (—(1 — a)d(z))],

b2(z}| < explaMyz)
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o B e e esn)
on obtient

o)l < - @exw { -1 -a) [ By +aMea | [ H)a,
o

HG) = | [T+ = 8- 1) - 2006)(n(0) - )t

= |[T(6t+ 0 - st - )t - ug(t>)dt1 .
Ainsi
B < [ 18+ 0 - 80— () — wl)d

[N

Cy(1+y") (1 +17)|us(t) — ua|(2)dt

J

o«
J
De plus, comme p > 4gq,

H(y) < Cy(1 +y")un —ual L.

En intégrant, on obtient

02(z)| < Cx(1 + 2")|ug — ua|X? exp{aM,ﬁ:c -(1—a) fox ﬁ(y)dy} .

On en déduit
102() |00 < Crluz — uglY2. (1.31)
Il ne reste plus qu’a estimer A(wuy,v;)(x) — A(ug,22)(z). En décomposant, cette différence,
on obtient
1

Aluy,0)(#) — Alug,ve) () = Alug,v1)

B(z) + (Alu1,v1) — Alug,v2))W(z),

Wiz) = )\(ul,m)l)\(ug,w) P {a [ox #xvaly)dy — (1~ a) [: o UQ(y)dy} - 132

Or, d’aprés la démonstration du Lemme 9, |W(z)| < M x ¢! o ¢* est une constante et
Wi(z) > 0.
De plus, comme A(u,v1) — Aua,ve) = [ 8(x)dz, on obtient

|A(ug,v1) — A(tz,02) 00 < Calltn — tnloo + [v1 — v2]00) + Collus — ua|H2 + fur — wo| £%).

On en déduit donc que A est in opérateur continu. Le méme raisonnement est valable
pour B. QED
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Preuve du Théoréme 2:

1) Pour pouvoir utiliser la Proposition 3 (avec £ = & x & et C = Cpr x Cpy), gréce
aux lemmes précédents, il ne reste plus qu'a vérifier que A(Cys,Car) X B(Cpr,Car) est bien
compact.

On observe tout d’abord que

1

A'(uv)(z) = (G¢ *v(z) — (1 - a)f * u(z))

xexp{/qb*v )dy — 1—af,8*u }
(A (u0)(z)] < %—?(!(1—a)ﬂ*U(w)l+aM¢)exp{aM¢w—(1—6)/;6(2;)6@}

\é_“_id (0(1 —a)z(l +2") (1 + /0 ) y“"u(y)dy) + aM¢)

< exp {mw —(1-a) /0 ’ ﬁ(y)dy}

< Cuoll + ]2 exp {amm - [ ﬁ(y)dy} |

IA

Comme S(y) > fhy + s, on obtient que | A'(u,w){2)}| est uniformément borné par rapport
i u, v et . Idem pour B. On peut donc appliquer le théoréme d’Ascoli: soit {u,,v,) une
suite de fonctions de Cpy X Cpy. 11 existe alors une sous-suite qui converge vers (u,v). Or par
la derniére inégalité démontrée et par son homologue pour B, on en déduit que (u,v) € £.
Ainsi A(Cpr,Car) X B(Cyr,Car) est compact.

2) D’aprés 1), il existe u € Cyy et v € Cpy tels que u = A(uw) et v = Blu,w). Alors, de
maniére évidente, u et v sont dans C*. ‘

Si on suppose que IP (X € dz) = u(x)dz et IP(Y; € dz) = v(z)dz, on aalors P(X, € dz) =
u(z)dr et IP(Y; € dr) = v(z)de. QED

On cherche maintenant & étudier & quelles conditions suffisantes, on obtient un résultat
d’unicité du couple (u,v).

Pour cela, on suppose que 3 : IR, — IR, est une fonction convexe. Comme 3{0) = 0,
T — wi,i) est une fonction croissante et positive. De plus, par 'hypothése {1.1), on sait
que J— > 1 > 0, au voisinage de lorigine, ce qui implique que o = lim,_,o+ = BE) oxiste
et appartlent a ]:31, + o0l
On pose alors

B(z) = Bo(z) + cx, ol Gy est convexe, avec  lim M
=0t x

= (). (1.33)

Théoréme 3 On suppose que 3 admette la décomposition (1.33), il existe alors cg, >0
tel que, pour tout o > «p,, le systeme (1.26) admet au plus un couple de solutions.
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Pour la démonstration de ce théoréme, on a besoin de quelques lemmes et de la définition
suivante :

D= {V : R —= R, ; paire; / v{iz)dz =1 et sup(l+ |z|*)r(z) < oo}
R z€IR

Lemme 11 On suppose que (1.33) soit vérifié et que u € D alors

Bo *ulz) = /Om(ﬁo(:c +v) = Boly — z))uly)dy > 0, Yz >0, (1.34)

B+ u(z) = By *u(z) > ax, Yz > 0. (1.35)

La démonstration de ce lemme est évidente (c’est pour cela que 'on ne l'expose pas ici).
Soit (u,v) le couple solution de (1.26) alors

1 5
u(z) = Alu,p) < M) exp {aM¢x —(1—a) /0 B * u(y)dy} .
Ainsi . (1—a)
—a
) < — 2. .
uz) < Nao) exp {aM¢x 5O } {1.36}
Par des arguments identiques,
1 a
< —a — —az’}. )
v{z) < ) exp {(1 a) My 5 O } (1.37)

On définit alors 'espace suivant

D, = {(u,v) cuR—=Ry ,v: R >R, / u(m)dm:f v(z)de =1,
R R
u(z) = u{—z) et v(z) =v(—2z), Yz € R, v vérifiant (1.36) ; v vérifiant {1.37)}.

On définit également la norme
No(w) = [ a1+ lu(a) ds, p> 1o,
0
On montre alors que A et B sont des contractions de D, dans D pour la norme N,

Lemme 12 1] exisie une constante ¢ ne dépendant que de By, ¢ et a telle que,
si (u,v) € D, alors

Preuve:

AMuw) = /mexp {a/ﬂzq&* v(y)dy — (1 —a) /jﬁ * u(y)dy} dx
> 2/000 exp {—aM¢x —(1-a) /Om Bo * u(y-)dy - (1 a)a%i} dx.
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Or, grace a (1.2),
[vo]
forut <ot +y) (1+ [ rui).
0
Par le calcul, on obtient
oQ o0 t'r at.?
u(t)dt < —_— —(1—a)— Myt > dt
[ v < [T e {-0 =% o)
1 [ (at?)/? ot
—(1 —a)— Myt % dt.
e A o BUSDE S
En posant z = v/at, et puisque & > 1, on a

00 . 1 0 T 1:2
/0 tru(t)dt < NEE /0 o) exp {—(1 — a)? + aM¢a:} dx.

Il s’ensuit que

On cherche donc & minorer A{u,v):

Alu,v) > QfOOO exp {—aM¢x -(1- a)a%z — Cp(1 — a)2*(1 -+ 2") (1 + )\(fi,v)) } d.

En posant u = 1/A(u,v) et = py, on obtient

w> 2 /Ooo exp '{——anﬁ,uy —(1- a)a(yg)g — Cro(1 = @)y (1 + (yp)" )1+ #2)} dy.

D’oit g > h(y}, ot

ht) = 2/:0 exp {waM¢ty -1~ a)a(y;) — C(l —a)y* (1 + () (1 + t2)} dy.

11 se trouve que h est décroissante, on calcule alors sa dérivée en supposant que ¢ € [0,1]:

o0 tQ
—h!(t) _<_ 013 + 2@(1 - a)t/ ‘y2 exp {—"yQ(Cpl + %)} dy
0

En posant z = y4/Cha + Qgi, on a, par un changement de variable,

20{1 — a)t
(Cra+ %)3/2

en définissant p,(£) = ¢/(Ciq + "‘—;3) Comme /apa(t) < Vape(Ciun/2/a) et comme
LTS (014\/2/ a) est une constante qui ne dépent pas de ¢, on a

—h'(t) < Cis+ / e T dr < Chz + Crsapa(t),
o

h(0) — h(t) < t{Ci3 + CreVar).
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Comme h(0) est une constante, il existe Cy7 tel que h(t) > Ci7(1 — t{1 + /).

Si t < inf(1,C7(C17{(1 + /o) + 1)1} alors A(t) > t et donc, si o est assez grand,

p =/ AMuw) > Ci7(Crr(1 + ) + 1)1 Ainsi 1/aA{u,v) est majoré par une constante.
QED

Lemme 13 Soit #(x) la fonction paire définie par
9 = —(1 — * U d i d
© = e {-0-0) [ sruiar+a [ 6ruway}
— —(1— * d dy ¢,
exp{ ( a)/0 B uQ(y)erafO ¢ * vz (y) y}

ot (ug,v1) et (ug,vs) sont des éléments de Dy, alors il existe une constante ¢ > 0 telle que

18(z)] < cx®(1 +27) exp (aM¢x - (1- a)aT:c?) (Np(ur — u2) + Np(vy — v9)). (1.38)

Preuve: )
6{x) = (exp—(l — a)ggm) Bo(x).

On définit 6, comme # en remplacant 8 par 5;. On obtient la décomposition suivante
Bo(z) = 01(z) + Oa(zx) avec les inégalités suivantes, pour x > 0,

()| < exp{—(l—a) / wﬁo(y)d’y}
a exp(alM,x) £m¢*vl(y)dy—/ox¢*vg(y)dy|

expa[ qb*’ul(y)dy—expa/ qﬁ*vg(y)dy}
) 0

1A

A

cexp(aita) | [ [ oty 0w - vz)(t)dtdy|

[FAN

cexploityo) [ ’ fm By — 1) — $(y)) (o1 — vg)(t)dtdy|

< aoplait)| [ [ (¢(y+t)—¢(t—~y))(v1_w)(t)dtdy[.

La derniére inégalité est obtenue grace i la parité de ¢. De plus, comme ¢ est lipschit-
zienne, il existe Cig > 0 tel que

01 ()] < Crs2® explaMyz) Ny(v: — va).

On observe maintenant 6 :

exp (—(1 —a) f: Bo * ul(y)dy) — exp (—(1 —a) fﬂm Bo * uQ(y)dy) t

e (-0-0) [ [ Gnte0) - s = sty

|62(2)] < explaMyz)

< explaMyz)
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— exp (—-(1 — a) /Om [Om(ﬁo(t +y) — Bolt — y))ug(t)dtdy) ‘
f: /ooo(ﬁﬂ(t +y) — Bolt — y))(ur — uQ)(t)dtdyl

< (1—a)exp(aMyz)

< (1 —a)explaMyz) f: cy(1 —|—'9"')afy/(;0o 1+ t")|ur — ug|(f)dt.

144"
1P

Or, comme est borné, car p > 4q > 2r + 2, il s’ensuit que
185(2)| < Crea®(1 + 27) exp(aMyx) Np(ur — uz).

On obtient donc le résultat recherché en combinant |61 ] et |6s]. QED

Lemme 14 [l existe ag, > 0 et 0 < kg, < 1 lels que, pour tout o > ag, on a
Np(Afur,v1) — Alua,ve)) < kg (Np(tr — ug) + Np(vn — ),

pour tout (uyv1) et (ugvg) dans Dy et Np(w) = [ [#/(1 + |2P)|w(x)|dz.

Preuve : Pour la preuve de ce résultat, on notera toujours ¢ la constante méme si elle peut
changer de valeur d’une ligne & la suivante. Tout d’abord on rappelle la décomposition
utilisée dans le Lemme 10:

Alug1)(z) — Alugywe)(z) = mﬁ(:c) + O\ (1,00) — Muaw) )WV (),

1
)\(Ul,’vl))\(ug,’l)g

Wiz) = e {a/;gb*vz(y)dy— (1-0) /Owﬂ*m(y)dy}-

Alors, d’aprés les lemmes précédents, on a

1

mNP(B) < cai (Ny(ur — uz) + Np(v1 — v3)),

* 3 ()4332 by
I = lexp { aMyz — {1 — Q)T (14 2P)(1 + z")dz.
0

~ En posant y = \/az, on obtient
1 [, i y?
h<— | y+y)1+y)exp {aMyy—(1-a)5 | dy.
0
D’oun

i
)\(ul,m)

fo " ow)da

N,

P

() < —(Np(ur — u2) + Np(v1 — v2))-

glo

Par ailleurs,

C

\,) = Mz 2)| = < [ @)de < (N = 1) + Nyfon =),
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et comme N,(W(z)) < cor, out W est défini ci-dessus, on obtient le résultat énoncé dans
le lemme. Les mémes calculs se font bien entendu-pour-B. QED
Pour démontrer le Théoréme 3, il suflit de remarquer que le lemme précédent peut étre
interprété comme suit: pour o assez grand, (A,B) est une contraction de D, dans D, ce
qui entraine 'unicité du point fixe.

1.3 Convergence vers la distribution stationnaire

On a vu jusqu’a présent qu'il existait une unique solution forte au systéme (E) (section
1.1) et qu’il existait une solution au systéme (1.26), c’est-a-dire qu’il existe une distribution
stationnaire (section 1.2). De plus, si on suppose que (1.33} est vérifié, il y a unicité de la
distribution stationnaire. On se placera dans ce cas pour toute cette section afin de montrer
que, sous certaines conditions, la loi de {X;,Y;), solution du systéme (E), converge vers la
distribution stationnaire.

On commence par énoncer quelques résultats qui seront primordiaux pour montrer la
.convergence vers la distribution stationnaire. On rappellera leurs preuves qui se trouvent
dans [B-R-V].

1.3.1 Résultats préliminaires

On comimence par rappeler un lemme de comparaison concernant des E.D.S. Soit Eﬁ;’;
Pensemble des fonctions & : IR, x IR, — IR vérifiant: pour tout N > 0, T > 0, il existe

une constante Kr y telle que
b(s,z) — b{s,y)| < Kpwlz —yl, Vo] S N, Y]y <N, Vs <T.

Si b € L£{2, on peut définir une unique solution X?, jusqu’au temps d’explosion e;, de

PE.D.S. suivante : ,
X =Xo+ B; — / b(s,X0)ds, t < e,
0

olt B est un Fy—mouvement brownien unidimensionnel partant de 'origine, et Xg est une
variable aléatoire Fg-mesurable. Pour la suite, on suppose que b vérifie

sgn(x)b(s,z) > 0 Vs >0, Yz # 0. (1.39)

D’aprés la Proposition 3.3 dans [B-R-T-V|, on sait alors que 'E.D.S. ci-dessus admet une
unique solution forte définie sur R, (i.e. g, = 00).

Proposition 4 Soient b el ¢ deuz fonctions impaires de Eﬁ-’; vérifiant (1.39) et
sgn(z)(b(s,x) — c(s,2)}) > 0, Vs >0, ¥z (resp. <). (1.40)
Alors, pour toute fonction f : IR — IR, paire, croissante sur R, , on a

E[f(X])] <E[f(X])] V>0 (resp. >),

sachant X = X§ = X,.
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Pour démontrer ce résultat, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 15 Soit (b, )aso une suite de fonctions appartenant & LiZ5, b € L2 et b, converge
vers b:

lim ( sup |bn(s,z) —b(s,:z:)]) =0,

R0\ [z]|<R, 8T

pour tout T > 0, R > 0. Alors X[* converge presque sirement vers X} quand n — o0,
lorsque Xgr = Xb Xo.

La preuve de ce lemme est évidente.

Preuve de la Proposition 4:

i) Dans un premier temps, on montre qu'on peut se ramener & des fonctions b et ¢
lipschitziennes. Pour cela, on se donne une suite de fonctions impaires ¢, de classe C*°
telles que p,(x) > 0 pour = > 0, ¢, croissante sur IR, définie par

0, 0<z<1/n,
on(z) =4 z, 2/n<z<mn,
n+1, z>n+1.

On définit également

b (t,2) = 0n(b(t:n(2))); en(tix) = pnleltipn(2))), 120,z € R.

Comme ¢, est une fonction croissante, b, et ¢, vérifient (1.40). En utilisant le Lemme
15, on peut alors, par approximation, supposer que b et ¢ sont des fonctions impaires
lipschitziennes uniformément en ¢ et que

b(t,z) = c(t,x) =0, |z| L a (1.41)

pour un o > 0.
ii) On définit un nouveau mouvement brownien 3:

i
b= [ sm(xdaB, 120
0

Comme z — zb(t,z) est une fonction paire, U := {X?)? est solution de I'E.D.S. suivante:

t b
U= XZ+ 2/ VUG, — f b(s,U,)ds,
0 0

2) = /Talb(s,/Tal) — %s, s>0,7¢R.

Grace a la propriéié (1.41), la dérive de 'E.D.S. est lipschitzienne en z uniformément par
rapport 4 s. Ainsi ’'E.D.S. admet une unique solution forte (voir, par exemple, Proposition
2.13 p. 291 dans [K-8]). Par conséquent, ((X?)%; ¢ > 0) et (U]; ¢ > 0) ont la méme loi,
ou U' est solution de

Ul = X2+2/\/U’dB / (s,U")ds.
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De la méme facon, ((X5)?%; ¢ > 0) et (V/; ¢ > 0) ont la méme loi, oit V” est solution de

Vt':XOQ-f—Q/«/V’dB f (8,V7)ds.

Ici, & est défini de la méme maniére que b mais & partir de ¢, ce qui entraine B(t,:r) > é(t,x).
On peut maintenant terminer la preuve de cette proposition en appliquant un lemme de
comparaison classique (voir, par exemple, Proposition 2.18 p.293 dans [K-S]). Ainsi, pour
tout t >0, on a

U, <V, (resp. >), p.s.
Il s’en suit que si f est une fonction paire et croissante sur IR, , alors
E[f(X])] = E[g((X?)")] = B[g(U])] < Elg(V})] = E[g((X{)*)] = BIf (X)),
ot f(z) = g(z?). QED

L’étude du comportement asymptotique de processus de Markov dont le semi-groupe
vérifie une propriété d’ultracontractivité est un second résultat primordial pour démontrer
la convergence de la solution de 'E.D.S. vers la mesure stationnaire.

Soit &: IR — IR une fonction impaire telle que

V(z) > k>0 Yz e R, (1.42)
et
dp > 1, lim :infM > 0. (1.43)
+oo

A cette fonction b, on associe une densité de probabilité

() = =P~ Iy bly)dy
b Jr (exp — IN b(y)dy) dz’

On note L? I'opérateur défini par

z € IR. (1.44)

1

S("(@) —b(x)f'(z)), z € R, feCR).

f(z) =

On peut alors voir que

(L2 f.0)0, = (F.L'g)u,,
L2 S ———/f”

f et g étant deux fonctions de classe €™, a support compact et

=ffwmmmmm
R
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De plus, L’ est le générateur infinitésimal du semi-groupe markovien (77; t > 0) sur
LP{1,) symétrique par rapport & v,(x)dz. Voici quelques propriétés de ce semi-groupe:
Lemme 16 Soit b: IR — R une fonction impaire vérifiant (1.42) et (1.43), alors:

i) (I}; t > 0) est un opérateur ultracontractif:

177 Flloo < RIS Nlz100s), (1.45)

ou k(t) est une constante positive.
i) Pour tout t > 0, T} : L*(vs) — L?(vy) est un opérateur i trace.
i13) Soit (—An; n > 1) la suite décroissante de valeurs propres négatives de L
(ie. 0> =X > =X > ... > ~)\, > ...) et f, lu fonction propre normalisée dans L*(1s)
associde & lo valeur propre —A,, alors A > k/2 (propriété de trou spectral), & étant défini
par (1.42), et

[alle < KB Ve > 0. (1.46)

Preuve:

i) Comme la primitive de b est une fonction concave et que son inverse est intégrable au
voisinage de I'infini, on obtient l'ultracontractivité de 77 (voir Théoréme 1.4 p.158 dans
[K-K-R]).

ii) En utilisant des propriétés sur la densité de 77, on montre qu'il s’agit d’un opérateur
a trace. En effet, on a

TP () = f Piley) F ) un()dy.
R

En prenant (gﬂ)nzg une approximation de la masse de Dirac au point zy: d,, et en
passant & la limite dans I'inégalité d’ultracontractivité pour les fonctions g,, on obtient
pi(z,20) < k(t), ce qui signifie que la densité est bornée sur IR?. Ainsi

/ P (@) () (y)dady < oo
}R2

Cette bornitude implique que, pour ¢ > 0, T : L?(y;) — L*(1) est un opérateur de
Hilbert-Schmidt (voir, par exemple [D-S] p.1009). Or, T} = T}‘}zﬂ%, ce qui implique que
T} est un opérateur & trace.

iii) Soit I' Popérateur "carré de champ” et I's défini par la relation suivante

D(f9) = 5(D(fg) — FL'g — gI'f).

2(f.9) = 5UATU0)) ~ V(L Lg) = U T'9))

Sl existe & > 0 tel que
To(f.f) = kU1, 1),

pour tout f € C, alors on a la propriété de trou spectral i.e. iii) (voir [Ba-E] et [Bal).
Dans la situation présente

C(9) =54, Toll0) = ("¢ +879).
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Ainsi, il suffit de montrer
fﬂ'2 + blff2 > Ekfrz.

Or, ceci est une conséquence immédiate de (1.42)(en remplacant & par 2k}, on obtient ainsi
la propriété de trou spectral. Par ailleurs, prenant f,, une fonction propre normalisée dans
L*(1), on obtient || fullrip,) < 1 et ainsi 'inégalité d’ultracontractivité (1.45) implique
(1.46). QED
Ce lemme a une application en probabilité puisqu’il permet d’estimer la différence entre
la loi de X} et la distribution stationnaire 1;{z)dz lorsque le temps ¢ tend vers I'infini.
Corollaire 1 Soit b : R — R une fonction impaire localement lipschitzienne vérifiant :
il existe p > 1 tel que Yiminf, o b(z)/z* > 0, et

b(z) —b(y) = k(z —y), Yz >y, otk >0.
Soit Xy une variable aléatoire admettant une densité par rapport d vy. Il existe alors A > 0)

et y(tg) > 0 tels que

llE[g(Xf)]— [ stamiayis < (e gl (1.47)

R

pour tout t > ty, g € L2 (wp).

Preuve: On va montrer encadrement (1.47) pour une fonction b € C! et vérifiant
¥{z) > k > 0. Le cas général s’obtient alors en approchant b. _
Comme X, admet une densité, on a IP(Xy € dz) = §(x)v(x)dz. Alors, pour touie fonction
g € L?(13), on a le développement suivant

4= (971>v5 + Z(gafn)fm (1'48)

n>1
olt {f,, n > 1) est la suite de fonctions propres associées aux (A,, n > 1) (voir le lemme
précédent). Ainsi

Elg(X!)] = [R Elg(X2))0(2)un()dz = (E[g(X;)].00,,

ou (X7, t > 0} est la diffusion de VE.D.S. avec dérive b et partant de z. En appliquant
Popérateur 77 a (1.48), on a

T;:bg = (ga1>vb + Z(gafn>ube_Antfn-
n>1

On obtient ainsi

A= ‘E[Q(Xf)] - [Rg(m)vb(dm) <N e g Sl (Ffn, |-

n>l

Utilisant (1.46), on a

Kbl < [ I@I0@n(ode < lfulle < Ko/ 2)e"
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Par I'inégalité de Cauchy-Schwartz dans L?(IN), on a

1/2
A < k(ty/2)e( (Z((gvfn v) ) = k(to/2)c(t)|lgll L)

1

c(t)2 < o~ Mt—to) (Z e—)\ntg/z) ]

n>1
Or, comme Tf /2 €st un opérateur & trace (voir Lemme 16), Ze‘*’*t"/ 2 < +400. Ceci
n>1
termine la preuve de (1.47) puasque les estimations ci-dessus ne dépendent pas de la dis-
tribution initiale. QED

1.3.2 Convergence vers la distribution stationnaire

Voici quelques rappels et préliminaires qui sont essentiellement des conséquences de
(1.33):
B(z) = Bolz) + az, a >0,

ol Fp est une fonction impaire, strictement croissante, convexe sur IR, vérifiant : il existe
r > 0, tel que

Bo(z) — Bo(y)l S cle —yl(T+ [z + yI), VweR, zeR. (1.49)

En particulier
|80 (¢ )| < 0(1 + |2|%0), oit 2¢ > r + 1. (1.50)

On supposera de plus que K < —*%a. Dans la section 1.2 on a vu qu’il existe ag, > 0
tel que, pour tout o > ag,, il ex1ste une unigque distribution symétrique stationnaire
(u(z)dz,v(x)dz) telle que

u(z) = ﬁv) exp {a/: ¢ *v(y)dy — (1 - a) /;ﬁ * U(y)dy} : (1.51)

ot A(u,v) est telle que [ u(x)dr =1.

vo) = e { =) [ orutds—a 5+ v(y)dy} L

ot p{uw) est tel que [ v(x)dr = 1. La démonstration de ce résultat repose sur le fait
que, pour tout « supérieur ou égal 4 un certain ag,, il existe 0 < kg, < 1 tel que

Ny(Alur,vr) ~ Alug,wz)} < kg, (Np(ug — u2) + Ny(vr — v2)).

A est défini ici par

@) = e {a [ ovway- -0 [ eutian].
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et
Ny (1) = [m 2|1+ [2?)w(z)|dz, p>4q.

L’inégalité ci-dessus est vérifiée pour tout (uy,v1} et (ug,v3) appartenant & D, défini par
P’équation (1.38). Le résultat est également vérifié pour B défini comme suit

Buo)@) = e {(-a) [“oxutdy—a [ 5eotian}.

Remarque 2 On peut rendre kg, suffisamment petit en augmentant ag,.
Voici le résultat principal de ce paragraphe:

Proposition 5 On suppose que Xy et Yy sont deuxr variables aléatotres de lois symé-
trigues, Bo(z) > kxf pour x > 1 ef pour un certain p > 1 et ¢ est concave sur R,. Alors
il existe | tel que, pour tout B(x) = Folz) + ar avec o > 1, lao distribution du couple
(X4,Y}:), solution de (E), converge vers (u(x)dz,w(x)dz) quand t lend vers Dinfini.

Avant de commencer la démonstration de cette proposition, voici quelques remarques sur
les fonctions avec lesquelles on sera amené & travailler. On pose

ri(lz) = Bl(1 - a)B(z — Xi) — ad(z — V1)),

ra(t,2) = Elafz — Yi) — (1 - a)é(z — X)].

On note au passage que le systéme () est équivalent au systéme suivant
X+ B, - fot r1(5,X,)ds
Y,+ B, — fot T2(8,Y;)ds.
Comme X; et Y; sont de lois symétriques (voir la démonstration du Lemme 7), on obtient

Elf(z — X)] = B[z + X)) = SE[8(z ~ X) + Az + X)) = BB (X)),

ou E}’;(y) = %(ﬁ(:c —y) + Bz + y)). 3 étant convexe et impaire, on en déduit que
B.(y) > B{x) pour tout x > 0. Ainsi

E[f(z — X¢)] = B(z) = fo(z) + az > az. (1.53)
De plus, par (1.2),
E[f(x — Xi) — Bly — Xo)] < clz —yi(1 + Jz]" +[y[").

E{3(x — X;)] est donc borné pour z fixé. En ce qui concerne le deuxiéme terme de 71, on
raisonne de maniére identique et on trouve alors

Elp(a — Y} = BIa.(V)], o faly) = 5(8(z — 9) + ol + ).
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Comme ¢ est une fonction Lipschitzienne impaire,

1

Elg(s — ¥)] = 5Eb(s + Y) — d(~2+ Y]

Ainsi IE{¢p(z — Y3)] est borné & z fixé:
Ko <Flo(a~Y)] < Kz, (1.54)
et
Ellg(z — ;) — ¢(y — Vi)l < Klz — y/.

En reliant les propriétés de ¢ et de 5, i.e (1.53) et (1.54), on déduit les inégalités suivantes
concernant r1 {on peut obtenir sensiblement les mémes pour ry).

rl(tm) (1 —a)ax — Kaz > vz, ol v >0, (1.55)
car on a supposé que K < =%q. Par ailleurs

lﬁ(t,x) —ri(yt)| < ez —yl(1+ |27 + [y[").

On peut alors déterminer la limite supérieure et inférieure des coefficients r; puisque
ceux-ci sont bornés. On notera, pour ¢ = 1,2,

7 (z) = supr;{t, :n) 7 (z) = inf ri(t,x), = > 0.
Q >t0 (\ 52150

Alors _ _ _
Ty () = =74, (=) et r} (2) = —r} (—2).
On pose également _ _
T'(z) = igf 7, () = limtsup r;(t,z),

r(x) = suprt (z) = limlt infr;(t,x).
to

Alors 7(z) = —F(—x) et r*(z) = —r*(—z). De plus, si z > v,
7t (z) —7i (y) > v(z —y), idem pour 7}, (1.56)

7(z) —7(y) > v(z — y), idem pour r*.

On introduit enfin
exp — f\ | 1

wiz) = .
fru(exp— [ El (v) dy)dfv
T est, défini de la mé&me maniére en remplacant r par 7; et T est défini en remplacant
par rs.

Lemme 17 Soit f : IR — IR une fonclion croissante paire & croissance polynbémiale sur
R., alors il exisie A > 0, C7 > 0 et Cy > 0 tels que

~Gie™ + [ fu)om )y SEUO) < [ fGog (dy+Ce™, (157
R R

pour t > 2ty. On définit v, par lo formule (1.44). La méme relation est vraie pour Yy, il
suffit d’échanger v et ra.
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Preuve: La preuve de ce résultat est similaire & celle de Benachour-Roynette-Vallois
Lemme 3.2 p.214 dans [B-R-V].

On associe 4 X deux diffusions X et X telles que

%
%, = X, + B, — By, ~ / rL (R)ds, > to,

to

i
Xt = Xto —+ Bt — Bto —_ [ F;O(Xs)ds, t> t{].
to
Comme les fonctions 7' et r! sont paires localement lipschitziennes, on peut appliquer le
principe de comparaison (Proposition 4), on obtient ainsi

E[f(X)] < E[f(Xs)] < E[f(X))], pour t >ty

pour f une fonction paire et croissante. Comme, d’aprés I’hypothése de la Proposition 5
B{z) > ka?f pour z > 1, et grice 4 (1.46), on peut appliquer le Corollaire 1 qui utilise
I'ultracontractivité du semi-groupe associé a la diffusion X?, on en conclut qu’il existe des
constantes ¢, ¢’ et A telles que, pour t > 2i,

ck; e t0)+f fvs (y)dy < B (X)) /f Yy (y )y + ke ),

ol E} = / fz(y)vﬂl (y)dy. Il ne reste plus qu’a montrer que E} est fini. Pour cela, on prend
R ]

¢1 et ¢, deux fonctions vérifiant : ¢; est paire lipschitz, lim inf,_ . 'cigf) > 0 pour un certain

p>1, ci(r) —¢ly) > k(zr —y) avec k > 0 et z > y et de plus sgn(z)(ci(z) — c2(z)) = 0
pour tout z € R*. On se donne U;(t) et Ux(t) deux diffusions associées aux termes de
drift ¢, et ¢, alors

E[f [T ()] < E[f ([Ta(2))]-

En prenant la limite quand ¢ tend vers Pinfini, on obtient

f £ (e W)y < f £ (90 (3)dy

Grace a (1.45), on déduit pour f & croissance polyndmiale,

kf—/fg dy<k'f—/f V—1 dy</f2 Jiye (¥)dy < o0,

(v est défini dans I’équation (1.55)). QED
Preuve de la Proposition 5:

1) On vérifie tout d’abord que r' = 7' et que r* = 7, en d’autres teres que r(f,7) et
T2(t,z) convergent quand ¢ tend vers 'infini. On utlhse le résultat du lemme précédent,

avec f = [,. Comme Ef{z — X})] = IE][ﬁw(Xt)], en prenant la limite supérieure et
inférieure, on obtient

lim inf /IR By W)y < TiminfE[A(e - X,)]

< limsup E[g(z — X;)] < lim SUP] Baly
t
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Comme 7'(z) = infy, 7}, (z) > 0, on a limy e [ Fﬁ;(y)v;n%e (y)dy = B » u(z), ainsi
Bxu(z) < limtinflE[ﬁ(m — Xy)] <limsupE[8(z — X;}] < 8 *ulz).
: A
On remarque que la méme égalité est vraie pour Y; en remplacant v par v.

¢ étant concave sur IR, —¢, est une fonction croissante et donc par un raisonnement
identique & celul que 'on vient d’effectuer

—6%% < liminf B[-¢(z — ¥;)] < limsup B[—g(z — ¥;)] < — * v.
t t

En combinant les deux résultats, on trouve

() < (1 - 0)8 * u(z) — ag * v(z),
ri{z) > (1 —a)B*u(z) — ad » v(z).

En utilisant le Lemme 13 et le principe de comparaison décrit dans la preuve précédente,
on sait qu'il existe ko €]0,1/2] tel que

Np(T — u) < Ny(Alu,p) — AT9)) < ko(Np(T — 1) + Np(V —2)).
Par ailleurs, par un calcul similaire, il existe &y €]0,1/2[, tel que
Np(7 = v) < Np(Bluyw) — B(@,7)) < ki (Np(@ — u) + Np(¥ — ).

On en déduit alors que ' =7 =rf et que u =T = u*, v = T = v, en faisant la somme
des deux inégalités précédentes. Puis par la formule (1.58), on trouve

ri(0) = (1— a) + u'(2) — ag + " ()

(1.58)

et

ry(x) = aB * v (z) — (1 — a)¢ * u"(z).
Et donc (u*,w*) est 'unique solution du systéme (1.26) notée (u,w). Ceci implique, par
convergence dominée, que

t—ro0

lim B[ £(X,)] = fm f(@)u(x)dz,
ef
Jim EF(4)] = [ f@ia)da,

ou f : IR — IR est paire, croissante sur IR, et & croissance exponentielle. Enfin, comme
X; et Y; sont indépendants, 12 loi de (X;,Y;} converge vers (u(z)dz,v(z)dz).
En particulier,

lim P{X] > a) = /mﬂ{amza}u(y)@-
Comme la distribution de X; est symétrique, on a
P(1X;| > a) = 2IP(X; > a) = 2(1 - P(X; < a)).
On en déduit que, pour tout e € IR,

tli)}r& P(X; <a)= /wu(y)d-y.

X; converge donc bien en loi vers u(z)dz. Le méme raisonnement est valable pour V.QED
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1.4 Différence entre les lois ui(x)dz et vi(x)dx

En considérant le systéme (E), on remarque que, quand ¢ = 1/2, les deux équations
apparaissant dans le systéme sont identiques. Ainsi, X; et ¥; ont la méme loi, pour tout
t > 0 {si Xy et Yy ont la méme loi). Par contre, lorsque a # 1/2, les lois de X, et de
Y, sont vraiment différentes, pour ¢ > 0. Dans un premier temps, on montrera que les
densités des lois stationnaires (u et v) sont différentes en étudiant I'équivalent de In ¥ au
voisinage de I'infini. Dans un second temps, on cherchera & quelle vitesse les lois de X; et
Y; se séparent au voisinage de I'origine, lorsque Xy et Yy ont la méme loi.

On rappelle que u(z)dz et v(z)dzx désignent les lois stationnaires du systéme (E), et donc
que (u(x),v(z)} vérifie Péquation (1.26), ot 3 et ¢ vérifient les hypothéses de la section
préliminaire et (1.33) avec Gy(z) > kzf pourz > 1, 00 k >0et p > 1.
Proposition 6 Au voisinage de 400 et —00, on o

u(z) |

Pour démontrer cette proposition, on a besoin du résultat suivant :

Lemmme 18 Soit 8 une fonction croissante paire, ¢ croissance polyndmiale. Au voisinage
de 00, on a alors

/R Bz — yyuly)dy ~ (). (1.60)

Idem pour v(x).

Preuve du Lemme Pour montrer (1.60), on décompose le produit de convolution en
trois intégrales.

i) La premiére est

R
L(R) = f Ble—y)uly)dy, on R>0

Comme f est une fonction croissante, on a, pour xz > R,

R

R
Ba—B) [ wl)dy < (B < o+ R) [ utwya.

-R -

Puisque u est une densité de probabilité & décroissance exponentielle au voisinage de
Vinfini, quelque soit £ > 0, on peut choisir Ky assez grand tel que, pour tout R > Ry,

f " Bly)uly)dy < e.
R

On en déduit alors que

R
/ u(y)dy > 1—2¢, pour R > Ry
-R

Par ailleurs, on sait que
. Bz £ R)
lim ————

00 ﬁ(.r) =1
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Ainsi on peut choisir zy assez grand tel que, pour tout = > zy, on ait

(1—e)(1~2)<

< (14e)(1 - 2).

ii) La seconde intégrale est

Or, pour R > Ry, on a
L@ < [ - prs [ max(ee),80)uy
< @ [ widus [ )iy < (5) + e
iii) La troisiéme intégrale est

1(R) = f Bz — y)uly)dy.

Or, pour R > Ep, on a

L(R)| < /

—0Q

R +oo

18 — 9)[u(y)dy < / Bz + v)dy.

R4z

Comme u est décroissante au voisinage de l'infini, pour x assez grand, on a

oo
BRI [ @y <
R+x

En combinant les trois intégrales ont obtient {1.60) au voisinage de +o0 et, comme 3 est
une fonction impaire, on en déduit (1.60) an voisinage de —oo. QED
Preuve de la Proposition 6: La preuve est évidente. On utilise le Lemme précédent
pour obtenir des équivalents dans les formules (1.27) et (1.28). On utilise alors le fait que
Bo(x) > kxf pour z > 1, avec p > 0, et que ¢ est une fonction bornée. QED
On s’intéresse maintenant & la séparation des lois de X; et Y; pour { au voisinage de
I'origine. Pour cela, on introduit la distance de Wasserstein :

W(u) = in [ / 2~ yldr(2.9),

ou I'infimum est pris sur toutes les probabilités m sur IR x IR ayant pour marginales y et
v (de premier moment fini).
Proposition 7 Soit w(z}dz la loi de Xy et celle de Yy, avec w une fonction paire positive
telle que [ 2"V w(z)dr < oo (r étant défini dans la section préliminaire), et soient
w(x)dz la loi de Xy, vi(2)dz la loi de Yy, alors

Him int W (ue(z)dz,vs(2)dz) >
t—0 i

(2'3“1)fIR’(¢+5)*w|(m)w(a:)d:c.
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Preuvé: On définit tout d’abord la semi-norme suivante :

Iflleip = 0f{n > 0 t.q. V(zy) € R [f(z)— f(y)] < nle —yl}

D’aprés le Théoréme de Rubinstein-Kantorovitch (voir, par exemple, [Du] p.20), on sait

que
W (p,v) = sup { f gdu ~ / ng],

ol le suprémum est pris sur toutes les fonctions g telles que ||g||z;, < 1. Ainsi

W (u(z)dz,ve(z)de) =  sup  TElg(Xy) ~ g(1)], (1.61)
g : lglizap<l
ol (X;,Y;) est la solution du systéme (E) (cette solution existe puisque IE{X] 2{THF]

2
EY") < 00: voir Théoréme 1).
Or, d’aprés (1.4) et la formule d’It6, pour g & dérivées premiére et seconde continmues et
bornées, on a

Elg(Xy)] = Elg(Xo)l+a | Eg'(X,)(d*v){X,)]ds

~1~a) [ Bl u)(X)ds+ [ Tl (Xlds

De méme,

Elg(Y;)] = IE[g(Ys) +a/IE () (Y;)]ds — 1—a/IE (B % v,)(Ys)]|ds

+ / Il (Y))ds

On en déduit donc, par continuité en t,

SIL00) = g]0) = 20— 1) [ S0 ) ) (e
R

On applique alors cette formule & une suite de fonctions (g,, n > 1) réguliéres paires
4 dérivées premiére et seconde bornées, croissantes sur R, telles que g, (z) = 1 pour
z 2 1/n et ! gn||rip < 1. Comme a > 1/2 et grace a la parité de g,, ¢ et 3, on obtient

GFL.00) - DO 2 2= 1) [ [(6+8) s wl(e)u(a)de

lz|=1/n
En utilisant (1.61), on obtient

lim inf W (us(x)dz,vs(z)dx)
0 :

> (a-1) [ 6+ 8) s wl@ulo)is

En faisant tendre n vers U'infini, on obtient le résultat de la Proposition 7. QED



Chapitre 2

Etude du systéme (F) et propagation
du chaos

Dans ce chapitre, nous étudions le systéme & N, + M, particules (F), chacune vérifiant
une équation différentielle stochastique dans laquelle intervient la position des autres
particules du systéme. L’ensemble des particules peut éire divisé en deux sous-ensembles:
les particules de méme nature ont tendance a s’attirer et les particules de nature différente
a se repousser. Dans un premier temps nous allons démontrer I'existence et 1'unicité d'une
solution au systéme (F), puis nous montrerons qu’il y a propagation du chaos: c’est-a-dire
gue si nous considérons un nombre fini de particules du systéme (F) et que le nombre de
particules du systéme tend vers 'infini, les particules considérées seront asymptotiquement
indépendantes et vérifieront une E.D.S. non linéaire. Enfin dans un dernier temps, nous
étudierons une inégalité de concentration de la loi des particules autour de leur moyenne.

2.1 Existence et unicité des solutions pour (F)

Soient (Np)new et (M, )new deux suites croissantes tendant vers 'infini. On suppose
que
lim ———— =
n—00 Nn —+ Mn
On définit le systéeme de N, 4+ M, équations suivant:

l—a, 1/2<a<1.

¢ th

XiM = X+ - 55 | > AKI - X1 )ds
1 t 4,4V, k.M, :
‘N G(X 1N _ YEMr) s 1 <i< N,
. =l .\ (2.1)

. L 1 ) .
=Y B g [ DA - v
n n jzi

1 t Xn

TR, A X 1<,
k=1

101
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B et B sont deux mouvement browniens indépendants de dimensions respectives N, et
M,,. Les hypothéses sur ¢ et 3 sont celles exprimées dans la section préliminaire du
chapitre 1. On suppose de plus que 8, > 1=2K. Dans toutes les démonstrations qui
suivent, N, n’apparaitra pas en exposant i coté de X ni M, a coté de Y dans
le but d’alléger les notations.

Proposition 8 Le systéme (2.1) admet une unigue solution forte.
Preuve: Soit 3, la fonction définie par '

Bp) siz>p,
Bp(z) =< B(-p) siz < —p,
Blz) si —p<z<p

On considére un nouveau systéme en remplacant 3 par f,. Le terme de dérive est alors
borné et lipschitzien, ainsi le systéme a une unique solution forte. Soit

T,=mf{t>0: InelN"tq |X}|>p oulY]|>p}
On veut montrer alors que sup 7, = co. En utilisant la formule d’Itd, on a

Ny Ny, Ny, t Mn

SO+ SR = S0 +Z (V)2 +2/ ngstw/ZWdB

i=1 =1

w.—imzﬁ x (—zﬁwﬁ—m;m—m) i
A TA +M 2/ ( ;—1/;")4-;(;5(1@@'—)(5))555

+(N,, + M,)
Np Mn _ t My o
- Z(X5)2+Z(1’(]3)2+2/ ZX'*dB +2/ ) Y{dB,
i=1 F=1 i=1 g=1
9 Z t . ) . .
TR [ == X - xijas
Nn + M, 1<i<j< N, VY
9 £ . . . .
S — Y _YHB(YE— V7
s DO SR AL R AL
1<i<i< My
: [
> (X! — YI)p(X: — Y)ds
N + M 1<i<N, , 1<j<M,
+(N, + M)t

En prenant espérance et en utilisant la bornitude de ¢, puis P'inégalité sgn(z)3(z) > 0
impliquant

Z (z* — 2 B(z* — 27) > 0,

1<5<f <Ny,
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on obtient
Nn M, ‘ Ny, M, )
IE[Z(X%I,)Z]I{TPSH +E[Z(Y%p)2ﬂ{fpst}] < IE{Z(X%W)Q +IE | (V)
g==1 i=1 =1 i=1

[ Ny T [ My ] 2M ThAt n My
< ‘ 1y2 AY ¢ i i
< E ;(Xo) +E Z}“’” N—|—MIE/ ( X3|+;|Ysl)ds
(N, + M, )]E[T AT
E Np ) M, ' 7
< B (XD | ()2 + (2Map + Ny + My)t.

| i=] L =1

Or, comme
Ne Mp
E [Z(Xh)?ﬁ{:w} +E Z(Y%p)Qﬂ{Tpsﬂ} > p'P(T, < 1),
i=1 =1
on obtient
1 AN S 2 Mgt
P(T, <t) < 5 {]E {Z(X@P + > (Y| + N+ Mn} + p:’ _
' i=1 j=1

On en déduit donc que
lim P(T, <t)=0.

p—0oo

QED

2.2 Propagation du chaos pour un systéme infini de
particules

2.2.1 Convergence en loi

Le principal résultat concernant ce systéme d’équations est la propagation du chaos,
cest-a-dire que, pour tout (k,;r) € IN2, (X" X7V | xEMn yIMe | yIMeY converge
en loi, quand n tend vers l'infini, vers ®f=1,u R v 01‘1 uoest la loi de X; ef v la loi de
Vi, (X3,Y;) étant la solution du systéme (E). Ce résultat est la conséquence du théoréme
suivant (voir [9]) :

Théoréme 4 On suppose que Xy et Yy ont des lois symétrigues el que ]E[Xg(’"ﬂ)Q]

et IE[YQ(TH} | < o0, alors, pour tout T < o0,

< X0

R00 te[0,77]

lim IE [ sup | X7 — "ij} = () (2.2)
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el

lim IE | sup Y™ -7
n—r00 tE[O,T]

ot (7;?;) est la solution de
X X*+Bt+a//¢ x)vs(x)drds — 1—af/ﬂ . — T)ug(x)dzds

?;:Y B! + I—affqﬁ s — T)us(x d:cds—af/ﬂ — 2 ), (x)dads

ui(z)dz (respectivement v (z)dzx) est la loi de Y; (resp. 37; .
Pour démontrer ce théoréme, on a besoin de plusieurs propositions et lemmes.

(2.3)

Proposition 9 On suppose que IE][XSP | < ocavee p € IN, il existe alors une constante c,
dépendant de p et T, telle que

sup IE
0<<T

(i(Xf’N”)z) } < ¢(p,T)

=1

Le méme résultat est valable pour Y.
Preuve : Par la formule d’1t6, on a

Ny N, t [ Ny Nn
. . . —1 . .
E : X! p+2 _ § : X! 2p+2 M, 1 f § :X“ 2p+1 E ,—_*' Xt o xid

t Nn

M,
id 1 L 2
—_— )(2 1) X3) Hy2r
+§L:;Nn+Mn¢( Y)))ds+(p~+~1 P+ /Z ds,
ou M, est une martingale locale continue. Or

Yo @R - = Y (@) - ()P B~ o7) 2 0.

1<1,5< Ny 1<i<j <Ny,

Par ailleurs, grace 4 Pinégalité de Hélder et & la bornitude de ¢, il existe une constante
M > 0 telle que

" AL -
E{Z(X:)?W(Xiﬂgk) < ME [Z(X:)M] .
i=1 =1

On pose ¥p(t) = B[S (X1)?%). Alors, d’aprés les derniéres inégalités, on obtient que ¥
vérifie

A
bpia() < oy (0) + MYV (4 4 (5 4 1)(2p + 1) / tp(s)ds
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Comme 4(t) = N,, on obtient facilement, par récurence,
Ny P
sup IE XH? < elp,T),
s (B eor

lorsque IE[| X;|] < oo. QED

Proposition 10 Soit {X},Y}) la solution du systéme (2.1). Alors, pour T < oo,

lim sup. IE[(X2" — X)) = 0.
N0 (0,1

Preuve: D’aprés la formule d'1td, on a

My,

E[(X! — X/ = 2IE f (N T IO —abg(sX”)) (X — Xi)ds

._zlEf (N v Zﬁ — XI) — abi (s, X )) (X, — X)ds 0
On définit
b = 7]
bs(t,z) = IE[p(z — V1)), 22)
by(t,z) = Elp(z — X})).

i) On calcule d’abord le deuxiéme terme de Pégalité ci-dessus, lequel est égal a (1); + (2);
ou

) t n . . . L
=~ [, 2006 = XD b KD - K,

@i =2 [ (g — (=) s X)X - X,

On cherche d’abord 4 estimer (1); :
th
i = ———— T8 B(X! — XI) - B(X! — XX - X!
W = =g ® [, 280K X0 - B - KX - Xy

iy i i i
"N, + M, +M f — X7) = (5, X)) (X[ — X})ds

!

>
=

=

9 9 t e,
S | v s)ds — ———If (2 5Vds.
Nn+Mn /0 ;pt,j( ) Nn+Mn \/(; ;p’a,j( ) S
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La définition de p,g,lj) (t) et celle de pg? (t) sont implicites dans le calcul précédent. Or, on

a la propriété suivante:
(1) 3
> Ajn= > At

1<i,5 < N 1< <y,
olt pij}( )= p,f,lj)( )+ p( )(¢). Comme § est impaire,
P (s) = (B(X5 — XI) — BUXE — XD - X - (X] - X)),

Siz—y > z'—y (respectivement z—y < z’'—¢'), alorsz—z' > y—y' (resp. z—2’ < y—y')
et donc [(z — y) — (' — ¢)][Alx — 2') — Bly — ¢')] > 0. Par conséquent pg?(s) > 0 et

(1
g pig(s) > 0.
[Yautre part, par U'inégalité de Schwartz:

E {Z e } < [EI(X - K)o},

{ SR = XT) = bi(s, X”))}

En développant la somme dans 0, on obtient #;(s Z £;i(8) Z & x(s) ol
1<j< k<N,

&u(s) = B{BXS ~ XT) — b (s, X)) (B(X; = X7) — ba(s, X))}

~ 1) si j # k, alors X?, X~7 et X k¥ sont trois copies indépendantes de X! et comme 3
est impaire, on obtlent g‘?’k( s)=0pourj#k

avec

~ 2) si j = k alors &;; = B[(B(X! — XI) — b1(s,X))?]. Comme |8(z)| < C(1 + |z/*)
pour 2¢ > r -+ 1, en utilisant la Proposition 2, on obtient une borne uniforme sur
[0,T]: il existe une constante C; > 0 telle que

Bi(s) < CIN,

Par ailleurs, en utilisant la symétrie E[( X — X!)?] = E[(X} — X})?], on trouve alors une
inégalité pour (1);:

Nn ClNS/2 i _ )
o< [ Een - s (2.6)

i=1

Que se passe-t’il pour (2);7

(2); < ft ds | ——

— (1 = )| o ll7IB[(1 + X3P 1XT - XL

N+M
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1l existe donc une constante (5, telle que

N,

Bh< G|,

(1-a)

3
/ E[| X — X{?)Y2ds. (2.7)
0

ii) On revient maintenant au premier terme de la formule (2.4):

k i 4 Vi _ ) )
zlEf (N M, Z¢ -Y) —“53(8X)) (Xi— XDds = a; + b + ¢

ol
t Mn

Vi Yk X'é _ Xz
N + M 0 ; ‘;b(Xs -] ))( s s)dS,
t My

_ 2 Vi _ vky _ vi__ vk i Vi
%—EIEEAZW& Y4) = $(XE = V) (X: - Xiyas,

. Eftb(}‘(%')(xi Xd
C; — Nn-f—Mn 17 . 315, , s /a5,

On majore successivement toutes ces quantités:

2M ,52
GZ_W—M NKIEf X)ds,

Oy =

car ¢ est lipschitzienne de paramétre K > 0.

i iy /2
by < s N M f {E ]E[(Xs - Xs) ]} ds.
Enfin, par 'inégalité de Cauchy—Schwartz, on a

t
=l [ B~ X s,
0

Ci<03 m—a
T n

ol la constante Cs vaut 2M,.
On regroupe toutes les inégalités obtenues concernant (2.6), (2.7), a;, b; et ¢;. Pour cela,
on pose w(t) = E[(X} — X})?] et w(t) = E[(Y} — ¥}))?], alors

<
w(t) < a{ Ny, M, f\/ dS—I—QKN M/ ds+2KN Mf«/ s)ds,

GV
N, + M,

Np

ott a( Ny, M,) = N —(1-a)

1 — O0.

On obtlent la méme équation pour @ en échangeant N, et M,, o et 1 — a. Comme
zy < u pour tout z et i dans IR, on a

w(t) < a{N,,M,) /2 Vw(s)+ w(s)ds + SKE% /0 w(s) + w(s)ds,

+ s + C4 — a/ tend vers 0 quand

Ny,
Ny + M,
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et
B(t) < ' (N, M,) /0 '\/w(s)—i-m(s)ds—i—SKN—n—f”‘M—n fo w(s) + b (s)ds.

En faisant la somme de ces deux expressions et en appliquant le Lemme 2, on trouve

(w+o)(t) < { At LT £I0) oy

Ainsi, on en déduit

lim sup w(t)=0 et lim sup @(t) =0.
R0 40,7 =00 ¢ein, 1]
QED
Remarque 3 5i, ¢ partir d’'un certain rang, ﬂ—f est constant, alors les calculs se sim-

plifient dans lo démonstration précédente et, de plus il eriste des constantes Cy > 0 et
Cs > 0 telles que

2,Nn T C
sup B[(X}™ - %)% < =,
1[0, 7] . n
et o
sup WY - Vi)’ < 2
<[0T} M,

Voici un deuxiéme résultat de convergence:
Proposition 11 Pour T < co, 1 € IN¥,

lim sup E[(Xp"™ — XH)* =0,

R0 12 [0,T

et ' N
lim sup E[(Y;""" — ¥4 =0.
B0 ¢,

Preuve: En utilisant la formule d’Ité, on trouve

My,

E[(X] — X} = 4E /0 (——-Nni A >

t 1 M . . B | B
——4IE}fD (m ;ﬂ(Xs - Xﬁ) -1~ a)by (S,Xs)) (XS _ Xs)gds

= a;+b+a,

SO - VE) - abg(s,Xj)) (Xi — Xi)ds

ou
= 4IE}/ (N M ;qﬁ (X: = YE) — aby(s,X? )) (X! — X9)3ds,

tMn
_ _ X9 — B(X — (X — T3
b =~ ] §) — B} - XI)(X] - Xi)as,
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6= —4 (E{mﬂ? . a)) /0 "By (s (X — X)ds.

Comme ¢ est bornée par M, on trouve

M,
4M, X: - X'
¢(N M-I—a)/]E[ X'Pds

< 4M, (N—M_—M-—M)/ {E|Xi — XIPEX - X)) ds

a;

(A

1/2
< 41+ a)Md,{ EEI;"JE|X§ — X;’|2} fo [E)X — Xi[1}1/2ds.
5 ¥

Par un raisonnement sirilaire 4 celui utilisé dans la preuve précédente pour majorer (1);,
on obtient

Nn

D b <0

=1

Enfin, comme IE][XSq} < 00, on a, par la Proposition 2 et la condition (1.3),
SR [bl(t X1 < oo, et ainsi

]

< —_"M'-n—-ml— iy X141/4IE Xi_X'i43/4d

o < 4|5 - 0- @) [ b RO - s
N, ' ; \413/4
__n _ Xt _ Xt
< Gl - - 0| [ B - X s
3/4
< CT |=—"— — (1 —a)|{ sup E|XI - X
< G| - ){se[é}] X: I}

Si on pose £ = {sup, ¢ BIXT — Xi[1}4, € satisfait 4 I'inégalité

£2 < CsT —{1—a)

1/2
e E|X! - XJ*3 .
\Nn-i-Mn §+C7{sup | X sl}

s€[0,T]

Comme d’aprés la proposition précédente {supep X — Xi2}/2 — 0 alors £ — 0, ce
qui termine la démonstration. QED

Remarque 4 Si, d partir d’un certain rang, % est constont, alors lo démonstration se
stmplifie et il existe une constante Cg > 0 telle que

. Cs
sup IE[|XFV — X =
Sup, | < N

Le méme résullat est volable pour Y.



110 Chapitre 2. FEtude du systéme (F) et propagation du chaos

Preuve du Théoréme 4: Par la formule d’It6, on a

S ¢ 1 M . . S
(X;— X)) =2 / (m Y e(Xi-YH - abg(s,X;)) (X! — X))ds (2.8)
. 0 n 7t k=1

¢ Nr
9 / (ﬁ ;6(-’@ -Xi)-(1- a)bl(s,ffb) (X;—Xds  (29)

En prenant les valeurs absolues, le supremum sur [0,7] et ’espérance, on obtient les mémes
majorations pour le premier terme (2.8) de 'égalité précédente que celles effectuées dans
la Proposition 10, ainsi

T 1 “ 1 k Vi i ")
2 [ (—N S D 60X - V) —abs(, X)) | (X] - Xi)ds
oM,
Xz X'l. 2
< NI KIE] 2ds
§ :f {E{(Y, 1153[()(“'«)‘(%)2]}”2 ds
N +Mn & 5
C / E[(X! - X" }1/2d3+cw —a/ E[(X! ~ X))?]Y/2ds
N, M,
oM, 2K k&
< ——"_K sup E[|X! - + ——— 4 sup B[V} - Y#?] sup E[ X - X!?
Nyt o, s B = NP 5, { b s = Yol e G = A

-~

1/2
M, ) T2
+C + sup E[|X! - X?
1 (Nn M, N, Sup BIX, - X1
D’aprés la Proposition 10, cette somme tend vers ( quand n tend vers l'infini. Plus préci-
sément, 51 est constant & partir d'un certain rang, alors il existe une constante Cro > 0
telle que

T My, C
2 — Xy} (X! - Xiyds < =2
[ (N N 2 A Y — ae ))( dds < 2
En ce qui concerne le deuxiéme terme, ¢’est-a-dire (2.9), on trouve une majoration par
a; + bé, ol '
6= z/ A2+ A2 ds,
avec

pil(s) = [B(XE - XI) — (X! - XD)(x1 - XD,

P2 (s) = [B(XE — XI) — b(s, XO)(XE ~ XD,
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N 1/2
. { up Euxz—xm}

et

6.52013 -—(1—@)

Np + M, §€[0,7T

11 est évident que, d’aprés la Proposition 10, b; tend vers 0 quand n — oo et qui plus est,
ce terme est nul si %’i est constant & partir d’un certain rang. On cherche maintenant &
majorer a;.

Comme on a déja vu précédemment

1/2
@]&’) Kﬁfﬁﬂe}“<@M7{mpmw m}.

$€[0,7]
D’ou
2 T ITC /N, 2
_ IE p(2) < BV R qup E Xt— X1 .
Nn‘}‘Mn/.; (Z| Nn+Mn 36{05“] [| ° | ]

Nn

Le second membre converge vers 0 quand n — oo et si est Constant a partir d’un

certain rang, alors il est majoré par une constante multl.phee par 5
Par ailleurs

i i i j i _ v t/2
MWN]S{HMJXXEWMrJﬁ—M&—WﬂW
< {E[X - X}

x {E[(X} — X+ XF — X (e+ X = XI[ 4+ R = X1}
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz

1/2
E[ls0(s))] < {mpmm&xw@

s€[0,7]

xEB[(X! — X} + X — XIV4E[(c + | Xt — X" + X1 — Xi|7)4/4

: 1/2 1/4

< cm{ up E[X;'-X;m} { up Equ'—sz}
5€[0,T7] s€[0,17

Ce dernier terme tend également vers 0 quand n — oo, d’aprés les Propositions 10 et 11,

et sl N’"‘ est constant & partir d'un certain rang, alors
IE 00 C’ls
Nt oL, 2 =N
On en déduit donc le résultat du theoreme. QED

Remarque 5 5i be— est constant @ partir d’un certain rang, alors il existe une constante
L >0, dépendant de T, telle que

: . L
IE | sup Xl _ X924 < .
Le{o,:r] X3 3 | Ng/ 4

Le méme résultat est bien entendu valable pour Y.
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2.2.2 Inégalité de concentration

Dans cette section, on cherche & décrire la répartition des particules, solutions du
systéme (F) autour de leur moyenne mais aussi autour de la moyenne de (X;,Y;). Toute
cette étude se fait & temps fixé £ > 0. On utilisera essentiellement des propriétés liées aux
inégalités de Sobolev logarithmiques détaillées dans [M]| et dans le livre [A-col.

On supposera pour la suite que 3 et ¢ sont des fonctions appartenant 4 Pensemble C* et
on notera (XY Y™} la solution du systéme & N, + M, équations (F). Pour une fonction
définie dans IR?, on définit la norme

I£llzip = inf{M > 0; Ya,y € R, |f(z) — f(y)| < M|z — yl[}.

On a alors I'inégalité de concentration suivante:
Proposition 12 Pour tout T > 0 et t € [0,T], et pour F, : R¥™ M 4 R lipschitzienne
vérifiant | Fy||loip <1, on a

2
P(|F (XY ) — BIE(X Y] > ) < 2 exp—%, VneNVr>0, (2.10)
T
oi O = (¥l — 1) /[|¢/]] .
En particulier, si on prend la fonction

Fula) = 3= 2 (w0

ot f est une fonction lipschitzienne telle que || f|zyp < 1, alors || Fy||zyp < 1/ N, et done,
en appliquant la proposition précédente, on obtient, pour ¢ € [0,77],
1 &
P — X)) - E[f(X]
(13 35 0t - iy
On obtient exactement la méme inégalité pour YV en remplacant N, par M,,.

Preuve: Soit (X", Y;*") la solution du systéme & N, + M, équations (F). Ce processus
de Markov continu a alors pour générateur infinitésimal

2

vr > 0. (2.11)
T

N7
_>_T) < 2exp—4c

Nn'i“l?wn 62 Nn+Mn

=—= Z -1- Z b;(x —_, x € RV tMn
i=1 i
avec
( 1 Np 1 N+ M,
Y Bmi—m) o >, bl — ),
Ny + M, k=t N+ M, k=Nn+1
pour 1 <:i<N,,
bi(z) = 4 (2.12)
Nop+My,
oL 2o Al Z Bz
M, k=Np+1 N + M” k=1
| pour Np,+1<i<N,+M,.
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D’aprés le Théoréme de Herbst (voir par exemple [A-co] p.74), I'inégalité de concentration
de constante Cr = 2(1 — e~ %7T) /p est une conséquence de I'inégalité de Sobolev logarith-
mique satisfaite par le semi-groupe associé au générateur L. Il suffit donc de vérifier le
critére de Bakry-Emery (voir [Ba-E|), c’est-a-dire, pour tout f € C°(IRVn+%=),

Lof} = p(f),

ou I est Popérateur "carré du champ",

T(/.0) = §1L7(f9) ~ 91" — JI"d],

et
1

Pa(f) = 3IL°T() ~ 20(F,L")].

Or, pour démontrer ce critére, il suffit de montrer que le spectre du tenseur de courbure
de Ricei associé au générateur L” est minoré par p (voir, par exemple [A-co| p.60). Ici, le
tenseur de Riccl (R )< ij<n,+m, est défini par

Co1[ah | o] .,

I:El’,?_ 2[8.’133_'_8.7}3:" 2#31
et 9%
Ri’i:_axi'

En faisant les calculs, on obtient :
sil<ij<NyetiFjouN,+1<47<N,+M,eti+#]j,alors

1
Ry ;(z) = —mﬁ'(%‘ - ),
sil<i< N et Ny+1<j< N, +M,oul<j<Nyet Ny+1<1i<N,+ M,, alors
1
R;;(x) = mﬁﬁf(xi 5},
sil <i<N,, alors
1 Np 1 Nn+My,
J— 4 P — ! . —
Rii(z) = mZﬁ (@ — @) N T Y - ),
k=1 k=Ny41
enfin si N, +1 <i < N, + M, alors
1 No+My, 1 Nn
. e ! R— _ ! . — .
Rial®) = r k:%jﬂﬁ (o ~ @) = 30 ;Gﬁ (i — )

En appliquant le Théoréme de Gershgorhin-Haddamard (voir, par exemple, [M-M] p. 146),
on sait que le spectre de R est inclus dans la réunion des boules euclidiennes

Ny +Ma
spectre(R) C U B (Rz,z',z |Rtﬂ) .
i=1 '

FES
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Ainsi, toute valeur propre est minorée par

£'(0) , ,
N, M, 2|0 > —2[|¢"{|o-

Ceci termine la preuve en prenant p = —2||¢/|| et done Cy = (e'1¥'/=7 —1)/||¢'||o.QED
En particulier, si N,,/(N,, + M,,) est constant 4 partir d’un certain rang (pour n > ny),
alors on obtient le résultat suivant

Corollaire 2 Tl existe une constante Kr > 0 telle que, pour toute fonction lipschitzienne

vérifiant || f|lzep < 1, on a
KT Nn’r2
sup IP Zr+af- | < 2exp— , 2.13
tgig ( Nn) P 4Cr (213)

pour tout r > 0. Cr est donnée par (2.10) et Kr est lo constante apparaissant dans la
Remarque 3, uy(z)dz est la loi de X} solution de I'équation (2.83). De méme,

KT MHTQ
sup IP Zr+al = < 2exp— , 2.14
t<f112 ( Mn) P 4CT ( )
otr vy (x)dz est la loi de Y! solution de (2.3).

Preuve: La preuve de ce résultat est simple: il suffit d’appliquer 'inégalité triangulaire

LS iy
ICRy RO

i 20 = [ iy

+ llE[f(Xi’N")J - fmf(y)w(y)dy‘ :

N
D X B

Or, comme f est lipschitzienne de norme inférieure 4 1, grace 4 la Remarque 3 et &
I'inégalité de Cauchy-Schwartz, le second membre de Uexpression ci-dessus est majoré par

; = K
(B — XYY < \f2F

Pour terminer la preuve, il suffit alors d’appliquer (2.11). La preuve de (2.14) est identique
a celle de (2.13). QED



Références

[A-co] C. ANE, S. BLACHERE, D. Cuaral, P. FOUGERES, . GentIL, F. MALRIEU, C. ROBERTO
et G. SCHEFFER, Autour de 'inégalité de Sobolev Logarithmique, & paraitre dans Panor. Synth.,
2000.

[B] P.R. BEESACK, Gronwall inegualities, Carleton mathematical lecture notes 011, 1975.

[Ba] D. BAKRY, L’hypercontractivité et son utilisation en théorie des semi-groupes, Ecole d’Eté de Saint
-Flour XXII. Lectures Notes in Math., vol. 1581. Springer, Berlin, pp. 1-112, 1992.

[Ba-E] D. BAKRY et M. EMERY, Diffusions hyperconiractives, Séminaire de Probabilités XIX,
Lecture Notes in Math., vol. 1123, Springer, Berlin, pp. 177-206, 1985. :

[B-R-T-V| S. BENACHOUR, B. ROYNETTE, D. TALAY et P. VALLOIS, Nonlinear self-stabilizing processes
- I Existence, invariant probability, propagation of chaos, Stochastic Processes and their Applications
75, pp- 173-201, 1998,

[B-R-V] S. BENACHOUR, B. ROYNETTE et P. VALLOIS, Nonlinear self-stabilizing processes
- II: Convergence to invariant probability, Stochastic Processes and their Applications
75, pp. 203-224, 1998.

[D-S] N. DunrorbD et J.T. SCHWARTZ, Linear Operators, Part II Spectral Theory, Interscience,
New-York, 1963.

[Du] R.M. DUDLEY, Probabilities and metrics : convergence of laws on metric spaces with a view to
statistical testing, Aarhus universitet, Lecture notes series 045, 1976.

[G-T| D. GILBARG et N.S. TRUDINGER, Elliptic Partial Differential Equations of Second Order,
Griindlehren der Math. Wissenschaften., vol. 224, Spinger, Berlin, 1977.

[K-S} I. KARATZAS et S. E. SHREVE, Brownian Motion and Stochastic Calculus, 2nd edition,
Springer Verlag, 1991.

[K-K-R] O.Kavian, G. KERKYACHARIAN et B. ROYNETTE, Quelques remarques sur l'ultracontractivité,
J. Funct. Anal. vol. 111, pp. 155-196, 1993.

[M] F. MALRIEU, Logarithmic Sobolev inequalities for some nonlinear PDE’s,
prépublication de I"Université Paul Sabatier, Toulouse.

[M-M] M. Marcus et H. MINC, A survey of matrix theory and mairix inequalities,
Allyn and Bacon, Boston, 1964.

115



116 Références



Troisiéme partie

Diffusions renforcées
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Introduction

Soit I’équation différentielle stochastique suivante:

t
0 1)
Z{) = 0

ol B est un mouvement Brownien unidimensionnel.

Dans cette équation, la dérive dépend de tout le passé de la trajectoire. Nous nous inté-
ressons alors au comportement asymptotique des solutions de cette équation & mémoire
longue ot @ est une fonction impaire mesurable et bornée, et nous cherchons & établir
les cas pour lesquels les trajectoires de la solution de VE.D.S. convergent et ceux pour
lesquels elles restent juste bornées. La motivation de ce travail repose sur 'étude des
marches aléatoires renforcées : R. Pemantle et S. Volkov (voir [P-V]) ont étudié le proces-
sus X¢,X;,Xs,... prenant ses valeurs dans Z. En définissant

Z(’H;,’U) =1+ Z ]IXi:v
=0

le nombre de fois plus un oii le processus visite v avant le temps n, la marche aléatoire
renforcée par sommets sur 7 est alors donnée par sa loi:

Z(n,z)
T~ Xp waxn Z(n,'w)

on F, est la tribu engendrée par X,,...,X, et la relation de voisinage est notée ~.

R. Pemantle et S. Volkov montrent alors que les trajectoires sont presque sirement bor-
nées, plus particuliéremnt, si R = {k : X, = k pour un certain n} est le support aléatoire
du processus Xy, X;... , alors IP(|R| = 5) > 0 et IP(|R| < o0) = 1. lis donnent de plus le
comportement asymptotique de maniére assez précise. En tout cas, il ’agit d’un résultat
quelque peu étonnant. Tout ceci nous motive & observer ce qui se passe dans le cas continu,
c’est-a-dire dans le cas d’une diffusion renforcée vérifiant I'équation (1), en d’autres termes
dans le cas d’une équation différentielle & mémoire longue (la dérive dépend de toute la
trajectoire}. Evidemment, la correspondance avec le cas discret s’arréte au niveau de la
motivation puisque, dans le cas continu, la dérive dépend de tout le passé, ¢’est-a-~dire de
ce qui se passe dans tout 'espace et non pas juste sur des “positions voisines”.

Dans le cas de diffusions, ce probléme a déja été étudié pour quelques fonctions  par-
ticuliéres. M. Cranston et Y. Le Jan ont étudié deux cas particuliers sur IR: le premier

P(Xp1 = 21F) =1

119
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concerne la fonction ®(z) = ax, avec a une constante strictement positive. La solution de

I’E.D.S. s’exprime alors de fagon explicite sous forme intégrale et, de plus, les trajectoires

convergent presque sirement (voir [C-LJ]). Le second cas concerne 'interaction constante

¢'est-a-dire ®(z) = asgn(z). Pour cette fonction ® la solution n’est pas explicite mais M.

Cranston et Y. Le Jan prouvent tout de méme la convergence des trajectoires par des

résultats de comparaison. O. Raimond ([Ra]) étend le résultat dans le cas de I'interaction
axr

constante sur R*, n > 2 en considérant la fonction ®(z) = .

Le but de cette partie est d’étendre les résultats de M. Cranston et Y. Le Jan pour
d’autres fonctions sur IR. Le premier chapitre montrera gue le probléme est bien posé en
présentant un résultat d’existence et d’unicité pour ’E.D.S. (1).

Dans le second chapiftre, nous nous attacherons au cas oa la fonction ®, impaire et bornée,
n’est pas identiquement nulle au voisinage de l'origine. Nous étudierons alors deux cas: le
cas d’une fonction croissante et le cas d’une fonction décroissante sur IR}, . Dans le premier
cas nous établirons le résultat suivant:

Théoréme S'il existe une constante C' > 0 et un polyndme Py de degré k € IN* vérifiant
limg 1o Pu{) = 400 tels que, au voisinage de Uorigine,

B(@)| 2 Coxp—P, (Tj]) ,

la solution Z, de E.D.S. (1) converge p.s. quand t — co.

Ce théoréme trés fort, puisque la condition est trés peu restrictive, est une extension de
celui de M. Cranston et Y. Le Jan. La croissance de la fonction est un élément fondamen-
tal dans la preuve de ce théoréme. Dans le cas contraire nous n’arrivons pas a obtenir la
convergence, en particulier, nous ne montrerons pour les fonctions décroissantes et conti-
nues sur IR}, que la bornitude presque siire des trajectoires (avec quelques conditions sur
le comportement de & prés de l'infini).

Enfin, dans le dernier chapitre, nous étudierons le cas oi ® est identiquement nulle au voi-
sinage de V'origine en prenant ®(z) = sgn{x )L |z1>4}, avec a > 0. Ce cas qui ne se distingue
pas beaucoup du précédent puisque la condition du Théoréme est suffisamment faible, a
en fait un comportement complétement différent. M. Cranston et Y. Le Jan avaient déja
fait remarquer que, dans ce cas, les trajectoires de la solution de ’E.D.S. ne convergeaient
pas presque sirement. Nous nous attacherons 4 montrer qu’elles sont néanmoins bornées
presque siirement.

Toute cette étude a fait 'objet d’une prépublication [H-R).



Chapitre 1

Existence et unicité

Dans cette section, on s’attache & démontrer existence et 'unicité des solutions de
I'E.D.S. (1) dont le comportement des trajectoires sera étudié plus en détail dans les
sections suivantes.

Proposition 1 — 51 ¢ est une fonction mesurable bornée, alors il existe une unique
solution faible de 'E.D.S. (1),

- 51 © est continue alors il exriste au plus une solution forte,
~ 51 D est lipschitzienne il existe une unique solution forte.

Preuve: On commence par définir une famille brownienne Z = {{7,,F7 : 0 <t < oo},
0, FZ P} ot FZ est la tribu engendrée par Z. En utilisant le Corollaire 3.5.16 p. 200
dans [K-S}, on sait que

R, =exp{]; (f(}s@(zs—zu)du) iz, — ;/ﬂt ([:@(zs —Zu)du)gds}

est une martingale continue. De plus, comme la dérive est localement bornée, la formule
de Girsanov (voir, par exemple, Corollaire 3.5.2 dans [K-S]) implique qu’il existe une
probabilité Q équivalente 4 P sur FZ pour tout ¢ > 0 telle que B, défini par

£ L
Bt=Zt—Zg+/f®(Zs—Zu)duds 0<t< o0
0 0

soit un FZ-mouvement brownien sur (Q,FZ Q) avec Q[By = 0] = 1. On en déduit donc
qu’il existe une unique solution faible & Péquation (1).
De plus, pour toute fonctionnelle bornée F',

Eq[F(Z;0< e <) =FEp[F(B.;0< e <t)Ry]

la loi de Z est entiérement déterminée: la solution est donc unique en loi.
Si, de plus, @ est une fonction continue, alors, pour 7' < oo,

(L ()) = — / ®(w; — 3,)ds, @ € C(0T),
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est une fonction continue par rapport aux deux variables ¢ et z{.). Comme la dérive est
localement bornée, on en déduit que 1'équation (1) admet au plus une solution forte {voir,
par exemple, Corollaire 1 p.271 dans [G-5]).

Enfin si ® est lipschitzienne, on applique le Théoréme 11.2 de |R-W] qui assure l'existence
d’une unique solution forte. QED

Remarque 1 Parles mémes arguments, on monire gu’il eriste une unigue solution foible
Z* & Uéquation

©opt 3
Zfza:—l—Bt—f/@(Zf—Zg)duds,0§t<oo.
0 JO

De plus, Z° a la méme loi que x + Z°.
On n’étudiera donc, par la suite, que les solutions partant de [origine.



Chapitre 2

S1 le Support de ® contient un
voisinage de l'origine

Dans cette section, ® est une fonction impaire dont le support contient un voisinage
de T'origine. On distingue alors deux cas: le premier concerne les fonctions continues
et croissantes. Dans ce cas, sous certaines conditions supplémentaires, les trajectoires de
l'unique solution forte (voir Proposition 1) sont presque sfirement convergentes. Le second
cas est celui des fonctions continues et décroissantes sur IR} . Dans ce cas, sous certaines
conditions, on ne montre que la bornitude des trajectoires.

2.1 Cas d’une fonction croissante

On suppose, dans ce paragraphe, que ® est une fonction impaire continue croissante
bornée. Sous ces hypothéses, il est existe une unique solution forte & I'équation (1) et, de
plus, on obtient le résultat suivant

Théoréme 1 S5 existe une constante C > 0 ef un polyndme Py de degré k € IN* vérifiant
By, oo Pr(x) = 400 tels que, au voisinage de Uorigine,

1
9(z)] > Coxp—P (J—) , 2.1)
la solution Z; de UE.D.S. (1) converge p.s. quand t — oo.

Pour montrer ce théoréme, on a besoin de quelques résultats concernant 1’équation sui-
vante:

t

dY, = dW, — (/ o(Y; — Yy)ds - V(};)) dt
0

Yo=0

(2.2)

ot W est un mouvement Brownien et V' une fonction mesurable localement bornée positive
sur Ry. On note PV la loide Y.

Proposition 2 Sous les hypothéses du Théoréme 1, on a

—a) sup Yy < oo PV ps
telR 4
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124 Chapitre 2. Si le support de ® contient un voisinage de l'origine

- b) si V(z) >n>0 pour x> 0 alors, pour tout £ > 0,

P (sup Y, > s) < (1)
tCIR4

ol T}ﬂl_}r& (1) = 0.
Pour la suite, on pose p; = f; dy,ds. On remarque que (Yi,pe) est un processus de Markov.
De plus, :

Lemme 1 Pour tout temps d’arrét 7, la loi conditionnelle de Yi., — Y, sachant (Y ,u;)
coincide, sous ]P(V), avec PO7) o

V@) = Vi + )+ [fo+Y, - pu(dy) (2.3)

La preuve du Lemime 1 est évidente.

Preuve de 1la Proposition 2

i) Soit la suite Ly = 0, L, = L,_; + I, ot I, = R/n? avec R > 0. Comme la série des
(In)}n>1 converge, on peut noter Ly, = lim, yo0 Ly. On remarque que limg o Lo = +00.
On définit également une suite positive (o, ),>1 qui tend vers I'infini. On précisera cette
suite un peu plus loin. Par ailleurs, pour tout ¢ € IRy on note S, = inf{t > 0,Y; = o},
puis on définit la suite iy = 0 et 7, = 5p,, -

Pour montrer que les trajectoires de Y sont presque siirement majorées, il suffit de consi-
dérer I’événement

x>
A= ﬂ{Tn+1 — Tp > Oty OU T, =00},
n=0

et de montrer que limg_,o, P(A°} = 0. En effet, on dispose de I’ inclusion :
{supY; < Ly} 2 A.
Or, par le Lemme 1, on obtient

IP(AC) < IP(7'1§C¥1)

oo n—1
+ Z E ll—‘[ ]I{OO>Tj+1_Tj>C¥j+1}IF)(Vn)(Sln+1 < an-i-l) (2'4)
1 0

en notant V,, = V. . Toujours d’aprés le Lemme 1, on connait V,:

1qm:f®w+amw%¢m+vw+n»

Comme & est une fonction croissante, ®(z + Y, — y) > ®(Y,, — y) pour tout z > 0.
De plus, puisque V(z) > 5 pour z > 0, on a: sous IP'Y), sur Pévénement Ny~ oo >
Tit1 — T > @1} et sur Vintervalle [, 741 A (T, + 04y1)], pour z > 0,

Valz) = Sog@ ( Zn: lk) + 1



2.1. Cas d’une fonction croissante 125

(On prendra n = 0 pour démontrer a)). C’est pourquoi P'opposé de la dérive de Y sur
Trs Tl A {Tn + 0my1)] €8 pour z > 0, est minoré par

n—1 n
Dﬂ = ZQJ(I) ( Z lk) -+ n— a'n,+1(b(ln+1)- (2.5)
i=1 k=j+1

Comme

1

k=j5+1 k=j+1

et comme @ est une fonction croissante, on a la minoration

D, > Za:, (m - %) +1 = g1 @ ((—n—f—l)—z) . (2.6)

On va maintenant se servir de la condition sur la fonction @ : il existe donc une constante
C > 0 et un polynéme Py de degré k € IN* tels que, au voisinage de ’origine,

B(2)| > Cexp Py (il) .

On pose alors
k+3

_Rr Y’

(2(n+1))

et ap = 1/Q(R/4).

Ainsi, comme ® est une fonction croissante, pour n > 2,

I(n—1)/2] R R
n P ] —n1® | ——
b 2 (2(3+1)) On 1 ((n+1)2)+"

o, = pour n > 2,

=
j=1
- R
> S B (n+ 1)"’+3® ((’”1)2) +n
J=1 @ (2(:3—2))
[(n—1)/2] 1 m—1 |5
2 ) ST )T ez { 5 J —(n+ ) 4= Cotn
i=1

On définit également Cy = —

On remarque alors qu’il existe ng(k) € IN tel que, pour n > nyg, Cp > 0.

ii) Pour continuer la preuve de la Proposition 2, on a besoin du résultat suivant, qui sera
démontré ultérieurement dans le developpement de cette section.

Proposition 3 Soient Y; le processus défini par ’E.D.S.:

dY; = dBy + V(Y5 < t)dt
Yo =0,
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et Z; le processus refléchi défini par U'éguation

ZU = 0?

ot B est un mouvement brownien unidimensionnel et L, est un processus croissant &
veriation finte. Ly ne croft que lorsque Z; = 0 de telle sorte que 7Z; soit toujours positif
ou nul.

Alors, si V(Ys,s < t) < D pour tout t tel que Y; >0, on a

i <Z ps.
En utilisant ce résultat de comparaison et Uinégalité 1D, > C,, + n, on en déduit
PY) (S, < ang1) € QS < tnp1), (2.7)
ott Qest la loi du processus Z défini par ’équation
{ dZy = dBy — (C,, + n)dt + dL;
Xo=10,
oll Z; est continu, positif et L; ne croit que lorsque Z; = 0. Or, pour tout 3 > 0, on a
Q(Siss < @) < P EglePmn], (2.8)

Soit ¢ > 0 et § > 0, on calcule alors I'expression Egle +]. Pour cela, on choisit une
fonction f € C?(IR) solution de I’équation

LF"(x) — (Co+ ) f'(z) = Bf(2) =0 surJ0,a] (29)
f0)=0 et fla)=1, |

On a alors L
)\+6A_$ _ )\—6)\ x
f(.‘I?) = )\_E_e,\—a _ A_e)\-i-a:

sur [0,a],

o AT — A
avec A* = Cp + 13 /(Co +1)? + 25, ainsi f(0) = Mere - A—erta

fonction par la fonction nulle sur {—oc,0]. Grace a 'équation (2.9) et grace a la formule
d’Ito, on peut montrer que

. On prolonge cette

M, = f(Z)e
est une martingale locale continue. En effet,
d(f(Z)e™) = f(Z)e PdBy + ['(Z)e P dL,
+ (3720 - ©u () - 81(2) )
= [(Z)e "dB,,
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car f'(0) = 0. De plus, comme f' est localement bornée et bornée au voisinage de —oo,
Mins, est une martingale uniformément intégrable et ainsi, en appliquant le théoréme
d’arrét pour les martingales (voir, par exemple, [K-S] p.19), on obtient

Egle ] = £(0).
Omn a alors, pour 8 < 1,

_ 2
A+ — A e—)\“‘“a. S 2(Cn + ?7 + 1) €~2(Cn+ﬂ)a_

Egle #%] <
gle ] £ ==

En utilisant ’équation (2.8) et en choisissant 3 = 1/, 41 on obtient, pour n assez grand,

Q(S1y; < Ong1) < 26(Ch + 1+ 1) 20 e XD, (2.10)

Gréce & 'inégalité (2.7) et 4 I'hypothése du Théoréme 1, on obtient, pour n assez grand,
PO (S <amin) < 2e(Co + 7+ 1) 20 e 20l

< g(;?(cn + 17+ 1)%(n 4 1)FH3ePkCOt2)/B)=2(Catminss

On remarque que
ZIP{V”) (Stpy < Opr1) < 0,

n>0
puisque Pr(2{n + 2)/R) est un polynéme en n de degré k, Cyl,y1 est un polynéme de
degré k + 2 et (C, + 1)*(n + 1}**2 un polynéme de degré 2k + 7.
iii) On termine la preuve en considérant deux cas: n = 0 ou i > 0. Ainsi, pour démontrer
le a) de la proposition, on choisit = 0 et R > 1, alors, il existe n; tel que, pour n > n,
Pe((2n +4)/R) < Pe(2n + 4) puisque limg_, ;o Py(z) = +00, et ainsi

: 2
PO (8,4, < any1) < O+ + 1P (1 4 11T 20l
Dans le second membre de I'inégalité précédente, seul I,,; dépend de R et de maniére
monotone, ce qui entraine, par un argument de convergence monotone, qu'il existe n; tel
que

BE{I;O ; L (Stpps < Qnp1) = 0.
n>ny

Par ailleurs, Q(S;,,, < @n41) — 0 lorsque R — oo pour 1 <n <ny —1. Or d’aprés (2.4),
o0}
P(AS) <P(m <o) + ZIP(V“) (Stnys < Ony1)-
1

On en déduit donc a).

Pour le deuxiéme cas: 57 > 0, on choisit R assez petit de telle sorte que L, = &, et on fait
tendre n vers I'infini. Alors, il existe une constante K > 0 indépendante de n et 7, telle
que, pour n > n;, '

]P(Vn) (Sl o < an-}-}) S KePk(‘Z(ﬂ+2))—(Cn+?})ln+l.
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A nouveau par un argument de convergence monotone, on en déduit b). QED
Preuve de la Proposition 3: On rappelle ici la preuve détaillée figurant dans [Ral.
Soit f € C2(R), telle que:

Ve > 0,f(z) >0 et f'(z) >0,
Vz <0, f(z) =0.

Par la formule d’It6, on obtient
t . 1 t
-2 = [P zdatvi-z)+; [ - 2)i< Y =AY, - 2>
4] 0
t i
= [ 1= 2) V<~ Dyis— [ fY - Z)aL,
0 [¢]
[ i
_ f Ty z50) f' (Y = Z)(V(Yaru < ) — D)ds — / Ly f'(Y)dLs.
0 0

Or, sur {Y; > Z,}, Y, est strictement positif puisque Z, est positif ou nul, aussi a-t’on
V(Y,,u <s) < Detdonc f(Y; — Z;) < 0 presque sirement. Grace 4 la définition de f,
on conclut que Y; < Z; presque sirement. QED
On montre maintenant que les trajectoires de la solution de I’équation (1) convergent
presque siirement.

preuve du théoréme: Comme la solution Z est presque siirement bornée, d’aprés la
Proposition 2, la dérive de ’'EDS change de signe une infinité de fois (dans le cas contraire
la solution de 'E.D.S. serait comparable 4 un mouvement brownien dont les trajectoires
ne sont pas bornées presque sirement). Pour n > 0, on définit la suite de temps d’arrét
finis p.s.:

To=0 Thou =inf{t > T, +1ntg Ay =0}

ot A; est la dérive de I’équation (1). On note que Ar, (z) est une fonction décroissante
qui vérifie Ap, (Z7, ) = 0. En effet, comme @ est une fonction croissante, on a

T T,
—/ Oz — Z,)ds > m/ d{y — Z,)ds, pour x <y.
0 0
On pose alors, pour £ > 0,
An(gan) = {Vt S {Tn:Tn + 7]]:|Zt - ZTn| < E}

Ainsi, par le Lemme 1 et un principe de comparaison, on obtient : il existe p > 0 tel que
pour tout n € IN,

]P(An‘ZTnnu’I'n) 2 D >0
ce qui implique limsup1y, = 1 p.s., en particulier P(U,A4,) = 1. Par ailleurs, sur ['évé-

n
nement |Z; — Z7,| < ¢ pour tout ¢ € [T,,,7, +7l, on a, conditionnellement & Zg, .y, b7, 44,

Plen) = P (lim sup Z; — Hminf Z; > 6¢

t—00 t—roc

ZTR‘*“’?’;’I’Tn‘i'ﬂ)
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< P (limsupZt - A, >

t—o0

ZTn+mﬂan+n)
P (limint Z — Zr. < —¢| Zp, i)

< 2P (IimsupZt —Zr >c

t—=o0

ZTn+ﬂ 'JMTn +'ﬂ)

T =inf{t > T, +n: 72y = Zp + 22}
r_=inf{t >T,+n:2Z:=Zyp, — 2}

Or, pour t > 14, la dérive de Ry, = Z; ~ Z;_ vaut
t—7y
—/ ®(z — R,)ds — A, (z) avec A (z) = ®(e)n pour z > 0.
0

Ainsi, d’aprés la Proposition 2 b):

P(E’n) < 2905((1)(5)77)

129

Par ailleurs, en définissant la suite d’événement deux & deux disjoints A], = A,, — U;enA;,

on obtient:

P (lim sup Z; — liminf Z; > 65)
t—ro0

100

= Z]P ({Iim sup Z; — ligiant > 76} N A;)

t—oo

< 20:((e)n) Y P(A7) < 20:((e)n)

Le second membre de 'inégalité précédente tend vers 0 quand n — oo, ce qui implique le

théoréme.

2.2 Cas d’une fonction décroissante sur IR’_’L

QED

On considére maintenant le cas d’une fonction impaire, continue et décroissante sur

R vérifiant $(0) = 0 et $(04) €]0, + oo.
On suppose de plus:

(H) il existe o > 0 tel que 2 — z®**(z) est une fonction croissante sur R, et

lim, o 2®%F%(z) = +oo.
Comme la fonction © est bornée, il existe une unique solution faible & 'E.D.S.

t
dY;:dBtw/ O, — V,)ds dt
[¢]
Yo=0

(2.11)
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olt B est un mouvement Brownien unidimensionnel. On étudie alors le comportement
asymptotique des trajectoires de cette solution. On montre que les trajectoires sont
presque sirement bornées.

Proposition 4 sup |V} < co, PY) p.s,
tCIR 4

Preuve: La preuve de cette proposition repose essentiellement sur les mémes arguments
que ceux utilisés dans la démonstration de la Proposition 2.

Soit la suite Ly = 0, L, = Lp_1 + I, ot I, = B/n'**/2 avec R > 0. Comme la série des
(In)n>1 converge, on peut noter Ly, sa limite. On remarque que limp_,o Lo = +00.

On définit également une autre suite (4,),en par

Par ailleurs on note, pour tout a € R,
S, =inf{t > 0,Y; = a} ; T, =inf{t > 0,]Y;] = a},

et on définit la suite 79 = 0 et 7, = T7,,. Pour montrer que les trajectoires de Y sont
presque siirement majorées, il suffit de considérer 'événement

oo
A= ﬂ{Tn+1 — T > lyy1 — tp OU Tp = 0O}

n=>0

On dispose alors de I'inclusion
{sup |V < Lo} 2 A.
Par ailleurs, par le Lemme 1, on obtient

P(A9) < P(r <1) — (2.12)

oo n—1
+ ZIE [H ]I{°°>Tj+1*fj>ij+1—tj}]P(Vn)(TLn+1 < g1 — L)
1 0

ou
Vilz) = [ Dz + Ve, — y)ttr, (dy).
Or,
]P(Vn)(TLn+1 < tn+1 — tn)
< IP(VH)(SLnJrl < tn-l—l - tn) + IP(VW)(S“LM-I < t'"'"'l - tn)

et de plus, comme @ est une fonction impaire, pour calculer
P(Vn)(SLn+l < tn"'l - tn| }/”Tn = Ln):

P (S, < tag1 —tal Yoo = —Lu),
IP(V”)(SanH <lppr — bn| Y, = L),
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el
P(Vn)(S—Ln+1 <pp1 — | Yo, = —Ly),

il suffit de calculer une seule de ces expressions, les autres se calculant de la méme maniére,
en remarquant que pour passer de —L, 4 L,,; on doit passer par L,. Il suffit done
d’estimer la premiére expression.

Or, conditionnellement a {Y, = L,}, pour n assez grand et pour z > 0,

V(2) = / B(a + Ly — y)pir, (dy).

Comme @ est une fonction décroissante, on obtient sur 'intervalle [7,,5;,.,|, pour z > 0,

Va(z) 2 ta®(2L0),

ce qui entraine que Popposé de la dérive est minoré par

Dn = tn(I)(QLoo) — (tTL+1 - tn)®(0+)=

sur Pintervalle [7,,,5L,,, A (Tn + tns1 — ta)].
En utilisant la définition de t,,, on trouve que, pour R assez grand,

®(2L0,)
tpe1 —th € —=———1t,.
o 20(0..)

Ainsi, pour R assez grand, D, > 1, ®(2L,)/2. En utilisant la Proposition 3 et I'inégalité
(2.10), on obtient qu’il existe une constante C > 0 telle que

I[Z)(Vn)(TI%+1 < tppr — ) < C(Di + 1)(?5”_'_.1 _ tn)e—anlnﬂ_

Or, il existe une constante C > 0 telle que

Rt,®(2L)
lpi1Dn > W
2ty
> R® (ELOO)X exp n®(2L )
2(n 4 1)1te/2 7 plte(L ) 45{0,)

n1+0{

> COR @2+“(2Lm)m

Ainsi, Hmy, o I41 D0 = 400 ce qui implique la convergence de la série dans I’équation
(2.12). De plus, grace & l'inégalité précédente, on obtient par convergence monotone,
limp_ o IP(A%) = 0, ce qui implique la bornitude presque stre des trajectoires de I'équation
(2.11). QED
Remarque 2 [l eziste des fonctions @ qui ne vérifient pas (H) et pour lesquelles la solu-
tion de I’EDS associée admet des trajectoires convergenies avec une probobilité strictement
positive. '
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En effet, si on considére la fonction ®(z) = sgn(z), alors pour tout a €]0,1]il existe M > 0
tel que

P(sup [¥i] < M) > .
iclR 4

On remarque alors que, sur cet événement, les trajectoires sont convergentes presque
slirement et, par ailleurs, ce sont les trajectoires de la solution ¥ de 'E.D.S associée & la
fonction ®(z) = sgn(x)Ljjy<amy{z). Alnsi

P(sup |Vi| < M) > q,

telR 4

et
IP(Y; converge lorsque ¢ — oo} > a.

Remarque 3 PY) g loi de Y, 02 Y est solution de ’EDS

i

4y, = dW, — ( / (Y, — Y.)ds + V(Y;)) dt
0

Yo=0

(2.13)

avec V une fonction positive en dehors d’un wvoisinage de Uorigine et W un mouvement
Brownien unidimensionnel, si V(z) > n > 0 pour z > ¢/4 el V(z) < —1p pour x < —¢/4
alors

PY) (sup Y; — inf ¥ > 5) < ¢:(n)

telRy tCIR 4

ot limy, o0 () = 0.
Mais cette remarque ne suffit pas pour obtenir la convergence presque sire des trajectoires
comme dans le Théoréme 1, car dans le cas d’une fonction décroissante sur IR}, ,

[ o= seas
0

n'est pas une fonction monotone en x pour toute fonction continue f sur [0,tl. Or cet
argument est une des clefs de la preuve du Théoréme 1.



Chapitre 3

Si @ s’annule sur un voisinage de
I’origine

Dans cette section, on s’intéresse a la solution de 'équation différentielle stochastique
suivante :

t 5 .
X, =B, — 1// / sgn(X, — X)) x,—x,1>a}duds, v >0, (3.1)
o Jo

ou B est un mouvement brownien unidimensionnel.

On a vu dans la section précédente que, si o = 0, la diffusion a ses trajectoires presque sii-
rement convergentes. Ici, le comportement des trajectoires est bien entendu complétement
différent. On a en particulier le résultat suivant:

Lemme 2 (Cranston-Le Jan)

Soit X la solution de UE.D.S (3.1). Alors, presque strement, les trajectoires de la solution
ne convergent pas.

Preuve: On considére le temps d'arrét 7; = inf{s > ¢t : |X, — X} = «/2}. Pour
s € [t, T3], le terme de dérive ne dépend que de la position et non du temps, ainsi

8
| o - Xadu =ity + X, - y>0) —vmly + X -y < ~a)
0
oll pty = fot dx,ds.
La dérive est done continue et bornée par ¢, ce qui entraine, méme si ¢ est trés grand,
]P(Tt < OO) = 1,

en appliquant le test de Feller (cf Proposition 5.32 p.350 dans [K-S]). I ’ensuit donc que,
presque sfirement, les trajectoires ne convergent pas. QED

Le but de ce chapitre est de montrer que les trajectoires de la solution de 'E.D.S.
restent néanmoins bornées presque stirement. Pour 1'étude qui suit, on choisira v = 1 et
o = 2 pour simplifier les notations mais les démonstrations se généralisent pour o > 0 et
v>0.

On commence par énoncer quelques résultats préliminaires.

133
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3.1 Résultats préliminaires

On énonce premiérement un lemme concernant la loi forte des grands nombres, puis
on étudie le temps passé en-dessous de 1'origine par quelques diffusions particuliéres.

Lemme 3 Soil (Az')iZl une suite de variables aléatoires indépendantes de carré intégrable
telle que

~ IE[A4;] = e; > 0, pour tout i € N, et Y o2 o; = 00,
~EB[A2) = 8 (B — 02> 0) tel que 3°,(8; ~ 02) < o0,

alors
Ti
. AZ'
izt — 1, p.s.

Z?I 1 &7

Preuve: On considére la variable aléatoire

A, — o,
B —
" 1 O
Alors IE[B,] = 0, pour tout n > 1, et
ﬁ'n - Of,i

Bl=-"_ "n_
Bl = s oy

Comme Y ., IE[B,| =0et Y, ., E[BZ < oo, on peut appliquer le lemme de Kolmogorov
(voir, par exemple, Lemme 2.2.1 p.42 dans [Re]), pour obtenir la convergence presque stire
de la série > ., B,. Puis, en appliquant le théoréme de Kronecker (voir Théoréme 1.2.2
p.35 dans [Rel}, on en déduit

2 i (Ai — )

T — 0, p.s.

Zi:l ay

QED
On continue les résultats préliminaires par 'étude du temps passé sous origine par la
diffusion suivante:

t
Xo= B~ [l (X.)as, (3.2)
[¢]

tuée en 7, temps de sortie de Vintervalle [—1,a}, 0 < a < 1.

Proposition 5 Soit

FA) =K [GXP {—)\/ I[O,a](Xs)dS} IXT=1] ;
0
alors
82a\/n2+2)\ -1

A = )
1) n+vn2+22~1-(n—+vn?+2X — 1)e2evn’+22
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Preuve : Soit la diffusion partant de z € [—1,a]. On note

) =, [oxp { -2 [ o8} 1]

Par la formule de Feynman-Kac, u est solution du systéme suivant, sur Uintervalle [—1,a],

1
Eu" - n][[g,agu' - )\][[g,a]u = 0, (3'4)
w{-1)=1 et u(a)=0.
Ainsi
u(z) =Az+A+1, avec Ae R, sur [-1,0],
u(x) = ael VWt | g~V Az e B Be TR, sur [0,a].
Comme u(a) = 0, on a I'égalité § = —aexp(2avn2 + 21), et done, sur [0,a],

u(m) — a(e(n+Vn2+2A T _ 20V n2+2,\+(n—\/n2-}—2)\):c)_

Par ailleurs, puisque u{0_) = u(0) et w'(0_) = »/(0, ), on obtient le systéme suivant

A+1=qafl - 62“‘/""+_2—2)‘),
A=o(n+VnZ+28) — aln — V/nZ + 22)e2Vn?+ D,

Par la résolution de ce systeme d’équations, on trouve

% (n +vVnRZ+2 —1—(n—vn2+2)— 1)62"“‘"2"‘“”) = —1. (3.5)

Le résultat de la Proposition 5 est alors une conséquence immeédiate de (3.5) et du fait

que u(0) = a1 — exp(2av/n? + 2X)). QED

On suppose maintenant que ¢ dépend de n, on le note alors a,, et on étudie le compor-
tement asymptotique du temps passé sous l'origine par la diffusion (3.2) lorsque n tend

vers l'infini.

Corollaire 1 5% g, ~ nl—,, avec v € [0,1] lorsque n tend vers Uinfini, alors

T 1
Fg =1 [/ ][[O,Gn](XS)dS}[XTZ—l ~ E (36)
0

On remarque que le premier terme du développement limité a 'infini ne dépend pas de 7y ce
qui peut sembler surprenant. En fait, asymptotiquement la diffusion passe essentiellement
son temps dans les positions négatives ainsi que dans un voisinage trés petit de Porigine.
Preuve : La preuve de ce résuliat est immédiate: il suffit de dériver U'expression (3.3) par
rapport & A et de prendre la valeur & 'origine. Ce qui donne

. 12&820‘”(2?’1, —1 1 62@11) _ (82«:1,71 — 1)(1 + 62an + 2a62an)
‘T n ((2n — 1) + e2an)? '
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On en déduit alors (3.6). QED

Proposition 6 Soit lo diffusion

¢
Xy =By — n/ ][{X.g:gﬁ}dS,
0

et soit T =inf{t > 0, X; = —1} alors
1
1+vrZ+2X—n

La preuve de cette proposition est identique 4 celle de la Proposition 5. 1l suffit de définir
le systéme (3.4) sur [—1,+o0) et de remplacer les conditions aux bords par u(—1) =1 et
u{oo) = 0.

D [exp A fo ' ]1[0,+00)(X5)ds] - (3.7)

Corollaire 2

4 1
IE [f 1[0,+00)(Xs)d3] = n
0

2
T 2n+1
D) {(‘/ ][[[),+co)(X5)dS) } =" 3
0 K

La preuve de ce résultat est immédiate. Ceci termine les quelques résultats préliminaires
qui sont indispensables 4 la preuve de la bornitude des trajectoires de 1’équation (3.1).

(3-8)

3.2 Bornitude des trajectoires

On considére la solution de I'équation différentielle stochastique suivante

£ s
Xt = Bt — / / Sg'ﬂ(Xs - Xu)]I{IXS—_XU\22}dUdS; t 2 0. (39)
0 J0

Pour la suite, on note

@(z) = sgn(x) T{jz>2)- (3.10)
Théoréme 2 Les trajectoires de l'unique solution foible de Uégquation (3.9) sont presque
stirement bornées.
On s’attachera & démontrer dans le preuve que les trajectoires sont presque siirement
majorées. I est alors facile d’obtenir le résultat du théoréme par symétrie.
Preuve: (Dans toute cette preuve, les C; désignent des constantes). Soit 7, = inf{¢ >
0, X; = n}, n > 4. On se place sur I'événement Q, = {7, < oo} et on suppose que
IP(Q,) > 0 (dans le cas contraire, la majoration des trajectoires de X est évidente).
Omn montrera alors qu’avec une probabilité strictement positive, indépendante de n, on
n’atteint pas le niveau n + 2. Ceci suffit pour démontrer 1a bornitude presque stire des
trajectoires. En effet, la probabilité de ne pas rester bornée est

H]P(’T%+2 < 00|Ty, < 00) =0,
n=>0
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puisque P (7,12 < 00|72, < 00) < Cp < 1, uniformément en n.
Tout, d’abord on définit une suite ug = 0, ux = C; x {k(log(k +1))?}~! de telle sorte que

Z‘U,k = 1,

k>1

et deux suites de temps d’atteinte (S7)g>0 et (Ty)r»o définies par:

Sat = Tp = T() (311)
k—1
S; = inf {t > 0,Xp4p,_, =n—1+ Zuj} L k>1, (3.12)
Jj=0
k—1
Si = inf {t > 0,Xppp,_, =n+1+ Zuj} k>, (3.13)
—
k
Tkzinf{t>O,Xt+Wk =n+zuj}, k>1, (3.14)
3=0
ou
k k k k-1
U= S;y+> Tj et We=> S;+) Tj (3.15)
J=0 j=1 J=0 Jj=1
(on prendra par convention inf () = +o00). Pour prouver que les trajectoires n’atteignent
n+1._._.. - e
. n+ ur + ug
. ‘
P A1 VL B N R , ST Uy
n—1 pi
n—2 ,
Tn S; T1 S; TZ

Fi1G. 3.1 — définition des temps d’atteinte

pas le niveau n + 2 avec une probabilité strictement positive, il suffit de montrer que

P (ﬁ Ek) > 0, (3.16)
k=1

ou
Ep={we, tq S <8/, 1<j<ketTi<oo,1<i<k-1} (3.17)
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En effet, 'ensemble des trajectoires vérifiant 7, = oo sachant S, < co pour un certain
k € IN*, sont majorées: on peut donc bel et bien introduire la condition des temps
d’atteintes finis dans la définition des Ej. La démonstration de (3.16) va se faire en
plusieurs étapes.

étape 1: On considére de maniére générale un temps d’arrét 7" et on définit V; = Xy 1 —
Xr. Ainsi, on obtient, par (3.9) et (3.10),

T4
l/'t:Bt+T~BT——/ ds/ (X, — X,)du

=BM-&~/@/ Xyur — Xopr)du

- / ds / B(Xosp — X,)du
0 0

t t s
&-/@/¢M+xrwmwwﬁ[@/®m~nmu
0 0

ou B est un mouvement brownien indépendant de Fr (Fy = 0{Bs, s < t}) et puy =
Jo 5}( as.
Si on note Yt(

t k-1
y® _ B, _/ (/ o (Ys(’“) 0+ u - y) HUk__l(dy)> ds. (3.18)
0 R j=0

En effet, |Ys(k) — Yu(k)[ < 2 pour 0 < u,s < S; ASF. On remarque donc que , condition-
nellement & Fy;,_, Y®) est une diffusion dont la dérive, a I'instant ¢, ne dépend que de la
position de Yt(k). On cherchera par la suite A estimer plus précisément cette dérive, afin
de calculer la probabilité suivante: IP(S, < S |Ey-1).

On peut définir une E.D.S. identique & (3.18) en définissant Z\") = Coow, — Xw, sur
Pintervalle [0,7%]. Ainsi, on obtient

+ k—1
J 0 R 3=0

Le reste de la démonstration du théoréme se concentre sur la preuve de I'inégalité (3.16).
Le but est de trouver une majoration de la probabilité IP(S, > S;|Gx_1) (étape 4). Pour
ce faire on va comparer la diffusion V() avec une autre diffusion plus simple. Cet argument
repose sur un principe de comparaison (voir par exemple Théoréme 1.1 chapitre 6 dans [I-
W]). C’est pourquoi on sera amené a trouver une majoration de la dérive de Y (). Comme
Y et ZU) sont fortement liés, il suffit de comparer Z¢) avec une diffusion plus simple,
en d’autres termes il suffit de trouver une majoration de la dérive de Z) (étape 3). Or
cette dérive dépend du temps d’occupation de V), c’est pourquoi, dans I’étape qui suit,
sont présentés quelques résultats concernant Y.

étape 2: Soit 0 < v < 1. On cherche tout d’abord & calculer la probabilité suivante :

Sm
Am = [P (L H{Y(m)>1 Zm 1 }dS > m’y E ) 3

Il

k) = Xitv,_, — Xv,_,, alors, sur I'intervalle [0,S, A S,j], on a
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ot 1 <1 < m. Par I'inégalité de Markov, pour N € IN*, on obtient

A, < L > I d ' E
,Vn,’YN o {Ys(m>21“2;n:_zluj} 5 m

Par la formule (3.18), comme la dérive de Y (™) est négative pour tout ¢ € [0,S A S;t], on
a, par comparaison (Théoréme 1.1 chapitre 6 dans [I-W]), K(m) > B; p.s. ce qui entraine
P(S, < St)>1/2.

Ainsi
2 Sm !
Am < m"/N A ][{Y(m)>1 Em -1 }dS Em

On compare Y™ avec la diffusion Y définie par 'E.D.S.

Y’t = Bt —Tlt.

On rappelle que 71 est le temps d’atteinte par X du niveau 1, indépendant de B, et on
définit R_, = inf{t > 0, Y; = —1}. On obtient alors

2 E-1 N
Am < TfﬂN (/O ]I{f/sZO}dS) < ]E[R]_Vl]

Comme la loi de 7 et celle de R_y sont connues (voir, par exemple, dans [B-S] les formules
2.0.2 p.163 et 2.0.2 p.223), on obtient

1 (y;n —1)?
N-3/2 b
- 27T / / v exp{ 2y 2x } do dy.

Ainsi, il existe une constante Ky > 0, telle que, pour tout N > 1,

Am < Iiﬁ’\ (3.20)

Par ailleurs, on définit ’événement Fj par:

k
Fo= (] G,

m=k—| kY]

avec

Sm
G = {/0 T atmpst oy 48 <) Bt 0Ty <°O}}

Ainsi, d’aprés (3.20),

pEp-r| U @) ¥ S
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k
Ky C
Or, comme Z m7]>V ~ = Uﬂ“fzj)w_l lorsque % tend vers 'infini, on a, pour NV
m=k—|k7|
assez grand,
> P(Ff) < oo
k>1

Ainsi, par le lemme de Borel-Cantelli, on en déduit qu’il existe une variable aléatoire
N;(w) € NN telle que, pour tout k& > Ni(w), w € F; p.s. et donc w € G¥ p.s. pour
k— k"] <m<k.

étape 3 : Grice a ces calculs, on est en mesure de trouver une majoration de la dérive des
diffusions Z® pour k > N;(w). En effet, d’aprés (3.19), sur Vintervalle [0,7}], la dérive
est égale &

k—1

bp(x) == / d (33 +n—1+ ZUj - y) pw, (dy) pour z € [—1,1 4 ugl.
R

i=1
Ainsi, conditionnellement & E; N {7} < oo}, on obtient les majorations suivantes:

( b(z) <0 si >0,

57
bel(z) < /O Ly, o yds sur [<u 0]

{ Sk_—.l Sk-
be(z) S/O ][{1;’“—121~uk,2}d5 +/0 ]I{Ys(’“)zl—ukﬁﬁuk_z}ds

Sur [—tg_1 — Ug—2, — Ug-1[,

. -

Ainsi, grace aux calculs effectués jusqu’ici dans 'étape 2, on a, pour k£ > Ni(w),
( bk(ﬂlﬁ) S kY sur [**Uk-l,(){,

be(xz) < kY4 (k— 1) sur [—ug—1 — Ug—2, — Ug—1][,

] ék(x)§k7+(k~1)“/+-~+(k— k7))

k—1 k—1
sur | — Uj, — Z Uj
j=k—[k7]-1 j=k— k7]

Pour la suite, on note
k—1

jek— 7] -1

On remarque, grace a la définition des u; (u; = C1/(j(log(j +1))*)™), que

k=2 log(k~2)
dx & du
& = Ch / ——e = () / =
k—{kY[—1 z(log ) log(k—|k7]~1) U

! 1
Cy (log(k — k] =1) - log(k — 2)> > Cskg,
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ou

1
5 quand k — oo. (3.22)

i k=7(logk)

Ainsi, sur lintervalle [—£;,0] la dérive de la diffusion Z*) est majorée par
b () < (K +1)% (3.23)

En utilisant la majoration (3.23) de la dérive de Z¥), on peut alors minorer le temps
passé sous I'origine par cette méme diffusion. Conditionnellement a Fy N {7} < oo} et en
utilisant un principe de comparaison (Théoréme 1.1 chapitre 6 dans [I-W]), on a

Ty Ry _
/ I 1,0(2{9)ds > / T1,0(Z23)ds =: Ay,
0 0
ol .
Zt(k) - Bt N / ((kﬂ + 1)21{—6k,0](25(k)) + ( e + S)][(-Oo,*ﬁk[(zs(k))) ds.
0
On rappelle que & est défini par (3.21), W}, par (3.15). De plus, on définit R, = inf{t >

0, 2 = a}, a€R.
On en déduit alors

Ry
7 {k
E[4;] > IE[ /0 T 1,0( 2 ))dS][{Zg’“)z-—gk, we{o,zzl]}}
Ry _
> IE { / 1[»1701(28(’“))48][{1%&&%}] :
0

On applique alors une version adaptée du Corollaire 1 (cas symétrique, n remplagé par

C ' 1—yo—2y '
k*7). Comme &, > —Tfjlg, pour tout vy < 7, i.e. comme & > Cy (——) , on obtient,

k k2
pour v > 1/3,

1
E[AL] > ap ou ay ~ 2y AU voisinage de I'infini. (3.24)

E[(A:)*] < E [(/ORI ][[~1,,0](Z§k))ds> T :

ot la diffusion Zt(k) est définie par

Enfin

t
Zs(k) = Bt +/ (k’y + 1)2][(~00’0](Z§k)>d8.
0

En utilisant le Corollaire 2, on obtient I'inégalité suivante:

207 +1)2+1

CEES (3.25)

B[(Ag)?] <
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ce qui implique, en particulier,

Cs
ElAd < 45
En utilisant (3.24) et (3.25) et en appliquant le Lemme 3, on a, pour v < 1/2,

k LA k127
A' ~S e N e .
Z y Zi2’7 =2 p.s. lorsque k£ — o0

Jj=1 Jj=1

Etape 4: Dans cette derniére étape, on détermine IP((,.; Ey), ot Ej est défini par
(3.17). Pour ce faire, on choisit k¥ > N;(w) + 1 et on majore la dérive d;, de la diffusion
Y®) On rappelle que dans le calcul de la dérive de Y, il n’y a aucune contribution du
temps passé par la diffusion X dans Uintervalle [z — 1,z +1] puisque ®(z) = sgn(z)Ljjz>2)-
Alinsi, grace a I'équation (3.18), on a

k—1 k-1
Z/ —1,0( Z(J )ds, pour1—2u3<:v<1—2uj
j=m—1 j=m
Or, d’aprés I'étape 2, pour m > Ny(w),
m 12y
m
Y Aj=t =B~ ~1=3, P+ (3.26)

J=Ni(w)

lorsque m et k tendent vers I'infini. Ainsi, par un principe de comparaison (Théoréme 1.1
chapitre 6 dans [I-W]), on obtient

P(S{ < ;B (k2 Ny 1) < 2500 Zgji (3.27)

sy désignant la fonction d’échelle de la diffusion Y*), définie par 'E.D.S. suivante

t
v = B, - /Jk(ffs(’“))ds,
1]

avec
( k—1
dip(z) =0 sur |-1,1~ Z uj |,
{ Jj=Ni{w)
- k-1
di(z) = =By sur [1 - Z uj,1 — Zuj} , m> Ny(w)+ 1.
\ j=m~1 j=m

On calcule alors la fonction d’échelle:

u(x) = /O ) (exp 2 /0 g Jk(wdy) de,
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ainsi, sx(z) = z pour z < 0 et
k-

Cy
D> ——
(1) k(log(k + 1)) ZN (log(y + 1))

k—1

On remarque que Z bi

j(log(j + 1))
pour 6 >0 suﬁisamment petit, il existe une constante Cg(f) telle que

Cs(0)
k(log(k + 1))?

— sp(—1 1
En utilisant (3.27) et 1'égalité $1(0) = sp(=1) = , on en déduit que

Sk(l) - Sk(-——l) Sk(l) +1

Z]P(S,j S Sk_lEk—l n {Tk—l < OO}) < 0

k>1

tend vers 'infini quand % tend vers I'infini. De plus,

sp(1) > exp (k') .

et que la série est majorée par une constante qui ne dépend pas de n, ce qui entraine qu’il
existe pour n > 4 une constante £ €]0,1] indépendante de n telle que IP([,~, £x) > €. En
partant du niveau 2n, on n’atteint pas le niveau 2n + 2 avec une probabilité strictement
positive indépendante de n, ce qui suffit & démontrer que les trajectoires sont presque
sirement majorées. Par symétrie, on obtient alors aisément la bornitude presque siire des
trajectoires de ’équation (3.9). QED
Proposition 7 Soit X la solution de I’équation (3.1) alors

lim sup X; — hm met <1lla p.s. (3.28)

i—o0

Preuve : Pour démontrer cette proposition on étudie la solution de 'E.D.S. suivante:

£
)/; == dBt - (/ ngn(Yt has K)H{tyt_ys;za}ds + V(}Q)) dt
0
Y, =

ou V(z) > n > 0 pour z > 0. On note M) 1a loi de Y. Par une démonstration similaire
a celle du Théoréme 2, on montre qu’il existe une constante C' ne dépendant que de «
telle que
Pv) (squt > 504) < Ce ™2,
>0
On en déduit alors (3.28) par un raisonnement identique a celui exposé dans la preuve du
Théoréme 1. QED
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RESUME

La premiere partie contient ’étude d’un phénomeéne de grandes déviations. Elle généralise
les résultats de Freidlin et Wentzell liés au comportement asymptotique d'une solution d’une
équation différentielle stochastique, dont le coefficient de diffusion tend vers zéro. Elle met en
valeur 'étude du cas ot I'équation différentielle ordinaire associée au probléme limite satisfait
un phénomene de Peano. Les arguments sont probabilistes (principe de grandes déviations et
calcul stochastique) mais également analytiques (solutions de viscosité d’équations de Hamilton-
Jacobi).

Dans la seconde partie, on étudie un systéme de processus autostabilisants qui s’obtient comme
limite, par propagation du chaos, d'un systéme de particules. Ces particules satisfont & une
équation différentielle stochastique et sont regroupées en deux familles. Les particules de la
méme famille s’attirent et les particules de familles différentes se repoussent. On montre alors
que le systéme limite admet une unique solution qui, de plus, se stabilise quand le temps devient
grand, c’est-a~dire que la loi de la solution tend vers 'unique mesure stationnaire.

Enfin, la derniére partie se concentre sur I’'étude d’une diffusion & mémoire longue inspirée des
marches aléatoires renforcées. La dérive de cette diffusion particuliére dépend de tout le passé
et attire le processus vers I'endroit ol il a passé la majeure partie de son temps. Suivant le
comportement de la fonction d’interaction au voisinage de 'origine, on montre que la diffusion
converge presque surement ou, au contraire, qu'elle ne converge pas, tout en restant bornée
presque stirement. Les démonstrations reposent essentiellement sur des principes de compara-
isons entre les diffusions.
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- ultracontractivité - propagation du chaos - inégalité de concentration - diffusion & memoire
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ABSTRACT

The first part contains a study of a large deviation phenomenon. Our approach generalizes the
result of Freidlin and Wentzell. Here we emphases the asymptotic behaviour of a solution of a
stochastic differential equation which diffusion coefficient tends to zero, and which associated
ordinary differential equation satisfies a Peano phenomenon. Proofs are based on probabilistic
(large deviations theory) and analytic (viscosity solutions for Hamilton-Jacobi equations) tools.
In the second part, we study a system of self-stabilizing processes. This system is obtained by
taking the limit in a systemn of two kinds of particules. These particules satisfy stochastic
differential equations. Moreover, two particules of the same family attract each other and a
particule pushes a particule of the other family away. We let the number of particule tend to
infinity and prove that the system admits an unique solution which converges to the stationnary
distribution as the time is getting large.

In the last part, we study a stochastic differential equation with long memory. The drift of this
diffusion, which depends on all the past, attracts the process to the place where it has spent the
most time. We prove then that the behaviour of this process, when the time tends to infinity,
depends on the behaviour of the interaction function in the neighbourhood of the origin. In
some particular cases the process converges almost surely, in other cases the process does not
converge but remains bounded. Proofs are based on comparison results.
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