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Introduction 

On se propose, dans ce travail, d'étudier quelques questions de stabilisa
tion de systèmes gouvernés par des équations aux dérivées partielles de type 
ondes ou poutres, avec un contrôle frontière qui est un bouclage sur l'état. 
La question qu'on s'est posé en premier était la suivante: étant donné un 
système uniformément stable, peut-on déterminer le taux optimal de décrois
sance de l'énergie par l'abscisse spectrale de l'opérateur associé au problème? 
La réponse est oui si on peut montrer que cet opérateur admet un système de 
vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de l'espace d'énergie. 
Parmi les méthodes classiques pour montrer ce genre de résultat, il y a la mé
thode de perturbation de Bari, qui s'avère plutôt difficile à appliquer lorsque 
les valeurs propres apparaissent également dans les conditions au bord, ce 
qui est le cas pour les problèmes qu'on étudie. 
La théorie de Shkalikov [24J paraît mieux adaptée pour ce type de problèmes, 
mais demande une adaptation à chacun d'entre eux, notamment pour mon
trer que l'opérateur linéarisé au sens de Shkalikov (pour lequel on obtient 
la propriété de base de Riesz) permet de reconstituer l'opérateur naturel du 
problème avec sa base de Riesz formée de vecteurs propres. 

Dans le premier chapitre on fait un bref rappel de la théorie de Shkalikov 
appliquée dans les deux chapitres suivants. 

Dans le deuxième chapitre, on considère une équation des poutres d'Euler
Bernoulli encastrée à une extrémité, avec un contrôle force en vitesse à l'ex
trémité libre (sans masse). 
On obtient un résultat de base de Riesz et par suite que le taux optimal 
de décroissance de l'énergie est égal à l'abscisse spectrale de l'opérateur qui 
engendre le système. 
Signalons que ce résultat généralise celui donné par F. Conrad et O. Morgül 
[9J, obtenu par une méthode de perturbation, valable dans le cas de valeurs 
propres simples, ce qui était vrai "génériquement". 

Dans le troisième chapitre, on considère une équation des poutres d'Euler
Bernoulli encastrée à une extrémité, avec un contrôle moment en vitesse de 
rotation à l'autre extrémité (avec ou sans masse). On obtient, en gros, le 
même résultat que celui du chapitre précédent, sauf que la reconstitution 
de l'opérateur du problème est plus délicate. On établit aussi un résultat de 
stabilité uniforme dans le cas où on a un contrôle moment et un contrôle force, 
qu'on démontre par un théorème de perturbation de Gibson [10J, ainsi qu'un 
résultat de non stabilité uniforme dans le cas particulier où on n'a qu'un 
contrôle force, qu'on démontre par un théorème classique de perturbation 
compacte de Russell [21 J. 
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Dans la deuxième partie de ce travail, qui constitue le quatrième chapitre, 
on étudie un modèle de pont roulant formé d'un câble flexible pesant attaché 
à un chariot se déplaçant sur un rail. À l'autre extrémité est attachée une 
masse à transporter. La commande est la force pilotant le chariot. Il s'agit de 
transporter la charge d'une position à une autre, en contrôlant les oscillations 
du système. 
Le contrôle choisi ici ne dépend que de la vitesse et non pas de la vitesse 
et de la position, problème qui avait été traité auparavant [7J. On est alors 
dans le cadre d'un opérateur non coercif, 0 est une valeur propre du système. 
L'ensemble w-limite d'une trajectoire contient a priori les constantes. 
Tout d'abord, on suppose que le contrôle est linéaire et on montre que le 
problème est bien posé au sens des semi-groupes de contractions. 
On se sert du fait que dans ce problème il y a deux fonctions de Lyapunov, 
l'énergie naturelle et une fonction qui reste constante sur les trajectoires. 
On montre ensuite, grâce au principe d'invariance de LaSalle et â un résultat 
"d'unicité" adapté à ce cas non coercif, que la solution tend vers une constante 
que l'on explicite en fonction de la condition initiale uniquement. 
Dans un cas particulier on peut retrouver ce résultat en utilisant une base 
de Riesz de vecteurs propres (obtenue en appliquant Shkalikov). 
En second lieu, on considère que le contrôle est non linéaire. Avec une hy
pothèse raisonnable sur la non-linéarité, on montre que le problème est bien 
posé par perturbation de semi-groupes. On établit aussi que asymptotique
ment toute solution forte tend vers une constante qui dépend de toute la 
trajectoire. 
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Chapitre 1 

Rappels sur la théorie de 
Shkalikov 

1.1 Rappels et définitions. 

Cette théorie concerne les problèmes de type Sturm-Liouville qui contiennent 
un paramètre spectral dans les conditions aux bords, de la forme suivante 

n-l 

k=O 

pour t 1,2, ... ,n, 

(1.1.1) 

(1.1.2) 

OÙ pi(x,r) = LPij(x)rj
; Pii(X) = ete, i = 1,2, ... ,ni Pnn"# 0, et aik, bik 

j=o 

sont des polynômes en T pour tout i, k E 1,2, ... , n. 
La méthode donne des conditions pour qu'un système de vecteurs propres 
généralisés forme une base de Riesz dans des espaces convenables. 
Pour des problèmes avec paramètre spectral dans les conditions aux limites, 
elle est souvent plus applicable que les techniques de perturbation (par des ré
sultats de type Bari) qui consistent par exemple à montrer qu'un système de 
vecteurs propres est w-linéairement indépendant et quadratiquement proche 
d'une base de Riesz connue (en général un système de vecteurs propres asso
ciés à un problème plus simple que le problème donné). 
Elle a été utilisée en particulier dans [11] sur plusieurs exemples (cordes et 
poutres). 
On présente sommairement ci-dessous la démarche utilisée (espaces, opéra
teurs ). 
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Définition 1.1.1 On appelle ordre de la condition au bord Ui(U,T) de la 
forme (1.1.2), l'entier ki tel que Ui(U,T) contient des termes ThU(k)(O) ou 
Thu(k)(I) avec h + k = ki et ne contient aucun terme de cette forme avec 

h+k>ki . 

La somme N de tous les ki, i = 1,2,"', n est appelée ordre total des condi
tions au bord (1.1.2). 

Définition 1.1.2 Les conditions au bord (1.1.2) sont dites normalisées, si 
tout système de n conditions au bord équivalentes obtenues de (1.1.2) par 
combinaisons linéaires a un ordre total non inférieur à k. 

Dans la suite, on supposera que les conditions au bord sont normalisées et 
classées par ordre décroissant : kl :::: k2 :::: •.. :::: kn . 

On considère l'équation caractéristique de (1.1.1), 

wn + PllWn-l + ... + Pnn = 0, 

et on désigne par Wb W2, ... , Wn ses racines. 
On suppose que les racines de l'équation caractéristique sont simples, et que 
les Pij E W;+j-i+1 (0,1) nV(O, 1). Alors, d'après [25] le plan complexe IC peut 
être divisé en 2h secteurs 5 1,52 , ••• , 52h , h ::; n. Dans chaque secteur, (1.1.1) 
a un système fondamental de solutions Uk(X,T), dont les dérivées jusqu'à 
l'ordre n - 1 sont données par: 

r 

U~-I)(X,T) = w~-ITi-leWkTX[I>·-j1]kij + O(T-r - l
)] 

j=O 

k, i = 1, ... , ni r :::: 0, arbitraire et fixé, 1]kij E W[-i+1(O, 1), i = 0,1,"', r. 
De plus 1]kiO ne dépend pas de i, et 1]kij ne dépend pas du choix du secteur. 
On pose: 

où Jk , k = 1, ... ,n est un sous-ensemble quelconque de k éléments de 
{1, 2, ... , n}. Pour k = ° on pose l'Jo = O. 
Soit M le plus petit polygone convexe contenant tous les points l'J

k
• Cet 

ensemble peut être un intervalle. 
Les valeurs caractéristiques du problème (1.1.1), (1.1.2) sont déterminées par 
les zéros du déterminant caractéristique 

6(1') = det[Ui(uk,T)kk=I,2, ... ,n 

avec u~-1 défini précédemment dans les secteurs 51 ,52 , .•• ,52h • Le détermi
nant peut s'écrire sous la forme: 
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.6.(r) = rN2..::[FhJreTMk, 

Jk 

avec N l'ordre total des conditions au bord (que l'on a supposées normali
sées ). 

Définition 1.1.3 Le problème (1.1.1), (1.1.2) est dit régulier si les nombres 
F;k, correspondant aux sommets de M sont non nuls. Il est dit fortement 
régulier si en plus, tous les zéros de .6.( T) sont asymptotiquement simples et 
séparés. 

1.2 Théorème de Shkalikov. 

Dans ce qui suit, pour le problème aux limites (1.1.1), (1.1.2), on construit 
un opérateur linéaire He, tel que le problème considéré soit équivalent au 
problème linéaire HrU = rU, où U est un élément de l'espace où Hr agit. 
Cette linéarisation peut être faite de plusieurs manières. En effet, on peut 
toujours choisir d'autres espaces, plus grands, dans lesquels Hr agit. Ici, on 
construit l'espace W2' u EEi CN qui est le plus naturel de ces espaces et bien 
adapté aux applicati~ns que l'on traitera. 
On suppose, sans perte de généralités, que Pnn = 1 et on écrit (1.1.1) sous la 
forme suivante 

Pour r fixé, on note W; = EEi5=1 w;-i+r (0,1), et on définit l'opérateur H 
dans W2' par 

VI 
Va V2 
VI 

W' ~ f---t Hi) = E W; 2 3v = 
Vn-l 

Vn -2 n-I 

Vn-l - 2..::l i(vi ) 
i~O 

où Va = U, VI = rVa, ... , Vn-I = TVn_2' On défini aussi Hii) E W;-i (Hi est 
la puissance d'ordre i de H). 
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Dans les conditions au bord (1.1.2) on fait les transformations suivantes 

i (kJ(O 1) _ { (Hiv)~kJ (0 ou 1), i + k < n + r 
TU ou - Ti+k-n-r+l(Hn+,-k-lv)~kJ (0 ou 1), i + k::o: n + r 

(1.2.1) 
où l'indice inférieur 0 signifie qu'on prend la première composante du vecteur 
associé. On écrit les conditions au bord (1.1.2) sous la forme 

Vi(r) 

Ùi(V,T) = LTkUik(V), 1::; i::; n. (1.2.2) 
k=o 

où les Ui
k ne dépendent plus de T. 

Soit N, = vl(r) + v2(r) + ... + vq(r), où les vi(r) sont les nombres qui 
figurent dans (1.2.2) (si tous les vi(r) sont nuls, alors N, = 0). On considère 
l'espace W r œ CNe où 2,U 

W;,u = {iJ E W; : Ùi(HkiJ, T) = Ùi(HkiJ) = 0 pour 0::; k ::; n + r - 2 

et toutes les conditions au bord d'ordre::; n + r - k - 2}. 

Soit l'opérateur H, défini par 

(1.2.3) 

H ( - UvdeJ(-) Uv (r J(-) ) (H-r v; 1 V ,Z12, ... , Zlvl(r); ... ; q q v, Zq2, ... ,Zqvq(r) = v; Z12 

UVd'J-l(-) Uv,(rJ-2(-) UO(-).. uvq(rJ-l(-) - 1 V ,Z13 - 1 V , ••. , - 1 V , ••• , Zq2 - q v ,Zq3 

_UVq(rJ-2(-) _UO(-)) q v , ... , q v . (1.2.4) 

L'opérateur Hr (1.2.4) est appellé linéarisation de Shkalikov du problème 
(1.1.1), (1.1.2). 
Le résultat principal que l'on utilisera dans les chapitres 2 et 3 est le suivant: 

Théorème 1.2.1 [241 On suppose que les conditions au bord sont fortement 
régulières. Alors: 
(i) Il existe un système de vecteurs propres généralisés (seul un nombre fini 
d'entre eux ne sont pas vecteurs propres) de l'opérateur Hr (1.2.4) qui forme 
une base de Riesz dans l'espace W; u œ CNe. 
(ii) Une condition nécessaire et suffisante pour l'existence d'une base de Riesz 
formée de vecteurs propres généralisés de l'opérateur Hr, dans l'espace W2',u, 
est que toutes les conditions au bord soient d'ordre inférieur ou égal à n+r-l 
(c'est le cas où Nr = 0). 
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Dans le chapitre 2, vu que toutes les conditions au bord, après normalisa
tion sont indépendantes des valeurs propres, on utilise (ii). Alors que dans le 
chapitre 3, c'est (i) que l'on devra utiliser, puisque l'on a un système hybride 
avec masse au bord. 
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Chapitre 2 
~ 

Poutre avec contrôle force. Etude 
du taux optimal de décroissance 
de l'énergie élastique. 

2.1 Introduction. 

Le but de ce chapitre est d'étudier la stabilité d'une poutre flexible homo
gène encastrée à une extrémité, à l'autre extrémité on applique un contrôle 
force ponctuel proportionnel à la vitesse du déplacement. Le système est uni
formément stable. Par la méthode de Shkalikov on estime le taux optimal de 
décroissance de l'énergie du système régi par les équations suivantes: 

{ 

Utt + U xxxx = ° ° < x < 1 
u(O, t) = uAO, t) = uxx (l, t) = ° 
uxxx(l, t) = kUt(l, t) 

où k est une constante positive. 
On associe au système (2.1.1) l'énergie suivante: 

t ? 0, 
t ? 0, 
t ? 0, 

Soit maintenant U une solution régulière du système (2.1.1). 

(2.1.1) 

En multipliant la première équation de (2.1.1) par Ut et en intégrant par 
parties, on obtient: 
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ou encore: 

dE( t) = -2ku2(1) < o. 
dt t-

Le système (2.1.1) est dissipatif dans le sens où son énergie E(t) est décrois
sante. On sait que le problème (2.1.1) est bien posé et est uniformément 
exponentiellement stable [4J. On rappelle brièvement ces résultats classiques 
ci-après. Ensuite, on montrera que le taux optimal de décroissance de l'énergie 
est déterminé par le spectre du système en utilisant la théorie de Shkalikov. 
Dans ce problème sans masse et moment d'inertie au bord, la partie (ii) du 
théorème (1.2.1) du chapitre 1 suffit. 

Remarque: Dans [9], il est démontré que l'on a une base de Riesz pour 
presque tout k > 0 grâce â un argument de perturbation de type Bari. On 
obtient ici le résultat pour tout k > O. 
Introduisons les espaces suivants: 

v = {u E H 2(0, 1) ; u(O) = ux(O) = O} 

et 

On munit l'espace d'énergie H du produit scalaire: 

où y = (U,V)T et fj = (ii,iJ)T E 1l. 
On définit l'opérateur linéaire A par: 

D(A) = {(u, V)T lu E H4(0, 1) n V, v EV; uxx(1) = 0, uxxx(1) = kv(l)}, 

Ay = (v, -uxxxx) T, si y = (u, v) T E D(A). (2.1.2) 

Le système (2.1.1) peut s'écrire sous la forme suivante: 

y= Ay et y(O) = Yo E H, 

Théorème 2.1.1 L'opérateur A engendre un semz-groupe de contractions 
S(t) dans H. 

10 



Preuve. On utilise le théorème de Lumer-Phillips [19J. 
On montre d'abord que l'opérateur A est dissipatif. 
Soit y = (U,V)T E D(A). 

11 (uxxvxx - vuxxxx)dx 

-kv2 (1). 

Donc l'opérateur A est dissipatif. 
Montrons maintenant que pour tout .\ > 0, .\I - A est surjectif. Soit (I, g) T E 

H, existe-t-il (U,v)T E D(A) tel que: (.\I -A)(~) = G) pour.\ > O? 

Soit donc à résoudre: 

{ 

.\2U + Uxxxx = f 

u(O) = ux(O) = ux~l) = 0 
uxxx (1) - k.\ u(l) - kf(l) 

avec f = .\f + g E L2(0, 1). 

(2.1.3) 

On multiplie la première équation de (2.1.3) par 'P E V et on intègre: 

.\ 211 
U'P dx + 11 Uxxxx'P dx = 11 f'P dx. 

En intégrant par parties et en utilisant les conditions au bord de (2.1.3), on 
obtient: 

Le terme de gauche de cette égalité définit une forme bilinéaire a(·, .) continue 
sur V x V et coercive pour tout À > O. Le terme de droite de l'égalité (2.1.4) 
définit une forme linéaire L(·) continue sur V. D'après le théorème de Lax
Milgram, il existe un unique u E V tel que : a( u, 'P) = L( 'P), pour tout 
'P E V. 

Régularité de la solution. Soit 'P E D(O, 1); l'égalité (2.1.4) devient donc: 

ou encore 
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D'où 
).2U + Uxxxx = R dans 'D'(O,I) 

et donc aussi dans L2(0, 1), car: 

Uxxxx = R - ).2U E L2(0, 1) 

et par conséquent, l'équation (2.1.5) est au sens de L2(0, 1). 

(2.1.5) 

En prenant if quelconque dans V, on retrouve les conditions au bord en U 

(2.1.3). On a ainsi trouvé une solution unique u E H4(0, 1) n V de (2.1.3). 
Il suffit alors d'appliquer le théorème de Lumer-Phillips pour achever la dé
monstration du théorème 2.1.1. 

Pour toute condition initiale (uo, vOlT E 'D(A), le problème (2.1.2) admet 
une solution unique 

D'où 

u E C2 (IR-+, L2(0, 1)) n C1(IR.+, V) n CO(IR.+, H4 (0, 1) n V). 

De plus, on a: II(u,Vnlll::::: II(uo,vo)Tllll. 
L'application S(t) définie par: 

'D(A) -+ H 

(uo,vof 1---+ (u,v)T 

s'étend en une contraction S(t) sur H telle que: (S(t))t>a soit fortement 
continu et pour toute condition initiale (Ua, vol E H, la solution faible de 
(2.1.2) est définie par: 

(u,v)T=S(t)(Uo,vof t::o:O 

avec (u,V)T E CO(IR.+, H). 
D'où 

Théorème 2.1.2 Le semi-groupe de contractions S(t) est uniformément stable: 

:lM ::0: 1 et w > ° tels que: 

E(t)::::: Me-wtE(O) Vi::O: ° et 

Pour la démonstration de ce théorème, voir par exemple [4]. Elle est basée sur 
la construction d'une fonction de Lyapunov et l'utilisation de multiplicateurs. 
On cherche maintenant à estimer le taux de décroissance w optimal. 
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2.2 Analyse spectrale. 

Pour obtenir le taux optimal w dans le théorème 2.1.2, on va montrer qu'un 
système de vecteurs propres généralisés de A forme une base de Riesz de 
l'espace H. 
Le problème aux valeurs propres associées au système fait intervenir les va
leurs propres dans les conditions au bords. 
Pour ce type de problème, on va appliquer les résultats de Shkalikov [24]. 
Soit À une valeur propre de A et soit U = (u,v)T E :D(A) un vecteur propre 
qui lui est associé. On a donc: 

ou encore: 

AU=ÀU 

j 
Àu ~ v = 0 
Àv + U xxxx = 0 
uxx (1) = ux(O) = u(O) = 0 
uxxx (1) = kv(I). 

En éliminant v, on obtient 

uxxxx + À2u = 0 
uxxx (l) = kÀu(l) 
uxx (1) = 0 
ux(O) = 0 
u(O) = o. 

On pose À = 7
2

, le système devient: 

U xxxx + T 4
U = 0 

uxxx (1) = kr 2u(l) 
uxx(l) = 0 
ux(O) = 0 
u(O) = o. 

Les ordres respectifs des conditions aux bords dans (2.2.1) sont: 

k, = 3, k2 = 2, k3 = 1 et k4 = O. 

(2.2.1 ) 

Le polynôme caractéristique (au sens de [24, p. 1314]) de la première équation 
de (2.2.1) est: 

w4 + 1 = (w2 ~ V2w + 1)(w2 + V2w + 1) = O. 
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Les racines sont donc : 

1 + i 
Wl = --, 

)2 
-1 + i 
)2' 

-l-i 

)2 

Les solutions de (2.2.1) seront de la forme: 

On pose: 
f(T,W) = T2eTW (Tw3 - k). 

et 

En substituant u dans les conditions au bord du système (2.2.1), on obtient: 

[ 

f(T,WI) 
T 2Wi e'TWl 

TWI 
1 

f( T, W2) 
r2w2eTW2 

3 

TW2 
1 

f(T,W3) 
T2w2eTW3 

3 

TW3 
1 

f(T,W4)] [Cl] [0] r 2wi e 'TW4 C2 0 

TW4 C3 ° 
1 C4 ° 

(2.2.2) 

On notera par ~(T) le déterminant caractéristique du système linéaire et 
homogène (2.2.2). Ce dernier a une solution non nulle si et seulement si Test 
racine du déterminant caractéristique ~(T). 

T2eTW
! (TWr - k) T2eTW2(TW~ - k) T 2eTW3 (TW~ - k) r 2eTW4 (TW~ - k) 

~(T) = 
r2w2eTWl r2w2eTW2 r2w2eTW3 r2w2w2eTW4 

l 2 3 4 

TWI TW2 TW3 TW4 
1 1 1 1 

Un calcul direct donne: 

~(T) = T6{ eiTV2[_2 - 2i)2kr- l ] + e- iTV2[_2 + 2i)2kr- l ] 

+eTV2[_2 - 2)2kr- l ] + e-TV2 [_2 + 2)2kr-I]- 8}. (2.2.3) 

Donc pour ITI assez grand, le terme dominant des expressions entre crochets 
de (2.2.3) est -2, donc les conditions aux bords de (2.2.1) sont fortement 
régulières au sens de Shkalikov. 

Remarque: Le déterminant caractéristique est le même que dans [9] , où il 
est prouvé que les valeurs propres sont asymptotiquement simples. 
Dans l'appendice, on redémontre que les valeurs propres sont asymptotique
ment simples et en plus séparées. 
Ces propriétés sont essentielles dans le théorème 1.2.1 qu'on utilise pour 
montrer l'existence de base de Riesz formée de vecteurs propres généralisés 
de l'opérateur A dans l'espace d'énergie 1i . 
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Pour tout entier r, on note: 

w; = W;-1+r(O, 1) EB W;-2+r(0, 1) EB··· EB W;(O, 1). 

On écrit (2.2.1) sous la forme: 

Soit l'opérateur H défini par: 

3 

L: -ei(Vi) 
i=O 

où Vo = U,Vl = TU; ... ; Vn-l = TVn -2 = rn-lU avec n = 4. 
Dans ce qui suit, on utilisera la partie (ii) du théorème 1.2.1 pour montrer 
l'existence d'une base de Riesz dans l'espace de Shkalikov W2,u (qu'on défi
nit ultérieurement) formée de vecteurs propres généralisés de l'opérateur de 
Shkalikov Hr, appelé linéarisé de Shkalikov. Ici He ne sera autre que H car 
Nr = o. La condition nécessaire et suffisante dans ce cas est que les ordres de 
toutes les conditions aux bords doivent être inférieurs ou égaux à n + r - 1, 
ce qui est bien le cas ici pour tout r. 
Commençons par normaliser les conditions aux bords au sens de Shkalikov. 
On a: 

l 
U,(u, T) = u"'(I) - kr2u(l) = 0, 
U2(U,T) = u"(I) = 0, 
U3(u, T) = u'(O) = 0, 
U4(u, T) = u(O) = o. 

Le terme T
2u(l) où v = 2 et k = ° sera remplacé par: 

(2.2.4) 

(H2v)~O)(I) = v2(1) (v + k = 2 < n + r = 4 + r), où Hn est la puissance 
d'ordre n de H. Les autres conditions aux bords ne changent pas. 
On représente maintenant (2.2.4) sous la forme: 

(2.2.5) 

Dans le cas où r 0, l'espace de Shkalikov W~u (voir [24, p. 1321]) sera 
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défini par: 

Wf" { ij ~ [m E WI(O, 1) $ ~(O, 1) ID wi (0, 1) ffi L'(O, 1), 

Uj (Hk 0) = 0, 1 ::; j ::; 4, pour 0 ::; k ::; n + r - 2 = 2 

et l'ordre de toutes les conditions aux bords::; 2 - k} 
{0 E Wi(O, 1) EIl Wi(O, 1) EIl Wi(O, 1) EIl L2 (0, 1), 

v~(1) = O,v~(O) = O,vo(O) = O,v;(O) = O,VI(O) = 0,V2(0) = O}. 

L'opérateur de Shkalikov dans ce cas, sera défini par: 

Donc, d'après la partie (ii) du théorème 1.2.1, l'opérateur Ho a un système 
fondamental de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de 

W~u' 
Da~s le cas où r = 1, l'espace de Shkalikov Wi.u sera défini par: 

Wi.u = {0 E Wi(O, 1) EIl Wi(O, 1) EIl Wi(O, 1) EIl Wi(O, 1), 
v~/(I) - kV2(1) = 0, v~(I) = 0, vb(O) = 0, vo(O) = 0, 
v~(I) = 0, vUO) = 0, VI (0) = 0, v~(O) = 0, V2(0) = 0, V3(0) = O}. 

Comme on a fait le changement de variable .À = 7 2, on définit l'opérateur de 
Shkalikov HJ, dans ce cas, par: 

et D(HJ) = Wi,u C W~u' 

D(HJ) {0 E D(Ho)/Ho0 E D(Ho)} 
{0 E W~(O, 1) EIl Wi(O, 1) EIl Wi(O, 1) EIl Wi(O, 1), 
v~/(I) - kV2(1) = 0, vt(l) - kV3(1) = 0, 
v~(I) = 0, vb(O) = 0, vo(O) = 0, v~(I) = 0, 
v; (0) = 0, VI (0) = 0, v~(I) = 0, v;(O) = 0, 
V2(0) = 0, v&(O) = 0, V3(0) = 0, v~I/(O) = O}. 
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La partie (ii) du théorème 1.2.1 implique que l'opérateur Hg a un système 
fondamental de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de 

Wi,u· 
On va obtenir maintenant l'expression d'une base de Riesz pour notre opé
rateur Â. 
Remarquons que l'opérateur Hg se décompose en une somme directe de deux 
opérateurs, dont l'un H 2 opère sur VI et V3 et l'autre Hl opère sur Vo et V2. 
On pose: 

H 2 sera défini par : 

{ (~) E w2'(O, 1) EB Wi(O, l)jw flf (l) - kv(l) = O,w"(l) = 0, 

w'(O) = 0, w(O) = 0, v'(O) = 0, v(O) = ° } 
{ (~) ,w E H 4 (0, 1) n V, V E V, wxx(1) = 0, wxxx (l) = kV(l)}. 

On voit bien que H 2 n'est autre que l'opérateur Â. 

Montrons maintenant que le problème de valeurs propres de Hg est équi
valent au problème de valeurs propres (2.2.1). Soit À une valeur propre de 
Hg. On a : HgU = ÀU, 
où U = (va, VI, V2, V3)T E D(HJ) est un vecteur propre associé à À. 
On obtient alors: 

V2 = ÀVa, 
V3 = ÀVr, 
_v~f1 = ÀV2, 
_V"fI - \V 1 - A 3, 

U E D(HJ). 

Par substitution, on obtient les deux systèmes découplés suivants: 

{ 

v~" + À2vo = 0, 
v~'(l) - kÀvo(l) = 0, 
v~(l) = vb(O) = vo(O) = 0, 
v~"(O) = O. 
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Notons que l'équation v~"(o) = ° est impliquée par l'équation : v~" + ).2vo = ° 
et par le fait que Vo E W~(o, 1). 
D'après (2.2.6) ). est une valeur propre de Hl associée au vecteur propre 
(Vl, V3)T et (2.2.7) nous donne que). est valeur propre de H2 associée au 
vecteur propre (vo, V2r. De même, si on prend), valeur propre associée au 
problème (2.2.1), on en déduit qu'elle est valeur propre de Hg. 
D'après ce qui précède et du fait que Hg admet un système fondamental de 
vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de Wi u, on ob
tient que l'opérateur A ou H 2 a un système fondamental de vecteu'rs propres 
généralisés qui forme une base de Riesz de H = V EIl L2(0, 1). 
On en déduit que le taux optimal de décroissance de l'énergie du système 
(2.1.1) est donné par l'abscisse spectrale de A- On redémontre ici ce résultat 
pour être complet. 

Notons par w le taux optimal de décroissance de l'énergie et par 1-' l'abscisse 
spectrale de A. 

w inf {w: 3C(w) > O,E(t):::; C(w)E(0)e2wt
} , 

1-' sup {lRe.\ : ). E u(A)} , où u(A) est le spectre de A-

Théorème 2.2.1 1-' = w. 

Preuve. Dans la démonstration, on supposera que les valeurs propres de A 
sont toutes simples. Cette démonstration s'adapte à notre cas, car il n'y a 
qu'un nombre fini de valeurs propres non simples. 
Il est connu que 1-' :::; w. 

Montrons maintenant que w :::; 1-'. 
Soit (uo,VO)T E H et soit {'Pn}nEN une base de Riesz de H formée de vecteurs 
propres 
de A-
On a: 

00 

(uo,vo)T = ~Œn'Pn. 
n=O 

Donc: 
00 

n=O 
00 

n=O 
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ce qui implique: 

Ilf>neÀn'lOnl12 
n=O 

00 

< C'2)aneÀn'12 
n=O 

00 

< C, e2M'2) an 12 
n=O 

< Ce2M'II(uo, vofl12. 
D'où: 

On en conclut que: 

Donc: 

W = Il. 

2.3 Appendice. 

Régularité stricte. Le déterminant caractéristique ~(T) est défini par: 

~(T) T 6 { einl2( -2 - 2i-J'ikT- l ) + e-iTv'2( -2 + 2i-J'ikT- l ) 

+eT v'2( -2 - 2V2kT- l ) + e-T v'2( -2 + 2-J'ikT- l ) - 8}. 

Alors T est racine du déterminant caractéristique ~(T) si et seulement si 
r = WT satisfait l'équation: 

f(r) = -r3 (I+cosh 1'cos1')+ikr2(sinh1'cosr-cosh1'sin1') =0 (2.3.1) 

avec W = ± 1 ~i. Remarquons que (2.3.1) est l'équation caractéristique dans 

[9]. 

Démonstration. Dans ce qui suit, on prend W = 1 ~i. La démonstration 

1 - i 
est la même pour W = - -J'i . 

Supposons que l' satisfait l'équation (2.3.1). Donc: f(1') = 0, ou encore: 

-w3 T3 (I+coshwTcoswT)+kT2(sinhwTcoswT-coshwTsinwT) = O. (2.3.2) 
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On a: 

COS WT cosh WT 

sinh WT cos WT 

coshwT sinwT 

(2.3.2) devient: 

HeVzT + eiVzT + e-iVzT + e-VzT ] 

HeVzr + e-iVzT _ éVzT - e-Vzr] 

_~[eVzT _ e-iVzT + eiVzT - cVz'l 

w3t [eiVzT (1 - kT- 1W-3( -1 + i)) + e-iTVz (1 - kT-1W-3(1 - i)) 

+ eVzT (1 - kT-1w - -3(1 + il) + e-VzT (1 + kT-1W-3(1 + il) + 4] = 0, 

ce qui donne : 

w3t [eiTVz(1 + ikT-1V2) + e-iTVz(1_ iT-1V2) 
+ eVzT (1 + kT-1V2) + e-VzT (1 - kT-1V2) + 4] = O. 

Donc T est racine de l'équation : 

{eiTVz(1 + ikT-1V2) + e-iTVz (1 - iT-1V2) 
+eVzT (1 + kT-1V2) + e-VzT (1 - kT-1 V2) + 4} = O. 

D'où T est racine du déterminant caractéristique Ll.(T). 
De la même façon, si T est racine du déterminant caractéristique Ll.( T), alors 
T satisfait l'équation (2.3.1). 
Maintenant, on montre que les valeurs propres sont asymptotiquement simples 
et séparées, ce qui établit la stricte régularité des conditions au bord de (2.2.1) 
qui est nécessaire pour appliquer la partie (ii) du théorème 1.2.1. 
Le développement asymptotique des solutions de l'équation (2.3.1) est donné 
par: 

. 1 
ou m = n + 2' et n E N [21]. 

Supposons qu'à partir d'un certain rang no, l' s'annule aussi. 
On obtient, en dérivant f et en combinant les équations: 

(2.3.3) 

1 + cosh Tn cos Tn + Tn(sinh Tn cos Tn - cosh Tn sin Tn ) + 2ik sinh Tn sin Tn = O. 
(2.3.4) 

On note: 

{

A -

B = 
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COShTn ~ coshA+iO(~) sinhA, 

sinhTn ~ sinhA+iO(~)coshA, 

COSTn ~ 0C2) +iO(~), 
SIn Tn ~ 1. 

L'équation (2.3.4) devient: 

1 + O(n~) cosh A + iO(~) coshA + 0C2) sinhA + (m1f + 0C2) 
+iO(~)) x (OC2) sinhA + iO(~) sinhA + 0C2) coshA - coshA) 

+2ik( sinhA+iO(~) coshA) = O. 

Ce qui donne: 

i
l + 0 ( ,;, ) cosh A + 0 ( ,;, ) sinh A + 0 ( ~) sinh A + 0 ( ~) cosh A 
-m1f cosh A = 0 
o ( ~) cosh A + J{ sinh A + 0 (,;, ) sinh A + 2k sinh A = 0 

où J{ est une constante positive. 
Ou encore: 

{ 

1 + (cosh A + sinh A) (0 (~) + 0 (,;2)) - m1f cosh A = 0, 

(J{ + 2k) sinh A + 0 ( ~) cosh A + 0 U, ) sinh A = O. 

Notons que: 

Enfin on obtient: 

cosh A = cosh m1f + 0 (';2) sinh m1f 

sinh A = sinh m1f + 0 (';2) cosh m1f. 

{ 

1- m1fcoshm1f + (O(~) +0(,;,)) (coshm1f + sinhm1f) = 0, 

(J{ + 2k) sinh m 1f + (0 ( ~) + 0 ( ,;, ) ) cosh m 1f + 0 ( ,;, ) sinh m 1f = 0, 

ce qui est impossible. 
Donc les valeurs propres sont asymptotiquement simples. 
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Par ailleurs il est clair qu'elles sont séparées. En effet, d'après (2.3.3) on a : 

~e'Tn = m1T+ O(~2)' 
CSm'Tn = m1T +O(~2)' 

l~e'Tn+1 - ~e'Tnl = I(m + 1)1T + 0en:1)2) - (m1T + O(~2)) 1 = 11T + O(~2) 1· 
Donc quand n tend vers l'infini, I~e 'Tn+1 - ~e 'Tnl > E, avec E un réel stricte
ment positif. 
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Chapitre 3 

Poutre avec contrôle moment. 
Étude du taux optimal de 
décroissance de l'énergie élastique 

3.1 Introduction. 

On considère une poutre encastrée à une extrémité. À l'autre extrémité est 
attachée une antenne de masse m et de moment d'inertie J. On obtient ce 
que l'on appelle un modèle seo LE, qui a déjà été fait l'objet de nombreuses 
études, en particulier dans [17]. 

Le système dynamique est gouverné par un système hybride composé d'une 
équation aux dérivées partielles et de deux équations différentielles ordi
naIres : 

{ 

Utt + Uxxxx = ° ° < x < 1 
mUtt(l, t) - uxxx(l, t) = L1(u, Ut) 
JUxtt(l, t) + uxx(l, t) = L,(u, Ut) 
u(O, t) = ux(O, t) = ° 

t ::0: 0, 
t ::0: 0, 
t>O - , 
t ::0: 0, 

où L 1 est le contrôle force, et L, est le contrôle moment. 

Dans la figure ci-dessous, on donne une représentation graphique du modèle 
étudié. 
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y 

o u(x,t) u(1,t) 

On choisit des contrôles en boucle fermée et les plus naturels consistent à 
prendre des combinaisons linéaires de la vitesse et de la vitesse de rotation, 
de telle sorte que le système soit dissipatif [17] et [20]. 

Dans la suite on se place dans le cas où Ll(U, Ut) = -k1Ut(1, t) et L2(u, Ut) = 
-k2u xt(1, t). 
Si m et J sont nuls on a stabilité uniforme. Pour k1 > 0 et k2 2': 0 ce résultat 
a été prouvé par une méthode de multiplicateurs [4]. Pour k1 = 0 et k2 > 0 
la stabilité uniforme a été prouvée dans [5], en utilisant un résultat de Huang 
[13], qui nécessite des estimations de la résolvante sur l'axe imaginaire. 
Lorsque m et J sont positifs, on n'a pas de stabilité uniforme, car les contrôles 
sont des perturbations compactes du cas non controlé [20]. Donc si on veut 
une stabilité uniforme, une stratégie consiste à prendre des contrôles plus 
irréguliers [20]. Un cas particulier où l'on a un contrôle force assez irrégulier 
(m> 0, J = 0) a été étudié dans [9]. 
Une autre stratégie, lorsqu'on a seulement une masse (respectivement un 
moment d'inertie), consiste à appliquer un contrôle moment (respectivement 
un contrôle force) naturel. 
Dans le cas où la masse attachée à l'antenne est nulle, il faut un contrôle 
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force pour stabiliser uniformément le système [6]. 
Dans le cas où le moment d'inertie est nul, il faut appliquer un contrôle 
moment pour avoir une stabilité uniforme [15]. Un contrôle force seulement 
ne suffit pas pour stabiliser uniformément le système (voir appendice 3.4.3). 
Quand on applique à la fois un contrôle moment et un contrôle force, le 
système reste uniformément stable (voir appendice 3.4.2). 
La conclusion est que pour J = ° un contrôle moment suffit pour stabiliser 
uniformément le système. De même pour m = 0, un contrôle force suffit. 
Dans la suite on choisit de prendre le système avec J nul et avec un contrôle 
moment seulement. 
Le but de ce chapitre est d'estimer le taux optimal de décroissance exponen
tielle de l'énergie du système par l'obtention d'un résultat de base de Riesz, 
via des résultats de Shkalikov [24]. Contrairement au chapitre 2, la présence 
d'une masse au bord implique qu'on doit utiliser la partie (i) du théorème 
1.2.1 du chapitre 1. La technique est donc un peu plus compliquée que dans 
le chapitre 2. 
Dans [11] cette méthode a également été appliquée à plusieurs problèmes 
comme les équations des ondes et les équations de poutres avec masse et 
contrôle force, mais pas de contrôle moment. 

3.2 Formulation du problème. 

On suppose que m = 1. Le système devient: 

{ 

Utt + Uxxxx = ° ° < x < 1 
utt(l, i) - uxxx(l, i) = ° 
u xx(l, i) + kUtx(l, i) = ° 
u(O, i) = ux(O, i) = ° 

L'énergie du système est: 

L'espace d'énergie 1l est défini par: 

On munit l'espace d'énergie 1l du produit scalaire: 
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i 2: 0, 
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où U = (U,V,1])T et [; = (il,v,ij)T E H. 
On définit l'opérateur linéaire A par: 

D(A) = {(u, v, 1]) T E H4(0, 1) X H2 (0, 1) x llt, uxx (1) + kVx (1) = 0,1] = v(I), 

u(O) = ux(O) = 0, v(O) = vAO) = O}. 

AU = (v, -Uxxxx , uxxx (1)) T, avec U = (u, v, 1]) T E D(A). (3.2.2) 

Le système (3.2.1) peut s'écrire sous la forme suivante: 

U= AU et U(O) = Ua E H, 

avec U = (u, Ut, 1]) T. 

L'opérateur A engendre un semi-groupe de contractions S(t) (voir [15] et 
[16]) . 

Il est prouvé que si la masse m > ~ (ici m = 1), le système (3.2.1) est 

uniformément stable: 'lM ::>: 1 et w > 0 tels que 

E(t) ::; M e-wt E(O) Vt::>: 0 VUo E H. 

Pour la démonstration de ce théorème, voir [15]. 

3.3 Résultat principal. 

Dans la suite on va appliquer les résultats de Shkalikov [24] pour montrer 
que le taux optimal de décroissance de l'énergie est égal à l'abscisse spectrale 
de l'opérateur A. On prend toujours m = 1, mais les résultats sont valables 
pour m > 0 quelconque. 

Théorème 3.3.1 Le taux optimal de décroissance de l'énergie est égal à 
l'abscisse spectrale de l'opérateur A. 

Le reste du chapitre sera consacré à la démonstration du théorème. 
On commence par donner l'équation caractéristique du système. Soit À une 
valeur propre de A et soit U = (u,V,1])T E D(A) un vecteur propre qui lui 
est associé. On a donc AU = ÀU, ou encore 
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On pose À = T
2

, le système s'écrit de la manière suivante 

U xxxx + T 4
U = 0 

uxxx(l) - T
4u(l) = 0 

uxx (1) + kT2uAl) = 0 
ux(O) = 0 
u(O) = o. 

Les ordres respectifs des conditions au bord dans (3.3.1) sont: 

k l = 4, k2 = 3, k3 = 1 et k4 = o. 

L'ordre total est donc k = 8 . 
L'équation caractéristique de la première équation de (3.3.1) est 

dont les racines sont 

l+i -1+i -1-i 
Wl = V2' Wz = V2 ' 

(3.3.1) 

Le plus petit polygone convexe (défini au chapitre 1) contenant toutes les 
sommes possibles des Wi est donc le polygone M de sommets (±V2; 0) et 
(0;±V2). 
Les solutions de (3.3.1) seront de la forme 

On pose 

f(T,W) = T3eTW (w3 - T), 

g(T,W) = T2weTW (w + kT). 

En substituant u dans les conditions aux bords du système (3.3.1), on obtient 

[

f(T'Wt) 
g( T, Wl) 

TWI 

1 

f( T, W2) 

g(T,WZ) 
TW2 

1 
TW3 

1 

f(T,W4)] [Cl] [0] g(T,W4) Cz 0 
TW4 C3 0 

1 C4 0 

(3.3.2) 

On notera par t:-( T) le déterminant caractéristique du système linéaire et 
homogène (3.3.2). Ce dernier a une solution non nulle si et seulement si Test 
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racine du déterminant caractéristique L'l( T) qui est égal à 

g( T, W2) g(T,W3) g( T, W4) g(T,wIl g(T,W3) g( T,W4) 
f( T, Wl) 7W2 TW3 TW4 - f(T,W2) TWI TW3 TW4 

1 1 1 1 1 1 

g(T,wIl g( T, W2) g(T,W4) g( T,Wt) g( T, W2) g( T, W3) 
+f(T,W3) TWI TW2 TW4 - f(T,W4) TWI TW2 TW3 

1 1 1 1 1 1 

Un calcul direct donne: 

L'l( T) T8
{ ein12 [-2k + i2V2(k -1)T- 1 

- 2T-2] 

+ eTV'i [-2k - 2V2(k + I)T- 1 - 2T-2] 
(3.3.3) 

+ e-TV'i [-2k + 2V2(k + 1 )T-1 - 2T-2] 

+ e-iTV'i [-2k + i2V2(I- k)T- 1 - 2T-2] + 8k - 8kT-2}. 

Remarque: Pour ITI assez grand, le terme dominant des expressions entre 
crochets de (3.3.3) est -2k qui est différent de 0 (k non nul), donc les condi
tions aux bords de (3.3.1) sont régulières au sens de Shkalikov. On montre 
en appendice qu'elles sont fortement régulières. 
Cette propriété est essentielle dans la partie (i) du théorème 1.2.1 qu'on utilise 
pour montrer l'existence d'une base de Riesz formée de vecteurs propres 
généralisés de l'opérateur de Shkalikov. 

3.3.1 Comportement asymptotique des valeurs propres. 

Rappelons que : 

L'l(T) T8
{ eiTV'i[_2k + i2V2(k -1)T-1 - 2T-2] + eTV'i[_2k - 2V2(k + I)T- 1 - 2T-2] 

+ e-TV'i[_2k + 2V2(k + I)T- 1 
- 2T-2] + e-iTV'i[_2k + i2v'2(1 - k)T- 1 

- 2T-2] 

+ 8k - 8kT-2}. 

On pose 

P(T) eiTV'i[_kT2 + iv'2(k -1)T -1] + eTV'i[_kT2 - v'2(k + I)T -1] 

+ e-TV'i[_kT2 + v'2(k + I)T - 1] + e-iTV'i[_kT2 + iv'2(1 - k)T - 1] 

+ 4kT2 - 4k, 

P(T) eTV'i[_kT2 - V2(k + I)T -1] + e-iTV'i[_kT2 + iv'2(l - k)T -1]. 
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Dans ce qui suit, on montre que les racines de P sont asymptotiquement celles 
de P, dans un secteur à déterminer. On se réfère aux travaux de Langer [14], 
qui ont déja été utilisés dans la thèse de Chentouf [6]. 
On considère le polygone C de centre 0 et qui a pour sommets: J2, iJ2, 
-J2, et -iJ2 notés C" 1'2, 1'3, et 1'4 (voir figure ci-après). 
On note par li le côté [Ci Ci+l], et par Wi l'angle d'inclinaison entre la normale 
au côté li et l'axe horizontal, et par Di la droite 

Di = {z E CIArgz = B; Wi-l + E::; B < Wi + E, pour i = 1, ... ,4}. 

Soit Si le secteur: {z E CI Wi_l + E ::; argz < Wi + E}. 
4 

On a: USi = C 
i=l 
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Remarquons que : 

{ 

P(r) = P(-r) 

P('f) = P(r) 

Donc si r est racine de P, 'f l'est aussi. 
L'ensemble des racines de P a une symétrie par rapport à l'origine, et une 
symétrie par rapport à l'axe des réels. 
Par conséquent, il suffit de considérer P, par exemple, dans le secteur 

-7r 7r 
SI = {z E IC : 4 + f <:; Argz < '4 + f}. 

Pour z appartenant à Di, on a 

Remarquons que l'amplitude du terme 1 zOjeC,Z 1 est déterminée par celle de 
{x j cos r + Yj sin e}, qui n'est autre que la projection orthogonale du vecteur 
Cj sur la droite Dl' 

Ces projections sont les suivantes: 

Pl = h cose, P2 = hsine, 

P3 -hcose, P4 = -hsine. 

Notons que pour tout Cj ri: h (dans ce cas j # 1,2), 

XjCOse+ Yjsine < Xl cose + YI sine. 

Théorème 3.3.2 [141 
n 

Soit Q une fonction définie sur IC par: Q(z) 2.= zv' {aj + Ej(z)}ëjZ ; où 
j=O 

aj E IC, avec aoan # D, Vj E OC, et les fj sont des fonctions analytiques dans 
tout le secteur Si (i fixé) et qui tendent uniformément vers zéro quand Izl 
tend vers +00. 
Alors dans ce secteur Si, les zéros de Q sont asymptotiques à ceux de : 
2.= ajz"j eCjZ , où Ki est la partie de {l, ... ,j} qui contient les j tels que Cj E li. 

jEKi 

D'après ce théorème les racines de P sont asymptotiques à celles de P qui 
sont asymptotiquement celles de : 

e,-Ji + e-i,-Ji = O. 
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Les racines de P sont donc de la forme: 

1 x y (1) 
Tn =W7r(n+-)+-+2+ 0 3"' 2 n n n 

où W = i + 1 
V2 

On calcule maintenant x et y. 

On pose: 

{

X = V2x 
Y=V2y 
e,,(n+ ~) = K. 

Donc 

De même 

e-'Tnv 2 =zI«_I)n -1+i-+z-+-+O - . . rn. [ X. Y X
2 

( 1 )] 
n n2 2n2 n3 

En remplacant eTnV2 et e-iTnV2 par leur valeur dans P, P(Tn ) devient: 

iI« -lt{ [1+ ~ + ~ + ~: + 0C3)] [ - ik7r
2
n

2 + ( -ik7r
2 

- (i + 1)(k + 1)7r)n 

( 
7r2 X 7r ) ( X Y ) 1] + -ik- - 2kw7r- - (i + 1)(k + 1)- - 1 + -kw7r(- + 2-) - (k + I)X -
4 V2 2 V2 V2 n 

+ [-1 + i X + i Y + X
2 

+ O(~)] [- ik7r2n2 + (_ik7r2 + (i -1)(1 - k)7r)n 
n n 2 2n2 n3 

( 
7r2 X 7r ) ( X 2Y. ) 1] + -ik- - 2kw7r- + (i -1)(1 - k)- - 1 + -kw7r(- + -) + z(1 - k)X -
4 V2 2 V2V2 n 

+OC2) }. 
Un calcul direct donne 

P(Tn) iI« _1)n{ - 2(i + 1)7rX - ik7r2X 2 + k7r 2(1 - i)Y - (k + i)7r 

+ k7r 2 (1 - i)X + 7rn [ - 2(i + k) + k7rX(1 - il] + : + 0C2) }, 
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où A est une constante. 
On choisit X tel que le coefficient en n soit nul, et on choisit Y tel que le 
terme constant soit nul. Ce qui nous donne 

{
-2(itk)tk7rX(itl) =0 
-2(i t 1)7fX - ik7r'X' t k7r'(1 - i)Y - (k t i)7f t k7r'(1 - i)X = O. 

D'où: 

i 
X = (i t k)(lt i) 

k7f 
Y = (lt P)(lt i) _ (i t k)(lt i) 

k'7f2 2k7f 

Or on a fait le changement de variable: X = xv'2, et Y = yv'2. 
Finalement 

{

X=)itk) 
k7f 

__ {(ltk2
) (itk)} 

Y - W k'7f' t 2k7f 

, • 1 (it k) {(lt k)' (it k)'} 
D ou Tn = W7f( nt 2") t w k7fn - W k'7f'n' t 2k7fn' . 
Sachant que Àn = T~, on a donc 

3.3.2 Calcul de ffie Tn • 

( 
1) (itk) {(ltk)' (itk)2} 

Tn = W7f n t -2 t W k - W k" 2 t 2k 2 7rn 7r n 7rn 

(1 t i) 7f (n t ~) t (lt i) (k t i) _ (lt i)(k t 1)' _ (lt i) (k t i)' 
v'2 2 v'2 hm v'2 k'7f'n' v'2 2k7rn' 

7f ( 1) .7f ( 1) .(k t 1) (k -1) _(,k;oo--t--'.I)_' - nt - t 1- nt - t 1 t - -
v'2 2 v'2 2 v'2k7rn v'2k7rn v'2k'7f'n' 
. (ktl)' (I-Pt2k) (l-k'-2k) 
1 t t 1 . 
v'2k'7f'n' 2v'2k7rn' 2v'2k7rn' 

D'où 

lReTn=....:':...(nt~)t(k-l)- (ktl)' t(l-k
2
t2k). 

v'2 2 v'2k7rn v'2k'7f'n' 2 v'2k7r n 2 
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Il est clair que lorsque n tend vers l'infini, IfRe rn+1 - fRe rnl > E, avec E un 
réel strictement positif. 
Donc les zéros du déterminant caractéristique fl.( r) sont asymptotiquement 
séparés. On montre dans l'appendice (3.4.2) qu'ils sont aussi asymptotique
ment simples. D'où la régularité forte du problème (3.3.1). 
Sachant que Àn = r;, on a donc 

Dans cette partie, on suit la méthode de Shkalikov [24] pour construire un 
opérateur, noté Hr et appelé linéarisé de Shkalikov, de telle manière que le 
problème au bord (3.3.1) se ramène au problème linéaire Hr(v) = rv (comme 
expliqué dans le chapitre 1 et détaillé ci-après), où v appartient à l'espace 
D(Hr), qu'on définira ultérieurement. 
Pour tout entier r, on note: 
W2" = w;-Hr(o, 1) EIl W;-2+r(0, 1) EIl··· EIl W2(O, 1), avec ici n=4. 
On écrit (3.3.1) sous la forme 

f( u, r) = fo(u) + ri\(u) + r%(u) + r 3e3 (u) + r 4e4 (u) = 0 
U1 (u, r) = uflf(l) - r 4u(1) = 0 
U2 (u, r) = ul/(l) + k,-2u'(I) = 0 
U3 (u, r) = u'(O) = 0 
U4 (u,r) = u(O) = 0 

où eo(u) = Uxxxx , e1(u) = e2(u) = f3(U) = 0, et fl4(u) = u. 

Dans W~u, on définit l'opérateur H par 

et D(H) = wi,u, 

avec 

(3.3.4) 

w:" {" ~ [m C W,'(O, 1) ffi W:(O, 1) œ W; (0, 1) ffi L'(O, 1), 

Uj(Hkv) = 0, 1 -::;, j -::;, 4, pour 0 -::;, k -::;, n + r - 2 = 2 

et l'ordre de toutes les conditions aux bords -::;, 2 - k} 
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et 

wf,u = {v E Wi(O, 1) E9 Wi(O, 1) E9 Wi(O, 1) E9 L2(0, 1), 

v~(O) = 0, vo(O) = 0, v; (0) = 0, v, (0) = 0, V2(0) = O}. 

wi,u = {v E w;t(O, 1) E9 Wi(O, 1) E9 Wi(O, 1) E9 Wi(O, 1), 

v~(l) + kv;(1) = 0, v~(O) = 0, vo(O) = 0, 
v; (0) = 0, v, (0) = 0, v;(O) = 0, V2(0) = 0, V3(0) = O}. 

Pour normaliser les conditions au bord de (3.3.4) le terme r 4u(1) sera rem
placé par rV3(1), et le terme r 2u'(1) sera remplacé par v~(l), les autres condi
tions aux bords ne changent pas. On les représente sous la forme Uj(v, r) = 
Vj(r) 

~ riUj(v), où les Uj ne dépendent pas de r 
i=O 

(3.3.5) 

D'après le système (3.3.5) et les notations de [24], on a v,(O) = 1 et vz(O) = 
4 

V3(0) = V4(0) = 0, donc No = ~Vj(O) = 1. 
j=l 

L'espace qui convient sera alors wg,u E9 reNo = wg,u E9 re, où on définit l'opé
rateur Ho (ici r = 0) par 

Vo v, 
v, V2 

Ho V2 V3 et 
V3 V

lfll 
- 0 

w v~'(l ) 

D(Ho) = {(vo, v" V2, V3, w) E W2',u E9 re, w = v3(1)}. 

D'après la partie (i) du théorème 1.2.1, et vu la régularité forte du système 
(3.3.1), l'opérateur Ho, a un système fondamental de vecteurs propres géné
ralisés qui forme une base de Riesz de l'espace wgu E9 rc. 

Rapelons qu'on avait fait le changement de va;iable : À = r 2
• Et sachant 

que r est une valeur propre de Ho, alors À = r 2 est une valeur propre de Hg, 
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qui sera défini par: 

D(H6) 

H2 

° 
V2 
V3 
W 

-v"" 
° V III' 

-1 

vt(1) 

, D(H6) = Wi,u EB Cc wg,u EB C. 

((VO,VI, Vz, V3'W) E D(Ho)jHo(vo,vl,v2,v3,w) E D(Ho)} 
{( Vo, VI, V2, V3, w) E W~(o, 1) EB Wi(O, 1) EB W{(O, 1) EB Wi(O, 1) EB C, 
v~(1) + kv~(l) = 0, v~(O) = 0, vo(O) = 0, 

v~(O) = 0, V2(0) = 0, v~"(O) = 0, v~'(I) = -v~"(I), 
v~(1) + kv;(l) = O,v;(O) = O,VI(O) = 0, 

v;(O) = 0, V3(0) = 0, W = v3(1)}. 

Les vecteurs propres généralisés de Ho sont aussi vecteurs propres généralisés 
de Hg. 
En effet, soit cPn un vecteur propre généralisé de Ho, associé à la valeur propre 

T n · 

On a (Ho -TnrcPn = 0, avec a E N; alors 

Donc cPn est aussi un vecteur propre généralisé de Hg associé à la valeur 
propre T~. 
Il est donc clair que l'opérateur H'(; a un système fondamental de vecteurs 
propres généralisés qui forme une base de Riesz de W~u EB C. 

Remarquons que l'opérateur H'(; se décompose en une somme directe de 
deux opérateurs : 

H6 = HI EBH2, 

avec HI opérant sur vI, V3 et w, et Hz opérant sur Vo, V2. HI sera défini par: 

D(HJ) { (:) E Wi(O, 1) EB Wi(O, 1) EB Cju"(I) + kv'(l) = 0, w = v(l), 

u'(O) = 0, u(O) = 0, v'(O) = 0, v(O) = ° } 
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D(H,) { (:) ,W E H4(0, 1) EB HZ(O, 1) EB Cju"(I) + kv'(I) = 0, u'(O) = u(O) = 0, 

v'(O) = v(O) = 0, W = V(I)}. 

On voit bien que H, est exactement l'opérateur A. 
On a montré, jusqu'à présent, qu'on a une base de Riesz pour l'opérateur 

Les opérateurs H, et Hz ont la même équation caractéristique. En effet dans 
les domaines respectifs de H, et Hz, on a les mêmes conditions au bord 
excepté (v~'(I) = -v~"(I), v~"(O) = 0) pour H, et (w = v3(1), vt(l) = TW) 
pour Hz. Ces relations sont équivalentes (vérification facile). Les opérateurs 
H, et Hz ont les mêmes valeurs propres. 
On sait que HJ engendre un semi-groupe SH,(t) dans wguEBC = [, = [" EB[,z 

o ' 
(où [" et [,z opèrent sur les espaces relatifs à H, et Hz), et admet un système 

de vecteurs propres généralisés (::) qui forme une base de Riesz de {" 

Donc: 

avec 

N N 

et 

JSHg(t)zlc" MeJzlcexp(w + E)t 

où W = sup ÀiEsp(Hg) iReÀi . 

Comme H, et Hz ont le même spectre, alors: 

et par conséquent : 

< Me 1 ( ~ ) 1 /xp( w + E)t 

MeJxlc, exp(w + E)t 
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où W = sUPÀEsp(Hg) iRe), = sUP-"Esp(H, ) iRe),. 

Par ailleurs, on sait toujours que le rayon spectral du semi-groupe S[h (i) 
engendré par Hl est supérieur à sup ,IEsp(H,) iRe>. = sup ÀEsp(Hg) iRe),. 

On en déduit donc que le meilleur taux de décroissance pour l'opérateur Hl 
est bien égal à sup ÀEsp(H,) iRe),. 

Le même résultat s'applique au cas du système de masse nulle. 

3.4 Appendice. 

3.4.1 Étude du problème dans le cas de masse nulle . 

• Problème bien posé 

Ce cas est un peu plus simple, dans la mesure où en l'absence de la masse, 
la variable ut(l) n'apparaît pas dans le problème abstrait. De même, il n'y a 
pas de composante dans IC losque l'on construit l'espace de Shkalikov. 
Le système (3.2.1) devient: 

{ 

Utt + U xxxx = ° ° < x < 1 
u(O, i) = ~x(O, i) = uxxx (l, i) = 0 
uxx (1, i) - -kuxt(l, i) 

On associe au système (3.4.1) l'énergie: 

Comme 
dE(i) 2 
~ = -kuxt(l, i) ~ 0, 

le système (3.4.1) est dissipatif. 
Introduisons les espaces suivants: 

i =:>: 0, 
i =:>: 0, 
i =:>: O. 

v = {UEH2(0,1) jU(O) = ux(O) =O}, 
'H {(U,v)T jU E V ,v E L2(0, Il). 

On munit l'espace d'énergie 'H du produit scalaire: 

(U, U)j{ = 1'( uxxùxx + vv) dx 

où U = (U,V)T et U = (ù,v)T E 'H. 
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On définit l'opérateur linéaire A par: 

V(A) = {(u, v)T lu E H4(0, 1) n V, v EV; u xxx (1) = 0, u xx (1) = -kvx(I)}. 

AU = (v,-uxxxx)T,si U = (U,V)T E V(A). (3.4.2) 

Le système (3.4.1) peut s'écrire sous la forme suivante: 

U= AU et U(O) = Ua E H, 

avec U = (u,Ut)T. 

G. Chen et al. [5] ont montré que l'opérateur A engendre un semi-groupe 
de contractions uniformément stable sur H, que A est inversible et A- 1 est 
compact dans H. Ils ont utilisé un théorème de F. L. Huang [13] pour montrer 
la stabilité uniforme. 
On cherche maintenant à obtenir le taux optimal de décroissance de l'énergie 
E(t) . 

• Analyse spectrale 

Soit), une valeur propre de A et soit U = (U,V)T E V(A) un vecteur propre 
qui lui est associé. 
On a: 

ou encore: 

AU=ÀU 

),u - v = 0, 
Àv + U xxxx = 0, 
uxxx(1) = ux(O) = u(O) = 0, 
uxx (1) = -kvx (1). 

En remplaçant v en fonction de u, on obtient 

U xxxx + ),2U = 0, 
uxAl) = -kÀux(1), 
u xxx (1) = 0, 
ux(O) = 0, 
u(O) = O. 

On pose À = 7
2

, le système devient: 

U xxxx + r 4u = 0, 
uxxx(l) = 0, 
uxx(l) = -kT2u x(I), 
ux(O) = 0, 
u(O) = O. 
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Dans la suite, on utilisera les définitions et les notations de [24J. Les ordres 
respectifs des conditions au bord dans (3.4.3) sont: 

k, = 3, k2 = 3, k3 = 1 et k4 = o. 

L'ordre total est donc: k = 7. 
L'équation caractéristique de la première équation de (3.4.3) est: 

w4 + 1 = (w2 - hw + 1)(w2 + hw + 1) = 0, 

dont les racines sont: 

1 + i -1- i 
w, = V2' 

Les solutions de (3.4.3) sont de la forme: 

On pose: 
f(T,W) = T2weTW (w + kr). 

En substituant u dans les conditions au bord du système (3.4.3), on obtient: 

[ 

T3wreTWl 

f(T,WJ) 
TW, 

1 

r 3w 3 e'J"w2 
2 

f( T,W2) 
TWZ 

1 
TW3 

(3.4.4) 

1 

On notera par ~(T) le déterminant caractéristique du système linéaire ho
mogène (3.4.4). Ce dernier a donc une solution non nulle si et seulement si T 

est racine de : 

f(T,W2) f(T,W3) f( T, W4) f( T, W,) f(T,W3) 
~(T) = r3w3eTWl 

1 TW2 TW3 TW4 _ r3w3eTW2 
2 TWI 

1 1 1 1 

f(T,W,) f( T,W2) f(T,W4) f(T,W,) 

+ T3w3eTW3 
3 TW, TW2 TW4 _ T3w3eTW4 

4 TW, 
1 1 1 1 

Un calcul direct donne : 

~(T) = T6 {iV2éTV2 [(Wl + W2) + 2krJ - V2eTV2 [(W4 + W,) + 2krJ 

+V2e-TV2[(W2 + W3) + 2krJ - iV2e-iTV2[(W3 + W4) + 2krJ 

+(1 - i)V2(W3 - w,) + (1 + i)V2(W2 - W4)}. 
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1 

f( T, W2) 
TW2 

1 

f( T, W4) 
TW4 

1 

f( T, W3) 
TW3 
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ou encore 

T7 {ein!2[2iV2k - 2T-']- e-iTV2[2iV2k + 2T-'] 

eTV2 [2V2k + 2T-'] + e-TV2 [2V2k - 2T-']- 8T-' }. 
(3.4.5) 

Pour [T[ assez grand, le terme dominant des expressions entre crochets de 
(3.4.5) est différent de 0 (k est non nul), donc les conditions au bord de 
(3.4.3) sont régulières au sens de Shkalikov. On montrera dans la suite que les 
racines du déterminant caractéristique ll.( T) sont asymptotiquement simples 
et séparées et par suite que les conditions au bord sont fortement régulières. 

Cette propriété est essentielle dans la partie (ii) du théorème 1.2.1 qu'on uti
lise pour montrer l'existence d'une base de Riesz formée de vecteurs propres 
généralisés de l'opérateur de Shkalikov. 

La méthode est identique au cas où la masse est non nulle. On écrit (3.4.3) 
sous la forme suivante: 

l(u, T) = Co(u) + TR,(u) + T2l2(U) + T3R3(U) + T4R4(U) = 0, 
U,(U,T) = u fll (l) = 0, 
U2(u, T) = ul/(l) + kT2u'(1) = 0, 
U3 (U,T) = u'(O) = 0, 
U4( u, T) = u(O) = o. 

L'opérateur H est le même que dans le cas où la masse est non nulle. 

(3.4.6) 

On va voir qu'ici l'opérateur He n'est autre que H, car aucune condition au 
bord (après normalisation) ne dépend de T. On utilise alors la partie (ii) du 
théorème 1.2.1 pour montrer l'existence d'une base de Riesz, dans l'espace 
W;,u (qu'on définira ultérieurement), formée de vecteurs propres généralisés 
de l'opérateur He. 

Le terme T2u'(1) dans (3.4.6) sera remplacé par: H 2(0)b'\1) = v;(l), où H k 

est la puissance d'ordre k de H, les autres conditions au bord ne changent 
pas. On les représente sous la forme: 

u, (0) 
U2 (0) 
U3 (0) 
U4 (0) 

Pour r = 0, l'espace W~u sera défini par: 
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v~'(l) = 0, 
v~(l) + kv;(1) = 0, 
vb(O) = 0, 
vo(O) = O. 

(3.4.7) 



W~u { v = (vo, V" V2, V3) T E W2'(O, 1) ffi Wi(O, 1) ffi wi(o, 1) ffi L2(0, 1), 

- k-
Uj (H v) = ° 1 '5. j :S 4, pour ° :S k :S n + r - 2 = 2 

et l'ordre de toutes les conditions au bord '5. 2 - k} 
{v E wi(o, 1) ffi Wi(O, 1) ffi Wi(O, 1) ffi L2(0, 1), 

v~(O) = 0, Vo(O) = 0, v; (0) = 0, VI(O) = 0, V2(0) = O}. 

L'opérateur Ho dans ce cas, est défini dans W~,u par: 

L'espace Wi,u (r = 1) sera défini par: 

Wi,u = {v E Wi(O, 1) ffi W2'(O, 1) ffi Wi(O, 1) ffi Wi(O, 1), 
v~/(I) = 0, v~(1) + kv;(I) = 0, v~(O) = 0, vo(O) = 0, 

v;(O) = O,VI(O) = O,v;(O) = 0,V2(0) = 0,V3(0) = O}. 

Le problème (3.4.3) est fortement régulier (voir la régularité forte ci-après). 
De plus toutes les conditions au bord sont d'ordre '5. n + r -1 = 3. D'après la 
partie (ii) du théorème 1.2.1, l'opérateur Ho a donc un système fondamental 
de vecteurs propres généralisés qui forme une base de Riesz de W~u' 
Par le même argument que dans le cas où la masse est non nulle, l'opérateur 
Hf, a un système fondamental de vecteurs propres généralisés qui forme une 
base de Riesz de VI1,u' 
On veut obtenir maintenant le taux optimal de décroissance de l'énérgie en 
fonction de l'abscisse spectrale de l'opérateur A. 
L'opérateur Hf, se décompose en une somme directe de deux opérateurs, H, 
et H2 tels que H, opère sur v, et V3 et H2 opère sur Vo et V2. 
On pose Hf, = H, ffi H2, où H, est l'opérateur défini par 
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D(HIl { (~) E Wi(O, 1) EB Wi(O, l)jw"(I) + kv'(I) = 0, w"'(I) = 0, 

w'(O) = 0, w(O) = 0, v'(O) = 0, v(O) = O} 

{ (~) ,w E H4 (0, 1) n V, v E V, wxxx (1) = 0, wxx (1) = -kV'(I)}. 

Remarquons que HI n'est autre que l'opérateur A. 
On a montré que l'opérateur HJ a un système de vecteurs propres généralisés 
qui forme une base de Riesz de wgu . 
On en déduit que le taux optimal d~ décroissance de l'énergie pour le système 
(3.4.1) associé à l'opérateur A = HI est donné par le spectre de HJ. La preuve 
de ce résultat est donnée à la fin du paragraphe 3.3 dans le cas où la masse 
est non nulle, ce qui est un peu plus compliqué . 

• Régularité forte 

Le déterminant caractéristique i'.( 7) est défini par: 

i'.(7) 77{éTV2(2iV2k - 27-1
) - e-iTV2(2iV2k + 27-1

) 

eTV2(2V2k + 27-1) + e-TV2(2V2k _ 27-1) _ 87 -I}. 

Montrons que 7 est racine du déterminant caractéristique i'. si et seulement 
si l' = W7 satisfait l'équation: 

f(1') = (1 + cosh1'cos1') + ik1'(sinh1'cos1' + cosh1'sinr) = ° 
l-i 

avecw = ± V2' 

(3.4.8) 

Démonstration: Dans ce qui suit, on prend W = l:/2i. La démonstration 

1 - i 
est la même pour W = - "fi . 
Supposons que r satisfait l'équation (3.4.8). Donc: f( r) = 0, ou encore: 

(1 + COShW7COSW7) + ikw7(sinhw7cosw7 + coshw7sinw7) = 0, (3.4.9) 

On a: 

cos W7 cosh W7 

sinh W7 cos W7 

cosh W7 sin W7 

~[eV2T + eiV2T + e-iV2T + e-V2Tl 
4 

~ [e V2T + e -iV2T _ eiV2T - e - V2Tl 
4 

= _':'[eV2T _ e-iV2T + eiV2T _ e-V2Tl· 
4 
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(3.4.9) devient 

eiTfi[_1 + kW7(i -1)] + e-iTfi[_1 + kW7(1- i)J 

+e fiT [_1 + kW7( -i -1)] + e- fiT [_1 + kW7(1 + i)J - 4 = O. 

Donc 7 est racine de l'équation 

eiTfi[_27- ' + 2iV2kJ + e-iTfi[_27- 1 
- 2iV2kJ 

+efiT [_27- 1 - 2V2k] + e- fiT [_27- 1 + 2V2kJ - 87-1 = O. 

D'où 7 est racine du déterminant caractéristique 6. 
De la même façon, si 7 est racine du déterminant caractéristique 6, alors T 
satisfait l'équation (3.4.8). 
Maintenant, on montre que les racines du déterminant caractéristique 6(7) 
sont asymptotiquement simples et séparées, ce qui établit la régularité forte 
des conditions aux bords de (3.4.3) qui est nécessaire pour appliquer le théo
rème 1.2.1. 
Le développement asymptotique des racines du déterminant caractéristique 
6(7) donné dans [21J est le suivant: 

- i 0(1) 
7 n = m7r + --k- + 2 27r n n 

(3.4.10) 

1 
où m = n - 4' et n E N. 

Montrons que ces racines sont asymptotiquement simples et séparées. 
Supposons qu'à partir d'un certain rang no, f' s'annule en même temps que 

f· 
On obtient 

-(1 + ik) sinh Tn cos Tn + (1 - ik) cash Tn sin Tn - 2ikTn cosh Tn cos Tn = O. 
(3.4.11 ) 

On suppose que n est pair. Le cas n impair se fait de la même manière. 
On note 

A=lReTn =m7r+O(;,) ~m7r, 
B = ImTn ~ Ck ~ O(~), avec Ck = _1_. 

n n 27rk 
cosh Tn ~ cosh m7r + iO (~) sinh m7r, sinh Tn ~ sinh m7r + iO (~) cosh m7r, 

COSTn ~ f -iO(~), sinTn ~-f +iO(~). 
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L'équation (3.4.11) devient 

-(1 + ik) (Sinhm1T+ iO (~) COshm1T) (V; -iO G) ) 
+(1 - ik) (COSh m1T + iO G) sinh m1T) ( - V; + iO G) ) 
-2ik (m1T + iO (~)) (CoShm1T + iO (~) Sinhm1T) (V; -iO (~) ) = o. 

Ce qui donne 

-(1+ ik) (V; sinhm1T + iO(~) sinhm1T+ iOG) COShm1T) 

+(1 - ik) ( - V; cosh m1T + iO (~) cosh m1T + iO (~) sinh m1T ) 

-2ik (m1Tcoshm1T +im1TO(~) sinhm1T+iO(~) coshm1T) (V; -iO(~)) = o. 

Ou encore 

-(1+ ik) ( V; sinhm1T + iO(~) sinh m1T + iO(~) cash m1T) 

+(1 - ik) ( - V; cosh m1T + iO (~) cosh m1T + iO (~) sinh m1T ) 

-2ikm1T V2 coshm1T - i(C1T + O(~)) cosh m1T + iC1T V2 sinh m1T 
2 n 2 

+O(~) sinh m1T + iO (~) (sinh m1T + cosh m1T) = 0, 

où C est une constante. 
D'où 

-1 sinh m1T + 0 (~) sinh m1r -1 cosh m1r 

-2kc1r cosh m1r + kC1rV2 sinh m1r + 0 (~) cosh m1r = 0 

o (~) (sinh m1r + cosh m1r) - k';; sinh m1r 

+k~ cosh m7r - km7rV2 cosh m1r = o. 
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On obtient 

{ 
[ - 'I.! + ck7rV2 + 0 (~) ] sinh m7r + [ - 'I.! - 2ck7r + 0 (~) ] cosh m7r = 0, 

[ - k 'I.! + 0 (~) ] sinh m7r + [k 'I.! - km7rV2 + 0 (~) ] cosh m7r = o. 

Ce qui est impossible, puisque [k 'I.! - km7rV2l est non nul. 
Donc les racines de 6(7) sont asymptotiquement simples. 
Par ailleurs, il est clair qu'elles sont asymptotiquement séparées. En effet, 
d'après (3.4.10) on a : 

lRe7n =m7r+OC2)' 

IlRe7n +1 -lRe7n l = !(m + 1)7r + 0en ~ 1)2) - (m7r + 0C2))! 
=!7r + 0C2)!. 

Donc quand n tend vers l'infini,llRe7n +1 -lRe7n l > E, avec E un réel stricte
ment positif. 

3.4.2 Régularité forte: cas où la masse est non nulle. 

6( 7) 78{ eiTv'2 [-2k + 2iV2(k - 1 )7-1 
- 27-2

] 

+ e-iTv'2 [-2k + 2iV2(I- k)7- 1 
- 27-2] 

+ eTv'2 [-2k-2V2(k+l)7- 1 -27-2
] 

+ e-Tv'2 [-2k + 2V2(k + 1)7-1 
- 27-2

] + 8(k - kr- 2
)}. 

Montrons que 7 est racine du déterminant caractéristique 6(7) si et seule
ment si l' = W7 satisfait l'équation: 

f( 1') cosh l' cos 1'(1 + ikT2
) - (ikT 2 

- k) 

+ sinh l' cos T(ikT - 1') + cosh Tsin T(ikT + 1') 

o 

l-i 
Démonstration: Dans ce qui suit, on prend w = V2. La démonstration 

l-i 
est la même pour w = - V2. 
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Supposons que 7 est racine du déterminant caractéristique 6(7). Donc: 

{ ein12 [-2k + 2iV2(k - 1 )7-1 
- 27-2

] + e-iTVz [-2k + 2iV2(1 - k )7-1 
- 27- 2

] 

+eTVz [-2k - 2V2(k + 1)7-1 
- 27-2

] + e-TVz [-2k + 2J2(k + 1)7-1 
- 27-2

] 

+8(k - kT-2
)} = 0, 

ou encore: 

2iJ2(k _1)7-1(eiTVz - e-iTVz ) _ 2J2(k + 1)7-1 (eTVz _ e-TVz ) 

+( -2k - 27-2)(eiTVz + e-iTVz + eTVz + e-TVz ) + 8(k _ kT- 2) 

= o. 

Ce qui donne: 

-2k( 4 cos w7coshw7 - 4) - 27-2 (4 cos W7 cosh W7 + 4k) 

-4V2(k - 1)7-1 sin 7J2 - 4J2(k + 1)7-1 sinh 7J2 

= o. 

On obtient: 

-2k(coSW7 COShW7 -1) - 27- 2(COSW7 COShW7 + k) 

-J2kT-1 (sin 7J2 + sinh 7J2) + J27-1 (sin 7J2 - sinh 7V2) 

= o. 

Ce qui implique: 

k72
( COSW7 COShW7 - 1) + (cos W7 COShW7 + k) + ikw7(sinhw7 COSW7 

+ COShW7 sinw7) - w7(sinhw7 COSW7 - COShW7 sinw7) = O. 

D'où l' = W7 satisfait l'equation : 

f(T) = coshTcosT(1 + ikT2
) - (ikT 2 

- k) +sinhTcosT(ikT - 1') 
+ cosh l' sin T( ikT + 1') 

O. 

De la même façon, si l' satisfait cette équation, alors 7 est racine du déter
minant caractéristique 6(7). 
Maintenant, on montre que les racines du déterminant caractéristique 6(7) 
sont asymptotiquement simples et séparées, ce qui établit la régularité forte 
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des conditions aux bords de (3.3.4) qui est une condition nécessaire pour 
appliquer le théorème 1.2.1. 
Le développement asymptotique des racines du déterminant caractéristique 
L'>( T) est le suivant: 

D'où: 

avec nE N. 

1 
On pose m = n + 2' et on arrête le développement asymptotique à l'ordre 1. 

Donc Tn s'écrit: 

Montrons que ces racines sont asymptotiquement simples et séparées. 
Supposons qu'à partir d'un certain rang no, 1'( Tn ) s'annule en même temps 
que f( Tn ), pour tout n 2': no. 
On obtient: 

ikT~( cos Tn sinh Tn - cosh Tn sin Tn ) + ik( cos Tn sinh Tn + coshTn sin Tn ) 

+ ikTn ( 4 cosh Tn cos Tn - 2) + 2Tn sinh Tn sin Tn = O. 

On a: 

COSTn ~ -O(~) - iO(~), sinTn ~ ±1, 

COShTn ~ coshm7r + O(~) sinhm7r + iO(~) sinhm7r, 

sinh T n ~ sinh m7r + 0 U) cosh m7r + iO( ~) cosh m7r. 

On suppose que n est pair. Le cas n impair se fait de la même manière. En 
substituant les expressions ci-dessus dans l'équation f'(Tn ) = 0, elle devient: 

ik[m27r 2 + 2m7rO (~) + 2im1TO(~)][-O (~) sinh m7r - iO(~) sinh m7r 

- cosh m7r - O(~) sinh m7r - iO(~) sinh m7r] + ik[-O(~) sinh m7r 

-iO (~) sinh m7r + cosh m7r + O(~) sinh m7r + iO(~) sinh m7r] + ik[m7r + 0 (~) 

47 



+iO(~)][-40(~) cosh m7r - 4iOG) coshm7r - 2J + 2[m7r + O(~) + iO(~)J 
[sinh m7r + O(~) cosh m7r + iO(~) cosh m7rJ = O. 

Ce qui implique 

D'où: 

-ikm27r 20 (~) sinh m7r + km27r 20 (~) sinh m7r - ikm2 7r 2 cosh m7r 

-ikm27r 2 0 (~) sinh m7r + km27r 2 sinh m7r - 2ikm7r0 (~) cosh m7r 

+2km7r0 (~) cosh m7r + ik cosh m7r - 4ikm7r0 (~) cosh m7r 

+4km7rO(~) coshm7r - 2ikm7r - 2ikO(~) + 2kO(~) 
+2m7r sinh m7r + 2m7r0(~) cosh m7r + 2im7r0(~) cosh m7r 

+20(~) sinhmrr + 2iOG) sinhmrr = O. 

sinh mrr [km 2rr 2 0 G) + km2 7r2 + 2m7r + 20 (~) ] 
+ cosh m7r [2km7r0 (~) + 4kmrrO G) + 2m7r0 G) ] 
+2kO G) = 0, 

sinh m7r [-km
2

7r
2
0 (D -km

2
7r

2
0 (~) + 20 (~) ] 

+ cosh m7r [ _km2rr 2 
- 2km7r0 (~) + k - 4km7r0 (~) + 2m7rO (~) ] 

-2km7r-2kO (~) =0. 

Ce qui donne : 

sinh m7r [km 2 rr 2 + 2m7r + (km2 rr 2 + 2)0 G) ] 
+cosh m7r [6km7r + 2m7rJ 0 G) + 2kO G) = 0 

sinh mrr [-2km2 7r 2 + 2J 0 (~) 

+ cosh m7r [_km2 7r 2 + k + (2m7r - 6km7r)0 (~)] - 2km7r - 2kO (~) = O. 
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Ce qui est impossible, car dans les deux équations les termes dominants 
tendent vers l'infini. 
Les racines de LI. sont asymptotiquement simples. Elles sont aussi asympto
tiquement séparées (celà résulte directement du développement de T n ). 

3.4.3 Résultats de stabilité uniforme et non uniforme . 

• Cas d'un contrôle moment et d'un contrôle force. 

Soit le système donné par les équations suivantes 

{ 

Utt + Uxxxx = 0 0 < x < 1 
utt(l,t) ~uxxx(l,t) = -k1u,(I,t) 
uxx (l, t) - -k2ux,(I, t) 
u(O, t) = ux(O, t) = 0 

L'énergie du système est donnée par 

Un calcul direct donne 

t ::: 0, 
t ::: 0, 
t ::: 0, 
t ::: O. 

:t E(t) = -k1u;(1, t) - k2u;,(I, t). 

L'espace d'énergie Ji est 

Ji = {(u,v,1)f E H2(0,1) x L2(0,1) x IR,u(O) = ux(O) = O} 

muni du produit scalaire 

où U = (u,V,1)f et Ù = (Ù,v,i))T E Ji. 
On définit l'opérateur linéaire A : V(A) -7 Ji par 

(3.4.12) 

V(A) {( u, v, 1)) T E H4 (0, 1) X H2 (0, 1) x IR, uxx (1) + kVx(1) = 0, 

1) = v(I),u(O) = ux(O) = O,v(O) = vx(O) = O}, 
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Le système (3.4.12) peut s'écrire sous la forme suivante: 

U= AU et U(O) = Ua E H, 

avec U = (u, Ut, 17)T. 
L'opérateur A est maximal dissipatif sur l'espace de Hilbert H, donc A est 
à domaine dense dans 1{ et engendre un semi-groupe de contractions SA(t). 

Théorème 3.4.1 Le semi-groupe SA(t) est fortement stable. 

Preuve: 
On montre la stabilité forte des solutions en appliquant le principe d'inva
riance de LaSalle. Et vue de la densité de A dans H, il suffit de montrer le 
résultat pour des données initiales dans V(A). 
Soit Ua = (ua, va, 170) E V(A), il est évident que (1 + At! est compact, 
donc Ut2:oS(t)Uo est relativement compact. Il reste à montrer que l'ensemble 
w-limite w(Uo) se réduit à zéro .. 
Soit Ùo E w(Uo) c V(A). On veut résoudre 

{ 

dÙ -
Tt+AU = 0, 

Ù(O) = Ùo. 
(3.4.13) 

L'energie étant constante sur l'ensemble w-limite, le système (3.4.13) devient 

Utt + uxxxx = 0, 
utt(l, t) - uxxx(l, t) = 0, 
uxx(l, t) = 0, 
ut(l, t) = 0, 
ux t(l, t) = 0, 
U(O, t) = ux(O, t) = 0, 

avec u(x,O) = uo,et Ut(x,O) = VA, et ut(l,O) = fia. 

(3.4.14) 

En particulier on a uxxx(l, t) = ° et le fait que u est identiquement nul 
découle du résultat d'unicité pour la poutre sans masse avec contrôle force 
(u xxx(l, t) = -kut(l, t)). 

Théorème 3.4.2 Le semi-groupe SA(t) est uniformément stable. 

Preuve : Le système 
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t 2': 0, 
t 2': 0, 
t 2': 0, 
t 2': 0, 

(3.4.15) 



a été étudié par Laousy [15] qui a montré que ce dernier, qui est une per
turbation compacte de (3.4.12) est uniformément stable. D'après Gibson [10, 
théorème 2] le système (3.4.12) est alors aussi uniformément stable . 

• Cas d'un contrôle force. 

Soit le système donné par les équations suivantes 

{ 

Utt + Uxxxx = 0 0 < x < 1 
utt(l, t) - uxxx (l, t) = -k1Ut(1, t) 
uxx (l, t) = 0 
u(O, t) = ux(O, t) = 0 

L'énergie du système est donnée par 

t 2: 0, 
t 2: 0, 
t 2: 0, 
t 2: O. 

E(t) = H[ u;dx+ [u;xdX +u;(I,t)]. 

Un calcul direct donne 

Soi t l'espace Ji donné par 

(3.4.16) 

Ji = {(U,V,1))T E H2 (0,1) x L2 (0,1) x lR,u(O) = ux(O) = uxx(O) = O} 

muni du produit scalaire 

((u,V,1)),(ù,0,ij))J{ = [(uxXùxx+vv)dX+1)ij 

où U = (u,V,1))T et Ù = (ù,0,ij)T E Ji. 
On définit l'opérateur linéaire A : D(A) --+ Ji par 

D(A) = {tu, v, 1)) T E H4 (0, 1) X H2 (0, 1) x lR, 1) = v(I), u(O) = ux(O) = uxx(1) = 0, 

v(O) = vx(O) = O}. 

AU = (v, -uxxxx,uxxx(I))T, avec U = (U,V,1))T E D(A). 

BU = (O,O,-k l 1))T, avec U = (U,V,1))T E Ji. 

Le système (3.4.16) peut s'écrire sous la forme suivante: 

{ 
Ut(t) = (A + B)U(t), 
U(O) = Ua. 
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Théorème 3.4.3 Le système dynamique (3.4.16) est fortement stable. 

Preuve : En effet, en utilisant le principe d'invariance de LaSalle, on se 
ramène à résoudre un problème d'unicité pour un système de la forme 

Utt + U xxxx = 0, 
utt(l, t) - uxxAl, i) = 0, 
u xx(l, i) = 0, 
ut(l, i) = 0, 
u(O, i) = ux(O, t) = 0, 

qui est le problème d'unicité à résoudre pour une poutre sans masse avec 
contrôle force. On sait que le résultat est vrai dans ce cas. 
Le système dynamique (3.4.16) est fortement stable. 

Théorème 3.4.4 Le système dynamique (3.4.16) n'est pas uniformément 
stable. 

Preuve : Pour démontrer ce résultat on va utiliser un résultat classique de 
perturbation compacte [22] qui a déjà été utilisé par Rao [20J. Il est facile de 
voir que A est maximal monotone. 
Un calcul simple nous donne 

pour U et U E 1{. 

L'opérateur A est donc antisymétrique. 
L'opérateur B est compact car la seule composante non nulle est une fonction 
de fi qui appartient à lE.. 
Le semi-groupe engendré par A + B n'est donc pas uniformément stable. On 
omet les détails de la preuve (elle est la même que dans [20]). 
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Chapitre 4 

Pont roulant avec feedback sans 
terme de position. Comportement 
asymptotique. 

4.1 Introduction. 

On étudie une variante du problème de pont roulant, avec contrôle force 
agissant sur le chariot. 

Le système général est régi par les équations suivantes: 

{ 

Ytt(x,t) - (aYx)x(x,t) = ° 
-ayx(O, t) + mYtt(O, t) = F(t) 
aYx(l, t) + MYtt(l, t) = ° 
y(x,O) = Yo(x),Yt(x,O) = Yl(X) 

O<x<1 t 2: 0, 
t 2: 0, 
t 2: 0, 
t 2: 0, 

(4.1.1) 

où m est la masse du chariot, M la masse transportée, a E H1(0, 1), a(x) 2: 
ao> ° la tension du câble (a est affine pour un câble homogène), y(x, t) est 
le déplacement du câble au point d'abscisse curviligne x, par rapport à une 
position fixe, et F(t) est la force pilotant le chariot sur les rails (voir schéma 
du pont roulant). 

Le but est de déterminer une loi de feedback sur l'état en x = ° pour stabiliser 
fortement, voire uniformément, le système câble et masses. 
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On prend assez naturellement des feedbacks en position vitesse voire vitesse 
angulaire, en x = o. 

Le cas où le feedback dépend de la position et de la vitesse a déjà été étudié 
[7]. On obtient la stabilité forte, mais non uniforme pour F(t) = -exy(O, t)
f(Yt(O, t)) avec ex > 0, f monotone, continue, non plate en O. 

On suppose ici que ex = 0, et on étudie dans un premier temps le cas où le 
feedback est linéaire: F(t) = -j3Yt(O, t), j3 > O. 

Après quelques rappels sur la stabilisation forte ou uniforme, avec un feed
back où intervient la position, on étudie le problème avec ex = O. 

Le problème est bien posé. L'ensemble w-limite de toute trajectoire est a 
priori formé de constantes. On montre qu'on a convergence de la solution vers 
une constante qui dépend de la condition initiale, qu'on peut calculer. Enfin 
on aborde également le cas d'un feedback non linéaire, F(t) = - f(Yt(O, t)) 
avec des hypothèses convenables sur f. 
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4.2 Rappels. 

4.2.1 Feedback en position et vitesse. 

Le feedback dans ce cas est donné par 

F(t) = -ay(O, t) - f(Yt(O, t)) (4.2.1 ) 

avec a > 0, f monotone continue, f(O) = 0 et a E H'(O,l). 
Le problème est bien posé dans les variables (y, y" Yt(O, t), Yt(l, t)) dans H'(O, 1) X 

L2(0,1) X JR.2 au sens des semi-groupes de contractions [7J. 
L'énergie est donnée par 

(4.2.2) 

Elle induit une norme sur l'espace H'(O, 1) X L2 (0, 1) X JR.2, équivalente à la 
norme usuelle . 
• Si U(~) oJ 0 \If:, oJ 0, le résultat de stabilité forte a été montré par le 
principe d'invariance de LaSalle . 
• Si le feedback est linéaire : f(~) = j31;, avec j3 > 0, il est prouvé que la 
stabilité n'est pas uniforme, par un argument de perturbation compacte de 
Russell. Dans le cas où j3 = 0, le système est conservatif. 

4.2.2 Feedback en position, vitesse et vitesse de rota
tion. 

Le feedback dans ce cas est donné par 

F(t) = -ay(O, t) + f( aYxt(O, t) - aYt(O, t)) ( 4.2.3) 

avec a > 0, f monotone continue, f(O) = 0 et a E H2(0, 1). 
Le problème est bien posé dans les variables (y, Yt) E H2 (0, 1) X H'(O, 1) au 
sens des semi-groupes de contractions [lSJ et [SJ. 
L'énergie est alors 

E(t) ~ [[ ((ayx); + aY;t) dx + ay;(O, t) 

1 [ 2 1 2] + m ayx(O, t) - ay(O, t)J + M [aYx(l, t)J . (4.2.4 ) 

qui induit une norme sur l'espace H2(0, 1) X H'(O, 1) équivalente à la norme 
usuelle. 
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On obtient alors les estimations d'énergie suivantes: 
• E(t):S: CE(O)e-wt , \ft 2: ° 

avec C 2: l,w = w(C), si Cl 1 ~ I:S:I f(é,) I:S: C2 1 ~ 1 \:I~ E IR 
2 

• E(t):S: CE(O)(1 + WWP-l, \:It 2: ° 
avec C 2: l,w =w(C,E(O)), si Clmin{1 ~ 1,1 ~ IP}:S: 1 f(~) I:s: C2 1 ç 1 
\:If, E IR et p > 1. 

On a bien stabilisation uniforme, mais pour une norme plus fine que celle 
induite par l'énergie naturelle. 

4.2.3 Feedback linéaire en position, vitesse et vitesse de 
rotation. 

Le feedback dans ce cas est donné par 

F(t) = -ay(O, t) - (j3 + Œ'Y)Yt(O, t) + ,aYxt(O, t). ( 4.2.5) 

avec 0!,j3 et, > 0; j3, < m et a E H I (O,I). 
Le problème est bien posé dans les variables (y, y" f" rJ) E Hl (0, 1) x L 2(0, 1) X 

IR 2
, avec f,(t) = Yt(O, 1) et rJ(t) = mYt(O, t) + O!,y(O, t) - ,ayx(O, t), au sens 

des semi-groupes de contractions [18] et [8]. L'énergie qui induit une norme 
équivalente est 

E(t) Hl ((aYx)2 + y;) dx + O!y2(0, t) 

+ My;(I, t) + 1 j3 rJ2(t)]. 
m- , 

( 4.2.6) 

On a seulement équivalence entre la formulation abstraite (avec un opérateur 
A) et (4.1.1) si la donnée initiale est dans :D(A2), et rJ est correct si la donnée 
initiale est dans :D(A). On obtient alors E(t) :S: Ce-wtE(O) \:It 2: 0, c'est-à
dire la stabilité uniforme exponentielle pour une norme plus naturelle liée à 
l'énergie, contrairement au paragraphe 4.2.2. 

4.3 Étude détaillée du cas Ct 

néaire en vitesse. 
0, feedback li-

4.3.1 Caractère bien posé du problème d'évolution. 

Dans ce qui suit on étudie le cas où le feedback est linéaire: 

F(t) = -j3Yt(O, t), j3 > O. 
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Le système devient : 

{ 

Ytt(x,t) - (aYx)x(x,t) = ° ° < x < 1 
-ayx(O, t) + mYtt(O, t) = -(3Yt(O, t) 
aYx(l, t) + MYtt(l, t) = ° 
y(x,O) = Yo(x),Yt(x,O) = Yl(X) 

t 2': 0, 
t 2': 0, 
t 2': 0, 
t 2': 0, 

(4.3.1) 

Dans ce problème on a en fait deux fonctions de Lyapunov qui sont deux 
semi-normes qu'on va combiner. Ceci permettra d'étudier le comportement 
asymptotique des solutions de (4.3.1). 
La première est l'énergie du paragraphe 4.2.1, avec Œ = ° : 

E1 (t) = ~ [[ (y; + ay;) dx + my;(O, t) + My;(l, il] (4.3.2) 

La deuxième s'obtient en intégrant la première équation de (4.3.1) : 

ce qui implique 

:t [[ Ytdx + MYt(l,t) + mYt(O,t) + (3Y(O,t)] =0. 

On pose donc 

E2 ( t) = ~ [[ Yt dx + mYt(O, t) + M Yt(l, t) + (3y(O, t)] 2 ( 4.3.3) 

dE1 (t) 2 dE2 (t) 
Remarquons que: dt = -(3Yt (0, t), et que dt = o. 
E 2 ( t) restera alors constante le long des trajectoires. 
En combinant ces deux fonctions, on obtient une norme sur l'espace naturel 
d'énergie qui est l'espace de Hilbert 1{ = H 1 (0, 1) X L2 (0, 1) X JR2 muni du 
produit scalaire: 

(U,Ù)1i ((y,z,u,v),(fj,z,ù,v))1i 

[[(aYxYx+zZ)dx+mUÙ+MVV] +,[[ zdx+mu 

+ Mv + (3Y(O)] [[ zdx + mù + Mi! + (3Y(O)]. 
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Lemme 4.3.1 Pour 1 assez petit, la norme induite par le produit scalaire 
(., ')?-l est équivalente à la norme usuelle de 1-1.. 

Démonstration: 
En effet il existe une constante C telle que : 

11U11~ ::; C [llzlll,2(o,l) + Ilyll~l(O,I) + u
2 

+ v
2
]. 

(où C dépend de 1). 
Inversement: 

11U11~ = i\ay; +z2)dx + mu2 + Mv 2 +1 (il zdx + mu+ MV) 2 

+ 1(Py(W + 21{3y(O) [il z dx + mu + MV] 

> il

(ay;+z2)dx + mu2 + Mv 2 +1 (il zdx + mu + MV) 2 

+ 1{32y(W ~ q{3y(W ~ 1: (il z dx + mu + MV) 2 

> il (ay; + Z2) dx + mu2 + Mv 2 + 1{3({3 ~ E)y(W 

+ 1(1~~)([zdx+mu+MVr 
On prend E < {3, ce qui implique que: 

11U11~ > [(ay; + Z2) dx + mu2 + Mv 2 + 1{3({3 ~ E)Y(W 

+ 31 (1-~) ([ z2
dx + m

2
u

2 
+ M

2
v

2
) . 

Ensuite on prend 1 positif assez petit pour que: 31 (~ ~ 1) max(l, m, M) < ~. 
Ce qui donne: 1IUlik 2' 11U11~'xL'XIR2' 
Désormais 1-1. sera muni de la norme 11·1111 et du produit scalaire associé, avec 
1 convenable. 
On associe maintenant au système (4.3.1) l'énergie suivante: 
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Le système (4.3.1) peut s'écrire sous la forme: 

avec Ao défini par: 

{ 
Ut(t) = AoU(t) 
U(O) = Uo, 

(4.3.4) 

D(Ao) = {(y,z,U,v)T E H2 (O,1) x H'(O,l) x IR2; U = z(O),v = z(l)}. 

1 1 
Ao(y,z,u,v) = (z,(aYx)x'm(ayx(O) -(3u),- MaYx(1)) , 

pour (y,z,u,v) E D(Ao). 
On note que l'opérateur -Ao n'est pas coercif du fait de l'absence du terme 
en position dans la commande. 

Lemme 4.3.2 L'opérateur Ao est maximal dissipatif. 

Démonstration: 
Montrons d'abord que Ao est dissipatif. Soit Uo E D( Ao), 

(AoU, U) - (( ;i;(aYJ~ix2X(3Z(O))) , (zta)) ) 
- irayx(l) z(l) 

l' (azxyx + (ayx)xz) dx + (ayx(O) - (3z(O)) z(O) 

aYx(l)z(l) + 1 [1' (ayx)x dx + (ayx(O) - (3z(O)) 

aYx(l) + (3z(O)] [[ zdx + mz(O) + Mz(l) + (3Y(Ol] 

[ayxz J: -l' ayxzx dx + l' aYxzxdx + aYx(O)z(Ol 

(3z(W - aYx(1)z(l) +1[ayx(1) - ayx(O) + ayx(O) - (3z(O) 

aYx(1) + (3z(O)] [1' z dx + mz(O) + M z(l) + (3y(O)] 

-(3z(W· 

Ao est dissipatif. 
Ao est maximal, si pour tout Uo = (yO, Zo, uo, vol E ri, il existe U = (y, z, u, v) E 
D(Ao) tel que: 

U - AoU = Uo. 
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Cette équation est équivalente à : 

Ou encore: 

y-z=Yo 
z-(ayx)x=zo 
u - ~(ayx(O) - ;3z(O)) = Uo 
v + iraYx(l) = Vo 
u = z(O) 
v = z(I). 

{

y - (ayx)x = Yo + Zo 

(1 + !) y(O) - ~ayx(O) = Uo + (1 + f!;) Ya(O) 

y(l) + irayx(l) = Va + yo(l) 

( 4.3.5) 

(4.3.6) 

On multiplie la première équation de (4.3.6) par <p E COO(O, 1), et on intègre 
entre 0 et 1 : 

On obtient: 

l' (Y<P + ayx<px) dx + My(I)<p(I) + (m + ;3)y(O)<p(O) 

11 

(Yo + zo)<p dx + M ao<p(I) + bo<p(O) (4.3.7) 

où ao = Vo + Yo(l) et bo = muo + (m + ;3)yo(O). 
En appliquant le théorème de Lax-Milgram à l'équation (4.3.7), on obtient 
l'existence de y E H1(0,1) solution de (4.3.7), ayx E H1(0,1) et donc y E 
H 2 (O,I). D'où U = (y,z,u,v) E 'D(Ao). 
Ao est donc maximal dissipatif, et engendre un semi-groupe de contractions. 
De plus Ao est à résolvante compacte. La densité de 'D( Ao) est un résultat 
général pour Ao linéaire maximal dissipatif et H un espace de Hilbert. 
Comme conséquence du Lemme 4.3.1, et par le théorème de Hille-Yosida [19], 
le système (4.3.4) admet une solution forte U E C(~+, D(Aa)) n C1(~+, H), 
si Uo E 'D(Aa), et une solution faible U E C(~+, H) si Ua EH. Donc le 
problème (4.3.1) est bien posé. 
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4.3.2 Analyse spectrale du problème. 

Soit U E D(AD), tel que: 

Ceci est équivalent à : 

ou encore: 

ADU = )oB. 

l 
z =),y 

(ayx)x = ),Z 

ayx(O) - ;3z(O) = ),mz(O) 
ayx(l) = -),M z(l), 

{ 

(ayx)x = ),2y 
ayx(O) - (),m + ;3»'y(O) = 0 
aYx(1) +),2 My(l) = O. 

Sachant que AD est dissipatif, on a Re), :<:: o. 

( 4.3.8) 

(4.3.9) 

On multiplie la première équation de (4.3.9) par y et on intègre par parties 
entre 0 et 1. 

[aYxYxdx+)..2 [YYdx+),2MY(1)Y(1)+),(),m+;3)y(0)y(0) = O. (4.3.10) 

On pose).. = ir,r E IC 

l' alYxl2dx - r21' lyl2dx - r2 Mly(lW + ir(irm + ;3)ly(OW = o. (4.3.11) 

• Cas où ;3 > 0 : cherchons les valeurs propres sur l'axe imaginaire. Donc 
r E 1ft et (4.3.11) implique: 

r;3ly(OJlZ = 0 et l' alYxl2 dx - 721' lyl2 dx - r2 Mly(lW - r2mly(OW = O. 

Si y(O) # 0 alors r = 0 et par suite), = 0, et (4.3.9) implique alors que 
y = cte

. 

Si y(O) = 0, alors (4.3.9) donne Yx(O) = 0 et le problème de Cauchy 

{ 

ayxx = ),2y - axyx 
y(O) = 0 
Yx(O) = O. 

n'admet que y = 0 comme solution. 

(4.3.12) 

Finalement, pour ;3 > 0, il y a une seule valeur propre sur l'axe imaginaire 

, ~ 0, et le eO~ffi p~e p rop re q"i '"i cet eet ,eeoclé cet • (!) cl '", 'Ii q" i 

est de dimension 1. Toutes les autres valeurs propres vérifient Re), < O. 
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De plus, a est une valeur propre algébriquement simple. En effet si U E 
Ker(A5) \ Ker(Ao) on a Ao(AoU) = a avec AoU =1= o. 

A pree uomMlie.ti ou, nu nlili ~, M! ~ (1). œ q ni im,l i q", • 

D'où: 

l
Z=1 
ay~ = d' = a 
--z(O) = O. 

m 

Ce qui implique z(O) = 0 si f3 > 0, ce qui est absurde . 

• Cas où f3 = a : 

( 4.3.13) 

( 4.3.14) 

D'après (4.3.10), on obtient que.\2 E IR.-. Donc toutes les valeurs propres 
sont sur l'axe imaginaire. De plus, .\ = a est toujours valeur propre, et le sous 

e"p~e p,"pre R (1) ,,' lm,jllllœ d, dim,",i"" ,. P., mul" m.in',""nl 

(4.3.13) admet z = 1 comme solution, et y = cte donc 

K"A~~R m +< m 
De plus pour U E Ker(A5) \ Ker(A5), on a AoU E Ker(A5), avec AoU ct 

Ker(A). 
Ce qui donne: 

Z = Cl 
(ayx)x = C2 

1 
-[ayx(O)] = C2 
m 

1 
- Mayx(l) = C2 , 
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avec Cz of O. On en déduit que 

ce qui est absurde. 

z = C, 
ayx = Czx + C3 

1 
-C3 = Cz 
m 

l 
- M(Cz + C3 ) = Cz 

( 4.3.16) 

Donc dans le cas f3 = 0, À = 0 est algébriquement double. Ceci est cohérent 
avec le fait que, dans le cas f3 = 0, les fonctions affines en temps sont solutions 
du problème (4.3.1), ce qui n'est pas le cas si f3 of O. 
L'analyse spectrale qui vient d'être faite donne une idée de ce que l'on peut 
attendre du comportement asymptotique. 
Remarque: Pour a == 1 les valeurs propres du problème, outre À = 0, sont 
données par l'équation: 

(ÀM - 1)(Àm + f3 -1) 
(ÀM+l)(Àm+f3+l)' 

Notons que pour f3 = 0, on retrouve encore À = 0 comme racine, ce qui 
explique que À = 0 est algébriquement double dans ce cas. Les valeurs propres 
sont deux à deux conjuguées, asymptotiquement algébriquement simples, et 
Àk ~ ik1r (iReÀk < 0 pour k of 0). 
On peut montrer par la méthode de Shkalikov, que des vecteurs propres 
généralisés (pour au plus un nombre fini d'entre eux) forment une base de 
Riesz de l'espace naturel d'énergie 1{ = H'(O, 1) X U(O, 1) X JRz (cf appendice 
5.3). 
Pour f3 = 0, les valeurs propres sont toutes algébriquement simples excepté 
À = 0 qui est algébriquement double (cf. Appendice 5.2). 

4.3.3 Comportement asymptotique en temps 

Pour le problème (4.3.1) on est dans le cadre d'un semi-groupe de contractions 
avec résolvante compacte, donc les trajectoires sont précompactes. On va 
utiliser le principe d'invariance de LaSalle. En combinant avec un principe 
"d'unicité" (adapté du cas a of 0) on va obtenir la convergence de la solution 
de (4.3.1) vers une constante. Ensuite, on calculera explicitement la constante 
en fonction de la donnée initiale. 
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Lemme 4.3.3 Soit y(x, t) une solution de : 

Ytt(x,t) - (aYx)x(x,t) = ° ° < x < 1 
aYx(l, t) + MYtt(l, t) = ° 
ayx(O, t) = ° 
Yt(O, t) = ° 
y(x,O) = yo(x),Yt(x,O) = Yl(X) 

alors y(x, t) est une constante. 

t ? 0, 
t ? 0, 
t ? 0, 
t ? 0, 
t ? 0, 

La preuve du lemme 4.3.2 utilise un multiplicateur adapté. 

Lemme 4.3.4 ['lJ. Soit cP solution de : 

Alors cp vérifie : 

{ 
CPx(x) + cp(xW:I(x) = 1 

cp(l) = -M, 
O<x<1 , 

{ 

cp(x) s: -M et cp(l) = -M, 
cpx(x) s: 1 ° < x < 1, 
a(~)x(x) ? 1 ° < x < l. 

n est immédiat que cp s: -M, CPx ? 1, et a (~) x ? l. 

(4.3.17) 

( 4.3.18) 

(4.3.19) 

On peut d'ailleurs donner une formule explicite de cp. Pour a == 1, on retrouve 
le "multiplicateur" (x - M - 1 )Yx = CPYx qui va être utilisé. 

Démonstration du lemme 4.3.2 : 
C'est une adaptation du lemme d'unicité 4.3 de [7] . On multiplie la première 
équation de (4.3.17) par cPYx et on intègre en espace et en temps. 

De plus, on a : 
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En égalant ces deux expressions et en utilisant le fait que Yt(O, t) ° et 
4>(1) = - M, on obtient: 

~ l T l' [4>xY; + a (~t ay;] dxdt +; l T 

y;(1,t)dt 

= - l' [Yt4>Yx[ dx + ~ l T 

[ (~) (aYx )2]>t. 

En utilisant les propriétés de cP, on a : 

Or cP(x) <::: -M <::: 0, donc: 

l T 

El (t)dt < - 1'[Yt4>Yx]1: 

< C(E(t) + E(O)) 

< 2CE(0). 

D'où E1(t) = ° (on fait tendre T vers +00 et on utilise le fait que l'énergie 
est constante). 
On en déduit que: Yt = ayx = ° et Yt(l, t) = O. 
Comme a ::0: ao > 0, on en déduit que Yt = Yx = 0, donc y(x, t) est une 
constante. 

Théorème 4.3.1 La solution U(t) de (4.3.4) tend vers (C, 0, 0, 0) où C = 
1 t M m 

Yo(O)+ 7J Jo YI (x )dx + !fuo + (jvo. C'est le cas en particulier des solutions 

fortes, donc des solutions de (4.3.1) avec Yo E H 2(0,1),Yl E H1 (0,1), la 
convergence ayant lieu dans H 1(0, 1) X L2 (0, 1) X JR.2. 

Démonstration: 
Par densité et contraction, il suffit d'établir le résultat pour Uo = (Yo, Zo, Uo, vol E 
'D(Ao). 
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Soit w(Uo) l'ensemble w-limite, non vide. 
Par le principe d'invariance de LaSalle, l'énergie E, est constante sur toute 
trajectoire issue d'une condition initiale U, E w(Uo). D'après la formule de 

d 
dérivation: dt E, (t) = -f3y;(O, t), on en déduit par le Lemme 3.2 que U, = 

(C, 0, 0, 0) (w(Uo) ne contient que des éléments de cette forme). 
Soit (C,O,O,O) E w(Uo) et (tk) --+ DO telle que U(tk) --+ (C,O,O,O) dans 
H'(O, 1) x [2(0,1) X ffi.2. 

Il reste à montrer que C ne dépend pas de la sous-suite (tk) qu'on prend. 
On utilise maintenant la deuxième "fonction de Lyapunov". 

On sait que l' Yt(X, t)dx + mu(t) + Mv(t) + f3y(O, t) est constante en t. 

Donc elle est égale à : l' y,dx + muo + Mvo + f3yo(O). 

On prend ensuite t = tk et on fait tendre tk vers l'infini. Ce qui nous donne: 

D'où: 

Remarque: 

dans H'(O,l), 
dans L2 (0,1), 

f3C=f3yo(O) + l'y,(x)dx+Muo+mvo 

Il y a une autre façon pour trouver le résultat du théorème 3.l. 
Soit 'xn, nEZ, ('xo = 0) la suite de valeurs propres de Ao (répétées selon leur 
multiplicité algébrique, différente de 1 pour au plus un nombre fini d'entre 
elles), associée à la famille de vecteurs propres {"un}nEZ de Ao, qui forme 
une base de Riesz de H. On sait que c'est vrai pour a == l, c'est encore une 
hypothèse pour a quelconque. 

Soit Uo = L cxn"un, avec 
nEZ 

Alors la solution Urt) de 

{ 
dU = AU 
dt 0 

U(O) = Ua 
( 4.3.20) 

s'écrit Urt) = L cxneÀn'"un, où pour simplifier l'écriture, on a supposé toutes 
nEZ 

les valeurs propres algébriquement simples. Ceci ne change en rien pour la 
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suite, car il n'yen a qu'un nombre fini qui ne sont pas simples, et 0 est simple 
dans le cas fJ > 0, c'est cela qui est essentiel. 
Comme Ilane"nt ,pnll1i ::; Clanl E [2(Z), le théorème de Lebesgue appliqué à 
la série donne: 

car lReÀn < 0 sauf pour Àa = O. A ce niveau on voit bien que la simplicité 
algébrique des Àn, n i= 0 n'est pas une hypothèse réductrice: dans le cas 
général, on aura tkeÀnt qui tendra aussi vers O. 

Il""e pom tm>k ool,tio" ',ible de ~ ~ MI, on .,~ U(i) ~ ~ (!) 
dans H si t -+ 00. 

n reste à calculer 000 en fonction de Ua = (yo, Za, Ua, vol. 
Soit CPo un vecteur propre de A~ associé à ::\ = O. 

cpa E D( A~) = {cf; E HI U -+ (cp, AoU)1i est continue en U 
sur D(Ao) muni de la norme de H}. 

A~cpo = 0 i.e (CPa,AoU)1i = 0, VUE D(Ao). 
Alors pour n i= 0, (Àn i= 0 car lReÀn < 0), on a : 

1 
:\ (Ao,pn, CPo) 

n 

À~ (,pn, A~CPa) = O. 

Par conséquent: 

ao(,po,cpa)1i' 

Donc: 000 = (Ua, CPo)1iI(,po, CPo)1i, avec,po = T(l,O,O,O). 
n reste juste à calculer cpa = T (fj, z, u, v). 

Z 

(~, M1)" ~ ((! ) ( ayx)x 

) [ayx(O) - fJu] 
m 

-aYx(1) 
M 
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[[ayxzx + z(ayx)x] dx + u [ayAO) - (Ju] - vayAl) 

+ '1 [[ z + mu + Mv + (Jy(O)] [[ (ayx)x + ayx(O) - (Ju 

ayAl) + (JZ(O)] 

O. 

Ceci VUE D(Ao). 
Le dernier crochet étant nul, on obtient: 

(<Po, AoUh, [ (ayxzx + z( ayx)x) dx + u (ayx(O) - (Ju) - vayx(l) 

[a yx { - [z( ayx)x dx + [zayx J: - [ayxzx dx 

+ u (ayx(O) - (Ju) - vaYx(l) 

- [z(ayx)xdx - [aYxzxdx + ayx(O)(u - z(O)) 

+ aYx(l) (z(l) - v) - z(O)ayx(O) + z(l)aYx(1) - (Juu. 

On veut la continuité en (y, z, u, v) pour la norme de 1f.; ce qui impose déjà 
que ayx E HI(O, 1), i.e. y E H2(0, 1), z E HI(O, 1), u = z(O) et v = z(l) pour 
que <Po E D(A~). 

Ensuite (<Po, AoU)1I = ° implique: 

-li z( ayx)x dx - li ayxzx dx - u[ayx(O) + (Jul + vayx(l) = ° 
ceci Vry, z, u, v) E H2 (O, 1) X HI(O, 1) X JR.2, avec u = z(O), et v = z(I). 

Avec z == 0, on obtient li aYxzxdx = 0, Vy E H2(0, 1). 

Ce qui donne (azx)x == ° et (azx)(O) = (azx )(I) = O. D'où z == Cte
, notée C. 

Puis, avec y == 0, on obtient: 

(4.3.21 ) 

ceCI Vz E HI(O,I), avecu = z(O), et v = z(I), i.e.: llzxaYx-(JCz(O) = 0, 

ceCI Vz E HI(O, 1). 
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Avec cela, on peut calculer 0'0. On a : 

D'autre part: 

,[[ Zdx+mU+MV+ J3Y (Ol]J3. 

11 ayoxyx +zoz+muou + Mvov +,[1
1 

'idx + mu+ Mv + J3Y(Ol] 

[11 zodx + muo+ Mvo +J3Yo(Ol]. 

Ce qui donne bien le résultat du théorème 4.3.1, à condition de prouver que: 

Ceci est vrai, car ilfaut noter que (4.3.21) implique que e = 0, donc (ayx)x == 
0, aYx(Ol = aYx(1) = 0, et donc y == ete = l. 
Remarque: 
Il nous suffit d'une solution cPo de A~cPo = O. Or si on reprend la première 
expression de (cPo, AoU) on a: (cfo, AoU) = 0 avec y = 1, z = 0, u = 0, v = O. 

O. pe.t do"' p=dw '" ~ .0 c (!) œ "oido=e 0"" 
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Et par conséquent 

(Uo, <Po)1I 
('<Po, <Po) 11 

= Hl zodx + muo + MVQ + jJyo(O)], 

Ce qui est exactement l'expression donnée dans le théorème 4.3.1. 

Si on a une base de Riesz de l'espace H formée de vecteurs propres généralisés 
de l'opérateur, on retrouve la constante en cherchant le vecteur propre de A~ 
correspondant à la valeur propre O. 

Cette constante est la composante de la condition initiale sur le vecteur en 
question. 

4.4 Cas de feedback non linéaire avec CI: = 0 

On va obtenir ici un résultat de même type que dans le cas linéaire avec 
une hypothèse sur la non-linéarité mais pour le moment uniquement pour 
des solutions fortes. 

Soit le système d'équations suivantes 

1 
Ytt(x,i) - (aYx)x(x,i) = 0 0 < x < 1 
-ayx(O, i) + mYtt(O, i) = - f(Yt(O, i)) 
aYx(l, i) + MYtt(l, i) = 0 
y(x,O) = yo(x),Yt(x, 0) = Yl(X) 

t>O - , 
i ~ 0, 
t > 0 - , 
t ~ 0, 

avec f monotone continue, f(O) = 0, U(O"# 0 si ç "# o. 
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Théorème 4.4.1 On suppose que f est dérivable à l'origine avec 1'(0) > ° 
et qu'elle vérifie l 'hypothèse suivante : 
• (H) 1 f'(O)é, - f(Ç) 1::; C f(ç)é" avec c> 0; 

alors la solution U(t) de (4.4.1) tend vers (Cuo,O,O,O) où 

1 [' M m 
CUo Yo(O) + 1'(0) Jo YI (x )dx + 1'(0) ')0 + f'(O) é,o 

+ ['" [f'(O)Yt(O, t) - f(Yt(O, t)) 1 dt. 

La suite de ce chapitre sera consacrée à la démonstration de ce théorème. 
Supposons le problème (4.4.1) bien posé. On prend 

2E(t) = [(y; + ay;) dx + my;(O, t) + My;(l, t) 

Il est immédiat que d~;t) = -Yt(O, t)f(Yt(O, t)) ::; ° (pour des solutions ré

gulières) donc 

laT Yt(O, t)f(Yt(O, t))dt = E(O) - E(T) ::; E(O). ( 4.4.2) 

Comme dans le cas linéaire, on intègre la première équation de (4.4.1) en x : 

d rI d 
dt Jo Yt dx + dt [MYt(l, t) + mYt(O, t)] + f(Yt(O, t)) = O. ( 4.4.3) 

Mais maintenant le dernier terme n'est plus une dérivée exacte en t. 
Pour essayer de nous ramener à la procédure utilisée dans le cas d'un feedback 
linéaire, on écrit f(ç) = f(O) + f'(O)é, + f(é,) - f'(O)ç et on suppose que 
f'(O) > O. Alors 

~ [[ y, dx + mYt(O, t) + MYt(1, t) + f'(O)y(O, t)] + f(Yt(O, t))- f'(O)Yt(O, t) = o. 
(4.4.4 ) 

On suppose maintenant que f vérifie l'hypothèse (H) : 
1 f'(O)é, - f(Ç) 1::; C f(Ç)é" avec C > O. 

Alors (4.4.4) nous donne 

II Yt dx + mYt(O, t) + MYt(l, t) + f'(O)y(O, t) = llYldX + mço + M170 
o t 0 

+ f'(O)yo(O) + 1a [f'(O)Yt(O, s) - f(Yt(O, s ))] ds, 

( 4.4.5) 
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où ço = Yl(O) et 1)0 = Yl(1). 

D'après (H) et (4.4.2), la dernière intégrale de (4.4.5) a un sens si t -+ CXl. 

Par ailleurs, comme d~?) = -Yt(O, t)f(Yt(O, t)), avec Çf(Ç) # 0 si ç # 
0, si le principe d'invariance de LaSalle s'applique, alors (en appliquant de 

:::::::~ :::::::,:,~:o::~:: e( tric ~Ibllite d"me t,"j~l"i~ 

Si on prend un tel vecteur et une suite (tkhEN -+ CXl telle que 
(y(tk),Yt(tk),Ç(tk),1)(tk)) -+ (c'e,O,O,O) dans H1(0,1) x U(0,1) x JR.2, alors 
en passant à la limite dans (4.4.5) avec (tkhEN -+ CXl on aura 

1'(O)c'e l 1Y1 (X) dx + mço + M1)o + 1'(O)Yo(O) 

+ l''' [1'(O)Yt(O,t) - f(Yt(O, tll] dt 

ce qui donne la valeur de la constante, pour 1'(0) # 0, et il n'yen a qu'une. 
Par contre, contrairement au cas linéaire, elle dépend de toute la trajectoire 
à cause du dernier terme. 

Il reste à montrer qu'on a le droit d'utiliser le principe d'invariance de 
LaSalle. Par exemple qu'on est dans le cadre de semi-groupe de contrac
tions non linéaire à résolvante compacte. Ceci justifierait complètement la 
méthode ci-dessus pour des données régulières, puis par densité, pour toutes 
les solutions faibles. 
Ceci reste pour le moment une question ouverte. En revanche, on sait mon
trer que le problème (4.4.1) est bien posé au sens des semi-groupes et que 
les trajectoires sont relativement compactes pour des données régulières (cf 
appendice 5.1 pour ce dernier point). 

Pour démontrer que (4.4.1) est bien posé on peut procéder par perturba
tion d'opèrateur rn-dissipatif: 

dans (4.4.1) on remplace la condition en x = 0 par 

-ayx(O, t) + mYtt(O, t) = -ay(O, t) - f(Yt(O, t)) 

ce qui donne un opérateur non linéaire A" sur 1-l défini par 

V(Aa) = {(y,z,u,V)T E H2(0,1) x H1 (0,1) x JR.2; U = z(O),v = z(1)}. 
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A,,(y,z,u,v) = (z,(ayx)x,~(ayx(a)-f(u)-ay(a)),-~ayx(1)) , 

pour (y,z,u,v) E V(A,). 
Ensui te on pose 

B,,(U) = (a, a, : y(a), a) 
qui est lipschitzien sur H. En suite, on muni Hl (a, 1) du produit scalaire: 

11 ay;dx + ay2(a). 

Lemme 4.4.1 L'opérateur non linéaire A" est m-dissipatif et V(A,,) est 
dense dans H. 

Démonstration: Remarquons que V(A,,)=V(Ao) (où Ao est l'opérateur 
du paragraphe précédent). Donc A" est à domaine dense dans H. 
Montrons d'abord que Aa est dissipatif. Soient UJ, U2 E V(A,,), et 

U = Ul - U2 

(A"Ul - A"U2, U) = [(azxyx + (ayx)xz) dx + ay(a)z(a) 

+ (ayx(a) - f(uJ) + f(U2) - ay(a)) u - ayx(l)v 

-(l( UI) + f( U2))( Ul - U2) ::; a. 

A" est dissipatif. 
A" est maximal, si pour tout Uo 
(y, z, u, v) E V(A,,) tel que: 

(Yo, Zo, Uo, vol E H, il existe U 

Cette équation est équivalente à : 

y - z = Yo 
z - (ayx)x = Zo 
u - ~(ayx(O) - f(u) - ay(a)) = Uo 
v + itaYx(1) = Vo 
u = z(a) 
v = z(l). 

Ou encore: 

{ 

y-(ayx)x=Yo+zo 
(m + a) y(a) + f(y(a) - Yo(O)) - ayx(a) = muo + mYo(a) 
My(l) + aYx(l) = Mvo + Myo(l) 
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Soit G( s) = 11 

f( u) du, pour s E lE.. On introduit la fonction J définie dans 

H 1(0,1) par 

J(z) 111 
m+a M - (az; + Z2) dx + Z2(0) + _z2(1) 

2 a 2 2 

+ G(z(O) - Yo(O)) -11 

(Yo + zo)zdx - (muo + myo(O)) z(O) 

+ (Mvo + Myo(l)) z(l). 

Remarquons que G est convexe, d'où J est coercive. J est aussi continue et 
strictement convexe. Donc J admet un minimum y dans H 1(0,1), tel que 
J'(y)'P = 0, 'if'P E H1 (0, 1). Ce qui nous donne: 

[[(ayx)x'Px + Y'P] dx + (m + a)y(O)tp(O) + My(l)'P(l) 

+ f(y(O) - yo(O))'P(O) = [(YO + zO)'Pdx + (mua + myo(O))'P(O) 

+ [Mva + MYo(l)]'P(l), 

ceci 'if'P E H1(0,1) 
Il existe y E H1(0, 1) solution de (4.4.7), ayx E H1(0, 1) et donc y E H2(0, 1). 
D'où U = (y,z,u,v) E D(Aa). 
A" est rn-dissipatif, et par conséquent l'opérateur A" + B" engendre un semi
groupe ([Théorème 3.17 et la Proposition 2.10] de [2]) mais qui n'est pas 
forcément dissipatif, puisque B" ne l'est pas. 
Le système (4.4.1) peut s'écrire sous la forme: 

{ 
Ut(t) = A"U(t) + B"U(t) 
U(O) = Ua, 

( 4.4.8) 

Il est clair qu'on ne peut pas aller plus loin dans ce cadre général, car pour 
f == 0, les fonctions affines en temps sont des solutions de (4.4.1) non bornées. 
En général on n'aura pas un semi-groupe de contractions non linéaire sur 1-{ 

engendré par A" + B". 
Par contre, si j'(0) > 0 et si (H) est vérifiée, on montre facilement que les 
solutions Urt) de (4.4.1), sont bornées par li U(O) 1 + 1 U(O) 12] en norme 
1-{ (à une constante près). Ceci se démontre comme dans le cas linéaire en 
intégrant la première équation de (4.4.1) sur (0,1) : 

d t d [ 1 dt Jo Yt + dt MYt(l, t) + mYt(O, t) + f(Yt(O, t)) = O. 
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! [[ Yt + mYt(O, t) + M Yt(l, t) + j'(O)y(O, t)] + f(Yt(O, t)) - j'(O)Yt(O, t) = o. 

[ Yt dx + mYt(O, t) + MYt(l, t) + J'(O)y(O, t) 

= 11 

Y1 dx + mço + M'lO + j'(O)yo(O) 

+ l' [j'(O)Yt(O, t) - f(Yt(O, t))] dt 

< [Y1 + mço + M'lo + j'(O)yo(O) + C[E(O) - E( 00 )]. 

On en déduit que 

1 y(O,t) 1 < ete [-JE(t) + -JE(O)+ 1 Yo(O) 1 +E(O)] 

< ete [-J E(O)+ 1 Yo(O) 1 + E(O)] 

< ete [IU(0)11I + IU(O)ltl . 

D'où l'on déduit l'estimation cherchée, puisque 1 Urt) I~::::: ete [E(t)+ 1 y(O, t) 12]. 

Remarque: Si on avait une estimation du type 

1 Urt) - Urt) 111::::: c'er 1 U(O) - U(O) 111 + 1 U(O) - U(O) It] (4.4.9) 

ceci permettrait par densité de D(A) dans H de prouver le résultat de conver
gence uniquement pour des données initiales dans D(A), pour lesquelles on 
aura la compacité des trajectoires (voir appendice ). 
Pour voir si (4.4.9) est vérifié on écrit (4.4.1) avec y et y, et on pose Y = y-y 

{ 

l/t(x, t) - (aYx)x(x, t) = 0 _ 0 < x < 1 
-aYx(O, t) + ml/t(O, t) = f(O - f(O 
aYx(l, t) + Ml/t(l, i) = 0 
Y(x,O) = Yo(x), l/(x,O) = Yj(x) 

L'énergie est donnée par 

t 2: 0, 
t 2: 0, 
t 2: 0, 
t 2: o. 

2E(t) = [(r? + aY;)dx + mr?(O, t) + Mr?(l, t) 
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donc 

dE(t) 
dt 

= Y,(O) [f([) - J(O] 

= [Yt(O) - 1It(0)] [f([) - f(Ç)] 

< O. 

On en déduit que 

["(é,-[)(J(é:)-f([))dt = E(O)-E(co) 

< 2E(0). 

De la relation ci-dessus, on déduit aussi que 

Reste à trouver une majoration pour IY(O, t)1 pour avoir l'estimation de 
( 4.4.9). 
On intègre l'équation en x : 

d t -
dt [Jo (Y, +mY,(O,t) + MY,(l,t)] =f(é,)-f(Ç). 

D'où 

d t 
dt [Jo (Y, + mY,(O, t) + MY,(l, t) + 1'(O)Y(O, t)] 

= f([) - f(1;) + 1'(0) lé, - []. 

Ce qui implique bien 

IY(O, t)1 < c te [VE(t) + VE(O) + IYo(O)I] 

+ L'" If([(t)) - f(é,(t)) + 1'(0)([ - Ç)ldt 

< ct, [IU(O) - Ù(O)I1i + IU(O) - Ù(O)lt] 

si f vérifie 1 f([) - f(é,) - 1'(0)([ - é,) I~ C(é, - [)(J(é,) - f([)). 
Mais malheureusement cette condition n'est vérifiée que si f est affine, donc 
linéaire puisque f(O) = O. En effet, on divise l'inégalité ci-dessus par [- é, > 0 
et on fait tendre [ vers é,+ ce qui donne If~(é,) - 1'(0)1 ~ C.O = O. 
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Il faudrait donc démontrer la précompacité des trajectoires pour toute so
lution faible pour obtenir le résultat de convergence pour toute condition 
ini tiale dans 1-{. 

Pour le moment, on a le résultat de comportement asymptotique donné au 
début du chapitre 4 pour des conditions initiales dans :D(A) parce qu'on a 
la précompacité, prouvée dans l'appendice 5.1 ci-après. 

4.5 Appendice. 

4.5.1 Précompacité des trajectoires. 

Le problème (4.4.1) s'écrit sous forme abstraite 

{ 
Ut(t) = AU(t), 
U(O) = Uo = (YO,yJ,f;o,r]o) E :D(A). 

(4.5.1 ) 

avec A = Ac, + Ba, et :D(A) = {U = (y, z, ç, r])T E H2(0,1) X H1(0, 1) X 

~2, ç = z(O), et r] = z(I)}. 
Rappelions que Aa et Ba sont définis par: 

:D(Aa) = {(y, z, ç, r]f E H2 (0,1) X H1(0, 1) X ~2 ; ç = z(O), r] = z(I)}. 

Aa(Y, z, ç, r]) = (z, (ayx)x, ~ (ayx(O) - f(O - ay(O)) , - ~aYx(I)) , 

pour (y,z,ç,r]) E :D(Aa). 

et Ba(U) = (0,0, ;;"y(O), 0) qui est linéaire et lipschitzien sur 1-{. 

Le système (4.4.1) s'écrit aussi 

Zt(x,t)-(ayx)x(x,t) =0 O<x<l t2:0, 

-ayx(O, t) + m d~~t) = -f(ç(t)) t 2: 0, 

dr]( t) 
ayx(l, t) + M ----;[t = ° t ~ 0, 

( 4.5.2) 

y(x,O) = yo(x),Yt(x,O) = Yl(X) t ~ O. 

On veut montrer que Ut>o{U(t)} est relativement compact dans H = H1 (0, 1) X 

L2 X ~2. -
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Soit (tn)nEN une suite qui tend vers +00. Existe -t-il une sous-suite (tnJk E N 
et w E 1-l tels que : U (tnk) -+ w dans 1-l ? 
On sait que l'injection de D(A) dans 1-l est compacte. Donc, il suffit de 
montrer que (U(tnllnEN est bornée dans D(A). 
D'après la bornitude de U(t) dans 1-l prouvée avant on a 

{ 

ç(t) et 1J(t) sont bornées dans 1R., 
y(t) est bornée dans H l (O,I), 
y,(t) est bornée dans L2 (0, 1). 

Il reste à montrer que Yxx(t) et Yxt(t) sont bornées dans U(O, 1). 

( 4.5.3) 

- dç(t) d1J(t) 
On pose Y = y" Z = Y" ç = --, i) = -- et j'(ç(t)) = g(t). Supposons 

dt dt 
que f est de classe Cl. On sait que ç(t) est bornée, donc g est bornée. De 
plus f est croissante, donc g ;::: O. 
En dérivant (4.5.2) en temps, on obtient 

Zt(x,t) - (aYx)x(x,t) = 0 0 < x < 1 

d~(t) - ~ 
-aYx(O, t) + m~ = - j'(ç(t))ç(t) = -g(t)ç(t) 

di)(t) 
aY,,(I,t) + M~ = 0 

Y(x,O) = Yo(x),Y,(x,O) = Y,(x) 

On pose: 

2È(t) = [(y;Z + ay"2) dx + m~2 + Mi)2 

donc 

t ;::: 0, 

t;::: 0, 

t;::: 0, 

t;::: O. 

dÈ(t) = _g(t)Y,2(0, t) 
dt 

(pour des données régulières) 

~ O. 

Donc È est décroissante, d'où È(t) ~ È(O), ceci Vt ;::: o. 
En intégrant (4.5.5) en temps, on obtient 

È(t) - È(O) + l' g(s)Y,2(0,s)ds = o. 

Ce qui implique 

1 t ~ (' 
:dJo (Y? + aY;) dx +me+Mi)2] + Jo g(s)y,2(0,s)ds = 

1 [ t (V2 2 ) d -2 ~2] 2" Jo Il +aYox x+mço+M1Jo· 
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On a Yox(x) = y"(x,O) = Yx,(x, 0) = YIx(X). Comme YI E H'(O, 1), Yox est 
borné L2 (0, 1). 
Dans ce qui suit, on montre que y, est borné P(O, 1). 

. dU(t) 
Admettons, pour le moment que l'équatlOn ~ = AU(t) est valable pour 

tout t E [0, co[, à condition de prendre pour d~~t) la dérivée à droite, (ce 

que l'on justifiera dans une remarque à la fin de ce paragraphe). 
Donc pour t = 0, la première équation de (4.5.2) nous donne que: Ytt(x,O) = 
(ayx)x(x,O) = axYox(x) + ayoxx(x). Sachant que a E H' (O,I) et que yo E 
H2 (0, 1), alors Y,(x) = Ytt(x,O) est borné L2 (0,1). 

Montrons maintenant que [0 et ijo sont bornés par une constante dépendant 
de la norme de (Yo, YI) dans H2(0, 1) x H'(O, 1). 
D'après (4.5.2), on a : 

df,(t) -
mdi = mf,(t) = ayx(O, t) - j(f,(t)), 

dry(t) _ 
Mdi = Mry(t) = -aYx(l, t). 

Les deux équations étant valables en t = 0+, on obtient: 

df,(O) -
mdi = mf,o = ayox(O) - j(f,(O)), 

dry(O) _ 
Mdi = Mry(O) = -aYox(1). 

Or, à des constantes près, f,(0) = YI(O) est borné par IIYIIIHI(O,I)' De plus 

Yo E H2 (0, 1) donc IYox(O)1 est borné par IIYoxIIHI(O,I)' Donc [0 est borné par 
une constante qui dépend de II(yo, YI) IIH2(o,I)XHI(O,I)' 
De même r,o est borné par IIYoIIH2(o,I)' 
Conclusion [0 et ijo sont bornés par une constante qui dépend de 

Il (Yo, YI) IIH2(O,I)XHI(0,1)' 
Donc: 

Il (1'? + aY;) dx + me + Mij2] + l' g(s)Y/(O,s) dsl 

:<::: cte
. (4.5.7) 

D'après (4.5.7) li, et Yx sont bornés dans P(O, 1). Ce qui donne que Ytt = li 
est borné dans P(O,I). Comme (ayx)x = Ytt est borné dans L2 (0,1), et 
sachant que Y et Yx sont bornés L2 (0, 1), alors Y est borné dans H2(0, 1). 
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On a aussi Yx = Yxt est borné L2(0, 1), et comme Yt est borné L 2 (0, 1), on en 
déduit que Yt est bornée H1(0,1). 
Donc U(t) est bornée dans V(A), et par suite Ut>o{U(t)} est relativement 
compact dans 1-{ = H1(0, 1) X L2 X JR2. -

Remarque: On a admis que U(t) a une dérivée à droite pour tout t E 

[0, 00[, et que l'équation d~;t) = AU(t) est vérifiée pour tout t E [0, 00[, 

en prenant pour d~;t) la dérivée à droite, pour Uo E V(A). Ceci est un 

résultat classique pour un opérateur rn-dissipatif (cf. [2] théorème 3.17). Or 
dans notre cas A = A" + B", avec A" rn-dissipatif. 
D'après la proposition 3.3 de [2], l'équation non homogène Ut(t) = A"U(t) + 
<.p(t) a aussi la propriété de dérivabilité à droite en t pour Uo E V(A,,) = 
V(A) et <.p à variation bornée sur [0, T]. Dans notre cas <.p(t) = B"U(t) = 
(0,0, ;;;'y(O, t), 0) . Or <.pt(t) = (0,0, ;;;'Yt(O, t), 0) = (0,0, ;;;.ç(t) , 0) . Sachant 
que ç est de classe Cl, 'P est hien à variation bornée. 

4.5.2 Analyse spectrale, cas où a = 1. 

Soit le système: 

{ 

Ytt(x, t) - Yxx(x, t) = ° 
-Yx(O, t) + mYtt(O, t) = -(3Yt(O, t) 
Yx(l, t) + MYtt(l, t) = O. 

L'opérateur Afl associé au système (4.4.1) est défini par 

Afl (~v) ( ,;, (Yx(O):"- (3Z(O))) où 
- i,Yx(l) 

(4.5.8) 

D(Afl) = {(y,z,u,v)T E H2(0,1) EIl H1(0, 1) EIlJR2; u= z(O);v = z(1)} 

Soit À une valeur propre de Afl et U = (y, z, u, v) E D (Afl) un vecteur propre 
qui lui est associé. On a alors AflU = ÀU, ce qui donne 

Ày = z 
Àz = Yxx 
Àu = ';'(Yx(O) - (3z(O)) 
Àv = - i,Yx(l), 
u = z(O) 
v=z(l). 
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ou encore 

{ 

Yxx - À2y = 0 
mÀ2y(0) + (3Ày(O) - Yx(O) = 0 
MÀ2y(l) + Yx(1) = O. 

( 4.5.10) 

Les valeurs propres de AfJ autres que 0 sont les racines de l'équation: 

2À ÀM - 1 Àm + (3 - 1 e - . 
ÀM + 1 Àm + (3 + 1 . 

Rappelons que zéro est aussi valeur propre de AfJ. Asymptotiquement les 

valeurs propres de AfJ sont racines de l'équation: e"-\ ~ mM = 1. Donc Àn ~ 
mM 

in1f, avec nEZ (ceci implique que les valeurs propres sont asymptotiquement 
séparées). 

Simplicité algébrique asymptotique des valeurs propres. 

Supposons que À est algébriquement au moins double, donc racine de l'équa
tion et de l'équation dérivée: 

{ 

e2À _ ÀM - 1 . Àm + (3 - 1 
- ÀM + 1 Àm + (3 + 1 ' 

e2À [2(Àm + (3 + 1)(ÀM + 1) + M(Àm + (3 + 1) + m(ÀM + I)J (4.5.11) 
= M(Àm + (3 - 1) + m(ÀM -1). 

En combinant ces deux équations, on obtient: 

M m 
1 + 1 _ À2 M2 + 1 _ (Àm + (3)2 = O. ( 4.5.12) 

Si maintenant (3 = 0, on sait que À = 0 est algébriquement double. Pour les 
autres valeurs propres, À = i7', 7' E IR. Donc l'équation (4.5.12) est équivalente 
à: 

M m 
1 + + = O. 

1 + 1'2 M2 1 + 1'2m 2 

Ce qui est impossible. Donc toutes les valeurs propres, sauf 0, sont algébri
quement simples (et toutes sur l'axe imaginaire). 
Remarque: L'équation (4.5.12) montre qu'il y a au plus quatre valeurs 
propres algébriquement non simples si (3 > O. On sait que À = 0 est algébri
quement simple dans ce cas. 
Donc toutes les valeurs propres sont asymptotiquement algébriquement simples. 
Remarque : Pour toute valeur propre À non nulle de AfJ, on a, par un 
calcul directe, !ReÀ < O. En effet: soit À valeur propre de AfJ, on a e2À = 
ÀM - 1 Àm + (3 - 1 

ÀM + 1 Àm + (3 + 1 . 
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• Si !ReÀ > 0, on obtient: lè\1 = e2
!ReÀ > 1. En plus, on a 

et 
I
ÀM -11 
ÀM +1 

(M!ReÀ - 1)2 + M 2(CSmW 
7:-;;::;---:-----:-+-,;-------::-;;;-~~é;;_ < 1 
(M!ReÀ + 1)2 + M2(CSmÀ)2 

1 

Àm + 13 - 11 (-m!ReÀ - 13 + 1)2 + m 2(CSmÀ)2 
Àm + 13 + 1 = (m!ReÀ + 13 + 1)2 + m2(CSmÀ)2 < 1, 

ce qui est absurde. Donc !ReÀ ne peut pas être strictement positif . 
• Si !ReÀ = 0, alors À = ir. D'où: le2iTI = 1. Or on a : 

et 

1

1
-

ÀM
1

2 

= 
I+ÀM 1

1+irM12 
1- irM 

1

1-f3-ÀmI2 
l+f3+Àm 

1+r2 M 2 

1 + r 2 M2 
1 

1

1-f3-irmI2 
1 + 13 + irm 

(1 - 13)2 + r 2m 2 
-",-----'-c-'cc--,.....-::- < 1 
(1 + 13)2 + r 2m 2 

' 

ce qui est absurde si 13 # O. 
Donc toute valeur propre À, non nulle de Ail est telle que !ReÀ < O. 
Si maintenant 13 = 0, on sait que toutes les valeurs propres autres que 0 sont 
algébriquement simples. 

4.5.3 Application de la théorie de Shkalikov, a 1 

Les ordres respectifs des conditions au bord dans (4.5.10) sont: k1 = 2 et 
k2 = 2. L'ordre total est k = 4. L'équation caractéristique de (4.5.10) est: 
w 2 - 1 = 0, dont les racines sont Wl = l, W2 = -1. Les solutions de (4.5.10) 
sont de la forme : 

y(x) = AeÀx + Be-À'. 

Le système (4.5.10) a une solution si et seulement si le déterminant caracté
ristique ~(À) est nul. 

~(À) À4{ eÀ [-mM + (-m - M - f3M)À- 1 
- (13 + 1)À-2] 

+ e-À [mM+(-m-M+f3M P-l_(f3- 1)À-2]}. 
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Le terme dominant dans les expressions entre crochets est mM ou -mM, qui 
est non nul. Les conditions au bord de (4.5.10) sont régulières. On a montré 
ci-dessus que les valeurs propres de AjJ sont asymptotiquement simples et 
séparées. Les conditions au bord de (4.5.10) sont fortement régulières. 

On pose H(v) = H (~~) = (~~) . 
Normalisons les conditions au bord. Le terme >,2y(0) sera remplacé par 
>'(Hv)o(O) = >'VI(O), >,2y(l) sera remplacé par >'(Hv)o(l) = >'vI(I), et Ày(O) 
sera remplacé par >'(Hv)o(O) = VI(O). Les conditions aux bords de (4.5.10) 
deviennent: 

{ 
~I(V, À) = ->'v(O) + ~U'(O) - j3v(O) = 0 
U2(V, À) = >'v(l) + ~u'(I) = 0 

Construction des espaces de Shkalikov : 

{ 

Wf.u = 

w:1 -2,U -

{v= (~~) E Wi(0,I)ffiL2(0,1)} 

{v = (~~) E Wi(O, 1) ffi Wi(O, 1)} 

( 4.5.13) 

D'après (4.5.13), on a : VI(O) = 1 et V2(0) = 1, donc No = 2. On considère 
l'espace : W~u ffi C. On définit Ho : D(Ho) E W~u ffi (;2 --+ W~u ffi (;2 par: , " 

avec 

Les opérateurs Ho et AjJ sont identiques. Les valeurs propres de AjJ sont les 
racines de l'équation: 

2.\ >,M - 1 >'m + j3 - 1 
e = . . 

>,M + 1 >'m + j3 + 1 

On a montré que les valeurs propres de AjJ (ou les racines de t,( À)) sont 
asymptotiquement simples et séparées. 
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Le système (4.5.10) étant fortement régulier, donc d'après le théorème 1.2.1 
du chapitre 1, l'opérateur Ho = Ail a un système fondamental de vecteurs 
propres généralisés qui forme une base de Riesz de W~u ffi ([;2 = Hl(O, 1) ffi 
L2(0, 1) ffi ([;2. 

Dans le cas a =f= 1, on ne peut pas appliquer la théorie de Shkalikov, car 
l'équation caractéristique pour notre problème ne rentre pas dans le cadre 
d'équation de type Sturn-Liouville, à cause du terme non constant devant 

),2. Explicitementp22(x) = ~ of cte . 
a 
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Résumé. 

On étudie quelques problèmes de" sté',bilisation de systèmes gouvernés par des équa
tions aux dérivées partielles de type ondes ou poutre:3 , avec un contrôle frontière qui 
est un bouclage sur l 'état. 
Ce travail est constitué de deux parties. Dans la première, on détermine le taux 
optimal de décroissance de l'énergie par l'abscisse spectrale de l'opérateur associé 
au problème. On utilise pour cela la théorie' de Shkalikov qui paraît mieux adaptée ' 
.pour des problèmes où les valeurs propres apparaissent dans les conditions au bord, 
ce qui est le cas pour les problèmes qu'on étudie. Elle demande une adaptation à 
chacun d'entre eux, notamment pOUT reconstituer l'opérateur du problème avec sa 
base de Riesz formée de vecteurs propres. 
On propose quelques applications de cette méthode (poutre avec contrôle force, 
contrôle moment .. . ). On donne aussi quelques résultats de stabilité uniforme et 
non uniforme. 
Dans la seconde partie, on étudie un modèle de pont roulant formé d'un câble flexible 
pesant attaché à un chariot se déplaçant sur un rail. 
On montre, da.ns le cas d'un contrôle linéaire, que la solution tend vers une constante 
que l'on explicite en fonction de la condition initip,le unique;nent. Et que dans le cas 
d'un contrôle non lip.éaire, la solution tend vers une constante qui dépeI].d de toute 
la traj ectoire. 
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