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Introduction

La comparaison entre la quantité importante de travaux dédiés & I'étude de I'analyse
classique et l'ensemble des résultats sur les probabilités laisse apparaitre un grand dés-
équilibre. Deux éléments d’explication, parmi d’autres, permettent de mieux comprendre
cet état de fait: 'évolution assez tardive des avancées qui ont conduit a la définition du
mouvement brownien et la facon d’aborder la résolution des problémes physiques.

C’est en effet une période de plus de soixante-dix ans qui sépare 'observation des tra-
jectoires erratiques de particules de pollen par Robert Brown [BrRowN, (1828)], des
travaux d’Albert Einstein [EINSTEIN, (1905)]. Le physicien a démontré que ’équation
que suit la densité des p;‘irticules de Pollen est I'équation de la chaleur. La fonction

exp sy

Varot

établit alors le premier lien entre le mouvement erratique des grains de pollen observés
par Brown et cette fonction qui apparaitra plus tard comme la densité de transition du
mouvement brownien. La découverte d’Einstein reste cependant dans 'optique générale
des physiciens et mathématiciens qui prévaut jusqu’au milieu du vingtiéme siécle. Les
scientifiques utilisent en effet des objets mathématiques qui mettent en ceuvre des quanti-
tés confinues correspondant le plus souvent & des données physiques macroscopiques, pour
obtenir des résultats concernant des phénomeénes physiques discrets. Ainsi, I'agitation des
atomes dans une barre chauffée 4 une extrémité provoque au niveau macroscopique I’éléva-
tion de la température; les calculs portent sur la fonction température, ils n’interviennent
pas au niveau des atomes.

(t,z) — u(t,z) = en est une solution connue depuis longtemps ; mais Einstein

Cette derniére constatation est révélatrice de I'approche privilégiée dans I'étude d'un pro-
bléme scientifique. La démarche classique devant un probléme de la physique se compose
de trois étapes: le scientifique définit une ou plusieurs grandeurs macroscopiques, il ap-
plique ensuite des lois théorigues de la physique au niveau microscopique, puis il analyse
d’'un point de vue mathématique les équations qui en découlent. Avant qu’'un cadre rigou-
reux n’ait été établi pour les phénoménes aléatoires, l'infiniment petit au comportement,
erratique prononcé ne semble pas pouvoir étre utilisé dans la partie mathématique de la
résolution du probléme.

La modélisation mathématique dés Pinfiniment petit, devient possible 4 partir du déve-
loppement des probabilités modernes et des travaux fondateurs de Kolmogorov pour le
cadre général [KOLMOGOROV, (1933)] et de Lévy pour le mouvement brownien [LEVY,
(1948)]; le mouvement des particules de pollen par exemple est décrit par des lois de
probabilité qui dépassent "apparente irrégularité de I'aléa. Les propriétés d’une particule
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idéale font écho a celles qui définissent le mouvement brownien : les trajectoires dans les
deux cas sont continues ; la dynamique de la particule semble indépendante de sa position,
ce qui justifie en partie la propriété fondamentale d’indépendance des accroissements du
brownien sur des périodes ne partageant aucun instant commun; enfin, le théoréme de
la limite centrale, conjugué au trés grand nombre de chocs que subit chaque particule,
impose & la loi du mouvement brownien d’étre gaussienne. Pour se convaincre davantage
de cette similitude entre mouvement brownien et particule, on peut considérer la solu-

J 1
tion fondamentale de Péquation de la chaleur 5?- = §Au , u(0x) = 8(x — y), égale a
(z—p)?

CXp — o1
Vet
particule est en y au temps initial; elle est par ailleurs égale a la densité de probabilité

qu’un mouvement brownien issu de y se retrouve en x au temps £.

u(y)(t,m) = et représentant la densité 4 V'instant f de la particule si cette seule

Cette modélisation stochastique de infiniment petit ne s’arréte pas a la description de
I’aléa d’une particule, elle permet de tisser un lien vers des quantités non aléatoires décri-
vant ’aspect macroscopique du probléme. A la moyenne des particules formant la densité
de présence des particules, la loi des grands nombres permet d’envisager d’agsocier 'es-
pérance d’une fonction du processus aléatoire brownien. Plus précisément, au lieu qu’'une
seule particule soit placée en la position y a instant zéro, de trés nombreuses particules
sont supposées se trouver réparties dans le domaine suivant une densité représentée par
une fonction ug; cette derniére peut se voir comme une régularisation de la somme des
masses de Dirac aux points ol se trouvent les particules; la densité a I'instant £ deviendra

alors / wg(z) u®(t,2) dr; cette fonetion s’écrit a l'aide d’une espérance impliquant le

brownien: E {ug(B})}. Cette transition entre Pinfiniment petit des atomes modélisé grace
aux probabilités et la quantité macroscopique de la chaleur qui représentent deux aspects
d’une méme réalité physique, dépasse le cadre de 'équation de la chaleur.

Des hypothéses plus générales portant sur la loi du processus aléatoire étendent le champ
d’applications & la résolution d’autres problémes classiques. Cette généralisation se paie
par une altération de la symétrie du brownien qui modélise une particule au déplacement
isotrope.

Le remplacement du Laplacien par l'opérateur différentiel £ IZ (.} >

: : ér renti = = ;i { }—m—
iyj
1%, .
Z bi(.) 5 conduit a la définition d’un processus de diffusion qui permet d’étendre entre
- I

T
autres les résultats portant sur I'équation de la chaleur. Ainsi parmi les équations aux
. ou
dérivées partielles (E.D.P.), le probléme de Cauchy e Lu , u(0,.) = f(.) posséde

une solution qui se représente a partir d’une diffusion, u(t,z) = E{f(X7)}, tout comme
c’est le cas pour le probléme de Dirichlet Lu = 0, wjan = [ avec u(z) = E{f(X])}
ot T représente le temps d’atteinte de la frontiére 02 de Pouvert €2 par le processus de
diffusion X7.

Il peut également arriver que I’emploi des processus aléatoires sortent du cadre classique



de I’'analyse pour proposer de nouvelles applications: le prix de couverture d’une option
financiére en est un exemple; ce prix se définit & partir de 'espérance d’une fonction d'un
processus stochastique.

D’une facon générale, la prise en compte des phénomeénes aléatoires autorise de nouvelles
modélisations d’un bon nombre de phénoménes dans pratiquement tous les domaines des
sciences. Ces modélisations par des phénomeénes aléatoires permettent d’envisager la réso-
lution numérique des problémes pour peu que 'on contrdle les approximations imposées
et les variances représentant Iécart a la moyenne, solution du probléme considéré.

La premiére partie de ce mémoire aborde la description de processus stochastiques pouvant
jouer un role dans la résolution d’'une équation fondamentale de la mécanique des fluides:
I’équation de Navier-Stokes. Une représentation du tourbillon associé 4 la vitesse solution
de cette équation est décrite sous la forme de la densité d’un processus stochastique.
Prolongeant le lien heuristique qui existe entre le brownien et une particule idéale, on
peut interpréter alors le tourbillon comme la moyenne d'un nuage de particules aléatoires
dont les déplacements, les créations et les destructions sont conduites suivant le processus
stochastique.

Les deuxiéme et troisiéme parties regroupent des études portant sur les simulations des
processus de diffusions, solutions d’équations différentielles stochastiques (E.D.S.).

La partie deux propose un algorithme permettant d’adapter la simulation du schéma
d’Euler a des E£.ID.S. bidimensionnelles présentant des coeflicients de dérive et de diffusion
de trés grande amplitude au voisinage d’un nombre fini de points.

Dans la troisiéme partie, est considérée I'espérance de fonctions de 'intégrale de la tra-
jectoire de f{X;) o X est une diffusion. Ce type de quantité intervient dans la repré-
sentation des solutions d’E.D.P. et la mise en ecevre de calculs sur ces espérances permet
donec de trouver des approximations des solutions de ces E.D.P. Les diffusions que I'on
peut construire comme solutions d’E.D.S. présentent l'inconvénient de ne pas avoir des
trajectoires pouvant étre simulées directement. Un recours & des processus stochastiques
pouvant étre simulés, obtenus par le schéma d’Euler par exemple, permet d’obtenir des
algorithmes et d’approcher les espérances considérées. [’étude présentée dans la derniére
partie de ce mémoire porte sur une majoration de ['erreur commise en remplacant la dif-
fusion intervenant dans les espérances par le processus obtenu grice au schéma d’Euler.
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Premiére partie

Un processus de branchement non
linéaire associé a 1’équation de
Navier-Stokes dans un domaine borné
de R






Résumé: On considére 'équation tridimensionnelle de Navier-Stokes dans un domaine
) régulier et borné. La solution de cette équation d’évolution modélise la vitesse u d’'un
fluide visqueux et incompressible dans €, avec une vitesse nulle au bord.

Cette étude propose une représentation probabiliste du tourbillon w, défini par w = rot u.
Plus précisément, une équation différentielle stochastique non linéaire définit un processus
de Markov réfléchi & la frontiére de Q. A partir de ce processus stochastique, est construit
un processus de branchement (Y;)g<;<r dont la densité est égale au tourbillon. En parti-
culier, les branchements intervenant i la frontiére et & lintérieur de Q correspondent 4
des créations ou des annihilations de masses de tourbillon.

Classification AMS : 35K05, 76D05, 60G40, 60G44, 60G46, 60H30, 60J25, 60J55, 60J57,
60J60, 60J65, 60J80.

Mots-clés: Equation de Navier-Stokes 3d, processus de branchement, représentation
probabiliste.
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Introduction

1.1 L’équation de Navier-Stokes

Soit £ un ouvert borné et simplement connexe de R® dont la frontiére est réguliére.
L’équation de Navier-Stokes consiste en un systéme de plusieurs équations dont les in-
connues sont la vitesse u et la pression p, définies sur [0,00[x {2 et & valeurs dans R® et R
respectivement.

88_1; = vAu—- {(u.Vju-—-Vp
(NS) u(0z) = up(z) (2€9)
divu = 0
u(tz) = 0 {t>0) (zedQ).

Le coefficient v placé devant le Laplacien est un réel positif représentant la viscosité du
fluide.

1.2 Description de I'étude

On ne s’intéresse pas ici & I'existence ou 4 'unicité de la solution de I’équation de Navier-
Stokes. On se place sous des hypothéses suffisantes de régularité concernant le domaine
et la vitesse initiale ug pour garantir I'existence d’une unique solution jusqu’a un temps
T > 0, ce dernier point est démontré dans [[To, (1961)].

On considére donc la solution (u,p), définie sur [0,77] x Q, de I'équation de Navier-Stokes.
Notre but est de décrire cette solution en termes d’objets probabilistes. Cette approche
est similaire & celle de [BENACHOUR, ROYNETTE, VALLOIS, (1998)] ou I'étude porte sur
Péquation de Navier-Stokes en dimension deux.

Dans les deux cas des dimensions deux et trois, c’est au travers de la solution d’une
équation distincte de (IV.S), que sont introduits les processus stochastiques, Cette équation

10



1.2. Description de étude 11

(1.1) est celle que suit le tourbillon w = rot u.

Ba_u; = vAw - (u.V)w + (w.V)u
(1.1) w(0,r) = wolz) (ze)
divw = 0.

Le tourbillon w est une fonction vectorielle de dimension trois et non une fonction scalaire
comme c¢’est le cas pour I'équation bidimensionnelle de Navier-Stokes. Il faut comprendre
I’équation (1.1) comme un systéme de trois équations d’évolution pour chaque composante
du tourbillon w.

Oy
(1.2) 5 = vAw, — w. Vg + Vu,.w pour k—=1,2,3.
Ces trois équations sont de la forme de celles intervenant dans un probléme de Cauchy,
mais elles présentent plusieurs non linéarités.
En effet, le coefficient devant w; ou devant son gradient Vwg, dépend des trois compo-
santes du tourbillon. De plus, cette dépendance n'est pas directement définie & partir du
tourbillon, mais & partir de la vitesse u. Et cette vitesse, 4 un point donné du domaine, ne
peut &tre obtenue qu’'a partir de ensemble des valeurs du tourbillon sur €): Popérateur
qui permet de passer de la vitesse au tourbillon est un opérateur différentiel local, c’est
le rotationnel ; inversement, Popérateur qui transforme le tourbillon en la vitesse est un
opérateur intégrodifférentiel, ¢’est opérateur Q décrit dans la section suivante.

La formule de Feynman-Kac [KARATZAS, SHREVE, (1994)] permet d’obtenir une repré-
sentation probabiliste de la solution d’un probléme de Cauchy. Elle établit le lien entre la
solution et un processus de Markov dont le générateur infinitésimal reprend les coeflicients
du probléme de Cauchy.

Nous allons construire un tel processus de Markov qui tient compte des deux non linéari-
tés (pour wy et son gradient Vwy) apparaissant a Uintérieur de €. 11 doit également rester
dans Q et pour cela il est construit comme un processus réfléchi 4 la frontiére de €. Cette
réflexion se traduit par une troisiéme non linéarité concentrée cette fois au bord de £2.

L’espace d’états du processus de Markov est en fait constitué de trois copies de 'ensemble
2, chacune d’elles correspondant & 'une des trois composantes du tourbillon. On construit
ensuite un processus de Markov dual du premier pour envisager les composantes wy comme
des densités. Cependant, les non linéarités empéchent d’obtenir les composantes comme
densités. 1] reste & les prendre en compte dans un processus de branchement construit &
partir du dual du processus de Markov.

Ce processus de branchement s’interpréte, de maniére heuristique, comme un systéme de
particules évoluant dans trois strates (1, Qs, 5. Chaque particule peut, 4 chaque instant
on elle se trouve au bord de €, apparaitre ou disparaitre. C’est le méme phénoméne
gue pour équation de Navier-Stokes en dimension deux. Mais ici, chaque particule est

également susceptible d’apparaitre ou disparaitre, ou de changer de strate, & l'intérieur
de Q.



2

Liens entre le tourbillon et I’équation
de Navier-Stokes

Le systéme d’équations (N.S) a pour inconnues la vitesse 1 et la pression p. Sil’on procéde
formellement au changement de variable w = rotu dans la premiére équation du systéme
(NS), on obtient une équation dans laquelle la pression a disparu. 1l reste cependant dans
les coefficients de cette équation la vitesse qui ne s’exprime pas simplement en fonction
du tourbillon w. Cette partie précise comment passer d'un systéme (N S) ot les inconnues
sont la vitesse u et la pression p & un systéme (7') out la seule inconnue est le tourbillon

(w).
Remarque:

Ce changement d’inconnues est moins avantageux en dimension trois qu’en dimension
deux. En effet, dans ce dernier cas, on passe d’un couple d’inconnues (la vitesse et la
pression) de dimension trois & une inconnue (le tourbillon) de dimension un. Pour ce qui
concerne le passage de 1’'équation de Navier-Stokes en dimension trois (N.S) & 'équation
au tourbillon (77}, on réduit la dimension des solutions de quatre (la vitesse est un vecteur
de R?, la pression un scalaire) & trois (le tourbillon est un vecteur de R?).

De plus, comme c¢’est le cas en dimension deux, I'équation du tourbillon (1") n’est pas
équivalente & I’équation de Navier-Stokes (N .S) puisque la condition de nullité de la vitesse
au bord du domaine n’est pas assurée. Seule la composante normale de la vitesse sera
supposée nulle.

2.1 Relation entre vitesse et tourbillon & temps fixé

La vitesse apparait dans I’équation du tourbillon (1.1}. Pour la faire disparaitre, il suffit
de Pexprimer en fonction du tourbillon.

Lorsque la vitesse est connue a un instant donné, il n’est pas difficile de calculer le tour-
billon en procédant & quelques dérivations: w = rot u.

Par contre, obtenir la vitesse & partir du tourbillon présente davantage de difficultés. nous
allons définir I'opérateur, noté Q dans la suite, dont I'argument est le tourbillon et qui
donne la vitesse correspondant a ce tourbillon.

12
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Nous commengons par introduire une grandeur qui permettra de décrire 'opérateur Q,
la fonction de courant 10, liée a la vitesse u de la fagon suivante:

Lemme 2.1. Soit u:Q — R® une fonction réguliere satisfaisant :

diva = 0
(2.1) { u(z)n{z) = 0 (z € 052).
Alors, il existe une application v - Q — R® telle que:

u — rot vy
(2.2) divep = 0
Pz)An(z) = 0 (x € 00).

Démonstration du lemine 2.1.

Sous I'hypothése de simple connexité de €, il est prouvé ([DAUTRAY, LIONS, (1985)] vol.
2, page 260) qu’il existe une application 1 : @ — R telle que:

{ u = rot e
P(z) An(z) = 0 (x € Q).

Soit & : © — R la solution du probléme de Dirichlet suivant:

(2.0 { Ah = —divep

(23)

h(zy = 0 (zcdQ).

On définit la fonction 4 en posant : {b =1+ Vh.
Cette fonction vérifie le systéme (2.3) et la condition supplémentaire du systéme (2.2):
diveyy =divey + Ah = 0. O

11 est maintenant possible d’obtenir le tourbillon w & partir de la fonction de courant .

Lemme 2.2. Soit w: Q) — R® une fonction réguliere;
on considére le probléme suivant:

APy = —w
(2.5) Yiz)An(z) = 0 (z € 0%2)
divep(z) = 0 {x € Q).

Alors,
i) ce probléme admet une unique solution,
i) il y a équivalence entre divw = 0 ef divey = 0 dans le domaine (.

Démonstration du lemme 2.2.

1) L'existence et l'unicité de la solution pour le probléme (2.5} sont démontrées dans la
seconde partie de [LADWIG, (1981)].

ii) Supposons que divw = 0; il s’ensuit que la fonction div ¥ vérifie I’équation de Dirichlet
A (div ) = 0 avec la condition au bord divep(z) = 0 pour x € 952, et par conséquent la
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fonction div s’annule sur 'ensemble de Q.
Réciproquement, si div ¢ = 0 alors divw = —Adivp = 0. O

Définition:
Si 4f est la solution du systéme (2.5) correspondant & la fonction w, alors Popérateur Q
est défini par:

Quw = roty.

Remargue:

L’opérateur @ dépend exclusivement du domaine (2.

Nous sommes maintenant en mesure d’établir une nouvelle version {T') de ’équation au
tourbillon (1.1) débarrassée de la vitesse u.

2.2 Les équations du tourbillon et de Navier-Stokes

Théoréme 2.3. [l y a équivalence entre les deuzr systémes d’équations suivants:

%—? = vAu- (u.Viju—Vp
(NS u(0,z) = we(z) (zeQ)
divu = 0

u(t,z)n(z) = 0 (t>0) {xeoQ),

%ﬂ = VAW — (Qw.V)w + (. V)Qu
t a
(1) w(0,2) = welz) (rcQ)

divw — 0.

Ainsi, siu est une solution de (NS'), alors w = rot u est une solution de (T ) dans lequel
wg =rot up;

el inversement, si w est une solution de {T), alors u = Quw est une solution de (NS')
avec ug = Quwy.

Remarque:

Le systéme (T') n’est pas équivalent au systéme (NS): la vitesse tangentielle peut étre
non nulle. En particulier, il n’y a plus unicité de la solution pour le systéme (7).

Démonstration du théoréme 2.3.

i) Soit u une solution de (NS'), on définit: w = rotu.

La seconde équation du systeme (N.S”) implique que la seconde du systéme (7T') est vérifiée.
Par le lemme 2.1, il existe 1 vérifiant (2.2). Donc w = rot rotiy = —Ap; 4 est solution
du probléme (2.5) et par conséquent, la relation u = Qw est établie.
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Si 'on applique Popérateur rot & la premiére équation de (NS'}, on obtient la premiére
équation de (T');
on utilise la formule rot((u.V)u) = (u.V)(rotu) — ({(rotu).V)u + (div u)(rotu).

La derniére équation de {T') est une conséquence de la seconde assertion du lemme 2.2 et
de diveyp = 0.

ii) Réciproquement, soit w une solution de (7).

Le systéme (2.5) admet une unique solution ¥ ; on définit u = roty ; cette définition
implique que les trois derniéres équations de (NS') sont satisfaites.

La seconde assertion du lemme 2.2 et la derniére équation de (T') impliquent que div ey = 0
dans (.

Il gensuit: rotu = rotrote) = Vdiveyy — A = ~Arp = w.

On applique 'opérateur rotationnel 4 chacun des deux membres de la premiére équation
de (NVS"}), et on remplace rotu par w:

0 0
rot (a—? — vAu+ (u.V)u) = 6_6: + Qw.Vw —w.VQw — rAw = 0.
NP . . du "
Ainsi, il existe une fonction scalaire p telle que i vAu+ (u.V)u = —Vp; la premiére
équation de {NS") est satisfaite et le théoréme est démontré. O

Définitions :

i) L’opérateur £ est défini sur l'espace des fonctions de [0,77] x Q vers R® par:
(2.6) (Lw), = vAwy — Qw.Vuw, + V(Qw)i.w (k€ {1,2,3}).

ii) Soit u une solution de I'équation (NS'); Vopérateur £ est défini sur I'espace des
fonctions de [0,7] x £ vers R? par:

(2.7) (LF), = vAfy — WV i+ Vi f (ke {12,3}).

Ainsi, le systéme de trois équations scalaires du tourbillon peut s’écrire :
; ¥ q p

(T%) %ﬁ = (Lw), pour k = 1,2,3.
et le systéme (1.2):

&uk
(2.8) o (LY%), pour k£ = 1,2,3.

Pour représenter la solution de I'équation (7}), on utilise 'inverse des composantes de
w {voir la définition (3.41) de M*). Pour éviter une division par zéro, on introduit un
vecteur C = {¢,¢,c}? tel que les composantes de la fonction w® = w+ C restent supérieures
a4 un nombre a > 0 sur Pintervalle {0,7].
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Contrairement au cas de la dimension deux, la fonction w® ne vérifie pas ’équation (7),
mais vérifie une équation assez proche:

(1}) a(;f‘ = vAw] — (Qw).Vwi + V(Qw),.w® — C.V{(Qw)y,

et en gardant la vitesse w parmi les inconnues, I'équation s'écrit :
g )

: Ow;,
ot

(2.9) = (L"), — C.Vuy.

Définition:

On note pour condenser les écritures, 7 le cycle défini sur {1,2,3} par les égalités suivantes:
(1) =2, 7(2) =3, 7(3) = 1.

Remarque:

Les équations (2.8) et (2.9) présentent différents aspects de non linéarité. Par exemple,
les coefficients Qw du terme de dérive dépendent du tourbillon w. C’est aussi le cas en
dimension deux, mais ici il apparait en plus des termes de degré zéro: Vuy.w. Ces termes

s'écrivent :
8uk W - Buk w T auk
— k) T We—1(k)-
8xk g 8.1'T(k) ) BIT—l(k) ()

Les projections de 1’égalité vectorielle w = rotu peuvent g’écrire sous 'une des deux
formes suivantes :

8UT(k) 6uk
2.10 gy = _ 7
(2.10) Wr—1(k) FER P
Oy, O

(2.11) LJT(;C) . - 4 1(]6).

B.rT_l(k) 8a:k

- Et si Pon écrit le terme de degré zéro grace a ces égalités, la non linéarité s’exprime alors

comme suit: 5 p 5
Uk uT(k) -1 (k)
Bz T oy, Wt T Wi
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Représentation probabiliste du
tourbillon

Cette partie est consacrée & la construction d’une représentation probabiliste des compo-
santes wy (k € {1,2,3}) du tourbillon.

Dans la section 3.1, est introduit un processus de Markov réfléchi (f(;){ , 4 valeurs
0<s<t

dans 'espace €. Dans la section 3.2, deux autres processus lui sont adjoints pour former un
triplet ()Z’ t,f:t,s"t) markovien permettant d’obtenir (sections 3.3 et 3.4) une représentation

des solutions de I’équation {2.9). Le processus de Markov (f{j)( : est défini & partir
0<s<t
de la vitesse u. St 'on envisage d’utiliser cette représentation probabiliste pour calculer

la vitesse u, il faut alors résoudre en paralléle les équations pour obtenir la vitesse, le

tourbillon et le processus de Markov (X';)( . Dans la section 3.5 est présentée 1'étude
0<s<t)
d'un systéme d’équations probabilistes équivalent a 'équation de Navier-Stokes.

Les équations ({1}); k& = 1,2,3} décrivent Pévolution des composantes de la fonction w®.
En explicitant les produits scalaires de (77}, Péquation prend la forme suivante:

Owy, uy,

ot e

Cette équation qui régit I'évolution de la k®™° composante du tourbillon, contient les
autres composantes wy o, et wi_ig,.

On parvient & les prendre en compte dans le processus stochastique en considérant un
autre processus aléatoire, défini en paralléle avec le premier et & valeurs dans {1,2,3};
cette technique est décrite dans [FREIDLIN, (1985)] et [FREIDLIN, (1992)].

Oy Oy,

WE

(3.1) = vAwj, — u. Vi + Wiy — C.Vuy.

5:17T_1(k)

3.1 Un premier processus de Markov a valeurs dans le
domaine borné

On désigne toujours par (u,p) la solution de 'équation (NS} de Navier-Stokes définie sur
[0,T] x €.

17
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Pour tout ¢+ € [0,7], on définit un processus (XE) et une fonctionnelle additive
0<s<t

(Az) de ce processus comme étant les solutions de 'E.D.S. suivante:
0<s<CE

dX? = odB!— u(t—s,X?!) ds - n(X?) dA!
(3-2) 0<s<t) A = / Li5teany 447
Jo

Xt e @

ot (Bt)g<scr est un mouvement brownien de dimension trois et o un nombre strictement
positif dépendant de la viscosité (o = /2v).

Le processus croissant A ne varie que lorsque X' se trouve a la frontiére du domaine 9 ;
il contraint X* a rester a I'intérieur du domaine.

Il est démontré dans |[STROOCK, VARADHAN, (1971)] qu’un tel couple de processus sto-
chastiques existe; la preuve est basée sur la résolution du probléme de martingales asso-
cié. Par conséquent, le systéme (3.2) posséde une solution faible qui par unicité trajec-
torielle devient forte et que l'on note: ((X*,B%,A"), (W'F, (Py),cn) (F1)) avec

v ({u=e}) -2

Le processus X' est construit & partir de la vitesse u. Inversement, il est possible de
récupérer cette vitesse u a partir du processus Xt

Le terme de dérive d’une diffusion s’exprime & partir de la solution de 'E.D.S. ([IKKARAT-
ZAS, SHREVE, (1994)] page 282) :

(0<s<t)

Xt~ Xty _
(3.3) w(t—-sz) = }LIH(I] E, {mm%i {Xt = a:}} {(xc Q) (yefd)
h>0

Si maintenant z € 92, on considére une fonction p de classe €, définie sur ) et vérifiant
les propriétés suivantes:

(3.4 ) =0 weamnn),
(3.5) Aply) = 0 (yeQnV,).

Les conditions (3.4) et (3.5) permettent de dégager les composantes tangentielles de la
vitesse au bord du domaine 2.

En effet, Papplication de la formule d’Itd [KARATZAS, SHREVE, (1994)] permet d’établir:
(3.6)

Vplz)u(t — s,2) = lim  E, {p(XSiJrh)h_ pLk) | (Xt = :r}} (z € 0Q) (ye).

h—0

h>0
On considére u une solution de (VS'), on définit alors le processus X* correspondant 4 .
Si la limite apparaissant au membre droite de (3.6) est nulle pour I'ensemble des fonctions
test vérifiant (3.4) et (3.5), alors u est la solution de (N 9).
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On peut énoncer un résultat analogue concernant un processus Xt qui partirait d’un point
x € et qui atteindrait la frontiére avant le temps final £.

Proposition 3.1. Soit u la solution de (NS) sur [0,T]xQ ; soient les deuz processus Xt
et At définis par U'E.D.S. (8.2). On note T le premier mstant ot le processus X! atteint
la frontiére 92 :

(3.7) T =inf{s <t | X! € a0}

Alors pour toute fonction réelle p satisfaisant (5.4) et (3.5), on a:

, P(X ) — P(XE) _
(3.8) lim F, { (T“’“)"; | FLe =0 (ycQ).
h>0

Démonstration de la proposition 3.1.
Sur Iévénement {1 = t}, p(X(T ) ) = (X £); donc (3.8) est réalisée.

On peut par conséquent se restreindre & {T < t} et appliquer la formule d’Ité:
(3.9)

N N (T+hint B - «(T+h) B .
p(X(tTth)/\t) - p(‘Y]'t:‘) - O./N Vp(Xi)dBﬁ - /ﬂ V,o(Xﬁ)u(t o T:‘Yi) dr
! (T+h)At B
-H//_ Ap(X]) dr
T

T
Comme X* est continu, on peut choisir 4 suffisamment petit pour avoir X! € r(]me pour
re

tous les réels r ¢ IT,(T + h) At]. Et ainsi, la derniére intégrale dans (3.9) disparait; il
s’ensuit que sur {1 < t}:

h0
= h

Xt Xt
(3.10) lim E, { PGz ne) = PEAT) | fﬁ} = - Vp(XL)u(t - T,Xt)  (yeQ).

Mais si 7' < ¢, alors X’}, € 00, et uft ~ T,X,},) = 0; donc la limite de (3.10} s’annule et
on obtient (3.8). C

Remarques :

- 0
1) Si f est une fonction réelle de classe C°, définie sur €2, et telle que a—f(r) = 1 pour
T

tout © € 0, alors la formule d’Tt6 permet de déterminer une expression du processus
croissant A®:
(3.11)

A = f(XH) - f(XD) V(XY dBt + SV‘” —r X! A dr,
L= S5~ D + o [ VI B (VI r X +ras(R) ar
et par suite:

(3.12) lim sup E, {4t} = 0.

el
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i) Un résultat concernant les moments de A* est démontré dans [STROOCK, VARADHAN,
(1971)).
Pour tout A > 0 et tout s € [0,¢]:

(3.13) E, {emg} <oo (xef).

3.2 Le processus de Markov dirigeant le processus de
branchement

On définit, parallélement & X* et sur le méme espace de probabilité, deux processus cadlag
(ﬁ%ﬁ) et (£L)pc e, dépendant d’un nombre réel ¢ et tels que le processus
0<s<t

t ot .ot . . ) .
( ( kng )Dgsst ) (gs)ﬁgsit ; (P(I’k’a))(m,k,E)Eﬁx{l,Q,v?)}X{—]_,l} soit markovien.
Sa loi de transition est décrite par (3.14), (3.15), (3.17), (3.19) et {3.20).

(3.14) P ({ Kb =2 = hodh = 5}) ~1.
On note P(a:,k) = ]P(:r:,k,l)'

Si on interpréte le processus stochastique X ! comme la position d’une particule a I'instant
s, k! peut représenter son état et &% sa charge & Uinstant s.

On peut alors interpréter chacune des égalités décrivant les probabilités de transition des
processus k' et £°.

La particule peut changer d’état et de charge au méme instant:

1 .
lim 7 P ({kerh = T(k:t)ié:z-f—h = —52} | Xi,r’ﬂi,éi)

h—0
3.15
19 Ouiy, Oty <
~ 9 3’17 i + a.’L" (t_S?JYS)—{_C l{(ﬁtiﬁ“ ET_(E‘L)_ t—s. Nt 0 ?
Triit) B o ) s XD <
(3.16)
flz% N ]I-D ({ks-l—h =T 1(k§)7éz+h = ﬁé}g} t X;akiagi)
1 aﬁ]‘ﬁt 5’&71(,55)) ~
= = = + = (iu - S,Xst) — C }I_ Buijy Bur_l Tt N .
2 (8117_1{,%2) 8’1:'%2 {(6w1—7ii,’}§)+ a.t%;;ks)){t—s,Xg)—C([}}

La particule peut changer d’état en conservant la méme charge:

lim % ]P’({AHI, T(f:"t) §i+h } ‘ Xt kt ~t)

h—0
Ouz ou_ i .
B g s X +e
Oy Oy

(3.17)

Ly oug o gt -, ;
{ (aw r + ErT {t—s,X!)}+c>0
(&L it
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lim %P({%EM: )& =21} | XL

8’&1 8?45 ~1 7Lt ~
( gt (kS))(t—&X‘f)—c

Or gy Oy

11- Juz du =
k UED YL ey :
{(6m7*1(§§)+ m% (t—-2.Xt)—c>0

Par contre, la particule ne peut changer de charge sans changer d’état :

(3.19) lim % P({JZ* p=kat, =& } | XLi ~*) = 0.

h—0

Le plus souvent, la particule, entre les instants s et s+ h (h tendant vers zéro), conserve
son état et sa charge:

lim ~ [P({km B, =d) | XUka) -1

R0 h

1 auét au.r(ét) ~
(3.20) = — 4+ Sl {t—5X)+c

2 81:7_(}":2) 8.7;;% ( 8)

1 aﬂ.]’%f au,r_.l(lzi) ~

- = : 2 (t—s,X)—cf.

2 (81‘7—1(152) + (975;62 ( % S) ¢

Remarque:

Le processus Xt existe sans les processus &' et &% ; sa loi de probabilité ne dépend pas
d’eux, contrairement a celle de &* qui dépend de X* au travers des dérivées partielles de
la vitesse considérées au point k.

De plus, la loi de kf et méme celle de & sont indépendantes de la valeur de &%, Cette
derniére propriété sera utilisée dans la section 4.1.

3.3 Le générateur infinitésimal du processus de Markov

Vi . . vy s N gl
On note L7 le générateur infinitésimal du processus de Markov non homogéne (JXE) :
0<s<t
La formule d’Itd donne facilement 'expression de ce générateur infinitésimal.

Son domaine contient toutes les fonctions réelles C? définies sur €2, admettant une dérivée
normale & la frontiére 9Q nulle ([REVUZ, YOR, (1991)] chapitre VII}.

Pour toute f € C*(Q) vérifiant gfg = 0 sur 00:

(3.21) LY f(z) = vAf(z) —ut — s,2) Vf{x) (0<s<t) (z€)

On peut étendre ce résultat aux fonctions définies sur [0,77] % {2 en considérant le processus
(t - s,ff :) .
0<s<t
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Le générateur infinitésimal LX) de ce processus homogéne, appliqué & une fonction f
, = . 0
de I'espace C([0,t] x Q) et vérifiant é—i = 0 sur [0,t] x 99, donne:
T

(3.22) LOXDf(t—s2) = (—%{ +vAf -~ u.Vf) (t—s7) (0<s<t) (ze€Q).

Définitions :

) K={f:{00] xQx{1,23} x {-1,1} -+ R | f bornée, C" en la premiére variable, C
en la seconde }
Dans la suite, nous écrirons indifféremment f(¢ — s,x,k,e) ou fp{t — s,2,6) pour f € K.

i) On définit un sous-espace Kaq de K qui contient les fonctions dont la dérivée normale
4 la frontiére 002 est nulle:

Koo = {f €K | % = 0 sur [0,8] x 992 x {1,2,3} x {—1,1}} .

Notations:

- ot Lt st . . e o L
On désigne par L&Y #5%) Jo générateur infinitésimal du processus (t — 5, XLk ,EZ)
0<s<t

On est alors en mesure d’énoncer un résultat concernant le générateur infinitésimal du
processus de Markov (t — s, X5kt &

s 5)0<s<t'
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Proposition 3.2. Pour toute fonction f € Kan :

XHEE (L — s ke) = L5Vt — sake)

1 du; du_; -
+- ks + k) (t—s,X) +c

]1{ (ﬁ;—g_+fil(~’;'5;))(t—s,)l';f)+c>o}f(?’L — 5,7 (k)e)
)

by PR

1 Our o -
- ke k) (t—s5X)+e
2\\ 9y Oy

H{(%“Lm)(t s Xi)+c<0}f(t — s,2,7(k), =€)

1 8’&;& auT_l(ét) ~
3.23 +— s 4 | (F— 5, X —¢
2 2 ((8wT_1(,;3) oz, )T

]]‘{ (61 Bugt +au7*1(fcs))(t X1 — c>0}f(t B Sax,T_l(k),E)

1 duy, Ou__y i N
-z £ (t—s,X)—c
2\ Oy '

11{(6 - - 1“”)(t—s,ig)ﬁc<°}f(t T

wr_l(izg) dl‘kt

du; T .
By T g s X +e
2 a.’];,r(.l”ﬂg) axég

au.%ﬁ du =1(kt) .
8 T 3 'f; . " _ _ l
(5%—1(1’;3) . Oy (b= 5X5) = ¢ pf(E= sz he)

| =

+

Démonstration de la proposition 3.2.

On définit le premier instant aprés s ol la particule change d’état ou de charge,

Co=inf {h> 0] (kflen) # (20}
Soient une foriction f € Kaq et un réel h > 0; on calcule la limite suivante en distinguant
les événements {(; > h} et {(; < h}:

1 I 5
= E{ flt= (s+h), XL B ) — Flt—s, XL | 62
. 1
(3.24) = ]E{ (f(t—(s—l—h),XHh,kt gy — f(t—s,Xg,kg,gg)) Flieon | Xt }
- . B 1 N
+ E{ (f(t_(S+h)r‘¥§+h7kz+hv5§+h) - f(t sv‘Yt kt )) E]l{Csih} [ X;’,ki,gi} -

e (3.20), on déduit:
Lic>ny hlj—g 14 avec P{A4) = 1.
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Par conséquent, la limite du premier terme de (3.24), quand % tend vers zéro, est :

: ot g T | S
(3.95) lim ]E{ (f(t ~ (s +h), X0 k08 — Ft - S,Xg,k;,gg)) Eﬂ{€s>h}|X§,k§,gz}

t xrf T -
= LEBXD (- g X ELE.

La so
1r Ouig L Pty

Ll
2

) (t—s,X% — ¢

au: a'u,q_, z
kL n HkE)
3:81_1(;55) 8$;cg

) (t—5,X" +e

apparaissant dans (3.20) ne contribue pas i cette limite puisque le processus Xt est
continu.
Le découpage

Leoeny = pge, o o=ti—en} T LG, o 0=0a00) T My, 0=0G0,-a)

Tl e =rrdna) TG e =i —an)
et les égalités (3.15), (3.16), (3.17), {3.18), (3.19) permettent d’écrire:

b

N o 1 L
tiy B (£t () K hn) = =8, XUELED) Fhicam Kbt
—> l

1 au'i{’:t auq_(]%g} o~
= = : <) (t—9, X!} + ¢
2 ((8IT(E3)+ oy, ) TINIH

1 y o (t— St ofty sty tﬁjX—tE,t’vt)
{( i T(ki_))(t—s,)?éﬁciﬂ} FEme Xar o) = e ol d)

BTT(EB) BEN

kS
1 au" au‘r Lt ~
—= CERRGGIL N PP
2 am_r(kg) (9.1’),;5

} (f(t_SaXiaT(];Z)a - g”g) - f(t_saXstsiézaéZ))

(3.26) ]1{( v it

(9.1;1_(%};) BQ'EE

1 Ouizs O, 1 e .
2 8$T_1 (;‘cg) a.r}"ﬁg ’

N I VP I A"
]]'{(a Bupy +au"k1“~“£)>(tﬁs,i’g)—cz[)}(f(t SvaT (ks)vgs) f(t Serksﬁ‘gs))

O:I:EE

) (s, K ) +e<D

:1:1'”'1(;\-‘.3)

1 au“,t au,’_#l Tt ~
- b B ) s XY - e
2\ Oy |

i —1lg.t =t vt Lt ot
]]‘{( 3";5 aﬂ‘rfl(fcg))(tis’)z—g)ic<0} (f(tksﬂXsiT (ks)i - 53) - f(t_sﬁ)(sﬂksﬂgs)) :

31‘1_,1(%2) Bmég
On retrouve le membre de droite de (3.23). O
Par la suite, le générateur infinitésimal de (t — s, X ;,fé’;,éﬁ) sera appliqué & des fonc-
U gs<r

tions de X qui ne dépendent de £ qu’au travers de leur signe.



3.3. Le générateur infinitésimal du processus de Markov 25

Définitions:

i)Si f € Kou f € Kgq, on pose f#: [0,t]x02x{1,2,3} — Ravec f#(s,2,k) = f(s,z,k,1).
Nous écrirons indifferemment f7(s,x) ou f#(s,2,k).

ii) On considére les espaces de fonctions dépendant multiplicativement de ¢ :
K*={fek|flsake)=cf*(sa.k), (smke)c[04]xQx{1,23}x{-1,1}},
Ko =K' N Kaa.

La proposition 3.2 peut étre appliquée 4 de telles fonctions; elle devient:

Proposition 3.3. Soit f une fonction de Kjq.
Alors le processus suivant est une martingale :

(3.27) (gg i —sXH - / LOXEEZ 2 (XY dr)
& U T

0<s<t

De plus, Uopérateur LEX RS posséde une expression plus simple que {3.23) lorsqu’il est
appliqué & de telles fonctions.
Pour toute f € Kjq -

LSRR ) = LS s
1{( du,  Ou,
N ! (( Uk U (k)) (t—s,2) + c) 5fﬁk)(t — $,%)

8$T(k) afL’k
]_ GUk auT—l(k) #
2 - L 57) — ot s,
(3.28) + 5 ((33371(@ + o (b~ s2) —c|efiliyt—sx)

1 Oy, 31@(];;)
— 5{ r(ﬁﬂir(k) + 7, (t—sz)+c

3’&% BuTq(k)
t—sa)—
+ ‘ (aiﬁfl(}“) + a“Ek ( ® :E) ¢

}sff(t — 5,T).

Démonstration de la proposition 3.3.

La formule de Dynkin affirme que le processus suivant est une martingale ([REVUZ, YOR,
(1991)] chapitre VII):

s o

(3.29) (f(t — s, XLELE) - / LBEASRE £t - XLELEL) dr) :
0 0<s<t

Ceci est vral & condition que la dérivée normale de f a la frontiére 92 soit nulle, comme

c’est le cas ici puisque f € Kan.

Prendre f dans espace K* permet de regrouper dans P'expression (3.23) les termes en

flt —sux,7(k)e) = gff(&k)(t —s,xz) et f(t — sz, 7 (k)e) = Effl(k)(t — s,x) avec f(t —

s, (k) ~—¢) = mefﬁk)(tms,ar) et f{t—s,z,7 1 (k),—¢) = ¢ ﬁl(k)(t—s;x) respectivement.

Cela explique 'expression {3.28) du générateur infinitésimal LTS 0
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3.4 Représentation du tourbillon impliquant le proces-
sus de Markov

Dans cette section, nous allons proposer une représentation probabiliste du tourbillon w.
La proposition 3.3 s’applique & des fonctions dont les dérivées normales a la frontiére 0€2
s’annulent.

Or, la dérivée normale du tourbillon n’est pas nulle. Par conséquent, si ’on veut pouvoir lui
appliquer une version modifiée de la proposition 3.3, on va devoir étudier les contributions

de sa dérivée normale dans le processus (é’f fi(t — s,XE)) :
: 0<s<t

La proposition suivante est donc une adaptation de la proposition 3.3 pour des fonctions
dont les dérivées normales sont non nulles.

Proposition 3.4. Soit f une fonction de lespace K~.
Alors le processus suivant est une martingale :

(3.30)
s #

T 8 af ~
f#(t— s, X1 — / LEBXERE ot f: (t —r X4 dr + / el — Xt dA
0

0<s<t

Démonstration de la proposition 3.4.

On applique la formule d’It6 & la semi-martingale cadlag (£ — 5,X¢,kL,80) (0<s<n)- Cette for-
mule est donnée pour des semi-martingales non continues dans [METIVIER, PELLAUMAIL,
(1980)] ou [DOLEANS-DADE, MEYER, (1968}

SlE—s,XEEL DY = f(L,XEEED + /Vf(t—r,)?;,éi_,éi_) dXx?
0

- af(t rXLE_E) dr

ot
0
;/ Af(t—r X E &) d<X>,
(3.31) +Z(ft 52 t~t) ft— Sszt E ))
: s<t
—Zgi(t r XE kB (kL —EL)
s<t
—Zai(t rXEEL gL )8 — &)
5<i

La contribution de la dérivée normale de [ se restreint a la premiére intégrale du membre

de droite de (3.31). Cet unique terme dépendant de g—f— est égal a:
T

[ R o
eogﬁ"a—n’_’r? r) 73
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et c’est exactement le terme que nous devons soustraire de (3.27) pour obtenir la martin-
gale (3.30). m

s . - vy s - ¢t Lt ozt R . .
Le générateur infinitésimal L&A€ Jorsqu'on Vapplique aux fonctions de K, res-

semble & opérateur £* défini par (2.7) et qui apparait dans Péquation (2.9). Si on
remplace la fonction fi, par la £*"® composante du tourbillon wy dans I"expression (3.28)
de L-X'F £ leg termes en wy, ne correspondent cependant pas 4 ceux de Iopérateur £U.
La proposition suivante, en utilisant la formule de Feynman-Kac, permet, de transformer

ces termes en corrigeant par un facteur exponentiel. Elle exprime par ailleurs le lien qui

unit P'opérateur £ et le processus (Xj,kg,é"g

)U<5<t.
Définitions :
i) Soit la fonction 1, : [0,4] x Q x {1,2,3} — R:

Yels,m,k) = %(s,x) + Ou (s,2) + ¢ Wiy (5:2)
(3 32) é’a:k 83:7(@ 2
() - SR r(58)
ailf,r—l(k) N 2
ii) Soit le processus N*°:
(3.33) N = exp (f Yot — 7, X1 &) dr) :
0

Proposition 3.5. Soeit [ une fonction de l'espace K*.
Alors le processus suivant est une martingale :

o qs OFE I
2t — 5, XNt 1 / g B - r XN a4
# J0
° 8f# Wowifey T C
3.34 _ =t wp#)  _ Uk = 1(kt) #
. /og”[(ﬁf )i o 2 A

Wiy + -~
T(k:tv) td o
— i (m] (t —r, XHNdr

(0<s<)

Démonstration de la proposition 3.5.

On va tout d’abord établir le lien existant entre le générateur infinitésimal L&X" 55 et

Vopérateur LY.
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Si l'on remplace LX) par son expression développée (3.22) dans V'égalité (3.28), on
obtient pour toute fonction f € K*:

L(t,)?r’fcf,gt)gff(t —sz) = g( gf + y__\fk — .V f] ) (t — s,x)

( Our  Ouryy

#
=+ t—sx)+cpeflinlt— s
3$T(k) 8.’1;']; ) ( ) ) (A)( )

5
{3.35) —f—% (( L + auTl(k)) (t—s,x) — c) sfil(k)(t — 8,X)
_1{

BrT-l(k) al‘k

+

83}7(,@) all'k

) (t—sx)+c

, Otir-1
+\( Su + & (k))(ts,x)—c

8:57_1(,6) 827k

}Ef,f(t — 8,).

: du 0
En utilisant (2.10) et (2.11), on obtient les termes Yot — 2% devant fffk) et f7
aﬂ’l—,—(k) 8x7—1(m

respectivement, comme c’est le cas pour 'opérateur £%.

“1(k)

L(t’jt’y’ét}eff(t — S,.”.E) = 8( afg + Afk — 1. ka ) (t — S;.’E)
Oy, €+ Wr-1(g) (t — s,x) 4
+ (axm (t—s,z) + 5 £ fl{t = s,m)
3, + wein (E — 8,
(3.36) + ( U gy O S‘I)) et~ 5.)
Ouy, €+ w1 (E— 5,7)
{ &b’r(k (t — s,z) + 5
B ¢+ woy(t — 5,2) "
t— s,2) — (1 — s,2).
+ 33&71(,{:)( $,1) 5 efif(t —sx)

Introduisant les définitions (2.7) et (3.32), on obtient une relation entre les opérateurs
L{t,);’t,ﬁ:t,ét) et L9

L(t,Xf,@t,gt)Eff(t — 8,%) + Ed’c( s,2,k) fk ( $,7)
3.37 OfF  wo
( ) w g |:(£uf#)k _ a}:f;‘ + (1’”) Tc fT(k) + f i k)J (t — S,il?).

On peut maintenant démontrer que le processus {3.34) est une martingale.
Le produit (éi flif (t— s,f(::)) X (N’ ;L) est développé grace 4 la formule d’intégration par
parties:
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A(Eh - s XON) = effe— s, X0 dNDe+ N d(2 - 5. 50)
(3.38) |
A<t = XN N>

Le dernier terme du membre de droite de (3.38) est nul puisque le processus Nt ost &
variation finie
Par (3.30}, on peut remplacer dans (3.38) d ( f#(t -5 Xt)) par

t 1.t i f#
LA, ”tf#(t — 5, XY 8 (1 — 5,X") dA' + dH,, on H désigne une martingale.
( A )Ntc) - f#(t —s Xt) AN + N dH,
o (05D

af#
S

Lt - 5K dﬁz).
De (3.37) et (3.39), on déduit:

af;ﬁ WT—l(fgt)‘!‘C
5 + S .
ot 2 7(kE)

fﬁi({ct)](t - San) ds

( L= s XN C) = NIdH, + Nieg! [ (LF*) g —
i I

40
(3.40) :
_ ot
&t pThe kY

Ev‘; & a

(1 - 5,X1) dAL

Ainsi le processus (3.34) est égal & la martingale:

~5
( f#(txt / Nte dHT) :
0 (0<s<t)

O

L’intégrale en d}i;f, dans (3.34) peut également étre supprimée en multipliant le processus
(Ei fgf (¢t~ S,X’;)N}ﬂ) par une exponentielle de la trajectoire.
5 s>0

Définition :
On définit le processus M5/ par:
_ ot _
(3.41) MY = exp ( f ij—n(t —r X4 dﬁg) (0 <s <)
0

ket

La proposition suivante permet de se débarrasser de 'intégrale en dﬁﬁ dans la martingale
(3.34).
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Proposition 3.6. On suppose:

i) f €K,

i) fi(s,z) #0pour 0< s <t, z € Qet ke {123}
Alors le processus suivant est une martingole :

t it iy At A : w@fg
ésfjét (t - S,XS)M:.JN?C fgi[ (Euf#)fcf - a;
5 0 4
42
(342 Croiy) T g Vi TE [t = r. XD 82 NEe dr
5 (k) 9 iy N T (
0<s<t)

Démonstration de la proposition 3.6.

Comme dans la démonstration de la proposition 3.5, on utilise la formule d’intégration
par parties pour calculer le produit (52 I l-f: (t— s, XN, EC) X (M LI )
Ainsi, si 'on note H, la martingale de la proposition 3.5, on obtient successivement :
d(ELfh — s XONEMDT) = 2Lt — 5, RONE dNEe + i a2 (e — s, X Ni7)
+d< é f#(t— s, XYNt . M5 >,
f#
ot

A 5X)Ntchtf—l-Mtf( [(ﬁ“f#)

Wrorgiy) € Wriky T € Fhy Rt
off o
wé“’;a—n*‘(t — 5, X )N dAL + dH,
af%
(3.43) = Efi(t— s XON | Lo(t— s, X0) | MY dAL
£ ) ﬁ;g
3f—# W iy 1+ C
i (pupmy | TR L) #
*es [(ﬁ f e T3 (i)
Wikt Sy At
( f—1(kt ](T - SnX;)MEJN;’C ds
af#
(t — s XHNbe dA' 4+ MY dH,
é’fj‘?é w ity o+ C
_ u ke oLkt #
'r(k* +C

f _l(kt)](t — s, XOMPINP® ds + MY dH,,

Et donc le processus (3.42) est égal & la martingale:

o)
(éﬂfgf (t, X NLME! + / M dHT) :
’ a (0<s<s)
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O

Une application directe de ce dernier résultat conduit a une représentation de la compo-
sante w; du tourbillon.

Plus précisément, soit u la solution de I’équation (NV.S) de Navier-Stokes; soit w = rotu;
w est solution de P’équation (2.8). On suppose que les composantes de w ne s’annulent
pas; on applique alors le résultat de la proposition 3.6 avec ¢ = 0.

I’égalité entre les espérances de la martingale aux temps s = 0 et s = ¢ g’écrit :

Bk { s (6.X0) ) = E(a:,k,s){5§wé5(01Xf)Mf’“Nf’c

! ~t u awét
m/() o (f’ w)icg* ati

et par (2.8), I'intégrale est nulle.

Ewk(t,a:) = E(w’k15) {é;wéi(O,Xg)Mfawa:ﬂ} .

Cependant, I’hypothése ii) de la proposition 3.6 n’est pas satisfaite par la fonction w.

Si C = {¢,c,c)t est un vecteur de B3, constant par rapport au temps et a Uespace, tel que
les composantes de la fonction w® = w -+ C restent supérieures 4 un réel o > 0 (¢’est-a-dire
que w* vérifie 'hypothése ii} de la proposition 3.6), alors cette fonction n’est plus solution
de l'équation (7} ) mais elle est solution de I’équation (2.9), assez proche de la précédente;
la seule différence entre ces équations étant la présence du terme C.Vuy,.

On va par conséquent modifier le générateur infinitésimal L&X"F ) pour v inclure ce
terme. Ceci est réalisé dans le théoréme suivant qui utilise les mémes technigues que pour
les propositions 3.5 et 3.6 lors de sa démonstration.

Définition :
On définit le processus O par:
X5 "8 Cvu’%f =y
(3.44) ObF = exp / 7 ~(t—r, X)) dr (0 <s <.
0 kt

Théoréme 3.7. Soit u la solution de Uéquation (NS ) de Navier-Stokes sur [0,T] x £
On fize t € [0,T]. Soit w = rotu, soit C = (¢,c,0) tel que wp(s,2) +c¢ > a > 0 pour
0<s<t zell ke {1,23} On définit w* =w+ C (et ainsi rotu = w® — C).

Le processus (Xt k' &) est défini dans les sections 3.1 et 3.2, les processus Mt, Nt et O
par (3.41), (8.33) et (3.44). Alors le processus suivant est une martingole :

(3.45) (gfwc

g, (1 5, KON N0

0<s<t
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Démonstration du théoréme 3.7.

La formule d’intégration par parties, associée a la proposition 3.6, permet de démontrer
que le processus suivant est une martingale:

=t pit N Art.f ATte s f $~z ur# afgf
Esfg:zs(t_ S7A3)Ms’ Ns’ Os’ _/O’gr (ﬁ f )fc? — _5_{?'
(3.46) e
7Lk Vi) Sty ThF Arte A S
— fr(ic;) - kai(Em - C.Vug, |(t — X ) Mp! Np*OR! dr
(0<s<t)
Si l'on prend f;, = wf pour k = 1,2,3, 'expression de cette martingale devient :
Y & ety
Sty (¢ = s SO O3 = [ (2 - =
(3.47) ’
—C.Vuy, |(t — r, XM NHeOB dr) )
(0<s)
puis par (2.9), on obtient pour la martingale Uexpression (3.45). |

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer ce résultat pour obtenir une premiére
représentation probabiliste du tourbillon w.

Corollaire 3.8.  Sous les hypothéses du théoréme 3.7, les composantes du tourbiion
s’écrivent :

(3.48 nltr) + 0= By {El(en)g (K1) + 1 03}

3

Remarque:

Dans le théoréme 3.7, la vitesse u est supposée connue ; on peut donc déduire successive-
- ment les composantes du tourbillon et une constante ¢ telle que wy + ¢ > a.

Si inversement on ignore la vitesse u et que V'on cherche & la calculer, on doit choisir
arbitrairement une constante ¢, et le processus du théoréme 3.7 n’est plus une martingale.
Cependant, ce processus peut étre arrété au temps 7' d’atteinte du bord 99 par Xt défini
en (3.7), et ainsi rester une martingale locale.

Proposition 3.9. Soit u la solution de (NS) sur [0,T] x (1 soit w = rotu.
Alors le processus suivant est une martingale locale :

~t vt \TE,C
E swpe (t—sAT,X ~,N’~) .
( saT ™k ~( : s/\fl) SAT 0<s<t

sAT

Démonstration de la proposition 3.9.

Pour tout » € N*, on définit 7, = inf {s <t | d(XEo0) <

S|

Cette suite est croissante et lim T, = T p.s.

n—o0
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On intégre les deux membres de I'égalité (3.40) entre les instants zéro et s A Ty, en

remarquant que 'intégrale en dA% reste nulle puisque le processus X' n’atteint pas le
bord 9.

s/\Tn
= T v ~t,. — =i Nr 7 +C
gz/\ff’nfizi:,\f(t_SAT”’X.:A'f’n)NS/\CTn = 5 (1X5) + i N}< dH,
snTn 8ff  wo_ig, e
Tt #y. R MR #
(3.49) + /0 NTC{ (£4F)ge el 5 i

Wiy TE o1
e I Ay (T

La conclusion s’obtient en prenant ¢ = 0 et ff = wyg, pour k£ =1, 2, 3 dans (3.49). O

Dans cette section, nous avons construit plusieurs objets stochastiques & partir du tour-
billon. Nous voulons maintenant décrire un systéme stochastique dont les solutions per-
mettent d’obtenir le tourbillon w et la vitesse u.

3.5 Un systéme d’équations stochastiques

On considére le systéme suivant d’équations liées; ¢ est un réel fixé dans Pintervalle [0,7.

( (¥t Bt At it _ rt luti
(( LBLAY), (WL, (P),co)s (ﬂ)) sy 51 T0E Solution
de'EDS.:
)1’5 = )

(SNS,1) 4 dX! = odBt — Qu(i — 5,X%) ds — n(X?) dAt

0<s<t) XteQ

0
(SNS,2)
((Xﬁ,kﬁ,éﬂi) , (GY), (P(ar,k))zeﬁ,ke{1,2,3})0 coe, @50 un processus de Markov

dont les probabilités de transition vérifient (3.15), (3.16), (3.17),
(3.17), (3.18), (3.19), {3.20).

T:inf{sgtljﬁgeag}

(SNS:3) w 1 [0,4] x @ — R est ;me fonction de cl?sgiet 2 -
telle que le processus (EL;ATLJ;CEAT (t—sAT ’Xs/\'f*) st’\’f) s
soit une martingale locale. =
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Pour toute fonction réelle p vérifiant (3.4) et (3.5)

PX ) = PIXE) | _
(SNS4) }E}}) Ey{ (T-{—h)A;L T ‘j—“% ~0 (y € ).

Proposition 3.10. Sile systéme (SNS,)=(SNS,1)+(SNS2)+(SNS:3)+(SNSid) ad-
met une unique solution (W, X" A* k' &' (Pe),en) pour tout t € [0,T], alors la fonction
u = Quw est la solution de I’éguation (NS) de Navier-Stokes.

Démonstration de la proposition 3.10.

On peut expliciter la fonction w en utilisant le théoréme d’arvét et ((SNS,3), t € [0,7])):

sAT sAT

(3.50) we(t,7) = Bz p) {52,\7; wp (t—sA T.X! ”)N;:j«} :

Par ailleurs, en procédant comme dans la démonstration de la proposition 3.5, le membre
de droite de (3.50) g’écrit de la fagon suivante:

SAT

Ea.r) {52;@ wie (E—=sA T’X.:AT)N:;\CT} = wi{tz) + E(x,k){ [0 & [ (Lw)y,
(3.51) -~
&

~ 5 ](t*r,)?f) dr}.

Par conséquent, la fonction w est solution de I'équation (7}). La fonction u = Quw est
quant & elle solution de I'équation (NS'). Il reste & prouver que la fonction u est nulle au
bord de €2 et ainsi montrer qu’elle est la solution de I"équation (N S}).

Par la proposition 3.1, il vient:

(3.52) u(t — T,X5).Vp(XL) =0,

pour toute fonction p vérifiant (3.4) et (3.5).
Mais sur {7" < ¢}, X7, € 0Q; il s’ensuit que les composantes tangentielles de u sont nulles
a la frontiére, et donc que u est la solution de 'équation (N S). 0
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Le tourbillon comme densité d’un
processus de branchement

4.1 Dualité

On construit le processus dual du processus (X' t,l;:t,ét). La dualité signifie ici que les
deux processus ont la méme distribution respectivement aux temps s et ¢ — s quand ils
démarrent avec une distribution uniforme sur Q x {1,2,3}.

Ce renversement du temps permet d’interpréter le tourbillon comme la densité d’une
diffusion a certains facteurs exponentiels prés.

On note toujours u la solution de I'équation {NS}.

Nous avons construit un processus stochastique pour représenter le tourbillon w = rotu
comme l'espérance d'une fonctionnelle de ce processus. Dans cette section, nous ailons
faire apparaitre le tourbillon comme une densité,

Nous allons construire un processus de Markov dont le générateur infinitésimal sera le
dual de Popérateur LX"#¢) dans un sens précisé plus avant.

On considére une E.D.S. analogue 4 P'équation (3.2):

dX, = odB,+u(s,X,) ds —n(X;) dA,
(41) (0 <s < t) As = / ]]-{XTE:?Q} dAT
40
X, € .

Ce systéme admet une solution forte que I'on note ((X,B8,4), (W.F (Py).w), (Fs)is>0))
avec P, ({Xo = 2}) = 1 pour tout z € €.

Comme dans la section (3.2), nous définissons deux processus (ks)ye o €6 (€5) e s
Dans la suite, nous supposerons que tous les processus (avec ou sans ~ ) sont définis
sur le méme espace de probabilité (W,G,P), W étant I'espace des trajectoires dans { x
(1,23} x {— 1,1}

Les relations (3.15), (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) et {3.20) sans les symboles ~ sont
valables pour les processus (Xy)yc s> (Ks)geser € (€5)gec, 510N remplace le réel ¢ par
son opposé.
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Remarques:

1) La propriété (3.12) d’intégrabilité du processus croissant A? reste valable pour le pro-
cessus A:

(4.2) lim sup E,{A,} =0.

s—0 :L’Eﬁ

ii) L’indépendance entre la probabilité de transition de &* et sa valeur reste valable pour
le processus . En particulier, si f désigne une fonction réelle:

(4.3) Bz, {f(Xokses) | & = —e} = By k) {1 f(Xoks, —25) | & =€}

Nous allons maintenant définir des espaces de fonctions réelles définies sur Q x {1,2,3} x
{~1,1}. Ces définitions sont similaires & celles de K, Kgn ou K%, mais les fonctions de
ces nouveaux espaces ne dépendent plus du temps.

Définitions :

) H={f:0x{1,23} x{-1,1} = R | f bornée, C? en la premiére variable }
ii)?—ﬂm:{fe?{ | %zosuraﬂ .

Si f € H ou f € Haq on écrira f#(x,k) ou f7(x) pour f(z,k,1).

i) H* = {f € H | flz.ke) =ef*(z.k) (mkze) € Qx{123} x{-1,1}}.

iv) Hyo = H* N Haq.

Proposition 4.1. Le générateur infinitésimal LEX””) du processus (X, kg,€s) e e VETIfiE
pour f € Hjg

LE*efl(@) = =LY (2)
() -
(4.4) +% ((83:6,:1_51@ + 5155;(&)) (s,2) + c) efF (@)
(S

8uk Bu,,—l(k) #
)+l vefF(a).
+ r (817*1(;6) + v (s,2) +¢| pefi(x)
De plus, L) et Lf}ét’f” commutent :
- j"t’.-t,"i %
(4.5) (LR )y oms = <h A )9>,\® (9.1 € Hig),
ms

A représente la mesure de Lebesque normalisée sur 0 et my lo mesure de comptage sur
{1,2,3}.
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Notations:

On désigne dans la suite les processus de Markov (X k.e) et (X t,f{:t,é"f) par Z et Z' res-
pectivement.

Démonstration de la proposition 4.1.

L’expression (4.4) du générateur infinitésimal Lok

L{Xt,néé,ff)
{—s

s’obtient de maniére analogue &

celle du générateur . Or la proposition 3.3 propose un développement {3.28) du

générateur LEX 4 dans lequel il suffit de remplacer LX) par LY’

J\":t}&t"’t vt
LDt —s2) = L fF(2)

1 duy, afu,q-{k) i #
+=- ((3317(;9) + Bk (i —sx)+c)e 7,(k)(:z:)

Qug | DUy » #
(46) i (3:1: S | oo )(t*b’“’)%) ()

5
E 6uk a?LT(k)
2
}5 ().

8% ) (t—s,z)+c
8uk 8u 1
t— r] —
+Ka T )( 8,L) — ¢
Il reste & démontrer I'égalité (4.5). On remarque tout d’abord, en comparant (4.4) et (4.6),
LR o L(x s

que les deux générateurs infinitésimanx sont définis avec les dérivées
de la vitesse u considérées au méme temps s.

Les générateurs infinitésimaux LZ et Ltz_ts sont composés de trois termes de nature dis-
tincte:

- les générateurs de X ou X¢,

- les termes en f;,

- les termes en frxy et frp.

Nous allons vérifier que chacun de ces trois types de termes commutent,

e Pour LX et LX , on intégre par parties relativement a la mesure de Lebesgue A, en
utilisant la formule de Green pour le terme du Laplacien.
Pour le terme avec gradient, les intégrales suivantes disparaissent :

/s;u(s,m).V(h,kgk)(x) dA(z) = .Lg(hkgk)(w) u(s,y).n(vy) d’)fﬁ/;(hkgk)(:c) divu(s,z) dA(z),

puisque u est solution de I’équation de Navier-Stokes (divu = 0 et u{.,v).n(vy} = 0 pour
v € 99).

Ainsi,

(4.7) (Lihs gy, = <h; Lffsg>A (9:h € Hpg).
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e Pour les termes en fi, on obtient pour les mémes raisons:

a O
< ad + O icl by ; gk> (8,2)
(48) 6‘%%) 833k ma
= auq—_i(k) + BUT_i(k) —.C gg hk (S I)
8&7;5 axk ' ' ma’

e Pour les termes en fr) et f-1y), on remarque que la dérivée peut s'écrire

Zr(r)

Py
&c;ﬂ

Ainsi pour i € {1, -1},

auk 8u7i(k)
—t.c) hrigry

3

Oty Otp—: .
= <( "y B _ z.c) Grif) ; hk> (s,2).

83:k 83:;; ma

en posant k = 7(k).

(4.9)

La conclusion de la proposition découle de l'intégration de {4.7) avec la mesure my et de
(4.9) et (4.8} avec la mesure A. O

Notations:

Si w est une fonction de [0,£] & valeurs dans Q0 x {1,2,3} x {—1,1}, on note respectivement,
Xo(w), ks(w) et e,(w) les projections canoniques sur Q, {1,2,3} et {—1,1}.
Définitions :

i) On pose C; = {w: [0,t] — O x {1,2,3} x {=1,1} ; X (w) est continue} C W,

if) Si w € Gy, on définit 0 € C} par W, = ws_, pour s € [0,z].

iii) Soit ' : ¢, — R une fonctionnelle mesurable et bornée; on définit £ par F(w) =
F(w) pour w € C,.

On peut énoncer un résultat de dualité entre les processus (Z;)ge ., €t ( :

)ogsgt'
Notation:

Si H désigne une v.a.:

(4.10) Esoms {H) = [ E, . {H} d\z) dms(k).

Proposition 4.2. Soit F' . C; — R mesurable et bornée. On suppose qu’il existe une
fonction réelle G telle que la fonction F' soit de la forme:

Fw) = go(w)ey(w)G(X (w),k(w)).

Alors:

(4'11) Exgms {F} = EA@ms {F}
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Avant de démontrer cette proposition, on va énoncer et démontrer deux lemmes concernant
les semi-groupes associés aux processus Z et 7%,

Notations:

St g € Hjpg, On pose:
(412)  Thgwke) =B{o(Z) | X,=ahp=her=c} (0<r<s<H)
et

(4.13) T ga k) =E{g(Z}) | K=z fi=hei=e} (0<r<s<i)

T8

Lemme 4.3. Sig€ H* alorsTZgc H" el Tftg € H".

58 28

Démonstration du lemme 4.3.

Les arguments de la démonstration pour TZ, et T,.Z; sont identigues. On se restreint par
conséquent a la démonstration dans le cas de T7,.

La continuité et la différentiabilité de z —— TT"ZS g{x,k,e) sont classiques : le cas homogéne
est traité dans |[REVUZ, YOR, (1991)] page 260, le cas non-homogéne dans [PAZY, (1983)].
on va montrer pour 1, ,:i?g la propriété des fonctions de H* concernant e.

Par (4.3), il vient:

Tig(:r:,k,e) = E{E{fssg#(Xs,ks) | er=2} | X,ﬂ::[;?kr:k}
(4-14) = E{g E{g#(Xsaks) I 57-:1} ! ‘Yr:iﬂ':krzk}
= ¢ T;ig(a:,k,l).
a
Un second lemme traite de la dualité entre TZ et TZ
Lemme 4.4. Pour g,h € Hjq, on a:
(4.15) (TZ9 5 1) ygmm, = <g : Tfi’fs,t_rh%@mg (0<r<s<t).
Démonstration du lemme 4.4.
On effectue le calcul de dérivation suivant:
(‘3 7t
{17 g TZ h>
(4.16) ou < retud 3 tfs’t_”f_u A& y .
z : .
= <LsZ+uTr,s+ug ; thzs,t—suh>}‘®m3— <Tfs+ug ) LtZ——s—uTtZ—s,t-—s—nuh>)\®m3 N
Cette dérivée s’annule en vertu de (4.5).
En prenant v = 0 et © = r — 5 dans l’expression <TTZ;+Eg S t?g_uh>)\ , on aboutif,
’ EELI @ms

a (4.15). O
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Démonstration de la proposition 4.2.

On note 1 la fonction de Hyo identiquement égale & 1, et 'on écrit 1* pour la fonction de
My telle que 1*(z,k,e) = ¢.
Il suffit de montrer que pour tout n € N, 0 < s < ... < s, <tethy, .., h,EH:

(4.17)
Bxsms {0hf (Zs) x -+ % W (Zo,)o1 | = Bnomg {E00T (Z1y) % oo x WE(ZE, )it}

On calcule le membre de gauche de (4.17):

Exomy {cohf (Z.) x - x h(Z, )et

= Fagms {thl#(zsl) N (hff X TSthl*)(an)}

= Bagms {eolhf X TZ (W X TZ (o (B X T2 1)) (Z) }

51,82 2,583

Le lemme 4.3 implique que la fonction Tfl (17 appartient a Hpg, tout comme la fonction
REXTZ, (W xTZ, (... (h# xTZ,1*)...)). On peut par conséquent appliquer la propo-
sition 4.2, et procéder de la méme maniére avec le processus Z pour retrouver le membre

de droite de (4.17):

81,82 52,53

Bxsns { et x T2, (0 x T2, (. (0 x TZ 1%) .. ))(Z) }

_ <1* DT (WF X TZ, (L (b x TZ 1% .. ))>
’ e ™ A®mg
= <h*f X T2, 75 TL (0 x TS (. (B < T2 1) --)))/\@m

7t : 7t * *
~ (T G X T 1) )

= E)\®m3 {“;j(ﬁl(h?i’E X TZ (hf—l X Titz—lsn—ht—an ( ot hf& X Tt2—31,t1*) v ))(Zi—sn)}

f—8p,t—8n—1

= Bxoms {E0hH(Z

t—s81

) x e x BF(ZE, D8

Avant d’énoncer le résultat principal de cette section, nous allons préciser la notion de
dualité qu’il existe entre les processus (X k%) et (X.k).

Proposition 4.5. A®mg3 est une mesure invariante pour les processus (X k) et (Xt,E).
i.e. pour tout s € [0,] et f:Q x{1,2,3} — R borélicnne et bornée,

(4.18) B, {0l = [ 140 @ ma) = Bnam, {RLED}.
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Démonstration de la proposition 4.5.
Les deux processus sont markoviens; par conséquent, pour tout s > 0, TU{X k=1 =
T )y

)8 : -
Par ailleurs, le lemme 4.4 reste valable si I'on remplace les processus Z et Z* par (X,k)
et (X* k") respectivement; (4.15) s'écrit pour g,h : © x {1,2,3} — R:

- t .t
(419)  (TEWg, n), = <g o 2h>/\®m3 (0<r<s<i),
Prenant r =0, g = f et h =1 dans (4.19), il vient :

(1.20) Bugn U0k} = (T35 1) = (5 7551) = [ rapoms)

ABms
Prenant r = 0, h = f et g = 1 dans (4.19), il vient:
(4.21)

Buom, {F(XLoR 0} = (T00051) = (51n) = [ 1 0@ )

Les égalités (4.20) et (4.21) impliquent (4.18). O

Remarques:

i) A est une mesure invariante pour les processus XetX:
pour tout nombre s € [0,¢] et toute fonction f borélienne et bornée,

(4.22) B ASO0) = [ ran=m {10},

Ceci est une conséquence de (4.7).

ii) On peut s’interroger sur la raison pour laquelle nous n’utilisons pas un principe de
dualité similaire pour la mesure A ® ms ® ma, 00 My serait la mesure de comptage sur
{-1,1}. En fait, en prenant cette mesure et en appliquant 'égalité de dualité (4.11), on
obtient I'égalité triviale 0 = 0. Cela est dii 4 la structure multiplicative en £ des fonctions
de H* et de (4.3). Nous sommes par conséquent contraint d'utiliser la mesure A ® mg qui
n’est pas invariante 4 cause des processus € et &

On va maintenant appliquer les résultats de la proposition 4.2 4 une fonctionnelle spéci-
fique.

Théoréme 4.6. Soit u la solution de (NS) définie sur [0,1] x Q; on pose w = rotu et
on choisit C = (c,c,c)’ de sorte que wi(bx) +c > a >0 pour0 <t <T etz cQ;on
note w® = w + C.

Les processus My, Ny, Or sont définis par (4.24), (4.25), (4.26).
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Alors pour tout h € Hyq on a une égalité de dualité :
(4.23)

he{x)(wi(t,z) + ¢) d(A @ ms)(z,k)

x{1,2,3}
= / (e (0,8) + OBy {ethi (XIMNO} dA @ ma)(2k) (01 <T).
0x§1,2,3}

Définitions :

On pose, pour tout w € W,

e N
(4.24) My(w) = exp ( /0 (%) dAT(w)),
(4.25) Ni(w) = exp (/0 e (1, X (W), b (w)) dr),
(4.26) O(w) = exp (_ /.tELY;M(r,XT('w)) dr),
Y kr ()

. est définie par (3.32).

Démonstration du théoréme 4.6.

On définit la fonctionnelle F sur C;: pour w € W,
(420)  Fw) = co(w)why 0.Xo(w0))er(w) (X () Mw) N (1) O (w).
F satisfait aux hypothéses de la proposition 4.2. Elle admet comme fonction duale:

(4.28) Flw)= g[]('lﬂ)héo(w)(XQ(HJ))gt(’lU)w%t(w) (0,X (w)) My(w) Ny (w) Oy (w),

ot les fonctionnelles M, (w), Ni(w) et O,(w) sont respectivement égales a M,*" Ni* et
OF*". Par conséquent, la proposition 4.2 donne:
(4.29)

Engmg {@hy (0,Xo0)e kg, (Xe) MyNO, } = Brgrn, {h,;é(X’é)é’ﬁwﬁi(O,}Z’f)Mf’”cﬂf’“@?‘"C} :

Par ailleurs, si 'on intégre I'égalité (3.48) avec hy () d(A ® ms)(z,k), on obtient:
(4.30)

hip(2) (wi(t,2)) d(A @ ma)(z,k) = Bagm, {h;;g,(Xé)gi%%(Oajff)ﬂfi’f’wcﬁf’cézt’wc} :

0:x{1,2,3}

La conclusion du théoréme (4.23) vient de la confrontation entre (4.29) et (4.30). O
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4.2 Processus de branchement associé au tourbillon

Le but de cette partie consiste 4 déerire le tourbillon w comme la densité d’un processus
de branchement.
On peut se reporter a [DYNKIN, (1991)] pour une introduction précise sur les processus
de branchement.

Soit w la solution de 1'équation de Navier-Stokes (N.S) ; w représente le tourbillon associé
a cette vitesse: w = rotu.

Soit v > 0, on pose ¢ = .+ sup sup sup|w;i(s,z)], C = (¢,c,0) et w* =w + C.
1<i<3 5€[0,T] zef)
Cette fonction est solution de Yéquation (2.9).

L’égalité (4.23) du théoréme 4.6 ne permet pas d’envisager la composante wi(t,z) du
tourbillon comme la densité du processus (X;.ks,€5)0<s<¢ puisqu’il subsiste trois facteurs
exponentiels M;, N, et O,. o

On pourrait concevoir les exposants de M, N et O comme des taux de destruction (killing
rates) du processus de Markov (X,,ks,25)0<s<s- Toutefois, ces quantités ne restent pas
toujours négatives, et ces taux de destruction variables, lorsqu’ils sont positifs, doivent
plutot étre assimilés & des taux de création.

On va décrire un processus de branchement construit & partir du processus de Markov Z,
et expliquer comment peuvent &tre interprétés ces taux de destruction-création grace a ce
processus de branchement.

Un processus de branchement prend ses valeurs parmi les combinaisons linéaires de me-
sures de Dirac; il peut étre interprété comme un systéme de particules se déplagant indé-
pendamment les unes des autres suivant un processus de diffusion ; dans notre étude, ce
processus est Z, et les mesures de Dirac du processus de branchement sont donc définies

sur 2 x {1,2,3} x {-1,1}.
Notations:

Sile processus de branchement Y s’écrit: ¥, = Qo & vi iy alors on note Pintégration
t Y(X}kiel
i

par rapport a cette mesure aléatoire :

<h; Yy>=) ol W(X[ k)  (heM).

Remarque:

Le mouvement d’une particule ne dépend pas directement des particules voisines. Cepen-
dant, le terme de dérive de PE.D.S. gouvernant le processus X (et donc Z) est la vitesse
qui dépend du tourbillon sur I’ensemble du domaine ; or ce tourbillon apparait comme la
densité des particules.

On va maintenant décrire les temps de branchements; ¢’est-a-dire les dates de naissance
et de mort des particules.
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Définitions :
i)
S,
_ _On
W@Q(T,mpk) = —J}Cc-(?“}.r),
ii)
C NVug(r,x
walrak) = .(rzk) _ CVu(ra)
wi(r,x)
. aUk; . 3uk C+w7~1{k)(T,$)
= % (r.z) T (r.z) + 5
a A+ wog (e C. :
+ Uy SO (nT) | CV(rT)
3$T_1(k) 2 wi(r,z)
iii) On définit une fonctionnelle croissante de (X, k;)o<s<r:
s .5
(4.31) K= [ lwaalr, Xk, )| dA, + / lpa(rXp k)| dr  (0< s <)
Jo 0

Cette fonctionnelle de la trajectoire du processus Z va régler le temps entre deux branche-
ments : au temps t, la probabilité pour qu’une particule survive jusqu’au temps ¢ + 0% est
e~ Kersi=K0) - ot ainsi la premiére date de branchement U, vérifie P ({U; > u}) = e %=,
En utilisant I'inverse cadlag K ! de la fonction s — K, (K;7' = inf{s > 0; K, > t}),
on peut interpréter la loi de U7 & partir d'une variable aléatoire & de loi exponentielle de
paramétre un:

lot -1
U]‘ ~ AEL .
La premiére intégrale dans {4.31) ne croit qu’a la frontiére de ©; le mécanisme de bran-
chement qu’il gouverne n’intervient par conséquent qu’a la frontiére.

La seconde intégrale dans (4.31) induit un phénoméne de branchement & Pintérieur du
domaine §2.

Afin de décrire la nature des branchements, on considére une fonction génératrice c.

Définitions:
On pose pour tout t € [0,T], tout z € Q, tout k € {1,2,3}:

(4.32) o(txk,z) = Zp(t,:::,k,n)z”

n=0
avec
(4.33) pltx,kn) = 0sin ¢ {02},
(4.34) plt,2,k,0) = 1sipe(tz,k) <O0etxédf,
(4.35) p(t,x,k,2) = 1sipa(tek) > 0etxd 00,
(4.36) p(tz,k0) = 1sipagtr,k) <Oetxed,
(4.37) p(t2.k,2) = 1sigsatak) > 0et x € d.
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Cette fonction o n’intervient pas dans la détermination des instants de branchement, mais
elle régit le nombre de particules qui naissent ou meurent & ces instants.

Définition :

On note Y le processus de branchement déterminé par le processus de Markov Z, la
fonctionnelle K et la fonction génératrice «.

On commence par évaluer les effets de V' sur la masse de Dirac au point (z,k,1), notée
Ofak,1) OU Oz h)-

Notation:

Si h € H* et que A > 0, on note:

(4.38) wi(a,z,k) = Es_ {exp(—a{h; ¥3))}.

I est demontré dans [DYNKIN, (1991)] que la fonction w (1,.,.) satisfait & équation sui-
vante :

[
(4.39)  wi(lzk) =B {/ a5, X ks (1, X ks})) dK g + exp(_h(Xt,kt,Et))} )
0
ol @{s,x,k,2) = als,x,kz) — 2.

o
On note %wt(o,x,k) = —Fs,, ,, (f; Y:) par v(x,k).

En remplacant h par ah dans (4.39) et en prenant la dérivée par rapport 4 a en zéro, on
obtient:

g4
(4.40) ve(2,k) = Eg gy {/ (805, X5 ks) — Hops(Xs o) dE - h(Xt,kt,et)},
0

ot B(s,a.k) =3 n.plszkn) ;

n>0
B(s,z,k) représente I'espérance du nombre de naissances & 'instant s au point (z.k) €
Qx{1,2,3}.
La bornitude de la fonction G assure que le nombre de particules n’explose pas en un
temps fini ([HARRIS, (1963)], page 100).

Théoréme 4.7. Soit (Ys)ogsgt le processus de branchement associé d
((X87k5788)053§t 3 (Ks)[)gsgt ) Of). _

Alors pour toute fonction h € H* avee h¥ positive, et tout couple (x,k) € €2 x {1,2,3} :
(4.41)

¢ t
Btz ) {h(Xt,kt,st) exp (f waa (s, Xe.ks) dAs + / va(s8,Xsks) ds)} =Es, (h; ¥i).
0 0

Démonstration du théoréme 4.7.
Les égalités {4.33), (4.34), (4.35), (4.36) et (4.37) impliquent :

(442) (18(57'1‘5}{) - 1) dK; = (.0(99(513:7‘%) dA; + @Q(Samak)ﬂ{meﬂ} ds.
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En remplacant le membre de gauche de {4.42} dans (4.40), on obtient P’équation en v
suivante:

1
’Ut(ﬂj,}lﬂ) = ]E(:c,k') {f QDBQ(SaXs:ks)Utfs(XSaks) dAs}
(4.43) 0

1
E { / (5, X s k) 0o (X k) ds} — Egpuy {M(Xokor)}
G

Pour achever la démonstration du théoréme, il suffit de démontrer que —4, avec ¥ définie
par (4.44), est Punique solution de 'équation (4.43):
(4.44)

’53($,k) = E(m,k,l) {h(Xsak57Es) exp (f ‘:DBQ(T;)(T'JCT) dA,.) exXp (f
0 0

8

walr, X, k) dr) } .

La définition de la fonction ¢ga permet de réduire Pécriture de A, :

t
Mt = eXp (/ ﬁpaﬂ(spmsaks) dA‘z)
0

De méme, le processus produit N0, s’exprime gréice a la fonction g :

t
N,O; = exp (/ wals,z.ks) ds)
0

On utilise la propriété de Markov pour calculer :

3 i
]E(x,k,l) {‘/0 ‘PBQ(S:XS:ks)ﬁt—s(Xs,ks:Es) dA, +]{; (PQ(SaX&ks)ﬁtfs(Xsaks) ds}

My (N,0y)
ML (N,0,) dAS}
Mt (NtOt) d g
M, (N.0)

t
= ]E‘(.'J:,k,l) {/ (PQQ(S,XS,ks)h(Xt,kt,St)
0
i
+ Banoy { [ ool Xk h(Xik )
0
: —1
=E, h( X, ke,e0) M (NO d(————
(2.4e,1) { (Xikee) My (N t)/o (MS(NSOS))}
= ﬁt(?ﬁ,k) - E(m,k,l) {h(Xt;kt,St)} .
Ce calcul démontre que —7 est solution de I'équation (4.43).

It reste & démontrer P'unicité de la solution pour cette équation; c’est Pobjet du lemme
suivant. 0

Lemme 4.8. Sous les hypothéses du théoréme 4.7, Uéquation (4.43) admet une unique
solution bornée.

Démonstration du lemme 4.8.
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On considére deux solutions bornées de I'équation (4.43); leur différence, notée v, vérifie
Péquation sulvante:
(4.45)

- it £
Ut(l'ak) = E(x,k} {/0. W@Q(S;Xs;ks)vtf.s(-xs:ks) dAs + / WQ(SaJYs;ks)'Ut—s(Xsaks) ds} .
Q

On définit alors une fonction croissante du temps qui majore la fonction v :
(4.46)

t T
v (k) = B { / (Poea(5,Xovks Jop-a (Xaks)| s + / o (5, Koo s(Xoshs) ds}.
0 0

Puisque les fonctions @aq, v et pq sont bornées, (4.45) permet d’écrire:

sup sup sup |UZ(IJ€)]
0<u<t ke{1,2,3) zeQ)

= sup suplvj{z,k)| < C sup sup suplv{z,k)| x {supE, [A]+ 1},
k€{15253} :cEﬁ OS'MSt k€{1:2}3} ZEEﬁ $E:ﬁ

et donc

sup sup sup|vg(z,k)| <C sup sup sup |v,(z,k)] x < supE, [4;] +1 .
0<u<t ke{1,2,3} ze0 0<u=t ke{1,2,3} zc02 Q)

Mais par (4.2), supE, [A;] + ¢ — 0; par conséquent, il existe o > 0 tel que
e -

sup sup sup |v,(z,k)| = 0ie. v,(x,k) = 0 pour u € [0,t)] et z € Q.

u<to k€{1,2,3} zeq

Ainsi, on peut récrire I'égalité (4.45):

i
’Ut(.’l’,’;k) = E(I,Ic){ /QOSQ(S:XSJks)UtS(Xs:ks) dAs
Jto

“E‘/@Q(S;Xsaks)vt—.s(Xs:ks) dS}
t

0

et done:

sup  sup suplyfzk)| <C sup  sup sup|v,(z,k)| X {sug E, [Aay, — As] +t0}.

to<uS2to k€{1,2,3} zc0) fou<2ty ke{1.2,3} zcQ Tt
=supE, {4}
zcfl
Par conséquent, v,(z,k) = 0 pour u € [0,26] et 2 € Q.
On peut ainsi prouver que v s’annule sur la totalité de I'intervalle [0,¢]. 1

Théoréme 4.9. Soit Y le processus de branchement associé au triplet (Z ; K ; «).
Alors pour toute fonction h € H* avec h™ positive :

{4.48) Erwe)iizdpams)zr) P Y = (b @) sams -
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Démonstration du théoréme 4.9.

Les résultats du théoréme 4.7 donnent aprés intégration :

(4.49)

Ewgrimdiaoms) s (b1 1) = fﬂ {121;5}(::,@ {wi, (0,X0)h( X ke £0) MyN,O, } d(A®@ms)(m,k).
X 3y

La conclusion provient de (4.49) et (4.23). O

Le théoréme 4.9 établit le lien qui unit le tourbillon {augmenté de la constante C) w*®
et le processus de branchement Y. La valeur du tourbillon & Pinstant ¢ est entiérement
déterminée par la loi du processus de branchement 4 l'instant {. En fait, Uespérance de
+ suffit pour déterminer la valeur du tourbillon & 'instant ¢, Si 'on interpréte la mesure
de Dirac 6y 4 par une particule placée en (z,k), et ainsi le processus de branchement
comme un processus décrivant ’evolution de particules plutot que de masses de Dirac,
le résultat de l'intégration contre la mesure (w§)r(z)d(A ® ms)(z,k) pourra se concevoir
ainsi: le processus Y part depuis un ensemble de particules dont la densité de présence
est égale au tourbillon initial {w§),(z). Ainsi, le tourbillon w§(t,z} représente 'espérance
de la densité de présence des particules au point (x,k), a Uinstant ¢.

4.3 Algorithme particulaire associé a 1’équation de Navier-
Stokes

Les représentations des composantes du tourbillon obtenues dans les sections précédentes
utilisent le processus de Markov (X,k,e) et le processus de branchement ¥, déterminés
grace 4 la vitesse u. Il est alors naturel d’essayer de trouver une approximation de la
solution de I’équation de Navier-Stokes, ¢’est-a-dire de calculer le tourbillon puis la vitesse
en simulant le processus de branchement ¥ pas & pas. Pour cela, on découpe l'intervalle
de temps [0,t] en petits intervalles de longueur 8#. On fait ensuite évoluer un systéme de
particules représentant les masses de Dirac du processus de branchement Y.

La convergence de l'algorithme présenté dans cette section n’est pas démontrée. Il corres-
pond & une démarche heuristique laissant espérer que 'on obtient bien une approximation
de Ia solution de Péquation de Navier-Stokes. Cette intuition est confortée par les démons-
trations obtenues dans le cas de la dimension deux, sur 'espace R? tout entier [MELEARD,
(1998)], [MELEARD, (1999)].

L’initialisation du premier systéme de particules s’effectue en utilisant le tourbillon initial
wp obtenu comme le rotationnel la vitesse initiale wg.

On choisit alors un nombre réel ¢ tel que chaque composante augmentée de ¢ soit trés
grande devant 1.

On répartit N; (¢ = 0 pour I'initialisation) particules dans I'espace d’états 2 x {1,2,3} x

{—1,1} suivant la distribution wy ; ¢’est-a-dire que pour la particule 4, on tire au sort la
W + €

Twr+o)’

strate k(¥ uniformément parmi {1,2.3}, et la position X suivant la densité

la charge £ est fixée égale 4 un.
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Le systéme de particules étant déterminé au temps £, on calcule son évolution jusqu’au
temps ¢ + 6t : les particules se déplacent suivant la loi du processus de Markov (X k.e);
les conditions de disparition ou création sont celles du processus de branchement Y. On
va maintenant décrire successivement les régles de déplacement et de branchement des
particules.

o Les déplacements.

La nouvelle position de la particule ¢ est calculée en fixant la dérive, ce qui correspond
4 un schéma d’Ruler classique si ce n’est que le processus est réfléchi 4 la frontiére de
{2; on pourra consulter [LEPINGLE (1995)] pour une étude du schéma d’Euler des E.D.S.
réflechies. La position de la particule 7 a 'instant ¢ + §¢ est ainsi:

X7, = X9 4 BY 1 u@, Xy 6t — n(x) AW,

tandis que son état est tiré au sort suivant la procédure suivante :

) s 0<U < |p
ks = 1w silp| < U < |y + |pol
ki si |pr] + || <U <1,

Y R A PR AR
p1_§ ax (@}+3$(i} (‘J"t)_t_(’ ’
(&) 4

o iy Bu (0 ;
1 k =1 (k;") Ay
p2=s515 — + —5— (t,X;”)—c} ot
1l 0
t i

et U est une variable aléatoire de loi uniforme sur 10,1].

ol

Si un changement d’état intervient vers (KM} (respectivement vers 71 (")), la charge
eﬁﬁ& de la particule change si la quantité p; est négative (respectivement si la quantité py
est négative).

e Les branchements.

Chaque particule est susceptible de disparaitre ou de se dédoubler aussi bien & la frontiére
qu’a Vintérieur de (). Aussi, & chaque particule correspond deux v.a. exponentielles de
paramétre un, 2 ot T2 qui déterminent le temps de branchement de la particule 4
respectivement & 'intérieur et a la frontiére de €.

On considére également pour chaque particule deux processus aléatoires K fi)’aﬂ et K fi)’Q
croissant respectivement & la [rontiére et & I'intérieur de :

0,0 i),0 () 7.6
KO8 = KO 4ot X7 B 6t

1,00 1),50 i) i i
Kt = B+ Jpaa(t X ED) AL

(#),02 ('i),@ﬂ
ot €t Kt+5t .

Si KPP » P99 alors il y a branchement & la frontiére de €. On teste le signe de
Van{t,X (z),kf)) qui détermine s’il y a dédoublement ou destruction de la particule 4.
Si KM » 1@ alors il y a branchement a Vintérieur de €. On teste le signe de

On compare les v.a. T2 of '8 gyec respectivement K

0Q (t,Xf),kf}) qui détermine g’il y a dédoublement ou destruction de la particule 7.
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Le nombre de particules 4 U'instant ¢ + 6t est Ny 5. Ces particules représentent la densité
du tourbillon aun temps £ + dt:

Niys

1 i
(4.50) Wt 0ta) = = S el 3 (x4 )(x,k).
t =1

tatr At

Remarqgue:

Les coeflicients devant les masses de Dirac peuvent étre négatifs, mais globalement, si la
constante ¢ est choisie correctement par rapport au tourbillon, la somme totale de (4.50)
donne une fonction positive avec une probabilité tendant vers un lorsque Np tend vers
Pinfini.

Il reste & déterminer la vitesse u au temps t + 6t en utilisant I'opérateur Q. Cela revient
a résoudre 1'équation (2.5) avec la fonction we(t + &¢) — C et & prendre le rotationnel de
la solution. On obtient ainsi une vitesse, tangente & la frontiére de €2, que I'on corrige
en ajoutant une vitesse u(%°") de sorte que la vitesse résultante, définissant u(t + 6t),
soit nulle au bord. Tl convient alors de créer des particules pour modéliser la densité du
tourbillon de correction w(€°") égal 4 rot ().
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Deuxiéme partie

Schéma de simulation de la loi de
certaines E.D.S. bidimensionnelles
présentant localement des coefficients
de trés grande amplitude
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Résumeé: On s’intéresse 4 certaines E.D.S. bidimensionnelles présentant localement des
coefficients de dérive et de diffusion de trés grande amplitude. Cette particularité pose
probléme pour la simulation de la loi de ce type A’E.D.S. car les variations d’amplitude ne
seront pas répercutées dans approximation. Nous proposons ici un schéma de simulation
permettant de pallier cet inconvénient. En particulier, la méthode exposée conduit a
remplacer la simulation de 'E.D.S. concernée au voisinage du point singulier, par la
simulation d'une E.D.S unidimensionnelle & coefficients réguliers.

Classification AMS: 60H10, 65C20, 65U05.

Mots-clés : Equation différentielle stochastique, schéma de simulation.
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Introduction

5.1 Présentation du probléme

Cette étude a fait 'objet d’une collaboration avec Sophie Méziéres.
Le but de cette étude est de proposer un schéma de simulation de solution d’E.D.S. dont
les coefficients de dérive ou de diffusion deviennent trés grands au voisinage d’un point.

Les E.D.S. de dimension deux entrant dans le cadre du probléme traité ici s’écrivent sous
la forme suivante:

t
X,
X, o= | o2y ds
(BL) _fl X, t1 X,
Vi = o [ 2 4o dBt [ 5005+ XY ds
o € € 0o €7 F

Le processus (By};>o désigne un mouvement brownien standard.

Les fonctions b, ¢ et ¢ sont lipschitziennes, avec b et ¢ bornées et ¢ minorée par un
réel strictement positif. Cette derniére condition interdit au processus (X;);»o un second
passage par le point critique qu’est l'origine.

Les supports des fonctions p et 0 sont respectivement ]0,a,[ et [0,a9]; les fonctions p et #
sont, lipschitziennes a l'intérieur de leur support. € est un paramétre amené a tendre vers
zéro. L’origine apparait alors comme un point singulier.

Dans un souci de simplification, c’est P'origine qui est I'endroit des pics. Tout autre point
aurait pu étre choisi. On peut également s’intéresser 4 une E.D.S. dont les coeflicients
présentent une succession finie de pics; cette situation se raméne alors au cas étudié en
considérant successivement 1’étude de P'équation an voisinage des pics. De méme, les coef-
ficients de dérive et de diffusion ne présentent pas nécessairement un pic au méme point.
Notre étude traite le cas le plus général et s’adapte & toutes ces situations particuliéres.

5.2 Motivation

Lors de la simulation de la solution d’une E.D.S., les schémas d’Euler ou de Milshtein
ne tiennent pas compte de la forme des coefficients. En particulier, si I'un d’eux devient

36
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trés grand sur un intervalle plus petit que le pas de discrétisation, 'effet de cette grande
variation d’amplitude n’est pas répercuté dans 'approximation. Notre but est donc de
supprimer cet inconvénient, en proposant une méthode qui décrit la loi de la solution au
sortir de 1a zone de turbulence.

Une étude similaire a déja été réalisée dans larticle "Study of a brownian impulse" [ME-
ZIERES, ROYNETTE, (1999)] dans lequel le modéle limite, appelé impulsion brownienne,
est une fonction indicatrice dont le support et la valeur sont paramétrés par un réel stricte-
ment positif amené 3 tendre vers 0. Mais dans cet article, les auteurs choisissent pour p et
# des fonctions indicatrices de méme support. Ici, les fonctions p et € sont plus générales:
elles n’admettent pas le méme support, et s’écrivent comme le produit d'une fonction
indicatrice par une fonction lipschitzienne.

En fait, nos travanx conduisent & remplacer la simulation de Péquation (E0) & coeffi-
cients trés irréguliers, par la simulation de deux E.D.S. 4 coefficients réguliers.

5.3 Reésultats

Soit (X!, v %N 1a solution de I'aquation (E(=)). Nous décrivons, lorsque & tend vers

zéro, la loi du processus Y4 considéré a linstant ¢ ol le processus Xgl’g) atteint le

. . . 1,
nivean £2(a, V ag). Cet instant correspond au moment ofl le processus Xt( *) sort de la

zone d’influence des fonctions p et 6.
Le théoréme suivant décrit cette loi & I'aide d’une E.D.S. sans zone de forte amplitude:

Théoréme 6.1 Soient (Xt(l’g),Yt(l’e))tzg la solution de I'E.D.S. (E59) et T le temps
d’arrét défini par:

T2 = inf{t > 0 ; X = *(a, v ap)}.
Soit (Zt),5¢ la solution de UE.D.S. scalaire :

(E®) Zy =2+ fo 75%%) dB, + /0 qﬂ% ds.

£ -
E)) converge en loi, lorsque € — 0, vers Z, e, -

Alors la variable aléatotre 1191

Ce théoréme permet ainsi de passer d’'une E.D.S. bidimensionnelle présentant des coeffi-
cients de grande amplitude autour d'un point, 4 une E.D.S. scalaire & coefficients réguliers.

5.4 Plan de I'étude

La démonstration du théoréme 6.1 se décompose en trois étapes:
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e la premiére est consacrée a 'étude de la convergence, lorsque ¢ tend vers zéro, de la
solution de PE.D.S. (E)) vers la solution de cette méme E.D.S. dans laquelle on néglige
les termes de dérive et de diffusion ne dépendant pas du paramétre ¢ (respectivement b
et o) ; cette derniére équation sera référencée (E>%)) (partie 6.3)

e la deuxiéme étape permet, par un changement d’échelle, de se débarrasser du parameétre
& (partie 6.4);

e la troisiéme étape permet quant A elle de décrire la loi limite de la variable aléatoire

YTS;?) au moyen d’une E.D.S. réguliére (partie 6.5).
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Résultats

6.1 Notations et hypothéses

Quelques notations concernant les fonctions définies précédemment sont tout d’abord
précisées ; Soient K, et Ky deux réels positifs vérifiant les inégalités:

p(z) — p(z")| < K|z — 2| pour tout z,x" € [0,a,],
16(x) — 0(z")] < Kyl — 2| pour tout z,2" € [0,ae].

Les réels a, et ay désignant les bornes supérieures des supports des fonctions p et 8, nous
notons:

(6.3) a=a,Nag ; a=a,Va

La fonction réelle ¢ de deux variables, minorée par un réel  strictement positif et majorée,
vérifie 'inégalité suivante, ot K est un réel positif:

(6.4) (z.y) - ¢’ y)| < Kyllz—2|+1ly—v1.

Pour tout £ > 0, on pose:

W) e@=2(5) ew=50(5)  sen=6(50).
Remarque:

Les supports respectifs de p. et 0, sont [0,6%a,] et [0,62a4] et les deux intégrales / o2 (x) dx

et / 0-(z) dx sont constantes. Ceci permettra (partie 6.4) d’obtenir une limite non triviale

lorsque le paramétre € tend vers zéro.
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6.2 FEnoncé du théoréme

Le théoréme qui suit permet de remplacer la simulation de 'E.D.S. initiale (E(*)) de
dimension deux, au nivean ou 'amplitude des coefficients de dérive et de diffusion de-
vient trés grande, par une E.D.S. unidimensionnelle (EF3) o1 les coefficients gardent une
amplitude plus mesurée.

Théoréme 6.1 Soient (Xt(l’s),y;(l’e))tzo la solution de ’E.D.S.

o [ [
o= [ [—p@i)w(x v ass [ 15

g e 0 &

1 X,

0(=) + b(X,,Y,)] ds

2
et TU=) le temps d’arrét défini par
702 = infft > 0; X = %(a, V ap) }-

Soit (Z;),.q la solution de UE.D.S. scalaire :

(E®) Zt:z+/0 —_ﬁ_g((j)z) dB, + /U ¢fs(2

Alors la variable aléatoire YJ(,H’ E)) converge en loi, lorsque ¢ — 0, vers Z, va,.

6.3 Simplification de 'E.D.S. initiale

Le but de cette partie est de simplifier le probléme. En effet, nous allons établir une
équivalence en loi entre 'E.D.S. (E(}¥)) et une équation de méme type avec des coefficients
simplifiés: 'E.D.S. (E?%)). Cela nous permettra de réduire notre étude de la loi limite

lorsque £ — 0 de Y(u ‘)

)

a la loi limite d'un processus solution d’une équation plus simple.
On rappelle la forme de I'équation (£7)):

X, - / 6. (X))

(509
y, = er/[pE(X)—r-J(XS,Y)] iB, +/[9 (X,) + b(X,.¥,)] ds.

Supprimant les coeflicients (o et b) ne dépendant pas du paramétre &, I'équation se sim-
plifie:

i
X, = f bo(XoYy) ds
(E2)) 0 ¢ t
Y, = z—i—f p:(Xs) dB,g-l-/ 0:(X;) ds.
0 0
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Les hypothéses imposées sur les coefficients de ces équations assurent de maniére classique
I'existence d’'uniques solutions fortes pour ces deux équations.

Définition:

Si (X7 vy désigne la solution de I'équation (E6)), i =1 ou 2, on définit les temps

d’arrét suivants:

T8 =inf{t > 0; X =52%,} i€ {12},
T =inf{t > 05 X =e%a} i€ {1,2),

(6.5) Te) = T AT Pl = THE T e {12},

T*(E) _ T*(LE) A T£2,E) ; T,SE) _ T,;Sl’g) v, T*(Q,E)’

T =T AT

b
ol * remplace p ou 6.

On peut alors énoncer un résultat concernant, les solutions des E.D.S. (E(1)} et (E2))
lorsque le paramétre £ tend vers zéro.

Proposition 6.2 On désigne respectivement par (Xt(l’s),}ft(l’g))tzg et (ng’e),l’;(z’g))tzo les
deur solutions fortes des équations (E09)) et (E®#)).

1,6 2, . .
Alors, YTE(IE) — Yj(,(fg) converge en norme L% vers zéro, lorsque & tend vers zéro, avec la

vitesse de convergence suivante :

2
il existe une constante K telle que I { (Y(%fg) ,ﬁfs})) } <Ke (e>0).

Quelques majorations préliminaires sont nécessaires avant d’aborder la démonstration de

la. Proposition 6.2,
e On établit tout d’abord une majoration des temps d’arrét Téi’g) et Téi’s) ; écrivant l'ex-

pression de X @) aux temps Tffi’a) et Tg(i’a) respectivement, la minoration de la fonction ¢
par la constante n conduit a:

€90,
i

(6.6) | 70 <

*

(ie{1,2}).

Remarque:
Ces majorations interviennent constamment par la suite, et il semble par conséquent
difficile d’affaiblir ’hypothése concernant la minoration de la fonction ¢.

s Le lemme suivant concerne Pécart entre les processus X %) et X2 considérés a un
méme temps .
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Lemme 6.3 Les hypothéses sont celles de la proposition 6.2.
Alors:

K [4
\E (2, ¢ - 2.
(6.7 X0 - X2 < Ryep (Spt) [t - v as

Démonstration du lemme 6.3.

On majore la différence | X 19 _ x| par son intégrale jusqu'au temps £.

1, 2,
X0~ x{9) =

2

t
/O[QbE(Xgl,a)’Y;(l,e)) _ ¢E(X§2,s)’ys(2,5))] ds

t (175) ’(216)
i1, (2,2 Xﬁ' £ "XS &
X~ X2 <UA¢(—§ﬂwL>—¢ S Y

i t
K
X - XP < K, / Y Y B ds + / X X2 ds.
0 J0

ds,

On applique le lemme de Gronwall [KARATZAS, SHREVE, (1994)] pour conclure. O

e Le lemme 6.4 majore la distance entre les temps de sortie du support des fonctions p
ou § pour les processus solutions de (F(15)) et (E(22)),

Lemme 6.4 Les hypothéses sont celles de la proposition 6. 2.
Alors, pour tout o« > 1

(6.8) fﬂm—ﬂwVSKCWWﬂfliwm—ﬁwP@.
0

Démonstration du lemme 6.4.

La fonction ¢ étant minorée par n > 0, on a:

X(isg} _ X(i,E}

1, 2,
78 i) 7 |T,<( 2 — T2

TjZ,a)
— f @E(Xs(iag)’}/;(iaf)) ds

B T,,EI'E)

c¢’est-a-dire, pour {i,7} = {1,2}

2 - (i8]
£ CL* - ‘XTE‘;;'E)

?

. . 1
IT*(z,e) _ T,fj’s)| < T_] i) G

— _]: IX(J'#'?) _ X(izf)
n
et donec par symétrie

X(LE) o X(2se) .

1
1, 2.
lte) ol }‘ < = o prs

(6.9) ) ) ”

Par ailleurs, le lemme 6.3 et la majoration (6.6) permettent d’écrire:

e
Kya.\ [T
XA x2 < K¢exp( qsa.) f YO — YR ds,
n 0

7“-,}55) T*(E)

(6.10)
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De (6.9) et (6.10), on obtient :

Tz!
‘T,_El’g) — T*(Q:E)l < k:/ ]YS(LE) _ Ys{le)l ds.
0

En élevant & la puissance «, puis en utilisant I'inégalité de Hélder, on obtient la conclusion
du lemme. O

e Dans les majorations (6.7) et (6.8) des lemmes 6.3 et 6.4, apparait la valeur absolue
}/;(115) _}/j:(275)

; le processus (Yt(l’g) — Yt(z’g)) est une semi-martingale. L'idée principale
£0
de la démonstration de la Proposition 6.2 est de majorer son carré par une sous-martingale

dont les mmoments sont plus faciles & majorer:
i
Z = 2 f YD =Y EI] [p (X)) = p (XD o+ o(X Y1) dB,
0
t
(6.11) +2 f |V, =Y 2] [0, (X 1) = 0.(XP) + b(X Y, ds
o |

t
+ / A X5) — po (X2 + o (X34 Y 0N) ds.
0

Une nouvelle formulation du lemme 6.4 donne une majoration en moyenne entre les temps

de sortie des deux processus Xfl’g) et Xt(2’5).

Jusqu’a présent, les majorations établies sont vérifiées p.s. puisque les processus X?’E) ne
possédent pas de terme de diffusion ; au contraire, les majorations impliquant les processus
v, e feront en moyenne.

Lemme 6.5 Les hypothéses sont celles de la proposition 6.2.
Alors, pour tout p > 2:

(6.12) E{ [T - TP} < Ky 7 B{ 2], )
7.

Pémonstration du lemme 6.5.

Récrivons la majoration (6.8) en fonction de Z, avec p = «:

(1 2,6)|P RV =N
700 -7l < w (1) [ 2 s
0

ce qui donne en passant & l’espérance et en utilisant (6.6):

P
E { Z;AT(E) ]l{$<,1"—,£e)} } ds.

*

XD

]E{]T,fm - T£2=€)|p} <k ge) /
. _ < 0

B
2

- . - E ‘E
Sip > 2, le processus (Zt )t>0 est une sous-martingale ; ainsi, ZSZAT,EE} <E { Z%E} \F, W) },

et done: )
]E{’T*(I’E) *TE’E) [p} < Ko ¥ E{Z%e)}- 0
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Nous pouvons & présent passer a la démonstration de la Proposition 6.2.

Démonstration de la proposition 6.2.

La démonstration se décompose en frois parties.

On établira, dans une premiére partie, la convergence L? de la différence entre les processus
YL et, Y (22) considérés au temps d’arrét T on T = inf{ T3, T3, 700 72},
Pour ce faire, on utilisera la majoration par la sous-martingale Z.

La deuxiéme partie traitera du cas oit le support de & est contenu dans celui de p, et la
troisiéme du cas o le support de # contient celui de p.

Premiére partie : on majore la norme L? du carré de la différence entre les deux processus

Ve ot Y29 considérés au temps T ; on ne se préoccupe pas de savoir lequel des
supports, de # ou de p, contient 'autre.

2
On considére tout d’abord la majoration de la différence (Ytﬁ’g) — Yt(z’s)) par la sous-
martingale Z;.

En développant le carré de la différence au moyen de la formule d’1t6 [KARATZAS, SHREVE,
(1994)], on obtient:

of.
};(LE) _ };(2,8) - 9 / D,rs(l,s) - Y'S(Q,e):[ [PE(XS{I’E)) . pE(ngZ,E}) +O'(.X5(.1’E),};(1’E)):| st
a

t
(6.13) w2 [V Y @] [0(X0) - 00X 4 XY ds
0
i

e [ 089 = (KB 4 o0 P
0

On majore alors le terme de Pintégrale en ds en y introduisant des valeurs absolues de
sorte que le terme de dérive reste toujours positif; ce qui 8'écrit, compte tenu de (6.11}:

2
(6.14) (v - }’;}2’5)) < Z.

Appliquant 'inégalité maximale de Doob, on obtient que pour tout temps d’arrét 7T':

. 2 2 2 )
(6.15) }E{ ( sup (Y;“’S) - YF’E}) ) } < IE{ ( sup Zt) } <4E{Z2}.
0<t<T 0<t<T

On va établir I'existence d’une constante K3 vérifiant :
(6.16) E{Z2.} < Kje*

ce qui, avec (6.15), impliquera Pexistence d’une constante K telle que:

. . 2
(6.17) E{ (vit =) } < Ky e,

grle) Tl



6.3. Simplification de 'E.D.S. initiale 65

Considérons le carré de Z; auquel nous appliquons la formule d’It6 puis le théoréme d’arrét

a
au temps t AT, ot T est un temps d’arrét borné par —¢%:
7

tAT

E{Z},} = 4E {/ Zs jge(X{El,e)) _ QE(XS(Q,E)) T b(Xs(l’E);Y;(l’e))J. |Y;q(175) B };{2’5” ds}
0
tAT
+ 2 E{/ Zg [ﬂg(Xs{I,E)) _ pa(}(‘gQ,E)) + O_(Xs(l,s)jy;(l,s))}Q ds}
Ot/\T 2
+ 4 ]E{ f [pE(XLgLE)) — ;Os(XgQ*E)) + O.(Xgl,s} ’Ys(l’a))]
0

(V1) — v (202 ds}

L’inégalité (6.14) permet le regroupement des deux derniers termes:

(6.18) E{Z2p} <4 L(T) +4 L(T) + 12 L(T) + 12 1,(T)

-~

ou

AT

{ 7510, (x ) — H(Xf’f))ds},
L(T) = IE{ 72 |b(x 09 y“))us}
& ol 2
{ X0) = p, (X)) ds},

L(T) = {[O ZJ(X(”>}’<“>)ds}.

Nous allons majorer successivement I1(T), I3(T), I;(T) et L{(T).
Utlhsant la propriété de Lipschitz de la fonction #, on obtient pour un temps d’arrét
T < T

K AT 3
LTy < 22E { / Z3 |x(e) . X (2] ds}
0

54

et, par le lemme 6.3:

AT 5
I (T) < f@ E{f ng Kqﬁ exp (I{(SS) (/ |Yu(1,e) _ Yu(2,5)| du) ds}
0 € 0

1

L AT i AT s 4 1
—E ( / 7 ds) / ( / 7 du) ds
£ 0 0 0

[
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Des applications successives de I'inégalité de Holder conduisent a:

w < Eef([ ") ([ 2aw) s a) ]

k £ %1 AT E %
< —F (f 72 ds) (/ / zZ2 duds)
£z 0 o Jo
]{: tnT % tAT ?1£
< E (f 72 ds) (f z? ds) .
€ 0 0
Retenons que:
Ky 0}
(6.19) L) < = E(Z2..) ds pour tout temps d’arrét 7' < T
0

Pour I,(1"), nous appliquons successivement le fait que la fonction b est bornée et 'inégalité
de Holder :

AT
1) < WeE{ [ 2w - v as)

t!\T 5
< [l { 7} ds}

&% AT %
< PlleZtE (/ ngs) .
74 0

T 3
On applique Pinégalité = < & + 7 avec ¢ = ¢? pour obtenir:
5

L1 1 tAT
L(T) < ||b||ooE IiESwF——E——]E{/O Z2 dsH.

On a ainsi établi:

K; [t
(6.20) I(T) < Kge® + ——zzf E{Z2,} ds pour tout temps d’arrét 7' <
€ Jo

3] &
o
)

On effectue pour le terme I3(7T) le méme type de majorations, en prenant soin d’imposer
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T < T pour conserver le caractére lipschitzien de la fonction p:

K2 AT 9
L(T) < E{ / Z, (X — X&) ds}
0

56

L tAT 8 2
< =E / Zs ( / |1§§1!€L}§52’f)|du) ds
=
0 0

k AT 5
< "ZE{/ Z (/ Zudu) d.s}
€ 0 0
]1; AT 2
< E4IE (/ Zy ds)
0
k
= = E{ZAT} ds.
Doun:
(6.21) I(T)<£ ]E{Z }d our tout temps d’arret 7 < T4
. = capp ds pour tou ps d’a <7,
Enfin :

1) < HUQH@E{/OMTZS q

t
< 0% f E(Zonr) ds
]

¢ Z2
< j|02||00/ E{£2+NSQT}dS
0 g
= 2 t
< et et 0 (a2 as
n £ 0

¢’est-a-dire:

Ky [°
(6.22) I4(T) < K, E4+E_;0 U E{ZE/\T} ds pour tout temps d’arrét T < 7%52.

On obtient finalement en regroupant {6.19), (6.20), (6.21) et (6.22) dans (6.18):
K .
E{Z}r} < — 1L f E{ZZ%r} ds+ Kz &* pour tout temps d’arrét T < T
On applique le lemme de Gronwall pour obtenir:

Ky .
E{Z}r} < K1z ' exp (_t> pour tout temps d’arrét T < T

o
PR THD . £7 a 2 . .
Cette inégalité, ot I’'on choisit t = —— et 7 = T, établit (6.16) et assure la convergence

en norme L? de la différence Y;(r(i - ¥ ﬁf) (I'inégalité (6.17) est vérifiée).
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Deurxiéme partie : on considére le cas ot le support de £ est contenu dans celui de p . On

_ . A 2
a alors 779 < T8 pouri = 1, 2, et on 'intéresse E{ (Yﬁ{fg)) — YTE?;))) } qui vérifie:
a p

(Le) 32 )2 L) 2
E{(E}yi)—}ﬂfﬂ)} s m{(%ﬁ “%,55)}

A1) Le) | A28 2 )
+2 E{(inﬁl’i) MYE%S)E +Y5e) - }Tp@,g)) }

(6.23)

Concernant le premier terme du membre de droite, il suffit, d’aprés (6.15), de majorer

E{Z%(E)} ; pour ce faire, nous utilisons 'inégalité (6.18) avec T = Tgs).
P

(6.24) E{Z%E)M} < AL(TE) + 4 LTE) + 12 L(TE) + 12 L{T)

ol

T At

g 3
Z3 (X[ Y] d&‘} )

S~

. T A ,
L(TE) = & / Zy (o( X8y ds
0

Une majoration des termes (T8, I3(T57) et T,(T{"} a déja été conduite précédemment :
les inégalités (6.20), {6.21) et {6.22) sont toutes valables pour un temps d’arrét T < T,EE).
Par contre, le caractére lipschitzien de # n’est pas assuré jusqu’au temps Tﬁf) ; on va donc
traiter différemment de la premiére partie le terme impliguant la fonction 8 Iy (Tée)). Ce

terme peut s’écrire sous la forme suivante, puisque la différence sous I'intégrale est nulle
au dela de T :

TEATE A

L{T¥) = E{/

Z2[0.(X (1)) — g, (X2 ds} :
0

On ne peut utiliser le caractére lipschitzien de la fonetion & que si 'on se place avant le
ple)
temps T, :

) T;S)/\t 3
L) = E / 230X 09) 6. (x29)] ds
0

BN (
+E / Z210.(X15) — g (X )] ds .

()
1,5 At
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Le premier terme a déja été majoré dans (6.19); dans le second, on majore la différence

en f:
#(e) , le)
. K t 9 OO TP /\Tﬂ At 5
n(ey < 28 E{22 A(E)} ds + Lleo Z2 ds .
? e Jy i Ty e T8t
3
Z¢ étant une sous-martingale,

o K. !
nae) < 5 [ B{2 )

£

oo { 3 : e
UEN 7 T At~ T Al 3

74 AT At

Par 'inégalité de Holder:
. K
(e il 2
LIy < f {z Tég}ds

+ ”98|2|°° (]E{ (Zaornzt001¢) 2}) %(]E{ (174 — 7" 04}) : ?

et par les inégalités (6.12) et (6.16) pour le second facteur:

y K
I}(Tp( D / E{22 T(s)} ds + K3 € (E{Z:?;SE)A@EE)M}Y '

4
. . 3 . . . 3
On élimine la puissance 1 dans le dernier terme grace 4 l'inégalité z < & + ;—3(—: avec
c=4 K13 [
1
(6.25) L(T®) < Kyg e + gE{ZQ(E)M}

Combinant (6.20), (6.21), (6.22), (6.24) et (6.25), on obtient:
K
(6.26) E{Z%E)M} < Kiged + =3 ]E{ Lons }

On conclut en appliquant le lemme de Gronwall :
i
E{Z%E)M} < exp (Km ) K5 '

E], ~
Sit= 77_ alors Tég) < t, et compte tenu de (6.15), il existe deux constantes K7 et Kig

telles que

(6.27) { T(E)} < K€l

(6.28) E{(Yj{}f} }fT'fj))} < Kis.e
P

On considére & présent le second terme du membre de droite de (6.23), que 1’'on décompose

suivant les événements 1l ( et I

le 2, 1,2 2, .
L I
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A1 le (2, 2.6 \ 2
E{ (};(1&‘5) 1’;(1(6)) -+ ),1(1(56) YTéz’E))) }
2
H (1 5} b 2 E‘) 2 )
E ((Y;(ﬁ)) - YT(2 s)) H{T£1,5)>T£2,5)} (1 Tihe) Y;@i)) ]I{Tgl,s)Sng,s)}) }
r(l } 1 ) (21) f(2 E)
= ]E (}T(lgs) Y;(gi)) B.{T‘gl,s)>T’§2,a)} + (YTﬁli) }T(Z E)) ]l{T,«El‘S)STFEQ’E)}} .
Dans chacun des deux carrés, on distingue les intégrales browniennes et classiques:

(6.29) E{ (Y((l e)) Ygs’?) + Y({e)) Y, ?253)) } < 25 +2 042 54+2 0,
I

oll:
2
T
J = E ( (25) Pe X(la )-i—O'(X(l,e }/(1,5))) st) 1{T£1’€)>Z§2'5)} ,
e 2
{1, ~(l,e
Jy = (fT@E) X(lg)—i—b()xél 2D S( ))) ds) ]].{T’Sl,e)>T£2,s)} )
T(ze} 2
2
J3 = E ( Tl B Y( E)) st) H{Tél,e)ngle)} )

(%) 2
Ji = E (/ Q(YQE)) ) IL{TFELE)STE,S)}

T}gl,a)

Les termes en carré des martingales présentes dans J; et J3 se développent selon le schéma
suivant, ot M désigne une martingale, S et I deux temps d’arrét bornés:

E{(Mr— Mg)* Ligery} = E{(MZ— M2 —2Ms(Mr — Ms)) Lis<r;},
E{(Mr— M) Lisery} = E{(MZ— M2) Lser)
—2 E{ Mg E{(Mp — Ms)|Fs}liscn}.

=10

s0it

(6.30) E{(Mr— Ms)’ Lis<ry} = E{ (M} — M2) Ujscry } -

t
Si, de plus, la martingale M est une intégrale brownienne M, = f R, dB,, la formule
0

d’It6 entraine :

T -5
E{(M;— M3) Nsery} = 1@:{2 ( MR, dB, —/ M,R, dBu) 1{3<T}}
G 0

T
5
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T s
E{(M} - M) lisery} = E{2 E{[ MR, dBu—/MuRu dBu|fg} Iys<T)
S0 0

e

=0

T
S
soit

(6.31) E{ (M7~ M3) Lis<r} = E{ ([: R du) n{sm} .

Ainsi, recombinant {6.30) et (6.31), on obtient:

(6.32) ]E{ (/ST R, dBu) 2 n{sg}} = E{ (/ST R du) ]I{SST}} :

On applique cette derniére égalité aux termes J; et Js:

T.él,s) . .
J+J3 < E{/ (pE(Xgl’E)) + O’(Xs(i’e),};(l’s))) ds H{T’él,s)>T£2,e)}

2,
%)

.Tp(2,s) )
+ E {/ (pg(XLE.Q’E))) ds :ﬂ.{TS,E)STéz,s)} s

Tgl,e)

et on majore les fonctions p et

llell3e 2 llelle {lo]| : ¢
(6.33) S+ Jz < ( oy - +lo||% ) E{|TS — 729}

Par ailleurs, on majore de méme les deux autres termes:

10115 | 2 [18lleo 10]lo : )2
(6.34) J2+J4§( EL] + ! = I + 18112, E{(T;LhTfJ)}.

L'écart entre les temps 75 et TS est controlé par l'inégalité (6.12) du lemme 6.5 ; on
choisit p = 2 et on utilise la majoration (6.27) pour obtenir:

£ £ 2
(6.35) B{ (109 - 709} < Kg
Par Pinégalité de Hoélder, il vient:
(6.36) E{|T{" — T3} < Ky £

Les majorations (6.29), (6.33), (6.34), (6.35) et (6.36) conduisent &:

2
(6.37) E{ (Y;E;?j) - ;Ej;? - 1/;22;? - xg.f;) } < Ky &
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On revient & (6.23) pour conclure avec (6.37) et (6.28):

E{ () - v < 2Kt 42000,

T'gl,s) TP(E,S)

Ceci établit la convergence L? vers zéro et achéve la démonstration dans le cas oi le
support de # est contenu dans celui de p.

Troisiéme partie : on considére enfin le cas ou le support de # contient celui de p. On
N . .y 1 2,
cherche donc 4 majorer la norme L? de la différence YT((;:?) - Y;@i)).
[ #

Le schéma de démonstration utilisé dans la deuxiéme partie ne peut s’appliquer ici; en
effet, dans la décomposition (6.24) o Pon remplace T}E} par TQ(E), le terme qui ne peut pas
étre majoré comme dans la premiére partie n’est plus I; (TBE)) mais I3 (Tée)) dans lequel la
sous-martingale Z; intervient a la puissance 1 au lieu de % ; il en découle une majoration
d’ordre &% en (6.27). Mais ceci ne permet plus d’obtenir % dans la majoration (6.35) o
il faut lire 8 en lieu et place de p; on obtient seulement un majorant en £, ce qui est
insuffisant pour conclure.

On va par conséquent appréhender différemment la différence & majorer.

On note 7<) Pinverse du processus strictement croissant X @<, On a une correspondance
entre variables spatiale et temporelle:

a, <z < ag — T{gi,s) < Tgi) < Tg(i’g}.

On va majorer la différence entre les processus Y% et Y(2¢) en des temps différents pour
chacun, mais correspondant & une méme distance z:

2 1) 720 2
ALE) (2,6} o (L) B ~{1,g) A2,8) e 7(2,€)
(} T(LE) - YT(Q,E) - T(l-e) + {1,c) d} 8 - }' T(Za’f) - (2,2) d}s ?
2z 2z L4 T’,J " 4 Tp"

‘ 2 2 iy ?
v -ves) < 2 (vl - vB) + (XY (9) dB,
Tazm Tg?,,, TP TP Tlglvs)
FLe)
+ 4( f (1) [0.(X ) 4 p(x 9 VD] ds
T,

(2,2)

2
_/(”; 0-(X39) ds) :
T2,5

I

On majore alors P'espérance de chacune des intégrales stochastiques; dans les intégrales
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du dernier terme, on distingue les termes dépendant de ¢ des autres pour obtenir:

2 2
(1, (2, (1, 2,
]E{ (};{ig - 1}’((;3) } < 2 ]E{( ;élfj) —~ YJEP(;Q)) }

File)

5222
44 E{ f (X9 y 19y ds}
T(leJ

2
7(;'5) 2
(6.38) +8E (/T(l) b(X ) y (o)) ds)

1,e) (2,e}

7(2’ T2 2
L SE (/ e2z QE(XSU_,E)) ds f o 95(X§2’€)) dS)
@) T£2’S)

El

On majore tout d’abord le premier terme du membre de droite de (6.38). Deux applications
de I’inégalité triangulaire permettent d’écrire:

/'(1?5) /’(215) "{175) ./'(1"5) /(1’5) -’(2’5) f(215) /’(275)
DT‘SI,EJ - }ng2,a)| <| }Tgl,s) - 15;@ ] ifgsJ - }TP(E) |+ }ﬁa) - }Tp(z,.s)
~ ) Y - - >

Ly L

" "

Ly

)

Nous traitons dans un premier temps les termes L et L3 de nature identique, puis le
terme L.

o Les termes L, et Ls font respectivement intervenir les processus Y5 et V(22); ]a
variation de Y (1) entre Tég) et T,EI’EJ s'écrit :
ngl,e) Tél‘e)

L= [ (X8 + o (XEAVIN] dB, + [ 10, (X) + X0V ds,
T,

]
pile)
14 Tpe

tandis que pour Y2

T{£2’E) T‘EQ’E)
Ly = / p( X dB, + f 0. (X %) ds.

Tés) T'gs}
La majoration de Ly sera exactement celle réalisée pour Ly dans laquelle on aura pris soin
d’'imposer ¢ = b = 0.

(1e) 2
i < 2(/—U[ﬂe(xﬁﬂ)+a(X§1’%;“’f))] arBs)
TE
/ T(LE}

; - 2
+2 f [0 T) + (XD YD) ds |
T°

Passant a 'espérance, on peut utiliser les propriétés de bornitude des différentes fonctions:

1, 1e)? lloll ’ € r
p{ (vid -vi) b < (Mo ) m{po - 20)

L9 (HHHOO N ||bHoo)2E{(T£LS) _ Tée))Q} _

&2
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Les majorations (6.35) et (6.36) conduisent &:

A(1,8) ALY 2 . HPHOO ? HHHOO 6
E (} (1.2) }Tés)) <2 + llollee +[[8]]e0 K196-

o La majoration du terme Lo a été établie dans la premiére partie de la preuve en {6.17).
En regroupant ces différentes majorations, on établit Uexistence d’une constante Ksy vé-
rifiant:

E{ (vid -v8a) } < Kpe?,
2

On s’intéresse & présent aux autres termes de (6.38). On utilise les hypothéses vérifi¢es
par les fonctions ¢ et b. Par ailleurs, on effectue deux changements de variables dans les
intégrales du dernier terme; on passe d’intégrales en temps a des intégrales en espace en
posant pour ¢ € {1,2}:

X‘gi,E) {(#,2)

= — 85 =T .
y 52 9.,'

On obtient alnsi:

2
]E{ (Y((lli)) };((223) } < Kype+ 407 ]E{ SE) Txgl’g)}

2
+ 8 |11 E{( ey = 10) }
2

v 6y v 0y
ap gb( }/((j:l e)) qb( Y (22 s)))

5 ¥ E‘y

On regroupe les deux intégrales et on utilise les propriétés de la fonction ¢ pour faire
apparaitre le membre de gauche:

2
E{ (Y((ll?) - Y%i) } < Koppet 4 Hagllmﬂ% £

62-1 °2ﬂ3

(ap — ap)2 4
n? -

KZ r* o) o)
+ 8 HBHLQ(%,GQ) i / ]E{ (Y(’EJ Yu e)) dy.
o] gey 5 u

Le lemme de Gronwall permet d’établir la majoration suivante:

— — 2
E{(Yf&ﬂ re) } < (Kaor 4l s s 2 200 )

EZI

+ 8 [1b*]]

K;
X exp {8 H9\|L2(ap,a9) ;;“(33 —ay,) | .
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Cette inégalité est valable en z = ag:

La convergence en norme L? est ainsi également établie dans cette situation. Ceci achéve
la démonstration de la Proposition 6.2.
]

6.4 Changement d’échelle dans I’E.D.S. simplifiée

Nous continuons dans cette section a transformer le probléme. Nous allons & présent nous
ramener, par un changement d’échelle, & une solution d’une E.D.S. indépendante de &.

Nous introduisons une équation oii le paramétre ¢ intervenant dans les équations {£(59))
et (E%#)) n’apparait pas.

X, = f B(X.Y))

(E®) v, — /0 p(X,) dB, +f0t9(xs) ds.

Le lien entre les équations (E'**) et E® est précisé par la proposition suivante:

Proposition 6.6 Soient (X®9 Y@ B) et (X(3),Y(3),B) les solutions respectives des

E.D.S. (E@) et (E®).
On définit deur nouveaux processus par un changement d’échelle :

=

};(3:5)

Alors, le couple de processus (X)) Y5 ¢ lg méme lot que (X329, Y2e)).
Démonstration de la proposition 6.6.

On va déterminer I'équation gue suit le processus (X (3’5),}’(3’5)) :

35)
x = [T ()
(3,8}
- f(,f)(f" yws)) ds.
o 5

(6.40)
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Le processus (Y 3)) vérifie quant & lui:

(32) v (XEDN s L 1 (XED
J0 0

t/e? B t/e?
= 2+ f ep (X5 dB, + / £20.(X 57 ds
0 .

0

t ¢
_ z—}—/ Pe(ng’E)) EdES/EQ -{-[ 95(X§3=€)) ds.
o 0

Si on pose Bf = £B,.2, alors (X(3=E},}”(3’5},§5) est solution de 'E.D.S. {E?)).
Par unicité au sens des lois de probabilités pour I'E.D.S. (E29)), les lois de {X &)y (5<))
et (X@4),Y24)) sont identiques. 0

En particulier, on a le corollaire suivant :

Corollaire 6.7 Les notations étant celles de la proposition 6.6, on définit le temps d’arrél
T(3) .

(6.41) T® =inf{t >0 ; X = a}.

Alors, les v.a. }gﬂ?;fg) et Y:,&?;)

ont la méme loi.
Démonstration du corollaire 6.7.

La proposition précédente implique que les v.a. Y;,%?) et Yﬁg% ont méme loi, avec
TE) =inf{t > 0; X = 2},

Or,
(6.42) TE = int{t > 0; X[, = a} = 2T
Par conséquent,
Yj(w?g,e) fer T Y’]'E?E)»)a
et ainsi
Y:,%i) 2 Yq&ie P Yf}i je2 T 125?)

6.5 Description de la loi de Yr

Nous décrivons, dans cette derniére partie, la loi de }’;,i?g), ot (X&) ¥Y®) est solution de
(E®) et T est défini dans le corollaire 6.7.
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Soit (By; Fi),» un mouvement brownien issu de zéro.
On considére (Z;),., la solution forte par rapport & (B,),~, de 'E.D.S.:

(E®)) ;@=z+1:ﬂ§%%ﬁd3,+ﬁlgﬁz)@.

Définitions :

1) On pose M, dB, ; c’est une martingale dont le crochet (< M >),., est

strictement croissant et continu.

(6.43) <M >tz/0 ¢(812,) ds.

it) On note 7 l'inverse de < M > et on définit le processus (5;) ., en arrétant la martingale
M au temps 7 A a: B

By = Mo na

(Bt)ysq et un (Fy,),-,-mouvement brownien arrété en < M >;; c’est un conséquence
directe du Théoréme de Dambis-Dubins-Schwarz [KARATZAS, SCHREVE, (1994)].

Proposition 6.8 Le triplet (7; ZTt;ﬁt)tZU est solution de UE.D.S. (EW¥)),

Démonstration de la proposition 6.8.

Le processus strictement croissant (7;)qo est dérivable presque partout, et sa dérivée, la
ou elle est définie, se calcule en dérivant 1'égalité (6.43):

T;i' - @(Ttazﬁ)'

On peut done exprimer 7 sous la forme:

t
(6.44) n:/ang@;
G

ceci constitue la premiére équation du systéme (E®)).
Par ailleurs, un changement de variable permet d’établir:

t t Tt Tt
z+f p(Ts) df; +f O(r) ds = z + / p(8) dBcars. —i—/ Bs)d< M >,.
0 0 Jo 0
Or,

sSAG
ﬁ<M>s = Mons = /
0

1
e dB,.
Ve(u,Z,)

On obtient alors:

t t _ " p(s) IO
z+f0 p(7s) dﬂs+/0 B(r,) ds = z+/0 NZIEVA) dBﬁ—fU YA ds = Z.,,

ce qui correspond 4 la deuxiéme équation du systéme (E®), m

Corollaire 6.9 La variable aléatoire Y}?&) a méme loi que Z;.
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Démonstration du Corollaire 6.9

Le corollaire vient directement de la proposition 6.8 avec les notations de la section. O

Ce dernier résultat nous permet d’achever la démonstration du théoréme principal ; nous
avons successivement prouvé:

(Ley  yri2e) lo (2,) loi {(3) loi
Vi -yl S0 e v By 2z
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Troisiéme partie

Approximation de ’espérance de
fonctionnelles de la trajectoire d’une
diffusion par le schéma d’Euler

81






83

Résumé : On considére I'E.D.S. homogéne en temps, dont les coefficients ¢ et b sont trés
réguliers:

X(1) = X(0) + fo o(X(s)) dB(s) + /0 b(X (s)) ds (t > 0).

On désigne par (X(s))gc,; sa solution, et par (X°())), coc; V'approximation de cette
solution donnée par le schéma d’Euler de pas & > 0. Le but de cette étude est de préciser
les vitesses de convergence de E{®,(X9(1),...,X°(£))} vers E{®(X(.})} en fonction des

paramétres & et k, ot @ : C([0,1] ; R*) — R est une fonctionnelle donnée et ot @y :

1 {
(Rd)k - R représente une approximation de ®. Les cas ot ®(z(.}) = ( f f(z(s)) ds)
0

1
et @(x(.)) =exp (/ flz(s)) ds) sont, étudiés;

0
[ est un entier positif et f une fonction mesurable et bornée.

Classification AMS : 60H10, 60160, 65U05.

Mots-clés: Equation différentielle stochastique, approximation par le schéma d’Euler,
vitesse de convergence.
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Introduction

Cette étude a fait I'objet d’une collaboration avec Etienne Tanré.

Pour certaines fonctionnelles @ : C([0,00[ ; RY) — R, I'espérance de la variable aléatoire
P (X (s)s>0), ot (X(5)),.p st la solution de 'E.D.S. (8.1}, représente une quantité inter-
venant dans de nombreux problémes d’E.D.P. et de mathématiques financiéres.

(8.1) X@:X@+£om@nw@+£ﬁX@ms (t > 0).

La section suivante rappelle différentes équations dont les solutions peuvent s’exprimer
comme 'espérance de fonctionnelles de trajectoires stochastiques, ainsi que certaines gran-
deurs liées a la finance.

7.1 Quelques exemples de fonctionnelles intéressantes

7.1.1 L’équation de la chaleur

L’exemple le plus simple est sans doute celui d’un mouvement brownien (B(s),»0) issu de
ZETO.
La solution de I'équation de la chaleur,

(7.1) {%w‘) = iAufts)  (t>0,7CRY)

w(0,z) = f(z) (x € RY),

on f est une fonction continue, s’exprime sous la forme d’une espérance de ce mouvement
brownien :

(7.2) uw(t,x) =E{f(z+ B(t))} (t>0,7€RY.
En considérant la diffusion (X ());5, & la place du mouvement brownien, on obtient la

solution de Péquation de la chaleur généralisée, au sens ot le Laplacien A est remplacé
par Vopérateur de différentiation A associé 4 'E.D.S. (8.1):

1 &g : dg 9 a
(7:3)  Agla) = 5 Z a;;(z) B0, () + Zbi(m) S (z) (geC?) (zeR,

84
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ol

{
(7.4) aij(2) =Y (owoia) (x) (v €RY).

k=1

Si on note (X7(t)),, la solution de 'E.D.S. (8.1} pour laguelle X{0) = =, la solution de
I'équation, -

(7.5) { a—u(t,m) = Au(t,z) (t>0,zeRY

u(0,x) = f(z) (x € RY),

ot f est une fonction continue, s’éecrit d’'une maniére analogue & la solution (7.2) de
léquation (7.1):

(7.6) u(tz) =E{f(X°(1))} (t>0,xeR).

Il est également possible d’interpréter le membre de droite de (7.6) en terme de prix
d’options financiéres européennes en particularisant la fonction f: f(y) = (K —y),.

Tous ces exemples présentent le méme type de fonctionnelles qui ne dépendent que de
Ia seule valeur & un instant ¢t de la trajectoire. Ces fonctionnelles élémentaires ne sont
toutefois pas les seules & fournir des solutions d’E.D.P. ou des grandeurs économiques.

7.1.2 Le probléme de Cauchy avec potentiel et Lagrangien

Deux exemples, ol la totalité de la trajectoire du processus stochastique intervient,
peuvent &tre considérés en paralléle: ils utilisent le méme type de fonctionnelles. 11 g’agit
des solutions du probléme de Cauchy présentant un potentiel non nul et du prix des
options asiatiques.

Le probléme de Cauchy avec potentiel r et Lagrangien g, est une extension de I’équation
de la chaleur (7.5):

(7.7) { %:'(m') = Au(tz) - r(z)utz) +glz)  (>0,z€R
u(0,2) = () (z € RY),

ou les fonctions r et g sont continues; © est de plus supposée minorée.
La formule de Feynman-Kac [KARATZAS, SHREVE, (1994)] permet d’exprimer la solution
du probléme de Cauchy sous la forme suivante:

w(ts) = E{uﬂ(xm(t))exp (— /0 ' X(s)) ds)

+ /U X7 (0)) exp <— fﬂ X5 (s)) ds) d@}

(7.8) (t>0,zeRY,
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Quant aux prix des options asiatiques, l'allure de leur expression ressemble & celle des
solutions ci-dessus. Plus précisément, soit (7({)o<i<cr) un processus stochastique repré-
sentant le taux d’intérét. On suppose, pour ne pas avoir a changer de probabilité, qu’il
compense exactement le taux de croissance de I'ensemble des actions. On considére une
option ("contingent claim") de valeur terminale de paiement ur et de taux de paiement
(g(t)o<s<r); il est alors démontré [KARATZAS, SHREVE, (1994)] que le prix initial qu'il
faut investir dans un portefeuille d’actions pour couvrir le paiement de 'option est donné
par:

(7.9) E{exp (ﬁ f:r(u) du) uT—I—/[;TeXp (L fOST(U) du) als) ds}.

7.1.3 Le probléme de Dirichlet

D’autres types de fonctionnelles apparaissent a la fois dans I'analyse des E.D.P. et dans
les mathématiques financiéres.

Si D est un domaine régulier de l'espace d’état d’un processus X* issu de z, le temps de
sortie 77, de I'ensemble D) est une information contenue dans ensemble de la trajectoire
du processus: 75 = inf {s > 0; X7 ¢ D}.

La solution du probléme de Dirichlet (7.10}) :

Au = 0 (x e D)
(7.10) {u(m) = f(z) (xeaD),

ou f est une fonction continue sur 8D, s’exprime sous la forme suivante:

(7.11) uw) = E{ F(x3)} .

Contenant lui aussi la v.a. 75, du temps de sortie du domaine D pour la diffusion issue de
x, le prix d’une option barriére admet comme expression :

(7.12) E{ Tz f(X5)}.

Ces différents exemples illustrent I'intérét qu’il peut y avoir & estimer, a défaut de calcu-
ler, des espérances de fonctionnelles de la trajectoire de diffusions puisque ces quantités
représentent des solutions d’E.D.P. ou des prix de couverture d’options financiéres.

7.2 Calcul de 'espérance des fonctionnelles

7.2.1 Principe

Le point de vue adopté ici ne consiste pas & résoudre numériquement les éventuelles E.D.P.
dont ces espérances sont solutions. D’ailleurs, 'existence et 'unicité des solutions des
E.D.P. décrites ci-dessus ne sont assurées que si la fonction f est suffisamment réguliére.
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L’optique est d’approcher ces quantités par des méthodes probabilistes, moins sensibles a
la régularité des fonctions mises en jeu.

La méthode de Monte-Carlo constitue un moyen classique pour calculer des espérances
de v.a., et il est naturel d’y avoir recours pour estimer ces espérances de fonctionnelles
de la trajectoire de processus. Toutefois, cette approche présente un probléme: il est en
effet impossible de simuler des trajectoires du processus initial (X (5)s;»q). On est alors
amené A remplacer ce dernier par un processus proche de X et que 'on peut simuler. Une
méthode est privilégiée par sa simplicité: le schéma d’Euler.

L’objectif est donc ici d’apprécier les vitesses de convergence de quantités calculables,
en faisant intervenir le schéma d’Euler et des approximations de fonctionnelles, vers les
espérances contenant le processus initial de diffusion.

7.2.2 FEtudes réalisées dans la littérature

Plusieurs travaux ont déja été conduits dans cette voie. En particulier, les études des cas
ol Ia fonctionnelle est réduite a la valeur en un seul point de la trajectoire ont permis
d’obtenir des développements en ¢ de I'erreur commise en remplagant le processus initial
par celui obtenu grace an schéma d’Euler de pas § [TALAY, TUBARO, (1990)], [BALLY,
TALAY, {1996)]. Ce dernier article se distingue du premier par un affaiblissement des
hypothéses portant sur la fonction f qui apparait dans (7.6). En effet, aucune régularité
n’est demandée & cette fonction si ce n’est la mesurabilité ; une hypothése de bornitude
peut étre relaxée pour ne conserver qu’une croissance polynomiale en —oo et +-00.

Plus récemment, des fravaux portant sur U'erreur lors de ['évaluation du prix des op-
tions barriére par une méthode impliquant le schéma d’Euler conduisent également a des
développements de P’erreur [SEUMEN, (1997)], [GOBET, (1998)].

7.2.3 Fonctionnelles étudiées

[’étude présentée ici s’articule autour de plusieurs sortes de fonctionnelles. Dans un pre-
mier temps, une étude de fonctionnelles faisant intervenir plusieurs points de la trajectoire
est réalisée. Cette extension, sans applications directes, permet dans un second temps
d’aboutir a des résultats concernant des fonctionnelles plus intéressantes, qui reprennent
I'information de I'intégrale de la trajectoire de la diffusion. Ceci permet alors de connaitre
les comportements de 'erreur, lors du calcul du prix d’options tel que le laisse apparaitre
(7.9), ou lors du calcul de solutions de 1'équation (7.7) qui s’expriment par (7.8).

7.2.4 Reésultats

Plus précisément, on démontre (théoréme 9.1) que pour un nombre fixé % de points de la
trajectoire, I'écart existant entre E{®(X{#,),.... X))} et E{@(X°(t,),...,. X ()}, o
@ désigne une fonction réclle définie sur (R4)" et (#,) (o<i<ry Une subdivision, se comporte
en 6. Cette démonstration a déja été présentée lorsque ces espérances se raménent au
membre de droite de (7.6), avec f trés réguliére |[TALAY, TUBARO, (1990})] et avec f
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seulement supposée mesurable et bornée [BALLY, TALAY, (1996)] . C’est cette derniére
hypothése qui est imposée dans le cadre de cette étude.

1 14
Ce premier résultat permet d’aboutir & des cas de fonctionnelles z(.) — ( / flz(s)) ds)
0

L
et {.) — exp ( / f(z(s)) ds) an travers de I'étude des convergences des fonctionnelles
0

du type précédent z(.) —> (% é f (x(%)) )l et z() —> exp (% Z;‘ f (1:(%)))

Il est ensuite démontré dans les théorémes 10.2, 10.4 et 10.7 que chaque erreur est majorée

" og L .
par une quantité comportant un terme en § et un autre en ——. Toutefois, si 'on sait
reajorer uniformément en k le coefficient devant 4, il n’a pas été possible de controler uni-
formément le reste £5;. Par conséquent, la vitesse de convergence des quantités contenant
Papproximation d’Euler du processus n’est pas connue.

. . 1 ) . ,
Enfin, en imposant P'égalité £ = —. on obtient une majoration de erreur, énoncée dans
b p g (S H 3 1

le théoréme 11.1, concernant les moments d’ordre I de I'intégrale de la trajectoire du
Processus.

Théoréme 11.1 Soit f une fonction mesurable et bornée.

Soit X{.} la solution de (8.1); soit X#{.) Uapprozimation de cette solution donnée par le
schéma d’Fuler; X+(.) est lo solution de (8.2).

Alors il existe C tel que:

1 | L ehin)
. ]E{(/D FX(5) ds) }—]E (k;f(X %”)
! @ . mn llogk _

SCUILEE (e (k}l_m o )

Ce théoréme fournit des majorations des vitesses de convergence pour les algorithmes
permettant de calculer des prix d’options ou des solutions du probléme de Cauchy.
La majoration {11.1) n’est certainement pas optimale puisque 'on peut démontrer dans

. . . o R
des cas pariculiers que la convergence est au moins en . C’est le cas pour le processus

d’Ornstein-Ulhenbeck ; une démonstration directe établit la vitesse de convergence entre

les deux sommes de Riemann dans la partie 11.3.1.

Par ailleurs, des simulations numériques concernant une diffusion solution d'une E.D.S.

présentant deux coeflicients non constants, indiquent que la vitesse réelle de convergence
RO : . & . .

est plus élevée que la majoration en /i que nous avons démontrée.
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7.2.5 Plan de I’étude

¢ Quelques notations et hypothéses intervenant dans ’ensemble de 'étude sont précisées
dans la partie 8.

o A partir de 14, le théoréme 9.1, indiquant Ia vitesse de convergence pour des fonction-
nelles faisant intervenir plusieurs points de la trajectoire, est énoncé dans la partie 9.1.
Sa démonstration s’articule autour de trois parties: 9.2, 9.3 et 9.4.

o Avant Pétude des fonctionnelles de la trajectoire, qui sont cette fois-ci des fonctions de
I'intégrale de la trajectoire, la partie 10.1 est consacrée au rappel d’un résultat concernant
la dérivation des novaux de transition pour des diffusions suivant les hypothéses décrites en
8.1. On y démontre la majoration de noyaux dérivés que I'on peut trouver dans [KUSUOKA,
STROOCK, (1987)] ou [SANCHEZ-CALLE, (1984)].

Ensuite, un développement de 'erreur par rapport a 6 est établi pour les moments d’ordre
I de l'intégrale de la trajectoire (partie 10.2) ainsi que pour les moments exponentiels
(partie 10.8). La démonstration de ce développement pour les moments {théoréme 10.4)
est réalisée dans le cas des ordres 1, 2, puis [ dans les paragraphes 10.5, 10.6 et 10.7
respectivement. La partie 10.3 est réservée a la majoration de la vitesse de convergence

k .
des sommes de Riemann %E}E{f (X(%))} vers ./01 E{f(X(s))} ds.

e La partie 11 est réservée a ’étude de majorations uniformes en § = +.
k

e Enfin, la partie 12 reprend les exemples de cette introduction et précise les vitesses de
convergence des différents algorithmes.
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Notations et hypothéses

8.1 Le processus de diffusion

Soit {B(t) }i»p un mouvement brownien de dimension 7, issu de zéro et défini sur un espace
de probabilité {2, F.P).

Définition:

On désigne par X(.) la solution de 'E.D.S.:

ot

(81)  X(8) = X(0)+ /

0

i

a(X(s)) dB(s} + /b(X(s)) ds (t > 0),

0

oft X(0) est une v.a. possédant des moments de tout ordre, et ol o, b et ¢« = oo’ (7.3)
sont des fonctions vérifiant les hypothéses suivantes:

b: R RUeto : R — L(R ; RY) sont de classe O
les dérivées b, b, o', o” sont bornées sur R¢
il existe 7 tel que Z&ai,j(:‘c){j >p>0 (zcRY) (EeRY; ||¢|=1).

?:ﬂj

(H1)

Notation:

On note, pour r € [0,1] et z € R?, X™®(.) la diffusion correspondant & X(.) partant 2
Pinstant 7 du point z; X™*{.) est la solution de 'E.D.S.:

8.2y X™(@)=x+ [ a(X7"*(s)) dB{s) + / BX™(s)) ds (t=r) (zeR).

Définitions :
i) {@s}s>0 désigne une famille de fonctions réelles, définies sur [0,1] vérifiant les hypo-
théses:
Pour tout § > 0, ;s est une fonction en escalier croissante
(I 2) telle que pour tout £ € [0,1], ¢;(f) < # et 2@ <1,
lim @s(t) =1
d—0

90
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ii}) On définit, pour toute fonction ¢y, le processus X°(.) comme la solution de ’'E.D.S.:

(83)  X°(1) =X(0)+/: (X% 0 s(s)) dB(s)+fﬂt (X0 ps(s)) ds (¢ > 0).

X°(.) correspond & la solution approchée par le schéma d’Euler de I'équation (8.1) si

t
ws(t) = LSJ §, out |v| représente la partie entiére de v € [0, + oo.

Notation:

A
On note, le cas échéant, la quantité bJ 8§ par 19,
Remarqgue:

On ne s’interdit pas, sauf mention contraire, de choisir des familles de fonctions vérifiant
seulement les hypothéses (H 2).

Un résultat classique (voir par exemple [KARATZAS, SHREVE, (1994) ou [GIHMAN, SKO-
ROHOD, (1972)]) consiste en une majoration des moments de Y (¢) ou (Y,W) est une
solution faible de 'E.D.S. générale:

t
S0

(8.4) V(1) = Y (0) + /0 CHsY) AW (s) + / gls,Y) ds (t > 0),

les fonctionnelles f et ¢ étant définies sur [0, + oo xC ([0, + ool ,R?).

Proposition 8.1 On suppose que les fonctionnelles [ et g vérifient Uhypothése de majo-
ration sutvante:
il existe K € R tel que:

85) M) P lo(eal” < & (1= sup [w)]) (v Cllo ol ) (62 0)
Alors pour toute solution faible (Y,W) de (8.4):

86 E{ s VO™ | < COTB{TOPT ) ew(Cn)  0<12T)

le nombre C d_ép_endant uniquement de m, T el K.

Les E.D.S. (8.3) entrent dans le cadre des E.D.S. (8.4), puisqu'il suffit de choisir f(s,y) =
a(yliws(s))) et g(s,y) = bly(ps(s})) pour obtenir 'équation suivie par X°. Les conclusions
de la proposition 8.5 permettent d’établir un résultat concernant la famille de processus

(XE('))&»O:

Corollaire 8.2 Sous les hypothéses (H 1) vérifiées par b el o, il existe un nombre C tel
que pour tout 6 > 0 :

(5.7) E{ supnfﬁ(s)PW}s0(1+E{||X(0)||2m})exp(cﬂ O<t<T)

0<s<i
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Démonstration du corollaire 8.2.

L'hypothése (8.5) de la proposition 8.1 est réalisée dans le cas de la famille (X°(.)),

lo (y (s NI + 16y (s(D))II”

B8 <k (1 sw lutol)

(y € ([0, + o[, RY)) (¢ > 0),

ot K est un réel indépendant de 4.
Donc la majoration (8.8) est uniforme en § > 0, et le nombre C' de la majoration (8.7) ne
dépend pas de 9. O

Définition:

Pour toute famille {is};., et tout r € ]0,1[, on définit le processus X?(.) comme étant la
solution X°(.) de I’équation (8.3) jusqu’au temps r, puis la solution X nX%(r) de I'équation
(8.2) au-dela de I'instant r-

X?(.) est ainsi la solution de I'E.D.S. suivante:

(8.9)
X1 = X(0)+ fo ((X7 0 @s(8)) Lo pi(s) + o (X () Uy i(s)) dB(s) 50
+ /0 (b(X 0 9s(8) Lo r(s) +B(X(5)) Ty, 1((s)) ds B

Cette famille de processus a été introduite par Kurtz et Protter. Elle est au cceur du
principe de la démonstration du théoréme 9.1.

8.2 La fonctionnelle de la trajectoire

Les résultats des parties 9, 10 et 11 correspondent & un horizon de temps fini. Pour
simplifier les notations, ils sont énoncés et démontrés sur Pintervalle [0,1].

Nous nous intéressons, dans un prernier temps {partie 9), & des fonctionnelles qui ne font
intervenir qu’un nombre fini de points de la trajectoire.

Définition :

Une fonctionnelle  : C ([0,1],R?} — R, ne dépendant que d’un nombre fini & de points
de la trajectoire, est entiérement déterminée par la donnée:

- d’une subdivision {t; ; 1 <14 <k} de U'intervalle [0,1] avec 0 < #; < ... < §p < 1,

- d’une fonction & : (R’”’)k - R

Ainsi,

(8.10) S(a()) = Bla(t), ... wit) (o) € C((0,1,R) .

La fonction @ vérifie 'hypothése (H 3):
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(H 3)

(M)

® est une fonction mesurable,
il existe C' € R et p > 0 tels que:

[Bar,.. ] <€ (14 sup osl?
1<k

)
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Développement en 0 de ’erreur pour
des fonctionnelles & &k points

9.1 Résultat principal

Le théoréme 9.1 propose un développement de Ierreur induite par le remplacement de
X par X° dans U'expression E{®{X(¢,),...,X{#;))}. La dimension de la diffusion est
restreinte & d = 1. Cependant, lors de la démonstration du théoréme 9.1, le théoréme 9.2

dont le résultat sera également utilisé dans la partie 11 est énoncé dans le cas général
d e N

Théoréme 9.1 On considére une fonctionnelle ® définie & partir d’'une fonction

® : RF — R et d'une subdivision {t; ; 1 <i <k} de [0,1].

On suppose que O vérifie hypothése (H 3).

Soit X(.) la solution de (8.1) avec d = 1; soit X°(.} l'approzimation de cette solution
donnée par le schéma d’Euler; X°(.) est la solution de (8.2).

Alors,

(9.1) E{®(X(t),... . X(t))} —E{@(X(t),... . X0(ts) } = B(D)6 + 5,

. . . . & ] =
la quontité 55 vérifiant pour tout entier k: lim =% — 0, et la quantité R(P) pouvant

50 (5

s’exprimer comme la somme de trois intégrales foisani intervenir lo fonction H,; définie
plus avant par (9.8) :

abﬂ

R(®) = fo 1]1*3{af;;’k(X(tl),...,X(tkr),X(r))( > +bb’) (X(T))}dr

-/ ]E{ Ot (1), X (1) X ()

(9.2) 0z2
, . ad ba .
CLb +T+7 (_X(T‘))}dT

+ [ TR ) X)X 0D X0

94
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Lorsque k est égal a 1, ce théoréme est une version assez proche du théoréme 3.1 de [BALLY,
TALAY, (1996)]. II faut noter que nos hypothéses concernant les coefficients de la diffusion
sont simplifiées, et que celles portant sur la fonction f sont identiques; 'hypothése (H 3),
dans le cas k = 1, correspond & la mesurabilité de f et a sa croissance polynomiale.

Par contre, la démonstration du théoréme 9.1 ne reprend pas celle de [BALLY, TALAY,
(1996)] mais s'inspire d’une idée de Kurtz et Protter. En particulier, I'introduction de la
famille de processus paramétrés, qui sont les solutions de 'E.D.S. (8.9), leur revient. De
plus, le théoréme 9.2 et le lemme 9.5 ont été adaptés ici & des valeurs de k£ supérieures 4
I.

Plan de la démonstration du théoréme 9.1.

La démonstration qui suit se compose de trois parties.

Dans une premiére partie, lécart entre E{®(X (t1,...6:))} et E{®(X(t1,...,8)}} est
représenté comme Pintégrale d'une dérivée ; cette dérivée est calculée, dans le théoréme
9.2, en fonction du seul processus X°.

Une seconde partie est consacrée au calcul des limites des quotients des termes obtenus
au théoréme 9.2 pour cette dérivée par 4, quand d tend vers zéro.

Une derniére partie regroupe les résultats précédents pour établir {9.1) et l'expression

(9.2) de R(D).

9.2 Dérivation de 'espérance d’une fonction du proces-
sus XO()

Les processus X°(.), lorsque r décrit [0,1], constituent une paramétrisation dans Pespace
des solutions des équations (8.3) ou ¢4 vérifie (H 2}, allant de la solution X (.) de (8.1)
pour 7 = 0 & la solution X°(.) de (8.3) pour » = 1. Ladifférence E {® (X (¢,), ..., X {£))} —
E{®(X(t1),.... X))} peut ainsi s’écrire comme U'intégrale entre r =0 et v = [ de la

dérivée g—E {2 (), ... X2 (te)) }-
.,

Le théoréme suivant exprime cette dérivée en fonction des coefficients o et b.

Théoréme 9.2 On considére une fonctionnelle & définie & partir d’une fonction ® :
(Rd)k — R et d’une subdivision {t; ; 1 <1 <k} de [0,1].

On suppose que © vérifie Uhypothése (H 3).

Soit X (.} la solution de (8.1) avec d € N*; soit X°(.) l’approzimation de celte solution
donnée par le schéma d’Euler; X°(.) est la solution de (8.2).

On définit la famille de fonclions 4 valeurs réelles indexées par r et k:

0.3) Hy : (R xR —R
(X1, sxp,2) — E{D(z1, ... ,20, X" (th 1), - - X7 ()},

ot k. = sup{i ; t; <r}.
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Alors pour tout r €]0,1[\{t; ; 1 <i <k},
(9.4)

9 (g{a(Xi(t),... X0} )

or
—E{Z 5K 0 0a(r)) — (X ()] T (X5 1), ...jﬁ@kr),ffé(r))}
i=1 i 2
i3 E{ D [o(X 0. 05(r) — (X)) gfg (X2(t:),. .,Xé(tk,q,)z@(r))}.

Notations:

Si g désigne une fonction réelle O définie pour x = (y,2) € (Rd)i x R% dans R, on écrira
dans la suite:

b(x) ) pour Z bi(x Bz

8
a{x) ) pour Z ai{x th azj (x).

1,j=1

La conclusion du théoréme 9.2 s’écrit alors:

% (]E [®(XIt), ... X0 (t)} )

05)  —E{ B0 plr) ~ BR0)] T (), X)) |
5 B 100 0 ) = a(R0)] Z R (R0, K200 ). XD |

L’énoncé du théoréme appelle quelques commentaires avant d’aborder sa démonstration.

e Premiérement, la fonction H, ; est correctement définie en tant qu’espérance d’une v.a.
intégrable. En effet, en appliquant successivement (M) et (8.6), on obtient:

EH(I)(I].: SRR .Y (tkr'f'l)? vee :erz(tk)”}
< C (1 + sup |zy|]" + IE{ sup ||X’"’Z(t;,-)|p})
ke 1<i<k

1<5 <k, 1<

<C (1 + sup |la;)” + le”p) )
1<j<hy

ot O et C sont des constantes.

e Deuxiémement, la fonction H, ,, est dérivable par rapport & la derniére variable. Il suffit
d’utiliser le théoréme de dérivation sous le signe d’intégration pour le démountrer.

Plus précisément, soit a > 0, les fonctions ®(zq, ... a5, X" (e 1), .. ., X"*(tx)) } sont
P-intégrables pour tout 2 €] — a,al.
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En introduisant le noyau de transition du processus X"*(.) entre les temps 7 et ¢z, on
isole le paramétre z par rapport auquel on veut dériver.

Notation:

La densité de la probabilité de transition du processus X (.) entre les instants s; et sy est
notée g, s,, parfois g, :

(9.6) P{{X°"(52) € dy}) = Guy 5, (2,y) dy-

La fonction H,  s’écrit alors:

an(ggh . u-’EkMZ) = IE{ f (D(Ih . 7$kr+l>X1kr+l’$k7‘H(tknﬁrZ), o ,th7-+1a$kr+1 (tk))
14

Arits, o1 (Za$kr+1) drg,+1 } ‘

Pour tout entier strictement positif v, Vapplication de I'inégalité {10.2) permet de majorer
la famille des dérivées

& |
{@‘; ((I)(:L‘l, o a$kf+1:thT+1’mkr+l (tkr+2), . ’thrﬂ,mer (tk))qr’ier (Z,ﬁ(ikr+1))}

par:

z€]~a,0]

C® T, Tk 1,thr+1’$kr+1 tk )y ,thr+1’$kr+1 tk
-+ .
9
z —2)aiz
exp (_ ket — 2lal kr+1)
1 2M (U, 41 — )
(thrar — 1) VarM
cette fonction est intégrable par rapport & P ® dag, 1.
g ot
Par conséquent, pour v € N,

ol
6z;’k(m1,...,m52) = E{/‘f’(:m,...,mk,+1,Xt’“‘“’m’”“(tkw?)a
R

x

(9.7)

aIQ' ™
o ,thrﬂﬂ:k?ﬂ(tk))‘_(‘?;TTﬂ(z@kr—i-l)dxkr—H .

e Enfin, le lemme suivant, qui interviendra lors de la démonstration du lemme 9.5, dé-

montre en outre que les espérances apparaissant dans le membre de droite de (9.4), im-
Y

. e, ¥ .
ligunant les dérivées "% sont finies.
q )

az7
Lemme 9.3 Les hypothéses du théoréme 9.2 sont restreintes ¢ d = 1; g désigne un entier
naturel non nul.
| }

Alors, pour v € N, il existe un réel C ef un entier N tels que:

IE{ sup
(9.8) 0xf=<]

SCIE{I—%— sup
0<s<r

(X0t X (), (1 = B) X% 0 os(r) + 0X°(r))
X‘S(S)JN}.
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Démonstration du lemnme 9.3.

On note:

" Hy

*75;;——($1,...,$kr,Z) .

1=

Par (9.7), I s’exprime sous la forme suivante:
E{

[@an i X0y 12), X ()
af}’qrﬂ'k?-l-l

R
dzv

I =

(Z:$kT+1)d$kr+1}

On majore la fonction ¢ et la dérivée du noyau g, ,, en utilisant respectivement {M;)
et (10.2):

7 < Cl E{ /(1+ sup |$.j|p+ sup Ithrﬂ,rkTH(tj)lp)
JR

1<i<ky Eet2<j<hk

exp ( (#pr — Z)2 )
S\ M0 ) }
o+ .

V2 M (41 — 75

On échange espérance et intégrale, puis on utilise Ia majoration (8.6) avant qu’un chan-
gement de variable dans U'intégrale ne conduise a:

3

A2
e 2
IT<(C5114+ su 9:-""-&—/ z|? dx
= 1gjspkrl“?| IR{|| 27

ot le réel U dépend de M et du temps g, 41 — 7.
L’intégrale en z est clairement dominée par une fonction polynomiale en |z| de degré p.
On obtient alors successivement :

I <y (1 + sup |z;|”+ [z\p)

1<i<ks
et
E aTHr,k d -4 o6 &8 !
sup | ——=(X(t1), ..., X" (g, ),(1 = 8)X° 0 p5(r) +6.X7(r))
0<o<1| 0z7
<C E{l + sup ]XJ(S)‘W}.
0<s<r

Démonstration du théoréme 9.2,
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On considére la différence suivante dans laquelle le réel strictement positif h est choisi
pour que r + h < ¥ 41, de sorte que k,4p = Kt

{9.9) E{(X) 510, X))} —E{@(X0 (1), ... . X0 ()} -

Chacun des deux termes peut s’exprimer au moyen de la fonction H,yp k-

En effet, la variable aléatoire X7, ,(s) étant égale & X9(s) ou a XTt%X C+h)() suivant

que le temps s est respectivement inférieur ou supérieur a r + h, le premier terme s’écrit :

E{®(X], (1), ... X))
—E { B(X (1), ... KOt ), XKL (g ) XL ) } .

Un conditionnement par rapport a la tribu F,., laisse apparaitre la fonction H, s :

9.10) E{O(X2, (1), - KEp(te)} = B{ Honal KO(00), . K14, ), X2, + 1))}

En procédant a l'identique, on peut écrire le second terme de (9.9) comme suit:
E{®(X(t1),... . X2(t))} = E{Honp(X°(t1), ... . X (t6,),. X2 (r + 1))}

On applique alors & la fonetion Hy.p . la formule d'It6 [KARATZAS, SHREVE, (1994)] avec
les processus XJ(.} et X2, (), entre les instants 7 et 7 + h:

HH"%iE;X {t1),- X (4.)s Xf+h (r+h)) = Hr+h,k(X§(t1)u s 7X5(tkr)ﬂ 734-11(74))
+ / M(x (b} X0 (), X7 4 (5)) 0 (X7, (s9)) dB(s)

0z
9.11 T g o v ¢ 7
o +f TR (RO, X (8), K (5)) BT (D)) ds
L ™ 32 H, Hoihk o5 ) e o {4
+ 3 (X X)X (5) a(X(89) ds,

a0 KA 1) = Hoas (R0, K 0) X0
+ Ok 254y X901, X9()) o(X¥(s)) dB(s)

dz
(012 / Ok (), XO(0,).K05)) W) s
1t orn Hehg, - o6 é 0
+—2_![ Con R (X0 0), . X (1), XE(5)) (X (s) ds.

On choisit le réel positif b suffisamment petit pour que s < r lorsque r < s < r + A;
ainsi, on peut remplacer X2, (s¥) par X%(s'9) dans les intégrales de (9.11).

Par ailleurs, comme s < r + h dans les intégrales de (9.11), on peut remplacer X7, (s)
par X9(s).
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Soustrayant (9.12) & (9.11), on obtient :
(9.13) 7 i ) ) . )
Heonp(X0(0), - X0(0) X (r+ 1)) — Hepns (X0(0), - X0 (84), X7 (r )

-/ T OBrank (ga(1)), . X(8,),%%(5)) [o(X7(5)) dB(s) + b (sP) ds]

Oz
r+h
_ f if%g(xa(ti), X0 (1), X () [0(X3(9)) dB(s) + DX () ds]
1 (™R O2H, s s S5 N v o5/ (8)
ST ), S0 TGO d
B %/T+L?E%ﬂ(fa(tl):'"3X6(tkv=)v}zf(s)) a(X'f(s)) ds.

Il resulte du lemme 9.3 et du corollaire 8.2 que les intégrales en dB(s) sont des martingales
de carré intégrable. Par conséquent, en prenant Uespérance dans 1'égalité (9.13), on fait
disparaitre ces intégrales en dB(s), et par (9.10) on obtient:

E{S(Xrn(ta)y- - X2 (1)} — BB (1), - X (1))
v+
=E / (M—a’";ﬁ]ﬁ(}_{é(tl)’_._’Xé(tkr)’X*é(s))b(j—(s(s(ﬁ)))

_ OHig
(9.14) Oz

+ 11@:{ f " (m(fﬁ(tl),...,X"?(tkr),X’d(s)) a(X%(s9))

(X568, X0(t) X ()B(XI(s))) s

2 0z

2
_ 0 Hr+h,k
Jz2

(R0, K (0) XE)) a(E() ds}.

La conclusion du théoréme s’obtient en divisant cette derniére égalité par h et en faisant
tendre h vers zéro. 0

Les résultats de cette premiére partie sont utilisés dans la derniére partie de la démonstra-
tion. Par ailleurs, I'égalité (9.4) oriente les calculs menés dans la deuxiéme partie.

9.3 Limite en ¢

L’égalité (9.4) fournit une expression de la dérivée par rapport au paramétre r, de la
fonctionnelle ® appliquée au processus X?. L’écriture de cette dérivée ne fait apparaftre
que le seul processus X°.

Le but de cette section est de préciser les comportements des espérances du membre de
droite de I'égalité (9.4), lorsque le paramétre & converge vers zéro. Les résultats de cette

section sont restreints au cas ou la diffusion est de dimension un.

Avant d’étudier ces comportements, nous comparons les vitesses de convergence vers zéro,
de la norme L? de X%(r) — X% 0 5(r) et de r — ;{r).
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Lemme 9.4 Soit un entier p > 1. 1l existe un nombre C tel que pour tout § > 0:

(9.15) E{|X%(r) - X0 0s(n)|”} < C(r = ps(r))P.

Démonstration du lemme 9.4.
La fonction ;s reste constante entre os5(r) et r; par conséquent, Péquation (8.3) se sim-
plifie :

(9.16)  X°(r)~ X0 p5(r) = o(X°0 ps(r))(B(r) =B o ps(r)) + b(X 0 p5(r)) (r—ps(r)).

Cette égalité et I'indépendance de aceroissement du brownien B(r)— Boap(;(r) par rapport
4 X% o @s(r) vont permettre de démontrer que la norme L% de X°(r) — X? o @s(r) se
comporte au voisinage de § = 0 comme /7 — (7). En effet, si ’'on éléve 4 la puissance 2p
les deux membres de 1’égalité (9.16) et que I'on développe le membre de droite, on obtient
le développement de la puissance 2p®™¢ de la norme L de la différence X°(r)— X%op;(r):

E{|X5(r) - X o5tr)|" }

—Z(gp) r—gs(r)) 2 E{ BT} E{ (0 (X% gs(r))}

(9.17)

Gréce a 'hypothése de bornitude de ¢ et au corollaire 8.7, on peut alors majorer toutes
les espérances faisant intervenir la v.a. X% ow;s(r) par un nombre dépendant des moments
d’ordre 1 4 2p de X(0).

La plus faible puissance de r — @s(r) provient du terme correspondant & i = 2p dans la
somme. On obtient par conséquent la majoration (9.15) du lemme. [

Remarque:

L’application de 'inégalité de Cauchy-Schwarz et de la majoration (9.15) lorsque p = 1
implique 'existence d’un nombre C' tel que pour tout & > 0:

(9.18) E{IX%(r) ~ X¥o@s(r)|} < Cvr — os(r)

Lemme 9.5 Soit g une fonction définie de R dans R, de classe C* telle qu’il existe une
constante C :

(9.19) g(@) =g < Cle—yl(1 + 2| + 1y} ((zy) €R?).
Soient k € N*, v e {12} et r €]0,1[\{t; ; 1 < i < k}.
Alors:

lim —1(—)13 {{g()‘ffm) ~(KE o alr)] TR (XA 0) . X 0) XS (r))}

§—=0 r—ipg(T

020 =B{ (L tg) rn) SO, X)X 0D |

+ B {a(x () (XD G (X ), X)X}
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Démonstration du lemme 9.5.

On développe l'expression apparaissant dans la limite & calculer, en utilisant la dérivée
par rapport & la derniére variable de la fonction H, .

o"H,

(X))~ g (X0 s(n)] — 2H(X°(t0), .. X0 (1), X (1))
= [g(X°(7)) - 9% gs(r)] { Tt (X0t X (1), X))
a@i - (‘X(S(tl)a s 1}26&1&"):);’50 ¥a (T))
g+t H.; . = =5 o 8 4
(921) W(‘X ( ) ,)& (tkr)aA O@ﬁ(r))(X (T) _X C 995(T))}

+ [9(X50) = 9K 70 s(r)] {aa—‘q—(x (t) -

X0(t), X0 0s(r))(X°(r) — X0 25(r))

Chacun des termes du membre de droite de {9.21) va étre étudié.

e On va démontrer que Vespérance du premier terme du membre de droite de (9.21)
divisée par r — ;(r) converge vers zéro lorsque & tend vers zéro.
L’espérance de ce premier terme g’écrit :

E{ (g(X°(r) — 9(X 70 ws(r))

O H, OH,

(9.22) | = (X00), - KO, X0 () = == (X0 (), - X (8,), X0 05 (r)

— (X%(r) = XPo ps(r)) %}i’i(k (h1), - X0 (t), X0 soa(r))] }

Exn appliquant & plusieurs reprises 'inégalité de Cauchy-Schwarz et en utilisant ’hypothése
(9.19) suivie par g, on obtient une majoration de (9.22) par :

C(E{(X(r) _Xao%(r))ﬁl})é (E{(1+[X5(T)\+ X%w(ﬂfﬁ})é

(E{ ( o (,f’" (X (h), . X0 (1), X0 (r)
{9.23) o,
e

CIIE RO, . X (8),X %0 os(r))

=

— (X00r) = X0 s(r)) %W(m,...,Xd(tkr),x%mmf}) .



9.3. Limiteend 103

Le premier facteur de (9.23) se comporte comme /r — () lorsque § tend vers zéro. Le
second facteur est borné en vertu de la proposition 8.1. Il reste & démontrer que le dernier
- facteur converge vers zéro avec 4.

Le développement de Taylor 4 'ordre 2 permet d’écrire:

(TR0, X0 R0 = (), R0, X ()
_ v+l _ _ _ . 2
(R0~ Kou) T (R0(0), X0 (0, X0 )

- ( (Xcs(T) ~ X’ (:05(7“))2'/0 (1 - Q)W(Xd(tl)? v ?Xé(tkr)a
(9.24)

(1—NX% ps(r) +0X°(r)) dﬁ)
< (XJ(T') - X% (pg(?‘))4

T Hep o o6 6 o6 ?
sup | ———==(X°(¢1),.. .. X (#,),(1 — H X o s(r) +0X°(r)) | .
0<oct \ 0272

En prenant Pespérance et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, puis la majoration
(9.8), on obtient:

B{ (G2 ). X)) = TEE (X1, X (00) Ko 4()

3z7 +1
—(X50) - Kotr)) T (o (e X00) Ko putr) )

< 0 (B{(X(r) - Xopn)'})* (1 +]E{ sup |X6(S)N}) |

O<s<r

Le corollaire 8.2 et le lemme 9.15 impliquent I'existence d’une constante C' permettant la
majoration de 'espérance ci-dessus par C' /7 - (7).

e L'espérance du second terme du membre de droite de {9.21) est développée grace a la
formule d’Tté. :
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(X0(t1), .. KO (t4,),X %0 (7))

E grti Hr,k
gzr+1

[g(X°(r) — g(X 0 ps(r))] (X0(r) — X0 905(7"))}

_ E{ ‘a;——:%’k (Xt),. . X0 (), X 0 05(r)) f ' (K¥(s) - X0 pu(r)
zZ ws{r)
[g'(xﬁ(s))b(x% s(s)) + -;—g”(i’ *(s))a(X’0 @5(8))}655
(9.26) S i}
' E{ gt (K, X0 (), X0 a(r)

Dans le membre de droite de (9.26), I'application du lemme 9.3 et du corollaire 8.2 per-
met de vérifier les hypothéses des théorémes de Fubini et de Lebesgue; il est alors pos-
sible d’echanger les signes d’intégration et d’espérance, puis d’obtenir la limite lorsque
§ converge vers zéro des espérances. Les deux premiers termes divisés par r — @s(r)
convergent vers zéro avec 9. Seul le troisiéme terme divisé par r — @s{r) posséde une
limite non nulle:
SaN1
B {alx ) )

(X0, X)X |

¢ [’espérance du troisiéme terme du membre de droite de {9.21) s’écrit grace a la formule
d'Tt6:

N { a;i,k (X700, X0 (1), X0 0s(r))(9(X°(r)) — g(X70 w(?")))}

02 = ]E{ T (%5041, X0 (t4), K0 05(r)

[ g omso e + g enacto patr)] d}

L'égalité (9.27) et le troisiéme terme de (9.26) donnent les termes de (9.20) ; ce qui achéve
la démonstration du lemme 9.5 et clt la deuxiéme partie de la démonstration du théoréme
9.1. O
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9.4 Expression du coefficient devant ¢

Tl reste & établir expression (9.2) de la quantité R(®) pour achever la démonstration du
théoréme 9.1. )
Le lemme 9.5 appliqué & g = b puis ¢ = a et le théoréme 9.2 permettent de majorer R(®),
pour tout k € N*:

{R((i))' = (lsi_r)ré%|E{<D(X5(t1),...,)i"5(tk))} —E{®(X (), ... X (t:)}]

1
. 9 v v
1 —
= lim r = slr) L

d—0 0 & T — ipgg(?‘)

E{ (X% ()~ () T (R0, X (1), K )
(9.25) +%(a(X‘50 25(r)) —a(X*(r))) a;f;"”“ (X3(t), .. X0 (t,), X0 (1) }dT

IA

4

[B{ Gk, X x 0 (% ) xop o

+'/0 E{%@(X(tl), X (), X (1)

(ab’ + “Z" + b%) (X(T))}dr

+ /ﬂ'lE{@;?k (X(t1), . X (t), X (r)) (%) ( X(T))} dr

Si Pon choisit la fonction s correspondant au schéma d’Euler, c’est-a-dire si @;(r) =

E} & =79 on peut établir un lemme qui permettra d’obtenir une égalité dans (9.28):

Lemme 9.6 Soit {g; ; ¢ > 0} une famille uniformément bornée de fonctions réelles con-
tinues sur [0,1] convergeant simplement vers une fonction continue g ; c’est-a-dire que
pour tout v € [0,1], lim gs(r) = g(r).

J—90
Alors

I Ly —pl®) 1/t
(9.29) 51_{}%' i 5 gs(r) dr = 5/0 g{r) dr.
Démonstration du lemme 9.6.

La famille de fonctions {g5 ; 6 > 0} étant bornée, la convergence simple de g5 vers g
entraine la convergence en norme L',
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. ., r—r®
Ce qui, aprés que la quantité

est majorée par 1, permet d’établir:

On calcule maintenant la limite du second terme:

i = dr.

{femy k=1

On peut remplacer dans cette expression g{r) par g ((k — 1}8). En effet, en majorant

p
i (k— 1) par 1 et la différence impliquant la fonction g, on obtient :

% ké
[ (5=0=1) lotr) -9 (G- dr < sup lg(s) o),
(k—1)§

|s—t]<d

et comme la fonction ¢ est uniformément continue puisque continue sur un compact, le
module de continuité converge vers zéro lorsque 4 tend vers zéro.

ké

)
(r — (k - 1)) dr par sa valeur 5 pour obtenir :

Il reste & remplacer 'intégrale f 3

(k—1}6
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On peut reprendre le calcul de la limite (9.28) sans avoir recours a des majorations:

R@) = lm SE{Q(X(h),. . X))}~ E{B(X (1), ... X (1)}

= lim - 1£
068 fy Or

1y pl6) 3 )
- [ )E{(b(x%r“)))ﬁb<X“<r)))

E{@(Xf(tl), v 1){?(%))} dr

LERL. r— pié
aHr,k
0z

R 6@) - a(25()

(X°(t2), - X (). X7 (r))

L Te L ,Xd(tk»,fﬁ(r))}dr

- /0 ]E{ M;;’“ (X (1), .. X (82),X (1)) (3;3- +bb’) (X(T))} dr

(9.30)

+ /l E{ e (X (), X (), X (1))
0
(a aa’ + b’y

v/ E{ D, X 1) X0 () (Xm)} ar

Pour tout entier naturel % fixé, les trois intégrales composant la quantité R(®) et appa-
raissant dans (9.30) sont finies.
Le théoréme 9.1 est démontré. |

Le parameétre k reste fixé dans toute la partie précédente. Notre objectif est d’obtenir des
résultats de convergence pour des fonctionneiles qui dépendent de Ia trajectoire compléte
du processus stochastique et non plus d’un nombre fini de points de la trajectoire. Pour
cela, on va étudier I'influence de k dans le coefficient R{®).
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Majoration en 0 et k de ’erreur pour
I'intégrale de la trajectoire

Ce qui suit est consacré & plusieurs exemples de fonctionnelles dépendant de la totalité
de la trajectoire. Imaginons que les fonctionnelles @ soient des approximations d’une
fonctionnelle V. Il est alors possible de faire tendre k& vers l'infini dans le membre de
gauche de (9.1). Le membre de droite de (9.1} posséde donc une limite, mais on ignore

il en est de méme pour chacun de ses deux termes R(®)6 et ;4.

La suite de Pétude se restreint a 'utilisation de Papproximation usuelle X¢ donnée par le
schéma d’Euler. C’est-a-dire que la famille de fonctions (¢s),., est définie par:

oslr) = |56 e

Les deux sections 10.2 et 10.3 ont pour objet de démontrer que la quantité R(P) reste
bornée uniformément en &, pour plusieurs types de fonctionnelles spécifiques. En effet,
toutes les v.a. ®(X(.)) étudiées ne dépendent que de l'intégrale de la trajectoire s —

F(X(s)).

Mais auparavant, on va énoncer le résultat fondamental permettant de contréler le coef-

ficient R(®) par rapport au paramétre k.
Le développement (9.1) de Perreur E{®(X(t1),... . X ()} — E{@(X°(t1),.... X’ (tx))}

présente une expression du coefficient R(®) devant le paramétre 6. Au vu de (9.2), le
comportement de R(@) lorsque k tend vers 'infini est 1ié & ceux des trois premiéres
dérivées de la fonction H, ;. La fonction H,, définie par (9.3), est égale 4 1'espérance de
la fonctionnelle & sur une trajectoire, aléatoire seulement au-dela du temps 7. Ce morcean
de trajectoire aléatoire est (X"*(s)), . ;. Ainsi, les dérivées de la fonction H,; mesure
I'impact d’une variation du point de départ de la diffusion & U'instant r. Ces dérivations
pourront &tre contrélées au travers des majorations des dérivées du noyau de transition

du processus X.

108



10.1. Majorations des dérivées du noyau de la diffusion 109

10.1 Majorations des dérivées du noyau de la diffusion

Une des conséquences de la définition (9.3) de H,; est que U'expression (9.2} du coefficient
R(®) fait intervenir des dérivées de I’espérance de la trajectoire de la diffusion X™* par
rapport 4 son point de départ z. Et si l'on utilise le noyau de transition ¢;(z,y} de la
diffusion X(.) pour écrire la fonction H, 4,

(10'1) HT,k(xh s 7$kr13) - /h . CD(Ila s 737k)q?‘stk1~+1 (zﬁl‘kr+l) L.
Rk~
Gty e (Tk — 1) dTppy - - - dog,

cette dérivation se concentre exclusivement sur un des noyaux de transition. C’est claire-
ment le cas pour 'expression (10.46) correspondant & Pun des trois termes de R{®).

Par conséquent, il est possible de controéler R(é) si l'on peut majorer les dérivées en espace

>

) 1
du noyau de transition. Les hypothéses imposées & 'opérateur différentiel A = 5%53 +
x

0 . :
b—— au travers des fonctions ¢ et & (H 1) permettent d’obtenir de telles majorations.

L’gpérateur A est en effet uniformément elliptique. Il s’ensuit que Pon peut utiliser des
résultats classiques sur les noyaux [KUSUOKA, STROOCK, {1987)] ou [SANCHEZ-CALLE,
(1984)]. Le théoréme IT de ce dernier article démontre la proposition suivante dans un
cadre plus général.

Proposition 10.1 Sous les hypotheéses (H 1) de régularité des coefficients de l'opérateur
associé o UE.D.S. (8.1) et de son uniforme ellipticité,
pour tout entier naturel |, i existe deux constantes C et M telles que:

(103) H e qt(z,:r))H < %—ﬁ/ﬁp ((52).

Le fait remarquable tient & ce que l'ordre de la dérivation en espace apparait, au dénomina-
teur du majorant, comme exposant de la racine carrée du temps. C’est cette racine qui
évite I'explosion de R(®), lorsque k tend vers I'infini et que les dérivations portent sur
des noyaux dont le paramétre du temps converge vers zéro.

La majoration (10.3) de la dérivée par rapport au temps intervient lors de Pétude sur
la convergence des fonctionnelles @, définies 4 partir de la fonction {10.4) et de la

subdivision {E 1 <i < k}, vers 'intégrale de la trajectoire.

10.2 Les moments d’ordre [

On se propose d’étudier le coefficient R(@) au travers des dérivées de la fonction H,
dans le cas oit la fonctionnelle ® représente la moyenne arithmétique considérée aux
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. ( . L . v s
points {}g— ;1 <i< k} de la trajectoire de (f(X (S)))(U<s<1)‘ Lorsque & tend vers 'infini,
cette moyenne converge vers l'intégrale de (f(X(s)))g<scry- Les hypothéses & imposer et
la vitesse de convergence sont discutées dans la section (10.3).

Définition :
Soit f une fonction borélienne, définie sur R?, vérifiant la condition de croissance (M,):
(M,) Il existe une constante C' > 0 et un entier naturel p tels que:
()| <O+ lz|”) pour tout x € R?,

Pour I € N* et k € N*, on considére la fonction réelle @ ; définie sur (Rd)k par:

I
(10‘4) (I)k,[(a’}l, ‘e ,CCk) = (f(ml) + ]{} + f(ﬂ:k)) .

= . . N . . . 1 .
@, ; désigne la fonctionnelle associée & la fonction @, ; et & la subdivision {E ;1< < k}

Ainsi définie, la fonction @, vérifie la condition (A,). Il suffit en effet d’appliquer la
majoration (M,) a chaque fonction f rencontrée dans 'expression de @y ;:

) < (f($1)|+-...4m|f($k)|)z

chk,l(zla e

k

i
P... P
< ¢ (1+ 22 ]1? + : + i )

I
< ¢ (1+ s )
1<i<k
< 01+ sup lisl).
1=3<k
L’application du théoréme 9.1 permet d’obtenir (9.1) qui s’écrit pour la fonctionnelle é‘k,;
1
associée a la fonction @, et a la subdivision {ti = 1 <3< k} :
!

k AN k P i
(105) E (%Zf(X(%))) -E (;Zf(ﬁ(g))) = R(Bri) 8+ e

avec

(10.6) sup lim £

Le théoréme suivant explique dans quelle mesure on peut faire tendre &k vers -+oo dans le
premier terme du membre de gauche de (10.5) pour obtenir l'intégrale de la trajectoire
s — f(X(s)).
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Théoréme 10.2 Soit f une fonction mesurable et bornée.

Soit X () la solution de (8.1) avec d = 1; soit X°(.) Uapprozimation de cette solution
donnée par le schéma d’Buler; X°(.) est la solution de (8.2).

Alors il existe C (Egk l)k:leN* et (Ck g)k 1N+ tels que:

1 { 1 k o { ) )
logk°

+C P ||fll

Le nombre C est indépendant de l, k et § ; les quantités ék,l et &5, véTifient :

Chy E8.4,l
10.8 su m<00, SUPp = < 00,
(108) U AN RYAY
(10.9) sup lim ikl ),

gl =0 4]

Démonstration du théoréme 10.2.

L’inégalité triangulaire appliquée au membre de gauche de (10.7) définit le schéma de la

démonstration.
b : LR
E{( [ ety as) }—E (Ez.f(X (p))
(1010) < E{([ () ds ) }-E (%Zf(x*(g)))
(;Zf(X(;))) -k (%Zf(ﬁ(%)))

Cette inégalité décompose erreur en une partie indépendante du schéma d’Euler (et donc
du pas d), et en une autre sans U'intégrale sur [0,1].

Le second terme du membre de droite de {(10.10), sans la valeur absolue, est égal &
R(®; )0 + 55 d’aprés (10.5); cette expression est transformée dans le théoréme 10.4
pour appréhender le comportement en [ et k. Il est ainsi démontré que

k AN k ¢
(10.11) E (% ; f(X(%))) ~ T (% ;f()?ﬁ(%))) = Chy 0+ 540 ;

et par conséquent que sont réalisées I'inégalité (10.12) et les conditions (10.8) et (10.9).
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(10.12) ]E{ (/01 F(X(s)) ds) } i (% Zf(){"s(;ﬂ_))) < ék:,l 8+ Egpu

=1

La majoration du premier terme est liée & 'évaluation de la vitesse de convergence des
sommes de Riemann vers l'intégrale, pour la fonction C* sur [0,1], s — E{ f(X(s)}}.

Cette majoration est réalisée dans le lemme (10.3) et ainsi (10.7) est une conséquence de
(10.10), (10.11) et (10.14). O

10.3 Convergence des sommes de Riemann

. . . 0 . .
La partie de la majoration de Perreur comportant le facteur provient de ’approxi-

~

1 1 :
mation de l'intégrale / f(X(s)) ds par les sommes de Riemann o Z b (X (%)), ou
0 "=l

plus exactement de /ﬂ E{7(X(s)} ds par %ém{ 7 (X(%)) }

. . 1
Or, pour une fonction continue sur [0,1] la vitesse de convergence est de 'ordre de —. 1l

est donc possible d’obtenir cette vitesse si la fonction s — E{ f(X(s))} est continue,
ce qui est le cas dés que f est continue par exemple. Par contre, si notre hypothése plus
générale de simple mesurabilité suffit & assurer que la fonction soit C* sur ]0,1], elle ne
garantit pas sa continuité en zéro et conduit & conserver le facteur log k.

. 1
Cependant, d’autres cas permettent d’obtenir une convergence en A Par exemple, la mo-

notonie de la fonction s — E{ (X (s))} suffit; et ce cas comprend 'important exemple
des temps de séjour ou de sortie de la diffusion dans un ensemble donné.

Un autre cas entraine la régularisation de la fonction en question: si la diffusion dé-
marre d’un point aléatoire dont la distribution est suffisamment réguliére, la fonction
s — E{ f(X(s})} devient alors C™ sur {0,1].

Cette régularité en zéro est & comparer & la régularité C°° de cette méme fonction
s — E{f(X(s))} en s > 0. En effet, si par exemple la v.a. X(0) suit une loi nor-
male d’espérance m, de variance o2, le processus (X (s)),., a méme loi que (Y (s)),., ol
Y est la solution de I'E.D.S. suivante

V() = m+ / (0T sy + (Y () Lpuney] dB(5) -
1 t> —

+ /_ BY () 1Lisz0y) ds B

1

(10.13)

et la fonction s — E{ f(X(s))} est C® en s =0 > —1.
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Nous allons nous placer dans un cas moins favorable que celui mentionné ci-dessus. Nous
supposons pour toute la suite de I’étude que la v.a. X(0) est égale presque surement 4 un
réel zg.

Sans hypothése supplémentaire de régularité, le lemme suivant établit la convergence des
sommes de Riemann.

Lemme 10.3 Soit f une fonction mesurable et bornée.
Soit X(.) la solution de (8.1) avec d € N*.
Alors il existe un réel C tel que:

o4 E{(/Ulf(X(s)) ds)}—]E (%;f()((-é))) (b1 € W) (1§lg—g).

logk
<O B | flh2

Démonstration du lemme 10.3.

On note Dy la différence entre les intégrales et les sommes de Riemann apparaissant dans
le membre de gauche de (10.14).

En échangeant les signes d’intégration et d’espérance, ) ; peut s’écrire sous la forme
suivante:

= Z/ f E{F(X (). F(X(s))} dsr...ds,

(1015) =1 i1=1 '
-otl - h
—FZ---ZE{f (xCh) s (A(p)}.
=1 i =1
On distingue parmi les termes des sommes sur (i1,...,5} ceux dont aucun indice ne se

trouve 4 moins de deux unités de son plus proche voisin.
On définit Jy; = {(é1,...,0) € {1,... .k} ; (Vo) @ # B = |ia — ig| > 2} pour pouvoir
scinder la somme sur (41, ...,4}; par convention, ip = 0.

Z / /n—lE{f X(s1)) ... f[(X(s))}dsy ... dsy

(Ji'l ----- I’:I)E{lx ak

) o)

H

S [i_l...ﬁmm:{f( (s)) . F(X(52))} dsy . sy — ;lE{f(X(k)) .f(X(;gD}

(i1 0 €T 0

+ ) f ..ﬁllE{f(X(sl)) f(X(si))}dsl...ds;—éE{f(r(%))...f(X(%D}

(1t }EJE G TF E

B
"l*“

Sy
o
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On note cette derniére somme Iy :

By = % / /I_IE{szl H(X ()Y dsa . ds

(10.16) (i1 ETE
Sefo) )

Ce partage de la somme sur {1,...,k} revient seulement & écarter le premier terme lorsque
[ =1, c’est-a-dire que Jp1 = {2,...,k}.

L’ensemble Ji; est non vide dés que 2/ < k + 1 mais son cardinal devient "significatif"
devant, celui de {1,...,k} lorsque k est grand par rapport a {; ¢’est sous cette condition,
précisée plus avant, que 'on aura recours a l'ensemble J ;.

Comme les indices de sommation sont tous différents, il est possible de transformer les
sommes pour ne conserver que des indices triés par ordre croissant.

On écrit i < j pour signifier j —i > 1, et ainsi:

Dy =10 ) f / E{f(X(s1)) ... f(X(s1))} dsi1 ... ds,

(10.17) 0y ey <o

WE{f(X(k)) F(x )]+ R

Le reste Ry, peut étre controlé par le nombre de termes de la somme, c’est-a-dire par le
cardinal de I’ensemble Ji ;.

k’t — card Jkl
(10.18) Ry, <2 HfHLoT

1l découle de (10.15) et (10.17):

Diy = 1! /

0 € <<Zg<k:
1

H]E{f (X(k )) S (X(%)) } + R,

ce qui §’écrit, en utilisant les noyaux de transition :

Dy =1 Z [—1 _/]_1 szgjl /@ l)[qsl(%’%)

Q<iq <€ <<‘.',;‘<k
gSz—Sl (‘I17$2) - Q'sz—s,g_l(mlflrfl) - Q'% (1’0311)9’*2%11 (1.173:2) AL

qij—ip_: (Iggl,ﬁ'}g)} dry...dx; dsy ... dS[ -+ Rk,l.
k

b

..ﬁiE{f(X(sl))...f(X(s;))} dsi ... ds,

La différence entre les deux produits de noyaux peut s’exprimer comme une somme de
! termes ; chaque terme laissant apparaitre une différence de la forme g, _, . (7;,2,41) —
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Giza—i; (Z5,%541) peut s’écrire comme l'intégrale d’une dérivée:
k

s (Iﬂaxl)QSz—sl (xly':EQ) v qSi—Sj_l (:’Cl—hxl)
qu?l (xﬂaxl)Qig_;ﬂ (xlaxQ) s qii—ir-l ('riz_l 3'7;2'1)

- 5iF178 9
= Z qsl(xﬁaml)qw—ﬂ (.fl'?]\,iL'Q) s lsi—s5 (xj—lazj) i a (qt(‘rjaxfrl)) dt
=0 L [

qi1‘+2;ig+1 (Ij+1,33j+2) . 'qil_;l—l (»’Ui;ﬁl :xi;);

avec 7g = 0 dans cette expression.

On peut alors utiliser (10.3) pour majorer les dérivées en temps des noyaux et majorer le

produit f(z1) ... f(z:) par ||f|l

L’intégration en les variables z1,...,x; donne 1 par I'identité de Chapman-Kolmogorov.
(10.19)

: 3 Sit1—5

Dyl < ClIFILE > / f Z oy 1 0] dov ot Al
08y & - <<'t]<k
Quel que soit 'ordre des bornes de I'intégrale en ¢,
i1 — i
2 (8541 = 55) A (ig—”?):
‘2 " . N ?;j+] - ?:j —1

ces deux quantités ont été minorées par B A
Par conséquent,

ST ] ks ii41 —k 55+ 2
(10.20) S dt] < < ks Zhn iRl | < - S

EER t by — 1 — 1 b —t— 1

On a pris soin d’écarter les indices de sommation pour lesquels le dénominateur i;4; —2;

s’annule, en imposant aux indices i;,; et ¢; d’appartenir a Jy .

La majoration {10.20) appliquée & (10.19) rend immédiates les intégrations en dsy, ...

puisque les fonctions & intégrer ne dépendent pas de sy, ..., 5.
e 1
_ ;!
(10.21) |Dral = 2 Cllflloo >0 S + | Brgl-

. i
J=0 0ip i<k L

On procéde maintenant & la majoration des différents termes de la somme en j.
s Lorsque j = (,

1 1
(10.22) Z - < fl — dxy ... dxy.

iy oy <k <ar<on <z <k L1

) dsl
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Le calcul de cette derniére intégrale est menée en intégrant d’abord en z;, puis en z;.q,
et ainsi de suite jusqu’en xs.

d 1 k k k 1
/ — dzy ... do = / [ — dx;.. . dzo diy
(10.23) 1<wy < o<ay<k 1 1 Jm z_1 *1

N . . 1 p 21z
On procéde ensuite au changement de variable z = , et on décompose en éléments

simples la fraction rationnelle obtenue.

k(k_x])z-l Lt =3 -1
/1 T (5—1)/ 1—3:d$
k-
= (l—l (logk Z 1——)

La somme sur l'indice ¢, négligeable devant logk, est supprimée; ceci revient en fait
a remplacer £ — z; par £ pour majorer lintégrale du membre de gauche de (10.24).
Regroupant (10.22), (10.23) et (10.24), on obtient:

(10.24)

1 kim]‘
10.25 . < log k.
(10.28) Z z]—l_(ﬂ—l)fog
Ol ol Kk
e Pour j > 0, on effectue le changement d’indice §; = 4,4, — ¢, — 1 dans la somme portant

sur les indices iy, ...,75 vérifiant 0 < 4; € - - < 4 < k.

djpo-2  di41—24—1 G541 %3 in— 2
(10.26) 3 1_§j DD DR 2:_
_l J—
D €y <k b1 = §=2 =204l =1 Goa=R(i-1) = K

La somme sur 'indice # se majore en remplacant la borne 4,11 — 27 — 1 par la quantité
k — 27 -— 1 indépendante des indices de sommations de sorte que:

i —2 tjp1—4 io—2
D S e =P M) M DS 3
Oy -y <k :"_H J =2l i1 =2(F+1) ij—1=2{j-1) i1=2

Le nombre de termes de la somme du membre de droite de (10.27) est inférieur &

done:
1 klfl
- <

(10.28) log & (L<i<i—-1).

Oy L iy <k L1
Regroupant (10.25) et (10.28) dans (10.21}, on obtient :

2

l
(10.29) 1Dyl <2C Hf”tooE log k + | Ry
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Il reste alors & majorer |Ry;|.
En utilisant la minoration du cardinal de Ji; par (k — 1)(k —4)...(k — 1 - 3(1 - 1)),
valable pour k > 3(! — 1), et la majoration (10.18), on obtient:

11
1+35
(10.30) | Riel < 111l (1 -TI0- —k—j)) :
7=0
En remarquant que exp(z) > 1+ 2 pour tout réel z, le produit peut &tre minoré de la
fagon suivante; on pose par convention log( = ~ oo et exp(—o0) = 0.
-1 . -1 :
1+37 1-+3s
(1-28) e [ Slogr - 12
, k : k
=0 j=0
3 -2
> exp (E log(1 — T))
3 —-2
> 1+1 log{l— 7 ).

Or, pour 0 <z < 1, log({l —x) >z (log(l —z) — 1), dou:

-1

1+ 35 (31— 2)1 31— 2
. 1——3) 2 S S
(10.31) jI:[U( ) 21+ log(1 — =) ~1),
et ainsi, (10.30) et (10.31) donnent :
;1 _ 30 —-2
(10.32) (Bl < | Fllocy; (31=2) {1 log(l————)].

Finalement, les majorations {10.29) et (10.32) conduisent & l'inégalité suivante:

(10.33) 2
Dl <2 ISl o+ 11 2 (1= tog - 22} >3- 1)

La condition 1 <1 < & plus restrictive que k£ > 3(I—1), permet, par quelques majorations

mineures, de simplifier I'écriture du majorant de (10.33) et d’aboutir &:

(10.34) E{(-/Olf(X(S)) ds)}_E (;ﬁ;ﬂx(%))) (k€ N) (151,3@).

logk (.
< ik (o 8k )

Cette derniére inégalité entraine (10.14). 0
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10.4 Convergence du schéma d’Euler pour le moment
d’ordre [

Comme annoncé dans la démonstration du théoréme 10.2, le théoréme 10.4 permet d’ob-
tenir Ierreur commise en remplacant X par X¢ dans l'expression du moment d’ordre I de
la somme de Riemann d’ordre k.

Théoréme 10.4 Soit f une fonction mesurable et bornée.

Soit X(.) la solution de (8.1) avec d = 1; soit X°(.) Uapprozimation de X(.) donnée par
le schéma d’Buler; X°(.) est la solution de (8.2).

Alors Uerreur commise en remplacant X par X¢, pour calculer le moment d’ordre 1 de la

7 : , .
v.a. - Zf(X(E))’ s’exprime sous la forme suivante :

k AN k AN
(10.35) E (%;f@((%))) _E (%;f(,\‘;a(%))) = Oy 6+ £540,

les quantités Cy, et g4, vérifiant les conditions (10.8) et (10.9) du théoréme 10.2:

|Cht] \Eakz|
10.8 sup —— < oo, SUp ———>—— < 00,
(10.8) W a7 EAL VD
(10.9) sup lim 22 = 0.

k. §—0 5

10.5 Démonstration dans le cas du moment d’ordre un
Lorsque [ = 1, les résultats (10.35), (10.8) et (10.9) du théoréme 10.4 s’écrivent:
1 @ i 1 & i
10. SN - XNV =0p 6
(10.36) {@3 } {k;f( (k,))} e 0+ can,
(10.37} sup |Cx| < o0, sup  |ese| < o0,

EeN* §E]0,1],keN"

(10.38) sup lim ok

= (.
kel 6—0 &

Compte-tenu de (10.5) et (10.6), il suffit de montrer que la quantité R(®y ), qui corres-
pond & Cj, dans (10.36), est bornée uniformément en k.
En effet, on peut alors transformer (10.36) pour obtenir:

L& . L&
E5p = E{EgﬂX( }— {EZ: Xa } Ci 0,
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puis
lesel < 2|l + 0 sup |Ckl,
kR
et ainsi
(10.39) sup  |esgl < o0,

§€]0,1] kN>

Démontrons done que R(®y, ;) est bornée en k.

L’expression de R(&’k,ﬂ apparaissant en (9.2) conduit 4 examiner la fonction H,  définie
en (9.3) et associée a la fonction Py ;.

Pour tout r €]0,1] et tout entier strictement positif &, la fonetion H, s’écrit pour &y 1 :

Hyplan,oond) = [ F0) + o+ o)
FE{ (X (b 1)) + -0 FX ().

La linéarité de 'expression de H,; élimine les k, premiers termes des dérivées par rapport
4 z;pour vy=1, 2, ou 3:

(10.40)

(10.41) a;fjf”“(ml,.. = = Z JE{f X ()}

i=kr +1

Le lemme suivant permet de controler les trois termes apparaissant dans le membre de
droite de Pégalité (9.2).

Lemme 10.5 Soit g une fonction réelle définie sur R, de classe C® & croissance au plus
polynomiale ainst que ses dérivées ; c’est-a-dire qu’il existe S € N el C € R lels que:

(10.42) 199 (z)| < C (1+ |z{7) (xeR) (j€{0,1,23}).

Sous les hypotheéses du théoréme 10.4 et si la fonction Foest définie par (10.41).

Y T
) . 3z
Alors pour v =1, 2 ou 3, la famille d’intégrales

1 Y
/ E{@@H;,k (X(fl),---,X(tkr)aX(T))g()((T))} dr paramétrée par k est uniformément
Jo &

bornée.

Démonstration du lemme 10.5.

Si Ja,b] désigne un intervalle de ]0,1], on note:

b Y
(10.43) Z.(Jab]) = / ]E{ a@i’k (X{t1),... ,X(t;g,n),X(?"))g(X('r))} dr.

En tenant compte de (10.41) et en remarquant que k, = ¢ lorsque ¢; < r < t;11, on
obtient :

T (Jtitial) = Z /JHE{ X (r))}dr,

_} i+1
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ol

Z,4(2) = o) o (B (1) ).

On écrit Z,(J¢;,t;r1]) en utilisant les noyaux de transition:

i+1
T,(Jti st ) = Z f f G, (T0,1) o @yt (T 1,%5) 9(2) Gres (T0,2)
R xR

g =i+l

3’7’
8?( . f(ﬂfj)%,ﬂ r(Z $z+1)€’t,+2 t1+1(’53+13~5z+2)
RE-

Qt;;ftkml(xk—lamk) d$i+1 .. dil?k) dEl .. d.?)k dz dr.

L’application successive de ['égalité de Chapman-Kolmogorov permet d’établir:
g P g

Lt =2 3 [ [toornorgs ([ a-teanite) is,) iz o

j' i1

En sommant les contributions de chaque intervalle ]#;,t;,1[, et en inversant les sommes en
1 et 7, on obtient:

(0.1 kz | [+ ([ cai(@) as, ) o) d ar

L’intégrale en temps est scindée en deux parties et I'une d’elles est transformée par une
intégration par parties. Les termes de bord sont nuls puisqu’ils comportent le facteur
gr(%0,2) qui tendent vers zéro 4 une vitesse exponentielle lorsque z tend vers Uinfini.

(0.1 %i (/ / a7 (f Gr;—r(2,75) f (25) dmj) ¢ (xo,2)g(z) dz dr
/%/fqtj_r (z,2;) f(x;) dx; 5 (gr(z0,2)g(2)) dz dr)

On utilise la majoration (10.2) de la valeur absolue de la dérivée en la variable d’espace
du noyau ¢(z,y). Il existe par conséquent un réel K indépendant de r, j et & tel que:

7,(01) < kZ(fO T d?+2f %dr).

Par deux changements de variables, on obtient :

7,001) < %Z(igji—du—i-Zt -t

ue

N‘H\\
2,
pe—t
R
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On majore alors les intégrales par 1 et les sommes par des intégrales.

(o1 < K (/01 x'3 d$+i:/l Zi3 d:c) :

7,001) < K(L+ - 2 )

10.6 Démonstration dans le cas du moment d’ordre

deux
., . .. . ) . . 87H'rk
La démonstration se différencie du cas I = 1 par l'expression de la fonction 5 o En
2
TH,
particulier, rik (z1,...,%x.%) ne dépend plus seulement de z comme il apparaissait

dans (10.41).

Nous allons démontrer un lemme, analogue au lemme 10.5, mais ot la fonction H,j est
définie par:

Hoglon, - e7) = | Fla(t)) bt Fln(i)

(10.44) 2
FE{f(X7 (b, 1)) + -+ FXT7 ()}

Lemme 10.6 Soit g une fonction réelle définie sur R, de classe C° & croissance polyno-
maiale ainsi que ses dérivées; c’est-a-dire qu’il existe 3 € N et C € R tels que:

(10.42) 169 (2)] < C (1 +|z|?) (xeR) (je{0,1,23}).

Sous les hypothéses du théoreme 10.4 el si la fonction Hyy est définie par (10.44).
Alors pour v =1, 2 ou 3

(10.45) sup
kel

< 0C.

[ G . X ) Xax ) far

Démonstration du lemme 10.6.

En utilisant les noyaux de transition, on peut écrire la quantité Z,(]0,1]) comme suit:

(10.46) Ttio—ty (Tid1:%izn) - - - Qrpetyy (Tho1,Tk )} dTigy - .. dil?k,) g9{z}

Q't1 (‘CCU:'/L.I) e Qti*ti_l (Iif].)a:i)qf‘fti (./E“Z) d.flﬁ'l ... dI‘z dz dT'
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Le carré de la somme peut se développer de la fagon suivante:

(10.47) (Fla) -+ + fl@)’ = D Chpnflzi)fzs),

1€ <ia<k

ol les coefficients C;, ;, valent 1 ou 2 suivant que j; = j, ou non.

L’interversion des sommes et des intégrales entraine :

Lo = & 3 oﬂ,nz [ az,,( [ o) fa)a ()

1541 <j2 <k
Qti+2—ti+1 ($i+1’$i+2) e qtk—tk——l (J:k—l)xk) d'ri—!—l .- dxk) g(z)
4t (IB(),CCI) .. qti*ii—l (a:i_l,xi)qT,ti (3’13‘,2) d&'}l R dZIJZ dz d?".
En distinguant les sommes sur les indices vérifiant 0 < ¢ < j1 — 1, 51 < i < jo— 1 et

jo < i < k, on applique plusieurs fois P'identité de Chapman-Kolmogorov pour simplifier
I'écriture des deux premiéres sommes et montrer que la derniére est nulle:

J1—1 i1 .
I’y(]o,l[) = 1<J;2<kcjhjz Z/ti / 927 ([RZ f(mjl)f(:rjE)qth*T(Z7$jl)

Qe50—15, ($j1 7:6352) d‘le dsz)g(z)%(mﬂaz) dz dr

fm‘/Rz Sz (/f () (‘Tj'z)qi)r,—?‘(7 ljo)dmjz)
i=j1

Q(Z)Qtjl (xﬂr'rjl)qr—tjl (241,2) dzj, dz d?“] -

(10.48)

On remarque que 'indice de sommation i n’apparait plus que dans les bornes des intégrales
en temps. On peut, par conséquent, faire totalement disparaitre 'indice ¢ de 'expression
ci-dessus.

Par ailleurs, on découpe chacune des intégrales de temps en deux. En prenant soin d’in-
tégrer par parties en la variable z deux des gquatre termes obtenus, on échange ensuite les
signes d’intégration et de dérivation.
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1

o7
Z,(01) = 72 Z Chrgo / / flai)f $j°)87
1<_j‘1<_’}r)<k R-’

(qtgl —rlZ 33;'1 G5, —ts, (3731 amjz) dmn drj‘zg( }Q'r(xl)»z) dz dr

/ / f( %1 xJ'O)
R‘)
a')‘

3’178 *T(z mjl)Qtjz*'fjl (leamjé) dle d‘szé";; (g(z)%‘(xo:z)) dz dr

t +t3)

v T [ 705w g (e (esi)) dema()

71

Xqt;. 330:’1’31)@'?" —t;, (5’331 2) dzj, dz dr

tig
ﬁ 32f /f 375'1 xJz)Qt —'r(z ZEJ.,) dIhqf]l (gj{],g;jl)
a7
Yo (Q(Z)qvf.tjl (ﬂijl,Z)) dz;, dz dr)|.

On utilise la majoration (10.2) de la valeur absolue de la dérivée en la variable d’espace du
noyau ¢ (x,). On est alors en mesure de majorer les intégrales en les variables d’espace
Zj, Tj et z; par exemple pour la premiére des quatre intégrales, on peut écrire:

dqy, —r
/ f'rj'l 133 ( )qr(rov ) az}y (Z7Ij1)Qlj2'"tj1 (:Ejlﬁ'q’.jQ) dz dzjl dsz

*( —7) /!f 25,) f(5,)9(2)| ¢ (0,2)

{z—2j,)
eXp (* QM(tjil—T))

ZWM(tjl — 7")

iy, ~t;, ($j1 9$j2) dz del dxjg;

et cette derniére intégrale peut s'interpréter en terme de l'espérance d'une diffusion X(.)
solution de I'équation :

X0 = X0+ [ (o000 s, (s) 4 VA8l 5)) ()

| (t>0),
+ /0 (bE (D i (s)) ds

ainsi,

(z—z, )2
/ lf( )f( ) ( )| (3: )eXp Gl CTIRR ( ) dz d dz
x4 ) flxn)g(2)| g-(zo.2 et (T Ty z;, dz;
RS . 3219 drio, 2rM(t;, —r) Bty Wt ’ 7

—E{|FX@) (X a)eE )|}
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Comme la fonction f est bornée et la fonction ¢ & croissance polynomiale, la majoration
(8.6) implique que cette espérance est contrdlée par une quantité indépendante de ji, Jjo,
k ou r. Il s’ensuit 'existence d’un nombre K ne dépendant que de f, b et o permettant
d’écrire :

ER | I |
SN F
/0 (b, —7)? 4 Zﬁ

71 Tz i=0
(10.49)

31 e

3
1 CRp— 1
+/ %TdT+/; t_z_—idr.
Sy, (B, —7)2 LG (r—ty)®

11 N

Ce qui s’écrit, aprés quatre changements de variables:

IZ, (101D < 55 Z Ciaa |1

l<jl<j2<k 2 uz £==()
K 1-2 ot
+p E , leaj? (tjz - ? X T du+§ J"? - Jl 2 . i du| .
' 1< <ja<k 2 Jy Ut

Toutes les intégrales ci-dessus sont majorées par 1.
Les sommes en j1, jo divisées par k% possédent des limites simples & calculer lorsque %
tend vers l'infini.

LT )

1< <2<k Ji=1

1
ok\‘\
2,
£y
|
baj2
=
|
B
j=
&
\
p——
N
|
=
S
jusp)
I
-2
o —

et

1<f1<j2 <k

Par conséquent, |Z,(]0,1])| est majorée par un nombre indépendant de % et le lemme 10.6
est, démontre. O

La réunion de (9.2) et (10.45) entraine que R(®;5) = Cj, est uniformément bornée en k.

10.7 Démonstration dans le cas général

Démonstration du théoréme 10.4.
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11 suffit de démontrer que la valeur absolue de la quantité R(fi)k,l) = (},; est majorée par
une quantité indépendante de & et inférieure & un polynodme de degré deux en [:

(10.50) sup | l’;” <0

En effet, si on exprime g54; grace & (10.33) et que 'on majore:

k AN k AN
Sp = E (%;f(X(-;;))) -E (%;f(XJ(%))) iy 6,

¢
fin < 2 (10 v1) 28 kL
&6k 2 iC J
E(flllovl) — 12+(5 k:,l 7’

et ainsi, (10.8} est démontrée.

Nous allons maintenant démontrer (10.50) en reprenant la démonstration du lemme 10.6.

On exprime Z,(]0,1[) 4 l'aide des noyaux de transition, comme il a été fait en (10.46) dans
lecas { = 2:

7,(0,1) = /t*+1 [le Py (fw”_ (f(xl) a k i f(xk))l typr—r(2,Tiy1)

(1051) iy io—tigq (mi+11$i+2) /. (.’E}c._l,&?k) dﬂji—{-l A dﬂ}k) g(Z) -

gt, (%Jl)qu—ti_l (xi—hxi)‘%’—ti (ib"mz) dx1...dz; dz dr.

La puissance { se développe comme suit:

(10.52) )+ + fla)) = Y. Chyaflz).. fla),

1< <-<7<k

ol le coeflicient C}, _; vérifie

-----

(1053) le,...,j[ S Z’) Z Cj1,...,j1 = kl'

1< 8- <7<k

Comme dans le cas [ = 2, on échange les sommations en 2, les sommmations en 7,...,7; et
les intégrales. Puis, on prend soin de distinguer les sommes sur ¢ telles que 0 <4 < 53 — 1,
jl S7S72“1:‘ "'9,?-10*1 Szgjp et]pS’!’»Sk
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On obtient alors 'analogue de Pexpression {10.48) de Z.,(]0,1]):
(10.54)

oo = & 3 0[2 / o a([ (53) -+ F (1)

1<j1 <SG <h

Gy, fr(za'rjl)q%ftjl (Zj1:%52) - - i —t5, 1(wjt—15$ja) dzj, - .. dmjz)

g(2)ge(20,2) dz dr

ja—1 tir1
f /}R2 327 ( it Flzg) - Flag)ay, - (2.25,)

i=j1 Li
Tujp—ty (:Ej? Ts) - Gyt (5, ’:Ejz)dmh S dsz) g(z)qtjl (mOvmﬁ)

q,f —t;, (le, Jydx;, dz dr

/ R /Rg 3z7( / F@g) o flwg ), - (2, mﬂ)dﬂ:ﬁ)g(z)

; (20,%51) Gty (%4 ,o2)dg, . day,, di dr] i

_Ji 1

Comme dans la démonstration correspondant au cas [ = 2, on peut regrouper les sommes
en i avec les intégrales en temps pour n’obtenir que des intégrales sur |0.t;,[, Jt; t5[, -

]tjt—l rtj.z [

De méme, on intégre par parties une intégrale sur deux. Puis on utilise pour chacun des
termes la majoration (10.2), de sorte que l'on peut écrire une majoration analogue &

(10.49):
K = fn
200D € 5 X Ch [ f e [ S
1<y <oy <k —T)- F = T2
FTRAAT!
et tis 1
Y N R
(10.55) ty (tj, —7)° SAGRTE (1= 15,)

_|_

t_y ¥

| ' 1
+ ft et [ > ——— dr].
e

Fi—1 (tjz - T)

Un changement de variable dans chaque intégrale permet de faire sortir les indices de
sommations.
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1

. 1 . . .

Les intégrales obtenues sont du type / — du o1l « est un entier compris entre zéro et
1 Uz

2
7. Elles sont ainsi toutes majorées par 1; ce qui permet d’écrire en utilisant {10.53) :

K 1—3 i 1—&
ol < Y, {W+ZW
1=0

1< <--<nsk

¥

e _i

+(tj2 - tj1)1 ? +Z(t;72 - tjl)l :
i=0

{10.56)
+ ...
’y .
1-2 -4
+(tji 7tjt—1) : JrZ(tj 7tjz-1) -
=0
Les sommes sur les indices croissants j;,...,j vont compenser en partie le facteur {!. Nous
allons examiner ces sommes lorsque le paramétre k& devient grand.
, ¥ 1 1 1
L’exposant 1T — B oul— 9 peut prendre les valeurs 1, 2 0 ou ~35

Dans les trois premiers cas, on peut majorer chaque facteur de ces sommes par 1, et ainsi
i

chaque somme se comporte comme ik Par conséquent, on a:
0,1 .
(10.57) sup M <oo  (ye{l2}).
k.l

Dans le cas v = 3, les sommes apparaissant dans le membre de droite de (10.56) sont des
sommes de Riemann qui approximent des intégrales sur le domaine {(z1,...,2;) € R0 <
T << < 1}

(10.58) % > (%) i

1< <<hshk

borfre

_1
:/ xy dry ... dx; <
0

<y Lyl ( - 1)!’

et pour tout entier g compris entre 2 et [:
(10.59)

1 jq - jq—l)g / s 9
w k) T (2g = 2q1) P oy oy € s
¥ Z ( k 0 <<l 7 7 (l _ 1)!

1< << <k

B3|

cette derniére inégalité est obtenue en intégrant par parties I'intégrale en z, ;.
Par conséquent, (10.56), {10.58} et (10.59) donnent:

Zs(10.1])]
(10.60) szltp D < 00

La conclusion du théoréme vient alors de la réunion de (9.2), (10.43), {10.57) et (10.60).
[
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10.8 Les moments exponentiels

Cette partie est consacrée a 'estimation de Ierreur commise en approchant

E{exp (fol F(X(s)) dS)} par E{exp (%gf(??‘j(%))) } en ¢ et k.

Théoréme 10.7 Soit f une fonction mesurable et bornée.
Soit X(.) la solution de (8.1) avec d = 1; soit XO(.) lapprozimation, définie pour tout
réel § > 0, de X () par le schéma d’Euler; X°(.) est solution de (8.2).

Alors il existe Cy, Cy et (€54} k1en tels que:
0<d<1

2 lew ([ rxe )} —E{exp (%Zf (X&(%”) }|

1 E§ k1 Iogk
< —_ 2| 4 ,
—C“‘H(Zm I ) R

(10.61)

Cy et Cy sont deuz nombres indépendants de l, k el § et la quantité (54)k1en VéTifie les

O<d <]
conditions (10.8) et (10.9) du théoréme 10.2:

|56kl|
10.8 SUp -~ te— < 00,
(108) P B, VD
(10.9) sup lim 288l g

ki §—0 )
Démonstration du théoréme 10.7.

La démonstration du résultat est basée sur un développement en série de 'exponentielle
et sur une exploitation des résultats obtenus dans la section précédente.
Soit p un entier positif,

]E{Z%( [ pxe) ds) }—]E{Z% (éZj-(Xé(%)))

=1

(1062 < Z%[E{(:ﬂxw» ds)l}—m (%Xk:f(X(%)))

(10.63) =1 "
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et par suite,

Sl Iy sy ) Vol (L3 sy
T P2 PP

(10.64) =1

ICrl 1 Esk,l
< : .k, ‘
2 exp(1) (SEF 2 J+ E S )

>1

La convergence du premier terme est quant a elle démontrée dans le lemme suivant :

Lemme 10.8 Soit f une fonction mesurable et bornée.

Soit X{.) la solution de (8.1).

Alors pour tout entier p > 0 et tout entier | > 0, 4l existe C tel que:
(10.65)

E{Zzﬁ (folf(X(s)) d)} E{Z% (%Zf (X(?))} <Et

Démonstration du lemme 10.8.

Si p désigne une suite d’entiers positifs, on peut écrire :
Pr g p ) D

{E5([wena)} E{i;—,(égmm}
‘Zu/ / E{f(X(s1). .. fF(X(s1))} dsi ..

_EZZJE{]C(X(Z:)) ()}

pA(pr~—1)

= Z ;,Dkz-l“ Z l,Dkt

=1 pr<I<p

(10.66)

On utilise (10.33) ou sa forme simplifiée (10.14) pour majorer la somme dont U'indice [ va
de zéro & pA (pp— 1).

0057 Y i0ud < Iflsesllrl) (%55 + (v ailit)  (m<f)

=1
Pour la somme allant de pz & p, on choisit pg tel que I'on puisse se contenter de la
majoration triviale | Dy, | < 2[|f||., ; ainsi:

l=py I=pg
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On remarque que ces deux majorations (10.67) et (10.68) sont indépendantes de p. En les
réunissant dans (10.66}, on obtient :

E{g%(/my}_@ S ()

(anm)”f e log &

+ Wlwesn(lfl) (22 + (€ Cll )y ).

Il reste A choisir la suite (py)r>o pour préciser la vitesse de convergence en k. La seule

restriction concernant cette suite est la majoration p, < 3 En choisissant cette borne

pour pg, on obtient

E{i% (f F(X(s) ds)l} ~E i% (%gf(xé(%)))i

(10.70) .
< 2611l fiye + 1l esp((f 1) (€55 + (G Gl o) )
et la conclusion (10.65) du lemme. |
Remarque:
Le terme Hﬂlﬁ est négligeable devant les autres termes du membre de droite de (10.70)

(5)!

lorsque % tend vers l'infini: par exemple, dés que £ > 12 ||fi|< e, on a la majoration
suivante :

gm!?-
| =

s _ 1
(5)! 2

En injectant (10.63) et (10.70) dans (10.62), on obtient I'existence de trois nombres C',
Cy et Cy tels que:

p 1 1 i P 1 {1 k . ; {
E{gﬁ ([ rexesy as) }~E > (E;f(mg)))

+ 2exp(l|fll) ”(f ”)C’;’

(10.71)

et
etk

log k&

<o (/1) (cl (Gt G| f1|oo)é-) |

Le membre de droite est indépendant de p. En faisant tendre p vers +oco dans (10.72) et
en ne conservant que les termes dominants, on obtient la conclusion (10.61). [
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Majoration en 5:% de 'erreur pour
I'intégrale de la trajectoire

Dans la section précédente, nous avons présenté un développement en § de l'erreur. 1l a
été montré que le coefficient R(®(k,!)} devant ¢ est borné par rapport & k. Mais ceci ne
suffit pas pour obtenir la vitesse de convergence de Perreur puisque l'on ne contrdle pas

E6k] . ,
le reste —— uniformément en k.

Nous allons reprendre I'étude de 'erreur en faisant tendre, en méme temps et & la méme
vitesse (6 = %), les paramétres d vers zéro et k vers 'infini.

Ensuite, deux exemples seront présentés dans le cadre de I'amélioration de la majoration
de la vitesse de convergence: la partie 11.3.1 reprend une démonstration établissant une
majoration de la vitesse de convergence pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck ; la partie

11.3.2 présente des résultats de simulations numeériques laissant apparaitre une vitesse de

. . 1
convergence strictement supérieure 4 —.

Vi

11.1 Les moments d’ordre [

Théoréme 11.1 Soit f une fonction mesurable et bornée.

Soit X(.) la solution de (8.1) avec d € N ; soit X+(.) Vapprozimation de cette solution
donnée par le schéma d’Euler; X%(.) est la solution de (8.2).

Alors il existe C tel que:

(111) ]E{ (/ JX(e) d)} -E (%if(ﬁ(%)))l

logk . llogk
t —_— o

Démonstration du théoréme 11.1.

On applique I'inégalité triangulaire (10.10) au membre de gauche de (11.1), puis la conclu-
sion (10.14) du lemme 10.3 et enfin celle (11.3) du théoréme 11.2 ci-dessous. Ainsi il existe

131
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Cy et Cy tels que:

E{ (/0 () ds)l} ~E (%if(ﬁ(%)))l

(11.2)
log & log % k
<I|FILHC = . 1<i< ).
< IIfIIOO(l\/Evucgz . ) (ke N) ( _1*6)
log & , logk
Cependant, pour que le facteur C4 W + Csl S converge vers zéro, il faut que

o lo P o
la limite de { lorsque & et ! tendent vers P'infini soit nulle. Sous cette condition, Ie

g
vk

second terme Cy 2

est négligeable devant le premier inégalité (11.1)

log £
\/E

est démontrée. 0

Théoréme 11.2 Soit f une fonction mesurable et bornée.

Soit X(.) la solution de (8.1); soit X #(.) Uapprozimation de cette solution donnée par le
schéma d’Buler; X+ () est la solution de (8.2).

Alors il existe un réel C tel que pour tous les entiers strictement positifs k et [ :

k AN & N
a3k (%;ﬂx(%))) -k (%;f@’%(%))) <ClIfIL kﬁ;

DPémonstration du théoréme 11.2.

Le théoréme 9.2 donne une expression de la dérivée de 'erreur comprenant deux termes
oll interviennent les dérivées premiére et seconde de la fonction H, ;. Ces deux termes
sont de la forme suivante, ot tantdt g = b et v =1, tantdt ¢ = a et v = 2:

(11.4) T= /0 E{ [9(X°() — g (X3 ®))] agfj;*’“ (X5(t1),...,XJ(tch),X“(r))} dr.

Si l'on écrit lerreur comme 'intégrale de sa dérivée et que I'on utilise le résultat (9.4) du
théoréme 9.2,

(%Zﬂx@)) “E (%Zf(xi(%)))

(11.5) [B(X(r)) — (X ()] ‘%%(Xé(t ),...,Xﬁ(tkr),Xé(T))}dT

[ 2 lateion - axseoy) £

(X (), ,Xﬁ(tk,,),ﬁ(r»}dr,

il est clair qu’il suffit de majorer 7 pour g = b, v = 1 d'une part, et pour g = a, v = 2
d’autre part.
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Contrairement au processus X, X% n’est pas markovien. En effet si 0 < s < ¢ < 1, la v.a.
E{f(X%t ) | e(X%(w)), 0 < u < s} dépend de X%(s).

Cependant, st N est un entier compris entre zéro et %, le processus (X?(s)) (V<< (NA1)E)
est markovien & la donnée de X°(NJ) prés. La loi de ses accroissements est méme indé-
pendante de sa position : elle est celle d’un mouvement brownien avec dérive, au facteur
a(X o ps(NG)) prés.

Aussi, si s et £ sont dans le méme intervalle de découpage en 4, c’est-a-dire si p;(s) =
@s(t), 1a loi de transition entre s et ¢ s’exprime en fonction de t — s et de la valeur de
X% 0 ips(s); il sagit de la loi normale de moyenne b (XJ ops(s)) (t — s) et de variance
a (X° o s(s)) (t — s). L’expression de la densité de transition est alors dans ce cas:

(5500 B _(y—w-b(%(s))(t—S)f 1
(116) pst() ( 7y) = €Xp ( 2 a(mw(s))(t - S) ) \/ZT G;(Su"(pa(s;)(f

. 1 e T i,
On choisit § = — et on conserve la subdivision t; = E; ainsi 1% = g t; <7 < tig1-

On découpe I'intégrale en dr suivant le découpage en 4, et on exprime la fonction H,, a
l'aide des densités de transition du processus X :
(11.7)

= Z / {0070~ 0O TR ). K

A IE{ 9(%*0)) — 9 (X5 9)]

=
o / (f()'(‘*(tl)) o SXO) + fmia) + f(rk))l
oz JRE— k

rtiy: (zamiJrl)

} dr.
2=X8(r)

En remplacant l'espérance dans 1'égalité (11.7) par des intégrales contre les densités de
(&p

)
tpatpt1

// ) — gl

/M | (f(r1)+ Sz + ! f(i43) +___f($k))z

Dtir iy o T 10 Tive) o Qe (Th1,78) ATy L. dl‘k)

(%p,Zp+1) du processus markovien (X(s)) , on obtient:

nsiti
fransition p (fp<s<tprr)

(11.8) azv Grtipr (2:Tiv1)

th_l Jipn (‘,‘Ci+1?$i+2) soe- Q’tk__l,tk (:Ek—lfmk) dx’i+l L. da’pk) pg;‘nﬁf)l (',“CU‘)'/E].) ...

(Iz 1)

ptH’ti(as2 l,xz)pg T)(ZL,“ Y dzy ... dx; dz dr.
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On développe la puissance [ suivant (10.52), puis on inverse les sommes en i et 7;,... ..

D Y o) b R

1< <<y <k =0

o
(11_9) % /ﬁ\@k_l le:-'-,ji f(le) s f(‘sz) Q'r,ti+1(zv$i+1) Qti+19ti+2($i+1 ,33@.;.2) e

Oty (Trm1,%8) da:m...d:ck)piff’t)l(xu,:f:l) pﬁ”“lfﬁ(ma 1,%;)

pgf‘)(mi,z) dz; ...dz; dz dr.

On précise la position de Pindice ¢ parmi les indices ji, ..., j; en caractérisant l'indice
o comme étant celui vérifiant j,.1 < ¢ < j, et on pose jo = 0 pour homogénéiser les
écritures.

Entre les deux instants v et ¢;,_;, on ne rencontre les variables d’intégration x;y1, 7o,
ey Tjo—1 que dans les noyaux de transition gs4(z,y). On peut par conséquent utiliser
I'identité de Chapman-Kolmogorov et ainsi regrouper les jo — % noyaux gy, (2,2it1),
o3 Qi —1 i (Tin 1,25, ) dams le noyau g, (2,7;,).

R0 YD 20 o by IZER e

I<h <<k a=li=jq

o7
(11.10) EP /le,...,j.: F@n) - F @) G, (2850, i (i Tiast) -

Gty it (Th—1,2) Ty, da:k)piiii (zo,x1) .. pifﬁiﬂ(:m 1,%5)

pix;)(g;“ ) dry ... dr; dz dr.

e Premier cas: y=1et g = b.
On échange la dérivation et Uintégrale.

830 510 55 ol Ay L ERTEY

1< <-~<i<k a=1 i=jo—1

q'r't,1
(1111) / ley i IJ’I) s f ('T.?I) BZJ (Z;r_'? )ija,tJaJrl (l‘ja,fﬂja_l_i) ‘.

Gy (T 1,p) day, .. dag P9 (z0,20) . piz’lf)(zz 1 2)

pgx} (ZE“ ) diEl dIL dz dr.

On majore le produit f(z;,)... flzy) par ||[l% et la dérivée du noyau gy, (2,2;,) en
utilisant la proposition 10.1.



11.1. Les moments d’ordre | 135

i Ja—1

> zz/*“/;b — b()

1< <o Lgp <k =1 i=jq

- c 1 __(":Eﬁ)
Ciproii |1l N N VI oy exp ( 2M(t;, — 1)

(11.12)
Qt;e, tin+1 (37.7'& 7$ja+1) syt ($k—1,33;a)

drj, dzj,1..-dzy Pii?t)l(ﬁuaiﬂl) pglelxz(iba 15%3)

pgi,r (xu ) dxy...dx; dz dr.
Les intégrales en les variables zj,, @, 41, ..., #x disparaissent du fait de Videntité de

Chapman-Kolmogorov. Les intégrales en dxy, ..., dx;, dz peuvent s’écrire comme Iespé-
rance d'une fonctionnelle du processus X¢.

fllLs e 1
1< ollle ZZf R Y

(1113) 1<) <<k ] d=j ) ¥ i Ja
E{|6(X%r)) — b(X°(8))|} dr.

L’hypothése (9.19) étant vérifiée par b, les majorations (9.18) et (8.7) impliquent exis-
tence d’une constante C' telle que:

(11.14) E{|6(X°(r)) — o(X°(t:))|} < Cv7r — 1.

Par (11.13) et (11.14), il existe une constante C telle que:

oo — 1 .
” Hl ] tit1 T _tz
(11.15) i<C _kl_OE E: » Z Z — d’r
1£j1§“‘£jl<k a=1i=jn_1 i T

Aprés un changement de variable dans I'intégrale et une majoration du numérateur de
I'intégrant /u par 1, on obtient:

11l |
(1116 r<cgE Y ngz /m

1< << <k a=1i=j

c’'est-a~dire :

(11.17) I<2c ”];’:ﬂf S Chi Z Z (,/ Vi Tl )

1< < <<k a=11i=jo_:
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Les termes de la somme en ¢ se télescopent.

/1l ~
(11.18) I<20 52 Y Ciii 2, Vda— o
a=1

T€hS-Sii sk

Enfin, on majore j, — jo—: par k (Les sommes sont indépendantes de o dés que a > 1).

£ 1l

(11.19) J< il \/E

e Second cas: y=2et g = a.
On note f; Pexpression de I dans laquelle la somme sur ¢ va de jo—1 & jo — 2 et I
Iexpression de I dans laquelle ¢ = j, — 1.

¢ Pour Iy, on procéde exactement de la méme fagon que dans le premier cas. On reprend
donc I'égalité (11.10) mais en ne sommant que de ¢ = j,_; 41 = j, — 2.

Ja—2

n=4 3 22/’“/ ) — afz)]
1<31< <k =1 1=j4-1

(1120) 822 /Oﬂ T :Cj‘z - f(sz) Q'r',tja (zzxja)qtja e +1 (Ija 7:Uja+1) v

Gty ,ix ($k—1a$k) dl’ja e dl’k)Pg:(:s)l (mﬂ,xl) Pg, 2111‘)(% 1,$z)

pﬁx;) (#4,2) dzy ... dz; dz dr.

On échange la dérivation et 'intégrale, et on majore la dérivée seconde grace a (10.1).

hedl oy v¥ // a(2) — alas)

1<pr <<y <k o= 11,—*3& sVt

(z—z;,)?
(11.21) / Jiaensdt “le 5 M( o —T) P (_Qﬂf(tja - ’I"))

&
R ,:.':jﬁl) e Q1 (Tre1,Tk) dzy, - dTg p§§3{($0,x1) e

pfilftz(mz 1, )pgl‘)(:r:i,z) dry...dxz; dz dr.

Les intégrales en dx;,, ..., dzy disparaissent, et les intégrales en dx,, ..., dz;, dz peuvent
se transformer en une espérance.

1 ja 2
Ii S ?{j—l Z Z Z lea 1.7'5 ”f”OO
(11.22) 1< << <k =1 i=ja—1

ft.i-H tjC_TEHG(XJ(r))*a(XJ |} .

o
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On utilise (11.14) pour obtenir Pexistence d’une constante € permettant de majorer [, :

o Jou—2 i1 r—1;
(11.23) I < o Z Z Z Cirei |11l / P dr.
7

1< <L <k a=1 i=ju_1 o

On pose u = k (r — t;) et on majore par sup /1 = 1 pour obtenir:

O<ul
5 |1l = 1
(1124) L<ChgE o ) » Z 3 \/_ L
L <<k a=1 imgo_ 0 Ja

Les termes en logarithme provenant de I'intégration se télescopent :

(11.25) I <C ”];Jjoo Z Ciir ul_mZ]og(y — Ja_1)-

Iye-s M
1<i< <<k vk

En majorant j, — ja—1 par k, il vient en tenant compte de {10.53):

log &

(11.26) L <Clfls N

o Pour 75, la majoration est plus délicate: on ne peut en effet majorer directement le

noyau gy, (2,2, 1) la fraction

ne serait pas intégrable pour r €]t; 1 , £, 1.
On peut par contre faire porter la dérivation par rapport & z sur la fonction z —
(I]Q 1)

(9(2) = g{2;.))pi, 225 7 (wj,-1,%) en intégrant par parties.

Les termes tout intégrés comprennent le facteur exponentiel Py,
en z — —oo et = +00 sont donc nulies.

1
L = i Z le ,J.!Z/ /ff i) S (@0) Gty 1 (2T —141)
tin-1

(Ja 1)

o (@5,-1,2) ; leurs limites

(11 27) Qtja_1+i,t-a_1+o($7a71+1,$3(p1+2 th 1ot (Tk‘ 11$k) dx_:lq 1+1 - d’mk

d* -
o | Pl (21,12 [9(2) — (i) | Pl (z022) -

(@ja—1-1) (Tje—1) .
P (T2 1 )pe 10 (@, —1,2) dzy - dxg, o dz dr

Le produit f{z;)...f(z;) majoré par ||f|l%, on applique plusieurs fois I'identité de
Chapman-Kolmogorov.

A ,ﬂszfnfuf

1< S <ji <k

a2 i1
azg pg‘)ia—lﬁ")(rja 15< ) [g(Z) - .Q(Ija—l)])

{@iq~1-1}
pt?i‘il ot I(ZUjQ_l_l,.’l?ja_l) dﬁfl .. ~d$ja——1 dz dr.

(11.28)
P (20,71 -
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La double dérivation par rapport a z donne trois termes ou apparaissent respectivement,

le noyau pg il 113 (z;.—1,2), sa dérivée et sa dérivée seconde (par rapport a z).

1 1
AR SN o) L TR O
B 1< << Gr<k KE
(11.29) (o 1) opirs)
+ |5 (w5-002) ¢'(2)) + T(m 2)l9(z) ~ glejo)]

) (xjfk 1-1)

ptg t (-50:551) Ny ey

it Tt 1T 1) dzy L dry, oy dz dr

On utilise la majoration du noyau (10.2) pour les deuxiéme et troisiéme termes.
1 [
I, < kL Ci i ﬁ SEUN / 1
1< <o <;1<k

P, 12) 16" (2)]

C 1 (Z = L 1)2 !
(11.30) +\/7"—t-a,_1 N — exp( ——QM( Ju_l)) lg'(2)]

¢ ! (2 = #ja1)” )
+ exp { — : z) — glxj,—
r—ti 1 \/2rM(r—1,, 1) p( Mty 1)) 912~ 9@l

(mo) (Tjo—1-1) )
pf,o t1 (3:072:1) pt;,:il 158jq -1 (‘TTQR]- lix_j‘a 1) d‘rl e dz’ja*]- dZ drr'

Ces trois intégrales s’'interprétent comme des espérances:

1 ¢ tja ]
bs g X GuaX [ W
a=1""" "2

1<p i<k

(1131) E{ SO0+ e [o (R4 1 + VI B0, 1 1)
o ot 4 VIB (= ) = (X030 }dr.

La fonction g vérifiant la condition (9.19), il existe une constante €' telle que:

AR ,J,Z [ o A8 E{ |g”<X“(T))J}

1<js << gi<h
7 (X°(tjo-1) + VM B(t;, 1 — 7“))‘ }

(11.32) _C E{

+\/";~—C~7%_§ E{ (1 - ‘Xﬁ(tja—l) +VMB(t, 5 - T)’ - [Xé(tj“_ln) H "
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Une légére modification du corollaire 8.2 pour Padapter au processus

(X s Aty 1)+ VMB((s—tj,_1)V 0)) permet. de contréler les trois espérances
<5<tz

de (11.32) par un nombre ne dépendant que des moments de X (0).

Par conséquent, il existe un nombre K tel que:

s 3 f L
11 I, < i Wl . dr,
( 33) 2 . le,..-,Jz e th7§+1M 1+ — tjaAl T,

I€hg--Shsk

et ainsi,

(1139 REK (74 2)

Compte tenu de (11.5), les inégalités (11.19), (11.26) et (11.34) conduisent &

(%gf(ch(g))) ~E (ggf(ﬁ(%n)

(11.35)
logk Cz C‘g
< sl (€
et & la conclusion (11.3) aprés que les seuls termes dominants sont conservés. a

11.2 Les moments exponentiels

Théoréme 11.3 Soit f une fonction mesurable et bornée.

Soit X(.) la solution de (8.1) avec d € N* ; soit X% (.) Uapprozimation, définie pour tout
entier k > 0, de X(.) par le schéma d’Euler; X*(.) est solution de (8.2).

Alors il existe C tel que:

(11.36)

o [ ) sl 0 e

Démonstration du théoréme 11.3.

:’-

La démarche est identique a celle de la démonstration du théoréme 10.7.
Soit p un entier positif,
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On applique {10.70) et (11.35). 11 existe alors C}, Cy, Cs, Cy, Cs et Cy tels que:

{ p(/fX ds)} Zl*(ZfX%E)t

fog k

(A138) 2 exp(|fll) “({”)” * [/l exp((illc) (

Z L ( 155*3@‘*%)

I suffit de réduire le membre de droite de (11.38) en ne conservant que les termes domi-
nants, et de faire tendre p vers +oo pour obtenir {11.36). 3

G+ Gl )

11.3 Amélioration de la majoration de la vitesse de
convergence

11.3.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

Le choix du processus d’Ornstein-Uhlenbeck et le schéma général du calcul amenant & la
conclusion de la proposition 11.4 m’ont été indiqués par Denis Talay.

Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck partant de zéro est solution de 'E.D.S. suivante:

{ dX(t) = —-X(t) dt + dB,
X(0)=0.

Ce processus posséde une densité de transition explicite. De plus, la fonction o valant un et
la fonction b étant linéaire, 'approximation donnée par le schéma d'Euler est gaussienne.
Ceci permet d’envisager de calculer directement I'écart induit par le remplacement de la
diffusion X par ’approximation X (i) dans la somme de Riemann.

. . .1 —exp(—2¢
X est un processus gaussien centré dont la variance u(t) = E{X?} est égale & ———é?u&m—)
- 4 .t i
L’approximation X (%)(%) donnée par le schéma d’Euler au point A est une v.a. gaussienne
, : L—(1—3)*
centrée de variance v; = —H-1
Tk

Proposition 11.4 Llerreur entre les deux sommes de Riemann est de Uordre de —

(1139) %Z E{sx}- B{rx®n | = o)
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Démonstration de la proposition 11.4.

. 1 _ _E
On note u; = u(%) = —?—}EQE(—JQ.

. 1
11 est, aisé de démontrer que v; = u; (1 + O+

. )) . En effet, en développant v; en la variable

1. .
z jusqu’a Pordre deux, on obtient :

Yy 1—exp(2i(—%—#+@(;—3)))

El e

(o]

I reste & observer que

est majorée par .
k w; 1—e?

sponp-sfnnp) - 1= el

/,f(*”_\/z_:’__) (8#’; Lt (1 + 0(%))) dz.

L’intégration sur 1'ensemble {z? > Vi } est négligeable devant 'intégration sur l'ensemble
{2 < N }; elle converge exponentiellement vite vers zéro.

z :2 22 1
/ /) (6_? —e T 7O (1 - O(—))) dz
{22>vk} k

[&]

Z

301 £l / e dz
{22>VE}
Vi

e 1
< 120 F]|so——-
< 12 ey

A

Dans le cas ou {22 < \/E}, la convergence n’est pas exponentielle, mais ’on peut écrire
un développement limité en zéro de ]].{22<\/E}€ﬁ%o(%) =1 .cum (1-220(3) + O(}))-
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Par conséquent,

11.3.2 Simulations numériques sur une diffusion

On considére la diffusion X, solution de I’'E.D.S. suivante:
X (1)
dX(t) = ——=—— dt + X{(t) dB
0= g @ X0 B
X(0)==.
Le coeflicient ¢ n’est pas une constante contrairement au cas du processus d’Ornstein-
Uhlenbeck. Rappelons que la démonstration du théorrhe 11.2 permet de conclure & une
vitesse de 'ordre de 7n pour les diffusions dont le coeflicient o est constant.
n

On se place, comme pour le processus d’Ornstein-Uhlenbeck, dans le cas de la fonctionnelle

yr— / f(z(s)} ds que P'on approche avec la somme de Riemann — Z f(:r(%))

On choisit pour ces simulations une fonction f non continue, valant un si la premiére
décimale de l'argument est le chiffre cing, et valant zéro sinon;

Z]l[s e mfm)

mEd

On procéde pour chaque valeur de k testée & 10® réalisations de sorte que lerreur de
Papproximation de I'espérance par la moyenne des réalisations soit de 'ordre de 1071

10% réalisations E=104k=20k=50| k=100 k=500

kZE{ FXW® ))} 0,1334 | 0,1419 | 0,1480 | 0,1501 | 0,1515

1
51 Pon fait 'hypothése que la convergence vers la limite est de l'ordre de — Zar @ est solution

de 'équation suivante:

(11.40) 1-5%=r (1-10%
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500 100
1

1 Tyl L C e (e
500 E{f(‘x (500))} 1001__1]E{f(X (100))}

. P =1
ou r désigne le rapport :

500
1 o1
— Y B¢ f(X 50 E< f(XG)(
500 £~ {f( " (500 } Z { * 0))

Afin d’encadrer le paramétre &, on commence par encadrer le rapport 7 :

0,36 < r < (,45.

Et on obtient par une résolution graphique de léquation (11.40) un encadrement assez
large pour Pexposant «:

0,9 < <14

Cet encadrement nous permet de conclure que la vitesse de convergence pour la diffusion

et la fonction f considérées, n'est pas en 2 Mais la précision de ces simulations n’est

absolument pas suffisante pour émettre une hypothése sur la vitesse exacte de convergence.
Par conséquent d’autres simulations pour des valeurs plus élevées du nombre n seront
nécessaires pour obtenir la vitesse réelle de convergence dans ce cas précis.

Elles permettraient également, dans le cas ol le premier terme du développement de

I’erreur est en —, de déterminer le deuxiéme terme en considérant une combinaison linéaire

éliminant le premier terme: c’est la méthode de Romberg; elle permet d’écrire le second
terme du développement sous la forme suivante:

kZE{ (XG0 (— }——ZE{ X6 ))}_
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Applications

12.1 Probléme de Cauchy avec potentiel et donnée ini-
tiale nuls

uand le potentiel r et la donnée initiale ugy sont nuls, 'équation (7.7) se simplifie:
a

du
(12.1) { Slta) = Aulta)+gl) (t>0,zeR)
u(0,z) = 0 (z € RY).
Et Iexpression (7.8) de la solution devient:
i
(12.2) u(t,z) = E{/ g{X*(0)) dﬂ} t>0,z R,
0

Si I'on échange intégrale et espérance, I'erreur commise en remplacant le processus X*(6)
par 'approximation fournie par le schéma d’Euler X®%(f) dans l'expression de u(t,z)
s’écrit : '

(12.3)

¢ ¢ t :

B{ [0 o) ~B{ [o0x%0) a0} = [[E1600-0)) - B{oCT0))] at
0 :

L’article [BALLY, TALAY, (1996)] donne un développement de la différence entre les es-

pérances apparaissant dans le membre de droite de (12.3):

(124)  E{g(x7(0))} - E{g(XP5(0)} = —C,(0.5) 6 + Q) (.0:5) 8°

Or, il existe une fonction croissante K{.), et deux réels strictement positifs ¢ et () tels que
les majorations suivantes sont réalisées:

K0
(125) Co(0.2)1+ sp @y (o00)| < 2
Par conséquent, la dépendance en 6 des majorants des coefficients du développement ne

K(0)

pendant, si cette fonction est intégrable, le développement est d’ordre deux, contrairement
a celui d’ordre un obtenu en (10.36).

1alloo( + [1211).

permettent pas de conclure: on ne sait pas si la fonction est intégrable en zéro. Ce- -

144
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12.2 Probléme de Cauchy avec Lagrangien nul et don-
née initiale constante

Quand le Lagrangien g est nul et que la donnée initiale uy est une fonction constante,
Péquation (7.7) s’écrit :

(12.6) { @“(W) = Au(tz) —r(zjulte) (>0, cRY)

uw(0,.2) = wup (z € RY).

Et Pexpression {7.8) de la solution devient:

(12.7) u(t,®) = g IE{ exp (_ /thr(Xﬂ:(s)) ds) } (t>0,z¢eRY.

Le théoréme 11.3 établit I'erreur commise en approchant ’espérance du membre de droite

k .
1 _
de (12.7) par E {exp (_E E r (X ¢ ( ’ t))) } L’ordre de la vitesse de convergence entre

i=1
) log
ces deux espérances est ——.

vk

alm

=

12.3 Probléme de Cauchy avec Lagrangien nul et don-
née initiale non constante

Lorsque 'on ne suppose plus que la donnée initiale ug est constante, elle doit étre intégrée
dans l'espérance donnant la solution.
L’équation (7.7) g’écrit dans ce cas:

(12.8) { %(m) = Auftx) - r(z)ultz) (>0, 2€RY)
w(0,2) = ue(x) (z € RY).

Et I'expression (7.8) de la solution s’exprime comme Uespérance d’une fonctionnelle dépen-
dant de ug:

(12.9) u{t,z) = E{ug(Xx(t)) exp (—fo r(X*(s)) ds) } (t>0,2ecRY.

1l est possible d’adapter les démonstrations des théorémes 11.1, 11.2, 11.3 et des lemmes

10.3 et 10.8, au cas de la partition (ti = % t) de Uintervalle [0,t], et des fone-
(1<i<k)

r{zy)+ - - +r(zg)
k
trajectoire @(z(.)) = wo(x(¢}) (— /C r(x(s)) ds)l.

!
tions ®y (21, .- . ,25) = ua{zk) (— ) , approchant les fonctionnelles de la
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I’analogue du théoréme 11.3 s’écrit alors:

Théoréme 12.1 Soient r et ug deux fonctions mesurables et bornées.

Soit X{.) la solution de (8.1) avec d € N* ; pourt > 0 fizé, on considére X (.) Uapproai-
mation, définie pour tout entier k > 0, de X() par le schéma d’Fuler.

Alors il existe C tel que:

‘E {uO(X(t)) exp (— /O'ET(X(S)) ds) }

(12.10) i |
*E{UO(X% exp( Z % )}‘gck\)/g;

(k e N*).

12.4 Probléme de Cauchy dans le cas général

La solution du probléme de Cauchy (7.7) peut s’écrire comme la somme de deux tertmes:

t

ot) = E{ua(r ey (= r0rte) as) |

+E { /0 ' (X710)) exp ( [0 (Xs)) ds) de}

Le premier terme correspond au cas du Lagrangien nul; le théoréme 12.1 donne la vitesse

k ;
_ 1
de convergence lors de approximation par {UO(X % exp ("E Z ) } ;
logk -
VE

k i
Le second terme peut étre approché par -- Z IE{ (X* t ) exp ( - Z r( ) },
=1

=1

(12.11) (t>0,ze R

elle est de I'ordre de

log k& .
et la vitesse de convergence est également de l'ordre de —% comme 1l est démontré dans

le théoréme suivant:

Théoréme 12.2 Soient r el g deuz fonctions mesurables et bornées.

Soit X(.) la solution de (8.1) avec d € N* ; pour t > 0 fizé, on considere X () Uapprozi-
mation, définie pour fout entier k > 0, de X(.) par le schéma d’Fuler.

Alors il existe C tel que:

E {fotg(xw)) exp (_/OQT(X(S)) ds) dﬁ}

(12.12) 1 k i 1 z ;
mgzm{m () exp (7 r(ﬂ&m)}
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Démonstration du théoréme 12.2.

L’inégalité triangulaire permet de scinder la démonstration en une partie concernant la
convergence des sommes de Riemann et une seconde ayant trait & la convergence du
schéma d’Euler.

(12.13) .

La majoration du second terme est une conséquence du théoréme 12.1:

%;E{Q(X(%t))exp (— [Uk?“(X(S)) ds)}
A%iZ_;E{g(Xi(;;t))eXp (——%Zr()_@i(it)))}

i=1

(12.14)

La majoration du premier terme est assurée par le lemme suivant:

Lemme 12.3 Soient g et r deuz fonetions mesurables et bornées.
Soient X (.} la solution de (8.1) avec d € N* et un réel t > 0.
Alors 4l existe C tel que:

(12.15)

Démonstration du lemme 12.3.

La quantité & majorer peut s’écrire:
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(12.16) :iﬁtm

Les deux différences des fonctions exponentielles du membre de droite de (12.16) se ma-
jorent aisément :

exp (_ fﬂ X () ds) ~exp (— | /0 LX) ds)

< expllrfct) oo

et

< expllr oot o -

exp (— /{;kltfr(X(s)) ds) — exp (— /GLZ"(X(s)) ds)

Ainsi, la valeur absolue de la somme des deux premiers termes du membre de droite de
(12.16) est majorée par:

4t
Il Bl )l loe 7

Le troisiéme terme, contenant la différence des fonctions g, se majore sur un principe déja
utilisé lors de la démonstration du lemme 10.3; les fonctions g et r ne sont pas continues,
mais leur intégrale contre le novau de la diffusion est, elle, trés réguliére. Cest ce point
qui assure la convergence des sommes de Riemann.

Afin de faire porter la régularisation apportée par les noyaux sur la fonction r, on déve-
loppe Fexponentielle :
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ir-p(X(0).9) dy}d51 . dsy

0 ( it =ty
Z—[ / / r{@1) . ..r(x) [9(2) — 9(y)] g5, {zo,m1) - ..
=0 Rt
QSI—S[,I(ml—l}xl)qg—Sg ('T‘l) )Q%t—ﬂ( 79) dxl AR dml dZ dy dsl - dS[.

L’expression g(z) — g(y) est transformée en une différence entre deux noyaux de transition
en intégrant soit en dz, soit en dy.

E{exp ( / T ) ds) [g(X(e» - g(X(%'t))”

oo l.f T1
-y & / f [ r(@) . @)9(2)00s (T0s21) - - Goyss, (T270)
=0 RH—I

QQ s;(x!-; Q'i.t 3 {Ll, )] dﬂ?l di?; dz de .ds;
iy

f"_——_l

ﬁt
/ r(x) ... 7{(x)g(2) e (T0,x1) « - Qs {Ti11,21)
R!-ﬁ-l

9 s;a
/ Mdu day...de; dz ds, ... ds,.

. I;tfslg au

11 est alors possible d'utiliser la majoration (10.3) de la dérivée des noyaux par rapport
au temps.

E{exp (— /UT (X(S)) dS) [Q(X(Q)) = g(X(%t))} H

t 51
/9 [ el o) )
I

C 1 —
- exp (_(_:ci) dey ... dr; dz du dsy ... dsy.

2Mu

On applique I'identité de Chapman-Kolmogorov pour les intégrations en dry,....dz;, dz;
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puis on intégre en dsq, ..., ds; 1
e : i
E {exp (~ / (X (s)) ds) [g(A (0)) — g(_X(Et))} H
0

ad 1 FTlt iilt %t—s; C

<) [ el [ dudsy
=0 _ =
1 fim1 )\ s o

< Zl_“/o “T'”oo ( L t) HgHoo ]9\_3 ; du dSI.
=0 1

Le troisiéme terme du membre de droite de (12.16) vérifie par conséquent la majoration :

Z L. : {p( A ltvﬂ(X(s))ds) [g(x<9))—g(X(;ét)>}}d9

1 J_
<C gl t””“”mzf’“f / L s 0,

Les trois derniéres 1ntegra1es se majorent de la maniére suivante:

lt 7t 41 % 1
/ / / -vdu ds; dff < f / ( ) ds; df
i=1 o— = Q_Sl
g 0
< —t—-6]1 —
< Jo () (5 ) @

k

Et finalement,

k %t
> | E
i—1
=1 vt

< C |l g]loot? exp (£]i7]] o)

{e_xp (— / () ds) stxo) - g(X(%'t))]} 0

log &
it
Ceci achéve la démonstration du lemme (12.3). [

log k
Réunissant (12.14) et (12.15) dans (12.13), et négligeant le terme en i}%—, on obtient la
conclusion (12.12) du théoréme 12.2. [
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Conclusion

13.1 Développement de I’erreur

Le théoréme 10.4 établit un développement (10.35) de Perreur

P (g;mg») -E (—,];;f(ﬁ(%)))

en fonction du paramétre 6. Bien que le coefficient apparaissant devant & dans ce dévelop-
pement soit uniformément borné en k, le reste £5,; n’a pas pu étre contrdlé par rapport
a k. On a cependant pu démontrer une majoration uniforme en ¢ et k& dans le chapitre

{

11, mais en imposant 'égalité ¢ = A
[’avantage du développement par rapport a la simple majoration obtenue dans le cas

k= 5 e trouve aceru en considérant la méthode de Romberg [TALAY, TUBARO, (1990)].

&
En effet, si 'on simule les processus donnés par le schéma d’Euler de pas d et 2’ on peut
supprimer les termes d’ordre un en § de Perreur:

k AN k N k RN
E (%;:f(X(%))) B (%;f(i’"(%))) ~2E (; - ,)))

= Z(ijg 5 4—8%3;6’[) - (Ck_‘g ) +55,k,!) =2 Eg,k,t — E5 k-

i
(]
=

>
13[Cn
PHT&'»

Il serait alors intéressant de connaitre une expression du reste g5, pour pouvoir le majorer
en fonction de k. 1] faut noter en outre, qu’au paramétre £ fixé, on a seulement démontré
que £54,; est un o{d) et pas un O(4?).

Les résultats des sections 10 et 11 concernent 'intégrale définie sur I'intervalle [0,1]. Si
I'on remplace ce dernier par [0,¢], les quantités, constantes par rapport aux paramétres k,
[ et 4, apparaissant dans les majorations des différentes erreurs, deviennent des fonctions
du temps. 1] est envisageable de préciser dans ces quantités I'influence du temps final ¢.

151
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13.2 Vitesse de convergence de Palgorithme

Le seul résultat de controle uniforme de Verreur est la majoration établie dans le cas
log k
N
Ce majorant n’est certainement pas le plus petit des majorants. Le cas du processus
d’Ornstein-Uhlenbeck et les simulations permettent de s’en convaincre.

La question de I'ordre de convergence de I'algorithme reste donc ouverte.

1 1 o .
k= 5 On n’est pas parvenu a démontrer une majoration de Verreur meilleure que

De plus, la technique de Romberg laisse & penser qu'il est peut-étre plus efficace de

considérer un algorithme mettant en jeu des approximations en § et 5

13.3 Affaiblissement des hypothéses

Les résultats présentés dans les sections 10, 11 et 12 ont été obtenus grace aux majorations
des dérivées des noyaux de transition (partie 10.1). Ces majorations imposent de choisir
un coefficient de diffusion ¢ uniformément elliptique pour que chaque dérivation en espace

o .y 1 . 1
puisse étre majorée par le produit d'un noyau régulier et du facteur 7
On peut par conséquent s’interroger sur la possibilité d’affaiblir les Hypothéses sur les
coefficients de diffusion ¢ de I'E.D.S. En particulier, les quantités définies & partir du
1
processus donné par le schéma d’Euler convergent-elles lorsque les paramétres — et k

tendent vers I'infini, i Pon remplace la condition d’uniforme ellipticité par une condition
de type Hormander?

L’ensemble des résultats énoncés ici se restreint aux processus de Markov homogénes.
[’astuce consistant & inclure le temps dans une composante supplémentaire du processus
de Markov pour le rendre homogéne ne peut étre utilisée ici, puisque le coeflicient de
diffusion du nouveau processus ne serait alors plus elliptique.
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