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Introduction

Les processus stochastiques ont été introduits pour modéliser et étudier des phéno-

meénes aléatoires dont on trouve une grande variété en chimie, physique, mécanique des
fluides, propagation des ondes . Ils sont également beaucoup utilisés en économie finan-
ciére pour modéliser le cours d’une action ou la valeur d’un portefeuille .
En temps discret, un phénomeéne aléatoire est décrit mathématiquement par une suite
d’observations qui sont des variables aléatoires (v.a.). En temps continu, I’étude d’un
phénomeéne aléatoire est plus compliquée: il est modélisé par une famille de v.a. indexées
par le temps . La suite des observations est dans ce cas la trajectoire d’un processus sto-
chastique . Voici la définition qu’en donnent D. Revuz et M. Yor:

Définition (Revuz-Yor) Soient T un ensemble, (E,£) un espace mesurable . Un
processus stochastique indexé par T, prenant ses valeurs dans (E,£), est une famille
d’applications (X;),er mesurables d’un espace de probabilité (€2, A4, IP) dans (E, &), le-
quel est alors appelé espace d’état . L’ensemble T' représente le temps .

Les processus les mieux étudiés sont sans soute ceux qui sont solution d’une équation
différentielle stochastique (E.D.S.) . La notion d’E.D.S. prend ses origines avec [t6 en
1951, et depuis lors a été considérablement développée par de nombreux auteurs . C’est
un outil trés puissant pour représenter un grand nombre de processus stochastiques .

Nous nous sommes intéressés dans cette thése a I’étude de différents processus stochas-
tiques, qui nous ont été fourni par des problémes physiques concrets ou par une littérature
abondante sur le sujet . Nous avons étudié des processus stochastiques non linéaires ca-
ractérisés par une E.D.S. dont ils sont solution . Le caractére non linéraire, pris au sens
de Mac Kean, réside dans le fait que le loi de la solution intervient dans les coeﬁicxents
(dérive, diffusion) de I’équation .

D’une part, nous savons dans certains cas extraire des informations sur la densité du pro-
cessus stochastique: I’équation aux dérivées partielles (E.D.P.) ou intégro-différentielle &
laquelle elle satisfait, et parfois méme sa forme explicite . Ceci nous permet d’en déduire
des informations sur le processus lui-méme .

D’autre part, la théorie de la propagation du chaos nous autorise & considérer certaines
E.D.S. comme la limite d’un systéme de particules en interaction . Avec ce point de
vue, nous pouvons simuler numériquement le systéme de particules associé & ’E.D.S. afin
d’approximer le processus stochastique solution . Nous avons effectué des simulations nu-
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mériques par cette méthode particulaire pour différentes classes d’E.D.S. . Celles-ci ont
été rendues possibles grace au projet OMEGA entre I’équipe de Probabilités de I'Institut
Elie Cartan et 'ILN.R.I.LA. de Sophia-Antipolis, au sein duquel j’ai fait apprentissage

des méthodes numériques de simulation et j’ai eu accés & des machines paralléles perfor-
mantes .

Comme le titre de ma thése 'indique, il s’agit de I’étude de différents processus stochas-
tiques non linéaires . Chaque chapitre est indépendant des autres et pourra par conséquent
étre lu séparément . J’ai choisi de présenter mes travaux dans un ordre chronologique .

Le premier chapitre traite d’'un phénoméne d’instabilité pour ’équation de Burgers
bidimensionnelle . Nous inspirant d’une étude unidimensionnelle, nous considérons une
E.D.S. en dimension deux:

. . i
Xi = B;+/ ai(X,)u(s, X,)ds, i=1,2
0

la densité de X; est u(t,.), t>0
avec d = (ay,az) défini par:
i .
ai(zy,z2) = , 1=1,2.

(21)? + (22)?

La solution est un processus stochastique bidimensionnel dont la densité est 'unique
solution de I’E.D.P. suivante appelée équation de Burgers bidimensionnelle :
1 . 2 Ed
u; — — Au = div (u” @)
2 (2)

%5% u(t,x) = 50

Une bonne connaissance de la densité u, solution de (2), nous permet de résoudre ’équa-
tion (1) .

Puis nous étudions un phénomeéne d’instabilité: nous introduisons un petit paramétre
dans le terme de diffusion de (1) et nous le faisons tendre vers zéro . Nous observons
alors que la solution fluctue autour d’un ensemble infini de points adhérents que nous
déterminons explicitement .

Nous avons effectué des simulations numeériques pour les E.D.S. associées aux équations

de Burgers en dimension un et deux . Nous verrons que celles-ci nous permettent, plus ou
moins bien, de vérifier les résultats théoriques .

Les chapitres 2 et 3 regroupent des travaux réalisés en collaboration avec une autre
doctorante Madalina Deaconu .



Dans le chapitre 2, nous nous sommes intéressés & une classe de processus stochastiques
unidimensionnels solutions de 'E.D.S. (ordinaire, i.e. linéaire):

X! =y+ B [u(x)d 3)
t = Y t 20’& S

avec une fonction u : IR — IR, de classe C* telle que u tend vers l'infini & I'infini,
oG

/ — < 400 et d’autres conditions sur u et ses dérivées premiére et seconde. Le processus
. u

stochastique solution de (3) revient rapidement vers lorigine car la dérive —u de I’équation

est "fortement rentrante" .

Nous définissons le temps d’atteinte d’un point = tel que 0 < z < y, pour le processus’
(ou temps de retour du processus en un point z), par:

TY = inf{t>0; X} ==z}. (4)
Et nous étudions le comportement asymptotique de la transformée de Laplace de ce temps
d’atteinte lorque 'on fait tendre le point de départ vers U'infini . Nous verrons que la dif-
ficulté réside dans le fait que I'on ne sait pas expliciter les fonctions propres associées au

générateur infinitésimal de XV . Nous exhiberons deux formes de fonctions propres .

Le chapitre 3 concerne ’étude d’un processus stochastique non linéaire réfléchi dans
un intervalle compact de IR . Considérons I'E.D.S.:

1 t
X,=Xo+ B — = / Bxu(s, X,)ds — ks
2 Jo
P(X; € dz) = u(t,dz), X; € [-1,1],t>0
£
k], = /0 1 n(X,) dikl,

k= Ltn(Xs)d}k{s

avec 0 : [~2,2] — IR vérifiant certaines hypothéses . C’est une équation différentielle
stochastique réfléchie selon A.S. Sznitman dans Pintervalle [—1,1] .

Nous montrons 'existence et I'unicité d’une mesure stationnaire pour ce processus, en
utilisant pour cela des techniques de point fixe .

Nous établissons également la convergence en loi du processus vers la mesure stationnaire,
pour (3 ayant une certaine forme . Les démonstrations seront différentes selon que la don-
née initiale est une v.a. symétrique ou non . Nous établirons un résultat de comparaison
en loi et utiliserons quelques résultats de théorie spectrale . Dans le cas d’une v.a. non
symétrique, nous serons de plus conduits a établir un principe de symétrisation .

Nous donnons ensuite des résultats obtenus par simulation numérique, dans le cas réfléchi

étudié ici et dans le cas d’un probléme similaire libre . Cela nous permet de comparer ces
deux situations et d’évaluer la portée de la réflexion .
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Le chapitre 4 traite d’un probléme qui nous a été posé dans le cadre d’un contrat
du projet OMEGA avec E.D.F. . Il s’agit d’un probléme rencontré lors de la simulation
numeérique d’équations d’évolution modélisant un phénomeéne de mécanique des fluides .
Les fonctions dérive et diffusion étant calculées par ailleurs, il apparait qu’elles peuvent
atteindre de trés grandes valeurs en certains points, ce qui rend la simulation impossible
en ces points .

Nous nous sommes pour ’instant restreint & la situation dans laquelle le terme de diffusion
peut atteindre des valeurs trés grandes au point zéro, et nous I’avons modélisé par une
partie réguliére et une partie singuliére représentée par une fonction indicatrice . Nous

étudions donc 'E.D.S.:
£ t H 1 & £
Xt = A @(;XS'/}/S)GIS

(6)
1 4 t - ¢
Ve =yt / Lioexy(X?) dB, + / o(X5,Y)dB, + j b(X,Y)ds
4] 4] 4]

ol ¢ est une fonction strictement positive et minorée . Nous notons:
T = inf{t >0; X{ =&%}. | (7)

Notre but est de faire tendre ¢ vers zéro pour étudier le voisinage du point oti la premiére
composante X atteint le niveau zéro . Nous résolvons le probléme rencontré lors de la
simulation en faisant effectuer un saut au processus (X,Y) au point (0,Y), selon la loi
limite de Y. lorsque € — 0 . Le travail de ce chapitre se résume donc a déterminer cette
loi limite . Nous verrons qu’elle est en fait indépendante de ¢, et nous la déterminerons
par le biais d’'un processus stochastique unidimensionnel solution d’une E.D.S. simple .



Chapitre 1
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1.1. Introduction

1.1 Introduction

Avant-Propos

Nous allons étendre un résultat unidimensionnel de B. Roynette et P. Vallois concer-
nant I’équation de Burgers, en passant & la dimension deux . Ils étudient dans [RV] une
classe d’équations différentielles stochastiques non linéaires unidimensionnelles, de diffu-
sion €, ou ¢ est un petit paramétre positif, et de dérive faisant intervenir la densité du
processus (d’ou la non linéarité de ’E.D.S.) élevée & une puissance strictement positive :

t
X;=cBi+ [ f(s,X5)ds

X7 admet u.(t,.) comme densité, (0 <t <1)

avec f: IRy, x R— IR, f = f; ou f,, avec f; et f, les fonctions définies par:

filt,z) = w7 '(t,z) pour ¢ > 1,
falt,z) = +£sgn(z)ult,z).

Les auteurs montrent que ’adhérence en norme holdérienne de (X7 )o<i<i quand € — 0
est p.s. égale & un ensemble infini de fonctions continues qu’ils déterminent exactement .
On peut citer également pour cette équation un travail de B. Jourdain (cf. [J1]) qui établit
I’existence d’une solution unique au probléme de martingales associé, ainsi qu’un résultat
de propagation du chaos pour cette solution faible .

Lorsque f = f; et ¢ = 2, la densité u. du processus est a la puissance 1 dans la
diffusion ; c’est le cas le plus sympathique car la densité est connue et elle est auto-similaire
(cf. [H]) . On connait Iexistence et 'unicité d’une solution de:

t
X xeBt+7/ ue(s, X7) ds
)]
X5=0 (Evr)

X¢ admet u,(t,.) comme densité (0 < t < 1)

d’aprés A.S. Sznitman et S.R.S. Varadhan (cf. [SzV]) qui établissent I'existence et I'unicité
de la solution d’un systéme multidimensionnel d’équations avec un temps local sur une
hypersurface non réguliére . Dans [Sz2|, Sznitman montre également la propagation du
chaos pour ce systéme .

La propagation du chaos pour ’équation unidimensionnelle de Burgers a été aussi étudiée
par Calderoni-Pulvirenti et Kotani-Osada . Ils ont considéré presque simultanément ce
probléme de deux maniéres différentes : P. Calderoni et M. Pulvirenti (cf. [CP]) approxi-
ment les masses de Dirac qui apparaissent dans la dérive du systéme de particules en
interaction modérée associé (dont notre solution sera la limite), S. Kotani et H. Osada

(cf. [KO]) étudient analytiquement les lois marginales des processus de diffusion en consi-
dérant leur générateur .
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On détermine, par une méthode devenue maintenant classique, 'E.D.P. satisfaite par
la densité u. du processus X° solution de (E;):

82
(we)e + 2 e (ue)e = 5 (te)zz (F1)

ug(t, IE) dx =¥ \0 5()

Cette E.D.P. est appelée équation de Burgers car c’est ’équation (& des constantes multi-
plicatives prés) introduite par J.M. Burgers en 1948 comme modéle mathématique de la
turbulence (cf. [Bu]) . Il s’intéresse au mouvement d’un fluide et écrit un modéle mathé-
matique plus simple que celui considéré en hydrodynamique . Puis il étudie les propriétés

des solutions de ce systéme et les compare aux propriétés connues du phénomeéne physique
qu’est la turbulence .

Dans un domaine infini, il décrit le mouvement d’un fluide par I’équation :

ou v est une constante physique du modéle . Il étudie ensuite une solution typique de
cette équation, de la forme:

avec n =

C’est notre solution autosimilaire, avec V' vérifiant I’équation :
r_ 2 L
vV' = V - é‘ n V,
et dont une approximation peut s’écrire:

R R A

ou C' est une constante d’intégration .

B. Roynette et P. Vallois établissent pour cette E.D.S. (E;) dans laquelle ils ont introduit
un paramétre v > 0, un phénomeéne d’instabilité:

Théoréme 1.1 (Roynette-Vallois)

Soit AY = {¢:[0,1] = Ry; ¢(t) =cvt,0<c< 2/7} . Pour la topologie héldérienne
d’indice (0 < a < 1), 'ensemble des points adhérents des fonctions X*, solutions de
(Ey), quand € — 0, est p.s. égal a AV .
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Ils compliquent ensuite un peu le probléme en choisissant f = f, . Avec cette fonction,

on al’E.DS.: .
Yi=eBi+d [ sen(Ye)oi(s, V) ds
0

Ye = (EY)

Y admet v(t,.) comme densité (0 <t < 1)
avec§ =+ 1 .
Dans ce cas, ’'E.D.P. satisfaite par la densité v° est une équation de Burgers signée:

~ () —2(5sgn(@)) i(e) () (2) + 5 (08)"(2) =0
: (F)
~2(§E(0)) + S (0(04) = v'(0-)) =0

Les auteurs établissent enfin le résultat suivant:

Théoréme 1.2 (Roynette-Vallois)

Soit A={¢:[0,1] = R; ¢(t) = CVt, —vV2 < C <V2} .

(1) Pour § = —1, pour tout t € [0,1], Y converge p.s. vers 0 quand ¢ — 0 .

(it) Pour § =1, l'ensemble des points adhérents de Y° | quand € — 0, est, pour la topo-
logie héldérienne d’indice (0 < a < 3), p.s. égal @ A .

Notre probléme

Nous nous proposons ici de considérer le méme type de probléme, c’est-a-dire un phé-
noméne d’instabilité, pour une équation différentielle stochastique bidimensionnelle liée a
une équation de Burgers bidimensionnelle . Nous nous inspirerons fortement des méthodes

utilisées dans [RV] . On trouve également des méthodes similaires dans [Rol] pour une
autre forme d’E.D.S. .

Nous considérons I’équation différentielle stochastique en dimension 2 suivante:
. . t
Xi = B +/ ai(X)uls, X,)ds, i=1,2
0

(B2 Xo=0

| la densité de X; est u(t,.) (¢ >0)
o {(B;) = (B}, B})}i»0 est un mouvement brownien linéaire bidimensionnel issu de zéro

(c’est-a-dire (Bj)i>0, pour ¢ = 1,2, sont des mouvements browniens linéaires unidimen-
sionnels issus de zéro et indépendants entre eux),

9
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et la fonction a; : IR x IR — IR (1 = 1,2) définie par:
z;

(z1)? + (22)?

ai(zy,z2) =
v

Le plan de notre étude sera le suivant :

Une premiére partie de ce travail est consacrée & la résolution de 'E.D.P. (E;) .

Nous allons tout d’abord regarder d’oii provient cette équation (paragraphe 1.2). Elle
est obtenue heuristiquement comme le "processus non linéaire" associé & un systéme de
particules en interaction .
Notre but sera ensuite de résoudre cette E.D.S. . Pour cela, nous remarquons qu’elle
posséde deux inconnues: le processus X et sa densité u . La méthode que nous utilisons
ici consiste a séparer ces deux inconnues . Nous exhibons ’équation aux dérivées partielles
vérifiée par la fonction u: Ry x R* — IRy

us — %Au = —div(u® @)
(F2)

%i\r‘% u(t,z) = uo

ol ug = dp est la masse de Dirac en zéro . C’est une équation aux dérivées partielles de
type Burgers . La partie 1.3 est consacré a son étude . Nous montrerons qu’elle admet
une unique solution positive (dans le paragraphe 1.3.1), et établirons quelques propriétés
importantes de sa solution (dans 1.3.2). Celles-ci nous permettront ensuite d’établir, dans
la partie 1.4, un théoréme d’existence et d’unicité de I'E.D.S. (E;) .

La deuxiéme partie de ce travail est I’étude d’un phénoméne d’instabilité (partie 1.5) .
On prend un petit paramétre € > 0 et on note:

. X 3
X = e B+ / ai(XE)u(s, XE)ds, i=1,2
4]

(B2 x0 =0, i=1,2

u® est la densité de X°

avec les a; et B* définis comme précédemment .

La densité u® satisfait, de maniére analogue au cas ot ¢ = 1, 4 une E.D.P. du méme
type que (F3), qui posséde également une unique solution positive . Ainsi (F5) posséde
une unique solution X° et notre but est d’étudier le comportement de X° quand € — 0 .
Nous établissons un théoréme d’instabilité 4 la limite, au sens ot nous montrerons que la
solution de I'E.D.S. fluctue autour d’un ensemble de points adhérents .

Puis nous réalisons des simulations numériques qui nous permettront de vérifier les
théorémes de convergence lorsque le petit paramétre ¢ tend vers zéro .

Chaque fois qu'il sera possible d’adapter nos démonstrations au cas plus général d’équa-
tions d-dimensionnelles, nous le ferons .
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1.2. Démarche heuristique

1.2 Démarche heuristique

Nous nous plagons pour 'instant dans le domaine IR? car la dimension ne modifie en
rien les arguments utilisés .

Considérons un systéme de N particules dont les positions dans IR? sont données par
le systéme suivant :
Soit (b;;)1<i<N1<j<d une matrice N x d de fonctions b; ; réguliéres, d’intégrale égale & un
et de support contenu dans un petit compact contenant origine .
Soient B, ..., BN (j = 1,...,d) N mouvements browniens linéaires, de dimension d, issus
de zéro et indépendants les uns des autres .
On se donne X; = (X}, ..., X") la solution du systéme d’équations N - dimensionnel :

.. . 1 X .
dXi? = dBy + — Y ai(XP)bij(Xi - XF)dt  i=1,.,N;j=1,..,d
ki k=1 (2.1)
Xi=0 i=1,..,N

X! représente la position a linstant ¢ de la particule numéro i (parmi N) .
Intuitivement, d’aprés (2.1), la particule n° i subit une action de translation de la part de
la £*™ particule si celle-ci est suffisament proche de la ™ particule pour que X} — X

soit dans le support de b;, . On remarque également la symétrie de (2.1) qui nous permet
de déduire que toutes les particules ont méme loi . ‘

Agrandissons maintenant le systéme de particules en faisant tendre N vers + oo et
regardons 1’évolution d’une seule particule, par exemple la premieére .
Nous allons utiliser la théorie de propagation du chaos développée par Sznitman, cf [Sz],
qui va nous permettre de considérer notre processus solution de I’équation (E;) comme la
limite en propagation du chaos d’une suite de systémes de particules de la forme (2.1) .
De tels résultats n’ont pas été démontrés dans ce cas, mais il ne parait pas difficile,
modulo quelques modifications mineures, de les adapter & notre situation . Par exemple,
B. Jourdain, dans [J2], établit un résultat de propagation du chaos pour une équation de
Burgers généralisée (d-dimensionnelle) :

du 10%u 1 9(u')

gt 29z q+1 9z

avecg > 1 .

Nous supposons la propagation du chaos établie dans notre cas . De maniére heuristique,
nous supposons, & cause de la normalisation en 3, que I'action d’une particule seule ne va
plus compter et qu’il faudra donc s’intéresser a ’action globale des N —1 autres particules
sur la premiére . Cette action est remplacée par ’action d’une particule fictive qui a pour
densité de présence la densité commune des N — 1 particules .
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Chapitre 1. Phénomeéne d’instabilité pour I’équation de Burgers  bidimensionnelle

On obtient alors, pour la particule n® 1:
(dX!7 = dBY + ([ buy(XE - 2)as(e)ut,2)da)dt, =1,

la densité de X} est u(t,.) (&> 0)
Pour la fonction b, on choisit maintenant :
bi; = do,

(2.2) devient alors: '
dX}7 = dB + (a;(X})ult, X})) dt .
D’ou notre E.D.S. (E,):

dX} = dB} + a/( X)) u(t, X;) dt, i=1,..,d
(Ez) Xg = 0
la densité de X; est u(t,.) (t>0)

Nous allons a présent étudier cette E.D.S. . Remarquons qu’elle posséde deux inconnues:
le processus d-dimensionnel X = (X!,..., X?) et sa densité u .
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1.3. L’E.D.P. liée a (E,)

1.3 L’E.D.P. liée a (E)

Pour résoudre I’E.D.S. (E;), on sépare les deux inconnues X et u: c’est-a-dire que
I’on introduit ’équation aux dérivées partielles vérifiée par la densité u; et aprés ’avoir
résolue, on remplace u par la solution obtenue dans (E;) qui devient alors une E.D.S.

ordinaire non homogéne avec une singularité a origine . Nous sommes alors capables de
Iétudier .

1.3.1 Recherche de 'E.D.P.

Soit (X,u) une solution de 'E.D.P. (E;) dans IR® . Soit f : IR* = IR une fonction de
classe C?, a support compact . Nous utilisons une méthode devenue maintenant classique
pour caractériser la densité en déterminant I’équation & laquelle elle satisfait .
Appliquons la formule d’It6 & f(X) :

£(X) = <XO>+§:/--fX>dX=+ }:z/a

1=1 ¢=1

X] >5

i=1 i=1

FX) = £(X0) + / D pxasi + 3 [ X)) uts, Xo) ds

+2 Z/t(;a:;f(){)ds

1=1
On prend i’espérance des deux cé6tés de cette derniére égalité:

E[f(X))] = f(0) + Z E [/ ""‘";f(Xs) ai(Xs) u(s,Xs)ds]

i=1

t 52
+s L B[ %?f(xs)ds]
Et sachant que u est la densité de X :

: ~ d
fpu @ utordz = 10) + 3 [ [ S ate)dte ) dsde

o z: fo [ @l uts,0)ds e

Aprés intégration par parties, on obtient:

d t 8 5
MOECOUESORES W f(x)‘gg[aé(m)u (s,2))ds da

% f;; /Rd/ u(s z)]dsdz
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Chapitre 1. Phénomeéne d’instabilité pour I’équation de Burgers  bidimensionnelle

Enfin on dérive par rapport au temps:

d
[ i@ ute)de = =3 [ 1) il e, )] de

1=1

+3§?/ (@) Lyt )
5 2 Jpa (z Bw?u(’x) x
On en déduit 'E.D.P. vérifiée par u:

d d 2
~ o, 1&
u= — 2 g+ g L s

=1 1

et puisque Xy =0, %1{% u(t,z) = dq .

- On a obtenu ’équation de Burgers d-dimensionnelle:

U — }—Au = —div(v? @)
(F2)

%1\1:‘% u(t,z) = &

1.3.2 Résolution de ’E.D.P. (F})

Nous allons & présent résoudre ’E.D.P. (F3) obtenue . Nous démontrons dans ce pa-
ragraphe le théoréme suivant, avec M,(IR?) 'ensemble des mesures bornées dans IR%:

Théoréme 3.1  Pour une donnée initiale uog € My(RR?), UE.D.P. (Fy) admet une
solution positive u € C°([0, +oo[; My(IR?)) . Siug = &, la solution est unique .

Démonstration du théoréme 3.1: Comme le suggére I’énoncé, nous allons établir ce ré-
sultat en fonction de la nature de la condition initiale. Ceci nous améne a examiner trois
cas, qui formeront les trois parties de la démonstration :

-Siug € L'nN L”(ll%d) , nous établissons l'existence et 'unicité de la solution de (F3),
d’abord localement sur un intervalle de temps fini, puis nous I’étendons a ¢t €]0, +oo[ .

- Siup € L'(IR%), on obtient I’existence et 'unicité de la solution grace & une approxi-
mation de la donnée initiale par une suite de fonctions du type précédent .

- Si ug € My(R?), on obtient par la méme méthode d’approximation l'existence

d’une solution de (F,) . Mais nous ne savons établir 'unicité que dans le cas particulier:
U = 50 f

PREMIER CAS: ug € L' N L=(IR?) .

On cherche des solutions de (F3), u:]0,+oc0

Ll
&
-
~
8
3

telles que u(0,.) = wuo .
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1.3. L’E.D.P. liée a (E,)

(1) Nous allons tout d’abord établir 'existence d’une solution locale unique de I'équation

(Fy) .

a) (F;) étant de la forme:

Uy — —Iz-Au = —div(u?d)

u(0,.) = uo(.),
considérons I’équation sans second membre associée :
i
U — 5 Au=10
(3.1)
u(0,.) = uo(.)

On sait que le noyau de la chaleur, noté G, vérifie cette équation . Donc, pour ug € L*(R?),
toute solution u de (3.1) est de la forme:

u(t,.) = G(t,.) * uo(.),

_.E‘ﬁ).

G(t,z) = (Zvrt)'g‘ exp( 5

b) Soient w et v solutions respectives des équations:

d
wy — %Aw = ; 5%91
w(0) =
ol g; = —u? ai, et
vy — -lé-Av =0
v(0) :':uo‘

Alors, par le principe de supersposition, u = w + v vérifie (F3) avec:

v(t,.) = (G(t) *uo)(.)

t d .
w(t,.) = /{}G(t-«s,.)*(z %(s))ds

i=1

. ot
=Y j; E%G(t —8,.)* gi(s)ds

1=l

- -/ VGt —s,.) % [u3(s, ) a(.)]ds
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Chapitre 1. Phénomeéne d’instabilité pour I’équation de Burgers  bidimensionnelle

Ceci nous conduit, pour 7 > 0 et ug € L' N L°(IR?), & chercher les solutions
we C°(0,T[, L' N L®(IRY)) de (F,) satisfaisant & 1’équation :

ult,.) = (G(t) * uo)(.) / VG(t—s,.) % [u¥(s,.) a(.)|ds. (3.2)
Posons E : = C°([0,T[,L' N L*°(IR?)) . Muni de la norme || . ||z décrite par:
lulle= sup (u(t,) o+ 0wt ) =), Vu€ B,

E est un espace de Banach .
On introduit 'opérateur A défini sur 'espace F par:

Av()) = (G(t) % uo) () f VG(t —s,.) * [a(.)v¥(s,.)]ds, VveEE.
* Vérifions que A est a valeurs dans E: Soit u € E . Les propriétés suivantes du noyau

de la chaleur G sont classiques, nous ne les démontrerons donc pas:

Lemme 3.2 [l existe des constantes positives C et Cy telles que :

G, )l < 1,

| Gt ) e < %&
| G(t,.) ler < tgf_g_) V1<p<oo,
Co
IR
IVG(t ) e < -t ¥p>1.

Donc, en utilisant le théoréme de Young, on obtient :

I Au(t, ) Iz <TG -) ol wo [l + /; VG —s,.) llzr T a(-)u?(s, ) llze ds.

Et puisque || a ||z=< 1, on a:

| Au(t, ) llr < [l o flze +[ \/___ | w?(s,.) |l ds
| Aut, ) o < lluoll +2C:vE [ullf - (3.3)
De méme:

Il Au(t, ) I <l wo llze +2C1 VE [ u | - (3-4)
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1.3. L’E.D.P. liée 4 (E,)

Si on pose
oo =llulle, + 1 ullze,
des deux inégalités (3.3) et (3.4), on tire:

| Au(t,) [0 <1l w0 100 +4C1VE | ullF
Donc: ;

Il Au |z < |l uo ||z +4C1VT || u % < +o0.
On en déduit que Au € E .

% Montrons que A est une contraction dans une boule de E: On se restreint au sous-
ensemble de E suivant: Egp:={u € E; ||u ||l < R} avec R < +oo fixé (et quelconque
pour le moment) . Nous notons || . ||, la norme sur Eg définie comme la norme sur £ .
Par la méme technique que précédemment, on a:

| Au(t,.) = Av(t, )l < [; | VG(t = s,) llzs | @ flzs || ©* — ©® ||, ds
t Oy

S ) Viss

< 4RCiVt ||u—v ||,

2R |u—v g, ds

| Au(t,.) — Av(t,.) loe < fﬁ | VGt —s,.) |t | @ l|ze || * — 0% ||z ds
- G

= Jo t—3s

< 4RC1Vt || u—v|g,

2R |u—v g, ds

D’ou:

| Au(t,.) — Av(t,) [1eo < SRCIVE ||u—v |5, -

— On choisit R =2 || ug ||1,00 , d’0t1:
| Au(t,.) = Av(t,.) 100 < Ca || o 1,00 VE || 4= v ||55 -
— On choisit T tel que | .
Cz || %o J|1,00 VT < 30
c’est-a-dire: :
1 2
] _ 7
2C; || uo |10

T < [
Alors, puisque t € [0,77]:

| Au = ol < 5 llu=v e -
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Chapitre 1. Phénoméne d’instabilité pour I’équation de Burgers  bidimensionnelle

On a montré que l'opérateur A est contractant dans Fr pour 0 <t < 7T < T* . On sait

donc qu’il existe un point fixe unique u de A . Celui-ci est solution de 'E.D.P. (F3) dans
Er, pour t € [0,T7] .

* Obtenons un peu de régularité: Le point fixe u € LP([0,T*] x R*), V1 < p < o0
et a € L®(IR?), donc:

w?de C°([0,T7], L(R%)),Y1<p<oo

et

“3%(“2 a;) € C°([0,T*,W " (R*)), Vi< p<oo.
J

On utilise un résultat de régularité de Ladyzhenskaya (cf [L], ch.V, p.187) pour en déduire
que:

uw € C°(]0,T*], W'P(IR%)), Y1<p<oo,
u € C°([0,T7], L' N L™(RRY)).

A ce stade, nous avons montré l'existence et 'unicité d’une solution locale de (F3) . I
faut donc prolonger cette solution a [0, +o0] .

(i1) Nous étendons & présent sur [0, +o0[ la solution locale obtenue sur [0, 7] .

Pour les arguments que nous allons utiliser dans la suite, nous avons besoin de régulariser
la fonction a = (@i)i<i<d -

On se donne un petit parameétre € > 0 et on définit:

Xz'

a;(X) = TXT 3¢’

Vi<i<d.
Cette fonction régularisée vérifie: a° € C*(IRY) .

Remplacons donc a par a° et g par ¢° = —(u®)? a® dans I’équation (F3). Nous obtenons
I'E.D.P. "régularisée" :

d €

uj — %Aue = gg’

(F‘s) =1 9T
u*(0,.) = uo(.)

Par similitude avec le (1), il y a existence et unicité d’une solution u® de (F*®) sur I'intervalle
de temps fermé [0, T*] . Cette solution vérifie, d’aprés Ladyzhenskaya:

u® € C°(10,T7]; W'P(IR*)) n C* ([0,T*]; LP(IRY)). (3.5)

De méme, on peut établir 'existence d’une solution unique sur un intervalle voisin, par
exemple sur [T —7n,2T* — ] . Il suffit donc de recoller les morceaux . Pour cela, il faut
montrer que:

3C>0; sup [|u'(ty.) 1< C,Ve>0.
0<t<T*
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1.3. L’E.D.P. liée & (E,)

On cherche donc & majorer:

/fus(t,:z:)ld:z = ]ue(i,x).sgn(us(t,x)) dz .
Considérons la fonction sgn,, fonction régularisée de la fonction sgn, telle que:

© esgn, soit de classe C' sur IR,
esgn, — sgn quand 7 — 0 p.p.,
esgn,| <1, Vn,

e3JK >0; 0 < sgn <

, Vo

K
n

FI1G. 1.1: Fonction sgn,

D’aprés (3.5), il est légitime, gréce & a°, de multiplier par sgn,(u) les deux membres de
(F*©) et d’intégrer:

] uj sgn, (u®) dz — -—[ Aufsgn, (uf)dz = Z/ @g,,; )sgnﬂ(u”)dm

1=1

En intégrant par parties la deuxiéme intégrale du membre de gauche et celle du membre
de droite, on obtient:

£ £ 1 ‘ £12 7 & — £ & i AR
/Rd uf sgn, (u) dz + 5 fRd |Vu®|®sgn, (u¥) dz = — [R{i g(u®) V(u®) sgn; (u°) dz .
La dérivée de la fonction sgn, étant positive, on a:
& £ £ & 4 &
/Rd ugsgn, (u®)dz < “/Rd g(u®) V(u®) sgn; (u®) dz . (3.6)
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Chapitre 1. Phénomeéne d’instabilité pour I’équation de Burgers  bidimensionnelle

Posons
Jy, 1= fRdg(uf) V(u®) sgny(u®) dz
= u®) V(u®)sgn! (v*) dz .
L oy g 90 V) s ()
2 2 7 K
Or |g(u)| ~ [ul* car g = —ua, et |sgn; (z)| < P Donc:
K
Jl £ — u®)| |Vus| dz
R N [\
!
< E[ |uf)? |Vus| dz
1 Heilus(tz) < n}
K’ 144 i
<= [ |} | Vu?| da
n Hzilu (tr)| < n}
< K\ [uf|? |Vu®| dz

{z;lus (t,z)| <n}
7 &
< KA [l V| do

. . 4
On applique l'inégalité de Holder avec p =4 et ¢ = 3

< K'\/ﬁ(fﬂd e’ dw)% ( /. quelg'da:)%

limJ, =0.

n—0

Donc

On fait tendre n vers 0 dans (3.6), on a donc:

lim ug sgn, (u)de <0,

n-+0 J Rd -

ie. /Rd us sgn(u®)dz < 0.

On applique & présent le lemme suivant, que nous démontrerons en fin de paragraphe:

Lemme 3.3  Pouru € W™ ({0,7] x R*), on a:

% f u(t, z)|dz = f %’ti(t,x)sgn(u(t,m))dw
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1.3. L’E.D.P. liée 4 (E,)

On en déduit que:
() o < wo iz 3.7)

On procéde de méme pour la norme dans L™ : on pose m =|| ug ||~ et on multiplie (F¢),

d’abord par (u° —m)*, puis par (u° +m)* . En appliquant le principe du maximum, on
obtient :

[ w(E, ) lzee <l wo [l - (3-8)

D’apres (3.7) et (3.8), on a donc:

lu(t:) e Sl 0 fheo et [[u [le< C

Pour finir, faisons tendre ¢ vers 0 pour retrouver la solution u .

* Nous avons montré que u® est borné dans L' ([0,7*] x R*) n L ([0,T*] x IR*), donc
dans tout LP ([0,7*] x IR*) pour 1 < p < oo . On peut donc extraire une sous-suite qui
converge faiblement vers u quand ¢ — 0 dans tout L? ([0,7*] x R*) pour 1 < p < oo .
Nous noterons encore (u®) cette sous-suite par souci de simplicité .

On sait que u® vérifie (F*), et on veut montrer que sa limite u vérifie I’équation (F;) . On
s’intéresse donc a la différence:

1 -
u; — up — 3 (Au® — Au) + div((u)? a®) — div (v @) .
Soit une fonction-test ¢ € D (]0,T*[x R*) . Nous étudions la limite, lorsque ¢ — 0, de:
1 -
B. =< (uf —u), o > —5 < A —u),p > + < div((u®)?a® —u?d),p > .

Grace a la convergence faible, les deux premiers termes de B, convergent vers 0 lorsque
¢ — 0 . Regardons le dernier terme:

f < div((u®)?a® — v?a),p>| = |< () a® — vPa,¢ > |
= [ < (W) (a" =a),¢' > + < ()" —u?)a,¢ > |(3.9)

Puisque (u®)? est borné, et || a® — a ||r= < €, le premier terme converge vers 0 .
On peut écrire le deuxiéme terme du second membre de (3.9) sous la forme:

<) - ey >= [ - ey,

Nous avons vu que u et u® appartiennent & W}tf . Cet espace s’injectant de facon com-
pacte dans L] _, Uintégrale sur les compacts converge vers 0 quand ¢ — 0 . Donc B,

converge vers 0 lorsque ¢ — 0.

De plus, u(0,.) = ug(.) . Nous avons donc montré que, lorsque ¢ — 0, la solution u® de
(F¢) converge vers une solution u de (F3) .
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Chapitre 1. Phénoméne d’instabilité pour I’équation de Burgers  bidimensionnelle

% On a vu que [{us(t,x)]d;c < C . Par compacité, on a la convergence p.p. de u*
vers u . Donc en utilisant le lemme de Fatou, on obtient :

f1u(t,x)[dz <C.

% Puisque sup || v° |l < C, de mémeon a:
0<t<T*

sup Julle< C.
0<t<T*

On en conclut que:
lullz< C.

Ceci achéve la premiére partie de la démonstration, c’est-a-dire 'existence et 'unicité
d’une solution de (Fy) quand uo € L' N L™ (IR?) .

DEUXIEME CAS: uo € L'(R?).

Nous approximons la donnée initiale uy par une suite {uo,} C L'(JR*) N L=(IR?) telle
que Ugn —Fn—too Up dans Ll(le) . »
Soit u, la solution de ’équation (F,) avec donnée initiale ug, que nous notons (F,):

(un): — %Aun — _div(u2d)

(Fr)
un(0,.) = won(.)
D’aprés la premiére partie, celle-ci vérifie la propriété de contraction dans L!:
() = wnt,2) s < Il wonlty-) = wom(t::) llus -

Ainsi {u,} est une suite de Cauchy dans C ([0,c0[, L*(IR%)), donc elle converge dans
LYR?) vers u € C ([0,00[, L*(IR?)) . I est clair que u(0,z) = ug(z) et que l'on peut
passer & la limite dans (F},), donc u vérifie (F,) . La propriété de contraction dans L'
s’étend & ces solutions, on a donc unicité de la solution .

On peut dans cette situation établir un résultat plus fort de régularité de la solution:

w appartient & L ([0, co[x IR*) pour p < p*, avec p* a déterminer . Pour cela, on cherche
une constante C; telle que:

Il ut,.) llr < Ct.

Or, d’apreés (3.2), en utilisant le théoréme de Young et le lemme 3.2, on obtient:

lut, )l < 16 s o s + [ 1 9G(=9) Iz, | al (s, ) g ds

K t K’
< 32
<@t gramneg lete Nl e
K t K’
< P — . 2 d
< gt Nl d
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1.3. L’E.D.P. liée a (E)

L’intégrale du membre de droite convergeant lorsque p < d, on peut appliquer le lemme
de Gronwall qui nous donne:

lu(t,) llze < Ci.
Donc u € C‘G( [0, +00), Lp(ﬁd))’ Vp<p =d.

TROISIEME CAS : ug € My(IRY).

On approxime ug par une suite {ugn} C Ll(IRd ) telle que ug, — uo quand n —  + oo
dans M{;(Rd) ) ‘

On note comme dans ce cas précédent u, la solution de (F,) (équation (F;) avec donnée
initiale ug,) . On a vu dans la deuxiéme partie qu’alors:

un € C°([0, 00, L'(IR*) ) 0 C° ([0, 0o, L*(RR?) ) pour p < d,

et elle vérifie la propriété de contraction dans L' . Donc {u,} est une suite de Cauchy dans
C° ([0, 00[, L*(IR%) ), sa limite u appartient & C° ([0, 00[, Ms(IR?)) . On fait tendre n vers
+oo dans (F,), on en déduit que u est solution de (F,) . Nous avons établit ’existence
d’une solution de (F3) .

L’unicité dans ce cas n’est pas triviale . En utilisant la méme technique que M. Esco-
bedo, J.L. Vasquez et E. Zuazua dans [EVZ], nous 1’établissons dans le cas ot ug est la
masse de Dirac en 0 . Dans ce cas, les densités sont radiales, c’est ce qui nous permet de
démontrer I'unicité, contrairement au cas plus général d’une mesure bornée . Il n’apparait,
pas & notre connaissance, dans la littérature sur les E.D.P., que 'on sache résoudre ce
probléme .

Nous devons & présent nous restreindre & la dimension deux . On pose:

p = Jri+2i et wu(t,z,zq) = Ult,p).

Alors, @ vérifie I’équation :

1 1
Gy = =1, + 5;;&,, - ;aﬂ +241,. (3.10)
Par souci de simplicité, nous noterons encore % par u .
Nous approchons la masse de Dirac par valeurs supérieures et par valeurs inférieures, par
deux suites {uo.} et {@o,} appartenant a L'(IR*) et & support compact contenu dans
un intervalle ouvert | — r,r[ avec » > 0 . Considérons u, et @, les solutions de (F3) avec
données initiales respectives ug, et @, . Elles appartiennent & C° ([0, +oo[; L' (IR?)) et
convergent respectivement vers u et 4 .
Nous introduisons les primitives:

BN | b

P 4
va(t, p) = fo un(t,y)ydy et vn(t,p) = fe Un(t,y)y dy.
D’aprés (3.10), elles vérifient ’équation aux dérivées partielles:
v

1w,
- - = 3.11
55 " (3.11)

= 5’0,;;,
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Nous notons M la masse de la donnée initiale ug:

M= /ug(i,y)ydy.

Nous remarquons que les masses de u, et @, convergent, lorsque n converge vers +o0,
vers M . Donc, on peut trouver deux suites {¢,} et {e/} qui convergent vers 0 quand

e — 0 telles que les masses de u,, et . soient égales . Nous pouvons supposer aussi que
leurs données initiales sont de support inclus dans | — r,7[ .
Nous notons:

Uy = U, €t U, = Ues,

n

et v, et ¥, les primitives correspondantes .
Puisque v, = M et 9, - M quand n — 400, on en déduit facilement que:

(0,2 —2r) < 0,(0,2) < v,(0,z + 2r).
On applique le principe du maximum, d’ou:
va(t,z —2r) < Bo(t,z) < vtz +2r), V(t,z) € R x R*.
On passe a la limite quand n — 400
v(t,z —2r) < o(t,z) < v(t,z+2r), VY(t,z)e R* x R*.
Et, puisque r est arbitraire, on en conclut que:

v = ¢ dans RT x R?,

doti:u = 4.
Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.1 .

Démonstration du lemme 3.3: w € C°([0,T],L'(IR")) donc /{u(t,x)]dx € D(R") .
Avec une fonction-test ¢ € D(IRY), on a:

<%/}u(t,x)}dm,g¢> = —<flu(t,m)ldx,%§>
= —< / u(t, ) sgn(u(t, 7)) dz , %‘gﬁ >

. dy
= - }751(1) < /u(t, z)sgn, (u(t,z))dz, -

Nous nous intéressons au dernier terme:

< /u(t,x) sgn, (u(t,z))dz, %(tﬁ > = =< %/u(t,m) sgn, (u(t,z)) dz,p >
= — <u(t,z)sgn, (u(t,z))dz, ¢ >
= < [ ult, o) sgnl(ult, o)) wilt, 2) dz, o >
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Notons 4, =< fu(t, z)sgn, (u(t, z)) wi(t, z)dz , o >,
alors:

Al = <[ u(t, ) sgn) (u(t, 7)) wilt, @) de , @ >
{z;lult.z)[ <n}

K
<f — lu(t, z)|dz, >
Joiuttan<m | 0 it 2)ldz,

</ K |u(t,z)ldz, o >
{3 lu(t2)| <) fuddt,2)lde, ¢

pour les mémes raisons que dans la démonstration du théoréme 3.1 .
D’autre part :

u(t, z)de, ap><ﬂcpHLm/ [ 3 —(t,z)| dz dt

<
{z; |ult,z)| < n} o3 Jult,z)| < n} 6t

Et d’aprés le théoréme de Saks (cf. [Sal, ch. IV, th 7.4), on en déduit que:

lim A, = 0.

70

Donc:

7-+0

d
<= f lu(t,z)|dz, o > = lim<{< fut(t,:c) sgn, (u(t,z))dz, o > + A,,}
N = ’ig% < /ut(i,x) sgn, (u(t,z))dz, ¢ >
= < /ut(t,x) sgn(u(t,z))dz, ¢ >, VYo € D(R")

Ceci achéve la démonstration du lemme 3.3 .
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1.3.3 Propriétés de la solution u de (Fy)

Nous allons établir dans cet alinea quelques propriétés de la solution u de (F3) que
nous venons d’introduire . Elles sont regroupées dans le théoréme suivant .
Nous nous restreignons pour plus de facilité a la dimension 2 .

Théoréme 3.4  Soit u 'unique solution positive de I’E.D.P. (F,) avec donnée initiale
ug = 6g . Alors:

1./ u(t,z)de =1, Vt>0,
R?

2. Il eziste une fonction w(i,x) a décroissance e:cponentieffe enz = +oo et telle que
UL\, r w
t‘g’ ’ t% ’

3. Il existe une constante C positive telle que

Q

Vi>0, | ult,) fle <

3

i3
4. Pour tout to > 0, il existe k(o) tel que
Vi>to, || un(t,.) llo < k(to) , i=1,2.

ol ug. est la dérivée de u par rapport @ sa 1™ variable d’espace .
%

Démonstration du théoréme 3.4: Nous la ferons dans le cas d = 2 .

a) Soit u 'unique solution de (F3) . En dimension deux, la densité u dépend de trois
variables: la variable temps et deux variables d’espace . Nous allons tout d’abord la
transformer en une solution radiale:

u(t,z,y) = v(t,r) avec r = /2%+y2. (3.8)

Alors:
i = (LY
i = (57
Uy = Uy
Av = = Uy + Upr
-
1
div(v?d) = ~v*+2vv,
r
Et I’équation (F3) devient:
1 1 1
v¢-§v,r~~2—;v,x—~;v2“20vr. (3.9)
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b) Nous allons & présent chercher une solution de la forme:

1 T
o(tr) = o w(t, ). (3.10)
On considére 'opérateur différentiel L défini par:

1 1 1
Lv=v— v, — —uv, 4+ -0 +20vuv,.
2 2r r

D’aprés (3.10), en notant w, la dérivée de w par rapport & sa seconde variable, on a:

2 1 r o«
S Yt E T pa e
1
'U,- = "—'—wg
tBa
1
Upr = 'tt{(;wzz
D’oit:
Lo = 20 1 ar 1 1 1. .4 2
VE men Pt et T BtV T i W T gema T qam W T e WV
Posons ¢ = t%" alors
1
U(t,?’) %’{;w(tvﬁ)'
Et
foo Lo f 2 11 , . a 11 2 1
v = %‘é’;wt + ey w+'€'%‘ga"w —fth w; — éz%zng + Zggwwz ~ 5a Wy

Nous allons annuler ’expression entre accolades . Puis nous montrerons que:
(1) Wy Z 0‘;
(if)v>0et %i_x‘%v(t,r) dr = dq,

(iii) sup sup w(t, &) < +oo .
0<t<1 ¢€R ;
ce qui entrainera que Lv > 0 . Le principe du maximum nous donnera alors: u < v
et on en déduira le (2) du théoréme .

On s’intéresse donc a I’équation :

2a
- t2a+1

Gl e 11 2 1
s W, - = Wt WW, — Wy, =
YT ¥ f5a f2a+1 Y7 T 9f faa 5o PWz T 5ag
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Phénomeéne d’instabilité pour I’équation de Burgers

bidimensionnelle
Pour la simplifier, on choisit o tel que 2a + 1 = 5 a, c’est-a-dire: a = =
On a donc:

2 i 25 i3 ro__
3 (€ w) + (u?) - 5 (Ew.) =

L
3

w—{»l
2

3 fw=w. (3.11)
Résolvons cette équation différentielle par la méthode de variation de la constante
* [’équation sans second membre associée est

t3 _ 0.
5 w + = E w =
Elle a pour solution

&
w(t,€) = C(e)e
* On fait varier la constante C'({), ainsi (3.11) devient

50@:0%)”
On en déduit:

c() =

too _
? / e st du+ ¥
ol 7 est une constante ne dépendant pas de £ . Alors, la solution de (3.11) est

&F
w(t,§) = —— . (3.12)
t%/g e st du+ v
/"I—OO 22

Ou, si on note ¥(z) :

R

28
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1.3. L’E.D.P. lie 4 (E,)

Reste le choix de v & faire de fagon & ce que la fonction w ainsi définie satisfasse aux trois
conditions (i), (ii) et (iii) décrites précédemment . Si ces trois propriétés sont vérifiées, le
principe du maximum nous permettra de dire que v ayant la forme (3.10) est une sur-
solution pour l'opérateur L, ce qui prouvera le théoréme annoncé .

Choix de v: Posons C(t) = t Qii%C(t) = 0) et introduisons cette notation dans

I’expression de w:
2

w(C,€) = c . 3.14
O ENE o

On peut établir le résultat suivant:

w
Q

Loled

Lemme 3.5 ; b g
Soit k:[0,1] — [k2,k?] tel que: xk(0) =k} avec f gdf =1
0

* k est une fonction croissante et continue .

Soit : ,
(€.6) T (3.15)
w(C,€) = . .
Fi) + (D)
Alors :
1. sup sup w(C,§) < +o0,
0<C<1 EE_R’
o ¢
2. im w(C,6) = Lpx(8) 3,
» +m
3. im [W w(C,€)de =1 .
Démonstration du lemme 3.5:
Montrons déja le (1): puisque k(C) < k}, on a:
2
e 3C
w(C,6) < - (3.16)

carC<1s10<t<1.

- Sié>k,ona: w(C§) < < ez =K « 1

= ] >
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- Si0< €<k, puisque VE>0, 30 < By < B tels que:

1 _& 1 -2
ﬁlme §¢(§)Sﬂ2———\/}____§———_—¥_-g—e 3

on a: )
- 282
e 362 C 1+§%SK.

<
Ly(yig) - VA

Ceci démontre le (1) . Les deux autres points se démontrent de la méme maniére, en
utilisant le théoréme de la convergence dominée pour le (3) .

w(C,§) <

- Choix de k:
On pose k(C) = k2 (1+2XC) .
En notant: ,
p(C) == Ce'k (;?;C} .
on a:
w(C,€) = — C‘;” - . (3.17)
VBy(\/2E) +p(C)

Lemme 3.6  Avec ce choiz de k(C), et pour )\ assez grand, on a:

ow
3{5(0»5) >0, V&R

Démonstration du lemme 3.6:
Dérivons w ainsi exprimé ((3.17)) par rapport & C':

2

Ow 1 N o 3 ¢
e 5. e 302 (2 — e 307 \/_ - C
20 [VBu(V3E) +(0) (0§ e 6‘0(\/;0)“’”( )

_ce s (VB2 L e 4 p’(C’))}

3 C?
Posons B : = — 6—5%7 5
N [VBy(\/2£) +p(C)]
Ors .
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% > 0, alors:

Posons y : =

g% =5 {(H%yz) (VBy( %y)ﬂ(c))—?ye“”; - Cp'(C)}.

Il nous suffit donc de voir que

wf%,

2
H(y) := (3+2y") (V63 (i/34)+0(C)) —6ye™® — 3C/(C)
est positif pour tout y et C assez petit .

Soit
Hi(y) : = sup{304(C) ~ 3+2¢")p(C)}-

On cherche tout d’abord une majoration de ce supremum .
Lemme 3.7 Pour A assez grand :

sup {3C0(C) — 3+24%0(C)} < 7(m) b vy
ot v(n) — 0 quand n — 0 . |

Démonstration-du lemme 3.7 Calculons explicitement 3 C ' (C) = (3+2y%)p(C) .
D’apreés la définition de p(C), on a:

4(C) = LG {1 LY 2k§}

3C ' 3C?

2
On a alors, en notant o : = —2:

2 k2 (142 2 C)
sup[3C p(C) — (3+2¢%)p(C)] = sup{% + 20K — 2920} e
C<n C<n C

2 k2

5 +2)kE — 242°C 2‘ 0, c’est-a-dire tel que:

Ce sup est atteint en un point C tel Que

2 3ra + \/36/\24!2 e 48a~y2‘

C < v
On en déduit que:
o 3ac
sup [36’;}’((]) - (3+2y2)p(0)}§_ sup e~ r(1+557)
< {C:%Z3Aa+\/3643\202+48ay2}
al 6{2’
sup e 2¢ |— + 3 A«
C<I:7 { C }
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Puisque
x 6

sup sup e“%'f{ma- + 3/\(1] : = v(n) > 0quand n > 0,
A>1 C<n C

on a:

| 16 y*
’ . 942 < — Q{
sup [3Co(C) = 3+2y%)p(C)] < v(n) exp{ Bha + VBV o+ Ba)

2x N 4y?
3ha + /36X2a? + 48ay? |’

Mais il est clair que:

al6y? B 3x X 4y?
(BAa + /36X a? + 48ay?)?  3ra + V36X%a? + 8ay?

2
y
> 4 - K

dés que A est assez grand . Ceci démontre le lemme 3.7 .

Il reste & voir que, pour C < 7:

H(y) = (3+292)\/5¢(\/-§y)—~6ye~”§ — () e~ 5l

est strictement positif pour tout y réel (en fait, il suffit de I’observer pour y > 0) .

7 2 6 2 1 5 :
Posons I(y) : = {x/&b(\/};y) - —ﬁ%&ge“%} — ()5~ T e

lim I(y) = 0 et [(0) >0, donc il suffit de montrer que I'(y) <0, Yy>0.

Y00

2 18 — 1242 4y? 4 2 3 g

/ £ y y y 2y + 2
— T 9 + + + !

I'(y) € { (3 + 3y2)2 3+2y2} 7(?7){(34-2@!2)"" 3(3“*“2?/2)}6 3

2 — 3 2
-2 36 N 7(?7)6_943/ +6y +18y+9
(3+2y?%)? 3(3+2y2)?

=€

Ceci prouve que [ est décroissante pour 7 assez petit, et achéve la démonstration du lemme
3.6 qui montre que Lv > 0 . On a établi le (i) cherché (cf. p. 27) .

Il reste & montrer les points (ii) et (iii) . Montrons que v > 0:

£ = Ii" donc w(t,r) = —%w(t,%)-
ts i3 ’
D’ott:
r?
-5
o(tor) = _ e . (3.18)
2/ e Fidy + 7
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ou
e“";‘z’:‘
o(t,r) = (3.19)
VETp (V3 %)+
Il est clair que v > 0.
Montrons & présent que %g% v(t,r)dr = & :
Avec C(t) = £ on a:
2
Ce7c
w(c,f) = 2 {142 AC) * (3’20)

Bu(E8)+ T

En utilisant la majoration de la queue de la gaussienne, on obtient :

2 3C _¢&
52 8) oo |1 e

Donc: w(C,§) ~c=o g . De plus, si €] < v/3, la fonction w(C, €) converge au voisinage
de C' =0 . Donc: ¢
gg% w(C,§) = '?; R{0<{<\/§} .
On peut alors conclure par:
E_f,% v(t,r) = bo(r).

Montrons le (iii): sup sup w(¢,£) < 400 .
0<C<1 é€R

2 2
Pour 0 < C <1, T < e=5 . Pour ¢ grand, fixons un &; et supposons que £ > &,

alors :
2

2 ¢
e“iﬁa‘ < e T = K; < 400.
D’autre part, le dénominateur D de w défini en (3.20) étant strictement positif,

K,

w(t, €) < o = K < 4o00.

On a donc montré ce que 'on voulait .
Ceci nous permet d’établir les points (1) et (2) du théoréme .

c¢) On vient de voir que sup sup w(t,§) < +oo, donc:
0<C<1 ¢€R

I v(t,.) lleo < g’ Vi>0.

D’ou le (3) .
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d) Le point (4) provient de résultats généraux sur les opérateurs paraboliques quasi-
linéaires, 'opérateur L étant uniformément elliptique grace au terme Au ; cf. [LSU] p. 417
et suivantes .

Donc:
Vio>0,3k(to) tel que Vi >tg, || ux(t,.) o< k(to)

ol ug, est la dérivée de u par rapport a sa 1*™ variable espace .
Ceci achéve la démonstration du théoréme 3.4 .
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1.4 Résolution de 'E.D.S. (E5)

Maintenant que nous avons résolu 'E.D.P. (F3) satisfaite par la densité, nous sommes
en mesure d’établir le résultat suivant:

Théoréme 4.1 L’E.D.S. (E3) posséde une solution faible unique .

Démonstration du théoréme 4.1:

a) Existence

Nous ’établissons en dimension d, celle-ci n’intervenant pas dans les calculs .

Soit v : IRT — [0,1] une fonction réguliére, croissante, nulle sur un voisinage de zéro et

valant 1 pour ¢ plus grand qu’un certain {5 . Soit par ailleurs la solution u de I’'E.D.P.
(F2) .
Considérons I’E.D.S. suivante:

L R i
X" = B; + j y(s) ai(XY)u(s, X7)ds
(E7) ’

X =0 i=1,.,d:0<t<1

Les coefficients de cette E.D.S. étant bornés et boréliens (b;(X,) = a:(X;) u(s, Xs) v(s)
et 0;;(Xs) = 1), et la matrice (a;;);; = 1.4 étant uniformément définie positive (avec
les notations classiques des coefficients d’une E.D.S.), (E7) admet une solution unique .

On peut voir ceci en utilisant 'approche du probléme des martingales de Stroock et Va-
radhan, cf. par exemple [KS] p. 327 (4.32) .

D’autre part, notons || . || la norme héldérienne d’indice a sur [0,1] . Alors pour tout
i=1,..,d,puisque |y| <1, || alle < 1 et d’apres le (3) du théoréme 3.4, on a:

1 < B B+ sup | [ 2(6) X (s, X0

. 1 t
< : —
< 1Bl + sup g [ s

83
i |z =13
< LS.
- ” B ”a + SC S;‘;II) lt *t’[a
jt - vf¥

< || B ||« +3C stu}? T

Ainsi, pour o < ?,—), X7 varie dans une partie bornée de ’espace des fonctions héldériennes

d’indice a, donc dans une partie compacte des fonctions héldériennes d’indice o' avec
o <a<i.
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Soit maintenant une suite () de fonctions ayant les mémes propriétés que 7 et telle que:
lim ~, = ifgﬁrm] . Chaque E.D.S. (E™) posséde une unique solution, que nous notons

Xon

On peut extraire de (X™), une sous-suite convergente en norme holdérienne vers un

processus X , puisque nous avons montré plus haut que X™ est relativement compacte en

norme holdérienne . Evidemment, la sous-suite extraite converge uniformément . Il existe
donc X tel que lim X" = X;, Vt.
n—4+00

On a alors (V¢ € [0,T], ot on note encore v, la sous-suite extraite):

= lima(s) adX07) u(s, X37) = ai(Xo) u(s, X,),

— puisque [y,(s) a (X)) u(s, X)) < % , on peut appliquer le théoréme de Lebesgue
qui nous donne:

t t
im [ ye(s) ai(X2) u(s, X2") ds = / ai( X,) uls, X,) ds.
1] a

n-—r400

Ces deux points étant vrais pour 1 = 1,...,d , ils établissent que X est solution de I'E.D.S.
9
(E;) . On a donc montré ’existence d’ au moins une solution de (E,) .

b) Unicité

Nous 1’établissons en dimension 2 . Soient ((X**);=;,u*), k = 1,2), deux solutions de
PE.D.S. (E;) avec donnée initiale &, . Dans le paragraphe 1.3, nous avons établi I'unicité
de la densité u, solution de (F3) . On a donc I'égalité: u' = u® = u . On veut montrer
que les processus X! et X? sont égaux . Ces processus étant bidimensionnels, nous rai-
sonnons sur leur module et leur argument . Nous notons respectivement p et § le module
et argument d’un processus X :

| [ pe = V(XE)2 + (XP)?
Xt poed Pt 616‘ L X?
f; = arctan X7

t

Intéressons-nous tout d’abord aux modules p!' et p? respectifs des processus X! et X? .

On a:

o= ol = VX - XP+ (X - X
<X - X4 X - X (4.1)

Or:
. . t i
X=X = [ XD u(e, X)) — a(Xu(s, X} s (i=1,2).

Supposons qu'il existe to €]0, 1] tel que X' = X2*, i = 1,2 (dou: py, = P3,), et désignons
par || . ||a,fto—nto+n] 1@ norme héldérienne d’indice o d’une fonction sur U'intervalle [to — 7,
to + ).
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Nous allons utiliser le fait que 'origine est un point polaire . En effet, si nous considérons
la fonction

(21, 22) = log (23 + 23) ,
il est clair que Ly > 0, avec L le générateur de X, et que 0 est un péle de ¢ . Donc les
trajectoires de reviennent jamais en zéro .
Pour éliminer la singularité en zéro (dfe a la fonction a;), nous nous plagons sur un petit
intervalle [t, #'] ne contenant pas 0, donc les distances entre l'origine et les deux trajectoires

sont strictement positives . La fonction a;(.) u(t,.), pour i = 1,2, est donc lipschitzienne
etona: ‘

XY =X |lafto- < sup
| | frommtotnl = vettomntor it—-i’

[ X2 (s, X0 =i (s, X)) ds

Puisque X} = X2, et d’aprés le (4) du théoréme 3.4:

| XY = X2 ot S sup h{to) T f X! - X2 ds
tt'€fto—n,to+n] lt
1 2 *t - t"
< k(to)n” || X7 = X7 |[ato-nitonl SUP e
< efto,n) || X' = X? lloctto—nito+n1 »
ol 11&% e(to,n) = 0. De (4.1), on déduit:
: ” pl jad pZ “a,{to-mte-f'ﬂ}{—; 25(t07 77) ” Xi - X2 nayfio—mto-\"?ﬂ ‘
Ainsi, pour 7 assez petit,
| o' —p? lofto=nitotn) = 0
et:
p' = p” sur [to—n,to + 1.
On iteére cet a,rgument et on en déduit que:
si pto = p; pour un to > 0, alors p; = p; , Vt. (4.2)

De plus, le module (p;)¢>0 est un processus de Markov satisfaisant a ’'E.D.S. suivante
(obtenue en appliquant la formule d’Ité & p; = \/ (X124 (X3)?):
X}dB}! + X?dB? 1

P t P
dp, = > + (ut, X)) + ng)di (4.3)

1
1pi 20e
oll Xt‘gt +X§Bt

= W; est un mouvement brownien réel, et v désigne la densité de la
Pt

solution de (E,) sous sa forme radiale (cf. section 1.3.3) .

On en déduit ’équation satisfaite par la densité du module, que nous notons d:

di — édp,, + K’v%— !

2,;) dl =0. (4.4)

4
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ou d, et d,, désignent les dérivées premiére et seconde de d par rapport & sa variable
d’espace p . On peut écrire la densité du module en fonction de la densité du processus,
c’est-a-dire:

d(t,z) = 2m po(t,p).

Ainsi, en remplacgant d par cette formule dans ’E.D.P. (4.4), on retrouve I’E.D.P. radiale
vérifiée par v: P’équation (3.9) . Celle-ci ayant une solution unique, on en déduit que
’équation (4.4) a également une solution unique, ce qui signifie qu’il y a unicité en loi
pour le module solution de 'E.D.S. (4.3) . Les v.a. (p' V p?) et (p' A p?) étant solutions
de cette E.D.S., elles ont donc méme loi, et sont égales d’aprés (4.2) . Alors les modules
p! et p? sont égaux: p} = p?, YVt >0.

Examinons & présent leur argument 6 et #* . Nous allons voir qu'ils ont méme loi .

2
En effet, appliquons la formule d’Ité 4 8, = arcta,n(ﬁ )
t

X? X? ¢ X2 1 X1 )
arcta,n(Xt) a,rctan(Xl)——/ X1V 1 (X272 dX, —{-/ X7 1 (X2)° dX:

¢ X1X? . X1 X2 ,
- [ < ‘*“f X + (x4 <X >

() = wen(5) - [ oo+ el

' X; B X u(r, X?) dr
+/s X1 (0 [dB \/(Xl)2 o0y (,X,)d}

+ X,} X3 Xl X2
"‘fs [(X1)2 + (X2)7]2 dr -+ / (X2 + (X2)7)? o

t X}dB? — X?dB!
9, = 0, + /
(X1)? + (X2)?
Donc I'argument (;);>0 est un mouvement brownien changé de temps d’apreés le théoréme
de Dubins-Schwartz :

Cest-a~dire

(4.5)

L R

avec (f:)t>0 un mouvement brownien standard unidimensionnel, celui-ci étant indépen-
dant du module (p;):>0 car le produit scalaire des mouvements browniens décrivant 6 et

p est nul (cf. (4.3) et (4.5)) .
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Nous aurons donc:

921-9::[37% L ot G- =0 d
e dr Lo
s (pr)? /s(ﬂf)z

avec (3! et 3* deux mouvements browniens indépendants . Donc }es arguments 61 — 6! et
6? — 6% ont méme loi, pour tout t > s, & s fixé .

Ainsi les processus (X};t > s) et (X?;¢ > s) ont méme loi pour tout s > 0 . Leur
loi de probabilité coincident donc sur la filtration engendrée par les X apreés 'instant s:
F, = o{X,;u > s}, pour tout s . Or puisque Xo = 0 et o{X,;u > 0} C (\/ fs),
s>0
les lois coincident sur (\/ fs) . Donc (X};t > 0) et (X2;¢ > 0) ont méme loi, ce qui
520
démontre I'unicité de la solution de (E,) et achéve la démonstration du théoréme 4.1 .
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1.5 Phénoméne d’instabilité

Dans cette partie, nous nous intéressons au processus (X7 ):>o solution de I’équation
différentielle stochastique:

. ; {
X = eBi + f a(XS)u(s, X5)ds, i=1,2
0

(B2 xgi =0, i=1,2

u® est la densité de X°©

ol ¢ est un petit parameétre strictement positif, {B; = (B}, B?)}:>0, €st un mouvement
brownien bidimensionnel issu de zéro, et

T
(21)? + (2)?

Notre but est de regarder comment se comporte X¢ lorsque 'on fait tendre € vers 0 .

Gi(l‘b 332) =

Ce que nous avons vu dans la partie 1.3 pour I’équation (E,) s’applique aussi & I’équation
(E5): la densité u® du processus X* vérifie 'E.D.P.:

2
u — %—Au"' = —div((«)?d)
(F3)

.. .
%g‘% u?(t,z)dz = &
et cette E.D.P. admet une solution unique .

Pour étudier cette solution, on procéde comme dans la démonstration du théoréme 3.4 .
On transforme la densité u® de la maniére suivante:

u*(t,z,y) = v°(t,r) avecr = /z?+ y?

1
= S w(t,€) avecf = f{‘ (5.1)
i3 i3

Par la méme méthode, on exhibe une équation satisfaite par une sursolution w®:
1 e?
—géwt + () — S (wf) = 0.
Et on calcule explicitement sa solution :
2
e_ 3e2 t%
(5.2)

So(Eve) =

eegt

m
[T

w*(t,€) =

%l
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Elle vérifie:
- P1  w est de classe U™, positive, d’intégrale égale & 1 et décroit exponentiellement
a Uinfini .
) . 2
- P2 supwi(t,€) = C.et limsupC, = /= .
£ e—+0 ; 3

- P3 i{_r}% wi(t, §) = %1 {0<¢<v/3) €t cette convergence est uniforme sur
16,V/6 -6, Yi>0.
On note
| wo(t,€) = ;f; Locecvsy
D’aprés (5.1): :

& & £ e 32t
U (t*;x)y) <w (i,T) = \/6“{1!)(_57_\/}-)_*_ 27 4 (53)
et 3 exp

On en déduit, avec
1 r r :
wo(t,r) = zwotir)= = 1 gy

et le fait que cette fonction soit une sous-solution, que ©° a la méme limite lorsque £ — 0,
c’est-a-dire:
Vi 42

uG(tvxyy) = %li%u (tsmay) = 37 {Oﬂmﬁ\/gﬁ}‘

Raisonnons heuristiquement & 1’aide d’un résultat classique de la théorie des grandes
déviations (cf. [A] ch. 3) que nous rappelons dans le lemme suivant :

i
Lemme 5.1  Considérons VE.D.S. Xt = ¢ B, + / be(s, X)ds .
0

Si on suppose que ﬁiﬂ%b«f = by uniformément , le processus X converge vers la solution
de: ‘ S

Zy = bﬁ(ty Zt)

Zg = G

Ce résultat ne s’applique pas ici car il n’y a pas convergence uniforme . Sinon, la limite
X de X¢, quand ¢ — 0, serait solution de ’équation :

X; = a’i(Xi)uO(t’X}vth)3 1= 1:2
X, =0, i=1,2
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Ce systéme est équivalent a:

Xt = E{%‘B{QS (X§)2+(X?)2S\/ét%}’ 1—1,2

Xy =0, 1=1,2
La résolution de ce systéme différentiel nous donne:

i ) L .
X; = C;ts ]l{aS EE TR cvedy = b2 (5.4)

Cette solution vérifie bien la condition initiale . La présence de la fonction indicatrice
entraine: 0 < CF + C2 <6.

Nous venons de voir qu’heuristiquement, I’ "équation limite" posséde une infinité de
solutions qui sont toutes de la forme (5.4) . On peut donc se demander comment va réelle-
ment se comporter, lorsque € décroit vers 0, le processus X° solution de ( E§), par rapport
3 cet ensemble de "solutions limites'" établi de maniére heuristique . La réponse a cette
question est le:

Théoréme 5.2 ;

Soit A = {¢ : [0,1] = R?; ¢(t) = (C117,C21%),0 < C2+C2 < 6} .

Pour la topologie holdérienne d’indice a < %, Pensemble des points adhérents des vecteurs
X¢, solutions de (E3), quand ¢ — 0, est p.s. égal @ A .

Démonstration du théoréme 5.2 : Elle se fera en sept étapes, les six premiéres constituant
des résultats préliminaires permettant de conclure dans la derniére (g) .

:;1) Soit C° : = {f :[0,1] = R; limsup sup M = 0} .

: 550 |t-si<s |t — S|

Munide || g |jo: = sup M, (€21l . |la) est un espace de Banach .
o<te<1 |t —s|®
Pour : = 1,2, on a:

) . 1 t!
£, , < o, € ey . (V€
I X5 o < e Bl + sup p [ (s, X ai(X2) ds

0<t, <1

: 1 ¢ C
< el Bl + sup o [ a5 ds

0<t,t<1 {t -1 la t 53
(d’apres le (3) du théoréme 3.4, valable pour u et u®)

. It —t'|3
< e||B' ||l + sup 3C —-—
S el Blller + sup 3C—a

< ¢||Bi|lo +3C sia’<—§-

Done X% (i = 1,2) varie dans une partie bornée de C%, et donc dans une partie compacte

1
de C° pour0<a<a'<§.
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b) L'application ]0,1] — (C2)*, 0 < a < % est continue .
e — X°
En effet, soient £ > 0 et une suite (&, ), telle que lim €, = ¢g et lim X e — X' dans cf,{ ,
To=p OO T3 OO N °

pour 7 = 1,2 . Alors il est clair que X est solution de (E®), et donc X = X . L’appli-
cation est continue .

¢) Montrons que:

0 < hmmf I }t{ts I < limsup “f I < 26, (5.5)

3 e~30

avec || X2 |1 = V(X2 + (X522

Appliquons la formule d’It6 au carré de la norme:
(X2 + (X% = 5{2/ Xe1 dB! + z[ X22 dB? 4 zz}

(X’ wt(s,X5)ds + 2 (Xe)
2/ \/X51)2+(X52 ( " f\/(X“)%(X;’*z)Z

u®(s, X7) ds.

(X + (Xf)z =2 { /0 ‘X“'dB! + fa X5 dB? + t}

rt
+2 [ X+ (X3P ur(s, X2) ds

‘ 1 i
£,1\2 £,2\2 _ : £,1 1 £,2 2
(XS + (X5%) —Zs{ngS st+/0)(3 dB? + 1}

t 51 2 2 3
+2 [T 6T S VEED ”X ) as

33

On passe 4 la limite supérieure quand ¢ — 0 et on pose

f(t) := lim Sélp \/(Xte'l)2 +(Xt€,2)2 :

Dou:

———
(.
p——
e
e
R —

<
A

< fo(s} 2\/"&9 cf P2,
0<u<t ¢ \[E; Giigt 1) f

sup f2(u) < 2@315% sup f(u).

o<ult

w
o
gl
[y
—_
IA
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On simplifie:
sup f(u) < 2617,

0<u<t

donc
f(t) < 2V615.

On en déduit la troisiéme inégalité de (5.5) . Les deux autres sont évidentes .

d) On établit le lemme suivant

Lemme 5.3 Soit 0 <ty < 1, et soit une suite (g,) telle que lim e, =0

et hmsup{ [—5<2\/— pourts =1,2 .
kool tD
Alors :

vs€l0,1], lim (Xl --X{')=o, i=1,2.

-4 00 t3 SE
0

Démonstration du lemme 5.3 :

(1) Pour i = 1,2, puisque || X*% ||, < k,ona: | X5 — X5 < klto — 5|,
et donc: .

X&

S

[Xfat! klto — s|*
T
£ £

On en déduit P’existence d’un voisinage V(o) de to tel que:

X5 klto— sl _

£,
s
i
3

§3

T T T
3 - 3 3
t5 £ to

VseV(te), limsup Lﬁ;——i < ¢

n—4co 83

<2v6,1=1,2.

(2¢) On applique la formule d’1té pour s € V(to):

X‘Sﬂ,i XEngi i dB 1 1 Xgn,z’
R A A S PSS S R P
73

t 5% 3r
X;
Or  a(X)u™(r,X") — . quand n — oo (cf P3).
r
Donc, puisque:

- a(XE)un(r, XE) —

— 0 quand n — oo (1 = 1,2)

X,
dés que lim sup —— |

NP OO r

'3('3
3

E <2\/—

Mr«-

to dB,
~5n/ — — 0 quand n — oo ,
5 r3
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on en déduit: i .
Xt Xene
—— — —%— —3 0 quand n = 0.
ts 8%

Nous avons démontré le lemme .

e) On en déduit le lemme suivant :

Lemme 5.4
X¢ ‘ e
liminfw =0 ; limsup ﬁ.:&ﬂ = 2V6.
e-+0 t3 e~30 i3 .
Démonstration du lemme 5.4 :
(2) Soit t < O et
Ci(w) = limsup w .

e~—+0

On a vu (cf ¢) que Cy(w) < 2+/6 . Et d’aprés le (d): pour toute suite (£,) tendant vers

0 quand n — oco:
n—3+c0o s3 tg
d’ot1:
ey X _ X
N300 83 n~+oo t3
Ainsi, p.s.: : .
“X I = limsup I i_ I = Ciw) = Cs(w).

lim sup
- Ep=30 38 £n—0
Mais la variable aléatoire C; est mesurable par rapport a la o-algébre F; engendree par

{Bs; s <t} . Donc C; est mesurable par rapport & [ | F; , elle est donc p.s. constante .
£>0

On a Ciw) := C .

(i) Soit f : IR — IR une fonction bornée, continue et croissante . Pour une telle

fonction f, on aura:
: (Bl . I X5
| — = f{l — .
imsup f(*4=) = f(limsup ~o17)
Et en appliquant le lemme de Fatou: ~
L X : Xz
E|l AtV > 1 E .
[“i‘.fé‘pf( ) ]2 maw B[ (25 ]

On a donc:

ol B3
+
ww
N
Q.
8
.
8
v

f(cy > hmsup/[f( _; )%w€<i}_§__

e—0
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f(e) = lir?j;lp /[f(\/y%w%)we(\/yf+y%)dyx dys .

On passe a la limite quand ¢ — 0:

[12 4 .2
§(u+ o) YA

dyy dys .
3 '3‘11 Y2

>
0) = / (0< /442 <6}

Ceci étant vraie pour toute fonction f bornée croissante, on en déduit que C' > 26 .
Donc:

lim sup ——— “X I = 26.

e~+0 t 3

L’assertion relative a la limite inférieure se montre de la méme fagon .

f) Nous nous intéressons enfin a I’argument § du processus X°:

pe = \(XPY)2 + (X2)2

X; = pe? = X5?
0; = arctan| —
Xy

Nous allons montrer que I’E.D.S. (E3) est invariante par rotation . On rappelle que:

X' = e¢B! u(s, X5)ds

Xal
T f \/ Xel Xs 2)2
(B5)4 g

. t X
Xtﬂ ::EBE.-{‘/O £,1v2 £,2y2
VXD + (X5?)

u®(s, X:)ds

Considérons une rotation d’angle quelconque « . La matrice associée est :
cosa  sina
R= )
—sina cosa

L’image du processus X® solution de (ES) par cette rotation est:

4

tcosa X + sina X2

VIXEN? + (X22)2

Y! = ¢ (cosa B! + sina B?) +/ u®(s, X%)ds

t —sina X! + cos o X2*

VXD 4+ (X572

Y? = ¢ (=sina B} + cos a B?) +/ u(s, XJ)ds

p | B} = cosaB} + sinaB?
0sons : B2 - o B B2
. = —sinab; + cosa 3

Alors B! et B? sont deux mouvements browniens indépendants .
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Donc Y°© est solution de:
$ ye,l
+ :
] \/(sza,i)g + (},;3,2)2
yz2

» t
Ry (R
0 T+ (7

el . pl
Yi© =¢B,

u(s, Yy ) ds

u(s, Y5 ) ds

On remarque que le processus Y*, image de X° par une rotation d’angle guelconque, est
encore solution de (E3) . Celle-ci admettant une unique solution, X* = Y* et ’E.D.S.
(E3) est invariante par rotation . On en déduit que la densité ne dépend pas de 'argument .

De plus, 6(t) (mod 2) est un processus récurrent . En effet, nous rappelons que la
e ; :
formule d’It6 appliquée & 6; = arctan(%—%) donne (cf. (4.3)):
t

X1dB? — X*2dB!
(XET? + (X272

9t=93+e/:

11 est clair que

]t Xe1 dB? — X=? B!
s (XP (X

est un mouvement brownien avec changement de temps . L’argument (6;):>o est donc un
processus récurrent .

g) Nous pouvons & présent conclure:

(i) Soit Z. un processus adhérent de X* dans (C2)?, alors il existe une suite (e,) telle
que X — Z. en norme holdérienne lorsque n — +o0o . En particulier, pour 1 = 1,2 et
t=1, | ‘

X' —nsioo 25

D’apreés le lemme 5.3: '
Enid )
Vs, —=4— = 27, 1=1,2.
53

On a vu (lemme 5.4) que limsup || X7 || = 26, donc on a:

e~+0

limsup | X¢| = 2V6.

e~+0

Deux cas se présentent:

“$i 7, <2v6, Vs lm 22 = 7.

n—++00  oF
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p g

. . X . .
*Si Z, = 2v6, alors Vs, }ﬁl * = 2+/6, sinon on aurait un so tel que

Xen
20 = p < 26 et d’aprés le lemme 5.3, n&?@o X

= v < 2V6, ce qui est

lim 2 =
n—$400 3

Sg
absurde .

Donc: .

1

_.5, =2Z;, 1=12.
53

Autrement dit, Z* est de la forme C; 5% . L’ensemble des points adhérents de X ¢ est donc

inclus dans A .

(ii) Soient p € Aet § = ¢(1) = (C1,C,) .
Puisque limsup | X5| = 2v/6, et que la densité ne dépend pas de ’argument, tout point
-0

du cercle de centre 0 et de rayon 2+/6 est un point adhérent . Mais Pargument du (i)

montre que tout point adhérent Z vérifie:

2 _ §, i=12.

5

Donc: Z = ¢ . Ceci achéve la démonstration du théoréme 5.2 .
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1.6 Simulation numérique

1.6.1 Généralités

La simulation numérique des équations différentielles stochastiques est un sujet qui
a donné lieu a de nombreux articles et quelques livres, et qui est encore en plein déve-
loppement & I’heure actuelle . Le point de départ a été une extension d’un schéma de
discrétisation bien connu pour les équations différentielles ordinaires: le schéma d’Eu-
ler . En 1955, Maruyama |’a adapté aux E.D.S. et de nombreux auteurs se sont ensuite
penchés sur le sujet . Nous renvoyons aux articles de D. Talay ([T1] p. 148, et [T2]) et
de E. Pardoux et D. Talay ([PT]) pour un exposé clair et détaillé des méthodes d’ap-
proximation pour les E.D.S. introduites jusqu’a présent . L'ouvrage de N. Bouleau et D.
Lépingle ([BL]) passe en revue toutes les méthodes numériques de simulation pour des
modéles stochastiques: simulation de processus aléatoires, d’équations différentielles sto-

chastiques, du mouvement brownien, résolution de problémes markoviens et méthode de
Monte-Carlo .

Une E.D.S. peut étre modélisée de deux facons différentes, selon que 'on interpréte sa
solution au sens d’It6 ou au sens de Stratonovich . En effet, une E.D.S. au sens d’It6 de
forme générale :

ng = b(t, Xg) dt -+ G’(t, Xt) ng (61)

peut s’écrire aussi sous la forme de Stratonovich suivante:

dX; = b(t,X;)dt + o(t,X,).dB, (6.2)

avech = b — -12—0’0' . C’est-a-dire, en dimension d:
b:RxR"— R",0c:Rx R — R et b: R x R — IR" défini par:
74 ; 80‘3 . 7
bi(t,z) = b'(t,z) ——-ZZ o'kj(t z), i=1,..,n, t€R, ze€lR".
3'"*1 k=1

Dans le cas d’une E.D.S. générale
dX; = b(t, Xy)dt + o(t, Xe) &,

si le bruit £ est physiquement réalisable et régulier, la meilleure modélisation est celle
de ’E.D.S. interprétée au sens de Stratonovich; si £ est un bruit blanc, il vaut mieux
interpréter I’E.D.S. au sens d’Ité . Dans les E.D.S. que nous voulons simuler, le bruit est
un mouvement brownien, donc on est dans le second cas: nous interprétons les E.D.S. au
sens d’It6 .
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schémas de discrétisation

Pour approximer une E.D.S., nous pouvons la discrétiser en espace, ou en temps .
Mais choisir ces deux discrétisations conduit & une méthode de chaines de Markov finies
introduite par Kushner en 1977 . Cette méthode requiert un trés grand nombre d’infor-
mations, ce qui la rend trés difficilement simulable . Nous nous contentons donc d’une
discrétisation en temps . Le processus solution de 'E.D.S. est ainsi approximé sur un
intervalle de temps fini par un processus discret .

Introduisons les notations suivantes qui nous serviront dans toute la suite:
On note (7) une discrétisation de U'intervalle de temps [0, T'] sur lequel on souhaite simu-
ler une ED.S.: (1) = {tx; k=0,..., M} ou:

O=to<ti <tg.. <ty <ty=T. (63)
On note At le pas de temps:
T
At: 3{[— :tk+1“tk, szﬂ,.,M—~1 (64)

Remarque: Nous choisissons un pas de temps constant . Il existe des schémas de dis-
crétisation ou le pas de temps est aléatoire, mais en général on est quand méme obligé de
fixer une taille maximale du pas .

I existe de nombreux schémas de discrétisation, les plus connus sont ceux d’Euler-
Maruyama et de Milshtein . Ils sont exposés en détail avec la démonstration de leur
vitesse de convergence dans la thése d’O. Faure (cf. [Fa]) . Rappelons-les briévement ici .
Soit (X¢)¢>o0 le processus d-dimensionnel solution de I'E.D.S.:

t t
X, = Xo + /0 b(s, X,)ds + [0 (s, X,) dB,

avec (By)i>0 un mouvement brownien n-dimensionnel . Nous cherchons 4 I’approximer
sur U'intervalle de temps [0, 7] .

- Schéma d’Euler-Maruyama

X = X,

M M —M —M (6.5)
Xy = X, + (e, Xy,)  (Boyy, — By) + b(t, X; )AL, k=0,..,M -1

Le principal avantage de ce schéma est sa simplicité . En effet, il ne nécessite & chaque

pas que la génération d’un accroissement de mouvement brownien, c’est-a-dire une v.a.

gaussienne centrée de variance At .

Et il a une vitesse de convergence en M ~(3%9) avece > 0 petit . Considérons les hypo-
théses suivantes:
(Hy) b et o sont lipschitziennes en z :

K1 >0,Vte[0,T], Yo,y € R" : |o(t, ) — a(t,y)| + [b(t,z) = b(t,y)| < K|z -y,
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(H;) b et o sont & croissance linéaire, localement uniformément en ¢:

3K, >0,Yt€[0,T],Yz € R" : |o(t,z)]* + |b(t,z)|* < KZ (1 + |z]*),
(Hs) 3p > 1; B[ X[’ < 400,
(Hy4) b et o sont holdériennes en ¢ :

3Ky>0,38>0Vs,t€[0,T],Vz € R" : |o(t,z)—0(s,z)|+|b(t, z)=b(s,z)| < Kq |t—s]°.

Théoréme 6.1 (Faure)
(i) Sous les hypotheéses (Hy) a (Hy), on a:

E ( sup |X:— Yﬁ%l%) < CAY, avecry=pinf(1,24),
~ te[0,T]

(it) Si de plus, 3p > 1 vérifiant (Hs) et tel que v > 1, alors il y a convergence p.s. quand
M — +o0

sup [Xt—-_).{:f!}——)(} p.S.,

tef0,7]
; ‘ . 1
(iti) Si de plus (Hgz) est vérifiée pour tout p, et (Hy) est vérifiee pour § > 3 alors
; 1
Va < §

M*® sup {Xi t}—-)0 p.s. quand M — +oo.
telo,T]

- Schéma de Milshtein
Il a été introduit en 1974 par G.N. Milshtein (cf. [M]) pour améliorer la vitesse de conver-
gence quadratique du schéma d’Euler-Maruyama .

VXéW:XO -

o 5 i 1 4 .
{ XM o= XM+ o(te, X)) . (Buy, — By) + {b(tk,X;:;’) —3 Y (g o) (X )} At

J=1

+ Z (85 o) (XM) . (BY), — B .(BY , — B

\ 3,{"'1

(6.6)
30‘1 9oi;

avec Vi,5,l Oojo1 = Z

r=1
Ce schéma converge plus vite que le schéma précédent car tous les termes d’ordre O(At)
du développement de Taylor apparaissent dans (6.6) . Il a une convergence en M~(1+¢)

Considérons les hypothéses :

(Hy) b et o sont deux fois continfiment dérivables avec des dérivées bornées,
(Hy) Ap>0; E|Xo|*? < +o0 .
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Théoréme 6.2 (Faure)
(i) Sous les hypothéses (Hy) et (H,), on a:

vte[0,T], E(IX.-XM??) < C(A1)??,

E( sup | Xi, — Xt]:fizp) < C (APt
tkE[OvTI

(it) Si de plus (H) est vrai pour tout p, alors:

Va<l, M* sup ‘th——)?fl —0 p.s. quand M — +oo.
t,€[0,T]

On peut se référer également & [T2] qui donne une convergence trajectorielle pour le
schéma de Milshtein, et [Ro2] ot on trouve la vitesse de convergence de ces deux schémas
de discrétisation en norme Besov .

Il existe bien d’autres schémas de discrétisation, notamment ceux de Runge-Kutta
(cf. [KP]) d’ordre supérieur & 1 (les schémas d’Euler-Maruyama et de Milshtein sont des
schémas de Runge-Kutta d’ordre respectifs % et 1) . Ceux-ci sont caractérisés par des puis-
sances des accroissements browniens obtenus grace a la formule stochastique de Taylor .
On obtient des schémas d’ordre plus grand avec des approximations fortes de Taylor plus
précises (on ajoute des intégrales stochastiques multiples qui contiennent des informations
sur les trajectoires browniennes) . L’'inconvénient de ces schémas de Runge-Kutta d’ordre
supérieur a 1 est qu’ils ne sont pas facilement simulables .

Méthodes particulaires

L’étendue actuelle des travaux sur les méthodes particulaires stochastiques est décrit
dans [TT] . On peut se référer également a la thése de M. Bossy (cf. [Bo]) qui étudie
la vitesse de convergence d’algorithmes particulaires stochastiques dans le cas de noyaux
d’interaction réguliers et non réguliers, notamment pour I’équation de Burgers unidimen-
sionnelle .

Comme nous ’avons vu dans le paragraphe 1.2 pour notre E.D.S. (E;), on peut dans
certains cas représenter la solution d’une E.D.S. comme la limite, au sens de propagation
du chaos, d’une suite de systémes de particules en interaction modérée . La méthode par-
ticulaire consiste a simuler ’évolution du systéme de particules associé, afin d’approximer
la solution de I'E.D.S. . Nous allons exposer en détail cette méthode sur les E.D.S. que

nous voulons simuler . Supposons pour l'instant que nous avons simulé un systéme de N
. N .
particules {(X;" )0, 2=10,..., N} .

Méthode de Monte-Carlo

Dans son livre, R.Y. Rubinstein ([Ru]) décrit en détail un grand nombre d’utilisations
possibles de la méthode de Monte-Carlo . Elle nous servira essentiellement & calculer des
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quantités de la forme:
u(t) := E f(Xy),

olt (X;)e>0 est le processus solution de (6.1) . Gréce & une approximation {(X;" )0,
i =0,..., N} sur [0,7] de ce processus, on est capable de calculer:

W) = NZf( : ; (6.7)

i=1

Cette formule est basée sur la loi forte de grands nombres pour la suite f( X} ) s en effet:

u(t) = lim ——~Zf(

u™¥(t) est donc une approximation de Monte-Carlo de u(t) . Elle permet de calculer une

espérance (valeur moyenne) grice & une approximation effectuée avec un schéma de dis-

crétisation classique . ;

Nous renvoyons a [TT] et [BT1], [BT2] pour les estimations de I'erreur commise en ap-

proximant u(t) par u”(t) (cest-a-dire |u(t) — u™(t)]) dans les cas ou la fonction f est
réguliére ou non .

~ Simulation de variables aléatoires

Pour la simulation d’un schéma d’Euler-Maruyama ou de Milshtein, la seule v.a. que
nous aurons a générer est une gaussienne centrée (de variance At, pour 'accroissement
du mouvement brownien entre deux temps consécutifs t; et tx4+, ) . Nous aurons égale-
ment besoin dans la suite, pour la simulation des E.D.S. réfléchies (dans le chapitre 3) de
générer des v.a. exponentielles .

Nous trouvons dans les livres de R.Y. Rubinstein (cf. [Ru]) et A. Friedman (cf. [Fr]) un
exposé assez complet des techniques utilisées pour la simulation des v.a. discretes et conti-
nues . Chaque ordinateur, chaque langage de programmation posséde un générateur de
nombres aléatoires, qui fournit une valeur réelle aléatoire comprise entre 0 et 1, selon la loi
uniforme sur [0,1] . Nous ne rentrerons pas dans les détails des méthodes utilisées pour
générer une v.a. uniforme, la plus courante est une méthode de congruence . On peut se
référer a [Ru] pour de plus amples explications .

On peut donc facilement obtenir une suite de v.a. uniformes sur [0,1] . La génération de
toute v.a., discrete ou continue, utilise des v.a. uniformes . Nous exposons ici la méthode
que nous utilisons pour générer des v.a. exponentielles et gaussiennes .

SiU ~Up,y, alors X définie par

1
est une v.a. de loi exponentielle de paramétre A . En fait, générer des valeurs uy, ..., u,
selon la loi uniforme de U nous permet de calculer des valeurs z,, ..., z,, selon la loi £(\) .
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La méthode la plus couramment utilisée pour générer des v.a. gaussiennes est la mé-
thode de Box-Muller . Soient U, et U, deux v.a. indépendantes de loi U[gy) . Alors, avec

Z, et Z, définies par:
{ Zy =sin(2n Uy). /=2 log U,
Zy=sin(2n Uy — ¢). /=2 log U,

le couple (Z, Z,) suit une loi normale dans IR* d’espérance nulle et de matrice de cova-

riance:
( 1 cos qS)
cos ¢ 1

En choisissant ¢ = g , on obtient deux v.a. indépendantes de loi A(0,1) .

(6.9)

1.6.2 Application & notre probléme

Nous allons simuler les E.D.S. introduites par B. Roynette et P. Vallois dans [RV] et
citées dans I’introduction de ce chapitre (paragraphe 1.1): (E,), (Ef"), (ET"), ainsi que
’E.D.S. bidimensionnelle (E,) .

Examinons en détail la méthode utilisée pour I’équation la plus simple (E;) .

E.D.S. (Ey)
Commencons par rappeler que cette E.D.S.:
dX; = edB; + yu(t,X;)dt
¢

aX; = edB, + ([ 5(X; —y)ualt,y)dy) dt

provient du systéme de particules:
{dX;"e’N = edBé + (/R 5(Xf’€’N - y) pf’N(dy)) dt
XPN = Xi~nug=8, i=1,..,.N

oll on a noté
N 1N
5“ Pap— .
[Jlt L= “""“N E . 5X';.¢,N
J:

la mesure empirique de ce systéme de particules (X;*" est la position de la i*™* particule

parmi N, & U'instant t, dans IR ), le résultat de propagation du chaos nous disant que:
#:’N(-) L uc(t,.) quand N — +oc0.
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En pratique, nous ne pouvons pas simuler numériquement la masse de Dirac ¢, il faut
la régulariser par une fonction cut-off . Il existe plusieurs fonctions régularisantes de la
masse de Dirac . Elles doivent satisfaire aux conditions suivantes:

Proposition 6.3 ¢ est une fonction cut-off pour la masse de Dirac s’il existe un en-
Ctier k> 1 tel que:

(i) [ €@)de =1,
| (i1) /Ru:eaf(x)doy = 0’, Vae N" avecl <a<k-1,
(ii) /Rn lz[* |¢(2)] dz < +oo.

En particulier, on peut choisir la transformée de Fourier de 'inverse d’une gaussienne
standard, des B-splines, des fonctions radiales ... , voir sur ce sujet le cours de P.A. Ra-

viart (cf. [Ra]), mais la forme la plus simple est une gaussienne . Une masse de Dirac en
zéro &g est en effet approchée par la fonction cut-off:

1 2
T2a? | . 6.10
\/Z?rae : ( )

(C’est la fonction cut-off que nous utiliserons dans toutes nos simulations .

Remarque: en pratique, le choix du paramétre o est trés délicat: trop petit, les fonc-
tions ¢, consécutives deviennent trop disjointes et la courbe devient trés irréguliére ; trop
grand, ¢, n’est plus une approximation correcte de &g .

¢a(z) =

On a: ]
o L; do quand o — 0

donc "formellement" , ;
;;e’N — X"V quand a — 0
(>4
ot Xy &N est solution du systéme suivant (nous noterons X**V la solution de ce systéme
dans la, suite pour ne pas alourdir encore davantage les notations):

dX;*" = edB; +~ ( 2 ba(dX;N — dXt"N)) dt
=1 (6.11)

e, N
X5 w6

C’est le systéme qu’il nous faut donc simuler . Nous allons interpréter la solution de
I’E.D.P. (F;) associée a ( E;) comme la densité de la loi associée & un processus stochastique
non linéaire . Nous allons i:racer le graphe de la densité du processus solution de (E;): c’est

la suite des couples (X7°V,Uz°) au temps final T, avec la densité (U"*);; . n donnée
par:
U‘i,s — 1
¢ \/27roz (6.12)
i€ & 6.1
(XN — Xx]=Ny?
U = t<T
f N \/QWQJ__;eXp{ 2072 , O<is
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Toutes les quantités étant maintenant explicitement définies, nous sommes en mesure de
simuler le systéme particulaire (6.11) et de dessiner le graphe de la densité (6.12) du
processus solution .

Nous avons appliqué le schéma de discrétisation d Euler-Maruyama (cf. (6.6)) & toutes nos
E.D.S., le schéma de Milshtein (cf. (6.7)) lui étant égal dans notre situation car pour nos
diverses E.D.S., le terme de diffusion est constant, le terme supplémentaire de (6.7) par
rapport & (6.6) est donc nul . Ces simulations ont été programmées en mode paralléle, les
méthodes particulaires s’y prétant assez bien étant donné le grand nombre de particules
N . Le langage de programmation choisi a été le Fortran 77, sous PVM (Parallel Virtual
Machine) . Les simulations ont été effectuées sur les machines du projet Omega situées a

I'LLN.R.I.A. de Sophia-Antipolis .
Pour cette E.D.S. (E;), nous connaissons (cf. [RV]) la formule explicite de la densité du

processus solution :
1 z ~
u(t,z) = —=v.| —= 6.13
elt>) v (\/5) (8:13)

avec

ve(z) = L _° o
) 27 9 (2)+ke
V2w
k. = =
e“e’}—~1
0o L2
Ply) = € 7 dz

«

Nous calculons cette densité exacte pour chaque particule X | & P’instant final T afin

de la comparer & la densité obtenue par approximation . Pour cela, nous utilisons une
fonction prédéfinie:

erfe(z) = — / e g (6.14)

T} = — € U . .
VT Js

Avec cette fonction, la densité u. devient:

+2

(t,2) ¢
ull,z) = .
’Y\/Q—'J{E erfc(—v-—)%mr---_%
g ]

Le premier graphe nous permet de vérifier que la densité approchée (c’est-a-dire obtenue
par simulation) correspond assez bien 4 la densité exacte donnée par (6.13) . Les para-

métres sont: N = 1500, T =1, At =001, = i»,s =2,a=05.
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62 T T o T T “r
018} / .
016 b ;
014t 4 .
22 7 5‘*\ .
\)
o1 b \ -
008 - E
0.06 + -
O.Qﬂ o p
0.02 _
0 = i i
" -4 2 o 8
F1G. 1.2: Densité du processus solution de (E;) avec y = %
Nous savons (cf. [RV]) que la densité u. vérifie:
lim u(t,z) = — 1 (z) (6.15)
s M) gy oVl ’

Nous avons simulé 'E.D.S. (E,) pour vérifier (6.15) dans notre cas (c’est-a-dire avec
R 2z

v =1 ig% u(T,z) = _—f]l{gg{(:c).

Pour cela, nous effectuons plusieurs simulations successives en diminuant le paramétre ¢ .

Sur le graphe suivant, nous avons tracé les densités approchées successives obtenues . Les
densités exactes explosant pour ¢ petit, nous ne pouvons pas les dessiner .

45 ; ’ | ‘ ' ‘ ‘
| _
a5+ ’: ' |
| |
25k |
| ]
15 & |
! |
05 b P ‘

0.2 0.1 [} o1 0.2 0.3 04 Py - . |

FiG. 1.3: Densité avec v = i ete = 0.5,0.1, 0.05

57



Chapitre 1. Phénoméne d’instabilité pour I’équation de Burgers  bidimensionnelle

Nous avons obtenu des courbes trés irréguliéres . Il semble que de nombreuses particules
se déplacent trop vite, ce qui engendre un pic remarquable sur le graphe de la densité du
processus, si bien que les valeurs observées sont rapidement trop élevées par rapport a
la forme attendue . Ceci s’explique par le fait que les trajectoires du processus sont trés
instables pour € petit (cf. Théoréeme 1.1 du paragraphe 1.1) . Malgré cela, nous voyons
que la densité tend bien & converger, lorsque € — 0, vers la limite décrite ci-dessus .

E.D.S. (E)

Nous avons également effectué des simulations numériques pour 'E.D.S. (E¢) avec
§ = +1 . Nous connaissons la forme exacte de la densité u} du processus solution de

(ET):

2

o) = = e (6.16)
u, (t,r) = = .
2V (L) it
avec
= V2
‘ ez — 1

Ceci nous permet de vérifier que la densité approchée obtenue est convenable . Pour le
graphe suivant, les paramétres sont: N = 1500, 7 = 1, At = 0.0l,¢e = 2,0 = 0.5 .

02

0.18

0.16.

Q.14

0.12

0.1

0.08

0.06

0.04

0.02

0

F1G. 1.4: Densité du processus solution de (Ef")

De plus, la densité vérifie (cf. [RV]):

(6.17)

I
-
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Pour le vérifier numériquement, nous représentons, comme dans le cas précédent, sur un
méme graphe les densités approchées (obtenues par simulation) du processus pour des
valeurs de ¢ de plus en plus petites, ce paramétre décroissant vers zéro .

Les résultats obtenus (figure 1.5) sont assez mauvais car le processus est trés instable, tou-
tefois on peut tout de méme y discerner une convergence vers la forme attendue (6.17) .
On remarque que la forme théorique de la densité est relativement respectée dans le demi-
plan z > 0 . Par contre, on remarque que, plus € diminue, plus les particules désertent
les valeurs négatives: elles ont beaucoup plus tendance a devenir positives que négatives .

1.2 T T T T T Y

08 F

08+

04

02+

FiG. 1.5: Densité pour e = 1.5, 0.5, 0.3, 0.1

E.D.S. (ETY)

Regardons & présent le cas ot § = —1 . Le processus solution de I'E.D.S. (E{!) a
pour densité la fonction suivante:

~

6'—2e§:

u; (t,z) = Vi ¢(£%) (6.18)

avec

N

e

La figure 1.6 représente la densité obtenue par simulation numérique, nous avons égale-
ment tracé le graphe de la densité exacte (obtenue par calcul: (6.18)) . Nous remarquons
que les deux courbes sont trés proches 'une de P'autre, avec un peu moins de régularité
pour la densité approchée: ceci est du & I’erreur d’approximation . Cette simulation a été
réalisée avec les paramétres suivants: N = 1500, T = 1, At = 0.0l,¢ = 2.5, = 0.5 .
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0.18

(.16

014

812

01

0.08

0.06

0.04

.02

F1G. 1.6: Densité du processus solution de (E{")

Vérifions également que la densité admet la limite suivante :

0 siz#0
400 siz =10

lim v (t,7) = { (6.19)
Des densités approximées successives pour différentes valeurs décroissantes de € sont re-
groupées dans la figure 1.7 . Nous n’avons pas tracé les densités exactes car pour ¢ petit,
elles explosent .

Nous voyons bien sur cette figure que lorsque ¢ — 0, la densité du processus solution de
(ET') converge vers la limite décrite en (6.19) . Ceci vérifie bien le fait que le processus
converge vers zéro (cf. (1) du théoréme 1.2) .

0.6 -

04

02

FI1G. 1.7: Densité approchée avec e = 1.5, 1.0, 0.5, 0.25
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E.D.S. (E,)

Nous avons également simulé numériquement ’E.D.S. bidimensionnelle ( E;) que nous
avons étudiée dans ce chapitre . Les techniques utilisées sont les mémes; passer a la di-
mension deux requiert quelques changements simples dans la programmation : la position
des particules est repérée dans ce cas par un couple de deux coordonnées . Chacune d’elle
satisfait & une E.D.S. non linéaire que nous pouvons simuler parallélement .

Afin de rendre compte du phénoméne d’instabilité décrit par le théoréme 5.2, nous avons
dessiné sur les graphes les positions finales des N particules, ce qui nous fourni une re-
présentation de la densité de présence des particules aprés les avoir déplacées selon (E;) .
La succession des trois graphes ci-dessous, pour lesquels tous les parameétres sont iden-
tiques sauf la diffusion € que nous avons fait décroitre, nous permet d’observer la création
du phénoméne d’instabilité .

Les paramétres communs & ces trois simulations sont: N = 2000,7 =1, A = 0.01,

a = 0.05 . Nous avons donné au parameétre de diffusion ¢ les valeurs décroissantes sui-
vantes: 1, 0.1 et 0.01 .

F1G. 1.8: Densité empirique finale des particules, avec e = 1
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i i i i i

-2 -1 ] 1 2

F1G. 1.9: Densité empirique finale des particules, avec ¢ = 0.1

F1G. 1.10: Densité empirique finale des particules, avec ¢ = 0.01
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2.1. Introduction

2.1 Introduction

Ce travail consiste a étudier le comportement asymptotique des temps d’atteinte pour
une certaine diffusion fortement rentrante . Nous considérons un processus stochastique
unidimensionnel partant d’un point fixe y réel, et solution d’'une E.D.S. & dérive forte-
ment rentrante, c’est-a-dire tendant vers —oo a Uinfini, donc le terme de dérive "rameéne"
le processus vers 'origine lorsque celui-ci a tendance a s’éloigner vers Uinfini .

Nous définissons le temps d’atteinte du processus en un point z tel que 0 < z < y (ou
temps de retour du processus en un point =) et nous nous intéressons au comportement
asymptotique de la transformée de Laplace de ce temps d’arrét lorsque 'on fait tendre
le point de départ vers Uinfini . En d’autres termes, on considére le probléme suivant:
lorsqu’on fait partir le processus de I'infini, peut-il espérer rejoindre un point fixé et fini?

Soit donc (X7;t > 0) la solution de 'EDS unidimensionelle ordinaire
1t
szy—I—Bi——é/G w(XY)ds (E)

ol (Bt > 0) est un mouvement brownien unidimensionnel linéaire issu de zéro. En fait,
nous ne nous intéressons au processus (X7;¢ > 0) que lorsqu’il séjourne dans IR, puisque
'y est destiné 4 tendre vers I'infini, si bien que nous n’imposons les hypothéses suivantes

que sur les valeurs prises par u sur IR, . On se désintéresse totalement du processus quand
il est sur la demi-droite négative IR_ .

(H,)  u: IR — IR est de classe C%, u et u’ tendent vers l'infini & I'infini,
2 2

u ; u
u” et — sont des o(u) a I'infini et " < — en dehors d’un compact .
u u

+oo 1
(Hg)'/ ,;<+oo

Un exemple simple d’une telle fonction est u(z) = ¥ avec v > 1.

On ne sait rien sur la fonction u dans JR_ mais on pourrait la modifier sur cette demi-
droite pour obtenir le caractére localement lipschitzien et rentrant de —u . Alors I’équation
(E) posséde une unique solution forte.

Soit T¥ = inf{t > 0; X} = z} avec 0 < z < y . Notre résultat principal décrivant le
comportement de la transformée de Laplace de ce temps d’arrét est:

Théoréme 1.1 Il eziste un compact K de IR, et deuz constantes
0 < C; < Cy < oo tels que, pourtout z ¢ K,z > 0:
i) Pour tout a > 0 tel que u(z) > Czcx’i*', ona:Vy >z, E(exp aT?) < co.
De plus : sup E(expaT!) <o et ggg E(exp aTY) existe .
y>z

i) Pour tout o > 0 tel que u(z) < Cia?, ona:Vy>e, E(exp aT?)= o0 .
i11) Pour tout o > 0, on a:
1 > limsup F(exp —aT?) = liminf E (exp —aT?) = k(a,z) > 0.

Y00

Y-+ 00
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Cy (resp. Cy) peut étre choisie arbitrairement proche et plus grande que 2+/2 (resp. ar-
bitrairement proche et plus petite que /2 ) .

Remarque 1.2: Revenons a notre exemple, u(z) = z” avec y > 1 . Dans ce cas, 'E.D.S.
(E) devient:

t
Xf’:y—i—Bt——;-/(Xf)'*ds.
0

Le théoréme 1.1 implique donc que E[exp aT? ] existe pour & > 0 et z de 'ordre de a®

1
Cet ordre est optimal . Si z > C a?7 (avec C une constante positive), 'espérance est finie,
sinon elle est infinie .

- Remarque 1.3 : Examinons le cas particulier du processus d’Ornstein-Uhlenbeck, c’est
a direu(z) =bz,b>0:

t
thy%-Bt-b[ X, ds.
1]

L’hypothése (H;) est vérifiée, mais pas (H,) . Nous allons voir que cela a une importance
capitale .

Dans [GNRS] (p. 402 formule 12), Giorno, Nobile, Ricciardi et Sacerdote donnent. une
forme explicite de la densité du temps de retour en zéro d’un processus de diffusion

unidimensionnel homogéne (en temps) caractérisé par une dérive A; et une variance A,
données par:

{ Ay(z) = % + bz
AQ(Z) = 0’2

Soient z < y et TY = inf{t; X; > /Xy = y} le premier temps de retour en z partant
de y . La densité de la v.a. TY est notée:

d
g(z,t|y) = -a—gP(Té’ <t).

Dans le cas ¢ =0 et a = 0 avec b > 0, on a alors:

wwi-355(2) ) )

D’oti, avec o = 1:

3

263
g(0,t|y) ~ E(;jy e~ exp(~by26’2b*) lorsque t — +o00.
2

Donc: 0o
¥
E[eT) ~ k / y ellal=b)t exp(_.by%*?“) dt lorsque t — +co.
4

Choisissons |a| < b de telle fagon que cette intégrale soit convergente quand t — + oo,
on a donc:

E, [€7] < +00.
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1 . .
D’autre part, sur ’ensemble {t > %Y , on voit facilement que:

b

ke? lel
b—a]”

fD elalt g(0,t|y)dt > — 400 lorsque y —+ 400.
Donc: y
sup E, [e*T0] = 0.
Y

Ainsi, hypothése (H,) est-elle tout a fait essentielle & notre résultat .

Le but de ce travail est de démontrer le théoréme 1.1 . Heuristiquement, ce résultat
s’explique par le caractére fortement rentrant de —u .
Nous commencerons la démonstration de notre résultat dans le paragraphe 2.2, et étudie-

rons en détail deux situations différentes révélées par notre étude aux paragraphes 2.3 et
24 .
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P p

2.2 Démonstration du théoréme 1.1

On cherche a estimer la vitesse de retour en un point z du processus partant de y,
pour y > z > 0 donnée par: TY . Notre but est donc de calculer E (exp aT?) . Pour cela,
nous aurons besoin des fonctions propres du générateur infinitésimal de XV :

Lo L2 2y

2% " Yo

On rappelle que, pour toute fonction f : IR — IR, de classe C2,
i
M = ) e (- [ HLoas); 20, (2.1)
]

est une martingale locale (cf [RY] Prop.(1.6) p. 271, ou [KS] Probléme (4.3) p. 313) .
Aussi est-il classique que 1’étude de E (exp aTY), pour z fixé assez grand, passe par celle
des fonctions propres de L, donc des solutions de:

['(z) —u(2)f'(2) = af(2) (e € R,z > 7) (P,)

Nous résolvons notre probléme & une constante prés: la constante ; a disparu dans I'ex-

presssion (P, ) pour simplifier nos calculs, mais elle est prise en compte dans les constantes
intervenant dans notre résultat .

Remarque 2.1: On peut citer larticle de Schal (cf. [S]) qui utilise le méme argument de
martingale pour obtenir la transformée de Laplace du temps d’atteinte de zéro pour un
processus avec sauts positifs partant d’un niveau positif .

Un cas particulier (sans sauts) du probléme traité par Schil est 'E.D.S. (E) avec u(z) = ¢,
c’est-a-dire: ’

Xt =g Bt —ct.
Soit le temps d’arrét 7, : = inf{¢t > 0; z + X; = 0}, avec z > 0 . Il montre qu’il existe
deux constantes 0 < m, M < +oo telles que:
T T
—< E(r) < e

et sous certaines hypotheéses:
E[exp—tr(a)] = e7*7,

avec ¢ donnée par ¢¥(a) : = ca + £02 a? .

Ceci donne un résultat pour notre probléme liée & I'E.D.S. (E) dans une situation non
couverte par notre étude, la fonction u(z) = ¢ ne vérifiant pas nos hypothéses (H;) et

(H,) .
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Nous allons chercher des solutions de (P,) sous la forme:

fa(z) = (expk fx ) iﬂ’g)) dy) = [:;(:)(y)dy (2.2)

avec une fonction ¢, & déterminer . On rema,rque que dés que ¢, est bornée, 'hypothése
(H;) assure 'existence d’une limite finie de / ———(y) dy quand z — + .
z

Pour déterminer quel type de fonction peut convenir pour ¢,, on cherche I’équation sa-
tisfaite par ¢, . Des calculs élémentaires nous donnent le résultat suivant .

Lemme 2.2 f, est solution de (P,) si et seulement si @, est solutwn de l’équation
différentielle ordinaire :

Salpar®) = ¢al) (D)
ot y 2 1
Sa(9,2) = 39 (@) + (@) ~2 (@) ¢ Z(@) + (a—9u(@).  (23)
Démonstration du lemme 2.2: f, est solution de (P,) si et seulement si ff =
Calculons donc - f; :
f; = (% - E:: ‘j’u)fa f
17 o u 2 s\ ule ,
fa = {(‘{?“Z”) +(2)-(3) +“}f«x
D’oti: X , ,
a U o u a U N/
o= g T ) (5) - () ]
L . N ’ N t o\ .,
aihim -G G- () 4

Lfa . . .
(La constante 2 en facteur de Lfe vient du fait que I'on a omis la constante ; dans (P,) .)
o

. L .
Donc ’équation 2 Lia = o équivaut a:
(24

‘ 1 "
(B g ) (B-0) + (2 -
On cherche & exprimer ¢, .

Pt = WPe _ oy (MY (BoX ) (L2 oY)

u? N o uufzu U U
- ey i@ty
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D’ou ’équation satisfaite par ¢, :

u u’? :
Oh = 3pg—+u"—2— - g——g—(a—-goa)ur—“: Sa(pas-)-
N u U

Ce qui établit notre lemme.

Afin de déterminer 'allure de la fonction ¢, qui nous renseignera sur la fonction propre
fo définie par (2.2), résolvons I’équation S,(y,z) = 0 :

’ +2 2
3yt—f—+u"—2—u—-g-+(a—~y)u = 0.
u u u

En multipliant cette équation par —u, on trouve une équation du second degré en y:
vV 4y =3+ 20?7 — v u—au® = 0.

Pour que cette équation ait des racines réelles, on doit imposer

/ ul 2 "

4 u u o
A=u (1m6¥+-—@-+4$+4-&5) > 0.
D’aprés les équivalents de I'hypothése (H;), A se comporte comme

A ~ u"(l——s-{-%).

On en déduit la condition suivante pour avoir des racines:

o o« >0etzassez grand
o B (©)
o a<0etzesttel queu(z)> C;|alz, avec Cp > 2

(On note C la constante dans le cas ou on néglige le facteur 1 pour simplifier les calculs .
Revenant au probléme initial, on aura: Cy > 2/2 2

Nous verrons que cette condition (C), selon qu’elle est ou non vérifiée, détermine deux
classes de fonctions propres .

Désignons par I'} (resp. ['],T?9) le sous-ensemble de IR, x IR défini par:
7 = {(z,9); 220, Sa(y, ) > 0 (resp. < 0,=0)}.

avec S, définie par (2.3) . Désignons par A, la droite verticale de IR, x IR passant par

(z, 0), pour y voir plus clair, se référer a la figure 2.1 du paragraphe 2.3 . On a alors les
faits suivants:

e A, N I‘j est soit vide, soit un compact non vide . Cette dichotomie nous aménera
a distinguer deux sortes de fonctions propres (voir plus loin).
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2.2. Démonstration du théoréme 1.1

o A, NT? est, pour = assez grand, constitué de deux points: z; et z5, avec z; > T .
¢, est la plus grande racine de I’équation S,(y,z) = 0. Calculons sa valeur:

e 2 "
2¢; = —(u? - 3u) + \/1—61‘-+9~—~+43‘-+4—~
Donc:

i 12 " 1 i 12 #H V
2z, = -u2+3u’+u2{1—-33—+;4+2?—+2£§~—8~( 6§-+L+4E~+4 )2

+o (- 6-+3‘j—2-+4:+4 )}

u’ ou? 1 ,36u? 160 24ad
2$1~ 2&-%2“—%%5**8"( —i" — )

u? u? u?
u'?
En utilisant le fait que v/(z) —;400 00 et u” < 2 — en dehors d’un compact (cf. (H;)),

on obtient la forme suivante: z; = a — ¢,(z) avec ea(x) >0 et eq(2) Drm00 0.

e Pour z assez grand, I'Y N {(z,y);2 > z,y € R} =: '’ (remplie en pointillée sur
la figure 2.1) est une région absorbante pour I’équation (D,), i.e.: si ¢ est une solution
de (D,), avec ¢(z) = s et (z,s) € D7, alors ¢ est définie sur [z, 00 et (z,¢(z)) € TE~
pour tout z > z .

Nous différentions & présent les deux cas induits par la condition (C) .

a) Placons nous ici dans le cas o la condition (C') est vérifiée . Cela se traduit par:
A, NT} #0 . On a alors ce résultat, que nous montrerons dans le paragraphe suivant :

Théoréme 2.3  Dans le cas ot la condition (C) est vérifiée, définissons une fonction
f par:

3 ‘: _ expé(:)(y)dy exp / P1 [ %g — exp / f_g+/ ‘;91 ’ (2.4)

pour z > z, avec @1 et @y deuz solutions de ’équation D, sur Uintervalle [z, +oo], telles

que, pour s > a et 8' > a fizés, p1(z) = s, pa(z) = ' et 1 > @2 (cf. figure 2.1, paragraphe

2.3) . Alors f est une fonction propre de L et ggl f(z) existe et est strictement positive .
z o0

Nous sommes avec ce théoréme en mesure d’établir la formule suivante de la vitesse de
rappel . On rappelle que T le temps de retour en z partant de y, pour z <y . On a alors:

Théoréme 2.4  Lorsque (C) est vérifiée, on a pour tout y > z :

E €-an — f(y)
() = e
avec la fonction propre f de L définie par (2.4) .

(2.5)
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Démonstration du Théoréme 2.4: La condition (C) étant composée de deux cas, nous allons
les traiter séparément .

(i) On suppose a < 0 et u(z) > _C’_;{a!% . Soit z tel que z < y < z. On a, en appliquant
le fait que MY/ donnée par (2.1) est une martingale locale et en notant 1 la fonction
indicatrice:

f(y) = E, (f(Xi) elelt ]iKTgATf) + f(a:) E, (SMT‘? 1’1‘3«1\1“2‘) + f(z) E, (egaITz” 1T§<m(T§))
2.6
Quand ¢t — oo, d’aprés le théoréme de la convergence monotone, on a pour les deux
derniers termes du membre de droite de (2.6):

lim f(2) By (e Lygeonry) = f(2) By (™ Liaeqy)
lim f(2) B, ("™ Lyyeinzy) = £(2) By (1T Lpyory).

Pour le premier terme du membre de droite de (2.6), on remarque:
lim f(X) e Leryary =0 ps. (27)

Montrons que cette famille est équiintégrable en t. Pour cela, il suffit de voir qu’elle est
bornée dans LP, avec p > 1. Reécrivons la relation (2.6) avec une fonction propre g de
Uopérateur L (donc vérifiant le théoréme 2.3: g est positive et finie) associée & la valeur
propre o telle que o/ < a < 0. On obtient:

g(y) > Ey(g(Xt) el’lt ﬂt<T£’AT§)Z C Ey(eiallt }Lt<T§AT§‘)

puisque g est minorée. D’ou, f étant également bornée:

E,(f5(X) et Licqunrs) < E(fFS(X) el L cpuagy) < CE (e Lycquary)
< C"g(y).

Donc la famille {f(X,) e/ L<T§,«Tg}t est bornée dans L= avec 9{;1 > 1 . Elle est donc
équiintégrable. Ainsi, d’aprés (2.7):

lim By (f(X0) ™" Lyeryars)=0.
Ce qui nous donne, quand on fait tendre ¢t vers +oo dans (2.6):
F(y) = f(2) By (¢ Dpyoqe) + (2) By (827 Lpoeqy).
On fait & présent tendre z vers +oo, et par la méme méthode d’équiintégrabilité, on

montre que:
. Yy
lim E, (el 1T§<T§): 0.
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2.2. Démonstration du théoréme 1.1

On conclut par (2.5) dans ce premier cas:

E, (el*T¥) = % ;

(ii) Supposons & présent o > 0 et = assez grand . Ce cas est beaucoup plus simple

car f(Xiary e~otATZ =) est une martingale bornée . Il suffit donc d’appliquer le théoréme
d’arrét :

Ey (f(Xears) e“““"ﬁ’)) = ()
et de faire tendre ¢ vers +o0: f( )
E —aT? — Y
i)

Ceci achéve la démonstration du théoréme 2.4 .

. C . . .
On a alors: Ean z"z,’y(fz“”Tg ) = -7((35)-, d’aprés les deux derniers théorémes . Les points (1)
y—++oo z

et (721) du théoréme 1.1 en découlent aisément .

- Corollaire 2.5 Pour tout z en dehors d’un compact K, il existe un o > 0 tel que, pour
tout r > 0 et uniformément eny > z, on a:

P(T!>r)<C(z)e ™.

Démonstration du Corollaire 2.5:  On applique I'inégalité de Tchebychev dans les deux
cas suivants:

(i) a>0 P(TY>r) =P (T > &)
—ar JW)
<e
- @)
< C(z)e™® uniformément en y.

(it) a < 0 P(TY>r) =P(eT > o)
< Elexpla|T3)
exp(|e|r)
< g lelr .f_.,?.’:_

R fa)

< C(z)e " uniformément en y .

Corollaire 2.6 Sous Pune des deuz conditions: a > 0, = en dehors d’un compact K et
a <0, u(z)>C; fa!? les lois des v.a. TY convergent étroitement, quand y — +o0, vers

une loi de probabilité v telle que /0 T ees v(dz) < oo .
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Démonstration du Corollaire 2.6 :  Pour la démonstration, on se place dans le cas o > 0 et

¢ assez grand . Soit QY la loi de la v.a. TY . Montrons qu’alors la famille (QY), est tendue
et monotone .

Pour montrer que la famille est tendue, il suffit de voir que:

Ve > 0, il existe un compact K, tel que sup Q¥ (K?S) > «¢.
y

Soit € > 0 . On choisit le compact K. = [0, M.] avec M, assez grand . On a alors (cf.
Corollaire 2.5) :

QY(KS)=P(TY > M,) < ce™™Me <¢,

Donc la famille (QY), est tendue . Et on voit facilement d’aprés la définition de T que la
famille (QY), est monotone: elle est croissante .
La famille étant tendue et monotone, on sait qu’il existe une loi de probabilité v telle que

/Oo e ** v(dz) < 40
0

et telle que QY converge vers v quand y — 400 . Ceci établit notre corollaire .

b) On se place & présent en dehors du domaine d’application de la condition (C),
c’est-a-dire lorsque @ < 0 et || > 1 . Nous montrerons dans le paragraphe 2.4 qu’alors:

Théoréme 2.7  Lorsque la condition (C) n’est pas vérifiée, une fonction propre de
L peut étre écrite sous la forme :

ezp /x 1 u(y)dy
u(z) ’

avec un point z; tel que u(z,) < Cy|a|?, et une fonction ¢ solution de (Dg) vérifiant :
-pour z 231, o(z) <plal—ul(z)  (p<1)
o

- pour z < zy, p(z) > ,  (voir figure 2.2, paragraphe 2.4) .
zZ — Ty

f(z) : = (exp " #ly) dy)

e aly) (2.8)

Par les mémes arguments d’équiintégrabilité que dans la démonstration du théoréme 2.3,
on en déduit que: E(exp oTY) = +oo, avec u(zo) < Ci la|z, ce qui est le point (i7)
du théoréme 1.1 avec C; = v/2C; pour revenir & notre probléme initial . Notre résultat
principal est donc établi .

+oo ]
Remarque 2.8 L’hypothése (H,): f — < 400, sous laquelle notre théoréme 1.1
u

est vral, est précisement celle qui assure I'ultracontractivité du semigroupe associé a XV
par rapport a une mesure de probabilité liée & une primitive de u (cf. [KKR]) .
En effet, en reprenant les notations utilisées dans [KKRJ, soit v : IR — IR une fonction de
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2.2. Démonstration du théoréme 1.1

classe C? telle que v = u . On pose p(z): = e " la mesure de densité par rapport 4 la
mesure de Lebesgue et on lui associe 'opérateur A* défini par:

“}:‘(f” uff).

M

C’est le générateur infinitésimal associé a notre E.D.S. (E) . Le semi-groupe associé
(T})i>o d’opérateurs est alors un semi-groupe de contractions dans L”(u),

V1 < p < oo(ie | TS llpu<ll f llp) - Tout opérateur T} est symeétrique,
positif et vérifie T'1 = 1 . Kavian, Kerkyachariam et Roynette montrent alors que sous

les hypothéses: v est convexe & 'infini et [
u(a)

ultracontractif, c’est-a-dire T} est un opérateur borné de L'(u) dans L®, V¢ > 0.

< o0, le semi-groupe (T{'):>o est

Nous allons achever la démonstration du théoréme 1.1 en prouvant les théorémes 2.3
et 2.7 .
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2.3 Démonstration du théoréme 2.3 (premiére classe de
fonctions propres )

On se place dans la situation ot la condition (C') est satisfaite . Supposons o < 0 et

u(z) > U;]aﬁ (le cas @ > 0 et z assez grand se traite de maniére analogue).
Commencons par remarquer que la fonction constante o est une sursolution de ’équation
(D,) pour z assez grand . En effet d’apreés (2.3):

2

u(&:) -

Sela,z) = 3a %’(a:) +u"(z) — (3:)

12 k
avec ’hypothése u” < 2 Y et puisque a < 0 . Alors —S,(a,z) > 0, ce qui signifie que o
u
est une sursolution de (D,) .

Soit s > a. Nous désignons par ¢ la solution de (D,) définie sur l'intervalle [z, oo] et
telle que p(z) = s . Il est alors clair que:

o sup |p(z)| <k, car la région '} est absorbante pour toute solution de (D,);
Z2X

sect lim ¢(z) =a.

200
Ce dernier point résulte du fait que ¢ est croissante dés que (z,¢(z)) € T'F UT) et
Sao(p,z) = 0 donc ¢ se rapproche en croissant de I'2. De plus, on a vu que z; —;00 @,

ce qui nous permet d’en déduire que la limite de (z), lorsque z tend vers +o0, est égale
da. La fonction ¢ est donc de la forme suivante:

+,0
T

Ay

F1G. 2.1: Premiére classe de fonctions propres
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2.3. Démonstration du théoréme 2.3 (premiere classe de fonctions propres )

Soient alors ¢, et v, deux fonctions du méme type que @, avec 3 > @9, et soit, pour
z > z, la fonction f définie comme dans ’énoncé du théoréme 2.3:

—im(-)i[( TR [ e ([ )]

T T

fz) =

Démonstration du théoréme 2.3: On note

o) = [ulw)dy et k() : = [[EIE ) ay.

T

1 et @y étant des solutions de (D, ), on a par soustraction:

u 1
(o1 —¢2) = —(p1 — 2) [u~ 3—+—(p+ )] -
D’oti, par intégration et puisque ¢; — @2 ne s’annule pas, on déduit :
(01— @2)(2) = Cu’(2) exp[—v(z) — h(2)]. (3.9)

f étant une combinaison linéaire de deux fonctions propres de la forme (2.2), de valeur
propre a, est elle-méme une fonction propre de valeur propre a. Ecrivons la sous la forme:

oo z o0 — v(z)
f(z) = eXp( A %+L %2—) (1~exp/z & %%) z(z)* (3.10)

Or (g2 — 1) < 0, donc f(z) >0 pour tout z > z.

Notons:
(z) : :exp(/ ip}——i—[ ﬁ)
z U zr U

g(z) + = l—exp/ BT A
z U

et

Il est évident que y(z) a une limite quand z tend vers U'infini, égale a exp / P11 .
z u

o2) = ]:o ®1 ;’tpz n 0([:0 ¥1 “; 902) ‘ (3.11)

En effet, (91 — ¢2)(2) —:50 0 d’aprés (3.9), on peut donc encadrer 'intégrale par deux
fonctions k; et ko, qui convergent vers zéro, c’est-a-dire:

le[ 901—‘9925’?2,

U

D’autre part:

ce qui nous autorise & faire le développement limité de 'exponentielle au voisinage de
Porigine .

Calculons alors / m ; £2 (y)dy:

[ s —P(y)dy = f T Ow(y) et @0 dy  dapres (3.9).
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Or: it @
he) = [ By
oG _{,. o0 +
= [[8 Ry dy - [T T gy
z U z U
o1+ 902
et < QkI/ dy‘~—>z_+oo 0, cf. (H,) .
1 .
Donc h(z) = C + o(—) . On en déduit que:
z
/Z E—Poy)dy = / Cly) u*(y) e dy
car lim (%) = 1, on peut donc rentrer cette exponentielle dans la constante .

Z-300

oG
Il reste & évaluer / u*(y) ") dy. On a, par intégration par parties:

z

/zmug(y)e‘”(y)dy = _[ u(y)[e™"W] dy
= u(z) e 4 / y) e ") gy

= u(2) —v(z)+u( ) ~v(z)+/ e ( (y)

Dot -
/ W(y) e "W dy = u(z) e ) 4 ¢ o(l).
z z
Finalement, on a, en utilisant ’estimation (3.12) dans (3.11):
o(z) = u(z) ) 4 0 o(2)
z

On déduit de (3.10) que:

ev(z)
) = () (ale) 7 4 (1) )
= 1(2) 1+~Lﬂ(1))

u(z) ‘z

Et donc: o o) +
lim f(z) = Cexp L Eo P y)dy

(3.12)

Ainsi, on a montré que f est positive et admet une limite strictement positive & 1’infini.

Ceci démontre le théoréme 2.3 .
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2.3. Démonstration du théoréme 2.3 (premiére classe de fonctions propres )

De plus, on peut établir une majoration des moments d’ordre p des temps d’atteinte;
et pour p = 1, on a une estimation optimale .

£

Théoréme 3.1
i) Pour tout p > 1, il existe une constante C, < oo telle que:

limsup u(z) E[(T**"Y] < hC,, (3.13)

Ty OO

i1) Pour p = 1, cette estimation est optimale : il eziste deuzx constantes C < oo et €' < 00
telles que:

hC' < liminf u(z) E(T=**) < limsup u(z) E(T***) < hC . (3.14)
T z—$00

Démonstration du théoréme 3.1:

(z) Pour démontrer le (7), nous supposons a < 0 et u(z) > Cslal? avec Cp > 2 . La
fonction f définie par (2.4) étant solution de (F,), elle vérifie:

f”—uf’zaf.

En intégrant le membre de gauche de cette égalité contre la mesure de probabilité
1(z) = e on obtient d’une part:

f@uwwwM@:wm”@+/MNww%k
-—/ (uf')(z)e —v2) 4y
=—f(z)e®.

D’autre part, on a:

j;oo(f” —uf(2)e P dz = a /:o f(z) e dz .

D’out: -
a/ f(z)e" @D dz = —f'(z) e,

o étant négatif et f positive, nécessairement f'(z) > 0, donc f est croissante . On a alors:
ﬂﬂ=h“®[f&”wk

< | [f]o €@ [ _e)

<leallf [ v(x) *v(Z) Z(x

o 1o S) ~ ol £l / L) ds

< laf £l

;;‘(‘;”)”.
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En intégrant cette inégalité sur [z,z + h], puisque f est croissante, on obtient :

ﬂz+m~f@>gmwmmﬁﬂhj;da

Or, on sait d’aprés le théoréme 2.4 que:

Jairztny _ fle+h) _ flz+h) - f(z)
B " @)

Donc, avec le développement limité de ’exponentielle, on obtient :

+ 1.

al? B T§+h P z+h ]
P2 < c@lalifle [ e, w2
§ =L ainsi lim C(z =
o0 O(z) = 7o, ains lim O(a) |l = 1.
Alors: oih 1
E((Tz))< C'plla [ T e

Donc, u étant croissante pour z assez grand, on peut majorer l'intégrale pour obtenir:
u(z) E[(T*™P)< hC,, ¥p>1.

On a établi le (¢) du théoréme .

(22) On se place maintenant dans la situation: a > 0 et z assez grand . D’apreés le
théoréme 2.4, on a:

E(eoT) = flz+h) > 1—aE(T*").

f(z)
Et comme dans le cas précédent, on peut montrer que:
f'(z)e @) = —a/ f(z) e dz.

Puisque o > 0, f'(z) < 0 donc f est décroissante . D’autre part, f reste toujours bornée
et on a:

g al’

If'(z)] > (@)

donc o
fllz) € —=—=.

u(z)

On intégre sur [z, + h] et on tient compte du fait que f est décroissante, on obtient :
, z4+h ]

flz) = flz+h)>C a/ —da.

4 u(z)
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2.3. Démonstration du théoréme 2.3 (premiére classe de fonctions propres )

- Dotr:
z4+h 1
+1g1-ac'[ S T
T u(z)

T +h) - f(z)
Ele oTH" = f(x
S 1)
On en déduit que:
‘ 1
E(T**")> C'h—.
(T=)2 C'h s
Et en appliquant (3.13) avec p = 1, on a ’autre inégalité, ce qui nous donne (3.14) . Ceci
achéve la preuve du théoréme 3.1 .
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2.4 Démonstration du théoréme 2.7 (seconde classe de
fonctions propres)

Rappelons que dans ce cas, la condition (C') n’est pas vérifiée, ce qui équivaut a: o < 0
et |a| > 1 . Faisons trois remarques:

i) La fonction ;, définie par: ¥;(2) : = pla| —u®(z), avec p < 1, est une sursolution
de (D, ) pour z en dehors d’un compact, i.e.:

Pi(z) — Salth1,2) 2 0.
En effet:

72 2 7
o, 2 a _3pu
o)+ =+ lal {u (1 +p) - =

W) = Saltbnrz) = und + (B
>0

3 7
avec les hypotheéses car (u (1+p)— _ﬂ)z 0 en dehors d’un compact .
u

ii) Soient une constante C; < 1 et des points z, tel que u(z;) < C; la{’;' etzg = 71— k
(k>

mz) . Soit 1, définie sur |zo, z1] par:
p—Ch

o

Yalz) =
Alors, 1, est une sursolution de (D, ) . En effet, vérifions que

P3(2) — Sal(the,2) > 0.

Py(2) = Saltpnz) = ——2b_ Blel w2

(zuxo)zuz—-:zgu u

zZ — Xy

lof®

(z — 20)?u

_ un) +

en dehors d’un compact car — — 0 .
u

iii) On peut choisir C; (aussi proche de 1 que I'on veut) telle que: ¥y(z;) < ¥i(z1),
c’est-a-dire :
la|

Ty — Zyg

< plo| = u*(z)

86



2.4. Démonstration du théoréme 2.7 (seconde classe de fonctions propres)

e 1 1

~TH > - =
(p 1) 2 t1—z0 k

1

e A
p—Ci
On fixe maintenant un point s tel que q(z1) < s < ¥i(z1) . Et on note ¢ la solu-
tion de (D, ) vérifiant ¢(z;) = s . Définissons ¢ sur son intervalle maximal de définition .

Ceci justifie notre choix de la constante k: k >

F1G. 2.2: Deuziéme classe de fonctions propres

On a donc:
“pourz > 21, 9(z) < plal—u () (4.15)
’ o
pourz <21, 9l(z) 2 (4.16)
zZ — Ty

On définit :

zZ dy
cpo(y) |\ P fx u(y)
z): = (ex d :
f(z) ( pfxl a(y) y) )
avec la fonction ¢ ainsi définie .
Alors, il est clair, d’aprés (4.15) et (4.16), que la fonction f est solution de (P,) et:

of est définie sur [y, z2] (avec z} proche de o, 2o < &}, < T; et z; éventuellement
égal & +00 ), de classe C? sur |z, z,] et telle que:

of(rc;,) == f(;ﬂg) =0 ($0§2}':)S3’51 <$2SOO) .

On a ainsi construit une fonction propre de 'opérateur L de la forme (2.8) donnée dans
le théoréme 2.7 .
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3.1. Introduction

3.1 Introduction

3.1.1 Avant-propos
Cas libre |

Un probléme similaire dans le cas libre, c’est-a-dire sur IR tout entier, a été précédem-

ment étudié par Said Bénachour, Bernard Roynette, Denis Talay et Pxerre Vallois dans
[BRTV] et [BRV] .

Etant donnée une fonction g : IR — IR vérifiant les hypothéses suivantes:

— [ est impaire et non décroissante,
- B est localement lipschitzienne et & croissance poiynomiale, ie.
3e>0,re N 8(e) - Bl <le — vl e+ el +1ul), Veye R,
— de plus, [ est convexe, i.e.
351k> 0,80 R ; Blz)—By) 2 Bile—y) + b, Vz2uy,
considérons ’E.D.S. :

1 i
Xo=Xo+ B, — = f Bru(s,X,)ds, ¥t>0
240 (EL)
P(X; € dz) = u(t,dz)

avec (Bg)tj;»g un mouvement brownien umdxmenszonnel standard . Elle posséde une unique
solution sous ces hypothéses .

Les auteurs lui associent un systeme de particules, le systéme limite vérifiant la propriété
de propagation du chaos .

Il s’intéressent ensuite au comportement asymptotique du processus solution . Ils éta-
“blissent un résultat d’existence d’une mesure stationnaire sous les mémes hypothéses
(avec B convexe) et un résultat d’unicité si de plus la fonction 3 s’écrit sous la forme:

Blz) = Bla) + az

ol 3 est une fonction impaire et croissante, lipschitzienne et & croissance linéaire,et a > 0.
Ils obtiennent enfin la convergence en loi du processus (X;):>o, solution de (EL), quand
t — 400, vers la probabilité invariante .

Nous nous intéressons ici au cas réfléchi dans un intervalle compact de IR . Nous avons
choisi l'intervalle [—1, 1] pour plus de simplicité, mais ce que nous allons développer ici
sera valable également dans le cas d’un intervalle compact non symétrique . Nous utilisons
les mémes techniques développées par S. Benachour, B. Roynette, D. Talay et P. Vallois
mais le fait de se placer dans un compact permet d’affaiblir les hypothéses sur # (nous
n’avons plus besoin de la convexité de 3) et de simplifier les démonstrations .
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Cas réfléchi: cadre général

Nous donnons dans ce paragraphe une certain nombre de références concernant les
E.D.S. réfléchies . Cette liste est loin d’étre exhaustive, elle constitue simplement un bref
apergu des travaux sur le sujet que nous avons rencontré au cours de nos recherches .
Nous nous intéresserons tout d’abord aux équations ordinaires qui ont été étudiées selon
deux approches principales, données ici dans l'ordre chronologique: le probléme de Sko-
rokhod (formulation forte) et le probléme des martingales (formulation faible) . Puis nous
passerons aux équations non linéaires .

Le cas des E.D.S. réfléchies linéaires au sens de Mac Kean, c’est-a-dire ot la loi de la
v.a. n'intervient pas dans les coefficients de ’équation, a été abondamment étudié .
Pressenti par Skorokhod en 1961 (cf. [Sk1], [Sk2]), le probléme de P’existence et 'unicité
de la solution d’une E.D.S. réfléchie linéaire a été repris ensuite par Mac Kean qui en
1969 (cf. [McK]) démontre le résultat unidimensionnel de Skorokhod . Puis Tanaka (cf.
[T]) en 1979 étend ce résultat au cas multidimensionnel dans un domaine convexe . En
1987, Saisho (cf. [Sa]) affaiblit cette hypothése sur le domaine en établissant un résultat
d’existence et d’unicité de la solution dans un domaine pouvant en un certain sens étre
approximé par des domaines réguliers, plus précisément le domaine doit satisfaire aux
conditions uniformes de sphére extérieure et de céne intérieur . On peut se référer égale-
ment & Lions et Sznitman, cf [LS], qui étudient ce probléme dans le cas multidimensionnel .

Les E.D.S. réfléchies ont également été étudiées sous la forme de problémes de mar-

tingales, par exemple par Stroock et Varadhan en 1971 (cf. [SV]) qui se placent dans un
sous-ensemble ouvert G de IR? défini par:

G = {ze R ¢(z)>0} et 0G = {z € R*; ¢(z) =0},

ol ¢ est une fonction bornée dont les deux premiéres dérivées sont continues et bornées
dans IR* et telle que |V$| > 1 sur G . Ils établissent Pexistence et I'unicité de la solution
pour des processus de diffusion avec des coefficients continus non dégénérés, satisfaisant
des conditions au bord avec des dérivées obliques lipschitziennes .

L’équivalence entre le probléme des martingales et des E.D.S. avec conditions au bord a
été étudiée par N. El Karoui (cf. [K]) qui a établi en 1975 le résultat suivant:

Théoréme 1.1 (N. El Karoui): Les deuz propositions suivantes sont équivalentes
st ay, est minoré . ‘

(1) Il existe une solution P au probléme des martingales partant de x & linstant 0,
c’est-a-dire il existe un processus A, croissant, continu, F. -mesurable, ne chargeant que

0G tel que:
- PXo=1)=1, i t
- YFeCHB), Cf = f(X) - f(Xo) - [ L(X,)ds - [ T(X)dA,

est une P-martingale ;
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(ii) Il existe : - un espace de probabilité complet (Q,g}; IB)
- un processus croissant continu Ay localement intégrable,
- un P-mouvement brownien issu de 0 d-dimensionnel B,
- un P-mouvement brownien issu de 0 (d-1)-dimensionnel,
indépendant du précédent, ﬁt,
tels que le systéme suivant ait au moins une solution Zé, f’~p.s. continue, & valeurs dans

G:

’Zg::L’

H N ~ ~
| Lo(Z)dd, = 4

. t . R t . t . . t . A
(% =2+ [o(Z)ds + [ b(Z)ds + [ 4(Z)dd, + [ 5(2,)d3;,
avec oo" = a,06" = a .

On peut citer également d’autres travaux sur ce sujet:
- Ikeda (cf.[l]) s’intéresse aux E.D.S. deux-dimensionnelles avec conditions au bord de
type Ventzell . : ~

- Watanabe (cf. [W1], [W2]) montre I'existence et I'unicité des solutions d’E.D.S. réfléchies
* avec des coefficients lipschitziens, dans le semi-espace R}, .
- Nakao et Shiga (cf. [NS]) en 1972 étudient des E.D.S. & coefficients continus et avec des
~ conditions au bord dont le terme de second ordre est non dégénéré .
- El Karoui et Chaleyat-Maurel (cf. [KCM]) s’inspirent d’un probléme de réflexion déter-
ministe sur IR, : Soit y € C(IR.,IR) . Le couple (2,k), ot z,k € C(IR+, IR) est solution
du probléme de réflexion associé a y (PBR(y)) si:

(1) z=y+k

(15) z2>0

; t ;
(121) K est une fonction croissante telle que £(0) = O et | z(s)dk(s) = 0.

Elles P'étendent ensuite au cas stochastique des semi-martingales; elles étudient le pro-

bléme suivant :

¢ i t -
X =mn +j(; f(S}Xs) dM, +/Q g(s?Xs) dA, + K,

5 X: est un processus adapté, continu et positif

(e o)
K est un processus croissant, adapté, nul en 0 et tel que / XsdK; = 0 ps.
\ ¢] .
avec M une martingale locale continue et A un processus continu & variation bornée .

- Bensoussan et Lions (cf. [BL]) résolvent ces équations dans un domaine régulier par une
méthode de localisation .
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Intéressons-nous & présent aux E.D.S. réfléchies non linéaires . Il existe de nombreux
travaux sur ce sujet (on pourra voir par exemple les références données dans [S1]), mais
le plus important nous parait étre le travail effectué par Sznitman en 1984 (cf. [S1]) . Il a
étudié des E.D.S. non linéaires réfléchies de la forme:

'd%:(/d@wmwwnﬂ%+(/M@ﬂh&@ﬂﬁ-%t
P(z, € dz) = wi(dz), z; € 0,t>0

Ik, = /0 Lo csoydlE], < oo

@:fm%mm

avec © un ouvert borné de IR?, régulier au sens ot sa frontiére satisfait la condition
uniforme "de sphére extérieure", i.e.

dc¢>0; VY2 €90,V2' €O, Cljz —2'||* + n(z).(z — 2') > 0

n(.) le vecteur normal unitaire sortant & 90 ; o;;(z,y) et bi(z,y), 1,5 € [1,d], des fonc-
tions li_pschitziennes et bornées sur IR? x IR? . La donnée initiale zo est une v.a. & valeurs
dans _G_}, de loi u; et (By)i»o est un mouvement brownien indépendant de zo, & valeurs

dans © .

Il a montré que:

Théoréme 1.2 (Sznitman) [l existe un unique processus continu adapté z; tel que:
- Ty € —G)_, Vi 2 0
— il existe un processus continu adapté, & valeurs dans IR®, & variation finie sur les

intervalles bornés, de valeur 0 en 0, (k;)is0, tel que (Es) soit vérifiée .

Il établit également un résultat de propagation du chaos . Pour cela, il remarque tout
d’abord que la loi sur B : = C(IR4+,0) x C(RR4,R*) du couple (z4,k;):>0 solution de
(Es) est aussi I'unique solution P du probléme de martingale (o, b,u) sur B:

(200 P =u, ko =0 [P-ps.

Vi CERY, floth) = fotho) = [ [ L f(on,aw),z(w") dPW) dP(")ds

est une P-martingale
1
/3 dlk|, < +oo, IP-ps.,Vt>0

t
kt = L ﬂ{xsea‘é‘} d}kls 3 P*{).S.,Vt 2 O

1
ke = /o n(z,)dkl,, P-ps.,Vt>0
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7 " 1 ? #H 77 f
avec L f(Z,2',2") = 5 (a(a:g: Yo(z,z )t)ij fli@+k) + Y bz, 2) fi(z + k),
' iy i ‘
T = (z,k) € R*x R* .

Rappelons une définition permettant de comprendre ce que signifie la propagation du
chaos:

Définition Etant donnés un espace métrique séparable E et une distribution v dans
E, une suite (v,,) de probabilités symétriques dans E™ est dite v-chaotique si

k
lim < v(day...dz,), filz) X .. X fulae) >= [] <v, fi >, Vh..fu € C(E).

i=1

On peut se reporter & [S2] pour un cours détaillé sur la propagation du chaos .
Avec la caractérisation de la loi du couple (24, k¢):>0, on a alors:

Théoréme 1.3 (Sznitman) Soient N > 1, uy une probabilité symétrique sur 8" .
Considérons la loi Py du processus (2, k' )ie1,ny défini par:

¢ i E: . . . _—

N Z b(z},zi)dt — dk;, «,€0

J

o e
dei = 5 2 o(eh,71) dB; +
i
. t .
LA /Q Liicoey dlRls < o0

. t . .
K= [ n@)dkl,vie[L,N],te Ry

\ (2g)ie{1,m a pour lot uy

(les (B') sont des mouvements browniens indépendants & valeurs dans R®, qui sont in-
dépendants des donnés initiales (:vé)g-eglm ).

Supposons que les lois uy sur © sont u-chaotiques, alors Py sur BY est P-chaotique, ot
P est l'unique solution du probléme de martingale (o,b,u) .
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Chapitre 3. Processus stochastique non linéaire réfléchi auto-stabilisant

3.1.2 Notre probléme

Présentation du probléme

Soient 8 : [~2,2] — IR, une fonction impaire, croissante et lipschitzienne ;et (B;; t > 0)
un mouvement brownien standard, unidimensionnel, issu de zéro .
Nous nous intéressons & I’équation différentielle stochastique réfléchie non linéaire:

¢ }_ t

;Xing+Bg~—-§Lﬂ*u(s,Xs)ds—-kg, VE> 0

P(X; € dz) = u(t,dz), Vt>0

( Xe€[-1,1], Vt>0 (ER)

M= [ (),

k= [ n(X)dlH,

ol on a noté par |.| la variation totale et par n le vecteur unitaire normal sortant aux
bords de l'intervalle [—1,1], n(z) = sgn(z).1—1,1}(z) .
B * u désigne le produit de convolution de 3 avec u:

Beulte) = [ Ble—y)ultdy).

Cette E.D.S. a trois inconnues : le couple (X3, k) 150 €t la famille de probabilités (u(t,dy);
t > 0) . Avec les hypothéses satisfaites par 3, si la densité u existe, on a P’existence et

I'unicité du couple (X4, k¢) ¢>o solution de (ER) d’apres le résultat de Sznitman exposé au
paragraphe précédent .

Motivation heuristique

Soient un entier N > 1 et uy une probabilité symétrique sur [—1,1]V . On définit le
systéme de particules associé 4 ’E.D.S. (ER) par:

11 & i v ;
3N }:lﬂ(Xz — Xi)dt — dk;
2:

X e[-1,1],t€ R,

dX! = dB —

VL= [ 1 (X ik, < oo (SPR)

K= /Otn(Xj)dlk"is, ic[1,N]

L (Xé)iE{l.N} de lot UN
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3.1. Introduction

avec N mouvements browniens indépendants (B*.) i<y & valeurs dans IR, indépendants
de la donnée initiale (X{)iep vy -

Comme pour (ER), les hypothéses faites sur § nous donnent I’existence et 1'unicité du
couple (X', k') jeq1,v) solution de (SPR), et il y a de plus propagation du chaos, d’apres
le résultat de Sznitman (cf. [S1]) décrit précédemment .

Dans ce cas, X' (i € [1,N]) ne modélise pas la position d’une particule puisque la

fonction 3 est croissante (quand deux particules s’éloignent, § augmente avec la distance
entre les deux) . En fait, X* représente la charge d’une particule ionisée qui se trouve dans
un milieu biologique ou chimique .
[’équation non linéaire (E'R) peut ainsi modéliser le fonctionnement de certains systémes
biologiques appelés systémes tampons avec consigne . En effet, d’une part les particules ne
peuvent pas s’échapper d’une certaine région . Chaque fois qu’une particule atteint la fron-
tiere de cette région, elle est renvoyée a I'intérieur par I'action du processus (k) . D’autre
part, l'action des autres particules agit comme une force de rappel vers un état d’équi-
libre . C’est donc un phénomeéne de régulation d’un parameétre biologique (par exemple la
température du corps humain) dans une région fixée .

Le plan de notre travail est le suivant:

Nous allons dans le paragraphe 3.2 établir 'existence et 'unicité d’une mesure sta-
tionnaire pour le processus solution de ’E.D.S. réfléchie (ER) . Dans ce but, nous consi-
dérerons ’équation intégro-différentielle satisfaite par la densité du processus (en 3.2.1),
et nous en déduirons une forme implicite de la densité dans le cas stationnaire . Nous
nous efforcerons ensuite de montrer son existence (en 3.2.2) et son unicité (en 3.2.3) pour
laquelle nous verrons qu’il faut des hypothéses plus fortes sur la fonction 3 .

Nous nous intéressons ensuite & la convergence en loi du processus réfléchi vers la me-
sure stationnaire . Pour cela, nous avons besoin de résultats préliminaires assez généraux
(en 3.3.1) . Nous établissons la convergence en loi dans le cas d’une donnée initiale symé-
trique d’une part (en 3.3.2), et non symétrique d’autre part (en 3.3.3), sous les hypotheses
sur [ assurant 'unicité de la mesure stationnaire .

Nous examinons ensuite les cas de deux fonctions 8 pour lesquelles @ = 0 . Ceci nous
conduira & élargir nos hypothéses (au paragraphe 3.6) .
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Chapitre 3. Processus stochastique non linéaire réfléchi auto-stabilisant

3.2 Existence et unicité de la mesure stationnaire

Considérons 1’équation différentielle stochastique unidimensionnelle non linéaire réflé-
chie: L
X, = Xo+ B, — 5/ Bru(s,Xs)ds —ky, ¥t>0
0
P(X; € dz) = u(t,dz), VYt>0

} X, e]-1,1], ¥t>0 (ER)
Ik[i = [: ﬁ{—l,l}(Xs)dtkts

by = / “n(X.) dlk],

avec (Bt > 0) un mouvement brownien réel issu de zéro, et ott on a noté par |.| la
variation totale et par n le vecteur normal unitaire sortant aux bornes de l'intervalle
[—1,1], ie. n(z) = sgn(z) .1y 13(z).

On fait les hypothéses suivantes sur 3:

(Hy) B:[-2,2] = IR, impaire, croissante et lipschitzienne, c’est-a-dire il existe une
constante Cy telle que

18(z) = By)l < Cole—yl,  Vaz,ye[-22]

(Hz) B(z)= Po(z)+ ez, avec B une fonction vérifiant (H;), et o >0
une constante assez grande dépendant de [y .

D’aprés (H,), la fonction 3 est lipschitzienne et uniformément bornée, ce qui nous assure,
d’aprés Sznitman (voir la section 1.1), existence et I'unicité du processus réfléchi (X;)eso

solution de ’EDS réfléchie (ER) .
3.2.1 L’équation satisfaite par la densité

Soit (X, t > 0) la solution unique de ’E.D.S. (ER) . L’équation satisfaite par la
densité de ce processus est obtenue de fagon habituelle . Considérons une fonction test
(au moins de classe C?) f, & support dans [—1,1] et & valeurs réelles, telle que
f'(1) = f'(—=1) = 0. Alors, en appliquant la formule d’Ité & cette fonction, on a:

FX) = J(X0)+ [ F(X)(dBy = 56 *u)(s, X,) ds)
-/; (X, dk, + %/{: F1(X,)ds.
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3.2. Existence et unicité de la mesure stationnaire

Avec la fonction test choisie et le fait que le processus & soit non nul seulement en -1 et
1, 'intégrale par rapport a k est nulle et on obtient, en prenant ’espérance:

BU)= 5060 - 3B [ #1000 X de) 3B ( [[ 710 ds).

Puisque la densité de (X;):>o est u(t,.) et en dérivant par rapport & t, on obtient:

fl fl@)w(t,z)dz = e——/ f'(z) (,8 * u)u)(t z)dz + = / f(z)u(t,z)dz,

oil on a noté u; la dérivée de u par rapport & ¢ . Par la suite, les dérivations seront notées
en indice de cette facon .

Aprés intégration par parties dans les termes de droite, on a:
1
[_} f(2)w(t,z)dz = m—{f(ﬁ*u) f ) [(Bxu)u] (t,z)dz
“""{f“x 2[ f(@) uze(t, ) d

On en déduit I'équation intégro-différentielle avec conditions aux bords vérifiée par la

~ densité u:
] Uz + ((6 * u) u)::: = Uy
[(B*u)u](t,1) = ~us (¢,1)
(B *u)u](t,~1) = —u, (¢, -1)

Et quand on se place dans le cas stationnaire (ot v ne depend pas de t), nous avons:

Uge + (B*u)u), =0
(B *u)u](1) = —u (1)
(B xu)ul(=1) = —uz (~1)

3.2.2 Reésultat d’existence pour la mesure stationnaire

Si (X:)e>o0 est une solution de (ER) et u(z)dr est une mesure stationnaire pour ce
processus, alors p vérifie I’équation suivante au sens des distributions, avec des conditions
aux bornes de l'intervalle que nous ne rappelons pas ici:

p+[(Bxp)p]= 0.

En intégrant cette équation avec ses conditions aux bords, on trouve la formule implicite
pour 4 :

exp(— [0 (B 1) (y)dy) 1)
B Ap) '
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Chapitre 3. Processus stochastique non linéaire réfléchi auto-stabilisant

avec la constante de normalisation :

Aw) = [ exp(= [[(8 p)w)dy)de. (2.2)

Théoréme 2.1 Sous Uhypothése (H,) pour [, on a:

(i) Il existe une fonction symétrique p (i.e. p(z) = p(—z), Vz € [0,1] ) qui
soit une densité de probabilité et qui vérifie (2.1).

(ii)  Soit (X¢)i>o l'unique solution de (ER) avec donnée initiale Xo. Si p est la
densité de Xo, alors le processus X est stationnaire (i.e. la densité de X,
est égale & p pour toutt >0) .

Démonstration du Théoréme 2.1:
(1) Considérons l'opérateur A défini sur un espace convenable par:

exp(— /0 "8+ 1) (y)dy)

Aue = M)

On remarque que si 'opérateur A admet un point fixe, alors ce point fixe est une mesure
stationnaire solution de (2.1). Nous allons utiliser une généralisation du théoréme de
Brouwer, dont nous rappellons ci-dessous 1’énoncé (cf. [DS] tome 1, p. 457), pour montrer
que la restriction de A & un sous-ensemble admet un point fixe .

Proposition 2.2 [Théoréme de Brouwer|  Soient B un espace de Banach, C un
sous-ensemble conveze et fermé de B et une application A telle que:

(i) A:CwC,

(it) A est continue,

(iii) A(C) est compacte .
Alors A admet un point fize dans C .

Introduisons les notations suivantes:
soit B : = {f:[-1,1] = IR; paire, continue }, (2.3)

un espace de Banach muni de la norme sup:

[ fllec = Sup, |f(z)].
Soit M > 0. On pose:
Cu s = {f€Bif20; [ fla)o=1; sup f(a) < M}. (2.4)
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3.2. Existence et unicité de la mesure stationnaire

Pour tout u € Cps, on définit:

Aute) : = oz exp(= [ (8 u)(w)d) (25)

avec A(u) donné par (2.2).
Il est evident que Cps est un sous-ensemble fermé et convexe de B . Vérifions les autres

hypotheéses de la proposition 2.2 . Nous établissons tout d’abord un résultat qui nous sera
utile dans la suite . ‘

Lemme 2.3  Soit u un élément de Cpy . Alors % u est une fonction impaire et :

~Cs < [[(Bru)(wdy < Cs, Vze[0,1] (2.6)

avec Cp la constante de Lipschitz de la fonction § .

Démonstration du lemme 2.3: [ étant impaire et u paire, on déduit facilement que
0 * u est impaire .
Pour z € [0,1], on a:

Bru(a) = [ Be+y)u@)dy+ [ Al —y)u@w)dy.

D’ou, avec ’hypothése (H,) :

Bru@l < [ 18+y) - Bly—2)lu(v) dy
< 2G5z [ uly)dy
< Cp

En intégrant, on trouve:
-Cp < —Cpz < / (B+u)(y)dy < Cpz < Cp,
0

d’ot1 notre résultat. On peut remarquer que nous n’avons pas utilisé le fait que
sup u(z) < M .
re{~1,1]

Montrons & présent que ’ensemble Cps est stable par A ((i) proposition 2.2) .

Lemme 2.4 [l existe M (dépendant seulement de 3) tel que Uon ait U'inclusion :
A(CM) CCun .
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Chapitre 3. Processus stochastique non linéaire réfléchi auto-stabilisant

Démonstration du lemme 2.4: Soit u € Cps. On a, par définition

0 < Au(z) = -‘im(%—)«exp(—- /{)m(r@* u)(y) dy)
eCr
< ) cf. (2.6).

Or, on peut majorer A(u) par:

Aw) = [ (= [[(Bruy)dy)da
> [: exp(—Cp)dz =27, cf.(2.6).

Alors

6265
sup |Au(z)] < —.
2€[~1,1] 2

2C,

En choisissant M >

notre résultat.

et puisque Au est une densité paire, on a Au € Cp . D'ou

Montrons le (ii) de la proposition 2.2:
Lemme 2.5 A est un opérateur lipschitzien (donc continu) .

Démonstration du lemme 2.5: Pour montrer que A est lipschitzien, on décompose la dif-
férence A(u) — A(v) sous la forme:

(Alw) — A@))(z) = ;\%—5 0(z) + (M) = Aw) W(z); 2.7)

avec, pour u, v € Cyy et z € [—1,1]:

0(z) = exp(= [ (B +w)(y)dy)—exp(~ ["(Bxv)(y)dy). (2.8)

et
1

W) = Sy o2 [, Bo)w)dy). (29)
1. Soit z € [0,1]. On a vu que:
grute) = [ 18z +y) — Bly—2)]uly) dy,
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3.2. Existence et unicité de la mesure stationnaire

donc 8 s’écrit:
8(z) = ¥ — gev(@)

avec z i
pu(T) = f{) Bu(y) dy (2.10)
et

Bulw) = [ 1By +2) = Bz~ (=) ds (211)

De Pinégalité: |e® — e’| < max(e?, ) |a — b|, pour touta, b, on déduit :

0@)] < max(e=, ™) [pu(z) - u(o)
< o [HE)dy

ol on a noté:
) = |[184+2) - B -0l @)~ o) a5 y € 0,1]

[+ - 8-l s lu=vle
< 2Cpfu= ol (212)

IA

car, d’aprés (Hy),on a:
1By +2) =Bz —y)| <2yCp < 2C.
En intégrant, on obtient :

o)) < €205 |lu~ vl
< 205€% |lu — vl|oo - | (2.13)

2. On s’intéresse & W défini par (2.9) . Nous avons vu dans la démonstration du lemme
2.4 que:

Mw) > 2e7%,  (w=uouv);
et, d’apres (2.6), on déduit que:

o 3Cs
0< W) < E’Z“; Vze [0,1]. (2.14)

1
Or Au) — A(v) = f 1 §(z)dz , donc avec 'inégalité (2.13) établie précédemment, on
obtient :

A1) = AMv)] < 4C5€% |lu~ vl|eo - (2.15)
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Chapitre 3. Processus stochastique non linéaire réfléchi auto-stabilisant

On en déduit que:

[Au(z) — Av(z)| < IA( @] 0(z)] + [W ()] |A(u) — A(v)]
Cs 305
< 520 €% Jlu — vl + 408 e |lu = vlle
<

CpeCs (ezcﬁ + 1) llu — v||eo

Donc:

lAu — Avlles < Cpe2%% (€2 +1) lu — v]|u

Ceci montre que ’application A est lipschitzienne et en particulier continue .

Il reste & montrer que A(Cpr) est compact. Puisque A(Cpr) C Cpr C B, d’aprés le
théoréme d’Ascoli, il suffit de voir que A(Cps) est une famille équicontinue de fonctions .
Cette condition est satisfaite si:

sup sup |(Au)(z)|< oo. (2.16)

u€Cpy z€[~1,1]

En utilisant la définition de Au, sa dérivée est donnée par:

(An)(2) = ~575 )(ﬁ*u)(m) eXp( / x(ﬁ*u)(y)dy).

Diou:

(Auy(e)] < 2 e,
donc (2.16) est vérifiée et A(Cps) est compact.

Nous sommes maintenant en mesure d’appliquer le théoréme de Brouwer: il existe
donc p dans Cps telle que Ap = p. Ce qui montre le (z) de notre théoréme .

(11) Puisque p est le point fixe de A, évidemment elle est de classe C? et on voit
facilement (en dérivant) qu’elle vérifie ’équation :

w(e) = =(Bxp)(z)u(z).
Supposons maintenant que P(X, € dz) = p(z)dz . Alors:
P(X, € dz) = p(z) dz.

Ceci achéve la démonstration du théoréeme 2.1 .
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3.2. Existence et unicité de la mesure stationnaire

3.2.3 Reésultat d’unicité pour la mesure stationnaire

Nous avons établi existence d’une mesure stationnaire pour ’équation (ER), étu-
dions & présent son unicité . Notre résultat sera:

Théoréme 2.6  Sous l'hypothése (Hj), il existe une constante g, telle que, pour
tout o > ag, , ’équation (2.1) admette au plus une solution .

Pour démontrer ce théoréme, nous considérons ’espace

“*{1/ -1,1] = Ry ; fiv(:s)dxz:l,y(x) = v(~z), Yz € [-1,1],

et sup v(z) < +oo}
z€[-1,1]

Nous allons utiliser un argument de contraction dans cet espace . Pour cela, nous avons
besoin de la décomposition (H;) de 3 qui induit le résultat préliminaire:

Lemme 2.7 Soit u_un élément de D . Alors: |
(i) Boxu(@)= [ [Bo(z+y)~ foly — ) ulv)dy, Vo [0,1] (2.17)
(11) Bxu(z)=Poxu(z)+az e Brulz)>az, Yrel0,1] (2.18)

Démonstration du lemme 2.7
(1) L’égalité (2.17) est évidente car Gy vérifie les mémes propriétés que 3 .
(17) Puisque § admet la décomposition donnée dans (H;), nous pouvons écrire:

Bxu(z) = foxu(z)+ ald*u(z)
1
= Boru@)+a [ (@-yul)dy
= foxu(z)+az.
D’autre part, 3o est une fonction croissante sur [0,1] et en utilisant (), il est facile de

voir que Gy * u(z) > 0,Vz € [0,1]. D’ou le résultat .

Démonstration du théoréme 2.6: Nous allons maintenant introduire un espace de Ba-
nach et une application définie sur cet espace, que nous vérifierons étre une contraction .
Soit donc p une solution de I’équation (2.1). D’aprés (2.18), on a:

p(z) = ) eXP( f (B * u)(y)dy) o )eXp(~9§—~) : Vzelo,1].  (219)
On note: ‘
Dy: = {z/ t[=1,1] = Ry, fl viz)dr =1, V(:c): =v(—z), Yz €[-1,1],
- o? (2.20)
V(@) < 35 )exp<-~§~>}
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Chapitre 3. Processus stochastique non linéaire réfléchi auto-stabilisant

et on munit cet espace de la norme N :

N(v) = f—li(l + lz|)v(z)dz, YveD,.

Il est clair que g € D, . Puisque A est un opérateur de D, dans D, l'idée de la preuve
du théoréme 2.6 est de montrer que, pour « assez grand, A est une contraction, ce qui
assure 'unicité du point fixe.

Pour cela, redécomposons Au — Av sous la forme:

(Alu) — A@))(z) = ;%;;5 b(z) + (\(v) — A(w)) W(z),

avec 0 et W définies respectivement par (2.8) et (2.9). Nous allons majorer successive-

ment ——— )\(u) et W .

Lemme 2.8 [l existe une constante ne dépendant que de 3y, notée K(Bo), telle que
pour tout u € D,

e )w\/‘ aK(B), Va>1. (2.21)

Démonstration du lemme 2.8 : Puisque [, vérifie la méme hypothése (H;) que 3, on peut
lui appliquer l'inégalité (2.6):

/:ﬂg*u(y)dy < Ch, Vzelol].

D’autre part, avec (2.18), et puisque [ * u est impaire, on a:

Mu) = 2/ exp( /(ﬁg*u) dy-———-) z

> 2 / exp(—~C§0)exp(—~%~—) dz .
0
Avec le changement de variable y = /a2, o > 1, nous obtenons:

Au) > %eXP(“Cﬁo)LﬁEXP(“%)dy

1
> —-?fgexp(-050)0 avec Cx/; e T dy.

Cao
On a donc le résultat du lemme 2.8 avec K(fo) = <

2C
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3.2. Existence et unicité de la mesure stationnaire

Lemme 2.9 Soit 0:[—1,1]— IR une fonction paire définie par:

0(z) = exp<—~ /:(5* u)(y)dy)~exp<~ /:(ﬁ * v)(y)dy); z € [0,1]

pour u et v appartenant @ D, . Alors:

2

|8(z)] < Cg %exp(wg;—z) Nu—-v) . ) (2.22)

Démonstration du lemme 2.9: En utilisant (2.18), on a:

0(a) = e 0o(z),

avec 0y défini comme 6 en remplacant [ par (. Nous nous intéressons tout d’abord a
90 N

1fo(z)] < /Hﬂ(y)dy i z€0,1]

o, comme dans la démonstration du lemme 2.5:

i

[ 6oy +2) = otz = ) (ul=) = (=) |,y e [0,1]
< [ 180ty +2) = oz = )l uz) = o) d=

< zcﬁoy/ (2) = v(z)|de = 2Cp / (1-{-2’);«4(:)2-—@(2)}
< ChpyN(u—v).

Ho(y)

Donc:
2

)] < o & exp(~2) N(u —v).

Remarque: On ne majore pas ici la puissance de x car elle nous sera utile dans la
suite .

Lemme 2.10
(1) A est un opérateur défini sur D, a valeurs dans D.

1) Il existe ag, > 0,0 < kg, < 1 tels que pour tout a > ag, et pour tous u,v € D,,
Bo Bo P Bo
ona:

N(A(u) — A(v)) < kg N(u—v). (2.23)

107



Chapitre 3. Processus stochastique non linéaire réfléchi auto-stabilisant

Démonstration du lemme 2.10: Avec la décomposition de A(u) — A(v), on a:

il

NA@W) = Aw) = N30+ (@) = Mw) W)

Au)

< K%;JN’(G) +A(0) = )| N (W)

Majorons le premier terme du membre de droite:

e )N( ) < VaK(B) [1(1 + |z]) Cp, f;-e“g'?éN (u—v)dz cf. (2.21)et(2.22).

En posant y = /o z, nous obtenons:

1 1 pvey oy Ny e
SO < 2VEK () O N —v) / (1+:/—5)5ge T dy

< K)o N =) [T (1+ ) e Fay
< g—./\/'(u —v)
(84

avec C une constante universelle ne dépendant que de fg.
On procéde de méme pour le terme |A(v) — A(u)| :

M) =AWl = |[ o)

1 g2 2
< Cpgy N(u —v) %G“T dz  d’aprés (2.22)

oo 2
< C?N(umv)/ yze"%‘dyz%N(u»v),
a2 0 [ %]

Et pour W on a:
NV = sz L+ b exo(= [(6 o)) dy e

< aKz(ﬂg\/./ <1+~—»-)exp( /5-(,8*v(z)dz)
< VeaC.

On obtient finalement

N(A(u) — A(v)) £ = N(u—-v).

Rl

C .
Avec « assez grand pour que — < 1, A est une contraction donc elle admet un unique
point fixe. Ceci établit le théoréme 2.6 .
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3.3 Convergence vers la mesure stationnaire dans le cas
symétrique

On se place déja dans le cas symétrique: on suppose que Xy est une variable aléatoire
de loi symétrique, indépendante du mouvement brownien et & valeurs dans [—1,1] .

On étudie le comportement asymptotique, lorsque ¢ — o0, du processus réfléchi
(Xi;t > 0) solution de (ER): on montre que, sous les hypothéses du théoréme 2.6,

c'est-a-dire § vérifiant (Hy) et (Hz), le processus réfléchi converge en distribution vers
I'unique mesure stationnaire p, solution de (2.1).

3.3.1 Reésultats préliminaires

Lemme de comparaison en loi

Nous établissons un lemme de comparaison en loi pour des E.D.S. réfléchies de forme
plus générale que (ER) et recouvrant ce cas particulier .
On note par:

Lip: = {b: Ry x[-1,1]~ R tel qu'il existe C;, > 0, tel que
Vo,y € [-1,1], V20, [b(t, ) - b(t,y)| < Cylz—yl}.

Pour b € Ly, il existe une unique solution forte X®) de I’équation différentielle stochas-
tique ordinaire réfléchie:

{
x® = X, + B, ,./ b(s, X®)ds — ky, t>0
(1]

x®e[-1,1], t>0

t (Es)
= [g }1{_1;1}(}{?}) d*ki-"

ke = /:n(X?’)dikls

\

avec (Bj;t > 0) un mouvement brownien unidimensionnel tel que By = 0, et X, une
variable aléatoire Fo— mesurable de loi symétrique, & valeurs dans [-1,1], et indépendante
du mouvement brownien . On peut pour s’en persuader consulter le théoréme 1.1 de
Sznitman cité au paragraphe 1.1 .

On va considérer des fonctions b vérifiant de plus:

(sgnz) b(t,z) > 0, Vt>0, Vrel[-1,1],z#0. (3.34)

On a alors le résultat suivant:
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Lemme 3.11  Soient b et ¢ deuz fonctions, éléments de Ly, , impaires, vérifiant
(3.34) et:

(sgnz) (b(t,z) — c(t,z)) > 0 (resp. <), Vt>0,Vee[-1,1],z#0.  (3.25)
Alors, pour toute fonction f:[~1,1] — IR paire et croissante sur [0,1], on a:
Eo[f(X)]< ELf(XI)) (resp. 2), Wt 20 (3.26)
avec Xéb)‘ = X{()C) = Xo = z. En particulier, pour tout n entier:

E[(XP)Y" < E[(X{)"] (resp. 2), Vt>0.

Démonstration du lemme 3.11: Soit (f,).>1 une suite de fonctions définies sur [-1,1], & va-
leurs réelles, paires , croissantes sur [0, 1], au moins de classe C? ,avec f/(—1) = f/(1) = 0,
telle que la suite vérifie:

lim f, = f.

(o de el

Par exemple, on peut prendre pour f, :

4

fO)=f(-1) size [.,1,_14,%{1)]1“%’1}
fa(2) =1 ¢a(z) Swe[~1+~§;,;,—1+—j;[u]z-i,1..§%]
| f(2) siz € ["H;{’l"i‘]

avec @n(z) choisie telle que f,(z) vérifie les propriétés requises .

a) On pose v,(t,z) : = Ex[fn(X§b))]
o(t,z) = B f(XP)]

avec Xog=z.
On note X{** le processus correspondant (solution de (E4)) partant de « .

La loi de -—Xt(b’x} étant identique a celle de t(b’_z) et f, (respectivement f) étant paire,
il est évident que v,(t,z) est paire en z pour tout entier n (respectivement v(t,z)) .

En appliquant la formule d’It6 & fn(Xt(b)) et en passant & ’espérance, on obtient 'E.D.P.
satisfaite par v, :

1
(v‘n)t = i(vn)m: - b(vn}x~ (327)
Soit (vn)z = 0, . Dérivons (3.27) par rapport & z :

(Tn)e = %(im)m — byt — b(Dn)s. (3.28)
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Sur R, x[0,1], 0 est solution de (3.28) et:

0,(0,z) = fl(z)>0 car f, est croissanteet = > 0
Un(t,1) U,(t,0) = B,(¢,—-1) = 0.

fl

On peut donc appliquer un principe de comparaison (cf. [LSUJ, p. 15) et en déduire ainsi
que: :
(vn)z (t,z) > 0 si 0<z<1

et par un argument de symétrie:

(’U“)x(t,&’})gﬂ si “1S$S0

b) Posons maintenant w,(t,z) = E, fn(Xt(c’x))]
| w(t,e) = B f(X(*))]
avec la méme convention de notation pour Xfc*x) .
On a, en notant L° le générateur infinitésimal du processus X(&%) :

Liw,(t,z) = (walt, z) — -;—(wﬂ)w(t, z)+c(t,z) (wn)(t,z) = 0.

D’autre part, en appliquant a cet opérateur la fonction v, définie auparavant, on déduit :
1
Lova(t,z) = (va)ilt,z) — -é(vn)m,(t, z)+clt, ) (vn)?;(t, )

= @ah(6,2) = 5(on)ea(t,7) + b(t,2) (v0)el2)
Helt, ) — b(t,2)] (vn)e(t,2)

= [e(t,z) — b(t,z)] (vn)z(t, ) d’aprés (a)

< 0  d’aprés I’ hypothese (3.25).

Nous avons donc montré que v, est une sous-solution de L°h = 0 et que w, est une
solution de cette équation. De plus, en ¢t =0 :

v,(0,2) = w,a(0,2) = fu(z).
D’aprés le principe du maximum parabolique, on a:
va(t,z) < wy(t,z).

On passe a la limite en appliquant le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue
pour obtenir: ‘

v(t,z) < w(t,z).
Ceci démontre la proposition .

Celle-ci nous dit que si zb(t,z) > z¢(t,z) (c’est-a-dire dans un certain sens, la dérive b
est plus forte que ¢), alors le processus X(®) est stochastiquement dominé par X .
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Quelques résultats sur des semi-groupes linéaires

Nous allons dans cet alinéa compiler quelques résultats relatifs aux semi-groupes li-
néaires symétriques sur une variété compacte. Soit b: [—1,1] — IR une fonction impaire
et croissante. Considérons 'opérateur:

£ f(@) = 31f"(=) - b(z) f'a)]

et la densité de probabilité v, définie par:

exo(— [ bu)dy)
/_11 exp(— /: b(y)dy)da: .

Les propriétés suivantes sont classiques (et faciles & vérifier en intégrant par parties):
pour toutes fonctions f,g a support dans [—1,1] et & valeurs réelles, de classe C? avec
f)y=7(=1)=g1)=¢(-1)=0,0na:

v(z) = (3.29)

<£bf')g>vb=< fs L:bg >y

<Ly f, fon= _.;. _i F2(2) y(z) dz .

On en déduit que L, est le générateur d’un semi-groupe (77 ;¢ > 0) markovien, symé-

trique par rapport a v, contractant dans tous les espaces LF(14),1 < p < co.
Mais en fait nous avons beaucoup mieux dans notre cas. On a le résultat suivant:

Lemme 3.12  Sous les hypothéses précédentes :

(i) L’opérateur (T;t > 0) est a trace (dans L*(13)).

(i) Les valeurs propres de L, sont négatives, et la plus grande valeur propre non nulle
est strictement négative (propriété de trou spectral) .

(111) Le spectre de lopérateur est discret .

Démonstration du lemme 3.12:

(i) Soit p; la densité de TP donnée, pour toute fonction f : [—1,1] — IR appartenant a
L*(»), par:

T 1(@) = [ pley) ) ldy).

La densité p, étant définie sur le compact [—1,1] et continue, elle est bornée. Donc, la
condition :

/;11 /—11 Ipe(z,y) P vs(z) (y) dz dy < oo

est satisfaite. Et cette condition implique (cf. [DS] tome 2, p. 1083) que 'opérateur 77
est, pour tout ¢ > 0, un opérateur de Hilbert-Schmidt (et donc un opérateur compact
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dans L*(v)). Mais la composée de deux opérateurs de Hilbert-Schmidt est a trace, donc
I'opérateur TP est & trace car:

T T oTb. '
(i1) Nous avons vu que:
1
<Lyf, f>u,= ~3 A (z)v(z) dz .
-1

Soient A une valeur propre de £y et f, la fonction propre associée & A. On a donc:
< Ly fas [n >0 = '\kaﬂfzﬂ(yb) = —”f;”iz(yb)-

D’autre part, on sait d’aprés U'inégalité de Poincaré (cf. [D] p. 25) que:

b e 2
[ 1 4d2(a:) / £ ez
avec d(z) = min{|z — 1|, |z + 1| }. Mais d est majorée, il existe donc une constante
C > 0 telle que:

1
7@ = ©

1 1
C / Fz)dz < f F2(c)de
-1 ~1
En appliquant cette inégalité pour une fonction propre f) avec A #0, on a:
C “‘f)\ n%}’(vb) < =A Nf}ﬁ”%?{vb} :

Donc A < 0. Ce qui montre la propriété de trou spectral, cf. [B] p. 98 .

(iii) Considérons un difféomorphisme défini sur Uintervalle [—1,1] et & valeurs dans le
demi-cercle inférieur de diamétre [—1,1]. Complétons ce demi-cercle en un cercle . On
définit la projection du demi-cercle inférieur sur le demi-cercle supérieur, orthogonale au
diametre [—1,1] .

On considére 'opérateur £, ordinaire défini sur ce cercle a I'aide du difféomorphisme
précédemment construit . Son image par la progectxon est un processus de Markov : c’est
notre processus réfléchi . ;

L’opérateur étant elliptique, on se restreint aux fonctions paires et de classe C?, de
dérivées nulles en —1 et 1. Elles vérifient donc g{:— = 0, o 7 est le vecteur normal
sortant au cercle .

113



Chapitre 3. Processus stochastique non linéaire réfléchi auto-stabilisant

3

Ce qui implique que L, est un opérateur elliptique sur une variété compacte . Son spectre
est donc discret . Ceci achéve la démonstration du lemme 3.12 .

On peut alors en déduire un résultat qui nous sera trés utile par la suite .

Corollaire 3.13  Soit b : [-1,1] — IR impaire, croissante et appartenant 4 Ly, .
On note X® ’unique solution forte de (Ey) de donnée initiale X((,b) admettant une den-

sité 0 par rapport ¢ vy, . Alors il existe A > 0 et C > 0 tels que, pour toute fonction
g € L*(v), on ait:

Eag(X))- [ glahm(e)da

< Ce|gllrzw) » (3.30)

uniformément en § .

Démonstration du corollaire 3.13: Soient (0,—A;,—Az,...) le spectre de l'opérateur L,

et les fonctions propres associées (fy = 1, fn,n > 1). La fonction ¢ appartenant a
L*(v), elle admet la décomposition suivante:

g(l‘) = Z <g>fn >Ub fn(x)

n>0
= <g 1>, +)Y. <g,fn> fulz).

n>1
On a alors:
Eg(g(X{"))=<0,T.g >, .

D’autre part, puisque Tif, = e~ ! f, pour tout n >0, on a:
Eo(g(X) =< g1 >0+ 3 < g, fa > € < o8>y, .
n>l
Donc:
b -
|Ea(a(Xi")= < 9,154 |< 301 < g0 fu >0 |7 | fulloo-

n>1
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Notons que

I fa lloo < €3 C(to) || fu ll2

car, ps,(z,y) étant borné, on a:

T fallee = [ Pul@) falz) m(da)
< Clo) M falle
< Clto) || full2

Et:

1

sgplEs(g(XEb)))-—<9,1>%{ < C’(Z "”““”i")) (Z<9,fn w)

n>1 n>1

< Cllglay e -4 (Z e-An(t—io})

n>1
Ayt
< Cllgllapye™

car lopérateur T est a trace . Ceci établit notre corollaire .

3.3.2 Théoréme de convergence

Nous sommes maintenant en mesure d’établir notre résultat de convergence de la loi
du processus réfléchi vers la mesure stationnaire:

Théoréme 3.14 Sous U’hypothése (Hs) et Uhypothése de symétrie de la donnée initiale
Xo, si (Xt)eso est le processus stochastique réfléchi solution de (ER), alors (Xt)io
converge en loi, lorsque t — oo, vers l'unique mesure invariante u(z)dz.

Remarque: Puisque X, est symétrique,on a: E(Xp) =0 . Et § étant impaire, on en
déduit que:

E(XF*) =0, VieN,Vt>0. (3.31)
Notations: On définit la fonction b en remarquant que I’équation (ER):

X, & Xo¥ By —-/ Bru(s,Xs)ds —k ¥i>0

P(X, € dz) = u(t,dz) Vt>0 (ER)

Xee[-L1] vt>0

avec le processus (k¢)s>o défini de maniere habituelle, est équivalente & (E;) avec:

b(t,2) = ElB(x - X)) = B *u(t,z) (3.32)

car u(t,.) est la densité du processus (Xi)i>0 .
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On a alors les propriétés suivantes pour b (d’apres celles de §):
(P;) x> b(t,z) est croissante en .
(Py) b(t,—z)=-b(t,z), ze[-1,1].
(Ps) b admet la décomposition b(t,z) = E[B3.(X,)] avec

Buly) = 3B —y) + B +3)), ye[-1,1].

(Py) —Cpz < blt,z) < Csgz, z€]0,1].
(Ps) b(t,z)= E[folz — X)] +az.

(Pe) 1b(t, ) = b(t,y)| < Cglz —yl.

On définit:
bi(z) : = sup b(t,z); by (z): = inf b(t,z), =z €]0,1]
t>tg t>to
bo(z) : = —bi(—2);  by(z) 2 = ~by(~2), z€[-1,0]
b(z) : = limsup b(t,z); b(z): = liminf b(¢t,2), z €[0,1]
t—300 t—+co
b(z) : = —b(—z); b(z) : = =b(-z), «e€[-1,0].

On déduit les propriétés suivantes :

(Pr) by, biy,b,b éont croissantes, impaires et uniformément lipschitziennes .
(Ps) Pour tout t > to,
by(z) <b(t,z) <by(z), z€[0,1]
bi(z) <b(t,z) <b,(z), ze€[-1,0].
(Ps) Pour tout o,
~Cs5 < by(z) < by(z) < Cp, z€][0,1]

—Cs < bz) < Bb&) < Cs, z€[0,1].

Notons:

l=f _
7(z) = uy(z) = i WALTL) (3.33)

(et de méme u avec b remplagé par b) .
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Pour démontrer le théoréme 3.14, nous allons effectuer des comparaisons en loi pour
des E.D.S. ordinaires de la forme (E;) avec pour dérive la limite supérieure et la limite
inférieure de la fonction b . Et nous utiliserons la décomposition (P3) de b die au fait que
le processus (X;)i>0 est symétrique .

Nous allons tout d’abord encadrer la fonction b par ses limite sup et limite inf .

Lemme 3.15
(i) Soit f :[=1,1] = IRy paire et croissante sur [0,1], de classe C*. Alors, il eziste
deuz constantes positives Cy, Cy telles que, pour tout t > 214

G+ [ fly, )y < B < [ fwhm, )y + Coe™ . (334)

(11) Et on a les inégalités suivantes :

B *(z) < bz) < b(t,z) < b(z) < B*ulz). (3.35)

Démonstration du lemme 3.15:

(i) Considérons les processus réfléchis X et X solutions des E.D.S. partant de #, et
avec terme de dérive by, et b, suivantes:

>

Lopte v - :
e Xtoww&g-dbto(xs)ds-wwk%; t> to

b=
i

1 st

X+ Bi= By =5 [ by(X)ds —kitkys 1210
0

avec k défini par:

Flo= [ 1) dEL, F= [ n(X)dH
L {~1,1} s I e A s s
et (k;)i>0 défini de la méme facon en remplacant k par k et X par X .

Appliquons le lemme de comparaison en loi (lemme 3.11) avec une fonction f définie
dans 1’énoncé du lemme . Nous obtenons:

E[f(X)] < E[f(X))] < E[f(X,)].

D’ot, d’apres le corollaire 3.13:
— i 1 A
5 CRyendinh) 4, [ S, W)y < E[f(X)] < [ f @), (9)dy + C'leye™ ) (3.36)
avec '
. 2 s 2
Bri= [ POw,0)d = i,

(et de méme k; avec b,, ala place de by, ) .
Il est facile de voir, grace a (Fs), que k; et k; sont finis . Et on choisit ¢ > 2¢¢ pour en
déduire (3.34) .
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(i) Soit z €]0,1]. On choisit f = 3, dans (3.36) . On a donc, avec la décomposition
(Pg) .

)
~Cie) 1 [ B (y) i () dy < blta) / Bay) vay, (y) dy + Cae=%)

En passant 4 la limite sup et a la limite inf lorsque ¢y — +00, on obtient, pour z € [0,1]:

1iminff B:(y y)dy < b(z) < b(t,z) < b(z) < limsup 53;( v, (y) dy.

to—¥00 to—+c0 -

Puisque b(z) = tli_gn by, (z) et by, sont bornées, on a:
000

timint [ () vs, ) dy = [ Buly)mly)dy = 5+7(z) < b(z).

De méme,
b(z) < B*u(e),

ce qui achéve la démonstration du lemme.

Montrons notre résultat de convergence:

Démonstration du théoréme 3.14: La preuve se fait en deux étapes . La premiére étape
consiste & montrer que b(¢,.) converge, quand ¢ — 00, c’est-a-dire que b = b . Pour cela,
nous aurons besoin du lemme précédent . La deuxiéme étape consiste a identifier cette
limite .

1. Nous avons besoin d’un résultat général.

Lemme 3.16  Soient ¢ et d deuz fonctions vérifiant les hypothéses:
¢,d : [=1,1] = IR impaires, croissantes, appartenant & Ly, , telles que

(sgnz)(c(z) — d(z)) > 0,Vz € [-1,1],z #0.
Soit f:[—1,1] — IR une fonction paire et croissante sur [0,1]. On a alors:
1 1
[ fwvwdy < [ f@)vay)dy (3.37)

avec v, €t vy définies par (3.29) .

Démonstration du lemme 3.16: Nous appliquons le lemme de comparaison en loi aux
processus X(©) et X@ solutions respectives partant de zéro de (E.) et (Ey):

E[f(X)] < E[f(Xx¥)].

On déduit (3.37) en utilisant le corollaire 3.13 et en passant & la limite quand t — +o00 .
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Appliquons le lemme 3.16 aux fonctions 3 * @, b, b, 8 * u qui vérifient I'inégalité

(3.35):
[ ) (A @dy = [ 5@ vty dy
| < [_ Ilf(y)ﬁ(y)dy
< [ fwuw)dy
< [ fw)vsecty) dy
[ 1) (Am)(y) dy. (3.38)

I

Soient f(z) =1+ |z| et
Nw) s = [ f(z) u(z)|de.
Avec l'inégalité (3.38) et cette notation, on a:
N(u—7) < N(Au — Au). (3.39)

D’autre part a I’aide de (2.18), on peut montrer que:

exp(-— /ﬁ s *'ﬁ(y)dy) 1 oz?
[ oo~ [ 8entis)is @ (-5 =elll

On en déduit, en utilisant (3.33) et (3.35), que:
. 1 az?
a(z) < _eg?

d’ou T € D, . Avec les mémes arguments: u € D, .

On peut alors appliquer le lemme 2.10: il existe k, < 1 tel que:
N(AT — Au) < ko N(@—u). (3.40)
On déduit de (3.39) et (3.40) que u =1u =: u*, et avec (3.35) : b=1b=:b".

2. On veut montrer & présent que, pour toute fonction f :[-1,1] ~ IR paire et
croissante sur [0,1], on a:

lim B(X)] = [ (&) (o) de (3.41)

avec g l’unique solution de (2.1) .
D’aprés (3.35), on a: b* = B pu*. Alors p* vérifie (2.1):

Iz
eXp—L B* u(y) dy
A(p*)
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Et par unicité, p* = p, c’est la mesure stationnaire .
De plus:

to=00

= [ fw)utw)dy.

Jim [ 11 fW)w, (y)dy = lim ]j JWw, () dy

Donc (3.41) est établi . On a montré que le processus réfléchi (X¢):>o converge en loi vers
la mesure stationnaire p(z)dz .
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3.4 Convergence dans le cas non symétrique

Nous nous placons maintenant dans le cas non symétrique i.e. ou la donnée initiale
X, est une v.a. non symétrique & valeurs dans [—1,1] et nous voulons montrer que le
processus réfléchi converge en loi vers la mesure invariante dans ce cas également .

La loi de (Xt)izg ne sera plus symétrique et nous ne pouvons donc pas utiliser la
décomposition (P;) . Nous allons séparer la fonction b en une partie paire b, et une partie
impaire b;

b: =by+b | (4.42)
by(t.): = EEENETD L prae x)— e + x0) (4.43)
bt,z): = b2 "’;’(t’ =2) _ % E[B(z — X:) + Bz + X1)]. (4.44)

Pour montrer la convergence en distribution du processus réfléchi (X;)i>o vers la me-
sure invariante, nous allons établir une sorte de principe de symétrisation: pour toute
fonction f impaire et croissante,

Jlim EIF(X)] = 0.
En particulier, puisque y — ((z — y) — B(z + y) est impaire, on en déduira que:
t§+moebp(t,x) =0,
et

lim E[X?*' =0; ielN.

f 00

Il suffira donc, pour établir la convergence, de s’intéresser a la partie impaire de b & la
limite .

Pour ce faire, nous introduisons deux processus auxiliaires; notre démonstration sera
b b

basée sur des comparaisons entre ceux-ci et le processus (X;)i>o . Considérons les deux

processus réfléchis (Y;)i>o et (Z; )50 associés & (X;)so , définis par:

i

Yi=Xo4 B;— % L bi(s,Y,) ds — kY (4.45)
1 t

Zi= Bi-3 [0 bi(s, Z,) ds — k7 (4.46)

Bl= [Lan0dil, K= [ dil,

et k? défini de la méme maniére en remplacant ¥ par Z .
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La dérive b; vérifiant les hypothéses du théoréme d’existence et d’unicité de Watanabe (cf.
[W1]), c’est-a-dire elle est lipschitzienne et bornée, les processus (Y;):>0 et (Z¢)i>o sont
donc des processus linéaires bien définis .

On remarque que le processus (Z;):>o étant un processus de méme loi que (—Z;)i30, on
a: E(Z;) = 0 et E[(Z)**] =0,Vie N,V >0 . Ce qui n’est pas vérifié pour Y .

Deux premiers résultats nous permettront d’établir notre principe de symétrisation
(lemme 4.19) . On compare successivement Y 4 Zet X aY .

Lemme 4.17 Avec Y et Z définis ci-dessus, on a:

at

Y; — Z] < |[Xole"z; t2>0. (4.47)

Démonstration du lemme 4.17 :
e Le processus (Y; — Z;):»0 est & variation bornée, on a donc:

t
Yo 2 = Xol + [ sen(Yi = Z) Lyezy d(Y, = 2,)

Etudions le signe de:

~ ¢ t ‘

At): = ““fo sgn(Y, — Z,) Ly 22,y dk +/(; sgn(Y, — Z,) Liy,zz,y dk? .
Pour cela, nous décomposons (k} )i>o sous la forme:
ki = k" + k{‘-’

avec: . .
kty* 1= / l{Ysz-H.} dk;f et kty' P= / l{YQ:w-I} dkj .
4] o

Donc:
H 1 1
- /0 sgn(Ys—2Z,) 1y, uz,y di¥ = — /G sen(Yo—Z,) Liy,uz, dk¥*— L sgn(Ye—Z,) Ly, 27,y dk? ~.

Sur 'ensemble {Y; = +1}, sgn(Y; — Z;) et dkY sont des quantités toutes les deux positives.
Et elles sont toutes les deux négatives sur 'ensemble {Y, = —1} . On en déduit que:

t
- /0 sgn(Y, — Z,) Liy,zz,) dkl < 0,

Avec les mémes arguments, on obtient :
4
/0 sgn(Ys - Zs) l{y’¢zs} dksz S 0.
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Donc:
A(t) <0, Vt>o0.

Ce qui nous donne:
1 rt ~
Vi = Zi] < [Xol =3 je sen(Y: — Z) Ly 2z [bi(s, Y2) — bils, Zs)] ds.
e D’autre part, d’aprés (P5), on a:

bi(t,y)—bi(t, z) = aly—z)+ %E{ﬁo(y—xz)—ﬁa(z-)(t)l - %E[ﬁo(y"%-Xs) — ﬂe(z-%-Xt)} s

Vy,z € [-1,1], V¢ > 0.

De plus, puisque [y est croissante, les deux derniers termes du membre de droite de
I’égalité précédente sont positifs, d’oti:

Sgn(y = Z) i{y#z} [bz'(tay) .t bi(ta Z)} E {y - ’zt :
D’ou:

Y - Z| < |Xol w~g—Lt{n~Zsids.

On applique le lemme de Gronwall poﬁr trouver le résultat :

Y, - Zi| < |Xole ¥ .

Lemme 4.18 [l existe une constante ¢ dépendant de 3 et Xy, telle que:

E(IX,~Y)|) < ce¥; t>0. (4.48)

Démonstration du lemme 4.18:
1. En introduisant les parties paire et impaire de la fonction b, on a:

1 t
X =Yl < =5 [ 9(e)ds; t20 (4.49)
avec
P(t) = sgn(Xe = Yy) Lixpvy [b(2, X0) = bi(1,Y)], ¢20
= sgn(X: — Yo) Lix,my [Bp(t, X0) + Bilt, Xi) — bi(t, Yi)]  d’apres (4.42) .
On pose:

V() : = () + a(t) + Pa(t) .
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On introduit artificiellement un terme de la forme de b, avec X; remplacé par Y;, pour
ensuite majorer chaque 1; séparément :

hi(t) = sgn(Xe — Yi) Lixesny [0ilt, X2) — bi(2, )]
Ya(t) : = sgn(Xe — Ya) Lixuy £(8, X0)
Pa(t) = sgn(X: — Vi) Lixopriy [0n(t, Xo) — F(2, X))
fls,0) ¢ = 5 E[e~Y) Bz + o).

2. Calculons
1
bp(t,z) = f(t,2) = a[E(Yy) = E(X)] + 5 E[fo(z — Xi) = fo(z — Y)]
1
+3 E[Bo(z + Y3) — Bo(z + X3)] -
Considérons une v.a. X' de méme loi que X et indépendante du couple (X,Y) . Alors:

(e, 2) — £(t,2)] < @ |BY:) ~ B + 5 Ellfo(e ~ X0) = ol — V)]

+3 Ellfo(z + ¥5) ~ oz + X,
~E(s(0)) < alB(Y) ~ BX)| + 5 ElI6o(Xi ~ X))~ fo(X; ~ V)]
+ 5 BllAo(X; + )~ Bu(X + X)) (4.50)
3. De la méme maniére, on a:
sgn(z —y) }l{#y} [bi(t,z) = bi(t,y)] = alz -yl
+5 Blsgn(z — )L epyy (Bolz ~ X0) = foly — X))
+ 5 Elsgn(e — y) Lz (Bolz + Xe) = foly + X0))]

= alz—y|

+ % El|Bo(z — X;) — Bo(y — X))|]

1
+ 5 El|Bo(z + X1) — Bo(y + X)) .-
On obtient donc:

E(4i(t) = « (X, — Yil) + 5 ElI8o(X, = X)) = (¥ = X))

+5 BlIBo(X, + X!) — Bol¥i + XD (@5
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En réunissant (4.50) et (4.51), on déduit:

— B(bs(t) — E(i(s)) < alE(X,) - B(Y.)| — a E(IX, - Yi])
< aE(X - Yi). (4.52)

4. On a: 1
f(fa??) = E(Y:) + 3 E{Bo(z ““‘Y%) — Bo(z + Y2)]

Donc, en utilisant le fait que [y est croissante et lipschitzienne, on obtient, avec X’ une
version indépendante de X :

—a(t) = —sgn(Xe = ¥) Lpxaary (= @ BOY) + 5 BIBo(X — ¥) = Bo(X; + V)

I

o B(Y) — %E{BO(X;; —Y)) = Bo( X! + V2]

IA

@B + 5 580(4) Lo BIA(X: - ¥0) — Aol X, + Yo

a|E(Y))| + sgn(Y:) Livizo) E[CoYi]]
(O,’ + Cﬁe) iE(K‘)%

IAAN

—E(a(t)) < (o+Cp) |E(Y:)]-

La dérive de 'E.D.S. vérifiée par Z étant impaire (b;) et Zy = 0, alors le processus (Z;)ss0
a une loi symétrique, donc E(Z;) = 0 . Alors, d’aprés le lemme 4.17, on a:

|E(Y,)| = |B(Y; — Z,)| < E(|Y: — Z|) < E(|Xo|) e ¥

Finalement, on obtient : t
—E(1a(t)) < Ce™%, (4.53)

ou C désigne une constante universelle qui change d’une ligne a l'autre.

5. En prenant l'espérance de (4.49) et en utilisant (4.52) et (4.53), on a:

1 st _as
B(IX: Y < 3 /@ (e E(IX, - Yi|) + Ce %) ds.
On applique le lemme de Gronwall pour obtenir (4.48):

E(|X,-Y]) < Ce % .
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Nous allons & présent établir une inégalité entre les processus (X:)i>o0 et (Z¢)e»o qui
nous meénera au principe de symétrisation . Le point clé de la preuve sera le fait que le
processus (Z:)i»o est symétrique.

Lemme 4.19  Soit h : [—1,1] — IR une fonction lipschitzienne,

ie. |h(z)—h(y)| < Chlz—y|, Vz,y € [-1,1] . Alors il existe une constante K dépendant
de O}, et Xg, telle que:

|E(R(X,)) — E(h(Z))| < Ke % ;  t>0. (4.54)
St de plus h est une fonction impaire, on a le principe de symétrisation :
|E(h(X:))] < Ke %3 t20, (4.55)
en particulier:

lim b,(¢t,z) = 0; z€[-1,1].

t—++400

Démonstration du lemme 4.19:
e On introduit le processus réfléchi (Y;);>0 de la fagon suivante:

E(h(X:)) = E(h(Z:)) = E[R(X) — h(Y2)] + E[A(Y:) — h(Z:)].
Or, on a:

[E(R(X:) = h(Y2))] < ChE(|X:—Yi)

<
< ChCe %  dlapres (4.48) .

D’autre part, avec le lemme 4.17, on obtient :

at

h(Y) = h(Z)] < |Xol Che ¥

On en déduit 'inégalité (4.54) .

e Si de plus la fonction h est impaire, puisque le processus (Z;)>0 est symétrique ,
on a: E[h(Z;)] = 0, ce qui nous donne le principe de symétrisation (4.55) .

e Et le dernier point provient du fait que Papplication y — B(z — y) — B(z + y) est

impaire .
Ceci achéve la démonstration de notre lemme .

On peut alors établir notre résultat de convergence dans le cas non symétrique .
Théoréme 4.20  Sous U'hypothése (H,) et dans le cas d’une donnée initiale X, quel-
conque (non symétrique), le processus réfléchi (X¢)t>0 converge en loi, quandt — + oo,

vers l'unique mesure de probabilité invariante yu(z)dz solution de I’équation (2.1) .
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Démonstration du théoréme 4.20: Notre preuve consiste & montrer que le processus (Z;):>o
a dérive b; converge en loi vers la mesure stationnaire ; et & utiliser ensuite le lemme pré-
cédent pour conclure sur un résultat de convergence pour le processus réfléchi (X:)i>o -

Nous allons écrire une inégalité du type (3.36) pour le processus (Z;):;»o solution de
- (4.46) . Pour cela, posons:

c(t,z) : = bi(t,z)

(puisque t_i}_xgzw b, = 0, on examine la partie impaire ) .

Pour tg > 0, on définit &, ¢;,, ¢ et ¢ comme dans le cas symétrique . ¢ est une fonc-
tion impaire vérifiant I'inégalité suivante:

~Cpz < e(t,z) < Cagz; z€][0,1].
Par une approche similaire au lemme 3.15, on obtient, pour tout ¢ > ¢
1 1
~Cre 4 [ fw)va () dy < BUAZ) £ Cre™ + [ fy)v., () dy  (456)
avec f : [~1,1] = IR, une fonction paire, croissante sur [0,1] et de classe C? .

Choisissons f = B, définie par (Ps), pour z € [0,1], et intéressons-nous & la borne supé-
rieure (on peut faire de méme pour la borne inférieure) dans (4.56):

ot,z) = bi(t,z) = E[B:(Z,)] < ce™™ + f_ 1 Ba(y)ve, (v)dy; t>to

En passant & la limite sup quand to — 400, on obtient:

o) < [ Buly) o) dy = B ule)

avec les définitions (3.29) et (3.33) de v et u .
Par symétrie, on a:

Bxu(z) < c(z) < &z) < Bru(z). (4.57)

Comme dans la preuve du théoréme 3.14, on en déduit que:
TU=u=:p e ¢c=¢=:Fx*xpu.

En particulier, u est une solution de (2.1) et on a:

tlg_nm bi(t,z) = B*plz).

On peut alors appliquer notre principe de symétrisation (lemme 4.19) pour obtenir:
Jm b(t,z) = [ *p(z).
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En passant & la limite quand ¢ — +o00 dans (4.56), on a:

Jim B2 = [ S dy.

Alors, puisque le processus (Z;):»0 converge en loi vers u(z)dz, et par P'inégalité (4.54)
du lemme 4.19 en passant & la limite quand ¢t — 400, on en déduit que (X;);>o converge
en loi vers pu(z)dz . Ceci achéve la preuve du théoréme .
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3.5 Deux cas particuliers

Nous avons établi la convergence en loi vers une mesure invariante unique dans le cas
ot la fonction S peut s’écrire sous la forme: 8(z) = Fy(z) + az, avec o > 0 grand et
certaines conditions sur Gy ((Hi)). Il y a des situations ot nous savons prouver que l’on
peut choisir @ = 0 et obtenir les mémes résultats .

En effet, nous allons étudier deux cas particuliers de fonctions 3 ne vérifiant pas
cette hypothése (H,): B(z) = z° et B(z) = z° pour lesquels nous savons seulement pour
Pinstant qu’il existe une mesure stationnaire (I’hypothése (H;) n’étant pas requise pour
ce résultat). Pour ces deux cas, on peut donc choisir a = 0, en référence & (H,) . Nous
allons montrer I'unicité de la mesure stationnaire dans le cas de ces deux fonctions, et la
convergence en loi pour 3(z) = z° . Les techniques de démonstration seront différentes
de ce qui précéde: on utilisera la forme explicite de la mesure invariante .

3.5.1 Lecas §3(z) = z°

Evaluons:
Bxu(t,z) = E[B(z— Xi)]
= E[(z- X.)’]
= 2% — 3my(t)2® + 3ma(t) z — ma(t)
ot les moments de (X;)i>o sont notés: my(t) : = E[X]], Vi>0.

Dans ce cas, 'E.D.S. (ER) s’écrit :

t
Xt = Xg -+ Bt - %/{X? -—3m1(s)X32 -+ 3’”’22(8)){5 - mg(S)} ds — kix
0
Plagons-nous dans le cas symétrique:
D’ou: L
X;=Xo+ B~ 3 /0 (X3 + 3my(s)X,) ds — k¥
ma(t) = B(XP) | (5-58)
W= [ LX) dR L K = fn(x ) dlk¥|
t o {~1,1} S s1 M= s s

$’il existe une mesure invariante y, elle vérifiera, d’aprés (2.1) (avec la notation (3.29)),
Péquation suivante:

x4 x?

exp—~(-——— + 3m2-—--)

— 4 2 .

p,(m) = — o 2 = V%;_;__i_gmz%z (5.59)
[ o= (G + ama) e
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Lemme 5.21  Le processus réfléchi (Xy)i>o solution de (5.58) admet une unique mesure
invariante symétrique u(z)dz solution de (5.59) .

Démonstration du lemme 5.21: Trouver dans ce cas une solution de 1’équation (2.1) est
équivalent & montrer 'existence de m, € IRy tel que: '

/1 z? exp—-(fi + 3m2§—2—) dz

d’(mz) L= “il 44 22 = my.
[ exp——(-x—- + 3m2§—-) dz
-1 4 2
Notons
1. 584 $2
pi o= pilmg) o= /lm‘ exp——(z— + 3m2~é—) dzx (5.60)
" Hi
;- = . 5.61
fi p (5.61)

Calculons la dérivée de 9 :

Y'(ma) = “§[

S - (] = g - .

Ho Ho
En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
T/)’(mz) < 0.

De plus ¥(0) > 0, donc il existe un unique point fixe m > 0 pour ¥ (i.e. ¥(mq) = m2).
Nous avons ainsi établi le lemme 5.21 .

Nous nous intéressons & présent & la convergence en loi dans le cas symétrique du
processus réfléchi vers cette unique mesure stationnaire .

Théoréme 5.22  Soit (X;)>0 le processus réfléchi solution de (5.58) dont la donnée
initiale Xy est une v.a. de loi symétriqgue & valeurs dans [—1,1] . Soit p(z)dz 'unique
mesure invariante associée solution de (5.59) . Alors (X¢)i>o converge en distribution,
lorsque t — 400, vers p(z)dz .

Comme précédemment, on a:

mois(t) = E[X¥*] =0, Vie N, Vt>0;
et I’ E.D.S. (ER) devient:

i
X, = Xo + Bi — %/(Xf + 3ma(s) X.)ds — kX
4]
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Nous avons besoin d’un résultat préliminaire .

Lemme 5.28  La fonction my(t) converge, quand t — +oo, vers m, l'unique point
fize de Uapplication 1 .

Démonstration du lemme 5.23:

1. On note:
my(te) : = inf ma(t); Ma(to) : = supma(t)
t>tg >t
et on définit:
m, : = liminfmy(t) = supmy(to); My @ = limsupma(t) = inf7i(to) .
teptoo ts ‘ t—400 to

Considérons le processus réfléchi (¥;):50, solution de I’ E.D.S. réfléchie:
1 st ;
Yo=Y+ Bo— By — 5 [ (Y24 3ma(s)Y)ds — (K — k) 12t (562)
to
Les applications z — z° 4+ 3my(t)z et z = 23 + 3mu(te)z (z > 0, ¢ > o) vérifient
les hypothéses du lemme 3.11 de comparaison en loi (i.e. lipschitziennes et positives pour
z>0)et
23 4 3my(t)z > 23 + 3my(to)z; =>0,t>1.

On a donc, d’aprés (3.26) et (3.34):

. . 1 .
mayi(t) = E(X?) < B(Y) < ce™t) 4 f 2 D (1) (z) dz 5 £ 2 1o (5.63)
-1

avec la notation (pour a € IRy):

! 3az?
= 2 ) (5.60
Ve(z) = - .
Aa)
. 1 zt  3az®
Ma) = /_ exp ~(F+5)de (5.65)
Dans (5.63), passons 4 la limite sup quand ¢ — 400 . On obtient:
1 .
Ty < f % sz(:r)dx.
-1
De méme, on a:
1 .
my > [ a¥ i, (2)da.
-1
En particulier (pour ¢ = 1 et 2):
1 1 ;
f 2 i (z) de < my < T < / 22 iy, (z) do (5.66)
-1 -1
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1 1
/ ot (2)dz < m, < Ty < / 2% U, () dz . (5.67)
-1 ~1

Par intégration par parties, on obtient (pour a € IR, ):

[11 (z* + 3az?) Pp(z)dz = 1 — :\(Za) exp[—— Gi + %)]

= 1 - a) ' (5.68)
. 1 2
Puisque my < [_1 z° Uy, (z) dz
1
My < /_1 2t i, (7) de

on a, avec (5.68):

1
My + 3my, < / (z* + 3my2?) i, (2)dz = 1 — c(my).
~1 -

Et par symétrie:
my + 3Mam, > 1 — ¢(m).

On a donc:
1 —c¢(M2) <my +3mymy <y + 3Mam, < 1 — c(my). (5.69)
D’autre part:
1 z* 3az?
_ (L L 3a z_ — (= d
d(a) = 3eXp{ (4+2)]£1(x l)exp[ (4 i 2 )I ‘
([ ol (G + 5 ) ae)
LTI T

d(a) < 0.
On en déduit que: ¢(My) < e(m,) .
Avec (5.69), on a alors: ¢(fi2) = ¢(m,) =: ¢.
On en tire:

'ﬁz“4:m4:m4

et
my =1 - Cq — 3m2ﬁ2.
D’aprés (5.67) et (5.68), on a:
1 1
my < [_lx“ﬁ%(x)dx =1-c ——3@2/ :z:zz?%(x)dx.

-1
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On en déduit que:
1
.[~1 2 O (z) dz < .

(5.66) nous donne I’ inégalité contraire, on a donc I’ égalité:

3

1
2 = [_1$2ym_2(z)dm,
D’ ou: . .
my =1—c—3my /lwgﬁm_z(x)dx = / ' vy, (z) dz.
- .....1 —

Par symétrie, on obtient :

v (2)de = [ 25 () d
[_150 Vm2(ﬂ7)$-[—1$ Ui, () d .

2. Montrons que cette derniére égalité implique m, = 7, . Soit ¢ une fonction,
¢ :[—1,1] = IR, définie par:

pla) 1 = /jz z* zZ,(:e) dz

avec la notation (5.64) . Calculons la dérivée de ¢

o =5\, on@)de = [ @ [ ) da]

Puisque #,(z) dz est une mesure de probabilité sur [~1, +1], I’ inégalité de Holder implique
que:

¢'(a) <0,
¢ est donc décroissante . Puisque ¢(m,) = ¢(;) (cf. 1), alors:

My = Mgy =: M.

Ce qui achéve la preuve du lemme .

Démonstration du théoréme 5.22: Nous allons montrer que pour les monémes d’expo-
sant pair (c’est-a-dire les moments d’ordre pair de X), on a la convergence:

pap(m) —
po(m)
avec les notations (5.60) et (5.61) et m 'unique point fixe de ¢ (cf. lemme 5.23) .

(5.66) est vraie pour p = 1: c’est le lemme 5.23 .
Soit donc p > 2 . En appliquant la propriété de Markov, on a, pour ¢ > #g:

}}_}g magp(t) = frap(m) (5.70)

mzP(t) = E(thp) = E{Exto (Xzfto)}v
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on peut donc se restreindre aux processus partant de £ .
On note (X;*)¢>o les processus solutions des E.D.S. linéaires :

t
Xt = Xy, + B - ’é‘ [(X3*)* + 3(m £ €)X7* | ds — k;*.
0

Choisissons tg assez grand et ¢ > 0 petit pour que, pour ¢ > tg, on ait (d’apres le lemme
5.23):

m—¢e < me(t) < m+e.

Appliquons le lemme de comparaison en loi (lemme 3.11) avec f(z) = 2% :

liminf E[ (X£*)*] < liminf E(X/?) < limsup E(X??) < limsup E[(X:7)?] . (5.71)
t~300 t—ro0 t—o00 t~r00

Utilisons maintenant le corollaire 3.13 avec la méme fonction puissance . On obtient en
passant & la limite quand ¢ — +o00:

/1 z? exp—(f- _3mEe) :£:5)5c2) dz

: ex\2p] _ J—1 4 2 -

}}_}%EE(Xt )7l = 1 2t 3(m +e)a? = fgp(m te),
/.1 exp--(—z———-——m—-———-——-----——2 )dx

cette limite étant uniforme par rapport & la loi initiale  du processus . Ce qui nous donne,
d’apres (5.71):

fizp(m +¢) < liminf B(X}7) < limsup E(X;”) < figp(m — €).

t—+00

Or Iii%,fcgp(m +e) = fizp(m), ce qui prouve (5.70) . Il reste & conclure .

Nous avons vu que les moments d’ordre impair sont nuls, et que ceux d’ordre pair
convergent vers une quantité bornée . Les fonctions puissance formant une classe dense de
I’espace des fonctions continues, on en déduit que la loi de (X;):>0 converge étroitement
vers la mesure stationnaire p(z)dz .

3.5.2 Lecas f(z) = 2°

Nous notons encore : .

mi(t) : = E[X] = / ' u(t,z)dr.

-1
avec u(t,.) la densité du processus (X;)io -
Alors:
ElB(z — X,)] = 2° — 5my(t)z* + 10ma(t)z® — 10ms(t)z? + 5my(t)e — ms(t).
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On se place dans le cas symétrique, donc I’E.D.S. (ER) devient :

; ]_ i
X, =Xo+Bi -3 [0 (X5 + 10ma(s) X2 + 5ma(s)X,) ds — kX

X, e[-1,1], Vt>0

< ; (5.72)
|k, = ]G 1y ay(X,)dIE],

t
ke = [ n(X0)dlE¥,
0
Si la mesure stationnaire existe, elle est de la forme:

.5
exp ——(%- + Smaat* + %mw"’)

plz) = i . .
/ exp—~(~‘€§- + gmgm‘* + %m4m2) dz
-1

(5.73)

Définissons :

Yi(ma,my) = fi 3:2 P {.. (%ﬁ + %m2$4 + %m4x2)} dz

[i exp [ - (%ﬁ + 2myat + %m@ﬂ] dz

Lemme 5.24: [l existe une unique solution (mgy,my4) au systéme

{ ¢1(m23m4) = M2

1,52(7)‘12,’!724) = M4 .

Cette solution nous fournit une unique mesure stationnaire pour 'E.D.S. (5.72) donnée

par (5.73) .

Démonstration du lemme 5.24: La démonstration se décompose en trois étapes . L’idée

est la méme que pour le cas B(z) = 2°: il s’agit d’établir 'existence du point fixe de
deux applications .

1. On note
v ® 5 , 5
i o= ;::'(mz,mfi) — /;} z exp{~(~—é~+§mgx +—2-m4:c H dzx
,fz,' L= “i.

Ho
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Les moments d’ordre impair étant nuls car nous nous sommes placés dans le cas symé-
trique, nous nous intéressons aux moments d’ordre pair . Calculons la dérivée du moment
d’ordre 2: par rapport & m, et & my:

5#2:‘ a,tto
8!’:52:' — amg -Ho Hai amg
5?’7’&2 /j,%
5 ol ~ s
= —5 (fiaita — fafizi) <0 d’aprés Holder.
De méme: 9 .
Hai . L.
AT T T ez ;) <0.
Oy 5 (f2it2 fia fi2i)

On en déduit que fi,; est décroissante en m, et en my . On fixe my > 0. Puisque fiz(ma,.)
est décroissante, il existe un unique my = ¢(m;) tel que

fia(ma, p(m2)) = ma, (5.74)
dés que fiz(ma,0) > my; cela étant toujours vérifié car mqy <1 .
De la méme maniére, il existe un unique my = y(ms) tel que

fa(mz,v(mz)) = v(ma). (5.75)

2. Nous avons montré que fi, et fi4 admettent chacune un point fixe . Exploitons & présent
ce résultat : nous allons établir I'existence d’un unique my > 0 tel que y(mz2) = p(m2) .
Supposons qu’on a un tel my > 0 . Alors on a:

—¢'(m2) > —7'(my). (5.76)

En effet, dérivons par rapport & my les deux égalités (5.74) et (5.75) que I'on vient d’ob-
tenir:

1= gii + 8:{22)-%'@"2)
Dou: X 1 . N
o - 2) - () v
avee &= =22 = 2 i) >0



3.5. Deux cas particuliers

£t 19 19
' Ha o 27
(M) = T3 5y =TT A Oy < °
avec A = —?& >0.
8m4

L’inégalité (5.76) est donc équivalente &:

(1 4 A)z > (8:“2) (8%4)‘

8’]?7;2

Vérifions qu’elle est bien satisfaite .
En intégrant par parties o, on obtient:

N 1 5 . N
e =1 —2exp—|=+ =(ma+my)) — Smafia — 10mg iy
6 2

D’ou:
gi;i = —5m 55222 10m gii —~10,&4+56xp[—— (%+g(m2+m4))ji
gf% = —5m4g—?%{;-5 fig — 10m2g~g—~i+5<axp{—— (%—!—g(mz—km‘;))}.
On en déduit que:
—g% < -—%A%— %ﬂf;

D’ ou:
(5o2) * (5) < (gt + oty 2 2y

8m4 8mg ng Mgy L7
A . N
S (1*‘5‘)(1*22&) C&I‘ﬂ4zm4et}[£23m2
< (1 +4A).

Nous utilisons le lemme suivant pour conclure:

Lemme 5.25  Soient f:[0,1] = Ry, g:[0,1] = IR,, deuz fonctions décroissantes de
classe C* et telles que:

{tel0,1); fA) =g} Cc{t€[0,1]; - f'() > g (®)}.
Alors il existe au plus un t tel que f(t) = g(t) .
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Avec (5.76), on en déduit alors qu’il existe un unique my > 0 tel que
v(mz) = @(my) . On a donc établi l'existence d’un couple unique (my,y(m3)) solution

du systéme:
{ Y1(mz,v(m2)) = ma
h2(ma, y(m2)) = v(ma).

Ceci nous montre qu’il existe une et une seule mesure stationnaire donnée par (5.73) .
Ceci achéve la preuve du lemme 5.24 .

3. Démonstration du lemme 5.25:

Pour établir le résultat, posons h(z) : = f(z) — g(z) .

Si h(z) = 0, alors h'(z) > 0 par hypothése . Et alors h(y) > 0, Vy €]z,z + ¢] pour un
e>0.

On se donne t; < ¢, tels que h(t;) = h(tz) = 0, et on définit

st =inf{u €jt,t5); h(u) = 0}.

On a h(ty) = h(s) = 0 et, pour tout u € [t1,s[, h(u) > h(t,) = h(s) =0
Par conséquent: h'(s) < 0, ce qui nous donne une contradiction, donc il existe un unique
t tel que A(t) = 0 .
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3.6 Extension de I’hypothése (H,)

La section précédente nous conduit & essayer d’élargir la classe de fonctions de I’hy-
pothése (Hj) . ’

Remarque: On peut établir des résultats similaires en remplagant "’hypothése a > 0
grand par le fait que le processus X appartient a I'intervalle [—¢,¢] avec £ > 0 petit .

En général, nos résultats (c’est-a-dire ['unicité de la mesure invariante et la convergence
en loi du processus réfléchi vers celle-ci) seront valables également dans les situations ot :

(Hy) B(z) = Bo(z) + az”, avec 0 < a < agp olt ag < 00 est grand, v est un entier
naturel impair non nul et 3, vérifie (Hy).

Nous allons le vérifier pour la classe de fonctions:
B(z) = Bo(z) + az®. (6.77)

Nous verrons qu’a de nombreux endroits, il faut modifier quelque peu les calculs, mais
nos méthodes de démonstration restent les mémes . L'existence de la mesure stationnaire
ne nécessitant pas une hypothése de cette forme ((H;) suffit), elle est encore valable dans
ce cas . Nous allons donc nous intéresser a 'unicité de cette mesure et & la convergence
en loi du processus réfléchi vers celle-ci .

a) Unicité de la mesure invariante
Etablissons tout d’abord un résultat préliminaire .

Lemme 2.7 Soit u € D (défini au paragraphe 2.3) . Alors :
1
(i) Po*u(z) = /0 [Bo(z + ) — Boly — )] u(y)dy, Yz € [0,1] (6.78)

(i) B*u(z)=Po*u(z)+3ama(u)z+az’ avec my(u) = [1 v u(y) dy;
et Bru(z)>az®, Yee[0,1] (6.79)

Le (1) est identique & celui du lemme 2.7, et le (i¢) se déduit facilement de (H}) lorsque
I’on se restreint & la classe de fonctions u € D . De maniére évidente, on a:

0 < my(u) < 1 - (6.80)

Ceci nous sera trés utile dans toute la suite .
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Pour démontrer le théoréme 2.6, nous allons comme précédemment introduire un es-

pace de Banach et une contraction sur cet espace . On a ici, si g est une solution de
Péquation (2.1):

plz) =
On définit donc: ‘
= {v:[-L1] = Ry; Ly(x)d:czx,y(x}zu(—x),vme[—l,u,
1 zt
@) < o)}

(6.81)

et on le munit de la méme norme :
1
N(v) = / (1+|z))v(z)dz, YveD,.
—1

Gréace a des majorations dies & l'inégalité (6.80), on obtient comme dans le paragraphe
2.3 le lemme 2.8 . Nous allons détailler la preuve de ce résultat afin de mettre en évidence
les arguments supplémentaires utilisés, mais nous ne le ferons pas pour chaque résultat .

Démonstration du lemme 2.8
Bo veérifiant (H,), on a:

/G Boxu(y)dy < Cg,, Vz € [0,1].
D’autre part, avec (6.79), on a:

Mu) = Z/Iexp —~/zﬁo*u(y)dy——[x?;amg(u)ydyw/:afdy} dz

2 2[ 6’506 9‘7?- ~3ama(u) & 2 dz
> 2¢% / e e T d cf. (6.80)
0

1
> 26“030/ e~ @3 gp
[4]

Avec le changement de variable y = \/-gt (z? + 3) (1 < a < ag), nous obtenons:

Mu) > 20 /:f -

IV
T
3
DR
%3
(@)

&
[}
e
IA
«2
A
N
oy
Q
V
M

> 2 e'c*30

Ceci démontre le lemme 2.8 .
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Avec la décomposition de A(u)— A(v) décrite par (2.7), (2.8) et (2.9), on établit :

Lemme 2.9’ )
02'4
6(z)| < Cs, %— e N(u—v).
Démonstration du lemme 2.9":
On a, d’aprés (6.79):
Qxé ~
0(z) = e 1 o(z)

avec

fo(z) : = egp(~ /: ﬁa*a(y) dy~30mg(u) f’;) " ex?(* /: Boxv(y) dy—3 amy(v) f;) :

Alors, d’aprés (6.80), oii a,
- d’une part:

2

exp(—— [: Bo * u(y) dy — 3 axma(u) %) < exp(—~ /: Bo * u(y) dy)

- d’autre part:

¢Xp(“ [j foxv(y)dy -3 mz(”)% > exp(- f: Bo * v(y) dy). exp(‘“soj‘z:S %+
Dou:

fofa) .S ex?(m f:ﬂe *u(y) dy) ™ exp(—- j: Bo * v(y) dy) : exp(—gchz)
< max{l,e;igfi},gﬂ(g)
< bo(z)

avec 8y défini comme 8 avec [, a la place de 3 .
La preuve se termine comme celle du lemme 2.9 .

Lemme 2.10°

Cﬁf./\/’(u-—v).
4

N(A(u) — A(v)) <

Ce lemme se montre comme le lemme 2.10 avec le méme type de majorations que celles
utilisées dans la démonstration du lemme 2.8" .

On en déduit que pour o grand mais fini, A est une contraction dans D’ , ceci établit
'unicité de la mesure stationnaire .
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b) Convergence dans le cas symétrique

Plagons nous dans le cas d’une v.a. X; de loi symétrique . Nous procédons comme dans le
cas de (H;) pour établir la convergence en loi du processus réfléchi vers 'unique mesure
stationnaire . Les résultats préliminaires vus au paragraphe 3.1 sont encore valables ici
car ils ne font pas intervenir I’hypothése (H,) .

Nous notons encore: b(t,z) = E[f(z— X¢)] = B*u(t,z) . Les propriétés (Py) a (Py) et
(Ps) a (Ps) sont identiques . Seule (Ps) est modifiée:

(P%) b(t,z) = E[Bo(z — X1)] + 3az E(X}) + az®.

C’est a cette décomposition que nous aurons affaire dans tous les calculs suivants . Pour
obtenir les mémes résultats que dans le cas précédement étudié, nous nous servirons du

fait que I'on est dans I'intervalle compact [—1, 1], et nous majorerons les termes a la puis-
sance 3 .

Le lemme 3.15 n’est en rien modifié lorsque I'on change la seconde hypothése . Et le théo-
réme 3.14 se démontre de la méme maniére avec le nouvel ensemble D/, .

c¢) Convergence dans le cas non symétrique

C’est dans cette situation que nous aurons le plus de changements a effectuer dans nos
calculs pour parvenir a retrouver des résultats identiques (lemmes 4.17, 4.18, 4.19 et théo-
réme 4.20) . Nous séparons la fonction b en parties paire et impaire (cf. (4.42), (4.43) et

(4.44)) et introduisons les processus (Y;);»0 et (Z;)i>0 définis par (4.45) et (4.46) respec-
tivement .

Nous donnons en exemple la preuve du lemme 4.17, celle du lemme 4.18 se faisant de
meéme en reprenant la preuve du paragraphe 3.4: des termes supplémentaires en puis-
sance cubique apparaissent, soit nous les majorons, soit ils se compensent entre eux .

Démonstration du lemme 4.17:
On a comme dans le cas précédent :

i = 20 < 1%l = 5 [ sgn(Y = 2) Lz (s, Ya) = bils, 2] ds.
Or:
bi(t,y) —bi(t,z) = % E[ﬂo(y — Xo)+a(y — X)’ + Bo(y + Xo) + a(y + Xt)s}

_}2- E[Bo(z = Xo) + (2 = Xo)* + Bo(z + Xo) + (2 + X.)° |

= SB[ foly — X))~ o= — X)) +3 E[Boly + X0) — fo(z + X,
+a(y’ —2°) +3a(y —2) E(X?)
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[ est croissante, donc:

sgn(y — 2) [bi(t,y) — bilt, 2)] 2 aly® — 2°| + Bafy — 2| E(XT),

d’otr:
Yi—z| < %/ — 23 +3[Y, — Z| E(X?)) ds
< |Xo| - 5‘25] (1Y = Z,| + 31Ya — Z,| E(X2)) ds
car (a® = b%) = (a—b).(a®* +a.b+b?)
< | Xol —-—/ Y, — Z,|ds car X, € [-1,1].

On en déduit le lemme 4.17 :
1Y; — Z;| < | Xol e~ %

Le lemme 4.19 et le théoréme 4.20 se démontrent de la méme maniére que dans le cas
précédemment étudié car ils utilisent les lemmes 4.17 et 4.18 et les résultats préliminaires .

Nous avons donc vu que l'on peut adapter nos calculs & la classe des fonctions de la
forme (6.77) . Pour passer & une puissance supérieure y = 5, ..., les calculs se compliquent
encore mais en répétant les mémes arguments, nous nous en sortons comme dans cette
situation, ce qui nous permet de généraliser notre hypothése (H,) & (Hj) .
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3.7 Simulation numérique

Nous regroupons dans ce paragraphe quelques essais numériques que nous avons ef-
fectué pour ce probléme dans le cas libre et dans le cas réfléchi . Ceux-ci nous permettent
de vérifier la convergence des processus vers une mesure stationnaire et de comparer ces
deux situations . Toutes les simulations numériques de ce chapitre ont été réalisées en
mode séquentiel, et programmeées en Fortran 77 . '

3.7.1 Cas libre

Nous nous placons tout d’abord dans le cas libre, c’est-a-dire du processus existant
dans tout IR . Rappelons notre E.D.S. dans ce cas:

1 rt
X, = Xo+ B — = f Bru(s,X,)ds, Vi>0
2 Jo (EL)
P(X; € dz) = u(t,dz)
Nous avons vu dans 1’ Avant-Propos, paragraphe 3.1.1, que les hypothéses sur 3, suffisantes

pour P'existence d’une unique mesure stationnaire et la convergence en loi du processus
stochastique (X;);>0 vers celle-ci, sont :

(HL,) B: R — R impaire et croissante,

(HLy) 3c¢>0,r € IN*, B; > 0 et By € IR tels que:
18(z) = B < e =yl (c+ ="+ y]") Vz,ye R
B(z)—Bly) 2 Bilz—y) + Bo Yz 2y,

(HLs) 1l existe 3 vérifiant (HL,) et (HL;), et a > 0, tels que: f(z) = B(z) + ac.

Considérons des fonctions les plus simples possible: des monémes . Si 3 est un monéme
d’ordre impair, elle vérifie (H L) et (HL,) . Si § est un monéme d’ordre impair, 3 défini
par: B(z) = B(z) + az, vérifie (HL3) .

Nous savons d’aprés [BRTV], que bien que les monémes z,z°,2° ne vérifient pas I’hy-
pothése (H L), le processus solution de (EL) avec ces monémes pour la fonction 3, et
une donnée initiale Xy symétrique, converge vers sa mesure invariante . Et dans le cas
réfléchi, nous I'avons montré au paragraphe 3.6 .

Nous nous sommes limités, pour nos simulations, & des fonctions 8 qui sont des monémes
d’ordre impair, ou de la forme décrite dans (H L3) avec $ un monéme d’ordre impair .
Nous présentons ici des essais numériques dans les deux situations (processus libre et pro-
cessus réfléchi) avec les monémes: f3;(z) = z, Bo(z) = 2° et la fonction f3(z) = z° + 2=
vérifiant 'hypothése (H L3) . Pour des puissances supérieures, la méthode de simulation
est la méme et les résultats sont identiques .
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a) Premiére fonction: fi(z) = = .

 Remarquons tout d’abord que, pour 'E.D.S. (EL):

Bxu(s,z) = /E Bz —y)u(s,dy) par définition du produit de convolution
= E|[p(z—X,)] car uest la densité de X .

Ici, on a donc:
Bxu(s,z) = Elz—X,]
= z— E[X,]
Et ’E.D.S. (EL) devient:
i
Ky KBy i [ (%= m(s)) s
2 Jo ; (ELy)
m(s) = E (X,)
En prenant 'espérance des deux cétés dans ’équation vérifiée par X,, on obtient:

m(s) = m(ﬂ), Vs.

On a donc une E.D.S. linéaire que l'on sait résoudre explicitement . La solution est, cf.
[BRTV], paragraphe I: ‘

¢ g t i ‘
X, =e2Xo+m(0)(l—€e"2)+e2 f ez dB,.
0

En particulier, X; — e”s X est une v.a. gaussienne d’espérance m{0)(1 —e7%) et de
p g P

i
variance o(t)? = e~ / e*ds=1—¢e"" . On en déduit que:
~Jo

X, B N(m(0),1),

avec N'(m, o) désignant une loi normale d’espérance m et de variance o .
La mesure stationnaire ne dépend de la donnée initiale qu’a travers son espérance
m(0) = E(Xo) . Sim(0) =0, elle ne dépend pas de la loi de Xp .

On veut donc observer, pour cette premiére fonction f;, que le processus stochastique,
solution de (EL), converge en loi, lorsque t — 00, vers une mesure gaussienne . Nous
allons simuler la densité de ce processus et vérifier que c’est bien une cloche gaussienne a
partir d’un certain nombre d’itérations (la limite & I'infini n’étant pas accessible numéri-
quement, on peut seulement 'approcher en augmentant le nombre d’itérations) .
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Pour notre simulation (cf. chapitre 1, section 6 pour des explications plus détaillées),
nous avons appliqué le schéma de discrétisation le plus simple: celui d’Euler (cf. (6.6)
chapitre 1) . Nous avons donc simulé I’évolution d’un systéme de N particules représentées
par (“Xik,() <k<M,i=1,.,N):

X = Xo

7.1)
- i I — (
th+1 e th -+ (Btk+1 _ Btk) - "2‘ [th - m(tkﬂ (tk+1 — tk) ,Vk == G,.“,M -1

C’est une bonne approximation (lorsque le nombre de pas M est assez grand) de (X;)sepo,1
sur un intervalle de temps [0, 7] subdivisé réguliérement par le pas de temps:

T
t= — =1ty —tx, VeE=0,1,..,.M -1
A M k41 ks 0) 3oy s

c’est-a-dire
O=to<tfhi< .. <t <..<tyg=T.

Nous remarquons dans ce schéma que nous avons besoin & chaque itération de calculer
E(X:) . Or, si nous calculons cette espérance usuellement, notre terme de dérive va
s’annuler . Une petite astuce nous permet de sortir de cette impasse: elle consiste &
simuler parallélement deux processus par le méme schéma de discrétisation (7.1) et a

échanger leurs espérances & chaque pas dans nos calculs . L’espérance se calcule aisément
par la méthode de Monte-Carlo (cf. (6.7) chapitre 1):

_ 1 Yo
m(t) = E(Xt)=W§X:~

C’est une moyenne sur N expériences (il y a autant d’expériences que de particules) .
On simule donc 2 N processus vérifiant (E L) par le schéma de discrétisation (7.1), et on
trace le graphe de la densité (obtenue de maniére habituelle) de I'un d’entre eux .

On connait pour cette E.D.S. (EL;) la loi explicite de la mesure stationnaire: c’est une
loi normale d’espérance m(0) et de variance 1 . On peut donc également tracer le graphe
de la mesure stationnaire exacte . Ceci nous permettra d’évaluer trés facilement, par com-
paraison entre deux courbes, la validité de notre approximation .

b) Deuxiéme fonction: f5(z) = z° .

Nous nous plagons dans le cas d’une donnée initiale symétrique, de fagon & avoir la conver-
gence en loi du processus vers sa mesure stationnaire . Dans ce cas, ’E.D.S. & simuler
est: 1t
X, =Xo+Bi— - / (X3 + 3my(s) X, } ds
2 Jo (EL,)
m.(t) = B(X?)

On procéde de la méme facon avec



3.7. Simulation numeérique

On sait que le processus converge vers une mesure stationnaire, mais on ne sait pas ici
quelle sera la forme de le mesure stationnaire .

¢) Résultats obtenus pour 3 et 5,

Nous avons choisi pour les simulations dans le cas des deux premiéres fonctions (les
monoémes z et z°) une donnée initiale nulle (et donc trivialement symétrique): Xo = 0 .

Nous avons tracé la densité du processus . Voici les courbes obtenues avec les paramétres:
N =10000,7 =1,At = 0.001.

0.4 T T T T T T

“approximation” —

“gxacte’ --=-
0.35 + “
0.3 b _.
025 b 4
02 b g
015 b ' -
01 F : E
0.05 - E

c i, i i L

-4 -3 -2 «1 o 1 2 3 4

F1G. 3.1: Densité pour la premiére fonction [y

0.5 T T T T T Y T d
“approximation” -

045 & R
04 - -
035 E
03+ 4
825 + E
02 - -
015 -
01k <
008 b+ -

o L L : i i i i

-2.5 -2 1.5 -1 0.5 o (X1 1 1.5 2

F1G. 3.2: Densité pour la deuxiéme fonction [3,
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Dans le premier cas (81(z) = z), nous avons tracé une courbe exacte (en pointillés) et
une courbe approchée (en trait plein) . Au bout de Z% = 1000 itérations, la convergence
est déja bien vérifiée, les deux courbes se superposent presque parfaitement .

Dans le second cas (B2(z) = z°), on a observé qu’augmenter le nombre d’itérations ne
modifie plus I’aspect de la courbe . On remarque que dans ce cas également le processus
converge vers une mesure stationnaire de forme gaussienne (mais on sait que cette mesure
stationnaire n’est pas une gaussienne) .

d) troisieme fonction: B3(z) = z° + 2=z

Cette fonction vérifiant les trois hypothéses de [BRTV] (pour (HLs): B(z) = z° et
a = 2), PE.D.S. associée (FEL3) posséde une unique mesure invariante, et le processus
solution converge en loi vers celle-ci, que la donnée initiale soit symétrique ou non . Nous

nous placons donc dans le cas le plus général: Xy de loi non symétrique . Alors 'E.D.S.
libre devient :

1 t
Xt = Xo -+ Bt — ‘2‘ / {X? - 3m1(5) X32 + 3m2(s) Xs bt mg(s) 4 2Xs — 2m1(s)}ds
0

mi(t) = E(X}), 1=1,2,3

(ELs)
Nous procédons comme pour les deux premiéres fonctions . La simulation de cette E.D.S.
va nous indiquer la forme de la mesure stationnaire que nous ne savons pas déterminer
théoriquement . En effet; on trace le graphe de la densité du processus et on remarque
qu’elle a trés rapidement une forme stationnaire .
Nous avons choisi pour donnée initiale la masse de Dirac au point 1: é; . Voici le graphe
obtenu avec les mémes paramétres que précédemment: N = 10000,7 = 1,At¢ = 0.001.
On remarque que la mesure stationnaire ressemble encore dans ce cas une & gaussienne,
mais elle est centrée en 1 . En effet, le probléme est invariant par translation .

2

¥ ]
“approximation® —

04 |
03
02

01k

: : £ L "
-1 -0.5 0 05 1 5 2 25 3

F1G. 3.3: Densité pour la troisiéme fonction [33
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3.7.2 Cas réfléchi

Depuis une dizaine d’année, des schémas de discrétisation pour des E.D.S. avec condi-
tion au bord ont été proposés par différents auteurs . Ce sont tous des modifications du
schéma d’Euler-Maruyama pour les E.D.S. dans R? .

Kinkladze, Lépingle, Chitashvili et Lazrieva écrivent un schéma de discrétisation pour des
E.D.S. réfléchies dans un demi-espace et étudient la convergence forte du schéma vers
le processus . Slominski considére un domaine convexe, ainsi que Anulova et Liptser (cf.
[AL]) qui étudient la question de la convergence faible . Gerardi, Marchetti et Rosa (cf.
[GMR]) résolvent le probléme d’une maniére assez différente: ils introduisent une discré-
tisation en espace (de type différence finie) du générateur associé & ’E.D.S. & simuler
et montrent la convergence faible de la suite de processus de Markov & sauts purs ainsi
construite .

Plus récemment, Costantini, Pacchiarotti et Sartoretto (cf. [CPS]) se sont attaqués au
probléme plus général d’un schéma de discrétisation pour Pespérance de certaines fonc-
tionnelles de processus de diffusion réfléchi dans un domaine borné de R® .

Nous avons approximé des processus réfléchis , solutions de 'E.D.S. (ER) (cf. paragraphe
3.2.1) définie avec les fonctions respectives By, (s et 35 .

Nous avons utilisé deux schémas de discrétisation différents pour les E.D.S. réfléchies .
Il s’agit des schémas développés par Dominique Lépingle (cf. [L1] et [L2]) d’une part, et
Leszek Stominski (cf. [S12]) d’autre part . Détaillons ces schémas :

a) Schéma de Lépingle

Lépingle s’est inspiré d’un schéma décrit par Kinkladze en 1983 (cf. [K]) pour des E.D.S.
dans un demi-espace avec réflexion au bord normale et instantanée . Ce schéma présen-
tait I'inconvénient d’avoir une vitesse de convergence un peu moins rapide que dans le
cas sans réflexion . Lépingle, dans [L1], 'améliore en obtenant une vitesse de convergence
identique au schéma classique d’Euler-Maruyama (appelé plus souvent schéma d’Euler
pour les E.D.S.) dans le cas libre . e

Nous allons déja écrire le schéma de Lépingle dans le cas d’une borne dans JR™ puis nous
passerons au cas de deux bornes .

Considérons I’ E.D.S. réfléchie (au sens de Skorokhod) dans le domaine
D= Bmwl X R+ : ‘ ‘

. A | . t )
X§=X5+Z/Gf;(Xs)dW§+/f}g;(Xs)ds+K§, i=1,.,d,te R, (7.2)
J=1

ou Wy = (Wf,...,%d) est un processus de Wiener d-dimensionnel, et g : D — R™,
f:D—-R"® IR? sont des fonctions lipschitziennes .
X, = (X}, ..., X?) est un processus réfléchi dans D et K, = (K7, ..., K%) est un processus
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a variation bornée défini par:
t
K = [ ndK],

K| = /{)tl{xseamdlff!s

avec n, le vecteur unitaire normal rentrant a 0D .
Notons Z; = X; — K; . On a alors:

K, = sup (Z")”.

0<s<t

On discrétise comme d’habitude l'intervalle de temps [0, T] sur lequel on veut approximer
le processus: 0 =1y < t; < ... <ty =T , avec le pas de temps:

T
At = — =tpy —t k=0,.. —1.
M k+1 ks V Gs }M

Lépingle définit le schéma d’approximation suivant (on calcule le processus X aux diffé-
rents instants t;): pour 0 < i <m,0< k<M -1,

(X5 = x;
A A d . .y . . - A e
X =X+ YKy (Wi, - W) +4'(X]). At
=1
{ +max (0, Ay — )E';:)

ou

Av= sup {—g™(Xy,) (s —tx) — Zf}n(jftk) (Wi - mi)} .

b <o<thgt j=1

Et il établit (dans [L1]) le résultat de convergence:
Théoréme 7.1 (Lépingle)

3C >0 : E[sup |X; — Xi|?] < CAt.
t<T

L’intérét de cette approche est que I'on peut utiliser un corollaire d’un résultat de Seshadri
(cf. [Se]) concernant la loi jointe d’un mouvement brownien avec dérive et de son maxi-

mum : c’est une extension d’une étude de Shepp (cf. [Sh]) sur les familles exponentielles
d’ordre 2 .

Théoréme 7.2 (Lépingle) Soient c € R, a € R, (By)i>0 un mouvement brownien
dans IR® issu de zéro . On pose, pourt > 0 :

Si + = sup(< a,B; > +cs).

s<t
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Soient U une v.a. de loi normale d’espérance 0 et de variance (t.Id) dans R® | et V une
v.a. de loi exponentielle de paramétre 53; , indépendante de U .
Notons

1 T
Y: = 5{< a,U > +ct + \/[al2V+;(< a,U > +ct)2}.

Alors :

d
(Bi,S)) 2

(U,Y).
Grace a ce théoréme, on peut simuler assez facilement un schéma qui sans cela serait trés
compliqué & cause du terme A . En effet, si on note U et V' des v.a. indépendantes de lois

respectives N(0, At.Id) et (%) (N et £ désignant les lois normale et exponentielle),
7At
on en déduit que:

@ L[S s - )~ gm(X
A2 s ["ij (Xu) - (Ui, — UL) — g7(Xa,) - At

i=1

d . ‘ . 2 a4

(SR Wh — 08 + 7 (0). ) + SRV
j=1 : g=1

Donc chaque nouvelle itération en temps nécessite la simulation de d v.a. gaussiennes cen-

trées de variance At et d’une v.a. exponentielle de paramétre 535; . Les v.a. de loi normale

et exponentielle étant facilement simulables comme nous ’avons vu au paragraphe 1.7.1,

ce schéma est tout & fait programmable .

 Passons & présent au cas d'un processus stochastique réfléchi entre deux bornes a et 3,
a < 8 . Lépingle (cf. [L2]) utilise le cas précédent et ’adapte a cette situation, améliorant
ainsi le résultat de R.J. Chitashvili et N.L. Lazrieva qui obtenaient, cf. [CL], une vitesse
de convergence un peu inférieure & 1 avec un schéma de discrétisation qui paraissait
difficilement simulable . Il suppose qu’il y a une trés faible probabilité que le processus
atteigne les deux bornes dans un intervalle de temps assez court, ce qui est intuitivement
évident si ’on choisit un petit pas de temps . Nous nous restreignons pour 'instant au
cas unidimensionnel d’une E.D.S. avec des conditions de bord en a et 3 .

Soient @et B telsquea<a<fB<f .
Alors, pour k = 0,1,..., M — 1, on définit le schéma de discrétisation suivant :

Xo = Xo
XtHi = max{ «, min{ B, Xik + g(Xik) LAt + f(th) . (mAH«l - Wtk)

+1 5, ey max{0, A = (Xy, — @)} = Lig o5 max{0, By + (Xi, — ﬁ)}}(}
o 7.3

avec )
A = sup {“g(‘}?tk) . (S - tk) - f(-)ztk) . (W, s m&)}
teSs<tey
Bi = sup {g(Xy,).(s —te) + f(X,). (Ws — Wy, )}
teSs<teg
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Et Lépingle a démontré le résultat de convergence suivant :

Théoréme 7.3 (Lépingle) [l existe une constante C > 0 indépendante de M, telle
que :

5 1
sup “ ka - th “2 < C (At)2 :
ke{0,....M}
Comme précedemment, la simulation est possible grace a l'utilisation du théoréme 7.2
pour le calcul de A, et By . De plus, le choix de @ et 3 est arbitraire ; on peut les choisir
trés proches de o et 3 respectivement pour avoir peu de termes correcteurs a calculer .

Ce schéma, de discrétisation s’étend au cas multidimensionnel avec la méme vitesse de
Convergen{:e .

b) Schéma de Stominski

Dans [Sl1], Slominski s’intéresse & l’existence et 1'unicité de solutions fortes et faibles
d’E.D.S. réfléchies d-dimensionnelles dans un domaine D de IR? vérifiant deux conditions
particuliéres (A) et (B), que nous décrivons ci-dessous, ainsi qu’a la question de la conver-
gence en loi et en probabilité de solutions de telles équations .

Notons N, I’ensemble des vecteurs unitaires normaux et rentrants & 8D, défini par

Nx - U N’:c,r

r>0

avec Ny, = {n € R*; |n| = 1, B(z —rn,7r)N' D =0} (B(z,r) est la boule fermée de
centre z et de rayon r) .

(A) 1l existe une constante ro > 0 telle que Ny = N, ,, #0,Vz € 9D .

(B) 1l existe des constantes § > 0,5 > 1 telles que, pour tout = € 9D, il existe
un vecteur unitaire [, vérifiant la propriété suivante:

1
<lgpyn>> —, Vne U Nys
p veB(,8)naD

ot < .,.> désigne le produit scalaire usuel dans R? .
Et dans [S12], il décrit deux schémas de discrétisation pour une E.D.S. réfléchie d-dimensionnelle .
L’un est celui de Lépingle (nous n’en parlerons pas & nouveau ici) et 'autre a été étudié

précedemment par Chitashvili et Lazrieva (cf. [CL]) dans D = R, x R*' .

Soit D un domaine de IR? soit convexe, soit vérifiant les conditions (A) et (B) .
On note de plus la condition suivante:
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(C) 1l existe des constantes € > 0, § > 0 telles que, poﬁr tout z € dD , on peut trouver
zg € D telle que

B(zo,e)CDetlz—xo| < 6.

(Condition uniforme de sphére intérieure)

Considérons la méme E.D.S. réfléchie (7.2) dans D ,avecg: D — R™ et f : D — IR™ x IR*
des fonctions lipschitziennes et bornées dans D .

Définissons le schéma d’approximation suivant, avec les notations précédentes:
pour 0 <:<m,0<k<M-1,

Xo site[0,ti]
Ki=y o o s o
Kos + FX ) W, = W) + 9Ky ) (b — thor)], 51t i, 1]
‘ott [z]5 est I'unique point de D tel que |z~ [z]o]| = dist(z, D) , C’est-a~dire le point de la

frontiere D le plus proche de zsi z ¢ D, ou z lui-mémesiz € D .
Siommskz a établi le résultat de convergence suivant :

(7.4)

Théoréme 7.4 (Slominski)
- (9) Sz D est conveze dans IR® et vérifie la condition (C), alors:

‘M2 sup [X;—X;| >0 P—ps.,Ve>0,Yq€ R, .
t<g

(i1) Si D vérifie les conditions (A) et (B), alors :

Mi=s sup | X;— Xi| =0 P —ps.,Ve>0,Yqge R, .

t<g

¢) Application & notre probléme

Appliquons ces deux algorithmes & notre processus réfléchi dans DPintervalle compact
[=1,1] . On obtient, en notant

b(t, Xy) = E[B(z - Xi)]
; = /S*u(t,Xt),

les schémas de discrétisation suivants:

- d’aprés Lépingle (cf. (7.3)): Soient —1 <@ < B < +1,pour tout 1 <k< M —1,
Xo = Xo

Ko = max{ ~Lomin{ 1, X, +8(0). AL+ (Wa, = W) (1.)
+1{th<a} max {03 Ak - th - ].} — E{X""k>§} max {0, Bk + th e 1}}}
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- d’aprés Stominski (cf. (7.4)):
pour tout 1 <k <M -1,

Y{]zXQ

. . 1
K = { X+ Wiy, = We,) = §b(th=)-At} Lz, e~ Lz + Limyon
(7.6)

En fait, cela revient a '"ramener" artificiellement le processus dans [—1,1] lorsqu'’il en sort,
en le posant & l'endroit de la frontiére le plus proche: —1s1 X; < —l et +1s1 X; > 1.
C’est le schéma de discrétisation le plus simple & programmer .

Nous avons fait des simulations de la densité des processus pour ces deux algorithmes
et dans les cas respectifs des trois fonctions 3;, 3, et B3 considérées dans le paragraphe
précédent . Nous avons utilisé la méthode particulaire décrite au paragraphe 6 du chapitre
1 . Comme pour ’équation de Burgers, nous avons simulé I’évolution d’un systéme de par-
ticules, chacune d’entre elles se comportant selon ’E.D.S. que ’on veut simuler . Lorsque
le nombre de particules tend vers I'infini, nous obtenons la solution de notre E.D.S. .

Dans le cas réfléchi, on ne connait pas explicitement la loi de la mesure stationnaire
dans ces trois situations . Pour les deux fonctions 3; et (33, on a établi la convergence
en loi du processus vers une unique mesure stationnaire : nous avons étudié le cas lié¢ 4 la
fonction f; au paragraphe 3.5.1, et la fonction f; rentre dans le cadre de notre étude car
elle vérifie (H,) . Par contre, pour la premiére fonction, nous ne savons pas démontrer qu’il
y a convergence vers la mesure stationnaire: nous sommes seulement capables d’établir
Iexistence et I'unicité d’une mesure stationnaire (par la méme méthode que pour le cas
de B, vu en 3.5.1) .

Nous allons observer que les processus vont encore tous converger en loi vers une mesure
stationnaire de forme gaussienne : avec une bosse centrée au point de départ . Nous avons
choisi pour toutes ces simulations de faire partir le processus de Xy = 0 . On remarque
que la "bosse" est plus arrondie que dans le cas libre, ou elle a plutét la forme d’une
cloche . En effet, les particules ne pouvant pas dépasser les bornes —1 et 1, elles sont donc
concentrées dans un intervalle plus réduit, ce qui explique la forme plus compacte de la
densité .

Voici les graphes obtenus pour les trois fonctions, et avec les deux algorithmes différents

(7.5) (celui de Lépingle) et (7.6) (celui de Stomiriski) . Les paramétres correspondants &
ces courbes sont: N = 10000, 7 =1, At = 0.001 .
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4.1. Introduction

4.1 Introduction

Nous nous intéressons & un probléme concernant la simulation numérique des proces-
sus stochastiques . Celle-ci est maintenant bien connue; de nombreux schémas de discré-
tisation ont été décrits, la plupart étant des extensions de schémas pour les équations
différentielles ordinaires . Pour tous ces schémas, la convergence vers le processus sto-
chastique nécessite des hypothéses assez fortes sur les coefficients (dérive et diffusion) de
I’E.D.S. dont le processus est solution . En général, on demande que les coefficients soient
lipschitziens, et parfois de plus bornés .

Nous nous sommes intéressés au cas assez particulier dans lequel la diffusion admet une
"singularité" autour d’un point (ou plusieurs, cela ne fait que répéter le probléme): elle
varie brusquement et fortement . C’est le cas par exemple lorsque la diffusion o ressemble
localement & une densité gaussienne de petite variance . La diffusion n’est alors plus "lip-
schitzienne au voisinage de ce point'" ; les schémas de discrétisation classiques convergent
avec des constantes de convergence qui sont tres grandes . Nous allons voir comment si-
muler le processus dans cette situation . ‘

Nous nous placons en dimension 2 et considérons une E.D.S. de la forme:

1 :
= [ #(X.,Y.)ds
)
¢ ; i
Yi=Yo+ [ o(X,,Y))dB, + [ b(X,,Y,)ds
Jo 0
avec (B,)i>0 un mouvement brownien unidimensionnel issu de zéro, b: IR x IR — IR et

c:RxR—-IR.

Supposons que la diffusion o ait un comportement singulier autour d’un point, nous avons
choisi l'origine . Elle est de la forme:

Nous simplifions ici le probléme en séparant la diffusion en une partie singuliére (nous
avons choisi une singularité simple représentée par une fonction indicatrice : ¢’est une im-
pulsion brownienne) et une partie réguliére (que nous notons o) .
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Chapitre 4. Etude d’une impulsion brownienne

Nous considérons donc ’E.D.S. bidimensionnelle :

{
th,e :[ ¢(l2 X:’E, Y;l,s) ds
‘ P 16 t t . t (E1)
Vi =t fo Lo(X2¥)dB, + [ o(X0e, Y1) dB, + [ b(X}*, Y1) ds
4] 0

avec (Bi)io et (ét)tzg deux mouvements browniens unidimensionnels, issus de zéro et
indépendants, z € IR, un petit paramétre ¢ > 0 et les fonctions ¢ : R x R — IR},
b: RxIR — Reto: R xR — IR vérifiant la condition de Lipschitz (et donc de
croissance au plus linéaire), c’est-a-dire pour ¢ par exemple: il existe K > 0 tel que

() =¢() < K | z=2"||, Vz,2'€ R?, (1.1)

ce qui assure 'existence et 'unicité d’une solution forte de (E;) . On suppose de plus que
les fonctions b et o sont bornées et que ¢ est minorée, i.e.

In>0; é(z,y)>n>0, VY(z,y)€ R. (1.2)

Nous indicons cette E.D.S. par 1 car nous montrerons par la suite qu’elle est équivalente
en loi & une autre E.D.S. que nous indicerons par 2 .

Nous verrons au cours de notre étude pourquoi nous avons choisi les coefficients multi-
. 1 . . . 1t 1
plicateurs - dans le terme d’impulsion brownienne (—- / ]1{9,521()( 1) dB; ) , et = dans
e Jo

I’équation de X' : ils conviennent bien pour utiliser les propriétés d’échelle .

Nous notons {Z;** = (X;"*,¥;"*)}i»0 le processus stochastique bidimensionnel démarrant
de Zy° = (0,z) et solution de (E;), Iexistence et 'unicité de la solution étant assurées
par les hypothéses imposées sur les fonctions b, o et ¢ .

Nous définissons le temps d’arrét suivant :

T'* @ = inf{t>0; X;* =¢%}. (1.3)

En pratique, nous utiliserons une telle E.D.S. pour approximer le cas ot le coefficient
de diffusion atteindra des valeurs trés grandes . Cette modélisation nécessite donc l'in-
troduction d’une valeur limite pour les valeurs de la diffusion au-dessus de laquelle on
considéra que la fonction de diffusion se comporte comme nous 1’avons décrit dans (E) .
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4.1. Introduction

Etudions tout d’abord grossiérement le comportement du processus Z'* solution de
(E}) .
Dans la bande [0,%] x IR crée par la fonction indicatrice, la seconde composante Y est
perturbée par un mouvement brownien supplémentaire facteur de £ . Raisonnons a ¢ fixé .
La premiére composante X** ne peut qu’augmenter puisque la fonction ¢ est positive .
Le processus Z° démarrant d’un point de 'axe des ordonnées, part donc vers la droite .
On s’intéresse & sa loi lorsqu'il atteint la barriére formée par la droite {z = £%} .
Une fois sorti de la bande [0,¢%] x IR, la premiére composante va continuer & croitre et
la seconde composante a maintenant un comportement stochastique classique . Donc le
processus Z'° continue son chemin vers la droite . Et le temps d’arrét T¢ sera le seul
temps de sortie de la bande [0,£%] x IR pour ce processus .
Il est fini car la fonction ¢ étant positive, la composante X' du processus part de 1ori-
gine et croit . Donc elle atteindra nécessairement en un temps fini la valeur £? .

Y LE

Notre motivation est la simulation numérique du processus limite de Z', lorsque ’on
fait tendre ¢ vers zéro:

1 1 1e
7} = lim 2*, Vt>0. | (1.4)

La simulation numérique du processus Z' donné par (1.4) n’est pas évidente a priori .
Quel que soit le schéma de discrétisation classique choisi, on ne sait pas approximer Z}’f’ .
lorsque € — 0 . En effet, utilisons par exemple le schéma de discrétisation le plus simple,
celui d’Euler, et approximons Z'* .

Pour simuler le processus Z'* = (X'* Y'*) sur un intervalle de temps fixé [0,T'], on
considére une subdivision réguliére de cet intervalle: 0 = 5 < t; < ... <ty = T, de pas
de discrétisation choisi constant (par souci de simplicité):

T
At= o =tui—te, Yk=0,1,.,M~1.
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Chapitre 4. Etude d’une impulsion brownienne

Et on définit le schéma de discrétisation {-Z?: = (_X—X ,-}7?:)} par:

X=X, Y =Yo

- 1
X=X+ ¢(§X§‘:, Vo). (t—te), Vi Eltrtre]

oM oM 1 —M M oM, = F
Yo=Y, + 2 LX) (B:— By) + (X, , Yy ) - (Bi~ By)
+0(Xy, , Vi) (t—t), Yt Eltastin]

On peut définir un tel schéma de discrétisation et établir la convergence de {.Z-tM}QG{g!T]
vers {Z; *“}eefo,17, quand le nombre de pas M tend vers l'infini, & ¢ fixé .
En effet, il est classique pour établir la convergence, par exemple la convergence p.s.,

d’imposer les hypothéses suivantes sur les coefficients de 'E.D.S. que nous supposons
homogénes (car c’est le cas ici):

- les coeflicients sont lipschitziens en la variable d’espace,
- la donnée initiale Zy admet un moment d’ordre pair fini (i.e. 3p > 1;
E|Xo|?” < 400, E Y| < +0) .

Avec les hypothéses que nous avons imposées pour 'E.D.S. (E;), ces deux conditions
sont vérifiées lorsque ¢ est fixé .

. N oM 1,
Intéressons-nous a la convergence p.s. de {Y; }ecor) vers {Y; “}ipo,r) - On note lerreur
commise par ’approximation :

e oM
= -Y

et on montre qu’il existe v > 0 tel que

E(sup [6]7) < O (A1) (1.5)
te[0,7]
pour en déduire que:
sup 5?4 S Mstco 0 P.S. ' (1.6)
t€[0,T]

Essayons & présent de passer a l’approximation du processus limite Z' . Quand on fait
tendre ¢ vers zéro, les coefficients de notre E.D.S. (E;) ne sont plus bornés puisque les
coefficients majorants explosent quand € — 0 , et il n’est donc plus possible d’établir une
inégalité de la forme (1.5) .

On peut se référer a la these d’O. Faure, cf. [F], pour un exposé clair et complet des
premiers schémas de discrétisation pour des E.D.S. : schémas d’Euler et de Milshtein . Ils
sont briévement rappelés dans le chapitre 1, section 1.6 .
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Pour résoudre ce probléme, nous allons approximer le processus Z' défini par (1.4) avec
un schéma de discrétisation classique en dehors d'un petit voisinage du point (0,Y") .
La limite, lorsque ¢ — 0, de la loi de Y;;i “étant connue (c’est le sujet de ce travail), il
suffit, losque X' arrive en zéro, d’approximer Y grace & cette loi . Ensuite, la simulation
se poursuit normalement . -

Le but de ce papier est donc de déterminer la limite, lorsque € — 0, de la loi de Y1, .

Le plan de ce travail est le suivant: dans une premiére partie, nous allons, par des
convergences en loi, nous ramener & un probléme plus simple, ot la loi cherchée ne dé-
pend plus de ¢ . Nous verrons tout d’abord que dans 'E.D.S. (E;), seul le terme de
I’impulsion brownienne joue un réle lorsque ¢ — 0, on pourra donc se passer des deux

, t . t
autres termes: / (X5, Y1) dB; et / b(X1*,Y}*)ds . Puis, nous montrerons que le

processus Y7. dont nous cherchons a présent la loi, est équivalent en loi & Y7, ot Y est
une mouvement brownien et T est le temps d’atteinte du niveau 1 pour le processus X

&
associé a l'intégrale de Y, défini par: X, = ] H(Xs,Ys)ds .
0

Dans une partie suivante, nous déterminerons cette loi et nous terminerons cette étude
par plusieurs exemples rentrant dans ce cadre .
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4.2 Equivalences en loi

4.2.1 Equivalence en loi de (E)

Nous allons montrer que le processus Z'* solution de (E;) est équivalent en loi & un
processus Z** solution d’une E.D.S. plus agréable & étudier, lorsque € — 0 .
On considére I'E.D.S. bidimensionnelle :

h4
Xf“sxf (;S(%Xf’e,iff’a) ds
1] € E
1o ) (Ez)
% =z+-gj; L.(X2*) dB,

avec les mémes données que pour (E): un mouvement brownien (B;):>0, une fonction
¢: IR x IR — IR} lipschitzienne et minorée, 2 € IR, et ¢ > 0.
Et on définit :

T . = inf{t>0; X>* =}, | (2.7)

Commengons par une remarque qui nous servira dans toute notre étude:

Remarque 2.1: Par définition de T"* (pour ¢+ = 1,2), on a:
Tie 1 . .
1,€ 1,€ .2
/0 8(5 Xi5, V) ds = &,
Puisque la fonction ¢ est minorée, d’aprés (1.2), on en déduit que:

Tt’,e .
522/ nds =nT",
0

c’est-a-dire :

L i=1,2. (2.8)

On peut alors établir le lemme suivant :

Lemme 2.2 Soient {Z,° = (X;*,Y;"*)}ivo et {Z7° = (X7, V") }ino les processus
solutions des E.D.S. respectives (Ey) et (E;) . Alors:

YTlii - Y;ﬁi ~.0 0 dans L? et en loi .
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Démonstration du lemme 2.2: La quantité K désignera dans la suite une constante dont
la valeur peut changer d’une ligne & I'autre .

a) Intéressons-nous tout d’abord aux deux premiéres composantes respectives X' et
X%,

X - xpe = [ {é(ﬁ; X2, Y1) — (5 X327, v2) }ds.
Alors:

up | X35 = X2 < [ |o(25 X0, ¥) — 855 X2, ¥2)

<t

ds

< K /t{}__ }Xi,e - X?s&”( + iyl,e . Y2,s!} ds
- 0 62 s s & E
car ¢ est lipschitzienne
t
< Ktsup [ Y2 4 & / sup |X}* — X2*| du
€ 0 u<s

5<t

On en déduit en appliquant le lemme de Gronwall :

Kt)

sup [X}° — X}¥| < Kt sup [Y,* V)| exp (5

s<t s<t

En appliquant cette inégalité avec t = T%* A T?* et en utilisant la remarque 2.1, on

- obtient :

sup XM - X <K& sup VM- YRl (2.9)

ssTl,s ATZ2:e SSTI,& AT 2.
En particulier, si T"* A T* = T"* (et on pourra faire le raisonnement symétrique si
T AT** =T*),on a:
, :

X - SKE sp [ - YR,
sKTLEAT e

¢ étant minorée (cf. (1.2)), on aura:
[T = T24] < [§(T) = §(T>)] = X2, — €.

D'ou:

T —T*|< Ke*  sup  |Y*—Y2. (2.10)

s<TLe AT 20

Ceci nous conduit & regarder cette différence: |Y* — Y,>*| .
b) Considérons & présent les composantes Y1 et Y

On se place sur l'intervalle de temps [0, 7" AT%¢] . Dans ce cas, les deux premiers termes
d’impulsion brownienne étant égaux, ils se compensent, d’ou :

u

Le - SATLEAT 2 L L - SATLEAT2:e . )
¥ v _— & \E £ &
Yo arrenrze = Yipiearae = /0 o(X,5 Y, %) dB, + /{; b(X, Y, ") du.
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Chapitre 4. Etude d’une impulsion brownienne

On applique la formule d’Ité pour calculer |Y'* — Y?*|> et on utilise 'inégalité de
Burkholder-Davis-Gundy et le fait que les fonctions b et o sont bornées pour obtenir
finalement :

E( sup |V} -Y2P)<Ce. (2.11)
532’1,‘/\7’2,5

D’autre part, on a:

Tl € . Tl,c
Yri. - %ut4&m~%u+/ o(XE4, Y B, + [ b(XEe Y ) ds.

On passe a l'espérance du carré: en développant le carré et en majorant comme précé-
demment, on obtient :

& 1 & &
BV — YY) < BT -T") + K&
1
< S KEE [ sup |V - Yf”:t} +Ke*  avec (2.10).
€ s<TLEAT2:e
On applique 'inégalité de Cauchy-Schwartz et on utilise (2.11) . D’ou: !

B[V — VS Ke + Ket =000

On a donc montré que Y1, — Y75 converge vers zéro dans L* lorsque ¢ — 0 . On en
déduit que Y; - Y,I?Z,, converge en loi vers 0 lorsque ¢ — 0 . Ceci achéve la preuve du
lemme 2.2 .

De plus, on a:

1.
XTIc - T'Ze: -

Alors si Z75. converge en loi, et la différence Y; —~ Y3 4 converge vers zéro dans L*
lorsque € — 0, ZT2 . converge en loi vers la méme limite lorsque e—0 .
Cela signifie que dans 'E.D.S. vérifiée par Y'*:

. ¢
YI,E_,, 1s Le yilg Le yle
+ /BW(X dB, +[ (X2, Y1) B, + [ b(XH*, Y1) ds,

seule 'impulsion brownienne (en caractéres gras) est importante dans la bande [0,£%] x IR ;
les deux derniers termes du membre de droite ne jouent aucun réle lorsque ¢ — 0 . On
étudiera donc plus volontiers ’E.D.S. (E,) .

Une deuxiéme remarque va nous permettre de restreindre notre étude . Puisque 'on
cherche a déterminer la loi de notre processus sur la droite {¢*} x IR, il suffit de I’étudier

dans la bande [0,£%] x IR, on peut donc éliminer la fonction indicatrice qui alourdit notre
notation .
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On en déduit que pour déterminer la limite lorsque ¢ — 0 de la loi de Y;;’i , il est
équivalent de considérer I’E.D.S. bidimensionnelle suivante :

t
Xf:f ¢(35X;§1§) ds

¢ 16 (Eg)
};s=2+‘gBt :

avec les mémes hypothéses que pour (E;), et de chercher la limite, lorsque ¢ tend vers
zéro, de la loi de Y* pris au temps d’arrét:

T: =inf{t>0; Xf =¢*}. , (2.12)

' 4.2.2 Convergence en loi de Y.

Considérons I’E.D.S. bidimensionnelle :
t
{Xt = [ ¢(X,,.)ds
4]
Yi=2z+ B

(E4)

ol (By)i>o est un mouvement brownien unidimensionnel issu de zéro, z € IR et ¢ :
R x R — IR} les mémes données que pour I'E.D.S. (E3) .
Etablissons un premier résultat :

Lemme 2.3 Considérons (X,Y) la solution de (E,), et I’E.D.S. suivante:

Xf = 82 X_gf
. (Es)
Y: =z BZ%
Alors la solution de (Es), (X¢,Y®), est solution en loi de (Es) .
Démonstration du lemme 2.3:
D’aprés (E4), on a:
=
Xy = [7é(x,¥)ds
= [(o(Xs,Ys)dv.~ 1 de variable s = —
= [0 q&( % ﬁ,) v.;—g- avec le changement de variable s = i
D’ou .
eXy = /0 $(Xs,Yy)dv (2.13)
Or:
(d) 1 ~ e
Yy =2+ By z—i—;Bv =Y,
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donc les solutions de I’équation (2.13) auront méme loi que celles de '’équation :

¢ 1
52X::§ =/(}¢(X§Z,z—§-g8v)dv. (2.14)
D’autre part :

e o 2
Xt —-SX;%

I

/c.‘: H(Xz, 2+ ;1;3”) dv cf. (2.14)
= [té(_l_}wfs z—i-‘I‘B)dv 015)
0 " \gz v - b . |

Ainsi, X© et X® vérifiant la méme E.D.S. (cf. (Es) et (2.15)), elles ont méme loi :

(@)

d
X[ o Q@

X~ e X -~ (2.16)

Ceci prouve le lemme 2.3 .

Ce résultat signifie que chercher & déterminer la loi de Y7. est équivalent & considérer
PE.D.S. (Es) et & chercher la loi de Y* au temps d’arrét :

Te: = inf{t>0; X =¢%}, (2.17)
c'est-a-dire: Y. et Y2, ont méme loi limite lorsque & — 0 .
On définit:
T:=inf{t>0; X;=1}, (2.18)
ot (X,Y) est solution de 'E.D.S. (Ey) .

On peut écrire T sous la forme:

~

T° = inf{t>0; X7 =¢%}
= inf{t>0;e?X; =€’} cf (2.16)
= inf{iZO;X%:‘—‘l}

donc
X A 1.
ez
Confronter les deux définitions de T et T nous améne donc i:
TE
= = T,

Alors: )
Y.sz, =z + B{:; = z+ Br.
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Nous avons donc établi la proposition suivante, qui signifie que Y. a une loi indépendante
de € .

Proposition 2.4
d !
jge g YT = Z + BT .
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4.3 Loi de YT

Nous avons vu que pour résoudre notre probléme, nous considérons I'E.D.S. (E,) et
nous cherchons & déterminer la loi de Y7 avec (X, Y') solution de (Ey) et T' le temps d’arrét
défini par (2.18) . Pour cela, nous associons a ’E.D.S. (E4) un processus unidimensionnel
(R¢)i>o0 et nous allons montrer que certaines fonctionnelles du couple (¢, R;) sont égales
en loi aux composantes X et Y du processus solution de (E4) . La loi de Y7 sera alors
égale a une fonctionnelle du processus (¢, R;)i>0 & U'instant 1.

Théoréme 3.1  Considérons ’E.D.S. bidimensionnelle (Ey) :

X, = [ 6(X,,Y.) ds

Y, =2+ B;

avec (Bi)i>o un mouvement brownien unidimensionnel issu de zéro, z € IR et

¢: IR x IR — IR, wune fonction lipschitzienne et minorée . Soit (s, f,g) une solution du
systéme suivant, o on a noté par s; la dérivée de s par rapport au temps, et s', s" les
dérivées premiére et seconde de s par rapport a la variable d’espace :

1
s fes! = =
( Vo (3.19)

1
'é"f‘zs”"{"‘gs"{"‘é’t:ﬂ

avec s : IRy x IR — IR une fonction bijective (a t fizé) et f: IR x R — IR,
g : IR x IR — IR . Considérons alors ’E.D.S. unidimensionnelle suivante définie
avec les fonctions précédentes f et g :

dR, = f(t,R:)dB; + ¢(t, R,) dt
(3.20)
Ry=z

avec (By)e>0 un mouvement brownien unidimensionnel issu de zéro, et z le nombre réel

utilisé dans (E4) . Si les fonctions f et g sont suffisamment réguliéres pour que cette
E.D.S. ait une solution unique, alors on a:

Yr 2 s(1,Ry).

Démonstration du théoréme 3.1:
Nous considérons une E.D.S. ordinaire dont les coefficients f et g sont inconnus pour le
moment, ils sont seulement supposés vérifier les conditions usuelles assurant ’existence

et I'unicité d’une solution notée (R;)i>o . Et on suppose que le processus démarre de z &
I'instant initial . Soit donc:

4 i
R, nz—i—/o f(s,Rs)d33+/G (s, Ry)ds.
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Nous nous intéressons au couple (¢, R;)tzg . Le générateur infinitésimal associé a ce pro-
cessus est : )
a d

a
L-»—fz +ga +“5i'

Soit s une fonction d’échelle pour cet operateur différentiel ; s : IRy x IR — IR est une
fonction de classe C?, telle que s(t, .) est bijectiveet Ls = 0.

On applique la formule d’1t6 & cette fonction s . On obtient:
s R) = 50,2) + [ 2, ) flu, Ba)dBy + [ 52, Ra) g(u, ) d
Js )
+f (uRu)du—i—Q 62(uRu)f(uR)du

D’ou, puisque s est une fonction d’échelle pour L:

s(t,R.) = s(0,7) +f 5ot ) S, R) dB,

(’est-a-dire, si on note ~
Zg o= S(f, Rt) .

Zy = s(0,2) —f»/i -(?f» )(u,R‘,,;)alBu

= Z +f (s~ (u, Zu)) dB,
= Z +/9c(u,z,,)d3u en posant ¢: = (-g-z-. )os".
On définit :
Alt) = /:02(u,Zu)du
et 7(t) = A7(t) ie.: A(T(t)) =t. (3.21)
On a alors:

Zy = Zo + Bagw

avec (B¢)i>0 est un mouvement brownien unidimensionnel standard (d’aprés le théoréme
de Dubins-Schwartz, cf. [RY] Th.(1.6) p.173 par exemple) .
D’ou, & l'instant 7(¢):

Zf{t) = Z{; + ﬁg. (322)

D’autre part, on a défini 7 par (3.21) . En dérivant cette égalité et en supposant ¢* > 0,

on obtient : ]

A(7(t), Zr(y)
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d’oti:
) = /: cz(f(sa)ffz,(s}) - fgt 62(r(s)fi;g+ﬁs) of. (3.22)
= f; $(r(s), Zo + B.) ds
en notant !
ot z) : = 207
Notons:

{Xt = T(i)
Y, = Z,¢y = 5(0,2) + B
et considérons I’E.D.S. vérifiée par le couple (X3, Y;), on remarque que c’est 'E.D.S. (Ey):

{Xt :/;qs(xs,y;)ds

| Y, =s(0,2) + G
Alors, le temps d’atteinte du niveau 1 pour X peut s’écrire aussi:
T = inf{t >0; r(t) =1}. (3.23)
D’apres (3.21) et (3.23), on a:
T = A(r(T)) = A(1). (3.24)
Donc la loi de Y7 vaut:
Yr = Zozy = 7 2 s(1,Ry).

On a obtenu la loi désirée .

En pratique, si on connait la fonction ¢ et que I'on cherche la loi de Yr avec (X,Y)

solution de (FEy), il faut résoudre le systéme suivant pour déterminer les fonctions ¢, s, f
et g:

L

Yz
c=(s.fos7t

Ls =0
(8'.f)es™! = L

— Vo
:%fQS"—{—gS'%-sf:O

¢ étant la seule donnée connue, on est en présence d’un systéme de deux équations a trois
inconnues . On a donc une grande latitude dans le choix des fonctions s, f et g .
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4.4 Quelques exemples

a) Martingale locale

On se donne une fonction ¢ : IR x IR — IR, vérifiant les hypothéses initiales ((1.1)
et (1.2)) et une E.D.S. bidimensionnelle (E4) dont on note (X,Y) la solution . Notre but
est de déterminer la loi de Y7 avec T défini par (2.18) .

Supposons que le couple (¢, R)i»o est dans son échelle naturelle, c’est-a-dire:
s(t,z)=1=z.

Pour résoudre ce probléme, il nous faut donc trouver des fonctions f et g vérifiant le
systéme d’équations (3.19) qui devient:

{f
g
1

dR; = —=———=—dB;.

\¢(t, Re)

Sous des hypothéses convenables sur la fonction ¢, cette E.D.S. unidimensionnelle admet

une solution unique que nous notons (R;)>o . Alors, d’aprés le théoréme 3.1, la loi de Y7
vaut:

I
= -

il

On a donc une E.D.S. de la forme:

Yr 2 s(L,R)) =

11
R122+Lmd88.

b) Mouvement brownien avec dérive

Nous considérons & présent le cas ou le processus (R;):»o, solution d’une équation de
la forme (3.20), est un mouvement brownien avec dérive .
Pour cela, posons: f = 1.

Alors:
th = ng 4 g(i, Rg) dt¢

Nous allons voir que ce mouvement brownien avec dérive est associé 4 'E.D.S. bidimen-

sionnelle : .
X = X, Ys)d
{ t fﬁ #( )ds
Yi=2+B;
avec )
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Chapitre 4. Etude d’une impulsion brownienne

Il est facile de se convaincre que ¢ vérifiera les hypothéses requises . En effet, si on note
T, le premier temps d’attente de n pour le mouvement brownien, on a:

lim P(T, <T) = 0.

Ti=p 0O

On peut alors appliquer le théoréme 3.1, et en déduire la fonction ¢ et une fonction
d’échelle s de I'opérateur différentiel associé a (¢, R;)eo :

1 9* a a
L=5oa tobog Y5
En effet, on résoud:
(s'esY)(t,2) = z (4.25)
-é-s"(t,:z:) + g(t,z)s'(t,z) + si(t,z) = 0 (4.26)
Remarquant que
S 08—1 = !

’équation (4.25) nous donne:

s(t,z) = €.
Alors (4.26) devient :
1
-é-e” + g(t,z)e® =0,
d’ott: .
t = -,
g( ,3:) 2
On a donc obtenu: ,
Rt = z + Bt - 5

. . t . .
C’est un mouvement brownien partant de z et de dérive —— . On en arrive & la conclusion :

Yr @ s(1,Ry) = expRy = e("‘"’%) ebr.

D’ott la densité de Yo :

p(z) = ! exp(z-—~—~) exp(z-—-fi).

¢) Processus de Bessel

Nous allons étudier le cas ol le processus (R;);>o est un processus de Bessel . Pour
cela, on pose:
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et on sait que la fonction g sera de la forme:
‘ C
g(t,z) = g(z) = —,
: z
avec C une constante & déterminer . C’est-a-dire, le processus (Ry);»o vérifie 'E.D.S.:

tC
Ri=z+Bt+]0~§~ds.

Les calculs suivants expriment le fait que ce processus est lié & la résolution de 'E.D.S.
bidimensionnelle :

i
= [ 9(X,,¥.)ds
0
Y=2+B
lorsque
#(z,y) = — aveca > 0.

La méme remarque que dans le cas precedent nous permet d’appliquer le théoréme 3.1
avec cette fonction ¢ . Nous allons ajuster la constante C dans ce but . Par définition,

1
ety z) = s g

Vet z)

Il nous reste a résoudre le systéme suivant pour en déduire une fonction d’échelle, notée
s, de 'opérateur L associé au couple (%, Ry)s>0 :

L = .1___@?_ + g._a__ + _8_-
20822 z 9z Ot
s'osTHt,z) = z° | (4.27)
1 0% Cco
5 5 2 (t,2) + -——as(t z) + at(t z) = 0. (4.28)

Résolvons déja (4.27) pour en tirer s: elle est équivalente &

[Tt )] = 277,

d’ou:
ml«a

4@7 z) =

1l - o
et

s(t,z) = [z(1 - a)]T=.

Alors, avec cette fonction s, de (4.28) on déduit:

« 1, «a
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Chapitre 4. Etude d’une impulsion brownienne

On a obtenu: t )
o
= B /————————--——d. 4.29
R, z + by + 02(0“1)}% S ( )

C’est ’équation d’un processus de Bessel de dimensiond = 1 +
d > 2, cest-a-direa > 1.
D’aprés le théoréme 3.1, on a:

o .-
T sous la condition
a ey

d 1
Yr 9 s(LRy) = [Ri (1 - a)]7s.

Or, avec a > 0,

< 0et1l—a < 0. Puisqu’un processus de Bessel est toujours
-«
positif, on choisit :
d ) o
R, 9 _ Bes 27T aveca > 1,

c’est-a-dire (R;):>o est I'opposé d’un processus de Bessel partant de z et de dimension
1 4+ =% (¢>1).0n aalors:

o—1

1

() 1 a1
= {31(1”0)} '

Connaissant la densité d’un processus de Bessel, on en déduit celle de Y7 :

o 1
{a-1) 2 (z2+22)
p(z) = (f) Fais i SRS S e — I _o _1(z2),
z [w(aml)}—aﬂ Z{a=1) 2

ot I, désigne la fonction de Bessel d’indice v .

d) Processus associé a ’équation des milieux poreux
Considérons I’E.D.S. associé & 1’équation des milieux poreux, cf. [BCRV]:
dR, = u™(t,R:)dB;, Ry = 0
u(t,.) est la densité de R;,t >0 (4.30)

m >0

On connait la densité u du processus (R;):>0, c’est la densité de Barenblatt-Pattle . Elle
vaut :

Lo L[ ] L2 )
_ 1l ogzy 1 _ il 4.31
ut, ) tﬁx(tﬁ) th {am (2m +1)(m +1) tm}+ 5 )
avec
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- {f<2m+1)<m+1>}%8< “,-;-)}

Zm

o ((2m+1)(m+1))%

o - i (Y

Ce processus des milieux poreux, solution de (4.30), correspond au processus solution de
(3.20) du théoréme 3.1 . On cherche une fonction ¢ qui nous permettra de définir une

E.D.S. bidimensionnelle de la forme ( Ey), et une fonction d’échelle s de 'opérateur associé
au processus (¢, R;)iso

1 3n 0% 7]
b=t o
Pour cela, il faut résoudre le systéme:
1
(s .u™)os™! = 73 | (4.32)
-2—u2m 3” + 8y = 0 (4‘33)

On remarque que ’équation (4.33) est vérifiée en particulier pour s(t,z) = z . On peut
en déduire ensuite la fonction ¢ de (4.32):

1

Hz,y) = g

En faisant attention aux zéros de u donnée par (4.31) (u(t, z)>0 < |z] < Ym t?f?f'ﬁ) ,
on peut écrire:

ttT

si |yl < Ym {Tmrs
{ar - =1,
QZS(SE, y) o {2m+1}(m+1) ;m«t»l (4.34)

+00 sinon .

Notons que le fait que ¢ puisse valoir +00 ne pose pas de probléme: en effet le monvement
brownien ne sortira pas avant un certain temps de Uintervalle [—v,, tmT2 s Ym t’»’m%] .
Si on note:

Ty := inf{t > 0; Bi(w)=b},

1
on a, avec b = 7, {72 :

P(T5>T)>O VT,

et on peut choisir 7 aussi grand que l’on veut, par exemple 7 = T . Donc, on peut poser
1 1
¢ égale a I'infini en dehors de [—y,, t77¥2 v, t2m 2] .
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Chapitre 4. Etude d’une impulsion brownienne

Avec cette fonction ¢, considérons le couple (X, Y) solution de I’E.D.S. bidimensionnelle:

1
{Xt :A Qé’(Xm}’;)dS
Y; = Bt.

Le théoréme 3.1 nous permet de conclure:

Yr 9 §(1L,R) = Ri.

D’ou la densité de Y7 :

p(z) = {afn T B Dm D) x2}+ :

e) Processus de Burgers

Nous choisissons a présent pour (R;);>o le processus de Burgers en dimension un, cf.
[RV], solution de 'E.D.S. unidimensionnelle :

1
th = dBt + ‘4“ U(t, Rt) dt
Ro=0 (4.35)

R; admet comme densité u(t,.), ¢t > 0

Nous connaissons I'E.D.P. vérifiée par la densité u du processus, appelée équation de
Burgers:

1 1
u; + 5U-Us = 3 Uss, (4.36)

avec us, Uy et u,, les dérivées respectives de u par rapport au temps, et dérivées premiére
et seconde par rapport a la variable d’espace z .

Cette E.D.P. admet une solution auto-similaire donnée par:

1 z
u(t,z) = Wv(”\/‘?) , (4.37)

2z
X
2e” T

)= TR
¥(z) = fz e~ dt

k= — 2 (de telle sorte que /R v(z)dz = 1).

ez — 1
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L’E.D.S. (4.35) n’est pas tout & fait celle étudiée par B. Roynette et P. Vallois dans [RV]:
elle différe d’une constante multiplicative (3 au lieu de 1) . Mais il suffit de reprendre
les mémes méthodes pour calculer 'E.D.P. vérifiée par la densité, et en déduire la forme
auto-similaire de la densité .

On cherche a appliquer le théoréme 3.1 afin d’ obtenir la loi de Y7 . Les calculs qui
suivent sont formels . Pour appliquer le théoréme 3.1, on a besoin d’une fonction d’échelle
s de Vopérateur différentiel

T 2822 T 2%8: T Bt
générateur infinitésimal de (¢, R:):>0 , et une fonction ¢ qui nous donnera I'E.D.S. (Ej) .
Il faut donc résoudre le systéme suivant :

sesT = ﬁ (4.38)

1 1 . %
53" + -z-us' ~i~‘st =0 (4.39)

Nous allons tout d’abord résoudre (4.39) pour en déduire la fonction s . On la remplacera

ensuite dans (4.38) pour obtenir ¢ . Nous remarquons que les équations vérifiées par s et
u sont trés ressemblantes (cf. (4.36) et (4.39)):

u = luu 1
t - 2 by qux
K] lu +1
p— froened . .8 = Szr
4 4 25

11 suffit en fait de fixer un instant 7" > 0 et de poser

s(t,z) = u(T* —t,—z) (4.40)
pour voir que, si u vérifie (4.36), alors s vérifie (4.39) et réciproquement .
Puisque la fonction u est définie pour ¢ > 0, et que l'on s’intéresse au processus Y pour
t € [0,T], on définit s par (4.40) sur [0,7*[x IR et on choisit:

T* > A(1). (4.41)
Cela est possible car
ap = [ L, o (324)
= ————du, f. (3.
) = b sz ™

1
-, b (2.7)
; (
Alors s est bien définie en T .
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On obtient donc, grace a (4.37), une formule explicite de s:

22
) {T" ~t]

VT*—t (= 7f=) +k

s(tyz) = (4.42)

Cette fonction s est bijective donc inversible sur les deux parties [0,7*[x] — 00,0] et
[0,7*[x[0,+o00o[ . Inversons-la sur chacune de ces deux parties et notons s~ la fonction
regroupant ses deux inverses, c’est-a~dire:

st z) si(t,z) € [0, T*[x] — o0,0]
—l(t’x) =

sy'(t,z) si(t,z) € [0, T*[x[0,+o0]

On peut alors résoudre (4.38) en considérant séparément les deux parties . On obtient:

$(z,y) = {s7(z,9)'}*,

cette fonction ayant deux écritures différentes selon la partie a laquelle appartient le
couple (¢,z) . On peut donc définir le processus bidimensionnel (X,Y’) comme solution

de I'E.D.S.: ,
{Xt = / ¢’(Xsa Ys) ds
0

Y= B,

Enfin le théoréme 3.1 nous donne la loi de Y7 :

r2

ve s Ry) = —— ¢
T = ) — /T*“lw(_‘?%};%i’)‘%‘k,

ou R; est le processus de Burgers pris & 'instant 1 . La densité de R; étant u(l,.), on
obtient la densité de Y7 :

oz ) eXP( x; Tf{;)

vT {%b( 77-:-:~)+k} {z,b(x) + k}

f) E.D.S. avec bruit multiplicatif

Nous nous plagons ici dans le cas d’un processus (R;):»o solution d’une E.D.S. avec bruit
multiplicatif, ¢’est-a-dire:

ng = th dt -+ bthBt
(4.43)

Ry =z
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ot z # 0, a et b sont des constantes telles que b* # 2a, et (B);>0 est un mouvement
brownien unidimensionnel standard .

On sait que la solution de ’équation (4.43) vaut:

R =z exp{(a- -’3;)3 +bB.}. (4.44)

Nous cherchons & présent & quelle E.D.S. de la forme (E4) le couple (¢, R;):>0 pourra étre
associé . Pour cela, on cherche des fonctions ¢ et s solutions du systéme:

(s'(t,z).bx)es t,z) =

4.45
o) (4.45)

~ ~—12-~bzzz:2 s"(t,z) + azs'(t,z) + si(t,z) = 0 (4.46)

Reésolvons tout d’abord (4.46) : pour simplifier, on va supposer que la fonction s est indé-
pendante du temps:

s(t,z) = s(z).
Il faut donc résoudre: )
‘ 5623:25"(:1:) + azs'(z) =0,

~ce qui équivaut a:

s 2a'l 2a
[ln s'(z)] = ;—;(a:) = ma - m-g;[ln z]'.
D'ou: va
7 } %‘2—
= (3)"
et .
b? 1\ &~
Alors ’équation (4.45) devient:
1 1 s 2
a
ERNTRTEEE

Dot :

#(z) = {@i—j—;}z (4.48)

b

Avec ’hypothése faite sur a et b, il suffit de supposer z majoré comme dans les situations

(b), (c) et (d) pour que la fonction ¢ ainsi définie convienne . On peut alors définir le
couple (X,Y') solution de I'E.D.S.:

t

{wa | (x,,Y.) ds

0
Yi=z+ B,
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Chapitre 4. Etude d’une impulsion brownienne

et le théoréme 3.1 nous donne:

(d) b _2a
YT jad S(I,Rl) = m(ﬁ;)i %

On en déduit grace a (4.44) la densité de Yr:

22 1 b? b? 2a 2a z?
— i L st Rt RS
pla) = =7% = e"P{(“ 2)(1 % }exp{(b b /" 2}‘

Probléme ouvert Nous envisageons d’étendre notre résultat au cas d’'une E.D.S. du
méme type:

X, = [: #(X.,Y,) ds

i t
Yo=Yo+ [ o(X,Y,)dB. + [ b(X,,Y.)ds

avec les fonctions dérive et diffusion (b et o) ayant un comportement singulier autour
d’un point, de méme nature que celui décrit pour la fonction o dans ce travail . Ceci
permettrait de simuler numériquement de telles E.D.S. pour lesquelles la pratique four-
nit des fonctions dérive et diffusion pouvant atteindre de trés grandes valeurs en un point .
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