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Résumé

Cette thèse se propose d'étudier la construction de preuves en logique linéaire et sur la base de cette
étude, de l'utiliser ensuite comme paradigme de calcul pour la programmation parallèle.
Dans le calcul des séquents linéaire, nous montrons que la propriété de permutabilité cl 'inférences joue un
rôle essentiel dans la normalisation des preuves en vue de leur construction automatique. Cette normali
sation est déterminée par deux facteurs: le fragment logique dans lequel nous nous plaçons et le sens de
construction des preuves envisagé. Nous mettons ainsi à jour une dualité entre principes de construction
des preuves en chaînage avant et principes de construction des preuves en chaînage arrière à partir de
laquelle nous proposons une méthode pour normaliser les preuves et élaborer des stratégies de construc
tion dans un fragment donné de la logique linéaire. Appliquée de façon systématique dans la logique
linéaire toute entière, elle nous permet d'y proposer une stratégie originale de construction des preuves
en chaînage avant.
Cette méthode va ensuite nous aider à choisir un fragment approprié de la logique linéaire intuitionniste
pour y élaborer un calcul de processus asynchrone, CPL (Concurrent Programming Logic), basé sur la
construction de preuves. Les formules y sont interprétées comme des processus et les preuves, avec cer
taines restrictions, comme des réductions de processus. Nous proposons une sémantique opérationnelle
sous forme d'une relation de transition qui découle de cette interprétation.
Pour exprimer la capacité d'interaction des processus avec le monde extérieur, nous proposons une sé
mantique dénotationnelle, issue de la sémantique des phases de la logique linéaire, qui repose sur les
notions de co-processus et d'interface. Un co-processus est un testeur qui caractérise un aspect de l'in
teraction possible du processus avec l'extérieur. Il est représenté par une formule qui vérifie une certaine
forme de complémentarité avec la formule représentant le processus. Une interface est un ensemble de
co-processus caractérisant de manière globale la capacité d'interaction d'un processus avec l'extérieur.
Utilisant le cadre déductif, nous construisons un calcul sur les interfaces qui s'articule autour des concepts
de réduction et de relativisation d'une interface.
La notion de communication synchrone est captée par une simple restriction sur la forme des preuves dans
le système déductif de CPL. Cette restriction permet de définir un calcul synchrone, SCPL qui englobe
notamment le 1r-calcul de Milner.
En tant que modèle logique du parallélisme, Cî'L peut être un outil d'analyse dans le domaine et peut ser
vir de base à de nouvelles propositions de langages de programmation parallèle. On peut même d'emblée
concevoir CPL comme un langage de programmation logique. Enfin, il peut constituer un cadre commun
pour l'étude sémantique de programmes écrits dans des langages les plus divers.

Mots-clés: logique linéaire, déduction, programmation logique, parallélisme, communication, calcul de
processus.
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L'exigence de plus en plus grande des utilisateurs de disposer de programmes corrects par rapport aux
spécifications à satisfaire a conduit à rechercher des méthodes de programmation basées sur la théorie de
la démonstration.

Construction de preuves et programmation

Une première approche s'inscrivant dans le cadre de la programmation fonctionnelle, consiste à traduire
une spécification par une formule et à extraire d'une preuve constructive de cette formule le programme
qui va réaliser la spécification [Nordstrôm et al., 1990; Constable, 1991; Galmiche, 1992; Co quand et al.,
1994J. Ce programme se présente sous forme d'une fonction et son exécution va consister à lui soumettre
en argument des données, elles-mêmes sous forme de fonctions, pour calculer la valeur correspondante
retournée. A un niveau logique, cela se traduit par une composition de preuves par la règle de la coupure
puis par une réduction de ces coupures dans la preuve résultant de cette composition. Cette vision des
choses puise ses racines dans J'isomorphisme de Curry-Howard [Howard, 1980] mais elle a vraiment acquis
ses lettres de noblesse avec différentes théories comme la théorie des types de Martin-Lof [Martin-Lof,
1982] ou le calcul des constructions [Coquand and Huet, 1988].
Dans cette thèse, nous avons choisi une autre approche qui s'inscrit dans le cadre de la programmation
logique [Miller et al.. 1991J. Dans cette approche, un programme est représenté par une formule logique.
Ce que nous appellerons son environnement d'exécution est aussi représenté à l'aide de formules logiques.
L'ensemble, programme et environnement, va constituer ce que nous appellerons une requête qui va se
présenter aussi sous forme d'un énoncé logique (qui peut se traduire par une formule ou un séquent).
L'exécution de la requête va consister à construire une preuve de cet énoncé.
Le noyau logique pur de Prolog par exemple, peut être vu de cette façon dans le cadre de la logique
intuitionniste. Un programme est représenté par la conjonction P des implications traduisant les clauses
de Horn qui le constituent. Un environnement d'exécution de P est un but qui est représenté par une
conjonction B de formules atomiques. La requête associée peut alors se traduire par le sêquent P l- B et
son exécution par la recherche d'une preuve de celui-ci dans le calcul des séquents intuitionniste.
Alors que dans la première approche, la construction de preuves correspond à la synthèse de programmes,
elle traduit ici {'exécution de programmes.
L'avantage d'une telle approche est qu'elle rend l'écriture des programmes relativement aisée car proche
des spécifications. Un même objet peut être vu comme une spécification ou un programme logique selon
qu'il est considéré sous l'angle de sa signification logique ou de son exécution. Par ailleurs, le fait de se
situer d'emblée dans un cadre logique, est un atout pour la vérification de la correction des programmes.
Mais le revers de la médaille est qu'il est souvent difficile de contrôler l'exécution des programmes logiques
et de faire en sorte qu'ils soient le plus efficaces possibles. On peut toujours améliorer l'efficacité par
l'introduction dans l'écriture des programmes de prédicats de contrôle comme cela se fait avec Prelog,
mais on sort alors du cadre logique pur. Voyons dans quelle mesure il n'est pas possible d'intégrer le
contrôle au niveau logique.

Expression du changement d'état en logique

Si nous concevons l'exécution d'un programme comme une suite de changements d'états d'une mé
moire, intégrer le contrôle au niveau logique] c'est être capable d'exprimer la notion de changement d'état
en logique. Voyons tout d'abord ce qu'il en est en logique classique ou intuitionniste.
Considérons un exemple simple, celui d'un programme qui modifie la valeur d'une variable x, la faisant
passer de 2 à 5. On peut modéliser un tel programme par l'implication (x == 2) =;. (x == 5), son entrée et
sa sortie par les formules respectives (x = 2) et (x = 5) (elles constituent l'environnement d'exécution).
L'exécution du programme sera alors représenté par une preuve du séquent:

(x == 2) =;. (x == 5), (x == 2) l- (x == 5).

La partie gauche peut être vue comme un état initial constitué du programme et de son entrée et la
partie droite comme un état final constitué par la sortie du programme. La preuve du séquent peut alors
être considérée comme une action permettant de passer de l'état initial à l'état final. Le sêquent est
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prouvable en logique intuitionniste ce qui peut être interprété comme le fait que l'action est possible.
Malheureusement celui-ci aussi:

(x = 2) => (x = 5), (x = 2) 1- (x = 2) Â (x = 5).

La proposition (x = 2), posée comme vraie en hypothèse, le reste ensuite indéfiniment alors que l'on
souhaiterait qu'elle soit remplacée par (x = 5).
A travers cet exemple, la logique intuitionniste (et par là même la logique classique aussi) révèle son
incapacité à exprimer simplement une transition d'états. Cela est lié au caractère monotone de la vérité
dans cette logique au sens où si elle peut être construite dans une preuve, elle ne peut pas y être détruite.
A l'opposé, un trait essentiel de la logique linéaire [Girard, 1987, 1989] est sa capacité à exprimer le
dynamisme, c'est-à-dire à prendre en compte la notion de changement d'état. Ainsi reprenons l'exemple
précédent. L'implication linéaire se notant ---0, l'exécution du programme est représentée par la preuve
du séquent:

(x = 2) -0 (x = 5), (x = 2) 1- (x = 5).

Mais en logique linéaire, les formules sont considérées comme des ressources qui sont consommées dans
les preuves au moment de leur utilisation. Elles ne peuvent donc servir qu'une seule fois sauf si elles sont
précédées de l'opérateur modal! qui indique qu'il s'agit de ressources infinies. C'est pourquoi le séquent

(x = 2) -0 (x = 5), (x = 2) 1- (x = 2) <2> (x = 5)

n'est pas prouvable (G représente une forme de conjonction en logique linéaire). Cette aptitude de la lo
gique linéaire à modéliser le changement d'état est bien illustrée par les travaux de [Masseron et al., 1993;
Masseron, 1993J sur la planification. Il y est montré qu'on peut voir la construction de plans comme celle
de preuves dans une théorie issue d'un fragment particulier de la logique linéaire.

Programmation logique en logique linéaire

Cette possibilité qu'offre la logique linéaire de gérer dans une preuve les formules comme des ressources
dont on sait a priori qu'elles sont consommables ou infinies, a donné l'occasion de définir des langages de
programmation logique à partir de fragments de celle-ci.
[Miller et al., 1987] ont défini un cadre général pour une extension de Prolog, qui repose sur les preuves
uniformes. Utilisé en logique intuitionniste, il leur permet d'avoir des buts qui soient des implications.
Un programme peut ainsi se trouvé enrichi de faits nouveaux en cours d'exécution. [Hodas and Miller,
1991,1994] ont ensuite appliqué ce cadre à un fragment de la logique linéaire intuitionniste. La distinction
entre ressources consommables et ressources infinies a alors permis d'enrichir les capacités d'expression
du langage le rendant propre à des applications telles que l'analyse syntaxique de langages naturels, la
gestion d'une base de données ou la programmation orientée objets. [Harland and Pym, 1991,1992, 1994]
ont effectué un travail analogue dans un fragment VOIsin.
[Andreoli and Pareschi, 199üb,1991b] ont cherché eux aussi à étendre la capacité d'expression de Prolog
mais dans une autre direction par l'introduction de têtes multiples dans les clauses. Ils ont ainsi été
amenés à travailler dans un fragment restreint de la logique linéaire classique (CLL). Le langage qu'ils

.ont conçu, LO [Andreoli and Pareschi, 1991b], peut être vu comme une extension de Prolog. Mais il peut
être aussi considéré comme un langage de programmation orientée objets [Andreoli and Pareschi, 1991a;
Andreoli et al., 1991] dans la mesure où les buts successifs engendrés au cours de la recherche peuvent
être considérés comme des agents qui évoluent, peuvent donner naissance à de nouveaux agents héritant
de leurs propriétés; ces agents peuvent aussi communiquer par le biais d'un mécanisme extra-logique,
celui du partage d'un tableau.

Logique linéaire et parallélisme

Les travaux de [Andreoli and Pareschi, 1991a; Andreoli et al., 1991] révèlent que le parallélisme est
une dimension naturelle de la programmation logique en logique linéaire.
Pour mettre en évidence ce lien, prenons un nouvel exemple: celui d'un programme qui consiste à modifier

12



l'état de deux variables x et y, la première passant de la valeur 2 à 5 et la seconde de 3 à 7 par exemple.
Ses deux instructions peuvent ètre représentées par les deux implications linéaires (x = 2) -0 (x =5) et
(y = 3) ---0 (y =7). Une exécution peut être modélisée par la construction d'une preuve du sèquent :

(x = 2) -0 (x =5), (y = 3) -0 (y = 7), (x = 2), (y = 3) 1- (x =5) G> (y =7)

Les deux instructions qui composent le programme sont totalement indépendantes donc elles peuvent être
exécutées en parallèle. La syntaxe cl 'un langage impératif tel que Pascal, masquerait cette indépendance
en imposant un ordre entre les instructions mais ce n'est pas le cas en logique linéaire. D'un point de vue
syntaxique, il n'y a déjà pas d'ordre entre les formules qui les représentent dans le séquent. Ensuite clans
la construction de la preuve qui traduit l'exécution du programme, les deux formules sont réduites de
façon totalement indépendante si bien que la preuve peut être dissociée en deux: une preuve du séquent
(x = 2) -0 (x = 5), (x = 2) 1- (x = 5) et une preuve du sèquent (y = 3) -0 (y = 7), (y = 3) 1- (y = 7).
Considérons maintenant un autre programme qui fait passer successivement une variable x de la valeur
2 à 5 puis 7. Son exécution peut être représenté en logique linéaire par la construction d'une preuve du
séquent:

(x = 2) -0 (x =5), (x =5) -0 (x =7), (x = 2) 1- (x = 7)

Les deux instructions du programme ne sont pas indépendantes: la première) représentée par
(x =2) -0 (x = 5), doit être nécessairement exécutée avant l'autre, représentée par (x = 5) -0 (x =7).
Mais il est inutile de traduire ce lien dans la syntaxe des deux formules. Le lien apparaîtra dans la preuve
par une impossibilité de dissocier la réduction des deux formules. Il peut être exprimé en termes de com
munication par la transmission de l'information (x = 5) entre la formule (x = 2) -0 (x = 5) représentant
l'émetteur et la formule (x = 5) -0 (x = 7) représentant le récepteur.
Ainsi apparaît l'aptitude de la logique linéaire à exprimer la logique interne de l'exécution d'un pro
gramme, l'indépendance entre deux instructions se manifestant par le parallélisme et la causalité par la
communication. Les travaux sur la modélisation des réseaux de Petri en logique linéaire illustrent cette
capacité à représenter le parallélisme. [Asperti, 1987: Gunter and V., 1989; Marti-Oliet and,' Meseguer,
1989] ont montré que le fragment multiplicatif (MLL) était un cadre adapté à la représentation des ré
seaux de Petri. Plus récemment, [Engbcrg and Winskel, 1994] ont établi que ceux-ci pouvaient même
constituer un modèle de la logique linéaire intuitionniste toute entière.

Logique linéaire et calcul de processus

Les calculs de processus tels que CSP [Hoare, 1985J, ces [Milner, 1980] ou le Il-calcul [Milner et al.,
1992] jouent un rôle important dans la modélisation du parallélisme. Or l de la programmation logique en
logique linéaire telle que nous l'avons présentée, à un calcul de processus 1 il n'y a qu'un pas. Les formules
au lieu d'être vues comme des programmes, le seront comme des processus. Les opérations logiques sur
ces formules seront considérées comme des opérations algébriques sur les processus. Enfin, la construction
de preuves représentera la réduction des processus au lieu de l'exécution des programmes.
(Miller, 1992] a ouvert cette voie en montrant que le- II-calcul pouvait, avec certaines restrictions, être
considéré comme une théorie en logique linéaire. Dans un fragment de CLL, [Kobayashi and Yonezawa,
1992, 1994a] ont développé ACL, un calcul de processus asynchrone qu'ils ont récemment étendu à
l'ordre supérieur sous le nom de HACL [Kobayashi and Yonezawa, 1994b]. Les travaux de [Volpe, 1994],
même s'ils sont tournés davantage vers l'application à un langage de programmation logique, sont très
proches. V. Saraswat et P. Lincoln ont au départ une motivation différente des auteurs précédents, celle
de représenter la programmation parallèle avec contraintes à l'aide de la logique linéaire. Mais le calcul
qu'ils ont conçu, HLcc [Lincoln and Saraswat, 1992], se situe encore dans la même famille.
Notre thèse se situe dans le fil de ces travaux. Nous nous proposons d'étudier dans quelle mesure il
est possible d'interpréter la construction de preuves en logique linéaire comme un calcul de processus
parallèles) d'une manière qui soit la plus générale possible. Cette étude va déboucher sur la proposition
de CPL (Concurrent Programming Logic), un calcul de processus parallèles basée sur cette idée.
La volonté d'être le plus méthodique et le plus général possible, nous a amenés à un examen préalable et
systématique de la construction de preuves en logique linéaire indépendamment de l'application envisagée,
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et ce pour plusieurs raisons:

- Le problème d'identifier la construction de preuves à un calcul de processus ne peut pas être posé
comme tel dans la logique linéaire toute entière. Le choix d'un fragment logique adéquat est essentiel:
il faut qu'on puisse y normaliser les preuves de telle façon qu'elles prennent un sens dans le calcul
de processus et qu'elles puissent être construites facilement pour que le calcul puisse être mis en
œuvre pratiquement.

Une fois le fragment logique choisi, le calcul défini comme une construction de preuves normales
dans celui-ci, la connaissance de la construction de preuves en logique linéaire doit nous permettre
d'élaborer des stratégies particulières de calcul. Nous verrons ainsi qu'il est une forme de stratégie
qui joue un rôle important: les stratégies synchrones.

Enfin, nous nous attacherons à définir une sémantique dénotationnelle issue de la sémantique des
phases de la logique linéaire [Girard, 1987] qui vise à exprimer la capacité d'interaction des processus
avec le monde extérieur et qui repose sur la déduction en logique linéaire.

Pour toutes ces raisons, une étude préalable de la construction de preuves en logique linéaire s'imposait.
Naturellement, cette étude nous a emmené au-delà de ce dont nous avions strictement besoin pour notre
application. Elle s'inscrit plus généralement dans la théorie de la démonstration basée sur le calcul des
séquents.

Construction de preuves en logique linéaire

Le formalisme utilisé pour définir le système déductif de la logique linéaire [Girard, 1987] est celui du
calcul des séquents [Gentzen, 1935; Kleene, 1968; Gallier, 1986]. Il est tout à fait adapté à la représentation
d'un calcul de processus dans la mesure où un séquent P l- P' peut être interprété comme résumant la
réduction d'un processus P en un processus P'.
Sur le plan purement logique, l'avantage d'un tel formalisme par rapport à celui de la déduction naturelle
est que chaque règle d'inférence est globale: elle permet de prendre en compte l'ensemble des formules
présentes dans une preuve et pas seulement celles qui vont être modifiées par la règle. Le revers de la
médaille est qu'un tel formalisme est redondant [Wallen, 1990]. Notamment, l'ordre des inférences au sein
d'une preuve n'est pas toujours pertinent. L'idée qui en découle, est qu'il est possible de normaliser les
preuves en permutant certaines de leurs inférences entre lesquelles l'ordre n'est pas essentiel. [Klcene, 1952]
avait déjà montré tout l'intérêt de la permutabilité d'inférences dans les preuves en logique classique
et intuitionniste présentées dans le formalisme du calcul des séquents. [Wallen, 1990] a généralisé ces
résultats pour des logiques non classiques.
Et cette notion se retrouve dans la plupart des travaux sur la déduction en logique linéaire.

• [Rodas and Miller, 1991, 1994], pour étendre Prolog comme nous l'avons indiqué précédemment,
ont été amenés à étudier la construction ascendante de preuves dans un fragment particulier de la
logique linéaire intuitionniste (ILL). Ils ont montré qu'elles pouvaient y être normalisées sous forme
de preuves uniformes. [Harland and Pym, 1991,1992, 1994] ont mené une étude similaire dans un
fragment voisin.

• [Andreoli and Pareschi, 1990b; Andreoli, 1992]ont étudié la construction ascendante de preuves dans
la logique linéaire complète présentée à l'aide de séquents sans partie gauche (CLL). L'utilisation
de la permutabilité d'inférences a permis de définir une classe de preuves complète relativement
à l'ensemble des preuves: les "focusing proojs" [Andreoli. 1992]. Leur construction de haut en
bas présente deux propriétés caractéristiques: la réversibilité qui permet de décomposer certaines
formules dès qu'elles apparaissent dans certains séquents et le "[ocusinç" qui, dès qu'on commence
à décomposer d'autres formules, permet d'enchaîner par la décomposition de leurs sous-formules.

• [Lincoln and Shankar, 1994] se sont concentrés sur le problème de la gestion des substitutions
relatives aux variables quantifiées, dans la construction ascendante de preuves de CLL. Reprenant
la technique de skolémisation dynamique utilisée pour la logique intuitionniste [Shankar , 1992],
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ils ont pu rendre totalement permutable l'introduction des quantificateurs existentiels et universels
dans les preuves. L'inconvénient est que cela restreint la permutabilité de certaines autres inférences.

• [Tammet, 1993], en plus de chercher à construire des preuves de bas en haut (autrement dit en
chaînage arrière), a aussi choisi de les construire en partant des axiomes pour arriver à la conclusion
(c'est-à-dire en chaînage avant). La méthode utilisée s'apparente à la résolution et s'inspire de la
méthode inverse de Maslov [Lifschitz, 1989]. Mais au-delà de la forme, le fond repose encore sur
la permutabilité d'inférences dans le calcul des séquents. [Mints, 1993] a étendu ces résultats au
premier ordre.

Le fil conducteur de ces travaux est l'utilisation de la permutabilité d'inférences dans les preuves. C'est ce
qui nous a amenés à systématiser cette utilisation. Notre démarche n'est pas avant tout dans l'obtention
de tel ou tel résultat pointu qui viendrait s'ajouter à ceux qui viennent d'être exposés. Elle est de montrer
que ces résultats qui peuvent apparaître indépendants les uns des autres, se rattache en fait à une méthode
générale de recherche de preuve, basée SUT la permutabilité d'inférences, qui s'applique à tout fragment de
la logique linéaire et à tout sens de construction des preuves.

Plan de la thèse

Partie 1: construction de preuves en logique linéaire

Le chapitre 1 est une introduction à la logique linéaire tournée plus particulièrement vers la présen
tation de son système déductif et de ses principaux sous-systèmes.

Dans le chapitre 2, nous nous attacherons à définir clairement les concepts de base d'inférences per
mutables et de montée et descente d'une inférence dans une preuve.
Ensuite, nous aborderons la normalisation des preuves proprement dite qui se résume à un mouvement
d'inférences, avec deux facteurs déterminant ce mouvement: le fragment logique dans lequel se situent
les preuves et le sens de construction envisagé [Galmiche and Perrier, 1994b]. L'élimination des coupures
peut être considérée comme une première phase dans ce processus de normalisation.

Dans le chapitre 3, nous appliquerons les principes dégagés juste avant, à la normalisation des preuves
dans CLL en vue de les construire en chaînage arrière. Nous allons découper le processus en deux phases:
la première concerne uniquement les contractions et les affaiblissements et va déboucher sur une spêciali
sation du système d'inférence qui va devenir CLLt : la deuxième porte sur le déplacement des inférences
logiques et nous permettra d'obtenir les preuves normales de CLLt. Nous verrons que, pour l'essentiel,
nous retrouverons les "focusing proofs" de [Andreoli, 1992]. Mais comme nous l'avons déjà dit, ce qui
nous importe ici, n'est pas tant le résultat obtenu que la mise en valeur de la méthode utilisée.

Dans le chapitre 4, nous allons reprendre CLL mais dans une perspective opposée: la construction des
preuves en chaînage avant. Là encore, nous allons découper le processus de normalisation en plusieurs
phases. Reprenant la notion de séquent affaiblissable introduite par [Tammet, 1993], nous allons faire une
première modification du système d'inférence qui va nous permettre de rendre mobiles les affaiblissements
de tous ordres, produits au cours d'une preuve.
Dans le nouveau système, CLL.L nous allons chercher à rendre les affaiblissements contrôlables dans un
processus de construction des preuves en chaînage avant. [Tarnmet, 1993] a apporté une première réponse
à ce problème crucial. L'utilisation systématique de la permutabilité d'inférences va nous permettre d'aller
plus loin en faisant appel à des notions nouvelles telles que formules de base et formules d'affaiblissement
ainsi que base d'affaiblissement.
Cela va se traduire par une deuxième modification du système d'inférence qui va devenir le système
CLL-J-A, spécialisé dans la démonstration d'un séquent particulier 1- .6.. Outre le contrôle des affaiblis
sements, ce système va aussi intégrer celui des contractions. Il ne restera plus ensuite qu'à déplacer les
inférences logiques pour obtenir des preuves normales de CLLta.
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Dans les trois précédents chapitres, nous avons envisagé les preuves sous un angle statique. Il s'agis
sait d'objets auxquels nous avons fait subir un processus de transformation: la normalisation. Dans le
chapitre 5, nous allons les considérer sous un angle dynamique, celui de leur construction. Les propriétés
des preuves normales vont se traduire au niveau de la recherche par des principes qui vont permettre de
réduire l'indéterminisme lié à l'ordre d'application des règles d'inférence.
La montée maximum de certaines inférences dans les preuves donnera lieu aux principes duaux de com
position immédiate pour la recherche descendante et de décomposition en chaîne pour la recherche ascen
dante. Symétriquement, la descente maximum d'autres inférences va se traduire par les principes duaux
de composition en chaîne pour la recherche descendante et de décomposition immédiate pour la recherche
ascendante [Galmiche and Perrier, 1994a].

Partie II: programmation parallèle en logique linéaire

Dans le chapitre 6, nous exposons la démarche qui va nous permettre d'utiliser notre connaissance de
la construction des preuves en logique linéaire pour élaborer CPL, un calcul de processus qui s'appuie
sur celle-ci.
Nous montrerons tout d'abord les choix auxquels nous avons été confrontés dans la délimitation d'un
fragment logique approprié. Nous verrons dans quelle mesure ils rejoignent ou se différencient de ceux
effectués par [Miller, 1992; Kobayashi and Yonezawa, 1992; Lincoln and Saraswat, 1992]. Le fragment
logique étant fixé) nous utiliserons la méthode développée dans la partie I, pour normaliser les preuves
dans ce fragment et spécialiser le système d'inférence pour en faire le système déductif de CPL. Nous fe
rons enfin une brève étude de la permutabilité d'inférences dans celui-ci qui aidera ensuite à l'élaboration
des stratégies de calcul ainsi qu'à l'étude de la sémantique dénotationnelle.

Le chapitre 7 est consacré à l'étude du langage et de la sémantique opérationnelle de CPL. Nous
commencerons par décrire les mécanismes de communication ainsi que les opérations algébriques sur les
processus que le langage permet. Nous illustrerons ses possibilités d'expression par des exemples variés.
A partir du système déductif de CPL, nous étudierons ensuite sa sémantique opérationnelle sous deux
formes: logique en tant que construction de preuves et à travers une relation de transition qui en découle.

Le chapitre 8 est consacré à l'étude de la sémantique dénotationnelle de CPL. Elle vise à exprimer
la capacité d'interaction d'un processus avec le monde extérieur par opposition à son mécanisme interne
de réduction. Elle est issue de la sémantique des phases de la logique linéaire [Girard, 1987] et basée sur
les concepts de co-processus et d'interface dont nous donnerons une représentation logique. Nous verrons
ensuite qu'en s'appuyant sur la déduction en logique linéaire, il est possible d'élaborer un calcul sur les
interfaces basé sur les notions de réduction, et de relativisation d'une interface. Nous étudierons enfin
comment s'articulent les relations entre interfaces et les relations entre processus correspondants étant
donné qu'il y a une dualité entre les deux.

Dans le chapitre 9, nous nous intéressons à la synchronisation de la communication dans les réductions
de processus et plus généralement dans les preuves de CPL. Nous verrons qu'elle s'effectue en rapprochant
les inférences produisant les messages de celles les consommant.
Cette opération qui n'est pas toujours possible, nous permettra d'obtenir des preuves synchrones. En
nous intéressant ensuite seulement à celles-ci, nous allons restreindre CPL à un calcul synchrone: SCPL
( Synchronous Concurrent Programming Logic). Nous verrons en particulier que nous pourrons y coder
le II-calcul [Milner , 1991; Milner et a/., 1992].

Dans le chapitre 10, nous montrerons comment CPL fournit un cadre approprié pour traduire dans un
même langage des programmes écrits dans des styles très différents: programmes logiques) programmes
impératifs ou programmes parallèles. Avec sa sémantique dénotationnelle, il peut ainsi fournir un cadre
commun pour l'étude sémantique de programmes écrits dans des langages les plus divers.
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Chapitre 1

Introduction à la logique linéaire

Ce chapitre constitue un rappel des principaux traits de la logique linéaire, une présentation de son
système déductif et des principaux sous-systèmes de celui-ci.

1 La logique linéaire

Bien que sa formulation soit récente [Girard, 1987], la logique linéaire se situe dans le prolongement de
logiques plus anciennes: celle de Lambek [Lambek , 1958], les logiques directe [Ketonen and Weyhrauch,
1984J et pertiuente [Urquhart, 1984; Dunn, 1986]. Elle est issue d'une réflexion sur la sémantique de
l'implication intuitionniste basée sur les espaces cohérents. J .Y. Girard a introduit ceux-ci pour simplifier
les domaines de Scott [Girard, 1986). Il découvrit alors que l'implication intuitionniste n'est pas une opé
ration primitive mais qu'elle peut être décomposée en deux autres qui vont devenir les opérations --0 et
! de la logique linéaire. Comment la logique linéaire se situe-t-elle par rapport à celles dont elle est issue?
La logique classique est le reflet d'un monde statique où les vérités sont éternelles.
La logique intuitionniste [Heyting, 1966; Brower, 1975; ?] marqua une première rupture dans cette concep
tion en introduisant une idée constructive de la vérité: ce qui est vrai, est ce qui peut être calculé comme
tel. Elle place donc les preuves au centre de la notion de vérité. Mais elle ne rompt que partiellement avec
une vision statique de la réalité dans la mesure où la vérité y reste monotone: au cours d'une preuve, une
assertion qui a été établie, peut ensuite être utilisée à volonté, elle reste vraie jusqu'au bout.
La logique linéaire se veut par contre, une logique du dynamisme [Girard, 1989; Troelstra, 1992]. Les
preuves peuvent être vues comme des actions transformant des assertions, pouvant être interprétées
comme des états, en d'autres.
Pour illustrer cette idée, considérons l'exemple suivant. Le séquent

(x = 2) -e-o (x = 5), (x = 2) l- (x = 5)
est prouvable en logique linéaire tandis que

(x = 2) -<) (x = 5), (x = 2) l- (x = 2) ® (x = 5)
ne Fest pas (rappelons que --0 et 0 représentent respectivement l'implication linéaire et une forme de
conjonction). On peut considérer ces deux séquents comme deux actions, leur partie gauche représentant
un état initial et leur partie droite, l'état final correspondant après exécution de l'action. La ressource
(x = 2) ayant été consommée dans Faction, cela entraîne sa disparition dans l'état final et c'est donc
pour cela que le second séquent n'est pas prouvable.
Ainsi, on a pu dire de la logique linéaire qu'elle est une logique consciente de ses ressources. C'est pourquoi,
elle a déjà pu trouver des applications qui font appel à cette qualité dans des domaines aussi divers que
la programmation fonctionnelle, la programmation logique, le parallélisme et la programmation orientée
objets (le lecteur trouvera une liste exhaustive de références dans [Alexiev, 1993]).
Dans son papier initial, [Girard, 1987] propose deux sémantiques de la logique linéaire: celle des espaces
cohérents et celle des phases. Nous nous intéresserons à cette dernière à l'occasion de la définition d'une
sémantique dénotationnelle pour CPL dans le chapitre 8.
D'autres sémantiques ont vu le jour depuis) basées sur les jeux [Lafont and Streicher, 1991; Blass, 1992;
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Chapitre 1. Introduction à la logique linéaire

Abramsky and Jagadeesan, 1992], les catégories [Seely, 1989; de Paiva, 1989; Barr, 1991] on les modèles
de Kripke [Allwein and Dunn, 1992].
Dans cette thèse, c'est l'aspect déductif de la logique linéaire qui nous intéresse avant tout. Or, de ce
point de vue, [Girard, 1987] en propose deux présentations: sous forme d'un calcul de séquents et sous
forme de réseaux de preuve [Gallier, 1992a,1992b]. La deuxième s'apparente au formalisme de la déduction
naturelle mais les preuves y ont la forme d'arbres reliés entre eux par leurs feuilles. Nous opterons pour
la première qui est la plus appropriée pour représenter un calcul de processus, les séquents permettant
de traduire naturellement les changements d'états des processus.

2 Le calcul des séquents linéaire

Avant d'en présenter les règles, précisons quelques notations. Nous utiliserons les méta-variables A,
B, C pour représenter des formules atomiques, FI G, H pour des formules quelconques et ~, I', :E pour
des multi-ensembles de formules; ces méta-variables pourront être éventuellement indexées.
Les règles de déduction définissant tout calcul des sëquents, sont en général classées en trois groupes:
identité, structure, logique. Et ce sont les règles structurelles qui déterminent la nature d'une logique.

2.1 L'abandon des règles d'affaiblissement et de contraction

En logique linéaire, les formules sont considérées comme des ressources qui sont produites et consom
mées. Une formule ne peut y être utilisée qu'une fois et une seule. C'est pourquoi les règles du calcul des
séquents linéaire s'obtiennent à partir de celles du calcul des séquents classique par suppression des règles
structurelles d'affaiblissement et de contraction.
Les règles d'affaiblissement gauche et droite se présentent habituellement ainsi:

f 1- t.
F,fl-t.

f 1- t.
fl-F,t.

L'abandon de la règle WL signifie que dans une démonstration, toutes les hypothèses sont consommées et
celui de WR qu'il n'est pas possible d'introduire dans une conclusion une alternative arbitraire.
Les règles de contraction, quant à elles, ont la forme suivante:

F,F,fl-t.

F, f 1- t.
fI-F,F,t.

fl-F,t.

L'abandon de la règle CL veut dire que dans une démonstration, une ressource ne peut pas être utilisée
plusieurs fois et celui de CR qu'il n'est pas possible dans une conclusion de contracter plusieurs alternatives
identiques.
La règle d'échange est la seule règle structurelle maintenue mais de façon implicite: alors qu'en logique
classique.les parties gauche et droite des séquents sont des ensembles de formules, en logique linéaire,
ce sont des multi-ensembles de formules. Si la règle d'échange est abandonnée, on obtient une logique
linéaire non commutative [Yetter, 1990, Abrusci, 1990, 1991].

2.2 La négation linéaire

Contrairement à la logique intuitionniste, la modification des règles structurelles ne change pas les
propriétés de la négation par rapport à la logique classique. Elle est définie par les règles suivantes:

fl-F,t.

F L , f 1- t.

F, f 1- t.

r 1- F L , t.
l-R

Ainsi, elle conserve un caractère involutif, c'est-à-dire que Fl..L est égal à F. Cela confère donc à la logique
linéaire une symétrie que n'a pas la logique intuitionniste. Cela permet, entre autres, de transformer tous
les séquents en séquents sans partie gauche où l'on ne distingue plus hypothèses et conclusion. Par
exemple: F, Cl.. 1- H pourra s'écrire l- r», G, H. Dans la suite, nous allons utiliser cette propriété
pour simplifier le système cl 'inférence.
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2. Le calcul des sëquents linéaire

2.3 La dissociation des aspects multiplicatifet additif des opérateurs logiques

Une des conséquence de l'abandon des règles d'affaiblissement et de contraction est la dissociation du
et et du ou classiques chacun en un opérateur multiplicatifet un opérateur additif Ceci va donner lieu a
deux fragments distincts de la logique linéaire: le fragment multiplicatif et le fragment additif.

2.3.1 Le fragment multiplicatif

La caractéristique de celui-ci est que les règles d'inférences n'y modifient pas l'étendue des ressources
manipulées, elles agissent seulement sur leur structuration; de là, le caractère intensionne1 ou multiplicatif
de ces règles. Le et multiplicatifs'appelle times (notation 0). On lui associe un élément neutre qui est la
constante 1. Les deux opérateurs sont alors définis par les règles suivantes:

F, G, r f- ~
0L

r, f- F, ~, f, f- G, ~,
0R

F0G, r t- ~ r, f, l- F0G, ~1, ~2

I' f- ~
IL IR

1, f l- ~ f- 1

Le ou multiplicatif s'appelle par (notation p). On lui associe un élément neutre qui est la constante 1...
Les deux opérateurs sont alors définis par les règles suivantes:

F, fI f- ~1 G, f 2 f- ~2 f f- F, G, ~
PL PR

FpG, r., f, f- ~1, ~2 f f- FpG, ~

1-L
I' l- ~

1-R
1- f- r l- 1-, ~

Le fragment multiplicatif comprend aussi l'implication linéaire qui peut être considéré comme un connec
teur dérivé de p et .l de la façon suivante: F -0 G '" F.lpG. Mais elle peut étre aussi définie
directement par les règles suivantes:

r, f- F, ~1

F -0 G, fI,

F, f 1- G, ~

I' f- F -0 G, ~

2.3.2 Le fragment additif

Il se caractérise par des règles d'inférence qui modifient l'étendue des ressources: superposition de
contextes ou introduction d'une formule totalement nouvelle, d'où le caractère extensionne/ ou additif
de ses règles. Ainsi le et additif s'appelle with et s'écrit &. On lui associe un élément neutre qui est la
constante T. Ils sont définis par les règles suivantes:

F, f f- ~

F&G, f f- ~

G, f f- ~

F&G, I' f- ~

f f- F,~

f f-

r l- G, ~

F&G, ~
&

f f- T, ~

De façon duale, on trouve le ou additif qu'on appelle plus (notation 1$). L'élément neutre correspondant
est la constante O. Les deux opérateurs sont définis par les règles suivantes:

F, f f- ~ G, f f- Ll

FtfJG, r l- Ll

r f- F, ~

f f- Fil)G, Ll

r f- G, ~

I' 1- Fil) G, ~

0, r f- Ll

On peut montrer que J'ensemble des formules de la logique linéaire muni d'une des quatre opérations
binaires ainsi définies constitue un monoïde commutatif. Cette propriété sera souvent utilisée de façon
implicite par la suite.
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2.4 Les opérateurs exponentiels

Pour retrouver le pouvoir d'expression de la logique classique, il était nécessaire de réintroduire les
règles d'affaiblissement et de contraction mais de façon contrôlée en marquant les formules auxquelles
elles sont applicables à l'aide des opérateurs modaux! et? D'où les règles suivantes:

F, r f- LI.
!L

!r f- F, ?LI.
!R

r l- LI.
W!L

!F, !F, r l- LI.
C!L

!F, r l- LI. !r f- ir, ?LI. !F, r f- LI. !F, r f- LI.

F, rr f- ?LI.
?L

r f- F, LI.
?R

r f- LI.
W?R

r f- ?F, ?F, LI.
C?R

?F, !r f-?LI. r l- ?F, LI. r l- ?F, LI. r f- ?F, LI.

Lorsqu jan trouve ci-dessus des expressions de la forme ?r ou ll", cela indique des multi-ensembles obtenus
en ajoutant devant chaque formule de I", l'opérateur? ou J.

2.5 La règle de la coupure

Elle est fondamentale car elle donne le pouvoir d'utiliser des lemmes dans les preuves et s'énonce de
la façon suivante:

r , f- F, LI. ,

r, r, l-

F, r 2 l-
eut

Mais paradoxalement, elle n'a de sens que s'il est possible de l'éliminer dans les preuves (Hauptsatz de
Gentzen). En effet, elle a pour seul rôle de permettre l'introduction de lemmes dans les démonstrations.
Elle ne doit pas ajouter de sens particulier par rapport aux autres règles qui, elles, servent à définir la
logique. [Girard, 1987] a montré que l'élimination des coupures était possible en logique linéaire.

On a récapitulé l'ensemble des règles constituant le système déductif de la logique linéaire que nous
noterons LL dans la figure 1.1. Le fragment propositionnel de LL sera noté LLo.

Remarque 1.2.1 On peut ranger les règles d'inférences de LL en deux groupes: celles qui exigent des
conditions sur les contextes et que l'on peut qualifier de sensibles au contexte et celles qui ne le sont pas.
Dans le premier, on trouve tout d'abord la règle & qui exige l'identité des deux contextes initiaux. On
trouve aussi la règle! qui exige que le contexte ait la forme ?~. Enfin, ce groupe comprend aussi la règle
V qui exige que la variable qui est quantifiée ne soit pas libre dans le contexte.
Cette remarque est importante parce qu'elle explique premièrement la difficulté à passer d'un formalisme
sous forme de calcul des séquents à un formalisme du type déduction naturelle pour représenter la logique
linéaire. C'est tout le débat sur les réseaux de preuve qui dépasse le cadre de cette thèse (voir à ce sujet
[Girard, 1987; Bel/in, 1991; Gonthier et al., 1992J).

3 Les principaux sous-systèmes

Du point de vue de la construction de preuves, LL est un cadre trop large pour y développer des
stratégies de recherche de preuves efficaces. A ce sujet, il est à noter que, contrairement à la logique
propositionnelle classique, LLo n'est pas décidable [Lincoln et al., 1990). Il est donc capital de pouvoir se
restreindre à certains fragments de LL [Chirirnar and Lipton, 1991; Bellin and Ketonen, 1992). Quelques
critères semblent importants pour leur définition:

- LL doit être une extension conservative de ce fragment, c'est-à-dire que tout séquent appartenant
à celui-ci et prouvable dans LL\ doit avoir une preuve totalement incluse dans celui-ci ;

- la recherche de preuve doit y être efficace; ce point est crucial et va être développé dans le chapitre
suivant;

- son pouvoir d'expression doit être suffisamment étendu pour pouvoir y spécifier les problèmes
qu'on souhaite résoudre.
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groupe identité

3. Les principaux sous-systèmes

FIG. 1.1 - Système d'inférence de LL

id
AI-A

groupe logique

négation

f 1- F, Ll.
.lLr-, f 1- Ll.

opérateurs multiplicatifs

F, f 1- Ll.

f 1- r-, Ll.
.lR

F, G, r 1- Ll. I'r l- F, Ll., r, 1- G, Ll., r 1- Ll.
IL IR@L &R

F@G, r t- Ll. f, , f 2 1- F&G, Ll." Ll., l, I' 1- Ll. 1- 1

F, I', 1- Ll., G, f, 1- Ll., I' l- F, G, Ll.
.lL

f 1- Ll.
.lRrL rR

FrG , r, f, 1- Ll." Ll.2 I' 1- FrO, Ll. .L l- r 1- .i., Ll.

r, 1- F, Ll., G, f, 1- Ll., F, r 1- G, Ll.
--<)L ---OR

F --<) G, r, f, 1- Ll." Ll., I' 1- F ---0 G, Ll.

opérateurs additifs

F, r 1- Ll. &h
G, r 1- Ll.

&2L
r l- F, Ll. r 1- G, Ll.

&R TR
F&G, r 1- Ll. F&G, f l- Ll. r 1- F&G, Ll. r 1- T, Ll.

F, f 1- Ll. G, I' l- Ll. r 1- F, Ll.
EBIR

f 1- G, Ll.
OLEBL EB2R

FEBG, r 1- Ll. f 1- F EB G, Ll. r 1- F EB G, Ll. 0, r 1- Ll.

opérateurs exponentiels

F, r l- Ll.
!L

!r l- F, ?Ll.
!R

!F, r l- Ll. !r 1- !F, ?Ll.

F, !r 1- ?Ll.
?L

r l- F, Ll..
?R

?F, !r I-?Ll. r 1- ?F, Ll..

quantificateurs

F[t/x], f I-Ll.. 'h
'IxF, f 1- Ll.

Fry/x], r 1- Ll.. 3
L

3xF, r 1- Ll.

r 1- Ll.
W!L

tF l !F, r l- Ll.
CIL

!F, r l- Ll. !F, r l- Ll..

rl-Ll..
W?R

f 1- ?F, ?F, Ll..
C?R

r 1- ?F, Ll. r 1- ?F, Ll..

r 1- F[y/x] , Ll. \IR

f 1- \lxF, Ll.

r 1- F[t/x], Ll.. 3
R

r 1- 3xF, Ll.

Pour les règles 'tiR et 3L 1 la variable y ne doit pas être libre dans la conclusion
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Chapitre 1. Introduction à la logique linéaire

Les deux derniers critères sont souvent contradictoires si bien que l'on peut privilégier plus ou moins l'un
ou l'autre.

3.1 La logique linéaire classique (CLL)

Comme nous l'avons déjà vu, les propriétés de la négation linéaire vont nous permettre de simplifier
le système complet par une restriction aux séquents sans partie gauche. Tout séquent de la forme r r .Da.
peut être remplacé par l- r-, ~ (où r- représente le multi-ensemble des négations des formules de I').
Cela permet de diviser le nombre de règles par deux mais pour que LL en soit une extension conservative,
il faut aussi redéfinir la négation à l'aide de règles indiquant comment la descendre au niveau atomique
dans les formules composées. Nous obtenons alors le système CLL décrit par la figure 1.2.
Il est bien entendu équivalent à LL, ce qui signifie que tout séquent r 1- ~ est prouvable dans LL si et
seulement si l- rl.,.6. est prouvable dans CLL. L'implication linéaire n'y apparaît pas explicitement vu
que F --Q G est considéré comme une abréviation de F1.fP G , cela permet à LL d'être une extension
conservative de CLL. La restriction propositionnelle de CLL sera notée CLLo.

3.2 Les fragments multiplicatif (MLL) et multiplicatif-additif (MALL)

Le fragment multiplicatif de CLL, noté MLL, s'obtient par une restriction syntaxique sur les formules:
les seuls opérateurs permis sont l , 1.., 1., 0, p, V, 3. A cause de la propriété de la sous-formule, CLL
est une extension conservative d'un tel fragment. L'implication linéaire, du fait qu'elle est composée à
partir de p et de 1. est aussi un opérateur implicite de MLL. La restriction propositionnelle de MLL sera
notée MLL o, fragment NP-complet [Kanovich, 1991] comme le fragment encore plus restreint construit
uniquement à partir des constantes 1.. et 1 et des opérateurs multiplicatif [Lincoln and Winkler, 1992].
L'intérêt de MLL est que l'étendue des ressources atomiques est conservée dans les preuves si bien que
leur construction y est particulièrement simple.
En étendant MLL aux opérateurs additifs 0, T, &, Etl, on obtient le fragment de CLL que nous qualifierons
de multiplicatif-additif et qui est noté MALL. Pour les mêmes raisons que pour MLL, CLL est une
extension conservative de MALL. La restriction propositionnelle de MALL sera notée MALLo. Le premier
fragment est NEXPTIME-hard [Lincoln and Scedrov, 1992] alors que le second est PSPACE-complet
[Lincoln et al., 1990].
Notons que dans MALL, l'affaiblissement et la contraction des ressources sont permis implicitement au
travers des opérateurs additifs mais de manière finie en ce sens que la forme syntaxique cl 'un séquent
quelconque de MALL permet de déterminer un ensemble maximum et fini de ressources nécessaire à
sa preuve. Par exemple, si le séquent f- A, B&C, D&E est prouvable, la formule A sera au maximum
dupliquée deux fois car il y a deux connecteurs & dans le séquent.

3.3 La logique linéaire intuitionniste (ILL)

De la même façon que la logique intuitionniste s'obtient à partir de la logique classique en limitant le
nombre de formules dans la partie droite des séquents à une au maximum, on définit la logique linéaire
intuitionniste, notée ILL, à partir de la logique linéaire toute entière. ILL joue un rôle important dans
les applications à la programmation fonctionnelle, la programmation logique et le parallélisme [Alexiev j

1993].
LL est-elle une extension conservative de ce fragment? Si l'on passe en revue toutes les règles d'inférence,
on constate que dans la construction d'une preuve de bas en haut, certaines risquent de nous faire sortir
de ILL; ce sont: J.. L, --QL, fJR, C?R. Pour ne pas avoir à utiliser certaines de ces règles, il suffit de
remplacer dans les séquents à prouver certaines formules par des formules équivalentes.
Ainsi, on remplacera les formules de la forme r-, FpG, ?F respectivement par:

F --{).1-, (F --{) .1-) --{) G, (!F) -c-o .L.
Malheureusement, on n'a pas éliminé la règle -QL et si Fon étudie les choses de plus près, on constate
que l'on sort de ILL uniquement lorsque l'application de la règle --QL est consécutive à celle de OL ou
de .LL. Ainsi les séquents l- (((A --{) .1-) --{) .1-) --{) A et l- ((A -c-o B) --{) 0) --{) (A (9 T) ne sont pas
prouvables dans ILL [Lincoln, 1992].
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3. Les principaux sous-systèmes

FIG. 1.2 - Le système d'inférence de CLL

groupe identité

id
f-A,A.L

groupe logique

négation

f- F, ~l f- F.L, ~2

f- ~" ~2
eut

(F @ C).L = F.LpC.L

1.L=-1

(F&C).L = F.L EB C.L

T.L = 0

(!F).L =?F.L

(YxF).L = 3xF.L

opérateurs multiplicatifs

(FpC).L = F.L @ C.L

-1.L=1

(F EIJ C).L = F.L&C.L

O.L = T

(?F).L =!F.L

(3xF).L =YxF.L

f- F
"
~, f- Fz, ~2

@

f- F , @ F2,~" ~2

opérateurs additifs

f- F
"
~ f- Fz,~ &

f- F,&F2,~

opérateurs exponentiels

f- 1

f- T,~
T

1

f- F, ?~

HF, ?~

quantificateurs

f- F,~ ?
f-?F,~

f-~

f-?F, ~
w? f-?F, ?F,~ ?

c.
f-?F,~

f- F[y/x],~ y
f- YxF, ~

f- Flt/x], ~ 3
f- 3xF, ~

avec y non libre dans la conclusion
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Chapitre 1. Introduction à la logique linéaire

Si l'on exclut les constantes 0 et 1.., on obtient un fragment dont LL est une extension conservative. La
restriction des règles d'inférence à celui-ci forment alors un système, noté ILL', défini par la figure 1.3 et
que l'on appellera par abus de langage système de la logique linéaire intuitionniste, même s'i! n'en est
qu'une restriction. La partie propositionnelle d'ILL' sera notée ILLbo
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3. Les principaux sous-systèmes

FIG. 1.3 - Système d'inférence d'ILL'

groupe identité

AI-A

groupe logique

opérateurs multiplicatifs

id
rll-F F,r,I-G

r"r, 1- G
eut

rI 1- FI F"r, 1- G

Fi ----0 F21rllr21- G

F" F" r 1- G
0L

F, 0 F2 ,r 1- G

opérateurs additifs

r, 1- FI r, 1- F,
0R

rl,r,1- FI ® F2

-oL

rl-F
IL IR

1, r 1- F 1- 1

FI,r 1- F,
-OR

rI- FI -0 F,

FI,r 1- G

FI&F2 , rI- G

F2,rI-G

F1&F" r 1- G

r 1- FI r 1- F, &R
r r- FI&F, r r- T

FI, r 1- G F2,r r- G
<lJL

FI <lJ F"r 1- G

opérateur exponentiel

r r- FI rI- F,

F, r 1- G

!F, r 1- G

!r 1- F
!R

ll' HF

rI- G

IF, r 1- G

!F, !F,r 1- G 1
C·L

!F,r 1- G

quantificateurs

F[t/x], r 1- G
"lL

r r- F[y/x]
'IR

\fxF, r 1- G r} \fxF

F[y/x], r 1- G
3L

rI- F[t/x]
3R

3xF,r 1- G rI- 3xF

avec y non libre dans la conclusion pour les règles VR et 3L
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Chapitre 2

Concepts pour la normalisation de
preuves en logique linéaire

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d'étudier la première phase qui va nous permettre de construire
efficacement des preuves sans coupures dans un fragment donné de LL: la normalisation des preuves
issues de ce fragment. Elle vise à définir une classe de preuves suffisamment restreinte pour que leur
construction soit efficace, tout en restant complète pour le fragment considéré: tout séquent prouvable
doit pouvoir admettre une preuve normale. Pour y parvenir, nous proposons d'utiliser systématiquement
la permutabilité d'inférences au sein des preuves [Kleene, 1952].
Cette notion n'est pas nouvelle et on la retrouve de façon informelle dans la plupart des travaux sur la
déduction en logique linéaire [Harland and Pym, 1990; Hodas and Miller, 1991; Bellin, 1991; Andreoli,
1992; Lincoln, 1992; Tammet, 1993]. Mais nous voulons la définir rigoureusement car la nature de la
règle & qui entraîne la superposition de deux contextes complique les choses. Il en est de même pour la
notion de mouvement d'une inférence dans une preuve qui en découle et qui est un élément constitutif
du processus de normalisation.
Pour établir ces concepts, il nous est nécessaire d'analyser l'évolution d'une formule dans une preuve
en calcul des séquents. En effet, en déduction naturelle, une formule est liée d'un côté aux composantes
dont elle est issue, et de l'autre, à la formule dans la composition de laquelle elle entre. Dans le calcul
des sêquents, une formule qui a été produite par une inférence, peut rester passive lors des inférences
suivantes et ne devenir active en entrant dans la composition d'une nouvelle formule que bien longtemps
après. Nous définirons le vocabulaire pour décrire ce phénomène.
Cela va nous permettre ensuite d'établir de façon précise ce qu'on entend par inférences permutables dans
une preuve. A partir de cela, nous allons mener une étude exhaustive de la permutabilité de deux inférences
dans CLL en fonction de leurs types. Par itération de la permutation de deux inférences dans une preuve
vers le bas ou vers le haut, nous pourrons définir la montée et la descente d'une inférence dans une preuve.
Nous étudierons ensuite deux questions: dans quel sens peut-on déplacer plus facilement une inférence et
jusqu'où? Nous pouvons en venir ensuite tout naturellement au processus de normalisation des preuves
proprement dit qui n'est qu'un ensemble de mouvement d'inférences. Nous nous sommes intéressés à deux
questions: quels facteurs peuvent déterminer ce processus et les mouvements individuels qui le composent,
sont-ils cohérents entre eux?
Nous achevons ce chapitre par une première application de ces concepts à l'élimination des coupures qui
constitue une première phase du processus de normalisation.
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Chapitre 2. Concepts pour la normalisation de preuves en logique linéaire

1 Vocabulaire relatif à l'évolution d'une formule dans une preuve

Afin de définir rigoureusement les notions de permutabilité et de mouvement d'inférences, il est né
cessaire de fixer un peu de vocabulaire relatif au calcul des séquents qui permette de décrire l'évolution
des formules dans les preuves. Etant donné que nous allons par la suite travailler dans CLL, nous nous
limiterons donc à des séquents sans partie gauche. Il serait facile d'étendre ce vocabulaire à des séquents
avec parties gauche et droite. Etudions d'abord ce qui se passe au niveau local d'une inférence, l'impact
qu'elle a sur l'évolution des formules d'une preuve. Cela nous amène à introduire les concepts de formule
principale, formule active et contexte.

1.1 Formules principales, formules actives et contextes d'une inférence

Rappelons tout d'abord qu'une inférence est une instance d'une règle d'inférence et que le type d'une
inférence est le nom de la règle correspondante. Par ailleurs, quand nous parlons de formule pour un
multi-ensemble, il s'agit en fait d'occurrence de formule; par exemple, le multi-ensemble {A, A} contient
deux formules qui sont identiques syntaxiquement.

Définition 2.1.1 Une formule principale d'une inférence qui n'est pas une contraction, est une formule de sa
conclusion qui n'existait pas dans ses prémisses. Dans le cas d'une contraction, il s'agit de la formule résultant
de la contraction des deux formules du prémisse.
La partie principale d'une inférence l, notée .D..p (I) , est le mufti-ensemble de ses formules principales.

Exemple 2.1.1

inférence l partie principale D.p(I)

T {T} U D.
1- T, D.

l- F, D., 1- F L , D.2 eut 0
1- D." D.2
1- F, G, D.

p {FpG}
1- FpG, D.

Définition 2.1.2 Une formule active d'une inférence qui n'est pas une contraction, est une formule d'un de
ses prémisses qui n'existe plus dans sa conclusion. Dans le cas d'une contraction, il y a deux formules actives,
celles qui sont contractées.
La partie active du ki èm e prémisse d'une inférence i. notée.D...~ (1), est le multi-ensemble de ses formules actives.
On parleraaussi de parties actives gauche et droite au lieu de parties actives du premier et du second prémisses.

Exemple 2.1.2

inférence l partie active D.~(Il partie active ~~(I)

T
1- T, D.

1- ~
w? 01- ?F, D.

1- F, G, D.
p {F,G}

1- FpG, D.
l- F, D., 1- G, D.2

{F} {G}
1- F@G, ~" D.2

@
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1. Vocabulaire relatif à l'évolution d'une formule dans une preuve

Définition 2.1.3 Le contexte du kièmeprémisse d'une inférence 1, noté Ll~(I), est le complémentaire de sa
partie active. On parlera aussi de contextes gauche et droite au lieu de contextes du premier et du second
prémisses. On dira aussi qu'ils constituent les contextes initiaux de l'inférence.
Le contexte final d'une inférence /, noté Llc(I), est le complémentaire de sa partie principale.

Exemple 2.1.3

inférence 1 contexte initial 1l~(I) contexte initial 1l~(I) contexte finalll,(I)

T 01- T, Il

1- Il
w? Il Il

1- ?F, Il

l- F, Il 1- G, Il
& Il LI. Il

1- F&G, Il

1- F, Il, 1- G, Il,
0 Il, Il, Il, U Il,

1- F 0 G, Il,, Il,

Les choses étant fixées au niveau local) nous allons pouvoir maintenant élargir notre champ aux preuves
dans leur globalité pour définir le vocabulaire qui va nous permettre d'y décrire l'histoire des formules de
leur apparition jusqu'à leur disparition par composition.

1.2 Evolution d'une formule dans une déduction marquée

Commençons par rappeler les définitions classiques de déduction et de preuve dans le calcul des
séquents.

Définition 2.1.4 Une déduction de CU est un arbre binaire étiqueté par des séquents de CU et tel que
tout nœud a pour étiquette la conclusion d'une inférence dont les prémisses sont les étiquettes de ses fils.
Une conclusion intermédiaire d'une déduction est l'étiquette d'un de ses nœuds.
Une hypothèse est une conclusion intermédiaire étiquetant une feuille d'une déduction.
La conclusion (finale) d'une déduction est la conclusion intermédiaire attachée à sa racine.
Une preuve est une déduction sans hypothèses.

Voyons maintenant les problèmes qui se posent lorsque l'on cherche à suivre l'évolution d'une formule
dans une preuve. Partons d'un exemple. Considérons la preuve suivante:

id
1- A. A.L

Si l'on cherche à établir l'histoire de la sous-formule ?A1. de ?A1.$F, on se trouve devant une ambiguïté:
elle peut avoir été introduite soit par I'iuférence Y, soit par l'inférence w? La solution consiste à marquer
les formules dans la preuve. Pour notre exemple, il y a deux marquages possibles d'où les deux preuves
marquées suivantes issues de la preuve initiale.

l- A, ?At (JJ F, ?A~ 1- A, ?A:t (JJF, ?At

id
f- A, At

1- A, ?At

1- A, ?Ar, ?A~

?

w?

(JJ,
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Chapitre 2. Concepts pour la nonnalisation de preuves en logique linéaire

Définition 2.1.5 Une inférence marquée est une inférence munie d'un marquage qui permet d'identifier
toute formule d'un de ses prémisses avec une formule (sous-formule si l'on considère une formule active) de
sa conclusion.
Une dérivation marquée est une dérivation où chaque inférence est marquée.

La notion de marquage va donner un sens précis à l'évolution d'une formule au sein d'une déduction, les
étapes clés étant sa naissance et sa disparition en tant que telle.

Définition 2.1.6 Dans une déduction marquée, on dit qu'une formule F d'une conclusion intermédiaire a
été introduite par une inférence 1si et seulement si F est une formule principale de l.

Définition 2.1.7 Dans une déduction marquée, on dit qu'une formule F d'une conclusion intermédiaire a
été activée dans une inférence 1si et seulement si F est une formule active de /.

Exemple 2.1.4 Considérons la preuve suivante:

EB,

&

Pour cette preuve, il n 'y a qu'un marquage possible qui va de soi. L'intérêt d'une telle preuve est qu'elle
illustre le fait qu'une formule peut être introduite par plusieurs inférences à cause de la règle & qui
entraîne une superposition de contextes. Par contre, il est clair qu'une formule peut être activée dans au
plus une inférence. Ainsi, ici, A EB B est introduite par [es deux inférences EBI et EB2 et A.L est activée
dans l'inférence &.

2 Permutabilité d'inférences

Le vocabulaire ainsi fixé, nous allons pouvoir maintenant définir de façon rigoureuse la propriété de
permutabilité de deux inférences au sein d'une déduction [Kleene, 1952]. Cette question a déjà été abordée
dans certains travaux sur la construction de preuves en logique linéaire [Bellin, 1991; Lincoln, 1992;
Lincoln and Shankar, 1994] mais nous en faisons ici une étude exhaustive.

2.1 Définitions

A première vue, la notion semble simple: il s'agit de pouvoir permuter deux inférences consécutives
dans une déduction sans perturber le reste de celle-ci. L'exemple suivant illustre tout à fait cette idée.
Soit la déduction V, :

V" { V" { .1- F"c"Do, 1 1- C"Do,

1- F" C, 0 C" Dol, Do,

1- FI EB F" Cl 0 C" Dol, Do,

o

En permutant les inférences ® et EBl, on obtient une nouvelle déduction V 2 qui reste correcte.

1- FI EB F" Cl 0 C" Ll. j , Do,

1- F, EBF"CI,DoI
EBI (

V" i t 1- C" Do, o
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2. Permutabilité d'inférences

Dans la déduction VI, l'objet de la permutation est la déduction constituée de l'inférence ® suivie de El71·
Elle a pour hypothèses 1- F" G

"
1'1 , et 1- G2 , 1'12 et comme conclusion 1- F, $ F2 , G , <2> G2 , 1'1,,1'12' Le

résultat de la permutation dans 'D2 , est la déduction constituée de l'inférence E:1h suivie de 0 qui a mêmes
hypothèses et conclusion. Ainsi, la permutation n'a entraîné aucune perturbation au-dessus et au-dessous
de son objet.
Considérons maintenant une déduction Va où on a remplacé l'inférence ® par une inférence &.

&

Elh

Si l'on permute maintenant l'inférence & avec l'inférence eh, on obtient une déduction V 4 :

$,

&

qui est correcte mais on remarque que, contrairement au premier exemple, l'inférence €BI en permutant
avec &1 a été dupliquée. Cela montre la différence de comportement par rapport aux contextes entre les
deux conjonctions de la logique linéaire,
Dans l'autre sens, la permutation avec une inférence de type & provoque une superposition de deux '-,
inférences. Elle est donc plus difficile à réaliser puisqu'il faut avoir deux inférences identiques qui précède
celle de type &. Ainsi dans la déduction Vs ci-dessous, l'inférence EB1 n'est pas permutable avec & car
l'autre inférence précédant immédiatement & n'est pas de type EB1 j elle est de type EB2'

id id

<2>

id
I-C,C.L 1- B,B.L

id

<2>

&

Remarquons qu'il existe des cas où l'on peut tout de suite affirmer que l'ordre de deux inférences consé
cutives ne peut pas être changé: lorsqu'une formule principale de la première est active dans la seconde.

Définition 2.2.1 Dans une déduction de CLL, une inférence qui n'est pas un axiome, est en position de
permutation avec une autre qui la suit immédiatement. si et seulement si aucune formule principale de la
première n'est active dans la seconde.

Ainsi dans le dernier exemple évoqué, l'inférence 18 de gauche n'est pas en position de permutation avec
EB1 qui suit car la formule A 18 B est principale dans la première et active dans la seconde. Par contre,
l'inférence $1 est en position de permutation avec & mais elle n'est pas permutable pour autant.
Ces explications préalables permettent de comprendre pourquoi on ne peut éviter de définir précisément
la notion de permutabilité d'inférences.

Définition 2.2.2 Soit dans une déduction 'D, deux inférences II et 12 en position de permutation.
Il est permutable avec /2 si et seulement s'il existe deux inférences lî et I~ telles que:

(i) les types de I, et l, sont respectivement ceux de If et l~ ;
(ii) la conclusion de I~ cotincide avec un prémisse de Iî ;
(iii) si Il est de type &, alors il existe une inférence J~ de même type que 12 et dont la conclusion

coïncide avec le second prémisse de 1~ ;
(iv) si h est de type &, alors l'autre inférence JI située juste avant dans V, a le même type que Il;
(v) la déduction formée par I, (et J, dans le cas où l, est de type &) suivie de l" considérée comme
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Chapitre 2. Concepts pour la normalisation de preuves en logique linéaire

l'objet de la permutation, et la déduction formée par 1; (et J; dans le cas où 1, est de type &) suivie de
Il' considérée comme le résultat de la permutation, ont même conclusion et même ensemble d'hypothèses
(modulo pour ces dernières, un renommage des variables libres).

Pour illustrer cette définition, reprenons les exemples précédents. Ainsi dans la déduction Vs, les inférences
1, et 12 sont respectivement les inférences de type & et El), ; elles constituent l'objet de la permutation.
Les inférences If, J~ et Ii sont respectivement les inférences gauche et droite de type $1 et celle de
type & dans la déduction V. ; elles constituent le résultat de la permutation. Il est facile de vérifier les 5
conditions qui permettent de conclure que II est permutable avec 12 .

Dans la déduction Vs, les inférences Il, JI et 12 sont respectivement les inférences de type EBI, $2 et &;
or, elles ne sont pas permutables car la condition (iv) de la définition n'est pas vérifiée: II et JI n'ont
pas même type.
A partir de cette notion, on en déduit directement la notion de transformation d'une déduction par
permutation d'inférences.

Définition 2.2.3 Une déduction V' est obtenue par permutation d'une inférence ft avec une inférence 12
dans une déduction V si et seulement si V' est obtenue en remplaçant dans V l'objet de la permutation
de ft avec h par le résultat de cette même permutation (modulo un renommage des variables libres et une
duplication de branches de Vau-dessus de l'objet de la permutation).

2.2 Etude de la permutabilité

Nous pouvons maintenant mener une étude systématique de cette propriété dans CLL. Si l'on remarque
que les types EBl et EB2 se comporte de ce point de vue de la même façon, on peut les réunir en un seul
type afin de diminuer le nombre de cas à traiter. Les conclusions d'une telle étude peuvent être résumées
par le théorème suivant.

Théorème 2.2.1 (de permutabilité) Soit t; et t2 deux types du tableau ci-dessous.

1. la case (tl, t2) du tableau est vide si et seulement si toute inférence de type t l en position de permutation
avec une inférence de type t2 dans une déduction, est permutable avec celle-ci;

2. la case (tl, t2) du tableau contient np ou - si et seulement si il existe une inférence de type t l en position
de permutation avec une inférence de type t 2 dans une déduction mais qui ne soit pas permutable avec
cette dernière (le tiret - indique que la non permutabilité est toute relative et qu'elle peut être contournée
comme nous le verrons dans la prochaÎne section) ..

3. la case (tb t2) du tableau contient une croix x si et seulement si il n'existe pas de déduction où une
inférence de type tl soit en position de permutation avec une inférence de type t 2.

t2\t1 0 r L & EB ? w? c? ! V 3 cut
0 np

r np np np
.L np
& np - - - np np np - np - np np
EB np
?

w?
c? np np
! x x x x x np x x x np
V np np np
3 np

cut np

Preuve 2.2.1 Elle est donnée en annexe A 0
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3 Mouvements d'inférences

L'étude de la permutabilité d'inférences nous permet de connaître précisément le degré de mobilité
des divers types d'inférences dans une preuve. Le but est d'ordonner au maximum les inférences au sein
d'une preuve. Ceci se fera alors par des mouvements vers le haut et vers le bas qui ne sont en fait que
des itérations de permutations élémentaires.
Ceci nous amène à définir cette notion de mouvement d'une inférence dans une déduction.

3.1 Montée d'une inférence dans une déduction

On va considérer ici un premier mouvement, la montée d'une inférence.

3.1.1 Définition

Intuitivement, cela consiste à itérer vers le haut l'opération de permutation de deux inférences dans
tine déduction. Le mouvement peut être compliqué si l'inférence qui est montée dans la déduction, doit
pour cela permuter avec d'autres de type &: elle est alors dupliquée autant de fois qu'elle franchit ce
genre d'obstacles. Le mouvement, unique au départ , peut ainsi par la suite se subdiviser en plusieurs
mouvements parallèles. La nécessité de prendre en compte la complexité de ce phénomène nous amène à
la définition suivante.

Définition 2.3.1 Soit une déduction V de CLL et une inférence 1 de V.
Une déduction V' de CLL est obtenue par montée de 1 dans V si et seulement si il existe une suite finie
Vo, ... l V n de déductions de CLL et une suite finie In/o! .. " Infn d'ensembles d'inférences telles que:

1. Va'" V, V n '" V' et In!o '" {I};

2. pour tout entier i tel que 0 ::; i < n, Vi+1 est obtenue à partir de Vi par permutation d'une inférence
Il, avec une inférence 12 ; de In/i et l'ensemble Infi+1 est obtenu en remplaçant dans Inf, l'inférence
12, par j'inférence (ou les inférences si h. est de type &) correspondante de Vi+l <

Les éléments de Infn sont appelés les inférences résultant de la montée de i dans V.

Illustrons cette définition par un exemple.

Exemple 2.3.1 Considérons la preuve Po de CLL

--- id id
I-A,AL_____ ElJ,

I-AElJB. AL

I-AElJB,

1- B, BL

---id
1- C, CL

-----EBI
I-AEBB, AL

------------0
1- (AElJB)0C, AL&BL, CL

------------- w?
1- (AElJB)0C, AL&B.L, CL, ?C

Nous allons chercher à monter au maximum l'inférence w? dans la preuve. Donc, pour reprendre la
notation de la définition, l'ensemble In!o se réduit à {w?J.
Par une première permutation, nous obtenons la preuve Pl suivante:

---id id
1- B, B L

-----EB2
I-AEBB, BL

----------&

----id
1- C, CL

-------------0
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Inh se réduit toujours à { w?J. Une nouvelle permutation avec cette fois une inférence & entraîne une
duplication de l'inférence w? et nous obtenons la preuve P2 suivante:

---id

-----$,

-------w?
l- A$ B, AL, ?C

---id
l- B, B L

-----$2

---id

-------------0

In/2 est maintenant constitué de deux inférences w? Par deux dernières permutations, celles-ci peuvent
encore .ëtre montées juste au-dessous des axiomes. Elles constituent alors le résultat de la montée qui
s'achève ici. La preuve obtenue se présente alors ainsi:

----id

------w?
f- A, AL, ?C

-------$,
f-A$B, AL, ?C

----id

------w?

____ id

3.1.2 Quelles inférences monter- et jusqu'où?

L'observation du tableau accompagnant le théorème 2.2.1 1 permet de répondre en partie à la pre
mière. Les types d'inférences faciles à monter sont ceux correspondant à des lignes du tableau contenant
un minimum de symboles np.

Ainsi les inférences de type? et w? ne peuvent pas être bloquées. Et celles de type cui, @, EB , 31 1.. peuvent
être bloquées uniquement par des inférences de type J.

Jusqu'où monter une inférence? Les limites peuvent être de trois sortes:

1. on se trouve au sommet de la déduction (dans le cas d'une déduction avec hypothèses) j

2. l'inférence qui précède celle qui est montée, n'est plus en position de permutation avec elle; c'est le
cas lorsque l'on parvient à monter l'inférence juste au-dessous d'une autre introduisant une de ses
formules actives ou lorsqu'on réussit à la monter juste après un axiome;

3. l'inférence qui précède celle qui est montée, est toujours en position de permutation avec elle mais
n'est plus permutable.

Ces limites dépendent bien entendu du type de l'inférence qui est montée, ce qui va donner lieu à plusieurs
théorèmes que nous allons maintenant établir. Afin d'éviter le premier des trois cas qui viennent d'être
mentionnés, nous nous restreindrons aux preuves , étant donné que par la suite, nous ne travaillerons que
rarement avec des déductions comportant des hypothèses.
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3.1.3 Les résultats

a) Montée de w?
Commençons par les affaiblissements (inférences de type w?). D'après le théorème 2.2.1, il n'y a au
cun obstacle à leur montée et comme ils ne comportent aucune formule active, ils peuvent être montés
jusqu'aux axiomes dans les preuves. D'où le théorème suivant;

Théorème 2.3.1 Si P est une preuve de CLL et si 1 est une inférence de type w? de P. alors il existe une
preuve pl de CLL obtenue par une montée de 1 dans P et telle que toutes les inférences résultant de cette
montée sont immédiatement précédées par un axiome.

Preuve 2.3.1 Elle s'effectue par induction sur la profondeur de P.
Le cas de base est trivial.
Le cas d'induction demande à être développé uniquement lorsque I est la dernière inférence de P. Alors
d'après le théorème 2.2.1 1 on peut permuter l'avant-dernière inférence de P avec I. On obtient une preuve
dont la profondeur n'a pas été augmentée. On peut donc appliquer l'hypothèse d'induction aux preuves
partielles extraites de celle-ci et se terminant par l'inférence 1 qui vient d'être remontée d'un niveau (il y
en a au maximum deux). On obtient ainsi la preuve cherchée.O

L'exemple 2.3.1 est une application du théorème 2.3.1.

b) Montée de ?

Pour ce qui est des inférences de type ? , la seule différence avec les affaiblissements, est qu'elles comportent
une formule active donc elles vont être stoppées dans leur montée par les inférences introduisant cette
formule active. D'où le théorème;

Théorème 2.3.2 Si P est une preuve de CLL et si 1 est une inférence de type? de P. a/ors il existe une
preuve pl de CLL obtenue par une montée de 1 dans P et telle que toutes les inférences résultant de cette
montée sont immédiatement précédées par une inférence introduisant leur formule active.

Preuve 2.3.2 Elle s'effectue de la même façon que celle du théorème 251. 0

c) Montée du eut

Apparemment, selon le théorème 2.2.1, la montée d'une coupure (inférence de type cut) dans une preuve
peut être stoppée par une inférence de type 1. Mais comme l'illustre l'exemple suivant, cet obstacle peut
être levé et cela donne lieu à un théorème analogue au théorème 2.3.2.

Exemple 2.3.2 Nous allons chercher à monter au maximum la coupure dans la preuve ci-dessous.

---Id
1- B, B~

----?
1- B, ?B~

-----__ w?

--_id
1- A, A~

----?
1- A, ?A~

----1 ----id

--- 0
1- B, is», ?A~ 1- !A, ?A~ 1- B, Bl.
------!
1- !B, ?BL, ?A~ 1- !A, (?Al.)0B, B~

1- !B, (?A~)0B, ?B1., B~
eut
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Nous ne pouvons pas permuter la coupure avec l'inférence! mais par contre c'est possible avec l'inférence
0. Nous obtenons alors la preuve suivante:

---id

---id

---?
1- A, ?Al.
----1

1- B, Bl.
----?
I-B, te-

------w?

------- eut id

1- B, ?Bl., ?Al.
------1
r- !B, ?BJ., ?AJ.

------- 0

Maintenant, la permutation de la coupure avec l'inférence! est possible et nous obtenons la preuve:

---id ---id

----?
I-B, ?Bl.

----"
I-A,?Al.

-------w? 1
1- B, ?Bl., ?A~ 1- lA, ?A~
_____________ eut

1- B, ?BJ.,?Al.
1 id

1- lB, ie-, ?Al. 1- B, B~

0
l- !B, ?B1., (?P)0 B, Bl.

La montée s'arrête ici car les inférences précédant la coupure ne sont plus en position de permutation
avec elle (dans la prochaine section, nous verrons toutefois comment on peut aller plus loin pour faire
disparaître carrément la coupure).

Théorème 2.3.3 Si P est une preuve de CLL et si 1 est une inférence de type cut de P, alors il existe une
preuve P' de CLL obtenue par une montée de 1 dans P et telle que toutes les inférences résultant de cette
montée sont immédiatement précédées par les inférences introduisant leurs formules actives.

Preuve 2.3.3 Elle s'effectue par induction sur le nombre d'inférences précédant 1 dans P.
- Le cas de base est trivial.
- Considérons maintenant le cas d'induction et l'on doit distinguer deux éventualités selon le type des
inférences précédant 1.

1. Une inférence précédant immédiatement 1 n'est pas de type! et n'introduit pas une formule active de
1. Il suffit alors de permuter celle-ci avec 1 en appliquant le théorème 2.2.1 et d'appliquer ensuite
l'hypothèse d'induction.

2. Les inférences précédant immédiatement 1sont de type! ou introduisent une formule active de 1.
Si elles introduisent toutes les deux les formules actives de lIon a la preuve cherchée. Sinon, avec
I, elles forment la configuration suivante:

l- ?F, G, ?~n

-----1
1- ? F, IG, ?L'.n

r r-, ?~~
----1
r !Fl.., ?.6.~

____________ eut
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On peut donc permuter dans la preuve P l'inférence gauche juste avant l avec 1. On obtient à la
place de la configuration précédente, celle-ci.'

t- tF.l j ?6.~___________ eut

1- G, ?6.n 1 ?Ô.~
------1
1- !G, ?6.n 1 ?Ô.~

On peut ensuite appliquer l'hypothèse d'induction à la nouvelle preuve puisque le nombre d'inférences
précédant I a été diminué de un.

o

d) Montée de @, EIJ et :3

Pour ce qui des inférences de type 0, EB et 3, les obstacles potentiels à leur montée que peuvent présenter
les inférences de type! ne peuvent pas être levés de la même façon comme le montre l'exemple suivant.

Exemple 2.3.3 Nous allons chercher à monter l'inférence 0 dans la preuve suivante.'

----id ----id
f- C, C.L

f- !C,

l- C,

1- A, A.L

f- ApA.L
?

?C.L____ '
?C.L

----------@

Par permutation de l'inférence w? avec 0, nous obtenons:

id
1- C,C.L

id ?
1- A, A.L l- C, ?C.L

P !
f- ApA.L 1- tC, ?C.L

@
f- (ApA.L)@?C.L, !C

f- (ApA.L )@?C.L, JC, ?B
w?

La permutation de l'inférence! avec 0 n'est pas possible donc le mouvement s'arrête là.

Pour la montée des inférences de type 0, EB et 3, on a donc le théorème suivant:

Théorème 2.3.4 Si P est une preuve de CLL et si 1 est une inférence de P de type 0, EB ou 3, alors il existe
une preuve P' de CLL obtenue par une montée de 1 dans P et telle que toutes les inférences résultant de
cette montée sont immédiatement précédées par une inférence de type! ou introduisant une de leurs formules
actives.

Preuve 2.3.4 Elle s'effectue de la même façon que celle du théorème 2.3.3 par induction sur le nombre
d'inférences précédant l dans P. 0
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e) Montée de c?

Si l'on observe le tableau du théorème 2.2.1, on constate que les contractions (inférences de type c?),
lorsqu'elles sont montées dans une preuve, peuvent être bloquées par une inférence de type cut ou 0.
Toutefois, ce mouvement, même s'il est difficile, peut être intéressant comme nous le verrons dans la
prochaine section. Il donne alors lieu au théorème suivant:

Théorème 2.3.5 Si P est une preuve de CLL et si f est une inférence de P de type c?, alors il existe une
preuve P' de CLL obtenue par une montée de 1 dans P et telle que toutes les inférences l' résultant de cette
montée sont immédiatement précédées par une inférence introduisant une de leurs formules actives ou une
inférence de type eut ou 0 .. dans ce dernier cas, les deux formules actives de l' sont chacune dans un des
prémisses de l'inférence immédiatement avant.

Preuve 2.3.5 Elle peut s'effectuer de la même façon que celle du théorème 2.3.3 par induction sur le
nombre d'inférences précédant L dans P ou comme pour le théorème 2.3.1 par induction sur la structure
de P.O

f) Montée de r
Les inférences de type Pl du fait qu'elles ont un seul prémisse avec deux formules actives, se comportent
comme les contractions. La seule différence est qu'elles peuvent être bloquées par des inférences de type 1.
D'où le théorème:

Théorème 2.3.6 Si P est une preuve de CLL et si 1 est une inférence de P de type r, alors il existe une
preuve P' de CLL obtenue par une montée de 1 dans P et telle que toutes les inférences l' résultant de
cette montée sont immédiatement précédées par une inférence introduisant une de leurs formules actives, une
inférence de type! ou enfin une inférence de type cui ou ® ; dans ce dernier cas, les deux formules actives de
l' sont chacune dans un des prémisses de l'inférence immédiatement avant.

Preuve 2.3.6 Elle peut sJeffectuer de la même façon que le théorème précédant. 0

g) Montée de !

D'après le tableau du théorème 2.2.1, il paraît difficile de monter les inférences de type! dans les preuves
par permutations successives étant donné la forme nécessaire que doit avoir le contexte. En revanche, on
peut envisager une montée par bonds d'une conclusion intermédiaire de la forme 1-- F,?~ à la suivante
de la même forme. Mais si l'on rencontre une inférence de type &, les choses se compliquent comme le
montre la preuve suivante:

____ id

___ id

f- A, A.L

f- A, A.L
--------&

----?
l- A, ?A.L

------?
l- ?(A.L&A.L), A
------1
l- ?(A.L&A.L), !A

Il n'est pas possible de monter l'inférence! juste après la conclusion intermédiaire 1- A, ?A 1. car il faudrait
disposer d'une autre de même forme dans la branche droite au-dessus de l'inférence &. Une autre difficulté
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peut surgir si la formule active de l'inférence! à remonter est de la forme? p, Considérons la preuve:

____ id

1- A, AL
----?
1- A, ?A L

----?
1- ?A, ?AL

----!
1- ?A, !?AL

-----?
1- ?A, ?!?A L

-----"
1- !?A, ?!?A.L

Il n'est pas possible de monter la dernière inférence! juste après la deuxième inférence? car cela invalide
rait la première inférence!.

3.2 Descente d'une inférence dans une déduction

3.2.1 Définition

Considérons maintenant le mouvement symétrique du précédent. Intuitivement, il provient «l'une
itération vers le bas de la permutation de deux inférences. Comme pour la montée, ce mouvementpeut
être compliqué par la rencontre d'une inférence & mais l'effet est contraire: l'inférence en train d'être
descendue, fusionne alors avec une autre provenant de l'autre branche de la déduction au-dessüs de
l'inférence &. Donc, partant d'un ensemble d'inférences, le mouvement se termine avec une seule. .C'est
pourquoi, la descente est définie comme le contraire de la montée.

Définition 2.3.2 Soit une déduction D de CLL et une inférence 1de D.
Une déduction V' de CLL est obtenue par descente de 1dans V si et seulement si il existe une déduction V'
de CLL et une inférence l' de V' telles que V est obtenue par montée de l' dans V'. 1étant une des inférences
résultant de cette montée.

Il est évident que l'est unique et on l'appellera l'inférence résultant du mouvement de descente de I dans
V. Illustrons cette définition par un exemple.

Exemple 2.3.4 Nous allons chercher à descendre l'inférence 'ri dans la preuve suivante:

-----id

____ id

1- a(x), a(x)L
------:1
1- :lya(y), a(x)L
-------\/
1- :ly a(y), \/z a(z)L 1- B B L

, <2>

1- (:ly a(y)) <2> B, \/z a(z)L, B L
--------------- ElJl
1- (:ly a(y») <2> B, \/z a(z)L, (B L ElJ c(x))______________ 1'

1- (:ly a(y) <2> B, (\/z a(z)L)IJ(BL ElJ c(x))
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Une première permutation avec l'inférence ® nous permet d'obtenir la preuve:

---__ id

---id
1- a(x), a(x)l.- 3

1- 3ya(y), a(x)l. 1- E, El.--- 0

1- (3y a(y» 0 E, a(x)J., El.
----------V
1- (3y a(y)) 0 E, Vz a(z)l., El.

---------------ElJl
1- (3y a(y)) 0 E, Vz a(z)1., (El. ElJ cCx»)
------------p
1- (3y a(y» 0 E, (Vz a(z)l. )p(El. ElJ cCx)~

Nous continuons par une permutation avec l'inférence E111 qui nécessite un renommage préalable de la
variable x dans la preuve au-dessus de la conclusion de "if pour éviter une violation de la condition associée
à la règle V. Nous obtenons alors la preuve:

_____ id

---id
1- E, El._________ 0

1- a(u), a(u)l.
------3
1- 3ya(y), a(u)l.

1- (3y a(y)) 0 E, a(u)l., El._____________ ElJl

1- (3y a(y)) 0 E, a(u)l., (El. ElJ cCx))
-------------V
1- (3y a(y) 0 E, Vz a(z)l., (El. ElJ cCx))
------------p
1- (3y a(y)) 0 E, (Vz a(z)l.)p(El. ElJ cCx))

La descente s'arrête là car l'inférence V n'est plus en position de permutation avec celle qui suit.

3.2.2 Quelles inférences descendre et jusqu'où?

Pour ce qui est de quelles inférences descendre, reportons-nous une fois de plus au tableau du théo
rème 2.2.1. Un type d'inférence est d'autant plus facile à descendre dans une déduction que la colonne
correspondante du tableau contient un minimum de symboles np.

Ainsi, les inférences de type p, &, c?, V et .1 peuvent être descendues aisément dans les déductions.

Il faut signaler toutefois que pour les contractions, cela demande d'étendre un peu la définition de la
permutabilité de deux inférences.
Pour ce qui est des limites à ce mouvement de descente, on retrouve les trois cas symétriques de ceux
rencontrés pour la montée:

1. l'inférence peut être descendue jusqu'en bas de la déduction;

2. l'inférence qui est descendue, ne se trouve plus à un moment donné en position de permutation avec
celle qui la suit immédiatement; cela signifie que sa formule principale devient active;

3. l'inférence qui est descendue, est toujours en situation de permutation avec celle qui la suit immé
diatement mais elle n'est plus permutable avec elle.
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a) Descente r, &, '1 et 1.

Le comportement des divers types d'inférences dans le mouvement de descente est beaucoup plus homo
gène que dans celui de montée d'où une simplification des théorèmes.

Théorème 2.3.7 Soit V une déduction ne comportant pas de formule qui ait comme connecteur de tête p,
&, 'if ou 1- et qui soit introduite par un axiome de type T.
Si 1est une inférence de V de type p, &, c?, 'if ou 1-, alors il existe une déduction VI obtenue par une descente
de 1 dans V telle que l'inférence résultant de cette descente est soit la dernière de V', soit elle est suivie
immédiatement par une autre où sa formule principale est active.

Preuve 2.3.7 Elle s'effectue par induction sur la structure de V.
Le cas de base est trivial.
Le cas d'induction nous amène à envisager deux éventualités se/on que la formule principale F de 1 est
active dans V ou pas.

1. F est active dans V.
On applique l'hypothèse d'induction à la déduction partielle extraite de V qui a comme conclusion
un prémisse de sa dernière inférence et qui contient J. On obtient alors la déduction cherchée.

2. F n'est pas active dans V.
Soit l' la dernière inférence de TI. Selon le type de l', nous sommes amenés à distinguer deur.cas :

(a) l' n'est pas de type &.
On applique l'hypothèse d'induction à la déduction partielle extraite de V qui a comme conclu
sion un prémisse de L' et qui contient I. On applique ensuite le théorème 2.2.1 qui permet
d'amener 1 en bas de la déduction par une dernière permutation.

(b) l' est de type &.
Se/on le type de lIon doit encore distinguer deux cas:

Z. In 'est pas une contraction
Dans la branche de V ne contenant pas J, soit [II l'inférence introduisant F. Elle est
nécessairement du même type que [car, étant donné la restriction effectuée sur V, elle ne
peut pas être de type T.
Appliquons l'hypothèse d'induction aux deux déductions partielles extraites de V qui se

terminent par les prémisses de l',. cela permet de descendre J et [IT en bas de ces deux
déductions. Elles sont alors identiques donc on peut les permuter avec l' et on obtient la
dêduction cherchée.

u. l est une contraction
Appliquons l'hypothèse d'induction à la dêduction partielle extraite de V qui se termine
par un prémisse de l' et qui contient L; cela permet de descendre 1 qui forme alors avec l'
la configuration suivante:

f-?F',H,t>.___________}_IT_2 &

l- ?F', G&H, t>.

Dans cette configuration, ?F' est la formule principale F de I. En introduisant un affai
blissement suivi d June contraction à la fin de P2' on peut alors permuter l avec L' (bien
sûr, on commet ainsi une légère entorse à notre définition de la permutabilité mais qui se
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justifie) et on obtient alors la configuration:

r?F',?F',G,~

1- ?F', ?F', G&H, Â________ c?

1- ?F', G&H, Â

On a donc ainsi la déduction souhaitée.

o

Remarque 2.3.1 La restriction dans les hypothèses du théorème précédent relative aux axiomes de type
T, n'est pas gênante car il est toujours possible de la contourner par l'insertion d'inférences supplé
mentaires. Par exemple ci-dessous, l'axiome à gauche peut toujours être remplacé par la configuration à
droite.

1- F&G,Â

__ T

1- F,Â

__ T

1- G,Â
-----&---T

1- F&G,Â

Remarque 2.3.2 Ce théorème explique aussi la distinction effectuée dans le tableau du théorème 2.2.1,
entre les cases marquées "np If et celles marquées 11_". Ces dernières indiquent que les inférences h et 12

correspondantes ne sont pas immédiatement permutables mais qu'elles le deviennent après descente juste
au-dessus de 12 d'une troisième inférence dans la branche parallèle à h.

b) Descente de w?

Même si le mouvement de descente des affaiblissements peut être bloqué par une inférence de type &\ il
est intéressant de l'envisager pour une utilisation ultérieure. D'où le théorème suivant:

Théorème 2.3.8 Si V est une déduction et 1 une inférence de V de type w?, alors il existe une déduction
V' obtenue par une descente de / dans V telle que l'ïnférence résultant de cette descente est soit la dernière
de V', soit elle est suivie immédiatement par une autre où sa formule principale est active ou bien qui est de
type &.

Preuve 2.3.8 Par induction sur le nombre n d'inférences qui sépare 1 de celle où sa formule principale
est active ou bien du bas de la déduction V si cette formule principale n'est pas active dans V.
Si n= 0, le résultat est immédiat sinon on permute 1 avec l'inférence suivante en utilisant le théorème
2.2.1. Puis on applique l'hypothèse de récurrence à la déduction ainsi obtenue.O

c) Descente de!

Pour ce qui est des inférences 1\ elle peuvent d'une façon semblable à ce qui se passe en sens inverse,
être descendues par bonds mais elles ne rencontrent pas les mêmes obstacles, ce que traduit le théorème
suivant:

Théorème 2.3.9 S'il existe une déduction V de CLL de conclusion l-lF, ?~, alors on obtient une nouvelle
déduction à partir de V en supprimant l'inférence introduisant !F, en remplaçant dans toutes les conclusions
intermédiaires qui suivent, !F par F et en ajoutant à la fin de la déduction une nouvelle inférence de type!
introduisant !F.

Preuve 2.3.9 Elle est triviale. 0
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On remarque qu'on a pu classer les types d'inférences en deux catégories: ceux dont les inférences sont
faciles à monter et ceux dont les inférences sont faciles à descendre. Ce classement est à rapprocher de
celui effectué par [Andreoli, 1992] sur les connecteurs logiques: les connecteurs asynchrones qui peuvent
être éliminés à n'importe quel moment qui suit leur apparition lors de la construction des preuves de
bas en haut, correspondent aux types d'inférences faciles à descendre; les connecteurs synchrones qui ne
peuvent être éliminés qu'à des moments précis, correspondent eux aux types d'inférences faciles à monter.
Mais la correspondance n'est pas totale. Ainsi, nous nous situons au niveau de types d'inférences ce qui
nous amène à différencier les types?, w? et c? qui ne se situent pas tous dans la même catégorie. Andreoli,
lui, se situe au niveau des connecteurs logiques et il considère "?II comme asynchrone. Par ailleurs, il situe
" l'' dans les connecteurs synchrones alors que nous rangeons le type! dans ceux qui sont aisés à descendre.
Par la suite, nous reviendrons sur cette classification: dans la prochaine section, nous verrons qu'elle est
relative et qu'elle dépend du sens de construction des preuves choisi i le chapitre 5 nous permettra de
mieux comprendre le vocabulaire utilisé par Andreoli et le lien entre sa classification et la nôtre.

4 Vers des preuves normales

Dans la précédente section, nous avons envisagé les mouvements d'inférences dans une preuve isolé
ment. Il s'agit maintenant de les combiner pour transformerune preuve en une preuve normale, c'est-à-dire
une preuve où les inférences sont rangées suivant un certain ordre.

4.1 Facteurs de normalisation

La normalisation d'une preuve est la combinaison de la montée de certaines inférences auec.la descente
d'autres. La première question qui se pose alors, est: quelles inférences monter et quelles inférences
descendre? Deux facteurs influent essentiellement sur ce choix: le fragment de LL dans lequel se .situe la
preuve et le sens de construction des preuves par rapport auquel on se place, de haut en bas ou de bas
en haut. Nous allons développer maintenant ces deux aspects.

4.1.1 Influence du fragment logique

Dans la précédente section, nous avons vu qu'un premier critère pour choisir quelles inférences monter
et quelles inférences descendre, est un critère de facilité. Dans CLL, nous avons même pu ranger les types
d'inférences en deux classes Tt et T -!- correspondant respectivement aux inférences faciles à monter et à
celles faciles à descendre. Nous avons alors la partition suivante:

Tt == {cut, 0, (El, 'ï , w?, 3};
T+ == {p, &, cc, 1, '1, .L},

Mais il est aisé de voir qu'un tel résultat est relatif au fragment de LL dans lequel on se place. Ainsi, plus le
fragment est restreint, plus la mobilité des inférences dans les preuves est accrue et plus la normalisation
des preuves peut y être poussée loin.
Considérons par exemple le fragment de CLL d'où sont bannis les connecteurs & et! qui sont les principaux
freins à la mobilité des inférences dans une preuve si l'on observe le tableau accompagnant le théorème
2.2.1. L'application du théorème 2.2.1 permet de redéfinir les deux classes Tt et Tt ainsi:

Tt == {cut, @, $, 't , wc, 3, .l};
T -!- = {p, &j $, 71 w?, ct , 11 'i, .L} .

Ces deux classes ne sont plus disjointes ce qui nous amènera à utiliser d'autres critères pour déterminer
le sens du mouvement de certaines inférences dont le type appartient aux deux.

4.1.2 Influence du sens de construction des preuves

Dans cette section, nous envisageons des preuves déjà construites que nous transformons pour les
normaliser. Mais il ne s'agit pas d'un objectif en soi. Ce qui nous intéresse, c'est la construction de
preuves que ce soit pour la rendre plus efficace en vue de sa mécanisation ou lui donner un sens dans une
application telle qu'un calcul de processus,
Or, cette construction peut se faire de bas en haut en partant de la conclusion finale pour remonter
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jusqu'aux axiomes ou le contraire, de haut en bas. Dans le premier sens, les règles d'inférence sont
appliquées à partir cl 'une conclusion connue qui est remplacée par des prémisses correspondants. Dans
l'autre sens, ce sont des prémisses connus qui sont remplacés par une conclusion correspondante. Dans
un cas comme dans l'autre, il n'est pas toujours facile de déterminer quelle règle utiliser.

a) Traitement de w?

Considérons la preuve Pl de CLL suivante:

----id
r- A, Al.

----__ w?
l- A, Al., ?C

----id
r- B, BJ.

---------0
t- A0B, AL, BL,?C
--------p
l- (A0B)pAJ., BJ., ?C
-------p
r- (A0B)pAJ. pBJ., ?C
--------p
l- (A 0 B)pAJ.pBJ.p?C

----id----id

Imaginons que nous cherchions à construire Pl de haut en bas. A partir de la conclusion intermédiaire
l- A, AL, il est impossible de prévoir qu'il faut ensuite effectuer l'inférence w? étant donné que sa partie
active est vide. Nous avons donc là une source importante d'indéterminisme.
Essayons maintenant de descendre au maximum l'inférence w? dans la preuve Pl. Nous obtenons la
preuve P2 suivante:

l- A, Al. r- B, BJ.
--------0

t- A0 B, Al., BJ.
-------p
r- (A 0 B)pAJ., BJ.
-------p
r- (A0B)pAJ. pBJ.

----------w?
l- (A 0 B)pAJ.pBJ., ?C
--------p
l- (A 0 B)pA1. pBJ. p?C

L'inférence w? se situe maintenant juste avant l'inférence p qui utilise sa formule principale ?C comme
formule active. Or, dans une construction de haut en bas de la preuve, c'est particulièrement intéressant.
A partir de la conclusion intermédiaire f- (A 0 B)pAl.pBl., il est maintenant possible de prévoir qu'il
faut effectuer ensuite une inférence w? En effet, nous cherchons à construire une preuve sans coupures
donc on peut utiliser la propriété de la sous-formule qui nous dit ici qu'il reste à composer la formule
(A ® B)pA1..pBl. avec ?C pour obtenir la conclusion finale. La solution est alors vite trouvée.

Ainsi, dans une perspective de construction des preuves de haut en bas,
il faut descendre au maximum les affaiblissements dans les preuves,

Maintenant, si l'on se place dans une optique de construction ascendante des preuves, il vaut mieux
chercher à construire la preuve Pl que P2 car la présence de la formule ?C ne permet pas de dire si
elle a été introduite par une inférence de type ", w? ou c? Remonter les affaiblissements au niveau des
axiomes, comme le permet le théorème 2.3.1, permet de limiter le choix: avant d'atteindre un axiome, on
n'utilisera jamais la règle d'affaiblissement.

Donc, dans une perspective de construction des preuves de bas en haut, il faut monier au
maximum les affaiblissements dans les preuves, c'est-à-dire jusqu Jaux axiomes.
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En généralisant, on peut dire que dans la perspective d'une construction des preuves de bas en haut, on
a intérêt à descendre les inférences qui sont faciles à déterminer à partir de leur conclusion et à remonter
celles qui peuvent difficilement être prévues à partir de celle-ci; il s'agit de repousser la difficulté jusqu'à
ce qu'on ait l'information suffisante pour la traiter. Dans une perspective de construction des preuves de
haut en bas, c'est le contraire: il faut remonter les inférences qu'on peut facilement prévoir à partir de
leurs prémisses et descendre celles pour lesquelles c'est difficile.

b) Traitement de c?

Mis à part les affaiblissements, ce principe s'applique aussi aux contractions. La règle c? se présente ainsi:
I-?F, ?F, fi c?

I-?F, fi
La présence de deux formules? F dans le prémisse montre qu'une contraction est plus facile à prévoir
depuis son prémisse que depuis sa conclusion.

Donc, quel que soit le sens de construction des preuves envisagé,
il faut monter au maximum les contractions dans les preuves.

c] Traitement de 1.

1.

La règle 1. est la troisième qui est sensible au sens de construction des preuves. Rappelons sa définition:
I-fi

1- 1., fi
La présence de la constante 1- dans la conclusion permet de prévoir sans ambiguïté l'application: de la
règle ..1 dans une construction des preuves de bas en haut. Par contre, dans le sens contraire, l'absence
de formule active nous laisse avec autant d'indéterminisme que la règle w?

En résumé, quel que soit le sens de construction des preuves envisagé,
il faut descendre au maximum les inférences de type 1- dans les preuves.

4.1.3 Problème de la cohérence des mouvements d'inférences au sein d'une preuve

Quand on effectue plusieurs mouvements d'inférences au sein d'une même preuve, il faut s'assurer
qu'ils ne se contredisent pas mutuellement. Supposons, pour simplifier le problème que les inférences
déplacées puissent toujours permuter avec celles avec lesquelles elles sont en position de permutation.
Rappelons ce que nous avons dit dans la section précédente. Dans le mouvement vers le haut, si une
inférence a des formules actives, elle peut alors être montée juste au-dessous de celles produisant ces
formules actives, sinon elle peut être montée jusqu'aux axiomes. Dans le mouvement vers le bas, si une
inférence a sa formule principale active dans la preuve, alors elle peut être descendue immédiatement
au-dessus de celle où cette. formule est active, sinon elle peut être descendue en bas de la preuve.
La cohérence de l'ensemble des mouvements peut être mise à mal de quatre façons:

1. dans leur montée, plusieurs inférences peuvent être bloquées par le même axiome de
type id ou 1.
Considérons par exemple la preuve:

---id
1- C, C-'-

------------0

----id id
1- A, A-'- 1- B, B-'-
--------0

Dans cette preuve, si l'on cherche à monter au maximum les deux inférences 0, elles ne pourront pas
toutes les deux venir se placer juste après celles produisant leurs formules actives étant donné que
le même axiome produit une formule active de l'une, A, et une formule active de l'autre, AL. Une
façon de choisir consiste par exemple à décider de placer juste après l'axiome celle qui utilise comme
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formule active, l'atome positif A. Dans d'autres cas, il n'est pas possible de régler le problème ainsi;
on tolère alors un certain indéterminisme qui n'est pas gênant puisqu'il s'agit d'indéterminisme
"don't care" : la preuve reste correcte quel que soit l'ordre des inférences concernées.

2. dans leur montée, plusieurs inférences peuvent être bloquées par le même axiome de
type T.
Il est facile de simplifier la preuve en supprimant parmi les inférences bloquées, toutes celles qui
n'ont pas la formule T comme formule active. Il ne restera alors plus éventuellement qu'une seule
inférence où la constante T est active. Considérons la preuve:

- __ T id
1- T, A 1- B, B-'-
-------0

1- T, A0B, B-'-
----id

1- T 0 C, A 0 B, B-'-, C-'-

Si l'on veut monter toutes les deux inférences ® juste après celles qui introduisent leurs formules
actives, il y a conflit car elles ont toutes deux une formule active introduite par l'axiome T. La solu
tion consiste à supprimer celle des deux inférences qui est inutile; ici, il s'agit de celle introduisant
A ® B. La preuve simplifiée se présente alors ainsi:

- T id

1- T, A0B, B-'- 1- C, C-'-
----------0

1- T0C, A0B, B-'-, C-'-

On peut généraliser cette simplification à l'aide du théorème suivant:

Théorème 2.4.1 Tout séquent prouvable de [LL possède une preuve vérifiant la propriété:

Pour tout axiome de type T, toutes ses formules principales sauf une égale à la constante T,
si elles sont actives dans la preuve, le sont dans une inférence qui ne peut pas être montée
jusqu'à cet axiome.

Preuve 2.4.1 Dans cette démonstration, nous dirons que dans une preuve de CLL, un axiome
de type T possède la propriété SIMPLIF si toutes ses formules principales sauf une égale à la
constante T, si elles sont actives dans la preuve, le sont dans une inférence qui ne peut pas être
montée jusqu'à cet axiome.
Considérons une preuve quelconque P de CLL. Nous allons montrer par induction sur la structure
de P qu'il existe une preuve qui a même conclusion que P et dont tous les axiomes T vérifient la
propriété SIMPLIT
Soit 1 la dernière inférence de P. Par hypothèse d'induction, chaque prémisse de 1 (s'il en existe)
possède une preuve dont tous les axiomes T vérifient la propriété SIMPLIT
En prolongeant ces preuves par l'inférence I, on obtient une nouvelle preuve -p! qui a même conclu
sion que P. Mais malheureusement, l'inférence I peut entraîner des violations de SLMP.c:LY dans
le cas où elle possède au moins une formule active F introduite par un axiome de type T qui a
comme autre formule principale la constante T.
Montons alors I au maximum dans la preuve P'. Nous obtenons une preuve P". Pour toute infé
rence l' résultant de cette montée et violant la propriété SIMPJ::L:F, nous allons montrer qu'il est
possible de modifier localement pl' pour supprimer cette anomalie. Pour cela, nous sommes amenés
à faire une analyse de cas selon le type de I.',

ra} l'est de type 0,
Elle forme alors avec les inférences qui la précèdent, une preuve partielle extraite de P" qui se
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présente ainsi.'

____ T

1- F, 0 F2 , T, ~" ~2

On peut remplacer cette sous-preuve par le seul axiome:

-------T
1- F,0 F2 , T, ~" ~2

Etant donné la manière dont P" a été obtenue, cet axiome vérifie la propriété SIMPf:.IF
donc II anomalie a été supprimée.

(b) 1 est de type &.
Elle forme alors avec les inférences qui la précèdent, une preuve partielle extraite de P" qui se
présente ainsi:

----T
1- T, FI, ~

On peut remplacer cette sous-preuve par le seul axiome:

-----T
1- F,&F2, T, ~

Etant donné la manière dont P" a été obtenue, cet axiome vérifie la propriété SIMPLI:F
donc l'anomalie a été supprimée.

(c) 1 a un seul prémisse.

Elle constitue avec l'axiome T qui la précède, la configuration suivante:
____ T

1- T, ~a, ~

1- T, ~p, ~

On peut facilement remplacer ces deux inférences par un seul axiome:
____ T

1- T, ~p, ~

Comme dans les deux cas précédents, cet axiome vérifie la propriété SIMPJ:,I:F.

o

Le théorème qui vient d'être démontré, prouve qu'il est toujours possible d'éviter que les axiomes
de type T provoque des contradictions dans un mouvement de montée de plusieurs inférences.

3. dans leur descente, deux inférences peuvent être bloquées par une même troisième de
type p ou c?
Pourquoi ces deux types d'inférences seulement? Parce que les inférences correspondantes possèdent
un prémisse qui contient deux formules actives. Les deux formules actives peuvent avoir été pro
duites par deux inférences différentes qui ne peuvent pas être descendues toutes les deux juste avant
celle activant leur formule principale. Comme dans le cas précédent, soit on effectue un choix, soit
on laisse subsister un indéterminisme.

4. dans leur descente, plusieurs inférences peuvent arriver en bas de la preuve
Ce cas se pose si la conclusion de la preuve contient plus d'une formule. On le traite comme les
autres.
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4.2 L'élimination des coupures: une première phase de la normalisation

L'élimination des coupures peut être considérée comme une première phase dans la normalisation des
preuves telle que nous l'entendons ici. En effet, elle repose essentiellement sur leur montée au maximum
au sein des preuves. L'élimination des coupures dans les preuves est essentielle pour la démonstration
automatique de théorèmes car elle permet d'y appliquer la propriété de la sous-formule [Gallier, 1986].
[Girard, 1987] a déjà démontré le théorème d'élimination des coupures dans LL, en prouvant que, quelle
que soit la stratégie choisie pour remonter les coupures dans une preuve afin de les éliminer au niveau
des axiomes, le calcul termine. Pour cela, il n'a pas travaillé directement avec des séquents mais avec des
réseaux de preuves. Nous restons dans CLL et nous allons montrer qu'il existe une stratégie particulière
qui termine.
Notre démonstration part du théorème 2.3.3 qui permet de monter une coupure dans une preuve juste
au-dessous des deux inférences produisant ses formules actives. Pour franchir cette barrière, nous utilisons
alors le fait que les deux formules actives sont la négation l'une de l'autre donc qu'elles sont produites
par deux règles d'inférence duales (0 et p par exemple). Cette symétrie nous permet ici d'éliminer les
deux inférences produisant les deux formules actives de la coupure qui était bloquée. On peut ensuite
appliquer de nouveau le théorème 2.3.3 et ainsi de suite jusqu'à ce qu'on arrive aux axiomes.
Le problème est que l'on est pas sûr qu'un tel processus termine. A cause des contractions, l'étendue de
la preuve peut croître au fur et à mesure du processus. Il est donc difficile de trouver un paramètre entier
simple de la preuve qui diminue strictement avec la remontée des coupures: ni la profondeur de celle-ci,
ni le nombre de ses inférences ne conviennent. [Lincoln, 1992] résout le problème en généralisant la règle
de la coupure ainsi lorsqu'elle porte sur exponentiels:

~?F, ... l ?F,.6.1 HF1-, L\.2

r ~1, ~2

eut"

Cette nouvelle règle évite de dupliquer une partie de la preuve pour résoudre le cas où une coupure est
bloquée par une contraction produisant une de ses formules actives. D'une certaine façon, elle traduit une
stratégie particulière de montée des coupures dans les preuves: elle lie entre eux les mouvements dans
des branches parallèles issues de duplications.
Nous avons choisi de ne pas modifier le système d'inférence mais plutôt de définir une fonction entière
d'une preuve qui décroisse strictement au cours du processus de montée des coupures lorsque l'on applique
une stratégie particulière. Nous utilisons la notion de complexité des coupures dans une preuve.

4.2.1 Complexité des coupures dans une preuve

Commençons par définir la complexité d'une formule au sein d'une preuve.

Définition 2.4.1 Soit P une preuve de CLL et F une formule présente dans une conclusion intermédiaire de
P; la complexité de la formule F est l'entier c(F) défini inductivement ainsi:

1. si F est introduite par un axiome ou une inférence de type w? ou 1.., alors c(F) = 1 ;

2. si F est introduite par une seule inférence qui a des formules actÎves, alors c(F) s'obtient en incrémentant
de 1 la complexité de la formule active qui est la plus élevée;

3. si F est introduite par plusieurs inférences, on choisit pour c(F) la complexité des occurrences de F
introduites par une seule inférence qui est la plus élevée.

Ceci nous amène ensuite à la définition de la complexité d'une coupure dans une preuve.

Définition 2.4.2 La complexité d'une coupure 1 dans une preuve de CU est l'entier c(l) qui est égal à la
somme des complexités de ses formules actives.

Nous en venons enfin à la définition de la complexité des coupures dans une preuve. Au premier abord,
on pourrait penser qu'il suffit de choisir le maximum des complexités de ses coupures. Malheureusement,
une telle fonction ne décroît pas nécessairement au cours du processus de montée des coupures. Nous
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avons choisi une stratégie consistant à éliminer d'abord les coupures situées le plus haut possible dans la
preuve. D'où la définition suivante:

Définition 2.4.3 La complexité des coupures dans une preuve P est l'entier c(P) qui est égal au maximum
des complexités des coupures de P qui ne sont précédées par aucune autre dans P. Elle est nulle si la preuve
P ne comporte aucune coupure.

4.2.2 L'élimination des coupures proprement dite

Le théorème principal consiste à montrer que la fonction que nous venons de définir décroît strictement
au cours de la montée des coupures dans une preuve.

T'hêorème 2.4.2 Soit Pl une preuve de CLL qui comporte au moins une coupure. Alors il existe une preuve
P2 qui a la même conclusion que Pl et une complexité des coupures strictement plus faible.

Preuve 2.4.2 Voir en annexe B 0

Le théorème d'élimination des coupures proprement dit est un corollaire du précédent.

'I'hèorême 2.4.3 Tout séquent prouvable de CLL admet une preuve sans coupures.

Preuve 2.4.3 Soit une preuve P de CLL. Considérons la propriété Pen) suivante.'

"il existe une preuve P« qui a même conclusion que P et dont la complexité des coupures est
au moins inférieure de n à celle de P. n

Montrons par récurrence que Pen) est vraie pour tout n tel que a ~ n ~ cCP).
prO) est vraie car il suffit de prendre P pour Po.
Supposons maintenant la propriété vraie pour n quelconque tel que a~ n < cCP). Montrons que P(~+l)

est alors urine. Par hypothèse de récurrence, il existe une preuve Pn qui a même conclusion que P etdont
la complexité des coupures est inférieure de n à celle de P. On peut alors appliquer à celle-ci le théorème
2.4.3 et la remplacer par une preuve de complexité des coupures strictement inférieure. La conclusion
finale n'a pas changé. On a donc la preuve Pn+1 cherchée. La propriété P(n+l) est vraie.
On uieni donc de montrer que Pen) est vraie pour tout n tel que a~ n ~ cCP). En particulier P(c(P)) est
vraie ce qui signifie qu'il existe une preuve Pc(P) qui a même conclusion que P et qui est sans coupures,
ce qu'il fallait démontrer.O

Comme nous l'avons déjà souligné, la propriété de la sous-formule est liée à l'absence de coupures dans
les preuves et joue un rôle essentiel dans la démonstration automatique de théorèmes. C'est pourquoi
nous la rappelons ici.

Théorème 2.4.4 Toute formule présente dans une condusion intermédiaire d'une preuve sans coupures de
CLL est une sous-formule d'une formule de la conclusion finale.

Preuve 2.4.4 Elle s'effectue facilement par induciion en faisant une analyse de cas selon le type de la
dernière inférence de la preuve. 0

Conclusion

Nous disposons de deux concepts de base: la permutabilité de deux inférences et le mouvement d'une
inférence au sein d'une preuve. Avec ces deux outils, nous avons pu dresser un tableau complet de la
permutabilité d'inférences et des mouvements possibles d'une inférence dans une preuve de CLL.
Nous avons défini le processus de normalisation d'une preuve comme la combinaison de mouvements
d'inférences en son sein. Nous avons dégagé les deux facteurs qui déterminent ce processus: le fragment
logique considéré et le sens de construction des preuves choisi. Nous avons également cerné les sources
éventuelles d'incohérence dans le mouvement d'ensemble.
Une première mise en application de ces principes a consisté à éliminer les coupures dans les preuves.
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Désormais, nous considérerons uniquement des preuves sans coupures de façon à pouvoir appliquer la
propriété de la sous-formule dans leur construction.
Il va falloir maintenant aller plus loin dans l'application. Nous avons choisi de le faire dans le cadre de CLL
tout entier où nous avons voulu montrer que le choix du sens de construction des preuves influe fortement
sur la forme que prend leur normalisation: dans le chapitre suivant, le chapitre 3, nous traiterons de la
normalisation des preuves dans CLL en vue de les construire en chaînage arrière (de bas en haut) et dans
le chapitre 4, ce sera en vue de les construire en chaînage avant (de haut en bas).
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Chapitre 3

Normalisation dans CLL et preuves
en chaînage arrière

Introduction

La plupart des travaux sur la déduction en logique linéaire se situent dans le cadre d'une construction
de preuves en chaînage arrière.
[Rodas and Miller, 1991, 1994] ont montré que, dans un fragment d'ILL, les preuves pouvaient être nor
malisées sous forme de preuves uniformes, c'est-à-dire où les règles gauches sont appliquées seulement
lorsque les règles droites ne peuvent plus l'être. Ils ont mis en évidence la propriété de "backctuuninç" qui
permet de pousser à bout la décomposition d'une formule de la partie gauche d'un séquent lorsqu'elle est
entamée. [Harland and Pym, 1990, 1991, 1994J ont abouti à des résultats semblables dans un fragment
voisin.
[Andreoli, 1992] a mis en évidence deux propriétés dans la construction de preuves dans CLL: la ré
versibilité qui permet de décomposer certaines formules dès qu'elles apparaissent dans la construction
ascendante des preuves et le ''focusing Il qui est le "backchaining" appliqué aux formules de la partie
droite des séquents,
[Lincoln and Shankar, 1994] se sont intéressés à la gestion des quantificateurs au premier ordre où, par
une technique de skolémisation dynamique, ils ont rendu permutables les inférences de type V et 3.
Les concepts définis dans le chapitre précédent appliqués à la normalisation des preuves dans CLL pour
les construire de bas en haut, vont-ils nous permettre d'éclairer et de retrouver ces différents résultats?
Peuvent-ils permettre d'aller plus loin? C'est ce que nous nous proposons d'étudier dans ce chapitre.
Nous allons déplacer les inférences dans les preuves selon les deux critères qui ont été mis en évidence pré
cédemment: la facilité à le faire et leur meilleur contrôle en chaînage arrière. Pour cela, nous procéderons
par étapes:

- nous commencerons par monter au maximum les contractions;

après, nous ferons de même avec les affaiblissements;

ces deux premiers mouvements vont nous permettre d'intégrer contractions et affaiblissements aux
autres règles d'inférence et ainsi de spécialiser le système d'inférence en un système, CLLt, adapté
à la construction ascendante de preuves;

enfin, dans CLLt, nous déplacerons les inférences logiques pour obtenir les preuves normales de
CLLt·
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1 Traitement des contractions.

1.1 Montée des contractions

Comme nous l'avons déjà dit, nous devons les monter au maximum dans les preuves. D'après le
théorème 2.3.5, dans ce mouvement, elles peuvent rencontrer deux types d'obstacles: des inférences de
type 0 et des inférences introduisant leurs formules actives. Nous allons montrer qu'on peut se ramener
à deux cas se traduisant par deux configurations particulières :

Une configuration que nous qualifierons de 0-blocage qui se présente ainsi:

1- 0 1 , ?F1, " '1 ir; LI. 1 1- O2 , ?F1, " '1 ?Fn 1 Ll.2
0

1- 0 1002 , ?Fl," " ir; ?Fb " ' j ?Fn J LI. 1 , Ll.2
c?

1- 0 ,002 , ?F1 , " " ?F'fIj ?F2 1 • • " ?Fn 1 Ll.1 , Ll.2

------------ c7
G10G2 1 ?F1, " ' , ir; ~1, ~2

Les contractions présentes dans cette configuration, sont bloquées dans leur montée car leurs deux
formules actives sont réparties entre les deux prémisses de l'inférence 0.

Une configuration que nous qualifierons de ?-blocage et qui a la forme suivante:

1- F, 7F, LI.
-----7
1- 7F, ?F, LI.
-----c7

1- ?F, LI.

La contraction présente dans cette configuration, ne peut pas être déplacée vers le haut car elle est
bloquée par l'inférence? qui introduit une de ses formules actives.

Théorème 3.1.1 A partir de toute preuve sans coupures de CLL, on peut obtenir par une suite de montées
de contractions et de modifications du marquage des formules, une preuve où toute contraction se trouve dans
une configuration de 0-blocage ou de ?-blocage.

Preuve 3.1.1 Dans cette démonstration, nous dirons qu'une contraction dans une preuve de CLL, pos
sède la propriété C-NORMA.c si elle se trouve dans une configuration de 0-blocage ou de 7-blocage.
Considérons une preuve que/conque P sans coupures de CLL. Nous allons montrer par récurrence sur
la profondeur de P qu'il existe une preuve de CLL qui a la même conclusion que P et dont toutes les
contractions possèdent la propriété C-NORMA.c.
Le cas de base est trivial.
Le cas d'induction demande à être développé uniquement lorsque la dernière inférence L de P est une
contraction. Dans ce cas, nous appliquons l'hypothèse de récurrence à la preuve extraite de P qui a
comme conclusion le prémisse de I et nous la remplaçons par une preuve dont toutes les contractions ont
la propriété C-NORMA.c.
Ensuite, en utilisant le théorème 2.3.5, nous montons au maximum l dans la preuve. Nous obtenons une
preuve P' où toute inférence L' résultant de la montée ne possède pas forcément la propriété C-NORMA.c.
Selon sa position, elle peut même entraîner d'autres contractions à ne plus suivre cette propriété. Voyons
comment réparer ces éventuelles anomalies en distinguant plusieurs cas selon le type de l'inférence 1" qui
bloque P. Ces cas découlent de l'application du théorème 2.3.5.

1. III est de type w?
Comme la formule principale de pl est active dans F 1 ces deux inférences se neutralisent et il suffit
de les supprimer toutes les deux pour éliminer cette configuration qui n'est pas dans la norme.
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1- F,0F2 ,

1. Traitement des contractions.

2. 1" est de type c?
Le blocage de l' est dû à la façon dont la preuve P' a été marquée. En modifiant ce marquage, on
peut permettre à une contraction de poursuivre sa montée. Pour être précis, nous devons distinguer
deux cas selon le type de configuration dans lequel se trouve L'' car il faut rappeler que I" possédait
la propriété C-NORMAl:- avant la montée de I.

(a) I" se trouve dans une suite ininterrompue de contractions bloquées par une inférence de type
0.
La suite de contractions où l' s'est insérée, avec l'inférence 0 qui la bloque, constitue une
configuration qui se présente ainsi:

f- ?F, 0 1, ?F1 l · · · l ?Fn , Ll 2_____________________ 0

t-- ?F, ?F, ?F, 01®02J ?Fb"'l ?Fn, ?Fll · · · , ?Fn l Ll 1J Ll2__________________________ c? I"

t-- ?F, ir, 01002l ?Fk 1 · · · , ?Fn 1 ?Fl,···, ?Fn , Lll, Ll2________________________ c? l'

l- ?FJ G1®G2 , ?Fk'··'l ?Fnl ?F1,"'j ?Fn, Ll1, Ll 2

---------------- c?
1- ?F.G,0G2 , ?F

"
.. ·, ?Fn , ~" ~2

En modifiant le marquage, on peut monter la première contraction 1" juste au-dessus dePin
férence ® et appliquer ensuite j'hypothèse L'induction à la branche dans laquelle est cette
contraction. On supprime ainsi toutes les anomalies relatives à la propriété C-NO'R-MAi:..

(b) 1" est précédée imm?diatement par une inférence de type? qui introduit une de ses formules
actives.
Ces deux inférences avec la contraction l' qui suit, forment donc une déduction qui se présente
ainsi o·

r F, ?F, ?F, Ll
------?
l- ?F, ?F) ?F, Ll
------- c? I'

1- ?F, ?F, ~_____ c?I'

1- ?F, ~

Là aussi le blocage est dû la façon dont la preuve pl a été marquée. Comme dans le cas
précédent, ce marquage peut être modifié pour permettre à la première contraction de monter
ce qui fera disparaître l'anomalie relativement â la propriété c-NOnMAl:-.

1.2 Simplification du système d'inférence.

Le théorème précédent va nous permettre de simplifier le système d'inférence de CLL et de retrouver
un résultat déjà proposé par [Andreoli, 1992J: comme il est possible au sein d'une preuve de CLL, de
localiser les contractions dans deux types de configurations qui ont une forme bien précise, nous allons
fusionner les inférences constituant chaque configuration.

1. la règle 0/ correspondant au 0-blocage qui a la forme suivante:

1- F2 , ~2, ?~

----------- 0'
Ll b Ll2 , ?~
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Chapitre 3. Normalisation dans CLL et preuves en chaînage arrière

où les formules de .6. 1 et .6.2 n'ont pas? comme connecteur de tête

La condition attachée à cette règle pourrait être supprimée; elle a comme seule rôle de faciliter la
construction des preuves de bas en haut.

2. la règle?' correspondant au?-blocage qui est ainsi définie:

f- F, ?F, Ll
-----?'

f-?F,Ll

Etant donné le théorème précédent, l'introduction des règles rg/ et ?' dans le système d'inférence de CLL,
va permettre de supprimer la règle c?
Ces règles peuvent même se substituer dans tous les cas de figure aux règles ® et ? Elle risquent, dans
une construction de bas en haut des preuves, d'engendrer des formules parasites de la forme? F qui,
toutefois, pourront toujours être éliminées par des affaiblissements. Considérons par exemple l'inférence
de CLL:

f- A,?F l- B
-----0
f-A0B,?F

Dans le système simplifié, elle est remplacée par la configuration:

f-B____ w?

f-A,?F f-B,?F
-------0'

f-A0B, ?F

2 Traitement des affaiblissements

2.1 Mouvement de montée

Ce mouvement se justifie par une perspective de construction ascendante des preuves. Le théorème
2.3.1 montre que tout inférence de type w? prise isolément, peut être montée jusqu'aux axiomes. Mais
lorsque l'on envisage un mouvement général, se pose un problème de cohérence ( section 4.1 du chapitre
2) : deux affaiblissements qui cherchent à se placer juste après le même axiome, ne vont pas pouvoir le
faire.
Le théorème suivant résout ce type de problème en utilisant une notion d'absorption d'un affaiblissement
par un axiome T qu'il est nécessaire de définir au préalable.

____ T

f- T, ?F, Ll----- w? par l'axiomeune sous-preuve de la forme

Définition 3.2.1 Une preuve P' de CLL est obtenue par absorption d'un affaiblissement par un axiome T à
partir d'une preuve P de CLL si l'on a remplacé dans P ;___ T

f- T, Ll

f- T, ?F, Ll

'I'hêorème 3.2.1 A partir de toute preuve de CLL, il est possible par une suite de montées et d'absorptions
d'affaiblissements par des axiomes T , d'obtenir une preuve où tout affaiblissement se trouve dans une suite
ininterrompue d'inférences de même type et précédée immédiatement par un axiome de type id ou 1.
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Preuve 3.2.1 Dans cette démonstration, nous dirons qu'un affaiblissement, dans une preuve de CLL,
possède la propriété W-NonMAC s'il se trouve dans une configuration ayant la forme décrite dans
l'énoncé du théorème.
Considérons une preuve quelconque P sans coupures de CLL. Nous allons montrer par induction sur
la structure de P qu'il existe une preuve de CLL qui a la même conclusion que P et dont tous les
affaiblissements possèdent la propriété W-NOnMA.c.
Le cas de base est trivial.
Le cas d'induction demande à être développé uniquement lorsque la dernière inférence I de P est un
affaiblissement. Dans ce cas, nous appliquons l'hypothèse de récurrence à la preuve extraite de P qui a
comme conclusion le prémisse de I et nous la remplaçons par une preuve dont tous les affaiblissements
ont la propriété W-NOnMA.c.
Ensuite, en utilisant le théorème 2.3.1, nous montons l jusqu'aux axiomes.
Si une inférence résultant de cette montée, se trouve juste après un axiome de type T, nous procédons
alors à une absorption de celle-ci par L'axiome T au sens ou nous l'avons défini au-dessus.
Sinon elle se trouve placée juste après un axiome de type id ou 1. Elle possède donc la propriété W
NOnMAt:. et elle n'est pas venue perturber les affaiblissements au-dessous qui la possédait déjà.
En conclusion, tous les affaiblissements de la preuve obtenue vérifient la propriété w-NonMA.c. 0

2.2 Simplification du système d'inférence

Comme pour les contractions, ce théorème va nous permettre de simplifier le système d'inférence de
CLL en fusionnant les inférences des configurations où les affaiblissements peuvent être localisés en une
seule inférence. Ainsi les règles w?, id et 1 vont être remplacées par deux nouvelles, id' et l'ainsi définies:

------ id' l'
1- A, AL, ?~ 1- l, ?~

Nous retrouvons ici une proposition de [Andreoli, 1992]

3 CLLt: un système pour la construction ascendante des preuves

Après normalisation des contractions et des affaiblissements dans CLL, nous obtenons un nouveau
système d'inférence CLLt plus adapté à la construction ascendante de preuves. Nous avons récapitulé ses
règles dans la figure 3.1. Le système CLLt est équivalent à CLL, ce qui peut s'exprimer ainsi:

Théorème 3.3.1 Tout séquent 1- ~ de CLL est prouvable si et seulement si il est prouvable dans CLLt.

Preuve 3.3.1 Il faut montrer tout d'abord que pour toute preuve P de CLL, il existe une preuve de CLLt
qui a la même conclusion. Nous procédons en quatre étapes.
Tout d'abord, par application du théorème 3.1.1, nous transformons la preuve P en une preuve Pl où les
contractions sont disposées de façon à pouvoir être traduites ensuite dans CLLt.
Puis nous insérons juste avant les inférences de type @ ei î, les affaiblissements qui vont rendre possible
la traduction des premières dans CLLt. Nous obtenons une preuve P2'
Ensuite, à l'cide du théorème 3.2.1, nous montons tous les affaiblissements dans la preuve P2. Nous
obtenons une preuve Pa.
Enfin, il ne reste plus qu'à remplacer les blocs formés d'inférences de type id, 1, w?, 0, ? et c? par les
inférences id', 1', 0' et'?' de CLLt et obtient une preuve P4 de CLLt qui a même conclusion que P.

Réciproquement, il faut montrer que pour toute preuve P de CLLt, il existe une preuve de CLL qui a
la même conclusion. Il suffit pour ce/a de montrer que les règles nouvelles de CLLt, id " 1', 0' et '1', sont
admissibles dans CLL. Nous ne le ferons pas ici car cela ne pose aucune difficulté.O

Le système CLLt, en lui-même, n'est pas original. La plupart de ceux qui ont étudié la construction
ascendante de preuves dans CLL, l'ont utilisé en tant que cadre mieux adapté à cette tâche [Andreoli, 1992;
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FIG. 3.1 - Le système d'inférence de CLLt
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TAR. 3.1 - Permutabilité d'inférences dans les preuves de CLLt

t 2\tl 0' p & El) ?' ! V :3 1-
0' np
p np np
1- np
& np - - - np np np - np
El) np
?'
! x x x x X np X X X

V np np
:3 np

Tammet, 1993]. Ce qu'on met en lumière ici, c'est qu'en menant dans CLL un processus de normalisation
des preuves basé sur la permutabilité d'inférences, on aboutit tout naturellement à un tel système.
Maintenant, notre processus de normalisation n'est pas achevé à ce stade. Après les contractions et les
affaiblissements, il s'agit d'ordonner les autres inférences. Pour cela, il est nécessaire de transposer les
théorèmes sur les permutations et mouvements d'inférences de CLL dans CLLt. Nous nous contenterons
de fournir le tableau récapitulant la permutabilité d'inférences dans CLLt (voir tableau 3.1). Il s'obtient
très facilement à partir du tableau correspondant de CLL accompagnant le théorème 2.2.1 si l'on se
rappelle que les inférences de type tg/et?' ne sont que des condensés de déductions formées d'une inférence.
o ou? suivie de contractions.

f- F2 , ?G
--------- 0'

l- F,0F2, ?G

Remarque 3.3.1 Il faut faire attention au sens dans CLLt des concepts de formule principale et formule
active. Ainsi, considérons l'inférence suivante:

f- F" ?G

Dans la conclusion) ?G est considérée comme formule principale et dans les prémisses comme formule
active. D'après la définition 2.2.1, une telle inférence n'est donc jamais en position de permutation dans'
une preuve et n'entrera pas dans le cadre de l'étude de permutabilité dans CLLt.

4 Normalisation des preuves dans CLLt

Pour achever le processus de normalisation, il reste à ordonner si possible les inférences résultant de
l'application des règles logiques. Il va falloir pour cela, en monter certaines et en descendre d'autres.
Pour les inférences de type 1., on sait déjà (cf section 4 du chapitre 2) qu'il va falloir les descendre étant
donné que nous nous situons dans une perspective de construction des preuves de bas en haut.
Pour les autres, le seul critère est celui de la facilité à les déplacer vers le haut ou vers le bas. Il suffit pour
cela d'observer le tableau 3.1. Il est ensuite facile d'étayer cette observation par une série de théorèmes qui
ne sont qu'une transposition dans CLLt des théorèmes sur les mouvements d'inférences dans les preuves
de CLL (cf section 3 du chapitre 2).
En conclusion, dans CLLt, le classement des types d'inférences est le suivant:

Tt = {0', E1),?', 3 }
T~ = { p, 1-, &, l, '1 }

On peut alors définir la notion de preuve normale. Celle-ci repose sur un lien particulier entre toute
conclusion intermédiaire et l'inférence qui l'a produite. Nous aurions très bien pu la définir en précisant
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le lien entre toute conclusion intermédiaire et l'inférence dont elle est un prémisse. Ce serait beaucoup
moins pertinent quand on sait que l'on va ensuite utiliser cette définition pour construire les preuves
de bas en haut: pour chaque conclusion intermédiaire connue, on sera alors amené à rechercher quelle
inférence peut l'avoir produite.

Définition 3.4.1 Une preuve de [Lit est dite normale si et seulement si toutes ses conclusions intermédiaires
sont normales.
Une conclusion intermédiaire normale vérifie la propriété suivante:

Si elle est de la forme HF, ?~f alors elle est la conclusion d'une inférence de type!
sinon si elle contient une formule introduite par une inférence d'un type appartenant à Tt

alors elle est la conclusion d'une inférence de ce type
sinon si si elle est conclusion d'une inférence de type?'

alors toute formule active de cette inférence qui n'est pas un littéral négatif.
est introduite par l'inférence juste avant

sinon si elle est la conclusion d'une inférence de type 0', EB ou 3,
alors toute formule active de cette inférence qui n'a pas? comme connecteur de tête

et qui n'est pas un littéral négatif, est la formule principale
de l'inférence située juste avant.

Remarque 3.4.1 Le fait que l'on écarte, pour la condition sur [es formules actives des inférences d'un
type appartenant à T t, les littéraux négatifs tient à ce que, pour les axiomes de type id, nous avons choisi
de placer l'inférence utilisant le littéral positif avant celle utilisant le littéral négatif lorsqu'il y a conflit
(voir section 5 du chapitre 2).

Une caractéristique particulière des preuves normales est pour les inférences de type?', 0', EB et 3 d'iden
tifier dans certaines conditions, formule active et formule principale de l'inférence précédente. Ainsi dans
une construction ascendante des preuves, cela va nous amener dès que nous commencerons à décomposer
certaines formules, à poursuivre en décomposant leurs sous-formules. Nous reviendrons en détail sur ce
phénomène lorsque nous aborderons, dans le prochain chapitre, la construction des preuves elles-même.
Andreoli l'avait déjà mis en lumière en proposant une forme particulière de preuves normales pour CLL :
les "focusing proofs'' [Andreoli, 1992]. La forme que nous proposons ici en est très proche. Il y a néanmoins
deux différences:

- les inférences de type! ne sont pas traitées de façon complètement satisfaisante par Andreoli qui,
dans la démonstration d'un séquent de la forme HF,?~ ne choisit pas nécessairement !F comme formule
principale de la dernière inférence, alors que c'est possible; il se prive ainsi d'une possibilité de limiter
l'indéterminisme;

- Andreoli a poussé plus loin la modification du système d'inférence si bien que toute preuve
engendrée par ce système est normale. Il s'agit là d'une différence secondaire de présentation.
Illustrons maintenant la définition d'une preuve normale par un exemple.

Exemple 3.4.1 Considérons la preuve de CLLt suivante:
______ id'

f- C, C.L

____ id'

f- A, A.L, ?B
-----p
f- A, A.Lp? B

______ EIll

f- A EfJ B, A.Lp?B

f- B, B.L

____ id' ___________ 0

f- AEfJB, (A.Lp?B)0C, C.L
---------------0

f- B0(AEfJB), (A.Lp?B)0C, C.L, B.L

Cette preuve n 'est pas normale pour une double raison:

- La conclusion intermédiaire l- AEBB, Al.p?B n'est pas normale car elle contient la formule AJ.. p? B
qui a été introduite par une inférence p alors que sa formule principale est A EB B ;
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4. Normalisation des preuves dans CLLt

- La conclusion intermédiaire 1- B 0 (A $ B), (Al. p? B) 0 C, Cl., Bl. n'est pas normale car dans
l'inférence qui produit cette conclusion, la formule active A EB B n'est pas introduite par l'inférence
juste avant.

On peut normaliser cette preuve en descendant l'inférence p et montant l'inférence @ située le plus bas;
On obtient la preuve normale suivante:

1- B, Bl.
----id'

----__ id'
1- A, Al., ?B

------$
1- A$B, Al., ?B__________ 0

----id'
1- C, Cl.

---------------0

1- B0(A$B), Al., ?B, Bl.
---------1"
1- B0(A$B), Al.p?B, Bl.

1- B0(A$B), (Al.p?B)0C, e-, Cl.

Nous allons maintenant généraliser le processus de normalisation illustré par l'exemple ci-dessus à l'aide
d'un théorème qui va montrer que la classe des preuves normales est complète par rapport à l'ensemble
des preuves de CLLt.
La démonstration du théorème fournit aussi une procédure de normalisation des preuves.

Théorème 3.4.1 Tout séquent prouvable dans CLLt, y admet une preuve normale.

Preuve 3.4.1 La démonstration que nous proposons ici, correspond à une stratégie qui consiste à nor
maliser chaque conclusion intermédiaire en parcourant la preuve de haut en bas. D'autres stratégies sont
possibles.
Considérons une preuve quelconque P de CLLt. Nous allons montrer par induction sur la structure de
P qu'il existe une preuve normale de CLLt qui a même conclusion que P.
Soit 1 la dernière inférence de P. Par hypothèse d'induction, tout prémisse de 1 (s'il en existe) admet
une preuve normale de CLLt. En prolongeant ces preuves normales par Ii on obtient une nouvelle preuve
P' qui a même conclusion que P mais qui n'est pas nécessairement normale. Ceci dépend du type de I.
C'est pourquoi nous allons procéder à une analyse de cas selon le type de I.

1. 1 est un axiome.
La preuve P est normale.

2. 1est d'un type appartenant à T -1-.
La preuve P' est normale. Il faut en effet remarquer que si 1 n'est pas de type f, sa conclusion ne
peut pas avoir la forme HF, ?~.

3. 1 est d'un type appartenant à Tt.
Nous allons monter au maximum 1 dans la preuve pl mais seulement dans les branches où la
formule active de 1 n'a pas? comme connecteur de tête et où elle n'est pas un littéral négatif En
plus, si l est de type e/, il y a une indétermination dans la définition du mouvement; si on laisse
le hasard la régler, plusieurs conclusions intermédiaires qui vont être franchies, risquent de perdre
leur caractère de conclusions intermédiaires normales. Pour éviter ceci, nous nous imposons de
décomposer le mouvement général en une suite de mouvements élémentaires définis ainsi.'

- Si une au moins des inférences qui précède immédiatement I, est d'un type appartenant à Tt,
on la permute avec 1;

- Si toutes les inférences sont d'un type appartenant à T t, on monte l (dans l'une des deux
branches seulement s'il y en a deux), juste au-dessus de la première conclusion intermédiaire
qui soit produite par une inférence d'un type appartenant à Tt ou qui contienne une formule
ayant? comme connecteur de tête et active dans l'inférence qui suit immédiatement.
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On peut vérifier que chaque mouvement élémentaire, tel qu'il vient d'être défini, préserve le caractère
normal de toute conclusion intermédiaire qui est franchie. Les seules qui, éventuellement, ne sont
pas normales, sont les conclusions des inférences en train d'être montées.
Mais au terme du mouvement général, leurs formules actives ont? comme connecteur de tête, sont
des littéraux négatifs ou sont introduites par une inférence située juste avant.
Les conclusions de ces inférences peuvent toutefois ne pas être normales si elles contiennent des
formules introduites par des inférences d'un type appartenant à T .l.. Mais il est facile de corriger
cette anomalie en descendant ces inférences juste après la conclusion intermédiaire en cause. Elle
devient alors normale et les autres le restent.

o

Le théorème de normalisation peut être complété par un autre qui montre que l'ordre dans lequel on
applique les règles d'inférence de T -!- \ {!}, dans la construction d'une preuve de bas en haut, est indifférent.
[Andreoli, 1992] avait déjà mis en évidence cette propriété sous le nom de réversibilité car elle revient à
dire que si la conclusion d'une inférence est prouvable, alors ses prémisses aussi.

Théorème 3.4.2 Soit 1- F, ~ un séquent prouvable de CLLt tel que F ait un connecteur de tête appartenant à
Tt \ {Il· Alors il existe une preuve normale de 1- F, ~ se terminant par une inférence dont la formule principale
est F.

Preuve 3.4.2 On considère dans CLLt une preuve quelconque de 1- F,~. On descend en bas de la preuve
l'inférence introduisant F puis on normalise les sous-preuves des prémisses de cette inférence.
En prolongeant les preuves normales obtenues par l'inférence finale, on obtient la preuve normale cherchée.D

Conclusion

Les preuves normales obtenues sont très voisines des "focusing proofs" de [Andreoli, 1992]. Mais l'in
térêt de la démarche est de mettre en avant les rapports entre les notions de permutabilité d'inférences,
mouvement d'inférences et normalisation de preuves. Il est l'illustration de la méthode qui va être par la
suite appliquée à d'autres fragments ou avec un autre sens de construction des preuves.
Nous aurions pu aussi chercher à intégrer les résultats obtenus par [Lincoln and Shenkar , 1994] concernant
la gestion des variables quantifiées au premier ordre. Ils ont montré qu'on peut permuter les inférences
de type 3 avec celle de type 'ri dans les preuves en utilisant une technique de skolémisation dynamique
des variables. Malheureusement, cette possibilité, comme le signalent eux-mêmes les auteurs, est par
tiellement incompatible avec les autres résultats de permutabilité. C'est ce qui explique le fait que nous
ne les ayons pas pris en compte. Nous reviendrons toutefois sur ces travaux quand nous aborderons les
stratégies ascendantes de construction de preuves dans le chapitre 5 et que nous verrons comment gérer
la quantification au premier ordre.
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Chapitre 4

N orrnalisation dans CLL et preuves
en chaînage avant

Introduction

D'une façon générale, les méthodes de preuve en chaînage avant les plus connues sont la résolution
de [Robinson, 1965] et la méthode inverse de Maslov [Lifschitz, 1989]. Même si elles se sont développées
indépendamment l'une de l'autre, elles sont très proches. Elles consistent toutes deux à transformer-une
formule à démontrer en un ensemble de formules d'un format bien précis, appelées clauses. Puis à J'aide
d'un nombre très limité de règles d'inférences ou règles de résolution, on engendre de nouvelles clauses
jusqu'à ce qu'on en obtienne une particulière qui constitue le but attendu.
[Mints, 1990] a étendu la méthode inverse pour des logiques modales en proposant un schéma de trans
formation cl 'un système présenté dans le formalisme du calcul des séquents dans celui de la résolution.
[Tammet, 1993] a appliqué ce schéma à la logique linéaire.
A la différence de ces travaux, nous allons conserver le cadre du calcul des séquents afin de pouvoir
exploiter la propriété de permutabilité d'inférences liée à celui-ci. A l'opposé du chapitre précédent, nous
nous placerons dans une perspective de construction des preuves en chaînage avant. La normalisation
des preuves va encore consister à ordonner les inférences en leur sein de façon à rendre leur construction
descendante la plus efficace possible. Mais en quoi le changement de sens de construction des preuves
influe-t-il sur la forme des preuves normales'? D'après ce que nous avons vu dans le paragraphe 4.1, il
va falloir encore monter les contractions au maximum mais par contre le sens de déplacement des affai
blissements va se trouver inversé: ils devront être descendus au maximum. Nous verrons toutefois que ce
mouvement seul ne permet pas d'assurer un bon contrôle de ceux-ci au cours de la construction d'une
preuve de haut en bas; ils sont encore une source importante d'indéterminisme.
Ce problème rejoint celui du contrôle d'une autre forme d'affaiblissement qui n'est pas liée à l'a2flication
de la règle w? mais à celle de T. Les axiomes qu'elle engendre, ont la forme suivante: ---

1- T,~
Il est difficile de contrôler leur production car le rnulti-ensemble de formules .6. est totalement arbitraire.
La seule contrainte qu'on peut lui imposer, est qu'il contienne uniquement des sous-formules du but à
prouver; en effet, nous cherchons à construire des preuves sans coupures qui respectent donc la propriété
de la sous-formule. Mais le nombre de ces formules n'est pas limité donc on risque souvent d'engendrer
une infinité d'axiomes T.
[Tammet, 1993] propose de dissocier au sein des axiomes T, l'introduction de la constante T de l'affai
blissement constitué par l'introduction du multi-ensemble de formules arbitraires .6.. Il a donc remplacé
la règle correspondante par deux nouvelles règles. Ainsi les affaiblissements correspondants vont pouvoir
être descendus dans les preuves comme les affaiblissements classiques pour mieux être contrôlés. Par rap
port à ces derniers, ils nécessitent toutefois un traitement particulier ce qui va donner lieu à la distinction
introduite par [Tammet, 1993] entre séquenis affaiblissables et séquen!s non affaiblissables.
Nous allons intégrer cette idée en proposant une modification du système d'inférence dont lajustification
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est que tous les affaiblissements, quelle que soit leur source (w? ou T), y sont mobiles.
Dans le système CLLt obtenu, nous allons pouvoir maintenant descendre tous les affaiblissements au
maximum. [Tammet, 1993] s'en était arrêté là mais nous verrons que ce n'est pas suffisant pour contrôler
leur production dans une construction en avant des preuves.
Nous allons proposer une solution qui repose sur la distinction au sein d'une preuve entre formules de
base, partiellement issues d'axiomes, et formules d'affaiblissement, totalement issues d'affaiblissements.
Ces dernières posent problème. C'est pourquoi on essaie de les introduire seulement quand elles se com
binent avec une formule de base. Ceci nous amène à une dernière modification du système d'inférence que
nous allons spécialiser dans la démonstration d'un séquent particulier r .6.. Les affaiblissements ainsi que
les contractions y sont complètement intégrés aux inférences logiques. Mais cela nécessite la définition
à partir de l- L\, d'un ensemble particulier de formules où l'on puisera les formules d'affaiblissements à
introduire dans les preuves. C'est pourquoi, nous l'appellerons la base d'affaiblissement associée à l- .6..
Dans ce nouveau système CLLtA, on déplacera les inférences logiques pour obtenir les preuves normales.

1 Séquents affaiblissables : le système cl'inférence CLL.j.

1.1 Dissociation des axiomes de type T

Nous allons remplacer la règle T par deux nouvelles:

- la règle TI qui a comme fonction d'engendrer la constante T

- la règle WT qui produit une forme spécifique d'affaiblissement

--T'
I-T

I-~
___ WT

1- F,~

Contrairement à w?, la règle WT n'est soumise à aucune restriction quant à la forme de F. Par contre)
elle ne peut pas, pour être admissible dans CLL, être utilisée à partir de n'importe quel séquent l- Ll. Si
l'on fixe comme condition que la constante T doit être présente dans le séquent .6., on obtient bien une
règle admissible mais cette condition est trop restrictive: elle va empêcher de descendre les inférences WT

aussi loin qu'on le voudrait. En effet, elles seront bloquées par toute inférence où la constante T est active.

Ceci va nous amener à étudier dans quelle mesure la propriété pour un séquent d'être affaiblissable
qui , au départ, est liée à la présence de T, peut se transmettre une fois que cette constante est entrée
en combinaison avec d'autres formules. Nous traduirons le fait que l'on puisse appliquer la règle WT à
un séquenf., c'est-à-dire qu'il est affaiblissable, en le marquant par un booléen que nous appellerons son
indicateur d'affaiblissement. Ainsi ce séquent sera représenté de la façon suivante : ~.6. où son indicateur
d'affaiblissement a vaudra 1 si le séquent est affaiblissable et a s'il ne Fest pas.

1.2 Séquents affaiblissables

Nous allons passer en revue les règles de CLL pour examiner dans quelle mesure elle permettent à la
propriété d'être ou non affaiblissable, de se transmettre des prémisses vers la conclusion. Elles vont alors
être complétées pour indiquer comment calculer l'indicateur d'affaiblissement attaché à leur conclusion à
partir de ceux attachés à leurs prémisses.

1.2.1 Les axiomes

Au niveau des axiomes, seuls ceux de type T' produisent des séquents affaiblissables d'où les règles:

___ id _1

~1
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1. Béquents affaiblissables: le système d'inférence CLL4.

1.2.2 Les règles non sensibles au contexte avec un prémisse.

Ces règles cl'inférences sont neutres dans la transmission de la propriété. Donc si a est le booléen
attaché au prémisse, a est attaché à la conclusion. Ceci concerne les règles P, Eth, 612'?' c? et 3.
Nous avons choisi de regrouper les règles w? et WT en une seule règle car nous nous sommes rendus compte
que, dans une preuve, en permutant un affaiblissement classique (c'est-à-dire une inférence de type w? ou
1-) avec d'autres inférences, il pouvait se transformer en affaiblissement de type WT et vice-versa. Nous
aurons désormais une seule règle cl'affaiblissement w se présentant ainsi:

f'!-À
___ W

f'!- F, À
si a = 0, alors F est de la forme?F' ou 1-

Une inférence de type W sera qualifiée d'affaiblissement classique lorsque a vaut 0 et d'affaiblissement
spécifique lorsque a vaut 1.

1.2.3 Les règles sensibles au contexte avec un premisse.

a) La règle !.

Expliquons pourquoi elle bloque la transmission de la propriété d'être affaiblissable. Supposons que ce ne
soit pas le cas ; nous pourrions avoir alors ce genre de déduction:

c!-F,?~
___ 1

c!-!F,?À_____ wT

c!-IF,G, ?À

Pour que cette déduction soit correcte relativement à CLL, il faut pouvoir remonter l'inférence WT l le
but étant pour une preuve complète de reconstituer les axiomes T. Il faut donc que l'inférence! soit
permutable avec l'inférence WT. Or, ce n'est pas le cas si G n'a pas? comme connecteur de tête.
La règle! se présente donc ainsi:

f'!- F, ?À
---!
~!F,?À

b) La règle V.

Elle est neutre malgré la condition sur la variable quantifiée. On résout alors les conflits éventuels par un
renommage. Considérons par exemple la preuve:

p{ :
c!- F[y/x], À

li-"-VxF, À
_____ WT

c!-VxF, G,~

Pour que la preuve soit correcte relativement à CLL, il faut pouvoir permuter l'inférence 'riavec l'inférence
WT. Or si y est libre dans G, la condition relative à y pour V est violée. On préserve la correction de la
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preuve en choisissant une variable nouvelle z et en renommant y en z dans la preuve P. La permutation
est alors possible et l'on obtient:

P[z/y] {1 :
r F[y/x] , 6.

cL F[z/x] , G, 6.
-----If

1
rlfxF,G,6.

La règle se présente donc ainsi:

f'!- F[y/ x], 6.
----If

f'!-IfxF,6.
y non libre dans IfxF,6.

1.2.4 Les règles avec deux prémisses.

La règle Q9 transmet la propriété d'être affaiblissable même si elle ne vient que d'un seul prémisse car
elle opère une juxtaposition des contextes initiaux. Pour la règle &1 c'est le contraire: vu qu'elle opère
une superposition des contextes initiaux, c'est la propriété de ne pas être affaiblissable qu'elle transmet 1

même ne venant que d'un seul prémisse. D'où la forme de ces deux règles:

__-----0

1.3 Le système CLL-l-.

Nous disposons maintenant d'un système d'inférence où tout d'affaiblissement de quelque forme que
ce soit, est mobile et va pouvoir être descendu au maximum dans les preuves. Il est défini par la figure
4.1 et noté CLL.).. On retrouve ainsi la proposition de [Tammet, 1993] sous une forme un peu différente
dans la mesure où nous avons introduit une notion nouvelle de marquage d'un séquent par un booléen
pour indiquer s'il est affaiblieeable ou pas.
Nous allons montrer que CLL.). est équivalent à CLL ce qui exige une étude préalable de la permutabilité

d'inférences en son sein.

1.3.1 Permutabilité d'inférences dans CLL.).

Cette notion doit être légèrement modifiée par rapport â sa définition initiale 2.2.2 dans CLL car il
faut prendre en compte le fait que les séquents sont affectés d'un indice signalant s'ils sont affaiblissables
ou pas. Pour cela, on complète la définition 2.2.2 de la façon suivante:

les indices d'affaiblissement attachés aux hypothèses et à la conclusion dans le résultat de la permu
tation doivent être les mêmes que dans l'objet de la permutation.

Munis de cette définition, il est alors facile de reprendre le tableau du théorème 2.2.1 et de l'adapter
à CLLt. Nous obtenons ainsi le tableau 4.1. D'après celui-ci, nous allons pouvoir monter facilement les
affaiblissements dans les preuves de CLL!-. Les seuls obstacles sont les inférences de type! mais nous
verrons qu'elles en sont vraiment seulement dans le cas où les affaiblissements devant être montés intro
duisent la constante 1...
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FIG. 4.1 - Le système d'inférence de CLL.].

groupe identité

---id
~A A.L,

groupe logique

négation

(F 0 G).L = F.LfPG.L

1.L=1

(F&G).L = F.L EflG.L

T.L = a
(!F).L =? F.L

(YxF).L = :3xF.L

opérateurs multiplicatifs

_,..,- 0

opérateurs additifs

(FfPG).L = F.L 0 G.L

1-.L=1

(F Efl G).L = F.L&G.L

a.L = T

(?F).L =!F.L

(:3xF).L = YxF.L

-1

~l

~Pl1~ ~F2'.6.
------&
lal/\a2 F

1&Fz , D.

opérateurs exponentiels

__ T'

~T

ar-F2,L\,.
----Efl2
f'!- F, Efl F" L\,.

quantificateurs

f'!-FL\,.
, ? ~?F, ?F,~

----c?
f'!-?F,L\,.

f'!- F[y/x], L\,.
----y

f'!-YxF, L\,.

avec y non libre dans la conclusion

affaiblissement

f'!- F(t/x], L\,.
---:3

f'!-:3xF, L\,.

f'!-L\,.
___ W

f'!- F, L\,. avec, si a = 0, F de la forme ?F' ou .L

67



Chapitre 4. Normalisation dans CLL et preuves en chaînage avant

TAS. 4.1 - Permutabilité d'inférences dans les preuves de CLLt

t 2\tI <8> P & $ ? c? ! '1 3 w

<8> np
p np np
& np - - np np - np - np np
$ np
?

c? np
! x x x x np x x x
'1 np np
3 np
w np

Donc. cela ne nous empêchera pas d'établir la correction de CLL.J. par rapport à CLL qui repose essen
tiellement sur la reconstitution des axiomes T dont les deux aspects ont été dissociés dans 0LLt. La
complétude est facile à montrer.

Théorème 4.1.1 Tout séquent 1- ~ est prouvable dans [Li si et seulement si il existe un booléen a tel que
le séquent f-!!..Li est prouvable dans CLLt.

Preuve 4.1.1 Commençons par démontrer la correction de CLL..!- relativement à CLL. Soit une preuve
P de CLLt de conclusion ~Ll. Montons successivement et au maximum dans P tous les affaiblissements
spécifiques. D'après le tableau 4.1, ils peuvent être montés jusqu'aux axiomes T', Après ce mouvement,
ces affaiblissements vont tous se situer dans des configurations de la forme:

--T'
C!-1

___ W

1
r-1,F,

_____ w

1ri, F l l · · · , r;
Nous allons remplacer ces configurations par des axiomes de type T de CLL qui auront la forme:

-----T
I-l,F1,··o,Fn

Toutes les autres inférences ont une traduction dans CLL si bien que nous obtenons une preuve de CLL
qui a comme conclusion 1- ~.
Montrons maintenant la complétude de CLLt relativement à CLL. Considérons une preuve P de CLL.
Nous allons remplacer chaque inférence de P par une inférence de CLLJ", en parcourant la preuve de haut en
bas. Simultanément, nous allons inférer les indicateurs d'affaiblissement des conclusions intermédiaires.
Les seules inférences qui n'ont pas d'équivalent dans CLLJ", sont les axiomes T mais comme on vient de
le voir, ils peuvent être traduits dans CLL-t,. par un axiome T' suivi d'affaiblissements. En fin de compte,
on obtient une preuve de CLLJ", qui a la même conclusion que P. 0

2 Formules de base et d'affaiblissement

Les affaiblissements étant la principale source cl 'indéterminisme dans la construction descendante des
preuves, nous allons commencer par traiter ce problème.
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2. Formules de base et d'affaiblissement

Nous avons vu qu'il fallait descendre ces inférences au maximum dans les preuves. Le système CLL-l- qui a
été conçu pour cela, facilite ce mouvement. Ainsi! on peut amener chaque affaiblissement juste au-dessus
de l'inférence où la formule qu'il introduit, devient active (sauf si cette inférence est de type 1" car il y
a alors deux formules actives). [Tammet, 1993] a pris en compte cette descente des affaiblissements dans
le système qu'il propose. Mais cela ne suffit pas à assurer un contrôle de ceux-ci dans la construction
descendante d'une preuve. Considérons par exemple les deux déductions suivantes de CLLt:

___ w

~ ?F Ll.. ,
---__ EBI

~ ?FEBG,Ll.

~ G Ll.,_____ w

~ ?F, G, Ll.
----1"
~ ?FpG,Ll.

Dans les deux déductions, l'affaiblissement est descendu au maximum. Mais dans celle de gauche, cela

n'améliore en rien le contrôle sur celle-ci à partir de son hypothèse ~ .6.. : une telle déduction peut être
engendrée à partir de n'importe quelle conclusion intermédiaire déjà produite.
Ce n'est pas le cas de la déduction de droite qui ne peut pas être produite à partir de n'importe quelle
conclusion intermédiaire déjà établie comme hypothèse: celle-ci doit contenir la formule G.
Si l'on analyse les fondements d'une telle différence, on s'aperçoit qu'à gauche] la formule ?F œG est
totalement issue de l'affaiblissement tandis qu'à droite, la formule?FpG ne l'est que partiellement.
Nous allons généraliser cette distinction en rangeant les formules au sein d'une preuve en deux catégories:
les formules de base et les formules d'affaiblissement.

2.1 Définition

Définition 4.2.1 Dans une preuve de eLit une formule est dite de base (S-formule) si elle contient au
moins un littéral (une formule atomique ou sa négation) introduit par un axiome. Dans le cas contraire, elle
est dite d'affaiblissement (A-formule).

Illustrons cette définition sur l'exemple de la preuve P suivante:

Exemple 4.2.1

---id
& al.r-r- a,

_____ id

______ w

~ a, al., ?b(x)
-------- EBI
~ aEBc(x), al., ?b(x)

o
f"- aEBc(x),

~ a EB cCx), c(x)l. EB al., ?b(x)&?d(x)
-------------1"
~ (a EB c(x ))p(c(x )l. EBal.), ?b(x)&?d(x)
~----- 3

~ 3x(a EB c(x))p(c(x)l. EB al.)), ?b(x)&?d(x)
---------------'1
~ 3x((a EB c(x))r(c(x)l. EB al.)), '1x(?b(x)&?d(x))---- 1"

~ [3x«a EB c(x))r(c(x)l. EB al.))]p['1x(?b(x)&?d(x))]

Dans la preuve P, la formule '1x(?b(x)&?d(x)) est une A-formule alors que
[3x(a EB c(x))p(c(x)l. EB al.))]p[\lx(?b(x)&?d(x))] est une B-formule car elle contient par exemple la
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formule atomique a qui est introduite par un axiome (même si elle est aussi introduite d'une autre façon
dans l'inférence EJ)2 de gauche).

2.2 Le contrôle des inférences produisant les A-formules.

Dans une construction des preuves descendante, ce sont donc non seulement les affaiblissements mais
l'ensemble des inférences qui participent à la production des A-formules qu'il est difficile de contrôler.
Dans l'exemple 4.3.1, pour la formule I/x(?b(x)&?d(x)), il s'agit de deux affaiblissements suivis d'une
inférence de type & puis d'une autre de type V. Cette suite de quatre inférences peut être déclenchée à
partir de n'importe quelle conclusion intermédiaire déjà établie. Le contrôle est donc nul.
Il devient réel à partir du moment où la A-formule I/x(?b(x)&?d(x)) entre en combinaison avec une B
formule 3x((a EJ) c(x) )1'(c(x)ol EJ) aol)) dans la dernière inférence de type p.

Ainsi, un moyen de contrôler la production de A-formules est de la retarder jusqu lau moment où
celles-ci deviennent actives dans des inférences où elles se combinent avec des B-formules pour former
des disjonctions multiplicatives ou des conjonctions.

La traduction d'un tel principe dans le processus de normalisation des preuves de CLL-J,. va nous amener
à descendre au maximum dans une preuve toutes les inférences qui contribuent à produire les A-formules.
L'objectif est pour une A-formule donnée, de rassembler toutes les inférences qui participent à sa construc
tion en un bloc situé juste avant une inférence où elle entre en combinaison avec une B-formule.
Appliquons ce principe à la preuve P qui nous a servi d'illustration jusqu'à maintenant. Il faut descendre
les 4 inférences qui contribuent à la production de la formule I/x(?b(x)&?d(x)) juste avant qu'elle se
combine avec la B-formule 3x((a EJ) c(x))p(c(x)ol EJ) aol)) dans la dernière inférence p. C'est possible et
nous obtenons la preuve P' suivante:

____ id -- id
of"- c(x), c(x)ol

------- EJ),

~ c(x), c(x)ol EJ) aol

,0 aol
r-r- a,

______ EJ),

~ aEJ)c(x), aol
________ EJ)2

~ aEBc(x), c(x)ol EJ)a~_________ 1'

~ (a EJ) c(x))p(c(x)ol EJ) a~)_________ 3

~ 3x((a EJ) c(x))p(c(x)~ EB aol))

~ 3x((aEllc(x))p(c(x)ol EJ)aol)), ?b(x)

_______________ w

- 1'
of"- (aEBc(x))p(c(x)ol EJ)a~)

--------__ 3

~ 3x((a EJ) c(x))p(c(x)ol EJ) aol))_______________ w

~ 3x((a EJ) c(x))p(c(x)ol EB aol), ?d(x)
------------------------&

~ 3x((a EJ) c(x))p(c(x)ol EJ) aol), b(x)&?d(x)______________ 1/

~ 3x((a EJ) c(x))p(c(x)ol EJ) aol)), I/x(?b(x)&?d(x))_________________ 1'

~ [3x((a EJ) c(x ))1'(c(x)ol EJ) aol ))Jp[l/x(?b(x)&?d(x))J

Ceci nous suggère tout naturellement de simplifier le système d'inférence en étendant la règle d'affai
blissement w lorsqu'elle s'applique aux séquentsnon effaiblissables : jusqu'à maintenant, elle ne permet
d'introduire que des formules de la forme?F ou 1..; pourquoi ne pas lui permettre d'introduire n'importe
quelle A-formule? Les autres règles seraient alors réservées à la production des Bcformules. En descendant
au maximum ces affaiblissements étendus, nous pourrions faire en sorte que toute A-formule ne soit in
troduite que lorsque l'on en a besoin pour produire une B-formule. L'indéterminisme dans la construction
descendante des preuves serait ainsi sérieusement réduit.
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Dans un tel système, la preuve P' pourrait devenir:

- __ id

------EBI
or- aEBc(x), a.L

---------EB2
or- a EB c(x), c(x).L EB a.L

---------p

~ (a EB c(x ))p(c(x ).L EBa.L)
---------- 3
~ 3x((a EB c(x))p(c(x).L EB a.L))

~ 3x((a EB c(x))p(c(x).L EB a.L)), Itx(?b(x)&?d(x))
----------------- p

~ [3x((a EB c(x))p(c(x).L EB a.L))Jp[ltx(?b(x)&?d(x))]

Une telle solution est séduisante mais pour qu'elle puisse se concrétiser, il faut répondre positivement aux
deux questions suivantes:

- Dans une preuve de CLL!h est-il toujours possible de descendre les inférences contribuant à la
production d'une A-formule de façon à les rassembler juste avant une inférence où cette A-formule
se combine à une B-formule?

- A partir d'un séquetit donné, est-il possible de délimiter a priori un ensemble de formules d'où sera
zssue toute A-formule partie prenante d'une preuve quelconque de ce séquent?

ce que nous allons faire dans les sections suivantes.

3 Descente des inférences produisant les A-formules

Commençons par examiner les difficultés rencontrées dans ce mouvement.

3.1 Problème avec ®

L'exemple suivant montre qu'il n'est pas toujours possible de répondre positivement à la première
question. Considérons la preuve de CLL.j.:

id id id id
~ a al. ~ b b.L 0 a.L ~b b.L, , r- a, ,

w w w w
~ .L? ~ b, b.L, ?d ~ .L? ~ b, b.L, ?da, a 1 .C a, a , .C

@ e
~ .L b, b.L, ?c@?d ~ a, al., b, b.L, ?c@?da J a J

EB2 EBI
0

a.1., b, a.L EB b.L, ?c@?d 0
al. EB bl. 1 b, bl. 1 ?c@?dr- a, r- a,

&
~ a.L&b.L, a.L EB b.L, a, b, ?c@?d
------------p
~ (a.L&b.L)p(?c@?d), a.L EBb.L, a, b

Dans une construction de cette preuve descendante, on ne peut contrôler l'introduction de la A-formule
?c 0?d que lorsqu'elle devient active dans la dernière inférence p aux côtés de la B-formule al.&b.l. Il
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faudrait donc descendre les deux inférences ® qui l'engendrent juste avant celle-ci. Malheureusement,
elles seront bloquées dans leur mouvement par l'inférence &.

Ceci nous amène à restreindre notre ambition initiale: nous
laisserons de côté les A-formules qui contiennent le connecteur 0.

Les inférences de type & ne posent par contre aucun problème, étant donné la facilité avec laquelle elles
peuvent être descendues.

3.2 Problème avec

Considérons la preuve suivante:

---id

Il est impossible de rassembler les inférences qui contribuent à la production de la A-formule !?b juste
avant qu'elle ne devienne active au côté d'une B-formule dans la dernière inférence sans violer la condition
relative au contexte de l'inférence!.

Donc nous laisserons aussi de côté les A-formules qui contiennent ['opérateur 1.

3.3 Descente des inférences

Mise à part les deux exceptions que nous venons de mentionner J il est possible de rassembler aussi
bas que possible dans une preuve, les inférences qui contribuent à la production d'une A-formule entrant
en combinaison avec une B-formule, ce qu'exprime le théorème suivant:

Théorème 4.3.1 Soit F une formule de CLL ne contenant pas les opérateurs ® et J. Dans CLLt, pour toute
preuve P d'un séquent t!!- F, Ô où F est une A-formule, il existe une preuve qui a les propriétés suivantes:

- elle a même conclusion que P et conserve pour celle-ci, la même partition entre A-formules et B
formules;

-les inférences introduisant les sous-formules de F sont à la fin de la preuve (elles ne sont suivies par
aucune autre).

Preuve 4.3.1 Voir en annexe CD

Ce théorème nous permet, avec certaines restrictions, de descendre dans une preuve les inférences contri
buant à produire une A-formule pour les rassembler juste avant une inférence où cette formule se combine
avec une B-formule. L'exemple traité dans la sous-section 3.2 de ce chapitre illustre cette possibilité.
L'étape suivante consiste à remplacer le bloc de ces inférences par une seule qui constitue un affaiblis
sement dans un sens étendu. La règle w dans sa version classique permet d'ajouter à tout séquent non
affaiblissable une formule de la forme ..1 ou ?F. L'étendre, voudrait dire qu'elle permette d'ajouter à tout
séquent non affaiblissable, une A-formule. Mais nous avons vu que la notion de A-formule n'a de sens que
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4- Base d'affaiblissement associée à un séquent.

dans une preuve déjà constituée. Néanmoins ne peut-on pas déterminer a priori la forme syntaxique des
A-formules utilisées pour prouver un séquent donné? C'est ce que nous allons examiner.

4 Base d'affaiblissement associée à un séquent.

Fixons un séquent r Ll comme but à prouver, Les A-formules qui apparaissent dans une preuve sans
coupures de r Ll sont nécessairement des sous-formules des formules de l- Ll. Les A-formules initiales
sont celles qui sont engendrées par les inférences de type w. Si ces affaiblissements sont spécifiques, les
formules engendrées sont quelconques. Mais s'ils sont classiques, elles sont de la forme 1- ou ?F. Ensuite,
à partir de ces formules initiales, on peut construire d'autres A-formules par induction en appliquant les
règles d'inférence logiques mais en excluant ® et! vu les problèmes qu'elles posent.
Nous pouvons ainsi délimiter un ensemble dont sont issues toutes les formules d'affaiblissement engendrées
par des affaiblissements classiques: la base d'affaiblissement associée à 1- Ll que nous noterons Ba. Celle-ci
peut être définie rigoureusement ainsi:

Définition 4.4.1 La base d'affaiblissement associée à un séquent 1- 6. de CLL est l'ensemble Ba de sous
formules de formules de l- Ll construit inductivement ainsi:

- il comprend déjà toutes celles de la forme 1- ou?F:
- si deux formules Fl et F2 appartiennent à Ba. alors toute sous-formule de la forme Flf;JF2 ou Fl&F2

est membre de BA;
- si une formule F appartient à BI:>.. alors toute sous-formule de la forme F EIJ G. G EIJ F. 3xF ou '1xF

est membre de Bd. ,

Remarque 4.4.1 La définition précédente pourrait être affinée car elle repose sur la notion: de sous>
formule qui permet n'importe quelle substitution à partir d'une formule quantifiée existentiellement alors,
qu'il est possible d'en prévoir un nombre fini parmi lesquelles se trouveront nécessairement celles qui sont:
utilisées dans les preuves de ~ Â. Nous reviendrons SUT cette question dans le prochain chapitre quand
nous aborderons la construction descendante de preuves.

On peut espérer réduire la base d'affaiblissement d'une autre façon: si deux formules F l et F2 sont
membres de cette base et si FI est une sous-formule de F2, est-il vraiment nécessaire de garder FI dans
la base? L'exemple suivant montre que la présence de & interdit une telle simplification,
Considérons la preuve:

- id

~ B B.L,
--_80

~BrB.L______ w~A,

~ BrB.L, ?A
---------&

----?
~ ?A, A.L

~ A.L&(BrB.L), ?A
---------?
~ ?(A.L&(BrB.L )), ?A____________ w

~ ?(A.L&(BrB.L )), ?A, ?C.L
-----------!
~ ?(A.L&(BrB.L )), ?A, !?C.L

~ ?(A.L&(BrB.L)). ?AElJC,

73



Chapitre 4. Normalisation dans CLL et preuves en chainage avant

Si l'on prend pour!- ~J la conclusion de cette preuve, la base d'affaiblissement associée BA sera, d'après la
définition qui vient d'étre donnée, constituée des formules suivantes: ?(A.L&(BpB.L)J, ?A, ?AœC, ?C.L.
Bien que ?A soit une sous-formule de ?A EE1 C, on ne peut pas supprimer la première de la base car le
séquent 1- il n'est pas prouvable sans un affaiblissement qui introduise ?A, affaiblissement qui ne peut
pas être suivi immédiatement par une inférence de type Eth introduisant?A EB C.
Cet exemple illustre le pouvoir des inférences de type & de transformer des formules d'affaiblissement qui
ne sont pas actives en formules de base par superposition.

5 CLL-l.6.: un système spécialisé pour prouver 1- t:.

A ce point, on peut étendre la règle d'affaiblissement w pour lui permettre d'ajouter aux séquents
non affaiblissables, non seulement des formules de la forme 1- ou ?F mais aussi n'importe quelle formule
issue de la base d'affaiblissement BA. Elle se présentera maintenant ainsi:

f'!- 6.'____ w

f'!- F 6.',
où, si a = D, F est un élément de BA

De cette façon, nous spécialisons aussi le système d 'inférence dans la construction de preuves du seul
séquent f- Ll puisque la règle west maintenant liée à Ba. Ce nouveau cadre va nous permettre de
descendre dans les preuves, les affaiblissements élargis et de limiter au maximum l'application des règles
logiques à des séquents où au moins une formule active est une formule de base. Nous allons monter aussi
les contractions au maximum.
Selon une technique que nous avions déjà utilisée pour CLLt, nous allons fusionner les affaiblissements
avec les inférences qui suivent immédiatement et les contractions avec celles qui précèdent immédiatement.
Nous obtiendrons un système qui n'aura plus ni règle de contraction, ni règle d'affaiblissement explicites
mais où celles-ci auront été intégrées dans les règles logiques qui auront été redéfinies.

5.1 Deux opérations particulières sur les multi-ensembles de formules

La redéfinition des règles 0 et & nécessite l'introduction de deux opérations sur les multi-ensembles
de formules: + et x. La première + va permettre dans l'application de la règle ® de juxtaposer les
contextes initiaux tout en contractant les formules de la forme? F qui vont se trouvées ainsi dupliquées.
Elle va permettre aussi dans l'application de la règle ? de contracter la formule principale obtenue avec
une autre présente éventuellement dans le contexte. D'où la définition:

Définition 4.5.1 Soit ~l et ~2 deux multi-ensembles de formules de logique linéaire. La somme ~l + ~2

est obtenue en prenant toute formule de Lll ou Ll2 et en calculant son ordre de multiplicité de la façon
suivante: si cette formule est de la forme ?F, il sera égal à 1 sinon on additionne la valeur qu'il prend dans
chacun des deux mu/ti-ensembles de départ.

Par exemple, nous aurons:{a, a, ?b, ?b}+{a, .L, ?b} :::= {a, a, a! .L,?b}. Si un des multi-ensembles se réduit à
un singleton, nous le confondrons par abus de langage avec son seul élément. Ainsi, nous pourrons écrire:
?a+{b,?a}= {?a,b}.
La seconde opération, x, va permettre dans l'application de la règle & de superposer les contextes initiaux
en les affaiblissant au préalable pour les faire coïncider. Bien entendu, les possibilités d'affaiblissement vont
dépendre du caractère affaiblissable ou non des séquents dont font partie ces contextes. C'est pourquoi
à chaque multi-ensemble de formule sur lequel porte l'opération, on associe un booléen indiquant si ce
multi-ensemble est intégré dans un séquent affaiblissahle ou non.

Définition 4.5.2 Soit ~1 et ~2 deux multi-ensembles de formules de CLL et soit al et a2 deux booléens.
Supposons que la condition suivante est respectée:
si ai :::= 0 pour i:::=l ou i=2, alors toute formule de .6.3 - i qui n'appartient pas à Bc . est présente dans ~i avec
un ordre de multiplicité supérieur ou égal.
Alors le produit (L'lI, aI) x (D..2' a2) est un multi-ensemble constitué des iorrnules de .6.1 ou.6.2 avec le plus
grand des ordres de multiplicité qu'elles y ont.
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Par exemple, le produit ({a, b, ?c} ,0) x ({a, a, ?d}, 1) n'est pas défini et cela provient uniquement
du fait que la formule a a un ordre de multiplicité de 1 dans le premier multi-ensemble qui n'est pas
affaiblissable alors que cet ordre de multiplicité est de 2 dans le deuxième multi-ensemble.
Par contre, le produit ({a, a, b, ?c} ,0) x ({a, ?d}, 1) est défini et vaut {a, a, b, ?c, ?d}.

5.2 La définition de CLL.j.6

A l'aide des deux opérations qui viennent d'être établies, nOliS allons pouvoir redéfinir les règles lo
giques de CLL-J- pour y intégrer la règle c? et w étendue.
Selon le nombre d'affaiblissements qui seront pris en compte dans une règle logique, celle-ci va se transfor
mer en 1, 2, 3 ou même 4 nouvelles règles (voir par exemple 0). Nous obtenons alors le système CLL.J-6.1
décrit par la figure 4.2.
Dans ce système, il ne reste maintenant plus que deux règles difficiles à contrôler dans une construction

descendante de preuves de l- ~: ®w12 et le , ce sont les seules qui ne font intervenir aucune formule
active. Le progrès par rapport à CLLJ,. où la règle d'affaiblissement w pouvait être appliquée librement,
est donc considérable. On constate aussi qu'on obtient un meilleur contrôle des affaiblissements que dans
le système proposé par [Tammet, 1993J: dans ce système subsistent un nombre plus important de règles
s'appliquant à des prémisses sans formule active. C'est normal car CLL.J...6. est le résultat d'une descente
maximum des inférences produisant des A-formules alors que le système proposé par Tammet est le ré
sultat de la descente des seuls affaiblissements.
Pour que la démonstration soit complète, il faut établir l'équivalence entre CLL+a et CLLJ,.. Commençons
par la correction.

Théorème 4.5.1 Tout séquent f'!.-~' prouvable dans CLL+", est prouvable dans eLLt.

Preuve 4.5.1 Nous pouvons procéder en deux étapes. Nous pouvons montrer tout d'abord que-la règle w
étendue est admissible dans CLLJ,. par induction sur la structure de la formule introduite purèette règle.
Ensuite il est facile de montrer que toute règle logique de CLLt6 est admissible dans CLLt en la rempla
çant par une règle logique de CLL,J,. accompagnée éventuellement d'affaiblissements et de coniractions.îs

La complétude du nouveau système relativement à CLL+ est bien entendu restreinte aux preuves du
séquent l- Ll en fonction duquel il a été construit. D'où le théorème:

,
Théorème 4.5.2 Pour toute conclusion intermédiaire rE-~1 d'une preuve de rf!-~ dans CLL+, i/ existe une,
preuve d'un séquent~ I" dans CLLta telle que 1.1' est obtenu en complétant r par des formules qui, si a '=0,, ,
appartiennent à B,â,. Nous dirons que le séquent ~ r subsume ~~/.

Preuve 4.5.2 Soit une preuve quelconque P de~~. Soit~~I une conclusion intermédiaire quelconque,
de P et p' la preuve extraite de P qui a comme conclusion t!!-.6.', Nous allons démontrer par induction, ,
sur la structure de P' qu'il existe un séquent r!!-r qui est prouvable dans CLLta et qui subsume ~~/.

Soit l la dernière inférence de P'. Nous faire une analyse de cas selon le type de I.

1. 1est un axiome.
Etant donné que les axiomes des deux systèmes sont les mêmes, le résultat est immédiat.

2. 1est de type 0.
I a alors la forme:

~Fl11.1~ ~F2,Ll~-- 0

al V oa "
1 F,0F2'~"~2

Par hypothèse d'uuluction, il existe deux séquents ~rl et ~r2 prouvables dans CLL-!.t. et sub
sumant respectivement les séqueïüs ~Fl1Ll~ et ~F211.12.
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FIG. 4.2 - Le système d'inférence de CLL.I-"
Pour toute règle ci-dessous, une composante d'une formule principale non présente dans un prémisse, est
nécessairement un élément de Ba.

groupe identité ---id
~A A.L,

groupe logique

négation
(F Ci) C).L = F.LpC.L

1.L=1

(F&G).L = F.L 61 C.L

T.L = 0

(!F).L =?F.L

('ixF)L = 3xF.L

(FpC).L = F.L Ci) C.L

1-.L=1

(F 61 C).L = F.L&C.L

O.L = T

(?F).L =!F.L

(3xF).L = '1xF.L

________ ®w12
--------@w'
",f=-F, @F"t., + t.,

opérateurs multiplicatifs
al a2
f=-F,,~, f=-F"t.,

-1
~1

_____ Pw,

f-'!- F, pF" t.

_____ pw,

f-'!- F,pF2 , t.

___________ &w2

~F,&F,,(t.',a,)x (t."O)

----------- &wl
or- F,&F" (t." 0) x (~" a,)

----------&
al A a2

1 F,&F" (t." a,) x (t." a,)

opérateurs additifs

al a2
f=- F" t., f=- F" t.,

__ T'

r!-T
-----61,
f-'!- F, 61 F" t.

f-'!-F"t.
-----612
f-'!- F, 61 F" t.

opérateurs exponentiels

~F,?~
---!
~!F,?t.

---!w

~!F, ?t.
----?
f-'!-?F + t.

quantificateurs

f-'!- F[y/x], t.
---_If

f-'!- 'Ix F, t.

f-'!-F[t/x],t.
--__ 3

f-'!-3xF, t.

avec y non libre dans la conclusion
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Selon la présence ou non des formules FI et Fz dans rI et f2 respectivement, nous avons 4 situations
possibles.

{a} f, =F"f11 et t.~ = F"f'2'
Dans CLL{.t::., nous pouvons construire l'inférence suivante.'

a,
1-"'-F, , I'11

a,
1-"'-F2 , f 22

----- 0
al Vaz

1 F, 0 F" f 11+ f 22

. .• al v cz al Vaz
Il est ensuzie erse de prouver que 1 FI 0 F2, ru + f 22 subsume 1 FI ® F2 , .6.1, Llz
en slappuyant sur l'hypothèse d'induction et sur le fait que le booléen al Vaz est supérieur ou
égal à al et à az-

{b} r, = F" f 11 et F, ft f 2.

Si az = l, ~r2 subsume !al Vaz FI 0 F2, ~i, ~~,.
Si a2 = 0, par hypothèse d'induction, F2 appartient à Ba_ Donc, dans CLLJ.-a, nous pouvons
construire l'inférence suivante ."

c"l r ~-f,,-----F, , 11 ,-----__________ 0
w

2

al Vaz
1 F ,0 F"f 11 + f 2

Comme dans le cas précédent, il est ensuite facile de montrer que 1al Vaz FI ® F21rll + f 2
al Vaz F''-subsume 1 F,0 " t. ,. u,.

Les deux autres situations se traitent de manière analogue en utilisant les règles ®uii et ®w12

de CLL-l-I>'

3. 1est de type p.
1 a alors la forme" ,

~FI1F2,Ll~
----p,
1-"-F, pF" t.j ,

Par hypothèse d'induction, nous pouvons trouver un séquent r!Lr prouvable dans CLL-l-A et subsu-,
mant le séquent ~Fl, F2 1 .6..i _
Selon la présence ou non des formules FI et F2 dans I', nous nous trouvons devant 4 situations
possibles.

{a} I' = F
"F"

f , .
Dans CLL-l-AI nous pouvons construire l'inférence suivante:

a'r- F
"

F" f ,
----p
a'
r-F,pF"f ,

, t

En utilisant l'hypothèse d'induction, nous pouvons déduire que~FI pF2 l fI subsume~FI pF2 1 fI_

{b} r = FI, f, et F2 ft f"
Si a" = 0, par hypothèse d'induction, F2 appartient nécessairement à BA- Par conséquent,
dans CLL-l-A I nous pouvons construire l'inférence suivante:

a'
r-F

"
f ,

_____ Pw2
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r
En utilisant l'hypothèse d'induction, il est ensuite facile de montrer que~F1pF2 ! fI subsume,
f-'!- F, pF" lJ.j.
Le cas symétrique où FI n'appartient pas à r et où F2 en est élément, se traite de façon
analogue en utilisant cette fois la règle fJw 1.

(e) H rte f et F, fi. r.
Si a' = 0, par hypothèse d'induction, FI et P2 appartiennent nécessairement à Bt::.. donc FlfpF2, ,
aussi.Par conséquent, f3-r subsume ~FlpF21.6.i. Si a' = 1, c'est immédiat.

4. 1est de type &.
l • alors la forme:

Par hypothèse d'induction, il existe deux séquents ~rl et ~r2 prouvables dans CLLtt:. et sub-
. • al ~

sumant respectivement les sequents~FIl Ll~ et F F2 , A.~.

Selon la présence ou non des formules FI et F2 dans fI et f 2 respectivement, nous avons 4 situations
possibles.

(a) f,=F"f 11 et f,=F"f'2'
Dans CLLtti.I nous pouvons construire l'inférence suivante:

al ca
i=-F"r11 i=-F2 ,f "

. alAaZ alAaz 1
Il reste ensuite à montrer que 1 F,&F" (f11 , a,) x (f", .,) subsume 1 F,&F" lJ.,.
Cela se fait aisément en utilisant les hypothèses d'induction et les propriétés du produit x de
multi-ensembles.

(b) F, rtef, et F, ",f,.
Supposons que al/\ a2 =al. Par hypothèse d'induction, ~rl subsume ~FI,~i et comme

al al
F, ",f" t-=-f, subsume t-=-lJ.j et F, E BI>.. On montre de la même façon que F, E BI>., Par

conséquent, FI &F2 appartient à Bo aussi. Finalement on peut conclure que ~rl subsume
""-F &F " , . d' la 1 1\ a, F &F ".-- 1 2'UI cest-a- tre 1 2,il1 caral/\a2=al'

Les deux autres cas se traitent de la même façon que le premier en utilisant les règles &wl et &w2
de CLLh.

5. 1est de type c?
1 se présente alors ainsi:

~?F,?F,~i
-----e?,

f-'!-?F,lJ.j
,

Par hypothèse d'induction, il existe un séquent ~r qui est prouvable dans CLLtt::.. et qui subsume
r

fL?F,?F,~i·
Il est facile de montrer que tout séquent prouvable dans CLLtt::.. ne contient pas deux formules iden-

r
tiques avec ? comme connecteur de tête. Donc P!-r contient au maximum un exemplaire de?F ce

r
qui montre qu 'il subsume ~?F, ~~ 0

Nous laisserons le soin au lecteur de traiter les autres cas qui ne posent pas de problème.D
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---__ EB!

f-'!-A, ?BEBC

6. Preuves normales dans CLL.j.",

Les affaiblissements et les contractions ayant été intégrés dans les inférences logiques, il ne reste mainte
nant plus qu'à ordonner ces dernières dans les preuves de CLL..J-.6. pour obtenir des preuves normales.

6 Preuves normales dans CLL+ô-

6.1 Permutabilité d'inférences et subsomption

La normalisation des preuves dans CLLtA exige au préalable que nous transposions les résultats sur
la permutabilité d'inférences dans CLL.j. (voir à ce sujet le tableau 4.1) dans CLL.j.",.
Cette tâche ne présente pas de difficultés mais elle est rendue fastidieuse par la forme complexe des
règles 0 et & dans CLL!'Â< C'est pourquoi nous ne la présenterons pas ici. On peut dire seulement
que la mobilité des inférences est quelque peu diminuée du fait de l'intégration des contractions et des
affaiblissements dans les règles logiques. D'autre part, il est utile d'étendre légèrement la définition de la
permutabilité de deux inférences en y intégrant la notion de subsomption introduite par [Tamrnet, 1993].
Considérons par exemple la déduction:

f-'!-A, ?B

~D, ?B
---------0

Si l'on cherche à permuter l'inférence eh avec 0~ on devra obtenir la déduction:

f-'!-A.?B ~D.?B_______ 0

________ EB,

~A0D, ?BEBe

La conclusion du résultat de la permutation n'est plus identique mais subsume seulement celle de l'objet
de la permutation. Mais nous dirons quand même que les inférences sont permutables.
Malgré ces différences, la classification entre inférences faciles à monter et inférences faciles à descendre
est la transposition de celle obtenue dans CLL-J.. avec une exception: les types ~wl et ~w2 se rangent dans
T.j.. D'où:

Tt={0, 0w!, 0 w2 l', EB, 3, ?}
T.j.= {l'W!' l'w2, &, &w!, &w2, \Il

6.2 Preuves normales

Les preuves normales de CLL t se définissaient par un lien particulier entre chaque conclusion intermé
diaire et l'inférence la produisant. Cela correspondait au fait que nous nous situions dans une perspective
de construction ascendante des preuves.
Maintenant que nous nous situons dans une perspective opposée, il n'est pas étonnant que nous définis
sions une preuve normale en précisant le lien entre chacune de ses conclusions intermédiaires et l'inférence
dont elle est un prémisse.

Définition 4.6.1 Une preuve de CLL-J..L1 est dite normale si toutes ses conclusions intermédiaires sont nor
males.
Une conclusion intermédiaire normale est caractérisée ainsi:

Si elle contient la partie active d'un prémisse d'une inférence d'un type appartenant à Tt
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et si dans cette partie active, lorsque J'inférence n'est pas de type p.
il Y a au moins une formule qui n'est pas un littéral négatif et qui n'a pas? comme connecteur de tête

alors elle est le prémisse d'une inférence de ce type
sinon si elle est prémisse d'une inférence d'un type appartenant à T t

alors/a formule principale de cette inférence,
si elle est active dans une inférence qui n'est pas de type p,
l'est dans celle qui suit immédiatement.

Remarque 4.6.1 On pourrait pousser plus loin la normalisation des preuves en montant au maximum
les inférences de type ®w12 mais ce mouvement n'est pas simple et cela alourdirait beaucoup la définition
ci-dessus.

Illustrons cette définition par un exemple.

Exemple 4.6.1 Considérons la preuve de CLLt" suivante:

------id
~ a(x), a(x).L
-------?
~ a(x), ?(a(x).L)__________ rw2 __ 1

~ a(x), (?(a(x).L))r?b(x) ~ 1____________ & _1

~ a(x)&I, (?(a(x).L ))r?b(x) ~ 1
----------------- ®w2
~ a(x)&I, ((?(a(x).L))r?b(x))®?(b(x).L), 1_______________ 3

~ a(x)&I, 3x(((?(a(x).L))r?b(x))®?(b(x).L)), 1
---------------Y
~ Yx(a(x)&I), 3x(((?(a(x).L))r?b(x))®?(b(x).L)), 1

Cette preuve n'est pas normale car la conclusion intermédiaire ~ a(x), (?(a(x).L))r?b(x) n'est pas nor
male à double titre:

- (?(a(x).L))r?b(x) constitue la partie active d'une inférence de type ®w2 alors que l'inférence qui
suit est de type & qui n'appartient pas à Tt;

- la formule principale a(x )&1 de l'inférence de type & qui suit immédiatement n'est pas active
dans celle d'après mais seulement dans la dernière de la preuve.
En montant les inférences ®w2 et 3 et en insérant une nouvelle inférence 0w12l nous obtenons la preuve
normale suivante:

______ id

~ a(x), a(x).L
-------?
~ a(x), ?(a(x).L)

--1 __ 1

~1 ~1________________ ®w12
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6.3 Théorème de normalisation

La généralisation du processus de normalisation présenté dans l'exemple ci-dessus se traduit par le
théorème suivant.

Théorème 4.6.1 Tout séquent prouvable dans CLLt" admet une preuve normale dans CLH".

Preuve 4.6.1 Soit une preuve P que/conque de CLLtA. Nous al/ons montrer par induction sur la struc
ture de P qu'il existe dans CLLJ,.t:J.1 une preuve normale qui a même conclusion que P.
Soit I la dernière inférence de P. Par hypothèse d'induction, nous pouvons remplacer toutes les preuves
des prémisses de I extraites de P par des preuves normales. Nous obtenons une nouvelle preuve p' qui
n'est pas nécessairement normale.' l'introduction de l peut faire perdre à certaines conclusions intermé
diaires le caractère normal qu'elles avaient auparavant.
Distinguons deux cas se/on le type de I.

1. le type de 1appartient à Tt.
Cela peut entraîner certaines cone/usions intermédiaires à ne plus être normales pour deux raisons:

- elles contiennent la partie active d'un prémisse de I qui a au moins une formule qui n'est pas
un littéral négatif et qui n'a pas? comme connecteur de tête et sont prémisses d'une inférence
d'un type hors de Tt;

- elles sont prémisses d'une inférence d'un type appartenant à T t et la formule principale de
cette inférence n'est pas active dans celle qui suit immédiatement, mais dans l'inférence J.

Dans les branches où apparaissent de telles anomalies, il suffit de monier 1 jusqu 'auii inférences
introduisant une de ses formules actives pour les faire disparaître. Ce mouvement est' possible à
cause des propriétés de permutabilité des inférences dont le type appartient à T t (il nécessite parfois,
comme on l'a vu dans l'exemple précédent, l'insertion de nouvel/es inférences lors du franchissement
d'inférences de type &).

2. le type de 1 n'appartient pas à Tt.
Si 1 nia pas de formules actives (el/e est alors de type Q9w12 ou !w), la preuve -p: est normale.
Sinon, la conclusion intermédiaire qui est prémisse d'une inférence l' d'un type appartenant à T -!
ayant une formule principale qui n'est pas active immédiatement mais seulement dans l'inférence
I.
Pour corriger l'anomalie, il va fal/oir descendre l' jusqu'à 1 mais cela ne suffit pas car cette descente
peut avoir pour effet de détruire le caractère normal d'un prémisse d'une inférence qui se situait
juste avant l' et qui était aussi d'un type appartenant à T-!-.
Pour éviter cet inconvénient, nous descendons tout un bloc d'inférences de type appartenant à T-!-.

o

Le théorème de normalisation peut être complété par un autre qui montre que, Iorqu'une conclusion
intermédiaire contient des formules qui vont être ensuite actives dans des inférences d'un type appartenant
à T t, l'ordre dans lequel ces inférences sont effectuées, n'a pas d'importance.

,
Théorème 4.6.2 Soit ~Lla, Ll' une conclusion intermédiaire d'une preuve normale P de ~.6..
Supposons que dans la preuve P, cette conclusion intermédiaire est suivie d'une autre qui est le prémisse d'une
inférence 1 d'un type appartenant à T t et qui a .6.a pour partie active.
Supposons aussi que, si 1 n'est pas de type p. il Y a au moins une formule de 6.a qui n'est pas un littéral
négatif et qui n'est pas de la forme? F. ,
Alors il existe une preuve normale de r!!-6. où ~.6.al !:i.' est le prémisse d'une inférence avec 6 a comme
partie active.

Preuve 4.6.2 Il suffit de monter dans la preuve de départ l'inférence dont!:i. a est une partie active juste,
après l'inférence qui produit~Lla, .6.'.0
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Conclusion

Il est intéressant de comparer les résultats obtenus ici avec ceux de [Tammet, 1993}. Il faut pour cela,
dépasser une différence de présentation qui provient du fait que T. Tammet utilise le formalisme de la
résolution alors que nous restons dans le cadre du calcul des séquents.
Cela nous permet d'utiliser directement les propriétés liées au formalisme du calcul des séquents, notam
ment celles reposant sur la permutabilité cl 'inférences, sans être obligé de passer par la médiation cl 'une
transposition.
Sur le fond, nous avons, comme T. Tammet, bâti notre méthode pour normaliser les preuves, sur la
permutabilité d'inférences. Mais le fait de l'ériger en système, nous a permis non seulement de retrouver
les principaux résultats obtenus par T. Tammet (séquents affaiblissables, descente des affaiblissements,
mouvement des inférences logiques) mais aussi d'aller plus loin.
Notamment, nous avons pu résoudre de manière satisfaisante le problème crucial du contrôle des af
faiblissements dans une construction descendante des preuves: partant de la distinction au sein cl 'une
preuveentre formules de base et formules d'affaiblissement, nous avons montré qu'il ne suffisait pas de
descendre au maximum dans une preuve les affaiblissements pour mieux les contrôler mais qu'il fallait
englober dans ce mouvement toutes les inférences contribuant à produire les formules d'affaiblissement.
De là, l'extension de la règle d'affaiblissement, la notion de base d'affaiblissement et la spécialisation du
système d'inférence pour l'adapter à la construction descendante de preuves d'un séquent particulier.
Après ces quelques remarques, la comparaison entre les méthodes utilisant le formalisme du calcul des
séquents et celles basées sur la résolution est cependant loin d'être épuisée. Il faut notamment prendre
en compte les travaux de [Mints, 1993] qui ont permis de simplifier le système de résolution de Tammet
tout en l'étendant au premier ordre.
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Chapitre 5

Stratégies de recherche de preuves

Introduction

Dans les chapitre 3 et 4, nous avons utilisé la permutabilité d'inférences pour normaliser au maximum
les preuves dans CLL. L'objectif était de définir une classe de preuves normales qui soit à la fois complète
relativement au fragment considéré et la plus restreinte possible. Cela doit permettre de réduire au
maximum l'indéterminisme dans la construction des preuves, ce qui est notamment important pour la
démonstration automatique en logique linéaire.
Ainsi, la montée maximum de certaines inférences au cours du processus de norrnalisationrva donner
lieu aux principes duaux de composition immédiate dans la construction de preuves en avant et de
décomposition en chaîne dans la construction de preuves en arrière.
Symétriquement, la descente maximum d'autres inférences va se traduire par les principes duaux de
composition en chaîne dans la construction de preuves en arrière et de décomposition immédiate dans la
construction de preuves en avant [Galmiche and Perrier, 1994a].

• Dans ce chapitre, nous commencerons par présenter ces principes.

• Ensuite, nous allons étudier en détail les stratégies de recherche de preuves en arrière [Andreoli,
1992]. La construction de preuves de bas en haut s'organise autour de l'édification d'un arbre de
preuve incomplet que nous appellerons l'arbre de recherche.
L'indéterminisme dans la construction se traduit par le phénomène de retour-arrière dans la construc
tion de l'arbre de recherche. Après avoir mis en évidence ses facteurs, nous montrerons que les
principes de décomposition immédiate et en chaîne permettent de réduire certains d'entre eux. Pour
d'autres, nous ferons appel à des techniques qui ne sont plus basées sur la permutabilité d'infé
rences: utilisation d'une forme de neutralité logique globale des séquents prouvables et report de
certain choix pour les règles 3 [Shankar, 1992; Lincoln and Shankar, 1994] et 0 [Hodas and Miller,
1991, 1994].

• Après, nous aborderons les stratégies de recherche de preuves en avant [Tammet, 1993; Mints, 1993]
qui constituent l'aspect le plus original de ce chapitre. La construction de preuves de haut en bas
s'organise autour de l'édification d'un ensemble de séquents sensés représenter à un moment donné
les conclusions intermédiaires déjà établies, les plus proches du but. Nous appellerons cet ensemble
la base de recherche.
L'indéterminisme ne se traduira pas par un retour-arrière mais par une extension de la base de
recherche: quand à partir de l'une de ses conclusions intermédiaires, nous savons qu'il n'est possible
d'en inférer qu'une, nous remplacerons dans I'ensemble J'ancienne par la nouvelle et la taille de la
base ne variera pas; dans le cas contraire, la nouvelle conclusion viendra s'ajouter à I'ancienne, ce
qui augmentera la taille de la base. Ce qui fait qu'à terme, un certain nombre de ces conclusions
intermédiaires va se révéler inutile.
Après avoir analysé les différentes sources d'indéterminisme, nous montrerons comment l'application
des principes de composition immédiate et en chaîne vont permettre de réduire certaines d'entre
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elles.
Comme pour la construction ascendante des preuves, les substitutions liées aux quantification du
premier ordre, seront engendrées au niveau des axiomes par le biais de / 'unification. Mais le change
ment de sens de construction des preuves, va donner au processus un tour original: les substitutions
ne vont pas être effectuées au moment de leur génération mais laissées en attente jusqu'à l'intro
duction des quantificateurs dans les clauses.
Enfin, pour limiter la taille de la base de recherche, nous aurons recours à deux techniques: la
suppression des conclusions intermédiaires subsumées par d'autres et de celles qui peuvent être
analysées comme inutiles d'après un simple examen de leur composition comparée à celle du but à
prouver. Il s'agit là de techniques déjà utilisées par [Tammet, 1993] et plus généralement dans le
cadre de la résolution [Voronkov, 1992).

1 Composition et de décomposition immédiates et en chaîne

Ces principes sont la traduction dans le processus de construction de preuves de ceux adoptés pour
leur normalisation.

1.1 Composition immédiate et de décomposition en chaîne.

Ces principes découlent tous deux du fait que dans la normalisation des preuves, certaines inférences
ont été montées au maximum si bien que leurs formules actives sont introduites par une inférence qui se
situe juste avant.

Le principe de composition immédiate appliqué à un type d'inférence t, va consister dans la construc
tion descendante d'une preuve à composer une formule à l'aide d'une inférence de type t, dès que ses
composants apparaissent dans les conclusions intermédiaires.

Il se justifie par le théorème 4.6.2 vu dans le chapitre précédent.

Le principe de décomposition en chaîne appliqué à un type d'inférence t,va consister, lui, dans la
construction ascendante d'une preuve, à poursuivre la décomposition d'une formule par celle de ses com
posants, dès qu'elle a commencé dans une inférence de type t.

Sa justification se trouve dans le théorème de normalisation 3.4.1, relié à la définition 3.4.1 des preuves
normales.
[Andreoli, 1992] avait déjà mis en évidence ce dernier principe sous le nom de "focusing" de même que
[Hodas and Miller, 1991, 1994] sous le nom de "backtracking".
Pour bien comprendre que les deux principes de composition immédiate et de décomposition en chaîne
ne sont que les deux faces complémentaires d'un même phénomène, prenons un exemple.

Exemple 5.1.1 Considérons une preuve de CLL normale comprenant une inférence 0 dont la formule
principale Fi 0 F2 est active dans une inférence EB. Que la normalisation ait été effectuée en vue d'une
construction des preuves dans un sens ou dans l'autre, l'inférence œ doit être située immédiatement après
l'inférence 0. Elles forment donc la configuration suivante:

1- F,,~, 1- F2 , ~2

-------@

__________ El"
1- (F, @F2 ) EIJ G, ~" ~2

Imaginons maintenant que nous soyons en train de construire la preuve de haut en bas. Dès que la formule
Fl 0 F2 apparaît dans une conclusion intermédiaire, nous pouvons la remplacer par (FI 0 F2 ) EB G en
vertu du principe de composition immédiate appliqué à Eth.
Plaçons-nous maintenant dans une construction de la preuve de bas en haut. Eh bien! Juste après avoir
décomposé la formule (Fl 0 F2 ) EB G, nous allons continuer en décomposant F1 ® F2 par application à EIh
du principe de décomposition en chaîne.
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Le lien entre forme d'une preuve normale et stratégie de construction apparaît clairement à travers cet
exemple.
Pour savoir à quel type d'inférence, chaque principe s'applique, il suffit donc de reprendre les résultats
des chapitre 3 et 4 relatifs à la forme des preuves normales dans CLLt et dans CLL-/-".

Le principe de décomposition en chaîne s'appliquera à 0'1$, '1'1 3.
Le principe de composition immédiate s'appliquera à 0 1 0 w l , 0 w 2 , p, $, '1, 3.

1.2 Composition en chaîne et de décomposition immédiate

Ils découlent tous deux du fait que dans les preuves normales, certaines inférences sont descendues au
maximum si bien que leur formule principale est active dans l'inférence qui suit immédiatement.

Le principe de composition en chaîne appliqué à un type d'inférence t, signifie que, dans la construc
tion
-descendante d'une preuve, lorsque nous avons commencé à composer une formule F à l'aide d'une infé
rence
de type t, nous poursuivons en composant la formule dont F est une sous-formule immédiate.

Il trouve sa justification dans le théorème de normalisation 4.6.1 relié à la définition 4.6.1 des preuves
normales.

Le principe de décomposition immédiate appliqué à un type d'inférence t, consiste, dans la construction
ascendante d'une preuve, à décomposer une formule à l'aide d'une inférence de type t, dès qu'elle apparaît
dans une conclusion intermédiaire.

Il est justifié par le théoréme 3.4.2.
[Andreoli, 1992] avait déjà mis en évidence ce principe sous le nom de réversibilité mais celui-ci n'appa
raissait pas clairement chez lui comme symétrique du "[ocusinç'', L'étude systématique quenous avons
menée à partir de la permutabilité d'inférences, a permis de mettre en avant le fondement commun à ces
deux principes.
Pour montrer la dualité entre le principe de composition en chaîne et celui de dêcompositionimrnédiate,
prenons un exemple.

Exemple 5.1.2 Considérons une preuve normale comportant une inférence de type & dont la formule
principale F1&F2 est active dans une inférence de type EBI' Quel que soit le sens de construction envisagé,
l'inférence Elh doit suivre immédiatement l'inférence &. Celles-ci forment alors la configuration:

f- F" D.
-----&
_______ 6:l!

f- (F!&F,) EB G, D.

Si nous cherchons à construire cette preuve de haut en bas, après avoir composé la formule F1&F2 ! nous
al/ons continuer en composant (F,&F,) EB G par application à & du principe de composition en chaîne.
Maintenant si nous essayons de construire la preuve dans l'autre sens, dès que la formule F1&F2 apparaît
dans une conclusion intermédiaire, nous la décomposons en vertu du principe de décomposition immédiate
appliqué à &.

La définition et les propriétés des preuves normales dans CLL-/-" (cf chapitre 4) et dans CLLt (cf chapitre
3) nous permettent de déterminer à quels types d'inférence s'appliquent ces principes.

Le principe de composition en chaîne s'appliquera à Pwl, Pw2, &, &wll &w2 et V.
Le principe de décomposition immédiate s'appliquera à P, &, f, V et .1.

Nous allons maintenant mettre en œuvre ces principes pour élaborer des stratégies de recherche de preuves
dans un sens et dans l'autre.
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2 Stratégies de construction de preuves en chaînage arrière

Nous allons commencer par décrire le processus de construction de preuves de bas en haut dans CLL
à travers une procédure générale, c'est-à-dire permettant d'engendrer toute preuve de CLLt, et complète,
c'est -à-dire qui réussit si le séquent auquel elle s'applique est prouvable.
Nous analyserons ensuite les sources d'indéterminisme dans la mise en œuvre de cette procédure et nous
verrons dans quelle mesure des stratégies fondées sur les principes de décomposition immédiate et en
chaîne, en engendrant des preuves normales, permettent de les réduire.
Nous verrons enfin qu'après application de ces principes, il subsiste des facteurs importants d'indétermi
nisme et nous ferons alors appel à des techniques qui ne sont plus fondées sur la permutabilité d'inférences,
pour les réduire.

2.1 Une procédure complète de recherche de preuves

2.1.1 'Description de la procédure

CLL étant indécidable [Lincoln et al., 1990], cette procédure ne peut être qu'une procédure de semi
décision. Considérons un séquent l- ~ à prouver dans CLL. Puisque nous cherchons à construire une
preuve de 1- ~ de bas en haut, nous nous plaçons d'emblée dans le cadre approprié de CLLt.
Le processus de construction s'organise autour d'une déduction de conclusion 1- Ll et que nous noterons
'D6. qui va traduire à tout moment l'état courant de la recherche et que nous appellerons l'arbre de
recherche.

• Au départ, V 6. se réduit à l'hypothèse f- .6. que nous qualifierons de but principal.

• Chaque étape du processus va consister à choisir une hypothèse l- IJ..' de 'D6. qui constitue un but
non satisfait de l'arbre de recherche, et à faire coïncider f- /1' avec la conclusion d'une inférence 1
de CLLt.

Si nous y arrivons, nous étendons J'arbre de recherche en ajoutant les prémisses de 1 comme
fils de f- /1'. Nous disons que nous avons effectué une expansion de V t::. à partir du but l- .6.' à
l'aide de l'inférence 1. Si 1 est un axiome, le but f- IJ..' est alors satisfait.

- Si une telle expansion échoue, nous effectuons un retour-arrière jusqu'au premier but qui soit
un ancêtre de 1- 1.1' et à partir duquel toutes les possibilités d'expansion n'ont pas encore été
explorées.

• La recherche réussit lorsqu'il ne reste plus dans l'arbre de recherche, de but à satisfaire. ''Dt::. est
alors une preuve de 1- .6..

• La recherche échoue lorsque 'Dt::. se réduit à 1- IJ... et qu'il ne reste plus de possibilités d'expansions
à partir du but principal. Celui-ci n'est donc pas prouvable.

2.1.2 Complétude de la procédure

La procédure sera complète si elle réussit chaque fois que le séquent 1- IJ.. est prouvable. Or, dans
CLLt, la seule règle responsable de la non-terminaison de la recherche est la règle?' car c'est la seule
pour laquelle la taille du prémisse est supérieure à celle de la conclusion. Donc, utilisée pour étendre
l'arbre de recherche, elle va provoquer une augmentation de la taille des buts alors que les autres règles
entraîne une diminution de cette taille. Une conséquence de ceci est par exemple que MALL est décidable
car ce fragment n'utilise pas la règle?
Pour assurer la complétude de la procédure de recherche, il faut donc gérer astucieusement l'application de
la règle?'. Une façon simple de le faire, proposée par [Tamrnet, 1993], est de limiter le nombre d'inférences
de type?' qui se suivent dans l'arbre de recherche. Le processus va alors se trouver divisé en phases,
caractérisées par un nombre maximum d'inférences de type?' autorisées à se suivre dans 'Dt::..
Nous commençons par effectuer la recherche sans utiliser la règle?'. Si la recherche échoue sans qu'on
ait éprouvé le besoin d'utiliser la règle?' (nous dirons que la contrainte n'a pas joué), alors le séquent
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n'est pas prouvable. Sinon, nous reprenons la recherche dans une nouvelle phase où nous nous permettons
d'utiliser la règle?' une seule fois de suite dans 'D6,. Et ainsi de suite. La complétude est alors assurée par
le fait que dans chaque phase, la procédure termine car le nombre de valeurs possibles de V 6, Y est fini.
L'inconvénient est que dans chaque phase, la recherche est reprise à zéro. Une manière d'éviter cela est
pour chaque phase, de conserver en mémoire une photographie de l'arbre de recherche au moment où
pour la première fois, la contrainte joue. Dans la phase suivante, la recherche sera reprise à partir de ce
moment.
La procédure que nous venons de décrire peut être formalisée: c'est ce que nous avons fait dans la figure
5.1. Dans la procédure telle qu'elle est formalisée, la boucle interne termine toujours, ce qui assure la

FIG. 5.1 - Procédure complète de construction d'une preuve de CLLt de bas en haut

procédure prouver'[fl- ~)
initialiser V A à j- ~ ;

initialiser le nombre limite n d'inférences de type?' autorisées à se suivre dans Va, à 0;
initialiser à vrai le booléen contrainte qui indique si la limite n a joué dans la phase précédente;
tantque contrainte = vrai
faire contrainte:= faux;

initialiser à faux le booléen finphase qui indique qu'une phase de recherche est terminée
tantque V 6, possède des buts non satisfaits et que finphase = faux
faire choisir un but 1- ~' ;

si il est possible d'effectuer une nouvelle expansion à partir de 1- ~,
alors choisir une nouvelle inférence 1 de conclusion l- /:).1 ;

si l'expansion de 1)6, à partir de 1- ~' et à l'aide de 1 est autorisée
alors effectuer cette expansion
sinon contrainte := vrai
fins!

sinon si l- ~/ :::: f-- .6.
alors finphase := vrai
sinon supprimer le but l- Ll' de 1)t:..

finsi
finsi

fintantque
si finphase = faux
alors retourner(prouvé)
sinon n := n + 1
finsï

fintantque
retourner( non prouvable)

complétude. La boucle externe, par contre, n'est pas assurée de terminer. D'autre part, il est clair que
cette procédure est un cadre général permettant de construire n'importe quelle preuve de CLLt. Il s'agit
maintenant de la munir de stratégies visant à réduire l'indéterminisme pour qu'elle ne produise plus que
des preuves normales.

2.2 Réduction de l'indéterminisme

Dans la procédure que nous venons de décrire) nous pouvons recenser trois moments où des choix sont
effectués et où nous avons indéterminisme :Ie choix du but à étendre puis le premier étant fait, le choix
au sein de ce but, de la partie principale de l'inférence qui va être utilisée et enfin le choix de l'inférence
elle-même.
Analysons ces trois facteurs d'indéterminisme successivement et voyons en quoi l'application des principes
de décomposition immédiate et en chaîne permet de les réduire.
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2.2.1 Le choix du but

Il n'influe pas sur le résultat et ne provoquera ainsi aucun retour-arrière dans le processus. C'est
pourquoi, l'indéterminisme correspondant peut être qualifié de "don't care".
Cela ne veut pas dire que nous devons être indifférents à ce choix. Au contraire, il peut être décisif en
termes d'efficacité dans la recherche.
La règle que nous observons en la matière est de choisir le but pour lequel on peut prévoir de trancher le
plus rapidement possible pour savoir s'il est prouvable ou non.
Cette prévision peut prendre des formes les plus diverses. Elle peut notamment s'appuyer sur le fait que
certains buts se trouvent dans des fragments particuliers de CLL propres à une normalisation poussée
des preuves et donc une construction efficace de celles-ci.

2.2.2 Le choix de la partie principale

Une fois que le but à partir duquel va se faire l'expansion est fixé, le choix à l'intérieur de celui-ci,
des formules qui vont constituer la partie principale de inférence qui va permettre de faire l'expansion
revient à choisir un ordre dans lequel les règles d'inférence vont être appliquées pour prouver le but. C'est
pourquoi il relève d'un indéterminisme partiellement "don't know'' et partiellement "don't care''.
Et c'est ici qu'interviennent naturellement les principes de décompositions immédiate et en chaîne. Voyons
comment ils s'appliquent.

- Si le but est de la forme HF, ?1:>.', le théorème 3.4.1 de normalisation dans CLLt nous permet de
choisir à coup sûr !F comme formule principale.

- Si le but contient une formule ayant comme connecteur de tête, p, &, V ou .L, le principe de
décomposition immédiate nous permet de choisir celle-ci comme formule principale.

- Si le but n'est pas d'une des deux formes indiquées juste avant et s'il contient d'autres formules que
des littéraux, il est facile de tester tout d'abord s'il peut être produit par un axiome ou pas. En
cas de réponse négative, la partie principale à choisir se réduit à une formule et relève alors cl 'un
indéterminisme "dou't know''.
Mais si nous choisissons une formule principale qui a comme connecteur de tête 0, EB ou 3, ses
composantes, si elles ne sont pas des littéraux négatifs et si elles n'ont pas? comme connecteur de
tête, seront les formules principales des sous-buts qui vont venir remplacer le but après expansion.
C'est une application du principe de décomposition en chaîne.
Si la formule principale choisie est de la forrne Yl", elle sera introduite par une inférence de type?' et
si F n'est pas un littéral) elle se retrouvera formule principale du sous-but qui va venir se substituer
au but actuel, toujours par application du principe de décomposition en chaîne.

- Si le but ne contient que des littéraux, soit il n'est pas prouvable, soit il est la conclusion d'un
axiome.

2.2.3 Le choix de l'inférence

A partir du moment où la partie principale est fixée, cela détermine dans la plupart des cas l'inférence
à utiliser. Si elle contient plus d'une formule, l'inférence est un axiome. Sinon, le connecteur de tête va
nous indiquer la règle à utiliser sauf dans un cas: s'il s'agit de EBl il Y a deux règles possibles: EIh et EB2.
La règle d'inférence une fois déterminée, cela ne veut pas dire pour autant que l'inférence elle-même est
complètement fixée. C'est vrai en général sauf pour deux exceptions, 0' et 3.
Pour 3, il faut encore choisir le terme qui va venir se substituer à la variable quantifiée. Il est facile de
comprendre que celui-ci ne va pas être choisi complètement au hasard et que les termes présents dans le
contexte vont nous permettre de limiter le choix. Nous étudierons ce problème dans la section 2.5.
Pour 0', il faut partager le contexte présent dans le but en deux parties qui vont devenir les deux contextes
des deux sous-buts qui vont venir remplacer le but actuel. Il y a là une cause importante d'indéterminisme.
Ainsi, si le contexte contient n formules, il y a 2n façons de le partager. Il est donc impératif de le réduire.
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Nous verrons dans la section 2.5 qu'une méthode pour le faire, consiste à différer le choix jusqu'à ce que
nous arrivions aux axiomes. C'est la même méthode qui sera utilisée pour 3.

Voyons comment une stratégie s'appuyant sur les principes de décomposition immédiate et en chaîne
peut être mise en œuvre à travers un exemple.

2.3 Un exemple

Soit à prouver dans CLL le séquent :

1- ?(?(!a 0 T)&?(!b 0 T))p(?(a.L EE> b.L)pO)

C'est la traduction de la formule de la logique intuitionniste suivant les règles de correspondance données
par [Girard, 1987]:

L'application des principes de décompositions immédiate et en chaîne quand elle est possible, aboutit
à ce que le processus de recherche va se trouver décomposé en une succession de phases déterministes
(notées D) où ces principes sont appliqués et indéterministes (notées 1) où ils ne peuvent pas l'être.

D. Le but étant constitué d'une seule formule ayant p comme connecteur de tête, la première ex
pansion est complètement déterminée, Ensuite, elle se poursuit par l'application du principe de
décomposition immédiate à p. Le but courant devient alors:

1- ?(?(!a0 T)&?(!b0 T)), ?(a.L EE>b.L), 0

Pour alléger l'écriture, appelons F la formule ?(!a 0 T)&?(!b 0 T) et G la formule a.L EE> v .Le but
courant peut alors s'écrire:1- ?F, ?G, O.

J. Nous entrons dans une phase indéterministe où rien ne nous permet de trancher entie?F et?G
comme formule principale de la prochaine inférence. Un mauvais choix nous imposera de faire
ensuite un retour-arrière. Ici, seul le choix de?F nous conduira au succès. En utilisant lerègle?", le
but courant est alors remplacé par: '

1- ?(!a 0 T)&?(!b 0 T), ?F, ?G, 0

D. Par application du principe de composition en chaîne à T ( ou ce qui revient au même, de composition
immédiate à &), nous obtenons deux sous-buts:

1- ?(!a 0 T), ?F, ?G, 0 et 1- ?(!b <8> T), ? F, ?G, 0

La construction de la preuve se divise maintenant en deux.

1. Satisfaction du sous-but 1- ?(!a 0 T), ?F, ?G, 0

I. Il yale choix entre 3 formules principales pour la prochaine inférence: celui de?F ou?G ne
fait qu'ajouter des pas inutiles dans la recherche (si nous n'avions pas pris soin de limiter
l'utilisation de la règle 7' , il risquerait même d 'amener celle-ci à se prolonger indéfiniment).
Celui de ?(!a <8> T) est celui qui nous mèue le plus rapidement au succès.
Le but courant se transforme alors en:

1- !a 0 T, ?(!a<8> T), ?F, ?G, 0

D. L'application du principe de décomposition en chaîne à?' nous permet de transformer ce
but en deux sous-buts:

1- la, ?(!a0T), ?F,?G et 1- T, ?(!a<8>T), ?F, ?G, 0

Le second est la conclusion d'un axiome de typeT. Le premier peut encore se réduire grâce
au théorème de normalisation 3.4.1 en:

1- a, :(!a (5; T), ?F, ?G
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J. Pour la formule principale de la prochaine inférence, il y a trois possibilités. Celle qui mène
le plus vite au succès est?G, c'est-à- dire ?(a L EfI bL). Par application de la règle?', nous
obtenons alors le but:

r aL EfI bL, a, ?(!a 0 T), ?F, ?G

D Nous appliquons le principe de décomposition en chaîne à?'. Le choix entre les règles EEh
et EIh est facile à faire grâce à des considérations de neutralité logique (nous y reviendrons
en détail un peu plus loin). Nous appliquons la règle Efll et nous obtenons alors le but
courant:

r aL, a, ?(!a0 T), ?F, ?G

Celui-ci est alors la conclusion cl 'un axiome de type id'.

2. Satisfaction du sous-but l- ?(!b 0 T), ?F, ?G, °
Nous procédons d'une façon analogue à la satisfaction de l'autre sous-but. Les rôles des atomes
a et b sont seulement ici inversés.

f- lb, ?(!b 0 T), ?F, ?G

----- id'

r bL, b, ?(!b 0 T), ?F, ?G
<fl2

f- aL <fl bL, b, ?(!b 0 T), ?F, ?G
------------?'

f- b, ?(!b 0 T), ?F, ?G
---------!-------T

r T, ?(!a0 T), ?F, ?G,O
--------------------0'

l- !a0T, ?(!a0T), ?F, ?G, °
-------------?'

La preuve complète ainsi construite se présente ainsi:

---------id'
r aL, a, ?(!a0 T), ?F, ?G
----------- Efll
- aL <fl bL, a, ?(!a 0 T), ?F, ?G
------------?'

l- a, ?(!a 0 T), ?F, ?G
---------!
r la, ?(!a 0 T), ?F, ?G

l- ?(!a0 T), ?F, ?G, °
l- ?(!a 0 T)&?(!b 0 T), ?F, ?G, °
--------------?'

r?F,?G,O
----r
r ?F, ?GrO
----r
l- ?Fr(?GrO)

Cet exemple laisse deviner une des faiblesses de la stratégie utilisée: toute formule de la forme?F qui
apparaît dans un but suite à une décomposition, y subsiste jusqu'aux axiomes. Donc au fur et à mesure
que l'arbre de recherche se construit, le nombre de formules de la forme? F présentes dans les buts, risque
de grossir augmentant par là l'indéterminisme concernant le choix de la formule principale.
Nous allons voir maintenant d'autres techniques qui ne sont pas fondées sur la permutabilité d'inférences,
qui vont nous aider à réduire l'indéterminisme d'une façon différente.

2.4 Neutralité logique globale des séquents prouvables

Nous allons montrer comment il est possible d'utiliser un filtre qui permette de détecter une certaine
classe de séquents non prouvables et qui évite ainsi d'entreprendre une recherche de preuve inutile pour
cette classe de séquents.
Si on s'intéresse à l'origine dans les preuves des littéraux (formules atomiques ou leurs négations), autres
que les constantes logiques, on constate qu'elle est de deux ordres:

- certains sont formules principales d'axiomes de type id' mais dans ce cas là, ils sont introduits en
même temps que leur négation qui doit donc être présente en temps que sous-formule dans la conclusion
de la preuve;

- d'autres apparaissent lors de l'introduction de formules de la forme?F et FœG dans des inférences
de type id' et <fl.
Oupeut prévoir que certains de ces littéraux se rangeront toujours dans la première catégorie, quelle
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que soit la preuve de ce séquent. Ce sont ceux qui ne sont pas dans le champ d'un opérateur? ou EfJ.
Nous les appellerons les ressources effectives du séquent tandis que les autres constitueront ses ressources
potentiel/es.
Les ressources effectives étant dans une preuve introduite par un axiome de type id', elles doivent y
trouver leur négation d'où la propriété suivante:

Dans un séquent prouvable dans CLL, toute ressource effective trouve sa négation.

Montrons sur un exemple comment cette propriété peut être utilisée comme filtre pour écarter certains
séquents non prouvables.

Exemple 5.2.1 Considérons le séquent: 1- al. 12> b, b El) a, a, ?(a1.&b1.) El) c, a&c
Ses ressources effectives sont les littéraux al. et b constituant la première formule, l'atome isolé a et les
atomes a et c formant la dernière formule. Tous ces littéraux ont leur négation dans le séquent sauf c.
Donc le séquent n'est pas prouvable.

On peut préciser où doit être localisée la négation d'une ressource effective. Ainsi par exemple, le séquent
l- a ® al. J Li où Li ne contient pas l'atome a, n'est pas prouvable car a et sa négation al. sont dans deux
composantes différentes d'une conjonction donc ils se trouveraient, au cours de la preuve du sêquent,
inévitablement répartis dans deux séquents différents en contradiction avec le théorème ci-dessus.
Il faut voir toutefois que, plus on pousse loin le raffinement, plus la mise en œuvre du filtre est coûteuse en
temps. Il y a donc un équilibre à trouver entre temps que le filtre fait gagner et temps que son utilisation
nécessite.
Il y a toutefois un fragment de LL où il peut être amélioré de façon efficace: MLL. Tous les littéraux d'un
séquent de MLL sont des ressources effectives d'où la propriété suivante:

Dans tout séquent prouvable de MLL, on peut partitionner les ressources en paires delittéraux qui
sont négation liun de L'autre.

2.5 Ajournement du choix dans l'application des règles :J et ®

2.5.1 Cas de la règle 3

Considérons tout d'abord la règle 3. Rappelons sa forme:

1- F[tlx], 6.'
----3

1- 3xF, 6.'

Au moment où elle est appliquée pour réaliser une expansion de l'arbre de recherche, nous ne disposons
d'aucune information qui puisse nous guider dans le choix du terme t qu'il va falloir substituer à x. Les
contraintes sur la forme que doit prendre le terme t, s'exprimeront seulement lorsque nous allons obtenir
des buts de la forme 1- a(t,) , a(t2)1., ?6.'. Pour que de tels buts soient la conclusion d'axiomes id', il va
falloir que les termes t1 et t2 soient identiques. Si par exemple t 1 est égal à un terme clos f(e,g(e)) et si
t2 s'exprime en fonction du terme t intervenant dans l'inférence 3, de la façon suivante: t2 = f(e ,t), cela
entraîne comme contrainte que t doit être égal à g(c).
Ainsi, il faut différer la substitution du terme t à la variable x jusqu'à ce que nous arrivions aux axiomes
où elle se fera au travers cl June unification.
[Shankar, 1992] a proposé un mécanisme de skolémisation dynamique pour la logique intuitionniste qui
a été ensuite adapté à la logique linéaire [Lincoln and Shankar, 1994]. Ce mécanisme permet à la fois de
reporter les substitutions liées aux inférences 3 et de garantir la correction des inférences V.
Nous avons intégré ce mécanisme lors de l'implantation de nos stratégies mais nous n'avons pas retenu
une dernière proposition de [Lincoln and Shankar, 1994] qui vise à rendre permutables les inférences de
type :3 avec celles de type \j car elle restreint l'application de la permutabilité des autres types d'inférence.
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2.5.2 Cas de la règle 0'

Venons-en maintenant au problème du partage du contexte final dans l'application de la règle 0' pour
constituer les deux contextes initiaux. Rappelons cette règle.

r F21 Ll2, ?f:::/
-----------0'

Le problème est de diviser le contexte final ~11 .6.2 en deux contextes initiaux L11 et Ô2' Nous allons
reprendre une proposition de [Rodas and Miller, 1991, 1994J qui repose sur la même idêe que la mêthode
utilisée pour réduire l'indéterminisme relatif à la règle 3: différer le choix jusqu'à ce qu'on ait l'information
suffisante pour le faire.
On cherche à prouver la formule FI avec l'ensemble du contexte final mais en sachant que l'on pourra y
puiser la seule part nécessaire pour le faire. Ce qui reste du contexte après la preuve de FI, constituera le
contexte dans lequel F2 va devoir être démontrée mais cette fois, il devra être consommé complètement.
Cette méthode réduit considérablement les retours-arrière dans la recherche mais ne les supprime pas
totalement.

Exemple 5.2.2 Soit à prouver le séquent: l- (a EIl b) 0 (a EIl cl, a-'-, b",
Nous allons d'abord chercher à prouver a œben puisant dans le contexte al., bl. ce qui est nécessazre
pour le jaire.
Une possibilité est d'utiliser la formule al. car le séquent l- a EB b, al. est prouvable.
Il faut ensuite utiliser le reste du contexte, c'est-à-dire la formule bl. pour prouver a œc. Ce n'est pas
possible ce qui entraîne un retour-arrière pour effectuer une autre preuve de a œb. C'est possible en
utilisant cette fois la formule v-. La partie restante du contexte est maintenant la formule al.. qui permet
de démontrer a œc. Le séquent initial est donc prouvable.

2.6 Conclusion

Ce qu'il faut retenir de cette étude de la construction ascendante de preuves dans CLL, ce n'est pas
avant tout les résultats obtenus en termes de stratégies. Pour l'essentiel, ils reprennent ceux obtenus par
[Andreoli, 1992J et intêgrent certaines techniques particuliêres proposées par [Lincoln and Shankar, 1994]
pour gérer les variables quantifiêes et par [Rodas and Miller, 1991, 1994] pour gérer le partage de contexte
dans l'application de la règle 0.
Notre travail met en lumière les liens étroits entre les notions de permutabilité, mouvement d'inférences,
normalisation de preuves et stratégies de recherche de preuves.
A travers la démarche suivie, se dessine une méthode générale pour élaborer des stratégies de recherche
de preuves. Nous l'avons appliquée à CLL mais dans un cadre aussi large, nous ne pouvions pas espérer
déboucher sur des stratégies très efficaces. Il faut pour cela, travailler dans un fragment logique beaucoup
plus restreint. Le choix du fragment sera fonction de l'application que l'on veut en faire. C'est ce que
nous verrons dans le chapitre 6 avec l'élaboration d'un calcul de processus.

3 Stratégies de construction de preuves en chaînage avant

Comme dans la section précédente, nous commencerons par expliquer en quoi consiste la construction
d'une preuve de haut en bas, à travers la présentation d'une procédure gIiérale et complète.
Puis nous analyserons les causes cl 'indéterminisme dans la mise en œuvre de cette procédure et nous
verrons comment l'application des principes de composition immédiate et en chaîne peut agir sur certaines
d'entre elles pour engendrer des preuves normales. Pour les autres, nous verrons comment y faire face à
l'aide de techniques qu'on retrouve dans la mise en œuvre de la résolution.
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3.1 Une procédure complète de recherche de preuve

3.1.1 Description d e la procédure

Soit un séqu ent 1- .6. à prouver dans CLL. Comme nous cherchons à en constru ire une pr euv e de haut
en bas , nous nous plaçons dans le cadre approprié de CLLt 6 . Il s 'agira donc de montrer que ~.6. est
prouvabl e dan s CLLt6 pour un certain ind icateur d 'affaibl issem ent a.
A la différence de la const ruction ascend ant e de preuves, la construct ion ne va pas s 'organiser auto ur
de l' arbre de preuve mais autour d 'un ensemble de séquents qui seront sensés représent er à un moment
donn é, les conclusions int erm édi aires de la preuve à const ru ire qui sont déj à établies et qui se si tu ent le
plus en ava nt (c' est -à-dire le plus bas possible dans l'ar bre de preuve). Nous appellerons cet ensemble
la base de recherche et nous la noterons &6. Ses éléme nts seront qualifiés de claus es par référence à la
résolu t ion à laqu elle la méth ode s'a pparente .

• Au dépar t , &6 est vide.

• Chaque étape du proc essus de recherche consiste à effect uer une inférence à part ir de prémisses qui
sont membres de &6 . Au dépar t . la bas e étant vide, ce sont nécessairem ent des axiomes qui sont
utilisés comme inférences.
La conclusion produite vient remp lacer nature lleme nt dans &6 les prémiss es dont elle est issue. Mais
l'indéterminisme da ns la recherche se manifeste ici de la façon suivante : si, à partir d 'un prémisse
donné, il y a indét erm ination quan t à la conclusion à prod uire, ce prémiss e est conse rvé da ns la
base de recherche. Ainsi, l 'in d étermin iem e se tra duira ici n on par un phénom èn e de ret our- arri ère
mais par un e aug m entat ion de la taill e de la base de recherche.

• La recherche réussit si, dan s une étape du processus , la conclusion nouvelle inférée à par t ir de &6
est le bu t ~.6. à pro uver .

3. 1.2 Complétude d e la procédure

Il est clair que si les inférences ne son t pas guidées, le processus risque le plus souvent de ne pas ter
min er . Heur eusem ent , nous recherchons des pr euves sa ns coupures c'est-à-dire qui respectent la propriét é
de la so us-fo rm ule. No us n 'effectuerons don c que des in f éren ces qui introdui sent des sous-formules du but.
Ce principe, s' il restr ein t considérableme nt l'espace de recherche, n 'assur e pas pour autant la cornplêtude
de la procédure car certaines sous-formules peuvent se trouver dupliquées . Une façon d 'y parvenir, est
de limiter la taille des clauses utili sées pour en inférer de nouvelles. Le pr ocessus de recherche va se voir
découp é en ph ases correspondant chacu ne à une taille limi te des clauses utilisées.
Dans une première phase, nous n 'uti liserons dans &6 que les clauses qu i comprennent au maximum une
formule. Si da ns cet te phase, nous n'inférons ni le but , ni de clause conte na nt plus d 'une formul e, nous
pouvons conclure que le séquent 1- .6. n 'est pas prouvable. Sinon, si le bu t n 'a pas été inféré, nous entamons
une nouvelle phas e où le nombre de form ules autorisé dan s un prémisse d' une inférence est maint enant
de 2 et ainsi de suit e.
Si nous nous situons dans un cadre proposition nel. la complétude de la procédure découle du fai t qu'il
n 'y a qu 'un nombre fini de séquents formés de sous-formules du but et de taille limitée. Si nous passons
au premi er ordre , ce n 'est pas le cas car à partir d 'u ne formule de la forme :JxF , il peut être engendré
une infinité de sous-formules de la forme F[t t/ x],·· · , F [tn / x],· . '. Mais nous verrons que nous pouvons
to ujo urs nous ramener à un nombre fini de term es tl, . . " t p pour effectuer les substi tu tions correspon
dan tes. Donc dans ce cas aussi, chaque phas e est assurée de terminer .
Nous pouvons formaliser la procédure que nous venons de décrire. C' est ce que nous faisons dan s la figur e
5.2. Nous allons main tenant ana lyser en détail les sour ces d' indét erminism e da ns la mise en œuvre de
cet te procédure et voir dans quelle mesur e l'application des pri ncipes de composit ions immédi a te et en
chaîne perm et de les réduire.

3 .2 Réduction d e l' ind ét er m in ism e

Examinons les choix que nous devons effectu er à chaque étape du processus de recherche. Ils se
résum ent à trois :
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FIG. 5.2 - Procédure complète de preuve en avant dans CLLt tl

procédure prouver.Iû- ~)
const ru ire la bas e d'affaiblissement Btl asso ciée à 1- ~ j

initialiser la base de recherche Etl aux clauses inférées par des axiom es
et contenant un iquement des sous-formules du bu t j

initialiser la taille limi te 1 autorisée po ur les prémisses des inférences à 1 j

tantque il existe dans Etl des clauses de taille supé rieure ou égale à 1
faire tantque il est possibl e de faire de nouvelles inférences

à partir de clauses de [ tl de taille ne dépassant pas 1
faire choisir une ou deux claus es de [tl de taille ne dépassant pas 1;

choisir une nouvelle inférence 1 ayan t pour prémisses les clauses choisies;
si la conclusion produite est de la forme ~~
alors retourner(prouvé)
sinonsi la conclusion produi te f:. [ tl

alors l'in sérer da ns [ tl

finsi
finsi

fintantque
1: = 1+ 1

fintantque
retourner(non prouvable)

- celui d'une clause qui constitue un prémisse de la prochai ne inférence;
- celui des formules qui, au sein de cette clause, vont const it uer la partie active de l'inférence ;

du fai t d 'une différenciation de tout es les sous-formules du but par un mar quage, ce choix détermi ne
totalement le type de l'inférence et sa uf pour <9 et &, l'in férence elle-mê me ;

- dan s le cas où l'inférence produ it une conjonction, le choix de l'autr e prémisse.
Etudions maintenant en détail l'indéterminism e relatif à cha cun de ceux-ci.

3.2.1 Choix d 'une clause com me prémisse d e la prochaine inférence

L'indét erminisme lié à ce choix est "don 't care" en ce sens qu 'il n 'a pas d 'influence sur l'int roduction
de clau ses inutiles à la preuve dans la base de recherche. Par cont re , il peut affecter l'effi cacité de la
recherche en termes d 'espace et de temps. Pour répondre à ce souci, on peut se fixer une priorité : choisir
d'abord les clauses à parti r desquelles il est possible d'en inférer de nouvelles de fa çon déterminist e. Ainsi ,
on n 'augmente pas la taille de la base de recherche.

3.2.2 Choix de la partie active d e cette clause

Il revient à effect uer un choix de l'ordre dan s lequel les inférences où les formu les de la clause sont
act ives , vont êt re effectuées. L'indéterminisme lié à ce choix est donc partiellement "don 't care" , part iel
lem ent "don ' t know" . Et c'est pour le réduire qu 'ont été élaborés les principes de composition immédi ate
et en chaîne. Voyons de quelle façon .
Supposons que l'on ait choisi une clause de [tl comme prémisse de la prochain e inférence et dan s cette
clause , les formul es qui en const itueront la partie active. Selon le ty pe de l'inférence, elles vont êt re au
nombre de 0, l ou 2. Si cet te partie active n 'est pas vide, elle va nous aider , grâce à la propriété de la
sous-formule, à prévoir la formu le pri ncipale à pro duire et l'i nférence qui va le faire mais elle ne dét erm ine
pas complète ment cette prévision .
Considérons par exem ple le but à prouver : 1- '?b EB c, '? b <9 c.i . Supposons que nous ayons choisi comme

1

prémisse de la prochain e inférence, une clause de la forme~ 'ib, r et comme part ie active la formule
'ib, La propriét é de la sous-formule nous permet seulement de dire que la formule principale qui sera
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produite , sera soit ?b EB c, soit ?b® cl. . Nous pourrons don c effectuer soit une inférence de typ e EB l , soit
une inférence de type ® '
Pour limi ter ce phénomène, nous avons choisi de marquer dans le but tout es les sous-f orm ules qui ne sont
pas des litt érau x, afin de les différen cier. De cett e façon , une f ormule d'un e clau se de la base qui n 'est
pas un litt éral, ne pourra plu s s 'identifi er avec plus d 'un e so us-fo rmu le du but .
Ce marquage étant m aintenant sous-entendu pour la suite , revenons m aintenant au cho ix de la partie
activ e d 'une claus e considérée comme prémisse de la prochaine inférence. Nous pouvons alors distinguer
plusieur s cas .

• La claus e se trouve dan s l'une des trois situations suivantes :

1. elle cont ient une formule qui n 'est pas un littéral , qui n'est pas de la forme ?F et qui, dans le
but r ~ , est composante d 'une sous-formule aya nt ®, EB ou :3 comme conn ect eur de têt e;

2. elle cont ient une formule qu i n 'est pas un lit téral et qui, dans le but , est composa nt e d 'une
sous-formule ayant ? comme connecte ur de tête ;

3. elle cont ient deux formules qu i ne son t pas tou tes deux des lit téraux ou qui n 'on t pas toutes
deux? comme connecteur de têt e et qui, dan s le bu t , const it uent les deux com posantes d 'une
sous-formule aya nt r comme connect eur de tête .

Alors la ou les formul es en question peuvent êt re choisies comme formules actives. Si l'inférence
correspondante ne nécessite pas un au tre prémisse (c 'est- à-di re si elle n 'est pas de type ®), elle est
effect uée. Dan s la base de recherche. la clause qui a servi de prémisse, est alors remp lacée pa r la
nouvelle conclusion. Cela signifie que l'étape est dét ermi nist e. ce qui est just ifié par le principe de
compositio n im mé diate appliqué ici.

• Dans les aut res cas , il y a un indéte rminisme "don 't know" concernant le choix de la partie act ive,
mais une fois qu 'il est fai t et que la part ie act ive sélectionnée n 'est pas vide. il détermine com plète
me nt celui de l'inférence sauf si elle est de type & auquel cas nous avons besoin d 'un autre prémisse.
Du fait de l'indéterminism e, la conclusion produit e ne viendr a pas remplacer dans la base de re
cherche , le prémi sse dont elle est issue m ais elle s' ajo utera à lui.
Tout efois. da ns le cas où l'inférence effectuée est de typ e r wl, rw2, & ou V, la formule pri ncipale
est fixée com me formule active d 'u ne pro chaine inférence si cet te inférence n 'est pas de typ e r. Il
s 'ag it là de l'appl ication du prin cipe de composit ion en chaîne.

3 .2 .3 D ans le ca s où l'inférence produit une conjonction, ch oix de l'autre prémiss e .

L'indéterm inisme relatif à ce choix est t rès lim ité du fait que l'on connaît à la fois la conjo nction à
produire et un des prémiss es de l'inférence.

Illustrons ces prin cipes à l'aide d' un exemple.

3 .3 U il exemple

Reprenons le séquent util isé pour illustrer la const ruc t ion d 'une preuve en chaîn age arrière (voir
sous-secti on 2.3 de ce chapit re). Il avait la forme:

f-- ?(?(!a ® T )&?(!b® T ))r(?(al. EB bl.) rO)

Nous travaillerons bien entendu dans le système d 'inférence spécialisé CLL+~ assoc ié à ce séquent f-- ~ .

Ent am ons la procédure de recherche telle qu 'elle est décrite dans la figure 5.2 mais en appliquant une
st ratégie s 'appuya nt sur les principes de composit ion immédiate et en chaîne.

1. Constru ct ion de la base d'affa iblissement B t;. .
B~ = {?(?(!a 0 T )&?(!b®T)), ?(!a 0 T), ?(!b® T ), ?(!a® T )&?(!b® T ) , ?(al. EB bl. )}
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2. Initialisation de la base de recherche f:t!. .
Les claus es initiales sont celles qui sont produites par des axiomes et dont toutes les formules sont
des sous-formules du bu t . D'où :

{ o 1.f:t!. = ~ a , a ~ b, bl. rl- T}

3. Recherche proprement dite .
Elle va se tr aduire par une suite de phases dét erministes (not ées D) où de nouvelles clauses vont se
substit uer à d 'an cienn es, et de phases ind ét erministes (not ées 1) où les nouvelles clauses vont venir
s'ajoute r aux anciennes.

D. Nous commençons par effectuer tous les pas dét erministes qu'il est possible de fair e à partir
de la base de recherche initiale.
Dans les axiomes d 'identité, seuls les littéraux négatifs peuvent être act ifs dans des inférences
de typ e EB . D'où un nouvel état de la bas e de recherche :

f:t!. = {~a , al. EB bl. ~ b, é EB bl. rl- T }

L'exécution du pas déterminis te qui vient d 'êtr e effectué ne découle pas d 'un principe exposé
auparavant mais de l 'an alyse particulière du but à prouver . Une telle analyse est tou tefois
facile à intégrer dans un système automatique.
Ensui te par applica tion du principe de composi tion immédiate à ?, nous obtenons :

f:t!. = {~a, ?(al. EB bl. ) ~ b, ?(al. EB b.L ) rl- T }

On pourrait montrer facilement que lorsqu 'on est sûr qu' une inférence de type! ne sera pas
effectuée après une aut re de type &, on peut la réa liser dès que possible. En utili sant cette
propriété, nous ob tenons :

Ensuite le principe de composit ion immédiate appliqué successivem ent à ® et ? pour les deux
premières clauses, nous amène à :

I. Il s 'agit de chois ir un prémisse de la prochaine inférence. La derni ère clause est exclue car il n 'est
pas possibl e de réaliser à partir de f:t!. dans l'ét at , une inférence où la constante T soit active.
Les deux premières clauses étant simil aires, le choix entre les deux n 'a guère d 'importance.
Choisissons par exemple la première. Elle a deux formules actives po tent ielles: ?(!a ® T) et
?(al.EB b.L ).
On ne peut pas le savoir a priori mais les deux mènent au bu t. Sélect ionno ns par exemple
la première. Cela détermine le typ e de l'inférence à effectuer : &. La formule principale sera :
?(!a® T )&?(!b® T ). Il ne reste plus qu 'à t rouver l'au tr e prémisse. Or , seule la deuxièm e clause
convient ; cela t ient à la form e particulière des règles &w l et &w2 qui exigent que l'u n des
prémisses ne soit pas affaiblissable.
L'inférence nous permet alors de pro du ire la nouvelle clause suivante :

r!-?(!a ® T)&?(!b0 T ), ?(al. EB bl. )

Elle est ajo ut ée à f:t!. qui compte maintenan t 4 éléments.

D. Il s 'ag it maint enant d' exa miner s' il n 'est pas possibl e d 'effectuer de t ra nsformation déterministe
à partir de la nouvelle clause qui vient d 'êt re insérée dan s la base de recherche.
Il est poss ible d 'app liquer le prin cipe de com position immédiate à? Le nouvel état de la base
est alors le suivant :

Et!. = {ri ?(!a ® T), ?(a.L EfJ b.L) r!- ?(!b® T ), ?(a.L EB b.L) rl- T

rl-?(?(!a ®T)&?(!b®T», ?(a.LEB b.L )}
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1. Il Y a plusi eurs possibilités pour choisir un prémisse de la nouvelle infér ence mais la meilleure
consiste à prendre la dernière clause produite. Alors, la seule formule active possible est
?(al. EB bl.) et l'inférence est alors de type Pw2' La clause est alors remplacée par:

r!- ?(?(!a @ T)&?(!b @ T)) , (?( al. EB bl.) )pO

D Par application à Pw2 du principe de composition en chaîne, nous pouvons inférer le but f- ~
à l'aid e de la règle p appliquée à la nouvelle claus e.

3.4 Gestion des substitutions au premier or d r e .

Comme dans le processus ascendant de const ru ction de preuves, il vaut mieux reporter les substitu
tions relatives à l'application de la règle 3 au niveau des axiomes où elles seront effectuées par le biais de
l'unification.
Cela implique qu 'on pui sse différencier les var iables qu an tifiées existe nt ielleme nt des autres. Nou s repré
senterons chac une d'elles par un e variable de Herbrand singulière (notée Xl, "', X n ) .

Pour indiquer aussi que cha que variable quantifiée universell em ent représente un identificateur nouveau,
nous la représenterons par une cons tante de Herbrand singulière (notée h}, ···, h n ) .

Le processus de recherche d 'une preuve se déroule aiors de la façon su ivante :

- Les clauses constit ua nt la base de recherche initiale sont d'une part les conclusions des axiomes T'
et 1 si ies constantes corr esp ondantes son t des sous-formules du bu t. D'autre part, elles sont de

la forme ~A, Bl. avec A et Bl. sous-formules du but où les vari abl es quantifiées existentielleme nt
et un iversellement ont été remplacées respect ivement par des vari abl es et constantes de Herbrand.
Mais pour qu 'elles puissent êt re considérées com me le produit d 'axiomes de type id, il faut qu e
les te rmes A et B soient un ifiabl es par un e sub stitution portant uniquement sur les variables de
Herbrand . En général , celle-ci n 'est pas unique mais celle qui est ret enue, est la plus générale. Ell e

n 'est alors pas effec tuée ma is seul em ent attachée à la clause qui sera not ée ainsi :s ~ A , Bl. avec s
repr ésentant la substitution portant sur les vari abl es de Herbrand qui unifie A et B et qui soit la
plus générale possibl e.
A partir de là , nous allons manipuler des claus es couplées à des substitutions (les conclusions des
axiomes de type T' ou 1 sont couplés à la substitution vide).

- Ch aque pas dans le processus de recherche étant const it ué par une inférence, il va falloir indi
quer com ment la sub stitution attachée à la conclusion est définie à pa rt ir de celles attachées aux
prémisses .

1. l' inférence com porte un prémisse et n'est pas de type V ou 3 .
La subst it ut ion associée à la conclusion est celle attachée au pr émisse.

2. l'inférence est de type V.
La règle peut alors s 'écrire ainsi :

s ~F [hk/X], ~
---- - - "1

a
s rVx,~

avec hk non libre dans la conclusi on in stanciée par s

3. L'inférence est de type 3 .
La règle peu t alors s' écrir e ainsi:

s ~F[Xk/ X], ~
-----3

s' ~3x,~

où s'est obtenu e en supprim an t l 'instan cia tion de Xk de la substitution s
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4. L'inférence produit une conjonction .
Si Sl et S 2 sont les substitutions at tachées aux prémisses, celle qui est coupl ée à la conclusion
est la substitution s qui est à la fois moins générale que Sl et S 2 mais qui est la plus générale
possible. Cette substitution n 'existe pas toujours car Sl et S2 doivent être compat ibles mais si
elle existe , elle est unique et nous la not erons S l U S 2 .

Il est facile de montrer que le systèm e d'inférence ainsi obtenu est équivalent à CLLt è..
Illus trons cet te manière part iculière de gérer les su bsti tu tions par un exemple.

Exemple 5.3.1 Soit à prouver le séquent:

1- 3y((Vz atom(z , y))p atom (a, y)) , 3x( atom( x, f( a))l. 1;9 3z atom( z, f (x))l.)

- Commençons par remplacer les variables quantifi ées par des variables et constantes de Herbrand.
Le séquent devient :

. 1- 3Xl((Vhl at om(hl ,xl))P atom (a, x l )), 3x2(atom(x2 ,f(a))1. 1;9 3x 3 atom(x3,f(x2))1.)

--- La base d'affaiblissement Bè. est vide.

--- Initialisons la base de recherche [è.. Les clauses initiales sont les produits d'axiomes de type id . On
peut en obtenir 4:

{Xl -+ f( a), X2 -+ hIJ ~atom(hl 'Xl) ' at om(X2,f(a))1.

{Xl -+ f(X2), X3 -+ hl }~atom(hl ,xI) , atom(X3,f(X2)).J..

{Xl -+ f(a) , X2 -+ a } ~atom( a ,xI), atom(x2, f (a))1.

{Xl -+ f(X 2), X3 -+ a}~atom(a, xj ) , atom(x3,f(x2)).J..
Nous les appel/erons respectivem ent C il , C12, C l3 et C 14 .

- La recherche propremen t dit e peut comme ncer sous form e d'une alternance de phases déterm inist es
(D.) et ind éterministes (l. ).

D. On constate tout d'abord que la règle V n'est pas applicable à partir des clauses C il et C l2
car la condition relative à la variable quantifiée serait violée. Donc les formul es atom iques ne
peuvent pas être actives dans des inférences issues des 4 clauses: les f ormules actives seront
nécessairement les litt éraux négatifs.
Par application de la règle 3, on peut donc remplacer les clauses C l2 et C l4 par les clauses Cl~

et Cl~ suivantes:

{Xl -+ f(X2)}~atom(hl 'Xl) ' 3z atom(z,f(X2))1.

{Xl -+ f(X2)}~atom(a , Xl) , 3z atom (z,f(X2))1.

I. Par application de la règle V à la clause Cl~ , nous pouvons inférer un e clause C I"2 qui sera
ajout ée à la base et qui a la form e :

{Xl -+ f(X2)}~VZ atom( z , Xl), 3z atom( z, f(X2))1.
On peut ensuite essayer de produire la conjoncti on. On constate que ce n 'est pas possible à
partir de la clause C il d'un côté et de Cl~, C I"2 ou Cl~ de l'autre car Xl ne peut pas être en
m ême temps instanciée par f( a) et f(h l ) .

Il reste alors deux possibilit és :

--- A partir de C l3 et Cl~, nous obtenons la clause C l5 :

{Xl -+ f( a) , X2 -+ a} ~atom(hl 'XÙ atom(a ,xI) , atom(x2,f(a))1.1;93z atom( z ,f(X2))1.

- A partir de C l3 et Cl~ , nous obten ons la clause C l6 :

{Xl ----)- f (a), X2 -+ a}~Vz atom(z, xx) , atom(a, Xl ), atom( x2 , f(a) )1. 1;93z atom (z, f( X2))1.

D o L 'application du principe de compositi on immédiate à P et 3 à partir de la clause C l6 nous
permet d'engendrer le but ce qui achève la preuve avec succès.
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3.5 Epuration de la base de recherche

Nous avons vu que l'indéterminisme dans la recherche augmentait avec la taille de la base de recherche.
Il est donc utile de disposer de techniques qui permettent de l'épurer des clauses superflues et inutiles.
Nous reprenons ici les techniques introduites par [Tarnmet, 1993] en les complétant. Ces techniques
s'inscrivent dans un cadre plus général lié à la résolution [Voronkov, 1992].

3.5.1 Suppression des clauses subsumées

Par superflues, nous entendons les clauses qui sont subsumées par d'autres de la base. Cette notion
introduite par [Tammet, 1993] est déjà apparue auparavant mais dans des circonstances particulières.
Nous allons en donner maintenant une définition générale.

Définition 5.3.1 Une clause ~ÂI subsume une clause ~Â2 si al 2: G2 et si Â 2 est obtenue en ajoutant
à Â I des formules qui, si al = 0, sont extraites de BA.

Par exemple la clause ~ a, b ne subsume pas la clause r!- a, b, ?a car l'indicateur d'affaiblissement de

la première est strictement inférieur à celui de la seconde. Par contre, elle subsume r2- a, b, ?a.

3.5.2 Suppression des clauses inutiles

Nous entendons par clauses inutiles des clauses dont on peut déterminer a priori qu'elles n'entreront
jamais dans aucune preuve du but. L'indéterminisme inhérent au processus de recherche fait qu'inévita
blement, de telles clauses sont produites,
Une première classe de clauses inutiles peut être détectées par une analyse des conditions qui font que
deux sous-formules du but peuvent constituer deux formules différentes d'une clause entrant dans une de
ses preuves. Prenons par exemple le but suivant: l- (?(aEBb))0a L, bL, aL. Supposons qué dans la base

de recherche] nous ayons trouvé la clause suivante: ~ (?(a EB b)) 0 al. 1 ?(a EB b), bl. (ce cas-est tout à fait
réaliste). Eh bien! Nous pouvons supprimer celle-ci de la base de recherche car elle ne peut pas mener
au but. En effet, si l'on considère les deux premières formules de la clause, on constate qlle ?(a EB b) se
retrouve dans le but comme sous-formule de (?(a EB b)) ® aL. Le seul moyen d'aboutir à ce.rèsultat c'est
d'utiliser une contraction) ce qui implique que (?(a EB b) 0 aL doit dans le but être nécessairement dans
le champ d'un connecteur? Ce n'est pas le cas donc la clause est inutile.

Par contre, toujours pour le même but, considérons la clause ~ ?(a EB b), a EB b, aL. Dans le but, a EB best
une sous-formule de ?( a EB b) mais on ne peut pas en déduire que la clause est inutile car une contraction
a très bien pu permettre d'en arriver à ce résultat.
On peut généraliser de telles considérations par le théorème suivant:

Théorème 5.3.1 Soit une preuve de l- ~ dans le système CLL..j..6. et FI et F2 deux formules d'une conclusion
intermédiaire.
Si dans l- ~ , FI est une sous-formule de F2 ou si FI et F2 sont dans deux composantes distinctes d'une
conjonction ou d'une disjonction additive, alors dans 1- ~, FI et F2 sont incluses toutes deux dans une même
sous-formule qui a? comme connecteur de tête.

Preuve 5.3.1 Il faut considérer une propriété plus générale que celle décrite dans le théorème et qui
porte sur les sous-formules de toute conclusion intermédiaire et pas seulement de la conclusion finale.
On procède ensuite par induction sur la structure des sous-preuves extraites de la preuve globale.D

Une autre classe de clauses inutiles peut être détectée en comparant le nombre littéraux de chaque sorte
présents dans ces clauses par rapport à celui des littéraux de même sorte présents dans le but. On utilise
pour cela le théorème:

Théorème 5.3.2 Soit une preuve de t- ~ dans le système CLL!-6.. Pour tout littéral qui n'a pas d'occurrence
dans une sous-formule de l- .6. de la forme? F, le nombre de ses occurrences dans toute conclusion intermédiaire
ne doit pas dépasser celui de ses occurrences dans l- L\..

Preuve 5.3.2 On procède comme pour le théoréme précédent.D
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3.6 Conclusion

Si nous comparons les stratégies obtenues avec celles élaborées par T. Tammet, nous devrions trouver
logiquement qu'elles sont plus efficaces dans la mesure où le processus de normalisation qui les sous-tend,
a été poussé plus loin (voir à ce sujet le chapitre précédent) mais la comparaison est difficile à effectuer:
le choix des exemples servant de tests et de l'implantation influe beaucoup sur les performances mesurées.
La gestion des substitutions au premier ordre est originale du fait que T. Tammet s'est cantonné dans un
cadre propositionnel et que G. Mints qui a étendu ses travaux au premier ordre [Mints, 1993], la traite
d'une autre façon: au lieu d'attacher des substitutions aux clauses, il introduit de nouveaux prédicats qui
contiennent la même information sous forme implicite. Il semble que les deux traitements, de ce point de
vue, se valent mais là aussi, la comparaison est difficile.

4 Implantation

Les' stratégies en avant comme en arrière ont été implantées sous forme d'un démonstrateur automa
tique de théorèmes dans CLL. Ce démonstrateur a été écrit en Quintus-Prolog. Il comporte deux options
correspondant aux deux sens de construction des preuves. Il permet de prouver des séquents en chaînage
avant ou arrière. Il permet aussi de démontrer des formules de logique intuitionniste en les traduisant en
logique linéaire selon les règles formulées par [Girard, 1987].
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Deuxième partie

Programmation parallèle en logique
linéaire
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Chapitre 6

De la construction de preuves au
calcul de processus

Introduction

L'êtude de la construction de preuves en logique linéaire va nous permettre maintenant d'aborder
l'utilisation de celle-ci comme paradigme de calcul en programmation. Dans un tel paradigme, les pro
grammes sont représentés par des formules logiques et leur exécution par la recherche de preuves.
Une façon d'utiliser les résultats précédents serait d'élaborer un langage de programmation logique à partir
d'un fragment de LL. Notre connaissance de la construction de preuves aiderait à la conception d'un in
terprète de ce langage qui ne serait pas autre chose qu'un démonstrateur automatique de théorèmes dans le
fragment logique choisi. C'est cette option qu'ont choisi [Harland and Pym, 1990; Rodas and Miller, 1991;
Andreoli and Pareschi, 1990a; Volpe, 1994J.
Nos préoccupations se situent à un niveau plus théorique qui est de modéliser le parallélisme dans un cadre
logique sous forme d'un calcul de processus. Dans ce cadre, les formules sont vues comme des processus
et la construction de preuves comme réduction de processus. C'est dans cette perspective que se situent
les travaux de [Miller, 1992; Kobayashi and Yonezawa, 1992]. Un tel calcul de processus est intéressant
en tant qu'outil d'analyse mais il peut rejoindre aussi le premier type de préoccupations mentionnées en
constituant la base d'un langage--de proqrammationloqioue.

1 Une question essentielle: le choix d'un fragment logique ap
proprié

Que ce soit pour y concevoir un langage de programmation logique ou un calcul de processus, LL
est un cadre trop vaste. Dans le premier cas, il ne permet pas de développer des stratégies efficaces de
recherche de preuves et donc de bâtir un interprète du langage réaliste. Dans le deuxième cas, il est trop
vaste par rapport à ce qu'on veut y modéliser. Nous verrons par exemple plus loin que pour représenter
un calcul de processus, nous devons écarter le connecteur p et la négation qui ne trouvent aucune inter
prétation dans un tel calcul. Le choix d'un fragment logique adapté est donc décisif.
Or, nous savons maintenant à partir d'un fragment quelconque de LL, y normaliser les preuves en s'ap
puyant sur la permutabilité d'inférences propre à ce fragment et en ayant en perspective un sens de
construction donné. Nous savons ensuite élaborer des stratégies pour construire ces preuves normales.
Si nous nous plaçons dans la perspective de l'élaboration d'un langage de programmation logique, le choix
du fragment va être le fruit d'un compromis entre les possibilités d'expression souhaitée pour le langage
et l'efficacité de l'interprète associé, Les premières sont déterminées par la syntaxe des formules destinées
à traduire les clauses du programme et les buts. Et la seconde est fonction du degré de normalisation des
preuves qu'il sera possible d'atteindre dans le fragment logique déterminé par cette syntaxe. Prenons par
exemple les travaux de [Rodas and Miller, 1991, 1994]. Leur motivation est de raffiner Prolog et À-Prolog
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[Miller and Nadathur, 1988] à partir de la logique linéaire pour exprimer notamment la distinction dans un
programme logique entre ressources consommables et ressources infinies. Cette exigence se traduit dans
la syntaxe des formules qui représentent les clauses et celles qui représentent les buts du programme. Se
trouve ainsi délimité le fragment de LL dans lequel se situent les preuves qui vont représenter l'exécution
des requêtes. 11 s'agit d'un fragment d'ILL'.
Nous pouvons montrer qu'en appliquant à ce fragment la méthode élaborée précédemment, nous retrou
vons au bout du processus de normalisation de preuves et d'élaboration de stratégies de construction de
celles-ci, les résultats de Rodas et Miller: nous retrouvons les preuves uniformes et l'interprète associé à
leur construction.
Nous pourrions effectuer un travail analogue dans le fragment voisin choisi par [Harland and Pym, 1990]
pour y développer une extension de Prolog qui est très proche ou encore dans le fragment de CLL qui a
servi de base au langage Lü de [Andreoli and Pareschi, 1991b]. La méthode peut aider aussi à délimiter
de nouveaux fragments de LL appropriés à la définition de langages de programmation logique et elle
peut permettre d'y construire des interprètes associés.
Mais dans cette thèse, nos préoccupations ne sont pas directement celles-là. Nous nous proposons d'étu
dier dans quelle mesure il est possible d'interpréter la construction de preuves en logique linéaire comme
un calcul de processus parallèles, d'une manière qui soit la plus générale possible.
Il s'agit encore trouver un "bon'' fragment pour y définir un "bon" calcul en termes de possibilité d'inter
prétation. On doit pouvoir y exprimer simplement les mécanismes de communication ainsi qu'un certain
nombre d'opérations algébriques sur les processus (composition parallèle, composition alternative, récur
sivité, restriction... ).
L'élaboration du calcul que nous avons nommé CPL (Concurrent Programming Logic}, va se faire en
deux temps:

1. Définir la forme syntaxique des séquents de LL qui exprimeront dans CPL le changement d'état
des processus. De ce point de vue. nous n'entrerons pas dans les détails car nous reviendrons plus
longuement sur le langage dans le prochain chapitre. Nous nous attarderons uniquement sur les
choix essentiels.

2. Dans le cadre syntaxique fixé, nous allons utiliser ensuite la permutabilité d'inférences pour norma
liser les preuves de façon à leur donner un sens, celui de réductions de processus, ce qui se traduira
par une spécialisation du système déductif de LL : nous obtiendrons ainsi un système formel qui va
constituer l'armature de notre calcul de processus.

2 Les grands choix syntaxiques à l'origine de CPL

Le point de départ de notre interprétation est de considérer que les formules sont des processus et
que les opérations logiques sur celles-ci sont des opérations algébriques sur les processus. C'est cette
idée qui est à la base de [Miller, 1992] et des travaux qui ont suivi [Kobayashi and Yonezawa, 1994a;
Lincoln and Saraswat, 1992; Volpe, 1994].
Se pose ensuite le problème de l'interprétation des séquents linéaires par rapport à la notion de réduction
de processus. [Miller, 1992] a mis en évidence deux possibilités.

2.1 Interprétation conjonctive et interprétation disjonctive

Considérons deux formules de logique linéaire P et P' qui représentent deux processus. Il P se réduit
en pit! peut se traduire de deux façons en logique linéaire:

- le séquent P l- P' est prouvable; on obtient alors une traduction conjonctive du calcul de proces-
sus;

- le séquent pl l- P est prouvable; on obtient alors une traduction disjonctive du calcul de proces-
sus.
La traduction des opérations sur les processus est déterminée par l'option choisie. Si on choisit l'option
conjonctive, la composition parallèle est alors représentée par l'opérateur 0. Par contre, si on choisit
l'option disjonctive, elle se traduira par l'opérateur dual ~.
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Nous reviendrons plus en détail dans le chapitre prochain sur la représentation des opérations sur les
processus en logique linéaire mais à titre d'exemple, donnons la correspondance établie par [Miller, 1992]
entre opérations du II-calcul et opérations de la logique linéaire.

il - calcul LL - option LL - option
conjonctive disjonctive

terminaison 0 1 1.
comp.parallèle

1 CS! P
camp.alternative + & El.l

recurrence ! ! ?
restriction (x) :lx 'Ix

Comme, en logique linéaire, le séquent rI- Ll est équivalent à Llol 1- r- 1 les deux traductions proposées
sont parfaitement équivalentes. [Milner , 1992; Kobayashi and Yonezawa, 1994a; Volpe, 1994] ont choisi
l'option disjonctive pour être plus proche de la forme habituelle de la programmation logique telle qu'elle
apparaît avec Prolog et pour pouvoir définir une équivalence de processus reposant sur la sémantique des
phases [Girard, 1987]. Nous choisissons comme [Lincoln and Saraswat, 1992], l'option conjonctive car elle
nous semble plus naturelle.

2.2 La représentation de la communication

{Miller, 1992J a recours à deux constantes d'ordre supérieur send et get pour représenter les émetteurs
et les récepteurs. La communication est représentée sous une forme synchrone grâce à un axiome propre,
ce qui implique qu'on ne se situe plus en logique pure mais dans le cadre d'une théorie linéaire. Par
exemple, la démontrabilité du séquent Pl, (P2 m) l- (send c m Pd, (get c P2 ) dans cette théorie,
exprime le fait que le processus (send c m Pl) envoie le message m sur le canal c au processus (get);P2 ) .

Aprés réalisation de la communication, les deux processus se retrouvent respectivement dans l'éta,(PI et
(~m). .
Nous préférons rester dans un cadre logique pur où nous représenterons les messages par des formules
particulières et nous utiliserons l'implication linéaire pour traduire la communication. Ainsi .le séquent
M, 1\:1 --0 P 1- P est prouvable dans LL et peut être interprété comme la réception d'un messageM par
le processus M --0 P qui devient alors le processus P. Remarquons que dans ce séquent, le message M
a une existence propre, indépendante de tout émetteur, ce qui implique qu'on se situe dans un cadre de
communication asynchrone. En effet, lorsque la communication est synchrone, un message est consommé
dès qu'il est produit et n'a pas d'existence autonome.
Nous avons choisi de représenter les messages par des formules atomiques de façon à pouvoir normaliser au
maximum les preuves pour les interpréter en termes de réductions de processus. Nous rejoignons ainsi les
choix effectués en matière de représentation de la communication par [Kobayashi and Yonezawa, 1994a} j

la seule différence est qu'ils ont pris l'option disjonctive: ainsi, ils ne construiront pas comme nous les
récepteurs à partir de l'implication linéaire mais à partir de son dual: l'attente du message M par le
processus P sera exprimée par M.L <2) P au lieu de M --0 P.

2.3 Démontrabilité des séquents et réduction de processus

Quelle que soit l'option choisie, qu'elle soit conjonctive ou disjonctive, et avec les restrictions que nous
venons de faire quant à la représentation de la communication, il n'est pas toujours possible d'interpréter
un séquent démontrable comme le bilan d'une réduction de processus. Par exemple, le séquent

Ml -<> (M, -<> P) r M2 -c-o (Ml -<> P)

est prouvable en logique linéaire mais il ne peut pas être interprété comme établissant le bilan de la
réduction du processus Ml --0 (M2 --0 P) dans le processus M 2 --0 (Ml --0 P).
En multipliant les exemples, on constate grossièrement que dans l'option conjonctive, les seuls séquents
qui peuvent traduire des réductions de processus sont ceux qui sont prouvables à l'aide uniquement
de règles d'inférence gauches. Dans l'option disjonctzve, c'est le contraire: ce sont les règles d'inférence
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droite qui ont un sens par rapport aux réductions de processus. Pour faire coïncider construction de
preuves et réduction de processus, [Miller, 1992] a choisi d'axiomatiser les règles d'inférence relatives à
EB (composition alternative) et! (récurrence) pour en limiter l'application. Dans la théorie ainsi obtenue,
preuves et réductions de processus se confondent parfaitement. Dans un même but, [Kobayashi and
Yonezawa, 1994a] évitent l'utilisation d'axiomes propres en se situant dans CLL. Ils ne manipulent ainsi
que des séquents sans partie gauche donc qui ne sont prouvables qu'avec des règles d'inférence droite ce
qui correspond bien à l'option disjonctive choisie.
De cette façon, les preuves prennent un sens plus limité: il n'est plus possible d'exprimer directement la
réduction partielle d'un processus P en un processus pl par une preuve du séquent P' ~ P car seuls les
séquents sans partie gauche sont autorisés. On ne peut représenter que la réduction totale d'un processus P
par une preuve du séquent l- P. Mais cela induit une terminaison particulière d'une telle réduction totale:
d'un point de vue dynamique, celle-ci se traduit par la construction de bas en haut d'une preuve donc
elle se termine lorsque l'on atteint un axiome. Le sens que prend alors cette terminaison, est déterminé
par le type de l'axiome utilisé. Or ici, le seul possible est:

. -_T
I-T,Ll

On peut l'interpréter comme le fait que le processus représenté par la constante T a le pouvoir de tuer tous
les processus contenus dans le multi-ensemble 6, qui s'exécutent en parallèle avec lui. Comme [Lincoln
and Saraswat, 1992], nous n'avons pas cherché à faire coïncider construction de preuves et réduction
de processus: la première notion est plus large. Comme nous le verrons, cela laisse une porte ouverte
à un élargissement de la notion de réduction partielle d'un processus vers la notion de réalisation d'un
processus par un autre qui est liée à la sémantique dénotationnelle de CPL.

2.4 La syntaxe du langage de CPL

Une fois ces différents choix effectués, la syntaxe des processus est fixée. Comme nous nous situons
au premier ordre, nous supposons disposer d'un ensemble infini récursif V de variables et d'un ensemble
récursif V d'opérateurs munis de leur arité. Ces deux ensembles nous permettent ensuite de définir de façon
inductive, un ensemble de termes V[V] qui va contenir les données qui vont être manipulées, échangées
par les processus. Les variables seront représentées par les lettres x, y, z, U, v et les termes par t, r, s.
Bien entendu, ces lettres pourront être éventuellement indexées.
Nous disposons aussi d'un ensemble M de prédicats avec leur arité. A partir de M et de V[V), nous
pouvons construire de façon inductive l'ensemble M[V, V] des formules atomiques qui vont constituer
les messages du langage. Nous utiliserons les lettres M, N, K (éventuellement indexées) comme méta
variables représentant des messages.
Les processus de CPL sont alors des formules de la logique linéaire définis inductivement par la grammaire
suivante:

P ::=M 1 P,
P, ::= 1 1 0 1 M 0 P, 1 M ---<> P, 1 P, 0 P, 1 P,&P, 1 \lxP, 1 3xP, 1 !P,

Dans cette grammaire, P, représente ce qu'on appelle un processus strict, c'est-à-dire un processus qui
n'est pas un message. Dans l'ordre de présentation de la grammaire, il peut avoir la forme des constantes
de terminaison et d'interruption, d'un émetteur, d'un récepteur, du résultat d'une composition parallèle
ou alternative de deux processus, de l'application d'un opérateur de généralisation, de restriction ou de
récurrence. Nous reviendrons largement sur la signification de ces opérateurs dans le prochain chapitre.
Nous noterons P[M, D, V] l'ensemble des processus ainsi définis. S'il n'y a pas d'ambiguïté, nous le
noterons simplement P. Nous utiliserons les lettres P, Q, L (éventuellement indexées) comme méta
variables représentant des processus.
Nous allons avoir souvent à manipuler non pas des processus isolés mais des systèmes de processus d'où
la définition suivante:

Définition 6.2.1 Un système de processus de (Pl est un multi-ensemble de processus de CPL

Nous utiliserons les lettres 6, r (éventuellement indexées) pour représenter des systèmes de processus.
If représentera un système de processus dont tous les éléments sont préfixés par l.
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La syntaxe des séquents qui vont exprimer les bilans des réductions, découle de celle des processus et des
choix effectués précédemment. L'absence d'interprétation des opérateurs pet 1. nous amène automatique
ment à nous situer dans le cadre de la logique linéaire intuitionniste. Les séquents auront nécessairement
la forme r 1- P où r est un système de processus et P un processus seul.
Nous allons faire une légère restriction, celle de considérer pour P un processus strict d'où la définition:

Définition 6.2.2 Un séquent de CPL est un séquent dont la partie gauche est un système de processus de
CPL et la partie droite un processus strict de CPL.

3 Le système formel de CPL

La syntaxe du langage de CPL étant fixée, elle détermine le fragment de LL dans lequel le calcul se
situe. Mais pour que les preuves puissent être interprétées en terme de réductions de processus, il faut au
préalable les normaliser. Il suffit pour cela de mettre en œuvre la méthode proposée précédemment qui
consiste à s'appuyer systématiquement sur la permutabilité d'inférences dans le fragment en question.

3.1 LL: extension conservative du fragment logique de CPL

Il s'agit de savoir si tout séquent de CPL prouvable dans LL possède une preuve dont toutes les conclu
sions intermédiaires sont des séquents de CPL. Cette propriété est essentielle pour établir la complétude
du calcul relativement à la logique linéaire. C'est ce que nous allons établir maintenant.

'I'hêorème 6.3.1 Tout séquent de CPL prouvable admet une preuve sans coupures où toutes les conclusions
intermédiaires sont des séquents de CPL.

Preuve 6.3.1 Soit I' r P un séquent prouvable de CPL et P une preuve de ce séquent où les inférences
de type ---OL sont montées au maximum.
Soit I" l- Ll une conclusion intermédiaire de P située à une profondeur h . Nous allons montrer par
induction sur h que I" l- tl. est un séquent de CPL.

- Le cas de base est trivial.
- POUT' le cas d'induction, nous allons distinguer différentes situations en fonction du type de

l'inférence 1 dont I" l- il est un prémisse.

1. 1n'est pas de type -OL.

Par hypothèse d'induction, la conclusion de 1 est un séquetit de CPL. La forme des règles d'inférences
d'ILL fait que si la conclusion de 1 est un séquent de CPL, ses prémisses aussi.

2. 1 est de type -OL.

Par hypothèse d'induction, la conclusion de 1 est un séqueni de CPL. Donc il y a alors deux formes
possibles pour 1 :

r, l- P{ P,f2 l- Pf
--------- ---OL ou --------- -OL où Pl est un message ou la constante 1

P{ -0 P, fI, f, l- Pf

La première possibilité est conforme à notre attente mais pas la seconde. Montrons qu'il n'est pas
possible de l'avoir. Plaçons dans l'hypothèse où nous l'avons. Distinguons alors deux cas selon
l'origine de pi"

(a) Pi est introduit par un axiome de id ou lR
Comme 1 est maniée au maximum, P{ est introduit dans l'inférence qui la précède immédia
tement. Celle-ci est donc de type id ou IR ce qui est contradictoire avec le fait qu'elle a deux
formules dans la partie droite de sa conclusion.
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(b) P{ est introduit par un axiome de OL
Puisque 1 est montée au maximum, nous pouvons supposer que, dans la branche de P qui se
termine par ft 1- P{l P21 entre 1 et l'axiome produisant Pl, il Y a seulement des inférences
de type -OL dont les formules actives ne sont pas dans la partie gauche de l'axiome OL
introduisant PI. Donc la constante 0 est une formule de ft et nous pouvons remplacer la
preuve partielle extraite de P qui a Pi --Q P,f1lfz 1- P~ comme conclusion par l'axiome
-------OL
PI -0 p,ft,rzr P2

o

Du fait de la présence de la constante 0, il n'est possible d'obtenir une propriété plus forte qui serait
que toute preuve sans coupures d'un séquent de CPL a toutes ses conclusions intermédiaires qui sont des
séquents de CPL. Cela ne rend que plus nécessaire le travail de normalisation des preuves afin de pouvoir
les interpréter comme réduction de processus.
Examinons maintenant les règles d'inférences utiles pour produire des preuves sans coupures de séquents
de CPL dont toutes les conclusions intermédiaires sont aussi des séquents de CPL. La propriété de la
sous-formule précisée par le théorème 2.4.4, nous permet de dire qu'il s'agit de:

Toute preuve produite par les règles ci-dessus n'a pas sa conclusion qui est un séquent de CPL. On ne
peut donc pas les choisir comme base du système de réduction de processus de CPL. C'est une autre
façon de mettre en évidence la nécessité de normaliser les preuves.
Venons en maintenant à l'étude de la permutabilité d'inférences dans les preuves de séquents de CPL
dont toutes les conclusions intermédiaires sont des séquents de CPL (nous parlerons de preuves de CPL).

3.2 Permutabilité d'inférences dans les preuves de CPL

En annexe D, nous montrons comment transposer dans LL les résultats sur la permutabilité d'infé
rences de CLL. En extrayant du tableau D.I alors obtenu, la partie qui nous est utile, nous obtenons le
tableau 6.1. Celui-ci nous renseigne sur les inférences faciles à montrer dans les preuves de CLL et celles

TAB. 6.1 - Permutabilité d'inférences dans les preuves de CPL

t2\t, IL -c-o L ®L &L !L W!L C!L 'oh =h ---<)R ®R &R !R \IR 3R
iL np

---<) L np
®L np np np
&L np
!L

W!L

C!L np np
\IL np
3L np np np

---<)R np X X X X X X

®R X X X X X X

&R - np - np np np - np - X X X X X X

!R X X X X np X X X X X X X X

\IR np X X X X X X

3R X X X X X X

faciles à descendre.

- Les inférences de type IL, 0Ll c!L, ::h, -oRl &R, 'VR pourront être descendues sans problème.
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- Les inférences de type !Ll W!LI l'i9R et 3R pourront être montées sans problème.

- Les inférences de type ---()Ll &Ll 'VL pourront seulement être bloquées dans leur montée par une
inférence de type !R'

Ces informations vont nous permettre maintenant de normaliser les preuves de CPL.

3.3 Normalisation des preuves de CPL

L'exécution des calculs va consister à construire des preuves en chaînage arrière donc on allons effec
tuer la normalisation dans cette perspective, c'est-à-dire que nous allons monter les contractions et les
affaiblissements au maximum (cf paragraphe 3.1.2 du chapitre 2).
Nous allons procéder aux mouvements d'inférences par étapes en commençant par déplacer les inférences
qui produisent émetteurs et les récepteurs.

1. Considérons les inférences de type --eL, c'est-a-dire celles qui produisent des récepteurs gauches
(situés dans la partie gauche d'un séquent). Elles ont la forme:

f 2 1- M P, r, 1- P'_________ -0L

M -0 P, f" f, 1- P'

D'après le tableau 6.1, ces inférences peuvent être montées jusqu'à l'inférence produisant leur for
mule active M. Alors nous pouvons obtenir deux configurations.

(a) la première où M est produit par un axiome de type OL:
____ OL

0, r, 1- M P, f 2 1- P'___________ -OL

11'1 -0 P, 0, r, f 2 1- P'

EUe peut être remplacée par l'axiome:
--------OL

0, fil r 2 1- pl

(b) la seconde où M est produit par un axiome de type id

---id
MI-M P,fl-P'__________ -0L

M -0 P, M, r 1- p'

Alors, nous pouvons fusionner les deux inférences- en une seule d'où une nouvelle règle ReL
qui peut être décrite ainsi avec la convention d'écriture proposée pour les récepteurs:

P,fl-P'

M.P, M, r 1- P'

Nous aurons donc maintenant des preuves où toutes les inférences de type --OL ont été remplacées
par des inférences de type ReL.

2. Considérons maintenant les inférences de type ®R qui produisent les émetteurs droits. Elles ont la
forme:

r, 1- M r, 1- P'
- -0R

r., f, 1- M@P'
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D'après la tableau 6.1, ces inférences peuvent être montées jusqu'à celles qui produisent la formule
active M. Elles peuvent alors se trouver dans deux: configurations possibles.

(a) la première où M est produit par un axiome de type OL;

----OL
0, fI 1- M r, 1- P'
---------@R

0, r, r, 1- M @ P'

0, fI, f 2 1-

Elle peut être remplacée par l'axiome:
-------OL

M@P'

(h) la seconde où M est produit par un axiome de type id;

---id
MI-M rl-p'
-------@R

M, r t- M@P'

Nous pouvons alors fusionner les deux inférences en une seule d'où une nouvelle règle SDR
que nous pouvons décrire en utilisant la convention de notation pour les émetteurs:

P,fl-P'

M, r } M.P'

3. Nous allons monter ensuite les contractions au maximum. Nous avons déjà effectué cette tâche
pour normaliser les preuves dans CLL (se reporter pour cela au chapitre 3 de la première partie).
Le fait de manipuler maintenant des séquents avec partie gauche et partie droite ne change pas
fondamentalement les choses. Les contractions seront bloquées soit par des inférences de type 12> R ,

soit par des inférences produisant une de leurs formules actives. Comme dans CLL, après suppression
des inférences de type W!L et C!L qui se neutralisent, nous avons deux configurations possibles.

(a) Les contractions sont bloquées par une inférence de type 12>R. On peut alors les fusionner avec
celle-ci d'où la nouvelle règle PARR:

r, rr 1- PI r, rr 1- P;

où rI et r2ne contiennent pas de processus récurrent;
Même s'il n'y a pas de contractions qui suivent, on peut aussi remplacer les inférences de type
®R par une inférence de type PARR en ajoutant éventuellement des affaiblissements.

(b) Les contractions sont bloquées par une inférence de type !L produisant une de leur formule
active. On les fusionne avec celle-ci d'où la nouvelle règle RECL :

!P, P, f 1- P'

!P, r 1- P'

Même quand une inférence de type !L n'est pas survie par une contraction utilisant sa for
mule principale, nous pouvons la remplacer par une inférence de type RECL en insérant un
affaiblissement.

4. Il ne reste plus qu'à monter les affaiblissements jusqu'aux axiomes. Mais après le remplacement des
inférences de type ----{)L produisant des récepteurs gauches par des inférences de type ReL et de
celles de type 0R produisant des émetteurs droits par des inférences de type SDR , les seuls axiomes
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subsistant dans les preuves sont de type IR ou ÛL.

Par fusion des axiomes de type IR avec les affaiblissements qui suivent immédiatement, nous obte
nons une nouvelle règle TERMR :

'F 1- 1

Nous ne modifierons pas les règles restantes DL, @L, &Ll VL 1 =3L, &R, IR, 'tiR, 3R. Nous allons nous
contenter de les renommer afin de mettre en concordance le vocabulaire avec la symétrie du système
déductif obtenu et l'interprétation de celui-ci dans le cadre cl 'un calcul de processus.
Enfin, même si nous pouvons nous passer des coupures dans les preuves, nous conserverons la règle
correspondante en la renommant CaMP.

Après toutes ces transformations successives, nous obtenons un nouveau système d'inférence que nous
appellerons le système déductif de CPL et qui est défini par la figure 6.l.
La correction et la complétude de ce nouveau système déductif relativement à la logique linéaire sont
garantis par le théorème suivant.

Théorème 6.3.2 Un séquent de CPL est prouvable en logique linéaire si et seulement si il est prouvable
dans le système déductif de CPL.

Preuve 6.3.2 La démonstration de la correction s'effectue en montrant que les nouvelles règles sont
admissibles en logique linéaire, ce qui est évident vu qu'elles correspondent à des fusions d'inférences de
LL.
La démonstration de la complétude s'effectue par induction sur la structure des preuves de séquenis de
CPL en logique linéaire. Elle reprend la démarche qui vient d'être utilisée pour élaborer le systèm~;:déductif

propre à CPL.O

3.4 Permutabilité d'inférences dans le système de CPL

La construction de preuves dans le système d'inférence de CPL est le pilier sur lequel reposent à la
fois sa sémantique opérationnelle et sa sémantique dénotationnelle.
C'est pourquoi l'étude de la permutabilité d'inférences dans ce système répond à une double exigence:

- du point de vue de la sémantique opérationnelle, il s'agit d'aider à l'élaboration de stratégies
de réduction de processus. Notamment, il est une forme de stratégies de réduction qui retiendra notre
attention dans le chapitre g: les stratégies synchrones.

- du point de vue de la sémantique dénotationnelle, il s'agit d'aider à la démonstration de propriétés
et de relations sur les processus.
Bien entendu, il ne s'agit pas de repartir à zéro: il suffit de reprendre les résultats du tableau 6.1 et de
les transposer en tenant compte de la correspondance entre règles de LL et règles de CPL. On obtient
alors le tableau 6.2.
De ce tableau, nous pouvons tirer le bilan suivant:

• les inférences de type TERML, SDL, PARL, RESL, SD R , RCR ,

ALTR , GENR peuvent être descendues au maximum dans les preuves;

e les inférences de type REeL l SDR 1 PARR 1 RESR peuvent être montées au maximum dans les
preuves;

• les inférences de type COMP, TERML, RCL, ALTL, GENL peuvent être bloquées dans leur
montée uniquement par des inférences de type REeR.

L'élimination des coupures est une propriété essentielle pour une logique. Elle est préservée dans le système
déductif de CPL ce qui est étroitement lié à la symétrie de celui-ci: toute règle gauche peut être couplée
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Règles de communication:

M, P, f 1- P'

M.P, r 1- P'

P,fl-PI

M, M.P, r 1- P'

Règles d'opération:

f 1- p'

l,fl-P'

Emission
r 1- P'

M, r 1- M.P'

Réception
M, r 1- P'

RCR
fI- M.P'

Terminaison

!f 1- 1

Interruption

BRK
0, r 1- P

P1 l P21 r 1-- P'

Pl 0 P" r 1- P'

Composition parallèle

fI, If 1- P{ f" If 1- P~ PARR

r., r, !f 1- P{ 0 P~

où r 1 et r 2 ne contiennent pas de processus récurrent;

Composition alternative

Pl, r 1- P'
ALn

r 1- P{ r 1- P~
ALTR

PI&P" r 1- P' r 1- P{&P~

Récurrence
!P, P, r 1- P'

RECL
!f 1- P'

RECR
!P, f 1- P' !f 1- !P'

Ply/x], f 1- p'

3xP, r 1- p'

Restriction
f 1- PI[t/x] RESR
r 1- 3xP'

Généralisation
Pli/x], f 1- P' GENL f 1- P'[y/x] GENR
''lxP, r 1- p' f 1- 'IxP'

Pour les règles RESL et GENR, la variable y ne doit pas être libre dans la conclusion de l'inférence.

Règle de composition:

fI, !f 1- P P, f" !f 1- P' COMP

r., r, tr 1- P'
où r 1 et r 2 ne contiennent pas de processus récurrent;

FIG. 6.1 - Le système déductif de CPL
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3. Le système formel de CPL

TAB. 6.2 - Permutabilité d' inférences dans le système déductif de CPL

t2 \tl COMP TERML SDL RCL PARL ALh RECL GENL RESL SDR RCR PARR ALTR REGR GENR RESR
COMP np
TERML np

SDL np np X

RCL np
PARL np np np
ALTL np
RECL
GENL np
RESL np np np np

SDR X X X X X X X

RCR np x x X x x x X

PARR X X X X X X X

ALTR np np np np np x x X x x x X

RECR np x x X x X np X x X x x x x x X

GENR np np X X X X X X X

RESR X X X X X X X

avec une règle droite. Seule la règle BRK peut être considérée à la fois comme règle gauche et droite car
la constante 0 peut être introduite aussi bien à droite qu'à gauche.

'I'héorème 6.3.3 Tout séquent prouvable -dans le système déductïf de CPL peut être prouvé sans/a règle
COMP.

Preuve 6.3.3 On remarque tout d'abord que le séquent est nécessairement un séquent de CPL.
Puis on peut utiliser le théorème d'élimination des coupures dans LL pour construire une preuve sans cou
pures de ce séquent dans LL. Ensuite il suffit de reprendre la démarche utilisée pour prouver la complétude
du système de CPL relativement à LL.D

Conclusion

Par restriction sur la syntaxe d'ILL, nous avons établi le langage de CPL qui va nous permettre de
représenter les processus et leurs changements d'états. Dans le fragment logique déterminé par ce langage,
nous avons utilisé la méthode précédemment élaborée pour normaliser les preuves afin de pouvoir les
interpréter comme réductions de processus. Nous avons ainsi débouché sur un système déductif simplifié:
le système formel de CPL. Les bases du calcul de processus étant posées, il s'agit maintenant de passer
à son étude proprement dite.
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Chapitre 7

CPL: un calcul de processus
asynchrone

Introduction

Les calculs de processus tels que CSP [Hoare, 1985] et CCS [Milner, 1980] ont joué un rôle his
torique dans le développement de la théorie du parallélisme. Utiliser le cadre d'une logique existante
pour concevoir un calcul de processus, permet d'amalgamer la théorie du parallélisme avec la program
mation logique telle que nous la concevons ici. Cette démarche est récente et a pu voir le jour suite
aux possibilités offertes par la logique linéaire. Elle s'est concrétisée avec les travaux de [Miller, 1992;
Kobayashi and Yonezawa, 1992; Lincoln and Saraswat, 1992]. CPL se situe dans leur prolongement. Mais
quelles sont ses caractéristiques en tant que calcul de processus? Nous allons les étudier dans ce chapitre
en les comparant à celles des autres.

La syntaxe du langage de CPL a été définie dans le chapitre précédent. Nous allons en donner main
tenant la sémantique en nous attachant tout d'abord à la représentation de la communication. Un point
commun aux calculs de processus basés sur la logique linéaire qui les différencie des calculs classiques
(CSP, CCS, II-calcul), est que la communication y est primitivement asynchrone [Milner, 1983]. Nous ver
rons que CPL permet une souplesse dans les mécanismes à travers lesquels elle s'exprime. Nous étudierons
ensuite les diverses opérations algébriques possibles sur les processus. A travers des exemples empruntés
aux domaines les plus variés, nous pourrons mesurer le pouvoir de modélisation du langage de CPL.

Dans le chapitre précédent, nous avons établi le système formel de CPL. Nous verrons qu'une réduction
partielle d'un processus P en un processus P' peut être définie comme une preuve dans ce système formel
du séquent P l- pl mais nous verrons aussi que toute preuve ne peut pas être interprétée comme une
réduction partielle de processus. Les deux notions se confondent seulement dans un cas particulier:
lorsque P' est égal à la constante 1 qui est le processus de terminaison. Toute preuve du séquent P l- 1
sera considérée comme une réduction totale du processus P j ce qui va constituer le point de départ de la
sémantique opérationnelle que nous définirons à travers une relation de transition.
A partir de cette vision initiale purement logique, nous commencerons par définir une relation de transition
globale entre systèmes de processus qui fasse bien la distinction entre les actions de communication et
les modifications concomitantes dans la structure des processus qui seront exprimées par une relation
auxiliaire de réduction structurelle, Nous en viendrons ensuite à transformer la relation de transition en
une relation de transition locale entre processus. Elle portera alors sur des processus et non plus des
systèmes de processus.
La sémantique opérationnelle de CPL étant établie, nous reviendrons au niveau logique pour préciser
dans quelles conditions il est possible d'interpréter une preuve du sêquent PI- pl dans le système formel
de CPL comme une réduction du processus P dans le processus P'.
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1 Le langage de CPL

1.1 Processus et communication

L'entité de base du langage est le processus qui est représenté par une formule de logique linéaire.
Parmi les processus, nous en distinguons certains, les messages, qui sont représentés par des formules
atomiques. Le fait de considérer un message comme un processus, implique que l'on se situe dans un
cadre asynchrone. En effet, lorsque la communication est synchrone, un message n'a pas d'existence
indépendante car dès qu'il est produit, il est consommé [Milner, 1983].

1.1.1 La représentation de la communication

La communication étant asynchrone, voyons plus précisément comment elle s'effectue.

• Un émetteur aura la forme M @ P où M représente le message à envoyer et P le processus une fois
que le message est envoyé. Comme nous le verrons plus loin, le connecteur @ traduit par ailleurs
la composition parallèle de deux processus. Les deux interprétations sont compatibles puisqu'un
message est considéré comme un processus. Pour se rapprocher de la notation classique des actions
dans les algèbres de processus [Milner, 1989], nous écrirons M.P pour M @ P. Cela permet aussi
de distinguer le symbole @ lorsqu'il est utilisé en tant que constructeur d'un émetteur et en tant
qu'opérateur de composition parallèle de deux processus quelconques.

• Un récepteur aura la forme M --0 P où M représente le message attendu et P le processus une
fois le message reçu. Pourquoi utiliser l'implication linéaire pour construire les récepteurs? Pour
le comprendre, considérons le séquent M, M ---0 P !- P. Il est prouvable dans CPL et on peut
l'interpréter comme la réception d'un message M par le processus M ---0 P qui se retrouve dans
l'état P après réception. Nous simplifierons la notation d'un récepteur ainsi: M.P.

• On peut représenter ici des formes variées de communication [Banatre, 1991]. Outre la communica
tion point à point où un émetteur envoie un message à un récepteur unique et clairement identifié
(voir à ce sujet le modèle Acteur [Agha, 1986]), on peut exprimer la communication générative [Ge
lernter, 1985] où plusieurs récepteurs peuvent être en compétition pour recevoir le même message.
Considérons le séquent:

M, M --<) P" M --<) P2 1- P, e P2 .

Il traduit la réception d'un même message M par deux processus. Ce séquent n'est pas prouvable
dans CPL. Cela signifie qu'un message ne peut être lu que par un processus, ce qui est caractéris
tique de la communication générative. Les séquents

M, M --<> P" M -c-o P2 1- P, ® (M --<> P2 ) et M, M --<> P" M -c-o P2 1- (M --<) Pd ® P2

sont prouvables car ils respectent ce principe.
Nous pouvons aussi représenter dans CPL la communication par diffusion où un message peut être
lu par un nombre quelconque de récepteurs sans être détruit. Modifions légèrement le séquent de
départ que nous venons de prendre pour avoir:

!M, M --<) P" M --<) P2 1- P, ® P2 •

Ce séquent est maintenant prouvable et traduit un exemple de communication par diffusion.
Enfin, nous pouvons représenter la communication par mémoire partagée où plusieurs processus
peuvent lire et écrire dans une mémoire qui est commune [LINDA, 1990]. Considérons le séquent
prouvable

M, M --<) (M e Pd, M --<) P2 1- P, ® P2 .

Il exprime le fait que le message M est lu par le premier processus puis transmis au second qui le
détruit après lecture. Pris à la lettre, cet exemple peut susciter le scepticisme quant à l'utilité de la
première réception du message M car le bilan en est nul. Cela nous amène au point suivant.

• Si nous restions dans un cadre propositionnel, la communication serait pauvre et se réduirait à de
la synchronisation de tâches car le passage de valeurs ne serait pas possible. Au premier ordre, nous
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disposons de V qui constitue un opérateur de généralisation. Placé devant un récepteur, il va le
rendre capable de recevoir non pas un seul message mais n'importe lequel aura le format attendu.
Par exemple le processus \fx(M(f(x )).P) est capable de recevoir n'importe quel message de la forme
M(f(t)) où t est un terme quelconque. Le séquent prouvable

M(f(a)), \fx(M(f(x)).P) 1- Pla/x]

traduit la réception d'un message M(f(a)) par le processus \fx(M(f(x)).P .

• A l'opposé, l'opérateur de restriction S permet comme son nom l'indique, de restreindre la commu
nication. Il permet notamment de donner un caractère privé à certains canaux de communication.
Considérons par exemple le séquent

M(x,b).PI , \fy(M(x, y),P2) 1- Pl 0 P,[b/y].

Il est prouvable et il traduit la transmission cl 'un message M( x 1 b)où x peut être considéré comme le
canal de transmission et b comme le contenu du message. Modifions le séquent de la façon suivante:

3x(M(x, b).PI ) , \fy(M(x, y).P2) 1- Pl 0 P,[b/y].

Le séquent n'est plus prouvable. ce qui signifie que la transmission n'est plus possible: le canal x
sur lequel l'émetteur envoie son message, est devenu un canal privé qui n'est plus accessible au
récepteur.

Venons-en maintenant aux diverses opérations possibles sur les processus.

1.1.2 Représentation des opérations sur les processus

La constante 1 représente le processus de terminaison tandis que la constante 0 représente le pro-:'
cessus d'interruption d'un calcul. La première n'a aucune influence sur les autres processus qui sei
réduisent en parallèle tandis que la seconde à le pouvoir de tous les détruire.

- ® et & représentent respectivement la composition parallèle et la composition alternative de deux':'
processus, Ainsi la réduction de Pl ®P2 équivaut à la réduction en parallèle de Pl et de P2 avec pour»
ceux-ci la possibilité de communiquer. Par contre la réduction de Pl&P2 équivaut à la réduction de
PlOU de P2 mais pas des deux à la fois et le choix ne peut pas être arbitraire.

- ! est l'opérateur de récurrence. Placé devant un processus P j il lui donne le pouvoir tout à la fois de
se dupliquer autant de fois que nécessaire et de se détruire. Cela se traduit respectivement par la
démontrabilité des séquents !P l- P ® ... ® P et !P 1- 1. Cet opérateur a un pouvoir plus étendu que
l'opérateur correspondant du II-calcul [Milner, 1989] qui ne permet pas au processus qu'il préfixe, de
se détruire. Le plus souvent, l'opérateur de récurrence s'applique à un récepteur et une duplication
est alors couplée avec une réception. C'est ce que traduit par exemple le séquent prouvable suivant:

!M.P, M 1- (!M.P) 0 P.

Comme nous le verrons dans l'exemple 1.2.1, c'est lui qui permet d'exprimer des définitions récur
sives dans le langage. A ce sujet, CPL se distingue à la fois de ACL [Kobayashi and Yonezawa,
1992] et de Hec [Lincoln and Saraswat , 1992]. Pour ce qui est de la représentation de la commu
nication et des opérations algébriques précédentes, CPL reprend la syntaxe cl'ACL sous une forme
conjonctive au lieu d'une forme disjonctive. Par contre, ACL utilise l'opérateur! seulement devant
des messages pour exprimer la possibilité de les lire un nombre infini de fois. Les définitions ré
cursives sont intégrées directement dans les règles de calcul. Ainsi si un processus P est défini par
l'équation P = I(P), dans une réduction, on pourra remplacer toute occurrence de P par sa défini
tion f(P). Hec utilise d'une façon semblable à ACL l'opérateur! et pour les définitions récursives a
recours à une constante d'ordre supérieure. L'exemple du paragraphe 1.2.4 fait bien apparaître les
conséquences de cette différence de choix.

Remarque 7,1.1 On peut étendre le langage de CPL par l'ajout d'un opérateur EB de bifurcation qui
permet de réduire deux processus en parallèle dans deux copies identiques du même contexte mais sans
possibilité de communication entre les deux. Si nous ['avons omis c'est qü'il intervient peu souvent dans
les applications.
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1.2 Exemples de modélisation dans CPL

Nous allons considérer différents exemples pour illustrer la modélisation dans le langage de CPL.

1.2.1 Du tampon à une place au partage d'une imprimante

a) Représentation du tampon à une place

La modélisation d'une mémoire tampon est un exemple classique en programmation parallèle [Milner,
1989]. Considérons donc un tampon à une place qui ne peut stocker qu'une unité d'information et dispo
sant d'un port d'entrée a et d'un port de sortie b.

a b

Si nous représentons le tampon par le processus a.Q.l, nous obtenons un tampon qui ne peut fonctionner
qu'une fois car en logique linéaire, une formule non précédée de! ne peut être utilisée qu'une fois dans
une preuve. C'est pourquoi le séquent

a, a, a.!>..l 1- b0 b

qui traduit un chargement du tampon suivi d'une libération deux fois de suite, n'est pas prouvable.
Pour corriger ce défaut, on peut penser un peu rapidement qu'il suffit de choisir le processus! (a.Q.l).
Malheureusement, on obtient de cette façon un tampon d'une capacité infinie. Par exemple, le séquent

a, a, !(a.!>..l) 1- (Q.10 !>..1)0!(a.!>..1)

qui traduit le chargement de deux unités d'information dans le tampon sans aucune libération, est prou
vable.
Pour résoudre le problème, nous allons utiliser un sémaphore 8 qui va servir de garde pour le canal d'en
trée a. Ainsi, le tampon va être représenté par le processus a.Q.2,.10! (s.a.Q.2,.l) 0 Q.b.s.1. Il se divise en
trois parties:

- la première partie a.Q..2,.l constitue la partie active du processus qui attend une unité d'information
sur le canal a; celle-ci, une fois reçue, peut ensuite être libérée sur le canal b; l'émission d'un signal
sur le canal s rend le sémaphore passant et la zone critique de nouveau accessible;

la deuxième partie! (8.a.2,.2,.1) constitue la partie récurrente qui sert de réservoir pour des utilisations
futures; elle est activée par la réception d'un signal sur le canal 8;

- la dernière partie Q.b.s.1 qui permet de détruire la partie active, est utilisée lorsque l'on n'a plus
besoin du processus.

Nous pouvons parfaire la définition précédente en distinguant le sémaphore s qui est privé, des ports a
et b qui sont publics. On utilise pour cela l'opérateur de restriction 3. On obtient le processus:

P, =' 3s (a.!>..ë:10! (s.a.!>.....l ) 0 !!..b.s.1)

Remarque 7.1.2 Dans cette définition, nous avons commis un abus de langage. La variable s est aussi
utilisée pour représenter un message. Mais il faut comprendre ceci comme une abréviation de mes) où m
est un prédicat dont le nom n'a pas d'importance. C'est pourquoi nous ne le faisons pas apparaître afin
d'alléger la notation.

b} Définitions récursives

Plutôt que de chercher à écrire directement la définition d'un processus, ce qui peut paraître pénible
au non initié, il peut être utile de passer par l'intermédiaire de définitions récursives comme le permet
la syntaxe de beaucoup de calculs de processus (CCS [Milner, 1980], Il-calcul [Milner, 1991; Milner et
al., 1992], ACL [Kobayashi and Yonezawa, 1994al). lei, le tampon à une place peut être caractérisé par
l'équation suivante: P = a.l.l...P. En fait, il faut comprendre le signe "=11 comme une équivalence logique
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et même nous n'avons pas besoin d'une condition si forte: il nous suffit de trouver un processus P tel
que P 1- a.k..P. La solution proposée ci-dessus vérifie cette condition. Ce qui est intéressant, c'est qu'il est
possible de résoudre ce type d'équation d'une façon générale.
Considérons une équation de la forme P = f(P) où P est la seule inconnue et f(P) un processus qui
s'exprime en fonction de P. Considérons le processus

3s U(!!..l) Cl(i s.f(!!.·l)) Cl f(!!..l))

où f(!!..l) vérifie: f(!!..l), f(!!..l) l- 1. On peut montrer que ce processus vérifie: P l- f(P).

c) Composition de processus

Revenons maintenant au processus Pl modélisant le tampon à une place. A l'aide des opérateurs de CPL,
il est facile de construire des processus plus complexes à partir de Pl. Donnons-en quelques exemples.

• Si on veut prendre en compte la valeur de l'information conservée dans le tampon, on peut le faire
en considérant le processus suivant:

P{ == 3s((Vx a(x).b(x).!!..l)Cl! (Vx (s.a(x).b(x).!!.ol)Cl (Vx a(x).b(x).s.l)).

• Par composition parallèle de n processus Pl et en masquant les n-I canaux de liaisons entre ceux-ci,
nous obtenons un tampon à fi places dont la représentation peut être définie ainsi:

P; == 3c,··· Cn-l (P,[c,fb] èS> p,[c,fa][c,fb] Cl ... Cl P,[cn-,faJ)

• Considérons une imprimante simplifiée qui dispose de deux ports: un port d'entrée fich par lequel
arrive les fichiers à imprimer et un port de sortie impr par lequel il envoie les documents imprimés.
Une imprimante ne peut traiter qu'un fichier à la fois ce qui correspond tout à fait au principe dg:
tampon à une place. D'où sa représentation dans CPL:

Pimp,im == P{[jich/a][impr/b].
Nous pouvons maintenant intégrer ce processus dans un système où interviennent des utilisateurs.
qui sont en compétition pour l'usage de l'imprimante. Un utilisateur k peut être représenté simple-.
ment par le processus:

Pk ==! ((Vx k(x).fich(x).l)&pn.
L'utilisateur k peut soit demander d'imprimer le fichier x qu'il reçoit sur le canal k, soit effectuer
une tâche qui n'est pas précisée ici et qui est représentée par le processus Pt.
Un système formée de deux utilisateurs partageant une imprimante pourrait alors être représenté
ainsi :

3fich imp (Pl ClPz e Pimpdm).

Nous pouvons de cette façon représenter des systèmes encore plus sophistiqués tels le "jobshop" de [Milner l

1989].

1.2.2 Un programme impératif

Nous nous proposons d'écrire un processus Pfaet qui modélise un programme impératif qui calcule la
factorielle f de n'importe quel entier n.

a) Préliminaires

Nous avons choisi pour le calcul l'algorithme suivant:

debut
entrer(n) ;
f:= 1;
tantque n > 0
faire f:= f X n;

n:= n - l
fintantque
retoumerfj")
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Pour mettre en œuvre cet algorithme, nous devons faire appel à des opérations arithmétiques élémentaires:
zero et unite qui fournissent respectivement les nombre 0 et 1, decr qui décrémente de 1 chaque entier et
mult qui multiplie deux entiers. Nous aurons aussi besoin d'une opération booléenne egal qui détermine
si deux entiers sont égaux ou pas.
Nous allons supposer que toutes ces opérations sont fournies par un processus parallèle à PJact que nous
appellerons Parithl chaque opération étant effectuée par un sous-processus de Parith. Parith se présente
donc sous la forme:

n.: 0 Punite 0 Pdecr (9 Pmult ® P e ga l

Si nous voulons que le processus Piact soit opérationnel quelle que soit l'implantation des entiers et des
opérations choisie dans Parith, il ne faut pas préjuger de celle-ci dans l'écriture de Pjaet. Nous obtiendrons
ainsi une qualité essentielle en programmation: la modularité de Pjaet.

b) L'écriture de Pjao,

Pjaet doit être capable de recevoir sur un canal d'entrée que nous appellerons fact in un message
(Jact i~: n) et de retourner après réduction le message (Jact out: n J) sur un canal de sortie Jact out.

Remarque 7.1.3 Dans CPL, il n'y a pas de syntaxe figée pour les messages mais nous prendrons l'ha
bitude de les représenter en deux parties séparées par ":", la première représentant le nom du canal par
lequel le message transite, et la seconde le contenu du message. Quand le processus a un canal d'entrée
et un canal de sortie privilégiés, nous désignerons ceux-ci par le nom du processus (fact ici) suivi de in
ou de out pour préciser s'il s'agit de l'entrée ou de la sortie. Enfin, nous répéterons dans le message de
sortie le contenu du message d'entrée correspondant pour éviter des erreurs de destinataire.

Si nous voulons utiliser Pjaet pour plusieurs calculs de factorielles, il faut qu'il soit récurrent. Ensuite, nous
constatons que l'algorithme utilise les variables locales n et f pour stocker les résultats intermédiaires.
Nous les représenterons par deux canaux privés ne et le. La phase d'initialisation peut être représentée
aInSI:

Pjad =! \1 n (fact in: n).
o (zero in :).

1
o (unite in :).

1
o 3 n, J, 0 \1 u (unite out: u).

(J, : u).
1

o (n,:n).
1

0\1 z (zero out: z).
Pfaet-int

Remarque 7.1.4 Pour rendre lisible la définition des processus, nous avons remplacé ci-dessus les pa
renthèses par des tabulations et nous avons répété l'opérateur 0 devant chacun de ses opérandes.
Nous écrivons aussi une action par ligne et lorsque plusieurs quantificateurs du même type se suivent,
nous ne notons que le premier. Désormais, nous utiliserons cette forme de présentation des processus
lorsque leur écriture sera un peu longue.

Ceci étant dit, l'écriture ci-dessus signifie que le processus Pjaet attend de recevoir en entrée la valeur du
nombre n dont il va chercher à calculer la factorielle.
Ensuite, il envoie en parallèle deux requêtes au processus Parith sur les canaux zero in et unite in de
façon à récupérer les valeurs de 0 et de 1 telles qu'elles ont pu. y être implantées. Il les recevra sur les
canaux zero out et unite out et elles viendront instancier les variables z et u.
Le caractère privé des canaux Je et ne est garanti par l'utilisation de l'opérateur de restriction 3. Le
lancement du calcul proprement dit s'effectue par l'envoi des valeurs initiales 1 et n sur les deux canaux
privés, au processus Pjaet-int qui va effectuer le calcul proprement dit. Pfaet-int peut être défini ainsi:
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Pja,'-in' =! V f m (f, : f).
(n,: ml.
(egal in: (m,z)).
& (egalout: (m,z) true).

(fact out: n f).
1

& (egal out: (m,z) false).
<2> (mult in: (f,m)).

V f' (mult out: (f,m) f').
(f, : f').
1

<2> (decr in: ml.
V m(decr out: mm').

(n, : m').
1

L'utilisation de l'opérateur de récurrence s'explique par le fait que nous avons une définition récursive.
L'activation de Pjact-int s'effectue par la réception des valeurs de f et m sur les canaux le et ne_

Le calcul commence par un test pour savoir si la valeur de m est nulle ou non (cela correspond au test
de la boucle "tant que" dans l'algorithme).
Si elle est nulle, le calcul est terminé et le résultat final est la valeur de f qui est envoyée sur la canal
public [oct out. Sinon, le processus transmet les valeurs de f et de m au processus Parith J?:ûur qu'il
effectue les calculs f x m et m -1.;,
Le processus Pjact-int est ensuite relancé lorsqu'il reçoit les résultats de ces calculs sur les canauiS;mult out
et decr out et que ces résultats sont transmis sur fe etne.'

c) L~exécution du programme

Il faut d'abord modéliser Pagent qui va fournir la valeur d'entrée n du programme et rêcupèrer Ia valeur
de sortie t. Cela peut se faire sous forme d'un processus complémentaire ou co-processus Qjact qui aura
la forme;

(fac! in: n).Vj((fact out: u f)J.l.

Qjaet aura pour rôle d'envoyer sur le canal fa ct in la valeur n de l'entier dont on cherche à connaître la
factorielle. Puis il attendra le résultat du calcul qu'il recevra par le canal fact out à travers la variable [,
L'exécution du programme fact sera alors représenté par la réduction totale de P j act Q9 Parith Q9 Qjact

c'est-à-dire la preuve du sêquent P j act Q9 Parith Q9 Qjact 1- 1.
A ce sujet, il est intéressant de remarquer que la réponse attendue n'est pas seulement de savoir si ce
dernier est prouvable mais c'est la preuve elle-même car elle seule nous donnera la valeur de!n que nous
cherchons.

A travers l'exemple qui vient d'être présenté, on peut appréhender certaines facettes du langage no
tamment la possibilité d'y exprimer des définitions récursives et la modularité puisque nous avons réussi
à rendre totalement indépendant le calcul de la factorielle de l'implantation de l'arithmétique nécessaire.
Mieux, nous disposons avec Pjact d'un processus générique, c'est-à-dire qu'il peut en engendrer d'autres
par simple composition parallèle avec un autre processus. Il faut bien entendu que les canaux de commu
nication correspondent mais le processus qui est adjoint, ne manipulera plus nécessairement des entiers.
Il peut par exemple manipuler des matrices. On retrouve ces caractéristiques dans ACL [Kobayashi and
Yoneaawa, 1992] et Hec [Lincoln and Saraswat. 1992].

L2.3 Representation en programmation orientée objets

Nous avons choisi un exemple classique [Meyer, 1988], celui de la représentatiou des polygones.
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a) Représentation des objets et des routines

Considérons en programmation orientée objets, la classe polygone définie par un attribut sommets qui
est une liste de points constituant les sommets du polygone et par des routines qui sont des procédures
permettant de modifier l'état d'un objet de la classe comme translation et rotation et des fonctions per
mettant de créer des objets d'autres classes comme la fonction perimetre.
Un objet de la classe polygone peut être représenté par un message de la forme (sommets: (id, [Pl,"', Pn ]))

qui décrit l'état de l'objet; ici la liste de points [Pl,"', Pnl décrit la position du polygone id. Si la classe
avait eu d'autres attributs, un objet aurait été représenté par une conjonction multiplicative de formules
atomiques, chacune représentant un attribut particulier.
L'ensemble des routines attachées à la classe polygone est représenté par un processus Proutines qui est
la composition parallèle de processus récurrents, chacun permettant de réaliser une procédure ou une
fonction attachée à la classe de l'objet. Ici, nous aurions donc:

Proutines == Ptranûation e Protation 0 Pperimetre

Détaillons la définition possible d'un des processus représentant les routines, Ptranslation par exemple.

Ptra",'a"on = :J add <8>! \1 v id (translation: (v.idl).
\Il (sommets :(id,l»).

(add in: (l,v)).
\Il' (add out: (l,v) l').

(sommets :(id,l'».
1

<8> Pa d d

La procédure est activée par la réception d'un message sur le canal translation qui indique le vecteur v
de la translation et le polygone id à translater. Comme la procédure a pour fonction de modifier l'attribut
sommets du polygone id, celui-ci est fourni en entrée. L'opération mathématique qui consiste à ajouter
le vecteur v à chacun des sommets de la liste 1 est effectuée par un processus récurrent auxiliaire Pa dd .

En sortie de la procédure est retourné le nouvel état de l'attribut sommets du polygone id.

b) Modélisation de l'héritage

L' héritage est un aspect important de la programmation orientée objets [Meyer, 1988]. Voyons comment il
peut être capté dans CPL. Supposons que nous voulions définir une classe rectangle comme descendante de
la classe polygone. Un objet de cette classe va hériter des attributs de la classe polygone auxquels pourront
s'adjoindre des attributs propres: longueur et largeur par exemple. D'où une représentation possible d'un
objet de la classe rectangle: (sommets: (id, [Pl, P2 , P3 , P4])) <8> (longueur: (id, Ill) <8> (largeur: (id, 12 »),
La classe rectangle hérite des routines de la classe polygone auxquelles peuvent s'ajouter des routines
propres telles que la fonction centre qui détermine la position du centre d'un rectangle. Dans CPL, ceci
s'effectue simplement par la composition parallèle d'un processus récurrent Pcentre avec ceux représentant
les routines attachées à la classe polygone.

[Andreoli and Pareschi, 1990a] et [Kobayashi and Yonezawa, 1994c] ont exploité cette propension des
calculs basés sur la construction de preuves en logique linéaire à modéliser la programmation orientée
objets en développant des applications dans cette direction.

1.2.4 La modification de la structure des processus

La motivation principale qui est à l'origine du II-calcul [Milner et al., 1992], était d'exprimer la
possibilité de modifier la structure des processus. Nous allons montrer que CPL le permet aussi en
considérant l'exemple de la gestion de la topologie d'un système distribué.
Les processus constituant du système, sont sensés être des processus fonctionnels c'est-à-dire avec un canal
d'entrée et un canal de sortie. Un processus superviseur Pconnect reçoit en entrée un graphe 9 décrivant
la topologie souhaitée des canaux de communication, Un arc du graphe g a comme point de départ le
nom d'un processus et comme point d'arrivée le nom d'un autre processus dont on veut que le canal
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d'entrée coïncide avec le canal de sortie du premier. PCQnnect va avoir recours à un autre processus Pgraph

susceptible de fournir les opérations classiques sur les graphes: graphe-vide qui indique si un graphe est
vide ou pas l arc qui extrait un arc d'un graphe et supprim-arc qui supprime un arc d'un graphe.

a) Ecriture du processus Pconnect

Nous ne préjugerons de la forme d'implantation de 9 dans la définition de Pconnect de façon à en conserver
la modularité. Nous proposons alors cette définition:

Pconnect =! V g (connect in: g).
(graphe-vide in: g).
& (graphe-vide out: g true).

1
& (graphe-vide out: g false).

(arc in: g).
\f x y (arc out: g (x,y)).

@ \f u v (x out: uv).
(yin: v).
1

@ (supprim-arc in: (g,(x,y))).
\f g' (supprim-arc out: (g,(x,y)) g').

(connect in: g').
1

Commentons cette définition.
On teste cl 'abord si le graphe 9 reçu en entrée est vide. Si c'est le cas, le calcul est terminé sinon-on extrait
un arc (x) y) de celui-ci. On crée ensuite un processus qui va faire la jonction entre le canal de: sortie du
processus x et le canal d'entrée du processus y et en parallèle) on supprime du graphe g, l'arc',{x, y). On
obtient un graphe g' avec lequel on reprend le calcul.

b) Utilisation de Pconnect

Le processus Pconnect va être utilisé par la mise en présence avec un co-processus Qconnect. La réduction
partielle du processus Pconnect ® Qconnect ® Pgraph va représenter la mise en œuvre de Pconnect. La ré
duction n'est pas totale car il y a au cours de celle-ci, création de processus qui vont assurer la jonction
entre canaux de sortie de certains processus et canaux d'entrée d'autres.
Donnons quelques exemples de co-processus Qconnect qui peuvent être utilisés.
Si l'on prend pour Q"nnut le message (connect in: [(Pl,P2), (P2,pa), (pa,P4)]), nous obtiendrons après
réduction de Pconnect ® Qconnect ® Pgraph, trois nouveaux processus qui permettront de connecter 4 pro
cessus Pl, P2,P3 et P4 entre eux pour former un pipe-line.

Pl

P4

P2

Pa

Si j'on prend maintenant pour Q"nn," le message (connect in: [(P2,Pl), (P3,P,), (P4,P,)]), nous obtien
drons la configuration suivante .
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Pl

P4

P2

P3

Une fois de plus, nous trouvons avec cet exemple une illustration de la modularité du langage en ce
sens que Pconnect est utilisable quelle que soit l'implantation choisie pour les graphes et les opérations
associées.
Comme dans l'exemple précédent, modularité rime avec généricité.
En effet composons le processus Pconnect en parallèle avec le processus P com p défini ainsi:

Pw m p =!lIf g (camp in: f g).(connect in [(J,g)]).l

Nous obtenons un processus Pconnect 0 P com p qui permet de réaliser la composition de deux processus
fonctionnels quelconques.

Nous avions vu en définissant la syntaxe de CPL que nous avions dû restreindre la forme des messages
de telle sorte qu'il n'est pas possible de transmettre des processus dans la communication. Mais cet
exemple montre que nous pouvons d'une certaine façon remplacer la transmission de processus par la
transmission de canaux. Ceci n'est pas possible dans ACL du fait de l'usage très limité de l'opérateur! et
cela a motivé son extension à l'ordre supérieur sous la forme de HACL [Kobayashi and Yoneaawa, 1994b].
Hec [Lincoln and Saraswat, 1992], de la même façon, a besoin de l'ordre supérieur pour représenter la
mobilité dans la structure des processus.

1.3 Conclusion

Dans cette première section, nous avons pu montrer à travers des exemples, les possibilités d'expression
du langage de CPL. Ses points forts sont: la diversité des mécanismes de communication, la possibilité
d'exprimer des définitions récursives, la modularité des programmes qui va de pair ici avec la généricité.
En cela, il est proche de ACL [Kobayashi and Yonezawa, 1994a] dont il a repris la syntaxe mais sous une
forme conjonctive. Néanmoins la syntaxe de ACL est un peu plus restreinte en ce sens que les opérations
de composition alternative et de généralisation s'appliquent seulement à des récepteurs alors qu'elles
s'appliquent à des processus quelconques dans CPL. Cela n'empêche pas toutefois de pouvoir exprimer
dans ACL les trois premiers exemples qui viennent d'être décrits. Par contre, l'usage limité de! dans ACL
ne lui permet pas d'exprimer la mobilité dans la structure des processus. Pour y remédier, le calcul sera
étendu à l'ordre supérieur [KobaY1l.'3hi and Yonezawa, 1994b] en intégrant le À-calcul.
Sur un autre point, CPL présente un choix différent lié à la conception de la terminaison d'un calcul.
Lorsque l'on veut représenter dans ACL un processus obtenu par composition parallèle de plusieurs pro
cessus, il faut savoir à l'avance lequel terminera le dernier. Sinon, vu que la terminaison du calcul va se
faire brutalement par le processus T, le premier qui va terminer interrompra les autres avant qu'ils ne
parviennent à leur terme. Dans CPL, nous n'avons pas ce problème car la terminaison du calcul peut
s'effectuer soit en douceur par la réduction de tous les processus, soit brutalement comme dans ACL.
Si l'on compare maintenant le langage de CPL avec celui de Hec [Lincoln and Saraswat , 1992], on constate
que ce dernier a un pouvoir d'expression très lié à la programmation par contraintes. La différence es
sentielle réside dans l'utilisation de l'opérateur 1. Dans Hec, il est employé seulement devant des formules
atomiques pour indiquer qu'il s'agit de contraintes. De cette façon, se trouve exprimé le caractère mono
tone d'un ensemble de contraintes qui ne peut que croître et être interrogé à volonté. Par contre, il ne
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permet pas dans Hec d'exprimer des définitions récursives de processus. On a recours pour cela à une
constante d'ordre supérieur.

2 Sémantique opérationnelle

Ayant opté pour une version conjonctive de la traduction du calcul en logique linéaire, nous savons
que Ille processus P se réduit au processus P'" va être représenté par "le séquent P 1- P' est prouvable".

2.1 Réduction de processus et preuves de CPL

A travers des exemples) nous allons voir que les deux notions ne se recouvrent pas complètement.

2.1.1 Une preuve qui n'est pas une réduction de processus

Considérons par exemple le tampon à capacité infinie du paragraphe 2.2.1. Il était représenté par le
processus !a.Q.l. Montrons que le séquent !Q.a.l 1- !a.Q.l est prouvable dans CPL.

____ TERMR
!Q.a.l 1- 1_____ SDR

b, !Q.a.l 1- Q.l______ TERML
1, b, !Q.a.l 1- Q.l_______ RCL

a, a.l, b, !Q.a.l 1- Q.l SD
L

a, Q.a.l, !Q.a.! 1- Q.! RECL

a, !Q.a.! 1- Q.! RCR

!Q.a.! 1- a.Q.! RECR

'Q.a.l 1- 'a.Q.!

La preuve ci-dessus représente la transformation d'un tampon à capacité infinie initialement plein en un
tampon à capacité infinie initialement vide. Evidemment, il est impossible de considérer celle-ci comme
une réduction car il semble difficile de vider un tampon infini en une suite d'étapes finieso Le sens que
peut avoir une telle preuve apparaîtra lorsque nous aborderons la sémantique dénotationnelle de CPL.

2.1.2 Une preuve qui est une réduction de processus

Montrons maintenant que le séquent a®!a.Q.l 1- Q.!®!a.Q.! est prouvable dans CPL.
________ ID

I<.!, !a.Q.! 1- Q.l®!a.I<.!__________ RCL

a, a.Q.!, !a.Q.! 1- Q.l®!a.Q.! RECL

a, !a.Q.l 1- Q.!®!a.Q.l RECL

a®ia.Q.l 1- Q.l®!a.Q.l

Pour simplifier la preuve, nous avons introduit une nouvelle règle ID qui se présente ainsi:________ ID

P" ... .P; 1- P, ® ... ® Po
Il est facile de prouver que cette règle est dérivable dans CPL. Maintenant, il est clair que nous pouvons
interpréter cette preuve comme une réduction de processus: elle traduit le chargement dans le tampon
d'une unité d'information.
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2.1.3 Rôle des règles d'inférence gauches

Si l'on observe les règles utilisées dans la dernière preuve, on constate que contrairement à la précé
dente, les seules règles utilisées sont des règles gauche sauf ID. Nous pourrions en tirer rapidement la
conclusion que les preuves de CPL se confondent avec des réductions partielles de processus seulement
lorsqu'elles utilisent des règles gauche. Malheureusement, les choses ne sont pas si simples.
Considérons par exemple le séquent 3a b (a0!a.Q.l) 1- 3a b (Q.10!a.Q.1). Il est prouvable et peut étre
interprété comme le chargement d'une unité d'information dans le tampon mais par le biais d'un canal
privé car tous les ports du tampon sont maintenant masqués. Or toute preuve du séquent utilise deux
fois de suite la règle droite RESR, ce qui contredit l'hypothèse que nous avions pu faire.
La frontière entre preuves représentant des réductions partielles et preuves ne le faisant pas, étant difficile
à définir a priori, nous avons préféré partir d'un cas où cette frontière est claire, celui des réductions to
tales, pour bâtir une sémantique opérationnelle. Celle-ci une fois établie, nous pourrons ensuite en déduire
une notion très précise de réduction partielle et la comparer avec la relation de déduction logique.

2.1.4 Réduction totale d'un processus

La notion de réduction totale peut être définie comme celle d'une réduction d'un processus quelconque
au processus de terminaison l,ce qui peut se formaliser ainsi:

Définition 7.2.1 Une réduction totale de (PL est une preuve dans le système d'inférence de CPL dont la
conclusion est un séquent de la forme r 1- 1. Nous disons alors que le système de processus r est totalement
réductible. Si r se réduit à un seul processus, nous disons que ce processus est totalement réductible.

Le théorème qui suit, vient justifier notre démarche consistant à partir de la notion de réduction totale
plutôt que de celle de réduction partielle.

Théorème 7.2.1 Mis à part la règle TERMR , une réduction totale sans coupures utilise seulement des
règles gauches.

Preuve 7.2.1 Elle s'effectue simplement par induction sur la structure des réductions en observant la
forme syntaxique des règles du système déductif de CPL. 0

Illustrons la définition d'une réduction totale en reprenant l'exemple du tampon à capacité infinie.

- TERML

!a.Q.1, 1 1- 1
______ RCL

Exemple 7.2.1 Considérons le système de processus formé du tampon !a.Q.I, d'un émetteur a dont la
fonction est d'approvisionner le tampon avec une unité d'information et d'un récepteur b.l qui est prêt à
recevoir une unité d'information de la part du tampon. Montrons que ce système est totalement réductible
c'est-à-dire que le séquent de CPL !a.Q.1, a, b.1 1- 1 est prouvable,

----TERMR
!a.Q.1 1- 1

!a.Q.1, b, b.1 1- 1
_______ TERML

!a.Q.1, b, l, b.1 1- 1 SDL

!a.Q.1, Q.1, b.1 1- 1________ RCL

1________ RECL
!a.Q.1, a.Q.I, a, b.1 1-

!a.Q.1. a, b.1 1- 1

La preuve ci-dessus constitue donc une réduction totale qui peut être décrite comme le chargement d'une
unité d'information dans le tampon suivi de la libération de cette unité par le tampon. Si nous lisons cette
réduction de bas en haut, nous pouvons la considérer comme une suite de transitions d'états ce qui nous
amène à définir la sémantique opérationnelle de CPL en termes d'une relation de transition comme cela
se fait habituellement dans les algèbres de processus [Plotkin, 1981[.

126
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2.2 Une relation de transition globale

A partir de cette notion de réduction totale, nous allons définir une relation de transition qui exprime
la sémantique opérationnelle de CPL. Etant donné que dans une réduction totale, ce sont des systèmes
de processus et non des processus isolés qui évoluent, il est naturel de commencer par définir une relation
de transition globale entre systèmes de processus.

2.2.1 Définition

Considérons une réduction totale R: Elle a nécessairement la forme:

f n 1- 1

f 2 1- 1

La première idée qui vient à J'esprit, est de considérer chaque inférence comme un pas de transition. La
réduction entière se présenterait alors comme la suite de transitions: rI -+ f 2.. "rn -+ 1.
Comme l'illustre bien l'exemple 7.2.1, cette traduction ne fait aucune distinction entre transitions cor
respondant à des actions de communication et celles qui correspondent à de simples modifications de la
structure d 'un processus.
Pour prendre en compte cette distinction, nous allons découper la réduction 1l en plusieurs tronçons,
chacun contenant une seule action de communication, c'est-à-dire une seule inférence de type SD L ou
ReL. "
Supposons qu'il y ait n-I inférences de communication dans 1l, nous aurons ainsi n déductions Zn, ... 1 ]ln-l.

La première R o est la seule qui ne contiendra aucune action de communication car elle représente la fin
de la réduction n.
Les autres contiendrons n-I inférences hi' . " I n - 1 de type SDL ou ReL. On aura ainsi la configuration
suivante:

rk l- l f n - l l- l

j'0 C , f' 1- 1 f~_l 1- 1no . nk k t, 1ln - l In-lr-, 1- 1 f"n-l 1- 1

r, 1- 1

fHl l- l f n l- l

La réduction totale de l'exemple 7.2.1 se trouverait ainsi découpée en 4 tronçons car elle comporte 3
inférences de communication.
Pour distinguer les inférences représentant des modifications structurelles de celles représentant des ac
tions de communication, nous allons définir deux relations:

- une relation de réduction structurelle auxiliaire, notée =>, qui exprime les modifications possibles
dans la structure d'un processus en dehors de toute action de communication;

- la relation de transition proprement dite, notée -t, qui exprime une action de communication,
éventuellement combinée avec des modifications structurelles.
On retrouve ces deux niveaux chez [Milner 1 1991] qui distingue une relation de congruence structurelle de
la relation de transition proprement dite. Mais notre relation de réduction structurelle est elle orientée.
La réduction finale 1lo peut être traduite à l'aide de la relation => de la façon suivante:

fo =? 1
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Et une réduction partielle quelconque 'Rk contenant une action de communication sera traduite ainsi:

r"k => r"k

f'+1 -+ fk

Nous sommes maintenant en état de définir les deux relations: la relation de réduction structurelle grâce
à la figure 7.1 et la relation de transition grâce à la figure 7.2

f =;- I'
",-_", IDsBRKs

0, r =;- 1
TERMgs

!f =;- 1

TERMls
f =;- f'

1, f =;- r-
Pl, P2, r => r'
P10P" f =;- r-

PARs

Pl, f =;- f'

P1&P" r =;- f'
ALTs

!P, P, f =;- f' REGs
!P, f =;- I"

Ply/x], r =;- f' RESs
:lxP, f =;- r-

avec y non libre dans 3xP, r

Pli/xL r =;- f'

VxP, r =;- I"
GENs

FIG. 7.1- Relation de réduction structurelle entre systèmes de processus de CPL

M.P, r -+ P, M, r M.P, M, r -+ P, r

_f_=;-_f_1 _f-::1:--+_",f.,.\_f_\'----=;-__f_' STRUCT
r -+ f'

FIG. 7.2 - Relation de transition entre systèmes de processus de CPL

2.2.2 Exemples

Le premier est la suite de l'exemple 7.2.1; il permet de mieux saisir le passage d'une représentation
sous forme d'une réduction totale à celle sous forme d'une suite de transitions. Les deux derniers sont
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2. Sémantique opérationnelle

plus sophistiqués; empruntés au Il-calculus [Milner et al., 1992], ils permettent de tester la puissance
d'expression de la relation de transition.

Exemple 7.2.2 Chargement et libération d'un tampon
Comme la réduction totale du système de processus !a.Q.I, a, b.l comporte 3 inférences de communication

nous allons prouver la transition en 3 pas suivante: !a.Q.I, a, b.l ..;. 1.
Montrons chaque pas successivement.

1. Premier pas:

lo.gl , a.Q.I, a, b.l -4!a.Q.l, Q.I,
-----------RC

b.l
-----------STRUCT

!a.Q.l, a, b.l -4!a.Q.l, Q.I, b.l

2. Deuxième pas:

!a.Q.l, Q.l, b.l -4 !a.Q.I, b, l,
----------- SD

b.1
----------- STRUCT

!a.Q.l, Q.l, b.l -4 !a.Q.l, b, b.l

3. Troisième pas:

!a.Q.l, b, b.l -4 !a.Q.l,
-------RC

1
--------STRUCT

!a.Q.l, b, b.l -4 1

Exemple 7.2.3 Intrusion dans un champ
Nous proposons de montrer que la transition suivante est valide:

m(y,x).P', R, 3x((Vz m(y,z).Q') 09 S) ~ P', R, Q'[x'/x][x/z], S[x'/x]

Elle correspond à cette transition du II-calcul:

yx.P'IRI(x)(y(z).Q'IS) ~ P'IRI(x')(Q'{x' /x }{x/z }IS{x'/ x}).

Il s'agit de traduire par cette transition une communication entre deux processus yx.P' et y(z).Q', le
deuxième se situant dans le champ d'un canal privé x.
Remarquons que là où il y a un pas de transition dans le II-calcul, il y en a deux dans CPL. Cela
provient du fait que le premier est synchrone alors que le second est asynchrone. Emission et réception
se confondent dans l'un alors qu'elles sont dissociées dans l'autre.
Par ailleurs, dans l'état final de la transition du II-calcul, il y a encore un opérateur de restriction explicite
alors que dans CPL, le fait que x' est canal privé s'exprime par des conditions sur la correction de la
transition.
La transition étant constituée de deux pas, commençons par établir le premier.

--------------------------SD
m(y,x).P', R, 3x((Vz m(y,z).Q')09S) -4 P', R, m(y,x), 3x((Vz m(y,z).Q')09S)

Maintenant, nous allons établir le second pas de transition

------------------------RC
P', R, m(y,x), m(y,x).Q'[x'/x][x/z], S[x'/x] -4 P', R, Q'[x'/x][x/z], S[x'/x]
------------------------- STRUCT
P', R, m(y,x), Vz m(y,z).Q'[x'/x], S[x'/x] -4 P', R, Q'[x'/x][x/z], S[x'/xJ
-------------------------STRUCT
P', R, m(y,x), (Vz m(y,z).Q'[x'/x])09S[x'/x] -4 P', R, Q'[x'/x][x/z], S[x'/x]
-------------------------STRUCT

P', R, m(y, x), 3x((Vz m(y,z).Q')09S) -4 P', R, Q'[x'/x][x/z], S[x'/x]
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Ce deuxième pas de transition est correct à condition que x' soit différent de x et de y et qu'il ne soit pas
libre dans P' et R

Exemple 7.2.4 Extrusion de champ
Nous nous proposons de démontrer la transition suivante:

3x(m(y, x).P'@R), Vz m(y, z).Q' 4 P', R, Q'[x/z]

Elle correspond à la transition suivante du Il-calcul:

(x)(yx.P'IR)ly(z).Q' .z., (x)(P'IRIQ'{x/z}).

Il s'agit ici d'exprimer une communication entre deux processus YX.PI et y(z).Q' qui entraîne l'entrée du
second dans le champ d'un canal privé x où se situe déjà le premier. Commençons par établir le premier
pas de la transition.

La condition pOUT que ce pas soit correct, est que x ne soit pas libre dans Q' et qu 'it soit différent de y.
Et maintennnt, nous al/ons établir le second pas de transition.

----------------RC
P', m(y,x), R, m(y,x).Q'[x/z] --+ P', R, Q'[x/z]--- STRUCT

P', m(y, x), R, Vz m(y, z).Q' --+ P', R, Q'[x/z]

2.2.3 Réduction partielle d'un système de processus et déduction logique

Le théorème suivant fait le lien entre la relation de réduction structurelle et la déduction en logique
linéaire.

'I'hêorème 7.2.2 La transition r ~ I" est valide si et seulement si il existe une déduction dans le système
d'inférence de CPL de conc/usion r 1- 1 et d'hypothèse I" 1- 1 sans inférences de communication.

Preuve 7.2.2 La condition nécessaire se démontre par induction SUT la structure de l'arbre justifiant
r => I" et la condition suffisante par induction sur la structure de la déduction de conclusion r l- 1.
ÊO

Ce second théorème établit une correspondance entre relation de transition et déduction en logique
linéaire.

Théorème 7.2.3 La transition r -;. I" est valide si et seulement si il existe une déduction dans le système
d'inférence de CPL de conclusion r r 1 et d'hypothèse ri f- 1 qui contienne une et une seule inférence de
communication.

Preuve 7.2.3 La condition nécessaire se démontre par induction sur la structure de l'arbre justifiant
r ---+ I" et la condition suffisante par induction sur la structure de la déduction de conclusion r r 1.0
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Nous noterons ~ la clôture réflexive (dans un sens étendu) et transitive de ---t que nous pouvons définir
rigoureusement ainsi:

Définition 7.2.2 I' ~ I" si et seulement si f =} I",
Pour tout entier n, r --+ fi et fi ~ I" si et seulement si r n41 I".
Enfin. r ~ I" si et seulement si il existe un entier n tel que: r ~ ri.
Si n > 0, nous écrirons: r .4 r-
Théorème 7.2.4 La transition r -4 I" est valide si et seulement si il existe une déduction dans le système
d'inférence de CPL de conclusion r /- 1 et d'hypothèse I" 1- 1 avec n inférences de communication.

Preuve 7.2.4
• Condition nécessaire
Nous supposons r ...; fi et nous allons montrer par induction sur n que nous pouvons déduire qu'elle
est vraie pour n+1. Supposons: I" l- 1 de I" l- l ,
Si n=O, alors nous avons:f :;:::} I" et d'après le théorème 7.2.2, nous en déduisons que l'on peut déduire
r 1- 1 de I" 1- 1 sans utiliser de règle de communication.
Maintenant, nous supposons que la propriété est vraie pour n que/conque et nous al/ons en déduire que

r n..it1 ri . Par conséquent, nous avons: r ---+ fi et f1 -..::+ I". Par hypothèse d'induction, nous pouvons
construire une déduction n, de conclusion r, l- 1 à partir de l'hypothése Ï" l- 1 et d'après le théorème
7.2.3, une autre R.2 de conclusion r 1- I à partir de l'hypothèse fi l- L,
Puis par composition de nl avec n 2 , nous obtenons une déduction de r 1- 1 à partir de l'hypothèse
I" l- 1 qui contient n+ 1 inférences de communication.
• Condition suffisante
Soit n une déduction de r 1- 1 à partir de ri l- 1. Nous al/ons montrer par induction sur t~ nombre n
d'inférences de communication de n que r ~ [1.

Si n = 0, alors d'après le théorème 7.2.2, nous pouvons établir: I' =} I".
Ensuite, nous supposons que la propriété est vraie pour n quelconque et nous allons montrer qu'elle est
vraie pour n+l. Pour celal nous partageons la déduction 'Il en deux parties auxquelles no~'s pouvons
appliquer l'hypothèse d'induction.D

Corollaire 7.2.1 La transition I' -4 I" est valide si et seulement s'il existe une déduction dsns-te système
d'inférence de CPL de conc/usion I' f- 1 et d'hypothèse f' f- l.

Corolfaire 7.2.2 Un système de processus I' est totalement réductible si et seulement si I' -.; 1.

2.3 Une relation de transition locale

La relation de transition mettant en jeu des systèmes de processus est comme nous l'avons vu facile
à déduire de la notion de réduction totale mais elle est lourde à manipuler car il est nécessaire à chaque
pas d'expliciter l'ensemble du contexte de la transition même lorsqu'il reste passif. C'est pourquoi nous
allons chercher maintenant à transformer cette relation en une relation locale qui ne fasse intervenir que
les processus actifs dans la transition.

2.3.1 Définition

Reprenons la réduction totale 1l du paragraphe 4.2.1. Elle comportait n - 1 inférences de communi
cation et nous l'avions tronçonnée en n déductions no 1 'R l , " ' , 'Rn.
Considérons une déduction nk contenant une inférence de communication Ik. Elle a la forme:
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Transformons la en une preuve en utilisant le nouvel axiome ID introduit dans la sous-section 4.1.

ID

f~ 1- 0f. l'

f". 1- 0f. •

fH1 1- 0f.
0f'+1 1- 0f.

l&l rk est le processus obtenu par composition parallèle de tous les éléments de r k.
Par application de la règle COM P aux sèquents 0 f 11- 1, 0 r 2 1- 0 f 1 ... 0 f n 1- 0 r n+1, nous
pouvons déduire C8> r n f- 1. Nous retrouvons ainsi la réduction totale complète.
Malheureusement, chacune des n - 1 preuves obtenues par cette transformation, n'est pas forcément
correcte du fait de la condition liée à la règle RESL. Pour les corriger, nous proposons d'insérer une
inférence de type RESR avant chaque inférence de type RESL qui n'est pas correcte. Nous supposons
aussi que nous avons découpé n de telle façon qu'il n'est pas nécessaire d'introduire d'inférence de type
RESR avant l'inférence de communication dans chaque preuve 1lk. Les n preuves deviennent alors:

ID

fa 1- 1 f~ 1- 0f. l'

r". 1- 0f. •

Il est maintenant possible de traduire ces preuves à l'aide d'une relation de réduction structurelle ee- et
d'une relation de transition --+ toutes les deux locales.
La première no qui ne contient pas d'inférence de communication devient:
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Une preuve 1?-k quelconque contenant une inférence de communication n devient:

P"k -+ Pk

@f''k --t @r~ @r~ =} @rk

@r". --t @rk

Dans la configuration ci-dessus, pr. représente la partie active de n et P" k la partie principale.
Maintenant, nous sommes en état de définir un système de transition d'une manière purement locale, les
relations ne portant plus sur les systèmes de processus mais sur les processus eux-mêmes.
La relation de réduction structurelle est définie par la figure 7.3 et celle de transition par la figure 7.4.

-;:-_--= IDs
ü@P ~ 1
-:-c---:o---c B RKsTERMgs

@!r =} 1

TERMls
P =} P'

l@P =} P'

P,0Q ~ P' ALTs
(P ,&P2 ) @Q =} P'

P@IP@Q =} P' REGs

lP0Q =} P'

Ply/x]@ Q ~ P' RESs
3xP0Q =} P'

avec y non libre dans 3xP, Q and P'

P[t/x]@Q ~ P' GENs
\lxP@Q =} P'

FIG. 7.3- Relation de réduction structurelle entre processus de CPL

Si I'on compare relations locales et relations globales, on constate qu'il n'y a pas de modification
au niveau de la relation de réduction structurelle. Simplement, au lieu de porter sur des systèmes de
processus, elle porte maintenant sur des processus pour une raison de cohérence avec la relation de
transition.
C'est la relation de transition qui a été fortement modifiée. Les axiomes de communication ont maintenant
un caractère local et deux nouvelles règles sont apparues: PAR qui exprime l'insertion d'une transition
dans un contexte et RES qui permet d'introduire une restriction sur une variable. On peut remarquer que
le système obtenu ressemble beaucoup au système de transition du II-calcul polyadique de [Milner, 1991].
Nous y reviendrons plus en détail dans le chapitre 9 quand nous aborderons l'expression du synchronisme.
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M.P --+ P0M M.P0M --+ P

P --+ P'

P0Q --+ P'0Q

P[y/x]0Q --+ P'[y/z]0Q' RES

3xP 0 Q --+ 3zP' 0 Q'
avec y non libre dans 3xP, Q et 3zP', Q'

P =} Pl Pl --+ Pi Pi =} P' STRUCT
P --+ p'

FIG. 7.4 - Relation de transition entre processus de CPL

2.3.2 Exemples

Reprenons les exemples traités avec la relation de transition globale.

Exemple 7.2.5 Chargement et libération d'un tampon

Il s'agit de prouver la transition en 3 pas:(!a.!!..l) 0 a 0 b.l ~ 1.
Montrons chaque pas successivement.

1. Premier pas:

-----RC
a.!!.. 1 0 a --+ !!..l- PAR

(!a.!!..l) 0 a.!!..1 0 a 0 b.l --+ (la.Q.l) 0 Q.10 b.l
-------------- STRUCT

(!a.!!..l) 0 a 0 b.l --+ (!a.!!..l) 0 !!..10 b.l

2. Deuxième pas:

Q.l --+
----SD

b0l
----STRUCT

!!..l --+ b_____________ PAR

(!a.!!..l) 0 !!..10 b.l --+ (!a.!!..l) 0 b 0 b.l

3. Troisième pas:

----RC
b 0 b.l --+ 1__________ PAR

(!a.!!..l) 0 b 0 b.l --+ (!a.!!..l) 01
---------- STRUCT

(!a.!!..l) 0 b 0 b.l --+ 1

Exemple 7.2.6 Intrusion dans un champ
NDUS proposons de démontrer la transition:

m(y,x).P'0R03x((\lz m(y,z).Q')0S) 4 P'0R03x'(Q'[x'/x][x/z]0S[x'/x])
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C'est la traduction parfaite de la transition suivante du II-calcul.'

yx.P'IRI(x)(y(z).Q'IS) ~ P'IRI(x')(Q' {x' /x}{x/z}IS{x'/x}).

Commençons par établir le premier pas de transition.

--------SD
m(y, x).P' -+ P' 0 m(y, x)

Maintenant, nous allons établir le deuxième pas de la transition.
_______________ RG

m(y,x) 0 m(y, x).Q'[x' /x][x/z] -+ Q'(x' /x][x/z]
---------------STRUGT
m(y,x)0\fz m(y,z).Q'[x'/x] -+ Q'[x'/x][x/z]

--------------------PAR
m(y,x)0\fz m(y,z).Q'[x'/x] 0 S[x'/x] -+ Q'[x'/x][x/z]0S[x'/x]--- RES

m(y,x) 03x«\fz m(y,z).Q')0S) -+ 3x'(Q'[x'/x][x/z]0S[x'/x])

Cette transition est correcte si et seulement si x' est différent de x et de y.

Exemple 7.2.7 Extrusion de champ
Nous allons démontrer la transition suivante:

3x(m(y,x).P'0R)0\fz m(y,z).Q' ~ 3x(P'0R0Q'[x/z])

C'est la traduction parfaite de la transition suivante du TI-calcul.'

(x)(yx.P'IR)ly(z).Q' .z., (x)(P'IRIQ'{x/z}).

Nous commençons par établir le premier pas de la transition.

--------SD
m(y, x).P' -+ P' 0 m(y, x)

Et maintenant, nous allons ëtcblir le deuxième pas de la transition.

-----------RG
m(y, x) 0 m(y, x).Q'[x/z] -+ Q'[x/z]
-----------STRUGT
m(y, x) 0 \fz m(y, z).Q' -+ Q'[x/z]

----------------- PAR
P'0m(y,x)0R0\fz m(y,z).Q' -+P'0R0Q'[x/z]

Ce dernier pas de transition est correct si et seulement si x n'est pas libre dans Q '.
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Les deux derniers exemples montrent que la relation de transition locale de CPL est plus proche de celle
du II-calcul que la relation globale. Ce qui les sépare, est le caractère asynchrone de la communication
dans CPL alors qu'elle est synchrone dans le II-calcul et secondairement la relation de réduction struc
turelle de CPL ne recouvre pas totalement la congruence structurelle du TI-calcul. Mais nous étudierons
ceci plus en détail dans le chapitre 9.

2.3.3 Réduction partielle d'un processus et déduction logique

Commençons par établir le lien entre la relation de réduction structurelle et celle de déduction.

Théorème 7.2.5 Soit P et P' deux processus de [PL.
La trensition P => P' est valide si et seulement si le séquent P /- P' est prouvable en utilisant uniquement
des axiomes et des règles de réduction structurelle, c'est-à-dire des règles gauches différentes de SDL et ReL.

Preuve 7.2.5 La condition nécessaire s'établit par induction sur la structure de l'arbre justifiant la
relation r => I" et la condition suffisante par induction sur la structure de la preuve de P 1- P'.O

Etudions maintenant le rapport entre la relation de transition et celle de déduction.
D'après la manière dont nous avons amené la relation de transition locale, en décomposant une réduction
totale il est à prévoir qu'il est une règle droite qui sera indispensable à la traduction de la notion de
réduction partielle, la règle RESR . Mais son utilisation va se faire dans des conditions bien particulières.
Pour traduire ceci, nous allons introduire une nouvelle règle dérivable dans le système d'inférence de
CPL: RESLR qui permet de fusionner l'application successive et dans certaines conditions de RESR et
de RESL.

Ply/x], r f- PI[y/zJ 0 Q' RES avec y non libre dans la conclusion.
3xP, r f- (3zPI) 0 Q' LR

L'utilisation de la règle RESLR va permettre d'énoncer plus simplement le théorème établissant la relation
entre réduction partielle et déduction.

Théorème 7.2.6 La transition P -+ P' est valide si et seulement si le séquent P 1- P' est prouvable dans
une preuve qui commence par un axiome de type ID, qui contient une seule inférence de communication,
les autres inférences étant des applications de règles de réduction structurelle ou de la règle RESLR (après
l'inférence de communication pour cette dernière).

Preuve 7.2.6 La condition nécessaire se démontre par induction sur la structure de l'arbre justifiant la
transition P --+ P' et la condition suffisante par induction sur la structure de la preuve de P 1- P'. 0

Comme dans le cas global, nous pouvons définir la clôture réflexive et transitive de la relation de transition
et établir des théorèmes analogues sur son rapport avec la relation de déduction.

Théorème 7.2.7 La transition P ~ p' est valide si et seulement si le séquent P 1- P' est prouvable
dans une preuve qui commence par un axiome de type ID, contient n inférences de communication, les autres
inférences étant des applications de règles de réduction structurelle ou de la règle RESLR (après la première
inférence de communication pour cette dernière).

montrer qu'elle est vraie

f- P' est prouvable

C+ P'. Par hypothèse
de communication, les

7.2.5 ou 7.2.6.
2 1 et nous allons

alors." P -+ P, et P,
qui contient n inférences

Preuve 702.7 • Condition nécessaire
Nous supposons P ~ p' et nous allons prouver pa'!' induction sur n que le séquent P
dans les conditions décrites par le théorème.
Si n=O ou n=l, alors il nJy a qu'à appliquer les théorèmes
Ensuite, nous supposons que la propriété est vraie pour n
pour n+1.

n+'Supposons que nous ayons P --+ P'.Nous avons
d'induction, nous pouvons construire une preuve Pl
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2. Sémantique opérationnelle

autres inférences étant des applications de règles de réduction structurelle ou de la règle RESLR (après
la première inférence de communication pOUT cette dernière) et qui se présente ainsi:

-_ID
r" 1- P"

PI 1- 3x" P"

D'après le théorème 7.2.6, nous pouvons construire une preuve P2 qui contient une inférence de com
munication, les autres inférences étant des applications de règles de réduction structurelle ou de la règle
RESLR et qui se présente ainsi:

-_ID
r; 1- PI

A L'aide des preuves Pl et P2. nous al/ons en construire une nouvelle qui a la forme:

___ ID

r" 1- P"

Il est facile de vérifier que les inférences de type RESL et RESLR sont correctes. La preuve contient
n+1 inférences de communication et les autres inférences sont toutes des applications de règles de réduc
tion structurelle ou de RESLR (pOUT cette dernière, après la première inférence de communication). La
propriété est donc démontrée pour n+l.

e Condition suffisante
Soit P une preuve de P 1- P' qui satisfait les conditions décrites dans le théorème.
Nous al/ons montrer par induction sur le nombre n d'inférences de communication de P que P ~ P'.
Si n = 0, alors d'après le théorème 7.2.5, nous pouvons établir P :::} P'.
Si n = 1, alors d'après le théorème 7.2.6~ nous pouvons établir P -+ P'.
Maintenant nous supposons que la propriété est vraie pour n 2: 1 et nous allons montrer qu'elle est
vraie pour ti-t-L, Considérons une preuve P qui a ti-t-L inférences de communication. Nous pouvons la
découper juste avant la dernière inférence de communication en une preuve Pl et une déduction V 2 qui
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se présentent ainsi:

---ID
f" ~P"

r' 1- ::lx" P"

ri 1- ::la?P"

PI- 3iX" P"---...--.
P'

Par hypothèse d'induction, nous pouvons déduire de Pl la transition <8> fi ~ 3x'P". Puis par application
de la règle RES, nous pouvons en dériver la transition ::lx® r'~ 3i3x'P" c'est-à-dire::li ® r' ..!:+ pl,
A partir de la déduction 1)2, nous pouvons construire une preuve P2 qui a la forme suivante.'

---ID
r' l- !8lr'

P f- 3x!8lr'

Il est facile de vérifier que les inférences de type RESL et RESLR y sont correctes. La preuve vérifie les
conditions d'application du théorème 7.2.6 donc la transition P ---7 3x!8l I" est dérivable.

On peut donc déduire: P n-±r1 P' 0

Corollaire 7.2.3 La transition P -4 P' est valide si et seulement si le séquent P l- P' est prouvable dans
une preuve qui commence par un axiome de type ID et dont les autres inférences sont des applications de
règles de réduction ou de la règle RESLR (après la première inférence de communication pour cette dernière).

Corollaire 7.2.4 Un processus P est totalement réductible si et seulement si P ~ 1.

2.4 Conclusion

Le calcul de CPL peut maintenant être présenté sous deux formes: à l'aide de la relation de transition
et sous forme logique. Le rapport entre les deux est précisé par le corollaire 7.2.3. Il n'est pas toutefois
définitivement figé. En effet, nous pouvons nous demander s'il n'est pas possible d'étendre la sémantique
opérationnelle de façon à ce qu'elle recouvre davantage la notion de déduction logique. N'est-il pas possible
par exemple d'envisager que tout séquent P \- P' démontrable dans une preuve qui n'utilise pas les règles
SDR et ReR puisse représenter une réduction d'un processus P en un processus Pl? La question demande
à être approfondie.
Comparons la sémantique opérationnelle de CPL avec celle du système le plus proche, ACL. Dans sa
présentation initiale [Kobayashi and Yonezawa, 1994al, ACL est muni d'une sémantique opérationnelle
se confondant avec la dêduction logique. Comme l'interprétation est disjonctive, une preuve d'un séquent
de la forme l- P est vue comme une réduction totale du processus P et chaque inférence de cette preuve
comme une transition élémentaire de la conclusion vers le prémisse. La relation de transition ne distingue
donc pas les actions de communication des modifications structurelles de processus et elle est globale.
En outre, le fait d'utiliser des séquents sans partie gauche induit chez Kobayashi et Yonazewa une forme
particulière de terminaison des calculs qui s'exprime par l'axiome:

--T
f-T,Ll

Cela signifie que le processus T termine en détruisant tous les autres qui se réduisent en parallèle et qui
sont représentés ici par Ll. Il n'est donc pas possible d'exprimer dans ACL le fait qu'un processus obtenu
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2. Sémantique opérationnelle

par composition parallèle de deux autres se réduit totalement lorsque chacune de ses composantes fait de
même.
Considérons par exemple le processus a.O 1a.O de CCS [Milner, 1989]. D'après [Kobayashi and Yonezawa,
1994a], il peut être traduit dans ACL par le processus (a.L 01.)r(ar1.) qui n'est pas totalement réductible
car le séquent 1- (a.L 0 1.)r(a 01.) n'est pas prouvable.
Par contre, dans CPL, le méme processus est traduit par (a -<> 1) 0 (a 0 1) qui est totalement réductible
car le séquent (a -<> 1) 0 (a 0 1) 1- 1 est prouvable. Dans CPL, on a donc une forme "douce" de
terminaison d'un calcul qui n'existe pas dans ACL. Mais on a aussi la forme "brutale" de ACL. Ainsi, le
séquent 0, r 1- 1 est prouvable donc le processus 0 peut détruire tout un ensemble de processus s'exécutant
en parallèle.
En étendant ACL à l'ordre supérieur, [Kobayashi and Yonezawa, 1994b] ont modifié quelque peu la
relation de transition attachée à leur calcul en la rendant locale.
La relation de transition définissant la sémantique opérationnelle de Hec [Lincoln and Saraswat, 1992J
est très liée à l'approche choisie, celle de la programmation parallèle avec contraintes. Elle est globale
mais distingue bien les interrogations de l'ensemble de contraintes qui peuvent être considérées comme
des réceptions de message, des modifications structurelles des processus. Elle permet aussi d'établir un
lien entre réduction partielle d'un processus et déduction logique même si celui-ci est complexe.
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Chapitre 8

La sémantique dénotationnelle de
CPL

Introduction

La sémantique dénotationnelle vise à établir une équivalence entre processus fondée sur une propriété
que l'on cherche à exprimer. Ce que nous cherchons à exprimer ici, c'est la capacité pour un processus
donné d'interagir avec le monde extérieur.
C'est aussi ce que cherche à capter la notion de bissimulation [Park, 1980] qui prévaut dans la communauté
des spécialistes du parallélisme. Pourquoi ne nous sommes donc pas appuyés sur celle-ci pour définir la
sémantique dénotationnelle de CPL?
Tout d'abord, elle est très liée au déroulement même des calculs: elle se vérifie pas à pas au fur et à mesure
que les processus se réduisent. Cela signifie d'une part qu'elle n'est pas facile d'utilisation et .d'autre part
qu'elle peut être porteuse de plus de sens que l'on ne voudrait.
Ensuite, elle ne fournit pas un objet aisément manipulable qui représente la dénotation d'un processus.
Enfin et surtout, il nous a paru judicieux de tenir compte et d'exploiter au maximum le terrain sur lequel
nous nous situons, qui est le terrain logique.
Pour toutes ces raisons, nous nous sommes orientés dans une autre direction tracée par [Miller, 1992] avec
la notion de co-agent et reprise ensuite par [Kobayashi and Yonezawa, 1994a; Volpe, 1994]. Nous l'avons
adaptée à CPL sous forme de la notion de co-processus. Ainsi, un co-processus d'un processus P est une
formule Q telle que le séquent P, Q r 1 est prouvable.
Il y a au centre de cette sémantique une notion de dualité liée à la sémantique des phases telle qu'elle a
pu être définie par [Girard, 1987] pour la logique linéaire.
Pour caractériser l'interaction d'un processus avec le monde extérieur, il n'est pas suffisant de considérer
des co-processus isolément mais il faut prendre un ensemble de co-processus qui constitueront ce que nous
appellerons une interface.
A partir de là, nous pourrons définir une relation de satisfaction d'une interface par un processus qui fera
le lien entre les deux mondes duaux: celui des processus et celui des interfaces.
Se plaçant dans le monde des interfaces, nous allons pouvoir élaborer un calcul sur celles-ci qui repose sur
la déduction logique et qui s'articule autour des notions de réduction et de relativisation d'une interface.
Dans ce calcul, nous verrons qu'il est un type d'interfaces qui joue un rôle particulier: les interfaces
linéaires qui sont formées de processus qui sont des suites d'envoi et de réception de messages.
Les comparaisons entre interfaces vont pouvoir être transposées dans le monde des processus. Nous
obtiendrons ainsi des relations de pré-ordre et d'équivalence entre processus. Cela va permettre d'étendre
la notion de réduction partielle d'un processus en une notion de réalisation d'un processus par un autre.
Dans le chapitre 7, nous avons vu qu'un processus P se réduit en un processus P' si et seulement si
le séquent P l- P' est prouvable avec certaines restrictions. Dans ce chapitre, nous allons voir qu'un
processus P réalise un processus P i

, c'est-à-dire qu'il satisfait son interface! si et seulement si le séquent
P l- pl est prouvable sans restriction.
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1 Notion d'interface d'un processus

1.1 Co-processus d'un processus et interface satisfaite par un processus

Nous partons de l'idée que la sémantique dénotationnelle doit nous permettre de caractériser l'inter
action des processus avec le monde extérieur par opposition au mécanisme interne de réduction de chacun
d'eux. Pour cela, nous allons utiliser des testeurs que nous qualifierons de co-processus.

Définition 8.1.1 Un co-processus de CPL est une formule de logique linéaire intuitionniste construite à
partir des formules atomiques de M [D, V].

Remarque 8.1.1 Un co-processus de CPL n'est pas nécessairement un processus de CPL. Par exemple,
(M -0 1) -0 1 est un co-processus mais pas un processus de CPL.

Un co-processus n'a de sens que par rapport à un processus vis-à-vis duquel il joue le rôle de testeur.
D'où la: définition:

Définition S.1.2 Un co-processus Q de CPL est un co-processus d'un processus P de CPL si et seulement
si le séquent P, Q l- 1 est prouvable dans LL.

Cette définition signifie qu'un co-processus , placé en parallèle avec un processus va lui permettre de se
réduire totalement. Nous retrouvons ici la notion de co-agent établie par [Miller, 1992] et reprise par
[Kobayashi and Yonezawa, 1993] mais avec des différences. Pour Miller, un co-agent Q d'un agent Pest
tel que l- P, Q est prouvable. Cette définition est liée au caractère disjonctif de l'interprétation choisie, ce
qui induit une conception particulière de la terminaison des calculs déjà mentionnée dans la conclusion
du chapitre précédent.
Illustrons notre définition à l'aide d'un exemple.

Exemple S.1.1 Considérons de nouveau le processus Pj act traité au début du chapitre précédent. Consi
dérons aussi un processus Parith doté des opérations arithmétiques nécessaires à Pjact et où les entiers
sont implantés en notation décimale. Citons quelques co-processus de Pjact :

- comme P j act est totalement réductible, tout autre processus totalement réductible;

- Pj act ---0 1 qui n'est pas un processus de CPL~'

- (fact in: 5).(fact out: 120).10 Parith

- (fact in: 5).\1 x(Jact out: x).10 Parith

- (fact in: 5).10 \1 x(fact out: x).10 Par"h

Chacun des co-processus décrit un aspect de l'interaction entre Pj a ct et le monde extérieur. Ainsi, le
troisième caractérise le fait que Pjact est capable de calculer correctement la valeur de!5 alors que le
quatrième constitue une caractérisation plus faible: il dit simplement que Pjact est capable de calculer 15
mais il ne dit rien quant au résultat trouvé.

Comme le montre l'exemple qui vient d'être traité , il n'est pas suffisant de considérer un seul co-processus
pour caractériser complètement la capacité d'interaction d'un processus avec l'extérieur. Il faut en utiliser
plusieurs d'où la notion de interface.

Définition 8.1.3 Une interface de (PL est un ensemble de co-processus de CPL.
Un processus P satisfait une interface 1si et seulement si tous les éléments de 1sont des co-processus de P.

Pour illustrer cette définition, reprenons l'exemple 8.1.1.

Exemple 8.1.2 Soit 1, l'interface formée de l'unique co-processus (Jact in: 5).(Jact out: 120). 10Parith.
Le processus Pjact satisfait h. Il est clair que tout processus qui satisfait h, calcule correctement la
factorielle du nombre 5 mais on ne peut rien dire de son comportement si on lui demande de calculer la
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factorielle d'un autre entier.
Elargissons l'interface et considérons maintenant la interface 12 constituée des trois processus:

(fact in: 5).(fact out: 120).10 Pa,;'h

(fact in: 5).'1 x(fact out: x).10Pa,ith

(fact in: 5).10'1 x(fact out: x).10 Ps-u»

Pjact satisfait [2 .Il est facile de montrer que les processus qui satisfont [2 sont les mêmes que ceux
qui satisfont Il. L'interface bien qu'elle ait été étendue, n'a donc pas été précisée. Nous analyserons ce
phénomène quand nous en viendrons à la notion de réduction d'une interface.
On peut trouver une interface qui caractérise tous les processus qui calculent correctement la factorielle de
n'importe quel entier. Elle serait formée de tous les processus de la forme: (fact in: n).(fact out: m).1 où
n est un entier quelconque et m est un entier égal à ln. Cette interface étant infinie, il est donc nécessaire
de la remplacer par une interface finie équivalente. Encore faut-il définir précisément ce qu'on entend par
inter/ace équivalente, ce qu'on fera à travers la notion de réduction d'une uüerjace.

1.2 Réduction d'une interface

Comme nous venons de le voir dans le dernier exemple, la définition extensive d'une interface est
difficile à utiliser pratiquement. Il est nécessaire de pouvoir la remplacer par une interface équivalente
plus petite. Commençons par définir précisément ce qu'on entend par là.

Définition 8.1.4 Une interface h se déduit d'une interface Il si et seulement si, pour tout êlêment QI E ft,
il existe un élément Q2 E h tel que le séquent QI f- Q2 est prouvable dans LL.
Nous écrirons alors :11 t- 12 -

Deux interfaces ft et 12 sont équivalentes si et seulement si elles se déduisent mutuellement l'une de l'autre.
Nous écrirons alors :11 -lI- 12 _

La première relation est un pré-ordre tandis que la seconde est une relation d'équivalence. "A partir de
celles-ci, nous pouvons définir la notion de réduction d'une interface.

Définition 8.1.5 Une interface 12 est une réduction d'une interface Il si et seulement si 12 ç Il et h -ll- Il
Nous écrirons alors: I 2 ç Il ou Il ~ 12 _

Le théorème suivant est immédiat.

Théorème 8.1.1 Une interface 12 est une réduction d'une interface lt si et seulement si 12 ç; ft et Ill- 12 ,

Pour illustrer ces notions reprenons l'exemple 8.1.2.

Exemple 8.1.3 Il est facile d'établir que les séquenis suivants sont prouvables:

(Jact in: 5).'1 x(fact out: x).10 Pa"'h l- (fact in: 5).(fact out: 120).10 Pa,ith

(fact in: 5).10'1 x(Jact out: x).10 Pa"'h f- (Jact in: 5).(fact out: 120).10 Pa"'h

On en déduit: 1, ~ h.

Pour chaque interface, il serait intéressant de pouvoir trouver une réduction minimum. Malheureusement,
ce n'est pas toujours possible. Considérons par exemple l'interface:

S = {'Ix m( x), 'Ix m(t(x)J,· .. ,'Ix m(tnx), . . .}
où m est un prédicat de message et t un opérateur de données.
S a une infinité de réductions de la forme:

h = {'Ix m(tk (x )), 'Ix m(tk +! (x )), .. " 'Ix m(tk +nx), ...}
mais pas de plus petite réduction.
Une interface n'ayant de sens que par rapport aux processus qui la satisfont, il est essentiel d'étudier la
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compatibilité des relations entre interfaces qui viennent d'être définies, avec celle de satisfaction d'une
interface par un processus.
Le théorème suivant va ainsi venir justifier la définition de la relation de déduction entre interfaces.

Théorème 8.1.2 Soit deux interfaces Il et 12 telles que Il l- 12 .

Alors tout processus qui satisfait Ia, satisfait ft.

Preuve 8.1.1 Soit un processus P qui satisfait 12 _ Soit QI un co-processus quelconque appartenant à h.
Comme h l- 12, il existe un co-processus Q2 tel que QI f- Q2. Et puisque P satisfait 12, par définition,
le séquent P, Q2 f- 1 est prouvable. Et comme QI f- Q2, par une coupure sur les deux séquents, on peut
inférer P, QI 1- l.Donc QI est un co-processus de P et comme c'est un élément quelconque de 111 cela
signifie que P satisfait t; 0

Corollaire 8.1.1 Un processus satisfait une interface 1si et seulement s'il satisfait une interface équivalente
à 1.

Corollaire 8.1.2 Un processus setisîsit une interface 1si et seulement s'il satisfait une réduction de 1.

1.3 Interface absolue et interfaces relatives d'un processus

Parmi toutes les interfaces satisfaites par un processus donné, il en est une qui est privilégiée: c'est
celle qui inclut toutes les autres et que nous appellerons l'interface absolue du processus.

Définition S.1.6 L'interface absolue d'un processus P est l'ensemble de tous ses co-processus. Elle est notée
L(P).

Contrairement à une interface quelconque, il est possible de réduire au maximum l'interface absolue d'un
processus.

Théorème 8.1.3 l'interface absolue d'un processus P a une plus petite réduction qui est {P -0 1}.

Preuve 8.1.2 Comme le séquent P, P -0 1 l- l est prouvable, (P -0 1) E L(P).
Soit Q un co-processus quelconque de P. Par définition, le séquent P, Q l- lest prouvable. Donc par
application de ---OR, on peut inférer Q 1- P ---0 1. On a ainsi montré que {P ---0 1} est une réduction de
L(P).D

Les processus de CPL permettent de modéliser des programmes, des systèmes qui évoluent en général
dans des environnements très typés. Par exemple, un programme Prolog s'exécute lorsqu'un but qui est
une suite de formules atomiques lui est fourni. Un programme impératif attend qu'on lui fournisse un
certain nombre de données en entrée dans un format précis et en retourne d'autres en sortie.
Dans CPL, il possible de modéliser ceci en figeant la forme des co-processus utilisés pour tester les
processus. Pour cela, nous allons utiliser le concept d'environnement.

Définition S.1. 7 Un environnement est un ensemble de co-processus.

Formellement, un environnement se définit comme une interface mais l'usage n'est pas le même. Pour
mieux le comprendre, voici quelques exemples d'environnements.

Exemple 8.1.4 - L 'emnronnemetü P constitué par les processus de CPL.

- L'environnement N des co-processus normaux constitués par les processus de CPL dans lesquels il
n 'y a pas de généralisation sur les canaux quand ils sont utilisés en tant que tels. Expliquons cette
définition. Elle sous-entend déjà que les messages de CPL sont dans le format (c: XI" .xn) où c
constitue le canal par lequel est transmis le message correspondant et Xl .•• X n représente le contenu
du message. Et nous nous interdisons de placer au sein d'un processus ce message dans le champ
d'un opérateur 'tic. L'environnement N joue un rôle très important car il donne au masquage de
canaux un caractère inviolable comme nous le verrons dans de futurs exemples.
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~ L'environnement pp constitué par les processus de CPL qui ne contiennent aucun envoi de mes
sages. Nous appelerons ces co-processus des co-processus passifs et nous les retrouvons dans la
modélisation des programmes Prolog.

- L'environnement constitué par les processus de la forme (x in :t).(x out:t ').1 que nous qualifierons
de co-processus fonctionnels. Ils joueront un rôle dans la modélisation des programmes impératifs.
En effet t représente les données fournies en entrée au processus associé et t' les données récupérées
en sortie du même processus une fois qu'il a été réduit. Nous pouvons étendre cet environnement
en utilisant la quantification.

- Nous pouvons enfin définir un environnement à partir d'une signature. Par exemple, nous pouvons
associer au processus Pj act de l'exemple 1.2.2, l'environnement formé par les co-processus dont les
constituants atomiques sont des messages de la forme (fact in :t), (tact out:t t '), (zero in:), (zero
out: t), (unite in:), (unite out: t}, (egal in :t), (egal out: t t'), (mult in :t), (mult out: t t'), (decr
in: i}, (decr out: t t') où t et t' sont des termes quelconques de V[V].

Définition 8.1.8 L'interface d'un processus P relative à un environnement E est l'ensemble des co-processus
de P qui appartiennent à E,
On la notera Te(P).

Illustrons cette définition par un exemple qui montre bien l'importance de l'environnement N.

Exemple S.1.5 Considérons deux tampons à capacité infinie tels que le port de sortie du premier soit
connecté au port d'entrée du second par le biais d'un canal interne c.

a b

L'ensemble peut étre représenté par le processus suivant: P 3c (!(a.f.1)e>!(c.Q.1)) Considérons le
co-processus Q == '<Ix g.x.!d..b. C'est un co-processus de P car du fait de la généralisation, il peu: recevoir
une unité d'information de n'importe canal XI même privé, pour la retourner ensuite sur le même canal.
Il peut donc dans notre exemple shunter le canal c bien que celui-ci soit masqué.
Un tel co-processus est exclu de l'environnement N. Examinons donc quelle est l'interface de P relative
ment à N. Il est facile de montrer que ce/le-ci se réduit à l'ensemble des processus de la forme 'J.b. . . . 'J.b.l.
Dans la prochaine section, nous trouverons les outils pour mener à bien une telle démonstration. Ce qui
nous importe pour l'instant, c'est le résultat. Or, il prouve que notre ensemble est équivalent dans l'envi
ronnement N à un seul tampon à capacité infinie. Par contre, ceci n'est plus vrai dans l'environnement
Po

Habituellement, nous travaillerons dans l'environnement P ou dans une restriction de celui-ci. Quand
nous parlerons d'interface relative d'un processus sans rien ajouter, cela sous-entendra interface relative
«»,

2 Processus et interfaces linéaires

Pour simplifier les calculs, il serait intéressant de restreindre l'environnement P au maximum mais en
conservant la propriété suivante: toutes les interfaces relatives de processus doivent avoir une réduction
incluse dans cet environnement. L'environnement constitué par les processus linéaires répond à ce critère.
C'est ce que nous allons montrer maintenant.

2.1 Notion de processus linéaire et opérations associées

Définition 8.2.1 Un processus linéaire de CPL est un processus L de CPL défini inductivement à raide de
la grammaire suivante:

L :;= 1 1 M.L 1 M.L l'Ix L 13xL

145
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Une interface linéaire est un ensemble de processus linéaires.
L'environnement linéaire E est l'ensemble de tous les processus linéaires.

Voici quelques exemples de processus linéaires.

Exemple 8.2.1

LI (fact in: 5).(fact out: 120).1

L2 (fact in: 5).'1 x(fact out: x).l

L3 (fact in: 5).3 x(fact out: x).1

L4 = (fact in: 5).3 x(fact out: x).(Jact in: 3).3 x(fact out: x).l

Nous allons maintenant définir deux opérations sur le processus linéaires: la dualité et l'entrelacement.

Définition 8.2.2 Le dual L d'un processus linéaire L est défini induetivement ainsi:

I = 1; M.L = MT; M.L = M.L; '1xL = 3xL; 3xL = '1xL.

La dualité est évidemment involutive. Les théorèmes suivants donnent d'autres propriétés importantes
de cette opération

'I'hêorème 8.2.1 Pour tout processus linéaire L, le séquent L, LI- 1 est prouvable dans CPL.

Preuve 8.2.1 Elle s'effectue par induction sur la structure de L.O

Théorème 8.2.2 Soit un processus linéaire L et un co-processus Q. Le séquent L, Q 1- 1 est prouvable si
et seulement si le séquent Q 1- L est prouvable.

Preuve 8.2.2 Elle découle de cette propriété: quand nous construisons une preuve de L, Q l- L, nous
pouvons construire en parallèle une preuve de Q 1- L en remplaçant chaque inférence gauche produisant
un sous-processus de L par une inférence droite duale produisant un sous-processus de L. La propriété est
aussi vraie en sens inverse.O

Corollaire 8.2.1 {L} est une réduction de l'interface absolue du processus linéaire L.

Venons-en maintenant à la deuxième opération importante sur les processus linéaires: l'entrelacement.

Définition 8.2.3 Soi LI et L2 deux processus linéaires dont toutes les variables liées sont distinctes entre
elles et distinctes des variables libres présentes dans les deux processus (si ce n'est pas le cas, on effectue un
renommage).
L'ensemble LI * L2 de tous les processus linéaires obtenus par entrelacement de L 1 et de L 2 est défini
inductivement ainsi:

-siLI =1, alorsLl*L2 ={L2 } ;

- si L2 = 1, alors LI * L2 = {LI} ;
- si LI =Œ1L~ et L2 = Œ2L~ avec al et 0'2 éléments de {M., M., 't/x, 3x}, alors

LI *L2 = {"'IL 1 L E Li *L2}U{"'2L 1 L E LI *L~}.

Exemple 8.2.2 Considérons les processus L 2 et L3 de l'exemple 8.2.1. Avant de définir L2 * L31 nous
renommons la variable x de L3 en y. Les deux processus se présentent alors ainsi:

L 2 (fact in: 5).'1 x(Jact out: x).1

L3 (Jact in: 5).3 y(fact out: y).l

Alors, l'ensemble L2 * L3 est constitué de 14 processus. En voici quelques-uns:

(fact in: 5).'1 x(fact out: x).(Jact in: 5).3 y(fact out: y).l

(fact in: 5).'1 x(fact in: 5).(Jact out· x).3 y(fact out: y).1

(fact in: 5). (fact in: 5).'1 x(Jact oui: x).3 y(fact out: y).1

(fact in: 5). (fact lU: 5).3 y(Jact out: y).'1 x (fact out: x).l

(fact in: 5).3 y(fact in: 5). (Jact out: y).'1 x(fact out: x).l
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Le théorème suivant va jouer un rôle clé dans la réduction de toute interface relative à une interface
linéaire.

Théorème 8.2.3 Soit L, et L z deux processus linéaires de CPL.
L, * L z est une réduction de T'P(L, 0 Lz).

Preuve 8.2.3 Nous al/ons commencer par prouver que tout élément L de LI *L 2 est un co-processus de
LI 0 L 2. Nous al/ons procéder par induction sur la taille 1 de L.
Si 1 = l , alors L = LI = L 2 = 1. Comme 1, 1 r 1 est prouvable, alors la propriété est vraie.
Nous supposons que la propriété est vraie pour 1 que/conque et nous al/ons montrer qu'elle est aussi vraie
pour 1+ 1.
Soit L un processus linéaire de taille 1+ l , obtenu par entrelacement de deux processus linéaires LI et L 2.
Se/on la tête de LI nous pouvons distinguer les cas suivants:

1. L = M.L'
Alors, l'un des deux processus y;; ou L 2 est de la forme: M .L~. Supposons par exemple qu'il s'agit
de L,.
Par hypothèse d'induction, nous avons: Li 0 L2, L' 1- 1 . Comme dans les preuves, les inférences
de type PARL peuvent être descendues au maximum) on en déduit:L1, L2, L' 1- 1.
Ensuite, nous pouvons inférer successivement: M, M.Li, L2, L' 1- 1 , M.Li, L 2, M.L' 1- 1
et L,0Lz, M.L' 1- l en utilisant les règles RCL ,SDL et PARL.

2. L = M.L'
Alors nous avons par exemple: LI = M.L~. Par hypothèse d'induction, le séquent Li 0 L 2, L' r 1
est prouvable. On peut en déduire: Li J L2, L' 1- 1.
Ensuite, nous pouvons inférer successivement M, L1, L 2, M.L' rI, M.Li, L 2, M.f' l- 1 et
L, 0 L 2 , M.L' !- l à l'aide des règles RCL , SDL et PARL.

3. L = "'xL'
Alors, nous avons par exemple: LI = VxLi. Par hypothèse d'induction, le séquent Li 0 D2, L' r 1
est prouvable. Nous pouvons en déduire: Li, L21 L' f- 1.
Nous pouvons ensuite inférer: L~, L21 VxL' l- 1 en utilisant la règle GENL. Puis, comme x n'est
pas libre dans L2, nous pouvons utiliser la règle RESL pour inférer 3xLi, L2, VxL' r:::;1 et nous
terminons par l'application de la règle P ARL .

4. L = "xL'
Alors, nous avons par exemple: LI = 3xL~. Par hypothèse d'induction, le séquent Li 0 L 2 , L' r 1
est démontrable et donc L'l' L 21 L' 1- 1 aussi.
D'où nous pouvons utiliser la règle GENL pour inférer: 't/xL~, L2 1 Li 1- 1. Et comme x n'est
pas libre dans L2, nous obtenons VxL~, L 2, 3xL' 1- 1 par application de la règle RESL et nous
terminons avec P ARL _

Maintenant, nous al/ons montrer que pour tout co-processus Q de L 1 <2) L 2, il existe un élément L de
L, * L z tel que: Q 1- L. Nous procéderons par induction sur la structure de L,. Selon la forme de L"
nous pouvons distinguer les cas suivants:

1. L, = 1
Par hypothèse l nous avons: 10 L 21 Q 1- 1 d'où nous pouvons déduire L 2 l Q 1- 1. Par application
du théorème 8.2.2,nous obtenons alors:Q 1- Lz ce qu'il fallait démontrer.

2. L, = M.L~

Par hypothèse, nous avons: M .L~ (2) L 2 , Q 1- 1. Comme nous pouvons descendre au maximum les
inférences de type PARL dans les preuves de CPL, nous en déduisons: M.Li, L2, Q l- 1. Nous
pouvons faire de même pour les inférences de type SDL et nous obtenons alors: M, Li, L2, Q l- 1.
Par application de la règle PARL, nous pouvons inférer M, L~ Ci) L z , Q 1- 1. Par hypothèse
d'induction, nous pouvons trouver un élément L' de L~ * L2 tel que: M, Q 1- L. D'où nous
inférons grâce à la règle RCR: Q !- M.L. Comme M.L appartient à L, *Lz, la démonstration est
terminée.
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3. L, = M.L;
Par hypothèse, nous avons: M.L; 0 L2 , Q 1- 1 d'où nous déduisons M.L;, L 2 , Q 1- l.
Considérons une preuve de ce séqueni; elle a la forme suivante:

M.Li, M,

M.L;, L 2 , Q 1- 1

Dans cette preuve, Li représente un sous-processus de L z_
Par hypothèse d'induction, nous pouvons trouver un élément L' de Li * L~ tel que: Q' 1- L'.
Nous pouvons alors modifier la preuve ci-dessus en remplaçant chaque inférence gauche qui contribue
à la construction de L z par une inférence droite correspondante. Nous obtenons la preuve suivante:

Q' 1- L'
_____ SDR

M, Q' 1- M.L'

Q 1- L

Il est facile de montrer que le processus linéaire L appartient à L 1 * L 2 •

4- L, =\fxL;
Par hypothèse, nous avons: (\fxLi) ® Lz, Q ~ 1 d'où nous pouvons déduire: \/xLi, L 2 1 Q f- l
car nous pouvons descendre au maximum les inférences de type P ARL dans les preuves de CPL.
Nous procédons ensuite comme dans le cas précédent en considérant une preuve du séquent, en utili
sant l'hypothèse d'induction et en remplaçant ensuite certaines inférences gauches par des inférences
droites correspondantes.

5. L, = 3xL;
Par hypothèse, nous avons: (3xLi) 0 L2 , Q 1- 1 d'où nous pouvons déduire: 3xL;, L2 , Q 1- l.
Comme nous pouvons descendre au maximum les inférences de type REeL dans les preuves, nous
en déduisons: L;[y/x], L2 , Q 1- 1 avec y non libre dans 3xL;, L 2 ,.9. I-~.

Par hypothèse d'induction, nous pouvons trouver un élément L' de L; * L 2 tel que: Q 1- L'[y/x].
D'où nous pouvons inférer à l'aide de la règle GENR le séquent Q l- VxL'. Comme \fxL' appartient
à L l *L 2 1 nous avons montré ce que nous voulions.

o

Les processus linéaires vont être les constituants des interfaces linéaires. La comparaison logique de ces
interfaces entre elles nécessite d'étudier la démontrabilité de séquents de la forme L l r L2 où Lv et L2

sont des processus linéaires.
Le théorème suivant nous fournit les principaux séquents de cette forme qui sont prouvables (nous avons
laissé de côté ceux qui étaient fournis par des équivalences logiques).
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'I'hêorème 8.2.4 Les séquents de CPL suivants sont prouvables:

1 M,.M,.L 1- M,.M,.L

2 M.M.L 1- L LI- M.M.L

3 3x'lyL 1- 'Iy3xL

4 'IxL 1- L[tlx] L[tlx] 1- 3xL

5 'IxL 1- 'IxL[tlx] 3xL[tlx] 1- 3xL

6 M.'IxL 1- 'IxM.L 3xM.L 1- M.3xL

7 'IxM.L 1- M.'IxL M.3xL 1- 3xM.L

8 M.'IxL 1- 'IxM.L 3xM.L 1- M.3xL

Pour les séquents des lignes 6. 7, et 8. x ne doit pas être libre dans M.

En utilisant ce théorème, nous pouvons parfois réduire considérablement une interface linéaire. Ainsi,
l'ensemble L2 * La de l'exemple 8.2.2 qui est constitué de 14 éléments, peut être considéré comme une
interface linéaire. Et à l'aide du théorème ci-dessus, on peut le réduire à un ensemble formé des deux
processus suivants:

(fact in: 5).'1 x(fact out: x).(fact in: 5).3 y(fact out: y).l

(fact in: 5).3 y(fact out: y).(fact in: 5).'1 x(fact out: x).l

Nous allons montrer en quoi les interfaces linéaires sont intéressantes: il est en effet possible de trouver
pour n'importe quelle interface relative d'un processus une réduction de celle-ci qui est linéaire.

2.2 Réduction d'une interface relative en une interface linéaire

Rappelons que lorsque nous parlons d'interfaces relatives, nous voulons dire par là des interfaces dont
tous les éléments sont des processus.
Nous allons prouver deux lemmes nécessaires à la démonstration du théorème central qui montre que toute
interface relative se réduit à une interface linéaire. Le premier va permettre de montrer que l'interface
relative du processus 0 qui est P tout entier se réduit à une interface linéaire.

Lemme 8.2.1 Pour tout processus P de CPL. il existe un processus linéaire L tel que le séquent P 1- Lest
prouvable dans CPL.

Preuve 8.2.4 Nous allons procéder par induction sur la structure de P. Selon la forme de P, nous avons
les cas suivants:

1. P = M
Pour L, il suffit de choisir M.l.

2. P = 1 ou P = 0
Pour L, nous choisirons 1.

3, P = M.P'
Par hypothèse d'induction; il existe un processus linéaire L' tel que le séquent P' l- L' est prouvable.
Par application des règles SDR et SDL, nous pouvons ensuite inférer les séquents M, P' 1- M.L'
et M.P' 1- M.L' ce qu'il fallait prouver.
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4. P = M.P'
Par hypothèse d'induction, il existe un processus linéaire L' tel que le séquent P' l- L'est prouvable.
Par application des règles ReL et ReR, nous pouvons ensuite inférer les séquents M, M.P' r L'
et M.P' l- M.L' ce qu'il fallait prouver.

5. P = PI <2> P2
Par hypothèse d'induction, il existe deux processus linéaires LI et L 2 tels que: Pl r LI et Pz 1- L 2 .

Par application des règles PARR et PARL , nous pouvons inférer successivement Pl, Pz 1- Ll@Lz
et PI <2> P, l- LI <2> L,.
Ensuite, nous considérons un élément que/conque L de LI * L2 et en appliquant le théorème 8.2.3,
nous pouvons établir que: LI <2> L" L l- 1 car L E LI *L,.
En utilisant le théorème 8.2.2, nous en déduisons LI <2> L, l- L. Enfin à l'aide de la règle CaMP,
nous obtenons: P, <2> P, l- L.

6. P = PI&P2
Par hypothèse d'induction, il existe un processus linéaire L tel que Pl 1- L. Ensuite, en utilisant
la règle ALTL , nous inférons: P,&P, f- L.

7. P = \lxP'
Par hypothèse d'induction, il existe un processus linéaire L tel que Pl t- L. Ensuite, en utilisant
la règle GENL , nous inférons: VxP' l- L.

8. P =3xP'
Par hypothèse d'induction, il existe un processus linéaire Lte! que Pl r L. Ensuite, en utilisant
les règles REIR et REIL nous pouvons inférer successivement: P' r ::IxL et ::IxP' l- ::IxL.

g. P =!P'
En utilisant la règle TERMR, nous obtenons: iP l- 1.0

Le deuxième lemme va aider à construire une réduction linéaire de l'interface relative d'un processus
obtenu par composition parallèle à partir d'une réduction de l'interface relative de ses deux composants.

Lemme 8.2.2 Si Pl et P2 sont deux processus de CPL et si LI et L2 sont deux co-processus linéaires
respectifs de Pl et P2, alors tout élément de LI *L 2 est un co-processus de Pl 0 P2.

Preuve 8.2.5 Par hypothèse, nous avons: Pl, LI l- 1 et P2, L2 l- 1. Alors Pl et P2 sont des co
processus respectifs de LI et L, et le théorème 8.2.2 nous permet de déduire: P, 1- LI et P, t- L,.
En appliquant ensuite les règles PARR et P ARL , nous pouvons inférer successivement: Pl, P2 l- L10L2

et PI <2> P, l- LI <2> L,.
Puis nous considérons un élément quelconque L de LI * L2. D'après le théorème 8.2.3, noes avons:
L, <2> L2 , L l- 1. Enfin à l'aide de la règle CaMP, nous pouvons inférer: PI <2> P" L l- 1. 0

Les deux lemmes que nous venons d'établir, vont nous permettre d'aborder maintenant le théorème
central de cette partie.

Théorème 8.2.5 Pour tout processus P de CPL, il existe une interface linéaire qui est une réduction de
T'PCP) et qui a les mêmes variables libres que P.
En outre, si an'est pas un sous-processus de P, a/ors les éléments de cette interface ne comprennent que des
messages présents dans P avec éventuellement un renommage de variables liées.

Preuve 8.2.6 Voir en annexe E 0

La démonstration de ce théorème est constructive et donc fournit un algorithme qui permet de calculer
une réduction linéaire de n'importe quelle interface relative d'un processus. Il peut être optimisé de façon
notamment à réduire au maximum la taille des interfaces construites au fur et à mesure. Montrons le
concrètement en calculant une réduction linéaire de l'interface relative d'un tampon de capacité infinie.

Exemple 8.2.3 Nous nous proposons avec l'algorithme utilisé dans la démonstration précédente, de cal
culer une réduction linéaire de l'interface relative du processus !a.Q.l qui représente un tampon à capacité
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infinie.
Tout d'abord: Tp (a.!!.. !) ;;) {g.b.!}.
Il faut ensuite déterminer une réduction linéaire de Top (a.!!..!0 ···0 a.!!..!) Nous nous contenterons de le
faire pour une conjonction de deux processus de la forme a.Q.l. On l'étendra par récurrence.
Top(a.!!..! 0 a.!!..l) ;;) (g.b.l) * (g.b.!) c'est-à-dire: Top(a.!!..! 0 a.!!..l) ;;) {g.b.g.b.l, g.g.b.b.l}. Or cette
interface formée de deux processus! peut encore se réduire au singleton {g.b.g.b.l}.
On en déduit que Top(!a.!!..l) se réduit à l'ensemble des processus de la forme g.b.·· ·g.b.l.
On peut remarquer que le tampon à une place satisfait une telle interface donc dans un cadre asynchrone,
un tampon à une place peut réaliser relativement un tampon infini (nous donnerons un sens précis à cette
expression quand nous aborderons la comparaison des processus).

3 Comparaison de processus

Nous avons défini l'interface cl'un processus comme un objet logique caractérisant ses possibilités
d'interaction avec le monde extérieur. Nous avons montré qu'il était possible de relativiser l'interface
d'un processus en fonction de l'environnement. Nous avons vu qu'il était possible de réduire une interface,
c'est-à-dire la remplacer par une interface plus petite en taille mais équivalente en signification, ceci afin
de faciliter les calculs.
Or, quels calculs est-il intéressant de faire? On peut chercher à savoir si un processus donné satisfait
une interface donnée mais on peut aussi comparer deux processus du point de vue de leurs interfaces. La
comparaison peut se faire dans l'absolu mais elle peut se faire aussi relativement à un environnement.
Dans l'un ou l'autre des cas, la notion de réduction d'interface vient nous faciliter la tâche.

3.1 Comparaison absolue de processus

Naturellement , ce sont les interfaces absolues des processus qui vont permettre d'effectuer cette com
paraison. C'est la relation d'inclusion qui va permettre de comparer les interfaces et par l<t,~même les
processus.

Définition 8.3.1 Un processus P, réalise un processus P2 si et seulement si T(P,) 2 T(P2).
On dit aussi que Pl est une réalisation de P2 et on êcrit : Pl 2: P2·

La relation 2:: est une relation de pré-ordre du fait que la relation d'inclusion sur les ensembles est une
relation d'ordre.
Le théorème suivant montre que la relation 2:. se confond avec la relation de déduction logique entre
processus. Nous avions vu que la relation P f- pl pouvait être interprétée comme "le processus P se
réduit au processus P'" dans certaines conditions. Maintenant nous avons une autre interprétation de la
même relation mais cette fois sans restriction aucune.

Théorème 8.3.1 Un processus Pl réalise un processus P2 si et seulement si le séquent Pl 1- P2 est prouvable
dans CPL.

Preuve 8.3.1 Commençons par prouver la condition suffisante qui est la plus simple. Nous supposons
que le séquent P, l- P2 est prouvable et uous nous proposons de montrer que T(P,) 2 T(P2).
Soit Q un co-processus quelconque de P2. Par définition: P2l Q !- 1. Par une coupure sur P2! nous
pouvons en déduire: P" Q f- 1. Donc Q est un co-processus de P,. On a donc démontré que T(P,) 2
T(P2 ) .

Passons maintenant à la condition nécessaire. Nous supposons que X(Pd .2 X(P2) et nous voulons montrer
que P, l- P2.
Nous savons que P2 --0 1 est un co-processus de P2 donc d'après les hypothèses, c'est aussi un co
processus de Pl. Le séquent Pl, P2 --0 1 l- 1 est donc prouvable.
Considérons une preuve P de celui-ci où l'inférence I produisant P2 -0 1 a été descendue au maximum.
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Selon le type d'obstacle rencontré par 1 dans ce mouvement, nous sommes amenés à distinguer les cas
suivants .'

1. 1est la dernière inférence de P
La preuve P se termine selon deux configurations possibles:

{a}

Pl 1- 1

Pl, 1 1- 1

--<> 11-1

De cette configuration, nous pouvons déduire 1 r P2 et comme Pl 1- l , nous obtenons par
coupure Pl 1- P2.

(b)

Pl 1- P2

1- 1

Ici, nous avons directement le résultat cherché: Pl 1- P2

2. 1 est bloquée par une inférence de type 0L
Donc P a la forme suivante:

P{,f'l-l
IL

Pl, l, r' f- 1 Pl" ,r" 1- P2

Pi, Pl", P2 --0 i, r-, r- 1- 1

Pi (9 Pl" J P2 --0 1, r-, r- 1- 1

Nous pouvons remplacer la preuve par celle-ci:

P1" , r " I- P2

PL ri 1- 1 Pl", i, r" 1- P2

Pi, Pl", fi, r" 1- P2

Pi (9 Pt", r-, r- 1- P2

Le séquent Pl, l- P2 est donc prouvable.

3. 1 est bloquée par une inférence de type ciL
Nous procédons de la même façon que dans le cas précédent.

D
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Après avoir interprété partiellement la déduction logique d'un processus à partir d'un autre comme une
réduction du second au premier, nous pouvons grâce au théorème précédent, l'interpréter maintenant
sans restriction comme une relation de réalisation du deuxième processus par le premier. Illustrons cette
notion à travers quelques exemples qui montrent ses différentes facettes.

Exemple 8.3.1

10 Un exemple simple.
Nous avons prouvé (section 2 du chapitre 7) le séquent 'koao1 f- !aokoL On peut donc dire qu'un
tampon z'nfint' initialement plein réalise un tampon infini initialement vide.

2. La séquentialisation d'un programme parallèle calculant la factorielle d'un entier.
Reprenons l'exemple 1.2.2. Le processus Pjact contient divers sous-processus qui sont composés en
parallèle. Nous allons écrire une nouvelle définition P f act qui calcule toujours la factorielle d'un
entier mais où toutes les actions sont séouentialisëes. Cela signifie que l'opérateur 0 est banni.
Nous obtenons donc la définition suivante:

PI." = 1 V n (Jact in: n}.
(zero in :).
(unite in:).
:3 n, J, (n, 0 n],

V u (unite out: u)o
(J, : u}.
V z (zero out: z}.

f V J m (J, 0 J).
(n, : m}.
(egal in: (m,z))o
& (egal out: (m,z) tt-ne}.

(Jact out: n J).
1

& (egal out: (m,z) [alse],
(mult in: (J,m)).

V f' (mult out: (f,m) J'Jo
(J,: n
(decrin:m).

V m' (decr out: m m'Jo
(n, : m').
1

On peut montrer que le séquent Pjact 1- P f act est prouvable. Donc d'après le théorème précédent,
toute interface qui est satisfaite par Pfactl est satisfaite par Pjact. En particulier si l'on montre que
P f act calcule correctement la factorielle d'un entier, nous pouvons en déduire que Pj act aussi.
La relation de réalisation en sens inverse est fausse.
On peut aller pius loin dans la séquentiaiisation en se débarrassant non seulement de la composition
parallèle mais aussi de la composition alternative.
Le lemme 8.2.1 le permet de manière générale puisqu'il montre que de n'importe quel processus de
CPL, on peut toujours déduire un processus linéaire.
D'une certaine façon, on retrouve ici la relation de raffinement entre programmes parallèles [Bock,
1979,1980, 1988,Chandy and Misra, 1988].

3. Le dépliage en programmation logique
Soit le programme Prolog Pl suiuant :

a i- b, Ce
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a:- d, e, c.
a :- c.
b:- d, e.

b.

Chapitre 8. La sémantique dénotationnelle de CPL

bi- d, e.
b.

Chaque clause peut être représenté dans CPL par un processus récurrent tel que la tête de clause se
traduit par une émission et le corps par une réception. La première clause par exemple, sera repré
seniée par le processus b.c.g.1. Et le programme Pl tout entier, sera représenté par le processus

p! =!(b.c.g.1)0!(d.e./!.1)0!/!.1.

Par dépliage du prédicat b dans la première clause du programme Pl, nous obtenons le programme
P2 suivant:

Ce programme est alors représenté par le processus P2 =!(d.e.c.g.1)0!(c.g.1)0!(d.e./!.1)0!/!.1.
Le séquent Pl 1- P2 est facile à prouver donc le dépliage en programmation logique est un exemple
de réalisation d'un processus par un autre.

4. l'héritage en programmation orientée objets
Reprenons l'exemple de la représentation des polygones et des rectangles en programmation orientée
objets.
La démontrabi/ité du séquent

Ptran3lation ® Protation <29 Pperimetre <29 Pcentre l- Ptran3/ation <29 Protation ® Pperimetre

montre que le processus représentant les routines de la classe rectangle réalise celui représentant les
routines de la classe polygone. Ainsi se trouve traduite la relation d'héritage entre classes dans la
programmation orientée objets.

Comme à partir de toute relation de pré-ordre, à partir de la relation ;:::, il est possible de définir une
relation d'équivalence entre processus. Deux processus Pl et P2 seront équivalents si et seulement si
Pl ;::: P2 et P2 ;::: Pl. Or d'après le théorème que nous venons de démontrer, cela équivaut à dire que Pl
et P2 sont logiquement équivalents. On obtient donc une équivalence entre processus qui est très forte.
Elle peut se traduire sous deux formes à l'aide du théorème suivant:

Théorème 8.3.2 Deux processus Pl et P2 de CPL ont même interface absolue si et seulement si ils sont
logiquement équivalents.

Preuve 8.3.2 Elle découle immédiatement du théoréme précédent.

Les relations que nous venons d'étudier sont très fortes. De la même façon que nous avons cherché à
relativiser la notion d'interface par rapport à un environnement donné, nous allons relativiser les relations
de pré-ordre et d'équivalence entre processus qui en découlent.

3.2 Comparaison relative de processus

Elle va s'effectuer en comparant les interfaces relatives à un environnement donné des processus d'où
la définition suivante.

Définition 8.3.2 Un processus Pl réalise un processus P2 relativement à un environnement E: si et seulement
si LetP!) :2Le(P2 ) .

Nous dirons aussi que Pl est une réalisation de P2 relativement à & et nous écrirons: Pl ;:::E: P2.

Il est évident que la relation ;:::" est une relation de pré-ordre et que, si Pl réalise P2 dans l'absolu, il le
réalise relativement à n'importe quel environnement.
Le théorème suivant peut aider à déterminer pratiquement si deux processus vérifient la relation.

Théorème 8.3.3 Pl ;:::" P2 si et seulement si Pl satisfait une réduction de 'L,,(P2).
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3. Comparaison de processus

Preuve 8.3.3 La condition nécessaire est évidente et la condition suffisante découle du corollaire 8.1.2.0

Si nous choisissons comme environnement, celui P des processus de CPL, nous pouvons appliquer les
résultats relatifs aux interfaces linéaires d'où le théorème:

Théorème 8.3.4 PI ?'P P, si et seulement si PI satisfait une réduction linéaire de L'P(P,),

Preuve 8.3.4 La condition nécessaire découle du théorème 8.2.5 et la condition suffisante du corollaire
8.1.2.0

Du fait que la relation ?:.t est un pré-ordre, nous pouvons en déduire une relation d'équivalence.

Définition 8.3.3 Deux processus Pl et P2 sont dits équivalents relativement à l'environnement E: si et
seulement si Pl >t P2 et P2 >f Pl, c'est-à-dire s'ils ont la même interface re Jative à E,

Nous écrirons aJ;s: Pl t: P;
Pour qu'une relation d'équivalence soit utilisable dans un calcul, il faut qu'elle soit compatible avec les
opérations de ce calcul, ce que montre le théorème suivant:

Théorème 8.3.5 La relation! est une relation de congruence sur les processus de CPL.

Preuve 8.3.5 La propriété de relation d'équivalence provient immédiatement du fait qu'elle se traduit
par l'égalité entre ensembles qui est elle-même une relation d'équivalence.

Montrons maintenant que! est compatible avec les opérations sur les processus.

Soit deux processus Pl et P2 tels que Pl !!... P2 . Nous effectuons la même opération sur les deux processus

et nous obtenons deux nouveaux processus P{ et P~. Il s'agit de montrer que PI ! P2'
Soit Q un co-processus de PI qui appartient à E. Il s'agit de montrer que c'est un co-processus de P~.

Par dëfituiion : PL Q f- 1. Soit une preuve 'P de ce séquent. Selon le type d'opération effec~Jlée sur Pl
et P21 nous devons distinguer deux cas <'

1. L'opération sur Pl et P2 n'est pas une généralisation.
Selon le tableau 6.1, nous pouvons descendre les inférences produisant Pi à la fin de 13. Alors le

prémisse de la dernière inférence a la forme Pl, Q' 1- 1 et puisque Pl ! P2, nous en/déduisons
P2 , Q' 1- 1 et enfin Pj, Q 1- 1 en appliquant la même règle qu'à la fin de P.

2. l'opération sur Pl et P2 est une généralisation.
Alors P a la forme suivante:

Plft/x], Q' 1- 1

IIxP" Q' 1- 1

IIxPI , Q 1- 1

Nous pouvons supposer que x n'est pas libre dans Q' et appliquer le lemme E.O.2. Donc il existe un

co-processus Q" tel que Q"[t/x] = Q' et le séquent PI, Q" 1- 1 est prouvable. Comme PI ~ P2 ,

nous en déduisons: P2 , Q" 1- 1 et P2[t/x], Q" [tlx] 1- 1 c'est-à-dire: P2[t/x], Q' 1- l.
Nous pouvons supposer que dans la preuve PI les identificateurs liés aux inférences REIL au-dessous
de celle produisant 'rIxPI ne sont pas libres dans 't/XP2' Donc nous pouvons remplacer Pl par P2
dans P et nous obtenons une preuve de IIx?" Q 1- 1.

o

Le théorème suivant va nous aider dans la pratique à déterminer si deux processus sont équivalents
relativement à un environnement donné.

Théorème 8.3.6 PI ~ P2 si et seulement s'il existe deux réductions respectives de IdPJl et de IdP,)
qui sont équivalentes.
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Preuve 8.3.6 Elle découle immédiatement du théorème 8.1.2 et du corollaire 8.1.2.

On peut particulariser ce théorème pour l'environnement P en utilisant les résultats concernant les
interfaces linéaires. D'où:

Théorème 8.3.7 Pl ~ P2 si et seulement si pour tout processus linéaire L, la démontrabilité de Pl 1- L
est équivalente à celle de P2 f- L.

Preuve 8.3.7 Elle découle immédiatement des théorèmes 8.2.2 et 8.2.5.0

Nous allons illustrer ces relations de comparaison entre processus par quelques exemples qui nous aideront
aussi à cerner les relations complexes avec la notion de bissimulation.

3.3 Exemples de comparaison de processus

Exemple 8.3.2 Nous nous proposons de comparer la représentation Pl == !aQ.l du tampon infini avec
celle P2 == 3s (a.k.§:.10!(s.a.k.§:.1) 0 g.b.s.l) du tampon à une place.
Nous avons déjà montré que Ip(Pt) se réduit à l'ensemble des processus de la forme ff..b.·· ·g.b.1.
Il est facile de vérifier que P2 vérifie cette interface mais P2 possède des co-processus linéaires comme

op
Vs (g.b.s.a.Q.~.l) qui ne sont pas des co-processus de Pl. Donc on a la relation :P2 > Pl
Maintenant si l'on se place dans l'environnement N, on a: IN'(PJl = IN'(P2) = {g.b .... g.b.l}.
Dans le II-calcul, P, et P2 deviendraient respectivement les processus !a.b.O et (s)(a.b.s.O 1 !s.a.b.s.O 1 a.b.8.0)
qui sont faiblement équivalents.

Exemple 8.3.3
Soit Pl et P2 les processus suivants:

P, = p..'!..10 r.§:.l

P2 = (P·F·§:·I)&(r.§:.p..'!..l)

entendu, nous le

_____ TERML

1, p..'!..l l- p..'!..l1, r.~.l f- 1'&.1

Nous commençons par les comparer du point de vue de leur interface absolue. Bien
faisons directement en étudiant la démonirabilité des séquents Pl f- P2 et P2 l- Pl.

--__ ID ID
r.§:.l f- r.§..l p..'!..l 1- p..'!..l
_____ TERML

RCL

p, p.q.l, r.§:.l f- q.r.§..l
- - RCR

p..'!..l, r.§:.l l- p..'!..r.§:.l

RCL

r, r.§:.l, p.q.l l- §:.p.q.l
- - RCR

r.§:.l, p.q.l l- r.§:.p.q.l
- - ALTR

r.§:.l, p._q.l f- (p.q.r.§:.l)&(r.§:.p.q.l)
- - PARL

r.§:.10 p..'!.. 1 f- (p ..'!..r.§:.l)&(r.§:.p..'!..l)

Nous avons donc Pl l- P2 mais: Pl li P2- En conclusion: Pl > P2.
Comparons maintenant les deux processus du point de vue de leur interface relative. Nous allons com
mencer par en construire une réduction linéaire en utilisant l'algorithme qui est en filigrane dans la
démonstration du théorème 8.2.5. Commençons par Pl.

Iop(p ..'!..1);] Ü~·q.l}

Iop(r.§:.l);] ks.l}
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entrelacement et ensuite obtenons:

construisons une reaucuon l'I'n pnr'lrp

obtenons:

1 r.s.O

est un processus"
'::HAJfU,{;,8Q..f.!. Alors deux cas se 1n1n"" s» """"T.'>IlYllT

Q

'il

1 est

Q est totalement reauctuue et reste dans

2. réductible et IP
le tableau

nrouruuüe et

nécessairement introduit
meztmum
Q f- 1 aussi.

on

processus!P et!P Dans leet donc :!P 0 P
que soit Po

conseauent. si P n'est pas totalement alors:
emnronnemeni constitué par les processus

une action est distributivefi " d'un processus

de cas que

nous

maintenant d'une dénotationnelle
n-rr........ ,O,CQlI·IC avec monde extérieur à travers la notion

O"V'"1n.U.....,.lITA la relation de déduction de trois différentes:

""",.. ............. ,>'"V""or.. I'interac-
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Dans la commumcanon
d'ordre dans les evenements
sentée sous une forme C''!.nn r» .,..."rr1.n a

ne
L'inconvénient est
vable en .a."-";-.,•.a.'-1I ............. ·nn....,... 110......

dans ..............1'"~ •• .,..,..,..., T\hantr\,~nalr'aCl

une modélisation où la commumcation
~.nJ"',n",,1'",...."'........ d'un ne sont

considerer comme deux

dans CPL par une resiric-
de processus dans

. Nous verrons que communication dans
des messages de celles les consommant .

........................... Jii-.' ..... 'V ... '-J' ........... les preuves .t;;'lI~rJ,(~ir;.r(,~nf~.~

..........................' .......... JL'V ... une preuve

d"y ..",,.. .... ,.. ..... .,..,. ...... à de

des processus. Nous verrons
La solution obtenue
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1

est
mterences corresoondantes de

. Nous obtenons la

l

asvncnrone en réduction svncnrone,

1

1

c.I 1- 1



raratemes de preuves JHnlr.n,rn~r).tP..~ • le susteme de SCPL

a.l 1- 1

ne pas
du même message. • •• , •••••••• ~'I'"Y1l1lO::...C111r"'I'1l et

specianser le svsr.erne d'inférence de CPL de
Iezerement la des de En les

émission donc ils n'ont pas d'existence propre en tant que processus.

caractérisent
Il suffit de les
de communication sont

une presentation complete

Jelles
CPL est lui-même

Les de communication de
sont admissibles dans CPL. Donc SePL est correct retauoement
correct on a par transition le 'rp ....'Ulli'll

svsterne d'inférence de n'est pas "''''''''1IrY11T1,IO'lf"

b.a.l n'est pas 1n.1!" ........l'l1'~r":iI lo

SCPL """Y>T lIY> .....

1r\1"A"'\1r\1'"lÀ1·.À d'élimination des coupures est essentielle fondement de la semantioue operationnene
de la dénotationnelle sur la notion de déduction.



Ret

0, r

r

où

r
r

variable y ne doit

de processus récurrents 9"



2. S1JJrlll1~Xe des processus

que celle du théorème
de cette par

processus:

le rôle de ........... ".,..""'11'"" r.,""'"

Le envoie le messaae
second attend le message

Marneureusement. cette """ ....... I""i-" ............ l''Al'-nnAPlI-a

brouiller les

".....~ ...... ......,... .. À .... "'" idée consiste à
et un 1'fObr·.n-n.1t .n""iI ~

pas reçu l'accusé
r : .. "iI'''r1I''i1I r-« 11IL'> en retournant l'accusé de ~b"".n-n.1""iI""".'Y1>

envoyer des messages .I.\..I.\._.L.I.U.l.UIlA.'vO

l)omrne][1çc)ns par le faire de
noterons en caractères gras les formules nnncmaies

pas terminer 0

Q'''~T~lrnp de processus de



CPL

et

Nous QV~~~Plmp de processus



2. De suncnromsauon 'k,"l·lt>n~r>1t>1t> à la sutüaxe processus

Nous allons 1"'11' .................... 1"'11 essayer de

La réduction ne termine pas. JLJOI..::H..JlJlr\J.LlO donc méunterlarlt de faire de UHUHltae a8'v-n<:nrone.

":)o"l::rnr-h ....r"'na du de processus est donc nA'OCllniO Le mécanisme
n'est donc pas l'on veut le dans

L"l.'ln1tr"C1 .... r<'L"'~ les choses différemment.
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si bien que tenir

"".o.I~"tlIAn de transition découle de la relation
.....",...... ,.............,,... structurelle::} est la même.

!' ....."", .. ,..,..... ,... r111.... 'Ol"'O'l1lf''O se situe niveau des définissent les actions de comrnumcation.
nous avions deux axiomes: un, pour l'émission et pour la .Il.v\....v;J'U.lI.\,..I.l1..lI.o

actions se seul axiome COM effectue en même
émission et .... ;-..","',.....1- .......... '\r;l

La 1l' ...... I .... 1- ..· ......."",

166



p

9.2

la relation de transitian dans lr''OT'l.lr''O'nl ...... Y\C'I les exemptes 7.2.6 et

un
nous proposons de prouver dans SCPL transition.'

lVOUS ra'l)'DeI01.~S qu'elle est la traduction dans SCPL de la transition suivante du II-calcul:

Voici la preuve de

Cette transition est correcte si et seulement si est de x et de et s n'est
On que la condition non dans P'" n'était pas nécessaire dans

artrere.nr-es entre les diverses du II-calcul que les sont rn.nrrnt ee«

ou pas.

SCPL:
~x~em'ple 9 .. 3 .. 2
Nous nous proposons de montrer que la transition suivante est nvrvn.nn nt»

Nous rarmetrrn.s qu'elle est traduction dans SCPL de la 1,lfl,I8,,"tl,K,I,UH.



processus de est de de

au au et
l'ordinateur. Le processus reuresenuuu

celle de CQ-

IlnOIll"'III"Yll.OTTliroO de une zone

pas en recevoir de nouveau

et d'un co-

,1

être 'Ud IfJ vI." v.:7

l'on au clavier un "a" suivi d'un
processus, cela veut dire l'on



doit avoir co-processus de

settuuituiue dénotationnelle de

y

nre.ms.er est co-processus S1I1rJ.r.IJ.rn'ne.

caractères au clavier

ne considererons

en
uenucuon entre processus de SCPL étant

la relation de et de réduction
il

illustrer cette aeJnn:LtH)n, '1r\r"t.·.,,"""C'.. lIllll,tyr"t.'Y'llc-

i /'l'tlI"fiP'lrotn ,'"'P constituée

ov~~rnnlo 9.4.1.

processus suivants:

Dans

Dans : 1 est irréductible de manière x 1n'U~lj'.r(JnfJ._

Les relations de déduction et de réduction interfaces sont avec la relation
de satisfaction d 'une interface par un processus.
Comme dans dans SePL relativiser l'interface d'un processus à un
environnement

Le théorème 8.2.5
processus dans

montrait rôle clé interfaces linéaires dans la réduction des interfaces relatives
est encore valable dans SePL où il s'énonce
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1,11,11'8,681)'8/1, à

reansaote de manière q,,:'U'/I,IIJ"ff"'"ITJ'IfJIIP

orouucotes dans SCPL.
de



nous avons nuus Ji
deux processus de vue de leur 't'Yill'JO'lf"rflr'JO .6i~lJnjr:;n'l'"Ull~E 'Pt)/n1'J'l1P

nous tout d'abord déduire dans

1,

Par

contraire de n'est pas de
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specranser le svsr.erne
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5.

'InI'"'lor."lt"l>1"',","lt"l>Ct les de
no ....."'n1i1i~":loC! e'velltllelJLenllellt par des inférences de
avec pas permutaoies. rinVlsa,g:leOI1S une telle eventueuce
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IIJ''-I'I...:JUJJ..IU'AV et nous pouvons monter
............ "" .... ' .......,,, ... interences de
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avec Z

3. Nous terminons en montant les mrerences
ne rencontre aucun obstacle. Et vu
inférences
avec celles-ci
suivante:

vont de 1r\.1I'>r.. rt1l11111P'~

susteme de réduction de
9.3.

En ''''-l'J< ... ''' ................ ....., ...... 9 nous obtenons
de processus de

les

nous pouvons 'UL'V'OU' ........ .II.V ta(:lle:mc~nt une UIJ'v'VAUIIAA

de communication est modifiée. D'où sa

, la de transmon
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svsteme de transition de SePL.
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numéro 1 la congruence structurelle entre pro-
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5.

avec

.9.4 -

p=>
STRUCT

9.5 -

atnuicauon des du II-calcul.

4·
de montrer que si

si étend la 'rPIIlH:fl'n

résultat en découle immédiatement.

Le théorème est faux car la .".",1n.1I"',"""'" de congruence structurelle est que la relation
de réduction structurelle de ne pas 9 définissant la congruence
structurelle du il-calcul et pas cornnatibte avec toutes les
rations sur les processus.

la communication
preuves et que nous
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de
Lv~lUvVA~AA de processus

preuves, d'en faire /an-
démonstrateur de théorèmes dans un trazment

Jl.JI.JI.'IJ' ......... Jl.'UJ'V ...... , la pos-

relativement naturelle sans de la manière dont va
convenir tel que

renresenterons les entiers sous à
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Nous
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tri à l'aide de P2 d'ou le pr.ogramme suivant:

"'-/'\J'LJl.L.lI.Jl.L"-' Pl, nous pouvons traduire de
indirectement les programmes Comme ils sont écrits
pu comparer passage par de
va falloir s'assurer vérifient la même cela
de . Si l'on les interfaces .......... ".,..,..11''''..,

""".,."",."..,.''''''.''''' le de concaténer
donc comparer interfaces de et

au que nous cherchons à résoudre.
la forme où il et t2 sont des

au les constructeurs 0 et s.
faut ensuite montrer que tâche se ramène donc à une dernonstratron

... .....,1'.. .1.'-11.............. linéaire intuitionniste. Cette démonstration n'est pas IOI~Cem(~nt

ferons pas ici mais ce faut retenir c'est que CPL fournit un cadre
programmes, les programmes et les y étant reoresentes

comme nous le voir cela ne se limite pas à des l'Yr''''''O''I'~1'1nnrlIIOC

Nous savons que n'est pas rorcernent
efficaces. il est souvent nécessaire recours à
l1'1nnt:).l'~''tl'}'110 par Nous avons choisi ici

de programmes
.I.a.l.!}i;clt}i;'G de programmation

est très connu mais nous aurions

representer ce
............, ........ '...... 'V'v ... '-J ....... i de P3

'"'_AC....., ,.. ...., P3. Nous nous contente-
'-.!'--,.1.1.l.l.l.l\ .lA.,"'\JJ.A.O par ses 'V\JA.A'" ",'\,JUUlI.lI..lI.U"-'V

bien pu le C.
Nous avons choisi autre ........... ,1n,. ......... '" atgont.nrmque consistant à ""'1""''''''1'"\1'11,,:111' les éléments d'une liste par
permutation successive de tous les de voisins
Nous obtenons alors le programme décrit par la
programme par un processus de CPL. Pour
par un processus de CPL en des élémentaires vers les
Un trait des programmes Pascal est la des instructions par
rateur n .". nous fini d'être exécutée
l'envoi le canal du message i, ce

serait peu fastidieux la traduction complete
rons d'en traduire
élémentaires.



Imstruction "while" est de
être traduite par le iJJ..'\.Jfvv'oo\.Jl.O

1

processus:
est

1



'utilisation de CPL comme de uroarammauon narnuet»

1I"""-'li'O.. 'hlà'YY1hO dans la mesure où la prcem.leI~e

va permettre

1"..........'~1'"·I ..Yr.'InILl......... et où la deuxième est
au moyen d'un T"I.'li'O""\~O,CC1·1"" <tlh111"V'"1,.1I'Joll'li'O......

tangage comme Pascal est
sigruncation Jl'-.l=Jl'LllLJ'~ et nuit à la ~""\rhlI4'111i'01f-D.

Ianzaze de 1r>.1l'> ..... N!1I".'Jo1nl"1l1rY'l, ~1'"·I ......n montre

actions sera par la communication
Nous avons choisi programmer le tri

être la "V"I> r-..r,..1r .. ,..,''''"'' n~-r~ II~I.P

tâche _11"" ........... Il .. ,,,,,.,,

processus ..., ............ 'V ... v ...........

COIUp10$anl:;S de
s'écrire ainsi :

1

fait à

&V x

1
l'1

Le processus
est défini ainsi:

liste l en deux sous-listes /1 et /2 selon la valeur discriminante x

nn.rt.~p.t1.()n == & 'V ln:
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l'étude semanuaue de oroorammes

&

1

passons entiers.

Nous lU'V.Jl. .1!.Jl.A.II.JL.II.'-'AAO

==&

&"1

denmtion de teste si est



vérifier la A"....",._"' ..._1I'" .. r~,..."

processus ait
les de

un même cadre
......... ""'"'............. ....,'"" de d'un

programmes et des
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v

r.v:=: l".sv".v;
.sv".v:=: x;

:=: r.sv;

. 10.
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models for Iinear

Linear
1991. earlier version ..... A.JL... '-&JLV.....·......

programmmz as

programmmz with IOC,USllnJ! Journal

A for '-"'V' ......'-',........... v ...... ~""_'!
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1.

'2\ 1 ® fiJ -L & EB ? w? c? ! V 3 eut

0 np
p np np np
-.L np
& np - - - np np np - np np np
EB np
?

w?
c? np np
! x x x x x np x x x np
V ~p ~p ~p

:3 np
cut np

Considérons une preuve de CLL et deux inférences de cette preuve Il et 12

de avec 12 . Soit il et t2 les de Il et 12 . Nous
les valeurs de tl et t2 en recherchant celles pour et 12 sont "'''-J ....... ''-J'U&.J1.U permutantes.
Ce cette ce sont les d'inférence sensibles au contexte:
Nous allons faire une de cas tienne de cela.

1. t2 &c
Pour que Il soit permutante avec ~ il faut que soit preceoee par
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inférence de



2.

------------- eut

w?

, ce n'est pas

il
Les

------?

devrions obtenir la ceoucnon

comme
doi t être de la

la validité la déduction de forme F

? 0

Les deux inférences constituent donc la déduction:
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J-IvJl.lU.UlJa..U.lJ, nous devrions

ceeucnon est correcte et a même iI'1I'TlI"r.T .... "'~.,~ et COllClUS1.on

-------c?

permutant, nous nO'liYlI'"lI"'"Cl """"'1-.......... ·',... la cteductron

Cette déduction est correcte et elle a même nvnotnese et conclusion que la precedente donc Il
est permutante

3. rh1'1"Alr"PTllf: de!
prermsses de

&.
deux inférences constituent une rlAr"ll'llll""T'IrI.YI\ a la

--------t 2

se

estet

precisëment ce

......'-'J1.J. ......J1.UlU.l.'-'.!...!. deconfondu avec la tr''''lrltr'llIlIClll'''"

y aura permutannte.
...."'1i".1I'Y\~~" .... alors la rI ..... r"'il" .. "'.T.." ........

..... '-'~.JU.Lll".Lv. cela que
"'''''ll'"llrl'lT .. " ....... sur le contexte

active du n1"~~rn 11OC!.o

--- eut

Mais comme jj.,' n'est pas f-"'lIl1"i""'lIl1'"Cl de la forme? il" 1 Il n'est pas ...'-'....Il.I'-'·IlA.A.U pe:rm.ut~aDJleavec

4. t2 est à V et il est de l,
Comme Il est
le contexte 12 donc la variable y sur l!:IIrnliCoIlO

dans cette

nnncmaie de Il est donc incluse dans
'-t UlVl.o.L.LIU.LAJ....... VI.olUAV'AJ. effectuée par n'est pas
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la

------------- eut

&

----------------&

-------"1

interences sont perrnutames.

de la permutanon deux inférences doit être

------~-='V



..."'..... ,... 1+ ....+ de inférences n~'iJ"r~lT.

TO'Jlll'llrl'll'lo::r.lIT que soit pas libre
le cas pour Donc

Mais pour que cette déduction
; si c'est vrai pour

",",1l1l1l",",1l1l-"C' I--'vJI..A.iLJI,UlI'U.V,ll.v avec 12 0

5.

déduction de la

------------ &

Dans cette rilr..,,"iI .... "'.'Il'" ..,.., ......

Par permutation,
representent les et prmcipaie de 12 •

est '-1""\'S'W"1I1""\11'SV"C' per-

a
12 est alors une inférence de (9 ou eut et elle avec Il une déduction de la forme:

----------------- t2
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Annexe Ae

permutation doit se 1IJJl.,..-....."-' ...... .., .......ll. aInSI:

une ceduction

-roc!nlil-'!:lli- de la nerrnutatron devrait avoir la forme suivante:

______________ t2



t 1 t 2 COJrrE~S1J~OIllaE~nt

le nn1'"Ylit"1l"i"oO

les

Les inférences ne nenencant
sont IJ'CJl,U,JlUIJC::lJUJ.c;o.

correcte les mterences

a 12

Il et /2 constituent alors une déduction de la forme
à cene du cas nrecedent

'InIrt..t- .... i< ................,.., ont une siznmcanon .... 1n<:loBr• .N'lI'IO

-------------- t 2

IIJ'-'~- N '..., q on obtient alors la déduction:

------------- t 2

Les inférences ne QelDeIlQétnt pas du contexte, la ............... .......,... .... 1- .... 1- ........."..." est correcte.

Q9 ou eut et forment déduction se nrf~~Plntp

----------------- t2

Le résultat de la ................ ,.."...,..... 1- .... 1-" ............. se presentera alors ainsi:

----------------- t2

Comme et 12 ne sont
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contexte, 1r\,Q·\I'O'\Y'"!t""\, .. lI1- .... 1t".. rt.'ln est correcte.



et avec



par aucune autre e

....... A.A.A.A.JI..Il.JI.'Ul.,... .a. la des coupures

et
. Nous devons pour

nombre de cas à considérer se trouve réduit de

nl1011"'Annll'O de

dans preuve,

actives. coupure
n 'a pas été modifiée.
Chacune des coupures l' de cette "It"Y1l .........lnTL:l.L'l>

la on lever cet obstacle tout
CO][lSIOelL'er différents cas selon le If

à cause de la des ""t"'\111",",,'Uli!"L:loC1

exempte que ce ait le T. Nous avons alors deux
V'V'I..,]QJl.IVA,-,Q selon que la formule T de If est active ou non

la "'A"t1l"'hC1l"'1111"W"!:Ilt"1'An suivante:

être par le seul axiome: r-
'V.....,JlJl..IL ...;.lLv.~..... 'v de la coupure a bien entendu diminué a de coupure.

T
Les trois inférences avec celles 'V'V'-''-II.'-'JLJLU~ forment alors la ""r.·n"'hO'l1"r!:ll·tl.r.,n suivante:

dt
~------------eut
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----id

---------- eut

----id
le seul .......n .... 'V' .......J!.'V

remmacee par celle-ci:



avec cnoisissons par

Elle peut alors être remoiacee par celle-ci:

--------------- eut

La 'V'JJi..l.A.VA.v..n..Jl.VV de coupure bien enlGenaU 'UI..a. ....Il,.I.A.A.Ji.\A.v.

60 ! et?"
L'inférence l'avec celles

alors être ll..V..Il.JL..Il.VA,UI.<V'...V par celle-ci :

1-
--------- eut

La ror'\. ....",.,.1n.Bfl'V"l"t"O de la coupure a

70 ! et w?o
L'inférence l'avec celles la pr€~ee(len,t. "t"r'1!"1nnlLll'ln1t la ""',...."".htn' .... "" ... 1t ..............

-----w?

~---------eut
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CLL

-----w?

----w?

être rempracee

----c?

ce cas, la r» .........."' ......Y' ............ +,.............. suivante:
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alors
............................, " t Y dans preuve

certaines variables pour éviter
en renommant eventueuement

V ne soit violée.

~r.lrYl1r\la·vli"i::> de la coupure a ril1IYV1l1lY'''II'lIA dans

En on a pu dans
pour toutes les coupures de
r» "'.",... ..."'Ir>.·"U""IIT·"'" des est strtctement lTlTAlr"lAl11r-A

comptexite de coupure e Comme
obtient donc bien une
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Annexe CLL



F la ne sont par

Considérons dans une
pas les ® et !. Pour r1,o,1nr'1>r,'YlTlI",o,yo

F. allons commencer
par .IL.L.L ....LllA'V'IJ.L'J.L.IL

aisunouer nous la

(l'TU-PT~':)n('p introduisant F et

pour
structure de
dans la

tnrerences mtroauisani F se situent toutes en avant
les de n'a

oermutauon avec I, nous obtenons la cherchée.
imnossuue. En tenant de la commutativité

au tableau de des

n'Y',rl.f"',olTC'Y' par induction sur
induction est '1'Tnn'l"lrl'll~'Jp

par

des osverat.e-n.r« lOû'Zü'lles r)ij;yjln~'r,oC!'

dans

&
Ce cas se diviser en trois selon le

- 1June est de EBl ei l'autre de
~ l'une est de et l'autre de

les deux sont

1.



----------------- & l

----------------&

rrvr-rn -'U1 ft,) e et

F, On bien la preuve cnercnee.

les occurrences
ettectue les renommages

EB Nous
entre

«nrroanrt bien la "'ntr~'Yn'UIP

de ? car elle ne

---------'1
?~

-~-----!I

?F', ?fj.

cette preuve,
l'induction à

entre
par une

preuve cherchée.



avant ne 'nP1r-nl''II1',,'r avec I, elle

o

..._- 3

cette preuve, la Tn"~'YniU6D

cette preuve 1J auuouiese

les

par

autre
.... ;". ....,r"".·t- .. i-'I,...."... entre

; elle

r
........... '............... .e, ..... ' .......... par ...,...... ,,, ..........1-' ... '" de r. La preuve a alors la forme

--------- fJ

est donc aussi une A-formule. Alors en anpnquant
"..""'''''"Y'll1nd ......... '''''". cette preuve par une autre a la forme:

{ {
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--------------&
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que
le biais d'un exempte. LJon;Slo.er()ns

~UDD'OS()ns que nous
Nous commençons par U..I..UiI.I..l.OIIJ''\J-U'V.L

toute formule de la
rr'a pas sa
par inférence corresnonuante
et simmernent ClI1T\1n-rln'l4o,,pQ

id
a a

a, 11- aEBb
------®L
a01 r a$b

""',-,"1"'111.,",,1111"'''' notre démarche

L'inférence que nous voulions est maintenant devenue inférence de 0. l'étude
de que nous avons effectuée ( voir le théorème nous avons intérêt à monter
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id

a

(a EB b)

---------- f.JR

que

transnoser dans
obtenons

:\ .1.
f.JL & 1 ! ,1 cut

R @R ~R ·R ·R ;R )R R R R !R 'R IR

\ ~p

.1. npR
~L ~L ~R ~p

0L ~R lR w np
L J..R np

EBL &R - ip - np np ~p np - np np
&L EBR np

'L ?R
1

IL '?R

'L '?R np ~p

?L 'R X X X X X x np x x x np
3L VR np ~p ~p

VL 3R np
cut ~p
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Nous allons par induction
cnstrnzuer les cas suivants:

la structure de Selon la sommes amenés

le théorème est une réduction de i 'll'l1-.o ....-t!:lIr>'O "'II"'.,CO,",I"I"III".

de sa interface relative aussi. Et il est de vérifier

2. 1
Il est ............. ..-11" ....... "'" que { est l'interface convient.

1, .c est une réduction de cette lY'lt·.o....·t!JII'·'O

ont Considérons
Xl, .. " X n . Le théorème 8.2.4

est de réduire à une

3. P
l'interface de 0 est tout le
Pour normaliser il reste à se débarrasser de ses éléments
un processus linéaire L
montre que le secuent
11,...,.11"· .........''"'''' r«' .... linéaire normalisée.

existe une ,1n1l".".. ...,;-..,. .....'''"''' linéaire
l'interface relative de
Soit l'ensemble des processus linéaires de la
Montrons que 1 est une réduction normalisée de
Tout nous allons montrer que est une

est une réduction normalisée de

est un élément n"l"uol r»,r.nr1l11I'O de

Soit M.L' un élément ouerconoue
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reduction normansee de

co-processus \..i UOC:;.l\...VJ..Il.\..i UlOC:;

1 Q 1

Q 1-
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80 =VxP'
Dans ce cas, il va nous falloir démontrer ""Jl'1lllln.""Jl'1l"""Jl'\!T""Jl-'-"'il'" lemme

oroceaons par induction sur structure de
de la preuve, nous sommes atnene« à atsctrunusr cas

sous-cas.

Ce cas est le carIa deux
mais se traitent selon le même 'ln'r'll''lnr'l'lntP

et nous devons aasttsumer

il existe un susieme de processus
1 soit nrrnnvuue .

219

tel que

1 est

et le



libre
P"

1, 'est-à-dire

et n pas
pas le cas,

de x. Alors



1
Alors nous sommes amenés à aZ~;lZl~a~~er deux sous-cas en de tocanstauon de la

Par d HUltU.{;l,Z(J'It. il existe un de processus
processus tel que et pl?
Nous pouvons z non libre t et comme x n.'esi pas

de t 7 ne x. Nous
et P" A l'aide de la

se déduit

nous
Nous

Revenons maintenant à la démonstration
une interface est une réduction normansee

Soit l'ensemble des processus linéaires de la forme 3xL' où
Montrons que est une de
Tout est une
de L

VXpf? Q ~ l

Nous pouvons supposer
pouvons trouver un

n'est pas libre dans r et dans t.
de processus ri tel que: r =



E.

est

1l.'V'UlUvUJl.V'.llll normalisée

inductivement une
réduction linéaire norrnansee

existe une interface

ntimes

J..Vll.'-J'J1..Il.IIJ.LV.Il.,LO que ............. 'V'UP............. normalisée

L un élément un element
D'où:

ce
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Résumé

Cette thèse se propose d'étudier la construction de preuves en logique linéaire et sur la base de cette
étude, de .l'ut iliser ensuite comme paradigme de calcul pour la programmation parallèle.
Dans le calcul des séquents linéaire, nou s montrons que la propriété de permutabilité d'inférences joue un
rôle essentiel dans la normalisation des preuves en vue de leur construction automatique. Cette normali
sation est déterminée par deux fact eurs: le fragment logique dans lequel nous nous plaçons et le sens de
construct ion des preuves envisagé. Nous mettons ainsi à jour une dualité entre principes de const ruct ion
des preuves en chaînage avant et principes de construction des preuves en chaînage arrière à partir de
laquelle nous proposons une méthode pour normaliser les preuves et élaborer des st ratégies de construc
tion dans un fragment donné de la logique linéaire. Appliquée de façon systématique dans la logique
linéair e toute entière , elle nous permet d'y proposer une stratégie originale de construction des preuves
en chaînage avant .
Cette méthode va ensuite nous aider à choisir un fragment approprié de la logique linéaire intuitionniste
pour y élaborer un calcul de processus asynchrone, CPL (Concurrent Programming Logic), basé sur la
constru ct ion de preuves. Les formules y sont interprétées comme des processus et les preuves, avec 'cer
taines restrictions, comme des réductions de processus. Nous proposons une sémantique.opérationnelle
sous form e d 'une relation de transition qui découl~ de cette interprétation .
Pour exprimer la capacité d'interaction des processus avec le monde extérieur , nous proposons une sé
mantique dénotationnelle, issue de la sémantique des phases de la logique linéaire, qui repose sur les
notions de co-processus et d 'interface. Un co-pro cessus est un testeur qui caractérise un asp ect de l'in
teraction possible du pro cessus avec l'extérieur . Il est représent é par une formule qui vérifie une certaine
form e de com plément arité avec la formule représentant le processus. Une interface est un ensemble de
co-processus caractérisant de manière globale la capacité d'interaction d'un processus avec l 'extérieur.
Uti lisant le cadre déductif, nous construisons un calcu l sur les interfaces qui s'articule autour des concepts
de réduction et ge relativisation d'une int erface.
La notion de communication synchrone est captée par une simple restriction sur la form e des preuves dans
le système déductif de CPL. Cette restriction permet de définir un calcul synchrone, SCPL qui englobe
notamment le 1l'-calcul de Milner .
En tant que modèle logique du parallélisme, CPL peut êt re un outil d'analyse dans le domaine et peut ser
vir de base à de nouvell es propositions de langages de programmation parallèle. On peut même d 'emblée
concevoir CPL comme un langage de programmation logique. Enfin, il peut constituer un cadre commun
pour l'étude sémantique de programmes écrits dans des langages les plus divers .

Mots-clés: logique linéaire, déduction, programmation logique , parallélisme; communication, cal ul de
processus.
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