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Cette thése se propose d’étudier la construction de preuves en logique hinéaire et sur la base de cette
étude, de l'utiliser ensuite comme paradigme de calcul pour la programmation paralléle.
Dans [e calcul des séquents linéaire, nous montrons que la propriété de permutabilité d’inférences joue un
réle essentiel dans la normalisation des preuves en vue de leur construction automatique. Cette normali-
sation est déterminée par deux facteurs: le fragment logique dans lequel nous nous placons et le sens de
construction des preuves envisagé. Nous mettons ainsi & jour une dualité entre principes de construction
des preuves en chainage avant et principes de construction des preuves en chainage arriére & partir de
laquelle nous proposons une méthode pour normaliser les preuves et élaborer des stratégies de construc-
tion dans un fragment donné de la logique linéaire. Appliquée de fagon systématique dans la logique
linéaire toute entiére, elle nous permet d’y proposer une stratégie originale de construction des preuves
en chalnage avant.
Cette méthode va ensuite nous aider & choisir un fragment approprié de la logique linéaire intuitionniste
pour y élaborer un calcul de processus asynchrone, CPL (Concurrent Programming Logic), basé sur la
construction de prenves. Les formules y sont interprétées comme des processus et les preuves, avec cer-
taines restrictions, comme des réductions de processus. Nous proposons une sémantique opérationnelle
sons forme d’une relation de transition qui découle de cette interprétation.
Pour exprimer la capacité d’interaction des processus avec le monde extérieur, nous proposons une sé-
mantigue dénotationnelle, issue de la sémantique des phases de la logique linéaire, qui repose sur les
notions de co-processus et d’interface. Un co-processus est un testeur qui caractérise un aspect de ’in-
teraction possible du processus avec I'extérieur. Il est représenté par une formule qui vérifie une certaine
forme de complémentarité avec la formule représentant le processus. Une interface est un ensemble de
co-processus caractérisant de maniére globale la capacité d’interaction d’un processus avec ’extérieur.
Utilisant le cadre déductif, nous construisons un calcul sur les interfaces qui s’articule autour des concepts
de réduction et de relativisation d’une interface.
La notion de communication synchrone est captée par une simple restriction sur la forme des preuves dans
le systéme déductif de CPL. Cette restriction permet de définir un calcul synchrone, SCPL qui englobe
notamment le m-calcul de Milner. _
En tant que modzéle logique du parallélisme, CPL peut &tre un outil d’analyse dans [e domaine et peut ser-
vir de base 4 de nouvelles propositions de langages de programmation paralléle. On peut méme d’emblée
concevolr CPL comme un langage de programmation logique. Enfin, il peut constituer un cadre commun
pour I’étude sémantique de programimes écrits dans des langages les plus divers.

Mots-clés: logique linéaire, déduction, programmation logique, paraliélisme, communication, calcul de
processus,
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L’exigence de plus en plus grande des utilisateurs de disposer de programmes corrects par rapport aux
spécifications & satisfaire a conduit & rechercher des méthodes de programmation basées sur la théorie de
la démonstration.

Construction de preuves et programmation

Une premiére approche s’inscrivant dans le cadre de la programmation fonctionnelle, consiste & traduire
une spécification par une formule et 4 extraire d’une preuve constructive de cette formule le programme
gui va réaliser la spécification [Nordstrom et al., 1990; Constable, 1991; Galmiche, 1992; Coguand ef al.,
1994]. Ce programme se présente sous forme d’une fonction et son exécution va consister 4 lui soumettre
en argument des données, elles-mémes sous forme de fonctions, pour calculer la valeur correspondante
retournée, A un niveau logique, cela se traduit par une composition de preuves par la régle de la coupure
puis par une réduction de ces coupures dans la preuve résultant de cette composition. Cette vision des
choses puise ses racines dans ’isomorphisme de Curry-Howard {Howard, 1980] mais elle a vraiment acquis
ses lettres de noblesse avec différentes théories comme la théorie des types de Martin-Lof [Martin-Lof,
1982] ou le calcul des constructions [Coquand and Huet, 1988].

Dans cette thése, nous avons choist une autre approche qui 8'inscrit dans le cadre de la programmation
logique [Miller et al.. 1991]. Dans cette approche, un programme est représenté par une formule logique.
Ce que nous appellerons son environnement d’exécution est aussi représenté i Paide de formules logiques.
L’ensemble, programme et environnement, va constituer ce que nous appellerons une requéte qui va se
présenter aussi sous forme d’un énoncé logique (qui peut se traduire par une formule ou un séquent).
L’exécution de la requéte va consister a construire une preuve de cet énoncé.

Le noyau logique pur de Prolog par exemple, peut &tre vu de cette fagon dans le cadre de la logique
intuitionniste. Un programme est représenté par la conjonction P des implications traduisant les clauses
de Horn qui le constituent. Un environnement d’exécution de P est un but qui est représenté par une
conjonction B de formules atomiques. La requéte associée peut alors se traduire par le séquent P - B et
sol ex€cution par la recherche d’une preuve de celui-ci dans le calcul des séquents intuitionniste.

Alors que dans la premiére approche, la consiruction de preuves correspond & la synthése de programmes,
elle traduit 1ci exécution de programmes.

L’avantage d’une telle approche est qu’elle rend ’écriture des programmes relativement aisée car proche
des spécifications. Un méine objet peut étre vu comme une spécification ou un programme logique selon
qu’il est considéré sous l'angle de sa signification logique ou de son exécution. Par ailleurs, le faif de se
situer d’emblée dans un cadre logigue, est un atout pour la vérification de la correction des programmes.
Mais le revers de la médaille est qu’il est souvent difficile de contrdler exécution des programmes logiques
et de faire en sorte qu’ils sotent le plus efficaces possibles. On peut toujours améliorer Pefficacité par
[introduction dans 1’écriture des programmes de prédicats de contréle comme cela se fait avec Prolog,
inais on sort alors du cadre logique pur. Voyons dans quelle mesure il n’est pas possible d’intégrer le
coniréle au niveau logique.

Expression du changement d’état en logique

Si nous concevons ’exécution d’un programme comme une suite de changements d’états d’une mé-
moire, intégrer le contréle au niveau logique, ¢’est étre capable d’exprimer la notion de changement d’é&tat
en logique. Voyons tout d’abord ce qu’il en est en logique classique ou intuitionniste.

Considérons un exemple simple, celii d’un programme qui modifie la valeur d’une variable z, la faisant
passer de 2 4 5. On peut modéliser un tel programme par I’implication {z = 2) = (z = 5), son entrée et
sa sortie par les formules respectives (2 = 2) et (¢ = 5) (elies constituent Penvironnement d’exécution).
L’exécution du programme sera alors représenié par une preuve du séquent :

{(z=2)=(z=58),{z=2) b (2 =5).

La partie gauche peut &ire vue comine un état initial constitué de programme et de son entrée et la
partie droite comme un état final constitué par la sortle du programme. La preuve du séquent peut alors
éire considérée comme une action permettant de passer de 1’état initial 3 1’état final. Le séquent est
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prouvable en logique intuitionniste ce qui peut &tre interprété comme le fait que 'action est possible.
Malheureusement celui-ci aussi:

{(z=2)=(2=5), (z=2) + (x=2)A(z =5).

La proposition (r = 2), posée comme vraie en hypothése, le reste ensuite indéfiniment alors que 1’on
souhaiterait qu’elle soit remplacée par (z = 5).

A iravers cet exemple, la logique intuitionniste (et par 13 méme la logique classique aussi) révéle son
incapacité 4 exprimer simplement une transition d’états, Cela est lié au caractére monoione de la vérité
dans cette logique au sens o si elle peut &tre construite dans une preuve, elle ne peut pas y étre détruite.
A D'opposé, un trait essentiel de la logique linéaire [Girard, 1987, 1989] est sa capacité @ ezprimer le
dynamisme, c’est-d-dire & prendre en compte la notion de changement d’état. Ainsi reprenons Pexemple
précédent. L'implication linéaire se notant —o, ’exécution du programme est représentée par la preuve
du séquent.:

(z=2)—o(z=5), (¢=2) F (z=5).
Mais en logique linéaire, les formules sont considérées comme des ressources qui sont consommées dans

les preuves au moment de leur utilisation. Elles ne peuvent donc servir qu’une seule fois sauf si elles sont
précédées de I'opérateur modal! qui indigque qu’il s’agit de ressources infinies. C'est pourquoi le séquent

(=2)—o(z=5),(z=2) F (z=2)@{(z=5)

n’est pas prouvable (@ représente une forme de conjonction en logique linéaire). Cette aptitude de la lo-
gique linéaire 3 modéliser le changement d’état est bien illustrée par les travaux de [Masseron et al., 1993;
Masseron, 1993] sur la planification. Il y est montré qu'on peut voir la construction de plans comme celle
de preuves dans une théorie issue d’un fragment particulier de la logique linéaire.

Programmation logique en logique linéaire

Cette possibilité qu’offre la logique linéaire de gérer dans une preuve les formules comme des ressources
dont on sait a priori qu’elles sont consommables ou infinies, a douné 'occasion de définir des langages de
programmation logique & partir de fragments de celle-cl.

[Miller et al., 1987] ont défini un cadre général pour une extension de Prolog, qui repose sur les prenves
uniformes. Utilisé en logique intuitionniste, il leur permet d’avoir des buis qui soient des implications.
Un programme peut ainsi se trouvé enrichi de faits nouveaux en cours d’exécution. [Hodas and Miller,
1991,1994] ont ensuite appliqué ce cadre 4 un fragment de la logique linéaire intuitionniste. La distinction
entre ressources consommables et ressources infinies a alors permis d’enrichir les capacités d’expression
du langage le rendant propre & des applications telles -que I'analyse syntaxique de langages naturels, la
gestion d’une base de données ou la programmation orientée objets. [Harland and Pym, 1991,1992, 1994]
ont effectué un travail analogue dans un fragment voisin,

[Andreoli and Pareschi, 1990b,1991b] ont cherché eux aussi & étendre la capacité d’expression de Prolog
smais dans une autre direction par lintroduction de iétes multiples dans les clouses. Ils ont ainsi été
~amenés & travailler dans un fragment restreint de la logique linéaire classique (CLL). Le langage qu’ils
.ont congu, LQ [Andreoli and Pareschi, 1991b], peut &tre vu comme une extension de Prolog. Mais il peut
- 8tre aussi considéré comme un langage de programmation orientée objets [Andreoli and Pareschi, 1991a;
Andreoli et al., 1991} dans la mesure ol les buts successifs engendrés an cours de la recherche peuvent
étre considérés comme des agents qui évoluent, peuvent donner naissance 4 de nouveaux agents héritant
de leurs propriéiés; ces agents peuvent aussi communiquer par le biais d'un mécanisme extra-logique,
celui du partage d’un tableau.

Logique linéaire et parallélisme
Les travaux de [Andreoli and Pareschi, 1991a; Andreoli et al, 1991] révélent que le parallélisme est

une dimension naturelle de la programmation logique en logique linéaire.
Pour mettre en évidence ce lien, prenons un nouvel exemple : celul d’un programme qui consiste & modifier
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I’état de deux variables z et y, la premiére passant de la valeur 2 &4 5 et la seconde de 3 4 7 par exemple.
Ses deux instructions peuvent étre représentées par les deux implications linéaires (z = 2) —o (z = 5) et
(v = 3) —o (y = 7). Une exécution peut étre modéhisée par la construction d’une preuve du séquent :

(z=2)—(z=5), (g=3)—(y=T7), (z=2), (y=3) F(z=5){y=T)

Les deux instructions qui composent le programme sont totalement indépendantes donc elies peuvent étre
exécutées en paralléle. La syntaxe d’un langage impératif tel que Pascal, masquerait cette indépendance
en imposant un ordre entre les instructions mais ce n’est pas le cas en logique lingaire. D*un point de vue
syntaxique, il n’y a déja pas d’ordre entre les formules qui les représentent dans le séquent. Ensuite dans
la construction de la preuve qui traduit I'exécution du programme, les deux formules sont réduites de
fagon totalement indépendante si bien que la preuve peut étre dissociée en deux : une preuve du séquent
(2 =2) —o (z=5), (r=2)t (x=2>5) et une preuve du séquent (y = 3) —o (y=7), (y=3)F(y=T).
Considérons maintenant un autre programme qui fait passer successivement une variable & de la valeur
2 4 5 puis 7. Son exécution peut étre représenté en logique linéaire par la construction d’une preuve du
séquent :

(z=2)—o(z=5), (e=8)—o(z=7), (z2=2) F{(z=7)

Les deux instructions du programme ne sont pas indépendantes: la premiére, représentée par

(2 = 2) —o (& = 5), doit étre nécessairement exécutée avant 'autre, représentée par (z = 5) —o (z = 7).
Mais il est inutile de traduire ce lien dans la syntaxe des deux formules. Le lien apparaftra dans la prenve
par une impossibilité de dissocier la réduction des deux formules. Il peut &tre exprimé en termes de com-
munication par la transmission de l'information (z = 5) entre la formule (2 = 2) —o (z = 5) représentant
Pémetteur et la formule (z = 5) —o (z =T) representant le récepteur. .

Ainsl apparait I'aptitude de la logique linéaire & exprimer la logique interne de l’executlon d'un pro—
gramme, indépendance entre deux instructions se manifestant par le parallélisme et la causalité par la
communication. Les travaux sur la modélisation des résequz de Petri en logique linéaire illustrent cette
capacité & représenter le parallélisme. [Asperti, 1987; Gunter and V., 1989; Marti-Oliet and: Meseguer,
1989] ont montré que le fragment multiplicatif (MLL) était un cadre adapté & la représentation des ré-
scaux de Petri., Plus récemment, [Engberg and Winskel, 1994] ont établi que ceux-ci pouvalent méme
constituer un modéle de la logique linéaire intuitionniste toute entisdre.

Logique linéaire et calcul de processus

Les calculs de processus tels que CSP [Hoare, 1985], CCS [Milner, 1980] ou le I-calcul [Milner et al.,
1992] jouent un réle important dans la modélisation du parallélisme. Or, de la programmation logique en
logique linéaire telle que nous ’avons préseniée, 4 un calcul de processus , il n’y a qu’un pas. Les fermules
au lieu d’stre vues comme des programimes, le seront comme des processus. Les epérations logiques sur
ces formules seront, considérées comme des opérations algébriques sur les processus. Enfin, la construction
de preuves représentera la réduction des processus au lieu de Pexécution des programmes.

[Miller, 1992] a ouvert cette voie en montrant que le II-calcul pouvait, avec certaines restrictions, étre
considéré comme une théorie en logique linéaire. Dans un fragment de CLL, [Kobayashi and Yonezawa,
1992, 1994a] ont développé ACL, un calcul de processus asynchrone qu’ils ont récemment étendu 2
Pordre supérienr sous le nom de HACL [Kobayashi and Yonezawa, 1994b]. Les travaux de [Volpe, 1994],
méme s’ils sont tournés davantage vers I’application 4 un langage de programmation logique, sont trés
proches. V. Saraswat et P. Lincoln ont au départ une motivation différente des auteurs précédents, celle
de représenter la programimation parallzle avec contralntes & 'aide de la logique linéaire. Mais le calenl
qu’ils ont con¢u, HLee [Lincoln and Saraswat, 1992], se situe encore dans la méme famille.

Notre thése se situe dans le fil de ces travaux. Nous nous proposons d’étudier dans quelle mesure il
est possible d’enterpréler la consiruction de prewves en logique linéaire comme un calcul de processus
paralléles, d’une maniére gui soil lg plus générule possible. Cette 8tude va déboucher sur la proposition
de CPL {Concurrent Programming Logic), un calcul de processus paralléles basée sur cette idée.

La volonté d’étre le plus méthodigue et le plus général possible, nous a amenés 4 un examen préalable el
systématigue de la construction de preuves en logique linéaire indépendamment de I’application envisagée,
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et ce pour plusieurs raisons:

- Le probléme d’identifier la construction de preuves & un calcul de processus ne peunt pas 8tre posé
comme tel dans la logique linéaire toute entiere. Le choiz d’un fragment logique adéquat est essentiel:
il faut qu’on puisse y rormeliser les preuves de telle fagon qu’elles prennent un sens dans le caleul
de processus et qu’elles puissent étre construites facilement pour que le calcul puisse étre mis en
ceuvre pratiquement,

— Une fois le fragment logique choisi, le calcul défini comme une construction de preuves normales
dans celui-ci, la connaissance de la construction de preuves en logique linéaire doit nous permettre
d’élaborer des stratégies particuliéres de calenl. Nous verrons ainsi qu’il est une forme de stratégie
qui joue un réle important : les stratégies synchrones.

— Enfin, nous nous attacherons & définir une sémantique dénotationnelle issue de la sémantique des
phases de la logique linéaire {Girard, 1987] qui vise & exprimer la capacité d’interaction des processus
avec le monde extérieur et gni repose sur la déduction en logique linéaire.

Pour toutes ces raisons, une étude préalable de la construction de preuves en logique linéaire s’imposait.
Naturellement, cette étude nous a emmené au-dela de ce dont nous avions strictement besoin pour notre
application. Elle s’inscrit plus généralement dans la théorie de la démonstralion basée sur le calcul des
séquents.

Construction de preuves en logique linéaire

Le formalisme utilisé pour définir le systéme déductif de Ia logique linéaire [Girard, 1987] est celui du
calcul des séquents [Gentzen, 1935; Kleene, 1968; Gallier, 1986]. I est tout & fait adapté & la représentation
d’un calcul de processus dans la mesure ot un séquent P F P’ peut étre interprété comme résumant la
réduction d’un processus P en un processus P’

Sur le plan purement logique, Pavantage d’un tel formalisme par rapport 4 celui de la déduction naturelle
est que chaque régle d'inférence est globale: elle permet de prendre en compte ’ensemble des formules
présentes dans une preuve et pas seulement celles qui vont &tre modifiées par la régle. Le revers de la
médaille est qu’un tel formalisme est redondant {Wallen, 1990}. Notamment, {’ordre des inférences au sein
d’une preuve n’est pas toujours pertinent. L’idée qui en découle, est qu’il est possible de normaliser les
preuves en permutant certaines de leurs inférences entre lesquelles Iordre n’est pas essentiel. [Kleene, 1952]
avait déja montré tout Pintérat de la permutabilité d’inférences dans les preuves en logique classique
et intuitionniste présentées dans le formalisme du calcul des séquents. [Wallen, 1990] a généralisé ces
résultats pour des logiques non classiques,

Et cette notion se retrouve dans la plupart des travaux sur la déduction en logique linéaire.

¢ [Hodas and Miller, 1991, 1994], pour étendre Prolog commme nous ’avons indigué précédermnment,
ont été amenés & étudier la construction ascendante de preuves dans un fragment particulier de la
logique linéaire intuitionniste (ILL). Ils ont montré qu’elles pouvalent ¥ étre normalisées sous forme
de preuves uniformes. [Harland and Pym, 1991,1992, 1994] ont mené une étude similaire dans un
fragment voisin.

e [Andreoli and Pareschi, 1990b; Andreoli, 1992] ont étudié la construction ascendante de preuves dans
la logique linéaire compléte présentée & I'aide de séquents sans partie gauche (CLL). L utilisation
de la permutabilité d’inférences a permis de définir une classe de preuves compléte relativement
i D’ensemble des preuves: les "focusing proofs” |Andreoli, 1992]. Leur construction de haut en
bas présente deux propriétés caractéristiques: la réversibilité qui permet de décomposer certaines
formules dés gu’elles apparaissent dans certains séquents et le “focusing” qui, dés qu’on commence
4 décomposer d’autres formules, permet d’enchainer par la décomposition de leurs sous-formules.

o [Lincoln and Shankar, 1994] se sont concentrés sur le probléme de la gestion des substitutions
relatives aux variables quantifiées, dans fa construction ascendante de preuves de CLL. Reprenant
la technique de skolémisation dynamique utilisée pour la logique intuitionniste [Shankar, 1992],
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ils ont pu rendre totalement permutable Pintroduction des quantificateurs existentiels et universels
dans les preuves. L’inconvénient est que cela restreint la permutabilité de certaines antres inférences.

o [Tammet, 1993], en plus de chercher & construire des preuves de bas en haut (autrement dit en
chainage arriére), a aussi choisi de les construire en partant des axiomes pour arriver & la conclusion
(¢’est-a-dire en chainage avant). La méthode utilisée s’apparente a la résolution et s’inspire de la
méthode inverse de Maslov [Lifschitz, 1989]. Mais au-dela de la forme, le fond repose encore sur
la permutabilité d’inférences dans le calcul des séquents. [Mints, 1993] a étendu ces résultats au
premier ordre.

Le fil conducteur de ces travaux est {'utilisation de lg permutabilité d’inférences dans les preuves. Cest ce
Qifi nous a amenés & sysiématiser cette utilisation. Notre démarche n’est pas avant tout dans 'obtention
de tel ou tel résultat pointu qui viendrait s’ajouter a ceux qui viennent d’étre exposés. Elle est de montrer
que ces résultats qui peuvent apparaftre indépendants les uns des autres, se rattache en fait & une méthode
générale de recherche de preuve, basée sur la permuiabilité d’inférences, qui s’applique & tout fragment de
{a logigue linéaire et d toul sens de construction des preuves.

Plan de la thése

Partie I: construction de preuves en logique linéaire

Le chapitre 1 est une introduction 3 la loglque linéaire tournée plus particuliérement vers la. présen-
tation de son systéme déductif et de ses principaux sous-systémes.

Dans le chapitre 2, nous nous attacherons & définir clairement les concepts de base d’ inférences per-
mutables et de mantée et descente d’une inférence dans une preuve,
Ensuite, nous aborderons la normalisation des preuves proprement dite qui se résume & un _‘inouveme_nt
d’inférences, avec deux facteurs déterminant ce mouvement : le fragment logigue dans lequel se situent
les preuves et le sens de construction env1sage [Galmiche and Perrier, 1994b]. L’élimination des coupures
peut &tre considérée comine une premiére phase dans ce processus de normalisation.

Dans le chapitre 3, nous appliquerons les principes dégagés juste avant, & la normalisation des preuves
dans CLL en vue de les construire en chainage arriére. Nous allons découper le processus en deux phases:
la premiére concerne uniquement les contractions et les affaiblissements et va déboucher sur une spéciali-
sation du systéme d’inférence qui va devenir CLLt; la deuxi¢me porte sur le déplacement des inférences
logiques et nous permettra d’obtenir les preuves normales de CLL{. Nous verrons que, pour 'essentiel,
nous retrouverons les "focusing proofs" de [Andrecli, 1992]. Mais comme nous I’avons dé&ja dit, ce qui
nous importe ici, n’est pas tant le résultat obtenu que la mise en valeur de la méthode utilisée.

Dans le chapitre 4, nous allons reprendre CLYL mais dans une perspective opposée : la construction des
preuves en chainage avani. La encore, nous allons découper le processus de normalisation en plusieurs
phases. Reprenant la notion de séquent affaiblissable introduite par [Tammet, 1993), nous allons faire une
premiére modification du systéme d’inférence qui va nous permettre de rendre mobiles les affaiblissements
de tous ordres, produits au cours d’une preuve.

Dans le nouveaun systéme, CLLJ, nous allons chercher A rendre les affaiblissements contrélables dans un
processus de construction des preuves en chainage avant. [Tammet, 1993] a apporté une premiére réponse
4 ce probléme crucial. L’utilisation systématique de la permutabilité d’inférences va nous permettre d’aller
plus loin en faisant appel & des notions nouvelles telles que formules de base et formules d’affeiblissement
ainsi que base d’affaiblissement.

Cela va se traduire par une deuxiéme modification du systéme d’inférence qui va devenir le systéme
CLL|A, spécialisé dans la démonstration d’un séquent particulier - A. Qutre le contréle des affaiblis-
sements, ce systéme va aussi intégrer celui des contractions. Il ne restera plus ensuite qu’a déplacer les
inférences logiques pour obienir des preuves normales de CLLLA.
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Dans les trois précédents chapitres, nous avons envisagé les preuves sous un angle statique. 11 s’agis-

sait d’objets auxquels nous avons fait subir un processus de transformation : la normalisation. Dans le
chapitre 5, nous allons les considérer sous un angle dynamique, celui de leur construction. Les propriétés
des preuves normales vont se traduire au niveau de la recherche par des principes qui vont permettre de
réduire I'indéterminisme lié 4 ’ordre d’application des régles d’inférence.
La montée maximum de certaines inférences dans les preuves donnera lieu aux principes duaux de com-
position immédiaie pour la recherche descendante et de décomposition en chaine pour la recherche ascen-
dante. Symétriquement, la descente maximum d’autres inférences va se traduire par les prircipes duaux
de composition en chaine pour la recherche descendante et de décomposition immédiate pour la recherche
ascendante [Galmiche and Perrier, 1994a].

Partie II: programmation paralléle en logique linéaire

Dans le chapitre 6, nous exposons la démarche qui va nous permettre d’utiliser notre connaissance de

la construction des preuves en logique linéaire pour élaborer CPL, un calcul de processus qui s’appuie
sur celle-ci.
Nous montrerons tout d’abord les choix auxquels nous avons &té confrontés dans la délimitation d’un
fragment logique approprié. Nous verrons dans quelle mesure ils rejoignent ou se différencient de ceux
effectnés par [Miller, 1992; Kobayashi and Yonezawa, 1992; Lincoln and Saraswat, 1992]. Le fragment
logique &tant fixé, nous utiliserons la méthode développée dans la partie I, pour normaliser les preuves
dans ce fragment et spécialiser le systéme d’inférence pour en faire le systéme déductif de CPL. Nous fe-
rons enfin une bréve étude de la permutabilité d’inférences dans celui-ci qui aidera ensuite a 1’élaboration
des stratégies de calcul ainsi qu’a I"étude de la sémantique dénotationnelle,

Ie chapitre 7 est consacré & 1’étude du langege et de la sémantigue opérationnelle de CPL. Nous
commencerons par décrire les mécanismes de communication ainsi que les opérations algébriques sur les
processus que le langage permet. Nous illustrerons ses possibilités d’expression par des exemples variés.
A partiv du systéme déductif de CPL, nous étudierons ensuite sa sémantique opérationnelle sous deux
formes : logigue en tant que construction de preuves et i travers une reletion de fransition qui en découle.

Le chapitre 8 est consacré 4 I'étude de la sémantique dénclationnelle de CPL. Elle vise & exprimer
la capacité d’interaction d'un processus avec le monde extérieur par opposition 4 son mécanisme interne
de réduction. Elle est issue de la sémantique des phases de la logique linéaire [Girard, 1987] et basée sur
les concepts de co-processus et d’interfece dont nous donnerons une représentation logique. Nous verrons
ensuite qu'en s’appuyant sur la déduction en logique lingaire, il est possible d’élaborer un calcul sur les
interfaces basé sur les notions de réduction, et de relativisation d’une Interface. Nous étudierons enfin
comment s’articulent les rclations entre interfaces et les relations entre processus correspondants étant
donné qu’il y a une dualité entre les deux.

Dans le chapitre 9, nous nous intéressons 4 la synchronisaiion de la communication dans les réductions

de processus et plus généralement dans les preuves de CPL. Nous verrons qu’elle s’effectue en rapprochant
les inférences produisant les messages de celles les consommant.
Cette opération qui n’est pas toujours possible, nous permettira d’obtenir des prewves synchrones. En
nous intéressant ensuite seulement 4 celles-ci, nous allons restreindre CPL & un calcwl synchrone: SCPL
( Synchronous Concurrent Programming Logic). Nous verrons en particulier que nous pourrons y coder
le II-calcul [Milner, 1991; Milner et al., 1992].

Dans le chapitre 10, nous montrerons comment CPL fournit un cadre approprié pour traduire dans un
méme langage des programmes écrits dans des styles trés différents: programmes logiques, programmes
impératifs ou programmes paralléles. Avec sa sémantique dénotationnelle, il peut ainsi fournir un cadre
commaun pour ['étude sémantique de programmes écrits dans des langages les plus divers,
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Premiére partie

Construction de preuves en logique
linéaire
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Chapitre 1

Introduction a la logique linéaire

Ce chapitre constitue un rappel des principaux traits de la logique linéaire, une présentation de son
systéme déductif ei des principaux sous-systémes de celui-ci.

1 La logique linéaire

Bien que sa formulation soit récente [Girard, 1987], la logique linéaire se situe dans le prolongement de
logiques phis anciennes : celle de Lambek [Lambek, 1958], les logiques directe {Ketonen and Weyhrauch,
1984] et pertinente [Urquhart, 1984; Dunn, 1986]. Elle est issue d’une réflexion sur la sémantique de
I'implication intuitionniste basée sur les espaces cohérents. J.Y. Girard a introduit ceux-ci pour simplifier
les domaines de Scott [Girard, 1986]. 1l découvrit alors que 'implication intnitionniste n’est pas une opé-
ration primitive mais qu’elle peut &tre décomposée en deux autres qui vont devenir les opérations —o ef
! de la logique linéaire. Comment la logique linéaire se situe-t-elle par rapport a celles dont elle est issue?
La logigue classique est le reflet d’un monde siatigue on les vérités sont éternelles.

La logique intuitionniste [Heyting, 1966; Brower, 1975; 2] marqua une premiére rupture dans cette concep-
tton en introduisant une idée constructive de la vérité: ce qui est vral, est ce qui peut étre calculé comme
tel. Elle place donc les preuves au centre de la notion de vérité. Mais elle ne rompt que partiellement avec
une vision statique de la réalité dans la mesure ol la vérité y reste monotone: au cours d’une preuve, une
assertion qui a été établie, peut ensuite étre utilisée & volonté, elle reste vraie jusqu’au bhout.
La logique linéaire se veut par contre, une logique du dynamisme [Girard, 1989; Troelstra, 1992). Les
preuves peuvent &tre vues comme des acfions transformant des assertions, pouvant &tre interprétées
comine des états, en d’aufres.
Pour illustrer cette idée, considérons ’exemple suivant. Le séquent
(x=2)—o{x=5), (#=2) F (x=5)

est prouvable en logique linéaire tandis que

(2=2)~o(x=5),(z=2) F (z=2)@ (2 =5)
ne l’est pas (rappelons que —o et @ représentent respectivement l'implication linéaire et une forme de
conjonction). On peut considérer ces deux séquents comme deux actions, leur partie gauche représentant
un &tat initial et leur partie droite, 'état final correspondant aprés exécution de I’action. La ressource
(xr = 2) ayant été consommée dans I’action, cela entraine sa dispatition dans 1’état final et c’est donc
pour cela que le second séquent n'est pas prouvable.
Alnsi, on a pu dire de la logique linéaire qu’elle est une Jogique consciente de ses ressources. (est pourquoi,
elle a déja pu trouver des applications qui font appel & cette qualité dans des domaines aussi divers que
la programmation fonctionnelle, la programmation logique, le parallélisme et la programmation orientée
objets (le lecteur trouvera une liste exhaustive de références dans [Alexiev, 1993]).
Daas son papier initial, [Girard, 1987] propose deux sémantiques de la logique linéaire : celle des espaces
cohérents et celle des phases. Nous nous intéresserons & cette dernidre & l’occasion de la définition d’une
sémantique dénotationnelle pour CPL dans le chapitre 8.
D’autres sémantiques ont vu le jour depuis, basées sur les jews [Lafont and Streicher, 1991; Blass, 1992;
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Chapitre 1. Introduction ¢ la logique linéaire

Abramsky and Jagadeesan, 1992], les catégories [Seely, 1989; de Paiva, 1989; Barr, 1991] ou les modéles
de Kripke [Allwein and Dunn, 1992].

Dans cette thése, c’est 'aspect déductif de la logique linéaire qui nous intéresse avant tout. Or, de ce
point de vue, [Girard, 1987] en propose deux présentations: sous forme d’un calcul de séquenis el sous
forme de réseauz de preuve [Gallier, 1992a,1992b]. La deuxiéme s’apparente au formalisme de la déduction
naturelle mais les preuves y ont la forme d’arbres reliés entre eux par leurs feuilles. Nous opterons pour
la premiére qui est la plus appropriée pour représenter un calcul de processus, les séquents permettant
de traduire naturellement les changements d’états des processus.

2 Le calcul des séquents linéaire

Avant d’en présenter les régles, précisons quelques notations. Nous utiliserons les méta-variables A,
B, C pour représenter des formules atomiques, F, G, H pour des formules quelconques et A, T, I pour
des multi-ensembles de formules ; ces méta-variables pourront &tre éventuellement indexées.
Les régles de déduction définissant fouf calcul des séquents, sont en général classées en trois groupes:
identité, structure, logique. Et ce sont les régles structurelles qui déterminent la nature d’une logique.

2.1 L’abandon des régles d’affaiblissement et de contraction

En logique linéaire, les formules sont considérées comme des ressources qui sont produites et consom-
mées. Une formule ne peut y étre utilisée gqu'une fois et une seule. Cest pourquoi les régles du calcul des
séquenis linéaire s’obtiennent & partir de celles du calcul des séquents classique par suppression des régles
structurelles d’affaiblissement el de contraction.

Les régles d’affaiblissement gauche et droite se présentent habituellement ainsi:

e A ' - A
—— e W r——
FL+ A T+ F A

Wr

L’abandon de la régle wy, signifie que dans une démonstration, toutes les hypothéses sont consommées et
celul de wg qu’il n’est pas possible d’introduire dans une conclusion une alternative arbitraire,
Les régles de contraction, guant & elles, ont la forme suivante :

F,F, T F A T+ F F, A

——— CF —— CR

FTFA T+ F A

L’abandon de la régle ¢ veut dire que dans une démonstration, une ressource ne peut pas étre utilisée
plusieurs fois et celui de cg qu’il n’est pas possible dans une conclusion de contracter plusieurs alternatives
identiques.
La régle d’échange est la seule régle structurelle maintenue mais de fagon implicite: alors qu’en logique
classique les parties gauche et droite des séquents sont des ensembles de formules, en logique linéaire,
ce sont des multi-ensembles de formules. Si la régle d’échange est abandonnée, on obtient une logique
linéaire non commutative [Yetter, 1990, Abrusci, 1990, 1991].

2.2 La négation linéaire

Contrairement 4 la logique intuitionniste, la modification des régles structurelles ne change pas les
propriétés de la négation par rapport & la logique classigue. Elle est définie par les régles suivantes

- F, A N F,TFA

- O o L —_— R
FL T+ A T F FL A

Ainsi, elle conserve un caractére involutif, ¢’est-a-dire que F1+ est égal & F. Cela confére donc 4 la logique
linéaire une symétrie que n’a pas la logique intuitionniste. Cela permet, entre autres, de transformer tous
les séquents en séquents sans partie gauche oit Pon ne distingue plus hypothéses et conclusion. Par
exemple: F, G+ + H pourra s’écrire b FL1, G, H. Dans la suite, nous allons utiliser cette propriété
pour simplifier le systéme d’inférence.
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2. Le calcul des séquents linéaire

2.3 La dissociation des aspects multiplicatif et additif des opérateurs logiques

Une des conséquence de ’abandon des régles d’affaiblissement et de contraction est la dissociation du
et et du ou classiques chacun en un opérateur multiplicatif et un opérateur addifsf. Ceci va donner lieu a
deux fragments distincts de la logique lindaire : le fragment multiplicatif et le fragment additif.

2.3.1 Le fragment multiplicatif

La caractéristique de celul-ci est que les régles d’inférences n’y modifient pas l'étendue des ressources
manipulées, elles agissent seulement sur leur structuration ; de 13, le caractére tnfensionnel ou multiplicatif
de ces régles. Le et multiplicatif s’appelle times (notation ®). On lui associe un élément neutre qui est la
constante 1. Les deux opérateurs sont alors définis par les régles suivantes:

F.G T EA ® I's F F, A I's F G, As
—_ L R
FeoG, T F A 'y, T F FRG, Ay, A,
r-A 1z 1p
1, I+ A F 1

Le ou multiplicatif s’appelle par (notation ). On lui associe un élément neutre qui est la constante 1.
Les deux opérateurs sont alors définis par les régles suivantes:

FI F A G—',l"gl"AggJ ' F G A
I [ S A—
Fg\)G. I‘l, I\g F Al, Ag FI"F&’JG,A
|—~ o
1y 'ra 4,
L F TrFE 1 A :
Le fragment multiplicatif comprend aussi 'implication linéaire qui peut &tre considéré comme un connec-
teur dérivé de g et - de la fagon suivante: F —o G = FLpG. Mais elle peut étre aussi définie
directement par les régles suivantes:
iy FF A G, Ta + Ay FT -G, A
—Or —©R
F—oG, I, Ty b AL A ' F—o G, A

2.3.2 Le fragment additif

Il se caractérise par des régles d’inférence qui modifient Pétendue des ressources: superposition de
contexies ou introduction d’une formule totalement nouvelle, d’oil le caractére extenstonnel ou additif
de ses régles. Ainsi [e et additif s’appelle with et s’écrit &. On lui associe un élément neutre qui est la
constante T. Ils sont définis par les régles suivantes :

FrEA G L EA o I'rFA TFG, A

asrea erta &
FeG. T Fa F F&G. T F A T F F&G A

—  Tg
T, A
De fagon duale, on trouve le ou additif qu’on appelle plus (notation @). L’élément neutre correspondant
est la constante (. Les deux opérateurs sont définis par les régles suivantes:
FETFEFA G, T A P F A G, A

L —  &lp — ' &
Fo&G, T+ A T'F FaG, A TFFad A

0

0, T F A

On peut montrer que l’ensemble des formules de la logique linéaire muni d’une des quatre opérations
binaires ainsi définies constitue un monoide commutatif. Cette propriété sera souvent utilisée de facon
implicite par la suite.
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Chapitre 1. Introduction a la logique linéaire

2.4 Les opérateurs exponentiels

Pour retrouver le pouvoir d'expression de la logique classique, il était nécessaire de réintroduire les
régles d’affaiblissement et de contraction mais de fagon contrdlée en marquant les formules auxquelles
elles sont applicables 4 I’aide des opérateurs modaux ! et?. I’oil les régles suivantes:

FETHA | ITFFA LA IR T R A
— 'L . R —— WHL [ —— 1
F T A T HIF TA lF, I E A KT F A
F,IT F?A ' - F, A T+ A L F29F 7F, A
?r T - wig ' eTg
?F, IT F ?7A T F7F A T F7F, A T F2F, A

Lorsqu’on trouve ci-dessus des expressions de la forme 7T ou IT, cela indigue des multi-ensembles obtenus
en ajoutant devant chaque formule de T, Uopérateur? ou !

2.5 La régle de la coupure

Elle est fondamentale car elle donne le pouvoir d’utiliser des lemmes dans les preuves et s’énonce de
la fagon sutvante :
Pk F,A;  F, T3k A,
Ty, Tz b Ay, Ay
Mais paradoxalement, elle n’a de sens que s’il est possible de I’&liminer dans les preuves (Hauptsatz de
Gentzen). En effet, elle a pour seul réle de permetire l'introduction de lemmes dans les démonstrations.

Elle ne doit pas ajouter de sens particulier par rapport aux autres régles qui, elles, servent a définir la
logique. [Girard, 1987] a montré que ’élimination des coupures &tait possible en logique linéaire.

cut

On a récapitulé 'ensemble des régles constituant le systéme déductif de la logique linéaire que nous
noterons LL dans la figure 1.1, Le fragment propositionnel de LL sera noté LLg.

Remarque 1.2.1 On peut ranger les régles dinférences de LL en deur groupes: celles qut exigent des
conditions sur les contertes et que Don peut gualifier de sensibles au contexte ef celles qui ne le sont pas.
Dans le premier, on trouve tout d’abord la régle & qui exige Uidentité des deux coniextes iniliauz. On
trouve aussi lo régle ! qui exige gue le contexte aif la forme TA. Enfin, ce groupe comprend aussi la régle
YV qui exige que la variable qui esli quantifiée ne soit pas libre dans le contexte.

Cette remarque est imporiante parce qu’elle explique premiérement lo difficulté & passer d’un formalisme
sous forme de calcul des séquents & un formalisme du {ype déduction naturelle pour représenter la logique
linéaire. Cest tout le débat sur les réseaux de prewve qui dépasse le cadre de cette thése (voir @ ce sujet
{Girard, 1987; Bellin, 1991; Gonthier et al., 1992]).

3 Les principaux sous-systémes

Du point de vue de la construction de preuves, LL est un cadre trop large pour ¥ développer des
stratégies de recherche de preuves efficaces. A ce sujet, il est & noter que, contrairement 4 la logique
propositionnelle classique, LLgy n’est pas décidable [Lincoln ef al., 1990]. Il est donc capital de pouvoir se
restreindre & certains fragments de LL [Chirimar and Lipton, 1991; Bellin and Ketonen, 1992}, Quelques
critéres semblent importants pour leur définition :

- LL doit &tre une extension conservative de ce fragment, c’est-a~dire que tout séquent apparienant
a celui-ci et prouvable dans LL, doit avoir une preuve totalerment incluse dans celui-ci;

- la recherche de preuve doit y étre efficace ; ce point est crucial et va étre développé dans le chapitre
suivant ;

- son pouwoir d’expression doit étre suffisamment étendu pour pouvoir y spécifier les problémes
qu’on souhaite résoudre.
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3. Les principauz sous-sysiémes

Fia. 1.1 - Systéme d’inférence de LL
id I'i F F, A F, Ts F Ay

groupe identité

cul
AR A P, T2 F Ay, Ay
groupe logique
négation
' F A FITFEA
. . 1 —_————— R
FL. T FA Fr Ft, A
opérateurs multiplicatifs
G T EA L FF oA Iy 5 G, As - A
R ®r — 1 — 1r
F@G I F A I, Te - F&G, A, Ay LT FEA F 1
F.T R Ay G, 'y B Ag reF G A ' A
b — T pn ___ Ag
FpG, T, Te B Ay, A ' F FpG, A i # T'rF 1, A
Iy FF A G, Ty F A, FETFG A _
—OF —opR i
F—OG,I‘l,I‘gf_Al,Ag P!_F-—OG,A :
opérateurs additifs
e A - OF F
F, F A &IL G1 &QL F ’A F G, A R S TR
F&G, T+ A F&G. T - A ' - F&G, A reT,A
FTEFA G, T FA TFF A 'k G, A
& - Dlp _— 2r
FaG, T F A ' FaG A PFFaG, A 0, T F A
opérateurs exponentiels
FTEA I+ F A 'k A IFLIE, T R A
—_— !L e — !R [ — w? . C!L
T FA I+ LE TA IF, T+ A IF,T F A
T ETA ' = F A r+aA I -7%F, 7F, A
O — ?L ———— ?R P — w?R R — C?R
TE, T FTA r =7F A r =7 A k7 A
quantificateurs
Flt/«], I' FA VL I - Fly/z], A
VzF, I' FA I' b VaF, A
Fly/e], T FA 'k Flt/z], A
L L L
JzF, T' FA I+ 3xF, A

Pour les régles ¥r et 3, la variable y ne doit pas étre libre dans la conclusion
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Chapitre 1. Introduction & la logique linéaire

Les deux derniers critéres sont souvent contradictoires si bien que Pon peut privilégier plus ou moins 'un
ou 'autre.

3.1 La logique linéaire classique (CLL)

Comme nous avons déja vu, les propriétés de la négation linéaire vont nous permettre de simplifier
le systéme complet par une restriction aux séquents sans partie gauche. Tout séquent de la forme ' A
peut étre remplacé par i~ I't ) A (ot I't représente le multi-ensemble des négations des formules de ')
Cela permet de diviser le nombre de régles par deux mais pour que LL en soit une extension conservative,
il faut aussi redéfinir la négation a ’aide de régles indiquant comment la descendre su niveau atomique
dans les formules composées. Nous obtenons alors le systéme CLL décrit par la figure 1.2.
I est bien entendu équivalent 4 LL, ce qui signifie que tout séquent I' - A est prouvable dans LL si et
sculement si - [, A est prouvable dans CLL. L’implication linéaire n’y apparait pas explicitement vu
que F —o (5 est considéré comme une abréviation de Flp G, cela permet 3 LI d’étre une extension
conservative de CLL. La restriction propositionnelle de CLL sera notée CLLg.

3.2 Les fragments multiplicatif (MLL) et mulitiplicatif-additif (MALL)

Le fragment multiplicatif de CLL, noté MLL, s’obtient par une restriction syntaxique sur les formules :
les seuls opérateurs permis sont 1, L, L, ®, p, ¥V, 3. A cause de la propriété de la sous-formule, CLL
est une extension conservative d’un tel fragment. L implication linéaire, du fait qu’elle est composée &
partir de p et de L est aussi un opérateur implicite de MLL. La restriction propositionnelle de MLL sera
notée MLLy, fragment NP-complet [Kanovich, 1991] comme le fragment encore plus restreint construit
uniquement & partir des constantes L et 1 et des opérateurs multiplicatif [Lincoln and Winkler, 1992].
L’intérét de MLL est que I’étendue des ressources atomiques est conservée dans les preuves si bien que
leur construction y est particulidrement simple.

En étendant MLL aux opérateurs additifs 0, T, &, 4, on obtient le fragment de CLI: que nous qualifierons
de multiplicatif-additif et qui est noté MALL. Pour les mémes raisons que pour MLL, CLL est une
extension conservative de MALL. La restriction propositionnelle de MALL sera notée MALLg. Le premier
fragment est NEXPTIME-hard [Lincoln and Scedrov, 1992] alors que le second est PSPACE-complet
[Lincoln et al., 1990].

Notons que dans MALL, 'affaiblissement et la contraction des ressources sont permis impliciternent au
travers des opérateurs additifs mais de maniére finie en ce sens que la forme syntaxique d’un séquent
quelconque de MALL permet de déterminer un ensemble maximum et finl de ressources nécessaire 3
sa preuve. Par exemple, si le séquent F A, B&(C, D&FE est prouvable, la formule A sera au maximum
dupliquée deux fois car il y a deux connecteurs & dans le séquent.

3.3 Lalogique linéaire intuitionniste (ILL)

De la méme fagon que la logique intuitionniste s’obtient & partir de la logique classique en limitant le
nombre de formules dans la partie droite des séquents & une au maximum, on définit la logique linéaire
intuitionniste, notée ILI, & partir de la logique linéaire toute entitére. ILL joue un rdle important dans
les applications & la programmation fonctionnelle, la programmation logique et le parallélisme [Alexiev,
1993].

LL esi-elle une extension conservative de ce fragment ? 81 ’on passe en revue toutes les régles d’inférence,
on constate que dans la construction d’une preuve de bas en haut, certaines risquent de nous faire sortic
de TLL; ce sont: * ;, —or, wg, c?r. Pour ne pas avoir & utiliser certaines de ces régles, il suffit de
remplacer dans les séquents & prouver certaines formules par des formules équivalentes.
Ainsi, on remplacera les formules de la forme FL, Fp(, 7F respectivement par :

F—ol, (F—odi)—G, (IF)— L.
Malheureusement, on n’a pas éliminé la régle —oy et si 'on étudie les choses de plus prés, on constate
que l'on sort de TLL uniquement lorsque application de la régle —oyg est consécutive 4 celle de 0r ou
de Lz. Ainsi les séquents i+ (((A —o L) —o L) —0 Aet F ((A —o B) —o 0) —o (A ® T) ne sont pas
prouvables dans ILL [Lincoln, 1992].
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8. Les principauz sous-sysiémes

Fig. 1.2 - Le systéme d’inférence de CLL
groupe identité

id FFA b+ FL A

- cut
FA AL A Al

groupe logique
négation
F.L.L = F

(Fe o)t =Frpct (FpGh)t = oGt

1t=1 it=1
(F&)t = FL o gt (Fo )t = Frect
TH=9¢ 0t =T

(1F)yt =?F+ (PF)t =1Ft
(VeF)! = 3zF+ (FzF)t =veFt

opérateurs multiplicatifs

FFL,A FF A 1 FFy, Fa, A
EF® Fa, A Al ﬁ F Fipfy, A
opérateurs additifs
FF A B Fy A T F LA
FF&Fy A FT.A FR B A
opérateurs exponentiels
FFTA FEA FA w7 TR A
FIF ?A R A PR A R F A
quantificateurs
FFly/=hA alt il 7] AN
FYzF A dzF A

avec y nown lthre dans la conclusion
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Chapitre 1. Iniroduction & la logique lindaire

Si I’on exclut les constantes 0 et L, on obtient un fragment dont LL est une extension conservative. La
restriction des régles d’inférence a celui-ci forment alors un systéme, noté ILL’, défini par la figure 1.3 et
que 'on appellera par abus de langage systéme de la logique linéaire intuitionniste, méme s’il n’en est
qu’une restriction. La partie propositionnelle d’TLL’ sera notée ILLj.
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3. Les principauzr sous-systémes

Fig. 1.3 - Systéme d’inférence d’ILL’

groupe identité

T FF FT:-G

id ut
A A I, Ie HG
groupe logigue
opérateurs multiplicatifs
F,Fo,F FG T FF ToFFy T+F
—_— @1 QR — 1 — 1lr
il TFGE 'y Ik Fy @ Fy I,THF i
I‘Il_Fl Fg,Fz"G FI,FFFQ
—oF, _——— —©p
Fl—OFg,Fl,in—G P"FI—DFZ
opérateurs additifs
nTEG Ll PRITFG &2 I'Fy I'kFy &n
W&k, ' G P&, TG P-FR&F, =7
BTFG FTIFG T+ F '+ F
! 2 Dy, —— ' ®lp "2 g2
e TG FHrFA & 'R &
opérateur exponentiel
ETHG | A ol r+a i IR THG
e 1 [, —— R [ — -L _—  Cf
IFTEG I'HF IRTHEG IFTHG
quantificateurs
Flt/z}, T+ G v Tk Fly/z]
- L —_—
YeF,T'F G I'-vzF
Fly/«],THG 't Flt/]
—r 2 C 3 ' dp
JeF TG '+ 3zF

avec y non libre dans la conclusion pour les régles Vg et 3
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Chapttre 1. Introduction & la logique linéaire
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Chapitre 2

Concepts pour la normalisation de
preuves en logique linéaire

Introduction

Dans ce chapitre, nous nous proposons d’étudier la premiére phase qui va nous permettre de construire
efficacement des preuves sans coupures dans un fragment donné de LL: la normalisetion des preuves
issues de ce fragment. Elle vise & définir une classe de preuves suffisamment restreinte pour que leur
construction soit efficace, tout en restant compléte pour le fragment considéré : tout séquent prouvable
doit pouvoir admetire une preuve normale. Pour y parvenir, nous proposons d’utiliser systématiquement
la permutabilité d’inférences au sein des preuves [Kleene, 1952].

Cette notion n’est pas nouvelle et on la retrouve de fagon informelle dans la plupart des travaux sur la
déduction en logique lingaire [Harland and Pym, 1990; Hodas and Miller, 1991; Bellin, 1991; Andreoli,
1992; Lincoln, 1992; Tammet, 1993]. Mais nous voulons la définir rigoureusement car la nature de la
régle & qui entraine la superposition de deux contextes complique les choses. Il en est de méme pour la
notion de mouvement d’une inférence dans une prewve qui en découle et qui est un élément constitusif
du processus de normalisation,

Pour établir ces concepts, il nous est nécessaire d’analyser 1’évolution d’une formule dans une preuve
en calcul des séquents. En effet, en déduction naturelle, une formule est liée d’un c6té aux composantes
dont elle est issue, et de I’autre, & la formule dans la composition de laquelle elle entre. Dans le calcul
des séquents, une formule qui a été produite par une inférence, peut rester passive lors des inférences
suivantes et ne devenir active en entrant dans la composition d’une nouvelle formule que bien longtemps
aprés. Nous définirons le vocabulaire pour décrire ce phénoméne.

Cela va nous permetire ensuite d’établir de fagon précise ce qu’on eniend par inférences permutables dans
une preuve. A partir de cela, nous allons mener une étude exhaustive de la permutabilité de deuz inférences
dans CLL en fonction de lenrs types. Par itération de la permutation de deux inférences dans une preuve
vers le bas ou vers le haut, nous pourrons définir le montée ef la descente d’une inférence dans une prevve.
Nous étudierons ensuite deux questions: dans quel sens peut-on déplacer plus facilement une inférence et
Jusqu’oit? Nous pouvons en venir ensuite tout naturellement au processus de normaolisation des preuves
proprement dit qui n’est qu'un ensemble de mouvement d’inférences. Nous nous sommes intéressés 4 deux
questions : quels facteurs peuvent déterminer ce processus et les mouvements individuels qui le composent,
sont-ils cohérents entre eux?

Nous achevons ce chapitre par une premiére application de ces concepts a ’élumination des coupures qui
constitue une premiére phase du processus de normalisation,
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Chapitre 2. Concepts pour la normalisation de preuves en logique lindaire

1 Vocabulaire relatif 4 I’évolution d’une formule dans une preuve

Afin de définir rigoureusement les notions de permutabilité et de mouvement d’inférences, il est né-
cessaire de fixer un peu de vocabulaire relatif au calcul des séquents qui permette de décrire I’&évolution
des formules dans les preuves. Etant donné que nous allons par la suite travailler dans CLL, nous nous
limiterons donc & des séquents sans partie gauche. [l serait facile d’étendre ce vocabulaire & des séquents
avec parties ganche et droite. Etudions d’abord ce qui se passe au niveau local d’une inférence, I'impact
qu’elle a sur Pévolution des formules d’une preuve. Cela nous améne  introduire les concepts de formule
principale, formule active et contexte.

1.1 Formules principales, formules actives et contextes d’une inférence

Rappelons tout d’abord qu’une inférence est une instance d’une régle d’inférence et que le iype d’une
inférence est le nom de Ia régle correspondante. Par ailleurs, quand nous parlons de formule pour un
multi-ensemble, il s’agit en fait d’occurrence de formule ; par exemple, le multi-ensemble { A, A} contient
deux formules qui sont identiques syntaxiquement.

Définition 2.1.1 {ne formule principale d 'une inférence qui n'est pas une contraction, est une formule de sa
conclusion qui n'existait pas dans ses prémisses. Dans le cas d'une contraction, il s'agit de la formule résuftant
de la contraction des deux formules du prémisse.

La partie principale d'une inférence I, notée Ay(I), est fe multi-ensemble de ses formules principales.

Exemple 2.1.1

inférence I partie principale Ay(I) |
FT A" {ryua
EF AL B FL A,
F AL A cut )
FFGA
T FeG, A P {FpC}

Définition 2.1.2 Une formule active d’une inférence qui n'est pas une contraction, est une formule d'un de
ses prémisses qui n'existe plus dans sa conclusion. Dans le cas d'une contraction, if v a deux formules actives,
celles qui sont contractées.

La partie active du k**™¢ prémisse d'une inférence I, notée A¥(I), est je multi-ensemble de ses formules actives.
On parfera aussi de parties actives gauche et droite au fieu de parties actives du premier et du second prémisses.

Exemple 2.1.2

inférence [ partie active AL(T) | partie active A%(I)
FTA
—I_—%F‘,AA_ w? ¢
S {r.c)
e v vk B (©)
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1. Vocabulaire velatif & Vévolution d’une formule dans une preuve

Définition 2.1.3 Le contexte du k™™ prémisse d'une inférence I, noté AE(I), est le complémentaire de sa
partie active. On pariera aussi de contextes gauche et droite au fieu de contextes du premier et du second
prémisses. On dira aussi qu'ils constituent fes contextes initiaux de /'inférence.

Le contexte final d'une inférence I, noté A.(I), est le complémentaire de sa partie principale.

Exemple 2.1.3

inférence I conteate initial AL(I) | contexte initial AX(I) | contexte finalA (I)
- ¢
T%;:_\-T w? A A

Faies.| . A A
et Al © A & a1u4,

Les choses &tant fixées au niveau local, nous allons pouveir maintenant élargir notre champ aux preuves
dans leur globalité pour définir le vocabulaire qui va nous permettre d’y décrire I’histoire des formules de
leur appatition jusqu’a leur disparition par compositicn.

1.2 Evolution d’une formule dans une déduction marquée

Commengons par rappeler les définitions classiques de déduction et de prewve dans le calcul des-
séquents.

Définition 2.1.4 Une déduction de CLL ast un arbre binaire étiqueté par des séquents de CLL at tel que
tout neeud a pour étiquette fa conclusion d'une inférence dont les prémisses sont les étiquettes de ses fils.
Une conclusion intermédiaire d'une déduction est ['étiquette d'un de ses noeuds.

Une hypothése est une conclusion intermédiaire étiquetant une feuille d'une déduction.

La conclusion (finale) d’une déduction est la conclusion intermédiaire attachée 4 sa racine.

Une preuve est une déduction sans hypothéses.

Voyons maintenant les problémes qui se posent iorsque l'on cherche & suivre ’évolution d’une formule
dans une preuve, Partons d’un exemple. Considérons la preuve suivante :

i

F oA AL
- A, 7AL

F A, 74%, 7AT
F A 7AteF 7AL

w?

B1

Si U'on cherche & établir 1’histoire de la sous-formule 7AL de A+ @ F, on se trouve devant une ambigurté ;
elle peut avoir été introduite soit par 'inférence 7, soit par U'inférence w?. La solution consiste & marquer
les formules dans la preuve. Pour notre exemple, il y a deux marquages possibles d’oll les denx preuves
marqguées suivantes issues de la preuve initiale.

——mp id —_— id
A, Al 2 F A Aj 7
F A, ?A’lL w? A, TAT w?
F A, 7AL ?AiL E A, 74¢%, ?Aé‘
A Tn P
- A, ?Af‘@F, TAT F A, TAT @ F, ?A‘IL
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Chapiire 2. Concepts pour la normalisation de preuves en logique lnéaire

Définition 2.1.5 Une inférence marquée est une inférence munie d'un marquage qui permet d'identifier
toute formule d'un de ses prémisses avec une formule (sous-formule si 'on considére une formule active) de
sa conclusion.

Une dérivation marquée est une dérivation ol chaque inférence est marquée.

La notion de marquage va donner un sens précis a ’évolution d’une formule au sein d’une déduction, les
étapes clés étant sa naissance et sa disparition en tant que telle.

Définition 2.1.6 Dans une déduction marquée, on dit qu'une formule F d'une conclusion intermédiaire a
été introduite par une inférence I si et seulement si F est une formuls principale de 1.

Définition 2.1.7 Dans une déduction marguée, on dit qu'une formule F d'une conclusion intermédiaire a
€té activée dans une inférence | si et seulement si F est une formule active de |.

Exemple 2.1.4 Considérons la prewve suivente :
i - id
FA AL + B, Bt
N < ——
A@ B, AL +A® B, Bt
FA®B,ALLBY

&

Pour cetie preuwve, il n'y a qu’un marquage possible qui va de soi. I’intérét d’'une telle prevve est qu’elle
Hlustre le fait qu'une formule peut &trve infroduife par plusieurs inférences & cause de la régle & qui
eniraine une superposition de contextes. Par contre, il est clair qu’une formule peut fire activée dans au
plus une inférence. Ainsi, ici, A @ B est introduite par les deur inférences D1 ef Sy et AL est activée
dans {'inférence &.

2 Permutabilité d’inférences

Le vocabulaire ainsi fixé, nous allons pouvoir maintenant définir de fagon rigoureuse la propriété de
permutabilité de deux inférences au sein d’une déduction [Kleene, 1952)]. Cette question a déja été abordée
dans certains travaux sur la construction de preuves en logique linaire [Bellin, 1991; Lincoln, 1992;
Lincoln and Shankar, 1994] mais nous en faisons icl une éude exhaustive.

2.1 Deéfinitions

A premiére vue, la notion semble simple: il s’agit de pouvoir permuter deux inférences consécutives
dans une déduction sans perturber le reste de celle-ci, L’exemple suivant illustre tout a fait cette idée.
Soit la déduction Dy :

I : 2 :
Pl{ FF,Gr, A b 1{ b Gz, Ag
FF,GL® G Ag, Ag

FR e, GG ALA;

®

b1

En permutant les inférences @ et @1, on obtient une nouvelle déduction Dy qui reste correcte.

; .
Dl{ LG A
FFS G A

&1 P r :
li - Ga, Ag
FFL®F, G @ G, A1, Ay

&
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2. Permuiabilité d’inférences

Dans la déduction D1, I'ebjei de la permutation est la déduction constituée de inférence ® suivie de @;.
Elle a pour hypothéses b 7y, G, A; et F (74, Ay et comme conclusion F F) @ Fa, G @ Ga, Ay, Aa. Le
résuliat de la permutaetion dans D3, est la déduction constituée de 'inférence ¢; suivie de @ qui a mémes
hypothéses et conclusion. Ainsi, la permutation n’a entrainé aucune perturbation au-dessus et au-dessous
de son objet,

Considérons maintenant une déduction Py ou on a remplacé inférence @ par une inférence &.

’ : » :
D3{I—F1,G1,A Da{i—Fl,Gg,A
E G &Gy, A
FFLDFy, GG, A

&

D1

Si 'on permute maintenant inférence & avec I'inférence €1, on obtient une déduction Dy :

I3 : » .
Da{l“Fz,Gl,A & Ds{"Fth:A P
1 1
EF @ P, G, A R F, G A

FF® Fo,Gi&lGe, A

&

qul est correcte mais on remarque que, contrairement au premier exemple, 'inférence @, en permutant
avec &, a &8 dupliquée. Cela montre la différence de comportement par rapport aux contextes entre les
deux conjonctions de la logique linéaire. .
Dans 1’autre sens, la permutation avec une inférence de type & provoque une superposition de deux f
inférences. Flle est donc plus difficile & réaliser puisqu’il faut avoir deuzr inférences identiques gui précéde
celle de type &. Ainsi dans la déduction D5 ci-dessous, Dinférence @ n’est pas permutable avec & car
Pautre inférence précédant immeédiatement & n’est pas de type @, ; elle est de type .

- id i —_id _—___ id
-4, AL F B, BT o FC,ct + B, B+ o
+FA@B, AL, BS ® FC®B,Ct Bt ®
2
F(A® B)@(C® B), A, B* ' FA®B)®(Ce®B),ct Bt

&

F{A®B)® (C® B), A*&C+ Bt

Remarquons qu’il existe des cas ot ’on peut tout de suite affirmer que Uordre de deux inférences consé-
cutives ne peut pas étre changé: lorsqu’une forrmule principale de la premiére est active dans la seconde.

Définition 2,2.1 Dans une déduction de CLL, une inférence qui n'est pas un axiome, est en position de
permutation avec une autre qui la suit immédiatement, si et seulement si aucune formule principale de la
premiére n'est active dans la seconde.

Ainsi dans le dernier exemple évoqué, Uinférence @ de gauche n’est pas en position de permutation avec
@1 qui suit car la formmule A @ B est principale dans la premiére et active dans la seconde. Par contre,
Pinférence @1 est en position de permutation avec & mais elle n’est pas permutable pour antant.

Ces explications préalables permettent de comprendre pourquoi on ne peut éviter de définir précisément
Ia notion de permutabilité d’inférences.

Définition 2.2.2 Soit dans une déduction D, deux inférences I et I, en position de permutation.
I, est permutable avec Iy si et seufernent s'il existe deux inférences I] et I} telles que:
(1) ies types de I) et I, sont respectivement ceux de I] et I ;
(1i) la conclusion de I, corincide avec un prémisse de I} ;
(1ii) si I est de type &, alors il existe une inférence Jj de méme type que I et dont la conclusion
coincide avec le second prémisse de I’ ;
(iv) si Iy est de type &, alors |'autre inférence Jy située juste avant dans D, a le méme type que I ;
(v} la déduction formée par I, (et J; dans fe cas od I est de type &) suivie de 2, considérée comme
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Chapitre 2. Concepts pour la normalisation de preuvves en logigue linéatre

I'objet de la permutation, et fa déduction formée par I (et J) dans le cas ot I; est de type &) suivie de
I{. considérée commae e résultat de la permutation, ont méme conclusion et méme ensemble d'hypothéses
{modulo pour ces derniéres, un renommage des variables libres).

Pour illustrer cette définition, reprenons les exemples précédents. Ainsi dans la déduction D3, les inférences
I, et I sont respectivement les inférences de type & et @; ; elles constituent ’objet de la permutation.
Les inférences If, J) et I| sont respectivement les inférences gauche et droite de type @; et celle de
type & dans la déduction D4 ; elles constituent le résultat de la permutation. Il est facile de vérifier les 5
conditions qui permettent de conclure que I est permutable avec Is.

Dans la déduction Dj, les inférences 7, Jy et I sont respectivement les inférences de type @, @2 et & ;
or, elles ne sont pas permutables car la condition (iv) de la définition n’est pas vérifiée: I, et J1 n'ont
pas méme type.

A partir de cette notion, on en déduit directement la notion de transformation d’une déduction par
permutation d’inférences.

Définition 2.2.3 Une déduction D’ est obtenue par permutation d'une inférence I; avec une inférence Iy
dans une déduction D si et seufement si ‘D' est obtenue en remplacant dans D ['objet de la permutation
de Iy avec I par le résultat de cette méme permutation (moedule un renommage des variables libres et une
duplication de branches de D au-dessus de 'objet de la permutation).

2.2 Etude de la permutabilité

Nous pouvons maintenant mener une étude systématique de cette propriété dans CLL. 5t ’'on remarque
que les types @1 et @&y se comporte de ce point de vue de la méme facon, on peut les réunir en un seul
type afin de diminuer le nombre de cas a tralter. Les conclusions d'une telle &tude peuvent &tre résumées
par le théoréme suivant.

Théordéme 2.2.1 (de permutabilité} Soitt; et ty deux types du tableau ci-dessous.

1. la case {t1,ts) du tableau est vide si et seulement si toute inférence de typet1 en position de permutation
avec une inférence de type to dans une déduction, est permutable avec celle-ci;

2. la case (t1,12) du tableau contient np ou — si et seulement si il existe une inférence de type t; en position
de permutation avec une inférence de type ta dans une déduction mais qui ne soit pas permutable avec
cette derniére (le tiret — indique que fa non permutabilité est toute relative et qu'efle peut &tre contournée
comme nous le verrons dans la prochaine section);

3. la case (t1,12) du tableau contient une croix x si et seufement si if n'existe pas de déduction od une
inférence de type tq soit en position de permutation avec une inférence de type ts.

tz\t1 [ @ | | L& |G 7 |w?{e?|{ ! |V ]| T |cut
® np

p_ lnp np np
4 np

& |npl—|—-|—|np|nplnp|~|np|—|np|np
@ np

?

w?

c? | np np
! x | x| x{x|x |np X | x| x | np
Y np np | np
3 np

cut np

Preuve 2.2.1 Elle est donnée en annexe A O
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3. Mouvements d’inférences

3 Mouvements d’inférences

L'¢tude de la permutabilité d’inférences nous permet de connaitre précisément le degré de mobilité
des divers types d’inférences dans une preave. Le but est d’ordonner au maximum les inférences au sein
d’une preuve. Ceci se fera alors par des mouvements vers le haut et vers le bas qui ne sont en fait que
des itérations de permutations élémentaires.

Cecl nous améne & définir cette notion de mouvernent d’une tnférence dans une déduction.

3.1 Montée d’une inférence dans une déduction

On va considérer ici un premier mouvement, la montée d’une inférence.

3.1.1 Définition

Intuitivement, cela consiste 3 itérer vers le haut 'opération de permutation de deux inférences dans
une déduction, Le mouvement peut étre compliqué si Uinférence qui est montée dans la déduction, doit
pour cela permuter avec d’autres de type & : elle est alors dupliquée autant de fois qu’elle franchit ce
genre d’obstacles. Le mouvement, unique au départ, peut ainsi par la suite se subdiviser en plusieurs
mouvements paralléles. La nécessité de prendre en compte la complexité de ce phénomeéne nous améne a
la définition suivante.

Définition 2.3.1 Soit une déduction D de CLL et une inférence | de D.
Une déduction T’ de CLL est obtenue par montée de | dans D si et seulement si il existe une suite finie
Do, -, Dy de déductions de CLL et une suite finie Infy, - -, Inf, d'ensembles d'inférences telles que:

1. ngD,DnED’ etfanE{I};

2. pour tout entier i tel que 0 < 7 < n, Diy, est obtenue § partir de D; par permutation d'une inférence
I, avec une inférence I, de Inf; et 'ensemble Inf; . est obtenu en remplacant dans Inf; U'inférence:
I, par l'inférence (ou les inférences si I, est de type &) correspondante de D;y;.

Les &léments de Inf, sont appelés les inférences résultant de la montée de | dans .
Hlustrons cette définition par un exemple.

Exemple 2.3.1 Considérons la prewve Py de CLL

_ . d - i
A, ALl B, B+
&1 Ba
FA® B, At FA® B, B
& td
FA@ B, A*&Bt o, ot
®
F{A® B)®C, AL&BL, Ct ,
w e

F(A® BY®C, AX&B*+, C*, C

Nous allons chercher ¢ monter au mazimum Uinférence w? dans la prewve. Donc, pour reprendre la
notation de la définition, Uensemble Infy se réduil & { w?).
Par une premiére permutalion, nous obtenons la preuve Py suivante :
— —_—d
A, At F B, Bt
=23l D2
FAe B, At +HAe B, B

FA® B, At&RBt
w? _id
FA®B, At&Bt, IC FC, Ct

&

FAs BYeC, At&BL, CL, ¢
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Infi se réduil loujours & { w?}). Une nouvelle permutation avec celte fois une inférence & entraine une
duplication de Uinférence w? et nous obtenons la prevve Py suivanie :

- i - i
FA, AL B, BL
N .  ®a
FA® B, At +A@B, B*
w? w?
FAg B, AL, 7C FA® B, A, 7C ’
4
FA@B, AL&B*Y, °C O, Ct o

FA®B)®C, At&Bt, Ct, *C

Infy est mainlenant constitué de deux inférences w?. Par deuz derniéres permutations, celles-ci peuvent
encore -Eire montées fuste au-dessous des aviomes. FElles constitueni alors le résultat de le montée gqus
s'achéve ici. La preuve oblenue se présenie alors ainsi:

—  id - id
FA, AL +B, BL
- w? - w?
FA AL 7C - B, BL, ¢
5531 570
FAg B, AL, C FAg B, AL, 1C

id

FA@ B, AL&RBL, 7C FC, ct

F(A®B)®C, AL&BS, Ct, 7°C

3.1.2 Quelles inférences monter et jusqu’on?

L’observation du tableau accompagnant le théoréme 2.2.1, permet de répondre en partie 4 la pre-
miére, Les types d’inférences faciles & monter sont ceux correspondant & des lignes du tableau contenant
un minimum de symboles np.

Atnsi les inférences de type 7 et w? ne peuvent pas &ire bloquées. Bt celles de {ype eut, @, @, 3, L peuvent
étre bloquées uniquement par des inférences de type /.

Jusqu’ol monter une inférence? Les limites peuvent &tre de trois sortes:
1. on se trouve au sommet de la déduction {dans le cas d’une déduction avec hypothéses);

2. Pinférence qui précede celle qui est montée, n’est plus en position de permutation avec elle; c’est le
cas lorsque 'on parvient 4 monter I'inférence juste au-dessous d’une autre introduisant une de ses
formules actives ou [orsqu’on réussit 4 la monter juste aprés un axiome;

3. Vinférence qui précéde celle qui est montée, est toujours en position de permutation avec elle mais
n’est plus permutable.

Ces limites dépendent bien entendu du type de 'inférence qui est montée, ce qui va donner lieu 4 plusieurs
théorémes que nous allons maintenant établir. Afin d’éviter le premier des trois cas qui viennent d’&tre
mentionnés, nous nous restreindrons aux preuves, étant donné que par la suite, nous ne travaillerons que
rarement avec des déductions comportant des hypothéses.
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3.1.3 Les résultats

a) Montée de w?

Commengons par les affaiblissements (inférences de type w?). D’aprés le théoréme 2.2.1, il n’y a au-
cun obstacle 4 leur montée et comme ils ne comportent aucune formule active, ils peuvent étre montés
jusqu’aux axiomes dans les preuves. D’ot le théoréme suivant :

Théoréme 2.3,1 5/ P est une preuve de CLL et si | est une inférence de type w? de P, alors il existe une
preuve P’ de CLL obtenue par une montée de | dans P et telle que toutes les inférences résultant de cette
montée sont immédiatement précédées par un axiome.

Preuve 2.3.1 Elle s’effectue par induction sur lg profondeur de P.

Le cas de base est trivial.

Le cas dinduction demande & étre développé uniquement lorsque [ est la derniére inférence de P. Alors
d’aprés le théoréme 2.2.1, on peui permuter 'avant-derniére inférence de P avec I On obtient une preuve
doni la profondeur n’a pas été augmeniée. On peut donc appliquer Phypothése d’induction aur prewves
pariielles extraites de celle-ci et se terminant par Uinférence I qui vient d’2tre remontée d’un niveau (U y
en a gy mazimum dewr). On oblient ainsi la preuve cherchée.D

L’exemple 2.3.1 est une application du théordme 2.3.1.

b) Montée de ?

Pour ce qui est des inférences de type?, la seule différence avec les affaiblissements, est qu’elles comportent
une formule active donc elles vont &tre stoppées dans leur montée par les inférences introduisant cette
formule active. D’o1l le théoréme:

Théoréme 2.3.2 5/ P est une preuve de CLL et si | est une inférence de type? de P. alors il existe une
preuve P’ de CLL obtenue par une montée de | dans P et telle que toutes les inférences résultant de cette
montée sont immédiatement précédées par une inférence introduisant leur formule active.

Preuve 2.3.2 Elle s’¢ffectue de la méme fagon que celle du théoréme 2.3.1. 0O

¢) Montée du cut

Apparemment, selon le théoréme 2.2.1, la montée d’une coupure (inférence de type cut) dans une preuve
peut 8tre stoppée par une inférence de type!. Mais comme l'illustre I’exemple suivant, cet obstacle peut
étre levé et cela donne Beu & un théoréme analogue au théoréme 2.3.2.

Exemple 2.3.2 Nous alions chercher & monter au mazimum la coupure dans la preuve ci-dessous.

— . id —id
F B, Bt LA, Al
¢ — 7
- B, 7Bt - A, 74L
w? J id
£ B, TBY, 74 4, 74t ¢ B, B
! ®
F 18, 7BL, 74t H 14, (?244)® B, Bt

cut

- 1B, (7AY)® B, 7B+, Bt
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Nous ne pouvons pas permuter la coupure avec Uinférence ! mais par conire c’est possible avec Uinférence
®. Nous obtenons alors la preuwve suivanie:

—_—id
+ B, B+

— _—  id

+ B, 7Bt 4, At

w? 2

- B, 7BY, 7AY b A, AL

) 1
1B, 7Bt 7244 14, 744
cut td
1B, 7Bt 74+ kB, BL

®

k1B, 7B+, (7AY)@ B, B+
Mainteﬁant, la permuiation de la coupure avec Uinférence ! est possible el nous oblenons la preuve:

— id - id
F B, B+ F A, At
- ¢ - ¢
+ B, 7Bt Fd4, 741
w? f
- B, 7B%, 14+ F1A4, 744

cut

F B, 7B 74
: ! —_— id
k1B, 7B+, 74+ B, B*

1B, 7BL, (7AY)® B, B*

La montée s’arréte ict car les inférences précédant lo coupure ne sont plus en position de permuiation
avec elle {dans la prochaine section, nous verrons touiefois comment on peu! aller plus lotn pour faire
disperaitre carrément la coupure).

Théoréme 2.3.3 Si P est une preuve de CLL et si { est une inférence de type cut de P, alors il existe une
preuve P’ de CLL obtenue par une montée de | dans P et telle que toutes les inférences résultant de cette
montée sont immédiatement précédées par les inférences introduisant leurs formules actives.

Preuve 2.3.3 Elle s’effectue par tnduction sur le nombre d’inférences précédant I dans P.

- Le cas de base est triveal

- Considérons maintenant le cas d’induction et Uon dotl distinguer deuz éventualilés selon le type des
inférences précédant L

1. Une inférence précédant immédiatement | n'est pas de type! et n'introduit pas une formule active de
|. Il suffit alors de permuier celle-ci avec I en appliguant le théoréme 2.2.1 et d’appliquer ensuite
Phypothése d'induction.

2. Les inférences précédant immédiaternent | sont de type! ou introduisent une formule active de |.

51 elles introduisent toutes les deux les formules actives de I, on e la preuve cherchée. Sinon, avec
I, elles forment la configuration suivante:

F2F G, %A, b FLO7AY
! f

FTF G A, B IEL AL
cul

F1G, 7A,, A/
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On peut donc permuter dans la preuve P linférence gauche jusie qvant I avec 1. On obtient ¢ lo
place de la configuration précédente, celle-ci:

FFL oA
FEL, 2AL

FF, G, A, F '.FJ'? ?A;
cut

R G, 2, AL

FIG, 7A,, TAL

On peut ensutte appliqguer Uhypothése d'induction d lo nouvelle prevve puisque le nombre d’inférences
précédant I a éié diminué de un.

a

d) Montée de ®, & et 3

Pour ce qui des inférences de type @, @ et 3, les obstacles potentiels 4 leur montée que peuvent présenter
les inférences de type! ne peuvent pas étre levés de la méme fagon comme le montre I'exemple suivant.

Exemple 2.3.3 Nous allons chercher & monter Uinférence @ dans la preuwve suivante :

. T | —_— qd
F A4, At = C, Ot
£ 2
F ApAt - C,
w? !

F ApAt, 7B HIC, 20t
®

F (ApAt)e?Ct. I¢) 7B

Par permutation de Uinférence w? gvec ®, nous obtenons:

—_—id

F C, Ct
id g

- A, At FC,CH
© '

FoApAt R0, 20t '®

F (Apat)erct, IC
w?

 (ApAbH)e?Ct, IC, 7B
La permutation de Uinférence! avec @ n’est pas possible donc le mouvement s'arréte la.
Pour la montée des inférences de type ®, & et 3, on a donc le théoréme suivant

Théoréme 2.3.4 S5iP est une preuve de CLL et si | est une inférence de P de type @, © ou 3, alors il existe
une preuve P’ de CLL obtenue par une montée de I cdlans P et telle que toutes les inférences résuftant de
cette montée sont immédiatement précédées par une inférence de type ! ou introduisant une de leurs formules
actives.

Preuve 2.3.4 Elle s'effectue de la méme facon que celle du théeréme 2.3.3 par induction sur le nombre
d’inférences précédont [ dans P. O
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e) Montée de ¢?

Si I'on observe e tableau du théoréme 2.2.1, on constate que les contractions (inférences de type c?),
lorsqu’elles sont montées dans une preuve, peuvent é&ire bloquées par une inférence de type cut ou ®.
Toutefois, ce mouvement , méme s’il est difficile, peut &tre intéressant comme nous le verrons dans la
prochaine section. Il donne alors lieu au théoréme suivant :

Théoréme 2,3.5 S5/ P est une preuve de CLL et si { est une inférence de P de type c?, alors il existe une
preuve P’ de CLL obtenue par une montée de | dans P et telle que toutes Jes inférences I’ résultant de cette
montée sont immédiatement précédées par une inférence introduisant une de leurs formules actives ou une
inférence de type cut ou @ dans ce dernier cas, les deux formules actives de I' sont chacune dans un des
prémisses de l'inférence immédiatement avant.

Preuve 2.3.5 Flle peut s’effectuer de la méme fagon que celle du théoréme 2.3.3 par induction sur le
nombre d’inférences précédant I dans P ou comme pour le théoréme 2.3.1 par induction sur la structure

deP. 0O

f) Montée de p

Les inférences de type p, du fait qu’elles ont un seul prémisse avec deux formules actives, se comportent
comme les contractions. La seule différence est qu’elles penvent étre bloquées par des inférences de typel.
D’oil le théoréme:

Théoréme 2.3.6 Si P est une preuve de CLL et si | est une inférence de P de type g, alors il existe une
preuve P’ de CLL obtenue par une montée de | dans P et telle que toutes les inférences I" résultant de
cette montée sont immédiatement précédées par une inférence introduisant une de leurs formules actives, une
inférence de type ! ou enfin une inférence de type cut ou ® ; dans ce dernier cas, les deux formules actives de
" sont chacune dans un des prémisses de I'inférence immédiatement avant.

Preuve 2.3.6 Elle peut s’effectuer de la méme facon que le théoréme précédant. O

g) Montée de!

D’aprés le tableau du théoréme 2.2.1, il parait difficile de monter les inférences de type! dans les preuves
par permutations successives étant donné la forme nécessaire que doit avoir le contexte. En revanche, on
peut envisager une montée par bonds d’une conclusion intermédiaire de la forme F F,7A & la suivante
de la méme forme. Mais si 'on rencontre une inférence de type &, les choses se compliquent comme le
montre la preuve suivante :

— i
L oA, At
'?

? id
F A, 7AY  F A At

F At&AL, A )
F 2(AL&AL), A'i

- 2(AL &AL, 14

Il n’est pas possible de monter I'inférence ! juste aprés la conclusion intermédiaire + A, 7AL car il faudrait
disposer d’une autre de méme forme dans la branche droite au-dessus de 'inférence &. Une autre difficulté
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peut surgir si la formule active de I’inférence! a remonter est de la forme ?F. Considérons la preuve:
T |

- 4, AL
_ 7
F A, 744
- 7
F74, 74+

-
F?A, 1744

- 7
24, MAt
—_— 7
F 174, 71741

H n’est pas possible de monter la derniére inférence! juste aprés la deuxiéme inférence? car cela invalide-
rait la premiére inférence!.

3.2 Descente d’une inférence dans une déduction
3.2.1 Définition

Considérons maintenant le mouvement symétrique du précédent. Intuitivement, il provient d’une
itération vers le bas de la permutation de deux inférences. Comme pour la montée, ce mouvement: peut
étre compligué par la rencontre d’une inférence & mais U'effet est contraire: I'inférence en train. d’étre
descendue, fusionne alors avec une autre provenant de l'autre branche de la déduction au-dessis de
Iinférence &. Done, partant d’un ensemble d’inférences, le mouvement se termine avec une seule."Clest
pourquol, la descente est définie comme le contraire de la montée.

Définition 2.3.2 Soit une déduction D de CLL et une inférence [ de D.

Une déduction D' de CLL est obtenue par descente de | dans D si et seulement si il existe une déduction D’
de CLL et une inférence I' de D’ telles que D est obtenue par montée de I' dans D', | étant une des inférences
résultant de cette montée.

1l est évident que I’ est unique et on Pappellera Uinférence résultant du mouvement de descente de I dans
D. Tllustrons cette définition par un exemple.

Exemple 2.3.4 Nous allons chercher @ descendre Uinférence ¥V dans la prewve suivante :
_— - id
Foa(z), a{z)t
F 3y aly), a(x)*
F 3y a(y), Vza(z}t + B, Bt

F (Hy a(y)) ® B, ¥z a(2)t, Bt o
F (3y a(y)) @ B, ¥z a(2)t, (BL @ c(z) 5
b (Fy a(y) ® B, (¥z a(z)")p(B & o(z))

3

id
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U/ne premiére permutation avec l'inférence @ nous permet d’oblenir la preuve :

— T

F oa(z), a(z)t

id

F 3y a(y), a(x)* + B, Bt ®
F (Jy a{y)) ® B, a(z)*, B+

F (Jy a(y)) ® B, ¥z a{2)*, B

D1
F Gy a(y)) ® B, Yz a(z)t, (B* @ c(a)) o

b 3y a(y)) ® B, (Vz a(z))p(B* @ c(z))

Nous continuons per une permutation avec linférence @1 qut nécessite un renommage préalable de la
variable z dans la preuve au-dessus de la conclusion de ¥V pour éviter une violation de la condition associée
4 la régle V. Nous obtenons alors la preuve :

@ id
Eoalu), a(u)'l'

3 id
F 3y a(y), a{w)t F B, B*

F (Jy a(y)) ® B, a(w)t, Bt
F (Jy a(y)) ® B, e(u)t, (B & c(z))
F (Jy a(y)) ® B, Yz a{z)*, (B* @ c(z)) o
E (Fy a(y) ® B, (V2 a(z)*)p(B* @ ofz))

D1

La descente s’arréte 1o car Pinférence V n’est plus en position de permutation avec celle qui suit.

3.2.2 Quelles inférences descendre et jusqu’on?

Pour ce qui est de quelles inférences descendre, reportons-nous une fois de plus au tableau du théo-
réme 2.2.1. Un type d’inférence est d’autant plus facile 4 descendre dans une déduction que la colonne
correspondante du tableau contient un minimum de symboles np.

Ainsi, les inférences de type p, &, ¢?7, V et L peuvent éire descendues aisément dans les déductions .
Il faut signaler toutefois que pour les contractions, cela demande d’étendre un peu la définition de la
permutabilité de deux inférences.

Pour ce qui est des limites 4 ce mouvement de descente, on retrouve les trois cas symétriques de ceux
rencontrés pour la montée :

1. Pinférence peut &tre descendue jusqu’en bas de la déduction ;

2. 'inférence qui est descendue, ne se trouve plus & un moment donné en position de permutation avec
celle qui la suit immédiatement ; cela signifie que sa formule principale devient active;

3. l'inférence qui est descendue, est toujours en situation de permutation avec celle qui la suit immé-
diatement mais elle n’est plus permutable avec elle.

42



3. Mouvements d’inférences

a) Descente &, &, V et L

Le comportement des divers types d’inférences dans le mouvement de descente est beaucoup plus homo-
géne que dans celui de montée d’o0l une simplification des théorémes.

Théoréme 2.3.7 Soit D une déduction ne comportant pas de formule qui ait comme connecteur de téte p,
&, V ou L et qui soit introduite par un axiome de type T.

Si [ est une inférence de D de type p, &, ¢?, ¥V ou L, alors if existe une déduction D' obtenue par une descente
de [ dans D telle que l'inférence résultant de cetie descente est soit fa derniére de D', soit elle est suivie
immeédiatemnent par une autre ol sa formule principale est active.

Preuve 2.3.7 Elle s’effectue par induciion sur la structure de D.

Le cas de base est trivial

Le cas d'induction nous améne & envisager deur éventualités selon que la formule principale F de I est
dctive dans D ou pas.

1. T est active dans D.
On eppliqgue Phypothése d’induction & la déduction paritelle extraite de D qui a comme conclusion
un prémisse de sa derniére inférence et qut contient I On obilient alors le déduction cherchée.

2. F n’est pas active dans D.
Sott I’ lg derniére inférence de D. Selon le type de I, nous sommes amenés ¢ distinguer deud cas:

fa) I’ nlest pas de type &.
On appligue Uhypothése dinduction 4 la déduction partielle ertraite de D qui ¢ comme conclu-
sion un prémisse de I’ et qui condient I. On applique ensutle le théoréme 2.2.1 qui permet
d’amener I en bas de la déduction par une derniére permutation.

(b} 1! est de type &.
Selon le type de I, on doit encore distinguer deur cas:

i. I n’est pas une contraction

Dans la branche de D ne contenant pas I, sott I'" Pinférence introduisant F. Flle est
nécessairement du méme type que I car, étani donné la restriction effectuée sur D, elle ne
peut pas étre de type T.

Appliguons Uhypothése d’induction aur dewr déductions pariielles extraites de D qui se
terminent par les prémisses de I’; cela permet de descendre I el I" en bas de ces deuz
déductions. Elles sont alors ideniigues donc on peut les permuter avec I’ et on obtient la
déduction cherchée.

2. I est une contraction
Appliqguons Uhypothése d’induction @ lao déduction particlle extraite de D qui se termine
par un prémisse de I el qui contient I; ccla permel de descendre I qui forme alors avec I’
la configuralion sutvanie:

1, :
YRR GLA
c?

IR G A FeF L HLA }

It

F R GRH, A

Dans cetle configuration, £F’ esi la formule principale F de I En introduisant un affai-
blissement suive d'une contraction & la fin de Pz, on peui alors permuter I avec I’ {bien
sdr, on commet ainst une légére enlorse @ notre définition de lo permuiabilité mais qui sc
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Justific) et on obtient alors la configuration :

: I
R H, A } 2

w?

1{ FOF!TEN G A R TE TF H, A

TR, T, GERH, A
C:

F2F G&H, A

On a donc ainst lo déduction souhaitée.

0

Remarque 2.3.1 La restriction dans les hypothéses du théoréme précédent relative auz axiomes de type
T, n'est pas génante car il est toujours possible de la contourner par linsertion d’inféremces supplé-

mentaires. Par ezemple ci-dessous, aziome & gauche peut toujours étre remplacé par la configuraiion &
drotte.

T T
FFA FGA
&

— 7T
FE&G A FFR&EGA

Remarque 2.3.2 Ce théoréme expligue aussi la distinction effectuée dans le tablean du théoréme 2.2.1,
entre les cases marguées "np” et celles marquées "-". Ces derniéres indiquent que les inférences I) ef In
correspondantes ne sont pas immédiatement permutables mais qu’elles le deviennent aprés descenie juste
au-dessus de Iy d’une troisiéme inférence dans la branche paralléle & Ir.

b) Descente de w?

Méme si le mouvernent de descente des affaiblissements peut étre bloqué par une inférence de type &, il
est intéressant de 'envisager pour une utilisation ultérieure. Do le théoréme suivant :

Théoréme 2.3.8 S5iD est une déduction et | une inférence de D de type w?, alors il existe une déduction
D' obtenue par une descente de | dans D telle que P'inférence résultant de cette descente est soit lz derniére
de D', soit elle est suivie immédiatement par une autre ol sa formule principale est active ou bien qui est de
type &.

Preuve 2.3.8 Par induction sur le nombre n d’inférences qui sépare I de celle ot sa formule principale
est active ou bien du bas de la déduction D st cetie formule principale n'est pas active dans D,

St n= 0, le résultat est immédiat sinon on permute I avec Uinférence swivante en wulilisant le théoréme
2.2.1. Puis on applique Uhypothése de récurrence & la déduction ainst obtenue.0

¢) Descente de!

Pour ce qui est des inférences!, elle peuvent d’une fagon semblable & ce qui se passe en sens inverse,

étre descendues par bonds mais elles ne rencontrent pas les mémes obstacles, ce que traduit le théoréme
suivant :

Théoréme 2.3.9 S'if existe une déduction D de CLL de conclusion F1F,7A, alors on obtient une nouvelle
déduction & partir de T en supprimant ['inférence introduisant IF. en remplagant dans toutes les conclusions
intermédiaires qui suivent, IF par F et en ajoutant & la fin de la déduction une nouvelle inférence de type!
introduisant IF,

Preuve 2.3.9 Elle est triviale. O
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On remarque qu’on a pu classer les types d’inférences en deux catégories : ceux dont les inférences sont
faciles 4 monter et ceux dont les inférences sont faciles & descendre. Ce classement est & rapprocher de
celui effectué par {Andreoli, 1992] sur les connecteurs logiques : les connecteurs asynchrones qui peuvent
étre éliminés & n’importe quel moment qui suit leur apparition lors de la construction des preuves de
bas en haut, correspondent aux types d’inférences faciles 4 descendre ; les connecteurs synchrones qul ne
peuvent &tre éliminés qu’s des moments précis, correspondent, eux aux types d’inférences faciles 4 monter.
Mais la correspondance n’est pas totale. Ainsi, nous nous situons au niveau de types d'inférences ce qui
nous améne & différencier les types 7, w? et ¢7 qui ne se situent pas tous dans la méme catégorie. Andreoli,
lui, se situe aun niveau des connecieurs logiques et il considére "?" comme asynchrone . Par ailleurs, il situe
"1I" dans les connecteurs synchrones alors que nous rangeons le type ! dans ceux qui sont aisés & descendre.
Par la suite, nous reviendrons sur cette classification : dans la prochaine section, nous verrons qu’elle est
relative et qu’elle dépend du sens de construction des preuves choisi; le chapitre b nous permettra de
mieux comprendre le vocabulaire utilisé par Andreoll et le lien entre sa classification et la notre.

4 Vers des preuves normales

Dans la précédente section, nous avons envisagé les mouvemnents d’inférences dans une preuve isoclé-
ment. [l ’agit maintenant de ies combiner pour transformer une preuve en une preuve normale, ¢’est-4-dire
une preuve otl les inférences sont rangées suivant un certain ordre.

4.1 Facteurs de normalisation

La normalisation d’une preuve est lo combinawson de la montée de cerlaines inférences avec la descente
d’auires. La premiére question qui se pose alors, est: quelles inférences mounter et quelles. inférences
descendre? Deux facteurs influent essentiellement sur ce choix: le fragment de LL dans lequel se situe la
preuve et le sens de construction des preuves par rapport auquel on se place, de haut en bas ou de bas
en haut. Nous allons développer maintenant ces deux aspects.

4.1.1 Influence du fragment logique

Dans la précédente section, nous avons vu qu’un pretnier critére pour cholsir quelles inférences monter
et quelles inférences descendre, est un critére de facilité. Dans CLL, nous avons méme pu ranger les types
d’inférences en deux classes Tt et T'| correspondant respectivement aux inférences faciles 3 monter et a
celles faciles & descendre. Nous avons alors la partition suivante:

Tt = {eut, ®, &, 7, w?, 3};

Ti={p, &, 7, ', ¥, L}
Mais il est aisé de voir qu’un iel résultat est relatif au fragment de LL dans lequel on se place. Ainsi, plusle
fragment est restreint, plus la mobilité des inférences dans les preuves est accrue et plus la normalisation
des preuves peut y étre poussée loin.
Considérons par exemple le fragment de CLI d’otl sont bannis les connecteurs & et ! qui sont les principaux
freins & la mobilité des inférences dans une preuve si I'on observe le tableau accompagnant le théoréme
2.2.1. L’application du théoréme 2.2.1 permet de redéfinir les deux classes T 1 et 77| ainsi:

Tt ={ecut, @ &, 7, w?, 3, L};

Tl={p, &, @, 7, w?, 7, 1V, L}.
Ces deux classes ne sont plus disjointes ce qui nous aménera & utiliser d’autres critéres pour déterminer
fe sens du mouvement de certaines inférences dont le type appartient aux deux.

4.1.2 Influence du sens de construction des preuves

Dans cette section, nous envisageons des preuves dé)a construites que nous transformons pour les
normaliser. Mais il ne s'agit pas d'un objectif en soi. Ce qui nous intéresse, c¢'est la construction de
preuves que ce soii pour la rendre plus efficace en vue de sa mécanisation ou lui donner un sens dans une
application telle qu’un calcul de processus.

Or, cette construction peut se faire de bas en haut en partant de la conclusion finale pour remonter
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jusqu’aux axiomes ou le contraire, de haut en bas. Dans le premier sens, les régles d’inférence sont
appliquées & partir d’une conclusion connue qui est remplacée par des prémisses correspondants. Dans
Pautre sens, ce sont des prémisses connus qui sont remplacés par une conclusion correspondante. Dans
un cas comme dans ['autre, il n’est pas toujours facile de déterminer quelle régle utiliser.

a) Traitement de w?

Considérons la preuve P; de CLL suivante:

S 7 |
F oA, At
w? id
F A, AL ¢ F B, BL
®
F A® B, AL, BL, C
g

F (A® B)pA*, B*, ?CP

F (A® B)pAlpBL, °C
2

b (A® B)pAtpB*tp?C

Imaginons que nous cherchions & construire P; de haut en bas. A partir de la conclusion intermédiaire

F A, AL, il est impossible de prévoir qu’il faut ensuite effectuer I'inférence w? étant donné que sa partie

active est vide. Nous avons donc 14 une source importante d’indéterminisme.

Essayons maintenant de descendre aun maximum Pinférence w? dans la preuve P;. Nous obtenons la
retve P2 suivante : , .

p 2 id id

F A At F B, Bt

®

- Ag B, AL, B

LS
- (A® B)pAt, BY o
F (A® B)pAtpBt

w?

F (A® B)pA*tpBt, 7C
P

- (A® B)pAtpBlep?C

I.'inférence w7 se situe maintenant juste avant l'inférence p qui utilise sa formule principale ?C comme
formule active. Or, dans une construction de haut en bas de la preuve, ¢’est particuliérement intéressant.
A partir de la conclusion intermédiaire - (A ® B)pAtpB*L, il est maintenant possible de prévoir qu’il
faut effectuer ensuite une inférence w?. En effet, nous cherchons & construire une preuve sans coupures
donc on peut utiliser la propriété de lo sous-formule qui nous dit ici qu’il reste 4 composer Ia formule
(A® B)pAt pBt avec 7C pour obtenir la conclusion finale. La solution est alors vite trouvée.

Ainsi, dans une perspective de consiruction des preuves de haui en bas,
tl faut descendre au mazimum les affaiblissements dans les prevoves.

Maintenant, si 'on se place dans une optique de construction ascendante des preuves, il vaut mieux
chercher 4 construire la preuve Py que Py car la présence de la formule 7C ne permet pas de dire si
elle a été introduite par une inférence de type?, w? ou ¢7. Remonter les affaiblissements au niveau des
axiomes, comme le permet le théoréme 2.3.1, permet de limiter le choix : avant d’atteindre un axiome, on
n’utilisera jamais Ia régle d’affaiblissement.

Done, dans une perspective de construction des preuves de bas en hauf, il faut monier au
mazimum les affeiblissements dans les preuves, ¢’est-g-dite jusqu’aur exiomes.
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En généralisant, on peut dire que dans la perspective d’une construction des preuves de bas en haut, on
a intérét A descendre les inférences qui sont faciles & déterminer a partir de leur conclusion et & remonter
celles qui peuvent difficilement étre prévues & partir de celie-ci; il s’agit de repousser la difficulté jusqu’a
ce qu’on ait Pinformation suffisante pour la traiter. Dans une perspective de construction des preuves de
iraut en bas, c’est le contraire: il faut remonter les inférences qu’on peut facilement prévoir & partir de
leurs prémisses et descendre celles pour lesquelles ¢’est difficile.

b) Traitement de ¢?
Mis & part les aflaiblissements, ce principe s’applique aussi aux contractions. La régle ¢7 se présente ainsi:
FTFIE A
FTRA
La présence de deux formules 7F dans le prémisse montre qu’une contraction est plus facile & prévoir
depuis son prémisse que depuis sa conclusion.

c?

Donc, quel que soit le sens de construction des preuves envisagé,
¢l faut monter av mazimum les contraciions dans les preuves,

¢) Traitement de L
La régie | est la troisiéme qui est sensible au sens de construction des preuves. Rappelons sa définition :
FA

- 4

LA :
La présence de la constante L dans la conclusion permet de prévoir sans ambiguité 'applicationizde la
régle L dans une construction des preuves de bas en haut. Par contre, dans le sens contraire, I’absence
de formule active nous laisse avec autant d’indéterminisme que la régle w?.

En résumé, quel que soil le sens de construction des preuves envisagé,
i faut descendre au mazimum les inférences de type I dans les preuves.

4.1.3 Probléme de la cohérence des mouvements d’inférences au sein d’une preuve -

Quand on effectue plusieurs mouvements d’inférences au sein d'une méme preuve, il faut s’assurer
qu’ils ne se contredisent pas mutuellement. Supposons, pour simplifier le probléme que les inférences
déplacées puissent toujours permuter avec celles avec lesquelles elles sont en position de permutation.
Rappelons ce que nous avons dit dans la section précédente. Dans le mouvement vers le haut, si une
inférence a des formules actives, elle peut alors étre montée juste au-dessous de celles produisant ces
formules actives, sinon elle peut &tre montée jusqu’aux axiomes. Dans le mouvement vers le bas, si une
inférence a sa formule principale active dans la preuve, alors elle peut &tre descendue immédiatement
au-dessus de celle ol cette formule est active, sinon elle peut éire descendue en bas de la preuve.

La cohérence de Pensemble des mouvements peut &tre mise & mal de quatre fagons:

1. dans leur montée, plusieurs inférences peuvent 8tre bloguées par le méme axiome de
type id on 1.
Considérons par exemple la preuve:
id id
F oA, At + B, B+
® ud
F A® B, AL, B FC,Ct

@

F A@ DB, AteC, BL, ¢t

Dans cette preuve, si l’on cherche 4 monter au maximum les deux inférences ®, elles ne pourront pas
toutes les deux venir se placer juste aprés celles produisant leurs formules actives étant donné que
le mé&me axiome produit une formule active de I'une, A, et une formule active de ’autre, A*. Une
fagon de choisir consiste par exemple & décider de placer juste aprés Paxiome celle qui utilise comme
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formule active, ’atome positif A. Dans d’autres cas, il n’est pas possible de régler le probléme ainsi;
on tolére alors un certain indéterminisme qui n’est pas génant puisqu’il s’agit d’indéterminisme
"don’t care": la preuve reste correcte quel que soit I'ordre des inférences concernées.

2. dans leur montée, plusieurs inférences peuvent &tre bloguées par le méme axiome de
type T.
H est facile de simplifier la preuve en supprimant parmi les inférences bloguées, toutes celles qui
n’ont pas la formule T comme formule active. 1l ne restera alors plus éventuellement qu’une seule
inférence ol la constante T est active, Considérons la preuve:

T id
FT,A F+ B, Bt
® id
T, A®B, Bt FC ot
®

F T®C, A® B, B, ¢t

Si on veut monter toutes les deux inférences @ juste aprés celles qui introduisent lenrs formules
actives, il ¥ a conflit car elles ont toutes deux une formule active introduite par ’axiome T. La solu-
tion consiste & supprimer celle des deux inférences qui est inutile ; ici, il 8’agit de celle introduisant
A ® B. La preuve simplifiée se présente alors ainsi:

T id
T, A®@B, B+ + C Ct

FT®C, A@B, B+, C*
On peut généraliser cette simplification & l’aide du théoréme suivant :

Théoréme 2.4.1 Tout sdquent prouvable de CLI posséde une preuve vérifiant la propriété:

Pour tout axiome de type T, toutes ses formules principales sauf une égale & la constante T,
si effes sont actives dans la preuve, le sont dans une inférence qui ne peut pas 8tre montée
Jjusqu’'a cet axiome.

Preuve 2.4.1 Dans celte démonsiration, nous dirons que dans une prewve de CLL, un aziome
de type T posséde la propriété SIMPLIF si toules ses formules principales sauf une égale & la
constante T, st elles sont actives dans lo preuve, le sont dans une inférence gui ne peut pas éire
moniée jusqu’d cet ariome.

Considérons une preuve quelcongue P de CLL. Nous ellons monirer par induction sur la structure
de P qu’tl existe une preuve qui a méme conclusion que P ¢t dont tous les aziomes T wérifient la
propriété SIMPLIF.

Soit I la derniére inférence de P. Par hypothése d’induction, chagque prémisse de I (s'il en existe)
posséde une preuve doni tous les aviomes T vérifient la propriété SIMPLIF.

En prolongeant ces preuves par Uinférence I, on obtient une nowvelle prewve P’ qui a méme conely-
ston que P. Mais malheureusement, Uinférence I peut enirainer des violations de STMPLIF dans
le cas ot elle posséde au moins une formule active F introduite par un aziome de iype T qui a
comme autre formule principale la constante T.

Montons alors I' eu mazimum dans (@ preuve P'. Nous obienons une preuve P”. Pour touie infé-
rence I’ résultant de celte montée et violant le propriété SIMPLIF, nous allons montrer qu’il est
possible de modifier localemeni P” pour supprimer cetle anomalie. Pour cela, nous sommes amenés
@ faire une anelyse de cas selon le type de I,

(a} | est de type ®.
Elle forme alors avec les inférences qui la précédent, une prevve partielle eriraite de P” qui se
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(%)

(c)

O

présente ainsi:

- 7
T, Fi, A F Fy, Al .

@ F T, A, As

On peut remplacer cefte sous-prevve par le sewl aviome:

T

F F1®F2: T‘ Ala A?
Fiant donné la maniére dont P” a été obtenue, cel aziome vérifie la propriété SIMPLIF
donc Uanomalie a éié supprimée.
| est de type &.

Elle forme alors avec les inférences qui la précédent, wne preuve partielle extraite de P” qui se
présente ainsi:

— T
FT,R, A I—T,Fz,A&

T, &Fs, A

On peut remplacer cetie sous-preuve par le seul aziome:
T

F R&F, T, A :
Etant donné la maniére dont P” a éié oblenue, cel aziome vérific la propriété STMPLIF
donc Uanomalie a été supprimée. ;
| a un seul prémisse.
Elle constitue avec Vaziome T gqui la précéde, lu configuration suivante: P
T

T, A A
T, Ay A

On peut fucilement remplacer ces deuw inférences par un seul aziome:
_ T
F T, 4, A

Comme dans les deur cas précédents, cet aziome vérifie la propriété STIMPLIF.

Le théoréme qui vient d’étre démontré, prouve qu’il est toujours possible d’éviter que les axiomes
de type T provoque des contradictions dans un mouvement de montée de plusieurs inférences.

. dans leur descente, deux inférences peuvent &tre bloquées par une méme troisiéme de
type @ ou c7.

Pourquoi ces deux types d’inférences seulement? Parce que les inférences correspondantes possédent
un prémisse qui contient deux formules actives. Les deux formules actives peuvent avoir été pro-
duites par deux inférences différentes qui ne peuvent pas &tre descendues toutes les deux juste avant
celle activant leur formule principale. Comme dans le cas précédent, soit on effectue un choix, soit
on lalsse subsister un indéterminisme,

. dans leur descente, plusieurs inférences peuvent arriver en bas de la preuve
Ce cas se pose si la conclusion de la preuve contient plus d’une formule. On le traite comme les
autres.
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4.2 I’élimination des coupures: une premiére phase de la normalisation

L’élimination des coupures peut étre considérée comme une premiére phase dans la normalisation des
preuves telle que nous I’entendons ici. En effet, elle repose essentiellement sur leur montée au maximum
au sein des preuves. L’élimination des coupures dans les preuves est essentielle pour la démonstration
automatique de théorémes car elle permet d’y appliquer la propriété de la sous-formule {Gallier, 1986].
[Girard, 1987] a déja démontré le théoréme d’élimination des coupures dans LL, en prouvant que, quelle
que soit la stratégie choisie pour remonter les coupures dans une preuve afin de les éliminer au niveau
des axiomes, le calcul termine. Pour cela, il n’a pas travaillé directement avec des séquents mais avec des
réscaux de preuves. Nous restons dans CLL et nous allons montrer qu’il existe une stratégie particulidre
qui termine.

Notre démonstration part du théoréme 2.3.3 qui permet de monter une coupure dans une preuve juste
au-dessous des deux inférences produisant ses formules actives. Pour franchir cette barriére, nous utilisons
alors le fait que les deux formules actives sont la négation I'une de I'autre donc qu’elles sont produites
par deux régles d’inférence duales (® et g par exemple). Cette symétrie nous permet ici d’éliminer les
deux inférences produisant les deux formules actives de la coupure qui était bloquée. On peut ensuite
appliquer de nouveau le théoréme 2.3.3 et ainsi de suite jusqu’a ce qu’on arrive aux axiomes.

Le probléme est que Pon est pas sfir qu’un fel processus termine. A cause des contractions, 'étendue de
la preuve peut croftre au fur et 4 mesure du processus. Il est done difficile de trouver un parameétre entier
simple de la preuve qui diminue strictement avec la remontée des coupures: ni la profondeur de celle-ci,
ni le nombre de ses inférences ne conviennent. {Lincoln, 1992] résout le probléme en généralisant la régle
de la coupure ainsi lorsqu’elle porte sur exponentiels :

F?F, . 7P A, HIFL A,
FALA;

cut™

Cette nouvelle régle évite de dupliquer une partie de la preuve pour résoudre le cas ol une coupure est
bloquée par une contraction produisant une de ses formules actives. D’une certaine facon, elle traduit une
stratégie particuliére de montée des coupures dans les preuves: elle lie entre eux les mouvements dans
des branches parallgles issues de duplications.

Nous avons choisi de ne pas modifier le systéme d’inférence mais plutdt de définir une fonction entiére
d’une preuve qui décroisse strictement au cours du processus de montée des coupures lorsque [’on applique
une stratégie particuliére. Nous utilisons la notion de complexité des coupures dans une preuve.

4.2,1 Complexité des coupures dans une preuve

Commengons par définir la complexité d’une formule au sein d’une preuve.

Définition 2.4.1 Soit P une preuve de CLL et F une formule présente dans une conclusion intermédiaire de
P, la complexité de ta formule F est 'entier ¢(F) défini inductivement ainsi:

1. si F est introduite par un axiome ou une inférence de type w? ou L, alors ¢(F) = 1,

2. si F est introduite par une seule inférence qui a des formules actives, alors ¢(F) s'obtient en incrémentant
de 1 la complexité de la formule active qui est la plus élevée;

3. si F est introduite par plusieurs inférences, on choisit pour c¢(F) la complexité des occurrences de F
introduites par une seule inférence qui est la plus &levée.

Cecl nous ameéne ensuite a la définition de la complexité d’une coupure dans une preuve.

Définition 2.4.2 {a complexité d'une coupure | dans une preuve de CLL est I'entier c(f) qui est égal 3 la
somme des complexités de ses formules actives.

Nous en venons enfin 4 la définition de la complexiié des coupures dans une prewve. Au premier abord,
on pourrait penser qu’il suffit de choisir le maximum des complexités de ses coupures. Malheureusement,
une telle fonction ne décroff pas nécessairement au cours du processus de montée des coupures. Nous
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avons choisi une stratégic consistant a éliminer d’abord les coupures situées le plus haut possible dans la
preuve. D’on la définition suivante:

Définition 2.4.3 [a complexité des coupures dans une preuve P est ['entier ¢(P) qui est égal au maximum
des complexités des coupures de P qui ne sont précédées par aucune autre dans P. Elle est nulle si la preuve
‘P ne comporte aucune coupure.

4.2.2 L’¢limination des coupures proprement dite

Le théoréme principal consiste & montrer que la fonction que nous venons de définir décroit stricterment
au cours de la montée des coupures dans une preuve.

Théoréme 2.4.2 Soit P, une preuve de CLL qui comporte au moins une coupure. Alors if existe une preuve
Py qui a fa méme conclusion que Py et une complexité des coupures strictement plus faible.

Preuve 2.4.2 Voir en annexe B O

Le théoréme d’élimination des coupures proprement dit est un corollaire du précédent.

Théoréme 2.4.3 Tout séquent prouvable de CLL admet une preuve sans coupures.

Preuve 2.4.3 Soit une preuve P de CLL. Considérons la propriété P(n} suivante:

"il existe une preuve P, qui a méme conclusion que P et dont la complexité des coupures est
all moins inférieure de n a celle de P."

Montrons par récurrence que P{n) est vraie pour tout n tel que 0 < n < ¢(P).

P(0}) est vraie car il suffit de prendre P pour Py.

Supposons maintenant la propriété vraie pour n quelcongue tel que 0 < n < c¢(P). Monirons que P(n+1)
est alors vrasze. Par hypoihése de récurrence, il existe une prewve Py, qui ¢ méme conclusion gue P et dond
la complezité des coupures est inférieure de n o celle de P. On peut alors appliquer & celle-ci le théoréme
2.4.83 et lg remplacer par une preuve de complexité des coupures sirictemnent mferzeure La concluswn
finale n’a pas changé. On a donc la prewve Pny1 cherchée. La propriété P{n+1) est vraie.

On vient donc de montrer que P{n)} est vraie pour {oul n tel que 0 < n < c(P). En particulier P(c(’P)) est
vrate ce qui signifie qu’il eriste une preuve Pypy qui @ méme conclusion que P et qui est sans coupures,
ce qu’tl fallatt démontrer.C

Comme nous ’avons déja souligné, la propriété de la sous-formule est liée 3 ’absence de coupures dans
les preuves et joue un réle essenticl dans la démonstration antomatique de théorémes. C’est pourquoi
nous la rappelons ici.

Théoréme 2.4.4 Toute formule présente dans une conclusion intermédiaire d'une preuve sans coupures de
CLL est une sous-formule d'une formule de la conclusion finale.

Preuve 2.4.4 Flle s’effectue facilement par induction en faisant une analyse de cas selon le type de la
derniére inférence de la preuve.O

Conclusion

Nous disposons de deux concepts de base: {g permutabilité de deur inférences et le mouvement d’une
inférence au sein d’une preuve. Avec ces deux outils, nous avons pu dresser un tableau complet de la
permutabilité d’inférences et des mouvements possibles d’une inférence dans une preuve de CLL.

Nous avons défini le processus de normalisation d’une preuve comme la combinaison de mouvements
d’inférences en son sein. Nous avons dégagé les deux facteurs qui déterminent ce processus: le fragment
logique considéré et le sens de construction des preuves choisi. Nous avons également cerné les sources
éventuelles d’incohérence dans le mouvement d’ensemble.

Une premiére mise en application de ces principes a consisté a éliminer les coupures dans les preuves.
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Désormais, nous considérerons uniquement des preuves sans coupures de facon & pouvoir appliquer la
propriété de la sous-formule dans leur construction.

Il va falloir maintenant aller pius loin dans Papplication. Nous avons choisi de le faire dans le cadre de CLL
tout entier ol nous avons voulu montrer que le choix du sens de construction des preuves influe fortement
sur la forme que prend leur normalisation : dans le chapitre suivant, le chapitre 3, nous traiterons de la
normalisation des preuves dans CLL en vue de les construire en chainage arriére (de bas en haut) et dans
le chapitre 4, ce sera en vue de les construire en chainage avant (de haut en bas).
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Chapitre 3

Normalisation dans CLL et preuves
en chainage arriére

Introduction

La plupart des travaux sur la déduction en logique linéaire se situent dans le cadre d’une construction
de preuves en chainage arriére.
{Hodas and Miller, 1991, 1994] ont montré que, dans un fragment d’ILL, les preuves pouvaient étre nor-
malisées sous forme de preuves unifermes, c’est-d-dire ont les régles gauches sont appliquées seulement
lorsque les régles droites ne peuvent plus I’étre. Ils ont mis en évidence la propriété de "backchaining’ qui
permet de pousser & bout la décomposition d’une formule de la partie gauche d’un séquent lorsqu’elle est
entamée, [Harland and Pym, 1990, 1991, 1994] ont abouti 4 des résultats semblables dans un fragment
voisin.
[Andreoli, 1992] a mis en évidence deux propriétés dans la construction de prenves dans CLL: la ré-
versibilité qui permet de décomposer certaines formules dés qu’elles apparaissent dans la construction
ascendante des preuves et le "focusing” qui est le "backchaining" appliqué aux formules de la partie
droite des séquents.
[Lincoln and Shankar, 1994] se sont intéressés & la gestion des quantificateurs au premier ordre od, par
une technique de skolémisation dynamigue, ils ont rendu permutables les inférences de type ¥ et 3.
Les concepts définis dans le chapitre précédent appliqués & Ia normalisation des preuves dans CLL pour
les congtruire de bas en haut, vont-ils nous permettre d’éclairer et de retrouver ces différents résultats?
Peuvent-ils permettre d’aller plus loin? C’est ce que nous nous proposons d’étudier dans ce chapitre.
Nous allong déplacer les inférences dans les preuves selon les deux critéres qui ont été mis en évidence pré-
cédemment : la facilité & le faire et lewr meilleur contrile en chatnage arriére . Pour cela, nous procéderons
par étapes:

— NOUS commMmencerons par monter au maximum les contractions;

— aprés, nous ferons de méme avec les affaiblissements;

— ces deux premiers mouvements vont nous permettre d’intégrer contractions et affaiblissements aux
autres régles d’inférence et ainsi de spécialiser le systéme d’inférence en un systéme, CLLT, adapté

4 la construction ascendante de preuves;

- enfin, dans CLLt, nous déplacerons les inférences logiques pour obtenir les preuves normales de

CLLt.
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Chapitre 3. Normalisation dans CLL el prewves en chainage arriére

1 Traitement des contractions.

1.1 Montée des contractions

Cominte nous Pavons déja dit, nous devons les monter au maximum dans les preuves. D’aprés le
théoréme 2.3.5, dans ce mouvement, elles peuvent rencontrer deux types d’obstacles: des inférences de
type ® et des inférences introduisant leurs formules actives. Nous allons montrer qu’on peut se ramener
4 deux cas se traduisant par deux configurations particuliéres:

— Une configuration que nous qualifierons de &-blocage qui se présente ainsi:

Gy, TR, TRy, AL B Gy TRy, TR, Ag @

F Gi®@Ge, TF1,-, Ty, TR, o, TR, Ar, Ay ”
¢

- G1®G23 ?Fla"'a ?Fns ?FE!"'7 ?Fﬂ.f Als A2

c?

G1® Gy, TF,---, TF,, Ay, As

Les contractions présentes dans cette configuration, sont bloquées dans leur montée car leurs deux
formules actives sont réparties entre les deux prémisses de Pinférence ®.

— Une configuration que nous qualifierons de #-blocage et qui a la forme suivante :
- F, TF, A
‘?

F2F, TF, A
N

FIF A

La contraction présente dans cette configuration, ne peut pas étre déplacée vers le haut car elle est
bloquée par Pinférence 7 qui introduit une de ses formules actives.

Théoréme 3.1.1 A partir de toute preuve sans coupures de CLL, on peut obtenir par une suite de montées
de contractions et de modifications du marquage des formules, une preuve ol toute contraction se trouve dans
une configuration de ®@-blocage ou de 7-blocage.

Preuve 3.1.1 Dans cette démonstration, nous dirons gu’une confraction dans une preuve de CLL, pos-
séde la propriété C—~NORMAL st elle se trouve dans une configuration de ®-blocage ou de 7-blocage.
Considérons une prewve quelconque P sans coupures de CLL. Nous allons monirer par récurrence sur
la profondeur de P qu’il existe une preuve de CLL qui ¢ la méme conclusion gue P el donl loules les
contractions possédent la propriété C—NORMAL.

Le cas de hase est trivial

Le eas dinduction demaende 4 éire développé uniquement lorsque la derniére inférence [ de P est une
coniraction. Dans ce cas, nous appliguons Uhypothése de récurrence & la prewve egtraite de P qui a
comme conclusion le prémisse de I et nous la remplagons par une preuve dont toutes les contractions ont
Ia propriété C—NORMAL.

Ensuite, en utilisant le théoréme 2.3.5, nous montons eu mazimum I dans lo preuve. Nous oblenons une
preuve P’ o toute inférence I’ résultant de lo montée ne posséde pas forcément la propriété C-NORMAL.
Selon sa position, elle peut méme enirainer d’autres contractions d ne plus suivre celte propriété. Voyons
comment réparer ces éventuelles anomelies en distinguant plusieurs cas selon le type de Uinférence I'' qui
bloque I'. Ces cas découlent de Papplicaiion du théoréme 2.3.5.

1. 1" est de type w?.
Comme le formule principale de I" est active dans I’, ces deux inférences se neutralisent et o suffit
de les supprimer toutes les deux pour éliminer cetle configuration qui n'est pas dans la norme.
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1. Trattement des coniractions.

2. 1" est de type ¢7.
Le blocage de I’ est dit & la fagon dont la prewve P’ a €€ marquée. En modifiant ce marquage, on
peut permetire ¢ une contraction de poursuivre so montée. Pour étre précis, nous devons distinguer
deuz cas selon le type de configuration dans lequel se trouve I' car il faut rappeler que 1" possédait
la propriété C—NORMAL avant la montée de L.

a) I' se trouve dans une suite ininterrompue de contractions bloquées par une inférence de type
p g

(b)

®.
La suite de coniraclions ot I’ s’est insérée, avec Uinférence @ qut le bloque, constitue une
configuration qui se présente ainsi:

EIF, TF, Gy, TR, TR Ay RTE G, TRy, TR Ag %

FIF, TF, M, GL G, THy, -, TRy, TF, -, TFa, A1, Ag

i_?F! ?F: ?Fr G1®G?y ?cha"': ?Fn, ?Fly"': ?Fﬂi Air AQ ?I”
[

FYFUF Gl @G, TRy, TRy, TFY, .-, TE,, A Ag

c?
I_?FJ G1®G2; ?Fk'l"'i ?Frh ?Fla'”-; ?an Al! A2

c?

b PEGi® Go, TRy, TFL, Ag, As

En modifiant le marquage, on peut monter lo premiére contraction I" juste au-dessus de lin-
férence @ et appliquer ensurte Uhypoihése d'induction & la branche dans laquelle est cetfe
coniraction. On supprime ainsi toufes les anomalies relatives & la propriété C—NORMAL.

I" est précédée immédiatement par une Inférence de type? qui introduit une de ses formules
actives. =
Ces deuz inférences avec la contraction I’ gui suil, forment donc une déduction gui se présente
ainst :

R IR OTF A .

F9F, 7F, 7F, A
c? [

TR OTE, A
SES—— A

BT A
La aussi le blocage est dit la facon dont la preuve P’ a 61é marguée. Comme dans le cos

précédent, ce marquage peut étre modifié pour permetire & la premiére contraction de monter
ce gui fera dispareiire Uanomalie relativement & la propriété C—NORMAL.

1.2 Simplification du systéme d’inférence.

Le théoréme précédent va nous permettre de simplifier le systéme d'inférence de CLL et de retrouver

un résultat déja proposé par [Andreoli, 1992]: comme il est possible au sein d’une preuve de CLL, de
localiser les contractions dans deux types de configurations qui ont une forme bien précise, nous allons
fusionner les inférences constituant chaque configuration.

1. la régle @ correspondant au @-blocage qui a la forme suivante :

R AL TA BB, Ag TA &

F F1@F, Ay, Ay, 7A
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Chapitre 3. Normalisation dans CLL et preuves en chainage arriére

ot les formules de Ay ef Ao n'ont pes? comme connecleur de téle

La condition attachée & cette régle pourrait &tre supprimée ; elle a comme seule réle de faciliter la
construction des preuves de bas en haut. )

2. la régle?' correspondant an?-blocage qui est ainsi définie:

 F, ?F, A
I &

FIF, A

Etant donné le théoréme précédent, 'introduction des régles ® et 7’ dans le systéme d’inférence de CLL,
va permettre de supprimer la régle ¢7.

Ces régles peuveni méme se substituer dans tous les cas de figure aux régles ® et 7. Elle risquent, dans
une construction de bas en haut des preuves, d’engendrer des formules parasites de la forme 7F qui,
toutefois, pourront toujours étre éliminées par des affaiblissements. Considérons par exemple Uinférence

de CLL:

A, ?F B
- ®
FA®B, 7F

Dans le systéme simplifié, elle est remplacée par la configuration :

- B
_— WY
FA ?F FB,7F ,
®

FA® B, TF

2 Traitement des affaiblissements

2.1 Mouvement de montée

Ce mouvement se justifie par une perspective de construction ascendante des preuves. Le théoréme
2.3.1 montre que tout inférence de type w? prise isolément, peut &tre montée jusqu’anx axiomes. Mais
lorsque 'on envisage un mouvement général, se pose un probléme de cohérence ( section 4.1 du chapitre
2): deux aflaiblissernents qui cherchent i se placer juste aprés le m@me axiome, ne vont pas pouveir Je
faire.

Le théoréme suivant résout ce type de probléme en utilisant une notion d’absorption d’un affaiblissement
par un axiome T qu’il est nécessaire de définir au préalable.

Définition 3.2.1 Une preuve P’ de CLL est obtenue par absorption d'un affaiblissement par un axiome T 3
partir d'une preuve P de CLIL sil'on a remp_{nacé dans P

T, A —T
une sous-preuve de la forme — w?parPaxiome F T, 7F, A
F T, 7E A

Théoréme 3.2.1 A partir de toute preuve de CLL, if est possible par une suite de montées et d'absorptions
d'affaiblissernents par des axiomes T | d’obtenir une preuve ol tout affaiblissement se trouve dans une suite

ininterrompue d'inférences de méme type et précédée immédiatement par un axiome de type id ou 1.
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8. CLLt: un sysiéme pour la consiruclion ascendanie des preyves

Preuve 3.2.1 Dans cetie démonstration, nous dirons gu’un affaiblissement, dans une prevve de CLL,
posséde la propriétée W—NORMAL 57l se trovve dans une configuration eyant la forme décrile dans
Vénoncé du théoréme.

Considérons une preuve guelcongue P sans coupures de CLL. Nous allons monirer par induction sur
la structure de P qu’il eriste une preuve de CLL qui a le méme conclusion gue P ef doni tous les
affaiblissements possédent la propriété W—NORMAL.

Le cas de base est irivigl

Le cas d’induction demande @ éire développé uniquement lorsque la derniére inférence I de P est un
affaiblissement. Dans ce cas, nous appliguons Uhypothése de récurrence & la prewve extraite de P qui a
comme conclusion le prémisse de I et nous la remplagons par une preuve dont tous les affaiblissements
ont la propriété W—NORMAL.

Ensuile, en utilisant le théoréme 2.3.1, nous montons I jusqu’aus aziomes.

Si une inférence résultant de cefle montée, se trouve jusie aprés un aztome de type T, nous procédons
alors & wne absorption de celle-ct par Paviome T au sens ou nous Uavons défini au-dessus.

Sinon elle se trouve placée juste aprés wun aziome de type 1d ov 1. Elle posséde donc la propriété W—
NORMAL et elle n'est pas venue perturber les affaiblissements au-dessous qui la possédail déja.

En conclusion, tous les affaiblissernents de la preuve obienue vérifient la propriété W—-NORMAL. O

2.2 Simplification du systéme d’inférence

Comme pour les contractions, ce théoréme va nous permetire de simplifier le systéme d’inférence de
CLL en fusionnant les inférences des configurations oil les affaiblissements peuvent étre localisés en une
seule inférence. Ainsi les régles w?, id et 1 vont étre remplacées par deux nouvelles, id’ et 17 ainsi définies:

- S—
F A, AR A 1, 7A

Nous retrouvons ici une proposition de [Andreoli, 1992]

3 CLLT: un systéme pour la construction ascendante des preuves

Aprés normalisation des contractions et des affaiblissements dans CLIL, nous obtenons un nouveau
systéme d’inférence CLLt plus adapté & la construction ascendante de preuves. Nous avons récapitulé ses
régles dans la figure 3.1. Le systéme CLL1 est équivalent & CLL, ce qui peut s’exprimer ainsi :

Théoréme 3.3.1 Tout séquent - A de CLL est prouvable si et seulement si il est prouvable dans CLLYT.

Preuve 3.3.1 Il faut montrer tout d’abord que pour toute prewve P de CLL, il existe une prewve de CLLt

qut a la méme conclusion. Nous procédons en quatre élapes.

Tout d’abord, par application du théoréme 3.1.1, nous transformons la preuve P en une prewve Py oil les

contractions sont disposées de facon d pouvoir étre traduites ensuite dans CLLt.

Puyis nous insérons jusic avant les inférences de {ype @ et ?, les affaiblissements qui vont rendre possible

la traduction des premidres dans CLL}. Nous oblenons une preuve Py.

Ensuite, & Paide du théoréme 3.2.1, nous montons tous les affaiblissements dans la preuve Py, Nous

obienons une preuve Pa.

Enfin, il ne reste plus qu’d remplacer les blocs formés d’inférences de type id, 1, w? ®, 2 et ¢ ? par les

inférences id’, 1', @ el ?' de CLLT et obtient une preuve Py de CLLY qui a méme conclusion que P.
Réciproquement, i faut monirer que pour toule preuve P de CLLT, il existe une prevve de CLL qui ¢

la méme conclusion. Il suffit pour cele de monirer que les régles novvelles de CLLY, id’, 1', @ 19, sont

admisstbles dans CLL. Nous ne le ferons pas ici car cela ne pose aucune difficulté.r]

Le systéme CLLT, en lui-méme, n’est pas original. La plupart de ceux qui ont étudié la construction
ascendante de preuves dans CLL, I’ont utilisé en tant que cadre mieux adapté & cette tache [Andreoli, 1992;
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Chapitre 8. Normalisation dans CLL ef preuves en chainage arriére

FiG. 3.1 - Le systéme d’inférence de CLLT

groupe identité

-
FA,AL A
groupe logique
négation
F.L_L = F
(F@G)J'ZFJ'WG'L (FPG)L:F'L@G'L
1'1‘ =1 J_'l' =1

(F&GY = FL @ Gt (Fo Gt = FreGt
TH=0 0t=T

(Fyt =2F+ ()t =1t
(Ve F)t = 3eF+t (FeF)* = Vert
opérateurs multiplicatifs
FFLALTA F Fo A 7A ~ v b Fy, Fo, A
’—F1®F2,A1,A2,?A F1,7A |‘F1§:JF2,A
ot les formules de Ay et Aq
ne sont pas de la forme 7F'
opérateurs additifs
FRL,A R FLA & T FF A
bR &y, A FT,A @R, A
opérateurs exponentiels
EFIA FRIFA L,
FiF A MEA
quantificateurs
Pyl A, FFls] A
FYzF A F3zF A

avec y non fbre dans la conclusion
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4. Normalisation des preuves dans CLLT

TAB. 3.1 - Permutabilité d’inférences dans les preuves de CLLT

ta\t2 [ R |pi&|p| Y |V |V |[3]L
&' np
np np
np
np|l - T | jnp|Rp | Rp) 0P
np

X | xlxtx] xlnp| x i x} x
np np
np

wi| <| -=| 2| B | &= |

Tammet, 1993]. Ce qu’on met en lumidre ici, c’est qu’en menant dans CLL un processus de normalisation
des preuves basé sur la permutabilité d’inférences, on aboutit tout naturellement a un tel systéme.
Maintenant. notre processus de normalisation n’est pas achevé & ce stade. Aprés les contractions et les
affaiblissements, il s'agit d’ordonner les auires inférences. Pour cela, il est nécessaire de transposer les
théorémes sur les permutations et mouvements d’inférences de CLL dans CLLT. Nous nous contenterons
de fournir le tableau récapitulant la permutabilité d’inférences dans CLLT (voir tableau 3.1}. Il s’obtient
trés facilement & partir du tableau correspondant de CLL accompagnant le théoréme 2.2.1 si l'on se
rappelle que les inférences de type @’ et?” ne sont que des condensés de déductions formées d’une inférence..
&® oun? sulvie de contractions.

Remarque 3.3.1 [l faut faire atiention au sens dans CLLY des concepis de formule principale el formaule
active. Ainsi, considérons Uinférence suivante : o
F R, TGOF By G

FR®R G

Dans la conclusion, 7G' est considérée comme formule principale el dans les prémisses comme formule
active. D’aprés la définition 2.2.1, une telle inférence n’est donc jamais en position de permutation dans ™
une preuve et n'entrera pas dans le cadre de 'étude de permutabilité dans CLLT.

4 Normalisation des preuves dans CLL?1

Pour achever le processus de normalisation, il reste 4 ordonner si possible les inférences résultant de
I’application des régles logiques, Il va falloir pour cela, en monter certaines et en descendre d’autres.
Pour les inférences de type L, on sait déja (cf section 4 du chapitre 2) qu’il va falloir les descendre étant
donné que nous nous situons dans une perspective de construction des preuves de bas en haut.

Pour les autres, le scul critére est celui de la facilité @ les déplacer vers le haut ou vers le bas. 1l suffit pour
cela d’observer le tableau 3.1. 11 est ensuite facile d’étayer ceite observation par une série de théorémes qui
ne sont qu’une transposition dans CLLt des théordmes sur les mouvements d’inférences dans les preuves
de CLL (cf section 3 du chapitre 2).

En conclusion, dans CLLf, le classement des types d’inférences est le suivant :

Tt={¢. 87,3}
TL={p L, &L¥}

On peut alors définir la notion de prewve normale. Celle-ci repose sur un lien parliculier enire loute
conclusion intermédiaire et Uinférence gui I'a produite. Nous aurions trés bien pu la définir en précisant
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Chapitre 8. Normalisation dans CLL el preuwves en chainage arriére

le lien entre toute conclusion intermédiaire et I'inférence dont elle est un prémisse. Ce serait beaucoup
moins pertinent quand on sait gue l’on va ensuite utiliser cette définition pour construire les preuves
de bas en haut: pour chaque conclusion intermédiaire connue, on sera alors amené & rechercher quelle
inférence peut 1’avoir produite.

Définition 3.4.1 Une preuve de CELLT est dite normale si et seufernent si toutes ses conclusions intermédiaires
sont normales.
Une conclusion intermédiaire normale vérifie la propriété suivante :

Si elle est de la forme HLF TA | alors elle est [a conclusion d'une inférence de type!
sinon si efle contient une formule introduite par une inférence d'un type appartenant a T
alors elle est la conclusion d'une inférence de ce type
sinon si si efle est conclusion d'une inférence de type?’
alors toute formule active de cette inférence qui n'est pas un littéral négatif,
est introduite par l'inférence juste avant
sinon si elle est fa conclusion d'une inférence de type @, @ ou 3,
alors toute formule active de cette inférence qui n'a pas? comme connecteur de téte
et qui n'est pas un littéral négatif, est la formule principale
de l'inférence située juste avant.

Remarque 3.4.1 [Le fait que U'on écarte, pour lo condition sur les formules actives des inférences d’un
type appartenant ¢ T 1, les littérans négalifs tient d ce que, pour les axiomes de {ype id, nous avons choisi
de placer Uinférence utilisant le littéral posttif avant celle utilisant le littéral négatif lorsqu’il y a conflii
(voir section 5 du chapitre 2).

Une caractéristique particuliére des preuves normales est pour les inférences de type?’, @, @ et 3 d’iden-
tifier dans certaines conditions, formule active et formule principale de I'inférence précédente. Ainsi dans
une construction ascendante des preuves, cela va nous amener dés que nous commencerons & décomposer
certaines formules, 4 poursuivre en décomposant leurs sous-formules. Nous reviendrons en détail sur ce
phénoméne lorsque nous aborderons, dans le prochain chapitre, la construction des preuves elles-méme.
Andreoli ’avait d&j4 mis en lumiére en proposant une forme particuliére de preuves normales pour CLL :
les "focusing proofs" [Andreoli, 1992]. La forme que nous proposons ici en est trés proche. Il ¥ a néanmoins
deux différences:

- les inférences de type! ne sont pas traitées de facon complétement satisfaisante par Andreoli qui,
dans la démonstration d’un séquent de Ia forme HF, 7A ne choisit pas nécessairement 'F comme formule
principale de la derniére inférence, alors que c’est possible; il se prive ainsi d’une possibilité de limiter
I'indéterminisme ;

- Andreoli a poussé plus loin la modification du systéme d’inférence si bien que toute preuve
engendrée par ce systéme est normale. 11 s’agit 13 d’une différence secondaire de présentation.

INustrons maintenant la définition d’une preuve normale par un exemple.

Exemple 3.4.1 Considérons lo preuve de CLLT sutvante:

- i
F A, AL, 7B
_ p
F A, Ate?B
&1 id’
F A@B, Atp?’B FC, Ct
id’ ®
+ B, B+ - Ae B, (Atp?B)eC, Ct %

F B®(A®B), (Atp?B)® C, C*+, BL
Cette preuve n’est pes normale pour une double raison:

- La conclusion intermédigire - A®B, A+ p?B n’est pas normale car elle contient la formule A-o7B
gui a é1é introduile par une nférence p alors que sa formule principale est AG B ;
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4. Normalisation des prewves dans CLLt

~ La conclusion intermédiaire - B® (A® B), (Atp?B)® C, CL, B! n’est pas normale car dans
Uinférence qui produit cette conclusion, la formule ective A D B n’est pas inirodutie par Uinférence
Juste avant.

On peut normaliser cette preuve en descendant Uinférence p et montant Uinférence @ située le plus bas.
On obtient la prewve normale suivanie :

- . d’
F A, AL, ?B

id’ &
+ B, Bt F A@ B, A+, ?B®

b B®(Aa@ B), AL, 7B, B+
b id’

F Bo(A® B), Atp?B, Bt Fc Cct
®

F Be(A® B), (Ate?B)®C, B, Ct

Nous allons maintenant généraliser le processus de normalisation illustré par ’exemple ci-dessus 3 'aide
d’un théoréme qui va montrer que la classe des preuves normales est compléte par rapport 4 Pensemble
des preuves de CLLT.

I.a démonstration du théoréme fournit aussi une procédure de normalisation des preuves,

Théoréme 3.4.1 Tout séquent prouvable dans CLLT, y admet une preuve normale,

Preuve 3.4.1 La démonstralion gue nous proposons ici, correspond & une straiégie qui consisie 4 nor-
maliser chague conclusion intermédiatre en parcourant lo prewve de hawt en bas. DVaulres stratégies somt =
possibles.

Considérons une preuve quelcongue P de CLLT. Nous allons monirer par induction sur la structure de
P qu’il existe une preuve normeale de CLLT qui a méme conclusion que P.

Sott I la derniére inférence de P. Par hypothése d’induction, tout prémisse de I (s’il en eriste) admet
une preuve normale de CLLT. En prolongeant ces preuves normales par I, on obtient une nowvelle preuve
P’ qui a méme conclusion que P mais qui n'est pas nécessairement normale. Ceci dépend du type de I
C'est pourquoi nous allons procéder & une analyse de cas selon le type de [

1. | est un axiome.
La preuve P est normale.

2. | est d'un type appartenant 3 T' |.
La preuve P’ est normale. I faui en effel remarguer que si I n'est pas de type!, sa conclusion ne
peut pus avoir la forme FIF TA.

3. | est d'un type appartenant & T 1.
Nous allons monter ev mazimum I dans la preuve P’ mais seulement dans les branches ot la
formule active de I n’a pas? comme connecteur de 1éte et oh elle n’est pas un littéral négatif. En
plus, 51 I est de type @, il y @ une indélermination dans le définition du mouvement; si on laisse
le hasard la régler, plusieurs conclusions intermédiaires qui vont éire franchies, risquent de perdre
leur caractére de conclusions intermédiaives normaeles. Pour éviler cect, nous mous imposons de
décomposer le mouvement général en une sutte de mouvements élémentaires définis ainsi:

— S une au moins des inférences qui précéde immédiatement I, est d’un type appartenant a T |,
on la permute avec I;

— St toutes les inférences sont d’un fype appartenant ¢ T %, on monte I (dans l'une des deuz
branches seulement s’il y en a deuz), jusie au-dessus de la premiére conclusion iniermédiaire
qui soit produite par une inférence d'un fype apperienant & T' | ou qui contienne une formule
ayent £ comme conneclenr de téte et active dans Uinférence qui suit immédiatement.
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On peut vérifier gue chaque mouvement élémentaire, tel qu’il vient d’étre défini, préserve le caractére
normal de foule conclusion intermédiaire qui est franchie. Les seules qui, éventuellement, ne sont
pas normales, sont les conclusions des inférences en train d’étre moniées.

Mais au ferme du mouvement général, leurs formules actives ont ¢ comme connecteur de 1éle, sont
des littérauz négatifs ou sont inlroduites par une inférence située jusie avant.

Les conclusions de ces inférences pewvent toutefois ne pas étre normaeles si elles conliennent des
Jormules introduiies par des inférences d'un fype appartenant & T |. Mais il est focile de corriger
cette anomalie en descendant ces inférences juste aprés la conclusion inlermédiaire en cause. Elle
devient alors normale et les auires le restent.

]

Le théoréme de normalisation peut &tre complété par un autre qui montre que Pordre dans lequel on
applique les régles d’inférence de T | \{!}, dans la construction d’une preuve de bas en haut, est indifférent.
[Andreoli, 1992] avait déja mis en évidence cette propriété sous le nom de réversibilité car elle revient &
dire que si la conclusion d’une inférence est prouvable, alors ses prémisses aussi.

Théoréme 3.4.2 Soitt F, A un séquent prouvable de CLL?T tel que F ait un connecieur de téte appartenant 3
T L \{!}. Alors il existe une preuve normale de - F, A se terminant par une inférence dont la formule principale
est F,

Preuve 3.4.2 On considére dans CLLT une preuve quelcongue de b F,A. On descend en bas de la preuve
Vinférence introduisant F puis on normalise les sous-preuves des prémisses de cette inférence.
En prolongeant les prevves normales obtenues par Uinférence finale, on obtient la preuve normale cherchée.O

Conclusion

Les preuves normales obtenues sont trés voisines des "focusing proofs" de [Andreoli, 1992]. Mais I’in-

térét de la démarche est de mettre en avant les rapports entre les notions de permutabilité d’inférences,
mouvement d’inférences et normalisation de preuves. Il est I'iltustration de la méthode qui va éire par la
suite appliquée 4 d’autres fragments ocu avec un autre sens de construction des preuves.
Nous aurions pu aussi chercher a intégrer les résultats obtenus par [Lincoln and Shankar, 1994] concernant
la gestion des variables quantifiées au premier ordre. Ils ont montré qu’on peut permuter les inférences
de type 3 avec celle de type V dans les preuves en utilisant une technique de skolémisation dynamigue
des variables. Malheureusement, cette possibilité, comme le signalent eux-mémes les auteurs, est par-
tiellement incompatible avec les autres résultats de permutabilité. C’est ce qui explique le fait que nous
ne les ayons pas pris en compte. Nous reviendrons toutefois sur ces travaux quand nous aborderons les
stratégies ascendantes de construction de preuves dans le chapitre 5 et que nous verrons comment gérer
la quantification au premier ordre.
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Chapitre 4

Normalisation dans CLL et preuves
en chainage avant

Introduction

D’une fagon générale, les méthodes de preuve en chainage avant les plus connues sont la résolution
de [Robinson, 1965] et la méthode inverse de Maslov {Lifschitz, 1989]. Méme si elles se sont développées
indépendamment l'une de I'autre, elles sont trés proches. Elles consistent toutes deux & transformersine
formule 4 démontrer en un ensemble de formules d’un format bien précis, appelées clauses. Puis & I'aide
d’un nombre trés limité de régles d’'inférences ou régles de résolution, on engendre de nouvelles clauses
Jusqu’d ce qu’on en obtienne une particuliére qui constitue le but attendu.

[Mints, 1990] a étendu la méthode inverse pour des logiques modales en proposant un schéma de trans-
formation d’un systéme présenté dans le formalisme du calcul des séquents dans celui de la résolution.
[Tammet, 1993] a appliqué ce schéma & la Jogique linéaire,

A la différence de ces travaux, nous allons conserver le cadre du calcul des séquents afin de pouvoir
exploiter la propriété de permutabilité d'inférences liée 4 celui-ci. A lopposé du chapitre précédent, nous
nous placerons dans une perspective de construction des preuves en chainage avant. La normalisation
des preuves va encore consister 4 ordonner les inférences en leur sein de fagon & rendre leur construction
descendante la plus efficace possible. Mais en quoi le changement de sens de construction des preuves
influe-t-il sur la forme des preuves normales? D’aprés ce que nous avons vu dans le paragraphe 4.1, il
va falloir encore monter les contractions au maximum mais par contre le sens de déplacement des affai-
blissements va se trouver inversé: ils devront &tre descendus au maximum. Nous verrons toutefois que ce
mouvement seul ne permet pas d’assurer un bon contrdle de ceux-ci au cours de la construction d’une
preuve de haut en bas; ils sont encore une source importante d’indéterminisme.

Ce probléme rejoint celui du contréle d’une autre forme d’affaiblissement qui n’est pas lige 3 l’ag{plication
de la régle w? mais 4 celle de T. Les axiomes gu’elle engendre, ont la forme suivante :

FT,A

1l est difficile de controler leur production car le multi-ensemble de formules A est totalement arbitraire.
La seule contrainte qu’on peut lui imposer, est qu’il contienne nuniquement des sous-formules du but 4
prouver ; en effet, nous cherchons & construire des preuves sans coupures qui respectent donc la propriété
de la sous-formule. Mais le nombre de ces formules n’est pas limité donc on risque souvent d’engendrer
une infinité d’axiomes T.

[Tarnmet, 1993] propose de dissocier au sein des axiomes T, Fintroduction de la constante T de Paffai-
blissement constitué par U'imtroduction du multi-ensemble de formules arbitraires A. Il a done remplacé
la régle correspondante par deux nouvelles régles. Ainsi les affaiblissements correspondants vont pouvoir
étre descendus dans les preuves comme les affaiblissements classiques pour mieux &tre contrdlés. Par rap-
port A ces derniers, ils nécessitent toutefois un tralternent particulier ce qui va donner lieu a la distinction
introduite par [Tammet, 1993] entre séquents affaiblissables et séquents non affaiblissables.

Nous allons intégrer cette idée en proposant une modification du systéme d’inférence dont la justification
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est que tous les affaiblissements, quelle que soit leur source (w? ou T), y sont mobiles.

Dans le systéme CLLJ] obtenu, nous allons pouvoeir maintenant descendre fous les affatblissements au
maximum. [Tammet, 1993] s’en était arrété 1a mais nous verrons que ce n’est pas suffisant pour contréler
leur production dans une construction en avant des preuves.

Nous allons proposer une solution qui repose sur la distinction au sein d’une preuve entre formules de
base, partiellement issues d’axiomes, et formules d’affaiblissement, totalement issues d’affaiblissements.
Ces derniéres posent probléme. C'est pourquol on essaie de les introduire senlement quand elles se com-
binent avec une formule de base. Ceci nons ameéne a une derniére modification du systéme d’inférence que
nous allons spécialiser dans la démonstration d un séquent particulier - A. Les affaiblissements ainsi que
les contractions y sont complétement intégrés aux inférences logiques. Malis cela nécessite la définition
a partir de F A, d’un ensemble particulier de formules ol ’on puisera les formules d’affaiblissements &
introduire dans les preuves. C’est pourquoi, nous I’appellerons la base d’affaiblissement associée 4 A.
Dans ce nouveau systéme CLLJa, on déplacera les inférences logiques pour obtenir les preuves normales.

1 Séquents affaiblissables : le systéme d’inférence CLL|

1.1 Dissociation des axiomes de type T

Nous allons remplacer la régle T par deux nouvelles:

f
~ la régle T/ qui a comme fonction d’engendrer la constante T F T
FA
~ la régle wt qui produit une forme spécifique d’affaiblissement wr
FFA

Contrairement 4 w?, la régle wt n’est soumise 4 aucune restriction quant & la forme de F. Par contre,
elle ne peut pas, pour &tre admissible dans CLL, étre utilisée & partir de n'importe quel séquent - A, Si
I'on fixe comme condition que la constante T doit étre présente dans le séquent A, on obtient bien une
régle admissible mais cette condition est trop restrictive : elle va empécher de descendre les inférences wr
aussi loin qu’on le voudrait. En effet, elles seront bloquées par toute inférence oi la constante T est active.

Ceci va nous amener 4 étudier dans quelle mesure la propriété pour un séquent d’atre affaiblissable
qui, au départ, est Hée & la présence de T, peut se transmettre une fois que cette constante est entrée
en combinaison avec d’autres formules. Nous traduirons le fait que P'on puisse appliquer la régle w+ &
un séquent, c’est-d-dire qu’il est affaiblissable, en le marquant par un booléen que nous appellerons son
indicateur d’affaiblissement. Ainsl ce séquent sera représenté de la fagon suivante A ol son indicateur
d’affaiblissement o vaudra 1 si le séquent est affaiblissable et 0 8’il ne ’est pas.

1.2 Séquents affaiblissables

Nous allons passer en revue les régles de CLL pour examiner dans quelle mesure elle permettent a la
propriété d’étre ou non affaiblissable, de se transmetire des prémisses vers la conclusion. Elles vont alors
étre complétées pour indiquer comment calculer I'indicateur d’affaiblissement attaché & leur conclusion &
partir de ceux attachés & leurs prémisses.

1.2.1 Les axiomes
Au niveau des axiomes, seuls ceux de type T’ produisent des séquents affaiblissables d’onl les régles:
— id — — T
14,41 A8 BT
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1.2.2 Les régles non sensibles au contexte avec un prémisse.

Ces régles d’inférences sont neutres dans ia transmission de la propriété. Donc si @ est le booléen
attaché au prémisse, a est attaché a la conclusion. Ceci concerne les régles p, Py, &2, 7, ¢7 et 3.
Nous avons choisi de regrouper les régles w? et wt en une seule régle car nous nous sommes rendus compte
que, dans une preuve, en permutant un affaiblissement classique (c’est-a-dire une inférence de type w? ou
1) avec d’autres inférences, il pouvait se transformer en affaiblissement de type wr et vice-versa. Nous
aurons désormais une seule régle d’affaiblissement w se présentant ainsi:

A

w si ¢ = 0§, alors F est de la forme PF’ ou L
Hr A

Une inférence de type w sera qualifiée d’affaiblissement classigue lorsque a vaut 0 et d’affaiblissement
spécifique lorsque a vaut 1.

1.2.3 Les régles sensibles au contexte avec un prémisse.

a) La régle L.

Expliquons pourquoi elle bloque la transmission de la propriété d’gtre affaiblissable. Supposons que ce ne
soit pas le cas; nous pourrions avoir alors ce genre de déduction:

#FﬁAr
ERTIRIN
wr

Hir @, 2A

Pour que cette déduction soit correcte relativement & CLL, il faut pouvoir remonter Pinférence wr, le *
but étant pour une preuve compléte de reconstituer les axiomes T. Il faut donc que I'inférence! soit
permutable avec l'inférence wr. Or, ce n’est pas le cas si G n’a pas 7 comme connecteur de téte.

La régle! se présente donc ainsi:

&ﬂm1
——!
F=1F 2A

b) La régle V.

Elle est neutre malgré la condition sur la variable quantifiée. On résout alors les conflits éventuels par un
renommage. Considérons par exemple la preuve:

IP B
ILF[y/a:],A

Moy F A

wr

HveF, G, A

Pour que la preuve soit correcte relativement 3 CLL, 1l faut pouvoir permuter l'inférence ¥V avec Pinférence
wt. Or sl y est libre dans &, la condition relative & y pour ¥ est violée. On préserve la correction de la
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preuve en choisissant une variable nouvelle z et en renommant y en z dans la preuve P. La permutation
est alors possible et ’on obtient :

Ple/il |
EFly/z], A wr

ILF[z/x],G,AV

PveF G, A

La régle se présente donc ainsi:

F-Fly/e], A
i y non libre dans YaF, A
FYaF, A

1.2.4 Les régles avec deux prémisses.

La régle ® transmet la propriété d’étre affaiblissable méme si elle ne vient que d’un seul prémisse car
elle opére une juxtaposition des contextes initiaux. Pour la régle &, c’est le contraire: vu gu’elle opére
une superposition des contextes initiaux, c’est la propriété de ne pas étre affaiblissable qu’elle transmet,
méme ne venant que d’un seul prémisse. Dot la forme de ces deux régles:

FL LA F2F A, LR A |“—2F2,A&
@
v
Y% b Py Ay, A L% G gy A

1.3 Le systéme CLLJ.

Nous disposons maintenant d’un systéme d’inférence ol tout d’affaiblissement de quelque forme que
ce soit, est mobile et va pouvoir étre descendu au maximum dans les preuves. Il est défini par la figure
4.1 et noté CLLJ). On retrouve ainsi la proposition de [Tammet, 1993] sous une forme un peu différente
dans la mesure oll nous avons introduit une notion nouvelle de marquage d’un séquent par un booléen
pour indiquer sil est affaiblissable ou pas.

Nous alions montrer que CLLJ est équivalent & CLL ce qui exige une étude préalable de la permutabilité
d’ inférences en son sein.

1.3.1 Permutabilité d’inférences dans CLL]

Cette notion doit étre légérement modifiée par rapport & sa définition initiale 2.2.2 dans CLL car il
faut prendre en compte le fait que les séquents sont affectés d’un indice signalant s’ils sont affaiblissables
ou pas. Pour cela, on compléte la définition 2.2.2 de la fagon suivante:

les indices d’affaiblissement aflachés aux hypothéses ei & lo conclusion dans le résultal de lo permu-
tation doivent étre les mémes que dans Uobjet de la permutation.

Munis de cette définition, if est alors facile de reprendre le tableau du théoréme 2.2.1 et de "adapter
4 CLLJ). Nous obtenons ainsi le tableau 4.1. D’aprés celui-ci, nous allons pouvoir monter facilement les
affaiblissements dans les preuves de CLLJ. Les seuls obstacles sont les inférences de type! mais nous

verrons qu’elles en sont vraiment seulement dans le cas ol les affaiblissements devant éire montés intro-
duisent la constante L.
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Fic. 4.1 - Le systéme d’inférence de CLL]

groupe identité

—id
Koa 4t
groupe logique
négation
F.i.J. =F

(F®Gy = FrpG*t

(FpG)yr =Fte Gt

=1  it=1
(F&G)r = F* oGt (FeG)t = FruGt
TH=0 0t =T
(tF)t =7Ft (?F)*: =IF*

(Ve Fy* = JaFt

opérateurs multiplicatifs

(3xF)* = Ve Ft

la_lFlaAl Ia_2F21A2 1 }iFl,F2,A
— —
v
FLE B @ By Ay, A K1 I FipFa, A
opérateurs additifs
ot ST a2 a a
LA FFy A =F A —Fy, A
& — T —; §1 S— >
A
A2 ok, A KT K @ Fy, A Em @ Fa, A
opérateurs exponentiels
F-F A KR A 2P, 7R, A
 —— ? T e
Lig A ER TN LESUN
quantificateurs
F-Fly/z), A y K Flt/x], A ;
vz P, A 3z i A
avee ¥ non libre dans la conclusion
affaiblissement
KA
w
IiF,/_\ avee, si @ = 0, F de la forme ¢F’ ou L
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TaB. 4.1 - Permutabililé d’'inférences dans les preuves de CLL|]

tz\tl & @ & & 7 c? i b4 | w
® np

p_|np np

& [npl~|—|mplap|—|np|—|np|np
2 np

?

e? np

! X | xix | x |np X | X[ x

Y np np

3 np

W np

Donc cela ne nous empéchera pas d’établir la correction de CLLJ par rapport & CLL qui repose essen-
tiellement sur la reconstitution des axiomes T dont les deux aspects ont &té dissociés dans CLLl. La
complétude est facile & montrer.

Théoréme 4.1.1 Tout séquent + A est prouvable dans CLL si et seufement si il existe un booléen a tel que
le séquent V- A est prouvable dans CLL].

Preuve 4.1.1 Commengons par démontrer lo correction de CLL| relativement & CLL. Soit une preuve
P de CLL| de conclusion F-A. Montons successivement ef au mazimum dans P tous les affaiblissements
spécifiques. D’aprés le tableau 4.1, ils peuvent ftre moniés jusqu’avz axviomes T'. Aprés ce mouvement,
ces affatblissements vont tous se situer dans des configurations de la forme:

e 11

K
w

IR

A1, Fa

Nous allons remplacer ces configurations par des aziomes de type T de CLL qui aurent la forme:

— T
i_l,Fl,”“,Fn

Toutes les autres inférences ont une traduction dans CLL si bien que nous oblenons une prewve de CLL
qut @ comme conclusion E A,

Monirons maintenant lo complétude de CLL] reladivement ¢ CLL. Considérons une preuve P de CLL.
Nous allons remplacer chague inférence de P par une inférence de CLLL en parcourant la preuve de haut en
bas. Simultanément, nous allons inférer les indicateurs d’affaiblissement des conclusions intermédiaires.
Les seules inférences qui n’ont pas d’équivalent dans CLL| sont les aziomes T mais comme on vient de
le voir, ils penvent étre traduits dans CLL} par un axiome T’ suivi d’affaiblissements. En fin de compte,
on obtient une prewve de CLL| qui a la méme conclusion que P. O

2 Formules de base et d’affaiblissement

Les affaiblissements étant la principale source d’indéterminisme dans la construction descendante des
preuves, nous allons commencer par traiter ce probléme.
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2. Formules de base et d’affaiblissement

Nous avons vu qw’il fallait descendre ces inférences au maximum dans les preuves. Le systéme CLL{ qui a
été congu pour cela, facilite ce mouvement. Ainsi, on peut amener chaque affaiblissement juste au-dessus
de I'inférence ot la formule qu ’il introduit, devient active (sauf si cette inférence est de type p caril y
a alors deux formules actives). [Tammet, 1993] a pris en compte cette descente des affaiblissements dans
le systéme qu’il propose. Mais cela ne suffit pas & assurer un contréle de ceux-ci dans la construction
descendante d’une preuve. Considérons par exemple les deux déductions suivantes de CLL]:

A g, A
- W - W
ooF A K 2F g, A
— B R —
Rrrga a L 2FpG, A

Dans les deux déductions, ["affaiblissement est descendu au maximum. Mais dans celle de gauche, cela

n’améliore en rien le contréle sur celle-ci & partir de son hypothése I A une telle déduction peut étre
engendrée 4 partir de n’importe quelle conclusion intermédiaire déja produite.

Ce n’est pas le cas de la déduction de droite qui ne peut pas étre produite a partir de n’importe quelle
conclusion intermédiaire déja établie comme hypothése : celle-ci doit contenir la formule G.

Si l'on analyse les fondements d’une telle différence, on s’apergoit qu’a gauche, la formule 7F @ G est
totalement issue de affaiblissernient tandis qu’a droite, la formule 7 FpG ne Pest que partiellement.
Nous allons généraliser cette distinction en rangeant les formules au sein d’une preuve en deux catégories:
les formules de base et les formules d'affaiblissement.

2.1 Definition

Définition 4.2.1 Dans une preuve de CLL|, une formule est dite de base (B-formule) si efle contient au =
moins un littéral (une formule atomique ou sa négation) introduit par un axiome. Dans le cas contraire, elle
est dite d'affaiblissement (A-formule).

Hlustrons cette définition sur 'exemple de la preuve P sulvante:

Exemple 4.2.1

PUNE—T' | —ud

Al a, at o c(z), e(z)t
- W
0 0
= a, al, bz  e(x), e(z)t, 7d(z

(=) 0 (2}, e(z) (2) .
@ (), at, 7b(z) o L o), e(z)t ®at, Td(z)
2 2

2 a®c(z), e(z)t @at, 7b(z) K ag e(z), e(z)t ©at, d(z) &

F o @ e(z), c(z)t @ a*, Ph(z)de?d(z)

Ah (a®e(z))p(c(z)t & at), Tb(z)&?d(x)

L 320 e2))ple(z)t & ab)), Tb(x)&?d(z)

L 32((a @ of2))ple(z)t © at)), Yo(?b()&?d(z))

> [Fe((a @ o(2))p(c(z)* & ot ))]plv2(Tb(2)&7d(2))]

Dans la preuve P, la formule Ye(Tb{x)&7d(x)} est une A-formule alors que
Fz((a @ c(z))plc(z)t @ at))]p[V(Tb(x)&?d(z))] est une B-formule car elle contient par exemple la
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formule atomique a qui est introduite par un aziome (méme si elle est aussi introduite d’une autre facon
dans {'inférence @3 de gauche).

2.2 Le contréle des inférences produisant les A-formules.

BDans une construction des preuves descendante, ce sont donc non seulement les affaiblissements mais
Pensemble des inférences qui participent a la production des A-formules qu'il est difficile de contrdler.
Dans ’exemple 4.3.1, pour la formule Ya{?6(z)&?d(z)), il s’agit de deux affaiblissements suivis d’une
inférence de type & puis d’une autre de type V. Cette suite de quatre inférences peut &tre déclenchée 3
partir de n’importe quelle conclusion intermédiaire déja établie. Le contréle est done nul.

Il devient réel & partir du moment ot la A-formule Y&(75(z)&7d{(x)) entre en combinaison avec une B-
formule Jx{(a @ c(z))p(c(z)* ® a')) dans la derniére inférence de type p.

Ainsi, un moyen de conirdler la production de A-formules est de la retarder jusqu’auw moment od
celles-ci deviennent actives dans des inférences ot elles se combinent qvec des B-formules pour former
des disjonctions multiplicatives ou des conjonctions.

La traduction d’un tel principe dans le processus de normalisation des preuves de CLL| va nous amener
a descendre au maximum dans une preuve toutes les inférences qui contribuent & produire les A-formules.
L’objectif est pour une A-formule donnée, de rassembler toutes les inférences qui participent 4 sa construc-
tion en un bloc situé juste avant une inférence ou elle entre en combinaison avec une B-formule.
Appliquons ce principe & la preuve P qui nous a servi d’illustration jusqu’a maintenant. Il faut descendre
les 4 inférences qui contribuent 4 la production de la formule Vz(7h(2)&7d(2)) jusie avant qu’elle se
combine avec la B-formule Jz((a ® o(z))p(c(z)* & al)) dans la derniére inférence p. C'est possible et
nous obtenons la preuve P/ suivante:

— id —T; |
Caat K e(z), ofz)* .
L a@ cfa), at o L o(z), clz)t ot .
R ade(z), o(z)t ®at . 2w e(), c(z)t @at
(@@ ele)ple@) ®at) - (0@ c(2))plclz)* @ at)

3@ eeple@)?t at) 3@ 0 e@)p(c@)t @ a))

2 e((a @ o(2))plc(z)* ®at)), () 1* Fa((a o c(@)ple(z)t @ab)), (=)

2 Fe((a @ c(zDplele)t @ at)), b(z)k?d(z)

- 3e((e @ c(2))ple(z)* @ a®)), Vo(?b(z)&d(z))

- ([Fe((a & e(x))p(c(@)* & at))]plVe(?b(z)&?d(2))]

Ceci nous suggére tout naturellement de simplifier le systéme d’inférence en étendant la régle d’affai-
blissemeni w lorsqu’elle s’applique aux séquents non affaiblissables : Jusqu’a maintenant, elle ne permet
d’introduire que des formales de la forme 7F ou L ; pourquoi ne pas lui permetire d’introduire n’importe
quelle A-formule? Les autres régles seraient alors réservées 3 la production des B-formules. En descendant
au maximum ces affaiblissements étendus, nous pourrions faire en sorte que toute A-formule ne soit in-
troduite que lorsque ['on en a besoin pour produire une B-formule. L’indéterminisme dans la construction
descendante des preuves serait ainsi séricusement réduit.
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Dans un tel systéme, la preuve P’ pourrait devenir:

id
i a, at
&1

LS e(x), at
D2

L ae e(z), e(z)t @at

- (a @ e(2))pl(e(x)t @ at)

K 3z((a @ c(z))ple(z)t @ at))

w

2 32((a @ e(2))ple(z)t @ at)), Ve(Tb(z)&d(z))

K [32((a ® c(z))p(c(z)t & at))]p[ve(?h(z)&7d(z))]

Une telle solution esi séduisante mais pour qu’elle puisse se concrétiser, il faut répondre positivernent aunx
deux questions suivantes:

~ Dans une preuve de CLL{, est-il toujours possible de descendre les inférences contribuant & la
production d’une A-formule de fagon @ les rassembler juste avant une inférence ot cette A-formule
se combine @ une B-formule?

- A partir d’un séquent donné, csi-il possible de délimiter a priori un ensemble de formules d’od sere
1ssuc toule A-formule partic prenante d’une preuwve guelcongue de ce séquent ? :

ce que nous allons faire dans les sections sulvantes.

3 Descente des inférences produisant les A-formules

Commengons par examiner les difficultés rencontrées dans ce mouvement.

3.1 Probléme avec &

E’exemple suivant montre qu’il n’est pas toujours possible de répondre positivement 3 la premisre
question. Considérons la preuve de CLL{:

i e id Y id e id
lga, at Iib, bt Iga, at iib, bt
w w w w
0 n 0 n 0 1 0 1
Kog, ok, 7e b, bt 7d Loa ot 7e b, bt
@ ®
L q, at, b, b, Temd 1&g, at, b, b1, 2c@?d
Ba St

L a, ab, b, at ®bt, 7e7d 2 a, at @b, b, b, Te@?d

2 at&bt, ot @bt a, b, 7e@?d

L (et &bt )p(Tew?d), at @b, a, b

Dans une construction de cette preuve descendante, on ne peut contréler Pintroduction de la A-formule
7c ®7d que lorsqu’elle devient active dans la derniére inférence p aux céitéds de ia B-formule at &bt . 11
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Chapitre {. Normalisation dans CLL et preuves en chainage avant

faudrait donc descendre les deux inférences ® qui I’engendrent juste avant celle-ci. Malheureusement,
elles seront bloquées dans leur mouvement par Uinférence &.

Ceci nous améne @ restreindre notre ambition inttiale : nous
laisserons de cété les A-formules qui contiennent le connecleur ®.

Les inférences de type & ne posent par contre aucun probléme, étant donné la facilité avec laquelle elles
peuvent &tre descendues.

3.2 Probléeme avec !

Considérons la preuve suivante :
— i
0
= a, at
R 7

1]
= apal
P 7

> ?(apat)
. apat), %

K 2(apat), 176 .
1

I (2(apat)) @b, 176

- ((2(apat)) ® b)p(17h)

Il est impossible de rassembler les inférences qui contribuent & la production de la A-formule 7 juste
avant qu’elle ne devienne active au c6té d’une B-formule dans la derniére inférence sans violer Ia condition
relative au contexte de 'inférence!.

| Donc nous laisserons aussi de cdté les A-formules qui contiennent Uopérateur /.

3.3 Descente des inférences

Mise & part les deux exceptions que nous venons de mentionner, il est possible de rassembler aussi
bas que possible dans une preuve, les inférences qui contribuent & Ia production d’une A-formule entrant
en combinaison avec une B-formule, ce qu’exprime le théoréme suivant :

Théoréme 4.3.1 Soit F une formule de CLL ne contenant pas les opérateurs ® et !. Dans CLL}, pour toute
preuve P d'un séquent = F\A ot F est une A-formule, if existe une preuve qui a les propriétés suivantes :

- efle a méme conclusion que P et conserve pour celle-ci, la méme partition entre A-formules et B-
formules ;

-les inférences introduisant les sous-formules de F sont a la fin de la preuve (elles ne sont suivies par
aucune autre),

Preuve 4.3.1 Voir en anneze C O

Ce théoréme nous permet, avec certaines restrictions, de descendre dans une preuve les inférences contri-
buant & produire une A-formule pour les rassembler juste avant une inférence ot cette formule se combine
avec une B-formule. L’exemple traité dans la sous-section 3.2 de ce chapitre illustre cette possibilité.

L’¢tape suivante consiste 4 remplacer le bloc de ces inférences par umne seule qui constitue un affaiblis-
sement dans un sens étendu. La régle w dans sa version classique permet d’ajouter & tout séquent non
affaiblissable une formule de la forme L ou 7F. L’étendre, voudrait dire qu'elle permette d’ajouter & tout
séquent non affaiblissable, une A-formule. Mais nous avons vu que la notion de A-formule n’a de sens que
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4. Base d’affeiblissement associée ¢ un séquent.

dans une preuve déja constituée. Néanmoins ne peut-on pas déterminer a priori la forine syntaxique des
A-formules utilisées pour prouver un séquent donné? C’est ce que nous allons examiner,

4 Base d’affaiblissement associée 4 un séquent.

Fixons un séquent - A comme but a prouver. Les A-formules qul apparaissent dans une preuve sans
coupures de F A sont nécessairement des sous-formules des formules de - A. Les A-formules initiales
sont celles qui soni engendrées par les inférences de type w. 5i ces affaiblissements sont spécifiques, les
formules engendrées sont quelconques. Mais s'ils sont classiques, elles sont de la forme L ou 7F. Ensuite,
4 partir de ces formules initiales, on peut construire d’autires A-formules par induction en appliquant les
régles d’inférence logiques mais en excluant @ et! vu les problémes qu’elles posent.

Nous pouvons ainsi délimiter un ensemble dont sont issues toutes les formules d’affaiblissemnent engendrées
par des affaiblissements classiques : la base d’offatblissement associée & = A que nous noterons Ba . Celle-ci
peut &tre définle rigoureusement ainsi:

Définition 4.4.1 {a base d’affaiblissement associée 3 un séquent = A de CLL est l'ensemble Ba de sous-
formules de formules de b A construit inductivement ainsi :

- il comprend déja toutes celles de fa forme L ou?F

- 5i deux formules Fy et Fy appartiennent 3 Ba, alors toute sous-formule de fa forme FipFs ou Fl&FQ
est membre de Ba :

- si une formule F appartient & Ba, alors toute sous-formyle de la forme F& G, GO F, 32 F ou Va:F
est membre de Ba ;|

Remarque 4.4.1 La définttion précédente pourrait éfre affinée car elle repose sur la notion: de sous=
formule qui permet n'importe quelle substitution & partir d’une formule quantifiée eristenticllement alord
qu’tl est possible d’en préveir un nombre fini parmi lesquelles se trouveront nécessairement celles qui sonts
utilisées dans les prewves de = A. Nous reviendrons sur celle question dens le prochain chapitre gquand

nous aborderons la construction descendante de preuves.

On peut espérer réduire la base d’affaiblissement d’une autre fagon: si deux formules Fy et Fy sont
membres de cette base et st Fy est une sous-formule de Fj, est-il vraiment nécessaire de garder I; dans
la hase? L’exemple suivant montre que la présence de & interdit une telle simplification.

Considérons la preuve:

i
L B, Bt
id P

o4, 4t , L BpBt

w

P24, 4t & BBt 24

L AL&(BpBL), 74 ,

L 2(AL&(BpBL)Y), 74

w

L 2(ALg(BpBt)), 74, 10+ |

2 at&(BpBLY), 74, 17CL
D1

I 2(AL&(BpBL)). 248 C, 17CH
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Si{’on prend pour F A, la conclusion de cette preuve, la base d’affaiblissement associée B sera, d’aprés la
définition qui vient d’étre donnée, constituée des formules suivantes : (AL &(BpBL)), 74, 1A C, 7C*.
Bien que 7A soit une sous-formule de A @ C, on ne peut pas supprimer la premiére de la base car le
séquent - A n’est pas prouvable sans un affaiblissement qui introduise ?A, affaiblissement qui ne peut
pas étre suivi immédiatement par une inférence de type 9, introduisant 74 & C.

Cet exemple illustre le pouvoir des inférences de type & de transformer des formules d’affaiblissement qui
ne sont pas actives en formules de base par superposition.

5 CLL]A : un systéme spécialisé pour prouver - A

A ce point, on peut étendre la régle d’affaiblissement w pour lui permettre d’ajouter aux séquents
non affaiblissables, non seulement des formules de la forme L ou 7F mais ausst n’'importe quelle formule
issue de la base d’affaiblissement Ba . Elle se présentera maintenant ainsi:

F A

v oit, st @ = 0, F est un élément de Ba

= F, A

De cette fagon, nous spécialisons aussi le systéme d’inférence dans la construction de preuves du seul
séquent - A puisque la régle w est maintenant liée & B . Ce nouveau cadre va nous permettre de
descendre dans les preuves, les affaiblissements élargis et de limiter au maximum I’application des régles
logiques & des séquents ol au moins une formule active est une formule de base. Nous allons monter aussi
les contractions au maximum.

Selon une technique que nous avions déja utilisée pour CLLY, nous allons fusionner les affaiblissernents
avec les inférences qui suivent immédiatement et les contractions avec celles qui précédent immédiatement,.
Nous obtiendrons un systéme qui n’aura plus ni régle de contraction, ni régle d’affaiblissement explicites
mais o celles-ci auront été intégrées dans les régles logiques qui auront été redéfinies.

5.1 Deux opérations particuliéres sur les multi-ensembles de formules

La redéfinition des régles @ et & nécessite ’introduction de deux opérations sur les multi-ensembles
de formules: + et x. La premiére + va permettre dans P’application de la régle ® de juxtaposer les
contextes initlaux tout en contractant les formules de la forme 7F qui vont se trouvées ainsi dupliguées.
Elle va permettre aussi dans Papplication de la régle 7 de contracter la formule principale obtenue avec
une autre présente éventuellement dans le contexte. D’oli la définition :

Définition 4.5.1 Soit Ay et Ay deux multi-ensembles de formules de logique lindaire. La somme Ay 4+ Ay
est obtenue en prenant toute formule de Ay ou Ay et en calculant son ordre de multiplicité de la facon
suivante : si cette formule est de la forme7F, il sera égal 4 1 sinon on additionne la vafeur qu'il prend dans
chacun des deux multi-ensembles de départ.

Par exemple, nous aurons :{a, a, 7b, 76} +{a, L, 70} = {a, ¢, 2, £, 7b}. Si un des multi-ensembles se réduit 3
un singleton, nous le confondrons par abus de langage avec son seul élément. Ainsi, nous pourrons écrire:
%a 4 {b,7a} = {?a,b}. '

La seconde opération, x, va permettre dans I’application de la régle & de superposer les contextes initiaux
en les affaiblissant au préalable pour les faire coincider. Bien entendu, les possibilités d’affaiblissement vont
dépendre du caractére affaiblissable ou non des séquents dont font partie ces contextes. C’est pourquoi
& chaque multi-ensemble de formule sur lequel porte 'opération, on associe un booléen indiquant si ce
multi-ensemble est intégré dans un séquent affaiblissable ou non.

Définition 4.5.2 Soit Ay et Ay deux multi-ensembles de formules de CLL et soit a et ay deux booléens,
Supposons que fa cendition suivante est respectée:

sia; = 0 pour i=I ou i=2, alors toute formule de As_; qui n'appartient pas & Ba. est présente dans A; avec
un ordre de multiplicité supérieur ou égal.

Alors le produit (Aq, a1) x (As, az) est un multi-ensemble constitué des formules de A, ou Ag avec le plus
grand des ordres de mulftiplicité qu'elles y ont.
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5. CLLla : un systéme spécialisé pour prowver - A

Par exemple, le produit ({a, b, %c} ,0) x ({a, a, 7d}, 1) n’est pas défini et cela provient uniquement
du fait que la formule ¢ a un ordre de multiplicité de I dans le premier multi-ensemble qui n’est pas
affaiblissable alors que cet ordre de multiplicité est de 2 dans le deuxi@me multi-ensemble.

Par contre, le produit ({a, a, &, 7c} ,0) x ({a, 7d}, 1) est défini et vaut {a, a, b, 7c, 7d}.

5.2 La définition de CLL|a

A 1'aide des deux opérations qui viennent d’8tre établies, nous allons pouvoir redéfinir les régles lo-
giques de CLL] pour y intégrer la régle ¢7 et w étendue.
Selon le nombre d’affatblissements qui seront pris en compte dans une régle logique, celle-ci va se transfor-
mer en 1, 2, 3 ou méme 4 nouvelles régles (voir par exemple ®). Nous obtenons alors le systéme CLL{a,
décrit par la figure 4.2.
Dans ce systéme, il ne reste maintenant plus que deux régles difficiles & contréler dans une construction
descendante de preuves de b A: ®y13 et Iy ; ce sont les senles qui ne font intervenir aucune formule
active. Le progrés par rapport & CLL{ ou la régle d’affaiblissement w pouvait étre appliquée librement,
est done considérable. On constate aussi qu’on obtient un meilleur contrdle des affaiblissements que dans
le systéme proposé par [Tammet, 1993]: dans ce systéme subsistent un nombre plus important de régles
s’appliquant & des prémisses sans formule active. (Pest normal car CLL) est le résultat d’une descente
maximum des inférences produisant des A-formules alors que le systéme proposé par Tammet est le ré-
sultat de la descente des seuls affaiblissements.
Pour que la démonstration soit compléte, il faut &tablir I’équivalence entre CLL{a et CLLJ}. Commeng¢ons
par la correction.

Théoréme 4.5.1 Tout séquent A prouvable dans CLL|A est prouvable dans CLL].

Preuve 4.5.1 Nous pouvons procéder en deux €lapes. Nous pouvons montrer tout d’abord quela régle w
étendue est admissible dans CLL| par induclion sur la structure de la formule inirodutie par’eette régle.
Ensutte il est fucile de monirer que foute régle logique de CLI|La est admissible dans CLL] en la rempla-
gant par une régle logique de CLL{ accompagnée éventuellement d’affatblissements et de contractions.O

La complétude du nouveau systéme relativement & CLL{ est bien entendu restreinte aux preuves du
séquent - A en fonction duquel il a été construit, D’ou le théoréme:

F
Théoréme 4.5.2 Pour toute conclusion intermédiaire V"~ A’ d'une preuve de F-A dans CLL), il existe une
¢
preuve d'un séquent F—T' dans CLL{A telfe que A' est obtenu en complétant ' par des formules qui, si a'=0,
r i

appartiennent 4 Ba. Nous dirons que le séquent F—T subsume F~A/.

Preuve 4.5.2 Soil une preuve quelconque P de F-A. Soit }-a—/_\’ une conclusion intermédiaire quelconque
de P et P’ la preuve exiraite de P qui a comme conclusion f**—A' Nous allons démontrer par mductzon

sur la structure de P' qu’il existe un séquent f—-—l" qui est prowvable dans CLLla et qui subsume I—A’
Soit I la derniére inférence de P'. Nous faire une analyse de cas selon le type de [

1. | est un axiome.
Ftant donné que les ariomes des deuz sysiémes sont les mémes, le résultat est immédiat.

2. 1 est de type &.
I a alors la forme:
I_QI—F].;A; !a_zesA’?

v
F—2 By @ Fy, A A

Par hypothése d’induclion, il existe dem: séquents i—I‘l et E_‘““Fg prouvables dans CLL)a et sub-
sumant respectivement les séquents l—Fl,A’i et F—FZ,A*

75



Chapttre 4. Normalisation dans CLL et preuves en chainage avant

Fia. 4.2 - Le systéme d’inférence de CLL|A
Pour toute régle ci-dessous, une composante d’une formule principale non présente dans un prémisse, est

nécessatrement un élément de Ba.

groupe identité

—id
4, 4t
groupe logique
11 _
négation Fro=F
(Fe@)*t =Ftpct (FpG)Y: = Ft @ G*
1te=1 it =1
(F&G)t = Frteo Gt (FoG) = Fr&Gt
Tt=0 ot=T
(It =7pL (7Rt =Pt

(Ve F)*: = 3zt
opérateurs multiplicatifs

fg_l'F1;A1 ﬁg‘“FE,A2 liAl Ia_2F2,A2

(FxF)t = v it

1 0 0
HLFi, Al f‘g‘Ag F"_AI f“‘Ag &
wl2

wl D2

a1 V ag

R ® F2, A+ Ay |a_2F1®F2,51+A2

|a_1F1®F2,A1+A2 E£F1®F2:A1+A2

Py, By A EE, A FFy A
—1 — — Puw S %
Ky Ry By, A R oy, A R pFy, A
opérateurs additifs
FLp Ay FEFy A, Ra, 2R A, N .
wi w2
A
=2 Fude Fy, (A, a1) x (Ag, az) 'ﬂFl&an {A1,0) x (Ag, ap) 2 F &Py, (Ar,a1) x (Ag,0)
By A K Fp, A
— T v @1 —mz— B2
HT EF @ Fy, A R o Fa, A
opérateurs exponentiels
R 7A , F-7A ! R A
- | I ?
0 il 1)
F1R7A L 7A FIF+ A

quantificateurs

#HW%AV
e B A

avec y non lihre dans la conclusion
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5. CLLla : un systéme spécialisé pour prowver - A

Selon la présence ou non des formules Fy et Fy dans Ty et I's respectivement, nous avons § situations
posstbles.

(a) r= Fl,rn et A’z = F3,Tas.
Dans CLLla, nous pouvons construire Uinférence suivante :

r't‘h_FhI‘n ’a—szFzz

1V as

F——F ®F,T11+ T

Il est ensutie aisé de prouver que M—z—ﬂ @ F3,T11 + oo subsume Mﬂ @ Fa, Az, Ay
en s’appuyent sur Uhypothése d’induction el sur le fart que le booléen ay V ay est supérieur ou
égal @ a; et & as.

(b) I'y=F, T et F» ¢F2-
Siag =1, 2T, subsume FY%2 @ By A, A,
St as = 0, par hypothése d’induction, Iy appartient & Ba. Donc, dans CLLLa, nous pouvons
construtre inférence suivanie :

e Ty PR,

w2

Y
FA— Py @ Fo, Py + T

a1 Vaz

subsume ———F) © Fy, A, AL,
Les deuz autres sttuations se fraitent de maniére analogue en ulilisant les régles @i ef Qyis
de CLL|a.

. , . Va
Comme dans le cas précédent, il est ensuite factle de monirer que lﬂ——zFl @ Fo '+ Ta

3. | est de type p.
I a alors la forme:

P
!G;FLF%AE @

I
FFyphy, A
)
Par hypothése d'induction, nous pouvons trouver un séguent F-T prouvable dans CLL|a et subsu-
f

mant le séquent EE—Fl,Fz, Af,
Selon la présence ou non des formules Fy et Fy dans T, nous nous trouvons devant { situalions
possibles.

(a) r =F17F2, F}_ .
Dans CLLLA, nous pouvons construire {'inférence suivante .

af

- F1, Fp, Ty
-— 8
ﬂ,’

FIPF%Fl

i /
En utilisant Uhypothése d’induction, nous povvens déduire que IE"—Flng, F, subsume Ia—Flng, I;.

(6) I'=F;, T'; et Fz?_fr]_v
St a” = 0, par hypothése d’induction, Fo appartient nécessairement ¢ Ba. Par conséquent,
dans CLL{a, nous pouvons construire Uinférence suivante :

ia‘_F'l) 1-‘1
w2

e Fipfy, Ty
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r
Fn utilisant Uhypothése d’induction, il est ensutte faocile de montrer que e FipFs, Ty subsume
i

F—FipFy, Al
Le cas symétrigue ot Fy n’apparticnt pas 4 I' et o Fo en est élémeni, se fraite de facon
analogue en utilisant cetle fois la régle .

(C) F1¢7 et F2¢F.
Sia' =0, par hypothése d’induction, Fy et Fy appartiennent nécessairement & Ba donc FipFs
! I

aussi. Par conséquent, F~T subsume HeFipFy, A, Sia’ =1, c’est immédial.

4. 1est de type &.
I a alors la forme:

FLFL AL FERRyL A .

5] /\az

PR p &y, Al

Par hypothése d’induction, i existe deux séquents ATy et FET, prouvables dans CLL)a et sub-

. i a
sumant respectivement les séquents ——F, Al et = Al
Selon la présence ou non des formules Fy et Fy dans 'y et Ty respectivement, nous avons 4 situations
possibles.

(G,) Pl - F1,F1]_ et Fg = Fg,l—\jg.
Dans CLLla, nous pouvons construtre inférence suivante :

FhFy, Ty 'a_QFz,Fm

a1 Aaz

e Fa, (T, 1) % (D12, 02)

a1 A ay

. A
Il reste ensuite & monirer gue MFI&FE, (Tiy,a1)x (12, ag) subsume ———F1 & Fa, Al
Cela se fait aisément en utilisant les hypothéses d'induction et les propriétés du produst x de
multi-ensembles.

(b) I a1 ¢F1 et I )El“l.
Supposons gque a1 A ay = ¢1. Par hypothése d'induction, igl—I‘l subsume ia—lFl,A'i et comme
Fy £Ty, !G—IIH subsume |ﬂ-A’1 et i € Ba. On montre de la méme fagon que Fy € Ba. Par
conséquent, F1& s appartient & Ba aussi. Finalement on peut conclure gue Ia—lf‘l subsume
la—lFl&Fg, Al ¢’est-a-dire IMFl&Fg,A’I car ¢; A as = ay.

Les deux autres cas se traitent de la méme fagon que le premier en uiilisant les régles &1 €t &uo
de CLLla.

5. | est de type c?
I se présente alors ainsi:

Ko g 2 A
° 1 i 1
— e ?

LTI

7
Par hypothése d’induction, il existe un séquent T qus est prouvable dans CLLL A et qui subsume
!

H-7F,7F, Al
Il est facile de monirer que tout séquent prouvable dans CLL|A ne contient pas deux formules iden-
]

. A [} - . .
tigues avee © comme connecteur de téie. Done =T contient aw mazimum un exemploire de ?F ce
!

qut monire qu 't subsume H-?F, Al

Nous laisserons le sotn au lecteur de itraiter les autres cas qui ne posent pas de probléme.0
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6. Preuves normales dans CLLLa

Les affaiblissements et les contractions ayant té intégrés dans les inférences logiques, il ne reste mainte-
nant plus qu’a ordonner ces derniéres dans les preuves de CLLJ s pour obtenir des preuves normales.

6 Preuves normales dans CLL|A

6.1 Permutabilité d’inférences et subsomption

La normalisation des preuves dans CLE{ A exige au préalable que nous transposions les résultats sur
la permutabilité d’inférences dans CLL| {voir 4 ce sujet le tablean 4.1) dans CLL)A.
Celte tache ne présente pas de difficultés mais elle est rendue fastidieuse par la forme complexe des
régles ® et & dans CLLl|a. C’est pourquol nous ne la présenterons pas ici. On peut dire seulement
que la mobilité des inférences est quelque peu diminuée du fait de l'intégration des contractions et des
affaiblissements dans les régles logiques. D’autre part, il est utile d’étendre légérement la définition de la
permutabilité de deux inférences en y intégrant la notion de subsomption introduite par [Tammet, 1993].
Considérons par exemple la déduction:

A, 7B
D

4, BoC  ED B
®

¥t 4o D, 1B&C, 7B
Si l'on cherche & permuter Uinférence &, avec @, on devra obtenir la déduction :

4 28 D, 7B
®

Y 4o p 7B
D1

KX oD, 2BaC

La conclusion du résultat de la permutation n’est plus identique mais subsume seulement celle de ’objet
de la permutation. Mais nous dirons quand méme que les inférences sont permutables.

Malgré ces différences, la classification entre inférences faciles 4 monter et inférences faciles & descendre
est la transposition de celle obtenue dans CLL| avec une exception : les types g, et pwa se rangent dans
T 1. Don:

Tt={®, Qui, Duw2 p, &, 3, 7}
T\LZ {Pwla Pw2, &y &‘.Ul: &wZ; V}

6.2 Preuves normales

Les preuves normales de CLLT se définissaient par un lien particulier entre chaque conclusion intermé-
diaire et 'inférence la produisant. Cela correspondait an fait que nous nous situions dans une perspective
de construction ascendante des preuves.

Maintenant que nous nouws situons dans une perspective opposée, il n’est pas étonnant que nous définis-
sions une preuve normale en précisant le lien enire chacune de ses conclusions infermédiaires et Vinférence
dont elle est un prémaisse.

Définition 4.6.1 Une preuve de CLLLA est dite normale si toutes ses conclusions intarmédiaires sont nor-
males.
Une conclusion intermédiaire normale est caractérisée ainsi .

Si elle contient fa partie active d'un prémisse d'une inférence d'un type appartenant & T 4
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et si dans cette partie active, lorsque ['inférence n'sst pas de type p,
il y a2 au moins une formule qui n'est pas un fittéral négatif et qui n'a pas? comme connecteur de téte
alors elle est fe prémisse d'une inférence de ce type
sinon si elle est prémisse d'une inférence d'un type appartenant T |
alorsla formule principale de cette inférence,
si elle est active dans une inférence qui n'est pas de type p,
{'est dans celle qui suit immédiatement.

Remarque 4.6.1 On pourrait pousser plus loin la normalisation des preuves en montani ay marimum
les inférences de type @12 Mmais ce mouvement n’est pas simple et cela alourdivait beaucoup la définttion
ci-dessus.

Hlustrons cette définition par un exemple.

Exemple 4.6.1 Considérons la preuve de CLL| A suivgnte:
id

0
- a(z), a(z)t 0

002.7) .aa:J'
® @), Aoz

LE ) ))p?h(x
= a(z), (*(a(2)"))p?(z) F1 . ;

K a(2)&l, (2alz)L))p?b(z) g

Bu2

- a(2)&l, (((a(@))p?(2))@?(b(z)L), 1

- a(@)iel, Je(((2(a(2)t )prb()@T (b)), 1

4

R Ya(a(2)de1), 3a(((2(a(2)*)p7b(x))S?(b(z)*), 1

Cetie preuve n'est pas normale car la conclusion intermédiaire 2 a(z), (T(af{z)*))pth(z) n’est pas nor-
male & double titre :

- (?(a(z)1))p7b(z) constitue la paritie active d’une inférence de type @yo alors que Uinférence qui
sutt est de type & gqui w'appartient pas ¢ T 1

- la formule principale a{z)&l de UVinférence de type & qui suit immédiatement n’est pas aclive
dans celle d’aprés mais seulement dans la derniére de lo preuve.
En montant les inférences @49 et 3 et en insérant une nouvelle inférence @y12, nous obtenons la preuve
normale suivenie:
- i
L a(z), a{z)t

- a(z), a(z)t)

pw? S f
0 alx Tna L : x 0
£= a(z), (Ya(z)" NeTh(z) =1 Do | ;
K a(z), ((2a(z)t))p?b(e))O (b)), 1 O T
3 Bwiz

K (afz), 3a(((alz))pT(@)@TbB()M), 1 F- Fe((2a(=) )pTbE)OM (b)), 1, 1 %

K a(a)el, Fo(((?(alz)))p?b(x))R7(B(2))), 1

- Ya(a(2)&l), Fe((2a(2)M))p?b(2))@(b(x)1)), 1
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6. Preuves normales dans CLL|A

6.3 Théoréme de normalisation

La généralisation du processns de normalisation présenté dans I'exemple ci-dessus se traduit par le
théoréme suivant.

Théoréme 4.6.1 Tout séguent prouvable dans CLI| A admet une preuve normale dans CLE |4 .

Preuve 4.6.1 Sotf une preuve P quelcongue de CLL|A. Nous allons monirer par induction sur la struc-
ture de P gqu’il existe dans CLL|a, une prewve normale qui @ méme conclusion gue P.

Soit I ie derniére inférence de P. Par hypothése d’induction, nous pouvons remplacer toutes les preuves
des prémisses de I extraites de P par des prewves normales. Nous obtenons une nouvelle preuve P’ qui
n’est pas nécessairernent normale : Uintroduction de I peut faire perdre & certaines conclusions intermé-
diaires le caractére normal qu’elles avaien? aupargvant,

Distinguons deux ces selon le type de I

1. le type de | appartient 3 T' 1.
Cela peut entrainer cerlaines conclusions intermédiaires @ ne plus étre normales pour deus raisons :

- elles eontiennent la partie active d’un prémisse de I qui ¢ au moins une formule qui n’est pas
un littéral négatif ef gui n’e pas? comme connecteur de téle et sont prémisses d’une inférence
d’un type hors de T 1 ;

- elies sont prémisses d’une inférence d’un iype appartenant & T | et la formule principale de
cette inférence n'est pas active dans celle qui suit immédiatement, mais dans Uinférence I

Dans les branches ot apparaissent de telles anomalies, il suffit de monter I jusqu’auz inférences
introdutsant une de ses formules actives pour les faire disparaiire. Ce mouvement est possible &
cause des propriélés de permuiabilité des inférences donf le {ype appartient 6 T T (il nécessite parfois,
comme on ’a vu dans Uexemple précédent, insertion de nouvelles inférences lors du fmnchzssemeni
d’inférences de lype & ).

2. le type de | n'appartient pas 4 7' 1.
Si I n’a pas de formules actives (elle est alors de type @ui12 ou Iy ), la preuve P’ est normale
Sinon, la conclusion infermédiaire qui est prémisse d’une inférence I’ d’un type appartenent ¢ T |
ayant une formule principale qui n’est pas active immédiatement mais seulement dans Uinférence
I
Pour corriger Uanomalie, il va falloir descendre I’ jusqu’d I mais cela ne suffit pas car celie descente
peut avoir pour effet de détruire le caractére normal d’un prémisse d’une inférence gui se situail
juste avani I’ el qui éfail ausst d’un {ype appartenani ¢ T |.
Pour éviter cet inconvénient, nous descendons tout un bloc d’inférences de type appartenant 4 T |

a

Le théoréme de normalisation peut 2tre complété par un autre qui montre que, lorqu'une conclusion
intermédiaire contient des formules qui vont étre ensuite actives dans des inférences d’un type appartenant
4 T 1, 'ordre dans lequel ces inférences sont effectuées, n’a pas d'importance.

]
Théoréme 4.6.2 Soit Ia—Aa, A’ une conclusion intermédiaire d'une preuve normale P de AL
Supposons que dans ia preuve P, cette conclusion intermédiaire est suivie d’une atitre gui est le prémisse d'une
inférence { d'un type appartenant § T 1 et qui a Ay pour partie active,
Supposons aussi que, si | n'sst pas de type g, il y a au moins une formule de A, qui n'est pas un fittéral
négatif et qui n'est pas de fa forme 7F.

?
. - [ N 2] . : - .
Alors il existe une preuve normale de FA o F—A,, A’ est le prémisse d'une inférence avec A, comme
partie active.

Preuve 4.6.2 I suffit de monter dans la preuve de départ Uinférence dont A, esl une partie active jusie
¢

aprés {inférence qui produit F-Aq. AO
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Conclusion

Il est intéressant de comparer les résultats obtenus ici avec ceux de [Tammet, 1993]. 1l faut pour cela,
. dépasser une différence de présentation qui provient du fait que T. Tammet utilise le formalisme de la
résolution alors que nous restons dans le cadre du caleul des séquents.

Cela nous permet d’utiliser direciement les propriétés liées au formalisme du calcul des séquents, notam-
ment celles reposant sur la permutabilité d’inférences, sans étre obligé de passer par la médiation d’une
transposition.

Sur le fond, nous avons, comme T. Tammet, bati notre méthode pour normaliser les preuves, sur la
permutabilité d’inférences. Mais le fait de [’ériger en systéme, nous a permis non seulement de retrouver
les principaux résultats obtenus par T. Tammet (séquents affaiblissables, descente des affaiblissements,
mouvement des inférences logiques) mais aussi d’aller plus loin.

Notamment, nous avons pu résoudre de maniére satisfaisante le probléme crucial du contréle des af-
faiblissements dans une construction descendante des preuves: partant de la distinction au sein d’une
preuve entre formules de base et formules d’affaiblissement, nous avens montré qu’il ne suffisait pas de
descendre au maximum dans une preuve les affaiblissements pour mieux les contrdler mais qu’il fallait
englober dans ce mouvement toutes les inférences contribuant 3 produire les formules d’affaiblissement.
De 14, I'extension de la régle d’affaiblissement, la notion de base d’affaiblissement et la spécialisation du
systéme d’inférence pour 'adapter a la construction descendante de preuves d’un séquent particulier.
Aprés ces quelques remarques, la comparaison entre ies méthodes utilisant le formalisme du calcul des
séquents et celles basées sur la résolution est cependant [oin d’8tre épuisée. Il faut notamment prendre
en compte les travaux de [Mints, 1993] qui ont permis de simplifier le systéme de résolution de Tammet
tout en ’étendant au premier ordre.
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Chapitre 5

Stratégies de recherche de preuves

Introduction

Dans les chapitre 3 et 4, nous avons utilisé la permutabilité d’inférences pour normaliser au maximum
les preuves dans CLL. L’ objectif était de définir une classe de preuves normales qui soit & la fois compléte
relativemnent au fragment considéré et la plus restreinte possible. Cela doit permettre de réduire au
maximum 'Indéterminisme dans la construction des preuves, ce qui est notamment important pour la
démonstration auiomatique en logique linéaire.

Ainsi, la montée maximum de certaines inférences au cours du processus de normalisation;va donner
lieu aux principes duaux de composition tmmédiate dans la construction de preuves en avant et de
décomposition en chaine dans la construction de preuves en arriére.

Symétriquement, la descente maximum d’autres inférences va se traduire par les principes duaux de
composition en chaine dans la construction de preuves en arriére et de décomposition immédiate dans la
construction de preuves en avant [Galmiche and Perrier, 1994a).

¢ Dans ce chapitre, nous commencerons par présenter ces principes.

» Ensuite, nous allons étudier en détail les stratégies de recherche de preuves en arriére [Andreoli,

1992]. La construction de preuves de bas en haut s’organise autour de I’édification d’un arbré de
preuve incomplet que nous appellerons ’arbre de recherche.
L’indéterminisme dans la construction se traduit par le phénoméne de retour-arriére dans la consiruc-
tion de Uarbre de recherche. Aprés avoir mis en évidence ses facteurs, nous montrerons que les
principes de décomposition immédiate et en chaine permetient de réduire certains d’entre eux. Pour
d’autres, nous ferons appel 4 des techniques qui ne sont plus basées sur la permutabilité d’infé-
rences: utilisation d’une forme de neutralité logique globale des séquents prouvables et report de
certain choiz pour les régles 3 [Shankar, 1992; Lincoln and Shankar, 1994] et @ [Hodas and Miller,
1991, 1994].

o Apres, nous aborderons les stratégies de recherche de preuves en avant [Tammet, 1993; Mints, 1993]
qui constituent ’aspect le plus original de ce chapitre. La construction de preuves de haut en bas
s’organise autour de ’édification d’un ensemble de séquents sensés représenter 4 un moment donné
les conclusions intermédiaires déja établies, les plus proches du but. Nous appellerons cet ensemble
la base de recherche.

L’indéterminisme ne se traduira pas par un retour-arridre mais par une exiension de la base de
recherche . quand & partir de Pune de ses conclusions intermédiaires, nous savons qu’il n'est possible
d’en inférer qu’une, nous remplacerons dans 1’ensemble 'ancienne par la nouvelle et la taille de la
base e variera pas; dans le cas contraire, la nouvelle conclusion viendra s’ajouter & I'ancienne, ce
qui augmentera la taillle de la base. Ce qui fait qu’a terme, un certain nombre de ces conclusions
intermédiaires va se révéler inutile.

Aprés avoir analysé les différentes sources d’indéterminisme, nous montrerons comment 'application
des principes de composition immédiate ef en chaine vont permettre de réduire certaines d’entre
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elles.

Comme pour la construction ascendante des preuves, les substitutions lides aux quantification du
premier ordre, seront engendrées au niveau des axiomes par le biais de ["unification. Mais Je change-
ment de sens de construction des preuves, va donner au processus un tour original ; les substitutions
ne vont pas étre effectuées au moment de leur génération mais laissées en attente jusqu’a lintro-
duction des quantificateurs dans les clauses,

Enfin, pour limiter la taille de la base de recherche, nous aurons recours & deux techmigues: la
suppression des conclusions intermédiaires subsumées par d’autres et de celles qui peuvent étre
analysées comme inufiles d’aprés un simple examen de leur composition comparée & celle du but a
prouver. I s’agit 13 de techniques déja utilisées par [Tammet, 1993] et plus généralement dans le
cadre de la résolution [Voronkov, 1992}

1 Composition et de décomposition immédiates et en chaine

Ces principes sont la traduction dans le processus de construction de preuves de ceux adoptés pour
leur normalisation,

1.1 Composition immédiate et de décomposition en chaine.

Ces principes découlent tous deux du fait que dans la normalisation des preuves, certaines inférences
ont été montées au maximum si bien que leurs formules actives sont introduites par une inférence qui se
situe juste avant.

Le principe de composition immédiate appliqué & un type d’inférence t, va consister dans la construc-
tion descendante d’une preuwve & composer une formule ¢ Paide d’'une inférence de type t, dés gque ses
composants apparaissent dans les conclusions intermédiatres.

Il se justifie par le théordme 4.6.2 vu dans le chapitre précédent.

Le principe de décomposition en chaine appliqué @ un type d’inférence t,va constsier, lui, dans la
construction ascendante d’une preuve, & poursuivre la décomposition d’une formule par celle de ses com-
posants, dés qu’elle @ commencé dans une inférence de lype §.

Sa justification se trouve dans le théoréme de normalisation 3.4.1, relié¢ a la définition 3.4.1 des preuves
normales, '

[Andreoli, 1992] avait dé&ja mis en évidence ce dernier principe sous le nom de "focusing” de méme que
[Hodas and Miller, 1991, 1994] sous le nom de "backtracking".

Pour bien comprendre que les deux principes de composition immédiate et de décomposition en chaine
ne sont que les deux faces complémentaires d'un méme phénomeéne, prenons un exemple.

Exemple 5.1.1 Considérons une preuve de CLL noermale comprenant une inférence ® dont la formule
principale Fy @ Fy est active dans une inférence ©. Que la normalisation ait é1é effectuée en vue d’une
construction des preuves dans un sens ou dans Uautre, Uinférence @ doit &lre située immédiatement aprés
Uinférence ©. Elles forment donc la configuration suivente:

l‘ Fi, A] F FZ: AZ
&

@y, A A
&1

F (F1®F2)®G7 Al) A?

Imaginons maintenant que nous soyons en train de construire la preuve de haut en bas. Dés que la formule
Fy @ Fy apparait dans une conclusion intermédiaire, nous pouvons la remplacer par (F1 @ Fo) & G en
verty du principe de composttion tmmédiate appliqué @ Dy

Placons-nous mainienant dans une construction de la preuve de bas en haut. Eh bien ! Juste aprés avoir
décomposé la formule (Fy @ F2) @ G, nous alions continuer en décomposant F1 @ Fy par application & ©4
du principe de décomposition en chaine.
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Le lien entre forme d’une preuve normale et stratégie de construction apparait clairement & travers cet
exemple.

Pour savoir & quel type d’inférence, chaque principe s’applique, il suffit done de reprendre les résultats
des chapitre 3 et 4 relatifs 4 la forme des preuves normales dans CLLt et dans CLL{A.

Le principe de décomposttion en chaine s’appliquere ¢ @', @, ?', 3.
Le principe de composttion immédiate s’appliguere & @, Qu1, Qu2, p, B, &, 4.

1.2 Composition en chaine et de décomposition immédiate

1ls découlent tous deux du fait que dans les preuves normales, certaines inférences sont descendues au
maximum si bien que leur formule principale est active dans ’inférence qui suit immédiatement.

Le principe de composition en chaine appliqué 4 un type d'inférence i, signifie que, dans la construc-
fion
‘descendante d’une preuve, {orsque nous avons commencé 4 composer une formule F & Uaide d’une infé-
rence
de type &, nous poursuivons en composant la formule dont F est une sous-formule immédiate.

I trouve sa justification dans le théoréme de normalisation 4.6.1 relié & la définition 4.6.1 des preuves
normales,

Le principe de décomposition immédiate appliqué i un fype d’inférence t, consiste, dans la construction
ascendante d’une preuve, & décomposer une formule & Unide d’une inférence de type t, dés qu’elle apparait
dans une conclusion intermédiaire.

Il est justifié par le théoréme 3.4.2. o

[Andreoli, 1992] avait d&ja mis en évidence ce principe sous le nom de réversibilité mais celuj-ci n’appa-
raissait pas clairement chez lui comme symétrique du "focusing”. L'étude systématique queflous avons
menée & partn- de la permutabilité d’inférences, a perinis de mettre en avant le fondement commun 4 ces
deux principes.

prenons un exemple.

Exemple 5.1.2 Considérons une prewve normale comportant une inférence de type & dont la formule
principale F1&Fy est active dans une inférence de type 1. Quel que svil le sens de conslruction envisagé,
Uinférence @ doit suivre immédiaiement {'inférence &. Celles-ci forment alors la configuration :

F LA By A
&

i Fl&Fz', Ja¥
E(F&F)8G, A

o

Si nous cherchons & construire cetie preuve de haut en bas, aprés avoir composé la formule F1&F4, nous
allons continuer en composant {F1&F2) & G par application ¢ & du principe de composition en chaine.
Mainienant si nous essayons de construire la prewve dans {autre sens, dés que la formule F1 & Fo apparait
dans une conclusion intermédiaire, nous lu décomposons en verty du principe de décomposition immédiate
appligué a &.

La définition et les propriétés des preuves normales dans CLL{a (cf chapitre 4) et dans CLL% (cf chapitre
3) nous permettent de déterminer & quels types d’inférence s’appliquent ces principes.

Le principe de composition en chaine s’appliqguera & py1, Puws, &, &ui, &yz € V.
Le principe de décomposition immédiate s’appliquera & p, &, 1, ¥ et L.

Nous allons maintenant mettre en ceuvre ces principes pour élaborer des stratégies de recherche de preuves
dans un sens et dans Pautre.
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2 Stratégies de construction de preuves en chainage arriére

Nous allons commencer par décrire le processus de construction de preuves de bas en haut dans CLL
3 travers une procédure générale, ¢’est-a-dire permettant d’engendrer toute preuve de CLL?, et compléte,
c’est -a-dire qui réussit si le séquent auquel elle s’applique est prouvable.
Nous analyserons ensuite les sources d’indéterminisme dans Ia mise en ceuvre de cetfe procédure et nous
verrons dans quelle mesure des stratégies fondées sur les principes de décomposition immédiate et en
chaine, en engendrant des preuves normales, permettent de les réduire.
Nous verrons enfin qu’aprés application de ces principes, il subsiste des facteurs importants d’indétermi-
nisme et nous ferons alors appel 4 des techniques qui ne sont plus fondées sur la permutabilité d’inférences,
pour les réduire.

2.1 Une procédure compléte de recherche de preuves
2.1.1 ' Description de la procédure

CLL étant indécidable [Lincoln et al., 1990], cette procédure ne peut &tre qu’une procédure de semi-
décision. Considérons un séquent F A & prouver dans CLL. Puisque nous cherchons a construire une
preuve de F A de bas en haut, nous nous plagons d’emblée dans le cadre approprié de CLLt.

Le processus de construction s’organise autour d’'une déduction de conclusion - A et que nous notercns
Da qui va traduire 3 tout moment I’état courant de la recherche et que nous appellerons {’arbre de
recherche,

¢ Au départ, D4 se réduit & hypothése - A que nous qualifierons de but principal.

e Chaque étape du processus va consister 4 choisir une hypothése - A’ de Da qui constitue un but
non satisfait de I’arbre de recherche, et i faire coincider - A’ avec la conclusion d’une inférence I

de CLLt.

— Si nous y arrivons, nous étendons ’arbre de recherche en ajoutant les prémisses de I comme
fils de - A’. Nous disons que nous avons effectué une ezpansion de Da ¢ partir du but = A’ @
Paide de Uinférence I. 511 est un axiome, le but F A’ est alors satisfait.

— Si une telle expansion échoue, nous effectuons un retour-arriére jusqu’au premier but qui soit
un ancétre de & A’ et & partir duquel toutes les possibilités d’expansion n’ont pas encore été
explorées.

e La recherche réussit lorsqu’il ne reste plus dans ’arbre de recherche, de but & satisfaire. Da est
alors une prenve de A,

e La recherche échoue lorsque P4 se réduit & F A et qu’il ne reste plus de possibilités d’expansions
a partir do but principal. Celui-ci n’est donc pas prouvable.

2.1.2 Complétude de la procédure

La procédure sera compléte si elle réussit chaque fois que le séquent - A est prouvable. Or, dans
CLL1, la seule régle responsable de la non-terminaison de la recherche est la régle? car c’est la seule
pour laquelle la taille du prémisse est supéricure & celle de la conclusion. Donc, utilisée pour étendre
I’arbre de recherche, elle va provoquer une augmentation de la taille des buts alors que les autres régles
entraine une diminution de cette taille. Une conséquence de ceci est par exemple que MALL est décidable
car ce fragment n’utilise pas la régle?.

Pour assurer la complétude de la procédure de recherche, i faut donc gérer astucieusement ’application de
la régle ?’. Une fagon simple de le faire, proposée par [Tammet, 1993), est de limiter le nombre d’inférences
de type?’ qui se suivent dans I’arbre de recherche. Le processus va alors se trouver divisé en phases,
caractérisées par un nombre maximum d’inférences de type?” autorisées 4 se suivre dans Da.

Nous commengons par effectuer la recherche sans utiliser la régle?’. Si la recherche échoue sans qu’on
ait &prouvé le besoin d’utiliser la régle?’ (nous dirons que la contrainte n’a pas jous), alors le séquent
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n’est pas prouvable. Sinon, nous reprenons la recherche dans une nouvelle phase ot nous nous permettons
d’utiliser la régle?’ une seule fois de suite dans Pa. Et ainsi de suite. La complétude est alors assurée par
le fait que dans chaque phase, la procédure termine car le nombre de valeurs possibles de Da y est fini.
L’inconvénient est que dans chaque phase, la recherche est reprise & zéro. Une maniére d’éviter cela est
pour chaque phase, de conserver en mémoire une photographie de Parbre de recherche au moment ol
pour la premiére fois, la contrainte joue. Dans la phase suivante, la recherche sera reprise & partir de ce
moment.

La procédure que nous venons de décrire peut &tre formalisée: c’est ce que nous avons fait dans la figure
5.1. Dans la procédure telle qu'elle est formalisée, la boucle interne termine toujours, ce qui assure la

F1G6. 5.1 - Procédure compléte de construction d’une preuve de CLLT de bas en haut

procédure prouvert(k A)
initialiser Da a F A ;
initialiser le nombre limite n d’inférences de type?’ autorisées & se sulvre dans Pa, 4 0;
inttialiser 4 vrai le booléen contrainte qui indique si la limite n a joué dans la phase précédente;
tantque contrainie = vra:
faire contrainie:— fauz
initialiser & fouz Ie booléen finphase qui indique qu’une phase de recherche est terminée
tantque D, posséde des buts non satisfaits et que finphase = faux
faire choisir un bus F A';
si il est possible d’effectuer une nounvelle expansion & partir de = A’
alors choisir une nouvelle inférence I de conclusion - A’ ;
si 'expansion de Pa 4 partir de - A et 4 'aide de [ est autorisée
alors effectuer cetie expansion
sinon contrainte '= vrat
finsi
sinonsiFA'=FA
alors finphase = vrai
sinon supprimer le but F A’ de Da
finsi
finsi
fintantque
si finphase = fauz
alors retourner(prouvé)
sinonn:i=n+1
finsi
fintantque
retourner(non prouvable)

complétude. La boucle externe, par conire, n'est pas assurée de terminer. D’autre part, il est clair que
cette procédure est un cadre général permettant de construire n’importe quelle preuve de CLLT. Il s’agit
maintenant de la munir de stratégies visant a réduire Pindéterminisme pour qu’elle ne produise plus que
des preuves normales.

2.2 Reéduction de Pindéterminisme

Dans la procédure que nous venons de décrire, nous pouvons recenser trois moments ol des cholx sont
effeciués et ol nous avons indéterminisme :Je choiz du but 4 étendre puis le premier étant fait, le choix
au sein de ce but, de la partie principale de Pinférence qui va étre utilisée et enfin le choiz de Uinférence
elle-méme,

Analysons ces trois facteurs d’indéterminisme successivement et voyons en quot application des principes
de décomposition immédiate et en chaine permet de les réduire.
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2.2.1 Le choix du but

Il n'influe pas sur le résultat et ne provoquera ainsi aucun retour-arridre dans le processus. Clest
pourquoi, 'indéterminisme correspondant peut &tre qualifié de "don’t care".
Cela ne veut pas dire que nous devons étre indifférents & ce cholx. Au contraire, 1l peut &tre décisif en
termes d’efficacité dans la recherche.
La régle que nous observons en la matiére est de choisir le but pour lequel on peut préveir de trancher le
plus rapidement possible pour savoir s'il est prouvable ou non.
Cette prévision peut prendre des formes les plus diverses, Elle peut notamment s’appuyer sur le fait que
certains buts se trouvent dans des fragments particuliers de CLL propres & une normalisation poussée
des preuves et donc une construction efficace de celles-ci.

2.2.2 Le choix de la partie principale

Une fois que le but & partir duquel va se faire ’expansion est fixé, le choix & D'intérieur de celui-ci,
des formules qui vont constituer la partie principale de inférence qui va permettre de faire I’expansion
revient 4 choisir un ordre dans lequel les régles d’inférence vont étre appliquées pour prouver le but. Clest
pourquoi il reléve d’un indéterminisme partiellement "don’t know" et partiellement "don’t care®.

Et ¢’est ici qu’interviennent naturellement les principes de décompositions irnmédiate et en chaine. Voyons
comment ilg s’appliquent.

- Si le but est de la forme FIF, TA’, le théoréme 3.4.1 de normalisation dans CLL1T nous permet de
choisir & coup str!F comme formule principale.

— Si le but contient une formule ayant comme connecteur de téte, g, &, ¥V ou L, le principe de
décomposition immédiate nous permet de choisir celle-ci comme formule principale.

— Si le but n’est pas d’une des deux formes indiquées juste avant et s’il contient d’autres formules que
des littéraux, il est facile de tester tout d’abord s’il peut étre produit par un axiome ou pas. En
cas de réponse négative, la partie principale & choisir se réduit & une formule et reléve alors d’un
indéterminisme "don’t know".

Mais si nous choisissons une formule principale qui a comme connecteur de téte @, @ ou 3, ses
composantes, si elies ne sont pas des littéraux négatifs et si elles n’ont pas? comme connecteur de
téte, seront les formules principales des sous-buts qui vont venir remplacer le but aprés expansion.
C’est une application du principe de décomposition en chaine.

Si la formule principale choisie est de la forme?F, elle sera introduite par une inférence de type?’ et
si I’ n’est pas un littéral, elle se retrouvera formule principale du sous-but qui va venir se substituer
au but actuel, toujours par application du principe de décomposition en chaine.

— Si le but ne contient que des littéraux, soit il n’est pas prouvable, sott il est la conclusion d’un
axiome.

2.2.3 Le choix de 'inférence

A partir du moment ol la partie principale est fixée, cela détermine dans la plupart des cas 'inférence
3 utiliser. Si elle contient plus d’une formule, I'inférence est un axiome. Sinon, le connecteur de téte va
nous indiquer la régle 4 utiliser sauf dans un cas: s'il Sagit de &, il y a deux régles possibles: ©; et &s.
La regle d’inférence une fois déterminée, cela ne veut pas dire pour autant que 'inférence elle-méme est
complétement fixée, Cest vral en général sauf pour deux exceptions, @' et 3.
Pour 3, il faut encore choisir le terme qui va venir se substituer 4 la variable quantifiée. 11 est facile de
comprendre que celui-ci ne va pas étre choisi complétement au hasard et que les termes présents dans le
contexte vont nous permettre de limiter le choix. Nous étudierons ce probléme dans la section 2.5.
Pour &', il faut partager le contexte présent dans le but en deux parties qui vont devenir les deux contextes
des deux sous-buts qui vont venir remplacer le but actuel. Il y a la une cause importante d’indéterminisme.
Ainsi, si le contexte contient n formules, il y a 2% fagons de le partager. Il est donc impératif de le réduire.

88



2. Straiégies de consiruction de preuves en chainage arriére

Nous verrons dans la section 2.5 qu'une méthode pour le faire, consiste & différer le choix jusqu’a ce que
nous arrivions aux axiomes. C’est la méme méthode qui sera utilisée pour 3.

Voyons comment une stratégie s’appuyant sur les principes de décomposition immeédiate et en chaine
peut 8tre mise en ceuvre 4 travers un exemple.

2.3 Un exemple
Soit & prouver dans CLL le séquent :
F2(?(te @ T)&?(15 @ T)p((at @ bt)po)

C’est la traduction de la formule de la logique intuitionniste suivant les régles de correspondance données
par [Girard, 1987]:
(mav —=b)=—(aAb)

L’application des principes de décompositions immédiate et en chaine quand elle est possible, aboutit
4 ce que le processus de recherche va se trouver décomposé en une succession de phases déterministes
{notées D) on ces principes sont appliqués et indéterministes (notées I) ou ils ne peuvent pas 1’atre.

D. Le but é&tant constitué d’une seule formule ayant p comme connecteur de téte, la premidre ex-
pansion est complétement déterminée. Ensuite, elle se poursuit par 'application du principe de
décomposition immédiate 4 p. Le but courant devient alors:

F2(?(le® T)&2(b@ T, Yat @bt), 0

Pour alléger ’écriture, appelons F la formule 7(la @ T)&?('0 @ T) et G la formule a* G) lfrL Le but
courant peut alors s’écrive:- 7F, 7G, 0.

I. Nous entrons dans une phase indéterministe ol rien ne nous permet de trancher enﬁ‘e?F et 7G
comme formule principale de la prochaine inférence. Un mauvais choix nous imposera de faire
ensuite un retour-arriére. Ici, seul le choix de?F nous conduira au suceds. En utilisant la régle?’, le
but courant est alors remplacé par: )

F7(lae T&I(BR T), 7F, 7G, 0

D. Par application du principe de composition en chaine 47" ( ou ce qui revient au méme, de composition
immeédiate & &), nous obtenons deux sous-buts:

Fila@ T), 2F, 7G, ¢ et 0@ T), 7F 7G, 0
La construction de la preuve se divise maintenant en deux.

1. Satisfaction du sous-but - ?(la@ T), 7F, G, O

I. Hy ale choix entre 3 formules principales pour la prochaine inférence : celui de?F ou?G ne
fait qu’ajouter des pas inutiles dans la recherche (si nous n’avions pas pris soin de limiter
Putilisation de la regle?’, il risquerait méme d’amener celle-ci & se prolonger indéfiniment).
Celui de ?('le ® T) est celul qui nous méne le plus rapidement au suceés.

Le but courant se transforme alors en:

Flag T, Wla@T), ?F, 7G, 0

D. L’application du principe de décomposition en chaine 47’ nous permet de transformer ce
but en deux sous-buts:

Fla, 2(la®T), 7F, 7G et F T, 2(la®@ T), 7F, 7G, 0

I.e second est la conclusion d’un axiome de typeT. Le premier peut encore se réduire gréce
au théorame de normalisation 3.4.1 en:

Foa, 2(leg T), 7F, 7G
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I. Pour la formule principale de la prochaine inférence, il y a trois possibilités. Celle qui meéne
le plus vite au succes est ?G, clest-a- dire 7(at @ bL). Par application de la régle?’, nous
obtenons alors le but:

Fat@bt, a e T), ?F, G

D Nous appliquons le principe de décomposition en chaine 47'. Le choix entre les régles &,
et @4 est facile & faire grice A des considérations de neutralité logique (nous y reviendrons
en détail un peu plus loin). Nous appliquons la régle @; et nous obtenons alors le but
courant :

F el a, Wla® T), TF, 7G

Celui-ci est alors la conclusion d’un axiome de type #d’.

2. Satisfaction du sous-but - ?(1b®@ T), 7F, ?G, O
Nous procédons d’une fagon analogue & la satisfaction de I’autre sous-but. Les roles des atomes
a et b sont seulement ici inversés.

La preuve compléte ainsi construite se présente ainsi:

id’ id’
t-at, a,?(la®@ T), 7F, ?G oot b (e T, TF, G
Py D2
—at @bl e, la® T),2F, ?G? Fatobt b,?2(lbe T),7F, ?G?’
Foa AlagT), 7F, 7G Fob M(be Ty, TF TG
Flo, 2(la®T), 7F, G FT,7(la® T),7F,7G,0 ) F (e T), IR TG FT.72(be T),7F,7G,0 )
& ®
Fla@ T, 7(la® T), ?F, ?G, 0 Flae T, 20%be T), 7F, 2G, o,
27 7’
F 2a® T), 7F, ?2G, 0 F (e T), 7F, 1G, 0 o
F (e T&(6® T), TF, ?G, o,
FrE G, 0
_— P
FF, 7Gp0

F 2Fp(?Gp0)

Cet exemple laisse deviner une des faiblesses de la stratégie utilisée: toute formule de la forme 77" qui
apparait dans un but suite & une décomposition, y subsiste jusqu’aux axiomes. Donc au fur et 4 mesure
que ’arbre de recherche se construit, le nombre de formules de la forme 7F présentes dans les buts, risque
de grossir augmentant par |4 'indéterminisme concernant le choix de la formule principale.

Nous allons voir maintenant d’autres techniques qui ne sont pas fondées sur la permutabilité d’inférences,
qul vont nous aider i réduire I'indéterminisme d’une facon différente.

2.4 Neutralité logique globale des séquents prouvables

Nous allons montrer comment il est possible d’utiliser un filtre qui permette de détecter une certaine
classe de séquents non prouvables et qui évite ainsi d’entreprendre une recherche de preuve inutile pour
cette ciasse de séquents.

Si on s’ intéresse 4 1’origine dans les preuves des littéraux (formules atomiques ou leurs négations), autres
que les constantes logiques, on constate qu’elle est de deux ordres:

- certains sont formules principales d’axiomes de type id’ mais dans ce cas 13, ils sont introduits en
méme temps que leur négation qui doit done &tre présente en temps que sous-formule dans la conclusion
de la preuve;

- d’autres apparailssent lors de I'introduction de formules de la forme 7F et &G dans des inférences
de type id’ et .

On peut prévoir que certains de ces littéraux se rangeront toujours dans la premidre catégorie, quelle
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que solt la preuve de ce séquent. Ce sont ceux qul ne sont pas dans le champ d’un opérateur? ou @.
Nous les appellerons les ressources effectives du séquent tandis que les autres constitueront ses ressources
potentielles.

Les ressources effectives ¢tant dans une preuve introduite par un axiome de type id’, elles doivent y
trouver leur négation d’ou la propriété suivante :

LDcms un séquent prouvable dans CLL, toute ressource effective trouve sa négaiz’onj

Montrons sur un exemple comment cette propriété peut &tre utilisée comme filtre pour écarter certains
séquents non prouvables.

Exemple 5.2.1 Considérons le séquent: - at @b, b&a, a, W alt&bt) B e, ake

Ses ressources effectives soni les litiérauz ot et b constituant la premiére formule, Potome isclé a et les
atomes a e¢f ¢ formant le derniére formule, Tous ces littéraur ont leur négation dans le séquent sauf c.
Donc le séquent n'’est pas prouvable.

On peut préciser ol doit étre localisée la négation d’une ressource effective. Ainsi par exemple, le séquent
F a®al, A ol A ne contient pas I’atome a, n’est pas prouvable car a et sa négation at sont dans deux
composantes différentes d’une conjonction donc ils se trouveraient, au cours de la preuve du séquent,
inévitablement répartis dans deux séquents différents en contradiction avec le théoréme ci-dessus.

Ii faut voir toutefois que, plus on pousse loin le raffinement, plus la mise en ceuvre du filtre esi cotiteuse en
temps, Il y a donc un équilibre a trouver entre temps gue le filtre fait gagner et temps que son utilisation
nécessite.

Il ¥ a toutefois un fragment de LL ot il peui étre amélioré de fagon efficace : MLL. Tous les littéraux d’un
séquent de MLL sontt des ressources effectives d’oil la propriété suivante:

Dans tout séqueni prowwable de MLL, on peut partilionner les ressources en paires de liliéraur qui
sont négalion 'un de Vautre. ‘

2.5 Ajournement du choix dans I’application des régles 3 et @
2.5.1 Cas de la régle 3

Considérons tout d’abord la régle 3. Rappelons sa forme:
FOF[t/z], A 3
F 3zF A'

Au moment ol elle est appliquée pour réaliser une expansion de P’arbre de recherche, nous ne disposons
d’aucune information qui puisse nous guider dans le choix du terme £ qu’jl va falloir substituer 4 z. Les
contraintes sur la forme que doit prendre le terme ¢, s’exprimeront seulement lorsque nous allons obtenir
des buts de la forme = a(ty), a(t2)t, ?A’. Pour que de tels buts soient la conclusion d’axiomes id’, il va
falloir que les termes #; et {3 soient identiques. Si par exemple #; est égal & un terme clos f{c,g(c}) et 51
ty s’exprime en fonction du terme ¢ intervenant dans 'inférence 3, de la fagon suivante: ¢t = fle, 1), cela
entraine comme contrainte que ¢ doit étre égal a gfc).

Ainsi, il faut différer la substitution du terme 7 a la variable z jusqu’a ce que nous arrivions aux axiomes
ol elle se fera au travers d’une unification.

[Shankar, 1992] a proposé un mécanisme de skolémisation dynamique pour la logique intuitionniste qui
a été ensuite adapté & la logique linéaire [Lincoln and Shankar, 1994]. Ce mécanisme permet 4 la fois de
reporter les substifutions lites aux inférences 3 et de garantir la correction des inférences V.

Nous avons intégré ce mécanisme lors de 'implantation de nos stratégies mais nous n’avons pas retenn
une derniére proposition de {Lincoln and Shankar, 1994] qui vise & rendre permutables les inférences de
type d avec celles de type V car elle restreint 1’application de la permutabilité des autres types d’inférence.
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2.5.2 Cas de la régle @'

Venons-en maintenant au probléme du partage du contexte final dans ’application de la régle ®' pour
constituer les deux contextes initiaux. Rappelons cette régle.

PR, A TAY B OBy, Ag, TA

®l

P ®Fy, Ay, Ap, TA

Le probléme est de diviser le contexte final A;, As en deux contextes imitiaux A; et Az. Nous allons
reprendre une proposition de [Hodas and Miller, 1991, 1994] qui repose sur la méme idée que la méthode
utilisée pour réduire I'indéterminisme relatif 4 la régle 3 : différer le choix jusqu’a ce gqu’on ait l'information
suffisante pour le faire.

On cherche & prouver la formule £y avec Pensemble du contexte final mais en sachant que 'on pourra y
puiser la seule part nécessaire pour le faire. Ce qui reste du contexte aprés la preuve de Fy, constituera le
contexte dans lequel Fy va devoir éire démontrée mais cette fois, il devra &tre consommé complétement.
Cette méthode réduit considérablement les retours-arriére dans la recherche mais ne les supprime pas
totalement.

Exemple 5.2.2 Soit d prouver le séquent: + (e ®b) @ (a @), at, b*.

Nous allons d’abord chercher & prouver a @ b en puisant dans le contexte at, b ce qui est nécessatre
pour le faire.

Une possibilité est d’utiliser la formule at car le séquent = a @ b, al est prouvable.

I faut ensuite utiliser le reste du coniexte, c'est-d-dire la formule b pour prouwver a @ c. Ce n'est pas
possible ce qui enirafne un refour-arriére pour effectuer une autre preuve de a @ b. (Vest possible en
utilisant cette fois la formule b+, La partie restante du coniexte est maintenant lo formule a* qui permet
de démentrer a ® c. Le séquent intlial est donc pronvable.

2.6 Conclusion

Ce qu’il faut retenir de cette étude de la construction ascendante de prenves dans CLL, ce n’est pas
avant tout les résultats obtenus en termes de stratégies. Pour ’essentiel, ils reprennent ceux obtenus par
[Andreoli, 1992] et intégrent certaines techniques particuliéres proposées par [Lincoln and Shankar, 1994]
pour gérer les variables quantifiées et par [Hodas and Miller, 1991, 1994] pour gérer le partage de contexte
dans ’application de la régle ®.

Notre travail met en lumiére les liens éiroits enire les notions de permutabilité, mouvvement d’inférences,
normalisation de preuves et siratégies de recherche de prevves.

A travers la démarche suivie, se dessine une méthode générale pour élaborer des siratégies de recherche
de preuves. Nous ’avons appliquée & CLL mais dans un cadre aussi large, nous ne pouvions pas espérer
déboucher sur des stratégies trés efficaces. Il faut pour cela, travailler dans un fragment logique beaucoup
plus restreint. Le choix du fragment sera fonction de 'application que I'on veut en faire. C'est ce que
nous verrons dans le chapitre 6 avec ’élaboration d’un calcul de processus.

3 Stratégies de construction de preuves en chainage avant

Comme dans la section précédente, nous commencerons par expliquer en quoi consiste la construction
d’une preuve de haut en bas, & travers la présentation d’une procédure giiérale et compléte.
Puis nous analyserons les causes d’indéterminisme dans la mise en ceuvre de cette procédure et nous
verrons comment [’application des principes de composition immédiate et en chaine peut agir sur certaines
d’entre elles pour engendrer des preuves normales, Pour les autres, nous verrons comment y faire face &
’aide de techniques qu’on retrouve dans fa mise en cenvre de la résolution.
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3.1 Une procédure compléte de recherche de preuve

3.1.1 Description de la procédure

Soit un séquent - A a prouver dans CLL. Comme nous cherchons & en construire une preuve de haut

en bas, nous nous plagons dans le cadre approprié de CLL}a. Il s’agira donc de montrer que F-A est
prouvable dans CLL)a pour un certain indicateur d’affaiblissement a.
A la différence de la construction ascendante de preuves, la construction ne va pas s’organiser autour
de ’arbre de preuve mais autour d'un ensemble de séquents qui seront sensés représenter 4 un moment
donné, les conclusions intermédiaires de la preuve & construire qui sont déja établies et qui se situent le
plus en avant (c’est-a-dire le plus bas possible dans I’arbre de preuve). Nous appellerons cet ensemble
la base de recherche et nous la noterons £a. Ses éléments seront qualifiés de clauses par référence a la
résolution a laquelle la méthode s’apparente.

e Au départ, £a est vide.

e Chaque étape du processus de recherche consiste a effectuer une inférence a partir de prémisses qui

sont membres de £a. Au départ, la base étant vide, ce sont nécessairement des axiomes qui sont
utilisés comme inférences.
La conclusion produite vient remplacer naturellement dans £a les prémisses dont elle est issue. Mais
'indéterminisme dans la recherche se manifeste ici de la fagon suivante: si, & partir d’un prémisse
donné, il y a indétermination quant a la conclusion a produire, ce prémisse est conservé dans la
base de recherche. Ainsi, l'indéterminisme se traduira 1ci non par un phénomeéne de retour-arriére
mais par une augmentation de la taille de la base de recherche.

o La recherche réussit si, dans une étape du processus, la conclusion nouvelle inférée a partir de £a
a 5
est le but —A a prouver.

3.1.2 Complétude de la procédure

Il est clair que si les inférences ne sont pas guidées, le processus risque le plus souvent de ne pas ter-
miner. Heureusement, nous recherchons des preuves sans coupures c’est-a-dire qui respectent la propriété
de la sous-formule. Nous n'effectuerons donc que des inférences qui introduisent des sous-formules du but.
Ce principe, s'il restreint considérablement |’espace de recherche, n’assure pas pour autant la complétude
de la procédure car certaines sous-formules peuvent se trouver dupliquées. Une fagon d’y parvenir, est
de limiter la taille des clauses utilisées pour en inférer de nouvelles. Le processus de recherche va se voir
découpé en phases correspondant chacune & une taille limite des clauses utilisées.

Dans une premiére phase, nous n’utiliserons dans £4 que les clauses qui comprennent au maximum une
formule. Si dans cette phase, nous n’inférons ni le but, ni de clause contenant plus d’une formule, nous
pouvons conclure que le séquent - A n’est pas prouvable. Sinon, si le but n’a pas été inféré, nous entamons
une nouvelle phase ou le nombre de formules autorisé dans un prémisse d’une inférence est maintenant
de 2 et ainsi de suite.

Si nous nous situons dans un cadre propositionnel, la complétude de la procédure découle du fait qu’il
n'y a qu’un nombre fini de séquents formés de sous-formules du but et de taille limitée. Si nous passons
au premier ordre, ce n’est pas le cas car & partir d’une formule de la forme 32 F, il peut étre engendré
une infinité de sous-formules de la forme F[t,/z],: -, F[t,/z],- - Mais nous verrons que nous pouvons
toujours nous ramener & un nombre fini de termes ¢;,---,¢, pour effectuer les substitutions correspon-
dantes. Donc dans ce cas aussi, chaque phase est assurée de terminer.

Nous pouvons formaliser la procédure que nous venons de décrire. C’est ce que nous faisons dans la figure
5.2. Nous allons maintenant analyser en détail les sources d’indéterminisme dans la mise en ceuvre de
cette procédure et voir dans quelle mesure I'application des principes de compositions immédiate et en
chaine permet de les réduire.

3.2 Réduction de 'indéterminisme

Examinons les choix que nous devons effectuer a chaque étape du processus de recherche. Ils se
résument & trois:
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F1G. 5.2 - Procédure compléte de preuve en avant dans CLLla

procédure prouver)(F A)

construire la base d’affaiblissement Ba associée & - A ;

initialiser la base de recherche £4 aux clauses inférées par des axiomes

et contenant uniquement des sous-formules du but ;

initialiser la taille limite ! autorisée pour les prémisses des inférences a 1;

tantque il existe dans £a des clauses de taille supérieure ou égale a [

faire tantque il est possible de faire de nouvelles inférences
a partir de clauses de £4 de taille ne dépassant pas {

faire  choisir une ou deux clauses de £a de taille ne dépassant pas [;
choisir une nouvelle inférence I ayant pour prémisses les clauses choisies ;
si la conclusion produite est de la forme F-A
alors retourner(prouvé)
sinonsi la conclusion produite ¢ Ex
alors I’insérer dans £a

finsi
finsi
fintantque
l:=141

fintantque
retourner(non prouvable)

- celui d’une clause qui constitue un prémisse de la prochaine inférence;

- celui des formules qui, au sein de cette clause, vont constituer la partie active de l'inférence;
du fait d’une différenciation de toutes les sous-formules du but par un marquage, ce choix détermine
totalement le type de ’inférence et sauf pour @ et &, 'inférence elle-méme;

- dans le cas on l'inférence produit une conjonction, le choix de I'autre prémisse.

Etudions maintenant en détail I'indéterminisme relatif 4 chacun de ceux-ci.

3.2.1 Choix d’une clause comme prémisse de la prochaine inférence

L’indéterminisme lié & ce choix est "don’t care" en ce sens qu’il n’a pas d’influence sur 'introduction
de clauses inutiles & la preuve dans la base de recherche. Par contre, il peut affecter Pefficacité de la
recherche en termes d’espace et de temps. Pour répondre 4 ce souci, on peut se fixer une priorité: choisir
d’abord les clauses a partir desquelles il est possible d’en inférer de nouvelles de fagon déterministe. Ainsi,
on n’augmente pas la taille de la base de recherche.

3.2.2 Choix de la partie active de cette clause

I revient & effectuer un choix de 'ordre dans lequel les inférences ou les formules de la clause sont
actives, vont étre effectuées. L’indéterminisme lié & ce choix est donc partiellement "don’t care", partiel-
lement "don’t know". Et c’est pour le réduire qu’ont été élaborés les principes de composition immédiate
et en chaine. Voyons de quelle fagon.

Supposons que I’on ait choisi une clause de £4 comme prémisse de la prochaine inférence et dans cette
clause, les formules qui en constitueront la partie active. Selon le type de 'inférence, elles vont étre au
nombre de 0, 1 ou 2. Si cette partie active n’est pas vide, elle va nous aider, grice a la propriété de la
sous-formule, & prévoir la formule principale a produire et I'inférence qui va le faire mais elle ne détermine
pas complétement cette prévision.

Considérons par exemple le but a prouver: - 7b@®c, 7 ® CJ". Supposons que nous ayons choisi comme

prémisse de la prochaine inférence, une clause de la forme F-~ ?b, T et comme partie active la formule
7b. La propriété de la sous-formule nous permet seulement de dire que la formule principale qui sera
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produite, sera soit ?b @ ¢, soit 7b ® ¢-. Nous pourrons donc effectuer soit une inférence de type @, soit
une inférence de type ®.

Pour limiter ce phénomeéne, nous avons choisi de marguer dans le but toutes les sous-formules qui ne sont
pas des littérauz, afin de les différencier. De cette fagon, une formule d’une clause de la base qui n’est
pas un littéral, ne pourra plus s’identifier avec plus d’une sous-formule du but.

Ce marquage étant maintenant sous-entendu pour la suite, revenons maintenant au choix de la partie
active d’une clause considérée comme prémisse de la prochaine inférence. Nous pouvons alors distinguer
plusieurs cas.

e La clause se trouve dans I'une des trois situations suivantes:

1. elle contient une formule qui n’est pas un littéral, qui n’est pas de la forme 7F et qui, dans le
but - A, est composante d’une sous-formule ayant ®, @ ou 3 comme connecteur de téte;

2. elle contient une formule qui n’est pas un littéral et qui, dans le but, est composante d’une
sous-formule ayant? comme connecteur de téte;

3. elle contient deux formules qui ne sont pas toutes deux des littéraux ou qui n’ont pas toutes
deux ? comme connecteur de téte et qui, dans le but, constituent les deux composantes d’une
sous-formule ayant p comme connecteur de téte.

Alors la ou les formules en question peuvent étre choisies comme formules actives. Si I'inférence
correspondante ne nécessite pas un autre prémisse (c’est-a-dire si elle n’est pas de type ®), elle est
effectuée. Dans la base de recherche, la clause qui a servi de prémisse, est alors remplacée par la
nouvelle conclusion. Cela signifie que ’étape est déterministe, ce qui est justifié par le principe de
composition immédiate appliqué icl.

e Dans les autres cas, il y a un indétermimisme "don’t know" concernant le choix de la partie active,
mais une fois qu’il est fait et que la partie active sélectionnée n’est pas vide, il détermine compléte-
ment celul de I'inférence sauf si elle est de type & auquel cas nous avons besoin d’un autre prémisse.
Du fait de I'indéterminisme, la conclusion produite ne viendra pas remplacer dans la base de re-
cherche, le prémisse dont elle est issue mais elle s’ajoutera & lui.

Toutefois, dans le cas o 'inférence effectuée est de type pu1, puw2, & ou V, la formule principale
est fixée comme formule active d’une prochaine inférence si cette inférence n’est pas de type p. Il
s’agit 1a de 'application du principe de composition en chaine.

3.2.3 Dans le cas ou 'inférence produit une conjonction, choix de I’autre prémisse.

L’indéterminisme relatif a ce choix est trés limité du fait que I’on connait a la fois la conjonction a
produire et un des prémisses de I'inférence.

Illustrons ces principes & 1’aide d’un exemple.

3.3 Un exemple

Reprenons le séquent utilisé pour illustrer la construction d’une preuve en chainage arriére (voir
sous-section 2.3 de ce chapitre). Il avait la forme:

F2(7(la® T)&?2(B® T))p((?(at @ bt)po)

Nous travaillerons bien entendu dans le systéme d’inférence spécialisé CLL,a associé & ce séquent - A.
Entamons la procédure de recherche telle qu’elle est décrite dans la figure 5.2 mais en appliquant une
stratégie s’appuyant sur les principes de composition immédiate et en chaine.

1. Construction de la base d'affaiblissement By
Ba= {?(?(!la@ T)&2(MW®T)), ?(la®T), 2(®T), 2(la®@ T)&?(WH®T), ?(a*t@bt)}
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2. Initialisation de la base de recherche £4.
Les clauses initiales sont celles qui sont produites par des axiomes et dont toutes les formules sont
des sous-formules du but. D’ol1:

3. Recherche proprement dite.
Elle va se traduire par une suite de phases déterministes (notées D) ol de nouvelles clauses vont se
substituer & d’anciennes, et de phases indéterministes (notées I) o les nouvelles clauses vont venir
s’ajouter aux anciennes.

D. Nous commengons par effectuer tous les pas déterministes qu’il est possible de faire a partir
de la base de recherche initiale.
Dans les axiomes d’identité, seuls les littéraux négatifs peuvent étre actifs dans des inférences
de type @. D’oll un nouvel état de la base de recherche:

ta={La atabt Lo ottt HT)
L’exécution du pas déterministe qui vient d’étre effectué ne découle pas d’un principe exposé
auparavant mais de |’analyse particuliére du but & prouver. Une telle analyse est toutefois
facile & intégrer dans un systéme automatique.
Ensuite par application du principe de composition immédiate & 7, nous obtenons:

ta= {La 2at@bt) Lo 2at@bt) HT)
On pourrait montrer facilement que lorsqu’on est sir qu’une inférence de type! ne sera pas
effectuée aprés une autre de type &, on peut la réaliser dés que possible. En utilisant cette
propriété, nous obtenons:

Ea= {1, 2at @bt) 1, 2at@bt) K- T)

Ensuite le principe de composition immédiate appliqué successivement & ® et? pour les deux
premiéres clauses, nous améne &:

Ea= {F2a®T), et ®bt) H- 2o T), et @bt) K T)

I. Ils’agit de choisir un prémisse de la prochaine inférence. La derniére clause est exclue car il n’est
pas possible de réaliser A partir de £a dans I’état, une inférence o la constante T soit active.
Les deux premiéres clauses étant similaires, le choix entre les deux n’a guére d’importance.
Choisissons par exemple la premiére. Elle a deux formules actives potentielles: ?(la® T) et
?(a"' @ bt).

On ne peut pas le savoir a priori mais les deux ménent au but. Sélectionnons par exemple
la premiére. Cela détermine le type de I'inférence a effectuer: &. La formule principale sera:
?2(la® T)&?(1b®@ T). Il ne reste plus qu’a trouver I’autre prémisse. Or, seule la deuxi¢me clause
convient ; cela tient a la forme particuliére des régles &, et &,2 qui exigent que ’'un des
prémisses ne soit pas affaiblissable.

L’inférence nous permet alors de produire la nouvelle clause suivante :

H-2(la® T)&2(1b® T), 7(a* @ bt)

Elle est ajoutée a £a qui compte maintenant 4 éléments.

D. Ils’agit maintenant d’examiner s’il n’est pas possible d’effectuer de transformation déterministe
4 partir de la nouvelle clause qui vient d’étre insérée dans la base de recherche.
11 est possible d’appliquer le principe de composition immédiate 7. Le nouvel état de la base
est alors le suivant :
Ea= {F2(a®T), Aat@bt) 2T, 2at@bt) KT

H2(?2(la® T)&2(B® T)), 2(at @ bt)}
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I. Il y a plusieurs possibilités pour choisir un prémisse de la nouvelle inférence mais la meilleure
consiste & prendre la derniére clause produite. Alors, la seule formule active possible est
?(a* @ bt) et I'inférence est alors de type gy2. La clause est alors remplacée par :

H2(2(la® T)&2(6® T)), (2(a* & b4))p0

D Par application a p,,2 du principe de composition en chaine, nous pouvons inférer le but - A
a l'aide de la régle p appliquée a la nouvelle clause.

3.4 Gestion des substitutions au premier ordre.

Comme dans le processus ascendant de construction de preuves, il vaut mieux reporter les substitu-
tions relatives a ’application de la régle 3 au niveau des axiomes ol elles seront effectuées par le biais de

I'unification.
Cela implique qu’on puisse différencier les variables quantifiées existentiellement des autres. Nous repré-

senterons chacune d’elles par une variable de Herbrand singuliére (notée xy, -+, xyp).
Pour indiquer aussi que chaque variable quantifiée universellement représente un identificateur nouveau,
nous la représenterons par une constante de Herbrand singulieére (notée hjy,---, hy).

Le processus de recherche d’une preuve se déroule alors de la fagon suivante :

~ Les clauses constituant la base de recherche initiale sont d’une part les conclusions des axiomes T’
et 1 si les constantes correspondantes sont des sous-formules du but. D’autre part, elles sont de

la forme I-Q-A, Bt avec A et Bt sous-formules du but ou les variables quantifiées existentiellement
et universellement ont été remplacées respectivement par des variables et constantes de Herbrand.
Mais pour qu’elles puissent étre considérées comme le produit d’axiomes de type id, il faut que
les termes A et B soient unifiables par une substitution portant uniquement sur les variables de
Herbrand. En général, celle-ci n’est pas unique mais celle qui est retenue, est la plus générale. Elle
n’est alors pas effectuée mais seulement atlachée @ la clause qui sera notée ainsi:s —A, B+ avec s
représentant la substitution portant sur les variables de Herbrand qui unifie A et B et qui soit la

plus générale possible.
A partir de 14, nous allons manipuler des clauses couplées a des substitutions (les conclusions des

axiomes de type T’ ou 1 sont couplés & la substitution vide).

— Chaque pas dans le processus de recherche étant constitué par une inférence, il va falloir indi-
quer comment la substitution attachée a la conclusion est définie & partir de celles attachées aux

prémisses.

1. I'inférence comporte un prémisse et n'est pas de type V ou 3.
La substitution associée a la conclusion est celle attachée au prémisse.

2. l'inférence est de type V.
La régle peut alors s’écrire ainsi:

s K- Flhy/z], A ?

a
s =Vz, A
avec hy non libre dans la conclusion instanciée par s

3. L'inférence est de type 3.
La régle peut alors s’écrire ainsi :

s PiF[xkfx],Aa
s 3z, A

ol s' est oblenue en supprimant [instanciation de xy de la substitution s
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4. L'inférence produit une conjonction.
Si 51 et sy sont les substitutions attachées aux prémisses, celle qui est couplée a la conclusion
est la substitution s qui est a la fois moins générale que s; et s, mais qui est la plus générale
possible. Cette substitution n’existe pas toujours car s; et s, doivent étre compatibles mais si
elle existe, elle est unique et nous la noterons s, U s3.

Il est facile de montrer que le systéme d’inférence ainsi obtenu est équivalent & CLL)A.
[llustrons cette maniére particuliére de gérer les substitutions par un exemple.

Exemple 5.3.1 Soil d prouver le séquent :
F 3y((Vz atom(z,y))p atom(a,y)), z(atom(z, f(a))* ® Iz atom(z, f(z))*)

- Commengons par remplacer les variables quantifiées par des variables et constantes de Herbrand.
Le séquent devient :

F 3x3((Vhy atom(h1,x1))p atom(a,x1)), Ixz(atom(xz, f(a))* @ Ixs ﬂiom(X3,f(X2))J')

La base d’affaiblissement Ba est vide.

— Inttialisons la base de recherche Ea. Les clauses initiales sont les produits d’axiomes de type id. On
peut en obtenir 4:
{x1 = f(a), x2 = h;} Iiatom(hhxl), atom(xz, f(a))t
{x1 = f(x2), X3 = hy}F-atom(hy,x1), atom(xs, f(xz))*
{x1 = f(a), x2 = a} iiatom[a‘xl), atom(xz, f(a))*
{x1 = f(x2), x3 > a}liatom(a‘xl), atom(xs, f(x2))*
Nous les appellerons respectivement Cly, Cly, Clz et Cly.

La recherche proprement dite peut commencer sous forme d’une alternance de phases délerministes
(D.) et indéterministes (1.).

D. On constate tout d’abord que la régle V n’est pas applicable & partir des clauses Cly et Cly
car la condition relative d la variable quantifiée serait violée. Donc les formules atomiques ne
peuvent pas élre actives dans des inférences 1ssues des 4 clauses: les formules actives seront
nécessairement les littérauz négatifs.

Par application de la régle 3, on peut donc remplacer les clauses Cly et Cly par les clauses Cly
et Cl} suivantes:

{x1 = f(x2)}*>atom(hy, x1), 3z atom(z, f(xz))*
{x1 = f(x2)}*atom(a, x1), Iz atom(z, f(x2))*

I. Par application de la régle ¥ a la clause Cl, nous pouvons inférer une clause Cl”y qui sera
ajoutée a la base et qui a la forme:
{x1 = f(x2)}*-Vz atom(z,x1), 3z atom(z, f(xz))*
On peut ensuile essayer de produire la conjonclion. On constate que ce n’est pas possible a
partir de la clause Cly d’un cété et de Cl,, CI”4 ou Cl} de autre car x1 ne peut pas élre en
méme temps instanciée par f(a) et f(hy).
Il reste alors deuz possibilités:
— A partir de Clg et Cli,, nous obtenons la clause Cls :

{x1 = f(a), x2 = a} liatom(hhxl). atom(a, x1), atom(xz, f(a))*®3z atom(z, f(x2))*

~ A partir de Clz et Cl;, nous obtenons la clause Clg :
{x1 = f(a), x2 — a} oy atom(z,x1), atom(a,xy), atom(xz, f(a))*®3z atom(z, f(x2))*

D. L’application du principe de composition immédiate d p el 3 4 partir de la clause Cls nous
permet d’engendrer le but ce qui achéve la preuve avec succes.
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3.5 Epuration de la base de recherche

Nous avons vu que ’indéterminisme dans la recherche augmentait avec la taille de la base de recherche.
Il est donc utile de disposer de techniques qui permettent de ’&purer des clauses superflues et inutiles.
Nous reprenons ici les techniques introduites par [Tammet, 1993] en les complétant. Ces techniques
¢’inscrivent dans un cadre plus général li¢ 3 la résolution [Voronkov, 1992].

3.5.1 Suppression des clauses subsumées

Par superflues, nous entendons les clauses qui sont subsumées par d’autres de la base. Cette notion
introduite par [Tammet, 1993] est déja apparue auparavant mais dans des circonstances particuliéres.
Nous allons en donner maintenant une définition générale.

- a @ . . .
Définition 5.3.1 Une clause I—I—Al subsume une clause i— Ao si aj > as et si A, est obtenue en ajoutant
3 Ay des formules qui, siay = 0, sont extraites de Ba.

Par exemple la clause L @, b ne subsume pas la clause i a, b, 7a car 'indicateur d’affaiblissement de
la premidre est strictement inférieur & celui de la seconde. Par contre, elle subsume lQ a, b, 7a.

3.5.2 Suppression des clauses inutiles

Nous entendons par clauses inutiles des clauses dont on peut déterminer a priori qu’elles n’entreront
jamais dans aucune preuve du but. L'indéterminisme inhérent au processus de recherche falt qu’inévita-
blement, de telles clauses sont produites.

EUne premigre classe de clauses inutiles peut étre détectées par une analyse des conditions qui font que
deux sous-formules du but peuvent constituer deux formules différentes d’une clause entrant dans une de
ses preuves, Prenons par exemple le but suivant: & (7(e b)) @at, b, a'. Supposons qué dans la base

de recherche, nous ayons trouvé la clause suivante: = (?(a® b)) ®@a’, 7(a®b), bt (ce casest tout a fait
réatiste). Eh bien! Nous pouvons supprimer celle-¢i de la base de recherche car elle ne peui pas mener
au but. En effet, si 'on considére les deux premiéres formules de la clause, on constate que ?(a & b) se
retrouve dans le but comme sous-formule de (?(a @ b)) ® at. Le seul moyen d’aboutir & ce résultat c’est
d’utiliser une contraction, ce qui implique que (?(a & b)) ® at doit dans le but étre nécessairement dans
le champ d’un connecteur?, Ce n’est pas le cas donc la clanse est inutile. '

Par conire, toujours pour le méme but, considérons la clause 2 7(a®b), ad®b, a*+. Dans le but, a@ b est
une sous-formule de 7(a & b} mais on ne peut pas en déduire que la clause est inutile car une contraction
a trés bien pu permettre d’en arriver 4 ce résultat.

On peut généraliser de telles considérations par le théoréme suivant

Théoréme 5.3.1 Soit une preuve de b A dans fe systéme CLLLa et F| et Fy deux formules d'une conclusion
intermédiaire.

Sidans b A | Fy est une sous-formule de Fy ou si F: et Fy sont dans deux composantes distinctes d'une
conjonction ou d'une disjonction additive, alors dans = A, Fy et Fy sont incluses toutes deux dans une méme
sous-formule qui a7 comme connecteur de téte.

Preuve 5.3.1 [I faut considérer une propriété plus générale que celle décrite dans le théoréme ef qui
porte sur les sous-formules de toute conclusion intermédiaire et pas seulement de le conclusion finale.
On procéde ensuiie par induction sur la struciure des sous-preuves exfraites de la preuve globale.O

Une autre classe de clauses inutiles peut &tre détectée en comparant le nombre littéraux de chaque sorte
présents dans ces clauses par rapport a celul des littéraux de méme sorte présents dans le but. On utilise
pour cela le théorame:

Théoréme 5.3.2 Soit une preuve de b A dans fe systéme CLLIa. Pour tout littéral qui n’a pas d'occurrence
dans une sous-formule de - A de la forme7F, le nombre de ses occurrences dans toute conclusion intermédiaire
ne doit pas dépasser celui de ses occurrences dans t A.

Preuve 5.3.2 On procéde comme pour le ihéoréme précédent.O
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3.6 Conclusion

Si nous comparons les stratégies obtenues avec celles élaborées par T. Tammet, nous devrions trouver
logiquement qu’elles sont plus efficaces dans la mesure ol le processus de normalisation qui les sous-tend,
a été poussé plus loin (voir & ce sujet le chapitre précédent) mais la comparaison est difficile 4 effectuer :
le choix des exemples servant de tests et de 'implantation influe beaucoup sur les performances mesurées.
La gestion des substitutions au premier ordre est originale du fait que T. Tammet s8’est cantonné dans un
cadre propositionnel et que G. Mints qui a étendu ses travaux au premier ordre [Mints, 1993], la traite
d’une autre fagon : au lieu d’attacher des substitutions aux clauses, il introduit de nouveaux prédicats qui
contiennent la méme information sous forme implicite. Il semble que les deux traitements, de ce point de
vue, se valent mais 13 aussi, la comparaison est difficile.

4 Implantation

Les stratégies en avant comme en arriére ont été implantées sous forme d’un démonstrateur automa-
tique de théorémes dans CLIL. Ce démonstrateur a été écrit en Quintus-Prolog. Il comporte deux options
cotrespondant aux deux sens de construction des preuves. Il perimet de prouver des séquents en chainage
avant ou arriére. Il permet aussi de démontrer des formules de logique intuitionniste en les traduisant en
logique linéaire selon les régles formulées par [Girard, 1987].
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Deuxiéme partie

Programmation paralléle en logique
linéaire
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Chapitre 6

De la construction de preuves au
calcul de processus

Introduction

L’étude de la construction de preuves en logique linéaire va nous permettre mainienant d’aborder
I'utilisation de celie-ci comme paradigme de calcul en programmation. Dans un tel paradigme, les pro-
grammes sont représentés par des formules logiques et leur exécufion par la recherche de preuves.

Une fagon d’utiliser les résultats précédents serait d’élaborer un langage de programmation logique & partir
d'un fragment de LL. Noire connaissance de Ia construction de preuves aiderait & la conception d’un in-
terpréte de ce langage qui ne serait pas autre chose qu'un démonstrateuwr automatique de théorémes dans le
fragrnent logique choisi. Cest cette option gqu’ont chotst [Harland and Pym, 1990; Hodas and Miller, 1991;
Andreoli and Pareschi, 1990a: Volpe, 19984].

Nos préoccupations se situent & un niveau plus théorique qui est de modéliser le parallélisme dans un cadre
logique sous forme d’un calcul de processus. Dans ce cadre, les formules sont vues comme des processus
et la construclion de prewves comime réduction de processus. Cest dans cette perspective que se situent
les travaux de [Miller, 1992; Kobayashi and Yonezawa, 1992]. Un tel calcul de processus est intéressant
en tané qu'outil d’analyse mais il peut rejoindre aussi le premier type de préoccupations mentionnées en
coustituant 1a base d’un langage-de programmation logique.

1 Une question essentieile: le choix d’un fragment logique ap-
proprié

Que ce soit pour y concevoir un langage de programmation logique ou un calcul de processus, LL
est un cadre trop vaste. Dans le premier cas, il ne permet pas de développer des stratégies efficaces de
recherche de preuves et donc de batir un interpréte du langage réaliste. Dans le deuxiéme cas, il est trop
vaste par rapport d ce qu'on veut y modéliser. Nous verrons par exemple plus loin que pour représenter
un calcul de processus, nous devons &carter le connecteur g et la négation qui ne trouvent aucune inter-
prétation dans un tel calcul. Le choix d'un fragment logique adapté est donc décisif.

Or, nous savons maintenant 4 partir d’un fragment quelconque de LL, y normaliser les preuves en s’ap-
puyant sur la permnutabilité d’inférences propre 4 ce fragment et en ayant en perspective un sens de
construction donné. Nous savons ensuite élaborer des stratégies pour construire ces preuves normales.

Si nous nous plagons dans la perspective de Pélaboration d’un langage de programmation logique, le choix
du fragment va é&tre le fruit d’un compromis entre les possibilités d’expression souhaitée pour le langage
et Defficacité de |'interpréte associé. Les premiéres sont déterminées par la syntaxe des formules destinées
a trachure les clauses du programme et [es buts. Et la seconde est fonction du degré de normalisation des
preuves qu’il sera possible d’atteindre dans le fragment logique déterminé par cette syntaxe. Prenons par
exemple les travaux de [Hodas and Miller, 1991, 1994]. Leur motivation est de raffiner Prolog et A-Prolog
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[Miller and Nadathur, 1988} a partir de la logique linéaire pour exprimer notamment la distinction dans un
programme logique entre ressources consommables et ressources infinies. Cette exigence se traduit dans
la syntaxe des formules qui représentent les clauses et celles qui représentent les buts du programme. Se
trouve ainsi délimité le fragment de LL dans lequel se situent les preuves qui vont représenter ’exécution
des requétes. Il s’agit d’un fragment d’ILL’.

Nous pouvons montrer qu'en appliquant & ce fragment la méthode élaborée précédemment, nous retrou-
vons au bout du processus de normalisation de preuves et d’élaboration de stratégies de construction de
celles-ci, les résultats de Hodas et Miller : nous retrouvons les preuves uniformes et interpréte associé a
leur construction.

Nous pourrions effectuer un travail analogue dans le fragment voisin choisi par [Harland and Pym, 1990]
pour y développer une extension de Prolog qui est trés proche ou encore dans le fragment de CLL qui a
servi de base au langage LO de [Andreoli and Pareschi, 1991b]. La méthode peut aider aussi a délimiter
de nouveaux fragments de LL appropriés 4 la définition de langages de programmation logique et elle
peut permettre d’y construire des interprétes associés.

Mais dans cette thése, nos préoccupations ne sont pas directement celles-1a. Nous nous proposons d’étu-
dier dans quelle mesure il est possible d’interpréter la construction de preuves en logique linéaire comme
un calcul de processus paralléles, d’une maniére quz sott la plus générale possible.

Il s’agit encore trouver un "bon" fragment pour y définir un "bon" calcul en termes de possibilité d’inter-
prétation. Omn doit pouvoir y exprimer simplement les mécanismes de communication ainsi qu’un certain
nombre d’opérations algébriques sur Jes processus (composition paralléle, composition alternative, récur-
sivité, restriction...}.

L’¢laboration du calcul que nous avons nommé CPL (Concurrent Programming Logic), va se faire en
deux temps:

1. Définir la forme syniazique des séquents de LL qui exprimeront dans CPL le changement d’état
des processus. De ce point de vue, nous n’entrerons pas dans les détails car nous reviendrons plus
longuement sur le langage dans le prochain chapitre. Nous nous attarderons uniquement sur les
choix essentiels.

2. Dans le cadre syntaxique fixé, nous allons utiliser ensuite la permutabilité d’inférences pour nerma-
liser les preuves de fagon A leur donner un sens, celui de réductions de processus, ce qui se traduira
par une spécialisation du systéme déductif de LL : nous obtiendrons ainsi un systéme formel qui va
constituer P’armature de notre calcul de processus.

2 Les grands choix syntaxiques & l'origine de CPL

Le point de départ de notre interprétation est de considérer que les formules sont des processus et
que les opérations logiques sur celles-ci sont des opérations algébriques sur les processus. Clest cette
idée qui est a la base de [Miller, 1992] et des travaux qui ont suivi [Kobayashi and Yonezawa, 1894a;
Lincoln and Saraswat, 1992; Volpe, 1994].

Se pose ensuite le probléme de l'interprétation des séquents lindaires par rapport a la notion de réduction
de processus. [Miller, 1992] a mis en évidence deux possibilités.

2.1 Interprétation conjonctive et interprétation disjonctive

Considérons deux formules de logique linéaire P et P’ qui représentent deux processus. "P se réduit
en P'" peut se traduire de deux fagons en logique linéaire :
- le séquent P - P’/ est prouvable; on obtient alors une {raduction conjonctive du calcul de proces-
SuUS ;
- le séquent P’/ I P est prouvable; on obtient alors une traduction disjonctive du calcul de proces-
sus.
La traduction des opérations sur les processus est déterminée par ’option choisie. Si on choisit 'option
conjonctive, la composition paralléie est alors représentée par 'opérateur @. Par contre, si on choisit
loption disjonctive, elle se traduira par 'opérateur dual g.
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Nous reviendrons plus en détail dans le chapitre prochain sur la représentation des opérations sur les
processus en logique linéaire mais 4 titre d’exemple, donnons la correspondance établie par [Miller, 1992]
entre opérations du II-calcul et opérations de la logique linéaire.

11 — caleul | LL — option | LL — option

conjonctive | disjonctive
terminaison 0 1 4
comp.paralléle | ® %
comp.alternative + & 2
récurrence 1 ! ?
restriction (z) Iz Vi

Comme, en logique linéaire, le séquent ' - A est équivalent & AL F TL, les deux traductions proposées
sont parfaitement équivalentes. [Milner, 1992; Kobayashi and Yonezawa, 1994a; Volpe, 1994] ont choisi
l'option disjonctive pour étre plus proche de la forme habituelle de la programmation logique telle qu’elle
apparait avec Prolog et pour pouvoir définir une équivalence de processus reposant sur la sémantique des
phases [Girard, 1987]. Nous choisissons comme [Lincoln and Saraswat, 1992], option conjonctive car elle
nous semble plus naturelle.

2.2 La représentation de la communication

{Miller, 1992} a recours  deux constantes d’ordre supérieur send et gef pour représenter les émetteurs

et les récepteurs. La communication est représentée sous une forme synchrone grice 4 un axiome propre,
ce qui implique qu’on ne se situe plus en logique pure mais dans le cadre d’une théorie linéairve. Par
exemple, la démontrabilité du séquent Py, (Py m) F (send ¢ m P}, (get ¢ P;) dans cette théorie,
exprime le fait que le processus (send ¢ m P1) envoie le message m sur le canal ¢ au processus (get ¢ Ps).
Aprés réalisation de la communication, les deux processus se retrouvent respectivement dans Iétat Py et
(Pz m) o
Nous préférons rester dans un cadre logigue pur oll nous représenterons les messages par des formules
particuliéres et nous utiliserons Pimplication linéaire pour traduire la communication. Ainsi le séguent
M, M — P - P est prouvable dans LL et peut étre interprété comme la réception d’un message M par
le processus M —o P qui devient alors le processus 2. Remarquons que dans ce séquent, le message M
a une eXistence propre, indépendante de tout émetieur, ce qui implique qu’on se situe dans un cadre de
communication asynchrone. En effet, lorsque la commuiication est synchrone, un message est consommé
dés qu’il est produit et n’a pas d’existence autonome.
Nous avons choisi de représenter les messages par des formules atomigues de fagon & pouvoir normaliser au
maximuin les preuves pour les interpréter en termes de réductions de processus. Nous rejoignons ainsi les
choix effectués en matiére de représentation de la communication par {Kobayashi and Yonezawa, 1994a];
la seule différence est qu’ils ont pris 'opiion disjonctive: ainsi, ils ne construiront pas comme nous les
récepteurs & partir de I'implication linéaire mais & partir de son dual: 'attente du message M- par le
processus P sera exprimée par M+ ® P au lieu de M —o P.

2.3 Démontrabilité des séquents et réduction de processus

Quelle que soit Poption choisie, gu’elle soit conjonctive ou disjonctive, et avec les restrictions que nous
venons de faire quant 4 la représentation de la communication, il n’est pas toujours possible d’interpréter
un séquent démontrable comme le bilan d’une réduction de processus. Par exemple, le séquent

Ml—-"O(Mg—"OP);—Mg-—O(Ml—oP)

est prouvable en logique linéaire mais il ne peut pas é&tre interprété comme établissant le bilan de la
réduction du processus Afy —o (M3 —o P) dans le processus My —o (M; —o P).

En multipliant les exemples, on constate grossiérement que dans {’opfion conjonciive, les seuls séquents
qui peuvent traduire des réductions de processus sont ceux qui sont prouvables & 'aide uniquement
de régles d’inférence gauches. Dans ['option disjonctive, c'est le contraire: ce sont les régles d’inférence
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droite qui ont un sens par rapport aux réductions de processus. Pour faire coincider construction de
preuves et réduction de processus, [Miller, 1992] a choisi d’axiomatiser les régles d’inférence relatives &
@ (composition alternative) et ! (récurrence) pour en limiter I’application. Dans la théorie ainsi obtenue,
preuves et réductions de processus se confondent parfaitement. Dans un méme but, [Kobayashi and
Youezawa, 1994a] évitent I’utilisation d’axiomes propres en se situant dans CLL. Ils ne manipulent ainsi
que des séquents sans partie gauche donc qui ne sont prouvables qu’avec des régles d’inférence droite ce
qui correspond bien 4 Poption disjonctive choisie.

De cette facon, les preuves prennent un sens plus limité: il n’est plus possible d’exprimer directement la
réduction partielle d’'un processus P en un processus P’ par une preuve du séquent P’ F P car seuls les
séquents sans partie gauche sont autorisés. On ne peut représenter que la réduction totale d’un processus P
par une preuve du séquent - . Mais cela induit une terminaison particuli¢re d’une telle réduction totale:
d'un point de vue dynamique, celle-ci se traduit par la construction de bas en haut d’une preuve done
elle se termine lorsque 1’on atteint un axiome. Le sens que prend alors cette terminaison, est déterminé
par le type de I’axiome utilisé, Or ici, le seul possible es_ig :

FT,A
On peut Pinterpréter comme le fait que le processiis représenté par la constante T a le pouvoir de tuer tous
les processus contenus dans le multi-ensemble A qui s’exécutent en paralléle avec lui. Comme [Lincoln
and Saraswat, 1992], nous n’avons pas cherché & faire coincider construction de preuves et réduction
de processus: la premiére notion est plus large. Comme nous le verrons, cela laisse une porte ouverte
4 un élargissement de la notion de réduction partielle d’un processus vers la notion de réalisation d’un
processus par un auire qui est liée 4 la sémantique dénotationnelle de CPL.

2.4 La syntaxe du langage de CPL

Une fois ces différents choix effectués, la syntaxe des processus est fixée. Comme nous nous situons
au premier ordre, nous supposons disposer d’un ensemble infini récursif V de variables et d’un ensemble
récursif D d’opérateurs munis de leur arité. Ces deux ensembles nous permettent ensuite de définir de fagon
inductive, un ensemble de termes D[V] qui va contenir ies données qui vont étre manipulées, échangées
par les processus. Les variables seront représentées par les lettres =, y, z, u, v et les termes par ¢, v, s.
Bien entendu, ces lettres pourront &tre éventuellement indexées.

Nous disposons aussi d’un ensemble M de prédicats avec leur arité. A partir de M et de D[V], nous
pouvons construire de fagon inductive I’ensemble M[D, V] des formules atomiques qui vont constituer
les messages du langage. Nous utiliserons les lettres M, N, K (éventuellement indexées) comme méta-
variables représentant des messages.

Les processus de CPL sont alors des formules de la logique linéaire définis inductivement par la grammaire
suivante

P~ M| P,
Poi=1|0|MQP, |M—o P, | P,®F, | P,&P, | VP, | JxP, | | P,

Dans cette grammaire, P, représente ce qu’on appelle un processus sirict, ¢’est-3-dire un processus qui
n’est pas un message. Dans ’ordre de présentation de la grammaire, il peut avoir la forme des constantes
de terminaison et d’interruption, d’un émetteur, d’un récepteur, du résultat d’une composition parallle
ou alternative de deux processus, de l'application d'un opérateur de généralisation, de restriction cu de
récurrence. Nous reviendrons largement sur la signification de ces opérateurs dans le prochain chapitre.

Nous noterons P[M, D, V] ensemble des processus ainsi définis. 8’il n’y a pas d’ambiguité, nous le
noterons simplement P. Nous utiliserons les lettres P, @, L (éventuellement indexées) comme méta-
variables représentant des processus.

Nous allons avoir souvent & manipuler non pas des processus isolés mais des systémes de processus d’oll
la définition suivante:

Definition 6.2,1 Un systéme de processus de CPL est un multi-ensemble de processus de CPL,

Nous utiliserons les letires A, I' {éventuellement indexées) pour représenter des systémes de processus.
'T' représentera un systéme de processus dont tous les éléments sont préfixés parl.
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La syntaxe des séquents qui vont exprimer les bilans des réductions, découle de celle des processus et des
choix effectués précédemment. L’absence d’interprétation des opérateurs p et L nous ameéne automatique-
ment & nous situer dans le cadre de la logigue lindaire infuitionniste. Les séquents auront nécessairement
la forme I' + P od T est un systéme de processus et P un processus seul.

Nous allons faire une légeére restriction, celle de considérer pour P un processus strict d’onl la définition :

Définition 6.2.2 Un séquent de CPL est un séquent dont la partie gauche est un systéme de processus de
CPL et la partie droite un processus strict de CPL.

3 Le systéme formel de CPL

La syntaxe du langage de CPL étant fixée, elle détermine le fragment de LI dans lequel le calcul se
situe. Mais pour que les preuves puissent &tre interprétées en terme de réductions de processus, il faut au
préalable les normaliser. Il suffit pour cela de mettie en cenvre la méthode proposée précédemment qui
consiste & s’appuyer systématiquement sur la permutabilité d'inférences dans le fragment en question.

3.1 LL: extension conservative du fragment logique de CPL

1l ’agit de savoir si tout séquent de CPL prouvable dans LL posséde une preuve dont toutes les conelu-
sions intermédiaires sont des séquents de CPL. Cette propriété est essentielle pour &tablir la complétude
du calcul relativement a la logique linéaire. C’est ce que nous allons établir maintenant.

Théoréme 6.3.1 Tout séquent de CPL prouvable admet une preuve sans coupures oi toutes Jes conclusions
intermédiaires sont des séquents de CPL.

Preuve 6.3.1 Soit [' - P un séguent prouvable de CPL et P une preuve de ce séquent ot les mferences
de type —oy, sont montées ay marimym. :
Sott I" - A une conclusion intermédiaire de P située & une profondeur h . Nous allons montFer par
induction sur b que I' b A est un séquent de CPL. A
- Le cas de base est trivial.
- Pour le ces d’induction, nous allons disiinguer différentes situalions en fonction du type de
Vinférence I dont TV = A es? un prémasse.

i. I n'est pas de type —opf.
Par hypothése d’induction, o conclusion de I est un séquent de CPL. La forme des régles d’inférences
d’ILL fait que si la conclusion de I esi un séquent de CPL, ses prémisses qussi.

2. | est de type —of.

Par hypothése d’'induction, lo conclusion de I est un séquent de CPL. Donc il y a alors deuz formes
possibles pour I:

P PTFP i+ P, P PTIgk
—°L ou L ot P{ est un message ou la constante 1
P| o P,T{,Ta P; Pl — PF,Tot P}

Iy

La premiére possibiltté est conforme & noifre atiente mais pas la seconde. Montrons qu’il n’est pas
possible de Vavoir. Plagons dans Uhypothése o nous Pavons. Distinguons alors deuz cas selon
Uorigine de Pj.

{a) P{ est introduit par un axiome de id ou lg
Comme I est moniée cu mavimum, P] est introduil dans Uinférence qui la précéde immédia-
tement. Celle-ci est denc de type id ou 1g ce qui est contradictoive avec le faii quelle a deux
formules dans lo pariie drotie de sa conclusion.
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(b} P| est introduit par un axiome de (f
Puisque I est montée an mazimum, nous pouvons supposer que, dans la branche de P qui se
termine par Iy &= P|, P}, entre I et Uaziome produisent P, il y a seulement des inférences
de type —or dont les formules actives ne soni pas dans la partie gauche de Uaziome 0f
introduisent P{. Donc la consianie 0 est une formule de I'y el nous pouvons remplacer la

preuve pariielle ea;tnge de P qui ¢ Pl —o P,I'1,I'y b P} comme conclusion par 'uziome
L

P]{ —0 P,I‘I,Fg E PQ’
O

Du fait de la présence de la constante 0, il n’est possible d’obtenir une propriété plus forte qui serait
que foute preuve sans coupures d’un séquent de CPL a toutes ses conclusions intermédiaires qui sont des
séquents de CPL. Cela ne rend que plus nécessaire le travail de normalisation des preuves afin de pouvoir
les interpréter comme réduction de processus.

Examinons maintenant les régles d’inférences utiles pour produire des preuves sans coupures de séquents
de CPL dont toutes les conclusions intermédiaires sont aussi des séquents de CPL. La propriété de la
sous-formule précisée par le théoréme 2.4.4, nous permet de dire qu’il s’agit de:

id: OLa IL) —er, @1, &L; !Lu UJ!L, C!L; VL) BL; IR, —oRr, @r, &Rw ?R‘) VR) ER

Toute preuve produite par les régles ci-dessus n’a pas sa conclusion qui est un séquent de CPL. On ne
peut donc pas les choisir comme base du systéme de réduction de processus de CPL. C’est une autre
fagon de mettre en évidence la nécessité de normaliser les preuves.

Venons en maintenant 4 P'étude de la permutabilité d’inférences dans les preuves de séquents de CPL
dont toutes les conclusions intermédiaires sont des séquents de CPL (nous parlerons de preuves de CPL).

3.2 Permutabilité d’inférences dans les preuves de CPL

En annexe D, nous montrons comment transposer dans LI, les résultats sur la permutabilité d’infé-
rences de CLL, En extrayant du tablean D.1 alors obtenu, la partie qui nous est utile, nous obtenons le
tableau 6.1. Celui-ci nous renseigne sur les inférences faciles & montrer dans les preuves de CLL et celles

TAB. 6.1 - Permutabilité d’inférences dans les preuves de CPL

to\ty |1p | —or | @ |&r |l |wle el 1Ve |3 || —or | ®r | &r|!r |Vr| 3R
1z np

—or, np

L np np npg

&r np

Iy '

"w!L

clr, np np

Y np

Jr np np np
—opg np x X ®x | x| %1 x
RR x X x | x| x| x
r | — | np | — inpinpinp | — {np| — % X x | x| x| %
'» X X x | x | np x | x X x x | x| x| x
Yr np X x X x| x| x
dgr X x X X | % X

faciles & descendre.

~ Les inférences de type 1z, ®r, ¢!z, 31, —oRr, &g, Vg pourront étre descendues sans probléme.
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— Les inférences de type 'r, wly, ®p et Jdr pourront étre montées sans probléme.

— Les inférences de type —or, &, VY1 pourront seulement &re bloquées dans leur montée par une
inférence de type !5.

Ces informations vont nous permettre maintenant de normaliser les preuves de CPL.

3.3 Normalisation des preuves de CPL

L’exécution des calculs va consister a construire des preuves en chainage arriére donc on allons effec-
tuer la normalisation dans cetfe perspective, c’est-a-dire que nous allons monter les contractions et les
affaiblissements au maximum (¢f paragraphe 3.1.2 du chapitre 2).

Nous allons procéder aux mouvements d’inférences par étapes en comrencant par déplacer les inférences
qui produisent émetteurs et les récepteurs.

1. Considérons les inférences de type —or, c’est-d-dire celles qui produisent des récepteurs gauches
{(situés dans la partie gauche d’un séquent). Elles ont la forme:

o - M PILF P

~—OrL

M-—0P T, T+ P

D’aprés le tableau 6.1, ces inférences peuvent étre montées jusqu’a 'inférence produisant leur for-
mule active M. Alors nous pouvons obtenir deux configurations.

{a) la premiére o M est produit par un axiome de type Of :
I ] .
0, I = M P, Ty P

—oy,

M-—opP 0,1, F P

Elle peut étre remplacée par ’axiome:

0z

M—P 0, T, Iy + P

(b) la seconde o M est produit par un axiome de type id
—_ id
MEM PTF+PF

_GL

M-—oP, M, T - P

Alors, nous pouvons fusionner les deux inférences en une seule d’oui une nouvelle régle RCL
gul peut étre décrite ainsi avec la convention d’écriture proposée pour les récepteurs:

P,T+ P
MP M, Tt P

Nous aurons donc maintenant des preuves o toutes les inférences de type —of ont été remplacées
par des inférences de type RCL.

2. Considérons maintenant les inférences de type ®@r qui produisent les émetteurs droits. Elles ont la

forme:

M Ty P

_OR

Iy, Ts F M P
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D’aprés la tableau 6.1, ces inférences peuvent &tre montées jusqu’s ceiles qui produisent la formule
active M. Elles peuvent alors se trouver dans deux configurations possibles.

(a) la premiére od M est produit par un axiome de type 0f;
Or

0, F M r,s - pP
®r

0,0, Ta b M@ P

Elle peut &tre remplacée par ’axiome 0
L

0,1, Tak MQP

(b) la seconde ot M est produit par un axiome de type id;
——id
M+ M - p
On

M,T+ M@P

Nous pouvons alors fusionner les deux inférences en une seule d’ol une nouvelle régle SDg
que nous pouvons décrire en utilisant la convention de notation pour les émetteurs:

P, T+ P

_ - " "  SDg
M.T+ MP

3. Nous allons monter ensuite les contractions au mezimum. Nous avons d&ji effectué cette tache
pour normaliser les preuves dans CLL (se reporier pour cela au chapitre 3 de la premiére partie).
Le fait de manipuler maintenant des séquents avec partie gauche et partie droite ne change pas
fondamentalement les choses. Les contractions seront bloquées soit par des inférences de type ®g,
soit par des inférences produisant une de leurs formules actives. Comme dans CLL, aprés suppression
des inférences de type w!y et ¢!y qui se neutralisent, nous avons deux configurations possibles.

(a) Les contractions sont bloguées par une inférence de type @g. On peut alors les fusionner avec
celle-ci d’oil la nouvelle régle PARR :

[, !l - P Ty T F P
Ty, T2, T - Pl @ P}

PARp

oll I'; et T's ne contiennent pas de processus récurrent ;
Méme s’il n’y a pas de contractions qui suivent, on peut aussi remplacer les inférences de type
®pg par une inférence de type PARR en ajoutant éventuellement des affaiblissements.

(b) Les contractions sont bloquées par une inférence de type !p produisant une de leur formule
active. On les fusionne avec celle-ci d’ott la nouvelle régle RECE :

P, P,V + P

L RECE

P, T + P
Méme quand une inférence de type !z n’est pas suivie par une contraction utilisant sa for-
mule principale, nous pouvons la remplacer par une inférence de type RECT en insérant un
affaiblissement.

4. Il ne reste plus qu’a monter les affaiblissements jusqu’aur aziomes. Mais aprés le remplacemens des
inférences de type —or produisant des récepteurs gauches par des inférences de type RCp et de
celles de type ®p produisant des émetteurs droits par des inférences de type SDg, les seuls axiomes
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subsistant dans les preuves sont de type 1g ou Of.

Par fusion des axiomes de type 1g avec les affaiblissements qui suivent immédiatement, nous cbte-
nons une nouvelle régle TERMp:

TERMp

TF1

Nous ne modifierons pas les régles restantes 0g, ®r, &z, ¥, 1, &g, Ir, Yr, Ig. Nous allons nous
contenter de les renommer afin de mettre en concordance le vocabulaire avec la symétrie du systéme
déductif obtenu et I'interprétation de celui-ci dans le cadre d’un calcul de processus.

Enfin, méme sl nous pouvons nous passer des coupures dans les preuves, nous conserverons la régle
correspondante en la renommant COMP.

Aprés toutes ces transformations successives, nous obtencns un nouveau systéme d’inférence que nous
dppellerons le systdme déductif de CPL et qui est défini par la figure 6.1.

La correction et la complétude de ce nouvean systéme déductif relativement 4 la logique linéaire sont
garantis par le théoréme suivant.

Théoréme 6.3.2 Un séquent de CPL est prouvable en logique linéaire si et seulement si il est proyvable
dans fe systéme déductif de CPL.

Preuve 6.3.2 La démonstration de la correction s’effectue en monirant que les nouvelles régles sont
admissibles en logique linéaire, ce qui est évident vu gu’elles correspondent & des fusions d’inférences de
LL.

La démonstration de la complétude s’effectue par induction sur la siructure des preuves de séquents de
CPL en logique linéaire. Elle reprend la démarche qui vient d’étre utilisée pour élaborer le systéme déductif
propre ¢ CPL.O '

3.4 Permutabilité d’inférences dans le systéme de CPL

La construction de preuves dans le systéme d’inférence de CPL est le pilier sur lequel reposent 4 la
fois sa sémantique opérationnelle et sa sémantique dénotationnelle.
(C’est pourquoi 'étude de la permutabilité d’inférences dans ce systéme répond 4 une double exigence:

- du point de vue de la sémantique opérationnelle, 1l s’agit d’aider & 1'élaboration de stratégies
de réduction de processus. Notamment, il est une forme de stratégies de réduction qui retiendra notre
attention dans le chapitre 9: les stratégies synchrones.

- du point de vue de la sémantique dénotationnelle, il s’agit d’aider & la démonstration de propriéiés
¢t de relations sur les processus.

Bien enfendu, il ne s’agit pas de repartir 4 zéro: il suffit de reprendre les résultats du tablean 6.1 et de
les transposer en tenant compte de la correspondance entre régles de LL et régles de CPL. On obtient
alors le tableau 6.2.

De ce tableau, nous pouvens titer le bilan suivant :

» les inférences de type TERMy, SDp, PARy, RESy, SDg, RChg,
ALTgr, GENg peuvent étre descendues au maximum dans les preuves;

e les inférences de type RECL, $Dg, FARR, RESR peuvent étre montées au maximum dans les
preuves ;

¢ les inférences de type COMP, TERM[, RCp, ALT;, GEN| peuvent étre bloquées dans leur
montée uniquement par des inférences de type RECE .

I’élimination des coupures est une propriété essentielle pour une logique. Elle est préservée dans le systéme
déductif de CPL ce qui est étroitement lié & la symétrie de celui-ci: toute régle gauche peut dtre couplée
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Régles de communication:

Emission
M, PT ¥+ P rep
T . SDp
MPTFP M T+ MP
Réception
P F P !
, T . M, THP RCr
M, MPTFEF '+ MP
Régles d'opération:
, Terminaison
TP rery, TERMp
1, T+ P TE1
Interruption
. BRK
0, '+ P
Composition paralléle
P BT P T P ) N £
b P panm, DL TP A T TF B g,
Pr@P, T+ P

I, M, T+ PlgP;
ot Ty et T'y ne contiennent pas de processus récurrent ;

Composition alternative

F I .f
PLTFEP  m PEHDRP
P&Py, T I P T - PGP
: , Récurrence \ ,
AT EP ppes TEP e,
P T F P T F 17
, Restriction ,
Plyfe]. T F P RES, Ly PU= ppg,
2P, T F P S
, Généralisation ,
Plifz],T + P GEN, I+ Ply/a] GENg
YzP, ' + P

Ik Ve’
Pour les régles RESL et GENg, la variable y ne doit pas étre libre dans lo conclusion de Uinférence.

Régle de composition:

L, T+PFP PDyIT P

'y, Iy, T P
ot I'y et I’y ne contiennent pas de processus récurrent ;

COMP

Fia. 6.7 - Le systéme déductif de CPL
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TAB. 6.2 - Permutabilité d!inférences dans le systéme déductif de CPL

t:\t; |COMP|TERM, 8Dy, |Rty |PAR; |ALT, | REC, |GEN, | RES, | 5D | RCn | PARR | ALTR | RECR | GENg | RESR
cCoMP : np
TERM,, np
5D, np np X
RCp np
FAR; np np np
ALTy, np
REC,
GENg | np
L RESL ‘np np np np
SDg X X % X X X X
RCR np X ® % x X X x
PARg X x X % x x X
ALTR np - - np - np np ny X X X X X X X
RECR | np X X X x X np % X X X X X X X X
GENg np np X X P x X X X
RESH X X X X X X X

avec une régle droite. Seule la régle BRK peut étre considérée 4 la fois comme régle gauche et droite car
la constante 0 peut &tre introduite aussi bien & droite qu’a gauche.

Théoréme 86.3.3 Tout séguent prouvable"dans le systéme déductif de CPL peut &tre prouvé sans.la régle
COMP. :

Preuve 6.3.3 Onr remargue tout d’abord que le séquent est nécessairement un séquent de CPL.-
Puis on peut uliliser le théoréme d’élimination des coupures dans LL pour consiruire une preuve sans cou-
pures de ce séquent dans LL. Ensuite i suffit de reprendre la démarche uiilisée pour prouver la complétnde
dy systéme de CPL relativement ¢ LL.0O )

Conclusion

Par restriction sur la syntaxe d’ILL, nous avons établi le langage de CPL qui va nous permettre de
représenter les processus et leurs changements d’états. Dans le fragment logique déterminé par ce langage,
nous avons utilisé la méthode précédeminent élaborée pour normaliser les preuves afin de pouvoir les
interpréter comme réductions de processus. Nous avons ainsl débouché sur un systéme déductif simplifié:
le systéme formel de CPL. Les bases du calcul de processus étant posées, il s'agit maintenant de passer
& son étude proprement dite.
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Chapitre 7

CPL : un calcul de processus
asynchrone

Introduction

Les calculs de processus tels que CSP [Hoare, 1985} et CCS [Milner, 1980] ont joué un réle his-
torique dans le développement de la théorie du parallélisme. Utiliser le cadre d’une logique existante
pour concevoir un calcul de processus, permet d’emalgamer lo théorie du parallélisme avec la program-
mation logique telle que nous la concevons ici. Cette démarche est récente et a pu voir le jour suite
aux possibilités offertes par la logique linéaire. Elle s’est concrétisée avec les travaux de [Miller, 1992;
Kobayashi and Yonezawa, 1992; Lincoln and Saraswat, 1992]. CPL se situe dans leur prolongement. Mais
quelles sont ses caractéristiques en tant que calcul de processus ? Nous allons les étudier dans ce chapitre
en les comparant a celles des autres.

La syntaxe du langage de CPL a &té définie dans le chapitre précédent. Nous allons en donner main-
tenant la sémantique en nous attachant tout d’abord & la représentation de la communication. Un point
commun aux caleculs de processus basés sur la logique linéaire qui les différencie des calculs classiques
(CSP, CCS, H-calcul), est que la communication y est primitivement asynchrone [Milner, 1983]. Nous ver-
rons que CPL permet une souplesse dans les mécanismes & travers lesquels elle s’exprime. Nous étudierons
ensuite les diverses opérations algébrigues possibles sur les processus, A travers des exemples empruntés
aux domaines les plus variés, nous pourrons mesurer le pouveir de modélisation du langage de CPL.

Dans le chapitre précédent, nous avons établi le systéme formel de CPL. Nous verrons qu'une réduction
partielle d’un processus P en un processus P peut &tre définie comme une preuvve dans ce systéme formel
du séquent P F P’ mals nous verrons aussi que toute preuve ne peut pas étre interprétée comme une
réduction partielle de processus. Les deux notions se confondent seulement dans un cas particulier:
lorsque P’ est égal 4 1a constante I qui est le processus de terminaison. Toute preuve du séquent P+ 1
sera considérée comme une réduction totale du processus P, ce qui va coustituer le point de départ de la
sémantique opérationnelle que nous définirons & travers une relation de ransition,

A partir de cette vision initiale purement logique, nous commencerons par définir une relation de transition
globale entre systémes de processus qui fasse bien la distinction entre les actions de communication et
les modifications concomitantes dans la structure des processus qui seront exprimées par une relation
auxiliaire de réduction structurelle. Nous en viendrons ensuite & transformer la relation de transition en
une relation de transition locele entre processus. Elle portera alors sur des processus et non plus des
systémes de processus.

La sémantique opérationnelle de CPL étant établie, nous reviendrons au niveau logique pour préciser
dans quelles conditions il est possible d’interpréter une preuve du séquent P = P’ dans le systéme formel
de CPL comme une réducsion du processus P dans le processus P’
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Chapitre 7. CPL: un calcul de processus asynchrone

1 Le langage de CPL

1.1 Processus et communication

L’entité de base du langage est le processus qui est représenté par une formule de logique linéaire.
Parmi les processus, nous en distinguons certains, les messages, qui sont représentés par des formules
atomiques. Le fait de considérer un message comme un processus, implique que I'on se situe dans un
cadre asynchrone. En effet, lorsque la communication est synchrone, un message n’a pas d’existence
indépendante car dés qu’il est produit, il est consommé {Milner, 1983].

1.1.1 La représentation de la communication
La communication étant asynchrone, voyons plus précisément comment elle s’effectue.

e Un émetieur aura la forme M @ P ol M représente le message & envoyer et P le processus une fois
que le message est envoyé. Comme nous le verrons plus loin, le connecteur @ traduit par ailleurs
la composition paralléle de deux processus. Les deux interprétations sont compatibles puisqu’un
message est considéré comme un processus. Pour se rapprocher de la notation classique des actions
dans les algebres de processus [Milner, 1989], nous écrirons M.P pour M & P. Cela permet aussi
de distinguer le symbole © lorsqu’il est utilisé en tant que constructeur d’un émetteur et en tant
qu’opérateur de composition paralléle de deux processus quelconques.

o Un récepteur aura la forme M —o P ol M représente le message attendu et P le processus une
fois le message recu. Pourqguoi utiliser 1'implication linéaire pour construire les récepteurs? Pour
le comprendre, considérons le séquent M, M —o P & P. I est prouvable dans CPL et on peut
Pinterpréter comme la réception d’un message A par le processus M —o P qui se retrouve dans
I’état P aprés réception. Nous simplifierons la notation d’un récepteur ainsi: M.P.

o On peut représenter ici des formes variées de communication [Banatre, 1991]. Qutre la communica-
tion point & point ol un émetteur envoie un message & un récepteur unique et clairement identifié
{voir & ce sujet le modele Acteur [Agha, 1986]), on peut exprimer la communication générative [Ge-
lernter, 1985} ol plusieurs récepteurs peuvent &tre en compétition pour recevoir le méme message.
Considérons le séquent :

M,M—OPE,M—OPQ{_P]_@PZ.

Il traduit la réception d’un méme message M par deux processus. Ce séquent n’est pas prouvable
dans CPL. Cela signifie qu'un message ne peut étre lu que par un processus, ce qui est caractéris-
tigue de la communication générative. Les séquents

M,M—OPl,M—_OPQ;_P]_@(M—OPQ) et M,M——Opl,M"“-O.Pzi_(M—Opl)®P2

sont prouvables car ils respectent ce principe.

Nous pouvons aussi représenter dans CPL la communication par diffusion ol un message peut étre
lu par un nombre quelcongue de récepteurs sans étre détruit. Modifions légérement le séquent de
départ que nous venons de prendre pour avoir :

!MEM—O,Pl,M'—OPQi_P}_igpg.

Ce séquent est maintenant prouvable et traduit un exemple de communication par diffusion.
Enfin, nous pouvons représenter la communication par mémoire partagée ol plusieurs processus
peuvent lire et écrire dans une mémoire qui est commune [LINDA, 1990]. Considérons le séquent
prouvable

M,M——O(M@Pl),M——OPQE_P;l@Pg.

Il exprime le fait que le message M est lu par le premier processus puis transmis au second qui le
détruit aprés lecture. Pris & la letire, cet exemple peunt susciter le scepticisme quant & utilité de la
premiére réception du message M car le bilan en est nul, Cela nous améne au point suivant.

¢ Si nous restions dans un cadre propositionnel, la communication serait pauvre et se réduirait 4 de
la synchronisation de taches car le passage de valeurs ne serait pas possible. Au premier ordre, nous
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1. Le langage de CPL

disposons de V qui constitue un opérateur de généralisation. Placé devant un récepteur, il va le
rendre capable de recevoir non pas un seul message mais n’importe lequel aura le format attendu.
Par exemple le processus Ve(M{f(2)).P) est capable de recevoir n’importe quel message de la forme
M(f(t)) ot t est un terme quelconque. Le séquent prouvable

M(f(a)}, V=(M(f(2)).P) \- Pla/z]
traduit la réception d’un message M(f(a)) par le processus Va(M(f(z)).P

s A opposé, opératenr de restriction 3 permet comme son nom P’indique, de restreindre la commu-
nication. Il permet notamment de donner un caractére privé 4 certains canaux de communication.
Considérons par exemple le séquent

Mz, b).PLVy(M(z,y).Pa2) b P ® Pyb/y].
O est prouvable et il traduit la transmission d’un message M (x, b) ot & peut étre considéré comme le
canal de transmission et b comme le contenu du message. Modifions le séquent de la fagon suivante :

Ja(M(z,0).P1), Vy(M (z,y)-P2) b P1 @ Pafb/y)-
Le séquent n’est plus prouvable, ce qul signifie que la transmission n’est plus possible; le canal =

sur lequel I’émetteur envoie son message, est devenu un canal privé qui n’est plus accessible au
récepteur.

Venons-en maintenant aux diverses opérations possibles sur les processus.

1.1.2 Représentation des opérations sur les processus

— La constante | représente le processus de terminaison tandis que la constante 0 représente le pro-t
cessus d’interruption d’un calcul. La premiére n’a aucune influence sur les autres processus qui se’
réduisent en paralléle tandis que la seconde 4 le pouvoir de tous les détruire. FE

— ® et & représentent respectivement la composition paralléle et la composition aliernative de deux”
processus. Ainsi la réduction de P; @ Py équivaut 3 la réduction en parallgle de P et de Py avec pour*
ceux-ci la possibilité de communiquer. Par contre la réduction de P& P équivaut & la réduction de ’
P; ou de Py mals pas des deux 4 la fois et le choix ne peut pas &tre arbitraire.

— Test I'opérateur de récurrence. Placé devant un processus P, il lui donne le pouvoir tout 4 la fois de
se dupliguer autant de fois que nécessaire et de se détiuire. Cela se traduit respectivement par la
démontrabilité des séquents '[P - P®@-.-& P et 1P F 1. Cet opérateur a un pouvoir plus étendu que
I’opérateur correspondant du IT-calcul {Milner, 1989] qui ne permet pas au processus qu’il préfixe, de
ge détruire. Le plus souvent, l'opérateur de récurrence s’applique & un récepteur et une duplication
est alors couplée avec une réception. C’est ce que traduit par exemple le séquent prouvable suivant :

IMPMt(IMP)g P.
Comme nous le verrons dans ’exemple 1.2.1, c’est lul qui permet d’exprimer des définitions récur-
sives dans le langage. A ce sujet, CPL se distingue & la fois de ACL [Kobayashi and Yonezawa,
1992] et de Hee [Lincoln and Saraswat, 1992]. Pour ce qui est de la représentation de la commu-
nication et des opérations algébriques précédentes, CPL reprend la syntaxe d’ACL sous une forme
conjonctive au lieu d'une forme disjonctive. Par contre, ACL utilise Popérateur ! seulement devant
des messages pour exprimer la possibilité de les lire un nombre infini de fois. Les définitions ré-
cursives sont intégrées directement dans les régles de calcul. Ainsi si un processus P est défini par
Péquation P == f(P), dans une réduction, on pourra remplacer toute occurrence de P par sa défini-
tion f(P). Hee utilise d’une fagon semblable 4 ACL Popérateur ! et pour les définitions récursives a

recours 4 une constante d’ordre supérieure. L’exemple du paragraphe 1.2.4 fait bien apparaitre les
conséquences de cette différence de choix.

Remarque 7.1.1 On peut élendre le langage de CPL par Uajoui d’un opérateur © de bifurcation qui
permet de réduire deuz processus en paralléle dans deuz copies identigues du méme conterfc mais sans
possibilité de communication enire les deuz. Si nous Uavons omis c’est gu’il intervient peu souvent duns
les applications.
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1.2 Exemples de modélisation dans CPL

Nous allons considérer différents exemples pour illustrer la modélisation dans le langage de CPL.

1.2.1 Du tampon & une place au partage d’'une imprimante

a) Représentation du tampon 4 une place

La modélisation d’une mémoire tampon est un exemple classique en programmation paralléle [Milner,
1989]. Considérons donc un tampon 4 une place qui ne peut stocker qu’une unité d’information et dispo-
sant d’un port d’entrée ¢ et d’un port de sortie b.

Si nous représentons le tampon par le processus a.b.1, nous obtenons un tampon qui ne peut fonctionner
qu'une fois car en logique linéaire, une formule non précédée de! ne peut étre utilisée qu'une fois dans
une preuve. C’est pourquoi le séquent

a, a abl Fb@b
qui traduit un chargement du tampon suivi d’une libération deux fois de suite, n’est pas prouvable.

Pour corriger ce défaut, on peut penser un peu rapidement qu’il suffit de choisir le processus ! {a.b.1).

Malheureusement, on obtient de cette fagon un tampon d’une capacité infinie. Par exemple, le séquent
a, a, {a.bl) F(51®51)Q!(c.b.l)

qui traduit le chargement de deux unités d’information dans le tampon sans aucune libération, est prou-

vable.

Pour résoudre le probléme, nous allons utiliser un sémaphore s qui va servir de garde pour le canal d’en-

trée a. Ainsi, le tampon va &tre représenté par le processus a.b.5.1®! {(s.2.b.5.1) ® g.b.5.1. Il se divise en

trois parties:

~ la premiére partie a.b.s.1 constitue la partie active du processus qui attend une unité d’information
sur le canal a; celle-ci, une fois regue, peut ensuite étre libérée sur le canal b ; Pémission d’un signal
sur le canal s rend le sémaphore passant et la zone eritique de nouveau accessible ;

~ la deuxiéme partie ! {s.a.b.5.1) constitue la partie récurrente qui sert de réservoir pour des utilisations
futures ; elle est activée par la réception d’un signal sur le canal s;

— la dernitre partie a.b.5.1 qui permet de détruire la partie active, est utilisée lorsque l'on n’a plus
besoin du processus.

Nous pouvons parfaire la définition précédente en distinguant le sémaphore s qui est privé, des ports a
et b qui sont publics. On utilise pour cela lopérateur de restriction 3. On obtient le processus:

P o= 35 (a.bs1®! (s.a.b.s.1) ® a.b.s.l)

Remarque 7.1.2 Dans cette définition, nous avens cominis un ebus de langage. La variable s est qussi
utilisée pour représenter un message. Mais # faut comprendre ceci comme une abréviation de m{s) od m
est un prédicat dont le nom n’a pas d’importance. C'est pourguot nous ne le faisons pas apparsitre afin
d’alléger la notation.

b) Dé&finitions récursives

Plut6t que de chercher & écrire directement la définition d’un processus, ce qul peul paraitre pénible
au non initié, il peut étre utile de passer par l'intermédiaire de définitions récursives comme le permet
la syntaxe de beaucoup de calculs de processus (CCS [Milner, 1980], H-calcul [Milner, 1691; Milner et
al., 1992], ACL {Kobayashi and Yonezawa, 1994a]). Ici, le tampon & une place peut étre caractérisé par
Péquation suivante: P = ¢.b.P. En fait, il faut comprendre le signe "=" comme une équivalence logique
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et méme nous n’avons pas besoin d’une condition si forte: i} nous suffit de trouver un processus P tel
que P F a.b.P. La solution proposée ci-dessus vérifie cette condition. Ce qui est intéressant, c¢’est qu’il est
possible de résoudre ce type d’équation d’une fagon générale.

Considérons une &quation de la forme P = f{P) oll P est la seule inconnue et f(P) un processus qui
s’exprime en fonction de P. Considérons le processus

Is (fla) @ (' 5.f(s1)) © f(s.1))

ol f(s.1) vérifie: f(s.1), f(s.1) F 1. On peut montrer que ce processus vérifie: P f(P).

¢) Composition de processus

Revenons maintenant an processus Py modélisant le tampon 4 une place. A ’aide des opérateurs de CPL,
il est facile de construire des processus plus complexes a partir de P,. Donnons-en quelques exernples.

¢ Si on veut prendre en compte la valenr de l'information conservée dans le tampon, on peut le faire
en considérant le processus suivant :

P = 3s((Vz a(z).b(z).51)8®! (Vr (s.a(z).b(z).5.1) @ (Ve a(z).b(z).5.1)).

e Par composition paralléle de n processus P et en masquant les n-1 canaux de Haisons enfre ceux-ci,
nous obtenons un tampon 4 n places dont la représentation peut &tre définic ainsi:

P, = Je1-- oot (Pufer /B @ Pilei/a]lea/bl @ -+ @ Pilen—1/a))

e Considérons une imprimante simplifiée qui dispose de deux ports: un port d’entrée fich par lequel
arrive les fichiers 4 imprimer et un port de sortie impr par lequel il envole les documents imprimés..
Une imprimante ne peut traiter qu’un fichler 4 Ia fois ce qui correspond tout & fait au principe du
tampon 4 une place, I}oit sa représentation dans CPL: : -

Pimprim = P{[fich/a][impr/b].
Nous pouvons maintenant intégrer ce processus dans un systéme ol interviennent des utilisateurs!
qui sont en compétition pour 'usage de I'imprimante. Un utilisateur & peut &tre représenté simple-
ment par le processus: :

Py =H{{(Vz k(z).fich(z).1)&Py).
L'utilisateur & peunt soit demander d’imprimer le fichier @ qu’il recoit sur le canal k, soit eﬂ'ectuer
une tdche qui n’est pas précisée ici et qui est représentée par le processus F.
Un systéme formée de deux utilisateurs partageant une imprimante pourra.it alors étre représenté
ainsi:

Afich imp (P1 @ P2 ® Pimprim).

Nous pouvons de cette fagon représenter des systémes encore plus sophistiqués tels le "jobshop" de [Miluer,
1989].

1.2.2 Un programme impératif

Nous nous proposons d’écrire un processus Prgee qui inodélise un programme impératif qui caleule la
factorielle f de n’importe quel entier n.

a) Préliminaires
Nous avons choisi pour le calcul Palgorithme suivant :

debut
entrer{n) ;
f=1;
tantque n > (
faire f:= f x n;
n:=n—1
fintanfque

retourner( f
fin ) 119
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Pour mettre en ceuvre cet algorithme, nous devons faire appel & des opérations arithmétiques élémentaires:
zere et unite qui fournissent respectivement les nombre 0 et 1, decr qui décrémente de 1 chaque entier et
melf qui multiplie deux entiers. Nous aurons aussi besoin d’une opération booléenne egal qui détermine
s1 deux entiers sont égaux ou pas.
Nous allons supposer que toutes ces opérations sont fournies par un processus paralidle & Ppq.; que nous
appellerons Pgrisn, chaque opération étant effectuée par un sous-processus de Pprith. Parith se présente
donc sous a forme ;

Pzero 2 Puni:e & Pdecr @ Pmuft ® Pegal
S8i nous voulons que le processus Py, soit opérationnel quelle que soit I'implantation des entiers et des
opérations choisie dans Pgyizs, il ne faut pas préjuger de celle-ci dans Pécriture de Ppq.. Nous obtiendrons
ainsi une qualité essentielle en programmation : la modularité de Pjocs.

b) L’écriture de Py,

Psacr doit étre capable de recevoir sur un canal d’entrée que nous appellerons fact in un message
{fact in: n} et de retourner aprés réduction le message (fact out: = f) sur un canal de sortie fact out.

Remarque 7.1.3 Dans CPL, il 'y a pas de syniaze figée pour les messages mais nous prendrons {'ha-
bitude de les représenter en deur pariies séparées par ":", la premiére représeniant le nom du canaf par
lequel fe message {ransite, et la seconde le contenu du message. Quand le processus o un canal d’enirée
et un canal de sortie privilégiés, nous désignerons ceuz-ci par le nom du processus (fact ici) suivi de in
ou de out pour préciser s’il s’agit de Uentrée ou de la sortie. Enfin, nous répéterons dans le message de
sortie le contenu du message d’entrée correspondant pour éviter des erreurs de destinataire.

Si nous voulons utiliser Py,.; pour plusieurs calculs de factorielles, il faut qu’il soit récurrent. Ensuite, nous
constatons que I’algorithme utilise les variables locales n et f pour stocker les résultats intermédiaires.
Nous les représenterons par deux canaux privés n, et f,. La phase d’initialisation peut étre représentée
alnsi :

Piaee =19 1 (fact in: n).
® (zero in:).

1
@ {unite in :).
1
® 3 ng fo ® Y u (unite out: u}.
(fo:u).
1
@ (m:n).
1
® VY z (zero out: z).
Pfact—int

Remarque 7.1.4 Pour rendre lisible la définition des processus, nous avons remplacé ci-dessus les pa-
renthéses par des tabulations el nous avons répété Vopérateur @ devant chacun de ses opérandes.

Nous écrivons aussi une action par ligne et lorsque plusieurs guantificateurs du méme type se¢ suivent,
nous ne notons que le premier. Désormais, nous utiliserons cefie forme de présentation des processus
lorsque leur écriture sera un peu longue.

Cecli étant dit, I’écriture ci-dessus signifie que le processus Py, attend de recevoir en entrée la valeur du
nombre n dont il va chercher 4 calculer la factorielle.

Ensuite, il envoie en paralléle deux requéies au processus Pyp;p sur les canaux zere in et unite in de
fagon & récupérer les valeurs de O et de 1 telles qu’elles ont pu y étre implantées. II les recevra sur les
canaux zero out et unite ouf et elles viendront instancier les variables z et u.

Le caractére privé des canaux f. et n. est garanii par 'utilisation de 'opérateur de restriction 3. Le
lancement du calcul proprement dit s’effectue par l’envoi des valeurs initiales 1 et n sur les deux canaux
privés, au processus Praci—in: qui va effectuer le calcul proprement dit. Pjaei—ine peut &tre défini ainsi:
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Pfact int = =1¥fm (.fc f)
(nc: m).
{egal in: (m,z)).
& (egal out: (m,z) true).
(fact out: nf).
1
& (egal out: (m,z) false).
® (mult in: (f,m)).
¥ {7 (mult out: (fm) £7).
(fs: D).
1

® (decr in: m).
¥ m (decr out: m m’).
(re:m’).

1

L utilisation de 'opérateur de récurrence s’explique par le fait que nous avons une définition récursive.
L’activation de Ppeci_ing 8'effectue par la réception des valeurs de f et m sur les canaux f. et n..

Le calcul commence par un test pour savoir si la valeur de m est nulle ou non (cela correspond au test
de la boucle "tant que" dans I'algorithme).

Si elle est nulle, le calcul est terminé et le résultat final est la valeur de f qui est envoyée sur la canal
public fact oui. Sinon, le processus transmet les valeurs de f et de m au processus Pyrih pour qu? 1
effectue les calculs f x met m— 1.

Le processus Praci—in: est ensuite relancé lorsqu'il regoit les résultats de ces calculs sur les ca,naux mult out
et decr out et que ces résultats sont transmis sur f. ef n..

¢) L’exécution du programime

Il faut d’abord modéliser agent qui va fournir la valeur d’enirée n du programme et récupéret la valeur

de sortie f. Cela peut se faire sous forme d’un processus complémentaire ou co-processus (J ;g0 qui aura
la forme:

(fact in: n) .¥Yf((fact out: n £)).1.
@ act aura pour tole d’envoyer sur le canal fact in la valeur n de Pentier dont on cherche & connaftre la
factorielle. Puis il attendra le résultat du calcul qu’il recevra par le canal fact out & travers la variable f.
L’exécution du programme fact sera alors représenté par la réduction totale de Past @ Parith ® Qract
c’est-3-dire la preuve du séquent Ppoet ® Parith @ Qrae F 1.
A ce sujet, il est intéressant de remarquer que la réponse attendue n’est pas seulement de savoir si ce

dernier est prouvable mais c’est la preuve elleeméme car elle seule nous donnera la valeur de 'n que nous
cherchons.

A travers Pexemple qui vient d’étre présenté, on peut appréhender certaines facettes du langage no-
tamment la possibilité d’y exprimer des définitions récursives et la modularité puisque nous avons réussi
4 rendre totalement indépendant le calcul de la factorielle de 'implantation de I’arithmétique nécessaire.
Mieux, nous disposons avec Procy d'un processus générigue, ¢’est-a-dire qu’il peut en engendrer d’autres
par simple composition paralléle avec un autre processus. Il faut bien entendu que les canaux de commu-
nication correspondent mais le processus qui est adjoint, ne manipulera plus nécessairement des entiers.
Il peut par exemple manipuler des matrices. On retrouve ces caractéristiques dans ACL [Kobayashi and
Yonezawa, 1992] et Hee [Lincoln and Saraswat, 1992].

1.2.3 Représentation en programmation orientée objets

Nous avons choisi un exerple classique [Meyer, 1988], celui de la représentation des polygones.
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a) Représentation des objets et des routines

Considérons en programmation orientée objets, la classe polygone définie par un attribut semmets qui
est une liste de points constituant les sommets du polygone et par des routines qui sont des procédures
permettant de modifier I'état d’un objet de la classe comme (ranslation et rotation et des fonctions per-
mettant de créer des objets d’autres classes comme la fonction perimetre.

Un objet de la classe polygone peut étre représenté par un message de la forme (sommets : (id, [Py, - - -, Pa]))
qui décrit I’état de 'objet ; icila liste de points [Py,---, P,] décrit la position du polygone id. Si la classe
avait eu d’autres attributs, un objet aurait été représenté par une conjonction multiplicative de formules
atomiques, chacune représentant un attribut particulier.

L’ensemble des routines aftachées & la classe polygone est représenté par un processus Proysines qui est
la composition paralléle de processus récurrents, chacun permettant de rdaliser une procédure ou une
fonction attachée & la classe de 'objet. Ici, nous aurions done:

Proutines = Piranslation ® Pratation @ Pper‘imetre

Détaillons la définition possible d’un des processus représentant les routines, Piransiation pal exernple.
Piransiation = 1 add @!V vid (translation : (v id)).
¥ 1 {(sommets :(id,1}).
{add in: (L,v)).
V1 (add out: (1,v) I").
(sommets :(id,1’}).
1
& Pa.dd

La procédure est activée par la réception d’un message sur le canal transiation qui indique le vecteur v
de la translation et le polygone #d 4 translater. Comme la procédure a pour fonction de modifier 'attribut
sommetls du polygone id, celui-ci est fourni en entrée. I.’opération mathématique qui consiste & ajouter
le vecteur v A chacun des sommets de la liste | est effectuée par un processus récurrent auxiliaire Py,gg.
En sortie de la procédure est retourné le nouve] état de l'attribut sommets du polygone #d.

b) Modélisation de I’héritage

L’héritage est un aspect important de la programmation orientée objets [Meyer, 1988]. Voyons comment il
peut &tre capté dans CPL. Supposons que nous voulions définir une classe rectangle comme descendante de
la classe polygone. Un objet de cette classe va hériter des atiribuis de la classe polygene auxquels pourront
s’adjoindre des attributs propres: longueur et lgrgeur par exemple. D’oll une représentation possible d’un
objet de la classe rectangle : (sommets : (id, [Py, P2, Ps, P4])) ® (longueur : (id,{1)) ® (largeur : (id, [3)).
La classe rectangle hérite des routines de la classe polygone anxquelles peuvent s’ajouter des routines
propres telles que la fonction certre qui détermine la position du centre d’un rectangle. Dans CPL, ceci
g'effectue simplement par la composition paralléle d’un processus récurrent Prenere avec ceux représentant
les routines attachées i la classe polygone.

[Andreocli and Pareschi, 1990a] et [Kobayashi and Yonezawa, 1994c¢] ont exploité cette propension des
calculs basés sur la construction de preuves en logique linéaire 4 modéliser la programmation orientée
objets en développant des applications dans cette direction.

1.2.4 La modification de la structure des processus

La motivation principale qui est & lorigine du H-calecul {Milner et al, 1992], était d’exprimer la
possibilité de modifier la structure des processus. Nous allons montrer que CPL le permet aussi en
considérant 'exemple de la gestion de la topologie d’un systéme distribué.

Les processus constituant du systéme, sont sensés étre des processus fonctionnels c’est-a-dire avec un canal
d’entrée et un canal de sortie. Un processus superviseur &,.nneq: re¢ott en entrée un graphe g décrivant
Ia topologie souhaitée des canaux de communication. Un arc du graphe g a2 comme point de départ le
nom d’un processus et comme point d’arrivée le nom d’un autre processus dont on veut que le canal
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d’entrée coincide avec le canal de sortie du premier. Fyonneet Va avolr recours 3 un autre processus Py.qpn
susceptible de fournir les opérations classiques sur les graphes: grephe-vide qui indique si un graphe est
vide ou pas, erc qui extrait un arc d’un graphe et supprim-arc qui supprime un arc d’un graphe.

a) Ecriture du processus P.oqnect

Nous ne préjugerons de la forme d’implantation de g dans la définition de Pepnnect de fagon a en conserver
la modularité. Nous proposons alors cette définition :

Pronneer =! ¥ g (connect in: g).
(graphe-vide in: g).
& (graphe-vide out: g true).
1
& (graphe-vide out: g false).
{arcin: g).
¥ x v {arc out: g (x,¥)).
@Y uv(xout:uv).
(y in: v}.
1
@ (supprim-arc in: (g,(x,¥))).
¥ g’ (supprim-arc out: (g,(x,y)) &)
(connect 1n: g’).
1

Commentons cette définition. A
On teste d’abord si le graphe g recu en entrée est vide. 81 c’est le cas, le calcul est terminé sinon;on extrait
un arc {z,y} de celui-ci. On crée ensuite un processus qui va faire la jonction entre le canal de sortie du
processus x et le canal d’entrée du processus y et en paralléle, on supprime du graphe g, ’ares (a: ¥). On
obtient un graphe g’ avec lequel on reprend le caleul.

b) Utilisation de FPonneet

Le processus P.onneer va étre utilisé par la mise en présence avec un co-processis (Qeonnest. La réduction
partielle du processus Fropnees ® Qeonneet @ Fyrapn va représenter la mise en ceuvee de Popppeer. La ré-
duction n'est pas totale car il y a au cours de celle-ci, ¢réation de processus qui vont assurer la jonction
entre canaux de sortie de certains processus ei canaux d’entrée d’autres.

Donnons quelques exemples de co-processus Qeonnest QUi peuvent &tre utilisés.

Si I’on prend pour Qonnect le message (connect in: f(p1, p2), (p2,p3), (pa, pa)f), nous obtiendrons aprés
réduction de Pronnect @ Qeonnect & Pyraph, tIols nouveaux processus qui permetironi de connecter 4 pro-
cessus py, pz, ps et pq entre eux pour former un pipe-line.

O——G

Si 'on prend maintenant pour Qeonnect le message (connect in: f(pe, p1), (ps,p1), {pa,p:)]), nous obtien-
drons la configuration suivante .
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pl @

Une fois de plus, nous trouvons avec cet exemple une illustration de la modularité du langage en ce

sens que Pronnec: €5t utilisable quelle que soit 'implantation choisie pour les graphes et les opérations
associées,

Comme dans Pexemple précédent, modularité rime avec génériciié.
En effet composons le processus Peognect €n paralléle avec le processus Peomp défini ainsi:

Promp =W g {comp in: f g).(connect in [(f, g)]).1

Nous obienons un processus Pronnect @ Peomp qui permet de réaliser la composition de deux processus
fonctionnels quelconques.

Nous avions vu en définissant Ia syntaxe de CPL que nous avions di restreindre la forme des messages
de telle sorte qu’il n’est pas possible de transmettre des processus dans la communication. Mais cet
exemple montre que nous pouvons d’une certaine facon remplacer la transmission de processus par la
transmission de canaux. Ceci n’est pas possible dans ACL du fait de I'usage trés limité de Popérateur ! et
cela 2 motivé son extension i ’ordre supérieur sous la forme de HACL [Kobayashi and Yonezawa, 1994b].
Hee [Lincoln and Saraswat, 1992], de la méme fagon, a besoin de 1’ordre supérieur pour représenter la
mobtilité dans la structure des processus,

1.3 Conclusion

Dans cette premiére section, nous avons pu montrer 4 travers des exemples, les possibilités d’expression
du langage de CPL. Ses points forts sont : la diversité des mécanismes de communication, la possibilité
d’exprimer des définitions récursives, la modularité des programmes qui va de pair ici avec la généricité.
En cela, il est proche de ACL [Kobayashi and Yonezawa, 1994a] dont il a repris la syntaxe mais sous une
forme conjonctive. Néanmoins la syntaxe de ACL est un peu plus restreinte en ce sens que les opérations
de composition alternative et de généralisation s’appliquent seulement & des récepteurs alors qu’elles
s’appliguent & des processus quelconques dans CPL. Cela n’empéche pas toutefois de pouveir exprimer
dans ACL les trois premiers exemples qui viennent d’atre décrits. Par contre, I'usage limité de! dans ACL
ne lui permet pas d’exprimer la mobilité dans la structure des processus. Pour y remédier, le calcul sera
étendu  I’ordre supérieur [Kobayashi and Yonezawa, 1994b] en intégrant le A-calcul.

Sur un autre point, CPL présente un choix différent lié 3 la conception de la terminaison d’un calcul.
TLorsque Pon veut représenter dans ACL un processus obtenu par composition paralléle de plusieurs pro-
cessus, il faut savoir & 1’avance lequel terminera le dernier. Sinon, vu que la terminaison du calcul va se
faire brutalement par le processus T, le premier qui va terminer interrompra les autres avant qu’ils ne
parviennent & leur terme. Dans CPL, nous n’avons pas ce probléme car la terminaison du calcul peut
s’effectuer soit en douceur par la réduction de tous les processus, soit brutalement comme dans ACL.

Si I’on compare maintenant le langage de CPL avec celui de Hee [Lincoln and Saraswat, 1992], on constate
que ce dernler a un pouvoir d’expression trés 1ié 4 la programmation par contraintes. La différence es-
sentielle réside dans 'utilisation de ’'opérateur!. Dans Hcc, il est employé seulement devant des formules
atomiques pour indiquer gu’il s’agit de contraintes. De cette fagon, se trouve exprimé le caractére mono-
tone d’un ensemble de contraintes qui ne peut que croitre et &tre interrogé & volonté. Par contre, il ne
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permet pas dans Hee d’exprimer des définitions récursives de processus. On a recours pour cela & une
constante d’ordre supérieur.

2 Sémantique opérationnelle

Ayant opté pour une version conjonctive de la traduction du calcul en logique linéaire, nous savons
que "le processus P se réduit au processus P’ va étre représenté par "le séquent P I P’ est prouvable"”,

2.1 Réduction de processus et preuves de CPL

A travers des exemples, nous allons voir que les deux notions ne se recouvrent pas complétement.

2.1.1 TUne preuve qui n’est pas une réduction de processus
Considérons par exemple le tampon & capacité infinie du paragraphe 2.2.1. Il était représenté par le
processus 'a.b.1. Montrons que le séquent !b.a.l F la.b.1 est prouvable dans CPL.

TERMp
bal F 1

@, bal, Thal F &1

a, halF bl
RCr

thal - @bl a

hoal + labl

La preuve ci-dessus représente la transformation d’un tampon & capacité infinie initialement plein en un
tampon & capacité infinie initialement vide. Evidemment, il est impossible de considérer celle-ci comme
une réduction car il semble difficile de vider un tampon infini en une suite d’étapes finies. Le sens que
peut avoir une telle preuve apparaitra lorsque nous aborderons la sémantique dénotationnelle de CPL.

2.1.2 Une prenve qui est une réduction de processus

Montrons maintenant que le séquent a®le.b.1 + b.1®!la.b.1 est prouvable dans CPL.

ID
b.1, labl F b.1@®lab1
RC;,
a, a.bl, labl F b8.1R1ab.1
ECL
a, la.bl F b.1®la.bl
ECT

a®le.b.l + b.1®%a.b.1

Pour simplifier la preuve, nous avons introduit une nouvelle régle ID qui se présente ainsi:
D

Py PP @F,
11 est, facile de prouver que cette régle est dérivable dans CPL. Maintenant, il est clair que nous pouvons
interpréter cette preuve comme une réduction de processus: elle traduit le chargement dans le tampon
d’une unité d’information.
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2.1.3 Raéle des régles d’inférence gauches

Si ’on obgerve les régles utilisées dans la derniére preuve, on constate que contrairement 3 la précé-
dente, les seules régles utilisées sont des régles gauche sauf ID. Nous pourrions en tirer rapidement la
conclusion que les preuves de CPL se confondent avec des réductions partielles de processus seulement
lorsqu’elles utilisent des régles gauche. Malheureusement, les choses ne sont pas si simples.

Considérons par exemple le séquent Ja b (a®la.b.1) + Ja b (b.1®!le.b.1). Il est prouvable et peut &tre
interprété comme le chargement d’une unité d’information dans le tampon mais par le biais d’'un canal
privé car tous les ports du tampon sont maintenant masqués. Or toute preuve du séquent utilise deux
fois de suite la régle droite RESg, ce qui contredit ’hypothése que nous avions pu faire.

La frontidre entre preuves représentant des réductions partielles et preuves ne le faisant pas, étant difficile
4 définir a priori, nous avons préféré partir d’un cas ol cette frontiére est claire, celui des réductions fo-
tales, pour batir une sémantique opérationnelle. Celle-ci une fois établie, nous pourrons ensuite en déduire
une notion trés précise de réduction partielle et la comparer avec la relation de déduction logique.

2.1.4 Réduction totale d’un processus

La notion de réduction totale peut étre définie comme celle d’une réduction d’un processus quelconque
au processus de terminaison 1,ce qui peut se formaliser ainsi:

Définition 7.2.1 Une réduction totale de CPL est une preuve dans fe systéme d'inférence de CPL dont Ia
conclusion est un séquent de fa forme T F 1. Nous disons alors que le systéme de processus I’ est totalement
réductible. 5/ T se réduit & un seuf processus, nous disons que ce processus est totalement réductible.

Le théoréme qui suit, vient justifier notre démarche consistant a partir de |a notion de réduction totale
plutot que de celle de réduction partielle.

Théoréme 7.2.1 Mis § part fa régle TERMp, une réduction totale sans coupures utilise seulement des
régles gauches.

Preuve 7.2.1 Elle s’effeciue simplement par induction sur la siructure des réductions en observant la
forme syntfazique des régles du systéme déductif de CPL. O

Hlustrons la définition d’une réduction totale en reprenant 'exempie du tampon 4 capacité infinie.

Exemple 7.2.1 Considérons le sysiéme de processus formé du tampon la.b.1, dun émetteur a dont la
fonction est d’approvisionner le tampon avec une unité d’information et d’un réceptenr b.1 qui est prét ¢
recevoir une untté d’information de la peri du fampon. Monirons que ce systéme est {olalement réductible
¢’est-a-dire que le séquent de CPL la.b.1, a, b.1 + 1 est prouvadle.

TERMR

labl + 1
- —  TERM[

labl, 1 F 1
Cr

fa.b1, b, b1 F 1
TERM;

fa.b.1, b, 1, b1 + 1
s

Dy
ta.b1, b1, b1 F 1
Cr.

la.b1, abl, a, b1 F 1
Cr

la.b.1l, a, b1 F 1

La preuve ci-dessus constitue donc une réduction fotale qui peut &fre décrite comime le chargement d’une
unité d’information dans le fampon suivi de la libération de celle unité par le tampon. Si nous lisons celle
réduction de bas en haut, nous pouvons la considérer comme une sutte de transitions d’élals ce qui nous
améne & définir lo sémantigue opérationnelle de CPL en fermes d'une relation de transition comme cela
se fait habituellement dans les algébres de processus [Plotkin, 1981].
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2.2 Une relation de transition globale

A partir de cette notion de réduction totale, nous allons définir une relation de transition qui exprime
la sémantique opérationnelle de CPL. Etant donné que dans une réduction totale, ce sont des systémes
de processus et non des processus isolés qui évoluent, il est naturel de commencer par définir une relation
de transition globale entre systémes de processus.

2.2.1 Définition

Considérons une réduction totale ®. Elle a nécessairement la forme:
I, F1

I -1
'y +b 1

La premiére idée qui vient & Pesprit, est de considérer chaque inférence comme un pas de transition. La
réduction entiére se présenterait alors comme la suite de transitions: Iy — I'y --- T, = 1.

Comme l'illustre bien Pexemple 7.2.1, cette traduction ne fait aucune distinction entre transitions cor-
respondant & des actions de communication et celles qui correspondent & de simples modifications de la
structure d’un processus.

Pour prendre en compte cette distinction, nous allons découper la réduction R en plusieurs trongons,
chacun confenant une seule action de communication, ¢’est-a-dire une seule inférence de type SDp ou
RCy. -
Supposous qu'il y ait n-1 inférences de communication dans R, nous aurons ainsi n déductions Ry, - -+, Rp—1.
La premiére Rg est la seule qui ne contiendra aucune action de communication car elle reprégente la fin
de la réduction R.

Les autres contiendrons n-1 inférences Iy, - -, In—1 de type SDy ou RCL. On aura ainsi la configuration
sulvante :
'y 1 1 [APSEET S |
Ty F 1 MoF 1 I, F 1
) o Red —— I e R d 2L T
: M k1 R |
r, 1 : ' :
\ Tpyr F 1 L F, 1

La réduction totale de ’exemple 7.2.1 se trouverait ainsi découpée en 4 trongons car elle comporte 3
inférences de communication.
Pour distinguer les inférences représentant des modifications structurelles de celles représentant des ac-
tions de communication, nous allons définir deux relations:

- une relation de réduction siructurelle auxiliaire, notée =, qui exprime les modifications possibles
dans la structure d’un processus en dehors de toute action de communication ;

- la relation de transition proprement dite, notée —, qui exprime une action de communication,
éventuellement combinée avec des modifications structurelles.
On retrouve ces deux niveaux chez [Milner, 1991] qui distingue une relation de congruence structurelle de
la relation de transition proprement dite. Mais notre relation de réduction structurelle est elle orientée.
La réduction finale Ry peut &tre traduite 4 ’aide de la relation = de la fagon suivante:

o = 1

Ty =1
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Et une réduction partielle quelconque Ry contenant une action de communication sera traduite ainsi:
Iy = T I't = Ty

Pk+1 = I, Py — P;c F;c = T
Ty = I

Nous sommes maintenant en état de définir les deux relations : la relation de réduction structurelle gréce
& la figure 7.1 et la relation de transition grace & la figure 7.2

TERMgs .. BRKs

IDs
T = 1 0, T = 1 T =T

!
=T rerumis
1,T =1

PPy, T = T
PeoP,, T = I
PR, T =TIV
P&pP, T = I
P, P,V = I
T =T

PARs

ALTs

RECs

Ply/=), T = I

P, T = TV
avec y non libre dans 3z P, T

RESs

Pltfz],T = I

SWE T T C GENS
VzP, T = I’

F1G. 7.1 - Relation de réduction structurelle entre systémes de processus de CPL

sD RC
MPT — P, MT MP,M,T - P, T

Fr=0I I I I =T
r -1

STRUCT

Fic. 7.2 - Relation de transition entre systémes de processus de CPL

2.2.2 Exemples

Le premier est la suite de Vexemple 7.2.1; il permet de mieux saisir le passage d’une représentation
sous forme d’une réduction totale & celle sous forme d’une suite de transitions. Les deux derniers sont
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2. Sémantique opérationnelle

plus sophistiqués ; empruntés au H-calculus [Milner ef al., 1992], ils permettent de tester la puissance
d’expression de la relation de transition.

Exemple 7.2.2 Chargement et libération d'un tampon
Comme la réduction {otale du systéme de processus la.b.1, a, b.1 comporie 3 inférences de communication

» , 3
nous allons prouver la transition en 3 pas suivante: le.b.1, a, 8.1 S 1.
Montrons chague pas successivement.

1. Premier pas:

RC
lah.1, ab.l, a, b1 labl, b1, b1
STRUCT
'a.b.1, g, b.1 =la.bl, b1, b.1
2. Deuxidme pas:
SD
la.b.1, 8.1, b1 — lab 1, b, 1, b.1
STRUCT
la.b.1, .1, .1 — lab.1, &, b.1
3. Troisieme pas:
RC
fa.b.1, b, .1 — la.b1, 1
STRUCT

la.b.1, 6, b1 — 1

Exemple 7.2.3 Intrusion dans un champ
Nous proposons de monirer que lo transition swivante est valide :

2

m(y,z).P, R, 3z{(Vz m(y.2).Q')®S) = P, R, Q'[«'/e)z/z], S[z'/z]

Elle correspond & cetle transition dy H-calcul:
gz P'|R|(z)(y(2).Q'1S) = P/|RI(=')Q{'/z}{z/z}|S{2'/=}).

Il s’agit de traduire par ceile transilion une communicalion entre deuws processus Ya.P' et y(z).QY, le
deugiéme se situant dans le champ d’un canal privé z.

Remarquons gque ld ot d y ¢ un pas de transition dans le H-calcul, il y en a deuz dans CPL. Cela
provient du fail que le premier est synchrone alors que le second est asynchrone. Emission et réception
se confondent dans 'un alors qu’elles sont dissociées dans Pautre.

Par ailleurs, dans ’étet final de la transition du I-calcul, il y a4 encore un opérateur de resiriction explicite

alors que dans CPL, le fait que 2’ est canal privé s’exprime par des conditions sur la correction de la
Aransition.

La transition étant constituée de deur pas, commengons par élablir le premier.

SD
m(y,z).P', R, Je((Vz m(y,2).Q")@S5) — P, R, m(y, ), Iz((Vz m(y,2).Q")® 5)

Maintenant, nous ellons établir le second pas de lransilion

RC
P’ R, mly,z), m{y,z) Q'[2'[z]lz/2], S[«'[e] — P'. R, Q['[z](z/2], S['/x]

P, R, m(y,x), ¥z mly, 2).Q'['/=], S[z'/z] = P', R, Q'[z'/a]{=z/2], S[=' /=]
PR, m(y,x), (V2 mly,2).Q'[e'/z]) @ S[z' /2] — P, R, Q'[2'/zl[x/2], Sfa'/z]
P, R, m{y, z), 32((Vz m(y,2).Q')@5) — P/, R, Q'[z'/z][z/z], S[z'/z]

STRUCT

STRUCT

STRUCT
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Chapitre 7. CPL : un calcul de processus asynchrone

Ce deuzriéme pas de iransition est correct & condition que ’ soit différent de z el de y ef qu’il ne soit pas
libre dans P’ et R

Exemple 7.2.4 Extrusion de champ
Nous nous proposons de démontrer la transition suivenie :

Jz(m(y,2).P’® R), Yz m(y,2).Q' > P', R, Q'[x/2]
Elle correspond ¢ la transition suivante du M-calcul:
()@= PIR)y(2).Q — (2)(P'|RIQ{z/]).

Il s’agit ici d’exprimer une communication entre deuz processus o P’ et y(z).Q' gqui eniraine Uenirée du
second dans le champ d’'un canal privé z od se situe déjo le premier. Commengons par élablir le premier
pas de la transition.

SD
m(y,z).P, R, Yz m(y,2).Q" — P, m{y,z), R, V2 m(y,2).Q
—— STRUCT
m(y,2).P'® R, ¥z m(y,2).Q' — P, m(y,z), R, ¥z m(y, 2).Q"
STRUCT

Jz(m(y,z).P' @ R), V2 m(y,2).Q" — P, m{y,z), R, V2 m(y,z).Q0

La condition pour que ce pas soil corvect, est que x ne soit pas libre dans Q7 el qu’il soil différent de y.
Et maintenant, nous alions élablir le second pas de transition.

RC

P om(y,z), R, m(y,z).Q[z/z] = P, R, Q[z/z]
P, mly,z), R, V2 m(y,2).Q)’ =P, R, Fe/z]

STRUCT

2.2.3 Réduction partielle d’un systéme de processus et déduction logique
Le théor#me suivant fait le lien entre la relation de réduction structurelle et la déduction en logique
linéaire.

Théoréme 7.2.2 La transition T = IV est valide si et seulement si il existe une déduction dans le systéme
d'inférence de CPL de conclusion I' + 1 et d’hypothése T b 1 sans inférences de communication.

Preuve 7.2.2 La condition nécessaire se démonire par induction sur la structure de Uarbre justifiant
I = I et la condition suffisante par induction sur la structure de la déduction de conclusion I' F 1.

ED

Ce second théoréme &tablit une correspondance entre relation de transition et déduction en logique
linéaire.

Théoréme 7.2.3 la transition I' — I est valide si et seufement si il existe une déduction dans le systéme
d'inférence de CPL de conclusion T' & 1 et d'hypothése I + 1 qui contienne une et une seule inférence de
communication.

Preuve 7.2.3 La condition nécessaire se démonire par induction sur la structure de I'arbre justifiant
I' — T et la condition suffisante par induction sur lg structure de lo déduction de conclusion I' B 1.0
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2. Sémantigue opérationnelle

* Py 2 + - gt x :
Nous noterons — la cloture réflexive (dans un sens étendu) et transitive de —+ que nous pouvons définir
rigoureusement ainsi :

Définition 7.2.2 T 3 I siet seulement sil" = T
Pour tout entrer n T — T etly 35 IV siet seulement siT* ™ 3

Enfin, T 5 I si et seulement si il existe un entier n tel que: T —") |

5/ n > 0, nous écrirons: T Bl

Théoréme 7.2.4 La transition T 2 TV est valide si et seulement si il existe une déduction dans le systéme
d'inférence de CPL de conclusion I' + 1 et d’hypothése I & 1 avec n inférences de communication.

Preuve 7.2.4

¢ Condition nécessaire

Nous supposons I' = T et nous allons montrer par induction sur n que nous pouvons déduire qu’elle
est vrate pour n+1. Supposons: T F 1de T + 1.

St n=0, alors nous avons:I' = T et d’aprés le théoréme 7.2.2, nous en déduisons gque U'on peul déduire
I'E LdeI' 1 sans utiliser de végle de communicaiion.

Maintenant, nous supposons que la propriéié est vraie pour n gquelconque et nous ellons en déduire que
r "5 1. Par conséquent, nous avons: T — Iy et 'y 3 TY. Par hypothése d’induction, nous pouvons
construire une déduction K1 de conclusion I'y & 1 & parteir de Uhypothése T b 1 ef d’aprés le théoréme
7.2.3, une autre Rq de conclusion I' & 1 & partir de UVhypothése Ty F 1.

Puis par composition de Ry avec Ry, nous obienons une déduction de T + 1 & partir de Phypothése
I & 1 gqui contient n+1 inférences de communicalion.

e Condition suffisante

Soil R une déduction de ' + 1 ¢ partir de T + 1. Nous allons montrer par induction sur le nombre n
d’inférences de communication de R que T' O IV, i

St n = 0, alors d’aprés le théoréme 7.2.2, nous pouvons élablir: T = T’ i -
Ensuite, nous supposons que la propriété est vrate pour n quelcongue et nous allons montrer qu ‘elle est
vrate pour n+1. Pour cela, nous partageons la déduction R en deur parties awzquelles no'us POUVOTS
appliquer Uhypothése d'induction.l :

Corollaire 7.2.1 La transition I' = T” est valide si et seulement s'if existe une déduction dans'le systéme
d'inférence de CPL de conclusion T' & 1 ef d'hypothése T/ + 1.

Corollaire 7.2.2 Un systéme de processus T' est totalement réductible si et seulement siT - 1,

2.3 Une relation de transition locale

La relation de transition metiant en jeu des systémes de processus est comme nous ’avons vu facile
4 déduire de la notion de réduction totale mais elle est lourde a4 manipuler car il est nécessaire a chaque
pas d’expliciter 'ensemble du contexte de la transition méme lorsqu’il reste passif. C’est pourquoi nous
allons chercher maintenant & transformer cette relation en une relation locale qui ne fasse intervenir que

" les processus actifs dans la transition.

2.3.1 Définition

Reprenons la réduction totale R du paragraphe 4.2.1. Elle comportait n — | inférences de communi-
cation et nous I’avions trongonnée en n déductions Ry, Ry, -, K.
Considérons une déduction R contenant une inférence de communication 7. Elle a la forme:

I, F1

IoE

_x g
=

Fig:s B 1
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Chapitre 7. CPL: un calcul de processus asynchrone

Transformons la en une preuve en utilisant le nouvel axiome 71} introduit dans la sous-section 4.1.

_— . ID
Ty F ®I‘k

I‘fk k ®rk T
T F QL%

Fig1 F @T%
@ let1 F QT

PAR;

& [y est le processus obtenu par composition paraliéle de tous les éléments de T.

Par application de la régle COM P aux séquents @I - 1, T2+ RT

oo @Ty F @T,41, nous

pouvons déduire ¢ T,, F 1. Nous retrouvons ainsi la réduction totale compléte.

Malheureusement, chacune des n — 1 preuves obtenues par ceite transformation, n’est pas forcément
correcte du fait de la condition liée 3 la régle RESy,. Pour les corriger, nous proposons d’insérer une
inférence de type RESE avant chaque inférence de type RESE qui n’est pas correcte. Nous supposons
aussl que nous avons découpé R de telle fagon qu’il n’est pas nécessaire d’introdutre d’inférence de type
RESy avant 'inférence de communication dans chaque preuve Ry. Les n preuves deviennent alors:

I
Ty F @7
TERMg :
To F 1 I, F @T% 7
: ™ F®T%
1“1 F 1 .
—— I :
®F1 (o 1 @Fk+1 F 335@1_\,&

3.’2”—‘_1---3_3. ®F1 1 Elxﬂ'i.;---a:k";_1®lf‘k+l F 333,;_1

1D

Fn—l = ®Pn—1

Pn—l E ®Fn-—1 bl
P;a—l F ®Fn-1 o

"'-ﬁ:@l_\k ®Fn F 31'1;—1®Fn—1

Il est maintenant possible de traduire ces preuves 4 I’aide d’une relation de réduction structurelle = et

d’une relation de transttion — toutes les deux locales.

La premiére Rg qui ne contient pas d’inférence de communication devient :

®r0:}1

®I‘1=>1

Je, 1 fi_®r1 =
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2, Sémantique opérationnelle

Une preuve Ry quelcongue contenant une inférence de communication I} devient:

R = @Iy
Py - P
R = @I, L = QI
®I‘”k — ®I‘k

@ Tryr = G QT

[ F R Ek_f;.] ®I‘k+1 — dxpyoq - -a:k'_',_la:'}; ® T's

Dans la configuration ci-dessus, P{ représente la partie active de I, et P”; la partie principale.
Maintenant, nous sommes en état de définir un systéme de transition d’une manidre purement locale, les
relations ne portant plus sur les systémes de processus mais sur ies processus eux-mémes.

La relation de réduction structurelle est définie par la figure 7.3 et celle de transition par la figure 7.4.

—_ TERMgs ________ BRKs; ______IDg
QI = 1 0P =1 P =P

=P rprwmi ;
1P = P

Pl ®Q = pPf
(Pl&P2)®Q = P!
PRIPRQ = P

P = P

ALTg

RECg

Ply/zl@@ = P’

dzPe Q@ = P
avec y non libre dens 3z P, @ and P’

RESg

Pit/jzlo Q@ = P’
YzP®Q = P’

GENg

FiGg. 7.3 - Relation de réduction structurelle entre processus de CPL

Si ’on compare relations locales et relations globales, on constate qu’il n’y a pas de modification
au niveau de la relation de réduction structurelle. Simplement, au lieu de porter sur des systémes de
processus, elle porte maintenant sur des processus pour une raison de cohérence avec la relation de
transition.

C’est la relation de transition qul a été fortement modifige. Les axiomes de commmunication ont maintenant
un caractére local et deux nouvelles régles sont apparues: PAR qui exprime Pinsertion d’une transition
dans un contexte et RES qui permet d’introduire une restriction sur une variable. On peut remarquer que
le systéme obtenu ressemble beaucoup au systéme de transition du I-caleul polyadique de [Milner, 1991].
Nous y reviendrons plus en détail dans le chapitre 9 quand nous aborderons expression du synchronisme.
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SD RC
MP — P M MPOM - P

P P
Pog - Pog

74 s
Ply/zl®Q = Ply/d0@ oo
J2P® G — 2P Q)
avec y non lbre dans 3z P, Q et Jz P!, Q°

PAR

P=>P P> P Pl =P
P o P

STRUCT

FiGg. 7.4 - Relation de transition entre processus de CPL

2.3.2 Exemples
Reprenons les exemples traités avec la relation de transition globale.
Exemple 7.2.5 Chargement et libération d'un tampon

Il s’agit de prowver la transition en 3 pas (la.b.1)@a®b.1 21
Montrons chaque pas successivernent.

1. Premier pas:

RC

abl®@a — b1
PAR

(lebl)®abl®a®bl = (ladl})®b1®b.1
STRUCT

(lab)@a®b1 = (labl)@b1®b.1

2. Deuxiéme pas:

SD

b1 = bl
——rm STRUCT

b1 = b
PAR

(lap.1)@b1®b1 = (lad1)@bxb.1

3. Troisiéme pas:

RC

bbbl - 1
PAR

(leb)®b®b1 - (labl)®l
STRUCT

(lab1l)@b® b1 -3 1

Exemple 7.2.6 Intrusion dans un champ
Nous proposons de démontrer lg transition :

m(y, 2).P'® R®3e((Vz m(y,2).Q)®S) > P'® R I (Q'[«'/z][z/z] ® S[z'/x])
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2. Sémantigque opérationnelle

C’est la traduction parfadle de la transition suivante du II-calcul:
vz PIR|(2)(y(2).Q|S) - P|R[(z'NQ{z'/z}{z/2}|S{z'/=}).

Commengons par établir le premier pas de transition.

SD
my, 2). P~ P'@m(y,z)
— PAR

m(y,z).P’ @ R® 33((Vz m(y,z).@)®S) = P omy,z)® R 3z((Vz m{y,2).Q")®5)

Maintenant, nous allons élablir le deuziéme pas de la transition.

RC

m(y,z) @ m(y, =).Q'[«'[e]lx/z} + Q['/z][x/2]
m(y,z) ® ¥z m(y, z).Q'[z'/z] — Q'[z'/z][z/2] PAR
m{y, €) @ Vz m(y, 2).Q'[¢' /2] ® S[z' /] — Q' /=]lz/2]® S[a'/2] RES
m(y,z) ® Jz((Vz m{y, 2).¢') @ 5) — I (Q{x'/z][z/z] @ S[&’ [=})
P'om(y,z)® Rg Ie((Vz m(y,2) Q)8 5) - POR® 3z’(Q’[x’/x][w/z}® S[2’ f£])

STRUCT

PAR

Cette transition est correcte si et sculement s @' est différent de z ef de y.

Exemple 7.2.7 Extrusion de champ
Nous allons démontrer la transition suivante:

Az(m(y, z).P' ® R) ® ¥z m(y,2).Q > Fo(P' ©@ Re Q'e/2])

C’est la traduction parfaite de lo transition suivante du I-calcul:
(2)(Fe P'IR)y(2).Q" = (e)(P|RIQ{=/2}).

Nous commencons par établir le premier pas de la transition.

SD

m(y, z).P" — P'®@m(y,z)
PAR

m(y,z).PP@R - P om(y,z) @R
RES

Fe(m(y,z).P' @ R} = 32(P @m(y,z) ® R)
————— PAR

Az (miy,z2).P'@ RY@Vz m{y, 2).0" — Jz(P' @ m(y,z2) ® R) @ Vz m(y, 2).Q'
Ei mainienant, nous allons établir le deuziéme pas de la fransition.

RC
STRUCT

my,z) ® m(y, z).Q' [z/z] - Q'lz/z]
m(y,z) ®Vz m(y, 2).Q" — Q'[z/7]
Prom(yz)@ RVz m(y,2).Q" - PPOR®Q[x/2]
Jz(P o miy,2) @ R)®@Vz m(y, 2).Q¢' — (P @ R® Q'[z/z])

PAR

RES

Ce dernter pas de transition est correct si el seulement si ¢ n'est pas libre dans Q.
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Les deux derniers exemples montrent que la relation de transition locale de CPL est plus proche de celle
du H-calcul que la relation globale. Ce qui les sépare, est le caractére asynchrone de la communication
dans CPL alors qu’elle est synchrone dans le II-calcul et secondairement la relation de réduction struc-

turelle de CPL ne recouvre pas totalement la congruence structurelle du I-calcul. Mais nous étudierons
cecl plus en détail dans le chapitre 9.

2.3.3 Réduction partielle d’un processus et déduction logique
Comumencons par établir le lien entre la relation de réduction structurelle et celle de déduction.

Théoréme 7.2.5 Soit P et P’ deux processus de CPL.
La transition P = P’ est valide si et seulement si le séquent P = P' est prouvable en utilisant uniquement
des axiomes et des régles de réduction structurelle, ¢c'est-a-dire des régles gauches différentes de SDy, et RCL.

Preuve 7.2.5 La condition nécessaire s’établit par induction sur lo struclure de Parbre justifiant lo
relation ' = T ef la condition suffisanie par induction sur la structure de la prewve de P - P'.C

Etudions maintenant le rapport entre la relation de transition et celle de déduction.

D’aprés la maniére dont nous avons amené la relation de transition locale, en décomposant une réduction
totale il est & prévoir qu’il est une régle droite qui sera indispensable & la traduction de la notion de
réduction partielle, la régle RESg. Mais son utilisation va se faire dans des conditions bien particuliéres.
Pour traduire ceci, nous allons introduire une nouvelle régle dérivable dans le systéme d’inférence de

CPL: RESrr qui permet de fusionner 'application successive et dans certaines conditions de BFE Sy et
de RESL.

P - P , u
E[I!i/;]’r‘rl— (igi’,/)z(]g%f? RESrr avec y non libre dans la conclusion.

L'utilisation de [a régle RESL g va permettre d’énoncer plus simplement le théoréme établissant la relation
entre réduction partielle et déduction.

Théoréme 7.2.8 La transition P — P’ est valide si et seulement si le séquent P + P’ est prouvable dans
une preuve gui commence par un axiome de type 1D, qui contient une seule inférence de communication,
les autres inférences étant des applications de régles de réduction structurelle ou de la régle RESyp (aprés
l'inférence de communication pour cette derniére).

Preuve 7.2.6 La condition nécessaire se démonire par induction sur la structure de Uarbre justifiant la
transition P — P’ et la condition suffisante par induclion sur la siructure de la prewve de P + P/, 0O

Comme dans le cas global, nous pouvons définir la cléture réflexive et transitive de la relation de transition
et &tablir des théorémes analogues sur son rapport avec la relation de déduction.

Théoréme 7.2.7 La transition P = P’ est valide si et seulement si le séquent P &+ P’ est prouvable
dans une preuve qui commence par un axiome de type I D), contient n inférences de communication, les autres
inférences étant des applications de régles de réduction structurelle ou de la régle RESpr (aprés la premiére
inférence de communication pour cette derniére).

Preuve 7.2.7 ¢ Condition nécessaire

Nous supposons P -5 P’ et nous allons prouver par induction sur n que le séquent P+ P’ est prouvable
dans les conditions décrites par le théoréme.

Si n=0 ou n=1, alors il »’y a qu’d eppliquer les théorémes 7.5.5 ou 7.2.6.

Ensuite, nous supposons que la propriété est vraie pour n > 1 et nous allons montrer qu’elle est vraie
pour n+1.

Supposons que nous eyons P "' P’ Nous avons alors: P — Py et P, 35 P'. Par hypothése
d’induction, nous pouwvons consiruire une preuve Pi qui contient n inférences de communication, les
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autres inférences élant des epplications de régles de réduction structurelle ou de la régle RESLg (aprés
le premiére inférence de communicalion pour cetie derniére) et qui se présenie ainsi:

_ D
I\” I_ P”

I} + 327 P
— PAR
P3P

A2 P{ - 3x’a” P
e — Nt e

Pu e
D’aprés le théoréme 7.2.6, nous pouvons construire une preuve Py qui contient une inférence de com-
munication, les culres inférences éfant des applications de régles de réduction structurelle ou de la régle
RESpR el qui se présenle ainsi:

— D
T kP

Pr3fnp
S’
Py
A Paide des preuves Py et Py, nous allons en construire une nouwvelle gut a la forme:

- ID
F” l_ P!J

I} + 307 P

Pt 3ge” pP»
S e
PJ

1l est facile de vérifier que les inférences de {ype RESy el RESpg sont correctes. La preuve contient
n+1 inférences de communication ef les anires inférences sont toutes des applications de régles de réduc-
tion structurelle ou de RESLr (pour cetie derniére, aprés la premiére inférence de communication). La
propriété est donc démonirée pour n+1.

@ Condition suffisante
Soit P une prewve de P = P' qui satisfati les conditions décrites dans le théoréme.
Nous allons montrer par induction sur le nombre n d’inférences de communication de P que P 5 P’.
Sin = 0, alors d’aprés le théoréme 7.2.5, nous pouvons élablir F = P’
St n = 1, alors d’aprés le théoréme 7.2.6, nous pouvons établir P — P,
Maintenant nous supposons que lo propriéié esl wraie powr n > 1 el nous allons montrer gu’elle est
vraie pour n+1, Considérons une preuve P qui ¢ n-+1I inférences de communication. Nous pouwvons la
découper juste avant la derniére inférence de communication en une preuve Py et une déduction Dy qui
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se présentent ainsi:

— D )
F P ' + 3¢ P
I+ 3z P Pt 3P
“wsmasn, prrist”

P

Par hypothése d’induction, nous powvons déduire de Py la transition QT 5 32’ P”. Puis par application
de la régle RES, nous pouvons en dériver la transition 3F @ T¥ 5 373z P c'est-a-dire IFEQ T -5 P
A partir de la déduction Do, nous pouvens construire une preuve Py qui a la forme suivante:

— D
I'F@T

PrIFRI

Il est facile de vérifier que les inférences de type RESL et RESLR y sont correcles. La prewve vérifie les
conditions d’application du théoréme 7.2.6 donc lg transtiion P — AT X’ est dérivable.

On peut donc déduire: P™H P10

Corollaire 7.2.3 La transition P > P’ est valide si et seulement si le séquent P = P’ est prouvable dans
une preuve qui commence par un axiome de type I et dont les autres inférences sont des applications de
régles de réduction ou de fa régle RESyr (aprés la premiére inférence de communication pour cette derniére).

Corollaire 7.2.4 Un processus P est totalement réductible si et seulement si P = 1.

2.4 Conclusion

Le calcul de CPL peut maintenant étre présenté sous deux formes : & 'aide de la reiation de transition

et sous forme logique. Le rapport entre les deux est précisé par le corollaire 7.2.3. Il n’est pas toutefois
définitivement figé. En effet, nous pouvons nous demander s’il n’est pas possible d’étendre la sémantique
opérationnelle de fagon 4 ce qu'elle recouvre davantage la notion de déduction logique. N'est-il pas possible
par exemple d’envisager que tout séquent P + P’ démontrable dans une preuve qui n’utilise pas les régles
SDg et RCR puisse représenter une réduction d’un processus P en un processus P'? La question demande
& &tre approfondie.
Comparons la sémantique opérationnelle de CPL avec celle du systéme le plus proche, ACL. Dans sa
présentation initiale {Kobayashi and Yonezawa, 1994a], ACL est muni d’une sémantique opérationnelle
se confondant avec la'déduction logique. Comme 'interprétation est disjonctive, une preuve d’un séquent
de la forme - P est vue comme une réduction totale du processus P et chaque inférence de cette prenve
comme une transition élémentaire de la conclusion vers le prémisse. La relation de transition ne distingue
donc pas les actions de communication des modifications structurelles de processus et elle est globale.
En outre, le fait d’utiliser des séquents sans partie gauche induit chez Kobayashi et Yonazewa une forme
particuliére de terminaison des calculs qui s’exprime pa_f_ I'axiome :

FT,A
Cela signifie que le processus T termine en détruisant tous les autres qui se réduisent en paralléle et qui
sont représentés ici par A. 1l n’est done pas possible d’exprimer dans ACL le fait qu'un processus obtenu
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par composition paralléle de deux autres se réduit totalement lorsque chacune de ses composantes fait de
méme.

Considérons par exemple le processus a.0 [ @.0 de CCS [Milner, 1989]. D’aprés [Kobayashi and Yonezawa,
1994al, il peut étre traduit dans ACL par le processus (a® L)p(apL) qui n’est pas totalement réductible
car le séquent + (et ® L)p{a® L) n’est pas prouvable.

Par contre, dans CPL, le méme processus est traduit par (e — 1) ® (@ ® 1) qui est totalement réductible
car le séquent (a —o 1) ® (a ® 1) F 1 est prouvable. Dans CPL, on a donc une forme "douce" de
terminaison d’un calcul qui n’existe pas dans ACL. Mais on a aussi la forme "brutale" de ACL. Ainsi, le
séquent 0, T F 1 est prouvable donc le processus ( peut détruire tout un ensemble de processus s’exécutant
en parailéle.

En étendant ACL a l’ordre supérieur, [Kobayashi and Yonezawa, 1994b] ont modifié¢ quelque peu la
relation de transition attachée & leur calcul en la rendant locale.

La relation de transition définissant la sémantique opérationnelle de Hee [Lincoln and Saraswat, 1992]
est trés liée & 'approche choisie, celle de la programmation paralléle avec contraintes, Elle est globale
mais distingue bien les interrogations de l'ensemble de contraintes qui peuvent &tre considérées comme
des réceptions de message, des modifications structurelles des processus. Elle permet aussi d’établir un
lien entre réduction partielle d’un processus et déduction logique méme si celui-ci est complexe.
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Chapitre 8

La sémantique dénotationnelle de

CPL

Introduction

La sémantique dénotationnelle vise 4 établir une équivalence entre processus fondée sur une propriété
que 1’on cherche & exprimer. Ce que nous cherchons & exprimer ici, ¢’est la capacité pour un processus
donné d’interagir avec le monde extérieur.

Cest aussi ce que cherche & capter la notion de bissimulation [Park, 1980] qui prévaut dans la communauté
des spécialistes du parallélisme. Pourquoi ne nous sommes donc pas appuyés sur celle-ci pour définir la
sémantique dénotationnelle de CPL?

Tout d’abord, elle est trés liée au déroulement méme des calculs : elle se vérifie pas & pas au fur ef & mesure
que les processus se réduisent. Cela signifie d’une part qu'elle n’est pas facile d’utilisation et d’autre part
gu’elle peut &ire porteuse de plus de sens que 'on ne voudrait.

Ensuite, elle ne fournit pas un objet aisément manipulable qui représente la dénoctation d’un processus.
Enfin et surtout, il nous a paru judicieux de tenir compte et d’exploifer au maximum le terrain sur lequel
nous nous situons, qui est le terrain logique.

Pour toutes ces raisons, nous nous sommes orientés dans une autre direction tracée par [Miller, 1992] avec
la notion de co-agent et reprise ensuite par [Kobayashi and Yonezawa, 1994a; Volpe, 1994]. Nous 1’avons
adaptée 4 CPL sous forme de la notion de co-processus. Ainsi, un co-processus d’'un processus P est une
formule @ telle que le séquent P, ¢} I 1 est prouvable.

Il ¥ a au centre de cette sémantique une notion de dualité liée & la sémantique des phases telle qu’elle a
pu étre définie par [Girard, 1987] pour la logique linéaire.

Pour caractériser |'interaction d’un processus avec le monde extérieur, il n’est pas suffisant de considérer
des co-processus isolément mais il faut prendre un ensemble de co-processus qui constitueront ce que nous
appellerons une interface.

A partir de 13, nous pourrons définir une relation de salisfaction d’une inlerface per un processus qui fera
le len enfre les deux mondes duaux: celui des processus et celui des interfaces.

Se plagant dans le monde des interfaces, nous allons pouvoir élaborer un caleul sur celles-¢i qui repose sur
la déduction logique et qui s’articule autour des notions de réduction et de relativisation d’une interface.
Dans ce caleul, nous verrons qu’il est un type d’interfaces qui joue un réle particulier: les interfaces
linéaires qui sont formées de processus qui sont des suites d’envoi et de réception de messages.

Les comparaisons entre interfaces vont pouvoir &ire transposées dans le monde des processus. Nous
obtiendrons ainsi des relations de pré-ordre et d’équivalence enire processus. Cela va permettre d’étendre
la notion de réduction partielle d’un processus en une notion de réalisation d’un processus per un autre.
Dans le chapitre 7, nous avons vu qu’un processus P se réduit en un processus P’ si et senlement si
le séquent P F P’ est prouvable avec certaines restrictions. Dans ce chapitre, nous allons voir qu’un
processus 7 réalise un processus ', c’est-a-dire qu'il satisfait son interface, si et seulement si le ségquent
P I~ P! est prouvable sans restriction.
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1 Notion d’interface d’un processus

1.1 Co-processus d’un processus et interface satisfaite par un processus

Nous partons de l'idée que la sémantique dénotationnelle doit nous permettre de caractériser l'inter-
action des processus avec le monde extérieur par opposition au mécanisme interne de réduction de chacun
d’eux. Pour cela, nous allons utiliser des testeurs que nous qualifierons de co-processus.

Définition 8.1.1 Un co-processus de CPL est une formule de logique linéaire intuitionniste construite &
partir des formules atomiques de M[D, V).

Remarque 8.1.1 Un co-processus de CPL n’est pas nécessairement un processus de CPL. Par ezemple,
(M —o 1) —o 1 est un co-processus mais pas un processus de CPL.

Un co-processus n’a de sens que par rapport & un processus vis-a-vis duquel il joue le réle de testeur.
D’ott la définition :

Définition 8.1.2 Un co-processus @ de CPL est un co-processus d'un processus P de CPL si et seufement
si le séquent P,(} b 1 est prouvable dans LL.

Cette définition signifie qu’un co-processus, placé en paralléle avec un processus va lui permettre de se
réduire totalement. Nous retrouvons ici la notion de co-agent établie par [Miller, 1992] et reprise par
[Kobayashi and Yonezawa, 1993] mais avec des différences. Pour Miller, un co-agent Q@ d’un agent P est
tel que F P, @@ est prouvable. Cette définition est lie au caractére digjonctif de interprétation choisie, ce
qui induit une conception particulidre de la terminaison des calculs déja mentionnée dans la conclusion
du chapitre précédent.

Ilustrons notre définition 4 Iaide d’un exemple.

Exemple 8.1.1 Considérons de nouveau le processus Pp,.q traité au début du chapitre précédent. Consi-
dérons aussi un processus Parip doté des opérations arithmétiques nécessaires & Ppqer el oit les enfiers
sont mplantés en notation décimale. CHlons quelques co-processus de Ppges !

~ comme Pyq.; est totalement réductible, tout autre processus totalement réductible;
- Pract —o 1 qui n’est pas un processus de CPL;

~ {fact in: §).(fact out: 120}1® Parien

- (fact in: 5).¥ a(fact out: )1 ® Parit

- (fact in: 5).1 @V z{fact out: £)1® Parirn

Chacun des co-processus décrit un aspect de linteraction enire Pjpger et le monde extérieur. Ainsi, le
troisiéme caractérise le fait que Py est capable de calculer correctement lo valeur de !5 alors que le
quatriéme constitue une caractérisation plus faible : il dit simplement que Ppoer est capable de calculer 5
mais il ne dil rien quant au résuliat trouvé.

Comme le montre 'exemple qui vient d’étre traité, il n’est pas suffisant de considérer un seul co-processus
pour caractériser complétement la capacité d’interaction d’un processus avec l'extérienr. Il faut en utiliser
plusieurs d’oi la notion de interface.

Définition 8.1.3 Une interface de CPL est un ensemble de co-processus de CPL.
Un processus P satisfait une interface [ si et seulerent si tous les éléments de | sont des co-processus de P.

Pour illustrer cette définition, reprenons U'exemple 8.1.1.

Exemple 8.1.2 Soit I; linterface formée de ’unique co-processus (fact in: 5).(fact out: 120).1® Paritn.
Le processus Ppaos satisfait Iy, Il est cloir que tout processus qui sotisfait Iy, calcule correclement la
factorielle du nombre & mais on ne peut rien dire de son comportement si on [ui demande de calculer la
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Jactorielle d’un autre entier.
Elargissons Uinterface et considérons maintenant la interface Is consiituée des trois processus:

(fact in: 5).(fact out: 120).1 @ Pyarity

(fact in: 5).Y z(fact out: 2).1® Py
(fact in: 5)1 @V z{fact out: £).1 @ Parita

FProcr satisfart In I est factle de monirer que les processus qui satisfont Ip sont les mémes gque ceuz
qui sefesfont I . L'tnterface bien gu’elle ail éié étendue, n’s donc pas éié précisée. Nous analyscrons ce
phénoméne quand nous en viendrons & le notion de réduction d’une interface.

On peut trouver une inferface qui caraciérise tous les processus qué calculent correctement la factorielle de
n’tmporte quel entier. Elle serait formée de tous les processus de la forme : {fact in: n).(fact out: m).1 od
n est un entier quelcongque et m est un entier égal & In. Cetie interface étant infinte, ol est done nécessaire
de la remplacer par une interface finie équivalente. Encore faut-il définir précisément ce qu’on eniend par
tnterface équivalente, ce qu'on fera & travers la notion de réduction d’une inferface.

1.2 Réduction d’une interface

Comme nouns venons de le voir dans le dernier exemple, la définition extensive d’une interface est
plc,

difficile & utiliser pratiquement. 1l est nécessaire de pouvoir la remplacer par une interface équivalente

plus petite. Commengons par définir précisément ce qu’on entend par la.

Définition 8.1.4 Une interface Iy se déduit d'une interface I] si et seulement si, pour tout e!ement h el
if existe urn élément QQs € I tel que le séquent Q) + (I, est prouvable dans [ 1.

Nous écrirons alors:I1 + Is.

Deux interfaces Iy et I sont gquivalentes si et seulement si elles se déduisent mutuellement Iune de lautre.
Nous écrirons alors Iy -+ Is.

La premiére relation est un pré-ordre tandis que la seconde est une relation d’équivalence. A partir de
celles-ci, nous pouvons définir la notion de réduction d’une interface.

Définition 8.1.5 Une interface I est une réduction d'une interface 1) siet seulementsily C I et I, 4+ ).
Nous écrirons alors: I = [; ou [) O In.

Le théoréme suivant est immeédiat.
Théoréme 8.1.1 Une interface iI5 est une réduction d'une interface I, si et seulement si [ C I et I} F In.
Pour illusirer ces notions reprenons ’exemple 8.1.2.

Exemple 8.1.3 I esi facile d'établir gue les séguents suivants sont prouvables :
(fact in: 5)¥ z(fact oul: 2).1 @ Papien & (factin: 5).(fact out: 120).1 @ Paritn

(fact in: 5)1®V z(fact out: £} 1® Porup, & (fact in: 5).(fact out: 120).1 @ Parith
On en déduel - I, T In.

Pour chaque interface, il serait intéressant de pouvoir trouver une réduction minimum. Malheureusement,
ce n’est pas toujours possible. Considérons par exemple I'interface :
S = {¥z m(z), Ve m{t(z)), -,V m(t"z), -}

ot m est un prédicat de message et t un opérateur de données.
S a une infinité de réductions de la forme:

Iy = {¥z m(t*(z)}, Yz m(#*+'(2)), . -, Ve m{tFt"g), .-}
mais pas de plus petite réduction.
Une interface n’ayant de sens que par rapport aux processus qui la satisfont, il est essentiel d’étudier la
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compatibilité des relations entre interfaces qui viennent d’gtre définies, avec celle de satisfaction d’une
interface par un processus.
Le théoréme suivant va ainsi venir justifier la définition de la relation de déduction entre interfaces.

Théoréme 8.1.2 Soit deux interfaces Iy et I telles que I + I,
Alors tout processus qui satisfait I, satisfait Iy.

Preuve 8.1.1 Soif un processus P qut salisfait I, Soit Q4 un co-processus quelconque appartenant a .
Comme [y & Iy, il existe un co-processus Q2 tel que G F (2. Et puisque P satisfait I, par définition,
le séquent P, Qs + 1 est prouvable. Et comme Q1 & Q2, par une coupure sur les deuz séquents, on peul
inférer P, Q1 F 1.Donc Q1 est un co-processus de P et comme c’'est un élément quelconque de Iy, cela
signifie que P setisfait I;. O

Corollaire 8.1.1 Un processus satisfait une interface I si et seufement s'il satisfait une interface équivalente
il

Corollaire 8.1.2 Un processus satisfait une interface I si et seulement s'if satisfait une réduction de |.

1.3 Interface absolue et interfaces relatives d’un processus

Parmi toutes les interfaces satisfaites par un processus donné, il en est une qui est privilégiée : c’est
celle qui inclut toutes les autres et que nous appellerons I’ interface absolue du processus.

Définition 8.1.6 ['interface absolue d'un processus P est ['ensemble de tous ses co-processus. Elle est notée

I(P).

Contrairement & une interface quelconque, 1l est possible de réduire au maximum Pinterface absolue d’un
Processus.

Théoréme 8.1.3 /'interface absolue d'un processus P a une pius petite réduction qui est {P —o 1}.

Preuve 8.1.2 Comme le séquent P, P —o 1+ 1 est prowvable, (P —o 1) € Z(P).
Soit Q un co-processus quelcongue de P. Par définition, le séquent P,Q F 1 est prouvable.Donc par

application de —op, on peut inférer @+ P —o 1. On a ainss montré que {P —o 1} est une réduction de
I(P).0

Les processus de CPL permettent de modéliser des programmes, des systémes qui évoluent en général
dans des environnements trés typés. Par exemple, un programme Prolog s’exécute lorsqu’un but qui est
une suite de formules atomiques lui est fourni. Un programme impératif attend gu’on lui fournisse un
certain nombre de données en entrée dans un format précis et en retourne d’aufres en sortie.

Dans CPL, il possible de modéliser ceci en figeant la forme des co-processus utilisés pour tester les
processus. Pour cela, nous allons utiliser le concept d’environnement.

Définition 8.1.7 Un environnement est un ensemble de co-processus.

Formellement, un environnement se définit comme une interface mais 'usage n’est pas le méme. Pour
mieux le comprendre, voici quelques exemples d’environnements.

Exemple 8.1.4 ~ L’environnement P constitué par les processus de CPL.

— L’enpvironnement N des co-processus normaux constitués per les processus de CPL dans lesquels 4l
n'y a pas de générelisation sur les canaur quand ils sont utilisés en tant que tfels. Frpliguons cette
définition. Elle sous-entend déjé que les messages de CPL sont dans le format (c: 21 2n) 0t ¢
constitue fe canal per lequel est iransmis le message correspondant ¢t x1 -+ -z, représente le confenu
du message. It nous nous interdisons de placer au sein d’un processus ce message dans le champ
d'un opératent Ve. L'environnement N joue un réle trés important cor il donne au masquage de
canauz un carectére inviolable comme nous le verrons dans de futurs ezemples.
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~ L’environnement PP constitué par les processus de CPL qui ne contiennent aucun envoi de mes-
sages. Nous appelerons ces co-processus des co-processus passifs ef nous les reirouvons dans la
modélisation des programmes Prolog.

- L’environnement constitué par les processus de la forme (z in:t).(z out:4’).1 que nous qualifierons
de co-processus fonctionnels. fls joueront un réle dans la modélisation des programmes impératifs.
En effet t représente les données fournies en entrée qu processus associé et 1’ les données récupérées
en sortic du méme processus une fois qu’il a été réduit. Nous pouvons étendre cel environnement
en utilisant la quantification.

- Nowus pouvons enfin définir un environnement & partir d’une signature. Par ezemple, nous pouvons
associer au processus Py, de Pexemple 1.2.2, Penvironnement formé par les co-processus dont les
constituanis atomiques sont des messages de la forme (fact in 1), (fact out:A t°), (zero in:), (zero
out: 1), (unite in:), (unite out: 1}, (egal in:t), (egal out: t '), (mult in:t), (mult out: ¢ ¥’), (decr
in:t), (decr out: ¢t 1’} ot t et 1’ sont des termes quelconques de D[V].

Définition 8.1.8 [ 'interface d'un processus P relative & un environnement & est /'ensemble des co-processus
de P qui appartiennent 3 £.
On la notera Z;(P).

Ilustrons cette définition par un exemple qui montre bien Pimportance de Penvironnernent A

Exemple 8.1.5 Considérons deur tampons & capacité infinie tels que le port de sortie du premier soit
connecté au port d’entrée du second par le biais d’un canal interne c.

e | c ____L___F
Lensemble peut éire représenté par le processus suivant: P = Je ({(e.c.1)®!(c.b.1)) Considérons le
co-processus ) = Yz a.xz.z.b. C’est un co-processus de P car du fait de lo généralisation, il peut recevoir

une unité d'tnformation de n’importe canal x, méme privé, pour la retourner ensuite sur le meme canal
Il peut donc dans notre exemple shunier le canal ¢ bien que celui-ci soit masqué. i

Un tel co-processus est excly de Uenvironnement N, Examinons donc quelle est Vinterface de P relative-
ment & N'. Il est facile de montrer que celle-ci se réduit & Pensemble des processus de la forme a.b. - -a.b.1.
Dans la prochaine section, nous trouverons les outils pour mener & bien une telle démonstration. Ce que
nous tmporie pour Uinstant, c’est le résultat. Or, il prouve que notre ensemble est équivalent dans Uenvi-
ronnement N @ un seul fampon & capacité infinie. Par conire, ceci n’est plus vrai dans Uenvironnemenl

P.

Habituellement, nous travaillerons dans ’environnement P ou dans une restriction de celui-ci. Quand
nous parlerons d’interface relative d’un processus sans rien ajouter, cela sous-entendra interface relative

ap.

2 Processus et interfaces linéaires

Pour simplifier les calculs, il serait intéressant de restreindre Uenvironnement P au maximum mais en
conservant la propriété suivante: toutes les interfaces relatives de processus dotvent avoir une réduction
wncluse dans cet environnement. L'environnement constitué par les processus linéaires répond & ce critére.
(est ce que nous allons montrer maintenant.

2.1 Notion de processus linéaire et opérations associées

Définition 8.2.1 Un processus lindaire de CPL est un processus L de CPL défini inductivement 3 [aide de
ia grammaire suivante :
Lo=1

ML|ML|VeL|3zL
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Une interface lindaire est un ensemble de processus finéaires.
L ‘'environnement linfaire L est ['ensemble de tous les processus linéaires.

Voici quelques exemples de processus linéaires.
Exemple 8.2.1
Ly = (factin: 5).(fact out: 120).1
Ly = (factin: 5)V z(fact out: ).1
Lz = (factin: 5).3 e{fact out: z}.1
Ly = (factin: §).3 z(fact out: z).(fact in: 3).3 z(fact out: z).1
Nous allons maintenant définir deux opérations sur le processus lindaires: la dualité et Uentrelacement,

Définition 8.2.2 le dual I d'un processus linéaire L est défini inductivement ainsi:
1=1, MIZL=MT; ML=ML VzL=3L, 3zl =vVzL.

La dualité est évidemment involutive. Les théorémes suivants donnent d’autres propriétés importantes
de cette opération

Théoréme 8.2.1 Pour tout processus linéaire L, le séquent L, L 1 est prouvable dans CPL.
Preuve 8.2.1 Elle s’cffectue par induction sur la siructure de L.0O

Théoréme 8.2.2 Soit un processus finéaire L et un co-processus Q. Le séquent L, () + 1 est prouvable si
et seulement si le séquent Q + L est prouvable.

Preuve 8.2.2 Elle découle de cette propriété : guand nous construisons une preuve de L, @ F 1, nous
pouvons construire en paralléle une preuve de Q + L en remplagant chague inférence gauche produisant
un sous-processus de L par une inférence droite duale produisant un sous-processus de L. La propriété est
ausst vrate en sens inverse.O .

Corollaire 8.2.1 {L} est une réduction de I'interface absolue du processus linéaire L.

Venons-en maintenant i la deuxiéme opération importante sur les processus linéaires : Pentrelacement.

Définition 8.2.3 Soi Ly et Ly deux processus lindaires dont toutes les variables liges sont distinctes entre
efles et distinctes des variables libres présentes dans les deux processus (si ce n’est pas le cas, on effectue un
renommage).
L'ensemble L1 » Ly de tous les processus linéaires obtenus par entrelacement de L, et de Lo est défini
inductivement ainsi:

-siLy =1, alors Ly # Ly = {Ls}:

-si Lo =1, afors Ly % Lo = {L1};

-si L1 = oLy et Lo = asll avec oy et g Eféments de {M., M., Yz, Iz}, alors
Ll *Lz ={Q1L|LEL1*L2}U{C¥2L¥L€L1 *Lé}

Exemple 8.2.2 Considérons les processus Ly et Ly de Uezemple 8.2.1. Avant de définir Ly + Lz, nous
renommons la variable r de La en y. Les deuz processus se présentent alors ainsi:

Ly = (fact in: 5)¥ z{fact out: z).1
Ls = (factin: 5).3 y(fact out: y).1
Alors, Uensemble Ls x Ly est constitué de 14 processus. En voici guelques-uns:

{fact in: 8).N zfact oul: z).(fact in: 5).3 y(fact oul: y).1
(fact in: 5) x(fact in: §).(fact out: £).3 y(fact out: y}.1
(foct in: 5).(fact in: 5).¥ z(fact out: 2).3 y{fact out: y).1
(fact in: §).(fact in: 5).3 y(fact out: y).¥ z{fact out: z).1
(fact in: 5).3 y(fact in: 5).(fact out: y).¥ z(fact out: z).1
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Le théoréme snivant va jouer un réle clé dans la réduction de toute interface relative 4 une interface
linéaire.

Théoréme 8.2.3 Soit Ly et Ly deux processus lindaires de CPL.

L1 % Ly est une réduction de Ip(Ll ® Lz).

Preuve 8.2.3 Nous allons commencer par prouver que tout élément L de L, x Lo est un co-processus de
Ly @ Ls. Nous allons procéder par induction sur la teille { de I.

Sitl =1, alors L =L;y = Lo = 1. Comme 1, 1 F 1 est prouvable, alors la propriété est vraie.

Nous supposons que la propriélé est vraie pour ! guelcongue et nous allons montrer gu’elle est aussi vraie
pour i+ 1,

Soit I un processus linéaire de taille |+ 1, obtenn par entrelacement de deuz processus linéaires Ly et Ly,
Selon la téle de L, nous pouvons distinguer les cas suivenis:

L L=ML
Alors, 'un des deuz processus L1 ou Ly est de la forme: M.Ly. Supposons par ezemple qu’il s’agil
de L1.
Par hypothése d'induction, nous avons: L} @ La, L't 1. Comme dans les preuves, les inférences
de type PARy peuwvent étre descendues au mazimum, on en dédusi L, L, L' + 1.
Ensuile, nous pouvons inférer successivement: M, M.L|, Lo, L' + 1 , ML}, Ly, M.L' + 1
et Lt @ULo, M.L' - 1 en utilisant les régles RCy, , 8D et PARy,.

2 L=ML'
Alors nous avons par exemple : Ly = M. L’ Par hypothése d’induction, le séquent L) ®L2, LE1
est prouwvable. On peut en déduire: L, Lg, L F 1.
Fasuile, nous pouvons nférer successtvemnent M, Ly, L., M.L' v 1 , M.L}, Ls, M.L’ 1 et
Iy & Le, MI/ = 1 d Paide des régles RCy, , SDy, ¢t PARy.

3 L =vxl!
Alors, nous avons par ezemple : Ly = Yz L) . Par hypothése d’induction, le séquent B ®L2, L1
est prouvable. Nous pouvons en déduire: L, La, L' + 1.
Nous pouvons ensuite inférer: LY, Ly, VzL' + 1 en utilisant la régic GENL. Puis, comme  n’est
pas libre dans Ly, nous pouvons utiliser la régle REST pour mferer Fx Ly, Ly, VoL’ F#1 ef nous
terminons par Uapplication de lg régie PARy,.

4. L=3xLf
Alors, nous avons par ezemple : L; = 3zL’. Par hypothése d’induction, le séquent L, @ Ly, L' & 1
est démontrable et donc I, Ly, I’ & 1 gussi,
D’od nous pouvons uiiliser la régle GENy pour inférer: VaeLi, Ly, L' t 1. Et comme x n'est
pas libre dans La, nous obtenons Yoli, Lo, 2L’ + 1 par application de la végle RESy et nous
terminons avec PARy .

__ Maintenani, nous allons montrer que pour tout co-processus Q@ de L1 @ Ly, i existe un élément L de
Ly * Ly tel que: @ + L. Nous procéderons par induction sur la structure de Ly. Selon la forme de Ly,
nous pouvons distinguer les cas suivanis:

I =1
Par hypothése, nous avons: 1@ Lq, G F 1 d’olh nous pouvons déduire Ly, Q &+ 1. Par applicalion
du théoréme 8.2.2,nous oblenons alors :} &= Lo ce qu’il fallait démontrer.

2, Ly = M.Lj
Par hypothése, nous avons: M. L1 @ Ly, @ + 1. Comme nous pouvons descendre an marimum les
inférences de type PAR; dans les preuves de CPL, nous en déduisons: M. L}, Lo, @ + 1. Nous
pouvens faire de méme pour les inférences de type SDyr et nous obtenons alors: M, Li, Ls, Q F 1.
Par application de la régle PARL, nous pouvons inférer M, L\ ® Ly, @ + 1. Par hypothése
d’induction, nous pouvons trouver un élément L’ de L_i* Lo tel que: M, @ £ L. D'i nous
tnférons grice & la régle RCr: Q v M.L. Comme M.L appartient & Ly x Lo, la démonstration est
terminée.
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m

3. Ly =ML,

Par hypothése, nous avons: M.L, @ Ly, @ + 1 d’0tt nous déduisons ML\, Ly, @ + 1.
Considérons une preuve de ce séquent; elle ¢ la forme suivante:

LILLQ F

RCy,
ML, M L, @ +1

ML, Ly, Q@ F 1

Dans cefte preuve, LY, représente un sous-processus de Ly. .

Par hypothése d’induction, nous pouvons trouver un élément L’ de f{ w Ly tel que: @' + L.
Nous pouvons alors modifier la preuve ci-dessus en remplagant chague inférence gauche qui contribue
a la construction de Lo par une inférence droite correspondente. Nous oblenons la preuve suivante :

I l_ Li
—Q_WWSDR
M, Q - ML

QFr L

1l est facile de monirer que le processus linéaire I appartient & Iy« Lo,

. I_]_ = VXL‘;L

Par hypothése, nous avons: (YeLi) ® Lo, @ + 1 d’ot nous pouvons déduire: VoL, Ly, @ F 1
car nous pouvons descendre au mazimum les inférences de type PAR; dans les preuves de CPL.
Nous procédons ensutte comme dans le cas précédent en considérant une prewve du ségquent, en ufeli-
sant Vhypothése dinduction el en remplagant ensuite certaines inférences gauches par des inférences
drottes correspondantes.

. |_1 = El)d_fl

Par hypothése, nous avons: (3zL]) ® Lo, @ b 1 d’oi nous pouvens déduire: zli, La, Q@ + 1.
Comme nous pouvons descendre an mazimum les inférences de type RECY dans les preuves, nous
en déduisons: Li[y/x], Lo, @ & 1 avec y non libre dans JeL, Ly, @ + 1.

Par hypothése d’induction, nous pouvons trouver un élément L’ de L7 x Ly tel que: @ + L'[y/z].
D’o1 nous pouvons inférer & Uaide de la régle GENp le séquent @ + VeL'. CommeVaL' eppartient
d Ly * Ly, nous avons montré ce que nous voulions.

Les processus linéaires vont &tre les constituants des interfaces linéaires. La comparaison logique de ces
interfaces entre elles nécessite d’étudier la démontrabilité de séquents de la forme Ly F Ly o0t Ly et Lo
sont des processus linéaires.

Le théoréme suivant nous fournit les principaux séquents de cette forme qui sont prouvables (nous avons
laissé de cdté ceux qui étaient fournis par des équivalences logiques).
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2. Processus et inferfaces linéaires

Théoréme 8.2.4 les séquents de CPL suivants sont prouvables :

1 My Mo L F My M. L

2] MMLWFL L+ MML

3 dz¥yl + Vyizl

4| VYzL F Lit/z] Lit/z] + 3=l
5| VeL + Vellt/z] | 3zLt/z] + JzL
6| MVzL F VeM.L|JzM.L + M.3JzL
TiVeM. L + MNzL | M 32l + JzeM.L
S| MVel b VeM. L |FeM.L - M3zl

Pour les séquents des lignes 6, 7, et 8, x ne doit pas 8tre libre dans M.

En utilisant ce théoréme, nous pouvons parfois réduire considérablement une interface linéaire. Ainsi,
Pensemble Lg % Ly de 'exemple 8.2.2 qui est constitué de 14 éléments, peut étre considéré comme une
interface linéaire. Et 4 P’aide du théoréme ci-dessus, on peut le réduire & un ensemble formé des deux
processus suivants :

(fact in: 5).¥ z(fact out: x).(fact in: 5).3 y({fact out: y).1

(fact in: 5).3 y(fact out: y).(fact in: 5).¥ z(fact out: x).1

Nous allons montrer en quoi les interfaces linéaires sont intéressantes: il est en effet possible de trouver
q B
pour n'importe quelle interface relative d’un processus une réduction de celle-ci qui est linéaire.

2.2 Reéduction d’une interface relative en une interface linéaire

Rappelons que lorsque nous parlons d’interfaces relatives, nous voulons dire par 13 des interfaces dont
tous les éléments sont des processus.
Nous allons prouver deux lemmes nécessaires  la démonstration du théoréme central qui montre que toute
interface relative se réduit & une interface linéaire. Le premier va permettre de montrer que interface
relative du processus 0 qui est P tout entier se réduit 4 une interface linéaire.

Lemme 8.2.1 Pour tout processus P de CPL, il existe un processus linéaire L tel que le séquent P |- L est
prouvable dans CPL.

Preuve 8.2.4 Nous allons procéder par induction sur le siructure de P. Selon la forme de P, nous avons
les cas suivants:

1.P=M
Pour L, il suffit de choiser M. 1.

P=1louP=20
Pour L, nous choisirons 1.

P=MPF

Par hypothése d'induction, d existe un processus linéaire L’ tel que le séquent P' = L' est prouvable.
Par application des régles SDgr el 5Dy, nous pouvons ensuite inférer les séquents M, P' - M.L'
et M.P' + M.L' ce qu’l fallait prowver.
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4. P=MP
Par hypothése d’'induction, il existe un processus linéaire L’ tel que le séquent P’ = L’ est prouvable.

Par application des régles RCy et RCR, nous pouvons ensuite inférer les séquenis M, M.P' - L'
et M.P' + M.L' ce gu’il fallait prouver.

5 P=P,@P;
Par hypothése d’induction, il existe deux processus linéaires Ly et Ly telsque: P F Ly et Py + L3,
Par application des régles PARR et PARy, nous pouvons inférer successivement Pi, Po b Li® L,
Bt.Pl@Pg b Ll ®L2
Ensuile, nous considérons un élément quelconque L de L1 » Lo et en appliquant le théoréme §.2.3,
nous pouvons éleblir que: Ly @ Lo, LFlcarLely*Ls.
En utilisant le théoréme 8.2.2, nous en déduisons L; ® Ly + L. Enfin 4 Paide de la régle COMP,
nous obtenons: P ® P» + L.

6. P = P1&P;

Par hypothése d’induction, i eziste un processus linéaire L tel que Py + L. Ensuite, en uttlisani
la régle ALTy, nous tnférons: PL&P; + L.

7. P =YxP

Par hypothése d’induction, il eriste un processus linéaire L el que P + L. Fnsuile, en ulilisani
la régle GEN, nous inférons: VeP' + L.

8. P =IxP

Par hypothése d’induction, il existe un processus linéaire L tel que Py & L. Ensuile, en ulilisant
les régles REIR et REI7 nous pouvons inférer successivement: P* & L et 32 P + JzL.

9. P=IP
En utilisant la régle TERMp, nous obtenons: !P 1.0

Le deuxiéme lemme va aider a construire une réduction linéaire de 'interface relative d’un processus
obtenu par cornposition paralléle & partir d’une réduction de I’interface relative de ses deux composants.

Lemme 8.2.2 5i Py et P, sont deux processus de CPL et si [, et Ly sont deux co-processus linéaires
respectifs de P et Ps, alors tout élément de L1 # Ly est un co-processus de P, @ Ps.

Preuve 8.2.5 Par hypothése, nous avons: P, Ly + 1 et P2, Ly F 1. Alors PL et Py sont des co-
processus respectifs de L; et Ly et le théoréme 8.2.2 nous permet de déduzre: Py | Liet P+ Ly.
En appliguant ensuite les régles PARR et PARL, nous pouvons inférer successivement: P, P, b L1®La
etPL@ P, F L1® L.

Puis nous considérons un élément quelcongque I de Ly % Lg. D’aprés le théoréme 8.2.3, nous avons:
Li® Ly, L F 1. Enfin ¢ Paide de la végle COM P, nous pouvons inférer: PL® Py, L + 1.0

Les deux lemmes que nous venons d’établir, vont nous permetire d’aborder maintenant le théoréme
central de cette partie.

Théoréme 8.2.5 Pour tout processus P de CPL, il existe une interface linéaire qui est une réduction de
Ip(P) et qui a les m8mes variables libres que P.

En outre, si 0 n'est pas un sous-processus de P, afors les éléments de cette interface ne comprennent que des
messages présents dans P avec éventuellement un renommage de variables lides.

Preuve 8.2.6 Voir en anneze £ O

La démonstration de ce théoréme est constructive et donc fournit un algorithme qui permet de calculer
une réduction linéaire de n’importe quelle interface relative d’un processus. Il peut &tre optimisé de facon
notamment 3 réduire au maximum la taille des interfaces construites au fur et a4 mesure. Moutrons le
concrétement en calculant une réduction lindaire de Pinterface relative d’'un tampon de capacité infinie.

Exemple 8.2.3 Nous nous proposons avec 'algorithme utilisé dans la démonstretion précédente, de cal-
culer une réduction linéaire de Vinderface relative du processus la.b.l qui représente un tampon & capacité
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infinte.

Tout d’abord : Tp(a.p.1) 1 {a.b.1}.

1l faut ensuite déterminer une réduction linéaire de Ip(a.b.1® -+ ® a.b.1) Nous nous contenierons de le
faire pour une conjonction de deuz processus de la forme a.b.1. On Uétendra par récurrence.
Ip(a.b.l®ab.l) 3 (ab.l)* (a.b.1} clest-d-dire: Ip(a.bl ® a.b1) I {ab.ab.l, a.a.bbl}. Or cette
interface formée de deuz processus, peut encore se réduire au singleton {a.b.a.b.1}.

On en déduit que Tp(la.b.1) se réduil & Uensemble des processus de la forme g.b. - -a.b.1.

On peut remarguer que le tampon & une place satisfait une telle interface donc dens un cadre asynchrone,
un tampon & une place peut véaliser relativement un lampon infint (nous donnerons un sens précis & celle
expression quand nous aborderons la comparaison des processus).

3 Comparaison de processus

Nous avons défini interface d’un processus comme un objet logique caractérisant ses possibilités

d’interaction avec le monde extérieur. Nous avons montré qu’il était possible de relativiser l'interface
d’un processus en fonction de environnement. Nous avons vu qu’il était possible de réduire une interface,
c’est-a-dire la remplacer par une interface plus petite en taille mais équivalente en signification, ceci afin
de faciliter les caleuls.
Or, quels calculs est-il intéressant de faire? On peuf chercher & savoir sl un processus donné satisfait
une interface donnée mais on peut aussi comparer deux processus du point de vue de leurs interfaces. La
comparaison peut se faire dans ’absolu mais elle peut se faire aussi relativement & un environnement.
Dans ’'un ou 'autre des cas, la notion de réduction d’interface vient nous faciliter la tache.

3.1 Comparaison absolue de processus

Naturellement, ce sont les interfaces absolues des processus qui vont permettre d'effectuer cette com-
paraison. C’est Ia relation d’inclusion qui va permettre de comparer les interfaces et par la ;méme les.
processus.

Définition 8.3.1 Un processus Py réalise un processus Py si et seulement si Z(Py) D Z(Fs).
On dit aussi que Py est une réalisation de Py et on écrit: Py > Pa.

La relation > est une relation de pré-ordre du fait que la relation d’inclusion sur les ensembles est une
relation d’ordre.

Le théoréme suivant montre que la relation > se confond avec la relation de déduction logique entre
processus. Nous avions vu que la relation P + P’ pouvait étre interprétée comme "le processus P se
rédwit au processus P’ dans certaines conditions. Mainienant nous avons une autre interprétation de la
méme relation mais cette fois sans restriction aucune.

Théoréme 8.3.1 Un processus P) réalise un processus P si et seulement si le séquent Py & Py est prouvable
dans CPL.

Preuve 8.3.1 Commencons par prouver la condition suffisante gui est la plus simple. Nous suppesons
que le séquent Py & Py est prouvable et nous nous proposons de montrer que Z(Py) 2 I(Py).

Sott @ un co-processus quelcongque de Po. Par définition: Py, @@ + 1. Par une coupure sur Pp, nous
povvons en déduire: Pr, @ + 1. Donc @Q est un co-processus de Py. On a donc démontré gque T(Py) 2
I(Ps).

Passons meinienant d ia condition nécessaire. Nous supposons que T(Py) D Z(Ps) et nous voulons monirer
que P] (= Pz.

Nous savons que Py —o 1 est un co-processus de P, donc d’aprés les hypothéses, c¢’esi qussi un co-
processus de Pri. Le séquent Py, P —o 1 F 1 est done prouvable.

Considérons une preuve P de celui-ci 0@ Uinférence I produisant P; —o 1 @ é1€ descendue au mazimum,
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Selon le type d’obstacle rencontré par I dans ce mouvement, nous sommes amenés a distinguer les cas
sutvants :

1. | est la derniére inférence de P
La prewve P se termine selon deuz configurations possibles:

(a)

P 1 :
_ g .
P, 1k 1 F P

P1,P2—01f“1

—or

De cette configuration, nous pouvons déduire 1 + P, et comme Pi + 1, nous obtenons par
coupure P, + Py,

(t)
— 1gr
| :
—_— 1 ‘
1+1 PP
L
Pl, Pg — 1 -1
Ici, nous avons directement le résultat cherché: Py + P
2. 1 est bloquée par une inférence de type @r,
Done P a la forme suivante :
PLTEF1 :
.y~ 1 :
P,1LI"F1 U A Y
L
P, P* Pp—ol, ', T” I 1 o0
PP, Ppb—o I, IV T” 1
P]_, P2 —0 1l F 1
Nous pouvons remplacer la preuve par celle-ci:
: P I P
. IL
PLT P71, T F Py
LA, T T P cut
P . , n
19 ©1 2 QL

PloP” I',I" F P,

P11 F PZ
Le séquent Py, b Po est donc prouvable.

3. I est bloquée par une inférence de type el
Nous procédons de la méme facon que dans le cas précédent.
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3. Comparaison de processus

Aprés avoir interprété partiellement la déduction logique d’un processus 4 partir d’un autre cornme une
réduction du second au premier, nous pouvons grice au théoréme précédent, l'interpréter maintenant
sans restriction comme une relation de réalisation du deuxiéme processus par le premier. Ilustrons cette
notion & travers quelques exemples qui montrent ses différentes facettes.

Exemple 8.3.1

1. Un exemple simple,
Nous avens prouvé {section 2 du chapitre 7) le séquent lb.a.l F labl. On peut done dire qu'un
tampon infint initialement plein réalise un tampon infini initialement vide.

2. La séquentialisation d'un programme paralléle calculant la factorielle d'un entier.
Reprenons Uexemple 1.2.2. Le processus Ppg.y contient divers sous-processus qui sont composés en
paralléle. Nous allons écrire une nouvelle définition Py ., qui caleule toujours la factorielle d’un
entier mais od toules les actions soni séquentialisées. Cela signifie que Uopérateur @ est banni.
Nous obtenons donc la définition suivanie:

=1!Van(factin: n).
(zero in:).
{unite in ;).
An, fo (ne: n)
Y u (unile out: ul
(fe:u)
Y z (zero out: z).
'Y fm(f.: f).
{n.:m).
{egal in: (m,z}).
& (egal out: (m,z) true).
{fact out: n f).
1

P

act

& (egal out: (m,2) false).
(mult in: (fm}).
V £ (mult out: (fm) f).
{decr in: m).
¥ m’ (decr out: m m’).
{nc:m’).
1

On peut monirer que le séquent Prg,y b P}act est prouvable, Donc d’aprés le théoréme précédent,
toute interface que est safisfaile par P}act, est satisfaite par Proo. Fn particulier si Uon montre que
P}act calcule correctement la factoriclle d’un entier, nous pouvons en déduire que Ppooy aussi.

La relation de réalisation en sens inverse est fausse.

On peut oller plus loin dans la séqueniialisation en se débarrassant non seulement de la composition
paralléle mais aussi de la composition alternative.

Le lemme 8.2.1 le permei de maniére générale puisqu’il montre que de n’importe quel processus de
CPL, on peut loujours déduire un processus linéaire.

D’une certaine fagon, on refrouve ict la relation de raffinement entve programmes paralléles {Back,
1979,1980, 1988, Chandy and Misra, 1988].

3. Le dépliage en programmation logique
Soit le programme Prolog py suivani :

ax- b e
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b d e
b.

Chaque clause peut étre représenté dans CPL par un processus récurrent tel que la téte de clause se
traduit par une émission et le corps par une réception. La premiére clause par exemple, sera repré-
sentée par le processus b.c.a.l. Ft le programme p1 tout entier, sera représenté par le processus

Py =l(b.c.a1)@(d.c.5.1)@b.1.

Par dépliage du prédicat b dans la premiére clause du programme p, nous obtenons le programme

P2 sutvant : a-d e c.
.- C.
b:- d, e
b.

Ce programme est alors représenté par le processus Py =ld.e.c.g.1)!(c.a.1}@l(d.e b 1)@b.1.
Le séquent P & Py est facile & prouver donc le dépliage en programmaiion logique est un exemple
de réalisation d’un processus par un autre.

4. U'héritage en programmation orientée objets
Reprenons Uezemple de la représeniation des polygones el des rectangles en programmation orientée
objets.
La démontrabilité du séquent

Ptransiutt’on @ Prota.za'an ® Pperimetre D Pcentre b Pfranslation ® Pratatz’on @ Pperimetre

monire que le processus représentant les roulines de la classe rectangle réalise celui représentant les
routines de la classe polygone. Ainst se trouve tradutte la relation d’héritage entre classes dans la
programmation orieniée objets.

Comine 4 partir de toute relation de pré-ordre, & partir de la relation >, il est possible de définir une
relation d’8quivalence entre processus. Deux processus Py ei P, seront équivalents st et seulement si
Py > Py et Py > Py, Or d’aprés le théoréme que nous venons de démantrer, cela équivaut 4 dire que P,
et Py sont logiquement équivalents. On obtient donc une équivalence entre processus qui est trés forte.
Elle peut se traduire sous deux formes 4 I’aide du théoréme suivant:

Théoréme 8.3.2 Deux processus Py et Py de CPL ont méme interface absolue si et seulement si ils sont
logiquement équivalents.

Preuve B,3.2 Elle découle immédiatement du théoréme précédent.

"

Les relations que nous venons d’étudier sont trés fortes. De la méme fagon que nous avons cherché &
relativiser la notion d’interface par rapport 4 un environnement donné, nous allons relativiser les relations
de pré-ordre et d’équivalence entre processus qui en découlent.

3.2 Comparaison relative de processus

Elle va s’effectuer en comparant les interfaces relatives 4 un environnement donné des processus d’ol
la définition suivante.

Définition 8.3.2 Un processus Py réalise un processus Py relativement i un environnement £ si et sevfement
si Ig(Pl) 2 Ze(Pa).
Nous dirons aussi que Py est une réalisation de P, relativement 3 £ et nous écrirons: Py >% Py,

Il est évident que la relation >¢ est une relation de pré-ordre et que, si P; réalise P; dans I’absolu, il le
réalise relativement & n’importe quel environnement.
Le théoréme suivant peut aider 4 déterminer pratiquermnent si deux processus vérifient la relation.

Théoréme 8.3.3 P, >% Py i et seulement si P, satisfait une réduction de Tg(Ps).
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Preuve 8.3.3 La condition nécessaire est évidente et la condition suffisante découle du corollaire 8.1.2.0

Si nous choisissons comme environnement, celul P des processus de CPL, nous pouvons appliquer les
résultats relatifs aux interfaces linéaires d’oll le théoréme:

Théoréme 8.3.4 P; >F P, si et seulement si Py satisfait une réduction linéaire de Ip(Ps).

Preuve 8.3.4 La condition nécessaire découle du théoréme 8.2.5 ef lo condition suffisante du corollaire
8.1.20

Du fait que la relation >¢ est un pré-ordre, nous pouvons en déduire une relation d’équivalence.

Définition 8.3.3 Deux processus Py et Py sont dits équivalents relativement & |'environnement & si et
seulement si P, >¢ Py et Py >% Py, c'est-d-dire s'ils ont la méme interface re lative 3 £.

. £
Nous écrirons alors: P, ~ Ps.

Pour qu’une relation d’équivalence soit utilisable dans un calcul, il faut qu’elle soit compatible avec les
opérations de ce calcul, ce que montre le théoréme suivant :

Théoréme 8.3.5 La relation & est une relation de congruence sur les processus de CPL.

Preuve 8.3.5 La propriété de relation d’équivalence provient immédiatement du fait qu’elle se traduit
par 'égalité entre ensembles qui cst elle-méme une relation d’égquivalence.

. £ . .
Montrons maintenant que ~ est compatzbie avec les opérations sur les processus.
Sott deur processus Py et Py tels que Py £ Py, Nous effectuons la méme opémtzon sur les d’em: processus

el nous oblenons dews nouveaur processus Py et P}, Il s’agit de monirer que P| £ Py
Soit @ un co-processus de P{ qui appartient ¢ &£. I s’agit de monirer que ¢’est un co-processus de P,
Par définition: P}, Q + 1. Soil une preuve P de ce séquent. Selon le type d’opération eﬁectuee sur Py

et Po, nous devons distinguer deur cas:
I. L'opération sur P, et P, n’est pas une généralisation.
Selon le tublean 6.1, nous pouvons descendre les inférences produisant P| a la fin de ‘P Alors le
prémisse de la derniére inférence ¢ la forme Py, @' + 1 et puisque P; L Py, nous en-déduisons
P, Q' - 1etenfin P, @ & 1 en appliguant la méme régle qu’d la fin de P

2. L'opération sur P; et P, est une généralisation.
Alors P a la forme suivante :

; i-
Pl[t/w]r Q 1 GENL
VaPL, O F 1

VeP, Q@+ 1
Nous pouvons supposer gue & n’est pas libre dans @' et appliquer le lemme E.0.2. Donc il eziste un

co-processus Q" tel que Q'[t/z] = @ el le séquent Py, Q7 + 1 est prouvable. Comme Py 5 Py,
nous en déduisons: Pa, @7 + 1 et Poft/z], @ [t/z] b 1 clest-d-dire: Poft/z], @' + 1.

Nous pouvons supposer gue dans la preuve P, les identificateurs liés aux inférences REI au-dessous
de celle produisant Yz P, ne sont pas libres dans VYaPy. Donc nous pouvons remplacer P, par Po
dans P ef nous obienons une preuve de ¥z Py, Q F 1.

0

Le théoréme suivant va nous aider dans la pratique & déterminer si deux processus sont équivalents
relativement 4 un environnement donné.

Théoréme 8.3.6 /A £ Py si et seulement s'if existe deux réductions respectives de Tg(Py) et de Te(P3)
gui sont &quivalentes.
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Chapitre 8. La sémantique dénotetionnelle de CPL

Preuve 8.3.6 Elle découle immédiatement du théoréme 8.1.2 et du corollaire 8.1.2.

On peut particulariser ce théoréme pour lenvironnement P en utilisant les résultats concernant les
interfaces linéaires. D’owt :

Théoréme 8.3.7 P, z Py si et seulement si pour tout processus lindaire L, la démontrabilité de P) + L
est équivalente 3 cefle de Py - I,

Preuve 8.3.7 Elle découle immédiatement des théorémes 8.2.2 ¢t §.2.5.00

Nous allons illustrer ces relations de comparaison entre processus par quelques exemples qui nous aideront
aussi & cerner les relations complexes avec la notion de bissimulation.

3.3 Exemples de comparaison de processus

Exemple 8.3,2 Nous nous proposens de comparer la représentation P; = lab.l du tampon infini avec
celle P = ds {a.b.s.19!(s.a.b.5.1) @ @.b.5.1} du tampon & une place.

Nous avons déja montré que Tp(Py) se réduit @ Vensemble des processus de Io forme a.b. - +a.b.1.

1l est facile de vérifier que Py vérifie cette interface mais Py posséde des co-processus linéaires comme

Vs (a.b.s.a.b.5.1) qui ne sont pas des co-processus de P,. Donc on a la relation P ; P

Matintenant si l'on se place dans Uenvironnement N, on a: Ty (Py) = Ip(Po) = {a.b.. -a.b.1}.

Dans le -calcul, Py et Py deviendraient respectivement les processus 1a.b.0 et (s)(a.b.5.0 | 15.a.6.5.0 | 7.b.5.0)
qut sont faiblement éguivalents.

Exemple 8,3.3
Soit Py et Py les processus suivants:

Pr=pgl@rsl

Py = (p.grs.1)&(r5.p.q.1)

Nous commengons par les comparer du poini de vue de leur inierface absolue. Bien entendu, nous le
faisons directement en étudiant la démontrabilité des séquents Py F P 6}52 - P

rsl - rsl TERM; p.g_}; F pgl TERM;

1, r5.l1 F rsl SDn 1, pgl bk pgl SDn

7,9.1, rs.l F grsd Dy s,8.1, pgl F spg.l $D,

g1, rsl bk ¢grsl RC, sl,pslk gpsl RC';L

p, pgl, rsl b ogrsl RCr 7, rsl, pgl b spgl Ry
pgl, rst bk pgrsl rsl, pgl F rspgl

ALTg

r.s.l, pgl F (pgrsl)&(rspq.l
sl pg (p-gr.s1)&(r.s.p.q.1) PAR,

rsl®pgl F (pgrsl)&(rspqgl)

Nous avons donc Py = Py mais: Py f P;. En conclusion: Py > Ps.

Comparons maintenant les deuz processus du point de vue de lewr interface relative. Nous allons com-
mencer par en consiruire une réduction Lnéaire en utilisant Palgorithme qui est en filigrane dans la
démonsiration du théoréme 8.2.5. Commencons par P.

Ip(pg-1) 3 {p-g.1}

Ip(r.sl)d{r.s.1}
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3. Comparaison de processus

Par entrelacement et ensuite par réduction, nous obtenons:

Ip(P) 2 {pgrs.l, rspygl}

Maintenant, nous construisons une réduction linéaire de Ip(Ps).
Ip(p.gr.sl) D {p.gr.s.l1}

Ip(rsl, p.g1) I {rs.pql}
Par union, nous obtenons :
Ip(P2) 3 {p.gr.s.l, rspql}

. P
En conclusion, P, ~ Ps.
Dans CCS, les processus correspondants p.g.0 | 3.0 et (p.g.r.5.0) | (r5.p.q.0) ne sont pas fatblement
équivalents.

Exemple 8.3.4

Soit un processus P de CPL quelconque. Comme le séquent !P + !PQP est prouvable, alors: 1P > 1P®P.
Voyons ce qu’il en est de la relation inverse. Elle est fausse dans {’absolu. Nous allons examiner ce qu’il
en est relativement & ’environnement P.

Considérons un co-processus @ de!P qui est un processus. Par définition, le séquent P, Q@ F 1 est
prouvable. Soit une preuve de ce séqueni. Alors deuz cas se présentent.

I. @ est totalement réductible et!P reste passif dans foute la preuve.

2. @ n’esi pas totalement réductible et!P est donc nécessairement introduit par une inférence de
type RECL qui, selon le tableau 6.1, peut étre descendue au mazimum dans P.Donc le séquent
IP, P, @ t 1 est prouvable et grice a la végle PARL, 'P® P, @ + 1 aussi.

P
Par conséquent, si P n’est pas totalement réductible, alors: 1P ® P 2 !P.
5t Uon appelle P’ Uenvironnement constitué par les processus qui ne sont pas totalement réductibles, on

P :
a:'PQP >!Petdonc!PQP 1P Dans le H-calcul, |P et 1P | P sont deuz processus congruents
structurellement quel que soit P.

Exemple 8.3.5 Voyons si l'opération "." de préfization d’un processus par une action est distributive
par rapport d la composilion allernalive.

Soit Py et Py deuz processus et M un message quelconques de CPL. Considérons deuz cas selon que
Paclion gqui va préfizer les processus est une émission ou une réception.

—- L'action est une émission
Nous allons comparer les processus M .(P1&Pa) et (M.P)&(M.Py). Dans le cas général, nous
avons: M.(Pi&Pa)y > (M.P1)Y&(M.P,). Nous avons Uéquivalence si Py > Py ou P, > Pj.

— L'action est une réception
Les processus M.(P1&Py) et (M.P,)&(M.Ps) sont logiquement équivalents.

Il est remarquable de constater que dans CCS [Milner, 1989], on n’a pas cette propriété. Ainsi les processus
de CCS a.(b.0+c¢.0) et (a.b.0)+ (a.c.0) ne sont pas faiblement équivalents. Par contre, ils sont équivalents
d’aprés leurs traces.

Conclusion
Nous disposons don¢ maintenant d'une sémantique dénotationnelle pour CPL qui exprime ’interac-

tion des processus avec le monde extérieur & travers la notion d’inferface.
Nous avons exploité la relation de déduction de trois fagons différentes :
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Chapitre 8. La sémantique dénotationnelle de CPL

- pour définir le rapport entre un processus et une interface avec la notion de satisfaction:

- pour réduire une interface;

- pour comparer deux processus i travers la relation de réalisation.
La notion de relativisation d’une interface par rapport ¢ un environnement joue un réle important dans
la sémantique dénotationnelle de CPL.
Un point & approfondir est le lien entre celle-ci et la sémantique des phases de la logique linéaire [Girard,
1987]. Si la sémantique du I-calcul de [Miller, 1992] peut é&tre considérée comme une application de la
sémantique des phases, la relation est plus complexe pour CPL.
Miller n’ a pas développé de calcul sur les multi-ensembles de co-agents comme nous avons pu le faire sur
les interfaces. Par contre, il a enrichi la notion de co-agent en s’appuyant sur la négation par ’échec. Si
F P, F n’est pas prouvable, Miller pose alors en axiome F P, —F. Malheureusement, si - ¢, " est prou-
vable, alors - P& @, F et H P @ Q, —F sont démontrables simultanément. Pour conserver la consistance
du systéme, il doit introduire une hiérarchie entre les preuves qui complique beaucoup les choses.
[Kobayashi and Yonezawa, 1993] ont repris I’idée de co-agent de [Miller, 1992] pour définir une équiva-
lence logique faible entre processus. Mais la classe de co-agents est nettement plus étendue ce qui donne
une relation trés forte donc d’un intérét limité. On peut méme dire qu’en utilisant plutoét ’opérateur!
que des équations avec point fixe pour définir les processus récursifs (voir a ce sujet Pexemple 1.2.1), ils
auraient pu parfaitement identifier cette relation avec I’équivalence logique.
Pour obtenir des équivalences plus faibles, ils s’attachent & établir des relations davantage liées & I’exécu-
tion des calculs et inspirées par les travaux effectués 4 ce sujet dans les algébres de processus : équivalences
par tests [Hennessy and de Nicola, 1983], par bissimulation [Park, 1980] ou de traces.
Une question importante reste posée : quel rapport entre ’approche de la sémantique dénotationnelle des
calculs de processus adoptée dans cette thése et les approches classiques via la notion de bissimulation?
Les exemples traités a la fin de ce chapitre montrent que la question est complexe. Il apparait que dans
CPL, la notion d’interaction entre un processus et I'extérieur est vue dans sa globalité indépendamment
de la stratégie de réduction. Avec la bissimulation, I’interaction est envisagée pas a pas donc elle est trés
lite & la stratégie de réduction. Ainsi, dans le prochain chapitre, en fixant une stratégie de réduction
synchrone, nous obtiendrons une équivalence entre processus plus forte que celle trouvée ici et qui se
rapproche davantage de la bissimulation.
On pourrait en déduire un peu hativement que 1’équivalence dans CPL est un affaiblissement de la notion
de bissimulation. Ce n’est pas vrai car deux processus peuvent éire équivalents au sens de la bissimulation
et pas logiquement équivalents dans CPL. Le contraire peut étre vrai ausst.

158



Chapitre 9

SCPL : une restriction synchrone de
CPL

Introduction

Dans CPL, la communication est asynchrone, Or, dans certains phénomeénes, la notion de temps,
d’ordre dans les événements est fondamentale et exige une modélisation ou la communication est repré-
sentée sous une forme synchrone : I’émission et Ia réception d’un message ne sont plus alors indépendantes
mails elles sont liées ce qui se raméne a les considérer comme deux aspects d’une seule et unique action
[Milner, 1983]. Les calculs qui ont marqué I’histoire du développement de la théorie du parallélisme, CSP
[Hoare, 1985], CCS [Milner, 1980), la machine chimique abstraite [Berry and Boudol, 1990] et le H-calcul
[Milner et al., 1992] sont tous primitivement des calculs synchrones.

Dans ce chapitre, nous verrons qu’il est possible d’ezprimer le synchronisme dans CPL par une restric-
tion sur le systéme déductif. Nous partirons tout d’abord des réductions de processus qui dans CPL,
sont des preuves de séquents de la forme P |- 1. Nous verrons que synchroniser la communication dans
celles-ci, revient & rapprocher les inférences produisant des messages de celles les consommant. Géné-
ralisant cette remarque & toute preuve de CPL, nous distinguerons les preuves synchrones des preuves
asynchrones. Nous verrons qu’il n’est pas toujours possible de transformer une preuve asynchrone en une
preuve synchrone. Nous verrons ensuite qu’il est possible de spécialiser le systéme d’inférence de CPL
pour représenter uniquement les preuves synchrones.

Nous obtiendrons ainsi un nouveau calcul de processus, SCPL (Synchronous Concurrent Programming
Logic), issu de CPL par une restriction du systéme déductif et secondairement de la syntaxe des processus
qui ne peuvent plus étre des messages.

L’inconvénient est qu’il n’est pas complei relativement 4 la logique linéaire : tout séquent de SCPL prou-
vable en logique linéaire n’est pas nécessairement prouvable dans le systéme d’inférence de SCPL. En
particulier, tout processus de SCPL réductibie dans CPL, ne I’est plus forcément dans SCPL.

Pour éviter ce probléme, nous explorerons une autre voie de définition d’un calcul synchrone & partir de
CPL qui consiste & restreindre non pas le systéme déductif mais la syntaze des processus. Nous verrons
qu’il faut &tre prudent & ce sujet, les choses étant plus compliquées qu’il n’y parait. La solution obtenue
est relativement lourde.

Nous reprendrons ensuite le méme cheminement que celui suivi pour définir CPL : établissement d’une
sémantique opéralionnelle puis d’une sémaniique dénotationnelle.

Enfin, nous illustrerons le pouvoir d’expression de SCPL en y traduisant le II-calcul polyadique [Milner,
1991].
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Chapitre 9. SCPL : une restriction synchrone de CPL

1 Stratégies de preuves synchrones : le systéme formel de SCPL

1.1 Réductions et preuves de CPL synchrones et asynchrones

Dans l'introduction, nous avons dit ce que nous entendions par communication synchrone. Voyons
tout d’abord comment le phénomeéne se manifeste dans les réductions totales de processus de CPL.
Considérons une réduction totale R; du systéme de processus a.b.1, a.b.1.

— _TERMg

1

— TERMj
1F+1
——— RCy,
b, b.1 F 1
- _RCy
a, b, abl F 1
TERM,,

a, b, 1, abl F1
S

Dy

a, b1, ab1 F 1
Dy

abl, abl F 1

Dans cette réduction, la transmission des messages a et b n’est pas synchrone. Nous dirons que R, est
une réduction asynchrone. En rapprochant les inférences de type Dy des inférences correspondantes de
type RCp,, nous pouvons d’une certaine fagon synchroniser la communication dans R1. Nous obtenons la

réduction totale R, suivante:
. TERMpg

TERM;

1 -1
TERMy,

1,1k 1
—_—  RCp
b, 1,61 F 1
Y ) ]}
6.1, 61 F 1
Cr

a, bl, abl F 1
SDy,

abl abl F 1

Maintenant, les inférences de type SDp suivent immédiatement les inférences de type RC} correspon-

dantes. Nous dirons que R2 est une réduction synchrone.
Mais il n’est pas toujours possible de transformer une réduction asynchrone en une réduction synchrone.

Considérons une réduction totale R3 du systéme de processus ag.b.1, b.a.1:
_  TERMg
F1

TERM;

1 -1
RCY,

a, al 1
RCy,

TERMy
a, b, 1, bal F 1
S

a, b, bal 1

Dr

a, b1, bal - 1
SDy,

ab.l, bal F 1
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1. Stratégies de preuves synchrones : le systéme formel de SCPL

Il est évident qu’il n’est pas possible de synchroniser la communication dans Rg3.

Par ailleurs, ’exemple suivant montre qu’il ne suffit pas que les inférences de type SDy, suivent immédia-
tement les inférences correspondantes de type RCy, pour qu’on puisse parler de communication synchrone.
Considérons la réduction suivante :

— _TERMp

F 1
— TERM|

1F1
——  RCp
a, al F 1
—_— SDy
aal F 1

On ne peus pas parler ici de réduction synchrone car I’émetteur du message a devient ensuite le récepteur
du méme message. Il n’est donc pas possible d’interpréter les inférences SDy et RCy comme émission et
réception simultanée du message a.

Aprés ces exemples introductifs, nous pouvons maintenant donner une définition générale qui dépasse
méme le cadre des réductions totales pour s’appliquer a toute preuve de CPL.

Définition 9.1.1 Une preuve de CPL est dite synchrone si et seulement si toute inférence introduisant un
message est suivie immédiatement d'une inférence utilisant comme formule active le méme message et si le
récepteur est indépendant de ['‘émetteur.

Dans le cas contraire, nous dirons que la preuve est asynchrone.

1.2 La syntaxe et le systéme déductif de SCPL

L’idée est de spécialiser le systéme d’inférence de CPL de fagon 4 n’ obtenir que des preuves synchrones.
Auparavant, il faut restreindre légérement la syntaxe des processus de CPL. En effet, dans SCPL, les
messages seront consommeés dés leur émission donc ils n’ont pas d’existence propre en tant que processus.

Définition 9.1.2 Un processus de SCPL est un processus strict de CPL, c'est-d-dire un processus qui n'est
pas un message.

Un systéme de processus de SCPL est un multi-ensemble de processus de SCPL.

Un séquent de SCPL est un séquent dont la partie gauche est un systéme de processus de SCPL et dont la
partie droite est un processus de SCPL.

Le systéme d’inférence de SCPL est destiné a produire les preuves synchrones de CPL. Comme elles se
caractérisent par un couplage de chaque inférence produisant un message avec celle qui le consomme.
Il suffit de fusionner les deux inférences en une seule pour obtenir une preuve de SCPL. Les régles
de communication sont donc modifiées en conséquence mais par contre les régles d’opération restent
inchangées. La figure 9.1 donne une présentation compléte du systéme d’inférence de SCPL.

Le théoréme suivant garantit la correction de SCPL relativement & la logique linéaire.

Théoréme 9.1.1 Tout séquent prouvable dans le systéme d'inférence de SCPL est prouvable en logique
linéaire.
Preuve 9.1.1 Les régles de communication de SCPL sont les seules nouvelles. Or, il est évident gu’elles

sont admissibles dans CPL. Donc SCPL est correct relativement @ CPL et comme CPL est lui-méme
correct relativement & la logique linéaire, on a par transition le résultat cherché.O

Comme nous 1’avons déja indiqué, le systéme d’inférence de SCPL n’est pas complet par rapport a la
logique linéaire. Ainsi, le séquent de SCPL a.b.1, b.a.1 + 1 n’est pas prouvable dans SCPL mais il est
prouvable en logique linéaire. La symétrie du systéme d’inférence de SCPL entraine que celui-ci vérifie la
propriété d’élimination des coupures qui est essentielle au fondement de la sémantique opérationnelle et
de la sémantique dénotationnelle sur la notion de déduction.

Théoréme 9.1.2 Tout séquent prouvable dans SCPL admet dans celui-ci une preuve qui n'utilise pas la régle

COMP.
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Chapitre 9. SCPL : une restriction synchrone de CPL

Régles de communication :

Communication effective
Py, P, I+ P

oM
MP, MP, T F P

Transfert d’émission
P T+ P
MP T+ MP

SDt

Transfert de réception

P T+ P

RCt
MP T F MP
Régles d'opération
, Terminaison
L2 rERM, TERMg
1,0+ P TF1
Interruption
- BRK
0, T+ P
Composition paralléle
J i / I /
P, P, T FP PAR; M, e P Ty, E Py PARR

PP, T + P Iy, T2, T+ P/® P
ot 'y et 'y ne contiennent pas de processus récurrents ;
Composition alternative

/ / /
P,T+P PRPLDFP

- ALTy
pP&pP,, T + P I' v P/&Pj
t , Récurrence ' ,
Pp,PTHFHP REC; T+ P 2
IPT + P T H1P!
, Restriction C pr
Pl/al T £ P pps, Lt PUE ppsy,
JzP, T + P Lk JzF
, Généralisation ,
Pit/e}, T F P o L r P/l cen,

VeP, T + P’ I+ VP
Pour les régles RESy et GENg, la variable y ne doit pas étre libre dans la conclusion

Régle de composition

I,,,T P P Ty T+ P
T, Ty, IT FP

ot T'y et T'y ne contiennent pas de processus récurrents ;

COMP

Fig. 9.1 - Le systéme d’inférence de SCPL

162



2. De la synchronisation intégrée & la syntaze des processus

Preuve 9.1.2 Elle s’effectue de la méme fagon que celle du théoréme d’élimination des coupures dans
CLL qui a été présentée dans la premiére partie de cette thése, par une montée des inférences de type
COMP dans les preuves de SCPL.O

2 De la synchronisation intégrée i la syntaxe des processus

Le systéme déductif de SCPL n’est pas complet par rapport & la logique linéaire. Voyons s’il n’existe
pas une voie plus intéressante qui consisterait a restreindre la syntaxe sur les processus de CPL de telle
fagcon que les seuls séquents prouvables dans CPL y seraient ceux pour lesquels existent des preuves
synchrones. CPL étant correct et complet vis-a-vis de la logique linéaire, nous aurions ainsi un systéme
synchrone correct et complet vis-a-vis de la logique linéaire.

2.1 Des solutions qui n’en sont pas

Une premieére idée consiste a utiliser des messages jouant le réle d’accusé de réception. Un émetteur
aurait la forme M;.M;,. Py et un récepteur la forme M;.M;.P;. Le premier envoie le message M; et est
bloqué tant qu’il n’a pas recu 'accusé de réception M;. Le second attend le message M, et, une fois qu’il
I’a requ, I'indique en retournant ’accusé de réception My. Malheureusement, cette solution comporte une
faille : plusieurs processus peuvent envoyer des messages identiques ce qui peut brouiller les pistes quant
aux destinataires.

Cherchons par exemple & réduire le processus:

Mi.Mj.1, My.Ms.(My.Ms.Kq.K5.1 ® Ki.K9.M,.M3.1)

Commencons par le faire de facon synchrone dans CPL ou ce qui revient au méme dans SCPL (nous
noterons en caractéres gras les formules principales de chaque inférence).

M) My K1.Ky.1, Ky Ko My .Myl F 1
- E—— — ARy,

My M3 Ky K3 \QK, K2 My Myl + 1 FERM,

1, My. My Ky Ky 1® K1 Ko My .My 1 F 1 com,

Ma.1, Mz.(Ml.MQ.Ifl.[{z.l®[{1.K2.M1.M2.1) 1
—— - — — COMy

M. M,.1, My My (M1 M3 K1 Ky 1 @ Ky KoMy Mp.1) F 1

La réduction est bloquée; elle ne peut pas terminer.
Essayons maintenant de réduire le systéme de processus de fagon asynchrone.
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Chapitre 9. SCPL : une restriction synchrone de CPL

— TERMpg
TERM;,
1F1
TERMy
1,1, 1
COM;
Ma.1, M3.1, F 1
— RCy,
My.1, My, M. M., 1
2 1 1-Mo RC,
My.1, My, Ky, Ko M. M;.1,F 1
— TERMy
My.1, My, Ko, 1, Ko . M. My.1, F 1
M2 Dy
M1, My, Ka.1, K. M. M1, F 1 RO,

Ms.1l, My, Ky, K1.K5.1, Ko.M1.M>.1, - 1
— — RCy,

My.1, My, K1, Mz, M. K1.Ky.1, K3. My My 1, - L

Dy

My.1, Ky, My, My.My.Ky. K31, K3.My . My.1, 1

Dy,
Mad, M, My My Ky Bl K Ko MMy d 1
My, My, My My Ky Ko 1QKy Ko MMy 1 B 1
L
Mad, My (My My Ko Ky 1 © Ky Ko MuMa ) B 1

Mi.My.1, My My (My. My K1 K31 ® Ky K2. M. My 1) F 1

La réduction totale est possible donc 'utilisation d’accusés de réception ne garantit pas la synchronisation
4 100%.

[Kobayashi and Yonezawa, 1994a] ont alors imaginé un mécanisme plus sophistiqué utilisant une ré-
ponse 4 ’accusé de réception. Un émetteur aurait alors la forme M;.M>.M3.P) et un récepteur la forme
M;.M3.M3.P,. Le premier envoie le message M; et est bloqué en attendant 'accusé de réception Ms.
Aprés avoir requ, 1l I'indique en retournant une réponse Mz. Le second attend le message M; puis aprés
Pavoir regu, envoie ’accusé de réception My. Ensuite, il est bloqué tant qu’il n’a pas regu la réponse Ms.
La synchronisation n’est pas garantie par un tel mécanisme comme le montre ’exemple suivant qui prouve
que le théoréme 5.1 de [Kobayashi and Yonezawa, 1994a] est incorrect.

Considérons les processus P; et Py suivants:

My Ms.Ms.1 et My. My M. My. My Ms.My.Ms Ms.1

Nous allons chercher & réduire totalement le systéme de processus

M;.My.Ms. (P, ® Py), My. My . Ms.M;.My.Ma. My My.Ms.1
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2. De la synchronisation intégrée & la syntaze des processus

Nous allons d’abord essayer de la faire de fagon synchrone.

My My Mo MyMyMal L o

1, My.My.Ms.M; My Mgl F 1
My My M. My My M3 coM;

Ma.1, M3 . M; .My Ms. My My M3.1 F 1
Ms.1, M3 . M; . M» . M3. My My M3 coM;

Mz Mgl My Mo My My My My My Mol B 1

M. My.Ms.1, (My.My.Ms. My My M. My .M. M5.1) + 1

PARy

M. My . Mj3.1 My My Mz M My M3.M; .My M3.1) F 1
(M My M3.1)® (My. My M3. M. Ma Mz My. My . Mj3.1) TERM,

(M1.M2.M5.1) ® (My.Ma.Ms.My.My M3. M. My M3.1), 1 + 1
— — — — — — COM

M. (M1 Mz My 1) © (M My M3 My My My My My M3 1), Ma 1 1
L

M M (My My M3 1) @ (M My Ms. My My My MMy M 1), Mg Ms 1 F 1
L

M. Mo M. ((My.Ms.Ms.1) ® (My. M. Ms. My . My. Ms. My Mz M3.1)), M. Mz.M3.1 + 1

La réduction ne termine pas. Essayons donc maintenant de le faire de maniére asynchrone.

—— TERMg
TERM;|

1+1

TERM;
1,1 F1
COMg

Ms.l, M3zl F 1
— COM;

MaMyl Mg Ml b1

My, Mp Myl MaMyMal b 1

My, My.Ms.1, My My M1, 1 F 1

COMy,

My, Ma.M3.1, M. M;. My M3.1, Ms.1 F 1
- RCyL

My, Mz, Mg.Ms.1, My Mg M. M; Ms.1, Ms.1 F 1 5
L

RCy,

M3, My.Ms.1, My.M;.Ms. My My Ms.1, Ms.1 F 1

Ms, Mz, My My 1, My My My My My My My 1, Myl b 1
L

COM;

My, M3.Ms.1, Mg.Ma.My . My.Ma. My .My Ms.1, Ma.1 1

Mz, M. .Mz . M3.1, My .My M3 . M. My Ms.M.My.M3.1, M3.1 F 1
— — — — - PAR;

My, (My- Mo My 1)@ (M. My My My My My MMy M 1), Mgl 1
L

COM;

Mas.((M1.M3.M.1) @ (My. My. Mg My .My Ms. M. My.M3.1)), M3.M.1 F 1

Ma My (M- Mo My 1) © (M My My My My My MMy Mo 1)), Ma:Mal F 1
L

M. My Ms.((My.M2.M3.1) @ (My .My Ms My Mz Ms.M.My.M3.1)), My.M2.M3.1 F 1

La réduction totale asynchrone du systéme de processus est donc possible. Le mécanisme proposé par
[Kobayashi and Yonezawa, 1994a] n’est donc pas str. Si I’on veut intégrer le synchronisme dans la syntaxe
des processus, il faut envisager les choses différemment.
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Chapitre 9. SCPL : une restriction synchrone de CPL

2.2 Solution proposée

Une solution sire consiste & simuler la communication synchrone par le moyen d’un processus spécial
Pyynchro jouant le réle de synchroniseur.
Tout processus qui souhaite envoyer un message, émet une requéte au processus Poyncpro par le biais du
canal synchro in. Ce dernier regoit alors le nombre n de messages déja envoyés sur le canal nb-messages.
Il incrémente ce nombre de 1 puis le retourne au processus qui a fait la requéte sur le canal synchro out
et le conserve aussi en mémoire par le biais du canal nb-messages. Le processus qui souhaite envoyer le
message, peut alors le marquer du numéro n + 1. II attendra ensuite que le processus qui regoit le message
lui retourne comme accusé de réception le numéro n + 1 sur un canal spécial réservé a cette tache,

reception. Nous avons défini ci-dessous dans CPL Piynchro, un émetteur quelconque P, et un récepteur
P,

Pyynchro = ®! (synchro in:).
V n (nb-messages: n}.
(synchro out: n+1).
(nb-messages out : n+1).
1
® (nb-messages: 0}
1

P, = (synchro in:).
¥ n (synchro out: n).
(c:nt).
(reception: n).
P

P.=V¥nx(c:nx).
(reception : n).
P’

La solution proposée ici est relativement lourde si bien que nous avons préféré nous en tenir a la solution
de départ.

3 La sémantique opérationnelle de SCPL

3.1 Définition

Il est possible de la définir 4 travers une relation de transition ~» qui découle de la relation de transition
de CPL. La relation de réduction structurelle = est exactement la méme. Quant 4 la relation de transition,
I’'unique différence se situe au niveau des axiomes qui définissent les actions de communication. Dans CPL,
nous avions deux axiomes: un, SD, pour I’émission et un autre, RC, pour la réception. Ici, comme les
deux actions se confondent, nous n’avons plus qu’un seul axiome COM qui effectue en méme temps
émission et réception. Les autres régles ne sont pas modifiées.

La relation de transition ~» est définie par la figure 9.2.

Les liens entre la relation de transition et celle de déduction ne changent pas parce que nous sommes
passés de CPL a SCPL. Ainsi, les théorémes 7.2.5, 7.2.6 et 7.2.7 peuvent &tre transposés tels quels dans
SCPL.
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3. La sémantique opérationnelle de SCPL

COM

M.PLQMP, ~ P;® P,

P~ P
PRQ ~ P ®Q
Ply/s]6Q ~ Ply/®Q oo

J3zPRQ ~ PR
avec y non libre dans 3z P, § et 32P!, &)

PAR

P=>P P ~P P =PV
P~ P

STRUCT

FIG. 9.2 - Relation de transition entre processus de SCPL

3.2 Exemples

Pour illustrer la définition de la relation de transition dans SCPL, reprenons les exemples 7.2.6 et
7.2.7 déja étudiés dans CPL.

Exemple 9.3.1 Intrusion dans un champ
Nous nous proposons de prouwver dans SCPL la transition :

m(y,2).P' @ R@Iz((Vz m(y,2).Q) & S) ~ P'@ R®3I'(Q[z'/z][z/2]® S[z'/z])
Nous rappelons qu’elle est la traduction dans SCPL de la transition suivante du Il-calcul :
yz.P'|R|(2)(y(2).Q'|S) —— P'|RI(z'N(Q{2'/x}{z/=}|S{z'/}).
Voici la preuve de la transition :
m{y,z).P' @ m(y, z).Q'[z'/z][z/z] ~ P'®Q'[z'/z][z/7]
m(y,z). P’ ® Yz m(y,z).Q'[z'/z] ~ P'®Q'[e'/z][z/] PAR
m(y, 2). P’ @ (V2 m(y, 2).Q'[2'/z]) ® S[e'/z] ~ P'®Q'[z'/z][z/z]® S[z'/z] RES
m(y, z).P' ® Je((Vz m(y,2).Q") ® S) ~ P’ ®3z'(Q'[z'/z)[z/2]® S[z'/x])
m(y,z).P' ® R®Iz((Vz m(y,2).Q") ® S) ~ P'®R® 3'(Q'[¢'/z][z/7])® S[z'/z))

Cetle iransition est correcte si et seulement si &’ est différent de = et de y et s”il n’est pas ltbre dans P’.
On remarque que la condition "z’ non libre dans P’"" n’était pas nécessaire dans CPL. On retrouve les
mémes différences enire les diverses présentations du I-calcul selon que les transitions y sont marquées

COM

STRUCT

PAR

ou pas.

Exemple 9.3.2 Extrusion de champ
Nous nous proposons de monirer que la transition suivante est prouvable dans SCPL :

Jz(m(y,z). P Q RY@Vz m(y, 2).Q) ~ Jz(P'Q R® Q'[z/7])

Nous rappelons qu’elle est la iraduction dans SCPL de la transition du M-calcul:
(2)(@z P'IR)|y(2).Q" — (2)(P'|RIQ'{z/z}).
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Chapitre 9. SCPL : une restriction synchrone de CPL

Voicit une preuve de la transition.
m(y,).P'® m(y, 2).Q'[z/z] ~ P'®Q'[z/7]

m(y,z).P'®@ R® m(y,z).Q'[z/z] ~ P'® R® Q'[z/z]

COM

PAR

STRUCT
m(y,z).P' @ R®Vzm(y,2).Q" ~ P'Q R®Q'[z/z]
(v.2) (v.2) -

Jz(m(y,2).P' ® R) @ Vam(y,2).Q" ~ Jz(P'QR® Q'[z/z])

Cette transition est correcte si et seulement si ¢ n’est pas libre dans Q.

4 La sémantique dénotationnelle de SCPL

Les processus de SCPL étant aussi des processus de CPL, nous pouvons leur appliquer tous les résultats
relatifs & la sémantique dénotationnelle de CPL tels qu’ils ont été vus dans le chapitre précédent.
Ce que nous nous proposons d’établir ici, c’est une sémantique dénotationnelle propre & SCPL. Elle va
viser & exprimer une notion plus restreinte que dans CPL : l'interaction synchrone des processus de SCPL
avec le monde extérieur.

4.1 Co-processus et interfaces synchrones
4.1.1 Co-processus synchrone d’un processus

Ainsi la notion de co-processus synchrone d’un processus de SCPL est une restriction de celle de
co-processus d’un processus dans CPL.

Définition 9.4.1 Un processus @ de SCPL est un co-processus synchrone d'un processus P de SCPL si et
seulement si le séquent P,Q & 1 est prouvable dans le systéme déductif de SCPL.

L’exemple suivant illustre bien la différence entre la notion de co-processus dans CPL et celle de co-
processus synchrone dans SCPL.

Exemple 9.4.1 Nous nous proposons de modéliser I'interaction entre un ordinateur, son clavier et son
écran sous une forme simplifiée: celle-ci se résumera au fail que, au fur et & mesure que les caraciéres
sont tapés au clavier, ils sont transmis @ ’écran par Uordinaieur. Le processus représentant ordinateur
Pordinateur peut étre défini ainsi:

Pordginatesr = Je ((¢:)-1® (€ :).1®! (e :).¥(c(clavier = c).(ecran: c).(e :).1))

Dans cette définition, le canal ¢ va permetire de modéliser une zone d’exclusion mutuelle ot l’ordinateur
dés qu’il @ re¢u un caractére du clavier, ne peut pas en recevoir de nouveau tant qu’il n’a pas transmis ce
caractére @ ’écran.

Le clavier et l’écran peuvent éitre représentés par les composanies paralléles Pogpier €1 Pecran d'un co-
processus. Ces deuz composantes ont la forme :

Piavier = (clavier : ¢1).---.{clavier : ¢,).1

P.cran = (ecran: cf).---.(ecran: ¢}).1

Ce modéle doit vérifier la propriélé de synchronisation essentielle que les caractéres doivent éire affichés
d écran dans ’ordre ot ils ont été tapés au clavier. Supposons que l'on tape au clavier un "a" suivi d’un

"1 Sur Uécran doit s’afficher "ab” et non "ba'. En termes de processus, cela veut dire que ['on doit
avoir comme co-processus de Porginateur -

((clavier : a).(clavier ;. 5).1) @ ((ecran : a).(ecran : b).1)
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4. La sémantique dénotationnelle de SCPL

Par contre, on ne doit pas avoir comme co-processus de P,rdinateur ©

((clavier : a).(clavier : 5).1) ® ((ecran : b).(ecran : a).1)

Dans CPL, malheureusement les deuz sont des co-processus de P,yginatenr car on peut y permuter deux
actions de réception qui se sutvent.

Par contre dans SCPL, seul le premier est un co-processus synchrone de Porginateur. L@ propriété de
conservation de l'ordre d’entrée des caractéres au clavier est donc bien captée dans SCPL.

4.1.2 Interface synchrone d’un processus

Nous ne considérerons ici que des interfaces constituées de processus de SCPL. La notion de satisfac-
tion synchrone d’une interface par un processus de SCPL repose sur celle de co-processus synchrone.

Définition 9.4.2 Un processus P de SCPL satisfait de maniére synchrone une interface / si et seulement
tout élément de | est un co-processus synchrone de P.

La relation de déduction entre processus de SCPL étant dans SCPL une restriction de celle dans CPL, ii
en est de méme de la relation de déduction et de réduction entre interfaces.

Définition 9.4.3 Une interface I, se déduit de maniére synchrone d'une interface I} si et seulement si pour
tout élément () de Iy, il existe un élément (), de I, tel que le séquent (J1 F Q- est prouvable dans le systéme
déductif de SCPL.

8
Nous écrirons alors: I F I,

Définition 9.4.4 Une interface I, est une réduction synchrone d’une interface I; si et seulement si elle est
une partie de I qui s'en déduit de maniére synchrone.

8
Nous écrirons alors: I, 3 I.

Pour illustrer cette définition, poursuivons avec ’exemple 9.4.1.

Exemple 9.4.2 Soit I interface constiluée par les processus suivants:

((clavier : a).(clavier : b).1) Q ((ecran : a).(ecran : b).1)

((clavier : a).(clavier : 5).1)® ((ecran : b).(ecran: a).1)
Dans CPL, I se véduit &

{(clavier : a).(clavier : ).1)® ((ecran : a).{ecran : b).1)}

Dans SCPIL : I est wréductible de maniére synchrone.

Les relations de déduction et de réduction synchrones entre interfaces sont compatibles avec la relation
de satisfaction synchrone d’une interface par un processus.

Comme dans CPL, on peut dans SCPL relativiser I'interface synchrone d’un processus par rapport 4 un
environnement donné.

Définition 9.4.5 Soit £ un environnement.
L'interface synchrone d'un processus de SCPL P relative a £ est 'ensemble de tous les co-processus synchrones
de P qui appartiennent & £. Nous I'écrirons alors : Iz ( P).

Le théoréme 8.2.5 qui montrait le role clé des interfaces linéaires dans la réduction des interfaces relatives
de processus dans CPL, est encore valable dans SCPL ou il s’énonce ainsi :

Théoréme 9.4.1 Pour tout processus P de SCPL, il existe une interface linéaire | telle que:

- [ est une réduction synchrone dans SCPL de Ip*(P);

- les variables libres de | sont aussi libres dans P ;

- si 0 est un sous-processus de P, alors les éléments de | contiennent uniquement des messages
présents dans P avec éventuellement un renommage de feurs variables liées.
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Preuve 9.4.1 Il suffit de reprendre la preuve du théoréme 8.2.5 et de vérifier que toutes les déductions
qut y sont effectuées peuvent se faire de maniére synchrone.0

Exemple 9.4.3 Pour suivant avec ’ezemple 9.4.1, considérons environnement N des co-processus nor-
mauz. Il est alors possible de monirer que U'interface synchrone de P,rginateur relative & N se réduit de
maniére synchrone a linterface linéaire constituée de processus de la forme :

Jei((clavier : cy).(ecran : ci). - Fep((clavier : ¢p).(ecran: ¢p)--).1

4.2 Comparaison synchrone de processus de SCPL

Comme dans CPL, & partir de la notion d’interface synchrone d’un processus relative & un environ-

nement, nous pouvons définir une relation de pré-ordre, notée %, et une congruence ,f,s entre processus
de SCPL £.

Par ailleurs, nous pouvons exprimer aussi directement la notion de réalisation d’un processus par un autre
dans SCPL mais le théoréme est moins fort que le théoréme correspondant de CPL.

Théoréme 9.4.2 Soit Py et Py deux processus de SCPL.

£
Si le séquent Py & Py est prouvable dans SCPL, alors quel que soit I'environnement £, on a P, >, P,.
Preuve 9.4.2 De la méme fagon que pour le théoréme correspondant de CPL.0O

Pour illustrer ces relations entre processus de SCPL, reprenons quelques exemples déja étudiés dans CPL.

Exemple 9.4.4

Nous avions vu que dans CPL le tampon infini représenté par le processus Py = lab.1 étatt équivalent
au tampon & une place représenté par le processus Po = Is (a.b.5.1®!(s.a.b.5.1) @ a.b.s.1) relativement
d Uenvironnement N des co-processus normauz. Ce n’est plus vrai dans SCPL. En effet, le processus
a.a.b.b.l est un co-processus normal synchrone de Py mais pas de Py. C’est logique car i exprime le
chargement dans le tampon de deuz unités d’information suivi de leur libération. Les opérations n’étant
pas permutables dans SCPL, il n’est pas possible de charger deuz unités d’information dans un tampon &
une place.

Exemple 9.4.5
Soit les processus Py et Py définis ains::

Pr=pgl®rsl

Py = (p.g.rs1)&(rsp.g.l)

Tout d’abord, nous allons étudier si 'un est réalisable de maniére synchrone a partir de autre, ¢’est-a-dire
st les séquents Py = Py et Py Py sont prouvables dans SCPL.

—_ ID -  ID

rs.l F rsi p.g.l F pgl

- T TERMy; - TFERMjy,

1, rsl F rsl 1, pgl F pgl

SDt — — SDt
g.1, rs.1 F qrsl s1,psl F gpst
- — RCHt — RCt
p.q.l, rsl F pgrs.l r.s.l, p.q.l F rspgl

= - - = ALTg

r.s.l, p.g.l b (p.gr.s)&(rs.pg.l
g1k (pgrsel) g9.1) PAR,

rsl®pgl b (pgrsl)&(rspgl)
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Donc dans SCPL, nous avons Py - Py mais P, if Ps.
Maintenant, comparons les deuz processus du point de vue de leur interface synchrone relative.
D’aprés le théoréme 9.4.2, nous pouvons tout d’abord déduire de la démontrabilité de P, + P, dans

P
SCPL que: Py <, Py Il s’agit de savoir si U'on a 'éguivalence.
Commengons par construire une réduction linéaire synchrone de Ip*(Py).

Ip’(pg.1) 3 {p.e.1}

Zp’(r.s.1) i {r.s.1}

Par entrelacement, nous obtenons:

3
Ip'(P1) 3 {pgrsl, prqsl, prsql, rpgs.l, r.psgl, rspql}
Au coniraire de CPL, dans SCPL, il n’est pas possible de réduire cetle interface de maniére synchrone.
Maintenant, nous allons construire une réduction linéaire synchrone de Ip*(P,).

Ip*(p.grs.1) D {pqr.s.l}

Ipi(rs.1, p.g.1) é {z.s.p.q.1}
Par union, nous avons:
Ip’(Py) 2 {pgrs.l, rspql}

P
En conclusion : Py <, P;.

5 Traduction du II-calcul dans SCPL

Le M-calcul [Milner, 1991; Milner et al., 1992] est un formalisme trés puissant pour ce qui est de ses
capacités d’expression dans le domaine du parallélisme. Le fait de pouvoir traduire le II-calcul dans SCPL
illustre le pouvoir d’expression de SCPL. Parmi les diverses présentations du II-calcul, nous avons choisi
la plus compléte et en méme temps la plus proche de SCPL celle du II-calcul polyadique [Milner, 1991].
Nous commencerons par traduire sa syntaxe dans celle de SCPL. Cela nous permettra de délimiter un
fragment restreint SCPLy de SCPL correspondant au II-calcul. Dans ce fragment, nous allons pouvoir
spécialiser le systéme déductif de SCPL utilisé pour réduire les processus et a partir de 13, nous ferons
de méme avec sa relation de transition. Nous pourrons ensuite établir une correspondance entre cette
relation et Ia relation de transition du II-calcul.

5.1 Traduction de la syntaxe

Considérons la syntaxe normalisée du H-calcul polyadique [Milner, 1991] ou les abstractions et les
concrétions ont été standardisées. La syntaxe des processus peut alors étre définie ainsi :

Py o= 0| a.AZP | awvyl#|P | Py + Py
P = Py | PIP |IP | v2P
— Pp représente un processus normal et P un processus quelconque.

— @.AZP et a.vg[Z] P représentent respectivermnent une abstraction et une concrétion normalisées ; pour
la seconde, la syntaxe est restreinte par la condition: ¢ C Z.

171



Chapitre 9. SCPL : une restriction synchrone de CPL

- « est le nom d’une action choisi parmi les éléments d’un ensemble A,
— & et ¢ sont des vecteurs de noms.

Nous proposons maintenant de traduire tout processus P du H-calcul en un processus [[P]] de SCPL.
Nous choisissons comme ensemble de variables, I’ensemble A" des noms du I-calcul et I’ensemble § comme
ensemble des opérateurs sur les variables.
Les messages auront la forme: (« : £) ol « est le nom d’un canal de communication et & le contenu du
message qui transite par ce canal,
L’ensemble P, des processus de SCPL est ainsi fixé.
Il s’agit ensuite de définir une application P — [[P]] de I’ensemble des processus du II-calcul dans P.
Nous procédons inductivement & I’aide des équations suivantes :

(o) =1

([@.AZP]] = VZ(a: Z).[[P]]

[leviflZ]P]] = 3yl : ©).[[P]]

[[Pn1+ Pra]] = [[Prna]]&[[Pra]]

([P P]] = [Alle[P]

([P]] = '[P]]

[[veP]] = F=[[P]]
En ce qui concerne les concrétions qui sont de la forme a.v§[Z] P, nous supposons que a n’appartient pas
3 ¢, ce qui est toujours possible par renommage au sein de 7.
Le sous-ensemble Py de P, constitué par les processus images de processus du Ii-calcul, peut étre défini
directement a ’aide de la grammaire suivante :

Py = 1|Vi(a:%).P|3y(a:E).P| Py&Pn

P = Py |P®P|!P|3zP

Pour que la définition soit compléte, il faut ajouter une restriction qui est que pour les processus de la
forme J§(« : £).P, on a la condition: § C £.

L’application P —> [[P]] n’est pas injective car: [[ vyia.vR[ZIP]] = [[e.viivy:|E]P]].

L’application va nous permettre de comparer la sémantique opérationnelle du II-calcul avec celle de SCPL.
En préalable, pour simplifier la comparaison,il est utile de spécialiser le systéme déductif de SCPL au
fragment qui nous intéresse et qui est défini par Py. Etant donné notre objectif, nous ne considérerons pas
le systéme dans sa totalité. Nous nous en tiendrons aux régles qui permettent de construire des réductions
totales de processus, c’est-a-dire aux régles de réduction. De cette fagon, nous allions construire un calcul
SCPLy qui est une restriction de SCPL. Cette spécialisation va induire une spécialisation de la relation
de transition qu’il sera ensuite plus facile de comparer avec celle du II-calcul.

5.2 Spécialisation du systéme de réduction des processus de SCPL

Nous utilisons encore la méthode exposée dans la premiére partie de cette thése qui consiste 4 s’appuyer
sur la permutabilité des inférences pour normaliser les preuves.
Considérons une réduction totale dans SCPL d’un systéme de processus qui sont tous des éléments de
Py. Comme nous ’avons toujours fait, nous allons procéder par étapes en déplagant les inférences de la
réduction, type par type.

1. D’aprés le tableau 6.2, les inférences de type GE Ny peuvent étre montées au maximum, ¢’est-a-dire,
vu la syntaxe des processus de Py, jusqu’aux inférences de type COM qui produisent leur formule
active. On peut donc fusionner ces inférences en une seule et ainst remplacer les deux régles GEN
et COMy par une nouvelle COM 1y, qui a la forme suivante :

PZ/E], P, T + 1
Vi(o: )P, (0:2).P, T F 1

COM1,

172
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2. Ensuite, nous montons les inférences de type RESr. Or, d’aprés le tableau 6.2, elles peuvent étre
bloguées éventuellement par des inférences de type COM1y qui sont en position de permutation
avec elles mais pas permutables. Envisageons une telle éventualité et montrons que cela nous méne
3 une absurdité. Nous aurions une configuration qui se présenteralt ainsi:

P [z/Z], P, (3§(B:7).Ps){ufe], T + 1
Vi(a: &).P1, (a:2).Py, (3¢(8:7).Ps)u/v], T F 1
V(o : &).Py, (0 2).Py, 3Y(B:4).P3, ' F 1

L’inférence que nous voulons monter esi celle de type RESL et Pinférence qui la bloque, est celle
de type COM1yg. Ce blocage ne peut s’expliquer que par le fait que u est libre dans P;[Z/Z] mais
pas dans VZ(« : &).P;. Donc u est libre dans 2 ce qui contredit le fait que u n’est pas libre dans
(a : £).Py & cause de la condition liée & la régle RES].

Donc ce genre de blocage n’est pas possible et nous pouvons monter les inférences de type RESL
au maximum c’est-a-dire jusqu’aux inférences de type COM 1 qui introduisent leur formule active.
Nous pouvons alors les fusionner avec ces derniéres et remplacer les régles RESy et COM 1 par
une nouvelle COM?2; définie ainsi:

P[7/Z], Polo/g), T + 1
Vi(a  2).P1, 3ga - @).P, T F 1
avec Z = w[V/7] et les variables de ¥ non libres dans la conclusion

OM1g

RESL

COM2;,

3. Nous terminons en montant les inférences de type ALTy. D’aprés le tableau 6.1, ce mouvement
ne rencontre aucun obstacle. Et vu la syntaxe des processus, les inférences seront arrétées par les
inférences de type COM 1y qui produisent leur formule active. Nous pouvons alors les fusionner
avec celles-ci et remplacer les régles ALTy et COM1y par une nouvelle COM| qui a la forme
sulvante :

PI[Z/E]s P2[U/g]7 1
Vé(e: 2).P) 4+, GFla:0).P)+---, T F 1
avec 7 = W[U/y] et les variables de ¥ non libres dans la conclusion

coM,,

En conclusion, nous obtenons un ensemble de régles qui vont permettre de produire les réductions totales
de systémes de processus de Pg. Il constituera le systéme de réduction de SCP Ly qui est défini par la
figure 9.3.

5.3 Le systéme de transition de SCPLg

De la spécialisation du systéme d’inférence de SCPL, nous pouvons déduire facilement une spéciali-
sation du systéme de transition de SCPL.
La relation de réduction structurelle de SCPLg s’obtient par suppression des régles inutiles dans la dé-
finition de celle de SCPL telle qu’elle est donnée par la figure 7.3. Elle se présente alors comme la figure
9.4 I'indique.
Pour ce qui concerne la régle de transition, seule la régle de communication est modifiée. D’ou sa défini-
tion pour SC PLg donnée par la figure 9.5.
1l est facile de montrer que pour les processus de SC'P Ly, la relation de transition telle qu’elle est définie
ici, se confond avec celle de SCPL. C’est d’ailleurs pour cela que nous utilisons le méme symbole pour les
désigner.

5.4 Comparaison entre relation de transition de SCPL, et relation de tran-
sition du II-calcul

Considérons les deux processus du II-calcul P et Q. Il s’agit d’étudier la correspondance entre [[P]] ~
[ et P — Q. Le résultat de cette étude se traduit par le théoréme suivant :

Théoréme 9.5.1 Si dans SCPLy, la transition [[P]] ~ [[Q]] est prouvable sans l'aide de i'axiome
TERMgs pour produire [[Q]] et si fa relation de congruence du ll-calcul est étendue par la régle vaa.C =

173
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Régle de communication :

Pi[Z/&], Poli/g], T F 1
VE(a B P)+-, Qia:8). P+, T F 1

COM,

avec Z = W[v/y] et les variables de & non libres dans la conclusion

Régles d'opération :

Terminaison

Trt TERMy,

— TERMp
LT F 1 IT - 1

Composition paralléle

P,PTFI1

2 PARp
PPy, ' H1

Récurrence
PP T 1

RECY
\P,LF1

Restriction
Ply/z}, T + 1

JzP, T+ 1
avec y non libre dans la conclusion

RES;,

F1G. 9.3 - Le systéme de réduction de SCPL,q

a.vz C ol x n'est pas le nom correspondant a «, alors dans le ll-calcul, Ia transition P — () est prouvable.

Preuve 9.5.1 Nous procéderons par induction sur la structure de la preuve de [[P]] ~ [[Q]] dans
SCPLgy. Selon le type de la derniére inférence I de la preuve, nous pouvons distinguer les cas suivanis :

1. | est un axiome de type COM’.

P a la forme (aAZ.Py + - - )|(via.vip[Z1Pa + - -) et Q la forme vyiya(P1[Z/Z] | Pa).
Par la régle COMM du [I-calcul, nous pouvons établir:

(@AEPy + - N@vHEAP + ) = vi(PUE/E | Py).
Nous pouvons supposer que les noms de y1 ne sont pas libres dans P; sinon, nous effectuons un

renommage dans P en uitlisant la régle numére 1 définissant la congruence structurelle entre pro-

cessus [Milner, 1991].
Ensuite ¢ U'arde de la régle RES, nous pouvons inférer:
vii((aAd. P+ - )l@vplZ] P+ ) = vyivip(PiZ/3] | Pa).
Fnfin, la régle STRUCT nous permet d’obtenir:
(eAZ. P+ - M(vgiavygp[dPe+ - ) = vowvp(PlZ/E) | Pe), te. P — Q.

2. | est une inférence de type PAR.
Le résultat est immédiat car les régles PAR sont les mémes dans le ll-calcul et dans SCPLy.
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5. Traduction du II-calcul dans SCPL

—____ TERMgs _____ IDg
RT =1 P =P

I3
P2 reprMmi
1 P = P!

PRIPRQ = P
IPRQ = P

Ply/z]®Q = P’

PR Qg = P’
avec y non libre dans 3z P, @ et P’

RECs

RESs

Fig. 9.4 - Relation de réduction structurelle entre processus de SCPLg

7

(VE(a: Z).P)+ -+, (FP(a:2).Po)+ - ~ G P1[Z/Z] @ P3)

P~ P
Pe@Q ~ PoQ
Ply/s]© Q@ ~ Ply/0Q .

TPRQ ~ 2P RQ
avec y non libre dans 3z P, Q et 2P, )’

PAR

P= P P~ P P =P
P~ P

STRUCT

F1G. 9.5 - Relation de transition entre processus de SCPLg

3. 1 est une inférence de type RES.
Le résultat peut €tre facilement obtenu par application des régles RES et STRUCT du I-calcul

4. | est une inférence de type STRUCT.
Il est facile de montrer que si [P1]] = [[P.]] est prouvable sans laide de la régle TERM 15, alors
Py = P, si Uon étend la relation de congruence avec la régle mentionnée dans le théoréme. Le
résultat en découle immédiatement.

a

Le théoréme réciproque est faux car la relation de congruence structurelle est plus faible que la relation
de réduction structurelle de SCPLg. Cette derniére ne respecte pas les 9 régles définissant la congruence
structurelle du II-calcul [Milner, 1991]; elle n’est pas symétrique et pas compatible avec toutes les opé-
rations sur les processus.

Conclusion

En conclusion, nous avons vu dans ce chapitre que nous pouvions représenter la communication
synchrone dans CPL par une forme particuliére de réductions de processus et de preuves et que nous
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pouvions restreindre le systéme d’inférence de CPL pour ’adapter 4 ces preuves. Ainsi, nous avons pu
obtenir un calcul synchrone, SCPL.

Le systéme déductif de SCPL n’est pas complet par rapport & la logique linéaire : un séquent de SCPL
prouvable en logique linéaire n’est pas toujours prouvable dans le systéme d’inférence de SCPL. Nous
avolls montré une autre voie de représentation de la communication synchrone qui conserve la complétude
par rapport a la logique linéaire. Elle consiste & restreindre la syntaxe des processus mais elle est trés
lourde.

Par restriction de la sémantique opérationnelle et de la sémantique dénotationnelle de CPL, nous avons
obtenu celles de SCPL. La notion d’équivalence entre processus de SCPL ainsi obtenue, est plus proche de
la notion de bissimulation dans la mesure ol toutes les deux s’appuient sur la communication synchrone
mais les liens entre les deux ne sont guére plus simples que dans CPL.

A notre connaissance, les seuls autres travaux utilisant la logique linéaire pour batir un calcul de processus
synchrone, sont ceux de [Kobayashi and Yonezawa, 1994a]. Mais comme nous I’avons montré dans la
section 3, I’équivalence entre CCS et un fragment de ACL n’est pas vrale: la démontrabilité en logique
linéaire d’un séquent + P oit P est une formule représentant un processus de CCS traduit dans ACL,

n’implique pas la terminaison de P dans CCS (au sens ou c’est défini dans [Kobayashi and Yonezawa,
1994a)).
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Chapitre 10

CPL :un cadre commun pour I’étude
sémantique de programmes

Introduction

Comme tout modéle de représentation de la réalité, CPL peut étre utilisé comme outil d’analyse
dans le domaine de la communication et du parallélisme. D’autres outils existent déja {Hoare, 1985;
Hennessy, 1988; Milner, 1989] mais CPL permet peut-étre de capter certains aspects de la réalité que
d’autres formalismes ont du mal 4 saisir. Ainsi par exemple, il permet d’exprimer I'interaction d’un pro-
cessus avec I’extérieur dans sa globalité comme ne peut pas le faire la notion de bissimulation. Il présente
par ailleurs I'intérét d’étre un modéle logique.

Il peut aussi servir de base & la conception de langages de programmation paralléles fondés sur CPL.
Dans le chapitre 7, nous avons eu une idée du pouvoir d’expression du langage de CPL: il permet de
représenter des mécanismes de communication trés divers, de définir les processus de fagon récursive, de
construire des programmes modulaires, des programmes génériques. Le fait que la réduction de processus
peut prendre dans CPL la forme de la construction de preuves, permet naturellement d’en faire un lan-
gage de programmation logique dont 'interpréte serait un démonstrateur de théorémes dans un fragment
particulier d’ILL.

Une autre application consiste & utiliser CPL comme cadre sémantiqgue commun pour étudier la correction
de programmes écrits dans des langages les plus divers. CPL offre autour de la notion d’interface, la pos-
sibilité d’étudier la correction de ces programmes par rapport a une spécification donnée, & les comparer
entre eux ou A vérifier que certaines transformations de programmes préservent leur sémantique.

Dans ce chapitre, nous nous proposons de montrer comment il est possible de traduire naturellement
dans CPL des programmes écrits dans des langages les plus divers pour pouvoir ensuite les comparer.
Nous n’effectuerons pas le travail de comparaison lui-méme car c’est un vaste chantier qui nous ménerait
beaucoup trop loin. Nous nous contenterons d’en poser les prémisses. Et plutét que d’en rester a des
généralités, nous avons préféré nous servir d’un exemple, celui du tri d’une liste d’entiers.

1 Spécification du probléme en Prolog et traduction dans CPL

1l s’agit d’exprimer le probléme de fagon relativement naturelle sans préjuger de la maniére dont il va
&tre résolu. Un langage proche de celui de la logique classique peut convenir tel que Prolog.
Afin d’avoir un programme purement logique, nous représenterons les entiers sous forme symbolique a
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Paide des constructeurs 0 et s. Nous obtenons alors un programme p; qui se présente ainsi :

sort(Ly,Ly) : —permut(L,, Ly), ord(Ls).
permat([ ], (1)

permut([X|L],L') : —permut(L, L,), insert(X, L, L’).
insert(X, L, [X|L]).

insert(X, [Y|L],[Y|L]) : —insert(X,L,L").
ord([ ).

ord([X]) : —int(X).

ord([X,Y{L]) : —inf(X,Y}, ord([Y|L]).
int(0).

int(s(X)) : —int(X).

inf(0,X) : —int(X).

inf(s(X),s(Y)): —inf(X,Y).

Ce programme n’est pas efficace du tout et il va falloir en rechercher un autre plus efficace mais équivalent
3 p1. Si 'on écrit les autres programmes dans Prolog, cela facilitera la comparaison. Mais Prolog n’est
peut-étre pas le meilleur langage pour écrire des programmes efficaces. Si nous choisissons un langage
trés éloigné de Prolog, la comparaison risque d’étre plus délicate.

L’idée alors est de traduire p; dans un processus P; de CPL. Ensuite, pour vérifier la correction de tout
autre programme p écrit dans un langage quelconque, nous allons chercher a le traduire par un processus
P de CPL que nous pourrons comparer § P;.

Voyons comment représenter le programme p; par un processus P (d’autres possibilités existent [Zlatugka,
1993]). Comme p; est constitué de 12 clauses, Py va étre obtenu par composition paralléle de 12 processus,
chacun représentant une clause. Les clauses étant utilisées un nombre indéterminé de fois au cours de la
satisfaction d’une requéte, ces 12 processus seront tous récurrents.

La téte d’une clause sera traduite par ’envoi d’un message alors que les formules atomiques constituant
le corps seront représentés par des réceptions de messages précédant l’envoi.

Ainsi la régle sort(Ly, La) : —permut(Ly, L), ord(L2) se traduira par le processus:

VY1 Iy permut(ly, {).ord(l2).s0rt(ly, [2).1.
Et le fait permut([ ],[]) se traduira par le processus:

permut([ ],[])-1.

Il existe aussi une traduction duale qui consiste & représenter les tétes de clauses par des envois de
messages suivis de réceptions correspondant aux corps de clauses.

Voyons maintenant comment se traduit le mécanisme d’exécution de Prolog dans CPL. Les buts g soumis
au programme p; seront représentés par des co-processus (G placés en paralléle avec P;. L’exécution
de la requéte < p;,g > se traduira alors par la réduction totale de P, ® GG c’est-a-dire la construction
d’une preuve de P; ® G + 1. La preuve ainsi construite fournira la réponse & la requéte. Prenons un
exemple. Soit le but sort([s(0), 0, s(s(0))], X} soumis & p;. Il est alors traduit dans CPL par le co-
processus V& sort([s(0), 0, s(s(0))], z).1. La réponse a la requéte sera fournie par une preuve du séquent
Py @ (Vz sort([s(0), 0, s(s(0))], z).1) F 1. Dans cette preuve, nous retrouverons en particulier la valeur
de z, [0, 5(0), s(s(0))], qui est la réponse de 'interpréte Prolog.

2 Un programme Prolog plus efficace

Nous nous proposons maintenant tout en restant dans le cadre de Prolog d’écrire un programme ps
plus efficace que p; mais qui permet de réaliser [a méme spécification. Nous avons choisi de traduire le
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3. Un programme Pascal

tri rapide 4 ’aide de p; d’ou le programme suivant :

sort(Ly, Ly) : —quicksort(Ly, Ly).
quicksort([ ], [ ]).
quicksort([X|L], L") : —partition(X, L, Ly, Lq),
quicksort(Ly, L),
quicksort(La, L),
append(LY, [X|L4], L').
partition(, (1,1, [])
partition(X,{Y|L], L1, L2) : —inf(X,Y, R), cont—partition(R, X,Y, L, L1, Ly).
append([ ], L, L).
append([X|L4], L2, [X|L]) : —append(Ly, Lz, L).
inf(0, X, true) : —ini(X).
inf(s(X),0, false) : —int(X).
inf(s(X),s(Y),R): —inf(X,Y,R).
cont—partition(true, X,Y, L, L1,[Y|L2]) : —partition(X, L, Ly, Ly).
cont—partition(false, XY, L,[Y|L1], Ly) : —partition(X, L, Ly, L2).
int(0).
int(s(X)) : —int(X).

Comme p;, nous pouvons traduire p, par un processus P, de CPL ce qui va permettre de comparer
indirectement les deux programmes Prolog. Comme ils sont écrits dans le méme langage, nous aurions
pu les comparer directement mais le passage par U'intermédiaire de CPL ne complique pas les choses. Il
va falloir s’assurer 8’ils vérifient la méme spécification. Dans CPL, cela revient 4 comparer les interfaces
de P et de P,. Si Uon considére les interfaces absclues, il est évident qu’elles ne sont pas equ1valentes
par exemple le programme ps permet de concaténer deux listes, ce que ne peut pas faire p;.

Nous allons donc comparer les interfaces de Py et de P, relativement & un environnement qui correspond
au probléme que nous cherchons & résoudre. Ici, ’environnement choisi sera ’ensemble 7RZ des co-
processus de la forme sort(t;,%2).1 ot £, et i3 sont des termes quelconques d’une algébre batle en utilisant
au minimum les constructeurs d’entiers 0 et s

Il faut ensuite montrer que Py TRI Ps. La tache se raméne donc 4 une démonstration de théorémes en
logique linéaire intuitionniste. Cette démonstration n’est pas forcément simple ; c’est pourquol nous ne la
ferons pas ici mais ce qu’il faut retenir c’est que CPL fournit un cadre adapté pour étudier la correction de
programmes, les programmes et les spécifications y étant représentés dans un méme formalisme logique.
Et comme nous allons le voir maintenant, cela ne se limite pas a4 des programmes Prolog.

3 Un programme Pascal

Nous savons que Prolog n’est pas forcément le langage le mieux adapté a Pécriture de programmes
efficaces. Donc il est souvent nécessaire d’avoir recours & un autre langage, un langage de programmation
impérative par exemple. Nous avons choisi ici Pascal parce qu’il est trés connu mais nous aurions trés
bien pu prendre le langage C.

Nous avons choisi un autre principe algorithmique consistant 4 ordonner les éléments d’une liste par
permutation successive de tous les couples de voisins mal ordonnés.

Nous obtenons alors le programme décrit par la figure 10.1 Nous allons montrer comment représenter ce
programme pz par un processus P53 de CPL. Pour cela, nous allons traduire chaque instruction 7 de p3
par un processus P; de CPL en allant des plus élémentaires vers les plus complexes.

Un trait caractéristique des programmes Pascal est la séquentialité des instructions exprimée par ’opé-
rateur ";". Pour Vexprimer dans CPL, nous indiquerons qu’une instruction ¢ a fini d’étre exécutée par
Ienvoi sur le canal fin du message i, ce qui permettra de déclencher ’instruction suivante.

Il serait un peu fastidieux d’exposer ici la traduction compléte du programme p3. Nous nous contente-
rons d’en traduire la partie la plus significative: I’instruction while. Commengons par ses composantes
élémentaires.
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Ainsi, Vinstruction ¢; termin := not(modif) peut étre représentée dans CPL par le processus P;, suivant :

(eval in : not(modif)).

Vo t w (eval out : not(modif) (v,t)).
(termin : (w,t)).
(termin : (v,t).
(fzn . 21)

1

Commentons cette définition. Elle suppose tout d’abord I’existence d’un processus récurrent P4 qui
évalue des expressions arithmétiques, booléennes ou autres: sur son canal d’entrée eval in, il regoit ’ex-
pression 4 évaluer et sur son canal de sortie eval out, il retourne un couple formé de la valeur de ’expression
et de son type.

On commence par envoyer ’expression & évaluer au processus Pe,4;. La réponse v est retournée ensuite
avec son type ¢{. La variable termin du programme est représentée par un canal du méme nom ou la
valeur stockée est w. Celle-ci est remplacée par v et la fin de Pexécution de ’instruction #; est indiquée
par l’envoi du message 7; sur le canal fin.

De la méme maniére, les instructions i- et 73 qui suivent immédiatement ¢;, sont représentées par les pro-
cessus P;, et P;,. Alors, 74 qui est définie comme begin 71; 2; i3 end, est représentée par le processus
P;, défini ainsi:

P, ®(fin: 11).P;, @ (fin: 12).P;, ® (fin : i3).(fin : 44).1

L’ instruction é¢ qui constitue le corps de I'instruction "while", est de type "if-then-else" et définie ainsi :
if I'.sv = nil then i4 else i5. Elle peut donc étre traduite par le processus F;; de CPL suivant :

(eval : I".sv = nil).
&(eval : I".sv = nil (true, bool)).

® 5,
® (fin: i4).
(fin : dg).
1
&(eval : I".sv = nil (false, bool)).
® P,
® (fin : is).
(fin: 26)
1

Enfin, I'instruction i; qui est définie comme while not(termin) do ig, peut étre représentée par le
processus :

(debut : i7).
! (debut : ir).
(eval in : not(termin)).
& (eval out : not(termin) (true, bool)).

® P,
® (fin: ig).
(debut : ir).
1
& (eval out : not(termin) (false,bool)).
(fin: i7).
1

Nous pouvons traduire de cette fagon tout le programme p3 en un processus Pz de CPL. L’exécution du
programme p3 exige ’entrée d’une liste d’entiers I et va se terminer par la sortie d’une liste /. Dans CPL,
ceci peut &tre modélisé par un co-processus fonctionnel (sort in : Ig).VI (sort out : I [).1 Ensuite, il
s’agit de savoir si p3 est correct, ce qui revient & comparer Uinterface de P53 avec celle de Py choisi comme
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étalon.

Mais il y a un probléme dans la mesure o1 la premiére est fonctionnelle et ol la deuxiéme est une interface
Prolog. Il faut donc au préalable standardiser les interfaces. Cela peut au moyen d’un processus auxiliaire
qui va jouer le réle d’un adaptateur : il va permettre de transformer une interface Prolog en une interface
fonctionnelle. Il peut étre défini ainsi :

Paaapt = Viily sort(ly,l).(sort in: 1y).(sort out : I3).1

Alors, il va falloir comparer l'interface de P3 ® Pgpdap: avec celle de P; relativement a ’environnement
TRZ et montrer qu’elles sont identiques.

4 L’utilisation de CPL comme langage de programmation pa-
ralléle

Le défaut d’un langage comme Pascal est qu’il impose une séquentialisation des instructions qui n’a pas
toujours de signification logique et qui nuit a la modularité des programmes. L’utilisation de CPL comme
langage de programmaiion montre qu’il peut capter la logique interne d’un programme : la dépendance
entre actions sera exprimée par la communication et I'indépendance par le parallélisme.

Nous avons choisi de programmer le tri rapide dans CPL. Le programme général sera représenté par un
processus P, qui va étre la composition paralleéle de processus récurrents, chacun étant spécialisé dans
I’accomplissemnent d’une tache particuliére. Dans notre cas, nous aurons:

P4 = !Paort®?Pquicksort®!Ppartition®?Pappend®!Pinf®!Pint

Définissons ensuite chacun des composants de Py.
Le processus principal Ps,r; peut s’écrire ainsi:

Pyort = ¥ I (sort in: ).
{quicksort in: {).
V U'(quicksort out: { I).
(sort out: I I').
1

Piors fait appel & Pyyicksort qui est défini ainsi:

Pyuicksort= &(quicksort in: [ ]).
(quicksort out: [ ][]).
1
&V z I{quicksort in: [z|l]}.
(partition in: (z,{)).
V l; Ia(partition out: (z,) (I1,1s)).
®(quicksort in: {1).
1
®(quicksort in: {3).
1
®Y I I (quicksort out: {j 1}).
(quicksort out : Iy 14).
(append in’ (1, [z]13]))
¥ I'(append out: (If, [z[l5]) I').
(quicksort out: [z]]] I').
1

Le processus Ppariizion qui découpe une liste { en deux sous-listes {1 et {3 selon la valeur discriminante z
est défini ainsi:

Pyariition = & V z(partition in: (z,[])).
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(partition out: (z,[]) ([ 1,[ ])-
1
& Vz y l(partition in: (z, [y|l])).
®(inf in: (z,y)).
1
®(partition in : (z,1)).
1
@V ly(partition out: (z,!) (I1,l2)).
&(inf out: (z,y) true).
(partition out : (z, [y|l}) (I1,[yll2])).
1
&(inf out : (z, y) false).
(partition out: (z, [y|l]) ({y{l1],12)).
1

Le processus Pappend qui concaténe deux listes [; et I3 en une seule [ peut s’écrire ainsi :

Pappena =&Y l(append in: ([ ],1)).
(append out: ([ ],I) {).
1
&Y z ly I (append in: ([z]l1],02)).
(append in: (I1, &3)).
¥ 1 (append out: (I1,l3) 1).
(append out: ([x{l;],l2) [z]!]).
1

Maintenant nous passons a la définition du processus Pi,y qui compare deux entiers.

Pins = & VY z(infin: (0, z)).
(int in: z).
(int : out x).
(inf out: (0, z) true).
1
& V z (inf in: (s(z),0)).
(int in: 2).
(int : out z).
(inf out : (s(z), 0) false).
1
&V zy (inf in: (s(z), s(v))).
(inf in: (z,y)).
¥ r (inf out: (z,y) r).
(inf out: (s(z),s(y)) r).
1

Nous terminons par la définition de P;,; qui teste si un terme est un entier.

Pint = & (int in: 0).
(int out: 0).
1
& V z(int in: s(z)).

(int in: z).
(int : out z).
(int out: s(z)).
1
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4. L’utilisation de CPL comme langage de programmation paralléle

Pour vérifier la correction de Py, il faut lui adjoindre le processus P,gqp: pour le transformer en un
processus qui ait une interface Prolog au lieu d’une interface fonctionnelle. Il s’agira ensuite de comparer
les interfaces de Py @ P,dap: et de P; relativement & ’environnement 7RZ.

pt

Conclusion

Ce qu’on peut retenir de ce chapitre, c’est que CPL peut fournir un cadre commun pour étudier la

correction de programmes écrits dans des styles les plus éloignés. Nous avons vu qu’on pouvait sans peine
traduire dans CPL des programmes impératifs comme des programmes logiques. Nous aurions tout aussi
bien le faire pour des programmes orientés objets. Les programmes fonctionnels semblent poser davantage
de problémes. Il semble difficile de se passer du second ordre pour les représenter. En effet, lorsque 1’on
réduit (Az.E1)Ey on peut considérer Az.E; comme un processus qui regoit comme message un autre
processus £y ce qui implique que x puisse étre instanciée par un processus. C’est pourquoi, nous avons
laissés de coté pour 'instant les langages fonctionnels.
Dans le cadre de CPL, on peut représenter un programme par un processus et une spécification par
une interface. Ainsi les notions de programme et de spécification sont traduites dans un méme cadre
logique ot les concepts de déduction, de réduction et de relativisation d’une interface, de réalisation d’un
processus par un autre peuvent étre des outils utiles pour I’étude de la correction des programmes et des
transformations de programmes.
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Chapitre 10. CPL :un cadre commun pour I’étude sémantiqgue de programmes

program sort
type intlist = “intlistr;
intlistr = record
v:int;
sv intlist ;
end ;
var termin, modif: bool;
x: int;

lo, 1:inthst ;

procedure input(var I : intlist) ;

procedure output( : intlist) ;

begin
input(lo);
termin := false;
modif := false ;
li=1ly;

while not(termin) do
if1".sv= nil then
begin
termin := not{modif) ;
modif := false;

Li=lo;
end
else
begin
xi=1.v;
if x >I'.sv". v then
begin
modif ;= true;
IPv:=1sv.v;
Isvivi=x;
end;
=1.sv;
end;
output(l);

end ;

FiG. 10.1 - Programme Pascal de tri d’une liste d’entiers
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Dans la premiére partie de cette thése, nous avons montré la pertinence qu’il y avait & se saisir de la
notion de permutabilité d’inférences comme point de départ d’une étude de la construction de preuves
en logique linéaire. Dans le cadre du calcul des séquents linéaire, nous avons montré que cette notion
constituait le fondement de la normalisation de preuves et de 1’élaboration de stratégies de construction.
Nous avons pu ainsi mettre a jour une dualité entre principes de construction des preuves en chafnage
avant et principes de construction des preuves en chainage arriere. Nous avons mis en évidence les deux
facteurs essentiels qui déterminent normalisation des preuves et stratégies de recherche: le fragment
logique dans lequel les preuves se situent et le sens de leur construction qui est envisagé. Nous avons pu
ainsi déboucher sur une méthode qui permet de normaliser et d’élaborer des stratégies de construction
de preuves dans n’importe quel fragment de la logique linéaire. Une application systématique de cette
méthode dans CLL pour la construction de preuves en chainage avant, nous a permis d’élaborer des
stratégies qu’il sera intéressant de comparer précisément avec les stratégies basées sur la résolution.

Ces travaux peuvent trouver une premiére application dans la conception de démonstrateurs de théorémes
automatiques ou semi-automatiques en logique linéaire. Une autre perspective est d’étudier dans quelle
mesure ces résultats ont une portée qui dépasse le cadre de la logique linéaire et peuvent étre étendus &
d’autre logiques exprimées a I’aide d’un calcul de séquents.

Dans la deuxiéme partie de cette thése, nous avons proposé un modéle du parallélisme sous forme d’un
calcul de processus, CPL, reposant sur la construction de preuves en logique linéaire. L’intérét d’un tel
modéle est qu’il amalgame la théorie du parallélisme avec la programmation logique. L’approche basée sur
la notion d’interface autour de laquelle s’articule la sémantique dénotationnelle, demande & étre comparée
plus précisément avec les approches classiques fondées sur la notion de bissimulation. Ce sera un de nos
axes de travail futurs.

Une premiére application de CPL est de fournir la base d’un langage de programmation logique paralléle.
Mais il peut é&tre utilisé aussi en tant que cadre logique d’analyse dans le domaine du parallélisme. Enfin,
il peut offrir un cadre commun et des outils théoriques pour une étude sémantique des programmes et
des transformations de programmes écrits dans des langages les plus divers.
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Annexe A

Permutabilité d’inférences dans CLL

Théoréme 2.3.1

Soit ty et ty deux types du tableau ci-dessous.

1. la case (11,12) du tableau est vide si et seulement si toute inférence de type 1 en position de permutation
avec une inférence de type ts dans une déduction, est permutable avec celle-ci;

2. la case (11,12) du tableau contient np ou — si et seulement si il existe une inférence de type t, en position
de permutation avec une inférence de type to dans une déduction mais qui ne soit pas permutable avec
cette derniére (le tiret — indique que la non permutabilité est toute relative et qu'elle peut &tre contournée
comme nous le verrons dans la prochaine section);

3. la case (t1,t2) du tableau contient une croix x si et seulement si il n'existe pas de déduction od une
inférence de type t; soit en position de permutation avec une inférence de type t,.

to\t1 | @ [p | L& B |7 |wl|c?] |V 3 |cut
& np
£ |np np np
4 np
& inpl—|—|—Inp|np|np|—inpi—|np|np
D np
7
w?
¢? |np np
! X IXiX|{x}|x|np x |x| x|nap
Y np np| np
3 np
cut np

Preuve

Considérons une preuve de CLL et deux inférences de cette preuve I; et I telles que I; soit en position
de permutation avec I». Soit ¢; et ¢5 les types respectifs de I; et I3. Nous allons passer en revue toutes
les valeurs possibles de ¢; et ¢, en recherchant celles pour lesquelles I; et Ip sont toujours permutables.
Ce qui complique ceite tiche, ce sont les régles d’inférence sensibles au contexte: &,! et V.

Nous allons faire une analyse de cas qui tienne compte de cela.

1. &, est égal & &.
Pour que I soit permutable avec I3, il faut que Iz soit précédée par une autre inférence de type i3

197



Anneze A. Permutabilité d’inférences dans CLL

qui puisse dans la permutation, fusionner avec I;. Il est facile de produire pour chaque valeur de ?;
un contre-exemple qui montre que la permutabilité n’est pas toujours vraie. Nous n’irons pas plus
loin ici, réservant pour la prochaine section I’explication sur la différence entre cases marquées "np"
et cases marquées "—" dans le tableau.

2. 1 est égal & 'f.
Le contexte initial de 5 est de la forme ?A et comme I; est en postion de permutation avec elle,
ce contexte inclut la partie principale de I;. Il y a alors deux possibilités:
- soit cette partie principale est vide ce qui signifie que t; est égal & cuf;
- soit I; a une formule principale de la forme ?F ce qui signifie que t; est égal 47, w7

ou c¢?. Les autres cas ne sont pas possibles, ce qui justifie I’existence des croix dans le tableau
accompagnant ’énoncé du théoréme.

Examinons maintenant ces quatre possibilités.
(a) t; est égal a cut
I; et I, forment alors la déduction suivante :

FF G, %A, F FL 7A,

cut

F G, TA,, ?AQ'
G, TAL, 7A,
En essayant de permuter les deux inférences, nous obtenons comme résultat :
FF G, TA, !

FOFOIG, TA; B FLR A,
cut

FIG, TAy, TA,

Malheureusement, cette déduction n’est valide que si F est de la forme ?F’, ce qui n’est pas
toujours le cas donc I; n’est pas toujours permutable avec Is.

(b) ¢; est égal a7,
Les deux inférences constituent donc la déduction:

FF G, ?A?
FYF, G, TA '
- ?F, G, 75
En permutant, nous devrions obtenir la déduction :
FF G, ?A'
R IG, TA
S ——
FTF, G, TA

Mais cornme dans le cas précédent, la validité de la déduction dépend de la forme de F qui
doit étre de la forme?F’.

(c) ¢t est égal & w?.
Les deux inférences constituent donc la déduction :
F G, 7A

w?

F7F G, ?Ai

FIEIG, TA
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En permutant, nous devrions obtenir la déduction :
F G, ?A'

FIG, A
-_—  w?
F7F, G, A
Cette déduction est correcte et elle a méme hypothése et conclusion que la précédente donc Iy
est permutable avec Is.
(d) ¢, est égal a c?.
I, est I, forment alors la déduction :

FF TF, G, TA
c?

F?F, G, ?Ar
F7F, IG, TA
En permutant, nous devrions obtenir la déduction :

TR TF, G, TA
{

+?F, TF, 1G, TA
c?

F2F 1G, ?A

Cette déduction est correcte et elle a méme hypothése et conclusion que la précédente donc I
est permutable avec I5.

3. t) est égal ! est t, est différent de! et de &. 7
Quel que soit le nombre de prémisses de I, les deux inférences constituent une déduction qui a la
forme suivante :

F F, TA,, ?A!
FIF ?A,, 7A
to

FIF, A,, TA, A

7A, est la partie active du prémisse de I, confondu avec la conclusion de I et A, est la partie
principale de I5.

Si P'on veut que la permutation soit possible, cela implique que A, soit vide ou constitué par une
formule de la forme?F pour que la condition sur le contexte de la régle! soit respectée. Cela veut
dire que 2 doit &tre égal & cut, 7, w? ou ¢?.

Dans les trois derniers cas, il est évident qu’il y aura permutablité. Voyons précisément ce qui se
passe lorsque £o est égal 4 cut. I) et I, forment alors la déduction:

F F,7G, ?A?

FIF 7G, TA + !(Gl), A
cut

FIF TA, A

Mais comme A’ n’est pas toujours de la forme ?A”, I, n’est donc pas toujours permutable avec I5.

4. ty est égal & V et ¢ est différent de!.
Comme Iy est en position de permutation avec [o, la partie principale de I est donc incluse dans
le contexte de Jy donc la variable y sur laquelle porte la quantification effectuée par I n’est pas
libre dans cette partie principale.
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Si I; n’est pas de type cut, ¥ ou 3, y ne sera pas libre non plus dans les parties actives de ses
prémisses. Donc ,si I} résulte de "application d’une régle insensible au contexte, elle sera permutable
avec [y,

Il reste donc & traiter 4 cas: cut, &, V et 3.

(a) t, est égal & cut.
I, et I, forment alors une déduction de la forme:

F F7 G[y/I], Al = F-La AZ
cut

F G[y/l‘], Al’ AZ v

F Ve G, Al, Ag
Par permutation, on devrait obtenir la déduction :

t Fs G[y/z], Al v

F F, V2, Ay [ FL, Aq
cut

F VIC;7 Ah Az
Or, cette déduction n’est correcte que si y n’est pas libre dans F, ce qui est loin d’étre toujours
le cas. Donc I; n’est pas toujours permutable avec 5.
(b) t1 est égal a &.
Les deux inférences constituent alors la déduction :
F B, Gly/z], A + Fa, Gly/z], A %

F FI&FZa G[y/f], A v

F R&Fy, VeG, A
Par une permutation, on obtient la déduction :

F Fl, G[y/(l:], Av F FZ» G[y/f], Av

F Py, Y2G, A B Fy, V2G, A %

= FI&FQ, VIG, A
La déduction étant correcte, les inférences sont permutables.

(c) t; est égal A V.
I, et I, forment alors la déduction :

F Flu/z], Glv/y], A v

F YV F, Glv/yl, Av

F VaF, VyG, A
Le résultat de la permutation des deux inférences doit &tre la déduction:

F Flu/z], Glv/y], A v

F Flu/z], YyG, A v

F Yz F, VyG, A

Vérifions si les deux inférences I et I} (se suivant dans cet ordre dans la déduction ci-dessus)
sont correctes, ¢’est-a-dire si elles satisfont la condition relative a la régle V.

Comme [I; vérifie cette condition, u n’est pas libre dans Vz F, G[v/y], A donc elie ne ’est pas
plus dans Vz F, Yy G, A ce qui assure la correction de I].
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I, vérifiant la condition relative & la régle V, v n’est pas libre dans Ve F, VyG, A. La seule
possiblité pour v d’étre libre dans Flu/z], YyG, A c’est d’étre identique & u. Dans ce cas,
Glv/y] est égal & G[u/y]. Or, u n’est pas libre dans cette formule ce qui implique que y n’est pas
libre dans G. On peut donc, pour assurer la correction de 7} choisir a la place de v n’importe
quelle variable qui n’est pas libre dans Flu/z], Yy G, A.

On a donc montré que I; est permutable avec .

{d) t; est égal & 3.
I; et I forment alors la déduction :

F F[U/.'L'], G[v/y], A 3

F 3zF, Glv/y], AV

F JzF, VyG, A
Le résultat de la permutation des deux inférences devrait alors se présenter ainsi :
t Flu/z], Glv/y], A v
 Flu/z], VyG, A .

F dzF, VyG, A

Mais pour que cette déduction soit correcte, il faudrait que v ne soit pas libre dans F[u/z],
VyG, A si c’est vrai pour YyG, A, c’est loin d’étre le cas pour Flu/x]. Donc I; n’est pas
toujours permutable avec [5.

5. 1; est égal & & et {5 correspond a une régle qui est insensible au contexte.
Selon le nombre de prémisses de I3, on a deux configurations possibles :

(a) 2 a un seul prémisse.
I et I, forment alors une déduction de la forme:

}_FlsAasA '_F27AasA&

F &R, A, At
2

FOR&Fy, Ay, A

Dans cette déduction, A, et A, représentent les parties active et principale de I5.
Par permutation, on doit obtenir la déduction :

F P, Ag, A F Fy Ag, A
(2 tg
R, Ay, A F By, Ay A .

b P &Fy, Ay, A

Comme I3 ne dépend pas du contexte, cette déduction est correcte donc I est toujours per-
mutable avec Is.

{b) I, a deux prémisses.
I est alors une inférence de type ® ou cut et elle forme avec I; une déduction de la forme:

B Ry, AL Ay Ry AL A

F &R, Al Ay F A2, Agt
2

= FI&F'Zs Api Aly AZ
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Dans cette déduction, Al et A2 représentent les parties actives gauche et droite de I et A,
sa partie principale.
Par permutation, nous devons obtenir le résultat suivant :

F R, AL A B A2 A, F Ry, AL Ay R AZ A,
2 2

= Fl’ Aps Aly A? F F27 Apa Al) A? &

F F&Fe, Ay, Ag, Ao

Cette déduction est correcte donc I; est toujours permutable avec Io.

6. t, est égal A V et {, ne correspond pas 4 une régle sensible au contexte.
Selon le nombre de prémisses de I, on distingue deux cas:

(a) I a un seul prémisse.
L’objet de la permutation a alors la forme:

F OFPly/z], Aq, &
ly/z] v

F VzF, A, A
R 2/ ]
b VZF, Ay, A

Le résultat de la permutation doit se présenter ainsi:

F Fly/z], &g, A
ty

F Fly/e], Ay, A

F VoF, Ay, A

Mais pour que cette déduction soit correcte, il faut que y ne soit pas libre dans Ve F, A,, A.
Comme I; est correcte, on sait déja que y n’est pas libre dans Yz F', A4, A. Mais de A, &
A,, peuvent étre apparues de nouvelles variables libres si 5 est égal & ® ou w?. Si parmi
celles-ci, on trouve y, on conserve une preuve correcte en renommant y. Donc dans tous les
cas, la permutabilité est assurée.

{b) I a deux prémisses.
I, est alors de type ® ou cut et elle forme avec I; une déduction qui se présente ainsi:

F Fly/z), AL, Ay v

FoVeF, AL A; A2 A,
2

F VZF, Ap, Al, AQ
Le résultat de la permutation devrait avoir la forme suivante :

F Fly/z], AL, A; F A2 Agt
2

i_ F[y/‘z]s Ap» Ala AZV

= VLEFﬁ Apy Ah Ag

Pour que cette déduction soit correcte, il faut que y ne soit pas libre dans Vz F', A,, Ap, As.
Comme I; est correcte, on sait déja que y n’est pas libre dans V2 F, Al, A;. Malheureusement,
y peut étre apparue comme variable libre dans Ay et méme dans A, quand I est de type Q.
On conserve une preuve correcte par un renommage de y.
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7. t1 et t, correspondent tous deux a des régles insensibles au contexte.
Selon le nombre de prémisses des deux inférences, on peut distinguer les cas suivants:

(a) I et I; ont seulement un prémisse.

(b)

L’objet de la permutation a alors la forme suivante :

F Ag, AL, A
N 71
F A, AL A
.t
F A, AL, A

Ag et Al constituent les parties actives respectives de [ et Iy et Ap et A;, leurs parties
principales.
Le résultat de la permutation doit avoir la forme suivante:

F Aq, AL A

P 7
f_ Aas A;ﬂ A
L — 4]
b Ap, A, A

Les inférences ne dépendant pas du contexte, cette déduction est correcte donc les inférences
sont permutables.

I; a un prémisse et [, en a deux.
I; et I3 constituent alors une déduction de la forme (les notations ont une signification analogue
3 celle du cas précédent):

F A, AL A
S 7
= Ag, AZIV Ay F Af‘, Azt
2
'_ Ap‘l A;)v AI? A?
Par permutation, on obtient alors la déduction :
AL, AFAL R OAZ Azt
2

F A, AL, Ay, Ay
1

F A, A;,, A, A,
Les inférences ne dépendant pas du contexte, la permutation est correcte.

I, et I, ont deux prémisses.

Les deux inférences sont donc de type ® ou cut et forment une déduction qui se présente ainsi :
FOAL ATCA R AR A,

1

F Ap’ A:zla Als AZ F A:zzv A

(2

B A, AL Ag, A, A
Le résultat de la permutation se présentera alors ainsi:
AL AL A B AZ A

iy
F AL AL Ag, A F A2, A,

2
- Ap9 A![pa Als AE’ A

Comme I; et I ne sont pas dépendantes du contexte, la permutation est correcte.
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(d) I a deux prémisses et I, un seul.
L’inférence I; est donc de type ® ou cut et forme avec Iy une déduction qui se présente ainsi :

F AL AL A R AZAZ Azt
1

F AP’ A:zlv A:zz; Aia AZ tz

F Ay, AL, Ay, Ay

Dans la déduction ci-dessus, la réunion de A/l et A’? constitue la partie active de I5. Il est
facile de voir que la permutation est possible si A’! ou A’? est vide. C’est en général le cas car
I> a au plus une formule active sauf si elle est de type g ou c¢?. Dans ce cas, elle a deux formules
actives qui peuvent &tre réparties entre A’ et A’ ce qui rend la permutation impossible.
Si I est d’un autre type que gp ou c?, sa partie active qui a au plus un élément, se confond
avec Al ou A’%. Supposons par exemple que ce soit Al et que A!Z soit vide. La permutation
est alors possible et le résultat est le suivant :
F A}lv Agla A1
R 7
F AL Ay, Ap A2 Agt
1

F A}n A;; Al) A2
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Annexe B

Elimination des coupures dans CLL

Théoréme 2.5.2

Soit Py une preuve de CLi qui comporte au moins une coupure. Alors il existe une preuve Po qui a fa
méme conclusion que P1 et une complexité des coupures strictement plus faible.

Preuve

Considérons I une coupure quelconque de P; qui ne soit précédée par aucune autre. Démontrer le
théoréme revient 4 prouver qu’en montant I dans la preuve, on peut diminuer la complexité des coupures
qui résultent de cette montée.

En utilisant le théoréme 2.3.3, on peut remonter I dans P; jusqu’aux inférences produisant ses formules
actives. La coupure peut avoir été dupliquée au cours du mouvement mais quoi qu’il en soit, sa complexité
n’a pas été modifiée.

Chacune des coupures I’ résultant de cette montée, se trouve bloquée par les deux inférences 7] et I qui
la précédent. Mais on peut lever cet obstacle tout en diminuant la complexité de I’. Nous devons pour
cela, considérer différents cas selon le type de Ij et I} (le nombre de cas & considérer se trouve réduit de
moitié & cause de la symétrie des coupures).

1. T et un type quelconque,
Supposons par exemple que ce soit I} qui ait le type T. Nous avons alors deux configurations
possibles selon que la formule T de I] est active ou non dans I’.

(a) T est active dans I?.
Les trois inférences forment alors la configuration suivante :

T T
FT,A F O, T, A

cut

T, A A

EEE—
Celle-ci peut étre remplacée par le seul axiome: F T, A, Af
La complexité de la coupure a bien entendu diminué puisqu’il r’y a plus de coupure.

(b) T n'est pas active dans I'.
Les trois inférences avec celles qui les précédent, forment alors la configuration suivante :

S
W T,F,A R FL T, A

cut
T, A, A
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—
Celle-ci peut aussi étre remplacée par le seul axiome: F T, A, A’
De la méme fagon, la complexité de la coupure a été annulée.

2. 1et L.
On a alors la configuration suivante :

Colp
N

—_1 1
F 1 LA

cut

A

Elle peut &tre remplacée par la preuve P qui, étant donné nos hypothéses, est sans coupures donc
14 encore, la complexité de la coupure se trouve annulée.

3. id et id.

On a alors la configuration suivante:

id id
F A, AL F A, At

cut

- A, At

—  id
Elle peut étre remplacée par le seul axiome - A, At
La coupure a été éliminée.

4. ® et p.
L’inférence I’ avec celles qui la précédent, forment la configuration :

R, A By A b OFE, B, A
Y #

F FRLQ®Fy, A, Ay b PR, A

cut
F A, Ay, A
Elle peut alors étre remplacée par celle-ci:
F R, A v+ R ORS A
cut
B OFs, Ay A FFy, A,

cut

]'- AI, A2$ Ai

Pour ce qui est de la complexité des coupures de ’ensemble, seule compte la coupure la plus haute
dont la complexité est strictement inférieure & celle de I’
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5. & et &.
L’inférence I’ avec celles qui la précédent, forment la configuration (pour &, nous choisissons par
exemple @) :

F R, A FFy A - ORL, A
& D1

F &, A F FIJ-QBFZJ-, Al
cut

oA A

Elle peut alors étre remplacée par celle-ci:

R, A R FE A
cut

A A

La complexité de la coupure a bien entendu diminué.

6. let?,
L’inférence I’ avec celles qui la précédent, forment la configuration :

EFPA F FLA
1 ?

FUF, 2A F7FL, AT
cut

F A, A

Elle peut alors étre remplacée par celle-ci:

FF,7A F FL, A
cut

F A, A

La complexité de la coupure a évidemment diminué.

7. 'et w?,
L’inférence I’ avec celles qui la précédent, forment la configuration :

: P
FF Ak A’}
! w7

HIF?7A B ’?(FL), A
cut

A A
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Elle peut alors étre remplacée par celle-ci:
‘ P
A

AL TA

w7

w?

La coupure a été supprimée.

8. et c?.
C’est le cas qui est cause de toutes les difficultés puisque la remontée de la coupure provoque une
duplication partielle de la preuve. I’ et les inférences au-dessus forment alors la configuration :

FOFR AR FY), AL, A
Cc!

FIF, ?A F2(FL), A
cut

F7A; A

Elle peut alors étre remplacée par celle-ci:

F F, ?A!
F F, ?A‘ FIF TA I—?(Fl), ?(FJ'), A
! cut
FIF, ?A F2FL), 7A, A
cut
A, TA, A/
- 7
_ 7
F7A, A’

Du point de vue de la complexité globale des coupures, seule compte dans la nouvelle preuve, la
coupure supérieure dont la complexité est moindre que celle de I’.

9. Vet 3
Dans ce dernier cas, on a la configuration suivante :

% .
{I— Fly/z], & v b OFLt/z], A
F vz F, A F JzFit/z], A

cuf
F A, A
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En substituant t & y dans la preuve P, on obtient une preuve P[t/y] en renommant éventuellement
certaines variables pour éviter que la condition relative a la régle V ne soit violée. On peut alors
remplacer la configuration précédente par celle-ci:

P[t/y]{l— F[t:/:c], A F Fit/z], A’ )

A A

La complexité de la coupure a diminué dans cette transformation.

En conclusion, on a pu dans tous les cas diminuer la complexité de la coupure I’. Comme ceci est valable
pour toutes les coupures de P; non précédées par d’autres, on obtient donc bien une preuve Py dont la
complexité des coupures est strictement inférieure a celle de P;.
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Annexe C

Descente des inférences produisant
les A-formules dans CLLJ]

Théoréme 4.4.1

Soit F une formule de CLL ne contenant pas les opérateurs @ et! Dans CLL), pour toute preuve P d'un
séquent F- F, A ou F est une A-formule, il existe une preuve qui a les propriétés suivantes :
- elle a méme conclusion que P et conserve pour celle-ci, la méme partition entre A-formules et B-
formules ;
-les inférences introduisant les sous-formules de F sont d la fin de la preuve (elles ne sont suivies par
aucune autre).

Preuve

Considérons dans CLL{ une preuve P d’un séquent - F, A ou F est une A-formule qui ne contient
pas les opérateurs @ et !. Pour démontrer le théoréme, nous allons procéder par induction sur la structure
de F. Nous allons commencer par montrer le lemme suivant :

Lemme C.0.1 On peut remplacer la preuve P par une preuve P’ qui a les caractéristiques suivantes : elle a
méme conclusion que P et dans cette conclusion, la partition entre B-formules et A-formules n'a pas changé
et enfin la derniére inférence est celle qui introduit F.

Preuve C.0.1 Nous allons procéder par induction sur la structure de P.

Ftant donné que cette deuriéme induction est imbriquée dans la premiére, pour les distinguer nous la
désignerons par ZN'Dy et la premiére par ZAD;.

St Uinférence introduisant F est la derniére de P, il n’y a rien & faire. Sinon, nous appliquons Uhypotheése
de Uinduction IN'D, & toutes les preuves extraites de P qui contiennent une inférence introduisant F et
qui se termine par un prémisse de la derniére inférence I de P.

Nous obtenons, a la place de P, une preuve P’ ot les inférences introduisant F se situent toutes en avant
derniére position. La partition enire B-formules et A-formules d’inférences dans les prémisses de I n’a
pas changée. Ensuite, quand c’est possible, par une permutation avec I, nous obienons la preuve cherchée.
Ftudions maintenant les cas ou cette permutation est impossible. En fenani compte de la commutativité
des opérateurs logiques binaires, il y en a cing st ’on se référe au tableau 4.1 de permutabilité des inférences
dans CLL].

1. I est de type &
Ce cas peut se diviser en trois selon le type des deuz inférences qui précédent I:
- une est de type ®y et Vaulre de type Ho.
- Pune est de type ? et Uautre de type w.
- les deuz sont de type 3.
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Ces trois cas se traitent de fagon analogue. C’est pourquoi nous avons choisi de ne présenter que le
premier. La preuve P’ se présente alors ainsi:

Pl{al : ZE AP

'_G11F1yA '_GZ)FZsA
D1 2

a

F— G, Fi@ Fs, A 'a—sz,ﬂ@Fz,A&I

ai A\ az

P Gl&Gz, Lo, A

Fy et Iy sont des A-formules respeclives de Py el P2 donc nous pouvons appliquer & ces preuves I’
hypothése de Uinduction ZN D1, c’est-d-dire les remplacer par deuz nouvelles preuves P’y et P’y qui
ont les propriétés décrites dans 'énoncé du théoréme. Ces propriétés nous permettent de décomposer
P’y de la maniére suivante :

- une déduction Dy d’hypothése LN G, A et de conclusion L Gi, 1, A formée unique-
ment d’inférences iniroduisant les sous-formules de Fy qui est une A-formule de P’y.

- pour chaque hypothése Rl G1, A de Dy, une preuve de celle-ci qui conserve la partition
entre B-formules et A-formules par rapport & Py. Nous noterons P¥ la preuve de I’hypothése numéro
k.

Bien entendu, nous avons les mémes résultats pour P’s avec une déduction D, et des preuves Pé‘.
Considérons les preuves P} et Pi. A partir d’elles, nous pouvons construire la preuve Py suivante:

Pll{al : Pg{az :
Gy, A = Ga, A

a1 N ay

Gl&Gz, A

Dans la preuve P'y, remplagons toutes les preuves P¥ par la preuve Py et toutes les occurrences
de Gy par G1&G4. Si la condition relative & la régle se irouve violée, on effectue les renommages
nécessaires. Complétons cetle preuve par une inférence de type @1 inlroduisant Fy @ Fy. Nous
obtenons une preuve qui a méme conclusion que P ; dans cette conclusion, la partition entre B-
formules et A-formules est la méme et le derniére inférence de la preuve introduit bien la formule
F. On a bien la preuve cherchée.

2. | est de type!

Dans P/, Uinférence introduisant F qui est jusie avant I, est nécessairement de type ? car elle ne
peut pas permuter avec I. La preuve P’ a donc la forme suivante :

Pos ., -
=G, FLTA

G, 7F 7A '
R

KGR, 7A

Dans cette preuve, la formule F a nécessairement la forme 2F’. On peut appliguer hypothése de
UVinduction ZAND, a la preuve Py donc il eriste une preuwve de G, 7A qui conserve la méme
pariition entre B-formules et A-formules dans sa conclusion que dans Py. En prolongeant celte
preuve par une inférence! introduisant /G puis par une inférence w iniroduisant 2F’, on obtient la
preuve cherchée.
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3. I est de type V
Puisque dans P’, Uinférence introduisant F qui est juste avant I, ne peut pas permuter avec I, elle
est nécessairement de type 3 donc P’ se présente ainsi:

po{ L
= F'lt/z], G[z/y], A
- 3eF, Glz/y], A

'

2 32F, VyG, A

Dans cette preuve, la formule F a la forme 3z F'. F[t/z] est une A-formule de Py donc nous pou-
vons appliquer @ cette prewve I’ hypothése de Pinduction TN'Dy, c’est-a-dire la remplacer par une
nouvelle preuve P'o qui a les propriétés décrites dans I’énoncé du théoréme. Ces propriétés nous
permettent de décomposer P’y de la maniére suivanie :

- une déduction D d’hypothése I~ G[z/y], A et de conclusion F- F'lt/z], Glz/y], A formée
uniquement d’inférences introduisant les sous-formules de F'[t/z] qui est une formule d’affaiblisse-
ment de P'y.

- pour chaque hypothése - Giz/y], & de D, une preuve de celle-ci qui conserve la partition
entre B-formules et A-formules par rapport & Pg. Nous noterons P¥ la preuve de ’hypothése numéro
k.

Modifions la preuve P’y de la maniére suivante :

- insérons aprés chaque conclusion d’une preuve PE, une inférence V introduisant VyG ; elle
vérifie bien la condition que 2 n’est pas libre dans VyG, A ;

- remplagons dans la déduction D chaque occurrence de Glz/y[ par VyG ;

- prolongeons la preuve par une inférence introduisant Iz F'.

La preuve obienue remplit bien les conditions recherchées.

m]

On a donc montré que P’on pouvait remplacer la preuve initiale P par une autre qui a les caractéristiques
suivantes : elle a méme conclusion et dans cette conclusion, la répartition entre B-formules et A-formules
n’a pas changé; en outre la formule F est introduite par la derniére inférence I.

Il faut maintenant aller plus loin et faire en sorte que toutes les inférences produisant des sous-formules
de F soient a la fin de la preuve. Selon le type de I, nous sommes amenés a distinguer trois cas.

1. T est de type p ou c?.
Nous choisirons par exemple I de type . La preuve P a alors la forme suivante :

Po a :
= F, A

ll FMOFQ., A

La A-formule F est ici FipFy. Fy est donc aussi une A-formule. Alors en appliquant I’hypothése
d’induction ZN'D; & Py, on peut remplacer cette preuve par une autre qui a la forme:

ZR A Pr 4
By, A =, A

K- By, By, A
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Anneze C. Descente des inférences produisant les A-formules dans CLL|

Dans cette preuve, les inférences introduisant des sous-formules de F} sont 4 la fin. Fs est toujours
une A-formule ce qui nous permet d’appliquer une nouvelle fois I’hypothése d’induction aux preuves
P1,--+,Py. On les remplace par des preuves de méme conclusion, ot la méme partition entre B-
formules et A-formules est conservée et dans ces preuves, les inférences introduisant les sous-formules
de F5 sont & la fin.

En prolongeant la preuve globale ainsi transformée par ’inférence I, on obtient la preuve cherchée.

2. 1 est de type &.
La preuve P a la forme suivante:

Pl{al : Pz{(u :
R, A R A

a1 \az

— &R, A

Par hypothése de I'induction ZA D1, nous pouvons remplacer les preuves P; et P, par des preuves
vérifiant la propriété décrite dans 1’énoncé du théoréme.
La preuve globale ainsi obtenue est la preuve cherchée.

3. I a un seul prémisse et a au plus une formule active.
La preuve P a alors la forme suivante:

Pol ,
e A, A
= F A

Dans cette preuve, A, est la partie active de I'inférence I. Si elle est vide, cela signifie que I est de
type w; alors la preuve P elle-méme remplit les conditions du théoréme.

Sinon A, est formé d’une seule formule. On applique alors I'hypothése de I’induction I, a la preuve
Py que ’on remplace par une preuve vérifiant les propriétés du théoréme. La preuve globale ainsi
obtenue est celle qui est cherchée.
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Annexe D

Transposition des résultats de
permutabilité de CLL dans LL

Plut6t que d’exposer une démonstration générale, nous avons choisi d’expliquer notre démarche par
le biais d’un exemple. Considérons dans LL, la preuve suivante :

id
atF a
- ®r
akF adb
R ¥ 7
a, 1 F agb
®r 0r
a®@l F adb OF Db
—or
a—0,a®1 F b N

R
(a®b)—0 + (a@ 1)L, b
PR

(a®b)—00 F (a®1)tpb

Supposons que nous voulions déplacer I'inférence de type —oy, dans le sens ol ¢’est le plus facile.

Nous commengons par transposer la preuve dans CLL. Pour cela, dans chaque conclusion intermédiaire,
toute formule de la partie gauche est remplacée par sa négation dans la partie droite. Chaque inférence qui
n’a pas sa partie principale et ses formules actives toutes dans la partie droite des séquents, est remplacée
par une inférence correspondante de CLL sauf les inférences introduisant des négations qui sont purement
et simplement supprimées. Nous obtenons la preuve de CLL suivante:

—_ id
F oa, at
)
F a®b, at

1
£

Fa®b, at, L
§ T

Fadb atpl T, b

F(a®b)®T, atpl, b
©

Fla@b)@T, (atpl)ph

L’inférence que nous voulions déplacer, est mainienant devenue une inférence de type ®. D’aprés ’étude
de permutabilité que nous avons effectuée dans CLL ( voir le théoréme 2.2.1), nous avons intérét 4 monter
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Anneze D. Transposition des résultats de permutabilité de CLL dans LL

cette inférence dans la preuve. Nous obtenons la preuve suivante :
id

Foa, a

157)

Fa®b, at FT,8

F(adb)®T, at, b

F (a®b)®T, al, L, b

F (adb)®T, atpl, b

s B - © -

F(a®b)@T, (atpl)pb

Il ne reste plus qu’a transposer la preuve obtenue dans LL en effectuant 'opération opposée a celle
effectuée initialement. La preuve finale est la suivante:

1d
at a
®r Og
abl add (U
_OL
{(a®b)—0 0, a - b
‘ 1

(a®b)—00,a, 1 F b
L

(a®b)—0, a1 F b

R
(a®b) —0 F (a®@1)*, b
PR

(adb)—0 F (a® 1)tpb

On peut donc en conclure que dans LL, les inférences de type —o, auront la méme facilité & monter que
celles de type ® dans CLL.

On peut étendre ce raisonnement & n’importe quel type d’inférence ce qui permet de transposer dans LL,
le tableau du théoréme 2.2.1 qui fait le bilan de la permutabilité d’inférences dans CLL. Nous obtenons
ainsi le tableau D.1.

TaB. D.1 - Permutabilité d’inférences dans les preuves de LL

t2\th L pr —or| QL 1p (@ (& | 1p jwip | elp | 70|30 |V |cut
L1 ®r \pr—or|Llr|&r|®r|{TrR|wR|c"R|{!rR|Vr|IR
I np
J'R np
£L —L DR np
®L PR —©R np np
1y, Lgr np
O &r |—|-| np - — | —|np|np| np | — |np|— [np|np
&t DR np
L 7R
wly, wlg
't c?r np np
?r 'r X | x X X X 1 x 1 x |np XX | X |np
3, Vg np npinp
Yr dg np
cut np
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Annexe E

Réduction de 'interface relative d’un
processus a une interface linéaire

Théoréme 8.3.5

Pour tout processus P de CPL. il existe une interface linéaire qui est une réduction de Zp(P) et qui a les
mémes variables libres que P.
En outre, si 0 n'est pas un sous-processus de P, alors les éléments de cette interface ne comprennent que des
messages présents dans P avec éventuellement un renommage de variables liées.

Preuve

Définition E.0.1 Pour éviter de nous répéter, nous dirons d'une interface qui est une réduction de l'interface
relative Ip(P) d'un processus P quelconque de CPL qu’elle est normalisée si elle a les mémes variables libres
que P et si, lorsque 0 n’est pas un sous-processus de P, les éléments de cette interface ne comprennent que
des messages présents dans P avec éventuellement un renommage de variables liées.

Nous allons procéder par induction sur la structure de P. Selon la forme de P, nous sommes amenés a
distinguer les cas sulvants:

1. P=M
D’aprés le théoréme 8.1.3, {M.1} est une réduction de l'interface absolue de M, & plus forte raison
de sa interface relative aussi. Et il est immédiat de vérifier que cette réduction est normalisée.

2. P=1
Il est évident que { 1} est Pinterface qui convient.

3. P=0
I’interface de 0 est P tout entier mais suivant le lemme 8.2.1, £ est une réduction de cette interface.
Pour normaliser £, il reste & se débarrasser de ses éléments qui ont des variables libres. Considérons
un processus linéaire quelconque L qui a comme variables libres z;, -, z,. Le théoréme 8.2.4
montre que le séquent L F Jxy---Jz,L est prouvable donc il est possible de réduire £ a une
interface linéaire normalisée.

4. P=MP
Par hypothése d’induction, il existe une interface linéaire I’ qui est une réduction normalisée de
Pinterface relative de P’.
Soit V’ensemble I des processus linéaires de la forme M.L’ ot L’ est un élément quelconque de I’.
Montrons que I est une réduction normalisée de Zp(P).
Tout d’abord, nous allons montrer que I est une partie de Zp(P). Soit M.L’ un élément quelconque
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Anneze E. Réduction de interface relative d’un processus d une interface linéaire

de I. Puisque L' € Zz(P'), alors: P/, L’ I 1. Donc par application successive des régles RCL et
SDy, ,nous pouvons inférer:P', M, M.L' + let M.P', M.L' + 1.

Par conséquent: M.L' € Ip(P) ce qui implique: I C Ip(P).

Maintenant nous allons montrer que I se déduit de Zp(P). Soit Q un co-processus quelconque de P
qui soit un processus.

Par hypothése: M.P/, @ + 1. Comme nous pouvons descendre au maximum les inférences de type
SDj dans les preuves, nous en déduisons: P/, M, @ + 1.

Donc M.@} € Ip(P’). Il s’ensuit que nous pouvons trouver un élément L.’ de I’ tel que M.Q + L'.
Dot M,QF L' et finalement @ + M.L' ce qu’il fallait démontrer.

Etant donné la forme de I et le fait que I’ est une réduction normalisée, I ’est aussi.

5 P=MP
Par hypothése d’induction, il existe une interface linéaire I’ qui est une réduction normalisée de
I’interface relative de P’.
Soit I I’ensemble des processus linéaires de la forme M.L’ ol L’ est un élément quelconque de I’.
Montrons que I est une réduction normalisée de Zp(P).
Tout d’abord, nous allons montrer que I est une partie de Zp(P). Soit M.L’ un élément quelconque
de L. Puisque L' € Zp(P'), alors: P/, L’ + 1. Ensuite, par application des régles RCp et SDy,
nous pouvons inférer successivement: M.P/, M, L' + let M.P', M.L' + 1. Par conséquent:
M.L' € ITp(P) ce qui implique: I C Ip(P).
Maintenant nous allons montrer que I se déduit de Zp(P). Soit Q un co-processus quelconque de P
qui soit un processus. Par hypothése: M.P', @ + 1.
Considérons une preuve quelconque de ce séquent. Elle a la forme suivante :

PP, T F 1
RCY,
MP, M P TF 15

Dy,
M.P', M.P",T F 1

M.P,QF 1

Nous avons donc ®(P”,T) € Ip(P’). Donc nous pouvons trouver un élément L’ de I’ tel que
P?” T + L'. Comme I’ est normalisée, les variables libres de L’ sont des variables libres de P’. Nous
pouvons donc modifier la preuve ci-dessus de la fagon suivante:

P TF L
SDr

M, P, T+ ML
S

Dy,

M.P" T+ ML

Qr M.I

Nous venons donc de prouver que @ + M.L"
Donc I est une réduction de Zp(P) et il est facile de vérifier qu’elle est normalisée.
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6. P=P,®P,
Par hypothése d’induction, Zp(P;) et Zp(P,) ont des réductions normalisées respectives I; et Ig.
Soit I 'interface linéaire constituée par tous les processus obtenus par entrelacement d’un élément
quelconque de I; avec un élément quelconque de I5. Montrons que I est une réduction normalisée
de I‘p(P) .
Nous allons commencer par montrer que I est une partie de Zp(P). Soit L un élément quelconque
de 1. II existe donc deux processus linéaires L; et Ly de I et I5 tels que L € Ly % Ly. Le lemme
8.2.2 nous permet de déduire L € Zp(P) ce qui implique 7 C Zp(P).
Maintenant, nous allons prouver que I se déduit de Zp(P). Soit Q un élément quelconque de Zp{P).
Par hypothése: Py ® P, @ + 1. Dou: Py, Py, @ + 1. Donc @( P2, @) € Ip(Py).
Par conséquent, nous pouvons trouver un élément L de I tel que Py, @ F L;. Le théoréme 8.2.2
nous permet ensuite d’en déduire Py, Ly, @ F 1. Donc ®(L_1, Q) € Ip(Pa). Par conséquent,
nous pouvons trouver un élément Ly de I3 tel que Ly, @ F Lo. D’ou, d’aprés le théoréme 8.2.2:
I, Lo, @ + 1 et d’aprés le théoréme 8.2.3, nous pouvons trouver un élément L de L, * Ly tel
que: @ + L. On a donc prouvé que I se déduit de Zp(P). Et I’on vérifie facilement que I est une
réduction normalisée.

7. P=P:&P;
Par hypothése d’induction, Zp(P;) et Tp(P2) ont des réductions normalisées respectives I} et I5.
Soit I la réunion de I; et de I3. Montrons que I est une réduction normalisée de Zp(P).
Tout d’abord, nous allons montrer que I est une partie de Zp(P). Soit L un élément quelconque de
I. Cela signifie que P;, L + 1ou P, L + 1. Dans les deux cas, a ’aide de la régle ALT; nous
pouvons inférer: Pi&Py, L + 1 ce quisignifie:L € Zp(P). Nous avons donc montré: I C Zp(P).
Maintenant, nous allons prouver que I se déduit de Zp(P). Soit  un élément quelconque de Zp(P).
Par hypothése: Pi&P., 2 + 1. Comme nous pouvons descendre au maximum les inférences de
type ALTy dans les preuves, nous pouvons en déduire soit Py, @ + 1, soit Po, @ F 1. Dans les
deux cas, il existe unélément L de [ tel que @ + L.
Nous concluons en vérifiant que I est bien une réduction normalisée,

8. P = vxP’

Dans ce cas, il va nous falloir démontrer auparavant le lemme suivans.

Lemme E.0.2 Sile séquent T'1[t/z], Ty + 1 est prouvable dans CPL et si x n'est pas libre dans T4
et t, alors il existe un systéme de processus T's tel que T'3lt/z] = T'y et le séquent T1, T3 + 1 est
prouvable.

Preuve E.0.2 Nous procédons par induction sur la structure de la prewve de Tqft/z], Ty F 1
. Selon le type de la derniére inférence I de la preuve, nous sommes amenés & distinguer les cas
sutvants :

(a) taletype SDr, RCr, TERMy, PAR;, ALT; ou RECy.
Par ezemple, considérons le cas ot I a le type RCr. Ce cas est le plus complezre car I a deux
formules principales (les autres cas sont plus simples mais se traitent selon le méme principe).
Selon la répartition des formules principales dans T'1[t/z] et T's, nous devons disiinguer irois
50USs-cas.

i. Les formules principales sont dans T'[t/z].
Alors I a la forme suivante:
P[t/l?], Ivl[t/m]v FZ F1
Mlt/e}, M[t/x). Plt/e], Ti[t/x], T2 + 1

Par hypothése d’induction, il existe un systéme de processus T's tel que I's[t/z] =Ty et le
séquent P, T, Ta F 1 soit prouvable.
Grice a la régle RCy, nous pouvons inférer M, M.P, T"), I's & 1 qui est Ty, I'5 + 1.
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ti. Les formules principales sont dans I'p.
Alors I a la forme suivante :

P, Tit/z], Ty F 1
M,M.P, Ti[t/z], Tj - 1

Par hypothése d’induction, il existe un systéme de processus T's tel que T4[t/z] =T et un
processus P’ tel que P'[t/z] = P et que le séquent P!, T'y, T4 F 1 soit prouvable.
A Uaide de la égle RCr, nous pouvons inférer M, M.P', Ty, T4 + 1. Comme z n’est
pas libre dans I's, M = M[t/z] et nous pouvons choisir M, M.P, T4 pour I's; il vérifie
les conditions requises.

1. Les formules principales sont réparties entre I'i[t/z] et ;.
Par exemple, I a la forme suivante (le cas symétrique se traite de fagon analogue) :

P Tilt/z], T% F 1

Cr,
Mt/2], M[t/=).P, Ti[i/a], T} F 1

Par hypothése d’induction, il existe un systéme de processus I's tel que T4t/z] = T4 et
un processus P’ tel que P'[t/z] = P et que le séquent P', T, T4 + 1 soit prouvable. A
Uaide de la régle RCyr,, nous pouvons inférer M, M.P', T}, T4 + 1. Alors nous pouvons
choisir M{t/z], M[t/z].P, L'y pour T's car il vérifie les conditions requises.
(b) | has the type RESY.
Comme dans le cas précédent, nous sommes amenés a distinguer plusieurs sous-cas selon la
localisation de la formule principale de I. Ici, les choses sont plus simples car la formule
principale est unique.

~ La formule principale est dans I';[t/z].
Alors I a la forme suivante :

Plt/z][y/2], Ti[t/=], T2 + 1

RESy
3z(P[t/z)), T\[/z], T2 F 1

Quand nous écrivons cette inférence, nous supposons que z est différent de z et n’est pas

libre dans t de fagon & avoir Dégalité: Az(P[t/z]) = (IzP)[t/z]; si ce n’esi pas le cas,

nOUS TENOMMONS 2.

Puisque y n’est pas libre dans T|[t/z], T2, nous powvons la choisir différente de z. Alors

nous avons [’égalité suivante : Plt/z][y/z] = Ply/2][t/z].

Par hypothése d’induction, il existe un systéme de processus I's tel que T3lt/z] = T'g et

que le séquent Ply/z], T, T3 + 1 est prouvable.

A Vaide de la régle RESy, nous pouvons inférer 32P, T}, I's &+ 1, c’est-a-dire Ty, T's F 1.
- La formule principale est dans I[';.

Alors I a la forme suivanie :

P[y/z]s r1[t/1:]s I‘; F1
3P, Tit/a], T F 1

RES|,

Par hypothése d’induction, il existe un systéme de processus '}y tel que T4[t/z] =T% et un
processus P’ tel que P'[t/z] = Ply/z] et que le séquent P', Ty, Ty F 1 est prouvable.
Soit le processus P” égal & P'[z/y]. Comme nous pouvons supposer z différent de z, alors
z n’est pas libre dans P’ d’od Végalité P° = P”[y/z] .A Uaide de la régle RESL, nous
pouvons inférer 32P”, Ty, Tf + L.

Nous avons légalité: P”[y/z]|[t/z] = Ply/z]. Comme y n’est pas libre dans T {t/z], T2,
nous pouvons le choisir différent de z et nous pouvons supposer aussi que z n’est pas

Ilibre dans t. D’od, nous pouvons déduwire :P”[t/z|[y/z] = P’[y/z][t/z] = Ply/z] et
P?lt/z] = P. Alors nous pouvons choisir 3zP” | T4 pour T's car il vérifie les conditions
requises.
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(c) lale type GENL.
Alors nous sommes amenés ¢ distinguer deuz sous-cas en fonction de la localistation de la
formule principale.

i. La formule principale est dans I'i[t/z].
Alors I a la forme suivante :

Plt/2]lt'/z], T[t/z], T + 1

GENL
Vz(Plt/z]), T[t/e], T2 F 1

Quand nous écrivons celle inférence, nous supposons que z est différent de ¢ et n’est pas
libre dans t de fagon @ avoir Uégalité: Vz(Pt/z]) = (VzP)[t/z]; sinon nous renommons
z. Puisque z n’est pas libre dans T'y et dans t, nous pouvons supposer qu’il n’est pas libre
dans t’. Alors, nous avons Uégalité - Plt/z][t'/z] = P[t'/z][t/=].
Par hypothése d’induction, il existe un systéme de processus Iz tel que I'3[t/z] = 'y el que
le séquent Plt'/z], TY, T3 t 1 est prouvable. A ’aide de la régle GENy, nous pouvons
inférer V2P, T'{, T's + 1, c’est-d-dire T;, T's 1.

1. La formule principale est dans I';.
Alors I a la forme suivante :

Pt'/z], Th[t/z], T4 + 1

} GENy
V2P, T1lt/z], T F 1

Par hypothése d’induction, il existe un systéme de processus 'y tel que T'4[t/z] = T% et un
processus P’ tel que P'[t/z] = P[t'/z] ei que le séquent P', Ty, TG F 1 soit prouvable.
Nous pouvons supposer z non lthre dans t et comme z n’est pas libre dans T's, nous pouvons
aussi supposer que les variables de 1’ ne contient pas z. Nous pouvons donc trouver un
processus P” tel que P’[t/z] = P’ et P’[t'/2] = P’. A Vaide de la régle GENL, nous
pouvons inférer V2P, Ty,

Ty b 1. Alors nous pouvons choisir YzP”, T% pour T's car il vérifie les conditions
requises.[}

Revenons maintenant & la démonstration du théoréme proprement dit. Par hypothése d’induction,
il existe une interface linéaire I’ qui est une réduction normalisée de l'interface relative de P’.

Soit I’ensemble I des processus linéaires de la forme 3zL’ ot L’ est un élément quelconque de T’.
Montrons que I est une réduction normalisée de Zp(P).

Tout d’abord, nous allons montrer que I est une partie de Zp(P). Soit 3z L’ un élément quelconque
de 1. Puisque L' € Z-(P’), nous avons: P', L' + 1. A 'aide des régles GEN; et RESy, nous
pouvons inférer successivement: Ve P, L' + 1et VeP’, 3zL’ + 1 ce qui signifie:L € Zp(P). Nous
avons donc prouvé: I C Ip(P).

Maintenant, nous allons prouver que I se déduit de Zp(P). Soit Q) un élément quelconque de Zp(P).
Par hypothése: Yo P/, @ I 1. Considérons une preuve quelconque de ce séquent. Elle a la forme:

Plt)e], T F 1
PRELT L e,

VeP', T F 1

veP', Q F 1

Nous pouvons supposer que x n’est pas libre dans I' et dans ¢. D’ot, d’aprés le lemme E.0.2, nous
pouvons trouver un systéme de processus I' tel que: I' = I'[t/z] et que ie séquent P/, T/ + 1
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soit prouvable.

Donc il existe un élément L’ de I’ tel que: IV F L’. D’ou nous pouvons déduire: IV[t/z] + L'[t/z],
c’est-3-dire I' + L'[t/z]. En outre, comme S’ est une réduction normalisée, les variables libres de L’
sont des variables libres de P’, ce qui permet, de modifier la preuve précédente de la facon suivante
sans risque de voir la condition relative & RESy violée:

I' = L'[t/z
___.___[_./_]REIR
'+ 3L’

Q + JeL’

Nous terminons I’analyse de cas en remarquant que I est une réduction normalisée.

. P =3xP’

Par hypothése d’induction, il existe une interface linéaire I’ qui est une réduction normalisée de
I'interface relative de P’.

Soit ’ensemble I des processus linéaires de la forme Yz L’ ou L’ est un élément quelconque de I’.
Montrons que I est une réduction normalisée de Zp(P).

Tout d’abord, nous allons montrer que I est une partie de Zp(P). Soit VzL' un élément quelconque
de I. Puisque L' € Zz(P’), nous avons: P, L' + 1. A {’aide des régles GEN et RESL, nous
pouvons inférer successivement : P/, VoL’ + 1let 3zP’, VoL’ F 1 ce qui signifie:L € Zp(P). Nous
avons donc prouvé: I C Zp(P).

Maintenant, nous allons prouver que I se déduit de Zp(P). Soit Q un élément quelconque de Zp(P).
Par hypothése: 3zP’, @ F 1. Comme nous pouvons descendre au maximum les inférences de type
RES];, dans les preuves, nous en déduisons: P'[y/z], § + 1 avec y non libre dans {3z P', Q}.
Donc il existe un élément L’ de I’ tel que: @ + L'[y/z]. Ensuite, a I’aide de la régle GENg, nous
pouvons inférer: @ + VaL' car y n’est pas libre dans @ + VzL'.

Nous concluons en vérifiant que I est bien une réduction normalisée.

P =!P’
Par hypothése d’induction, il existe une interface linéaire I’ qui est une réduction normalisée de
Uinterface relative de P’.

A partir de I’, nous pouvons construire inductivement une suite de interfaces linéaires (I}, )pen
telle que pour tout n > 0, I/, est une réduction linéaire normalisée de Zp(P' ® ---® P’);sin = 0,

ntimes
o = {1}
Soit I la réunion de tous les I}, pour n € N. Montrons que I est une réduction linéaire normalisée
de Zp(P) .
Tout d’abord, nous allons prouver que I est une partie de Zp(P). Soit L un élément un élément
quelconque de I. Il existe donc un entier n tel que L € S/,. Donc: P'®---@ P/, L + 1. D’ou:
p... P LF1let!'P, P,.... P,LFIL
Puis en utilisant n fois la régle RECy, nous pouvons inférer le séquent suivant: !P’ L + 1, ce qui
signifie: L € Zp(P). Nous avons donc prouvé: I C Zp(P).
Maintenant il s’agit de montrer que I se déduit de Zp{P). Soit Q un co-processus quelconque de !P’
qui soit aussi un processus. Par hypothése: P, ¢ F 1. Comme nous pouvons descendre au
maximum les inférences de type RECy dans les preuves qui n’utilisent pas les régles ALTR et
RECE, nous en déduisons: P',---, P/, @ + let: P®.-.@ P, @ + 1. Nous pouvons donc
trouver un-entier n et un élément L de I tels que § + L. Nous pouvons conclure que L € .
Enfin néus vérifions que I est une réduction normalisée. O

222



Nom : PERRIER

Prénom: Guy

3C-F9

DOCTORAT de I'UNIVERSITE HENRI POINCARE, NANCY-I

en INFORMATIQUE

VU, APPROUVE ET PERMIS D'IMPRIMER

- 1 FEV, 1855 o498

LI R,

Nancy, le

Wnt de I'Université
@\ PO/sx

FINANCE

.

Ry s\ %

UNIVERSITE HENRI POINCARE - NANCY 1
24-30, rue Lionnols B.P.3069 54013 Nancy cedex

Tél:83 32 81 81 Fax:83 32 95 90
Adresse électronique : @presnl.u-nancy.fr




Résumé

Cette thése se propose d’étudier la construction de preuves en logique linéaire et sur la base de cette
étude, de I’utiliser ensuite comme paradigme de calcul pour la programmation paralléle.
Dans le caleul des séquents linéaire, nous montrons que la propriété de permutabilité d’inférences joue un
role essentiel dans la normalisation des preuves en vue de leur construction automatique. Cette normali-
sation est déterminée par deux facteurs: le fragment logique dans lequel nous nous placons et le sens de
construction des preuves envisagé. Nous mettons ainsi a jour une dualité entre principes de construction
des preuves en chainage avant et principes de construction des preuves en chainage arriére a partir de
laquelle nous proposons une méthode pour normaliser les preuves et élaborer des stratégies de construc-
tion dans un fragment donné de la logique linéaire. Appliquée de facon systématique dans la logique
linéaire toute entiére, elle nous permet d’y proposer une stratégie originale de construction des preuves
en chainage avant,
Cette méthode va ensuite nous aider & choisir un fragment approprié de la logique linéaire intuitionniste
pour y élaborer un calcul de processus asynchrone, CPL (Concurrent Programming Logic), basé sur la
construction de preuves. Les formules y sont interprétées comme des processus et les preuves, avec cer-
taines restrictions, comme des réductions de processus. Nous proposons une sémantique opérationnelle
sous forme d’une relation de transition qui découle de cette interprétation.
Pour exprimer la capacité d’interaction des processus avec le monde extérieur, nous proposons une sé-
mantique dénotationnelle, issue de la sémantique des phases de la logique linéaire, qui repose sur les
notions de co-processus et d’interface. Un co-processus est un testeur qui caractérise un aspect de I’in-
teraction possible du processus avec I’extérieur. Il est représenté par une formule qui vérifie une certaine
forme de complémentarité avec la formule représentant le processus. Une interface est un ensemble de
co-processus caractérisant de maniére globale la capacité d’interaction d’un processus avec ’extérieur.
Utilisant le cadre déductif, nous construisons un calcul sur les interfaces qui s’articule autour des concepts
de réduction et de relativisation d’une interface.
La notion de communication synchrone est captée par une simple restriction sur la forme des preuves dans
le systéme déductif de CPL. Cette restriction permet de définir un calcul synchrone, SCPL qui englobe
notamment le m-calcul de Milner.
En tant que modéle logique du parallélisme, CPL peut étre un outil d’analyse dans le domaine et peut ser-
vir de base a de nouvelles propositions de langages de programmation paralléle. On peut méme d’emblée
concevoir CPL comme un langage de programmation logique. Enfin, il peut constituer un cadre commun
pour I’étude sémantique de programmes écrits dans des langages les plus divers.

Mots-clés: logique linéaire, déduction, programmation logique, parallélisme, communication, caly-};_l de
Processus,
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